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L’objet principal de cette these est une contribution a ’analyse numérique
de problemes de valeurs propres non linéaires, comme on peut en trouver en
chimie quantique. La résolution de ces problemes étant tres couteuse, I'idée est
de proposer de nouvelles méthodes permettant de simplifier la résolution de ce
type de problemes et ainsi diminuer le cout total de calcul. L’analyse numérique
est nécessaire pour comprendre si 'impact positif sur le cout de total n’a pas
de mauvaise conséquence sur la précision des résultats.

On s’est apercu que 'analyse numérique de discrétisation classique n’était pas
entierement faite, et surtout elle n’était pas optimale. Il a fallu préalablement
compléter les travaux existant sur les estimations d’erreur a priori, afin d’obte-
nir des résultats équivalents a ceux connus dans le cas de problemes aux valeurs
propres linéaires. Les deux premiers chapitres sont consacrés a ’analyse numé-
rique de ces probleémes aux valeurs propres non linéaires, ainsi que l'effet de
I'intégration numérique.

Dans le chapitre 3, ces résultats ont été utilisés pour la mise en ceuvre et ’ana-
lyse numérique de nouveaux schémas a deux grilles pour 'approximation de
problemes aux valeurs propres non linéaires.

Dans une derniere partie, on propose d’adapter ce type de méthode de sous-
grilles, pour une utilisation originale, associée a la méthode des bases réduites
pour la résolution de problemes elliptiques avec second membre.

Quelques résultats d’estimations a prior: dans le cas
de problemes aux valeurs propres linéaires

De nombreuses applications physiques et mécaniques, nécessitent I'approxi-
mation des valeurs propres et des vecteurs propres de problemes elliptiques,
ayant des conditions aux limites. L.’analyse numérique de ces problemes linéaires
a été amplement étudiée et développée, et plus particulierement dans le cas de
la méthode des éléments finis [2,45,50]. La présentation de ces principaux ré-
sultats est faite dans le méme esprit que celle qui sera proposée dans la suite
de la these, pour le cas de problemes non linéaires.

Soit © un ouvert borné de R? (d = 2 ou 3) & frontiere « réguliere ». On s’inté-
resse au probleme suivant :

Trouver u € H} () et A € R tels que

a(u,v) = )\/ wv, Vv € H}(Q)

[ o (1)

ot a est une forme bilinéaire, symétrique, continue et coercive sur Hg(€2).
Les valeurs propres de ce probleme forment une suite croissante tendant vers +oo

D<A < ol <A<



et les fonctions propres associées u,, sont bornées dans H?(f2) (en supposant
que la forme bilinéaire a et la frontiere du domaine €2 sont suffisamment régu-
lieres, par exemple si {2 est convexe ).

Il s’agit maintenant d’approcher numériquement les couples d’élements propres
(A, u). On introduit un sous-espace de H}(f2) de dimension finie, de type éle-
ments finis (K, P, > x), noté XF tel que :

Xf={veHyQ),VK €T, vx € Py(K)}.
7Ty, représente une famille réguliere de triangulation de €2, le parametre de dis-
crétisation h est défini par h = 71}122{ hr ou hp est le diametre de T (c’est a dire
€7y
la longueur du plus grand coté). On rappelle qu'une famille de triangulation est

dite réguliere si elle vérifie les hypotheses suivantes :

— pour tout h, 0 est égale a 'union de tous les éléments de 7Tj,

— l’intersection de deux éléments distincts est vide, ou un sommet, ou une
aréte entiere ou une face entiere,

— il existe une constante o indépendante de h telle que VI' € 7y, o < o
avec o = Z—;, et pr le diametre de la boule inscrite dans T

L’approximation de Galerkin de sur X ,]j , 8’écrit alors :

Trouver up, € X,’f et A\, € R tels que

a(uh,vh) = )\h/ UpVp, Yoy, € X}]’f

/Qu,% =1. ' .

Ce probleme admet Np(= dim X }’f) valeurs propres positives qui forment une
suite croissante :

O0<AMp<Xp<- < App << ANy h

Soit V,,, 'ensemble des sous-espaces de H&(Q) et Vi, lensemble des sous-
espaces de X ,’f , tous deux de dimension m. Alors, d’aprées le Principe du Min-
Max, la m®™€ valeur propre \,, du probleme et la m®™e valeur propre Ak
du probleme sont données par

a(v,v)

Am = min max 5
Em€VmvEEbnm HUHL2
v#0

\ B . a(vp, vp)
mh = min - max ——o-—,
Em€Vim hnv€Em HUhHL2
vh;éO

et vérifient la propriété suivante :

)\mg)\m,ha 1 <m < Np.



De plus, I’égalité suivante nous permet d’obtenir un premier résultat de conver-
gence.

)\m,h —Am = a(um,ha um,h) - a(umy um)
= a(um,h — Um, Um,h — um) + 2a(um,h — Um, Um)
= a(um — Um,h, Um — um,h) -2 )\m(umy Um — um,h)LQ
(

= a\Um — Um,h, Um — um,h) - Am |:(Um7 um)L2 + (Um,ha um,h)L2

—Q(UWUm,h)m] (en utilisant ||wp, || 2 = ||umnllLz = 1)
= a(um — Um,h, Um — um,h) - Am(um — Um,hy Um — um,h)Lz- (3)

Avec la continuité de la forme bilinéaire a, ainsi que l'inégalité de Cauchy-
Schwarz sur le second terme de droite, on a

Ay = Al < Clltm — I (4)

Faisons maintenant I’hypothese d’approximation suivante :
Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout u € H () N HY(Q),
1</{<k+1on ait :

inf |ju— ol < Ché*l”“”m-
’UhEX;f

Les estimations d’erreur suivantes sont classiques, voir par exemple [2,45,50],
néanmoins nous choisissons de donner ici une démonstration qui servira d’intro-
duction au raisonnement utilisé pour obtenir les estimations d’erreur a prior:
dans le cas de problemes aux valeurs propres non linéaires.

Lemme : Si A\, est une valeur propre simple, alors pour h < hg assez petit,
Am,h est une valeur propre simple et il existe une constante C positive, indé-
pendante du sous-espace X,’f, telle que l’on ait

|tm — Ul < CRul| e (5)

lum — umpllre < Chllum — wmpl - (6)
Démonstration :
Seul le cas m = 1 sera traité. On commencera par montrer que
— 0. 7
lur — wi,nll b (7)
Pour cela, on considére le probleme de minimisation suivant :

Lin = inf{ Eyn(v),v € Hy(Q), [Jv]|g2 = 1},

1
ou Ejy(v) = Ea(v,v). Ce probleme admet une unique solution positive, que

I’on notera u. Ainsi, en introduisant 1'opérateur auto-adjoint, Aj,, tel que

(Ajnu, v) = au,v) Yv € H&(Q),



on obtient que la fonction u vérifie 'équation d’Euler-Lagrange suivante :
Ajpu = Au

ol A € R est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte |lul|;2 = 1.
Le probleme aux valeurs propres, issu de ce probleme de minimisation, n’est
autre que ( . Il ex1ste une base hilbertienne orthonormale de L?(Q2) formée des
vecteurs propres de (1)), de facon & ce que tout v E L?(2) et de norme 1, puisse

s’écrire sous la forme v = E Uy, AVEC g a =1 et a(v,v) E a Am,

De ce fait, en remarquant )\1 est la plus petlte valeur propre, il apparalt que
le couple (ug, A1) est solution de cette équation d’Euler-Lagrange, ainsi que du
probléeme de minimisation Iiy,.

Par ailleurs, on peut montrer que A1, la plus petite valeur propre Ay, est simple.
Il en résulte que

<Alin'l},1}>F — )\1/ 1)2 Z ()\2 — )\1) |:‘UH%2 - (Ul,v)%z] Yo € Hol(Q)
Q

On rappelle que |lu1||z2(0) = [[u1nllr2@) = 1, de ce fait [(u1,u1 p) 20l < 1. Par
conséquent, il apparait

(Anin(u1r —urp), (u1 —urp)) — Mt /Q(m —up)? > (A2 — A1) [1 - I(u1,u1,h)L2(Q)|]

Ainsi, en choisissant uy p, tel que (u1,u1p)r2(q) = 0, il découle

a(ur — ugp,ur — up) — Arfjur — Ul,h”%?(ﬂ)

= (Ain(ur = urp), (ur = uip)) = Mllur — w2

1

> 500 = 2l + vl - 20,20
Ao — A

> (221)”U1 - ul,hH%Q(Q)'

Ao
Soit # tel que 0 < < ——

N A L1 A partir de la ligne précédente, on obtient
1

alors
a(ur — up,ur — urp) — Mfjur — U1,hH%z(Q)
=0a(u; — UL, UL — ul,h) + (1 —0) [a(m — Ulh, UL — Ul,h) - )\IHUI - ul,h”%%ﬁ)

=0 [lur — w1 |20
(1—0)(A2 — A1)

> fa(uy — upp,ur —urp) + B [Jur — Ul,h”%%ﬂ) — OA1f|lug — ULhH%?(Q)

1
> fa(up — ug p,ur —urp) + 3 {)\2 — A1 — 0N+ )\1)} |1

Ceci implique, en utilisant la coercivité de la forme bilinéaire a et en choisissant
0 assez petit, qu’il existe une constante C' positive telle que

a(ur — ui p,ur —urp) — A (U1 — upp,ur — Ui p) 2 > Cllur — ul,hH%—]l(Q)- (8)



En combinant ceci avec ’égalité , on a

C 2 1 1
§Hu1 — il < §a(u1 — UL p, UL — UL ) — ?(m — Uy p, UL — UL R)L2

1
= 5()\1,;1 — A1) = Eiin(u1,1) — Elin(u1).

Puisque u; j, est solution du probléme aux valeurs propres , elle est également
le minimiseur de E};, sur I’espace X;f. On a ainsi pour tout vy, € X}’f, Ein(u1 ) <
Exin (vg). Soit p, € X}'f telle que

w1 = 2l o) = vhi?f;gH“l — Unllmi@) et llur — @nllmi) — 0-

On obtient finalement

C
5||U1 - ul,h”%ﬁ(g) < FEiin(zn) — Eiin(u1)

1
= ia(vh,vh) - ia(ul,ul) = ia(xh — Ui, vp + u1)

< Cllzp — urll g lon + will g1 P 0.

—0

Revenons a la démonstration de ’estimation . En utilisant , pour tout
zp € XF, on a

CHUl - ul,hHl%Il(Q) < CL(U1 — U1,h, U1l — ul,h) — )\1H’LL1 — u17h||%2(m
< a(ur — o, ur —urp) — M / (u1 — op) (w1 —uyp)
Q
+a(xp — uip,ur —urp) — A1 / (xp, —urp)(ur —urp)
Q
< a(ur — o, ur —urp) — M / (u1 — op) (w1 —uyp)
Q
+A1 / (xh —urp)ur — A p / (xh — urp)urp
Q Q
-1 / (zh —urp)(ur — u1p)
Q
< a(ur —mp,ur —urp) — M / (u1 — op) (w1 —uyp)
Q

+(A = A1p) / (xp, — urp)uip
Q

< Cllur = zpllgiollur — wiplla) + 1A = Aval [l — 24l L2 (0)-

Ainsi en utilisant dans cette derniere ligne, il vient

lur —wiplling < Cllur —wipllm o) [llul — 2l ) + [lur — unll @)l — $h||L2(Q)]

IN

Cllur — wll ey ur — 2all e [1 Tl — ul,hnHl(m]



D’apres (7), le terme [|u1 — uq p |51 () est petit, de ce fait on trouve

lur —wrnllgre) < Cllun —apllgie) = C inf Jlus —opllm o),
’UhEXh

et finalement, si u € H'(Q)N HY(Q),1<¢ <k,ona
lur = wr e < O ull e

Il reste a montrer ’estimation @, la démonstration qui suit differe 1égerement
de celles qui existent dans la littérature, mais elle pourra facilement étre adap-
tée pour fonctionner dans le cas de probleme aux valeurs propres non linéaire.

Pour cela, on note ut = {v € H}(Q), / uv = 0}, le sous espace de H} (), et
Q

on considere le probleme adjoint suivant :

Trouver ¢ € u' tel que pour tout v € ut, alors

a(,v) — Np,v) = /(u1 — U p)0. (9)

Q

La forme bilinéaire (v, w) — a(w,v) — A(w, v) étant coercive, continue et symé-
trique sur u*, le théoreme de Lax-Milgram nous assure Pexistence et 'unicité
de la solution ¢ du probléeme @D De plus elle vérifie les hypotheses de régularité
et de continuité suivantes :

W € Hg(Q) N H*() (10)
[l g2) < Cllur — v nllz2)- (11)

En particulier, on a
inf . 1V —vnllm@) < Chllur —uipllp2(q)- (12)

VR EX Y

Soit uj € HE(Q), définie par
uy =urp+ (1 — / U U p)UT,
Q
de sorte que u] —u; € ut, on a également

1
uj — Uy = §U1HU1 - Ul,hHQLQ(Q)'



Alors, on remarque

lur —uinlZae) =

[ =) = i)+ [ (0= wn)ai )
0 Q
/(Ul —upp)(u —ui) + i\lm — w70
0
a(,ur —uip) — M / P(ur —up)
Q
a( — Y, ur —urp) — M /9(1/1 —p)(u1 — u1p)
+a(p,ur —urp) — )\1/Q¢h(u1 —urp), Vin € Xp
At — by ur — i) — A /Q (6 — ) (s — ur )

+(A1 = Ap) [/Q(T/Jh — Y urp + /Q¢U1,h] . Yy € XF.

Par conséquent, en utilisant , on obtient, pour tout ¥, € X ,’f

T

IN

IN

<

Cllur — w1 pll )l — Unll )
Hlun = w1y Tl 10— Unllzzie) + 1200

Cllur —urpllgr) inf Y = ¥nllr o)
YreEX)

2 .
Hllur = wrpll gy [d}:g{ﬁ % — ¥nllL2) + ||¢J||H2(Q)]

Cllur — wnplgsgen s — walzzcen [h . ul,hum)}

Cllur — urpll g oy llur — winllrzo [h + hf”ulnH”l(Q)] 1<l<k.

Chllur — v pllgr)llur — v nllz (o)

On retrouve ainsi @, ce qui conclut la démonstration de ce lemme.

|

A la recherche du fondamental

Il existe plusieurs modeles mathématiques issus des sciences physiques et de
I'ingénierie, dont la résolution demande une recherche de valeurs et vecteurs
propres de problemes non linéaires, comme le calcul de modes de vibration en
mécanique des solides non linéaires. On trouve aussi des exemples en chimie
quantique, ou les modeles dit ab initio dérivent directement de 1’équation de

Schrodinger [27] :
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— les équations de Gross-Pitaevskii qui décrivent les états stationnaires du
condensat de Bose-Einsten,
— les modeles d’Hartree-Fock et Kohn-Sham.

Ces deux derniers ont pour but de déterminer 1'état fondamental, c’est-a-dire
I’état de plus basse énergie d’un systeme moléculaire.

Le modele de Kohn- Sham est tres populaire en physique du solide, mais aussi en
chimie moléculaire. Il repose sur la Théorie de la fonctionnelle de densité (DFT,
Density Functional Theory [23,24,41,53]). Le principal intérét de cette méthode
réside dans le fait qu’elle permet de modéliser des systeémes relativement étendus
(molécules de taille importante ou des solides) avec une bonne précision. La
description quantique non-relativiste d’un systéme moléculaire ou cristallin est
basée sur I’équation de Schrodinger [27] suivante (qui sera simplifiée par diverses
approximations pour faciliter sa résolution) :

HU(R;, 7;) = ih%\l’(ﬁ;,ﬁ’)),

ol H est le hamiltonien du systeme. Cette équation peut étre ramenée a un cas
stationnaire, qui prend la forme d’un probleme aux valeurs propres

Hy(R;, 7)) = Ey(R;, 77),

_
ou Y(Ry, 77) est la fonction d’onde qui décrit le comportement des électrons,
N

R; et 7; représentent les coordonnées des noyaux et des électrons, E corres-
pond quant a lui a 'énergie du systeme. Chaque valeur propre E correspond a
un niveau d’énergie associé a un état du systeme décrit par la fonction d’onde
1#(1?; , 7{) L’état de plus faible énergie est le plus stable, chercher celui-ci revient
a résoudre un probleme de minimisation. Pour un systeme moléculaire composé
de M noyaux et de N électrons. La complexité de ce probleme est telle qu’il ne
peut étre résolu sans simplification supplémentaire :

— 1° étape d’approximation : I’approximation de Born-Oppenheimer,

— 28me 4tape d’approximation : les méthodes de type Fonctionnelle de la
densité ou Hartree-Fock (celui-ci ne sera pas traité dans cette these),

— 3me étape d’approximation : les méthodes de discrétisations et de résolu-
tions numériques.

Le premier niveau d’approximation est basé sur 'approximation de Born-Oppenheimer,
qui permet de traiter séparément les électrons et les noyaux d’un systeme. Celle-

ci s’appuie sur la différence de masse entre ces deux familles de particules. Ainsi,

on peut découpler le mouvement des noyaux de celui des électrons. On fixe alors

la position des noyaux. Ils deviennent des parametres et les degrés de liberté
nucléaires apparaissent uniquement dans le potentiel moyen W. La position
d’équilibre la plus stable du systéme est donc obtenue minimisant 1’énergie po-
tentiel W.

Cette énergie comprend deux termes :
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%4 s 14 s p . . ;. N
1. le terme Z % qui décrit la répulsion internucléaire (ou z;
1<hi<n [ Be— 1y
représente la charge du noyau i),

2. le terme qui correspond au potentiel effectif ressenti par les noyaux, du a
la présence du nuage électronique. La valeur de ce potentiel en un point
est obtenue en cherchant le fondamental du hamiltonien électronique H,
sur 'espace des fonctions d’ondes, que I'on appellera probleme electro-
nique.

En raison de la taille des fonctions d’ondes, la résolution numérique de ce pro-
bleme de minimisation, telle quelle, n’est possible que pour des systemes ne
contenant qu’un ou deux atomes. Il existe ainsi un second niveau d’approxima-
tion découpé en deux classes : la méthode d’Hartree - Fock et celle issue de la
théorie de la Fonctionnelle de la densité.

La méthode de Hartree-Fock ( [21,48]) est une approximation variationnelle
du probleme électronique consistant a restreindre I’ensemble de minimisation
aux seules fonctions d’onde 1., qui s’écrivent comme un déterminant de Slater
de N fonctions d’onde monoélectroniques orthonormées ¢; appelées orbitales
moléculaires

be(T1, - TN) =

fN' (b’t( ))
Soit
Wi = {® = (¢1)1<ien &1 € H'(B®), tel que / bid; = 01,1 < iyj < N}
R3

I’ensemble des conﬁgurations de N orbitales moléculaires.

On note par pg (z Z |p(x 2 ]a densité électronique, 7o (2, 2) Z oi(x
M

la matrice densité d’ordre 1 et V(z) = — Z ﬁ, le potentiel créé par les
1 1T — R

noyaux et subis par les électrons du systeme. Le probleme d’Hartree-Fock s’écrit
sous la forme

inf{ EAF(®),® € Wy},

avec

N
1 pa(z )

EHF(I) — / i2 / / / !

(®) 22 R3yv¢y + | Vpo+-= s ’w_ B deda

//|7’q>3:3: dda
R3 JR3 SU—I‘

Le premier terme représente ’énergie cinétique de la fonction d’onde, le troi-
sieme terme correspond a la répulsion coulombienne, quant au dernier il résulte
de I'antisymétrie de la fonction d’onde, et est appelé terme d’échange. Tout
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minimum du probleme de Hartree-Fock vérifie les équations d’Euler-Lagrange
du probléeme suivant, & savoir

2
_1A¢i + Vi + <,0<I> * 1>¢z‘ - / Mdl’dy =é€¢;, VI<i<N,
2 |z R |z —yl
ou ¢; est le multiplicateurs de Lagrange associé a la contrainte fR3 Gip; = 0 j.
Ce modele tres non linéaire reste trés complexe, et trés colteux en terme de
calcul. L’existence d’un état fondamental est connue ( [26,30-32]), en revanche
I'unicité de celui-ci reste un probleme ouvert. Par ailleurs, des résultats sur
I’analyse numérique de ce modele, en particulier sur les estimations a posteriori,
ont été établis dans [37].

La seconde classe de modele est celle issue de la Théorie de la Fonctionnelle
de la densité. Celle-ci est tres populaire en physique du solide et gagne en
succes en chimie moléculaire. Elle consiste a utiliser la densité électronique
comme variable principale pour caractériser le systeme. Ainsi, contrairement
aux modeles de type Hartree-Fock, ou la variable est une fonction d’onde multi-
électronique, avec 3 x N degrés de liberté, elle n’en a ici plus que trois. Pour
déterminer I’énergie et la densité électronique fondamentale, il suffit de résoudre
directement un probléme de minimisation de la forme

inf{F(p)—i—/ pV, p € LY(R?), PZO,/ P:N}a
R3 R3

ou F' est une fonctionnelle universelle, c’est a dire qu’elle ne dépend pas du
potentiel V' créé par les noyaux. Avant méme qu’une justification théorique
soit apportée par Hohenberg et Kohn en 1964 [23], il existait déja des modeles
utilisant ce type de formalisme. Ce sont les modeles dit de Thomas- Fermi ( [14,
16,51]), qui sont apparus dans les années 30. La fonctionnelle F' ne pouvant étre
exprimée explicitement, elle a été approchée a 'aide de modeles empiriques de
la physique statistique des gaz homogenes d’électrons. Dans le premier modele
proposé, celui de Thomas-Fermi, la fonctionnelle F(p) est remplacée par :

Frr(p) = CTF/ 53 4 //pq) dd
R3 R3 JR3 |a:—y|

5/354/3 . N c e g
avec Crp = 3 10— Le premier terme correspond a I'énergie cinétique d’un gaz

homogene d’électrons et peut étre déterminé simplement. Le second terme, dit
d’échange, décrit I'interaction coulombienne. Ce modele a été perfectionné par
von Weizsdcker en améliorant le terme d’énergie cinétique. La fonctionnelle F'
est alors approchée par

Frrw(p) = Cw /3 Vol + Fre(p),
R

avec Cyy = 0.093. Plus tard, le terme d’échange a été corrigé par Dirac pour
mieux décrire 'intéraction entre les électrons, c’est ainsi que le modele Thomas-
Fermi-Dirac-von Weizséicker a été introduit :

Frreow (p) = Frrw(p) — Cp /3 P,
R
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1/3
avec Cp = 2<§r> .

Dans le modele de Kohn-Sham, la fonctionnelle F' est décomposée en trois
contributions F'(p) = Txs(p) + J(p) + Ezc(p), o Tis est I'énergie cinétique
d’un systeme non interagissant, J est I’énergie coulombienne et E,. est I’énergie
dite d’échange-correlation, avec

N
. 1
Tks = lnf{2 E / IV¢il*, @ ={¢;} € Wn, po ZP}
i—1 JR?

J(p) = ;/Rs/Rsﬁwﬁ)@(y)dxdy

|z — |

Eie = F(P)—TKS—J(P)-

La méthode de Kohn-Sham est formellement exacte mais la fonctionnelle E,.. est
inconnue. De ce fait, la validité de ce modele dépend exclusivement de la qualité
de la fonctionnelle d’échange-corrélation approchée. Dans le cas de Kohn-Sham,
on ne cherche pas a approcher directement la fonctionnelle F'; mais seulement
une partie, ce qui donne de meilleurs résultats . En effet, bien qu’ils reproduisent
correctement un certain nombres de phénomenes, les modeles de type Thomas-
Fermi ne sont guere utilisés en chimie. Ils restent toutefois intéressants d’un
point de vue mathémarique, car malgré leur simplicité par rapport aux modeles
de type Hartree-Fock ou Kohn-Sham, les difficultés restent semblables (non
linéarité des équations, présence de potentiels coulombiens et de fonctionnelles
non locales). De nombreuses études ont été réalisés sur ces modeles, mais il
existe peu de travaux sur leur analyse numérique [28,59,60]. La premiére partie
de cette these est essentiellement consacrée a ’amélioration des estimations a
priori déja existantes pour le modele de Thomas- Fermi.

Quelques résultats d’estimations a prior: dans le cas
de problemes aux valeurs propres non linéaires

Les problemes aux valeurs qui nous intéressent sont de la forme suivante :

Trouver u € X et A € R tels que
— div(A - Vu) + Vu + G'(u*)u = Au sur ©, (13)

avec Q dans R%, d = 1,2, 3. Lorsque les conditions aux bords sont périodiques,
le domaine € est le cube (0,27)% et X désignera l'espace H;#(Q) défini par

H;E(Q) = {v € HY(Q), v est 2n-périodique sur Q}.

Dans le cas contraire, {2 sera simplement un domaine borné a frontiere régu-
liere, et X sera l’espace HO1 (©). En plus de ces conditions au bord, il est cou-
rant d’imposer une contrainte de normalisation sur les fonctions u, c’est-a-dire
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ullL2(0) = 1.
Ce probleme aux valeurs propres est issu du probleme de minimisation suivant :

I =inf{E(w), w € X, |lw| 120 = 1},

avec
1

B(w) =5 [ (4Vu)- (V) + 5 [ var+ [ G?)

qui a exactement deux solutions u et —u. On notera u la solution positive.
Celle-ci vérifie ’'équation de Euler-Lagrange suivante

Yo e X, /(AVu) - (Vo) —i—/ Vuw +/ G (u?)uv — /\/ uv = 0,
Q Q Q Q

ot A € R est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte [|ul|z2q) = 1.
Cette équation d’Euler-Lagrange, avec la contrainte de normalisation, prend
la forme d’un probleme aux valeurs propres non linéaire qui n’est autre que
. Par ailleurs, A, la plus petite valeur propre de , est simple, et u est la
fonction propre associée a A.

Soit X5 une famille de sous espace de dimension finie de X telle que pour tout
veX

inf — .
o of {Ilv —vsllgr ()} e 0
On définit le probleme de minimisation discret suivant

Is = inf{E(w(;), ws € Xs, ||w6HL2(Q) = 1}. (14)

Celui-ci admet exactement deux minimiseurs ug et —ug qui vérifient le probleme
aux valeurs propres

Yus € X, /(AVu(s) - (Vus) —|—/ Vugsvs +/ G’(ug)u(gv(g — )\5/ usvs = 0.
Q Q Q Q

Lemme : (voir par exemple [59,60])
1l existe un 09 > 0 et C, v, et M € Ry tels que pour tout 0 < § < &y on ait

|u — us| (0 v 0

~ M
5”“ - U(SH?{l(Q < E(us) — E(u) < 7”“ - Ué”%ﬂ(ﬂ)y

G’(uz) _ G/(uz)
s =N < 0 (lus = e + [ (a5 —upud L= EED)
s = Al < Clllus — ullzp o + llus — ull 2. (15)

Cette estimation sur les valeurs propres est tres décevante, en particulier lors-

qu’on la compare a celle obtenue dans le cas linéaire. Pour améliorer celle-ci, il
i _y 2 G'(ug) — G'(u?)
faudra traiter différemment l'intégrale [ (us —u)uj
Q

de facon a
—u
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faire ressortir une norme négative.

Deux types de discrétisations ont été analysées : une méthode spectrale (ondes
planes) et la méthode des éléments finis.
Dans le cas d’un probleme aux valeurs propres non linéaires, ayant des condi-
tions aux limites périodiques, il est naturel d’utiliser une base d’ondes planes
pour discrétiser l’es%ace X.

1R.T
On note eg(z) = odj2> Pour k € 79, de facon & ce que pour tout v € Li(ﬂ),
on ait v(x) = Z Upex(x ), ot U désigne le k*™€ coefficient de Fourier de v.

kezd
On choisit ainsi X5 = Xy = Span{eg, |k|coc < N}, de sorte que, pour tout

v € HE (1), sa meilleure approximation dans H}, (2) pour tout r < s soit
HN’U = Z ﬁkek,
k€Z4,|k|oo <N
et
1
voe Hy(Q) |l v —Invllare) < = lvllay @)

Par ailleurs on notera u  la solution discrete ugs et 'on supposeraque V € H. %’E (Q),
pour o > d/2.

Théoréme (Ondes Planes) :
Pour tout N € N, on note un le minimiseur de , tel que (u,uN)Lz(Q) > 0.
Alors, pour N assez grand, uy est unique et vérifie les estimations suivantes

C
HU — UNHHs(Q) S W”U“Hu+2(g) — 0 S s< o+ 2,

C
|AN - )\’ < CWHU‘HH‘H“Q(Q)

Par ailleurs, lorsque les conditions aux bord ne sont pas périodiques, on choi-
sit X ],j, I’espace de type éléments finis, pour approcher X. De plus, on posera
Up = Ug.

Théoréme (Eléments Finis) :
Pour tout h, on note uy, le minimiseur de , tel que (u,uh)Lz(Q) > 0. Alors

pour h assez petit, up, est unique et il vérifie les estimations suivantes :

- SiV e L*Q), et si X} est un espace de type éléments finis P1 on a

A

v —upllgr) < Chllullgzq)
lu —unllL2(0) Ch?|lull pr2(q)
A=Al < CR?||ull g2(q).

IN
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- Si Ve HYQ), et que X}, est un espace de type éléments finis Py on a

lu—unllmey < Ch?||ulls @
lu—unllz2) < CR*|ullmso
lu = unllg-10) < ChYullgsq)
A=Al < Chlull gs (o

Gréce aux estimations d’erreur obtenues en norme négative, on retrouve des ré-
sultats du méme ordre de convergence que ceux du cas linéaire. Toutefois, il faut
tenir compte de l'effet de 'intégration numérique. En effet, le choix du nombre
de points d’intégration N, est primordial, car une sous-intégration pourrait gra-
vement détériorer ces estimations (en particulier pour les valeurs propres).

La figure suivante [1illustre ce phénomene lors de I’approximation par des ondes
planes, pour différentes valeurs de IV et de IV, du probleme aux valeurs propres
non linéaire de dimension 1 :

Trouver (u,\) € X x R, tels que [|ul|z2 =1 et

—Au+ Vu+u? = I,

avec V(z) = sin(jlx — 7[/2),4 < N <30, Ny =2P et 7 < p < 15.

2

10° 10° - 10°

3,
3
/
/
/
/

llu -uyp Iyt (Echelle log)
llu -upy Il 2 (Echelle log)
V4
#
/
F

9
#
A
fed
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9
/
f

/
/|
it

In - hung! (Echelle log)

S

20 30 40
2N+1 (Echelle log)

@

Ng=128 ——
Ny =256
Ng =512 ot

50 60

13 20 30 40
2N+1 (Echelle log)

Ng =1024 -
Ng =2048
Ng =4096

50 60

20 30 40
2N+1 (Echelle log)

Ng=8192 -+ -
Ng=16384 — -

50 60

Ng = 32768

[

Fic. 1 — Effet de l'intégration numérique sur les taux de convergence

Méthodes de sous-grilles pour la résolution de pro-
blemes aux valeurs propre non linéaires

Les estimations d’erreurs vues précédemment sont nécessaires a ’adaptation
des schémas a deuz grilles, pour la résolution de problemes aux valeurs propres
non linéaires. En effet, cette technique repose sur le fait que la contribution de
us & l'erreur mesurée en norme L2(€2) a un ordre plus élevé que si elle était
mesurée en norme H!(().

L’utilisation de ces schémas a deux grilles d’éléments finis, pour la résolution
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de problémes aux valeurs propres, a été introduite par Xu et Zhou [57,58] et
plus particulierement, pour les équations de Kohn-Sham. Celles-ci sont de la
forme

[—A+V + Vi(p)loi = €idhi.

La particularité de ce probleme est que le terme Vi est non linéaire. Celui-ci
provient de la dérivation de 1’énergie coulombienne et de celle de I’échange-
correlation. En effet, ce potentiel Vy dépend de la densité électronique p (qui
n’est autre que la somme des |¢;|?). Ce type d’équation doit étre résolue & 1’aide
d’algorithmes itératifs dit self consistant (SCF) (cf. schéma ci-dessous).

[~A+V + Vi (p")] ¢} = & b}

P
(*) [FA+V + Vi(p" V)] ¢F = & ¢F
it [E(pF1) — E(pF)| > tol < 92355[1317111]1{0115(5’“‘1)+(1—a)E(ﬁk)}

pF=0p" 1 + (1 —0)pF

if |[B(p"1) — E(p*)| < tol

p=p

Fi1G. 2 — Schéma de résolution d’un probléme aux valeurs propres non linéaire
a I’aide d’un algorithme de type SCF

Ainsi, a chaque étape (*), il faut résoudre un probléme aux valeurs propres
linéaire. Dans les schémas & deux grilles existant [12], cette étape est remplacée
par la résolution d’un probleme linéarisé avec un second membre. On a par
exemple ces différentes étapes :

1. Résoudre le probleme aux valeurs propres linéaires sur un espace de dis-
crétisation grossier noté Sy :

Trouver (up, Ag) € Sg X R, tels que
|umllp2@) =1 et

/VUHVU—F/(V—FVS)UHU—)\H/U}LU V’UGSH.
Q Q Q

2. Résoudre le probleme linéaire avec second membre sur un espace de dis-
crétisation fin S* :
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Trouver uy, € Sy, telle que

/Vuth+/(V+1/;)uhv:)\H/uhv Yo € Sp.
Q Q Q

3. Poser \j, = </ V|2 +/(V+ ‘@)U%)/Ouh“%?(m)
Q Q

Bien que cette méthode donne de bon résultat (car la résolution d’un probleme
linéaire avec second membre est plus rapide et moins complexe que celle d’'un
probléme aux valeurs propres linéaire), la partie itérative de cet algorithme reste
néanmoins faite sur la grille la plus fine.

C’est pourquoi les schémas présentés ici sont tels que, dans ’espace de dis-
crétisation fin, ne sont résolus que des problemes linéaires. Pour cela, il faut
préalablement calculer la solution du probleme aux valeurs propres non linéaire
sur un espace grossier. Cette solution sera ensuite utilisée pour résoudre un pro-
bleme aux valeurs propres linéarisé, ou méme un probleme linéarisé avec second
membre, de la fagon suivante :

1. Sur une grille grossiere

Résolution d’'un probleme aux valeurs propres non linéaire sur un espace grossier X}q

ayn (up, v) +/ G (u?)ugv = /\H/ ugv, Yve Xy
Q Q

2. Sur une grille fine

Probleme 1 Probleme 2 Probleme 3
Résolution d'un probleme Résolution d'un probleme Résolution d'un probleme
aux valeurs propres linéarisé || linéarisé avec second membre || linéarisé avec second membre
sur un espace fin X ,1l sur un espace fin X }L sur un espace fin X ,1l
H (2 H ~H 1,2 \~H —H /(0,2
ayn (U, ,v) + / G'(uf)upv || ann(@y ,v) + / G'(ug)ay, v || ann(Ty, ,v) = — / G'(ufp)upv

Jo Jo Jo
=M [ ufv WweX, =Xy [ 1 Vv e X, A Vv e X}
= b h h =Ag [ ugv Vv e X, +Ag | ugv Vv € X,.
Q Jo Q

Ainsi, si les espaces de discrétisation grossier et fin sont choisis de fagon
adéquate, I'erreur commise par 'approximation, a l'aide de ces schémas, sera
du méme ordre que celle commise lors de la résolution directe du probleme non
linéaire sur la grille fine. En effet, si la forme bilinéaire a et la fonction G sont
telles que les problemes 2 et 3 soient bien posés, il existe alors une constante C'
positive et dg tels que, pour 0 < h < H < Jg, on ait, pour chacun des problemes
présentés plus haut, une estimation de la forme suivante

lu = vi ey < Clh+ H? |lull 2o,

ou fuf désigne la solution du probléme 1, 2 ou 3. Cette estimation est semblable
a |lu — upl[ (o) < Chllullg2(q) des lors que h ~ H2.
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Remarque : Cette analyse n’a été faite que pour des grilles d’éléments finis
Py, mais il est raisonnable de penser que cette méthode peut facilement s’adap-
ter auz discrétisations de type spectrale, et plus particuliérement, a celle par les
ondes planes. En effet, pour obtenir ces derniéres estimations d’erreurs, il a
fallu utiliser les résultats sur la convergence des approximations en norme L2,
et en norme négative, obtenus un peu plus tot.

Par ailleurs, ces schémas a deux grilles peuvent étre également adaptés a la
méthode de bases réduites.

Une méthode de bases réduites alternative

La méthode de bases réduites [34] est apparue dans les années 70, pour
I’étude de problémes de mécanique des solides non linéaires [40], et a été éten-
due & un grand nombre d’équations aux dérivées partielles dépendant de para-
metres [36,42]. Cette méthode repose sur le fait que I'ensemble des solutions
u(p), variant selon la valeur de pu, est de faible dimension. En effet, il existe un
ensemble (de taille raisonnable) de parametres u;, qui, si ils sont bien choisis,
permettent d’approcher n’importe quelle solution u(u) & l'aide d’une combi-
naison linéaire des solutions dépendant de ces p;, a un seuil de tolérance pres.
Cette méthode d’approximation est une alternative aux méthodes usuelles, car
le nombre de degrés de liberté nécessaire est moins grand. En fait plus qu’une
alternative c’est un complément car les éléments de la bases sont calculés par la
méthode méthode des éléments finis. Il existe deux manieres pour déterminer
ses solutions particulieres wu(f;) :

— les méthodes de décomposition propre orthogonale (POD)
— les algorithmes gloutons, bien que moins cotteux, nécessitant la définition
d’indicateurs d’erreur a posteriori [33,46].

L’implémentation de la méthode de bases réduites, se découpe en deux étapes :

— la premiere, dite « hors ligne », durant laquelle la base sera construite, et
les matrices pourront étre assemblées a l'aide de techniques de décompo-
sition affine, ou d’interpolation sur « points magiques ». C’est la phase la
plus cotiteuse puisqu’on utilisera une méthode de discretisation habituelle
(éléments finis, ou autres),

— la seconde étape, dite « en ligne », est plus rapide puisqu’elle ne fait inter-
venir que la base réduite.

Pour assembler rapidement la matrice de rigidité, pour chaque nouvelle valeur
de p, il existe deux méthodes :

— la décomposition affine des parameétres, si a(u, v, u) peut s’écrire sous la

forme Z v(p)ap(u,v),

p
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— linterpolation sur des « points magiques »pour traiter les non linéari-
tés [18,35].

Ainsi, il suffit de pré-calculer les parties indépendantes des parametres durant
I’étape « hors-ligne », pour gagner en temps de calcul. Pour mettre en oeuvre
ces techniques, il faut avoir acces au code simulation. Comment faire alors, dans
le cas industriel ou les codes sont utilisés en boite noire ?

Il existe une alternative, exposée dans la partie 2, qui utilise des arguments
de sous-grille d’éléments finis (inspiré de [20,54]) et dont on peut accélérer la
convergence grace a des arguments de bases réduites et un post-traitement.

Plan de la theése

Partie 1 :

Le but de cette premiere partie est de montrer que ’'utilisation de schémas a
deux grilles pour la résolution de problemes aux valeurs propres non linéaires
est possible. Pour cela, il faudra préalablement montrer que ’erreur mesurée en
norme L? a un ordre plus élevé que celle mesurée en norme H'. De nombreux
travaux ont été effectués dans les cas de probléemes aux valeurs propres linéaires
[2,45,50] mais il existe peu de résultats sur 'analyse numérique de problémes
aux valeurs propres non linéaires [28,59, 60].

Dans le premier chapitre, des résultats de convergence seront établis pour le
cas d'un probleme simple. Une attention particuliére sera portée aux normes
négatives. En effet, 1'utilisation de celles-ci permettra d’obtenir le méme type
d’estimation que dans le cas d’un probléme aux valeurs propres linéaire. L’effet
de l'intégration numérique devra également étre pris en compte pour obtenir
des taux de convergence optimaux. Cette étude sera faite sur deux types de
discrétisations : spectrales (Fourier) et élements finis.

Le second chapitre est consacré a ’analyse numérique du modele de Thomas-
Fermi-Von-Weizacker.

Le dernier chapitre de cette partie sera dédié a I’analyse numérique de nouveaux
schémas a deux grilles, pour la résolution de problemes aux valeurs propres non
linéaires.

Partie 2 :

La méthode des bases réduites permet la diminution du nombre de degrés de
liberté dans ’approximation d’un systéeme d’équations aux dérivées partielles
dépendant d’un parametre.

La procédure numérique de la méthode des bases réduites se déroule en deux
étapes. Dans un premier temps, une étape de pré-calcul a lieu, dans laquelle
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la base réduite et des fonctions associées sont calculées pour un ensemble de
points prescrits dans I’espace des parametres. Dans un deuxieme temps, la solu-
tion approchée du modele en temps réel est calculée pour une valeur quelconque
du parametre.

La premiere étape de cette procédure, nécessite ’acces au code de simulation,
ce qui peut poser probleme dans le cas de codes industriels. Ces derniers sont
souvent utilisés en boite noire.

Le but de cette seconde partie est d’adapter les schémas a deux grilles aux
méthodes de bases réduites. Ainsi, il sera possible d’obtenir des taux de conver-
gence optimaux, tout en diminuant le nombre de degrés de liberté, et ce, méme
dans le cas d’un code utilisable uniquement en boite noire.

En effet, en combinant les propriétés de convergence des normes négatives et
celles des bases réduites, ceci est possible. Le premier chapitre sera essentielle-
ment consacré a l'introduction au méthodes de bases réduites, le second sera
dédié a I’'étude de cette nouvelle méthode.
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Abstract

We provide a priori error estimates for variational approximations of
the ground state energy, eigenvalue and eigenvector of nonlinear ellip-
tic eigenvalue problems of the form —div(AVu) + Vu + f(u?)u = u,
|lu]lzz = 1. We focus in particular on the Fourier spectral approximation
(for periodic problems) and on the P; and Po finite-element discretiza-
tions. Denoting by (ug, As) a variational approximation of the ground state
eigenpair (u, A), we are interested in the convergence rates of ||us — ul| g1,
|lus — u|| L2, |As — A|, and the ground state energy, when the discretization
parameter ¢ goes to zero. We prove in particular that if A, V and f satisfy
certain conditions, [As — A| goes to zero as ||us — ul|%;: + [|us — u 2. We
also show that under more restrictive assumptions on A, V and f, |A\s — A|
converges to zero as |lus — ul|%., thus recovering a standard result for lin-
ear elliptic eigenvalue problems. For the latter analysis, we make use of
estimates of the error us — u in negative Sobolev norms.

Keywords: nonlinear eigenvalue problem, convergence analysis, super-
convergence, Fourier spectral approximation, finite element approxima-
tion.

1 Introduction

Many mathematical models in science and engineering give rise to nonlinear
eigenvalue problems. Let us mention for instance the calculation of the vibra-
tion modes of a mechanical structure in the framework of nonlinear elasticity,
the Gross-Pitaevskii equation describing the steady states of Bose-Einstein con-
densates [38], or the Hartree-Fock and Kohn-Sham equations used to calculate
ground state electronic structures of molecular systems in quantum chemistry
and materials science (see [9] for a mathematical introduction).

The numerical analysis of linear eigenvalue problems has been thoroughly
studied in the past decades (see e.g. [2]). On the other hand, only a few results
on nonlinear eigenvalue problems have been published so far [59,60].
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In this article, we focus on a particular class of nonlinear eigenvalue problems
arising in the study of variational models of the form

I=inf{ E(w),veX, [v2=1 (1)
/

where

Q is a regular bounded domain or a rectangular brick of R? and X = H}(Q)

or
Q is the unit cell of a periodic lattice R of R and X = H#(Q)

with d = 1, 2 or 3, and where the energy functional E is of the form

1

E(v) = %a(v,v) + 2/§2F(v2(az))d:ﬂ

with

a(u,v) = /Q (AVu) - Vo + /Q Vuw.

Recall that if Q is the unit cell of a periodic lattice R of R?, then for all s € R
and k € N,

H3(Q) = {vlo, v € Hiy(RY) | v Reperiodic |,
C@(Q) = {U\Q, v e C*RY) | v R—periodic}.
We assume in addition that

o Ac (L°(Q)¥? and A(x) is symmetric for almost all 2 € Q (2)
Ja > 0 s.t. ETA(z)€ > al€)? for all € € R? and almost all z € Q (3)

o V e LP(Q) for some p > max(1,d/2) (4)
e FcCY(]0,400),R) N C%((0,00),R) and F” > 0 on (0, 400) (5)
J0<g<2, IC Ry s.t. VE >0, |[F'(t) < C(1+t9) (6)
F"(t)t remains bounded in the vicinity of 0. (7)

To establish some of our results, we will also need to make the additional as-
sumption that there exists 1 <7 <2 and 0 < s <5 — r such that

VR > 0, dCR € R+ s.t. VO < t; < R, Via € R,
|F'(t3)ts — F'(t])ta — 2F" (1)1 (ta — t1)| < Cr (1 + [ta2f*) [t2 — ta]". (8)

Note that for all 1 < m < 3 and all ¢ > 0, the function F(t) = ct™ satisfies
- and , for some 1 < r < 2. It satisfies with r =2if 3/2 <m < 3.
This allows us to handle the Thomas-Fermi kinetic energy functional (m = 2)
as well as the repulsive interaction in Bose-Einstein condensates (m = 2).
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Remark 1.1 Assumption @ 18 sharp for d = 3, but is useless for d =1 and
can be replaced with the weaker assumption that there exist ¢ < oo and C € Ry
such that |F'(t)] < C(1+t9) for allt € Ry, for d = 2. Likewise, the condition
0 < s <5—rin assumption (@ is sharp for d = 3 but can be replaced with
0<s<ooifd=1ord=2.

In order to simplify the notation, we denote by f(t) = F'(t).

Making the change of variable p = v? and noticing that a(|v|,|v]) = a(v,v)
for all v € X, it is easy to check that

I—inf{é’(p),pzo,\/EEX,/Qp—l}, )

where

&) = 5oVA VA + 5 | Flo).

We will see that under assumptions —@, @ has a unique solution py and
has exactly two solutions: u = /pg and —u. Moreover, E is C' on X and
for all v € X, E'(v) = Ayv where

Ay = —div(AV-) + V + f(v?).

Note that A, defines a self-adjoint operator on L?(2), with form domain X.
The function u therefore is solution to the Euler equation

YoeX, (Ayu—Au,v)x x =0 (10)

for some A € R (the Lagrange multiplier of the constraint |lul|7. = 1) and
equation (10), complemented with the constraint |Juz2 = 1, takes the form of
the nonlinear eigenvalue problem

{ Ayu = Au (1)

[ull 2 = 1.

In addition, u € C%(Q), u > 0 in Q and ) is the ground state eigenvalue of
the linear operator A,. An important result is that A is a simple eigenvalue of
A,. It is interesting to note that A is also the ground state eigenvalue of the
nonlinear eigenvalue problem

search (p,v) € R x X such that
Ayv = po (12)
[oll2 = 1,

in the following sense: if (p,v) is solution to then either > X or u = A
and v = +u. All these properties, except maybe the last one, are classical. For
the sake of completeness, their proofs are however given in the Appendix.

Let us now turn to the main topic of this article, namely the derivation
of a priori error estimates for variational approximations of the ground state
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eigenpair (A, u). We denote by (Xs)s>0 a family of finite-dimensional subspaces
of X such that

min {||u — vs|| g1, vs € Xs} o 0 (13)

and consider the variational approximation of consisting in solving

Is = inf {E(U(s), vs € X5, / Ug = 1} . (14)
Q
Problem has at least one minimizer us, which satisfies
Yus € X, <Au5u(5 — )xgu(;,vg>X/7X =0 (15)

for some A\s € R. Obviously, —us also is a minimizer associated with the same
eigenvalue A\s. On the other hand, it is not known whether us and —us are
the only minimizers of . One of the reasons why the argument used in the
infinite-dimensional setting cannot be transposed to the discrete case is that
the set

{p|3us € X5 s.t. lus|l2 =1, p=uf}

is not convex in general. We will see however (cf. Theorem [1) that for any
family (us)s>o of global minimizers of such that (u,us) > 0 for all § > 0,
the following holds true

HU§ — 'LLHHI 5_>—0->0— 0.

In addition, a simple calculation leads to
As — A= <(Au — )\)(U5 — ’LL), (U5 — u))XgX + /Q Wy 5 (U5 — u) (16)

where ) )
_ o f(us) — f(u7)
Wy = U5 —————.
Us — U

The first term of the right-hand side of (16| is nonnegative and goes to zero as
|lus — ul|3;,. We will prove in Theorem [1| that the second term goes to zero at
least as ||us — |/ ;6/(5-24). Therefore, |[A\s — A\| converges to zero with 0 at least
as [lus — ullZp + llus — wll o620

The purpose of this article is to provide more precise a priori error bounds on
|As —A|, as well as on ||us —ul| g1, ||us —ul| 72 and E(us) — E(u). In Section 2] we
prove a series of estimates valid in the general framework described above. We
then turn to more specific examples, where the analysis can be pushed further.
In Section |2 we concentrate on the discretization of problem with

Q= (0,2m)¢,
X = Hy(0,2m)",

1 1 1
E(U):2/Q|VU‘2+2/QV'Z)2+2/QF(U2),
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in Fourier modes. In Section @, we deal with the P; and Py finite element
discretizations of problem with

Q rectangular brick of R¢,

X = HX(Q
/|v 1> + /V +;/QF(U2).

Lastly, we discuss the issue of numerical integration in Section [f

2 Basic error analysis

The aim of this section is to establish error bounds on ||us — ul| g1, ||us — |12,
|As — A| and E(us) — E(u), in a general framework. In the whole section, we
make the assumptions — and , and we denote by u the unique positive
solution of and by ugs a minimizer of the discretized problem such that
(ug,u)r2 > 0. We also introduce the bilinear form E”(u) defined on X x X by

(E" (w)v,w) x x = (Auv, w)x7 x + 2 /Q F () uow.

When F € C?([0,+00),R), then E is twice differentiable on X and E”(u) is
the second derivative of F at u.

Lemma 1 There exists § > 0 and M € Ry such that for allv € X,

0 < (A= Nv,v)xrx < M|l (17)
Blolf: < ((B"(w) = Nv,v)xr x < MlJv7n. (18)

There exists v > 0 such that for all § > 0,

Yl =l < ((Aw = X)(us — ), (us — u))xr x. (19)

Proof We have for all v € X,
((Au = No,0)x0 x < Al [VollF2 + [V Iol[vll 7o + 1 () l|zeol|v] 72
where p' = (1 —p~1)~! and
(B"(w) = No,0)xx < ((Au = Ao, 0)xr,x + 2]/ (u®)u?| < [[0]| 7.

Hence the upper bounds in and . We now use the fact that A, the
lowest eigenvalue of A, is simple (see Lemma in the Appendix). This implies
that there exists > 0 such that

Vo e X, ((Ay—Nvv)xx 2 n(lol7e = |(uv)2]*) > 0. (20)
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This provides on the one hand the lower bound , and leads on the other
hand to the inequality

YoeX, ((E"(u)—Nv,v)x x> 2/ I (u?)u?v?
Q
As f'=F">0in (0,400) and u > 0 in €2, we therefore have

Vo e X\ {0}, ((E"(u)—Nv,v)x x >0.

Reasoning by contradiction, we deduce from the above inequality and the first
inequality in that there exists 77 > 0 such that

Vo e X, ((E"(uw)—Nv,v)xx 2 7ol (21)
Besides, there exists a constant C' € R, such that
a
o X, {(Au=Nv.vhxx = 290l — Ol (22)

Let us establish this inequality for d = 3 (the case when d = 1 is straightforward
and the case when d = 2 can be dealt with in the same way). For all z € X,

(Ay = Nv,v)xr x = /Q(AVU) Vo + / (V + f(v?) — \)o?

alVollze = IVIizellolla + (£(0) = M)vliZ:

3 3
> af|Vol2e = [V zelloll22 > Plv |22 + (£(0) = A)|[v]|2
3 2—3 3
> af|Vol2e = CoP V|0l 52 P Iol2P + (£(0) — M) ||v] 22
> Z|Volie
3/(2p—3)
. ﬂm_A_3—%>3QwWW% o) P
2p pa 2 L2

where Cg is the Sobolev constant such that Vv € X, ||v|zs < Cgllv||g1. The
coercivity of E”(u) — A (i.e. the lower bound in (18])) is a straightforward

consequence of and .

To prove , we notice that
2 2 1 2
lusllzz — [(u, us) 2" = 1 = (u,us) 2 = §||U6 — ul|72-
It therefore readily follows from that
((Au = N (s = u), (us = w)x0.x > 3 lus = ulF2.

Combining with , we finally obtain . O
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For w € X', we denote by ), the unique solution to the adjoint problem

L
{ find ¢, € u™ such that (23)

Vv e UL’ <(E”(u) - A)¢wvv>X’7X = <wvv>X’,X7

uJ'—{UEX’ /uv—O}.
Q

The existence and uniqueness of the solution to is a straightforward con-
sequence of and the Lax-Milgram lemma. Besides,

where

Vw e L*(Q),  |[twllm <87 Mlw|x < 87 M|jw|| 2. (24)
We can now state the main result of this section.

Theorem 1 Under assumptions (@-(@ and , 1t holds

llus — ul| g1 6%—0>+ 0.

If in addition, (@ is satisfied, then there exists C € Ry such that for all § > 0,

M
%Hu& —ulfn < E(us) — E(u) < < llus = ull3n 4 Cllus — ull o/c-20),  (25)
and
As = Al < C (lus — ullFn + llus — ull Lo/—20) - (26)

Besides, if assumption (@ is satisfied for some 1 <r <2 and 0 <s<5—r,
then there exists 0o > 0 and C' € Ry such that for all 0 < 6 < dy,

lus —ullgn < C min ||vs — ul| g (27)
v5E€Xs
lus —ula < C (Hua ~ullgelus — ulloryons

— i Cu— . 28
Hus =l guin Wougos = sl ). (25)

Lastly, if F" is bounded in the vicinity of 0, there exists C € Ry such that for
all § > 0,

2lus = ullf < E(us) = B(w) < Cllus = ulffp. (29)

Remark 2.1 If0<r+s <3, then

5—r—s)/2 3r—5+s
(L? %4 HU5 (L6 )

2 _
lus =} 6r/sy < llus—ul —u 1 < s —ul| g2 |us — w5,

so that (@ implies the simpler inequality

lus — ull7> < Cllus — ull g1 min ||thus—u — sl - (30)
Ys€Xs
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Proof of Theorem [Il We have

Blug) ~ B(w) = 5{Auus,us)x — 5 (Au ) x
+3 /Q F(ad) - F () — f (u) (2 — )
= (A = X — ), (a5 — )0,
1 2 2 2 2
+2/§2F(U5)—F(u)—f(u)(u5—u). (31)

Using and the convexity of F', we get
B(us) = B(w) > 2lus — ul.
Let IIsu € X5 be such that
lw — Hsul| g = min {|[u — vs|[ 1, vs € X5}

We deduce from . ) that (H(;u)5>0 converges to u in X when § goes to zero.
Denoting by us = |[[Ilsul|}, MIsu (which is well defined, at least for § small
enough), we also have

T s — ull i = 0.

The functional F being strongly continuous on X, we obtain
2 2 ~
lus — ullF < 5 (E(us) — E(u)) < 5 (E(us) — E(u)) — 0.
It follows that there exists d; > 0 such that

1
V0 <8< b, Jusllm < 2ol Nus—ullm < 5.

We then easily deduce from the upper bounds in and .

Next, we remark that

Ao =X = (E'(us),us)xr,x — (E'(u),u)x/ x

= a(ugs,us) — a(u,u) /fu5u5—/f

= a(u(s—u,u(;—u)—|—2a(u,u(5—u)+/!)"(u(;)u(g—/f(u2
= a(U5—u,U5—u)+2)\/ 5—u—2/f (us — u)

+Aﬂ@ﬁ—4ﬂu

- Mw—uWW—w—AMwﬂMQ—QAfW%Mw—U)

bt f o

:=«M—MWrWMw—WMx+AWWWrW) (32)
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where ) )
us) — f(u
i 0 = 107)
us — u
As u € L*°(Q), we have
12u sup  F"(t)t if |us| < 2u
te(0A4]|ullF oo ]
| W | < 5 )
21 1f(uz)|+  max  [f(E)] | |us| if Jus| = 2u,
t€[0,[[ull7 0]

and we deduce from assumptions @— that
|wWaus] < C(1+ Jus|*7H),

for some constant C' independent of §. Using , we therefore obtain that for
all0 < < (51,

As = Al < Mllus — ullFn + Nlwaws | gsreon lus — ull o/e-20
< Mlus — ul2p + CL+ [fusl 25 us — ull o620
< C (llus — ull3p + llus — ull go/5—20)) (33)

where C' denotes constants independent of 4.

In order to evaluate the H'-norm of the error us — u, we first notice that
Vus € X5, lus — ullm < [lus — vsllm + llvs — ull (34)

and that

IN

s — vl 71 BH(E" (u) — ) (us — vs), (us — vs)) x7,x
ﬁfl

(«E%W—AXW—ULW&—w»xx

HE (W) = M= 09, (s = v ) (39
For all ws € X
((B"(u) = M) (us — u), ws) x7 x
= [ (s — s — 27— ) s+ O =) [ s, (30
On the other hand, we have for all vs € X such that |jvs||;2 =1,

1
/ us(us —vs) =1 — / usvy = 5”“6 — v5])72-
Q Q

Using and , we therefore obtain that for all 0 < § < é; and all vs € X5
such that ||vs||z2 = 1,

(" () = \)(us — ), (us — v3)) x| < C<M5Mﬁwwmwwvﬂm

+ (||U5 — uH%{l + ||us — UHL6/(5—2q)) |lus — 1)5”%2). (37)
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It then follows from , and that for all 0 < § < 67 and all v5 € X5
such that ||vs||z2 = 1,

lus = vsller < C (llus — ullfp + llus — wll g lus — vsll g + llvs — ullg) -

Combining with we obtain that there exists 0 < do < §; and C € R4 such
that for all 0 < § < d2 and all vs € X such that ||vs||z2 =1,

lus — ull g < Cllos — ull .
Hence, for all 0 < § < 69

lus — ul| g1 < CJs where Js = lvs — ul||g1-

min
v5€Xs | ||lvsll2=1

We now denote by

Js = min Jlus -
= min o5 —ulm,

and by ug a minimizer of the above minimization problem. We know from
that ug converges to u in H! when & goes to zero. Besides,

Js < llug/llugllzz — ullm

0 g 0
< H’U/(g - UHHl + HugHLQ ‘1 - HU(SHLQ‘
0 gl e 0
é ||U’5 _UHHI + ||UO||L2 HU_'LL(;”L2
1
0 ~
< (14 1m) 5,
sl 2

For 0 < § < 3 < 41, we have |[ud — ullg1 < |Jus — ullgn < 1/2, and therefore
W)l g < |lullgn +1/2 and [|ud||p2 > 1/2, yielding Js < 2(|jul| g1 + 1)J5. Thus
is proved.

Let us be the orthogonal projection, for the L? inner product, of us on the
affine space {v € L*(Q)| [, uv =1}. One has

1
uy € X, uf —u € ut, uy — us = §||u5—u\|%2u,
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from which we infer that

g — ull2s = /Q (15 — ) (s — ) + / (15 — ) (5 — )

Q

_ /Q(u(g—u)(ug—u)—;Hu(s—uﬂiz/ﬂ(u(s—u)u

. 1
= /(U5—u)(u5—u)+ZHU(;—UH%Q <1—/u5u>
Q Q
. 1 4
= [ s ) — )+ S
Q

1
= (us —u,usy —u)x/ x + ZH“& - u”i?

= {(B" () — Nhug o — ubxrx + g Jus — ullds
= {(B" () — V) (5 — ), g

gt — 32 (B () = At g ) x + 3 lss —
= {(B" () — M) — ), g x

1
s = ull | £+ 7llus = ulfe
For all ¢5 € X, it therefore holds

lus —ullfe = ((B"(w) = A)(us — ), ¢5) x7 x
+((E" (u) — ) (us — ), hus—u — ¥s5) x7 x

1
s = ulla | £+ 7lus = ulfa
From , we obtain that for all ¢5 € X5 Nu™,
((E"(u) = M) (us — u),vs) x1 x

= —/Q (f (ug)us — f(u?)us — 2 (u?)u? (us — u)) 5 + (As — A) / (us — u)ibs

Q

and therefore that for all 15 € X5 N u™,
(B (u) — M) (us — u), ¥s) x1 x| < C(HUJ — |7 6r/(5—s)

Hlus = ull goss (lus — ullzp + llus — ull Losc-20) ) 1405 r1(38)

Let wg € X5 Nu't be such that

0 .
”wua—u - l/JJHHl = wger.r)l({;%ul kus—u - zﬁéHHl-

Noticing that |99z < |us—ullmn < B7M|lus — ul|p2, we obtain from



38 Chapitre 1. Analyse numérique : un premier modéle

and that there exists C' € Ry such that for all 0 < § < 4y,

Jus = uls < € (lhus — uls
r 2
X ([lug — ulls 65—y + s — ull oss (llus — wllzn + llus — ull o/—20)))

Hllus — wll g | Yus—u — 05 | + llus — ull G2 + flus U\i2>~
Therefore, there exists 0 < dp < d2 and C' € Ry such that for all 0 < § < dy,
lus —ull7. < C (Ilw —ullp2llus — ullor/-0) + llus — ullml|tbus—u — 1/}2!\;11)-

Lastly, denoting by Hgfé the orthogonal projector on X for the L? inner prod-
uct, a simple calculation leads to

[T ull 1
Vo € ut, min v —v <1+ -—=%—"—| min ||lvs — vz, (39
_min s =l < ( e, ) g s = vl 39
which completes the proof of Theorem O

Remark 2.2 In the proof of Theorem we have obtained bounds on |As — Al
from (71), using LP estimates on wyu; and (us —u) to control the second term
of the right hand side. Remarking that

F?yu — f(uf)u — 2" (ud)uf(u — us)

Vwyu = —u Vus
’ (us — u)?
g f(ug)us — fu)us = 2f' (W )u(us —w) o
(ug —u)?
2 2
+2uus (f'(uf) Vus + f'(u®)Vu) + 2us w Vusg ,

we can see that if us is uniformly bounded in L>°(Q) and if F satisfies (@ for
r =2 and is such that F"(t)t'/? is bounded in the vicinity of 0, then wy.; is
uniformly bounded in X. It then follows from that

A5 = Al < C (llus — ullF + [lus — ullx)
an estimate which is an tmprovement of @ In the next two sections, we will
see that this approach (or analogous strategies making use of negative Sobolev
norms of higher orders), can be used in certain cases to obtain optimal estimates
on |As — A| of the form

IAs — Al < Cllus — ull3p,

similar to what is obtained for the linear eigenvalue problem —Au + Vu = Au.
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3 Fourier expansion

In this section, we consider the problem

inf {E(v), v € X, /sz = 1} : (40)

Q= (0, 27r)d with d =1, 2 or 3,

X = H#
/|V|2 /VU—I— /F

We assume that V' € HZ((2) for some o > d/2 and that the function F'
satlsﬁes. forsomel<r<2and0<s<5—r and is in
Cloltto- ((0,4+00),R) (with the convention that C*0 = C* if k € N).

where

The positive solution u to , which satisfies the elliptic equation
—Au+ Vu+ fu?)u = I,

then is in H;?Q(Q) and is bounded away from 0. To obtain this result, we have

used the fact [47] that if s > d/2, g € Clsbs~Is+¢(R R) and v € H (), then
g(v) € Hy ().

A natural discretization of consists in using a Fourier basis. Denoting
by e (z) = (2m)~ %2 we have for all v € L?(Q),

v(x) = Tre(x),

keczd

where 0y, is the k™ Fourier coefficient of v:

Ok i= [ v(@)ep(x)dz = 27)" Y% | v(z)e * da.
o= [ o) @ de = o) [ o@)e e

The approximation of the solution to by the spectral Fourier approximation
is based on the choice

X; = Xy = Span{ey, |k|. < N},

where |k|, denotes either the [? -norm or the [°° -norm of k (i.e. either
|k| = (Z?:1 k:|2)1/2 or |k|s = maxi<i<q |ki|). For convenience, the discretiza-
tion parameter for this approximation will be denoted as IV.

Endowing H,(2) with the norm defined by

1/2

lollzr = | D (@ +IEE) [0 |

kezd
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we obtain that for all s € R, and all v € H ;(Q), the best approximation of v
in Hj(Q) for any r < s is

Iyv = Z V.
keZd |k <N

The more regular v (the regularity being measured in terms of the Sobolev
norms H"), the faster the convergence of this truncated series to v: for all real
numbers r and s with r < s, we have

1
Yo e Hy(Q), |lv—Iyvllar < = lvllas- (41)

Let uy be a solution to the variational problem

inf{E(UN), UN € )?N, / UJQV = 1}
Q

such that (un,u)r2 > 0. Using (2)), we obtain

lu = Tyullg < wrogg lull e+,

and it therefore follows from the first assertion of Theorem [I] that
A}me lun — ul|gn = 0.
We then observe that uy is solution to the elliptic equation
— Auy + Iy [VuN + f(u?v)uN] = ANUpN. (42)
Thus uy is uniformly bounded in H;E(Q), hence in L*°(Q2), and
Afuy —u) = Ty (V(uy —u) + fui)uy — f(u?)u)
—(I =TN)(Vu+ f(u?)u) = Av(uy — u) — (Ay — A)u(43)

As (un)nen in bounded in L>°(2) and converges to u in H# (), the right hand
side of the above equality converges to 0 in Li(ﬂ), which implies that (uy)nen
converges to 0 in Hi(Q), and therefore in C%(Q). In particular, u/2 < uy < 2u
on ) for N large enough, so that we can assume in our analysis, without loss
of generality, that F' satisfies @ with ¢ = 0 and with » = 2 and s = 0. We
also deduce from 1} that uxn converges to u in H;*Z(Q).

Besides, the unique solution to solves the elliptic equation
_A¢w (V+f )+2f( ) A)ww
=2 (/ f 3¢w> U+ w— (w7 u)L2u7 (44)

from which we infer that ¢y, € H;E(Q) and || Yuy—ullme < Clluny — u|2.
Hence,

C
kuN—u HquN U”H1 kuz\r UHH2 < 7HUN _UHL2

- N
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We therefore deduce from Theorem [ that

lun —ullgs < % fors=0and s=1 (45)
C
=A< (16)

lun = ulfn < E(un) = BE(w) < Clluy —ulfp.
From and the inverse inequality
Von € Xn,  ow|lae <2072 N0 oy |,

which holds true for all s < r and all N > 1, we then obtain using classical
arguments that

C

Notzs forall0<s <o+ 2. (47)

lun — ullms <
The estimate is slightly deceptive since, in the case of a linear eigen-
value problem (i.e. for —Au + Vu = Au) the convergence of the eigenval-
ues goes twice as fast as the convergence of the eigenvector in the H'-norm.
We are going to prove that this is also the case for the nonlinear eigenvalue
problem under study in this section, at least under the assumption that F' €

Clol+2.0-lol+e((0, +00), R).
Let us first come back to , which we rewrite as,

)\NAz((Au)\)(uNu),(uNu)}X/,X+/wu7uN(uNu) (48)

Q
with ) ) ) )
Wyuy = U?Vf(ugj)v__{b(u ) = U?V(UN + u)f(u;\%j : igu )

Asu/2 <upny <2uonfor N large enough, as uy converges, hence is uniformly
bounded, in H;EH(Q) and as f € Cloltho=lolte([||y|2 . /4,4|ul|? <], R), we ob-
tain that wy,y, is uniformly bounded in HY () (at least for N large enough).
We therefore infer from that for N large enough

A = Al < C (lluy = ullzp + lluw — ullg-2) - (49)

Let us now compute the H "-norm of the error for 0 < r < ¢. Let w €
H}, (). Proceeding as in Section [2, we obtain

[t =) = (B @ = Ny =) T i)
+<(E”(u) - )‘)(UN - U)7 ww - H;}Nmulww>X’,X

1
tlux = ulls [ £, = gl = ulfs | ws0)
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where H}( ul denotes the orthogonal projector on Xy Nut for the H' inner
N

product. We then get from that 1, is in H;“(Q) and satisfies

[Vl g2 < Cllwlar, (51)
for some constant C' independent of w.

Combining , , , , , and , we obtain that there

exists a constant C' € Ry such that for all N € N and all w € H} (),

Jwtn =) <€ (v =l + Ny =l ) ol

< syl
Therefore
/Qw(uN —u) c
lun —ull g = weHz:(lg)\{O} Tl = Not2 (52)

for some constant C' € R, independent of N. Using and , we end up

with o

We can summarize the results obtained in this section in the following the-
orem.

Theorem 2 Assume that V' € H(Q) for some o > d/2 and that the func-

tion F satisfies (@ @ and is in CLITLo=lol+e((0, +00),R). Then (un)nen
converges to u in HU ) and there exists C € Ry such that for all N € N,

C
|lun — g Nores forall —o <s<o+2(53)
C
‘)\N_)“ < W
Sy —ullfy < B(uy) = E@) < Clluy - ulfp. (54)

If, in addition, F € Clo+20-[1+€¢((0, +00),R), then

Av — Al <

N2(o+1)" (55)

In order to evaluate the quality of the error bounds obtained in Theorem [2]
we have performed numerical tests with 2 = (0,27), V(x) = sin(|z — 7|/2) and
F(t?) = t2/2. The Fourier coefficients of the potential V are given by

N 1 1

Vi= ———————, 56
k \/%VCP—% ( )
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from which we deduce that V' € Hg(0,2m) for all o < 3/2. It can be see
on Figure 1 that |uy — ul|g1, [luny — ul|z2, |[uny — ul|g-1, and |Ay — A| decay
respectively as N~267 N—367 N—467 and N~ (the reference values for u
and )\ are those obtained for N = 65). These results are in good agreement

with the upper bounds (for s =1 and s = 0), (for 7 = 1) and (55)),
which respectively decay as N~25%¢ N735+€ N—45+€ and N=5F¢ for e > 0

arbitrarily small.

Error curves in Log scale
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Figure 1: Numerical errors |[uy —ul[ g1, [[uy —ul[ 2, [[uny —ul|g-1 and [Ay — Al
as functions of 2N + 1 (the dimension of Xy) in log scales.

4 Finite element discretization

In this section, we consider the problem

inf{E(v), veX, /02:1},
Q

with d =1, 2 or 3,

where

Q is a rectangular brick of RY,
X = Hy(%),

1 1 1
E('U):2/Q|VU‘2+2/QV’Z)2+2/QF(’U2)
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We assume that V € L?(2) and that the function F' satisfies -, as well as
for some 1 < r <2 and 0 < r+ s < 3. Throughout this section, we denote
by u the unique positive solution of and by A the corresponding Lagrange
multiplier.

In the non periodic case considered here, a classical variational approxima-
tion of is provided by the finite element method. We consider a family
of regular triangulations (7,), of €. This means, in the case when d = 3 for
instance, that for each h > 0, 7, is a collection of tetrahedra such that

e  is the union of all the elements of 7j;

e the intersection of two different elements of 7 is either empty, a vertex,
a whole edge, or a whole face of both of them;

e the ratio of the diameter hx of any element K of 7; to the diameter of
its inscribed sphere is smaller than a constant independent of h.

As usual, h denotes the maximum of the diameters hg, K € 7;,. The parameter
of the discretization then is § = h > 0. For each K in 7, and each nonneg-
ative integer k, we denote by Py (K) the space of the restrictions to K of the
polynomials with d variables and total degree lower or equal to k.

The finite element space X}, j, constructed from 7;, and Py (K) is the space
of all continuous functions on €2 vanishing on 02 such that their restrictions to
any element K of 7j, belong to Py(K). Recall that Xp C H} () as soon as
k>1.

We denote by 7r2 . and 7r,11  the orthogonal projectors on Xj, j for the L?

and H' inner products respectively. The following estimates are classical (see
e.g. [15]): there exists C' € Ry such that for all » € N such that 1 <r <k +1,

Vo € H'(Q) N Hy (), ¢ — mh xSll 2 < CRT||6lz,
Vo € H'(Q) N Hy (), ¢ — 7 8l < CR"H ] e (58)

Let up . be a solution to the variational problem

inf {E(U}Lk;), Uk € Xp ks / U%L,k‘ = 1}
Q

such that (up,u)r2 > 0. In this setting, we obtain the following a priori error
estimates.

Theorem 3 Assume that V € L*(Q) and that the function F satisfies (@), (@
forq=1, (@, and (@ for somel <r <2 and0 <r+s < 3. Then there exists
ho > 0 and C € Ry such that for all 0 < h < hy,

luny —ulgr < Ch (59)

lunt —ullp2 < CHB? (60)

Ana— A < ChR? (61)

Sluns = ullfp < Buny) - B(w) < Ch2 (62)
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If in addition, V € HY(Q), F satisfies (@ for v = 2 and is such that F €
C3((0,+00),R) and F"(t)t'/? and F" (t)t3/? are bounded in the vicinity of 0,
then there exists hg > 0 and C' € Ry such that for all 0 < h < hy,

luna —ullgn < ChH? (63)

luno —ullp2 < CHB? (64)

A2 — A < Chw? (65)

lunz = ullf < Bunz) = B(w) < Cht. (66)

Proof As () is a rectangular brick, V' satisfies and F' satisfies —, we
have u € H?(Q2). We then use the fact that ¢y, ,— is solution to

Ay (V4 F) 28 (020 — Ay
—2</f . u>u+(uhk—u> (s — 4, u) 21,

to establish that ¢y, ,—, € H*(Q) N Hg(2) and that

[ j—ullrz < Cllun g — ul 2 (67)

for some constant C independent of h and k. The estimates — then are
directly consequences of Theorem , and .

Under the additional assumptions that V € H'(Q), we obtain by standard
elliptic regularity arguments that v € H3(2). The H' and L? estimates
and immediately follows from Theorem , and . We also
have

Aon — A < OB?

for a constant C' independent of h. In order to prove , we proceed as in
Section 2} We start from the equality

Mo — A = ((Aw — Nt — ), (uzp — 0))xx + /Q T (uzp — u)

where

oy fluzy) = f(u?)
w = Uy y .
’ U2.p — U
We now claim that up 2 converges to u in L>(Q2) when h goes to zero. To
establish this result, we first remark that
|un2 —ullLee < |lupz — ZnoullLe + [|Zh2u — ul| L,

where 7}, 5 is the interpolation projector on Xp 2. As u € H3(Q) — C1(Q), we
have

lim ||Zpou — ul||p~ = 0.

h—0t

On the other hand, using the inverse inequality

3C € Ry s.t. VO < h < hg, Yop, € Xp2, |vn2llze < Cp(h)||vn2l g,
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with p(h) = 1ifd =1, p(h) = 1 +Inh if d = 2 and p(h) = h" /%2 if d = 3
(see [15] for instance), we obtain

lun2 — Thoulle < Cp(h)|unz — Thoul g
< Cp(h) (llunz — ullgr + lu — Thoull g )
< C'p(h)h? — 0.

h—0t

Hence the announced result. This implies in particular that @" is bounded in
H'(Q), uniformly in h. Consequently, there exists C' € R, such that for all
0 < h < hy,

A2 = Al < C (llunz — ullfpn + llung — ullg-1). (68)

To estimate the H~'-norm of u 2 — u, we write that for all w € HE (1),
/Qw(uhQ —u) = ((E"(uw) = N)(up2 — u), W§h12QUL¢w>X/7X

+<(EN(U) - )\) (uh,Q - U), @Z’w - ﬂ-}(h,zmul_w’w>x’,x

1
Hunz = ulls [ 52000 S lna — ule [ ww.
0 2 0
where 1, is solution to
—Atpy + (V + f(u )+2f( Du? = N
=2 </ f'(u Sww>u+w—(w,u)L2u, (69)

1
and where TX ot

inner product. Using the assumptions that V € H'(Q), F € C3((0, +o0),R),
and F"(t)t'/2 and F"(t)t3/? are bounded in the vicinity of 0, we deduce from
that 1, is in H3(Q) and that there exists C' € Ry such that for all w €
H}(Q) and all 0 < h < ho,

denotes the orthogonal projector on Xj o N ut for the H'

[Ywllgs < Cllwlg-

We therefore obtain the inequality
lpw = Th ot g1 < CR?wl| g, (70)

where the constant C' is independent of h.

Putting together (for r = 2), , , , , , and ,

we get,

u
Up2 — U -1 = sup - .
Jun — ulls Jowlinz =u) ¢y
wert@\oy  llwllm

Combining with and , we end up with . Lastly, we deduce
from the equality

E(un2) —E(u) = S((Ay —AN)(un2 —u), (up2 —u))x: x

1
2
—I—% /Q F (u2 + (u,%z — uz)) - F (u2) —f (u2) (U%Z — u2),
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Taylor expanding the integrand and exploiting the boundedness of the function
F"(t)t'/? in the vicinity of 0. 0

Numerical results for the case when Q= (0,7)2, V(x1,22) = 2?2 +23 and
F(t?*) = t?/2 are reported on Figure 2. The agreement with the error estimates
obtained in Theorem [3]is good for the Py approximation and excellent for the
Py approximation. Applied

Error Curve as function of h in log scale (P1 Finite Element)
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Figure 2: Errors ||upr — ul|gr (+), ||upk — ul|p2 (W) and [Apr — A| (@) for the
Py (kK =1, top) and Py (k = 2, bottom) approximations as a function of h in
log scales.
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5 The effect of numerical integration

Let us now address one further consideration that is related to the practical
implementation of the method, and more precisely to the numerical integration
of the nonlinear term. For simplicity, we focus on the case when A = 1.

From a practical viewpoint, the solution (us, As) to the nonlinear eigen-
value problem can be computed iteratively, using for instance the optimal
damping algorithm [5,6,13]. At the p'! iteration (p > 1), the ground state
(ub 5 B 5) € X5 x R of some linear, finite dimensional, eigenvalue problem of the
form

Vuf - Vs +/
Q

(v 1G) oo = [ os. Vese X ()

has to be computed. In the optimal damping algorithm, the density f)f;_l is a
convex linear combination of the densites pf = |ul[?, for 0 < ¢ < p—1. Solving
amounts to finding the lowest eigenelement of the matrix HP with entries

Hy, '/V¢k Vo + /V¢k¢l+/f ) Pr 1, (72)

where (¢r) stands for the canonical basis of Xj.

1<k<dim(Xs)

In order to evaluate the last two terms of the right-hand side of , numeri-
cal integration has to be resorted to. In the finite element approximation of ,
it is generally made use of a numerical quadrature formula over each triangle
(2D) or tetrahedron (3D) based on Gauss points. In the Fourier approximation
of the periodic problem , the terms

/Vekel and /f(ﬁ?l)ekez,
Q 0

which are in fact, up to a multiplicative constant, the (k—1)*" Fourier coefficients
of V and f (ﬁjg_l) respectively, are evaluated by Fast Fourier Transform (FFT),
using an integration grid which may be different from the natural discretization

grid
21 27
. 0< g1, .90 < 2N
{(2N+1]1a 72N+1]da>7 =~ J1, yJd > }

associated with X ~- This raises the question of the influence of the numerical
integration on the convergence results obtained in Theorems and

Remark 5.1 In the case of the periodic problem considered in Section [ and
when F(t) = ct? for some ¢ > 0, the last term of the right-hand side of (@
can be computed exactly (up to round-off errors) by means of a Fast Fourier
Transform (FFT) on an integration grid twice as fine as the discretization
grid. This is due to the fact that the function ﬁg_lael belongs to the space
Span{en ||n|« < AN}. An analogous property is used in the evaluation of the
Coulomb term in the numerical simulation of the Kohn-Sham equations for pe-
riodic systems.



5. The effect of numerical integration 49

In the sequel, we focus on the simple case when d = 1, Q = (0,27), X =

H#(O,Qﬂ'), and
1
E(v) = 2/ v/ |2 / Vol + = / |v[4

with V' € HZ(0,2m) for some o > 1/2. More difficult cases will be addressed
elsewhere [8].

In view of Remark we consider an integration grid

P
“Tznl0,2r) = {0,

2w Arm 21(Ng — 1)
Ny ’

NN,
with Ny > 4N + 1 for which we have

2T
~ 2T
Yoy € Xy, / |UN’4 = N E ’vN(T)|4a
0 7 reZzanio2m)

and for all p € )~(2N,

27 1
VELI <N, [ pere =5
0 g

)
—~~
=
S—
®
|
=
X

refv—"gzm[o,zw)

where pI'FT is the (k — I)™ coefficient of the discrete Fourier transform of p.
Recall that if ¢ = &Eg eg € C’%(O7 27), the discrete Fourier transform of ¢

is the NyZ-periodic sequence (¢5F1)gez defined by

Vg € Z, gZ)FFT = NL Z P(r)e .

g re Z£20[0,2r)

We now introduce the subspaces Wy, for M € N* such that W), = X (M—1)/2 if
M is odd and Wy, = )w(M/Q_l ©C(en/at+e_ny2) is M is (note that dim(Wyy) =
M for all M € N*). It is then possible to define an interpolation projector 7, N,
from C’%(O, 2m) onto Wy, by

2
Vo € 200, 2m),  [In,(9)](z) = ¢().
g
The expansion of Ty, (¢) in the canonical basis of Wy, is given by

emY2 Y i, (N, odd),
l91<(Ng—1)/2

—_— + J—
(27)1/2 Z SFFT e, + (27r)1/2¢§vp72 (6Ng/2 26 Ng/2) (N, even).
lg|<Ng/2-1

In,(¢) =
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Under the condition that Ny, > 4N + 1, the following property holds: for all
¢ € C5(0,2m),

2T —
VKL, [i] < N, / Iy, (8)erer = OFFD.
0

It is therefore possible, in the particular case considered here, to efficiently
evaluate the entries of the matrix HP using the formula

2r 2m 2m n
HY = / e§g~e§+/ Vepe + o erel
0 0 0
— fl\
~ k0 + VIEET + [ EET, (74)

and resorting to Fast Fourier Transform (FFT) algorithms to compute the dis-
crete Fourier transforms. Note that only the second term is computed approx-
imatively. The third term is computed exactly since, at each iteration, ,B?V_l
belongs to Xon (see Eq. ) Of course, this situation is specific to the non-
linearity F(t) = t?/2 considered here.

Using the approximation formula amounts to replace the original prob-
lem

_ 2T
inf {E(UN), vy € Xn, / |UN‘2 = 1} ) (75)
0

with the approximate problem

" 21
inf {ENQ (vn), vN € Xn, / lun|* = 1} ) (76)
0

where

1 27 ' 1o 1 27 ) 1 2 A
ENQ(UN)=§ ; lvn| +3 ; INQ(V)UNJrZ ; lon ™.

Let us denote by ux a solution of (75) such that (ux,u)r 2 > 0 and by uy n,
a solution to such that (un,n,,u)r2 > 0. It is easy to check that uy n, is
bounded in H (0, 27) uniformly in N and N,.

Besides, we know from Theorem [2|that (uy)ven converges to u in H. 71% (0,2m),
hence in L;E(Q,w), when N goes to infinity. This implies that the sequence
(Ay, — Ayy ) Nen converges to 0 in operator norm. Consequently, for all N large
enough and all IV, such that Ny > 4N + 1,

v, —unlin < Blun,) - E(un)

< En,(unn,) — En,(un)
27
4 /0 V= In, (V) (a2 — Jun]?)
27
< /0 V — In, (V) (luw, |2 — Jun]?)
< C|an(V = ZIn, (V)2 llun,n, — un| g2,
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where we have used the fact that (|u1\/7Ng|2 — |uN|2) € Xon. Therefore,
lun,n, — un |l < ClHan (V= In, (V)| 12, (77)
for a constant C' independent of N and N,. Likewise,
ANN, = AN = ((Auy — AN)(unN, —un), (un,N, — UuN)) X", X

27
+/ (V = ZIn(V))|un,n,|?
0
27
+/ lun,n, [ (un,n, +un)(un,n, — un),
0

from which we deduce, using ,
(AN, = An| < ClHan (V = In, (V)| 2.

An error analysis of the interpolation operator Zy, is given in [10]: for all
non-negative real numbers 0 < r < s with s > 1/2 (for d = 1),

lp = Iny ()]lar < lellms, Ve € H(0,2m).

SN
Thus,
C
2w (V= Zn, (V)2 < IV = Znv, (V)2 < 50 (78)
g
and the above inequality provides the following estimates:
||uN’Ng — u”Hl < C (N_U_l + Ng_g) (79)
lunn, —ullz < C(N"2+N,) (80)
Avn, — A < C(N* 24 N,7), (81)

for a constant C independent of N and N,. The first component of the error
bound ([79)) corresponds to the error |[uy — u||g1 while the second component
corresponds to the numerical integration error ||uy,n, —un| g1 (the same remark

applies to the error bounds and )

It is classical that for the norm |[¢ — Zn,p||gr for r < 0 is in general of the
same order of magnitude as || —Zn, ¢l 2. As the existence of better estimates
in negative norms is a corner stone in the derivation of the improvement of the
error estimate for the eigenvalues (doubling of the convergence rate), we
expect that the eigenvalue approximation will be dramatically polluted by the
use of the numerical integration formula.

This can be checked numerically. Considering again the one-dimensional
example used in Section [2] (2 = (0,27), V(z) = sin(|z — 7|/2), F(t) = t?/2),
we have computed for 4 < N < 30 and Ny = 2P with 7 < p < 15, the errors
lun N, —ullgr, [lunn, —ullp2, [lunn, —ullg-1, and [Ax N, — Al. On Figure 3,
these quantities are plotted as functions of 2N + 1 (the dimension of X ~), for
various values of N,.
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Figure 3: Numerical errors ||uy,n, —u g2 (top left), [lun n, —ul[2 (top right),
|lun,n, — ullg-1 (bottom left), and |An n, — A (bottom right), as functions of
2N + 1 (the dimension of )Z'N) for Ny =2P, 7 < p < 15.

The non-monotonicity of the curve N +— [An,n, — A| originates from the fact
that Ay n, — A can be positive or negative depending on the values of N and
Ny.

The numerical errors |lun N, — ull g1, |unn, — ullr2, |lunn, — ul[g-1, and
|AN,N, —Al, for N = 30, as functions of N, (in log scales) are plotted on Figure 4.
When N, goes to infinity, the sequences logyq [lun,n, — u| g1, logg [lun N, —
ul| g2, logyg lun,n, — ullg-1 , and logyg|An,n, — A| converge to logyq [|un —
ullgr , logyg luny — ullz2, logig llun — u||g-1, and log;y |[An — A| respectively.
For smaller values of N4, the numerical integration error dominates and these
functions all decay linearly with log,y N, with a slope very close to —2. For fixed
N, the upper bounds - also decay linearly with log;y N4, but with a slope
equal to —1.5. To obtain sharper upper bounds for the numerical integration
error, we need to replace with a sharper estimate of ||Illan (V —Zn, (V) 12,
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which is possible for the particular example under consideration here. Indeed,
remarking that under the condition N, > 4N + 1,

o\ 1/2

E Vg+kNg

Ton (V= Zn, (V)2 = | Y

lgl<2N |kez*
we can, using , show that
C N1/2

2w (V= I, (V)22 < —75—
g

for a constant C' independent of N and N,. We deduce that for this specific
example

lunn, —ullpr < C (N*E’/Q +N1/2Ng*2>
lunn, —ullpz2 < C <N—7/2 _|_N1/2Ng_2>
—9/2 1/2 A7—2

Ann, — Al < c(N /2 4 NN )

Error Curve for N = 30 as function of Ng in log scale
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Figure 4: Numerical errors |lunn, — ullgn (+), [lunvn, — ullzz (%),
lun N, — ullg-1 (o), and [Ann, — A| (&), for N = 30, as functions of N,
(in log scales).



54 Chapitre 1. Analyse numérique : un premier modéle
Acknowledgements

This work was done while E.C. was visiting the Division of Applied Mathematics
of Brown University, whose support is gratefully acknowledged. The authors
also thank Jean-Yves Chemin and Didier Smets for fruitful discussions, and
Claude Le Bris for valuable comments on a preliminary version of this work.

6 Appendix: properties of the ground state

The mathematical properties of the minimization problems and @[) which
are useful for the numerical analysis reported in this article are gathered in the
following lemma.

Recall that d =1, 2 or 3.

Lemma 2 Under assumptions (@—(@, @ has a unique minimizer py and
has eractly two minimizers u = \/pg and —u. The function u is solution to
the nonlinear eigenvalue problem for some A € R. Besides, u € C%*((Q)
for some 0 < a < 1, u >0 in Q, and X is the lowest eigenvalue of A, and is
non-degenerate.

Proof As A is uniformly bounded and coercive on Q and V' € L4(2) for some
g > max(1,d/2), v +— a(v,v) is a quadratic form on X, bounded from below on
the set {v € X | ||v||r2 = 1}. Replacing a(v,v) with a(v,v) + C||v||2, and F(t)
with F(t) — F(0) — tF'(0) does not change the minimizers of (1)) and (9). We

can therefore assume, without loss of generality, that
Yo € X, a(v,v) > ||[v]|3: and F(0) = F'(0) = 0. (82)

It then follows from @ and (82)) that 0 < F(v?) < C(v?+2%). As X — L5(Q),
E(v) is finite for all v € X, I > —oo and the minimizing sequences of are
bounded in X. Let (v,)nen be a minimizing sequence of . Using the fact that
X is compactly embedded in L?(£2), we can extract from (v,,)nen a subsequence
(Vn,, )ken Which converges weakly in X, strongly in L?(Q) and almost everywhere
in Q to some u € X. As ||v,, |2 =1 and E(vy,,) | I, we obtain [jul|;2 =1
and E(u) < I (F is convex and strongly continuous, hence weakly l.s.c., on X).
Hence v is a minimizer of (I). As |u| € X, |||ul||z2 = 1 and E(|u|) = E(u), we
can assume without loss of generality that v > 0. Assumptions —@ imply
that E is C! on X and that E'(u) = A,u. It follows that u is solution to (10)
for some A € R. By elliptic regularity arguments [19], we get u € C%%(Q) for
some 0 < a < 1. We also have v > 0 in §2; this is a consequence of the Harnack
inequality [49]. Making the change of variable p = v2, it is easily seen that if
v is a minimizer of , then v? is a minimizer of @, and that, conversely, if
p is a minimizer of @, then \/p and —,/p are minimizers of . Besides, the
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functional £ is strictly convex on the convex set {p >0|\peX, [op= 1}.
Therefore pg = u? is the unique minimizer of @ and v and —u are the only
minimizers of .

It is easy to see that A, is bounded below and has a compact resolvent.
It therefore possesses a lowest eigenvalue Ay, which, according to the min-max
principle, satisfies

Ao :inf{/Q(Avu)-w+/ﬂ(v+f(u2))v2, vE X, /QUQ = 1}. (83)

Let vg be a normalized eigenvector of A, associated with Ag. Clearly, vy is a
minimizer of and so is |vg|. Therefore, |vp| is solution to the Euler equation
Ayulvg] = Xolvo|. Using again elliptic regularity arguments and the Harnack
inequality, we obtain that |vg| € C%%(Q) for some 0 < a < 1 and that |vg| > 0
on . This implies that either vy = |vg| > 0in Q or vg = —|vg| < 0 in Q. In
particular (u,vg)r2 # 0. Consequently, A = A\g and A is a simple eigenvalue of
A,. O

Let us finally prove that A is also the ground state eigenvalue of the nonlinear
eigenvalue problem

search (p,v) € R x X such that
Ayv = po (84)
||1)HL2 = ]-7

in the following sense: if (u,v) is solution to then either 4w > A or u = A
and v = tu.

To see this, let us consider a solution (u,v) € R x X to and denote
by w = |v| —u. As for u, we infer from elliptic regularity arguments [19] that
v € C%(Q). We have ||v| ;2 = |lullzz= = 1. Therefore, if w < 0 in €2, then
|v| = w, which yields v = £u and g = A. Otherwise, there exists xp €
such that w(xzg) > 0, and, up to replacing v with —v, we can consider that the
function w = v — u is such that w(zy) > 0. The function w is in X N C%*(Q)
and satisfies

f@?) — f(u?)

(Ay — Nw + R

v(u+v)w = (1= Ao, (85)
Let w={x € Q|w(x) >0} ={z e Q|v(z)>u(r)} and wy = max(w,0). As
w4 € X, we deduce from that

— f(u?)

U2
(4= Nwrswio+ [ DO s vy = o= ) [

w

The left hand side of the above equality is positive and fw vw > 0. Therefore,
w> A
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1 Introduction

Density Functional Theory (DFT) is a powerful method for computing ground
state electronic energies and densities in quantum chemistry, materials science,
molecular biology and nanosciences. The models originating from DFT can
be classified into two categories: the orbital-free models and the Kohn-Sham
models. The Thomas-Fermi-von Weizsécker (TFW) model falls into the first
category. It is not very much used in practice, but is interesting from a mathe-
matical viewpoint. It indeed serves as a toy model for the analysis of the more
complex electronic structure models routinely used by Physicists and Chemists.
At the other extremity of the spectrum, the Kohn-Sham models are among the
most widely used models in Physics and Chemistry, but are much more diffi-
cult to deal with. We focus here on the numerical analysis of the TF'W model,
more precisely, we are interested in the pseudospectral Fourier, more commonly
called planewave, discretization of the periodic version of this model. In this
context, the simulation domain, sometimes refered to as the supercell, is the
unit cell of some periodic lattice of R3. Imposing periodic boundary (PBC)
to the density at the boundary of the simulation cell is a standard method to
compute condensed phase properties with a limited number of atoms in the
simulation cell, hence at a moderate computational cost.

This chapter is organized as follows. In Section [2, we briefly recall the
functional setting used in the formulation and the analysis of the planewave
discretization of orbital-free previously introduced in chapter 1. In Section [3]
we provide a priori error estimates for the planewave discretization of the TFW
model. Our estimates refine and complement some of the results given in [28,59].

2 Basic Fourier analysis for planewave discretization
methods

Throughout this chapter, we denote by I' the simulation cell, by R the periodic
lattice, and by R* the dual lattice. For simplicity, we assume that I' = [0, L)3
(L > 0), but our arguments can be straightforwardly extended to rectangular
simulation cells (I' = [0, L,) x [0, L,) x [0, L)). For I' = [0, L)?, R is the cubic
lattice LZ3, and R* = 227Z3. For k € R*, we denote by ej(z) = |D|~1/2 gtk
the planewave with wavevector k. The family (eg)ger+ forms an orthonormal
basis of

Li(r, C):= {u € L} (R* C) | u R-periodic},

and for all u € Li(f‘, C),

u(z) = Z uy ex(x) with up = (eg,u)p2 = |F|1/2/u(a:)eik'x dx.
kER* ! r



60 Chapitre 2. Analyse numérique : le modéle TFW

In our analysis, we will only consider real valued functions. We therefore intro-
duce the Sobolev spaces of real valued functions

H(T) = {u(az) =Y dper(x)| Y (1+ |k[*)*|arl* < oo and Vk, c_y = ck} :

kER* EER*
s € R, endowed with the inner products
(w,v)is, = > (1+ [k[*)* @y B
kER*

For N. € N, we denote by

VN, = > cker |k ek =0 (1)
kER* | |k|< 25N,

(the constraints c¢_j = ¢ imply that the functions of Viy, are real valued). For
all s € R, and each v € H ;E(F ), the best approximation of v in Vy, for any

H;E—norm, r <s,is
Iyv = Z V-
keR* | |k|<2E N,
The more regular v (the regularity being measured in terms of the Sobolev

norms H"), the faster the convergence of this truncated series to v: for all real
numbers r and s with 7 < s, we have for each v € H3 ('),

. L\ e

o= Mol = min ool < (5) Nl ol
L\ e

() Nl @

For N, € N\ {0}, we denote by FFTNg the discrete Fourier transform on
the cartesian grid Gy, = J\%Z3 of the function ¢ € C%(F). Recall that if

¢ = D rer ngﬁg eq € C’%(F), the discrete Fourier transform of ¢ is the NyR*-

~FFT,N,
Q/Z)\FFT’Ng = (¢k g)

periodic sequence ker* Where

~FFT,N, 1 ik _ ~
% T =NE Z e~ T —|r|71/2 Z Pkt Ny K
g N

KeR*

We now introduce the subspaces

2 2r (N, — 1
7o < 2=
L ’H_L 2

2m 2 Ng) } @ (C(eiﬂNgy/L + efiTrNgy/L) (N4 even),

Span § ¥ | | € (Ng odd),

Wlre ==z, |I| <=
Spane\ELaH_L 5
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1D 00 : 1Dy _ 3D _ yi71D 1D 1D
Wy, € C%([0,L)) and dim(Wy') = Ng), and W32 = W' @ Wy~ @ Wy
Note that W]{’,]; is a subspace of Hj(I') of dimension Ng, for all s € R, and that
if Ny is odd,

2 2n (N, —1
3D _ x _ 3 g
Wx, —Span{e“keR = LZ s Koo < 7 < 5 >} (Ng odd).

It is then possible to define the interpolation projector Zy, from C’%(F) onto
W]?\’,]; by [Zn,(#)](x) = ¢(x) for all x € Gy, . It holds

oecyn. [Inw= ¥ (§)3¢<x>. 3)

xGQNg nr 9

The coefficients of the expansion of Ty, (¢) in the canonical basis of V[/]?\’,]g3 is
given by the discrete Fourier transform of ¢. In particular, when N, is odd, we
have the simple relation

Iy, (¢) = |T|'/? > G TN gy (N, odd).

kER* | |k|mg%(%)

It is easy to check that if ¢ is real-valued, then so is Zy,(¢).

We will assume in the sequel that Ny > 4N, + 1. We will then have for all
VaN, € Van,,

/FU4NC = Y. <J\I;g>3v4Ng($) =/F1N9(04Nc)~ (4)

zeGn,NT
The following lemma gathers some technical results which will be useful for

the numerical analysis of the planewave discretization of orbital-free and Kohn-
Sham models.

Lemma 2.1 Let N. € N* and N, € N* such that Ny > 4N, + 1.

1. LetV be a real-valued function ongé(F) and vy, and wy, be two functions
of V.. Then

/INg(VUNCUJNC) = /INg(V)UNCWNc (5)
T T

[0 on )| < IWlsllonczy o)

2. Let s >3/2,0<r <s, and V a function of Hy(I'). Then,

[0=Z0) Wy < Coay IV )
1/2

It T, )y < ([ 2, 0VP)) ®

Mo @, V), < (4 OVl )
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for constants C.. s independent of V. Besides if there existsm > 3 and C €
Ry such that |Vi| < C|k|™™, then there exists a constant Cy independent
of N. and Ny such that

[Tan, (1 = Zn, ) (V)]

g < CyNIT3ENS™ (10)

3. Let ¢ is be a continuous function from Ry to R such that there exists
Cy € Ry for which |¢(t)] < Cy(1 4 t2) for all t € Ry. Then, for all
UN, € VNC;

’AIN9(¢(|UNC|2)) < Cy (|F| + ||1)Nc”ii) ) (11)

Proof For zn, € Van,, it holds

/F Inv(Voaw) = 3 V(o) (@)

l‘GgNg nr

= Y @)@ )

zeGN, NI
= /INg(V) 29N, (12)
I

since Iy, (V)z2n, € Vin,. The function vy, wy, being in Vay,, (5) is proved.
Moreover, as |vn.|? € Vin., it follows from (4)) that

> (&) v

z€Gn,NT 9

Vi | ¥ (%) o

wegNng 9

= Vi / o 2.
I

Hence @ The estimate is proved in [10]. To prove , we notice that

\ [ 2, Vi
T

IN

Mo (I, (VDI < 12w, (VI
_ /F (In, (V) (A, (V)
= Y Ty, D@Uy, (V)e)

z€GN, NI

= > VP

zeGN, NI

_ /zNg(vP).
T
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The bound @D is a straightforward consequence of :
Moy, (Ing (VDas, < Mg (Vs < 1V Ils, + (0= Ing ) (V) s, < (14 Cso)[[V [z, -
Now, we notice that

SFFT,N,
Mon, (I, (V) = [T > Vi ek
keR* | |k|< 4T N,

. (z mNgK)ek. 13
keR* | |k|<AZN. \KER*

From , we obtain

[T, (1= Zn, ) (V)| e = S+ kDY Vewx
keR* | |k|<4EN. KeR*\{0}
2

= Z (1+ |k?)® max Z ‘A/k+NgK

EER* | |k| <2 N,
kER* | |k| <AL N, |kl < - Ne KeR*\{0}
On the one hand,

321 [4r\*®
1 k,?s ~ = N2s+3
kR%dN(H')NC_)OOQSJrg(L) t
ER* | |k|<T N,

and on the other hand, we have for each k € R* such that k| < 4ZN,

~ 1
< -
2 Vieng| < C |k + N, K|™
KeR*\{0} KeR*\{0}
L m
< — N
< Co <27r> B
where )
Co = max Z T
yeRs[lyl<1/2 oo 1y — K|

The estimate then easily follows. Let us finally prove . Using and
(4), we have

/F zNg<¢<|vN|2)>’ = | > <]$g)3¢<\vzv<:v>|2)

meNLgZ%F

3
<ol ¥ (ﬁ) A+ fon @)

xGNqug’ﬂF

= Co [+ fonl®) = Co (I + lon Ly )
r #

This completes the proof of Lemma [2.1 O
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3 Thomas-Fermi-von-Weizsicker model

In the TFW model, as well as in any orbital-free model, the ground state
electronic density of the system is obtained by minimizing an explicit functional
of the density. Denoting by N the number of electrons in the simulation cell
and by

Ry = {pZOI\/ﬁEH#(F% /p—f\f}
r
the set of admissible densities, the TFW problem reads

TPV — inf {7V (p), p € Ry}, (14)

where

eV (o) = S [190aP+Cav [ 70+ [ ver s Do)

Cw is a positive real number (Cw = 1, 1/5 or 1/9 depending on the context [?]),
and Ctr is the Thomas-Fermi constant: Ctp = %(371’2)2/ 3. The last term of
the TFW energy models the periodic Coulomb energy: for p and p’ in H#l(l“),

Dr(p,p):=4m > |k|"*b B
KER\{0}

We finally make the assumption that V" is a periodic potential such that
Im >3, C >0s.t. Vke R, |V < Clk|™™. (15)

Hence, we derive

Vil = > (L4 [k VA
keER*
1
< 1 2)s
keR*\{0}
1
< Z ‘k.|2(m—s)'
keR*\{0}

By standard arguments of equivalence of series with integrals (over R?) we get
1
the convergence of Z W
keR*\{0}
implies that Vo is in H™3/2¢(T") for all € > 0.

if2(m—s—1) > 1,1ie. if s <m—32, this

It is convenient to reformulate the TEFW model in terms of v = |/p. It can
be seen that

TTEW — inf {ETFW(U), v e Hy(T), / v]? = /\/} (16)
r
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where

C . 1
ETFW(’U) :2W/|Vv|2+CTF/ |’U|10/3+/V10n|1}|2+2D1"(|’U|2,”U|2).
r r r

It is well known [31] that has a unique minimizer p°, and that the
minimizers of are v and —u, where u = y/pY. Besides, the function u is in

H$+1/2_6(I‘) for any € > 0 (and therefore in Ci(F) since m+1/2—¢€ > 7/2 for
e small enough), is positive everywhere in I" and satisfies the Euler equation

C 5 .
—7WAU+ <3OTFU4/3 + Viom 4 Vu(goulomb> u= \u

for some A\ € R, where

Vp%oulomb(x) =47 Z |k}|_2ﬁ2€k($)
keR*\{0}

is the periodic Coulomb potential generated by the periodic charge distribution
p. Recall that VpCoulomlo can also be defined as the unique solution in H#(F) to

_AVpCoulomb — 47 <P _ ‘F‘_l/rp>

/ prCoulomb —0.
I

The planewave discretization of the TFW model is obtained by choosing

1. an energy cut-off E; > 0 or, equivalently, a finite dimensional Fourier
space Vp,, the integer N, being related to E. through the relation N, :=

[V2E. L/2r];

2. a cartesian grid Gy, with step size L/N, where N, € N* is such that
Ny > 4N, + 1,

and by considering the finite dimensional minimization problem

INTY, = inf {EJESW(@NC), vN, € V., /F|UN6’2 :J\/} , (17)
where
B (on) = S5 [ 1Von P+ Cre [ T lonel )+ [ Zo, (Vo P

1
+§DF(”UNL‘27 ’UN0’2)7

1N, denoting the interpolation operator introduced in the previous section. The
Euler equation associated with (17]) can be written as a nonlinear eigenvalue
problem

~ N, _
vac € VNC’ ((H‘UNC,Ng‘QuNuNg - )\NmNg)uNc:Ng7vNc>H;1,H;l# - 0
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where we have denoted by

~ C! 5 .
Hé\fg — —7WA +INg <3CTFP2/3 + V10H> + VpCoulomb

the pseudo-spectral TFW Hamiltonian associated with the density p, and by
AN,,N, the Lagrange multiplier of the constraint [, lun, |2 = N. We therefore
have

Cw 5 ;
——Aun,,n,+Hln, [<INQ <3CTF|UNC,N9 |4/3 4 Vm) + V|C°ulom|]3> UNC,N9:| = AN,,N,UN,,N,-

2 UNc,Ng

Under the condition that Ny > 4N, + 1, we have for all ¢ € C’%(F),
2 ~
V(k,1) € R* x R* s.t. |kl I] < %NC, /INg(qs) erel=opr,
r

so that, H, is defined on V, by the Fourier matrix

Cw 5 —— _FFT,N, _—FFT,N,
el = TWQ% + gCTF(‘uN07Ng|4/3)k;_l + (Vi)
—— , FFT.N,
(|U’Nc,Ng‘ )k_l
k=12
where, by convention, the last term of the right hand side is equal to zero for
k=1

Ne,Ng

[H
IuNmNg

(1—=dw),

™

We also introduce the variational approximation of

IV = inf {ETFW(UNC), vN, € V., / lun. |2 :N} : (18)
r
Any minimizer uy, to satisfies the elliptic equation

C 5 :
_ 7WAUNC +HNC |:3CTF|UNC|4/3UNC + VIOHUNC + VCoulombuNC:| — )‘NcuNca

une|?
(19)
for some Ay, € R.

Theorem 3.1 For each N. € N, we denote by un, a minimizer to (@ such
that (uNc’u)Li > 0 and, for each N, € N and Ny > 4N, + 1, we denote by

UN,,N, @ minimizer to such that (UNQNg,’LL)LQ# > 0. Then for N. large
enough, un, and un, N, are unique, and the following estimates hold true, for
e>0

lun, —ullmy, < CoNgmmst/29 (20)

An, = Al < CNgGm=179 (21)

Vun, — ull@ <SIGEWY 1"V < COlluy, - UII?{# (22)
lune, N, —unllms, < Cs N3/ Nom, (23)

ANoN, — An| < CNFEN;™, (24)

AEN IV < CNEENS™, (25)
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for all —m + 3/2 < s < m + 1/2 and for some constants v > 0, C > 0 and
Cs > 0 independent of N. and N4. Beside (s —1)4 denotes the positive part of
s—1.

Remark 3.2 More complex orbital-free models have been proposed in the re-
cent years [53], which are used to perform multimillion atom DFT calculations.
Some of these models however are not well posed (the energy functional is not
bounded below [3]), and the others are not well understood from a mathematical
point of view. For these reasons, we will not deal with those models in this
article.

Proof The outline of this proof, we will be as :

1. We establish the estimates , and

2. We prove the uniqueness of uy, a minimizer to (18 such that
(uN(:?u)Li Z 0'

3. We establish the estimates , and

4. We prove the uniqueness of uy,,n, a minimizer to (17)) such that
(UNC7N97U)L2# 2 0.

For simplicity, we will use the following notations

e X = Hy(T)

. a(v,w) = CQW/V”UVw—i-/Vionvw
r r

e F(t) = Cret?
2 42 PP 125
) J(U) = DF(U , U ) =47 Z W =47 Z ’k‘Q
keR*\{0} keR*\{0}
° pr = —CTWA’UJ + F/(p)w 4 Vion,, + VpCoulombw

3.1 Step 1: first part of the a prior: errors estimates

The estimates , and originate from arguments already introduced
in the chapter 1. The following lemma, gathers some results which will be
usefull for the proof of this estimates.

Lemma 3.3 There exists C > 0 such that for all w € H;#(I‘),

0 < ((Ap—Nw,w)x x < Cllw|?n (26)
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Proof For all w € H;E(F)

C! .
(A~ Nwwpxx = / IVl + / Fu?)u? + / rion 2
r r r
_’_/Vp%?oulombMZ —)\/U)Q. (27)
r r
For m > 3 and € > 0, we have that H;ZH/Z%(F) and H;Zﬁg/zﬁ(lj) are both

algebras and embedded in L*(T"), thereby, for all w € H#(F), we obtain the
followings upper bound

[ < et [ < el
I T #
< Cluly (28)
and
[Vt < v [ <cll;
r # #
< Clluly, (20)
In addition, by noticing that
Golom (o)
> || <m0
keR*\{0} keR*\{0}
1\ /2 - 1/2
< (X &) (X o)
kER*\{0} keR*\{0}
< Cllie,
we derive that
|| Vp(g]oulomb ” L:;’ < Z (Vp%joulomb)k
keR*\{0}
< Cllly (30)

Hence,

Coulomb, 2 Coulomb 2 0 2 0 2
[ gt < gy [t < Pl [ w® < Ol ol

We obtain the following upper bound,
| [ ot < ) wilyy. (31)

Therefore, by combining this, with and in , we deduce that there
exists a positive constante C' such that

Yw € H#(F) (A = Nw,w)x xr < CHwH%{# (32)
which concludes the proof of the Lemma, [3.3]

a
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We denote by u', the subspace of H;E(F) such that for all wt € ut we have
(u,w) 2 = 0. By using the fact that X is the lowest eigenvalue of A,, we get

Vwt eut), (Ao —Nwhwh)x x> (A= A)|wb 2. >0,  (33)
For all w € H#(F), we can write w as w + u(u, w) 2, hence

(Ap = Nw,w)xxr = (Ao = Nwh wh)xx
(A2 = Ar)l[w 72 2 0 (34)

\Y

Cw

(A = Nw,w)xx >

HVwHii — OVl + |!Vp(3°“1°mbHL;°)HWH%ia
Hence, there exists a positive constante ¢ such that
1 Cw 2
Vo € HYT) (g~ Nww)xxr > D Vule —chwlls  (39)
Lemma 3.4 There exists C > 0 such that for all w € H#(I‘),
clwlfn < (E"(w) = 2\)w, w)x,xr < Cllw||F (36)

Proof We have for all v and w € H#(I‘) ,

(E"(u) = 2X\)v,w)x x» = CW/FVwVv+790CTF/F\U|4/3Uw+/FVi°nvw
+%<J”(u)v,w>x,xf - 2)\/Fvw (37)
= 2((Ap — Nv,w)x x + 4/FF”(u2)u2vw + 4 Dr(uv, uw)
and
(J"(w)v,w)x x» = 4Dr(u? vw)+ 8 Dr(uv, uw) (38)
(39)

Since J is positive and quadratic, it is convex, and for all w € H ;ﬁ (),
(J"(u)w,w)x x> 0. (40)

Besides, for all v, w € H#(F), we have

DF(’LLQ,’U?U) _ /V(goulombvw < C‘V(goulombHLoo/,Uw
T P P # r

IN

Cllp°ll 2 ol ool 2 (41)
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and

Dr(vw,vw) = A4r Z M
keR*\ {0}

’(/UUT)IJZ
~ >
= dx¢ E e 0 (42)
KeR\{0}

C 3 1wl = Clwll,
keR*\{0}

IA

IN

2 2
Clloll3 il

2 2
< Cllollzy el (43)
Therefore, by combining this with in , we get
<J”(u)w,w)X,X/ < C||w\|l2q?1¢ (44)

Besides, by using and , we obtain

(E"(u) — 2w, w)x x| = 2((Ap — Nw,w)x x + 4/FF”(’LL2)UQZU’UJ + 4 Dr(uw, uw)
4/3
< Cllulfy, +Cllul 3wl
< CllwlF. (45)

To prove the lower bound of , we first need to establish that
(B"(u) = 20w, w)xx» 20 Vw € Hy(T). (46)

First we notice that ((E”(u) — 2A\)w, w)x x’ can be rewritten as

40
(") = 20w, w)xr = (A = Nww)x+ g Crr [ fuft%?
+4 D(vw, uw) (47)

in such way that we can use and to get .
Then by reasonning by contraction, we prove the lower bound of ,

(B (u) — 22w, w)x x' > c||lw||?n Vw € Hy (). (48)

Assume does not hold and thus we may get a sequence (wy,),>1 bounded
in H} (T), such that||wy||3;, = 1. Hence we can extract a sub sequence denoted
by (wn, )n,>1 such that
lim ((E"(u) — 2\)wp,,, wn, ) x.x = 0. (49)
njp——400
Since (wp)n>1 is bounded in H#(F), we can extract a sub sequence weakly
convergent in H#(F) to w dans H#(I’)
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Then by using that H;E(F) is embedded in all L;(F) for 1 < p < 6, we can
extract a sub sequence denoted by (wy,, )n,,>1 strongly convergent in Lff; (T") to
w’. Hence, from the uniqueness of the limit, we get

Wy > W (50)
Wny T2 W for 1 < p <6, (51)
and
wTQZkL—;w2 (52)
Therefore
lim |2)\/[w —w ]l = 0, (53)
nj——+00
tiw | [l a2l = o (54)
njp—+00 r
lim | [ VOw? —wl ] = 0, (55)
ng—-+00 T
Indeed,

lim |/|u,4/3(w2_wgk)y<nk13r+1m||uyy B lw? - w? [l =0 from (52)

nj—+00

lim ]/V“’“w —w? Wl < hm HVlon]]4/3|]w —w} |12 =0 from (52)

nj——+00
By the same way, we prove that

lim _ [((J" (u)(w — wny ), w = wny) x x| = 0. (56)

ng——+00
Indeed, from and , we derive
. : 2 2 2
i (@) = wn) 0 = wa)xoe] < C) tmulw® - wd, 1

= 0 from and with p = 4.

Since w +— Cw / |Vwl|? is continuous in H#(F) and convex, it is also weakly
r

lower semicontinuous. Hence, using this in (37))

0 < ((E"(u) — 2\ w, w)x x' < nEIf@((E”(u) — 2N wp, wy)x,x» =0 (57)

and w = 0.

Thereby, using this with - and the fact that w — Cw / |Vwl|? is
r

weakly lower semicontinuous, we get

n—-+4o0o

0= lim ((E"(u) ~2\)wn wa)x x> C lim inf / VP
n—-—+0oo F

70
+ —Ctp lim inf/|u|4/3wi+o,
9 n—-—+00 r
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Then by using and the fact that w = 0, we derive

0= lm ((E"(u) ~2\)wa wa)x x> Cw lim inf / Vw2
n—-—+0oo F

n—-+400
> X . 2/\ —
= CWnEToomf Z 1€]7 (wn ) (wn),
LER*
C . . 9 —_—
> lim inf (1 +1£]7) (wn) p(wn),
n—-400
leR*
C
> =W diminf w2, = 1.
n—-+4o0o #
which is impossible. O

We denote by uy, € Vi, a miminizer of such that (un,,u)r2 > 0 and
which satisfies

Ywpn, € Ve <(Ach — )\Nc)uNcach>X’,X =0 with py, = U%Vc (58)

for some Ay, € R. Obviously —uy, is also a minimizer associated with the
same eigenvalue Ay,, we will prove that those are the only ones and sastify the

estimations —.

To start we need to establish the following lower bound.

Yun, —ullfp < (Ao — X (un, —u), (un, —u))xx- (59)

From , we get

1
(g = Nw b 2 Oa= 20wl — 3wy ]

v

O = )l = )3
By noticing that /u%vc = / u? = N, we get
r r

1
= 5““ - UNCH%;

huv e = o un) el = N = [ uw,)

Hence,

A2 — A\ 9
2.

((Ap = N (un, =), (un, —w))xx1 =
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Ao — A
Let be 6 such that 0 < 8 < - 2 ! Gonlomh
A2 + A1+ QHVIOHHL;? + QHVPOOU om HLo#o

the previous inequality and , we get

< 1, from

C
(g = N(uy, =), (un, —w)xxr > 0= [V(un, —u)|,

ion Coulomb 2
e I e P e PP T

A2 — A1
2

H(1= 022y, — ul2y

A2 — A
2

0 ion Coulomb 2
—2<)\2+)\1+2||V [z +2[[V0 lzge Jluwe = ullze

Y

Cw 2 2
0=~V (un, — U)HLi + l[un. = uHLi
> Cllun, —ully.
In addition, we have the following convergence result

Lemma 3.5 Let be un, € VN, a minimizer of such that (u,uNc)Li >0
and that verifies @ for some AN, € R then,

= g, — 0. (60)

Proof To obtain this, we first use the fact that
E(“Nc) — E(u) = <ApouNc,uNc)X/’X — <Apou,u)X/,X
+ [ [Pk - Fu?) - ), — o)
r
(RDB), ~ W), - 20 { (&) - @)}

|2

+ 27
keR*\{0}

= (A~ N, ) — ey
+ [ P& - F) - P, - )]
r

uZ —u2). 2
- Z ’( N, )k‘

1
keR*\{0}

Then, combining it with the convexity of F' and , we get
Ly, =1 = Blun) = B(w) 2 3 llu—ux.[3y-
Let IIy,u € Vi, be such that

||u - ]'_‘[NCU’HHl = mln{ ||U - chHHl ? ch 6 VNC} - O
# Ne—+00
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We defined by ty, = Nl/QHNCu/HHNcuHL;&, in such way that ||ﬂNc||L3# =VN,
therefore we also have

lu = an. |y, N e 0.

The functional E being strongly continuous on H. #(F), we get

2 2
2 ~
llu = une |, < E(E(UNC) — E(u)) < E(E(UNC) —Ew)  — 0
Hence, we finally obtain and we also have
111 .
e = NG [ITu [Pl [V Dr P o P
r

= N-[ Jvak s s+ [ Ve D o)
c—00 T

We now observes that uy,is solution to the elliptic equation

C - 5
. 7WAUNC +HNC |:<V10n + gCT u4/3 + VCoulomb> UNC:| _ )\NCUNC (62)

As (Vion 4 5CTFu4/ 3 WS;‘:}Smb)u N, is bounded in Li (T"), uniformly in N,, we

deduce from (62) that the sequence (un,)n.en is bounded in Hi (T"), hence in
L>(T). In addition,
A (UNC . U) — HNC <‘/ion(uNC _ U) + Fl(“%\fc)uNc . F/(UZ)U + ‘/pgvoculomb,ul]\]C o ‘/pCoulombu)
—(I = Ty,)(Vu+ F'(u®)u+ VU w) — Ay (un, — u) — (An, — Au.
(63)
As (un,)N.en is in bounded in L>°(I") and converges to u in H;#(I‘), the right

hand side of the above equality converges to 0 in Li(f’), which implies that
(un,)N.eN converges to u in Hi (T"), and therefore in C’%(F).

Since (Vion 4 5CTFu4/3 + Vp(fvocmomb) is in L°(T") and that Vo € H™3/2=¢ we
get that u in Hmﬂ/2 ("), for all € > 0, by using a boostrap argument in .

The upper bound in is obtained from , remarking that

0 < / P, ) = () = () s ol
< S [ maxux [ ) uy,
4/3
< Fou (maglucli) o -l
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and that

o
IA

Dr(Jun.|* = [ul?, Jun[* = [uf?) < Clllun.[* = [ulllZe

IN

2
2
10 (g el ) s = .-

Let us now establish the rates of convergence of |Ay, — A| and |Jun, — ul| H,-
As in the Chapter 1, we denote by 1y, —. the unique solution to the adjoint
problem

{ find ¢y, —u € ut such that
Vv € U’L7 <(EN(U‘) - 2)\)¢UNc—ua U>X’,X = (uNc - U,’U>X17X,

uL:{veX\ /usz}.
r

The existence and uniqueness of the solution to is a straightforward con-
sequence of , and the Lax-Milgram lemma. Besides, 1y, —v € Hi(l“)
and sastifies

W, —ull e < 87 Mlun, —ullxr < 57 Mljun, — ul 2, (65)

and [|tuy, —ullg2 < Cllun, — ul[z2. Hence,

(64)

where

1 C
[r, = TNl < -yl < -l = ullzz. (66)
(& (&

Lemma 3.6 There exists C € Ry such that for all N, > 0,
Blun,) ~ B(u) < - llux, — ullf, (67)
and for all 0 <r < m —3/2,
Ane = Al < C (llun, —ullfp + llun, —ullg—r) - (68)

Besides, there exists Ng > 0 and C € Ry such that for all 0 < N. < Ny,

lun, —ullgr < € min flox, —ufm (69)
UNEVNG
lun, —ullz < C (HUNC —ulfp + N luw, — uHH1>- (70)

Proof The upper bound in is obtained from , remarking that
0< [ Flfunc ) = Pllul) = () (un.* = fuf?)

)
= O [ Ju 1 = % = 2l = )

IN

35
e [ max(fun, Y2, fuf O, - uf
r

IN

Cllun, — ull72
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then that

(ud, — u2)y[?
0 > em—

keR*\{0}

IN

Ol — |3

IN

Cllun, — ullie,
and finally by using .
Next, we remark that
NN =X = (E'(un.) un.)x x — (E'(u),u)x
= a(un,,un,) — +/ F'( /F'(uQ)u2
r r

+D(u};, ,u?v) D(u?,u?)

= a(un, — u,un, — u) + 2a(u,uy, —u) + / F(uf, )u, — /F F'(u*)u?

r
—f—D(U?\]C? U?VC) - D(’U,2, U2)

= aluny, —u,un, —u) + 2)\/ u(un, —u) — 2/ F'(u®)u(uy, — u)
r r

+/ F'(u?vc)u?vc — / F/(u2)u2 + D(u?vc, u%vc) — D(u2, u2)
r r
— 2D, ulux, — )

= alun, — wun, —u) — Muy, — 2 —2 / F (s — )
T

/ (a3, ), — / F20 4+ Dy i) — D2, o)
N I

—2D(u?, u(uy, — u))

= (A — N(un, —u), (un, — u))xrx + / wh s (un, —u)
I
+D((ud), — u?),ud,)
where

po_ o Flk) = )

Yuun, = YN UN, — U
c

We know that the sequence (un,)n.en converges to u in H , for all

€ > 0, and that u > 0 in R3. Consequently, for N, large enough the function UN,
(which is continuous and R-periodic) is bounded away from 0, uniformly in N,.

As F' € C*°((0,+0)), the function uy, is uniformly bounded in H$_3/2_6(F),
for all € > 0, (at least for IV, large enough). Hence, for all 0 <r < m — 3/2

| /F wF o (un, — )] < Cllu— un, |l g—r- (72)

(71)
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We remark that

T ————

(un, —w)y(un, +u),_p(ud)
2 2 2 _ c c c’k
D((“NC—U )7“Nc) = Am Z BE
b leRA\ {0}
(v, — ) (i, + W)y (W3,
= 2 P
keR*\{0}

— /(UNC o u) <VPCOUI0mb(UNC + U)U?VC>
r

and denote by w/, = VpCO‘ﬂomb(uNc + u). Since Vpcmﬂom]O € Ly (T) and the

U, U N
function uy, is uniformly bounded in H;f_?’/ 2_G(F), for all e > 0, (at least for
N, large enough), for all 0 < r < m — 3/2, we derive

[t = ) (Ve + i, ) < = e
r
Then by combining this with and in , we finally get .

In order to evaluate the H'-norm of the error uy, — u, we first notice that
Von, € Ve, lun. —ullgy <llun. —on g + love —ullg,  (73)

and that

AN

lun, —on |3 < = (E"(u) — 2X\) (un, — vw,), (un, — vN.))x7,x

= =

<<<E”(u> o)y, — u), (u, — o)) xrx

(B (u) — 20)(u — o). (u, — vNC»X,,X).
(74)

We will begin by evaluating the first term of the right hand side of .
For all wy, € Vi,

((E"(u) = 2)\)(un, — u), wN, ) x7,x

= [ (F'@,un, — F'(u®)uy, — 2F" (u)u (uy, — u)) wy,
I

_ — — —

) = 3 Tl — 2t = ()| o)

|2

+
k,LeR*\{0}

+ ()‘Nc — )\)/FUNCU)NC. (75)
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Besides,
- ) = 3Tl — 2utine — )@y Gy
2
keR*\{0} |k|
[lun, — )2, (un.)— (0N (e — )6 — uy,)_o(wn),
< 2
= Z e + Z BE
ke leR*\{0} ke leR*\{0}
< C((UNC —u)?, UNchc> +2 <U(UNC —u), (un, — U)ch>
L2 L2
#
< Cllu-— UNCH%;E lwne s,
< Cllu—UNcllfH#llecHH# (76)
In addition, we have
) ) e, 2y, 2 _ 9D 7/3 4/3 4 4/3
|F'(uy; Jun, — F'(u?)un, — 2F" (w*)u*(un, —u)| = gCTF uy, —UTUN, — gu (un, — u)

70
= Crp max([un, |3, [ul?) lun, —ul?.

9
(77)

IN

On the other hand, we have for all vy, € Vi, such that |Jvn,||z2 = VN,

1
/UNC(U’NC - UNC) = N - / UNCUNC = QHU’NC - UNC||%2'
r r

Hence by combining this with in we obtain, that for all 0 < N, < Ny
and all vy, € Vy, such that |[vy, |2 = VN,

(B (u) = 2\) (s, — ), (s, — o )| < c(nu — B, —on
2 2
T (I, =l + e, — wllze) . — vNCHLz)- (78)

It then follows from , and that for all 0 < N, < N; and all
vN, € Xn, such that oy, ||r2 = VN,
lun, = on [l < C (lun, = ullip + llun, = ullgllun, = onllm + love = ull ) -

By using this in we obtain that there exists 0 < Ny < Nj and C' € Ry
such that for all 0 < N, < Ny and all vy, € Vi, such that |loy, |2 = VN,

HuNc - UHH1 S CHUNC - u||H1
Hence, for all 0 < N, < N»

lun, — ull g1 < CRN, where Ry, = min luon, — || g1
N €N, | [on, |l L2=VN
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We now denote by

ENC = min |jon, — ul| g1,
UN.EVN,

and by u(])\,c a minimizer of the above minimization problem. We know that u(])vc
converges to u in H' when N, goes to infty. Besides,
0 0
Ry, < lun,/llun,llz: — ull g

0 Ju, [ 0
< luy, —ullg + W 11— flul, || 2|

<l — ull + ’H Nc‘|'|H u

o (o I 5
Jufy, Il 2
For 0 < N. < Ny < Njp, we have Hu?vc —ullgr < Jlun, — ullgr < 1/2, and

therefore Hu?vchp < ||ul| g1 +1/2 and ||u9vc||Lz > 1/2, yielding
Ry, < 2(|lull g + 1)Ry,. Thus (69) is proved.

A

—Uup, 22

Let u},_ be the orthogonal projection, for the L? inner product, of uy, on

the affine space {v e LX) | /uv = /\/} One has
r

- U‘H%?uv

g\ N

uy, € H;E(I‘), Uy, —u € ut, uy, — UN, =
from which we infer that

Jun, —ul2: = /F (un, — u)(uly, — ) + / (u, — u) (i, — k)

r

= [t =~ )y, = ) = gelhus = ul [ (ux. —

= [, = )i — )+ g, — ol <N— / uNcu)
= [ o =)y, =)+ pllune =l

1
= (un, —u, U}‘vc —u)xr,x + WHUNC - “Hi?

1
= ((E"(u) = 2\)duy, —uw ul, — Wxrx + przllun. = ull72
= <(E”(u) - 2)‘)(UNC —u), ¢uNCfu>X/,X

o, — (B () = 20, Yy, )+l — ullf
= {(B"(0) = 20) (o, — ) b )1

(U/?)k (Au)k—eij-:u)e
|k

lun, — ul% / F/ )iy, 0 +2 Y
T

kLeR*\{0}

1 4
‘FWHUNc —ull7s-
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For all ¥, € Vp,, it therefore holds

lun, —ull72 = ((B"(u) = 2\)(un, — ), ¥n,)x7 x
+((E" (u) = 2M\)(un, — u), Yuy, —u — UN) X7 X

—_—

—

Hlun, — ul72

kLeR*\{0}
1
‘i‘m\|’uNc — ul|72.
From , we obtain that for all ¢, € Vy. N ut,
(B (w) = 22 (uy, — ), (Y, — v, )) .
= _/ (F'(u},)un, — F'(u?)un, — 2F" (u?)u*(un, — ) ($uy, —u — ¥N,)
r

—_— e —

[lun. — w)?](un,) g — 2[u(une — w)];(u — un.)y_g (Vun,—u — ¢Nc)g

> [ R

kLeR*\{0}

O =N / N, (P, — V)
N
and
(E"(u) — 2X\)(un, — u), YN, ) x'.x
=~ [ (P un, - Py, — 280, — ) b,
T
{Hum T2 (an )¢ — 2ulung — w)ly(u —un e | @
k,LeR*\{0}
+ (AN, — ) /(uNC — u)Yy, (using that /uch =0). (81)
I T
Therefore by using , and in and we get
((E" () — 20 ), — ), ) x| < C<||UNC ol
. — ullgs (lun, — ullZp + lux, — ullz2) ) ol
(82)

and
[((E" (u) = 20) (un, — ), (Yuy, —u — N ) xr x| < C(IIUNC —ulip +

. - uum) o, -0 — . 1.
(s3)

(80)

u?),(u —
RGN RS il ”‘];jiw : )f]

(79)
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Let ¢?Vc € Vi, Nut be such that

0 _ .
H%N;u — ¢Nc||H1 = NCEI?(lwncﬂul ”Qﬁuchu - ¢NCHH1-

Hence, by using the fact that there exists a non negative constant C such that

1R < Yy, —ullmr < Cllun, — ull 2, we obtain from and that
there exists C' € R, such that for all 0 < N, < Ny,

luw, —ule < c(nuNc—uuLz
< (luy, — ull%s + llun, — ullze (luy, -l + uy, — ullz2)
4
. — wll g Wy, — 9% s + e, =l + o, —uan).

Therefore, there exists 0 < Ng < Ny and C' € R such that for all 0 < N, < Np,
lun, —ulZ: <C (\IUNC —ull 2 lun, = wlF + [lun, =l g1 | Yux, o — wﬁ)vCHm)-

Lastly, denoting by HO the orthogonal projector on Vy, for the L? inner
product, a simple calculatlon leads to

IT1Y,,, ul|
Yo € ut, min oy, —v|lgr < [ 1+ v, M mln lon, — vl g1
’UNCEVNCO’U‘L ‘ ||H || C Ne ‘
(84)
Therefore, by using , we get
v, = ulls < € lux. =l (. = ulls + Nz v, =l
which completes the proof of Lemma [3.6] 0
Using , we obtain, for all € > 0,
1
llu =y ul g < WHUHH"H-I/Q—G-
C
Therefore we deduce from lemma that for all € > 0,
C
lun, —ullgs < NFi/—es (85)
C
C
AN, = Al (86)

< P —
- Ncm+1/2—e

IN

Slhuve = ullfn < E(uy) = B(w) < Clluy, = ullfp,

for s =0 and s = 1.
From and the inverse inequality

Yun, € Vives ol < 20792N75 o, | s, (87)
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which holds true for all s < r and all N, > 1, we then obtain using classical
arguments that, for all € > 0,

C

e forall0Ss<m+1/2-e  (88)

lun, — ullgs <
The estimate is slightly deceptive since, in the case of a linear eigenvalue
problem (i.e. for —Au + V'°"u = \u) the convergence of the eigenvalues goes
twice as fast as the convergence of the eigenvector in the H'-norm. We are

going to prove that this is also the case for the nonlinear eigenvalue problem.
Let us first come back to , which we rewrite as,

A, — A= (A — \)(uw, — u), (u, — u))xrx + / W, (1, — 1) (89)

with
F J

wuyuNc = wu,uNc + wu,uNc

As u/2 < uyny, < 2u on I' for N, large enough, as upy, converges, hence is
uniformly bounded, in HZJFI/Q_e(F), for all € > 0, and since H™+1/2=¢(T") is an

. . +1/2—
algebra, w;] ,~ and w[, are uniformly bounded in H;Z / ‘(') (at least for

N, large enouéh). We therefore infer from that for N, large enough
AN, — Al < C (llun, — ullFp + lun, — ull g-mrsr2—) - (90)

Let us now compute the H™"-norm of the error for r > 0. Let w € Hj(I).
Proceeding as in Lemma [3.6| we obtain

Juwten =0 = (B @ =2 x, — 0T by

+<(E”(u) = 2X\)(un, — u), Yy — H%/Nmumex/,X

—

——

®k(u)k—£(¢w)€

Hun, — ull72 /F”(u2>u3ww+2 >
r

|[?
kLERN\{0}

L 2 /
——|lun, —u||72 [ uw,
2N = I

where 11 , denotes the orthogonal projector on VNC Nut for the H' inner

1
VNC Nu

product. Then by noticing that 1), is in H;E”(F) and satisfies

[Vl ez < Cllwlgr, (92)

for some constant C' independent of w, and combining it with (, - ,

, , and , we obtain that there exists a constant C' € Ry such
that for all N. € N, and for all € > 0, and all w € H;E(F),

Juwton =0 < € (Juw, = ulfs + N s, — )
r

C

< Nm+1/2—e+r HwHHT
c

(91)
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Therefore, for all € > 0,

JRECT .
fux, —ulgr= sup T <

- ) 93
wery N0y [wllar N e (93)

for some constant C' € R4 independent of N,.. Using and , we end up

with o
An = Al < N2t

which concludes the step 1 of the proof of the theorem

3.2 Step 2: proof of the uniqueness of uy,

Let focus on the proof of the uniqueness of uy,, for all wy, € Vy,, we have

E(wn,) = E(un,) = (Ag, WN WN) X7 X = (A2, UNes UN,) X7, X
+ O /F [Pl 2) — Fllun, ) = F'(ju, ?)(wh, — %)
[(w%vgk(w?@k e, — 2wk { ) - <u%vc>k}]
2 .
+ 27 ]k\Q
keR*\ {0}
Wi,

are convex, then

Since w — F'(w) and w +— Z
keR*\{0}

/F[F(IwNCIQ)—F(IUNCIQ)— F'(Jun. ) (wh, — ui, )]

—_—

[(@v\)k@k — (wh () = 200k )k {® _ ®k} ]

+ 27

||
keR*\{0}

is non negative. Therefore,

E(wn,) = BE(un.) = (Ag wn, wn)x/x = (Az, UN UN) X1, X

> ((Ag, = AN(wN, = un,), wn, = un)x,x- (94)

Let be py, the ground state eigenvalue of Au?v in Vy, associated to wy,, we
have that

. <Achw,w>X/,X
un, = inf
wEVNC (’LU,’LU)LQ
<(A 2 - A O)’LU,U)>X/7X

. inf <APO’LU,’LU>X/7X Uy 1%

weVy,  (w,w)r2 (w,w) 2




84 Chapitre 2. Analyse numérique : le modéle TFW

Besides, we know from Lemmathat (un.)N,en converges to u in H. $+3/ 2_e(F)
for m > 3 and € > 0, hence in L;’;’(F), when N, goes to infinity. This implies
that the sequence (A, — Au%] )N.en converges to 0 in operator norm. Hence
using this in involves that N, converges to A.

By contradiction we can prove that for N., large enough, the ground state
eigenvalue ppy, of Au%v is simple and equal to Ay,. Indeed, supposing that

there exists a sequence (Ng)k such that Ay, > pn, and wy, # fup,, then
(wny, un, )2 = 0. Therefore from (34)), we get

1
((Ap = Nwn, wn ) xrx > (A=) (Jlww |72 — N’ (u, w,)[?)
1

> (A2 — A1) (N - N\(u — un,, wy,)|?)
(by using the fact that (wy,,un, )2 = 0)
> (A2 = M)W — [lu—un,[I72)

Taking into account that A“?v converges to A, as an operator and py, converges
k
to A, we obtain that
<(Au?\,k - /J’Nk)ka7ka>X/7X Nk:oo <(Ap0 - )‘)ka7ka>X'7X
> (A2 = M)WV = flu—un, |72)
Ag— A >0

which is impossible, since

<(Au?vk - MNk)ka7ka>X’,X =0.

The fact that Ay, is the ground state eigenvalue of A, and is simple,
implies that there exists a positive constant 7y, such that
(A, — A )w,w)xrx = nv, (el + W =) (un, w)22) >0 Vw € Va,.
Using this in we get that
E(wn,) — E(un,) >0 wn, € Vn,.

Therefore, for N, large enough, uy, is the unique minimizer of .

3.3 Step 3: second part of the a prior: errors estimates

Let us now turn to the pseudospectral approximation of . First, we
notice that

Cw ;
Ty 2y — IVl < B ()
< ERFWWYITY?)
< CrpNSBIT 8 4 [V o,
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from which we infer that uy y, is uniformly bounded in H#(F) We then see
that

Cw

)\NC?NQ = Nfl |:2 A |quc’Ng’2 + /FINg (Vion|uN67Ng‘2 + f(|uNuNg|2)|uN67Ng‘2)

T Dr(lune, |uNC,NQP>].

Using @, and , we obtain that Ay, n, also is uniformly bounded. Now,

AuNmNg = 20\7V1HNC (INg (f(|uNc’Ng|2)uNc»Ng)) + 20\7V1HNC (INg (VionuNmNg))
+20\7V1HNC <V\S](\)]TE;I;\EUNc7Ng> — 20\7\/1)\NC,NQUNC,Nga (96)

and we deduce from , @ and that

1/2
In, (Zn, (f(IUNC,Ng|2)UNC,Ng))HL%E < (/F(INg(f(WNc,Ng!z)))?UNC,N9|2>

, 1/2
- [ T (%) fuven@PPluvy, @)

:J:EQNgﬂF 9

5 1/3 L\?
gCTFHuNC,NgHL/oo > (N) |un. ., ()|

zEGN, NI 9

1/2

IN

5 1/3
= 5Orrllun. v, 72 e, 7

_ 1/2
< / zNg<|v1°n\2|uNc,Ng|2>>

HViOHHLOONl/Q-

and that

IN

Iy, (Zn, (V" unen,)) s,

IN

Besides, using ,

Coulomb
I, (VS v, ) llzs

IN

Coulomb
VIS om e, v, 3

IN

N1/2 ||VC0u10rnb

|uNc,Ng|2

Nl/z”uNmNg Hii‘_

[l Lo

IN

As up,,n, is uniformly bounded in H#(F), and therefore in Lf&(l“), we get

/
2 2
hueylliz = (e, 1, + 1w w132 )
1/3
< O (14 luvon, 172)
<

o (1+ vl ).
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Therefore uy,, n, is uniformly bounded in Hi(f‘), hence in L>°(R3).
Returning to and using @D and a bootstrap argument, we conclude that

unN,,N, is in fact uniformly bounded in H;E/ e ().

Next, using ,

%HUNC,Ng —unllin < E"VW(un.n,) = ETV (un,)
= EESW(UNC,NQ) - EJESW(UNC)
T / ((1 = T, ) (V) [, v, 2 = Ju, %)
+ /F<1 = In,) (F(Jun. n, ) = F(lun.[*))
< /F(u — Iy, ) (V) (uno, 2 — Jun, )

" / (1~ Zn, ) (F(Jun, v, 2) — Fllun. ).
I

Let g(t,t') = FE?)-F(E)  por N, large enough, uy, is uniformly bounded away

77—t
from zero; besides, both uy, and uy, n, are uniformly bounded in H;/ e ().

Therefore, g(un,,un,,n,) is uniformly bounded in HL/ e (I"). This implies that

the Fourier coefficients of g(un,,un,,n,) g0 to zero faster that |k|~7/2, which

implies, using and , that

[0 =T (F, ) - F<|uNcr2>>]

/F(]‘ 7IN9) (g(uNc7uNC7Ng)) (UNC’NQ o UNC)
< || M, (1 —Zn,) (Q(UNcaUNC,NQ)))HL;é lun, v, = uNc”Li

< CN3AN72|un, N, — unllzz, - (97)

On the other hand,

/F (1 T, ) (V) 2 — . )

< Mawv (1= I, JV)) 2, lune, vy + une llpoe [[une, vy = unvell 2,

< ONZ2N;™|un, N, — unlr2, -
Therefore,
lune, —unllmy, < ONZPNGT2. (98)
We then deduce from and the inverse inequality that (un,,n,) con-

verges to u in H%(F), and therefore in L®(R?), when N, > 4N, + 1. It follows
that for N, large enough, un, n, is bounded away from zero, which, together



3. Thomas-Fermi-von- Weizséacker model 87

with (96), implies that (uy,x, ) is bounded in H/*7(T"), when Ny > 4N +1.
The estimates and can therefore be improved, yielding

/F (1= Zn,)(F (Jun, v, *) = F(Jun, )| < CNZZNG 279 uy, y, —un |3,

and
3/2 nr—
HuNc’Ng - UNCHH;# S CNC/ Ng m'

We deduce from the inverse inequality . For N, large enough, un, n, is

bounded away from zero, so that f(|un,,n,|?) is uniformly bounded in H$+1/2_6(F).

Therefore, the k'™ Fourier coefficient of (V" + f(|un,,n,[*)) is bounded by
Clk|™™ where the constant C' does not depend on N, and INV,. Using the equal-

1ty

A]\7437]\[9 - ANC - Nfl |:<(14ul\1c|2 - )\NC)(UNC’NQ - UNC)’ <UNC7N9 - UNC)>H75_#17H?1#
- / (1= Iy, )V 4 Flune, D) |un,.,
T
D (une, P s, 2 — [un [2) + / Flluse, ) = Fllune 2D lunen, |,

and , we obtain . A similar calculation leads to .

3.4 Step 4: proof of the uniqueness of uy, v,

Lastly, we have for all vy, € Vi,
ExtW (un,) = ExS Y (un,.n,) (99)

= <(HUNC,Ng = ANe,Ng ) (UNe = uNe, N, ), (VN = UNC’N"))H;?H;%

1
+§DF(IUNCI2 — Jun,n, %, [on.* = |un,,n, )

L 3
= 5 () Elon@P) - Flun @) = @ P lox. (0 = lux.(2))
z€GN, NI g

2 <(HUNC,Ng - ANC7NQ)(UNC - uNmNg)? (UNC - uNmNg))H;l,H;l%' (100)
As up,, N, converges to u in Hi(l“), the operator I;T‘]ZZQV 2T H o converges to
c,Ng
zero in operator norm. Reasoning as in the proof of the uniqueness of uy,, we
obtain that for IV, large enough and Ny > 4N, + 1, we have for all vy, € Vi,
such that HUNcHLi = N2 and (v]\fc,uj\rc)LiA >0,

~ g
((Huy, vy = ANe,Ng ) (UNe = UNeNg ), (UNe = UNe NG )t 2 5||UNC—UNC,NQH§I;#-

Thus the uniqueness of uy, n, for N, large enough, which conclude the proof
of the theorem.

|
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Dans cette partie on s’intéresse a la résolution de problemes aux valeurs
propres non linéaires a I’aide d’un schéma a deux grilles. Cette méthode consiste
a approcher la solution v d’un probleme aux valeurs propres non linéaire, dans
un premier temps, par la fonction uz solution du probléme aux valeurs propres
non linéaire discret sur un espace de discrétisation grossier X . Puis a utiliser la
solution grossiere ainsi obtenue pour résoudre un probleme aux valeurs propres
linéarisé, ou méme un probleme linéarisé avec second membre, sur un espace de
discretisation fin X}, on appellera uhH’2g cette solution.

On montrera que, si les pas d’espace grossier H et fin A sont choisit de facon
adéquate, alors 'erreur ||u—uhH’2g||H1 est du méme ordre que ||u—up| g1, ot up
n’est autre que la solution du probleme aux valeurs propres non linéaire discret
résolu directement sur Xp. Ceci repose sur le fait que la contribution de uy a
I'erreur est mesurée en norme L?(€2) et posséde donc un ordre plus élevé que si
elle était mesurée en norme H'(Q), comme on I’a vu dans le chapitre précédent.

Ce procédé permet de diminuer le temps de calcul de la solution de notre
probleme aux valeurs propres non linéaire, car le calcul de ug et uhH’zg est moins
colteux que celui de uy,. Dans la premiere étape : le calcul de uy est clairement
moins colteux que celui de wuy, puisque le cout est fonction croissante de la
dimension de ’espace discret. Dans la seconde étape, la complexité du calcul
est plus petite lorsque on choisit de résoudre un probleme aux valeurs propres
linéaire a la place du probleme aux valeurs propres non linéaire sur X}, et encore
mieux lorsque 'on résout qu’un probleme linéaire avec second membre.

L’idée de schéma a deuz grilles a d’abord été introduite par Xu [39, 55, 56]
pour la résolution de problemes elliptiques non symétriques et non linéaires.
Elle a également été utilisée pour la résolution des équations Navier-Stokes
[1,20,29,54].

Pour résoudre un probléme non linéaire, il est naturel d’utiliser un procédé
itératif. Ici il consisterait, a chaque étape, a résoudre un probleme aux valeurs
propres linéarisé construit a partir de la solution de 'itération précédente. C’est
dans cette optique que Xu et Zhou [12,57,58] se sont intéressés a l’application
de schémas a deux grilles pour la résolution de problémes aux valeurs propres
linéaires. Le principe de leur méthode est de remplacer, a chaque étape du
procédé itératif, la résolution d’un probléeme aux valeurs propres linéarisé sur
une grille fine par celui sur une grille grossiere suivit de la résolution d’un
probleme avec second membre sur une grille moyenne, puis une grille fine raffinée
localement.

Leur méthode réduit la complexité et le temps de calcul tout en obtenant des
résultats du méme ordre de précision que ceux obtenus en résolvant le probleme
aux valeurs propres linéarisé directement sur la grille fine. Mais ce procédé
reste itératif sur une grille fine, celui que 'on propose dans ce chapitre le sera
seulement sur une grille grossiere.
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1 Introduction

On ¢s’intéresse aux problemes aux valeurs propres non linéaires issus de
I’étude du probleme de minimisation suivant :

I=inf{ E(v),veX, [ v?=1¢. (1)
/

La fonctionnelle d’énergie F est de la forme :

E(v) = za(v,v) + % /Q F(v?) (2)

avec

a(u, v) = /Q (AVu) - Vo + /Q V. (3)

Pour simplifier les notations on appelera X I'espace H{ (£2) ot © est un domaine
A frontiere réguliere, ou bien un polygone convexe de R?, avec d = 1, 2 ou 3.
On supposera également que :

o Ac (L>®(Q)™4 A(z) est symétrique pour tout z € Q et (4)
Ja > 0 tel que TA(2)€ > al¢)?, VE € RY et presque tout z € Q (5)

o Ve LP(Q) pour p> 2 (6)
e FcCY[0,400),R)NC?%((0,00),R) et F” > 0 sur (0, +o0) (7)

J0<g<2 ICER, telsque Vt >0, |F'(t)] < C(1+t9) (8)
o [ (t)t reste borné au voisinage de 0 9)

VR>0,3C Ry tel queV 0 <t; < R, Via eR:

(F'(83) = F'(1)t3] < Clta —t1] (10)
|F'(t3)ts — F'(t])ta — 2F" ()i (ta — t1)| < Clta — 11| (11)

Pour simplifier les notations on prendra f(t) = F'(t).

Dans le Chapitre 1, on a pu voir que ce probleme de minimisation admettait
exactement deux solutions u et —u, on notera wu, la solution positive sur 2. On
rappelle également que u est aussi la solution de 1’équation d’Euler-Lagrange :

Vv e X’ <E,(u) - )‘U7U>X/,X = 07 (12)

pour A € R (multiplicateur de Lagrange associé & la contrainte ||ul/z2 = 1).
Alors I'équation (12)) et la contrainte ||u||;2 = 1, définissent un probleme aux
valeurs propres non linéaire de la forme suivante :

{ Ayv = v

lollze =1 (13)
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ou pour tout v € X,
Ay = —div(AV-) + V + f(v?). (14)

A, pour v fixé, est un opérateur auto-adjoint sur L?($2), de domaine H2(Q2)NX.
La plus petite valeur propre de l'opérateur linéaire A,, A, est simple. Elle est
également la plus petite valeur propre de l'opérateur non linéaire A,, et est
associée a I’état fondamental u (voir le Chapitre 1).

Si le domaine € est & frontiere réguliere, ou bien un polygone convexe de R?,
avec d = 1, 2, ou 3, si V vérifie I’hypothese (@ et si F' vérifie les hypotheses —
alors u € H%(Q). De plus si V € H(2), on peut montrer que u € H3(1).

On introduit deux sous-espaces de H}(2) de dimension finie, de type éle-
ments finis (K, P, > x), notés X% et X,’f tels que :
o X}={veH)(Q),VK €T v € Py(K)},
o k={1;2},
e =Houh et H>>h,

e 7, est une sous triangulation de 7.

Reformulons le probleme de fagon suivante :
Trouver u € X, ||ullz2 =1 et A € R tels que

a(u,v)Jr/Qf(uz)uv: )\/qu, Vo e X. (15)

Ainsi son approximation de Galerkin sur X g s’écrit :
Trouver (us, As k) € X('f x R tel que :

a(ua,k,vé,k)Jr/ F(ud )us pvs g = A&,k/ us Vs Vs € Xok et |luskll2) = 1.
Q Q

(16)
Soit ug ;. la solution du probleme de minimisation discret sur X, é“ :

L; = inf{E(w57k)| Ws k S Xg, H’LU57]€||L2 = 1}. (17)

I a été montré dans le Chapitre 1 que us, la solution de (16| est également un
minimiseur de ((17)). Il est clair que —us, est aussi une solution de ([16]) associée
a la méme la valeur propre Asjy, on notera usy celle qui vérifie la propriété

suivante : / uugsy > 0.

Q
On rappelle un résultat important du Chapitre 1 : Sous certaines hypotheses,
il existe ¢ € Ry et dp € R4 tels que pour tout 0 < § < g et k € {1,2} on ait :

= sl x < 8¥[|ufl grriq) (18)

lu = uskll 2y < 0™ ull grsr ) (19)

|)\ — >\6,k| < C52k||u||Hk+1(Q). (20)
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Dans cette partie on ne traitera que le cas des élements finis de type Py,
I’espace de discrétisation sera alors noté X au lieu de X g“ .
On appelle (ug, Ag) le couple solution du probleme sur Xy tel que
(u,urr)g2 > 0. Ainsi en utilisant (18)-(20) avec § = H et k = 1, on obtient
les estimations d’erreur suivantes :

lu—unlx < cH|ullg2q) (21)
lu —unlli2@) < cH?[lull gz (22)
A=Aul < cH?||ull g (23)

Dans ce chapitre on s’intéressera a trois techniques utilisant des schémas a
deux grilles pour approcher u schématisées de la fagon suivante.

1. Sur une grille grossiere

Résolution d’'un probléme aux valeurs propres non linéaire sur un espace grossier X g

a(uH,v)+/ f(u%{)qu:)\H/qu, Yo e Xy
Q Q

2. Sur une grille fine

Probleme 1 Probleme 2 Probleme 3
Résolution d’un probleme || Résolution d’un probleme || Résolution d’un probléeme
aux valeurs propres avec second membre avec second membre
linéarisé sur linéarisé sur linéarisé sur
un espace fin X, un espace fin X, un espace fin X,

uh, /f uH uhv uh, /f uH uhv a(EhH,v) = —/Qf(u%[)qu

=)\hH/uth Yv € X}, :)\H/uHU Yv € X, —l—)\H/qu Yv e Xy,
Q Q Q

Pour simplifier les notations, on appelera b la forme bilinéaire définie par :

blv,w) = ((E"(u) = Mv,w)x x (24)
f(u

= a(v,w) / vw—|—2/f Yutvw — )\/ (25)

D’apres le Lemme [2.1] du Chapitre [T} elle est continue et coercive sur X . Soit
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d la forme bilinéaire définie par :

div,w) = ((Ay —ANv,w)x’ x (26)
= a(v,w)—i—/gf(uQ)Uw—)\/va. (27)
(28)

Elle est continue et coercive sur u™ = {v € X, / uv = 0}.

En effet, en utilisant le fait que A, la plus petite valeur propre de A,, est simple,
on a la propriété suivante : il existe une constante n > 0, égale a Ay — A, telle
que

Yo € ut ((Ay = Nv,v)x7 x > 77Hv||%2(9) > 0.

Ensuite en raisonnant par 'absurde on montre qu’il existe une constante p > 0
telle que
Vo€ ut {(Au = Nv,0)xx0 = pllo]|Fn (29)

Montrons dans un premier temps que 'application G : v — ((Ay, — A\)v, v) x x7
est faiblement semi-continue inférieurement (s.c.i) dans X. Remarquons d’abord
pour cela que pour toute fonction v et w dans X
[((Au = Vv, w)xr x| < Cllollgf[wll g
En effet,
[((Au = Vv, w)x x| < cl[|[Allzee Vol 2| Vwll gz + [V e [v]] 20 [[w]] L2
+ [l o = -ph)
Q
< cllAllzee IVl 2 [Vwll gz + [V o 0]l 2w 1wl 20
—i—/ (1 4 w?)vw)] avec 0 < ¢ <2
Q
( en utilisant )

N

c[[lAll Lo Vol 2 [[Vwll 2 + [V (| o [0l p2pr [[0]] L2y
Hllollp2lwllze + [Jull 2al[oll L2or [[0]] o]
otg =(1-1/(2¢)) tet0<qg<?

< Cllollmllwlm-

Ceci montre la continuité de I’application GG sur X pour la topologie forte. On
note ensuite qu’ elle est quadratique et positive, ceci montre que G est convexe.
Ainsi il vient la semi-continuité inférieure faible de 'application G dans X.
Supposons maintenant qu’il existe une suite (v,)n>1 € u™ telle que |Jvy || = 1
et que lim ((Ay — A)vn,vn)x,x» = 0.

n—-+00
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Alors en utilisant le fait que G est s.c.i. pour la topologie faible et ainsi que sa
positivité on obtient

0<L <(Au - )\)’U7 U)X,X’ < th((Au - A)Un, vn>X,X’ =0

et v=0.

La suite (v,)n>1 étant bornée dans H'(£2), on peut extraire une sous-suite
(Vn, )np>1 qui converge faiblement dans H'(€2) vers v dans X.
De plus, en utilisant la compacité de H'(2) dans LP(Q) (avec 1 < p < 6 si
d=3et 1 <p<+oosid=2), on peut extraire une sous-suite (vy,, )n,, >1 qui
converge fortement dans LP () vers v'. Ainsi, par unicité de la limite, il résulte

k

Up, — U dans H'(1) faible
Up, — U dans LP(?) fort.

En particulier
v —v? dans L%(Q) fort. (30)

On obtient ainsi,
. 2 2 ~ 2.2 rrs
fim | [ VIR =] < IVise Jim [l = o2 = 0 (@apris @) et )

nj——+00

de la méme facon, on a

lim |/f(u2)[1)2—vgk]\ < C lim /|(1+u2q)[v2—vik]| avec 0 < ¢ <2
ng—+o0o Jo ng—+00 Jq
2 .
< O+ i) Tim o? o3, 1o
< C lim |v* - vikHLz =0 car ||ul/r2 = 1.
Nnj—+00

Ainsi en utilisant ces dernieres lignes et v = 0, il vient

0:/VU2+/f(U2)'l)2§ lim inf/vaLk—i-/f(uz)vak.
Q Q Mg +0e0 Q Q

A partir de cette derniere ligne, on obtient

0= lim ((Au—A)Vn,n,)x.x = lim inf((Ay — AU, , Uny) X, x7

ng—+00 ng—-+00

0+ lim inf/\ank\Q
Q

v

v

@ ||vp, |31 (en utilisant

ce qui est impossible puisque ||v,|| g1 = 1. Ceci termine la démonstration par
'absurde et donne (29).
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2 Résolution d’un probleme linéarisé aux valeurs propres

sur la grille fine

Dans cette partie, on s’intéresse au cas ou dans la seconde étape de la mé-
thode a deux grilles, on choisit de résoudre le probleme aux valeurs propres
linéaire suivant :

Probléme 1 : Trouver uj] € Xy, |lufl|12(q) = 1 et M € R tels que
a(ull vp) —1—/ (3 ull, = )\ﬁ[/ u vy, Vo, € Xp. (31)
Q Q

Théoréme 2.1 Si V vérifie Uhypothése (7) et si F vérifie les hypothéses (§)-
(11), alors il existe ¢ € Ry et 69 € Ry tels que pour tout 0 < h < dy et
0< H <6y on ait :

lu = uil|lx < elh+ H?]||u || g2(0)- (32)
Ceci est semblable & 'estimation des que I’on choisit h ~ H?.

Démonstration Dans un premier temps on montrera que [[u — uff| x — 0.
—0

Pour cela, considérons le probleme de minimisation suivant :

M= inf{EH(v)v veX, HUHLQ(Q) = 1}7 (33)

ot EH(v) = %a(v,v)—}—% /Q Flu2 ). (34)

Lemme 2.2 Le probléeme de minimisation admet une unique solution po-
sitive dans X.

Démonstration (Détails de la preuve dans 'annexe [5| )
Schéma de preuve :

o [. Existence

1. On se donne une suite minimisante (uf,) du probleme

ull € X
22 = 1

BT (@) Ly oo T = f{E (v), v € X, 0]} = 1)

n

2. On montre (ufl) est bornée dans X.

3. On montre ufl, =~ 4! dans X.
4. On montre

{ (ufl) bornée dans X

ull’ — u! bornée dans X

*Ng

= HU*HH%Q(Q) =1 et 3(ul )/ET (u) < liminf BH(

H
Usny,)



98Chapitre 3. Schémas a 2 grilles : problémes aux valeurs propres non linéaires

5. ull est solution de

e II. Unicité

On introduit la fonction densité pf = (uf1)? et I'’ensemble auquel elle appartient

/C:{pELl(Q),p>O,\/ﬁ€X,/pzl}-
Q

ainsi que le probleme de minimisation suivant :
- ) 1 1 1
I —ut(efp) = 5 [(VpP 4y [ Vot [ fube per) @)
Q 0 Q

On remarquera que minimiser F sur X avec la contrainte ||v||;2 = 1 est équi-
valent & minimiser £7 sur K. En effet si uff solution de (33)) il vient que p
est solution de et de méme si p est solution de alors ufl solution de
(33). 11 suffira pour terminer de montrer que la fonctionnelle £ est strictement
convexe sur /.

a

Notons ul € X, la solution du probleme , elle est également solution de
I’équation d’Euler-Lagrange suivante

(A ull v)x x = a(ull | v) +/ fu3)ullo = )\*H/ ulv Voe X (36)
Q Q
ot M € R est le multiplicateur de Lagrange associé & la contrainte
HU*HHH(Q) =1

On s’intéresse au probleme de valeurs propres linéaire issu du probleme
de minimisation et son approximation de Galerkin sur l'espace X; (avec
d = H ou h) qui s’écrit :

Trouver uf € X5, [[uf || 12(0) = 1, et A € R tels que

(Auyul vs)xr x = a(uf,vs) +/ fui)uvs = )\gl/ ul vs Vs € Xs.
Q Q
(37)
On remarque que lorsque § = h ce probleme est identique au probleme 1, donné
par , de méme lorsque 6 = H ce probléme est semblable au probleme ((16))

Notons ufl € X, la solution de telle que (ufl,ufl) r2(Q) = 0, montrons

lu = uillx —0. (38)
HjO
On commencera par montrer qu'il existe M > 0 tel que pour § = H ou h, on
a

(Auy = A (g —ul), (! =)o x = MP g’ — ol (39)
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Pour cela on utilise d’abord le fait que A la plus petite valeur propre de A,
est simple, et que donc il existe nf > 0 égale & )\52 — M tel que

Vo e @Yt (A — Mot otox 2 0 ot 2.
Soit v € X, alors [v — (ulf, v)2(qyul’] € (uf)L, on obtient ainsi que

(Auy = N0, 0hxrx = o = (o) p2g0yul )220

"7H[HU”%2(Q) - |(U*H7U)L2(Q)’2]

v

( en utilisant que HufH%Q @ = 1).

En supposant que (uff,uff) > 0 et en utilisant que |(u*H,u§I) ol < 1,1l
apparait

Huﬂ%%m - ’(U*H;ugl)m(m\? = 1= \(vauaH)m(Q)P
1
> 11— (ul uf)2q) = §HU5H —ull |72 (0

De ce fait, il résulte
H H

>‘* 2 )‘*
’#HWH — 1 [72()-  (40)

Soit v € X, posons p' = (1 —p~ 1)1, de facon & ce que V € LP(Q), p > 2, alors
/ Vo? < ¢ |V]|llv]ay < oo Tl en découle

((Auy = XD (gt = ull), ugh —ullyx x >

(g = Mo = [ (AV0)- Vo [ (v plae = A [ 22

Q

AD0ll72 0y

> | Vol2ai0) — IV I e@l10l12 sy + (F(0) = M) 0]22q
(en utilisant (5))
> o[ Vol3ai0) — IVl a0l g, + (£F0) = M) [[v]|22q,
3 3 3
> o[ Voll3s = CPIVIo@ vl z2 o5 o) + (£(0) -
=

(8
§HV”H%2(Q)

2 /3 3/(2p—3)
35— 2p (BCEIVITG

+ | £(0) - % o 5

ol (g est la constante venant de 'inégalité de Sobolev suivante : Vv € X, on a
vl L) < Csllv]| (). Par conséquent, 11 existe une constante positive 3 telle
que

(6%
VoeX  ((Aug — A, v)xx < §HVU”%2(Q) — B+ A 0ll72q)- (A1)

o)
——\f

HUH%2(Q)7
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ML, \H
Soit 6 définit telle que 0 < 0 < m < 1. Ainsi en combinant et
, il vient

(Auyy = A (ufh = ull) uf —ull)xo x
>vaw5—u)hz)—Nﬁ+£WW?—¢Wé@

A, — 2\
+(1 - 9)#”“? - H||%2

Ay —\H
2

0

=5 @B+ X+ XD lug' — w720

H
I

«
>0 §HV(U§{ —u)|Z20) + ufl —wl|l72

> Mylluf — | q)

. . O >\*HQ _)\f 0 H H
On obtient ainsi (39) avec My = max 5 ,’# —3 28+ A0+ A2) -

D’ailleurs on remarque que
Ef(ug) = EM(w) > MT|lug’ — %
En effet
1
Ef(ufl) - EM(ull) = Sla(uf,uf’) — a(ull,ull) +/ Flufn)[(uf')? = (uh)?)]

= —ufl oyl — )y — 2a(ull ull — ul)]

/f (uf —ulf /f J(f —uh)

= latel! =l olf —ufy + [ flad)f —alty

Hl\')

= glatel! =l —uty+ [ fldf —ulty

(en utilisant que HU*HHLZ(Q) = ||U(I;IHLZ(Q) =1)
1
= §<(AUH - )‘*H)(ugi - uf)v (quH - uf»X,X’

> MU|ul —uf % (en utilisant (39)).
Maintenant introduisons Uf(; € X tel que

! — ol = inf vl et flulf —ellx 0.
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On a alors, puisque u(gH minimise EX sur X;

IIU5*UHIIX<W[EH( o) — B (u; )]_M (B (vis) — EM ()] — 0
(42)

Ce dernier point découlant de la continuité de E7. On note également que
lu =il [1x < llu = wnllx + lun = wlf |x + o = ufl || x

et que le couple (ufl, \F) (vesp. (um, Ap)) est solution de dans X} (resp.
Xp).

Supposons que (u m,ull) r2(Q) = 0, alors en utilisant (42)) avec 6 = h pour estimer
le terme [|ufl — uf HX: et avec 0 = H pour estimer le terme ||ug — uj HX, ainsi
que (21)) avec § = H pour estimer le terme|u — ug || x, on retrouve (38).

Muni de cette convergence vers 0 on peut maintenant montrer que

lu = |l x < clh+ H2]|lull 20

Soit vy, € X}, commengons par regarder le terme b(vy, uhH —u)

b(vp,uf] —u) = <(E”(u)—A)vh,u{f—u>XfX
= ((E"(u) = N)( Uh —u) Uh>X/X

= a(ull —u,vp) / fw?)(ul —u)vy +2/Qf'(u2)u2(u;]l{ — u)vp,
—)\/Q(uh — u)vp,
= a(uhH,vh)—i—/ f(u2)uthh—a(u,vh)—/Qf(uz)uvh
+2/f h—u)vh—)\/(uhH—u)vh
= [ = el + 27 (e = o,
—(\T - /\)/uh vp,
(en utilisant et (31))
= /Q[wHuhH(u —ug) + 2f (u?)u® (ul — u)oy,
-\ - /\)/Quh Uh (43)
wf = (u+uH)M (44)

2 _ 42
u Uy

Commengons par montrer que uy est également borné.
Soit Ty lopérateur d’interpolation dans Xpy.
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Lemme 2.3 (voir [4]) Pour tout entier [, 0 <1 < k+ 1, et pour tout r et q,
1 <r<q< +oo, tels que W (Kg) soit inclus dans CO(Ky), il eviste une
constante ¢ positive ne dépendant que de l, r et q telle que, pour toute fonction

v de WH (), on ait :

j—dyd
||lv —IHUHL‘I(Q) <cH +Talv ‘WW(Q) (45)

Lemme 2.4 (voir [4]) Pour tout entier [, 0 < | < k + 1, et pour tout r et
¢, 1 <r < q < +oo, tels que WV (Kp) soit inclus dans CO(Ky) et dans
WY (Ky), il eriste une constante c positive ne dépendant que de I, v et q telle
que, pour toute fonction v de W (Q), on ait :

lo = Zrrvllwragy < cH' ™7 oo [y (46)
a(Q) S Wi ()

En utilisant avec ¢ = 400, et r =1 = 2 on obtient que :
_d
Ju = Trul| ooy < cH? 2 |u |20
alors pour d =2 ou 3, on a

||l —IHUHLOO(Q) Pt 0. (47)

De la méme facon, en utilisant , avec | = ¢ = r = 2 on obtient que :

lu — Zhull gy < cHl|u |g2q)- (48)
Lemme 2.5 (voir [15]) 1l existe une constante ¢ positive indépendante de H
telle que, pour tout vy dans Xg on ait :

(1 +1 | log H])HUH||H1(Q) sid =2
CH—iHUHHHl(Q) st d =3.
(49)

[vrllLoe () < ep(H)|[val ) = {

Ainsi en utilisant le Lemme 2.5 on trouve :
lug — Tuul| L) < cp(H)|lug — Zrul| g (q)
< cp(H)[lum — ullgr ) + v — Toull g o)
< cHp(H)|lull g2(q) pra 0 (en utilisant et ([21))).

et donc, il en resulte
|ur| Loe () < +00. (50)
f(u?) — flugy)
u? — u?
est borné. On a également que u € H%(Q), et donc borné dans L>°(£2). Ainsi
en utilisant ceci et dans , Il vient que

En utilisant maintenant le théoreme des accroissements finis, il vient que

100) = 7)o, (51)
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Ainsi en revenant dans on a que pour tout vy € Xy,
[b(on, ufl = u)| < cllvnll 2oy llu = unllz2) + lu = ufl | 20y + 1A = All] (52)

Il nous faut maintenant évaluer ’erreur commise sur les valeurs propres, et celle
commise sur les fonctions propres évaluée en norme L?(Q).

M=X = (E'(uf),utyxr x — (E'(u),u) xr x

= (Uhvuh a(u, u) /fUH Uh —/Qf(u2

= a(ul! —wull — u)+ 2a(u,ufl — )+ / F () (ull)? - / F ()
= a(ul —u,ul —u)+2)\/ —u—2/f —u)

e [

= atul! — uu! — ) — Al u\p—z/f w(ud! — )

/f —/f(u Ju?  (en utilisant que /u / ul)? =

= a(ull —u,ull —u) = \uf — u\L2+/f )(u — ul)?

D’ou
A= M < elllu = up |5 + lu = unll2@)- (53)

En utilisant avec 0 = H et k = 1, on peut énoncer le lemme suivant :

Lemme 2.6 SiV wvérifie ’hypothése (@ et si F' vérifie les hypothéses @—,
alors il existe ¢ € Ry et §g € Ry tels que pour tout 0 < h < g et 0 < H < §p
on ait :

A =M< ellu— w1k + H?[Jull g2 o) (54)

Regardons maintenant ’estimation de I’erreur en norme L?, pour cela comme
dans le Chapitre [I] on considére le probléme adjoint suivant :
Trouver ¢ € u' tel que pour tout v € uralors,

A1, 0) = {(Au — N, v xr.x = /Q (u — wn)o. (55)

En utilsant la coercivité de la forme bilinéaire d sur u et le Théoréme de
Lax-Milgram, on en déduit qu’il existe une unique solution au probleme et
qu’elle vérifie les hypotheses de régularité suivantes :

Y € Hy(Q) N H*(Q)
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et

il
19l 20y < el uw—up 2200
Ainsi il existe 1y, € X}, telle que
19 — ¥nllz2i) < ch?([¢lla2) < ch?| w— uf! || 12(q)

et

[ = nllx < chl¥llgz@) < chll u—uf |2

Soit u * € X défini par

uhH* = uhH +(1- / UUHR)U,
Q

de sorte que uhH * —u € ul, on remarque que

H
up " = up = 5 uflu -y 172 (0-

Alors

lu — g |72
= [l =) = = ol oy [ -
= /Q(u—uhH)(u—uh )—*||U up 172 Q)/
= /Q(u—uf)(u—uhH*) ZHu_uh HL2(Q)
— <(Au_A)¢,u—uhH*>X/,X+%Hu—U;IfH§2(Q)

1
= ((Au =N — uflyox + gl =l )

/Q<u—u£f><u—uf*>+/<u—u£f><u£f* —ufl

)

U—Uh

= {((Au = N¥n,u—uf ) xr x + ((Au — N (¥ — ¥p), u

+Z||U — up, ||L2(Q)

(57)

(58)

(60)

+ (uy”

H>X’X

_UhH

)]
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lu—uf 22 = ((Au—N(u—uf), ¥n)x x + (Au = N (@ — ¥n),u — uf ) xr x
1
+ollu— ui 17200
= —((Au = Nl ) xrx + ((Au = N (@& — ¥p),u—ufl ) xr x
1 H 4
"‘ZHU —up, 7200
::LL[fW%)—f@ﬁﬂufwh—<UhH—Aﬁiawwxux
(A= N — )= ufl o+ = ufl [
_ / [F () — Fa)] wfln + (5 — Aa) / ull i
Q Q
(A= N~ n)u = ufl o+ = ufl [
- /[uH — u]wHuhHwh + (A — )\Hh)/ uhH(wh — 1)
Q Q
+@—Amq4w5—ww+«AM<MW—wmw—uﬁxx

1 H4
+ZHU —up, 120

en utilisant / Yu = 0.
Q

En remplancant |A — M| par son estimation obtenue dans le lemme et en

utilisant , et (51)) , on trouve que

lu = ufl 1320y < lH?ull gy + Pllw — uf | x]llu — uf |22

On en déduit que
lu = ui |l 20y < lH?[|ull 2oy + hllu — uf! |1 x]. (61)
En utilisant , et (61]), on trouve que pour tout v, € X,

[b(vn, w —ui)| <ellonll z2 o) [H2ull 2oy + llu = up 5 + hllu — || x) (62)
<cllvnllx [H?|ull 2o + lu — uy I + hllu = ug |1 x].

Passons maintenant & l'estimation de ||u — u!’|| x. On peut montrer le Théo-
réme [2.1] de deux fagons, selon que 'on utilise la coercivité de b sur X ou sur le

sous espace ut = {v € X,/ uv = 0}.

Q
- La méthode la plus naturelle est d’utiliser la coercivité de b sur X. Pour cela
on choisira vy, = xp — uhH ou xj, est tel que

lu—znllx = inf [Ju—wvpllx < chllullpzq)-
’UhEXh
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On note que
lu—uilx < flu—zpllx + len —ui | x. (63)

D’apres la coercivité de b sur X, il existe une constante M > 0 telle que
M||zp — ull | % < bzp —ull,zp — u) + blzy — ull u—ull).
De plus en utilisant , on obtient

M|zp = up |5 <b(zn — uy s on — ) + c[H?||ull g2(q) + hllu — wif|[x]llzn — up|1x

<cllzn — uy Ix[llu = znllx + H?|ull g2(9) + hllu — |l x].
Finalement, a partir de on trouve que
lu —wif |x < ellu—anllx + cH?|lull 2oy < clh+ Hull g2y (64)
- Une autre méthode pour estimer ||u—uj! || x est d’utiliser la coercivité de b sur

u. Le méme raisonnement pourra alors étre employé dans le cas des équations
de Kohn-Sham.

On note que
lu =il [l < llu = uf™[lx + flug"™ = ufl | x (65)

ou ujy;, est définit par .
Hx

Pour simplifier les notations, on appelera v = u — uj, * et 'on choisira vy, telle
que

v, = IHpv=Tp(u— uf*)

ou I, est Popérateur de projection dans X, muni du produit scalaire H', ainsi
o —wnllx < lvllx + [lonllx < ellvllx (66)

et

v—uv, = v-—Iv

= u—uf—u—i—u/uuhH—Hh(u—uhH—u—l—u/uuhH)
Q Q
= ueru/uuhHHh(uhHJru/uuhH)
Q Q
= —uf—i—u/uuhH—i-uhH—Hhu/uuf
Q Q
= (u—Hhu)/uuhH
Q
on obtient alors

lo—villx < ellu—Mullx < o™ Mullre) 1<r<2.  (67)
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La forme bilinéaire b étant coercive sur ut, il existe donc un M > 0 tel que

Mlvl% < bv,v)
< b(v — vp,v) + b(vp,v)
< b(v —vp,v) + blvp, up = upt) + b(vs, upl — u)
< b(v —vp,v) + B lu — uhHH%Q(Q)b(vh’ u) + b(vp, up, —u)

(en utilisant (60))).

En utilisant on obtient

[b(vn u —uy)| < ellollx[H2||ull g2y + lu = up I + hllu —ul|x]  (68)

Regardons maintenant le terme b(v — vy, v). On a

lb(v —vp,v)| < ellv—wnllx [Jv]lx

et en utilsant avec r = 2, on obtient donc,
[b(v = vh, v)| < chllull 2oy llvllx- (69)
Il reste alors a évaluer le terme b(vp,u). On a

b(vn, u)| < cllullx|lv]x- (70)

Finalement en regroupant - ([70), on trouve que

Mok < ellollxPllull )+l —ui 172y + H2llull a2

Hllu — |5 + hllu — | x]

IN

cllollx [k + H?)|ull g2 + llu = up % + hllu —up | x]
et donc que
lollx < ﬁ[(h + H?)|lull g2y + lu —uil % + Rkl —wf|x]. (71)
A partir de cette derniere inégalité dans , on obtient que
lu—willx < Cllh+H?)l|ull 2o + lu —ui [ + 2llu —ug | x]

Finalement, en utilisant ) on trouve que

lu—wllx < Cla+ H?|ul gz ),

des que h est assez petit, ce qui termine la démonstration du théoreme [2.1] O
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3 Résolution d’un probleme linéarisé avec second
membre sur la grille fine

Dans cette partie, on traitera le cas ou I'on choisit de résoudre un probleme
linéaire avec second membre dans la seconde étape de la méthode a deux grilles.
Deux possibilités s’offrent a nous. La premiere consiste a résoudre le probleme
suivant, que ’on notera

Probleme 2 :

Trouver ﬂhH € Xy, telle que

Y, € Xp, a(thH,’Uh) +/ f(u%{)fathh = )\H/ UV, (72)
Q Q

L’ alternative est de résoudre le probléeme suivant, que I’on notera

Probléme 3 : Trouver HhH € X, telle que

Yo, € Xy, a(ﬂhH,vh) = )\H/ UHV — / f(ufq)quh (73)
Q Q
Pour simplifier les notations, on appelera g la forme bilinéaire définie par :
g(w,v) = a(w,v) +/ f 2w Vw,v e X. (74)
Q

De plus on supposera que V et F' sont tels que la forme bilinéaire g vérifie la
propritété suivante :
g(v,0) = €]k Ve X. (75)

Commengons par montrer que les formes bilinéaires g et a sont continues dans
X. D’apres ’hypothese @ on a,

| /Q Vou| < cllollxwllx (76)
en effet

]/va\ S/ |Vow|
Q Q

N p
< HVHLT’(Q)HUHL2P'(Q)HwHL2P'(Q) (olp' =——)

et H'(Q) — L¥'(Q) des lors que p > 3. Ainsi en combinant ceci avec , il
vient
Vo,we X |a(v,w) < ¢||v]|x]||w|x- (77)

Par ailleurs, en utilisant ’hypothese , on obtient
voweX | [ fuhvel < [ Ifh)ow
Q Q

C/Q(1+(UH)2‘1)|vw| (avec 0 < g < 2)

IN

<
< clvlirzg) vl @) (en utilisant que (50))
<

¢ [lvllx flwllx-

(78)
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Alors, en regroupant et (78) on trouve

Vo,we X [g(v,w)] < cfvllx[lwlx. (79)
(80)

3.1 Etude du probleme 2

Théoréeme 3.1 SiV wvérifie l’hypothése @, st F vérifie les hypotheéses @—
et si la forme bilinéaire g définie en vérifie I’hypothese de coercivité
alors il existe ¢ € Ry et dg € Ry tels que pour tout 0 < h < §y et 0 < H < gy
on ait :

lu =@ [lx < élh+ H?]l|u || g2 (81)

Ceci est semblable a ’estimation des que l'on choisit h ~ H2.

Démonstration Dans un premier temps on montrera que le probleme 2 ad-
met une unique solution notée ﬂhH dans X}, et que celle-ci verifie la propriété
suivante :

Ju—afflx — 0. (52)

—0

Considérons le probléme continu suivant :
Trouver @ € X telle que

Vve X a(@l  v) +/ fu)atlv = )\H/ UHV (83)
Q Q

et son approximation de Galerkin dans Xj
Vs € X5, a(ﬂg{,v(;) —l—/ f(ufq)ﬂéHv(; = )\H/ UHVS, (84)
Q Q

avec 6 = H ou h.

La forme bilinéaire g étant continue, coercive et symétrique sur X, le Theoréme
de Lax-Milgram nous dit qu’il existe une unique solution au probleme dans
X et une unique solution au probleme dans X5.

Montrons dans un premier temps que @ € H?(Q2). Remarquons que le probleme
est équivalent au probléeme suivant :

Trouver 42 € X telle que

— A+ val + )l = guy (85)

Ainsi en remarquant que f(u?) € L*(Q) et en utilsant que V' € LP((2), il vient
—Auy € L*(Q) et donc que @l € H*(Q) et

< cllumllze
< cllug —ulLz + L2
< e+ H)lull g (36)

17 | 122
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Montrons maintenant que

Jatt — allx —o. (57)

Pour cela on va utiliser la coercivité de g dans X et le fait que g(a@ff —al , ws) =
0. Soit €, la constante d’ellipticité de g, il découle de et , que pour tout
ws € X

glal —af % < g(al —af,al —af)
< g@? —al af —ws) + g’ —af ws —af)
< gaf —af ,all —ws)
< eflal’ - af | x|l — wslx.

Ainsi en choisisant wy € X5 telle que

it~ wsllx = inf [~ osllx < ol e

on obtient

@ — afl|x < Zlla — wslx < 5HUH||H2(Q Fave (83)

3 3

De plus, on remarque ug est la solution de pour 6 = H, ﬂ,ll{ est la solution
de (84) pour 6 = h et

Ju—ap | x < u—unllx + lug — 3 || x + || — @7l || x.

Alors en utilisant avec 0 = H pour le terme ||u —ug||x et avec 0 = H
pour le terme ||ug — @ || x ainsi que avec § = h pour le terme ||aff —aff|| x
dans I'inégalité précédente, on obtient (82)).

Revenons a la démonstration de ’estimation . Soit xj, € X}, on note que
lu =@ || x < [lu—anlx + llzn — @||x, (89)

ainsi d’apres la coercivité de la forme bilinéaire b définie par sur X, il existe
une constante positive M telle que

M ||zp, — af |3 <b(zy, — af) ,2p — @

_H
n) (90)
Sb(mh—u,xh—ﬂf)—i—b(u—&hH,xh hH)
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Notons vy = xp, — &hH ; le premier terme dans sera traité comme suit
b(u — g o) =((Au = N)(u =G ), vn) xr x

— —a(@llv) - / @) — FQditl o, /Q F ()i,

Q

+ 2/Qf'(u2)u(u —af oy + )\/Quthh
—— [1r) = sdlaffon + A [ uffo,
)

Q

+2/Qf’(u2)u(u—ﬂHh)vh—)\H/Qquh
= [1r) = sdlafion +2 [ £yt affo,
Q Q
—‘r()\—)\H)/QuhHUh—)\H/Q(ﬁhH—u)Uh—i-AH/Q(u—uH)vh
:—/(UH —u)afvthjLQ/ (@) u(u — aoy,
Q Q

+()\—/\H)/Qu,€{vh—)\H/Q(ﬂf—u)vh—k)\j{/(u—u;[)vh

Q

2\ _ 2
ott w = M(u + ug). Ainsi, en utilsant on a

ufy —u?
[b(u — @, on)| < EIN = M| + [l — w120y + llu — @5 || 2g0))llvnll 20)-
(91)

Il nous faut évaluer |ju — af7|| 12(q), pour cela on utilisera I'inégalité suivante
e — @3 |2 < llw = wprll g2 + lur — @7 |2 + 1@ — @ 2. (92)

Ainsi en utilisant un raisonnement de type Aubin pour évaluer les termes
lupg — @2 et ||af! — @l |2 , on montrera que

lu— @ || 2 < ¢ H?|u]l 2. (93)
En effet, on a
w(i! - a')
laf — ||z = sup avec 0 = H ou h.  (94)
weL2(Q) w2

Notons p,, la solution du probléeme suivant : trouver p,, € X tel que
Q(Iiw,w):/w(ﬁf—ﬂf) Yw € X.
Q

En utilisant et , le théoreme de Lax-Milgram assure I'unicité de cette
fonction p,,. De plus en remarquant que p,, est également solution du probleme
suivant : trouver p,, € X tel que

—Apy, + Vpy + f(u%l)pw = w,
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on a les résultats de régularité suivant :

po € H2(9) (95)
Ipwllmz < cllw| Lz (96)

Ainsi on peut rééerire (94)) de la fagon suivante

@l —af|lL2 = sup (97)
wer2)  lwllze
Notons ps., € X5 (avec § = H ou h), tel que
[Pw = Po,wllm < ¢6]|puwl|m2- (98)

Alors en utilisant le fait que pour tout vs € Xs, g(vp, @l — al) =0 et , il
vient que

lpw — Pow [ 18" — G5 |

@ —aff||l: < sup
weL2(Q) ||| 2
< cdlal —af| g (99)

Enfin en utilisant et (88)), il vient
@l — afl|| 2 < c 6?2 (100)

et donc
luw — @l || 2 < ¢ H?[|ul| g2 (101)

Revenons a 'estimation , alors

Ml|zy, — ap! 15 <b(zn — w,zp — 45') + b(u — @, 2y — ap))
<b(wp — u,xp — a5 ) + SH||ull g2y + bllu — a7 | x]llzn — @7 |22 ()

<éllen —ap | x[lu = zpllx + H?[lull g2 + hllu — a3 || x].
Finalement, a partir de (89) on trouve que
lu— @il [lx < & llu—znlx + EH? |ul g2o) < éh+ H|ullp2q).  (102)

Ce qui termine la preuve du Théoreme (3.1 O

3.2 Etude du probleme 3

Ici, on supposera également que la forme bilinéaire a vérifie la propriété
suivante :

a(v,v) > &|v)|% Vv e X. (103)
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Théoreme 3.2 StV vérifie I’hypothése (@, si F' vérifie les hypotheéses (@-@
et , et si la forme bilinéaire a vérifie ’hypothése de coercivité . Alors
il existe ¢ € Ry et 6 € Ry tels que pour tout 0 < h < dg et 0 < H < §g on ait

lu =@ [1x < elh+ H?]llu || g2 (104)
Ceci est semblable a ’estimation des que I’on choisit h ~ H?.

Démonstration Dans un premier temps on montrera que le probleme 3 ad-
met une unique solution notée HhH dans X}, et que celle-ci verifie la propriété
suivante :

lu =i ||x —0. (105)

Pour cela, on considere le probleme suivant : Trouver T € X telle que
Vove X, a(@?,v) = )\H/ Ugv — / f(u%)v (106)
Q Q

et son approximation de Galerkin dans Xy : Trouver Ugf € X telle que

V'U(%GX(S: a(ugaU(;?):)\H/
Q

uHU(Sa_/ng(u%—I)vlSa (107)

avec § = H ou h.

En remarquant que f(u%) € L?(£2) et en utilisant les propriétés de coercivité et
de continuité de la forme bilinéaire a, on peut appliquer le Théoreme de Lax-
Milgram pour montrer que le probléeme admet une unique solution dans
X. De la méme fagon on obtient 'unicité de la solution du probléeme dans
Xs.

Montrons maintenant que

Iz —ail | x 0 (108)

Pour cela on va utiliser la coercivité de la forme bilinéaire a, en effet on a

flw! —w % < a@ -w wl —w)
< a(@® —al wl’ —ws) +a@? —al ws —wl)  Vwse X;s
< a@! -l w! — ws)
(‘en utilisant que a(@? — @, ws) = 0, Yws € X;)
< dfa’ =g ||x - ws |x-

Ainsi en choisissant wg telle que |[@X —ws||x = in)f( @l —vs||x < ed|al ||%(Q),
vsEX s

on obtient (108)).
De plus, on remarque que uy est la solution de 1} pour 6 = H et UhH est la

solution de ((107]) dans § = h.
Alors on utilisant

lu =@ Ix < llu—unllx + llug — @ |x + @ -l
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et (21)) avec 6 = H pour le terme ||u —ugl|x et avec 0 = H pour le terme
lug — @l || x ainsi que avec § = h pour le terme ||u! —uf||x dans I'in-
égalité précédente, on obtient . Revenons, maintenant a la démonstration
de I'estimation . Soit z; € Xj, on note que

lu = lx < llu—zpllx + llan — a7 lx, (109)
or d’apres ([103)), il existe une constante positive £ tel que

llzn —up |5 <a(an -,z —uy) (110)
<a(xp —u,xzp — @) + alu —al, z, — ).

Notons wy, = x, — @, le premier terme de I'inégalité précédente sera traité de
h
la maniere suivante

alu — T, wy) :)\/Q
:()\H—)\)/Quwh—l-)\H/Q(u_uH)wh

+ [t = s~ [ wn,
:()\H—/\)/Quwh-i-)\H/Q(U—UH)wh

+ [ = wo o~ [ 1) - wuy

won — i /Q wiwn + /Q (POl yur — ) u)wn

2\ _ 2
ott w = M(u + ug). Ainsi, a partir de (8) et de , on obtient

Uy u?
lalu —ag wn)| < [N = Aul + llu —unll 2 )] lwnll L2 ) (111)
En utilisant ceci dans , on trouve que
Ellen — a5 <a(zn —u,zp =) +ellA = Aal + llu — wnll 2@ lllen — a7 [ 22()-
Par conséquent, d’apres

Ellzn —uh 1% <ellzn — | xlllen — ullx + A = Mgl + [lu — wgll 2]
(112)
alors
lzn — u || x < elllwn —ullx + 1A = Al + lu— w20

et donc en utilisant et avec 6 = H, on obtient
e — ! 1% < elllen —ullx + H?|ull g2(0)-

Finalement en revenant a (109) et en choisissant z;, = IIpu on retrouve que

lu = x < [h+ H?|lull g2(0)-

Ce qui termine la preuve du Théoreme (3.2)). O
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4 Reésultats Numériques

Dans cette section on s’intéresse aux problemes discrets aux valeurs propres
non linéaire associé a la fonctionnelle d’énergie suivante :

E(v)—;/QVzP%—;/QF(vz)

avec F'(t?) = tPT1 2 < p < 3, en dimension 2 sur un domaine carré [0, 7]?.

On a choisit de tester notre méthode sur plusieurs maillages grossiers de
taille H;, et un maillage fin h. A partir d’une triangulation 7y, on construit les

triangulations 7;, 1<p<4 en découpant chaque triangle K appartenant a 7,1 en

H, - .
quatre triangles de méme diametre H,,,. tel que H,, = % (voir fig . Le

sous-espace X, obtenu est environ quatre fois plus grand que Xp, | et vérifie
X Hy C X Hy,-

AN

Ti Ti+1 Ti+2

Fia. 1 — Construction de maillage emboités

On prendra X, = Xp, et notera (up, Ap) la solution du probleme aux valeurs
propres non linéaires sur Xjy,.

On remarque que les approximations de u calculées sur le maillage 7f, sont
aussi bonnes que uy, bien que ce maillage soit 32 fois moins précis que le maillage
T,. On remarque aussi que le temps de calcul a énormement diminué, en effet il
est en moyenne 10 fois plus court, que celui nécessaire a résolution du probleme
non linéaire sur la grille fine. Les tables|l] et [2]illustrent les estimiations d’erreurs
obtenues suivant les différentes méthodes utilisées et le raffinement du maillage
grossier. De méme la table [3]illustre les temps de calcul CPU obtenu,. Ces tests
numériques ont été implémentés sous Freefem++ [22].
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TAB. 1 — Comparaison des solutions obtenues par les méthodes a deux grilles

pour p =3
Méthode a 2 Grilles
Ty _ — — Hu_anHHl(Ql)
[u anhHHl(Ql) [u anhHHl(Ql) [u anhHHl(Ql)
0 0.00647816 0.00658694 0.00660524 0.118264
1 0.00647449 0.00648174 0.00648297 0.0594255
2 0.00647426 0.00647474 0.00647482 0.0296258
3 0.00647426 0.00647428 0.00647429 0.0144717

TaB. 2 — Comparaison des valeurs propres obtenues par les méthodes a deux
grilles pour p = 3.

A —Ap| =4.25 x 107°

Méthode a 2 Grilles

o T = X ) T Aty [ =Xzl |

0 3.46 x 10~° 8.411 x 10~° 9.69 x 10~° 1.41 x 102
1 4.05 x 107° 5.29 x 107° 5.61 x 107° 3.58 x 1073
2 4.20 x 1075 4.50 x 1075 4.59 x 1075 8.91 x 1074
3 4.24 x 107 4.30 x 107 4.33 x 107° 2.13x 1071

TAB. 3 — Comparaison des temps de calcul CPU par les méthodes a deux grilles
pour p = 3.

Résolution du probleme non linéaire sur grille fine temps CPU = 121.46 s

T Méthode a 2 Grilles
" | Probleme 1 | Probleme 2 | Probleme 3
0 14.64 s 7.57 s 717 s
1 15.61 s 8.65 s 8.22s
2 21.08 s 12.78 s 12.27 s
3 39.36 s 34.25 s 33.68 s
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5 Annexe

Démonstration du Lemme 2.7 :

Montrons d’abord le résultat suivant : si v € X, chaque terme de E¥ (v) est
fini.
Soit w € X, par définition de I'espace H', / |Vw\2 < +00. Supposons d’abord

Q
V e LP(Q) avec p > 2, et posons p = (1 —p~1)~. Ainsi p/ < 2 et v € LV (Q),
d’ou / Vv <ec |\V||Lp||v||12p, < co. Ainsi on obtient E¥ (v) < co.
Q

Montrons maintenant que E (w) est bornée inférieurement sur 1’ensemble

{veX| / v? = 1}. Soit v € X. En utilisant et la convexité de F, il vient que
Q

f est croissante et f(u%) > f(0). Ainsi, en raisonnant comme dans le Chapitre
1,0on a

H = v) - Vo u?))v?
B () = /Q<Av> V+/Q(V+f( 2))

> o Voll7 = [VIiel[vl3,, + (£(0)) vl
(en utilisant (5]))
3 3
> ol|Vol3s — Ve oll72 > Pvl3e + (FO)) 0]
3 3 3
> al[Vol3. = G IV o ol 322 Il 3? + (£0)[v]3
2p/3\ 3/(2p—3)
a 2 3 — 3C6HV|| « 2
> _ _ =
= 2HVUHL2+ f(0) % ( pax 9 ||U||L2,
/3 \ 3/(2p—3)
> f(O)— 3—2]9 3C6HV|| P/ _g ”U||2
- 2p pa 2 L2
> 7
3/(2p—3)
3—2p [3C2|V|*/?
avec Z = f(0) — P IV I 9 et Cs est la constante
2p po 2

venant de I'inégalité de Sobolev suivante : Vv € X, on a ||v||ze < Csl|v|| -
e [xistence

Revenons maintenant & la preuve de I'existance d’un minimiseur de £ :
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1. Soit (ufl)),en une suite minimisante telle que
ull € X

BRI, 1o I =inf{ET(v), v € X, ||U||2L2(Q =1}

Jull 2aq = 1.

2. Montrons que cette suite est bornée dans X.
En remarquant que |[ufl || 2 = 1, il vient que cette suite est bornée dans L2. De
plus en utilisant que pour tout v € X vérifiant / v?=1,0ona

Q
Ef(v) > Z, on obtient Ef (ufl) | I > Z. Ainsi pour n assez grand, EX (ufl)) <

*N
I+1et
/|Vuf;|2§1+1z
Q

d’ont
IVull |2 <VT+1-2Z.

) est bornée dans X.

Donc la suite (uy;,

3. On montre ufl, —~ vl dans X.
La suite (uf) étant bornée dans X, on peut extraire une sous-suite (ull, ) qui
converge faiblement dans X vers uff € X.

L’ouvert 2 étant borné, les injections compactes de Sobolev nous disent

H'(Q) — L*(Q). Ainsi on peut extraire de la suite (uff, ) une suite, encore

notée (ung) pour simplifier, qui vérifie
u*an — ul dans L?(Q)) fort.

Et donc par unicité de la limite uff = wf.

4. On montre

{ (ufl) bornée dans X

ul’ — uf bornée dans X

= ||uf|\%2(9 =1et 3 )/EH (u) < liminf B (uf

*N g *nk)

On utilsant que Vk € N, u%k = Xet ull — ul dans L2(Q)) fort, il vient

*N g
immédiatement / (uf)? = 1.
Q

Les fonctionnelles v — / Vo? et v / f(u%)v? étant continues pour la

Q
topologie forte dans X, il résulte qu’elles sont s.c.i. pour la topologie faible dans
X.0On en déduit que la fonctionnelle d’énergie E¥ est s.c.i. pour la topologie
faible dans X. Et donc

wlh, — ull dans X faible, B (uf') < lim E(ul],
NnN—-+0o0

)=1.

5. 11 en résulte que uf’ est solution du probleme
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e Unicité

Montrons que la fonctionnelle £ est strictement convexe sur K.
Commengons par regarder le terme p +— V(\/ﬁ)2. Soient p; et p2 € K et

t € [0,1], on pose u1 = /p1, uz = /p2, p = (1 —t)p1 +tp et u = \/p.
Pout tout x € Q on a

u(x)

u(@) [V /()| =ule) Vu()] = [V (L)) = 2 V()
=3I1 =DV pi(a) + 1V pa(a)

=V ({1 = Hur(@)V V(1 = Hur(@) + Viua(2)V Vius(w)]
<[(1 = tyuf(e) + tuz(@)]?[(1 = )| Vur () + ¢ Vu(2) )72
= u(@)[(1 — 1) Vus (@) * + t| Vuz () ]/,

on obtient alors
IV(vp)?| < (1= 1)|Vur (@) + t|Vug(z)[?

Donc p — V(,/p)? est convexe sur K, de méme la fonctionnelle p — Vp est
convexe sur K. De plus la fonctionnelle p — f (u%[) p est strictement convexe sur
IC. Ceci montre que la fonctionnelle d’énergie £ est strictement convexe sur K.

Alors la fonctionnelle £& admet un unique minimiseur p” = (uff)? sur K, et
donc ufl et —ulsont les seuls minimiseurs de(33). On notera u’ la solution
positive.
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A two-grid finite-element /reduced basis scheme for

the approximation of the solution of parameter
dependent P.D.E

RAcHIDA CHAKIR! AND YVON MADAY?

L2UPMC Univ Paris 06, UMR 7598 LJLL, Paris, F-75005 France ; CNRS,
UMR 7598 LJLL, Paris, F-75005 France.

2 Division of Applied Mathematics, Brown University, Providence, RI, USA.

Abstract

In the frame of optimization process in industrial framework, where
numerical simulation is used at some stage, the same problem, modeled
with partial differential equations depending on a parameter has to be
solved many times for different sets of parameters. The reduced basis
method may be successful in this frame and recent progress have permitted
to make the computations reliable thanks to a posteriori estimators and
to extend the method to non linear problems thanks to the “magic points”
interpolation. However, it may not always be possible to use the code (for
example of finite element type that allows for evaluating the elements of
the reduced basis) to perform all the “off-line” computations required for
an efficient performance of the reduced basis method. We propose here an
alternating approach based on a coarse grid finite element the convergence
of which is accelerated through the reduced basis and an improved post
processing.

1 Introduction

Let X be a closed subspace of the Sobolev space H'(£2) over a bounded domain
Q c R? and D a set of parameter. We consider the following problem: given
w € D, find u(p) € X such that

VueX, CL(U(/L),U;M) = (fa U)v (1)

where f € L?(2) and a is a bilinear form, such that there exist (ve(p),ve(p)) €
R x R, a couple of non negative constants that depends additionally on a pa-
rameter ;1 € D such that

awin) > w@leldng  YoeX 2)
a(v,wip) < Ye(p)lvllm @ llwlme — V(wv) e X. 3)
In addition we assume that u(u) € H?(§2) and there exist ¢(u) > 0 such that

Ju()ll m2e0) < el fll2(0)- (4)
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In order to approximate the solution to this problem, one can use a standard
numerical approach, as a finite element method, that provides a very accurate
approximation of the solution u(u) for any fixed value of the parameter p. This
accurate approximation will be called “truth approximation” in what follows.
The computation of the truth approximation of u(u) for many values of p can
however become very expensive as it has to be repeated for each parameter.
The reduced basis method is an alternative that takes its roots upon the low
“complexity” of the set of all solutions M? = {u(u),u € D} that can e.g. be
measured by the Kolmogorov width [25] (see also [43]). This can for instance
be formalized by the fact that for any ¢ > 0, there exist a set of parameters
W1, 2, 5 N, € D, where N = N (e) is reasonable, such that,

N

VueD Heu(w) €RY,  lulp) =Y ci(wulp)lm@ < ()
=1

Based on the potential approximation property expressed above, the reduced
basis method is in a Galerkin approach to the problem (1) for each new value
of p, within a space X spanned by N particular truth approximations of u(u)
corresponding to suitably chosen parameters pu.

To keep the interest of this method,

1. the parameters p; have to be adequately chosen,

2. the corresponding solution has to be properly calculated or approximated
through an accurate discretization method (as a finite element method,
for example)

3. the construction of the stiffness matrix A(u) with entries
a(u(pi), u(py); ) as to be done for each new value of p.

All the expensive computations involving in the three previous steps are done
off-line which allows to have online computations that scales only like powers of
N and do not involve the dimension of the finite element space (see e.g. [34]).

Various recent contributions have permitted to extend the range of the re-
duced basis method, e.g. the a posteriori error estimates for validation and
determination of the proper parameters u;’s [44], the “magic points” , for gen-
eralization to nonlinear problems [18].

In an industrial framework, for optimization processes for instance these ap-
proaches have a great potential, unfortunately part of the off line computations
require to enter in the code that computes the truth approximation which is
not possible in case the simulation code has been bought or relies on a long evo-
lution so that only a black box use of the code is possible. Those computations
require indeed the use of some component involved in the implementation of
discretization method which are not available to the user. As a consequence the
reduced basis method cannot be efficiently implemented, an alternative needs
to be proposed.
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2 An alternating reduced basis method

Let us assume that the truth approximation is based on a IP;-finite element
code, capable of giving us a good enough approximation of the u(u) in a finite
element space X3, such that

neD, lulw) —u(lime < Cl) inf flul) = vallme,

with C'(u) = :::E'Z;

Moreover using that Vv € H?(Q), vhiél}f(hﬂv —onllgi) < chl|v]|g2) and (4),

we get,

VpeD, |lulp) —un(Wllmq) < calw) bl fllze@) < Tol. (6)

Where Tol is a a tolerance chosen in accordance to the final goal we have. In
the standard reduced basis method we first compute the truth approximation
up (i), then form a discrete space

Xl]lv = Span{uh(ui)7i =1,., N}

and we build a Galerkin approximation of (1) in X/': find ulY (1) € X} such
that,

Yo e Xy, a(uy (1), v;p) = (f,v). (7)
In this case (5) is replaced by

N
VueD o) eRY,  fun(w) = > al(wun(u)lme < e (8)

=1

Remark 2.1 From (5), (6) and (8) we can see that for all i € D there exist a
set
of (OZ?(,U))@'ZLN e RY such that

N
) =D aft (wun(ui) o) < €+ c2(hllulp) | 20,
i=1
N
where co(p) = Néa(p) and Hyup(p) = Za?(u)uh(ui) is the best approrima-
i=1

tion of up(u) in X}V

The implantation of this reduced basis method involves the construction of the
stiffness matrix Ay (p) with entries a(up (i), wn(pj); 1)

In an industrial framework, the finite element code is often locked, so we
can not decompose the construction of the stiffness matrix A, (u) into a series
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of independent part that can be evaluated off line. This prevents us from
employing the usual technique to compute quickly each stiffness matrix for
a new value of u, and take away the benefit of the reduced basis method (i.e.
having a complexity depending only on N, independently of the dimension of the
finite element space). First of all, let us remind that for a stable implementation
of the reduced basis technique, it is required to build a better prepared basis
than the one composed with the u(y;), usually a Gramm-Schmidt method is
here advocated. We replace it here by the resolution of an eigenvalue problem:
find € € X,JLV and A € R such that

Yo e XV, %bmvu:AA;u (9)

that provides L?*(Q) and H'(2) orthogonal eigenvectors & gr (chosen to be
normalized in LQ). We note, that the & pr also constitute a second basis of the
space X ,JZV . Secondly we remark that, the standard reduced basis method aims
at evaluating the coefficients intervening in the decomposition of ul' (1) in the

basis of the & pr,
N

N BR
up, (1) = Zﬁi &i,BR- (10)
i=1
Those can appear as a substitute to the optimal coefficients

B () = /Quh(/ﬁ)&',BR

of Inup(p), the L2-projection of up(p) on X;¥. This substitute is still good
enough since, from Cea’s Lemma we have

lulp) = up W@y < elw) inf Ju(p) = v]gig)
veX

h

< c(p) [lup) = Tnun(@)ll 5o
then by using (5), (6) and (8) we derive

lu(i) = ui (W)l 10y < €+ ea()hllu(p) | 2o (11)

Our alternative method first presented in [11] and illustrated by numerical
results proving the potential interest of this alternative consists in proposing,
another surrogate to 3'(u) defined by

B () = /Q wrr ()& BR-
Since, the computation of ug (i), for H >> h and Xy C X}, is less expensive

than the one of up(u), the use of the industrial code with the parameter H to
construct the 37 (u)is cheap enough. From this computation we derive

N
up" (1) = Z B (w)éipr
i=1
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in X ,]LV . In what follow we explain in which case this can still be a very good
approximation. We first notice that

) = ul" ()11 @) < llu(e) = Mvun ()l () + IMvun(p) — i (1)l @)

< e+ ca(p) Allull gz + IMvun(p) — i (1)l (@)

and we get that

ITvun (1) — ul" (1) |1 <Z 181 (1) — B (Wi, BRI (0

Since the eigenvalue \; of the problem eigenproblem (8) are positives and can
be ranked in increasing order 0 < A\; < Ao < ... < Ay, we can deduce from the
L? orthogonality of the eigenfunctions that

1€ BRI H1(Q) < V(1 + M) &.BRIIL2(0) < V(1 + AN).
Then

N
g (1) = wi" (W)l ) < VO +An) Y 18 () = B ().
=1

Since |8 (p)—BH ()] < ||un () —wm (1)]|o.q a classical Aubin-Nitsche argumen
provides the following estimate:

lu(n) = un(wlog < e(w)Hllu(p) = umr(p)lm@) < cH*|[u(p) a2

Therefore
Jup (1) — ul" () ) < NV (14 An) e () H? + S2(p)h?]][u(i) | 20y
By regrouping all this estimate we finally get that

() = " ()l ) < €+ es(u)h+ ca(u)H?

where c3(p) = c3(N, 1) and cq4(p) = c4(N, p) which is asymptotically similar to
(11) when we choose h ~ H?.

In the case of an higher order finite element approximation, Px, we can as
well use an Aubin-Nitsche argument to get the improved error estimation. First
we define ®; gr € X, such that

Vo e X, a(vp, @i BR; P /fz BRY,

! Actually, the convergence results stated here either require that there is no corner or edge
type singularities in the solutions — of the primal or dual problem for the Aubin-Nitsche
argument — or that we relax somehow the definition of h and H being here a parameter
associated with the grid size and the way the global refinement is done for convergence but
not the size of the finer elements that should be defined such that the error bound by a
conatant times h or H holds.
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hence

B2 () — B () = / (un(pe) — urr ()& pm = a(un () — wrr (), ®ipri ) (9).

Q
Since Xy C X}, we obtain, from the definition of uy, (1) and ug(p),
Vxg € Xu a(un(p) —um(p), xmip) =0,
thus using this in (9) we derive
Vxu € Xu,  B(u) = B (1) = alun(p) — up (), ®i5r — X 1)

Therefore by choosing x g such that
1®i,5r — xullx = inf ||®;Br—vH|x
vgEX

we have

187 (1) = B ()] < el lun(k) = wrr (Wl o)1 ®5R — xa13 ) | 111(02) < () H*

and then by proceeding as in the P; approximation we obtain that

lu(i) = uf" ()l < € + es (A + co () H**

(where c5(p) = e5(N, 1) and cg(p) = cg(NV,p)). Finally, we get to the same
conclusion as previously by choosing h ~ H?2.

3 Post-processing

To improve even further the accuracy of the approach we propose to do a simple
post processing of the results.

Let QH(MJ-) be the vector (8 (11;))1<i<n and gh(uj) the one corresponding to
the (B (1;))1<i<n- We decide to improve the computation of the B (1), by a
post-processing that will insure that for each parameters p = (1) ;17... N that
are used in the construction of the reduced basis, the method returns exactly

up (45)-
Indeed contrarily to up(u), that we do not want to compute for a large num-
ber of values of y, the truth solutions wup(pj),7 = 1,---, N have been actually

computed. In order to define this post-processing, we consider the linear trans-
formation F : RN — R¥ that maps QH(uj) on to gh(,uj). The post processing
consist in applying it to all the vector QH ().

Let T be the matrix associated to the transformation F. For large values
of N, the solutions up(p),5 = 1,--- , N mays become almost linearly depen-
dent which results in a bad conditioning of the matrix T". This loss of stability
may result in an important deterioration of the vectors % (1). To avoid this
problem we propose to map only the first solutions in the previous set and thus
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construct an alternative matrix denoted Ty, 1 < k < N verifying:
t
(Tk) (ﬁH(UZH)a T 7@H(:upk)?lk+1’ T ’lN) = (ﬁh(um)v T 7ﬁh(:upk)>lk+17 e

where the N vectors ., are constructed by a Gram - Schmidt method such that

_ QH(:UPI)
1718, ()12

The set (up, )1<k<n is identical to the one used in the construction of the
reduced basis, but it has been arranged differently. Indeed for each itera-
tion k, we choose p,, among the N — k parameters (up,) x<q<n, such that

1r<nzz>§v||Tk/8H(uj) — B"(11j)]| is the smallest. We notice that, at the end, the

matrix Ty and T are similar.

and lk € Span{gH(,upl), U aﬁH(:upk)}'

We denote by (o (y));=1... 5 the vector obtained by doing the following
matrix-vector product (7j)(3” (1)), with 1 < k < N chosen in such a way that
the condition number of the matrix T}, is moderate enough. Finally the solution

ulh is replaced by Z o, ()& BR-
1=1

4 Numerical results

The problems we consider in this section are in 2 dimensions. From an original
coarse triangulation 7p,, we built successive refined triangulations 7p, 1<ij<4
by recursively splitting each triangle K in 7, , into four triangles with equal
diameter H;, such that H;, = H(Z;)K We get a superspace Xpg, about four
times larger than Xp, | that satisfies Xy, C Xg,,.

The set of u; used to build the subspace X ,JLV is found using a proper orthog-
onal decomposition (POD) technique :
Step 1: Solve a Py finite element approximation of the problem (1 ) for n=100
different values of p and obtain a set of n “snapshots” up (), 7 =1,
Step 2: Compute the stiffness matrix S defined by

<%HKMQf3£kuw»kuw»

and the mass matrix M defined by

(Mjk)1<jk<n = /Q up (g )wn (pr)-

Step &: Solve the eigenvalue problem SW = AMW.
Step 4: Choose the N eigenvectors (W;)i<j<n associated to the N largest
eigenvalues and then rewrite them as a linear combination of the snapshots i.e

t
)
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N

W= (i)

k=1
Step 5 : For each of the N eigenvectors W, previously chosen, we take up, (1),

among the snapshots, with ¢ = argmax(v;) to generate our reduced basis X ,]IV .
1<j<n

We denote by u¥ (), the H' projection of up(p) on the basis of the & gg,
defined by

N

ulf (1) = B ()& BR-

i=1

It is the best we can expect from the reduced basis, that is one of the ingredient
entering in the approximation.

4.1 Example 1

We first consider the nonlinear problem: find u € H'(£2) such that

—Au+u® =sin(z)sin(y) in Q=[0,1)*\ (5, 1[*) (L-shape domain)
—au+ G =y(l—y)  onTr={(1y),yel03]}
u=nay(l—y)1l—x) onlp=00\TFr

In this example, the set of parameters, u = («,n), that we use is varying

in [1,37] x [1,100]. Let be pp, = argmax {llu(p) — u?VHZ(u)ng} and
n=(Bm)€[1,37]x[1,100]
po=argmax  {|u(u) —u"(u)l[10}-

p=(8,m)€[1,37]x[1,100]

The results of the P; approximation are showed in the table 1. We first
remark that we need at least N = 10 elements in the reduced basis to recover
the truth error. Second, before post-processing we note that the Hi-error made
with the solution u}]ifHQ is close to the one made with uy, for any value of p in
D, despite the fact that 7y, is eight times less accurate than 7p,, at least for
N > 10. We also note a small deterioration of the evaluation of the solution,
when N rises, confirming that the constant ¢4(N) is growing with N. Finally,
we note that the post-processing improved even more the approximation since
it allows to recover the truth error even starting from the computations of the
coarsest solution u}]([HO, at least if we use the proper number of reduced elements
(10 or 15) , which is a very substantial savings. We note also that the reduction
of indices in the post-processing is used, even it is important since, in the case
N =15 the error ||u(pm,) — u?VHl (e, )|1,0 with the full matrix is 0.50.
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Table 1: Error for the example 1 with X;, = {v € C°(Q), vr € Pi(T), T € Tp, }

Ju(pn) — wn(pn)|1.0 = 3.3 x 1072

: w(pr,) —uy (pa)llve | uem,) — ui (um,)l e
Nk H E}Vith)postf\;)ro(cessi)!g ||W§th013t pogé—p(rocezsl,gng e, ) = e, (el
[[u(un) = uB R (un)ll1e = 0-19
. 0 0.15 0.13 0.49
. 1 0.17 0.16 0.28
2 0.19 0.18 0.15
3 0.19 0.19 73 x1072
[|u(pn) = ug " (pn)|1,0 =3.6 x 10~
10 0 3.6 x 1072 0.35 0.49
10 1 3.5 x 1072 6.8 x 1072 0.28
2 3.5 x 1072 3.8 x 1072 0.15
3 3.6 x 1072 3.5 x 1072 7.3x 1072
u(un) — up ™ (pn)|[1,0 =34 x 1072
15 15]0 3.5 x 1072 0.47 0.49
71 3.7 x 1072 0.14 0.28
15 2 3.4 x 1072 3.4 x 1072 0.15
3 3.4 x 1072 3.4 x 1072 7.3x 1072
() — uf P (un)[l1,0 =3.3 x 1072
90 0 5.5 x 1072 0.56 0.49
9 1 3.4 x 1072 0.20 0.28
2 3.4 %1072 4.8 x 1072 0.15
3 3.4 x 1072 3.4 x 1072 7.3x 1072
4.2 Example 2

The second problem is a convection dominated problem : find u € H*(£2) such
that
—(0.01)Au+v-Vu=0 inQ=[0,1?
u =z’ on Ty ={(1,),y €[0,1]}

u = y> on 'y = {(z,1),2 € [0,1]}
u=20 Onrgzaﬁ\(rlLJFQ).
where v is such as v = (cos p, sin ). Here, the varying parameter is the
angle of the convection p € [0, §]. Let be py, = argmax{||u(p) — u}]ﬁ[Hz (W0}
reE0, 5]
and pj, = argmax{||u(y) — u"(1)||1.0}. The table 3 shows the results of Py

1el0,5]
approximation vihile the table 2 shows the Py ones. We can make the same
conclusion than in the previous example : this combined method (reduced basis
+ two grids) is thus even improved by the trivial postprocessing. Note that the
mathematical justification of this last ingredient is still missing.
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Table 2: Error for the example 2 with Xj, = {v € C°(Q), vy € Po(T), T € Ty, }

|w(en) — un(pn)ll10 = 3.5 x 1073

: lu(pm,) —un (ue)llne | lu(pm,) — oy (pm,) e
Nopkoi | ivith postf\If)ro(cessing Hwithout posj,\g—proceising [, ) = s (o) .o
[[u(n) = uF () [[1,0 = 1AL x 10~
5 0 6.4 x 1072 6.5 x 1072 0.11
. 1 6.1 x 1072 6.1 x 1072 3.3 x 1072
2 6.1 x 1072 6.1 x 1072 8.7x 1073
[lu(pn) — up ™ (pn)ll1,0 = 3.5 x 1077
10 0 3.5 x 1073 41 % 1072 0.16
10 1 3.5 x 1073 5.6 x 1072 5.1 x 1072
2 3.5 x 1073 3.5 x 1073 1.4 x 1072
[[upn) — up " ()10 = 3.5 x 1073
15 0 3.5 x 1073 5.8 x 1072 0.16
15 1 3.5 x 1073 78 x 1073 5.1 x 1072
2 3.5 x 1073 3.5 x 1073 01.4 x 1072

Table 3: Error for the example 2 with X}, = {v € C°(Q), vjr € P1(T), T € Tp,}

_luln) = unu) e = 3.5 x 1072
. ulp,) —uy (pm)|e w(pm,) —uy (kw10
N ki | With>postf\1[)rocessi)r|1|g ||w§th01zt pos],\é—p(l"ocei'ing Gy, ) = wwrr, (el
[u(pn) — up®(un)ll1,0 = 3.6 x 1072
5 0 5.7 x 1072 0.17 0.45
5 1 6.2 x 1072 9.0 x 1072 0.24
2 6.5 x 1072 7.0 x 1072 0.12
3 6.6 x 10~2 6.7 x 1072 6.1 x 1072
|[w(pn) — up ™ (pn)ll10 = 3.5 x 1072
10 0 3.5 x 1072 0.244 0.53
10 1 3.5 x 1072 9.1 x 102 0.31
2 3.5 x 1072 4.2 x 1072 0.16
3 3.5 x 1072 3.6 x 1072 7.9 x 1072
[ulpun) = uPE ()10 = 3.5 x 1072
T 0 3.5 x 1072 0.36 0.53
15 1 3.5 x 1072 9.8 x 1072 0.31
2 3.5 x 102 4.2 x 1072 0.16
3 3.5 x 1072 3.6 x 1072 7.9x 1072
[[u(pn) — up B (pn)l[1.0 = 3.5 x 102
50 0 3.5 x 1072 0.37 0.53
13 1 3.5 x 1072 0.13 0.31
2 3.5 x 1072 4.6 x 1072 0.16
3 3.5 x 1072 3.6 x 1072 7.9 x 1072
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Résumé

Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons a ’analyse numérique de problemes
aux valeurs propres non linéaires, comme on peut en trouver en chimie quantique
ou en mécanique. La résolution de ces problemes étant tres cotiteuse, 1’idée est
de proposer de nouvelles méthodes permettant de simplifier la résolution de
ce type de problemes et ainsi diminuer le cotit de calcul. L’analyse numérique
est nécessaire pour comprendre si I'impact positif sur le coltt de calcul total
n’a pas de mauvaise conséquence sur la précision des résultats. On propose un
complément aux travaux existants sur les estimations d’erreur a priori, afin
d’obtenir des résultats équivalents & ceux connus dans le cas de probléemes aux
valeurs propres linéaires. Ces résultats ont été utilisés pour la mise en ceuvre et
I’analyse numérique de nouveaux schémas a deuz grilles pour 'approximation
de probléemes aux valeurs propres non linéaires.

Ensuite, on propose d’adapter ce type de méthode de sous-grilles, pour une
utilisation associée a la méthode des bases réduites.

Mots-clés : Méthodes a deux grilles, méthodes des bases réduites, éléments
finis, ondes planes, problemes aux valeurs propres, modele de Thomas-Fermi-
Von Weizacker.
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Abstract

Abstract

This thesis focuses on the numerical analysis of nonlinear eigenvalue problem,
as in quantum chemistry or mechanics. Since solving them is quite expensive.
We provice new methods to simplify this computation. The numerical analysis
is necessary to understand the effect of this simplification on the accuracy of the
result. First, we establish some a priori errors estimates of the discretization
of for variational approximations of the ground state energy, eigenvalue and
eigenvector of nonlinear elliptic eigenvalue problems. Then, we focus on the
analysis of the planewave discretization of the Thomas-Fermi-Von-Weizacker
model. Since our objectif is to gain in time computation, we provide the nu-
merical analysis of two-grid scheme for a nonlinear eigenvalue problem.

The reduced basis method may be successful in this frame and recent progress
have permitted to make the computations reliable thanks to a posteriori estima-
tors to extend the method to non linear problems. However, it may not always
be possible to use the code to perform all the “off-line” computations required
for an efficient performance of the reduced basis method. We propose, in the
second part, an alternating approach based on a coarse grid finite element the
convergence of which is accelerated through the reduced basis and an improved
post processing.

Keywords: Two-grid schemes, reduced basis method, finite elements method,
planewaves, nonlinear eigenvalue problem, Thomas-Fermi-Von Weizacker model.
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