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Introduction

Problématique

Les travaux présentés dans cette thése sont a 'interface entre la sémantique dénotation-
nelle, qui étudie les programmes informatiques par des représentations mathématiques inva-
riantes par réduction et la logigue mathématique qui étudie par divers outils les raisonnements
et principes logiques et leur représentations syntaxiques. Ces deux domaines d’étude sont mis
en relation par la désormais célébre correspondance de Curry-Howard, c’est donc par elle qu’on
va commencer cette introduction.

Correspondance de Curry-Howard. A lorigine, la correspondance de Curry-Howard
vient d’un travail de Howard | | qui, s’inspirant de travaux précédents de Curry sur
la logique minimale & la Hilbert et les combinateurs S et K, releva que les arbres de preuve en
déduction naturelle intuitionniste pouvaient étre vus comme des dérivations de typage pour
des termes du A-calcul. En généralisant a partir de cette situation, il est devenu naturel de
qualifier de correspondance de Curry-Howard toute situation ol un systéme de preuves coin-
cide avec une notion de typage pour un langage donné. Bien que fort intéressante, cette vision
oll preuves et programmes persistent & vivre dans des univers séparés trouve rapidement ses
limites. Par exemple, que peut-on dire d'un langage typé «a la Church», oil les termes portent
avec eux les annotations de type?

Sémantique dénotationnelle. La sémantique dénotationnelle tente de donner du sens aux
programmes et aux preuves en leur associant des invariants. Ainsi, elle associe & chaque preuve
ou a chaque programme une représentation abstraite, par exemple une fonction continue entre
domaines | | ou une stratégie sur un jeu bien choisi | |- Une des particularités de la
sémantique dénotationnelle est qu’elle interpréte uniformément preuves et programmes. Qui
plus est, elle les plonge dans le méme univers. Ainsi, une catégorie cartésienne fermée peut
étre utilisée a la fois pour représenter la logique intuitionniste avec conjonction et les termes
simplement typés du A-calcul. Les programmes et les preuves sont représentés par les mémes
objets. Ainsi étant donné un modéle, on peut se poser la question : «comment ce modéle
distingue-t-il preuves et programmes 7»

Preuves et jeux. Posons-nous cette question pour les jeux. Quelles propriété partagent
les stratégies qui viennent de 'interprétation de preuves? Notons qu’un systéme de preuve
plausible doit vérifier une propriété de cohérence, qui est en général obtenue via la propriété
de la sous-formule, elleeméme conséquence de 1'élimination des coupures | |. Ainsi, la
propriété fondamentale des stratégies provenant de preuves devrait étre une propriété des in-

11



12 INTRODUCTION

terprétations de preuves sans coupure. Autrement dit, ces stratégies sont obtenues en utilisant
uniquement les constructeurs de la structure cartésienne fermée mais sans composition. Il est
immeédiat que les stratégies obtenues de cette facon sont totales.

Dialogue infini. 1l est donc naturel d’interpréter les preuves par des stratégies totales. Mais
pour qu’une telle classe soit adéquate pour représenter les preuves, il ne suffit pas qu’elle soit
une propriété commune de toutes les interprétations de preuves; il faut également qu’elle soit
invariante par toutes les opérations usuelles, y compris la composition. Il faut donc s’assurer
que la composition de deux stratégies totales est toujours totale. Malheureusement, cela est
faux en général : il peut se produire un probléme de dialogue infini, similaire au phénoméne de
liwelock qu’on peut observer dans les modéles de la concurrence. L’idée est que deux processus
ou stratégies peuvent s’engager dans un dialogue infini dans leur zone de communication
privée, dialogue qui n’est jamais vu depuis 'extérieur. On présentera dans cette thése (Figure
4.3) un exemple trés concret d’interaction infinie entre deux stratégies totales, produisant une
stratégie partielle. Le probléme de la modélisation des systémes logiques en sémantique de
jeux est donc en étroite relation avec celui de trouver des classes de stratégies pour lesquelles
le caractére total est stable par composition. Un bref examen de la littérature propose diverses
solutions & ce probléme.

Complétude. La plus répandue s’appuie sur le fait que les jeux parviennent fréquemment
a caractériser les preuves de maniére pleinement compléte. Autrement dit, chaque stratégie
correspond & une preuve, parfois de fagon unique. Le raisonnement fonctionne donc comme
suit. On considére deux stratégies o et 7, qu’on fait communiquer sur un canal B. Notons o; 7
la stratégie obtenue par composition', on voudrait pouvoir assurer qu’elle est totale. Par la
propriété de complétude, on peut trouver des preuves m et mo antécédentes de o et 7 pour
l'interprétation, c’est a dire telles que o = [m1] et 7 = [m2]. Il suffit alors de noter que o;7
aura un antécédent donné par la notion de composition équivalente dans la syntaxe, que ’'on
notera ici 71;m. Mais notre systéme de preuve normalise, ainsi 71; 7o est équivalente & une
preuve sans coupure qui s’interpréte par une stratégie totale. Ainsi, la validité du modeéle
(duquel on attendrait qu’il justifie la syntaxe, qu’il lui donne un sens) dépend du résultat de
normalisation dans la syntaxe. Si cette approche convient souvent d’un point de vue technique,
on peut déplorer son pauvre contenu épistémologique.

Gain. Une autre solution, plus satisfaisante, est donnée par la méthode du gain, trés similaire
aux méthodes du méme nom utilisées dans les jeux de vérification pour controler les parties
infinies. A chaque partie infinie, on associe un gagnant et un perdant. Les stratégies sont
désormais supposées gagnantes, ainsi les seuls dialogues infinis auxquels elles prendront part
seront causés par une défaillance de leur adversaire. Le probléme est donc de savoir désigner un
responsable en cas de divergence. Il n’y a en général pas de facon canonique de définir le gain,
ainsi plusieurs fonctions de gain sur un méme jeu pourront donner lieu & des représentations
de plusieurs formules ou types de données : il n’y a pas toujours, étant donné un jeu A, de
fagon canonique de désigner un responsable pour les divergences sur A. C’est donc la formule
représentée par A qui va diriger le choix de ce responsable : la fonction de gain sera en général
définie par induction sur la formule. En cela elle est & rapprocher de la notion de réalisabilité,
qui s’appuie sur la formule interprétée pour établir les responsabilités en cas de non terminaison

!Pour le moment, ces notations sont a prendre informellement puisqu’on n’a encore rien défini.
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d’une réduction. Chaque atome (i.e. régle de déduction de la logique) étant «responsable,
on déduit alors la normalisation de I'ensemble (i.e. de toutes les preuves engendrées par ces
régles).

Normalisation intrinséque. Une autre solution, qui semble de prime abord diamétrale-
ment opposée, consiste & oublier dans un premier temps les formules et & rechercher & la place
des propriétés intrinséques sur les stratégies permettant d’assurer leur stabilité par composi-
tion. On donne ainsi un critére de finitude sur les stratégies (parfois également appelé gain), et
on montre que deux stratégies vérifiant cette propriété de finitude ne peuvent pas avoir d’in-
teraction infinie. Cette approche est moins fréquente, ’auteur ne connait que deux exemples
de son utilisation dans un contexte associé aux jeux : on la voit & 'ceuvre dans les travaux
de Coquand | | puis Curien | |- Si la construction d'une sémantique des preuves a
pour objet leur explication par les objets plus «élémentaires» que sont les preuves, alors cette
approche est la plus satisfaisante : en effet, le modéle ne s’appuie pas sur la structure ou les
propriétés des termes ou des types pour assurer cette stabilité de la totalité. En un sens (que
nous rendrons précis dans cette thése), c’est la normalisation dans la syntaxe qui découle de
propriétés des stratégies de l'interprétation, et non 'inverse.

Premiére partie

La premiére partie de cette thése s’inscrit directement dans le prolongement de cette
problématique : le but est d’obtenir et d’étudier des propriétés intrinséques sur les stratégies
permettant d’assurer la stabilité de la totalité par composition.

Chapitre 3. On y explore les connexions entre ce probléme de stabilité de la totalité par
composition, et les résultats de normalisation usuels en A-calcul. On introduit le A-calcul
unaire, un A-calcul simplement typé et non déterministe extrémement simple pour lequel on
prouve un résultat de normalisation par des méthodes usuelles. On définit pour ce calcul une
notion de réduction linéaire de téte, qu’on relie & ’exécution de différentes machines abstraites
(notamment la machine de Krivine et la machine a Pointeurs). Dans tout ce chapitre, on
introduira tout doucement la relation qu’entretient ’exécution de ce calcul avec 'interaction
entre stratégies.

Chapitre 4. Ce chapitre se concentre essentiellement sur la notion de structure de poin-
teurs : il s’agit de parties légales sur lesquelles on a oublié toute identification sur les coups.
C’est a ces structures axiomatiques que ’on veut réduire le probléme de stabilité de la totalité
par composition. Aprés avoir étudié quelques-unes de leurs propriétés, on énonce les théorémes
de finitude, principaux résultats de cette partie. On en donne trois preuves différentes (méme
s’il est possible d’établir des liens entre les techniques utilisées). La premiére est la seule a
utiliser explicitement la structure développée au Chapitre 3 (pour les autres, il s’agira surtout
d’une inspiration) : on utilise une variante de la PAM pour ramener le probléme de finitude
4 la normalisation de la réduction linéaire de téte pour le A-calcul unaire. La seconde est une
internalisation de la preuve précédente dans le vocabulaire des structures de pointeurs; en
particulier cela permet d’extraire une réduction élémentaire sur les arbres d’entiers dont la
combinatoire est sous-jacente a la réduction linéaire de téte des A-calculs typés. La derniére
preuve est une adaptation de la preuve de Coquand | | au vocabulaire des structures
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de pointeurs. Finalement, on tire de ces théorémes de finitude trois classes de stratégies pour
lesquelles la totalité est préservées par composition : les stratégies finies, bornées et neethé-
riennes.

Deuxiéme partie

L’approche décrite ci-dessus peut permettre de donner des preuves de stabilité de la totalité
par composition pour les modéles de jeux de nombreuses logiques, mais atteint ses limites dés
qu’on veut représenter des types de données non bornés : par exemple, on verra que l'identité
sur les entiers paresseux ne vérifie aucune des conditions définies plus haut?. La deuxiéme
partie se veut apporter une pierre a I’étude des cas non couverts par la premiére partie. Cela
se fera par Uintermédiaire de I’étude d’une logique pLJ adaptée de | |, comportant des
constructeurs pour les structures de données inductives et coinductives. Puisque ’approche de
la premiére partie ne suffit plus, on fera appel au gain. On tire inspiration des conditions de
gains des jeuz de parité : ces conditions permettent de représenter de fagon fiable les structures
de données définies par des u-termes | |, et on montre ici qu’on peut les adapter au cadre
de la sémantique des jeux pour intégrer le connecteur fleche.

Chapitre 5. On commence par introduire la logique pLJ : il s’agit d’'une extension directe
des séquents intuitionnistes LJ de Gentzen par des régles p et v pour les plus petits et plus
grands points fixes. Cette logique peut étre vue comme une base pour un systéme de preuve
intégrant des raisonnements inductifs et coinductifs, ou comme un langage de programmation
normalisant, travaillant sur les plus petits et plus grands points fixes. Ce dernier point de vue
nous incitera & introduire des régles de déduction sur les points fixes modulo un contexte I,
pour pouvoir modéliser l'itération d’une fonction comportant des variables libres. Finalement,
on lui associe une notion de réduction, qu’on justifie en montrant qu’elle donne lieu & une
simulation du systéme T

Chapitre 6. On établit ici la structure catégorique nécessaire pour donner un modéle cor-
rect de pLJ. Ces travaux s’appuient sur la représentation habituelle des plus petits et plus
grands points fixes par des algébres initiales et coalgébres terminales aux foncteurs définis
par les formules. Notons la complication due aux régles de point fixe modulo un contexte I'
mentionnées ci-dessus, qui nous inciteront & équiper les relévements de foncteurs définis par
la syntaxe & 'aide de forces. On définit ainsi les catégories p-fermées, qui sont des modéles
corrects pour pLJ.

Chapitre 7. L’inspiration des jeux de parité nous incite & représenter les points fixes de facon
finie par des boucles dans les arénes. Ce choix de représentation motive le développement de
la notion de foncteur ouvert, donnant une action fonctorielle & toute aréne munie de variables
libres. On montrera que ces foncteurs ouverts héritent naturellement de forces, faisant d’eux
de bons candidats pour supporter U'interprétation de uLJ.

2Par contre, tout se passe bien pour les entiers plats. En pratique, tout se qui compte est la profondeur de
I’aréne, sa largeur importe peu.
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Chapitre 8. On introduit finalement la notion de jeu & gain et de stratégies gagnantes. Une
légere digression nous permet d’établir des ponts entre cette notion de gain et les critéres de
normalisation intrinséques développés dans la premiére partie, puis on poursuit la construction
du modéle des points fixes. On introduit une construction de boucle sur les arénes, autorisant la,
représentation finie de structures de données infinies. Puis on équipe ces boucles de conditions
de gain inspirées des jeux de parité, donnant ainsi des algébres initiales et coalgébres terminales
aux foncteurs ouverts. On montre qu’on définit bien ainsi une catégorie u-fermée et donc un
modéle de uLJ. On se pose alors la question de la complétude de ce modéle, a laquelle on
donne quelques éléments de réponse.



16

INTRODUCTION



Préliminaires

17






Chapitre 1
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Lorsqu’en mathématiques on définit une nouvelle classe d’objets, le réflexe souvent naturel
est de définir en méme temps les morphismes entre ces objets, c’est-d-dire les transformations
qui préservent la structure de ces objets : souvent, ces morphismes produisent de puissants
outils pour raisonner sur les objets de départ. Par exemple, on pourra faire apparaitre d’im-
portantes propriétés d’un espace topologique en examinant par quelles applications continues
il se plonge dans d’autres espaces. Ou encore, on pourra comparer les dimensions de deux
espaces vectoriels en observant les applications linéaires entre I'un et ’autre.

La théorie des catégories peut étre percue comme la systématisation de cette approche. Au
lieu de considérer d’abord des objets qui générent ensuite des morphismes, on considére donnée
une classe d’objets et de morphismes, et les seules propriétés qu’on pourra alors considérer
sur ces objets seront dérivées a partir des morphismes. Autrement dit, on oublie tout de la
structure des objets pour se concentrer sur la question : «Quelles sont les interactions entre
ces objets, comment se transforment-ils I'un en 'autre 7». Cette approche s’est révélée trés
productive dans de nombreux champs des mathématiques, notamment en informatique.

Pour que cette thése soit la plus compléte possible, on va introduire certains concepts de
théorie des catégories qui nous seront utiles le long de cet ouvrage. Pour les lecteurs plus
interessés, un livre de référence est | |.

19
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1.1 Catégories

1.1.1 Définitions basiques

Donnons ici les définitions de base des catégories ainsi que les concepts s’appuyant uni-
quement sur cette structure basique.

Définition 1.1.1. Une catégorie C est la donnée de :
— Une classe d’objets Cq ;
— Pour tous A, B € Cp, un ensemble de fleches ou de morphismes C(A, B). Pour f €
C(A,B), on notera f : A — B ;
— Pour chaque objet A € Cp, une identité idg : A — A ;
~ Une opération de composition qui ¢ f: A— B et g: B— C associe (f;9): A— C;
Toutes ces données doivent vérifier les axiomes sutvants :
— Associativité : pour tous objets A, B,C, D, pour tous f: A— B,g: B—C eth:C—
D, on a

(f;9)ih = f;(g;:h)

— Neutralité des identités : pour tout morphisme f : A — B, on a les équations :

da; f = f
fridg = f

En cas d’ambiguité, on annote les opérations de composition et les identités par le nom de la
catégorie correspondante, c¢’est-a-dire qu’on écrit idi ou f:€g.

Remarque. On appelle petites les catégories ol la classe des objets est en fait un ensemble.
Dans cette thése, la grande majorité des catégories utilisées seront petites : I'ensemble des
objets sera méme la plupart du temps dénombrable. Occasionnellement, on aura tout de
méme besoin de parler de catégories dont les objets ne forment pas un ensemble, par exemple
la catégorie des petites catégories (a venir). Notons que les catégories définies ci-dessus sont
toutes localement petites, c’est a dire que C(A, B) est un ensemble et jamais une classe propre.

Exemples. Donnons d’abord quelques cas particuliers de catégories :
— Tout monoide M peut étre vu comme une catégorie & un objet x : les morphismes
a : x — * sont les éléments du monoide, la composition est la multiplication. Les
catégories sont donc une généralisation des monoides : une catégorie est un «monoide
typé».
— Tout ensemble partiellement ordonné (F,<) peut étre vu comme une catégorie. Les
objets sont les éléments de E, et I’ensemble des morphismes de = & y est le singleton
{—} si z < y, I'ensemble vide sinon. Les catégories sont donc une généralisation des
ordres partiels.
Les catégories «concrétesy abondent dans la littérature : il suffit de sélectionner une structure
mathématique et une classe de morphismes la préservant. En voici quelques exemples :
— la catégorie Ens des ensembles et fonctions;
— la catégorie des groupes et morphismes de groupes;
— la catégorie des graphes et morphismes de graphes;
— la catégorie des espaces topologiques et applications continues ;
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— la catégorie des espaces vectoriels et applications linéaire ;

Définition 1.1.2 (Sous-catégorie). Soient C et D deuz catégories. On dit que C est une sous-
catégorie de D si :

- Co S Do;

— Pour tous A,B € Cy, C(A,B) CD(A, B);

— Les deux catégories ont les mémes identités : pour tout A € Cp, idi =idL ;

- Les deux catégories ont la méme composition : pour tous f : A— B, g: B — C dans C,

ffa=1rPy.
Définition 1.1.3 (Mono, épi). Soit C une catégorie. Un morphisme f : A — B est un
monomorphisme sl est simplifiable o droite, c’est a dire si pour tout objet C' et morphismes
gi1,92 : C — A, si g1;f = go; f alors g1 = g2. De méme, f est un épimorphisme s’l est
simplifiable & gauche.

Les notions de monomorphisme et d’épimorphisme sont des abstractions des notions ensem-
blistes de fonction injectives ou surjective. Et en effet, on peut vérifier que les monomorphismes
de la catégorie des ensembles sont bien les fonctions injectives et que les épimorphismes en sont
bien les fonctions surjectives. Ces définitions capturent bien de fagon abstraite les propriétés
assurées par la surjectivité ou l'injectivité. Par contre, il n’est pas satisfaisant de définir un
1somorphisme par un morphisme a la fois mono et epi : on n’aurait pas toujours ’existence
de l'inverse.

Définition 1.1.4. Un morphisme f : A — B est un isomorphisme s’l existe f~': B — A
tel que f; f~' =idy et f~1 f =idp.

Diagrammes commutatifs. En théorie des catégories, on représente souvent des relations
entre morphismes par des diagrammes commutatifs. Un diagramme est donné par une repré-
sentation d’'un graphe fini orienté, et sa commutativité équivaut au fait que tous ses chemins
paralléles (i.e. partant et arrivant au méme point) sont égaux. Par exemple, le diagramme
commutatif suivant

f

A——

Sy

g h

S

C——

k

>

exprime ’égalité entre morphismes suivante :
fih =gk

Constructions. Donnons ici quelques constructions usuelles sur les catégories.

Définition 1.1.5 (Catégorie opposée). Soit C une catégorie. Sa catégorie opposée, notée CP,
est définie par les données suivantes :

— Ses objets sont les objets de C ;

— L’ensemble des morphismes C°P(A, B) est défini par C(B, A).
La définition des identités et de la composition en découle immédiatement.
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Définition 1.1.6 (Catégorie produit). Soient C et D deux catégories. La catégorie produit
C x D est définie par :
— Ses objets sont les couples (A, B) ou A € Cy et B € Dy;
— Un morphisme de (A, B) vers (C,D) est un couple (f,g) o f: A — C (dans C) et
g:B — D (dans D).
La définition des identités et de la composition en découle immédiatement.

1.1.2 Foncteurs, transformations naturelles

Foncteurs. Puisque le slogan principal des catégories est de pousser au second plan les
objets et de mettre au premier plan les morphismes entre objets, appliquons ce slogan aux
catégories elles-mémes et donnons la notion appropriée de morphismes entre catégories : il
s’agit des foncteurs.

Définition 1.1.7 (Foncteur). Soient C et D deux catégories. Par abus de notation, on va
noter de la méme fagon les identités et la composition sur C et sur D. Un foncteur F' : C — D
est la donnée des éléments suivants :

— Une fonction Fy: Co — Dy ;

— Pour tout objets A, B € Cy, une fonction Fy p: C(A, B) — D(Fy(A), Fo(B)).
En général, on se contente de noter F toutes les composantes de F. Ces opérations doivent
alors préserver la structure des catégories, c’est-a-dire :

~ Pour tout objet A, F(id) = id?(A) ;

~ Pour tous morphismes f: A— Betg: B— C, F(f€g)=F(f);P? F(g).

Exemple. Si K est un corps, considérons la catégorie Vect des K-espaces vectoriels et
applications linéaires, et prenons Fp : Ensy — Vect qui associe a chaque ensemble F le K-
espace vectoriel Fy(F) librement engendré par E. La fonction Fy s'étend alors en un foncteur
F : Ens — Vect qui associe & chaque fonction f : A — B l'unique application linéaire
Fy(A) — Fy(B) engendrée par f.

Définition 1.1.8 (Cat). On définit la catégorie Cat des petites catégories, dont les objets
sont les petites catégories et les morphismes sont les foncteurs.

Remarque. En sémantique des langages de programmation, les foncteurs modélisent fré-
quemment des types & variables libres. On rappellera dans la Partie Il comment tout type a
variables libres définit un foncteur.

Transformations naturelles. On peut appliquer le méme slogan sur les foncteurs eux-
mémes et tacher de trouver la notion appropriée de morphismes entre foncteurs : il s’agit des
transformations naturelles :

Définition 1.1.9 (Transformation naturelle). Soient F,G : C — D deux foncteurs. Une
transformation naturelle n de F dans G, notée n : F = G, est une famille de morphismes
(na)aec, : F(A) — G(A) telle pour tout f: A — B dans C, le diagramme suivant commute :

F(A) 5 G(A)
F(f)l iG(f)
F(B) —— G(B)

nB



1.2. STRUCTURE CATEGORIQUE DU CALCUL 23

Remarque. Si on voit les foncteurs comme une abstraction des types & variables libres,
on peut voir une transformation naturelle comme une notion de ferme polymorphe en ces
variables | |.

Adjonctions. Un des principaux apports des définitions précédentes est de permettre d’ex-
primer la notion d’adjonction : c’est la notion catégorique qui généralise celle de correspondance
de Galois dans les ordres partiels.

Définition 1.1.10. Soient F' : C — D et G : D — C deux foncteurs. On dit que F est
adjoint a gauche de G (resp. G est adjoint a droite de F'), noté F 4 G, si on a une famille de
bijections :

D(F(A), B) = C(A, G(B))

naturelle en A et en B, c’est a dire qu’il s’agit d’un isomorphisme naturel ¢ : D(F (=), —) —

C(—, G(_))

1.2 Structure catégorique du calcul

Dans cette section, nous introduisons la structure nécessaire pour interpréter une logique
intuitionniste (ou un langage de programmation). Pour chacune de ces constructions on don-
nera a chaque fois la définition traditionnelle (axiomatique, par propriété universelle), puis on
en donnera une approche équationnelle | |-

1.2.1 Structure bicartésienne
La premiére étape est d’introduire la structure bicartésienne, permettant d’interpréter le

produit et la somme.

Structure cartésienne. Introduisons les produits, et 'objet terminal.

Définition 1.2.1 (Produits). Soit C une catégorie et soient A, B € Cy. Un produit de A et
B est un objet A x B € Cy muni de deux projections my : Ax B — Aetmo: AXB — B
et vérifiant la propriété universelle suivante : Pour tout f : C — A, pour tout g : C — B, 1l
existe un unique morphisme (f,g) : C — A x B faisant commuter le diagramme suivant :

//“B\”\

Donnons une présentation équationnelle équivalente, & la saveur plus «syntaxique» : sup-
posons que pour deux objets A et B, on ait un objet A x B muni de projections my : AXxB — A
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et my : A x B — B, et d’'une fonction associant & tous morphismes f: C — Aet g: C — B
un morphisme (f, g) : C'— A x B, le tout vérifiant les équations suivantes :

(frgyym = f
(f,g);m = g
(my;me) = id

hi{f,g9) = (h;f,h;9)

Alors il est immeédiat de vérifier que ces données donnent & A x B une structure de produit.

Définition 1.2.2 (Objet terminal). Si C est une catégorie, un objet 1 € Cy est terminal si
pour tout A € Cy il existe un unique morphisme !4 : A — 1. Notons que si C a un objet
terminal 1, alors celui-ci est unique & isomorphisme pres.

Définition 1.2.3 (Catégorie cartésienne). Une catégorie C est cartésienne si elle admet un
objet terminal 1 et que tous objets A et B ont un produit A x B dans C.

Remarque. Une remarque importante est que dans toute catégorie cartésienne C, x devient
un foncteur C x C — C. Son image sur les objets est le produit, et f x g = (m; f,m2;g) : une
vérification immédiate montre que cela définit bien un foncteur.

Structure bicartésienne. Une catégorie bicartésienne est une catégorie cartésienne équipée
de sommes :

Définition 1.2.4 (Coproduits). Soit C une catégorie et soient A, B € Cy. Un coproduit de A
et B est un objet A+ B € Cyp muni de deur injections iny : A - A+ B etiny: B— A+ B
et vérifiant la propriété universelle suivante : Pour tous f : A — C et g: B — C, il existe un
unique morphisme [f|g] : A+ B — C faisant commuter le diagramme suivant :

A+ B /

\ iflal /
\v/

Si on reldche la condition d’unicité de [f|g], on obtient la notion de coproduit faible. Dans
cette these, on utilisera occasionellement la terminologie de coproduit strict pour insister sur
le caractére non faible d’un coprodusit.

Donnons cette fois encore une présentation équationnelle du coproduit. Supposons qu’on
ait deux objets A, B, un objet A + B, deux injections in; et iny et une fonction qui & tous
f:A— Cetg: B — C associe un morphisme [f|g] : A+ B — C, le tout verifiant les
équations suivantes :

ing; [flg] = f
ing; [flg) = g
[inl ‘ZTLQ] = idA+B

[flgl; h

[f; hlg; h]
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Alors ces données donnent & A + B une structure de coproduit.

Définition 1.2.5 (Objet initial). Si C est une catégorie, un objet 0 € Cy est initial si pour
tout A € Cp il existe un unique morphisme j, : 0 — A. On dit que 0 est faiblement initial ss
on oublie la condition d’unicité, c’est a dire qu’il peut y avoir plusieurs morphismes de 0 vers

A.

Définition 1.2.6 (Catégorie bicartésienne). Une catégorie C est bicartésienne si elle est car-
tésienne, que tous objets A, B admettent un coproduit A+ B et qu’elle a un objet initial.

Remarque. Comme pour le produit, + est alors lui aussi équipé d’une structure de foncteur
+:C x C — C. Son image sur les objets est leur coproduit, et f + g = [in1; g|ing; g].
1.2.2 Catégories cartésiennes fermées

Pour interpréter un calcul de fonctions, il est nécessaire d’avoir la structure nécessaire pour
internaliser les espaces de fonctions, ¢’est-a-dire avoir un objet A = B représentant, en un
certain sens, les morphismes A — B.

Définition 1.2.7 (CCC). Soit C une catégorie cartésienne. C est cartésienne fermée si le
foncteur A x —:C — C a un adjoint & droite A= —:C — C.

Comme précédemment, on va en donner une présentation équationnelle. La condition d’ad-
jonction s’exprime par le fait qu’on a une famille de bijections, naturelle en A et en B :

AXxB—-C2B— (A=0)

Notons A cet isomorphisme, et définissons evap : A x (A = B) — B par ev = A~!(id).
Le fait que C soit cartésienne fermée est alors équivalent & la satisfaction des deux équations
suivantes :

(m,mos A(f))sev = f (1.1)
A((m1, mig)iev) = g (1.2)

Lemme 1.2.1. Si C est cartésienne fermée, les équations ci-dessous sont également vérifiées.

(9, A(f));ev = (g,id); f (1.3)
g A(f) = A({m1,m2;9); f) :
Aev) = id (1.5)

Interaction avec les sommes. La structure cartésienne fermée n’est pas indépendante
des sommes, et les interactions entre ces différentes composantes provoquent des phénomeénes
interessants.

Proposition 1.2.2. SiC est bicartésienne fermée, alors X distribue sur 4. Plus formellement,
on a un isomorphisme naturel :

ywap:I'x(A+B)—=T'xA+TI'xB
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Idée de preuve. Avec la syntaxe donnée ci-dessus, le morphisme yr 4 g est donné par :
s = AT ([A>n)]A(in2)])

Son inverse vy IA p est définissable sans recours & la structure fermée, par :
b b

Yoo = ([milmil, [me; ing w2 ing))

O

Cette loi de distributivité est importante, car c’est elle qui permet de modéliser le raisonne-
ment conditionnel. En particulier, elle est cruciale pour raisonner par cas sur les valeurs d’un
terme contenant des variables libres (i.e. contenues dans I'). C’est donc une bonne propriéteé.
Malheureusement, les catégories bicartésiennes fermées ont également la propriété déconcer-
tante suivante, les rendant peu appropriées pour servir de base & des modéles de jeux (outre
le fait qu’il est difficile de construire une catégorie de jeux équipée a la fois de produits et de
coproduits, voir la discussion dans la Section 2.2.6).

Proposition 1.2.3. Dans une catégorie bicartésienne fermée, il y a au plus un morphisme
A— 0.

Démonstration. Preuve dans | | (Proposition 8.3). O

Cette proposition rend les catégories bicartésiennes fermées inappropriées pour servir de
base & des modéles de jeux, parce qu’elles écrasent trop de comportement intensionnel. En
effet, et en anticipant quelque peu sur le modéle de jeux, il est facile de trouver une aréne A
pour laquelle il existe plusieurs stratégies totales o : A = 0 : il suffit par exemple de prendre
A = 0x0. Opposant dispose de deux «preuves» de 0, et Joueur peut choisir d’interroger I'une
ou l'autre.

1.2.3 Coproduits faibles fonctoriels

Il nous faut donc une notion de somme plus souple que les coproduits, qui permette tout
autant d’interpréter les sommes des langages de programmation mais qui satisfasse moins
d’équations. Bien str, il sera toujours crucial que cette définition affaiblie de somme donne
lieu & la construction d’un foncteur 4+ : C x C — C. Notons que nous n’avons pas trouvé de
référence bibliographique pour la variante précise des sommes que nous allons présenter ici,
mais de nombreux affaiblissements des coproduits ont été considérés dans la littérature : citons
par exemple les sommes strictes | |.

Définition 1.2.8. Une catégorie C a les coproduits faibles fonctoriels si elle est équipée des
données suivantes :
— Pour tous objets A et B, un objet A+ B et deur morphismes iny : A — A+ B et
ing: B— A+ B;
— Pour tous morphismes f: A — C et g: B — C, un morphisme [flg] : A+ B — C;
— Un objet faiblement initial O et pour tout objet A, un morphisme j4 : 0 — A.
Ces données doiwvent vérifier les équations suivantes :

ing; [flgl = f
ing; [flgl = g
[ing]ing] = id

[fiimalgsina); [f'l9'] = [f; g 9]
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Ces équations ne suffisent pas a assurer qu’on a un coproduit, c’est donc en général un
coproduit faible. Le long de cette thése on n’utilisera que cette structure de coproduits faibles,
mais les résultats seront évidemment toujours valides en présence d’un véritable coproduit.

Proposition 1.2.4. Si C a les coproduits faibles fonctoriels, alors on a bien un foncteur

+:CxC—C.

Démonstration. Calculs directs. O

Distributivité. Comme dans le cas des coproduits, la structure fermée permet de construire
une distributivité du produit sur la somme. On peut vérifier que la méme définition que
précédemment donne toujours une transformation naturelle :

ywap:I'x(A+B)—-T'xA+TxB

1.3 Préliminaires spécifiques

Dans cette derniére section, on va introduire quelques préliminaires spécifiques qui servi-
ront lors de la construction du modéle de pLJ. Tout d’abord, on va commencer par rappeler les
notions d’algébre initiale et de coalgébre terminale d’un endofoncteur, structures catégoriques
largement habituelles pour ce qui est de la modélisation de I'induction et de la coinduction
[ |- L’autre partie de cette section rappellera quelques propriétés de relévements de fonc-
teurs par l'intermédiaire de lois distributives.

1.3.1 Algébres initiales et coalgébres finales

Usuellement, la notion d’algeébre est rattachée a celle de monade| |- Ici, il s’agit d’une
variante plus relachée, ou on parle non pas d’algebres d’'une monade mais d'un endofoncteur
T :C — C plus général.

Définition 1.3.1. Soit C une catégorie, et T : C — C un endofoncteur. Une T-algébre est une
paire (A, f) avec A un objet de C et f : T(A) — A. De méme, une T-coalgébre est une paire
(A, f) avec f: A —T(A).

Avant toute chose, notons que la forme f : T(A) — A d’une T-algébre donne a A le
statut d’invariant de T. Cette vision de A comme invariant peut aider & donner quelques
intuitions sur les définitions qui suivent. Le lecteur intéressé pourra trouver dans | | une
trés bonne introduction, élémentaire, des rapports entre algébres initiales et induction, et coal-
gébres terminales et coinduction. Comme d’habitude avec la définition de nouvelles structures
catégoriques, il convient d’étudier les morphismes entre ces structures. C’est cette notion de
morphisme qui permet de définir les T-algébres initiales et T-coalgébres terminales.

Définition 1.3.2. Soit T : C — C un endofoncteur sur C. Un morphisme d’algébres ~ :
(A1, f1) — (A2, f2) est un morphisme vy : A1 — Ay tel que le carré suivant commute :

T(Ay) 2O% 7(4,)

Al |1

Ay As

~
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De méme, un morphisme de coalgebres v : (A1, f1) — (Asg, f2) est un morphisme vy : A — As
tel que

A —L 4,

-

T(A;) W T(As)

commute. On peut composer ces morphismes par la composition de ces diagrammes commu-
tatifs, ce qui permet de construire, si T est un endofoncteur, la catégorie des algébres de T
et morphismes d’algébres, et celle des coalgébres de T et des morphismes de coalgébres. Une
algébre initiale de T' est alors un objet initial dans la catégorie des T-algébres, et une coalgébre
terminale de T est un objet terminal dans la catégorie des T-coalgébres. Comme d’habitude
avec les propriétés universelles les algébres initiales et coalgébres terminales sont uniques @
1somorphisme pres.

Exemples. Quelques algébres initiales et coalgébres terminales :

— Dans la catégorie Ens des ensembles et fonctions, considérons 'endofoncteur T'(X) =
14 X, ou 1 représente n’importe quel singleton. Alors I’ensemble N des entiers naturel
muni de la bijection canonique f: 14+ N — N est une algébre initiale de T'.

— Dauns la catégorie Ens, considérons 'endofoncteur 7'(X ) = Nx (14X x X). Considérons
alors 'ensemble A des arbres binaires finis ou infinis, dont les nceuds sont étiquetés par
des entiers naturels. Il existe alors un isomorphisme f : A — N x (1 + A x A). Alors,
(A, f) est une coalgébre terminale & l’endofoncteur 7.

Remarque. Dans tous ces exemples, on note que le morphisme constituant ’algébre initiale
ou la coalgébre terminale est toujours un isomorphisme. C’est en fait le cas général, comme
en témoigne la proposition suivante :

Proposition 1.3.1. Soit T' un endofoncteur et (A, f) une algébre initiale de T. Alors f est
un isomorphisme. Dualement, si (A, f) est une coalgébre terminale, f est un isomorphisme.

Démonstration. Voir par exemple | |- O

Points fixes paramétrés. SiT est un endofoncteur disposant d’une algébre initiale et d’une
coalgébre terminale, les définitions précédentes permettent de donner des plus petites et plus
grandes solutions & des équations récursives de la forme :

X = T(X)

Dans certains cas, on veut pouvoir résoudre des systémes d’équations récursives, comme par
exemple

X = S(V,X)
Y = T(X,Y)

Par exemple, on pourrait définir (dans Ens) simultanément ’ensemble des arbres d’arité
quelconque et celui des listes d’arbres d’arité quelconque comme étant la plus petite solution
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(X,Y) de 'équation suivante :
X = 1+4Y
Y = 1+4XxY

En programmation, les types correspondants sont appelés types inductifs/coinductifs entrela-
cés | |, pour des raisons qui apparaitront clairement au Chapitre 5. Une extension des
outils ci-dessus permet de les traiter : c’est la notion d’algebres initiales et coalgébres termi-
nales paramétrées. Si T'(X,Y) est un endofoncteur, une algébre initiale paramétrée de T sera
un foncteur TH(Y") satisfaisant la propriété que pour tout objet A, TH(A) sera une algebre
initiale de T'(—, A). De tels foncteurs permettent de résoudre les systémes d’équations a deux
inconnues, par exemple une solution du systéme ci-dessus peut étre obtenue & partir d’une
solution de celle-ci :
Y =T(S*(Y),Y)

C’est la propriété de Beki¢ (une preuve dans le contexte des foncteurs et algébres initiales
peut étre trouvée dans | |), qu’on peut mettre en lien avec la méthode du pivot de Gauss

[ , | pour résoudre les systémes d’équations linéaires. L’existence des algébres initiales
paramétrées et coalgébres terminales paramétrées est assurée par la propriété suivante :

Proposition 1.3.2. Soit F': C x D — C tel que pour tout objet A de D il existe une algébre
initiale (F*(A), xa) au foncteur F(—, A). Alors il existe une unique fagcon d’étendre la collec-
tion des F*(A) en un foncteur de sorte que x4 : F(F*(A), A) — FF(A) soit un isomorphisme
naturel. Le foncteur F* : D — C est alors appelé une algébre initiale paramétrée de F.

De méme, si pour tout objet A de D il existe une coalgébre terminale (FV(A),xa) au
foncteur F(—, A), alors on peut étendre de fagon unique F”(—) en un foncteur, faisant de x 4
un 1somorphisme naturel. F¥ st alors appelé une coalgébre terminale paramétrée de F'.

Démonstration. Si f: A — A’, on définit F*(f) comme étant 'unique morphisme de F(—, A)-
algebre de lalgebre initiale (F*(A), x4) vers 'algébre (F*(A'), F(F*(A'), f); xa’). La foncto-
rialité de F* est évidente par l'initialite de (F#(A), xa), et pour tout A, x4 est un isomor-
phisme par la Proposition 1.3.1. La naturalité de x4 est immédiate par définition de F*(f).
Le cas de F¥ est dual. 0

1.3.2 Catégories de co-Kleisli et relévements

On rappellera ici le concept de comonade sur une catégorie, et la définition attenante de
catégorie de co-Kleisli. On verra comment la notion de loi distributive permet de construire
un relévement de n’importe quel endofoncteur sur la catégorie de co-Kleisli.

Comonades et catégories de co-Kleisli. Commencons par quelques définitions usuelles.

Définition 1.3.3. Soit C une catégorie. Une comonade sur C est un triplet (T,0,¢€), ot T :
C — C est un endofoncteur sur T, 6 : T — TT et e : T — Id sont des transformations
naturelles vérifiant les diagrammes de cohérence suivants, pour tout A € Cy.

T(A) 2 72 4) T(A) —24-T2(4)
5Al iT((SA) 5A\L \ lT(GA)
T%2(A) —=T3(A) T?(A) ——=T(A)
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La propriété des comonades qui nous interessera dans cette thése, est la construction de
la catégorie de co-Kleisli :

Définition 1.3.4. Soit C une catégorie et (T, 6, €) une comonade sur C. On définit la catégorie
de co-Kleisli de T, notée Cr, par :

— Ses objets sont les objets de C ;

- Ses morphismes sont définis par :

- Sif:T(A) = Betg:T(B)— C, leur composée est donnée par :

da

724y TV

g

T(A) 7(B) L~ C

— L’identité sur A est eq : T(A) — A.
Des calculs immédiats montrent que ces données définissent bien une catégorie.

Comonade de mise en contexte. Soit C une catégorie cartésienne, et I' € Cy. Considérons
alors les données suivantes :

T(X) = TxX
da = (mi,idrxa)

€A = T

Alors il est immeédiat de vérifier que (7,6, ¢) définit une comonade sur C. Sa catégorie de
co-Kleisli, notée dans cette thése Cr, est la catégorie des «termes dans le contexte I'y, c’est-a-
dire, intuitivement, la catégorie déduite de C dont les morphismes sont des termes «a variables
libresy» dans I'. Le lecteur pourra d’ailleurs trouver dans | | (polynomial categories) une
définition équivalente de Cr comme la catégorie des morphisme avec une variable libre, c’est-
a-dire une inconnue x : 1 — I'. Puisque cette catégorie de co-Kleisli particuliére sera d’une
importance notable pour nous, donnons-en dores et déja quelques propriétés connues.

Proposition 1.3.3 (Préservation de la structure cartésienne fermée). Si C est une catégorie
cartésienne fermée et I' € (Cr)o, alors Cr est toujours cartésienne fermée.

Démonstration. Voir | | O

Proposition 1.3.4 (Préservation des sommes). Si C est une catégorie cartésienne fermée, on
a les propriétés suivantes de préservation des sommes :

1. Si C est bicartésienne fermée, Cr l'est aussi;

2. 51 C a des coproduits faibles fonctoriels, alors Cr aussi.

Démonstration. La preuve de (1) peut étre trouvée dans | | : notons qu’on utilise de
facon cruciale la distributivité yr 4 p. La méme preuve fonctionne toujours pour (2); une des
équations a montrer est légérement plus faible. O
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Lois distributives. De fagon générale, une loi distributive d’'un endofoncteur S sur un
endofoncteur T est une transformation naturelle X :— ST — T'S. Beck | | définit origi-
nellement les lois distributives entre monades, et on trouve dans la littérature de nombreux
autres situations | |- Ici, on va s’intéresser au cas (folklorique) ot S est une comonade et
T est un endofoncteur quelconque, et on va voir comment une telle loi de distributivité permet
de construire un relévement de T sur Cg. Mais tout d’abord, qu’est-ce qu'un relévement 7

Définition 1.3.5 (Relévement). Soit C une catégorie, (S,0,€) une comonade sur C et T un
endofoncteur de C. Un relévement de T a Cg est un endofoncteur

Ts:Cs — Cg
de Cg tel que pour tout f : A — B dans C,

Ts(ea; f) = ey T(f)

Autrement dit, 'endofoncteur T' s’étend naturellement & la catégorie de co-Kleisli sur S,
et ce de maniére compatible avec son action sur C. Notons quune des problématiques de
cette these (Chapitre 6) sera la construction d’un relévement simultané de toute une classe de
foncteurs interprétant les types, et vérifiant certaines conditions d’uniformité.

Pour obtenir un relévement d’un endofoncteur 1" sur Cg, il suffit d’avoir une loi distributive :

Définition 1.3.6. Une loi distributive d’une comonade S sur un endofoncteur T est une
transformation naturelle :

\N:ST > TS
satisfaisant les diagrammes de cohérence suivants, pour A € Cy.

Aa

ST(A) TS(A) S

T(A) A TS(A)
51 a) J{ lT(‘;A) sm A)
T(A)

Exemple. Dans une catégorie bicartésienne fermée', la distributivité du produit sur la
somme

I'x(A+A)—-TxA+Tx A

est une loi distributive de la comonade I" x — sur ’endofoncteur — + —.

Proposition 1.3.5. Soit (S, 6,¢€) une comonade sur une catégorie C et T un endofoncteur sur
C. On a alors un isomorphisme entre les lois distributives A : ST — T'S de S sur T et les
relévements de T sur la catégorie de co-Kleisli Cg.

Démonstration. Si f : SA — B est un morphisme dans Cg, le morphisme Tg(f) est défini
par :

Aa

ST(A) 24 1s(4) L 7By

'Ou cartésienne fermée a coproduits faibles fonctoriels.
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Inversement, si 1" admet un relévement Tg dans Cg, on définit :

A = Ts(idg(a))

Un calcul direct assure que c’est bien une loi distributive de la comonade .S sur 'endofoncteur
T, et que ces deux constructions sont inverses 'une de I'autre. O

Ainsi il est équivalent d’étudier les relévements de T sur Cg et les lois distributives de S
sur T.
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Avant de rentrer dans le vif du sujet, on va essayer de retracer un bref historique des
idées ayant contribué & amener & la sémantique de jeux «moderne» présentée ici. Avertissons
tout de méme le lecteur que I'histoire de la sémantique de jeux comporte de trés nombreux
acteurs et un certain nombre de redondances, aussi cette vision sera nécessairement partiale
et incompléte.

La premiére inspiration a pour origine la logique mathématique, et provient de travaux
proposes par Lorenzen | | au début des années 1960. L objectif était de donner aux preuves
de la logique intuitionniste une sémantique moins statique que celle, par exemple, des modéles
de Kripke, afin de donner une explication «finitaire» des théorémes de cohérence, et d’étudier
les propriétés de constructivité. Le cadre était le suivant : deux personnes, qu’on appellera
Joueur et Opposant, se disputent concernant la validité d’une formule logique F'. Joueur tente
de valider F', alors qu’Opposant tente de la réfuter. Par exemple si F' est une conjonction Fj A
F5, un coup d’Opposant sera un choix d'une sous-formule F; ou F» qu’il souhaitera attaquer.

33
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De méme, si F' est une disjonction F; V Fb, Joueur pourra choisir une sous-formule F} ou Fb
qu’il souhaitera défendre. Ces premiers travaux servirent plus tard de base a Coquand | |
pour réinterpréter en termes de jeux la preuve de cohérence de Gentzen de I'arithmétique de
Peano. A la connaissance de Pauteur, c’est 1a que les pointeurs font pour la premiére fois
leur apparition, permettant aux joueurs de revenir sur des positions précédentes du jeu et
ainsi d’adapter leur comportement en fonction de celui de leur adversaire. Citons également
les travaux de Blass | , |, qui donna entre autres un premier modéle de jeux de la
logique linéaire | |. Dans tous les travaux précédemment cités, I'objectif était d’obtenir
la complétude, c’est-a-dire de caractériser la prouvabilité d'une formule logique par 1’existence
d’une stratégie gagnante sur le jeu correspondant. En particulier, une notion de composition
entre stratégies était définie pour interpréter le modus ponens ou la coupure, mais il n’était
pas nécessaire que cette composition soit associative, ce que d’ailleurs elle n’était pas | |-

La deuxiéme inspiration est celle de la sémantique dénotationnelle. L’objectif était cette
fois de donner une représentation abstraite des programmes qui soit invariante par réduc-
tion. Le probléme directeur était celui de la pleine adéquation, initié par les travaux de Milner
[ | et Plotkin | | : il s’agissait de caractériser abstraitement la nature des programmes
séquentiels. En termes plus précis, on voulait un modéle du langage fonctionnel minimal PCF
qui caractérise exactement l’équivalence observationnelle, c’est-a-dire qui égalise les termes
indistinguables dans la syntaxe. Cette motivation provoqua ’apparition de nouvelles séman-
tiques de jeux. Cette fois, I'objectif de donner une interprétation invariante par réduction
poussait a rechercher des catégories de jeux (les syntaxes étudiées étant confluentes), c’est
a dire qu’on voulait que la composition soit associative. Les premiéres sémantiques de jeux
visaient la logique linéaire | ) |, et s’inspiraient des jeux de Blass, de la Géométrie
de I'Interaction | | ainsi que de la construction plus ancienne par Joyal d’une catégorie
a partir des jeux de Conway | |. Puis vinrent deux réponses indépendantes au probléme
de pleine adéquation. L’une est le modeéle communément appelé AJM (pour Abramsky, Ja-
gadeesan et Malacaria) | ]. Le second est appelé HO! (pour Hyland et Ong) [ |-
Notons que dans ce second modeéle, on retrouve les pointeurs de | |. Ces deux modéles
de jeux pleinement adéquats pour PCF furent ensuite adaptés pour fournir des modéles de
trés nombreux aspects des langages de programmation : citons le non déterminisme | I,
le controle | |, les références | , |, les types récursifs | |, ou encore les
exceptions | |- 1Is furent également adaptés en des modéles de logique, citons par exemple
la logique polarisée | | et la logique de second ordre | , |

C’est dans la lignée du modele HO/N pour PCF que s’inscrivent les définitions de jeux
données ici. Plus précisément, on s’appuie sur les présentations qu’en ont faites McCusker
[ | et Harmer | | dans leurs théses. Dans une premiére section, on va donner la
définition d’aréne. Les arénes sont les représentations abstraites des formules, et chacune
d’entre elles génére un ensemble de parties [égales qui ne sont rien d’autre que les chemins avec
backtracks, sur 'aréne vue comme un graphe. On donnera aussi les définitions de stratégie et
de composition, et on montrera qu’on construit ainsi une catégorie de jeux et stratégies. Dans
la deuxiéme section, on donnera les constructions nécessaires pour construire une catégorie
cartésienne fermée, et donc un modeéle du A-calcul. On montrera dans une troisiéme section
comment les structures obtenues se rapprochent de la syntaxe, au point d’avoir un résultat
de définissabilité. Finalement, on introduira quelques préliminaires qui nous seront nécessaires

! Ce second modéle fut aussi découvert indépendamment par Nickau [ ], aussi il conviendrait de appeler
HO/N.
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lors du développement de cette thése.

2.1 Jeux et stratégies

2.1.1 Coups, arénes

Fixons un ensemble X d’atomes, et notons N* le monoide libre sur I’ensemble N des entiers
naturels. Dans la suite, on appellera adresse tout & € N*. La suite vide (ici 'adresse vide) sera
désignée par (), et 'ajout d'un entier n au début d’une adresse £ sera noté n - £. Par abus de
notation, on notera également &; - & 'adresse & préfixée par &1.

Définition 2.1.1. Un coup est un couple (§,a) ot & € N* est une adresse et a € ¥ est
un atome. Par abus de notation, le couple (§,a) sera noté & - a. Quand cela ne générera pas
d’ambiguité (c’est-a-dire quand le contexte désignera une occurrence particuliére d’un atome
dans laréne), on assimilera & - a et 'atome correspondant a. L’ensemble des coups est noté

M.

Remarque. Considérer ’adresse n’est pas usuel en sémantique de jeux, alors qu’elle y est
omniprésente : on la voit notamment dans la définition des constructions sur les arénes, ot I’'em-
ploi de sommes disjointes donne & chaque coup une forme du type ing (ina(... (in1(...))...)).
Certaines opérations construites dans cette thése dépendent de l'acceés a ’adresse offert par les
présentes définitions, notamment la substitution d’arénes (Chapitre 7). Les notations utilisées
ici pour l'adresse proviennent de la ludique | | de Girard, ou elles ont & peu preés le méme

role que dans le présent ouvrage : celui de localiser les atomes?.

Définition 2.1.2. Une aréne est un quadruplet A = (Ma, a,Fa,14), ot :
— M4 est un ensemble de coups;
~ Aa: My — {0, P} x{Q, A} est la fonction de polarité. On notera A\ la projection de
Aa sur {O, P} et )\%4 sa projection sur {Q, A} ;
—Fa: My X My est la relation de justification ;
— 14 est l'ensemble des coups initiaux.
Ces données dotvent vérifier les conditions suivantes :
— Initialité : sim € I4, alors Aa(m) = 0Q ;
— Alternance : si m - n, alors \QF (m) # XQF (n) ;
— Question/Réponse : sim by n et )\gA(n) = A, alors /\ZA(m) =Q.

Terminologie. Introduisons la terminologie usuelle en sémantique de jeux pour parler des
arénes. Si m 4 n, on dit que m justifie n. Si AG¥ (m) = O (vesp. P), on dit que m est un coup
Opposant (resp. Joueur®). Si /\gA(m) = @ (resp. A), on dit que m est une Question (resp.
une Réponse?). On définit sur {O, P} une involution par O = P et P = O, cette involution
s'¢tend a AT point par point, on note alors Ay = </\(127, )\gA).

2A quelques détails techniques prés, l’adresse définit un plongement de 'aréne dans 1'aréne universelle
reflexive utilisée pour représenter le A-calcul non typé | |

3Les lettres P et O viennent de ’anglais «Player» et «Opponenty.

“Les lettres Q et A viennent de Panglais «Question» et «Answery.
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q
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tt ff

FiG. 2.1 — Représentation en graphe de I'aréne des booléens.

Graphes générés. Notons qu’on peut canoniquement associer & toute aréne A une structure
de graphe orienté enraciné bipartite : les sommets sont les coups, les arétes sont les points de
F4, et la fonction de polarité assurant le caractére bipartite est )\QP . Comme d’habitude dans
la littérature on représentera souvent les arénes par cette structure de graphe dans laquelle
on omettra souvent toute information sur les adresses. Par exemple, ’aréne des booléens que
I’on peut définir par :

Mg = {<>Q7Ott71ﬁ}
Fpo= {(()-¢,0-t),(()-q1 £}
()ra — 0OQ
B = 0-tt — PA
1-ff — PA

Iy = {0-¢}

est représentée sous forme de graphe dans la Figure 2.1.

Relocalisation. La représentation en graphe revient a oublier 'adresse, a ne garder que les
atomes et la relation de justification. De facon plus subtile il est possible de relocaliser une
aréne, c’est-a-dire de la déplacer dans I’espace physique des adresses.

Définition 2.1.3. Soit M un ensemble de coups. On définit 'ensemble des adresses de M
par :

adr(M) = {¢ | €-a € M}
Une relocalisation de M est alors une fonction k : adr(M) — N* injective et qui préserve
Vordre préfize sur les adresses. On définit alors M relocalisé par :

koM ={s(€)-a| & ae M)

De méme, si A est une aréne, on définit adr(A) = adr(Mya) et on définit une relocalisation de
A comme une relocalisation de M. Si k est une telle relocalisation, on définit A relocalisée,
notée k- A, par :

Mea = r-May
Fra = {(k(&) a, k(&) b) [ & -ataé b}
Aea(k(€)-a) = Aa(€-a)
Ioa = K-1xy

1l est immédiat que k- A est toujours une aréne, puisqu’on ne change pas l’égalité entre coups,
a la relation de justification et a la fonction de polarité.
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Citons notamment le cas le plus fréquent de relocalisation : on a une aréne A et une adresse
& et on veut relocaliser A a D'adresse &, c’est-a-dire préfixer toutes les adresses de A par €.
Dans ce cas, on applique la définition ci-dessus avec la relocalisation :

ki =g E
Par abus de notation, on garde la notation £ pour cette relocalisation, ainsi si £ est une adresse,
¢ - A désignera le résultat de 'opération de relocalisation avec k donnée ci-dessus.

2.1.2 Constructions sur les arénes

Dans cette sous-section, on passe en revue les constructions fréquentes sur les arénes. Ces
constructions sont similaires & celles qu’on peut trouver dans la littérature, mais la minupu-
lation explicite des adresses permet de les rendre localisées.

Définition 2.1.4. Soient A et B deux arénes et i # j des entiers. On définit [’aréne produit
A x;; B localisée sur i,j par les éléments suivants :

)\AXZ'JB - [’L : )\A7..7 : )\B]
Fax,;B = iFa W j kg
Tax, ;B = i-Ixa W j-Ip

Par défaut, on fize une version du produit & localité non explicite :
AxB=A X0,1 B

Définition 2.1.5. Soient A et B deux arénes et i # j des entiers. On définit I’aréne flache
A = B localisée sur i,j par les éléments suivants :

MA:n,jB = i-Ma W j-Mp

M=, ;B = [i-Xa,j - AB]

Fasy B = iba W jbp W (i-1axj-Ip)
Iaz, ;B = J-IB

Par défaut, on fize une version de la fleche o localité non explicite :

(A = B) = (A :>0,1 B)

Graphes engendrés. On donne en Figure 2.2 les graphes engendrés par les constructions
de produit et de fléche sur les arénes.

Définition 2.1.6. Soient A et B des arénes et i # j des entiers. On définit [’aréne somme
A +;j B localisée sur i,j par les éléments suivants :

May,,B = {¢,L,R} W i-My & j-Mg
Mi;B = [q—=0Q,L— PARw— PA,i-\a,j- Ap]

Far,p = {(@L), (@R} W ({Lyxi-1a) W ({Ryxj-Ip) WikFaWjbp
Iav, ;8 = {4}

On a fixé une fois pour toutes des atomes q, L, R € 3 réservés a cette construction de somme.
Comme pour le produit, on fize une convenition pour une somme & localité non explicite par :

A+B=A491 B
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Ax B A= B

Fia. 2.2 — Graphes engendrés par A X Bet A = B.

A+ B

SENYLEY

Al B

Fia. 2.3 — Graphe engendré par A + B.

Remarque. Dans la définition ci-dessus, on n’a pas spécifié d’adresse aux atomes ¢, L, R :
cela signifie qu’ils sont positionnés a I’adresse vide. Il serait utile de les équiper d’adresses si
on avait besoin de faire des restrictions de parties aux sous-arénes commencant par L ou R
mais cela n’arrivera jamais dans cette thése.

Graphe engendré. On donne en Figure 2.3 une représentation du graphe engendré par la
construction de somme.

Remarque. Il est immeédiat de généraliser le produit et la somme a des versions d’arité
quelconque, en enracinant chaque sous-aréne & une adresse commencant par un entier n, au
lieu de les localiser par défaut aux adresses 0 et 1. On utilisera occasionellement dans cette
thése ces versions n-aires sans en détailler la définition au préalable.

Finalement, donnons la définition des arénes unité :

Définition 2.1.7. L’aréne 1 est l’aréne dont toutes les composantes sont vides. L’aréne 0 est
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donnée par les composantes suivantes :

My = {o}
A = o~ 0Q
o = 0

Iy, = {o}

2.1.3 Parties légales

Maintenant qu’on a défini les arénes, il nous faut définir les parties qu’elles engendrent et
leur combinatoire.

Définition 2.1.8. Soit M un ensemble de coups. Un mot & pointeurs sur M est une suile
5= 51...5, de coups de M, ot chaque coup s; est équipé d’au plus un pointeur vers un coup
précédent s; (avec 1 < j). On dit alors que s;j pointe vers s;.

Notation. Fixons quelques notations sur les mots & pointeurs. Si s est un mot a pointeurs,
notons |s| sa longueur. Notons C 'ordre préfize sur les mots a pointeurs : s; est un preéfixe de
s9 si le début de so coincide avec s1, y compris en ce qui concerne les pointeurs. On utilisera
la notation spécialisée s; C© so (resp. s1 CF sy) pour préciser que s; termine par un coup
Opposant (resp. termine par un coup Joueur). Le mot vide sera noté e.

Remarque. Dans le contexte d'une partie légale, le terme «coup» est ambigu. Dans une
aréne A, un coup est juste un élément de M,4. Mais dans le contexte d’une partie légale, le
terme «coup» désigne souvent a la fois le sommet et son pointeur associé. On explique cette
subtilité par la distinction entre le «coup» qui est le sommet de ’aréne, et 'acte de «jouer un
coup», qui consiste a rajouter a la partie courante un élément m € M4 équipé d’un pointeur.

Terminologie. Soit s un mot & pointeurs, et supposons que s; pointe sur s;. Dans ce cas
on dit également que s; est le justifieur de s;. S’il existe une séquence de pointeurs allant de
sj a s; dans s (i < j), on dit que s; est héréditairement justifié par s;.

Définition 2.1.9. Soit A une aréne. Les parties légales sur A sont les mots & pointeurs sur
M4 qui sont :

~ Alternés : sii € {1,...,|s| — 1}, alors AQT(s;) # A9 (si41) ;

— Bien ouverts : si s; n’a pas de pointeur associé, alors s; € 14 ;

— Bien justifiés : si sj pointe vers s;, alors s; -4 s ;
Notons La l'ensemble des parties légales sur A.

Notation. Pour des raisons typographiques évidentes, on omettra souvent les pointeurs
lorsqu’on décrira des parties légales. Par exemple on pourra désigner une partie par sa pour
séparer son dernier coup du corps de la partie, sans expliciter I’éventuel pointeur associé 4 a.
De méme, si pour deux parties sa et sa’ on écrit a = a/, il sera implicite que ’égalité tient
non seulement pour les coups, mais également pour ’éventuel pointeur associé.
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Restriction. Au coeur de la composition et du caractére dynamique des stratégies se trouve
la notion de restriction d’une partie 1égale a une adresse donnée.

Définition 2.1.10 (Restriction). Soit A une aréne, m un coup sur A, et & =&1,...,&, une
suite d’adresses. On dit que m est dans = si m = £ - a, avec un des & préfive de €. Si s est
un mot a pointeurs sur A, on obtient la restriction de s a =, notée s;z, en ne gardant que
les coups de s dans Z. Si s; et s; sont dans 2 et que s; pointe vers s;, on garde ce pointeur
dans s\=. Si par contre s; pointe hors de =, on suit cette séquence de pointeurs jusqu’a tomber
sur s, dans Z, on fait alors pointer s; vers s, dans sy=. Si on ne trouve jamais de tel sy,
c’est-a-dire qu’on ne retombe jamais dans =, alors s; perd son pointeur.

Notation. Formellement, la restriction est définie sur une séquence d’adresses = = &1, ..., &,
En pratique on l'utilisera surtout, comme c’est courant en sémantique de jeux, en donnant
une sous-aréne. Par exemple, si s € L4 p, on écrira s;4 plutot que sy et s;p plutot que sy.
A chaque fois qu’on utilisera cette notation, la sous-aréne & laquelle on restreint correspondra
de fagon non ambigué & une adresse en particulier.

Relocalisation. Si A est une aréne, s € L4 et k est une relocalisation de A, alors on définit
la relocalisation de s associée, notée k - s, par la relocalisation simultanée de tous ses coups. Il
est évident qu’on a toujours une partie légale, puisque le seul élément qui change est 'adresse
et que la notion de partie légale ne dépend en aucune facon de 1'adresse®.

2.1.4 Stratégies et composition

Stratégies. Définissons maintenant le concept de stratégie sur une aréne.

Définition 2.1.11 (Stratégie). Soit A une aréne. Une stratégie sur A est un ensemble o
de parties légales finissant par un coup Joueur, qui est clos par préfixe : pour tout s € o, si
s' TP s, alors s' € 0. Si o est une stratégie, on définit son domaine par :

dom(c) ={so|s€onsoe La}
Si o est une stratégie sur A, on note o : A.

11 faut voir une stratégie o comme une sorte de «dictionnaire», que Joueur consulte avant de
jouer son coup. Pour chaque partie s dans le domaine de o, il récupére un ensemble d’extensions
sm possibles, et il choisit son comportement parmi elles de fagcon non déterministe. Notons
au passage la classe des stratégies déterministes pour lesquelles il y a toujours au plus une
possibilité, et les stratégies totales pour lesquelles il y a toujours au moins une possibilité.

Définition 2.1.12. Une stratégie o : A est déterministe si pour tout sa € dom(o), si sab € o
et sab' € o, alors b=1V". Une stratégie est totale si pour tout sa € dom(o) il existe un coup b
tel que sab € o.

D’un point de vue calculatoire, il est clair que le déterminisme correspond aux programmes
déterministes. Ce qui est par contre moins clair, c’est que la totalité correspond aux pro-
grammes normalisants. On n’en dit pas plus pour le moment, étant donné qu’on aura de
multiples occasions d’y revenir plus tard. Notons ce lemme, véritable couteau suisse de ’étude
des stratégies totales.

5Sauf pour ce qui est de I’égalité sur les coups, mais I'injectivité des relocalisations assure qu’elle ne change
pas.
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Lemme 2.1.1. Soient o : A et 7 : A deux stratégies déterministes et totales, telles que o C T.
Alors o = 7.

Démonstration. Soit s € 7, considérons le plus long préfixe s’ de s qui est dans 0. Si s’ = s,
alors c’est fini. Sinon, il existe un coup Opposant a tel que s'a C© s. Mais ¢ est déterministe
et totale, donc il existe un unique coup b (et un pointeur associé) tel que s'ab € 6. Or o C 7,
donc s’ab € 7, de quoi on déduit immédiatement que s’ab C s par déterminisme de 7 : c¢’est
absurde, donc ' = s et s € 0. O

Relocalisation. Siona o : A et que k est une relocalisation de A, on définit la relocalisation
de o associée, notée k- o, par la relocalisation simultanée de toutes ses parties. Par injectivité
de K, k-0 garde toutes les propriétés de o (déterminisme, totalité). Un cas fréquent d'usage de
cette définition est celui ot on a 0 : A = B qu’on veut voir comme une stratégie sur A =; ; B
ou inversement. Dans ce cas on note 0/ : A =, ; B la stratégie obtenue par la relocalisation
évidente.

Composition. Il est maintenant temps de transformer ces stratégies en objets dynamiques,
c’est-a-dire de définir leur composition. Dans le cadre présent, l'idée est la suivante : & partir
deo: A= Betr7:B= C,'objectif est de définir une nouvelle stratégie ;7 : A = C. Cette
opération est accomplie par le mécanisme habituel d’interaction paralléle et de masquage.
L’idée est de faire communiquer o et 7 & travers B, puis de masquer la partie centrale de
Iinteraction, afin de récupérer une stratégie sur A = C.

Définition 2.1.13 (Interaction). Soient A, B et C' des arénes. Une interaction sur A, B et C
est un mot a pointeurs u sur 0-Ma, 1-Mp et 2-Mc tel que ujaB € La=q,B, U1B,c € LB=, 50
et upa,c € La=q,c- Notons I(A, B,C) Uensemble des interactions sur A, B et C.

Remarque. Rendre les adresses explicites permet de clarifier quelques subtilités présentes
dans la version traditionelle de cette définition, souvent laissées de coté dans la littérature.
En particulier, I(A, B,C) est en général défini comme l'ensemble des mots & pointeurs sur
A, B et C dont les restrictions respectives &8 A = B, B = C et A = C sont légales. Mais
si la restriction est neutre (i.e. n’effectue aucun réadressage) et que I’ensemble des coups de
A = B est obtenu par somme disjointe, comment cet ensemble peut-il étre non vide? En
particulier, un coup sur B doit-il étre de la forme in;(m) ou ina(m)? Certes, ces problémes
ne sont pas fondamentaux : en général, la restriction effectue implicitement la relocalisation
nécessaire. Cependant, on a choisi de tirer ici parti de la localité pour en donner une version
non ambigué.

Définition 2.1.14. Soient 0 : A = B et 7 : B = C deuz stratégies. On définit d’abord
Uinteraction entre o et T par :

o HT = {u S I(A,B,C) | UrA,B € 00’1 VAN uB,c € 7’1’2}

On en déduit alors :
0,

(o;7) 2 = {upac |uveollr}

On obtient alors (o;7) : A = C par relocalisation. Notons que s € (0;7)%2 si et seulement sl

existe u € o || T tel que upa,c = s. Dans ce cas, on dit que u est un témoin pour s.
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Remarque. L’idée ici est de donner des bases saines a la sémantique de jeux, pas de s’encom-
brer avec toute une terminologie supplémentaire. En conséquence, on va maintenant passer
sous silence les phases de relocalisation (sauf si elles ne sont pas évidentes), et tacher de
retrouver le langage usuel de la littérature.

Identités. Si A est une aréne, il est assez facile d’exhiber une stratégie jouant le role de
I'identité sur A. Son comportement est simple & décrire : cette stratégie se contente de recopier
le comportement de son Opposant. Citons I'image, certes trés connue mais toujours parlante,
d’un joueur d’échecs médiocre jouant simultanément les blancs contre Garry Kasparov et les
noirs contre Anatoli Karpov. Ce joueur peut facilement s’assurer la victoire contre au moins
un de ces adversaires en se contentant de recopier les coups et de les faire jouer les deux joueurs
I’un contre 'autre. C’est ainsi que procéde l'identité en sémantique de jeux. Dans la suite, on
emploiera parfois le qualificatif d’origine anglophone de «stratégie copycat» pour désigner une
stratégie qui, comme l'identité, se contente de recopier le comportement de son opposant.

Définition 2.1.15. Soit A une aréne. Dans la définition ci-dessous, on utilisera des indices
Ay, As pour distiguer les différentes copies de A. La stratégie identité sur cette aréne, notée
ida, est définie par :

ZdA = {S € 'CA1:>A2 | VS/ EP S, 5,[A1 = S/rAQ}
Lemme 2.1.2. Soit 0 : A = B une stratégie. Alors :

ida; o

oyidg =

Démonstration. Montrons la premiére équation, la deuxiéme est similaire. Soit s € id4; 0. Par
définition de la composition, il existe un témoin u € id4 || o pour s. Mais par définition de id4,
UtA;, = UA,, dONC 8 = Upg, B = Upa,,B € 0. Si § € 0, on construit par induction immédiate
un témoin pour s dans idy || o, de sorte qu’on a bien s € ida; 0. 0l

Associativité. Avant d’avoir une catégorie d’arénes et stratégies, il reste & montrer ’asso-
ciativité de la composition. C’est la premiére difficulté lors de la construction d’un modéle de
jeux. Cette difficulté est généralement résolue par la notion d’interaction quaternaire (géné-
ralisant la notion d’interaction & quatre arénes) et par le lemme de zipping®.

Définition 2.1.16. Soient A, B,C et D quatre arénes. On définit une interaction quaternaire
u € I(A,B,C, D) comme un mot a pointeurs sur A, B, C et D tel que :

uap € Lasp
upc € Lp=c
uie,p € Le=bp
uap € La=p

50n a jugé préférable de ne pas traduire ce genre de vocabulaire technique, qui est utilisé tel quel en francais
dans la communauté.
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Notons qu’on pourrait directement généraliser la notion d’interaction & n’importe quel
nombre fini d’arénes. Ce ne sera pas nécessaire dans le présent développement, aussi nous
nous en abstiendrons. L’intérét de cette définition est de pouvoir démontrer et prouver le
lemme de zipping, clé pour obtenir ’agsociativité.

Lemme 2.1.3 (Zipping). Soientu € I(A,C, D) etv € I(A, B,C) deuz interactions coincidant
sur A,C, c’est-a-dire que upac = via,c. Alors il existe un unique w € I(A, B,C, D) tel que
wia,c,p = U et wiapc =v. On a également le résultat symétrique, permettant de construire
un unique w € I1(A, B,C, D) a partir de u € I(A,B, D) etv e I(B,C, D).

Idée de preuve. Contentons-nous d’examiner le premier cas, qu’on montre par induction simul-
tanée sur u et v. Si le dernier coup est dans A, C' on sait par hypothése que u et v s’accordent
sur ce coup, on le rajoute au w donné par hypothése d’induction : les tailles de u et v dimi-
nuent strictement lors de I'appel récursif. Sinon, le dernier coup est dans B ou D, donc est soit
dans u soit dans v. Dans ce cas on place ce dernier coup a la fin du w donné par hypothése
d’induction, et la taille d’au moins un parmi v et v a diminué strictement. Si v et v sont vides,
c¢’est fini : on obtient bien le témoin quaternaire voulu. Si w’ est un autre témoin quaternaire
satisfaisant les hypothéses du lemme alors w = w’; dans le cas contraire il suffit de considérer
le premier coup qui les distingue, et une analyse des cas montre que ce désaccord apparait
nécessairement sur A, B, D ou A,C, D. O

Proposition 2.1.4 (Associativité). Soient c: A= B, 7: B=C et d:C = D. Alors :
(0:7);6 = 03 (739)

Démonstration. Soit s € (o;7); 0. Par définition de la composition, s un témoin u € (o;7) || 6.
Encore par définition de la composition, ua ¢ admet un témoin v € o || 7. Mais par le lemme
de zipping, il existe alors un unique témoin w € I(A, B,C, D) coincidant avec u et v. On
veut alors montrer que wipc,p € 7||0; le seul point non trivial est qu'il s’agit bien d’une
interaction. Pour ¢a, il suffit de montrer que w;p p € Lp—p. Trois conditions sont & vérifier :
— Alternance : On utilise le fait que w € I(A, B,C, D), en particulier w est alterné sur
toutes ses composantes parmi A = B, B = C, C = D et A = D. Cette contrainte
permet d’assurer la localité du transfert, c’est-a-dire que si le dernier coup est sur B,
alors on doit jouer sur B avant d’atteindre C' et réciproquement ; ainsi on a alternance.
Ce raisonnement est trés bien explicité dans | |-
— Ouverture, justification : trivial.
Ainsi wyp,c,p € 7|6, d’ott on déduit que wya g p est dans o ||(7;79), et par construction c’est
bien un témoin pour s donc s € o;(7;0). L’autre inclusion se montre de la méme facon. [

On a donc & ce point une catégorie Str d’arénes et de stratégies. Sans condition supplé-
mentaire sur les stratégies, Str a déja la structure assez riche suivante.

Proposition 2.1.5. Les constructeurs d’arénes X et = peuvent étre étendus de facon ca-
nonique en des foncteurs, de sorte que pour toute aréne A, le foncteur A X — soit adjoint
G gauche au foncteur A = —. Ces foncteurs donnent alors & Str une structure de catégorie
symétriqgue monoidale fermée.

Démonstration. La preuve peut étre trouvée dans | |, ou | |- O
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Ainsi, cette catégorie suffit d’ores et déja pour définir une interprétation correcte du frag-
ment multiplicatif de la logique linéaire. Bien sir, cette interprétation de MLL n’a que peu
d’intérét, étant tres loin de la complétude. On va donc continuer & enrichir cette catégorie ba-
sique de jeux jusqu’a avoir une catégorie cartésienne fermée : c’est 'objectif des notions de vue
et d’innocence, que nous allons bientét introduire. Cependant, prenons le temps auparavant
de discuter de la stabilité par composition des principales propriétés des stratégies introduites
jusqu’a maintenant.

Déterminisme. Une des propriétés basiques qu’on a défini sur les stratégies est la propriété
de déterminisme : une stratégie est déterministe lorsqu’a chaque étape elle a au plus un coup
possible. Montrons ici que cette propriété est stable par composition.

Lemme 2.1.6 (Témoin unique). Soient 0 : A = B et 7 : B = C deux stratégies détermi-
nistes, et s € o;1. Alors le témoin u € o|| T de s est unique, c¢’est-a-dire que c’est la seule
interaction u € I(A, B,C) telle que ujap € 0, ujpc € 7 et ujac = s.

Démonstration. Si s admet deux témoins u; et us, alors ceux-ci ne peuvent différer que dans
B : c’est donc que soit o, soit 7 a eu un comportement non déterministe, impossible. O

Proposition 2.1.7. Soient 0 : A = B et 7 : B = C deux stratégies déterministes, alors
o;7: A= C est également déterministe.

Démonstration. Supposons qu’il existe s € La—c tel que s € o;7 avec une extension sa €
L a—c telle que sab € o;7 et sab’ € o;7. Par le lemme précédent, s a un témoin unique u, qui
peut étre étendu en wavb témoin unique pour sab, et uav'd’ témoin unique pour sab’. Mais
par induction immeédiate, et par déterminisme de o et 7, on a nécessairement v = v’, donc
b et b’ doivent jouer dans la méme composante, A ou C. Par conséquent, ’hypothése b # b’
implique immédiatement le non-déterminisme de o (si b,b’ sont dans A) ou de 7 (si b, b’ sont
dans (). O

Totalité. Comme défini plus haut, une stratégie o est totale si elle a toujours au moins un
coup possible en réponse a4 n’importe quel coup de 'Opposant. Cette définition fait apparaitre
une certaine dualité entre déterminisme et totalité, ainsi on pourrait s’attendre a ce que cette
propriété soit également stable par composition. Ce n’est malheureusement pas le cas, ainsi
deux stratégies 0 : A = B et 7 : B = C totales peuvent donner lieu a une stratégie o;7
partielle : il suffit que o et 7 se lancent dans un dialogue infini dans B, jamais visible de
I’extérieur. C’est ce probléeme de préservation de la totalité par composition qui motive toute
la Partie I de cette thése.

2.2 Une catégorie cartésienne fermée

2.2.1 Fils et stratégies filaires

Bien qu’on ne s’en serve pas dans la construction de la catégorie des arénes et stratégies
innocentes, il parait nécessaire, pour faire une introduction compléte aux jeux d’aréne, de
parler de la notion de fil. De fagon élémentaire, un fil est une partie n’ayant qu'un unique coup
initial. L’intérét de cette notion est que des considérations sur les fils permettent de dégager
la plus grande sous-catégorie de Str qui soit cartésienne fermée. En effet, chaque objet de Str
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est déja équipé d’une stratégie de duplication 04 : A = A x A, se comportant comme 'identité
sur chaque fil. Elle peut étre illustrée par le schéma suivant :

A = A x A

q

(
\
m
q
n
n
m

De méme, chaque aréne est équipée d’une stratégie d’effacement, qui est I'unique stratégie
N4 : A — 1, ne contenant que la partie vide. Avec cette structure, on peut montrer :

\_\\// 3 ~~— =
Q

m

Proposition 2.2.1. Si A est une aréne, le triplet (A,54,14) est un comonoide dans Str.

Démonstration. Vérification directe. O

D’autre part on sait que si C est une catégorie symétrique monoidale fermée, la catégorie des
comonoides cocommutatifs de C et morphismes de comonoides est cartésienne fermée | |-
Ainsi apparait naturellement la question d’isoler dans Str les stratégies qui se trouvent étre des
morphismes de comonoide. Comme le lecteur s’en doute, c’est cette notion de fil qui donnera
la réponse & cette question. Posons les définitions suivantes.

Définition 2.2.1. Soit A une aréne, et s € L4. Si i est un coup initial de s, notons sy la
sous-partie de s des coups héréditairement justifiés par i. Le fil courant de s, noté [s], est
alors défini comme étant sy, ot i est le coup initial justifiant héréditairement le dernier coup

de s.

Cette notion de fil courant donne une fonction d’information partielle sur toute partie s.
On définit alors la classe des stratégies dont le comportement est entiérement caractérisé par
cette information partielle.

Définition 2.2.2. Soit 0 : A une stratégie. o est dite filaire si elle vérifie la condition suivante :

Vsc Ly, scoaVsCls [deco

Autrement dit, o ne dépend que du fil courant.
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Bien siir, il existe de nombreuses formulations équivalentes de cette définition. L’élément
important & retenir est qu’on peut caractériser une stratégie o filaire par son ensemble de fils.
A chaque étape, o compare le fil courant de la partie & cet ensemble de fil, et en déduit le coup
a jouer. Montrer la stabilité par composition des stratégies filaires est assez facile : il suffit
de montrer que o;7 peut étre construite en examinant uniquement les interactions avec un
seul coup initial sur C'. L’intérét des stratégies filaires réside surtout dans le théoréme suivant,
dont la démonstration peut étre trouvée dans | |-

Théoréme 2.2.2 (Harmer). Les morphismes de comonoides dans Str sont exactement les
stratégies filaires.

S’ensuit immeédiatement, de par la discussion plus haut, que la catégorie des arénes et
stratégies filaires est cartésienne fermée : elle fournit donc un modéle correct du A-calcul. Le
modeéle fourni par cette catégorie n’est toujours pas satisfaisant, en ce sens qu’il est trés loin
de la complétude. De nombreuses stratégies dans cette catégorie ne viennent pas de preuves.
On va donc maintenant poursuivre la préparation de l'innocence, qui fournira la catégorie
cartésienne fermée satisfaisante recherchée.

2.2.2 Vue, visibilité

Pointeurs. Il y a de nombreuses facons d’interpréter les pointeurs, et chacune d’elles fournit
également une intuition sur la vue. Une analogie particuliérement riche est celle du backirack :
durant une interaction entre deux joueurs Joueur et Opposant, I'un des deux joueurs peut
décider de revenir & un état précédent. Plutét que de représenter cela par le retour de la
partie & I'un de ses préfixes, on internalise ce retour en arriére dans la syntaxe des parties par
l'intermédiaire d’un pointeur. Evidemment ce pointeur doit s’accompagner de ’oubli d’une
partie de I’histoire : si Opposant décide de revenir & un état précédent, le prochain coup du
Joueur ne doit dépendre que de cet état restreint. C’est la vue qui se chargera de définir
I'information partielle & laquelle les joueurs ont accés pour choisir leur prochain coup.

Vues. On donne plusieurs notions de vue, correspondant aux différents joueurs et aux dif-
férentes polarités du coup actuel.

Définition 2.2.3. Soit s un mot a pointeurs. On définit par induction mutuelle la vue (notée
Fs,) et la covue (notée s') sur s :

r

€, = €
Tsa, = [sla
€ = €
s1a' = a si a n'a pas de pointeur
S1bsaa’ = Tsiba st a pointe sur b

Cette définition donne les coups de "s, et | s'. Quant auz pointeurs, ils sont conservés si pos-
sible : si 8" ="s, alors un coup s; pointe sur s; dans s si et seulement si s; et s; proviennent
respectivement de Se(i) €t Sg(5) dans s, avec Sg(j) qui pointe SUr Sy(;)-

La vue est l'information partielle & laquelle a accés le joueur ayant joué le dernier coup,
la covue information partielle accessible pour son adversaire. A partir de ces définitions, on
retrouve les notions (familiéres aux lecteurs habitués a la sémantique de jeux) de P-vue et de
O-vue :
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Définition 2.2.4. Soit s une partie. On définit la vue de Joueur (ou P-vue) sur s, notée s,
par :

's' = Ts, sile dernier coup de s est Joueur
s = |s' stnon

De méme, on définit la vue d’Opposant (ou O-vue) sur s, notée s, par :

— I y y

S, = "s, sile dernier coup de s est Opposant
— o1 .

S, = .S sinon

Visibilité. Comme noté plus haut, les pointeurs peuvents étre perdus lors du calcul de la
vue. En particulier, rien n’assure pour le moment que ce calcul donne des parties légales. 11
est méme assez facile de trouver un contre-exemple. Considérons la partie suivante, & lire de
gauche a droite. Les coups blancs (o) sont des coups Opposant, les coups noirs (e) sont des
coups Joueur.

O

[ ] (¢] L] (¢]

Si on calcule la vue a partir du dernier coup, celui-ci perd son pointeur. On obtient alors
une partie ou ce coup, non-initial, n’a pas de justificateur : cette partie ne peut donc pas étre
légale. Nombre de définitions dans la suite vont s’appuyer sur ces notions de vue, il faut donc
cerner I’ensemble des parties sur lesquelles elles sont bien définies.

Définition 2.2.5. Soit A une aréne, et s € L4. On dit que s est P-visible si pour tout préfize
s'C s, ona's" € Ly. Autrement dit, Joueur pointe toujours dans sa P-vue. De méme, s est
O-visible si pour tout préfite s' C s, on a ', € L4. Autrement dit, Opposant pointe toujours
dans sa O-vue. Une partie s € L 4 est visible si elle est o la fois P-visible et O-visible.

Conditions de saut. La premiére application de la condition de visibilité est qu’elle impose
automatiquement les conditions de saut’, qu’on peut formuler comme suit : dans une partie s €
L ax B, seul Opposant peut effectuer des sauts, c’est-a-dire passer de A & B. Dans une somme,
ce sera l'inverse : seul Joueur pourra effectuer des sauts. Dans les deux cas, la conséquence
importante est qu’une partie s pourra étre restreinte & A ou B tout en préservant la légalité :

Lemme 2.2.3 (Conditions de saut). Soient A et B deux arénes, on a les propriétés suivantes :

1. Sis € Laxp est P-visible, alors seul Opposant peut sauter entre A et B, ainsi on a °,

S14 € LA el S$|B € Lp.

2. Sis € Layp est un fil O-visible, alors seul Joueur peut sauter entre A et B, ainsi on a
S1A € L4 et $1B-

3. Si s € L est P-uvisible, alors seul Opposant peut sauter entre les fils de s. Si i est un
coup initial dans s, alors sy; € La.

4. 515 € Layp est visible, alors s;4 € L4 et sip € LB.

" Appelées switching conditions en anglais.
80n passe sous silence le réadressage immédiat.
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Démonstration. Dans chaque cas, la seule chose & montrer est la condition d’alternance. Si s
est une P-vue sur A x B, on montre par induction immédiate sur s qu’elle est entiérement
incluse soit dans A, soit dans B. Donc la condition de P-visibilité implique que Joueur ne peut
pas sauter. De méme sur A + B, on montre par induction immeédiate qu'une O-vue filaire est
de la forme gLs; ou gRs2, avec s; entiérement inclus dans A ou s entiérement inclus dans
B. Donc la condition de O-visibilité implique qu’Opposant ne peut pas faire de saut, ainsi les
deux projections sont alternées donc légales. Le troisiéme énoncé se prouve comme le premier,
et le quatriéme est une conséquence immédiate des énoncés 2 et 3. O

Remarque. De nombreux auteurs intégrent la condition de visibilité dans la définition des
parties légales. Ici, on a choisi de ne pas le faire parce qu’on exploitera (briévement) dans cette
these cette possibilité de non-visibilité’. Insistons tout de méme sur le fait qu’il est trés rare
d’utiliser cette possibilité de comportement non visible pour interpréter le calcul, I’exception
notable étant la modélisation d’un langage admettant des références générales dans | I
Toutes les stratégies considérées dans cette thése satisferont la condition suivante :

Définition 2.2.6. Soit A une aréne, et o : A. La stratégie o est visible si ef seulement si
pour tout s € o, s est P-visible.

On va montrer maintenant que la classe des stratégies visibles est stable par composition.
La preuve sera intéressante d’une part parce qu’elle donnera des préliminaires techniques in-
dispensables & la preuve & venir de préservation de I'innocence par composition, et également
parce que la classe des stratégies visibles est pertinente d’un point de vue sémantique : les stra-
tégies visibles, pas nécessairement innocentes mais déterministes correspondent a des termes
d’un langage de programmation a la ALGOL | |, avec structures de données mutables sur
les types de base. La preuve repose sur la généralisation suivante de la notion de P-vue aux
interactions :

Définition 2.2.7. Soient A, B et C trois arénes, et soit u € I(A, B,C). Dans u, on appelle un
coup de ’Opposant externe soit un coup Joueur de A, soit un coup Opposant de C' (autrement
dit, ¢’est un coup Opposant de A = C'). La pré-vue de u, notée "u', est obtenue par le procédé
récursif suivant. Dans cette définition, o désigne un coup de I’Opposant externe.

"uipuso’ = Tuiplo si o pointe sur p
fug! = 1 s 1 est inilial
fup' = Tu'p sinon

Le choix du terme pré-vue s’explique par le fait que les interactions de cette forme sont
exactement celles qui donnent des P-vues (i.e. des parties s telles que "s' = s, autrement dit
Opposant pointe toujours vers le coup précédent) sur A = C une fois la restriction effectuée.
Bien siir, cette remarque sous-entend que si u € I(A, B, C) la pré-vue correspondante satisfait
elle aussi "u' € I(A, B, C), ce qui est faux en général : sans hypotheése de visibilité sur A = B et
B = C, le calcul de la pré-vue peut perdre des pointeurs et donner une interaction incorrecte.
Par contre, 'hypothése de visibilité suffit pour assurer que la pré-vue est une interaction
correcte, comme établi par les lemmes suivants :

 En effet, pour une généralité maximale, les théorémes de finitude de la Partie T ont été énoncés pour les
parties ultimement visibles, c’est-a-dire visibles seulement a partir d’un certain rang.
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Lemme 2.2.4. Soit u € I(A, B,C) vérifiant l'analogue de la visibilité pour les interactions,
c’est-a-dire que pour chaque u' C wu, le dernier coup de u' pointe dans "u". Soit également
X wune composante (parmi A = B et B = C) du dernier coup de u'®, alors furx ' est une
sous-séquence de "u', c’est-a-dire que tous les coups de "uyx ' sont compris dans "u'.

Démonstration. La preuve se fait par induction sur u. Si le dernier coup est un coup initial sur
X, c’est évident ; ce cas comprend le cas de base de I'induction. Si le dernier coup est un coup
Joueur sur X, alors "(u'm)x" = "u}y'm. Or le dernier coup de u’ est toujours dans X, donc
par hypothése d’induction ru’r + | est bien une sous-séquence de "u", ce qui conclut ce cas. Si le
dernier coup est un coup Opposant sur X, alors u est de la forme ujnusm, avec m pointant
sur n. Or par hypothése sur u le coup n est dans "u’, et (uinuam);x' = "(u1n);x 'm. Mais
"(u1n);x " est une sous-séquence de "u;n' par hypothése d’induction, donc "u;x " est bien une

sous-séquence de "u. O

Lemme 2.2.5. Soit u € I(A, B,C) telle que uja=p et ujp=c sont P-visibles. Alors le calcul
de "™u' ne perd pas de pointeur, c’est-a-dire que pour tout v’ T u, le dernier coup de u' pointe
dans ™. De plus, "u' € I(A, B, C).

Démonstration. Raisonnons par induction sur la longueur de u. Si le dernier coup de w est
initial, 'affirmation est triviale ; ce cas comprend le cas de base. Si c’est un coup de 'Opposant
externe, alors u est de la forme ujpugo (avec o pointant sur p), et alors "u' = "ujp'o : il est
trivial que le pointeur de o est alors préservé. Si le dernier coup n’est pas un coup de ’'Opposant
externe, alors il existe une composante X parmi A = B et B = C telle que p est un coup
Joueur dans X. Décomposons u = u'p, on a alors "u' = "u/p' = "u/'p. On sait par hypothése
d’induction que le calcul de /" ne perd pas de pointeur, il reste & montrer qu’on ne perd pas le
pointeur de p. Pour cela, remarquons que par hypothése d’induction, u’ vérifie les hypothéses
du Lemme 2.2.4, c’est-a-dire que le calcul de "u/" ne perd pas de pointeur, or le dernier coup
de ' est nécessairement un coup Opposant dans la méme composante X que p. On en déduit
que '—u’r ! est une sous-séquence de """, or le pointeur de p est dans "u;x' par 'hypothése de
P-visibilité sur X, dont il est bien présent dans "u' = "u"'p. Le calcul de "u' ne perd donc pas
de pointeur, il est alors immédiat de vérifier que u' € I(A, B, C). O

Proposition 2.2.6. Soit 0 : A = B et 7 : B = C deux stratégies visibles, alors o;7 est
également visible.

Démonstration. Immeédiat par le lemme précédent. O

Transitivité de la vision. On va présenter ici un lemme supplémentaire, mettant en re-
lation les notions de vue et d’interaction. Ce paragraphe n’est pas indispensable au dévelop-
pement de la catégorie des arénes et stratégies innocentes, cependant le lemme présenté sera
utilisé au cours de la thése et il est riche en intuition. Dans 1’énoncé qui suit, si s; est un coup
d’une partie s, on notera s<; la partie préfixe de s dont le dernier coup est s;. Si u est une
interaction et que X est une composante parmi A = B, B = C et A = C, on dit que s; voit

s; dans la composante X si s; est dans "(s<j)x .

Lemme 2.2.7. Soituw € I(A, B,C) telle que uja,p et uip,c sont P-visibles. Soient u; un coup
dans A, uj un coup dans B et uy un coup dans C. Alors, si u; voit u; dans A = B et que u;
voit uy dans B = C, alors u; voit uy dans A = C.

®Notons qu’on demande une composante et pas la composante du dernier coup de u parce que le choix
n’est pas unique, notamment lorsque ce dernier coup est dans B.
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Démonstration. Calculons la pré-vue de u<;. Par le Lemme 2.2.5, u vérifie les hypothéses
du Lemme 2.2.4. En conséquence, "(u<;)a,p' est une sous-séquence de "u<;'. Or puisque u;
voit wj, u; est dans "(u<;)ja p' donc dans "u<;', donc "u<;" est préfixe de "u<;'. On utilise
maintenant le fait que w; voit uy, : uj, est donc dans (u<;)5,c" donc dans "u<;" par le Lemme
2.2.4, donc dans "u<;', donc uy, est bien dans "(u<;)a,c’ et u; voit uy dans A = C. O

En fait, cette propriété se généralise au dela de I’énoncé ci-dessus. Tout d’abord, on peut
montrer qu’il s’agit d’une relation d’ordre. Ensuite, elle ne dépend pas du fait que w; soit dans
A et ug dans C, ca peut trés bien étre l'inverse, ou ils peuvent étre tous deux dans la méme
composante. On peut montrer que de fagon trés générale, x voit z dans A = C ¢'il le voit déja
dans A = B ou B = (|, ou §'il existe un intermédiaire y tel que x voie y dans une composante
X et y voie z dans une composante Y. Cet énoncé est agréable, car il donne une vision trés
concréte des coups appartenant & la méme P-vue dans une interaction visible. Formellement,
on va cependant se contenter de 1’énoncé ci-dessus, le seul qui serve techniquement dans le
cadre de cette thése.

2.2.3 Correspondance de Galois et saturation

Avec I'intuition du backtrack introduite précédemment, la contrainte de visibilité s’explique
aisément. Lorsqu’Opposant effectue un retour-arriére par l'intermédiaire d’un pointeur, on a
expliqué que son adversaire (ici Joueur) doit oublier les coups couverts par ce pointeur. A
fortiori, Joueur ne peut plus pointer sur ces coups couverts : il ne peut pas effectuer de retour
vers un état qui «n’a plus eu lieu». La visibilité définit précisément cette restriction sur les
pointeurs, méme si pour le moment les stratégies peuvent encore dépendre de l'intégralité de
la partie.

Il nous faut donc maintenant caractériser les stratégies qui ne dépendent réellement que
de cette information partielle. Dans ce qui suit, on utilisera la notion de P-vue comme une
propriété sur les parties, et non comme une fonction. Ainsi, on dira que s est une P-vue si
Fs1= s, ou de facon équivalente si Opposant pointe toujours sur le coup précédent dans s.

Définition 2.2.8. Si o : A est une stratégie, on définit [’ensemble des P-vues de o, noté "o,
par :

fo'={"s"|seo}
De méme, si V est un ensemble de P-vues, on définit ’ensemble des traces de V par :
tr(V)={seLs| Vs s eV}
Proposition 2.2.8. Les fonctions tr(—) et ™= forment une correspondance de Galois :
1 Htr(—)

Démonstration. Supposons qu’on ait une stratégie o : A et un ensemble de P-vues V telles
que "o C V. Soit alors s € o, et soit s’ CF s. Nécesairement, s € "o C V, donc s € tr(V).
De meéme, si on suppose o C tr(V), soit v € To'. Autrement dit il existe s € o tel que v = s

Mais par hypotheése, on a alors également s € tr(V), d'ou "s'=v € V. O
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Saturation. En particulier, la composition ¢r("™7) est une fermeture. Désormais, nous no-
terons
o =tr("o")

et appelerons cette fermeture 'opération de saturation, ce qui conduit & la définition suivante :

Définition 2.2.9. Une stratégic o est dite saturée lorsque @ = 0.

Par idempotence de la fermeture, @ est toujours saturée pour toute stratégie o. Par
construction, le comportement d’une stratégie saturée ne dépend que de la vue courante.

Remarque. Mentionnons une propriété troublante de ’opération de saturation : elle inter-
agit mal avec la composition, c’est-a-dire qu’on n’a pas, en général, o;7 = 7;7. En fait, on
peut se rendre compte que la classe des stratégies saturées n’est pas stable par composition,
c’est-a-dire qu’on peut trouver deux stratégies o et 7 saturées telles que o; 7 ne soit plus sa-
turée : un tel contre-exemple apparait par exemple dans | |. Par contre, cette propriété
sera vérifiée dans le cas déterministe, qui ameéne & la notion d’innocence. Notons au passage
que c’est ce défaut de stabilité par composition des stratégies saturées qui fait que cette classe
de stratégies n’est pas adéquate pour modéliser le non déterminisme dans les langages de
programmation.

2.2.4 Innocence

Définition 2.2.10. Soit o : A une stratégie. On dit que o est innocente si ef seulement si
elle est saturée et déterministe.

On va maintenant démontrer la stabilité par composition des stratégies innocentes. Ce ré-
sultat est un des points les plus techniques lors de la construction d’un modéle de jeux, et on
n’en dénombre pas énormément de preuves dans la littérature. La plupart du temps, ce résultat
est démontré par des raisonnements purement combinatoires sur les P-vues et les interactions,
un peu comme ceux utilisés pour démontrer la préservation de la visibilité par composition.
On peut par exemple trouver cette approche dans | , , |- Récemment, un
article| | a présenté une nouvelle preuve de cette propriété de préservation de 'inno-
cence, se reposant non plus sur des raisonnements combinatoires sur les parties mais sur des
mécanismes algébriques. Cette nouvelle approche est fort intéressante, mais on va garder ici
I’approche usuelle. En effet, on utilise dans cette thése bon nombre de raisonnements necessi-
tant une manipulation de «bas niveau» des parties et interactions, manipulations que le cadre
catégorique de | | ne facilite pas. Présentons donc maintenant le lemme fondamental
nécessaire a la preuve de préservation de l’'innocence.

Lemme 2.2.9. Soit u € I(A,B,C) telle que uap et uyp,c sont P-visibles, soit X une
composante parmi A = B et B = C; supposons de plus que le dernier coup de u est dans la
composante X. Alors :

rqu—l — I_l_u—er—l

Démonstration. La preuve se fait par induction sur w. Si u est un coup initial sur X, c’est
trivial. Sinon, u est de la forme «'m. Plusieurs cas sont alors possibles :
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— Si m est un coup externe (i.e. sur A = C), de polarité Opposant dans X. Supposons
que m pointe vers un coup n, qui est forcément dans "u' par définition. On calcule :

I_l_u—l rX—I — H_ulanmj rX—I
= "("wui'mm);x' (def. de pré-vue)
= Tui"ix 'nm (def. de P-vue)
= T(u1)x 'mm (hyp. induction)
= (u1)xnm’ (def. de P-vue)
— ,_urX—l

— Si m est de polarité Joueur dans X. Le calul est alors immédiat, m sortant librement
des "—" et restrictions.

T/ m f o= Myh f “'m
= Tujx'm (hyp. induction)
Y f P

— Sim est un coup interne (i.e. sur B), de polarité Opposant dans X. Par le Lemme 2.2.5,
on sait alors que m pointe dans "u'. Appellons n le justifieur de m dans "u', ¢’est-a-dire
que "u' = "uy '"nuom ot m pointe sur n. On conclut par le calcul suivant :

l‘l‘u‘l rX_I — ’_(I_U]_—lnu2m) FX—l
= "("uin");x(u2);xm' (def. de pré-vue et restriction)
= Tuin'ix'm (def. de P-vue)
= "(win)jx'm (hyp. induction)
= T(u)x" (def. de P-vue)

O

Proposition 2.2.10. Soient 0 : A= B et 7: B = C deux stratégies innocentes. Alors, o;T
est également innocente.

Démonstration. On sait déja que ;7 est déterministe par la Proposition 2.1.7. Il reste donc
a4 montrer que o;7 est saturée. Autrement dit, il faut monter ;7 = o;7, ce qui revient a
Iinclusion ;7 C o;7. Ainsi, prenons s € ;7. Par définition de la saturation, on sait que
pour tout préfixe s’ CF s il existe une partie ty € o;7 telle que &7 = Ts"7. Il nous faut
maintenant construire un témoin pour s dans o; 7. Raisonnons par induction sur s. Si s = €,
Iinteraction vide est un témoin. Sinon, supposons qu’on ait un témoin u pour s, construisons
un témoin pour sab. Il est immédiat de vérifier que ua € I(A, B,C). Prenons tgq, € ;7 tel
que o' = Tsab'. En particulier, ¢y, finit par ab, on pose donc tgy, = t'ab. Par le Lemme
2.1.6, tsqp @ un témoin unique v € o || 7 de la forme viavab. On a t'ab' = "sab’, autrement dit
Tu' est également un témoin pour #ab’. Mais par unicité du témoin (donc par déterminisme
de o et 7), on a alors "u' = "vy". I’idée est maintenant de copier v9 coup par coup sur ua,
afin de générer un témoin pour sab. Notons v} la chaine composée des i premiers coups de
v9, on va décrire un processus inductif sur ¢ permettant de copier U% sur ua de sorte que
Tv1avs! = Tuavy!. Si vy n'est pas entiérement copié, soit X la composante du coup d’indice
i+ 1 de vo. Par le Lemme 2.2.9 et I’hypothése d’induction, on a :

r(vmvg) Ix' = rrvlav%"' I X7
= Muavi | X7

= r(ucwé) X
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Ainsi, on peut étendre uavi en ucwgr1 avec le méme pointeur que dans viavs. Une vérifica-
tion immeédiate montre que cela définit bien une interaction légale qui satisfait I’hypothése
d’induction. Le méme raisonnement permet, une fois vy entiérement copié, de copier b avec le
méme pointeur. Par construction, chaque coup de vy déclenche la méme P-vue de o ou 7 que
dans v, ainsi on a bien uaveb € o || T par saturation de o et 7. Finalement, on a clairement
(uaveb)a,c = sab donc c’est bien un témoin pour sab, et ;7 est saturée. O

Ainsi, la condition d’innocence se préserve par composition. Remarquons également que
les identités sont des stratégies innocentes : elles sont en fait sans mémoire, c’est-a-dire qu’elles
ne dépendent que du dernier coup joué. Notons alors Inn la catégorie des arénes et stratégies
innocentes. Pour montrer que Inn est cartésienne fermée, on se contente de remarquer qu’elle
hérite sa structure cartésienne fermée de la catégorie des arénes et stratégies filaires. En effet,
on peut vérifier que tous les morphismes fondamentaux relatifs & la structure symétrique
monoidale fermée de Str sont innocents (essentiellement, toutes les stratégies copycat sont
innocentes). De méme, toutes les stratégies innocentes sont clairement filaires puisque la P-vue
courante est toujours incluse dans le fil courant, ainsi ce sont des morphismes de comonoides,
et la catégorie Inn est cartésienne fermée. On a donc le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.11 (Hyland/Ong). La catégorie Inn est cartésienne fermée.

Ainsi, Inn forme un modéle du A-calcul simplement typé. Mais cette fois, ¢’est un modéle
trés proche de la complétude : on a un résultat de définissabilité, c’est-a-dire que si o est
une stratégie innocente finie (i.e. ’ensemble "o est fini), on peut récupérer un A-terme M
simplement typé dont l'interprétation est o. Bien siir, pour préciser cet énoncé, il faudrait
détailler de quel langage on parle, de quels types, et de quelle fonction d’interprétation. De
fagon générale, on se rend compte que les stratégies peuvent étre vues comme des formes nor-
males sur les termes, plus précisément ils correspondent aux arbres de Beehm, ces expansions
éventuellement infinies des A-termes par G-réduction et n-expansion. Cet aspect des stratégies
innocentes servira de pierre d’angle aux travaux présentés dans la Partir I, on ne le décrit
donc pas plus avant ici.

2.2.5 Structure cartésienne fermée

Dans cette sous-section, on décrit briévement la structure cartésienne fermée obtenue sur
Inn. On va donner les définitions des différentes composantes et constructions afférentes a
cette structure, mais sans donner les détails des preuves, qui sont directes et sans surprises.

Projections. Commencons par décrire les produits. Comme le lecteur s’en doute, si A et B
sont des arénes, c’est 'aréne A x B qui jouera le role du produit. On définit les deux projections
comme des stratégies copycat :

T = {8€LAxB=a, | V&' C s, Sta, = Sta,)

e = {s€ Laxp=B, | Vs C s, Stp, = 518y}
Le comportement de m; et w9 est simple a décrire; il se contente de recopier les coups de I’Op-
posant, de gauche & droite et inversement. Notons qu’on aurait pu aussi définir les projections
comme données par I'image des parties des identités par les injections naturelles plongeant les
parties de A = A dans A x B = A et les parties de B = B dans A x B = B.
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Paires. Considérons maintenant deux stratégies o : C = A et 7 : C = B, on veut définir
leur paire (o,7) : C = A x B. L’idée est que chaque fil sur C = A x B est (a réadressage
prés) soit un fil de C' = A, soit un fil de C' = B. Ainsi, on peut donner la définition suivante
(en cachant les étapes de réadressage) :

se(o,r)yevs s [leoVv[s]er}

Ces paires se comportent comme requis, c’est-a-dire qu’elles satisfont les axiomes de la Défi-
nition 1.2.1.

Objet terminal. IL’aréne 1 est terminale sur Inn. Les projections terminales 14 : A = 1
sont données par les stratégies réduites a {e}.

Curryfication. Notons que les arénes A x B = C et B = (A = () générent le méme
graphe, elles ne different que par réadressage. Soit x ce réadressage, toute partie de Laxp—c
peut étre transformée en partie de L, (4—c) par I'action de &, et réciproquement. Ainsi, on
pose A(o) =k - 0.

Evaluation. On pose simplement evap = A"1(idasp).

2.2.6 Coproduits faibles fonctoriels

Coproduits. Les sommes en sémantique de jeux ont un passif mouvementé. Tout d’abord,
rappelons que la disjonction en logique, ou la somme dans les langages de programmation,
s'interpréte naturellement dans une catégorie dotée de coproduits, c’est-a-dire qu’elle devrait
étre bicartésienne fermée. On recherche donc le moyen de construire des coproduits dans une
catégorie de jeux.

Polarité. Les jeux présentés ici sont toujours négatifs, ¢’est-a-dire qu’Opposant joue toujours
en premier. On peut bien siir avoir un cadre plus général ol on n’a pas cette contrainte, voir par
exemple la catégorie Con des jeux de Conway | |. Notons alors que si le produit s’exprime
trées bien dans un cadre négatif (Opposant choisit la composante & interroger), la somme
s’exprime bien dans un cadre positif (Joueur, par son premier coup, choisit la composante
dans laquelle il va jouer). En particulier, distinguons les deux sous-catégories de Con des
jeux positifs Con™, oil Joueur commence toujours, et les jeux négatifs Con™, o Opposant
commence toujours. On a alors la propriété surprenante que Con™ a tous les coproduits et
que Con™ a tous les produits, alors que Con n’a ni les uns ni les autres | |. Aussi, il
vy a peu d’espoirs de trouver une catégorie de jeux qui soit bicartésienne puisque toutes les
catégories de jeux sont en relation étroite avec une certaine sous-catégorie des jeux de Conway.

Complétion libre. On a I'impression d’avoir sonné le glas de la représentation des sommes
en sémantique de jeux, pourtant il existe plusieurs solutions. L’une d’elles est de construire
une catégorie cartésienne fermée de jeux, puis d’obtenir librement une catégorie bicartésienne
fermeée par la construction de familles | |. C’est une méthode propre et algébrique, mais
non interne a la sémantique de jeux. Or, le genre de développement combinatoires complexes
sur les arénes présenté danc cette thése nécessite une représentation interne des sommes,
comme une aréne standard.
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Coproduits faibles. L’autre solution est celle choisie par exemple dans | |. On choisit
d’avoir une construction interne, au prix du caractére strict des coproduits. L’idée est que
pour représenter A + B, on commence par plonger A et B dans une catégorie positive par
lintermédiaire d’un décalage | , | : on rajoute un coup, et on inverse la polarité des
coups internes & A et B. La on prend le coproduit, puis on repasse dans la catégorie négative
par lintermédiaire d’un autre décalage. On perd le caractére strict car les coups rajoutés
viennent avec leur propre dynamique : ainsi a-t-on en général, sioc: A - Cet7: B — C,
plusieurs stratégies h : A4+ B — C candidates pour la co-paire. Il est toujours possible ensuite
de récupérer un coproduit (presque) fort via un quotient extensionnel bien choisi. Ainsi dans
[ |, c’est le quotient observationnel de | | qui joue ce role, conduisant ainsi & un
modele en pleine adéquation avec le langage de programmation FPC. Dans cette thése on
veut garder la connection étroite entre les stratégies et les termes, ainsi on se contentera de la
forme faible de cette somme.

Foncteurs. Afin d’interpréter une logique ou un calcul dans une catégorie dotée de co-
produits faibles, il faut tout de méme s’assurer que ceux-ci définissent un foncteur; c’est en
général le minimum qu’on attend des constructeurs. Dans les préliminaires catégoriques, on
a donné une définition d’une catégorie dotée de coproduits faibles fonctoriels, ¢’est-a-dire de
coproduits vérifiant des conditions assez faibles, mais suffisantes pour assurer la fonctorialité
des constructions. On va maintenant montrer que les arénes de la forme A + B introduites au
début de ce chapitre équipent Inn de coproduits faibles fonctoriels.

Injections. Si A et B sont des arénes, alors on définit les injections iny : A = A+ B et
ing: B= A+ B par:

ing = {e}U{qLs € La,ma,4B | Vs Ts, sha, = sia,}

ing = {e}U{qLs € Lp,~a1B, | Vs' T s, sip, = 5ip,}

Co-paire. Sio:A= Cetr7:B= C,on définit la co-paire [o|7] par :

o] = {eqcq}t U
{acqLs | qcs € o}
{acqRs | qos € T}

Dans cette notation, on prend quelques libertés avec les pointeurs. Formellement, les coups
qui pointaient dans s vers L ou R doivent dans la partie droite pointer vers g¢.

Proposition 2.2.12. La co-paire et les injections vérifient les propriétés suivantes :

iny;lolt] = o

ing; [o|T] =

Démonstration. Vérification directe. O
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Notons qu’en général on n’a pas [o|7];0 = [0;d|7;0]. En effet, le terme de droite est
toujours strict : il va directement consulter son argument, alors que celui de gauche peut
répondre directement & droite si d n’était pas stricte.

Lemme 2.2.13. Soient 0 : A = C et 7: B = C, soit 6 : C = D une stratégie stricte,
c’est-a-dire qu’elle joue immédiatement sur C' dés reception du coup initial sur D. Alors :

lo]7];6 = [0 6|73 6]

Démonstration. Soit s € [o|7]; 4, il existe un témoin u € [o|7] || §. Puisque ¢ est stricte, et par
définition de la co-paire, u est soit vide, soit de la forme qpgoqLu’ (resp. qpqoqRu’), avec
gpgcu’ une interaction dans o ||d (resp. 7||d). En particulier, on en déduit que s est de la
forme qpqLs’ (resp. qpqRs’) avec s’ dans ;6 (resp. 7;0), donc s € [o; 0|7; d]. Réciproquement,
si s € [0;0|7; 0], s est de la forme qpqLs’ (vesp. qpgRs’) avec qps’ dans ;6 (resp. 7;8). Soit
gpu' Vinteraction témoin de qps’, gpu’ est de la forme gpqgou” puisque § est stricte. Alors,
une vérification directe montre que gpgogLu” (resp. qpgoqRu”) est bien un témoin pour s
dans [o]7]; . O

Objet faiblement initial. L’aréne 0 est faiblement initiale dans Inn. Les morphismes
canoniques j4 : 0 — A sont les stratégies de la forme {¢, go}, c’est & dire qu’elles répondent a
tout coup initial de A par 'unique coup de 0.

De tous ces ingrédients, on déduit la proposition suivante :

Proposition 2.2.14. La catégorie Inn a les coproduits faibles fonctoriels.

Démonstration. La veérification que [ing|ing] = id est immeédiate. Si f : A — C, g: B — D,
f':C— E, ¢ :D— E, Uégalite [f;ini|g;ina]; [f'|g'] = [f; f'lg; ¢'] découle directement de la
Proposition 2.2.12 et du Lemme 2.2.13. O

Remarque. Cette forme faible de la somme est suffisante pour interpréter bon nombre de
calculs ; nous verrons par exemple qu’elle suffit pour interpréter la logique pLJ tout en gardant
une forme de complétude. En pratique, on a toujours définissabilité des stratégies avec cette
notion de somme a condition que dans la syntaxe, ’application ne commute pas avec le filtrage.

Remarque. La premiére version de la présente catégorie de jeux, introduite dans | I,
ne donnait pas d’interprétation pour les sommes. En fait une restriction sur la forme des
arénes imposait qu’aucune réponse ne justifie de question. Cette contrainte laisse suffisamment
de place pour définir ’aréne des booléens de la Figure 2.1, mais interdit la définition de la
somme donnée précédemment. Le lecteur pourra objecter avec raison qu’on ne s’est pas encore
vraiment servi des questions/réponses, ce qui rend cette explication peu satisfaisante. En fait,
la structure questions/réponses sert a assurer la complétude du modéle, notamment que toute
stratégie 0 : A+ B provient de 04 : A ou de op : B.
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2.3 Vers la complétude

Comme on 'a vu, la catégorie Inn est cartésienne fermée et a les coproduits faibles fonc-
toriels. Cependant, cette catégorie ne fournit pas encore de modéle complet d’un calcul intui-
tionniste. Notons =A = A = 0, on a alors une stratégie pouvant servir d’interprétation au
tiers-exclus, dont les P-vues sont décrites par le diagramme suivant :

A + -A
T
i
!
L
ga
qga

Ensuite, la stratégie copie d’un c6té a 'autre les coups dans A. Puisqu’on veut dans cette
thése construire un modéle complet d’une logique intuitionniste (ou, question de point de vue,
d’un langage de programmation fonctionnel sans opérateur de contrdle), il va falloir interdire
ce genre de comportement. C'est la structure de questions/réponses qui va permettre de s’en
débarasser. L’idée est d’imposer un critére de bon parenthésage : chaque question devra recevoir
sa réponse exactement une fois, lorsque toutes les questions qui la suivent auront regu la leur.
Par exemple, la stratégie ci-dessus sera interdite car la question initiale y recoit deux fois une
réponse.

2.3.1 Bon parenthésage

Définition 2.3.1. Soit A une aréne, et s € L4. Si sj pointe vers s;, que s; est une question
et s; une réponse, on dit que s; répond a s;. Une question est dite pendante dans s si c’est
la derniére question de s sans réponse. s est dite bien parenthésée si toute réponse pointe
toujours sur la question pendante.

Remarque. La condition de parenthésage tient son nom de ’analogie avec les parenthéses.
Ainsi, une question peut étre vue comme une parenthése ouvrante '(’ et une réponse comme
une parenthése fermante ’)’. La condition dit alors que le mot correspondant & la partie sur
l'alphabet {(,)} est bien parenthésé.

Définition 2.3.2. Soit 0 : A une stratégic innocente. On dit que o est bien parenthésée si
pour tout s € "o, s est bien parenthésée.

Montrons le lemme suivant, qui explique les interactions entre la P-vue et la condition de
parenthésage.

Lemme 2.3.1. Soit A une aréne et s € L4 bien parenthésée. Si c¢’est & Joueur de jouer, alors
la question pendante de s est la méme que pour 's'.

Démonstration. La preuve se fait par induction sur |s|. Si le dernier coup est initial, alors c’est
nécessairement une question de I’Opposant et ’énoncé est trivial ; ce cas comprend le cas de
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base. Supposons que c’est & Joueur de jouer. Alors si m est initial m est nécessairement une
question, pendante dans sm et aussi dans "sm' = m. Sinon, sm est de la forme synsom ou m
pointe sur n, et "sm' = Tsy'"nm. Si m est une question, le résultat & montrer est trivial. Sinon
c’est une réponse a n et par la condition de parenthésage la question pendante de sm est celle
de s1. Mais I’hypothese d’induction nous dit que c’est également la question pendante de s,
et donc de "s;'nm = "sm' comme requis. O

Lemme 2.3.2. Soient 0 : A = B et 7 : B = C deux stratégies bien parenthésées et soit
u € o || T une pré-vue, alors u est bien parenthésée.

Démonstration. Montrons-le par induction sur u, en maintenant dans 'hypothése d’induction
que si c’est & o (resp. 7) de jouer, alors la question pendante de u est dans A = B (resp.
B = (). Si u est vide c¢’est évident, sinon considérons une pré-vue ua. Si a est une question
c’est évident, considérons donc le cas ou a est une réponse. Si c’est une réponse de o ou T,
considérons sans perte de généralité qu’il s’agit de o. Puisque o est bien parenthésée, a pointe
sur la question pendante de "up4— ', mais c’est aussi la question pendante de uja—c par le
Lemme 2.3.1. Or puisque c’était & o de jouer la question pendante de u était bien celle de
upa—c et u est bien parenthésée. Si a est dans A il n’y a plus rien a montrer pour ce cas. Si
a est dans B, alors ua peut étre décomposée en ujqusa de sorte que a répond & g. Mais alors
q est nécessairement un coup de 7 dans B, ce qui veut dire que par hypothése d’induction, la
question pendante de uy était dans B = C, or c’est également la question pendante de ua et
c’est bien & 7 de jouer. Reste le cas ol a est une réponse de I’Opposant externe, mais celui-ci
pointe nécessairement sur le coup précédent puisque u est une pré-vue, donc ce coup précédent
était nécessairement une question pendante et ua est bien parenthésée. u était en fait de la
forme u/qa et g était un coup de o (resp. 7). Mais la question pendante de u/qa est celle de v/,
or elle était dans A = B (resp. B = (') par hypothese d’induction sur u'. Or comme a est un
coup sur A = C, c’est toujours & o (resp. 7) de jouer, ce qui conclut la démonstration. O

On déduit facilement de ce lemme la stabilité par composition des stratégies bien paren-
thésées :

Proposition 2.3.3. Supposons 0 : A = B et 7 : B = C bien parenthésées. Alors o;7 est
toujours bien parenthésée.

Démonstration. Considérons une pré-vue u € o || 7. Par le Lemme 2.3.2, u est bien parenthé-
sée. Restreindre a A, C ne fait qu’enlever des paires question/réponse associées, donc u4,c
est toujours bien parenthésée. Or, toute P-vue s € "o; 7' a une telle pré-vue témoin, donc o; 7
est bien parenthésée. O

Il est immédiat de vérifier que l'identité est une stratégie bien parenthésée, ainsi que
toutes les stratégies fondamentales relatives & la structure cartésienne fermée (avec coproduits
faibles fonctoriels) de Inn. On obtient donc une catégorie Par cartésienne fermée et équipée
de coproduits faibles fonctoriels, dont les objets sont les arénes et les morphismes sont les
stratégies innocentes bien parenthésées. C’est cette catégorie et ses variantes qui sont a la
base de nombreux modéles complets de logiques et langages de programmation.

2.3.2 Définissabilité

Dans cette sous-section, on va décrire la procédure de définissabilité, permettant de recom-
poser inductivement un terme & partir d’une stratégie innocente et bien parenthésée. Puisqu’on
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veut que cette partie préliminaire reste modulaire et pas associée & une logique ou un langage
de programmation en particulier, on ne fixera pas de syntaxe : a la place, on utilisera comme
syntaxe le langage des catégories cartésiennes fermées avec coproduits faibles fonctoriels. La
procédure de définissabilité se fait par induction sur les types, aussi on se donne une syntaxe
de types simples :

Tu=0|1|74+7|7XT|T—>T

A chacun de ces types simples on associe une interprétation [7] par induction sur 7, chaque
constructeur étant interprété par le constructeur correspondant de la structure catégorique de
Par. Remarquons également que Par est pointée, ¢’est-a-dire que chaque aréne A est habitée
par une stratégie 1 : A ne répondant pas a ’éventuel coup initial de I’Opposant. Supposons
alors qu’on ait o : [7] innocente et bien parenthésée, raisonnons par induction sur 7 :

Cas périphériques. 1l se produit de nombreux cas périphériques ou la procédure de dé-
finissabilité est simplifiée. On ne va pas les traiter tous ici, le lecteur est invité a consulter
[ | pour plus de détails. Décrivons tout de méme informellement ces cas : si ¢ ne répond
pas, alors elle est donnée par la stratégie 1. Si 7 a plusieurs coups initiaux, on se raméne par
isomorphismes de types au cas ol ¢’est un produit, et 'innocence de o permet de se ramener
a la procédure de définissabilité sur chaque composante du produit. Si c’est une somme, I’in-
nocence et le bon parenthésage montrent que o doit étre de la forme o’;iny ou o’;ins, et on
continue la procédure sur o’.

Cas principal. A l'aide de raisonnements similaires et par isomorphismes de types, on se
rameéne au cas principal ot 0 : [V X p — 7], o p lui-méme a la forme : p = p} x --- x pl, —
p1 + p2, et olt o joue directement sur le coup initial de p. Le comportement connu de o est
alors représenté par le diagramme suivant, avec les réactions possibles de ’Opposant dans une
P-vue de 0.

oo (o X)) 1+ pp) T
/q
a o & L R

Toute P-vue de o commence par 'un de ces préfixes. On va alors extraire n + 2 sous-
stratégies de o, une pour chacun de ces préfixes. On pose les définit par leurs P-vues :

arg (o)) = {aislqaps €0} ¢ ]

farg, (o) = {ams|qagms €0} o]
fconty(o)! = {s|qqLs € o'} 2 [T x (P X X plhy— p1 A+ p2) — 7]
Fconta(o)! = {s|qqRs € o'} [T x (o) x ---x pl, — p1 + p2) — 7]

Ces stratégies sont bien définies, leur innocence et leur bon parenthésage sont conséquences
directes de celles de 0. Ce sont des stratégies dont les P-vues sont strictement plus courtes
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que celles de o, on peut donc par hypothése d’induction les définir dans le langage de termes
catégoriques, et o peut étre définie & son tour & partir de ces stratégies. Cette procédure permet
bien de récupérer un terme a partir d’une stratégie finie. Pour plus de détails, le lecteur pourra
consulter | |, ot cette procédure est décrite en détails pour une catégorie de jeux trés
similaire & Par.

2.4 Préliminaires spécifiques

On a fini d’introduire la catégorie Inn des arénes et stratégies innocentes, avec toute sa
structure de base. Ils nous reste cependant & présenter quelques préliminaires supplémentaires
sans liens forts entre eux, mais qui serviront pour des parties spécifiques de la thése. Tout
d’abord, il nous faut présenter quelques éléments de la structure développée dans Inn par
McCusker| | pour donner son modéle pleinement abstrait de FPC, c’est-a-dire des types
récursifs. Ensuite, nous présenterons le théoréme de Laurent | | donnant une condition
nécessaire et suffisante sur les arénes pour que les objets correspondants dans Inn soient
isomorphes au sens catégorique.

2.4.1 Types récursifs a la McCusker

Pour préparer le terrain au modéle de jeux de l'induction et de la coinduction développé
dans la troisiéme partie, il convient de présenter la maniére usuelle de représenter des types
infinis en sémantique de jeux, comme formalisée par McCusker. Construire un modéle des
types récursifs revient & savoir résoudre de facon canonique des équations récursives d’arénes
de la forme :

X =F(X,X)

et ce pour une classe de foncteurs F' : Inn’? x Inn — Inn la plus large possible. On veut
donc construire un point fixre de F. La méthode, usuelle, est celle du théoréme du point fixe
de Knaster-Tarski : il s’agit d’itérer le foncteur F' & 'infini, et d’examiner les cas dans lesquels
cette opération converge.

Définition 2.4.1. Soient A et B deux arénes. On définit 'ordre < sur les arénes par A < B
si et seulement si :

My € Mp
Aa = ABMy,
l_A = l_B ﬂ(MA X MA)

Iy = IpNMy

Lemme 2.4.1. L’ordre < définit un ordre partiel complet. Son plus petit élément est 'aréne
vide I et les bornes supérieures des ensembles dirigés sont donnés par l'union composante par
composante.

Le lemme ci-dessus permet de résoudre de nombreuses équations récursives d’arénes. En
effet, soit F' un bifoncteur sur Inn continu et monotone par rapport a <, et considérons
I’équation :

X=F(X,X)
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On peut en construire une solution simplement. On définit :

Dy = 1
Dn+1 = F(DnaDn)

On pose ensuite D = | |21 Dy, qui vérifie bien F(D, D) = D. Cette construction permet
donc de donner des solutions aux équations récursives d’arénes, mais il convient de vérifier
que le résultat obtenu est canonique. La notion utilisée pour exprimer cette canonicité est celle
d’invariant minimal | , , |, qui permet de capturer abstraitement les proprié-
tés algébriques garanties par la coincidence limites/colimites observée sur les objets définis
récursivement dans les domaines de Scott | |- McCusker montre| | que la construc-
tion ci-dessus donne bien des invariants minimaux, du moins & condition que F' satisfasse des
conditions que nous allons introduire maintenant.

Définition 2.4.2. Supposons que A< B. On définit les injections et projections de cette paire
par :

ina<ap = 1dBja=B
pra<p = idBip=a

Définition 2.4.3 (Foncteurs fermés). Les endofoncteurs fermés au sens de McCusker sont
ceuz dont Uaction peut étre internalisée par une transformation naturelle. Formellement, on
les définit en trois étapes :
— Soit F : Inn — Inn un foncteur sur Inn. F' est fermé si et seulement si il existe une
transformation naturelle en A et B :

fip:A= B— F(A) = F(B)

Telle que pour tout 0 : A — B, ‘F(o) =‘o’; fk 5. !
- Soit F : Inn? — Inn, F est fermé si et seulement si il eziste une transformation
naturelle en A et B :
fip:B=A— F(A) = F(B)

Telle que pour tout o : B= A, ‘F(0) =‘0’; f§ 5.
~ Soit ' : (Inn’)* x Inn” — Inn, F est fermé si et seulement si il est fermé composante
par composante.

Théoréme 2.4.2 (McCusker). Soit F' un endofoncteur continu pour <, supposons qu’il pré-
serve les injections et projections canoniques, et qu’il est fermé au sens de McCusker. Alors
D = |72, F™(I) est un invariant minimal pour F.

Ce résultat se généralise aux foncteurs de variance mixte, et d’arité quelconque. Le lecteur
est invité a se reférer a | | pour plus de détails.

2.4.2 TIsomorphismes en sémantique de jeux

Dans cette sous-section, on va présenter un outil puissant des jeux d’arénes, permettant de
réduire les isomorphismes au sens catégorique dans Inn a des isomorphismes plus concrets sur
les arénes. Ce théoréme, présenté d’abord par Laurent dans le cadre d’arénes arborescentes
[ |, est généralisé ici aux arénes cycliques.

" On rappelle que si 0 : A — B, ‘0’ : 1 — A = B est le nom de o, que 'on peut définir par ‘o’ = A(m1;0).
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Notation. On note ip la fonction de préfize instantané, définie par ip(e) = € et ip(sa) = s.
De méme, on note jp la fonction de préfize justifieur, c’est-a-dire que jp(e) = €, jp(si) = € si
i est initial, et jp(s1nsem) = syn si m pointe sur n.

Définition 2.4.4. Soit A une aréne. Un chemin sur A est un chemin au sens de la théorie
des graphes, c’est-a-dire que c’est une suite finie x1xo...xy, telle que x1 € T4, et pour tout
ie{l,...,n—1} z; k4 xiy1. On note C4 l'ensemble des chemins sur A. Les chemins sont un
cas particulier de parties légales, ¢’est-a-dire qu’on a toujours C4 C L4.

Définition 2.4.5. Soient A et B deuz arénes. Un morphisme de chemins de A a B est une
application ¢ : C4 — Cp qui commute avec le préfize, ¢’est-a-dire que :

poip=ipo¢

De méme, un morphisme de partie de A o B est une application ¢ : L4 — Lp qui commute
avec les deur notions de préfize, c’est-a-dire :

poip = ipo¢
pojp = jpog¢

En fait, les deux notions ci-dessus coincident : un morphisme de chemins contient dores et
déja suffisament d’information pour générer un morphisme de parties de facon unique.

Proposition 2.4.3. Soient A et B deux arénes, et ¢ : Ca — Cp, alors il existe un unique
morphisme de parties ¢* : La — Lp tel que si ¢le, = ¢.

Démonstration. Soit s € L. Montrons par induction sur s qu’il y a un seul choix possible
de ¢*(s’) pour tout s’ C s satisfaisant les contraintes de morphisme de partie. Si s = ¢, on a
nécessairement ¢*(s) = ¢(s) = e. Sinon, la partie a la forme sa € L£4. Notons cs, le chemin
courant de sa, c’est-a-dire la sous-séquence de sa suivant les pointeurs de justification d’un
coup initial jusqu’au dernier coup de sa. Par hypothése d’induction, il y a un choix unique
de ¢*(s') pour tout s’ C s satisfaisant les contraintes de morphisme parties. Mais puisqu’on
doit avoir ip(¢*(sa)) = ¢*(ip(sa)) = ¢*(s), on sait que ¢*(sa) a la forme ¢*(s)b, on b est
un coup sur B. De méme, le calcul jp(¢*(s)b) = jp(¢*(sa)) = ¢*(jp(sa)) impose le choix du
pointeur de b dans ¢*(s). Finalement, la commutation avec jp de ¢* nous donne que pour tout
s' C sa, on a par induction immeédiate sur s" 'égalité ¢(cy) = cge(s)- Ainsi, cyr(sp = H(Csa)
ce qui force la valeur de b. On a bien montré I'existence et 'unicité du morphisme de parties
¢* étendant ¢. O

Pour cet énoncé, on a désigné par ¢* I'extension de ¢ en morphisme de parties pour clarifier
la preuve. En pratique, la proposition ci-dessus permet d’assimiler les notions de morphisme
de chemins et morphisme de parties, ainsi si ¢ est un morphisme de chemin, on désignera
toujours par ¢ le morphisme de parties engendré.

Définition 2.4.6. Soit s € L4—p. On dit que s est une partie en zig-zag si elle vérifie les
trois conditions suivantes :

— Chaque coup Joueur suivant un coup Opposant dans A est dans B ;

— Chaque coup Joueur suivant un coup Opposant dans B est dans A ;

~ 514 et sy ont les mémes pointeurs.
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Si s ne vérifie que les deux premiéres conditions, alors s est pré-zig-zag. Dans ce cas, on
désigne par s lunique partie pré-zig-zag dans Lp—a telle que s;4 = 514 et s;p = S5 (Q
réadressage pres).

Théoréme 2.4.4 (Laurent). Soient A et B deuz arénes. On a un isomorphisme de chemins
¢ :Ca — Cp si et seulement s’il existe un isomorphisme iy : A — B dans Inn.

Idée de preuwve. La généralité supplémentaire donnée ici ne modifie pas la preuve, qui peut
étre consultée dans | |. Donnons ici quelques idées. Si ¢ : C4 — Cp un isomorphisme de
chemin. On définit :

iy = {s€Lasp |V s, 6(s|a) = sip)
iyt = g
Ces stratégies sont clairement innocentes, puisqu’elles ne dépendent que du chemin courant
le quel est toujours inclus dans la P-vue. Le fait qu’elles soient inverses 'une de 'autre est
immeédiat & partir du fait que ¢ et ¢! soient inverses.

Réciproquement, si i : A = B est un isomorphisme dans Inn, alors on montre d’abord par
induction sur s que s est toujours une partie zig-zag, et que les parties s de ¢ sont exactement
les parties «a l’envers» 5 de i~ ! : il suffit pour ca de prendre s € id4 et de raisonner sur le
témoin dans i||i~! de s. Mais le fait que tout s € 7 soit une partie zig-zag revient a dire que
1 est généré par un morphisme de parties ¢, qui lui-méme vient d’un morphisme de chemins
par la Proposition 2.4.3. 0l

Un corollaire intéressant de ce théoréme est que chaque aréne (éventuellement cyclique)
est équivalente & une aréne arborescente, éventuellement infinie.

Définition 2.4.7 (Dépliage). Soit A une aréne. On appelle ’aréne des parties ou le dépliage
de A, noté A, l'aréne suivante.

My = Ca\{e)

)\g = ca|—>)\A(a)
Fi = {(c,ca) | c,cacCa}
I; = {i|i€l)

Les coups de A sont les chemins de A. Notons qu’il est inutile de leur spécifier des adresses,
puisqu’on ne sera jamais amenés 4 effectuer une restriction sur une sous-aréne de A.

Proposition 2.4.5. Soit A une aréne, alors A est isomorphe & sa forme dépliée. Notons
Ya:A— A lisomorphisme.

Démonstration. Par le Théoréme 2.4.4, il suffit de donner un isomorphisme de chemins. Mais
les chemins dans A sont des séquences C' = cgcics . .. ¢y, oU chaque ¢; est un chemin dans A
et ¢; = ip(cit+1) @ on pose alors ¢(C) = ¢p. On vérifie immeédiatement que ¢ ainsi défini est un
morphisme de chemins, et par ailleurs qu’il s’agit d’une bijection. O

Remarque. Ce résultat permet d’expliquer pourquoi l'extension des arénes en arénes cy-
cliques n’influe en aucune maniére sur la construction de la catégorie Inn. C’est simplement
parce qu’a isomorphisme prés, la structure de ’aréne n’est pas importante : seule compte la
forét des chemins générée.
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Remarque. On a omis ici de parler des Questions/Réponses. La seule chose & garantir est
que les isomorphismes v4 et 'ygl soient bien parenthésés, et pour ca il suffit de demander
également aux morphismes de chemins/ de parties de préserver la nature (Question/Réponse)

des coups.
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Chapitre 3

A-calcul et normalisation
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Dans ce chapitre, nous allons revisiter différents aspects de la connexion connue entre la,
réduction linéaire de téte du A-calcul et 'interaction en sémantique de jeux | |. En soi,
ce chapitre ne contient pas de travaux particuliérement novateurs, mais est & prendre comme
une introduction a cette relation, qui va étre utilisée pour un premier examen (syntaxique) de
la totalité en sémantique de jeux et inspirera ensuite une preuve sémantique, par réalisabilité,
de préservation de la totalité par composition.

De facon surprenante on s’apercoit que pour examiner ces questions de normalisation, il est
inutile de considérer le A-calcul en entier : il suffit de se restreindre aux termes unaires, en ce
sens que les abstractions et les applications ne peuvent se faire que une a la fois. L’autre intérét
est que cette restriction simplifiera considérablement ’expression de la machine & pointeurs
[D1R]. Les types seront également plus simples : il est inutile de considérer tous les types simples
pour typer ce calcul unaire, mais uniquement les types purs. En retour de ces simplifications,
il nous faut rajouter & notre calcul un opérateur de somme non déterministe, ainsi on obtient
un langage qui sera en correspondance directe avec les structures de pointeurs du Chapitre 4.

Dans la Section 3.1, nous définirons le A-calcul unaire et verrons comment prouver sa
normalisation de téte a l’aide de la réalisabilité intuitionniste. On démontrera aussi au passage
la normalisation forte. Dans la Section 3.2, on introduira la réduction linéaire de téte pour ce
calcul, et on déduira sa normalisation de celle de la réduction de téte. Ensuite, on verra dans
la Section 3.3.3 les définitions des machines & pointeur et de Krivine sur ce calcul.

67
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3.1 A-calcul unaire, définition et normalisation

Comme annoncé, on va s’intéresser a des A-termes unaires, qui ne peuvent prendre qu'un
seul argument & la fois. L’intérét de ce language est qu’il est notablement plus simple que le
A-calcul complet, notamment au niveau des types. Cependant, il reste complet pour la diver-
gence, c¢’est-a-dire que toute éventuelle chaine infinie de réduction pour un A-terme simplement
typé peut étre transformée en une chaine infinie de réduction pour un A-terme unaire, du moins
avec 'ajout d’un opérateur de choix non déterministe. On définit les A-termes unaires comme
suit :

Termes. On considére un ensemble dénombrable de wariables x,y,z... Les termes sont
obtenus par la grammaire suivante :

M,N :=(M)N | Xe.M | M | M+ N |

On appelle termes les mots générés par la grammaire ci-dessus.

Types. Les types considérés sont juste des types purs, c’est-d-dire qu’ils sont composés
uniquement d’un atome de base o, et qu’ils sont entiérement parenthésés & gauche. Autrement
dit, chacun d’entre eux est uniquement déterminé par un entier n € N, par la bijection
suivante :

— o
|

n 4+ = n—o

A cause de cette correspondance, on notera un type t uniquement par k tel que k = t.
Voici les regles de typage :

A-calcul unaire

Tz kFa k" % | oem
Rx:EI—M:Qlam I'EM:k+1 I'EN:k
TF A e M k+1 TFMN:0 app

I'tEM:k FI—N:EZ
TFM+N:k 2%

On équipe ce calcul des régles de réduction non déterministes suivantes :

Az.M)N ~ MI[N/z] (B)
WN  ~s K (X
M+N ~ M (+1)
M+N ~ N (4+7)
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Préservation des réductions. On a prétendu plus haut que toute éventuelle chaine de
réduction infinie pour un A-terme simplement typé donnait lieu & une chaine de réduction
infinie pour un A-terme unaire. Sans rentrer dans les détails, donnons-en une bréve justification.
On ne donnera pas ici la définition du A-calcul simplement typé, le lecteur pourra se référer a
[ |. On définit une traduction ()* sur les termes du A-calcul simplement typé :

(Az1...xp.M)* = do.(Mz/x;])*
(MU ... Up)* = M*(Ut+--+Up)

= x
On peut vérifier que la traduction d’un terme simplement typé est toujours un terme typé
du A-calcul unaire, et que cette traduction transporte les chaines de réduction du A-calcul
simplement typé vers le A-calcul unaire. On ne va cependant pas en donner les détails, car
cette traduction ne sera pas utile techniquement pour la suite de cette thése. Elle sous-tend
cependant 'écrasement qui sera présenté dans le cadre des jeux en Section 4.1.1, et permet
d’expliquer la présence de 'opérateur de somme non déterministe dans le A-calcul unaire.

Normalisation. Pour le moment, on s’intéressera uniquement a la réduction de téte, i.e. on
réduit uniquement ’éventuel redex le plus & gauche. On notera A ’ensemble des termes de
ce calcul. De méme, on désignera par AY ’ensemble des termes clos. Notons qu’un terme non
typé dans A° n’est pas forcément unaire, puisque c’est le typage qui garantit cette condition.
Dans la suite, on précisera explicitement & chaque fois qu’on considérera un terme typé.

Définition 3.1.1 (Réalisabilité). On définit une relation I- C A° x N :
- MIFO&s M ~*
- MIFk+1<VNIFE, MN ~*

Lemme 3.1.1 (Adéquation). Supposons x1 : ni,...,xp : np = M : k. Alors, pour tout
Nilkng,...,Nylkn,, M[Ny/z1,...,Np/zp] - k.

Démonstration. Par induction sur la dérivation de typage de M. On distingue les cas selon la
derniére régle utilisée.
— ax, dem. Trivial.

— lam. La derniére régle est :

e:kF-M:0 I
T'FXe.M:k4+1 am

Soient Ny lkng ... Npylkn,. Il faut montrer que (Ax.M)[N;/x;] Ik + 1. Supposons N -k,
alors :

(A2.M)[Ni /)N = (A (M[N;/i]))N ~ MIN; a|[N/a] ~* X

La premiére réduction est celle correspondant & l'unique redex de téte disponible. Le
terme M[N;/xz;][N/z] normalise ensuite par hypothése d’induction sur M.
— app. La derniére régle est :

'EM:E+1 I'EN:E

TFMN:0 app

Soient Ny Ik ny... Ny, IF n,. Il faut montrer que (MN)[N;/z;] ~»* "4 C’est juste par
deéfinition de la relation de realisabilité, puisque par hypothése d’induction, M[N;/z;] IF
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— plus. La derniére régle est :

I'EM:k I'EN:k
'-M-+N:Ek

sum

Soient NilkFny ... Nplkny,. Sik =0, (M +N)[N;/z;] se réduit en une étape sur M[N;/z;]
ou N[N;/xz;], or ces deux termes réalisent 0 par hypothése d’induction, donc (M +
N)[N;/x;] ~* & Si k # 0, il nous faut montrer que (M + N)[N;/z;] IF k + 1. Pour
tout T'IF k, (M 4+ N)[N;/z;])T se réduit en une étape, soit sur (M[N;/x;])T ou sur
(N[N;/zi])T, or ces deux termes convergent vers X par hypothese d’induction.

0l

En réalisabilité, le lemme d’adéquation est un outil puissant, qui permet en particulier de
montrer immédiatement la normalisation faible du calcul :

Corollaire 3.1.2. ~ normalise faiblement sur les termes typés, i.e. pour tout terme clos M
tel qu’il existe k € N avec = M : k prouvable, la chaine de réduction de M pour ~~ est finie.

Démonstration. D’aprés le lemme d’adéquation, on a M IF k. Soit k = 0 et M ~»* Y4, soit
k = p+ 1. Dans ce cas, on note tout d’abord que Y IF p (immédiat), donc on a M@ ~~* K.
Mais si M avait une chaine de réduction de téte infinie, celle-ci serait également une chaine
de réduction infinie pour M*X, ce qui est impossible. O

On notera la simplicité de cette démonstration. La thése défendue dans ce chapitre est
que le coeur du théoréme de finitude des interactions en sémantique de jeux se trouve dans
cette courte démonstration. La premiére preuve qu’on en donnera, en Section 4.2.1, consiste
essentiellement en une traduction ramenant le théoréme de finitude des interactions a la nor-
malisation faible des A-termes unaires. La preuve plus sémantique de la Section 4.2.2 consiste
quant a elle plus ou moins & rejouer cette preuve par réalisabilité directement dans le langage
des structures de pointeurs.

Techniquement, les développements présentés dans cette thése n’utiliseront que le théoréme
de normalisation faible prouvé ci-dessus. Cependant, par souci de complétude, on montre
briévement comment 1’étendre en un théoréme de normalisation forte. Jusqu’a la fin de cette
section, on considére désormais la relation de réduction ~» appliquée a n’importe quelle position
des termes. On adapte le prédicat I+ de réalisabilité en un prédicat I+, plus fort :

Définition 3.1.2 (Realisabilité forte). On définit une relation I3 C A x N :
- M k40 si et seulement si toutes les chaines de réduction de M convergent vers Y4 ;
- MWsk+1<VNIFs k, MN IF0.

Comme ci-dessus, le fait qu’un terme est un réalisateur fort de k permet d’assurer qu’il est
fortement normalisant. Plus précisément, on montre le lemme suivant :

Lemme 3.1.3. Pour tout k, on aYHAgk. De plus, si MIFgk alors M est fortement normalisant.

Démonstration. Par induction sur k. C’est clairement vrai pour & = 0. Montrons que MFgsk+1.
Pour ¢a, il faut considérer M I k et montrer que MM se normalise fortement sur *K. Mais
par hypothése d’'induction, on sait que M est fortement normalisant. Donc, toute chaine de
réduction finit par réduire le redex de téte, ce qui permet d’atteindre "X. De la méme fagon,
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montrons que si M I3k + 1 alors M est fortement normalisant. Par hypothése d’induction, on
a X k, donc M»X est fortement normalisant. Mais comme pour le cas de la normalisation
faible, si M avait une chaine de réduction infinie cette chaine fonctionnerait aussi pour M2,
donc M est fortement normalisant. O

On montre 'adéquation de la méme maniére, mais le cas lam est plus subtil, il faut en effet
se ramener au cas oll on commence par réduire I’application en position de téte. On commence
par prouver le lemme de permutation suivant :

Lemme 3.1.4. Soient deuz termes M et N. Supposons qu’on aie une réduction (Ax.M)N ~
(Ax.M")N' qui ne soit pas une réduction de téte. Dans ce cas, on peut permuter cette réduction
avec la réduction de téte, comme illustré :

(Ax.M)N
o
el \
(Az.M')N' MIN/x]
i

Démonstration. Si on fait dans le terme (Az.M)N une réduction qui n’est pas la réduction
de téte, cette réduction doit étre soit dans M, soit dans N. Supposons qu’elle soit dans M,
on a alors (Az.M)N ~» (Az.M’)N. Une induction immeédiate sur la structure de M montre
alors qu’on peut transporter cette réduction en M[N/xz] ~» M'[N/z], ce qui permet de fermer
le diagramme.

Autrement, la réduction est dans N : on a (Ax.M)N ~ (Az.M)N’. De méme, la réduction
N ~~ N’ se transporte dans M[N/x], en autant d’étapes qu'il y avait d’occurrences de x dans
M. O

Par itération de ce lemme, on obtient le résultat suivant :

Lemme 3.1.5. On considére une chaine de réduction infinie (Ax. M )N ~» T ~» Ty ~ ...,
avec M et N fortement normalisants. Alors, cette chaine se factorise comme indiqué ci-
dessous.

(Ax.M)N

E
=z
8,

N e
\

.

Démonstration. Comme M et N sont fortement normalisants, toute éventuelle chaine de ré-
duction infinie de (Ax.M)N finit forcément par réduire le redex de téte, soit T;—1 ~ T;
cette réduction. Par induction sur 4, on fait remonter cette réduction le long de la chaine
(Ax.M)N ~~ Ty ~» Ty ~ ... jusqu’a obtenir la factorisation annoncée. O
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On peut alors montrer le lemme d’adéquation :

Lemme 3.1.6 (Adéquation forte). Supposons x1 : ny,...,xp : np = M : k. Alors, pour tout
Nilkny, ... ,Nylkn,, M[Ny/z1,...,Np/zp]lFs k.

Démonstration. Par induction sur la dérivation de type. Les seuls cas qui différent du lemme
d’adéquation simple sont lam et plus.

— lam. La derniére régle est :
I'z:kF-M:0 lam
F'EXeM:k+1
Soient Ny kg ny ... Nplkg ny. Il faut montrer que (Az.M)[N;/x;] ks k + 1. Supposons
N |k k. Commencons par noter que M[N;/z;] et N sont fortement normalisants. En
effet, N est fortement normalisant puisque N Ik k. De méme, M est fortement nor-
malisant, s’il avait une chaine de réduction infinie, on pourrait la transporter dans
MPX/zq, ... X /xp,4/x] qui réalise 0 par hypothése d’'induction, ce qui est absurde.
On doit montrer que (Az.M)[N;/z;|N = (Ax.M[N;/x;])N normalise fortement. Mais
comme M [N;/z;] et N sont fortement normalisant, on en déduit par le lemme précédent
que toute réduction infinie de (Az.M)[N;/z;|N se factorise par la réduction de téte.
Or, aucune réduction infinie ne peut commencer par la réduction de téte par hypothése
d’induction sur M.
— plus. La derniére régle est :

I'EM:k I'EN:Ek

'-M+N:k

sum

On remarque que pour tout terme 7', une chaine de réduction de (M + N)T' qui ne réduit
pas le redex de téte consiste en un entrelacement de chaines de réduction de M, N et T.
Soient N;lFgn;. Alors, il faut montrer que (M + N)[N;/xz;] = (M[N;/z;]+N[N;/x;])IFs k.
Si k = 0, on commence par noter que toute éventuelle chaine de réduction infinie de
(M[N;/z;] + N[N;/x;]) finit tot ou tard par réduire le redex de téte, car par hypothése
d’'induction M[N;/z;] et N[N;/x;] sont fortement normalisants. Dés lors, on tombe sur
un réduit de M[N;/x;] ou de N[N;/x;], qui sont fortement normalisants par hypothése
d’induction. Si k = p+ 1, on consideére T' I p. T étant fortement normalisant, le méme
raisonnement s’applique et (M [N;/z;] + N[N;/x;])T se réduit forcément en un réduit de
MIN;/x;]T ou N[N;/z;]T qui se réduisent fortement sur ¥, par hypothése d’induction.

O

Ceci conclut la preuve de ’adéquation, et par le Lemme 3.1.3 on en déduit également la
forte normalisation des termes bien typés. On précise encore une fois que si la forte normali-
sation de ce calcul n’est certes pas trop dure & obtenir, elle n’en reste pas moins d’un intérét
assez limité pour nous. En effet, tout ce travail sert de préliminaire a ’étude de la connection
entre le calcul et les jeux, et dans les jeux la seule réduction qui nous intéresse est la réduction
de téte. En fait, c’est méme la réduction linéaire de téte, dont 1’étude vient maintenant.

3.2 Réduction linéaire de téte

La réduction linéaire de téte, une réduction sur les A-termes extrémement paresseuse,
semble étre apparue pour la premiére fois sous ce nom dans | |, ou elle est utilisée pour
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montrer un théoréme de séparation & la B6hm sur les réseaux de preuves. Cependant, on peut
en trouver de nombreux précurseurs : citons notamment la G-réduction locale | | étudiée
par De Bruijn. Dans un travail de Danos, Herbelin et Regnier | |, elle est présentée
comme le point de recoupement entre les jeux HO et AJM d’une part, et ’exécution de ma-
chines abstraites (la PAM' et la IAM? — la PAM sera décrite en détail plus tard, dans le cas
des termes unaires). Dans un article suivant [DR] (& la connaissance de l'auteur, toujours non
publi¢), Danos et Regnier reviennent plus en détail sur la réduction linéaire de téte et sur les
relations qu’elle entretient avec les machines abstraites.

La réduction linéaire de téte joue un role fondamental dans cette partie. Elle sera aussi
indispensable pour la premiére preuve de notre théoréme de finitude, présentée dans la Sec-
tion 4.2.1. Mais de facon plus générale, toute cette partie tire son inspiration de la relation
entre la sémantique de jeux et la réduction linéaire de téte, et ce méme lorsque nous aurons
complétement laissé la syntaxe de coté et que nous parlerons uniquement d’objets séman-
tiques. La raison en est que les traces d’interaction de la sémantique de jeux sont des objets
trés difficiles a cerner et & contraindre, et finalement assez durs d’atteinte pour Uintuition. Il
s’est avéré assez difficile de prouver des propriétés — méme simples — sur ces objets, comme le
lecteur pourra s’en aviser en Section 4.2. L’intuition de la réduction linéaire de téte, une fois
transposée dans les traces d’interaction, permet d’avoir une approche concréte de ces objets
abstrait, et de savoir mieux anticiper quelles propriétés on peut en attendre.

La réduction linéaire de téte n’est pas une stratégie de réduction au sens propre, d’une part
parce que ses redex ne sont pas toujours des G-redex’, d’autre part parce que la substitution
est linéaire : si on veut réduire (Az.M)N, on ne va pas remplacer toutes les occurrences de z
par M, mais une seule. De méme, le sous-terme en position d’argument n’est pas effacé par
la réduction, ce qui la rend strictement croissante en taille. Le lecteur familier avec le A-calcul
différentiel | | notera que la réduction linéaire de téte partage avec ce calcul I'emploi
crucial de la substitution linéaire.

On peut trouver dans [DRR] une introduction a la réduction linéaire de téte dans le A-calcul
usuel. Dans cette thése, on s’inspirera de cette présentation qu’on adaptera au A-calcul avec
l'opérateur de somme non déterministe introduit dans la section précédente.

3.2.1 Définitions

Le processus de réduction linéaire de téte peut étre décrit en plusieurs étapes. Pour cette
premiére description informelle, commengons par ignorer la somme non déterministe. Suppo-
sons donné un A-terme 7.

1. On repére Voccurrence de téte x; de T : c’est I'occurrence de variable la plus & gauche
dans I'écriture de T'. En sémantique de jeux, c’est elle qui détermine le prochain coup
joué par la stratégie.

2. On repére le sous-terme d’abstraction M correspondant a x;. C’est le sous-arbre de T'
qui commence par Az...., oul Az est 'abstraction qui lie z;.

3. On repére le sous-terme argument N de M. C’est, §’il existe, le sous-terme qui est en
position d’argument pour l'abstraction A\z.. Comme ce sera précisé plus tard, (Az, N)
ne forme pas nécessairement un B-redex!

4. On effectue la substitution de z; par N.

Lpour Pointer Abstract Machine, en francais Machine Abstraite a Pointeurs.
Zpour Interaction Abstract Machine, en francais Machine Abstraite d’Interaction
3Bien que ce soit le cas pour le A-calcul unaire
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Habituellement, on n’a dans un terme 7" qu’une seule occurrence de téte, ce qui rend la
réduction déterministe. Ici, la somme non déterministe permet d’avoir plusieurs occurrences
de téte.

Notations et conventions. Dans cette section, on suivra les conventions de [DR]. Les
lettres capitales seront utilisées pour désigner des termes, et les lettres minuscules x, v, z
pour désigner des variables. Si x est une variable, on utilisera des indices zg, 1, x2,... pour
désigner les différentes occurrences de cette variable. De méme, si T est un terme qui comprend
plusieurs occurrences du démon (%), on les désignera par "4y, "o, . ... On supposera aussi qu’on
respecte la convention de Barendregt, c’est-a-dire que deux variables distinctes ont toujours
un nom différent.

Définition 3.2.1. Soit T' un terme de A, on définit l’ensemble hoc(T') de ses occurrences de
téte par induction sur T, comme suit :

hoc(ThyTz) = hoc(Th)
hoc(A\x.T) = hoc(T)
hoc(z;) = {x;}
hoc(Ty + T2) = hoc(T1) U hoc(T5)
hoc(®;) = {}

L’idée, c’est qu’a chaque étape de réduction on va choisir (de fagon non déterministe) une
occurrence de téte. On va ensuite aller chercher le sous-terme argument correspondant, et
effectuer la substitution. Pour associer formellement les variables abstraites aux sous-termes
arguments qui leur correspondent, on utilise la définition de pré-redex. Plagons-nous dans un
terme T, un pré-redex de T est un couple (A\x, M) avec x une variable abstraite dans T et
M le sous-terme de T appliqué au sous-terme commencant par Az, c’est-a-dire celui qui est
destiné & remplacer z. Bien sir, tout cela sera défini formellement dans un instant. Dans le
cadre actuel (i.e. non typé, avec la somme non déterministe), il peut étre assez difficile de
retrouver, étant donnée une abstraction, le sous-terme argument qui lui correspond. Cette
difficulté explique la technicité de la définition qui suit. Bien sur, pour les termes unaires
typés, tout ceci peut étre drastiquement simplifié. Pour ce qui suit, on considérera qu’une
forét d’abstractions est une structure de donnée définie par induction comme étant soit la
forét vide, soit un ensemble fini de couples (Az, F') ot Az est une abstraction, et F' est une
foret d’abstractions. Si Fi, ..., F, sont des foréts d’abstractions, on note [Fi, ..., F,] la forét
obtenue en mettant les foréts Fi, ..., I, cote a codte, obtenant ainsi une nouvelle forét.

Définition 3.2.2. Soit T un terme de A, on commence par définir par induction la forét des
abstractions de T', notée A\, (T) :

— Si T =TTy, alors si M\y(Th) est vide, \p(T) est vide. Sinon, on a \p(T1) = {(Az!, Fy),

. (Az™ F,)}. Dans ce cas, on définit \p(T) = [F1, ..., Fy].

- >\h()\9€ T') = {(Az, A\ (T7))}
n(wi) =
r(T1 + T2) = [An(Th), An(T2)]
- A(F) =10

Maintenant, on peut définir l’ensemble noté red(T) de ses pré-redex :

>
‘S

>



3.2. REDUCTION LINEAIRE DE TETE 75

~ Si T =TyTy alors si \p(Th) = 0, red(T) = red(T}). Sinon, si \y(T1) = {(\z!, Fy),.. .,
(A2, F,)}, auquel cas on définit :

red(T) = red(Ty) U {(\z', T»),..., (Aa™ Tu)}

~ red(Ax.T) = red(T)

- red(z;) =0

— red(Ty + Tz) = red(Th) Ured(T5)
- red(q;) =0

L’idée est d’associer & chaque abstraction du terme 'argument qui lui correspond. Dans le
cas général, cet argument peut étre non trivial & récupérer. Par exemple, considérons le terme
(Ax. Ay.M )N Ns. Ici le pré-redex (Ay, N2) n’est pas un f[-redex, et N n’est surement pas en
position d’argument pour le sous-terme Ay.M. On peut maintenant définir formellement la
réduction linéaire de téte comime suit :

Définition 3.2.3. Soit M un terme. Si x; € hoc(M), et si (A\x,N) € red(M) avec x; occur-
rence de x, alors :
M ~~HHE NN 2]

Ot M[N/x;| désigne M ot seule l'occurrence x; a été remplacée par N, en laissant le reste du
terme inchangé. On passe sous silence les élapes nécessaires d’a-conversion nécessaires pour
préserver la convention de Barendregt. Avant réduction, on appellera le triplet (Az,x;, N) un
redex pour la réduction linéaire de téte.

Exemples. Considérons d’abord un exemple sans somme. Dans ce cas, on ne peut avoir
chaque étape qu’une seule occurrence de téte, et la réduction est déterministe. Pour clarifier
les choses, on va souligner l'occurrence de téte & chaque étape de réduction, et surligner les
éléments du pré-redex correspondant.

() Owgs) ~"1 (. (3z.22)7) Oy-)
IR (N (Nz.z2)z)(My.yy)
s EHE (g (A2 Owuww)2)z) (Ay.yy)
IR (X (R (. 20)2)7) (g-)
wEHE (g (Az.(uwzu) 2)z) (My.yy)
wEHE (g (Az.(Au.(w.ov)T)2)x) (Ay.yy)
L LHR

Cette chaine de réduction s’étendant & I'infini. Considérons maintenant un exemple avec une
somme non déterministe. On notera qu’on a plus forcément unicité de 'occurrence de téte. On
gardera cependant les mémes notations que ci-dessus, mais il y aura parfois un choix implicite
de 'occurrence de téte & substituer. A chaque étape, on fera apparaitre en couleur toutes les
occurrences de téte.

Oz.z(My.x +y))(Az.z) ~FHEE Az (Az.2)(Az.x +y))(A\z.2)
AR (O (Az.(Au.z + u)) Ay.z + y))(A2.2)
~? -(Au

LHE — (\gz.(Az.(Au.(Av.v) + ) Ay.z +1y))(Az.2)

A ce point la réduction s’arréte, parce que ni v ni u ne font partie d’un pré-redex.
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Sur la o-équivalence. Comme on ’a dit, les pré-redex de la réduction linéaire de téte ne
sont pas forcément des [-redex. Il parait cependant important de préciser qu’ils le restent
a o-équivalence pres. La o-équivalence sur les A-termes a été introduite par Regnier dans
[ |, bien qu’elle ait été considérée auparavant sous le nom «équivalence par permutationy,
notamment chez de Vrijer | |. Cette équivalence permet d’assimiler les A-termes qui se
traduisent dans les mémes réseaux de preuve [Regl. En particulier, si un terme se traduit
dans un réseau avec n coupures, on veut pouvoir identifier n redex dans le terme originel.
Techniquement, on définit la réduction suivante :

(D)WW =y e UW)V
Azy.U)V  —, Ay.(Az.U)V

L’équivalence =, est définie comme la plus petite congruence générée par —,. On peut alors
noter que si les redex pour la réduction linéaire de téte ne sont pas nécessairement des S-redex,
ils le restent a o-équivalence prés.

3.2.2 Propriétés

Correction vis-a-vis de la réduction de téte. Une propriété cruciale de la réduction
linéaire de téte est qu’elle reste correcte aussi bien vis-a-vis de ~» que de 3 seule. Cela est
exprimé par ’énoncé suivant :

Proposition 3.2.1. Soit T un terme, supposons que T ~~THE T' qlors T et T' sont [3-
équivalents.

Démonstration. Supposons que U'occurrence de téte substituée dans T ~-»THE T’
qu’elle soit substituée par un terme A;. T' a nécessairement la forme suivante :

T=...Az....zi...)A; ...

soit z;, et

Dans ce cas, 1" a la forme suivante :

On remarque donc que puisque la réduction linéaire de téte n’élimine pas le g-redex, il suffit
de le réduire dans les deux cas pour obtenir le méme terme. Ecrivons T sous la forme :

T = O[(Az.M)A;]

et T sous la forme :

T/ = C[(/\ZM’)AZ]
Ot C[] est un conteste*. Alors, on a T ~P C[M[A;/z]] et T' ~ C[M'[A;/z]], mais on a
aussi M[A;/z] = M'[A;/z], puisqu’aucune occurrence de z ne peut apparaitre librement dans
A;. O

Non seulement ~»ZHE préserve la classe de (-équivalence, mais les réductions linéaires

de téte d’un terme terminent si et seulement si ses ~~-réductions terminent également : c’est
I'objet de la prochaine sous-section.

1l ne parait pas nécessaire de rappeler formellement la définition d’un contexte. Informellement, il s’agit
d’un terme contenant des «trous» notés [|, et écrire C[M] revient & remplacer dans C[] tous les trous par M,
sans effectuer d’a-conversion.
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Séquence de substitutions. Pour exprimer la relation entre la réduction linéaire de téte
et 'action des machines abstraites qu’on va étudier, on a besoin de garder trace des substi-
tutions effectuées dans la chaine de réduction. Si T est un terme, on définit ses séquences de
substitutions comme suit.

Définition 3.2.4. Soit T} un terme, et C = (Ty ~THE Ty SEHE T SLHR 0y yne séquence
(éventuellement infinie) de réductions linéaires de téte. On définit la séquence de substitutions
de C' comme étant la chaine

(Zla A1)7 (ZQa AQ)a ce.

Ou z; est Uoccurrence de téte de T substituée dans T; ~~THR Tiv1 et A; est le sous-terme de
T; par lequel z; est substituée.

St T est un terme, son arbre de substitutions est l'arbre des séquences de substitutions,
pour toutes ses chaines de réduction possibles.

3.2.3 Normalisation

Dans cette sous-section, on va montrer la normalisation «forte» de la réduction linéaire
de téte sur les termes typés de A. Il est quelque peu maladroit de parler de normalisation
forte dans ce cas précis, puisque la réduction reste une réduction de téte. En effet, le seul
non déterminisme dans le choix des redex vient uniquement de la somme non déterministe,
et nous allons montrer que ce non déterminisme n’influence pas la terminaison du calcul.
Plus précisément, nous allons ramener ici la normalisation de la réduction linéaire de téte a
celle de la réduction de téte usuelle. La preuve élémentaire que nous allons présenter est parue
(restreinte au cas sans somme non déterministe) dans | |, mais ne semblait pas étre connue
auparavant : habituellement, les preuves reliant ces deux calculs le font par I'intermédiaire
d’une machine abstraite, par exemple la KAM.

Sur la réduction de téte. Dans la preuve qui suit, on doit gérer un léger désaccord entre
la fagon dont les deux réductions gérent la somme non déterministe. En effet, ~~ selectionne
un des deux cotés :

M4+ N~ M

LHR

De son coté, ~- va explorer parallélement les deux composantes de chaque somme, et

n’effacera jamais le + en téte.
Mo + No ~""1 My + No ~H5 My + No 275 My 4+ Ny

C’est naturel, parce qu’on s’attend a ce que la réduction linéaire de téte augmente toujours la
taille des termes, au contraire de ce qui arriverait si on sélectionnait un des cotés de la somme.
Pour montrer la normalisation de ~»Z#% il sera donc naturel de s’appuyer non pas sur la
normalisation de téte de ~», mais sur la normalisation de la S-réduction de téte (autrement dit,
on ne considére plus les régles de ~ se rapportant au démon ou & la somme non déterministe),
définie composante par composante sur les sommes. Plus précisément, on définit par induction
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sur T ’ensemble head(T') de ses sous-termes en position de téte :

head(Tng) = {Tl}Uhe(ld(Tl)
head(Az.T) = {Az.T} U head(T)

head(z;) = {z;}
head(Ty +T>) = head(T1) U head(Ts)
head(ly) = X}

La B-réduction de téte est alors la réduction qui ne réduit que les G-redex en position de téte,
c’est & dire tels que (Ax.M)N € head(T'). Sa normalisation peut étre déduite facilement de la
normalisation faible de ~» (par un argument & la Konig) mais de fagon encore plus immédiate,
elle se déduit du résultat de normalisation forte pour ~». En effet, tout pas de réduction pour
~D8 est en particulier un pas de réduction pour ~.

Proposition 3.2.2. Soit M un terme tel que I' = M : k est prouvable. Alors, toutes les
séquences de réduction linéaire de téte de M sont finies.

Démonstration. Considérons la syntaxe des termes temporairement étendue par un terme
pour chaque terme T, avec la régle associée :

-

Cette régle s’applique & chaque fois qu’une boite arrive en position de téte. Supposons
maintenant qu’on aie = M : k avec une chaine de réduction infinie

M WLHR Ml WLHR MQ WLHR M3 WLHR o

On va raisonner par induction sur la taille de la chaine de g-réduction de téte de M, qui est
nécessairement finie puisque M est bien typé. On commence par décomposer la G-réduction
en deux étapes :

L. Substitution (B0) (Ax.M)N ~ 50 M/:E]

2. Ouverture. (J-') En une étape, on ouvre toutes les boites dans M.

Supposons que M ~P5 M’ On peut alors transporter la chaine de réduction infinie ci-
dessus comme suit :

LHR LHR LHR LHR
M M M, M
LHRVpop LHRVpop LHRVpop LHRVpop
M M! M} M

L’idée est qu’a chaque fois qu’on réduisait, dans la chaine infinie supérieure, le méme redex
que pour M ~-g M’, on se contente dans la chaine inférieure d’ouvrir la boite en position
de téte correspondante. Il est clair que la chaine de réduction inférieure sera toujours infinie :
en effet, chaque pas de réduction dans la chaine supérieure correspond & un pas de réduction
dans la chaine inférieure.
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Ensuite, il suffit d’enlever toutes les étapes d’ouvertures inutiles dans la chaine de réduction
inférieure.

LHRVpop LHRVpop LHRVpop LHRVpop
’ ! / /
M M, M;
LHR " LHR " LHR " LHR
M" ————— Mo‘(l) Ma(z) Ma(g) —

Ici, 0 : N — N est une fonction strictement croissante, utilisée pour masquer les étapes
disparues d’ouverture de boite.

Le point clé est que si la séquence de réduction de M’ est infinie, alors celle de M" aussi.
D’une part, c’est évident si on utilise qu’un nombre fini de fois la réduction pop dans la chaine
de M’'. Dans le cas contraire, le nombre de réductions linéaires de téte doit étre lui aussi
infini — sinon, la séquence de réduction de M’ se terminerait par une infinité de pop, ce qui
est impossible puisqu’un pop ne crée jamais de pop-redex. Donc quoi qu’il arrive, il y a un
nombre infini de réductions linéaires de téte dans la chaine de M’, mais ce sont précisément
les réductions qui sont préservées dans la chaine de M” ! Par conséquent, celle-ci doit étre elle
aussi infinie.

D’un autre coté, on sait par hypothése d’induction que la chaine de réduction linéaire
de téte de M” doit étre finie, puisque M ~~" M". Précisons que le cas de base est trivial,
puisqu’une forme normale pour la S-réduction de téte est aussi une forme normale pour la
réduction linéaire de téte. O

3.3 Machines abstraites

Bien qu’il soit, comme on ’a vu, possible de définir directement la réduction linéaire de
téte sur les termes et de raisonner dessus, on doit avouer qu’elle semble dénuée de I'aspect
canonique de la B-réduction®, en partie puisque certains de ses redex ne sont pas des [-redex.
Par contre, elle apparait de fagon beaucoup plus canonique comme la stratégie de réduction
effectuée par nombre de machines abstraites, notamment la PAM, qui nous intéresse de par
sa relation avec la sémantique de jeux, et la machine de Krivine (KAM). On va présenter ici
ces deux machines abstraites, et montrer qu’elles implémentent la réduction linéaire de téte
pour les termes de A.

3.3.1 Réduction dirigée

Comme nous allons le voir, la KAM et la PAM implémentent toutes les deux la réduction
linéaire de téte. Quelques détails doivent cependant étre précisés. Tout d’abord, comme on
le verra & la prochaine sous-section, la KAM dans sa présentation habituelle effectue une
réduction linéaire de téte faible : elle ne réduit pas sous les abstractions. Cela dit, c’est surtout
une question de présentation et on y accordera pas plus d’attention que nécessaire.

Un autre écart entre les machines abstraites et la réduction linéaire de téte est leur gestion
de la somme non déterministe. En fait, les machines abstraites simulent ce qu’on va appeller
ici la réduction dirigée : quand on vient d’effectuer une substitution, on choisit la prochaine

SMais c’est aussi a cause des choix précis de syntaxe pour le A-calcul ; dans la notation postfixe de | ]
la définition est beaucoup plus naturelle.
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occurrence de téte uniquement dans le sous-terme qu’on vient de substituer, et plus dans
I’ensemble du terme.

Définition 3.3.1. Soit C = T} ~LHR Ty GLHR 7 (LHE - yne chaine de substitutions
linéaires de téte. Considérons sa séquence de substitutions (z1,A1),.... C est dirigée si et
seulement si pour tout i > 1, z;11 est une occurrence de téte de A;.

Si un terme n’a pas de somme non déterministe, son unique chaine de réduction linéaire
de téte est dirigée. Considérons l'exemple de réduction linéaire de téte avec somme donné en
Section 3.2.1. La réduction y est aussi dirigée. Cependant, si & la prochaine étape on choisissait
de substituer 'occurrence de téte u, la réduction cesserait d’étre dirigée. En d’autres termes
une réduction dirigée garde les sommes et augmente toujours la taille du terme, mais lorsqu’elle
choisit un cété d’'une somme non déterministe, ce choix est définitif : Uautre coté de la somme
ne sera plus jamais visité.

3.3.2 Machine de Krivine

La machine de Krivine | | est donnée par un état, et par un ensemble de transitions sur
ces états. A chaque étape du calcul, un état de la KAM va étre donné par un triplet (M, o, 7),
ol M est le terme en train de s’exécuter, o est un environnement associant une fermeture
(i.e. la donnée d’un terme et d'un environnement) a chaque variable libre de M, et 7 est la
pile, i.e. la liste des termes en position applicative sur M. Quelques définitions préliminaires
sont nécessaires avant de donner la définition de la machine de Krivine.

Définition 3.3.2. On définit par induction les fermetures et les environnements. Si M est
un terme, fu(M) désignera comme d’habitude 'ensemble des variables libres dans M.
— Une fermeture est un couple (M, o), noté M7, ou M est un terme (non nécessairement
clos) et o est un environnement pour M. Notons C l'ensemble des fermetures.
— Un environnement pour M est une application partielle o : fo(M) — C (vide si M est
clos), et qui associe des fermetures aux variables libres.

Une fois qu’on a ces définitions, on définit un état pour la KAM comme étant un triplet
(M, o,7), noté M7 xm, ou M est un terme, o est un environnement pour M, et 7 est une pile,
c’est-a-dire une liste finie de fermetures se terminant par convention par le symbole my de fin
de pile. La pile 7 sur laquelle on a ajouté la fermeture ¢ sera notée ¢- 7. On équipe ensuite la
machine des transitions suivantes.

Transitions de la KAM

(M1 M) xm — M{xM§ -7 (push)
Az M)? « NT -1 — MO==N"3yr (pop)
zl*m — o(x)*m (call)

(M1 —|—M2)U*7T — Mf*ﬂ' (+g)
(Ml JrMQ)U*ﬂ' — MJxm (er)

La machine s’arréte lorsqu’aucune de ces transitions n’est définie. Plus précisément, cela
arrive lorsqu’arrivent en téte un démon ou une variable sur laquelle I’environnement n’est
pas défini, ou alors lorsque le terme en position de téte est une abstraction et que la pile est
vide. Cette derniére condition d’arrét fait que la machine de Krivine va effectuer la réduction
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linéaire de téte faible : elle ne va pas réduire sous les abstractions. On peut bien str récupérer
la réduction linéaire de téte compléte en ajoutant la transition suivante :

(Ax.M)7 x w9 — M *

Ainsi la réduction va se poursuivre. Si une occurrence de x arrive un jour en position de téte,
celle-ci sera considérée comme une variable libre et le calcul s’arrétera. Dans cette section,
on se contentera des régles écrites plus haut : celles-ci constituent en effet la présentation
habituelle de la KAM.

Exemple. Gardons I'exemple de (Az.zz)(Ay.yy). Chaque ligne est un des états successifs de
la machine.

Terme Environnement Pile

(Ax.zz)(Ay.yy) | 0 o

A\r.xw 0 (Ay.yy,0) - mo

T {z— y.yy,0)} 0

x {z — My.yy, D)} (z,{z — (M\y.yy,0)}) - 7o
AY-yy 0 (z,{z — (Ay.yy, 0)}) - mo
Yy {y = (@, {z — (\yyy, O)}} | mo

On s’arréte 14, car ’écriture des environnements devient vite trés verbeuse. Le lecteur averti
notera que dans ces quelques lignes d’exécution de la KAM, on a en fait effectué qu’un seul
équivalent de réduction linéaire de téte : c’est la quatriéme ligne, lorsqu’on récupére dans
I'environnement la valeur de x. Les autres étapes reviennent & cibler 'occurrence de téte que
I’on doit substituer, tout en tenant ’environnement a jour.

Remarque. Si comme on ’a supposé on respecte la convention de Barendregt, la notation
oU{x — c} ne devrait jamais causer d’ambiguité puisque x ne peut pas étre déja définie dans
0. Dans le cas contraire, on peut fixer la convention qu’on écrase l'affectation courante de x
dans o, convention qui préserve la correction de la machine. Comme 'a montré Sylvain Lippi
dans | |, Pa-conversion n’est pas nécessaire.

On notera qu’un état de la KAM a la forme d’un arbre, avec un grand nombre de redon-
dances. On peut donner une version plus économe en mémoire ot I’état sera un graphe orienté
acyclique : on aura des environnements partagés entre les différentes fermetures. Par souci de
simplicité, on gardera la présentation en arbre dans cette thése.

On va maintenant relier I'exécution de la machine de Krivine & la réduction linéaire de
téte dirigée. Pour commencer, on va donner dans le cadre de la KAM une définition paralléle
a la séquence de substitution de la réduction linéaire de téte.

Définition 3.3.3. Soit T1 un terme, et soit R = TY' x w1, Ty * % ma,... une exécution de la
KAM sur T. La séquence de substitution de R est la séquence (z1, A1), (22, A2),... ou les z;,
A; sont respectivement l'occurrence en position de téte et le terme par lequel z; est remplacé
lors des transitions (call) de R.

Comme pour le cas de la réduction linéaire de téte, [’arbre de substitution de T est l'arbre
de ses séquences de substitutions, pour toutes ses exécutions par la KAM possibles.

Théoréme 3.3.1. Soit T un terme, alors l’arbre des substitutions dirigées et faibles (i.e. l'arbre
des substitutions pour toutes les chaines de réduction linéaire de téte faible dirigées, sans ré-
duire sous les abstractions) et l'arbre des substitutions (au sens de la KAM) de T coincident.
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Idée de preuve. La preuve est donnée dans [DR] sans les sommes, donnons ici les contours
d’une preuve différente. On définit les A-termes pointés comme étant des A-termes avec un
sous-terme distingué. Sur les A-termes pointés, on définit la réduction suivante :

CIMiMs] — C[MiMs)
Clhz.M] — C[ .M (s’il y a un pré-redex (Az, N))
Clei) — C[M] (si (Az, M) est un pré-redex)
C[My+ M| —  C[My + My
C[Ml —{—MQ} — C[Ml —}—%}

Il est alors facile d’établir une correspondance directe entre les réductions de la KAM et celles
sur les A-termes pointés. Il est aussi facile de voir que cette réduction est une décomposition de
la réduction linéaire de téte, qui internalise la phase de recherche de 'occurrence de téte. [

3.3.3 Machine a pointeurs

La PAM semble avoir été formulée pour la premiére fois en 1988, indépendamment de toute

idée sémantique et en paralléle d’idées comparables de Coquand | |- La relation avec la
sémantique de jeux (notamment la variante HO/N) | | a été comprise plus tard. Des
variantes ont également été étudiées par Curien et Herbelin | |.

Justifions I'introduction de la PAM par la remarque suivante : une séquence d’exécution de
la KAM peut étre décomposée en alternances de deux phases distinctes. La premiére est une
phase de selection d’une occurrence de téte, et est composée de transitions (push, pop,+). La
seconde phase est une phase de substitution, et est composée d’une unique transition (call) :
c’est cette derniére qui effectue finalement la substitution. L’idée de la machine & pointeurs
(PAM) est de ne garder que ces étapes de substitution et de se débarasser de toutes les
cotliteuses étapes d’entretien de 'environnement. Chaque état de la PAM correspondra a un
état de la KAM avec une occurrence de variable en téte, et chaque transition correspondra a
une transition (call) de la KAM, suivie de toute la série de transitions ramenant une occurrence
de variable en position de téte. A chaque étape, on garde trace de I'occurrence de téte et du
terme par lequel cette occurrence doit étre substituée. Chaque occurrence est également munie
d’un pointeur identifiant I’abstraction par laquelle elle est liée. Ainsi, on parvient & simuler la
réduction linéaire de téte sans jamais construire de fermeture ou d’environnement.

Pour présenter la machine & pointeurs il va falloir introduire des éléments de terminologie
sur les termes, inspirés de [DRR]. Notons qu’une partie significative de cette terminologie est
empruntée i la sémantique de jeux, mais les intuitions venant de la sémantique de jeux ne
s’appliquent vraiment que dans un cas trés précis d’exécution de la PAM : il s’agit de ce qu’on
appelera une situation de jeuz. Plus formellement, la PAM sera dans une situation de jeux
lorsqu’elle sera exécutée sur un terme de la forme UV, ou U et V sont des arbres de Béhm,
c’est & dire des termes S-normaux et n-longs. Les définitions de cette section s’appuieront sur
des exemples pris en situation de jeux, afin que l'intuition venant des jeux puisse s’appliquer.
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Arguments dorsaux d’un terme. Soit M un terme. Son ensemble d’arguments dorsauz
dor(M) est défini comme suit :

dor(ThTz) = {Tx}Udor(Ty)
dor(Ax.T) = dor(T)
dor(Ty + 1) = dor(Ty) Udor(T3)
dor(z;) = 0
dor (") 0
L’idée est qu’on parcourt toute la chaine dorsale de M, i.e. la chaine passant toujours a gauche

des applications, et qu’on identifie tous les sous-termes en position d’argument & cette chaine.
Par exemple, les arguments dorsaux de T' = (Az.xo(Ay.yo" o) ) F1 sont Ay.yoo et MX4y.

Justification. Si T est un terme et zp une occurrence de variable dans 7', alors on note 17,
le sous-terme maximal de 7' qui admet zg comme occurrence de téte. Si M est un argument
dorsal de T, on dit que zg justifie M. Dans '’exemple ci-dessus, x justifie ses deux arguments
dorsaux et yg justifie MHg. La notion de justification est inspirée de la sémantique de jeux.
Considérons une situation de jeux :

T = (Ar.xoM)N

Ici, M et N sont supposés étre des arbres de Béhm typés de A. Alors, zq justifie M et N.
Toutes les autres occurrences de variables ne justifient que ses arguments au sens propre,
¢’est-a-dire que yo ne justifie U que si yoU est un sous-terme de 7.

Arguments. Soit T un terme, et xg une occurrence de variable dans T'. Les arguments de
xo sont les sous-termes de T justifiés par z¢ qui ne font pas partie d’un pré-redex de T,.
La chaine d’arguments d’'une occurrence de variable est la liste de ses arguments, ordonnée
de gauche & droite. On la note arg(zg). Cette liste d’arguments nous permettra de parler de
fagon non ambigiie du i-éme argument d’une occurrence xg. On parlera aussi de I'arité de xg
pour désigner la longueur de sa chaine d’arguments. Considérons par exemple le terme

T = (/\z.(/\xy.ngl)Ng)NgN4N5

Ici, tous les N; sont justifiés par zg. Clairement, N; est argument de zg puiqu’il est son
argument au sens propre. Par contre, No n’est pas argument, il fait en effet partie d’un pré-
redex (Az, Na). De méme, N3 fait partie d'un pré-redex (Az, N3) et Ny d'un pré-redex (Ay, Ny).
Le dernier argument de zg est donc N5, d’ou on déduit arg(zg) = [N1, Ns]. xo est donc d’arité
2.

Dans une situation de jeux T' = UV, les arguments d’une occurrence de variable sont
toujours ses arguments au sens propre. De plus, si T est typable, chaque occurrence de variable
ne peut avoir qu'un unique argument. Cette observation permettra de simplifier drastiquement
la machine & pointeurs dans le cas des situations de jeux.
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Liason. Soit 7" un terme. L’ensemble des abstractions dorsales de T est défini par induction
sur 1T :

MNTy) = MTy)
AOeT) = alUNT)
ATy +To) = MNT1)UANT2)
Mzi)) = 0
AOFG) = 0

A(T) est similaire & Ap(T') & ceci prés qu’on ne retire pas les abstractions en position de pré-
redex. Soit maintenant xg une occurrence de variable dans T'. Le sous-terme lieur de xg est
défini comme le sous-terme M maximal de T tel que A\x € A(M).

Considérons par exemple le terme T = (Az.(Azy.zo(Au.uoyp))). Observons son arbre de
syntaxe :

Az
v
Azy
e
Q
VRN
Zo A\
e
@
S\
Uug Yo

Pour trouver le terme lieur de xy dans cette représentation, il suffit de partir de xg et de
remonter le long de I’arbre. On tombe donc sur 7' tout entier. On fait de méme pour yp, mais
une fois arrivés & A\u on a toujours pas croisé de Ay. On prend donc a gauche, et on tombe sur
T tout entier. Finalement, le lieur de ug est le sous-terme Au.ugyg.

Dans une situation de jeux, le lieur d’une occurrence xg est foujours 'unique sous-terme
commencant par I’abstraction Az.... liant xo.

Chaine de sous-termes. Soit T un terme et zg une occurrence de variable dans 7. La
chaine de sur-termes de x( est la chaine (Ay,..., Ay) de sur-termes de T tels que Ag = T,
pour tout ¢, A;+1 est un argument dorsal de A; et g est une occurrence de téte de Ay. Cette
chaine est unique, puisqu’elle correspond exactement au chemin dans T depuis la racine vers
xg, qui est unique puisque T est un arbre. En conséquence, xg est liée dans T si et seulement
si son sous-terme lieur est présent dans sa chaine de sur-termes.

Définition 3.3.4. Soit M un terme. Un état de la PAM sur M est une séquence de triplets
(h1,A1,p1),- -, (hn, An,pn) 0t chaque h; est une occurrence de variable de T', chaque A; est
un sous-terme de T, et 0 < p; < i. De plus, cette séquence doil satisfaire les conditions
sutvantes :

(1) hy € hoc(T) et pour tout i > 1, hit1 € hoc(A4;) ;

(2) Pour tout i > 1, A; est justifié par hy,.
Pour donner sens a (2) au cas ot p; = 0, on pose que les sous-termes justifiés par hg sont
les mémes que ceux justifiés par hi. De méme, on posera par convention Ag =T pour tout le
reste de la section.
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Encore une fois, l'intuition est plus simple dans le cas d’'une situation de jeux. Si on a
T = UV, alors on commence typiquement avec hy occurrence de téte de U et A} = V. Pour
passer de I’étape ¢ & I'étape ¢ + 1, on choisit une occurrence de téte h;11 dans A;, puis on va
identifier & I'aide des pointeurs le sous-terme A; 1 qui lui correspond. Dans ce cas, on se rend
compte qu'une fois sur deux, l'occurrence de téte est dans U, le reste du temps elle est dans
V . on a alternance de la polarité.

Dans le cas général, on peut voir I’état de PAM (h1, A1,p1), ..., (hn, An,pn) sur T comme
une description du terme 7" qu’on obtient de T aprés avoir effectué les n étapes de réduction
linéaire correspondant aux substitutions (h1, A1),..., (hn, Ay). Cependant, la PAM n’effectue
jamais vraiment ces substitutions. A la place, on peut voir les A; et les h; comme un registre
des copies des sous-termes et occurrences de variables de T qui apparaissent dans le réduit 7”.
Pour que cette information soit suffisante pour calculer les transitions suivantes, on entretient
aussi les pointeurs p; pour enregistrer comment ces copies s’organisent entre elles. Comme la
définition d’état le montre, il suffit en fait de se souvenir, pour chaque copie de sous-terme A,
par quelle copie d’occurrence de variable elle est justifiée.

Vue. Dans le cas général, la définition d’un état de la PAM force une propriété structurelle
qui est fondamentale pour 'exécution de la PAM, c’est la propriété de vue.

Lemme 3.3.2. Soit S = (h1, A1,p1) ... (hpn, An,Dn) un état de la PAM pour un terme T, et
soit h une occurrence de téte de A,,. On pose ¢g(i) = maz(p; —1,0). Soit k le plus petit entier
tel que ¢ (n) = 0. Alors {Agrmys -+ Agn)s An} est la chaine de sur-termes de h.

Démonstration. Pour commencer, on remarque que k est bien défini puisque pour tout 4,
¢s(i) < i. On a donc Aqb’g(n) = T et h est occurrence de téte de A,. De plus, pour tout
i, A; est un argument dorsal de Ay ;) ; en effet A; est justifié par hy, qui est lui-méme une
occurrence de téte de A,,_1 donc A; est argument dorsal de Ay, _1. Or, sip; # 0, pi—1 = ¢g(3).
Si p; = 0, alors A; est justifié par hg = h1 qui est occurrence de téte de Ag = T, et donc est
bien argument dorsal de Ay ;) = Ao O

La principale conséquence de ce lemme est que, comme on I’a vu un peu plus haut, le
sous-terme lieur d’une occurrence h doit apparaitre exactement une fois dans la chaine de
sur-termes de h. En fait, cet ensemble {Agk (), ..., Agmn), An} correspond a la notion de P-
vue en sémantique de jeux®. Dans une situation de jeux, la vue d’une occurrence de variable
correspond exactement aux sous-termes abstractions qui peuvent éventuellement lier (au sens
propre) cette occurrence. Cette définition est aussi cruciale pour la définition des transitions
de la machine & pointeurs. En particulier, on verra que le choix des pointeurs préserve en
permanence la wvisibilité.

Initialisation de la PAM. On veut initialiser la PAM sur un terme M. Supposons pour
commencer que M est en forme normale pour la réduction linéaire de téte, c’est-a-dire qu’il
n’y a pas de redex (Az, zg, V). Dans ce cas, le seul état de PAM correct sur M est la séquence
vide : la machine ne s’initialise pas. Autrement, on suppose donné I'un de ces redex et on
définit Vinitialisation de la PAM sur M avec le redex (Ax,zo, N) comme suit :

— On fixe h1 = 20
— On fixe A; = N;
— On fixe p; = 0.

5Plus précisément, cet ensemble correspond aux coups Opposants de la P-vue.
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Récupération d’argument. Par souci de clarté, commencgons par décrire en détail une
des procédures nécessaires a la transition. Le probléme est le suivant : on a un état de PAM
(h1,A1,p1),. .., (hn, Ap,py) sur un terme 7. Par convention, notons 7j le terme obtenu de T’
par j étapes de réduction linéaire de téte, en effectuant les substitutions indiquées par ’état de
la PAM. On identifie une copie de sous-terme A;, et on veut récupérer son k-iéme argument.
Plus précisément on considére la forét d’abstractions A, (A;) supposée de profondeur au moins
k, et on note Az I'une des abstractions de profondeur k”. le k-iéme argument de A;, s'il existe,
sera le sous-terme M de T, tel que (Ax, M) sera un pré-redex de T),. Toute la difficulté est de
retrouver M sans construire 7,,, juste en utilisant les pointeurs. On procéde comme suit :

Etape 1. On note que A; a remplacé h; a la i-éme étape (virtuelle) de réduction, donc on
commence par regarder les arguments de h; dans 7. Si h; est d’arité au moins k dans T,
on récupére son k-iéme argument noté B et on renvoie le couple (B, i), en notant que h;
justifie B. Les deux éléments de ce couple seront importants pour définir la transition
de la PAM. Si h; est d’arité a < k, on passe a 'étape 2.

Etape 2. Si on est ici, c’est que h; n’a pas suffisament d’arguments dans 7. Mais il peut en
avoir suffisament dans T, ! En effet, I’arité d’une occurrence de variable peut augmenter
lorsqu’elle est copiée. Par exemple, considérons le terme T' = (Az.29AB)(Ay.yoCD).
Ici, yo est d’arité 2. Mais aprés une étape de substitution linéaire, on obtient 7" =
(Ax.(Az.20CD)AB)(Ay.yoCD), et zy est une copie de yp qui est maintenant d’arité 3.
Si¢ = 1, alors on ne trouvera plus d’argument et la machine s’arréte. Sinon, on note qu’on
peut trouver des arguments supplémentaires & h; dans les arguments de h;_1, puisque
h; est occurrence de téte de A;—1 qui a remplacé h;—1 a la i — 1-iéme étape. Seulement,
si on cherchait le k-iéme argument de h; on va maintenant chercher le (k — a + [)-iéme
argument de h;_1, ol a est l'arité de h; et [ est la profondeur de la forét d’abstractions
de A;_1. On recommence donc & I'Etape 1 avec ces nouvelles données.

Cette procédure peut sembler compliquée, mais elle est le prix a payer pour ne pas avoir

a entretenir d’environnements ou & faire de réduction linéaire de téte. Essentiellement, I’étape
2 arrive quand le terme examiné n’est pas complétement n-expansé. Heureusement, cela n’ar-
rivera pas dans une situation de jeux, ce qui permettra une simplification drastique de la
procédure.

Transitions de la PAM. Supposons qu’on ait un état (h1, A1,p1),..., (hn, Ap,pp) de la
PAM sur un terme M. Alors, on construit un état successeur de la facon suivante :

(1) On choisit une occurrence de téte hy4+1 € hoc(Ay). Si hyp4+1 est un démon, on s’arréte.

(2) On commence par trouver le lieur de hy,41. Si hy,41 est libre, aucune transition ne s’ap-
plique. Sinon, on sait par le Lemme 3.3.2 qu'il est lié dans sa vue {Agk ), - - s Agn)s Ant,
c’est-a-dire qu'il existe j tel que Ag;(y) lie hpt1. On pose alors k = #(n).

(3) On sait donc que Ay est le sous-terme lieur de h,,11, ¢’est-a-dire qu’il contient I’abstrac-
tion Az dans son épine dorsale. Deux cas sont maintenant envisageables : est-ce que Ay
attend véritablement x en argument, ou bien y’a-t-il un pré-redex (Az, B) a l'intérieur
de Ak ?

(a) Premier cas, il y a bien un pré-redex (Az, B) dans Ay. Dans ce cas, hy41 est sur le
point d’étre (virtuellement) substitué par B, on pose donc A,+1 = B. Si k = 0, on
pose pp+1 = 0. Sinon, on pose pp+1 = n+ 1 car h,41 justifie bien B, et on satisfait la

"Laquelle n’est pas vraiment important, les abstractions de méme profondeur participent en effet toutes
aux mémes pré-redex.
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propriété (2) de 'état de la PAM.

(b) Second cas, il n’y a pas de tel pré-redex. Az apparait donc dans la forét d’abstractions
An(Ag). Supposons qu’elle arrive en profondeur k : cela signifie que hy41 sera substitué
par le k-iéme argument de Ag. Mais Ay a (virtuellement) remplacé 'occurrence hy a
la k-iéme étape du calcul, ce qui nous intéresse donc est en fait le k-iéme argument de
hi. On lance donc la procédure de récupération d’argument avec ces données. Soit la
machine s’arréte, soit on obtient un couple (B, ), on pose alors A,,+1 = B et ppt+1 = 1,
qui satisfont bien la condition (2) de ’état de la PAM.

Remarque. Il y a une subtile différence entre la PAM présentée ici et celle de [DR]. Ici, les
pi peuvent avoir une valeur nulle alors que dans [D1], la valeur minimale est 1. Il se trouve que
cette variante est nécessaire pour avoir la relation la plus directe possible avec les jeux dans
les situations de jeux. Plus précisément, cette variante donne l'alternance Joueur/Opposant
dans les situations de jeux, comme nous expliquerons plus tard. D’un point de vue technique
cela ne change pas grand chose, en effet la différence est seulement dans la situation initiale
et les vues restent inchangées.

Exemple 1. Notre premier exemple sera une situation de jeux. On rappelle le fameux terme
de Kierstead K, = Af.f(Az.f(Ay.z)). Considérons ’exécution de la PAM sur K, appliqué a
lui-méme, soit aprés a-renommage le A-terme suivant :

T = (M\f.fox.f1(Ay.z0)))(Ag.go(Az.g1(Aw.zp)))

L’exécution de la machine & pointeurs sur ce terme est donnée en Figure 3.1. Par convention,
on va & chaque étape i souligner h; et encadrer A;. On représentera les p; graphiquement, en
représentant par e les coups «Joueury, olt 'occurrence de téte est dans le terme de gauche, et
par o les coups «Opposant», oil 'occurrence de téte appartient au terme de droite. Cette repré-
sentation devrait sembler familiére aux lecteurs habitués & la sémantique des jeux : sur ce genre
de termes ou il n’y a pas de coupure interne (juste une coupure principale entre deux termes
en forme normale), la PAM calcule précisément l'interaction innocente entre deux stratégies,
et la suite de pointeurs admet de bonnes propriétés comme ’alternance Joueur/Opposant et
la visibilité. A la fin, la machine s’arréte parce qu’on aurait hig = 29, p1g = 5 puisque la seule
abstraction de z dans la vue de 9 est au cinquiéme pas d’exécution, mais poser Ayg = arg(hs)
est impossible vu que hs = x¢ n’a pas d’argument dans 7.

Exemple 2. Donnons maintenant un exemple hors des situations de jeux. C’est ’exemple
de (Az.zz) appliqué a lui-méme. On garde la convention de noter e les coups «Joueur» et o
les coups «Opposant», mais comme on le verra, le fait d’avoir un terme non n-expansé casse
toutes les propriétés d’alternance et de visibilité de la suite de pointeurs. On peut voir le
résultat sur la Figure 3.2.

Il est assez interessant de comparer les pointeurs de la Figure 3.2 avec ceux de la Figure 3.1.
En effet, le terme K, est le début de I'arbre de B6hm infini de Az.xzx, et de ce fait, la Figure 3.1
présente le début de l'interaction qu’on aura en sémantique de jeux entre Az.xx et lui-méme.
Cette comparaison permet de réaliser que pour passer de la Figure 3.1 aux six premiers coups
de la Figure 3.2, il suffit d’oublier certains coups. Ce sont les coups «copycat» correspondant
a I'p-expansion, et il est assez naturel que leur oubli ameéne & perdre des propriétés comme
I’alternance des joueurs ou la visibilité. On peut aussi remarquer que la recherche d’arguments
de la transition 2.b revient & jouer silencieusement ces coups copycat.
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| (Af-foAz.f1(Ay.20))) (Ag-go(Az.g1 (Aw.20))) |
(Af-fo(Az. fr(Ay.20))) (Ag-go(Az.g1 (Mw.20))) |
(Af-fo A fi(Ay.a0)) | )
(Affo(Az. f1(Ay.zo))

(Af-fo(Az. fi] (Ay-20)) D(Ag-go(Az.g1(Aw.20))
(Af-foOrz. f1(Ay.20))) (Ag-go| (Az.91(Aw.20) )
(
(
(
(

(Ag-go(Az.g1(Aw.zo

)
)

Ag.go(Az.g1(Aw.2o)

( )
) )
( )
) )

M -fol Az f1(My.o) ) (Ag-g0(Az.g1 (Mw.20))
Af-fo(Az. f1(Ay.m0)))| (Ag-go(Az.91(Aw.z0))
Af-fo(Az. fi| (A\y-wo) |))(Ag-go(Az.g91(Aw.20))
Af-fo(Az. f1(Ay.20))) (Ag-g0(Az.g1| (Aw.z0) )

—_ — T — — ~— & ~—

Fi1a. 3.1 — L’exécution de la PAM sur K, K,.
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.

(Az.zox1) (Ay-your) |

Az.zox1)| (AY-Yoy1)

|

(

Az 21 )(Ay.yoy1)
(Az.zoz1 )| (Ay. yo:tn)

(Az.zoz1) (AYy-yo
(Az.zo| 21 )(Ay. yoyl)
(Az.zoz1) (Ay. yoy1)

(Ax.zoz1)(Ay.yo
(Az.zox1) (A\y-yo| y1 )
(Az.z 21 )(Ay-yoy1)
(

Ar.wox1)| (AY-Yoy1)

F1G. 3.2 — L’exécution de la PAM sur 69.
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Correction de la PAM. On va relier 'action de la PAM & la réduction linéaire de téte.

Définition 3.3.5. Soit S = (hi, A1,p1),..., (hp, Ap,pp) un état de la PAM. Considérons
toutes les extensions propres (i.e. on effectue au moins une transition) de S par les transitions
définies plus haut. Pour chacune de ces extensions non triviales (hy, A1,p1),- -, (hn, An,Dn),
on extrait la chaine (hpi1, Ap+1), ..., (hn, Ay). L’arbre résiduel de substitutions pour S est
défini comme 'arbre de ces séquences.

L’arbre des substitutions pour la PAM d’un terme M est défini comme ’arbre résiduel de
substitutions pour la PAM vide sur M. L’arbre dirigé sur A est le sous-arbre de l'arbre des sub-
stitutions pour la PAM de M ot 'occurrence de téte pour la premiére étape est nécessairement
choisie dans A.

La relation entre la PAM et la réduction linéaire de téte dirigée va étre faite par l'inter-
médiaire du lemme suivant :
Lemme 3.3.3. Soit M un terme, supposons que M ~THR M par la réduction de (\x, 29, N).
De méme, on effectue une étape de PAM sur M pour obtenir l’état S = (xg, N, 0). Alors, l’arbre
résiduel de substitutions de S est égal a l'arbre des substitutions de la PAM de M’ dirigé sur
N.

Démonstration. On va montrer que toute exécution de la PAM sur M donne lieu & une exé-
cution équivalente de la PAM sur M’, donnant en particulier le méme arbre de substitutions.
On montrera ensuite la réciproque.

Pour toute exécution de PAM S = (hq, A1,p1), .- -, (hn, Ap, pn) sur M, il existe une exécu-
tion de la PAM 8" = (b}, A}, p)),. ... (bl 1, Al 1, pl,_1) sur M’ dirigée sur N telle que pour
tout @, bl = hip1, A, = A1 et si piyr > 1, p = pip1 — 1 et sipiyq € {0,1}, p; € {0,1}.

On va construire par induction sur n 'exécution de la PAM sur M’ correspondant a S.
D’abord, on initialise S avec (hg, A2,0), ce qui est bien une initialisation dirigée sur N comme
requis. Supposons maintenant qu’on a construit S; = (h, A}, p}),..., (h}, AL, p}). Sii=n—1,
la preuve est finie. Sinon,

— On sait que hj; € hoc(A;) puisque la transition correspondante est correcte sur S.

— On calcule la vue V' = {A¢1§(i+1), s Apsirnys Aiv1} de hipo = hi  dans S et sa vue
V' = {A;k, (1) "A;SS/(Hl)’AgH} dans S’. Par le Lemme 3.3.2, V est la chaine de
s/

sur-termes de h; o dans M, et V' sa chaine de sur-termes dans M’. Puisque M’ est

obtenu de M par substitution d’une occurrence de téte, on sait que ces deux chaines

doivent coincider sauf pour le premier élément, qui est respectivement M et M'. Par
conséquent, le lieur de h; o est le méme pour les deux machines, & moins que ce soit le
terme tout entier auquel cas c’est respectivement M et M’. On raisonne maintenant par

cas sur le choix de la transition pour S.

3.a Si le lieur de hjyo pour S est A4g = M et qu'il contient un pré-redex (Az,B)
pour h;io, alors le pré-redex existe aussi nécessairement dans M’, puisqu’en effet
la réduction linéaire de téte n’efface jamais de pré-redex. La transition donne alors
Aipo = Aj | = Bet piro = pj; = 0, ce qui satisfait bien la propriété attendue de S’
Sile lieur de h;19 dans S est un sous-terme A; dans S, alors dans S’ ce sera A;_l = Aj.
Comme on est dans le cas 3.a, c’est que A; contient un pré-redex (Az, B) liant h;jo.
Dans ce cas, la transition de la machine ajoute (hiyo, B,i+2) a S et (b}, B,i+1)
a S’, ce qui correspond bien a la définition de S’
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3.b La machine S lance la procédure de récupération d’argument. La encore, plusieurs
sous-cas sont possibles. Si le lieur de h;1o est en fait A;, que A; n’a pas de redex
intérieur et que labstraction \y liant h;;o est & profondeur k dans A, (A;42), alors S
recherche le k-iéme argument de hy = ¢ dans M, s’il existe. Mais le k-iéme argument
de g dans M est exactement le B éventuel tel que (A\y, B) est un pré-redex dans M’.
Pour résumer, la transition sur S choisit A,10 le k-iéme argument de xg, et p;1o = 1.
Par contre pour S’ le lieur de A} , est Aj puisque A; ne figure plus dans la vue.
Puisque B est le k-iéme argument de xg dans M, c’est précisément qu’il existe un
pré-redex (Ay, B) dans M’ = Aj,. La machine S’ choisit donc Aj | = B = A;yo et
Pis1 = 0= piy2—1, ce qui satisfait bien la propriété attendue. Autre sous-cas, si hpy2
admettent cette fois le méme lieur A; aussi bien dans S que dans S’, et que A; ne
contient pas de pré-redex liant h,1o. Dans ce cas on lance la recherche d’arguments
des deux cdtés. Si la recherche sur S n’atteint jamais hj, alors la recherche se passe
exactement dans S’, avec le méme résultat, vu que les données sont les mémes. Comme
on sait qu’on n’a pas commencé la recherche par hy (le lieur de h;1o étant supposé
différent de Ap), on sait qu’a l'étape précédente, on recherchait un certain r-iéme
argument de hy = h}. Mais en fait, il suffit de remarquer que les arguments de h)
dans M’ sont exactement ceux de ho dans M suivis de ceux de z¢ dans M ! Soit a
I’arité de ho dans M, et soit [ la profondeur de la forét d’abstractions de As. Dans S, la
recherche du r-iéme argument de hs se réduit a la recherche du r —a+I-iéme argument
de xg : on récupére exactement le méme sous-terme que le r-iéme argument de hy dans
M'. Soit B ce sous-terme, A cette étape, on a donc ajouté le triplet (h;yo, B,1) & S
et (hito, B,1) a8’ ce qui valide la propriété attendue.

De méme, pour toute exécution de la PAM S" = (b}, A},p)),....(hl,_1, Al _1,P),_1), on
peut construire une exécution S équivalente, dans le méme sens qu’écrit plus haut. Les détails
de la preuve sont exactement les mémes que pour le cas précédent, on ne les répéte pas.

Finalement, on remarque que pour tout état S, I’état S’ construit a la méme chaine de
substitutions et réciproquement, ce qui prouve bien ’énoncé du lemme. O

Théoréme 3.3.4. La PAM est correcte : si M est un terme, l'arbre des substitutions dirigées
de M pour la réduction linéaire de téte est identique & son arbre de substitutions pour la PAM.

Démonstration. Définissons une relation R entre les couples (M, N), ott N est un sous-terme de
M, et les états de la PAM en disant que (M, N)RS si et seulement si I’arbre des substitutions
de la PAM sur M dirigée sur N est égal a 'arbre résiduel de substitutions de .S. On raisonne
ensuite par coinduction, en utilisant R comme invariant.

Clairement, on a (M, M)RSys ot Sys est 'état de PAM vide sur M. Supposons maintenant
qu’on aie des termes U et V et un état de PAM S| avec (U, V)RS. Supposons qu’on aie
U ~~EHE T par 1a substitution (xg, W), oit g € hoc(V). On utilise alors le fait que (U, V)RS :
cela implique en effet qu’on peut faire la transition correspondante (zg, W) dans la PAM pour
obtenir un état S’. Mais par le Lemme 3.3.3, on a alors encore (U, W)RS'.

De méme, si (U, V)RS et S fait une transition (zo, W) pour arriver dans S’, on en déduit
que U contient un rédex de réduction linéaire de téte (Ax, zg, W) avec zg € hoc(V'). On a donc
aussu U ~FHE [ par cette substitution, et le Lemme 3.3.3 nous assure que (U, W)RS'.

[’énoncé du théoréme est alors une conséquence du raisonnement ci-dessus par coinduction.

O
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La PAM en situation de Jeux. Dans ce paragraphe, on donne finalement quelques préci-
sions sur le fonctionnement de la PAM en situation de jeux. Pour simplifier, on va considérer
les interactions entre arbres de B6hm unaires, comme définis par les régles de typage suivantes :

Arbres de Béhm Unaires

Dx:kEMy:p ... vtk Myp:p

Avec la contrainte pour la seconde régle que pour tout ¢ € I, (z; : p+1) € TU{z : k}.

Définition 3.3.6. Une situation de jeux pour la PAM est un terme typé de A° UV, avec U
et V des arbres de Bohm unaires.

Proposition 3.3.5. Soit T'= UV une situation de jeuz, alors chaque occurrence de variable
xo de T a un unique argument dans T, noté arg(xo).

Démonstration. o est soit dans U soit dans V', dans les deux cas on conclut par induction
sur la dérivation de type de I’arbre de Béhm. O

Supposons maintenant qu’on ait un état de la PAM (hy, A1, p1),..., (hn, An,prn) sur un
terme UV en situation de jeux. Essentiellement, cela permet de faire les simplifications sui-
vantes sur la transition de la PAM.

1. On choisit hyy1 € hoc(Ay). Si hypq est un démon, on s’arréte.

2. Sinon, on trouve le lieur A; de hyp41. On pose pp1 =J

3. On pose Apq1 = arg(hp,,,).

Ces étapes simplifiées sont justifiées par le fait qu’en situation de jeux, on va toujours
utiliser la transition 3.b de la PAM, (sauf si le lieur est Ap, auquel cas on aura tout de méme
Pnt1 = 0et Ay = V), et la recherche d’arguments va toujours terminer a sa premiére étape
puisque le terme est complétement n-expansé. On constate que dans ce cadre simplifié, la
machine & pointeurs est beaucoup plus efficace. On note aussi qu’en situation de jeux, on aura
alternance dans la chaine de substitutions entre les occurrences de U et celle de V', et chaque
joueur pointera dans sa vue.

Cette simplification de la PAM n’est pas restreinte au cas unaire, mais fonctionne aussi
dés lors qu’on l'exécute sur UV, avec U et V des termes simplement typés, S-normaux et
n-longs. Dans ce cas, on n’a pas unicité de 'argument mais la recherche du k-iéme argument
d’une occurrence demeure en temps constant : il suffit de regarder les arguments immeédiats
de l'occurrence.
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Dans ce chapitre, nous allons introduire et explorer la notion de structure de pointeurs. 11
y a plusieurs fagons d’introduire les structures de pointeurs. Dans le cadre de la sémantique
de jeux HO on peut les voir comme le squelette des interactions, c’est-a-dire ce qu’il reste des
parties aprés avoir oublié les étiquettes des coups, et ce aussi bien en appel par nom qu’en appel
par valeur. Cette relation est bien visible dans | |, ot une partie est définie' comme un
couple (i, s), oll ¢ est une fonction de pointeurs pairs®, notion trés proche des structures de
pointeurs, et s est une suite de coups. On peut aussi voir toute structure de pointeurs comme
la séquence p; de 'exécution de la PAM en situation de jeux, comme on verra dans la Section
4.2.1. Cette notion est également apparue plus ou moins explicitement dans de nombreux
travaux en logique et sémantique | , |. Etant donné l'apparition naturelle de cette
notion dans de nombreux contextes différents, il parait naturel de s’y intéresser.

Dans cette thése, nous nous intéressons & ces structures de pointeurs parce qu’elles per-
mettent d’apporter une réponse au probléme de dialogue infini causant les éventuelles ruptures
de la totalité par composition. Dans la Section 4.1 on va introduire ces structures dans un
cadre de sémantique de jeux, et ensuite en donner une axiomatisation élémentaire. Dans la
Section 4.2 on énoncera les théorémes de finitude permettent de bannir le phénoméne de dia-
logue infini. On donnera ensuite plusieurs preuves de ces théorémes : d’abord en les reliant
a lexécution de la machine a pointeurs définie précédemment, puis par une preuve séman-
tique par réalisabilité indépendante de toute syntaxe, et finalement par une approche plus

'En fait c’est un peu plus compliqué, mais cette décomposition en est une premiére approximation.
2parity pointer function en anglais.
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directe due a Coquand | |. Finalement, en Section 4.3, on tirera un certain nombre de
conséquences de ces théorémes de finitude sur la composition de plusieurs classes de stratégies
totales. Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans | |.

4.1 Structures de pointeurs

4.1.1 Arénes pures et écrasement

Comme introduit plus haut, ’objectif de ce chapitre est de nous permettre de construire
des classes de stratégies totales stables par composition les plus larges possible, afin de pouvoir
y interpréter divers systémes logiques. On va présenter ici une premiére simplification, qui est
le reflet sémantique de notre choix d’un A-calcul unaire dans le chapitre précédent : 1'idée va
étre de considérer des parties se déroulant non plus dans n’importe quelle aréne, mais juste
dans une aréne «unaire», de profondeur infinie. On justifiera que cette simplification permet
toujours de traiter le probléme dans toute sa généralité.

Dans la catégorie Vis des arénes et stratégies visibles, on définit les arénes pures® comme
suit. Pour n € N, soit I,, 'aréne suivante :

de longueur n, et I, I’aréne infinie correspondante. Ce sont les parties sur cette aréne I, qui
correspondront & ce que nous appellerons les structures de pointeurs. On montre rapidement
comment n’importe quelle partie sur une aréne A quelconque peut étre plongée dans I,,. On
définit tout d’abord un morphisme de graphe pa de A vers I, de la fagon suivante : chaque
neeud x de A de profondeur n est envoyé vers le nceud n lui-méme, et chaque aréte entre x et
y, de profondeurs respectives n et n + 1, est envoyé vers 'unique aréte de I, entre n et n + 1.
Ce morphisme de graphe p4 s’é¢tend alors librement en une fonction p% sur les parties
légales sur A, comme suit :
La — L,
Py = € — €
sa — pi(s)la)
Ou pa(a) pointe au méme endroit que le faisait a. Cette possibilité est garantie par le fait que
pA est un morphisme de graphe.

Prendre I'image par p% revient a écraser l’aréne : tous les coups sont identifiés & leur
profondeur. On se rend compte immédiatement que toutes les propriétés des parties légales ne
reposant pas sur 1’égalité entre les coups sont préservées. On a par exemple préservation de la
longueur de la partie, de la profondeur de ses coups, et de la visibilité. Par contre, les notions
qui dépendent de I’égalité entre les coups ne sont en général pas préservées. Par exemple, cette
opération peut transformer une partie ou Joueur joue non-innocemment en une partie ot il est
parfaitement innocent (voir Figure 4.1), et inversement (voir Figure 4.2). L’intérét d'une telle
simplification est qu’en fait, aucune des hypothéses de notre théoréme de finitude ne reposera
sur ’égalité entre les coups. L’analyse de I, sera donc parfaitement générale.

4.1.2 Définitions et propriétés

Comme expliqué plus haut, on va se contenter d’examiner le probléme de finitude pour
les parties légales sur l'aréne pure [,. Il se trouve que ces objets sont en fait relativement

3La terminologie est a relier avec la notion de type pur en A-calcul.
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simples, en ce sens qu’il n’est pas nécessaire d’utiliser tous les outils et le vocabulaire de
la sémantique de jeux pour en parler. De plus, comme expliqué au début du chapitre, ils
apparaissent naturellement dans des cadres distincts de la sémantique de jeux, par exemple
dans les traces d’exécution de la machine & pointeurs. Par conséquent, on va en donner ici
une définition élémentaire indépendante de la sémantique de jeux, et on raisonnera pour le
moment uniquement sur cette définition élémentaire.

Structures de pointeurs. Dans ce qui va suivre, on utilisera la notation = pour la
congruence modulo 2 sur les entiers naturels, et N, décrira ’ensemble des entiers naturels
privé de 0. L’axiomatisation qu’on va prendre pour les structures de pointeurs est trés simi-
laire & celle des fonctions de pointeurs pairs de | | :

Définition 4.1.1 (Structure de pointeurs). Une structure de pointeurs est une fonction
p:N— NU {L}

A chaque entier on associe Uindice du coup vers lequel il pointe; L est un «pointeur nuls,
spécifiant le fait que la partie est terminée. De plus, cette fonction doit vérifier les axiomes
susvants :

— Partie terminée : pour tout i € N, si p(i) = L alors, pour tout j > i, p(j) = L
Pointeurs en arriére : pour tout i € Ny, si (i) # L alors p(i) <1
Inversion de la parité : pour tout i € Ny, i Z2 (i)

~ Zéro : ¢(0) =0
On notera Ptr l'ensemble de toutes les structures de pointeurs.

On notera que la valeur en 0 de n’importe quelle structure de pointeurs est supposée étre
0. Ce choix n’est pas canonique, n’importe quelle valeur aurait en fait convenu. Contrairement
aux conventions habituelles, les coups de I’Opposant sont ici représentés par les valeurs paires
et les coups de Joueur par des valeurs impaires.

La définition de structure de pointeurs contient de facon naturelle aussi bien les parties
finies qu’infinies. Pour les différentier, on utilise la définition suivante :

Définition 4.1.2. Soit ¢ une structure de pointeurs. Le domaine de ¢, noté D, est défini
par :

D, = {neN, | p(n) # L}

On dit que ¢ est finie si et seulement si D, est fini. Sinon, ¢ est infinie. Si ¢ est finie, on
définit sa taille || comme |Dy.

Vue. La définition de structure de pointeurs permet de modéliser les notions habituelles
de (O/P)-vue. Par commodité, on prend ici une définition un rien différente de ce qu'on a
habituellement, méme si les notions sous-jacentes sont les mémes. L’idée est qu’au lieu de
définir la vue pour un joueur donné, on va définir la vue d’un coup : elle correspondra a la
P-vue si le coup est Joueur (i.e. impair) et & la O-vue si le coup est Opposant (i.e. pair).
Dualement, on aura la notion de co-vue d’un coup.

Définition 4.1.3. Soit ¢ une structure de pointeurs. Sa fonction de vue "y, : D, — P(N)
et sa fonction de co-vue ¢': D, — P(N) sont calculées de la fagon mutuellement récursive
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sutvante :
"p,(0) = {0}
w'(0) = {0}
"o (i+1) = {i+11U ')
(@) = {i} UTp(e())

Bien sfir, les notions habituelles de P-vue et d’O-vues peuvent étre facilement retrouvées

comme suit :

T (i) sii est impair

)
Lp (i) siiest pair
(4)

(i) = " ,(7) sl est pair
LT 0(6) s est impair

i) = {

Dans ce chapitre, nous lui préférerons souvent la premiére version puisqu’elle permet de
raisonner avec les vues sans distinguer de cas selon la polarité du coup courant. Cette simpli-
fication est bien illustrée par la définition suivante :

Définition 4.1.4. Soit p une structure de pointeurs. On dit que @ est visible si et seulement
st

Vi € Dy, ¢(i) € p,(i)
De méme, une structure de pointeurs ¢ est ultimement visible si et seulement si :
INeN, Vi> N, i€ D, = (i) € "¢ (i)
Si p est ultimement visible, on désignera Uentier N a partir duquel elle est visible par son

indice de visibilité.

Profondeur. Une notion fondamentale des structures de pointeurs est leur profondeur. En
particulier, les structures de pointeurs & profondeur finie bénéficieront de nombreuses proprié-
tés intéressantes, notamment pour les questions de finitude.

Définition 4.1.5. Soit ¢ une structure de pointeurs. La profondeur de ¢ est la taille de la
plus longue chaine de pointeurs qu’on peut en extraire. Formellement :

po(0) = 0
pe(i) = 14 py(e(i))
prof(yp) = sup pp(i)

Si prof(p) = +oo, on dira que ¢ est a profondeur infinie.

Fourches conscientes et mémoire. Restreindre la profondeur est un moyen de controler la
longueur des structures de pointeurs. Une autre est de controler les duplications, ou fourches.

Définition 4.1.6. Soit p une structure de pointeurs. Une fourche dans ¢ est un couple ) =
(vo, (pi)ier) ou I est un segment initial de N, ot :
-Viel, i €D,,
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- Viel, o¥i) = vo.
La taille de la fourche est défini comme le cardinal de [’ensemble I.

Définition 4.1.7. Soit ¢ € Ptr, soit v = (¢o, (Vi)icr) une fourche sur 1. On dit que la
fourche v est consciente si et seulement si :

Vi<jel, i€, j)

La mémoire de ¢ est la borne supérieure (dans NU {co}) de l'ensemble des k tel que ¢ admet
une fourche consciente de taille k. Ainsi, @ est ¢ mémoire finie si et seulement si la mémoire
de ¢ est un entier naturel.

Exemples. Illustrons ces définitions par deux exemples. Premiérement, considérons la struc-
ture de pointeurs obtenue par I'interaction entre l'interprétation de = Az.zx et lui-méme,
représentée en Figure 4.3. Sa profondeur est infinie, il suffit en effet de suivre la branche infinie
extérieure pour s’en rendre compte. Par contre, un examen des vues de  permet de réaliser
que sa mémoire est 2, donc finie. Par opposition, la structure de pointeurs dont le début est
représenté en Figure 4.4 est & profondeur 2 donc finie, mais & mémoire infinie. Elle a méme une
fourche consciente infinie. Une des fagons de voir les théorémes de finitude de cette section est
que ces deux exemples représentent tous les cas de divergence possibles : toute structure de
pointeurs visible infinie aura soit une branche de pointeurs infinie, soit une fourche consciente
infinie.

Ordre visuel. Si ¢ est une structure de pointeurs, il est naturel de considérer la relation de
visibilité sur D, :
Définition 4.1.8. Soit ¢ une structure de pointeurs. On définit [’ordre visuel sur D, par :
i <pd e (J€Tp(i) Ni=2 )
La relation stricte correspondante est définie par :
i =p i & (i< NiF )
La plupart du temps, la structure ¢ sera implicite et ces relations seront juste notées < et <.

Cet ordre visuel (on va montrer juste en dessous qu’il définit bien une relation d’ordre) est
compatible avec 'inclusion des vues :

Lemme 4.1.1. Soit ¢ une structure de pointeurs, eti,j € D,. Alors, on a les deuz propriétés
sutvantes :

(1) j€p()Nj=2i = "p,(j) € p,(4)

(2) j €0 (i)NjFEai = p'(j) C Ty (i)

Démonstration. On montre le résultat par induction sur ¢ — j. Premiérement, on note que i —j
est toujours un nombre positif, puisque i € "o (7). Premier cas, si i —j = 0. Plus précisément,
on a i = j donc i =g j et clairement "y (i) = "o (j). Second cas, i — j = 1. Dans ce cas on a

i %2 7, ",(i) ={i} U _¢'(j) et on a bien (2). Sinon,

-

(i) =i, i =13 U, (p(i — 1))
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Fia. 4.3 — Le début d’une structure de pointeurs infinie avec une mémoire finie mais une
profondeur infinie : la trace de §9.
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[

Fia. 4.4 — Le début d’une interaction a profondeur finie mais & mémoire infinie : opérateur
Y contre l'identité.

Ici, on a toujours nécessairement j € " (p(i — 1)), et j =2 @(i — 1) si et seulement si
i =9 j. Mais (i — 1) — j < ¢ — j puisque ¢(i — 1) < i. Par hypothése d’induction, on a
alors "p () C o (e(i — 1)) si j =2 (i — 1) et p'(j) C "p,(¢(i — 1)) sinon. On conclut par
transitivité de 'inclusion, en observant que "p,(p(i — 1)) C ", (7). O

Lemme 4.1.2. Soit ¢ une structure de pointeurs, alors < est une relation d’ordre sur D,.

Démonstration. Trois conditions a vérifier :
— Reflexivité. Soit i € Dy. Sii =0,y (i) = {0} et 0 € " (0). Sinon "p (i) = {i}U p'(i—1)
et i € "y (7).
— Antisymétrie. Notons que si j € "y (i), alors 7 < i (pour 'ordre usuel sur les entiers).
Donc si ¢t < j et j <4, on a nécessairement j < i et ¢ < j, donct =j.
— Transitivité. Application immeédiate du Lemme 4.1.1. O

Lemme 4.1.3. Soilt ¢ une structure de pointeurs visible a partir de N € N, alors pour tout
i € Dy tel que i > N, si (i) #0 on ai < ©*(i).

Démonstration. Puisque ¢ est visible aprés N, on a ¢(i) € "¢ (i) et comme (i) Z2 i on
en déduit par le Lemme 4.1.1 que ' (¢(i)) € "p,(i). Or, on a ¢'(p(7)) = {p(),¢*(i)} U
o (p%(i) — 1) done %(i) € ' (v(i)) C Tp,(i). De plus, on a bien p2(i) =g i et @2(i) # i
puisque (i) # 0 et par les axiomes des structures de pointeurs, donc i < ?(4). O

L’intérét de 'ordre visuel est que ses propriétés (ou plutot, les propriétés de lordre strict
<) expriment de facon concise les propriétés de profondeur et de mémoire de la structure de
pointeurs ¢, comme le précise les développements suivants :

Définition 4.1.9. Une structure de pointeurs ¢ est bornée si et seulement si ['une des pro-
priétés équivalentes suivantes est satisfaite :
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(1) 3IM €N, Vi€ Dy, [7p,(i)] <M,
(2) 3M €N, ny = ng = --- = n, = p < M.

Démonstration. L’équivalence (1) < (2) est immeédiate. O

Proposition 4.1.4. Fizons ¢ une structure de pointeurs ultimement visible, alors les deux
propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) ¢ est bornée.

(2) ¢ est a profondeur finie et & mémoire finie.

Démonstration. (1) = (2). Soit M la borne sur la taille des vues de ¢. Alors :
— Définissons la longueur d’une chaine de pointeurs xg «— x1 «— o «— --- «— x, dans
¢ comme étant n + 1. Considérons les chaines telles que ¢ est visible au dela de xp.
La longueur de telles chaines de pointeurs dans ¢ est bornée par M. En effet, on a
x; € "p,(x,) pour tout 0 < i < n. Sii =3 n, on le sait par itération du Lemme 4.1.3.
Sinon, on itére le Lemme 4.1.3 jusqu’a x;41, puis on conclut par visibilité et par le
Lemme 4.1.1. Finalement, toute chaine de pointeurs dans ¢ voit sa taille bornée par
M + N, ot N est l'indice de visibilité de ¢ : il suffit de considérer la chaine & partir
de z a partir duquel ¢ sera nécessairement visible, puisque z;11 > x; pour tout i. En
conclusion, la profondeur de ¢ est bornée par M + N.
— La mémoire de ¢ est bornée par M. En effet, par définition n’importe quel élément de
la fourche consciente voit tous les précédents, sa taille ne peut donc pas dépasser M.
(2) = (1). Soit d la profondeur de ¢ et m sa mémoire. Considérons i € D, et considérons
Tp,(i). Cet ensemble peut-étre muni d’une structure d’arbre par I'intermédiaire des pointeurs
encodés dans . On remarque que dans cet arbre, les seuls sommets de degré supérieur a
1 sont de parité opposée a i. C'est clair parce que si on a j Z2 i avec j € Ty (i), alors
{e() +1,...,5 =1} NTp,(i) = 0, donc si on a j1 et jo avec j1 =3 jo Z2 i et v(j1) = p(j2),
alors si 'un des deux est dans "¢ (i), I'autre ne peut pas y étre. Par conséquent, chaque
sommet de degré p > 2 dans "p (i) est un sommet de polarité opposée a i, donc donne lieu,
par définition de "p (i), & une fourche consciente de taille p dans . On en déduit que " (7)
est un arbre de degré maximal m et de profondeur maximale d, d’ol :

md—i—l -1

I y <
el <

O

Les deux conditions équivalentes ci-dessus seront les hypothéses du théoréme de finitude sur
les structures de pointeurs. L’intéret de ’équivalence présentée en Proposition 4.1.4 apparait
quand on étudie les parties 1égales sur une aréne finie, donc a profondeur bornée. Dans ce cas, la
condition de borne sur les vues se transforme en une borne sur la taille des fourches conscientes.
Cette derniére condition semble plus intuitive, puisqu’elle correspond trés précisément a mettre
une borne sur le nombre de duplications autorisées.

Comume on le verra, on pourra également donner une version plus forte du théoréme de
finitude ou les hypothéses de finitude de la Proposition 4.1.4 seront généralisées en des hypo-
théses de bonne fondaison. Voici les définitions correspondantes. Ces définitions permettront
ensuite de donner une variante de la Proposition 4.1.4 adaptée & ce cas bien fondé.
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Fi1G. 4.5 — Deux fourches conscientes infinies opposées.

Définition 4.1.10. Soit ¢ une structure de pointeurs. On dit que ¢ est & profondeur bien
fondée si et seulement si ¢ n'admet pas de chaine de pointeurs infinie, c’est-a-dire s’il n'y a
pas de suite (Tp)nen € Dg telle que pour tout i € Ny, on ait p(x;y1) = x;. De méme, ¢ est a
mémoire bien fondée si et seulement si p n’admet pas de fourche consciente infinie.

Proposition 4.1.5. Soit p une structure de pointeurs ultimement visible, les deux propositions
sutvantes sont équivalentes :

(1) La relation <, est bien fondée,

(2) ¢ est a profondeur et mémoire bien fondées.

Démonstration. Méme raisonnement que pour la Proposition 4.1.4, mais par contraposée.
Toute chaine de pointeurs infinie ou fourche consciente infinie fournit un contre-exemple a
(1). De méme, d'une suite infinie (z,)nen on peut construire un arbre infini comme ci-dessus,
lequel induit par le lemme de Konig soit un nceud de degré infini (i.e. une fourche consciente
infinie) soit une branche infinie (i.e. une chaine de pointeurs infinie). O

Comme on le verra en Section 4.3, cette généralisation n’a d’intérét que pour les arénes
infinies, ou au moins de largeur infinie comme l’aréne des entiers plats. En effet, on pourra
prouver qu’'une partie visible ou ultimement visible dans une aréne finie est bornée si et seule-
ment si sa relation < est bien fondée. Dans le cas des arénes de profondeur bien fondée, cette
équivalence permettra de ramener les parties infinies a ’existence d’une fourche consciente
infinie : il est évident que de tels phénomeénes sont & bannir si on veut préserver la finitude
des parties. Ces fourches conscientes seront au coeur de I’étude des stratégies nethériennes, la
plus grande classe de stratégie sur laquelle les résultats de ce chapitre s’appliquent.

Fourche conscientes opposées. A propos des fourches conscientes infinies, on serait tentés
de proposer la conjecture suivante : si ¢ est une structure de pointeurs ultimement visible,
alors toutes les fourches conscientes infinies ont la méme polarité dans ¢. Autrement dit,
il est impossible que Joueur et Opposant aient chacun une fourche consciente infinie. Cette
proposition parait raisonnable, car chaque nouveau coup de la fourche pour Joueur «remet
les vues a zéro» pour Opposant, et vice-versa. Elle s’avére finalement fausse, la Figure 4.5
représente deux fourches conscientes infinies opposées. On notera toutefois sur ce contre-
exemple la présence trés visible d’une chaine de pointeurs infinie qui se charge de faire des
aller-retours entre I’environnement de la fourche Joueur, et celui de la fourche Opposant. On
verra en Section 4.3 qu’interdire une telle chaine de pointeurs suffit & interdire I'existence de
fourches conscientes infinies opposées : il y a donc unicité du coupable.
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4.2 Théorémes de finitude

Dans cette section, on va se baser sur les notions développées précédemment. Tout d’abord,
on va énoncer les théorémes de finitude, résultats centraux de ce chapitre. On en donnera
ensuite plusieurs preuves trés différentes, dont chacune mettra en exergue un aspect différent
des structures de pointeurs : la premiére preuve les considérera comme des traces d’exécution
de la machine & pointeurs, la seconde (plus sémantique) les verra comme des interactions entre
objets abstraits appellés les agents, qui sont & la fois une restriction et une généralisation des
stratégies. Finalement, la troisiéme preuve présentée aura un aspect plus combinatoire.

On présente maintenant les deux variantes du théoréme de finitude. Ces deux variantes
correspondent exactement aux paires de conditions présentées a la fin de la section précédente.

Théoréme 4.2.1 (Finitude faible). Soit ¢ une structure de pointeurs ultimement visible bor-
née, alors p est finie.

Démonstration. Trois preuves indépendantes, en Sections 4.2.1, 4.2.2 et 4.2.3. O

Ce théoréme suffira au corollaire principal de ce chapitre, c¢’est-a-dire que les stratégies
innocentes totales finies sont stables par composition. Il suffit aussi pour gérer le cas des
stratégies dites bornées; ces stratégies qui peuvent avoir une fonction de vue infinie, mais
admettent une borne sur la taille de leur vue. Cependant, considérons la stratégie agissant sur
I’aréne nat -> com -> com, obtenue par l'interpretation du terme suivant :

let rec repeat n c =
let z = n in
if z = 0 then () else (c; repeat (z-1) )

Aucun entier ne convient pour borner la taille de ses vues. En effet, si son argument est ’entier
n, elle va exécuter n fois la commande ¢, et a donc au moins une vue plus grande que n pour
tout entier n. Cette stratégie appartiendra cependant & une classe de stratégies plus générale
appellées stratégies neethériennes. On aura pour ces stratégies aussi un résultat de préservation
de la totalité par composition, mais pour le montrer on aura besoin de la version plus forte
du théoréme de finitude suivante :

Théoréme 4.2.2 (Finitude forte). Soit ¢ une structure de pointeurs ultimement visible telle
que <, est bien fondée. Alors ¢ est finie.

Démonstration. Section 4.2.3. O

4.2.1 PAM inversée et réduction linéaire de téte

Dans cette premiére partie, on va montrer comment on peut se servir de la machine &
pointeurs développée dans le chapitre précédent pour démontrer le théoréme de finitude faible.
L’idée est qu’a chaque structure de pointeurs ¢ on va associer deux arbres de Béhm unaires
U et V, telle que ¢ correspond a la séquence (p;) d’une exécution de la PAM sur UV. 1’idée
est alors que par correction de la PAM, ¢ décrit en fait une chaine de réduction linéaire de
téte dirigée de UV, et puisque UV est bien typé ¢ doit étre finie.

Définition 4.2.1. Soit U un arbre de Béhm unaire, comme défini en Section 3.3.3. Si T est
un sous-terme de U, on note var(T) l'ensemble des variables du contexte de typage de T, avec
l’addition de la variable éventuellement liée a la racine de T'. Soit x € var(T) de type au moins
2. L’expansion de U a T par z, notée exp(U,T,x), est définie par cas sur T :
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- Si T = \y24, on remplace T par \y.x(Az2) (0w z est une variable fraiche).
- 5T =M\y. @ie[ hiM; avec l'un des h; occurrence de x, on ne change rien.
— Sinon c’est qu’aucun h; n’est occurrence de x, on remplace T par

My.(ED hidd;) + (%)

i€l

Cette transformation préserve de type de l'arbre de Bohm, mais aussi le type de ses sous-
termes.

Définition 4.2.2. Soit ¢ une structure de pointeurs visible de profondeur finie d. Un état de
la PAM inversée sur ¢ comprendra les données suivantes :

— Deux arbres de Bohm unaires ' U, :d+2etT’'FV,:d+1,

— Un état de PAM (h1,A1,p1),..., (hn, Ap,pn) sur U,V,, tel que pour tout 1 < i < n,
pi = @(i). Les A; doivent étre des sous-termes en position d’argument, donc par propriété
des arbres de Béhm unaires ils commencent tous par une abstraction.

Ces données doivent vérifier la condition de typage : le type de chaque A; doit étre d—d; + 1,
ot s est la profondeur de ¢ et d; la profondeur du coup i dans .

L’initialisation et les transitions de la PAM inversée seront trés proches de celles de la
PAM en situation de jeux, présentées & la fin du chapitre précédent. Simplement, au lieu de
fixer les termes et d’en déduire la séquence de pointeurs, on fixe celle-ci et on en déduit de
Iinformation sur les termes. D’un point de vue de sémantique, cela revient & récupérer U par
le théoréme de définissabilité a partir de la stratégie définie par les P-vues de ¢, et V de la
méme fagon & partir des O-vues de .

Initialisation de la RPAM. Soit ¢ une structure de pointeurs visible, I'initialisation de la
RPAM sur ¢ est définie comme suit :

— Uy = Az.zo, Vi = (A\y.y0¥).

- hl = Xo, Al = ()\y.yo%l) et pP1 = 0.

Transition de la RPAM. Supposons qu’on ait un état Uy, V,, et (h1, A1,p1), ..., (hn, An, Pn)
de la RPAM sur une structure visible . On obtient I’état & n+ 1 par les opérations suivantes :
1. Si p(n+1) = L, la machine s’arréte.
2. Sinon, on considere Ay, 1), soit x la variable qui y est abstraite. Deux cas possibles :
a. Si il existe une occurrence x; de x dans hoc(A,), on pose h,11 = x;, Apt1 =
arg(hom+1)) €t pnr1 = p(n + 1). U et V sont inchangés. Ce nouvel état vérifie
bien la contrainte de typage, puisque hg,41) est lié par A2, 1), lequel est de type
d — dg2(ny1) + 1 par la contrainte de typage. On en déduit que l'argument A,1; de
hpny1) est de type d — dy2(,q1) + 1 — 2, ce qui est bien égal & d — dp4q + 1.
b. Sinon, supposons (sans perte de généralité) que A, est dans U,. On pose Up41 =
exp(Uy, Ap,x) et Vip1 = V.. On adapte également en conséquence les valeurs des At
Ainsi, (h1, A1,p1),- -, (hn, An, pn) reste un état correct de la PAM sur Up41 V41 Le
cas (a) s’applique alors sans probléme.

4On peut supposer que les A; sont donnés par des pointeurs vers le sous-terme correspondant de U, V;,, de
sorte qu’il n’est en fait pas nécessaire d’y faire I’expansion.
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Terminaison. Le point clé de la démonstration est que maintenant, on peut donner plusieurs
conditions équivalentes a ’arrét de cette procédure, de sorte qu’elles doivent étre équivalente
entre elles. La premiére est évidente, il s’agit de la finitude de ¢. En effet, on progresse d’une
étape & chaque fois dans D, et on s’arréte dés qu’on trouve ¢ € N tel que (i) = L. Voici la
seconde condition :

Proposition 4.2.3. Soit ¢ une structure de pointeurs visible, la RPAM sur ¢ s’arréte si et
seulement si la procédure d’expansion n’est plus utilisée a partir d’un certain rang, c’est-a-dire
qu’il existe N au dela duquel le cas (2b) n’est plus utilisé.

Démonstration. Si (2b) n’est plus utilisé, on a U, = Uy et V,, = Vy pour tout n > N. Par
conséquent, on entretient a une exécution de la PAM sur Uy Vy, et par correction de la PAM
(Théoréme 3.3.4), cette exécution décrit une chaine de réduction linéaire de téte de UnVy.
Mais la réduction linéaire de téte normalise par la Proposition 3.2.2, donc la machine s’arréte.
Réciproquement, si la machine s’arréte le processus d’expansion s’arréte aussi. O

Lemme 4.2.4. La transition (2b) est utilisée un nombre fini de fois si et seulement si ¢ est
bornée (i.e. a des vues de taille bornée).

Démonstration. Commencons par montrer le sens direct, par contraposée : supposons donc
que @ est non bornée. On montre en fait qu’a chaque étape ¢ ol on rencontre une taille de
vue jamais obtenue auparavant, on utilise la transition (2b). C’est simplement par le Lemme
3.3.2 : si h; est une occurrence de téte, 'ensemble des A; pour j € " (i) A j #2 i est la chaine
de sur-termes de h;. Si la vue atteint une longueur jamais atteinte auparavant, c’est donc que
la chaine de sur-termes atteint une longueur jamais atteinte, donc qu’on vient d’expanser le
terme.

Montrons maintenant l'implication réciproque, encore une fois par contraposée. Suppo-
sons que la transition (2b) est utilisée un nombre infini de fois, supposons que c’est a des
indices g, %1, . ... Par définition de cette transition, on a alors une chaine infinie d’occurrences
Rigs hiyy . ... Pour chacune d’entre elles, la vue correspond & la chaine de sur-termes par le
Lemme 3.3.2. Mais nécessairement, les h;, admettent des chaines de sur-termes non bornées
puisqu’elles sont toutes différentes et que dans un arbre de Béhm unaire, les uniques bran-
chements (i.e. les sommes non déterministes) ont une arité finie. Par conséquent, la suite
"¢, (i0)], |"p,(i1)], . . . est non bornée et le résultat est démontreé. O

Corollaire 4.2.5 (Finitude faible visible). Soit ¢ une structure de pointeurs visible bornée,
alors o est finie.

Démonstration. Si @ est bornée et visible, la RPAM n’utilise qu'un nombre fini de fois la
transition (2b) par le Lemme 4.2.4. Par conséquent, ¢ est finie d’aprés la Proposition 4.2.3. [

On vient donc de donner la premiére preuve du théoréme de finitude. On peut remarquer
plusieurs choses a son sujet. Tout d’abord, le fonctionnement de la preuve fait qu’elle se
restreint au cas des structures de pointeurs wvisibles, et non pas wliimement visibles. Ce n’est
pas un gros probléme, parce que les théorémes de préservation de la totalité par composition
peuvent se faire avec le cas visible (méme si cela demande un peu de technique en plus), et
que de toute facon les prochaines preuves démontreront le cas plus général.

Il peut étre intéressant de remarquer que la machine inversée fait plus que permettre de
démontrer le théoréme de finitude faible, elle établit en fait une équivalence trés forte entre
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le théoréme de finitude faible et la terminaison de la machine & pointeurs sur les situations
de jeux, et donc de la terminaison de la réduction linéaire de téte pour les termes typés. Il
est notable que cette preuve d’équivalence se fait sans induction, ce qui souligne la connection
trés précise entre les deux.

On peut quelque peu regretter la dépendance de cette preuve aux arguments syntaxiques de
normalisation. Le but de ces théorémes de finitude étant de donner des arguments sémantiques
pour la préservation de la totalité par composition, on aimerait en avoir des preuves plus
légeres, en particulier sans recours a la syntaxe. Ainsi, la prochaine section développera une
preuve plus sémantique, par réalisabilité, qui est en quelque sorte le résultat de 1’élimination
des coupures sur la preuve indirecte présentée au dessus : on remet en scéne l'argument
de réalisabilité de la Section 3.1, mais cette fois directement dans le langage des structures
d’interaction.

4.2.2 Agents, interactions et réalisabilité

Depuis le début de cette partie, on a défendu la thése que dans un calcul, les propriétés de
normalisation ne dépendaient que de la profondeur des types, et pas de leur structure. Cette
vision des choses a conduit & de nombreuses simplifications : le passage des types simples au cas
unaire, puis 'effondrement qui a permis d’oubli des arénes et la restriction aux structures de
pointeurs. Dans cette section, on poursuit ce processus de simplification en oubliant cette fois
la structure des termes et des stratégies en ne gardant que des bornes sur la longueur de leurs
vues. On pourra alors voir les structures de pointeurs directement comme des interactions entre
ces agents simplifiés, et en tirer une nouvelle preuve, plus directe, du théoréme de finitude.

Une étape de réduction linéaire de téte correspond & une descente d’un cran sur une struc-
ture de pointeurs. Cela nous aménera naturellement & considérer comme objet primitif non
pas les structures de pointeurs en elles mémes, mais les couples (¢, 1) avec ¢ une structure de
pointeurs et 7 € D, un point de ¢ désigné comme origine. Tout ce qui se passe précédemment
est considéré comme faisant partie de I’histoire de 'exécution. C’est la contrepartie sémantique
du fait que si on examine une réduction linéaire de téte entre deux termes clos M = \z.x M’
et N, on va observer la réduction :

(Az.zM')N ~~HHE (\g NM')N

Donc, l'interaction entre les deux termes clos M et N se résoud sur 'interaction entre N et
M' — mais M’ n’est plus clos. La ou l'interaction close entre M et N était interprétée par
une structure ¢, 'interaction ouverte entre N et M’ sera représentée par le couple (p,1). De
la méme fagon, si les termes clos sont représentés par des entiers, on donnera une définition
d’agent pour représenter les fermetures, comme M~V dans I'exemple ci-dessus.

On va maintenant définir dans notre cadre sémantique une série de notions inspirées du
calcul, notions qui permettront d’écrire la preuve par réalisabilité du théoréme de finitude.

Types. Pasde surprise ici, les types seront toujours modélisés par des entiers. Intuitivement,
un tel entier représentera la profondeur de ’aréne ambiante.

Termes clos. Comme annoncé plus haut, les termes clos seront représentés par des entiers.
Deux entiers n et p vont admettre comme interactions toutes les structures de pointeurs dont
les longueurs de P-vues/O-vues sont compatibles avec n et p.
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Définition 4.2.3. Une interaction fermée entre deuz entiers n et p est une structure de
pointeurs visible o telles que :

Vi€ Dy, @' (1) <n A |p,(i) <p+1

L’ensemble de toutes les interactions fermées entre n et p sera noté n x p.

Remarque. On a ici une différence de traitement entre les P-vues et les O-vues. La taille
des P-vues est limitée a n, alors que la taille des O-vues est limitée & p + 1. Pour expliquer
cela, il faut imaginer que la partie se joue sur une aréne de la forme A = 0. Le premier coup
est dans I'occurrence de o tout a droite, alors que le reste de la partie est sur A. L’ensemble
des P-vues encode alors une stratégie sur A = o, alors que ’ensemble des O-vues correspond
plutdt & une partie sur A. Pour évaluer les longueurs des O-vues, il faut donc éviter de tenir
compte du premier coup sur o, d’ott la borne en p + 1.

Contextes. Comment représenter une interaction entre deux termes ouverts dans ce cadre 7
Comme mentionné auparavant, ce sera fait par l'intermédiare de couples (p,i) entre une
structure de pointeurs ¢ et une origine i € Dy. Sion a un coup j > i let que ¢(j) < i, c’est
que I'agent jouant & j fait un appel o U'environnement.

Termes généralisés. Il est désormais nécessaire d’étendre notre notion de terme & cette
forme plus générale d’interaction. Considérons une structure de pointeurs ¢ et une origine
i € Dy. Quels sont les termes dont l'interaction commence a 7 7 Pour répondre & cette question,
il faut commencer par calculer la taille des vues atterissant sur <. On pourrait les obtenir comine
les tailles maximales de vues dans la sous-partie des coups justifiés héréditairement par ¢, mais
cela exigerait de définir préalablement la restriction d’une partie aux successeurs de i, ce qui
s’avére trop lourd techniquement. De maniére plus élémentaire, on les calcule comme suit :

Définition 4.2.4. Soit ¢ une structure de pointeurs, et soit ¢ € D,. La vue maximale depuis
i, notée "y (i), est définie comme suit :

"o (i) =max | max ['o,(j)| - @) +1, max [@'(j)] e, +1
i € p,(j) i€ p'(j)
i =27 E2Y

De méme, on définit la covue maximale depuis ¢ par :

(i) =max | max [ '(j)]— 'O +1,  max |, —|'(@)]+1
i€ ' (j) i€ "p,(4)
i=2] i #2 ]

Fermetures. La définition d’au dessus ne décrit que partiellement les agents interagissant
dans un contexte ouvert. Considérons une fermeture (au sens de la Section 3.3.2) M?. La
définition précédente décrit (la taille de 'arbre de Bohm de) M, mais la fermeture doit spécifier
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aussi le comportement de 'environnement lorsque M fait appel a ses variables libres. Dans
notre cadre, cela signifie que nos agents doivent porter de I'information sur le comportement
de leur Opposant lorsqu’elles pointent sur un coup antérieur & 'origine de la structure.

Définition 4.2.5. Un agent est la donnée d’un entier n et d’un k-uplet d’agents aq,...,a,
noté nlay, ..., ag]. La définition est bien fondée car on se retrouve finalement confronté au cas
ot k = 0. L’ensemble des agents sera noté A.

Remarque. Une explication alternative de cette définition est qu’elle permet de parler de

stratégies qui ne sont pas en forme S-normale. En effet, un agent nfaq, . . ., ax| peut étre compris
comme un terme n avec k variables libres, et avec des substitutions ai,...,a; «en attentes.
C’est d’ailleurs cette intuition qui justifie la notation nlai,...,ax], inspirée de la notation

courante pour la substitution. Peut-étre serait-il possible de s’inspirer de ces définitions pour
développer une sémantique des jeux ou on sépare le mécanisme d’interaction paralléle et celui
de masquage nécessaires a la composition : la construction de 'agent nlay, ..., a] serait alors
obtenue par interaction paralléle et le masquage correspondrait & la renormalisation vers un
arbre de B6hm. Malheureusement, ces idées devront attendre des travaux ultérieurs.

Il reste & définir comment ces agents interagissent. L’idée est naturelle, méme si la mise
en ceuvre est quelque peu technique : le résultat d’une interaction entre deux agents a et b est
un couple (p,7) ou les vues a partir de i sont compatibles avec les tailles de a et b, et tel que
les appels au contexte sont compatibles avec les parties «substitutions» de a et b.

Définition 4.2.6. Soit a = nlay,...,ap] un agent. L'ensemble des traces de a, noté Tr(a),
est Uensemble des couples (p,1), avec i € Dy, tels que :
(1) T,(i) < n
(2) {je ') | (j=219)A(j <i)} =p, notons {j1,...,jp} cet ensemble, réordonné par
<.
(8) Pour tout m € {1,...,p}, pour tout x € o~ (j) tel que x > i, (p, ) € Tr(ay).
(4) @ est visible apreés 1.

La premiére condition exprime le fait que la taille des vues & ¢ ne dépasse pas n. La
seconde, quant & elle, contraint les structures & fournir un contexte exactement de la méme
taille que l'environnement (z.e. la liste a1, ..., ap) de a. Finalement, on impose que les appels
a ces éléments du contexte respectent bien les agents de 'environnement de a.

Définition 4.2.7. Si a et b sont des agents, on définit I'ensemble axb des interactions entre
a et b comme suit :

axb={(p,i) € Ptr x N | (¢,i) € Tr(a), Yz € o (i), (¢,z) € Tr(b)}

Le lecteur notera la surcharge de la notation x. C’est justifié parce que les deux notions
coincident sur les interactions closes, comme démontré par le lemme suivant.

Lemme 4.2.6. Soient n,p € N, alors

penxp s (p,0) €n]xp]
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Démonstration. Commencons par remarquer que ¢ ,(0) = max;ep,, ["¢'(i)] :
B0) = max (mag )] - [0+ Ll 0) - [0 +1)
J=20 J#20

= max | max|"p,(j)|, max |, ¢'(j
(1max e, max L))
— A a
jrg%il ©'(J)]

De facon symétrique, on a ¢'(0) = maxjep, | ¢,(7)|.
F0) = max (maxl )| S0+ Lanasl )] 0] +1)
Jj=20 J#20

= max | max | ()], max |"p (i
(1m0l a1

= Inax I, (9)]

Ces deux faits suffisent a montrer que les contraintes de taille sont les mémes des deux cotés.
Les autres conditions sont triviales : ¢ est supposée visible & partir de 0 des deux co6tés, et
les conditions (2) et (3) de la définition de n[| % p[] sont triviales puisque {j € ©'(0) | (j =2
0)A(F<0)}=0. O

Recomposition. Si ¢ est visible et bornée par M, il est évident que ¢ est une trace d’in-
teraction entre agents. Plus précisément, on a ¢ € M x M + 1 (ou, de fagon équivalente, que
(p,0) € M[] * M + 1]]. Voir le Lemme 4.2.6). Si ¢ n’est que ultimement visible, ¢’est moins
évident mais cependant assuré par le lemme suivant.

Lemme 4.2.7. Soit © une structure de pointeurs, dont les vues sont bornées par M € N, soit
i Dindice de visibilité de . Alors :
(1) On peut retrouver un agent a; € A tel que (p,1) € Tr(a;). De plus, 'agent obtenu ne
dépend que de (7).
(2) On peut retrouver un agent b; € A tel que (¢,1) € a; * b;.

Démonstration. (i). Par induction sur ¢(i). Si ¢(i) = 0, alors (¢,i) € Tr(M). Sinon on
définit :
{ji,- ot ={ze (i) | z=2iNnz < i}

En effet, {z € ¢'(i) | z =2 i Ax < i} ne peut pas étre vide si ¢(i) # 0, puisqu’il contient au
moins ¢(i) — 1. Maintenant, pour chacun des j, et pour tout y > i € D, tel que ¢(y) = ja,
on a par hypothése d’induction un agent a, tel que (¢,y) € Tr(a,). De plus, '’hypothese
d’induction assure aussi que a, ne dépend pas du choix de y. Par conséquent :

(p,i) € Tr(Mlay, ..., ap)).

Il reste & montrer que cet agent ne dépend pas du choix de ¢ mais uniquement de (7). Il suffit
de remarquer que si i’ € D, est tel que ¢ est visible aprés ¢ et avec ¢(i) = (i), on aura
aussi :

{ze )| z=inz<i}={xe () |x=2i ANz <i}
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On pourra donc appliquer a ¢ exactement le méme argument qu’a 4, et on obtiendra aussi
(p,7) € Tr(Mlai,...,ap)).

(11). Soit i = 0, auquel cas (p,i) € M x M. Sinon, on commence par récupérer par (i)
Pagent a; tel que (p,i) € Tr(a;). Ensuite, on calcule :

{1, day = {z € Tp,(0) | @ #2 4}

Pour chaque j,, (i) fournit un agent b, tel que, pour tout y > i tel que ©(y) = ju, (©,y) €
Tr(by), et cet agent ne dépend pas du choix de y. On a donc bien (p,7) € a;*xM|[by,...,by]. O

En fait, le fait d’étre une trace d’interaction entre agents caractérise les structures de
pointeurs bornées ultimement visibles : on peut montrer facilement la réciproque du lemme
ci-dessus, c’est-a-dire que si ¢ est ultimement visible et que (p,7) € ax b, alors ¢ est bornée.

Réduction des agents. Puisque les agents ont été inspirés par les A-termes, il est naturel de
voir si on peut les équiper & leur tour d’'une dynamique, indépendante de celle des structures
de pointeurs. C’est cette idée que nous allons investiguer ici. On va voir qu’effectivement
ils disposent d’une réduction naturelle, mais qu’en fait celle-ci sous-tend la dynamique des
structures de pointeurs.

Remarque. Dans l'article | |, on présente a ce point une définition de réalisabilité ainsi
qu’une preuve directe d'un lemme d’adéquation correspondant, permettant de démontrer le
théoréme de finitude. Dans cette thése, on va développer un peu plus et décomposer cette
preuve par réalisabilité en deux étapes. D’abord, on va exhiber une réduction sur les couples
d’agents compatible avec le «déroulement»® d'une structure de pointeurs, puis montrer par
réalisabilité que cette réduction termine.

Définition 4.2.8. Sinfay,...,ap] et b sont des agents, on définit la relation de réduction non
déterministe suivante :

(b, (n —2)[a1,...,ap, b))
(a;, (n —2)[a1,...,ap,b))

(nlai,...,ap),b) —
(nlai,...,ap],b) —
Cette réduction s’arréte lorsque n < 2.

Cette transformation décrit & la perfection le passage de I’étape (¢,4) & (p,7+ 1) sur une
structure de pointeurs, comme le montre le lemme suivant :

Lemme 4.2.8 (Simulation directe). Soit (¢,7) € a*b, alors si (i + 1) # L, il existe des
agents o', b tels que (a,b) — (a', V) et (p,i+1) € ' x V.

Démonstration. Supposons ¢ toujours définie en i+ 1, et posons a = nfa, ..., ap|. Notons que
dans tous les cas, il va falloir montrer que (¢,i+1) € cx (n —2)[a1,...,ap,b], avec ¢ valant b
ou I'un des a;. Pour montrer ce résultat, plusieurs étapes sont nécessaires :

1. Exhiber I’agent ¢ correspondant et montrer que (¢,7+ 1) € Tr(c);
2. Montrer que pour tout y € o1 (i + 1), (¢,y) € Tr((n —2)[a1, ..., ap,b]).

SPar «déroulement», on veut dire le fait de passer de (¢,4) & (p,% + 1).
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1. Pour trouver c, il faut examiner la valeur de ¢(i + 1). Intuitivement, si ¢ pointe vers le
coup précédent, il fait un appel & son argument b, lequel va arriver en téte. S’il pointe sur un
coup précédent il fait alors un appel au contexte et ¢’est I'un des a; qui va arriver en téte. Plus
formellement, soit {j1,...,Jp+1} = {j € "o, (i + 1) | j #2 i+ 1}. Le cardinal de cet ensemble
est bien p + 1, puisqu’on avait (¢,7) € nfai,...,ap|xb, donc [{j € ¢'(4) | j <iNj=2i}=p
et {jep(i+1)|j#ri+1}={i}U{je p'(i)]j<iAj=yi}. Par visibilité de ¢ aprés
i, il existe z € {1,...,p+ 1} tel que (i + 1) = j,. Puisque (¢,i) € nlay, ..., ap] x b, alors :

— Soit z < pet (p,i+1) € Tr(ay) : dans ce cas on pose ¢ = ay.

— Soit x =p+1et (p,i+1) € Tr(b); dans ce cas on pose ¢ = b.

2. 1l nous faut maintenant montrer que pour tout y € o (i + 1), (¢,y) € Tr((n —
2)[ai, ... ,ap,b]). Soit donc un tel y € (i + 1). Mllustrons Pétat courant de ¢ :

x (p,i) € nlay,...,ap| *b

|

(p,i+1) € Tr(ag) Y

Le premier point & vérifier est que "¢ (y) < n — 2, mais c’est clair puisque par définition
T (1) > Tp (y) + 2. Montrons maintenant la propriété (2) de la définition de T'r :

wiy) = {ypulp,(i+1)
= {y,i+1} U 9'(9)

Donc {j € o'(y) | G<y)A(=2v)} ={j1,---,Jp i}, de cardinal p + 1 comme nécessaire.

La propriété (3) découle immeédiatement du fait que (¢,i7) € nlai,...,ap] *b. La (4) est
évidente, puisque ¢ était déja supposée visible aprés i. On a fini de montrer que (p,i+ 1) €
cx(n—2)ar,...,apb]. O

Par itération de ce lemme, on peut associer & chaque structure de pointeurs visible et
bornée ¢ des agents a,b tels que (p,0) € a * b et une séquence de réduction aussi longue que
0 :

(a,b) — (a1,b1) — (ag,ba) — ...
Le lemme suivant démontre 'autre sens de la simulation. Il n’est pas nécessaire pour le théo-
réme de normalisation en lui-méme, mais semble le bienvenu ici en ce sens qu’il achéve de

montrer que les structures de pointeurs visibles correspond exactement aux séquences de la
réduction —.

Lemme 4.2.9 (Simulation inverse). Soit (ag,bp) — -+ — (@i+1,bir1) une chaine de réduction
et ¢ une structure de pointeurs visible telle que pour tout 0 < j < i, on ait (¢,j) € a;j % b;.
Alors il existe une structure visible ¢’ définie au moins jusqu’a i + 1 coincidant avec ¢ sur
0,...,1 et telle que pour tout 0 < j <i+1, on ait (¢, j) € aj * b;.

Démonstration. Posons (a;,b;) = (nifal,...,a’],b;), et raisonnons sur les deux cas possibles
de la réduction (a;, b;) — (@it1,bi41)-
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— Si (aj41,bi11) = (bi, (n; — 2)[al, ..., a?,b;]), alors on définit ¢’ par :

19

() = i) 0<j<i
Pli+1) = i
) = L sij>i+1.

— Si (@it1,bit1) = (a{, (ni —2)[a},...,al, b;]), alors comme (p,i) € Tr(nsla;,...,a’]), en
particulier  ¢'(¢) comprend p éléments {z1,...,zp} de méme polarité que i, o ¢'(i+ 1)
peut potentiellement pointer en préservant la visibilité. La réduction (a;, b;) — (a7, (nj—
2)[a},...,af,b;]) place a! en téte, ainsi on pose

) = i) 0<j<i
Si+1) = o
PG) = L sij>i+l

Par construction, ces structures de pointeurs sont toujours visibles. I faut alors montrer que
pour tout 0 < j < i+ 1, on a (¢',j) € a;j xb;. Cette vérification se décompose en deux
parties. D’une part, il faut que pour tout 0 < j < ¢+ 1, le nombre d’éléments dans ¢ '(j)
de méme polarité que j corresponde bien au nombre de sous-arbres de la racine de a;. Mais
pour 0 < j < ¢ c’est trivial, puisque pour ces indices ¢’ coincide avec . Pour i + 1 ce n’est
guére plus difficile, puisqu’on a choisi ¢’(i + 1) exactement pour ¢a. Il faut alors montrer que
pour tout 0 < j < i+ 1, la taille des vues arrivant sur j est bien bornée par la racine de a;.
Pour toutes les vues ne passant pas par i + 1 c’est trivial par construction de ¢, sinon c’est
assuré par la validité de la réduction (a;, b;) — (b, (n; — 2)[a} P

iy o205, b;]) qui sous-entend que
n; > 2, or les vues arrivant sur ¢ n’auront pas une taille plus grande que 2. O

On peut résumer les deux lemmes ci-dessus par la proposition précédente :

Proposition 4.2.10. Sia,b € A, alors on a une bijection préservant la finitude (et la longueur
dans le cas fini) entre les structures de pointeurs ¢ wvisibles telles que (p,0) € axb et les
séquences de réduction (a,b) — (a1,b1) — (ag,b3) — ....

Démonstration. 1l suffit de voir qu’a agents (a,b) initialement fixes, les deux constructions
ci-dessus sont inverses l'une de l'autre. O

Ainsi une séquence de réduction d’agents est une autre facon de décrire une structure
d’interaction. Cette nouvelle représentation dispose de quelques atouts, comme nous allons le
voir maintenant.

Agents et arbres. On va maintenant oublier les structures de pointeurs et se concentrer
uniquement sur les agents et leur réduction. Commencons par opérer quelques simplifications.
Pour commencer, notons que toute paire d’agents peut étre transformée de facon injective en
un seul agent :

(nlai,...apl,b) — nlay,...,ap, b

Notons désormais a - b cette opération consistant a rajouter b comme dernier fils de la
racine de a. Par cette injection, la réduction sur les couples d’agents se transporte de fagon
non ambigué en une réduction sur les agents :



4.2. THEOREMES DE FINITUDE 113

Fia. 4.6 — Regle de réécriture simplifiée sur les agents.

nlai,...,ap,b] — b-(n—2)ai,...,apb]

nlai,...,ap,b] — a;-(n—2)ai,...,ap,0b]

On se rend alors compte que ces deux cas sont en réalité instances de cette seule et unique
régle :

nlat,...,ap) — a; - (n—2)[a1,...,ap)

La derniére simplification consiste a remplacer le n —2 par un n— 1 dans cette réduction, la
condition d’arrét n < 2 devient n = 0, et chaque entier k est remplacé par |(k—1)/2] (ou |x]
est la partie entiére de x). Cette simplification n’est plus injective, mais il est immédiat de voir
qu’elle ne change rien vis-a-vis de la réduction. Aprés toutes ces simplifications, convenons de
voir les agents comme des arbres d’entiers : dans I'écriture nfaq, ..., ap|, n décrit I'étiquette de
la racine et chaque a; décrit un sous-arbre. La réduction peut alors étre résumée par la Figure
4.6. Remarquons que les transformations effectuées ne changent rien aux réductions possibles,
ainsi on a préservé la Proposition 4.2.10 : chaque chaine de cette réduction correspond trés
précisément a une structure de pointeurs, et réciproquement. On va maintenant étudier la
terminaison de ce systéme.

Terminaison. Comme dans | |, ce sont des entiers qui vont ici jouer le role des types. On
va interpréter chaque entier n par un ensemble d’arbres |n|, ses réalisateurs. Ces réalisateurs
auront entre autres la propriété qu’ils seront fortement normalisants pour cette réduction.
Ensuite, on montrera par induction sur les arbres un lemme d’adéquation assurant que tous
les arbres sont dans |n|, pour n bien choisi.

Définition 4.2.9 (Orthogonalité). Soient a,b € A. On définit :
albsa-b normalise fortement.
Cette relation d’orthogonalité permet de définir [’orthogonal d’un ensemble E C A :
Et={zcA|VyecE, =1Ly}

Définition 4.2.10 (Reéalisateurs). Pour chaque entier n € N, on définit par récurrence les
réalisateurs de n :

0] = {0fai,...,ap] | a1,...,ap € A}
In+1] = |n|*
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Lemme 4.2.11 (Adéquation). Sidy,...,dp,d > 2n, si pour tout i € {1,...,p} on a a; € |di,
alors njai, ..., ap) € |d|.

Démonstration. Par récurrence sur n. Si n = 0, alors si d = 0 c’est vrai par définition. Sinon

soit b € |d — 1|. Il faut alors montrer que I’arbre nfay,...,ap,b] normalise fortement mais
c’est trivial, puisqu’il n’y a pas de réduction possible. Supposons maintenant qu’on ait n > 0.
Notons qu’on a alors d > 2n > 2, donc pour montrer que a = nfay, ..., ap] € |d| il faut montrer
que a € |d—1|*. Soit donc b € |d—1]|, étudions les réductions possibles de a-b = n[ay, . . ., ap, b].
On distingue deux cas, selon que c’est I'un des a; ou b qui passe en téte.

— Silaréduction est a-b — b-(n—1)[a1, ..., ap, b]. Pour tout ¢, on a alors d; > 2n > 2(n—1),
et d—2>2n—-22>2(n—1) (donc d —1 > 2(n — 1)), ainsi on sait par hypothése
de récurrence que (n — 1)[a1,...,ap,0] € |d —2|. Or b € |d — 1| = |d — 2|* donc
b-(n—1)ai,...,ap,b] est fortement normalisant.

— Si la réduction est a - b — a; - (n — 1)[a1,...,ap,b]. Pour tout 4, on a alors d; > 2n >

2(n—1),d—=1>2n—-1>2(n—1)etd; —1 >2n—1 > 2(n — 1), ainsi on sait par
hypothése de récurrence que (n — 1)[ay, .. .,ap,b] € |d; — 1|. Mais a; € |d;| = |d; — 1|+,

donc a; - (n — 1)[aq, ..., ap, b] est fortement normalisant.
Ainsi tous les réduits de a - b sont fortement normalisants, donc a - b I’est lui-méme. Donc
a L b, et on a bien a € |d|. O

Remarque. Ce lemme a été obtenu par adaptation du Lemme 3.1.1 suivi de nombreuses
simplifications, ce qui explique que ses conditions semblent ad-hoc. De nombreuses variations
ont été étudiées dans I'espoir de rendre cette preuve plus intuitive, sans succés. Quoi qu’il en
soit, on peut en déduire immédiatement les deux résultats suivants :

Proposition 4.2.12 (Normalisation). La réduction — est fortement normalisante sur A.

Démonstration. Soit a € A. Prenons N l'entier maximum qui apparaisse dans a. Alors, par
une induction immédiate et en utilisant le lemme d’adéquation & chaque étape, on montre
que a € |2N + 1|. De méme, le lemme d’adéquation montre immédiatement que 0[] € |2N|.
Donc a - 0 est fortement normalisant, mais toute réduction infinie de a serait également une
réduction possible de a - 0, donc a est fortement normalisant. O

Remarque. Le «fortement» du «fortement normalisante» de I’énoncé précédent concerne le
choix non déterministe du réduit, pas le choix du redex qui est toujours celui en position de
téte. La propriété de normalisation n’est plus vraie si on autorise la réduction en profondeur,
donnons-en ici un contre-exemple. A chaque étape, on met en couleur la racine de l’arbre
servant de redex.

2 2 2
; ; ;
A
; ;

;

Et la réduction boucle, en ignorant le sous-arbre commencant par 0.

Théoréme 3 (Finitude faible). Soit ¢ une structure de pointeurs ultimement visible bornée,
alors o est finie.
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Démonstration. Supposons que les vues de ¢ sont bornées par M, et que ¢ est l'indice de
vigibilité de . Alors, par le Lemme 4.2.7, on peut reconstruire deux agents a et b tels que
(p,1) € axb. Par la Proposition 4.2.12, on sait alors que le couple (a,b) est fortement norma-
lisant pour la réduction —, ainsi le Lemme 4.2.8 assure que ¢ est finie. O

Remarque. Ainsi, on a réduit I’étude des structures de pointeurs bornées a ’étude d’'une
réduction simple sur les arbres d’entiers, donnant ainsi une nouvelle preuve du théoréme de
finitude : c’est un peu la derniére étape de la procédure de simplification commencé au début
de cette partie, avec l'introduction du A-calcul unaire. Cette réduction peu bien sur paraitre
d’intérét un peu périphérique, cependant il convient de garder en mémoire que par la Propo-
sition 4.2.10, elle n’est en fait rien d’autre qu’une facon alternative de voir les structures de
pointeurs visibles. Ainsi, on espére que sa nature combinatoire puisse donner lieu & 1’établisse-
ment d’une estimation sur les longueurs de réduction, estimation qui se porterait aussitot sur
les structures de pointeur, et via la PAM, sur la réduction linéaire de téte des termes typés.

4.2.3 Approche directe

Présentons finalement une derniére preuve, qui résoudra cette fois la version forte du
théoréme de finitude. Elle n’est pas nouvelle : elle apparait pour la premiére fois dans | |
sous le nom de «no infinite chatterings, et dans un vocabulaire assez différent de celui présenté
ici. On peut la trouver aussi dans | |

Le point de départ est une propriété des parties visibles qui semble étre dans le folklore
de la sémantique de jeux : elle est connue des spécialistes mais on n’en trouve pas de preuve
écrite dans la littérature, du moins pas dans le vocabulaire de la sémantique de jeux (elle est
prouvée dans | | et | ])- Supposons qu’on ait une structure de pointeurs ¢ avec un
coup i € D, orphelin, c’est-a-dire que personne ne pointera plus jamais sur ¢ dans ¢ :

(i )

Alors, le segment {p(i)+1,...,i—1} sera invisible pour tout le restant de la partie : personne
ne 'aura dans sa vue et par visibilité personne ne pointera a l'intérieur. En conséquence, ce
segment peut étre extrait de ¢ sans changer en aucune maniére les propriétés (visible, finie,
bornée,. ..) de p. Ce mécanisme d’extraction induit une réécriture p — ¢ sur les structures
de pointeurs.

Malheureusement, il n’est pas facile de montrer que cette réécriture termine. Dans le cas
particulier o on est & profondeur bornée, on peut comme on le verra exhiber une stratégie
de réduction dont on peut prouver la terminaison simplement, et en déduire le théoréme de
finitude. Dans le cas bien fondé c’est plus difficile, mais il reste possible d’extraire de ¢ une
sous-structure qui est normale pour cette réduction. Or, une structure normale pour cette
réécriture a également la propriété de n’avoir aucun coup orphelin : elle doit étre soit finie,
soit mal fondée.

Commencons par introduire quelques outils nécessaires & ’établissement de cette preuve.

Définition 4.2.11. Soit ¢ une structure de pointeurs, soit I un segment initial de N, et
(ui)ier € Dé une suite strictement croissante d’entiers dans le domaine de . Alors,
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— u est une sous-structure de ¢ si et seulement si

pour tout i € I il existe j < i tel que u; = p(u;)
pour tout i + 1 € I, u; Z2 uj+1 (alternance)

- 51 u est une sous-structure de @, la restriction de ¢ a w est définie par :

R 1L singl
Pu : m  tel que uy = p(uy)

— u est une sous-structure visible de ¢ si c’est une sous-structure, et si pour tousi,j € I :
i € Tpuy(J) & ui € To,(uy)
L’ensemble des sous-structures visibles de ¢ est noté V.Sub(yp).

Proposition 4.2.13. On a les propriétés suivantes :
(1) Si ¢ est une structure de pointeurs ultimement visible et que u € V.Subyp, alors p, est
une structure de pointeurs ultimement visible.
(2) Si (ui)icr est une sous-structure de ¢ et (vj)jcg est une sous-structure de gy, alors
(uy;)jes est une sous-structure de .
(3) Si (ui)ier € VSub(p) et (vj)jes € V.Sub(py), alors (uy,)jes € V. Sub(p).

Démonstration. (1). Soit i I'indice de visibilité de ¢, et j le plus petit entier tel que u; > i.
Si un tel entier n’existe pas, c’est que nécessairement ¢, est finie et donc ultimement visible.
Autrement, ¢, est visible & partir de j. En effet, pour tout k£ > 7,

pu(k) € "pu,(k) & Up, (k) € "o, (k)
& @(k) €p,(k)
(2). Soit j € J, il faut montrer que ¢(uy;) est dans (uy,);es. Pour commencer, il existe j' € J
tel que vjr = ¢y (v;), puisque v est une sous-structure de ,,. Par définition de ¢y, on en déduit
que Uy, = ¢(ty;), donc ¢(uy,) est bien dans (uo;)je-
(8). Montrons que (uy,)jes est une sous-structure visible de ¢. On raisonne par équiva-
lence :

1€ I—Sﬁuv_l(j) < v € r@lu(”j)
S Uy, € "p(ue;)

O

Tous les raisonnements de cette section sur les structures de pointeurs reposent lourdement
sur le lemme suivant :

Lemme 4.2.14 (Lemme fondamental). Supposons que @ est une structure de pointeurs ulti-
mement visible, et soit i un indice de visibilité pour . Alors, pour tout j > 1,

Akefi+1,....5—1}, plk)=i = To,()n{z|zZ2i}Nn{p@),...,i =1} =10



4.2. THEOREMES DE FINITUDE 117

Démonstration. Par induction sur j. Pour commencons, supposons que j = ¢ + 1. Alors :
o(i+1) = {i+1}U ()
= {i+Li,00)} U0 (e() - 1)
On en déduit :
o i+ 1) N{x|xZi+1}N{p(i),...,i —1} =10
Supposons maintenant que j > i+ 1, et que Ak € {i+1,...,5 — 1}, p(k) =1. Alors :
"o,(5) N {e(@), ..., i1} = ({iFU'(G—1)Nn{e(),...,i -1}
= w-Dn{e@),...,i—1}
= TG = 1)) n{e(i),....i -1}

Puisque ¢ est supposée visible apreés 7, on sait que ¢(j — 1) € "p (j — 1). Par conséquent,
I’hypothese d’induction assure que p(j — 1) & {¢(i),...,i— 1}. De plus, par hypothése ¢(j —

Deux cas sont désormais possibles :
— Soit p(j — 1) < (i) et

oG = 1) N {e(@), ..., i—1} =0
— Soit p(j —1) € {i+1,...,j5 —2}. Dans ce cas on sait par hypothese d’induction que :
(el =) {z [z Z2 0(G = D} {p(d),....i -1} =0
Et puisque {z | x #Z2 ¢(j — 1)} = {z | x #2 j}, on en déduit que
"o,() 0 {z |z #2 5} N {p(@), ..., i -1} =10 [

Définition 4.2.12. Soit ¢ une structure de pointeurs. i € D, est orphelin si et seulement si
pour tout j > i, p(j) # i.

L’existence d’un coup orphelin permet une simplification du Lemme 4.2.14, qui sera utilisée
& de nombreuses reprises.

Lemme 4.2.15. Soit ¢ une structure de pointeurs ultimement visible et i son indice de visi-
bilité. Supposons j orphelin dans @, tel que j > i. Alors :

1. Pour tout k > j, "p (k)N {z | z Z2 5} N {p(4),..., 5} =0
2. Quel que soit k> 7, (k) & (o), -7}

Démonstration. (1). Application immédiate du Lemme 4.2.14.
(2). Par (1) et visibilité de . O

Définition 4.2.13. Soit ¢ une structure de pointeurs, j un coup orphelin dans . Alors, on
définit la suite (¢ \ j) de @ comme suit :

{(@\j)n = n sin < o))
(p\J)n = n+j—e()+1 sinon

On définit alors la relation — entre les suites d’éléments de D, par :

(ui)ier — (uy;)jes < Ik € Dy, v = (pu \ k)
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Lemme 4.2.16. Supposons que @ est une structure de pointeurs ultimement visible avec ¢ son
indice de visibilité, soit u € V.Sub(p), et j orphelin dans ¢. Alors (¢ \ j) € V.Sub(yp).

Démonstration. Commencons par démontrer que (¢ \ j) est une sous-structure de . Pour
commencer, elle est alternée car on a enlevé un segment de longueur paire.

Soit maintenant k£ un indice de (¢\ 7). On doit montrer que ¢((¢\ 7)) est dans (¢\j). Cest
une application immédiate du Lemme 4.2.15, puisqu’on sait que ¢((¢ \ j)x) & {@(4),..., 7}

Montrons maintenant que c’est une sous-structure visible. Par souci de lisibilité, fixons la
notation u = (¢ \ j). On va en fait montrer la proposition légérement plus forte suivante. Pour
tout ug > 7 :

"o,(ue) \ {e(4), 5} = {ua | 2 € "o (k)}

Ainsi que I’énoncé correspondant, en remplacant les vues par des co-vues. On procéde par
induction sur k. Si k < ¢(j), c’est évident puisque ¢ et ¢, coincident. Si k = ¢(j), alors
ur = J + 1. Dans ce cas, on a :

"o (uk) = {7+1,75,00),0([) =1} U »(p([H) — 1)
"ou (k) {e(d) = 11U ou'(p(4) = 1)

Et les deux membres droits sont bien égaux a {¢(7), j} prés et par hypothése d’induction. Pour
la co-vue, c’est évident puisqu’on aura forcément ¢(uy) < ¢(j), et les vues/co-vues coincident
avant ¢(j). Si ug > j+ 1, alors soit une étape de calcul de vue/co-vue reste au dessus de j+ 1
et on conclut par hypothése d’induction, soit on passe au dessus du segment comme dans le
cas précédent, et I’hypothése d’induction conclut également. O

A ce point, on peut donner une preuve directe du théoréme de finitude, qui utilise le fait
qu’une certaine stratégie de réduction pour — est normalisante.

Théoréme 3 (Finitude faible). Soit ¢ une structure de pointeurs ultimement visible bornée,
alors o est finie.

Démonstration. Si ¢ est ultimement visible et bornée, c’est par la Proposition 4.1.5 qu’elle
est & profondeur et & mémoire finies. Soit d sa profondeur, on va montrer le théoréme par
induction sur d. Si d = 0, 1, ¢ est nécessairement finie. Sinon, tous les coups de ¢ & profondeur
maximale d + 1 sont orphelins. Considérons la suite z1,xo,... de ces coups orphelins. On
commence par remarquer que les segments [¢(x;), ..., x;] ne s’intersectent pas, par le Lemme
4.2.15. De méme, si ¢ a une taille de vue maximale de M, il ne peut pas y avoir plus de M
tels segments consécutifs. En effet, si on a :

[p(zi), s zille(@iv1), - Tiga] - [p(Tignr)s - Tig ]

Alors VO < k < M, zj1k € "p (zi+01), ce qui est absurde, puisque ¢a implique que " (x4 17)
a au moins M + 1 éléments.
On applique alors — & tous ces coups orphelins de profondeur maximale, dans 'ordre
croissant :
(i)iep, — ur — uz — ...

Cette chaine de réduction laisse invariants des préfixes de plus en plus grands, parce qu’elle
ne peut pas rester constante plus de M étapes par 'argument ci-dessus. Par conséquent, elle
converge une structure de pointeurs ultimement visible wu,,. Mais cette partie a des vues de
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taille bornée, et est de profondeur d donc par hypothése d’induction, elle est finie. On en
conclut que nécessairement, ¢ était finie, sinon elle terminerait par une infinité de segments
consécutifs, ce qui est impossible. O

Le cceur de cette preuve est le fait qu’on a une stratégie de réduction pour — qui termine :
il s’agit d’éliminer en premier les coups orphelins de profondeur maximale. En fait, on peut
utiliser les outils introduits précédemment pour démontrer la version plus forte du théoréme.
L’idée est de ne plus éliminer les coups orphelins par —, mais d’utiliser la bonne fondaison
de < pour construire directement une sous-structure de ¢ qui est une forme normale pour —.
C’est ce que fait le lemme suivant :

Lemme 4.2.17. Soit p une structure de pointeurs infinie ultimement visible, sur laquelle <
est bien fondé. Alors il existe u € V.Suby infinie normale pour — (sans coup orphelin).

Démonstration. On définit v par induction, en maintenant I'invariant qu’il existe une extension
infinie du préfixe actuellement défini qui est une sous-structure visible de . Pour commencer,
on pose u; = ¢ pour tout ¢ plus petit ou égal a I'indice de visibilité de . Ce préfixe vérifie I'in-
variant, puisque (i)iep, € V.Sub(y). Ensuite, supposons u construit jusqu’a n. Par hypothese
d’induction, on sait qu'il existe un ensemble non vide {vy,vs,...} d’extensions infinies de u
dans V Sub(p). Dans ’ensemble {(v1)n+1, (v2)n+1,-- -} il existe un plus petit élément pour <,
puisque < est bien fondé. Supposons que ce soit (v;)p+1, on pose alors up+1 = (Vi)n+1 qui
vérifie I'invariant d’induction par construction.

Alors, la sous-structure u € V.Sub(p) est telle que ¢,, est sans coup orphelin plus loin que
Iindice de visibilité ¢. Fn effet, si j > ¢ était orphelin dans ¢,, on aurait par réduction une
sous-structure v = (g, \ j) donnant lieu a une sous-structure infinie visible (u,, )ien de ¢ avec

(2 <u

Yo (4) ©(7)
Ce qui est impossible par construction de u : le choix de u,;) n’aurait pas été, comme requis,

minimal. O

Théoréme 4 (Finitude forte). Soit ¢ une structure de pointeurs ultimement visible telle que
=<, est bien fondée. Alors ¢ est finie.

Démonstration. Supposons par 'absurde que ¢ est infinie. Par le Lemme 4.2.17, on sait que
© a une sous-structure infinie sans coup orphelin. Mais dans ce cas, ¢ a nécessairement une
chaine de pointeurs infinie, ce qui est en contradiction avec le fait que <, est bien fondée.
C’est donc que @ était finie. O

Mentionnons une formulation équivalente du théoréme, qui se révéle utile dans certains
cas :

Corollaire 4.2.18. Soit ¢ une structure de pointeurs infinte ultimement visible, et a profon-
deur bien fondée. Alors ¢ contient une fourche consciente infinie.

Démonstration. Application immédiate du théoréme de finitude forte et de la Proposition
4.1.5. O
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Réécriture et S-réduction. A ce point, il est naturel d’examiner les connexions possibles
entre cette méthode de preuve du théoréme de finitude, et celle donnée précédemment par
réalisabilité sur les agents. Par exemple, on peut se demander quel effet la réécriture — sur les
structures de pointeurs induit sur les agents. Il semble bien qu’il y en ait une, mais la structure
des agents actuelle est trop imprécise pour la voir. Imaginons donc qu’on donne une notion
d’agent non réduite 4 une borne sur la taille des vues®, et qu’on impose que — supprime
d’'un coup tous les coups orphelins qui apparaissent avec la méme P-vue. Alors, si ¢ est une
trace d’exécution d’un tel agent a, il semble que — produise une structure de pointeur ¢’
trace d’exécution de o’ tel que a —g o 7. Une étude de ce genre serait passionnante : d’abord
parce qu’elle permettrait de relier formellement les deux méthodes de preuve du théoréme de
finitude données ci-dessus, mais aussi parce qu’il semble qu’on ait & portée un théoréme reliant
le masquage habituel en sémantique de jeux (qui peut étre décomposé en étapes élémentaires
de —, au moins dans des cas particuliers) a la S-réduction en A-calcul, donnant par 1a une
vision nouvelle du mécanisme de 'interaction innocente en sémantique de jeux. Ces directions
de recherche n’ont pas encore été suivies faute de temps, mais le seront certainement dans le
futur.

4.3 Conséquences

Ici, on va passer en revue différentes conséquences du théoréme de finitude. Pour com-
mencer, on va examiner quelques généralisations ou variantes dans les structures de pointeurs,
pour leur intérét intrinséque ou pour leur utilité dans la démonstration des théorémes de
composition.

4.3.1 Reésultats intermédiaires

Finitude quantitative. Cette généralisation du théoréme de finitude sera essentielle dans
la preuve de composition des stratégies bornées.

Lemme 4.3.1. Sin,p € N, alors il existe une borne T'(n,p) € N telle que, pour tout ¢ € n*p,

|| < T(n,p)

Démonstration. L’ensemble nxp peut étre vu comme un arbre en considérant I’ordre préfixe,
et cet arbre est clairement a branchement fini : en effet, & chaque étape on doit pointer
dans I’histoire qui est toujours finie. Une branche infinie pour cet arbre serait une structure
de pointeurs infinie ¢ € n x p, ce qui est interdit par le théoréme de finitude faible. Par
conséquent, par le Lemme de Konig, 'arbre considéré est fini : on pose T'(n, p) sa profondeur ;
c’est la longueur maximale d’une structure de n x p. O

Il serait intéressant de trouver une valeur plus concréte pour T'(n, p), mais ¢a sort malheu-
reusement du cadre de cette thése.

5De tels agents ressembleraient & des fermetures M ot M est S-normal et n-long et oil toutes les fermetures
dans o vérifient encore ces conditions.

"Il faut bien sir étendre 8 aux agents ce qui est loin d’étre immédiat, en particulier il faut une restriction
de 3 bien choisie qui préserve la structure des agents esquissée dans la note précédente.
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Unicité du coupable. Comme évoqué & la fin de la Section 4.1.2, le coupable est unique
dans les parties & profondeur bien fondée : seul un des deux joueurs peut avoir une fourche
consciente infinie.

Lemme 4.3.2. Soit ¢ une structure de pointeurs o profondeur bien fondée (i.e. elle n’ad-
met pas de chaine de pointeurs infinie). Alors si on a deux fourches conscientes infinies

(Y0, (Vi)ien,) et (¥, (Vi)ien.), on a Yo =2 ¥y.

Démonstration. Supposons par 'absurde qu’on ait deux fourches conscientes comme dans
Iénonce, avec ¢y #2 ). On va d’abord en extraire deux fourches intriguées, comme illustré
dans la figure ci-dessous :

On le fait en construisant par induction deux suites d’entiers o et 7 comme suit. Supposons
sans perte de généralité que 11 < 1)}, Pautre cas est symétrique. On pose o(1) = 1. Supposons
qu’on vienne de définir o (i) alors on définit 7(i) comme le plus petit j tel que 11’;' > Yg(s)- Si
on vient de définir 7(i), on définit (i + 1) comme le plus petit j tel que ¥; > 1, ;). On obtient
deux fourches conscientes infinies (10, (V5(;))ien,) et (¥g, (VL (i))ieN*) qui sont bien intriquées,
c’est-a-dire que pour tout ¢, on a

Yoty < Ury < Yolirn) < Yrgisn

Considérons maintenant un coup orphelin j dans un segment Wa(i) . wT(i)} et ne participant
pas aux fourches, c’est-a-dire que j et (j) ne sont ni des ¢; ni des v,. Alors le segment
[0(j) - .. j] est strictement inclus dans le segment [V, ... Y] En effet, si o(j) < ¥50),
Yo(;y ne sera plus jamais visible par le Lemme 4.2.15, ce qui est impossible puisqu'il fait partie
d’une fourche consciente, en particulier ¥,(;) € "0, (¥o(i+1)), Par conséquent

[(4) 3] C Wogy - Vr(s)]

L’inclusion est stricte pour les deux bornes puisqu’on a supposé que j et ¢(j) ne participaient
pas aux fourches. Considérons maintenant u; = (¢ \ j). C’est une sous-structure visible de
¢ qui posséde la caractéristique de conserver les mémes fourches conscientes intriquées (a
réindexation prés).

On iteére lopération ci-dessus en commengant par les plus petits tels coups orphelins in-
ternes aux fourches intriquées, pour obtenir une suite de sous-structures de pointeurs uy, uo, . . .
de ¢ contenant les deux fourches. Mais cette suite converge : en effet, chaque intervalle
[wg(i) .. .wT(i)] est fini, donc & partir d’un certain rang on otera plus de coup & l'intérieur.
Par conséquent, la suite uj,... laisse invariants des préfixes de plus en plus longs de ¢, et
converge vers une sous-structure u,, de . Or, les fourches intriquées existent encore dans ¢y,
mais il n’y a plus de coups orphelins & I'intérieur. On part d’un coup interne aux fourches, et
on suit les pointeurs en sens inverse, ce qui ne peut mener qu’a d’autres coups internes aux
fourches : on construit ainsi une chaine de pointeurs infinie, ce qui est en contradiction avec
I’hypothése. O
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Parties non alternées. A plusieurs reprises, des extensions de la notion de partie légale
au cas non alterné ont été considérées, citons par exemple le modéle du m-calcul asynchrone
[ | de Laird, utilisant comme structure de base des parties non alternées. Bien que peu
explicité, il existe un exemple plus universel : parfois, il peut étre utile de voir une interaction
dans I(A, B,C) comme une partie (pas nécessairement alternée) sur l'aréne (A = B) = C.
Une telle opération peut paraitre sémantiquement (et esthétiquement!) discutable, mais est
cependant confortée par la sémantique des jeuz découverte | | - il est parfaitement viable
de considérer 'interaction sans le «masquage» qui lui est en général associé, ce qui améne
a considérer les interactions dans I(A, B,C) comme des parties légales habituelles. Indépen-
damment de telles considérations, ce sera utile dans notre contexte : prouver la préservation
de la totalité impose de borner la longueur des interactions. Or, les interactions ne sont en
général pas alternées; il faut donc généraliser le résultat de finitude aux parties non alternées.

La complication est que les structures de pointeurs s’adaptent trés mal au cas non alterné.
En effet, dés lors qu’on ne suppose plus alternance on ne peut plus se baser sur la classe
d’équivalence modulo 2 pour déterminer la polarité d’un coup. On va donc se poser le probléme
directement sur les parties ultimement visibles non alternées de I,. Si A est une aréne, on
obtient les parties légales non alternées de A en 6tant la condition d’alternance de la Définition
2.1.9. Les définitions de P-vue et de O-vue restent inchangées.

Définition 4.3.1. Par commodité, commencons par donner quelques définitions sur les parties
légales non alternées de 1.
— La vue s, est s si A\j(s,) = P et s, sinon,
- On définit i <5 j par induction, avec i <5 j si et seulement si :
— A (sic1) = A, (si), eti—1=joui—1<j.
= A1, (8i—1) # A1, (80), si—1 pointe sur sy et i’ =j ou i < j.
— De méme, une partie s sur I, est ultimement visible si et seulement si elle devient
O-visible et P-visible & partir d’un certain rang.

Lemme 4.3.3. Soit s une partie légale non nécessairement alternée de 1,,. Alors il existe une
structure de pointeurs g telle que :

— s est ultimement visible si et seulement si s est ultimement visible,

— < est bien fondée si et seulement si <, est bien fondée,

— s est finte si et seulement si ps est finie.

Démonstration. On va construire par induction sur n une fonction strictement croissante o, :
{0,...,n} — N et une structure de pointeurs ¢, de longueur o(n) + 1 tels que :

— Pour tout i <n, Az, (s;) = P si et seulement si o(i) =2 1,

— Pour tous 4,5 < n, i < j si et seulement si o(i) <, o(j).

Pour amorcer la construction, on pose o(0) = 0 et ¢5(0) = 0. Supposons qu’on ait construit
s et o jusqu’a n. Si s est de longueur n, alors ¢’est fini. Sinon, deux cas sont possibles :

— Soit Az, (Sn+1) = A1, (sn). Dans ce cas on insére dans ¢s un coup factice pour rendre
@s alternée. On pose ps(o(n) + 1) = o(n). Ensuite, on pose o(n+ 1) = o(n) + 2 et si
Sn+1 pointe vers s;, on pose s(o(n + 1)) = o(i). Les deux invariants d’induction sont
clairement préservés.

— Soit A1, (Sn+1) # A1, (sn). Dans ce cas on pose simplement o(n—+1) = o(n)+1 et si s,41
pointe vers s;, on pose @g(o(n + 1)) = o(i), ce qui préserve clairement les hypothéses
d’induction.

Par construction, s, vérifie bien les trois propriétés annoncées dans I’énoncé du lemme. [
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Théoréme 4.3.4 (Finitude non alternée). Si s est une partie légale éventuellement infinie,
pas nécessairement alternée sur 1, alors si <5 est bien fondé, s est finie.

Démonstration. Corollaire immédiat du Lemme 4.3.3 : si <, est bien fondé, alors <, est bien
fondé, donc ¢; est finie, donc s est finie. O

Dans la suite, on utilisera la notation ¢, pour extraire la structure de pointeurs correspon-
dant & u, que u soit ou non alternée. Dans les deux cas, la construction préserve bien toutes
les propriétés basées sur la vue.

4.3.2 Stratégies finies, bornées, noethériennes

Dans cette sous-section, on va définir trois principales classes de stratégies pour lesquelles
on montrera que la totalité est préservée par composition. La premiére classe est celle des
stratégies finies. Cette clagse est bien connue en sémantique de jeux : c’est celle dans laquelle
s’'interprétent naturellement les preuves ou A-termes typés. Ce sont les stratégies innocentes
qui possédent aussi la caractéristique d’avoir une fonction de vue finie, et ce sont également
les éléments compacts associés a la structure enrichie d’ordres complets de Inn. La seconde
classe est celle des stratégies bornées : elles n’ont pas nécessairement un nombre fini de P-
vues, cependant la longueur de leurs vues ne peut dépasser une borne fixée. Finalement, on
présentera la derniére classe des stratégies neethériennes : les stratégies de cette classe peuvent
avoir des vues de longueur non bornées, mais ne peuvent pas avoir de vue nfinie. En d’autres
termes, elles n’admettent ni chaine de pointeur infinie ni fourche consciente infinie. Il est
important de noter qu’entre ces trois classes de stratégies, seules les stratégies finies sont
supposées innocentes.

Définition 4.3.2. Une stratégie P-visible o (pas nécéssairement déterministe, ou innocente)
est :
— Finie si o est innocente et si sa fonction de vue est finie,
— Bornée si il existe N € N tel que pour tout s € o, |'s'| < N,
— Neethérienne Si pour tout s € o (éventuellement infinie), <, est bien fondée sur les
coups Joueurs (i.e. de polarité impaire) ou, de fagon équivalente (Proposition 4.1.5) , si
ps n'a ni chatne de pointeur infinie ni fourche consciente infinie appartenant & Joueur.

Remarque. Le défaut de la présentation des stratégies noethériennes donnée au dessus est
qu’elle n’est pas interne a la sémantique de jeux, ¢’est-a-dire qu’il faut du vocabulaire venant
des structures de pointeurs pour la définir correctement. Le coeur du probléme est en fait
qu’en sémantique de jeux, la vue d’une partie est définie comme une sous-suite : elle n’est pas
localisée. Dire, si s1 C s9 C s, que "s1' C "so! n’implique pas que cette inclusion sera vérifiée
dans les structures de pointeurs. Une condition suffisante et presque nécessaire pour qu’une
stratégie soit ncethérienne est la suivante :

Proposition 4.3.5. Soit o une stratégie. Supposons qu’il n’y ait pas de chaine de préfizes
mfinie s1 C so C s3 C ... dans o telle que :

s1'CTso'Cls3'C ...

alors o est nethérienne.
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Démonstration. 11 suffit de remarquer qu’une chaine de pointeurs infinie ou une fourche
consciente infinie fournirait une telle chaine de préfixes. O

Ces deux définitions ne sont malheureusement pas équivalentes, comme le montre le contre-
exemple ci-dessus :

/A\

O—e—0—e0 O—e—-—0—o0 O—ee—-—O0—-—@—-0—0 o

Opposant crée une fourche infinie. Dans chaque copie, I'interaction va plus loin et Joueur
a des vues de plus en plus grandes, on a donc bien une violation de la condition donnée
dans la Proposition 4.3.5, et ce méme si Joueur n’a pas de vue infinie. L’écart entre ces
deux conditions reste cependant trés faible. Essayons de caractériser les situations ou Joueur
brise la condition de la Proposition 4.3.5 sur une partie (infinie) s, sans avoir de vues infinies.
Extrayons la structure de pointeurs g correspondante. Pour commencer, elle n’a pas de chaine
de pointeurs infinie, donc ¢, est a profondeur bien fondée. Par le Corollaire 4.2.18, on sait
donc qu’elle posséde une fourche consciente infinie. Cette fourche ne peut pas appartenir a
Joueur, puisque cela constituerait une vue infinie. Par conséquent, elle est & Opposant. Les
seules parties acceptées par la définition directe dans les structures de pointeurs mais pas
par la Proposition 4.3.5 sont donc des parties ot Opposant a une fourche consciente infinie :
situation qui ne peut pas arriver dans une catégorie de stratégies noethériennes.

Compacité. Un cas particulier notable des définitions ci-dessus est le cas des arénes fi-
nies : dans ce cas, les trois notions définies ci-dessus s’écragsent, du moins pour les stratégies
innocentes.

Théoréme 4.3.6 (Compacité). Soit o une stratégie innocente sur une aréne A finie. Alors,
les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) o est finie.

(2) o est bornée.

(8) o est nethérienne.

Démonstration. (1) = (2), (2) = (3) trivial. Montrons (3) = (1), supposons o ncethérienne,
et examinons son arbre de vues. Cet arbre est & branchement fini par finitude de ’aréne, et il
est & profondeur finie car o est neethérienne. 1l est donc fini par le lemme de Koénig et o est
finie. 0

Le nom de théoréme de compacité vient du théoréme du méme nom énoncé par Hyland
dans | |, affirmant que les stratégies respectant le principe de justice sont finies. C’est
précisément ce résultat qu’on prouve ici, en effet le principe de justice selectionne les stratégies
qui ne possédent pas de fourche consciente, c’est-a-dire (dans une aréne finie) qu’elles sont
neethériennes. On note par contre que lorsque ’aréne n’est plus finie, que ce soit en largeur ou
en profondeur, ces trois classes de stratégies sont en général distinctes. Par exemple, I'identité
sur ’aréne des entiers plats est bornée, mais pas finie. Par ailleurs, on a déja donné en Section
4.2 une stratégie repeat, qui est necethérienne mais pas bornée.

On va maintenant montrer comment ces trois classes de stratégies (finies, bornées, ncethé-
riennes) sont stables par composition.
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Stratégies bornées. Quelques outils préliminaires sont nécessaires pour traiter le cas des
stratégies bornées non nécessairement innocentes. Toutes les définitions non développées ici
sont données dans la partie préliminaire.

Proposition 4.3.7. Toute stratégie P-visible o est bornée si et seulement si sa fermeture
saturée (voir Section 2.2.3) @ est bornée.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que o' =" . O

Définition 4.3.3. Soient 0 : A = B et 7 : B = C P-uisibles. Une pré-vue de ;7 est une
interaction u € ol||T avec un unique coup initial dans C, tel que l'opposant externe pointe
toujours vers le coup précédent, i.e. upa c est une P-vue.

L’astuce ici est de considérer les pré-vues sur I(A, B,C) comme des parties légales sur
(A= B) = C, et d’¢tudier la structure de pointeurs induite pour déduire une borne sur la
longueur de la pré-vue. La propriété fondamentale des pré-vues est la condition de switching :
seul Joueur peut basculer entre B et C, et seul Opposant peut basculer entre A et B. En
conséquence, si u se termine avec un coup dans B ou C, sa P-vue va seulement visiter B et C
et sera en fait une P-vue sur B = C. De méme, si v termine par un coup dans A, "u';4 g sera
une O-vue de A = B ou chaque coup dans A pointera vers le coup précédent. De maniére
duale, \u, 4 g sera une P-vue de A = B; et \u, 5 sera une O-vue de B = C ou chaque
coup dans C' pointera vers le coup précédent.

Lemme 4.3.8. 5i les longueurs des P-vues de o et T sont bornées respectivement par N, et
N, et siu est une pré-vue de ol||t, alors @, € (Ny + N;) x max(N, + 1, N;).

Démonstration. Par I’analyse ci-dessus, la forme générale d’'une P-vue de u est s -t ol s est
une P-vue de 7 et t est une O-vue de A qui est aussi une P-vue : t doit donc étre une sous-suite
d’une P-vue de o. Par conséquent, les longueurs des P-vues de ¢, sont bornées par N, + N..

Une O-vue de u est soit une O-vue de C' qui est aussi une sous-séquence d’'une P-vue de
7 et donc bornée par N, ou bien est de la forme ¢ - s, oll ¢ est un coup initial de C' et s est
une P-vue de o et donc bornée par N, 4+ 1. Par conséquent, les longueurs des O-vues de ¢,
sont bornées par max(N, + 1, N;). O

Proposition 4.3.9. Sic: A= B et 7: B= C sont des stratégies bornées et saturées, alors
o; T est bornée.

Démonstration. Soit P l'ensemble des pré-vues de ol|r. Par le Lemme 4.3.8, chaque v € P
génere ¢, € (Ny + N;) * max(N, + 1, N;), et la longueur de ces structures est bornée par
T(N, + N;,max(N, + 1, N;)) par le Lemme 4.3.1.

A ce point, on remarque que puisque ¢ et T sont saturées, o; T est toujours saturée. Par
conséquent, si s € o;7, alors s' € o;7 et le raisonnement ci-dessus montre que |57 <
T(Ny + N;,max(N, + 1,N,)), donc o;7 est bornée. O

Théoréme 4.3.10. Soitent 0 : A = B et 7 : B = C deuxz stralégies bornées, alors o;T est
bornée.

Démonstration. Par la Proposition 4.3.7, @ et 7 sont bornées (et saturées). Par la Proposition
4.3.9, 7; T est donc bornée. Mais par monotonicité de la composition, on a :

o,Tr Co,T

Donc o; 7 est elle aussi bornée. O
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com —> cCom

Fic. 4.7 — Début de la fourche consciente de random; repeat.

Stratégies finies.

Théoréme 4.3.11. Soient 0 : A= B et 7: B = C deuz stratégies finies, alors o;7: A= C
est finie.

Démonstration. Par le Théoréme 4.3.10, o; 7 est bornée. Mais puisque o et 7 sont toutes deux
finies, il existe en fait des restrictions finies A’, B’ et C’ de A, B et C telles que o : A’ = B’
et 7: B’ = C'. Par conséquent, o; T est une stratégie bornée sur l’aréne finie A = C. Par le
Théoréme 4.3.6, elle est donc finie. O

Stratégies ncethériennes. Un fait déconcertant : les stratégies ncethériennes ne sont pas
stables par composition. Considérons le terme repeat : nat -> com -> com introduit en
Section 4.2, ainsi que le terme random : nat qui peut renvoyer n’importe quel entier, mais
doit en renvoyer un. Les deux stratégies correspondantes sont ncethériennes. Cependant,
random; repeat posséde une fourche consciente infinie, comme illustré dans la Figure 4.7.
La raison en est simple : chaque préfixe de cette partie est dans une interaction possible entre
random et repeat; il suffit que random choisisse un nombre assez grand. Manifestement, ce
phénomeéne n’arriverait pas si random devait faire son choix dans un ensemble borné. C’est ce
qu’on va montrer avec un résultat de préservation par composition des stratégies ncethériennes
et finiment branchantes.

Définition 4.3.4. Une stratégie o est finiment branchante si pour tout s € o, pour tout
extension sa de s, l'ensemble {sab | sab € o} est fini.

Lemme 4.3.12. Soit 0 : A = B et 7 : B = C deux stratégies neethériennes, soit u € ol|r,
potentiellement infini. Alors si Opposant n'a pas de fourche consciente infinie dans ujac, u
est finie.

Démonstration. Commencons par noter que u est a profondeur bien fondée : c’est clair parce
que toute chaine de pointeur infinie finirait dans A, B ou C et serait soit dans o, soit dans 7.
C’est impossible puisqu’elles sont supposées neethériennes.

On va montrer que w est finie. Pour ¢a, on va montrer qu’en fait, u ne contient pas de
fourche consciente. Supposons par I’absurde que ¢, contienne une fourche consciente . Notons
que u n’était pas nécessairement alternée, donc ¢, est obtenue comme décrit plus haut dans
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cette sous-section. Cependant, 1)y était forcément déja dans u, puisque la construction de ¢,
ne fait pointer personne vers les coups ajoutés. Puisqu’on a supposé qu’Opposant n’avait pas
de fourche consciente infinie dans u4,c, ¥ correspond soit & un coup Opposant dans up ¢
(impossible car 7 est neethérienne), soit & un coup Opposant dans u;4 g (impossible car o est
neethérienne). Donc ¢, n’a pas de fourche consciente et étant a profondeur finie, elle est finie
par le Corollaire 4.2.18, donc u est finie. O

Théoréme 4.3.13. Soient 0 : A= B et 7: B = C deuz stratégies neethériennes et finiment
branchantes, alors ;T est encore finiment branchante et nwethérienne.

Démonstration. Montrons que o; 7 est finiment branchante. Soit s € o; 7, et sa une extension
immédiate. Considérons I'ensemble {u € o||7 | 3b, uja,c = sab} : on lui donne une structure
d’arbre par I’ordre préfixe. Cet arbre est & branchement fini, puisque o et 7 sont & branchement
fini. De plus, cet arbre n’a pas de branche infinie, par le Lemme 4.3.12. En effet, Opposant
ne peut avoir de fourche consciente infinie sur w4 ¢ avec up4,c = sab fini. Par conséquent cet
arbre est fini, et I’ensemble des extensions de o; 7 & sa est fini.

Montrons maintenant que o; 7 est ncethérienne. Pour commencer, s € o; 7 potentiellement
infinie ne peut pas avoir de chaine de pointeurs infinie, car celle-ci serait nécessairement dans
o ou 7. Si Opposant a une fourche consciente infinie dans s, alors Joueur ne peut pas en avoir
par le Lemme 4.3.2. D’un autre coté, si Opposant n’a pas de telle fourche, Joueur ne peut pas
en avoir : cela donnerait un témoin infini u € o||7 qui serait en contradiction avec le Lemme
4.3.12. O

Ce résultat de composition des stratégies ncethériennes et finiment branchantes est notable,
puisqu’aucune de ces deux conditions n’est stable & elle seule par composition. On a vu plus
haut que les stratégies ncethériennes ne composent pas, c’est aussi vrai pour les stratégies qui
sont seulement finiment branchantes. Soit rand_bool() une stratégie renvoyant aléatoirement
true ou false. considérons l'interprétation du terme suivant, représentée en Figure 4.8.

T = AFn. if rand bool() then n else F' (n+ 1)

On peut constater que [T'] est bien finiment branchante. On la précompose avec I'opérateur
de point fixe [Y], pour obtenir la stratégie représentée en Figure 4.9, qui est clairement non
finiment branchante.

Préservation de la totalité. Montrons maintenant que pour toutes ces stratégies, la to-
talité est préservée par composition.

Théoréme 4.3.14. Soit 0 : A = B et 7 : B = C deux stratégies finies (resp. bornées,
neethériennes) et totales, alors o;7 est totale.

Démonstration. Supposons qu’il y ait s € o;7, et une extension sa tel qu’il n’y a pas de
sab € o;7. Par la propriété du témoin, il existe u € |7 tel que upa,c = s. Supposons (sans
perte de généralité) que a est dans A. Alors, puisque o est totale, il existe b tel que uab € o||T.
Mais b est nécessairement dans B, sinon on aurait une extension a sa dans o;7. Le méme
raisonnement tient ensuite pour 7, puis o, etc...On construit ainsi une partie infinie u € ol|7.
Mais us,c = sa est fini, en particulier Opposant ne peut y avoir de fourche consciente infinie,
donc u est finie par le Lemme 4.3.12 : contradiction. O
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Chapitre 5

Une logique avec points fixes : puL.J
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Les définitions inductives et coinductives dans la syntaxe ont été étudiées dans un grand
nombre de systémes, comme la logique linéaire | |, 1e A-calcul | |, le systeme F' | |
ou la théorie des types de Martin-Lof | |. La motivation premiére est bien sir de modé-

liser le raisonnement par induction naturel en mathématiques. Par ailleurs, ces constructions
permettent souvent d’augmenter drastiquement 'expressivité d’une logique sans payer le prix
des modalités exponentielles (voir | |) ou de I'imprédicativité (voir | |). Le langage
étudié dans cette partie s’inscrit dans cette lignée. 1l s’agit de la forme propositionnelle de
uLJ| |, un calcul des séquents intuitionniste avec des constructeurs pour le raisonnement
inductif et coinductif. Cette logique peut étre vue de nombreuses fagons, chacune avec son lot
d’intuitions.

Extension de LJ. Bien sur, uLJ peut étre vue comme une extension naturelle de LJ. Dans
ce contexte, les formules de pLJ sont des propositions logiques sur des objets éventuellement
infinis, sur lesquels on peut raisonner par induction ou coinduction. Cette vision de puLJ le
place comme une premiére étape dans la construction de langages plus puissants comme COQ,
capables de formaliser une partie des mathématiques.

Extension du p-calcul. On peut également la voir comme la logique obtenue par I’ajout du
connecteur = au p-calcul | | propositionnel. C’est cette vision qui inspirera la sémantique
des jeux a venir. En effet, il existe une représentation trés précise [ | des u-termes par
des jeux, équipés de conditions de gains appelés de parité. Il semble donc naturel d’étendre les
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conditions de gain des jeux de parité aux jeux d’arénes et stratégies innocentes ; c’est d’ailleurs
I’objectif de cette partie.

Un langage de programmation. Finalement, on peut aussi voir uLJ comme un langage
abstrait, trés explicite (en particulier, le style multiplicatif adopté autorise une gestion fine
des regles structurelles), dans lieurs ni syntaxe concréte. Ce langage n’est bien siir pas Turing-
puissant, mais a cependant une grande expressivité : on verra notamment qu’on peut y encoder
le systeme T de Godel [ |. Indépendamment des fonctions représentées, la syntaxe des
types de puLJ permet une représentation trés souple et puissante des structures de données
non bornées (entiers, listes, arbres) ou paresseuses (flots).

5.1 Reégles

5.1.1 Formules, séquents.

On définit d’abord les pré-formules et séquents de pL.J.

Définition 5.1.1. Soit V un ensemble de variables. Les pré-formules de puLJ sont données
par la grammaire suivante, avec X € V.

S = S=T|S+T | ST | pXT|vXT|X|1]0

Pour le moment, cette classe de formules est trop générale. Tout d’abord, la normalisation
et la cohérence de la logique ne peuvent étre espérées que si 'on se restreint aux formules
positives, i.e. on ne peut appliquer p ou v que sur des variables libres qui n’apparaissent qu’en
position covariante : en effet, il serait facile dans le cas contraire de typer 'analogue dans pL.J
de (Az.zx)(Az.zx). On définira donc les formules de pLJ comme les pré-formules satisfaisant
cette contrainte. Par ailleurs, 'interprétation en sémantique de jeux imposera pour des raisons
techniques de se restreindre a un fragment de pLJ qui sera introduit un peu plus tard.

Définition 5.1.2. Soit F' une pré-formule de pLJ. On définit par induction mutuelle ses
variables positives et ses variables négatives comme suit. La définition des variables positives :

fot(S=T) = fo (S)Ufo(T)
fot(S+T foT(S)U fo™(T)
fo(SxT fv

fot(uX.T

—
<
+
>
N
S N N N N N N N
I
—
<
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Et celle des variables négatives :

fr(S=T) = foH(S)U fo(T)
for(S+T) = fo (S)U o (T)
fo(SxT) = fo(S)YUfo (T
for(uXT) = fo(T)
foo(wX.T) = fo (1)
for(X) = 0
for(1) = 0
fo=(0) = 0

Définition 5.1.3. Les formules de uLJ sont définies par induction parmi les pré-formules,
comme suit :

- F = X est une formule,

— 0 et 1 sont des formules,

- Si S et T sont des formules, F = S = T (resp. S x T et S+ T) est une formule si

fot(F)N fo=(F) =0.

- Si S est une formule et X ¢ fv=(S), alors uX.S et vX.S sont des formules.

Une formule F est close si foT(F)U fo= (F) = 0.

Définition 5.1.4. Un foncteur positif est une formule F de pLJ telle que fo—(F) est vide
et fuT(F) est un singleton. Les foncteurs positifs seront désignés par la lettre P, et quand ¢a
ne causera pas d’ambiguité on désignera par X leur variable libre. On notera alors P(A) =
P[A/X].

Les foncteurs négatifs sont donnés par la définition duale. On les désignera par N, et on
prendra les mémes conventions.

Définition 5.1.5. Un séquent est une expression de la forme I' = A, ou I' est une liste de
formules et A est une formule.

Reégles de déduction. On donne en Figure 5.1.1 les régles de déduction de uLJ, séparées
comme souvent en plusieurs groupes. Les groupes d’identité, structurel et logique sont les
groupes habituels dans le calcul des séquents. Les nouveautés ici sont les groupes de points fizes,
donnant les régles de déduction sur les plus petits et plus grands points fixes. On remarquera
également 'ajout de régles de foncteurs, autorisant & considérer les formules non closes de
uLJ comme des foncteurs et d’effectuer des déductions en conséquence. Ces régles ne sont
pas essentielles : en particulier elles ne changent rien & la prouvabilité (on verra qu’on peut
les éliminer), cependant, elles facilitent considérablement 'expression des régles de réduction.
Notons enfin qu’a part pour ce qui est des régles foncteur, toutes les formules considérées sont
supposées étre closes.

Reégles affaiblies. Au cours de cette thése, on pourra parler des régles affaibles de puLJ.
Il s’agit des regles de la Figure 5.1.1, mais sans le contexte I' pour les régles des groupes
Points Fixes et Foncteurs. C’est la logique pLJ affaiblie qui se rapproche le plus du modéle
catégorique des points fixes donné par les algébres initiales et coalgébres terminales. Notons
que c’est pour cette logique affaiblie que l’auteur a initialement construit un modéle | l,
qui a ensuite été géneéralisé aux régles générales dans | |-
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FiG. 5.1 — Reégles de déduction de pLJ
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5.1.2 Fragments

On a donné la logique pLJ sous sa forme la plus canonique, et c’est siirement avec cette
généralité qu’elle mérite d’étre considérée. Cependant, cette partie vise avant tout & construire
un modéle de jeux, et I'expression de ce modéle de jeux est nettement plus simple si on
procéde & une restriction sur les formules. On va donc introduire ici deux classes particuliéres
de formules, et c’est pour l'intersection des deux qu’on donnera un modéle de jeux.

Notons qu’habituellement, par fragment d’une logique, on entend la restriction aux for-
mules engendrées par un ensemble restreint de connecteurs. La propriété fondamentale de cette
notion de fragment est que c¢’est un ensemble de formules clos par sous-formule, ce qui parait
étre la moindre des choses puisque les formules sont construites inductivement. Ici, on va intro-
duire des fragments de pL.J par restriction sur 'emploi des variables libres et des constructeurs
1 et v @ ce ne seront pas des fragments au sens usuel. Par contre, ils partagent avec la notion
usuelle de fragment le fait qu’ils engendrent des ensembles stables par sous-formule, propriété
qui justifie de les qualifier de fragments.

Points fixes stricts. La premiére restriction est celle aux formules strictes : on veut interdire
les formules de la forme pX. X, et de fagon générale on ne veut pas de variable libre a la racine
du type lors d’une construction inductive/coinductive. La raison est que la construction de
boucle qui servira en sémantique de jeux & interpréter ce constructeur a besoin d’«espace» : il
faut que la sous-aréne interprétant la variable libre soit justifiée par un coup interne a I’aréne.
Bien siir, tout cela sera revu plus en détails lors de la présentation de la sémantique.

Définition 5.1.6. On définit 'ensemble des variables a la racine d’une formule F par induc-
tion :

rac(S =T) = rac(T)
rac(S+T) = 0
rac(S xT) = rac(S)Urac(T)
rac(uX.T) = rac(T)
rac(wvX.T) = rac(T)
rac(X) = {X}
rac(l) = 0
rac(0) = 0

On dit alors qu’une formule F est stricte si pour toute sous-formule uX. T ou vX.T de F,
X & rac(T).

Foncteurs pseudo-polynomiaux. Présentons la seconde restriction sur les formules : il
s’agit d’imposer qu’aucune variable libre n’apparaisse a droite d’une fleche (bien qu’elles
peuvent toujours apparaitre a gauche). En effet, la sémantique de pLJ que 'on va présenter
s’appuie sur la notion de foncteur ouvert, qui transforme en endofoncteur n’importe quelle
aréne munie de variables libres, & condition qu’aucune de ces variables libres ne justifie d’autre
coup. Cette restriction semble arbitraire, mais s’est avérée necessaire pour rendre la construc-
tion des foncteurs ouverts techniquement réalisable.

Définition 5.1.7. Soit F' une formule de uLJ. F est pseudo-polynomiale si pour toute sous-
formule S = T de F, fo(T)=0.
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Ce fragment est plus petit que nécessaire : on pourrait en effet se restreindre aux formules
F telles que, si S = T est une sous-formule de F, alors rac(T) = (). Elles ont bien une
interprétation dans le modéle de jeux, mais leur inclusion complique inutilement la structure du
modéle catégorique puisqu’il devient nettement moins facile de présenter les formules comme
une classe particuliére de foncteurs stable par composition.

Remarque. Notons que la classe des formules pseudo-polynomiales / foncteurs pseudo-
polynomiaux est une extension directe de celle des formules polynomiales / foncteurs polyno-
miaux, construits uniquement a partir du produit et de la somme. En pratique, les algébres
initiales et coalgébres terminales des foncteurs polynomiaux suffisent & modéliser la majorité
des types de données utilisés en informatique, par exemple les entiers et les arbres.

Pour modéliser pLJ, on introduira le concept de catégorie u-fermée. Notons que ce concept
visera & modéliser uLJ dans sa globalité. On donnera également des définitions affaiblies pour
modéliser les fragments stricts et pseudo-polynomiaux de uL.J, définitions affaiblies dont notre
catégorie de jeux fournira un exemple concret.

5.2 Réduction

5.2.1 Reégles de réduction

La réduction associée aux séquents LJ est usuelle, méme si rarement complétement expli-
citée : les systémes & base de séquents sont souvent plus du cété «logique» que du coté «calcul»
de la correspondance de Curry-Howard, ainsi on montre le Haupsatz | | en définissant
une réduction, mais sans ’expliciter complétement en tant que telle : la stratégie de réduction
correspondant & la preuve d’élimination des coupures du calcul des séquents dans | |n’a
pas de sens d’un point de vue programmation, il paraitrait absurde d’en équiper un langage
de programmation. Comme exception notable & cette remarque, mentionnons les travaux dans
la lignée de Curien et Herbelin | | étudiant des syntaxes pour les stratégies focalisées sur
les séquents.

Ici, on tente de donner des régles de réduction suffisamment générales pour qu’il soit
plausible d’interpréter dans pL.J un véritable langage de programmation. Ainsi pLJ peut
étre vu comme un langage abstrait, sans choix de syntaxe, dans lequel on peut interpréter des
langages avec induction (comme le systéme T') et coinduction pour leur donner une sémantique.

Notation. Comme précédemment, la lettre P désignera des foncteurs positifs et N des
foncteurs négatifs. Dans ’exposé des regles qui va suivre, on prendra la liberté de ne pas
toujours expliciter 'emploi des régles structurelles, afin de garder les preuves aussi concises
que possible. On utilisera ’abbréviation :

—

re4
AFA

b

S

pour désigner ’emploi d’une succession de régles structurelles. On veillera & ne l'utiliser que
lorsque les formes de I' et A permettent d’inférer de facon canonique une fonction o : n — p,
ou |I'| = n et |A| = p, associant a chaque formule de I' une occurrence de la méme formule
dans A. S’il y a ambiguité sur cette fonction, on annotera certaines formules par des indices.
Il est immédiat que pour toute fonction o : n — p telle que I'; est toujours une occurrence de
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la méme formule que A, ;, il existe nécessairement une succession d’applications des régles
structurelles implémentant o.

Cette notation sera utilisée pour les régles de réduction. On suppose donc un choix impli-
cite, pour tous contextes I', A et o : |I'| — |A|, d’une telle séquence de régles structurelles.

Coupures logiques. On considére les réductions suivantes sur les coupures entre connec-
teurs logiques :
(L.1) Coupure =, / =

T2 ™1
™1 T2 T3 —_—
— e P—— AFA T'AFB 3
T.AF B AFA E,BFC Cut
=, =, - ATFB = BFC
'HrA=1B AEA=BFC Cut
Cut AT,EFC
A ZE-C S
LAZEEC
(L.2) Coupure x,/x;
T D) w3 ™2 ™3
TFA AFB S ABFC m AFB EABFC
X X s
I,AFAxB = AxBrC ' TTra AZAFC “
ut Cut
TAZFC T.AEFC
(L.3a) Coupure —i—<—r/+l
1 2 3 T Up)
A r AAEC E,BI—C+ T'FA AAFC ;
TFA+B A,E,A+BI—CC;W T,AFC "
T.AEFC “ TLAEFC
(L.3b) Coupure —T;/—H
1 T2 3 T 3
'-B _ AAFC Z BFHC I'-B EZ,B-C
+7' +l’v*) CUt
I'FA+B AEAYBEC | T.EFrC
T.AEFC “ T.AEFC
(L.4) Coupure 1,/1;
™
'-A T
— 1, 1, ~
F1 " T.1FA TFA
—— Cut
T'HA

Pas de coupure logique avec 0, puisque celui-ci n’a pas de régle d’introduction & droite.

Points fixes. On considére les réductions suivantes sur les coupures p,/u; et v, /v.
(Fix.1) Coupure p,/1y
st ™2
T+ T[pX.T/X] A T[A/X]F A
Trux1T " AuxTrEA M
Cut
ILAFA
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™2
A T[A/X]F A
m AuxTrEA M
T+ T[X.T/X] A, T[uX.T/X] - T[A/X] [;]Lt .
T,AF T[A/X] ATA/XIFA
T.AAFA
‘T,A+FA
(Fix.2) Coupure v;/v,
T ™2
T,AFT[A/X] A TWwXT/X|FB
TAroxT © ~ AuvxTrB 7
TAAFB ut
1
T, AF T[A/X]
T AFvXT - 2
D IMA/XTF TwXT/X]  ATRXI/X|EB
. I, T[A/X],AF B
D, A+ T[A/X] LATA/XEE

T AT,AFB
T,AAFB

Remarque. Cette régle apparait en fait tout naturellement comme un choix d’orientation
de la 2-cellule des diagrammes respectifs d’algébre initiale et de coalgébre terminale. Prenons
le cas de ’algébre initiale :

T
T(ux.T) s 7(B)

w = if

uX.T

fT

Cette orientation exprime le fait qu’une coupure entre yr et f7 se réduit en une nouvelle
coupure entre T(f1) et f. Mais y7 est juste le terme effectuant un dépliage du point fixe, ce
qui correspond & w,. dans pLJ. La preuve mo joue ici le role de f, et 71 est un morphisme
précomposé a la coupure entre xp et f1.

Remarque. On notera 'usage des regles foncteurs dans la réduction des points fixes. Leur
utilisation n’est pas indispensable, mais la seule alternative qu’on puisse envisager est d’inté-
grer 'expansion compléte de ces foncteurs dans la régle de réduction (notons que la réduction
des coupures de uMALL | | utilise cette variante) ce qui rend la rend non locale et
beaucoup plus difficile & analyser d’un point de vue sémantique.

Foncteurs. On équipe pLJ des réductions suivantes :
(Fonc.1a) Constante positive.

™

axr
I‘,A}—BPX P ~ pPrP
F,P}—P[]( ¢ rv(p)) TPrp
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(Fonc.1b) Constante négative.

™

[,B+A ~ NFN S
F,NI—N[N](XgFV(N)) TNEN
(Fonc.2) Identité.
™
—_— ™
I'NAFB ~ -
’ (X] T.AF B
T,AF B

(Fonc.3a) Si P et P sont des foncteurs positifs, la régle [Py x P»] se déplie en :

T.AF B T.AF B
e 1) ()
Pi(A) - P.(B) T, P2(A) - Py (B)
I, P1(A), P,(A) - Pi(B) I', P1(A), P2(A) - P2(B)
T, P A) x Pa(A) F PuB) - T, PuA) x Pa(A) - Pa(B)

T

F,Pl(A) X PQ(A),F,Pl(A) X PQ(A) [ Pl(B) X PQ(B)
F,Pl(A) X PQ(A) [ Pl(B) X PQ(B)

(Fonc.3b) Si N; et Ny sont deux foncteurs négatifs, la régle [N x Na] se déplie en :

I,BFA I,BF A
I.N [Nl] [Nz]
 N1(A) - N1 (B) T, N2(A) - No(B)
T, N1(A), Na(A) - N1 (B) T, N1(A), Na(A) - No(B)
T, N1(A) x N2(A) F Ni(B) - T, Ni(A) x Na(A) F Nao(B)

r

F,Nl(A) X NQ(A),P,N](A) X NQ(A) [ Nl(B) X NQ(B) g
F,Nl(A) X NQ(A) [ Nl(B) X NQ(B)

(Fonc.4a) Si Py et P, sont deux foncteurs positifs, la régle [Py + P3| se déplie en :

I,AFB I,AFB
T PIAFP (B [P1] —————— [P]
, Pi(A) = Pi(B) — I, P2(A) = Px(B) —
T,Pi(A)F Pi(B)+ Py(B) T, Py(A)F Pi(B) + Py(B)

.1, PL(A) + Po(A) F P (B) + Po(B) :

F,Pl(A) +P2(A) [ Pl(B) =+ PQ(B)

(Fonc.4b) Si N; et Ny sont deux foncteurs négatifs, la régle [IN1 + Na] se déplie en :

™ s
I.BFA I.BFA
[IV1] [N2]
LN (A FNB) S T, N2(A) F No(B) U

T

T, Ni(A) - N1 (B) + Na(B) T, Na(A) - N1 (B) + Na(B)
F,F,Nl(A)+N2(A)|—N1(B)+N2(B) +
T, Nl(A) + NQ(A) [ Nl(B) + NQ(B)

!

(Fonc.5a) Si N est un foncteur négatif et P un foncteur positif, [N = P] se déplie en :
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ILAF B IAF B
_N(B) - N(A) T, P(A) + P(B)

=1
I'N(B),I',N(A) = P(A) - P(B)

I'N(A) = P(A),N(B) + P(B)
I'' N(A) = P(A) - N(B) = P(B)

T

(Fonc.5b) Si N est un foncteur négatif et P un foncteur positif, [P = N| se déplie en :

I,BFA I,BFA
, P(B) - P(A) I, N(A) F N(B)

T,P(B).T,P(A) = N(A) F N(B) __ .

T,P(A) = N(A), P(B) - N(B)
I, P(A) = N(A) - P(B) = N(B)

T

(Fonc.6a) Si P est un foncteur positif en X et Y, [uY.P] se déplie en :

T,AFB
T, P(A)[pY.P(B)/Y]+ P(B)[uY.P(B)/Y]
T, P(A)[uY.P(B)/Y] F uY.P(B)
T, uY.P(A) F uY.P(B)

[PluY.P(B)/Y]]

T

(Fonc.6b) Si N est un foncteur positif en Y et négatif en X, [uY.N] se déplie en :

I,BFA
I', N(A)[uY.N(B)/Y] - N(B)[uY.N(B)/Y]
T, N(A)[uY.N(B)/Y] F uY.N(B)
I, uY.N(A) F uY.N(B)

[N[uY.N(B)/Y]

T

(Fonc.7a) Si P est un foncteur positif en X et en Y, [VY.P] se déplie en :

T,AF B
— (PY.P(4)/Y]
P(A)[Y.P(A)/Y] F P(B)[Y.P(A)]Y]
T,0Y.P(A) F PB)Y.P(A)Y]
T,0Y.P(A) - vY.P(B)

4

T

(Fonc.7h) Si N est un foncteur positif en Y et négatif en X, [vY.N] se déplie en :

I,BF A

T, N(A)[vY.N(A)/Y]+ N(B)[Y.N(A)/Y]

T,vY.N(A) - N(B)[pY.N(A)/Y]
T,0Y.N(A) - vY.N(B)

[N[VY.N(A)/Y]]

v

T

Proposition 5.2.1. Soit m une preuve de uLJ, alors on peut éliminer les régles foncteurs
dans w. Plus précisément, l’ensemble des réductions (Fonc) données ci-dessus termine.
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Démonstration. Pour chaque variable X, on définit la mesure suivante sur les formules ou-
vertes.

mx(A) = 0 (X ¢& fo(A))
mx(T1 = Tz) = max(mx(Th), mx(T3))
mx (11 +T2) = max(mx(T1), mx(T2))
mx (11 x Tp) = max(mx(11), mx(T2))

mx(X) = 0

mX(,uY.T) = mx(T) +1
mx(wY.T) = mx(T)+

Si T est une formule close, on pose m(T) = 0. Si T a une unique variable libre X, on définit
alors m(T') = mx(T). Si T a deux variables libres X et Y et si A est une formule close, on
prouve l'inégalité suivante :

mx (T[A/Y]) < mx (uY.T)

en effet, on peut prouver par induction immeédiate sur T' que lorsque A est clos, on a mx (T) =
mx (T[A/Y]). Alors, on a mx(T[A/Y]) = mx(T) < mx(T)+1=mx(pnY.T). On a donc une
mesure m sur les foncteurs, qui :

— décroit strictement lors de 'expansion des points fixes, par I'inégalité ci-dessus ;

— ne peut que diminuer pour les autres régles, mais alors c’est la taille de la formule qui

décroit strictement.

On considére donc Pordre lexicographique < sur les couples (m(T),|T|) (ou |T| est la
longueur de la formule T'). On a bien la propriété que chaque application d’une régle foncteur
se réduira en plusieurs applications de régles strictement plus petites pour cet ordre. On conclut
donc en considérant, pour chaque preuve 7, le multiensemble de toutes les régles foncteurs
dans 7. On équipe ces multiensembles de ’ordre multiensemble basé sur < : cet ordre diminue
strictement pour chaque étape d’expansion des foncteurs dans . O

Les autres regles de réduction de pLJ vont étre dirigées par la notion de coupure active,
que ’on définit ici.

Définition 5.2.1. Considérons la coupure suivante :

1 v

'FA AAFB

——F— Cut
A+ B

Cette coupure est dite active si on est dans un des cas suivants :
— La premiére régle de o est la régle d’introduction gauche du connecteur principal de A ;
— A est Uinvariant d’une régle vy, c’est-a-dire que la coupure a la forme suivante :
o
™ A AFT(A)
TFA AAFUXT.
I,A+ B

T

ut

— A est Uargument d’une régle foncteur, ¢’est-a-dire que la coupure a l'une des formes
suivantes :



142 CHAPITRE 5. UNE LOGIQUE AVEC POINTS FIXES : uLJ

T2 T2
T AAFB P ™ A, BFA
TF P(A) A, P(A)F P(B) TFN(A) A,N(A)F N(B)
Cut Cut
I A+ P(B) F,AFN(B)
Coupures structurelles et axiomes.
(S.1) Axiome & gauche, si la coupure est active :
s
axr ™
AFA T,AFB - —
Cut T,AF B
,AF B
(S.2) Coupure a gauche, si la coupure est active.
2 T3
1 T2
o™ ABFA Z,AFC
I'B A,BFA 3 Cut
Cut ~ T A BZFC
T.AFA S, AFC e R i
Cut I+ B AE BFC
IAEEC Cut
ILAEFC
(S.3) Affaiblissement & gauche, si la coupure est active.
1 1 T2
IAF B 2 ILAFB EBFC
W ~ Cut
LAAFB  EBrC [,AEFC
TAAEEC “ TAAZFC
(S.4) Contraction a gauche, si la coupure est active.
st UsY ™2
[A A AF B 2 LA AAFB EBFC
C ~ Cut
TAAFB EBrC,., LA AANZFC
TAAEFC " TAAEFC
(S.5) Echange & gauche, si la coupure est active.
™1 ™1 T2
[,B,A,AFC T2 LLBAAFC 5C0FD .
T ABAFC 5CFD ~ T.B,AAZFD “
IABAZFD “ T ABAZFD

Substitution. Les cas clés décrits ci-dessus n’arrivent que rarement au cours de la réduction,
il faut usuellement passer par de trés nombreuses étapes de commutation. Ces commutations
peuvent étre gérées de facon explicite : on aurait alors un systéme de réduction trés puissant,
gérant aussi bien ’affaiblissement que la contraction et I’échange de facon explicite. Le revers
de la médaille est que si on n’y prend pas garde, de tels systémes peuvent perdre la propriété
de normalisation | |. De plus, on s’encombre d'une quantité considérable de bureaucratie,
qu’on aimerait éviter ici autant que possible. On choisit donc dans cette thése de donner un
systéme de réécriture non local, qui gére ces commutations de la méme maniére qu’est gérée
la substitution usuelle en A-calcul. Imaginons qu’on veuille réduire une coupure :
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™1 T2

'A AA+B

—  Cut
I[A+B

S’il s’agit d’une coupure active, on retombera dans la plupart des cas sur une coupure
logique, structurelle ou axiome. Si ce n’est pas le cas, il s’agit de faire remonter 7 le long de
o jusqu’a atteindre la régle introduisant A a gauche, afin de retomber sur une coupure active
sur A. C’est I'objet de la substitution que I’on va définir ici. Soit 7 une preuve d’un séquent
' A et mo une preuve de A F B, avec A € A. On définit mo[m1/A] comme en A-calcul, par
induction sur my. Comme hypothése d’induction, on garde que ma[m/A] est une preuve de
IA\AE B,ou A\ Aest A dou on a 6té I'occurrence de A substituée.

— Substitution active : si la coupure correspondante (i.e. le terme de droite de 1’égalité)

est active.
1 )
(A Xi B> {F:_lA/A] =Tr4 AArE ut
’ I''A+B

Dans tous les autres cas, on suppose que la coupure correspondante n’est pas active.

— Axiome.
T 1
ax Al =
(AFA )[FI—A/} T A
— Coupure.
- SiAeA:
T2 T3 71‘2[71‘1/14] 3
U T
AFB EBFC L JA| =T,A\AFB EBFC
- Cut]|[r+A Cut
AERC [LA\AZFC
- SiAeZ:
T2 7'('3[71'1/14]
= _ AFB T,E\ABFC
(AFB E7BFCCt){7:A/A}: i Cut
AZrC ut | |T AT,Z\AF C
[LAZ\AFC
— Contraction.

— Substitution sur formule contractée :

T - (m2[m1 /Ax]) 1/ As]
A A, As,EF B " Al= TI'T.AZFB
AAEEB I,AEF B

— Substitution sur formule non contractée :

2 malmy JA]
U ———— s
(A,B,B,EFCC) {F;A/A} —T,A\A,B,B,EFC
A B,EFC [,A\A B,EFC

— Affaiblissement
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— Substitution sur formule affaiblie :

T2 ™2
AEF B ik — AEFB
2=~ wllrra —_t

A A B A=+ B

— Substitution sur formule non affaiblie :

™2 7T2[7T1/A}
~= A T =~

AZERC = I,A\AZEHF
(—_ W) {FI—A } A4 ¢
A, B E+C A\ A BEFC

— Echange.
— Si A est parmi les formules échangées :

2
A
AFB {m /A]: melm /4]
y) IrF A T avar B
AFB

— Si A n’est pas parmi les formules échangées :

™2 TFQ[Trl/A]
(A’}—B ) {F—/A} =T,A \AFB
AFB T,A\AFB '

— Introduction de la fléche & droite.

T2 ma[m1 /A]
_ T . _ mim/Al
ABFC ! = I,A\ABFC
=7~ . ]|rFa
AFB=C [LA\AFB=C

r

— Introduction de la fleche a gauche.
- SiAeA:

T2 3 7T2[7T1/A} 3
T = T
(AI—B E,CFD )[ — }_FA\AI—B Z,CFD
l =1

_— =
AE,B=CHFD IA\AZ B=CFD
- SiAeZ:
U 71'3[71'1/14]

= i A A,
(AFB = CFD ){FTA/A} "B DEANACED
— = =

ARV I ATE\AB=CFD

IAE\AB=CFD

Introduction de 0 a gauche. Impossible, régle sans contexte.
Introduction de 1 & gauche.

2 7r2[7r1/A]
- 2
A+ B { ! ]: A\ A+ B
—— L) |[T+FA S et el
A1FB A\ A, 1+-B

!

— Introduction de 1 a droite. Impossible, régle sans contexte.
— Introduction du produit & droite.
-SiAeA:
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T2 3 7T2[7T1/A} ™3
s
AFB EFC ~_JA| =T,A\AFB EFrC
———— x| [T+ A
I,A\AZFBxC
- SiAeE
o m3[m/A]

2 ik AFB T.E\AFC
(AI—B =rC ){FTA/A}_A ;11\
= = =
AEFBxC ILENAFBXC

LA E\AF BxC

T

— Introduction du produit a gauche.

2 malm JA]
S E— e
(A,B,CI—D ){ IA/A]: I,A\A B,CFD
TN l 1

X '+
ABxCFD TA\ABxCFD
— Introduction gauche de la somme a droite.
T2 malm /A]
7'[’ —_—_—
( AF B <_>{ ! /A]: [LA\AFB

—  — F|Ilrra —— 5
A+FB+C I ,A\AFB+C

— Introduction droite de la somme & droite.

2 ’/T2[7T1/A}
T —_—
AFC Al = T[A\ARC
(—2) {FD—A/] _LANARC o
AFB+C I,A\AFB+C

— Introduction de la somme & gauche.
- SiAeA:

T2 3 ’/T2[’/T1/A} 3
™
(A,BI—D =,CFD ){F ! /A}:F,A\A,BI—D =,CFD
l

= A +
AEB+CFD [LA\AEB+CFD

- S1AecE

T2 m3[m1/A]

T2 3

FD T.= -

(AyBFD E’CFD+) L“?A/A} :Afr? A7B\12€DDJ”
A B+CrD ILENA, B+

[,AE\AB+CFD

— Introduction de p & droite.

r

) T2 [7T1/A]
(A - T(uX.T) ) L“T:A/A] —T,A\AF T(uX.T)
AruxT " T,A\AF uX.T

— Introduction de p & gauche.

T2 ma[mi /A]
(A,T(B) - B ) {FTA/A] —T,A\AT(B)F B
AuxTrB" T,A\A,uXTFB"
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— Introduction de v a gauche.

Uy " 2 [771/14}
<A7T(1/X.T) FB W) {ﬂ//&] =T, A\ATWwXT)FB "

r
AvX.TH B A\ A vXTFB

— Introduction de v a droite.

T2 ma[m /A]
™ -
(A,B FT(B) ) {r ;A/A] =T,A\ A,BF T(B)
ABFvXT T,A\ABFuvXT "

Foncteur positif.

_r i _ melm/Al
A,B+C { ! /A]: A\ A BFC
P
©)

A,P(B)F P rr4 A\ A, P(B)F P(C) 7]
— Foncteur négatif.
( T2 ) |: - :| 7T2[71'1/A]
ACFB L /Al = T,A\ACFB
A,N(B)F N(C) V) e 4 A\ A/ N(B)E N(C) [N

A P’aide de cette notion de substitution, on peut finaliser la réduction sur pL.J, en ajoutant
la régle suivante :

(Sub) Si la coupure suivante est non active :

™1 T2
TFA AAFB th
I.AFB w LAFB

Réduction et régles affaiblies. La proposition suivante permet de considérer les régles
affaiblies comme également équipées de cette réduction.

Proposition 5.2.2. La logique uLJ affaiblie est stable par réduction ~.

Démonstration. Aucune régle de réduction ne fait apparaitre d’applications de yy, pr, v; ou v,
(bien sur, certaines réductions peuvent les dupliquer), ainsi si 7 ne contient que des applications
de ces régles sans contexte, ce sera également le cas de n’. De méme, les régles foncteurs
n’apparaissent que dans les réductions (Fix), et elles dépendent d’un contexte si et seulement
si les régles y; et v, réduites dépendaient d’un contexte. O

5.2.2 Coupures irréductibles

Le systéme de réduction présenté ci-dessus, bien qu’assez complexe, n’est pas complet.
Exposons ici les coupures qu’il ne réduit pas, et justifions les choix de conception qui ont
amené a ces absences. Pour qu’une coupure ne soit pas réductible, il faut tout d’abord qu’elle
soit active, sinon on lancerait la substitution. Examinons donc les différentes coupures actives
possibles. Partons d’une coupure :
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™1 T2
'A AA+B
—  Cut
I[A+B

Si m2 commence par une régle d’introduction a gauche. Plusieurs sous-cas. Si m
commence par une régle d’introduction & droite, la coupure est nécessairement une coupure
logique et se réduit sans encombre. Si 71 commence par une régle structurelle ou axiome, la
coupure est nécessairement une coupure structurelle ou axiome et se réduit sans encombre. Si
m commence par une régle d’introduction a gauche, pas de réduction. Cependant, ce cas
n’arrive pas dans la traduction d’un A-calcul (comme on le verra formellement avec le systéme
T'), et ne bloquera jamais une réduction de téte, réduction que simulera la sémantique de jeux.
On pourrait aisément rajouter certaines réductions et les valider par la sémantique mais on
préfére éviter de surcharger la réduction, déja bien assez complexe. De plus, ce cas comprend
la coupure suivante :

™1
T,T(A)F A .
TuxTFA" AAFB
T, XT,AF B ut

Or, il n’y a aucun espoir de réduire cette coupure en préservant la normalisation. En effet,
la seule solution pour que w3 puisse remonter dans 71 et rencontrer la régle d’introduction de
A serait d’autoriser ’expansion suivante :

™
T,T(A)F A
™ Tux1Tra
I,T(A)F A - nmenkTmﬂﬂ
TouxTra TaXTHT@A) M T F A
T XT.TF A Cut
T,uXTFA

Ou copy est la regle inverse de ur, dérivable dans puLJ par la Proposition 1.3.1. Cette
expansion est validée par la sémantique : elle correspond trés précisément a une 2-cellule dans
le diagramme d’algébre initiale. Ainsi, on pourrait avoir une interaction entre 71 et mo, au prix
d’une évidente rupture de la normalisation. Dans le cadre de uMALL | |, cette difficulte
est contournée en intégrant cette coupure problématique dans la régle y;, ce qui correspondrait
dans pLJ & remplacer la régle p; par la variante suivante :

[, T(A)F A AAFB

T.A,uX.TF B H

Ainsi, on peut récupérer un résultat d’élimination des «coupuresy. Bien sir, une preuve
sans «coupure» dans un tel systéme ne satisferait pas la propriété de la sous-formule ni aucune
des propriétés structurelles usuelles des preuves sans coupures, ce qui en limite I’intérét ici.

Si m commence par une autre régle. La contrainte d’activité de la coupure ne laisse
que deux cas possibles. Le premier est celui ou me commence par une régle foncteur. Dans
ce cas, il est toujours possible d’éliminer la régle foncteur (on a vu qu’on pouvait le faire,
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voir la Proposition 5.2.1) et de se ramener & un des autres cas. Finalement, reste le cas ou
mo commence par la régle v,., et ou la formule A coupée sert d’invariant pour la définition
coinductive. Autrement dit, on est dans le cas suivant :
T2
m AAFT(A)
TFA AAFUXT ”Tut
I,AFB

Dans ce cas, la réduction est également bloquée. Cependant, ce cas est dual du cas
précédemment explicité pour la régle py, on a donc pas d’espoir de débloquer la coupure tant
que le connecteur v & droite n’a pas rencontré un v a gauche. L’intuition ici est celle de la
paresse : il est bien connu en informatique que manipuler des structures coinductives avec une
évaluation stricte meéne a la divergence.

Normalisation. Meéme si ces régles ont été congues pour donner une réduction qui ter-
mine, on ne le prouvera pas dans cette thése. On défend en fait 'idée que Uinterprétation a
venir de ces séquents par des stratégies totales vaut aussi bien qu’'un résultat syntaxique de
normalisation, pour plusieurs raisons :

La premiére est que comme on le verra en Section 8.3, la définissabilité sur les stratégies
obtenues permet d’obtenir un résultat d’élimination des coupures dans pLJ au prix d’un
passage dans une syntaxe infinitaire, ce qu’aucune réduction locale sur la syntaxe finitaire de
wLJ ne pourrait permettre. En particulier, on en déduira un algorithme de normalisation par
évanuation pour les preuves d’'un séquent I' - A sans occurrences de p ou de v.

Enfin, rappelons que dans la partie précédente de cette thése on s’est appuyés sur le
fait que l'interaction entre stratégies innocentes entretient des liens tres forts avec la réduction
linéaire de téte dans la syntaxe | |, ainsi la terminaison des interactions entre stratégies
du modé¢le de jeux de pLJ revient a un résultat de normalisation d’une notion (non définie
explicitement) de réduction linéaire de téte sur les preuves de pL.J.

5.3 Expressivité

Pour démontrer 'expressivité de cette logique et pour illustrer son aspect dynamique, on
donne une traduction du systéme T de Godel dans pLJ et on montre qu’elle est valide. On
rappelle succintement la syntaxe des termes et des types, une étude plus compléte peut étre
trouvée par exemple dans | |-

5.3.1 Quotient structurel

Le systéme T et uLJ gérent le contexte de maniére totalement différente : 14 ot pLJ garde
un controle trés explicite sur son contexte et sur 'ordre et la multiplicité des formules qui y
apparaissent, le systéme 71" ne s’occupe que des noms de variables qui apparaissent dans le
contexte. Ainsi, on peut & n’importe quel endroit du terme utiliser une variable quelle que soit
sa position dans le contexte : c’est loin d’étre le cas dans pLJ, oil il convient de procéder a
une succession d’affaiblissements, afin qu’il reste juste dans le contexte une unique occurrence
de la formule que I’on veut utiliser.

Bien stir, ce genre de distinction ameénera quelques subtilités lors de la traduction du sys-
téme T dans pLJ. En particulier, il faudra introduire toute une couche de gestion du contexte,
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et il se trouve que la simulation du systéme 7' dans puLJ ne sera valide qu’a remaniement de
cette couche structurelle prés.

Définition 5.3.1. On considére la relation d’équivalence structurelle ~ sur les preuves, dé-
finie comme la fermeture reflexive, transitive, symétrique et contextuelle des deux relations
suivantes :
— Si les séquences structurelles S et S’ dans les deuz preuves ci-dessous engendrent la
méme fonction o : |A| — |T'|, alors :
7r 7r
AFA ~AFA
S S’
'A A
~ Si m peut étre obtenue de ' par commutation entre une régle logique et une régle struc-
turelle agissant sur des formules différentes, alors m ~ '.

Ce quotient est décidable : il suffit de faire descendre le plus possible les régles structurelles
dans la preuve, puis de comparer les fonctions engendrées sur les contextes. De plus, on peut
vérifier que ~ est déja contenue dans la fermeture reflexive, transitive et symétrique de la
réduction ~», ainsi cette équivalence ne rajoute rien & la théorie équationnelle de pLLJ. Notons
qu’on ne le vérifiera pas formellement ici, pour pouvoir se concentrer sur I’étude de pLJ.

5.3.2 Rappel : définition du systéme 7'
Définition 5.3.2. Les types du systéme T sont donnés par la syntaze suivante :
A,B:=1int | bool | A= B | AxB

Les termes sont donnés par la grammaire :

M,N,P = x| XM |MN|O|S|t|ff|if M N P | (M,N) |
7 M | 7> M |rec M N P
On considére les régles usuelles du A-calcul simplement typé avec produits :

(@:A) el LEM:DB

Pha:A M A e Asp@iAEr
I'M:A=B TFN:A TFM:A THFN:B
TF (MN): B TF(M,N): Ax B

''HrM:AxB TFM:AxB
PHrl M: A 7" M:B
Auzquelles on ajoute les régles suivantes :

I'FO:int I'F tt : bool I'F £f : bool

I'M :int I'B:bool T'FM:A TTEN:A
'S M :int T'Fif BM N: A

T'FT:A THFM:A=A TFN:int
I'FrecT M N: A
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Définition 5.3.3. On définit la réduction ~T sur les termes du systéme T comme ['union
des réductions suivantes :

(Az.M)N
(M, N)
72(M,N)

if tt M N

if ff M N
recT M O
recT M (S N)

[M /]

S T T T T T
NN R RN RS
HNzz=2E=

M (recT M N)

On peut prouver pour cette réduction non typée le résultat usuel de préservation du sujet,
qui montre que le typage est préservé par réduction. Ainsi, la réduction ci-dessus peut étre
vue comme une réduction sur les arbres de preuve, et c¢’est en fait celle-ci qui sera interprétée
dans uLJ. Notons que ’extension des régles ci-dessus a une réduction sur les arbres de preuve
est directe, & un détail preés : on fixe la convention que si on a A+ M : B avec (z : A) € A
et T N: A alors T,A\ (z: A) F M[N/z] : B, c’est-a-dire que 1'opération de substitution
place le contexte correspondant & N en premier dans le contexte du terme obtenu, comme le
fait le mécanisme de substitution dans pL.J.

5.3.3 Traduction dans uLJ

Définition 5.3.4. A chaque type A du systéeme T, on va associer une formule A* de puLJ
comme suit :

int* = puX1+X

bool* = 1+1
(Tl = TQ)* = Tl* = T;
(T1 X Tg)* = Tl* X Tg

A un contexte I' on associe un contexte I'* de puLJ en appliquant élément par élément la
traduction ci-dessus.

Définition 5.3.5. A chaque terme typé ' = M : A du systéme T, associons une preuve M*
de I'" = A* comme suit. On prendra les abréviations nat = uX.14+ X et bool =1+ 1. Soit M
un terme du systeme T dont les variables libres sont incluses dans T, on définit sa traduction
dans le contexte T, désignée par M* (en laissant ' implicite), comme suit :

— Variable, st x est introduit dans un contexte I' :

g Ar A
—— S
'HA
— Abstraction.
M*
I'EB
()\ﬁ‘M)*: _
T\A Al B

T

I'\A+A=B
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— Application.

— Paire.

— Projection gauche.

— Projection droite.

- Vras.

- Fauz.

— Conditionelle.

— Zero.
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axr axr
M* AF A B+ B
=
. N TrFrA=B AA=BrB t’
(MN)* =112 LAFB “
I,T+B b
T'FB
M* N*
'~A T+B
(M,NYy*=—— —  — «
I'THAxB
I'FAx B
— axr
AF A
(miMy = M ABEFA .
I'FAxB AxBFA .
TFA “
axr
B+ B
(R2M)* = M ABFBXl
IT'FAxB AxBFB
Cut
I'+B
— 1,
. F1 =
= F bool
S
T' - bool
— 1,
. F1 -
= F bool
S
I' - bool
M* N*
TFA TFA
B Taral rarat
(if B M N)* = ! SR
I' F bool I'T',bool A ;
I,T,TFA Y
T'FA
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1 —
—+
0*:F1+nat
F nat
I' - nat

- Successeur.

N*

'+ int
(SN =~ =

L'k 1+ int

TFint 7
— Récurseur.

— axr — axr

™ M* AF A AF A
=
TFA TFA=A AA=AFA

1[ ut
I1FA [AF A

x +
(rec T M N)* = y= IT,1+AFA :
T'F int I'T,inth A “lt
IT.TFA “

'-A

Avant de montrer qu’on a bien une simulation, il nous faut montrer comment mettre en
relation les opérations de substitution de ces deux calculs :

Lemme 5.3.1. Soient deuz termes A+ M : B avec (x: A) € A et ' N : A. Alors :

(M[N/x])* = M*[N"/A]

Démonstration. Par induction sur M, chaque cas est obtenu par un calcul direct. O

Théoréme 5.3.2. Cette traduction est une simulation & ~ prés, i.e. si M ~T N, alors
M* ~* N'" ou N' ~ N*,

Démonstration. On considére les régles de réduction une & une. Le cas de la S-réduction est
une conséquence directe du Lemme 5.3.1, les autres cas se vérifient directement, par un calcul
fastidieux mais direct. 0

Etant donné que 1'équivalence ~ est incluse dans la relation d’équivalence générée par ~-,
on peut immédiatement déduire de ce théoréme que tout modéle de puLJ est un modéle du
systéme T'. En particulier, on donnera plus tard un modéle de jeux, ol chaque preuve de uLJ
sera interprétée par une stratégie totale; donc par le théoréme ci-dessus on sera également
capable d’associer une stratégie totale a chaque terme du systéme T
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Dans ce chapitre, on va introduire progressivement la structure nécessaire a l'interpréta-
tion correcte de uLJ. Pour comprendre la structure catégorique nécessaire & la modélisation
de pLJ, on traitera tout d’abord le cas particulier de la version faible de pLJ, c’est-a-dire
restreinte aux régles affaiblies présentées en Section 5.1.1. Ensuite, on donnera une structure
de foncteurs forts, qui est nécessaire pour interpréter les régles générales de uLJ de facon
compatible avec leur réduction.

6.1 Catégories faiblement j-fermées

Si on s’intéresse uniquement a la modélisation de la forme affaiblie de uLJ, on peut définir
Iinterprétation exactement dans les mémes lignes que pour le p-calcul propositionnel dans les
catégories u-bicomplétes | |-

Interprétation partielle. On suppose que la catégorie de destination C est cartésienne fer-
meée et a les coproduits faibles fonctoriels : c’est un modeéle' de LJ. Si X est un ensemble fini

1A condition, bien sir, que notre version de L.J ne comprenne pas la régle de commutation correspondant
a équation [f|g]; h = [f;h|g; h]. Sinon il faudrait que C soit bicartésienne fermée, et comme justifié dans la
Section 2.2.6 on aurait alors peu d’espoir d’en donner un modéle & base de jeux.

153
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de variables libres, désignons par C* le produit de |X| copies de C. Alors il est habituel d’in-
terpréter une formule F' de LJ avec des variables libres choisies dans X par un endofoncteur :

[F]: (P xC)* =C

Implicitement, cette interprétation dépend du contexte X choisi. Formellement, il faudrait
donc écrire [F]x mais on s’en passera la plupart du temps, lorsque le contexte ne sera pas
ambigu. Si F' est une formule close, alors on assimilera le foncteur constant [F]y et son objet
image [F]p() € Co. Notons que les foncteurs ne sont que des intermédiaires. Au final, on
s’'intéressera toujours a 'interprétation de formules closes puisque c’est sur elles que les régles
de la logique sont définies.

Cette interprétation des formules s’étend en une interprétation partielle des formules &
variables libres de uLJ dans C, de la maniére qui suit.

Définition 6.1.1 (Interprétation partielle). Soit C cartésienne fermée munie de coproduits
faibles fonctoriels. On définit par induction Uinterprétation des formules de pLJ comme suit :

— [0]x est le foncteur constant égal a 0, ow O est 'objet faiblement initial de C ;

- [1]x est le foncteur constant égal a 1, ou 1 est l'objet terminal de C ;

- [SxT]x =[S]a x [T]x ;

- [S+T]x =[Slx + [T]x;

- [S=T]x =[5]x = [T]x

= X T]x\(xy est, sielle existe, l'algebre initiale paramétrée de [T]x.

- [vX.Ta\(xy est, sielle emiste, la coalgébre terminale paramétrée de [T x.
Notons que dans ces deuz derniers cas, la formule pX. T n’est valide que lorsque X ¢ fo—(T),
aussi le domaine de [T]x peut se mettre sous la forme C x (C x C)¥\MX}, et clest vis-a-
vis de cette forme qu’on prend l’éventuelle algébre initiale paramétrée ou coalgébre terminale
paramétrée.

Catégories faiblement p-fermées. Les catégories faiblement p-fermées sont alors données
par la définition suivante :

Définition 6.1.2 (Catégorie faiblement u-fermée). Soit C une catégorie cartésienne fermée
et munie de coproduits faibles fonctoriels. C est faiblement p-fermée si [—] est une fonction
totale.

Autrement dit, C est faiblement p-fermée lorsqu’elle posséde suffisamment d’algébres ini-
tiales et coalgébres finales pour interpréter les formules de pLJ. On a la Proposition suivante :

Proposition 6.1.1. On peut étendre la fonction [—] en une interprétation sur les preuves
mwvariante par réduction. Autrement dil, toute catégorie faiblement u-fermée est un modéle
des régles affaiblies de puLJ.

Démonstration. On ne prouve pas cette proposition, mais elle découlera immédiatement du
théoréme sur les catégories p-fermées générales. O

Exemple. La catégorie £ modele de FPC dans | | est faiblement p-fermée. En effet,
les invariants minimaux (introduits informellement en Section 2.4.1) sont en particulier des
algébres initiales et coalgébres terminales. En particulier, n’importe quelle catégorie pour
laquelle les foncteurs syntaxiques sont équipés d’invariants minimaux sera faiblement p-fermée,
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c’est le cas de nombreuses catégories de domaines. Tous ces modéles sont dégénérés, au sens
qu’ils assimilent algébres initiales et coalgébres terminales : u et v ont la méme interprétation.
Dans cette partie, on construira un modeéle de jeux non dégénéré en assurant la distinction
des algébres initiales et coalgébres terminales via des conditions de gain.

Caractére non ensembliste. Notons en passant que Ens n’est pas faiblement u-fermée.
En effet, posons 2 = 1 + 1. Toute catégorie faiblement p-fermée posséde une interprétation
pour la formule pX.(X = 2) = 2. Dans Ens, cette interprétation serait un ensemble E
vérifiant I'isomorphisme (E = {0,1}) = {0,1} = E, autrement dit :

P(P(E)) = E

ce qui est impossible pour des raisons évidentes de cardinalité. C’est pour cette raison que de
nombreux auteurs se restreignent aux formules strictement positives | , |, c’est-a-~dire
qu’aucune variable libre n’apparait & gauche d'une fleche. On se passe ici de cette restriction
puisque le modéle de jeux s’accommode sans mal des formules non strictement positives.

6.2 Relévement a Cr

Rappelons que dans les préliminaires, on a introduit Cr comme la catégorie de co-Kleisli de
la comonade I" x — : intuitivement, c’est la catégorie dont les morphismes ont des «variables
libres» dans I'. Cette construction est nécessaire et habituelle pour interpréter le A-calcul dans
une catégorie cartésienne fermée, voir | |. On s’intéresse dans cette section a 'interpréta-
tion des régles générales de uLJ. Comme on va le voir, celles-ci nécessitent un relévement des
foncteurs sur Cr.

6.2.1 Foncteurs forts

Pour simplifier la discussion dans cette sous-section, restreignons-nous dans un premier
temps aux foncteurs covariants. On aimerait introduire ici les bases de l'interprétation de la
régle suivante, ou P est une formule de pLJ avec une unique variable libre X € fo™(P).

T,Al B

T A pB) L

Nécessité des relévements. On a vu dans la section précédente que dans une catégorie
faiblement p-fermée C, toute formule P vérifiant les conditions ci-dessus peut étre interprétée
par un foncteur [P] : C — C. Il est alors immédiat de se rendre compte qu’interpréter la régle
ci-dessus correspond & exiger un relévement de [P] sur Cr — Cr. Par la Proposition 1.3.5,
cela revient également a exiger que [P] soit équipé d’une loi distributive :

A: (D x —)[P] — [P](T x —)

Forces. De telles lois distributives 8% : I' x T(4) — T(T" x A) sont en général qualifiées de
forces, et un foncteur équipé d’une telle force est alors appelé foncteur fort. Cette terminologie
est due a Moggi | |, qui considérait des monades fortes pour modéliser les effets dans les
langages de programmation. On les trouve également utilisées a des fins plus similaires aux
notres, c’est-a-dire pour obtenir des relévements sur des catégories relatives & Cr : voir par
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exemple | , , | pour des usages explicites ou | , | pour des usages
plus implicites®. Ici, la définition d’une force sera la suivante :

Définition 6.2.1 (Force, foncteur fort). Supposons que C soit cartésienne, soit T : C — C.
Une force pour T est une transformation

0hp: AxT(B)— T(Ax B)

naturelle en A et B et telle que les diagrammes ci-dessous commutent.

OZ;XB,C
1 xT(A) (Ax B)xT(C) T((Ax B) x(C)
Q{,T(A)\L X aAvaT(C>i \LT(OCA?B,C)
T(1 x A)TW T(A) Ax (BxT(C)) T(Ax (Bx())
i% %f
AXxT(BxC)

Un foncteur T : C — C est fort s’il est équipé d’une force 6.
Proposition 6.2.1. Pour chaque I' € Cy, (91?’14),4 est une loi distributive de T' X — sur T.

Démonstration. La compatibilité vis-a-vis de I'effacement de la comonade I' x — est consé-
quence du premier diagramme de la définition de force, et de la naturalité de HIT 4 en I'. Pour
montrer la compatibilité vis-a-vis de la duplication, on applique le second diaéramme de la
définition de force pour A = B =T, et on précompose par op x T(C'). On obtient alors le
diagramme requis aprés une commutation entre op x T(C) et Hi‘fxnc, otenue par naturalité
de 6. O

Ainsi pour chaque I, GIT 4 est une loi distributive et en tant que telle engendre un releve-
ment T1 : Cr — Cr de T : C — C, qui servira de base pour interpréter la forme étendue de
la régle foncteur. On peut se poser la question de la réciproque de la proposition ci-dessus. Si
(9% 4 est naturelle en I' et A et est telle que pour tout I' € Cy, (017: 4)A est une loi distributive
de T x — sur T, alors 0 acquiert-elle automatiquement le statut de force? La preuve directe
ne semble pas passer et on n’a pas de contre-exemple en vue, laissons donc cette question
périphérique en suspens.

Foncteurs fermés. Dans la littérature (notamment | |), on croise parfois une notion
de foncteur fermé : on en trouve par ailleurs la définition en Section 2.4.1. Pour les besoins de
cette discussion, rappelons ici que si C est une catégorie cartésienne fermée, un foncteur 7T :
C — C est fermé si son action peut étre internalisée, ¢’est-a-dire s’il existe une transformation
naturelle

04 p: A= B —T(A) = T(B)

telle que pour tout morphisme f : A — B on ait ‘f’;60% 5 = ‘T(f)’. On peut observer que

cette notion correspond en fait a Uinternalisation dans une catégorie cartésienne fermée de la
notion de relévement de T sur Cr. En effet, les isomorphismes
Cl'xA,B) = C(I'JA= B)
C'xTA,TB) = CI,TA=TB)

2Ces usages plus implicites seront discutés plus précisément en Section 6.2.5.
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établissent que passer naturellement de C(I' x A, B) a C(I' x TA,TB) revient a passer na-
turellement de C(I'; A = B) a C(I',TA = TB), ce qui se fait en post-composant 6% 5 a
f € C(T, A = B). Dans une catégorie cartésienne fermée, on peut en fait montrer que cette
notion coincide avec celle de foncteur fort.

6.2.2 Cas contravariant

La situation présentée jusqu’a présent ne s’applique qu’au cas covariant. Or, pour modé-
liser la régle de foncteur négatif de pLJ, il est nécessaire de savoir également calculer des
relévements pour les endofoncteurs contravariants N : C°? — C. Les définitions données ici
pour parvenir & ces fins sont nouvelles a la connaissance de 'auteur.

Lois contradistributives. Reprenons la généralité de la Section 1.3.2. Soit donc C une
catégorie, (9,40, ¢€) une comonade sur C et N : C°? — C un endofoncteur contravariant. Com-
mencons par adapter la notion de relévement au cas de tels foncteurs contravariants.

Définition 6.2.2 (Relévement contravariant). Un relévement de N : C? — C a la catégorie
de co-Kleisli Cg est un foncteur contravariant Ng : Cgp — Cg tel que pour tout f: A — B,

Ns(ea; f) = SN(f);ena

La définition qui apparait naturellement® quand on examine les relévements de N sur Cg
est la suivante.

Définition 6.2.3 (Loi contradistributive). Une loi contradistributive d’une comonade S sur
un endofoncteur contravariant N : C°P — C est une transformation naturelle :

A:SNS SN

satisfaisant les diagrammes de cohérence suivants :

SNSS —55 L gongs —225 L gNg sN 2N gng
szvai lx eN\L /
SNS - N N

Comme pour le cas des foncteurs covariants, les lois contradistributives caractérisent les
relevements des foncteurs contravariants dans la catégorie de co-Kleisli.

Proposition 6.2.2. Soit (S,0,€) une comonade sur une catégorie C et N un endofoncteur
contravariant sur C. On a alors un isomorphisme entre les lois contradistributives X : SN.S
N de S sur N et les relevements de N sur la catégorie de co-Kleisli Cg.

Démonstration. Montrons tout d’abord comment une loi contradistributive induit un reléve-
ment. On définit le foncteur Ng : C¢” de la fagon suivante :
— Sur les objets, Ng(A) = N(A);

3Du moins, quand Pierre-Louis Curien est dans les parages : 'auteur le remercie pour avoir esquissé cette
définition & partir de celle de contraforce.
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~ Si f:SB — A est un morphisme dans C&’(A, B), on définit Ng(f) par :

sn(4) M sns(B) 22~ N(B)

Il est immeédiat de vérifier que cela définit bien un foncteur. De méme, si Ng : Cgp — Cg est
un reléevement de N sur Cg, on peut définir une famille de morphismes A4 : SNSA — NA
par :

A4 = Ng(idsa)

Le fait que A est naturelle et la satisfaction de la cohérence vis-a-vis de la comultiplication de
S sont conséquences directes de la fonctorialité de Ng et de la définition de la composition
dans Cg. La cohérence vis-a-vis de la counité de S correspond exactement & ’équation de la
définition de relévement. Donc A est bien une loi contradistributive. De plus, ces constructions
sont inverses I'une de 'autre : cela revient aux deux équations suivantes, pour tout f : SB — A.

SN(idsp);AB = B
SN(f);Ns(idg) = Ngs(f)

La premiére est triviale, la seconde utilise la structure de comonade de S, le fait que Ng est
un relévement de N et la définition de la composition dans Cg. 0l

Contraforces. Examinons maintenant le cas particulier qui nous intéresse dans cette thése,
celui o S = I' x —. On obtient alors la notion de contraforce, cousine contravariante de la
force.

Définition 6.2.4 (Contraforce). Supposons que C soit cartésienne, soit N : C°? — C. Une

contraforce est une famille
pi\{B :Ax N(Ax B)— N(B)

dinaturelle en A et naturelle en B, et telle que les diagrammes suivants commutent :

1x N(A)

1><N(7T2)\L K

1 x N(1 x A) —> N(A)

P1,a

B x (Ax N((Ax B)x(C))

T~
QB A N((AxB)xC) Bx(AxN(a;}BYC))
(Bx A)x N((Ax B)x()) Bx (Ax N(Ax (BxC()))
sA,BXN((AxB)xC) BXvaBXCi
(Ax B) x N((Ax B) xC) B x N(B x C)
m PB.c
N(C)

Un foncteur N : C°P — C est fort s’il est équipé d’une contraforce p.
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Proposition 6.2.3. Supposons que C soit cartésienne, soit N : CP — C, et soit p]FVA une

contraforce pour N. Alors pour chaque I' € Cp, (p{y’A)A est une loi distributive de I' X — sur
N.

Démonstration. C’est évidemment une transformation naturelle en A. La cohérence vis-a-vis
de l'affaiblissement 7o : I' x A — A est conséquence de la cohérence de 0 vis-a-vis de ’élément
neutre 1 pour X et de la dinaturalité de p{ﬂv 4 en I'. La cohérence vis-a-vis de la duplication
vient également de la dinaturalité de p en I' et du second diagramme de cohérence de la
définition de contraforce. O

En conséquence, une contraforce permet bien d’obtenir des relévements sur Cr d’endofonc-
teurs contravariants, et ainsi d’interpréter les régles de foncteurs négatifs de pLJ. Comme
pour le cas des forces, il ne semble pas évident que toute loi contradistributive de I' x — sur
N qui soit également dinaturelle en I' soit automatiquement une contraforce.

6.2.3 Relévement des points fixes

L’objectif des forces n’est pas uniquement de relever des foncteurs, on en a également
besoin pour interpréter les régles étendues pour les points fixes, comme rappelées ci-dessous :

ILP(AFA AR P(A)
T, uXPFA" T Aroxp”

Pour ce faire, il faut également relever les structures d’algébres initiales et de coalgébres
terminales sur Cr. On aura ainsi une interprétation pour ces régles, dont on pourra assurer
I'invariance par réduction. Notons que s’il suffisait d’avoir des (contra)forces pour relever les
foncteurs dans la section précédente, on verra que ca ne suffit plus pour relever la structure de
points fixes. Si on veut pouvoir relever une algébre initiale d’un endofoncteur T sur Cg, il va
falloir également que S ait un adjoint a droite U, comme c’est d’ailleurs le cas pour S = ' x —.

Algébres initiales. L’interprétation de la régle p; repose sur la proposition suivante :

Proposition 6.2.4. Soit (S,0,¢€) une comonade sur C, et T : C — C ayant une algébre initiale
uT, et X: ST > TS une loi distributive de S sur T. Supposons de plus qu’on ait U : C — C
telle* que S HU. Alors Ts a également une algébre initiale dans Cs.

Démonstration. Si l'algébre initiale de T est le couple (uT, xr), I'algébre initiale de Ts est
donnée par le couple (uT,x7) ot X7 = epqur); XT- Notons ¢ap : C(SA,B) — C(A,UB)
I'isomorphisme de 'adjonction S 4 U. La preuve se déroule comme suit : pour toute algébre
f:STA — A de Ty dans Cg, on construit une algébre f : T(UA) — UA de T dans C, telle
que chacun des deux diagrammes suivants commute si et seulement si I’autre commute, pour
tout g : uT — UA.

-1
T(uT) —2 - 1A)  To(ur) =L 1y (a)

mi c lf x'Tl s J/f

T T
m UA Pl — = A

g

n ne v utiliser ici, mais notons qu’étr joint a droite & un mon nne automatiquemen
4On ne va pas Dutiliser ici, mais notons qu’étre adjoint & droite & une comonade donne automatiquement
a U une structure de monade.
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On définit f par ¢(h), out h est obtenu par la composition suivante :

STé€
STUA U4 5570 A V4 STSUA 2> STA L 4

ou€y : SUA — A est la counité de 'adjonction S 4 U. Un calcul direct permet alors de consta-
ter que les chemins du haut respectifs de ces deux diagrammes sont reliés par 'isomorphisme
¢, et de méme pour les chemins du bas. Ainsi, la commutation de ces deux diagrammes est
équivalente. Mais l'initialité de (uT', x7) assure 'unicité du morphisme g : 7" — U A faisant
commuter le diagramme de gauche, ainsi on doit également avoir 1'unicité de ¢~'(g) faisant
commuter le diagramme de droite. O

En particulier, si C est cartésienne fermée et si 1" : C — C est un foncteur fort, alors les
conditions de cette proposition sont satisfaites et pour tout I' € Cy, on sait que si T avait une
algebre initiale dans C, son relevement 1T a Cr en aura également une.

Coalgébres terminales. La situation des coalgébres terminales est légérement plus simple :
inutile de supposer que S a un adjoint & droite. La proposition suivante permettra de donner
une interprétation de la regle v, :

Proposition 6.2.5. Soit (S,9,¢€) une comonade sur C, et T : C — C ayant une coalgébre
terminale vT, et X : ST — TS une loi distributive de S sur T. Alors Ts a également une
coalgébre terminale dans Cg.

Démonstration. Si (VT, xr) est la coalgébre terminale de T" dans C on construit la coalgébre
terminale de T dans Cg par le couple (vT, x/) ot X = eyr; x7. Pour toute coalgebre f :
SA — TA de Ts dans Cg, on construit f: SA — T(SA) par :

54— 554 g2 pga

Alors, la définition du relévement de T' permet de montrer que chacun des deux diagrammes
suivants commute si et seulement si 'autre commute, pour tout g : SA — vT :

vT A vT

T

d’ou on déduit immédiatement que (vT, x/r) est bien une coalgebre terminale pour 7. O]

Comme dans le paragraphe précédent, le cas qui va le plus nous intéresser est celui ou C
est cartésienne fermée, T : C — C est un foncteur fort et pourvu d’une coalgébre terminale
(vT, xr). Dans ce cas, la proposition ci-dessus s’applique et pour tout I' € Cp, la coalgebre
terminale de T se reléve en une coalgébre terminale de Tt dans Cr.

6.2.4 Uniformité du relévement

Soit I' € Cy. Les sections précédentes nous ont appris comment relever les endofoncteurs
forts de C sur Cr, avec leurs éventuelles algébres initiales et coalgébres terminales. Malheureu-
sement, cette structure n’est pas encore assez contrainte pour fournir un modéle de uLJ.
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Expansion de foncteurs. Le probléme vient des régles d’expansion de foncteurs. Prenons
comme exemple la régle (Fonc.3a). Si Py et P> sont deux types positifs, toute application de
la régle [Py x P»] peut s’expanser en :

I AF B T AF B
e yoamxd (2] [Py
Pi(A)F Pi(B) T, P2(A) - P»(B)
T, Pi(A), P,(A) - Py(B) T, P(A), P2(A) - P2(B)
TP A) x Po(A FPu(B) . T,Pi(A) x Po(A) F Po(B)

T

F,Pl(A) X PQ(A),F7P1(A) X PQ(A) [ Pl(B) X PQ(B)
F,Pl(A) X PQ(A) [ Pl(B) X PQ(B)

A premiére vue, cette expansion semble correspondre avec le fait que dans toute catégorie
cartésienne fermée, si P, P, : C — C, on a par définition de ’action bifonctorielle de x pour
tout f: A— B :

(P1 x B)(f) = (m1; Pi(f), m2; Pa(f))

Il serait donc trivial que deux preuves convertibles par cette régle de réduction s’interprétent
par le méme morphisme. Cette observation est parfaitement valide avec les régles affaiblies
de pLJ, mais ici il faut que les régles d’expansion soient valides pour les régles relatives a
un contexte I' non vide, autrement dit il faut que ces équations d’expansion soient valides
non seulement pour les foncteurs, mais pour leurs relevements sur Cr. Pour valider la régle
d’expansion de [Py x P»], il faudra donc au préalable valider ’égalité suivante :

(SXT)F:SFXTF

De par la définition des relévements sur Cr, une telle équation se raméne a I’équation suivante
sur les forces de S,T et S x T :

GE’XAT = (I' x 7T1;(91§7A,F X 772;91?’10

Une fagon évidente d’obtenir cette équation est de la poser comine définition : si on définit
les forces par induction sur les types, on sera gratuitement assurés de ce genre de propriétés
d’uniformité. Cependant, on verra en Section 6.2.5 que la gestion des types (co)inductifs
entrelacés rend cette option (pour l'instant) impraticable. Par exemple, il est tres difficile
dans notre contexte de construire une force pour une algébre initiale paramétrée T & partir
d’une force du foncteur 7. On a donc opté dans cette thése pour une option alternative : on
suppose dans le modéle catégorique qu’on a les conditions d’uniformité voulues, et on vérifie
ultérieurement que ces conditions sont bien validées dans le modeéle (concret) de jeux.

Types forts. La terminologie de type fort est inspirée de | ) |. L’idée est que chaque
type (foncteur) vient automatiquement équipé d’une force, et ces forces vérifient un certain
nombre de propriétés d’uniformité :

Définition 6.2.5 (Types forts). Une catégorie C avec des types forts est une catégorie carté-
sienne fermée avec des coproduits faibles fonctoriels et équipée d’une classe F de foncteurs :

T:(CPFxc—C

vérifiant les propriétés suivantes :
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— F contient lidentité, les foncteurs constants ainsi que les constructeurs de base —1 + —a,
—1 X —2 el —1=> —2;

~ F est stable par composition (au sens des opérades | ]);

~ F est stable par contraction : si F(—1,—2,—3) : C X C x D — C est dans F, alors
F(—1,—1,—3):C xD — C. De méme avec C°P q la place de C a gauche.

Ceux de ces foncteurs qui sont unaires (i.e. P:C — C ou N : C? — C) sont forts, c’est-
a-dire que, suivant leur variance, ils ont une force ou une contraforce. Ces données doivent
vérifier les propriétés additionnelles suivantes. Dans cette définition, on désigne par P les
foncteurs covartants et N les foncteurs contravariants.

- Les familles H%FA et plzfA sont également naturelles en T ;

— Compatibilité avee Uidentité et les constantes :

Id .
91"7A == Zdl—‘xA
B
Ora = m
B _
rAa — T2

— Compatibilité avec la composition et la contraction :

911“3,1%1&3 © = ‘951132 (A)’ P, 1(911“3,214)
PIE,]X = eﬁN(FXA)QP(p{‘V,A)
Py = T X N(OF )1 pay
B = T x Ni(of2)i oy
or T = ol e
o= (N
— Compatibilité avec les sommes et la structure fermée.
Orh” = raa
Pfjc = A(({ma; w1, m1), 725 T2); €V)
elgj_ = A({ma; 1, (w1, T2; T2); €v))

On rappelle que Y1 a4 A est la loi de distributivité du produit sur la somme construite dans les
préliminaires. On dit que C a les types pseudo-polynomiaux forts si F contient — = A pour
toute formule A mais pas nécessairement —1 = —o, et si on oublie la derniére équation.

Types pseudo-polynomiaux forts. De par les limitations du modéle de jeux, on parlera
occasionnellement le long de ce chapitre des types pseudo-polynomiauz. 1ls correspondent & la
restriction du modele catégorique au fragment pseudo-polynomial de pLJ, défini en Définition
5.1.7.

Remarque. 1l est possible de se passer de ’équation reliant la force & la loi de distributivité
du produit sur la somme, mais cela implique de redéfinir le relévement des coproduits faibles
fonctoriels a Cr en utilisant uniquement la structure de types forts, sans utiliser yr 4, g comme
en Section 1.2.2. S’ensuivent alors des preuves sans grand intérét mais d’une grande technicité
qu’on préfére éviter ici.
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Expansion de foncteurs. Commencons par montrer que la structure de types forts im-
plique toutes les équations naturelles entre forces.

Lemme 6.2.6. Soit C une catégorie a types forts (éventuellement pseudo-polynomiauz). On
a alors les décompositions des forces suivantes :

0" = (D xm;0f 4,1 x w08 )
P+P’ P P’
O = Ar.pa)ypayOra+ 04
9N:>P = A({m2;m1, <<7T2;7T1,7T1>§PZFV7A77T2;7T2>3€U>§911“3,A)
pEAN = A((my;m, ((mo; w1, 1) 0F 4, T3 T2)3 €0); pr4)
Ainsi que les équations identiques pour pNXN et pN+N/,

Démonstration. Pour le produit, il suffit d’exploiter la naturalité de 0P Pl en P x P et la
naturalité des projections m; et mo. Pour la somme, on utilise la compatlblhte des forces avec
composition et la loi de distributivité. Pour la fleche, il s’agit de calculs directs utilisant la

compatibilité des forces avec la contraction, la composition et la structure cartésienne fermée.
O

Proposition 6.2.7. Soit C une catégorie o types forts (éventuellement pseudo-polynomiauz).
On a les équations swivantes :

(Px Py = PrxPf
(N x N)r = Nr x N[
(P+P)r = P+ P
(N+N)r = Nr+NMNp
(N=P)r = Npr=FPpr
(P=N)r = Pr=Nr

Démonstration. Ces équations s’obtiennent directement a partir du lemme précédent. O

Relévements d’arité supérieure. A priori, les forces et contraforces ne permettent de re-
lever naturellement sur Cr que les foncteurs unaires. Terminons cette sous-section par la preuve
qu’en fait, ces relévements s’étendent de fagon canonique aux foncteurs d’arité supérieure a 1,
et ce méme g’ils sont de variance mixte. Ce fait repose sur le lemme suivant :

Lemme 6.2.8 (Commutations). Soit C une catégorie avec les types forts (éventuellement
pseudo-polynomiauz), soit T € F. On a les régles de commutation suivantes :

(1) SiT:CxC—C :

T(A,— T(—I'xB T(—,B)\ ,T(I'xA,—
<7T1’91“,(B )>;91",(A B = <7r1v01“,(A )>§9r,(BX )

(2) SiT:CP xC—C :

( HT(FXA,—)>; pT(=TxB)

T(—,B)\ . ,T(A,—
YT, B = <7T1710F,(A )>59r,(B :
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(3) SiT:CP x CP —C :

. T(A7_)
1 Pr.B

T(T'xA,—
< ( . )>7PF,A -

7T1,pF7B T(—,B) o < T(—,FXB)>

TrlapF7A

Démonstration. Détaillons la preuve de (1), les autres sont similaires. On commence par re-
marquer que par fonctorialité de 7', la famille (T'(A4, f)) 4 est naturelle en A. Par naturalité de
0 en T, on en déduit que le diagramme suivant commute, pour tout f :

IXT(A,f)

I'x T(A, B) I'xT(A,C)
| Jore
T(I' x A, B) TR T x A,QC)

Mais ce diagramme exprime exactement le fait que la famille suivante est une transformation
naturelle :

(9§(A"B)>B T x T(A,—) > T(T x A, —)
Par conséquent, une autre utilisation de la naturalité de 8 en T" donne 1’égalité suivante :

IR =y o)

On en déduit immédiatement 1’équation voulue, grace a la décomposition du Lemme 6.2.6. [

Proposition 6.2.9. Considérons un foncteur T : (C°P)* x C* — C dans F. Alors, il existe un
unique foncteur Tp : (Cl‘ip)k x Cf — Cr tel que pour touti € {1,...,p,p+1,...,p+ k}, pour
tous Ai,. .., Apip—1 dans C,

(T(A17A27 sy Ty 7Ak‘+n))r = TF(A17A27 ceey T Uy 7Ak‘+n)

Démonstration. La définition se fait composante par composante. Les commutations néces-
saires sont conséquences immeédiates du Lemme 6.2.8. O

6.2.5 Discussion : construction des forces

A ce point, on espére avoir convaincu le lecteur de deux points fondamentaux :
1. Il est nécessaire pour interpréter pLJ que tous les foncteurs considérés soient forts;
2. Les régles d’expansion imposent d’avoir une uniformité sur ces forces.

Pour satisfaire ces deux conditions, il est suffisant d’interpréter le calcul dans une catégo-
rie & types forts. Il est cependant raisonnable d’objecter que cette structure semble lourde,
et largement redondante : les contraintes d’uniformité données semblent en fait suivre les
contours d'une simple définition des forces par induction sur les types. Pour justifier cette
structure, commencons donc par la remettre en question et nous poser la question suivante :
«oul construire les forces 7»
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0" (A)rr=z Ix(T=2)FZ T
DT = Z/Y]F T < (U = 2)/Y] T(A x (L= Z/Y]F T(A)[Z/Y]
[, T(A)L = pY.T(T x A)/Y] F pY.T(T x A)
T(A)[T = puY.T(T x A)/Y]FT = uV.T(T x A)
WY T(A)FT = pY.T(T x A)
T, uY.T(A) b pY.T(T x A)

ut

T

i

e

Fia. 6.1 — Candidat de force pour un foncteur positif défini par point fixe.

Dans la syntaxe. La solution la plus directe pour avoir accés aux régles étendues de pLJ,
serait de les dériver directement dans la syntaxe & partir des régles affaiblies. Autrement
dit, il s’agirait de construire explicitement des forces comme des opérateurs syntaxiques, et
de s’en servir pour définir les régles étendues : notons que c’est plus ou moins 'approche de
[ |, et c’était 'approche défendue (mais pas développée) dans | |. T est effectivement
parfaitement possible, a partir des regles affaiblies de pLJ, de définir par induction sur les
types des candidats pour les forces. Le probléme est alors de vérifier que ces forces sont
sémantiquement correctes, c’est & dire qu’elles engendrent bien la bonne dynamique. C’est
facile dans le contexte syntaxique (avec liaison et substitution implicite) de | |, mais ga
devient un enfer dans pLJ ot on se heurte & l'extréme complexité de la définition de ces
forces, notamment pour les foncteurs définis par point fixe. Pour en donner une idée, donnons
en Figure 6.1 un apercu de la dérivation d’un tel candidat de force. Il est trés probablement
vrai que ces candidats sont bel et bien des forces et qu’elles forment une structure uniforme,
mais c’est difficile & montrer.

Dans le modéle catégorique. Ce serait stirement la solution la plus satisfaisante puisque la
plus générale. On a pas encore pu démontrer la conjecture suivante, mais les travaux présentés
sur les types forts permettent au moins de la formuler.

Conjecture 6.2.10. Toute catégorie faiblement u-fermée est p-fermée, autrement dit on peut
dériver automatiquement une structure de types forts comprenant les algébres initiales para-
métrées et coalgebres terminales paramétrées.

Dans la sémantique de jeux. Dans le cas qui nous occupe, c’est ’approche la plus facile.
En effet, Uinterprétation des régles foncteurs donnera lieu dans la sémantique de jeux a la
construction d’une classe F de foncteurs qu’on appellera foncteurs ouverts, qui équipera sans
mal la catégorie Inn des arénes et stratégies innocentes d’une structure de types forts. Notons
que dans le modéle de jeux des types récursifs de McCusker | |, c’est également direc-
tement dans la catégorie de jeux que sont construites les forces (plus précisément la structure
«ferméey ). Par exemple, les forces des invariants minimaux paramétrés y sont construites par
une limite d’une suite croissante de stratégies. Aucune uniformité sur les forces n’y est deman-
dée, mais par ailleurs le modeéle n’a pas & valider les expansions de foncteurs qui n’entrent pas
en jeu dans la réduction de FPC.
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6.3 Modélisation de pLJ

Dans cette derniére section, achevons la construction du modele de pLJ. On va commencer
par donner la définition d’une catégorie u-fermée, ainsi que quelques lemmes s’y rapportant.
Puis on y donnera 'interprétation de uLJ.

6.3.1 Catégories u-fermées

Dans la définition qui suit, on isole les cas ol on ne s’intéresse qu’aux formules strictes ou
pseudo-polynomsiales : le modéle de jeux sera restreint a ces classes de formules.

Définition 6.3.1 (Catégorie p-fermée). Une catégorie C est u-fermée (pour les formules
strictes, pseudo-polynomiales) si :
~ C ales types (pseudo-polynomiauz) forts ;
- La fonction d’interprétation [—] est totale sur F (pour les formules strictes, pseudo-
polynomiales). Si C est u-fermée, notons § l'image de [—] dans F.

Remarque. Explicitons le sens des parenthéses dans cette définition. On fixe la convention
que chacune des conditions entre parenthéses est vérifiée dans ’en-téte de 1’énoncé si chacune
de ses occurrences est vérifiée dans le corps de ’énoncé. Par exemple, on a en fait défini ici
quatre notions :

— Les catégories u-fermées, qui ont les types forts et une interprétation [—] totale sur
toutes les formules de pLJ ;

— Les catégories u-fermées pour les formules pseudo-polynomiales, qui ont les types pseudo-
polynomiaux forts et une interprétation [—| totale sur les formules du fragment pseudo-
polynomial de puLJ;

— Les catégories p-fermées pour les formules strictes, qui ont les types forts et une inter-
prétation [—] totale sur les formules du fragment strict de pL.J ;

— Les catégories p-fermées pour les formules strictes et pseudo-polynomiales, qui ont les
types pseudo-polynomiaux forts et une interprétation [—] totale sur les formules du
fragment strict et pseudo-polynomial de puLJ.

On utilisera cette convention de notation pour certains énoncés a venir, sans forcément 1’ex-
pliciter comme ici.

Une catégorie C est u-fermée si elle est faiblement u-fermée et si I'image de sa fonction
d’interprétation [—] est incluse dans l’ensemble F des foncteurs forts de C. Pour montrer que
les catégories u-fermées sont un modeéle de uLJ, il faut montrer qu’elles valident également
les équations correspondant a l’expansion des algébres initiales paramétrées et coalgébres
terminales paramétrées, c’est-a-dire qu’il faut montrer des équations du genre :

(Tr)" = (T")r

Avant de démontrer cette égalité, expliquons pourquoi le terme de gauche a un sens : justifions
que 1T a nécessairement toujours une algebre initiale paramétrée ou une coalgébre terminale
paramétrée si T' en avait une. On passera ensuite aux expansions proprement dites.

Proposition 6.3.1. Soit D une catégorie de la forme (CP)F x C™. Dans ce cas, on va noter
sans ambiguité Dr = (CFP)* x (Cr)™. Soit T : C x D — C dans F. Si T a une algébre initiale
paramétrée TH : D — C dans C, alors Tr a une algébre initiale paramétrée (Ir)* : Dr — Cr. De
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méme, si T a une coalgébre terminale paramétrée TV, Tt a une coalgébre terminale paramétrée
(Tr)".

Démonstration. C’est une conséquence directe des Propositions 6.2.4 et 6.2.5, ainsi que de la
Proposition 1.3.2 définissant les algébres initiales et coalgébres terminales paramétrées. O

Corollaire 6.3.2. Soit D une catégorie de la forme (C°P)* x C™, on notera Dr = (C{F)k x CR.
Soit T :C x D — C dans §. Alors, on a les équations suivantes :

(T*)r = (Ir)*
(T")r = (Ir)"

Démonstration. Traitons la premiére égalité, pour le cas ou T : C x C — C. Les autres cas sont
similaires ou s’en déduisent. On rappelle que pour tout f : I' x A — B, (Tp)*(f) est défini
(par la Proposition 1.3.2) comme 'unique morphisme h tel que :

Tr(—,A)(h)

T(T"(A), A) T(T"(B), A)
l(TF(T#(B)ﬂ—))(f)
S ¢ T(TM(B),B)
Vs
Tr(—,B)
() . T4 (B)

commute. Pour montrer que (T")p(f) = (Tr)*, il suffit donc de montrer que h = (T*)p(f) fait
commuter ce diagramme, ce qui est assuré par un calcul fastidieux utilisant la naturalité de
6 en T pour pouvoir commuter 6 et x (x étant naturelle par construction) et la compatibilité
de 6 avec la contraction et la composition. O

6.3.2 Lemmes de substitution

Avant de passer & l'interprétation proprement dite, il nous faut montrer quelques lemmes
assurant 'invariance de l'interprétation par 'opération de substitution de puLJ.

Lemme 6.3.3 (Substitution sous ). Soit f : ' x T(A) — A et 6 : A — T'. Notons (f)} le
morphisme obtenu par Uaction de l'algébre initiale de Tr sur Cr. Alors :

5><uT;(f)P=(5><T(A)§f)TA

Démonstration. Rappelons que (6 x T'(A); f)TA est par définition 'unique morphisme d’algébre

entre I'algébre initiale (uT, x%) et I'algébre (A, x T(A); f) sur Ca. Pour montrer 1’équation
ci-dessus, il suffit dont de montrer que § x uT'; (f )} est un tel morphisme d’algébre, c’est-a-dire

que le carré ci-dessous commute dans Ca :



168 CHAPITRE 6. SEMANTIQUE CATEGORIQUE DE pLJ

T (uT) T(A)
X7 SxT(A)f
T A
SxuTs(f)}
Cette égalité se montre par un calcul direct. O

Lemme 6.3.4 (Substitution sous v). Soit f: T'x A — T(A) et 6 : A — T'. Notons (f)i& le
morphisme obtenu par Uaction de la coalgébre terminale de Tr sur Cp. Alors :

8% A (f)f = (6 A; )}

Démonstration. Méme raisonnement que pour le lemme précédent, il suffit de montrer que le
carré suivant commute dans Ca.

Sx A ()}
vT
5xA;fJ/ i(x%)‘l
TA(Sx Ay ()}
T(A) a(OxA;(F)r) T(I/T)
qui se montre par calcul direct. O

Lemme 6.3.5 (Substitution sous les foncteurs). Soient T : C — C et N : C? — C des
foncteurs de F, et soient 6 : A - T et f: ' x A— B. Alors :

5 x T(A);Tr(f) = Ta(d x A5 f)
6 x T(B);Nr(f) = Na(6x A;f)

Démonstration. Immeédiat par naturalité et dinaturalité des forces et contraforces et par défi-
nition de 11 et Nr. O

6.4 Interprétation

6.4.1 Interprétation d’une preuve

Comme d’habitude, une preuve d’'un séquent I'y,...,I';, = A sera interprétée comme un
morphisme [I'1] x -+ x [I'y] — [A] (par défaut fixons que ces produits successifs sont paren-
thésés a gauche). Notons que certains morphismes présents dans cette interprétation servent
seulement & la gestion du contexte. Lorsqu’on peut obtenir A de I' par simple réordonnement
du contexte, mais que l'isomorphisme correspondant ne peut étre obtenu de facon concise
par la structure cartésienne, on le notera 72 :I' = A, ou simplement v si ses domaines et
codomaines sont clairs. Notons que sa définition formelle est directe & partir de I et A. Soit
7 une preuve d’un séquent I' = A, on définit 7] : [I'] — [A] par induction, comme suit.
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— Axiome.
[ama ] =ida
— Coupure.
1 p)
%%A AAFB H
T.AF B “
— [0, A] — 2~ [A] x 0] 2L Ay o pag 2L
— Contraction.
T d
%ﬁﬁ£4=HM“EWAMH»m
T.AFB
— Affaiblissement.
s
HPFB Wﬂz [T, A] =~ [r] 2 [B]
T.A-B
— Echange.

s
HEEAEH—HARM'LWRAMM»M
I.BAAFC

Introduction de 'implication & droite.

™
N—F,A}—B :»H R GG
r-Aa=pB '

Introduction de I'implication & gauche.

™1 T
MPFA ABFC ]]:
l

_— =
IL,A,A= BFC

[0, 5,4 Bl T [A] x (IF] x ([A] = [B]))
[A]x([m1]x ([Al=[B]);ev) [A] % [B]
= e

— Introduction de 0 & gauche.

57201 = [0] -2~ [A4]
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Introduction de 1 a gauche.

T

_— ;]

ﬂu ”N — ™
ik A

Introduction de 1 & droite.

[ = 11— 1]

Introduction du produit & gauche.

[]

m
l’m ﬂ — [, A x B] T g g
I AxBFC '

Introduction du produit & droite.

[m1]x [72]

1 T2
ﬂw " N = I, 4] 1] x [A] [A x B]
ILAFAxB "
Premiére introduction de la somme & droite.
Tr .
ﬁ& rm =[] 7 [A] 2 (A + B]
r-A+B '

Seconde introduction de la somme a droite.

[[771]} ino

ﬂ;e]] = 1L s
T'-A+B

Introduction de la somme & gauche.

1 T2
NRAPC ABFC H

I''AJA+BFC
= [I,A A+ B] — ([T] x [A]) x ([A] + [BI)
[7r1><IIA]];[[WﬂHTrQX[[B]];[[WQ]]][[F]]X[[A]] [[C]]

Ot [f|g]" désigne la construction de co-paire associée aux coproduits faibles fonctoriels
de CF.
Introduction du p & gauche.

T [~
l’r,m)w ]] = [T, pX.T] — 2 [4]
T uxTr Al

Ou [[77]]} désigne 'action de ’algebre initiale de [1'] dans Cr.
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— Introduction du g a droite.

S X

NFFT(MX.T) ﬂ = [I7] [ [T(nX.T)]
TEuxr

Introduction du v & gauche.

[~]

r,T )?T +B (r1 725Xy
TWXT)FB | = [[vX.T] — [, T(uX.T)] [B]

I, vX.TFB
— Introduction du v a droite.

¥
ey

T I=]
|’F,A}—T(A) ”m = [, A] — [vX.T]
IAFvX.T '

ou [[W]]iE désigne I’action de la coalgebre terminale de [77] dans Cr.
Foncteur positif.

ﬁ& P]ﬂ = I P ()]

I'P(A) - P(B)

— Foncteur négatif.

[NTgrp (=)

ﬁ& mﬂ = [T, N(4)] [N(B)]
(B)

I N(A)FN

Interprétation des régles affaiblies. Notons que si on interpréte une preuve w de pLJ
affaiblie, le calcul de [r] n’utilise pas la structure de types forts de C puisqu’a aucun moment
on a besoin de relever des foncteurs ou des algeébres initiales/coalgébres terminales. Ainsi pour
pLJ affaiblie, I'interprétation des preuves est définie dans n’importe quelle catégorie faiblement
p-fermée. C’est ce qui justifiera a posteriori la Proposition 6.1.1 & partir du Théoréme 6.4.2
énoncant la validité de I'interprétation ci-dessus.

6.4.2 Correction de l’interprétation

Il faut vérifier que cette interprétation valide les nombreuses régles de réduction de pLJ.
Il s’agit & chaque fois de vérifications directes, utilisant la structure qu’on a introduite tout le
long de ce chapitre. Passons en revue les différents groupes de régles de réduction de uLJ, et
explicitons pour chacun de ces groupes la partie de la structure utilisée.

Coupures logiques. On utilise essentiellement le fait que pour tout I' € Cy, la catégorie Cr
est cartésienne fermée et a les coproduits faibles fonctoriels (voir Proposition 1.3.4).

Points fixes. Les équations découlent du fait que [uX.T] est interprété comme une algébre
initiale de [T]r dans Cr, le cas de [vX.T] est identique.
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Foncteurs. Pour les constantes et identité, c¢’est évident par définition de 'interprétation.
Pour les autres, les équations a montrer sont exactement celles assurées par les Propositions
6.2.7 et 6.3.2.

Coupures structurelles et axiomes. Calculs immédiats sur la structure cartésienne.

Substitution. La validité de cette régle se montre par l'intermédiaire du lemme suivant, :

Lemme 6.4.1. Soit m1 une preuve du séquent I' = A et mo une preuve de A, A+ B. Alors :

[A]x[m]

[ralm /Al = [T, A] ——[A] x [T] [A] x [4] - [B]
Démonstration. Par induction sur mo. Considérons tous les cas de définition de la substitution.

— Régles des groupes axiome et structurel, régles d’introduction de 0, 1, de la fleche et du

produit : calcul immédiat sur la structure cartésienne fermée.

— Introductions de la somme & droite : calcul direct sur la structure cartésienne.

— Introduction de la somme & gauche : naturalité de distributivité du produit sur la somme.

— Introduction de p & droite : calcul direct sur la structure cartésienne.

— Introduction de p & gauche : calcul direct a partir du Lemme 6.3.3.

— Introduction de v a gauche : calcul direct sur la structure cartésienne.

— Introduction de v & droite : calcul direct & partir du Lemme 6.3.4.

— Foncteurs : calcul direct a partir du Lemme 6.3.5.

O

Avec ce lemme, la définition de 'interprétation de la coupure rend immédiate la vérification
de la validité de la régle (Sub). On déduit donc de toutes ces vérifications le théoréme suivant :

Théoréme 6.4.2. Toute catégorie p-fermée (pour les formules strictes, pseudo-polynomiales)
C est un modeéle correct (du fragment strict, pseudo-polynomial de) pLJ, ¢’est-a-dire qu’il y a
une fonction d’interprétation [—] définie sur les formules et les preuves, et stable par réduction.
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Foncteurs ouverts
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On a mentionné au début du Chapitre 5 que pLJ pouvait étre vue comme une exten-
sion naturelle du p-calcul propositionnel. Par ailleurs, on sait que les u-termes peuvent étre
représentés de fagon trés précise par des jeux de parité [San02a]. Une des principales caracté-
ristiques des jeux de parité est la représentation des structures de données infinies codées par
a l'aide de graphes finis (éventuellement cycliques), construits par induction sur
Le point clé est la représentation des opérateurs de plus petit point fixe et de plus
grand point fixe par I’'ajott d’une boucle dans le graphe. C’est cette représentation des types
de données inductifs et coinductifs dans des graphes cycliques qu’on veut généraliser aux jeux

les p-termes

les p-termes.
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Nil Cons

t i

Fic. 7.1 — Représentation des listes de booléens par une aréne cyclique.

d’aréne : on donne par exemple en Figure 7.1 la représentation désirée des listes (et flots) de
booléens dans une aréne finie. Outre le caractére élégant de cette représentation, elle permet
également de représenter finiment les structures infinies générées par les formules de puLJ, et
on a aussi espoir d’en tirer ultérieurement des ponts entre les jeux utilisés en vérification et
ceux utilisés en sémantique.

Un des principaux problémes rencontrés dans cette démarche, c’est que la construction
de boucle (qu’on introduira formellement au Chapitre 8) est une construction sur les arénes,
alors qu’on voudra qu’elle donne des algébres initiales et coalgébres terminales aux foncteurs
correspondant & ces arénes. Ainsi, cette volonté de représenter les types inductifs et coinductifs
par des boucles impose un travail préliminaire sémantique, consistant & définir des arénes dites
ouvertes (ol certains coups représentent des variables libres) et & associer un foncteur ouvert a
chacune de ces arénes ouvertes. Le chapitre précédent nous montre qu’il faudra aussi attendre
d’autres propriétés de ces foncteurs ouverts, en particulier qu’ils équipent Inn et Par d’une
structure de types forts.

La construction des foncteurs ouverts repose sur une idée récurrente en sémantique de
jeux : il s’agit de donner un sens général a la notion de stratégie presque copycat. Une stra-
tégie presque copycat est une stratégie ayant un comportement potentiellement trés com-
plexe sur une partie de 'aréne jusqu’a rentrer dans une composante distinguée sur laquelle
elle se comporte comme I’identité, se contentant de recopier les coups de son opposant. De
telles constructions ont été considérées fréquemment dans la littérature, voir par exemple
[ , |. Dans ce chapitre, on va tenter de donner une définition la plus générale
possible de ces stratégies.

Il g’est avéré trop difficile d’effectuer la construction des foncteurs ouverts pour les arénes
générales. On a di imposer la restriction que les trous (représentant les variables libres) soient
terminaux dans Paréne (c’est a dire qu’ils ne justifient personne), ce qui explique la restriction
au fragment pseudo-polynomial de pLJ. Méme ainsi, la construction reste trés technique et
on aimerait, lors de travaux ultérieurs, la simplifier et la généraliser & toutes les arénes. On
révele une structure extrémement riche sur ces stratégies presque copycat. On commence par
définir une notion de substitution d’arénes, permettant de donner des expressions de la forme
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S[A], ou S et A sont des arénes. Par la suite, on porte un intérét particulier aux arénes de la
forme S[A] = T[B], et on dégage deux notions fondamentales :

— La premiére est celle des foncteurs ouverts : étant donné une aréne T, le foncteur ouvert
généré par T associera a toute stratégie o : A = B une stratégie T'(o) : T(A) — T'(B)
qu’on contraindra & se comporter comme l'identité sur T et comme o sur A = B.

— La seconde est celle des transformations naturelles ouvertes : étant donné une stratégie
n : S = T satisfaisant des contraintes techniques de naturalité, on construira pour toute
aréne A une stratégie na : S[A] = T[A] en associant le comportement de n sur S = T
et celui de id4 sur A = A.

Ces deux notions seront unifiées par une notion de composition verticale, permettant de définir
une stratégie nlo] : S[A] = T[B] a partir de n : S = T et 0 : A = B. Par analogie avec
les deux notions de composition dans une 2-catégorie on aura bien une loi d’échange entre
cette composition verticale et la composition usuelle, justifiant d’un coup la définition de
foncteur ouvert et de transformation naturelle ouverte. On montrera également un théoréme
de factorisation, assurant que chaque transformation naturelle entre foncteurs ouverts est une
transformation naturelle ouverte. On verra ensuite que la plupart de ces constructions se
généralisent au cas dinaturel.

Une fois tous ces outils introduits, il sera facile de montrer que les foncteurs ouverts sont
forts, puisque les forces apparaitront naturellement comme des transformations naturelles ou-
vertes. On montrera en fait qu’on obtient ainsi une structure de types forts, posant la premiére
pierre (et la principale, sur le plan technique) en vue de la construction d'une catégorie -
fermée de jeux et stratégies totales.

7.1 Composition verticale

7.1.1 Arénes ouvertes

On part des définitions données au Chapitre 2 pour les arénes & adresses explicites. Fixons
un ensemble 7 de noms de variables. A partir de 7', on considére I’ensemble d’atomes étendu! :

sP=vuw{0x | X eT}

Dans ce chapitre et le suivant, les coups dont I'atome est de la forme [y seront appelés des
trous : ils représentent des occurrences de la variable libre X dans ’aréne.

Définition 7.1.1. Une aréne ouverte est une aréne A batie sur l'ensemble d’atomes ¥5. On
suppose que les trous ne justifient personne dans A, c’est-a-dire que :

Vm,n € Mg, mban=VX eT, VEe€ N, m#¢-Ox

Remarque. Une aréne ouverte peut étre vue comme une aréne usuelle. Dans ce chapitre,
toutes les arénes considérées pourront éventuellement étre ouvertes, méme si ce n’est pas
précisé explicitement. On insistera sur le c6té ouvert d’une aréne uniquement lorsque celui-ci
jouera un roéle actif dans la construction courante.

!Notons que cette définition sous-entend que ¥ et {{0x | X € 7} sont disjoints.
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Notation. Par abus de notation, on adoptera quand cela ne générera pas d’ambiguité les
conventions suivantes :
— On désignera par [y n’importe quel trou ¢t dont 'atome est [x. On dira aussi que ¢
est étiqueté par X.
— On désignera par OF n’importe quel trou ¢ tel que A°F(t) = P, et (0° n’importe quel
trou t tel que \OF(t) = O.
— On combinera librement les deux notations ci-dessus, par exemple ng désignera un trou
étiqueté par X et de polarité Joueur.
Si A est une aréne ouverte contenant des trous étiquetés par X1, ..., X, on lanotera A[X}, ...,
X,], préfigurant ainsi la notation qu’on aura pour le foncteur ouvert associé.

Exemples. Dans une aréne ouverte, les trous représentent des variables de types. La Figure
7.2 donne en exemple le graphe de I’aréne ouverte correspondant au type 14+ X, avec X comme
variable de type libre.

1+0x

)

X

Fia. 7.2 — Aréne ouverte pour la formule 1+ X

Remarque. Les arénes ouvertes peuvent avoir des trous étiquetés par plusieurs variables.
Cependant, le plus souvent, on s’intéressera au cas d’une seule variable, qu’on appellera X.
Dans tout le développement qui suit, si on ne précise rien, on s’intéressera uniquement aux
trous de T étiquetés X.

Définition 7.1.2. Soit T une aréne ouverte. On dit que T est de variance mixte si T contient
des occurrences de Ux a la fois en polarité Joueur et Opposant. Sinon, T est de variance fixe.
Dans ce cas, on définit sa polarité en disant que T est positive si T ne contient que des
occurrences de Dg)( et négative st elle ne contient que des occurrences de D;}.

7.1.2 Substitution d’arénes

Tout comme pour les formules avec des variables libres, on peut définir pour les arénes ou-
vertes une opération de substitution, qui consiste & remplacer les trous par une aréne compléte.
Formellement, on définit I'opération comme suit.

Définition 7.1.3 (Substitution d’arénes). Soit A[X] une aréne ouverte n’ayant qu’une oc-
currence de Ox (c¢’est-a-dire qu’il existe un unique coup de la forme & - Ox dans Ma) soit
B une aréne (éventuellement ouverte). On définit la substitution A[B/X], également notée
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A(B) quand cela ne cause pas d’ambiguité, comme suit :

Mug/x; = (Ma\{¢-Ox})WE- Mp

)\A[B/X} _ { P‘A\f-l:lxaf')‘iB] st )\A(é"Dx) =0
[/\A\£~Dx7§')‘3] sinon
mbEan
mbapn & V] m(EFp)n
mbFAa&-Ox An€lp

Il est évident que les éventuels trous sont toujours terminauz dans A[B], le résultat de 1’opé-
ration de substitution est donc une aréne ouverte bien définie.

Substitutions successives. Il nous faut étudier quelques propriétés des substitutions suc-
cessives. La premiere raison est de montrer comment, a partir de la définition ci-dessus, gé-
néraliser la substitution d’arénes au cas ol on a plusieurs occurrences du trou dans ’aréne
ouverte. L’autre raison est qu’on va étre amenés plus tard & considérer des foncteurs ouverts
d’arité supérieure, qui correspondent & des arénes ouvertes avec plusieurs types de trous, par
exemple étiquetés X et Y. Pour donner sens & la substitution simultanée de Ox et Oy, la
situation est similaire au cas de la substitution dans les termes : il nous faut montrer un lemme
de commutation.

Lemme 7.1.1 (Substitutions successives indépendantes). Si T contient une occurrence de
Ox et une occurrence de Ly, et si A et B sont des arénes ne contenant ni Ox ni Oy -

T[A/X|[B/Y] = TI[B/Y][A/X]

Ainsi, on la notera T[A/X,B/Y] sans ambiguité. De méme, si T contient plusieurs occur-
rences de Ox, on définit T[A/X] par substitutions successives (en renommant au préalable les
X en Xi,..., X, distincts). Par l’égalité ci-dessus, l'ordre de substitution n’importe pas et le
résultat est bien défini.

Démonstration. Immeédiat par définition de la substitution. O

Remarque. C’est ici qu’il est crucial que les arénes soient localisées, c’est-a-dire qu’on ait
la maitrise des adresses. Sinon, on serait forcé de définir les coups de A[B/X] par :

Myp/x) = Ma\{Ox} + Mp

et on perdrait le lemme précédent, parce que ’opération de somme disjointe sur les ensembles
n’est commutative qu’a isomorphisme prés. Pire encore, on perdrait pour la méme raison des
équations fort naturelles, comme (AxOyx)[B/X] = Ax B. L’autre solution serait de quotienter
les arénes par isomorphisme d’arénes, mais on perdrait alors tout 'intérét de la représentation
des points fixes par des des arénes finies cycliques, car on ne distinguerait plus une aréne finie
de son expansion infinie.

Notation. Soit S une aréne ouverte, contenant éventuellement des occurrences Joueur et
Opposant de Ox. Alors si A et B sont des arénes, on note S[A/X ™, B/X™] ou simplement
S[A, B] l’aréne obtenue par substitutions successives des occurrences de Dﬁ; par A et des
occurrences de D)O( par B.
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14+ 0Ox 1+ BT

/\RAA Y

B+

F1a. 7.3 — Substitution (1 + X)[B~, BY].

Exemple. On peut observer dans la Figure 7.3 la représentation en graphe du résultat de la
substitution de D§ par BT et de D)O( par B~ dans l'aréne correspondant & la formule 1 + X.

Lemme 7.1.2 (Substitutions successives en cascade). Soient S,T deuz arénes ouvertes et A
une aréne. On a l'égalité suivante :

(S[T/XD]A/X] = S[T[A/X]/X]

Démonstration. Immédiat. ]

7.1.3 Parties fonctorielles

Soient S[X]| et T[X] des arénes ouvertes. Dans cette sous-section, on va s’intéresser aux
arénes de la forme S[A, B] = T[C, D] (A remplace les occurrences de O% dans S, B remplace
les occurrences de D)O( dans S, ainsi de suite pour T'). Plus particuliérement, on va étudier
les parties légales sur ce genre d’aréne et tenter de repérer dans quels cas ces parties sont
«fonctorielles», c’est-a-dire que les parties sur S[X] = T[X] et celles sur A, B,C, D sont
indépendantes et peuvent étre séparées.

Terminologie. Soit s € L4 g=7ic,p)- Si X € {4, B,C, D}, une copie de X dans s est la
donnée d’une adresse & telle que & - Ox est substitué par X dans S[A, B] = T'[C, D], et d’un
pointeur vers un coup s;. Ainsi, chaque coup de X dans s est dans une unique copie (&, j) de
X. Si s; est un coup initial de X dans s, on dit que s; ouvre une copie (£,7) de X si £ est
préfixe de 'adresse de s; et si s; pointe sur s;. Par extension, on dit qu’une copie (§,7) de X
est ouverte dans s s’il existe un coup initial qui I’a ouverte.

Remarque. Intuitivement, tous les coups contenus dans une copie (£, j) de X correspondent
au méme trou Oy . On peut voir opération de restriction fonctorielle (& venir) comme une
opération d’«agglomération» de tous ces coups.

Définition 7.1.4 (Composantes). Considérons une aréne E = S[A, B] = T[C, D], soit m €
Mpg. On dit que m est dans la composante fonctorielle de E si m est dans S ou T. De méme,
on dit que m est dans la composante argument s’/ est dans A, B,C ou D.
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Définition 7.1.5 (Saut). Soit s € Lg4, p=7(c,p]- Considérons un préfive s'ab E s. On dit que
b est un saut si l'on est dans une des situations suivantes (dans cette définition, les polarités
(Opposant, Joueur) sont globales, c¢’est-a-dire relatives a l'aréne S[A, B] = T[C, D] et pas a
A, B, C ouD).
1. a est un coup Opposant dans la composante foncteur, et b est un coup Joueur dans la
composante argument ;
2. a est un coup Joueur dans la composante foncteur, et b est un coup Opposant non-initial
dans la composante argument ;
3. a est un coup dans la composante argument, et b est dans la composante foncteur;
4. b est un coup initial de la composante argument, sachant qu’il y avait déjo un coup initial
1 de la composante argument de méme polarité que b dans sa, et i et b sont dans des
lieux différents : soit ils ouvrent deux sous-arénes X,Y € {A, B,C, D} différentes, soit ils
ouvrent deuz copies différentes (&', 7") # (§,7) d’une méme sous-aréne X € {A, B,C, D}.
On dit que b est un saut Opposant (resp. saut Joueur) si A(S)&’B]:T[QD](b) = O (resp.

)‘g[IZx,BpT[C,D](b) =P).

Remarque. La notion de saut est relative a une aréne, et & un choix de construction de cette
aréne par substitution! Par exemple si on avait S’[A’, B'] = T'[C’, D'| = S[A, B] = T|C, D],
les notions de saut ne coincideraient pas nécessairement pour les deux constructions, comme
en témoignera ’exemple & venir. Les notions de sauts ainsi que les définitions subséquentes
devront donc étre utilisées seulement en présence d’une décomposition explicite de ’aréne par
substitution. Notons que lorsqu’on donne une aréne sous la forme S[A, B] = T'[C, D], c’est
évidemment cette construction qui définit la notion de saut utilisée.

Remarque. Interdire les sauts permettra de contraindre suffisamment la forme des parties
pour qu’on puisse aisément en calculer la restriction aux composantes fonctorielle et argument.
En particulier, la définition de saut de type 4 mérite une petite explication. Imaginons qu’on
ait une partie s, et qu’on veuille en calculer la restriction a la composante fonctorielle. Cette
restriction fonctorielle conserve une réminiscence de la dynamique de s sur la composante
argument : on doit reconstruire des occurrences des trous, en se basant sur les copies (&, j) de
sous-arénes X € {A, B,C, D} visitées dans s. Mais pour écrire précisément ces trous, il faut
deux choses : une adresse et un pointeur. Il est donc nécessaire de pouvoir dégager une adresse
et un pointeur uniques a partir de tous les coups initiaux arguments de méme polarité dans
s, il faut donc qu’ils partagent ces mémes adresses et pointeurs, d’ou la définition de saut de
type 4.

Exemple. Observons la partie légale décrite en Figure 7.4. Alors s ne comporte pas de saut
pour la décomposition (1 4+ X)[nat] = (1 + nat x X)[bool]. Cependant, elle en comporte un
pour (1+ X)[nat] = (1 + X x bool)[nat|. En effet, pour cette seconde décomposition, ¢nat
est un saut de type 1 : @poo1 est un coup Opposant dans la composante foncteur, et gnat est
un coup Joueur dans la composante argument.

Définition 7.1.6 (Parties fonctorielles). Une partie s € Lg4,pj=T(c,p) €st dite O-fonctorielle
sl n’y a pas de saut Opposant dans s. De méme, elle est dite P-fonctorielle s’ n’y a pas de
saut Joueur dans s. Elle est bi-fonctorielle sl n’y a ni saut Joueur ni saut Opposant dans s.

Lemme 7.1.3. Toute P-vue s sur Lg(a Bj=1(c,D] €5t O-fonctorielle.
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(1 + nat) — (1 + nat X bool)

R
N
R—__
‘jbool
Gnat
I
0
tt

FiGg. 7.4 — Exemple de partie fonctorielle.

Démonstration. Par induction sur s. A chaque étape, Opposant pointe vers le coup précédent.
Si ce coup est dans la composante foncteur, Opposant jouera nécessairement soit un coup dans
la composante foncteur (qui ne peut étre un saut), soit un coup initial dans la composante
argument (qui ne peut pas plus étre un saut, la forme des P-vues interdit le cas 4). De méme,
si le coup précédent est un coup interne de la composante argument, Opposant pointera vers
ce coup, donc jouera nécessairement un coup de la composante argument qui ne pourra pas
étre un saut. O

Nous allons examiner les parties bi-fonctorielles sur une aréne S[A, B] = T'[C, D] et mon-
trer qu’on peut les caractériser par une forme particuliére.

Lemme 7.1.4 (Forme canonique). Soit s € Lgia pj=1(c,p]- Alors, s est bi-fonctorielle si et
seulement st s se décompose en s152 avec s1 uniquement dans la composante foncteur et so
uniquement dans la composante argument, de sorte que tous les coups initiauz Opposants de
la composante argument dans sy ouvrent une méme copie (§,7) de X € {A, D} et que tous les
coups initiauz Joueur de la composante argument dans sy ouvrent une méme copie (€,j) de

X € {B,C}.

Démonstration. Montrons le sens direct par induction sur s. Si s est vide c’est évident. Sinon,
s = s'a. Par hypothése d’induction, s’ = s}s}. Plusieurs cas se présentent alors :

— Soit s}, est vide, auquel cas s’ est entierement dans la composante foncteur. Si a est dans
la composante argument, la décomposition s = s’a vérifie bien les conditions requises.
Par ailleurs, si a est dans la composante foncteur, la décomposition s = (s'a)e vérifie
également ces conditions.

— Soit s, n’est pas vide. Dans ce cas, a doit également étre dans la composante argument,
sinon ce serait un saut. De plus, si ¢’est un coup initial dans X € {A, B,C, D}, il doit
partager le méme pointeur et la méme adresse que les coups initiaux de la composante
argument précédents et de méme polarité, sinon ce serait un saut.

Réciproquement, il est clair qu’une partie munie d’une telle décomposition ne comporte pas
de saut. O
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0 x 0 — (bool = 0)
q
q
(
tt
q
q
q
(
f
q

Fi1a. 7.5 — P-vues bi-fonctorielles sur (X x X)[0] = X[bool = 0], formant une stratégie non
fonctorielle.

Exemple. Dans l'exemple de la Figure 7.4, la partie légale s est bi-fonctorielle pour la
décomposition (1 + X)[nat] = (1 +nat x X)[bool|, mais pas pour (1 + X)[nat] = (1 + X X
bool)[nat].

7.1.4 Stratégies fonctorielles

On a défini les parties P-fonctorielles commes celles oti Joueur n’effectue jamais de saut
entre les deux composantes. Comme d’habitude lorsqu’on définit une sous-classe des parties
légales, il est intéressant d’examiner la classe de stratégies correspondante. Dans le cas pré-
sent, ces stratégies sont celles qui entretiennent une certaine isolation entre les composantes
fonctorielle et argument : bien qu’elles puissent encore dépendre de 'histoire de la partie sur
les deux composantes, elles ne peuvent pas effectuer de sauts de I'une a 'autre.

Définition 7.1.7. Considérons une aréne S[A, B] = T[C,D]. Une stratégie o : S[A, B] =
T[C, D] est fonctorielle si elle est innocente et si toute partie s € o, si s est O-fonctorielle,
alors s est bi-fonctorielle.

Il aurait été tentant de définir les stratégies fonctorielles comme celles dont les parties sont
P-fonctorielles, mais un saut Opposant peut trés bien provoquer un saut Joueur, entrainant
une rupture de la P-fonctorialité. De méme, il est tout & fait possible que toutes les P-vues
d’une stratégie o soient fonctorielles et que o ne soit pas fonctorielle pour autant, on peut ob-
server un exemple sur la Figure 7.5. On pourrait définir cette notion dans un cadre plus général
que celui des stratégies innocentes, mais cela crée des complications techniques alors que dans
les cas qui nous intéressent ici, les stratégies considérées seront toujours innocentes. Montrons
maintenant quelques propriétés sur ces stratégies fonctorielles et sur leur composition.

Lemme 7.1.5. Soient 0,7 : S[A, B] = T[C, D] deuz stratégies fonctorielles. Si elles ont les
mémes parties bi-fonctorielles, alors elles sont égales.

Démonstration. Considérons leurs P-vues, par définition des stratégies fonctorielles elles sont
P-fonctorielles. D’autre part, le Lemme 7.1.3 assure qu’elles sont O-fonctorielles. Or, si o et
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7 ont les mémes P-vues, elles sont égales puisqu’elles sont innocentes. Il suffit donc de les
comparer sur les parties bi-fonctorielles. O

Ainsi, les stratégies fonctorielles sont caractérisées par leurs parties bi-fonctorielles. C’est
intéressant, car seules ces parties bi-fonctorielles vont pouvoir étre décomposées en une partie
sur la composante fonctorielle et une partie sur la composante argument. Pour montrer les
propriétés de ces stratégies bi-fonctorielles vis-a-vis de la composition (notamment celles qui
seront introduites plus tard par composition verticale), on va montrer qu’il suffit de considérer
les interactions «bi-fonctorielles», au sens ou toutes leurs projections sont bi-fonctorielles.

Définition 7.1.8. Soit u € I(S[A, B],T|C, D]|,U|E, F]) une interaction. Un saut sur u est un
coup u; qui est un saut sur une des restrictions u s(a,B|,U(E,F), Y|S|A,B,T[C,D] OU Y\T(C,D],U[E,F]-
Par extension, on dit que u est bi-fonctorielle si elle ne comporte pas de saut.

Cette notion de bi-fonctorialité sur les interactions permet de démontrer la stabilité par
composition des stratégies fonctorielles.

Lemme 7.1.6. Soit 0 : S[A, B] = T[C, D] fonctorielle et T : T|C, D] = U[E, F] fonctorielle,
alors o;7 1 S[A, B] = U[E, F| est fonctorielle.

Démonstration. Soit u € o || 7, telle que u g4, B v(E,F) est O-fonctorielle. Considérons par Iab-
surde un éventuel premier saut dans u. Ce premier saut correspondrait alors soit & un coup
de o, soit & un coup de 7 (contredisant ainsi leur fonctorialité, puisque c’est le premier saut),
soit & un coup de I’Opposant externe. Si c¢’est un saut sur u g4, B),u(E,F), on contredit immé-
diatement I'hypothese de O-fonctorialité de u g4, p),v(E,F)- Si c'est un saut sur w4, ),7(C,D]
Ou U(c,D],U[E,F], Ul raisonnement direct par cas sur les types de sauts montre que c’est
également un saut dans us(a gj=v[g,F] ce qui contredit ’hypothese de O-fonctorialité. Ainsi,
ur(c,p),UlE,F) est également P-fonctorielle. O

7.1.5 Restriction verticale

Dans cette sous-section, on ne considérera plus que des arénes de la forme S[B, A] =
T[A, B]. Ce cas s’avérera en effet suffisamment général pour définir les foncteurs ouverts et
les transformations (di)naturelles ouvertes, et permet une certaine simplification technique : si
s € Lg|B,A1=>T[4,B) est bi-fonctorielle, on va pouvoir définir sa restriction verticale sur A = B
directement. Pour S[A, B] = T[C, D], il aurait fallu distinguer les cas selon les sous-arénes
visitées parmis A, B,C et D.

Restriction fonctorielle. Il y a deux notions de restriction verticale : celle & la composante
fonctorielle, et celle & la composante argument. On va d’abord donner la restriction fonctorielle
et prouver qu’elle est correcte (i.e. qu’elle construit des parties légales et qu’elle vérifie certaines
propriétés vis-a-vis des interactions), puis on fera de méme pour la restriction argument.

Définition 7.1.9. Soil s € Lg(p aj=T(a,B) une partie bi-fonctorielle. On définit sa restriction
fonctorielle sygix)=7(x] par :
- s 81 s ne joue que dans la composante fonctorielle ;
- s15,70x s1 s natteint que B, avec le pointeur et ['adresse correspondant a ceux des coups
initiaur dans B (choiz unique par le Lemme 7.1.4) ;
- sis,rUxUx si s atteint B et A, avec les pointeurs et adresses choisis comme ci-dessus,
respectivement pour B puis A.
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Proposition 7.1.7. Soit s € Lg|p Aj=71(a,B] une partie bi-fonctorielle. Alors, sisixj=1[x] €
Lg—1 est bien une partie légale.

Démonstration. Immeédiat par la décomposition du Lemme 7.1.4. O

Exemple. Considérons la partie de la Figure 7.4, sur la décomposition de l’aréne (1 +
X)[nat] = (1 + nat x X)[bool]. Comme on ’a vu, cette partie est bi-fonctorielle. On peut
donc extraire sa restriction fonctorielle (14 x)=(14natx X) :

(1 + X) S (1 + nat X X)

AN
R \
Ox
Ux
Notons que si Joueur avait immédiatement répondu a gpoo1 Sans passer pas nat, la restriction

fonctorielle se serait arrétée un coup avant : elle aurait donc eu une longueur impaire et aurait
fini par un coup Opposant.

Lemme 7.1.8. Supposons que les trous ont la méme polarité dans S, T et U. Soit u €
I(S[A], T[B],U[C)) bi-fonctorielle, alors on peut en extraire Fonc(u) € 1(S,T,U) telle que :

Fone(u)ism = (uwis(a),r(B))1S[X]=T(X)
Fone(u)irv = (wirLuie) 1Tix)=ULX]
Fonc(u)isy = (u1s1a),u[c))1s[x]=U[X]

Démonstration. L’interaction u étant bi-fonctorielle, par application du Lemme 7.1.4 sur ses
composantes, elle est de la forme ujug avec uy entiérement incluse dans la composante foncteur
et ug entiérement incluse dans la composante argument. Notons également que par le Lemme
7.1.9, pour chaque composante X € {A, B,C}, tous les coups initiaux de X pointent vers le
méme coup et partagent la méme adresse. Notons que les arénes de la composante foncteur
sont nécessairement visitées dans 'ordre A, B, C ou C, B, A. Montrons-le dans le cas ou Ox
est un coup Opposant dans S, T et U : par bi-fonctorialité, seul Opposant peut inaugurer la
composante argument en jouant sur C. Mais tout coup initial de A est Joueur dans S[A] =
T'[B], donc par P-fonctorialité il doit suivre un coup de la composante argument, qui ne peut
étre que dans B (puisque A n’est pas encore ouvert). Le méme raisonnement tient pour B,
ainsi ces sous-arénes sont ouvertes dans 'ordre C, B, A. Donnons maintenant la construction
de Fonc(u), selon les cas suivants :
— Si w n’atteint ni A, ni B, ni C, on a u = uj. On définit simplement Fonc(u) = u. Les
égalités & montrer sont triviales puisque les restrictions fonctorielles se comportent ici
comme 'identité.



184 CHAPITRE 7. FONCTEURS OUVERTS

— Siwun’atteint que C (resp. A si les trous apparaissent en polarité Joueur dans S, T et U),
alors tous les coups initiaux de C' (resp. A) pointent vers le méme coup dans u;. On pose
alors Fonc(u) = w;0x, ou Ox pointe vers le justificateur commun des coups initiaux
de C (resp. A). Les égalités sont évidentes par définition de la restriction verticale.

— Si uw atteint C' (resp. A) et B, on pose Fonc(u) = u10xOx, ou la premiére occurrence
de Oy pointe comme les coups initiaux de C' (resp. A) et la seconde comme les coups
initiaux de B. Les égalités sont évidentes par définition de la restriction verticale.

~ Siw atteint C, B et A dans cet ordre (resp. A, B et C'), on pose Fonc(u) = u1OxOx Oy,
ou les trois occurrences de Cx pointent comme les coups initiaux de C, B et A (resp.
A, B et C). Les égalités sont évidentes.

O

Restriction argument. Passons maintenant & la partie argument de la restriction verticale.
Sa définition repose sur une analyse plus approfondie de la décomposition du Lemme 7.1.4.
Partons de cette décomposition, et examinons maintenant la structure de la partie argument
obtenue.

Lemme 7.1.9. Considérons s € Lg|p Aj=T[a,B) bi-fonctorielle, et sa décomposition s1s2 don-
née par le Lemme 7.1.J. sy vérifie alors la propriété suivante : si sy T so finit par un coup
initial de A, il existe un unique coup initial de B dans "s1sh' qu’on appelle son candidat de
justification.

Démonstration. Commengons par noter que "s1s)' ne peut contenir au plus qu’un seul coup
initial dans B. En effet, un coup initial dans B ne peut pointer que dans la composante
foncteur par la structure des arénes ouvertes, et c’est un coup Opposant par hypothése. Donc,
si on rencontre un tel coup lors du calcul de la P-vue, on va ensuite suivre son pointeur et
arriver dans la composante foncteur, donc dans s;. Comme s1 est entiérement inclus dans la
composante foncteur, il est clair qu’on y croisera pas d’autre occurrence d’'un coup initial sur
B. Donc, on a au plus un tel coup initial dans la vue.

De méme, on en a au moins un : considérons tous les coups initiaux sur A apparaissant
dans "s1s5". Prenons le premier, et examinons le coup précédent. Ca ne peut pas étre un coup
sur A, puisqu’on a supposé qu’on avait le premier coup initial sur A. Par ailleurs, ce coup
est nécessairement dans la composante argument, sinon ce premier coup initial sur A serait
un saut pour Joueur. Donc c’est un coup sur B, et le calcul de la P-vue & partir de ce coup
atteint nécessairement un coup initial sur B. O

Le lemme précédent ouvre désormais la voie & la définition de la restriction verticale a la
partie argument, comme suit :

Définition 7.1.10. Soit s € Lg|p a1=T1(4,B) bi-fonctorielle. Par le Lemme 7.1.4, s est de la
forme s152, avec s1 dans la composante foncteur et sy dans la composante argument. On définit
alors s;a—=p = s2, ot chaque coup initial de A pointe vers son unique candidat de justification,
défini par le Lemme 7.1.9.

Remarque. Formellement, la définition précédente nécessite une phase de réadressage : on
doit 6ter de chaque coup le préfixe de son adresse correspondant & la substitution de A, B, C, D
dans S et T'. Le lecteur familier des jeux d’arénes remarquera l’analogie entre cette construction
et celle de 'action bifonctorielle du connecteur =. Si o : A = B et 7: C = D, on définit
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o=71:(B=C)= (A= D) par I'ensemble des parties s telles que sjcp € 7 (pas de
probléme), et on voudrait écrire sj4 p € o mais c’est impossible : cette restriction perd des
pointeurs. Il faut alors mettre la partie sous la forme d’une interaction sur I(A, B, C, D) pour
faire apparaitre les «candidats de justifications» et déterminer les pointeurs des coups initiaux
de A.

Proposition 7.1.10. Soit s € Lg|p, aj=1(a,B] bi-fonctorielle, alors sja=p € La=B.
Démonstration. Immeédiat par construction. O
Exemple. Considérons la partie de la Figure 7.4, sur la décomposition de ’aréne (1 +

X)[nat] = (14natxX)[bool]. Sa restriction argument sat=sboo1 €st donnée par le diagramme
suivant :

nat e bool
/~— Gbool
(nat
( 0
te

On garde tous les pointeurs comme dans s, sauf pour gp,y qu’on fait pointer vers I'unique
coup initial de bool dans sa P-vue.

Lemme 7.1.11. Supposons que les trous ont la méme polarité dans S, T et U. Soit u €
I(S[A], T[B],U[C]) bi-fonctorielle, P-visible sur S[A] = T'|B] et T[B] = U|[C]. Alors on peut
en extraire Arg(u) € I(A, B,C) (resp. I(C, B, A) si les trous ont polarité Joueur dans S,T et
U) telle que :

Arg(u)iap = (usa),7(B]) 1A= B
Arg(u)ipe = (uprpuic) iB=c
Arg(u)iac = (wsiauic)) ia=c

Démonstration. On va faire la preuve dans le cas ot les trous apparaissent en polarité Oppo-
sant dans S, T et U, 'autre cas étant similaire. On contruit Arg(u) comme suit : par le Lemme
7.1.4, u se décompose en ujuz, ot u; est entiérement inclus dans la composante fonctorielle
et ug dans la composante argument. Pour obtenir Arg(u), on conserve les coups de ugy et les
pointeurs, mais on doit définir de nouveaux pointeurs pour les coups initiaux de A et B. Si
dans v'a C uo, a est un coup initial sur A, on définit son nouveau pointeur comme 1'unique
candidat de justification donné par le Lemme 7.1.9 sur A, B. On fait ensuite de méme pour
les coups initiaux sur B. Les égalités a démontrer sont évidentes sur les coups et les pointeurs
des coups internes. Examinons la situation des pointeurs pour les coups initiaux. Les deux
premiéres égalités restent évidentes puisque les définitions des pointeurs des coups initiaux
coincident. Pour la troisiéme égalité, a gauche, un coup initial de A pointera sur un coup
initial de C ¢'il pointait dans Arg(u) sur un coup initial de B qui pointait sur un coup initial
de A, sachant que ces deux pointeurs étaient définis par le Lemme 7.1.9. A droite, un coup
initial 14 de A pointe vers un coup initial ic de C si i¢ est I'unique coup initial de C visible
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par i4 dans S[A] = U[C]. Or, par le Lemme 2.2.7 des préliminaires, s’il y a i tel que iy
voit ip dans S[A] = T[B] et i¢ tel que ip voit i¢ dans T[B] = U[C], alors i4 voit ic dans
S[A] = U]C], donc i4 doit bien pointer vers ic dans Arg(u)ja=c par unicité d'un tel ic. O

Compatibilité avec les P-vues. On va maintenant montrer que le calcul des différentes
restrictions commute avec le calcul de la P-vue par l'intermédiaire du lemme suivant, qui
s’avérera trés utile pour montrer les propriétés relatives & l'innocence de la composition ver-
ticale.

Lemme 7.1.12 (Compatibilité). Soit s € Lgp aj=1(a,B) une partie bi-fonctorielle. On a les
égalités :

Sisxsrix] = (S)isx=Tix)
sia=B' = ("8)1a=B
Démonstration. Immédiat par induction sur le calcul de la P-vue et le Lemme 7.1.4. O

Restrictions successives. Pour construire les foncteurs ouverts d’arité multiple, il faut
s’intéresser au comportement de la restriction verticale en présence de trous étiquetés par
plusieurs variables libres X et Y.

Lemme 7.1.13. Soient S,T des arénes ouvertes avec des trous étiquetés X et Y. Soit s €

LS[B/Xx~,A/X+|[D/Y~,C/Y+]=T[A/X~,B/X+][C/Y—,D/Y+] une partie bi-fonctorielle en X et Y.
Alors, les égalités suivantes sont satisfaites :

(81S[B/X~,A/XH|[Y|=TIA/X -, B/XH[Y]) [A=B = S|A=B
(811D/v-,c/Y HX]=T(C/Y -, D/Y+|[X]) [C=D = S|C=D
(815[B/X~,A/X+]|[Y]=TIA/X~,B/X+|[Y])S[X]=T[X] =
(81S[D/Y - ,C/Y+[X]=TI[C/Y —,D/Y+][X]) IS[Y]=T]Y]

Démonstration. 11 suffit de remarquer qu’une partie bi-fonctorielle en X et Y ne pourra at-
teindre qu'un seul de A = B ou C' = D, par le Lemme 7.1.4, remarque qui trivialise les
égalités a démontrer. O

De méme, pour étudier les propriétés des compositions verticales successives, il faut exa-
miner le comportement de la composition verticale sur des arénes ouvertes obtenues par sub-
stitutions en cascade.

Lemme 7.1.14. Soient S, T,U,V des arénes ouvertes, soil s € Lgy/x]A/X|=T[V/X][B/X]
bi-fonctorielle pour S = T et pour S[U/X| = T[V/X]. Alors, on a les égalités suivantes :

(ST(S[U/X])[X]ﬁ(T[V/XD[X})fS[X}:VF[X} = SIS[X]=T([X]
(syso/x)X)= T/ XD U=V = (Sju1a/X]=V[B/X]) U[X]=V[X]
Sja=B = (8 [U[A/X]:>V[B/X]) [A=B
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Démonstration. Les termes de gauche sont valides dans L(s7/x7)(4/x)=U[v/x][B/X]; ceux de
droites sont valides dans Lgir(4/x]/x)=U[v([B/x]/Xx]- Cependant, ces deux ensembles sont égaux
par le Lemme 7.1.2. Deux applications du Lemme 7.1.4 montrent que les parties bi-fonctorielles
dans cet ensemble ont pour forme s1s9s3, avec s1 dans S,U, s dans T,V et s3 dans A, B.
Le méme Lemme 7.1.4 montre également que les pointeurs des coups initiaux de chaque
composante X € S, T,U,V, A, B sont uniques (i.e. pointent tous vers le méme coup). Pour
les trois égalités, les deux termes donnent les suites de coups respectives s, s2 et s3. Si les
pointeurs des coups initiaux ne sont pas préservés (ce qui est le cas pour la seconde et la
troisiéme égalité), ceux-ci sont calculés de la méme maniére avec le Lemme 7.1.9 sur s. ]

7.1.6 Composition verticale

Dans cette sous-section, on va définir la notion de composition verticale entre stratégies et
montrer quelque unes de ses propriétés vis-a-vis de la totalité et de 'innocence.

Définition 7.1.11 (Stratégie naturelle). Soit S, T des arénes ouvertes, et n : S = T une
stratégie. n est une stratégie naturelle en X (ou juste naturelle si le contexte n'est pas ambigu)
st elle est innocente et si pour tout sab € n, a = Ux si et seulement si b = Ux. De plus, n
doit répondre & toute occurrence de Ox.

Remarque. La définition précédente revient a dire que 7 est une stratégie fonctorielle par
rapport & la décomposition S = T = (S[X] = T[X])(Ox), et quelle est totale sur sa
composante argument.

Notation. On a vu que la restriction fonctorielle pouvait fort bien extraire des parties de
longueur impaire & partir de parties de longueur paire. On introduit donc la notation :

se€%n e senudom(n)

Autrement dit, s est soit une partie de 1 soit une extension immeédiate d’une partie de 7.
Ainsi, on pourra gérer de maniére uniforme les cas ou la restriction verticale donne une partie
de longueur paire et les cas ot elle donne une partie terminant par une unique occurrence de
Ox.

Lemme 7.1.15. Sin : S = T est une stratégie naturelle et si 0 : A = B est innocente,
alors l'ensemble des P-vues P-fonctorielles s € Lgg Al=7(A,B] de longueur paire lelles que
S1S=T €9 net SjA=B € 0 est déterministe, c’est-a-dire que la structure d’arbre correspondante
ne branche qu’auz coups d’Opposant.

Démonstration. Par 'absurde, supposons qu’on ait une P-vue s satisfaisant les contraintes
ci-dessus, et telles que deux autres P-vues sab # sab’ les satisfassent aussi. On distingue les
cas :
— Si b est un coup de la composante fonctorielle. Dans ce cas, c’est aussi le cas de b (sinon
b’ serait un saut). On a alors Sa1s[x]=T[X] = Sa, et b = b donne une contradiction
immeédiate avec l'innocence et le déterminisme de 7.
~ Si b est un coup de la composante argument, ¢’est nécessairement aussi le cas de v/
(sinon, ce serait un saut). Deux sous-cas sont possibles. Soit on a b # ¥, soit ce sont
leurs pointeurs qui différent.
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— Sib# b, alors sabja—p = (sa)1a=pb et (sa);a=pb’ sont deux P-vues de o ne différent
que par leur dernier coup Joueur, ce qui est impossible par innocence et déterminisme
de o.

~ Si b = V mais ces deux coups n’ont pas le méme pointeur dans sa, il reste deux
sous-cas :

— Si ce sont des coups initiaux de la composante argument, par P-fonctorialité ce sont
nécessairement les premiers avec cette polarité dans la composante argument, sinon
b ou b’ serait un saut. On rappelle que dans la définition de la restriction fonctorielle,
on place une occurrence de [x & la place de tels coups initiaux, avec le pointeur
qu’avait ce coup initial. On examine donc (sab);six]=7(x] €t (sab’)six)=7)x]- Par
construction de la restriction, ces deux P-vues sont égales jusqu’aux occurrences
finales respectives de Ox, qui ne différent que par leurs pointeurs ou adresses. Or
ces P-vues doivent étre toutes deux dans n par hypothése. On a donc contradiction
avec le déterminisme et 'innocence de 7.

— Si ce sont des coups non initiaux, alors par définition de la restriction argument ces
pointeurs distincts sont préservés dans le calcul de (sab)a=p et (sab’)ja=p, et on
a encore contradiction avec l'innocence et le déterminisme de o.

O

Définition 7.1.12. Soit n : S = T une stratégie naturelle, et soit ¢ : A = B innocente.
Notons ici Fga—7(p) 'ensemble des P-vues bi-fonctorielles sur S[A] = T[B]. On définit la
composeée verticale nfo] par :

nlo] = tr({s € Fsja=r(p) | sispxj=71x) €7 N A Sja=p € 0})

On obtient bien une stratégie n[o| : S[B,A] = T[A, B]. Par définition, c’est une stralégie
saturée. Par le Lemme 7.1.15, c’est une stratégie déterministe.

Notation. Pour la définition ci-dessus, on a fixé implicitement un nom X et on n’a considéré
que les trous étiquetés X. Bien str, S et T peuvent avoir d’autres trous. Dans les situations
plus ambigués, on notera n[o/X] ou nlo/Y] pour spécifier les trous vis-a-vis desquels on fera
la composition verticale. Il faudra évidemment le cas échéant que 7 soit naturelle en X et en
Y.

Totalité. On a donc une notion de composition verticale qui préserve I'innocence. 11 va nous
falloir maintenant montrer qu’elle préserve également la totalité : d’une part ce sera utile plus
tard pour notre modéle des preuves, mais c’est aussi une bonne facon de valider la définition.
En effet, la préservation de la totalité est une bonne facon de vérifier qu'on ne perd pas
d’information au cours de la construction. C’est facile de produire des stratégies innocentes
arbitraires, mais c’est beaucoup plus dur de produire des stratégies totales, de par leur relation
avec les preuves.

Proposition 7.1.16. Sin: S = T et 0 : A = B sont innocentes et totales, alors njo| est
totale.

Démonstration. On sait déja que nfo] est innocente. Soit donc s une P-vue de n[o], et soit sa
une extension valide de s. On va extraire de 1 et o une réponse valide de n[o]. Distinguons les
cas :
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— Si a est un coup de la composante foncteur, alors sa est entiérement incluse dans la
composante foncteur. Elle est donc stable par restriction argument, et est donc une
P-vue de n. Par totalité, il existe alors un coup b tel que sab € 7. Deux sous-cas se
présentent :

— Soit b n’est pas un trou. Dans ce cas, il est immédiat que sab € n[o].
— Soit b = Ux. Par naturalité de 7, on devrait alors avoir a = Uy, ce qui est impossible
puisque sa € dom(n[o]), et il n’y a pas de trous dans les parties de Lgaj—1(p]-

— Si a est un coup de la composante argument, alors il apparait dans (sa)ja=p € o.
Comme o est totale, il existe b tel que sab € o. Encore une fois, deux sous-cas se
présentent.

— b est non-initial. Dans ce cas on le place dans sa avec le méme pointeur, et sab € 7|o]
par construction.

— b est initial (dans ce cas, c’est forcément un coup initial de A). Distinguons encore
deux cas :

— b n’est pas le premier coup initial de A dans s. Dans ce cas on trouve dans sa
d’autres coups initiaux de A, et ils pointent tous au méme endroit par le Lemme
7.1.4. On étend donc sa en sab en faisant pointer b & ce méme endroit, et par
définition de la restriction et de la composition verticale, on a bien sab € n[o].

~ b est le premier coup initial de A dans s (autrement dit, b ouvre A). On a donc
nécessairement sasix|=7[x] = s DS)(. Comme 7 est naturelle, il existe une occur-
rence de D§ telle que s’ D)O(Dl; € n, sachant que par définition de la restriction
fonctorielle, tous les coups de s’ sont des coups de la composante fonctorielle déja
présents dans s, avec les mémes pointeurs. On étend donc sa en sab, ol b récupére
le pointeur de 0% dans s'00¥. Par construction, on aura alors bien sab € n[o].

O

Remarque. La preuve ci-dessus revient a donner une réponse a la question suivante : dans
une partie s € dom(n|o]), a quelle stratégie est-ce de jouer ? n ou o ? Dans certains cas il existe
une réponse non ambigué. Par exemple si le dernier coup est dans la composante foncteur,
c’est & 1 de jouer. Si le dernier coup est dans la composante argument, c’est plus compliqué.
On donne d’abord a o I’état actuel de la partie sur la composante argument. Si elle veut jouer
un coup non-initial, il existe une unique facon, non ambigué, de I’'ajouter & s. Si o veut jouer
un coup initial, le probléme est qu’on ne sait pas ot le faire pointer ni quelle adresse lui donner.
En fait o fournit le coup, mais 7 fournit le pointeur et ’adresse : ¢’est ceux avec lesquels elle
placerait 'occurrence de [y correspondante.

Bon parenthésage. La composition verticale produit des stratégies bien parenthésées :

Lemme 7.1.17. Sin:S =T et 0 : A= B sont bien parenthésées, alors njo| : S[A] = T'[B|
est bien parenthésée.

Démonstration. Par construction, les P-vues de n[o] sont obtenues par concaténation de P-
vues de 1 et de o donc de P-vues bien parenthésées, donc elles doivent toujours étre bien
parenthésées. O

Compositions paralléles. Si S et T sont des arénes ouvertes avec des trous d’étiquettes X
et Y et sin:S =T est naturelle en ces deux structures fonctorielles, alors on va montrer que
les opérations de composition verticale correspondantes sont indépendantes, et commutent.
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Lemme 7.1.18 (Compositions paralléles). Soient S,T des arénes ouvertes avec des occur-
rences de Ox, toutes de la méme polarité, et des occurrences de Uy, également toutes de la
méme polarité. Soit également n : S = T wune stratégie naturelle en X et en Y, et soient
c: A= BetT:C= D. Alors, les propriétés suivantes sont vérifiées :

- n[o/X] est naturelle en'Y ;

- n[r/Y] est naturelle en X ;

- nlo/X][r/Y] = nlr/Y]lo/X].

Démonstration. Trois propriétés & prouver :

— Soit sab € n[o/X] une P-vue de njo/X]. Supposons a = [y et examinons alors
sabysia/ x| [v)=T[A/x][y]- Cest nécessairement une P-vue par définition de la restriction
fonctorielle, et elle finit également par ab, car a et b dont des coups de la composante
fonctorielle pour S[A/X][Y] = T[A/X][Y]. On obtient donc une P-vue s'ab € n par
définition de la composition verticale. Mais 7 est naturelle en Y, donc on a également
b = Oy. Le méme raisonnement montre que si b = Oy, alors a = Ox : n[o/X] est donc
naturelle en Y.

— Meéme raisonnement qu’au dessus.

— Les deux inclusions sont symétriques, on va donc juste prouver I'inclusion suivante :

nlo/X][r/Y] S nlr/Y][o/X]

Ces deux stratégies étant innocentes, on va se contenter de le montrer sur leurs P-vues.

Soit donc s € n[o/X][r/Y] une P-vue. Deux choses & montrer :

— Montrons que 3{S[D/Y*,C/Y+}[X]:>T[C/Y*,D/Yﬂ[X] EO n[T/Y]. On calcule en utilisant
les égalités du Lemme 7.1.13 :

(81s1D/v~.c/y H[X]=TIC/Y D/ Y HXDISY]=TlY] =

($15[B/X— A/ XHY]=T(A/X—,B/ X Y] 1S[X]=Tx] €0 7

(3rS[D/Yf,C/Y+}[X];>T[C/Yf,D/Yﬂ[)q)rB:>C = $1B=C
c T

— Montrons maintenant que s;q—p € 0. C’est directement une égalité du Lemme 7.1.13.

SA=B = 3rS[D/Y*,C/Yﬂ[X]:T[C/Y*,D/Yﬂ[X])FA:>B
SN

O

Compositions en cascade. Tout comme on pouvait effectuer des substitutions d’arénes
successives, on peut effectuer des compositions verticales successives. La propriété suivante
énonce en quelque sorte I'associativité de la composition verticale :

Lemme 7.1.19 (Composition verticales en cascade). Soient S, T,U,V des arénes ouvertes &
variance fize, ot S, T ont méme polarité et U,V ont méme polarité. Soient égalementn : S = T
et € : U = V deux stratégies naturelles et o : A = B une stratégie innocente. Alors :
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Démonstration. Pour que le terme de gauche ait du sens, il faut d’abord s’assurer que 7[e| est
bien une stratégie naturelle, mais c’est une conséquence directe du fait que € est naturelle. Les
égalités & montrer sont des applications directes du Lemme 7.1.14. O

7.1.7 Décomposition des stratégies fonctorielles

Soient S, T des foncteurs ouverts, et o : S[B, A] = T[A, B] une stratégie fonctorielle. L’ob-
jectif de cette sous-section est d’examiner dans quels cas 'opération de composition verticale
est inversible, c’est-a-dire dans quels cas on peut décomposer o en deux stratégies oy : S = T
et 0, : A = B telle que 0 = 0f[0,]. Cet examen se révélera utile plus tard lorsqu’on voudra
prouver le théoréeme de factorisation des transformations naturelles.

Par définition, chacune des parties O-fonctorielles de o est en fait bi-fonctorielle, on peut
donc en considérer les restrictions verticales. De méme, le Lemme 7.1.4 montre que les P-vues
de o seront nécessairement de la forme s;s9, avec s; dans la composante foncteur et so dans
la composante argument : o générera alors un ensemble de P-vues sur S = T ainsi qu’un
ensemble de P-vues sur A = B. Toutefois, il est loin d’étre garanti que ces ensembles de vues
correspondent & des stratégies innocentes. On va donner maintenant une notion d’uniformité
sur o, caractérisant son comportement par rapport a de telles restrictions.

Définition 7.1.13. Soit o : S[B, A] = T[A, B] une stratégie fonctorielle. On définit la res-
triction fonctorielle de o par :

O1S=T = t?”({SyséT | se€o})
Lemme 7.1.20. Soit 0 : S[B, A] = T[A, B] fonctorielle, alors o1s=1 est innocente.

Démonstration. Par définition elle est saturée, il reste juste & montrer qu’elle est déterministe.
Si le dernier coup n’est pas un trou, la partie & jouer est une partie de o et I'unicité du choix
découle immédiatement du déterminisme de o. Sinon le dernier coup est un trou Uy, mais
si ojs=7 lui répond ca doit étre également un trou, sinon ce coup proviendrait d’'une P-vue
non bi-fonctorielle de ¢. De plus le choix de ’adresse et du pointeur sont uniques car deux
choix possibles proviendraient de deux P-vues s1 et so de o coincidant sur S = T', et ouvrant
des copies différentes de A & partir de la méme copie de B. En combinant ces deux P-vues, il
serait alors facile de construire une partie O-fonctorielle de o avec un saut de type 4. O

Remarque. Dans 'optique d’inverser 'opération de composition verticale, il faut se deman-
der si opg—7 est naturelle, c’est-a-dire si elle répond immédiatement & toute occurrence de
Ox par une autre occurrence de [x. Malheureusement, la réponse est non : si ¢ ne joue
jamais sur A, il est impossible de savoir quels seraient le pointeur et ’adresse de 1’éventuelle
seconde occurrence de Ly dans og—7. La Figure 7.6 décrit un exemple de stratégie o dont la
restriction fonctorielle n’est pas naturelle, puisqu’elle n’a rien a répondre & Ox. Cet exemple
est quelque peu mal choisi puisqu’ici il y a une unique fagon possible d’étendre ojg—1 en une
stratégie naturelle, cependant il suffirait de rajouter une seconde copie de bool & gauche pour
que ce ne soit plus le cas.

Il existe cependant une classe notable de stratégies o : S[B, A] = T[A, B] ou il est clair
que o197 est naturelle : il s’agit des stratégies strictes sur A = B, c’est-a-dire que o répond
immédiatement & tout coup initial de B par un coup initial de A. Ce n’est pas la classe
de stratégie la plus large assurant cette naturalité : il suffirait en effet d’assurer que A soit
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(1 + bool) — (1 + bool)
q
q
—
R

R

\

q

\
tt

Fia. 7.6 — Stratégie fonctorielle sur (1 4+ X )[bool] = (1 + X)[bool], dont la restriction fonc-
torielle n’est pas naturelle.

forcément visité un jour, apportant ainsi I'information nécessaire pour compléter os—7. Mais
cette généralité supplémentaire viendrait avec son lot de complications techniques, aussi on
va ’éviter ici.

Lemme 7.1.21. Supposons que A et B soient des arénes non vides’. Soit o : S[B, A] =
T'[A, B] une stratégie fonctorielle, et stricte sur A = B, alors og=1 est une stratégie naturelle.

Démonstration. Par définition de la restriction verticale, toutes les parties de longueur paire
produites respectent la contrainte de naturalité. Le fait que o= répond nécessairement aux
occurrences de Ox vient de fait que o est stricte, et la localisation du coup initial (qui existe,
puisque A est non vide) sur A donne la localisation de I'occurrence de Ox a jouer. O

Uniformité argument. Prenons o : S[B, A] = T[A, B] fonctorielle, sa restriction o¢ : S =
T est donc innocente. On veut maintenant examiner les cas oll on peut récupérer o, : A = B,
c’est-a-dire les cas ou la dynamique de o sur la composante argument ne dépend pas de
la composante fonctorielle. Pour commencer, il est trés simple de récupérer & partir de o
des «sous-stratégies» innocentes sur A = B : il suffit de fixer I'histoire sur la composante
fonctorielle, ainsi on sera str de récupérer une stratégie innocente sur la composante argument.
C’est la décomposition par tranches.

Définition 7.1.14 (Tranche). Soit o : S[B, Al = T[A, B] une stratégie fonctorielle. Une
tranche de o est une P-vue bi-fonctorielle t € "os—1' mazimale, c’est-a-dire qu’elle finit par
deux occurrences de Ux.

Définition 7.1.15 (Restriction par tranches). Soit o : S[B,A] = T[A, B] une stratégie
fonctorielle, et t une tranche de o. La restriction argument de o sur la tranche t est définie
par :

O-FtA:>B = tr({SFA:>B ’ S 6 ,_O-—l /\ rSrSiT—l = t})

Lemme 7.1.22. Soit 0 : S[B, A| = T[A, B] une stratégie fonctorielle et t une tranche de o,
alors ot o= p est une stratégie innocente.

2Ici et plus tard, on dire qu’une aréne est non vide si elle admet au moins un coup initial.
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Démonstration. Par définition, ot 4— p est saturée. Il reste donc a vérifier qu’elle est détermi-
niste. Etant donné que t étant une tranche, elle est de la forme ¢/OxOx. Alors, chaque P-vue
s de ot 4o p correspond a une P-vue t"'s de o o1l on a fait pointer les coups initiaux de B et A
vers (respectivement) la premiére puis la seconde occurrence de Oy dans ¢. Le déterminisme
de 'ensemble de ces P-vues correspond donc directement au déterminisme de ’ensemble des
P-vues de o0 commencant par t'. O

Définition 7.1.16. On dit qu’une stratégie o : S[B, A] = T[A, B] est uniforme si elle est
fonctorielle et si pour toutes tranches t1 et ty de o, on a oy g = Opa g

Dans le cas des stratégies uniformes, on a donc une fagon canonique de récupérer une
stratégie sur S = T et une autre sur A = B. Cette opération est presque l'inverse de la
composition verticale, notons juste le cas dégénéré représenté en Figure 7.6, oil la composition
n[o] perd de I'information sur n ((n[o]);s=7 n’est plus totale) parce que o n’atteint jamais A.
Comme dit plus haut, on se contentera de le montrer dans le cas des stratégies strictes sur
A= B.

Proposition 7.1.23. Supposons que les arénes A et B soient non vides. Si o : S[B, A] =
T[A, B] est uniforme et stricte sur A = B, ’égalité suivante est vérifiée :

O1s=T[01A=B] =0

De méme, sin : S = T est une stratégie naturelle et o : A = B une stratégie innocente
stricte?,

nlolis=r = n
o

nlolia=B

On a donc bien un isomorphisme entre l’ensemble des stratégies uniformes strictes sur A = B
et des paires (n,0) o n est une stratégie naturelle et o est une stratégie innocente stricte.

Démonstration. La premiére égalité est triviale. Pour les deux suivantes, notons que 'inclusion
n C nlo]js=r est vraie uniquement parce que o atteint A, sans quoi aucune partie de n[o| ne
permettrait de savoir ot n place le pointeur de son occurrence de Ox. O

7.2 Foncteurs ouverts et stratégies naturelles

Pour le moment, on a défini une notion de composition verticale essentiellement statique.
Certes, elle permet de définir de nouvelles stratégies innocentes, totales et bien parenthésées,
mais ce n’est pas d'un grand intérét si on ne sait pas comment ces nouvelles stratégies se
comportent vis-a-vis de la composition. C’est 'objet de cette section : on va voir que les
stratégies fonctorielles obtenues par composition verticale vérifient une «loi d’échange» trés
similaire & la loi d’échange entre les deux types de composition, dans un cadre 2-catégorique. La
terminologie est un peu maladroite car notre composition verticale entre stratégies correspond
a la composition horizontale des 2-cellules, mais ce désaccord parait cependant incontournable :
il paraitrait incongru de qualifier de «composition verticale» la composition usuelle entre
stratégies.

3Cest-a-dire qu’elle répond immeédiatement au coup initial sur B par un coup initial sur A.
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Comme expliqué dans I'introduction de ce chapitre, cette loi d’échange permettra de défi-
nir d’un coup les foncteurs ouverts, ainsi qu’une classe de transformations naturelles entre ces
foncteurs. On donnera alors quelques exemples de foncteurs ouverts : en particulier, on verra
que tous les foncteurs usuels obtenus par X, 4+ ou = sont ouverts. Finalement, on montrera un
puissant théoreme de factorisation : toutes les transformations naturelles entre foncteurs ou-
verts sont en fait des «transformations naturelles ouvertesy, c’est-a-dire que leurs composantes
sont obtenues par composition verticale.

7.2.1 Loi d’échange

Lemme 7.2.1 (Loi d’échange — cas positif). Soient S, T,U des arénes ouvertes telles que Ox
n’apparait qu’en polarité Opposant dans S, T et U. Soient également n: S =T ete:T = U
des stratégies naturelles et 0 : A = B et 7: B = C des stratégies innocentes. Alors :

(n; €)los 7] = nlo]; €[7]

Démonstration. Par le Lemme 7.1.5, il suffit de montrer les deux inclusions pour les parties
bi-fonctorielles. Montrons que (n;€)[o; 7] C no]; €[r]. Soit s € (n;€)[o; 7] bi-fonctorielle. Par
définition de la composition verticale, on a s;g/x]=U[x] €9 n;e. Soit up le témoin pour cette
interaction®. De méme, on a StA=C € 0;T, s0it ug le témoin de cette interaction. On distingue
alors quatre cas, suivant que u; atteint ou pas les trous présents. Par la condition de polarité
des trous de S, T et U et par fonctorialité, u; peut soit ne pas atteindre de trous, soit atteindre
dans 'ordre celui de U, puis T, puis S. Les cas possibles sont donc les suivants :

— Si ug est vide, alors nécessairement u; ne contient pas d’occurrence des trous. Donc uy
est déja un témoin valide pour s dans n[o] || eT.

— Si ug reste dans C, alors nécessairement u; = uj0Ox finit par une occurrence du trou
dans U. Dans ce cas on définit u = ujus, et les coups initaux dans ug pointent comme
pointait 'occurrence de Ox dans uj. On vérifie immeédiatement que u € n[o] || €[7].

— Si ug passe dans C et B (mais pas dans A), on a encore nécessairement u; = u)jCx,

avec u) sans trous. Cependant, il existe une unique fagon d’étendre u; en u’IDgg)D(XT)
de sorte que (uiDgg)Dg)) U € €. On pose u = ujug, ol les coups initiaux de uy dans
B et C pointent respectivement comme Dg) et Dgg) dans la partie ci-dessus. Encore
une fois, une vérification immeédiate montre qu’on a bien u € nlo] || €[7].

— Dernier cas : uy visite A, B et C. Dans ce cas nécessairement uq est de la forme
u’ng(U)Dg(T)Dgf). On pose cette fois encore u = ujug ou les pointeurs des coups ini-
tiaux dans A, B et C de uo pointent respectivement comme Dgf), Dg) et DE(U) dans la
partie ci-dessus. On a bien u € n[o] || €[7].

Reste a montrer l'autre inclusion. Soit s € n[o];€[7] bi-fonctorielle. Il existe un unique
témoin u € n[o]||€[r] pour s, qu'on peut décomposer en une partie fonctorielle Fonc(u) et
une partie argument Arg(u). Mais alors, les équations des Lemmes 7.1.8 et 7.1.11 assurent
directement que Fonc(u) est un témoin pour sg(x)—y[x] dans 7|/ € et que Arg(u) est un
témoin pour sja—c dans o || 7, ce qui conclut la preuve. O

*Si s15(x)=v(x] est de longueur impaire, u; est le témoin dans 7 || € de son préfixe immédiat, étendu par le
dernier coup de s.
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Lemme 7.2.2 (Loi d’échange — cas négatif). Soient S,T,U des arénes ouvertes telles que Ox
n’apparait qu’en polarité Joueur dans S, T et U. Soient égalementn : S =T ete: T = U des
stratégies naturelles et 0 : A = B et 7: B = C des stratégies innocentes. Alors :

(n; €)[o; 7] = n[7]; €[o]

Démonstration. Preuve similaire au cas positif. O
Lemme 7.2.3. Soit T une aréne ouverte, alors idr est une stratégie naturelle.

Démonstration. Trivial. O

Proposition 7.2.4 (Préservation de 'identité). Soit T' une aréne ouverte de variance fize,
alors pour toute arene A, idrlida] = idpa/x)-

Démonstration. Ce sont deux stratégies totales, il suffit donc par le Lemme 2.1.1 de montrer
une inclusion pour avoir I’égalité. Prenons donc une P-vue s de idr[id4]. Par le Lemme 7.1.4,
elle est de la forme s1s9, o s1 est une P-vue de idyp et so une P-vue de id4 (aux pointeurs
prés). Or, les pointeurs des coups initiaux de A doivent pointer sur le méme coup a gauche et
a droite, par définition de idr et de la composition verticale. Donc on doit avoir sj;, = s|g, et
on a bien s € idr4/x). L’égalité s’ensuit. O

Théoréme 7.2.5 (Foncteurs ouverts). Soit T une aréne ouverte de polarité positive, c’est a
dire que toutes les occurrences de Ux apparaissent en polarité Opposant. On pose :

- Si A est une aréne, T(A) =T[A];

- Sio: A= B est une stratégie, T(c) = idr[o] : T[A] = TB].
Alors Uactionde T sur les stratégies est fonctorielle. On appelle foncteurs ouverts les foncteurs
ainsi définis par composition verticale. On définit de la méme fagon les foncteurs ouverts
contravariants.

Démonstration. On prouve le cas ou T est covariant, I'autre cas est identique. Soient 0 : A =
B et 7: B = C deux stratégies innocentes. On a :

T(o;7) = idplo;T]
(tdp;idr)|o; 7]
idr[o]; idp[T]
= T(o);T(7)

La préservation des identités est assurée par la Proposition 7.2.4. O

Théoréme 7.2.6 (Transformations naturelles ouvertes). Soient S,T des arénes ouvertes a
variance fize. Soit n: S = T une stratégie naturelle. La famille :

(nlida])a : S(A) = T(A)

est naturelle en A. On appelle transformations naturelles ouvertes les transformations natu-
relles entre foncteurs ouverts ainsi défintes par action d’une stratégie naturelle.
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Démonstration. Encore une fois, on fait la preuve dans le cas ot T' est covariant, 'autre cas
est identique. Si 0 : A = B, on calcule :

na;T(o) = nlidal;idr[o]
(n; idr)[ida; o]
nlo]
(ids;n)lo;idp]
ids[o];nlidp]
= S(o)ins

O

Parenthésage. Pour le moment, on sait associer & tout aréne ouverte T de variance fixe un
foncteur T : Inn — Inn si les trous dans T sont de polarité Opposant, et T : Inn°? — Inn si
les trous dans T sont de polarité Joueur. Notons tout d’abord qu’on peut a volonté remplacer
Inn par Par ici, puisqu’on a vu que 'opération de composition verticale préservait également
le bon parenthésage.

Variance mixte. Soit T une aréne ouverte avec une seule variable X, mais apparaissant
dans des polarités différentes. On peut alors considérer T comme une aréne avec deux variables
libres X~ et X, mais & variance fixe en chacune de ces variables. Le Lemme 7.1.18 établit
alors que T se comporte comme un bifoncteur en ces deux variables, ainsi on définit T :
Par®”? x Par — Par, comme attendu.

Arité multiple. Le méme Lemme 7.1.18 garantit maintenant que si 1" est une aréne ouverte
avec des trous étiquetés Xi,..., X,, on en déduit un foncteur :

T : (Par”? x Par)" — Par

Ce qui conclut la construction des foncteurs ouverts.

7.2.2 Restriction et composition

Dans les développements techniques qui suivent, il sera fondamental de pouvoir étudier
des propriétés dynamiques sur les différentes composantes de stratégies fonctorielles, mais
non obtenues par composition verticale. Plus concrétement, imaginons qu’on dispose d’un
diagramme commutatif :

ou les stratégies o, d, T et v sont fonctorielles, ¢’est-a-dire qu’on peut appliquer le mécanisme de
restriction introduit en Section 7.1.7. On aimerait alors pouvoir déduire de la commutativité
de ce diagramme des informations sur le comportement de ces stratégies sur les différentes
composantes. Pour cela, il est nécessaire d’étudier la décomposition des stratégies fonctorielles
de la Section 7.1.7 en conjonction avec la composition des stratégies.
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Lemme 7.2.7. Supposons que les arénes A, B et C soient non vides. Soient o : S[A] = T'[B]
et 7 : T[B] = U|[C| deuz stratégies fonctorielles, respectivement strictes sur A = B et B = C.
Alors :

(03 T)1S=U = O1S=T; TIT=U

Démonstration. Pour la preuve, on va supposer que S,T et U sont covariants : la démonstra-
tion est similaire pour le cas contravariant. On sait déja que puisque o et 7 sont des stratégies
fonctorielles, ¢’est aussi le cas de o; 7. Montrons que les deux stratégies considérées ont les
mémes P-vues. Soit donc s € "(0;7)g=v . Le style de preuve est maintenant habituel : par dé-
finition, il existe alors s’ € To; 7' tel que s’ = sjg= . Soit alors u le témoin pour s’ dans o || 7, u
est alors bi-fonctorielle donc est de la forme ujug, o les coups initiaux de ug de X € {A, B,C}
partagent le méme pointeur et le méme préfixe d’adresse. On en déduit wOxOxOx, o les
pointeurs (et les adresses) des occurrences de [x sont définis par ceux des coups initiaux
sur C, B, A. Par construction, c’est alors un témoin pour s dans os=r || T17=r. Réciproque-
ment, soit s € "ojg—7; T)7=r . Pour la méme raison qu’au dessus, on s’intéresse uniquement
au cas o s = s'Ox0y. Par fonctorialité de o et 7, son témoin v a alors la méme forme
w'OxOxOx. Utilisons maintenant le fait qu’il existe un coup initial i sur C, par conséquent
on peut substituer la premiére de ces trois occurrences de (x par celui-ci. Mais o et 7 sont
strictes respectivement sur A = B et B = C, et ont ainsi une réaction ig & ic puis i4 a
ip. On peut alors vérifier que w'icipia est dans o || 7, et que c’est un témoin pour s'iciy, or
(sicia)is=T = S. O

Lemme 7.2.8. Soient o : S[A] = T[B] et 7 : T[B] = U|C| deuz stratégies fonctorielles,
alors il existe une injection qui & chaque tranche t de o;7 associe une tranche ¢1(t) de o et
une tranche ¢o(t) de .

Démonstration. Par définition, ¢ est une P-vue maximale de (0;7)s=y. Par le Lemme 2.1.6,
t a un témoin unique u € o || 7. On pose alors ¢1(t) = "usa1=7iE) " €t ¢2(t) = "uirBI=vic] -
Par construction, elles sont bien maximales et ce sont bien des tranches respectives de o et
T. O

La séparation d’une tranche en deux donnée par le lemme précédent n’est pas choisie au
hasard, c’est celle qui valide le lemme suivant :

Lemme 7.2.9. Soient 0 : S[A] = T[B] et 7 : T[B] = UJ[C| deuz stratégies fonctorielles et
soit t une tranche de o;7. 515, T,U sont covariants, on a l’égalité suivante :

(0'3 T) [tA=C = O101() A= B> T|92(t) B=.C

S’ils sont contravariants, on a l’égalité duale :

(o57) tC=A = Tro2)0=B1 191 B= A
S’ensuit immédiatement la stabilité par composition des stratégies uniformes.
D 74 q

Démonstration. Détaillons la preuve dans le cas covariant. Soit s € "(0; 7)1 g=c . Par défi-
nition de la restriction et par propriété des P-vues fonctorielles, on a donc s’ € To;7! telle
que "sigp ' =t et sj,_ o = s. Considérons u le témoin unique de s’ dans o|[7. Ce té-
moin est fonctoriel, il se décompose donc en ujug de la fagon habituelle. Soit u}, Uinteraction
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sur I(A, B,C) obtenue en réarrangeant les pointeurs des coups initiaux comme décrit par
le Lemme 7.1.9, et u} obtenue en rajoutant les occurrences de Oy correspondant aux coups
initiaux sur C, B, A. 1l est alors immeédiat que u} est un témoin pour la tranche ¢, donc par
unicité du témoin on a "(u1)s=7' = ¢1(t) et (u1)r=v"' = ¢2(t), il est alors immédiat que
(u2)1a=B € O1o1) Ams g € (u2)1B=C € Tiéa(t) pos - DONC, U est comme requis un témoin pour
s dans T161() A= B3 T}92(0) B=C- Réciproquement, soit s € 01610 Ams B3 T}92(0) B bi-fonctorielle,
prenons u le témoin correspondant. Rappellons alors que ¢1(t) et ¢2(t) proviennent du choix
d’un témoin vOxOx Oy pour la tranche ¢, on consideére alors vu (ot les pointeurs des coups ini-
tiaux dans u ont été préalablement réimplantés dans v) : il est direct de vérifier que vu € o || 7.
De plus, c’est par construction un témoin pour ts (o les pointeurs des coups initiaux de s
ont été réimplantés dans ¢), donc s est bien une partie de (05 7)1 a=c- O

Décomposition de diagrammes commutatifs. Revenons maintenant le diagramme évo-
qué au début de cette section :

ou les stratégies o, 7,0,y sont supposées fonctorielles, strictes sur leur composante argu-
ment, mais pas nécessairement uniformes. On va décomposer ce diagramme en deux dia-
grammes : un sur la composante fonctorielle, ’autre sur la composante argument. D’une part,
le Lemme 7.2.7 nous donne le diagramme commutatif suivant :

O1S=T

S

T

6[S:>V T T=U

14 TMvV=U U
D’autre part, les stratégies o;7 et J; sont égales donc partagent les mémes tranches :
on parle alors de tranches du diagramme. Sur chacune de ces tranches, on peut appliquer le
Lemme 7.2.9 et obtenir :

%161(t) o= B
R

RACYEG Ti¢2(M) g

TP
!
@b e p

9 L 2 / / . . . ..

Notons qu’on a distingué ¢1, ¢ de ¢}, ¢5 car ces fonctions dépendent implicitement de

I'interaction correspondante. Dans les situations o on pourra alléger un peu ces notations
sans provoquer d’ambiguités, on n’hésitera bien siir pas a le faire.
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7.2.3 Foncteurs usuels

Aussi bien a titre d’exemple que pour préparer la structure de types forts sur Par, prenons
le temps de montrer que les foncteurs usuels sont ouverts. Par abus de notation, la notation
Ox utilisée comme aréne désignera l'aréne réduite a 'unique coup (initial, Opposant) Ox.

Proposition 7.2.10. Les foncteurs constants, le foncteur identité, les foncteurs —1 X —q,
—1 4+ —9 et — = A sont ouverts.

Démonstration. Pour chacun, on va donne ’aréne ouvert correspondante. Dans chaque cas,
une analyse directe de la forme des stratégies générées par le foncteur montre qu’elles sont
bien image du foncteur ouvert correspondant & l’aréne ouverte exhibée. Pour les foncteurs
constants, il suffit de considérer n’importe quelle aréne sans trous comme une aréne ouverte.
Le foncteur identité est engendré par l'aréne ouverte atomique Ux. Les foncteurs —; x —o
et —1 + —2 sont engendrés respectivement par aréne [x x Oy et Ox + Oy, et — = A est
engendré par l'aréne [x = A. O

Proposition 7.2.11. La classe des foncteurs ouverts est stable par composition. Plus préci-
sément, si F' et G sont deuz endofoncteurs ouverts co/contra-variants composables, alors FG
est également ouvert.

Démonstration. Considérons les arénes ouvertes F' et G. Construisons alors 'aréne F[G/X].
On calcule :

FIG/X](0) = idpig/xo]
= (idplidg])|o]
= idp[idc[o]]
= F(G(o)

On a utilisé dans 'ordre les Lemmes 7.2.4 et 7.1.19. O

Proposition 7.2.12. La classe des foncteurs ouverts est stable par contraction. Plus précisé-
ment, si F'(—1,—2) est un foncteur ouwvert, F'(—, —) est un foncteur ouvert.

Démonstration. L’aréne ouverte F' contient des trous d’étiquettes distinctes X et Y. Il suffit
de renommer les Y en X, et le foncteur correspondant sera bien F(—, —). O

7.3 Théoréme de factorisation

Dans la section précédente, on a décrit une classe de foncteurs ouverts et de transformations
naturelles entre ces foncteurs. Ici, on va s’'intéresser tout particuliérement  ces transformations
naturelles ouvertes et montrer a leur sujet un résultat puissant : la classe des transformations
naturelles ouvertes est compléte, c’est-a-dire que toute transformation naturelle entre fonc-
teurs ouverts peut étre vue comme une transformation naturelle ouverte. Autrement dit, on
va donner pour chaque transformation naturelle (74)4 une stratégie naturelle n et une fac-
torisation explicite par n4 = n[id4]. Plus précisément, soient S et T deux foncteurs ouverts
tous deux de la méme variance fixe, et considérons 7 : S = T une transformation naturelle.
La factorisation de 14 est directe : on pose simplement 1 = ng, ot x est vue comme une
aréne réduite & un point. L’idée est ensuite de montrer que pour toute aréne A, on a bien
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na = nfid4]. On va montrer ¢a dans un premier temps pour les foréts finies par induction sur
leur structure, pour généraliser aux arénes quelconques par un argument de continuité. Avant
de traiter le cas général, commencons par donner la preuve dans le cas ou S et T sont tous
deux le foncteur identité. Autrement dit, on va montrer que la seule transformation naturelle
du foncteur identité dans lui-méme est la transformation naturelle identité. Ce cas simple
a I'avantage de contenir une grande part du raisonnement, tout en s’affranchissant pour un
temps des difficultés techniques liées & la restriction verticale. Ensuite, on refera la preuve
dans le cas général.

7.3.1 Trivialité pour ’identité

Comme annoncé ci-dessus, nous nous intéressons ici aux transformations naturelles du
foncteur identité dans lui-méme dans la catégorie des arénes et stratégies innocentes. L’objectif
est de démontrer qu’il n’y en a qu’une seule, la transformation identité. Ce n’est pas toujours
le cas, voir par exemple les catégories de rubans | |. Dans toute cette sous-section, on fixe
une famille (14)4 naturelle en A, et on va montrer que pour toute aréne A, 14 = id4.

Lemme 7.3.1 (Factorisation des arénes). Soit A une aréne. Alors A est isomorphe d une
aréne d’une des formes suivantes :

- 1;

- 0;

— A1 X Ay avec Ay et As ayant chacune strictement moins de coups initioux que A ;

~ Iier Ais

- A1 = AQ,

Démonstration. Si A est vide, alors A = 1. Si A est réduite a un seul coup, alors A est
isomorphe & 0. Sinon, on considére le dépliage A de A en forét (voir Section 2.4.2), avec
Iisomorphisme v4 : A — A correspondant. Si A a plusieurs coups initiaux, étant donné que
c’est une forét, elle est nécessairement de la forme A; X Ag, o les coups initiaux de Aj, Az
forment une partition arbitraire des coups initiaux de A. Si A n’a qu’un seul coup initial, c’est
un arbre. Désignons par Ai,..., Ay, B1,..., By les sous-arbres de la racine, de sorte que tous
les A; commencent par une question et tous les B; par une réponse. Si n > 0, notons C I'arbre
A dans lequel on a enlevé tous les A;. Alors, A est donné par Hie{l,.‘.,n} A; = C'. Finalement,

examinons le cas out n = 0, c’est & dire que tous les sous-arbres de la racine de A commencent
par une réponse. Notons que par définition des arénes, les réponses ne peuvent justifier que
des questions, c’est-a-dire que chaque B; est de la forme suivante :

ol chaque Bg est un arbre commencant par une question, i.e. une aréne bien formée. Alors,
c’est que A (donc A) est isomorphe & :

I II =

ie{l,...,p} j€{1,....p:}
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Lemme 7.3.2 (Commutations aux unités). On a 1 = id; et 1o = idp.

Démonstration. La premiére égalité est triviale : 1 étant l'aréne vide, il n’y a qu'une seule
stratégie (laquelle est vide) sur 1 = 1. Considérons maintenant I’aréne T, constituée d’une
question initiale et d’une unique réponse. Considérons également le diagramme de naturalité
suivant, qu’on va ensuite instancier pour plusieurs valeurs de o.

T——T

Lo
_—

D’abord, remarquons que ¢1 répond nécessairement au premier coup initial. En effet, dans le
cas contraire il suffit de prendre o qui répond immédiatement & droite pour parvenir & une
contradiction. Supposons que ¢t réponde au premier coup initial immeédiatement & droite.
Alors, on peut trouver une contradiction avec ¢ qui va immédiatement interroger son argu-
ment de gauche. Donc tT va nécessairement interroger son argument. Mais alors c’est que
to va également interroger son argument, sinon on aurait une contradiction avec o qui joue
immeédiatement & gauche. Donc g = idp. O

Ce lemme peut étre alors étendu au lemme suivant :

Lemme 7.3.3. Soit A une aréne, alors 14 est stricte, c’est-a-dire qu’elle répond immédiate-
ment & gauche au coup initial d’Opposant.

Démonstration. Si A est vide c’est évident. Sinon, examinons pour I'unique stratégie o : 0 — A
stricte, le diagramme de naturalité suivant :

Lo
_—

0 0
|

A—A

Par le lemme précédent, on sait que le chemin en haut & droite donne 'unique stratégie stricte
sur 0 = A. Par conséquent, ¢4 doit étre stricte. O

Lemme 7.3.4 (Commutation au produit). Soit A x B une aréne, alors

LAxB = tA X LB
Démonstration. Considérons les deux diagrammes de naturalité suivants :

LAx B

AxB——AxB AxBM—XE;AxB

N

A A B B

LA LA

La structure cartésienne de Inn permet alors de calculer :

LAxB = taxp;(m1,72)

(LAxB; 1, LAX B; T2)
(T1; 04, T2; LB)

= LA X LB
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O

Lemme 7.3.5 (Commutation aux sommes). Soit [[,.; A; une aréne, alors :

[’UiEI A = H LA

el

Démonstration. Pour chaque ¢ € I, la naturalité de ¢ donne le diagramme commutatif suivant :

LA
A; : A;
znll lznl
LA A
HzEI ? L]_Iiel A HZEI 1
Ce qui permet le raisonnement équationnel :
Ul A = [ini,ing, ... ing; Ulies As
= [inl; LHieI Ags e ,’in[; LHieIAi]
= [tay;ini, ..., ta,;ing]
- 1l
el

Le passage de la premiere ligne a la seconde utilise le Lemme 2.2.13 (trivialement généralisé
aux somies n-aires) et le fait que ;e A €St stricte par le Lemme 7.3.3. 0l

Lemme 7.3.6 (Commutation a la fleche). Soit A = B une aréne, et supposons que 14 = id 4.
Alors :
ta=p = A= 1p

Démonstration. Considérons le diagramme de naturalité suivant :

Ax (A= B) = B
LAX(A:B)\L \LLB
Ax (A= B) — B

Par hypothése et par les lemmes précédents, on sait que :

LAxA=B = A X lA=B
= AXia=p

Par conséquent, on a par adjonction la commutation du diagramme suivant :

A:>BLd>A:>B

LA:Bi iA:nB

A=B—A=1B
id

lequel donne immédiatement 1’égalité requise. O
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Lemme 7.3.7 (Foréts finies). Si F' est une forét finie, alors 1p = idp.

Démonstration. Par induction immeédiate sur F', et par les lemmes précédents. O

Ainsi, les régles de commutation nous permettent de montrer le résultat par induction sur
une classe d’aréne, malheureusement restreinte. On va maintenant voir comment généraliser
¢a aux foréts infinies, puis finalement aux arénes en général.

Lemme 7.3.8 (Foréts quelconques). Soit F' une forét (potentiellement infinie), alors 1p =
idp.

Démonstration. Soit F' une forét préfixe de F finie. Comme on ’a vu dans les préliminaires, on
dispose de stratégies de projection et d’injection projp : F' — F’ et injp . La commutation
de ¢ vis-a-vis de proj, donne :

LF;PYOj pr = PrOj v LE
Or F’ est une forét finie, donc g = idpr. Donc :

L} PYOJ pr = PTojp

En précomposant cette équation par inj s, on obtient :

inj ;s proj e = idp

Or, la stratégie injz;tp; projm est exactement la restriction de ¢y & la forét finie F’. Donc
pour toute forét F” finie préfixe de F, on a vpr = idps. Par continuité, on a donc tp = idp. [

Théoréme 7.3.9 (Trivialité pour l'identité). Soit ¢ une transformation naturelle de ’endo-
foncteur identité dans lui-méme, dans la catégorie des arénes et stratégies innocentes. Alors ¢
est la transformation naturelle identité.

Démonstration. Considérons le dépliage de A en forét éventuellement infinie, noté y4 : A — A.
La naturalité de ¢ donne le diagramme commutatif suivant :

A
A

Or A est une forét, donc ¢ 7 = id3. Donc, on a :

YA
—_—

i
[
i A

LATYA =74

Or 4 est un isomorphisme, d’ou on déduit immédiatement le résultat voulu. O
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7.3.2 Factorisation

Ici, on va refaire le travail fait précédemment pour l'identité, mais cette fois dans le cadre
plus général o1 S et T sont distincts du foncteur identité. Pour toute cette sous-section, on fixe
deux foncteurs ouverts S et 7', ainsi qu’une transformation naturelle (n4) : S > T. Notons qu'il
est souhaitable que 'argument donné ici s’applique plus tard aux transformations naturelles
entre foncteurs ouverts a gain dans la catégorie de jeux & gain et stratégies gagnantes qui
servira & modéliser pLJ. On ne peut donc s’autoriser que les commutations avec des stratégies
qui seront plus tard des stratégies gagnantes (bien sar, on reviendra sur ce point). Présentons
cette preuve dans le cas oit S et T sont des foncteurs ouverts covariants, comme d’habitude
la preuve dans le cas contravariant est identique.

Lemme 7.3.10. La stratégie no, est une stratégie naturelle.

Démonstration. On va commencer par noter quelques propriétés de nT, pour ’aréne T compo-
sée d’une unique question et d’une unique réponse a cette question. Considérons le diagramme
commutatif suivant, pour 'unique o : T — 1.

ST s

se| |70

S1 T>Tl

L’égalité des deux chemins externes montre que 7T se comporte comme 7; sur la composante
fonctorielle. En particulier, elle ne saute pas de la composante fonctorielle & la composante
argument. Remarquons au passage que ce raisonnement est valide pour n’importe quelle aréne
A. Observons maintenant ce second diagramme :

50— 70

se| |70

ST?TT

Si ¢ répond immédiatement & droite & la question de I’Opposant, ce diagramme montre que
nT doit nécessairement répondre également. Si nT répond immeédiatement & droite, on arrive
& une contradiction en prenant o stricte qui va immédiatement interroger le coup initial sur 0,
ainsi nT est stricte sur sa composante argument. Examinons maintenant le diagramme suivant,
pour une stratégie o : Lx — T arbitraire.

0y
SOx —TOx

sol lTU

ST TT

nrt

Ce diagramme montre que 7, doit coincider avec nt sur la composante foncteur, c’est-a-
dire répondre a tout coup de la composante foncteur par un autre coup de la composante
foncteur. Mais puisque 7t est «stricte» en T, on peut fixer 0 comme étant la stratégie qui va
immédiatement interroger son argument : cela montre que 7, doit également étre «stricte»
en x, et c’est donc bien une stratégie naturelle. O
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On a donc une stratégie naturelle n = 7, , qui sera la premiere composante de la factori-
sation de (1) : S > T.

Lemme 7.3.11 (Cas des unités). On a ny = nlidp] et n1 = nlidy].

Démonstration. La premiére égalité correspond exactement au Lemme 7.3.10 (& renommage
de 'unique coup dans 0 pres). La seconde égalité s’appuie sur le diagramme de commutation
suivant, et 'unique stratégie o : 0 — 1.

S0 —2> 70

sl

SlTTl

Or, no = nlidy] par I'égalité précédente. Notons alors que les parties de 71 sont celles de So; )y,
en effet les deux stratégies restent dans la composante fonctorielle, dans laquelle les parties
de So sont celles de l'identité. Mais So;m = no; T'o = nlo] = nle] = nlidi], donc on a bien la
factorisation espérée. O

On va maintenant démontrer des lemmes similaires pour tous les constructeurs. Notons
qu’on va s’appuyer sur les Lemmes 7.2.7 et 7.2.9, qui permettront de décomposer les dia-
grammes commutatifs en leur composante fonctorielle et leur composante argument. Pour
pouvoir appliquer ces résultats, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 7.3.12. Soit A une aréne non vide, alors N4 est stricte sur sa composante argument,
c’est-a-dire qu’elle associe un coup initial de A & chaque coup initial de A.

Démonstration. 1l suffit d’examiner le diagramme commutatif suivant, pour ¢ : A = T qui
pose immédiatement un coup initial sur A, puis répond sur T dés que possible.

nA

SA——=TA

se| |70

ST——TT

nr

Comme on sait que 7T est stricte en sa composante argument, ainsi que T'(o) et S(o), ce doit
étre également le cas de n4. O

Lemme 7.3.13 (Cas du produit). Pour toutes arénes A et B non vides, si na = nlidal et
np = nlidp], alors naxp est une stratégie uniforme, et naxp = nidaxn].

Démonstration. Le raisonnement s’appuie sur la commutation des deux diagrammes suivants :

TAX B TNAX B

S(AxB)—=T(AxB) S(AxB)—=T(Ax B)
S(m)i iT(M) S(m)i iT(M)
S(A) T(A) S(B) T T(B)

Ces diagrammes montrent que toute P-vue de n4 = n[ida] et toute P-vue de np = nlidp|
sont aussi des P-vues de naxp. L’union disjointe 74 W np est alors toujours une stratégie
déterministe, et est totale sur la composante argument, on a alors naxp = nlida] W nlidg]
puisque 14xp est déterministe. Donc naxp = nlida] Wnlidg| = nlida x idg] = nlidaxp]. O
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Lemme 7.3.14 (Cas de la somme). Supposons également données des arénes Ay, ..., A, telles
que pour tout i, na, = nlida,]. Alors :

m—llﬁiﬁp Ai = n[idulgiﬁp Ai]

Démonstration. Preuve similaire & la précédente. On commence par examiner les diagrammes
de naturalité vis-a-vis des injections.

MU1<i<p A9

S(]_hgigp A;) T(H1§i§p Ai)
S(ZWZ)T TT(mz)
S(A;) T(A:)

nA;

Posons C' = H1gi§p A;. Justifions que la stratégie no est fonctorielle : en effet, chacune de ses
parties O-fonctorielles est dans 'une des S(in;); nc, donce elle est fonctorielle si et seulement
si toutes ces stratégies sont fonctorielles. Or, le diagramme commutatif ci-dessus permet le
calcul suivant :

S(ini)ine = na,;T(ing)
nlida,); T (in;)
= nling]

Cette derniére stratégie est obtenue par composition verticale donc est bien fonctorielle. Toutes
les stratégies constituant le diagramme commutatif sont donc fonctorielles, ainsi on peut le pro-
jeter sur la composante argument, pour chacune de ses tranches. Or les tranches du diagramme
sont exactement celles de n¢, puisque S(in;) se comporte comme l'identité sur la composante
fonctorielle. Ainsi, les restrictions du diagramme a la composante argument montrent que sur
chaque tranche ¢, on a :

(ne)pe=c = ide=c

Ainsi nc est uniforme, et est bien obtenue par composition verticale. O

Lemme 7.3.15 (Cas de la fleche). Soient A et B deuz arénes lelles que na = nlida] et
np = nlids], alors
Na=p = 1ida=B]

Démonstration. Le raisonnement s’appuie sur le diagramme de naturalité suivant :

S(Ax (A= B)) —2U0 _ (A x (A= B))
S(ev)l lT(ev)
S(B) o T(B)

Commencons par justifier que 74y (4= p) est fonctorielle. Supposons donc qu’il y ait une
partie s € N4y a=p) O-fonctorielle mais non bi-fonctorielle. Supposons par I'absurde qu'il
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existe un plus petit saut Joueur s’ab CF s. L’argument repose sur le fait que la P-vue "s’ab’
peut étre rejouée dans u € Nax(a=p) || T (ev), créant ainsi un saut dans naya=py; T (ev) ce
qui est impossible par le diagramme ci-dessus. Une telle interaction peut étre construite par
induction immeédiate sur "s’ab’. Cela interdit que b soit un saut de type 1, 2 ou 3 : un tel saut
serait toujours visible dans "s’ab’. Justifions maintenant qu’il n’y a pas de sauts de type 4,
supposons par I’absurde qu’il y en ait un. Autrement dit, il existe s”a”b” CF s'a’t/ CF s tels
que b” et b/ soient deux ouvertures d’un coup initial de A x (A = B) sur S(Ax (A = B)), mais
avec des pointeurs et adresses différentes. Considérons alors les deux P-vues correspondantes
Ts"a"b" et Ts'a’b". Comme au dessus, ces deux P-vues peuvent étre rejouées ensemble dans u €
Nax(A=B) || T'(ev), mais on a alors un saut de type 4 dans 94 a=p); T'(ev) = S(ev); nlidg], ce
qui est impossible puisqu’elle est fonctorielle. Ainsi 14, (4= p) est fonctorielle. On peut donc
projeter le diagramme de naturalité ci-dessus sur la composante fonctorielle, ce qui montre
que (nAX(AﬁB))rg:g = 7. De méme, on peut le projeter sur la composante argument pour
chaque tranche de 74, (4= p); T'(ev), qui sont les mémes que les tranches t de 14, (a=p), pour
obtenir pour chaque t le diagramme commutatif suivant :

(77A><(A$B)) [tA=B

Ax (A= B) Ax (A= B)
ei gv

idp

Par ailleurs, on utilise encore la naturalité de i pour obtenir les deux diagrammes suivants :

S(Ax (A= B (Ax (A= B)) S(Ax (A= B)J““Z%(Ax (A= B))
S(Wl)l \LT(M) S(Wz)l \LT(M)
S(4) —— > T(4) S(A= B)———>T(A= B)

Comme on sait déja que 745 (a=p) est fonctorielle, on peut projeter ces diagrammes sur la
composante argument pour chaque tranche ¢ de 14 (4= py- On obtient ainsi la décomposition :

(Max(AxB))tA=B = (Nax(AxB))tA=B; (T1,T2)
= ((Max(axB)) 1tA=B; T1, (NAx(AxB)) 1t A= B; T2)
= (m1,m2; (NA=B)tA=B)

Il n’y a plus qu’a effectuer le calcul suivant, avec I’égalité ci-dessus et le diagramme d’aupara-
vant :

(Na=B)1tasp = A7, m2; (Na=B)ta=p);ev)
= A((nAx(AxB))rtA:B§ev)
= A(ev)
= idA:>B O

Lemme 7.3.16 (Foréts finies). Soit F' une forét finie, alors np = nlidr).

Démonstration. Induction immeédiate sur la structure des arénes. O
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Lemme 7.3.17 (Foréts quelconques). Si F' est une forét éventuellement infinie, alors np =
nlidr).

Démonstration. On considére une chaine croissante de foréts finies préfixes de F', par exemple
la chaine F} < Fy < F3 <... des préfixes de profondeur n. On a alors :

+oo
[r=r
i=1
Pour chaque ¢, le diagramme suivant commute par naturalité de 7.

S(F) = T(F)
S(Proji)l \LT(PIOJ'Z')
S(F;) ——T(F;)

nF;

En utilisant le Lemme 7.3.16, ce diagramme se réécrit comme suit :

S(F) —"=T(F)
S(proml lT(proji)

S(F) g T

Maintenant remarquons que les familles S(proj;), T(proj;) et n[idr,] sont des chaines
strictement croissantes, or on sait que Inn est une catégorie enrichie d’ordres complets, donc
la composition commute & la limite. On a donc la commutativité du diagramme limite de ceux
ci-dessus, qui est :

S(F) - T(F)

S(F) oz TE)

Ce qui conclut argument. O

Théoréme 7.3.18 (Factorisation). Soit n: S ~ T une transformation naturelle. Alors pour
toute aréne A, on a na = nlidal.

Démonstration. Comme pour le cas de I'identité. On prend le dépliage A de A et I'isomor-
phisme v4 : A — A correspondant. Par hypothése sur 7, on a :

na = naT(ya)iT(v5")
= S(asnp T
S(va)inlid; T(vz")
= nlyasva']
= nlid4] O

Donc, toute transformation naturelle entre foncteurs ouverts est bien une transformation
naturelle ouverte.
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7.4 Transformations dinaturelles ouvertes

7.4.1 Echange dinaturel

A la Section 7.2.1, on a vu que les stratégies naturelles sur les arénes de la forme S = T
ol S et T sont deux arénes ouvertes de méme variance fixe, donnent lieu & des transformations
naturelles. Mais le lecteur aura noté que la notion de composition verticale a été définie dans
le cadre plus général d’une aréne de la forme S[B, A] = T[A, B] ou on n’a pas cette hypothése
sur la variance de S et T'. Dés lors, il devient naturel de se demander si une stratégie naturelle
sur une telle aréne donne lieu & une transformation dinaturelle entre les foncteurs ouverts a
variance mixte correspondants. Comme on va le voir dans cette section, c’est bien le cas.

Lemme 7.4.1 (Echange dinaturel). Soit n: S = T une stratégie naturelle, et soient o : A =
B,d:B=C ett:C= D des stratégies innocentes. Alors :

nlo;6; 7] = S(r,0);n[o0]; T(o,7)

Démonstration. Montrons les deux inclusions sur les parties bi-fonctorielles. Soit s € no; J; 7],
on va construire un témoin pour s dans Uinteraction I(S(D, A), S(C,B),T(B,C),T(A,D)).
On commence par décomposer s en sy = Sjg=7 € 1 €t S = Sja=p € 0;0;7. Mais on a
également s € idg;n;idr, donc il existe deux interactions quaternaires u; € idg ||n||idr et
ug € ol|d]| T, respectivement pour s et sg. Si s reste dans la composante argument, u;
convient. Sinon, quelles que soient les composantes visitées de A, B, C, D dans us, comme 7,
idg, idp est naturelle, il existe une unique facon d’arranger u; en u} pour qu’elle comporte
exactement les occurrences de Uy correspondant aux occurrences de coups initiaux de la
composante argument dans ug. Dans ce cas, u} finit par une séquence d’occurrences de Ox,
chacune correspondant & une des composantes parmi A, B, C, D. On définit alors u en conca-
ténant u} et uf apres avoir enlevé cette séquence, et en faisant pointer les coups initiaux de ug
de la méme facon que les occurrences de [x correspondant. Une vérification directe montre
qu’on a bien u € S(7;0)||n[d] || T(o,T) et que c’est un témoin pour s.

Dans l'autre sens, soit s € S(7;0);n[0]; T'(o, 7). Soit u € S(1;0) || n[d] || T (o, T) son témoin.
Comme s était bi-fonctorielle, u est nécessairement de la forme ujus avec u; dans la compo-
sante fonctorielle et ug dans la composante argument. Par le Lemme 7.1.4, tous les coups
initiaux de la composante X € {4, B,C, D} pointent vers le méme coup de la composante
fonctorielle et partagent le méme préfixe d’adresse, on définit alors «) comme u; suivi d’oc-
currences de [x correspondant aux coups initiaux rencontrés de D, C, B, A (dans cet ordre),
avec les pointeurs et adresses correspondantes. On a alors par construction u) € idg || n||idr
et u} témoin pour s;g=7, donc sys=7 € 1. De méme, par le Lemme 7.1.9, il existe une unique
facon de réarranger les pointeurs de ug en uf, de sorte que ce soit une interaction correcte
sur I(A, B,C, D), c’est-a-dire que chaque projection forme une partie légale. On a alors par
construction uby € o || 0 || T, et uj est bien un témoin pour sy4=p, donc sja=p € 0;90; 7, ce qui
conclut la preuve. O

De cet échange dinaturel, on déduit immeédiatement la propriété requise :

Proposition 7.4.2. Soit n une stratégie naturelle sur S = T. Alors, la famille na = nlid ]
est dinaturelle en A.
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Démonstration. Deux applications de 1’échange dinaturel, pour mettre en relation chaque
chemin du diagramme de dinaturalité au morphisme central.

S(A, A) M4 g, a)

W T(A,0)

7.4.2 Stabilité par composition

Les stratégies naturelles donnant lieu & des transformations naturelles, c’est-a-dire celles
sur une aréne de la forme S = T, ou S et T sont & variance fixe identique, sont stables par
composition. C’est évident, carsin: S = T et € : T = U sont deux stratégie naturelles, alors
chacune «change de c6té» & chaque apparition d’une occurrence de Ux : ce sera donc aussi
le cas de leur composée 7; € qui sera également naturelle. La situation est plus complexe si S
et T n’ont pas cette forme restreinte. En effet, on peut observer des effets similaires & celui
causant les ruptures de totalité dans la Partie | : 0 et € peuvent s’échanger des occurrences de
Ox sur 'aréne centrale & 'infini, sans qu’une telle occurrence n’arrive un jour sur les arénes
«externes» S ou U, brisant ainsi la condition de naturalité pour n;e.

Notons que cette possibilité n’est que théorique. De par la forme restreinte des arénes
ouvertes considérées (le fait que les trous ne justifient personne), n et € ne peuvent en fait
s’échanger les occurrences du trou qu’un nombre fini de fois, et leur composition sera bien
naturelle.

Lemme 7.4.3. Soient T une aréne ouverte, et soit s € Lp ullimement visible (j < i est son
indice de visibilité) éventuellement infinie, telle que si s; = Ox, alors tous les coups suivants
sont également des trous. Alors, si s contient une occurrence de Ux, s est finie. En particulier,
s ne peut pas «finiry par une infinité d’occurrences de [y .

Démonstration. Supposons qu’il existe s; = Ox (on notera ici s; = DfX pour le distinguer
d’autres occurrences de Oy ) dans s. C’est donc qu’on peut voir s sous la forme :

S

Mais plus personne ne pointera jamais plus sur Ox par contrainte sur les arénes ouvertes et s
est visible, donc on peut appliquer le Lemme 4.2.15 & la structure de pointeurs sous-jacente,
ce qui nous informe en particulier que personne ne pointera plus jamais dans l'intervalle

[sj,...,0x]. Si s; est le dernier coup de s, le résultat est montré. Sinon, par hypotheése, c’est
forcément encore une occurrence de [lx. Mais dans ce cas, on vient de montrer que la partie
sera de la forme : e

Sk SJ DX DX

On peut alors itérer le raisonnement, mais on a nécessairement k£ < j, donc s se termine
nécessairement en moins de k étapes. O
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Remarque. Sion avait une classe de foncteurs ouverts plus compléte, avec des trous justi-
fiant d’autres coups, ce lemme perdrait nécessairement en généralité. On pourrait alors fort
bien imaginer deux stratégies naturelles s’échangeant des trous jusqu’a l'infini : ce genre de
divergence est & mettre en relation avec le fait qu’en régle générale, les transformations dina-
turelles ne sont pas stables par composition. Il serait alors tout a fait possible de se restreindre
a des stratégies n : S = T naturelles qui soient en plus finies, bornées ou ncethériennes : les
théorémes de finitude de la Partie I interdiraient alors cette divergence, et la classe des trans-
formations dinaturelles ouvertes correspondante serait stable par composition et parfaitement
légitime pour construire des modéles du polymorphisme, par exemple du systéme F.

Lemme 7.4.4. Les stratégies naturelles sont stables par composition.

Démonstration. Soient n: S = T et € : T = U deux stratégies naturelles, et soit sab € n; 0.
Considérons un témoin uau’b € n || e pour sab. Si a = Ox ou b = Ox, on déduit par induction
immeédiate sur v/ que tous les coups de v’ sont des occurrences de Cx et que a et b en sont
tous deux. De plus, si s € n;€ et si a est une occurrence de Lx telle que sa est une partie
légale, alors s’il n’y a pas b telle que sab € 7; ¢, on peut générer par naturalité une interaction
u infinie ultimement visible témoin pour sa dans 7n||e, qui devra nécessairement se terminer
par une queue infinie d’occurrences de (x par naturalité de n et e. Alors, sa restriction a T
violerait immeédiatement le Lemme 7.4.3. O

Lemme 7.4.5 (Compatibilité avec la composition). Soient n : S = T et e : T = U deux
stratégies naturelles, alors pour toute aréne A,

(n; €)lida] = nlidal; e[ida]

Démonstration. Méme méthode de preuve que pour les propositions similaires précédentes,
sauf que cette fois on ne sait pas & I’avance combien de fois 7 et € vont se «renvoyer la balle»
sur A. Pour gérer cette subtilité, on va utiliser la notion d’interaction n-aire. Si n > 2, on note
I,(A) les parties u sur n copies de A notées Ay, ..., A, telles que :

- Vie{l,...,n—1}, suja, 4,,, € La=a

— S1A1=A, € La=a
Passons maintenant a la démonstration proprement dite. Comme d’habitude, montrouns la
double inclusion sur les parties bi-fonctorielles. Soit donc s € (n;€)[id4] bi-fonctorielle. Soit
s n’atteint pas A, auquel cas il n’y a rien a montrer, soit s atteint A, et atteint dans ce
cas nécessairement les deux composantes. Dans ce cas, on pose s1 = sjg=y € 17;€ qui finit
nécessairement par deux occurrences de [x, et s3 = sjama € idga. Comme 51 € 1€, 51
admet un témoin u; € n||e bi-fonctoriel sur toutes ses composantes. Comme s; finit par
deux occurrences de Oy, wq finit lui par n > 2 occurrences de Ox. Mais alors, so € idg
géneére de fagon unique une interaction ug € I,(A). On construit alors comme d’habitude
u = ujul, ot u} est obtenu en supprimant les occurrences de Oy de uy et u), est obtenu
en faisant pointer les coups initiaux de A dans us 13 oi pointaient les occurrences de Oy,
en identifiant les coups initiaux aux occurrences de [x dans I'ordre chronologique. Ainsi, on
obtient bien une interaction u € I(S[A, A],T[A, A],U[A, A]). On a également par construction
que u € nfida] || €[id ], et que u est un témoin pour s.

Soit maintenant s € nfidal; €[ida] bi-fonctorielle. Soit u € nfidal|| €[id4] un témoin pour
s. Par bi-fonctorialité, u est de la forme uque, avec u; dans la composante fonctorielle et ug
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dans la composante argument. On obtient alors u} en concaténant a u; des copies de Ox, une
pour chaque copie de A traversée, avec le pointeur commun des coups initiaux sur cette copie
(le fait que ces coups initiaux aient un pointeur commun est assuré par le Lemme 7.1.4). On a
alors u} € n||e, et par construction u/15[A7A]7U[A,A} = s)9=y- De méme, une analyse directe de
ug montre que Sja= 4 = id4, comme projection externe d'une interaction n-aire entre copies
de l'identité sur A. O

Notons qu’on peut associer ce lemme avec la loi d’échange dinaturelle, les deux permettant
en effet de faire des manipulations algébriques sur ’application des transformations dinatu-
relles ouvertes. Dans le cas naturel, la loi d’échange couvre en un seul coup ces deux types de
manipulation. Cependant, le cas dinaturel rend délicate la formulation d’un lemme permettant
directement ces deux manipulations, entre autres parce qu'une stratégie o appliquée dans la
composante argument peut étre «renvoyée» un nombre arbitraire (mais fini) de fois entre 7 et
€, avant de ressortir & I'extérieur de l'interaction.

7.4.3 Sur la factorisation.

Mentionnons briévement un corollaire immeédiat de la sous-section précédente :
Corollaire 7.4.6. Les transformations dinaturelles ouvertes sont stables par composition.

Démonstration. Conséquence directe des Lemmes 7.4.4 et 7.4.5. O

On a donc ici une classe de transformations dinaturelles entre foncteurs ouverts qui est
stable par composition. Par ailleurs, on a montré dans la section précédente que toutes les
transformations naturelles entre foncteurs ouverts étaient en fait obtenues de cette facon, il est
donc légitime de se demander si la situation est identique dans le cas des transformations dina-
turelles. Ce résultat pourrait étre intéressant, par exemple pour modéliser le polymorphisme.
Malheureusement cette question ne sera pas traitée ici. En effet, ce résultat de factorisation
n’est pas nécessaire pour le projet qui nous occupe, et semble s’avérer techniquement plus
difficile que dans le cas des transformations naturelles.

7.5 Types Forts

Les outils introduits dans les sections précédentes vont maintenant étre appliqués pour
équiper la catégorie Inn d’une structure de types forts. Comme requis, on a déja une classe
de foncteurs contenant les constructeurs usuels, et stable par composition et par contraction :
les foncteurs ouverts. Il faut maintenant donner une force & chacun de ces foncteurs; on
les construira comme transformations (di)naturelles ouvertes. Dans la premiére sous-section,
on donnera la définition des forces et contraforces. Elles seront évidemment (di)naturelles
par construction, mais il faudra montrer qu’elles vérifient bien les diagrammes de cohérence
nécessaires. Dans la seconde sous-section, on vérifiera qu’elles donnent une structure de types
forts, c’est-a-dire qu’elles sont compatibles entre elles.

7.5.1 Foncteurs ouverts et forces

Foncteurs covariants. Les foncteurs ouverts covariants sont forts.
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Définition 7.5.1. Soit T : Inn — Inn un foncteur ouvert covariant. On définit une stratégie
07 :Ox x T(Oy) — T(Ox x Oy) naturelle en X et Y par :

T P
07 = {s € Lo wr@y)=1OxxDy) | V8" T s, st = sip}

Par s ~ s', on entend ici que les deuz parties coincident, au pointeur d’éventuelles occurrences
de Ox pres. C’est une stratégie sans mémoire, donc innocente.

Définition 7.5.2. On définit la force 9;14 :T'x T(A) — T x A) de T par composition
verticale :
0L 4 = 0" [idr/X,ida/Y]

Par la loi d’échange, c’est une transformation naturelle en I' et en A.
Proposition 7.5.1. 5S¢ T : Inn — Inn est un foncteur ouvert alors Hlf’A est une force.

Démonstration. La cohérence vis-a-vis des unités est triviale, montrons la cohérence vis-a-vis
de I’associativité. Appliquons ce qu’on sait sur les transformations naturelles ouvertes. On
décompose, en se servant des différentes manipulations algébriques connues sur les transfor-
mations naturelles ouvertes et du théoréeme de factorisation des transformations naturelles.

GZXB,C T[idAxB/X,idc/Z]
T

0
= 0" [idoyxny [ida/X,idp/ Y]/ X, idx | Z]
(60" Ox x Oy /X]))[ida/ X, idp/Y,idc/Z]

QA BC = a[idA/X,idB/Y,idc/Z]
aapre) = olida/X,idg/Y,idpc)/Z]
o[T(Uz)/Z][ida/ X, idp/Y, idc/Z]
Et suivant le méme processus, avec un peu moins de détails :

ida x 00 = (idoy x 07Oy /X, 0z/Y))ida/X,idp/Y,idc/Z]

Oapxc = 00y xOz/Y))ida/X, idp/Y,idc/Z)

Ainsi, on décompose chaque chemin du diagramme en la composition verticale d’une stratégie
naturelle et des identités sur A, B et C. Par la loi d’échange, la commutativité du diagramme
pour tous A, B et C est alors conséquence de celle pour A = Oy, B = Oy et C' = y. Or,
ces deux chemins donnent chacun une stratégie sur

(DX X Dy) X T(Dz) = T(DX X (DY X Dz))

et une application directe des définitions de 6 et a montrent que ces deux chemins sont
I'identité sur 7. Comme ce sont des stratégies naturelles, ils doivent nécessairement associer
I’occurrence de droite d’un trou & celle de gauche correspondante, d’oil leur égalité. O
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Foncteurs contravariants. Les foncteurs ouverts contravariants sont également forts.

Définition 7.5.3. Soit N : Inn°? — Inn un foncteur ouvert contravariant. On définit une
stratégie pV : Ox x N(Ox x Oy) — N(QOy) par :

pN = idnOy) U {sOx0Ox € LOoyxnOxxOy)-NDy) | 5 € idyoy)}

Autrement dit, pN se comporte comme Uidentité sur N, puis associe l'occurrence Opposant de
2 )
chaque trou & son occurrence Joueur. C’est une stratégie sans mémoire, donc innocente.

Définition 7.5.4. On définit la contraforce p]FV,A : I'x N(I' x A) — N(A) de N par la
composition verticale sutvante :

o 4 = pNlidr/ X, ida /Y]

Par les lois d’échange naturel et dinaturel, ¢’est une transformation naturelle en A et dinatu-
relle en I'.

Proposition 7.5.2. Si N : Inn? — Inn est un foncteur ouvert, alors pfyA est une contra-
force.

Démonstration. Encore une fois, le premier diagramme de cohérence (unités) est trivial. Pour
le second diagramme, on vérifie que celui-ci commute pour A = Ox, B =0y, C =0z : c’est
simple par la définition des différentes stratégies composant le diagramme, qui se comportent
toutes comme l'identité sur N et associent chaque trou Opposant au trou Joueur corres-
pondant. Puis, on conclut par les lois d’échange et les diverses manipulations algébriques
disponibles pour la composition verticale. O

7.5.2 Structure de types forts

Ainsi tous les foncteurs ouverts, qu’ils soient covariants ou contravariants, sont équipés
d’une force. Il reste & montrer que ces forces sont uniformes, c’est-a-dire qu’elles définissent
une structure de types forts. En particulier, il nous faut vérifier que les forces vérifient les
conditions de compatibilité de la Définition 6.2.5. Vérifions-les une & une.

Lemme 7.5.3. Les familles «91?714 et p{ﬂV,A sont naturelles respectivement en T et N.

Démonstration. Pour commencer, montrons-le pour 6. Soit n4 : T1A — T3 A une transfor-
mation naturelle de 77 vers T5. Il faut montrer que pour tous I'; A, le diagramme suivant

commute :
Ty

QF,A
I' x Tl(A) 4>T1(F X A)

Fanl \LUFXA

I' x TQ(A) ?TQ(F X A)

02
Par le théoréme de factorisation, on a 94 = n[id4]. Comme précédemment, on s’intéresse au
cas ou I' = Oy et A = Oy, qui permet de démontrer le cas général par les manipulations
algébriques sur la composition verticale. Or ’égalité est directe pour ce cas particulier, les
deux chemins donnant la stratégie qui se comporte comme 7 sur la composante fonctorielle
et associe chaque occurrence Opposant d’'un trou & l'occurrence Joueur correspondante. La

preuve est similaire pour le cas contravariant. O
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Lemme 7.5.4. La famille 0 est compatible avec l'identité et les foncteurs constants :

1:714 = idrxa
915714 = 79
B
prA — T2
Démonstration. Trivial par définition de 6. O

Lemme 7.5.5. Les (contra)forces 0 et p sont compatibles par composition.
- Si F et G sont covariants :

FG F . G
Ora = Orcay F(0F)
— Si F est covariant et G est contravariant :

P?,ij = GIE,G’(FXA)?F(/)IQ,A)

Si F est contravariant et G est covariant :

e G
PG = T'x F(HF,A)QPIE,G(A)

Si F et G sont contravariants :

91551 = I'x F(plg,A); pllj,G(FxA)

Démonstration. Pour chacun des quatre cas, on applique la méme méthode que précédemment.
On montre les équations pour I' = Ox et A = Oy, qui sont simples car les forces et contraforces
se comportent comme l'identité sur F' et G et associent a chaque trou 'unique autre trou de
méme nom possible. Le résultat s’en déduit par manipulation algébrique sur les foncteurs
ouverts. Notons que dans I’élaboration de cette structure de types forts, on utilise pour la
premiére fois le Lemme 7.4.5, qui est indispensable puisqu’on raisonne sur des compositions
de transformations dinaturelles ouvertes. O

Lemme 7.5.6. 0 et p sont compatibles par contraction, c’est-a-dire, pour P covariant et N
contravariant :

P(—,— P(—,A P(I'xA,—
HF,(Q ) = <7Tl, 01—\7(4 )>, 61—‘7(4 x )

N(—,— _ N(A,—
p ’( ) — <7T1,pN( 7FXA)>’p 7( )

Démonstration. Méme idée de preuve. Pour ces deux équations, les deux cotés de I'équation
coincident pour le cas I' = Ox et A = Uy, ce qui implique le cas général. O

Lemme 7.5.7. 0 est compatible avec les sommes, c¢’est-a-dire :
Or =7raa

Démonstration. Par le méme raisonnement, pour prouver I’égalité de ces deux transformations
naturelles il suffit de la montrer avec I' = Ox et A = [y, mais c’est direct. O
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Lemme 7.5.8. 0 et p sont compatibles avec la structure cartésienne fermée, c’est-a-dire :

pijc = A(<<772;771>771>a 7'[‘2;71'2); 61))

Démonstration. Comparons plutdt leurs formes curryfiées A(p;jc) I'xA)=C—-TI=
(A = C) et AA({((mo;my,m),mo;m)iev)) : (DT x A) = C — ' = (A = C). Un calcul
direct sur la structure cartésienne fermée de Inn et la naturalité de p en ' et A montre que
ces deux termes sont en fait naturels en I' et A, donc pour prouver ’égalité, il suffit de la
montrer pour I' = Ox et A = [y . Par définition de la curryfication, il suffit donc de montrer
I’égalité de I’énoncé, sans la curryfication supplémentaire, pour I' = Ox et A = Oy. Or une
analyse directe montre que ces stratégies comportent les mémes parties, qui simulent ’'identité
sur C' et qui, pour chaque trou, associent immédiatement ’occurrence Joueur & 'occurrence
Opposant. O

Théoréme 7.5.9. La catégorie Inn a les types pseudo-polynomiauz forts.

Démonstration. La famille de foncteurs nécessaire est formée par les foncteurs ouverts. On a
montré ci-dessus qu’ils étaient forts, et que leurs forces vérifiaient les équations nécessaires. [

7.5.3 Foncteur ouverts et types récursifs

Dans cette bréve sous-section, on va montrer quelques propriétés de 1’action des foncteurs
ouverts vis-a-vis de 'ordre < : en particulier qu’ils sont croissants et continus, et qu’ils pré-
servent les inclusions et projections correspondantes. Etant donné que ces foncteurs sont forts
(ce qui correspond a la notion de McCusker de foncteurs fermés), les foncteurs ouverts veri-
fient bien les conditions donnés dans les préliminaires, assurant que leur itération infinie est
bien définie et qu’elle donne des invariants minimaux. Cette sous-section n’aura que peu d’im-
portance technique dans les développements suivants, aussi on se restreindra pour simplifier
au cas de foncteurs ouverts 7' : Inn — Inn.

Lemme 7.5.10. Soit T : Inn — Inn un foncteur ouvert, alors T est croissante et continue
v18-a-vis de <.

Démonstration. Immeédiat par définition de la substitution d’arénes. O

Lemme 7.5.11. Soit T : Inn — Inn un foncteur ouvert, alors T préserve les inclusions et
projections. Plus formellement si A< B, considérons les morphismes d’inclusion et projection
inj qp : A — B et proj qp : B — A, définis comme l'identité restreinte a ces domaines et
codomaines respectifs. On a :

T(injaqp) = injpyars)
T(projaap) = PTrojr(ayar(s)
Démonstration. Montrons la premiere égalité, 'autre est similaire. Soit s € T'(inj4qp). En

particulier, s € T'(ida) = idp(a), donc s € injpq)ar(p)- De méme, si s € injpa)qr(p), on a

Lemme 7.5.12. Soit T : Inn — Inn, alors T est fermé au sens de McCusker (voir la Section

2.4.1).
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Démonstration. Pour toutes arénes A, B on définit :

fhp = A((m2,m1); 04 g a; T((m2,7m1); €v))

Un calcul direct utilisant la structure cartésienne fermée et les lois de naturalité et de cohérence
de la force de T permet alors de montrer ‘o’; f1 5 = ‘T'(¢)/, comme requis. La naturalité de

le’ g s’obtient elle aussi par calcul direct. O

Remarque. Le lemme ci-dessus peut étre résumé par ’énoncé troublant : «tout foncteur
ouvert est fermés.

Corollaire 7.5.13. Soit T : Inn — Inn un foncteur ouvert. Par le Lemme 7.5.10 et la
structure compléte de ordre <, on peut définir :

T = I:lTiu)

T% est alors un invariant minimal pour le foncteur T.

Démonstration. Les lemmes ci-dessus assurent que T vérifie les hypothéses du théoréme de
McCusker : il est fermé, continu, et préserve les injections et projections. O
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Chapitre 8

Modéle des points fixes
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Dans ce chapitre, on va achever la construction du modéle de uLJ par la construction
d’une catégorie p-fermée concrete de jeux et stratégies totales. Pour ce faire, on utilise deux
ingrédients. Le premier est la structure de types pseudo-polynomiaux forts sur Par, que 'on
vient d’introduire. Le second est une technique standard en sémantique de jeux pour construire
des catégories de stratégies totales : le gain. C’est un outil fréquent en théorie des jeux, il est par
exemple fondamental dans I’étude du p-calcul par des jeux de parité | ]. A la connaissance
de l'auteur, la premiére utilisation d’une notion de gain en sémantique de jeux remonte au
modéle d’Abramsky et Jagadeesan de MLL avec MIX | |. On peut par ailleurs en trouver
une description introductive dans | |- L’idée est simple : on équipe chaque jeu d'une notion
de gain, qui donne pour chaque partie un gagnant et un perdant parmi Joueur et Opposant.
Le cas important est celui des parties infinies, puisque comme on I’a vue dans la premiére
partie ce sont elles qui sont responsables des entorses a la totalité générées par composition.
Pour chaque partie infinie, il devra en effet y avoir un perdant : 'absurdité apparaitra alors
du fait qu’on aura supposé nos stratégies gagnantes — c’est-a-dire qu’elle ne contiendront que
des parties gagnantes.

Dans la premiére section, on va définir une catégorie de jeux Gain d’arénes a gain et
de stratégies gagnantes. On montrera que parmis ces stratégies gagnantes, les totales sont
stables par composition. A ce point, on fera le paralléle avec les notions étudiées dans la
Partie I : par exemple, quelles sont les relations entre les conditions qu’on y donne sur les
stratégies (finies, bornées, noethériennes) et les conditions de gain sur Gain. Dans la seconde

219
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section, on avancera dans la construction du modéle proprement dit en montrant que cette
catégorie Gain hérite de Par (dont elle peut étre viue comme une sous-catégorie) sa structure
de types pseudo-polynomiaux forts. En particulier, la notion de foncteur ouvert sera adaptée
dans Gain en une notion de foncteur ouvert ¢ gain. On montrera ensuite que chaque foncteur
ouvert & gain est automatiquement équipé d’un algébre initiale et d’une coalgébre terminale,
rendant ainsi totale 'interprétation des formules de puLJ, et achevant la structure de catégorie
u-fermeée.

8.1 Jeux & gain

Remarque. Dans les préliminaires, on a introduit la catégories Par sans imposer aux parties
de condition de visibilité ou de parenthésage : elles étaient présentées a la place comme des
propriétés sur les stratégies. Une autre présentation de la méme catégorie de jeux, suivie
par exemple dans | |, consiste & ne considérer que des parties légales visibles et bien
parenthésées. Notons qu’il s’agit vraiment d’une présentation alternative de la méme catégorie
— ses objets sont les arénes et ses morphismes les stratégies innocentes et bien parenthésées.
On peut donc sans rien changer a la catégorie ambiante restreindre les parties légales & celles
qui sont visibles et bien parenthésées. C’est ce qu’on va faire dans ce dernier chapitre, dans la
mesure ou ¢a permet de simplifier certaines des constructions présentées.

8.1.1 Décomposition en fils

En préliminaire & la définition de jeux & gain, on va montrer comment décomposer chaque
partie légale sur une aréne A en fils. En effet, les différents fils d’une partie sur A correspondent
a des parties sur différentes copies indépendantes : on demandera que joueur, pour gagner sur
une telle partie doive gagner indépendemment sur chaque copie. Ce choix découle naturelle-
ment de la définition du gain sur les exponentielles dans | |, ot on demande qu’une partie
sur A soit gagnante si et seulement sa restriction sur chaque copie est gagnante.

Définition 8.1.1. Soit A une aréne. On note L4 l'ensemble des parties légales de A éventuel-
lement infinies, on note LY l'ensemble des parties légales infinies de A. On utilise les mémes
notations Tha, ThY et ThY pour décrire les fils sur A, c’est-a-dire les parties légales avec un
seul coup initial.

Définition 8.1.2 (Restriction sur un coup initial). Soit s € LY, et i tel que s; est un coup
initial sur A. On définit alors la restriction de s & ¢ comme la sous-partie de s contenant les
coups héréditairement justifiés par s;, avec les mémes pointeurs.

Définition 8.1.3 (Décomposition en fils). Soit s € £4. On définit la décomposition en fils
de s, notés [[s]], par :

[Tl = {spi | si est un coup initial}
Montrons maintenant quelques propriétés de cette décomposition en fils.

Lemme 8.1.1. Soit s € £, alors :
~ s est de longueur paire si et seulement si quel que soit t € [[s]], t est de longueur paire ;
— s est infinie si et seulement si quel que soit t € [[s]], t est soit infini, soit de longueur
paire.
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Démonstration. Remerquons que Joueur joue toujours dans le fil du dernier coup d’Opposant.
En effet, par visibilité Joueur doit pointer dans sa P-vue, or sa P-vue est inclue dans le fil du
dernier coup Opposant. Cette remarque permet de prouver le premier énoncé par induction
immeédiate sur s. Si s est infinie, [[s]| contient des fils finis, et des fils infinis. 1l existe alors
un préfixe fini s’ CF s de longueur paire tel que tous les fils finis de s soient déja complets
dans s’. Par hypothése, s’ est de longueur paire donc tous ces fils sont également de longueur
paire. O

8.1.2 Jeux a gain

Dans cette sous-section, on va donner les définitions de base des jeux a gain, jusqu’a la
construction de la catégorie Gain.

Définition 8.1.4. Soit A une aréne. Une fonction de gain sur A est une fonction
G: L9 —{W,L}

déterminant si une partie s est un gain pour Joueur, et vérifiant les conditions suivantes :
(1) Vs e LY, G(s) =W &Vt e [s], G(t) =W,
(2) Sis est finie et s est de longueur paire, alors G(s) =W ;
(8) Si s est finie et s est de longueur impaire, alors G(s) = L.
Un jeu & gain A est alors un couple (A, G 4) o A est une aréne, et G4 une fonction de gain
sur A.

Notons que de par les relations entre une partie s et ses fils, une fonction de gain est
entiérement définie et caractérisée par sa valeur sur les fils infinis. Il suffira donc par la suite
de définir les fonctions de gains sur les fils infinis.

Lemme 8.1.2. Soit A une aréne, et considérons Th l'ensemble des fils infinis sur A. Soit
G : ThS® — {W, L} n’importe quelle fonction. Il existe alors une unique fonction de gain G4
coincidant avec G sur ThS.

Démonstration. On deéfinit G4 d’abord sur I'ensemble des fils finis, par G4(t) = W si |t| =2 0
et Ga(t) = L si [t| #2 0. Puis, on étend G4 a L4 par Ga(s) = W si et seulement si quel que
soit ¢t € [[s]], Ga(s) = W. Vérifions alors que G4 vérifie les trois conditions des fonctions de
gain :

— La premiére condition est vérifiée par définition de l'image de G4 sur les parties a
plusieurs fils;

— Les deux conditions suivantes sont vérifiées par définition et par le Lemme 8.1.1. En
effet, si s est finie et de longueur paire, c’est que tous ses fils sont de longueur paire,
auquel cas on a bien G4(s) = W.

— De méme, si s est de longueur impaire, au moins I'un de ses fils est de longueur impaire
et perdant, auquel cas s est également perdante.

G 4 est donc une fonction de gain bien définie. C’est également la seule extension possible : en
effet, sa valeur est forcée sur les parties a plusieurs fils par la condition (1), et sur les fils finis
par la condition (2). O

On va maintenant montrer comment étendre les constructions usuelles d’arénes présentées
dans les préliminaires aux jeux a gain.
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Lemme 8.1.3 (Unités). Il n'existe qu’une seule fonction de gain sur les arénes 0 et 1, res-
pectivement notée Gy et G1. On note alors 0 = (0,Gy) et 1 = (1,G1).

Démonstration. L unicité de la fonction de gain sur 0 et 1 est triviale par le Lemme 8.1.2. En
effet, les parties légales sur ces arénes ne comportent pas de fil infini. O

Lemme 8.1.4. Soient A et B deuz arénes. On a :

Th, g ~ ThY + ThS

Démonstration. Immeédiat, puisqu’un coup initial sur A X B est soit un coup initial sur A, soit
un coup initial sur B. O

Définition 8.1.5. Le Lemme 8.1.4 permet de définir G 4xp en utilisant le Lemme 8.1.2 comme
lunique fonction de gain coincidant avec G4 sur Th® et Gg sur Thy. On note A x B =
(A X B, GA><B).

Lemme 8.1.5. Soient A et B deuz arénes, on a a isomorphisme prés :

Thy, g ~Th} +Thy

Démonstration. Elaborons un isomorphisme entre ces deux ensembles. Soit t € Thy, . Par
bon parenthésage, on a une seule réponse dans t a la question initiale ¢, qui est soit L, soit R :
selon cette réponse, le reste de la partie sera soit entiérement inclu dans A, soit entiérement
inclus dans B. On aura donc soit t;4 = €, soit t;p = €. Notons qu’on ne peut pas avoir les
deux, puisque ¢ est supposé infini. On obtient donc & partir de ¢ un élément de Th + Th% .
Dans l'autre sens, si t € ThSP + Th est de la forme iny(ta), alors qLt4 € ThY, g. De méme,
si t est de la forme iny(tp), qRtp € ThY, g. Il est trivial de voir que ces deux transformations
sont inverses. O

Remarque. On a la chaine d’isomorphismes déconcertante suivante :

ThY. s ~ ThY +ThS
Th. p

12

A isomorphisme prés, A x B et A+ B ont les mémes fils infinis. Cela peut paraitre contre-
intuitif, mais on peut préciser ca par le fait que pour A x B, c’est Opposant qui choisit dans
quelle composante on va jouer, alors que pour A + B c’est le role de Joueur.

Définition 8.1.6. Soient A et B deuz jeuzr G gain. Alors, le Lemme 8.1.5 permet de définir
G A+ en utilisant le Lemme 8.1.2 comme [unique fonction de gain coincidant avec G 4 sur
ThY et avec Gg sur Thy. On note A+ B = (A+ B,Ga1B).

Définition 8.1.7. Soient A et B deux jeuzr & gain. Avec l'aide du Lemme 8.1.2, on définil
G p=p comme l'unique fonction de gain sur A = B ayant comme valeur sur les fils infinis :

GA:sg(t) =W < (GA(trA) =W = Gg(t[B) =W)
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Lemme 8.1.6. Soit s € L3, 5, ot A et B sont les arénes sous-jacentes de jeuzr a gain A
et B, supposons également que s est gagnante pour G a—p. Alors si Ga(s;a) = W, on a

Démonstration. Soit t € [[s;g]], il existe un coup initial 7 tel que ¢ = (s;g) ;. Il existe donc 4/
tel que ce coup initial (s;p); correspond au coup s;, par conséquent on a ’égalité (syp); =
(S[i’)[B- AIOI‘S7

T(spir)pall € spall € GLH({W))

La derniere inclusion est vraie car s est supposée gagnante sur A. Or, sy est gagnante car
c’est un fil de s donc par définition du gain sur A = B, (s1s)1B = (s|B) i = t est gagnante. [

8.1.3 La catégorie Gain

Comme on s’en doute, les objets de la catégorie Gain seront les jeux & gain. Il reste, par
contre, & définir les stratégies et & montrer les différents principes de leur composition.

Définition 8.1.8. Soit A une aréne et o : A une stratégie sur A. On définit [’ensemble des
parties éventuellement infinies de o par :

o ={se Ly |V s s co}

Définition 8.1.9. Soit A un jeu & gain. Une stratégie o : A est dite gagnante sur A si et
seulement si pour tout s € 0¥, G(s) = W.

Proposition 8.1.7. Soient A, B et C des jeux 4 gain. Si o : A= B et 7: B = C sont deux
stratégies gagnantes, alors ;7 : A = C est gagnante.

Démonstration. Par commodité, on va s’intéresser aux fils ¢ de o;7. Soit t € (o;7)“. Si ¢t est
fini, t est également de longueur paire et G g4—¢(t) = W. Si t est infini, on a pour chaque préfixe
t’ pair de ¢t un témoin u € o || 7, or ces témoins forment eux aussi une chaine de préfixes par
déterminisme de o et 7. Par conséquent, on a un témoin infini u € o || 7 pour t. Par définition
de G g=c, il faut montrer que si G4(t;4) = W, alors Ge(tc) = W. Supposons donc que
Ga(tia) = W, ou autrement dit que G4(u;4) = W. Mais o est gagnante, donc d’apres le
Lemme 8.1.6, on a également Gp(u;p) = W. Et encore d’aprés le Lemme 8.1.6 et le fait que
T est gagnante, on a Ge(ujc) = W, cest-a-dire Ge(t)c) = W, et c’est fini. O

Proposition 8.1.8. Soient A, B et C des jeux 4 gain. Si o : A= B et 7: B = C sont deux
stratégies gagnantes et totales, alors o;7: A = C est totale.

Démonstration. Comme on ’a vu dans la Partie I, la partialité de o;7 implique 'existence
d’une interaction u € o || 7 finie dans A et C, et infinie dans B. Chaque restriction w4, u;p et
ujc est soit gagnante, soit perdante. Une analyse directe montre qu’on a alors nécessairement
up4 de longueur paire et ujc de longueur impaire, donc G4(u14) = W et Ge(ujc) = L. On
utilise alors le fait que o est gagnante, donc G 4=5(u14=p) = W, donc d’aprés le Lemme 8.1.6,
comme G a(upa) = W, on a également Gg(u;p) = W. Mais 7 est également gagnante, donc
GB=c(uip=c) = W, donc d’apres le Lemme 8.1.6, on a G¢(ujc) = W, ce qui est absurde.
Donc il ne peut pas exister de telle interaction infinie, donc o; 7 est totale. O

Proposition 8.1.9. Soit A un jeu a gain. Alors on aids : A = A, c’est-a-dire que 'identité
est gagnante.
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Démonstration. Notons A; 'occurrence de gauche de A, et A, 'occurrence de droite. Soit ¢
un fil de id4, éventuellement infini. Supposons que G 4(t;4,) = W. Mais par définition de
l'identité, on a t;4, = t4,, donc on a également G 4(t14,) = W et t est une partie gagnante
sur A = A. O

Définition 8.1.10 (Catégorie Gain). Les objets de Gain sont les jeur a gain et les mor-
phismes sont les stratégies innocentes, bien parenthésées, totales et gagnantes.

Notons qu’on a montré au dessus que cette classe de stratégies était stable par composition,
et qu’elle contenait les identités. La composition est bien siir associative, puisque c’est la
composition usuelle entre stratégies. Montrons maintenant que Gain conserve la structure de
Inn et Par, c’est-a-dire que tous les morphismes fondamentaux sont gagnants.

Proposition 8.1.10. La catégorie Gain est cartésienne fermée, et équipée de coproduits
faibles fonctoriels.

Démonstration. 11 suffit de montrer que les morphismes fondamentaux de cette structure sont
gagnants, puisqu’ils vérifieront automatiquement les mémes équations. Passons en revue les
différentes structures de Gain :

— Produits. Les projections m : A X B — A et my : AXx B — B sont gagnantes. C’est
évident étant donnée la définition du gain sur A = B et A x B. De méme, sioc:C — A
et 7: C — B sont gagnantes, (o, 7) est gagnante. En effet, un fil de (o, 7) est soit un fil
de o soit un fil de 7, dans tous les cas gagnant si o et 7 sont gagnantes. Donc Gain est
cartésienne.

— Coproduits. Les injections in; : A — A+ B et ing : B — A + B sont également
gagnantes. En effet, un fil de in; est de la forme ¢Ls, ou (au pointeur des coups initiaux
a gauche pres) s € id4. Or, id4 est gagnante. Donc, d’aprés la définition du gain sur
A+ B et le Lemme 8.1.6, comme on a Ga(qLsja,) = Ga(sja,) = W, on a également
GA(sia,) = Ga(qLsa,) = W. La preuve est la méme pour ing. Supposons maintenant
que o : A — Cet 7: B — C sont gagnantes, et soit t € [o|7]. Supposons t; 44 p gagnante.
Par définition de [o|7], t est nécessairement de la forme (a réordonnement de pointeurs
prés) goqs Lt' avec got’ un fil de o, ou gogy Rt avec qot’ un fil de 7. Donc 'hypothese
tia+p gagnante de vient, par définition du gain sur A + B, soit (¢ct’);4 gagnante, soit
(gct’) 1B gagnante. On applique alors respectivement le gain de o ou 7, d’ott on déduit
que (got’ ) ic = tic est gagnante, ce qui conclut.

— Fermeture. Remarquons d’abord que si 0 : A x B — C, o est gagnante si et seulement
si A(o) : B— A = C est gagnante : il est évident que par définition du gain sur x et
=, les conditions de gain coincident. Donc puisque A(ev) = idg—p, on en déduit que
ev est gagnante. Comme ev et A satisfont les mémes équations que dans Inn, Gain est
cartésienne fermeée.

O

Notons qu’il est direct de généraliser la somme binaire introduite ci-dessus & une somme
d’arité quelconque. Cette remarque aura son importance pour généraliser le théoréme de facto-
risation aux jeux & gain, puisque la preuve utilise le caractére gagnant des injections canoniques
des sommes n-aires.
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8.1.4 Relations avec la Partie 1

On a donc & ce point un modéle de la logique intuitionniste avec sommes, mais c’était
déja le cas de la catégorie Par. Surtout, c’est un modéle ou les stratégies restent totales, ce
qui d’une part implique que LJ est cohérente (voir le Corollaire 8.2.15 pour plus de détails
sur ce raisonnement), mais permet surtout de se rapprocher de la complétude. Par ailleurs,
on avait construit dans la Partie I de nombreuses catégories semblables de jeux et stratégies
totales, permettant d’interpréter LJ. Il est alors naturel de s’interroger sur les relations entre
ces différentes approches : est-ce qu’elles définissent la méme interprétation de la logique?
On va montrer ici que la réponse est oui. Hyland décrit dans | | un principe de justice
consistant & imposer aux fonctions de gain qu’elles fassent perdre tout joueur qui, dans une
partie infinie, produirait une fourche consciente infinie. C’est cette notion de principe de justice
qui fera le pont entre les deux approches.

Définition 8.1.11. Soit A un jeu a gain. On dit que A satisfait le principe de justice si et
seulement si tout joueur causant une fourche consciente infinie est perdant pour A. Autrement
dit, on a les deux conditions :
— Soit s une partie, alors si Joueur a une fourche consciente infinie dans s, il doit perdre.
Autrement dit, Ga(s) = L.
- Soit s un fil, alors si Opposant a une fourche consciente infinie dans s, il doit perdre.

Autrement dit, G 4(s) = W.

Lemme 8.1.11. Soit A un jeu & gain tel que l'aréne A a une profondeur bien fondée. Alors A
satisfait le principe de justice si et seulement si ’énoncé suivant est vérifié : pour toute partie
infinie s sur A, Ga(s) = W si et seulement si Joueur n’a pas de fourche consciente infinie
dans s.

Démonstration. Ce résultat pourrait paraitre trivial, mais il faut en fait utiliser plusieurs co-
rollaires du théoréme de finitude forte pour le démontrer. De plus, il est faux si on relache
I’hypothése de bonne fondation pour A. Montrons d’abord la premiére implication, et sup-
posons que A satisfait le principe de justice. Alors, supposons que G 4(s) = W. Clairement,
Joueur ne peut pas avoir de fourche consciente infinie sur s, sinon on aurait G4(s) = L par
le principe de justice. Supposons maintenant que Joueur n’a pas de fourche consciente infinie
sur s. s est cependant infinie, et A a une profondeur bien fondée, donc Opposant doit avoir
une fourche consciente infinie d’apres le Corollaire 4.2.18, d’ou G 4(s) = W par définition du
principe de justice.
Montrons la seconde implication, et supposons I’énoncé ci-dessus satisfait. Pour montrer
que A satisfait le principe de justice, deux énoncés & montrer :
— Supposons que Joueur ait une fourche consciente infinie dans s. Par I’énoncé supposé,
on a immeédiatement G 4(s) = L.
— Supposons que Opposant ait une fourche consciente infinie dans s, on doit montrer alors
que G4(s) = W, c’est a dire que Joueur n’a pas de fourche consciente infinie dans s.
Mais puisque A est & profondeur bien fondée, ¢’est une conséquence du Lemme 4.3.2 : il
est impossible que les deux joueurs aient tous deux une fourche consciente infinie, donc
Joueur n’en a pas, donc G 4(s) = W.
O

Lemme 8.1.12. Soit A un jeu & gain satisfaisant le principe de justice, sur une aréne A bien
fondée. Alors les stratégies gagnantes sur A sont exactement les stratégies neethériennes sur

A.
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Démonstration. Rappelons d’abord que sur dans une aréne bien fondée, les stratégies noethé-
riennes sont exactement celles qui n’ont pas de fourche consciente infinie. La preuve est alors
triviale par le Lemme 8.1.11. O

Notons en passant que si on omet '’hypothése de bonne fondation de A, on garde un des
sens de I’équivalence ci-dessus.

Lemme 8.1.13. Soit A un jeu & gain satisfaisant le principe de justice. Alors si o : A est
neethérienne et innocente, elle est également gagnante sur A.

Démonstration. Soit s € 0“. Si s est finie, s est évidemment gagnante car de longueur paire.
Sinon s est infinie, mais s est tout de méme & profondeur bien fondée et sans fourche consciente
de Joueur, puisque o est noethérienne. Donc par le Corollaire 4.2.18, s contient une fourche
consciente infinie d’Opposant et G4(s) = W. O

Lemme 8.1.14. Soit A une aréne bien fondée, il existe un unique jeu & gain A d’aréne
sous-jacente A satisfaisant le principe de justice.

Démonstration. La fonction de gain G 4 est définie comme suit :

— Si s a plusieurs fils, alors G4(s) = W < Vt € [[s]|, Ga(t) = W;

— Sit est un fil fini, alors G4(t) = W si et seulement si ¢ est de longueur paire;

~ Si t est un fil infini, alors G4(t) = W si et seulement si Joueur n’a pas de fourche

consciente infinie dans ;.

Il est évident que c’est une fonction de gain. Elle satisfait immédiatement le principe de justice,
puisque par définition elle satisfait la caractérisation du Lemme 8.1.11. C’est également la
seule fonction de gain respectant le principe de justice : les deux premiéres conditions doivent
nécessairement étre satisfaites puisque c’est une fonction de gain, et la troisiéme car elle doit
satisfaire le principe de justice. Or, ces trois conditions caractérisent G 4. O

Notons que si une aréne A n’a pas une profondeur bien fondée, il n’existe pas nécessairement
de fonction de gain sur A satisfaisant le principe de justice. En effet, on a vu en Figure
4.5 qu’on pouvait avoir dans une méme partie une fourche consciente infinie pour chaque
joueur. Mais dans ce cas, quel gagnant choisir 7 Le principe de justice impose que Joueur soit
gagnant puisque Opposant a une fourche consciente infinie, mais il impose aussi que Joueur
soit perdant, puisqu’il a également une fourche consciente infinie.

Proposition 8.1.15. La catégorie Noeth des arénes bien fondées et stratégies nethériennes
et totales est isomorphe a la catégorie Just des jeuz a gain satisfaisant le principe de justice
sur des arénes bien fondées et des stratégies gagnantes et totales.

Démonstration. On construit F' : Noeth — Just par :

— Sur les arénes, F'(A) = A ou A est 'unique jeu & gain donné par le Lemme 8.1.14.

— Sur les stratégies, F'(0) = 0. Par le Lemme 8.1.15, ¢ est bien gagnante sur F(A).
On construit G : Just — Noeth par :

— Sur les jeux, G(A,G) = A;

— Sur les stratégies, G(0) = 0. Par le Lemme 8.1.15, ¢ est en effet ncethérienne.
Il est clair que GF' = Id. Pour montrer que F'G = Id sur les objets, il suffit d’utiliser le Lemme
8.1.14 : la fonction de gain G recomposée est forcément identique a la premiére, puisque celle-ci
est unique. O
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Maintenant, notons que les unités sont représentées dans tous les cas par des arénes bien
fondées. Si les éventuels atomes sont interprétés par des arénes bien fondées, ce sera préservé
par l'interprétation des constructeurs de formules, et toutes les arénes nécessaires pour in-
terpréter LJ seront bien fondées. Ainsi, on obtient en fait exactement le méme modéle de la
logique, qu’on passe par des conditions internes sur les stratégies (stratégies ncethériennes)
ou par une définition externe de gain. Pourquoi alors passer par le gain, qui demande plus
de travail maintenant que les stratégies ncethériennes sont bien définies? La réponse est que
si les arénes finies, a fortior: bien fondées suffisent a interpréter une logique finitaire, elles ne
suffisent plus pour puLJ. En effet, les arénes utilisées ne seront plus bien fondées & cause de
la présence de cycles. Par conséquent certaines stratégies gagnantes parfaitement raisonnables
ne seront plus noethériennes : un exemple emblématique est celui de la stratégie identité sur
les entiers paresseux.

Reéalisabilité. On peut également relever un paralléle précis entre cette notion de gain
propre & la sémantique de jeux et la technique de réalisabilité, fréquemment utilisée en théorie
de la preuve : on peut par exemple la voir & 'ceuvre dans cette thése, dans la premiére partie,
pour montrer la normalisation du A-calcul unaire. Dans un cas, on définit un prédicat de
gain sur les parties, dans l'autre un prédicat de reéalisabilité sur les termes/stratégies, mais
dans les deux cas cette définition se fait par induction sur les formules. Puis, on montre par
induction sur la structure des termes que les termes typés/les preuves s’interprétent comme
des stratégies gagnantes ou comme des réalisateurs.

8.2 Points fixes

Maintenant qu’on a décrit la catégorie servant de canevas au modéle des points fixes,
passons A la construction de la catégorie u-fermée proprement dite. La premiére chose & faire
est de montrer que la structure de types pseudo-polynomiaux forts de Par se transporte sur
Gain. Il faut donc enrichir la notion de foncteur ouvert par le gain, montrer que les forces
sont des stratégies gagnantes, et qu’elles gardent les mémes conditions de naturalité : ce sera
I’objet de la premiére sous-section. Puis, il faudra montrer que ces foncteurs ouverts a gain
admettent des algébres initiales et des coalgébres terminales, ce qui conclura la construction
de la catégorie p-fermée : on aura donc un modeéle de pLJ. Finalement, on explorera dans une
derniére sous-section le probléme de la complétude de ce modéle.

8.2.1 Foncteurs ouverts a gain

Donnons une notion de foncteur ouvert pour Gain, et explorons ses propriétés. D’une part,
les foncteurs ouverts a gain devront se comporter comme un foncteur ouvert sur la composante
«aréney des jeux & gain. D’autre part, ils devront étre forts. On connait déja leurs forces :
ce sont celles obtenues par composition verticale dans le chapitre précédent. Il faudra donc
assurer que ces forces sont bien gagnantes.

Définition 8.2.1. Un foncteur ouvert & gain est un foncteur
7 : (Gain®” x Gain)" — Gain

dont laction sur les arénes est donnée par un foncteur ouvert et qui est fort en chacun de ses
arguments, c’est-a-dire que pour toute factorisation (Gain” x Gain)” = € x D ot € = Gain
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ou € = Gain, et o ® est un produit de copies de Gain et Gain, pour tout objet D de
D, la force «917:7(147’1)) (ou p?S’D), st € = Gain?) donnée par la structure de types pseudo-
polynomiauzx forts de Par est gagnante pour tous I' et A de Gain.

Proposition 8.2.1. La classe des foncteurs ouverts a gain comprend les foncteurs constants,
Uidentité, la somme, les produits et l'exponentiation — = A pour tout jeu & gain A. De plus,
elle est stable par composition et par contraction.

Démonstration. Les forces et contraforces sont données par la structure de types pseudo-
polynomiaux forts de Par. Pour les constantes, l'identité, les sommes, les produits et Iex-
ponentiation, ces forces sont données par la structure cartésienne fermée et les coproduits
faibles fonctoriels donc sont toujours gagnantes. Les forces et contraforces pour la compo-
sée de deux foncteurs ouverts et la contraction sont égales (encore par la structure de types
pseudo-polynomiaux forts) & des compositions de forces et contraforces déja supposées ga-
gnantes, donc toujours gagnantes. O

Ainsi, on a une classe de foncteurs forts pour Gain, assez grande pour donner une struc-
ture de types pseudo-polynomiaux forts. Etant donné que les forces sont égales a celles qu’on
avait pour Par, elles vérifient également les mémes équations. Cependant, il faut tout de méme
vérifier que ces forces et contraforces sont toujours naturelles en leur paramétre foncteur : on
sait que ces forces et contraforces sont naturelles en T' dans Par, donc qu’elles commutent avec
toute transformation qui est naturelle entre foncteurs ouverts de Par ; mais il y a potentielle-
ment plus de transformations naturelles entre foncteurs ouverts dans Gain que dans Par. En
effet, une transformation naturelle entre foncteurs ouverts a gain ne doit commuter qu’avec
les stratégies gagnantes, alors qu'une transformation naturelle entre foncteurs ouverts dans
Par doit commuter avec toutes les stratégies innocentes et bien parenthésées. Cependant, on
va voir dans la prochaine sous-section que ce n’est pas le cas : une transformation naturelle
entre foncteurs ouverts & gain sera toujours une transformation naturelle entre les foncteurs
ouverts sous-jacents, donc une transformation naturelle ouverte.

8.2.2 Types forts pour le gain

Pour obtenir la naturalité des forces et contraforces en leur paramétre fonctoriel, on va
étendre le théoréme de factorisation des transformations naturelles entre foncteurs ouverts
aux transformations naturelles entre foncteurs ouverts & gain. Commencons par prendre deux
foncteurs ouverts a gain S et 7, et considérons une transformation naturelle  : S = 7. En
oubliant le gain, on obtient pour chaque jeu A une stratégie n4 : SA — TA. On ne peut pas
en tirer directement une transformation naturelle sur Par, cependant la famille n4 commute
avec toutes les stratégies gagnantes, ce qui donnera en pratique suffisament de commutations
pour appliquer le raisonnement de la Section 7.3.2. Certains lemmes sont nécessaires pour
montrer qu’on a suffisamment de stratégies gagnantes, en particulier il faut montrer que tout
jeu a gain peut étre approximé par une chaine croissante de jeux & gain sur des arénes finies,
de sorte que les injections et projections soient gagnantes.

Lemme 8.2.2 (Dépliage)~. Soit A un jeu & gain. Le déplmgeN;I de laréne A peut alors étre
étendu en un jeu a gain A tel que lisomorphisme v4 : A — A et son inverse sont gagnants.

Démonstration. Puisque A et A ont les mémes parties a isomorphisme prés, on équipe A de
la méme fonction de gain que sur A. Il est alors direct que 4 et 721 sont gagnantes. O
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Lemme 8.2.3 (Approximation). Soit F un jeu & gain dont l'aréne sous-jacente F est une forét
mfinie. Alors il existe une famille F1,Fa,... de jeuz G gains formant une chaine strictement
croissante sur les arénes sous-jacentes :

Fi A QF34. ..

Et telles que pour tout i, le morphisme de projection proj, : F' — F; est gagnant sur F = F;.

Démonstration. Pour ¢ un entier, on définit F; comme la forét préfixe de F' de profondeur
2i + 1. Par la condition d’alternance Opposant/Joueur sur les arénes, les derniers coups des
branches de F; sont Opposant. Par ailleurs, chaque partie F; est équipé d’une fonction de gain
G, qui est simplement la restriction & £%. de Gr. proj, est alors gagnante : chacune de ses
parties est gagnante puisque c’est une partie de l'identité, et elle est totale car composée de
parties de idp tronquées aprés un coup Joueur. O

Théoréme 8.2.4 (Factorisation). Soit n : S = T une transformation naturelle entre fonc-
teurs ouverts 4 gain. Alors pour tout jeu a gain A, on a ng = nlida].

Démonstration. Toutes les stratégies utilisées pour les Lemmes 7.3.10, 7.3.11 et 7.3.12 corres-
pondent bien & des stratégies gagnantes. En fait, peu importe la fonction de gain utilisée :
ces stratégies n'ont que des fils finis, et donc sont automatiquement gagnantes par définition
des fonctions de gain. Les commutations utilisées pour les Lemmes 7.3.13, 7.3.14 et 7.3.15
sont toujours valides, par la structure cartésienne fermée avec coproduits faibles fonctoriels
de Gain. On a donc la factorisation des transformations naturelles sur les jeux a gain dont
I’aréne sous-jacente est une forét finie. Finalement, les deux lemmes ci-dessus permettent de
passer aux foréts infinies, puis aux arénes quelconques. O

Corollaire 8.2.5 (Types forts pour Gain). La catégorie Gain a les types pseudo-polynomiaux
forts.

Démonstration. 11 manquait juste la naturalité de le—A et de péfA en 7 et N. Cest une
conséquence directe du théoréme de factorisation. O

8.2.3 Construction de boucle

Dans cette sous-section, on en vient finalement & un des points clé du modéle : la construc-
tion de boucles, tirant parti de la présence de cycles dans les arénes et permettant ainsi de
donner une représentation finie aux points fixes, contrairement a I’expansion infinie de Mc-
Cusker. On va introduire ici cette construction sur les arénes et I’enrichir par une condition
de gain, et montrer qu’on obtient une algébre initiale et une coalgébre terminale pour chaque
foncteur ouvert & gain covariant et unaire.

Définition 8.2.2 (Construction de boucle). Soit T' une aréne ouverte. Pour chaque nom X
telle que T est stricte en X (aucun trou Ox n’est initial), on définit une nouvelle aréne ouverte
pX.T comme suit :

M,xr = M7y \Ox
Aoxt = A | Mpxr
mbrn
ml_pX'Tn < v{ml—Tf-DX/\nEIT

Ixt = Ir
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14+ 0Ox pX.(1+Ox)

L R /q
>——
L R
- X

Fi1G. 8.1 — Construction de boucle.

Cette construction est illustrée dans la Figure 8.1. Notons que puisqu’on a supposé que
Ox n’aparaissait jamais & la racine, il existe toujours un coup m qui le justifie, du moins dés
que Ux apparait dans T. Cela assure que cette construction génére toujours un cycle dans
I’aréne.

Définition 8.2.3 (Profondeur de boucle). Soit T' une aréne ouverte stricte et s € Loxr
Rappelons qu’un chemin de s est une suite Sy(1), S¢(2),--- €ventuellement infinie, telle que
pour toul i, s4(;11) poinle vers sy dans s. La profondeur de boucle de s, ou juste profondeur
de s si le contexte est clair, est la borne supérieure (dans NU {+oc}) du nombre de fois que
tout chemin sg(1), Sg(2),--- de s passe par la boucle externe.

Proposition 8.2.6. Pour toute aréne T stricte, il y a un isomorphisme de chemin ¢ (voir
Section 2.4.2) entre Uaréne pX.T et l'aréne T obtenue a la Section 7.5.3 par itération infinie

de T.

Démonstration. On construit une bisimulation entre les chemins de pX. T et 7% : deux chemins
sont en relation si le dernier coup du chemin dans T est une copie du dernier coup du chemin
dans pX.T. Par construction de T et pX.T, les chemins ont des ensembles de successeurs
isomorphes, et toujours en relation. O

On notera que cette proposition permet d’avoit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 8.2.7. Soit T une aréne ouvert stricte, alors l'aréne pX. T est un invariant minimal
pour le foncteur ouvert T'.

Démonstration. On a vu que ces deux arénes sont reliées par un isomorphisme de chemins.
Par le théoréme de Laurent (Section 2.4.2), elles sont donc isomorphes dans Par. Par ailleurs,
on sait par le développement de la Section 7.5.3 que T est un invariant minimal pour 7', donc
c’est aussi le cas de pX.T. O

Ainsi, cette construction de boucle permet de donner une représentation finie & 'invariant
minimal pour T donné par le théoréme de McCusker. Montrons maintenant comment I’enrichir
avec du gain. Etant un isomorphisme de chemins, ¢ génére librement un isomorphisme de
parties ¢r : D/‘)’X.T — L%, dont Paction commute avec le préfixe et avec la récupération du
préfixe justificateur. A travers cet isomorphisme, on peut voir toute partie dans £;’X.T comme
une partie dans L%, et réciproquement, et ce de fagon unique.
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P:)'Oposition 8.2.8. Soit s € L7y de profondeur n. Alors ¢(s) € Df“n(l) mais ¢(s) &
Tﬂ,—l(l)'

Démonstration. Par définition de la profondeur, c’est clair que ¢(s) € E%n(l). Mais si on

avait aussi ¢(s) € E‘fp’n_l(l), alors on aurait également forcément s de prodondeur strictement
inférieure & n, ce qui est absurde. O

Définition 8.2.4 (Plus petit point fixe). Soit 7 : Gain — Gain un foncteur ouvert & gain
tel que Daréne ouverte T est stricte. On définit un jeu & gain uX. T comme suit. Son aréne
sous-jacente est pX. T, et si s € 'CL;;X.Tz on définit sa fonction de gain G par :

- Si s est de pronfondeur infinie, G(s) = L.

~ Sinon, soit n la profondeur de s, on pose G(s) = Grn(1)(¢(s)).

Définition 8.2.5 (Plus grand point fixe). Soit 7 : Gain — Gain un foncteur ouvert a gain
tel que laréne ouverte T est stricte. On définit un jeu & gain vX. T comme suit. Son aréne
sous-jacente est pX.T, et si s € AC;‘)’X.T, on définit sa fonction de gain G par :

~ Si s est de pronfondeur infinie, G(s) = W.

~ Sinon, soit n la profondeur de s, on pose G(s) = Grn(1)(#(s)).

Proposition 8.2.9. Soit 7 un foncteur ouvert & gain d’aréne ouverte sous-jacente stricte.
Alors il existe un isomorphisme de chemins évident entre pX.T et T(pX.T), qui génére un
isomorphisme xr : T(uX.T) — T. Alors :

= x7:T(uX.T) — puX.T est une stratégie gagnante ;

- X;l v X.T - T(WwX.T) est une stratégie gagnante.

Démonstration. La définition des conditions de gain sur uX.7 et v X.7 fait que les conditions
de gain coincident & gauche et a droite, donc xr et X:}l sont bien gagnantes. O

Théoréme 8.2.10. Soit T un foncteur ouvert o gain d’aréne ouverte sous-jacente stricte,
alors (uX. T, xT) est une algébre initiale pour T .

Démonstration. Soit (A,o) une autre algébre de 7. Il faut vérifier qu'il existe une unique
stratégie gagnante of : uX.7 = B telle que le diagramme suivant commute.

of
Tux.17) 2 7 (B)

iq—i/ i/o‘

uX.T B

g
Intuitivement on veut juste itérer o :

3(o 2(o o o
"L(>)T3(B)il’]'2([>’) 7(o) 7'(3) B

Et prendre la limite. Malheureusement, aucune propriété de Gain n’assure directement que
cette limite existe. On va cependant voir qu’on peut la construire en utilisant ’enrichissement
en ordres partiels complets de Par. On commence par définir les itérées partielles de o comme
suit :

o = &
O_(n+1) — Tn(O');O'(n)
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On a pas en général o™ C o("+1) ce qui empéche de conclure directement. Par contre, on a

bien pour tout n :

(n) (n+1)
Orrump S O\ru=p

Et toutes les stratégies de cette chaine sont des stratégies (éventuellement partielles) sur
T = B. On peut donc définir, par complétude de 'ordre sur les stratégies dans Par :

1€N,

C’est bien cette stratégie o) qui nous intéresse, mais encore faut-il la rapporter a l’aréne
pX.T = B. Notons que l'isomorphisme de parties ¢ : E;’X.T — L%, génére, en I'é¢tendant par
lidentité sur B, un isomorphisme de parties ¢’ : E‘;X.T ~p — L5w_ - On définit alors of =
¢ _1(0(‘”)). Bien évidemment, o ainsi obtenue est innocente puisqu’elle est en correspondance
directe avec 0(“), obtenue comme limite de stratégies innocentes.

La stratégie o est totale. Encore une fois, il suffit de le montrer pour 0@, Supposons
par labsurde que s € 0@ et que sa n’ait pas de réponse. En particulier, il existe n tel que
s e o™, Alors, c’est que 0™ n’a pas de réponse a sa dans pX.T = B. Mais on a également
s € o™t qui est totale puisque c’est le résultat d’une composition de stratégies totales. Or
la réponse de oY) 4 q est nécessairement dans 7% : la réponse de o & un coup initial de B
ne peut pas étre directement dans B a gauche, a cause du fait que les trous ne peuvent pas
apparaitre a la racine des arénes ouvertes. Donc, il existe bien un coup b tel que sab € o+
et sab € Lrw_p, donc sab € o).

Montrons que o' est gagnante. En effet, soit s éventuellement infinie dans of, telle que
s’ = sjpx.1 est gagnante sur pX.7. Par définition du gain sur uX.7, cela signifie que s’ a une
profondeur finie n, et que ¢(s’) est gagnante sur 7™(1). Mais dans ce cas, on a en fait ¢'(s) €
o™ autrement s’ serait nécessairement au moins & profondeur n + 1. Or ¢(™ est gagnante
puisque c’est le résultat d’une composition de stratégies gagnantes, donc ¢'(s);p = s;p est
bien gagnante sur B.

Finalement, il faut montrer qu’il n’y a pas d’autre stratégie f : uX.7 = B faisant commu-
ter le diagramme ci-dessus. Supposons que ce soit le cas. On a alors 7 (f);0 = x7; f puisque
f est un morphisme d’algébres. Autrement dit :

f=x74T(f)o

Par abus de notation, notons ¢ : T% — pX.T l'isomorphisme dans Par généré par 'isomor-
phisme de parties ¢. On a alors :

o f = dixgT(f)io
= T(¢;f);0

On utilise I’égalité ¢; X}l = T(¢), qui est triviale par définition de ces stratégies. Aprés n
substitutions de cette expression dans elle-méme, on obtient :

¢; f =T " ¢; [);T"(0);..; T (0);0
Autrement dit, pour tout n € N, on a :

T (g; f);0™ = ¢ f
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Maintenant prenons s € ¢; f. Soit n la profondeur de s;7w, c’est-a-dire le n maximal tel que
syt € Lpn(1). Un tel n existe bien, puisque s est finie. On a s € T (¢ f);a(”), mais
s est de profondeur n donc s € ¢, donc s € ¢@. Or ¢; f et ¢(“) sont deux stratégies

totales, donc par le Lemme 2.1.1, il suffit d’une inclusion pour avoir 1’égalité. Par conséquent
f:¢71;0'(w) :O'T D

Théoréme 8.2.11. Soit T un foncteur ouvert & gain d’aréne ouverte sous-jacente stricte,
alors (vX.T, X;l) est une coalgébre terminale de T .

Démonstration. Soit (A, o) une autre coalgébre terminale de 7. Il faut vérifier qu’il existe une
unique stratégie gagnante ot : B = vX.7 telle que le diagramme suivant commute.

ot

Twx.T) X 1B
iTT To‘
vX.T ; B

Comme pour le cas précédent, on donne d’abord une définition directe de o(@) :

A~ g
O_(n+1) _ O'(n);Tn(O')

o = Uolilr.
ieN

Puis, si on étend I'isomorphisme de parties ¢ : Ly 7 — L7 & B = pX.T par I'identité sur
les coups dans B, on définit :

ot = 7o)

Pour les mémes raisons que dans le cas des algébres initiales, on obtient bien une stratégie
innocente et totale. Détaillons la preuve qu’elle est gagnante. Comme pour le cas précédent,
on surchargera la notation ¢ et ¢ désignera également la stratégie sur pX. T = T“ donnée par
I'isomorphisme de partie ¢. Soit s éventuellement infinie dans of, telle que sip est gagnante
sur B. Considérons alors s’ = sy, x 7. Soit elle a une profondeur infinie et s est immédiatement
gagnante, soit elle a une profondeur finie. Dans ce cas, avec n sa profondeur, on a ¢(s) € o),
or 0(™ est une composition de stratégies gagnantes donc est gagnante, donc ¢(s) est une partie
gagnante sur B = 7"(1), donc c’est également le cas de s sur B = vX.7 par définition du
gain sur vX.7T.

La preuve que of est bien la seule stratégie gagnante statisfaisant cette contrainte est
exactement duale de celle pour le cas de l'algébre initiale, elle ne sera donc pas répétée. [

8.2.4 Une catégorie u-fermée

La structure introduite jusqu’a maintenant permet de donner dans Par des invariants
minimaux aux foncteurs ouverts, ainsi que des algeébres initiales / coalgébres finales dans
Gain aux foncteurs ouverts & gain. Cette structure permet d’interpréter, par exemple, les
types inductifs ou coinductifs non entrelacés, ¢’est-a-dire tels qu’il n’y a qu’une seule variable
libre & la fois lors de la construction des formules correspondantes. Dans cette sous-section,
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on va apporter la derniére pierre & la structure p-fermée de Gain en montrant comment on
peut donner une structure de foncteurs ouverts & gain aux algébres initiales paramétrés et
coalgébres terminales paramétrées, permettant ainsi d’interpréter n’importe quelle formule de
pLJ, méme entrelacée.

Proposition 8.2.12. Soit 7 : Gain x © — Gain un foncteur ouvert ¢ gain, ot © est un
produit de copies de Gain et Gain®. Alors l'algébre initiale paramétrée :

T . — Gain
est un foncteur ouvert & gain.

Démonstration. Rappellons que TH est défini comme 1'unique foncteur dans ® — Gain tel
que pour tout D objet de ® on ait 7H(D) = pX.7(X, D), et tel que xp : 7(7*(D),D) —
TH(D) soit naturel en D. Plus précisément, si f : D; — Do, TH(f) est défini comme
I'unique morphisme de 7 (—, D;)-algébre de l'algébre initiale (7#(D1), xp,) vers l'algébre
(TH(Dq), T (T*(D2), f); XD, )- Dans la syntaxe utilisée dans la preuve d’initialité de (uX.7, x7),
cela signifie :
']'M(f) = (T(TM(D2)7 f)7 XDz)]L

Tout d’abord, il faut montrer que l'action de 7H(f) sur les stratégies est donnée par un
foncteur ouvert, dont I'aréne ouverte génératrice sera pX.T. Montrons d’abord que toute P-
vue est P-fonctorielle, afin de pouvoir procéder aux restrictions verticales. Soit donc s une
P-vue de TH(f), donc de (T(TH*(Ds), f); xp,)', soit (T(TH*(Ds), f); xp,)“) & isomorphisme
de parties prés (on va garder silencieux 'usage de cet isomorphisme pour clarifier la preuve).
Donc, il existe n € N tel que s est une P-vue de (7 (7#(D2), f); xp,)"™. Montrons donc que
s est P-fonctorielle par induction sur n. Sin = 0, on a s € T(T"(D2), f); XD,, donc est
bien P-fonctorielle pour chaque composante de ® puisqu’obtenu par 'action d’'un foncteur
ouvert, donc une stratégie fonctorielle. Sinon, si « = 7 (7#(Dz2), f); XD,, 00 & § € ot =
T"(a, D1); o™ donc est une P-vue d'une composition de stratégies fonctorielles en toutes les
composantes de ©, donc P-fonctorielle. Par le méme raisonnement, on montre que s restreint
a sa composante fonctorielle est dans id,, x.7, et que sa restriction aux différentes composantes
argument de D1 = Dy sont dans les différentes composantes de f. C’est trivial si s € « puisque
a est donnée par composition verticale. Si s € 7"(«, D1); o™ alors c’est une conséquence de
I’hypothése d’induction et de la loi d’échange pour la composition verticale.

Finalement, montrons que les forces du foncteur ouvert uX.T sont gagnantes. Pour cela,
décomposons © = € x D', ou € = Gain ou € = Gain, et soit D un objet de @', il faut
montrer que les stratégies suivantes sont gagnantes, en fonction de la variance de €.

oL TP T (uX.T)(A, D) — (uX.T)(T x A, D)
pUETIED) P (WX T)(T x A, D) — (uX.T)(A, D)

Soit s € G(F’fi'T)(_’D), supposons que s est gagnante sur I' x ((uX.7)(A, D). Cela signifie que
sr est gagnante, ainsi que s((,x.7)(A,D)- Cette deuxieme hypothese, étant donné la définition
du gain sur uX.7)(A, D), implique que s est de profondeur n. Mais dans ce cas on constate
immeédiatement que s € 7" (L=D) (4 isomorphisme de parties prés), et est donc gagnante
puisque 7"(1,—, D) est un foncteur ouvert a gain. De méme, soit s € p%‘ff’T)(_’D). La preuve
est similaire. Puisqu’on suppose s gagnante a gauche, celle-ci doit étre & profondeur finie n,

et est donc une partie de la force d’un foncteur ouvert & gain, donc gagnante. O
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Proposition 8.2.13. Soit 7 : Gain x © — Gain un foncteur ouvert & gain, ots D est un
produit de copies de Gain et Gain®. Alors la coalgébre terminale paramétrée :

7" : 9D — Gain
est un foncteur ouvert & gain.
Démonstration. La preuve est fortement similaire. En effet, dans notre syntaxe, cette coalgébre
terminale paramétrée est définie par, si f: D1 — Dy :

T(f) = (xpy; T(T"(Dv), 1))}

En passant sous silence l'usage de l'isomorphisme de parties, toutes les parties de 77(f) sont
donc des parties de (XE;T(T'/(Dl), )« donc (pour n € N) de (Xfﬁ;T(T"(Dl),f))(”). On
montre donc par récurrence sur n que si s est une telle P-vue, s est bien P-fonctorielle en
toutes les composantes de ©. On en déduit également que c’est bien une partie de (pX.T)(f).

Il faut également montrer que si on décompose ® = € x D', ou € est Gain ou Gain®, et
si D est un objet de D', que les forces (selon la variance de € :

oUEDED) L T (WXT)(A D) — (VXTI x A, D)
p(ry,jj)(_p) : I'x (WX T)IT x A, D)— (vX.T)(A,D)
sont gagnantes. Mais si on prend s éventuellement infinie dans nglji(‘T)(_’D )7 alors soit s est

gagnante & droite et il n’y a rien & montrer, soit elle est perdante a droite. Mais dans ce cas,
par la définition du gain sur ((¢X.7)(I' x A, D), c’est qu’elle a nécessairement une profondeur
finie n. Dans ce cas, c’est & isomorphisme de parties prés une partie de 7" (D) auquel cas
elle est bien gagnante puisque 7 est un foncteur ouvert a gain. La preuve est identique pour
p- O

Puisqu’on sait maintenant que les algébres initiales paramétrées et les coalgebres terminales
paramétrées sont bien des foncteurs ouverts a gain, on peut énoncer le théoréme principal de
cette partie :

Théoréme 8.2.14. Gain est p-fermée pour les types stricts et pseudo-polynomiauz, et donc
un modéle du fragment strict et pseudo-polynomial de pLJ.

Démonstration. Trivial, par les développements précédents et par le Théoréme 6.4.2. O

En particulier, on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 8.2.15. Le fragment strict et pseudo-polynomial de uLJ est cohérent, c’est-a-dire
qu’il n’y a pas de preuve de 0.

Démonstration. La formule 0 est interprétée par le jeu & gain 0 dont ’aréne sous-jacente n’a
qu'un seul coup o, de polarité Opposant. Joueur n’a pas de réponse possible & ce coup, par
conséquent il ne peut y avoir de stratégie totale dans le jeu 0. Or on a montré que toute preuve
de uLJ de la formule 0 s’interpréterait dans une stratégie totale (et méme gagnante) sur le
jeu 0, donc il n’y a pas de telle preuve. O

Evidemment, le Théoréme 8.2.14 est plus important que son corollaire : d’abord parce
qu’on connait les limites que le second théoréme d’incomplétude de Godel pose & de tels
énoncés, mais aussi parce que pLJ se veut une logique congue pour interpréter le calcul : en
ce sens, un théoréme de normalisation ou d’élimination des coupures serait plus intéressant
qu'un théoréme de cohérence. C’est ce point qui va étre discuté dans cette derniére section.
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8.3 Sur la complétude

La sémantique de jeux s’est distinguée depuis deux decennies par sa propension & four-
nir des modéles pleinement complets | | (o1t chaque morphisme est I'interprétation d’une
preuve) voire pleinement abstraits (chaque morphisme est U'interprétation d’une unique preuve
a équivalence observationnelle prés). Il est donc naturel, aprés la construction de ce modeéle,
de s’interroger sur sa complétude : a-t-on trouvé une facon alternative mais équivalente de
voir les preuves de uLJ, ou bien a-t-on récupéré au passage des «preuves» supplémentaires?
Malheureusement, la deuxiéme réponse est la bonne : si I' H A est un séquent, il y a poten-
tiellement beaucoup plus de stratégies gagnantes et totales dans [I'] — [A] que de preuves de
I' = A. En effet, les stratégies totales gagnantes peuvent étre des objets infinis sans contrainte
de récursiviteé :

— Certaines stratégies totales gagnantes peuvent calculer des fonctions non récursives, par
exemple la stratégie x : nat = bool qui décide le probléme de I'arrét pour la n-iéme
machine de Turing (ot n est U'entier donné en argument) est une stratégie gagnante
acceptée dans le modéle.

— Certaines stratégies peuvent calculer des fonctions récursives, mais étre non récursives
en tant qu’ensemble de parties.

Pourtant, rien n’empéche dans Gain d’appliquer le processus usuel de reconstruction de termes
a partir de stratégies innocentes (Section 2.3.2). Pour chaque stratégie o, on récupérera ainsi
une «preuvey m antécédente de o pour la fonction d’interprétation, mais on ne pourra pas
agsurer la finitude de 7. Une conséquence intéressante en sera qu’on peut éliminer les coupures
dans toute preuve de pLJ, au prix d’'un développement infini.

Preuves infinies. Les formules de la logique pLJ“ sont les mémes que celles de ulLJ, et les
«preuvesy sont les arbres éventuellement infinis construits a partir du groupe identité (sans la
coupure), du groupe logique, et des régles yu, et v;. Les besoins de cette sous-section demandent
également 'ajotit de la régle suivante :

I'+TwWX.T(X))
TFuvXT(X)

covy

Elle est définissable dans pLJ comme garanti par la Proposition 1.3.1, mais cette défini-
tion utilise une coupure, alors qu’elle s’interpréte comme p,., ¢’est-a-dire comme identité (a
isomorphisme de parties prés) dans la sémantique de jeux.

Proposition 8.3.1. Si m est une «preuves infinie d'un séquent I' = A, alors [r] est une
stratégie innocente, totale et bien parenthésée sur [I'] = [A].

Démonstration. On peut voir m comme une borne supérieure d’une suite croissante de preuves
partielles préfixes de 7. Notons cette séquence 7y, o, . ... Pour chaque m;, [m;] est une stratégie
innocente et bien parenthésée telle que [m;] C [mi+1]. Cette suite [m;] est non stagnante, c’est-
a-dire qu’elle croit strictement infiniment souvent. En effet, les régles de puLJ (& part bien
str la coupure) qui ne font pas croitre strictement l'interprétation sont x; et =, qu’on ne
peut pas rencontrer infiniment souvent puisqu’elles décomposent des connecteurs et que les
séquents sont finis. Ainsi cette séquence [7;] admet une borne supérieure [7], qui est infinie
si  était infinie et qui coincide avec 'interprétation habituelle sinon. O
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Remarque. Bien str, cette procédure ne définit pas nécessairement des stratégies gagnantes,
il suffit pour s’en rendre compte de considérer l'interprétation de la «preuvey infinie définie
par ’équation récursive suivante :

T
Fnat —
= I—1+nat+r
F nat Hr

Il s’agit de ’«entiery infini, qui est toujours le successeur de lui-méme. D’aprés la pro-
position précédente, [7] donne une stratégie innocente, bien parenthésée et totale sur l'aréne
[nat], mais qui ne peut clairement pas étre gagnante.

Définissabilité. Soit maintenant I' - A un séquent, et o : [I'] — [A] une stratégie gagnante.
Il est immédiat d’adapter la procédure de définissabilité aux formules de uLJ : & chaque
fois qu’on doit définir un terme de type uX.T ou vX.T, on applique la régle p, ou co — v,
et on applique la définissabilité sur T'(uX.T) ou T(vX.T), dont le connecteur principal est
maintenant un connecteur logique. La validité de cette procédure revient a celle de la procédure
de définissabilité habituelle. Bien stir, elle ne termine pas mais converge vers une «preuves
infinie ¢® dans pLJ% du séquent I' - A. Notons que cette «preuve» a d’un point de vue logique
autant de valeur qu’'une preuve usuelle de puLJ, puisque par construction son interprétation
dans Gain donne une stratégie gagnante.

Conséquences. Enoncons les deux résultats suivants, conséquences de cette procédure de
définissabilité. Le premier énonce une sorte d’élimination des coupures de pLJ, au prix du
passage dans la syntaxe infininie. Notons que cette élimination des coupures ne se fera que vis
a vis de ’équivalence générée par le modéle :

T ~par & [7] = [7']

Et non pas vis-& vis de I’équivalence générée par la réduction sur les preuves, qui bien siir ne
pourrait en aucun cas mettre en relation une preuve finie avec une preuve infinie.

Théoréme 8.3.2. Soit m d’un séquent I' = A de pLJ, alors il existe une «preuvey w éven-
tuellement infinie, du méme séquent I' = A dans uLJ%, telle que ™ ~pay 7.

Démonstration. On définit n’ = [r]°. O

Bien stir, si les formules du séquent ne contiennent pas de points fixes, il est possible
d’éliminer complétement les coupures tout en restant dans puLJ :

Proposition 8.3.3. Soit m une prewve dans pLJ d’un séquent T'F A, tel que ni A ni une
formule de T' ne contiennent d’occurrences de p ou v (méme s’il y en a des occurrences dans
7, elles n'apparaissent pas dans le séquent final). Alors il existe une prewve ' de pLJ sans
coupures telle que ™ ~par 7.

Démonstration. Par induction, il est immeédiat que [I'] = [A] est un jeu a gain d’aréne bien
fondée, et respectant le principe de justice (puisque les unités le respectent). Par la Propo-
sition 8.1.15, les stratégies gagnantes sont donc noethériennes. Or par induction immédiate
sur I' et A on vérifie que I'aréne ambiante est finie, donc par le Théoréme 4.3.6 les stratégies
gagnantes sont finies, donc la procédure de définissabilité termine sur une preuve «’ de uL.J.
Par construction de 7/, on a bien 7’ ~pa, 7. dJ
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Notons que la proposition précédente s’étend directement aux séquents I' = A tels que p
n’apparait pas positivement dans I' et que v n’apparait pas positivement dans A. En effet,
le gain permet alors de convertir les occurrences présentes de p et v en des dépliages finis de
foncteurs, ainsi on se retrouve dans le cas précédent. Notons également que ¢’est un véritable
résultat de normalisation par évaluation effectif des preuves de pLJ sans point fixe dans le
type externe. Par ailleurs, les intuitions de la Partie I laissent croire qu’il correspond au calcul
de la forme normale obtenue pour une certaine notion de réduction linéaire de téte.

Fidélité. Lorsqu’on a un modéle de jeux, il est naturel de se poser la question de sa fidélité,
c’est-a-dire de savoir si le foncteur d’interprétation est fidele. Pour ce systéme, ce n’est mal-
heureusement pas le cas. La syntaxe de pLJ étant peu intuitive, donnons le contre-exemple
dans un langage de programmation a la Caml. Considérons les deux termes suivants :

let rec iter f n b =
if n = 0 then b
else iter £ (n-1) (f b)

let rec iter’ £ n b =
if n = 0 then b
else not (iter’ f (n-1) (f (not b)))

Il est immeédiat de voir (par induction sur n) que sur toutes entrées £, n et b, not (iter
f n (not b)) et iter’ £ n b renvoient le méme résultat. En fait, ces deux fonctions (vues
comme des termes de puLJ) ont le méme dépliage infini dans uLJ* : le dépliage de inter’
fait apparaitre des séquences not (not (-)) qui se simplifient immeédiatement, not étant
son propre inverse. Or ce dépliage infini caractérise la stratégie correspondante, donc ces
deux termes ont la méme interprétation dans Gain. Cependant, ils ne sont certainement pas
réductibles 'un & ’autre : tout ce qui est dans un let rec serait en pLJ derriére une régle yy,
et toutes les réductions préservent les blocs p;. Un probléme interessant serait alors de savoir
s’il existe une réduction sur uLJ dont la théorie coincide avec ’égalité dans le modele de jeux,
malheureusement il nous faudra remettre cela a plus tard.



Conclusions et perspectives

Pour conclure, mentionnons pour chacune des parties de cette thése les questions ouvertes
et axes de recherches soulevés.

Premiére partie

Masquage et [-réduction. La notion d’agent introduite en Section 4.2.2 donne sur les
structures de pointeurs une notion adéquate de stratégie non [B-normale. Bien sir, il s’agit
d’une situation extrémement restreinte ot on n’a que trés peu d’information sur le compor-
tement des stratégies. Cependant, il semble que la définition d’agent puisse se généraliser
naturellement & un cadre plus habituel, ol les stratégies sont innocentes et données par un
ensemble de P-vues. Ainsi qu’on ’a mentionné & la fin de la Section 4.2.3, il semblerait que
la réduction des coups orphelins utilisée pour la troisiéme preuve du théoréme de finitude ait
alors, sur ces agents généralisés, un effet ressemblant & une forme restreinte de S-réduction.
C’est intéressant car il semble par ailleurs que le mécanisme de masquage usuel en sémantique
de jeux puisse se décomposer en étapes élémentaires de cette opération d’élimination des coups
orphelins. On a donc un espoir de décomposer la composition des stratégies innocentes en une
étape de composition paralléle et une séquence d’élimination des coups orphelins & voir comme
une séquence de G-réductions.

Longueur de la réduction linéaire de téte. A la connaissance de I'auteur, le probléme
de la longueur des chaines de réduction linéaire de téte (pour des termes simplement typés) n’a
jamais été traité de maniére satisfaisante. C’est pourtant une question intéressante, de par les
relations entre la réduction linéaire de téte et ’exécution des machines abstraites. On a présenté
en Section 4.2.2 une réduction élémentaires sur les arbres d’entiers en relation trés forte avec les
structures de pointeurs, donc également avec les chaines de réduction linéaire de téte de termes
du A-calcul simplement typé. Cette approche purement combinatoire, débarassée de tous les
aspects liés a la syntaxe et au typage, s’annonce prometteuse pour attaquer ce probléme.

Modélisation des types dépendants. Initialement, les théorémes de finitude développées
dans la premiére partie avaient pour objectif d’assurer la construction d’une catégorie de
stratégies totale sur laquelle baser un modéle des types dépendants. Ces travaux sont en
bonne voie, méme s’ils n’ont pas pu étre présentés ici faute de temps.
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Deuxiéme partie

Conjecture de renforcement. Comme on ’a vu au Chapitre 6, la représentation des régles
étendues (1.e. avec contexte pour les foncteurs et les points fixes) de uL.J impose la construction
d’une structure de forces complexe, assurant aussi bien le relévement des foncteurs syntaxiques
que l'uniformité de ce relévement. On aimerait pouvoir se passer de cette structure et le
meilleur moyen pour cela serait de montrer la Conjecture 6.2.10. On peut imaginer plusieurs
pistes, mais la complexité des égalités & montrer et la répétitivité des preuves requises laissent
supposer qu’elles pourraient étre en partie automatisées, par exemple dans un assistant de
preuves comme COQ.

Foncteurs ouverts et polymorphisme. On a introduit au Chapitre 7 la classe des fonc-
teurs ouverts, afin de modéliser les types & variables libres. Cette classe de foncteurs est riche
en propriétés. D’une part, les foncteurs ouverts viennent avec des notions correspondantes de
transformations naturelles ouvertes et de transformations dinaturelles ouvertes, ainsi qu’avec
des lois d’échange les reliant aux foncteurs ouverts. D’autre part, on a montré (Théoréme
7.3.18) que toutes les transformations naturelles entre foncteurs ouverts étaient en fait des
transformations naturelles ouvertes. Ce résultat puissant permettrait par exemple de montrer
un résultat de définissabilité sur les transformations naturelles entre arénes ouvertes finies.
Tout ceci semble tracer les contours d’une modélisation trés élégante du systéme F & la Curry,
qui semble différente des approches précédentes de Abramsky, Hughes et De Lataillade dont
la cible principale était la variante & la Church. Pour cela, il faudra cependant commencer
par étendre la définition des foncteurs ouverts a une classe plus large de foncteurs ouverts et
redémontrer le Théoréme 7.3.18 pour les transformations dinaturelles ouvertes.

Liens avec les jeux sur les graphes. On se trouve ici dans une situation ou, modulo les
difficultés sémantique pour donner sens a la notion de foncteur ouvert, les conditions de gain
utilisées dans les jeux de parité s’importent tout naturellement dans le cadre de la sémantique
de jeux. On peut se demander dans quelle mesure cette situtation est générale, par exemple
dans quelle mesure des conditions de gains quelconques sur les parties infinies dans un graphe
générent librement des conditions de gain sur les parties & pointeurs. On peut ensuite se
demander dans quelle mesure de tels ponts pourraient permettre l'import de résultats dans
les jeux utilisés en vérification jusqu’en sémantique de jeux et réciproquement.

Complétude. On pourrait finalement chercher a rapprocher encore le modele de jeux de la
syntaxe. Cela peut se faire de plusieurs facons. D’abord, il serait intéressant de rechercher une
caractérisation sémantique des stratégies gagnantes et totales obtenues par l'interprétation de
preuves de pLJ : elles sont au moins récursives, mais il nous faut trouver d’autres conditions.
Par ailleurs, on a vu que l’égalité dans le modéle de jeux ne coincide pas avec la relation
de convertibilité dans la syntaxe. De notre point de vue, le défaut ici n’est pas dans notre
sémantique, mais plutot dans la syntaxe. Ainsi on aimerait donner un algorithme décidant
en temps fini, si 7 et 7’ sont deux preuves de pL.J, si leurs interprétations sont égales. Si
on y parvient, on aimerait de plus savoir si cette équivalence est internalisable par 'ajout de
réductions supplémentaires dans la syntaxe, par exemple sous la forme de commutations.
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Isomorphismes. Dans | |, Laurent a utilisé la sémantique de jeux (notamment les
résultats présentés en Section 2.4.2) pour retrouver les équations engendrant les isomorphismes
de types en logique classique d’abord découverts par Di Cosmo | |. Cette approche a été
ensuite étendue au second ordre par De Lataillade | |. A la connaissance de I’auteur, le
probléme des isomorphismes de types n’a pas été traité pour les types inductifs et coinductifs.
Il est donc naturel d’espérer appliquer les outils développés ici & leur étude. Une question
attenante est celle des différentes hiérarchies de types de pLJ, comme étudiées par exemple
par Belkhir et Santocanale | | pour ce qu’on a appelé ici le u-calcul propositionnel. De fagon
élémentaire, le probléme est de savoir si toute formule de pLJ peut étre définie & isomorphisme
prés par une formule ot le nombres d’alternances entre p et v (hiérarchie d’alternance) ou le
nombre de variables liées par p ou v (hiérarchie de variables) est borné. L’extréme précision
de la caractérisation des isomorphismes en sémantique de jeux donnée par le théoréme de
Laurent laisse croire que la présence de 'implication ne change rien aux résultats connus pour
le p-calcul propositionnel, mais on laisse cela pour des travaux ultérieurs.

Gain sur les P-vues. Si s est une partie infinie & profondeur finie, on a montré dans la Partie
I qu’elle admettait necessairement une fourche consciente infinie. Autrement dit, on peut en
extraire une P-vue ou une O-vue perdante pour le principe de justice. Il est naturel d’examiner
des généralisations de ce résulat aux parties & profondeur infinie : si s est une partie infinie
perdante pour un jeu a gain A, peut-on extraire de s une P-vue infinie perdante 7 Autrement
dit, suffit-il d’examiner les P-vues d’une stratégie o : A afin de déterminer si elle est gagnante 7
Outre le caractére fort naturel de cette question, elle s’avére cruciale pour généraliser le présent
modele de jeux a un calcul des séquents tel que ID1 | |, ou les preuves infinies sont
autorisées mais controlées par l'intermédiaire d’une notion de gain sur les branches infinies,
fort similaire & la notre.
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Résumé
LOGIQUE ET INTERACTION : UNE ETUDE SEMANTIQUE DE LA TOTALITE

Cette thése s’articule autour de l'utilisation de stratégies totales pour la représentation des
preuves. La premiére partie porte sur le cadre finitaire. L’analyse commence dans un univers
syntaxique : on définit un A-calcul unaire fortement normalisant, pour lequel on rappelle la
machine & pointeurs (PAM). On réduit le probléme de préservation de la totalité par com-
position & un probléme de finitude sur des objets appelés structures de pointeurs. On donne
trois preuves différentes de ce résultat de finitude. La premiére se raméne via la PAM a la
normalisation du A-calcul unaire, la seconde passe par 'extraction d’une réduction simple
sur les arbres d’entiers et la troisiéme s’inspire d’un argument combinatoire de Coquand. La
seconde partie traite d’un calcul de séquents uLJ équipé de définitions inductives et coinduc-
tives, dans lequel on donne une simulation du systéme 7. On définit les catégories p-fermeées,
formant une classe de modeles de pLJ. Dans le cadre des jeux on définit les arénes ouvertes,
munies de variables de type libres. A chacune de ces arénes ouvertes est associé un foncteur
ouvert sur la catégorie des stratégies innocentes. On décrit ensuite sur les arénes ouvertes une
construction de boucle dont on montre qu’elle rejoint le modéle de McCusker des types récur-
sifs. Les boucles sont alors enrichies par des conditions de gain inspirées des jeux de parité, ce
qui équipe les foncteurs ouverts d’algébres initiales et coalgébres terminales et construit une
catégorie p-fermée. On propose finalement une extension de pLJ a une syntaxe infinie, pour
laquelle le modéle est pleinement complet.

Mots clés :  Sémantique de Jeux — A-calcul — Théorie de la preuve — Induction — Coinduction

Abstract

LoGic AND INTERACTION : A SEMANTIC STUDY OF TOTALITY

This thesis deals with the problem of using total strategies for the interpretation of proofs.
The first part is about finitary logic. The analysis begins within a syntactical framework : we
define a unary strong normalizing A-calculus, for which we recall the pointer abstract machine
(PAM). We reduce the problem of preservation of totality by composition to a finiteness
theorem on objects we call pointer structures. We give three different proofs of this result.
The first uses a reduction to the normalization of the unary A-calculus via the PAM, the second
extracts from the problem a simple reduction on trees of integers, whereas the third uses a
combinatorial argument of Coquand. The second part is a study of a sequent calculus pLJ
with inductive and coinductive definitions, in which we give a simulation of Godel’s system
T. We define the notion of u-closed categories, which are models of puLJ. In the framework
of games we define open arenas (arenas with free type variables). To each of these arenas we
associate an open functor on the category of arenas and innocent strategies. We then describe
on open arenas a loop construction, which we relate to McCusker’s model of recursive types.
Loops are enriched with winning conditions imported from parity games, which provide initial
algebras and terminal coalgebras to open functors and builds a p-closed category of games
and total innocent strategies. Finally, we give an extension of pLJ to an infinite syntax, for
which our model is fully complete.

Keywords : Game semantics — A-calculus — Proof theory — Induction — Coinduction
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