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Résumé

Cette these s’inscrit dans le domaine de 1’ optimisation combinatoire. Elle utilise 1’approche
polyedrale pour résoudre des problémes combinatoires qui se posent dans le contexte des ré-
seaux de télécommunications.

Nous introduisons et étudions le probleme de synthese de réseaux a composantes connexes
unicycliques.

Apres avoir rappelé que le probleme est facile a résoudre en absence d’autres contraintes,
nous étudions de nouvelles variantes en intégrant de nouvelles contraintes techniques.

Nous commencons par une contrainte portant sur la taille des cycles. Nous souhaitons in-
terdire tous les cycles contenant au plus p sommets. Le probleme est alors NP-Difficile. Des
inégalités valides sont alors proposées pour ce probleme. On montre sous des conditions bien
précises que ces inégalités peuvent étre des facettes. Plusieurs algorithmes polynomiaux ont
été proposés pour la séparation des inégalités valides. Ces algorithme sont mis en oeuvre et des
résultats numériques sont donnés.

Nous nous focalisons par la suite sur un nouveau probleme dit de Steiner consistant a par-
titionner un réseau en composantes unicycliques tout en imposant que certains sommets soient
sur les cycles. On montre alors que ce probleme est facile au sens de la complexité algorith-
mique en proposant un algorithme polynomial et une formulation étendue du probleme. On
présente également une description partielle de I’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence
de ces réseaux. La séparation des inégalités est également étudiée. Nous proposons notamment
une généralisation de 1’algorithme de Padberg-Rao pour séparer les inégalités Blossom.

D’autres contraintes techniques sont prises en compte : contraintes de degrés, contrainte sur
le nombre de composantes connexes, appartenance de certains sommets a une méme compo-
sante connexe et enfin la séparation de certains sommets qui doivent étre sur des composantes
différentes.

Enfin, nous faisons une étude spectrale de deux classes spécifiques de graphes unicycliques.

Mots clés : Optimisation Combinatoire, Polyedres, Algorithme a Plans Coupants, Graphes
Unicycliques, Matroides, Spectre.






Abstract

In this thesis, we use the polyhedral approach to solve combinatorial problems in telecom-
munications context.

First, we introduce the problem of network design with unicyclic connected components.

We recall that without other constraints, our problem is easy to solve, and we propose a
study with new technical constraints.

We start our study by adding constraints on the size of cycles. We aim to obtain unicy-
clic components such that the size of each cycle is not lower than a certain p. This problem
is NP-Hard. We describe some valid inequalities for the design of unicyclic graphs with girth
constraints. The faces induced by these valid inequalities are also studied. Some of them can
be separated in polynomial time. A cutting plane algorithm based on these inequalities is im-
plemented to solve the problem.

Furthermore, we focus on a Steiner type problem, which consists in partitioning the graph
to unicyclic components, such that some given vertices belong to a cycle. We prove then that
our problem is easy to solve, and we propose an exact extended formulation and a partial des-
cription of the convex hull of the incidence vectors of our Steiner network problem. Polynomial
time separation algorithms are described. One of them is a generalization of the Padberg&Rao
algorithm to separate blossom inequalities.

Other technical constraints are proposed such as degree constraints, a bound of the number
of unicyclic components, constraints related to whether some given pairs of vertices belong to
the same component or to different components. Finally, we study the spectra of two specified
classes of unicyclic graphs.

Keywords : Combinatorial Optimization, Polyhedral Study, Cutting Plane Algorithm, Uni-
cyclic Graphs, Matroids, Spectra.
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Introduction Générale

Cette these s’inscrit dans le domaine de 1’optimisation combinatoire. Elle a pour object
d’étudier la synthese de réseaux a composantes connexes unicycliques. Elle a été financée par
un contrat de recherche avec les laboratoires d’Orange.

L’ optimisation combinatoire est la science qui consiste a trouver un élément optimal au
sens d’un cofit donné parmi un ensemble fini d’éléments. L’ approche polyedrale est I’une des
techniques permettant de résoudre des problemes d’optimisation combinatoire. Elle est par-
ticulierement utile pour résoudre des problemes NP-difficiles. Chaque solution réalisable est
généralement représentée par un vecteur. L’idée fondamentale des méthodes polyedrales est
d’approcher au mieux I’enveloppe convexe de ces vecteurs et d’optimiser sur cette enveloppe
approchée en utilisant la programmation linéaire.

Les travaux de cette these portent globalement sur des problemes qui se posent dans le
cadre des réseaux de télécommunications. En effet, il s’agit de construire un réseau dont toutes
les composantes connexes sont unicycliques. On rappelle qu’un graphe est dit unicyclique si et
seulement si il est connexe et contient un seul cycle. La structure du cycle permet d’assurer une
certaine slreté de fonctionnement.

Nous détaillons dans la suite I’ensemble des travaux présentés dans le manuscrit.

Nous introduisons dans le premier chapitre les concepts de base et nous exposons les outils
mathématiques que nous utiliserons dans la suite. Nous présentons également deux algorithmes
pour résoudre le probleme de synthese de réseaux a composantes connexes unicycliques. En
effet, si on ne considere que la contrainte d’unicyclicité, le probleme est facile a résoudre.

Dans le chapitre 2, on introduit une contrainte supplémentaire portant sur la taille des
cycles : tous les cycles doivent étre de taille supérieure ou égale a p + 1. Nous faisons une
étude polyedrale du probleme d’optimisation sous-jacent. Un algorithme a plans coupants suivi
d’un Branch&Cut est proposé. On termine par donner des résultats numériques en considérant
plusieurs classes de graphes et des instances de tailles différentes.

Le chapitre 3 se consacre a 1’étude du probléeme de partitionnement d’un réseau en com-
posantes unicycliques en imposant que certains sommets appartiennent a 1’un des cycles. Ce
probleme est en effet une généralisation du probleme de 2-couplage. Ce probleme s’est avéré
facile a résoudre, et une formulation étendue sera alors proposée. Par la suite et dans le but
de caractériser I’enveloppe convexe de ce probleme, une étude polyedrale est alors proposée
en mettant en oeuvre de nouvelles inégalités valides caractérisant partiellement I’enveloppe



convexe. Des algorithmes polynomiaux ont été proposés pour la séparation de ces inégalités
valides.

L’objet du chapitre 4 est d’intégrer de nouvelles contraintes techniques qui répondent a
différents besoins. Quatres contraintes ont été proposées. La premiere concerne les degrés des
sommets. Le deuxieme type de contraintes consiste a considérer une borne supérieure sur le
nombre de composantes unicycliques a obtenir en fin du partitionnement. Nous intégrons éga-
lement des contraintes qui consistent a séparer un ou plusieurs couples de sommets sur diffé-
rentes composantes unicycliques. Enfin, on peut exiger dans certains cas que certains sommets
appartiennent a une méme composante connexe.

Le chapitre 5 fait ’objet d’une étude de deux classes spécifiques de graphes unicycliques,
pour lesquels on donne des résultats sur les valeurs propres extrémes des matrices d’adjacence
et du Laplacien de ces graphes. Outre I’intérét théorique de ces résultats, ils peuvent étre utiles
dans le contexte de synthese de réseaux appartenant a ces classes de graphes.



Chapitre

Notions préliminaires

1.1 Optimisation des réseaux

Nous traitons dans cette these plusieurs problemes d’optimisation combinatoire qui se
posent dans le cadre de I’optimisation des réseaux. Il convient donc de décrire bricvement
I’ optimisation des réseaux.

En réalité la tache est ardue pour plusieurs raisons. En effet, d’une part les réseaux sont
multiples (plusieurs technologies, plusieurs architectures). D’ autre part, les problemes sont dif-
férents. Enfin, les outils mathématiques qui sont utilisés sont également tres divers.

Pour ne pas nous perdre dans les détails, nous allons nous contenter de présenter tres brie-
vement les types de problemes qu’on cherche généralement a résoudre pour optimiser des ré-
seaux.

Un réseau a une structure. Le probleme de base consiste a définir la structure ou la topo-
logie du réseau. Ceci revient a imposer des contraintes de connexité, voire de k-connexité. On
peut également considérer des contraintes de diametre pour imposer que les communications
se fassent en un temps limité (voir [1], [S], [34], [35], [55], [77]). D’autres problemes de to-
pologie consistent a localiser des équipements d’un type particulier (concentrateurs, noeuds
d’acces, etc) [81], [126]. Construire un réseau sous la forme d’un ensemble de réseaux d’acces
connectés par une dorsale est un autre exemple de probleme de topologie : comment faire ce
découpage d’une maniere optimale ?. Construire donc la topologie d’un réseau donne lieu a un
ensemble de problemes combinatoires tres divers et souvent difficiles a résoudre. Tout devient
plus complexe si on integre un aspect dynamique de configuration des réseaux : des noeuds
qui se déplacent ou qui changent de comportement induisant un changement de la topologie.
Ré-optimiser la topologie en respectant un certain nombre de contraintes techniques est un
challenge d’actualité.

Une fois la topologie fixée, il faut relayer du trafic dans le réseau. En d’autres termes,
il faut résoudre des problemes de routage. Ceci se ramene souvent a des problemes de flot
dans un graphe. Plusieurs types de contraintes peuvent étre prises en compte : routage de
chaque demande sur un seul chemin [7], routage sur plus court chemin [8], [41], routage avec
contraintes de délai [6], routage avec contrainte d’équité [105]. On peut également considérer
des contraintes de sécurisation se traduisant par 1’obligation de rerouter le trafic en cas de panne
de certaines composantes du réseau [10], [91], [99]. Tous ces problemes de routage peuvent



aussi €tre étudiés dans un contexte incertain, c’est a dire lorsque la matrice de trafic qu’on
cherche a écouler dans le réseau n’est pas définie d’une maniere précise. On peut par exemple
supposer que la matrice de trafic varie dans un polytope et chercher un routage compatible avec
toutes ces matrices [9], [107], [114].

Pour router du trafic sur une topologie déterminée, il faut installer des capacités de transmis-
sion. Ces capacités sont souvent choisies parmi un ensemble discret. L’ optimisation du cofit des
capacités installées se ramene souvent a un probleme de programmation linéaire en nombres
entiers. Ces problemes sont généralement appelés problemes de dimensionnement. Ils sont en
réalité souvent résolus en méme temps que les problemes de routage.

Un autre type de problemes d’optimisation qui se posent dans le contexte des réseaux est
le probleme de tarification. En effet, un réseau offre des services qui doivent étre facturés aux
clients. Trouver le bon mode de tarification qui garantit par exemple une certaine équité ou un
certain niveau de bénéfice a I’opérateur, se ramene a des problemes d’optimisation et de théorie
des jeux [16].

Les types de problemes qu’on vient d’exposer peuvent étre étudiés séparément ou d’une ma-
niere combinée. L'utilisation d’une technologie donnée (Internet, ATM, GSM, UMTS, SDH,
etc.) induit des contraintes techniques particulieres et donc des problemes d’optimisation par-
ticuliers.

Les problemes d’optimisation de réseaux que nous avons étudiés dans cette these sont des
problemes du type topologie.

1.2 Approche polyedrale

Dans cette section on donne des notions générales sur la théorie des polyedres, et pour plus
de détails, le lecteur peut se référer a [117], [124].

1.2.1 Introduction

Soit E un ensemble fini tel que |E| = n. Soit (w,).cr un vecteur de poids associé aux élé-
ments de E. Soit F C 2F une famille de sous ensembles de E. Si F € F alors on note le poids
de F par w(F) =Y .crw(e). Le probléme qu’on peut poser ainsi, est de chercher un ensemble
noté par F* dans [ de telle sorte que w(F™*) soit optimum. Ce probleme est appelé un probléme
d’optimisation combinatoire.

Pour illustrer notre propos, appuyons-nous sur I’exemple du probleme de recherche d’un
plus court chemin dans un graphe, ou E est I’ensemble des arcs d’un graphe et w définit la
fonction des poids sur les arcs : w: E — R, et IF sera I’ensemble de tous les chemins entre
I’origine et la destination qu’on souhaite.

D’autres exemples d’optimisation combinatoire peuvent étre consultés dans [17], [20].

1.2.2 Les ensembles et combinaisons convexes

Etant donné un graphe G = (V,E), et soit F C E un sous ensemble d’arétes. On note par xE
le vecteur en 0 — 1 dit d’incidence tel que x* € RE, et x© (e) =1sie€F,sinon 0.
Un ensemble C € R” est dit convexe s’il contient tous les segments en ligne entre leurs deux



extrémités. Autrement dit, Ajx; + Axx € C, pour tout x1,x; € C, 41,4, > 0etque A; + 1, = 1.
La figure (1.1) représente quelques ensembles convexes et non convexes dans R?.

FIGURE 1.1 — Exemple d’ensembles convexes et d’ensembles non convexes

Une combinaison linéaire x des vecteurs x1,x2,...x; € R™ est exprimée par Zfi’f Aix;. Si
de plus on a Yi=X2; = 1 on parlera alors de combinaison affine des x;. Si au méme temps
onaVi=1,...,k: A; > 0 alors on a une combinaison convexe. On dit alors que des vecteurs
sont linéairement indépendants (respectivement. affinement indépendants) si on ne trouve pas
de vecteur qui s’exprime en combinaison linéaire (combinaison affine) des autres vecteurs. Si
S est un ensemble de vecteurs d’incidence dans R, alors on note par Conv(S) l’enveloppe
convexe de S qui représente 1’ensemble des combinaisons convexes des vecteurs de S.

1.2.3 Programmation Linéaire et Optimisation Combinatoire

Comme on I’a déja défini ci-dessus, un probleme d’optimisation combinatoire est de la

forme suivante :
POC = max{w(F) = ¥ w(e),F € F} (1.1)
ecF

Afin de bien pouvoir poser les problemes a traiter sous forme mathématique, on propose la
notation suivante : pour F € IF, on associe un vecteur x* € {0, 1 }‘E B appelé vecteur d’incidence,
et dont les valeurs sont données par

F 1, iekF;
X =
! 0, i€cE\F.

En utilisant cette notation, on peut alors formuler un probleme d’optimisation combinatoire, en
un programme en 0-1. Considérons maintenant 1’enveloppe convexe de tous les vecteurs d’inci-
dence. Si on dispose d’une description polyedrale de cette enveloppe convexe, alors maximiser
la fonction linéaire wx sur cet ensemble est strictement équivalent a la maximiser sur I’ensemble
des vecteurs d’incidence. On sait, en effet, que tout programme linéaire atteint son optimum en
au moins un point extréme.

La difficulté de cette approche réside dans la caractérisation polyedrale de 1’enveloppe
convexe. Notons qu’en pratique, une description partielle pourrait suffir lorsqu’on applique
une méthode du type Branch&Cut qu’on décrira dans la suite.



Optimum
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-« '/
Ax<=h

FIGURE 1.2 — Représentation d’un polyedre

1.2.4 Polyedres, Faces et Facettes

Etant donnés une matrice Ay, € R™" et un vecteur b € R™. On définit un polyedre P par
{x € R™;Ax < b} . P représente alors I’intersection d’un nombre fini de demi-espaces dans R”™.
On dit que le polyedre P est un polytope s’il est borné. La dimension d’un polyedre P notée
par dim(P) est égale au nombre maximum de vecteurs affinement indépendants moins un. En
fonction du rang de la matrice A, on peut d’abord distinguer la notation A~ qui représente une
sous matrice de A des inégalités satisfaites a 1’égalité par tous les vecteurs de P, alors on peut
redéfinir la dimension de P, par dim(P) = m — rang(A~). Si dim(P) = n alors on dit que le
polyedre est de pleine dimension.

On dit qu’une inégalité ax < « est valide si elle est satisfaite par tous les vecteurs de P.
Ainsi, I’ensemble des inégalités valides de P satisfaites a 1’égalité est défini par une facette F,
et tel que F = {x € P;ax = a}. La dimension d’une facette F est dim(F) = dim(P) — 1.

face

facettes

/

FIGURE 1.3 — Polyedre , face et facettes

Il est difficile de décrire I’ensemble des facettes de 1’enveloppe convexe des solutions réa-
lisables d’un probléme combinatoire NP-Difficile. Ceci est une conséquence de 1’équivalence
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entre la séparation et I’optimisation. Cependant, méme si le probleme combinatoire est facile
a résoudre, il peut étre difficile d’énumérer toutes les facettes. En effet, dans certains cas, elles
sont en nombre exponentiel. Dans d’autres cas, on ne connait méme pas la forme de ces fa-
cettes.

1.2.5 Méthode de Coupes

Pour un probléme d’optimisation combinatoire donné, il est en général difficile de carac-
tériser le polyedre associé par un systeme d’inégalités linéaires. De plus, méme si ce dernier
est caractérisé, le systeme décrivant le polyedre peut contenir un nombre exponentiel d’inégali-
tés et donc reste inexploitable pour étre résolu comme un programme linéaire. Cependant, une
description partielle du polyedre garantie par la méthode de coupes peut étre suffisante pour
résoudre le probleme jusqu’a I’optimum.

Soit le probleme d’optimisation combinatoire suivant
P = max{wx:Ax < b, x entier} (1.2)

et soit P I’enveloppe convexe des solutions de (1.2). On rappelle que ce probleme est équivalent
au programme max{wx : x € P}, et que si les inégalités du systeme Ax < b sont suffisantes pour
décrire complétement P, alors tous les points extrémes du polyedre {x € R" : Ax < b} sont des
entiers, et par conséquent le probleme (1.2) est équivalent a la relaxation max{wx : Ax < b}.
Néanmoins, ce n’est pas toujours le cas, et le polyedre {x € R" : Ax < b} peut bien avoir des
points extrémes fractionnaires. En d’autres mots, il existe une contrainte valide violée par cette
solution optimale fractionnaire. Cette derniere peut €tre ajoutée au systeme Ax < b, afin de
trouver une nouvelle relaxation linéaire plus forte.

Dans la méthode de coupes, I’étape de la génération des contraintes valides est la plus diffi-
cile. L’une des premieres techniques dont la finalité est d’identifier les contraintes valides pour
des programmes en variables entieres, a été introduite par Gomory. Ensuite, Chvital a généra-
lisé cette technique, pour obtenir la méthode bien connue de Chvétal-Gomory.

1.2.6 Meéthode de Branch&Cut

La méthode qu’on décrit ici, permet de construire un arbre de résolution (arbre de branch&cut),
ou chaque sommet de I’arbre correspond a un sous-probleme, et le probleme initial est associé
a la racine de I’arbre.

Le principe de cette méthode commence par résoudre initialement la relaxation du pro-
bleme (1.2). Si la solution trouvée est optimale et contient une variable fractionnaire, qui est
sensée €tre entiere, alors un algorithme a plans coupants est appliqué afin de trouver de nou-
velles inégalités valides (quelques unes peuvent suffire). Ces dernieres sont satisfaites par tous
les points entiers, mais violées par la solution courante. Ces inégalités seront ajoutées au pro-
gramme courant.

Par la suite, on utilise une méthode de branchement qui consiste a obtenir de nouveaux noeuds.
On résout chaque programme associé a un noeud en y ajoutant un certain ensemble de coupes



qui peuvent étre valides localement au niveau du noeud courant ainsi que du sous-arbre issu de
lui, ou globalement au niveau de tous les noeuds de 1’arbre de branch&cut.

Lors de la résolution d’un programme associ€ a un noeud de I’arbre, on calcule une évaluation.
Si cette évaluation est supérieure (pour un probleme de minimisation) a la borne supérieure
calculée avant, alors on coupe ce noeud. Dans le cas contraire, il est exploité a son tour.

On arréte cet algorithme lorsqu’on ne peut plus exploiter un noeud de 1’arbre. On prend
alors la meilleure solution trouvée.

Remarque : Les coupes qu’on ajoute aux programmes associés aux noeuds de ’arbre de
branch&cut peuvent étre générées jusqu’a épuisement.

1.2.7 Séparation et Optimisation

Considérons un probleme d’optimisation combinatoire du type
P = max{wx:Ax < b, x entier} (1.3)
Le probleme de séparation qui lui est associé est défini comme suit :

Pour une solution donnée x*, vérifier si x* appartient a I’enveloppe convexe des solutions
entieres du systeme Ax < b, et sinon déterminer une inégalité valide pour cette enveloppe
convexe qui soit violée par x*.

Ce probleme est appelé probleme de séparation associé a 1I’enveloppe convexe des solu-
tions entieres du systeme Ax < b.

Si x* ne vérifie pas le systeme Ax < b alors il existe un hyperplan séparant x* et le polyedre
Ax < b.

Un théoreme fondamental prouvé dans [60] stipule que la séparation et I’optimisation sont
équivalentes au niveau de la complexité. En d’autres termes, si on dispose d’un algorithme de
séparation, alors on peut optimiser en faisant appel a cet algorithme un nombre polynomial de
fois. Ici la notion de polynomialité s’entend en fonction de la taille maximale de codage d’une
facette (ou d’un sommet) de I’enveloppe convexe.

1.3 Problemes combinatoires importants

1.3.1 Les problémes de plus court chemin

Les problemes du plus court chemin dans un graphe sont sans doute parmi les problemes les
plus importants dans 1’optimisation combinatoire. Ces problémes ont plusieurs champs d’ap-
plication. Selon différents cas, ils peuvent étre difficiles a résoudre si les poids des arétes sont
arbitraires. Par exemple, si les poids des arétes d’un graphe G = (V,E) sont tous égaux a —1,
alors la recherche des s — ¢ chemins de poids 1 — |V (G)| est simplement la recherche des s — ¢
chemins Hamiltoniens, dont le probleme de décision est difficile au sens de la théorie de la
complexité.

On distingue plusieurs cas de recherche de plus court chemin :



— Etant donnés deux sommets u et v, on s’intéresse a la recherche d’un plus court chemin
deuav.
_ Etant donné un sommet u, on s’intéresse a la recherche d’un plus court chemin de u vers
tous les autres sommets.
— Pour tout couple de sommets (u,v), on cherche le plus court chemin entre u et v.
Pour tout cas de ces problemes, il existe différents algorithmes de résolution selon les pondéra-
tions des arétes.
Soit G = (V,E) un graphe orienté, d’ordre n et de taille m, et soit w : E — R une application
représentant les poids (colts) sur les arétes de G. Sans perte de généralités, on suppose ici que
le graphe G est simple et connexe.

1.3.1.1 D’algorithme de Dijkstra

Soient u et v deux sommets quelconques de V, et on s’intéresse dans cette section a la re-
cherche d’un plus court chemin entre u et v. Au départ, on va supposer que ce chemin existe, et
que les pondérations sur les arétes sont toutes positives : w : E — R™, afin d’éviter les circuits
absorbants.

La résolution du probleme de plus court chemin par 1’algorithme de Dijkstra est alors dé-
taillée ci-dessous :
A chaque étape, on sélectionne un sommet ¢ et on fixe la valeur du plus court chemin de u
at.
On dispose alors de deux ensembles de sommets :
1. Sommets examinés : sera I’ensemble des sommets pour lesquels on connait la valeur du
plus court chemin a partir de u.

2. Sommets a-traiter : sera I’ensemble des sommets qui ont au moins un prédécesseur dans
I’ensemble des sommets examinés.

Le critere de sélection d’'un sommet dans 1’ensemble a-traiter est de choisir le sommet ¢ qui
minimise le colit du chemin de u a ¢.

La sélection d’'un sommet dans 1’ensemble a-traiter pénalise a chaque fois 1’algorithme de
Dijkstra au sens de la complexité. En effet, cette derniére est de O(n?).

1.3.1.2 DP’algorithme de Bellman

On a vu précédemment que 1’algorithme de Dijkstra fonctionne sur des graphes avec cir-
cuits mais de coflits positifs. Dans ce qui suit, on considere des graphes sans circuits, mais de
colits réels et de signes quelconques. On note par w(u,z) le plus court chemin de u a .
L’algorithme de Bellman calcule le plus court chemin d’un sommet u vers tous les autres som-
mets ¢, et ses détails sont donnés ci-dessous :

— On numérote les sommets de 1 a n : tri topologique (tous les antécédents du sommet j

auront des numéros inférieurs a j).

— Pour tout sommet y prédécesseur de #, on calcule u(u,t) = min{u (u,y) +w(y,1)}

L’algorithme de Bellman est aussi polynomial et de complexité de O(n+m).



1.3.1.3 DP’algorithme de Bellman-Ford

Dans cette partie, on s’intéresse a la recherche d’un plus court chemin d’un sommet aux
autres sommets, sur un graphe dont les pondérations peuvent étre quelconques, et 1’existence
de circuits dans ce graphe n’est pas exclue.

On présente alors 1’algorithme de Bellman-Ford, qu’on décrit ci-dessous :

C’est un algorithme qui fonctionne sur plusieurs étapes. A I’étape k on cherche de u vers
tout sommet ¢ un plus court chemin dans G ayant au plus k arcs, et la longueur d’un tel chemin.
Dans le graphe G (d’ordre n) les chemins élémentaires ont tous n — 1 arcs, et I’ensemble des
longueurs des plus courts chemins trouvés a 1’étape n — 1 doit étre identique a celui de I’étape
n, a I’exception du cas ou le graphe contient un circuit absorbant. Pour savoir si on est dans un
tel cas, on utilise une variable booléene qui nous informe si le passage de I’étape kK — 1 a I’étape
k a fait varier la longueur des chemins. Si k vaut n et que aucune distance n’a varié par rapport a
I’étape précédente, alors le graphe ne contient pas de circuit absorbant, et les distances trouvées
donnent la longueur des plus courts chemins de u vers les autres sommets. Dans le cas contraire
dans lequel on constate un changement et que k est égal a n, alors il existe un circuit absorbant
accessible a partir de u.

Cet algorithme est de complexité de O(nm).

1.3.2 Probleme de I’arbre couvrant de poids minimum

Dans cette partie, on suppose qu’on a un graphe G = (V,E) non orienté et connexe. Les
arétes de G sont pondérées (cofits, poids,...).
Le probleme de I’arbre couvrant de poids minimum du graphe G consiste a chercher un graphe
partiel de G qui soit un arbre et de colit minimum.

Pour résoudre ce probleme, on propose alors deux algorithmes de complexités différentes :
I’algorithme de Kruskal, et I’algorithme de Prim.

1.3.2.1 Algorithme de Kruskal

Le principe de fonctionnement de cet algorithme est simple. En effet, il suffit de prendre les
arétes de poids minimum une a une, et vérifier a chaque fois que 1’aréte en cours ne constitue
pas un cycle avec les arétes prises avant.

On peut alors le détailler ainsi :

1. Trier les arétes par ordre des poids croissants.

2. Procéder dans I’ordre du tri ainsi : prendre la premiere aréte non examinée, et vérifier
si elle forme un cycle avec les arétes précédemment choisies, si oui la rejeter, sinon la
garder, et continuer cette deuxieme étape jusqu’a retenir n — 1 arétes.

La complexité de 1’algorithme de Kruskal est de I’ordre de O(n? 4+ mlogam).

1.3.2.2 Algorithme de Prim

Dans cette partie, on va donner un deuxieme algorithme pour la recherche d’un arbre cou-
vrant de colit minimum, sans passer par le tri des poids des arétes. En effet 1’algorithme de Prim
fonctionne ainsi : on pose T 1’arbre en cours de construction. A chaque étape on ajoute a 7" un
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sommet et une aréte. A une étape donnée, on pose R 1’ensemble des sommets qui ne sont pas
dans T. A chaque sommet u de R on associe proche(u) qui est le sommet de 7T tel que le poids
de I’aréte (u, proche(u)) soit minimum sur les autres sommets de 7. On pose d(u) (distance) le
poids de cette aréte. On choisit ainsi de faire entrer dans 7" le sommet u de distance minimum.
Ce sommet u va servir comme pivot pour I’étape suivante. Ensuite, on met a jour les attributs
des sommets r qui restent dans R et qui sont voisins du pivot, en comparant I’ancienne distance
d(r) a w(pivot,r). Dans le cas ot d(r) > w(pivot,r) alors on met a jours proche(r) = pivot et
d(r) = w(pivot,r).

La complexité de 1’algorithme de Prim est de I’ordre de O(n?).

1.3.3 Le probleme de flot maximum-coupe minimum

Dans cette sous section on consideére un graphe G = (V,E) orienté, et soient s et ¢ deux
sommets fixés de G. Soit ¢ : E — R™ une fonction dite de capacité sur les arcs du graphe. On
distingue deux sommets s et ¢ qui seront appelés source et puits.

Définition 1.1: Soit R = (V,E,c) un réseau, s et ¢ les sommets source et puits. Un flot f est
une application de V x V dans R vérifiant :

L. f(xay> = —f(y,x),‘v’(x,y) €L.
2. f(e) <c(e),YecE.

3. f(WV)=0¥veV\{s,t}.

D’une maniere concrete, on dispose d’un graphe orienté dont les arétes sont étiquetées par
des nombres. On cherche a étiqueter par des nombres inférieurs ou égaux a C en assurant la
nullité de leur somme orientée en tout point n’étant pas la source ou le puits.

La valeur du flot f est alors |f| = f(s,V). On va s’intéresser a la recherche d’un flot f
maximisant | f].

1.3.3.1 La méthode de Ford-Fulckerson

Pour décrire cette méthode, on va utiliser le graphe des écarts, les chemins améliorants et
les coupes, qu’on définit d’abord.

Soit R = (V,E,c) un réseau, s et ¢ sont la source et le puits respectivement, f un flot sur le
réseau. La capacité résiduelle d’un arc u est notée par ¢y = c(u) — f(u).

Définition 1.2: (Le réseau des écarts). On appelle par le réseau des écarts le graphe Ry =
(V,Er,cp)ou Er = {(x,y) €V xV,cr(xy) > 0}.
En d’autres mots, pour un arc donné u, si c¢(u) = 0, alors on remplace u par un arc étiqueté par
c¢(u), sinon on le supprime.

Définition 1.3: (Chemin améliorant). Un chemin améliorant noté U, est un chemin de s a
t dans Ry.

Définition 1.4: (Capacité résiduelle). La capacité résiduelle de |1 est notée par cr(u) =
min{cpulu € }.

Définition 1.5: (Coupe). Une coupe dans R = (V,E,c) est une partition de V en (S ,S) avec
s € Setr € S. La capacité de cette coupe est ¢(S,S) = ¥ ic5¢(i, /).
Le théoréme suivant établit le lien entre la coupe et le flot dans un réseau.
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Théoréme 1.1: (Ford et Fulckerson). Soit f un flot dans un réseau R = (V,E,c). Il y a
équivalence entre les trois propositions suivantes :

1. f estun flot maximum.
2. Il n’existe pas de chemin améliorant.

3. Tl existe une coupe (S,S) telle que |f| = ¢(S,S).

La méthode de Ford-Fulckerson consiste a démarrer d’un flot nul, et a I’améliorer en lui
ajoutant f,, tant qu’il existe un chemin améliorant . Elle est d’une complexité algorithmique
de O(f *|E])

Il existe un autre algorithme dit Algorithme d’Edmonds-Karp, qui consiste a choisir dans
Ry a chaque étape de la méthode de Ford-Fulckerson, un plus court chemin en nombre d’arcs.
Cet algorithme se base sur un graphe non orienté, et ne calcule pas les graphes des écarts. En
d’autres mots, il ne parcourt que les les arcs de capacité résiduelle strictement positive. Il est
d’une complexité de O(nm?).

1.3.3.2 La Méthode des préflots- Algorithme de Goldberg-Tarjan

Définition 1.6: (Préflot). Soit R = (V,E,c) un réseau de source s et de puits 7. Un préflot
est une application f : E — R, et qui vérifie les trois propriétés suivantes :

hd f(x7y> = _f(y7x) >
o f(u)<c(u),VuekE,

o f(V,v)>0,VveV\{s}
Le flot en exceés en un sommet v est défini par e(v) = f(V,v). Si e(v) > 0, alors v est dit un
sommet excédentaire.

Définition 1.7: (Fonction de hauteur). Soit le réseau R = (V,E, ¢) de source s et de puits ¢.
Soit f un préflot.
Une fonction i : V — N est dite une Fonction de hauteur si :

o h(s)=|V]

e h(t)=0

o h(u) <h(v)+1,Y(u,v) €Ef

L’algorithme de Goldberg-Tarjan se base sur deux opérations importantes :

1. Opération "pousser".
2. Opération "élever".

L’ opération pousser qui s’applique sur un arc (u,v) peut étre appliquée si :
e e(u) > 0 (u est excédentaire)
o cy(u,v) >0 ((u,v) n’est pas saturé par le flot)
e (u) =h(v)+1 (on pousse le flot de haut en bas)
L algorithme 1 résume la fonction pousser(u,v) :
On dit que la poussée est saturante si apres cette opération, I’arc (u,v) est saturé, donc
cr(u,v) =0.
La deuxieme opération dite élever, s’applique si :
e ¢(u) > 0 (u est excédentaire)
o V(u,v) € Er,h(u) < h(v)
o uFt
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1 Fonction : pousser(u,v);
2 dp = min(e(u),c((u,v)));
3 f(u v) = f(u, V)+df,
(vu) = —f(u,v);
e(u) = e(u) —dy;
e(v) =e(v) +dy;
Algorithm 1: Algorithme de 1’opération pousser

1 Fonction : elever(u,v);
2 h(u) = 1+min{h(v)|(u,v) € Ef};

Algorithm 2: Algorithme de I’opération élever

L algorithme 2 résume la fonction Elever.
Ensuite, on définit la fonction init-préflot (algorithme 3) qui va saturer tous les arcs issus de
la source s.

1 Fonction : init — preflot(R,s,t);
2 forucVdo

3 h(u) =0;e(u)=0;
4 end

5 for (u,v) € E do
6  f(u,v)=0; f(v,u)=0;

7 end

8 h(s)=|V];

9 for v € Successeur(s) do

1w flu,v)=c(s,v); fvs) = —c(s,v) ;s e(v) = f(s,v);

11 end

Algorithm 3: Algorithme d’initialisation du préflot

L’algorithme 4 est le corps principal de 1’algorithme de préflot, dit aussi 1’algorithme de
Push/Relabel. On peut trouver différentes fagons pour I’'implementer, et chaque fagcon nous
donne une complexité différente de I’algorithme :

— FIFO : qui donne une complexité de O(n?).

— Plus haut degré : une complexité de O(n*\/m).

1.3.3.3 DP’algorithme de Gomory-Hu

L’algorithme de Gomory-Hu est aussi une autre méthode de calcul de flot maximum-coupe
minimum qui opere sur un graphe en le transformant en un arbre qui va représenter les flots
maximums entre chaque deux sommets du graphe G.

Cet algorithme est d’une nature récursive. Il consiste a diviser I’ensemble des sommets du
graphe G en deux sous ensembles R et S, et faire pareillement par la suite sur ces deux derniers
ensembles. Initialement, il est appliqué sur tous les sommets du graphe.

Au départ, on sélectionne d’une maniere aléatoire deux sommets du graphe, et on applique
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1 init — preflot while 3 une opération pousser ou élever do
2 sélectionner une opération valide et I’appliquer

Algorithm 4: Algorithme de préflot

par exemple I’algorithme de Ford-Fulckerson pour calculer un flot maximum-coupe minimum
entre ces deux sommets. Apres ce calcul, on obtient deux sous-ensembles de sommets (R et ).
Chacun des deux sommets sélectionnés au départ va appartenir a un des deux ensembles (R ou
S). On continue encore cette procédure en choisissant a chaque fois deux sommets des deux
dernieres parties formées, et on calcule de nouveau un flot maximum entre ces deux sommets.
Ainsi on aura calculé n — 1 flots maximums dans ce graphe, et le résultat est 1I’arbre de Gomory-
Hu, qui nous donne le flot maximum (coupe minimum) entre chaque couple de sommets de G.
La complexité de cet algorithme est de 1’ordre de O(n*\/m).

1.3.4 Les T-join et T-coupe

Etant donné un graphe non orienté G = (V, E), et un sous-ensemble de sommets 7' de V, tel
que T est de cardinalité paire. Un sous ensemble d’arétes F est dit un T-Join s’il coincide avec
I’ensemble des sommets de degrés impairs dans le graphe G' = (V, F). Une T-coupe est un en-
semble d’arétes de la forme de §(W) ou W est un ensemble de sommets tels que la cardinalité
de |T NW| est impaire.

1.3.4.1 Le probleme de T-coupe de poids minimum

Il s’agit de chercher dans le graphe G la T-coupe de poids minimum. Grace a I’algorithme
de Gomory-Hu décrit ci-dessus, on construit un arbre de coupes, et on choisit parmi elles, celles
qui représentent des T-coupes, ensuite on choisit la moins cofiteuse [80].

1.3.4.2 Le probleme du T-join de poids minimum

Sur les arétes du graphe G, on définit la fonction des colits w : E — R. Soit T un sous
ensemble de V de cardinalité paire.

On s’intéresse dans cette partie a la recherche d’un T-join de poids minimum. Ce probleme
peut étre la généralisation de plusieurs problemes d’optimisation combinatoire. On cite par
exemple :

— Si les poids des arétes du graphe G sont positifs, et que 7 est I’ensemble de sommets de

degrés impairs, alors on obtient le probleme du postier chinois non orienté.

— SiT =V, alors le T-Join de cardinalité ‘12‘ est en effet un couplage parfait du graphe G, et
donc le probleme du T-join de poids minimum peut se réduire au probleme du couplage
parfait de poids minimum.

Edmonds et Johnson [80] ont montré que, dans le cas ou les poids des arétes du graphe G sont
positifs, le probléme du T-join de poids minimum peut étre résolu en O(n?).
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1.3.5 Le probleme de couplage

Dans cette section, on s’intéresse a 1’existence d’un ensemble d’arétes deux a deux dis-
jointes recouvrant tous les sommets d’un graphe.

Un couplage de G = (V,E) est un ensemble d’arétes M C E tel que deux arétes de M n’ont pas
d’extrémités communes. En d’autres mots, dans le graphe partiel G’ = (V,E’),onadg(v) <1,
YveV.

Les sommets v pour lesquels on a dg(v) = 1 sont dits M-saturés. Un couplage M est dit
Maximal si Ve € E\M, M U {e} n’est pas un couplage. Un couplage M est Maximum si pour
tout couplage M’, on a [M’| < |M|. On dit finalement qu’un couplage M est Parfait s’il sature
tous les sommets du graphe G.

Une chaine est M-alternée si ses arétes sont alternativement dans M et dans E\M.

Le probleme de couplage est I'un des problemes de base. Il consiste a trouver un couplage
de cardinalité maximum, ce qui signifie qu’on cherche a couvrir un nombre maximum de som-
mets. Chaque couple de sommets seront reliés par une et une seule aréte, et deux arétes du

couplage n’auront jamais la méme extrémité. Tutte et Berge ont montré que pour un graphe
V[+[V!|—0dd(V\V')
\% 7 ou

non orienté, la cardinalité d’un couplage maximum est égale a miny/c
odd(V \ V') représente le nombre de composantes dans le sous graphe G — V' qui ont un nombre
impair de sommets (voir [60]). Edmonds a donné une caractérisation polyedrale du probleme
de couplage :

x(e) >0, Ve€cE
x(0(v)) <1, WweV
XEW)) <[5 YW SV, |W|impair

Si on suppose que les arétes du graphe G sont pondérées, on peut alors chercher un couplage
maximum de poids minimum. Et si de plus on veut que notre couplage soit parfait, et que les
arétes sont de poids minimum, on s’intéressera a un couplage parfait de poids minimum.

Dans le cas ou le graphe G est un graphe biparti, la recherche d’un couplage maximum peut
se faire avec la technique du chemin augmentant. En effet, on suppose qu’on a un couplage de
départ M, et que les deux parties des sommets de G sont U et W, et on oriente toute aréte (u,w)
avecuec U etve W, ainsi :

— sl e € M, alors on oriente e de w vers u.

— sinon, on I’oriente de u vers w.

Ainsi on obtient un graphe orienté noté D dont les sommets sont U' = U \UM et W' =W \
UM. On cherche par la suite dans D un chemin augmentant (s’il existe) a partir d’un sommet
quelconque de U’ vers un autre sommet de W’. De cette fagon, on peut trouver un couplage
plus large que M.

1.3.5.1 Le probleme de b-couplage

Le probleme de b-couplage est considéré comme une généralisation du probleme de cou-
plage. En effet, et étant donné b : V — Z™, le b-couplage est alors une fonction x : E — Z* et
tel que x(8(v)) < b(v), Vv € V. Un b-couplage parfait consiste alors a remplacer cette inégalité
par x(6(v)) = b(v), ¥v € V. Le polytope des b-couplages (avec des capacités de 1) est défini
par [80] :
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Vec E

0<x(e) <1,
() YweV

)
x(8(v)) <

b(W)HF\J
2

<
b

x(EW))+x(F) <[ YW CV,F Co(W),(b(W)+|F|) impair (1.4)

Les contraintes (1.4) (dites de blossom) sont importantes. En effet, on les trouve dans les
enveloppes convexes de plusieurs problemes d’optimisation NP-Difficiles comme le probleme
du voyageur de commerce (TSP). A cause de ce fait, on va s’intéresser 2 leur séparation.

Algorithme de séparation de Padberg&Rao

L’algorithme de Padberg&Rao consiste a séparer en temps polynomial les inégalités (1.4).
Les étapes de cet algorithme sont les suivantes :

1. Construire un nouveau graphe G avec de nouveaux poids £ sur les arétes.

2. Affecter un ordre de parité (pair/impair) aux sommets de G, et soit 7' 1’ensemble des
sommets impairs.

3. Calculer une coupe minimum impaire dans G :
e Calculer un arbre de coupes dans le graphe G.
e Vérifier sur toutes les |T| — 1 arétes de I’arbre de coupes, si son poids < 1, et que la
coupe qui I’induit est impaire.

Pour mieux comprendre le fonctionnement de cet algorithme, on détaille ces étapes :

— Construire un nouveau graphe G avec de nouveaux poids % sur les arétes :
Pour la construction du nouveau graphe G, on prend chaque aréte e = (i, j) du graphe initial, et
on la divise en deux, on y ajoutant un nouveau sommet k, au milieu. On obtient deux arétes dont
les poids sont : £, = x, et &, j = | —x,. Le nouveau graphe G = (V,E) aura V = |V |+ |E|, et
E=2|E|.

— Affecter un ordre de parité (pair/impair) aux sommets de G, et soit T I’ensemble des

sommets impairs :

Soit u € V, alors u est impair si et seulement si :

e u—=k, €V,oubien

e u cV,etquele nombre d’arétes complémentaires incidentes a u est impair
dans le cas contraire u sera pair.

— Calculer une coupe minimum impaire dans G :
Si la valeur d’une coupe minimum impaire est inférieure a 1 alors on a une violation des
contraintes (1.4). Soit T = {sommets  impairs € V}. Une coupe &(U) est dite impaire
si elle vérifie que la cardinalité |[U N T| est impaire. La recherche d’un arbre de coupes peut
étre effectuée grice a ’algorithme de Gomory-Hu qui utilisera || — 1 flots maximums (coupes
minimums) qu’on peut calculer avec 1’algorithme de Goldberg-Tarjan.
L algorithme de Padberg&Rao est alors d’une complexité de I’ordre de O(|E|*log(|V|)).

1.3.6 Le probleme du voyageur de commerce

Etant donné un graphe G = (V,E) dont les arétes sont pondérées par des poids w : E — R.
Un circuit (cycle) Hamiltonien est un circuit (cycle) passant par tous les sommets de G une
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et une seule fois. Le colit de ce circuit est la somme des coflits de ses arétes. Le probleme du
voyageur de commerce (TSP pour Travelling Salesman Problem) consiste alors a trouver un
circuit (cycle) Hamiltonien de G de colt minimum. C’est un probleme typique d’optimisation
combinatoire, avec quelques applications réelles, comme par exemple le probleme de tournées
de véhicules, ...

Le probleme du voyageur de commerce est connu comme étant NP-Difficile [45].

Le modele suivant présente 1’une de ses formulations en programmation linéaire. A toute aréte e
on associe une variable x, qui peut prendre deux valeurs : 1 si I’aréte e fait partie de la solution,

et 0 sinon.
min Y, wex,
ecE

inj: LVjeVv

i=1

n

ZX,‘jIl,ViEV (1.5)
j=1

Y ox <[S|-1L,VSCV,2< S| <n—1
i,jes
x. €{0,1},Ve € E.

La fonction objectif consiste a minimiser le cofit de la tournée. Les deux premieres contraintes
consistent a assurer que le voyageur arrive et repart d’une ville, puis les troisiemes contraintes
sont dites contraintes des sous tours, et elles consistent a éviter de revenir au point de départ
avant la réalisation de la tournée Hamiltonienne.
Le nombre d’inégalités d’élimination des sous tours est proche de 2", ceci rend la résolution
du modele impossible, mais avec la relaxation linéaire de cette derni¢re formulation, on peut
arriver a résoudre plusieurs cas.
Parmi les méthodes utilisées pour résoudre ce probleme, on cite les méthodes exactes. Ces
dernieres sont beaucoup utilisées, a cause de leur efficacité. En effet, il s’agit de construire
un algorithme de Branch&Cut dans lequel on propose de nouvelles inégalités valides pour le
probléme du TSP, comme les inégalités dites de blossom proposées par Edmonds, ou alors
d’autres inégalités valides dites de peigne (comb) utilisées dans une méthode de Branch&Cut.

D’une autre part, les heuristiques aussi ont fait leurs preuves. L’heuristique du plus proche
voisin est I’une des premieres et plus simples proposées pour la résolution du probleme de TSP.
La méthode construit un cycle Hamiltonien en ajoutant un par un les noeuds a la fin des tours
partiels. Cette heuristique trouve une solution en O(n?).

L’heuristique de Christofides est tres efficace pour ce probleme. En effet, elle garantit un
rapport d’approximation de % dans le cas du TSP Euclédien. Elle consiste a construire un arbre
de poids minimum sur le graphe G, puis ajoute aux arétes de cet arbre, celles qui réalisent un
couplage de poids minimum entre les noeuds de degré impair. L’ensemble des arétes forme
ainsi un graphe connexe dans lequel chaque noeud a un degré pair. De ce dernier graphe, on
peut extraire un cycle Eulérien puis éliminer les visites multiples a un noeud pour obtenir un
cycle Hamiltonien.
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1.4 Réseaux a composantes unicycliques

1.4.1 Les matroides

On dit que M = (E,§) est un matroide, si et seulement si on a les trois propriétés suivantes :
1. 0e3s.

2. SiAegFetque BC A, alors BE€ §.

3. SiA,Be§,etque | B|>|A|alors Je € B\ A, tel que AU{e} € 3.

Si § ne satisfait que les deux premieres propriétés précédentes, alors on parle d’un systeme
d’indépendance. Une base de E est un ensemble maximal dans E, et toutes les bases d’un
matroide ont la méme cardinalité. Une fonction rang notée par p est définie par :p : 28 — Z
telle que

p(A) =max{|X|,.X CA;erX € §},ACE

On appelle un matroide dual le matroide M? = (E,F¢) défini par
$'={JCE:E—J contient une M — base}
La fonction rang du matroide dual est donnée par
p(A) = |A|+p(E—A) — p(E),A CE

Dans [85], [94], et [108], on peut distinguer plusieurs matroides. On en cite :
— Le matroide matriciel : étant donnée une matrice réelle A,,+,. Soient

E ={aj,a,...,a,} 'ensemble des colonnes de A et
§ ={J CE :{aj}jes est linéairement indépendant}, alors on forme un matroide matri-
ciel.

— Le matroide graphique : étant donné un graphe G. On pose E est I’ensemble d’arétes
de G,etsionpose:§={JCE:G=(V,J)estune forét } on obtient alors un matroide
graphique.

— Le matroide transversal : étant donné un graphe G = (V; UV, E), et on définit sur I’en-
semble des sommets V| ’ensemble § = {J C V] : il existe un couplage dans G recouvrant
J}. Si V; est une collection des sous ensembles de V, et que les arétes du graphe G tra-
duisent I’appartenance des éléments a ces ensembles, alors un ensemble indépendant est
dit transversal.

1.4.1.1 Les matroides bi-circulaires

Etant donné un graphe G = (V,E), et si p est le nombre de composantes connexes de G,
alors le nombre cyclomatique de G serait de |E| — V| + p.

M = (E,J) est dit un matroide bi-circulaire d’un graphe G, avec E qui sera I’ensemble
des arétes du graphe G, et les circuits de M seront les ensemble minimaux d’arétes connexes
dont le nombre cyclomatique correspondant est de 2. De plus, un ensemble d’aréte est dit indé-
pendant dans M si et seulement si le sous graphe induit par ce dernier contient au plus un cycle
dans chaque composante.

Plus de détails sur le matroide bi-circulaire se trouvent dans [94], [108].
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Nous prouvons dans ce qui suit le fait que le matroide bi-circulaire est bien un matroide.

Proposition 1.1: Soit G = (V,E) un graphe simple, d’ordre n. Alors M = (E,§) est un ma-
troide, tel que §={I CE, I a ses composantes connexes qui contiennent au plus un cycle}.
Preuve:
— La premiere condition est évidente.
— Sion aA €3, alors ceci veut dire que les composantes connexes de A contiennent au
plus un cycle, et donc dire que B C A, ceci veut dire que B est soit un cycle, ou alors un
arbre, mais dans tous les cas B reste une composante qui contient au plus un cycle, donc

Beg.
— Supposons que A = UleA,- qui sont les composantes connexes de A qui contiennent au
plus un cycle. Alors, pour touti = 1,...,k, ona G; = (V;,A;) tel que G; est soit un arbre, ou

une composante unicyclique. Ce qui nous améne 2 déduire que ng = Y%, | V; |=| A | +K,
ot k' =1,...,k. On suppose aussi que B =U',_;B;, etdonc np =Y, | V; |=| B | +',
out =1,...,t. Sachant que | B|>| A |, on distingue alors deux cas :

1. ¢ >k :alors | B| +t' >| A | +k’ et donc ng > na, ceci veut dire que B atteint plus
de sommets que A, alors dx atteint par B et non par A, et supposons que e € B qui
contient x, donc AU{e} € §.

2. np < ny :onsuppose que les arétes de B connectent chaque deux sommets de A de la
méme composante A;, qui est un arbre ou une composante unicyclique. Raisonnons
par I’absurde, et supposons qu’il n’y a pas de e € B\ A, tel que AU {e} € §, alors
ceci veut dire que :

— Soit e € B, et alors e relie un sommet de la composante connexe unicyclique, avec
un autre sommet de la méme composante A;.

— Soit e € B et elle relie deux composantes unicycliques, d’ou la violation de la
troisieme propriété du matroide.

Dans les deux cas, on trouve | B [<| V) |+ | Vo | +...4+ | V&

est en contradiction avec | B |>|A| O

,d’ot | B|<|A | qui
1.4.2 Partitionnement des réseaux en composantes unicycliques

Etant donné un graphe pondéré G = (V,E) connexe et non orienté, et dont les poids des
arétes sont w, > 0, e € E. On suppose que |V| =n et |E| = m. On s’intéresse a construire a
partir du graphe G des composantes unicycliques de colit minimum.

1.4.2.1 D’algorithme glouton

Il est clair que nous sommes a la recherche d’une base optimale du matroide bi-circualaire.
On peut donc appliquer un algorithme glouton pour obtenir une telle base.

1.4.2.2 D’algorithme de couplage maximum de poids minimum

La deuxieme solution, est d’utiliser un algorithme de recherche d’un couplage maximum
de poids minimum, appliqué a un nouveau graphe construit a base de G. Ce nouveau graphe
aura comme sommets ceux de G, ainsi que des nouveaux sommets qui sont toutes les arétes de
G. On construit donc un graphe biparti, d’une part on met les sommets de G, et de 1’autre part,
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1 Poser F =0;

2 wier) <w(ez) <...<w(em);
3 fori«—1tomdo

4 ifFU{e} € § then

5 F:=FU{ei};

6 end

7 end

Algorithm 5: Algorithme glouton

on met les arétes comme étant des sommets. Quant aux arétes de ce nouveau graphe biparti,
seront construites en reliant un sommet i de V(G) avec un autre sommet de la forme ij, avec
ij est une aréte dans le graphe G. On garde les mémes pondérations que celles existantes sur
G (voir Figure (1.4)). Sur ce nouveau graphe, on cherche alors un couplage maximum de poids
minimum. Cette méthode s’avere intéressante pour répondre a notre besoin, puisque le résultat
est un partitionnement en composantes connexes unicycliques et de poids total minimum.

FIGURE 1.4 — Graphe biparti

Enoncé de I’algorithme

Soit U la partie gauche des sommets du nouveau graphe biparti, et W la partie droite.

1.5 Spectre des graphes

Etant donné un graphe G d’ordre n, et de taille m. On note par A(G) ou simplement par
A la matrice d’adjacence de G, et par L la matrice obtenue de la différence entre la matrice
d’adjacence et la matrice des degrés D. L est connue sous le nom de matrice d’admittance, ou
d’une maniere générale matrice du Laplacien. On note aussi par dy,d,...,d, les degrés des
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-

M = {e}, tel que e est I’aréte de poids minimum orientée de U vers W ;
Orienter toutes les arétes e € M de W vers U d’un poids —w ;

Orienter toutes les arétes ¢’ qui ne sont pas dans M, de U vers W, d’un poids
+We s

PoserUy={ucU\M};etWy={ucW\M};

Chercher tant que ¢a existe, le plus court chemin P de Uy vers Wy ;

Poser M' = MAP (MAP = (M UP)\ (M NP)), et répéter les étapes 2, 3 et 4;
7 M’ est le couplage recherché.

w N

S A

Algorithm 6: Algorithme de couplage sur un graphe biparti

sommets de G, ordonnés dans un ordre non-croissant d; > d> > ... > d,, en posant d; = A et
d, = & qui sont les degrés maximum et minimum respectivement.
On note en général les valeurs propres associées a la matrice d’adjacence par A; > A, >
... > A, qui sont ordonnées dans un ordre non-croissant, et par | > Uy > ... U, 1 > Uy =0
les valeurs propres associées a la matrice L et qui sont aussi ordonnées dans le méme ordre.
On remarque aussi que la valeur propre U, = 0, et cela est facilement démontrable, en pre-
nant un vecteur propre x dont toutes ses coordonnées sont égales a 1.
Ce dernier résultat sur la plus petite valeur propre nulle du Laplacien est en lien direct avec le
nombre de composantes connexes du graphe G. En effet, la multiplicité de cette valeur propre
représente le nombre de composantes connexes de G.

1.5.1 Quelques liens avec I’optimisation combinatoire

Il existe des problemes d’optimisation combinatoire NP-Difficiles, et dont la solution est
loin d’étre trouvée pour des instances moyennes, et pour des temps raisonnables. C’est a ce
stade que les valeurs propres interviennent afin de donner des bornes significatives aux solutions
des problemes traités.

Dans ce qui suit, nous donnerons quelques liens importants qui existent entre les valeurs propres
extrémes et des problemes d’optimisation combinatoire. Plus de détails et d’autres liens peuvent
étre consultés dans [102], [103].

1.5.1.1 Lien avec le diameétre d’un graphe

Dans un graphe G, la distance entre deux sommets u et v notée par d(u, v) est définie comme
étant la longueur du plus court chemin joignant u et v. Le diametre d’un graphe G est alors la
distance maximum entre toute paire de sommets dans G. Le calcul du diametre d’un graphe n’a
pas que des intéréts théoriques mais possede aussi différents champs d’application. Lorsque
les graphes sont utilisés comme modeles dans les réseaux de communication, le diametre cor-
respond alors aux retards dans le passage des messages dans le réseau, et donc joue un role
important dans 1’analyse des performances et 1’optimisation des cofits.

Le diametre est aussi lié aux valeurs propres. La proposition suivante le met en évidence.

Proposition 1.2: D(G) < [%1
Hi—Hp—1
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1.5.1.2 Lien avec le nombre isopérimétrique

Le probleme du nombre isopérimétrique est I’'un des plus anciens. Il consiste a trouver
parmi toutes les courbes d’une longueur donnée, celle qui renferme la plus grande surface. En
théorie des graphe, ce probleme reste essentiellement le méme. En effet, il consiste a calculer
le nombre de sommets d’un ensemble S, et la surface interprétée par le nombre d’arétes e(S, S)

séparant les ensembles S de S, et le probléeme du nombre isopérimétrique est de s’intéresser au
rapport e(‘i"s) :

Le nombre isopérimétrique d’un graphe G est donné par

e(s,S)
N

i(G) = min{ |SCV,0§|S|§g}

Le calcul du nombre isopérimétrique d’un graphe est un probleme NP-Difficile [101], [102].
Le lien de ce probleme avec les valeurs propres extrémes du Laplacien d’un graphe nous permet
de borner ce nombre.

Proposition 1.3: Soit G un graphe pondéré d’ordre n. A est le plus grand degré dans G. On

a alors u
T <i(G) < VAU
L’inégalité i(G) < \/2Au,_; est dite de Cheeger.

1.5.1.3 Lien avec le probleme de coupe maximum (Max-Cut)

Pour rappel, le probleme de coupe maximum (Max-Cut) consiste a trouver une coupe de
poids maximum dans un graphe. On note :

mc(G) = max{e(S,S) | S C V(G)}

Ce probleme est classé NP-Difficile au sens de la complexité algorithmique [102].
La proposition suivante met en evidence une borne supérieure de la solution du probleme de
coupe maximum en fonction du rayon spectral du Laplacien correspondant.

Proposition 1.4: Etant donné un graphe G pondéré et d’ordre n. Alors

n
< —
me(G) <

22



Chapitre

Réseaux a composantes
unicycliques avec contrainte sur
la taille des cycles

N

L’objet de ce chapitre est I’étude du probleme de synthese des réseaux a composantes
connexes unicycliques respectant une contrainte sur la taille des cycles. Le réseau ne doit pas
contenir des cycles d’une taille inférieure ou égale a p. L’étude proposée est polyedrale. Nous
présentons donc un ensemble d’inégalités valides dont nous étudions la dimension des faces
induites ainsi que leurs algorithmes de séparation. Des résultats numériques montrent que 1’ ap-
proche permet de résoudre des problemes pratiques de dimensions raisonnables.

2.1 Introduction

Etant donné un graphe pondéré et non orienté désigné par G = (V,E), on souhaite calculer
un sous-graphe de poids total minimum G’ = (V,E’) (E’ C E) dont les composantes sont toutes
unicycliques. En outre, le nombre d’arétes de chacun des cycles obtenus dans G’ ne doit pas
étre strictement inférieur a p+ 1.

Ce probleme a des applications dans les réseaux de télécommunications. En effet, on sou-
haite en général construire un réseau de colit total minimum avec un certain niveau de résistance
aux pannes. La structure du cycle (ou I’anneau dans le contexte des réseaux) est une bonne al-
ternative pour apporter une certaine résistance aux pannes simples de liens. Les demandes en
trafic entre des noeuds d’'un méme cycle sont protégées contre ces éventuelles pannes alors
que les autres demandes peuvent étre interrompues. Cepedant, des cycles de petites tailles
n’offrent qu’une protection limitée, d’ou la considération d’une contrainte sur la taille des
cycles. D’autres contraintes peuvent aussi €tre importantes a considerer (la taille des com-
posantes connexes, le nombre des composantes connexes, des contraintes sur les degrés des
noeuds, etc.

Dans ce chapitre, on consideére uniquement la contrainte portant sur la tailles des cycles des
composantes connexes unicycliques obtenues.

D’importants travaux ont été réalisés dans le domaine de synthese des réseaux sécurisés. Les
références [5, 34, 52, 55, 77] sont quelques exemples. Une vaste littérature porte également sur



les problemes de cycles. [83] est une bonne référence qui présente un état de 1’art des travaux
de localisation des cycles dans les réseaux de télécommunications (et transports).

Ce nouveau probleme possede plusieurs liens avec d’anciens problemes. Par exemple si
p = |V|—1, on obtient le probleme du voyageur de commerce. Ceci implique clairement que
notre probleme est aussi NP-Difficile [45]. Si les contraintes sur la taille des cycles ne sont
plus imposées (p = 2), le probleme devient alors facile. En effet, on sait que I’ensemble des
sous-ensembles d’arétes qui induisent un graphe dont les composantes contiennent au plus un
cycle est un matroide. Ce matroide est connu sous le nom du matroide bi-circulaire (voir [94]).
Un simple algorithme glouton peut donc étre appliqué pour calculer un réseau de cofit total
minimum dont les composantes connexes sont unicycliques (voir Chapitre 1).

Il est important de signaler qu’il est aussi facile de construire un réseau (graphe) unicyclique
(graphe connexe qui contient exactement un seul cycle). Ceci provient du fait que I’ensemble
des sous-ensembles d’arétes qui induisent un graphe qui contient au plus un cycle est aussi un
matroide. Ce matroide est inclus dans le matroide bi-circulaire (voir Chapitre 1).

Si les contraintes d’unicyclicité (au plus un cycle) vont étre remplacées par des contraintes
dites de cyclicité (chaque composante est exactement un cycle) on obtient alors le probleme du
2-Couplage (2-factor) qui est un probleme facile (voir [117]). Si des contraintes sur la taille des
cycles sont ajoutées (pas de cycles de taille inférieure a 5), le probleme devient alors difficile
(voir [22]).

Notre probleme a aussi des liens avec le probleme de 1’étoile-anneau qui consiste a const-
ruire un réseau qui contient un seul cycle autour de quelques noeuds, alors que les autres noeuds
sont directement liés a ceux qui forment le cycle. Ce probleme et quelques variations sont étu-
diés dans [2, 82].

Si les contraintes d’unicyclicité sont relaxées, on obtient alors un autre probleme connu
consistant a trouver un graphe de poids minimum (ou maximum) qui ne contient pas de cycle
de taille inférieure a p + 1. Ce probleme est équivalent au probleme de couverture dans lequel
on cherche un ensemble d’arétes de poids minimum (maximum) intersectant tout cycle dont la
taille ne dépasse pas p. Quand p = 3, on sait déja que le probleme est facile si le graphe n’est
pas contractible a K5 \ e (le graphe complet avec 5 noeuds moins une aréte) [39]. Cependant, le
probleme est en général NP-Difficile [128].

Ce chapitre est organisé comme suit : les notations et une formulation mathématique sont
introduites dans la section suivante. Quelques inégalités valides sont décrites dans la section
3.4. Les faces induites par ces inégalités valides sont étudiées dans la section 2.4. Dans la
section 2.5, on présente un algorithme a plans coupants pour résoudre le probleme du réseau
a composantes connexes et unicycliques de cofit total minimum avec la contrainte sur la taille
des cycles. Les problemes de séparation relatifs aux inégalités valides sont étudiés. La section
2.6 est dédiée aux résultats numériques. On cloture ce chapitre par une conclusion qu’on peut
trouver en section 2.7.

2.2 Notations et Formulation Mathématique

Soit H, I’ensemble des graphes tels que chaque composante connexe contient exactement
un cycle ayant au moins p + 1 arétes. En d’autres termes, toutes les composantes connexes sont
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des graphes unicycliques et il n’y a pas de cycle de taille inférieure ou égale a p.

Etant donné un graphe G = (V, E), on considere tous les sous-graphes G’ = (V,E') (E' C E)
qui appartiennent a J{,. Un sous-graphe est représenté par un vecteur d’incidence (x.),cg ol
x. = 1 si e appartient au sous-graphe et O sinon. L’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence
x de ces sous-graphes qui appartiennent a J{,, est notée par P(G, p). Calculer un sous-graphe de
poids minimum qui appartient a }{,, est ainsi équivalent a calculer un vecteur de colit minimum
dans P(G, p).

Dans ce chapitre, on suppose que G = (V, E ) est un graphe simple, connexe et non orienté (si
G n’est pas connexe, on peut s’ intéresser a chacune de ses composantes connexes). Le nombre
de sommets est noté par n = |V|. On suppose aussi que n > 3 et p < n— 1. Un colt w, est
associé a chaque aréte e € E.

Une aréte e € E est parfois notée par (i,;) ol i et j sont les deux extrémités de e. Etant
donné un vecteur (¢ ).ck, Cf peut aussi étre noté par ¢;;. Si A est un sous-ensemble de som-
mets, alors 6 (A) est ’ensemble des arétes qui ont exactement une extrémité dans A. Si A = {v}
ol v € V, alors on peut écrire §(v) au lieu de 8 ({v}).

Soient A et B deux sous-ensembles de sommets disjoints, 6 (A)\ 0 (B) représente 1’ensemble
des arétes qui ont une extrémité dans A et 1’autre extrémité dans V \ {A UB}. Soit (x,)eck un
quelconque vecteur indexé par E, alors x(A, B) est utilisé pour noter la somme des poids des

arétes qui ont une extrémité dans A et une extrémités dans B : x(A,B) = Y x;j. Quand
(i,j)EE,i€A,jEB
B ={v}, onécritx(A,v) au lieu de x(A,{v}). On écrit aussi x(A) pour noter la somme des poids

des arétes qui ont les deux extrémités dans A. x(A) = Y x;j. Si C est un ensemble
(i,j)EE i€A,jeA
d’arétes C C E, alors x(C) représente naturellement la somme des poids des éléments de C :

x(C)= ¥ x.
ecC . . . . . N
Dans ce qui suit, on va donner la formulation mathématique pour notre probleme de syn-

these de réseaux.

Pour commencer, on sait que le matroide bi-circulaire est un matroide transversal [94]. Au-
trement dit, les ensembles indépendants du matroide bi-circulaire peuvent €tre représentés par
un couplage. Pour étre plus précis, on pose H le graphe biparti dont I’ensemble des sommets
est donné par V UE, et il existe une aréte entre v € V et e € E si et seulement si v est une
extrémité de e. Pour tout couplage de H, I’ensemble des arétes de E incluses dans ce couplage
est un indépendant du matroide bi-circulaire. Les bases de ce matroide sont données par des
couplages de taille n (en effet, notre probleme n’a pas de solution si le rang du matroide bi-
circulaire associé a G est inférieur a n).

Les observations données ci-dessus nous aident alors a construire une formulation mathé-
matique des contraintes d’unicyclicité. Pour toute aréte e = (i, j) € E, on a une variable x, et
deux variables y;. et yj, oll y; est égal a 1 si le sommet i est couvert par I’aréte (i, j). x. est
donné€ par yj, +yj.. En utilisant la caractérisation polyedrale et classique des couplages bipar-
tis (voir [117]), on déduit que notre probleme peut étre formulé ainsi (apres relaxations des
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contraintes sur la taille des cycles) :

min Y, wex,
ecE
Xe = Yie +yjeyve = (iaj) €L

Y Yie=1VieV 2.1)
e=(i,j)€E

0<vyp,VieV.e=(i,j) €E
x. <1,Ve€E.

Les contraintes sur la taille des cycles peuvent étre intégrées comme suit. Il suffit d’écrire
que le nombre d’arétes dans tout ensemble de sommets A de cardinalité au plus p ne peut pas
dépasser |A| — 1.

X(A) <|A|-1LLACV,2<|A| < p (2.2)

Ainsi, notre probleme est bien formulé par (2.1), (2.2) avec les contraintes d’intégrité (2.3) :
x. €40,1},Ve € E. 2.3)

Quand les solutions extrémes de (2.1) sont des vecteurs en 0-1, celles de (2.1)+(2.2) peuvent
étre fractionnaires. En outre, la séparation des inégalités (2.2) n’est pas facile. On essayera
alors de renforcer le systeme (2.1)+(2.2) en ajoutant quelques inégalités qui sont valides pour

P(G,p).

2.3 Inégalités Valides

Proposition 2.1: Soient A et B deux ensembles disjoints de V tel que |A| < p — 1. Alors
I’inégalité suivante est valide pour I’enveloppe convexe P(G,p) :

2x(A) +x(A,B) < 2|A| +|B| —2. (2.4)

Preuve: Soit C I’ensemble complémentaire de AUB. Sachant que n =x(A) +x(B) +x(C)+
x(6(C)) +x(A,B), I'inégalité 2x(A) +x(A,B) < 2|A| + |B| — 2 est équivalente a x(A) < |A| —
24 x(B) +x(C)+x(86(C)) —|C|. On a alors a montrer la validité de cette derniere inégalité.

D’abord, on remarque qu’on a nécessairement x(C) +x(8(C)) — |C| > 0. Ceci provient du
fait que chaque composante connexe de C qui ne contient pas de cycle est nécessairement
connectée a au moins un sommet dans A UB.

On suppose ensuite que x(C) +x(8(C)) — |C| > 1. Du fait que |A| < p—1 < p, on a alors
x(A) <|A|—-1=A| -2+ 1< |A| =2+ x(B) +x(C) +x(6(C)) —|C|.

On suppose maintenant que x(C) +x(8(C)) — |C| =0. Sion ax(B) > 1 oux(A) < |A| -2,
alors I’inégalité x(A) < |A| —2+x(B) +x(C)+x(6(C)) —|C| est valide. Il reste a montrer qu’on
ne peut pas avoir simultanément x(B) =0, x(A) = |A| — 1 et x(C) +x(8(C)) — |C| = 0.

x(C)+x(6(C)) — |C| = 0 implique que chaque composante connexe de C et qui ne contient
pas de cycle est connectée a A U B par exactement une aréte. Ceci implique aussi que toute
composante unicyclique de C (composante qui contient un cycle) n’est pas connectée a A UB.
Comme on sait que |[A| < p—1, alors il n’y a pas de sommet dans B qui est lié (connecté) a deux
sommets de A. Mais, on a aussi x(B) = 0 qui implique qu’il n’est pas possible de construire
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un cycle. Autrement dit, il n’existe aucune composante connexe unicyclique qui contient les
sommets de A ou de B. La figure (2.1) illustre le fait qu’on ne peut pas avoir simultanément les
cas x(B) =0, x(A) = |A| — 1 etx(C) +x(8(C)) — |C| =

FIGURE 2.1 — Sur la validité de I'inégalité (2.4)

Proposition 2.2: Soient A et B deux ensembles disjoints de V. L’inégalité suivante est alors
valide pour P(G,p) :

Y 2 x(8() + ¥ (x(8() \ 8(4)) ~2) <n—(p+1). 25)
VvEA vEB
Preuve: Pour commencer, on s’intéresse au cas ou B = (0. Le nombre de sommets dont

le degré est égal a 1 ne peut pas étre supérieur a n — (p+1). En plus, Y (2—x(8(v))) est
A

v
inférieur ou égal au nombre de sommets de A et dont le degré est de 1. Ceci implique alors que
Y (2—x(0(v))) <n—(p+1) pour tout sous-ensemble A.

! Maintenant, et en utilisant le fait que Y (2—x(8(v)))+ ¥ (2—x(8(v))) =0, on déduit
vEA veV\A
que
Y, ((8(v)=2) =) 2-x(8(»)) <n—(p+1).
veV\A vEA

Autrement, si A =0 alorsona Y (x(6(v)\6(A))—2) <n—(p+1) pour tout sous-ensemble
veB
B.

Intéressons nous maintenant au cas général dans lequel on a A £ @ et B = (. 11 est clair que
Y 2—=x(8(v)+ ¥ (x(6(v)\ 6(A)) —2) ne peut pas décroitre si on élimine de A tous les
veB

vEA
sommets pour lesquels 2 —x(d(v)) < 0. On peut alors supposer que 2 —x(d(v)) = 1 pour

tout sommet v € A. Considérons le graphe obtenu par la suppression de A. Comme la sup-
pression d’un sommet de degré 1 ne casse pas la propriété d’unicyclicité (toutes les compo-
santes connexes restent unicycliques, et pas de nouvelles composantes connexes crées), alors

le nouveau graphe satisfait les contraintes Y, (x(8(v)) —2) < (n—|A|) — (p+ 1) (on sait que
veB
les inégalités (2.5) sont valides quand A est vide). Notons aussi que dans le nouveau graphe

Y (x(6(v)) —2) est égale a ¥ (x(8(v)\ 6(A) —2) dans I’ancien graphe. En utilisant le fait
vEB

veB
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que 2 —x(6(v)) = 1 pour tout sommet v € A, on déduit que Y 2—x(6(v)))+ ¥ (x(8(v)\

vEA vEB
6(4))=2)<n—(p+1). O
On verra apres que les inégalités (2.5) peuvent étre séparées en temps polynomial soit en
minimisant une fonction sous-modulaire, ou en résolvant un probleme classique de coupe mi-
nimum dans un graphe approprié.
Il est intéressant de noter que lorsque A = 0 et B = {v}, les inégalités (2.5) se réduisent a

x(8(v)) <n—(p—1).

La famille d’inégalités suivante est basée sur le fait que le nombre de composantes connexes
ne peut pas excéder L#j (I'y a au moins 1+ p sommets dans chaque composante).

Soit (0, ).ce un ensemble de nombres réels. Pour tout nombre 0 < i < L#J — 1, Yoy est
le colit minimum (au sense des (@ ).cg) d’un graphe connexe avec n + i arétes. Soit Ty un
arbre couvrant de poids minimum et f3; est le colit maximum des i arétes de T,. Autrement dit,

Bi= max Y a,.
E'CTo,|E'|=iecE!

Dans la sous-section 2.5.4, on verra que des algorithmes gloutons peuvent étre utilisés pour
calculer ,; ainsi que f3; pour tout nombre i.

Proposition 2.3: L’inégalité suivante est valide pour P(G, p) :

Z OeXe = min (’}/nJri - ﬁl) (2.6)

0[]

Preuve: Soit x un vecteur d’incidence représentant un graphe G de H,. Soit i le nombre
de composantes connexes de G. On sait que i < L#j Comme T, est connexe, on peut alors
ajouter a G quelques i — 1 arétes de Ty, pour le rendre connexe, et donc on obtient un graphe
connexe avec n+i— 1 arétes. Le colt de ce graphe n’est pas inférieur a ¥,,;—;. En outre, le

colit de i — 1 arétes ajoutées a G est clairement pas supérieur a ;1. En combinant ces deux

observations, on en déduit alors que Y ,cg ®teXe > Ypti—1 — Bi—1- En prenant le minimum de
toutes les valeurs possibles de i, on trouve ). Oex, > min (Vi — Bi) O.
ecE 0<i< Lﬁj_l

Plus de détails sur la séparation de cette famille d’inégalités seront donnés plus tard.
La borne supérieure L#J du nombre de composantes connexes peut €tre exploitée pour
découvrir de nouvelles inégalités valides.

Soit S un sous-ensemble de sommets. Pour tous les sommets i et j de S, 0(A;;) représente une

coupe séparant i et j.

Proposition 2.4: L’inégalité suivante est valide pour P(G, p) :

" n N
Y X wezmax(0fs]— [ ] (8] - [0 )
i,j€S,I<j e€d(A;j) p+1 p+1 ZL#J

2.7)

Preuve: Soit x un vecteur d’incidence d’un sous-graphe couvrant de G qui appartient a
H . Considérons un réseau ou la capacité de chaque aréte e € E est x,. On note par f;; le flot
maximum qu’on peut écoulerentre iet j. Ona )} Y.c5a,)%e = L fij-
i,jes,i<j / i,jes,i<j
Ilestaussi facilede voirque Y fi; > [S|— L#j .Ilreste alors amontrerque Y. fij >
i,jeS,i<j 1L,jES,I<]
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(81 = 747 +1J>—|J Soit z le nombre de composantes connexes (donc z < | 727 |). Soit Sy le
[7+

sous-ensemble de sommets de S qui appartient a la k¢ composante connexe. Comme fij=1
quand i et j sont sur la méme composante, on en déduitque Y, fi; > [S1](|S1|—1)/2+...+

i,jeSi<j
1S;|(|S;| — 1)/2. Par la convexité de la fonction # onobtient Y  fij > %g(@ —1)=
i,jesS,i<j
%(H 1). En combinant cette inégalité avec z < Lp +1J et Y Yees@ate= L Jfij
i,jES, i< 1,jES,I<]

on arrive alors au résultat souhaité.O
Il est intéressant de noter que lorsque L#j =1, les inégalités (2.7) se réduisent a

Y Y x=Is|sI-1)/2

i,JESI<] eeb(A)

qui est une combinaison des inégalités } ,c5a,;) Xe = 1. Cette derniere inégalité est évidemment
valide quand on a qu’une seule composante connexe (¢a correspond a |S| = 2).

Quand § =V, les inégalités (2.7) peuvent étre facilement retrouvées en utilisant le fait qu’on
doit avoir f;; = 2 pour quelques paires de sommets (on utilise les notations introduites dans
la preuve précédente). Il n’est pas difficile de voir que 'e% . fij est minimum si le graphe

LjEVII<]
contient exactement | +1J composantes connexes avec un cycle de taille p 4+ 1 dans chaque
composante et tel que les tailles des composantes sont a peu pres égales. En d’autres termes,
si on considere deux composantes différentes, le nombre de sommets dans une composante ne
doit pas dépasser 1 plus le nombre des sommets de 1’autre composante (autrement, on décroit

Y. fij en permutant un sommet d’une composante avec une autre). Apres quelques calculs,
i,jEV,i<j
on aurala valeurde ). f;; de ce graphe donnée par

i jev.i<j
n (p+Dp 1 n L n
T ) (2 e - Ly

Proposition 2.5: L’inégalité suivante est valide pour P(G, p) :

(p+1Lp 1 n n n n
Y oOX o xezll sl (20 L) = Ll

LJEVI<j ec8(Ayj) 2 i p+l p+17" 5]

(2.8)

]
Etant donné un graphe de Hp. il est clair que }(; jyes()Xijfij estégale a2+ Y, jes(i)*ij Si
i appartient a un cycle et est égale a }.(; j)eg(;) Xi;j sinon. Comme il existe au moins p + 1 som-
mets appartenant a un cycle, on peut alors directement en déduire que ), x;jf;; >n+p+1.

i,j)EE
Cette inégalité peut &tre améliorée si on dispose d’une bonne born(e ]i)nférieure du nombre
de composantes connexes. On rappelle que dans la preuve de la Proposition (2.4), on a ob-
servé que Y. fij > |S|—zet ¥ fi;j> |S|(|§| — 1) ou z est le nombre de composantes
i,jESi<j i,jES i< '

connexes. La seconde inégalité parait difficile a exploiter alors que la premiere nous conduit a
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z>|S|— X fij. Ainsi,onobtient Y x;;fij>n+(p+1)||S|— Y fij | pour tout
i,jes,i<j (i,/)€E [L,jeS,i<j
sous-ensemble S. Notons que .€§‘< Jij = @ (g — 1) peut étre introduit par la programmation
1,jE€S,I<]

semi définie positive. Cependant, nous allons dans cette theése nous focaliser sur les méthodes
linéaires.

Soit 8(A;;) une coupe séparantiet j. Alors,ona Y xijfij< ¥ Y.es(a,;)XijXe- Pour toutes

(i.J))EE (i.j)€E
paires de sommets i et j de S, on considere toute coupe 8 (A} j) séparant i et j (on peutavoir A;; =

i,jESi<j i,jESi<j
Par conséquent, I’inégalité suivante est valide

Aéj).Onaclairementn+(p+1)(\S!— y ﬁj>2n+(p+l)<\5\— y Zeeg(A;j)Xe>.

Y Y xmpxeznt(ern (I Y Y x

(i.J)EE e€8(Ajj) i,jESi<jecd(A])

Le produit x;;x, est bien sur inférieur a x;; et a x,. En remplagant ce produit par soit x;; ou x, on
obtient une inégalité valide linéaire de P(G, p). En effet, on verra plus loin dans la sous-section
2.5.5 que si on a un vecteur fractionnaire x, le produit est remplacé par le minimum de x;; et x.
L’inégalité valide est clairement établie ci-dessous.

Proposition 2.6: L’inégalité suivante est valide pour P(G, p) :

Y Y weznt(erD|ISI- )Y Y x (2.9)

(i,j)eEeEE(A;j) i,jeSi<j eeé(Agj)

ou x;; . note différemment x;; ou x.
O

I est important de bien comprendre que la notation x;; . n’est pas liée a de nouvelles va-
riables.

2.4 Sur la structure faciale de P(G, p)

On étudie la dimension de P(G, p) et les inégalités valides définies dans la section précé-
dente. Pour simplifier cette étude, on supposera dans cette section que G = (V, E) est un graphe

complet. On pose m = "("T_l)

Proposition 2.7: La dimensionde P(G,p)estm—1si2<p<n—2,etm—nsip=n—1.

Preuve: : La dimension de P(G, p) ne peut pas étre supérieure a m — 1 puisque 1’éga-

lité Y, x. = n est vérifiée. Si p =n— 1, alors P(G, p) est ’enveloppe convexe des tournées
Hamiltoniennes. Sa dimension est m — n [95].

Supposons maintenant que 2 < p < n— 2. On suppose aussi que ox = 3 pour tout vecteur

x de P(G, p). Soient u,v,w trois sommets. On consideére aussi un graphe unicyclique basé sur

un cycle de taille n — 1 plus une aréte de plus. On suppose que : u est ’'unique sommet pen-

dant (de degré égal a 1), u est connecté a v, et w est I’'un des deux voisins de v sur le cycle.
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Ce graphe appartient a J(,,. Maintenant, en supprimant ’aréte (w,v) et en ajoutant (w,u), on
obtient un autre graphe dans J{,. Les deux graphes satisfont otx = 8. Par conséquent, on doit
avoir a,,, = o,,,. Comme cela est valide pour trois sommets quelconques u,v,w, on en déduit
alors que toutes les composantes de o sont égales. Cela implique que la contrainte ax = 3 est
proportionnelle a Y, x, = n. Alors la dimension de P(G, p) est m — 1.0

Proposition 2.8: L'inégalité x, > 0 définit une facette de P(G, p) si et seulement sin > 5

Preuve: Si p =n— 1, le résultat est déja connu [58, 95]. Dans ce qui suit, on s’intéressera
au cas ou 2 < p < n—2. En utilisant le fait que x, > 0 est une facette du polytope de voyageur
de commerce symétrique, on peut alors construire m — n vecteurs 7,22, ...,Zm—n affinement
indépendants qui représentent des tournées Hamiltoniennes qui ne traversent pas e. Tous ces
vecteurs appartiennent a P(G, p). Soient u et v les deux extrémités de e. On construit n— 1 autres
vecteurs de P(G, p) qui satisfont x, = 0. On considére une tournée de taille n — 1 qui passe par
tous les sommets sauf u. On obtient n — 2 nouveaux vecteurs Z,—pn1,...,Zm—2 de P(G,p) en
choisissant un sommet quelconque w de cette tournée (w différent de v) et en ajoutant une aréte
(u,w). Pour tout sommet w, le graphe obtenu par cette méthode appartient & J(,,. Un dernier
vecteur z,,—1 peut €tre obtenu en considérant une tournée quelconque de longueur n — 1 qui
contient « et non pas v avec une aréte liant v avec un sommet w # u dans le cycle.

D’abord, tous les vecteurs (z;)1<;j<m—1 satisfont x, = 0. Supposons qu’il existe des nombres
(ai)1<i<m—1 tels que ij’l’l*l aizi=0et Zﬁiﬁ”fl o; = 0. Le degré de v est égal a 2 dans tous les
graphes pris auparavant pour construire (z;)j<;<m—2. Dans le dernier cas (i = m — 1), le degré
de v est de 1. Ceci implique que ¢, = 0. Maintenant, on s’intéresse aux m — 2 vecteurs.
Le degré de chaque sommet w est toujours égal a 2 sauf dans un cas (quand 1’aréte (w,u) est
ajoutée). Par conséquent on a o; = 0 quand m —n+1 <i < m — 2. En utilisant le fait que les
m — n premiers vecteurs sont affinement indépendants, on en déduit que ¢; = 0 quand i < m —n.
Observons que la face induite par x, = 0 ne contient pas tout le polytope. Il est aussi évident
que x, > 0 n’induit pas une facette quand n < 4. Ceci est alors suffisant pour finir la preuve. O

A A
FIGURE 2.2 — Sur la preuve de la Proposition (2.9)
Proposition 2.9: L’inégalité (2.2) définit une facette de P(G, p) si et seulement si n > 4 et
2 < |A| < min(n—2,p).

Preuve: Si p = n — 1, le résultat est une conséquence de la structure faciale du polytope
de voyageur de commerce symétrique [59].
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On considere le cas ol p < n—2. Soit A tout sous-ensemble de V tel que 2 < |A| < p <n—2.
On peut construire m — n vecteurs affinement indépendants z1,2, ..., 2,—, qui représentent les
tournées Hamiltoniennes tel que z;(A) = |A| — 1. Ceci est possible car on sait que x(A) < |A| — 1
induit une facette du polytope du voyageur de commerce symétrique. Considérons une de ces
tournées. Elle contient un chemin de longueur |A| — 1 traversant les sommets de A. Soient
u et v les deux extrémités de ce chemin. Pour tout sommet w € V \ {u,v}, on construit un
nouveau graphe dans H, en supprimant les deux arétes incidentes qui joignent ses deux voisins
et en ajoutant I’aréte (u,w) (Figure (2.2)). Dans ce cas, on obtient n — 2 nouveaux vecteurs
Zm—n+1,---,Zm—2 de P(G, p) qui satisfont x(A) = |A| — 1. On construit un vecteur en plus en
prenant w = v et répéter les mémes opérations.

Supposons qu’il existe des nombres (¢)1<j<m—1 tel que Zi’[”*l o;izi =0et ZZT*I o; =0.
Il est clair que le degré de w € V \ {u,v} est toujours égal a 2 sauf dans un cas. Ceci implique
que o; = 0 quand m —n+ 1 <i < m— 2. Maintenant et en utilisant le fait que le degré de v
est égal a 2 dans les premiers m — n cas et égal a 1 dans le dernier cas i = m — 1, on en déduit
que 0,1 = 0. Comme les m — n tournées Hamiltoniennes sont affinement indépendantes, ceci
alors termine la preuve.O

Notons que les inégalités x, < 1 représentent un cas spécial des inégalités (2.2).

D’autres facettes de P(G, p) sont induites par la formulation introduite dans la Section 3.2.
Considérons I'inégalité

x(A) < |A|,ACV. (2.10)

Il est clair que cette inégalité est valide pour P(G,p) pour toute valeur de p. Comme
P(G,p = 2) est la projection de la formulation du couplage introduite auparavant, on n’a pas
besoin de générer les inégalités (2.10). Et comme on est intéressé par la structure faciale de
P(G, p), on donne alors ci-dessous un résultat sur la face induite par I’inégalité (2.10).

Proposition 2.10: L’inégalité (2.10) induit une facette de P(G, p) si et seulement si p+2 <
Al <n-—1.

Preuve: Si |A| < p, alors I’inégalité (2.10) est dominée par I’inégalité (2.2). Il est aussi
clair que le cas ol |A| = n n’induit pas une facette comme tous les vecteurs de P(G, p) satisfont
x(V) = n. En outre, si |A| = p+ 1, alors tout vecteur x de la face induite par I’inégalité (2.10)
satisfait x(v,A) =2 ot v € A.

Concentrons nous maintenant sur le cas p+2 < |A| < n— 1. Soit ax =  une égalité satisfaite
par tous les vecteurs de P(G, p) pour laquelle x(A) = |A|. Considérons un sous-graphe de G
contenant un cycle de taille |A| — 1 passant par |A| — 1 sommets de A et supposons que tous
les autres vecteurs de V sont liés a ce cycle par une aréte. Le vecteur d’incidence de ce graphe
appartient a la face induite par x(A) = |A|. Soit u I’'unique sommet de A qui n’appartient pas au
cycle et soit v son voisin sur le cycle. Soit w I’un des deux voisins de v sur le cycle. Il est clair
qu’on peut supprimer I’aréte (w,v) et ajouter I’aréte (w,u) pour obtenir un nouveau vecteur
d’incidence qui satisfait toutes les contraintes. Ceci implique alors que ¢, = o,,,. Comme u, v
et w sont trois sommets arbitraires de A, on en déduit alors que ,, est égal a une constante 0y
pour tous deux sommets u et v de A. Considérons maintenant un sommet quelconque b € V' \ A.
b peut étre arbitrairement 1ié a un sommet quelconque de A. Ceci implique que oy, est égal a
une constante oy4 pour tout sommet b € V\Aeta € A. Si|A| =n— 1, ceci est alors suffisant de
déduire que I’égalité ox = 3 est une combinaison de x(V) =n et x(A) = |A|. Quand |A| <n—2,
on peut considérer un autre sommet ¢ € V \ A. Supposons que c est lié a a € A. 1l est clair qu’on
obtient un graphe qui satisfait toutes les contraintes si on supprime (c,a) et on ajoute (c,b) out
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b est un quelconque autre sommet de V \ A. Par conséquent, ¢, = 0tcq = 0c4. Comme b et
¢ sont arbitraires, on obtient que les deux termes o, et 0, sont égaux a une constante O(g4.
Autrement dit, oex = B est encore une combinaison linéaire de x(V) =n et x(A) = |A|.O

Les inégalités (2.10) avec les inégalités triviales x, > 0 et x, < 1 décrivent completement
P(G,p=2).

Proposition 2.11:

P(G,2)={xcRE;0<x,<1,Vec E;x(A) < |A|,VACV,4<|A| <n—1;x(V)=n}.
Preuve: On a déja mentionné que les graphes de G = (V,E) tels que chaque compo-

sante connexe contient au plus un cycle est un matroide. Ceci implique que P(G,2) est dé-
fini par les contraintes de positivité, les contraintes x(V) = n, ainsi que les contraintes géné-
rales x(B) < r(B) o B C E et r est la fonction rang associée au matroide. Soit B' C B tel que
|B'| = r(B) et B" appartient au matroide. Le graphe G’ = (V, B') induit par B’ doit avoir quelques
composantes connexes avec exactement un cycle, et d’autres sans cycle. Soit C I’union de toutes
les composantes de B’ qui contiennent un cycle. Par la maximisation de B, toutes les arétes de
B\ B’ ont les deux extrémités dans C. Soit A I’ensemble des sommets de C. Il est clair que par
I’ajout des contraintes x(A) < |A| et les contraintes x, < 1, e € B'\ C on obtient une contrainte
qui est au moins meilleure que x(B) < r(B).O

Etudions maintenant les inégalités (2.4). Il est clair que si on pose |A| = 1, alors I’inégalité
(2.4) est une combinaison des inégalités triviales x, < 1. Le cas ou |B| = 0 est aussi inclus dans
les inégalités (2.2). Alors, on supposera que |A| > 2 et |B| > 1. Ceci implique directement que
p>3(comme |A| < p—1)etn>4.

FIGURE 2.3 — Saturation de 1’inégalité (2.4) : cas 1 et 2

Proposition 2.12: Linégalité (2.4) définit une facette de P(G, p) si et seulement si |A| =
p—1,3<p<n-2et|B|] >3.

Preuve: On utilise ici la notation introduite dans la preuve de la Proposition (2.1). On
rappelle que I’inégalité (2.4) est équivalente a x(A) < |A| — 2+ x(B) +x(C) +x(8(C)) — |C|.
Pour avoir I’égalité, Il y a seulement trois cas possibles :

- L.x(A)=|A]—=1,x(B)=1etx(C)+x(8(C))—|C| =0
- 2.x(A)=|A]=2,x(B) =0etx(C)+x(8(C))—|C| =0
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- 3.x(A)=|A]—=1,x(B) =0etx(C)+x(8(C)) —|C| = 1.

Dans les deux premiers cas, on a x(C) +x(6(C)) — |C| = 0. Ceci implique que chaque com-
posante connexe de C qui ne contient pas de cycle est nécessairement connectée a A U B par
exactement une aréte. Si la composante contenait déja un cycle, alors il n’y a pas d’arétes entre
A UB et cette composante connexe. Ceci implique que le graphe induit par A U B contient au
moins un cycle. En utilisant le fait que |A| < p — 1, il est alors facile de voir que dans les deux
cas 1 et 2, la cardinalité de A doit étre égale a p — 1. Dans le cas 1, A contient un chemin élé-
mentaire de longueur p — 2. Un cycle de longueur p + 1 contient ce chemin avec deux arétes
liant A et B (voir Figure (2.3)).

Dans le cas 2, A contient deux chemins disjoints (au sens des sommets) et de longueur totale
p — 3. Un cycle de longueur p + 1 contient ces deux chemins avec 4 arétes liant A et B (voir
Figure (2.3)).

Maintenant, on observe que si |B| = 1, alors les cas 1 et 2 ne peuvent pas se réaliser. Ceci
veut dire qu’on a x(A) = |A| — 1, x(B) =0 et x(C) +x(8(C)) — |C| = 1. Comme x(A) < |A| — 1
définit une facette (Proposition (2.9)) et qui est saturée ici, I’inégalité (2.4) ne définit pas une
facette quand |B| = 1. En utilisant le méme argument on déduit que I’inégalité (2.4) ne définit
pas une facette si |A| < p— 1 (dans les cas 1 et 2, on doit avoir |[A| = p—1).

Supposons alors que |B| > 2 et |A| = p—1. Si p=n— 1, alors on obtient |[A| =n— 2,
|B| =2 et |C| = 0. L'inégalité (2.4) est alors dominée par les inégalités x(6(v)) < 2 pour tout
v € A (valide pour p =n — 1). Autrement dit, quand p = n — 1 notre inégalité ne définit pas une
facette. Le cas p =2 (avec |A| = p — 1) peut aussi étre éliminé car I’inégalité (2.4) est dominée
par les inégalités triviales x, < 1.

Concentrons nous alors sur le cas |B| > 2, |A| = p—1et3 < p <n—2. On étudie d’abord
le cas élémentaire ol |B| = 2. On suppose que u et v sont les deux sommets de B. Il n’est
pas difficile de voir que dans les trois cas énumérés dans le début de la preuve, on a x(u,A) —
x(v,A) = 0. Ceci veut dire que tous les vecteurs appartenant a la face induite par 1’inégalité
(2.4) sont aussi contenus dans un autre hyperplan. Comme 1’hyper-plan x(u,A) — x(v,A) =0
est linéairement indépendant avec I’hyper-plan x(E) = n et 2x(A) +x(A,B) =2|A|+ |B| —2, on
en déduit alors que I’inégalité (2.4) ne définit pas une facette de P(G, p) quand |B| = 2.

Dans ce qui va suivre, on montre qu’on obtient une facette quand |B| > 3, [A|=p—1 et
3 < p <n-—2.Soit ax =  une égalité satisfaite par tous les vecteurs de P(G, p) pour lesquels
2x(A)+x(A,B) =2|A| +|B| —2.

D’abord, on suppose que |C| = 0. Ceci implique qu’uniquement les cas 1 et 2 peuvent
se réaliser. Considérons un graphe de J(, qui correspond au cas 1. Soit (u,v) I'unique aréte du
graphe qui a les deux extrémités dans B et soient w et z les deux extrémités du chemin contenant
A (Figure (2.3)). On peut supposer que tous les autres sommets de B (sauf #) sont connectés a
z. Maintenant, si on supprime 1’aréte (u,v) et on la remplace par une autre aréte (u,v') (V' € B),
on obtient un autre graphe qui satisfait toutes les conditions requises avant. Ceci implique que
04y = 0,y. Comme u, v et V' sont des sommets choisis arbitrairement, on en déduit alors que
oy, est égal a une constante o pour toute paire de sommets u et v de B.

Considérons un sommet quelconque V' € B\ {u,v}. Il est clair que V' peut étre connecté a
un sommet quelconque y de A. Ceci veut dire que @/, dépend uniquement de V. Comme u, v
et V' sont choisis arbitrairement, on déduit alors que pour tout sommet V' € B et pour tout y € A,
o,y est €gal a une constante o4.
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FIGURE 2.4 — Saturation de I’inégalité (2.4) : cas 3

Considérons un graphe de J{(,, qui correspond au cas 2. On définit u, v, w, z, s et t comme le

montre la Figure (2.3) (certains parmi eux peuvent tre identiques). Il est clair que si on ajoute
I’aréte (s,¢), on supprime une quelconque autre aréte de A et connecter u et v aux nouveaux
sommets s et ¢, on obtient un autre graphe qui satisfait toutes les conditions requises auparavant.
En utilisant le fait que o, et o, ne dépendent pas de s et #, on déduit que a; est aussi une
constante : o, = 0ty. Notons que la transformation de graphe décrite ici suppose implicitement
que |A| > 3. Toutefois, si |A| = 2 on peut toujours dire que 0; = @4 comme il y a qu’une seule
aréte induite par A.
En comparant les deux graphes introduits ci-dessus (cas 1 et cas 2), on déduit directement que
oy + ap = ayua + 4. Comme ceci se réalise pour tous u et v de B et |B| > 3, on obtient que
0,4 est aussi égal a une constante a4p qui ne dépend pas de u. On a aussi Q4 + 0p = 20t45. Par
conséquent, I’égalité ax = B est équivalente a o x(A) + apx(B) + apx(A,B) = B. Elle peut
s’écrire ainsi : ap(x(B) +x(A) +x(A,B)) + (0ap — ap)(2x(A) +x(A,B)) = B. Ceci met alors
fin a la premicre partie de la preuve.

Etudions maintenant le cas |C| > 1.0n a toujours |B| >3, |A|=p—1let3<p<n-2.
On montre exactement par la méme facon que o, = op (u € Betve B)et gy =04 (sEA
et € A). On obtient aussi facilement que o, est €égal a une constante 0 pour tous u € B et
y € A. L'égalité oy + ap = 204 p est réalisée.

Pour terminer la preuve, on doit introduire un troisieme graphe. On considere un graphe qui
correspond au cas 3. Il est défini ainsi : le graphe induit par C est un arbre, il existe une aréte
(z,i) qui relie A et C, une aréte (j,u) liant B et C, le graphe induit par A est un chemin dont les
extrémités sont w et z, u est connecté a w, chaque sommet de B est connecté a exactement un
sommet de A (Figure (2.4)).

Comme i est un sommet arbitraire de C, a; ne dépend pas de i. En plus, z est aussi quelconque
(on peut considérer un autre chemin de A avec d’autres extrémités). Par conséquent, o; est égal
a une constante Oyc.

En utilisant le fait que I’arbre induit par C est quelconque, on peut facilement déduire que les
coefficients o; sont égaux a une constante O¢ pour tous sommets k et / de C.

Considérons maintenant un sommet v € B et supposons que v est connecté a z (Figure (2.4)).
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On peut supprimer 1’aréte (j,u) et ajouter I’aréte (u,v) pour obtenir un nouveau graphe (dont
le type correspond au cas 1). En comparant ces deux graphes, on déduit que aj, = 04,y = 0p.
Autrement dit, @, est €égal a une constante 0icg = Op pour tous sommets j € C et u € B. Au
lieu d’éliminer I’aréte (j,u), on élimine (i,z)(on ajoute (u,v)). Ceci implique que Q4c = Qp.
Observons que si |C| > 2, alors on peut supprimer une aréte (séparant i et j) dont les deux
extrémités sont dans C pour obtenir deux composantes connexes, et on ajoute I’aréte (u,v). Le
nouveau graphe satisfait toujours toutes les conditions requises avant. Ceci implique clairement
que o;; = 0c = O pour tous sommets i € Cet j € C.

En combinant tous ces résultats, on trouve ox = 3 est équivalent a (oap — ap)(2x(A) +
x(A,B))+ op(x(B) +x(C) +x(8(C) +x(A) +x(A,B)) = B. L’inégalité (2.4) définit une facette
de P(G,p).0

Proposition 2.13: Soient A et B deux sous-ensembles disjoints de V et soit C =V \ {AUB}.
L’inégalité (2.5) définit une facette de P(G, p) si et seulement si 3 < p < n—2 et un des cas
suivants se réalise :

-1<[B|<p—41C|=3
|B[=p—3.1C| > 4. p>4
Bl =p-2.]A| < 1.|C| > 4
-|B|=p—1,|A| =0.
Preuve: 11 est clair que lorsque p = n — 1, I'inégalité (2.5) est dominée par les égalités
triviales x(8(v)) = 2. On supposera alors que p < n—2.
Soit G un graphe de J}{,, pour lequel I’égalité suivante est vérifiée :

Y 2=x(8(v))+ Y} (x(8()\8(A)) =2) =n—(p+1). (21D

VEA vEB

Si un tel graphe n’existe pas, alors I’inégalité (2.5) ne définit pas une facette de P(G, p).
Soit A} C A I’ensemble des sommets v de A pour lesquels x(6(v)) = 1. Tous les sommets de
Ay =A\A| ont un degré égal a 2 (sinon les membres gauches de 1’équation (2.11) peuvent étre
augmentés en éliminant des sommets dont le degré est supérieur a 2). L’égalité (2.11) devient

Y (x(8(v)\6(A))—2)=n—|Ai|—(p+1). En outre, le graphe obtenu en éliminant tous les

veB
sommets de A reste toujours dans H,. Alors écrire I’inégalité (2.5) pour ce nouveau sous-

graphe nous donne Y (x(8(v)\0(A1))—2) <n—|A;|—(p+1). Ceci implique directement
vEB

que x(8(v) \ 0(A1)) = x(6(v)\ 6(A)) pour tout v € B. Ceci dit, on a x(v,A;) = 0 pour tous les
autres sommets de B. On peut aussi déduire que x(8(v)\ 6(A;)) —2 <0 pour tout v € C (sinon la

somme Y (x(0(v)\6(A;))—2) peut étre augmentée en mettant v dans B). L’égalité précédente
veB

devient Y. (x(8(v)\ 8(A41)) —2) =n—|A;|— (p+1). En utilisant le fait que Y. (x(6(v) \
vEB veB

5(41)=2)+ X (x(8(+)\3(A1)) ~2) = 0. on déchuit que
Y, 2-x(8(v)\8(A1))) =n—|Ai| - (p+1).
veALUC

En utilisant le fait que les sommets de A, qui ont le degré 2 et tous les sommets de C sont
tels que x(8(v) \ 0(A1)) —2 < 0, I’égalité précédente implique que A, UC contient exactement
n—|Aj| — (p+ 1) sommets de degré 1 alors que le reste des sommets ont un degré de 2 dans
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G\ Aj. De plus, on sait que G\ Aj contient au moins p + 1 sommets de degré au moins 2. Ceci
implique que les sommets de B sont un unique cycle de longueur p 4+ 1. Chaque sommet de
A, UC dont le degré est 1 dans G\ A} est nécessairement lié & un sommet de B. Par conséquent,
tous les sommets de A, sont aussi sur le cycle (on rappelle que x(v,Az) =0 si v € B). La Figure
(2.5) synthétise la situation.

H B
A A
oA

FIGURE 2.5 — Saturation de I’inégalité (2.5)

Il n’est pas difficile de voir que ce qui a été établi dans la Proposition (2.13) est équivalent
a ce qui suit : ’inégalité (2.5) définit une facette de P(G, p) si et seulement si: 3 <p<n—2
et une des conditions suivante soit vérifiée :

B =0,1<[C|<p—1
JAl=0.1<[B]<p-1
-lAl=1,1<|B|<p-2,|C| >4
A2 2.1<|B|=p-3.|C| > 4
-1A|>2,1<|B|<p—4,|C| >3.

Le reste de la preuve est relatif a ces cas.

Supposons que |B| = 0, alors tous les sommets de C sont sur le cycle et |Aj| =n—(p+1)

(i.e, |A2| +|C|=p+1D).
Si A2 <1 (Ge, n—(p+1)<I|A <n—(p+1)+1), alors I’égalité x(A) = 0 est toujours
vérifiée. Cependant, x(A) = 0 n’est pas une combinaison linéaire de 1’égalité x(E) = n et de
I’égalité (2.11). Par conséquent, 1’inégalité (2.5) ne définit pas une facette dans ce cas (|B| =0,
n—(p+1) <|A| <n—(p+1)+1.

Il est aussi clair que tout graphe qui sature 1’égalité (2.11) ne peut pas avoir |A;| = p+ 1 car
A et lié seulement aux sommets de BUC. Donc on doit avoir |[A| <n—1.

Si on suppose que |Az| =2 et |C| = 1 (ce qui implique que p = 2), alors le nombre de graphes
qui saturent 1’égalité (2.11) est égal a W qui est inférieur a la dimension de P(G, p).
Ceci conduit a dire que I’inégalité (2.5) ne définit pas une facette dans ce cas.

Supposons maintenant que |C| =1 et |[Az| >3 (ie, [A| =n—1 et p > 3). Soit ax = f3
une égalité quelconque saturée par tous les points de la face induite par 1’égalité (2.11). D’une
facon similaire a la preuve de la précédente Proposition, on peut facilement montrer que o,
est égal a une constante a4 pour toute paire de sommets u et v appartenant a A. On peut aussi
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montrer que 0y, est une constante si v est I’'unique sommet de C et u est quelconque de A.
Autrement dit, oox = B est une combinaison de 1’égalité x(E) = n (qui se réduit dans ce cas a
x(A) +x(A,C) = n) et de I’égalité (2.11) (qui se réduit ici a 2x(A) +x(A,C) =n+p—1). Par
conséquent, I’inégalité (2.5) définit une facette dans ce cas.

On garde ci-dessous |B| = 0. Il existe un autre sous-cas a étudier : 2 < |A;| < p—1 (i.e,

|C| > 2 et |A2| > 2). On considere aussi une égalité ax = fB saturée par tous les graphes de
cette face. Comme |C| > 2, on peut considérer un graphe de J(, tel que tous les sommets de A;
soient reliés a u; € C ou a up € C. On suppose aussi qu’il existe un sommet v € A; relié a u;
et a up. Si on supprime I’aréte (up,v) et on la remplace par une aréte (up,u) ol u € Aj est un
sommet quelconque non relié a u,, on obtient un nouveau graphe qui sature 1’inégalité (2.5).
Ceci implique que 0, = 0,, pour tous sommets uy € C, u € A et v € A. De plus, un sommet
de A; peut €tre reli€ a tout sommet quelconque de C qui implique que ¢, ne dépend pas de
up. Ceci dit, a,,, = 0tqc pour tous sommets u € A et w € C. Il est aussi facile de voir que lorsque
|C| > 3, alors @, = 0 pour tous sommets u € C et w € C (on considere trois sommets u], up
et uz dans C ou u; est relié a uy et up est a son tour relié a u3 et on change I’ordre des sommets
pour obtenir un nouveau graphe).
Comme |A>| > 2 et |C| > 2, on peut considérer un graphe de J, qui sature I’inégalité (2.5)
avec deux sommets v € A, et vy € A tel que vy est relié a vo. On suppose aussi qu’il existe
deux sommets u; € C et up € C qui sont reli€s. Si on change la position de v, sur le cycle
en I’'insérant entre u; et up, on obtient un nouveau graphe qui satisfait toutes les conditions
requises avant. Ceci implique que ¢, = Q4 pour tous sommets u € A et v € A et conclue aussi
que oy + 0c = 204¢. Ceci est suffisant pour dire que ax = B est une combinaison de 1’égalité
x(E) = netde I’égalité (2.11).

En combinant les résultats ci-dessus, on obtient : si |B| = 0, alors I’inégalité (2.5) définit
une facette de P(G, p) sietseulementsi3 < p<n—2,etn—(p—1)<|A|<n—1.

En utilisant le faitque Y (x(6(v))—2)= Y (2—x(6(v))), le résultat obtenu pour |B| =0

vEB veV\B
nous conduit directement a une caractérisation similaire de facette que pour le cas |A| = 0. Si
|A| = 0, alors I’inégalité (2.5) définit une facette de P(G, p) si et seulementsi3 < p <n—2, et
1<[B[<p-1.

On suppose maintenant que |[A| > 1 et |B| > 1.

On rappelle que les sommets de B sont sur I’'unique cycle de taille p+ 1. Ceci implique que
|B| < p+ 1.1l est aussi clair que |B| > p — 1, alors en utilisant x(B,A;) = 0 on obtient que tout
graphe qui sature I’inégalité (2.5) doit avoir |A;| = 0. Ce qui implique qu’on a x(6(v)) = 1 pour
tout sommet v de A. Par conséquent, I’'inégalité (2.5) ne définit pas une facette dans ce cas. On
note que ceci implique aussi qu’on n’a pas de facette dans le cas ou p = 2.

On se concentre alors surle casou3 < p<n—2,|A| > letl1 <|B|<p-—2.

Comme |B| < p—2, le cycle de taille p+ 1 doit contenir au moins 3 sommets de C si Ay =0,
et au moins 2 sommets de C si A, # 0 (parce que x(B,A;) = 0). De plus, si |C| = 2, alors on
a x(C) = 0 pour tout vecteur appartenant a la face induite par 1’inégalité (2.5)). Comme cette
égalité n’est pas une combinaison linéaire de I’égalité x(E) = n et de 1’égalité (2.11), on en
déduit que la face n’est pas une facette. On supposera alors que |C| > 3.

Etudions le cas ol |A|=1(avec3<p<n—2,1<|B|<p—2et|C|>3). On commencera
avec le sous-cas |C| > 4. Considérons un graphe de J{, qui sature I’inégalité (2.5). Soit a
I’unique sommet de A. Comme les sommets de A peuvent étre reliés a n’importe quel sommet
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de BUC, on déduit que ¢, est égal a une constante ot4p = Qsc pour tout sommet v appartenant
soit a B ou a C. Le méme genre d’arguments implique que ¢, = a,p pour tout sommet u € C
etveB.
Comme p < n—2, on peut supposer que a appartient au cycle. Soit u € C et v € C son voisin
et soit w € C un autre sommet qui n’est pas sur le cycle. En permutant a et w, on déduit que
Ouc + Cyp = Oy + Oy, Maintenant, en utilisant le fait que |C| > 4 (v peut étre remplacé par
un autre sommet de C) on déduit que o, = 0 pour tous sommets u € C et v € C. Combiné
avec I’égalité précédente, ceci nous conduit a o,,p = 0(cp pour tout w € C. En d’autres mots, on
a montré que ouc + Ocp = 20¢. Si |B| = 1, alors les égalités aup = Qac et ouc + Ocp = 20¢
sont suffisantes pour montrer que ax = 3 est une combinaison linéaire de 1’égalité x(E) = n
ainsi que de 1’égalité (2.11). Par conséquent, on obtient une facette si |A| =1,3 < p <n-—2,
1=|B|<p—-2et|C|>4.
En outre, si |B| > 2, alors on considere un graphe de 3{(, qui sature I’inégalité (2.5) ou le cycle
contient des sommets adjacents de C (u et v) et deux autres sommets adjacents de B (i et j) et
on suppose que i et u sont aussi adjacents. En supprimant les arétes (u,v) et (i, j) et en ajoutant
les arétes (u, j) et (i,v) on obtient un nouveau graphe qui satisfait toutes les conditions initiales.
Ceci implique que o + ¢;j = 20cp. Comme i et j sont quelconques, on obtient ¢;; qui est €gal
a une constante o pour tout sommet de B. On obtient aussi &¢c + g = 20Q¢cp. En combinant
cette égalité avec les égalités oap = Qac et Ouc + Acp = 20, on déduit que ax = 3 est une
combinaison linéaire de 1’égalité x(E) = n et I’égalité (2.11). Par conséquent, on obtient une
facette si [A|=1,3<p<n—2,1<|B|<p—2et|C|>4.
Le second cas estdonné par [A|=1,3<p<n—-2,1<|B|<p—-2et|C|=3.0nap=n—2,
et C = {u,v,w}. En considérant tous les cas possibles, il est facile de vérifier qu’on a toujours
x(A,B)+x(A,C) +x(B) +x(u,w) + 3x(,v) + 3x(w,v) + 3x(u, B) + x(v,B) + 3x(w, B) = | B| +-4.
Ceci veut dire que I’inégalité (2.5) ne déduit pas une facette de P(G, p) quand |[A| =1,3 < p <
n—2,2<|B|<p-—2et|C| =3.Lecas |A| = 1 est maintenant completement étudié.

On s’intéresse maintenant au cas |[A| > 2 (avec3 < p<n—2,1 <|B|<p—2et|C| > 3).
Si on considere le sous-cas |B| = p — 2, alors tout graphe de J{, qui sature 1’inégalité (2.5)
satisfait x(A) = 0. Comme cette égalité n’est pas une combinaison linéaire de x(E) = n et de
I’égalité (2.11), on déduit alors qu’on n’a pas de facette dans ce sous-cas.
Le deuxi¢me sous-cas est donné par |A| >2,3<p<n—2,1<|B|<p—3et|C|>3.Comme
tout sommet de A; peut étre relié a tout sommet de BUC, on obtient que o, est égal a une
constante 0y,p pour tous les sommets x € BUC et a € A. On obtient aussi par la méme fagon
que Oy = Op pour tous les sommets c € C et x € B.

Considérons un graphe de },, qui sature I’inégalité (2.5) ou il existe deux sommets adja-
cents u € A et v € A appartenant au cycle et un sommet j € C adjacent a v et appartenant au
cycle. On peut aussi supposer qu’il existe au moins un sommet i € C qui n’appartient pas au
cycle. Par la suppression de 1’aréte (u,v) et I’aréte qui relie i a B, et en ajoutant les arétes (u,i)
et (i, ), on obtient un nouveau graphe qui satisfait toutes les conditions requises initialement.
Ceci implique que o + Oy = &4 + ;. Comme |C| > 3 et j est quelconque, on déduit de
I’égalité précédente que o;; est aussi égal a une constante 0. On déduit aussi que 0, = 04,
aip = Oc¢p et a,c = oac. Les égalités ci-dessus deviennent 0gc + Q4 = Qac + Oc €t Qup = Qac.

Considérons maintenant le sous-cas |B| = p — 3. 1l est facile de vérifier que si |C| =3 (et
|A| > 2), alors on a x(A) +x(A,B) +x(A,C) = |A| + 1 impliquant que la face n’est pas une
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facette.

En outre, si |C| >4 (avec 1 < |B| = p—3 et |A| > 2), alors on peut considérer un graphe de J{,,
qui sature I’inégalité (2.5) contenant 4 sommets de C sur le cycle (u, v, w et t). On suppose que
u est adjacent a un sommet de B et a v. On suppose aussi que les arétes (v, w) et (w,7) existent
et il existe un sommet a € A relié a u. On modifie le graphe comme suit : on supprime les arétes
(v,u) et (v,w), et on ajoute ’aréte (a,w) et on connecte v a B. Ceci nous conduit & otgc + 0tac =
20¢. Si |B| = 1, cette égalité combinée avec les égalités ci-dessus (apc + a4 = o + 0 et
oup = ac) est suffisante pour déduire que ox = B est une combinaison linéaire de x(E) = n
et de I’égalité (2.11).

I1 est aussi facile de voir que si |B| > 2 alors on considere un graphe de J{, tel que le cycle
contient dans cet ordre by, ¢y, by et ¢ ou by et by appartiennent a B, ¢ et ¢ appartiennent a
C et les arétes suivantes existent : (by,cy), (¢1,02), (b2,¢2). En permutant ¢ et b, on déduit
que Qy,p, + 0c = 20pc. Comme by et by sont quelconques, on déduit que o5, est €gal a une
certaine constante o tel que ap + a¢c = 2apc. En combinant cette égalité avec les inégalités
précédentes, on trouve qu’on a une facette.

En d’autres termes, on a montré que si 1 < |[B| = p—3, |C| > 4 et |A| > 2, I'inégalité (2.5)
induit une facette de P(G, p).

Il y a un dernier cas a étudier : |A| >2,3<p<n—2,1<|B| <p—4et|C|>3.Le graphe
des transformations défini auparavant pour montrer que Opc + 04 = Ouc + O¢ et 0qp = Oxc
reste valide. Mais 1’autre transformation pour montrer que 0 + 0 = 20pc n’est pas valide
comme on peut avoir |C| = 3. Toutefois, comme 1 < |B| < p —4, on peut considérer un graphe
de X}, ou le cycle contient dans cet ordre les sommets ay, c1, az et cx (a1 €A, a €A, c; €C
et cy € C, et les arétes (ay,c), (c1,a2), (az,cp) existent). En permutant ¢; et ap, on obtient que
o + 0c = 20u4¢. En considérant les cas |B| = 1 et |B| > 2 comme on a déja fait avant, on conclut
que dans tous les cas on obtient une facette. En d’autres mots, quand |A| > 2,3 <p<n-—2,
1 <|B| < p—4et|C| >3, 'inégalité (2.5) induit une facette de P(G, p).0

Finalement, notons que les inégalités (2.6), (2.7), (2.8), et (2.9) ne définissent pas une facette
en général. Une étude profonde des dimensions des facettes induites par ces inégalités semble
étre tres compliquée.

2.5 Un Algorithme a Plans Coupants

Un algorithme a plans coupants est implémenté sur la base des inégalités valides de la
section précédente. Nous présentons dans la suite les détails des algorithmes de séparation.
Plus de détails et des résultats numériques suivront dans la section 2.6.

2.5.1 Séparation des inégalités (2.5)

On montre d’abord que les inégalités (2.5) peuvent €tre séparées en temps polynomial en
minimisant une fonction sous-modulaire. Apres, on donne une deuxieme procédure de sépara-
tion pratique basée sur un algorithme de coupe minimum.

Etant donné un ensemble A, il est clair qu’un ensemble B qui maximise ¥, (2 —x(8(v))) +

vEA
Y (x(6(v) \ 6(A)) —2) contiendra que les sommets v tels que x(6(v)\ 6(A)) —2 > 0. En
veB

d’autres mots, maximiser Y, (2—x(8(v)))+ ¥ (x(6(v)\ 6(A)) —2) est équivalent a maximi-
vEA veB
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ser ¥ (x(6(v))—2)+ ¥ min(2—x(8(v)\ 8(A)),0). On définit une fonction f: 2" — R

vEA veV\A
par
fA) =Y (x(3( + ), min(2-x(8(v)\ 5(4)),0).
vEA veV\A

On montre que f est une fonction sous-modulaire. Ceci est clairement suffisant pour déduire
que le probleme de séparation peut étre résolu en temps polynomial, en utilisant par exemple,
les algorithmes de [75, 116].

Proposition 2.14: f est sous-modulaire.
Preuve: Soient A et A, deux sous-ensembles de V. 1l est clair qu’on a :

Y, (BM)-2)+ ) ((B(v)-2)= ) x(8()-2)+ Y (x(8(v))-

VEA|UA, VEA|NAy VEA] VEA,

Alors, on a juste 2 montrer que :

Y min(2—x(8()\8(A1UA2)),00+ ¥ min(2—x(8(v)\8(4; NA2)),0) <

VEV\A]UAQ VEV\A]ﬂAQ
Y min(2-x(6(v)\8(41)),0)+ ¥ min(2-x(8(v)\5(A2)),0).
veV\A4, veV\A,

On montrera que pour tout sommet v, le membre de gauche de 1’'inégalité ci-dessus est
inférieur au membre de droite.

D’abord, on considére un sommet v € V \ A] UA,. Alors, v appartienta V \ Aj NA,, V\ A;
et V\ A;. On doit montrer alors que
min (2 —x(8(v)\ 6(A1 UA2)),0)+min (2 —x(6(v) \ 8(A1 NA2)),0) <
min (2 —x(8(v) \ 6(A1)),0) + min (2 —x(5(v) \ §(A2)),0).

Si2—x(8(v)\6(A1UA2)) <0,alors 2—x(8(v)\6(A1NAy)) <
et2—x(6(v)\8(A2)) <0.Le membre de gauche devient 2—x(5(v)\
0(A1 NA>) et le membre de droite est 2 —x(6(v) \ 6(A;) +2 —x(d(v

Maintenant, on suppose que 2—x(5(v) \ 8(A1 UA2)) >0.Si2—x(6(v)\ 8(A1NA2)) est po-
sitif alors les autres termes sont aussi positifs : 2—x(5(v)\ 8(A1)) >0et2—x(5(v)\ 6(A2)) >
0. Dans ce cas les deux membres de gauche et de droite sont égaux a 0.

Si2—x(6(v)\6(A1UA2)) >0,2—x(6(v)\6(A1NA2)) <0,2—x(6(v)\6(A1)) >0et
2—x(8(v)\6(Az)) >0, alors le membre de gauche est 2 —x(6(v) \ 6(A; NA)) alors que celui
de droite est 0. L’inégalité est vérifiée.

Un autre sous-cas correspond a 2 —x(6(v) \ 6(A1UA3)) > 0,2 —x(8(v) \ 6(A1NA2)) <0,
2—x(6(v)\8(A1)) <0et2—x(8(v)\0(A2)) < 0. Le membre de gauche est 2 —x(5(v) \
0(A1NA3)) etle membre de droite est 2 —x(8(v) \ 6(A1)) +2—x(8(v) \ 6(Az)). La différence
entre eux (le membre de droite moins le membre de gauche ) est égale a2 —x(5(v)\ 6 (A UA))
qui est encore positif.

Le dernier sous-cas est donné par 2 —x(8(v) \ 6 (A1 UA2)) >0,2—x(5(v) \8(A1NA2)) <0,
2—x(8(v)\0(A1)) <0et2—x(6(v)\ 8(A2)) > 0. Alors, le membre de gauche est 2 —x(5(v) \
0(A1NA3)) et le membre de droite est 2 —x(6(v) \ 0(A;)). Il est clair que le premier terme est
inférieur au second.

On suppose maintenant que v € A; \ A, (le cas v € A] N A, n’est pas Vérifié, et le cas v €
A; \ A1 est symétrique au premier). Dans ce cas, on a juste a montrer que
min (2 —x(8(v) \ 6(A1 NA2)),0) <min(2—x(3(v)\ 6(A2)),0). Ceci est clairement valide.

La sous-modularité de f est donc montrée, ce qui termine la preuve.O

x(8(v)\6(A1)) <0
Alqu))+2—X(5(V)\

0,2
o(

)\ 8(A2)). Ils sont égaux.
(6
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Les inégalités (2.5) peuvent aussi étre séparées par un algorithme de flot maximum. Etant
donné un graphe G = (V,E) et un vecteur fractionnaire x, on construit un réseau (un graphe
orienté avec capacités sur les arcs) comme suit. Chaque sommet u; de V est remplacé par deux
sommets v; et w;. Chaque aréte e = (u;,u;) € E est remplacée par deux arcs (w;,v;) et (wj,v;).
La capacité de chaque arc est x,. On considere aussi deux nouveaux sommets s et 7. Il existe
des arcs de s a v; et w; avec une capacité de 2. Il y a aussi des arcs de v; et w; a ¢ avec une
capacité x(6(u;)) (voir Figure (2.6)). En calculant un flot maximum de s a 7, on obtient une
coupe minimum séparant s et . Les sommets u; tels que leurs propres v; et w; sont du méme
coté que s vont constituer I’ensemble A. D’une fagcon similaire, B contient tous les sommets u;
tels que leurs propres v; et w; sont du méme coté que ¢. Les autres sommets u; (pour lesquels
leurs w; et v; ne sont pas du méme coté) vont constituer I’ensemble C =V \ {AUB} (voir Figure
(2.6)).

Dans un premier temps, il est clair que tous les sommets u; € C sont tels que v; est du méme
coté que s et w; est de I’autre coté. Autrement dit, en permutant v; et w;, la capacité de la coupe
ne peut pas diminuer. On peut aussi voir que si 4; € C, alors la capacité des arétes reliées soit
a v; ou a w; et appartenant a la coupe est exactement 2 + x(6(u;)). En outre, si u; € B, alors la
capacité des arétes reliées soit & v; ou a w; et appartenant a la coupe est x(u;,A) + 4.

La capacité de la coupe est alors donnée par Y 2x(8(u;))+ ¥ 2+x(6(w))+ ¥ 4+

ui€A u;eC u;€B
x(u;,A). Comme la capacité de la coupe est minimale, si u; appartient a C alors 2 4+ x(5(u;)) <
x(ui,A) +4 (autrement la capacité peut diminuer en mettant u; dans B). D une fagon similaire,
si u; € B alors x(u;,A) +4 <2+ x(8(u;)). Par conséquent, la capacité de la coupe est égale a
Y 2x(6(ui))+ Y min(2+x(0(ui)),4+x(u;,A)). Apres des calculs algébriques la capa-
ui€A

uieV\A
cité de la coupe devient Y (x(6(u;)) —2)+2/A|4+ ¥ x(0(u;))+ Y min(0,2 —x(8(u;) \
u; €A u;€A u;€V\A
0(A))+2|V\A|+ Y x(6(u;)). Donc, la capacité de la coupe est égale a f(A) plus une
M,’GV\A

constante (4n).

2.5.2 Séparation des inégalités (2.2)

Considérons le probleme de décider s’il existe un ensemble A tel que |A| < p etx(A) —|A| >
z ol z et p sont deux nombres donnés. Dans un premier temps, on va prouver que ce probleme
est NP-Complet. On note que ce probleme est plus général que le probleme de séparation des
inégalités (2.2).

Dans un deuxieme temps, on donnera une heuristique de séparation basée sur un algorithme
de plus court chemin et une relaxation Lagrangienne ou le sous-probleme Lagrangien est un
probleme de coupe minimum.

Considérons le probleme de la clique de poids maximum avec contrainte de taille. Il se
définit ainsi : étant donné un graphe complet avec des poids associés aux arétes et deux nombres
z et k, décider s’il existe une clique de taille inférieure ou égale a k tel que la somme des poids
des arétes de la clique est supérieure ou égale a z. Ce probléme connu dans la littérature est NP-
Complet. Il est aussi facile de voir que ce probleme reste NP-Complet si on ajoute la contrainte
suivante : la clique doit contenir une aréte donnée (v, vy ).

En plus, étant donnée une instance de ce probleme (clique de poids maximum, de taille
inférieure a p, contenant une aréte donnée (vg,v1)) ol (ye)ecr sont les poids des arétes), on

42



X(delta(ui))

FIGURE 2.6 — Un algorithme de flot maximum pour séparer les inégalités (2.5)

peut construire une instance du probleme de séparation comme suit : x, = y, Si e ne contient
pas ni vo ni vy, X, =y, + 1 si e contient vo (et non vy), et xo =y, +M + 1 si e = (vg,v;) ou M
est un grand nombre. Ceci implique que y(A) +M = x(A) — |A| pour tout ensemble A contenant
(vo,v1). Si M est suffisamment large, I’existence de A tel que x(A) —|A| > M +z et |A| < pest
équivalente a I’existence d’une clique contenant (vo,v;) dont le poids est au moins z.

Toutefois, si p est inférieur a une constante, alors la séparation peut se faire en temps poly-
nomial par simple énumération.

La séparation des inégalités (2.2) est liée au probleme de séparation bien connu des in-
égalités x(A) < |A| — 1 (sans les contraintes de cardinalité) dans le contexte du polytope de
I’arbre couvrant (voir [117]). Une technique simple est utilisée pour séparer ces contraintes en
calculant une coupe minimum dans un graphe approprié. En effet, on peut facilement voir que
2|A] = 2x(A) = = X,y x(6(v)) +2|A] +x(A,V\A) + ¥,ev\a X(8(v)). Considérons une version
pondérée de G = (V,E) ou le poids de chaque aréte e est x,. On ajoute a G deux sommets s et
t. On connecte s (resp. ¢) a chaque sommet de V par une aréte de poids x(8(v)) (resp. 2). Alors,
minimiser |A| —x(A) est équivalent a calculer une coupe minimum séparant s et ¢ (voir [117]).

Comme x appartient a P(G,2), on a |V|—x(V) =0 et |A| —x(A) > 0 pour tout A C V.
Autrement dit, si on minimise |A| — x(A), on peut soit avoir |[A| = n ou |A| = 0. On rappelle
qu’on est intéressé par les sous-ensembles A tels que 2 < |A| < p et |A| —x(A) est inférieur a 1.
On peut aussi inclure les ensembles A tels que |[A| = 1 (dans ce cas |A| —x(A) = 1). Pour garantir
que |A| > 1, on peut identifier le sommet s avec un sommet de V (ceci donne n problémes
différents).

Si p > n—q ou g est une constante, la séparation est alors facile. Ceci vient du fait que
|V\A| > n— p qui nous conduit a un algorithme trivial d’énumération : pour tout sous-ensemble
de sommets de V de cardinalité n — p < g, on identifie cet ensemble avec ¢ et on calcule une
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coupe minimum séparant s et ¢ (rappelons que s est aussi identifié avec un sommet de V).

Retournons maintenant au dernier cas. Soit e = (i, j) une aréte quelconque. Soit F;; un plus
court chemin entre i et j au sense de 1 — x en utilisant au plus p — 1 ar€tes non contenant e. F;
peut étre calculé en temps polynomial par une version modifiée de 1’algorithme de Bellman-
Ford appliqué sur un graphe pondéré ou le poids de I’aréte e est infini et le poids de toute
autre aréte ¢’ est 1 —x,. P;jU (i, ) est un cycle C avec moins de p arétes contenant e tel que
x(E(C))—|V(C)| est maximum (V (C) est I’ensemble des sommets de C et E(C) est I’ensemble
d’arétes). Alors, on prend A = V(C) et on vérifie quand 1’inégalité x(A) < |A| — 1 est violée.
Cette procédure est répétée pour toutes les arétes e = (i, j).

Etant donné un vecteur fractionnaire x, si la procédure qu’on vient de décrire ne permet pas
de détecter des contraintes violées, une relaxation Lagrangienne est alors proposée.

On relaxe alors la contrainte |[A| < p. La fonction objectif devient alors |A| —x(A) + u(|A| — p)
ou u est le multiplicateur Lagrangien correspondant. 11 est alors facile de calculer

f(u) =min|A| —x(A) +u(JA| — p). (2.12)
A0

Ceci peut €tre fait en changeant les poids des arétes reliées a ¢ : les poids deviennent 2 4 u au
lieu de 2. Alors pour tout sommet v € V, on identifie s avec v et on calcule la nouvelle coupe
minimum séparant s et 7. Le minimum parmi toutes les identifications possibles nous donne la
valeur de f(u). La théorie classique de la relaxation Lagrangienne implique que f est concave.
f est aussi linéaire par morceaux avec moins de n morceaux. Soit A, I’ensemble qu’on obtient
quand on minimise |A| —x(A) 4+ u(|A| — p). |A,| — p est la tangente de la courbe. La Figure
(2.7) montre la situation. Notons que si |A| < |A,| pour une valeur donnée de u, alors on a
nécessairement |[A| —x(A) > |A,| —x(A,).

\AV
u

FIGURE 2.7 — Sur la fonction Lagrangienne

Si u est assez large (par exemple u = n), alors |A,| = 1. On souhaite obtenir u* tel que
|Ay| > psiu<u*et|A,| <psiu>u*. Notons que u* n’est pas nécessairement unique.
L’heuristique qu’on utilise pour séparer les inégalités (2.2) est définie ainsi : on calcule ap-
proximativement u* par une simple dichotomie dans I’intervalle [0, n].
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Si on obtient f(u) > 1 pour quelques valeurs de u, alors il n’y a aucune inégalité violée du
type (2.2). En plus, si on obtient u, |A,| < p et |A,| —x(A,) < 1, alors on ajoute la contrainte
x(A,) < |A,| — 1. 1l existe une mauvaise situation dans laquelle on est incapable de décider si
on a ou pas une violation de cette contrainte. Cette situation correspond au cas dans lequel la
procédure de dichotomie a fini avec un certain u* (avec une précision € ) tel que |A,~—¢| > p,
|Aurse| < p, flur—€) < let|Ayye|—x(Ayte) > 1. Cette situation apparait de temps a autre.

2.5.3 Séparation des inégalités (2.4)

On montre que la séparation des inégalités (2.4) est NP-Difficile. On utilise une réduction
a partir du probleme de bi-clique maximum. Une bi-clique (S, 7) est un graphe complet biparti
ot S et T sont deux ensembles disjoints de sommets qui définissent la partition. Etant donné un
graphe biparti, on sait que calculer une bi-clique de taille maximum (i.e, |S||7|) est NP-Difficile
[45, 113]. 11 est aussi évident que le probleme reste NP-Difficile si on ajoute une contrainte de
cardinalité sur S (|S| = k pour un nombre k donné).

Considérons une instance du probleme de bi-clique maximum avec la contrainte de cardi-
nalité (|S| = p — 1) définie par un graphe non orienté G = (V, E). On définit un graphe pondéré
G' = (V',E’,x) comme suit (x représente ici les poids) :

- Il existe deux sommets vy et v, qui correspondent a tout sommet v € V ;

- Il existe une aréte reliant v| et v, pour tout v € V' ; son poids est égal a 1 ;

- Si ’aréte (v,w) n’existe pas dans G, alors les arétes (vi,wy) et (v2,w;) existent dans G’ et
possedent un poids égal a 1;

- Le graphe induit par {v;,v € V'} est complet et le poids de chaque aréte du type (vi,w;) est
un nombre large (par exemple x,,,,, = noun=|V));

- On ajoute un nouveau sommet z qui est connecté a tout sommet v; ; le poids de ’aréte (vy,z)
est choisi tel que x(8(v1)) =n*(n—1) +n+1.

La Figure (2.8) nous montre bien cette situation.

FIGURE 2.8 — Une réduction a partir du probleéme de bi-clique maximum

On montre que le calcul des ensembles A et B de V' maximisant 2x(A) + x(A,B) —2|A| —
|B| ou |A| < p—1 nous conduit a une solution du probléme de bi-clique maximum avec la
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contrainte |S| = p — 1.
Soit C = V'\ {AUB}. Alors 2x(A) + x(A,B) — 2|A| — |B| peut &tre réécrit ainsi : 2x(A) +
x(A,B)=2|A|—|B]| =X, ea(x(8(v))—1)+|C|—|V'| —x(A,C). Autrement dit, maximiser 2x(A) +
x(A,B) —2|A| — |B| est équivalent a maximiser ¥, (x(8(v)) — 1) + |C| — x(A,C). Comme les
sommets du type v possédent un x(9d(vy)) large, A va contenir que les sommets du type v et la
cardinalité de A doit étre exactement égale & p — 1. Comme on a x(8(v1)) =n*(n—1)+n+1
pour tout vy, la maximisation de la violation est en effet équivalente a trouver p — 1 sommets
du type v; tel que |C| —x(A,C) est maximum. En plus, étant donné un ensemble A, C contient
les sommets v pour lesquels x(A,v) = 0 (tous les autres sommets peuvent étre dans B). C’est a
dire que C doit contenir que les sommets de type v; et il n’existe pas d’arétes entre C et A. Il
est aussi évident qu’on ne peut pas avoir v; € A et v, € C. Maintenant en utilisant le fait qu’une
aréte (vi,w;) existe si et seulement si (v,w) n’existe pas dans G, on déduit alors qu’on obtient
une bi-clique en mettant S = {v € V,v; € A} et T = {v € V,v, € C}. Cette bi-clique a la taille
maximum et satisfait la contrainte de cardinalité.
Comme la transformation précédente est polynomiale, la séparation des inégalités (2.4) est
NP-Difficile. Observons ici que pour simplifier, on a considéré ci-dessus des problemes d’ opti-
misation au lieu des problemes de décision.

Il est facile de voir que la séparation peut se faire en temps polynomial si p < g ol g est un
nombre constant positif (par simple énumération).

Notons qu’on sait a partir de la Proposition (2.12) qu’on peut se focaliser sur |[A| = p — 1.
Dans ce cas, la séparation est aussi facile si p > n—gq.

Proposition 2.15: Les inégalités (2.4) sont en générale NP-Difficile a séparer. Si p < g ol
g est une constante positive quelconque, alors elles peuvent étre séparées en temps polynomial.
Les inégalités qui induisent des facettes (i.e, |A| = p — 1) peuvent aussi se séparer facilement
quand p > n—gq.

A partir du fait que 2x(A) +x(A,B) —2|A| — |[B| = X,ea(x(6(v) \ 6(C)) = 1) +|C| — V|, il
en découle que la séparation est facile quand C =V \ {A, B} est fixé. Ceci va étre utilisé pour
séparer les inégalités (2.4) pour des valeurs intermédiaires de p.

La séparation se fait par une heuristique en utilisant la relaxation Lagrangienne de la section
précédente. Si on obtient pour un certain u (le multiplicateur Lagrangien) |A,| > p — 1, alors
on prend C =V \ A, et on résout le probleme de séparation d’une fagon exacte.

Si |A,| < p—1 pour un certain u, on commence avec A = A, et on essaye d’augmenter
la taille de A d’une maniére gloutonne en ajoutant les sommets v pour lesquels x(A,v) — 1 est
maximum. Si la taille de A atteint p — 1, on augmente alors la taille de B en utilisant encore une
fois le méme algorithme glouton.

2.5.4 Séparation des inégalités (2.6)

Etant donné un ensemble de nombres (0)ecE (sans restriction de signe) et un nombre
0<i< [#J — 1, v+ peut étre calculé par un simple algorithme glouton : calculer un arbre
couvrant de poids minimum et ajouter i + 1 arétes de poids minimum. f3; peut aussi étre calculé
de la méme fagon.

Rappelons que fB; est défini selon un arbre couvrant de colit minimum 7. Mais il est facile
de voir que I’inégalité (2.6) est aussi valide si on considere tout arbre couvrant 7" au lieu de Ty,
(la preuve de la Proposition (2.3) est basée uniquement sur la connectivité de 7). Toutefois, ;
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est clairement minimum si on considere un arbre couvrant de colit minimum. En d’autres mots,
on obtient toujours une inégalité valide meilleure si on considére un arbre couvrant minimum.
De ce fait, pour simplifier la séparation, on considérera d’abord un arbre fixé T et on résout le
programme linéaire suivant :

((min ), Qux,—Z

ecE
Z< i —iBVO<i < [ 1
B>a;VecT
Yoti < ZH 0V 0<i< L#J — 1,V H sousgraphe connexe avec n + i arétes (2.13)
ec

1<, <1;VecE
T ERVO<i < [SHy] 1
| ZeR,B eR.

Dans la formulation précédente, la variable 3 représente une borne supérieure de tout Q.
Au lieu d’utiliser fB;, on considere le produit i3 qui donne une borne supérieure du coiit de tout

ensemble de i arétes de 7. Une variable Z est aussi ajoutée pour noter rPin | (Vati — iB)-
0<i<|-Z:]-1
e |

Le troisieme ensemble de contraintes définit 7,,; : pour tout graphe connexe H avec n+ i
contraintes, on écrit le colit de H est plus grand que %,+;. Comme le nombre de graphes H peut
étre trés large, on les ajoute d’une maniére itérative par une génération de contraintes. Etant
donné un vecteur courant ¢, on calcule par I’algorithme glouton un graphe connexe de colt
minimum avec n + i arétes et on ajoute les contraintes correspondantes si le coit est inférieur a
la valeur courante de 7.

Apres la résolution du programme linéaire, on obtient un vecteur ¢ qui maximise la viola-
tion. La contrainte peut €tre améliorée en remplacant 1’arbre T par 7, et on calcule les nombres

Bi. Alors la contrainte ajoutée a notre relaxation linéaire doit étre Y, tox, > min (Vi —
ecE 0<i<| -1
p+1
, . D

Bi) s’il y a bien une violation.

Notons aussi que si x est le vecteur d’incidence d’un graphe avec plus de Lﬁj compo-
santes connexes alors les inégalités données par le programme linéaire doivent étre violées par
x. En d’autres mots, ces inégalités constituent une formulation exacte du probleme de design

des réseaux avec une borne supérieure sur le nombre de composantes connexes.

2.5.5 Séparation des inégalités (2.7), (2.8) et (2.9)

Les inégalités (2.7) sont séparées avec une heuristique en utilisant un simple algorithme
glouton. D’abord, on calcule le flot maximum f;; entre chaque paire de sommets i et j (la
capacité du lien e est x.). Alors on construit un ensemble S par un glouton en ajoutant a chaque
itération un sommet i qui minimise ). jcg fij. Si on obtient une violation a une quelconque
itération, on ajoute alors la contrainte.

Les inégalités (2.8) peuvent se séparer d’une maniere exacte et en un temps polynomial.
Apres avoir calculé les flots maximums (et coupes minimums), on a juste a vérifier quand
Y. jev,i<jfij serait inférieur au second membre de (2.8).

La séparation des inégalités (2.9) est aussi basée sur les techniques de flot. Pour toute aréte
e = (i,j) € E, on calcule un flot maximum i’j entre i et j dans le graphe G ou les capaci-
tés de chaque lien ¢’ est le minimum de x, et x,. Ceci nous donne une coupe §(4A;;) tel que
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Yoes( Aij)Xije = -fllj Ol X;j o = Xij S1 Xe < X €LX;; o = X7 sinon. En faisant cela pour toute aréte
e = (i,7), on minimise le membre de gauche de I'inégalité (2.9). Maintenant, on peut d’une
maniere heuristique maximiser le membre de droite de I'inégalité (2.9) avec une méthode glou-
tonne. D’abord, on calcule deux sommets i et j qui minimisent f;;. Si f;; > 1, alors le meilleur
membre de droite est simplement n+ p + 1. Dans I’autre cas, on met i et j dans S et on essaye
d’augmenter la taille de S en y ajoutant des sommets k pour lesquels ) ;¢ fix < 1. On ajoute
toujours a S le sommet k ¢ S qui minimise Y ;cg fi-

Ces inégalités ont été implémentées. Cependant, elles semblent étre dans la plupart des cas
dominées par les inégalités décrites auparavant dans ce chapitre. Ceci nous a amené a ne pas
les inclure dans les expérimentations numériques présentées dans la section suivante.

2.6 Résultats Expérimentaux

Un algorithme a plans coupants est implémenté pour résoudre ce probleme. On a utilisé la
formulation (2.1) avec les inégalités (2.2), (2.4) et (2.5). Ces dernicres sont considérées dans
I’ordre suivant : (2.2), ensuite (2.4) et finalement (2.5). On rappelle que les inégalités (2.2) et
(2.4) sont simultanément séparées. Les inégalités x(8(v)) < n— p+ 1 sont directement incluses
dans le programme linéaire.

Apres ’algorithme a plans coupants, un algorithme de Branch&Cut est ensuite entamé en
utilisant les fonctions de callback de [74]. Toutes ces expérimentations ont été réalisées sur un
Pentium 4, de 3.25 Go de RAM, et de 2.39 GHz.

L’ensemble des 3 familles d’inégalités citées ci-dessus est généré dans la phase de I’algo-
rithme des plans coupants (au niveau de la racine de 1’arborescence), alors qu’on ne sépare que
les inégalités (2.2) au niveau des autres noeuds de 1’arbre du Branch&Cut. Ce choix a été pris
pour deux raisons. La premiere est que la séparation des inégalités (2.5) est relativement lente.
La seconde raison, est qu’on sait que toute solution entiere satisfaisant les inégalités (2.2) est
une solution réalisable, donc I’algorithme de Branch&Cut se termine nécessairement par une
solution optimale (lorsque on ne limite pas le temps et I’espace mémoire) . Notons que toute
solution entiere non réalisable peut €tre séparée en un temps polynomial grace a 1’algorithme
(modifié) de Bellman-Ford (pour vérifier s’il existe des cycles de taille inférieure a p).

Une stratégie de recherche en profondeur d’abord est utilisée dans 1’algorithme de Branch&Cut.
Une borne supérieure est calculée par la recherche d’un cycle Hamiltonien de cofit minimum.

Chaque fois qu’un calcul de flot maximum est nécessaire pour séparer des inégalités, nous
utilisons 1’algorithme de [50].

Nous avons considéré trois types d’instances générées aléatoirement et selon différents
modes, et deux instances réelles fournies par Orange Labs contenant 32 et 23 sommets. Le
premier ensemble relatif a la Table 2.1 est basé sur des graphes complets, aléatoires et Eucli-
diens. Les coordonnées de chaque sommet sont choisies d’une maniere aléatoire et uniforme
entre 0 et 1. Le poids d’une aréte est proportionnel a la distance entre les extrémités de cette
aréte.

Le deuxieme ensemble d’instances (Table 2.2) est relatif aux graphes complets aléatoires
dont les poids des arétes sont des nombres positifs choisis d’une maniere aléatoire et uniforme
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TABLE 2.1 — Graphes Complets aléatoires et Euclidiens
n p temps temps temps gap(%) gap2(%)(2.2) (2.4) (2.5) Nb Nb
sep relax tot coupes noeuds
6 033 0 033 0 10.4 10 96 0 0 1
20 10 1.3 0 1.3 0 11.7 156 126 0 0 1
16 5.6 0.3 6 0 15.1 283 14.6 11.3 0 1
7 23 0.3 2.6 0 8.8 213 276 0 1.3 4.6
35 16 123 0.3 153 0 10.1 373 203 0 23 36
30 1866 5 238.6 0 177  56.6 15 62.6 0 1
0
0
3.
0
0
4.

12 11 0 11.3 8.8 326 236 0O 4 6.3

50 25 36 0 104 9.9 473 163 0 119.3 330.3
45 2540.3 27277 6812.7 3.7 16.2  76.7 163 236.3913.7 6823.7
15 62 0.6 86.3 10.5 556 363 0 67.6 148

65 30 233 23 394.6 10.1 793 276 0 183 340.3
60 6213.3 303.3 7200 3 18.7 957 21 213.778 393.3
25 3263 0.6 349 0 6.7 64.3 363 0O 253 39.6

100 50 1288 2.7 7200 6.8 142 813 22 O 998.7 613
90 7160.3 39.7 7200 8.1 18.7 137 157 31 O 1

entre 0 et 1000. Le poids moyen est alors de 500, et I’écart type est de 288.7.

Le troisiecme ensemble d’instances (Table 2.3) est similaire au précédent. La seule diffé-
rence, est qu’on a réduit 1’écart type qui est a nouveau égal a 223.8. En d’autres mots, les poids
de ce troisieme ensemble d’instances sont assez proches de leur moyenne.

Diftférentes valeurs de n et de p ont été prises. Trois instances sont alors générées pour toute
valeur de n et de p. Les résultats présentés dans des tables 2.1, 2.2 et 2.3 sont obtenus en cal-
culant les moyennes des trois instances générées.

Dans ces tables, on note par "temps sep" le temps en secondes de séparation de toutes les
coupes dans la phase de I’algorithme a plans coupants (avant le branch&cut), et par "temps
relax", on note le temps mis pour la résolution de la relaxation (avant le branch&cut). "temps
tot" note le temps total mis pour résoudre le probleme, 1’algorithme de Branch&Cut compris.
Les nombres de contraintes générées par I’algorithme a plans coupants (avant le branch&cut)
sont aussi donnés : ils sont notés par (2.2), (2.4) et (2.5). Le nombre de contraintes générées
dans I’arbre du Branch&Cut est noté par "Nb coupes". On rappelle que dans le Branch&Cut,
on a considéré que les inégalités (2.2). On donne finalement le nombre de noeuds de 1’arbre
construit, on le note par "Nb noeuds".

Le gap final, qui est la différence entre la borne supérieure et la meilleure solution trouvée,
le tout divisé par la borne supérieure, est donné et noté par "gap". Si ce gap est égal a 0, alors le
probléme est résolu jusqu’a I’optimum. On donne aussi la valeur de "gap 2", qui représente la
différence entre la meilleure borne supérieure et le colit obtenu avec p = 2, le tout étant divisé
par la borne supérieure. Comme le colit obtenu lorsque p = 2 est une borne inférieure, on a
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gap < gap 2.
Pendant les simulations, on a limité le temps total a 2 heures.

On remarque aussi que les contraintes (2.5) sont plus efficaces pour des valeurs de p assez
larges. Seulement, leur séparation est relativement lente, ce qui fait que la phase de 1’algorithme
a plans coupants peut devenir tres lente pour des valeurs de n et p assez grandes. Par exemple,
lorsque n = 100 et p = 90, le temps limite est atteint avant d’entamer la phase de Branch&Cut,
alors la borne supérieure est simplement donnée par le colit minimum d’un cycle Hamiltonien,
et que la borne inférieure est donnée par I’optimum de la derniere relaxation linéaire.

On peut aussi remarquer que le probleme devient plus facile a résoudre lorsque I’écart type
des poids des arétes est petite. "gap 2" a aussi tendance a diminuer avec la diminution de 1’écart

type.

TABLE 2.2 — Graphes complets aléatoire avec un écart type élevé
n p temps temps temps gap(%) gap2(%)(2.2) (2.4) (2.5) Nb Nb
sep relax  tot coupes noeuds
6 0 0 0 0 2.3 1.7 27 0 0 1
20 10 0 1.3 3 0 8.5 73 11.7 33 427 134
16 9 0.7 10.7 0 262 21 247 24 13 1
7 0.7 0 1 0 0.6 1.3 13 0 0 1
0
6
0

35 16 11.7 O 106.7 59 83 16 0 333.3 929.7
30 399.7 627 29147 6.3 299 413 21 14731854 244143
12 0 103 237 0.61 53 127 0 63 33
50 25 145 23 7200 25.1 275 143 17 12.7 4934.720551
45 3876.3 960.7 5399.3 12.1 384 573 333 373 127 1588.7
15 60.7 03 121.7 0O 1.7 83 167 0 39.7 1277
65 30 5293 6 7200 282 299 30 24 16.7 1819.36785.3
60 6742 458 7200 123 362 87 37.7 221 O 1
25 4793 2 5142 49 5.6 86 17.7 0 422.3 1123.7
100 50 5628 38 7200 393 404 217 4277 37 203.3 190
90 71547 423 7200 225 413 773 483 20.7 0 1

Finalement, les figures (2.9) et (2.10) représentent le colit minimum (plus précisément "gap
2") en fonction de p. On présente alors ci-dessous deux instances réelles avec respectivement
32 et 23 sommets. Le probleme est résolu jusqu’a I’optimum pour toute valeur de p entre 2 et
31 (respectivement 2 et 22). On observe alors sur ces figures un important saut du colit quand
les valeurs de p sont proches de |V| — 1. Ceci est aussi observé pour d’autres instances.

2.7 Conclusion
Dans ce chapitre, on a présenté un algorithme a plans coupants suivi d’'un Branch&Cut

efficace pour résoudre le probleme de syntheése d’un réseau avec composantes connexes uni-
cycliques respectant une contrainte sur la taille des cycles. Plusieurs extensions de ces travaux
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TABLE 2.3 — Graphes complets aléatoires avec faible écart type

n p temps temps temps gap(%) gap2(%)(2.2) (2.4) (2.5) Nb Nb
sep relax  tot coupes noeuds

6 0 0 0 0 0.3 2 3 0 0 1
20 10 0.7 0 1.3 0 1.3 57 11 1 27.7  69.7
16 163 0.7 743 0 39 203 22 433 411 25623
7 1 0 1 0 0.1 27 0 0 0 1
35 16 7 0.3 114 0 0.3 6.7 87 0 3427 1142
30 2263 9 2678 0 6.4 473 24 76 2756 24841
12 7 0 28 0 0.1 53 11 O 3 1.7
50 25 1163 0.7 7200 5 55 14 143 8.7 4502.319953.3
45 2298.3 22577 5536.7 2.3 7.7 55.3 30.7 218 670 8482.3
15 547 O 178 0 0.1 8 157 0 523 86.7
65 30 4503 2 7200 3.2 34 263 253 14 2083.76330
60 6883 317 7200 2.3 6.7 81.7 28.7 222 0 1
25 5013 1.7 6550 0 0.1 11.7 297 0 625 1033
100 50 3956 227 7200 4.7 4.8 25.7 36.3 40.3 594.7 2164.3
90 71233 76.7 7200 2.4 4.8 723 56 19 0 1

Cost (20 )

LB e e e B s e e s B e s e
13 5§ 7 @ 11 1218 47 10 XM 13 08 17 W

P

FIGURE 2.9 — Evolution du cofit du réseau en fonction de p pour I’instance a 32 noeuds.
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FIGURE 2.10 — Evolution du colit du réseau en fonction de p pour I’instance de 23 noeuds.

sont 2 envisager. A commencer par voir d’autres inégalités valides pour pouvoir résoudre le pro-
bleme pour des instances plus larges. On a aussi mentionné dans ce chapitre que le probleme
traité est NP-Difficile lorsque p est une donnée. La complexité reste un sujet ouvert lorsque p
est une constante.

Une autre perspective est liée a I’approximation du probléme pour des classes particulieres
de graphes et aussi pour des petites valeurs de p. On peut également voir que la technique
d’approximation primale-duale développée par [49] pour les problemes de syntheése des foréts
peut étre facilement utilisée lorsque les poids des arétes satisfont les inégalités triangulaires. La
technique de [49] permet notamment de calculer en temps polynomial une forét ou le nombre
de sommets par composante connexe est au moins p + 1 et dont le cofit est inférieur au cofit
double d’une forét optimale satisfaisant les mémes contraintes.

En considérant cette forét et en dédoublant les arétes, on obtient un graphe eulérien par
composante connexe. Ce graphe Eulérien peut étre transformé en cycle de taille au moins p + 1
(a la maniere de 1’algorithme de Christofides). Le rapport d’approximation final est donc 4.
Une question se pose : peut-t’on faire mieux ?

Finalement, il est probable que le travail présenté dans ce chapitre soit le premier ou le
matroide bi-circulaire est utilisé dans le contexte de 1’optimisation combinatoire. On pense que
quelques problemes d’optimisation combinatoire faisant intervenir des cycles peuvent étre mo-
délisés en utilisant la formulation compacte relative au matroide bi-circulaire avec intégration
d’autres contraintes.
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Chapitre

Réseaux a composantes
unicycliques avec contraintes de
type Steiner

Dans ce chapitre, nous étudions une autre variante du probleme de synthese d’un réseau a
composantes connexes unicycliques. Nous intégrons une contrainte de type Steiner : certains
sommets doivent appartenir a un cycle. Ce probléme est une généralisation du probleme de
calcul d’un 2-couplage de colit minimum. Nous montrons dans ce chapitre que le probleme
que nous venons d’introduire est également facile a résoudre. Une formulation linéaire exacte
et étendue sera donnée. Nous présentons également une description partielle de I’enveloppe
convexe des vecteurs d’incidence de réseaux vérifiant les contraintes.

3.1 Introduction

Etant donné un graphe pondéré et non orienté noté par G = (V,E), et un sous-ensemble de
sommets S C V, on veut calculer un sous-graphe G’ = (V,E’) (E' C E) couvrant et de poids
minimum, avec des composantes unicycliques, tel que chaque sommet de S appartient a un
cycle. Un exemple de graphe de Steiner avec des composantes unicycliques est donné dans la
figure 3.2 (la partie gauche), ot |V| = 150 et S contient 70 sommets qui sont représentés par
des carrés noirs.

Nous avons déja montré I'intérét des graphes a composantes connexes unicycliques pour
construire des réseaux ayant un certain niveau de robustesse.

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux contraintes de type Steiner. Les sommets de S sont sup-
posés €tre "importants” et doivent étre protégés contres les pannes des liens. C’est pour cette
raison qu’ils doivent appartenir a des cycles.

Si ce type de contraintes de Steiner ne sont pas imposées (S = 0), nous savons déja que le
probléme est facile. Si S =V, on obtient le probléme de 2-couplage parfait qui est un probleme
facile (voir, e.g., [117]).



Il existe aussi des liens avec le probleme de 1’étoile anneau. Dans ce cas, on cherche un
seul cycle qui traverse certains sommets et que les autres seront connectés a ceux du cycle. Le
probleme de I’étoile anneau et ses applications sont étudiés dans [2, 82]. Quelques contraintes
de type Steiner sont aussi considérées dans [123] ou quelques sommets doivent appartenir au
cycle, et s’il y a un sommet qui n’est pas sur le cycle, alors il existe une pénalité a payer. Le
but est alors de trouver un cycle qui passe par un sous-ensemble de sommets incluant S et
minimisant le cofit du cycle et les pénalités des sommets non visités [123]. Ce probleme est
évidemment NP-Difficile.

Dans notre probleme, le nombre de composantes connexes n’est pas fixé d’avance. Certains
sommets dont ceux de S appartiennent aux cycles, alors que les autres doivent étre connectés
aux cycles par des arbres.

Ce chapitre sera organisé ainsi : on commence par donner une premiere formulation mathé-
matique dans la section qui suit. Ensuite, on présente dans la section 3.3 un algorithme polyno-
mial et une formulation linéaire étendue du probleme étudié. Dans la Section 3.4, on présente
une description partielle de I’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence des graphes a com-
posantes connexes unicycliques respectant une contrainte du type Steiner. Les algorithmes de
séparation de quelques inégalités valides sont décrits dans la Section 3.5. Un de ces algorithmes
de séparation est une modification non triviale de 1’algorithme de Padberg&Rao [109] basé sur
la solution du probleme de la s — ¢ T-coupe de poids minimum calculée dans un graphe orienté.
La Section 3.6 est dédiée a quelques extensions du probleme de Steiner ou la difficulté reste
la méme (problemes polynomiaux). On termine ce chapitre par une conclusion dans la Section
3.8 avec quelques directions de recherche.

3.2 Une premiere formulation mathématique

Bien que les notations utilisées sont similaires a celles du chapitre précédent, nous les
rappelons brievement pour faciliter la lecture du chapitre. Nous considérons un graphe G =
(V(G),E(G)) simple et non orienté. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on écrit V au lieu de
V(G), et E alaplace de E(G). Un colit w, est associé a toute aréte e € E.

Une aréte e € E est parfois notée par (i,j) ou i et j sont les extrémités de e. Alors pour
tout vecteur donné (x,).cg, X, peut étre aussi écrit comme x;; ou X(i,j)- Soient A et B deux
sous-ensembles disjoints de sommets, et soit E(A, B) I’ensemble des arétes qui posseédent une
extrémité dans A et I’autre extrémité dans B. Alors x(A,B) est la somme des valeurs de x des

arétes qui ont une extrémité dans A et 'autre dans B : x(A,B) = Y X..
e€E(A,B)
On note par §(A) I’ensemble d’arétes qui ont exactement une extrémité dans A. Alors
8(A) = E(A,V \ A), et parfois on utilise A pour exprimer V \ A. Si A = {v} ot v € V, alors
on écrit 6(v) au lieu d’écrire 6 ({v}). On utilise aussi x(A) pour exprimer la somme des valeurs

de x des arétes qui ont les deux extrémités dans A : x(A) = Y Xij.
(i,j)EE,i€A,jeA
Si C est un ensemble d’arétes C C E, alors x(C) représente la somme des valeurs de x des é1é-

ments de C : x(C) = ¥ x,. On aura besoin aussi d’une notation relative aux graphes orientés.
ecC

On note par [u,v] un arc orienté de u vers v (i.e. u est la queue et v la téte). E™ (A, B) est I'en-
semble d’arcs avec les extrémités initiales (queues) dans A et les extrémités terminales (tétes)
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dans B. E*(A,A) peut étre remplacé par 57 (A).

Apres cette introduction, on donne maintenant une formulation mathématique du probleme
posé ci-dessus.

Rappelons que nous avons montré au précédent chapitre que le probleme de synthese de
réseaux a composantes unicycliques (sans les contraintes de Steiner) se formule comme suit :

min ), wexe
eckE o
Xe = Yie +)’jeave = (17]) €E

Y Ye=1LVieV (3.1)
e=(i,j)€E

0<ye,VicV,e=(i,j) €E
x. < 1,Ve€E.

Nous avons également déja prouvé que les contraintes d’unicyclicité peuvent aussi étre
exprimées par le systeme suivant :

x(A) <|A|,VA CV
x(V)=|V| (3.2)
0<x. <1, VecE.

Les contraintes (3.2) peuvent se séparer en temps polynomial (voir chapitre 2).
Les contraintes liées a S peuvent €tre exprimées par les inégalités suivantes :

x(A) + %x(A,S\A) <|Al,VA C V. (3.3)

Proposition 3.1: Les inégalités (3.3) sont valides.

Preuve: Les inégalités (3.3) sont équivalentes a x(A,S\ A) < 2(|A| —x(A)). Si x est le
vecteur d’incidence d’un réseau de Steiner avec des composantes unicycliques, alors x(A) — |A]
représente le nombre de composantes connexes du graphe induit par A qui ne contient aucun
cycle. Supposons qu’il existe une composante connexe de A et qui ne contient pas de cycle,
et qui est connectée a 3 sommets de S\ A. Alors, un des 3 sommets n’est pas sur le cycle.
Autrement, chaque composantes de A ne contenant pas de cycle est liée a au plus deux sommets
de S\ A. De plus, chaque composante de A contenant un cycle n’est pas liée a S\ A, ceci
implique alors que x(A,S\A) <2(|A| —x(A)). O

On peut voir clairement que les inégalités (3.3) dominent les inégalités x(A) < |A|. Autre-
ment dit, les inégalités (3.3) induisent directement I’unicyclicité (quand x(V') = |V|). En outre,
il est facile de voir que si x est entier, alors les inégalités (3.3) sont suffisantes pour garantir que
tous les sommets de S appartiennent aux cycles. Par conséquent, notre probleme de synthese
de réseaux se formule comme suit :

min Y, wex,
eckE
x(A) + 3x(A,S\A) < |A|,VACV (3.4)
x(V) =1V
xe €4{0,1},Ve € E.
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On verra un peu plus loin dans ce chapitre que les inégalités (3.3) peuvent se séparer en un
temps polynomial.

3.3 Complexité et formulation étendue

Comme mentionné précédemment, lorsque S = V notre probleme d’optimisation devient
le probleme bien connu du 2-couplage parfait [37, 80, 117]. De méme, si on prend S = @, on
obtient le probleme de synthese de réseaux a composantes unicycliques qui est également facile
a résoudre.

Dans ce qui suit, on va montrer que notre probleme reste facile a résoudre pour tout en-
semble S.

uw
}"(u,u v Yiwuv)
05w (uw) 05w (uv)
W (ur m)=1-HKur W

0, 5w (uv)

V(v vu)

05w (uv)

¥(u,

vu

ueE S, ve B ueE S, ve s ug 3, ve s

FIGURE 3.1 — Construction du nouveau graphe étendu

Proposition 3.2: Le probleme de synthese de réseaux a composantes unicycliques avec
contrainte de type Steiner peut étre résolu en temps polynomial.

Preuve: On va montrer que le probleme d’optimisation considéré dans ce chapitre se réduit

aun probleme de b-couplage dans un graphe plus large et approprié qu’on construit comme suit.

Notons ce nouveau graphe H. Pour tout sommet u € V(G), il existe un autre sommet u €
V(H). pour toute aréte (u,v) € E(G), on considere deux sommets uv et vu comme le montre la
Figure (3.1). Une aréte (uv,vu) est incluse dans E(H). Siu ¢ Stev ¢ S, 4 autres arétes seront
alors considérées :(u,uv), (u,vu), (v,uv) et (v,vu). Siu € Setv ¢ S, alors (u,vu) sera éliminée.
Finalement, si u € Set v € S, E(H) contiendra (u,uv) et (v,vu). Le poids de chaque aréte du
type (u,uv) et (u,vu) lorsqu’elle existe est de 4=, alors que le poids de (uv,vu) est de 0.

On consideére maintenant un b-couplage parfait de poids minimum ou chaque sommet u €
V(H) qui correspond a un sommet u € V(G) a un degré de 2, alors que chaque sommet de type
uv possede un degré de 1. Il est clair que 1’aréte (uv,vu) appartient au b-couplage seulement
si les 4 autres arétes (u,uv), (u,vu), (v,uv) et (v,vu) ne font pas partie de la solution. De plus,
il y a toujours un nombre pair (soit 0 ou 2) d’arétes parmi (u,uv), (u,vu), (v,uv) et (v,vu) qui
appartiennent a un b-couplage quelconque. Si (u,uv) est dans le b-couplage, alors (u,vu) est
aussi dans ce b-couplage, et que ni (v,uv) ni (v,vu) ne sont dans le b-couplage, ou alors (v, vu)
est dans le b-couplage et que ni (v,uv) ni (u,vu) ne sont dans le b-couplage. Notons que si
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(uv,vu) n’est pas dans le b-couplage, alors il y a exactement 2 arétes parmi (u,uv), (u,vu),
(v,uv) et (v,vu) qui sont dans le b-couplage.

On construit une solution du probleme de Steiner en prenant une aréte (u,v) si et seulement

si I’aréte (uv,vu) n’appartient pas au b-couplage. On montre alors qu’on obtient vraiment un
réseau de Steiner avec des composantes unicycliques de cofit total minimum.
Pour cela, on pose P le nombre d’arétes du type (uv,vu) qui sont dans le b-couplage et Q le
nombre de celles qui ne le sont pas. Alorsona P+ Q = |E(G)| et P+20 = |[E(G)|+ |V(G)|,
ol la seconde égalité est impliquée par les conditions des degrés. Par conséquent, Q = |V (G)].
Sauf que Q est aussi le nombre d’arétes dans la solution construite a partir du b-couplage, alors
la solution qu’on obtient de cette facon est un graphe simple dans lequel le nombre d’arétes est
égal au nombre de sommets. Soit S’ C V(G) C V(H) le sous-ensemble de sommets u tels qu’il
existe v € V(G) pour lequel I’'une des deux arétes (u,uv) et (u,vu) appartient au b-couplage.
Notons que comme le degré de u est de 2 dans le b-couplage, alors I’existence d’un tel sommet
v implique I’existence d’un autre sommet w qui satisfait la méme condition (il y a exactement
une aréte parmi (u,uw) et (u, wu) qui appartient au b-couplage). Comme 1’aréte (u,vu) n’existe
pas lorsque u € S, alors il est clair que S’ contient S. De plus, si u € §' et v est un sommet tel
que exactement une des deux arétes (u,uv) et (u,vu) appartient au b-couplage, alors v est aussi
dans §'. La solution construite a partir du b-couplage contient ’aréte (u,v) (car (uv,vu) n’est
pas dans le b-couplage). En d’autres mots, la solution contient un b-couplage de S’ : chaque
sommet de S’ a un degré 2. Alors on a montré que les sommets de S appartiennent aux cycles.

Maintenant, on s’intéresse aux sommets de V(G) \ . Pour tout sommet u € V(G)\ 5, il y
a exactement un sommet tel que a la fois (u,uv) et (u,vu) appartiennent au b-couplage. Ceci
implique que (u,v) fait partie de la solution construite a partir du b-couplage. Si v est dans S,
alors on déduit que u appartient a une composante connexe qui contient au moins un cycle. Si
v n’est pas dans §', alors il y a un sommet w # u tel qu’on a a la fois (v,vw) et (v,wv) dans
le b-couplage. En continuant ce processus, il est alors clair qu’on va finir avec soit un sommet
dans §’, ou avec un sommet qu’on a toujours considéré. Dans le premier cas, on sait toujours
que ceci implique que u appartient a une composante qui contient au moins un cycle. Dans le
second cas, en revenant sur un sommet qu’on a toujours pris en considération, alors on créera
un cycle. Ceci prouve encore que u appartient a une composante qui contient au moins un cycle.

Pour résumer, on a montré que la solution construite a partir du b-couplage est telle que
chaque sommet u € V(G) C V(H) est dans une composantes connexe qui contient au moins un
cycle. De plus, on a déja remarqué que le nombre d’arétes est égal au nombre de sommets. Ceci
implique que notre solution est un graphe dans lequel chaque composante connexe contient
exactement un cycle. On a aussi noté que tous les sommets de S sont sur les cycles. En d’autres
termes, la solution obtenue est un réseau a composantes connexes unicycliques satisfaisant la
contrainte de type Steiner. Les colits des arétes dans le nouveau graphe construit ont été choisis
de telle maniere que le colit du réseau soit exactement égal au colit du b-couplage.

Finalement, un b-couplage de poids minimum peut étre calculé en un temps polynomial
soit par la génération de contraintes [109, 38] a travers 1’algorithme des ellipsoides ou par des
algorithmes combinatoires [93]. O

Cette preuve implique une formulation linéaire étendue de notre probleme de synthese de
réseaux. Soit (Ve),c £(#) un vecteur en 0-1 des artes du graphe H introduit dans la derniere
preuve (voir aussi la Figure (3.1)). On rappelle que ’aréte (uv,vu) appartient au b-couplage
si et seulement si (u,v) fait partie de la solution du probléme de Steiner construit a partir du
b-couplage. Ainsi, on peut €crire que Y, ) = 1 —Xuy.
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Une formulation en nombre entiers est alors donnée par :

min ) wexe
e€E(G)
Y(uuv) +y(v,uv) = XMV,V(M,V) S E(G)vu € V(G)7V < V<G> \S

V) = Yuv,V(u,v) €E(G),u€V(G),v€S
)y Y(u,uv) +y(u,vu) = 2,Vue V(G) \S
(u,v)€E(G) (3.5)
Y Yuuy) = 2,Vues
(u,v)€E(G)
xe < 1,Vec€E(G)
ye > 0,YecE(H)
ve € {0,1},Vec E(H)

Les deux premiers ensembles d’égalités correspondent aux contraintes de degrés des som-
mets du type uv. Les troisieéme et quatrieme imposent que les sommets de V (G) soient de degré
de 2.

Depuis les travaux de [38], on sait que les contraintes d’intégrité peuvent étre remplacées
par les inégalités dites de blossom. On considére un sous-ensemble A = BUC C V(H) ou
BCV(G)etC CV(H)\V(G) est un sous-ensemble de sommets de type uv. Soit F un sous-
ensemble d’arétes F C E(A,V(H)\A) tel que |C|+ |F| est impaire. Alors les inégalités blossom
seront données par : y(A) +y(F) < |B| + LWJ

Il n’est pas difficile de vérifier que ces inégalités de blossom ou F n’est pas vide sont
dominées ou équivalentes aux inégalités ou F est vide. Par exemple, si uv € A et il existe au
moins une aréte e incidente a uv qui est dans F, alors en supprimant uv de A et e de F, le
membre droit |B| + [MJ ne croit pas et que le membre gauche y(A) + y(F) ne décroit pas.

Finalement, pour obtenir une formulation linéaire étendue, on a juste a relaxer les contraintes
d’intégrité et ajouter des contraintes du type

Y(BUC) < yB|+L%,BcV(G),CcV(H)\V(G). (3.6)

Les inégalités (3.6) peuvent se séparer par I’algorithme de [109]. Un autre algorithme [87],
plus efficace peut aussi étre utilisé. Un exemple est donné dans la figure (3.2) ol une instance
Euclidienne avec 150 noeuds est prise. Dans le premier cas (la partie gauche de la figure (3.2)),
S contient 70 noeuds représentés par des carrés noirs. Le probleme est alors résolu en utilisant
la formulation étendue. On obtient une solution ou le colit est approximativement égal a 852.
Lorsque on relaxe les contraintes de Steiner, on obtient une solution tracée dans la partie droite
de la figure (3.2), et le colit est de 759 approximativement.

3.4 Les inégalités valides

Le fait que le probleme d’optimisation soit facile a résoudre laisse espérer I’ existence d’une
bonne description de I’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence de ces réseaux. Par équi-
valence entre séparation et optimisation [60], on sait qu’il est possible de séparer en temps
polynomial tout point rationnel et non réalisable de cette enveloppe convexe.

Une facon d’obtenir cette caractérisation consiste a projeter la formulation linéaire éten-

58



x &.Iw”f//” e . . ! . e
q;l -\<” lI,-—lJ> .\‘/.J :”\” /Il——/ t(;/ <. I———/ .\:\{_. F /.,,/Lo
H+/r—\lf:, KT‘J.I\“”/.{’_’:I/\ " ”\Il i F/ :{‘Q\I’/ .\r,—’l‘ ./L./:HH
] } o J
R e _—— ‘
" e
w,—J Y.J‘::.\_‘.[ . )5 /ll"ﬂ/ r___wi-*\. %:;.F. [ L

FIGURE 3.2 — Instance Euclidienne :|V| = 150 : |S| = 70 de cofit 852 dans la partie gauche, et
S = 0 de colit 759 dans la partie droite.

due de la Section 3.3 dans I’espace des variables (x;),c E(c) en utilisant la dualité. Cependant,
ceci reste une caractérisation compliquée. Alors, on essayera de trouver directement quelques
classes d’inégalités valides. Leur séparation sera étudiée dans la Section 3.5.

En plus des inégalités (3.3), on propose dans cette section deux autres familles d’inégalités
valides.
|F]

x(A) +x(F) < |A|+ | ) YA CV.F CE(A,5\A). (3.7)

Proposition 3.3: Les inégalités (3.7) sont valides.
Preuve:

En ajoutant les inégalités x(A) + 1x(A, S\ A) < |A| et 1x(F) < 1|F| et en utilisant le fait que
F C E(A,S\A), on obtient x(A) +x(F) < |A|+ 3|F|. En prenant la partie entiére inférieure, on
obtient le résultat voulu. O

Lorsque les inégalités (3.7) sont considérées, on doit supposer que |F| est impair (sinon
elles sont dominées par les inégalités (3.3) et les inégalités triviales).

On note que lorsque S =V, les inégalités (3.7) et (3.3) en plus des inégalités triviales sont
suffisantes pour décrire I’enveloppe convexe. En effet, elles sont équivalentes a la formulation
connue du probleme de 2-couplage parfait [38, 80, 117].

Quand S # V, ces inégalités sont en général non suffisantes. On introduit ci-dessous une
nouvelle famille d’inégalités valides.

Soient A et B deux ensembles disjoints de sommets. Leur union est notée par C : C =AUB.
Soit F un ensemble d’arétes tel que F C E(B,S\C)UE(A,SNB). Soit alors I’inégalité suivante :

2x(A) +x(A4,8\ C) +x(B) +x(A, B) +x(F) < 2|A| +|B| + L'I;—‘J. (3.8)

Proposition 3.4: Les inégalités (3.8) sont valides.
Preuve: En écrivant I’'inégalité (3.3) pour C, on obtient

x(A) +x(B) + x(A, B) +%x(A,S\C) +%x(B,S\C) <|A|+|B].
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en faisant idem pour I’ensemble A, on obtient
1
x(A)+ EX(A,S\A) < |A].
En additionnant ces deux inégalités et en utilisant le fait que S\ A = (S\ C) U (SN B) induit a

2x(A) +x(A, S\ C) +x(B) +x(4,B) + %x(B,S\C) + %x(A,SﬂB) <2lA|+B].

En prenant un sous-ensemble d’arétes F dans E(B,S\ C) UE(A,SNB), et en ajoutant les in-
égalités triviales %x(F ) < %|F |, on obtient par simple arrondi les inégalités (3.8).0

Si A est vide, les inégalités (3.8) deviennent les inégalités (3.7). De plus, si B est vide,
alors I’inégalité (3.8) est la contrainte basique (3.3). Si |F| est pair, alors I’inégalité (3.8) est
dominée par les inégalités (3.3) et les inégalités triviales x, < 1. En d’autres termes, lorsque
nous considérons les inégalités (3.8), on peut supposer que |A| > 0 et |F| est impaire (Ceci
implique que |B| > 0).

Malheureusement, il est facile de vérifier que les inégalités (3.3), (3.7) et (3.8) ne sont
pas suffisantes pour décrire 1’enveloppe convexe. Le point fractionnaire de la figure (3.3) ou
S contient les sommets a et b et les valeurs de x sont semi-entieres, est un point extréme du
polytope défini par les inégalités (3.3), (3.7) et (3.8) en plus des inégalités triviales.

FIGURE 3.3 — Un point extremum fractionnaire qui satisfait les inégalités (3.3), (3.7) et (3.8)

Trouver une description polyedrale complete de I’enveloppe convexe des vecteurs d’inci-
dence de ce type de réseaux reste donc un probléme ouvert.

3.5 Les algorithmes de séparation

3.5.1 Séparation des contraintes (3.3)

On montre dans cette section que les contraintes (3.3) peuvent se séparer en un temps
polynomial.
Proposition 3.5: Les inégalités (3.3) peuvent se séparer en un temps polynomial.

Preuve: Nous cherchons un sous-ensemble A qui maximise : 2(x(A) — |A|) +x(A,S\ A).

Ceci est équivalent & minimiser la fonction f(A) = ¥ (2—x(8(v))) +x(A,A\S). f peut se
vEA
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réécrire comme suit :

flA) = ¥ (2-x(8(v)+x(4,A\S)

vEAX(8(v))—2>0

)
32—x( ;
= x(A,A\S)+ > (2—x(6(v)))+ )y (x(6(v)) —2)
)

veV;2—x(8(v))<0

On note que le dernier terme Y (2—x(6(v))) ne dépend pas de A. Un sous-
veV;2—x(6(v))<0

ensemble A minimisant f peut étre calculé en résolvant un probleme de coupe minimum dans
un graphe orienté approprié€. On construit un graphe orienté et pondéré qui a le méme ensemble
de sommets V en plus de 2 nouveaux sommets s et z. Si 2 —x(8(v)) > 0, alors on ajoute un arc
de v ar dont le poids est égal 2 2 — x(5(v)). Sinon, on ajoute un arc de s a v avec un poids égal
ax(6(v)) — 2. Pour toute aréte (u,v) € E, on crée deux nouveaux arcs a sens opposés : un de u
vers v et un autre de v vers u. L’arc de u vers v aura un poids égal a x,, si v ¢ S, et 0 sinon.O

3.5.2 Séparation des contraintes (3.7)

Si§ =V, les contraintes (3.7) sont les contraintes classiques de blossom introduites dans le
contexte du 2-couplage (voir, e.g., [117, 80]). Padberg et Rao [109] ont montré que les inégalités
dites de blossom peuvent se séparer en temps polynomial en résolvant un probleme de 7-coupe
de poids minimum dans un graphe non orienté.

On va montrer que les contraintes (3.7) peuvent se séparer facilement si |S| < |V|. Le pro-
bleme de séparation se réduit a un probleme de s —t T-coupe dans un graphe orienté. La preuve
qu’on donne ici est une adaptation de la preuve donnée dans [109]. On essayera de suivre la
présentation donnée dans [80].

Proposition 3.6: Les inégalités (3.7) peuvent se séparer en un temps polynomial.
Preuve: Dans cette preuve, on cherche un ensemble de sommets A et un ensemble impair
d’arétes F C E(A,S\ A) minimisant Y 2—x(8(v)) +x(6(A) \ F)+ (1 —x)(F). Comme les
vEA

contraintes (3.3) sont faciles a séparer, on peut supposer qu’elles sont toujours satisfaites par le
vecteur courant x. Toutes les inégalités triviales sont aussi satisfaites.
En utilisant les mémes manipulations algébriques lors de la section précédente, la fonction
objectif devient Y (2—x(6(v)))+ )y (x(8(v))=2)+x(8(A)\F)+(1—
vEA2—x(8(v))20 veAx(8(v))—2>0
x)(F)+
) (2=x(8(v)))-

veVi2—x(6(v))<0

On note encore que y (2—x(8(v))) est une constante. On utilise K pour noter

veVi2—x(6(v))<0

Yo (x(6(v)=2).

veV;2—x(6(v))<0
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Les inégalités (3.7) sont violées si et seulement si |F| est impaire et

(2—x(8(v)))+ Z (x(6(v))—=2)+x(8(A)\F)+ (1—x)(F) < 1+K.
vEA;2—x(8(v))>0 veA;x(8(v))—2>0
3.9
Notons que comme les inégalités (3.3) sont satisfaites, on a toujours pour tout A et F' (sans
aucune restriction sur la parité de F) :

Q-x@W)N+ Y (x(8()=2)+x(8(A)\F)+(1—x)(F) = K.
vEA;2—x(8(v)) >0 vEAx(8(v))—2>0

On construit un graphe orienté et pondéré H = (V(H),E(H)). Le poids d’un arc e est
noté par y.. V(H) = V(G)UE(G) U{s,t} ou s et t sont deux nouveaux sommets. Pour tout
sommet v € V(G) pour lequel x(6(v)) —2 > 0, E(H) contient un arc [s,v] de poids égal a
Yis»] = X(8(v)) — 2. D’une fagon similaire, si 2 —x(8(w)) > 0 pour un sommet w € V(G), alors
on considére un arc [w,¢] dont le poids est égal a 2 — x(3(w)).

Les arétes de E(G) doivent avoir une orientation. Si e = (u,v) € E(G) a une extrémité u € S
et une extrémité v € V' \ S, alors e est orientée de u a v. Pour les autres arétes, 1’orientation est
arbitraire.

Les arétes de E(G) incluses dans V (H) sont considérées comme des arcs (comme elles sont
orientées). Soient u et v deux sommets adjacents de V(G) (donc ils sont aussi sommets de H),
et supposons que (u,v) est orienté de u a v ([u,v] € V(H)). On considere trois cas possibles :

— siu¢ Setv¢S,alors E(H) contient un arc [u, [u,v]] de poids égal a x,,,, un arc [[u,v], u

de poids égal a x,,, un arc [v, [u,v]] de poids égal a +oo et un arc [[u,v],v] de poids égal a
0]

—siueSetv¢s, alors E(H) contient un arc [u, [u,v]] dont le poids est de x,,, un arc
[[u,v],u] de poids égal a x,,, un arc [v, [u,v]] de poids égal a 1 —x,, et un arc [[u,v],v] de
poids égal a 4-o0;

— siu€ Setve S, alors E(H) contient un arc [u, [u,v]] de poids égal a x,,,, un arc [[u,v], u]
de poids égal a x,,,, un arc [v, [u, v]] de poids égal a 1 —x,,, et un arc [[u,v],v] de poids égal
al—xy.

Il n’est pas possible d’avoir u ¢ S et v € S comme (u,v) est orienté de u a v.

Soit 7 un sous-ensemble de V (H) défini par :

T ={[uv] €eV(H),{u,v}NS#0}U{ucV\S,|ET(S,u)| est impair} U

{ueS,|ET(S\ u,u)| est impair}.

Si on prend E*(S\ u,u) = E*(S,u) lorsque u € S, T devient T = {[u,v] € V(H),{u,v} NS #
0} U{u € V,|ET(S,u)| est impair}. En d’autres mots, T contient tous les arcs qui ont une ex-
trémité dans S, et aussi tous les sommets u tels que le nombre d’arcs de S a u est impair. 1l est
clair que 7" a une cardinalité paire.

On montrera que le graphe H contient une s — ¢ 7-coupe de poids inférieur a 1 + K si et
seulement si il existe une contrainte violée de type (3.7). Soient A C Vet F C E(A,S\A). On
a besoin de la notation suivante :

Ei={luyv|eVIH)NFucAveV\A}; E ={[u,v| eV(H) NF,ue V\A,ve A}
Ey={[uv| e V(H)\Fuc A,veV\A}; Es={[u,v| e V(H)\F,uc V\A,v € A}.
Notons que F = E; UE,, EY(A,V\A) =E|UE3 et EY(V\A,A) = E; UE4. Soit W C V(H)
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défini par W = AUE(A)UE| UE4U{s}. On veut montrer que |W NT | est impaire si et seulement
si |F| est impaire. On utilisera la notation = pour dire que les deux nombres ont la méme parité.

Ona|Wn{ueV\S,|E"(S,u)| estimpaire}| = |[ET(S,A\ S)|. On peut aussi écrire [W N
{ueS,|ET(S\u,u)| estimpaire}| = |[E(ANS)|+ |ET(S\A,SNA)|.Deplus, E; CFetF CT.
En prenant les arcs de E(A) appartenant 2 T, on déduit que |[E(A)NT|=|ET(ANS,A\S)|+
|[E(ANS)|. D’une fagon similaire, on a |[E4NT| = |E;NE'(S\A,A)| (on rappelle que tous
les arcs sont orientés de S a V '\ S). En combinant tous ces résultats de parité, on obtient la
conséquence suivante : [WNT|=|ET(S\A,A)|+ |Ei|+ |[EsNET(S\A,A)|. De plus, on a
E4UE, =ET(S\A,A)UE"(A\S,A\S). Alors, |[E4UEy| = |[ET(S\A,A)|+|ET(A\S,A\S)|.
En réalisant une intersection entre les deux termes avec E4, on déduit que |E4| = |ET(S\A,A)N
E4|+|ET(A\S,A\S) N Ey|. Observons que ET(A\ S,A\ S) ne va pas faire intersection avec F
comme F C E(A,S\ A) alors que tous les arcs de ET(A\ S,A\ S) n’a pas d’extrémité dans S.
Par conséquent, on a |E4| = |[ET(S\ A,A) NE4|+ |ET(A\S,A\ S)|. En combinant cette égalité
avec celle reliée a |[E4 U E;|, on obtient |E>| = |ET(S\A,A)NE4|+|ET(S\A,A)|. En revenant
sur |[WNT|, on déduit que

WNT|=|E | +|Ea| = |F|. (3.10)

Maintenant, on montre que le poids de la coupe 67 (W) est donné par : y(6T(W)) =

Yo (2=x(8(v)+ Yo (x(8(v) =2)+x(8(A)\F) + (1 —x)(F).

veA2—x(8(v))20 veAx(8(v))—2>0
87 (W) contient des arcs [s,w] ot w € V\ A et x(6(v)) —2 > 0; et les arcs [v,¢] ol v € A
et 2—x(8(v)) > 0. Le poids total de ces arcs est exactement donné par Y (2 -

vEA;2—x(8(v))>0
x(6(v)+ X (x(8(v)) —2).
veA;x(6(v))—2>0
En utilisant le fait que 8(A) = Ey UE,UE3 UE4 et W contient E; et E4, on déduit que les autres
arcs de 61 (W) ont 4 formes possibles :
— [u,[u,v]] ot u €A, v € V\ A, et [u,v] ¢ W implique que [u,v] € E3 et yj, [yy]] = Xuv
— [[u,v],u] obu € V\A, v €Aet[u,v] € W implique que [u,v] € Eq €t Y[, 4] = Xuv
— v [u,v]] o u e V\A, veA et [uv] ¢ W implique que [u,v] € E;. Comme E; C F, on
doit avoir u € S et Y fuy] = 1—xy.
— [[u,v],v] ouu € A, v € V\A et [u,v] € W implique que [u,v] € E;. Comme E; C F, on
doit avoir v € S et y(j,,],] = I —Xuy-
La combinaison de ces résultats nous donne :

Yorwy= )  @-x@v)+ ¥ x(8(1)-2)+x(8A)\F)+(1-x)(F).
veA2—x(8(v))=0 vEAX(8(v))—2>0
(3.11)

La construction de W et les résultats (3.9), (3.10) et (3.11) impliquent clairement que tous
les ensembles A et F C E(A,S\ A) de cardinalité impaire et qui violent les contraintes (3.7)
vont nous conduire a une s —t T-coupe 6 (W) dont le poids est strictement inférieur a 1 + K.

On montre maintenant le sens opposé. On suppose qu’on a une s — ¢ T-coupe 6 (W) telle
que y(6T(W)) < 1 +K, et construisons A et F qui violent les contraintes (3.7).

On prend A = WNV. Admettons que si 67 (W) contient un des arcs [u, [u,v]], [v, [u,v]],
[[u,v],u], [[u,V],v]), alors (u,v) € 6(A). Cette hypotheése sera montrée ci-dessous. On définit F
ainsi :

F={(u,v),veAucS\A,uv]e WU {(u,v),v€S\A,ucSNA,u,v]€W}.

63



A et F sont donnés, on peut définir £y, E, E3 et E4 comme on a fait avant. On a a2 montrer
que W est exactement donné par AUE(A) UE| UE4U {s}. Par I’hypothése d’avant, W contient
E(A) et ne doit contenir aucune aréte de E(V \ A). Alors, on a juste 2 montrer que W contient
E{ UEy, et ne contient pas Ey UE3.
— Si[u,v] €Ej,alorsu € Aetv eV \A. Enplus, [u,v] € F qui implique avec la définition
de F que [u,v] € W.

— Si[u,v| €E4q,alorsveAetucV\A.Siu €S, alors [u,v] € W (sinon [u,v] doit étre dans
F).Siu ¢S, alors v ¢ S (comme (u,v) est orienté de u a v) et le poids de [v, [u,V]] est égal
a I’infini. Ceci est bien sur impossible comme y(67(W)) < 1+K.

— Si[u,v] € Ep,alorsveAetucV\A. Comme E; C F, par la définition de F on doit avoir
[u,v] e W.

— Si [u,v] € E3,alorsu € AetveV\A.Ily a2 sous cas possibles. Lorsque u € SNA et
v € S\ A, alors [u,v] € W (car [u,v] ¢ F). L autre sous cas est donné paru € Aetv e A\ S.
Comme le poids de [[u,v],v] est infini, [u,v] doit étre dans W.

Ainsi on a montré que W = AUE(A) UE; UE4U{s}. Par les résultats (3.9), (3.10) et (3.11),
et en utilisant le fait que W est une s —¢ T-coupe de poids inférieur a 1 + K, on déduit que |F|
est impaire et 1’inégalité (3.7) correspondant aux sous-ensembles A et F est violée.

Pour terminer la preuve, on a a revenir a notre hypothése prise avant : si 87 (W) contient un
des arcs [u, [u,v]], [v, [u,V]], [[u,v],u], [[u,v],V], alors (u,v) € §(A). Supposons que I’hypothése
est fausse, alors en déplacant les arcs [u, v] qui violent cette hypotheése, on obtient un ensemble
W’ qui satisfait I’hypothese. De plus, on a y(6T(W')) < (6" (W)) — 1. En utilisant W/, on peut
définir A', F', E{, E}, E} et E) comme on I’a déja fait (en effet A’ = A). Alors on a toujours
W' =A"UE(A")UE]UE} U{s}. On note aussi que dans la preuve précédente, on n’a pas utilisé
le fait que W définit une T-coupe. C’est pour cela que si W’ ne définit pas une s — ¢ T-coupe,
on peut toujours écrire

y(6 (W) = )3 2-x(6(v)))+ X (x(8(v)) —2) +x(S(A)\F')+ (1 -
veA;2—x(8(v))>0 veA x(8(v))—2>0
x)(F").
Comme
Y6 (W) <y(8F(W))—1
et
y(8T(W)) <1+K

ona

(2—x(8(v)))+ Y (x(8(v)) =2) +x(8(A)\ F') + (1 —x)(F') <K
veA;2—x(8(v))>0 veA :x(8(v))—2>0

Mais on a toujours mentionné que ceci ne peut se produire sauf si [F’| est paire.

Pour synthétiser, on a montré qu’étant donnée toute contrainte violée du type (3.7), on peut
construire une s —t T-coupe dont le poids est strictement inférieur a 1 + K. On a aussi montré
qu’étant donnée une s —t T-coupe dont le poids est inférieur a 1 + K, on peut alors construire
une contrainte violée du type (3.7).

Comme une s — ¢ T-coupe de poids minimum peut €tre calculée en temps polynomial [60,
49], les contraintes (3.7) peuvent se séparer en temps polynomial.[]

Pour trouver une s —tT-coupe de poids minimum dans le graphe H, on note que les deux
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algorithmes [60] et [49] sont basés sur la solution d’approximativement |V (H)|? problémes de
s —t coupe de poids minimum.

Focalisons nous sur 1’algorithme de [49]. Pour tous @ € V(H) et b € V(H ), on ajoute deux
arcs [s,a] et [b,t] de poids infinis, et on résout une s —t-coupe de poids minimum (la coupe doit
aussi étre minimale au sens de la cardinalité). Une des |V (H)||V(H) — 1| coupes sera la s — ¢
T-coupe de poids minimum.

La séparation des contraintes (3.8) est toujours un probleme ouvert.

3.6 Extensions et liens avec d’autres problemes

L’approche utilisée dans la Section 3.3 pour montrer que le probleme de ce chapitre se
résout polynomialement peut étre 1égerement modifiée pour intégrer de nouvelles contraintes.

On consideére une variante dans laquelle il existe un sous-ensemble de sommets 7 C V(G)
tel que chaque sommet u € T doit étre soit une feuille (sommet de degré 1) ou sur un cycle et
ne doit pas avoir de voisins (sauf les deux voisins sur le cycle). Cette contrainte peut facilement
étre intégrée en supprimant 1’aréte (v,uv) pour tout v € V(G) lorsque u € T. On note que si
uec SNT, alors le degré de u doit étre égal a 2 et u est sur un cycle.

Une autre variante possible consiste a imposer que quelques arétes doivent appartenir aux
cycles. On suppose que (u,v) doit étre sur un cycle. Ceci peut étre réalisé en ajoutant un nou-
veau sommet a adjacent a u et v, supprimer (u,v) et mettre a dans S.

Il est possible qu’un ensemble d’arétes appartienne a la solution. Ceci est facile a imposer
en supprimant les arétes (uv,vu) si on veut que (u,v) soit dans la solution.

On peut aussi imposer la contrainte suivante : soit I’aréte (u,v) appartient au cycle, ou elle
ne figure pas dans la solution. En d’autres mots, (u,v) ne doit pas figurer dans les sous arbres
attachés aux cycles. Pour mieux cerner cette contrainte, on peut penser a la situation ou toutes
les arétes qui ont un poids plus grand qu’un certain seuil, seront dans la solution si et seulement
si elles contribuent a la construction des cycles. Cette contrainte peut étre aussi satisfaite en
supprimant les arétes (u,vu) et (v,uv).

On peut également supposer que chaque aréte (1, v) a deux poids wl et w2 >w! . Sil’aréte
appartient 2 un cycle, alors on a a payer w! . sinon on doit payer wﬁv chaque fois que 1’aréte

uv?
fait partie de la solution. Ce probleme peut étre facilement résolu par une 1égere modification

sur les colts. Le poids de chacune des arétes (u,uv) et (v,vu) devient WT}“ alors que le poids de
chacune des arétes (u,vu) et (v,uv) est w2, — Wz‘l‘v. En prenant w2, = oo, on peut aussi résoudre
la variante précédente.

En utilisant les mémes techniques, il est facile de montrer que le probleme de 2-couplage
avec contrainte de type Steiner est facile a résoudre. Dans cette variante, un sommet est soit
isolé ou appartient a un cycle. La solution est alors un ensemble de cycles disjoints couvrant
un certain ensemble de sommets. Cependant, la résolution polynomiale de cette variante est un

résultat bien connu [21].
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3.7 Résultats numériques

Nous présentons dans cette section quelques résultats numériques. D’ une part, nous avons
implémenté un branch&cut utilisant la formulation (3.1) avec les inégalités (3.3) et (3.7).
D’autre part, nous avons implémenté le programme linéaire étendu.

Toutes les expérimentations ont été réalisées sur un Pentium 4, de 3.25Go de RAM, et de
2.39 GHz.

Dans la premiere phase de I’algorithme du branch&cut (2 la racine), les deux familles d’in-
égalités citées ci-dessus ont été intégrées. Uniquement les inégalités de base (3.3) sont rajoutées
au niveau des autres noeuds de 1’arbre de recherche. En effet, la séparation des inégalités (3.3)
est exacte et rapide. Signalons qu’on a choisit la stratégie de recherche en profondeur d’abord
dans I’algorithme de Branch&Cut, et une borne supérieure est calculée par la recherche d’un
2-couplage dans le graphe de départ.

TABLE 3.1 — Comparaison sur des graphes complets aléatoires et Euclidiens

n |S| temps temps temps gap(%) gap2(%)(3.3) (3.7) Nb Nb temps
sep relax  tot coupes noeuds| form.etendue
6 1.7 0.3 2.7 0 94 21.7 21.7 7.3 9
25 12 3 0.3 6 0 164 31 31 22 7.7 1
24 2.7 0 3 0 195 28 28 73 4.7 1
10 19 0.7 207 0 519  31.7 34 03 1 3
40 20 13 0.7 35 0 104  30.7 31.7 363 293 |3
39 10 1.3 22 0 15,5 38 387 237 227 |3
16 1827 3.3 790.7 0 5.7 53 55 13677 863 |20
65 32 3033 143 101930 11.8  77.7 773 1723 286.7 | 20
64 50.7 23 1253 0 13.9 343 333 29.7 32 16

La Table (3.1) nous donne les résultats trouvés sur des graphes complets, aléatoires et Eu-
clidiens. Les coordonnées de chaque sommet sont choisies d’une maniere aléatoire et uniforme
entre 0 et 1. Le poids d’une aréte est proportionnel a la distance entre les extrémités de cette
aréte.

On a généré pour les différentes valeurs de n et de |S| trois instances, et les résultats présentés
sont obtenus en calculant la moyenne de chaque cas traité.

Dans la Table (3.1), on peut trouver le temps en secondes de séparation de toutes les coupes
(temps sep) dans la phase de 1’algorithme a plans coupants (avant le Branch&Cut). Par (temps
relax), on note le temps mis pour la résolution de la relaxation (avant le Branch&Cut), et (temps
tot) est le temps total mis pour résoudre le probleme jusqu’a la fin. On donne aussi le nombre
de contraintes générées dans la phase de I’algorithme a plans coupants parmi les deux familles
citées ci-dessus. Par "Nb coupes" et "Nb noeuds" on donne le nombre de coupes du type (3.3)
générées dans la phase du Branch&Cut, ainsi que le nombre de noeuds de I’arborescence du
Branch&Cut.

Le gap final, qui est la différence entre la borne supérieure et la meilleure solution trouvée,
le tout divisé par la borne supérieure, est donné et noté par "gap". Si ce gap est égal a 0, alors le
probleéme est résolu jusqu’a I’optimum. On donne aussi la valeur de "gap 2", qui représente la
différence entre la meilleure borne supérieure et le cofit obtenu avec |S| = 0, le tout sera divisé
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sur la borne supérieure.

La derniere colonne de cette table représente le temps total mis par I’algorithme basé sur la
formulation étendue.

On remarque que les temps d’exécution de 1’algorithme de Branch&cut diminuent lorsque
la taille de S se rapproche de |V|. Ceci est en réalité la conséquence de la bonne qualité de la
borne supérieure donnée par la solution du 2-couplage.

On remarque aussi que la formulation étendue est largement meilleure que le branch&cut.
Ceci est évidemment prévisible vu I’exactitude de cette formulation.

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un algorithme polynomial et une formulation linéaire
étendue du probleme de synthese de réseaux de colit minimum a composantes connexes uni-
cycliques satisfaisant une contrainte de type Steiner. Une description partielle de I’enveloppe
convexe des vecteurs d’incidence de ces réseaux a ét€ donnée. Un probléme ouvert intéressant
consiste donc a completer cette description partielle afin de caractériser ces vecteurs d’inci-
dence dans leur espace naturel.

Une autre direction de recherche qu’on peut envisager pour le futur consiste a montrer qu’il
y a bien d’autres problemes de Steiner relatifs a d’autres matroides transversaux qu’on peut
résoudre facilement.

Finalement, on a aussi donné une modification non triviale de 1’algorithme de Padberg&Rao
[109] pour séparer une classe d’inégalités valides basée sur la solution du probleme de la s —¢
T-coupe dans un graphe orienté. Il serait alors intéressant de généraliser notre algorithme a
d’autres problemes.
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Chapitre

Réseaux a composantes
unicycliques avec de nouvelles
contraintes techniques

L’ objet de ce chapitre est d’intégrer d’autres types de contraintes. Nous souhaitons toujours
obtenir un réseau a composantes connexes unicycliques. Nous considérons dans un premier
temps des contraintes de degré. Ensuite, on integre une contrainte sur le nombre de compo-
santes connexes. Enfin, nous décrivons comment on peut intégrer des contraintes d’apparte-
nance de sommets a une méme composante connexe ainsi que des contraintes de séparation
de certains sommets. Quelques résultats expérimentaux seront également présentés. Signalons
que I’étude faite dans ce chapitre est tres préliminaire.

4.1 Introduction

Les travaux exposés dans les deux précédents chapitres ont permis d’intégrer des contraintes
techniques importantes en plus de la contrainte d’unicyclicité : taille minimale des cycles, et
contraintes de type Steiner. Nous continuons sur la méme lancée en intégrant d’autres contraintes.
Signalons cependant que 1’étude faite dans ce chapitre reste superficielle puisque nous n’avons
pas pu faire une étude polyedrale poussée. Nous espérons pouvoir approfondir ce travail ulté-
rieurement.

Notre ingrédient de base est encore la formulation mathématique issue de la transversalité

du matroide bi-circulaire.
min Y, wexe
ecE o

Xe = Yie +yjeave = (17]) €E

Y Ye=1LVieV 4.1)

e=(i,j)€E

0<ye,VicV,e=(i,j) €E

x. <1,Ve€E.

Nous allons dans la suite présenter quelques contraintes techniques et montrer comment
elles sont intégrées. Quelques résultats numériques seront également exposés.



Notons qu’en ce qui concerne les résultats expérimentaux qui vont suivre pour chaque cas,
nous avons implémenté un algorithme a plans coupants suivi d’un algorithme de branch&cut
basé sur les fonctions callbacks de [74]. Toutes les expérimentations ont €té réalisées sur un
Pentium 4, de 3.25 Go de RAM, et de 2.39 GHz de fréquence. On note aussi qu’une stratégie de
recherche en profondeur d’abord a été choisie dans I’algorithme de branch&cut. Dans certains
cas, une borne supérieure est calculée lorsque c’est possible.

4.2 Contraintes portant sur les degrés des sommets

Les noeuds du réseau peuvent avoir des roles différents. Certains peuvent étre des noeuds
d’interconnexion avec de multiples voisins alors que d’autres doivent avoir un nombre tres
limité de voisins. Ce type de contraintes est évidemment trés simple a intégrer.

Pour borner alors le degré du sommet a, il suffit d’écrire que

da <Y (Vai +Yia) < da (4.2)

1

oud, et d,, représentent les bornes inférieures et supérieures du degré du sommet a respective-
ment.

Ces contraintes peuvent étre renforcées a 1’aide des inégalités classiques de type Blossom
(provenant du b-couplage).

Signalons que nous ne connaissons toujours pas la complexité du probleme de synthese
d’un réseau a composantes connexes unicycliques avec contraintes de degré.

4.3 Contrainte portant sur le nombre de composantes unicy-
cliques

Lorsque on partitionne un réseau (graphe) donné par G = (V,E) en composantes connexes
et unicycliques, on peut retrouver un nombre de composantes relativement élevé. Ceci pourrait
étre génant dans un contexte pratique.

Dans le chapitre 2, on a vu une maniere pour y remédier en imposant une certaine contrainte
sur la taille des cycles ce qui implique immédiatement une borne inférieure du nombre de
noeuds par composante connexe.

Dans ce paragraphe, nous allons directement limiter le nombre de composantes unicy-
cliques.

Pour ce faire, nous utilisons une variante des contraintes valides (2.6) présentées au chapitre
2.
Supposons que z représente le nombre maximal de composantes unicycliques connexes a ne
pas dépasser. Soit (@, ).cg un ensemble de nombres réels. Pour tout nombre 0 < i <z—1, ¥%4;
est le colit minimum (au sense des (@, ).cg) d’un graphe connexe avec n+ i arétes. Soit Ty un
arbre couvrant de poids minimum et f3; est le colit maximum des i arétes de T,,. Autrement dit,

Bi= max Y a,.
E'CTo,|E'|=iecE!
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Notons aussi que ¥,.; ainsi que B; peuvent étre calculés d’une maniére gloutonne comme on
peut le voir dans la section (2.5.4), et cela pour tout nombre i (voir chapitre 2).

Proposition 4.1: L’inégalité suivante est alors valide pour le probleme posé ci-dessus :

Z OeXe > min (’}/n—i-i - ﬁl) 4.3)

0<i<z—1

Plus de détails sur la séparation de cette famille d’inégalités ont été donnés au chapitre 2.
Remarque : Si z est fixé a ’avance a 1, on retrouve alors le cas de la recherche d’un graphe
connexe et unicyclique.

Notons également que lorsque la solution est entiere, les inégalités (4.3) sont suffisantes
pour garantir que le nombre de composantes connexes est au plus z. Cependant, les inégalités
sont insuffisantes pour décrire 1’enveloppe convexes des réseaux respectant la contrainte.

Le Tableau (4.1) résume quelques résultats numériques obtenus. Le contenu du tableau est
similaire a celui des chapitres précédents.

On a limité le temps total d’exécution a 7200 secondes. Le nombre maximum de compo-
santes unicycliques a obtenir varie de 1 a 3 (sauf pour n = 20, cette instance donne un parti-
tionnement initial limité a 2 composantes unicycliques au plus). Si ce nombre est de 1, alors on
utilise la résolution de I’algorithme glouton donné dans le chapitre 1, ce qui explique les temps
de calcul nuls dans ce cas. Les instances traitées relevent de graphes aléatoires et Euclidiens
générés 3 fois. Les résultats présentés sont des moyennes sur les 3 instances.

On voit que malgré la pauvreté de notre modele polyedral, on arrive a traiter des instances
de tailles moyennes. Pour les instances de tailles importantes, nous avons besoin d’améliorer la
relaxation linéaire.

TABLE 4.1 — Graphes aléatoires complets Euclidiens - Nombre Max de Composantes

n Nb Max sep relax tempstot gap(%) gap2(%) (4.3) Nbcoupes Nb noeuds
20 1 0 0 0 0 3.7 0 0 1
2 4.7 0 5.7 0 1.8 147 0 1
35 1 0 0 0 0 7.9 0 0 1
2 4033 83 414 0 5.06 103 0 1
3 383.7 43 389.3 0 2.6 7377 0 1
45 1 0 0 0 0 7.8 0 0 1
2 2782 37 2825 0.9 6.3 135.7 0 1
3 14913 12.7 1507.3 0 3.7 94 0 1
1 0 0 0 0 6.1 0 0 1
60 2 7141 59 7200 2.8 6.1 222 0 1
3 49457 743 5029.3 3 5.2 7577 0 1
1 0 0 0 0 53 0 0 1
100 2 7187 13 7200 34 53 377 0 1
3 71927 7.3 7200 3.8 5.3 327 0 1
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4.4 Séparation de certains couples de sommets

On peut exiger que certains sommets soient dans des composantes connexes différentes.

Supposons par exemple qu’on cherche a séparer a et b. Le vecteur d’incidence doit donc
vérifier I’inégalité suivante :

Y (I—x)>1, (4.4)
ecPy,
ou P, est un chemin reliant a et b.

Ces inégalités se séparent simplement. Il suffit en effet de calculer un plus court chemin
entre a et b au sens des poids 1 —x, et de rajouter I’inégalité si le poids du chemin est strictement
inférieur a 1.

Signalons que les inégalités (4.4) sont suffisantes pour garantir la séparation de a et b
lorsque la solution est entiere.

Pour tester I’efficacité de ces inégalités, on a réalisé quelques expérimentations numériques.
Pour plusieurs valeurs de n (nombre de noeuds), on génére des instances Euclidiennes aléatoires
ou on cherche a séparer certains couples de sommets. Pour chaque valeur de n et chaque valeur
du nombre de couples a séparer, nous générons 3 instances. Les résultats présentés sont donc
les moyennes des résultats des 3 instances.

Il est important de mentionner que les couples de sommets choisis étaient bien sur la méme
composante unicyclique au départ (lorsqu’on résout le probleme non contraint).

Les résultats présentés dans le tableau 4.2 semblent montrer que les inégalités (4.4) per-
mettent de résoudre des instances de grandes tailles. Notons cependant que le nombre de noeuds
dans I’arbre de recherche peut devenir assez élevé. La difficulté du probleme semble augmenter
avec le nombre de couples a séparer.

4.5 Joindre certains couples de sommets

Dans certains cas, on peut exiger que certains sommets soient sur une méme composante
connexe afin de faciliter la communication entre ces noeuds.

Supposons par exemple que a et b doivent étre sur la méme composante. Il est alors clair
que toutes les coupes 6(S) qui séparent a et b (a € S et b ¢ S) doivent vérifier :

x(8(8)) >1 4.5)

La séparation de ces inégalités se fait évidemment par le calcul d’'une coupe minimum
séparant a et b. Pour ce faire, nous utilisons I’algorithme de Goldberg et Tarjan ([50]).

Notons que les inégalités (4.5) sont suffisantes pour garantir que a et b soient dans la méme
composante.

Il est facile de prouver que le probleme de synthese d’un réseau a composantes connexes
unicycliques respectant des contraintes d’appartenance de certains sommets 2 une méme com-
posante connexe est un probleme NP-dur. Une réduction a partir de I’arbre de Steiner est quasi-
immédiate.

Quelques résultats numériques sont résumés dans le tableau 4.3. Les expériences ont été
conduites d’une maniere similaire a ce qui a été fait précédemment : instances Euclidiennes,
plusieurs valeurs pour le nombre de couples a séparer, 3 instances pour chaque variante, un
algorithme a plans coupants suivi d’un Branch&Cut.
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TABLE 4.2 — Graphes aléatoires complets Euclidiens, Séparer a et b

n Nbcpl sep relax tempstot gap(%) gap2(%) (4.4) Nbcoupes Nb noeuds
10 1 0 0 0 0 10.1 2.7 17.7 19.3
2 0 0 0 0 22.8 9.3 27.7 19
1 0 0 0 0 4.4 4.3 2 1
35 2 0 0 0.3 0 9.1 6.7 8.3 8.3
3 0 0 0 0 11.7 103 8.3 8.7
10 1 0 2.7 0 25.5 38 25.7 26
33 27 0 228 0 323 60.7 284.3 2288.7
1 0 0 0.3 0 1.2 2.3 16.3 32
45 2 0 0 0 0 53 5 1 1.3
3 07 0 0.7 0 3 5.7 0.7 1
10 1 0 31.7 0 16.5 27 72 510.7
33 47 03 960 0 354 85.3 350 5745
1 03 0 0.3 0 1.6 3.7 1.7 2.7
50 2 0 0 0 0 29 3.7 0 1
3 0 0 0 0 4.4 5 0.7 1
10 1 0 2.7 0 11.7 203 123 3.7
33 63 0 230 0 30.9 90.7 167.7 908.3
1 0 0 0.3 0 0.96 2.3 3 33
65 2 0 0 0.7 0 34 4.3 6 2.7
3 1 0 33 0 3.8 8.7 18 22.3
10 23 0 196 0 10.02 243 68 1493.7
33 11.7 0 820.7 0 26.7 98.3 185.7 2024.3
1 03 0 2 0 1.1 33 13.3 17
20 2 07 0 1.3 0 1.9 6.7 4.3 1
3 06 1 8.3 0 4.7 12 23.3 80
10 53 0 280.7 0 10.2 353 723 1637.7
33 17 1 221.7 0 26.12 97.7 623 308.3
1 03 0 1 0 0.6 2 1 1
100 2 1.3 0 7 0 2 7.3 16.7 22.3
3 2 0 8 0 1.8 8 21 21.3
10 53 0 43 0 4.6 203 293 81.7
33 263 03 3131 0.9 23.5 112.7 219 3337.3
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On constate que joindre des sommets semble étre plus difficile que séparer des sommets.
Les temps de calcul et le nombre de noeuds visités dans 1’arbre de recherche sont loins d’étre
négligeables.

TABLE 4.3 — Graphes aléatoires complets Euclidiens-Joindre a et b

n Nbcpl sep relax temps gap(%) gap2(%) (4.5) Nbcoupes Nb noeuds
1 0 0 0 0 23 27 0 1

20 2 0 0 0 0 2.6 37 5 1.7
3 0 0 0 0 3.7 43 6 7.3
1 0 0 0 0 3.7 47 1.7 7.3
1 0 0 0.7 0 3.8 6.7 10 10

35 2 0 0 23 0 4.6 7 39.7 97
3 06 0 3 0 6.9 10.7  26.3 85.3
4 03 0 7.7 0 7.7 83 513 242
1 03 0 23 0 2 83 143 19.3

45 2 1 0 18.3 0 4.3 11 47.7 869.7
3 1.3 0 40 0 5 143 142 746.7
4 1.3 0 86.7 0 6 143 153 1778.3
1 07 0 10.3 0 2.5 7.7 78 181

50 2 1.3 0 4.7 0 2.1 9.3 257 34
3 1.7 0 2473 0 5.1 9.3 307 5996.7
4 1.3 0 81 0 4.6 11.3 1643 1099.3
1 4 0 4 0 0.7 113 0 1

65 2 47 0 72 0 29 15 136.3 559
3 6 0 270.7 0O 4.1 18.7 366.3 1910
4 5 0 3406.7 1. 5.1 19.3 5943 43553.3
1 53 0 15.3 0 1 93 27 3.7

20 2 153 0 3303 O 3.1 23.7 160 1870.3
3 133 0 6893 0 2.8 19.3 2383 4738.7
4 11 0 2605 1. 33 18.7 2333 6025.3
1 133 0 18 0 0.7 11 3.7 2.3

100 2 217 0 3753 0 1.5 163 196 712
3 56.7 0 1225.7 0O 3.5 36.7 406 2035.7
4 39 0 5516.3 1.28 4.2 31.7 6113 14368
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4.6 Conclusion et perspectives

Bien que les inégalités introduites dans ce chapitre permettent d’intégrer certaines contraintes
techniques, il est nécessaire d’approfondir 1’étude polyedrale.

On peut également essayer d’intégrer plusieurs combinaisons des contraintes décrites dans
ce chapitre. Ceci est déja possible dans le logiciel réalisé dans cette these. Cependant, plus de
travail est nécessaire pour réduire les temps de calcul.

Rappelons enfin que la complexité du probleme de synthese d’un réseau a composantes
connexes unicycliques avec contraintes de degré reste encore a étudier.
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Chapitre

Spectre de quelques graphes
unicycliques

Apres avoir étudié plusieurs variantes du probleme de synthese de réseaux a composantes
connexes unicycliques, nous allons considérer deux classes particulieres de graphes unicy-
cliques. Nous étudions le spectre des matrices d’adjacence et des Laplaciens associés a ces
graphes. Outre I'intérét théorique de ces résultats, la connaissance des valeurs propres extré-
males pourrait renforcer les relaxations linéaires utilisées dans la synthese de ce type de ré-
seaux.

5.1 Introduction

L’ étude du spectre des matrices associées a un graphe permet d’avoir des éclairages intéres-
sants sur la structure du graphe. Elle peut méme €tre a 1’origine d’algorithmes combinatoires.
Rappelons par exemple que la programmation semi-définie positive est équivalente a optimiser
dans I’ensemble des matrices dont toutes les valeurs propres sont positives.

L’objectif dans ce chapitre est d’étudier les valeurs propres extrémales des matrices asso-
ciées a certaines classes de graphes unicycliques. Rappelons que G est un graphe d’ordre n, et
de taille m. On note par A(G) ou simplement par A la matrice d’adjacence de G, et par L la
matrice obtenue de la différence entre la matrice d’adjacence et la matrice diagonale des degrés
D. L est connue sous le nom de la matrice d’admittance, ou en général la matrice du Laplacien.
On note aussi par dy,d, . ..,d, les degrés des sommets de G, ordonnés dans un ordre décrois-
sant dy > dy > ... > d, en posant d; = A et d, = 0 qui sont les degrés maximum et minimum
respectivement.

On note en général les valeurs propres associées a la matrice d’adjacence par A; > Ay >
... > Ay, qui sont alors ordonnées dans un ordre décroissant, et par (i > Uy > ... W, > U, =0
les valeurs propres associées a la matrice L ordonnées dans le méme ordre. Notez qu’on sait
que G est connexe si et seulement si la multiplicité de , vaut 1 (i.e., t,—1 # Wy).

Ce chapitre se découpe en trois sections principales. Nous rappellerons quelques résultats
connus dans la section qui suit. Ensuite nous présenterons nos propres résultats.



5.2 Rappels sur les bornes des valeurs propres extrémes des
matrices A et L

5.2.1 Bornesde A, et de A,

Rappelons tout d’abord que la fonction f(x) = x'Ax, ol A est une matrice symétrique réelle
et x est un vecteur de norme 1, atteint son maximum (resp. minimum) au niveau du vecteur
propre associé a la plus grande (petite) valeur propre.

Cette propriété est a I’origine de la plupart des résultats liés au spectre.

Proposition 5.1: [23] Soit G un graphe d’ordre n et de taille m. Notons d = # Alors

A>M > d 5.1
YA =0 (5.2)
i=1
Y AF = 2m (5.3)
i=1

> .
M > 200s(n+1) (5.4

En 2003, une nouvelle borne de A; a été établie :
Proposition 5.2: [121] Soit Ay la plus grande valeur propre de la matrice d’adjacence du
graphe G. Alors

M > VA (5.5)
Proposition 5.3: [73] G est un graphe unicyclique alors :
A < 2VA-1 (5.6)

Proposition 5.4: [27] Soit G un graphe connexe d’ordre n et de taille m, la borne suivante
est valide :

M < V2m—(n—1)8+ (8 — 1)mypax (5.7)

N 1
OU Mgy = MAX;=1,pM; AVEC M; = ):jNidj
Proposition 5.5: [23] Pour le spectre d’un graphe G, on constate ce qui suit :
I.1<A<n—-1
2. <A, <—1
Par la suite, plusieurs résultats ont été proposés afin d’améliorer ces bornes. Citons par
exemple une borne diie a [30].

Proposition 5.6: [30] Soit G un graphe simple et connexe, d’ordre n et de taille m. Alors

dn > —+/2m—(n—1)8+ (8 — 1)A.
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5.2.2 Bornesde u; etde u,

Proposition 5.7: [40] Soit G un graphe connexe, d’ordre n et de taille m. On note par e(G)
le nombre d’arétes qu’il faut supprimer pour déconnecter le graphe. Alors :

1
a1 > 2e(G)(1 —cos(;)) (5.8)
Un autre résultat donné par [40] donne une expression de la connectivité algébrique.

Proposition 5.8: [40] Si G est un graphe d’ordre n, alors :

2
U, | = 2nmin Yuve duy(Xu —Xy)
] =

5.9
) ) ) 30 Yyey Yyev (Xu —xv)? R
Puis, on trouve aussi ce résultat qui ordonne les deux valeurs propres extrémes | et [,

par rapport aux degrés maximum et minimum du graphe :
Proposition 5.9: [102]

Hp—1 < T s<- = A< <2A.
n—1 n—1
Si G est un graphe unicyclique, on a alors

A+1<p <A+2VA—1

Proposition 5.10: [19] Soit G un graphe de diametre D > 4.

2vA—1 1 2
A

2
1 <1- —
Hp—1 = D + D
Plus de détails et de références pourront étre trouvés dans [24], [25], [68], [69] et [102].

5.3 Spectre des graphes unicycliques G(g,n,0)

Nous définissons la classe des graphes unicycliques G(g,n;,ny) comme suit : ce sont des
graphes connexes unicycliques ot la taille du cycle est g ; chaque sommet du cycle est relié a
ny sommets qui sont eux méme reliés a n, sommets pendants (voir Figure (5.3)).

Dans cette section, nous allons considérer le cas n, = 0 (Figure 5.1).

Proposition 5.11: Soit G un graphe unicyclique du type G(g,n; = A—2,0), alors
A o= 14+vVA—1 (5.10)

Preuve:
Considérons un vecteur propre x associé a A;. Le vecteur x a une composante par sommet.
Les sommets du cycle sont notés cy, ..., ¢;. Pour chaque sommet ¢; du cycle,ily a A—2

feuilles reliées a ¢; qu’on note fl-j avec 1 < j<A-2.
En écrivant que x est un vecteur propre, on obtient les deux types d’égalités qui suivent
~j=1,....,(A=2)eti=1,...,q.):

fo;f = X (5.11)
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FIGURE 5.1 — Graphe unicyclique G(6,3,0)

A—2
MXe; = Xepy +Xey + Z X i
=i

En combinant les deux types d’égalités, nous obtenons :

A=2
M )

(A1 —

Xep = Xeppy T Xeiy

(5.12)

(5.13)

En sommant les deux cotés de 1’égalité précédente sur tous les sommets du cycle, on trouve

A-2
-2 =0
g )*Zi:xcl

(M1 —

Par ailleurs, on sait que ) ; x., # 0 en vertu du théoréme de Perron-Frobenius.

(5.14)

Théoreme 5.1: [47] Soit A une matrice n * n réelle et non négative d’un graphe G connexe.
Alors sa plus grande valeur propre est simple. Le vecteur propre x associé a cette valeur propre

a toutes ses composantes non nulles et de méme signe.
De I’égalité (5.14) on déduit :
A-2

Al — g

2.

En multipliant par A;, on obtient :

A2 —(A—=2) =2A,.

Le discriminant est donné par Disc =1+A—-2=A—1>0 (A >3)

d’ou les deux racines suivantes :
A =1-VA—T
AP =14+vA-T.

Sachant que le rayon spectral de la matrice d’adjacence A est tel que A; > 1, et comme A > 3,

1 - )
alors /11( ) sera rejetée, ce qui nous permet de conclure que

M=14+VvVA-1.
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Proposition 5.12: Soit G un graphe unicyclique du type G(g,n;,0). On a alors

A = —1—VA—1, si g est pair. (5.15)
Ay = —cos(z)—\/cosz(z)—f—A—L si q est impair. (5.16)
q q

Preuve: De la méme facon que dans la preuve de la proposition (5.11), on trouve (Vj =
l,....,(A=2)eti=1,...,9):

lnxfj = X¢; (5.17)
A2
AnXe, = Xy + X, + fo, (5.18)
=17
On obtient :
A-2
(An — T)xq = Xeiy T %

Rappelons que A, < —1,donc 4, #0 .
On obtient ainsi un systeme de g équations associé a une matrice circulante [54]

y -1 -1 0 .. O
1 y -1 0 .. 0
o -1y -1 .. o0
=1 . 0o 1y -1 0
0 .. 0 -1 y -1
1 0 .. 0 -1 vy
avec ¥ = A, — Al—_nz, et qui admet y — 2003(2"7”) Vk =1,...,q comme valeur propre. Il

est clair que O doit étre une valeur propre de C, qui équivaut a I’existence de k, tel que y—
2cos(%E) = 0 (voir [23], [24], [54]).

Finalement, on résout 1’équation
A-2 2km

= 2co0s8
A ( q

)

qui est une équation de deuxieme degré qui s’écrit sous la forme :

22— 2cos( 22, — (A—2) =0
q

dont le discriminant est

2km
q

Disc =cos’(—=)+A—-2>0, Yk=0,....q
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la solution de cette équation est donnée par les deux racines suivantes, et cela Vk =0,...,g—1

AV = cos(2k7ﬂ) - \/0052(2](7%) +A-2

A = cos(2k—ﬂ) + \/c052(2k—7r) +A-2
q q

Comme A > 3 alors \/ cosz(ZkT”) +A—2>1etil est facile de déduire que

2k 2k
\/cosz(—n) +A— 2+cos(—ﬂ) >0
q q

Ceci est en contradiction avec A,, < 0 (voir [23]). Notre solution est donnée par :

AV = cos(zk—ﬂ) — \/0052(%—”) +A-2
q q

Maintenant, on pose f(k) = cos(ZkT”) - \/ cosz(sz”) + A —2. Le calcul de sa dérivée est donné
par :

: 2%km cos(=;%)
f (k) = sin( -
q \/0052(2"7”)+A—2

le terme entre crochets est strictement négatif, car

2 2
cos(ﬂ) < \/cosz(ﬂ) +A-2
q q

la dérivée est nulle pour les valeurs de k = 0, et %’. D’apres [23], on sait que A, est bornée. La
fonction f(k) est alors :

— décroissante : pour k € [0, 4].

— croissante : pour k € [%,g]
et atteint son minimum pour k = |4 |. Ce qui nous donne :

e ¢ pair:
AV =—1-VA—T
e ¢ impair :
A = —COS(E) — \/cosz(z) +A-2
q q

Etant données ces valeurs de A, on sait que 0 est valeur propre de C. On dispose alors d’un
vecteur xc qui est le vecteur propre de C. Il est simple de reconstituer le reste du vecteur en
utilisant les relations (5.17) et (5.18).

a.

Proposition 5.13: Soit G un graphe unicyclique du type G(g,n1,0). La valeur exacte de la
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connectivité algébrique est donnée par

1 .2 T
Up_1 = 3 (A—1—|—4s1n \/[A—1+4s1n q)] — 16sin (5)>

Preuve: A partir de la définition de la valeur propre du Laplacien,ona (Vj=1,...

etVi=1,...,9):
l.ig¢C,: (1—,un—l)xfj = X¢;
2. i€Cy: (A—Mp1)xe; = %H+%”+Z]1ﬂ

en remplacant la valeur de x I dans le deuxieme cas, on obtient

A-2

A—ly {——— "
( My —1 l_ﬂn—l

)Xo, = Xepy TXei

qui représente un systeme de g équations, et g inconnues. Pour le résoudre on pose ¥ = A —
Mn—1— 7 AMZ et on remarque que la matrice associé€e a ce systeme d’équations est aussi une
n

matrice 01rculante :

y -1 -1 O 0

-1 vy -1 O 0

_ o -1 vy -1 .. O
€= e 0 -1 v -1 0
o .. 0 -1 y -1

-1 0 .. 0 -1 vy

et qui admet y— 2005(2"” )Vk =1,...,q comme valeur propre, tel que Jk,y— 2cos(2k” )=0.

D’apres la Proposition 5 10, on constate que ;1 # 1.

On résout alors A2 ok
A=y ——— = 2cos(—”)
1 —tp—y q

C’est une équation de deuxieme degré, qu’on peut écrire sous la forme suivante
Loo1 — 12 +A=2 2km

=2cos(—
1_.unfl ) ( q )

A—(

2kn 2kn
:>A—A;,Ln_1+,u,%,1—un_l—A+2:2cos(7)—20 s(—= . )ln—1

avece
Un—1 7£ 1

d’ou
2km 2km
2 —(A+1—2cos(—= 7 ) Un—1+2(1 —cos(— p ))=0

Le calcul du discriminant de 1’équation trouvée, est donné par

2k 2k
Disc = (A+1— 2COS<77I))2 —8+ SCOS(TE)
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2k k
Disc=[A+1— 2(:05(—7r)]2 - 16sin2(—7r)
q q

on montre dans ce qui suit que le discriminant est positif :

k k
Disc = [A+1—2+4sin?(“5)2 — 16sin?(2F)
q q

km km
4+ 8(A—1)sin%(==) — 16sin% (==
q) (A-1) (q) (q)

k k
g) +8(A—3) sinz(g) >0

km
Disc = (A—1)? 4 16sin*(—

Disc = (A—1)?+ 16sin*(

On obtient deux solutions :

m _1 —2(1— inzk—ﬂ — —2(1— in2k—7r 2 inzk—n
[ThS 2<A+1 2(1—2s (q)) \/[A-I—l 2(1—2s (q))] 165 (q))

W= <A+ 1—20 - 2524 ¢ \/ A+ 1-201 =252 - 16sin2<’ﬂ>>
q q 1

apres simplifications, on obtient :

m _1f o km o kT o KT
un1—2<A 1+ asind () \/[A 1 asin? () t6sin? ()

,Ur(,z_)l = % (A— 1 +4Sin2(k—;r) + \/[A— 1 —|—4sin2(]%)]2 - 16sin2(%)>

Comme A >3, alors A — 1 +4sin2(%”) > 2, ceci dit

A—1+4sin*(A2)]2 — 165sin* (X2
(2)>1+\/[ +4sin?(42)) s1n(q)>1

=
S
|
|
[\

sachant que u,_1 < 1, ceci nous aide a rejeter ,u(z)

.—1 qui est supérieur a 1, et de ne prendre
que

1 k k k
tor = =5 (A— 1 +4sin2(§) - \/[A— 1 +4sin2(§)]2 - 16sin2(§)>

On fait I’étude de la fonction p,,_1(k), avec k =0, ..., q, pour trouver la valeur de k qui mini-
mise U, 1. On remarque alors que si k = 0, ou k = ¢, on trouve W, = 0, qui est absurde. On
s’intéresse qu’aux valeurs entieres k € [1,q — 1].

Le calcul de la dérivée est donné par

/ 8T - ki ke 4sin®(XZ)+A-3
= = jAL2A a2 1 —_ q
Ho1= g sin( q ) cos( q ) [ \/(A71)2+16sin4(%”)+8(A73)sinz(%’”)
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Le terme entre crochets est strictement positif, car

\/(A— 1)2+ 16sin4(@) +8(A—3) sinz(k—”) > 4sin2(k—”) +A-3  (A>3)

q q q

car en posant (avec A > 3) :
(A—1)>> (A-3)?

k k
= (A-172+ 16sin4(§) > (A-3)%+ 16sin4(§)

—3)sin’ k_n' —3)? sin* k—ﬂ —3)sin? ]ﬁ
q)+8(A 3) (q)>(A 3)°+16 (q)+8(A 3) (q)

on remarque alors que le passage aux racines carrées des deux cotés de 1’inégalité nous donne

= (A— 1)2+16sin4(12

)+A—3

\/(A— 12+ 16sin4(%r) +8(A—3) sinz(%t) > 4sin2(%r

La dérivée est nulle uniquement lorsque sin(%”) =0ou cos(%’r) =0, donc elle est nulle pour les

valeurs suivantes k = 0, ¢, %, 37‘1 et comme k € [1,q — 1], elle est nulle uniquement pour k = %,
_ 2 _
avec i (k = §) = AI-VEGAT |

La fonction U, est bornée et se comporte ainsi :

— croissante : pour k € [1,4].

— décroissante : pour k € [4,q — 1]
On conclue alors que u,—1(k=q—1) = u,—1(k = 1) et que la valeur a choisir est k = 1 (ou
k=gq—1), ce qui donne

1 .o, T .o, T .o, T
u_1:—<A—1+451n — —\/A—1+4sm —)]2 — 16sin —>
=1 &)=yl &) )
O
Proposition 5.14: Soit G(q,n1,0) un graphe unicyclique. On a

2_
1. Sigestpair: Uy = A+3+ (2A+3) 16

A+1)+2cos(Z)+, /[(A+1)+2cos(Z)]2—8(1+cos(Z
5 Siqestimpair:ulz( ) (7) \/[( ) (7)17=8( (7))

2
Preuve: En suivant le méme raisonnement que celui de la preuve de la Proposition (5.13),
et en utilisant la matrice circulante associée, on arrive a I’équation suivante :

2km 2km
u?—(A+1 —2COS(7))“1 +2(1 - cos(7)) =0

et on rappelle que pour un graphe unicyclique, on a bien

A+1<u <A+2vVA-1 (5.19)
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Le discriminant de cette équation est positif (voir preuve de la Proposition (5.13)), ce qui nous
conduit a deux solutions :
(1) A+1—2cos(2k7”)—\/[A—H—2005(2]‘7”)}2—8[1—&5(2]‘7”)]

Loy’ = ;
b @ _ A+1—2005(2]‘T”)+\/[A+1—2005(%7”)}2_8[1_(:05(21{7;1)]
LT = .

(1)

Il est clair que (' ne vérifie pas la formule (5.19), car

4 A+l 2eos(AE %) 1 /1A + 1= 2c05(25)2 — 8[1 — cos(2)]
My = 3 5

) <A+1

ce qui nous permet de I’exclure et de ne garder que

A+1—2cos(%Z +\/A+1—2cos(2k”)] —8[1—005(2"7”)]
2

=

W est une fonction en k, qui est symétrique autour de L%j , c’est a dire qu’on retrouve la méme
valeur de (; pour des valeursde k =0etk =g, ensuite k=1letk=qg—1,...
Avec ce raisonnement, on peut tracer 1’évolution de la fonction y; par rapport aux valeurs de

2((]—1)717)

k=0,...,q (voir Figure (5.2)). On rappelle aussi que cos( ) = cos(m — g) = —cos(%).

q

3

A

I .
0 [a/2] a k

FIGURE 5.2 — La courbe de u; en fonction de &

Le calcul de la dérivée de notre fonction (i1, nous donne

am . 2km 2(A+1—2cos(3E))(F sin(3F)) — 19 sin(%T)

1 ==
= | sin( =) + A B
214 q 2\/[A+1 2c0s(%T)|2 —8[1 - cos(27)]
;2w | 2km (A+1—2cos(%2)) —2
H = sin() 14
q q \/[A+1 2005(2’;”)]2 8[1 — cos(zg’r)]

et comme A > 3, le terme entre crochets est strictement positif. La dérivée est égale a zéro pour
les valeurs de k = 0,4, et comme I’étude se fait dans I’intervalle des entiers k € [1,q — 1], alors
on garde I’unique valeur entiere de k = L |. Comme on I’a déja vu précédemment, la fonction
étudiée atteint son maximum lorsque k = | %], et on distingue :
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1. gpair: k=14, et

H1

A+3+/(A+3)2—16
B 2

2. g impair: k=2 et

(A+1)+2cos(Z)+ \/[(A+ 1) +2cos(Z)]2 — 8(1 +cos(£))
2

M1 =

O

5.4 Spectre des graphes unicycliques G(g,n;,n,)

Dans cette partie, on s’intéresse aux graphes unicycliques du type de la figure (5.3).
On note par G(g,n,n;), le graphe unicyclique dont le cycle est C,, puis sur chacun des som-
mets du cycle, on trouve n; sommets adjacents, et sur chacun de ces derniers, on trouve n;
sommets pendants.

FIGURE 5.3 — Graphe unicyclique G(6,2,2)

On Considere un vecteur propre x associé a A;. Le vecteur x a une composante par sommet.

Les sommets du cycle sont notés cy, ..., ¢;. Pour chaque sommet ¢; du cycle, il y a ny som-
mets adjacents qu’on note Iij "avec 1 < j; < ny. Chaque sommet intermédiaire Il-J ! est adjacent
a ny feuilles notées par fljil avec 1 < jr < my.

On a la proposition suivante :

Proposition 5.15: Soit G un graphe unicyclique du type G(g,ni,nz). On a

-0 [-27
) _p arccos(—%4/=5")
M(G) = 542y 5-cos ; P (5.20)

ou

P:T—(I’ll—kl’lz)

et

-2
0= E (8—}—9(711 —I—l’lz)) +2ny
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Preuve: On note par N I’ensemble des sommets adjacents aux sommets du cycle, et par
N, I’ensemble des sommets pendants et adjacents aux sommets de Nj.
Partant de la définition
Alx,' = ZX j

Jjri
avec la notation j ~ i qui signifie que j est voisin de i. On distingue trois cas (aveci=1,...,q,
ji=1,...netjp=1,...n):
; . — ni
1. i€ Cy: Mxe; = Xepyy + X +Zj1:1x1-,71
1
; . — np
2. IEN;: A‘lxlil = X¢; -l—ij:lejZ
i i,J1
3.ieN,: l]ijz :xl.jl
i,j1 i
.. . i .
Du troisieme cas, on tire x = > eten le remplacgant dans le deuxieme cas, on trouve
i,j1
1 & ny
ﬂ,lxlijl = xCi + A‘—l Z _X,']ijl = )Cci + A_lxlijl
=1
A

=X =X
It llz—nz '

qui sera a son tour remplacé dans le premier cas. On obtient

(41—

27— = e e (521)
1

D’apres (5.2) (A1 > V/A), et du fait que A > n + 1, il est facile de voir que A7 # ny.
A l'aide du théoreme de Perron-Frobenius [47], I’équation (5.21), devient (du fait que
ZC,’ECq xC,’ ;é O) .
AP =202 —(ni+m)A +2np = 0 (5.22)

Cette équation est du troisieme degré, et le calcul du discriminant nous donne

4
disc = Q2 +—pP3

27
ou 2(849( )) 16 2 )
— +9(n+ny ny+ny
— 2y =2y — — — L T2
0 27 e =im e oy 3
et
4
P:———(n1+n2)
3
alors 4 2m 16, 4 4
ni 2 3
disc = [~py — L _ 212 2
ise=[3m— == = = gl tmtm
8., 14
= disc = — ([an—nl —§]z—§[§+n1+n2] )



Le signe du discriminant dépend uniquement du terme entre parentheses. Si on pose n| =
kn, avec k € R**, et aprés développement, on trouve que le signe de disc dépendra du signe de

disco = —ny ((k+1)°n5 + (k* — 4k — 8)ny + 16)

On pose f(n2) = (k+1)°n3 + (k* — 4k — 8)ny + 16. On sait que
f(n2) > ny ((k+1)%ny + (k* — 4k —8)). 11 suffit donc de montrer que (k+ 1)ny + (k* — 4k —

2 4k
8) > 0. Sachant que n, > 1, et que Vk > 0, k(kj’f)f k(kflf) 8 En

d’autres termes, (k + 1)3n; + (k* — 4k —8) > 0 et on arrive au fait que f(n;) > 0. On a alors
pour tout k € R*" : disc < 0.

< 1 alors on déduit que ny >

On en déduit que notre discriminant est négatif, et on a trois solutions réelles qui sont :

0
| [—p arccos(Tw/ ) +2m 2
)Ll() = 2 TCOS 3 +§

Q
_p arccos(—,/ ) +4n )
11(2) = 24/——cos 2 +=
3 3 3

F

Q
3 [—p arccos(—= 7) 2
A’l = 2 ? CcoS 3 + §

et qui deviennent apres le développement du cosinus :

[ -0 -0 [z
o %_ —P arccos( -5 > . arccos( >\ )
A = 3 3 cos 3 ++/3sin 3
o /=27 0
) _p arccos | =4/ =5 arccos ( 51/ 53
11(2) = §+ 5 —cos <; P ) 1++/3sin <§ >

3) 2 \/713 arccos <_TQ _P—23>
A,] = § + 2 T COS 3

On rappelle aussi que pour un angle 3

Arccos(B) cio®

Arccos(B) € [0; 7] = 3

Il est clair qu’en variant I’angle du cosinus entre 0 et Z, et en tenant compte du résultat

(1)

A > \/_ A (voir [121]), on trouve que le terme entre crochets de /'L est positif, et dans ce cas

ll(l) < 3 , or elle devrait vérifier 7L > \/§ alors elle est rejetée.
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D’aprés la Proposition 5.2, A, doit toujours vérifier 1; > V/A.
(2)

Il est facile de voir que le terme entre crochets de A,

maximum lorsque la valeur entre crochets est de 1. Ainsi, 11(2) = % +4/ g + ”13&
Il est facile de voir que A =ny + 1 sinp > n;+2, et A =ny + 2 sinon.

(2)

varie entre —1 et 1. 7Ll atteint son

1. ny >ny, A= n1 + 2, et on pose ny = k1n1 avec k1 € R*" et k1 < 1. On veut alors
montrer que 4/ g $ 4 k1+1n < Vni+2-— 5 : apres développement, on cherche finale-
ment a montrer que (n; +2) — k‘3+ Lny — ‘—‘\/m > 0. Le membre gauche de cette
derniere inégalité peut s’écrire ainsi : (\/ﬁ \/nl——f— 2 = ) +2(ky +1) — %kl'

Comme on peut facilement vérifier que 2(k1 +1)— 2*k1 > 0, alors on constate que

(vZ=Rvm+2- ;_kl) 2k +1)— 4 > 0.
2. np > n1 +2,A=ny+1,etonposen; = k1n2 avec k; € R*T et k; < 1. On veut montrer
que /2 g t+-5— k ‘H ny+1— % : apres développement de cette inégalité, on cherche

alors a montrer que (2 —ki)(no+1) —4y/ny+ 1+ (k; + 1) > 0. On fait un changement
de variable sur le membre gauche de I’'inégalité. On pose z = v/ny + 1, avec z > 2. Ainsi,

12— ./
on trouve deux racines inférieures a2 : z7; = #, etz = % On conclue
alors que (2—ky)(np+1)—4v/np+ 1+ (ky+1) >0

/11(2) < V/A pour les deux cas étudiés, donc elle est rejetée.
Finalement, notre solution est

0 _p arccos(_TQ ’P—Zj) )
rm Ry e 3 3

(I
Proposition 5.16: Soit G un graphe unicyclique du type G(gq,n;,n,).

Ona
lcos (arocos( Q )) n \/§s1n (arocos(éQ g))]

2 -0 /=27

1. q pair :4, = —%—

I

o —4cos (Z”k)
. —2cos(22k) 21k 21k
0= Tq {80052(7) +9(ny +n2)] +2n2005(7)

. . . (171
etque k = 2, si g est pair, sinon k = *5—.

Preuve: Suivant le méme raisonnement précédent, on obtient 1’équation suivante

nl)tn
[;Ln A2 — nzl T = Feiwa o
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qui est une équation parmi un systéme associé a une matrice circulante :

y —1 -1 0 0
-1 v -1 0 0
o -1ty -1 .. o0
=1 . 0o 21y -1 0
0 .. 0 —1 y -1
10 .. 0 -1 vy
et qui admet y— 2c0s(2’;”)comme valeur propre, tel que 3k, y — 2cos(2];”) 0.

D’apres la Proposition (5.5), on a 4, < —1, donc A? —ny > 1 —ny = 1 avec 1 qui prend ses
valeurs dans Z~. On conclue que A2 # n,.
La solution de ce systeme existe si et seulement si on a

A 2k
A cos(2XT

autrement dit ok o
A3 — 2(:03(—”)1"2 — (m +n2)A, —|—2n2005(—ﬂ) =0
q q

C’est une équation du troisieme degré qu’on peut résoudre avec la méthode de Cardan, en
posant :

—4cos?(22k)
P:fq (ny +ny)
et -
—2cos(7) 21k 21k
Q:Tq 80052(%)4—9(111—{—112) +2nzcos(%)
Le calcul du discriminant est donné par
4 2rk 2 2nk 4 4 2rk
Disc:Q2+ﬁP3:cosz(%)[an—ﬁ(Scosz(%)—%%]—|—9n2)]2—ﬁ[§cos ( Z )4-n1 +ny)?
2nk . 4 2 16 2wk 4 4 2wk
= Disc = cos?(—— . )[3 ny — M1 — 5= €08 (7)Z—E[§c082(7)+(n1+n2)]3
4 2nk 8 2wk 4 4 2mk
:>Disc:§cos ( Z )[2n2—n1—§cos (%)]2—E[gcosz(%)—k(nl—i—nz)]3
4 ,omk [8 , 2mk > 4[4 ,omk ’
:>Dzsc—§cos( 7r ){gcos ( z )+(n1+n2)—3n21 —ﬁLcos( Z )+(n1+n2)}

On pose n; = kony avec kg € R*. Disc aura le méme signe que

— 2wk 2rk
Disco = % ((k0+ 1)3n%+cosz(%)(kg ko —8)na + 16cos4(%))

Pour montrer que ce discriminant est négatif, on suivra les mémes étapes de la preuve pré-
cédente.
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On pose H(np) = (ko + 1)3n3 + cosz(%)(kg —4ko —8)ny + 16cos4(%). On sait que

H(ny) >ny ((ko +1)3ny + cosz(%‘)(k(z) — dko — 8)> .11 suffit donc de montrer que (ko -+ 1)1y +
4ko—8

cosz(%)(k% —4ko — 8) > 0. Sachant que np > 1, et que Vko > 0, i cos (Z”k) < 1 alors

(ko+1)3
(Tk(f)g sz(%). En d’autres termes, (ko + 1)>n5 4 cos (2’rk)(l<2 dko —
8) > 0 et on arrive au fait que H(n2) > 0. On a alors pour tout kg € R** : Discy < 0.
Le discriminant Disc est alors négatif, et on possede trois solutions réelles :

on déduit que np >

-0
) 2k _p arccos(—> )+27r
MY = gcos(%)+2 — cos 3
-0
) 2k _p arccos(—= )+47r
MY = gcos(%)+2 —cos 3
T T S o s 27
= —cos(— ——cos
" 3 q 3 3

Une fois qu’on développe le cosinus dans les trois précédentes formules, on obtient de nou-
veau :

W ) 2k _p arccos( TQ,/ -5 arccos( TQ@/
Ay’ = =cos(—)—4/— | co 3 +/3sin 3

-0 -0
) 2k _p arccos( =%/ =5 arccos( 5=y / 75
AP = —cos(i)—f— — | —cos ; Pg +/3sin ;

3 q
2.3) 2C (27rk)+ ) —P o afCCOS(_z—Q —}237)
= —COS(—— —_— S
" 3 q 3 3

Sachant que 1’ Arccosinus d’un angle est toujours dans ’intervalle [0, 7], on constate alors que
I’angle du cosinus (qui est le méme avec celui du sinus) est dans [0, Z], ce qui rend le sinus et
le cosinus toujours positifs (Vny,ny, k).

Dans ce cas, ou la valeur propre qu’on cherche est liée a la matrice circulante C, il suffit de
trouver la plus petite valeur parmi les trois. En effet :
0

1. /1,9) —7L,52) = —\/_TP (2\/§sin (M)) < 0etdonc: l,gl) < 1,52)
arccos =0 arccos 0
2. AW B = /£ (cos <—( L ) ++/3sin (—( B )>> < 0 et donc

AW <23
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On conclue que la valeur propre recherchée est

P3

k,gl):gcos(—)— — | cos

+\/§sin

2k _p arccos(%Q _1,—23) arccos(%Q =27
3 3

Le calcul de la dérivée de A,n est donné par :
487‘5(27 cos( ) 8cos (L) n2+"1 nzcos(%))z
\/g(fB q > q / “

4CO§ 21 n n 4
l/l=—\/§cos2<2”k>+n2+n1[ (5 );;il)

'3+

cos( ng ) sin( 22" )

. 2
27(](8(:05 ( Zk)+9(n2+n1))sm(2gk)—§%cosz(z’”‘)sm(%»ﬁ- Lol sm(z’”‘

(% cos?2 (2”]‘> +n2+n1>

>+9 no+ny )) —ny cos(u

E = d ))\/gcos(znk) sin(22K)]

8 Q

o0

o

]

2,
A

<§

q q

q %Cosz(zqﬂ)ﬂﬁnl)
| cos( 27k 2mk 2mk | i
871:(:05(2 k) V31 Q(ﬁcos( T )(SCOSZZ(éI):rQ(anrnI)27@005(%))2+ﬁcosL )(8cos ( 9(ny+ny 3nzcos(%)\/g sm(zgk)
(§009 (T)+n2+n1) (%cosz(%)+n2+nl)2
9q\/ § cos? 22k ) +nytny

4r 2rk

2= sin

3(7 cos(224)(8 cos? (% +9(nz+n1))fnzcos(2%"))2
avecA=1-—

. 3
(30052 = +n2+n1>

6(217c0s(2 )(8cos? (%)-1-9(112—5—111)) HZCOS(Zﬂk)>Bl
< cos?(2

avec B] = —22772(8005 (

B =

3
)+"2+n1)

k) 1+9(ny+n1)) sin(zgk) — %cosz(zqk) sin (22k> + 27;"2 sin (%‘)

|>~| Q‘a}

27rk

A, atteint sa valeur minimum lorsque : €|LE = I<k< 34—q etk=1,...,q—1letla

2
valeur entiere comprise entre 7 et %‘7 est b1en k=14].
On en distingue alors deux cas :

=0 Q —27

1. qpair: k=1 5, et Ap = -2- /%P (COS (arccos( ; Vo > + V3sin (arccos( 3 = )))
=2 arccos(—Q 27)

2. qimpair : k=71 et Ay = %COS(%)_ V 5 (COS (arCCOS( 2 ) ++/3sin ( - >)

O
Remarque : Ces calculs ont été réalisés avec [72].

Proposition 5.17: Soit G un graphe unicyclique du type G(g,n1,nz). On a

arccos( =2, /=21)
1. qpair: k=14, ety =01t o, /=P cos( 2V )
Q
_ 4 2cos(2E) arccos( =2 ,/=21)
2. qimpair:k:%,etul = +n1+n23 cos(y) +24/5 cos( ; £ )
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i)\ 2
<4+n1 +ny— 2003(%"))

P=—
3

21k
+ny+2n,+niny +5— 2(2—}—112)008(7)

4 2 Tk 2
etQ=— +n1+n227 o) {2 <4+n1 +ny —2cos( qk)> —9(n; +2np+nny+5 —2(2—1—712)005(%)) +
2005(2;”‘) 2
Preuve: Partant de la définition du rayon spectral de la matrice du Laplacien de G, on a
(avec ji=1...,npeti=1,...,qetjp=1...,n3):
—i€Cy:(n+2—)xe; = Xeppy +Xer 1+Z]1 ¥
- iENli(nz—i-l—,Ul)xL +Z]2 1Xf12
i L1
—ieN (L= )x = xp,

1]1
Ces équations forment un systeme associé a une matrice circulante :

y —1 -1 0 0
1 7y -1 0 .. 0
o -1y -1 .. 0
€= e 0 =1 v =1 0
0 .. 0 -1 y -1

1 0 .. 0 —1 ¥

et qui admet y — 2cos(%%) comme valeur propre, tel que 3k, y — 2005(2’;”) 0.

La solution de ce systeme existe si et seulement si on a

ni

2km
y=|m+2—pu — 3 :2005(7) (et wp>1)

1—uL

ny+1—u—

-~

Le terme indiqué sur 1’accolade est différent de zéro, a cause du fait que u; > A+ 1. En
effet, en calculant son discriminant on trouve :
disc = ny(ny —4). On discute trois cas :

1. np <4:iln’y a pas de solution.
2. np =4 : on trouve une solution double p; = 1 — % qui est rejetée (1) > A+ 1)

3. np >4 : on trouve deux solutions de yu; : 1 + —Y—5—— mtymaim—t) n2 ) ,etl + Vi)
les deux rejetées, car iy > A+ 1.

qu1 sont
On a alors une équation de troisieme degré a résoudre

H13 <4+n1+n2—2COs(2kﬂ)>.u1 (n1—|—2n2+n1n2—|—5 2(2+n2)cos(2k”))[.11+2cos(2k”) 5
0.

Le calcul du discriminant de cette équation est :
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(4+n14+ny— 2cos( Z))

disc = [2cos(3E) —2 — - [2(4 + 1 + 1z — 2co8(22))2 — 9(ny + 207 +
44ny+ny—2cos(22K))?
mimy +5 — 2(2+ ny) cos(BE))|[2 4 4~ EI 2OV 4 (0 4oy 4mimy 45— 2(2 +
n2) cos(225))P?
donc

4 —2cos( %z
disc = [2COS(2k7r) 7 _ ( +n1+n227 cos( . ))

(204411413 = 2008(22))2 — 01y + 23+ nyma +5 — 2(2 4 my) cos(2E)) )
3

4 —2cos(22£))2
_% |:( mm 3 cos(Cy ) —(n1+2ny +n1n2+5—2(2+n2)c0s(%))]

On pose n; = kono, avec kg € R™*. Soient
2km
= kons + (ko +2)na —2(2+ny) COS(T) +5

et
2k
T = (ko + 1)n + 4 — 2cos( =)
q

Le discriminant s’écrit de nouveau

2k r 2 2\’
disc:(Zcos( qﬂ) 2—2—;(21“%—91“1)) —4(32_?1)

On pose I'; = k1", avec k; € R*. On aura

2k kT 2 errosn\’
disc:(Zcos( q’r) 2— =2t (KT - 9r1)) 4(%)

2%k kT2 213 K2 —30\°
disc:(Zcos( qﬂ) 2+ 13 57 ) 4(%)

Comme I'; > 0, on peut alors écrire

2 3
disc < (—klr%> —4 (—k%r%_m)
=3 9

Apres développement du membre droit de cette inégalité, on trouve

tsc ( 9 ) : ( ! 3 ( 3 k])

Il est clair que le signe du discriminant dépend du signe du terme :
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On développe H(I'}) et on obtient

—4 I
H(I}) = e (k6r3 9k‘1‘r%—27> i

'

On peut facilement montrer avec un changement de variable, que le terme au dessus de
I’accolade est bien positif. Ceci signifie finalement, que le signe du discriminant de 1’équation
de troisieme degré, est bien négatif.

On distingue trois solutions :

My 4—|—n1+n2—2005(2k7”) " __Pcos[arccos(TQ\/ )+27r]
Mo = 3 3 3

o 4—|—n1+n2—2cos(2k7”) " __Pcos[arccos(TQ\/ )+47r]
e = 3 3 3

3 4-+ny +ny —2cos(AF) —p  arccos(-2(/ )
M= 3 T2y 5 eos| 3 ]

ny 4+n1+n2—2cos(2"7”)_ _p COS(arccos(TQ %))_\@Sin(arccos(TQ %))
o = 3 3 3 3

o 4+n1—|—n2—2cos(2"7”) _p COS[arccos(TQ _P—237)]+\/§Sin[arccos(TQ _P—ZJ)]
o = 3 3 3 3

3) 4+n —|—n2—2cos(2k”) _p arccos(TQ P—37)
P = 3 2y 3 cos 3

Pour trouver la valeur du rayon spectral parmi ces trois valeurs, on procede comme suit :

Q Q
_p arccos(—% 7) arccos( =2/ =31)
‘u](3) - ,ul(l) =\ 5 3cos| ; Ll ] —V/3sin] ; P Il >0
[ Q Q0 /=27y 1
_p arccos(—% 7) arccos(—%4/=5")
Ii1(3) — ,ul(z) =\ 35 3cos| ; P3 ]+ v/3sin| ; P ]| >0

(3)

Ceci nous aide a conclure que u,™" est la plus grande valeur propre associ€e au graphe
G(q,n1,m2).
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(3)

Le calcul de la dérivée de u,™’ est donné par

2\/9( 2cos(2”k>+n2+n1+4) —%( 2(n2+2)cos< )+n1n2+2n2+n1+5)A1*A2

I
3

<u1( )> = 3 > +

27(5—14(72005(%)+n2+n1+4) <2(72005(2”k)+n2+n]+4) 79( 2(n2+2)cos(2 k)+2n2+n1+5)>7cos(%)+l)

3 |1—
((n2+2)cos(2”k) é( ZCos(znk)+n2+n1+4) —n1n2—2n2—n1—5>3
3(5]—4( ZCos(zqk>+n2+n1+4) (2( 2003(2 k)+n2+n1+4)279( 2(n2+2)cos(2 k)+2n2+n1+5)) cos(zqk>+1>
Bjcos %arccos 3 V3

(2(n2+2)cos(%)+9 ( 2005( 2mk )+n2+n1+4)27n1n272n2711175> 2

\/ ( 200s(2”k>+n2+n1+4) ( 2(n2+2)cos(2”")+n1n2+2n2+n1+5)

4w 2wk
2= sin
3q ( q )

avec !

A= 3*A(1) ; \/g_
(2(n2+2) 008(22k>+9< 2cos(2”k>+n2+n]+4) 77!]1’12721127}1175) :

9 (%(_ZCOS(%I()"‘"Z"‘”I""‘) (2(_2003(2ﬂk)+n2+n1+4> 9(—2(n2+2) 008(2”k>+2n2+n1+5>) —cos(%)—i—l)A(l2> \/g
5

2

2(2(n2+2)cos(2’qu)+ ( 2cos(2”k)+n2+n1+4) —n1n2—2n2—n1—5)

Agl) - si(— 2005(221() + m + m o+

4) <167n ( 2¢08(225) +nz + 1y +4> sm(zgk) % (ny+2) Sm(ZZk)> n

22%1 (2 (—2005 <i> +ny+ny +4> -9 (—2(1124—2)005(%’”‘) +2ny + 1y _|_5>) sm(zgk)+
27 i ( 2Tk

S sin(=7)

A<12):(%(—2003(%)%—@—#1@1+4)sin(zgk) an (n2+2)sm(2zk)>

3)
Ay =sin %arccos I+dy V3
(2(n2+2)cos(%)+ < 2cos(2”k>+n2+n1+4> —n1n2—2n2—n1—5)

[\S1[O%]

Aés) = (= 2005(2’[]”‘) + nm 4+ n +
4) (2 <—2cos(—k) +ny+n; +4> —9(—2(n2+2)c0s(%) +2ny +ng +5)> —
cos(%)#—l
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B, = g—g (—2005 (%‘) +ny+n —|—4> sin (%) — g—’; (ny+2)sin (%;”‘)

/"1(3) atteint son maximum lorsque k = L%J =4

On distingue alors deux cas :
—27
-3)

0
. — arccos( —* <
oqpalr:k:%,etm:%ﬂ+2w%cos —

-0 /=77
. . _ 4-tny+ny—2cos(2E) _ arccos( 574/ 73)
o qlmpalr:k:qz—l,et,ul: 3 ¥ +24/5-cos | ——5———"—

~

O

Pour chercher la valeur exacte de la connectivité algébrique des graphes G(gq,n;,n;), on
peut suivre le méme procédé qu’auparavant, tout en choisissant k = g — 1. Ceci nous donne la
proposition suivante, dont la démonstration est similaire a celle de la proposition (5.17).

Proposition 5.18: Soit G un graphe unicyclique du type G(g,n1,n,). La connectivité algé-
brique de G est donnée par

4+n1+n2—200s(27”) _P arCCOS(_TQ\/%)+2ﬂ
Un-1(G) = 3 +2 —cos 3

2

<4+n1+n2—2cos(27”)> o

P= 3 —|—n1—|—2n2—|—n1n2—|—5—2(2—|—n2)cos (—)
q

4 —2cos(2E
etQ=— +n1+n227 cos’y) [2(4 +ny+ny— 2005(27”))2 —9(n1 +2ny+ninp+5-2(2+ny) cos(%”)) +
(2 cos(%’r) -2)
La preuve est similaire a celle de la proposition précédente.
Proposition 5.19: Si on pose ny = 0, on retrouve le premier type de graphes unicycliques
G(g,n; = A —2,0), et les résultats de cette section (avec n, = 0), coincident avec ceux de la
section 3.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons réalisé une étude algébrique qui consiste a calculer les valeurs
propres extrémes et exactes des matrices d’adjacence et du Laplacien de deux classes particu-
lieres de graphes unicycliques qu’on a noté par G(g,n,n;).

Dans un proche temps, il sera intéressant de pouvoir généraliser ces calculs pour des graphes
unicycliques quelconques, ou alors le cas échéant, de donner de bornes meilleures que celles
existantes dans la littérature.

Comme indiqué dans le résumé de ce chapitre, la connaissance des valeurs propres extrémes
permet de renforcer la relaxation linéaire de la formulation entiere du probleme de synthese
d’un réseau appartenant a I’une de ces deux classes.
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En effet, posons X la matrice d’adjacence d’un tel réseau ou x,, est une variable binaire indi-
quant I’existence de 1’aréte uv. X est supposé €tre variable. Si le réseau appartient a la classe
G(g,n1,n2), alors on peut par exemple écrire que y'Xy < Ay || y ||* pour tout vecteur y. Ceci
nous fournit un ensemble d’inégalités valides qui pourraient renforcer la relaxation courante.
On peut faire de méme en utilisant les valeurs propres A, Ui, W, 1. En effet, le Laplacien s’ex-
prime linéairement par rapport a X puisque L =X — D, avec Dy, = Y, Xuv-

Signalons enfin que la séparation de ces inégalités valides, se fait par simple calcul des
valeurs propres de la matrice X ou du Laplacien X — D.
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Conclusion générale et
perspectives

Nous avons pu étudier différentes variantes du probleme de syntheése d’un réseau a compo-
santes connexes unicycliques. Nous avons essentiellement utilisé 1’approche polyedrale pour
aborder le probleme.

Les résultats les plus importants de la theése sont probablement la polynomialité du probleme
ou on considere une contrainte du type Steiner ainsi qu’une généralisation de 1’algorithme de
Padberg-Rao. Les résultats du deuxieme chapitre sont également intéressants et non triviaux.

Nous essayons de rappeler quelques problemes ouverts mentionnés dans la these.

— Lorsqu’on considere une contrainte sur la taille des cycles (au moins p + 1 sommets par
cycle), le probleme est généralement NP-Difficile. Cependant, on ne connait toujours pas
la complexité si p est inférieur a une constante.

— Nous avons proposé un algorithme d’approximation pour le probleme ci-dessus lorsque
les graphes sont complets et Euclidiens. Cet algorithme avait 4 comme rapport. Il serait
utile d’affiner cette étude en améliorant ce rapport ou/et en donnant des indications sur
I’inapproximabilité du probleme.

— Nous avons prouvé que la variante dite de Steiner est facile a résoudre en donnant une
formulation étendue. Nous avons également présenté une description partielle de 1’enve-
loppe convexe. Compléter cette description est toujours un probleme ouvert.

— Le résultat de polynomialité de cette variante est une conséquence des propriétés du
matroide bi-circulaire. On peut se demander si d’autres problemes de type Steiner relatifs
a d’autres matroides transversaux sont également faciles a résoudre.

— D’autres types de contraintes techniques ont été considérés. Les problemes d’optimi-
sation sous-jacents ont été étudiés superficiellement. Il convient d’approfondir 1I’étude
polyedrale.

— Une variante particulierement intéressante est celle ol on consideére des contraintes sur
les degrés des sommets. La complexité du probleme est toujours un probléme ouvert.

— Nous avons calculé les valeurs propres extrémes de la matrice d’adjacence et du Lapla-
cien de certaines classes de graphes unicycliques. Il serait d’une part intéressant d’étu-
dier le probleme d’optimisation des réseaux appartenant a ces classes de graphes. D’autre
part, I’étude spectrale pourrait étre généralisée a d’autres classes de graphes unicycliques.
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