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L’objet de cette these est de proposer des méthodes originales d’étude et de réduction de mo-
deles métabolico-génétiques. Les systémes considérés sont constitués d'une partie génétique (réseau
de génes) et d’'une partie métabolique couplée au réseau génétique. Ils sont décrits par des équations
différentielles. Ces méthodes utilisent le graphe d’interaction du systéme, la monotonie des inter-
actions, la réduction par différence d’échelles de temps et I'étude des modéles hybrides et linéaires
par morceaux. Nous donnons dans la premiére partie quelques notions biologiques concernant le
principe de la régulation cellulaire et des préalables pour la modélisation de réseaux de régulation
cellulaire. Dans la deuxiéme partie, nous présentons les différentes méthodes mises en place. En
premier, nous exposons une méthode basée sur la hiérarchisation et qui permet de décomposer
un modéle complexe en composantes fortement connexes. Nous nous sommes ensuite intéressés a
I'unicité et a la stabilité de ’équilibre de modéles métaboliques réversibles. Nous prouvons que s'il
existe, ’équilibre est globalement asymptotiquement stable. Troisiément, nous avons appliqué des
méthodes d’étude de systémes couplés basées sur des techniques de systémes monotones a un petit
exemple de modeéle métabolico-génétique. L’identification paramétrique et la réduction de modéle
basée sur la différence d’échelles de temps sont traitées dans le chapitre suivant. Nous terminons
par un modeéle composé de 14 variables qui nous est fourni par I’équipe Ibis de 'INRIA Grenoble
auquel nous appliquons quelques unes de ces méthodes; nous sommes en mesure de 'étudier dans
son intégralité.

Abstract

The purpose of this thesis is to propose original methods of study and reduction of metabolic
and genetic models. The considered systems consist of one genetic part (gene network) and one me-
tabolic part coupled with the genetic network. They are described by differential equations. These
methods use the interaction graph of the system, the monotony of the interactions, reduction using
the timescale order of magnitude and study of hybrid and piecewise linear models. We give in the
first part some notions about the biological principles of cellular regulation and for the modeling
of cellular regulatory networks. In the second part, we present the different methods we have im-
plemented. First, we outline a method based on the hierarchisation, which allows to decompose a
complex model in strongly connected components. We further discuss the uniqueness and stability
of the equilibrium of reversible metabolic models. We prove that if exists, the equilibrium is glo-
bally asymptotically stable. Third, we apply methods based on monotony theory to study complex
systems; we give one small example of metabolic and genetic models. Parameter identification and
model reduction based upon the difference of time scales are discussed in the next chapter. We
conclude with a model composed of 14 variables provided by the Ibis team of INRIA Grenoble ; we
apply some of these methods, and are able to study the full model.
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Introduction

La biologie moléculaire est de nos jours I'un des domaines de la biologie les plus actifs. L’usage
de technologie de pointe a permis le séquencage complet de génomes fournissant ainsi d’énormes
quantités de données. Ces importantes bases de données permettent de décrire certains mécanismes
biologiques. Ainsi, les interactions entre les génes, les protéines, les métabolites et d’autres molé-
cules sont identifiées. De méme, les variations de concentrations en fonction des changements dans
le milieu sont aussi détectées. L’objectif des biologistes est d’arriver & une interprétation globale du
fonctionnement d’'un organisme. Il sera donc nécessaire d’arriver & une compréhension des réseaux
d’interactions, connectés par des boucles de rétroaction positives et négatives, pour pouvoir diag-
nostiquer, prédire ou méme corriger certains comportements.

Devant de tels réseaux, la compréhension intuitive est impossible. Il faut le concours de tous les
domaines scientifiques pour arriver a produire des modéles mathématiques et a faire des simulations
par ordinateur.

Néanmoins, les modéles biologiques sont souvent de trés grandes tailles et sont ainsi trés difficiles a
manipuler. A cela s’ajoute le fait que ces modéles comprennent des variables génétiques, métabolites,
de signalisation. De plus, pour un mathématicien, un systéme non-linéaire de dimension supérieure
a 3 est souvent impossible ou difficile & étudier, reste la simulation numérique. Il s’avére donc inté-
ressant de mettre en place de nouvelles méthodes pour ces genres de modeéle. C’est dans ce cadre
que s’inscrit cette these qui consiste a proposer des méthodes originales d’étude et de réduction de
modéles métabolico-génétiques complexes. Ces méthodes utilisent les caractéristiques suivantes :

e le graphe du systéme (de la matrice jacobienne) ;

e la monotonie des interactions (théorie des systémes monotones) ;

e la réduction par échelle de temps (modéle avec plusieurs échelles de temps) ;

e l’étude des modeles hybrides (discontinu en espace) et linéaires par morceaux.

Avec la collaboration du projet Ibis de 'INRIA Grenoble, nous avons pu travailler sur de vrai mo-
deles. Toutefois, nous avons eu a appliquer des méthodes sur de petits exemples simples.

e Dans la premiére partie de cette thése, nous donnons quelques notions biologiques permettant
de mieux comprendre les modéles que nous aurons a traiter. Le chapitre 1 aborde le principe
de la régulation cellulaire en présentant d’abord le dogme central de la biologie pour terminer
sur '’exemple de l'opéron lactose. N’étant pas biologiste, je me contenterai de donner des
descriptions sommaires sans trop entrer dans les détails. Le chapitre 2 donne des préalables
pour la modélisation de réseaux de régulation cellulaire.

e La deuxiéme partie est consacrée aux différentes méthodes mises en place. Ainsi dans le cha-
pitre 3, nous présentons une méthode basée sur la hiérarchisation et qui permet de décomposer
le modéle en composantes fortement connexes. Nous 'appliquons sur un exemple de modéle
a 39 variables. L’étude des chaines enzymatiques réversibles est abordée dans le chapitre 4,

13



il s’agit de prouver que ces genres de systémes admettent un équilibre globalement asymp-
totiquement stable. Etant donné que les systémes biologiques ont souvent des interactions
négatives donnant ainsi des systémes non-monotones, nous présentons dans le chapitre 5, sur
un petit exemple une méthode d’étude de systémes non-monotones basée sur des techniques
de systémes monotones. Dans le chapitre 6, nous présentons sur un exemple, les techniques de
réduction de modéle basées sur les différences d’échelle de temps. Toujours avec cet exemple,
nous analysons comment la variation lente d'un processus lent peut engendrer le basculement
d’un processus rapide d’'un mode de fonctionnement a un autre. L’identification paramétrique
ainsi que l'estimation de la période d'un cycle limite sont aussi faites dans ce chapitre. Le
dernier chapitre consiste en 'application de quelques unes de ces méthodes sur "le modéle
cinétique du réseau étendu de la réponse a un stress en carbone chez FEscherichia coli" qui
nous est fourni par le projet Ibis de 'INRIA Grenoble. Dans ce chapitre, nous utilisons la
modélisation par systémes hybrides linéaires par morceaux.

14



Premiére partie

Modélisation de réseaux de régulation
cellulaire
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Chapitre 1

Principe de la régulation cellulaire

Dans ce chapitre, nous faisons un rappel des notions de base concernant le mécanisme de base
de ’ADN.

1.1 Le dogme central de la biologie cellulaire

Afin de mieux aborder le principe de régulation génétique et ses modélisations, nous devons
tout d’abord comprendre le fonctionnement de base de la cellule et le role des génes au sein de
celle-ci. Nous nous limiterons dans la suite & une description trés sommaire des principes(voir [46]).
La cellule est comme une petite poche organique possédant une membrane qui sépare l'intérieur
et U'extérieur et permet les échanges entre celle-ci et le milieu environnant. La figure 1.1 montre
une cellule et les éléments qui la constituent. Ainsi les cellules prennent de maniére sélective dans
leur environnement les divers produits (nutriments, oxygéne...) nécessaires a leur fonctionnement
et y excrétent les déchets qui résultent de celui-ci. A l'intérieur de la cellule, des transformations
chimiques incessantes catalysées par des enzymes se produisent. Ces réactions correspondent au
métabolisme cellulaire (glycolyse, respirations, enzymes), aux voies de transduction de signal (ré-
cepteurs intracellulaires, protéines, facteurs de transcription).

CELLULE

lysosome
centrioles

chromatine

; 2 noyau
appareil de Golgi

réticulum endoplasmique -
cytoplasme

mitochondrie

nucléole
membrane nucléaire

protéine

glycogene grain de mélanine

grain de ribosome

membrane cellulaire

Loy isual.nfo ou plasmique

Fig. 1.1 Cellule et les éléments qui la constituent [72]
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Au sein de la cellule se trouve la molécule d’ADN qui, dans les cellules eucaryotes est contenue
dans le noyau, dans les cellules procaryotes elle est contenue dans le cytoplasme. La molécule ’ADN
est une macromolécule qui remplie un certain nombre de fonctions parmi lesquelles :

e le stockage d’information génétique nécessaire au développement et au fonctionnement de

I'organisme,
e la transmission de cette information de génération en génération ; ¢’est ce qui permet I’hérédité,
e l'information portée par les ADN peut se modifier au cours du temps. Cela entraine une
diversité des individues et une évolution possible des espéces.
Pour mieux comprendre comment I’ADN remplie ces fonctions, nous allons rappeler briévement
sa structure. L’ADN est donc composée de séquences de nucléotides disposées dans deux brins se
faisant face et formant une double hélice. Chaque nucléotide est constitué d’un groupe phosphate,
d’un sucre(le desoxyribose), d'une base azotée ; tous ces éléments sont liés entre eux comme on peut
le voir sur la figure 1.2.

P
P)
— Un nucleotide

>
—

@ Acide Phosphorique Adenine Thymine

@ Desoxyribose Guanine G| C| Cytosine

Fic. 1.2 — Structure de ’ADN

Il existe quatre bases azotées différentes : ’Adénine A, la Thymine T, la Cytosine C et la Gua-
nine G. Par conséquent, il existe quatre nucléotides différents. Ces nucléotides sont complémentaires
deux a deux : A est complémentaire de T, G est complémentaire de C. Un brin d’ADN est formé
par la répétition ordonnée de ces nucléotides. Chaque nucléotide d’un brin se lie par une liaison
faible (liaison hydrogene) a celle qui lui correspond dans l'autre brin. La molécule d’ADN est donc
un enchainement fini de lettres sur un alphabet comportant quatre lettres {A,T,G,C} et chaque
géne est une portion de cette longue séquence. Le géne est 1'unité fonctionnelle de base de I'informa-
tion génétique. Il existe des génes de structures et des genes de régulation. Les génes de structure
contiennent l'information utilisable par la cellule pour fabriquer ses protéines. Les protéines sont
des macromolécules necessaires a la survie de la cellule. On peut citer en guise d’exemple :

e les enzymes qui catalysent toutes les réactions biochimiques du métabolisme;

e les protéines de structure pour former les différents éléments de celle-ci.

18



La synthése des protéines a partir des génes communément appelée dogme central de la biologie
cellulaire se fait en deux étapes :

e La transcription : lors de cette phase, une enzyme particuliere ’ARN polymérase (ARNp)
parcourt I'un des brins du géne a transcrire et le lit. A la fin de la lecture, un brin d’ARN dit
messager, complémentaire du brin parcouru est libéré. C’est une copie exacte du géne qui est
ainsi effectuée lors de la transcription. La Thymine est cependant remplacée par I’Uracile.

L

F1G. 1.3 — Processus de transcription de ’ADN [20]

e La traduction : PARNm libéré est composé de codons (groupe de trois nucléotides) parmi
lesquels le codons AUG qui indique le début de la traduction et le codon-stop qui provoque
I'arrét de la traduction. Cet ARNm est parcouru par un ribosome, codon par codon et chaque
codon correspond & un acide aminé excepté trois codons appelés codon-stop. Une fois le codon-
stop atteint, le ribosome se détache de TARNm et une séquence d’acides aminés (appelées
chaine polypeptidique) est libérée et pourra prendre une configuration spatiale qui lui est
propre et devenir ainsi une protéine.

La fabrication de protéines & partir de I'information portée par 'ADN suit donc les deux étapes
décrites précédemment.

Etant donné que toutes les cellules de I'organisme partagent le méme génome et qu’il existe différent
type de cellule (exemple les cellules de la peau sont differentes des neurones), il est donc clair que les
génes spécifiques a un certain type de cellule n’ont pas & étre exprimés dans un autre type de cellule.
Il existe donc un ou plusieurs mécanismes dans chaque cellule capable de controéler ’expression des
geénes. Ainsi certains génes ne sont exprimés que dans certaines cellules, a certaines périodes de la
vie de 'organisme ou sous certaines conditions.

1.2 Exemple de ’opéron lactose

Pour comprendre le principe de la régulation génétique, nous allons prendre ’exemple de I’opéron
lactose. Cet example comprend aussi des composants métaboliques. Décrit pour la premiére fois au
début des années 60 par Francois Jacob et Jacques Monod, 'opéron lactose est le premier systéme de
régulation génétique mis en évidence. Un opéron est une unité d’expression génétique qui comprend
un ou plusieurs génes et des séquences régulatrices qui controlent leurs transcriptions. Dans le cas
de Vopéron lactose, il s’agit de trois génes (lacZ, lacY et lacA) indispensables & la transformation
du lactose par la cellule. Ces trois génes codent pour trois protéines qui sont respectivement la
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(B-galactosidase, la perméase et la transacétylase. Le role de cette derniére est mal connu quant
aux deux autres protéines, leur role est de permettre a la cellule de s’alimenter en lactose. La
perméase permet de faire pénétrer a l'intérieur de la cellule les lactoses présentent dans le milieu
extra-cellulaire, quant & la (-galactosidase, elle permet la dégradation du lactose intra-cellulaire en
glucose. Ces trois génes sont précédés d’une région qui régule leur expression. Cette région comprend
lopérateur qui est une région ol se fixe un represseur pour controler ’expression des génes et le
promoteur qui est une région en amont du site d’initiation de la transcription sur laquelle 'ARN
polymérase peut se lier. En amont de 'opéron lactose, on trouve un géne régulateur lacl qui code
pour une protéine régulatrice. Cette protéine intervient dans le controle de 'expression des génes
en se fixant sur 'opérateur. Elle peut ainsi activer ou réprimer spécifiquement la transcription des
geénes. Pour mieux comprendre le fonctionnement de 'opéron lactose, nous allons prendre deux cas
& savoir en présence et en absence de lactose. Nous n’entendons pas donner le détail du systéme
de régulation de l'opéron lactose, nous nous limiterons juste a une description trés sommaire du
principe d’activation ou d’inhibition des génes structuraux. Ceux qui voudraient plus de détails
peuvent consulter [16, 68].
e En absence de lactose

En absence de lactose, la protéine régulatrice va se lier spécifiquement au niveau de 'opérateur

de l'opéron lactose bloquant I'acceés de ’ARN polymeérase au site d’initiation de la transcrip-

tion. Les genes de structure ne sont donc pas transcrits car les enzymes correspondant sont

inutiles en absence de lactose. Il y a ainsi une régulation négative de la transcription des génes

ARNp /
J

de l'opéron lactose.
sens d’ avancement de I’ ARNp

oper.

protéine  régulatrice a forte affinité

pour l'opérateur

Fi1G. 1.4 — Inhibition de l’expression des génes de structure de l’opéron lactose. L’ARNp peut
se lier au promoteur mais est bloqué au niveau de l’opérateur.

e En présence de lactose
En présence de lactose, 'allolactose, un isomeére du lactose, se lie & la protéine régulatrice
changeant ainsi sa conformation. Ceci entraine la perte de l'affinité de cette protéine pour
lopérateur. Le site de I'opérateur est donc libéré et ’ARN polymeérase peut atteindre le site
d’initiation de la transcription. Ainsi les enzymes nécessaires au métabolisme du lactose sont
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synthétisées et remplissent leur role.

sens d’avancement de I’ ARNp

\ —_— membrane cellulaire

oper.

pas de fixation l

BRI

T~~~ -J-galactosidase

- -

tprotéine régulatrice, T--.__ permease
pert son affinite pour I'opérateur -

glucose

Fi1G. 1.5 = Schéma simplifié des interactions de 'opéron lactose. Nous n’avons pas représenté
toutes les réactions, nous voulons juste montrer le systéme de régulation de la transcription
des génes structuraux
La description précédante de 'opéron lactose ne tient pas compte de toutes les réactions. Nous
nous sommes juste intéressés a la partie génétique. Par example, dans 'opéron lactose, il y a aussi
une partie métabolique (transformation du lactose en glucose catalysé par 'enzyme (-galactosidase).
Si 'on voulait plus de précision, on prendrait en compte les réactions métaboliques environnantes car
un réseau n’est jamais purement génétique. Ainsi pour mieux décrire un réseau, il faut considérer
les réactions chimiques, enzymatiques et génétiques de méme que leur interaction. De nombreux
modeles ont été écrits sur 'opéron lactose(voir |16, 68]).Dans la section 2.3, nous présentons un
modeéle de opéron lactose. Nous allons dans la suite donner des préalables pour modéliser des
réactions chimiques, enzymatiques et génétiques.
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Chapitre 2

Préalables pour la modélisation de
réseaux de régulation cellulaire

Nous donnons dans ce chapitre quelques rappels sur les modélisations classiques pour les réac-
tions chimiques, métaboliques et les régulations génétiques.

2.1 Reéactions biochimiques et enzymatiques

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux réactions enzymatiques et a leur modélisation.
Nous n’allons pas trop entrer dans les détails biologiques, ceux qui voudraient de plus amples
explications peuvent se référer & |7]. Les réactions enzymatiques sont des réactions catalysées par des
enzymes qui jouent le role d’accélérateur de réactions. Les enzymes sont donc des macromolécules,
des protéines ou des ARN qui accélérent suffisamment la vitesse des réactions pour qu’elles soient
compatibles avec le fonctionnement de I'organisme. Les enzymes jouent donc un role capital dans
le fonctionnenment de la cellule. Pour aider & la compréhension de la cinétique enzymatique, nous
allons tout d’abord rappeler les principes de la cinétique chimique.

2.1.1 Reéaction chimique

Une réaction chimique est une transformation de la matiére au cours de laquelle les espéces
chimiques (atomiques, ioniques ou moléculaires) qui constituent la matiére sont modifiées : les
espéces qui sont consommeées sont appelées réactifs et les espéces formées au cours de la réaction
sont appelées produits (de réaction). La figure 2.1 représente une réaction chimique ot a et p
représentent les coefficients stoechiométriques, A est le réactif, P le produit, k; est la constante de
vitesse de la réaction directe et k_q celle de la réaction inverse.
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Sens de la reaction directe

\kl
A

a _ ~ pP

s

Sens de la reaction inverse

Fi1G. 2.1 — Représentation d’une réaction chimique

Vitesse de réaction

En considérant une réaction chimique, lorsque la réaction progresse, les réactifs de départ dis-
paraissent alors que les produits se forment. On assiste alors a une variation des concentrations
des réactifs et des produits au cours du temps. La mesure de la rapidité de ces changements de
concentrations est appelée vitesse de réaction. Ainsi en 1867, Guldberg et Waage établissent la loi
d’action de masses qui dit que : & température constante, la vitesse des réactions est proportionelle
au produit des concentrations des réactifs. Chaque réactif est élevé & une puissance égale & son
coefficient stoechiométrique.

En considérant ainsi la réaction a« A + § B — P, alors la vitesse est donnée par

v = k[A]*[B]’

ou k représente la constante de vitesse, [A] et [B] représentent respectivement les concentrations
des réactifs A et B.

Ordre d’une réaction

L’ordre d’une réaction décrit la cinétique de la réaction et se déduit directement de la loi d’action
de masse. En prenant une réaction telle que la vitesse soit égale & v = k[A]*[B]%, l'ordre de cette
réaction est égale & : 0 = a+ (.

Réseau de réactions chimiques

Un réseau de réactions chimiques est constitué d’un ensemble de réactions chimiques élémen-
taires. La figure 2.2 représente un réseau de réactions chimiques composé de quatre réactions
élémentaires. Chaque réaction correspond & une fleche. Les réactants apparaissent & gauche des
fleches, les constantes cinétiques au dessus des fléches et les produits a droite. Les espéces chimiques
(les réactants et les produits) sont A, B et C. Les constantes cinétiques sont ki, ko, k3 et ky.
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A+ B

B+ B

C = B

Fia. 2.2 — Réseau de réactions chimiques

Le modele mathématique de ce réseau est donné par :

dA

= kA

dt k1

dB N
% = ko AB + ks B? — k,C

Ce modeéle peut aussi s’écrire par la formule suivante :
=NV (x)

ou N est la matrice stoechiométrique, V' est le vecteur des vitesses de réactions. Pour 'exemple
précédant :

- dA

-1 0 0 0 ! dt

N=[1 -1 -2 1|,V= lzzéf et &= %
3

0 1 1 -1 o %

dt

Apres ce petit rappel sur les réactions chimiques, nous allons maintenant nous intéresser a la
cinétique enzymatique.

2.1.2 Cinétique enzymatique

Comme nous l'avions rappelé dans l'introduction de cette partie, les enzymes sont des cataly-
seurs. Le tableau ( 2.1) extrait de [36] met en relief le facteur d’accroissement de la vitesse de la
réaction par une enzyme. On comprend mieux a travers ce tableau le role des emzymes.

Enzyme Vit. non enzymatique (s~ ') | Vit. enzymatique (s~ ') | F. d’accrois.
Chymotrypsine 41077 41072 107
Uréase 31017 310" 10"
Phosphatase alcaline 10715 10? 1017

TAB. 2.1 — Ce tableau montre a quel point 'enzyme peut augmenter la vitesse d’une réaction.
L’étape suivante consistera maintenant a expliciter cette vitesse de réaction
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L’équation de vitesse du mécanisme irréversible

En 1913, Michaelis et Menten ont mené des études sur une réaction enzymatique simple im-
pliquant une seule enzyme. Considérons la réaction constituée d’un substrat noté S, d’'une enzyme
notée Xy et d’'un produit noté P. Michaelis et Menten proposent le schéma suivant : nous nous
réferons & [48] et [15]. L’enzyme forme un complexe transitoire X; avant de revenir & sa forme
initiale, donnant ainsi le produit P & partir du substrat S.

g ke ks
+ X() D X1 P+ X()
ko1 (2.2)

Le modéle est donné par :

—_— = —klsxo + k'_lxl

— = —kyszo+ k_1x1 + ko

% = klsl‘o — k‘_ll‘l — k‘2$1
% = kaz1
ou s, xg, 1 et p représentent respectivement les concentrations de S, Xg, X et P.
Remarque.
doy | doy _
dt dt

ceci signifie que
xo + x1 = E(cst)

La quantité d’enzyme (sous sa forme libre et sous la forme de complexe enzyme-subtrat) reste
constante au cours du temps.
Les concentrations de S, Xy et Xy étant indépendantes de la concentration de P, nous pouvons
isoler la derniére équation.
En remplacant x¢ par E — x1, on obtient le systéme suivant :

% = —kiEs+ (k-1 + ki1s)x1
day (2.4)
& =kiEs— (k_1+ ko + kls)xl

Pour trouver I’'équation de Michaelis-Menten, les biologistes utilisent I’hypothése de la quasi-stationnarité
qui consiste a dire que la concentration du complexe transitoire atteint rapidement une valeur

constante d’ou
da;l

dt
Cette hypothése est a prendre avec beaucoup d’attention. Il faudrait trouver les conditions pour
lesquelles cette approximation peut étre faite. Le meilleur moyen est d’ a-dimensioner le systéme
( 2.10).
Prenons une nouvelle base de temps 7 telle que 7 = k1 Et et faisons les changements de variables

=0
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suivants :s*(7) = %) et xi(1) = mlbgt). Posons € = %, K = %, = klfio, le systeme ( 2.10)
devient : ds*
i =—s"+ (K- X+s")x]
‘Z;j* (2.5)
1 * *\ ok
(K
€o =5 (K + s")x]

Hypothése 1. On suppose que sg est trés grand devant F

Si I'hypothese 1 est vérifiée, alors € sera trés petit. Le systéme ( 2.5) est donc un systéme
lent /rapide et =7 correspond a la variable dont I’évolution est rapide. On applique le théoréme de
Thikonov (voir annexe A.1). Le nouveau systéme s’écrit alors :

ds*

2 = =5 (B = At sT)a]

0=s"—(K+s")z}

(2.6)

Cette démonstration justifie mieux '’hypothése de quasi-stationnarité. La résolution du deuxiéme
équation implique

S*

K + s*

En remplacant x] dans la premiére équation, nous obtenons

x] =

ds* —As*
b 2.7
dr K+ s* (2.7)
En redimensionnant 1’équation ( 2.7), nous obtenons
I ds kas(t)
kisoE dt
120 k18(2)<kk11:—0k2 + %é))
ds koEs(t)
T T N
dt % + 5(t)
En posant Ky = —k*}gfk?
ds koEs(t)
V=" =7 2.8
" dt Ky + s(t) (28)

La vitesse de la réaction ( 2.2) V. est appelée équation quasi-stationnaire de Michaelis-Menten :
ko E est la vitesse maximale que peut atteindre la réaction lorsque la concentration en substrat s
tend vers +oo et Ky est la constante de Michaelis. L’allure de V,. est représentée dans la figure 2.3
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VM = kgT’

0.8 4

0.6 B

Vitesse de la reaction

0.4 B

0 1 1 1 1 1 1 1
0K, 1 2 3 4 5 6 7 8
Concentration en substrat

FiGg. 2.3 Allure de la vitesse de la réaction ( 2.2) en fonction de la concentration du substrat s

L’équation de vitesse du mécanisme réversible

Dans |[7], on peut lire que en principe toutes les réactions catalysées par des enzymes sont
réversibles et que en réalité de nombreuses réactions importantes en biochimie sont réversibles. Il
s’avére donc intéressant de compléter le modeéle ( 2.2) en faisant apparaitre la réaction au sens
inverse. Le modéle le plus simple est le suivant :

k1 ko
S + XO R Xl — P + XO
k‘_l kf—2 (2.9)

Le modele mathématique correspondant est le suivant :

d

d—j = —k‘lsxo + k_la;l

d

% = —kysxg + k_1x1 + kox1 — k_opxg

i (2.10)
o kisxg — k_121 — kax1 + k_opxo

d

d—lt) = kowy — k_2pxg

En faisant une démarche similaire & celle précédante, on arrive a 'expression de la vitesse de réaction

k‘lk’gES(t) — k’_lk’_ng(t)
ko1 4 ko + E1s(t) + k_op(t)
En posant kg = k1ko, kp = k_1k_o, Kgp = k_1 + ko, k:g =k et k}; = k_s, nous obtenons

suivante : V. =

B kss(t) — kpp(t)
Ve = EKserkgs(t) + kpp(t) (211)
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Nous allons utiliser cette équation dans la suite ot nous étudions les chaines enzymatiques ré-
versibles. Rappelons que E est la concentration totale d’enzyme supposée constante (ou variant
lentement) dans un premier temps.

Coopérativité et allostérie

Il est important de remarquer que les expressions de vitesse précédentes ne concernent que les
enzymes ayant un seul site de liaison avec le substrat. Il se trouve que dans la nature, on voit
souvent des enzymes présentant plusieurs sites de liaisons et pour ces derniéres, les lois précédants
de la cinétique enzymatique sont inadaptées. On distinguera deux cas : si tous les sites accueillent
le méme type de substrat alors I’enzyme posséde des propriétés de coopérativité et si chaque type
de liaison concerne un substrat différent alors l’enzyme est allostérique. En guise d’exemple de
coopérativité, nous pouvons citer I’hémoglobine qui est une protéine permettant le transport de
I'oxygéne dans le sang : elle posséde quatre sites de liaison qui ont une affinité avec 'oxygene O.
Pour décrire la fixation coopérative de 'oxygeéne sur ’hémoglobine, Hill propose en 1910 I’équation
suivante [7] :

VinazsP
Vinaz est la vitesse limite, K correspond a la valeur de la concentration de substrat s pour laquelle
V. = 0.5V. En ce qui concerne le coefficient p, Hill n’avait pas donné de signification physique. Pour
certains, ce coefficient correspond a une estimation du nombre de sites de fixation du substrat sur
I’'enzyme. Il est incorrect de traiter ainsi ce coefficient car en prenant ’exemple de I’hémoglobine,
la valeur de p est d’environ 2,7, alors que le nombre de sites de fixation est de quatre. Nous nous
limiterons & appeler h le coefficient de Hill.

Nous avons donné dans cette section des élements de compréhension de la catalyse enzymatique,
nous allons parler dans la section suivante de la modélisation des réseaux de régulation génétiques.

vV, = (2.12)

2.2 Différentes classes de modéles de systémes génétiques

Il est important de noter la grande diversité des classes de modeéles de réseaux génétiques. Nous
nous limitons ici & mentionner quelques uns de ces modéles sans autres précisions. LL’'on peut trouver
dans la littérature, des textes plus détaillés [13, 11, 24, 64, T1].

Il existe ainsi des modéles & caractére informatique souvent basés sur des graphes. Nous pouvons
aussi citer des systémes hybrides qui sont des systémes dynamiques faisant intervenir simultanément
des variables discrétes et des variables continues (voir [2, 25, 62, 68]).

Dans [23, 47| sont étudiés des modeéles stochastiques. Etant donné que les processus biochimiques
sont marqués par des effets de bruits et d’incertitude, les modéles stochastiques seront donc plus
"proches" de la réalité biologique que ceux que nous allons parler par la suite mais plus difficile a
traiter et souvent les hypothéses sur la stochasticité sont difficiles a vérifier.

Il existe aussi des modeéles discrets |11, 66, 56, 50, 70, 40] qui ont pour avantage de permettre de
traiter des réseaux de dimension élevée. Ceci confére & ces modeles une grande importance dans la
mesure ou l'on sait qu’en biologie, on se retrouve souvent a devoir traiter de gros modéles (le génome
d’un organisme est souvent d'un ordre de grandeur de 10%). Par contre, ils sont plus qualitatifs et
ne permettent pas en général de représenter des réseaux métaboliques.

Nous allons maintenant presenter deux types de modéles qui vont étre utilisés dans cette thése.
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2.2.1 Modéle de régulation d’un géne

Avant de donner le modeéle général de régulation génétique, nous allons d’abord nous intéresser
a un modele de régulation trés simple. 1l s’agit d’un géne a qui est transcrit en ARNm qu’on notera
m. Ce dernier est traduit en protéine p. La transcription du géne est régulée par une protéine B
(voir figure 2.4)

B

m

S A

a

Fi1G. 2.4 — Régulation de la transcription d’un géne a

Le modele mathématique correspondant est le suivant :

m = koh*(B,0,nB) — ymm (2.13)

p=am—Pp (2.14)

Dans ce modele, m représente la concentration de ’ARNm, p est la concentration de la protéine.
Le terme k,h*(B,0p,np) représente la régulation positive de la transcription du géne par une
protéine B. La fonction ht(B,0p,np) est une fonction de forme sigmoidale vérifiant les propriétés
suivantes :
o h'(x,0,n) (resp.h™(x,0,n)) est strictement croissante (resp. décroissante) vaut 0 en 0 et tend
vers 1 en 400 (resp. vaut 1 en 0 et tend vers 0 en +0o0)
o Lorsque n tend vers +00 ,
Vo <6, ht(z,0,n)— O(resp.h™(z,0,n) — 1)
Vo >0, ht(z,0,n)— l(resp.h™ (z,0,n) — 0)
P
(h™(z,0,p) =

Les fonctions de Hill At (z,0,p) = TS

sont souvent utilisées dans la régulatlon génétique.

n) —
n) —

" 6’p) vérifient toutes ces propriétés et
x

Faisons maintenant 'hypothése suivante :
Hypothése 2. La transcription du géne est plus rapide que la traduction de PARNm en protéine.

Nous appliquons maintenant le théoréme sur le lent-rapide de Tychonov (voir annexe A.1), le
systéme devient alors :

m* = j—“hﬂB,@B,nB) (2.15)

p=kyh" (B,0p,np) — Bp (2.16)
ka
avec k, = a—.
P ’7m

Nous venons de voir que pour modéliser la synthése d’une protéine par un géne, nous devons
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passer par deux étapes a savoir une équation modélisant la transcription et une autre modélisant
la traduction. Nous avons ensuite fait une hypothése qui nous a permis de réduire le modele. Nous
utiliserons dans la suite ce modeéle réduit de la forme de ’équation( 2.16) pour modéliser la synthése
d’une protéine par un géne pour le cas simple ol le géne n’est régulé que par une seule protéine B.
Nous allons maintenant voir un cas plus général ou le géne peut étre régulé par plusieurs éléments.

2.2.2 Modélisation avec des équations différentielles ordinaires

Il s’agit d’'un modéle donné par des équations différentielles ordinaires du type :
i‘i:FZ‘($,Z), 1=1.... n

ot les Fy(z, Z) sont de la forme a;(Z) — b;z; ; x(t) est un vecteur de R" et Z = S;f (z;,0;,n) ou
Zy =S, (x;,05,n) est une fonction de forme sigmoidale vérifiant les propriétés suivantes :
o ST(x,0,n) (resp.S™(x,0,n)) est strictement croissante (resp. décroissante) vaut 0 en 0 et
tend vers 1 en 400 (resp. vaut 1 en 0 et tend vers 0 en +00)
e Lorsque n tend vers +00 ,
Ve <6, St(z,0,n)— 0(resp.S™(x,0,n) — 4+00)
Vo >0, ST(x,0,n) — +oo(resp.S~(z,0,n) — 0)
Ces propriétés sont toutes vérifiées par les fonctions de Hill qu’on notera h(z, 6, n)
Le terme a;(Z) peut avoir plusieurs formes. Il peut étre égal a aZ;, il peut aussi étre une somme
(Zi + Zj + ......), un produit (Z;Z;....... ) ou méme une somme de produits (Z;Z; + ZpZ; + ...). Ce
terme dépendra des éléments du réseau et éventuellement de la variable elle méme. Cette dépen-
dance symbolise la régulation. De ce fait, nous utiliserons pour une régulation positive (activation)

P
une fonction de Hill positive (bt = m) et pour une régulation négative (inhibition), nous
x
prendrons une fonction de Hill négative h~ = 1 — htT = ey La fonction de Hill admet deux
x

parameétres : 6 qui est une valeur seuil et p qui correspond a la coopérativité (voir la sous-section
2.1.2). Mathématiquement p correspond a la raideur de la fonction. Le terme b;x; correspond a la
dégradation des différentes espéces.

Cette modélisation représente bien la dynamique du systéme mais cependant, I'étude analytique est
tres difficile du fait de la non linéarité de la fonction de Hill.

Il existe un autre type de fonction approximant les sigmoides et souvent utilisée pour simplifier les
calculs [52] : il s’agit des logoides. Une logoide positive(resp. négative) est telle que en considérant
I'intervalle [0, +00], elle est constante et vaut O(resp. 1) entre [0, 7], elle est constante et vaut 1(resp.
0) entre [j, +00]. Elle croit de facon continue (resp. décroit de facon continue) dans l'intervalle [i, j]
contenant le seuil 6. Voir la figure 2.5.
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Fia. 2.5 Représentation d’une sigmoide avec comme parameétres : = 0.5 et p = 6 et de la logoide
I'approximant

2.2.3 Modéles affines par morceaux

Nous allons parler dans cette section d’un modeéle intermédiaire entre les modéles continus et
discrets. Il s’agit dans ces modeéles de remplacer les fonctions sigmoidales ou logoidales par des
fonctions de Heaviside centrées en 6 |27, 20|, appelées aussi fonction step. L’introduction de fonction
step va entrainer des discontinuités dans le second membre. Ces systémes ont la forme suivante :

ii = CLZ'(Z) — bixi, 1=1..... n (2.17)

Les a;(Z) sont constantes par morceaux. Dans chaque morceau ou boite rectangulaire, le sys-
téme( 2.17) est affine. Ceci est intéressant car la linéarité va faciliter I’étude des équations quelque
soit la taille du systéme.

2.2.4 Exemple : réseau d’inhibition réciproque de deux génes

Pour donner plus de clarté a ces descriptions de modéles, nous allons traiter un exemple de
réseaux génétiques avec d’'une part un modéle avec équations différentielles ordinaires et d’autre
part avec modeéle affine par morceaux. Il s’agit dans cette section de faire une étude d'un réseau
de régulation génique de deux genes. Le réseau se présente comme suit : chacun des génes code
une protéine régulatrice qui inhibe 'expression de 'autre géne, en se fixant a un site chevauchant
le promoteur du geéne (voir la figure 2.6). Le réseau sera modélisé d’une part avec des équations
différentielles ordinaires et d’autre part par un modéle affine par morceaux.

A
\
|

~A

] ]
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Fi1G. 2.6 — Ezemple d’un réseau de régulation génique simple composé de deuzx génes a et b, leurs
protéines A et B, ainsi que leurs interactions réqulatrices

Modéles d’équations différentielles ordinaires non linéaires

Equations mathématiques

dxa - kah_ (xba 9b7 nb) — YaZa

Cgctb ) (2.18)
% = kpyh (xayeaana) )

Les variables x, et x; représentent les concentrations des protéines A et B codées par les génes a et
b respectivement.

Le terme koh™ (zp, 0p,mp) (vesp. kyh™ (24,604,14)) est le terme de synthése de la protéine A (resp.
de la protéine B), tandis que y,z, (resp. v,p) représente le terme de dégradation de la protéine A
(resp. de la protéine B) et est proportionnel & sa propre concentration x, (resp. x3). La fonction h
est une fonction de Hill.

Tous les parameétres sont des constantes positives.

Proposition 2.2.1. Domaine d’étude :
Le domaine d’étude est R>q et est positivement invariant.

Preuve 1. Sens des lignes de champs au niveau des frontiéres :

dx
e En posant z, 0, on trouve —= = k,h™ (3, 0y, np) >0

Les lignes de champs vont dans le sens des x, positifs,
e En posant x;,—0, on trouve % = kyh™ (24,04,n4)>0
Les lignes de champs vont dans le sens des x;, positifs.
Les frontiéres sont donc répulsives d’ou I'invariance du domaine voir figure 2.7.

Xb

Xa

Fi1G. 2.7 — Lignes de champs au niveau des frontiéres

Etude des points d’équilibre Les isoclines sont données par :

kb (@, Oy, 1)

Zq ~ = f(xb)
kbh_ (xaa 9(17 na) (219)
Tp = = 9(2a)
Vo
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10 = T T T T
isocline issue de xapoint
— - — isocline issue de xapoint

xb
u
T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fi1G. 2.8 Tracé des Isoclines de x, et x, avec les valeurs de parameétres suivantes : n—3, 0, = 0, = 5,
ko =Fky =10, v = =1

Proposition 2.2.2. Nous obtenons avec certaines valeurs de parameétres la figure 2.8 ot nous
avons trois points d’équilibre.

Etude de la stabilité des points d’équilibre Rappel : Soit un systéme différentiel ordinaire
de dimension 2 et soit * un équilibre de ce systéme.

Si la trace de la jacobienne évaluée en x* est négative et le déterminant positif, alors x* est localement
asymptotiquement stable.

15 T T T

Fic. 2.9  Représentation des deux isoclines et eremples de trajectoires. Le systéme posséde une
séparatrice qui partage les bassins d’attractions des deux points d’équilibre stables

Pour simplifier les écritures, nous allons poser h™ (z4,04,14) = hq et h™ (x4, 0p, 1) = hyp, la
matrice jacobienne du systéme( 2.18) sera donc :

_ —Ya kbh;)
/= < kahiz )
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Trace(J) = =y, — 1 <0
det(J) = oo — kphpkah,

Soit Ey et Es les points d’équilibre du haut et du bas, F3 le point d’équilibre du milieu(voir fi-
gure 2.8). Déterminons le signe du déterminant en chacun de ces points d’équilibre :

kq : : - .
Remarque. 2, = —hy peut aussi s’écrire en utilisant sa fonction inverse sous la forme f(z,) =
a
xp=h" (—$a)
ka

La figure 2.8 est une représentation graphique de f(x,) et g(x,) = 2 = kph(a)

. Nous pouvons
sortir de cette figure des inégalités sur les pentes des deux isoclines. Ainsien Ey et Fay, f'(z4) < ¢'(z4)
et en 3, f'(74) > ¢'(2a).

Or
Ky,

Y

fl(xa) = ht ( Tq)
1

() ety
Ya

g/(xa,) — h/

et

= Jaol
— kahj
D By ot By, 12 Lty
onc en ruy e 2, k_ﬁ<7b a
D’ou vov > kphpkah,, car h/ <0
Le déterminant est donc positif. La trace de J est négative quelque soit le point consideré.

Proposition 2.2.3. Les deux points d’équilibre Fq et Ey sont asymptotiquement stables.

En Ejs, k_ﬁ> Ky h!,, et par le méme raisonnement que précédemment, on trouve que Det(J) < 0

en Eg.

Proposition 2.2.4. En FEs3, il y a donc deuzx valeurs propres dont les parties réelles sont de signes
contraires. Es est donc un point selle.

A la valeur propre a partie réelle négative, on associe un sous ensemble propre stable E et a
celle & partie réelle positive, on associe un sous ensemble propre instableF;.

Conclusion L’analyse de ces résultats nous ameéne & dire que le réseau d’inhibition réciproque
est sous certaines valeurs de paramétres bistable, c’est a dire qu’a partir des conditions initiales,
le systéme atteindra I'un des deux équilibres stables. De méme, 1’équilibre instable n’est atteint
que pour des conditions initiales trés particuliéres. Remarquons aussi que les deux états d’équilibre
correspondent soit & une concentration élevée de 'une des protéines et faible de l'autre ou inverse-
ment. De ce fait, une perturbation allant dans le sens de dégrader fortement la protéine ayant la
concentration la plus élevée entraine un basculement dans l'autre équilibre stable. Ce phénomeéne
est appelé hystérésis [38].
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Les propriétés de bistabilité et I’hystérésis de ce réseau ont été testées expérimentalement par Gard-
ner et al [21].Ils ont reconstitué dans la cellule d’Escherichia coli ce réseau par clonage des génes
sur un plasmide. Les génes ont été choisis de sorte que l'activié des protéines correspondantes peut
étre régulée par des signaux de l'extérieur. Des expériences ciblées ont montré que le systéme est
bistable et peut basculer d'un équilibre & I’autre en fonction d’une induction chimique ou thermique
transitoire.

\

T T

Fia. 2.10  Analyse de la bifurcation qui se produit lorsque la valeur de 0y est augmentée

Remarque. Pour certaines valeurs des paramétres, le comportement du systéme change(figure 2.10).
En fixant tous les parameétres et en augmentant 6y, l'isocline de x, se déplace et on a rapprochement
entre 'un des points d’équilibre stable et le point d’équilibre instable. Pour 6 supérieur ou égal a
%, le systéme perd les propriétés de bistabilité et d’hystérésis. Il y a donc bifurcation.

Remarque. Il est aussi intéressant de remarquer que pour ce type de modeéle, nous parvenons
qualitativement a localiser les deux équilibres stables mais il nous est difficile d’avoir les solutions

analytiques des équations du fait de la non linéarité de la fonction de Hill. Nous sommes obligés de
passer par une solution géométrique.

Ceci nous ameéne a proposer un modéle ou la fonction de Hill est remplacée par une fonction step.

Modéles d’équations différentielles ordinaires linéaires par morceaux

Equations mathématiques Le modéle non linéaire étant difficile a étudier analytiquement pour
des modeéles de dimension élevée, nous pouvons penser a utiliser un modéle plus simple et qui
représente la dynamique du systéme. Etant donné que la fonction de Hill se comporte comme un
step pour n grand(voir figure 3.1), on peut ainsi remplacer h~ par la fonction s~ qui est telle que :

s (x,60;) =0 pour z; > 0;
s7(z4,0;)) =1 pour z; < 0;

Fia. 2.11  Représentation graphique de la fonction de Hill pour n grand
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Dans la suite, nous essayerons de montrer que les propriétés du systéme non linéaire sont conservés.
La modélisation en utilisant la fonction s~ donne le systéme discontinu suivant :

(2.20)

% = kps™ (%a, 0a) — WTp

Le second membre est discontinu et donc les propriétés habituelles ne s’appliquent plus. De plus, le

champ n’est pas défini sur les seuils. D’oul la nécessité de faire appel a d’autres méthodes que nous
détaillerons dans la suite.

{ % = k‘aS_(iL‘b, Hb) — YaZa

L

B3 B4

Bl B2

L xa
O
F1G. 2.12 — Division de l'espace en quatre régions par xq = 0, et xp = 0y

En tenant compte des valeurs que peuvent prendre s~ (x;,6;) selon qu’on soit a gauche ou a droite
de 6, ou 6, on se raméne a une décomposition de l'espace en quatre parties et & chacune d’elles
correspond un systéme d’équation différentielle linéaire. La figure 2.12 montre la décomposition de
I'espace.

e pour z, < 0, et xp < 6y

d [ x -, 0 T
Bll— a _ a a
aln)-Co 50

e pour z, > 0, et xp < 6y

)
)= S )+
)

e pour z, < 0, et xp > 6

e pour z, > 0, et xp > 6

d [ x -7, 0 x
B4Z— a — a a
dt(fﬂb) <0 —%><$b>

On se retrouve maintenant avec des systémes affines et découplés. Toute la difficulté se trouve
maintenant au niveau des seuils ou le systéme n’est pas défini. Nous le verrons dans la suite.
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Etude des points d’équilibre réguliers et de leurs stabilités
Des systémes définis ci-dessus, nous pouvons en tirer la solution exacte dans chaque région. Ainsi
nous avons :

ks~ (xp, 0p) kas™ (xp,0p)

mall) = T P a(0) - E e (2.21)
zp(t) = W + (xp(0) — W)B_%t '

Avec la valeur de s~ (x;, 6;) variant suivant la région.
En appelant B’ la région considérée et en initialisant z(0) dans B’, on trouve :

kis~ ,0 ;
i) = S0 g (2.22)

f(BY) est appelé point focal. Deux cas peuvent se presenter :

Proposition 2.2.5. [29] Si f(B?) € B’ alors f(B7) est un point d’équilibre asymptotiquement
stable c’est a dire que dans B7, toutes les trajectoires tendent vers f(B7) et donc rien ne quitte la
boite. Ce point est aussi appelé point d’équilibre régqulier.

Proposition 2.2.6. Si f(B’) ¢ B les trajectoires tendent vers le point focal atteignant ainsi les

frontiéres,
T
by - (B
B3 B :
O
B! B2

£(BY 2 f(B%
FiG. 2.13 — Répartition des points focaux dans les régions

Proposition 2.2.7. Les points f(B?) et f(B3) sont des points d’équilibre réguliers. Voir figure 2.13

Etude du point d’équilibre singulier et de sa stabilité Afin de trouver une solution du
modele linéaire par morceaux en tout point, nous allons utiliser les solutions de type Fillipov [29].
En considérant ’équation différentielle suivante

t=T(z) — vz

ou I'j(x;) = ks~ (x},0;) est continue par morceaux, alors la solution de Filippov consiste a étendre
I’équation différentielle en une inclusion différentielle de la forme

T € F(r)—~x
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Voir [29] pour plus de détails.

Ainsi, en prenant deux boites B! et B? séparées par un mur W, la fonction T' est continue a
l'intérieur de ces derniéres et donc F(x) prendra la valeur de I' dans la boite considérée (I'?! dans
By et I'P2 dans Bo).

Sur le mur W, la fonction I" n’est pas définie et donc F'(x) sera égale a ’enveloppe convexe suivante :

F(z) = conv(FBl,FBz)

Définition 1. Murs noir, blanc et transparent
En considérant le segment F(z) — va; qui joint les extrémités des deux vecteurs I'B1 — ya; et
I'B2 — ~vz;, on peut définir les notions de mur transparent, noir ou blanc.
Ainsi, si le segment n’a pas d’intersection avec le mur W, on a un mur transparent et donc les
trajectoires passent d’une boite a I'autre a travers le mur. Dans ce cas, on a pas de point d’équilibre
sur le mur. Si le segment coupe le mur, l'intersection donne un vecteur I'"Y' — ~4z;. On a donc un
mode glissant (sliding mode) et 1'équation régissant le mouvement de la solution sur le mur est
donnée par :

=TV — Yy
On parle de mur noir si le mouvement reste sur le mur et mur blanc si on a le contraire. Ainsi, le
point d’intersection est un point équilibre singulier stable pour un mur noir et instable pour un mur
blanc.
Remarquons qu’il peut pas y avoir de point d’équilibre singulier sur un mur transparent.

Définition 2. Une autre définition de mur transparent, noir ou blanc peut étre donnée. On peut
simplement dire que si x; a le méme sens de variation dans deux régions séparées par un mur 6;,
alors ce dernier est un mur transparent. Si z; est décroissante(resp. croissante) dans la région ou
x; < 0; et croissante(resp. décroissante) dans la région ou x; > 6;, on a un mur blanc(resp. noir)
Voir figure 2.14

S pe MUR NOIR
\ / MUR BLANC

/ ;" MUR TRANSPARENT

-
o

91 X

Fi1a. 2.14 — Hlustration de la notion de mur noir, blanc et transparent
Ramenons nous a notre cas. Nous allons définir quatre murs :
W1=(B'B*,W2= (B* B*),W3=(B*B"),W4=(B', B?)
On suppose que k;/v; > 0;
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e Dans B! et B?, 2l = kg — Yaq >0, donc z, est croissante d’ont le mur W1 est transparent.
e Dans B? et B*, zy = —ap<0, donc xp, est décroissante d’ott le mur W2 est transparent.

e Dans B! et B3, xg = ky — Ypap >0, donc x;, est croissante d’ott le mur W4 est transparent.
e Dans B3 et B?, xl, = =74, <0, donc x, est décroissante d’ont le mur W3 est transparent.

Proposition 2.2.8. Pour le modéle ( 2.20), tous les murs sont transparents alors toutes les solutions
qui atteignent les murs vont les traverser.

Appelons ¢* le point d’intersection des droites z, = 6, et z, = 0. Montrons que ¢ est un point
d’équilibre au sens de Filippov puis étudions sa stabilité en utilisant le graphe d’état.

L

Lq

F(B 0, f(B?)

Fic. 2.15  Ezemples de trajectoires dans les régions
Considérons le point ¢! L’enveloppe convexe fermée en ce dernier sera égale a :

F(x) = conv(I'B, B2 1Ps 1B

D’aprés [29], ¢F est un point d’équilibre au sens de Filippov si 0 € F(x) —yz. Et si 0 ¢ F(z) — vz
alors ¢ n’est pas un point d’équilibre(voir figure 2.16).

Proposition 2.2.9. La figure 2.15 montre que ¢p* est un point d’équilibre au sens de Filippov.

Tp A

y

b)
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FIG. 2.16 — Enveloppe conveze fermée : a) ®F est un point d’équilibre au sens de Filippov; b) ®F
n’est pas un point d’équilibre

Nous allons maintenant nous intéresser a la stabilité du point d’équilibre ¢f.

Définition 3. Définition du graphe d’état

Dans [38], le graphe d’état est défini comme étant I’ensemble des états qualitatifs et des transitions
entre ces états. Un état qualitatif est une région de I'espace de phase o le systéme se comporte de
facon qualitativement homogeéne. Par exemple, dans la région B!, toutes les trajectoires convergent
vers le point f(B') = (5—;,%), tandis que dans B?, elles convergent vers f(B?) = (5—2,0). S’il
existe une solution débutant dans la région correspondant a un premier état qui atteint la région
correspondant a un deuxiéme état sans passer par une troisiéme région, alors ces deux états son

reliés par une transition.

Fi1G. 2.17 — Graphe d’état du réseau d’inhibition réciproque

Pour étudier la stabilité du point ¢, nous allons utiliser le théoréme suivant énoncé dans [55] :

Théoréme 2.2.10. Soit D le domaine contenant le point ¢¥ et D’ le domaine ne contenant pas
&P . S’il existe une transition allant de D o D’, alors le point ¢ est instable.

Proposition 2.2.11. L’analyse du graphe d’état de la figure 2.17 montre que ¢ est un point
d’équilibre instable.

Les trajectoires qui atteignent ce point peuvent y rester indéfiniment mais & la moindre pertur-
bation, ils vont tendre vers I'un des deux points d’équilibre réguliers.

Proposition 2.2.12. Le modéle( 2.20) admet deuz points d’équilibre asymptotiquement stables et
un point d’équilibre instable comme le montre la figure 2.15.

Comme pour le modeéle non linéaire, une perturbation allant dans le sens de diminuer consi-
dérablement la concentration élevée ferait basculer le systéme vers 'autre point d’équilibre stable
comme le montre la figure 2.18.
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f(BY) 0, f(B?) T

FiGc. 2.18 Phénomeéne d’hystérésis : une perturbation allant dans le sens de dégrader la concentra-
tion de protéine la plus élevée entraine un basculement dans l’autre équilibre (les perturbations sont
ici symbolisées par les fléches en trait plein)

Conclusion Nous venons de voir que l'usage de la fonction step a la place de la fonction de Hill
simplifie les calculs et pour cet exemple toutes les propriétés du modéle non linéaire sont conservées.
Dans la suite, nous allons dans certains cas remplacer les fonctions de Hill par des steps pour
simplifier les modéles.

Nous avons présenté un exemple en dimension 2, mais les méthodes et notions développées sont
valables en dimension n (voir [31]).

2.3 Exemple de réseau métabolico-génétique : 'opéron lactose

En guise d’exemple de modeéle qui met en jeu des variables génétiques et métaboliques, nous
allons prendre le modéle de 'opéron lactose dont nous avons décrit le fonctionnement dans la
section 1.2. Nous nous référons pour le modele a [68]. Ainsi le modele ( 2.23) décrit les trois
situations suivantes :

e en absence de lactose, I'opéron est bloqué, ce qui signifie que les enzymes ont un taux de

production trés faible.

e en présence de lactose et en présence de glucose, I'opéron est induit : le taux de production

des enzymes est faible.

e en présence de lactose et en absence de glucose dans la cellule, 'opéron est activé, ce qui

signifie que le taux de production est fort.

a = T(g7,1T) —vaa
b = apa — Upb
P = pa— Upp (2.23)
[ = Fllew,p)— G(1,b) — il
L 9 = Kgext + G(1,b) — vyg

Les variables a, b, p, [, g représentent respectivement les concentrations en ARNm, (-galactosidase,
perméase, lactose et glucose. On note que lezt et gert sont des constantes pour ce systéme (apport
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extérieur de lactose et de glucose). Les trois premiéres équations concernent la régulation génétique,
les deux derniéres portent quant a elles sur le métabolisme. Les deux fonctions F' et G décrivent
des vitesses de réactions enzymatiques, et suivent donc des lois de type Michaelis-Menten :

klb klewtp

G(l,b) = K11 et F(lewt,p) = KL+l
M ex

Enfin, la fonction I' peut étre écrite comme suit :
g [

_ g9
PO = Rogms s M o g

43



44



Deuxiéme partie

Méthodes d’étude de modéles de
régulation cellulaire
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Chapitre 3

Hiérarchisation d’un modéle complexe

Dans ce chapitre, nous allons parler d’'une technique basée sur les graphes d’interaction et qui
peut servir a simplifier I’étude de certains modéles complexes. Cette méthode consiste en une dé-
composition du graphe d’interaction du modéle considéré en composantes fortement connexe. Nous
allons appliquer cette technique au modéle intégré de la glycolyse et la néoglucogenése dans FE. coli.
Nous n’allons pas étudier ce modéle, notre but est d’appliquer notre méthode & un modeéle complexe.
La méthode de décomposition hiérarchique d’un graphe est bien connue, mais notre apport consiste
en son application a des modeles biologiques : elle semble peu connue des modélisateurs biologistes.

3.1 Décomposition hiérarchique d’un graphe

Définition 4. Composante fortement connexe [19]
Considérons un graphe G orienté. Une composante fortement connexe C d’un graphe G est un
sous-ensemble maximal de sommets tels que deux quelconques d’entre eux soient reliés par un
chemin :

e si x € C, alors Yy € C, il existe un circuit passant par = et y,

e siz e (), alors Vz € G\ C, il n’existe pas de circuit passant par z et z.

Un chemin est une suite (xg, 1, ..., Tn—1, Ty ) de sommets de G tel que deux sommets consécutifs
quelconques x; et x;11 sont reliés par un arc de G. xg et x,, sont respectivement ’origine et 'extrémité
du chemin.

Un circuit est un chemin dont 'origine et l'extrémité sont identiques.
Exemple : Le graphe de la figure 3.1 a deux composantes fortement connexes :{1,2,3} et {4,5}
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I existe des algorithmes permettant de hiérarchiser un graphe [65]. Ils consistent a rechercher
dans le graphe des composantes fortement connexes et a réorganiser le graphe par niveau. Le niveau
supérieur comprend les composantes qui ne sont pas influencées par les autres. Les niveaux inférieurs
ne sont influencés que par les niveaux supérieurs. Le dernier niveau comprend les composantes qui
n’ont aucune influence sur les autres composantes.

Dans le graphe 3.1, les variables {1 et 2} occupent le niveau supérieur et constituent des entrées
pour les autres variables. les variables {9 et 10} sont des sorties.

3.2 Description du modéle

Décrivons maintenant le modéle qui va servir de base d’application de notre méthode.
Il est connu que le glucose est la source d’energie préférée de la bactérie E. coli. En raison de
son importance pour la croissance de la bactérie, 'assimilation du glucose est trés réglementée
dans la cellule. Ce controle implique une voie de signalisation (PEP : phosphotransferase system),
une modification de I'activité métabolique (glycolyse, cycle TCA, la voie pentose-phosphate et la
néoglucogénése), et une régulation de 'expression génétique. Ces différents modes de controle ont
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été étudiée séparément. En réalité ils sont imbriqués et forment un réseau de régulation complexes.
D. Ropers et al. ont proposé un modeéle qui prend en compte toutes ces modes de controle et qui
comprend 39 variables et 159 parameétres (voir annexe B).

Pour simplifier les écritures, nous allons faire les changements suivants :

variables métaboliques variables génétiques
L1 = TPTSfree T11 = T2PG Y21 = TPpgi Y31 = TTopA
T2 = TpPTSpfree | T12 = TPEP Y22 = TpPfkA | Y32 = LGyrAB.free
T3 = TGlc Z13 = TPYR Y23 = TFbp Y33 = TGyrl. free
T4 = TG6p T14 = TGyrAB.Gyrl || Y24 = TFbaA | Y34 = TFis
T5 = TF6p 15 = LCya.PTSp Y25 = TTpiA | Y35 = TCya.free
L6 = UFBP L16 = LcAMP.free Y26 = TGapA | Y36 = TCrp.free
X7 = TDHAP L17 = TCrp.cAMP Y27 = Tpgk Y37 = T Rpos. free
€Ty = TG3P T18 = T RssB*.free Y28 = TGpml | Y38 = TRssB.free
€r9 = TDPG 219 = T Rpos.RssB* Y29 = TEno Y39 = TFruR.free
10 = T3PG 20 = LFruR.FBP Y30 = TpPykF

La figure 3.1 est une représentation du réseau constitué.
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Fic. 3.1 Réseau des réactions biochimiques impliquées dans la régulation globale de la réponse a
un stress en carbone dans E. coli.

3.3 Graphe d’interaction du modéle

Le modele est composé de 4 blocs : un bloc regroupant les enzymes impliquées dans la glycolyse
et la néoglucogénése, un bloc regroupant les génes impliquées dans la glycolyse et la néoglucogénése,
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un bloc regroupant les enzymes impliquées dans la régulation globale et un bloc qui regroupe les
génes impliqués dans la régulation globale. Tous ces blocs sont connectés entre eux. Nous allons
représenter les graphes d’interaction (graphe représentant la structure de la matrice jacobienne)
de chaque bloc et terminer par donner une décomposition du modéle en composantes fortement
connexes.

Les graphes seront constitués des variables du bloc considéré et des variables externes les influencant.
Toutefois, nous ne représentons pas les variables externes influencées par les variables du bloc pour
ne pas trop charger les graphes. Un recollement des graphes de tous les blocs donne le graphe
d’interaction global de ce modéle.

Graphe d’interaction du bloc "Glycolyse et néoglucogénése (génétique)"

Variables génétiques
Y21 = TPgi Y22 = TPfLA
Y23 = TFbp Y24 = TFbaA
Y25 = TTpiA | Y26 = TGapA
Y21 = Tpgk | Y28 = TGpmlI
Y29 = TEno | Y30 = TPykF

Graphe d’interaction du bloc "Glycolyse et néoglucogénése (métabolique)"

Variables métaboliques

L1 = TPTSfree | L2 = TPTSpfree
I3 = TqGie T4 = TG6p

5 = TF6p L6 = TFBP

I7 = TDHAP Ty = TG3pP

T9 = TDPG 10 = T3PG
T11 = T2PG T12 = TPEP
T13 = TPYR
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Graphe d’interaction du bloc "Régulation globale (métabolique)"

Variables métaboliques

T14 = TGyrAB.Gyrl
ZL15 = TCya.PTSp L16 = LcAMP.free
Z17 = TCOrp.cAMP T18 = T RssB*.free
Z19 = T Rpos.RssB* 220 = LFruR.FBP
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Graphe d’interaction du bloc "Régulation globale (génétique)"

Variables génétiques
Y31 = TTopA Y32 = TGyrAB.free
Y33 = TGyrl. free Y34 = TFis
Y35 = TCOya.free Y36 = LCrp.free
Y37 = T Rpos.free Y38 = TRssB.free
Y39 = TFruR. free
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3.4 Décomposition en composantes fortement connexes

En faisant le lien entre les différents graphes d’interaction des blocs, nous en déduisons une
décomposition du modéle en "Composante Fortement Connexe".
Nous avons fait cette décomposition a la main mais cependant il existe des algorithmes permettant
la recherche de composante fortement connexe [65].
Ce modeéle a 17 composantes fortement connexes :
e 12 composantes a un élément : x1; T3 Yyo21; Y225 Y235 Y245 Y255 Y265 Y275 Y28 Y295 Y305
e 2 composantes purement métaboliques : G5 = {x4, x5, 26}, G¢ = {27, 28, T9, 10, T11, T12, 13} ;
e 3 composantes métabolico-génétiques : Gaia = {2, 14, 15, T16, T17, Y31, Y32, Y33, Y34, U35, Y36 '+
G3 = {r18, 719, Y37, Y38}, G7 = {20, Y30}
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3.5 Conclusion

Du gros modéle on passe & un modeéle hiérarchisé avec des entrées, des sorties. Cette technique
simplifie donc ’étude du modéle.

Quelques points intéressants :
e [l existe des composantes fortement connexes ayant une seule variable. Parmi ces composantes,
il y en a qui sont des entrées (1, Y21 ; Y235 Y245 Y25 Y28 5 Y29 ; Y30) et pourront étre remplacées
par leurs équilibres dans les autres équations.
En prenant par exemple la variable g1, son équation est donnée par :

dya1
% = kpgi — (YPgi + 11)Y21
son équilibre est donné par :
2 YPgi + 1
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D’aprés le théoréme de la décomposition (voir annexe A.2), yo; sera remplacé par y;3, dans les
autres équations.
La composante xg est une sortie.

e (33 se trouve en haut du graphe hiérarchisé et pourra étre étudié séparément.

e Les composantes Go14, G3 et GGy sont chacune composées de variables métaboliques et géné-
tiques. On pourra donc faire 'hypothése biologique qui dit que les variables métaboliques sont
plus rapides que les variables génétiques et ainsi on pourra appliquer le théoréme de Tikhonov
(voir annexe A.1). Ainsi :

— (o14 va passer de 11 variables a 6 variables ;
G5 passe de 4 variables a 2 variables ;

e Si nous disposons de données sur les variables, l'identification des parameétres sera plus facile
et se fera par bloc. En prenant le bloc G3 par exemple, c’est un systéme sans entrée avec 4
variables. Nous pourrons identifier les paramétres de ce bloc. G est une entrée pour le bloc
G914 et donc si le bloc G a un équilibre globalement stable, ce dernier va dépendre des para-
métres du bloc G5 déja identifiés. D’aprés le théoreme de la décomposition (voir annexe A.2
), on mettra G3 a I’équilibre dans le bloc G214, nous aurons moins de parameétres a identifier.
Cette procédure se fera dans tous les blocs et on pourra ainsi identifier les paramétres.

e Enfin, il peut étre intéressant de vérifier si les modules (G3, Ga14, G5, Gg et G7) ont un sens
biologique.

Ces remarques ne sont que des perspectives. Certaines seront utilisées sur le modeéle du chapitre 7.
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Chapitre 4

Unicité et stabilité globale de 1’équilibre
de modéles métaboliques

Les systémes métaboliques constituent une classe importante de systémes dynamiques interve-
nant dans le domaine de la biologie [33]. Il s’agit de systémes de type chimiques, mais dans lesquels
les réactions sont catalysées par des enzymes. Ces enzymes sont des protéines synthétisées par des
génes, et les systémes métaboliques et génétiques sont ainsi couplés par des boucles de régulation
(les métabolites peuvent réguler la synthése d’'une enzyme). Pour étudier ces systémes couplés, dont
I'un (le systéme métabolique) a une dynamique trés rapide par rapport a l'autre, il est trés im-
portant de pouvoir étudier les proprités de stabilité globale du systéme métabolique. Si celui-ci est
globalement stable, alors on pourra le mettre & son équilibre, et appliquer des théorémes de type
Tikhonov sur les systémes a plusieurs échelles de temps [33], pour injecter la valeur de cet équilibre
dans le systéme génétique. Pour les biologistes, il semble évident que les systémes métaboliques “réa-
listes” ont un seul équilibre stable. Pourtant, il est connu que certains systémes de type métabolique
peuvent avoir plusieurs équilibres [10]. Dans ce chapitre, nous apportons quelques contributions a
ce probléme. Nous montrons que pour un réseau enzymatique réversible “pur” (toutes les réactions
sont des réactions enzymatiques réversibles), alors, suivant les entrées, il y a soit pas d’équilibre,
soit un seul équilibre globalement asymptotiquement stable. Les outils que nous allons utiliser sont
classiques et appartiennent a la théorie des systémes monotones, et & celle des systémes comparti-
mentaux. Notre apport consiste en I’étude des systémes métaboliques réversibles, avec des entrées
et des sorties. Dans la derniére section, nous faisons le lien avec les systémes génétiques, et montrons
que l'équilibre dépend de fagon décroissante des concentrations en enzymes.

4.1 Définition des systémes monotones

Les systémes monotones constituent 1’'une des plus importantes classes de systémes dynamiques
utilisées pour la modélisation mathématique de systéemes biologiques. Des études poussées de ces
systémes ont été faites par Smith [63] et Hirsch [34]. Ce sont des systémes trés fréquents en biologie.
Dans cette section, nous donnons une définition de ces systémes. Nous allons nous intéresser a leur
stabilité dans le cadre des réseaux métaboliques. Donnons d’abord quelques définitions.

e Ordre partiel
Soit un ensemble K (cone positif) qui satisfait aux propriétés suivantes :
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- aK C K pour tout o € Ry
K+KcCK
- KN(-K)={0}
On définit un ordre partiel = dans K tel que si x1 = xo alors x1 —xs € K.

e Définition de flot
Soit le systéme suivant :

i= f(x) (4.1)

On définit le flot ®(t) comme étant l'ensemble des solutions du systéme ( 4.1) paramétrées
par le temps t. La notation ®(t,x1) correspond a la solution issue de la condition initiale xq
et parametrée par t > 0.

Considérons maintenant le systéme autonome

i = f(x) (4.2)

ot f est continuement dérivable dans K = R’} (dans ce qui suit, on prendra K = R’'). On notera
r<ysixz<y; Vi

Définition 5. Condition de Kamke

f est de type K dans K pour tout i, si f;(a) = f;(b) pour tout point a et b dans K tels que a = b
et a; = b,

Théoréme 4.1.1. Soit f satisfaisant a la condition de Kamke et xg,z1 € K. Si xg = x1 et que
O(t,z;), i=0,1 soient définis, alors ®(t,xo) = P(t,z1).

La preuve de ce théoréme se trouve dans [05].

La condition de Kamke implique alors une conservation de ['ordre partiel au cours du temps.

La condition de Kamke est plus facile & identifier en regardant le signe de la matrice Jacobienne.
Proposition 4.1.2. Si f est différentiable, alors la condition de Kamke implique que

ofi
&T 5

(t,z) >0 Vi#j (4.3)

0
Inversement, si ——(t,x) est continue dans K et satisfait a la condition ( 4.3), et si le domaine K

al‘j
est p-convexe c’est a dire que pour toult x et y € K et satisfaisant 4 x = y, le segment qui joint
les deuzx points reste dans K, alors la condition de Kamke est satisfaite. Voir [05] pour la preuve.
Le systeme ( 4.2) est donc appelé systéme coopératif.

Si le systéme est coopératif, alors le flot (solution parameétrée par le temps) est monotone c’est
a dire que le flot conserve l'ordre partiel dans R™.
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) Oxz

I'(t, 1'1)

!

y

Fia. 4.1 Ces deuz figures illustrent graphiquement la monotonie. Ainsi & gauche le systéme est
monotone car 'ordre partiel est conservé tandis qu’a droite le systéme est non monotone du fait de
la non conservation de I’ordre partiel

4.2 Stabilité des systémes monotones

Ces systémes ont une forte tendance a converger vers I'ensemble de leurs points d’équilibre [63].
On peut montrer que presque toute solution converge vers 'ensemble des équilibres sauf un ensemble
de mesure nulle. En particulier, il n’y a pas de solutions périodiques stables. Il existe des théorémes
plus précis.

Considérons X un espace métrique et d une distance sur X et supposons qu’un ordre partiel > soit
défini dans X

Théoréme 4.2.1. Supposons que

Hy : Pour tout sous-ensemble compact S de X, on a que inf(S) et sup(S) appartiennent & X
Hy :  Le systéeme dynamique ©(t) = f(x(t)) est monotone;

Hs : X contient un unique point d’équilibre x* ;

Hy : Pour tout v € X, lorbite O(x) := ®,(x) t € Ry a une fermeture compacte dans X,

alors x* est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable.
La preuve de ce théoréme se trouve dans [15]. Les hypothéses sont parfois difficiles a vérifier. I
existe cependant une condition suffisante trés simple qui dit que :
Théoréme 4.2.2. Fuaisons les hypothéses suivantes :
Hs : le systéme dynamique x(t) = f(xz(t)) est monotone,

Hg : on peut trouver un point x1 ot le champ est négatif et un autre point xo ou le champ est
positif et que To < 1

Hy i il y a un seul équilibre x* dans le “rectangle” [xq, x1],

alors toute solution dont la condition initiale est dans le rectangle converge vers ’équilibre x* (voir
Figure 5.1).
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X1

/

L2

-
!

Fia. 4.2  Convergence vers le point d’équilibre unique dans X : le champ est positif en xo et négatif
en .

4.3 Application : boucle positive

Comme application au théoréme ci-dessus, nous prendrons le modéle mathématique classique
du contréle de la production de protéines dans la cellule. Le principe peut étre décrit comme suit :
une séquence d’ADN est transcrite en ARNm qui donnera une enzyme. Cette enzyme va donner
une autre enzyme ainsi de suite jusqu’a la derniére enzyme produite. Celle-ci va agir sur la séquence
d’ADN pour contréler la transcription de ’ARNm. Nous nous intéressons ici au contréle positif qui
correspond & un feedback positif. Cet exemple est traité exhaustivement dans [63] par des méthodes
plus compliquées. Nous montrons ici comment appliquer simplement le théoréeme 4.2.2.

Nous restreindrons notre étude & un réseau a trois variables ou x1 sera la concentration de ’ARNm,
9 la concentration de la premiére enzyme produite et x3 I’enzyme suivant qui contrélera la trans-
cription de TARNm. X = Ri

doy (x3) — gz

ddt = g\x3 171

—;;2 =T — Q9 (4'4)
dxg

— = X9 — Q3%

dt 2 33

ol a; > 0 et g est une fonction bornée et continue telle que : 0 < g(u) < M, 0<¢'(u), 0<u.
La fonction non-linéaire g représente le contrdle positif de la derniére enzyme produite sur la trans-
cription de 'ARNm. On prendra pour g une fonction de Hill activatrice (voir la sous-section 2.2.1)
telle que g(0) > 0 :

() 1+ uP
U) = ——
g K+ P
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p est positif, K > 1
Vérifions I'hypothése Hj : Soit J la jacobienne associée au systéme ( 4.4) :

- 0 8%(;33)
J = 1 —Q9 0
0 1 —Q3
Or %x;) > 0 alors le systéme ( 4.4) est monotone

Veérifions I’hypothése Hg : Considérons deux points P; et P» dans Xde coordonnées respectives
(xlm,xgm,O) et (le,ng,ng) tels que P, < Py et

1

K > 0 T1m; Tim > Q2T2m; T1M < Q2ToM; ToM < Q3T3M
Soit € tel que 0 < € <« 1. On prendra x1,, et xo,, tels que z1, < € et x9,, < €. En P, &1 =
% —a1ZT1m > 0, g = 1 — QaTom, > 0 et 3 = x9,, > 0. Le champ est donc positif en P;.
Soit A trés grand. On prendra zipy7, Xopns et xgps tels que A < xipy, ¢ =1,2,3.
En Py, i1 =1—aqz1y <0, 9 =217 — asxopr < 0 et 23 = xopr — agxgpys < 0. Le champ est donc
négatif en Ps.
Vérifions I'hypothése Hy : L’équilibre du systéme ( 4.4) est donné par :

3 = 0= 25 = agr;
9 = 0= 2] = apry = aa03x3
. * *
1 =0= g(z3) = aqasasrs

Nous tombons sur un probléme de point fixe.
9g(x3)
X3 .

Nous allons maintenant calculer

dg(xs) _ n(K — Daj™

ors (K +a3)?

0 0
M > 0. Pour z3 tendant vers I'infini, alors M
T3 é)xg !

La fonction g(x3) est par suite croissante, concave et est telle que g(0) = &.
La fonction f(x%) = agagasxy est linéaire alors le systéme ( 4.4) admet un unique point fixe. (voir
figure 4.3)

or K > 1 alors tend vers 0.
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Fi1G. 4.3  Résolution graphique de I’équation g(z%) = cyagazxy. On prouve qu’il n’ y a qu’un seul
point fize.

Proposition 4.3.1. Pour le systéme ( 4.4) a boucle positive, les hypothéses Hs, Hg et H7 sont
vérifiées. Il admet donc un unique équilibre globalement stable dans R‘i.

Cette méthode peut donc étre utile pour étudier des systémes en boucles (interactions) positives.

4.4 Stabilité globale des chaines de réactions enzymatiques

Au cours des derniéres années, plusieurs études ont été faites pour analyser le comportement

des systémes métaboliques. Le plus connu et le plus utilisé est 'analyse du controle métabolique
qui découle des travaux de Kacser et Burns [39] et d’Heinrich et Rapoport [32]|. Il consiste a
considérer les états stationnaires de systémes d’enzymes et de faire une étude de sensibilité. A notre
connaissance, nous ne connaissons pas d’étude faite sur la stabilité globale de réseaux métaboliques.
Nous nous sommes donc intéressés a la stabilité des réseaux métaboliques. Nous allons utiliser des
résultats similaires a ceux des systémes compartimentaux [37].
Donnons maintenant quelques rappels concernant les systémes compartimentaux (voir [37]). Il s’agit
de décrire I'évolution dynamique de n compartiments interconnectés par des liens ot s’échangent
des flux. L’équation globale s’écrit en faisant un bilan de masse entre les entrées et les sorties
de chaque compartiment. Nous aurons seulement besoin de la définition suivante d’une matrice
compartimentale :

Définition 6. Matrice compartimentale
On appelle f(;,xpn) une matrice compartimentale si elle satisfait aux trois propriétés suivantes [37] :

fii <0 pour tout i, (4.5)
fij >0 pour tout i # j, (4.6)
—fijZfij pour tout j (4.7)

i#]
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Remarque. Il existe un lien entre les systémes compartimentaux et les systémes monotones. En
effet si la matrice jacobienne est compartimentale alors le systéme est monotone.

Remarquons que les f;; peuvent en général dépendre des x;,k = 1...n qui sont les concentra-

tions dans chaque compartiment. Un cas fréquent est celui ot f;;, flux du compartiment j dans le
compartiment ¢, ne dépend que de z; (donc du compartiment de départ). Il existe aussi des théo-
rémes sur la stabilité des systémes compartimentaux linéaires.
Notre objectif est maintenant d’étudier la stabilité globale de réseaux enzymatiques réversibles.
Pour simplifier I’exposition, nous allons considérer des chaines enzymatiques, et pas des réseaux
plus complexes avec des boucles. Ceci nous permettra d’écrire plus facilement les équations et de
présenter plus rapidement les calculs. Nous dirons a la fin de chaque section ce qui peut se généraliser
(ou pas) a un réseau.

De méme, nous souhaitons considérer des entrées et des sorties pour ce réseau enzymatique, et
pour clarifier 'exposition, nous avons choisi de prendre une seule entrée au plus; nous considérons
donc la chaine suivante :

U D e Ti_1 = = Tiyl] —/—= S —— ) (4.8)

Nous avons classifié les cas intéressants en trois formes :
o le systéme est fermé : il n’y a pas d’entrée ni de sortie et les termes de dégradation des variables
sont négligés ;
e le systéme posséde une entrée et les termes de dégradation sont pris en compte;
e le systéme posséde une entrée et une sortie; les autres termes de dégradation sont négligés.
Nous allons étudier dans chaque cas la stabilité globale; x € X = R"} désignera les concentrations
des n variables.
L’expression de la vitesse d'une réaction entre x; et x;41 sera donc :

ki1 — kig1,iTip

Ri(z;,xip1) = B 4.9

4.4.1 Réseau enzymatique fermé

— | | =

T ) Xy

B = EETRPP P :

........ (4.10)
Le modele mathématique de ce type de réseau est donné par

& = AR(x) (4.11)

avec
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-1 0 0 ... 0

1 -1 0 0
et A=
0O ... O 1 -1
o ... 0 O 1
Pour mieux voir la forme de la matrice A, prenons n = 3. Alors
d
dd—? = —Ry(z1,22)
x
d—; = Ri (%1, %2) — Ry(x2,23) (4.12)
d
% - RQ(.Z'Q, .'1'3)

On vérifie aisément que l'orthant positif est invariant. On verra aussi que le systéme est coopératif
a'i(;%cause des signes des dérivées (%};Z >0 et 8‘22 < 0). Enfin, on peut interpréter le systéme en
termes compartimentaux, puisqu’il y a des bilans de matiére.

Nous allons utiliser le théorie suivant (rappelons que fortement connexe signifie que le graphe

de la matrice est irréductible) :

Théoréme 4.4.1. Propriété 5 dans [5]

Soit M(x) = > | x; la concentration totale du systéme.

Si un systéme fermé avec une matrice jacobienne compartimentale est fortement connexe (voir
Définition 4), alors pour tout Mo > 0 et constant, Uhyperplan H = {x € R} : M(x) = My > 0} est
mvariant et il existe un unique équilibre globalement stable dans H

Remarque. Ce théoréme remonte & d’anciens résultats de stabilité [60]

Soit Ji la matrice jacobienne associée au systéme ( 4.11)

_OR; _ OR; 0
o1 0z
OR1 OR1 _ OR> __ORs 0
8m1 89c2 89c2 8:v3
J1 =
0 aRn72 8R7L72 _ aRnfl _aRnfl
Oy —2 0xpn—1 0xpn—1 Oxn
0 6Rn71 6Rn71
. .. =) e
La matrice J; est telle que :
sur la diagonale on a
0R; ) OR; 8R,~+1 OR,_1

}

avec 1 =1,...n—2;

= dr1’ Oxiy1  OTit Oy,

sur la diagonale inférieure on a :

OR;

avec 1=1,...n—1
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sur la diagonale supérieure on a :

R,
0Tiq1

avec 1=1,...n—1

Or %il >0 et ai]ﬁl < 0, alors tous les éléments hors diagonale sont positifs. Aussi Vj, —f;; =
Zi# fij, alors la matrice jacobienne J; est compartimentale.

La réversibilité des réactions fait que le systéme ( 4.11) est fortement connexe (voir figure 4.10).
D’aprés le théoréme 4.4.1, hyperplan H = {z € R} : M(z) = > | &; = My > 0} est invariant et

admet un unique équilibre globalement stable dans H.

Proposition 4.4.2. Pour un réseau enzymatique fermé, Uhyperplan H = {x € R} : M(z) =
S @i = Mo > 0} est invariant et admet un unique équilibre globalement stable dans H.

Geénéralisation : Si le graphe est un réseau et plus une chaine, toutes les propriétés seront
conservées. Le graphe sera fortement connexe s’il est connexe (puisque toutes les réactions sont
réversibles), et donc en un seul morceau.

Proposition 4.4.3. Pour un réseau enzymatique fermé connexe, Uhyperplan H = {x € RY :
M(z) =Y 1 x;i = My > 0} est invariant et contient un unique équilibre globalement stable dans

H.

4.4.2 Reéseau enzymatique ouvert avec prise en compte des termes de dégrada-
tion

(4.13)
Dans ce réseau, tous les métabolites x; sont dégradés a'l’(;%un taux ~ identique. Le modéle mathé-
matique de ce type de réseau est donné par :

& =AR(x) +U —yx (4.14)
avec
R(z) = (R1, Ra,y cvvvornne. Ry1)"

-1 0 0 0

1 -1 0 0
et A=

0 0o 1 -1

0 0 0 1
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U est le vecteur entrée : Upyq = (1,0,0, . cecennenee. ,O)T. Pour n = 3, le modéle est donné par :

d

% =u— Ri(z1,22) — Mz1

dx

d—t2 = Ri(x1,22) — Ra(x2,x3) — Y212 (4.15)
dajg

- = Ry(x9,23) — Y323

Nous allons utiliser le théoréme suivant :

Théoréme 4.4.4. théoréeme 8 dans [37]

Soit
&= F(x) (4.16)
o (S1) o
>0 pour i#j, i,j=1,..,n,
Ty
e (S2)

Oo
T) = z;  satisfait —— <0 our tout 1
e (53) Il existe un k > 0 tel que o(x) <0 quand Y, x; =k
Si les conditions (S1), (S2) et (S3) sont satisfaites, alors le systéme ( 4.16) admet un équilibre
unique globalement asymptotiquement stable.

Pour étudier le systéme ( 4.14), nous allons vérifier (S1), (S2) et (S3).
La matrice jacobienne du systéme ( 4.14) est donnée par :

_ORy _ oy 0

ox1 Oxa

ORi  ORi _ORy . _OR 0

8m1 89@ 89@ fy a-'ES

Jo =
0 8Rn72 8Rn72 _ 8Finfl _ _8Rn71
T Oxn_o Oxn_1 Oxn_1 Oxn
8Rn,1 aRn—l

Or gﬁ? >0 et 62%1 < 0 alors tous les éléments hors diagonale sont positifs.

La condition (S1) est donc satisfaite.
Soit
o(z) = Z$Z = u—yZ:ﬂi
i i
Vi, agif) = —y < 0 alors (S2) est ainsi satisfaite.

Posons k = ), x;, alors o(x) = v — vk. On peut ainsi choisir k& trés grand tel que o(z) < 0. Ainsi
(S3) est satisfaite.

Proposition 4.4.5. Le systéme ( 4.14) admet un unique équilibre globalement asymptotiquement
stable dans R} .
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Généralisation : Si le graphe est un réseau et plus une chaine, toutes les propriétés seront
conservées pour appliquer le théoréme. De méme si le taux de dégradation de x; est v; # 0 (et pas
une constante ), alors on peut encore appliquer le théoréme. La propriété (S3) est encore vraie
car o(x) < u — ma, avec m = min(y;). Remarquons quand méme que le théoréme ne peut plus
s’appliquer si un taux de dégradation est nul. Comme il y a une seule entrée, nous supposons que
le réseau est connexe.

Proposition 4.4.6. Le systéme ( 4.14) avec un graphe en réseau connexe admet un unique équilibre
globalement asymptotiquement stable dans R", si tous les taux de dégradation sont strictement
positifs.

4.4.3 Réseau enzymatique ouvert sans les termes de dégradation

Ce cas est le plus difficile et le plus intéressant. Le schéma de la chaine est donc le suivant :

(4.17)
Le modéle mathématique de ce type de réseau est donné par :
&t =AR(z)+U — Sx (4.18)
avec
R($) (Rl, RQ, ............ y Rn_l)T
-1 0 0 0
1 -1 0 0
et A=
o ... 0 1 -1
o ... 0 0 1
U est le vecteur entrée : Uyx1 = (4,0,0, . ccccnenne. ,0)T et Sz est le vecteur sortie : Sz (1) =
(0,0,0, cccvvreennnn k)T, k est une constante positive.
Pour n = 3, le modeéle correspond a :
d
% =u— Ri(z1,72)
dx
d—t2 = Ri(w1,72) — Ro(z2,23) (4.19)
d
% = Ro(z2,23) — kg
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Equilibre du modéle

Le systéme est a 1’équilibre si @; =0 pour +=1,....n.
Ainsi ) @, =0 = u=kxj
En posant X; = 23:1 #; =0, ¢=1,...,n—1, nous obtenons :

u:Ri

Alors i} ) i}
o Eikiprarig + u(Kiiv1 + kg ;270)

x; =

/
Eikiiv1 — ki qu

Cet équilibre existe si

Kiiin '
Eiki,i—l-l — ]{7271-4_1’& >0 = u< j’H_ FE; Vi
iyi+1
Supposons cette condition remplie, alors cet équilibre est unique car pour tout u = cst, il existe un
En—lkn,n—lx; + U(Kn—l,n + ké,n—lx;)

En—lkn—l,n — k!

n—1,n

unique z;, tel que u = kx}. Et si 7 est unique alors x,_; = "

est aussi unique. Itérativement on montre que x* est unique.

Proposition 4.4.7. Le systeme ( 4.18) admet un équilibre unique si et seulement siu < e tLE; Vi
i1

Proposition 4.4.8. Le systéme ( 4.18) n’admet pas d’équilibre s’il existe un i tel que u > %EZ

Stabilité du modéle pour le cas oi1 u < ]Zf’iﬂEi Vi
iyit1
Avant de nous lancer a I'étude de stabilité, nous allons d’abord rappeler quelques définitions et

propriétés tirées de [5] .

Définition 7. Réseau complétement connecté aux sorties (CCS).

Considérons la figure 4.17, les x; sont des compartiments du réseau.

Un compartiment x; est connecté a une sortie si il y a un chemin z; — x; — ... — z; partant de
ce compartiment et se terminant en un compartiment x; a partir duquel il y a un flux de sortie.
Le réseau est complétement connecté aux sorties (CCS) si chaque compartiment est connecté a une
sortie.

Propriété 1. Invertibilité et stabilité d’une matrice compartimentale
Une matrice compartimentale A(x) est réguliere et stable Vo € R’} si et seulement si le réseaux a
compartiments est CCS.

Propriété 2. Si J(z) est une matrice compartimentale Vo € R}, alors toutes les trajectoires bornées
tendent vers un équilibre dans R} .
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Considérons maintenant le modeéle ( 4.18).
La matrice jacobienne associée au modele ( 4.18) est donnée par :

_ORy _ Ry 0

o0x1 Oxo

OR1 OR1 _ OR» elis) 0

89c1 8m2 8m2 8-’23

J3 =
O aRn72 aRn72 _ aRnfl _aRnfl
T Oxn_o Oxn_1 Oxn_1 Oxn
aRnfl aRnfl

e Vérifions la condition 4.6
Sur la diagonale inférieure on a :

OR;
8xi

avec 1=1,...n—1

Sur la diagonale supérieure on a :

B OR;
01

avec 1=1,...n—1

Or % >0 Viet 8(?1:&1 < 0 Vi alors tous les éléments hors diagonale sont positifs

e Vérifions la condition 4.5

Tous les éléments de la diagonale sont négatives
e Vérifions la condition 4.7

Nous avons

Jin = Z Ji1
=2

n—1 n—1
j=1 J=1
Nous avons bien —J;; > Z Jij Vj
i
Proposition 4.4.9. La matrice jacobienne J3 est compartimentale Vo € R}

Considérons maintenant la fonction de type norme suivante utilisée dans |28] :

V(z) =Y |z — ] (4.20)
i=1
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Cette fonction n’est cependant pas dérivable en x; = 7, nous utilisons la dérivée a droite par
rapport au temps et définissons les opérations suivantes :

1 si xi(t) >x] ou si zi(t)=x; et () >0
et ;(t)=0 (4.21)

—1 si zi(t) <xf ou si xi(t)=x; et d;(t) <0

or=4¢ 0 si zit)==x

n
Nous pouvons maintenant faire la dérivée a droite de la fonction V(z(t)) = Z oi(x; —x) :
i=1
dr =
. -
V(@) = ZUz’(fﬂi )
i=1
n—1
= —01(R1 = R)) + Y _ 0i(Ri-1 — Ri_y = Ri + R}) + 0n(Ro1 — R,y — k(x, — 7))
=2
n—1
=Y (Ri — R})(0i41 — 03) — onk(wn — x},)
i=1
Deux cas peuvent se présenter :
e Sio; =041 = (Ri—R)(0i41 —0;) =0
. . ) d+ : .
e Sig; = —0j;41 alors pour connaitre le signe de EV(az(t)), nous allons nous intéresser au signe
de (R; — RY).
(zi —x}) (kfi,iﬂ Kiiv1+ (kiip1 ki, + k0 ki+1,i)l’f+1>
Ri— R =
(Kt + ki q @i+ iy mien) (K + K] + ki i070)
(i1 — 34 q) (ki+1,z'Kz' + (ki1 ki oy + ki kiv, i)iﬁ)
- (Kiiv1 + k;,i+1xi + k£+1,iwi+l)(Ki,i+l + ké,zﬁrlx;‘k + k§+1,ix>{+1)
Or Signe (x;—x]) = — Signe (xi11—wj,,) alors Signe (R;—R}) = Signe (v;—x}) = oy

Ainsi (Rz — R;'k)(o'i—i-l — O'Z') = (RZ — R:)(—QO‘Z') <0
Par suite, dans tous les cas, les termes sont ni'(;%atifs :

d+
V@) < —onk(@, —a7) <0

n
d+
Proposition 4.4.10. Etant donné que V(x) = Z |x; — x| et que EV(LL‘(t)) <0, alors toutes les
=1
solutions sont bornées.

Proposition 4.4.11. La malrice jacobienne J3 est compartimentale et toutes les trajectoires sont
bornées, alors d’aprés la propriété 2, toutes les trajectoires tendent vers un équilibre unique dans
R" .

+

La matrice jacobienne J3 est fortement connexe et comme le modéle a une sortie alors d’aprés
la définition 7, le modéle est CCS.
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Proposition 4.4.12. D’apres la propriété 1, la matrice Js est réguliére et stable, alors I’équilibre
est localement stable.

L’équilibre est localement stable et globalement attractif, et donc nous avons finalement :

Proposition 4.4.13. Pour u < if’”lEi Vi, le systeme ( 4.18) admet un unique équilibre attractif
i,it+1
et localement stable dans R'}. Ceci implique que 'équilibre est globalement asymptotiquement stable

n
dans R+.

. . ki
Cas ou Ji tel que u > L E;
ki i1

kit

Pour le cas ot u > E; Véquilibre n’existe pas. Il est facile de voir qu’une variable au moins

. . k;,i{»l
va tendre vers l'infini.

Généralisation. Dans le cas d'un réseau avec une entrée et une sortie, le résultat se généralise avec
les mémes outils s’il existe un équilibre (qui est alors globalement stable). Par contre, les conditions

d’existence d’un tel équilibre sont plus difficiles & écrire.

4.4.4 Conclusion

Les études de ces trois cas de chaines enzymatiques aboutissent aux conclusions suivantes : pour
un réseau enzymatique fermé et un réseau enzymatique ouvert avec prise en compte des termes
de dégradation, il existe un équilibre unique globalement asymptotiquement stable. Et pour un
réseau enzymatique ouvert sans termes de dégradation, si I’équilibre existe alors il est unique et est
globalement asymptotiquement stable.

Généralisation. On peut sans mal généraliser ces résultats dans le cas ou la cinétique réversible
entre x; et x; s’écrit (au lieu de (2.11) :

R(azi, a;j)
avec les propriétés suivantes :

(] R(0,$j) = R(l‘i,O) =0

° R(mi,xj) est croissante par rapport a x; et décroissante par rapport a x;.

e R(x,0) est borné quand z tend vers U'infini, ainsi que R(0, z).

4.5 Chaine enzymatique couplée avec des génes

Nous allons appliquer ces résultats en couplant le systéme métabolique étudié avec une régulation
génétique.
Considérons la chaine enzymatique suivante :

En—l

Les E; sont des enzymes codées par des génes e; et la transcription des génes est controlée
par certaines enzymes x;. En prenant en compte ’hypothése biologique selon laquelle les variables
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métaboliques sont plus rapides que les variables génétiques, nous pourrons appliquer le théoréme
de Tikhonov (voir annexe A.1) et étudier séparément la partie métabolique et la partie génétique.
Dans lI'étude de la partie métabolique, nous considérerons que les F; sont constants. Kt dans I’étude
de la partie génétique, on remplacera les z; par leurs expressions a I’équilibre. Nous nous limiterons
ici a I’étude de la variation des équilibres métaboliques en fonction des variables génétiques.

Le modele de la partie métabolique correspond au modéle ( 4.18).

L’équilibre de ce modéle est donné par :

u o Bk, 4 (K1 + ki i)
" k’ ! Eiki,i—i-l — kgﬂ-ﬂu

On peut réecrire 'expression de z; en fonction des Ej;.

’ u

u
. En—lkn,n—1E + U(Kn—l,n + kn,n—lE) B
T = TR S = fo-1(En-1)

et

En—2kn—1,n—2fn—1(En—1) + U(Kn—ln—l + k;?—l,”—2f”_1(En_1))
En—lkn—Q,n—l - k;m—ln—lu

$;—2 = = fn—Z(En—la En—2)
Itérativement, on trouve que x; = fi(Fy, Fit1, ..., EBn—1) i=1,..,n— 1
De ces expressions, on en déduit que

ox;}

8Elj <0 di=1,..n—1e j=i,..on—1

Proposition 4.5.1. Pour ce systéme, les équilibres x; = fi(E;, Fiy1,....,Ep—1) i=1,....,n—1 sont
décroissantes par rapport auxr F;, i=1,...,n —1.

Pour nous résumer, considérons le systéme suivant :

&= f(a,E) (4.22)

E=g(E, x) (4.23)

ou zx est la variable métabolique et E la variable génétique. Il rassemble le couplage évoqué
plus haut entre systéme métabolique et génétique. On peut alors appliquer un théoréme de type
Tikhonov pour mettre le systéme métabolique a I’état stationnaire (supposé existant) globalement
asymptotiquement stable d’aprés les théorémes précédants.

De l'équation ( 4.22), nous en déduisons I'expression de z a I'équilibre z*(E) qui est fonction
décroissante par rapport a E.
Maintenant en remplagant dans (4.23), = par z* nous obtenons

E = g(E, 2" (E)).
Cela introduit des boucles négatives supplémentaires sur la partie génétique. Le nouveau systéme ne
comprend que des variables génétiques, et peut étre étudié par des techniques adaptées, par exemple
les systémes affines par morceaux [31, 12].
Conclusion. Nous avons montré que sous certaines conditions, I’équilibre est unique et stable. On
peut donc simplifier le systéme couplé métabolique-génétique et obtenir un systéme génétique seul,
avec de nouvelles interactions négatives apparues du fait du métabolisme.
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Chapitre 5

Etude de modéle métabolico-génétique
basée sur des techniques de systémes
monotones

Nous avons vu dans le chapitre 4 que des systémes avec que des interactions positives sont mo-
notones et ont une forte tendance a converger vers un équilibre globalement stable. Cependant en
biologie, on rencontre souvent des systémes avec des interactions négatives donnant ainsi des sys-
témes non-monotones. Nous voudrions maintenant utiliser des techniques basées sur la monotonie
pour étudier ces systémes non-monotones.

Dans ce chapitre, nous allons prendre un exemple de systéme non-monotone auquel nous appli-
quons une technique utilisant un théoréme du petit gain. Notre apport est ’étude d’un petit systéme
métabolico-génétique par des techniques de systémes monotones. Elle a fait 1’objet d'une présenta-
tion et d’actes de conférence dans RIAMS 2006.

Avant d’en venir a notre exemple, nous allons donner quelques définitions et rappeler le théoréme
du petit gain.

5.1 Un théoréme du petit gain

Définition 8. Caractéristique entrée-état statique
On dit que le systéme

est doté d’une caractéristique entrée-état statique

ke() U — X
si et seulement si pour toute entrée constante u(t) = u, il existe un unique point d’équilibre globa-
lement asymptotiquement stable k,(u).

Définition 9. Caractéristique entrée-sortie statique
Pour un systéme ayant pour sortie y = h(z), nous définissons la caractéristique entrée-sortie statique
comme

ky(u) = h(kz(u))

a condition que la caractéristique entrée-état statique existe et que h soit continue.
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Pour plus d’éclaircissement, consulter |3, 4].

Soit le systéme ( 5.1)

X = hlw,u) -
dz ‘
% - fQ(Z,U)

y = hi(x) et w = hy(z)
La figure 5.1 donne une représentation du systéme( 5.1)

T = fi(z,u) )
w Ji;[(z) j?:: ()
L[ z= f2(za U) :<J

Fi1G. 5.1 = Décomposition du systéme en deuz sous-systemes
Faisons les hypothéses suivantes :

Hypothése 3. le premier sous-systéme est monotone par rapport & ’état = et a U'entrée u et sa
sortie y est aussi monotone par rapport a l'état z

Hypothése 4. le deuxiéme sous-systéme est aussi monotone par rapport a 'état z et a son entrée
y et sa sortie w est anti-monotone par rapport a I'état z

Hypothése 5. les caractéristiques entrée-état statique k,(.) et k.(.) existent. De méme les carac-
teristiques entrée-sortie k,(.) du premier sous-systéme et ky(.) du second sous-systéme existent et
sont respectivement croissante et décroissante

Hypothése 6. toutes les solutions du systéme sont bornées

Théoréme 5.1.1. Considérons le systéme ( 5.1) et interconnectons les deuz sous-systémes avec un
feedback tel que v =1y et u = w.

Si les quatre hypotheses ci-dessus sont toutes vérifiées alors le systéme ( 5.1) admet un équilibre
globalement asymptotiquement stable & condition que le systéme discret suivant :

U1 = (kwoky)(uk)

admette un unique point globalement asymptotiquement stable u*. (voir figure 5.2).

y u equilibre
Kw o

Ky

/

u

F1G. 5.2 — Caractéristiques 1/0 dans le plan (u,y) : feedback négatif

La preuve de ce théoréme est bien détaillée dans |3, 4]
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5.2 Application : réseau métabolico-génétique non monotone

Nous allons prendre un exemple de réseau métabolico-génétique non monotone auquel nous
appliquons une méthode utilisant un théoréme du petit gain.
Considérons le réseau suivant :

k1 ko

U—A——— B
A
1

e

FiG. 5.3  Réseau de régulation métabolico-génétique

U est 'entrée du réseau, A et B sont des métabolites, e est un géne qui code pour la protéine F.
La transcription du géne e est inhibée par le métabolite B. La réaction A — B est catalysée par F.
Le modele mathématique est donné par :

o _ k1@ — kpte—— " — Yo
dt Ta+ K
% = koo o — 7 i“Km — Ty (5.2)
d;e = keh™ (xp) — Yee
avec h™(zp) = % et x, est une constante. L’inhibition de la transcription du géne par le

métabolite B rend le systéme non-monotone. Nous allons vérifier les hypothéses du théoréme du
petit gain.
faisons I'’hypothése suivante :

Hypothése 7. v, > v

5.2.1 Deécomposition en deux sous-systémes monotones

Etant donné que le systéme( 5.2) est non monotone, nous allons procéder & une décomposition
en systémes monotones.

dx _
Sy { dte =keh™ (—u) — Yexe = q(u, ze) (5.3)
_ A
avec h™(—u) = e
dz, T
d— = kiwy — kov———F— — YaZa = fa(xaav)
Sy:d o+ Km (5.4)
R ey —— il 0,0)
— = kov————— — Wy = fo(xq, xp,v
di 23:@+Km Ty b\ Zas Lb,
= —uxy, est 'entrée du premier systéme et que w = —x;, est la sortie du deuxiéme.Nous prendrons

SIS

= x, comme entrée du deuxiéme et y = x, comme sortie du premier. Cette décomposition peut
étre vue comme la séparation de la partie métabolique et de la partie génétique.
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5.2.2 Monotonicité des deux sous-systémes

S est non-monotone par rapport a I'entrée car

Ofa(xq,v) <0
ov
0
fb($aa ':Ub7 U) > 0
ov
Pour rendre S5 monotone, nous allons poser z = x, + xp. Nous obtenons le systéme suivant :
dz
) a k12y + (Yo — )T — Yaz = f(2p, 2)
S5 dz, z— (5.5)
o 2’Um — Wy = g(2p, 2,0)
m

Sa jacobienne est donnée par Jy :

—Ya Ya — Vb
J1 = Km N
(z—zp+Km)? o

S’ est monotone par rapport a I'état. On a aussi

8f($b7 Z) — O
Oz,
dg(xyp, z
9(zs,2) _
0%,
D’ou 5% monotone aussi par rapport a l'entrée.

La sortie étant w = —xy, alors

ow
o 0
0z

<8mb 1

La sortie est donc anti-monotone par rapport a I’état.
S1 est toujours monotone par rapport a 1’état car étant d’ordre 1. Kt comme la sortie est x., alors
la sortie de Sp est aussi monotone par rapport a 1’état.

On a aussi d(u)
qlu) -7
S kch'™ (—u)
or Oh~(—u)
my oy Oh(—u
K™ (—u) = 90
En posant s = —u, on aura :
Oh™(—u)  Oh™(s) Os
ou - 9s Ou >0
Oh~ (s) Os

CarT<Oet%<O.
Donc S est aussi monotone par rapport a U'entrée .

Proposition 5.2.1. Sous [’hypothése que v, > Y, le sous-systéme Sy est monotone par rapport a
son entrée el a son état. Sa sortie est aussi monotone par rapport a son état.

Sé est monotone par rapport a son entrée et a son état. Sa sortie est anti-monotone par rapport a
son état.
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5.2.3 Existence des caractéristiques entrée-état

Considérons le sous-systéme S, et déterminons son point d’équilibre

* _ kizu—va Km—kovtvVA
€T =

a1,2 2'\/(1

x _ kFiwu—vyazg 5.6
rj = b (56)

T, a une solution positive et une solution négative. Les concentrations devant étre positives, on
choisit donc la solution positive :

. kizy — YKo — kv + VA

Lg

27,
Le point d’équilibre de S sera donc :
* _ kizu—vamy
T (5.7)
2*=ay 4 1)

e Etude de la stabilité de ce point fixe
L’entrée v est supposée constante. Considérons la fonction de Lyapunov suivante pour étudier
la stabilité globale de S5,
V(Z,Xp)=|Z —Xp |+ | Xp| avec Z =z — 2" et Xy = 23 —

V(0,0) =0
- V(Z, Xb) > 0V(Z, Xyp) # (0,0)
lim(ZXb)_)oo V(Z, Xb) = 0 )
V est un bon candidat de Lyapunov. Reste maintenant a trouver le signe de V'
Réécrivons S :
dz X X
— = k12 + (Ya — 1) (Xp + xb) —Ya(Z + 2%)
g .y dt 5.8
2 de_ Z—Xb—i—z*—xz (X—I— *) ()
p7al 2UZ—Xb+z*—x;§+Km Yo(Xp + xp

Remarquons qu’a 1’équilibre :

klxu + (’Ya - ’Yb)xz - ’YaZ* =0

2F —xy

2 =0
v K, T

kQU

Z—Xp+2*—x]
Z—Xb—i-z*—xz—l-Km ’

C = k1xy,y = 74 — b €t calculons Cil—‘t/

Posons a = kgv

& = (Z - %).sz’gne(Z - Xp) + %.sz’gne(Xb)
= (C+v(Xp+ ) —7(Z + 2%) — a+Ww(Xp + z7)).signe(Z — X;)
+(o = (X + 7)) signe(Xp)

Quatre cas peuvent se présenter :
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- Si(Z—-Xp) >0et Xp >0, alors

dv . .
e (C+y(Xp + 1) —va(Z +27))

En remplacant C + (74 — )2; — 722* = 0, on obtient

G = 1% -1z

= —7(Z—-Xp) — Xy <0

- Si (Z—-Xp) >0et X, <0, alors

av .
o = 2o = (X +2p)) +9X — %2

z*—xf
En remplagant y,x;, = kgxem, on trouve :

av (Z—Xp)Km
dar T _2(Z+z*—Xb—xg—l—ll()'m)(z*—w?;—l-l(m) B ’YG(Z - Xb) + X
av < 0

dt
Si (Z—Xp) <0et Xp >0, alors

dV .
e 2(a — W(Xp +23)) —vXp + Y Z

* 2" —xy .
En remplagant y,xp = kov sl K, Ol trouve :

v o _ (Z=Xp)Km
T = e Ktk T a2 = X) = Xy
v <
dt
Si (Z—Xp) <0et Xp <0, alors
% = _’YXb"i_’YaZ
= Ya(Z — Xp) + WX
@ <0

Par suite, V <0donle point d’équilibre de S} est globalement asymptotiquement stable.

Considérons maintenant le sous-systéme S; Son équilibre est en 2} = %h_(—u). L’entrée u
€

est une constante.
Pour étudier la stabilité globale de ce sous-systéme, nous allons considérer une fonction de Lyapunov

V(X.) = X% avec X, =z, — z}.

V est un bon candidat Lyapunov car :

e V(0)=0
o V(X)>0VX #0
o limy, oo V(X)) =00
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Maintenant cherchons le signe de V (X,)

V(Xe) = 2(keh_(_u) - ’Ye(Xe + x:))Xe

En remplacant x} par son expression, on obtient :

V(X,) = —27.X2 <0

Par suite, le point d’équilibre de S; est globalement asymptotiquement stable.

Proposition 5.2.2. Les caractéristiques entrée-état statique k. (.) et k,(.) respectivement de Sy et
Sy existent de méme que les caractéristiques entrée-sortie statique k,(.) et ky,(.) données par

k ('U) kixu— “/aKm_k2U+\/7
klxu 'YaKm_kQU‘i‘\/i“l‘sz'Ya

ey (u) = 7< ,6e) (5.9)

Ye
A = (k1wy — Yol — kov)? + 4y, k12, K

Sens de variation de k£, (v)
klafu_')/aKm_kz’U‘f—\/Z

Posons a0 = o o koo VALK > 0 car étant égal a - +Km
Calculons la dérivée de ky,(v)
Ok K 2K,
Ohkw(v) _ ks —(a+wv ma <0
v Yo k1% — VoK — kov + VA + 2K7,

Par suite la caractéristique entrée-sortie statique ky,(.) est décroissante.

Sens de variation de ky(u)

Calculons la dérivée de ky(u)
Oky(u) ke, ,_
= Zep—(—
w5 Y

On avait vu précédemment que h'~(—u) est positif donc la caractéristique entrée-sortie statique
ky(.) est croissante.

Proposition 5.2.3. La caractéristique entrée-sortie statique ky(.) est croissante et ky(.) est dé-
croissante.

5.2.4 Bornitude des solutions du systéme global
Soit V' la somme des solutions du systéme
V=x,+xp+ 2,
Rappelons que le domaine est Rx>g

V =kixy + keh™ (xb) — YaTa — VbTb — VYele
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Soit A une constante positive et inférieure a v4,7,7. et sachant que h™(xp) < 1, on peut alors
majorer V.
V <kizy+ke— AV
d’o,
k1zy + ke

kflivu + ke N
< - - - [
Vs SR L (1(0) - T e

V' est donc bornée, et comme toutes les solutions sont positives, on peut dire que si V' est bornée
alors toutes les solutions sont bornées.

Proposition 5.2.4. Toutes les solutions du systéme ( 5.2) sont bornées.

5.2.5 Convergence de la fonction w1 = (k,0k,)(u,) = F(uy)

/

FiGc. 5.4  Convergence ou divergence de la fonction uji1 = (kyoky)(uk)

Pour étudier la convergence de cette fonction, nous allons utiliser le théoréme du point fixe de Ba-
nach.

Théoréme 5.2.5. Si f : I — I une application contractante, ie il existe k€[0,1[ tq pour tout
(wy)eL, |If(x) = fFWIl < Kllz —yl|.

Alors f posséde un unique point fize x*. De plus, toute suite définie par ug € I, upy1 = f(un),
converge globalement vers cet unique point fize x*( [/, 30])

Lemme 5.2.6. Supposons que les quatre hypothéses énoncées plus haut soient vérifiées alors notre
systéme admet un point d’équilibre globalement stable si

oF
supy, er||=—1| <1
k Ouy,

Démonstration. Supposons que F'(ug) soit continument dérivable, d’aprés le théoréme des accrois-
sements finis,

1F(y) = F(2)|| = Hg—i(e)(y—w)!\ﬁ € [z,y]

oF

1E(y) = F@)l| < supu,erllz —Illly — 2]
Uy,

Pour que l'application F soit contractante, il faut que SuPukeRHgTiH < 1, ainsi F(uy) conver-
gera globalement vers le point fixe et donc le point d’équilibre de notre systéme sera globalement
asymptotiquement stable. ]
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Revenons a notre systéme. En appliquant ce qui vient d’étre dit & notre fonction upy; =

Okwoky (uy) H <1

—ky0ky(uy), nous devrons trouver les conditions pour que sup,, crm|| o

oo (o) = 2 k1y = Yakn = ka2 h (ug) + [Tz = 7aKm — ka2~ () ke
wORy(UL) = — —_ U
M ki = YaKom — kb (u) + \[Rrw — vaKon — kaBeh (uy) + 2y Ko e

Posons b = kyxy — Yo K, a = 27:: B =2vKm et a= %
Posons A(ug) = b — ah™ (ug)

Ohwoky(ue) = () L)y A2/ A (i) HB(A 1)) (y/A(ua) +1)
Dur, 20/ A (uge) (A(ug)+/A (ur)+5)2
20h~ (up) (v/A(ur) +1)

2 /A (k) (A(ug )+ /A(up)+8)2

Posons
a = (A(ug)+1/Alug))? 21/ Aug))+8 k) (VA(ur)+1)
2¢/A(ug) (A (ug) +\/A(Uk 8)?
 2ah7 (ug)(y/A(uk)+1)
2¢/A (ur) (A (ug) ++/A(ug)+53)2

donc

Okoky (ur,)

_ -
B =ah' (uy)G

e Cherchons le maximum de ||(h™ (z))']|
_ n,_
I(h™@))'[| = —h~ (2)h* ()
avec h™ le complémentaire de h~.
(h™(2))" = h~h*(1+nh* —nh™)
x

[|(h~(x))|| est maximale si (b~ (z))” = 0, ainsi on trouve :

— 1.1
Tmax = Hb(l + n)”
On en déduit V'expression de |[(h™ (Zmaz))'|| = fm
n+1
1+n)™m
10 )l = fon = LT
4n9b(n - 1)
e Cherchons le maximum de ||Gl]
G| = || (A (up) ++/ A () 24/ A () ) +B2(A (k) (v A(ur) +1)

20/ A (ur ) (A (uge ) +/A (ug ) +6)2
ah™ (ug) (/A (ug)+1) )l
20/ A (ug) (A (ur)+/A(ug)+8)?

Soit Gyaz €t Gin respectivement les maximum et minimum de G

(b+ Vb)*(2vb) +26b(vb + 1)
2Vb—alb—atvVb_adtd)?
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Gmam =




(b—a+vb—a)?!2vVb—a)+ 20 —a)(Vb—a+1) —2a(vb—a+1))
2Vb(b + Vb + )
maz(||G]) = maz(||Gmaz|], [|Gminl|)

Okz, Okz, (uk) .
baTkkH < 1, il faut que

Gmin =

On peut dire maintenant que pour que supy, cr™||

afmmaz(||Gl]) <1

1

Im < Gmaz(IGT)

.. Ok, Ok, .
Proposition 5.2.7. supukeRmegﬁ(uk)H <lsionafn< m

La pente de la fonction de Hill doit étre assez petite par rapport aux autres parameétres.

Vérification par simulations numériques
Nous allons faire des simulations avec des paramétres qui vérifient 'inégalité et d’autre qui ne la
vérifient pas.(voir figure 5.5)

12

ky(xb)

ky(xb) £
08 B

06

04t

X1
ELL

FiGg. 5.5  Comportement de la fonction ugy1 = (ky o ky)(ur) = F(ug) selon les valeurs de para-
métres : a) maz(||G||) = 0.9248, a = 3, fn, = 0.3551 < 35555 = 0.3604 donc la fonction converge ;
b)max(||G||) = 0.9248, a =6, fn, = 0.3551 > st = 0.1802 donc la fonction diverge

Proposition 5.2.8. Toutes les hypothéses du théoréme de petit gain étant vérifiées sous la condition
énoncée dans la proposition 5.2.7, alors le systéeme( 5.2) admet un équilibre globalement asympto-
tiquement stable.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons eu a étudier un systéme métabolico-génétique non-monotone du fait
de la régulation négative de I’expression du géne par une protéine. Kn décomposant le systéme en
deux bloc, I'un contenant la variable génétique et 'autre contenant les variables métaboliques, nous
avons pu appliquer des techniques de systémes monotones pour montrer que le systéme converge
sous des hypotheéses sur la pente de la fonction de Hill, vers un équilibre globalement stable.
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Chapitre 6

Oscillations induced by different
timescales in signal transduction
modules regulated by slowly evolving
protein-protein interactions

Dans ce chapitre, nous explorons la dynamique que peut induire l’existence de différences
d’échelles de temps dans un systéme. Comme application, nous avons pris un modéle composé
de modules d’activation et de signalisation régulés par un processus qui évolue lentement. Ce pro-
cessus lent peut étre une interaction protéine-protéine ou génétique. Les études de ce modele ont
permis de voir qu’'une variation lente du processus lent peut induire un rapide basculement du pro-
cessus rapide (module de signalisation), d’'un mode de fonctionnement a un autre et conduire a des
oscillations. Ces résultats sont illustrés par un modele réduit de 'oscillateur cdc2-cycline B dans le
cycle cellulaire. En utilisant les données expérimentales disponibles, les paramétres du modéle sont
estimés et sont en adéquation avec un mécanisme ayant un comportement oscillatoire découlant du
couplage d’un processus lent avec un processus rapide.

Ces études ont fait 'objet d’une présentation et d’un acte de conférence & Med(08 et est actuellement
en cours de révision pour une publication dans IET Systems Biology

6.1 Introduction

Signalling pathways are fundamental modules of intercellular organization and regulation. They
are responsible for transmitting information from the exterior to the interior of the cell (or between
two intercellular regions), along signal transduction cascades. Signalling pathways frequently inter-
act among each other or with gene expression, to regulate cellular functions, in response to external
stimuli. For instance, gene transcription is often the ultimate result of signalling events but, conver-
sely, changes in gene expression patterns can also activate a signal transduction cascade. In general,
signal transduction pathways and gene networks operate at different timescales. Typical signalling
times are on the order of seconds, a fast process when compared to gene expression patterning,
which may range from minutes to hours (see, for instance, Table 2.1 in [1]).

In this paper, we study a general system with three components : an activation module, a si-
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gnalling module and a slowly evolving regulatory module. The activation and signalling components
are considered fast relative to the regulatory component. In this system, the signalling module has
two stable modes of operation (which correspond to two steady states for a fixed concentration of
the regulatory component). We show how the signalling module can be regulated between its two
stable modes of operation by a slowly varying (e.g., genetic) pattern. In particular, we study the
interaction between components with different timescales slow (genetic-like) component and fast
signalling component — which may induce oscillations in the concentrations of the system’s mRNAs
and proteins.

Examples of biological systems where an interaction between genetic and signalling (or two
signalling) modules leads to oscillatory behaviour include the p53-mdm?2 [43] or the IkB-NFxB
networks [35]. We will consider 3- and 2-dimensional models as represented schematically in Fig. 6.1.

|thpb]

- \
1)
i'o*ﬂ—}, T |y

Fi1G. 6.1 — Simplified scheme of the mechanism of regulation.

Our models were inspired by signal transduction cascades (such as MAPK cascades |12, 18]), and,
more particularly, by a model of the cde2-cyclin B cell cycle oscillator proposed in [54, 53]. This
system plays an important role in the progression from G2 to M phases in the early embryonic cell
cycle in Xenopus laevis oocytes. Cdc2 (a cell division cycle protein ; represented by ¢ in Fig. 6.1)
is activated by cyclin B (represented by ®g), forming a complex Cdc2-cyclin B (z). This complex
activates its own activator Cdc25 (represented by the “+” loop), and also activates the Anaphase
Promoting Complex (Y'), which in turn promotes degradation of cyclin B (degradation of ®g, as well
as inactivation of  back to form xg). Some remarkable experiments on the Cdc2-cyclin B have been
performed by two groups, Pomerening et al [54], and Sha et al [61], which show that the Cdc2-cyclin
B system does exhibit bistability, that is two stable steady states exist for the same concentration
of cyclin B. Further work by Pomerening et al [53] shows that the auto-activation positive feedback
(denoted “+” in Fig. 6.1) is necessary for sustained oscillations to occur. The models proposed
in [54, 53] have around 10 variables and about 30 parameters. They behave as “integrate-and-fire”
or “relaxation” oscillators, using the conjunction of positive and negative feedback loops.

Here, we consider smaller 2,3-dimensional models, which are also of the type known as relaxation
oscillators, because the periodic orbit essentially evolves along two different branches of the x-
nullcline, with fast jumps between the two branches of the z-nullcline. In other words, along each
branch of the nullcline, x is near quasi-steady state, and jumps rapidly between the two “steady
states” In [53] the importance of the auto-activation positive feedback for generating oscillations was
studied. In this paper, the focus is on the role of the negative feedback loop and on the analysis of
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the relative timescales of the various biological processes that are needed to generate a ‘“relaxation”
oscillator.

The negative feedback is formed by the system denoted y in Fig. 6.1, whose output Y = h(y)
(for some appropriate function of y) contributes to the degradation of ®y; and z. In general, y
may be an n-dimensional vector, representing the components in a regulatory module, for instance
proteins and messenger RNAs in a genetic regulatory network or another signalling pathway. In the
example studied throughout the paper, we will consider y to be a scalar variable and the output
to be Y = y. Theoretical conditions on the parameters are provided, that guarantee an oscillatory
behaviour as observed in [53]. First, under constant regulation (fixed y,Y’), our analysis provides
conditions on the parameters for the existence of bistable behaviour. Then, adding slowly varying
protein-protein activity, conditions are given that guarantee the existence of a periodic orbit. Finally,
a set parameters for the model is identified from data reported in [54, 53|, and it satisfies all the
“fast /slow” theoretical conditions. The model analysis also suggests further experiments to confirm
or not, the hypothesis that the Cdc2-cyclin B oscillatory behaviour is generated by a mechanism
combining a positive feedback with a slowly varying negative loop (as posed also in [53]).

Recent work [22]| uses a similar “fast/slow”
monotone system with a slow varying 1-dimensional system. Conditions are given for the existence
of periodic orbits. An example of a MAPK cascade is given. However, no parameter estimation from
the data is performed in [54, 53] or [22]. Our present study of a reduced 2-dimensional model has
the advantage that each variable can be fitted to the corresponding steady state and time series
data, the fast/slow hypotheses checked, and a maximum of information extracted using a minimum
of mathematical machinery.

idea to study a system coupling an n-dimensional

6.2 Coupling fast signalling and slow regulatory modules

Our goal is to study the role of slow processes (such as a genetic network) in the regulation of
a faster process (such as a signal transduction network). For simplicity, we will consider one slow
variable y (representing a regulatory genetic network or slowly evolving protein-protein interactions),
and one normally varying variable x which represents a common signal transduction network, such
as a MAPK cascade [412, 18] (see Fig. 6.1). Thus there are in fact two forms of a protein X, inactive
(xo) and active (z), but the their total concentration is constant : g + = Xyt. The slow variable
is characterized by an increasing sigmoidal activation function and a linear degradation rate : this
is also the mathematical form typically used to describe a transcription/translation process. If
x is below a certain threshold (63), y is only weakly activated. but once x increases above that
threshold, y becomes fully activated. Note that the dynamics of the regulatory module (6.4) is
characterized by an increasing sigmoidal activation function and a linear degradation rate : this is
also the mathematical form typically used to describe a transcription/translation process [1|. Our
analysis is thus applicable to systems coupling signal transduction and gene expression, or other
genetic-like processes. The normal variable is negatively regulated by the slow variable (y promotes
degradation of x), but there is also a positive auto-regulation term (®(x)), that is x increases
depending on the available quantity of inactive X (zg = Xy — ) :

T = q)(l')(Xtot - 33') - Ny,
xm
Yy 2 m 4 95”’ 72y ( )
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The function ® should be an increasing function of x, and in the rest of the paper we will choose one
general form (see Section 6.2.1). In particular, we wish to study conditions under which the slower
dynamics can induce oscillations in the system. Suppose that, for some fixed y (for y in some interval
I,), the equation for x admits multiple steady states, representing different modes of operation of
the signal transduction network. Suppose also that, for y outside this interval I, only a single
steady state for x exists. Then, as the regulatory network y changes slowly to exit the multistability
interval, the x module will respond by jumpimg from one steady state to another. The positive auto-
regulation feedback loop is essential to generate two stable states for x. Then the negative feedback
loop is necessary to induce xz to change between its two (stable) states. Conditions are given to
guarantee (or not) the existence of oscillations. Finally, the oscillatory dynamics is important : here,
we wish to study the case where x spends most of the time near one of its stable modes, and then
responds to a slowly evolving y by rapidly switching to its other state. This dynamics will follow
from appropriate hypotheses on the timescales of the different biological processes. The theorem
of Poincaré-Bendixson will be used to establish the existence of oscillations - this is a standard
result for 2-dimensional systems (see, for instance, [51]; a recent example of its use for establishing
conditions for oscillations in chemical reaction networks can be found in |9]).

This kind of oscillatory systems has been mathematically studied before [51], but never really
applied to estimate parameters from biological experimental data to verify that the fast/slow condi-
tions hold. Another new aspect analyzed in this paper is the use of the slow/fast framework to
obtain analytical estimates for the period of the orbit in terms of the parameters of the system.
Several predictions can then be made, for instance, which parameter most affects the period and
the time spent in each “steady state” or mode of operation.

6.2.1 The model

To study the system (6.1) we will next introduce a general form for function ®. This is motivated
by model a of the cell cycle oscillator studied in [54, 53]. Equations (6.1) can be viewed as a reduced
model of the cell cycle oscillator : the protein x represents Cdc2-Cyclin , and the slow variable y
represents the Anaphase Promoting Complex (or APC). An inactive form of Cdc2-Cyclin B is also
considered, which satisfies xg = X;,+ — 2. The transformation of protein zg to its active form z is
mediated by another protein, w, for which we will add a simple equation with a constant synthesis
rate (ks). A basal level or external input may also be added (wyg), resulting in an activation term
&y = ki(wo + w), as shown in Fig. 6.1. The auto-activation feedback loop will be of the form
W%xo. The protein = activates module y (represented by the term Vg%), and a linear
degradation rate is assumed for y (72y). In turn, the module y regulates degradation of both proteins
x and w, by proteolysis of w (terms —y,yx and —y,yw). Taking the total concentration of Cdc2 to
be constant, xo + x = Xy, the equations are given by :

W o= ks —ysyw (6.2)
. x"

T = <l<:1 (wo + w) + VIW> (Xtot — ) — Myx (6.3)
A (6.4)
y = V2 o 1 V2Y- :

All parameters are positive, and it is easy to see that the nonnegative orthant ([0, co[x[0, co[x [0, 0o[)
is invariant for the system. We will study this system using the idea that each of the three model’s
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components has a specific response timeframe, and the three are clearly distinct. In other words, it
will be assumed that three distinct timescales are present in the system : the activating stimulus
(w) has the faster timescale, followed by the signalling protein x, with an intermediate or “normal”
timescale, and the regulatory model has the slowest timescale (see Table 6.1).

The difference between signalling and transcription/translation times is well documented by
now [1]. Regarding the activation by w, for this system, the mechanism for regulation and balancing
of cyclin B is apparently not yet clear. It is well established that cyclin B is hardly present up to
G2/M phase, where it rapidly accumulates to high concentration and activates Cdc2. At the end of
mitosis, cyclin B is observed to degrade rapidly, through proteolysis by APC. In our analysis we will
assume that the time response of w is faster than that of x or y. We will treat this as an hypothesis,
part of the model, to be confirmed or contradicted from the comparison of experimental data to the
dynamical behaviour of the model arising from these hypotheses. In particular, it will be assumed
from now on that w is at quasi-steady state, that is,

wzﬁl:all, (6.5)
Vs Y Y
for y > 0 (it will be shown that y is strictly positive). Taking a new variable x ~» z/ X}, and setting
also 0; ~ 0;/ X0t (i =1,2), the system becomes :

. aq z"
= (& AR VLS Y
x < 1(wo + y)—i— 10?+x”> (1—2)—myz
=V ™ (6.6)

A similar system was studied in [19] (with a; = 0), and it was shown that, for each fixed y, there
are at most three and at least one steady states for x. It is not difficult to check that this is still
true for the present = equation (see Fig. 6.2). |h,t]

1F

0.1

F1G. 6.2 — The bold curve represents ®(x) = (P + Vlﬁ)(l —z) and the other curves represent

1 = yyx for three values of y, as indicated. Values of parameters : &3 = 0.09, V3 = 1, V5 =
1.275 x 1072, 41 = 8.7, 72 = 3.75 x 1072, 6; = 0.25, 3 = 0.2, n = 4, m = 50.

Although details are given for the cdc2-cyclin B system, model (6.2)-(6.4) can also be used to describe
other biological systems. Consider, as another example, the NFxB-1xB network [35]. The transcrip-
tion factor NFxB is present in the cytoplasm (w =NFxBy) and in the nucleus (z =NFxB,,.)

Y
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where it activates transcription of the ixB gene (y =IkB mRNA). The protein IxB will bind NF&B,
thus preventing its transcriptional activity (y1yz,ysyw). Active and inactive forms of NFxB can
be considered (x, xg). Several other feedback loops exist (notably, through anti-apototic proteins
such as TAP), which can be summarized by the positive auto-regulatory term Vlﬁ. With these

components, model (2)-(4) also describes oscillations in the NFxB-1xB network.

6.2.2 Different timescales

Following the biologically reasonable assumption that the dynamics of the signalling network is
faster than the dynamics of the protein-protein regulatory module, we can rewrite the model under
a standard slow/fast approach (under a fast time) : & = f(z,y) and ¢ = ~2g(x,y) with o small
(see A1). Normalizing variable y to :

j=s
2 ‘/27
system (6.6) can be rewritten as :

n

dr Yo a1 x Vo
- (kl(w0+v2 g)-i-len_i_mf)(l x) 7172yx
dy x™ -

with the additional hypothesis that %Vg > 79 (see Table 6.1).
The variable w can also be normalized with respect to some appropriate value, Wiy :

to obtain

The parameter ks should be large to justify the quasi-steady state assumption (6.5). Note that

ap = k—z From the normalized equations, it follows that there will be three distinct timescales in
system (6.2)-(6.4) if the parameters satisfy the constraints listed in Table 6.1. [h]

TAB. 6.1 — Timescales of the model’s components.

Component Timescale Assumptions

Activation, w fast VII/C:M > kiwo+ Vi vs > M
Signalling, *  normal

Regulation, y slow 2 < min{kjwg + V4, Vg%}
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6.3 Stability analysis

The steady states of system (6.6) can be found by looking at the intersection between the
nullclines f(x,y) = 0 and g(z,y) = 0. These can be solved with respect to y to obtain :

1 11—z
— 2
fo(x) = 2’71 A(.Z') + 2’71 A(a;) + 4/<;1a1’yl
V2 ™

Yo ™ + 9””’

go(x) =

where

z" 1—=x
A =k \% .

The form of fy(x) depends on the values of the parameters. For instance, it can be strictly decreasing,
or it can have an increasing region in between two decreasing regions (as depicted in Fig. 6.3). The
y nullcline is always a strictly increasing function. If fy is strictly decreasing, it is not difficult to
check that there is only one (stable) steady state. Here we will focus on the case of fy with three
monotonic regions, as in Fig. 6.3. In addition, V5, 72, and m will be assumed such that gy intersects
fo only once. The stability of this unique steady state depends on which region gy and fj intersect
(as shown below).

Fic. 6.3 Representation of nullclines. By varying 65, one of two cases is obtained : either 6
belongs to the interval |Zmin, Tmax| (middle) ; or s is outside the interval [Zmin, Zmax), either below
ZTmin (left), or above xyax (right). Parameters are as in Fig. 6.2 and (left to right) a) 62 = 0.07, b)
92 = 0.2, and C) 02 = 0.35.

Thus, the system will be studied under the following assumptions on the parameters :
Al y» < mm{2,§k1”’1$} and 75 < VlVg,
A2. m is sufficiently large ;
A3. there exist 0 < Tpin < Tmax With dfy/dz(Tmin) = dfo/dz(Tmax) = 0, dfp/dx > 0 for all
& €|Tmin, Tmax|, and dfy/dz < 0 for all ¢ [Tmin, Tmax] ;
A4, fo(rmax) < max(go) (or fo(Tmax) < %, when m tends to infinity) ;

A5, fo(2min) > min(go) (or fo(Zmin) > 0, when m tends to infinity) ;
A6. n > 7‘/1(%%61) <2“110;“ g + kiwo + V1>
These assumptions guarantee that system (6.6) has the form necessary to exhibit oscillations.

More precisely : Al guarantees that the y equation is slow relative to the x equation (see Table 6.1) ;
A2 guarantees that the activation of y by z is sufficiently steep to be fairly well approximated by
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a step-like function (this is used later in Section 6.5 to compute an analytical expression for the
period of the orbit); A3 establishes the existence of a bistability region by saying that fj increases
I |Zmin, Tmax| and decreases in [0, Zyin] and [Tmax, 1] (see Figs. 6.2 and 6.3). If the function fy
is strictly decreasing, then system (6.6) has only one stable steady state, and no oscillations are
possible. If there is a region where fy is increasing then system (6.6) may have an unstable steady
state and a periodic orbit, as will be shown (Fig. 6.3, middle). The values Zmyin, Tmax can in fact
be viewed as an interval for the y activation threshold 5. Estimates for @iy, Tmax will be given
in Lemma 6.3.4, with the help of assumption A6; A4 and A5, together with A2, guarantee that
system (6.6) has exactly one steady state, given by the intersection of the two nullclines fy and go.
The “flat” parts of the y nullcline should not intersect the = nullcline (see Fig. 6.3) :

xr > 92 : 90(1’) ~ ‘/2/72 > fO(xmax)
xr > 92 : go(x) ~0< fo(xmin).

Finally, A6 says that n should be sufficiently large to generate a bistability region. It is used in
Lemma 6.3.4 to find explicit conditions on the parameters to satisfy A3. But it is a conservative
assumption : smaller n also satisfy the conditions.

First, we show that there are forward-invariant regions for both 3-dimensional and reduced
systems. A set D € R™ is forward-invariant for a system & = f(z) if : for all g € D, the solution
x(t) of the initial value problem & = f(z), x(0) = z satisfies z(t) € D for all ¢t > 0.

Lemma 6.3.1. Assume Al holds. Then the compact set
Lks v ks 72 95™ + 05 v, " W
C= |5 o | X DU X o
2 1 Vs 1 Vs 5 2’72 85 + 92 72

is a forward-invariant set for system (6.2)-(6.4). Furthermore, the quasi-steady state approxima-
tion (6.5) is well defined in C and

2m
D =[421] x [ﬁ#ﬁ}
272 y5™ 4+ 05 2

is a forward-invariant set for the reduced system (6.6).

Proof. To determine whether a given domain D is forward-invariant, we evaluate the vector field
on the boundary of the domain. If the vector field points towards the interior of D, then D is

invariant. To check that C is a forward-invariant set for (6.2)-(6.4), it is clear that Cé—f < 0 whenever

xz = 1, and z—? < 0 whenever y = % It is also easy to check that %(wl,x,y) > 0 whenever
1ks d ks 72 757 +05"
w; = 57—1‘% and (wy,z,y) € C, or G (w,,x,y) < 0 whenever w, = 47—1&—2% and (w,,x,y) € C.
2m
Fory =y, = 2‘/722737"2%’ using z > 73 it is clear that
d 2m V- 2m
Y (w,x, ) > Va2 2 B>,

dt o7 +2m 2y, 2 4 g

for all (w,x,y;) € C. Finally, using assumption Al, one can choose 7, sufficiently small such that
(setting ; = 43, and using y < Va/¥2) :

d
ﬁ(w)xlay) > <k1w0 + ‘/1

,72271 2 Vo o 3
dt %n (1—-73)— 71%72 > Zklwo —mVey2 >0

07 +
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for all (w,x;,y) € C, using v2 > 0 and v, < 1/2 for the first inequality, and v, < %% for the
second inequality. Hence, the domain C is invariant.

To prove the second part of the Lemma, since y is strictly positive (and remains inside a strictly
positive closed interval), the quasi-steady state approximation (6.5) is well defined in C. Note that D
is the projection of C on (z,y), and a similar proof shows that D is indeed invariant for system (6.6).
|

The next result shows that system (6.6) has a unique equilibrium in D, and analyses its stability.

Lemma 6.3.2. Assume A1-A5 hold. Then system (6.6) has a unique steady state, (z*,y*), and (a)
if 03 ¢ [Tmin, Tmax], then (z*,y*) is stable; (b) if 02 €]z min, Tmax| then (z*,y*) is unstable.

Proof. Assumptions A2, A4 and A5 imply that fy and gg intersect at a single point (x*,y*) (as
depicted in Fig. 6.3). To analyse stability of the steady state, consider the Jacobian. The following
relations can be deduced from the nullclines’equations :

of (z,y) n of (x,y)

aq; ay S1 = 0
99(@.y) . ag(fﬂ,y)s2 0, (6.8)
ox Jy

where s1 = Cg—;’@*) and s9 = %($*) are the slopes of nullclines fy and gg computed at the steady
state. Then the Jacobian is given by

g_ | 0f/0x 0f/0y ] _ [ —510f/0y 0f/0y
dg/0x  9g/dy —s20g/0y 0g/0y |’

For a system of second order, it is well known that, if trJ < 0 and det J > 0 then the steady state
is stable. In contrast, trJ > 0 and det J > 0 imply that the steady state is unstable. For both cases
(a) and (b) it holds that det J > 0. To see this, note that

of dg
det J = —81)=——=—
e (s2 81)8y 9y
so det J > 0iff so > s1. This is always true for parameter sets satisfying A1-A5 : for 62 ¢ [Zmin, Tmax),
it follows that s; < 0 < s9; for 0y €]Tmin, Tmax[, with m large enough, it follows that sy > s1 > 0.
To check the sign of the trace of J, note that
of 9y
tr = —s1=— + == = si1z" — 72.
r 1 oy Oy 1M Y2
For case (a), s1 < 0 so clearly trJ < 0 and the steady state is stable. For case (b), s; > 0 but note
that * > Zmyin, where i, is independent of o (since obtained from dfy/dz = 0). Thus, using
assumption A1, one can choose 5 sufficently small such that vo < s171Zmin < s1y12*. Thus, for
case (b) the steady state is unstable. ]
The dynamical behaviour of system (6.6) in case (b) can be further characterized (see also
Fig. 6.5).

Lemma 6.3.3. Assume A1-A5 hold. If 0y €]z min, Tmax[, then system (6.6) admits a periodic orbit.

Y

91



Proof. The existence of a periodic orbit follows immediately from the theorem of Poincaré-Bendixson |5

and the previous lemmas. The following two conditions are verified : (i) there exists a bounded, in-
variant region in the zy-plane (D, Lemma 6.3.1); and (ii) this region contains a unique unstable
steady state (Lemma 6.3.2). |

Finally, we will give sufficient conditions on the parameters for the system to verify assumption
A3, and hence exhibit a periodic orbit. It is not easy to find explicit expressions for Zyin and Tyay in
terms of the parameters of the system. To solve this problem, we will instead show that there exists
A > 0 such that the interval I = [(1 — A)f1,601] C]Tmin, Tmax[- In this case, a sufficient condition
for existence of an unstable equilibrium point is 6 € [(1 — A)#y, 601].

Lemma 6.3.4. Let a = 1/2% € [%,1] and suppose assumption A6 holds. Then xn;n < af; and
Tmax > 01.

Proof. To prove this, it is sufficient to verify that, for n large enough, the derivative of fj is positive
for & = A0y for any A € [«, 1], and becomes negative somewhere outside this interval. This follows
from assumption A6 and the expression of the derivative of fj :

dfo L% 11< dA 1)

= 2A— — 4k
dr  2v dx * 271 ¢ 1N

dx

where ¢ denotes the expression : \/A(:E)2 + 4k1a1711_7m. Note that % < 0 implies g—g < 0 and that

dA dA 1
% > 0 and A% > 2/?1&1’)’1; (6.9)

implies that 42 > 0. For = = \; with A < 1 obtain :

AT 1— N0y
AN0y) = |k Vi
(A01) < 1wo + 1)\n+1> o
dA 1 AT AT
M) = == | WVi——50—-M1) -k %
2z M0 A262 <” 1(>\”+1)2( 1) = Fawo - 1>\”+1>
Since A(z) is positive for all z, to satisty (6.9) it is sufficient that
2 01 1
A > A———— |2k k Vi
n = V1(1—01)[ 1611711_91k1 0+ 1wo + 1]
(A" +1)2 Ay 1 A"
——— |2kia — + kywo + V; ,

where we have used that fact that 1/2 < A < 1 and the following inequalities :

A7 01 MGy
AT +1)201
RN s v e LN pay i p v

Now, by assumption A > a = 1/2%, which leads to :

12

0, 1
— |2
AT kiaiyi——— + kiwy + V4|,

n
A > n=_>
" =na 2~ 1—91]@’10

where assumption A6 was used in the last inequality. Therefore, under the assumptions, condi-
tions (6.9) are indeed both satisfied. ]
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6.4 Parameter identification

To illustrate the theoretical results we will use systems (6.2)-(6.4) and (6.6) as a simple model
for the mechanism of Cdc2 activation by cyclin B. This is is known to function as an autonomous
oscillator [54] in the progression from G2 to M phases in the early embryonic cell cycle of Xenopus
oocytes.

Two types of experiments were performed by Pomerening and co-authors. In the first set of
experiments [54], a non-destructible form of cyclin B was used, which is not subject to APC-
mediated degradation. Cyclin B was used as a constant input to the system : Xenopus egg extracts
were treated with different concentrations of cyclin B and allowed to reach a steady state. Bistability
and hysteresis were observed. In the second set of experiments [53], the importance of the positive
feedback loop is explored (represented by the z auto-regulation in our models), and cyclin B is not
externally controlled as before. Simultaneous measurements of cyclin B and Cdc2-cyclin B activity
are available. We will next use two sets of experimental data to estimate parameters for model (6.6)
and then check whether these are compatible with the timescales’ assumptions.

Y

6.4.1 Bistability

The experiments reported in [54] (see, in particular, Fig. 3(c) of this reference) can be interpreted
as the response x to constant inputs w. The data consists of steady state values of x, for each constant
w. In Fig. 6.4, the hysteresis curve for steady states of Cdc2-cyclin B as a function of the input u is
reproduced as white squares and black stars. Since a non-destructible form of cyclin B was used, in
our 3-dimensional model, the w equation becomes redundant, and the system is modeled by (6.3)
and (6.4), with constant w = u. According to our analysis, if x is at steady state, then we expect y
to remain fived at some (unknown) value yq.

Under these hypotheses, model (6.2)-(6.4) can be reduced to the = equation, with a new para-
meter 79 = Y190, to be estimated :

n

T =®(x) —yx = <k1(w0+u)+V1 ) (1 —2)— vz (6.10)

The input term for x is of the form ®y = ki(wp + u), where u = [665 — cyclin B] represents the
concentration of the non-destructible cyclin B (known), wq represents a basal concentration of cyclin
B (unknown parameter), and kj is the corresponding reaction rate.

A set of parameters that describe the biological system can be estimated by minimizing the
difference between the data and the model’s steady states. However, since the data consists of
steady state measurements, it contains no information on the rapidity of convergence to steady
state. That is, only the ratios V4 /k; and 79/k; can be obtained from the data. Observe also that,
for large n, it is not possible to derive an explicit expression for the steady states of (D.1). Therefore,
for the purposes of parameter estimation, we have chosen to approximate the sigmoidal expression
:c”mTG? by a ramp function (see also [19]). For simplicity, the exponent n will be fixed at n = 4. The
estimation procedure is described in the Appendix, and further details given in the Supplementary
material. As u varies from 0 to 40 nM, there should be only a “low” steady state; for u roughly in
the interval 45 - 70 nM there should be both a “low” and a “high” steady state; finally, for u larger
than 75nM there should be only a “high” steady state. For the existence of a bistability region, there
are two possible cases for the “low” and a “high” stable steady states. The estimated parameters are
given in Table 6.2. |h]
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TAB. 6.2 — Estimated parameters. The errors indicated correspond to the diameter of a 95% confi-
dence region for the bistability data, and 95% confidence intervals for the time series data.
Simultaneous Cdc2 activity, Cyclin B data

Bistability Cdc2 activity data Parameter  Value
Parameter Value Wo 19.78 £ 3.57 nM )
wo 61.92 + 1.74 M o1 1504 4 0.208 nM e
}f/_i 430.86 -+ 4.09 nM k1 3.769 x 107* £+ 3.'92_? 107° nM~*min
% 84349 + 5.06 nM i 0.162 £ 0.0032 min -
ki Vs 0.251 4+ 0.069 nM min~!
o1 0.2752 % 0.0012 o 0.358 4 0.09 nM~'min~"
n 4 Y 0.026 + 0.0051 min~!
05 0.269 4 0.045

25 T T T T T 11

15+

X (steady state, normalized)
X (+), 1ly (0) (normalized)

;M

i i
0 20 40

60 Bb 160 120
u (nM) t (mins)

F1G. 6.4 — Data fitting. Left : steady state response of Cdc2-cyclin B activity. The stars and squares
represent the hysteresis data from Fig. 3(c) of [54]. Right : dynamical evolution of Cdc2-cyclin B
activity ("+’) and cyclin B (’0’). The symbols represent data from Fig. 1V of [53]. Solid curves
represent the model variables, normalized to their maximal value. Variable z fits to '+’ and 1/y fits
to 'o’.

6.4.2 Oscillations

One of the experiments reported in [53] (namely, Fig. 1V of this reference) shows the simultaneous
evolution of both cyclin B (w) and Cdc2-cyclin B activity (z) (in a wild type case), but there are
no APC measurements (y). Under the different timescales hypothesis, we consider that cyclin B
responds much faster than Cdc2 to changes in APC, obtaining reduced system (6.6).

The parameters already obtained from the bistability data will now be used in the estimation
of the remaining parameters, as follows :

e € [(1 — A)@l, 91] (see Appendix) ;
to simplify computational work, we choose and fix m = 6;
~1 is newly estimated (since 7y is in fact 199, with unknown yg) ;
wy is newly estimated, since basal levels may depend on the experimental conditions;
a1, Vo, and 9 are newly estimated ;
k1 is newly estimated ; based on it the parameter V; can be computed.
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The estimation procedure is a nonlinear least squares method, where the cost to be minimized is the
difference between data points and model trajectories, both normalized to their maximal values (see
Appendix). As before, this procedure was implemented in Matlab 7.3, using the function 1sqnonlin.
The parameters obtained are shown in Table 6.2, and the final fit may be seen in Fig. 6.4.

6.4.3 Validation of different timescales hypotheses

Estimates have now been obtained for all parameters of (2-dim) system (6.6). To check whether
the assumptions on the timescales are verified recall that (Table 6.1) :

o < min{kiwo + Vi, %VQ} © 0.026 £ 0.0051 < min{0.17, 1.54}.
2

Assumption A1 further requires :

3ki(wo +a1) |

0.026 £ 0.0051 < 0.034.
4 mW

Y2 <

We have considered the error bars for each parameter to find the minimum values of kjwg + Vi,
wo+a1)

%Vg, and % Since we have no way to access s or ks /Wi, it cannot be checked whether the
quasi-steady state assumption on w is justified. However, looking at the data in Fig. 6.4, we observe
that cyclin B (= w) has a fairly constant value during the sharp increase in Cdc2-cyclin B (= x)
(the symbols '0’ in the time interval [75,85] minutes). According to the model, y remains pratically
constant during the sharp z rise (see also Fig. 6.5). This argues in favor of the approximation
w R ay/y.

The estimated parameters satisfy all inequalities. These results indicate that system (6.2), to-
gether with the hypotheses of substantially different timescales is a reasonable model of the Cdc2-
cyclin B oscillator. This 2-dimensional model may have the disavantage of being too schematic and
not containing enough detail, but many advantages are also gained : it is suitable for parameter
estimation from the available measurements, avoiding many problems related to underdetermined
systems; and it still provides a faithful and useful phenomenological description of the biological

system.

6.5 Period, sensitivity analysis and more experiments

Assume now that conditions A1-A6 are satisfied, and system (6.6) has a periodic orbit. To obtain
some knowledge on the period of the orbit, as well as its dependence on the various parameters,
we will again use the “fast/slow” variables assumptions. The partial state y (regulation variable)
represents a variable whose evolution is slow relative to = (signalling variable). As an example,
consider the parameters obtained for the cdc2-cyclin B system and the corresponding trajectories
(Fig. 6.5 (a),(b)). It can be observed that z switches rapidly between two (“steady”) states or
two distinct modes of operation of z : x remains for some time (roughly around 50s) on a low
concentration state (zpg), before rapidly jumping to a high concentration state (x4). The time spent
in the high state is much shorter (roughly around 7s), and then x quickly falls back to xp. In contrast,
the variable y responds slowly to changing x concentration. (y evolves according to decreasing or
increasing negative exponentials). In the phase space (Fig. 6.5 (a)), this fast/slow dynamics is seen
by the fact that the periodic orbit moves practically along the y = fy(x) nullcline as y decreases
from its maximal to minimal value : along this nullcline, & = 0, so z remains practically constant
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in this part of the cycle (at x4). This type of dynamics is more clearly illustrated in Fig. 6.5 (c),(d)
(where two parameters are slightly changed from those in Table 6.2). Here, it is clear that the “slow”
part of the system corresponds to changes in y with an almost constant x, as trajectories move
along the z-nullcline (y = fo(x)). The fast part of the system corresponds to rapid changes in x, as
it jumps from one state to another in response to y.
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Fi1G. 6.5 Periodic orbit and trajectories for system (6.6), with parameters as in Table 6.2 (a),(b),
or with new V5 = 0.15V; for (c),(d). In (a) and (c) the nullclines fy (dashed line) and go (dotted
line) are shown, together with one trajectory (solid line) in the phase plane. In (b) and (d) the same
trajectory is shown as a function of time (z(t) and y(t) are represented, respectively, by the solid
and dash-dotted lines).

6.5.1 Period of the orbit

Using the above arguments, the time spent by the system in each of the operation modes can
be analytically estimated. Let :

T} = time spent in mode z g,

T = time spent in mode x 4.

During T3, we assume that the trajectory evolves along the nullcline y = fy(x), with 2 = zp.
Moreover, the dynamics of y can be simplified : for large Hill coefficient m (assumption A2), the
expression Voz™/(z™ + 05") can be approximated by a step function with s(z) = 0 if z < 6 and
s(z) = Vo if © > 6. Then the y equation becomes

Wt (VN
U )G = (g — o)) = —nfile)
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As x increases from xp to x4, integration gives :

T — In fo(za) — lnfO(ZEB)'

V2

During T5, we assume once more that the trajectories are close to the y = fo(z) nullcline, and let
G(z) = % — fo(z) to obtain :

x

A p£ Ts
fé(a:)cjl—:; = 7G(x) :>/ %dm :/0 ~Yodt

and integration gives :

InG(xp) —InG(x4)
T5 = .
72

Following Lemma 6.3.4, we approximate zp ~ (1 — A)f#; and x4 ~ 6; to obtain :

1 fo(61)
e (RN Ty
Y2 _ — A
Ty~ —In2 Kjo_((l )0) ~ 3.0.
72 2 — Jo(61)

~ 29.2,

These analytical formulas are interesting for several reasons :

e the ratio between T} and T5 gives an idea of the fraction of time spent by the system on each
of its stable operation modes (z4 or zp). In the example, T1 /(11 4+ T3) ~ 0.94 meaning that
the oscillator remains 94% of its cycle with relatively low concentrations of active Cdc2-cyclin
B

e it is often difficult to obtain analytical estimates for the period of a periodic orbit, but these

formulas give an indication (see Fig. 6.6) : using the different timescales hypotheses, the system
could be simplified enough to write down an approximate analytical expression.
However, if the hypotheses are not strongly satisfied, there can be a large difference between
the analytical estimates and the real perid. For the parameters in Table 6.2, we have (177 +
Ty)/Period—~ 27.55/79.76 = 0.34, an error of 66%. As the difference between timescales
becomes more marked, the sum 77 + 75 will provide better estimates, and their sum gives a
reasonable estimate of the full cycle period (with errors as low as 7%, as seen in Fig. 2 in the
Supplementary material). The quality of the T} + T4 estimate depends on how well the values
folzp) = fo((1 — A)#y) and fo(xa) = fo(61) approximate the actual value of y as x jumps
between low and high levels ;

e these formulas show how each parameter will influence the value of T3, T5 and hence the
period of the orbits (Fig. 6.6).

A sensitivity analysis of the time duration Ty + 75, and the total period of the orbit is shown
in Fig. 6.6. Only one parameter was varied at a time, with all others fixed at their estimated values
shown in Table 6.2. Each parameter p was varied in an interval : [0.85p,1.15p] (i.e., between a
15% decrease and increase to its original value). The total period was computed by simulating the
system with the new set of parameters, while 71 +7T5 was directly computed from the (approximated)
analytical formulas. Note that T} + T is indeed a good predictor of the changes in the period in
response to changes in each parameter : a variation in the period is always captured by a similar
variation in Ty + T5. For a 15% perturbation in each parameter a periodic orbit still exists, except
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in the case of 05. Indeed, for small values of 65, there is no periodic orbit, and the system converges
to a steady state (not shown). This is in agreement with Lemma 6.3.3 which provides an interval
for 65 which guarantees existence of oscillations, and Lemma 6.3.2 which says that, outside that
interval, there exists a stable fixed point.

6.5.2 Model predictions and experiments

The positive auto-regulation is a very important component of the model, since this is the
component responsible for the existence of two stable steady states (for fixed y), and hence two
distinct stable modes of operation for system (6.6) (Section 6.2.1). Recall that this positive feedback
is represented by the term Via™/(z™ 4 07), so that V} is the strength of the auto-regulation effect.

Interestingly, analysis of the expression 77 + T5 shows that it is inversely proportional to all
parameters, except V1 (Fig. 6.6). For instance, for the Cdc2-cyclin B oscillator (fixing all parameters
as in Table 6.2), the model predicts a 10% increase in T7 + T5 in response to a 15% increase in V.

In [53], the effect of the positive regulation was studied experimentally, by attempting to “break”
the loop. This was achieved by adding a non-phosphorylatable form of Cdc2, thus decreasing the
strength of the positive regulation. The average period observed for the wild type Cdc2-cyclin B
oscillator was around 80 mins., while the modified system had a shorter period, around 55 mins.
(Fig. 2 in 53], and Table 6.3 below). This, indeed, agrees with the model’s predictions for a 40%
reduction in the strength of the auto-regulatory loop. |ht]

TaB. 6.3 Influence of the positive feedback on the period.

System Experiment [53] Model Parameters
Wild type Cdc2 80 mins 79.76 mins as in Table 6.2
Non-phosphorylated Cdc2 55 mins 55.6 mins  V; = 0.57V;

(weaker positive feedback)

Another prediction of the model is that V5 influences only Tb, the time spent in x4 (the high
concentration state). Thus is it possible to obtain a modified dynamics, for instance by forcing the
periodic orbit to spend the same amount of time in each operation mode, simply by decreasing V5.
This is illustrated in Fig. 6.5 (c) and (d), with V5 = 0.15V5. This suggests a new experiment to check
whether the oscillatory mechanism of Cdc2-cyclin B is generated by a model of the type (6.6). By
increasing the rate of synthesis of y, does the firing-peak duration increase, that is can one observe
similar orders of magnitude for the durations 77 and 757 This would correspond to a situation
where the cyclin B-Cdc2 oscillator spends similar amounts of time in each of its two modes, x4 and
xp (respectively, at high and low concentrations of Cdc2-cyclin B complex). If all other parameters
are unchanged, this will also increase the period of oscillations. |h,t]
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FiGa. 6.6 Sensitivity with respect to each parameter, for the period and the time intervals Ty, T5.
Each parameter was varied between 85% and 115% of its original value (only one parameter is varied
at a time). The period (open squares) was numerically calculated from a simulation of the system.
The values of T and T5 (solid lines with dots) where calculated directly from their formulas.

6.6 Conclusions

It is well known that different biological processes may have very distinct timescales (for ins-
tance, transcription or translation are typically slower than signalling events). Here we have studied
a possible dynamical outcome induced by the interconnection between biological modules whose
response times are substantially different. We proposed and analysed a mechanism through which
slowly varying regulation patterns (such as genetic-like) can induce rapid changes in the mode of
operation of signal transduction networks, and thus lead to sustained oscillations (a system of the
class usually refered to as “relaxation oscillators”). Under appropriate assumptions on the timescales
(there are “fast”, “normal”, and “slow” variables), explicit sufficient conditions on the parameters are
provided, for the existence of a periodic orbit. This mechanism is illustrated by an application to
the Cdc2-cyclin B oscillator. Using experimental data reported in [54, 53| a set parameters was
identified, which satisfies all the different timescales hypotheses.

These results suggest the following interpretation of the dynamics of cyclin B in the Cdc2-cyclin
B oscillator. From the biological point of view, it is well established that cyclin B is hardly present
up to G2/M phase, where it rapidly accumulates to high concentration and activates Cdc2. At the
end of mitosis, cyclin B is observed to degrade rapidly, through proteolysis by APC, However, there
appear to be many uncertainties still on the process of cyclin B synthesis and balancing. Our study
suggests that cyclin B follows very rapidly the dynamics of APC (or group of proteins related to this
phase). Since this regulation module has a slower timescale, cyclin B would appear to also evolve
slowly, until a sufficient concentration of APC is available to degrade it. Thus, cyclin B is possibly
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regulated by protein products from the APC phase. Our results also suggest possible candidates
(for components y), based on its activation threshold : 0 € [(1 — A), 1]6;.

A further experiment suggested by our analysis is to increase the rate of synthesis of products
y. The prediction is that the high concentration peak in active Cdc2-cyclin B complex will broaden,
so the system will spend more time in its high Cdc2-cyclin B concentration state. The system would
then switch rapidly between its two modes of operation (while spending similar lengths of time in
each of these).

Finally, we would like to emphasise that this study presents a simple, very schematic model,
which has the advantages of being intuitive and amenable to analytical theoretical analysis. In this
way, we were able to generate conditions on the parameters that guarantee a desired dynamical be-
haviour. Furthermore, since available data consists essentially of the measurements of two variables,
a 2-dimensional model is also more suitable for parameter estimation, in the sense that each of the
model’s variables can be compared to data, and the most information extracted using a minimum
of mathematical machinery. The model has the advantage of providing a faithful phenomenological
description and thus suggest possible experiments to further understand the dynamical mechanisms
of the biological oscillator.
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Chapitre 7

Modéle cinétique du réseau étendu de la
réponse a un stress en carbone chez
Escherichia colr

On prend ici comme exemple d’étude un modéle cinétique du réseau étendu de la réponse a un
stress en carbone chez Escherichia coli, concu par D. Ropers, H. de Jong et al., dans le cadre de
I’ANR Metagenoreg a laquelle nous avons participé. Voir [58]

7.1 Modéle

Le glucose est la source de carbone préféré de E. coli. Quand il est en manque dans le milieu,
les cellules qui étaient en croissance exponentielle arrétent presque immédiatement et entrent dans
une phase stationnaire si aucune source de carbone de remplacement n’est disponible. En raison de
son importance pour la physiologie de la cellule, la réponse de E. coli liée au glucose est fortement
réglementée sur différents niveaux. Ce controle comporte une voie de signalisation (le PEP : sys-
téme phosphotransférase), la modification de l'activité du métabolisme central, et la régulation de
I'expression génique. Ces différents modes de contrdle sont liés et forment un réseau de régulation
vaste et complexe, dont le fonctionnement n’est que partiellement compris.

Plusieurs études de modélisation ont permis une meilleure compréhension du réle du métabolisme
et des réseaux de signalisation dans I'adaptation de E. coli & une carence en source de carbone (par
exemple, [0, 57, 8], mais peu de travaux sont faits au niveau de l'expression génique.

Nous considérons le réseau de régulation globale de transcription impliqués dans le controle de la
réponse a un stress en carbone (Fig. 7.1). Il comprend : la protéine Fis, le répresseur catabolique
cAMP - CRP (résultant de I'expression des génes cya et crp, et de l'activation de la zone Cya
par le manque en carbone), le super enroulement de ’ADN (dépendant des expressions des génes
gyrA, gyrB, gyrl, topA), le facteur de la réponse générale au stress RpoS facteur (dont la stabi-
lité est réglementée par le RssB), et ’ARN stables exprimées par les opérons rrn (un indicateur
fiable du taux de croissance de la cellule). Le réseau comprend également d’autres types de réac-
tions biochimiques, par exemple la formation de complexe (GyrAB - Gyrl), la modification des
protéines par de petites molécules (cAMP - CRP), et les réactions enzymatiques (la synthése de
cAMP). Dans [58], un modeéle est proposé pour ce systéme. Par convention, la concentration de
protéines libres et la concentration totale des protéines sont notées respectivement x. et x. k est

101



une constante représentant la vitesse de synthése des protéines et v représente la vitesse constante
de dégradation des protéines. Les seuils de concentrations sont notés par 6, on appelle k et k_ les
vitesses de réactions dans les deux sens. h™ est une fonction de Hill positive h™ (x, 0, m) = % et
h™(z,0,m) =1—h"(z,0,m). Un signal indique la pr'l'(;%ence (signal de stress us = 0) ou I'absence
d’une source de carbone essentielle a la croissance de la cellule (signal de stress us = 1).

Fig. 7.1
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Réseau d’interaction des génes et protéines impliqués dans la réponse & un stress en

carbone chez Escherichia coli. Les conventions graphiques sont expliqués dans la légende. Les k et
les v sont des parameétres cinétiques.
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Le modele mathématique correspondant au réseau de la figure 7.1 est donné par le modeéle ( 7.1)
et est composé de 14 variables correspondant a des protéines, des complexes, de ’ARNs stable et
d’une variable pour indiquer la source de carbone :

Ty~ (Cya free), zy~p, (Complere Cya.ATP), xe (CRP free), xewm (Complexe CRP.cAMP),
T~ (CAMP), x4 (Fis total), e~ (GyrAB free), vq~; (Complere GyrAB.Gyrl), z;~ (Gyrl free),
x¢ (TopA total), o~ (RpoS free), xoup (Complexe RpoS.RssB), xp~. (RssB free), x, (ARNs),
us (concentration de glucose extacellulaire), =, (concentration de 'ATP et est considérée comme
un parameétre).

Voir I'annexe C.1 pour la liste des variables et paramétres.

ug =0

Gy = Ky + KB (Temm, 0oy M) — YTy~ + (k=1 + koh™ (us, 05, m0)) Ty — k12yzyy

Ey~p = k1zy~zp — (k-1 + kah™ (ug,05,m) + Vy)Ty~p

Fem = KL+ K2R (24, 0]%, m%)lﬁ(xcwm, 0L s ml ) + KERT (zy, 911[, m}) — YeTen
Fh_4Zcrom — k4T e T

Tem = kaTenTme — (k-4 + Ve)Teom

B = koh ™ (us, 05, M) Tymp + k—aTemm — k3Tme — KaZ e

dp = KEA (Temms Oy M )h ™ (7, 0%, m$) + K507 (SC, 040, mie)

Xh™~ ($c~m7 Hiwmv miNm)h_ ($f7 916‘7 m(}) —Vrry
avec SC =1b

Lo~

Tt
Ean = kah” (SC,0%c, mc)h™ (5,05, m}) — YaTan — ksTanTin + k_5Tari
iawi - kaawxiw - (k—5 + ’Ya)xaNi
1

Meom

Fim = KihT (Zerom, 0L, YA (Toms 0o, o) — YiTin + k_5Tami — k5TamTin

i = Kih T (SC, 0§c,m?§c)h+(xf,9?,m?) + k2T (2o, B0, o) — Ve

Tom = Ko — YoTon + k—6Zomb — K6Ton T

Fonb = keTonTbn — (k=6 + k7h™ (us, 05, m5) + Vo) Tonb

b = iy + KA (T, 00, mo) — VT + (k—g + krh™ (us, Os,15))Tonty — K6TonTon

Ty = H%Lh—i_(xf?H?am?”) + H%L — TnTn

(7.1)

Remarque. Dans ce modele, les v représentent le taux de dégradation des variables et le taux de
croissance de la cellule pu.
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Le graphe d’interaction correspondant au modele ( 7.1) est le suivant :

Ly~

Ly~p

7.2 Décomposition du modéle

Avant de procéder a la décomposition, nous allons passer par des étapes intermédiaires.
Intéressons nous tout d’abord aux variables xem, et Tp~.

Pour u, =0
Considérons les équations de Teop, et Ty~ :

Temm = kAT enTme — (k—4 + ’Yc)xCNm

. (7.2)
T~ = k—4Zerm — K3Tm~ — k42X e Ty
La somme
Term + Tma = —YeTeram — kamN <0
Pour us =1
Considérons les équations de Teop, et Ty~ :
Teom = k4xc~xm~ - (k—4 + ’Yc)xcwm (7 3)

T~ = kga:pr 4+ k_4Zemm — k3T~ — k4T on Tope

La somme
Term + T~ = K2Zycp — Velenm — K3Tm~

Sur le tableau des intervalles de valeurs des variables et parameétres (voir annexe C.2), nous avons :
Tymp € [10712,107%); zowry € [1078,4.107°); 2y, € [1075,1077]
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et
Ye € [4.1074,6.107%]; ko € [1,316]; k3 € [1,1000];

Nous supposons aussi que Z,,~ € [107%,1073].

— + - .t

Nous noterons les bornes en zcwm par z,.,,, Lo, €t les bornes en z,,~ par z,,., 2 ..

Alors la somme e, + T~ = k2Zy~p — VeTeom — k3Tm~ Peut étre négative pour des valeurs de

parameétres compatibles avec les données. Nous supposerons que Tewp + T~ est négative dans le
- 1 + +

rectangle [z, ., 0.1, [xh o 2l

Sous cette hypothése, on arrive a la proposition suivante (qui est aussi valable sans hypotheése pour

us = 0).

Proposition 7.2.1. Quelque soit la condition initiale, on finit toujours dans la région ot Ty <

6)1

c~m”

Nous allons utiliser ce résultat pour simplifier I’équation de .
Soit ¢ I'instant aprés lequel toute condition initiale prise supérieure a 6! = finit dans la région ot

Teom < OL_,.. A partir de cet instant, 'équation de xy deviendra :

ip= n}h_ (wf, 95’;,m?) + /i?cth(SC, 0%, msc)h™ (g, 95’;,m?c) — yfxy (7.4)
Hypothése 8. On suppose que m(} grand.

D’apres ’hypothese ( 8), la fonction de Hill A~ peut étre remplacée par une fonction step s~
telle que :
1 si x5 <68
W (g, 0%, m) ~ e
0 si zy>0;
1

Hypothése 9. On suppose que f{—; > 9? et 0? > 0%, i =1,..,5 |59]. Cette hypothése n’est pas

incompatible avec les valeurs de parameétres données dans le tableau (voir annexe C.1).

On appellera BY, j = 1,2 la région considérée, x7(0) la condition initiale dans B’ et f(B7) le
point focal. Dans |29], on trouve deux cas :

Proposition 7.2.2. o f(BY) € BJ : Dans ce cas, f(B7) est un point d’équilibre asymptotique-
ment stable c’est a dire que dans B, toutes les trajectoires tendent vers f(B7) et donc rien
ne quitte la région. Ce point est aussi appelé point d’équilibre régulier.

o f(B7) ¢ BJ : les trajectoires tendent vers le point focal quittant ainsi la région B7 et atteignent
donc les frontiéres.

Considérons maintenant deux régions : B = {x; / 2y < 0?} et B2 ={z; [ x5 > 9?}
e En initialisant x; dans la région B!, alors I'équation 7.4 devient :

i = rp+rh T (SC, 050, myc) — vy
Cette équation est a ’équilibre partiel si 5 = 0
/{} + ﬁ}hﬂSC’, OLc,mie) N /{_}
Vf f

1y %
D’aprés I'hypothése ( 9), le point focal f(B!) se trouve dans la région B2.
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e En initialisant xy dans la région B? alors I'équation 7.4 devient :
Tp = —fry
Cette équation est a I’équilibre partiel si @y = 0
= f(B*) =1} =0
f(B?) se trouve dans la région B!

Proposition 7.2.3. Quelque soit la région o on initialise la variable xy, on finit toujours par
atteindre la frontiere xy = 9/6[. D’apres [29], x}i = 9]@ est un équilibre au sens de Filippov.

Proposition 7.2.4. Dans le modéle ( 7.1), 9? est le plus grand sewil. Ainsi, en initialisant dans une

région ol xy < 9}, it =1,...,5, on arrivera a un instant t1 o xy est plus grand que 61, 02,03,04,05

Nous allons passer & la décomposition du modele en considérant les instants t tel ¢ > ¢ et donc
Teom < 0L et Ty > 9}?. Nous allons d’abord faire une étude pour ug = 0, puis pour ugs = 1.

7.2.1 Décomposition et étude pour u, =0

Le modeéle s’écrira pour us = 0 comme suit :

ug =0

Ty = 9?

Ty~ = /izll + Hz — VyTy~ + k_12y~p — K12y )

ynp = Rryntp — (ko1 + ) Tynp

Ten = /ﬁli — YeTem + k4T — kaZo T

i'cwm - k4xc~xm~ - (k—4 + ’Yc)xcwm

i’mN = k_4xcwm — kgme — k4xCN$mN

Fam = Kah ™ (SC, 020, M%) — YaZam — ksTamTin + k_5Tami
i'aNi - k5$a~$i~ - (k—5 + ’Ya)xafvi

Tin = —YiTin + k_5Tani — k5TanTin

iy = w{hT (SO, 030, mic) + KW (Toms 00y o) — Vi

Ton = Ko — YoTo~ + k—ﬁxowb - kaON‘TbN

Tond = k6TonTp — (k—g + k7 4 Vo) Zons

e = Ky + K h T (Ton, 00, m0) — Won + (k—6 + k7)Tont — K6TonTpn
Ty = /4,11 + /{% — YnTn

avee SC =1b

Taro

Tt

Le graphe associé au modeéle 7.5 est tel qu'on peut distinguer quatre blocs qui peuvent étre étudiés
séparément. Voir la figure 7.2.1
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Ty ™~
""""""""""""""""""""" S4
z T
8 nee 7N\
ﬁ 5 Lo —mD/—————= Terum
Lo Tio

S est une entrée pour So; S3 et Sy sont des blocs isolés.
Nous allons étudier ’équilibre de Sy. S’il est unique et globalement stable, alors nous pourrons
appliquer le lemme de décomposition (voir annexe A.2) et remplacer les variables de S; intervenant
dans So par leurs équilibres. Nous étudions ensuite le bloc Sy. S3 et Sy étant indépendant des autres
blocs, nous les étudions séparément.
Etude du bloc 5,
Modéle mathématique Le modéle mathématique de S est donné par :

Tom = Ko — YoTo~ + k—6$o~b - k6x0~$b~

Tonb = keTonTpn — (k—6 + k7 + 70)$o~b (7'6)

Tpo = H(l, + /i%th(a:ON, 0o, mo) — Yoo~ + (k—g + k7)Tot — k6T on T

Afin de simplifier I’écriture, nous posons T, = 1, Top = T2 €t Tp = x3. Le systéme 7.6
devient donc :

T1 = Ko — Yo1 + k_ew2 — ker173
Tg = kex173 — (k_6 + k7 + 7o) T2 (7.7)

i‘3 = /‘i% + Iigh+(l‘1, 90, mo) — Vb3 + (k‘_ﬁ + ]{77)$2 — ]{7611711133

Hypothése 10. On suppose que v, = Vp-

Existence et unicité de I’équilibre
Le systéme 7.7 est & I’équilibre si @; =0, ¢=1,2,3. Ainsi

T1+ 32 =0= Ko — Yo(2] +23) — kyz5 =0
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Pour 71 < %,
_ Ro _ Yo
k? + Yo k? + Yo

3 o1 = pi(7)

En faisant @9 = 0, on obtient

Ko Yo *
k_¢+ k7 + — T
T3 = - = pa(27)
6L

Dans I'équation &3 = 0, on remplacera x% par pi(x}), x5 par pa(z7) et kexizy par (k—¢ + k7 +,)25,
nous obtenons :

(k—¢ + k7 + 7o)

Ro Yo %
o =0
For + 70)( 1)

kr+7% k47

"fl% + th+(x17607mo) - (’Yb

On tombe sur un probléme de point fixe.

(k_6 + k7 + ) Ko Yo
+ — xr1)).
kex1 70)(k‘7+’70 k7 + o )
La fonction f(z1) est croissante et la fonction g(z1) est décroissante et est telle que g(0) = 400 et
g(%¢) = 0, alors il existe un unique point fixe tel que f(z7) = g(z7) comme le montre la figure 7.2.
L’équilibre du systéme 7.7 existe et est unique.

Posons f(z1) = K} + kiht (21,00, m0) et g(z1) = (%

Fi1G. 7.2 — Résolution graphique de l’équation f(x1) = g(x1)

Proposition 7.2.5. Le systéme 7.7 admet un unique équilibre

Etude de la stabilité de 1’équilible
Nous allons maintenant faire les changements de variables suivantes pour simplifier le systéme
77:x=ux1,y =21+ 23 et 2 =19 + x3. Le systeme devient :
T =Ko — Yok +k_¢(y —z) — kex(z —y + )
U= kKo — Yoy — kr(y — x) (7.8)

z = H; + /igh"_(x,@o,mo) — YoZ
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Considérons maintenant la fonction de Lyapunov suivante :
V(z) = max(az — 2|, Bly — y*|, 7|z — 27) (7.9)

Cette fonction n’est cependant pas dérivable en (z = z*,y = y*,z = z*) nous utilisons la dérivée a
droite par rapport au temps et définissons les opérations suivantes :

1 si p(t)>p* ou si p(t)=p° et p(t)>0
op=<% 0 si p(t)=p" et pt)=0 (7.10)
-1 si p(t)<p® ou si p(t)=p" et p(t) <0

La variable p représente x, y ou z.
Nous pouvons maintenant faire la dérivée a droite de la fonction ( 7.9). Trois cas peuvent se pré-
senter :
o alr —z*| > Bly —y*| et alx — 2| > ]z —2F| = V = alz — z7|
dr

EV = —aog[(x — ") (Yo + k—g+ kez" —key" +ke(z" +1))— (k_s+ kex)(y —y*) + kex (2 — 2")]

Or alz —z*| > Bly — y*| et alz — z*| > v|z — 2*| alors

dr
EV < —aogp(x—2")(Yot+k_p+kez" —krﬁy*+k6(x*+:n))+(l<:_6+k‘6x)%

=
d* * * * * - * a *
EV< —alz —2*|(yo+k_s+kez" —key" +ke(z +a:))+(k_6+k6a:)5\x—x \—Hfgx;]a;—x ]

=

* *

|+k6xg|$ —x
Y

dr

EV < —alx — 2¥|(vo + k—¢ + k62" — key™ + ke(z™ + ) — (k—g + km)% — kﬁfl}'%)
d+

Une condition suffisante pour que EV < 0 est

« « [0
1——=>0 e 1—=-——>0
B B
=
By
a< = 7.11
ERs (7.11)
o Bly —y*| > alr —a*| et Bly —y*| > |z —2*| = V = Bly — |
d+
;EVZB%P%%+kﬁ@—yﬂ+kﬂx—ﬁ»
= o+ P
—V =By + kr — Zkr)|y — v*
7V B(vo + k7 a7m v
d+
—V<OSi’yo+k7—ék7>0=>
dt o
Bk7
> 7.12
k‘7+% ( )
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o Yz =2 [>alz —z"| et 7]z = 2" > fly —yT| = V =]z — 27|

dr X «
EV = v (K2 (hT (2,00, m0) — KT (2%, 00,m0)) — Yo(z — 27))
=
d* 2 + * *
EV < yozkgMaz(h™ (x,0,,m0))(x — %) — y7y0lz — 27|
Or v|z — 2*| > a|z — x*| alors
EV <=7z —z2 ](—a/ibMaa:(h (,05,m0)) + Vo)
dr
EV < 0 ssi
2 +/
. vy Max(h™ (z,0,,m,)) (7.13)
Yo
d+
D’aprés 7.11, 7.12, 7.13 et en prenant g =1 alors EV < 0si:
2 +
Mazx( i ; v Maz(h (:E’eo’mo))) <a<-—1_ (7.14)
k? + % Yo 1+ Y
k 2 M az(ht (z,6,, 1
Il faudra donc que T < T et i Maz(h™ (x, 85, mo)) < )
kv 1+~ Yo L4y
De I'équation < , on en déduit que :
R T !
k
> (7.15)
Yo
2Maz(ht (2,0
et de I'équation rpMaz(h™ (2, 60,m5)) < . on en déduit que :
Yo L4~
- Yo — /igMaa;(th’ (x,0,,my)) (7.16)
7 kiMax(ht' (z,0,,m,)) '
D’apres ( 7.15) et ( 7.16) :
+ o
Max(h™ (2,0,,m,)) < 52— 7.17
(080, m0) < 2o (1.17)

Cette condition signifie que la pente de la fonction de Hill doit étre petite par rapport aux autres
parametres.

Proposition 7.2.6. Pour des valeurs de paramétres prises telles que la relation 7.17 soit satisfaite,
le blog S1 admet un unique équilibre globalement asymptotiquement stable.

Nous considérons le cas ou I’équilibre est globalement stable et appliquons le lemme de décomposi-
tion. Les variables de Sy sont alors remplacées par leurs équilibres dans Ss.
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Etude du bloc S5

Modéle mathématique
Le modéle mathématique de Sy est donné par :

. - 2 2
Tan = kah™ (SC, 050, mG0) — VaZa~ — k5TamTin + k5T ani

iawi = k51’a~$i~ - (k—5 + ’Ya)xawi

(7.18)
Tin = —YiTin + k_5Tani — K5TanTin
iy = ki hT(SC, 030, mie) + KW (Tom, 0oy M) — Vet
Posons x4~ = ©7, x4; = T8, Tinn = X9 et x; = x19. Le modeéle devient alors :
&7 = Koh™ (SC, H?qc, m?qc) — Va7 — kszrwg + K 518
ig = kswrrg — (ks + 7a)2s (7.19)

Tg = —viT9 + k_s5w8 — k52779
i10 = kthT(SC, 030, m30) + K2 (Zon, B0, M) — Y210

Avec SC = be=.
Dans ce modele, x,. sera remplacé par son équilibre car c’est une entrée pour le bloc Sy et nous
avons montré en étudiant le bloc S1 que z,~ tend vers un équilibre globalement stable.

Existence et unicité de I’équilibre
Remarquons que
Iy + &g = —YaZy — Vi%9
Alors
:t8+:i79:0:>:17§:0 :E;;:O
équilibres dans les équations de x7 et x19. Nous posons K = /{%h+ (Zony 0o, M)
Nous obtenons alors :

D’aprés le théoréeme de la décomposition (voir annexe A.2), xg et xg seront remplacés par leurs

@7 = kah™ (SC, 030, m3c) — Va7 (7.20)

i'lO = n§h+(SC, 9§C,m‘9§c) +K—’yta;10 '
Nous allons approximer la fonction de Hill par la fonction step.

d7 = ks~ (SC, 03¢, méc) — Va7 (7.21)

@10 = k5T (SC, 03¢, mEc) + K — o '

Considérons les trois boites suivantes :
e Bl:5C < 9%0
Dans cette boites, le modeéle s’écrit en remplacant la fonction de Hill par un step comme suit :

T7 = Kq — YaT7
o (7.22)
10 = K — 10
. K K
L’équilibre correspond a : z7 = 2 et Tl = % :

a
Trois cas sont possibles pour cet équilibre :

111



— soit I'équilibre se trouve dans les boites B? ou B? (voir figure 7.3);
soit sur la frontiere SC' = 9%0;
— soit dans la boite B*
e B?: 0%, < SC <63,
Dans cette boite, le modéle s’écrit en remplagant la fonction de Hill par un step comme suit :

T7 = —YaX7 (7.23)
10 = K — 710 .

K
L’équilibre correspond a : 25 = 0 et 27, = — ; et se trouve sur la boite B*

e
° 33 . SC > egc
Dans cette boite, le modéle s’écrit en remplacant la fonction de Hill par un step comme suit :

Ty = —YaX7
o (7.24)
10 = Ky + K — %210

ki + K
M

L’équilibre correspond a : z7 = 0 et 2]y = ; et se trouve sur la boite B!

2
HSC

Z10

K K
Tt Tt

FIG. 7.3 Schéma de la décomposition de I'espace en états qualitatifs dans le cas ot f(B!) se trouve
dans la boite B3.

Graphe d’état (voir la définition 3) du modéle ( 7.21)
Nous allons maintenant représenter le graphe d’état du modéle ( 7.21) dans le cas ou f(B!) se
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trouve dans la boite B3. La décomposition de 1'éspace est comme illustrée dans la figure

Les états qualitatifs du modeéle sont les suivants :
Ey ={SC > 0%, z< t+K} dans cette région, @7 < 0 et #19 > 0;

Ey={SC > 0%,; x10 > Ht+K} dans cette région, @7 < 0 et #19 < 0;

B3 ={0%, < SC < 0%q; x10< %} : dans cette région, &7 < 0 et 219 > 0;

B, = {930 < SC < 930, T10 > %} : dans cette région, @7 < 0 et £19 < 0;

Es = {9%0 < SC; x10< %} : dans cette région, @7 > 0 et £19 > 0;

Eg = {920 < SC; x> %; T < k—“} : dans cette région, 27 > 0 et 219 < 0;

E; ={0%, < SC; 19 > %; T7 > } dans cette région, z7 < 0 et 219 < 0.

Nous allons utiliser la définition 1 pour définir les frontiéres suivantes :

Eg = {la frontiére entre Fy et Es} : nous avons un sliding mode sur cette frontiere.
Eg9 = {la frontiére entre Fj et E3} : cette frontiére correspond & un mur transparent.

Eqo = {la frontiére entre Fy et Ey} : cette frontiére correspond & un mur transparent.
Eq1 = {la frontiére entre Fy et Ey} : cette frontiére correspond & un mur transparent.

Eq5 = {la frontiére entre E3 et E5} : nous avons un sliding mode sur cette frontiére.
Eq5 = {la frontiére entre F3 et E4} : nous avons un sliding mode sur cette frontiére.
Ey4 = {la frontiére entre E4 et Eg} : nous avons un sliding mode sur cette frontiére.

Eq5 = {la frontiére entre E4 et Er} : cette frontiére correspond & un mur transparent.

E16 = {la frontiére entre Fj5 et Eg} : nous avons un sliding mode sur cette frontiére.
Eq7 = {la frontiére entre Fg et Er} : nous avons un sliding mode sur cette frontiere.
Nous allons maintenant définir les équilibres au sens de Filippov [29] :
1
Kk + K
L et SC = 6’%0}
k; M
@y = {l'intersection entre z7 = — et SC = 03}

a

®; = {l'intersection entre z19 =

&3 = {l'intersection entre 19 = — et SC = 9%0}
Yt

&, = {lintersection entre 19 = — et SC = 9%0}
M
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F1G. 7.4 — Graphe d’états du modele ( 7.21)

Nous pouvons conclure d’aprés le graphe 7.4 que ®3 est I'équilibre globalement asymptotiquement
stable.

Pour le cas ot f(B!) se trouve sur la frontiére SC' = 0%, et le cas ou f(B') est dans B!, on montre
par une démarche similaire & celle précédante que f(B') est I'équilibre globalement asymptotique-
ment stable.

Proposition 7.2.7. Le graphe d’état de la figure 7.4 montre que le modéle ( 7.21) admet un équilibre
globalement asymptotiqguement stable ®3.
Etude du bloc S3

Modéle mathématique Le modéle mathématique de S est donné par :

{ Ty = /131/ + ’?12; — VyTy~ + k_1Ty~p — k1Ty~Tp (7.25)

ynp = k1Zy~p — (k-1 +7y)Ty~p

ol x, est une constante positive. C’est un systéme linéaire. Nous allons calculer son équilibre et
étudier sa stabilité.

Existence et unicité de I’équilibre
Pour étudier ’équilibre de ce systéme, nous allons d’abord effectuer le changement de variables
suivant : X =z, + xy~p. Le nouveau systéme devient

{ X :/{Zl/—{—/-iz—yyX = f1(X) (7.26)

Tynp = k12p X — (ko1 + 3y + F12p) vy = fo(X, 2yp)
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Ce systéme est a 1'équilibre si X = 0 et Zy~p = 0. Ainsi

1 2

Ky + Ky
Ty

X* =
et
. kya, X*
YD kg 4 vy + ki
L’équilibre du systéme ( 7.26) est unique.

X

Etude de la stabilité de 1’équilibre
Nous allons écrire le systéme ( 7.26) sous forme matricielle.

<iip>:A<xip>+<ﬁé_gﬁg> (7.27)

klxp _(k—l + vy + klxp)
Toutes les valeurs propres de A sont des réels négatifs alors I'équilibre du systéme ( 7.26) est
globalement asymptotiquement stable.

avec

Proposition 7.2.8. Le systéme ( 7.26) correspondant au bloc Ss admet un équilibre globalement
asymptotiquement stable.

Etude du bloc Sy
Modéle mathématique
Lo = /ﬁli — Yeen + k—4Temm — k4T e Tipa
Term = kaZenTme — (k—4 4+ Ye)Teom (7.28)
T~ = k—4Zemom — k3T~ — k4T e Ty
Posons x4 = ze, 5 = Teom €t g = Ty, NOUS obtenons le systéme suivant :
= /ii — Yexg + k_gx5 — kyxg76
t5 = kyxare — (k_a + V)25 (7.29)

i’@ = k_4x5 — kg.%'@ — /<;4a;4x6

Existence et unicité de I’équilibre
Remarquons que
&5+ 26 = —Yers — k3we
Alors
i5+d6=0=>2;=0 25=0

1
. K
Ty =0= 1z} =—"-.

Ye
Cet équilibre est unique et est globalement attractif.
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Stabilité de 1’équilibre
1
K
Nous allons linéariser le systéme ( 7.29) autour de I’équilibre (—;0;0). Nous obtenons la matrice

J: ‘

—Ye k‘_4 —k’4l‘z
J = 0 _k—4 — Ve 0
0 k‘_4 —k‘3 — k’4$z

La matrice J est stable alors ’équilibre est localement stable.

Proposition 7.2.9. Le systéme( 7.29) admet un équilibre globalement attractif et localement stable
alors cet équilibre est globalement asymptoiquement stable.

Proposition 7.2.10. Pour us = 0, si la condition 7.17 est vérifiée et sous les hypothéses (8, 9, 10),
alors le modéle (7.1) admet un équilibre globalement asymptotiquement stable.

Remarque. Pour us = 0, certaines variables ont leur équilibre égal & 0 ce qui ne correspond pas
aux intervalles donnés par D. Ropers et al. [58].

7.2.2 Décomposition et étude pour u, =1

Le modeéle s’écrira pour ug = 1 comme suit :

us = 1

Tp= 9?

Ty~ = /izll + th_ (Temms 0% oy M2 ) — VyTym + (k_1 + k2)Tymp — K17y
Ty~p = k12y~ap — (k-1 + k2 4+ 7y)Ty~p

Lo = /ﬁli — Yeen F k—4Zemm — k4T e Tipa

icwm - k4xc~xm~ - (k—4 + ’Yc)xcwm

j:mN = kga:pr + k_4$CNm — kgaij — k4ch$mN

Zg~ = kah™ (SC, 9%0, m?qc) — Yoo~ — K5TamTin + k_5Tani

jjafvi - k5$a~$iN - (k—S + ’Ya)xawi (730)
Tin = —YiTin + k_5Tani — K5TanTin

iy = kEWT(SC, 030, m30) + KW (2o, 00, Mo) — Ve

j:ow = Ko — YoZo~ + k—ﬁxowb - kaON‘TbN

Fort = k6TonTbn — (k=6 + Yo)Tonb

o = Kpy + KR (Tom, 00, Mo) — VT + k—6Tont — K6TonTon
Ty = /f%L + /{% — YnTn

avec SC =0b

Tgn

Tt

Le graphe associé au modele ( 7.30) est le suivant :
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Ty ™~
""""""""""""""""""""" S4
z T
8 nee 7N\
ﬁ 5 Lo —mD/—————= Terum
Lo Tio

Contrairement au cas ug = 0 oul les blocs S3 et Sy étaient indépendants, dans le cas ug = 1, S3 est
une entrée pour le bloc Sy, et S7 est aussi une entrée pour le bloc Ss.

Nous allons étudier les équilibres de St et S3. Si leurs équilibres respectifs sont uniques et globalement
stables alors on pourra appliquer le lemme de décomposition (annexe A.2).

Etude de 5,
Equilibre : Par une démarche similaire a celle faite pour le cas us = 0, nous tombons sur cette

équation :

(k—6+70) )(@_kx*

o 1)20

1 27+
h 0 —
Kp + Ky (1’1, 05 mo) (7b kﬁ‘f{ v o

On montre que S7 admet un unique équilibre.
Stabilité : En prenant la méme fonction de Lyapunov utilisée pour étudier S; dans le cas us = 0,
la condition pour que 'unique équilibre soit globalement stable est la suivante :

Yo — mgMaa;(th’ (2,0,,m,))
kiMaz(ht' (z,0,,m,))

v < (7.31)

Cette condition est faite sur le coefficient de la fonction de Lyapunov contrairement au cas ug = 0
ou la condition est sur la pente de la fonction de Hill. On peut donc toujours choisir la fonction de
Lyapunov pour vérifier cette condition.

Proposition 7.2.11. Pour us = 1, S1 admet un unique équilibre globalement asymptotiquement
stable.

Nous allons injecter cet équilibre dans Sy et I’étudier.
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Etude de S5

En se reférant au modele ( 7.1), on voit que Sy ne dépend pas directement de us. Quelque soit la
valeur de ug, I’équilibre de S5 va étre unique et globalement stable d’aprés 1’étude faite pour le cas
ug = 0. Sa valeur va cependant étre différente selon qu’on soit dans le cas us = 0 ou dans ugs = 1
du fait de sa dépendance & S7 qui est influencé par us.

Etude de S5
L’équilibre de S3 correspond a :
Ty
et
% k‘ll‘pX*

ng g
Y~P k1 + ko + vy + E1zp

Similairement a I’étude du cas ug = 0, on trouve que cet équilibre est globalement asymptotiquement
stable.
Nous allons injecter cet équilibre dans Sy et I’étudier.

Etude de S,
Le modéle de ce bloc est le suivant :

. 1

Ten = Kg — VeTen + k_4xemm — kaTenTme

Term = kaenTme — (k—g 4+ Ye)Temm (7.32)
i‘m,\, = k‘g:l?y,\,p + ]{7_4330Nm — k‘3£13m,\, — ]{74ZECN1‘mN

Posons y = x¢n + e alors g = /{é — VY.

L’équilibre est donné par : y* = :—E

D’aprés le Lemme de décomposition, on remplacera gy par son équilibre dans les autres équations.
Remarquons que z... = y* — x¢um et est toujours positif.

En remplacant x.. par y* — x¢um, le systéme devient :

j:cwm = k4 y* — Leam )T~ — k—4 + Ye)Tem
{ ( ) ( ) (7.33)

T~ = k2xy~p + k—4xc~m - kgme - k4(y* - chm)me

(k—4 + VC)xcwm

kk:4(y>l< - xkcwm)
L’isocline &~ = 0 est donnée par fo(zeum) = k2f_y'];p(+* —4$0Nm)'
3 4\Y" — Teom

Etant donné que y* — .y, doit étre positif, nous allons considérer pour x .., 'intervalle I = [0; y*].

L’isocline Zeom = 0 est donnée par fi(xeom) =

Sur Uintervalle I, f(zeum) est croissante et est telle que

lim Ofl(l‘cwm) =0 et lim . f1($c~m) = 400

Tenm— Te~m—Y
Sur Uintervalle I, fo(zeum) est croissante et est telle que

) . kowy~p + k_sy*
1 om) = t 1 om) = —2F
gcc~17{ln—>0 fo(@enm) ks + kay* ¢ xc~71nni>y* Fol@em) ks

k2$y~p
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Sur l'intervalle I, le modeéle ( 7.33) admet un unique équilibre.
Soit J la matrice jacobienne du modele ( 7.33) :

g _(k—4 + '70) - k4$m~ k4(y* - $c~m)
k—4 + k’4517m~ _k3 - k4(y* - $c~m)

Les éléments hors diagonale sont positifs alors le systéme est monotone.
Considérons le rectangle R = {x¢um € [0; ¥*]; 2m~ € [0; M ]} avec 2 > %?W.
Au point (Tewm = 0; Ty = 0) le champ est positif et au point (Tewm = y*; Tme = M) le champ

est négatif.

M k21'y~p+k74y*
mn > ks

unique équilibre sur le rectangle R. De plus, au point (Zewm = 0; i~ = 0) le champ est positif et
au point (Tewm = ¥*; T~ = x%N) le champ est négatif. D’aprés le théoréme 4.2.2, toute solution
dont la condition initiale est dans le rectangle converge vers I’équilibre.

Sur le rectangle R, le systéme est monotone et en prenant x , il existe un

Proposition 7.2.12. D’aprés le lemme de décomposition, le systéme ( 7.32) admet un unique
équilibre globalement asymptotiquement stable.

Proposition 7.2.13. Pour us = 1, sous les hypothéses (8,9,10), le modéle ( 7.1) admet un équilibre
globalement asymptotiquement stable.

7.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pu étudier la stabilité globale d’'un modéle complexe comprenant
14 variables. L’application des techniques basées sur la décomposition en composantes fortement
connexes et de la modélisation par systémes hybrides linéaires par morceaux nous a permis de
réduire considérablement la complexité du modéle et d’arriver & ’étudier entiérement sous certaines
conditions.
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Conclusion et perspectives

L’objectif de cette thése était de proposer des méthodes d’étude de modéles biologiques.

Dans une premiére partie, des notions biologiques sont décrites sommairement. Nous avons abor-
dés le principe de la régulation cellulaire dans le chapitre 1 en présentant d’abord le dogme central
de la biologie et en donnant un exemple de réseau de régulation cellulaire : 'opéron lactose.

Etant donné que la modélisation est un interface entre la biologie et les mathématiques, et compte
tenu que les méthodes proposées sont principalement mathématiques, nous avons consacré le cha-
pitre 2 aux préalables pour la modélisation de réseaux de régulation cellulaire.

Dans une deuxiéme partie, nous avons présenté les diverses méthodes proposées. Ces méthodes

utilisent les caractéristiques suivantes :

e le graphe de la matrice jacobienne du systéme : sur un gros modéle & 39 variables, cette
méthode basée sur la hiérarchisation nous a permis de décomposer le modéle en composantes
fortement connexes, facilitant considérablement son étude ;

e la théorie des systémes monotones : étant donné qu’en biologie on rencontre souvent des
interactions négatives donnant ainsi des systémes non-monotones, nous avons présenté sur un
petit exemple une méthode d’étude de systémes non-monotones basée sur des techniques de
systémes monotones ;

e la différence d’échelle de temps : il est bien connu que les systémes biologiques peuvent avoir
des variables évoluant a des échelles de temps tres différentes. Sur un exemple, nous avons
fait de la réduction de modéle et avons étudier la dynamique que peut induire ’existence de
différences d’échelles de temps dans un systéme. Nous proposons et analysons un mécanisme
qui est tel qu’une variation lente du processus lent induit un rapide basculement du processus
rapide d'un mode de fonctionnement & un autre. Ce mécanisme est illustré par le modéle
réduit de Dloscillateur cdc2-cycline B dans le cycle cellulaire et les données expérimentales
disponibles nous ont permis de faire de I’identification paramétrique;

e l'étude des modeles hybrides (discontinu en espace) et linéaires par morceaux : sur un modeéle
fourni par le projet Ibis de 'INRIA Grenoble, une approximation des fonctions de Hill par
des fonctions steps est faite donnant ainsi des discontinuité en espace. En utilisant le lemme
de décomposition, nous avons pu décomposer ce modeéle en blocs et avons étudié séparément
chaque bloc.

e Nous avons apporté quelques contributions & un probléme lié & 'unicité et a la stabilité glo-
bale de réseaux métaboliques réversibles. En effet, pour les biologistes, il semble évident que
les systémes métaboliques réalistes ont un seul équilibre stable et pourtant il est connu que
certains systémes de type métabolique peuvent avoir plusieurs équilibres. Cette contribution
est trés intéressante car pour étudier les systémes couplant des systémes métaboliques (dy-
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namique rapide) et génétiques (dynamique lente), il est trés important de pouvoir étudier
les propriétés de stabilité globale du systéme métabolique. Si celui-ci est globalement stable,
alors on pourra le mettre a son équilibre, et appliquer des théorémes de type Tikhonov pour
injecter la valeur de cet équilibre dans le systeme génétique.

Perspectives

Cette thése s’inscrivant dans le cadre du projet Metagenoreg dont 1'objectif est de modéliser
et d’analyser les interactions entre les systémes métaboliques et génétiques avec 'exemple de E.
coli, une des perspectives de continuation de ce travail pourrait étre I'application de ces méthodes
a I’étude du modele de E. coli dont nous avons parlé dans la section 3.2.

Nous avons vu dans la sous-section 2.2.4, ’exemple de l'inhibition réciproque de deux génes.
[’étude du modéle montre ’existence d'une bistabilité sous certaines valeurs de paramétres et que
en perturbant le systéme, on observe un phénoméne d’hystérésis. Une perspective pourrait étre de
concevoir une loi de commande qui entrainerait le systéme vers un seul équilibre globalement stable.
Compte tenu des travaux de Gardner et al. [21], il sera supposé que les taux de synthése peuvent étre
contrdlés par les biologistes. Les données quantitatives n’étant presque jamais disponibles pour les
réseaux de régulation génétique, I’étude se fera sur le modéle linéaire par morceaux et la commande
sera constante par morceaux. Cette approche n’est pas classique en théorie du controle et nécessi-
terait de concevoir et développer une théorie de controle sur les systémes linéaires par morceaux.
Quelques premiers pas ont été fait vers cette direction [17].

Du coté identification, il serait possible d’utiliser la structure hiéarchique des systémes pour
estimer les paramétres (voir la fin du chapitre 3)
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Annexe A

Théorémes utiles

A.1 Théoréme de Tikhonov [G7]

Soit le systéme :

dx
-V = f($,Z,€)
zeq d
eZ = g(x, z,€)
dt ) )

Si les hypotheéses suivantes sont satisfaites
Hypothése 11. z = p(z) solution de g(z, z,0) = 0, avec p fonction réguliére de = et

99

52 (@, p(2),0)

est une matrice dont toutes les valeurs propres sont a partie réelle strictement négative ;
Hypothése 12. le systéme réduit X0
dx
20{ = . p(@),0)
z(t=0) = Zo

a une unique solution zq(t) sur [0,7], 0 < T < 400

Y

(A.2)

Alors, pour € << 1, (X¢) admet une unique solution (z(t),z(t)) sur [0,7] (si 2° proche de

p(z°))
Et sur tout [a,T] (a>0), on a

limeotae(t) = xo(t) (et limeo+ze(t) = p(zo(t)))

Sans hypothéses supplémentaires, 'approximation n’est valable, en général, que sur des inter-
valles de temps t de longueur bornée T. Si le systéme ( A.2) admet un équilibre dont le linéaire
tangent est asymptotiquement stable, approximation est alors valable pour tous les temps positifs

(pourvu que z° proche de p(z?)).
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A.2 Lemme de séparation

Ce lemme de séparation permet de décomposer un systéme dynamique en plusieurs sous-systémes
[69].
Considérons le systéme :

{ v=9) (4.3)

avec y € RF et z ¢ R*F

e y* € RF est un équilibre globalement asymptotiquement stable pour § = 9(y)

e z* € R"¥ est un équilibre globalement asymptotiquement stable pour & = f(z,y*)

e Toutes les trajectoires du systéme ( A.3) sont bornées.
Alors (z*,y*) € R™ est un équilibre globalement asymptotiquement stable pour le systéme ( A.3).
Certains des systémes que nous étudions dans cette thése sont hiérarchisés. Avec ce théoréme, nous
pourrons réduire ces systéme en mettant les blocs de dessus & leurs équilibres et en les remplagant
dans les blocs de dessous par leurs équilibres comme dans la figure A.1.

[ 9y =9(y) J

=1y

Fic. A.1 Exemple d’application du Lemme de séparation
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Annexe B

Modéle intégré de la glycolyse et la
néoglucogenése dans E. col:

Modele construit par D. Ropers et al., Ibis INRTA Grenoble (communication privée).

The model equations are detailed in Figures B.2 to B.4.

Global regulators :

o
VGyrAB-Gyrl = K&y AB.Gyrl TGyrl-free TGyrAB-free — knyfT-AB.GyT] TGyrAB-Gyrl
o
VCya-PTSp — kg’;a.PTSp TCya-free TPTSp-free — kC];];APTsp TCya-PTSp
_ E TATP
VecAMP = TCya-PTSpRCya,cAMP 5
zarp + 05 1p
VeAMPe = keaMmpPe TeAMP free
_ Kon _ koff
VCRP-cAMP = Crp-cAMP TCrp-free LeAMP:- free Crp-cAMP TCrp-cAMP
URssB*-free — kGlc6PstsB»fr'ee

Kon _ koff
VRpoS-RssB* RpoS-RssB* TRpoS-free TRssB*-free RpoS-RssB* TRpoS-RssB*
VUdeg = kdeg ZTRpoS-RssB*

on of f
VFruR-FBP = Kppur FBP TFruR free TFbp — Kpup.rp TFruR-FBP

Cellular growth :

u = constante

(B.10)

Fia. B.1 Kinetic rate laws (continued).
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YPTSp
VGlc6 P

Uppp

VYG3Pppp

VF6Pppp

VPgi

VPfkA

VFbp

VFba A

VTpiA

VGapA

VPgk

VGpmlI

VEno

VPykF

Glycolysis — Gluconeogenesis :

EpPTSp TPEP TPTS . free — FPTS TPYR TPTSp-free

vPTSp
1
3 UGLe6P
1
- VU
3 UpPP
2
3 Uppp
EGEP vy, o “FGP
5 Kpgi,gep 9" Kpgi F6P
TpPgi RPgi 1+ TGoP TP
Kpgi,geP Kpgi, F6pP
TReP 1 TR6P npfrA—1
KpfrA F6p (a+ KPka,FGP)

zpfrA krep

a T TPfkA
a+ TRGP__\MPfRA 4 [ +KPkaPEP)
Kpska,rep prea (1+_KP;1€A Lop) T
TEbp TFbp __ynppp—t
K K
& Fbp, FBP Fbp, FBP
TFbp RFbp i+ TG6P T Fbp
T Fbp n Krbp,Gép
R Ry ) ’
( KFbp,FBP) Fop ‘¢ il Y Fbp
TFbp _ v TDHAP
N A KFtaA,FBP FbaARppaa, DHAP
FbaA FFbaa TFbp TDHAP
KFbaA,FBP KpbaA,DHAP
TDHAP Va4 e tG3P
o o KTpia,DHAP TPiA Kppia,G3p
TpiA RTpiA 1+ TOHAP + TG3P
Kpuap KrpiA,g3p
TGap vy, __®DPG
N A KGapA,G3P GaPA KGapA,DPG
Gapa kGapa — 7~ TGP ThpC
KGapA,G3pP KgapA,DPG
. & TpPG
Pgkkpgk —
Kpgk,pPc + *DPG
> E T3PG
GpmlI RGmpl
Kgpmi,3pc +®3pc
. & T2pG
EnokBno ——
KEgno,2rpc +®2pPG
n
kpykFTPEP (14 Kpyrr,pepeprp) DYFF

TpykF

1+ K x n Lpykr O+KpyrF,PEPTPEP)
+ Kpykr,PEPTPEP 1+ Kpykp,peprpep) FYRF + 2(11+K y S o
PykF,FBP

(B.
(B.

(B.

(B.

(B.

(B.

(B.

(B.

(B.

(B.

(B.

(B.

(B.

(B.

A7)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

Fi1G. B.2 — Kinetic rate laws.
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Glycolysis and gluconeogenesis reactions :
dxm;i# VG6P — UPTSp — M LPTS.free (B.26)
dxmp;% VPTSp — VG6P — VCya-PTSp — K TPTSp-free (B.27)
e —vGeP — I TGle (B.28)
dt
dmd% VGe6P — Uppp — VPgi — M TG6P (B.29)
dngp VPgi T VFbp T VFBPppp — VPfkA — K TF6P (B-30)
dm;zgp P A — VEbad — Uty — 1L TR EP (B.31)
dedilt{AP VFbaA — VT'piA — MW TDHAP (8'32)
dxd% UFbaA + UTpiA + VG3Pppp — VGapA — M TG3P (B-33)
dmgtpc VGapA — VPgk — L TDPG (B.34)
dx;fc Upgk — Vapmi — I T3PG (B.35)
dx;fc VGpmI — VEno — 1 T2pG (B.36)
LLEL  — g — vpykr — wzppe (B.37)
dx;% UVpykF — VUPYRloss — M TPYR (3'38)
Global regulators :
W VGyrAB-Gyrl — (YGyrAB + 1) ZGyrAB-Gyrl (B-39)
7dw0y;PTSp Voya-PTSp — (Yoya + 1) TCya-PTSP (B.40)
7dchlgtP-free VeAMP — UcAMP,e — VCrp-cAMP — [ LcAMP- free (B.41)
dxcrl;# VCrp-cAMP — (YOrp + 1) TCrp.cAMP (B.42)
7d$3855'f“6 VRssB*-free + Vdeg = VRpoS-RssB* — (YRssB + 1) TRssB* - free (B.43)
CMPOZ# VURpoS-RssB* — VUdeg — M TRpoS-RssB* (B'44)
7dwFrtlI:'FBP VFruR-FBP — (YFrur + 1) TFruR-FBP (B.45)

Fi1G. B.3 — Model equations for metabolic reactions and formation of biochemical complexes and
biomass.
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dzpgi
dt
dzpfrra
dt
dacpbp
dt
dzppaa
dt

drrpia
dt

dl‘GapA
dt

dzpgi
dt

de;ﬂnI
dt
drggo
dt
drpykF
dt

drTopAa
dt

deyrAB~free
dt

AT GyrI. free
dt

dzpis
dt

AT Cya-free
dt

dmCTpthee
dt

dmeoS~free
dt

dessB~free
dt

deruszTee
dt

With : sc

Glycolysis — gluconeogenesis :

kpgi — (YPgi + 1) TPgi

- 1 1
kpfrA b (TpruR. freer OFrurs MErur) — (YPfkA + 1) Tpfra
KFbp — (YFbp + 1) TRbp

+ 1 1 - 2 2
KFbaa b (@Crp.cAMP, 0Crp-cAMP’ mcrp.cA]\/[P) h (CcFruszTeev O rur> MFruR)
—(YFbaa + 1) TFpaa
KTpiA — (VTpia + 1) TTpia
1 - 3 3
KGapA h (xFTuR~free10FruR'mFTuR)
2 Wt 02 2
+hGapah” (ECrpcAMP0Crp.cAM P MCrp.caMP) — (YGapa + 1) TGapa
+ 3 3 - 4 4
kpgk b (@Crp.cAMP, OCrp.cAM P MCrp.cAMP) B (TFruR free» Oprurs MFruR)
—(Ypgr + 1) Tpgk
KGpmI — (YGpmI + 1) TGpmI
n 05 5 B
KEno (@FruRr free) Oprur MFrur) = (YEno + 1) TEno
h- 06 6 B
KPykF (@Fprur-frees Oprur Mprur) — (YPykF + 1) Tpyrr
Global regulators :
1 + 2 2 + 4 4
Kropa b (sc,05c,mee) h (TFis, Op;s, Mpis)
2 + 2 2
+ ETopa B (TRpos. free) Orpos» MErpos) — (YTopa + 1) TTopa
- 3 3., — 5 5
KGyraB b (sc,05.,ms.) h™ (Tpis, Op;s, Mp;s) — VGyrAB-Gyrl
— (YGyrAB + 1) TGyrAB. free
+ 3 3 + 3 3
kGyrl B (Crp.cAMP:0Crp.caM P MCrp.cAMP) P (ZRpoS-free) ORposr MRpos)
—VGyrAB-Gyrl — (YGyrI + 1) TGyrlI.free
1 - 1 1 - 6 6
Kpis b (@crpcAMP, OCrp.camp> MCrp.camp) b (TFis, Opis, Mpis)
2 + 11, — 6 6
thpis h(sc, 050, m ) R (TRis, Op;ss Mpis) — (VRis + W) TRis
1 2 - ot 4
RCya + RCya (xCTP'CAZ‘/fP' Crp-cAMP> mCT‘p~CAMP) — YCya-PTSp
7('7Cya +n) TCya
1 2 - 2 2 + 1 1
KCrp + Kcrp h™ (TFis, GFiS, mFiS) h (zCrpcAMPw GCT})4CAMP’ mCTp~cAMP)
3 - 1 1
thcrp b (TFis, Opis: MEpis) — VCrp-cAMP — (YCrp + 1) TCrp. free
KRpoS — VRpoS-RssB* T Vdeg — (YRpoS T 1) TRpoS- free
1 2 + 1 1
KRssB T KRssB N (TRpoS. frees ORpos MRpoS) — VRpoS-RssB*
—(YRssB + 1) TRssB-free
- 7 7
kFrur b (TFruR frees OpruRr> MFrur) — VFruR-FBP
—(YFrur + 1) TFruR. free

z . TATP
a+b GyrAB- free

TTopA zarp + 041 p

(B.

46)

47)

48)

.52)

.60)

61)

.62)

.63)

.64)

65)

.66)

Fi1G. B.4 — Model equations for gene expression.
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Annexe C

The extended carbon starvation response network [58]

C.1 Variables and parameters for the extended carbon starvation response network

Concentration variables
Ty Cya protein Tyrp Cya-ATP complex
Tp ATP metabolite Tom cAMP metabolite
Te CRP protein Temom CRP-cAMP
Ty Fis protein Tq GyrAB complex
Tg~i GyrAB-Gyrl complex T, Gyrl protein
T TopA protein T, RpoS protein
T,~p RpoS:-RssB complex Ty RssB protein
Ty Stable RNAs

Threshold parameters (CRP-cAMP complex)
QiNm regulation of fis, gyrl, and crp expression | QENm regulation of cya expression
Threshold parameters (Fis protein
92 regulation of c¢rp expression from promoter P2 0? regulation of crp expression from promoter P1
9;1; regulation of rrn expression 92 regulation of gyrA B expression
9f regulation of topA expression 9f regulation of fis expression
Threshold parameters (DNA supercoiling)
9%6 regulation of fis expression 9:6 regulation of gyrAB expression
02, regulation of topA expression
Threshold parameters (RpoS protein)
6o regulation of rssB, gyrl, and topA expression |
Threshold parameters (RssB)

0, regulation of rpoS degradation |

Cooperativity numbers
mbl2 ~CRP-cAMP my? Fis protein
mi'cz’S DNA supercoiling me RpoS protein

(Maximum) synthesis rates
K1 cya (P1 and P’1 promoters) K2 cya (promoter P2)
KY crp (promoter P1) Iig crp (derepressed promoter P1)
I<L§ crp (promoter P2) n; fis (promoter P)
K; fis (promoter P regulated by DNA supercoiling) | kg gyrAB (promoter P)
K gyrAB (promoter P) Ii% topA (promoter P1)
K2 topA (promoter P5) Ko rpoS (promoters nipD P1, P2, and rpoS P1)
lﬁ rssB (promoter P) K32 rssB (promoter P regulated by RpoS)
ni rrn (promoter P1) n% rrn (promoter P2)
Degradation rate constants
Yy Cya Ye CRP
Y Fis Ya GyrAB
Vi Gyrl vt TopA
Yo RpoS b RssB
In Stable RNAs
Rate constants for first-order or pseudo-first-order reactions
ko cAMP synthesis k3 cAMP export/degradation
k7 RpoS degradation k_1 dissociation of Cya-ATP
k_4 dissociation of CRP-cAMP k_5 dissociation of GyrAB-Gyrl
k_g dissociation of RpoS-RssB
Rate constants for second-order reactions

kq association of Cya-ATP kg association of CRP-cAMP
ks association of GyrAB-Gyrl kg association of RpoS-RssB

Supercoiling parameters
SC level of negative DNA supercoiling | b empirical parameter
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C.2 Intervals for concentration and parameter values in the carbon starvation res-
ponse model

| Name Value | Name Value
Cellular concentrations (M)

Ty [10*;2,10*3 ] Tymp [10*;2,10;8]
Tp [1078,1073] T [1078,1073]
Te [1078,4.1077] Temm [1078,4-1077]
T [1078,4.1077] Za [1079,1079]
Tomi [1079,1079] T [1078,107%]
zt [2-1078,1.6 - 1075 Zo [10=2,10=¢
Tomb [10719 107 7] zp [10719 107 7]
T [1078,4.1077]

Supercoiling level (dimensionless)
SC [0.0158, 0.1259] [

Threshold concentrations (M)
0% .. [4-1078,1.6-10" 7] 02 .. [4-1078,1.6-10" 7]
9% [4-1078,1.6 - 1075 9? [4-1078,1.6-1079]
9£ [4-1078,1.6 - 1075 GZ [4-1078,1.6-1079]
9{ [4-1078,1.6 - 1075 95 [4-1078,1.6-1079]
9§c [0.016, 0.126] 02, [0.016,01926] .
0 [0.016, 0.126] 0 [3.1-1079,3.1-1077]
ezc [2.5 - {0*10, 5.1077] ’ ’
Cooperativity numbers (dimensionless)
m%Nm 1, 3] me~m [1,3]
mg [1,3] my [1,3]
my [1,3] m? [1,3]
mf [1,3] m£ [1,3]
mgc {1,6} my, {1,6%
m 1,6 me 1,3
my [1.3]
(Maximum) synthesis rates (M~ T.s~ 1)

n% [3.2-10"1%,1077] n; [3.2-101%,1077]
k! (10~ 2.5. 1074 K2 [0~ 2.5.107%
K2 (10~ 2.5. 1074 "y [0~ 2.5.107%
w3 (10~ 2.5. 1074 Ka [0~ 2.5.107%
K (10~ 2.5. 1074 Ky (10~ 2.5. 1074
n? (10~ 2.5. 1074 Ko [0~ 2.5.107%
my [10=1'%, 2.5. 1074 ng [0~ 2.5.107%
Ky [0~ 251074 Ko (1071, 251074

Degradation rate constants (s~ 1)

—4 —2 —4 —2
Ty [4-10-%,6-10" 2] Ye [4-10-%,6-107 7]
o [4-10%,6-1072] Ya [4-107%,6-1072]
i [4-107%,6-1072] vt [4-107%,6-1072]
Yo [4- 10*;‘, 6 - 10*2] b [4-107%,6-1072]
In [4-107%,6-10 <]
Rate constants for first-order or pseudo-first-order reactions (s 1)
ko 1, 316] k3 [T, 1000]
ky 0.63, 10] k_y [0.63, 10]
k_y4 0.63, 10] k_s [0.63, 10]
k_g 0.63, 10]
Rate constants for second-order reactions (M~ L.s~ 1)

k1 [10%, 107 k4 [10%, 1017
ks [1.6 - 10%,108] ke [10%,10'1]

Empirical constant (dimensionless)
b [0.016, 0.126] |
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Annexe D

Supplementary material for : Oscillations
induced by different timescales in signal
transduction modules regulated by
slowly evolving protein-protein
interactions

D.1 Parameter estimates

D.1.1 Bistability

To obtain analytic explicit expressions for the “high” and “low” steady states of the system

T = (I)(:L') — YT = <]{71(?,U0 + u) + W e 0?> (1 — ZL') — Y, (Dl)
the function @ in (D.1) is approximated as follows :
q)l(ﬂj‘) = <I>0(1 — 33‘), T < (1 — A)Hl
O(r) ~{ D,x)= (@0 + 2X—1oj($ —(1- A)91)> (1—-2z), 1-A)0;<z<(1+A) (D.2)
O, (2) = (Po + V1)(1 — ), x> (14 A4)0,

where A = 2/n and ®g = k1 (wp + u). Using this approximation, the steady states of the system as
functions of the input u can be obtained by finding the solutions to :

O)(x) =y, Pp(z) =92z, or @.(zr)=z.

The “low” steady state is always given by the intersection of the line ygz with the left branch ®;(z).
The “high” steady state can be given by intersection of the line ygz with either the middle or the
right branch, depending on the parameters. The two cases are illustrated in Fig. D.1, blue and red
lines.

To determine the beginning and end points of the bistability interval, [tmin, Umax], note that the
Umax 18 found by the last intersection possible between ®;(x) and ~gz. There are two possible cases
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for Uiy, shown in Fig. D.1, depending on which branch intersects the line ypx first, as u decreases
from large values. Thus

U= Umax = Tiow(Umax) = (1 — A)b;
U= Umin = Thigh(Umin) = 5
where
5= { 11—|- A)by, %f P, (B; Umin) — Y08 =0 (Flg D.1, right)
—52—2, if @,,,(05; Umin) — Y00 = 0 (Fig. D.1, left)
with
co=wo+u-— 2201%(1—A)91,
o= ﬁ%(l—i—(l—A)@l) — <wo+u+z—?> ;
__ 1 n
co = TOAG T,

For the optimal set of parameters, the function ®(z;u) is of the form seen at left in Fig. D.1. [h]

1000 T T T T T T T T T 1400
s s
200 4 /
[ s 7 s
rs 1200 s B
s /
00 - i
/s
00 y 4 i 1000 - // g
7 / (KU
>;D 00 y :? i . |
- . - #hey) ;
= 2
© 500 & . - @ s
= 15 orge) = '
E % eoof 1
& 400 : B 3 :
. : / :
2050, 7 ; ; :
L & : 4 s :
300 / / : P : il
7 : s0xu,) i :
200 % : B r )
: P00,
= 200 // e
woE ;
4 7
o i 1 1 I I I 1 1 1 I o i I I 1 1 1 I I I 1
[ 01 02 03 04 0§ 06 07 08 09 1 [ 01 0z 03 04 05 05 07 0& 09 1
(1-8)8, (1+a)e, % (1-a)8;  (1+a)8, %

Fic. D.1 - The two possible cases for calculating the expressions of the bistability interval,
[Umin, Umax)- The value of upmax is always obtained from @;((1 — A)f1;umax) = Y0(1 — A)by
(black lines). A very large value of u lead to the existence of a unique steady state defined by
the intersection with the right branch @, (Zyim; Waree) = Y0Tnign (red lines). Left : wpi, is obtai-
ned from ®,,(5;umin) = 700, where (3 is such that the two roots of this quadratic expression
are equal (see explicit expression in the Appendix of the article). Right : wup, is obtained from
D, (14 A)b1; umin) = Y0(1+A)B; (blue line). The parameters used in each case were : V; /k; = 901,
wo = 88.5, 61 = 0.29, and on the left ~y/ky = 1466, A = 0.5, while on the right ~o/k1 = 2492,
A =02

Since we assume that n = 4 is fixed from the start (to simplify the estimation algorithm), the
vector of parameters is :

L p(2) =01, p(3) = Z—f, p(4) = wp.
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The function to minimize is

2 _aw) o wy |?
J(p) = 10 Z U; — Upbs,i I Z Thigh(100)  wiyg
= o o
Uu ) *
i=min,max 0bs, uelU Wigo

where U = [0,25,40,45, 50,60, 75], Wy, Uobsmin = 42.5, Uohs,max = 72.5 denote the data points,
wioo = 160, and z(u) denotes the corresponding “low” or “high” steady state expression. The factor
10 multiplying the first sum aims to increase the weight of the error related to the bistability region,
since this was a very important part of the modelling. The computation of the cost J(p) includes
an algorithm to verify which of the forms of Zy;.,(u) is the correct one.

To solve the optimization problem, we followed a Monte Carlo approach by randomly choosing
1000 initial conditions in the 4-dimensional set G, and optimizing the cost J with the Matlab
function 1sqnonlin. Numerical experiments showed that values of Z—i, l‘; lower than 100 yielded
very high costs, and similarly for wg larger than 100. Recall that 61 is normalized to 1. Therefore
we considered :

.
G= {p: /?1 % € [100,2000], 61 € [0.1,0.9], wo € [1,100} } (D.3)
1 1

The parameter set p* corresponding to the lower final cost was chosen as best fit. It satisfies :

p*(1) = 430.86, p*(2) = 0.2752, p*(4) = 843.42, p*(5) = 61.98,

J(p*) = 0.9872.

The sets of parameters satisfying to J(p) < 0.99 are shown in Fig. D.2. They correspond to the 6%
lower costs :

P={peG:Jp) <106J(p")}.

Note that, for all p € P, each parameter p(i) falls on a reasonably small subinterval of its initial
interval in G, with Vi /k; € [420,445], v0/k1 € [800,900], 6; € [0.27,0.28], and wy € [58, 68].

Y Y
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Fiag. D.2  Sets of parameters satisfying J(p) < 0.99 (the top 6% best parameters). The optimal
parameter is represented by the red star.

To access the quality of the parameter estimation, a classical method is the covariance matrix. For
linear models this matrix provides the basis for computation of confidence intervals and correlation
values [14|. However, our model is highly nonlinear and, in addition, involves some discontinuities
in the functions to be fitted. For our case, the covariance matrix was ill-conditioned, and no useful
confidence intervals could be deduced. Therefore, we used another classical method to compute a
local confidence region for the parameters [14]. A 100(1 — «)% confidence region is given by :

P, = {p : J(p) < Jcr}7
with

N,
Jo = J(p*) (1 + Wp—NpF(l — a; Ny, Nyata — Np)>
where N, = 5 is the number of parameters, Ny, = 16 is the number of data points and F(1 —
a; Np, Ngqtq — Np) is the value at 1 — o of the F-distribution with N, and Ngqiq — N, degrees of
freedom. The diameter of this region can be computed by letting only one parameter vary at a time,
as in a sensibility analysis (see Fig. D.3). For a = 0.05, the confidence region P, consists of the
points p such that J(p) < 1.22. The approximate diameter of the 95% confidence region is given

by :

Parameter Diameter of 95% conf. region
p(1) [426.77,434.95]
p(2) [0.2740,0.2764]
p(3) [838.36, 848.48]
p(4) [60.28,63.75]
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Fic. D.3 Estimating the diameter of a 95% confidence region (bistability data).

D.1.2 Oscillations

Using the time series data the following parameters were estimated :

\Z
Po(1) = 71,P0(2) = a1,po(3) = 02, po(4) = 7—27290(5) = Y2, Po(6) = k1, po(7) = wo.
The cost function to be minimized was

Jo(p(l)v s >p(7)) =5Jy + Jy>

where a larger weight was assigned to J, because preliminary experiments showed that typically
Jp < Jy.

_ 2(t) wew) P wew [
) ; maxer (1) B maxer WE(t) maxyer We(t)

_ 1/y(t) wEY || wBw [
e ; maxser 1/y(t)  maxier WB(t) 'maXtET WH(t)

where t € {22,24,...,94} (the data points used here start at ¢ = 22, and are spaced 2mins apart),
W¢(t) denotes the concentration of cdc2-cyclin B, and W5(#) that of cyclin B.

As above, a Monte Carlo approach was used to find a good initial guess. The cost J, was
evaluated at randomly chosen points in the set G, (some preliminary tests were performed to avoid
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a too large G,) :
Go={p: wo€[L,30], ky € [107*,1073], a; € [0.8,10], v € [0.1,1],

V
72 € [2,10], 65 € [0.561,601], 72 € [0.01,0.1] }
2
The initial conditions corresponding to the 1% lower costs were used to find an optimal set of
parameters with the Matlab function fminsearch. The best fit parameter set is
pa(1) = 0.358,p5(2) = 1.504, p>(3) = 0.269, p;(4) = 9.438,
pa(5) = 0.0266,p;(6) = 3.769 x 10_4,p2(7) = 19.72,

with J(p}) = 52. The covariance matrix (V') and confidence intervals for these parameters were then
computed with nlinfit and nlparci, built-in functions in the Matlab Statistics toolbox. V is :

[2.06x 1073 321 x107% 0.98x 1072 10.5x1073 0.06 x 1072  4.81 x 1078 —0.053
3.2l x 1072 1090 x 1073 1.95x 1073 —7.83x 1072 026 x 1073 —5.22 x 1078 —0.187
0.98 x 1072  1.95x 1073 0.52x 103 331x10"% 0.04x107% 1.40x 1078 —0.032
10.5 x 1073 —7.83 x 1073 3.31 x 1072 1534 x 1072 —0.38 x 1073  76.9 x 1078 0.163
0.06 x 1072 0.26 x 1073 0.04 x 1073 —0.38 x 102  0.006 x 1073 —0.22 x 1078 —0.005
481 x1078 —522x107% 1.40x10% 76.9x107% —0.22x107% 3.88x10"'2 103.5 x 1078

—0.053 —0.187 —0.032 0.163 —0.005 103.5 x 108 3.24
Parameter 95% conf. interval 75% conf. interval
Po(1) [0.27,0.44] [0.31,0.41]
Po(2) [1.28,1.70] [1.37,1.61]
Po(3) [0.225,0.315] [0.244, 0.296]
Po(4) 8.66,10.22] [8.98,9.89]
Po(5) [0.022, 0. 032] [0.024, 0. 030]
Po(6)  [3.73x1074,3.80 x 107%]  [3.75 x 107%,3.79 x 1074
Po(7) [16.20, 23.37] [17.70,21.87]
The error for V5 = [%] = po(4) - po(5) was computed by error propagation :

dVa = dpo(4) - po(5) + po(4) - dpo(5).

A similar formula was used to compute the error for V4 = p(1) - p,(6). Finally, for the optimal set of
parameters, sensibility analysis was also performed by varying one parameter at a time, as shown
in Fig. D 4.

D.2 Period Estimates

As the difference between timescales becomes more marked, the sum 17 + 75 will provide better
estimates, and their sum gives a reasonable estimate of the full cycle period. For instance, for the
parameter set :

n=3 m=20, wy=a1 =1, k1 =0.1, V1 =2, Vo =0.1,
v1 = 0.14, v = 0.003, 6, = 0.25, 65 = 0.2, (D.4)
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Fia. D.4  Sensitivity of the cost function J, with respect to each of the final parameters. Each
parameter was varied between 90% and 110% of its original value (only one parameter is varied at
a time).
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the ratio (71+175)/Perioda 404.6/434.3 = 0.93, i.e., an error of 7%, as opposed to (11 +713)/Period~
27.55/79.76 = 0.3, an error of 66% for the optimized parameter set (see also Fig. D.5).

The quality of the T + T estimate depends on how well the values fo(zp) = fo((1 —A)6#;) and
fo(xa) = fo(61) approximate the actual value of y as x jumps between low and high levels;

1.4 : 1
I :
| :. —
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0 b = :
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FiGg. D.5  Periodic orbit and trajectories for system, with parameters as in Table 2 (top row), or
with the parameters listed above (bottom row), which enhance the difference between timescales.
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Méthodes d’analyse de modéles de régulation cellulaire

L’objet de cette thése est de proposer des méthodes originales d’étude et de réduction de mo-
deles métabolico-génétiques. Les systémes considérés sont constitués d’une partie génétique (réseau
de génes) et d’'une partie métabolique couplée au réseau génétique. Ils sont décrits par des équations
différentielles. Ces méthodes utilisent le graphe d’interaction du systéme, la monotonie des inter-
actions, la réduction par différence d’échelles de temps et I'étude des modéles hybrides et linéaires
par morceaux. Nous donnons dans la premiére partie quelques notions biologiques concernant le
principe de la régulation cellulaire et des préalables pour la modélisation de réseaux de régulation
cellulaire. Dans la deuxiéme partie, nous présentons les différentes méthodes mises en place. En
premier, nous exposons une méthode basée sur la hiérarchisation et qui permet de décomposer
un modéle complexe en composantes fortement connexes. Nous nous sommes ensuite intéressés a
I'unicité et a la stabilité de ’équilibre de modéles métaboliques réversibles. Nous prouvons que s'il
existe, ’équilibre est globalement asymptotiquement stable. Troisiément, nous avons appliqué des
méthodes d’étude de systémes couplés basées sur des techniques de systémes monotones a un petit
exemple de modeéle métabolico-génétique. L’identification paramétrique et la réduction de modéle
basée sur la différence d’échelles de temps sont traitées dans le chapitre suivant. Nous terminons
par un modeéle composé de 14 variables qui nous est fourni par I’équipe Ibis de 'INRIA Grenoble
auquel nous appliquons quelques unes de ces méthodes; nous sommes en mesure de 'étudier dans
son intégralité.

Methods for analysis of models of cellular regulation

The purpose of this thesis is to propose original methods of study and reduction of metabolic
and genetic models. The considered systems consist of one genetic part (gene network) and one me-
tabolic part coupled with the genetic network. They are described by differential equations. These
methods use the interaction graph of the system, the monotony of the interactions, reduction using
the timescale order of magnitude and study of hybrid and piecewise linear models. We give in the
first part some notions about the biological principles of cellular regulation and for the modeling
of cellular regulatory networks. In the second part, we present the different methods we have im-
plemented. First, we outline a method based on the hierarchisation, which allows to decompose a
complex model in strongly connected components. We further discuss the uniqueness and stability
of the equilibrium of reversible metabolic models. We prove that if exists, the equilibrium is glo-
bally asymptotically stable. Third, we apply methods based on monotony theory to study complex
systems; we give one small example of metabolic and genetic models. Parameter identification and
model reduction based upon the difference of time scales are discussed in the next chapter. We
conclude with a model composed of 14 variables provided by the Ibis team of INRIA Grenoble ; we
apply some of these methods, and are able to study the full model.
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