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IntrodutionCette thèse vise à élaborer une méthode de desription et de validation desarhitetures embarquées à base de omposants. Cette méthode repose sur ladé�nition de onepts permettant la dé�nition du ontexte d'exéution de haqueomposant ainsi que les propriétés devant être satisfaites par e omposant. Lamodélisation des hypothèses faites sur l'environnement et des garanties o�ertespar un omposant orrespond à la dé�nition du onept de ontrat. En outre,ette approhe o�re notamment la possibilité de spéi�er les aspets temporels.Ce modèle sera ensuite utilisé pour dé�nir le système de typage d'un langage demodules, et ainsi élaborer une méthodologie de oneption de systèmes spéi�ésave le langage Signal développé à l'IRISA dans l'équipe ESPRESSO.D'importants seteurs industriels tels que l'aérospatiale, le transport ou en-ore les réseaux de téléommuniation utilisent de plus en plus des outils in-formatiques dans le but de développer et onevoir des omposants logiiels ouphysiques interagissant ave leur environnement. La plupart des systèmes tels queles satellites, les trains, ou les téléphones mobiles sont onstruits à partir d'unensemble de modules ommuniquant entre eux. Chaun de es omposants évolueen fontion de son ontexte d'exéution et a un omportement qui lui est propre.L'interation entre l'environnement et le omposant est permanente. On parlede �systèmes embarqués� pour désigner les systèmes informatiques onsarés àdes tâhes spéi�ques inluant souvent des ontraintes de temps de alul. Cessystèmes s'intègrent dans des dispositifs omplets englobant souvent des partieséletroniques, logiielles, ou méaniques.Les systèmes réatifs temps réelLes systèmes générant un �ot d'informations de sortie à partir d'un �ot d'in-formations d'entrée, à une adene �xée par l'environnement sont appelés des�systèmes réatifs� [HP85℄. Dans le as des appliations dites �temps réel� [Ber89℄,un ensemble de ontraintes temporelles telles que le temps de réponse à une mo-di�ation de l'environnement, ou l'éhantillonnage d'une donnée transmise parun apteur, devra être pris en onsidération.5



6 IntrodutionLa omplexité des algorithmes et la distribution de aluls omplexes surdes arhitetures hétérogènes assignent une plae essentielle aux méthodes devéri�ation durant la phase de oneption. En e�et, les propriétés attendues dansune spéi�ation de haut niveau doivent toujours être garanties lors de la miseen ÷uvre d'un omposant. Cette véri�ation ne peut être laissée à l'attentiondu programmeur transrivant des propriétés ritiques en langage bas niveau. Deplus, la maintenane et l'évolution de es arhitetures sont déliates dans detelles ironstanes. La oneption de es systèmes, ainsi que la preuve de leurorretion sont des tâhes extrêmement di�iles, sans ompter que la moindreerreur peut avoir des onséquenes très graves sur l'environnement dans le as de�systèmes ritiques�. Il est don ruial de pouvoir reourir à des outils s'appuyantsur des méthodes �ables pour aider au développement de tels systèmes. Celaonstitue un dé� majeur et l'un des objetifs les plus importants de l'informatiquefondamentale et appliquée.Ces dernières années, les méthodes de véri�ation formelle ont onnu un déve-loppement spetaulaire, d'un point de vue théorique et appliatif. Un problèmeapparenté à la véri�ation est elui de la synthèse : il s'agit de onstruire un sys-tème à partir d'une spéi�ation donnée. Ainsi, la synthèse satisfait par onstru-tion sa spéi�ation, e qui est un avantage pour la sûreté de es système. Uneméthodologie de onstrution e�ae, basée sur des méthodes formelles, minimisele r�le de l'étape de véri�ation.Le reours à des domaines fondamentaux pour la synthèse et la véri�ation desystèmes, tels que les automates ou la logique, béné�iant de plusieurs sièles dereherhe, permet de tirer pro�t de résultats théoriques puissants et de tehniquesalgorithmiques e�aes.La modélisation du tempsLe hoix d'une représentation du temps adaptée peut simpli�er le développe-ment de systèmes réatifs temps réel. En e�et, l'analyse de ertaines propriétéstemporelles est failitée par une approhe du temps judiieuse. On distingue ene sens deux modèles majeurs : le modèle asynhrone, et le modèle synhrone.Approhe asynhroneL'approhe asynhrone permet de résoudre les problèmes sans faire référeneà un temps logique. En e�et, les programmes asynhrones ne sont pas soumis à laadene d'une horloge. Un programme (ou proessus) est onstitué d'un nombre�ni de tâhes, s'exéutant de manière onurrente pour aomplir la mission at-tribuée au proessus.



Introdution 7La durée d'exéution physique d'un proessus est fortement in�uenée parplusieurs fateurs, tels que la politique d'ordonnanement des tâhes ou les per-formanes du proesseur d'exéution. Cei induit un indéterminisme, puisque ladurée d'exéution physique n'est pas onnue. Néanmoins, il est possible de onsi-dérer des éhéanes pour lesquelles un dépassement peut être toléré selon le niveauritique de la tâhe.Dans le as des systèmes asynhrones : le temps est ontinu ar une sortiepeut être lue n'importe quand.

Fig. 1 � Proessus asynhroneSur la �gure 1, le proessusP possède deux variables d'entrée x et y, ainsiqu'une variable de sortie z. Les instants de leture des variables x et y sontbornés par une éhéane.Approhe synhroneLes systèmes synhrones [Hal98℄ sont adenés par une horloge, permettant dedéterminer, dans un référentiel temporel logique, les instants où un proessus peutlire ses entrées, les instants où il émet des sorties, ainsi que le temps logiquenéessaire à la réalisation des aluls du proessus.Les langages réatifs basés sur le modèle synhrone font les hypothèses fortesque :� les ommuniations sont instantanées,� les opérations simples sont e�etuées dans un temps logique nul.Dans le modèle synhrone, un programme est représenté par une séquene inin-terrompue d'événements logiques appelés tops d'horloge, auxquels sont assoiéesune ou plusieurs opérations. Notons que lors d'un instant, les programmes syn-hrones parallélisent plusieurs opérations. Les systèmes modélisés ave l'approhesynhrone sont totalement déterministes.



8 Introdution

Fig. 2 � Proessus synhroneSur la �gure 2, le proessusP possède deux variables d'entrée x et y, ainsiqu'une variable de sortie z. Les instants de leture et d'émission des variables x,
y et z sont onnus. L'opération x + y s'e�etue dans un temps nul.Les hypothèses du modèle synhrone sont véri�ées si l'on onsidère que laplate-forme d'exéution est su�samment rapide pour réagir à des valeurs d'en-trée et émettre les sorties orrespondant aux tops d'horloge spéi�és. Il est donessentiel de savoir si une implémentation matérielle d'un proessus permet desatisfaire les hypothèses synhrones. Notons la possibilité d'utiliser des langagesà �ots de données pour modéliser de telles implémentations.Parmi les modèles de spéi�ation synhrones, le modèle multi-horloge ou po-lyhrone se distingue par le fait qu'il permet de dérire des systèmes où haqueomposant peut avoir sa propre horloge d'ativation. Outre la validation formelle,il favorise l'approhe orientée omposant et le développement modulaire de sys-tèmes à grande éhelle. Le modèle d'exéution retenu dans le adre de nos travauxs'inspire du modèle polyhrone.ContexteLe projet ESPRESSO a pour objetif de dé�nir des méthodologies et des outilsde oneption o�rant un haut niveau de �abilité dans le ontexte de l'ingénieriedes systèmes embarqués. Il s'appuie sur l'approhe synhrone et plus généralementsur des bases mathématiques garantissant une �abilité maximale. Les méthodesde spéi�ation dé�nies dans le adre du projet s'appuient sur la réutilisation etle ra�nement de omposants réatifs mis en ÷uvre. Ces méthodes s'appliquentà des types d'arhitetures divers allant des iruits aux systèmes répartis.



Introdution 9L'équipe ESPRESSO développe une plate-forme d'aide à la oneption de sys-tèmes embarqués : POLYCHRONY. Cet outil vise à être prinipalement utiliséen avionique pour la oneption de logiiels onurrents, l'exploration d'arhite-ture, la simulation et la véri�ation. POLYCHRONY o�re également un éditeurgraphique, pour la génération de programmes érits dans le langage Signal.Une méthodologie de oneption possible onsiste à ra�ner de manière itéra-tive les spéi�ations de haque omposant, jusqu'à leur implémentation, partantd'une desription partielle de leur omportement et de leur interfae ave l'envi-ronnement, à l'aide de propriétés d'abstration.Buts et motivationsLes travaux développés dans ette thèse s'insrivent dans e ontexte tehno-logique et visent à équiper POLYCHRONY d'un outillage formel, a�n d'y intégrerun système répondant aux objetifs suivants :� Modularité : la apaité de tester à tout moment la onformité entre la miseen ÷uvre d'un omposant (implémentant une fontionnalité logiielle oudérivant un servie prédé�ni) et son interfae (spéi�iant ses ontraintesde synhronisation et d'ordonnanement).� Substituabilité : la apaité de véri�er la onformité des exigenes globalesdu logiiel (ontraintes de synhronisation et d'ordonnanement) lors duremplaement d'un omposant par un autre.� Compositionnalité : la apaité de véri�er l'adéquation entre le modèle d'uneappliation et elui de son arhiteture d'exéution au regard d'exigenesglobales de déterminisme et d'absene de bloage.A�n d'y parvenir, nous allons nous intéresser à mettre en ÷uvre les notionssémantiques, les moyens analytiques et les solutions algorithmiques étayant uneméthodologie de oneption dirigée par les modèles adaptée au alul formel po-lyhrone. La méthode devra intégrer la véri�ation des propriétés de haque om-posant du système, la validation de haune des interfaes par rapport au om-portement de l'environnement.Approhe proposéeLa méthode retenue ii est l'utilisation d'un onept de ontrat dé�ni par unouple hypothèses/garanties. Les hypothèses représentent les propriétés devantêtre satisfaites par le ontexte d'exéution, pour qu'un omposant puisse satis-faire les propriétés dé�nies par les garanties. Les ontrats seront utilisés pour laoneption de proessus Signal. Plusieurs extensions de langages orientés objetstels que Java [LBR99℄ et C++ [DI99℄ intègrent une méthodologie de oneption



10 Introdutionbasée sur les ontrats. Le onept de ontrat sera utilisé ii pour étendre le lan-gage Signal, a�n d'opérer ave un système de types fondé sur un raisonnementbasé sur les notions d'hypothèses/garanties.Les ontrats basés sur les notions d'hypothèses/garanties onstituent un pa-radigme expressif pour une oneption modulaire et ompositionnelle de spéi-�ation de programmes. Ils sont devenus un onept important dans ertainsproédés employés par les outils de oneption assistée par ordinateur, pour laoneption de systèmes informatiques.Nous élaborons ii les fondements pour la oneption de systèmes embarquésbasée sur la notion de ontrats. Nous proposons ainsi une algèbre de ontrats baséssur les hypothèses/garanties axée sur deux onepts simples :� les hypothèses et les garanties des omposants sont dé�nies par des en-sembles de proessus satisfaisant une même ontrainte que nous appellerons�ltres.� les �ltres sont aratérisés par une struture d'algèbre booléenne.Les hoix e�etués pour dé�nir la struture des �ltres permettent de dé�nir unealgèbre de Heyting sur l'ensemble des ontrats. Cette struture rihe aratérisantl'ensemble des ontrats failite les opérations d'abstration, de ra�nement, deomposition et de normalisation des ontrats. Un adre de travail est ainsi dé�ni,dans lequel les ontrats sont utilisés pour véri�er la orretion des hypothèsesfaites sur la dé�nition d'un omposant par son ontexte d'utilisation, et pourfournir à l'environnement les garanties qui lui sont demandées.Notre algèbre de ontrats va permettre la dé�nition d'un système de modulesdont le paradigme de typage est basé sur la notion de ontrats. Le type d'unmodule est un ontrat exploitant les hypothèses et les garanties portant sur sesomportements. Ce système de types permet d'assoier un module ave une inter-fae qui peut être utilisée dans des variétés de sénarios tels que la véri�ation dela omposabilité de modules, ou de supporter de manière e�ae la ompilationmodulaire.



Introdution 11

Fig. 3 � Ra�nement de ontrats spéi�és en Signal.Le modèle de ontrats que nous avons développé peut s'adapter à n'importequel langage, qu'il s'agisse de langage fontionnel, orienté objets, ou �ot de don-nées. Cependant, le modèle reposant prinipalement sur la notion de omporte-ment, la mise en ÷uvre de e proédé est failitée lorsque les spéi�ations ou lesimplémentations sont dérites ave des langages reposant eux-mêmes sur la no-tion de omportement. Il en va de même pour l'appliation du langage de modulesomme extension d'un autre langage.Bien que dans le as d'étude présenté dans le hapitre 5 de ette thèse, nousavons fait le hoix d'employer e système pour véri�er des implémentations deproessus dérites en Signal, ave des spéi�ations de ontrats elles-mêmes dé-rites en Signal (voir �gure [3℄), la génériité de l'approhe permet de ne pasnéessairement employer le même langage pour dérire les ontrats et les proes-sus à véri�er.Organisation du doumentCe doument omprend deux parties. La première présente les avantages etles inonvénients de méthodes et de modèles existants pour dérire les spéi-�ations de systèmes temps réel, à partir desquels nous développons ensuitenotre propre modèle. La seonde aborde en partiulier l'appliation du modèle deontrats retenu pour dé�nir le système de types d'un langage de modules. L'ap-port prinipal de ette thèse se situe dans le hapitre 2, où nous dé�nissons unmodèle de ontrat, ainsi que dans le hapitre 4, où nous élaborons la sémantiqued'un langage de modules basé sur notre modèle de ontrats.



12 IntrodutionPartie ICette partie est onsarée à la présentation des méthodes de modélisation despropriétés des systèmes temps réel.Chapitre 1. Le premier hapitre présente di�érentes tehniques de modélisa-tion existantes utilisées pour la spéi�ation de di�érents aspets de la oneptiondes arhitetures temps réel. Nous insistons notamment sur ertaines méthodesentrées sur le onept des automates, permettant la modélisation des proprié-tés relatives à l'aspet temporel, ainsi que les tehniques basées sur la théoriedes ensembles de omportements. Nous n'oublions pas d'aborder la sémantiquede langages aratéristiques inluant le raisonnement sur les pré/post-onditions.Cei permettra de positionner notre méthodologie de oneption par rapport auxtravaux existants.Chapitre 2. Le hapitre 2 est onsaré à la présentation du modèle de ontratretenu pour la desription des propriétés des omposants. Nous débutons surla dé�nition des omportements permettant de dé�nir les proessus dans la sé-mantique du modèle. Nous développons ensuite la notion de �ltre. Un �ltre estun ensemble de proessus satisfaisant une même ontrainte. Cette struture de�ltres est utilisée pour dé�nir la struture des ontrats. Dans ette struture, lesontrats sont représentés par une paire de �ltres dont l'un est utilisé pour dérireles hypothèses faites sur l'environnement d'exéution d'un omposant, et l'autrepour dérire les garanties assoiées à e omposant. Nous étudierons des relationsd'ordre et de omposition dé�nies pour haune de es strutures ainsi que lespropriétés qui en déoulent.Partie IIL'objet de ette partie est d'une part, de dé�nir la sémantique d'un langagede modules basé sur la notion de ontrat, et d'autre part, d'étendre Signal avee langage de modules, pour intégrer le onept de ontrat dans POLYCHRONY.Chapitre 3. Le troisième hapitre présente le langage Signal utilisé dans l'en-vironnement POLYCHRONY pour la desription de proessus. Nous verrons lasigni�ation des prinipaux opérateurs dont la omposition de proessus, et l'éri-ture de proessus simples, ainsi que les modèles de omportements et de marquessur lesquels reposent la sémantique du langage.Chapitre 4. Le hapitre 4 dérit la sémantique d'un langage de modules dontle système de types est basé sur la notion de ontrat. En partiulier, nous ver-



Introdution 13rons omment les ontrats sont utilisés pour dé�nir le type des modules. D'autrepart, la relation de ra�nement dé�nie sur l'ensemble des ontrats permettra dedé�nir failement une relation de sous-typage de modules fondée sur le oneptde substitution de modules.Chapitre 5. Le inquième et dernier hapitre présente un as d'utilisation dumodèle de ontrat et du langage de modules. Le langage Signal est utilisé pourdé�nir les ontrats aratérisant les signatures de modules, ainsi que les modulesaratérisant les implémentations de proessus. Nous illustrons ave et exemplela simpliité d'appliquer notre langage de modules à un langage de programmationde systèmes temps réel omme Signal, dont la sémantique est basée sur la théoriedes traes. Les notions de substituabilité et de satisfation de spéi�ations deproessus Signal sont diretement induites par les relations de ra�nement et desatisfation dé�nies sur la struture des ontrats.
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Chapitre 1Un tour d'horizon de la formulationet de l'utilisation des ontratsLa programmation par ontrats est préonisée depuis longtemps en génie logi-iel, et appliquée prinipalement aux langages orientés objets [Mey97℄. En parti-uler, l'approhe présentée dans [AL93, Hoa69℄ permet le alul du ontrat d'unearhiteture à partir de relations simples dans le as où les omposants ne par-tagent pas des entrées ou des sorties.Plan Nous présentons tout d'abord (setion 1.1) deux extensions du langageJava intégrant la notion de ontrat. Plus prohes de nos besoins, les méthodes despéi�ation présentées dans la setion 1.2 permettent l'expression de propriétéstemporelles. Nous onsidérons ainsi une approhe basée sur la théorie des auto-mates, une représentation dénotationnelle fondée sur la théorie des traes, et unmodèle fontionnel.1.1 L'approhe par ontrats dans les langages orien-tés objetsLa oneption par ontrats présentée dans [MMM02℄ est intéressante pour leslangages omme C++ ou Java. Dans ette approhe, les ontrats basés sur lespropositions expriment les invariants du programme, les pré- et post-onditions,par des expressions booléennes qui doivent être véri�ées lorsque le ontrat estvalidé.En programmation orientée objet, l'idée de base de la oneption par ontratest de onsidérer les servies fournis par une lasse omme un pate entre la lasseet son interlouteur. Le ontrat est omposé de deux parties : les exigenes for-mulées par la lasse envers son interlouteur et les promesses faites par la lasse à17



18 Chapitre 1son interlouteur. Les hypothèses spéi�ent les propriétés qui doivent être rempliespar le ontexte d'exéution a�n que le omposant puisse remplir ses garanties.Dans [BJPW99℄ plusieurs niveaux de ontrats sont distingués : le niveau statique(par exemple : les types des paramètres et de retour des méthodes), le niveau om-portemental basé sur les pré- et post-onditions, la synhronisation, la qualité deservie.1.1.1 JMLJML [LBR99℄ est une extension de Java intégrant les notions de pré-onditionet post-ondition. Le formalisme d'expression des ontrats est très prohe de Java.Les pré-onditions dé�nissent les hypothèses devant être satisfaites par les para-mètres pour pouvoir appeller une méthode, et les méthodes doivent satisfaire lespost-onditions.Sur la �gure 1.1, la méthode sqrt alulant la raine arrée de son paramètrex ne peut être appelée que si la valeur de x est supérieure ou égale à 0. Dans eas, la méthode sqrt garantit que le arré du résultat est égal à x modulo unevaleur d'approximation eps.publi lass SqrtExample {publi final stati double eps = 0.0001;/* Pré-ondition *///� requires x >= 0.0;/* Post-ondition *///� ensures JMLDouble.approximatelyEqualTo(x,\result * \result,eps);/* Méthode */publi stati double sqrt(double x) {return Math.sqrt(x);}} Fig. 1.1 � Pré- et post- onditions JML pour une méthode érite en Java.JML permet de véri�er la véri�ation des pré-onditions et des post-onditionslors de haque appel de la méthode. En e�et, lorsque la méthode est appelée,JML véri�e la satisfation des pré-onditions, puis la méthode est exéuté, eten�n si la méthode n'a pas généré d'exeptions, JML teste la véri�ation despost-onditions.



L'approhe par ontrats dans les langages orientés objets 191.1.2 JASSLe système JASS [BFMW01℄ est une extension de Java un peu plus prohe denos motivations. Il permet d'assoier des pré/post-onditions aux méthodes d'unelasse, ainsi que de dé�nir des invariants de lasses. Il o�re la possibilité de fairereférene à un état préédent l'état ourant dans l'expression d'une propriété.En e�et, JASS repose sur la notion de omportement. De manière plus préise,haque objet est assoié à une séquene d'états. JASS s'oriente prinipalementvers le débogage et la génération de ode défensif.Comme dans JML, la notion d'agent ave des entrées/sorties n'existe pas dansJASS. Le langage est basé sur les invariants de lasse, ainsi que les pré/post-onditions assoiées aux méthodes.La lasse Buffer présentée sur la �gure 1.2, permet d'instanier des �les d'at-tentes (FIFO) de tailles �nies. La méthode add est utilisée pour ajouter un objetdans la �le. Les objets plaés dans la �le peuvent être réupérés ave la méthoderemove. Cette méthode retourne l'objet situé à la �n de la �le d'attente, puis lesupprime de la �le d'attente.publi lass Buffer implements Cloneable {private int in,out,ount;private Objet[℄ store;publi Buffer (int apaity) { ... }publi boolean empty() { ... }publi boolean full() { ... }publi int apaity() { ... }publi void add(Objet o) { ... }publi Objet remove() { ... }publi boolean ontains(Objet o) { ... }...} Fig. 1.2 � La lasse Buffer.La �gure 1.3 présente une pré-ondition et une post-ondition assoiées à laméthode remove. Ainsi, remove ne peut pas retourner un objet si la �le est vide.De plus, remove garantit que l'objet retourné était auparavant plaé dans la �le.Tout omme JML, JASS intègre l'utilisation de la variable Old représentant l'étatde la �le d'attente, préédant l'appel de la méthode remove.



20 Chapitre 1publi Objet remove() {/* Pré-ondition *//** require !empty(); **/...return o;/* Post-ondition *//** ensure Old.ontains(Result); **/} Fig. 1.3 � Pré-ondition et post-ondition de la méthode remove.1.1.3 Enapsulation de proessusNous nous intéressons ii aux langages permettant une représentation desomposants temps réel reposant sur une approhe objet ou modulaire. L'enap-sulation de proessus dans des lasses est partiulièrmenent intéressante puisqu'ilexiste déjà des langages orientés objets intégrant le raisonnement par ontrats.Ainsi, le langage Synergy [BPS06℄ ombine deux paradigmes :� la modélisation orientée objets pour la oneption,� l'exéution synhrone pour une modélisation préise de omportements ré-atifs.La lasse Signals présentée sur la �gure 1.4 est érite en Synergy. Elle permetl'instaniation d'objets réatifs. Ces objets ommuniquent ave l'environnementgrâe à l'entrée sensor et la sortie atuator. Les entrées et les sorties sontassoiées à une valeur, ou bien elles sont absentes. A haque fois que sensorreçoit un entier, la même valeur augmentée de 1 est envoyée sur atuator.lass Signals {Sensor<int> sensor = new Sensor<int>(new SimInput());Signal<int> atuator = new Signal<int>(new SimOutput());publi Signals() {ative {if (?sensor) { emit atuator($sensor + 1); };};};} Fig. 1.4 � Une lasse réative.Dans [KT04℄, une méthode d'enapsulation basée sur le paradigme orienté ob-jets et l'héritage de omportements pour la desription des modèles synhrones



Modélisation de propriétés temporelles 21est proposée. [NTGLG97℄ dérit un langage de modules pour la déompositiondes strutures omplexes synhrones en modules paramétrables. Ces travaux sontdestinés à dé�nir un adre de raisonnement formel pour enourager la réutilisa-bilité des omposants et permettre l'emploi de proessus ompilés séparément àl'intérieur d'une même arhiteture. Il devient ainsi essentiel de pouvoir typer unproessus pour pouvoir véri�er l'adéquation entre un omposant et son environ-nement d'exéution. Le système de typage présenté dans [NTGLG97℄ propose dedé�nir le type des proessus à partir du graphe de �ot de données. Ce système detypes est dé�ni par un environnement de typage, et un ensemble de ontraintes desous-typage. Ave ette méthode de typage, il devient alors possible de paramétrerdes modules par des proessus.1.2 Modélisation de propriétés temporellesDans le ontexte de l'ingénierie logiielle, la programmation par ontrats estadaptée pour une grande variété de langages et de formalismes, mais la notionentrale de temps et/ou de trae, néessaire à la oneption de systèmes réatifs,n'est pas toujours prise en ompte. Par exemple, des extensions de OCL ave l'uti-lisation d'une logique temporelle linéaire ont été proposées dans [ZG02, FM01℄,en mettant l'aent sur l'expressivité du langage de ontraintes (la manière dontles ontraintes expriment les propriétés des lasses et des objets). D'autre part,es deux extensions de OCL ne onsidèrent pas l'aspet �ot de données. Toutefois,il est intéressant de remarquer que dans [FM01℄, les propriétés temporelles sontexprimées au moyen de CTL, e qui o�re la possibilité d'exprimer des propriétésde vivaité.Considérons un omposant buffer qui reçoit des données arrivant de manièrepériodique. La taille de ette période est de 100 unités de temps logique. Ce om-posant ne peut lire une donnée que dans l'état Loading. Ainsi l'état Loading doittoujours être atteignable dans les 100 prohaines unités de temps. La �gure 1.5montre l'ériture de ette propriété dans la syntaxe présentée dans [FM01℄.ontext Bufferinv: Loader�post[1,100℄->forall(p:OlPath|p->inludes(Loading))Fig. 1.5 � Une propriété de vivaité.D'autre part, les méthodologies de desription des systèmes à �ots de don-nées ne permettent pas néessairement l'expression de propriétés temporelles.Ainsi, l'approhe fontionnelle proposée dans [Bro97℄ propose une notion om-



22 Chapitre 1positonnelle du ra�nement a�n de simpli�er le traitement des langages à �ots dedonnées. Elle raisonne sur les types d'entrées-sorties et sur le graphe de ausalitédes entrées-sorties.Nous nous intéressons à des tehniques de spéi�ation intégrant la notion detemps, et tenant ompte de l'aspet onurrent de l'ordre d'exéution des tâhes.1.2.1 Les automatesDans la théorie des automates d'interfae [dAH01℄, la notion d'interfae o�redes avantages notamment dans la dé�nition de l'opération de omposition. Cetteapprohe rend possible la véri�ation de la ompatibilité des interfaes entredi�érents modules réatifs. Dans e ontexte, il n'est pas pertinent de séparer leshypothèses des garanties et un seul automate peut être utilisé pour modéliser unmodule.Cette approhe est dérite ave un exemple onsidérant l'implémentation d'unservie de transmission de messages. Un utilisateur se sert d'un omposant pos-sédant une variable d'entrée msg utilisée pour envoyer les messages. Lorsqu'unmessage est envoyé, le omposant retourne ok (si le message a bien été envoyé)ou fail (si la transmission ne s'est pas déroulée orretement). L'interfae duomposant est reliée à l'interfae d'un anal de ommuniation. La variable sendpermet au omposant de transmettre un message au anal de ommuniation. Leanal peut envoyer une valeur ack a�n d'indiquer que la transmission s'est orre-tement déroulée, ou bien une valeur nack a�n d'indiquer que la transmission dumessage a éhoué. Lorsqu'un message est émis sur la variable msg, le omposantessaie d'envoyer e message sur le anal de ommuniation, et renvoie e messagesi la première transmission a éhoué.L'automate d'interfae du omposant est illustré sur la �gure 1.6. Si les deuxtransmissions éhouent (réeption de deux valeurs sur la variable nack), le om-posant indique l'éhe de la transmission du message par l'envoi d'une valeur surla variable fail.Si la transmission a réussi(réeption d'une valeursur la variable ack), il si-gnale la réussite pour l'en-voi d'une valeur sur la va-riable ok. Fig. 1.6 � Automate d'interfae du omposant.



Modélisation de propriétés temporelles 23L'automate d'interfae présenté sur la �gure 1.7 dé�nit le omportement d'unutilisateur du servie de transmission de messages tel que : après avoir émis unmessage à envoyer, il aepte une valeur de retour sur la variable ok, ependantauune valeur sur la variable fail n'est aeptée. L'utilisateur fait l'hypothèseque la transmission du message n'éhouera jamais.
Fig. 1.7 � Automate d'interfae d'un utilisateur.Sur la �gure 1.8, la omposition de l'automate d'interfae de l'utilisateur avel'automate d'interfae du omposant est obtenue en onsidérant les états ompa-tibles. En e�et, auune ation n'est assoiée à la réeption d'une valeur fail parl'utilisateur (voir �gure 1.7), e qui fait de l'état préédant l'émission d'une valeursur la variable fail dans l'automate d'interfae du omposant (voir �gure 1.6),un état inompatible ave les états de l'automate de l'utilisateur.

Fig. 1.8 � Composition de l'automate d'interfae de l'utilisateur ave l'automated'interfae du omposant.Supposons que le analde ommuniation réus-sisse toujours à envoyer unmessage après deux tenta-tives. Ainsi, il n'émet ja-mais la valeur nack. L'au-tomate d'interfae de eanal de ommuniationest illustré sur la �gure 1.9 Fig. 1.9 � Canal de ommuniation.



24 Chapitre 1La règle de ompatiblité dé�nie dans [dAH01℄ permet d'assurer que l'utilisa-teur peut utiliser le omposant pour transmettre un message à travers le analde ommuniation. Soit User ⊗ Comp, l'automate obtenu par la ompositionde l'automate de l'utilisateur (voir �gure 1.7) ave l'automate du omposant(voir �gure 1.6). Cette règle véri�e notamment que haque entrée du produit desautomates de l'utilisateur et du omposant orrespond à une sortie dans l'envi-ronnement, et que haque sortie du produit des automates de l'utilisateur et duomposant orrespond à une entrée dans l'environnement. Ce omposant utilisédans l'environnement d'exéution dérit sur la �gure 1.9, permet de garantir quetous les messages émis par l'utilisateur seront bien transmis.Dans [LNW07℄, les auteurs montrent que le adre de travail des automatesd'interfae peut être intégré dans elui des automates modaux d'entrée/sortie.[RBB+09℄ développe ette approhe en tenant ompte des spéi�ations modales.Il s'agit de l'étiquetage des transitions pouvant éventuellement être exéutées ainsique de elles qui doivent obligatoirement être exéutées. Les spéi�ations modalessont équipées d'un opérateur de omposition parallèle et d'une relation d'ordreimpliquant l'existene d'une borne inférieure. L'élément dé�ni par le plus granddes minorants (GLB) permet d'intégrer les notions de vues multiples et d'exi-genes onjontives. En se basant sur [BCP07℄, les auteurs notent la di�ulté demanipuler des interfaes dé�nies sur des alphabets di�érents. Les modalités per-mettent di�érentes méthodes d'égalisation des alphabets selon que la ompositionou la liaison parallèle est onsidérée. Par la suite, ils dé�nissent un ontrat ommeune résiduation G/A (la résiduation est l'adjoint de la omposition parallèle), oùles hypothèses A et les garanties G sont dé�nies par spéi�ations modales. Lesnotions de ra�nement, omposition, et de vues multiples sont développées. Cemodèle traite soigneusement l'égalisation d'alphabet (ou ensemble de variablesde dé�nition). Il est ainsi possible de tester si une implémentation dé�nie surun alphabet satisfait une spéi�ation modélisée par un automate dé�ni sur unalphabet di�érent. Cependant, l'utilisation de la borne inférieure des automatesmodaux satisfait l'approhe multi-vues mais pas la notion de substituabilité dansla omposition. En e�et, la borne inférieure ne satisfait pas que pour quatre spé-i�ations modales S1, S ′
1, S2, S ′

2 telles que S ′
1 ra�ne S1, et S ′

2 ra�ne S2, laomposition de S ′
1 et S ′

2 ra�ne S1, S2. Cette propriété, appelée �ra�nementdans la omposition� dans [RBB+09℄ néessite l'emploi d'une seonde opérationde omposition pour être satisfaite.1.2.2 Un modèle dénotationnelDans [BCP07℄, est dé�ni un système de ontrats basés sur la notion d'hypo-thèses/garanties, ave une vision générique du domaine d'appliation du modèle.Un ontrat est représenté par une paire (hypothèses/garanties) où les hypothèses



Modélisation de propriétés temporelles 25et les garanties sont représentées par un ensemble de traes. Ce modèle présenteégalement une relation de ra�nement basée sur la notion de substituabilité : siun ontrat C ′ ra�ne un ontrat C alors tous les proessus satisfaisant C ′ satis-font aussi C. Considérons deux ontrats (A1,G1) et (A2,G2). Le ontrat (A1,G1)ra�ne (A2,G2), si et seulement si A2 ⊆ A1 et G1 ⊆ G2, où ⊆ est l'inlusiond'ensembles. Ainsi (A1,G1) ra�ne (A2,G2), si et seulement si les hypothèses A1sont dé�nies par un ensemble de traes plus grand que les hypothèses A2, et lesgarantiesG1 sont dé�nies par un ensemble de traes moins grand que les garantiesG2.Une algèbre booléenne de ontrats déoule de ette relation de ra�nement.La borne inférieure de deux ontrats permet d'avoir une approhe multi-vues surles omposants.
1.2.3 Un modèle fontionnelDans [MM04℄, une notion de ontrat synhrone est proposée pour le langagede programmation Lustre. Dans ette approhe, les ontrats sont des spéi�-ations exéutables (observateurs synhrones) rythmées par une horloge (l'hor-loge de l'environnement). Dans e modèle, les hypothèses sont modélisées par unproessus observant les variables d'entrée, et les garanties sont modélisées par unautre proessus observant les variables de sortie d'un omposant. Cela orrespondà une approhe qui est satisfaisante pour véri�er la satisfation des propriétés desdi�érents modules (qui ont une horloge), mais ne peut guère être employée dansle monde de la modélisation des arhitetures asynhrones (qui possèdent deshorloges multiples).Cette approhe est illustrée par l'ériture d'un ontrat observant au ours dutemps une variable d'entrée a et une variable de sortie b. Ce ontrat stipule que :si la valeur de la variable a est toujours vrai durant au moins deux instantsonséutifs (sinon la valeur de a est faux), alors la valeur de la variable b est
vrai durant au moins trois instants onséutifs (sinon la valeur de b est faux).Les hypothèses sont modélisées par l'automate présenté sur la �gure 1.10, et lesgaranties par l'automate présenté sur la �gure 1.11.



26 Chapitre 1

Fig. 1.10 � Hypothèses : a prend la valeur vrai durant au moins deux instants.La séquene des valeurs de la variable d'entrée a satisfait les hypothèses si etseulement si l'automate n'atteint jamais l'état fail.

Fig. 1.11 � Garanties : b prend la valeur vrai durant au moins trois instants.La séquene des valeurs de la variable de sortie b satisfait les garanties si etseulement si l'automate n'atteint jamais l'état fail.Ce ontrat est satisfait par un omposant (voir la �gure 1.12) possédant unevariable d'entrée a et une variable de sortie b ayant le omportement suivant :lorsque la valeur de a est vrai à un instant t, la valeur de b est vrai durant lesdeux instants t + 1 et t + 2 suivants. En e�et, les omportements du omposantsatisfont toujours les hypothèses et les garanties du ontrat.



Conlusion : enseignement à tirer 27
Fig. 1.12 � Comportement d'un omposant.1.3 Conlusion : enseignement à tirerNous souhaitons dé�nir un adre théorique pour le raisonnement basé sur lanotion d'hypothèses/garanties. Cette approhe o�re la possibilité de lairementdistinguer les propriétés de l'environnement d'exéution des garanties satisfaitespar un omposant. Ainsi la ompatibilité entre un omposant et son ontexted'exéution sera failement établie. Une représentation des hypothèses et desgaranties devra être hoisie, e qui onduira au développement de la notion de�ltres : les garanties �ltrent les proessus satisfaisant une propriété donnée. Apartir d'une modélisation des traes et des proessus, nous souhaitons onstruireune algèbre de �ltres et une algèbre de ontrats.En hoisissant de dissoier les hypothèses faites sur le ontexte d'exéutionet les garanties o�ertes par un omposant, il devient important de dé�nir unerelation dé�nissant la lasse d'équivalene des ontrats satisfaits par le même en-semble de proessus (relation d'équivalene de �ltrage). Ainsi, dans notre algèbrede ontrats omme dans les automates d'interfae, un ontrat peut être expriméave un seul �ltre. La relation d'équivalene de �ltrage o�re la possibilité d'ex-primer un ontrat ave un seul �ltre portant sur les garanties et les hypothèsespar le �ltre aeptant tous les proessus (ou, inversement, ave un seul �ltre pourspéi�er les hypothèses, un �ltre de garantie n'aeptant auun proessus).Il en résulte une struture rihe devant être :� générique, dans la façon dont elle peut être mise en ÷uvre, ou à l'instan-iation des modèles de alul ;� �exible, dans la façon dont elle peut aider à la struturation et la normali-sation des expressions ;� omplète, en e sens que toutes les ombinaisons de propositions peuventêtre exprimées dans le modèle.Il est intéressant de noter que la séparation des points de vue est importante engénie logiiel. La séparation des vues permet plus de souplesse dans la reherhedes relations de ompatibilité entre les omposants. L'aspet multi-vues proure



28 Chapitre 1une meilleure isolation des di�érents aspets des modules, et favorise don uneapprohe ompositionnelle de la spéi�ation de modules.En�n, le modèle de spéi�ation devra être indépendant du modèle d'expres-sion des hypothèses ou des garanties. Ainsi, un langage tel que Signal dont lasémantique est basée sur un modèle dénotationnel pourra être diretement uti-lisé, mais aussi, une logique temporelle ompatible ave notre modèle, omme parexemple ATL (Alternating-time temporal logi [AHK02℄).



Chapitre 2Une algèbre de ontratsLa plupart des méthodologies de développement utilisées pour dé�nir des ar-hitetures embarquées sont basées sur une approhe itérative de validation despéi�ations. En outre, le développement oopératif de systèmes néessite l'uti-lisation et l'assemblage de omposants développés par di�érents fournisseurs, demanière sûre et onsistante [ELLSV97, Kop97℄. Ces omposants doivent fournirdes onditions d'utilisation, et o�rir des garanties sous es onditions. Cei dé�nitune notion de ontrat. Le onept de ontrats peut être utilisé pour la validationde logiiels ritiques. Nous optons pour un paradigme de ontrats di�érent a�nde dé�nir une tehnique de validation des omposants dans le adre du modèlesynhrone. Dans notre modèle, un omposant est représenté par une vue abs-traite de es omportements. Il est dé�ni à travers un ensemble �ni de variablesd'entrée/sortie ommuniquant ave son environnement d'exéution. Les ompor-tements peuvent être perçus omme des ensembles de traes d'exéution sur lesvariables du omposant. Le modèle abstrait d'un omposant est don un proessusdé�ni omme un ensemble de omportements.Un ontrat est une paire (hypothèses, garanties). Les hypothèses dérivent lespropriétés attendues par un omposant qui doivent être satisfaites par le ontexte(l'environnement) dans lequel le omposant est utilisé. Les garanties dérivent lespropriétés que doit satisfaire le omposant lui-même lorsque le ontexte satisfaitles hypothèses. Un ontrat peut être une simple doumentation, ependant, lors-qu'un modèle formel le permet, les ontrats peuvent être soumis à des outils devéri�ation formelle. Nous souhaitons fournir aux onepteurs un modèle formel,permettant des aluls e�aes sur les ontrats. Nous allons présenter une versionétendue du adre algébrique proposé dans [GLTG08℄ et [GLTG09℄ permettant unraisonnement formel sur les ontrats.D'une part, les hypothèses et les garanties d'un omposant sont dé�nies parla notion de �ltre : les hypothèses �ltrent les proessus (ensembles de omporte-ments) qu'un omposant peut aepter. Un �ltre est un ensemble de proessus29



30 Chapitre 2pour lesquels les omportements des variables d'entrée/sortie sont ompatiblesave les propriétés (ou ontraintes), exprimées sur les variables du omposant.D'autre part, nous dé�nissons une algèbre booléenne pour manipuler les �ltres.Ce qui nous amène à dé�nir une struture algébrique permettant de raisonnersur les ontrats pour abstraire, ra�ner, ombiner et normaliser un omposant.Ce modèle algébrique est basé sur un modèle minimaliste de traes d'exéution,permettant de s'adapter failement à un adre de développement partiulier.Une aratéristique de e modèle est qu'il permet de gérer de façon préise lesvariables du omposant et leurs omportements possibles. Cei est un point lé.En e�et, les hypothèses et les garanties sont exprimées par des propriétés ontrai-gnant les omportements de ertaines variables. C'est la raison pour laquelle nousintroduisons un ordre partiel sur les proessus et les �ltres. De plus, avoir unealgèbre booléenne sur les �ltres permet de formaliser sans auune ambiguïté l'ex-pression du omplémentaire dans l'algèbre. Ce qui est un réel avantage omparéà d'autres modèles et formalismes.Plan Ce hapitre est organisé de la manière suivante. La setion 2.1 introduitune algèbre générale de proessus, lequel empreinte ses notations et ses oneptsà la théorie des domaines [AJ87℄. Un ontrat (A,G) est vu omme une paire deomposants logiques �ltrant les proessus : les hypothèses A �ltrent les proessusà séletionner (aepter ou inversement rejetés), qui sont autorisés (aeptés ouinversement rejetés) par les garanties G. Les �ltres sont dé�nis dans la setion2.2 et les ontrats dans la setion 2.3.2.1 Une algèbre de proessusNous dé�nissons une algèbre pour les omportements et les proessus. Géné-ralement, un omportement dérit la trae d'un proessus dé�ni dans un domainedisret (une trae de Marzurkiewiz [Maz89℄ ou un tuple de signaux dans le mo-dèle de marque de Lee [LSV98℄). Nous avons délibérément hoisi un modèle dedé�nition abstrait pour enapsuler des variables assoiées à des domaines de dé-�nition divers. Ainsi les variables peuvent représenter des séquenes de booléens,entiers, réels mais aussi des omportements de systèmes plus omplexes tels quedes systèmes hybrides. Il est également possible qu'elles représentent simplementdes �omportements� aratérisés par des valeurs salaires, a�n de représenterdes oûts d'exéution, des tailles de mémoires, et. Dans ette partie, nous nousintéressons aux proessus modélisés par un ensemble de omportements.Nous faisons le hoix de entrer la représentation des proessus sur la théoriedes omportements a�n de failiter l'appliation du modèle de ontrats proposéà des langages eux-mêmes basés sur ette théorie. La sémantique des omporte-



Une algèbre de proessus 31ments et des proessus est partiulièrement prohe de elle de Signal.2.1.1 Sémantique des omportementsDé�nition 2.1 (Comportement) Soit V un ensemble in�ni, dénombrable devariables, et D un ensemble de valeurs ; pour Y, un ensemble �ni, et non vide,de variables inlus dans V (noté Y ⊂ V), un Y-omportements dé�ni sur unensemble de variables Y est une fontion b : Y → D.L'ensemble des Y-omportements représentant l'ensemble des omportementsdé�nis sur l'ensemble de variables Y, est noté BY =∆ Y → D. La dé�nition 2.1est étendue aux omportements dé�nis sur l'ensemble vide de variables : B∅ =∆

∅ (il n'y a pas de omportements assoié à l'ensemble vide de variables).Soit Y, un ensemble �ni, et non vide, de variables inlus dans V, Y non vide, un omportement dé�ni sur Y, X un sous-ensemble (éventuellement vide) deY. |X est la restrition de  sur X telle que|X = {(x,(x)) | x ∈ X}, et |∅ = ∅On en déduit alors que |Y = .Sur la �gure 2.1, les omportements b1 et b2 dé�nis sur les variables x et ysont des fontions de l'ensemble de variables {x, y} vers des fontions dé�nissantles signaux. Le omportement b1 est une fontion d'un ensemble d'instants dis-rets représentés par des entiers naturels vers l'ensemble des rationnels (utilisé iiomme domaine de valeurs). Le omportement b2 assoie x, et y à des fontionsontinues du temps.
Fig. 2.1 � Exemples de omportements.Nous dé�nissons un proessus omme un ensemble de omportements dé�nisur un ensemble de variables donné.2.1.2 Sémantique des proessusNous dé�nissions un proessus omme un ensemble de omportements sur unensemble �ni de variables. Par exemple, sur la �gure 2.2, le proessus représenté,possède b1 pour omportement éventuel, mais peut également avoir b2, b3 ommeomportements autorisés.
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Fig. 2.2 � Exemple de proessus.Dé�nition 2.2 (Proessus) Soit X un ensemble �ni de variables (X ⊂ V). UnX-proessus p est un ensemble non vide de omportements dé�nis sur X.Ainsi, de la même manière que B∅ =∆ ∅, il y a un unique ∅-proessus dé�nipar Ω =∆ {∅} ; Ω ontient uniquement le omportement vide. Le proessus videest noté 0 =∆ ∅.
Ω est dé�ni sur un ensemble vide de variables, il n'a par onséquent auune�et lorsqu'il est omposé ave un autre proessus. Il peut être vu omme leproessus universel, à l'inverse de 0 dé�ni par l'ensemble vide de omportements.L'utilisation de 0 dans une onjontion de ontraintes sera aratérisée par unensemble vide de solutions. 0 peut être vu omme le proessus nul.Soit X un ensemble �ni de variables (X ⊂ V), nous notons PX l'ensemble desproessus dé�nis sur X. Un proessus appartenant à PX, dé�ni sur un ensemble�ni de variablesX, est quali�é de strit. Par onséquent, Ω est un proessus strit.

P désigne l'ensemble de tous les proessus.
PX =∆ P(BX) \ {0}, (P∅ = {Ω}) P =∆ ∪(X ⊂ V) PXLe domaine de dé�nition des omportements dans un proessus p dé�ni surl'ensemble de variables X est noté vars(p) =∆ X. 0 est le seul proessus nonstrit de PV : vars(0) = V. Un proessus est un proessus strit ou bien il s'agitde 0. Ainsi, l'ensemble de tous les proessus P⋆ est dé�ni par P⋆ =∆ P ∪ {0} et

∀X ⊂ V , P⋆X =∆ PX ∪ {0}. Pour R ⊆ P⋆, R désigne le omplémentaire de R.Les opérateurs suivants seront utilisés pour dé�nir les �ltres et les ontrats : leomplémentaire d'un proessus p dans PX est un proessus dans P⋆X ; la restri-tion d'un proessus p dans PX à Y ⊆ X ⊂ V est l'abstration (projetion) de psur Y ; �nalement, l'extension de p dé�ni dans PX à un ensemble �ni de variablesY ⊂ V, est le proessus dé�ni sur Y qui représente les mêmes ontraintes que p.



Une algèbre de proessus 33Dé�nition 2.3 (Complémentaire d'un proessus) Soit X un ensemble �nide variables (X ⊂ V), le proessus omplémentaire p̃ d'un proessus p ∈ PX estdé�ni par : p ∈ PX =⇒ p̃ =∆ (BX \ p) = {b ∈ BX|b 6∈ p} (B̃X = 0) (2.1)
Fig. 2.3 � Complémentaire d'un proessus.Le omplémentaire p̃ d'un proessus p dé�ni sur les variables x et y, Figure 2.3,ontient tous les omportements dé�nis sur x, y n'appartenant pas à p.Exemple 1 Soit p un proessus (ave vars(p) = {x, y}, et x, y ∈ N), dé�ni parun ensemble de omportements satisfaisant (x > 0) ∧ (y est impair) alors p̃ estl'ensemble des omportements tels que (x ≤ 0) ∨ (y est pair).Dé�nition 2.4 (Restrition et extension de proessus) SoitX,Y deux en-sembles �nis de variables tels que : X ⊆ Y ⊂ V, et Y non vides. Nous dé�nissonsla restrition q|X ∈ PX de q ∈ PY à X et l'extension p|Y ∈ PY de p ∈ PX à l'en-semble de variables Y par :q|X =∆ {|X| ∈ q} (alors q|∅ = Ω, q|vars(q) = q) (2.2)p|Y =∆ { ∈ BY||X ∈ p} (alors Ω|Y = BY, p|vars(p) = p) (2.3)

Fig. 2.4 � Restrition et extension.La restrition p|{x, y} d'un proessus p dé�ni sur les variables x, y, z, Figure 2.4,onsiste à projeter p sur un ensemble de variables restreint ; à droite, l'extensionp|{x, y, z} d'un proessus p dé�ni sur x, y est le plus grand proessus dé�ni sur
x, y, z tel que la restrition sur x, y est égale à p.



34 Chapitre 2Exemple 2 Soit p un proessus tel que vars(p) = {x, y, z}, et x, y, z ∈ N, dé�nipar l'ensemble de omportements tels que (x > 0)∧ (y est impair)∧ (z < 2) alorsp|{x, y} est l'ensemble des omportements tels que (x > 0) ∧ (y est impair).Exemple 3 Soit p un proessus tel que vars(p) = {x, y}, et x, y, z ∈ N, dé�nipar l'ensemble de omportements tels que (x > 0) ∧ (y est impair) alors p|{x, y, z}est l'ensemble des omportements tels que (x > 0) ∧ (y est impair) ∧ (z ∈ N).L'ensemble P⋆X, équipé des opérations d'union, d'intersetion et de la notionde omplémentaire étendue ave 0̃ = BX, est une algèbre booléenne ave poursupremum P⋆X et pour in�mum 0.La dé�nition de la restrition est étendue à 0, le proessus nul, par 0|X = {|X
|  ∈ ∅} = 0. V est l'ensemble de toutes les variables, la dé�nition de l'extensionest simplement étendue à 0, par 0|V = 0.Propriété 2.1 Soient W, X, Y, Z des ensembles �nis de variables, Y, Z nonvides, et p, q deux proessus strits :

vars(p) ⊆ Z ⊆ Y =⇒ (p|Z |Y = p|Y) ∧ (p|Y
|Z = p|Z) (2.4)

vars(p) = vars(q) ⊆ Y =⇒ ((p ∩ q)|Y = (p|Y ∩ q|Y)) ∧ ((p ∪ q)|Y = (p|Y ∪ q|Y))(2.5)
vars(p) = vars(q) ⊆ Y =⇒ ((p ⊆ q) ⇐⇒ (p|Y ⊆ q|Y)) (2.6)X ⊆ vars(p) = vars(q) =⇒ ((p ⊆ q) =⇒ (p|X ⊆ q|X)) (2.7)Preuve : Les preuves sont immédiates par l'équation 2.2 et l'équation 2.3.2.1.3 Une relation d'ordre partiel sur les proessusL'opération d'extension de proessus induit un ordre partiel � , tel que p � qsi q est une extension de p aux variables de q. La relation � sera ensuite utiliséepour dé�nir les �ltres. Elle est dé�nie omme suit.Dé�nition 2.5 (Relation d'extension de proessus) ( ∀ p ∈ P) ( ∀ q ∈ P), larelation d'extension de proessus � est dé�nie, par

(p � q) ⇐⇒ ((vars(p) ⊆ vars(q)) ∧ (p|vars(q) = q))Don, si (p� q), q est dé�ni sur plus de variables que p. Sur les variables ommunesà p, le proessus q aratérise les mêmes ontraintes que p ; ses autres variablessont libres. Cette relation est étendue à P⋆ ave (0 � 0).Propriété 2.2 (P⋆,�) est un ordre partiel.



Une algèbre de proessus 35Preuve : La véri�ation de la transitivité, l'antisymétrie et la ré�exivité estimmédiate par l'équation 2.2 et l'équation 2.3.2.1.4 L'ensemble des proessus étendusDans et ordre partiel, l'ensemble des proessus étendus de p est l'ensemblede toutes les extensions de p, noté :
[�↑ p] =∆ {q ∈ P|p � q} ([�↑ Ω] = {BX}X ⊂ V) (2.8)L'ensemble des éléments étendus est illustré sur la �gure 2.5.

Fig. 2.5 � Ensemble des proessus étendus.2.1.5 Les variables ontr�lées et les proessus réduitsA�n d'étudier les propriétés des ensembles des proessus étendus, nous ara-térisons l'ensemble des variables ontraintes par un proessus donné : nous disonsque q ∈ P ontr�le une variable y, si :� y appartient à vars(q),� il existe des omportements b dans q ayant la même restrition sur l'en-semble des variables (vars(q)\{y}) qu'un omportement  dans Bvars(q) telque  n'appartient pas à q ; don q est stritement inlus dans (q|(vars(q)\{y}))|vars(q) .Cei est illustré sur la �gure 2.6.Dé�nition 2.6 (Variable ontr�lée �) Un proessus q ontr�le une variabley, noté (q � y), si et seulement si
((y ∈ vars(q)) ∧ q ( ((q|(vars(q)\{y}))|vars(q))) (2.9)



36 Chapitre 2Un proessus q ontr�le un ensemble de variables X, noté (q � X) si et seulementsi ( ∀ x ∈ X)(q � x) (Ω � ∅) (2.10)De plus, � est étendu à P⋆ ave 0 � V.

Fig. 2.6 � Variable y ontr�lée (à gauhe) et non ontr�lée (à droite) dans unproessus q.Remarquons que si un proessus q ontr�le X, ela n'implique pas que, pourtout x ∈ X, et y ∈ X, ave x 6= y, (p|(X\{x})) ontr�le y : e qui peut être le aslorsque x est ontraint par y dans p ; alors si x est �e�aée� (par la projetion surd'autres variables ontr�lées), y peut être libre dans ette projetion.Nous dé�nissons le proessus réduit (un onept lé pour dé�nir les �ltres)omme un proessus qui ontr�le toutes ses variables.Dé�nition 2.7 (proessus réduit) Un proessus strit p ∈ P⋆ est réduit si etseulement si p � vars(p).Par exemple, Ω est un proessus réduit. Par opposition à BX qui n'est pasréduit si X n'est pas vide. Les proessus strits réduits sont minimaux (au sensde la relation �) dans (P,�). Nous notons ▽q, la rédution de q, le proessusminimal tel que ▽q � q (p est réduit si et seulement si ▽p = p). Pour tout X, nousavons ▽

BX = Ω.



Une algèbre de proessus 37La �gure 2.7 illustre la rédu-tion ▽q d'un proessus q et d'unproessus p, dans l'ensemble desproessus étendus [�↑
▽q]. Posons

vars(q) = ({x1 . . . xn} ∪ {y1 . . . ym})et q ontr�le les variables {x1 . . . xn},nous avons vars(▽q) = {x1 . . . xn}.Le proessus p est tel que p ∈ [�↑
▽q]ave vars(p) ⊆ ({x1 . . . xn} ∪

{y1 . . . ym} ∪ {z1 . . . zl}) ; ilontr�le les variables {x1 . . . xn}.
{y1 . . . xm} ∪ {z1 . . . zl} est l'en-semble des variables libres, tel que
▽q =

▽p. Fig. 2.7 � Rédution de proessus.
Propriété 2.3 Le omplémentaire p̃ d'un proessus non vide p stritement inlusdans Bvars(p) est réduit si et seulement si p est réduit. Par onséquent, p̃ et pontr�lent le même ensemble de variables vars(p).Preuve : La preuve est immédiate en onsidérant les dé�nitions du omplémen-taire (dé�nition 2.3), des variables ontr�lées (dé�nition 2.6) ainsi que la dé�ni-tion d'un proessus réduit (dé�nition 2.7).Nous en déduisons que l'ensemble des proessus étendus [�↑

▽p] de la rédu-tion de p est un �ltre [AJ87℄ : il est non vide et haque paire d'éléments possèdeune borne inférieure. Ainsi, [�↑
▽p] est omposé de tous les ensembles de om-portements dé�nis sur les ensembles de variables inluant les variables ontr�léespar p. Les variables qui ne sont pas ontr�lées par p ne sont pas ontr�lées parles proessus appartenant à [�↑
▽p]. Les proessus de et ensemble aratérisentles mêmes ontraintes que p. Nous observons également que vars(▽q) est le plusgrand sous-ensemble de variables tel que q � vars(▽q). Pour un proessus q ∈ P⋆,nous étendons la dé�nition de vars() à l'ensemble des proessus étendus de larédution de q ave : vars([�↑ ▽q]) =∆ vars(▽q). Notons que [�↑ 0] = {0}.Propriété 2.4 L'ensemble des proessus étendus d'un proessus strit p ontientun unique proessus p|Y dé�ni sur un ensemble de variables donné Y ⊇ vars(p).Le proessus p et ses extensions p|Y ontr�lent le même ensemble de variables,



38 Chapitre 2qui est aussi l'ensemble des variables ontr�lées par la rédution de p.
((q ∈ [�↑ p]) ∧ (r ∈ [�↑ p]) ∧ (vars(q) = vars(r))) =⇒ (q = r) (2.11)

(vars(p) ⊆ Y) =⇒ ((p|Y) � vars(▽p)) (2.12)
((vars(p) ∪ vars(q)) ⊆ Y) =⇒ ((p|Y = q|Y) =⇒ (

▽p =
▽q)) (2.13)

Preuve : équation 2.11 :(q ∈ [�↑ p]) ∧ (r ∈ [�↑ p]) ⇐⇒ (p � q) ∧ (p � r) (équation 2.8)
⇐⇒ (p|vars(q) = q) ∧ (p|vars(r) = r) (dé�nition 2.5)
=⇒ ((vars(q) = vars(r)) =⇒ (q = r))Preuve : équation 2.12 :(∀ x ∈ vars(▽p)) (p � x) ; soit q = p|Y(p � x) =⇒ (x ∈ vars(p)), (x ∈ vars(p)) =⇒ (x ∈ Y) (équation 2.9)

=⇒ (∃ a ∈ (p|(X\{x}))) (équation 2.9)(∃ b ∈ p) (b|(X\{x}) = a)et (∃ v ∈ D) (∀ b ∈ p) ((b|(X\{x}) = a) =⇒ (b(x) 6= v))
=⇒ (∃ a ∈ (p|(X\{x})))(∃ e ∈ q) (e|(X\{x}) = a)et (∃ v ∈ D) (∀ e ∈ q) ((e|(X\{x}) = a) =⇒ (e(x) 6= v))
=⇒ (∃ a ∈ (p|(X\{x}))) (∃ d ∈ (q|(Y\{x})))(∃ e ∈ q) (e|(Y\{x}) = d) ∧ (d|(X\{x}) = (e|(X\{x}) = a))et (∃ v ∈ D) (∀ e ∈ q) ((e|(Y\{x}) = d) =⇒ (e(x) 6= v))
=⇒ (∃ d ∈ (q|(Y\{x})))(∃ e ∈ p) (e|(Y\{x}) = d)et (∃ v ∈ D) (∀ e ∈ p) ((e|(Y\{x}) = d) =⇒ (e(x) 6= v))
=⇒ (q� x) (équation 2.9)2Preuve : équation 2.13 :Nous avons (p|Y = q|Y). En onsidérant l'équation 2.12, nous en déduisons que pet q ontr�lent vars(▽p) et vars(▽q). Don p et q ontr�lent vars(▽p) ∪ vars(▽q) ; equi implique que vars(▽p) = vars(▽q). Par onséquent, ▽p =

▽q.Pour le proessus bloquant, nous avons 0 � V et [�↑ 0] = {0}.



Une algèbre de �ltres 392.1.6 L'ensemble des sous-proessus de proessusNous dé�nissons l'ensemble des sous-proessus d'un proessus a�n de apturertous les sous-ensembles de omportements. Soit R ⊆ P⋆, [R↓⊆] est l'ensemble dessous-omportements des proessus de R pour ⊆ :
[R↓⊆] =∆ {p ∈ P⋆|(∃ q ∈ R)(p ⊆ q)} (2.14)Propriété 2.5 A partir de es dé�nitions, nous déduisons que :

[[�↑
▽

0]↓⊆] = {0} (2.15)
[[�↑

▽

Ω]↓⊆] = P⋆ (2.16)2.2 Une algèbre de �ltresDans ette setion, nous intoduisons la notion de �ltre omme un ensemblede proessus qui satisfont une propriété donnée. Nous proposons une relationd'ordre (⊑) sur l'ensemble des �ltres Φ. Puis, nous établissons que (Φ,⊑) est unealgèbre booléenne. Un �ltre R est un sous-ensemble de P⋆ �ltrant les proessus.Les �ltres seront ensuite utilisés pour modéliser les hypothèses et les garantiesdes ontrats : un ontrat sera ainsi représenté par une paire de �ltres. L'algèbrebooléenne dé�nie sur l'ensemble des �ltres permettra de aratériser l'ensembledes ontrats par une struture mathématique rihe.2.2.1 Sémantique des �ltresUn �ltre R ontient tous les proessus qui sont �équivalents� , 'est-à-direqui aratérisent la même ontrainte ou propriété. Tous les proessus de R sont�aeptés�. Un �ltre est onstruit à partir d'un unique proessus générateur enétendant elui-i à un ensemble de variables plus large et en inluant tous les(sous-)proessus onstitués d'un sous-ensemble de omportements du proessusgénérateur.Dé�nition 2.8 (Filtre) Un ensemble de proessus R est un �ltre si et seule-ment si ( ∃ r ∈ P⋆) tel que, ((r =
▽r) ∧ (R = [[�↑ r]↓⊆])). Le proessus r est ungénérateur de R (R est généré par r). Nous notons Φ l'ensemble des �ltres.Le �ltre généré par la rédution d'un proessus p est noté [̂p] =∆ [[�↑

▽p]↓⊆].



40 Chapitre 2La �gure 2.8 illustre la façon dont un �ltre est généré à partir d'un proessus p(représenté par la ligne épaisse) en deux opérations suessives.La première opération onsiste à onstruirel'ensemble des proessus étendus de p :et ensemble représente tous les proes-sus ompatibles ave la ontrainte aratériséepar p et dé�nis sur un ensemble de variablesplus large.La seonde opération onsiste à onstruire l'en-semble des sous-proessus de et ensemble deproessus : tous les proessus dé�nis ommedes sous-ensembles de omportements des pro-essus ontenus dans l'ensemble des proes-sus étendus de p. En d'autres termes, tousles proessus qui restent ompatibles lors del'ajout d'une ontrainte supplémentaire à laontrainte aratérisée par p, puisque l'ajoutde ontraintes supprime des omportements. Fig. 2.8 � Génération de �ltre.
Exemple 4 Soit r un proessus tel que vars(r) = {x, y, z}, et x, y, z ∈ N, dé�nipar l'ensemble de omportements satisfaisant (x > 10)∧ (y est impair)∧ (z ∈ N)(z est une variable libre).Ainsi le �ltre [[�↑

▽r]↓⊆] dé�nit l'ensemble des proessus qui satisfont (x > 10)∧
(y est impair).Soit s un proessus tel que vars(s) = {x, y, u}, et x, y, u ∈ N, dé�ni par l'en-semble de omportements satisfaisant (x > 10)∧(y est impair)∧(u > 100). Alors
s ∈ [[�↑

▽r]↓⊆].Un �ltre R = [̂r] satisfait les propriétés suivantes :Propriété 2.6 L'ensemble des variables sur lequel est dé�ni un proessus p, ap-partenant à un �ltre généré par le proessus réduit ▽r, ontient l'ensemble desvariables de e proessus ▽r. Le générateur d'un �ltre est unique, nous le dési-gnons par la notation ▽R. Ω génère l'ensemble de tous les proessus (inluant 0).
0 appartient à tous les �ltres. Formellement ( ∀ p,r,s ∈ P⋆) :

(p ∈ [̂r]) =⇒ (vars(▽r) ⊆ vars(p)) (2.17)
[̂r] = [̂s] ⇐⇒

▽r =
▽s (2.18)

Ω ∈ [̂r] ⇐⇒ [̂r] = P⋆ (2.19)
0 ∈ R (2.20)



Une algèbre de �ltres 41Preuve : équation 2.17Par les dé�nitions données, ainsi que l'équation 2.8 et l'équation 2.14, p est inlusdans l'extension de ▽r.Preuve : équation 2.18 (⇐= est trivial.)
[̂r] = [̂s] =⇒ (▽r ∈ [̂s]) ∧ (▽s ∈ [̂r]) (équation 2.8, équation 2.14)

=⇒ (vars(▽s) ⊆ vars(▽r)) ∧ (vars(▽r) ⊆ vars(▽s)) (équation 2.17)
=⇒ (▽r ⊆

▽s) ∧ (▽s ⊆
▽r) (équation 2.8, équation 2.14) 2Preuve : équation 2.19 : (⇐= est trivial)

Ω ∈ [̂r] =⇒ (vars(▽r) ⊆ vars(Ω) = ∅) (équation 2.17)
=⇒

▽r = Ω 2Preuve : équation 2.20Conséquene direte de la dé�nition 2.8 des �ltres. 2Exemple 5Soit p ∈ P{x} un proessus dé�ni sur une variable x ∈ V dont les omportementssont une fontion d'un domaine totalement ordonné modélisant le temps T versl'ensemble des nombres rationnels Q (�gure 2.9). Soit le proessus p satisfaisantla ontrainte :
∀b ∈ p, b(x) : T 7→ Q, tel que ∀t, t′ ∈ T, t ≤ t′ ⇔ b(x)(t) ≤ b(x)(t′)

Fig. 2.9 � Exemple deontrainte.
Alors [̂p] est l'ensemble de tous les proes-sus tel que ∀b ∈ B, b ∈ p, b(x) est unefontion monotone roissante du domainede temps T vers Q.

Nous appellons �ltres strits les �ltres qui sont di�érents de P⋆ et {0}. L'en-semble des variables �ltrées de R est vars(R) dé�ni par :
vars(R) =∆ vars( ▽R) (2.21)



42 Chapitre 2Le théorème 2.1 exprime les propriétés devant être satisfaites entre un proes-sus p et un proessus générateur ▽R a�n que p appartienne au �ltre R. Ainsi unproessus p ∈ P appartient à un �ltre R si et seulement si,� dans un premier temps, les variables vars(R) ontr�lées par le générateurde R sont des variables de p,� et dans un seond temps, pour un ensemble de variablesX inluant vars(R),et un ensemble arbitraire de variablesY inluantX et vars(p), la rédutionsur X d'une extension p à Y, est un sous-ensemble des omportements del'extension du proessus générateur de R à X.Ce théorème est partiulièrement intéressant dans le adre d'une implémentationdu modèle des �ltres. En e�et, il permet de véri�er l'appartenane d'un pro-essus à un �ltre en observant uniquement le proessus générateur du �ltre sansaluler le �ltre. Formellement,Théorème 2.1 ( ∀ X,Y ⊂ V)(vars(R) ⊆ X ⊆ Y), un proessus strit p appar-tient à un �ltre R, noté (p ∈ R), si et seulement si :




(vars(R) ⊆ vars(p))
∧

(vars(p) ⊆ Y) =⇒ ((p|Y)|X ⊆
▽R|X

)Preuve : ( =⇒ )(p ∈ R) =⇒ (vars(R) ⊆ vars(p)) (équation 2.21 et équation 2.17)(p ∈ R) ⇐⇒ (∃ s ∈ R)((p ⊆ s) ∧ (s ∈ [�↑
▽R]))(dé�nition 2.8 et équation 2.14)(p ∈ R) ⇐⇒ (∃ s ∈ R)((p ⊆ s) ∧ (s =

▽R|vars(p))) (équation 2.8)(p ∈ R) ⇐⇒ (p ⊆
▽R|vars(p))Il résulte de la propriété 2.1 (équation 2.6 et équation 2.7) que :(p ∈ R) =⇒ (((vars(p) ⊆ Y)∧ (X ⊆ Y))=⇒((p|Y)|X ⊆ (( ▽R|vars(p))|Y)|X))(p ∈ R) =⇒ ((p|Y)|X ⊆ (

▽R|Y
)|X = ( ▽R|X)) (propriété 2.1-équation 2.4) 2Preuve : (⇐=)((p|Y)|X ⊆

▽R|X) =⇒ (p|vars(R) ⊆ ▽R) en posant (Y= vars(p), X= vars(R))
=⇒ (p ⊆

▽R|vars(p)) (propriété 2.1)
=⇒ p ∈ R 2La �gure 2.10 illustre le théorème 2.1 en onsidérant un proessus p dé�ni surun ensemble de variables Y et un �ltre R dé�ni sur un ensemble de variables X



Une algèbre de �ltres 43(vars(R)=X). Nous observons que p, d'abord étendu à Y puis réduit à X, estontenu dans le proessus générateur deR étendu àX (dérit par la ligne épaisse).Les variables ontr�lées par le proessus générateur ▽R du �ltre ontenant p, sont

Fig. 2.10 � Le proessus p appartient au �ltre R.des variables de p. Les omportements de p sur es variables ontr�lées sont desomportements appartenant également au proessus générateur. p représente lesmêmes ontraintes que ▽R sur les variables ontr�lées, ependant il peut ontenird'autres variables que elles ontr�lées par ▽R.Corollaire 2.1 Ces deux propriétés équivalentes sont satisfaites :R ⊆ S ⇐⇒ ((vars(S) ⊆ vars(R)) ∧ (
▽R|vars(S) ⊆ ▽S)) (2.22)R ⊆ S ⇐⇒

▽R ∈ S (2.23)Preuve : ( =⇒ )Comme ▽R ∈ S ⇐⇒ (vars(S) ⊆ vars(R)) ∧ ( ▽R|vars(S) ⊆ ▽S)(théorème 2.1)et R ⊆ S =⇒
▽R ∈ S ( ▽R ∈ R)don R ⊆ S =⇒ (vars(S) ⊆ vars(R)) ∧ ( ▽R|vars(S) ⊆ ▽S)Preuve : (⇐=)Comme (∀ p∈ P)(p∈ R ⇐⇒ (vars(R)⊆ vars(p))∧(p|vars(R) ⊆ ▽R))(théorème 2.1)et (vars(S) ⊆ vars(R)) ∧ ( ▽R|vars(S) ⊆ ▽S)(par hypothèse)alors (∀ p ∈ P)(p ∈ R =⇒ (vars(S) ⊆ vars(p)) ∧ (p|vars(S) ⊆ ▽S))don (∀ p ∈ P)(p ∈ R =⇒ p ∈ S)



44 Chapitre 2Corollaire 2.2 Ces deux propriétés équivalentes sont satisfaites :
(R ⊆ (S ∩T)) ⇐⇒ ((R ⊆ S) ∧ (R ⊆ T))(orollaire 2.1, équation 2.23) (2.24)
(R ⊆ (S ∪T)) ⇐⇒ ((R ⊆ S) ∨ (R ⊆ T))(orollaire 2.1, équation 2.23) (2.25)2.2.2 Une relation d'ordre partiel sur les �ltresNous dé�nissons une relation d'ordre partiel sur l'ensemble des �ltres, que nousappellerons �relaxation�, et noterons R ⊑ S pour exprimer que R est moins largeque S (ou que S relaxe R).Dé�nition 2.9 (Relaxation de �ltre) Soient R et S, deux �ltres, la relationR est moins large que S, notée R ⊑ S est dé�nie par :

{0} ⊑ S (R ⊑ {0}) ⇐⇒ {0} = R (R ⊑ S ⇐⇒
▽R|Z

⊆
▽S|Z

) (2.26)où Z = vars(R) ∪ vars(S)

Fig. 2.11 � Relaxation du �ltre R.

La �gure 2.11 illustre la relation derelaxation entre deux �ltres R et S.Les proessus satisfaisant la ontraintemodélisée par R satisfont aussi laontrainte dé�nie par S. Ainsi, R estmoins large que S puisque l'ensemble desproessus représentés par R traduisantune ontrainte donnée, est inlus dansS.
Exemple 6 Soient R1, R2, R3 les �ltres générés par les ontraintes (x ∈ {0, 1}
∧ y = 1), x ∈ {0, 1}, (x ∈ {0, 1} ∨ (x = 2 ∧ z = 0)) ; Ces �ltres satisfont :R1 ⊑ R2 ⊑ R3. Nous avons R1 ⊆ R2 et :- ▽R1 6∈ R3 et R1 * R3- ▽R2 6∈ R3 et R2 * R3



Une algèbre de �ltres 45Propriété 2.7 Deux �ltres strits R et S satisfont (R ⊆ S) ⇐⇒ ((vars(S) ⊆
vars(R)) ∧ R ⊑ S).Preuve : Appliation du orollaire 2.1 et de la dé�nition 2.9.2.2.3 Une algèbre de �ltresLa struture de �ltres dé�nie par la relation de relaxation est un treillis. Lespropriétés de l'algèbre booléenne seront ensuite utilisées pour dé�nir l'ensembledes ontrats aratérisés par une paire de �ltres.Propriété 2.8 (Φ,⊑) est un ordre partiel.La relation ⊑ est ré�exive et antisymétrique. La transitivité est faile à montreren utilisant l'équation 2.4 de la propriété 2.1.Lemme 2.1 (Φ,⊑) est un treillis ave pour supremum P⋆ et {0} pour in�mum.Le plus grand des minorants (la onjontion) R ⊓ S, le plus petit des majorants(la disjontion) R ⊔ S sont dé�nis par :
{0} ⊓ R = R ⊓ {0} = {0} (2.27)

(R 6= {0} ∧ S 6= {0}) =⇒ R ⊓ S =∆ [[�↑
▽p]↓⊆] (2.28)ave p = (▽R|V

∩
▽S|V), V = vars(R) ∪ vars(S)

{0} ⊔ R = R ⊔ {0} = R (2.29)
(R 6= {0} ∧ S 6= {0}) =⇒ R ⊔ S =∆ [[�↑

▽p]↓⊆] (2.30)ave p = (▽R|V
∪

▽S|V), V = vars(R) ∪ vars(S)Preuve :SoientW1 = (vars(R) ∪ vars(T)),W2 = (vars(S) ∪ vars(T)),W= (W1 ∪W2),� R ⊓ S est dé�ni omme le plus grand des minorants de R et S (nousignorons le as trivial où (R = {0} ∨ S = {0})).((T ⊑ R) ∧ (T ⊑ S)) ⇐⇒ ((▽T|W1

⊆
▽R|W1 ) ∧ (▽T|W2

⊆
▽S|W2 ))en utilisant le théorème 2.1 nous obtenons((T ⊑ R) ∧ (T ⊑ S)) ⇐⇒ ((▽T|W

⊆
▽R|W) ∧ (▽T|W

⊆
▽S|W))((T ⊑ R) ∧ (T ⊑ S)) ⇐⇒ (▽T|W

⊆
▽R|W

∩
▽S|W)don ((T ⊑ R) ∧ (T ⊑ S)) implique (T ⊑ (R ⊓ S)). En posant T = (R

⊓ S), nous obtenons (((R ⊓ S) ⊑ R) ∧ ((R ⊓ S) ⊑ S))2



46 Chapitre 2� R ⊔ S est dé�ni omme le plus petit des majorants deR et S (nous ignoronsle as trivial où (R = {0} ∨ S = {0})).((R ⊑ T) ∧ (S ⊑ T)) ⇐⇒ (( ▽R|W1

⊆
▽T|W1 ) ∧ (▽S|W2

⊆
▽T|W2 ))en utilisant le théorème 2.1 nous obtenons((R ⊑ T) ∧ (S ⊑ T)) ⇐⇒ (( ▽R|W

⊆
▽T|W) ∧ (▽S|W

⊆
▽T|W))((R ⊑ T) ∧ (S ⊑ T)) ⇐⇒ ( ▽R|W

∪
▽S|W

⊆
▽T|W)don ((R ⊑ T) ∧ (S ⊑ T)) implique que ((R ⊔ S) ⊑ T). En posant T =(R ⊔ S), nous avons ((R ⊑ (R ⊔ S)) ∧ (S ⊑ (R ⊔ S))).2La onjontion de deux �ltres strits R et S est obtenue en onstruisant l'en-semble des proessus étendus des générateurs ▽R et ▽S à l'union de leurs ensemblesde variables ontr�lées. Nous onsidérons ensuite l'intersetion de es deux pro-essus (ensembles de omportements) ; ette opération pouvant libérer ertainesvariables (ertaines variables deviennent non-ontr�lées), nous onsidérons la ré-dution de e proessus pour obtenir le générateur de la onjontion de R et S.Le même méanisme, ave l'union, est employé pour dé�nir la disjontion de deux�ltres strits R et S.La onjontion R ⊓ S de deux �ltres R et S est le plus grand �ltre T = R ⊓S qui aepte les proessus autorisés à la fois par R et par S.Exemple 7 Soit x, une variable dé�nie sur l'ensemble des valeurs {0,1,2,3}et u, y, v trois variables prenant leurs valeurs dans {0,1}. Soit r ∈ P{u, x, y},s ∈ P{x, y, v}, deux proessus réduits dé�nis par :

r ={b|b(u) ∈ {0, 1} ∧ b(x) ∈ {0, 1} ∧ b(y) ∈ {0, 1}}
∪{(u, 1), (x, 2), (y, 0)}

s ={b|b(x) ∈ {0, 1} ∧ b(y) ∈ {0, 1} ∧ b(v) ∈ {0, 1}}
∪{(x, 3), (y, 1), (v, 0)}Nous remarquons que r � {u, x, y} ; u et y sont libres dans r lorsque x estégal à 0 ou 1. v est libre quelle que soit la valeur de x dans r. Nous avons aussis � {x, y, v}. y et v sont libres dans s lorsque x est égale à 0 ou 1. Don u estlibre quelle que soit la valeur de x dans s. Nous en déduisons que :p =r ∩ s = {b|b(u), b(x), b(y), b(v) ∈ {0, 1}}

▽p ={b|b(x) ∈ {0, 1}}La disjontion R ⊔ S de deux �ltres R et S est le plus petit �ltre T = R ⊔ Squi aepte les proessus autorisés par R ou par S.



Une algèbre de �ltres 47Exemple 8 Soit x, une variable dé�nie sur l'ensemble des valeurs {0,1,2,3}et u, y, v trois variables prenant leurs valeurs dans {0,1}. Soit r ∈ P{u, x, y},s ∈ P{x, y, v}, deux proessus réduit dé�nis par :
r = {b | b(u) ∈ {0, 1} ∧ b(x) ∈ {0, 1} ∧ b(y) = 0}s = {b | b(x) ∈ {0, 1} ∧ b(y) = 1 ∧ b(v) ∈ {0, 1}}Par onséquent, p =r ∪ s = {b|b(u), b(x), b(y), b(v) ∈ {0, 1}}

▽p ={b|b(x) ∈ {0, 1}}L'opération de relaxation, ainsi que la onjontion et la disjontion sont res-petivement prohes des opérations d'inlusion, d'intersetion, et d'union dé�niessur les ensembles. Nous allons exhiber leurs di�érenes.
Lemme 2.2 Les propriétés suivantes sont satisfaites : soientR, S, T trois �ltresstrits,
((R ∩ S) ⊆ T) ⇐⇒ ((vars(T) ⊆ (vars(R) ∪ vars(S)))∧ ((R⊓S)⊑T))(2.31)par onséquent ((R ∩ S) ⊆ (R ⊓ S))(en posant (R ⊓ S) = T) (2.32)
((R ∪ S) ⊆ T) ⇐⇒ ((vars(T) ⊆ (vars(R) ∩ vars(S)))∧ ((R⊔S)⊑T))(2.33)par onséquent ((R ∪ S) ⊆ (R ⊔ S))(en posant (R ⊔ S) = T) (2.34)

Preuve :Soit X = vars(R),Y = vars(S),Z = vars(T), V = X ∪Y ∪ Z+équation 2.31



48 Chapitre 2((R ∩ S) ⊆ T) ⇐⇒ (∀ p ∈ P) (p ∈ (R ∩ S) =⇒ (p ∈ T))Posons W = vars(p) ∪Vthéorème 2.1 (p ∈ R) ⇐⇒ ((X ⊆ vars(p)) ∧ ((p|W)|V ⊆
▽R|V))(p ∈ S) ⇐⇒ ((Y ⊆ vars(p)) ∧ ((p|W)|V ⊆
▽S|V))(p ∈ T) ⇐⇒ ((Z ⊆ vars(p)) ∧ ((p|W)|V ⊆
▽T|V))(p ∈ (R ∩ S)) ⇐⇒ (((X ∪Y) ⊆ vars(p))

∧ ((p|W)|V ⊆ (▽R|V
∩

▽S|V)))((R ∩ S) ⊆ T) ⇐⇒ ((vars(T) ⊆ V) ∧ (( ▽R|V
∩

▽S|V) ⊆ ▽T|V))où V = (vars(R) ∪ vars(S))équation 2.28 R ⊓ S = [[�↑
▽RS]↓⊆] où RS = ( ▽R|X ∪Y

∩
▽S|X ∪Y)dé�nition 2.9 R ⊓ S ⊑ T ⇐⇒

▽RS|W
⊆

▽T|W où W = vars(RS) ∪ Z((R ⊓ S) ⊑ T) ⇐⇒
▽RS|V

⊆
▽T|V (nous avons vars(R ⊓ S) ⊆ (X ∪Y))et don W ⊆ V((R ⊓ S) ⊑ T) ⇐⇒ (

▽R|X ∪Y
∩

▽S|X ∪Y
)
|V

⊆
▽T|V((R ⊓ S) ⊑ T) ⇐⇒ ( ▽R|V

∩
▽S|V) ⊆ ▽T|V équation 2.5 et équation 2.4don((R ∩ S) ⊆ T) ⇐⇒ ((vars(T) ⊆ (vars(R) ∪ vars(S))) ∧ ((R ⊓ S) ⊑ T))+équation 2.33((R ∪ S) ⊆ T) ⇐⇒ (∀ p ∈ P) (p ∈ (R ∪ S) =⇒ (p ∈ T))pour les mêmes raisons, nous avons((R ∪ S) ⊆ T) ⇐⇒ ((vars(T) ⊆ (vars(R) ∩ vars(S))) ∧ ((▽R|V

∪
▽S|V)⊆ ▽T|V))((R ⊔ S) ⊑ T) ⇐⇒ ( ▽R|V

∪
▽S|V) ⊆ ▽T|V équation 2.5 et équation 2.4don((R ∪ S) ⊆ T) ⇐⇒ ((vars(T) ⊆ (vars(R) ∩ vars(S))) ∧ ((R ⊔ S) ⊑ T))Dé�nition 2.10 (Complémentaire d'un Filtre) Le omplémentaire R̃ du �ltreR est dé�ni par :

{̃0} = P⋆, P̃⋆ = {0} (2.35)
(R 6= {0} ∧ R 6= P⋆) =⇒ (R̃ =∆ [[�↑

▽̃R]↓⊆]) (2.36)Si R 6= {0} et R̃ 6= {0} alors ▽̃R = (Bvars(R) \ ▽R) est un proessus réduit et
vars(R) = vars(R̃) (voir équation 2.1 et propriété 2.3).Corollaire 2.3 Le omplémentaire d'un �ltre R satisfait R̃ ⊆ R ∪ {0}.



Une algèbre de �ltres 49Le omplémentaire d'un �ltre strit R est le �ltre généré par le omplémen-taire de son générateur ▽R.Nous exposons maintenant l'un de nos prinipaux résultats : l'ensemble des�ltres est une algèbre booléenne.Théorème 2.2 (Φ,⊑) est une algèbre booléenne ave P⋆ pour supremum, {0}pour in�mum et le omplémentaire R̃.Preuve :(Φ,⊑) est un treillis, nous avons alors :� R ⊔ (S ⊔ T) = (R ⊔ S) ⊔ T (et la propriété duale)� R ⊔ S = S ⊔ R (et la propriété duale)� R ⊔ (R ⊓ S) = R (et la propriété duale)Par onséquent, nous avons seulement à prouver que :� R̃ ⊓ R = {0} ; e qui est une onséquene direte de la dé�nition de laonjontion :Dans le as où R = {0} alors R ⊓ {0} = {0} (voir ⊓ équation 2.28)ou bien R 6= {0} ; dans e as ▽R ∩
▽̃R est égal à l'ensemble vide (voir ladé�nition de l'opérateur ⊓ dans le lemme 2.1) : [[�↑

▽

0]↓⊆] = {0}� R̃ ⊔ R = P⋆ ; e qui est une onséquene direte de la dé�nition de ladisjontion :Dans le as où R = {0},{̃0} = P⋆ (voir la dé�nition du omplémentaireR̃) alors R ⊔ {0} = R (voir ⊔ équation 2.30)ou bien R 6= {0} ; dans e as ▽R ∪
▽̃R est égale à Bvars(R) dont la rédutionest Ω : [[�↑

▽

Ω]↓⊆] = P⋆� R ⊔ (S ⊓ T) = (R ⊔ S) ⊓ (R ⊔ T)Si R = {0}, nous avons alors R ⊔ (S ⊓ T) = (S ⊓ T), (R ⊔ S) = S, (R
⊔ T) = TSi S = {0} (ou ommutativement T = {0}), nous avons alors (S ⊓ T) ={0}, alors R ⊔ (S ⊓ T) = R ; l'autre partie de l'équation nous donne (R
⊔ S) ⊓ (R ⊔ T) = R ⊓ (R ⊔ T) ; (Φ,⊑) étant un treillis, R ⊓ (R ⊔ T) =R.Si auun des �ltres R, S, T n'est égal à {0}, à partir des dé�nitions et duthéorème 2.1 nous obtenons :R ⊔ (S ⊓ T) = (R ⊔ S) ⊓ (R ⊔ T) si et seulement si
(

▽R|V
) ∪ ((

▽S|V
) ∩ (

▽T|V
)) = ((

▽R|V
) ∪ (

▽S|V
)) ∩ ((

▽R|V
) ∪ (

▽T|V
))(où V = vars(R) ∪ vars(S) ∪ vars(T)) 2



50 Chapitre 22.2.4 Masquage de variables dans un �ltreNous présentons maintenant les règles de masquage de variables dans les �ltres.Le onept de masquage de variables d'un �ltre sera ensuite utilisé pour dé�nirle onept de masquage dans un ontrat.Dé�nition 2.11 (Masquage de variables dans les �ltres) Soient x une va-riable, R un �ltre, et X =∆ vars(R). L'élimination existentielle de x dans R,notée R|∃x, est dé�nie par la projetion de R sur les variables ontr�lées di�é-rentes de x. L'élimination universelle de x dans R, notée R|∀x, est dé�nie parun proessus générateur aratérisé par la projetion de l'ensemble des omporte-ments de ▽R sur X\{x} pour lesquels x est libre dans ▽R.R|∃x=∆





̂
[(

▽R)|X\{x}], x ∈ XR, sinon R|∀x =∆
˜̃R|∃xPropriété 2.9 R|∀x ⊑ R ⊑ R|∃xPreuve : Par dé�nition, le générateur de R|∃x est la restrition du générateur deR, alors (théorème 2.1) tous les proessus de R appartiennent également à R|∃x.Don R̃ ⊑ R̃|∃x et (théorème 2.2) ˜̃R|∃x ⊑

˜̃R = RExemple 9 Soit R, un �ltre généré par la ontrainte ((x > 0) ⇒ (y > 0))∧((y >
0) ⇒ (z > 0)) dé�ni sur l'ensemble de variables {x, y, z}. Alors R|∃x est générépar ((y > 0) ⇒ (z > 0)).D'autre part, le omplémentaire de e même �ltre est généré par la négation dela ontrainte : ((x > 0)∧(y ≤ 0))∨((y > 0)∧(z ≤ 0)). Ainsi le omplémentaire dela ontrainte projetée sur l'ensemble de variables {y, z} satisfait : ((y ≤ 0))∨((y >
0)∧(z ≤ 0)). Alors R|∀x est généré par ((y > 0)∧(z > 0)), 'est-à-dire la négationde ((y ≤ 0)) ∨ ((y > 0) ∧ (z ≤ 0)).2.3 Une algèbre de ontratsNous dé�nissons le onept de ontrat basé sur les notions d'hypothèses/garanties.Nous proposons une relation d'équivalene sur les ontrats de laquelle déoule unestruture mathématiquement rihe sur l'ensemble des ontrats.



Une algèbre de ontrats 512.3.1 Sémantique des ontratsDé�nition 2.12 (Contrat) Un ontrat C = (A,G) est une paire de �ltres.
vars(C) est l'ensemble des variables ontr�lées par les �ltres A ou G, dé�ni par
vars(C) = vars(A) ∪ vars(G). C = Φ×Φ est l'ensemble de tous les ontrats.Une hypothèse A est une propriété faite sur les omportements de l'environ-nement (ouramment exprimée sur les variables d'entrée d'un proessus) et quidé�nit ainsi l'ensemble de omportements que le proessus doit prendre en onsi-dération. Les garanties dé�nissent les propriétés qui doivent être satisfaites parun proessus exéuté dans un environnement dont les omportements satisfontA. La �gure 2.12 dérit un proessus p sa-tisfaisant le ontrat (A,G) ([̂p] est le �ltregénéré par la rédution de p). Un proessusp satisfait un ontrat C = (A,G) si tousses omportements aeptés par A ('est-à-dire, les omportements de p aratéri-sant également les omportements de er-tains proessus appartenant àA), sont aussiaeptés par G ; e qui est aratérisé demanière plus préise et plus formelle par ladé�nition suivante. Fig. 2.12 � Unproessus p satis-faisant (A,G).
2.3.2 Satisfation des ontratsDé�nition 2.13 (Satisfation) Soit C = (A,G) un ontrat, p un proessus :p � C ⇐⇒ ([̂p] ⊓ A) ⊑ G.Corollaire 2.4 p � C ⇐⇒ [̂p] ⊑ (Ã ⊔ G)Preuve : En utilisant les propriétés de l'algèbre booléenne sur les �ltres :(([̂p] ⊓ A) ⊑ G) ⇐⇒ ((([̂p] ⊓ A) ⊓ G̃) = {0}) ⇐⇒ ([̂p] ⊑ (Ã ⊔ G)) 2Nous dé�nissons une relation de pré-ordre qui permet de omparer deux pro-essus. Si (A1,G1) est plus �n que (A2,G2), alors (A1,G1) renfore les propriétésmodélisées par (A2,G2). Ainsi, (A2,G2) peut être substitué par (A1,G1).



52 Chapitre 2Dé�nition 2.14 (Satisfation du pré-ordre) Un ontrat (A1,G1) est plus �nqu'un ontrat (A2,G2), noté (A1,G1) ;(A2,G2), si et seulement si tous les pro-essus qui satisfont le ontrat (A1,G1) satisfont également le ontrat (A2,G2) :
(A1,G1);(A2,G2) ⇐⇒ ( ∀ p ∈ P)((p � (A1,G1)) =⇒ (p � (A2,G2))) (2.37)Le pré-ordre véri�e la propriété suivante :Lemme 2.3 Soient deux ontrats (A1,G1), et (A2,G2). La relation de pré-ordresur es ontrats satisfait la propriété suivante :

(A1,G1);(A2,G2) ⇐⇒ (Ã1 ⊔ G1) ⊑ (Ã2 ⊔ G2) (2.38)Preuve :Nous avons (orollaire 2.4) (A1,G1) ;(A2,G2)
⇐⇒ (∀ p ∈ P) (([̂p] ⊑ (Ã1 ⊔ G1)) =⇒ ([̂p] ⊑ (Ã2 ⊔ G2)))

=⇒ Posons p égal au proessus générateur de(Ã1 ⊔ G1)
⇐= (∀ p ∈ P) (([̂p] ⊑ (Ã1 ⊔ G1)) =⇒ ([̂p] ⊑ (Ã1 ⊔ G1) ⊑ (Ã2 ⊔ G2)))

2La relation suivante aratérise l'équivalene de ontrats. Elle permet de dé�nirl'ensemble des ontrats qui sont satisfaits par un même ensemble de proessus.Dé�nition 2.15 (Equivalene de �ltrage) Deux ontrats C1 = (A1,G1) et
C2 = (A2,G2) satisfont la relation d'équivalene de �ltrage, notée (A1,G1)
!(A2,G2) si et seulement si :((A1,G1) ;(A2,G2)) ∧ ((A2,G2) ;(A1,G1)).Corollaire 2.5 Deux ontrats C1 = (A1,G1) et C2 = (A2,G2) satisfont la re-lation d'équivalene de �ltrage si et seulement si (Ã1 ⊔ G1) = (Ã2 ⊔ G2).Preuve : Déoule diretement du orollaire 2.4 22.3.3 Une relation d'ordre partiel sur les ontratsLe ra�nement de ontrats équivaut à relâher les hypothèses et renforerles garanties sous les hypothèses initiales. Intuitivement, pour un proessus pqui satisfait un ontrat C, si C ra�ne D, alors p satisfait D. Notre relation dera�nement formalise la substituabilité d'un ontrat par un autre.



Une algèbre de ontrats 53Dé�nition 2.16 (Ra�nement de ontrats) Soient C1 = (A1,G1) et C2 =(A2,G2) deux ontrats. Le ontrat C1 ra�ne le ontrat C2, noté C1 4 C2, si etseulement si les trois propriétés suivantes sont satisfaites :(i) (A1,G1) ;(A2,G2),(a) (A2 ⊑ A1),() G1 ⊑ A1 ⊔ G2.
Fig. 2.13 � Ra�nement deontrats.

La �gure 2.13 dérit un ontrat (A1,G1)qui ra�ne un ontrat (A2,G2). Parmiles ontrats équivalents en terme de �l-trage, pouvant être utilisés pour ra�nerun ontrat (A2,G2), nous hoisisons lesontrats (A1,G1) qui admettent des hypo-thèses d'exéution plus larges que (A2,G2)(A2 ⊑ A1) et dont les garanties aeptentmoins de proessus que A1 ⊔ G2. Cepen-dant, d'autres hoix auraient pu être faits.Par dé�nition de la relation de pré-ordre, nous pouvons exprimer la relationde ra�nement de ontrats dans l'algèbre de �ltres de la manière suivante :Lemme 2.4 (A1,G1) 4 (A2,G2) si et seulement si les trois propiétés suivantessont satisfaites :(a) A2 ⊑ A1,(b) (A2 ⊓ G1) ⊑ G2,() G1 ⊑ A1 ⊔ G2.Preuve :L'item (i) (dans la dé�nition 2.16) est équivalent à (A2 ⊑ (A1 ⊔ G2)) ∧ ((A2 ⊓G1) ⊑ G2) (lemme 2.3 et propriétés de l'algèbre booléenne sur les �ltres) ; alors(i) et (a) sont équivalents à (a) et (b). 2Propriété 2.10 (C,4) est un ordre partiel.Preuve : 4 est lairement ré�exive ; il ne reste plus qu'à montrer la transitivitéet l'antisymétrie.� Transitivité :



54 Chapitre 2(a) (A3 ⊑ A1) : ave (a) dans le lemme 2.4 nous avons A3 ⊑ A2 ⊑ A1(b) ((A3 ⊓ G1) ⊑ G3) :((A2 ⊓ G1) ⊑ G2) =⇒ ((A3 ⊓ A2 ⊓ G1) ⊑ (A3 ⊓ G2)) (treillis)
=⇒ ((A3 ⊓ G1) ⊑ ((A3 ⊓ G2) ⊑ G3))(A3 ⊑ A2 et (b) dans le lemme 2.4)() (G1 ⊑ A1 ⊔ G3) :G1 ⊑ (A1 ⊔ G2) ⊑ (A1 ⊔ (A2 ⊔ G3)) = (A1 ⊔ G3)� Antisymétrie : ave (a) dans le lemme 2.4 nous avons A1 = A2. En appli-quant ette égalité et les propriétés de l'algèbre booléenne sur les �ltres à(b) et () dans le lemme 2.4, nous obtenons :((G1 ⊑ (A1 ⊔ G2)) ∧ (G2 ⊑ (A1 ⊔ G1))) =⇒ ((A1 ⊔ G1)= (A1 ⊔ G2))(((A1 ⊓ G2) ⊑ G1) ∧ ((A1 ⊓ G1) ⊑ G2)) =⇒ ((A1 ⊓ G1)= (A1 ⊓ G2))

=⇒ (G1 = G2)et don C1 = C2

22.3.4 Une struture de treillis pour l'ensemble des ontratsLa relation de ra�nement (4) dé�nie sur l'ensemble des ontrats, dé�nira untreillis sur et ensemble. Dans e treillis, l'union (ou disjontion) de deux ontratsest dé�nie par le plus petit ontrat ra�né par haun de es deux ontrats (laborne supérieure). L'intersetion (ou onjontion) de deux ontrats est dé�nie parle plus grand ontrat minorant haun de deux ontrats (la borne inférieure).Lemme 2.5-a. Un ontrat D = (B,H) est un minorant de deux ontrats
C1 = (A1,G1) et C2 = (A2,G2) si et seulement si il satisfait les propriétés sui-vantes : B = A1 ⊔ A2 ⊔ B (2.39)H = H ⊓ ((A1 ⊓ Ã2 ⊓ G1) ⊔ (Ã1 ⊓ A2 ⊓ G2) ⊔ (G1 ⊓ G2)

⊔ (B ⊓ (Ã1 ⊔ G1) ⊓ (Ã2 ⊔ G2))) (2.40)Preuve : (D 4 C1) ∧ (D 4 C2) ⇐⇒ (lemme 2.4)



Une algèbre de ontrats 55A1 ⊑ B ∧ A2 ⊑ B((H ⊓ A1) ⊑ G1) ∧ ((H ⊓ A2) ⊑ G2)H ⊑ (B ⊔ G1) ∧ H ⊑ (B ⊔ G2)
⇐⇒ (en utilisant les propriétés du treillis et de l'algèbre booléenne)B = A1 ⊔ A2 ⊔ BH = H ⊓ ((B ⊓ (Ã1 ⊔ G1) ⊓ (Ã2 ⊔ G2)) ⊔ (G1 ⊓ G2))
⇐⇒ (en introduisant la première relation aratérisant B dans la relation dé�-nissant H)B = A1 ⊔ A2 ⊔ BH = H ⊓ (((A1 ⊔ A2 ⊔ B) ⊓ (Ã1 ⊔ G1) ⊓ (Ã2 ⊔ G2)) ⊔ (G1 ⊓ G2))Nous obtenons ave les règles de l'algèbre booléenne sur les �ltres :H = H ⊓ ((A1 ⊓ Ã2 ⊓ G1) ⊔ (Ã1 ⊓ A2 ⊓ G2) ⊔ (G1 ⊓ G2). ⊔ (B ⊓ (Ã1 ⊔ G1) ⊓ (Ã2 ⊔ G2)))

2Lemme 2.6-a. Un ontrat D = (B,H) est un majorant de deux ontrats C1 =(A1,G1) et C2 = (A2,G2) si et seulement si il satisfait les propriétés suivantes :B = A1 ⊓ A2 ⊓ B (2.41)H = (Ã1 ⊓ G1) ⊔ (Ã2 ⊓ G2) ⊔ (A1 ⊓ A2 ⊓ (G1 ⊔ G2) ⊓ B) ⊔ H (2.42)Preuve : (C1 4 D) ∧ (C2 4 D) ⇐⇒ (lemme 2.4)B ⊑ A1 ∧ B ⊑ A2(B ⊓ G1) ⊑ H ∧ (B ⊓ G2) ⊑ HG1 ⊑ A1 ⊔ H ∧ G2 ⊑ A2 ⊔ H
⇐⇒ (en utilisant les propriétés du treillis et de l'algèbre booléenne)B = A1 ⊓ A2 ⊓ BH = (Ã1 ⊓ G1) ⊔ (Ã2 ⊓ G2) ⊔ (B ⊓ (G1 ⊔ G2)) ⊔ H
⇐⇒ (en introduisant la première relation aratérisant B dans la relation dé�-nissant H)B = A1 ⊓ A2 ⊓ BH = (Ã1 ⊓ G1) ⊔ (Ã2 ⊓ G2) ⊔ (A1 ⊓ A2 ⊓ B ⊓ (G1 ⊔ G2)) ⊔ H

2Lemme 2.5 (Borne inférieure de ontrats) Deux ontrats C1 = (A1,G1) et
C2 = (A2,G2) ont une borne inférieure C = (A,G), notée (C1 ⇓ C2), dé�nie



56 Chapitre 2par : A = A1 ⊔ A2 (2.43)G = ((A1 ⊓ Ã2 ⊓ G1) ⊔ (Ã1 ⊓ A2 ⊓ G2) ⊔ (G1 ⊓ G2)) (2.44)Preuve :� C = (A,G) est une borne inférieure des ontrats (A1,G1) et (A2,G2).Alors C est également un minorant de (A1,G1) et (A2,G2).C est un minorant si et seulement si (lemme 2.5-a)A = A ⊔ A1 ⊔ A2 (satisfait par l'équation 2.43)G = G ⊓ ((A1 ⊓ Ã2 ⊓ G1) ⊔ (Ã1 ⊓ A2 ⊓ G2) ⊔ (G1 ⊓ G2)
⊔ (A ⊓ (Ã1 ⊔ G1) ⊓ (Ã2 ⊔ G2)))OrG = ((A1 ⊓ Ã2 ⊓G1) ⊔ (Ã1 ⊓A2 ⊓G2) ⊔ (G1 ⊓G2)) (équation 2.44),nous obtenons alors par substitution : C est une borne inférieure si et seule-ment si :G = G ⊓ (G ⊔ (A ⊓ (Ã1 ⊔ G1) ⊓ (Ã2 ⊔ G2)))Ce qui satisfait l'équation 2.40.Don C est un minorant de (A1,G1) et (A2,G2).
2� si D = (B,H) est un minorant de C1 et C2 alors D ra�ne C :D est un minorant de C1 et C2 si et seulement si (lemme 2.5-a) :B = A1 ⊔ A2 ⊔ BH = H ⊓ ((A1 ⊓ Ã2 ⊓ G1) ⊔ (Ã1 ⊓ A2 ⊓ G2) ⊔ (G1 ⊓ G2)
⊔ (B ⊓ (Ã1 ⊔ G1) ⊓ (Ã2 ⊔ G2)))D est un minorant de C1 et C2 si et seulement si (en remplaant A1 ⊔ A2par A et ((A1 ⊓ Ã2 ⊓ G1) ⊔ (Ã1 ⊓ A2 ⊓ G2) ⊔ (G1 ⊓ G2)) par G)B = A ⊔ BH = H ⊓ (G ⊔ (B ⊓ (Ã1 ⊔ G1) ⊓ (Ã2 ⊔ G2)))D ra�ne C si et seulement si (lemme 2.4) :(a) A ⊑ B (ette propriété est satisfaite)(b) (A ⊓ H) ⊑ G. Nous avons :(A ⊓ H) = A ⊓ (G ⊔ (B ⊓ (Ã1 ⊔ G1) ⊓ (Ã2 ⊔ G2)))(or A ⊑ B)(A ⊓ H) = A ⊓ (G ⊔ (A ⊓ (Ã1 ⊔ G1) ⊓ (Ã2 ⊔ G2)))(or (A ⊓ (Ã1 ⊔ G1) ⊓ (Ã2 ⊔ G2)) ⊑ G)(A ⊓ H) = A ⊓ G ⊑ GDon A ⊓ H ⊑ G
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2() H ⊑ B ⊔ G. Nous avons bien :H ⊑ (G ⊔ (B ⊓ (Ã1 ⊔ G1) ⊓ (Ã2 ⊔ G2)))

2Lemme 2.6 (Borne supérieure de ontrats) Deux ontrats C1 = (A1,G1)et C2 = (A2,G2) ont une borne supérieure C = (A,G), notée (C1 ⇑ C2), de�niepar : A = A1 ⊓ A2 (2.45)G = (Ã1 ⊓ G1) ⊔ (Ã2 ⊓ G2) ⊔ (A1 ⊓ G2) ⊔ (A2 ⊓ G1) (2.46)Preuve :� C = (A,G) est une borne supérieure des ontrats (A1,G1) et (A2,G2) :Alors C est également un majorant des ontrats (A1,G1) et (A2,G2).C est une borne supérieure si et seulement si (lemme 2.6-a) :A = A1 ⊓ A2 ⊓ A, (satisfait par l'équation 2.45)G = (Ã1 ⊓ G1) ⊔ (Ã2 ⊓ G2) ⊔ (A1 ⊓ A2 ⊓ (G1 ⊔ G2) ⊓ A) ⊔ GNous avons :(Ã1 ⊓ G1) ⊔ (Ã2 ⊓ G2) ⊔ (A1 ⊓ A2 ⊓ (G1 ⊔ G2) ⊓ A) ⊑ G 2� si D = (B,H) est un majorant de C1 et C2 alors C ra�ne D :D est un majorant de C1 et C2 si et seulement si (lemme 2.6-a)B = A1 ⊓ A2 ⊓ BH = (Ã1 ⊓ G1) ⊔ (Ã2 ⊓ G2) ⊔ (A1 ⊓ A2 ⊓ (G1 ⊔ G2) ⊓ B) ⊔ HC ra�ne D si et seulement si (lemme 2.4) :(a) B ⊑ A (ette propriété est satisfaite)(b) (B ⊓ G) ⊑ H. Ce qui est véri�é puisque nous avons :H = (Ã1 ⊓ G1) ⊔ (Ã2 ⊓ G2) ⊔ (G ⊓ B) ⊔ H() G ⊑ A ⊔ H. Ce qui est véri�é puisque nous avons :A ⊔ H = A ⊔ (Ã1 ⊓ G1) ⊔ (Ã2 ⊓ G2) ⊔ Het G ⊑ A ⊔ (Ã1 ⊓ G1) ⊔ (Ã2 ⊓ G2)
2Propriété 2.11 Un ontrat C1 = (A1,G1) possède un omplémentaire C̃1 =(A2,G2) si et seulement si A1 = G̃1. Ce omplémentaire est alors C̃1 = (G1,G̃1).Preuve :



58 Chapitre 2Deux ontrats C1 = (A1,G1) et C2 = (A2,G2) sont omplémentaires si et seule-ment si leur borne inférieure est égale au ontrat (P⋆,{0}), et leur borne supé-rieure est égale au ontrat ({0},P⋆). Don C1 = (A1,G1) et C2 = (A2,G2) sontomplémentaires si et seulement si ils satisfont les propriétés suivantes :1 A1 ⊔ A2 = P⋆2 ((A1 ⊓ Ã2 ⊓ G1) ⊔ (Ã1 ⊓ A2 ⊓ G2) ⊔ (G1 ⊓ G2)) = {0}3 A1 ⊓ A2 = {0}4 (Ã1 ⊓ G1) ⊔ (Ã2 ⊓ G2) ⊔ (A1 ⊓ G2) ⊔ (A2 ⊓ G1) = P⋆Ces propriétés sont satisfaites si et seulement si :13 A2 = Ã1 (équations 1 et 3)2-1 (A1 ⊓ G1) = {0}2-2 (Ã1 ⊓ G2) = {0}2-3 (G1 ⊓ G2) = {0}4 (Ã1 ⊓ G1) ⊔ (A1 ⊓ G2) = P⋆Ces propriétés sont satisfaites si et seulement si :13 A2 = Ã1 (équations 1 et 3)2-1 (A1 ⊓ G1) = {0}2-2 (Ã1 ⊓ G2) = {0}2-3 (G1 ⊓ G2) = {0}4 (A1 ⊔ G̃1) ⊓ (Ã1 ⊔ G̃2) = {0}Ces propriétés sont satisfaites si et seulement si :13 A2 = Ã1 (équations 1 et 3)2-1 (A1 ⊓ G1) = {0}2-2 (Ã1 ⊓ G2) = {0}2-3 (G1 ⊓ G2) = {0}4-2 A1 ⊓ G̃2 = {0}4-3 Ã1 ⊓ G̃1 = {0}4-4 G̃1 ⊓ G̃2 = {0}Ces propriétés sont satisfaites si et seulement si :� A2 = Ã1 (équations 1 et 3)� G1 = Ã1 (équations 2-1 et 4-3)� G2 = A1 (équations 2-2 et 4-2)
2 Dans et ordre partiel dé�ni sur l'ensemble des ontrats, il est impossible dearatériser le omplémentaire de haque ontrat. Par onséquent, (C,4) n'estpas une algèbre booléenne.Le treillis des ontrats satisfaisant la relation d'équivalene de �ltrage ave(A,G) (aeptant les mêmes proessus que (A,G)) forme un ube présenté sur la�gure 2.14. Tous les ontrats présentés sur le ube sont satisfaits par le même en-semble de proessus. Ainsi un ontrat peut être ra�né par un autre ontrat aeptant
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Fig. 2.14 � Treillis des ontrats satisfaisant la relation d'équivalene de �ltrage.le même ensemble de proessus mais dont l'expression des hypothèses et desgaranties est di�érente. Les notations suivantes sont utilisées pour désigner les�ltres : 0 {0}1 Ã ⊓ G̃2 Ã ⊓ G3 Ã4 A ⊓ G̃
5 G̃6 (A ⊓ G̃) ⊔ (Ã ⊓ G)7 Ã ⊔ G̃8 A ⊓ G9 (A ⊓ G) ⊔ (Ã ⊓ G̃)

10 G11 Ã ⊔ G12 A13 A ⊔ G̃14 A ⊔ G15 P⋆2.3.5 Une algèbre de ontratsUne algèbre de Heyting H est un treillis borné tel que pour tous éléments aet b dans H , il existe un plus grand élément x dans H , tel que la borne inférieurede a et x ra�nent b.Nous en déduisons que notre algèbre de ontrats est une algèbre de Hey-ting [Bel99℄. Cette struture possède la propriété intéressante d'être distributive.Théorème 2.3 (C, 4) est une algèbre de Heyting ave un supremum ({0},P⋆)et un in�mum (P⋆,{0}).Pour tous ontrats C1 = (A1,G1), C2 = (A2,G2), il y a un plus grand élémentX = (I,J) dans C tel que la borne inférieure de C1 et X ra�ne C2 :I = (Ã1 ⊓ A2) ⊔ (A1 ⊓ A2 ⊓ G1 ⊓ G̃2)



60 Chapitre 2J = G2 ⊔ (A1 ⊓ Ã2) ⊔ (A1 ⊓ G̃1) ⊔ (Ã2 ⊓ G̃1)Preuve :Soit un ontrat D = (B,H), tel que (C1 ⇓ D) 4 C2.(C1 ⇓ D) 4 C2 ⇐⇒ (lemme 2.4)A2 ⊑ (A1 ⊓ B)(A2 ⊓ ( (G1 ⊓ H) ⊔ (Ã1 ⊓ B ⊓ H) ⊔ (B̃ ⊓ A1 ⊓ G1) )) ⊑ G2(G1 ⊓ H) ⊔ (Ã1 ⊓ B ⊓ H) ⊔ (B̃ ⊓ A1 ⊓ G1) ⊑ A1 ⊔ B ⊔ G2

⇐⇒(par les propriétés de l'algèbre de �ltres)B = ((Ã1 ⊓ A2) ⊔ B)((G1 ⊓A2⊓ G̃2 ⊓H) ⊔ (Ã1 ⊓A2 ⊓G̃2 ⊓B⊓H)⊔ (̃B⊓A2 ⊓G̃2 ⊓A1 ⊓G1))⊑{0}(G̃1 ⊓ B̃ ⊓ G̃2 ⊓ G̃1 ⊓ H̃) ⊑ {0}
⇐⇒(par les propriétés de l'algèbre de �ltres)B = ((Ã1 ⊓ A2) ⊔ B)B = (((A2 ⊓ G̃2) ⊓ (A1 ⊓ G1)) ⊔ B)H = ((G̃1 ⊔ Ã2 ⊔ G2) ⊓ H)H = ((A1 ⊔ Ã2 ⊔ G2 ⊔ B̃) ⊓ H)H = ((A1 ⊔ B ⊔ G2 ⊔ G̃1) ⊓ H)

⇐⇒(par les propriétés de l'algèbre de �ltres)B = (Ã1 ⊓ A2) ⊔ (A2 ⊓ G̃2 ⊓ A1 ⊓ G1) ⊔ BH = (G2 ⊔ (Ã1 ⊓A2) ⊔ (Ã2 ⊓B) ⊔ (Ã2 ⊓ G̃1) ⊔ (A1 ⊓ G̃1)⊔ (G̃1 ⊓ B̃) )⊓HLes propriétés de l'algèbre booléenne sur les �ltres nous permettent d'exprimerle omplémentaire de B.B̃ = (A1 ⊓ Ã2) ⊔ (A1 ⊓ G2) ⊔ (A1 ⊓ G̃1) ⊔ Ã2 ⊓ B̃
⇐⇒Nous réintroduisons les dé�nitions de B et B̃ dans l'expression de H.B = (Ã1 ⊓ A2) ⊔ (A2 ⊓ G̃2 ⊓ A1 ⊓ G1) ⊔ BH = ( G2 ⊔ (A1 ⊓ Ã2) ⊔ (Ã2 ⊓ G̃1) ⊔ (A1 ⊓ G̃1) ) ⊓ HAlors X = (I,J) est un ontrat tel que : (C1 ⇓ X) 4 C2.Si X est le plus grand ontrat tel que (C1 ⇓ X) 4 C2, alors D 4 X, tel que(lemme 2.4) :� ((Ã1 ⊓ A2) ⊔ (A1 ⊓ A2 ⊓ G1 ⊓ G̃2) ⊑ (Ã1 ⊓ A2) ⊔ (A2 ⊓ G̃2 ⊓ A1 ⊓G1) ⊔ B)� (((Ã1 ⊓ A2) ⊔ (A1 ⊓ A2 ⊓ G1 ⊓ G̃2) ⊓ ( G2 ⊔ (A1 ⊓ Ã2) ⊔ (Ã2 ⊓ G̃1)

⊔ (A1 ⊓ G̃1) ) ⊓ H) ⊑ (G2 ⊔ (A1 ⊓ Ã2) ⊔ (A1 ⊓ G̃1) ⊔ (Ã2 ⊓ G̃1) ) )



Une algèbre de ontrats 61� (( G2 ⊔ (A1 ⊓ Ã2) ⊔ (Ã2 ⊓ G̃1) ⊔ (A1 ⊓ G̃1) ) ⊓ H ⊑ (((Ã1 ⊓ A2) ⊔ (A2

⊓ G̃2 ⊓ A1 ⊓ G1) ⊔ B) ⊔ (G2 ⊔ (A1 ⊓ Ã2) ⊔ (A1 ⊓ G̃1) ⊔ (Ã2 ⊓ G̃1) )) )Ces propriétés sont lairement satisfaites. 2Dans une algèbre de Heyting H , le pseudo-omplément ¬a est le plus grandélément de H tel que la borne inférieure de a et ¬a est égale à l'in�mum.Lemme 2.7 (Pseudo-omplément) Dans notre algèbre de ontrats le pseudo-omplément ¬C de C = (A,G) est égal à (Ã ⊔ G,A ⊓ G̃).Preuve : Soit deux ontrats C = (A,G) et D = (B,H), tels que (C ⇓ D) =(P⋆,{0}).(C ⇓ D) = (P⋆,{0})
⇐⇒A ⊔ B = P⋆((A ⊓ B̃ ⊓ G) ⊔ (Ã ⊓ B ⊓ H) ⊔ (G ⊓ H)) = {0}
⇐⇒B = Ã ⊔ BB = (A ⊓ G) ⊔ BH = (A ⊓ G̃ ⊓ H)Ce qui équivaut à dire que D est un ontrat de la forme :B = Ã ⊔ G ⊔ BH = (A ⊓ G̃ ⊓ H)Montrons que (Ã ⊔ G,A ⊓ G̃) est le plus grand ontrat tel que(C ⇓ (Ã ⊔ G,A ⊓ G̃)) = (P⋆, {0})Ce qui équivaut à montrer que D 4 (Ã ⊔ G,A ⊓ G̃), 'est-à-dire (lemme 2.4) :� (Ã ⊔ G) ⊑ (Ã ⊔ G ⊔ B)� (Ã ⊔ G) ⊓ (A ⊓ G̃ ⊓ H) ⊑ A ⊓ G̃� (A ⊓ G̃ ⊓ H) ⊑ ((Ã ⊔ G ⊔ B) ⊔ (A ⊓ G̃))Ces propriétés sont lairement satisfaites. 22.3.6 Masquage de variables dans un ontratDé�nition 2.17 (Elimination de variables dans un ontrat) Soient x unevariable, et C = (A,G) un ontrat, l'élimination de x dans C est le ontrat C\xdé�ni par : C\x =∆ (A|∀x,G|∃x)



62 Chapitre 2Propriété 2.12 Un ontrat C ra�ne le ontrat C dans lequel des variables ontété éliminées : C 4 C\xPreuve :Soit un ontrat C = (A,G). A partir du lemme 2.4 et de la dé�nition 2.17, C 4

C\x si et seulement si les propriétés suivantes sont satisfaites :(a) A|∀x ⊑ A(b) (A|∀x ⊓ G) ⊑ G|∃x() G ⊑ A ⊔ G|∃xLa satisfation de es propriétés est une onséquene triviale de la propriété 2.9et du théorème 2.2 22.4 ConlusionEn onsidérant le hoix d'une abstration des omportements par des fon-tions d'un ensemble de noms vers des domaines de valeurs (booléens, entiers,séries, représentation disrète du temps par un ensemble de marques, fontionsontinues), nous avons introduit la notion de �ltre a�n de aratériser formelle-ment les omposants logiques �ltrant un proessus à travers les hypothèses et lesgaranties d'un ontrat. Dans notre modèle, un proessus p remplit ses exigenes(ou satisfait) (A,G), s'il est rejeté par A (il est alors hors de portée du ontrat(A,G)), ou bien s'il est aepté par G.Nos prinipaux résultats sont que :� la struture de �ltres dé�nit une algèbre booléenne,� et également que la struture de ontrats dé�nit une algèbre de Heyting.Cette struture mathématiquement rihe permet de raisonner sur les ontratsave une grande souplesse au niveau du ra�nement, de l'abstration, de la om-position. En outre, la négation d'un ontrat peut être formellement exprimée dansle modèle. De plus, les ontrats ne sont pas limités à l'expression de propriétésde sûreté, omme dans la plupart des modèles d'expression de propriétés, maisils englobent l'expression de propriétés de vivaité. Tout ela est dû à la notionentrale de �ltres.Dans le but d'évaluer la génériité et l'évolutivité de notre approhe, nousavons mis au point un langage de modules basé sur le paradigme des ontrats etnous l'avons utilisé pour la spéi�ation de omposants basés sur la notion deproessus. Le paradigme que nous proposons est de onsidérer le ontrat ommele type de omportement d'un module ou d'un omposant. Il sera ensuite utilisépour l'élaboration de l'arhiteture fontionnelle d'un système en onsidérant uneobligation de preuve validant la satisfation des hypothèses par l'environnementet des garanties par le omposant lors de la onstrution de ette arhiteture.
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Chapitre 3Le langage Signal
3.1 Une introdution à SignalDans ette partie, nous présentons la syntaxe abstraite du langage de program-mation synhrone Signal [LTL03℄, ainsi que la syntaxe néessaire à la leture etla ompréhension des exemples de proessus spéi�iés ave e langage.Signal est un langage délaratif utilisé pour la desription d'appliationstemps réel. Un programme Signal est un proessus qui satisfait un systèmed'équations portant sur des variables de �ots de données. Dans le langage Signal,une variable de �ots de données est appelée un signal. Un signal est une suitenon bornée d'instants logiques assoiés à une valeur typée. L'horloge d'un si-gnal désigne les instants durant lesquels le signal est assoié à une valeur. Lors-qu'un signal a une valeur, on dit que e signal est présent. Un proessus Signalest aratérisé par l'ensemble de tous les omportements satisfaisant le systèmed'équations assoié au proessus.3.1.1 Syntaxe abstraiteDans le langage de programmation synhrone Signal, un proessus P estla omposition d'équations portant sur des signaux. Un signal x est un �ot devaleurs assoiées à une représentation disrète du temps déterminée par l'horlogedu signal. Ainsi un signal n'est présent qu'à ertains instants durant lesquels unevaleur lui est a�etée. Nous introduisons la syntaxe abstraite du langage ainsi queles notions essentielles pour omprendre les exemples érits en Signal.En Signal, la syntaxe d'un proessus P est dé�nie par la grammaire :

P ::= x = y f z (équation)
| P ||Q (composition)
| P/x (restriction)65



66 Chapitre 3Signal utilise trois proessus primitifs : pre (désigne la préédente valeurd'un signal à un instant donné), when (l'éhantillonnage de signal) et default (lavaleur par défaut d'un signal). Il utilise également trois fontions booléennes : lanégation not , l'égalité eq , et l'identité id .Equation fontionnelleUne équation (x1, x2, ..., xm) = f (y1, y2, ..., yn) dérit une relation logique or ,and , not ...), relationnelle (= , < ,...), ou arithmétique (+ , - ,...), entre un en-semble d'opérandes (y1, y2, ..., yn) et un résultat désigné par un ensemble de va-leurs noté (x1, x2, ..., xm), mis en relation par un proessus f . Nous notons v ∈ Dpour désigner une valeur assoiée aux variables, x, y, z ∈ V. tt et ff représente-ront les valeurs booléennes vrai et faux.RetardL'équation x = pre v y initialise la variable x ave la valeur v et a�etela valeur préédente de y à x. L'opérateur pre impose que x et y soient deuxvariables synhrones (x et y sont présentes en même temps).
y 7→ (t1, true ) (t2, false ) (t3, false ) (t4, true ) (t5, true ) (t6, false )...
x 7→ (t1, false ) (t2, true ) (t3, false ) (t4, false ) (t5, true ) (t6, true )...Fig. 3.1 � Un omportement qui satisfait l'équation x = pre false y .La �gure 3.1 présente un omportement satisfaisant l'équation x = pre v yoù {t1, ..., t6} représentent un ensemble d'instants disrets.EhantillonnageL'équation x = y when z a�ete la valeur de la variable y à x, lorsque que lesignal booléen z est présent et vrai. Cet opérateur impose que les instants où xest présent soient inlus dans l'horloge de z et l'horloge de y. Le signal z est dutype booléen. when impose que les signaux x et y soient tous les deux du mêmetype.
y 7→ (t1, true ) (t3, false ) (t4, false ) (t5, true )...
z 7→ (t2, false ) (t3, true ) (t4, false ) (t5, true ) (t5, true )...
x 7→ (t3, false ) (t5, true )...Fig. 3.2 � Un omportement qui satisfait l'équation x = y when z.



Une introdution à Signal 67ChoixL'équation x = y default z assoie la valeur de y à x lorsque y est présent,sinon x prend la valeur de z. Le signal x est présent lorsque les signaux y ou zsont présents. L'horloge de x est l'union de l'horloge de y et z. L'opérateur defaultimpose que les signaux x, y, et z soient tous du même type.
y 7→ (t1, true ) (t3, false ) (t5, false ) (t6, true )...
z 7→ (t2, false ) (t3, true ) (t4, true ) (t6, false )...
x 7→ (t1, true ) (t2, false ) (t3, false ) (t4, true ) (t5, false ) (t6, true )...Fig. 3.3 � Un omportement qui satisfait l'équation x = y default z.CompositionLa omposition || est un opérateur qui désigne la omposition synhrone tellequ'elle est dé�nie dans le modèle de Signal. La omposition synhrone P ||Q dedeux proessus P et Q est un proessus équivalent à l'intersetion des ensemblesde omportements assoiés aux proessus P et Q. Dans la sémantique de Signal,

P ||Q est le plus grand ensemble de omportements satisfaisant en même tempsle système d'équations assoié à P ainsi que le système d'équations assoié à Q.MasquageLe masquage / est un opérateur utilisé pour réduire la portée d'un signal àl'intérieur d'un proessus. Ainsi P/x réduit la portée du signal x à l'intérieur duproessus P, empêhant toute leture ou modi�ation du signal x depuis l'exté-rieur. De ette façon, le signal x est dé�ni de manière loale au proessus P . Paronséquent, il est possible de dé�nir des signaux loaux de même nom dans desproessus di�érents.3.1.2 Syntaxe onrèteNous donnons un aperçu de la syntaxe onrète de Signal a�n de suggérerquelle est la forme des programmes, ainsi que la struture des proessus éritsen Signal.Si P est la syntaxe onrète d'un proessus Signal, nous érirons P pourdésigner sa syntaxe abstraite. L'opérateur d'a�etation := est utilisé pour assoierune ontrainte à un signal.� (x1, ..., xn) := f(y1, ..., yn) est la syntaxe onrète assoiée à l'équa-tion x = f(y),



68 Chapitre 3� les expressions not , x when , et x default y ont la même signi�ationque dans la syntaxe abstraite,� dans la syntaxe abstraite, l'opérateur de retard est noté x = pre v y,tandis que dans la syntaxe onrète, il est noté x := y$1 init v. L'opé-rateur de retard peut être utilisé pour aéder à des données antérieures de
n instants en utilisant une expression de la forme x := y$n init v,� la délaration P where t x dé�nit le type t du Signal x de manière loaleau proessus P, e qui est équivalent dans la syntaxe abstraite à P/x,� l'équation x := v (pour une onstante v) est équivalente à x := x$1 init vet x := when  est équivalent à x := true when .3.1.3 Exemple de proessus SignalNous utilisons ii les primitives where, default, et $ pour dé�nir un proessusrudimentaire augmentant la valeur de la variable ounter, elle-i pouvant êtreremise à 0 par le signal reset. Le proessus Count est un programme très simplequi va permettre d'illustrer l'ériture de proessus dans le langage Signal.L'entête du programme est onstituée du nom du proessus ainsi que de l'in-terfae spéi�ant les variables d'entrée marquées par un �?�, et les variables desortie marquées par un � !�. Le proessus Count possède une variable d'entréereset et une variable de sortie val.Le orps du proessus est aratérisé par un ensemble d'équations séparées par�|�. Rappelons que es équations doivent toutes être satisfaites simultanément. Ahaque ourrene du signal reset, le signal val est remis à 0 (0 when reset).Sinon, le signal val inrémente la variable ounter (ounter + 1).La variable loale ounter est initialisée à 0 et enregistre les préédentes va-leurs du signal val (val := (0 when reset) default (ounter + 1)). Dansla dernière partie du programme, la primitive where permet de délarer les va-riables loales et d'expliiter leur type.proess Count = (? event reset; ! integer val ; )(| ounter := val$1 init 0| val := (0 when reset) default (ounter + 1)|) where integer ounter;end;Le proessus Count est dirigé par l'horloge du signal de sortie val laquelle estdi�érente de l'horloge de reset. Lorsque val est solliité par l'environnement etque reset est absent, alors Count inrémente la valeur a�etée à val, et si resetest présent alors la valeur 0 est a�etée à val.La �gure 3.4 présente un omportement admis par le proessus Count.



Un modèle pour les systèmes polyhrones 69eventresetvalounter ∣∣∣∣∣∣∣∣

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10 t11 t12 t13 t14
true true true true

1 0 1 2 3 4 0 1 2 3 0 0 1 2
0 1 0 1 2 3 4 0 1 2 3 0 0 1Fig. 3.4 � Trae d'exéution.3.2 Un modèle pour les systèmes polyhronesDans le langage Signal, le temps est modélisé par un système de marques,permettant une représentation disrète. Un instant disret est assoié à unemarque. Cette struture est partiulièrement adaptée à la représentation dessystèmes polyhrones. Ces systèmes sont aratérisés par le fait qu'il n'est pasnéessairement possible d'exprimer toutes les horloges des signaux en fontiond'une unique horloge prinipale. Nous présentons e modèle ainsi que la séman-tique des proessus Signal et les propriétés algébriques engendrées par ettereprésentation.3.2.1 Un modèle de marquesUne marque t est un élément d'un ensemble dense T équipé d'une relationd'ordre partiel ≤.Dé�nition 3.1 (Ordre partiel sur les marques) L'ordre partiel (T ,≤) mo-délisant le temps dans un proessus Signal est un sous-ensemble T ⊂ T satis-faisant les propriétés suivantes :� T est dénombrable,� T est minoré par l'instant 0 pour la relation ≤,� T est bien fondé : il n'existe pas de suite in�nie (tn) tel que ∀n ∈ N, tn+1 ≤

tn.Dé�nition 3.2 (Evénement) Un événement e ∈ E = T × V est une relationentre une marque et une valeur.Une haîne C ⊆ T est un sous-ensemble de T totalement ordonné. Soit Cl'ensemble des haînes C. Pour toute marque t ∈ C, nous érirons min(C), et
predC(t) pour respetivement désigner le minimum et le prédéesseur immédiatde t dans C.Dé�nition 3.3 (Signal) Un signal s ∈ S = T → V est une fontion dé�nie surune haîne de marques vers un ensemble de valeurs. Nous noterons tags(s) pourdésigner le domaine de dé�nition de s.



70 Chapitre 3Dé�nition 3.4 (Comportements) Un omportement b ∈ B = X → S estune fontion assoiant un nom x ∈ X à un signal s ∈ S. Nous notons vars(b)pour désigner l'ensemble des variables sur lequel le omportement b est dé�ni.
tags(b) = ∪

x∈vars(b)
tags(b(x)) désigne l'ensemble des marques assoié à b, 'est-à-dire l'ensemble des instants où l'une des variables de b est présente. L'expressioninformelle �la variable x est présente à l'instant t dans le omportement b� estformellement aratérisée par t ∈ tags(b(x)).La projetion d'un omportement b sur un ensemble de noms de signaux X ∈

X est notée b|X. La projetion véri�e : vars(b|X) = X et ∀x ∈ X, b|X(x) = b(x).Dé�nition 3.5 (Proessus) Dans le langage Signal, un proessus est un en-semble de omportements dé�nis sur un même ensemble de signaux (noté vars(p)).La omposition synhrone de deux proessus p et q, est l'ensemble des ompor-tements b véri�ant vars(b) = vars(p)∪ vars(q), tel que b|vars(p) ∈ p et b|vars(q) ∈ q.Ainsi, p || q = { b ∪ c | (b, c) ∈ p × q ∧ b|vars(p) ∩ vars(q) = |vars(p) ∩ vars(q) }.
p ∋ b=




t1 t2 t3 t4 t5 t6 ...
r 7→ true true true false true ...
x 7→ false true true true ...
y 7→ true false false true ...




q ∋ c=




t1 t2 t3 t4 t5 t6 ...
x 7→ false true true true ...
y 7→ true false false true ...
s 7→ false true false true ...








vars(p) ∩ vars(q)
Fig. 3.5 � La omposition synhrone p || q.La omposition synhrone des proessus p et q est un ensemble de ompor-tements dé�nis sur var(p) ∪ var(q) tel que la restrition de es omportements à

var(p) ∩ var(q) appartient à p|vars(p) ∩ vars(q) et q|vars(p) ∩ vars(q). Sur la �gure 3.5,la projetion du omportement b sur {x, y} est égale à la projetion de ompor-tement c sur {x, y}.La omposition synhrone de deux proessus Signal est une opération om-mutative et assoiative.3.2.2 Sémantique dénotationnelle de SignalLa dénotation [[P ℄℄ d'un proessus P représente le plus grand ensemble deomportements aeptés par le système d'équations assoié à P. [[P ℄℄ est dé�ni



Un modèle pour les systèmes polyhrones 71par indution sur es équations. Pour haque équation, x = f y, la fontion [[ ℄℄aratérise la relation entre les signaux impliqués dans l'équation onsidérée etles haînes de marques assoiées à es signaux.Fontion de dénotation [[ ℄℄ L'équation x = pre v y initialise la variable xave la valeur v, et aux autres instants où x est présent la préédente valeur de ylui est attribuée. Elle dé�nit les signaux x et y sur une même haîne de marques
C ∈ C et dé�nit la valeur de x par la valeur du signal y à l'instant prédéesseurimmédiat de t dans C. Cette équation impose que x et y soient deux signauxsynhrones (x et y sont présents durant les mêmes marques C).
[[x = pre v y ]] =



 b ∈ B|x,y

∣∣∣∣∣∣

tags(b(x)) = tags(b(y)) = C ∈ C,
b(x)(min(C)) = v,
∀t ∈ C\min(C), b(x)(t) = b(y)(t)(predC(t))



L'équation x = y when z dé�nit x par y lorsque z est vrai. Soit une marque

t, onsidérons les quatre as suivants :� Si t /∈ tags(y), alors t /∈ tags(x),� Si t /∈ tags(z), alors t /∈ tags(x),� Si t ∈ tags(y), t ∈ tags(z), et z(t) = ff , alors t /∈ tags(x),� Si t ∈ tags(y), t ∈ tags(z), et z(t) = tt, alors t ∈ tags(x) et x(t) = y(t).
[[x = y when z ]] =



b ∈ B|x,y,z

∣∣∣∣∣∣
tags(b(x)) =

{
t ∈ tags(b(y)) ∩ tags(b(z)),tel que b(z)(t) = tt

}

∀t ∈ tags(b(x)), b(x)(t) = b(y)(t)



L'équation x = y default z assoie la valeur de y à x lorsque y est présent,sinon la valeur de z est assoiée à x. A un instant donné, il y a trois as àonsidérer :� Si t ∈ tags(y) alors t ∈ tags(x) et x(t) = y(t),� Si t /∈ tags(y) et t ∈ tags(z), alors t ∈ tags(x), et x(t) = z(t)� Si t /∈ tags(y) et t /∈ tags(z) alors t /∈ tags(x),

[[x = y default z ]] =



b ∈ B|x,y,z

∣∣∣∣∣∣

tags(b(y)) ∪ tags(b(z)) = tags(b(x)) = C ∈ C

∀t ∈ C, b(x)(t) =

{
b(y)(t), t ∈ tags(b(y))
b(z)(t), t /∈ tags(b(y))
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[[x = pre true y ]]∋




t1 t2 t3 t4 t5 ...
y 7→ false true true false true ...
x 7→ true false true true false ...




[[x = y when z ]]∋




t1 t2 t3 t4 t5 ...
y 7→ true true true ...
z 7→ false false true true ...
x 7→ true ...




[[x = y default z ]]∋




t1 t2 t3 t4 t5 ...
y 7→ false false true ...
z 7→ true false false true ...
x 7→ false false false true true ...




Fig. 3.6 � Valeur dénotationnelle des opérateurs pre , when , defaultLa �gure 3.6 illustre la valeur dénotationnelle :� d'un omportement dé�ni sur les variables x, et y, satisfaisant l'équation deretard x = pre v y .� d'un omportement dé�ni sur les variables x, y et z, satisfaisant l'équationd'éhantillonnage x = y when z.� d'un omportement dé�ni sur les variables x, y et z, satisfaisant l'équationde hoix x = y default z.La valeur dans la sémantique dénotationnelle de la omposition synhroneP ||Q est la omposition synhrone [[P ]] || [[Q ]] des valeurs dénotationnelles [[P ℄℄ et[[Q ℄℄.
[[P ||Q ]] = [[P ]] || [[Q ]]3.2.3 Propriétés algébriquesLa dé�nition des proessus Signal et de la omposition synhrone permetde dé�nir une struture algébrique rihe sur l'ensemble des proessus érits enSignal. En e�et, un proessus Signal est un ensemble de omportements dé�nissur un même ensemble de signaux, et la omposition synhrone de deux proes-sus P et Q est un ensemble de omportements obtenus par l'union de l'ensembledes omportements de P ave l'ensemble des omportements de Q. La ompositionsynhrone de deux proessus P et Q satisfait vars(P ||Q) = vars(P) ∪ vars(Q).Ainsi, un proessus P est équivalent à la projetion de P ||Q sur vars(P ), siet seulement si la projetion de Q sur les signaux vars(P ) est ontenue dans laprojetion de P sur vars(Q).



Conlusion 73Propriété 3.1 Pour tous proessus P et Q,� ([[P ]] || [[Q ]])|vars(P) ⊆ [[P ]]� ([[P ]] || [[Q ]])|vars(Q) ⊆ [[Q ]]� [[P ]] = ([[P ]] || [[Q ]]), si et seulement si [[P ]] ⊆ [[Q ]]Corollaire 3.1 Pour tous proessus Signal P, Q, R, nous avons :� [[P ]] || [[P ]] = [[P ]]� [[P ]] ⊆ [[Q ]] ⇒ ([[P ]] || [[R ]]) ⊆ ([[Q ]] || [[R ]])3.3 ConlusionUn programme Signal permet de dé�nir un proessus. Ce proessus est om-posé d'une interfae modélisant les variables d'entrée/sortie, et d'un ensembled'équations devant être résolues simultanément. Chaque équation assoiée auorps d'un proessus dé�nit un ensemble de omportements autorisés. La séman-tique dénotationnelle d'un proessus est aratérisée par la omposition synhronede es ensembles de omportements. En e�et, Signal est un langage dans lequella sémantique des proessus repose sur la théorie des omportements.Un proessus Signal est un ensemble de omportements dé�nis sur un mêmeensemble de variables tout omme dans le modèle de ontrats présenté dans lehapitre 2. De plus, dans le langage Signal la dé�nition des omportements estéquivalente à elle proposée dans la setion 2.1 du hapitre 2, en �xant le domainede dé�nition des variables D égale à S. En outre, nous pouvons onstater quela dé�nition de la projetion d'un omportement en Signal est équivalente à larestrition d'un omportement dans le modèle de ontrats. Ainsi, les opérations derestrition, d'extension, et la théorie sur les �ltres peut être aisément appliquéesaux proessus Signal. Par exemple, le proessus générateur d'un �ltre peut êtreun proessus spéi�é ave Signal.
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Chapitre 4Un langage de modules basé sur letypage par ontratsNous adoptons le paradigme de ontrat pour dé�nir une méthodologie devalidation de omposants basée sur la notion de proessus dans le adre de lamodélisation de logiiels embarqués. Elle se ompose d'un adre algébrique, basésur deux onepts très simples, permettant de raisonner sur les ontrats présentésdans le hapitre 2. Tout d'abord, les hypothèses et les garanties d'un omposantsont dé�nies omme des dispositifs de �ltres : les hypothèses �ltrent les omporte-ments du ontexte d'exéution aeptés par le omposant et les garanties �ltrentles omportements fournis par le omposant. L'ensemble des �ltres onstitue unealgèbre booléenne et l'ensemble des ontrats est aratérisé par une algèbre deHeyting. Il en résulte un adre de raisonnement permettant d'abstraire, de ra�-ner, de ombiner et de normaliser les ontrats.Dans ette partie, nous présentons une version étendue des travaux publiésdans [GTLG09℄. Nous allons utiliser l'algèbre de ontrats dans l'objetif de one-voir un système de modules dont le système de types est fondé sur la notion deontrat. Le type d'un module est un ontrat modélisant les hypothèses faites surl'environnement d'exéution et les garanties o�ertes par ses omportements. Ilpermet d'assoier un module à une interfae qui peut être utilisée dans des varié-tés de sénarios tels que le ontr�le de la omposabilité de modules ou le supporte�ae de la ompilation modulaire.Plan La ontribution prinipale de e hapitre est d'utiliser l'algèbre de ontrats(hapitre [2℄) pour la dé�nition d'un système de modules fortement typés : lesontrats sont utilisés pour typer les omposants satisfaisant les propriétés om-portementales attendues. Ainsi, nous dé�nissons un langage de modules mettanten ÷uvre notre algèbre de ontrats a�n de l'appliquer à la validation des systèmesà base de omposants. La setion 4.1.4 présente le prinipe de base du langage.75



76 Chapitre 4Les onepts de spéi�ation et d'implémentation sont présentés ainsi qu'un mé-anisme générique d'enapsulation permettant de représenter une lasse de spéi-�ations ou d'implémentations partageant un modèle ommun de omportement.La relation de sous-typage basée sur le ra�nement de ontrats est présentée dansla setion 4.2. Notre objetif est de véri�er l'exatitude de la onstrution d'unprogramme. Le système d'inférene de types permet d'attribuer un ontrat auxnoms de proessus dans le langage de modules et de générer une obligation depreuve sous la forme d'une fontion observatrie dans le langage de program-mation ible. Le théorème de orretion présenté dans la setion 4.3 formalisel'exatitude d'un programme érit dans un langage de modules en véri�ant quel'ensemble des proessus dérits satisfont les ontrats qui leur sont assoiés.
4.1 Les points lés du langageDans ette setion, nous présentons un langage dont le prinipe de base estla séparation de l'interfae, qui délare les propriétés d'un programme à l'aidede ontrats, de l'implémentation, qui dé�nit une spéi�ation exéutable. Nousdé�nissons ainsi une syntaxe et un système de typage mettant en ÷uvre notrealgèbre de ontrats dans le but de l'appliquer à la validation des systèmes à basede omposants.4.1.1 Un exempleNous illustrons notre approhe en onsidérant une appliation automobilesimple présentée dans [AMPF07b℄. Nous dé�nissons des ontrats aratérisantles propriétés spéi�ques d'un moteur à quatre temps. Dans ette spéi�ationillustrée par la �gure 4.1, le omportement ylique du moteur est aratérisé parquatre phases suessives : Intake, Combustion, Compression, et Exhaust. Cesphases sont assoiées à une position de l'arbre à ames dont la position angulaireest mesurée en degrés. Ce proédé de mesure modélise un système de tempsdisret et symbolique. L'information onernant la position de l'arbre à amesest transmise à haque ti de l'horloge de la variable cam, orrespondant à unéhantillonnage en fontion du temps de l'information émise par des apteurs.A haque émission de ette information une réation est délenhée. Parexemple, à 90◦ la valve d'admission est fermée et une transition vers la phasede ompression est délenhée.
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Fig. 4.1 � Cyle d'un moteur à 4 temps.Dans le langage de modules, une spéi�ation est désignée par le mot lé ontrat.Elle dé�nit un ensemble de variables d'entrée/sortie soumis à un ontrat. L'inter-fae dé�nit la manière dont le omposant interagit ave son environnement d'exé-ution à travers ses variables d'entrée/sortie. En outre, une spéi�ation intègredes propriétés qui sont modélisées par une omposition de ontrats. Par exemple,la spéi�ation du mode d'admission du ontr�leur du moteur peut être dé�niepar l'hypothèse 0 <= (am mod 360) <90 et la garantie intake (voir �gure 4.2).Une mise en ÷uvre de l'interfae désignée par le mot-lé proess ontient une im-plémentation ompatible ave le ontrat assoiant la valeur true au signal intakelorsque 0 <= (am mod 360) <90 (voir �gure 4.3).module type IntakeType =ontratinput integer am;output event intake;assume 0<=(am mod 360)<90guarantee intakeend;Fig. 4.2 � Une spéi�ation.

module IntakeMode : IntakeType =proessinput integer am;output event intake;intake:=true when(am mod 360)<90end;Fig. 4.3 � Une implémentation.Un omposant est don onsidéré omme une paire M : I, onsistant enune implémentation M , typée (ou représentée) par une interfae I, satisfaisant leontrat assoié à I. La sémantique de la spéi�ation I, notée [[I ℄℄, est un ensemblede proessus (au sens de la setion 2.1) dont les traes satisfont les ontrats liésà I. La sémantique [[M ℄℄ du module M est le singleton ontenant le proessusassoié à M .



78 Chapitre 44.1.2 Enapsulation par fonteursLa spéi�ation des propriétés onsidérées pour le moteur se ompose dequatre ontrats. Chaque ontrat spéi�e une phase du moteur. Chaque phase estassoiée à la position de l'arbre à ames et délenhe un événement. A�n d'évi-ter de spéi�er quatre ontrats distints, nous dé�nissons quatre instanes d'unontrat générique. Dans e but, nous dé�nissons un méanisme d'enapsulationa�n de représenter de manière générique les lasses d'interfaes ou d'implémen-tations partageant un modèle paramétrable ommun de omportements. Dansl'exemple du moteur, nous avons utilisé un fonteur paramétré par la valeur del'angle de l'arbre à ames assoié à haque phase (voir �gure 4.4).
module type phase =funtor(integer min, integer max)ontratinput integer am ;output event trigger;assume min<=(am mod 360)<maxguarantee triggerend;

Fig. 4.4 � Un fonteur.

module type engine = ontratinput integer am ;output event intake, ompression,ombustion, exhaust;phase(0, 90)(am, intake)and phase(90, 180)(am, ompression)and phase(180, 270)(am, ombustion)and phase(270, 360)(am, exhaust)end;Fig. 4.5 � Utilisation de fonteur.Le ontrat générique, appelé Phase (voir �gure 4.5), est paramétré par le nomde la phase à délenher et par la position limite de l'arbre à ames. Lorsquela position angulaire de l'arbre à ames est dans la position attendue, le ontr�-leur du moteur ative la phase spéi�ée par le paramètre trigger. Le ontratmodélisant le moteur est dé�ni par la omposition �and� de quatre appliationsde la forme générique du ontrat assoié à haque phase. Chaque appliationdé�nit une phase partiulière du moteur ave ses délenheurs et ses valeurs an-gulaires appropriées. La omposition est dé�nie par la borne inférieure des quatreontrats (le plus grand des ontrats ra�nant les quatre ontrats). Chaque ap-pliation du fonteur Phase produit un ontrat qui est ensuite omposé ave lesautres a�n de produire le ontrat spéi�ant les propriétés assoiées à haune desquatre phases.



Les points lés du langage 794.1.3 Syntaxe du langage de modulesNous dé�nissons la syntaxe formelle de notre langage de modules présentéesur la �gure 4.6. La grammaire est paramétrée par la syntaxe des programmes,notés p ou q, lesquels sont érits dans un langage de programmation spéi�que.Les noms sont notés x ou y. Les types t sont utilisés pour délarer les paramètreset les variables d'entrée/sortie dans les interfaes. Les hypothèses et les garantiessont dérites par des expressions p et q dans un langage ible ou un langagespéi�que au ontexte d'utilisation du langage de modules. Une expression expmanipule des ontrats, des modules, des fonteurs, et des instanes de fonteursou enore des référenes.
x, y noms
p, q proessus
b, c ::= event | boolean | short | integer | . . . types de données
t ::= b | input b | output b | x | t × t types
dec ::= t x [, dec] délaration
ag ::= [assume p] guarantee q; | ag and ag ontrat
exp ::= ontrat dec; ag end ontrat

| proess dec; p end proessus
| funtor (dec) exp fonteur
| exp and exp omposition
| x (exp∗) appliation
| let def in exp dé�nition loale

def ::= module [type] x = exp dé�nition d'une spéi�ation
| modulex [: t] = exp dé�nition d'un module
| def ; def suession de dé�nitionsFig. 4.6 � Grammaire du langage de modules.4.1.4 Spéi�ation, implémentation et typage de modulesDans le langage de modules, les spéi�ations dé�nissent les propriétés de-vant être satisfaites par l'environnement, ainsi que la manière dont un omposantinteragit par le biais de ses variables ave le ontexte d'exéution. De plus, lesspéi�ations sont utilisées pour dé�nir les propriétés satisfaites par un ompo-sant dans un ontexte donné. L'implémentation d'une spéi�ation ontient unensemble ompatible de variables d'entrée/sortie, et satisfait le ontrat spéi�é.



80 Chapitre 4Nous dé�nissons un système de types pour les ontrats et les proessus dansle langage de modules fondé sur notre algèbre de ontrats. Dans la syntaxe dulangage, les ontrats et les proessus sont assoiés à des noms x. Ces noms peuventêtre utilisés pour délarer et typer les paramètres formels d'un fonteur. Paronséquent, dans le système de types, les noms des ontrats ou des proessus sontassoiés à un type de module T .Le type de base d'un module est de la forme τ(I, C). La balise τ a pour valeur
π, si elle désigne le type d'un proessus (π(I, C) est le type d'un proessus), oubien γ dans le as où la balise désigne le type d'un ontrat (γ(I, C) est le typed'un ontrat). L'ensemble I est onstitué de paires x : t a�n de délarer queles variables (d'entrée/sortie) x sont de type t. Le ontrat de C est une paire deprédiats (p, q), qui représentent les hypothèses p et les garanties q. Le type d'unfonteur Λ(x : S).T est onstitué du nom des paramètres x et des types S et T ,
S désignant le type des paramètres formels du fonteur et T le type du résultatde l'instaniation.

S, T ::= t | τ(I, C) | S × T | Λ(x : S).T τ ::= γ | πLe r�le de l'environnement de typage Γ est de dé�nir l'assoiation x : T desnoms x et de leur type T (nous notons Γ(x) le type de x dans l'environnement
Γ). Le r�le de l'ensemble des ontraintes de typage Σ est de onstruire l'ensembledes relations de ra�nement de la forme C � D.

Γ ::= ∅ |Γ ∪ x : T Σ ::= ∅ |Σ ∪ C � D4.2 Sous-typage et ra�nement4.2.1 Ra�nement de modulesNous souhaitons dé�nir une relation de sous-typage sur les types t en étendantla relation de ra�nement de ontrats dé�nie dans la setion 2.3 à l'algèbre detypes du langage de modules. Dans e but, nous souhaitons appliquer le prinipede sous-typage S ≤ T a�n d'exprimer que l'ensemble des objets sémantiquesreprésentés par S est inlus dans l'ensemble des objets sémantiques représentéspar T .Par exemple, soient deux proessus P et Q, tels que P ra�ne Q (�gure 4.7).Un module M enapsulant P ave une variable d'entrée x de type long, et deuxvariables de sortie a, b de type short est un sous-type d'un module N enapsulant
Q ave deux variables d'entrée x, y et une variable de sortie a : ainsi M peut êtreremplaé par N .



Sous-typage et ra�nement 81x :long→ P →a :short
→b :short ≤ x :integer →y :integer → Q →a :integerFig. 4.7 � Ra�nement de modules.Sous les ontraintes de typage Σ, s est un sous-type de t , noté Σ ⊃ s ≤ t si etseulement si Σ ontient (ou implique) la relation s ≤ t. La dé�nition indutive dela relation de sous-typage ≤ débute ave les axiomes de sous-typage relatifs auxtypes de données. A partir de ette relation de sous-typage, des règles algébriquessont dé�nies, qui sont ensuite utilisées pour dé�nir les règles de délarations detypes de modules.En partiulier, le type d'un module S = τ(I, C) est un sous-type de T =

τ(J, D), noté Σ ⊃ S ≤ T , si et seulement si :� l'ensemble des variables d'entrée de I est inlus dans l'ensemble des variablesd'entrée de J ,� l'ensemble des variables de sortie de J est inlus dans l'ensemble des va-riables de sortie de I,� les variables d'entrée de J sont des sous-types des variables d'entrée orres-pondantes dans I,� les variables de sortie de I sont des sous-types des variables de sortie or-respondantes dans J ,� le ontrat C ra�ne D.Ainsi, du point de vue de l'interfae, un module S ra�ne un module T , si Sapporte plus de préision au niveau du typage des variables de sortie à partird'un typage moins préis des variables d'entrée. Cette approhe se retrouve dansla relation de ra�nement de ontrats : si C ra�ne D, alors� les garanties de C sont plus fortes que les garanties de D,� les hypothèses de C dé�nissent un ontexte d'exéution moins préis que leontexte d'exéution modélisé par les hypothèses de D.Dans la règle relative aux fonteurs, nous érivons V [y/x] pour désigner la sub-stitution de x par y dans V (en posant que y n'apparaît pas dans V ). La �gure4.8 expliite l'ensemble des règles de sous-typage.� la règle (1) exprime la ré�exivité de la relation de ra�nement,� la règle (2) exprime la relation de sous-typage sur les types simples,� la règle (3) exprime la relation de ra�nement des variables d'entrée,� la rèlge (4) exprime la relation de ra�nement des variables de sortie,� la règle (5) exprime la transitivité de la relation de ra�nement,� la règle (6) exprime la relation de ra�nement des ensembles de ouples
(variable : type) : si le type S d'une variable x appartenant à l'ensemble
I ra�ne le type T de la variable x dans l'ensemble J , et que l'ensemble
I\(x : S) ra�ne J\(x : T ), alors I ra�ne J ,
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(1) T ≤ T (2) event ≤ boolean short ≤ integer ≤ long
(3)

Σ ⊃ b ≤ c

Σ ⊃ input c ≤ input b
(4)

Σ ⊃ b ≤ c

Σ ⊃ output b ≤ output c

(5)
Σ ⊃ S ≤ T Σ ⊃ T ≤ U

Σ ⊃ S ≤ U
(6)

Σ ⊃ I ≤ J Σ ⊃ S ≤ T

Σ ⊃ (x : S) ∪ I ≤ (x : T ) ∪ J

(7)
Σ ⊃ I ≤ J x 6∈ vars(I)

Σ ⊃ I ≤ (x : input b) ∪ J
(8)

Σ ⊃ I ≤ J x 6∈ vars(J)

Σ ⊃ (x : output b) ∪ I ≤ J

(9)
τ ≤ γ
π ≤ τ

(10)
Σ ⊃ I ≤ J (C � D) ∈ Σ τ ≤ τ ′

Σ ⊃ τ(I, C) ≤ τ ′(J, D)

(11)
Σ ⊃ S ≤ U T ≤ V

Σ ⊃ S × T ≤ U × V
(12)

Σ ⊃ U ≤ S Σ ⊃ T ≤ V [y/x]

Σ ⊃ Λ(x : S).T ≤ Λ(y : U).VFig. 4.8 � Les règles de sous-typage� selon la règle (7), si un ensemble de variables d'entrée I ontient moins devariables que J , alors I ra�ne J ,� selon la règle (8), si un ensemble de variables de sortie I ontient plus devariables que J , alors I ra�ne J ,� la règle (9) exprime une relation d'ordre sur les types de modules : le typed'un proessus est un sous-type du type assoié à un ontrat,� la règle (10) exprime la relation de ra�nement de modules : un module Mra�ne un module M ′ si et seulement si l'ensemble des types des variablesd'entrée/sortie de M ra�ne elui de M ′, et si le ontrat assoié à M ra�neelui assoié à M ′,� la règle (11) exprime le ra�nement ompositionnel de modules,� la règle (12) exprime la relation de ra�nement de fonteurs : un fonteur Fra�ne un fonteur F ′ si et seulement si l'ensemble des types de paramètresde F ′ ra�ne elui de F , et si le type du module produit par l'appliationdu fonteur F ra�ne elui de F ′.4.2.2 Ra�nement de ontratsNous pouvons interpréter la relation Σ ⊃ C � D omme l'expression del'enregistrement de la ontrainte du ra�nement de C par D dans Σ. Cette relationde ra�nement orrespond à une obligation de preuve dans le langage ible, dont lesens est dé�ni par la relation sémantique [[C ]] � [[D ]] dans l'algèbre de ontrats (où[[C ℄℄ et [[D ℄℄ désignent la valeur sémantique de C et D dans l'algèbre de ontrats).La validité de ette ontrainte peut par exemple être prouvée par un prouveur.



Sous-typage et ra�nement 83L'ensemble Σ des relations de ra�nement C � D est obtenu par la déompositionstruturelle des relations de sous-typage de la forme s ≤ t en axiomes élémentaires(par exemple : event ≤ boolean), ou en obligations de preuves C � D.4.2.3 Sous-typage et types simplesLe type d'un module étant une paire τ(I, C), et l'ensemble des ontrats C étantune algèbre de Heyting, nous souhaitons dé�nir une relation de sous-typage quidé�nit une algèbre de Heyting sur l'ensemble des types des variables de �ots, a�nde pouvoir aratériser l'ensemble des modules (l'ensemble des paires : ensemblede variables d'entrée/sortie et ontrat) par une algèbre de Heyting.Les types simples sont utilisés pour typer ertains paramètres des modules ettyper les données transportées par les variables de �ots. Soit T , l'ensemble destypes simples, où un type t ∈ T aratérise l'ensemble des objets sémantiquesappartenant à e type. La relation ≤ est une relation d'ordre partiel aratérisantle sous-typage sur T , tel que ∀t1, t2 ∈ T , t1 ≤ t2 si l'ensemble des objets séman-tiques appartenant au type t1 est inlus dans l'ensemble des objets sémantiquesdu type t2 (voir la règle (2) de la setion 4.2.1). La borne inférieure de t1 et t2,notée t1⊓ t2, est l'ensemble des objets appartenant à t1 et t2. La borne supérieurede t1 et t2, notée t1 ⊔ t2, est l'ensemble des objets appartenant à t1 ou t2. (T ,≤)est un treillis ayant pour in�mum void (équivalent à l'ensemble vide d'objets), etpour supremum null (équivalent à l'ensemble de tous les objets). Le omplémen-taire ¬t d'un type t ∈ T est l'ensemble des objets sémantiques n'appartenant pasà t tel que ¬t = null− t. (T ,≤) est une algèbre booléenne, et par onséquent unealgèbre de Heyting.Le type des variables de �ots est aratérisé par le type des données du �ot,mais aussi par le fait qu'il s'agit de variables d'entrées ou de variables de sor-ties. Les balises input et output permettent de distinguer les variables d'entrée(input) et les variables de sortie (output).Soit OF , l'ensemble des types des variables de �ots de sortie. Considérons larelation d'ordre partiel, ≤, tel que ∀x, y ∈ T , output x ≤ output y ⇐⇒ x ≤ y(règle (3) de la setion 4.2.1). (T ,≤) étant une algèbre booléenne, il en déouleque (OF ,≤) est aussi une algèbre booléenne ave pour supremum output null,et pour in�mum output void. La borne inférieure notée ⊓ véri�e : ∀(output x),
(output y) ∈ OF , (output x) ⊓ (output y) ⇐⇒ output (x ⊓ y), et la bornesupérieure notée ⊔ : ∀(output x), (output y) ∈ OF , (output x ⊔ output y)
⇐⇒ output (x ⊔ y). Pour tout output x ∈ OF , le omplémentaire de output xnoté ¬(output x) véri�e ¬output x ⇐⇒ output ¬x. La �gure 4.9 illustre unestruture de types des variables de sortie en onsidérant les types simples boolean,
event, long, integer, short, tels qu'ils sont dérits dans le manuel de référene deSignal [GLD94℄.
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Fig. 4.9 � Un treillis des types des variables de sortie.Soit IF , l'ensemble des types des variables de �ots d'entrée. Considérons larelation d'ordre partiel, ≤, tel que ∀x, y ∈ T , input x ≤ input y ⇐⇒ y ≤ x(règle (3) de la setion 4.2.1). (T ,≤) étant une algèbre booléenne, il en déoule que
(IF ,≤) est aussi une algèbre booléenne ave pour supremum input void, et pourin�mum input null. La borne inférieure notée ⊓ véri�e : ∀(input x), (input y) ∈
IF , (input x ⊓ input y) ⇐⇒ input (x ⊔ y). La borne supérieure notée ⊔ :
∀(input x), (input y) ∈ IF , (input x ⊔ input y) ⇐⇒ input (x ⊓ y). Pourtout x ∈ IF , le omplémentaire de input x noté ¬(input x) véri�e ¬input x
⇐⇒ input ¬x. La �gure 4.10 illustre une struture de types des variables d'en-trée en onsidérant les types simples boolean, event, long, integer, short, telsqu'ils sont dérits dans le manuel de référene de Signal [GLD94℄.

Fig. 4.10 � Un treillis des types des variables d'entrée.Les algèbres booléennes (IF ,≤) et (OF ,≤) modélisant respetivement l'en-semble des types des variables de �ots d'entrée et l'ensemble des types des va-riables de �ots de sortie, vont maintenant permettre de dé�nir une algèbre boo-léenne sur les ensembles de variables d'entrée/sortie des modules.



Sous-typage et ra�nement 854.2.4 Une algèbre booléenne sur les ensembles de types devariables de sortieSoit OE l'ensemble des ensembles des ouples assoiant une variable de sortieà son type. Soit la relation d'ordre partiel ≤ dérite par les règles (6) et (8) de lasetion 4.2.1. Rappelons es règles :
(6)

Σ ⊃ I ≤ J Σ ⊃ S ≤ T

Σ ⊃ (x : S) ∪ I ≤ (x : T ) ∪ J
(8)

Σ ⊃ I ≤ J x 6∈ vars(J)

Σ ⊃ (x : output b) ∪ I ≤ JNous avons I ≤ J si et seulement si, I ontient plus de variables que J , et que letype des variables ommunes à I et J soit plus �n dans I. Ce qui est équivalentà : I ≤ J ⇔ ∀(x : output t1) ∈ J, ∃(x : output t2) ∈ I tel que t2 ≤ t1 .Preuve : Montrons que ≤ est une relation d'ordre sur OE .� ∀I ∈ OE , on a toujours I ≤ I. La relation ≤ est lairement ré�exive.� Soient I, J, K ∈ OE tels que I ≤ J et J ≤ K. Nous avons alors :
I ≤ J ⇔ ∀(x : output tJ) ∈ J, ∃(x : output tI) ∈ I tel que tI ≤ tJ

J ≤ K ⇔ ∀(x : output tK) ∈ K, ∃(x : output tJ) ∈ J tel que tJ ≤ tKOr,
∀(x ∈ output tJ) ∈ J, ∃(x : output tI) ∈ I tel que tI ≤ tJ

∧
∀(x ∈ output tK) ∈ K, ∃(x : output tJ) ∈ J tel que tJ ≤ tK



⇒

∀(x ∈ output tK) ∈ K, ∃(x : output tI) ∈ I tel que tJ ≤ tK
}
⇒ J≤KPar onséquent, la relation ≤ est transitive.� Soient I, J ∈ OE tels que I ≤ J et J ≤ I. Nous avons alors :

I ≤ J ⇔ ∀(x ∈ output t1) ∈ J, ∃(x : output t2) ∈ I tel que t2 ≤ t1
J ≤ I ⇔ ∀(x ∈ output t1) ∈ I, ∃(x : output t2) ∈ J tel que t2 ≤ t1Or,
∀(x ∈ output t1) ∈ J, ∃(x : output t2) ∈ I tel que t2 ≤ t1

∧
∀(x ∈ output t1) ∈ I, ∃(x : output t2) ∈ J tel que t2 ≤ t1



⇒ I =JPar onséquent, la relation ≤ est antisymétrique.

(OE , ≤) est bien un ordre partiel. 2La borne inférieure de I ∈ OE et J ∈ OE , notée I ⊓ J , est dé�nie de la manièresuivante :
Si ∄t ∈ T tel que (x : output t) ∈ J
alors (I ∪ (x : output b)) ⊓ J =(I ⊓ J) ∪ (x : output b)
Si ∄t ∈ T tel que (x : output t) ∈ I
alors I ⊓ (J ∪ (x : output b)) =(I ⊓ J) ∪ (x : output b)
Sinon (I ∪ (x : S)) ⊓ (J ∪ (x : T )) =(I ⊓ J) ∪ (x : S ⊓ T )
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∀I, J ∈ OE , la borne inférieure est l'union des ensembles de variables de I et J ,en onsidérant la borne inférieure des types des variables ommunes. Ce qui estéquivalent à :
I ⊓ J =




{
(x : output (tI ⊓ tJ)) | (x : output tI ∈ I)

(x : output tJ ) ∈ J)

}

⋃ {
(x : output tJ) | ∀tI ∈ T , (x : output tI /∈ I)

(x : output tJ) ∈ J)

}

⋃ {
(x : output tI) | (x : output tI ∈ I),

∀tJ ∈ ST, (x : output tJ) /∈ J)

}




Preuve : Soit I, J, T ∈ OE tels que T ≤ I et T ≤ J . Alors,
(T ≤ I) ∧ (T ≤ J)⇔





∀(x : output t1) ∈ I, ∃(x : output t2) ∈ T tel que t2 ≤ t1
∧
∀(x : output t1) ∈ J, ∃(x : output t2) ∈ T tel que t2 ≤ t1Nous en déduisons la forme générale de T :

T =








(x : output t3) | ((x : output t1) ∈ I),
((x : output t2) ∈ J),
t3 ∈ T , t3 ≤ t1, t3 ≤ t2





⋃




(x : output t3) | (x : output t1 ∈ I),
∀t2 ∈ T , ((x : output t2) /∈ J),
t3 ∈ T , t3 ≤ t1





⋃




(x : output t3) | ∀t1 ∈ T , ((x : output t1) /∈ I),
((x : output t2) ∈ J),
t3 ∈ T , t3 ≤ t2





⋃



H tel que H ∈ OE , ∀t2, t3 ∈ T ,
((x : output t2) /∈ I),
((x : output t3) /∈ J),
∃t1 ∈ T , ((x : output t1) ∈ H)





Nous en déduisons l'expression du plus grand des minorants de I et J :

I ⊓ J =




{
(x : output (tI ⊓ tJ)) | ((x : output tI) ∈ I),

((x : output tJ ) ∈ J)

}

⋃ {
(x : output tJ) | ∀tJ ∈ T , ((x : output tI) /∈ I),

((x : output tJ) ∈ J)

}

⋃ {
(x : output tI) | ((x : output tI) ∈ I),

∀tJ ∈ T , ((x : output tJ) /∈ J)

}


Il est trivial que T ≤ I ⊓ J . 2



Sous-typage et ra�nement 87La borne supérieure de I ∈ OE et J ∈ OE , notée I ⊔ J , est dé�nie de la manièresuivante :
Si ∄t ∈ T tel que (x : output t) ∈ J
alors (I ∪ (x : output b)) ⊔ J =(I ⊔ J)
Si ∄t ∈ T tel que (x : output t) ∈ I
alors I ⊔ (J ∪ (x : output b)) =(I ⊔ J)
Sinon (I ∪ (x : S)) ⊔ (J ∪ (x : T )) =(I ⊔ J) ∪ (x : S ⊔ T )

∀I, J ∈ OE , la borne supérieure est l'intersetion des ensembles de variables de
I et J , en onsidérant la borne supérieure des types des variables ommunes. Cequi est équivalent à :
I ⊔ J =

{
(x : output (tI ⊔ tJ )) | ((x : output tI) ∈ I)

((x : output tJ) ∈ J)

}Preuve : Soit I, J, T ∈ OEF tels que I ≤ T et J ≤ T . Or,
(I ≤ T ) ∧ (J ≤ T )⇔





∀(x : output t1) ∈ T, ∃(x : output t2) ∈ I tel que t2 ≤ t1
∧
∀(x : output t1) ∈ T, ∃(x : output t2) ∈ J tel que t2 ≤ t1Nous en déduisons la forme générale de T :

T =








(x : output t3) | ((x : output t1) ∈ I),
((x : output t2) ∈ J),
t3 ∈ T , t1 ≤ t3, t2 ≤ t3





⋂
H avec H ∈ OE


Nous en déduisons l'expression du plus petit des majorants de I et J :

I ⊔ J =

{
(x : output (tI ⊔ tJ )) | ((x : output tI) ∈ I),

((x : output tJ) ∈ J)

}Il est trivial que I ⊔ J ≤ T . 2Dans e treillis, le omplémentaire d'un ensemble I de variables d'entrée/sortie,noté ¬I, est dé�ni par :
Si ∄t ∈ T tel que (x : output t) ∈ I alors ¬(I ∪ (x : output null))=¬I
Sinon ¬(I ∪ (x : output b))=(¬I ∪ (x : output ¬b))Ce qui est équivalent à :

¬I=

( {
(x : output (¬tI) | ((x : output tI) ∈ I)

}
⋃{

(x : output null) | ∄t ∈ T tel que ((x : output tI) ∈ I)
}

)

(OF ,≤) étant une algèbre booléenne, il en déoule que (OE ,≤) est aussi unealgèbre booléenne ave pour supremum ∅, et pour in�mum {(x : output null) | x ∈ V}.Preuve : (OE ,⊑) est un treillis, nous avons alors :� R ⊔ (S ⊔ T) = (R ⊔ S) ⊔ T (et la propriété duale)� R ⊔ S = S ⊔ R (et la propriété duale)



88 Chapitre 4� R ⊔ (R ⊓ S) = R (et la propriété duale)Par onséquent, nous avons seulement à prouver que :� R̃ ⊓ R = {0} ; e qui est une onséquene direte de la dé�nition de laborne inférieure et du omplémentaire.� R̃ ⊔ R = P⋆ ; e qui est une onséquene direte de la dé�nition de la bornesupérieure et du omplémentaire.� R ⊔ (S ⊓ T) = (R ⊔ S) ⊓ (R ⊔ T) (ou la propriété duale).Soit R, S, T ∈ OE ,
R ⊓ (S ⊔ T ) =


{
(x : output (tR ⊓ tS⊔T )) | (x : output tR ∈ R),

(x : output tS⊓T ) ∈ (S ⊔ T ))

}

⋃ {
(x : output tR) | (x : output tR ∈ R),

∀tS⊔T ∈ ST, (x : output tS⊔T ) /∈ (S ⊔ T ))

}

⋃ {
(x : output tS⊔T ) | ∀tR ∈ ST, (x : output tR /∈ R),

(x : output tS⊔T ) ∈ (S ⊔ T ))

}




=








(x : output (tR ⊓ (tS ⊔ tT ))) | (x : output tR ∈ R),
(x : output tS) ∈ S),
(x : input tT ) ∈ T )





⋃




(x : output tR) | (x : output tR ∈ R),
∀tS ∈ ST, (x : output tS) /∈ S),
∀tT ∈ ST, (x : output tT ) /∈ T )





⋃




(x : output (tS ⊔ tT )) | ∀tR ∈ ST, (x : output tR /∈ R),
(x : output tS) ∈ S),
(x : output tT ) ∈ T )








=








(x : output ((tR ⊓ tS) ⊔ (tR ⊓ tT ))) | (x : output tR ∈ R),
(x : output tS) ∈ S),
(x : output tT ) ∈ T )





⋃




(x : output tR) | (x : output tR ∈ R),
∀tS ∈ ST, (x : output tS) /∈ S),
∀tT ∈ ST, (x : output tT ) /∈ T )





⋃




(x : output (tS ⊔ tT )) | ∀tR ∈ ST, (x : output tR /∈ R),
(x : output tS) ∈ S),
(x : output tT ) ∈ T )








=




{
(x : output (tR⊓S ⊔ tR⊓T )) | (x : output tR⊓S) ∈ (R ⊓ S),

(x : output tR⊓T ) ∈ (R ⊓ T ))

}

⋃ {
(x : output tR⊓S | (x : output tR⊓S ∈ (R ⊓ S)),

∀tR⊓T ∈ ST, (x : output tR⊓T ) /∈ (R ⊓ T ))

}

⋃ {
(x : output tR⊓T ) | (x : output tR⊓S ∈ (R ⊓ S)),

∀tR⊓T ∈ ST, (x : output tR⊓T ) /∈ (R ⊓ T ))

}




= (R ⊓ S) ⊔ (R ⊓ T )Le treillis est distributif.



Sous-typage et ra�nement 89Don (OE ,≤) est une algèbre booléenne.
24.2.5 Une algèbre booléenne sur les ensembles de types devariables d'entréeSoit IE l'ensemble des ensembles des ouples assoiant une variable d'entréeà son type. Soit la relation d'ordre partiel ≤ dérite par les règles (6) et (7) de lasetion 4.2.1. Rappelons es règles :

(6)
Σ ⊃ I ≤ J Σ ⊃ S ≤ T

Σ ⊃ (x : S) ∪ I ≤ (x : T ) ∪ J
(7)

Σ ⊃ I ≤ J x 6∈ vars(J)

Σ ⊃ I ≤ (x : input b) ∪ JNous avons I ≤ J si et seulement si, I ontient moins de variables que J , et quele type des variables ommunes à I et J soit plus �n dans J . Ce qui est équivalentà : I ≤ J ⇔ ∀(x ∈ input t1) ∈ I, ∃(x : input t2) ∈ J tel que t1 ≤ t2 .De la même manière que (OE ,≤) est une algèbre booléenne (voir la sous-setion 4.2.4 préédente), il déoule de l'algèbre booléenne (IF ,≤), une algèbrebooléenne (IE ,≤) ayant pour supremum {(x : input null) | x ∈ V}, et pour in-�mum ∅. La borne inférieure de I ∈ IE et J ∈ IE , notée I ⊓ J , est dé�nie de lamanière suivante :
Si ∄t ∈ T tel que (x : input t) ∈ J
alors (I ∪ (x : input b)) ⊓ J =(I ⊓ J)

Si ∄t ∈ T tel que (x : input t) ∈ I
alors I ⊓ (J ∪ (x : input b)) =(I ⊓ J)

Sinon (I ∪ (x : S)) ⊓ (J ∪ (x : T )) =(I ⊓ J) ∪ (x : S ⊓ T )

∀I, J ∈ IE , la borne inférieure est l'intersetion des ensembles de variables de Iet J , en onsidérant la borne supérieure des types des variables ommunes.La borne supérieure de I ∈ OE et J ∈ OE , notée I ⊔ J , est dé�nie de la manièresuivante :
Si ∄t ∈ T tel que (x : input t) ∈ J
alors (I ∪ (x : input b)) ⊔ J =(I ⊔ J) ∪ (x : input b)

Si ∄t ∈ T tel que (x : input t) ∈ I
alors I ⊔ (J ∪ (x : input b)) =(I ⊔ J) ∪ (x : input b)

Sinon (I ∪ (x : S)) ⊔ (J ∪ (x : T )) =(I ⊔ J) ∪ (x : S ⊔ T )

∀I, J ∈ IE , la borne supérieure est l'union des ensembles de variables de I et J ,



90 Chapitre 4en onsidérant la borne inférieure des types des variables ommunes.Dans ette algèbre, le omplémentaire d'un ensemble I, noté ¬I, est dé�ni par :
Si ∄t ∈ T tel que (x : input t) ∈ I alors ¬(I ∪ (x : input null))=¬I
Sinon ¬(I ∪ (x : input b))=¬I ∪ (x : input ¬b)Les algèbres booléennes (IE ,≤) et (OE ,≤) modélisant respetivement lesensembles d'ensembles des types de variables de �ots d'entrée et l'ensemble d'en-sembles des types des variables de �ots de sortie, vont maintenant permettre dedé�nir une algèbre booléenne sur les ensembles d'ensembles des types de variablesd'entrée/sortie des modules.

4.2.6 Ensembles de types de variables d'entrée/sortieLes opérateurs d'intersetion (noté ⊓) et d'union (noté ⊔) sont étendus a�nde ombiner l'ensemble des variables d'entrée et l'ensemble des variables de sortiede deux modules.L'opérateur d'intersetion est dé�ni de la manière suivante :
Si ∄t ∈ T tel que (x : input t) ∈ J
alors (I ∪ (x : input b)) ⊓ J =(I ⊓ J)
Si ∄t ∈ T tel que (x : input t) ∈ I
alors I ⊓ (J ∪ (x : input b)) =(I ⊓ J)
Si ∄t ∈ T tel que (x : output t) ∈ J
alors (I ∪ (x : output b)) ⊓ J =(I ⊓ J) ∪ (x : output b)
Si ∄t ∈ T tel que (x : output t) ∈ I
alors I ⊓ (J ∪ (x : output b)) =(I ⊓ J) ∪ (x : output b)
Sinon (I ∪ (x : S)) ⊓ (J ∪ (x : T )) =(I ⊓ J) ∪ (x : S ⊓ T )Par exemple, soient deux ontrats C1 et C2. La borne inférieure (�gure 4.11)d'un module M satisfaisant C1 ave une variable d'entrée x de type long, et deuxvariables de sortie a, b de type short, et d'un module N satisfaisant C2 ave deuxvariables d'entrée x, y et une variable de sortie a est un module satisfaisant (C1

⇓ C2) ave une variable d'entrée x de type long, et deux variables de sortie a, bde type short.



Sous-typage et ra�nement 91x :long→
C1

→a :short
→b :short ⇓ x :integer →y :integer → C2

→a :integer
=x :long →

C1 ⇓ C2
→a :short
→b :shortFig. 4.11 � Borne inférieure de modules.L'opérateur d'union est dé�ni de la manière suivante :

Si ∄t ∈ T tel que (x : input t) ∈ J
alors (I ∪ (x : input b)) ⊔ J =(I ⊔ J) ∪ (x : input b)

Si ∄t ∈ T tel que (x : input t) ∈ I
alors I ⊔ (J ∪ (x : input b)) =(I ⊔ J) ∪ (x : input b)

Si ∄t ∈ T tel que (x : output t) ∈ J
alors (I ∪ (x : output b)) ⊔ J =(I ⊔ J)

Si ∄t ∈ T tel que (x : output t) ∈ I
alors I ⊔ (J ∪ (x : output b)) =(I ⊔ J)

Sinon (I ∪ (x : S)) ⊔ (J ∪ (x : T )) =(I ⊔ J) ∪ (x : S ⊔ T )Par exemple, soient deux ontrats C1 et C2. La borne supérieure (�gure 4.12)d'un module M satisfaisant C1 ave une variable d'entrée x de type long, et deuxvariables de sortie a, b de type short, et d'un module N satisfaisant C2 ave deuxvariables d'entrée x, y et une variable de sortie a est un module satisfaisant (C1

⇑ C2) ave deux variables d'entrées x, y de type integer, et une variable de sortie
a de type integer.x :long→

C1
→a :short
→b :short ⇑ x :integer →y :integer → C2

→a :integer
=x :integer →y :integer → C1 ⇑ C2

→a :integerFig. 4.12 � Borne supérieure de modules.Ces opérations d'union et d'intersetion sur l'ensemble des variables d'en-trée/sortie sont respetivement la borne inférieure et la borne supérieure desensembles de variables d'entrée/sortie. En onsidérant la relation d'ordre par-tiel exprimée par les règles (6), (7), et (8) dans la partie 4.2.1, l'ensemble des



92 Chapitre 4ensembles de ouples : nom et type de variables d'entrée/sortie, forme une al-gèbre booléenne, ave pour in�mum {(x : output null) | x ∈ V} et supremum
{(x : input null) | x ∈ V}. Dans ette algèbre, le omplémentaire d'un ensemble
I de variables d'entrée/sortie, noté ¬I, est dé�ni par :

Si ∄t ∈ T tel que (x : input t) ∈ I alors ¬(I ∪ (x : input null)) =¬I
Si ∄t ∈ T tel que (x : output t) ∈ I alors ¬(I ∪ (x : output null))=¬I
Sinon ¬(I ∪ (x : input b))=¬I ∪ (x : input ¬b)

¬(I ∪ (x : output b))=¬I ∪ (x : output ¬b)Cette représentation dé�nit une algèbre booléenne sur les ensembles de variablesd'entrée/sortie, et par onséquent une algèbre de Heyting sur es ensembles.A partir de la relation de sous-typage, qui met en ÷uvre et étend la relationde ra�nement de l'algèbre de ontrats dans l'algèbre de typage des modules, ilest faile d'exprimer les relations qui aratérisent la borne inférieure (le plusgrand des minorants) et la borne supérieure (le plus petit des majorants) de deuxmodules, de deux fonteurs, ou enore de deux n-uplets de modules, par indutionsur la struture de types. Il est possible d'utiliser es opérateurs (en partiulierla borne inférieure) a�n de dé�nir la sémantique d'opérateurs de omposition dedeux modules (�gure 4.13).Borne inférieure :- de modules : τ(I, C) ⊓ τ(J, D)=τ(I ⊓ J, C ⇓ D)- de produits : S × T ⊓ U × V =(S ⊓ U) × (T ⊓ V )- de fonteurs : Λ(x : S).T ⊓ Λ(y : U).V =Λ(x : (S ⊔ U)).(T ⊓ V [y/x])Borne supérieure :- de modules : τ(I, C) ⊔ τ(J, D)=τ(I ⊔ J, C ⇑ D)- de produits : S × T ⊔ U × V =(S ⊔ U) × (T ⊔ V )- de fonteurs : Λ(x : S).T ⊔ Λ(y : U).V =Λ(x : (S ⊓ U)).(T ⊔ V [y/x])Fig. 4.13 � Bornes inférieures et supérieures.A partir de es dé�nitions sur l'ensemble des modules, nous observons que pourtous modules S et T , nous avons les relations de ra�nement suivantes : S ⊓ T ≤
S, T ≤ S ⊔ T . Ces propriétés sont essentielles pour une approhe multi-vues.La borne inférieure de deux modules ra�ne haun de es deux modules. Ceiest la onséquene direte de la struture d'algèbre de Heyting. Ainsi di�érentespropriétés peuvent être développées séparément puis omposées ave l'opérationdu alul de la borne inférieure, a�n d'obtenir un omposant satisfaisant toutesles propriétés désirées.



Sous-typage et ra�nement 93En représentant les ensembles de variables d'entrée/sortie par une algèbre deHeyting, et ompte tenu de la struture d'algèbre de Heyting de l'ensemble deontrats dé�ni au hapitre [2℄, il en déoule sur l'ensemble des modules M unealgèbre de Heyting (M,≤). Il en va de même pour l'ensemble des fonteurs, ouenore l'ensemble des n−uplets de modules. L'a�etation de types et la relationde sous-typage peuvent être véri�ées par un prouveur.

4.2.7 Inférene de types dans le langage de modules
Notre objetif est de véri�er l'exatitude de la onstrution d'un programme.Par onséquent, le système d'inférene de types est tenu de produire une assi-gnation de types ohérente. Cette assignation est aratérisée par l'assoiation deontrats à des noms de proessus dans le langage de modules. Le système d'in-férene de types doit également générer une obligation de preuve sous la formed'une fontion observatrie érite dans le langage de programmation ible. L'obli-gation de preuve traduit la satisfation des ontrats par les proessus auxquels ilssont assoiés.Ce système d'inférene (voir la �gure 4.14) est dé�ni par le séquent Γ/Σ ⊢ expoù Γ est l'environnement de typage, Σ l'ensemble des ontraintes de typage (etde ra�nement de ontrats) et exp est une expression érite dans le langage demodules. Il intègre le système de types du langage ible : nous supposons que larelation Γ ⊢ p dit que p est bien typé dans le langage ible, sous l'hypothèse Γ.Le séquent établit une orrespondane struturelle entre les expressions et lestypes. Elle est dé�nie par indution sur la struture des expressions de la mêmemanière que elle proposée pour Standard ML dans [Ler00℄.
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(1)

Γ(x) = T

Γ/Σ ⊢ x : T

(2)
Γ/Σ ⊢ s : S Γ/Σ ⊢ t : T

Γ/Σ ⊢ s × t : S × T

(3)
Γ/Σ ⊢ s : S Γ/Σ ⊢ t : T

Γ/Σ ⊢ Λ(x : s).t : Λ(x : S).T

(4)
Γ/Σ ⊢ t : T

Γ/Σ ⊢ t x : (x : T )

(5)
Γ/Σ ⊢ dec : I Γ/Σ ⊢ dec′ : J

Γ/Σ ⊢ dec, dec′ : I ∪ J

(6)
Γ/Σ ⊢ p Γ/Σ ⊢ q

Γ/Σ ⊢ assume p guarantee q

(7)
Γ/Σ ⊢ ag Γ/Σ ⊢ ag′

Γ/Σ ⊢ (ag and ag′)

(8)
Γ/Σ ⊢ exp : S Γ/Σ ⊢ exp′ : T

Γ/Σ ⊢ (exp and exp′) : S ⊓ T

(9)
Γ/Σ ⊢ dec : I Γ ∪ I ⊢ p

Γ/Σ ⊢ proess dec; p end : π(I, ((), p))

(10)
Γ/Σ ⊢ dec : I Γ ∪ I ⊢ ag

Γ/Σ ⊢ ontrat dec; ag end : γ(I, ag)

(11)
Γ/Σ ⊢ dec : I Γ ∪ I/Σ ⊢ exp : T

Γ/Σ ⊢ funtor (dec) exp end : ΛI.T

(12)
Γ/Σ ⊢ x : Λ(z : S).T Γ/Σ ⊢ y : U Σ ⊂ U ≤ S

Γ/Σ ⊢ x(y) : T [y/z]

(13)
Γ/Σ ⊢ exp : T γ · T ≤ T

Γ/Σ ⊢ module typex = exp : (x : T )

(14)
Γ/Σ ⊢ exp : S Γ/Σ ⊢ t : T Σ ⊂ S ≤ T

Γ/Σ ⊢ modulex : t = exp : (x : π · T )

(15)
Γ/Σ ⊢ def : I Γ ∪ I/Σ ⊢ def ′ : J

Γ/Σ ⊢ def ; def ′ : I ∪ J
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(16)

Γ/Σ ⊢ def : I Γ ∪ I/Σ ⊢ exp : T

Γ/Σ ⊢ letdef in exp : TFig. 4.14 � Règles d'inférene de type.La règle (1) assoie une expression syntaxique à un type dans l'environnement Γ.La règle (2) exprime le typage d'un produit ou d'une paire.La règle (3) exprime le typage d'une lambda-fontion.La rèlge (4) exprime le typage d'une expression syntaxique délarant un para-mètre.La règle (5) exprime le typage d'une suession de délarations de paramètres.La règle (6) exprime le typage d'une expression syntaxique exprimant une hypo-thèse et une garantie.La règle (7) exprime le typage de la omposition de deux expressions syntaxiquesdé�nissant haune un ontrat.La règle (8) exprime le typage de la omposition d'expressions syntaxiques par laborne inférieure des types assoiés à es expressions.La règle (9) exprime le typage d'un proessus par un ouple exprimant le type deses paramètres, et le ontrat garantissant l'exéution du proessus dans tous lesontextes d'exéution.La règle (10) exprime l'assoiation d'une expression syntaxique dé�nissant unontrat à un type de module.La règle (11) exprime le typage d'un fonteur par une lambda-fontion.La règle (12) exprime la ontrainte de typage assoiée à l'appliation d'un fonteur
x à un paramètre y : le type est la valeur retournée par l'appliation de la lambda-fontion aratérisant le type du fonteur au type de y.La règle (13) exprime la ontrainte de typage assoiée à la dé�nition d'un type xde modules.La règle (14) exprime la ontrainte de typage d'un module x assoié au type t.La règle (15) exprime le typage d'une suession de dé�nitions.La règle (16) exprime le typage d'une dé�nition loale.L'opérateur τ · T transforme le type T en type de proessus si τ vaut π, oubien en type ontrat, si τ vaut γ. Il est dé�ni par τ · (τ ′(I, C)) = τ · (I, C) et
τ · (Λ(x : S).T ) = Λ(x : S).(τ · T ). Cet opérateur est utilisé pour véri�er que ladé�nition du type d'un module est un ontrat, et a�n de transformer le ontrat entype d'implémentation.



96 Chapitre 44.3 Corretion de programme4.3.1 Sémantique dénotationnelleLa sémantique [[exp ]]ρ d'un terme exp dans le système de modules est dé�-nie par indution sur la struture de exp. Il s'agit d'un ensemble de proessusdu modèle de ontrats satisfaisant leurs spéi�ations. La fontion ρ assoie uneexpression syntaxique à une valeur dénotationnelle. Un terme p désigne un termedu langage de programmation ible étendu par le langage de modules.La �gure 4.15 expliite l'ensemble des règles de dé�nition de la sémantiquedénotationnelle. L'opérateur ⊓ est la transposition de la relation d'intersetionentre les types de modules (dé�nie à la sous-setion 4.2.5) dans le domaine de lasémantique dénotationnelle. La valeur dénotationnelle d'un proessus est la valeurdénotationnelle de son ontrat nominal, 'est-à-dire l'ensemble des proessus quisatisfont le ontrat nominal.
Dé�nition 4.1 (Contrat nominal) Le ontrat nominal p< = (P⋆,[̂p]) d'un pro-essus garantit tous les omportements du proessus p dans tous les ontextes d'exé-ution.

(1) [[x ]]ρ = ρ(x)

(2) [[dec, dec′ ]]ρ = [[dec ]]ρ × [[dec′ ]]ρ

(3) [[ontrat dec; ag end ]]ρ =([[dec ]]ρ, ([[ag ]]ρ))

(4) [[proess dec; p end ]]ρ =([[dec ]]ρ, ([[p ]]ρ)�)

(5) [[exp and exp′ ]]ρ = [[exp ]]ρ ⊓ [[exp′ ]]ρ

(6) [[funtor (dec) exp end ]]ρ = let (x : C) = [[dec ]]ρ in λ(x).[[exp ]]ρ⊎(x 7→C)
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(7) [[x(y) ]]ρ = ([[x ]]ρ)(y)

(8) [[module [type] x = exp ]] = (x 7→ [[exp ]]ρ)

(9) [[def ; def ′ ]] = [[def ]]ρ ⊎ [[def ′ ]]ρ⊎[[def ]]ρ

(10) [[let def in exp ]] = [[exp ]]ρ⊎[[def ]]ρFig. 4.15 � Sémantique dénotationnelleLa règle (1) assoie une expression syntaxique à une valeur dénotationnelle.La règle (2) exprime la valeur dénotationnelle d'une suession de délarationspar le produit des valeurs dénotationnelles de es délarations.La règle (3) exprime la valeur dénotationnelle d'un ontrat.La règle (4) exprime la valeur dénotationnelle d'un proessus par son ontratnominal.La règle (5) exprime la valeur dénotationnelle de la omposition de deux modulespar la borne inférieure des valeurs dénotationnelles de es deux expressions.La règle (6) exprime la valeur dénotationnelle d'un ontrat par une fontionprenant en argument la valeur dénotationnelle des arguments du fonteur.La règle (7) exprime la valeur dénotionnelle de l'appliation d'un fonteur.La règle (8) exprime la valeur dénotationnelle de la dé�nition d'un module oud'un type de module.La règle (9) exprime la valeur dénotationnelle d'une suession de dé�nitions.La règle (10) exprime la valeur dénotationnelle d'une dé�nition loale.4.3.2 Théorème de orretionLa orretion d'un système de modules repose sur le fait qu'un programmeest bien typé si les ontraintes impliquées par Γ/Σ sont onsistantes. Nous disonsque l'environnement ρ est bien typé ave Γ/Σ, noté ρ : Γ/Σ, si et seulement sitoutes les dé�nitions de Γ sont onsistantes sous les ontraintes Σ. Notons quedans une implémentation de e système de types, les ontraintes générées dans Σdé�nissent des obligations de preuve utiles pour véri�er qu'une spéi�ation expest bien typée. Dans le but d'établir un théorème de orretion, la sémantique
[[exp ]]ρ d'un terme exp dans le système de modules est dé�nie par indution surla struture de exp (voir la setion 4.3.1). Il s'agit d'un ensemble de proessus dumodèle de ontrats qui satisfont leur spéi�ation.Théorème 4.1 Si ρ : Γ/Σ pour un ensemble de ontraintes satisfaisables Σ et
Γ/Σ ⊢ exp : T alors [[exp ]]ρ ⊆ [[T ]]ρ.



98 Chapitre 4Intuition de la preuve. La preuve du théorème de orretion est dé�nie parindution sur la struture des expressions (exp). Pour haque atégorie syntaxiquedans la grammaire de exp, l'ensemble de ontraintes Σ est onsidéré satisfaisable,
ρ : Γ/Σ est un environnement bien typé, et Γ/Σ ⊢ exp : T . Les hypothèsesd'indution portent sur le fait que les sous-expressions expi∈1..n de exp satisfontles sous-propriétés [[expi ]]ρ ⊆ [[Ti ]]ρ attendues pour la satisfation du théorème a�nd'en déduire que [[exp ]]ρ ⊆ [[T ]]ρ par dé�nition de la sémantique dénotationnelle.4.4 ConlusionA partir du modèle de ontrats présenté dans le hapitre 2, nous avons intro-duit un système de modules basé sur le paradigme des ontrats. La struture del'ensemble des ontrats étant une algèbre de Heyting, il en déoule une algèbre deHeyting sur l'ensemble des modules permettant ainsi de raisonner sur les modulesave su�samment de �exibilité au niveau du ra�nement, de la omposition ainsique de l'abstration.Le paradigme que nous proposons est de onsidérer les ontrats omme étantle type de omportement d'un omposant, et de l'utiliser pour l'élaboration del'arhiteture fontionnelle d'un système ave une obligation de preuve qui validel'exatitude des hypothèses et des garanties lors de la onstrution de ette ar-hiteture. Ce modèle peut être très simplement utilisé pour véri�er des systèmessynhrones multi-horloges spéi�és en Signal.



Chapitre 5Appliation au langage SignalDans ette partie, nous présentons une appliation du modèle de ontrats etdu langage de modules à Signal. Le langage de modules est utilisé dans le butde spéi�er les générateurs des ontrats et l'implémentation des proessus devantsatisfaire es ontrats. Dans ette appliation, les générateurs des �ltres ainsi queles proessus sont érits en Signal. La proximité des dé�nitions des omporte-ments et des proessus dans le modèle de ontrats et dans Signalrend l'utilisa-tion de e modèle de ontrats très simple.5.1 Un modèle de ontrats pour SignalDans le modèle multi-horloges de Signal [3℄, un proessus p est dé�ni parla omposition synhrone d'équations sur des signaux (notées x = y f z). Unsignal x est un �ot in�ni de valeurs présentes à des instants symboliques, selon lerythme de l'horloge de x. Un ensemble de marques t désigne une période symbo-lique du temps durant laquelle un événement se produit. Les marques permettentd'éhantillonner les valeurs d'un signal sur une série d'instants dénombrables.Les événements, les signaux, les omportements et les proessus sont dé�nis de lamanière suivante :� un événement e est une paire assoiant une marque t et une valeur v,� un signal est une fontion d'une haîne de marques vers un ensemble devaleurs,� un omportement b est une fontion assoiant un nom de variable à unsignal,� un proessus p ∈ P est un ensemble de omportements dé�nis sur le mêmeensemble de variables.Nous souhaitons maintenant utiliser le modèle de ontrats développé dans lehapitre 2 pour la spéi�ation de ontrats en Signal et la véri�ation de pro-essus érits en Signal. Par onséquent, nous donnons une nouvelle dé�nition99



100 Chapitre 5des omportements dans e modèle spéi�ant que le domaine de dé�nition D desvariables est l'ensemble des signaux S.Dé�nition 5.1 (Comportement Signal dans le modèle de ontrats) Soit
V un ensemble in�ni, dénombrable de variables (e qui est équivalent à un en-semble in�ni, dénombrable de noms de signaux), et S un ensemble de signaux (quiest un ensemble partiulier de valeurs dé�ni à la setion 3.2.1 du hapitre 3) ; pour
X un ensemble �ni, et non vide, de variables inlus dans V, un omportementdé�ni sur un ensemble de variables X est une fontion b : X → S.En onsidérant le modèle de ontrats ave ette nouvelle dé�nition des om-portements, l'opération de restrition des omportements Signal dans le modèlede ontrats est équivalente à l'opération de projetion dans la sémantique dulangage Signal. Il en va de même pour la dé�nition des proessus : un proes-sus est un ensemble de omportements dé�ni sur un même ensemble de signaux.Ainsi, les �ltres ont pour proessus générateurs des proessus Signal. Toutes lespropriétés développées sur l'algèbre de ontrats sont valides lors de l'appliationdu modèle à Signal.Dans le ontexte du développement basé sur la notion de omposants ou surle onept de ontrats, la substituabilité et le ra�nement de ontrats sont desonepts fondamentaux indispensables [DHJP08℄. Le ra�nement permet de rem-plaer un omposant par une version plus aboutie de elui-i. La notion de substi-tuabilité permet d'implémenter un ontrat (ou un sous-système) indépendammentde son ontexte d'utilisation. Ces propriétés sont essentielles pour onsidérer uneimplémentation omme un suession de ra�nements, jusqu'à l'implémentation�nale. Comme il est mentionné dans [RBB+09℄, d'autres aspets peuvent êtreonsidérés dans la méthodologie de développement. En partiulier, les oneptsde multi-vues pour un omposant donné, et de partage d'une implémentationpour plusieurs spéi�ations.En onsidérant la omposition synhrone de proessus Signal et la borneinférieure des ontrats omme opération de omposition, nous avons les propriétéssuivantes :Propriété 5.1 Soit quatre proessus p,q ∈ P, et deux ontrats C1, C2, C

′
1, C

′
2

∈ C.
C14 C2 =⇒ ((p � C1) =⇒ (p � C2)) (5.1)
C1;C2 ⇐⇒ ((p � C1) =⇒ (p � C2)) (5.2)

C
′
14 C1 ∧C

′
24 C2 =⇒ C

′
1⇓C

′
24 C1⇓C2 (5.3)

((p � C1) ∧ (q � C2)) =⇒ (p || q � (C1⇓C2)) (5.4)
((p � C1) ∧ (p � C2)) ⇐⇒ (p � (C1⇓C2)) (5.5)



Un modèle de ontrats pour Signal 101� (5.1) et (5.2) montrent la substituabilité engendrée par le ra�nement. Pluspartiulièrement, par la relation (5.1), si un ontrat C1 ra�ne un ontrat C2alors tout proessus p satisfaisant C1 satisfait aussi C2. Par onséquent,l'ensemble des proessus admis par C1 étant inlus dans l'ensemble desproessus admis par C2, tout omposant satisfaisant C2 peut être remplaépar un omposant satisfaisant C1. Ave la relation (5.2), un ontrat C1 estplus �n qu'un ontrat C2 si et seulement si les proessus satisfaisant C1satisfont aussi C2.� (5.3) et (5.4) autorisent la substituabilité dans la omposition. Plus parti-ulièrement, par la relation (5.3), si un ontrat C
′
1 ra�ne un ontrat C1,et si un ontrat C

′
2 ra�ne un ontrat C

′
2 alors la borne inférieure de C

′
1et C

′
2 ra�ne la borne inférieure de C1 et C2. Ave la relation (5.4), siun proessus Signal p satisfait un ontrat C1, et si un proessus Signal qsatisfait un ontrat C2 alors la omposition synhrone de p et q satisfaitla borne inférieure des ontrats C1 et C2. Ainsi un sous-système peut êtredéveloppé de manière isolée. Une fois mis au point de façon indépendante,les sous-systèmes doivent se substituer à leur spéi�ation et se omposeromme prévu.� (5.5) traduit la notion de vues multiples sur un même omposant : un pro-essus p satisfait un ontrat C1 et un ontrat C2 si et seulement si p satisfaitla borne inférieure des ontrats C1 et C2. Cette propriété apporte une so-lution au besoin de modularité posé par le développement simultané desystèmes par des équipes di�érentes utilisant di�érents outils. Un exempleest le développement simultané des propriétés de séurité ou de �abilitéainsi que des aspets fontionnels. D'autre part, la néessité d'une bonnegestion des aès onurrents à la mémoire par des sous-systèmes est unautre aspet. En�n, l'énergie est aujourd'hui de plus en plus onsidéréeomme une ressoure ritique, e qui onduit à l'examen d'un autre aspetde la oneption du système. Chaun de es aspets néessite des adreset des outils pour leur analyse et leur oneption. Pourtant, ils ne sont pastotalement indépendants. La possibilité de développer de multiples aspets,ou plusieurs points de vue de façon simultanée est don essentielle.Preuve : équation 5.1 :Conséquene direte de la dé�nition 2.16. 2Preuve : équation 5.2 :Conséquene direte de la dé�nition 2.14. 2Preuve : équation 5.3 :Soit deux ontrats C1 = (A1,G1), et C

′
1 = (A'1,G'1), tels que C

′
1 4 C1.



102 Chapitre 5Soit deux ontrats C2 = (A2,G2), et C
′
2 = (A'2,G'2), tels que C

′
2 4 C2.Rappelons que :

C
′
1 = (A'1,G'1)4 C1 = (A1,G1) ⇐⇒





A1 ⊑ A'1
(A1 ⊓ G'1) ⊑ G1G'1 ⊑ A'1 ⊔ G1et

C
′
2 = (A'2,G'2)4 C2 = (A2,G2) ⇐⇒





A2 ⊑ A'2
(A2 ⊓ G'2) ⊑ G2G'2 ⊑ A'2 ⊔ G2Ce qui implique :A1 ⊑ A1′A2 ⊑ A2′(A1 ⊓ G'1 ⊓ A2 ⊓ G'2) ⊑ (G1 ⊓ G2)(G'1 ⊓ G'2) ⊑ A'1 ⊔ A'2 ⊔ G1 ⊓ G2

=⇒(par les propriétés de l'algèbre de �ltres)A1 ⊑ A1′A2 ⊑ A2′(A1 ⊔ A2) ⊑ (A'1 ⊔ A'2)((A1 ⊓G'1 ⊓G'2) ⊔ (G1 ⊓A1 ⊓ Ã'2) ⊔ (A2 ⊓G'1 ⊓G'2) ⊔ (G'2 ⊓A2 ⊓ Ã'1))
⊑ ((G1 ⊓ G2) ⊔ (G1 ⊓ A1 ⊓ Ã2) ⊔ (G2 ⊓ A2 ⊓ Ã1))((G'1 ⊓ G'2) ⊔ (G'1 ⊓ A'1 ⊓ Ã'2) ⊔ (G'2 ⊓ A'2 ⊓ Ã'1))
⊑ (A'1 ⊔ A'2 ⊔ (G1 ⊓ G2) ⊔ (G1 ⊓ A1 ⊓ Ã2) ⊔ (G2 ⊓ A2 ⊓ Ã1))

=⇒(par les propriétés de l'algèbre de �ltres)(A1 ⊔ A2) ⊑ (A'1 ⊔ A'2)((A1 ⊔ A2) ⊓ ((G'1 ⊓ G'2) ⊔ (G'1 ⊓ A'1 ⊓ Ã'2) ⊔ (G'2 ⊓ A'2 ⊓ Ã'1)))
⊑ ((G1 ⊓ G2) ⊔ (G1 ⊓ A1 ⊓ Ã2) ⊔ (G2 ⊓ A2 ⊓ Ã1))((G'1 ⊓ G'2) ⊔ (G'1 ⊓ A'1 ⊓ Ã'2) ⊔ (G'2 ⊓ A'2 ⊓ Ã'1))
⊑ ((A'1 ⊔ A'2) ⊔ ((G1 ⊓ G2) ⊔ (G1 ⊓ A1 ⊓ Ã2) ⊔ (G2 ⊓ A2 ⊓ Ã1)))

=⇒(par les propriétés de l'algèbre de �ltres)(C′
1 ⇓ C

′
2) 4 (C1 ⇓ C2)

2Preuve : équation 5.4 :Soient p et q deux proessus Signal. Par la propriété propriété 3.1 :
((p || q)|vars(p) ⊆ p) (5.6)



Extension du langage Signal 103Or, (vars(p) ⊆ vars(p)∪ vars(p)), et vars(p || q) = vars(p)∪ vars(p), alors,
=⇒(((p || q)|vars(p))|vars(p)∪ vars(q) ⊆ p|vars(p)∪ vars(q))(équation 2.2 et équation 2.3)
=⇒((p || q)|vars(p)∪ vars(q) ⊆ p|varsp∪ vars(q))Or, (vars( ▽

p || q) ⊆ vars(p || q)), alors, ( ▽(p || q)|vars(p)∪ vars(p)
⊆

▽p|vars(p)∪ vars(p)).Don, [̂p || q] ⊑ [̂p] (dé�nition 2.9).Si (p � C1) alors (p || q � C1), nous en déduisons :(((p � C1) ∧ (q � C2)) =⇒ ((p || q � C1) ∧ (p || q � C2)))En utilisant la dé�nition de la borne inférieure de deux ontrats (lemme 2.5), onobtient : (((p || q � C1) ∧ (p || q � C2)) =⇒ (p || q � (C1 ⇓ C2)))
2Preuve : équation 5.5 : Conséquene de la dé�nition de la borne inférieure dedeux ontrats (voir le lemme 2.5). 25.2 Extension du langage SignalNous dé�nissons la syntaxe formelle de notre langage de modules pour sonappliation à Signal. Dans la grammaire présentée sur la �gure 5.1, les pro-grammes notés p ou q sont érits dans le langage de programmation Signal. Lesimplémentations ainsi que les proessus générateurs des ontrats sont érits dansle même langage Signal.De la même manière que dans la setion 4.1, les noms sont notés x ou y. Lestypes t sont utilisés pour délarer les types des paramètres et les variables d'en-trée/sortie dans les interfaes. Les hypothèses et les garanties sont dérites pardes expressions p et q dans un langage ible ou un langage spéi�que au ontexted'utilisation du langage de modules. Dans le as d'appliation à Signal, le lan-gage ible est Signal. Une expression exp manipule des ontrats, des modules,des fonteurs, et des instanes de fonteurs ou enore des référenes.
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x, y noms
p, q proessus spéi�és en Signal
b, c ::= event | boolean | short | integer | . . . types de données
t ::= b | input b | output b | x | t × t types
dec ::= t x [, dec] délaration
ag ::= [assume p] guarantee q; | ag and ag ontrat
exp ::= ontrat dec; ag end ontrat

| proess dec; p end proessus
| funtor (dec) exp fonteur
| exp and exp omposition
| x (exp∗) appliation
| let def in exp dé�nition loale

def ::= module [type] x = exp dé�nition d'une spéi�ation
| modulex [: t] = exp dé�nition d'un module
| def ; def suession de dé�nitionsFig. 5.1 � Grammaire du langage de modules appliqué à Signal5.3 Un as d'utilisationNous illustrons les di�érents aspets de notre algèbre de ontrats en reonsi-dérant la spéi�ation du moteur à quatre temps et la tradution en proessusobservateurs dans le langage de notre hoix : le langage de programmation multi-horloges Signal.La �gure 5.2 représente la mahine à états représentant les quatre phases su-essives du moteur à 4 temps : admission (Intake), ompression (Compression),ombustion (Combustion), et éhappement (Exhaust). Ces di�érentes phasessont assoiées à la position de l'arbre à ames mesurée en degrés.

Fig. 5.2 � Cyle d'un moteur à 4 tempsLa position angulaire de l'arbre à ames dé�nit un �temps� de référene dis-



Un as d'utilisation 105ret. L'horloge du signal cam représente la position de l'arbre à ames mesuréeen degrés CAM◦, et initialisée à 0. Les transitions de la mahine à états sontdirigées par la position angulaire de l'arbre à ames. Les variables cam, Intake,
Compression, Combustion, Exhaust modélisent le omportement du moteur.Nous souhaitons dé�nir un ontrat stipulant que la phase d'admission (Intake)est e�etive lorsque la position de l'arbre à ames se situe dans le premier quartde tour de sa révolution. Pour ela, nous dé�nissons le proessus générateur d'un�ltre pour modéliser les hypothèses. Ce proessus générateur mesure la valeur dela variable d'environnement cam. La valeur de cam doit être omprise entre 0et 90 degrés. En onsidérant ette hypothèse, la mahine à états doit garantirque le moteur à 4 temps est dans la phase d'admission (Intake). Les proes-sus générateurs des �ltres des hypothèses et des garanties sont :AIntake=∆(cam mod 360◦ < 90) GIntake=∆IntakeUn aspet béné�que de notre algèbre est que la séparation des hypothèses réa-lisées sur l'environnement et des garanties du système est failitée par la possibilitéd'exprimer naturellement le omplémentaire d'un �ltre et plus partiulièrementdu générateur du �ltre. Ii, le omplémentaire de AIntake est simplement dé�nipar : ÃIntake=∆(cam mod 360◦ ≥ 90)En revanhe, il semble beauoup plus di�ile d'érire le omplémentaire d'unautomate.La struture générique des proessus trouve une instane direte dans le mo-dèle de alul multi-horloges de Signal. Spéi�ons les générateurs de AIntake etGIntake au moyen d'équations Signal :AIntake = true when (cam modulo 360 < 90)GIntake = true when intake default falseUne subtilité du langage Signal est que le ontrat ne traite pas uniquementdes valeurs vrai ou faux, des signaux, mais également des statuts des signaux,présent ou absent. Par onséquent, le omplémentaire de l'hypothèse AIntake estsimplement dé�ni par ÃIntake = false when AIntake default true signi�ant queÃIntake est satisfait si et seulement si cam est absent, ou bien cam est présentave une valeur supérieure à 90. Notons que, pour une trae de AIntake donnée,l'ensemble des traes possibles orrespondantes est in�ni (et dense), puisque lestraes de ÃIntake ne sont pas néessairement assoiées à la même horloge queAIntake.



106 Chapitre 5Exemple 10 Considérons le omportement suivant omme étant le omporte-ment admis par le proessus générateur de AIntake :AIntake =1_ 1_ 1_ 1_ 1_ 1_ 1_ 1_ 1_Ainsi ÃIntake aeptera le omportement :ÃIntake = 0___ 0___ 0___ 0___ 0_Ou enore : ÃIntake = 01 1 1 0 1 1_ 0 1_ 1 0__ 1 0 1 . . .Il est également intéressant de noter que l'horloge de ÃIntake (sa référene dansle temps) n'est pas expliitement exprimée en fontion de AIntake ou GIntake : elleest impliitement et partiellement liée à l'horloge de cam.Notons que notre modèle de ontrats est �agnostique� vis-à-vis d'un modèlede alul partiulier et autorise un domaine de dé�nition générique des ompor-tements. Si nous avions onsidéré des spéi�ations exéutables, telles que desobservateurs synhrones [MM04℄, il aurait été néessaire de onnaître l'horloge del'environnement dans le but de déterminer l'horloge du omplémentaire. Cei n'estpas néessaire ave l'exemple d'appliation du modèle de ontrats à Signal. Lastruture booléenne de notre algèbre supporte la apaité de ra�ner de manièreompositionnelle (sans altérer ou abstraire les propriétés individuelles).
Fig. 5.3 � Modèle d'un moteur à quatre temps.Par exemple, onsidérons un modèle plus préis du moteur à 4 temps présentédans [AMPF07a℄ (Figure 5.3). Ce modèle requiert que le moteur doit atteindrel'état EC (Exhaust loses) entre 5 et 20 degrés, tant qu'il est dans la phased'admission (Intake). La version ra�née prenant en ompte ette propriété dumoteur est simplement la omposition (la borne inférieure sur les ontrats) duontrat initial ave les nouveaux �ltres :
AEC = true when(4 < cam modulo 360 < 21)
GEC = true when EC default false



Un as d'utilisation 107Rappelons le fonteur de spéi�ation de module phase dé�ni dans la sous-setion 4.1.2 dé�nissant l'expression générique d'un ontrat qui assoie une phaseà une position de l'arbre à ames :module type phase =funtor(integer min, integer max)ontratinput integer am ;output event trigger;assume min<=(am mod 360)<maxguarantee triggerend;De manière similaire à l'événement Intake, OTDC (Overlap Top Dead Cen-ter) se produit au début du yle. L'instant tOTDC est l'instant où et événementest observé, et l'ourrene de l'événement EC est ontraint par {tOTDC +[5..20]},par onséquent tOTDC +5 ≤ tEC ≤ tOTDC +20. Nous allons a�ner la spéi�ationdu moteur en inorporant es nouvelles ontraintes. Ce qui nous donne :module type better_engine = engineand ontratinput integer CAM ;output event EC, IC, EO, IO;phase(5,20)(CAM,EC)and phase(130,150)(CAM,IC)and phase(210,225)(CAM,EO)and phase(344,350)(CAM,IO)end;Il est inutile de dire qu'un prouveur sophistiqué, basé par exemple sur l'arith-métique de Pressburger, nous aiderait à véri�er la ompatibilité de la artogra-phie du moteur présentée préédemment. Néanmoins, dans le but d'e�etuer unesimulation, une implémentation de la spéi�ation du moteur peut être obtenuesimplement. Il est également possible de dé�nir un proessus observateur pouvantêtre utilisé omme une obligation de preuve devant être satisfaite par une implé-mentation de la artographie du moteur. Ce langage de modules peut égalementêtre un moyen de synthétiser un ontr�leur a�n d'imposer à la mise en ÷uvre dumodèle, la satisfation de la propriété spéi�ée.



108 Chapitre 5proess phase ={integer min, max;}(? integer am; ! event trigger;)(| am ^= trigger| trigger := when min<= (am mod 360)< max|);Fig. 5.4 � Proessus Signal spéi�ant une phase générique de la artographiedu moteur.La �gure 5.4 présente une implémentation en Signal d'une phase génériquede la artographie du moteur. Le proessus phase se ompose de l'équation qui estexéutée lorsque sa sortie trigger est néessaire (lorsque l'horloge de triggerest �ative�). Ce proessus est paramétré par min et max désignant haun uneposition angulaire de l'arbre à ames. Si le signal am est présent, ave une valeuromprise dans [min ; max℄, alors trigger est présent. Sinon, am est absent, oubien hors des valeurs de l'intervalle [min ; max℄, dans e as, trigger est absent.Les signaux am et trigger représentent respetivement l'entrée et la sortie duproessus où min et max désignent les paramètres du fonteur permettant l'ins-taniation du proessus.proess engine =(? integer CAM; ! event OTD, FBD, ITD, SBD;)(| OTD := phase { 0, 90} (CAM)| FBD := phase { 90, 180} (CAM)| ITD := phase {180, 270} (CAM)| SBD := phase {270, 360} (CAM)|);Fig. 5.5 � Implémentation du moteur à quatre tempsDans le proessus engine (voir la �gure 5.5), les quatre instanes des équa-tions de phase spéi�ent les signaux de sortie qui sont assoiés à une phase dumoteur. Notons qu'a priori, es signaux ne sont pas synhronisés : ils sont onur-rents. Cei est fait pour favoriser l'aspet ompositionnel de la spéi�ation dusystème. Le ra�nement itératif permettra de onstruire une spéi�ation exéu-table séquentiellement, par exemple, en prenant en ompte la synhronisation dessignaux OTD, FBD, ITD et SBD.Ce hoix est en faveur du modèle de omposition (polyhrone), au détriment del'exéutabilité (synhronie), permettant de traiter les spéi�ations additionnellesdu moteur de manière ompositionnelle, e qui montre que le langage Signal et



Un as d'utilisation 109notre système de modules partagent la même philosophie de oneption onur-rente et ompositionnelle. La �gure 5.6 présente une implémentation prenant enonsidération les propriétés portants sur les signaux OTD, FBD, ITD et SBD ra�-nant la spéi�ation initiale du moteur. Cette implémentation est obtenue paromposition des équations relatives aux signaux OTD, FBD, ITD, et SBD ave laspéi�ation initiale engine.proess betterengine =(? integer CAM; ! event OTD, FBD, ITD, SBD,EC, IC, EO, IO;)(| (OTD, FBD, ITD, SBD) := engine (CAM)| EC := phase { 5, 20} (CAM)| IC := phase {130, 150} (CAM)| EO := phase {210, 225} (CAM)| IO := phase {344, 350} (CAM)|);Fig. 5.6 � Version ra�née de l'implémentation du moteur à quatre temps.Les ontrats peuvent être utilisés pour exprimer des propriétés d'exlusion.Par exemple, lorsque le moteur est dans le mode d'admission (Intake), il ne fautpas ommener la phase de ompression (Compression). Ce qui se traduit par leontrat : Aexcl=∆OTDC et Gexcl=∆¬FBDC. La �gure 5.7 présente l'ériture deette propriété d'exlusion érite dans le langage de modules appliqué à Signal.module type exlude =ontratoutput event intake, ompression;assume intakeguarantee (not ompression default intake)end;Fig. 5.7 � Une propriété d'exlusion.En plus des propriétés de sûreté, les ontrats peuvent également être utiliséspour exprimer des propriétés de vivaité. Par exemple, onsidérons le protoolede mise en marhe du moteur. Un démarreur est utilisé pour laner sa rotation.Lorsque le moteur est démarré, le démarreur peut être désativé.



110 Chapitre 5Acount =∆Exhaust Gcount =∆cycle′ = cycle + 1Alive =∆(cycle > 0) Glive =∆F (¬starter)Fig. 5.8 � Une propriété de vivaité.
Sur la �gure 5.8, nous présentons le ontrat (Acount,Gcount) garantissant queles yles du moteur sont orretement omptabilisés. Le ontrat (Alive,Glive)garantit que l'utilisation du démarreur (starter) s'ahèvera au bout de quelquesyles. Nous érivons cycle′ pour désigner la prohaine valeur de la variable du

cycle, et l'opérateur F (), de la logique LTL, sera utilisé pour désigner le futurd'une propriété.Nous utilisons les équations présentées à la �gure 5.8 pour érire es propriétésdans le langage de modules :module type ounter =funtor (output event trigger,integer ount)ontratinput event trigger;output integer ount;assume triggerguarantee ount = (ount$1 init 0) + 1end;Fig. 5.9 � Comptage des yles
Sur la �gure 5.9, l'expression ount$1 init 0 est initialisée à 0. Les autresvaleurs, qui suivront l'état initial, sont les valeurs préédentes de ount. Lessignaux ount$1 init 0 et ount sont présents en même temps, il s'agit dedeux signaux synhrones dans la sémantique de Signal. La �gure 5.10 présentel'ériture de ette propriété de survie érite dans le langage de modules appliquéà Signal. Nous érirons eventually pour désigner l'état futur d'une propriétéLTL.



Implémentation 111module type starter =ounter (intake, ount)and ontratoutput boolean starterOff;assume ount > 0guarantee eventually starterOffend;Fig. 5.10 � Le démarreur est éventuellement oupé.5.4 ImplémentationDans la setion 4, nous avons développé un système de modules basés surle paradigme des ontrats présenté dans le hapitre 2. Dans la setion 5.2, esystème de modules a été employé pour dé�nir des ontrats dont les générateurssont érits en Signal pour la spéi�ation de proessus Signal. Ce système demodules enapsulant des équations sur des �ots de données érites dans la syntaxeSignal a été implémenté en OCaml. Ce prototype produit un arbre de preuvesqui onsiste à :� l'élaboration d'un programme Signal dérivant la struture d'un systèmeau moyen de la notion de modules,� l'a�etation de types respetant le système d'inférene du langage de mo-dules,� la génération d'obligations de preuves de ra�nement ou de satisfation deontrats exprimés au moyen de proessus observateurs ou de propriétés tem-porelles spéi�ées en Signal.Nous allons maintenant présenter le prouveur utilisé pour la résolution despreuves générées par le prototype.5.4.1 SIGALI, le véri�ateur assoié à SignalL'outil Sigali [MRLBS01℄ permet de prouver la orretion de propriétés dy-namiques des omportements, il se limite ependant aux propriétés booléennes.La nature des équations du langage Signal permet d'utiliser une méthode ba-sée sur les systèmes dynamiques d'équations polynomiales sur Z/3Z ('est-à-direles entiers modulo 3 : {0, 1, −1}) omme modèle formel de omportements. Latehnique onsiste à manipuler un système d'équations à la plae d'ensemblesde solutions. Plus préisement, un ensemble d'états peut être représenté par ununique système polynomial. En e�et, les trois états possibles d'un signal booléen
x sont présent et vrai (x = 1), présent et faux (x = −1), et absent (x = 0). De lamême manière, haque primitive d'un proessus Signal peut être odée par une



112 Chapitre 5équation polynomiale. Par exemple,  = a when b signi�e : �Si b = 1 alors  = asinon  = 0�, e qui se traduit par c = a(−b− b2) : les solutions de ette équationsont l'ensemble des omportements satisfaisant l'équation  = a when b. Sigaliimplémente un ensemble d'opérateurs basiques tels que les quanti�eurs, et lesopérateurs temporels de la logique CTL.5.4.2 Une obligation de preuve générée par le prototypeNous présentons une preuve générée ave le prototype, assoiée à la satisfa-tion du ontrat (AIntake,GIntake) par l'implémentation Signal engine.Rappelons la relation de satisfation d'un ontrat : Soient C = (A,G) unontrat, p un proessus, p � C ⇐⇒ ([̂p] ⊓ A) ⊑ G.L'ensemble des �ltres étant une algèbre booléenne, il est trivial de déduirel'équivalene suivante : p � C ⇐⇒ ([̂p] ⊓ A) = [̂p] ⊓ A ⊓ G. La preuve généréeen Signal onsiste à véri�er que le proessus générateur de ([̂p] ⊓ A) est dé�nipar le même ensemble de traes que le proessus générateur de ([̂p] ⊓ A ⊓ G).La propriété sera ensuite exportée vers le prouveur de Signal, Sigali, a�n deprouver ou non que le programme généré satisfait la propriété. La satisfationimplique que l'a�etation de types et le programme Signal produit soient enaord ave la spéi�ation attendue.A�n de se limiter à des signaux booléens, la position angulaire de l'arbre àames est odée par deux signaux 125 et 226 dé�nis sur l'ensemble des valeursbooléennes. Les positions sont assoiées aux valeurs suivantes, exprimée en tantque programme Signal inluant un appel au véri�ateur Sigali.� si 125= faux et 226= faux, alors 0 ≤ (cam mod 360) < 90,� si 125= faux et 226= vrai, alors 90 ≤ (cam mod 360) < 180,� si 125= vrai et 226= faux, alors 180 ≤ (cam mod 360) < 270,� si 125= vrai et 226= vrai, alors 270 ≤ (cam mod 360) < 360.Le prototype fournit l'obligation de preuve suivante :1 proess e_proof = ( ? boolean 125 ; boolean 226 ; )2 (|Appel de engine6engine_assume7, le générateur de ([̂p] ⊓ AIntake).3 (out_def_intake1520, out_def_ombustion1621,4 out_def_ompression1722, out_def_exhaust1823,5 out_def_aux1924) := engine6engine_assume7(125, 226)Appel de engine6engine_assume7engine_garantee8, le générateur de ([̂p] ⊓ AIntake

⊓ GIntake).



Implémentation 1136 |(out_def_intake3141, out_def_ombustion3242,7 out_def_ompression3343, out_def_exhaust3444, out_def_aux3545)8 := engine6engine_assume7engine_garantee8(125, 226)Le signal obs_pro_49 observe la satisfation des ontraintes de l'implémen-tation et de AIntake.Le signal obs_pro_50 observe la satisfation des ontraintes de l'implémen-tation ainsi que de AIntake et GIntake.9 | obs_pro_49 := out_def_aux1924 default not(out_def_aux3545)10 default (obs_pro_49$1 init true)11 | obs_pro_50 := out_def_aux3545 default not(out_def_aux1924)12 default (obs_pro_50$1 init true)Sigali doit véri�er l'égalité des signaux observateurs obs_pro_49 et obs_pro_50 surl'ensemble des états atteignables du système :13 |Sigali(AG(B_Or(B_And(B_True(obs_pro_49),B_True(obs_pro_50)),14 B_And(B_False(obs_pro_49),B_False(obs_pro_50)))))15 |)16 where17 use SIGALI; %Appel de la librairie Sigali.%18 boolean obs_pro_49, obs_pro_50 ;19 boolean out_def_intake1520 ; boolean out_def_ombustion1621 ;20 boolean out_def_ompression1722 ;21 boolean out_def_exhaust1823 ;22 boolean out_def_aux1924 ; boolean out_def_intake3141 ;23 boolean out_def_ombustion3242 ;24 boolean out_def_ompression3343 ;25 boolean out_def_exhaust3444 ; boolean out_def_aux3545 ;Dé�nition du générateur engine6engine_assume7 de ([̂p] ⊓ AIntake) (lignes 26à 73) :26 proess engine6engine_assume7 = (? boolean 19 ; boolean 210 ;27 ! boolean out_def_intake1520 ;28 boolean out_def_ombustion1621 ;29 boolean out_def_ompression1722 ;30 boolean out_def_exhaust1823 ;31 boolean out_def_aux1924 ; )32 (| (intake11, ombustion12, ompression13, exhaust14)33 := engine6(19, 210)34 | (intake15, ombustion16, ompression17, exhaust18, aux19)35 := engine_assume7(19, 210)



114 Chapitre 5Composition des sorties de l'implémentation ave les sorties du générateurde AIntake (lignes 36 à 55) :36 | out_def_aux1924 ^= aux19Le signal booléen out_def_aux1924 est présent et vrai si les hypothèses sontsatisfaites :37 | out_def_aux1924:=aux19 when ^aux1938 | out_def_intake1520 ^= intake1139 | out_def_intake1520:=(intake15 when (^0) default intake11) when ^intake1140 | out_def_ombustion1621 ^= ombustion1241 | out_def_ombustion1621 := ombustion1242 | out_def_ompression1722 ^= ompression1343 | out_def_ompression1722 := ompression1344 | out_def_exhaust1823 ^= exhaust1445 | out_def_exhaust1823 := exhaust1446 |)47 where boolean intake11 ;48 boolean ombustion12 ;49 boolean ompression13 ;50 boolean exhaust14 ;51 boolean intake15 ;52 boolean ombustion16 ;53 boolean ompression17 ;54 boolean exhaust18 ;55 boolean aux19 ;engine6 désigne l'implémentation du moteur (lignes 56 à 64) :56 proess engine6 = (? boolean 1 ; boolean 2 ;57 ! boolean intake ; boolean ombustion ;58 boolean ompression ; boolean exhaust ; )59 (| 1 ^= 2 ^= intake ^= ompression ^= ombustion ^= exhaust60 | intake := true when (not(1) and not (2)) default false61 | ombustion := true when (not (1) and 2) default false62 | ompression := true when (1 and not(2)) default false63 | exhaust := true when (1 and 2 ) default false |)64 ;65 engine6_assume7 désigne le générateur de AIntake (lignes 66 à 73) :66 proess engine_assume7 = (? boolean 1 ; boolean 2 ;67 ! boolean intake ; boolean ombustion ;68 boolean ompression ; boolean exhaust ;



Implémentation 11569 boolean aux ; )70 (aux := (true when (not (1) and not (2))) default false |)71 ;7273 end;Dé�nition du générateur engine6engine_assume7engine_garantee8 de ([̂p] ⊓AIntake ⊓ GIntake) (lignes 74 à 134) :74 proess engine6engine_assume7engine_garantee8 =75 (? boolean 125 ; boolean 226 ;76 ! boolean out_def_intake3141 ; boolean out_def_ombustion3242 ;77 boolean out_def_ompression3343 ; boolean out_def_exhaust3444 ;78 boolean out_def_aux3545 ; )79 (| (intake27, ombustion28, ompression29, exhaust30)80 := engine6(125, 226)81 | (intake31, ombustion32, ompression33, exhaust34, aux35)82 := engine_assume7(125, 226)83 | (intake36, ombustion37, ompression38, exhaust39, aux40)84 := engine_garantee8(125, 226)Composition des sorties de l'implémentation ave les sorties des généra-teurs de AIntake et de GIntake (lignes 85 à 111) :85 | aux35 ^= out_def_aux3545 default aux35Le signal booléen out_def_aux3545 est présent et vrai si les hypothèses etles garanties sont satisfaites :86 | out_def_aux3545:=(aux40 default aux35)87 when ^((when ((aux35 when (aux35 ^* aux40))88 = (aux40 when (aux35 ^* aux40))))89 | out_def_intake3141 ^= intake2790 | out_def_intake3141 := intake2791 | out_def_ombustion3242 ^= ombustion2892 | out_def_ombustion3242 := ombustion2893 | out_def_ompression3343 ^= ombustion2994 | out_def_ompression3343 := ompression2995 | out_def_exhaust3444 ^= exhaust3096 | out_def_exhaust3444 := exhaust3097 |)98 where boolean intake27 ;99 boolean ombustion28 ;100 boolean ompression29 ;101 boolean exhaust30 ;102 boolean intake31 ;



116 Chapitre 5103 boolean ombustion32 ;104 boolean ompression33 ;105 boolean exhaust34 ;106 boolean aux35 ;107 boolean intake36 ;108 boolean ombustion37 ;109 boolean ompression38 ;110 boolean exhaust39 ;111 boolean aux40 ;engine6 désigne l'implémentation du moteur (lignes 112 à 120) :112 proess engine6 = (? boolean 1 ; boolean 2 ;113 ! boolean intake ; boolean ombustion ;114 boolean ompression ; boolean exhaust ; )115 (| 1 ^= 2 ^= intake ^= ompression ^= ombustion ^= exhaust116 | intake := true when (not(1) and not ( 2 ) ) default false117 | ombustion := true when (not(1 ) and 2 ) default false118 | ompression := true when (1 and not(2)) default false119 | exhaust := true when (1 and 2) default false |)120 ;engine6_assume7 désigne le générateur de AIntake (lignes 121 à 126) :121 proess engine_assume7 = (? boolean 1 ; boolean 2 ;122 ! boolean intake ; boolean ombustion ;123 boolean ompression ; boolean exhaust ;124 boolean aux ; )125 (aux := ( true when (not(1) and not(2))) default false |)126 ;engine6_assume7 désigne le générateur de GIntake (lignes 127 à 134) :127 proess engine_garantee8 = (? boolean 1 ; boolean 2 ;128 ! boolean intake ; boolean ombustion ;129 boolean ompression ; boolean exhaust ;130 boolean aux ; )131 (aux := ( true when out_def_intake3141 ) default false |)132 ;133134 end;135136 end;



Implémentation 117Soit le �hier engine.sig désignant l'obligation de preuve i-dessus, l'expor-tation vers Sigali se fait par la ommande suivante :%signal -z3z engine.sigLe �hier engine_proof.z3z est généré après la ompilation du programmeSignal engine.sig. Ce �hier est la tradution du �hier de l'obligation depreuve engine.sig dans le formalisme de Sigali. Le �hier engine_proof_CMD.z3zest également généré. Ce �hier ontient les ommandes pour harger le �hierengine_proof.z3z :read("e_proof.z3z");read("Creat_SDP.lib");read("Bibli.lib");PROP_306: B_True(S,obs_pro_49);PROP_303: B_True(S,obs_pro_50);PROP_301: B_And(PROP_306, PROP_303);PROP_284: B_False(S,obs_pro_49);PROP_279: B_False(S,obs_pro_50);PROP_277: B_And(PROP_284, PROP_279);PROP: B_Or(PROP_301, PROP_277);RESULT : AG(PROP);RESULT est l'ensemble des états du système pour lesquels tous les suesseursdirets ou indirets véri�ent la propriété PROP. En e�et, PROP exprime le fait queles observateurs obs_pro_49 et obs_pro_50 sont tous les deux vrais ou bientous les deux faux.Il ne nous reste plus qu'à laner une session de Sigali, et exéuter les om-mandes du �hier e_proof_CMD.z3z :%sigali*-------------------------------------** Sigali - version 2.3 (De 2005) **-------------------------------------*Sigali : read("e_proof.z3z");read("Creat_SDP.lib");read("Bibli.lib");PROP_306: B_True(S,obs_pro_49);PROP_303: B_True(S,obs_pro_50);PROP_301: B_And(PROP_306, PROP_303);PROP_284: B_False(S,obs_pro_49);PROP_279: B_False(S,obs_pro_50);PROP_277: B_And(PROP_284, PROP_279);PROP: B_Or(PROP_301, PROP_277);



118 Chapitre 5RESULT : AG(PROP);----------------------------------------------------------------------------------Sigali :-----------------------------------------Polynomial Dynamial System Building-----------------------------------------PROP est une propriété traduisant le fait que obs_pro_49 et obs_pro_50sont a�etées aux mêmes valeurs booléennes dans un même état du système.AG est un opération issu de la logique CTL. Dans Sigali, AG(PROP) retourne l'en-semble des états du système pour lesquels les états suesseurs direts ou indiretssatisfont la propriété PROP. Sur la �gure 5.11, les états initiaux du système S1satisfont la propriété AG(PROP), tandis que AG(PROP) n'est pas satisfaite par lesétats initiaux du système S2.

Fig. 5.11 � A gauhe, les états initiaux du système S1 satisfont la propriétéAG(PROP). A droite, AG(PROP) n'est pas satisfaite par les états initiaux dusystème S2.Il ne reste plus qu'à demander à Sigali si tous les états suesseurs (de manièredirete ou indirete) des états initiaux satisfont la propriété RESULT :Sigali : subset(initial(S),RESULT);-----------------------------------------True-----------------------------------------



Un seond as d'utilisation 119Les propriétés générées peuvent ependant être utilisées à d'autres �ns. Commedans [MBLBLG00℄, il est possible d'utiliser le servie de synthèse de ontr�leurde Sigali pour générer automatiquement un programme Signal qui applique lapropriété sur le programme généré. Dans le adre d'un système à nombre in�nid'états (ave des propriétés sur des nombres réels), une autre possibilité d'utilisa-tion serait de générer du ode défensif lorsque la propriété est violée, par exemple,a�n de produire une trae.5.5 Un seond as d'utilisationNous reprenons l'exemple du omposant de transmission de messages modé-lisé au moyen d'automates d'interfae dans la sous-setion 1.2.1. Nous utilisonsii le langage Signal pour dé�nir le proessus générateur des hypothèses et leproessus générateur des garanties du ontrat spéi�ant qu'un omposant utiliséave le anal de transmission (modélisé par l'automate de la �gure 5.13) qui nerenvoie jamais de valeur sur la variable nack, ne retournera jamais de valeur surla variable fail à l'utilisateur (modélisé par l'automate de la �gure 5.12).
Fig. 5.12 � Automate d'interfae d'un utilisateur.

Fig. 5.13 � Canal de ommuniation.Nous utilisons un proessus intermédiaire : le proessus interleave impose laontrainte que haque valeur reçue sur sa variable d'entrée a préède une valeurreçue sur sa variable d'entrée b, et que haque valeur reçue sur sa variable d'entréeb préède une valeur reçue sur sa variable d'entrée a.L'ériture de e proessus en Signal est la suivante :



120 Chapitre 5proess interleave =(? boolean a, b ; )(| a ^= (when x)| x := (when not(x))| x := not(x$1 init true)|) where boolean x end;Le proessus hannel spéi�é i-dessous en Signal dérit un anal de om-muniation aheminant toujours un message jusqu'à sa destination, 'est-à-direne retournant jamais de valeurs sur la variable nack. Ce anal de ommuniationest le ontexte d'utilisation d'un omposant de transmission de messages. Ainsi leproessus hannel est le proessus générateur du �ltre spéi�ant les hypothèsesdu ontrat. La valeur de obs est toujours true.proess hannel(? boolean msg, ak, nak ;! boolean send, fail, obs ; )(| interleave(msg, ak)| interleave(msg, nak)| interleave((nak default ak), ak)| obs := true|);Le proessus user spéi�é en Signal dérit le omportement d'un utilisateurn'aeptant pas que son message ne soit pas transmis, 'est-à-dire n'aeptantpas la leture d'une valeur sur la variable fail. Cet utilisateur représente lesgaranties du omposant de transmission de messages. Ainsi le proessus user estle proessus générateur du �ltre spéi�ant les garanties du ontrat. La valeur deobs est true tant que le proessus user ne reçoit pas de valeur sur la variable
fail. proess user(? boolean msg, ak, nak ;! boolean send, fail, obs ; )(| interleave(msg, ok)| obs := true when okdefault false when fail|);Considérons le omposant aratérisé par l'automate de la �gure 5.14 et dé�nipar l'implémentation suivante :



Un seond as d'utilisation 121

Fig. 5.14 � Automate d'interfae du omposant.proess omp(? boolean msg, ak, nak ; ! boolean send, fail ; )(| yle ^= (ak default nak)| interleave(send, (ak default nak))| yle := (((yle$1 init 0)+1) when nak) default (0 when ak)| tmp := nak when yle>1| interleave(tmp,fail)| interleave(ak,ok)| interleave(send,(ok default fail))|) where int yle ; event tmp ;end;Ce omposant retourne une valeur sur la variable fail après deux réeptionsonséutives de valeurs sur la variable nack. Le anal n'émettant jamais deuxvaleurs onséutives sur la variable nack, le omposant satisfait le ontrat.Le ontrat ( ̂[hannel],[̂user]) est satisfait si la relation de satisfation est vé-ri�ée :
([̂omp] ⊓ ̂[hannel]) ⊑ [̂user]Rappellons que dans le prototype ela onsiste à véri�er que le proessus générateurde ([̂p] ⊓ A) est dé�ni par le même ensemble de traes que le proessus générateurde ([̂p] ⊓ A ⊓ G). Le proessus user ne ontraignant auune variable hormis lavariable obs, la véri�ation se fait par l'observation des valeurs des variables obsdé�nies dans les proessus user et hannel. Ainsi, ette véri�ation onsiste àvéri�er que obs est dé�nie par le même ensemble de traes dans ([̂p] ⊓ A) et dans([̂p] ⊓ A ⊓ G).
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ConlusionLes travaux de reherhe menés dans le adre de ette thèse ont eu pour obje-tifs de dé�nir une méthode de spéi�ation formelle par omposants de systèmestemps réel modélisés selon l'approhe synhrone.Nous avons souhaité dé�nir une méthodologie de desription de es systèmesentrée autour de onepts mathématiques forts. La méthode développée o�reainsi la possiblité de pouvoir erti�er que l'implémentation obtenue par ra�-nement itératif à partir d'une spéi�ation de haut niveau, est onforme auxpropriétés attendues dans le ahier des harges du système.ContributionNous avons développé une méthode de modélisation générique de ontratsdans laquelle un ontrat est un ouple hypothèses/garanties. Les garanties asso-iées à un omposant ne sont satisfaites que si les hypothèses sont satisfaites parl'environnement d'exéution.Approhe par ontrats des systèmes temps réel. La struture de basedu modèle de ontrats est elle des omportements. Un omportement est unetrae d'exéution dé�nie sur un ensemble de variables, ainsi un proessus estun ensemble de omportements dé�nis sur un même ensemble de variables. Lagénériité de la méthode repose sur le fait que le domaine des variables n'est pasdéterminé par le modèle. La dé�nition du domaine des variables par un ensemblede fontions d'un domaine de temps disret vers un domaine de valeurs, permetl'utilisation diret du modèle pour la synthèse d'arhitetures temps réel spéi�éesave un langage tel que Signal, dont la sémantique est également entrée sur lanotion de omportements.Gestion des ensembles de variables. Les �ltres permettent de modéliser leshypothèses et les garanties par un ensemble de proessus modélisant une mêmeontrainte et dé�nis sur des ensembles de variables di�érents. Ainsi le développeur123



124 Conlusiondérit une propriété sans se souier du fait que le proessus devant la satisfairesera dé�ni sur un nombre plus ou moins important de variables.Multi-vues et substituabilité. L'ensemble des �ltres dé�nit une algèbre boo-léenne failitant les opérations de omposition, la dé�nition d'une borne infé-rieure et d'une borne supérieure, ainsi que la dé�nition d'un �ltre omplémentaire.De ette struture mathématique déoule l'ensemble des ontrats modélisés parun ensemble de paires (hypothèses/garanties) de �ltres. L'ensemble de ontratsonstitue une algèbre de Heyting. La relation de omposition obtenue par le al-ul de la borne inférieure de deux ontrats o�re de multiples points de vue surun même omposant. Il est ainsi possible de représenter un omposant par unensemble de ontrats devant tous être satisfaits, ainsi le omposant peut êtreonsidéré omme la omposition des di�érentes vues, ou plus partiulièrementomme la borne inférieure des di�érents ontrats de l'ensemble. De la même ma-nière, la relation d'ordre partiel sur les ontrats axée sur la notion de substituabi-lité, permet aisément de véri�er la substituabilité de deux omposants dans unearhiteture.Langage de modules et typage par ontrats. Le langage de modules per-met d'intégrer la méthodologie de oneption par ontrats dans de nombreuxlangages, tels que Signal, et par onséquent, l'intégration des onepts de vuesmultiples et de substituabilité de l'algèbre de ontrats. Ces onepts permettententre autres une nouvelle répartition du travail d'implémentation au sein d'uneéquipe de développement. Le développement d'un omposant ou d'une arhite-ture peut ainsi être divisé selon les di�érentes vues. Par exemple, un développeurse hargera de la satisfation des ontraintes d'ordonnanement, tandis qu'unautre abordera les ontraintes de dépendane de données : le langage de modulesse hargera de omposer les implémentations de haque vue. La tâhe du déve-loppeur est alors simpli�ée, e qui ontribue à une rédution signi�ative du oûtglobal de oneption, sans négliger la �abilité arue du système produit.Nous venons de voir que l'utilisation de l'algèbre de ontrats remplit la pro-priété de substituabilité attendue par les motivations de l'introdution. De parleur nature, les ontrats répondent aux autres attentes développées dans l'intro-dution. La relation de satisfation d'un ontrat par un proessus remplit le besoinde modularité : la apaité de tester la onformité entre la mise en ÷uvre d'unomposant et son implémentation. Cette relation est transrite dans le langagede modules par la ontrainte d'a�etation d'un module à un type de module,dans le système d'inférene de types du langage (règle (13) sur la �gure 4.14 dela sous-setion 4.2.7, hapitre 4).



Conlusion 125La ompositionnalité est la apaité de véri�er l'adéquation entre le modèled'une appliation et son arhiteture d'exéution. De manière itérative ou mo-dulaire, ette propriété se traduit dans l'algèbre de ontrats par la possiblité detester le ra�nement du ontrat spéi�ant le type de omposant attendu dans unearhiteture, par le ontrat assoié au omposant que l'on souhaite utiliser.Intégration dans POLYCHRONYDans le but de pro�ter des avantages de la oneption par ontrats dans lessystèmes temps réel, et de répondre aux attentes développées dans l'introdution,il est possible d'intégrer es travaux dans POLYCHRONY. Rappelons que PO-LYCHRONY est une plateforme de développement pour la dé�nition de systèmestemps réel spéi�és en Signal.Le prototype développé réalise la preuve de la satisfation de ontrats spéi�ésen Signal par la synthèse d'observateurs, eux aussi dérits en Signal. Ainsi,nous avons pu montrer que ette approhe permettait la validation d'un sys-tème en démontrant la satisfation des ontrats assoiés aux omposants d'unearhiteture.Une appliation immédiate est la possibilité d'intégrer des omposants ompi-lés séparément, dont les ontraintes d'exéution requises et les propriétés garantiessont insrites dans le ontrat. Par onséquent, ette approhe est appliable à lagénération de ode modulaire.Le travail d'intégration dans POLYCHRONY est avant tout un travail deréalisation d'interfae a�n de rendre l'ériture des ontrats la plus simple et laplus expressive possible. D'autre part, il est intéressant de ne pas se limiter àSignal pour l'ériture des ontrats. Un langage expressif permettra d'exprimerdavantage de propriétés, ainsi l'utilisation d'expressions CTL permettra de spé-i�er des propriétés de vivaité. Notons que le model-heker Sigali permet deprouver la satisfation de propriétés exprimées ave des expressions CTL, dansdes programmes Signal, ouvrant la possibilité de spéi�er les propriétés de vi-vaité pour les proessus Signal.PerspetivesLe développement de e modèle de ontrats o�re de nombreuses perspetives.D'abord du point de vue de l'expressivité des ontrats, deux questions évidentesvont se poser :� Quels sont les langages les mieux adaptés pour l'ériture des ontrats etpour quels types de propriétés ? Y-a-t-il un moyen de hoisir �le bon modèle�d'expression ?



126 Conlusion� Comment développer une interfae homme/mahine pertinente pour la dé�-nition de ontrats par un utilisateur ? Il pourrait être judiieux de fournir unéditeur spéi�que pour di�érents types de propriétés (propriétés de sûreté,de vivaité).Dans un seond temps, il semble intéressant de tester e modèle pour di�érentstypes de problèmes :� des problèmes à dimension industrielle,� des problèmes restreints à des propriétés de synhronisation ou d'ordonnan-ement.Cei a�n d'étudier les dimensions spatiales des preuves générées, et par onséquenttester la apaité des prouveurs à e�etuer de telles preuves.Un autre hamp d'appliation est le alul des propriétés minimales [EGP08℄que doit satisfaire l'environnement pour que le omposant satisfasse les propriétésattendues. Cei a pour but d'élaborer le ontexte d'exéution néessaire au bonfontionnement d'un omposant.
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RésuméLes ontrats basés sur les notions d'hypothèses/garanties onstituent un para-digme expressif pour une oneption modulaire et ompositionnelle de spéi�a-tion de programmes. Ils sont devenus un onept fondamental dans les proédésemployés par les outils de oneption assistée par ordinateur, pour la oneptionde systèmes informatiques. Dans ette thèse, nous élaborons des fondements pourla mise en ÷uvre de systèmes embarqués basée sur la notion de ontrats. Nousproposons ainsi une algèbre de ontrats basée sur deux onepts simples : les hy-pothèses et les garanties des omposants sont dé�nies par des �ltres, les �ltressont aratérisés par une struture d'algèbre booléenne. Les hoix e�etués pourdé�nir la struture des �ltres permettent de dé�nir une algèbre de Heyting surl'ensemble des ontrats. Un adre de travail est ainsi dé�ni, dans lequel les ontratssont utilisés pour véri�er la orretion des hypothèses faites sur le ontexte d'uti-lisation d'un omposant, et pour fournir à l'environnement les garanties qui luisont demandées. Nous utilisons ette algèbre pour dé�nir un système de modulesdont le paradigme de typage est basé sur la notion de ontrats. Le type d'unmodule est un ontrat aratérisé par les hypothèses faites par l'environnementet les garanties o�ertes par les omportements du module. Nous illustrons etteprésentation ave la spéi�ation d'un moteur à quatre temps.AbstratContrat-based design is an expressive paradigm for a modular and omposi-tional spei�ation of programs. It is in turn beoming a fundamental onept inmainstream industrial omputer-aided design tools for embedded system design.In this thesis, we elaborate new foundations for ontrat-based embedded systemdesign by proposing a general-purpose algebra of assume/guarantee ontrats ba-sed on two simple onepts : �rst, the assumption or guarantee of a omponentis de�ned as a �lter and, seond, �lters enjoy the struture of a Boolean algebra.This yields a struture of ontrats that is a Heyting algebra. In this framework,ontrats are used to negotiate the orretness of assumptions made on the de�-nition of a omponent at the point where it is used and provides guarantees toits environment. We put this algebra to work for the de�nition of a general pur-pose module system whose typing paradigm is based on the notion of ontrat.The type of a module is a ontrat holding assumptions made and guaranteeso�ered by its behaviors. We illustrate this presentation with the spei�ation ofa simpli�ed 4-stroke engine model.


