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Introduction

L’utilisation de l’impact sensoriel des matériaux constitutifs d’un objet est
une pratique qui tend à se généraliser dans une démarche de création/design. Les
industriels du matériau sont donc conduits à optimiser l’impact sensoriel de leurs
produits à la fois sous l’angle de la fonctionnalité et de leur caractère hédonique.
Ainsi, la métrologie sensorielle est-elle un élément clef dans la mise au point
de nouveaux matériaux à propriétés psychosensorielles maîtrisées, optimisées et
exploitées. Dans ce contexte, la caractérisation de l’aspect visuel d’une surface
texturée colorée est un enjeu important.

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’appréciation visuelle de la textura-
tion des surfaces non pas en tant que propriété physique intrinsèque des matériaux
mais plutôt en tant que traduction consciente de l’interaction entre un stimulus 1

lumineux produit par l’interaction lumière/matière texturée colorée et le système
visuel humain. Dans le cadre du présent travail, nous nous intéresserons au sti-
mulus lumineux lui même. Les causes de ses propriétés physiques ne seront pas
recherchées. Notre contribution vise plus particulièrement à établir les bases né-
cessaires à la mise au point d’évaluations quantitatives des effets de contraste
psychovisuel entre différentes zones ou points d’une surface texturée colorée. En
effet, bien que les cellules photoréceptrices du système visuel humain soient sen-
sibles à l’intensité lumineuse reçue dans différentes bandes du spectre visible, la
perception visuelle ne se limite pas à la simple transmission point à point d’un
signal. Le système visuel humain fonctionne selon un principe de détection de
contrastes. Lorsque l’on observe une série de surfaces texturées colorées, on est
spontanément capable de réaliser un allotissage regroupant les éléments perçus
comme semblables. Par contre, il est très difficile d’exprimer les raisons de son
choix, sous formes d’attributs, en particulier dans le cas des textures non complè-
tement régulières. Notre objectif est d’être capable de classer les textures perçues
selon des critères de similarité visuelle à partir de paramètres mesurables sur le
signal physique. Nous étudions l’impact de la répartition spatiale des primitives
de texture sur l’appréciation visuelle en fonction de leurs caractéristiques cou-
leur (au sens physique). Ce faisant, nous cherchons à mettre en évidence une à
n (n > 1) rélations d’ordre dans l’espace des paramètres mesurables capable(s)
de restituer le classement obtenu lors d’expériences psychovisuelles.

1. Signal capable de provoquer la réaction d’un système excitable [9].
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14 Introduction

Notre problématique nous a conduit à utiliser le signal lumineux produit par l’af-
fichage d’une image numérique sur écran comme stimulus coloré texturé. Ce choix
nous permet en effet de maîtriser et gérer complètement les propriétés physiques
du stimulus.

La problématique présentée ci-dessus s’inscrit dans celle plus générale de la
discernabilité perceptive des textures. Elle sera étudiée à travers la combinaison
de deux approches : une approche expérimentale qui permettra de collecter des
données et une approche statistique de l’analyse des données et l’inférence.

Les données collectées et analysées résultent d’expériences psychovisuelles de
classement d’images texturées colorées suivant un critère de contraste visuel dans
un environnement contrôlé mis en place en laboratoire. Un ensemble d’observa-
teurs humains des deux sexes recrutés sur la base du volontariat ont réalisé ces
expériences psychophysiques. La tâche qui leur a été assignée a été de classer une
série de stimuli en fonction du contraste visuel perçu. La contrainte appliquée
à la sélection de ces sujets est qu’ils soient en mesure de percevoir la modalité
sensorielle du classement de ces textures. Les ex-aequo sont permis dans les clas-
sements c’est-à-dire que le juge est libre d’attribuer le même rang à différentes
textures, s’il juge qu’elles ont le même niveau de contraste visuel. Les données
sensorielles recueillies sont donc des données de classement avec ex-aequo.

La thèse est organisée comme suit :

Le premier chapitre apporte une contribution à l’étude d’une classe de mo-
dèles statistiques pour l’analyse des données de préférence basée sur une approche
de comparaison par paires. Ces modèles appelés modèles de Mallows-Bradley-
Terry sont basés sur une approche de comparaison par paires. Ils constituent
une sous-classe de classe des modèles de Babington Smith pour des classements
sans ex-aequo ainsi qu’une extension de ceux-ci aux classements avec ex-aequo.
Ce chapitre résoud le problème de l’estimation des paramètres des modèles de
Mallows-Bradley-Terry par la méthode du maximum de vraisemblance tant dans
le cas des classements sans ex-aequo que dans celui des classements avec ex-aequo.
L’inférence sur les paramètres de l’extension du modèle de Mallows-Bradley-Terry
pour l’analyse des données de classements avec ex-aequo permettra de répondre
à la question de la discernabilité perceptive étudiée au chapitre 5.

Le deuxième chapitre expose la notion de couleur au sens psychovisuel du
terme. Il présente une synthèse non exhaustive des très nombreuses publications
qui décrivent le trajet suivi par l’information visuelle depuis la création d’un sti-
mulus lumineux par interaction lumière/matière jusqu’à l’expression consciente
de l’aspect visuel perçu (couleurs perçues). Cette information visuelle est d’abord
véhiculée par la lumière et ensuite traitée et transmise au cortex cérébral par notre
système nerveux selon un processus complexe non encore complètement élucidé.
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Le chapitre trois présente tout d’abord les concepts qui sont à la base du
choix d’une représentation couleur adaptée à notre problématique. Cet exposé
comprend entre autre une présentation non exhaustive des différents espaces co-
lorimétriques utilisés pour quantifier la couleur et éventuels calculs de distance
en lien avec la notion de discernabilité entre couleurs physiques proches. Par
ailleurs, nous exposons les critères qui ont présidé au choix d’un moniteur adapté
aux expériences à réaliser. Afin de pouvoir contrôler et moduler les différentes
stimulations lumineuses texturées colorées, il a été nécessaire de calibrer ce mo-
niteur. Ce calibrage a été obtenu à l’aide d’un traitement statistique des données
issues de mesures réalisées à cet effet.

Le chapitre quatre décrit la mise en place des expériences psychovisuelles.
Les stimuli d’investigation et leurs caractéristiques physiques sont d’abord défi-
nis. Puis, Les méthodes de synthèse de ces stimuli sont présentées. Enfin, nous
décrivons le modus operandi des épreuves psychophysiques de classement qui ont
permis à la collecte des données.

Le chapitre cinq traite de l’analyse des données de classement avec ex-aequo
recueillies lors des épreuves psychophysiques en vue d’étudier la discernabilité
perceptive des images texturées colorées. Deux approches ont été considérées.
La première considère une modélisation factorielle des rangs moyens (au sens
de Kendall [95]) et permet d’établir l’existence d’une échelle sensorielle. La se-
conde approche est basée sur l’extension du modèle de Mallows-Bradley-Terry
et un test du rapport de vraisemblance de l’hypothèse nulle de non discernabi-
lité contre l’hypothèse alternative de discernabilité. Le rejet de l’hypothèse nulle
et l’interprétation des paramètres de Bradley-Terry permet alors de conclure à
l’existence d’une échelle sensorielle.

Le chapitre six conclut la thèse et ouvre quelques pistes pour les recherches
futures.





Chapitre 1

Modèles de
Mallows-Bradley-Terry pour
l’analyse de données de
préférence

Pour pouvoir apporter des réponses aux questionnements liés à la problé-
matique générale de notre thèse, il a fallu mettre en place une expérience psy-
chophysique d’appréciation visuelle de textures qui a consisté en des épreuves
de classement. Il était donc indispensable de nous intéresser aux modèles sta-
tistiques qui pourraient être utilisés pour soutenir le traitement statistique des
données issues de cette expérience afin de pouvoir les analyser. Dans ce contexte,
nous avons étudié les modèles de Mallows-Bradley-Terry pour les épreuves de
classement avec ou sans ex-aequo.
Le présent chapitre est une contribution à l’étude d’une classe de modèles statis-
tiques pour l’analyse des données de préférence basée sur une approche de com-
paraison par paires. Ces modèles appelés modèles de Mallows-Bradley-Terry sont
basés sur une approche de comparaison par paires. Ils constituent une sous-classe
de classe des modèles de Babington Smith pour des classements sans ex-aequo
ainsi qu’une extension de ceux-ci aux classements avec ex-aequo. Cependant, dans
la littérature il existe d’autres modèles parmis lesquels, on peut citer [95] les mo-
dèles de classement basés sur les statistiques d’ordre, les modèles de classement
multi-étapes et les modèles de classement basés sur le calcul de distances entre
les différents classements obtenus des juges. La section qui va suivre rappelle
d’abord le modèle de Mallows-Bradley-Terry avec les techniques d’estimation des
paramètres. Puis, on étend le résultat au cas avec ex-aequo. Les estimations des
paramètres sont aussi présentées de manière détaillée.

17
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1.1 Modèle général de Babington Smith et ex-
tension

Une épreuve de classement de q objets est reliée à une épreuve de comparaisons
par paires de ces objets. D’une part, il est claire qu’étant donné un classement,
il est aisé de déterminer les q(q − 1)/2 paires de préférence possibles. D’autre
part, une comparaison par paires peut conduire à un classement pourvu qu’il
y ait transitivité dans les paires de préférence obtenues. Nous entendons, par
transitivité, que si l’objet x est préféré à l’objet y, et si l’objet y est préféré à
l’objet z alors l’objet x est préféré à l’objet z. Le paradigme sous-jacent aux
modèles d’analyse de données de classement basés sur les comparaisons par paire
est la possibilité de pouvoir générer des classements à partir des comparaisons
par paires d’un ensemble d’objets : le juge construit un classement consistant
en commençant par une épreuve de comparaison par paire et ne reporte ses
préférences qu’ après avoir eu un ensemble de paires de préférence consistant,
c’est-à-dire aboutissant à un classement (Marden, 1995). Ce paradigme remonte
au moins à Babington Smith (Smith, 1950) qui a introduit un modèle général de
classement basé sur des probabilités de comparaisons par paires.

1.1.1 Modèle de Babington Smith pour classements sans
ex-aequo

Considérons un ensemble de q objets identifiés par les entiers naturels distincts
de 1 à q. Ces q objets sont soumis à un juge pour une épreuve de classement sans
ex-aequo. On note r le vecteur contenant les rangs attribués à chacun des objets
soumis au classement : la j-ème composante du vecteur r, soit r(j), est donc
le rang attribué à l’objet j. Les ex-aequo n’étant pas permis, r est donc une
permutation de l’ensemble fini {1, 2, · · · , q} donc un élément du groupe des per-
mutations S(q).
L’idée du modèle de Babington Smith est que la probabilité d’un classement s’ex-
prime à partir des probabilités des résultats des comparaisons par paires. Ainsi,
on suppose qu’il existe un ensemble de q(q − 1)/2 paramètres θij ∈]0, 1[, 1 6
i < j 6 q tels que la probabilité de réalisation d’un classement r quelconque est
définie par la distribution

p(r; θ) = c(θ)
∏
(i,j)

θ
I[r(i)<r(j)]
ij i 6= j,

où θji+θij = 1 pour i < j et I[A] désigne la fonction indicatrice de l’événément A,
c’est-à-dire I[A] = 1 quand A se produit et I[A] = 0 sinon. c(θ) est la constante
de normalisation c’est-à-dire que

c(θ)
∑
r

∏
(i,j)

θ
I[r(i)<r(j)]
ij = 1.
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θij s’interprète comme la probabilité que l’objet i soit classé avant l’objet j si
l’expérience se réduisait uniquement à la comparaison par paire des objets i et j.
En remarquant que∏

(i,j)
θ
I[r(i)<r(j)]
ij =

∏
16i<j6q

θ
I[r(i)<r(j)]
ij (1− θij)I[r(i)>r(j)],

On a :
p(r; θ) = exp

{ ∑
16i<j6q

I[r(i) < r(j)] log
(

θij
1− θij

)
−b(θ)

}

où b(θ) = − log{c(θ)} −
∑

16i<j6q

log(1− θij).

Par conséquent, le modèle de Babington Smith est un modèle exponentiel ré-
gulier et la suite (I[r(i) < r(j)])16i<j6q est une statistique exhaustive pour ce
modèle. Cela signifie que la quantité d’information apportée par les données sur
les paramètres est la même que celle apportée par cette statistique.

1.1.2 Extension du modèle de Babington Smith pour clas-
sements avec ex-aequo

Il a été remarqué dans Marden [95] qu’une extension possible du modèle de
Babington Smith pour tenir compte des ex-aequo pourrait considérer que chaque
comparaison par paires admette trois éventualités : r(i) < r(j) (rang de l’objet i
inférieur au rang de j), r(i) > r(j) (rang de l’objet i supérieur au rang de l’objet
j) et, r(i) = r(j) (les objets i et j ont le même rang).
Une formulation possible de cette idée est la suivante
p(r; θ) = c(θ)

∏
16i<j6q

{θij1(1−θij2)}I[r(i)<r(j)]{(1−θij1)(1−θij2)}I[r(i)>r(j)]θI[r(i)=r(j)]ij2

(1.1.1)
où θ = (θij1, θij2)i<j ; i, j∈{1,2,··· ,q} ∈]0, 1[2 et c(θ) la constante de normalisation. Le
paramètre θij1 = p{r(i) < r(j) | r(i) 6= r(j)} désigne la probabilité que l’objet i
soit préféré à l’objet j dans une épreuve de comparaison par paires sachant que
le juge soit capable de discriminer les deux objets. θij2 = p{r(i) = r(j)} est la
probabilité que le juge ne soit pas capable de discriminer les objets i et j et décide
donc que i et j soient ex-aequo. Cette généralisation est obtenue en exprimant la
probabilité d’un classement r comme le produit des lois de Bernoulli généralisées

{θij1(1− θij2)}I[r(i)<r(j)]{(1− θij1)(1− θij2)}I[r(i)>r(j)]θI[r(i)=r(j)]ij2 .

1.2 Modèle de Mallows-Bradley-Terry pour clas-
sements sans ex-aequo

Comme on peut s’en rendre compte le modèle de Babington Smith nécessite
q(q− 1)/2 paramètres et son utilisation peut s’avérer peu commode si le nombre
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q d’objets à classer est élevé. Le désir de disposer d’un modèle avec un nombre
réduit de paramètres aisément interprétables a conduit à des sous-modèles de
ce modèle parmi lesquels le modèle de Mallows-Bradley-Terry sans ex-aequo que
nous considérons dans la sous-section suivante.

1.2.1 Présentation du modèle : paramètres et identifiabi-
lité

Lorsque le nombre d’objets à classer devient élevé, le nombre de paramètres
du modèle de Babington Smith devient très élevé rendant ainsi l’analyse des
données plus compliquée et non pertinente. De plus, les calculs deviennent très
compliqués à effectuer, spécialement en utilisant l’algorithme de Newton-Raphson
pour la maximisation de la vraisemblance. Pour pallier ces inconvénients, un sous-
modèle du modèle de Babington Smith a été proposé par Mallows en supposant le
modèle de Bradley-Terry pour l’analyse des résultats des épreuves de comparaison
par paires comme suit : θij = πi/(πi + πj) avec πi > 0. Chaque paramètre πi, i =
1, 2, · · · , q s’interprète comme la probabilité que l’objet i, i = 1, 2, · · · , q soit
préféré si on soumet au juge l’ensemble des q objets pour qu’il les classe ; l’idée
étant que la valeur πi est d’autant plus élevée que la préférence de l’objet i est
grande. On remarque bien que le modèle de Bradley-Terry est compatible avec
l’axiome du choix Luce [95, 104, 39] puisque θij/(1− θij) = πi/πj.
En effet, dans notre contexte l’axiome du choix Luce stipule que : si θij désigne
la probabilité que l’objet i soit préféré à l’objet j si on ne soumet au juge que
les deux objets i et j (probabilité de choix binaire) et si πi est la probabilité que
l’objet i soit préféré si on soumet au juge l’ensemble des q objets pour qu’il les
classe (probabilité de choix multiple) alors

θij
θji

= πi
πj
.

Cet axiome traduit, dans le contexte de la théorie de Luce, l’hypothèse que tout
choix est imparfait.
Pour une formulation plus générale de cet axiome, nous renvoyons le lecteur aux
références suivantes [95, 104].

Le modèle θij = πi/(πi + πj) étant non identifiable, l’identifiabilité du modèle
de Babington Smith est obtenu en recourant à des contraintes sur les paramètres.
Il est d’usage de considérer la contrainte ∑q

i=1 πi = 1 mais d’autres contraintes
d’identifiabilité peuvent être utilisées. Ainsi avec cette nouvelle paramétrisation,
le modèle de Babington Smith est défini par la distribution de probabilités

p(r; π) = exp
[ ∑

16i<j6q

(log πi−log πj)I[r(i) < r(j)]+
∑

16i<j6q

log
(

πj
πi + πj

)
+ log{c(π)}

]
.
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On a :∑
16i<j6q

(log πi − log πj)I[r(i) < r(j)] =
∑

16i<j6q

I[r(i) < r(j)] log πi

+
∑

16j<i6q

I[r(i) < r(j)] log πi

−
∑

16j<i6q

I[r(i) < r(j)] log πi

−
∑

16i<j6q

I[r(i) < r(j)] log πj

et ∑
16i<j6q

I[r(i) < r(j)] log πj =
∑

16i<j6q

(1− I[r(j) < r(i)]) log πj,

=
q∑
j=2

(j − 1) log πj −
∑

16i<j6q

I[r(j) < r(i)] log πj,

Il vient donc que
∑

16i<j6q

(log πi − log πj)I[r(i) < r(j)] =
q∑
i=1

∑
j 6=i

I[r(i) < r(j)]−
q∑
j=2

(j − 1) log πj

=
q∑
i=1

(q − r(i)) log πi −
q∑
j=2

(j − 1) log πj.

Ainsi la probabilité p(r, π) du classement r est proportionnelle au produit∏q
j=1 π

q−r(j)
j ;

ce qui permet de réécrire la probabilité correspondant au modèle de classement
de Mallows-Bradley-Terry par la distribution

p(r; π) = c(π)
q∏
j=1

π
q−r(j)
j , ∀r (1.2.1)

où c(π) désigne la constante de normalisation. Posons θj = log(πj/πq) pour j ∈
{1, 2, . . . , q}, d’où θq = 0. Avec la contrainte d’identifiabilité ∑q

i=1 πi = 1 sur
le modèle, les paramètres πj, j = 1, 2, . . . , q s’obtiennent par la relation πj =

exp(θj)∑q

l=1 exp(θl)
, j = 1, 2, . . . , q.

En vertu de cette reparamétrisation, le modèle de Mallows-Bradley-Terry s’écrit
donc

p(r; θ) = c(θ) exp
[ q∑
j=1
{q − r(j)}θj

]
(1.2.2)

où c(θ) =
(∑

s

exp
[ q∑
j=1
{q − s(j)}θj

])−1

.

Il apparaît donc que le modèle de Mallows-Bradley-Terry est une famille exponen-
tielle courbe de dimension q− 1 admettant pour statistique exhaustive le vecteur
(q − r(j))j∈{1,2,··· ,q−1} pour une observation r.
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1.2.2 Méthode de Monte Carlo pour la simulation d’un
échantillon de la loi p(r; θ), r ∈ S(q) et le calcul de
l’espérance mathématique

On considère q (q > 2) objets soumis à un juge pour un classement sans ex-
equo suivant l’ordre croissant de préférence. Le résultat de cette expérience est
un vecteur de rang r = (r(1), r(2), · · · , r(j), · · · , r(q)) où r(j) est le rang attribué
à l’objet j. On note que r(j) = 1 signifie que l’objet j est celui qui est le préféré
parmi tous et r(j) = q signifie que j est le moins préféré des q objets. Notons que
les rangs vérifient alors la contrainte ∑q

j=1 r(j) = q(q + 1)/2.
Dans ce qui suit, on s’intéresse à la simulation de la loi p(r; θ), r étant un

classement sans ex-aequo quelconque. Lorsque le nombre d’objets à classer q est
petit (e.g., q = 4 ou q = 5) la simulation d’une suite de réalisations indépendantes
et issues de la même distribution de probabilité p(r; θ) peut se faire en faisant
usage de la méthode d’acceptation-rejet.

Méthode d’acceptation-rejet pour la simulation d’un échantillon iid

La mise en œuvre de cette méthode requiert la détermination d’une fonction
de masse f et d’une constante M(θ) > 1 telles

∀s ∈ S(q), p(s; θ)
c(θ) 6 M(θ)f(s).

où S(q) désigne le support de la loi p(s; θ). L’algorithme d’acceptation-rejet dé-
coule du résultat suivant [144, 117] :

Lemme 1.2.1. -La procédure
1. Générer t ∼ f(s), u ∼ U [0, 1] ;
2. Accepter r = t si u 6 p(t;θ)

c(θ)M(θ)f(t) ;
retourner en 1 sinon.

fournit une réalisation d’une variable aléatoire distribuée suivant la loi p(r, θ).

La notation U [0, 1] désigne une variable aléatoire distribuée suivant la loi uni-
forme sur le segment [0, 1] de R. La probabilité d’acceptation en un passage de
l’algorithme d’acceptation rejet est égale à 1/M . Le nombre de passages néces-
saires pour simuler une réalisation de la loi p(s; θ), s ∈ S(q) suit une loi géomé-
trique de paramètre 1/M . Le nombre moyen de passages de l’algorithme est par
conséquent égal à M . On a donc intérêt à choisir M et la loi instrumentale f de
façon à diminuer le nombre moyen de passages.
Pour la démonstration de ce résultat, nous renvoyons le lecteur à la référence [117].
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Proposition 1.2.2. Soit le modèle de Mallows-Bradley-Terry défini par

p(r; π) = c(π)
q∏
j=1

π
q−r(j)
j , πi > 0 ∀i ∈ {1, 2, · · · , q}

avec ∑q
i=1 πi = 1 et c(π) la constante de normalisation. En considérant la fonction

de masse f égale à la loi uniforme sur l’ensemble S(q), la constante M(π) définie
par

M(π) = 2(q − 1)!
q∑
j=1

exp
{
q(q − 1)

2 log πj
}
.

vérifie
q∏
j=1

π
q−r(j)
j 6 M(π)f(r), ∀r.

Preuve. En effet, la fonction de masse f est définie par la loi uniforme discrète
sur S(q) : f(s) = 1/q!, ∀s où |S(q)| = q! designe le cardinal de l’ensemble des
permutations S(q). Il s’agit donc de déterminer une constante M > 1 tel que :
p(r; π)/{c(π)f(r)} 6 M(π), ∀r.
On a,

p(r; π)
c(π)f(r) = q!

q∏
j=1

π
q−r(j)
j .

On a,
∀j, q − r(j) > 0 car r(j) 6 q, ∀j et ∑q

j=1
2(q−r(j))
q(q−1) = 1.

En remarquant que
q∏
j=1

π
q−r(j)
j = exp

{ q∑
j=1

(q − r(j)) log πj
}

= exp
{

2
q(q − 1)

q∑
j=1

(q − r(j))q(q − 1)
2 log πj

}

= exp
[ q∑
j=1

2(q − r(j))
q(q − 1)

{
q(q − 1)

2 log πj
}]
,

on peut appliquer à bon droit la convexité de la fonction exponentielle sur R.
On obtient ainsi,

q∏
j=1

π
q−r(j)
j 6

q∑
j=1

2(q − r(j))
q(q − 1) exp

{
q(q − 1)

2 log πj
}
.

Comme q − r(j) 6 q − 1, ∀j ∈ {1, 2, · · · , q}, on obtient finalement
q∏
j=1

π
q−r(j)
j 6

2
q

q∑
j=1

exp
{
q(q − 1)

2 log πj
}
,
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∀r ∈ S(q).
On peut donc poser

M(π) = 2(q − 1)!
q∑
j=1

exp
{
q(q − 1)

2 log πj
}
.

On obtient finalement

p(r; π)
c(π)M(π)f(r) = q

2

exp
{ q∑
j=1

(q − r(j)) log πj
}

q∑
j=1

exp
{
q(q − 1)

2 log πj
} .

Échantillonneur de Gibbs généralisé

Le recours à une trajectoire d’une chaîne de Markov est parfois nécessaire
pour le calcul de sommes et d’intégrales intervenant dans certains calculs numé-
riques. La simulation d’une telle trajectoire peut être un moyen pour générer des
réalisations d’une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées. C’est pour cette raison que nous proposons dans cette section un al-
gorithme de Monte Carlo par chaîne de Markov dont la loi stationnaire appartient
à la famille définie par le modèle de Mallows-Bradley-Terry. Plusieurs solutions
peuvent être envisagées. Comme nous avons à faire à une distribution multiva-
riée, il est naturel de penser à un échantillonneur de Gibbs. Malheureusement, les
rangs r(j), j ∈ {1, 2, · · · , q−1} d’un classement sans ex-aequo r sont soumis à la
contrainte de somme ∑q

j=1 r(j) = q(q+1)/2. Il n’est donc pas possible de recourir
à un algorithme de Gibbs classique. Un algorithme de Métropolis-Hastings indé-
pendant avec la loi uniforme sur l’ensemble S(q) comme loi instrumentale pour
la simulation du classement proposé pour l’état suivant est une solution possible.
Comme on peut s’y attendre, étant donné la grande dimension (par exemple,
q = 20) du support de la loi, la convergence vers la distribution stationnaire
est difficile. On désigne par τ(a, b) la transposition sur l’ensemble des entiers
{1, 2, · · · , q} qui permute les entiers a et b avec a, b ∈ {1, 2, · · · , q}, tels a 6= b.
Soit r = (r(1), r(2), · · · , r(j), · · · , r(q)) un vecteur de rangs où r(j) est le rang
attribué à l’objet j.

τ(a, b)r = s⇐⇒


s(j) = r(j) si j 6= r−1(a), j 6= r−1(b)
s(r−1(a)) = b
s(r−1(b)) = a.

On sait que le sous-ensemble des transpositions est un système générateur du
groupe S(q) des permutations sur l’ensemble {1, 2, · · · , q}. Il en résulte que si r
et s sont des vecteurs de rangs il existe une suite finie (ai, bi), i ∈ {1, 2, · · ·n} telle
que s = {∏n

i=1 τ(ai, bi)}r. On peut alors envisager l’algorithme suivant, inspiré
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d’une idée de Diaconis P. [43] et Lange K. [87] pour la simulation de la trajectoire
d’une chaîne de Markov : on obtient une trajectoire d’une chaîne Markov dont les

Algorithm 1 Gibbs généralisé.
Initialiser r : choisir arbitrairement un classement r comme état initial de la
chaîne de Markov ;
Répéter jusqu’à la convergence
Début
1.Tirer dans l’ensemble {1, 2, · · · , q} un couple d’entiers distincts (a, b) suivant
la loi uniforme,
2.Si U(0, 1) < p{τ(a,b)r}

p(r) alors r = τ(a, b)r sinon r=r
Fin.

probabilités de transition q(r, s) de l’état initial r à l’état final s sont tels que :

q(r, s) =



2
q(q−1) si ∃(a, b), s = τ(a, b)r, p{τ(a,b)r}

p(r) > 1
2

q(q−1)
p{τ(a,b)r}

r
si ∃(a, b), s = τ(a, b)r, p{τ(a,b)r}

p(r) < 1
2

q(q−1)
∑
a,b[1− p{τ(a,b)r}

p(r) ] si s = r, p{τ(a,b)r}
p(r) > 1

0 si ∀(a, b), s 6= τ(a, b)r.

On vérifie que cette chaîne est irréductible et apériodique. La condition de re-
versibilité de la chaîne est obtenue en remarquant que toute transposition est
involutive ; ce qui implique que s = τ(a, b)r ⇐⇒ r = τ(a, b)s, soit donc que
p(r)q(r, s) = p(s)q(s, r). Il en résulte donc que p(r), r ∈ S(q) est l’unique proba-
bilité stationnaire.

1.2.3 Estimation des paramètres du modèle de Mallows-
Bradley-Terry par la méthode du maximum de vrai-
semblance

Dans ce qui suit, le modèle de Mallows-Bradley-Terry est considéré sous la
forme suivante

p(r; θ) = c(θ) exp
[ q∑
j=1
{q − r(j)}θj

]

où c(θ) =
(∑

s

exp
[ q∑
j=1
{q − s(j)}θj

])−1

.

La log-vraisemblance des paramètres (θj)j∈{1,2,··· ,q−1} associée à un échantillon de
n classements indépendants et identiquement distribués ri, i = 1 : n est

l(θ) =
q∑
j=1

θj
n∑
i=1

(q − ri(j)) + n log{c(θ)}
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avec log{c(θ)} = − log{∑s exp[∑q
j=1{q − s(j)}θj]}.

Plusieurs auteurs (e.g., Marden [95]) ont attiré l’attention sur la principale
difficulté liée au calcul de la constante de normalisation c(θ) lorsque le nombre
d’objets à classer est élevé. En effet, lorsque le nombre d’objets q est supérieur
ou égal à 10, le calcul de c(θ) implique une somme de plus de 3 × 106 termes.
Les difficultés liées à ce calcul ont limité l’utilisation de la méthode du maximum
de vraisemblance pour l’estimation des paramètres du modèle. Afin de pallier ce
problème, Critchlow et Fligner [32] ont proposé de traiter le modèle de Mallows-
Bradley-Terry comme un modèle linéaire généralisé avec pour fonction de lien la
fonction log et une famille multinomiale ; c(θ) est considéré comme un paramètre
de nuisance estimé comme le terme constant du prédicteur linéaire. Cette ap-
proche est jusqu’à présent largement utilisée dans la littérature de l’analyse des
données de préférence, e.g. [32].
Il ne nous semble pas correct cependant de traiter la constante de normalisa-
tion c(θ) comme une constante dans la mesure où elle dépend des paramètres
du modèle. Une approche alternative pour surmonter le calcul de la constante
de normalisation c(θ) consistant en un algorithme EM a été évoquée par Mar-
den [95], mais il n’a pas indiqué la façon de l’implémenter. Dans ce qui suit, nous
nous proposons de mettre en œuvre cette solution sous la forme d’un algorithme
MM via les méthodes de Monte Carlo par chaînes de Markov.

Méthode du maximum de vraisemblance par l’algorithme MM

L’algorithme MM est une classe générale d’algorithmes qui inclut l’algorithme
EM. Cette classe d’algorithmes a pour but de transformer des problèmes d’op-
timisation très complexes en des problèmes d’optimisation moins complexes et
aisément abordables [74, 88]. Le schéma général d’un algorithme MM pour un
problème de maximisation peut être resumé comme suit : soit θ′ une valeur cou-
rante du vecteur des paramètres θ.

1. remplacer la fonction objectif l à optimiser par une fonction auxiliaire
S(· ; θ′) telle que l(θ) > S(θ; θ′) et l(θ′) = S(θ′; θ′) ;

2. mettre à jour l’évaluation de θ en maximisant la fonction auxilaire S(· ; θ′)
par rapport à θ, θ′ étant fixé à la valeur courante de θ.

On voit aisément que si θ′′ = argmax{S(θ; θ′)} alors l(θ′) = S(θ′; θ′) 6 S(θ′; θ′′) 6
l(θ′′) = S(θ′′; θ′′) et par conséquent un algorithme MM est monotone.

Fonctions auxiliaires pour l’algorithme MM du maximum de vraisem-
blance

Étant donné un échantillon de classement indépendant et identiquement dis-
tribué ri, i = 1 : n la log-vraisemblance des paramètres θ = (θj)j∈{1,2,··· ,q−1} est

l(θ) =
n∑
i=1

l(θ; ri) où l(θ; ri) =
q∑
j=1

(q−ri(j))θj +log{c(θ)}. Le vecteur score associé
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à la vraisemblance est donc

∇θl(θ) =
{

n∑
i=1

[
Eθ(l)− ri(l)

]}
l=1:(q−1)

tandis que la matrice hessienne est

∇2
θl(θ) = −ntM{S(q)}[diag{p(θ)} − p(θ)tp(θ)]M{S(q)}

où p(θ) = {p(s; θ)}s est le vecteur des probabibités discrètes associées aux clas-
sements et M{S(q)} est la matrice à q! lignes et q − 1 colonnes définie par
M{S(q)} = {si(j)}j=1,2,··· ,(q−1)

i=1,2,··· ,q! où i ∈ {1, 2, · · · , q!}, si ∈ S(q).
On rappelle que la log-vraisemblance associée à un échantillon de classements

sans ex-aequo ri, i ∈ {1, 2, · · · , n} indépendants et identiquement distribués est
donnée par

l(θ) =
n∑
i=1

[ q∑
j=1
{q − ri(j)}θj

]
+n log{c(θ)},

avec log{c(θ)} = − log
(∑

s

exp
[{ q∑

j=1

{
q − s(j)

}
θj

])
.

La technique que nous utilisons pour déterminer la fonction auxiliaire S(· ; θ′)
est dûe à Böhning et Lindsay [18, 74] qui stipule que s’il existe une matrice
symétrique B définie négative et indépendant du vecteur des paramètres θ telle
que ∇2l(θ)−B > 0 pour tout θ (c’est-à-dire positive) alors

l(θ) > l(θ′) +t∇θ′l(θ)(θ − θ′) + 1/2t(θ − θ′)B(θ − θ′),

fournit une fonction quadratique minorante de l(θ) au point θ′.

Proposition 1.2.3. Soit B la matrice carrée d’ordre q − 1 définie par B =
−n(q − 1)3Iq−1 où n désigne la taille de l’échantillon. La fonction S(θ ; θ′) de
Rq−1 dans R définie par S(θ ; θ′) = l(θ′) +t∇θ′l(θ)(θ− θ′) + 1/2t(θ− θ′)B(θ− θ′)
est une fonction minorante de l(θ) au point θ′. L’algorithme MM est défini par
la recurrence suivante,

θ
(m+1)
l = θ

(m)
l + 1

(q − 1)3

{
1
n

n∑
i=1

[
Eθ(m)(l)− ri(l)

]}
, ∀l ∈ {1, 2, · · · , q − 1},

Eθ(l) =
∑
s

s(l)p(s; θ), ∀l ∈ {1, 2, · · · , q − 1},

Preuve. En effet, on rappelle que la matrice hessienne est définie par

∇2
θl(θ) = −ntM{S(q)}[diag{p(θ)} − p(θ)tp(θ)]M{S(q)}

où p(θ) = {p(s; θ)}s est le vecteur des probabibités discrètes associées aux clas-
sements et M{S(q)} est la matrice à q! lignes et q − 1 colonnes définie par
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M{S(q)} = {si(j)}j=1,2,··· ,(q−1)
i=1,2,··· ,q! où i ∈ {1, 2, · · · , q!}, si ∈ S(q).

On peut écrire que
∇2
θl(θ) = −nV

où V = {Covθ(l, k)}l=1,2,··· ,(q−1)
k=1,2,··· ,q−1 .

En vertu de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :
∀k, l ∈ {1, 2, · · · , q − 1},

|vkl| = |Covθ(l, k)| 6 Var1/2
θ (l)Var1/2

θ (k)
6 (q − 1)2,

car 1 6 s(k) 6 q,∀k ∈ {1, 2, · · · , q} et donc Var1/2
θ {s(k)} 6 q − 1.

Par suite, ∀a ∈ Rq−1,

taV a 6
q∑

k=1

q∑
l=1
|ak||al||vkl|

6 (q − 1)2
q∑

k=1

q∑
l=1
|ak||al|

6 (q − 1)2
( q∑
k=1
|ak|

)( q∑
l=1
|al|

)

6 (q − 1)2(q − 1)1/2(q − 1)1/2
( q∑
k=1

a2
k

)
6 (q − 1)3 taIq−1a,

où Iq−1 désigne la matrice identité d’ordre q−1. On en déduit que V 6 (q−1)3Iq−1.
La matrice B = −n(q−1)3Iq−1 est définie négative et ∇2

θ,γl(θ, γ)−B est positive.
Par conséquent, la fonction quadratique S(θ; θ′) = l(θ′)+t∇θ′l(θ)(θ−θ′)+1/2t(θ−
θ′)B(θ − θ′) est une fonction minorante de l(θ) au point θ′.
L’algorithme MM procède donc par maximisation de la fonction quadratique S(θ, θ′),
donnant ainsi l’algorithme suivant

θ(m+1) = θ(m) −B−1∇θ(m)l(θ)

= θ(m) + 1
(q − 1)3

{
1
n
∇θ(m)l(θ)

}
.

On obtient finalement :

θ(m+1) = θ(m) + 1
(q − 1)3

{
1
n

n∑
i=1

[
Eθ(m) − ri

]}
,
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Proposition 1.2.4. La fonction S(θ; θ′) de Rq−1 dans R définie par

S(θ; θ′) =
n∑
i=1

[ q∑
j=1
{q − ri(j)}θj

]
−n log

(∑
s

exp
[ q∑
j=1

{
q − s(j)

}
θ′j

])

− 2n
q(q − 1)

q∑
j=1

[
q − Eθ′(j)

]
exp

{
q(q − 1)

2 (θj − θ′j)
}

+1.

est une fonction auxiliaire qui vérifie les conditions (1).
L’algorithme MM est défini par la recurrence suivante
∀l ∈ {1, 2, · · · , q − 1},

θ
(m+1)
l = θ

(m)
l + 2

q(q − 1)

[
log
{
q − 1

n

n∑
i=1

ri(l)
}
− log

{
q − Eθ(m)(l)

}]
,

où
Eθ(l) =

∑
s

s(l)p(s, θ), ∀l ∈ {1, 2, · · · , q − 1},

Preuve. En effet, la log-vraisemblance associée à un échantillon de classements
sans ex-aequo ri, i ∈ {1, 2, · · · , n} indépendants et identiquement distribués est
donnée par

l(θ) =
n∑
i=1

[ q∑
j=1
{q − ri(j)}θj

]
+n log{c(θ)},

avec log{c(θ)} = − log
(∑

s

exp
[{ q∑

j=1

{
q − s(j)

}
θj

])
.

La fonction x 7−→ − log(x) étant convexe sur ]0,+∞[, on a pour u0 ∈]0,+∞[,
− log(u) > − log(u0)− (u− u0)/u0, ∀u ∈]0,+∞[, par suite

log{c(θ)} >− log
(∑

s

exp
[ q∑
j=1

{
q − s(j)

}
θ′j

])

−

∑
s

exp
[ q∑
j=1

{
q − s(j)

}
θj

]
∑
s

exp
[ q∑
j=1

{
q − s(j)

}
θ′j

] + 1.

Posons,

Q(θ) = −

∑
s

exp
[ q∑
j=1

{
q − s(j)

}
θj

∑
s

exp
[ q∑
j=1

{
q − s(j)

}
θ′j

.
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On obtient,

Q(θ) = −
∑
s

exp
[ q∑
j=1

{
q − s(j)

}
(θj − θ′j)

]
×p(s; θ′),

d’où,

log{c(θ)} >− log
(∑

s

exp
[ q∑
j=1

{
q − s(j)

}
θ′j

])

−
∑
s

exp
[ q∑
j=1

{
q − s(j)

}
(θj − θ′j)

]
p(s; θ′)

+ 1.

Posons,

q(s; θ) = exp
[ q∑
j=1

{
q − s(j)

}
(θj − θ′j)

]
.

La fonction x 7−→ exp(x) étant convexe sur l’ensemble des nombres réels R, on
a,

q(s, θ) 6
2

q(q − 1)

q∑
j=1

{
q − s(j)

}
exp{q(q − 1)

2 (θj − θ′j)}

En multipliant les deux membres de l’inégalité précédente par p(s; θ′), puis en
passant à la sommation, on obtient

Q(θ) >− 2
q(q − 1)

q∑
j=1

[
q − Eθ′(j)

]
exp{q(q − 1)

2 (θj − θ′j)}

entraînant que

log{c(θ)} >− log
(∑

s

exp
[ q∑
j=1

{
q − s(j)

}
θ′j

])

− 2
q(q − 1)

q∑
j=1

[
q − Eθ′(j)

]
exp

{
q(q − 1)

2 (θj − θ′j)
}

+1.

Il en résulte que,

l(θ) >
n∑
i=1

[ q∑
j=1
{q − ri(j)}θj

]
−n log

(∑
s

exp
[ q∑
j=1

{
q − s(j)

}
θ′j

])

− 2n
q(q − 1)

q∑
j=1

[
q − Eθ′(j)

]
exp

{
q(q − 1)

2 (θj − θ′j)
}

+1.
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On en déduit qu’une fonction auxiliaire S(θ; θ′) minorante de la log vraisemblance
l(θ) peut être proposée

S(θ; θ′) =
n∑
i=1

[ q∑
j=1
{q − ri(j)}θj

]
−n log

(∑
s

exp
[ q∑
j=1

{
q − s(j)

}
θ′j

])

− 2n
q(q − 1)

q∑
j=1

[
q − Eθ′(j)

]
exp

{
q(q − 1)

2 (θj − θ′j)
}

+1.

L’algorithme MM procède donc par maximisation de la fonction quadratique S(θ; θ′),
donnant ainsi l’algorithme suivant ∀l ∈ {1, 2, · · · , q − 1},

θ
(m+1)
l = θ

(m)
l + 2

q(q − 1)

[
log
{
q − 1

n

n∑
i=1

ri(l)
}
− log

{
q − Eθ(m)(l)

}]
,

où
Eθ(l) =

∑
s

s(l)p(s, θ), ∀l ∈ {1, 2, · · · , q − 1},

Dans la procédure de mise en œuvre pour le calcul des estimations du maxi-
mum de vraisemblance, nous avons considéré la fonction auxiliaire de la proposi-
tion 1.2.4. Dans nos expérimentations, il nous a semblé que le nombre d’itérations
nécessaires à la convergence est plus faible que lorsqu’on considère la fonction
auxilaire donnée à la proposition 1.2.3.

1.2.4 Maximum de vraisemblance via une méthode de
Monte Carlo par chaîne de Markov

Lorsque le nombre d’objets à classer devient grand, le calcul des espérances
mathématiques qui interviennent dans la règle de mise à jour de l’algorithme MM
fait intervenir un nombre de termes trop élevé. On propose de les approximer en
simulant une chaîne de Markov s1, s2, · · · , sN de loi stationnaire p(s, θ), s ∈ S(q)
pour les valeurs courantes du vecteur des paramètres θ(m).

Méthode de Monte Carlo par chaîne de Markov

Proposition 1.2.5. Soit Q la matrice de transition d’une chaîne de Markov
irréductible et apériodique sur l’ensemble fini S(q). Il existe une unique mesure
stationnaire p(θ) = (p(s, θ)), s ∈ S(q). Elle possède les propriétés suivantes :
1.Quelle que soit la loi marginale de s0, loi de sN converge vers p(θ) quand N

tend vers +∞.
2. EN,θ converge presque sûrement vers Eθ quand N tend vers +∞. De plus,

d’après le théorème centrale limite
√
N(EN,θ − Eθ) est asymtotiquement

gaussien N(0,Σ) d’espérance mathématique 0 et de matrice de variance
covariance Σ.
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Pour la démonstration de cette proposition, le lecteur pourra se reporter aux
références suivantes [118, 144].
L’algorithme MM devient,
i. Simuler une trajectoire s1, s2, · · · , sN d’une chaîne de Markov de loi station-

naire p(r; θ(m)), r ∈ S(q) ;
ii. Calculer l’estimation EN,θ(m) de Eθ(m) ;

iii. Mettre à jour la composante θ(m)
l du vecteur des paramètres θ(m)

θ
(m+1)
l = θ

(m)
l + 2

q(q − 1)

[
log
{
q − 1

n

n∑
i=1

ri(l)
}
− log

{
q − EN,θ(m)(l)

}]
.

Critère d’arrêt

En raison du bruit induit par l’échantillonnage de Monte Carlo, il n’est pas
raisonnable d’admettre que le gradient ∇N,θ(m)l(θ) convergera exactement vers 0
comme dans le cas analytique. Ainsi, le critère d’arrêt utilisé dans le cas présent
doit être plus souple que dans le cas analytique. En suivant l’idée de Flegal, Haran
et al. [57], un critère d’arrêt basé sur une statistique W (θ(m)) = N t(EN,θ(m) −
Eθ(m))Σ̂−1(EN,θ(m) −Eθ(m)), où Σ̂ est une estimation consistante de la matrice de
variance covariance du vecteur EN,θ(m) peut être proposé. Une telle estimation de
la matrice de variance covariance de l’estimateur EN,θ(m) de la moyenne empirique
peut être obtenue en faisant recours à la méthode dite Batching [57, 85]. Cette
méthode est décrite dans le lemme [66, 64] qui suit.

Lemme 1.2.6. Soit s1, s2, · · · , sN , l’échantillon de Monte Carlo simulé, de taille
N à une étape m correspondant au vecteur des paramètres θ(m). Les N ob-
servations de l’échantillon sont divisées en G sous-échantillons d’observations
consécutives appelés groupes, de taille commune b. On suppose dans ce qui suit
que N = Gb. L’estimateur de la moyenne empirique d’un groupe quelconque
g, g ∈ {1, 2, · · · , G} est donné par :

Ȳg =
{

1
b

gb∑
i=(g−1)b+1

si(l)
}
l=1,2,··· ,q−1

.

L’estimateur de la moyenne empirique (moyenne totale sur tous les G groupes)
est donné par

µ̄N =
{

1
N

N∑
i=1

si(l)
}
l=1,2,··· ,q−1

= 1
G

G∑
g=1

Ȳg.

On suppose que la taille b de chaque groupe G est suffisamment grande pour que
les estimateurs des moyennes empiriques Ȳg, g ∈ {1, 2, · · · , G} des groupes soient
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indépendants et asymptotiquement gaussiens d’espérance mathématique µ et de
matrice de variance covariance Σ/b. Alors Σ peut être approximée par

Σ̂ = b

G− 1

G∑
g=1

(Ȳg − µ̄N) t(Ȳg − µ̄N).

Pour la démonstration de ce lemme, le lecteur pourra consulter [64]

Proposition 1.2.7. Soit µ = (Eθ(m)(l))l∈{1,2,··· ,q−1}, l’espérance mathématique de
la loi p(r, θ(m)), r ∈ S(q). On désigne par W = Σ̂/b = {1/(G − 1)}∑G

g=1(Ȳg −
µ̄N)t(Ȳg− µ̄N) la matrice de variance covariance empirique des vecteurs aléatoires
Ȳg, g ∈ {1, 2, · · · , G}. La statistique T 2 = G t(µ̄N − µ)W−1(µ̄N − µ) est une
statistique du T 2(q − 1, G− 1) de Hotelling de paramètres q − 1 et G− 1.
Par suite, la statistique

G(G− q + 1)
(G− 1)(q − 1)

t(µ̄N − µ)W−1(µ̄N − µ),

est asymptotiquement distribuée suivant la loi de Fisher Fq−1,G−q+1, à q − 1 et
G− q + 1 degrés de liberté.

Proposition 1.2.8. En utilisant la méthode Batching décrite par lemme ci-
dessus, on peut proposer le critère d’arrêt suivant, dans l’algorithme MM : On
désigne par W = Σ̂/b = {1/(G − 1)}∑G

g=1(Ȳg − µ̄N)t(Ȳg − µ̄N) la matrice de
variance covariance empirique des vecteurs aléatoires Ȳg, g ∈ {1, 2, · · · , G}. Soit
fq−1,G−q+1 le quantile supérieur d’ordre α pour une loi de Fisher Fq−1,G−q+1 à
q − 1 et G− q + 1 degrés de liberté. On arrête l’algorithme MM lorsque

G(G− q + 1)
(G− 1)(q − 1)

t(µ̄N − µ)W−1(µ̄N − µ) < fq−1,G−q+1.

Preuve. On désignera par µ = (Eθ(m)(l))l∈{1,2,··· ,q−1}, l’espérance mathématique
de la variable aléatoire de loi p(s; θ) s ∈ S(q). Par définition, le vecteur aléa-
toire µ̄N − µ est gaussien de dimension q − 1 de moyenne 0 et Σ̂/N est une
approximation de sa matrice de variance covariance. L’estimation de l’erreur de
Monte Carlo commise sur l’estimation de µ, µ̄N , par la méthode Batching est
donc Σ̂/N . Les vecteurs aléatoires Ȳg, g ∈ {1, 2, · · · , G} sont indépendants et
asymptotiquement gaussiens de dimension q − 1 d’espérance mathématique µ et
de matrice de variance covariance Σ/b, par suite l’estimateur de la moyennne
empirique µ̄N est asymptotiquement gaussien de dimension q − 1 d’espérance
mathématique µ et de matrice de variance covariance Σ/Gb. De plus, la ma-
trice W = Σ̂/b = {1/(G − 1)}∑G

g=1(Ȳg − µ̄N)t(Ȳg − µ̄N) égale à la matrice
de variance covariance empirique des vecteurs aléatoires Ȳg, g ∈ {1, 2, · · · , G}
est asymptotiquement distribuée suivant une distribution de Wishart de degré
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de liberté G − 1, W ∼ Wq−1(Σ̂/b,G − 1) [122]. Il en résulte que la statistique
T 2 = G t(µ̄N − µ)W−1(µ̄N − µ) suit une loi du T 2 de Hotelling de paramètres
q − 1 et G− 1 notée T 2(q − 1, G− 1), soit t2 ∼ T 2(q − 1, G− 1).
Soit Fq−1,G−q+1 la loi de Fisher à q − 1 et G − q + 1 degrés de liberté. On a la
relation suivante [122]

T 2(q − 1, G− 1) = (G− 1)(q − 1)
G− q + 1 Fq−1,G−q+1.

On conclut que la statistique

(G− q + 1)
(G− 1)(q − 1)T

2 = G(G− q + 1)
(G− 1)(q − 1)

t(µ̄N − µ)W−1(µ̄N − µ),

suit la loi de Fisher Fq−1,G−q+1, à q − 1 et G− q + 1 degrés de liberté. Le critère
d’arrêt proposé dans l’estimation des paramètres est {(G − q + 1)/(G − 1)(q −
1)}T 2 < fq−1,G−q+1, où fq−1,G−q+1 est le quantile supérieur d’ordre α pour la loi
de Fisher Fq−1,G−q+1 à q − 1 et G− q + 1 degrés de liberté.

Dans la méthode de Batching, l’approximation consistante Σ̂ de la matrice de
variance covariance Σ reste valide lorsque G et b sont choisis tels que b = [N v] et
G = [N/b] avec v ∈ Q [57]. La notation [x], x ∈ R désigne la partie entière x.

Expérimentation

Dans cette section, nous discutons de l’estimation des paramètres du modèle
lorsque le nombre d’objets q à classer est respectivement égal à q = 4 et q = 5.
L’estimation des paramètres concerne des échantillons de classements sans ex-
aequo indépendants et identiquement distribués que nous avons simulés via la
méthode MCMC. Chaque échantillon de classements avec ex-aequo d’observa-
tions indépendantes et identiquement distribuées de taille M donnée pour un
vecteur de paramètres θ connus est obtenu en simulant M trajectoires indépen-
dantes de loi stationnaire p(s; θ), s ∈ S(q) jusqu’à un certain temps d’arrêt. Le
temps d’arrêt étant la taille de l’échantillon simulé. Les échantillons de Monte
Carlo de taille N donnée pour l’estimation des espérances mathématiques sont
obtenus en soustrayant N observations d’une seule trajectoire. Dans les deux cas,
nous avons simulé la chaîne dans le futur pendant suffisamment longtemps, pour
qu’elle approche sa loi stationnaire. Cette période dite de préchauffage (en an-
glais, Burn-in) permettant à l’algorithme de s’extraire des conditions initiales,
n’est pas prise en compte dans la taille des différents échantillons simulés. Dans
notre cas, la période de préchauffage a été considérée comme fonction de la taille
des objets à classer et fixée à la valeur qβ log(q) où q désigne le nombre d’objets
à classer et β ∈ R.
Dans les deux exemples qui suivent, nous avons simulé 1000 échantillons de clas-
sement sans ex-aequo d’observations indépendantes et identiquement distribuées,
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de tailles différentes suivant la loi p(s; θ), s ∈ S(q), pour des valeurs connues du
vecteur des paramètres. Ensuite ces différents échantillons sont utilisés pour es-
timer les paramètres du modèle. Dans l’estimation du vecteur des paramètres
θ du modèle, la taille de l’échantillon de Monte Carlo simulée à chaque étape
de l’algorithme MM est fixée à N = 10000. La période de préchauffage dans la
simulation des échantillons de Monte Carlo vaut qβlog(q) = 10000 pour q = 4
(β = 6.41) et q = 5 (β = 6.86). Le paramètre de puissance v intervenant dans
le calcul du nombre de groupes G et de la taille commune b des groupes dans
la méthode Batching est fixé à v = 0.5. On en déduit que G = 100 et b = 100.
Pour le critère d’arrêt dans l’estimation des paramètres, nous avons considéré le
quantile supérieur fq−1,G−q+1 d’ordre α = 0.05 de la loi de Fisher Fq−1,G−q+1 à
q − 1 et G − q + 1 degrés de liberté. On obtient ainsi, fq−1,G−q+1 = 2.70 pour
q = 4 et fq−1,G−q+1 = 2.47 pour q = 5.
Dans le but de vérifier l’hypothèse de la normalité asymptotique d’un estima-
teur du maximum de vraisemblance, nous avons construit le diagramme quantile-
quantile correspondant à chaque composante du vecteur des paramètres estimés.
Cette réprésentation est souvent utilisée pour juger graphiquement de la norma-
lité d’une distribution observée. Rappelons que pour une distribution observée
normale, les points obtenus sont alignés.

Exemple 1 : (q = 4)

Les résultats présentés ci-après (cf. Tableau 1.1) concernent 1000 échantillons
de tailles respectives 100, 200, 500, 800 et 1100. On observe que les estimateurs
associés aux paramètres sont faiblement biaisés. De plus, les précisions des es-
timateurs sont bonnes (les erreurs quadratiques empiriques sont faibles) dans
l’ensemble et elles augmentent avec la taille des échantillons. Les variances des
estimateurs deviennent faibles lorsque la taille des échantillons augmente. Les
graphiques 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 et 1.5 représentent les variations des quantiles em-
piriques de la serie statistique des estimations calculées en fonction des quantiles
d’une loi gaussienne centrée réduite. On observe que ces variations peuvent être
ajustées par une droite. Ce résultat suggère que asymptotiquement les estimations
obtenues sont des réalisations d’une loi normale.
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Figure 1.1 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 100 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.
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Figure 1.2 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 200 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.
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Figure 1.3 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 500 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.
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Figure 1.4 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 800 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.
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Figure 1.5 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 1100 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.

Exemple 2 : (q = 5)

Les résultats présentés ci-après (cf. Tableau 1.2) concernent 1000 échantillons
de tailles respectives 100, 200, 500, 800 et 1100. Les conclusions restent les mêmes
que dans le cas de l’exemple 1 présenté ci-dessus. Les graphiques 1.6, 1.7, 1.8, 1.9
et 1.10 représentent les variations des quantiles empiriques de la serie statistique
des estimations calculées en fonction des quantiles d’une loi gaussienne centrée
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réduite. On observe que ces variations peuvent être ajustées par une droite. Ce
résultat suggère que asymptotiquement les estimations obtenues sont des réalisa-
tions d’une loi normale.
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Figure 1.6 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 100 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.
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Figure 1.7 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 200 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.
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Figure 1.8 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 500 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.
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Figure 1.9 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 800 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.
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Figure 1.10 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 1100 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.
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1.3 Modèle de Mallows-Bradley-Terry pour clas-
sements avec ex-aequo

Dans cette section, nous proposons une extension du modèle de Mallow-
Bradley-Terry permettant de prendre en compte, des classements avec ex-aequo [95,
31].
Chaque classement avec ex-aequo observé r = (r(1), r(2), · · · , r(j), · · · , r(q)) de
q objets est un vecteur de longueur q dont les composantes r(j) sont des entiers
naturels appartenant au sous-ensemble {1, 2, · · · , r+} de l’ensemble des entiers
naturels N, où r+ = maxj∈{1,2,··· ,q}{r(j)} (r+ 6 q). Par conséquent, plusieurs
objets peuvent avoir le même rang.

1.3.1 Présentation du modèle : paramètres et propriétés

L’extension du modèle de Mallows-Bradley-Terry aux classements avec ex-
aequo que nous proposons s’appuie sur l’extension du modèle de Babington Smith
aux classements avec ex-aequo proposée dans la sous-section 1.1.2 de ce chapitre.

On peut adapter le modèle de Mallows-Bradley-Terry aux cas des compa-
raisons avec ex-aequo en considérant les extensions proposées par Rao et Kup-
per [113] ou par Davidson [39]. Dans Rao et Kupper [113], le modèle de Bradley-
Terry pour les probabilités de préférence θij a été étendu pour tenir compte
des ex-aequo dans les expériences de comparaisons par paires comme suit :
θij = πi/(πi+νπj), θji = πj/(νπi+πj), et θij2 = πiπj(ν2−1)/{(πi+νπj)(νπi+πj)}
avec πi > 0, ∑q

j=1 πj = 1 et ν > 0. Rao et Kupper [113] ont interprété le para-
mètre ν comme un seuil différentiel de perception entre deux objets par le juge.
ν = 1 correspond à une situation où il n’y a pas d’ex-aequo ce qui entraîne que
la différence entre les deux objets est toujours perceptible par le juge. Il en ré-
sulte donc que θij = θij1(1 − θij2) avec θij1 = (πiπj + νπ2

i )/(νπ2
i + νπ2

j + 2πiπj)
et θij2 = {πiπj(ν2 − 1)}/{(πi + νπj)(πj + νπi)}. On remarque que cette exten-
sion du modèle de Bradley-Terry n’est pas compatible avec l’axiome du choix
de Luce. Dans le but d’avoir un modèle compatible avec l’axiome du choix de
Luce pour les comparaisons par paires, Davidson [39] a proposé plus tard une
autre extension du modèle de Bradley-Terry qui tiendra compte des ex-aequo
dans une épreuve de comparaison par paires comme suit : θij = πi/(πi+πj + cij),
θji = πj/(πi + πj + cij) et θij2 = cij/(πi + πj + cij) avec cij = ν

√
πiπj et ν > 0.

Davidson a interprété le paramètre ν comme un indice de discrimination entre les
objets soumis à l’expérience de comparaison par paire et indépendant de ceux-ci.
On a une discrimination parfaite lorsque ν = 0.
Dans toute la suite, on suppose que le paramètre réel ν est strictement positif.

On rappelle que l’extension du modèle de Babington Smith aux classements
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avec ex-aequo proposée est définie par la distribution de probabilité

p(r; θ) = c(θ)
∏

16i<j6q

{θij1(1−θij2)}I[r(i)<r(j)]{(1−θij1)(1−θij2)}I[r(i)>r(j)]θI[r(i)=r(j)]ij2

où θ = (θij1, θij2)i<j ; i, j∈{1,2,··· ,q} ∈]0, 1[2 et c(θ) la constante de normalisation. Le
paramètre θij1 = p{r(i) < r(j) | r(i) 6= r(j)} désigne la probabilité que l’objet
i ait un rang inférieur à l’objet j dans une épreuve de comparaison par paire
sachant que le juge est capable de discriminer les deux objets. Le paramètre θij2 =
p{r(i) = r(j)} est la probabilité que le juge ne soit pas capable de discriminer les
objets i et j et décide donc que i et j sont ex-aequo.
Cette extension peut encore s’écrire sous la forme suivante,

p(r, θ) = exp
[
−b(θ) +

∑
16i<j6q

I[r(i) < r(j)] log
(

θij1
1− θij1

)
(1.3.1)

+
∑

16i<j6q

I[r(i) = r(j)] log
{

θij2
(1− θij1)(1− θij1)

}]
,

où b(θ) = − log{c(θ)}−∑16i<j6q log{(1− θij1)(1− θij2)} est la constante de nor-
malisation.

En considérant le modèle de Davidson [39] dans l’extension du modèle de
Babington Smith donnée par l’équation (1.3.1), on obtient

p(r, π, ν) ∝ exp
{ ∑

16i<j6q

I[r(i) < r(j)] log
(
πi
πj

)
+

∑
16i<j6q

I[r(i) = r(j)]
2 log

(
ν2 πi
πj

)}
.

(1.3.2)
En effet, la formule de probabilité conditionnelle nous permet d’obtenir les rela-
tions suivantes : θij = p{r(i) < r(j)} = θij1(1 − θij2) et θji = p{r(i) > r(j)} =
(1− θij1)(1− θij2). Par suite, en considérant le modèle de Davidson, il vient que

θij1
1− θij1

= πi
πj
,

et

θij2
(1− θij1)(1− θij2) = ν

√
πi
πj
.
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Comme

∑
16i<j6q

I[r(i) < r(j)] log
(
πi
πj

)
=

q∑
i=1

log(πi)
∑
j 6=i

I[r(i) < r(j)]−
∑

16j<i6q

I[r(i) < r(j)] log(πi)

−
∑

16i<j6q

log(πi) +
∑

16i<j6q

I[r(i) > r(j)] log(πj)

+
∑

16i<j6q

I[r(i) = r(j)] log(πj),

=
q∑
i=1

log(πi)
∑
j 6=i

I[r(i) < r(j)] +
∑

16i<j6q

I[r(i) = r(j)] log(πj)

−
∑

16i<j6q

log(πi) ,

il en résulte

p(r, π, ν) ∝ exp
[ q∑
i=1

log(πi)
∑
j 6=i

{
I[r(i) < r(j)] + 1

2I[r(i) = r(j)]
}]

× exp
{

log(ν)
q∑
i=1

∑
j 6=i

I[r(i) = r(j)]
2

}
,

(1.3.3)

Soit r = {r(j)}j=1,2,...,q un classement de q objets avec ex-aequo et r+ 6 q l’entier
naturel tel que 1 6 r(j) 6 r+, ∀j = 1, 2 · · · , q. On associe au classement avec
ex-aequo r la distribution d’ex-aequo correspondante λr [95] définie parλr =
(λr(1), λr(2), · · · , λr(r+)) avec λr(k) = card{j ; r(j) = k}, ∀k = 1, 2, · · · , r+
(λr(k) est l’effectif du rang k dans le classement r). Il résulte de la définition
de la distribution d’ex-aequo λr associée au classement r que

∀i,
∑
j 6=i

I[r(i) < r(j)] =
r+∑

k=r(i)+1
λr(k) = q −

r(i)∑
k=1

λr(k),

et ∑
j 6=i

I[r(i) = r(j)] = λr{r(i)} − 1.

L’équation (1.3.3) devient alors

p(r, π, ν) ∝ exp
{ q∑
i=1

log(πi)
{
q −

r(i)∑
α=1

λr(α) + λr{r(i)} − 1
2

}

× exp
{

log(ν)
q∑
i=1

λr{r(i)} − 1
2

}
.

(1.3.4)
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On a,
q∑
i=1

λr{r(i)} =
r+∑
k=1

λ2
r(k).

En effet,

λr{r(i)} =
r+∑
k=1

λr(k)I[r(i) = k], par suite

q∑
i=1

λr{r(i)} =
r+∑
k=1

λr(k)
q∑
i=1

I[r(i) = k]

=
r+∑
k=1

λr(k)λr(k)

=
r+∑
k=1

λ2
r(k).

Soit r?(i) = λr{r(i)}+ 1
2 +

r(i)−1∑
α=1

λr(α) avec r?(i) = λr(1) + 1
2 si r(i) = 1,

pour tout classement r avec ex-aequo. Le nombre réel r?(i) désigne ce qu’on
convient d’appeler le rang moyen de l’objet i.
En remarquant que

q −
r(i)∑
α=1

λr(α) + λr{r(i)} − 1
2 = q −

r(i)−1∑
α=1

λr(α)− λr{r(i)}+ 1
2 = q − r?(i),

il vient que

p(r, π, ν) = c(π, ν) exp
[

1
2

{ r+∑
α=1

λ2
r(α)− q

}
log(ν) +

q∑
j=1
{q− r?(j)} log(πj)

]
(1.3.5)

où c(π, ν) =
(∑

s

exp
[

1
2

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)− q

}
log(ν) +

q∑
j=1
{q − s?(j)} log(πj)

])−1

.

À cause de la contrainte d’identifiabilité∑q
i=1 πi = 1 sur les paramètres πj, j =

1, 2, . . . , q, on peut envisager la réparamétrisation définie par θj = log(πj/πq)
pour j = 1, 2, . . . , q et γ = log(ν) avec ν > 0. On a donc θq = 0, ce qui permet
d’avoir un modèle à q paramètres θj pour j = 1, 2, . . . , q− 1 et γ. Les paramètres
πj, j = 1, 2, . . . , q sont alors liés aux paramètres canoniques θj, j = 1, 2, . . . , q du

modèle exponentiel par la relation πj = exp(θj)
/{ q∑

l=1
exp(θl)

}
, j = 1, 2, . . . , q.

On obtient donc une transformation bijective de {π ∈ Rq ; πj > 0,
q∑
j=1

πj =
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1} × {ν ∈ R ; ν > 0} dans {θ ∈ Rq ; θq = 0} × R. On pourra ainsi utiliser
ultérieurement la propriété d’invariance d’un estimateur du maximum de vrai-
semblance.
En vertu de cette reparamétrisation, l’extension du modèle de Mallows-Bradley-
Terry s’écrit donc

p(r, θ, γ) = c(θ, γ) exp
[

1
2

{ r+∑
α=1

λ2
r(α)− q

}
γ +

q∑
j=1
{q − r?(j)}θj

]
(1.3.6)

où c(θ, γ) =
(∑

s

exp
[

1
2

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)− q

}
γ +

q∑
j=1
{q − s?(j)}θj

])−1

.

La famille de lois obtenue est une famille exponentielle de dimension q admettant
pour statistique exhaustive le vecteur ((1/2){∑r+

α=1 λ
2
r(α) − q}, q − r?(j)), j ∈

{1, 2, · · · , q − 1} pour une observation r.
Dans ce qui suit, on s’intéresse à la simulation de la loi p(r, θ, γ), r étant un
classement avec ex-aequo quelconque.

1.3.2 Méthodes de Monte Carlo pour la simulation d’un
échantillon de la loi p(r; θ, γ) r ∈ E et le calcul d’es-
pérance mathématique

Lorsque le nombre d’objets à classer q est petit (e.g., q = 4 ou q = 5) la
simulation d’un échantillon indépendant et identiquement distribué de la dis-
tribution de probabilité p(r, θ, γ) peut se faire en faisant usage de la méthode
d’acceptation-rejet.

Méthode d’acceptation-rejet pour la simulation d’un échantillon iid

La mise en œuvre de cette méthode requiert la détermination d’une fonction
densité g et d’une constante M(θ, γ) telles

∀s ∈ E, p(s; θ, γ)
c(θ, γ) 6 M(θ, γ)g(s).

où E désigne le support de la loi p(s, θ, γ). L’algorithme d’acceptation-rejet dé-
coule du résultat suivant [144, 117] que nous rappelons :

Lemme 1.3.1. -La procédure
1. Génerer t ∼ g(s), u ∼ U [0, 1] ;
2. Accepter r = t si u 6 p(t; θ, γ)/{c(θ, γ)M(θ, γ)g(t)} ;

retourner en 1 sinon.
fournit la réalisation d’une variable aléatoire distribuée suivant la loi p(r; θ, γ).
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La notation U [0, 1] désigne une variable aléatoire distribuée suivant la loi
uniforme sur le segment [0, 1] de l’ensemble des nombres réels R. L’ensemble E
étant l’espace des états (l’ensemble de tous les classements avec ex-aequo pour
un nombre d’objets q à classer), on désigne par |E| le cardinal de E (le nombre
total de classements avec ex-aequo). On sait que le nombre de permutations de q
éléments avec λs(1), λs(2), · · · , λs(s+) répétitions, avec ∑s+

k=1 λs(k) = q, où λs(k)
désigne l’effectif du rang k et s+ le rang maximal est égal à : q!∏s+

k=1{λs(k)}!
. Le

nombre d’éléments de E est donc donné par |E| = ∑q
s+=1[{q!}/∏s+

k=1{λs(k)}!] où
les entiers naturels λs(k) solutions de l’équation ∑s+

k=1 λs(k) = q, pour s+ donné
sont au nombre de Cs+−1

q−1 .

Proposition 1.3.2. Soit l’extension du modèle de Mallows-Bradley-Terry donnée
par

p(r; π, ν) = c(π, ν)ν

1
2

{ r+∑
k=1

λ2
r(k)− q

}
q∏
j=1

π
q−r?(j)
j ,

avec c(π, ν) la constante de normalisation. En considérant la fonction de masse
g égale à la loi uniforme discrète sur E, une valeur possible de la constante M
est donnée par

M(π, ν) =|E|
[
exp

{
(1− q)

2 log ν
}

1]0,1[(ν)

+ exp
{
q(q − 1)

2 log ν
}

1]1,+∞[(ν)
]

×
q∑
j=1

2
q

exp
{
q(q − 1)

2 log πj
}
.

Preuve. En effet, la loi g est définie par la loi uniforme discrète sur E : g(s) =
1/|E|, ∀s. Il s’agit donc de déterminer une constanteM > 1 telle que : p(r; π, ν)/{c(π, ν)g(r)} 6
M(π, ν), ∀r,. On a,

p(r; π, ν)
c(π, ν)g(r) = |E|ν

1
2

{ r+∑
k=1

λ2
r(k)− q

}
q∏
j=1

π
q−r?(j)
j .
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En remarquant que
q∏
j=1

π
q−r?(j)
j = exp

{ q∑
j=1

(q − r?(j)) log πj
}

= exp
{

2
q(q − 1)

q∑
j=1

(q − r?(j))q(q − 1)
2 log πj

}

= exp
[ q∑
j=1

2(q − r?(j))
q(q − 1)

{
q(q − 1)

2 log πj
}]
,

on peut appliquer à bon droit la convexité de la fonction exponentielle sur R.
En effet,
∀j, q − r?(j) > 0 car r?(j) 6 q, ∀j et ∑q

j=1
2(q−r?(j))
q(q−1) = 1.

On obtient ainsi,
q∏
j=1

π
q−r?(j)
j 6

q∑
j=1

2(q − r?(j))
q(q − 1) exp

{
q(q − 1)

2 log πj
}
.

Comme q − r?(j) 6 q − 1, ∀j ∈ {1, 2, · · · , q}, on obtient finalement
q∏
j=1

π
q−r?(j)
j 6

q∑
j=1

2
q

exp
{
q(q − 1)

2 log πj
}
,

∀j ∈ {1, 2, · · · , q}.

Il reste à majorer le terme ν

1
2

{ r+∑
k=1

λ2
r(k)− q

}
, r étant un classement avec ex-

aequo.
On a,

ν

1
2

{ r+∑
k=1

λ2
r(k)− q

}
= exp

[
1
2

{ r+∑
k=1

λ2
r(k)− q

}
log ν

]
.

Supposons que le paramètre strictement positif ν appartient à l’intervalle ]0, 1[ du
corps des nombres réels R. Comme log ν < 0, λr(α) > 1,∀α ∈ {1, 2, · · · , r+}, soit
donc λ2

r(α) > 1,∀α ∈ {1, 2, · · · , r+} et r+ − q > 1− q, les implications suivantes
sont triviales

r+∑
k=1

λ2
r(k) > r+ =⇒

r+∑
k=1

λ2
r(k)− q > r+ − q

=⇒
r+∑
k=1

λ2
r(k)− q > 1− q

=⇒
{ r+∑
k=1

λ2
r(k)− q

}
log ν 6 (1− q) log ν.
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La fonction exponentielle étant une fonction strictement croissante sur l’ensemble
des nombres réels R, on a finalement,

ν

1
2

{ r+∑
k=1

λ2
r(k)− q

}
6 exp

{
(1− q)

2 log ν
}
, ∀r.

Supposons maintenant que le paramètre strictement positif ν appartient à l’inter-
valle ]1,+∞[ de l’ensemble des nombres réels R. Comme log ν > 0 et∑r+

α=1 λ
2
r(α) 6

q2 car λr(α) > 1, ∀r, α, l’implication suivante est immédiate,

r+∑
k=1

λ2
r(k)− q 6 q2 − q =⇒ 1

2

{ r+∑
k=1

λ2
r(k)− q

}
log ν 6

q(q − 1)
2 log ν,

entraînant ainsi, compte tenu de la monotonie strictement croissante de la fonc-
tion exponentielle,

ν

1
2

{ r+∑
k=1

λ2
r(k)− q

}
6 exp

{
q(q − 1)

2 log ν
}
, ∀r.

De ce qui précède, nous avons

ν

1
2

{ r+∑
k=1

λ2
r(k)− q

}
q∏
j=1

π
q−r?(j)
j 6

[
exp

{
(1− q)

2 log ν
}

1]0,1[(ν)

+ exp
{
q(q − 1)

2 log ν
}

1]1,+∞[(ν)
]

×
q∑
j=1

2
q

exp
{
q(q − 1)

2 log πj
}
.

On peut donc poser

M(π, ν) =|E|
[
exp

{
(1− q)

2 log ν
}

1]0,1[(ν)

+ exp
{
q(q − 1)

2 log ν
}

1]1,+∞[(ν)
]

×
q∑
j=1

2
q

exp
{
q(q − 1)

2 log πj
}
.
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On obtient finalement

p(r; π, ν)
c(π, ν)M(π, ν)g(r) =q

2

exp
{ q∑
j=1

(q − r?(j)) log πj
}

q∑
j=1

exp
{
q(q − 1)

2 log πj
}

×
{

exp
[

1
2

{ r+∑
k=1

λ2
r(k)− 1

}
log ν

]
1]0,1[(ν)

+ exp
[

1
2

{ r+∑
k=1

λ2
r(k)− q2

}
log ν

]
1]1,+∞[(ν)

}
.

Échantillonneur de Gibbs généralisé avec sauts reversibles

Le recours à une trajectoire d’une chaîne de Markov est parfois nécessaire
pour le calcul de sommes et d’intégrales intervenant dans certains calculs numé-
riques. La simulation d’une telle trajectoire peut être un moyen pour générer des
réalisations d’une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées. C’est pour cette raison que nous proposons dans cette section un al-
gorithme de Monte Carlo par chaîne de Markov dont la loi stationnaire appartient
à la famille définie par le modèle de Mallows-Bradley-Terry. Plusieurs solutions
peuvent être envisagées.

Comme nous avons à faire à une distribution multivariée, il est naturel de
penser à un échantillonneur de Gibbs. Dans la simulation des classements avec
ex-aequo s = (s(1), s(2), · · · , s(q)) de q objets, les valeurs des entiers entre 1 et
une valeur maximale s+ (avec s+ 6 q) apparaissent au moins une fois dans le
vecteur des classements avec ex-aequo s. Ce qui entraîne que les valeurs pos-
sibles sont seulement les entiers naturels compris entre 1 et s+. Il n’est donc
pas possible de recourir à un algorithme de Gibbs classique. Un algorithme de
Métropolis-Hastings indépendant avec la loi uniforme sur l’ensemble E comme
loi instrumentale pour la simulation du classement proposé pour l’état suivant
est une solution possible. Comme on peut s’y attendre, étant donné la grande
dimension (e.g, q = 20) du support de la loi, la convergence vers la distribution
stationnaire est difficile. On propose donc de recourir à un algorithme MCMC
de Metropolis-Hastings à sauts réversibles [117, 67], pour simuler une trajectoire
d’une chaîne de Markov de distribution stationnaire p(s; θ, γ), s ∈ E.
Dans toute la suite, nous adoptons les définitions suivantes :

Définition 1. On dira qu’un classement s de rang maximal s+ résulte de la scis-
sion d’un rang k du classement r de rang maximal r+ en deux rangs consécutifs
k et k + 1, si :
r+ < q, s+ = r+ +1, {s = k}∪{s = k+1} = {r = k},∀j < k, {s = j} = {r = j}
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et ∀j > k + 1, {s = j + 1} = {r = j} ;

Définition 2. On dira qu’un classement s de rang maximal s+ résulte de la fu-
sion de deux rangs consécutifs k et k+1 du classement r de rang maximal r+, si :
r+ > 1, s+ = r+−1, {s = k} = {r = k}∪{r = k+1},∀j < k, {s = j} = {r = j}
et ∀j > k + 1, {s = j} = {r = j + 1}.

La procédure de Métropolis-Hastings à sauts reversibles envisagée peut être
décrite comme suit :

1. Choisir avec une probabilité τ si le classement qui sera proposé à la transi-
tion suivante sera issu de la fusion de deux rangs consécutifs du classsement
courant r ou de la scission en deux rangs consécutifs d’un rang d’effectif
supérieur à 1. τ = 0 si r+ = 1 et τ = 1 si r+ = q ;

2. Si le classement à proposer doit résulter d’une fusion alors :
(a) choisir un rang a entre 1 et r+−1 avec probabilité 1

r+−1 puis transposer
les rangs a et a+ 1 du classement r précédent ;

(b) choisir un rang k compris entre 1 et r+−1 avec une probabilité 1
r+−1 et

fusionner les rangs k et k+1 du classement issu de l’étape précédente ;
(c) accepter la proposition avec une probabilité d’acceptation de Metropolis-

Hastings.
3. Si le classement à proposer doit résulter d’une scission alors :

(a) choisir un rang k compris entre 1 et r+ avec une probabilité λr(k)−1
q−r+ ;

(b) choisir un effectif l compris entre 1 et λr(k) − 1 avec une probabilité
1

λr(k)−1 ;
(c) choisir un sous-ensemble de {r = k} de taille l avec une probabilité

1
Cl
λr(k)

;

(d) choisir un rang a entre 1 et r+ avec probabilité 1
r+

et transposer les
rangs a et a+ 1 du classement issu de l’étape (c) ;

(e) accepter la proposition issue des étapes précédentes avec une probabi-
lité d’acceptation de Metropolis-Hastings.

On note rk∨(k+1) et rk|l les classements obtenus respectivement à partir de la
fusion des rangs k et k + 1 ou de la scission du rang k en deux sous-ensembles
d’objets de cardinaux respectifs l et λr(k) − l (avec λr(k) > 1) à partir d’un
classement r.
On a :

qf (r, s) =
{ 1

(r+−1)2 si ∃a, ∃k, s = {t(a, a+ 1)r}k∨(k+1)

0 sinon, (1.3.7)
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qd(r, s) =


1
r+

1
(q−r+)

1
Cl
λr(k)

si ∃k, ∃l,∃a, s = t(a, a+ 1)rk|l
0 sinon.

(1.3.8)
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Algorithm 2 Metropolis-Hastings-Green.
Initialiser r : choisir arbitrairement un classement avec ex-aequo r comme état
initial de la chaîne de Markov ;
Début
1. Choisir avec une probabilité τ si la partition de q associée au nouveau clas-
sement s résultera de la fusion de deux éléments de la partition associée à r ou
de la scission en deux parties d’un élément de cette partition.
– si r+ = 1 alors τ = 0 et la stratégie à appliquer est la division ;
– si r+ = q alors τ = 1 et la stratégie à appliquer est la fusion ;
2.Proposition de l’état de transition
(a) En cas de fusion

– (i) choisir un rang a au hasard entre 1 et r+ − 1, transposer les rangs
a et a+ 1 du classement r et noter σ le classement obtenu ;

– (ii) choisir au hasard un entier k entre 1 et r+ − 1 du classement σ et
réunir les ensembles {σ = k} et {σ = k + 1} ;

– (iii) définir l’état final s par

s(j) =


k si σ(j) = k ou σ(j) = k + 1
σ(j) si σ(j) < k
σ(j)− 1 si σ(j) > k + 1

– (iv) accepter s avec la probabilité α(r, s) = min
{

1, p(s ; θ,γ)qd(s,r)
p(r ; θ,γ)qf (r,s)

}
;

(b) En cas de scission
– (i) tirer au hasard un entier k entre 1 et r+ avec probabilité λr(k)−1

q−r+ ;
– (ii) scinder l’ensemble {r = k} en deux sous-ensembles {δ = k} et
{δ = k + 1} de tailles respectives λδ(k) = l et λδ(k + 1) = λr(k)− l ;
définir le classement intermédiaire δ par :

δ(j) =


r(j) si r(j) < k
r(j) + 1 si r(j) > k
k si j ∈ {δ = k}
k + 1 si j ∈ {δ = k + 1}

– (iii) choisir au hasard un rang a entre 1 et δ+−1 (= r+) et permuter les
rangs a et a+ 1 du classement δ et noter s le classement final obtenu ;

– (iv) accepter s avec la probabilité α(r, s) = min
{

1, p(s ; θ,γ)qf (s,r)
p(r ; θ,γ)qd(r,s)

}
;

Fin.
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Le rapport de Métropolis-Hastings-Green dans l’algorithme est défini par les
quantités {p(s ; θ, γ)qd(s, r)}/{p(r ; θ, γ)qf (r, s)} et {p(s ; θ, γ)qf (s, r)}/{p(r ; θ, γ)qd(r, s)}
respectivement dans le cas de la fusion de deux rangs consécutifs k et k + 1 (k ∈
{1, 2, · · · , r+ − 1}) et dans le cas de la division d’un rang k (k ∈ {1, 2, · · · , r+})
du classement courant r.

On se place tout d’abord dans le cas de la fusion : la quantité à calculer
est donc {p(s ; θ, γ)qd(s, r)}/{p(r ; θ, γ)qf (r, s)} que l’on peut décomposer en un
produit de deux facteurs {p(s ; θ, γ)}/{p(r ; θ, γ)} et {qd(s, r)}/{qf (r, s)}.
L’état initial r et l’état final s de la chaîne de Markov sont ainsi définis par
s = {t(a, a+ 1)r}k∨(k+1), où t(a, a+ 1)r = σ désigne la transposition des rangs a
et a+ 1 dans le classement avec ex-aequo r avec a ∈ {1, 2, · · · , r+ − 1}.
On a

p(s; θ, γ)
p(r; θ, γ) = p(s; θ, γ)

p(σ; θ, γ)
p(σ; θ, γ)
p(r; θ, γ) ,

où

p(σ; θ, γ)
p(r; θ, γ) = exp

{
λr(a)

∑
j∈{r=a+1}

θj − λr(a+ 1)
∑

j∈{r=a}
θj

}
. (1.3.9)

et

p(s; θ, γ)
p(σ; θ, γ) = exp

[
γλσ(k)λσ(k + 1)− λσ(k + 1)

2
∑

j∈{σ=k}
θj + λσ(k)

2
∑

j∈{σ=k+1}
θj

]
(1.3.10)

avec s = {t(a, a+ 1)r}k∨(k+1) et σ = t(a, a+ 1)r.
En vertu des équations (1.3.7) et (1.3.8), on obtient

qd(s, r)
qf (r, s)

= (r+ − 1)2

s+(q − s+)Cl
λs(k)

, (1.3.11)

avec l = λσ(k).

On se place maintenant dans le cas de la stratégie de division : la quan-
tité à calculer {p(s ; θ, γ)qf (s, r)}/{p(r ; θ, γ)qd(r, s)} se décompose en un pro-
duit de deux facteurs {p(s ; θ, γ)}/{p(r ; θ, γ)} et {qf (s, r)}/{qd(r, s)}. L’état
initial r et l’état final s de la chaîne de Markov sont ainsi définis par s =
t(a, a + 1)δ, (a ∈ {1, 2, · · · , δ+ − 1}) où δ = rk/l désigne la division du rang
k (k ∈ {1, 2, · · · , r+} et λr(k) > 1) du classement avec ex-aequo r.
On a

p(s; θ, γ)
p(r; θ, γ) = p(s; θ, γ)

p(δ; θ, γ)
p(δ; θ, γ)
p(r; θ, γ) ,

où
p(s; θ, γ)
p(δ; θ, γ) = exp

{
λδ(a)

∑
j∈{δ=a+1}

θj − λδ(a+ 1)
∑

j∈{δ=a}
θj

}
, (1.3.12)
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et
p(δ; θ, γ)
p(r; θ, γ) = exp

[
lγ

(
l − λr(k)

)
+λδ(k + 1)

2
∑

j∈{δ=k}
θj −

λδ(k)
2

∑
j∈{δ=k+1}

θj

]
,

(1.3.13)
avec δ = rk/l.
Les équations (1.3.7) et (1.3.8) permettent d’obtenir

qf (s, r)
qd(r, s)

=
r+(q − r+)Cl

λr(k)

(s+ − 1)2 , (1.3.14)

avec l = λσ(k).
Pour les détails sur les différents calculs, on pourra se reporter à l’annexe A,
section A.2.3.

1.3.3 Estimation des paramètres du modèle de Mallows-
Bradley-Terry par la méthode du maximum de vrai-
semblance

Méthode du maximum de vraisemblance par l’algorithme MM

Dans ce qui suit, l’extension du modèle de Mallows-Bradley-Terry est donnée
par l’équation (5.2.2) que nous rappelons :

p(r, θ, γ) = c(θ, γ) exp
[

1
2

{ r+∑
α=1

λ2
r(α)− q

}
γ +

q∑
j=1

{
q − r?(j)

}
θj

]
,

où c(θ, γ) =
(∑

s

exp
[

1
2

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)− q

}
γ +

q∑
j=1

{
q − s?(j)

}
θj

])−1

.

Étant donné un échantillon de classement avec ex-aequo ri, i ∈ {1, 2, · · · , n}, in-
dépendant et identiquement distribué la log-vraisemblance des paramètres (θ, γ) =
(θ1, θ2, · · · , θq−1, γ) est donnée par

l(θ, γ) =
n∑
i=1

l(θ, γ, ri)

=
q∑
j=1

θj
n∑
i=1
{q − r?i (j)}+ 1

2γ
[
−nq +

n∑
i=1

{ri,+∑
α=1

λ2
ri

(α)
}]

+n log{c(θ, γ)},

avec log{c(θ, γ)} = − log
(∑

s

exp
[

1
2

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)− q

}
γ +

q∑
j=1

{
q − s?(j)

}
θj

])
. Le

vecteur des scores associé à la vraisemblance est donc

∇θ,γl(θ, γ) =
(

n∑
i=1

[
Eθ,γ(l)− r?i (l)

]
,
1
2

n∑
i=1

[ri,+∑
α=1

λ2
ri

(α)− Eθ,γ

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}])
,
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∀l ∈ {1, 2, · · · , q − 1}.
La matrice hessienne ∇2

θ,γl(θ, γ) en (θ, γ) est donnée par ∇2
θ,γl(θ, γ) = −nV ,

où S = (1, 2, · · · , q − 1,−1
2
∑s+
α=1 λ

2
s(α)) et V = Covθ,γ(S) = (vkl)k, l∈{1,2,··· ,q} la

matrice de variance covariance du vecteur aléatoire S dont les termes vkl sont
définis par

vkl =



1
4Varθ,γ

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
si k = l = q

Covθ,γ(l, k) si k, l ∈ {1, 2, · · · , q − 1}

−1
2Covθ,γ

{
k,

s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
si k ∈ {1, 2, · · · , q − 1}, l = q

−1
2Covθ,γ

{
l,

s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
si k = q, l ∈ {1, 2, · · · , q − 1} .

Les différentes raisons évoquées qui justifient et motivent l’utilisation d’un al-
gorithme MM pour l’estimation des paramètres du modèle de Mallows-Bradley-
Terry subsistent encore et se présentent cette fois-ci avec plus d’acuité. En effet,
l’ensemble des classements sans ex-aequo est une partie de l’ensemble des classe-
ments avec ex-aequo. Dans ce qui suit, nous mettons en place un algorithme MM
pour l’estimation des paramètres du modèle.

Fonctions auxiliaires pour l’algorithme MM

La technique que nous utilisons pour déterminer la fonction auxiliaire S(β, β′)
est dûe à Böhning et Lindsay [18, 74].
Proposition 1.3.3. On désigne par K la matrice diagonale d’ordre q dont les
termes diagonaux sont donnés par Kii = 1,∀i ∈ {1, 2, · · · , q − 1} et Kqq = (q+1)

2 .
Soit B la matrice diagonale d’ordre q définie par : B = −n

2 (q− 1)2(3q− 1)K. La
fonction quadratique S{(θ, γ), (θ′, γ′)} de Rq dans R définie par : S{(θ, γ), (θ′, γ′)} =
l(θ′, γ′) +t∇(θ′,γ′)l(θ, γ){(θ, γ)− (θ′, γ′)}+ 1/2t{(θ, γ)− (θ′, γ′)}B{(θ, γ)− (θ′, γ′)}
est une fonction minimisante de la log-vraisemblance l(θ, γ) associée au modèle
au point (θ′, γ′).
L’algorithme MM est défini par la recurrence suivante,
∀l ∈ {1, 2, · · · , q − 1},

θ
(m+1)
l = θ

(m)
l + 2

(q − 1)2(3q − 1)

[
Eθ(m),γ(m)(l)−

1
n

n∑
i=1

r?i (l)
]
,

et

γ(m+1) = γ(m)+ 2
(q − 1)2(3q − 1)(q + 1)

[
1
n

n∑
i=1

{ri,+∑
α=1

λ2
ri

(α)
}
−Eθ(m),γ(m)

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}]
,

où
Eθ,γ(l) =

∑
s

s?(l)p(s, θ, γ), ∀l ∈ {1, 2, · · · , q − 1},
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et
Eθ,γ

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
=
∑
s

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
p(s, θ, γ).

Preuve. En effet,
on rappelle que la matrice hessienne associée à la log-vraisemblance associée au
modèle s’écrit∇2

θ,γl(θ, γ) = −nCovθ,γ(S), où S = (1, 2, · · · , q−1,−1/2{∑s+
α=1 λ

2
s(α)})

et Covθ,γ(S) est la matrice de variance covariance du vecteur aléatoire S. Posons
V = Covθ,γ(S) = (vkl)k, l∈{1,2,··· ,q}, où les termes vkl sont définis par

vkl =



1
4Varθ,γ

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
si k = l = q

Covθ,γ(l, k) si k, l ∈ {1, 2, · · · , q − 1}

−1
2Covθ,γ

{
k,

s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
si k ∈ {1, 2, · · · , q − 1}, l = q

−1
2Covθ,γ

{
l,

s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
si k = q, l ∈ {1, 2, · · · , q − 1} .

En vertu de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :
∀k, l ∈ {1, 2, · · · , q − 1},

|vkl| = |Covθ,γ(l, k)| 6 Var1/2
θ,γ (l)Var1/2

θ,γ (k)
6 (q − 1)2.

On a 1 6 s?(k) 6 q,∀k ∈ {1, 2, · · · , q} et donc Var1/2
θ,γ {s?(k)} 6 q − 1.

∀k ∈ {1, 2, · · · , q − 1}, l = q,

|vkq| =
1
2

∣∣∣∣∣Covθ,γ
{
l,

s+∑
α=1

λ2
s(α)

}∣∣∣∣∣ 6 1
2Var1/2

θ,γ (l)Var1/2
θ,γ

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}

6
1
2(q − 1)(q2 − 1)

6
1
2(q − 1)2(q + 1).

En effet,

λs(α) > 1 =⇒
s+∑
α=1

λ2
s(α) 6

{ s+∑
α=1

λs(α)
}2

=⇒
s+∑
α=1

λ2
s(α) 6 q2,

par suite Var1/2
θ,γ {

∑s+
α=1 λ

2
s(α)} 6 q2 − 1.

∀k = l = q,

|vqq| =
1
4Varθ,γ

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
6

1
4(q2 − 1)2.
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La matrice V étant définie positive, nous avons les inégalités suivantes ∀k, l ∈
{1, 2, · · · , q}, vkk > 0 et v2

kl 6 vkkvll. De plus, la fonction x 7→ x2 étant convexe
sur R, Il en résulte :
∀k, l ∈ {1, 2, · · · , q},∀a ∈ Rq,

taV a 6
q∑

k=1

q∑
l=1
|ak||al||vkl|

6
q∑

k=1

q∑
l=1
|ak||al|v1/2

kk v
1/2
ll

6

( q∑
k=1
|ak|v1/2

kk

)2

6

(q−1∑
k=1
|ak|v1/2

kk + |aq|v1/2
qq

)2

6

{
(q − 1)

q−1∑
k=1
|ak|+

(q2 − 1)
2 |aq|

}2

6 (q − 1)2
{q−1∑
k=1
|ak|+

(q + 1)
2 |aq|

}2

taV a 6
1
2(q − 1)2(3q − 1)

{q−1∑
k=1
|ak|2 + (q + 1)

2 |aq|2
}
.

Par suite, V 6 1
2(q − 1)2(3q − 1)K où K est la matrice diagonale d’ordre

q définie positive dont les termes diagonaux sont donnés par Kii = 1,∀i ∈
{1, 2, · · · , q − 1} et Kqq = (q+1)

2 . Ainsi, la matrice B = −n
2 (q − 1)2(3q − 1)K

est définie négative et donc ∇2
θ,γl(θ, γ)−B est positive. Par conséquent, la fonc-

tion quadratique S{(θ, γ), (θ′, γ′)} = l(θ′, γ′) +t∇(θ′,γ′)l(θ, γ){(θ, γ) − (θ′, γ′)} +
1/2t{(θ, γ)− (θ′, γ′)}B{(θ, γ)− (θ′, γ′)} est une fonction minorante de l(θ, γ) au
point (θ(m), γ(m)). L’algorithme MM procède donc par maximisation de la fonction
quadratique S{(θ, γ), (θ′, γ′)}, donnant ainsi l’algorithme suivant

(θ(m+1), γ(m+1)) = (θ(m), γ(m))−B−1∇(θ(m),γ(m))l(θ, γ)

= (θ(m), γ(m)) + 2
(q − 1)2(3q − 1)K

−1
{

1
n
∇(θ(m),γ(m))l(θ, γ)

}
.



66
Chapitre 1. Modèles de Mallows-Bradley-Terry pour l’analyse

de données de préférence

Proposition 1.3.4. La fonction S(. ; θ′, γ′) de Rq dans R définie par :

S(θ, γ; θ′, γ′) =
n∑
i=1

[
1
2

{ri,+∑
α=1

λ2
ri

(α)− q
}
γ +

q∑
j=1
{q − r?i (j)}θj

]

− n log
(∑

s

exp
[

1
2

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)− q

}
γ′ +

q∑
j=1

{
q − s?(j)

}
θ′j

])

− n

2q(q − 1) exp{q(q − 1)(γ − γ′}
{

Eθ′,γ′

( s+∑
α=1

λ2
s(α)

)
−q
}

− n

q(q − 1)

q∑
j=1

[
q − Eθ′,γ′(j)

]
exp{q(q − 1)(θj − θ′j)}

+ n

2

[
1 + 1

q(q − 1)

{
Eθ′,γ′

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
−q
}]
.

est une fonction auxiliaire de la log-vraisemblance l(θ, γ) associée au modèle au
point (θ′, γ′).
L’algorithme MM correspondant est défini par la recurrence,
∀l ∈ {1, 2, · · · , q − 1},

θ
(m+1)
l = θ

(m)
l + 1

q(q − 1)

[
log
{
q − 1

n

n∑
i=1

r?i (l)
}
− log

{
q − Eθ(m),γ(m)(l)

}]
,

et

γ(m+1) = γ(m) + 1
q(q − 1)

{
log
[

1
n

n∑
i=1

{ri,+∑
α=1

λ2
ri

(α)
}
−q
]
− log

[
Eθ(m),γ(m)

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
−q
]}
,

où
Eθ,γ(l) =

∑
s

s?(l)p(s; θ, γ), ∀l ∈ {1, 2, · · · , q − 1},

et
Eθ,γ

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
=
∑
s

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
p(s; θ, γ).

Preuve. En effet,
La fonction x 7−→ exp(x) étant convexe sur le corps des nombres réels R, on a,

q(s, θ, γ) 6

1
2

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)− q

}
q(q − 1) exp{q(q − 1)(γ − γ′)}

+
q∑
j=1

{
q − s?(j)

}
q(q − 1) exp{q(q − 1)(θj − θ′j)}

+ 1
2

{
1−

s+∑
α=1

λ2
s(α)− q

q(q − 1)

}
. exp{0}.
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En multiplions les deux membres de l’inégalité précédente par p(s, θ′, γ′), puis en
passant à la sommation, on obtient

Q(θ, γ) >− 1
2q(q − 1) exp{q(q − 1)(γ − γ′)}

{
Eθ′,γ′

( s+∑
α=1

λ2
s(α)

)
−q
}

− 1
q(q − 1)

q∑
j=1

[
q − Eθ′,γ′(j)

]
exp{q(q − 1)(θj − θ′j)}

− 1
2

[
1− 1

q(q − 1)

{
Eθ′,γ′

( s+∑
α=1

λ2
s(α)

)
−q
}]
,

entraînant que

log{c(θ, γ)} >− log
(∑

s

exp
[

1
2

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)− q

}
γ′ +

q∑
j=1

{
q − s?(j)

}
θ′j

])

− 1
2q(q − 1) exp{q(q − 1)(γ − γ′)}

{
Eθ′,γ′

( s+∑
α=1

λ2
s(α)

)
−q
}

− 1
q(q − 1)

q∑
j=1

[
q − Eθ′,γ′(j)

]
exp{q(q − 1)(θj − θ′j)}

− 1
2

[
1− 1

q(q − 1)

{
Eθ′,γ′

( s+∑
α=1

λ2
s(α)

)
−q
}]

+1.

Il en résulte que,

l(θ, γ) >
n∑
i=1

[
1
2

{ri,+∑
α=1

λ2
ri

(α)− q
}
γ +

q∑
j=1
{q − r?i (j)}θj

]

− n log
(∑

s

exp
[

1
2

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)− q

}
γ′ +

q∑
j=1

{
q − s?(j)

}
θ′j

])

− n

2q(q − 1) exp{q(q − 1)(γ − γ′)}
{

Eθ′,γ′

( s+∑
α=1

λ2
s(α)

)
−q
}

− n

q(q − 1)

q∑
j=1

[
q − Eθ′,γ′(j)

]
exp{q(q − 1)(θj − θ′j)}

+ n

2

[
1 + 1

q(q − 1)

{
Eθ′,γ′

( s+∑
α=1

λ2
s(α)

)
−q
}]
.

On en déduit qu’une fonction auxiliaire S(θ, γ; θ′, γ′) minorante de la log vrai-
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semblance l(θ, γ) au point (θ′, γ′) peut être proposée

S(θ, γ; θ′, γ′) =
n∑
i=1

[
1
2

{ri,+∑
α=1

λ2
ri

(α)− q
}
γ +

q∑
j=1
{q − r?i (j)}θj

]

− n log
(∑

s

exp
[

1
2

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)− q

}
γ′ +

q∑
j=1

{
q − s?(j)

}
θ′j

])

− n

2q(q − 1) exp{q(q − 1)(γ − γ′)}
{

Eθ′,γ′

( s+∑
α=1

λ2
s(α)

)
−q
}

− n

q(q − 1)

q∑
j=1

{
q − Eθ′,γ′(j)

}
exp{q(q − 1)(θj − θ′j)}

+ n

2

{
1 + 1

q(q − 1)

[
Eθ′,γ′

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
−q
]}
.

Dans la procédure de mise en œuvre pour le calcul des estimations du maxi-
mum de vraisemblance, nous avons considéré la fonction auxiliaire de la proposi-
tion 1.3.4. Dans nos expérimentations, il nous a semblé que le nombre d’itérations
nécessaires à la convergence est plus faible que lorsqu’on considère la fonction
auxilaire donnée à la proposition 1.3.3. Les différentes relations qui définissent les
règles de mise à jour des paramètres nécessitent le calcul des expérances mathé-
matiques (Eθ,γ(l)l∈{1,2,··· ,q−1})
et Eθ,γ{

∑s+
α=1 λ

2
s(α)}. Le calcul de ces expérances mathématiques fait intervenir

un nombre trop élévé de termes lorsque le nombre d’objets à classer q devient très
grand (l’espace d’états devient très grand). Dans ce cas, les expérances mathé-
matiques peuvent être évaluées en faisant recours aux méthodes de Monte Carlo
par chaînes de Markov. Pour de faibles valeurs de q, notamment q = 4 et q = 5,
les espérances mathématiques peuvent être calculées explicitement.

Dans ce qui suit, nous présentons deux exemples d’estimations des paramètres
(θ, γ) pour des valeurs de q égales à 4 et 5.

Expérimentations

Ces exemples sont basés sur des échantillons indépendants et identiquement
distribués de classements avec ex-aequo simulés suivant la loi p(r, θ, γ) pour des
valeurs connues du vecteur des paramètres (θ, γ) en utilisant la méthode d’accep-
tation et rejet sus-décrite. Le critère d’arrêt dans les procédures de mise à jour
des paramètres (θ, γ) est donné par la norme euclidienne du gradient avec une
tolérance de 10−4. L’espace des états E pour un nombre d’objets q à classer est
obtenu grâce à la boîte à outils gtools de l’environnement de calcul scientifique
R.
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Exemple 1 : (q = 4)

Les rangs maximaux s+ possibles sont définis par l’ensemble {1, 2, 3, 4}. Pour
s+ = 1, l’équation ∑s+

k=1 λs(k) = q admet une seule solution λs(1) = 4. On a donc
un seul classement avec ex-aequo possible.
Pour s+ = 2, les solutions de ∑s+

k=1 λs(k) = q sont définis par les couples d’entiers
naturels (1, 3), (3, 1) et (2, 2). Les classements avec ex-aequo possibles sont donc
au nombre de 14. Pour s+ = 3, les solutions de ∑s+

k=1 λs(k) = q sont définis par
les triplets d’entiers naturels (1, 1, 2), (1, 2, 1) et (2, 1, 1). Les classements avec
ex-aequo possibles sont donc au nombre de 36. Enfin pour s+ = 4, les différents
classements sont des permutations de l’ensemble {1, 2, · · · , q}. On a donc 4! = 24
classements possibles. L’ensemble des classements avec ex-aequo correspondant
possèdent donc |E| = 75 éléments. Les résultats présentés ci-après concernent
100 échantillons de tailles respectives 100, 150, 200 et 500 suivant le vecteur
des paramètres théoriques (θ, γ) = (2.0, 1.3, 2.5, 1.2). On peut remarquer que
les précisions sont acceptables dans l’ensemble. Elle s’améliore pour le cas de
l’échantillon de taille 500.

Table 1.3 Moyennes empiriques et erreurs quadratiques empiriques des estima-
tions des paramètres : le vecteur des paramètres théoriques θ = (2.0, 1.3, 2.5) et
γ = 1.2.

Tailles d’échantillon (¯̂
θ, ¯̂γ) EQM

1 100 (2.01, 1.25, 2.48, 1.20) 0.23
2 200 (1.97, 1.26, 2.48, 1.20) 0.12
3 500 (1.96, 1.24, 2.46, 1.19) 0.05

Exemple 2 : (q = 5)

Les rangs maximaux s+ possibles sont définis par l’ensemble {1, 2, 3, 4, 5}. En
procédant de façon analogue à l’exemple précédent, on obtient pour : s+ = 1,
1 classement avec ex-aequo possible ; s+ = 2, 30 classements avec ex-aequo pos-
sibles ; s+ = 3, 150 classements avec ex-aequo possibles ; s+ = 4, 240 classe-
ments avec ex-aequo possibles ; s+ = 3, 120 classements complets possibles. On
a |E| = 541. Nous avons simulé 100 échantillons de tailles respectives 100, 200 et
500 suivant le vecteur des paramètres théoriques (1.13, 1.00, 1.88, 1.18,−0.91). On
peut remarquer que les précisions sont acceptables dans l’ensemble. Elle s’amé-
liore pour le cas de l’échantillon de taille 500.
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Table 1.4 Moyennes empiriques et erreurs quadratiques empiriques des
estimations des paramètres : le vecteur des paramètres théoriques θ =
(1.13, 1.00, 1.88, 1.18) et γ = −0.91.

Tailles d’échantillon (¯̂
θ, ¯̂γ) EQM

1 100 (1.14, 1.04, 1.92, 1.20,−0.92) 0.12
2 200 (1.16, 1.03, 1.92, 1.22,−0.90) 0.08
3 500 (1.15, 1.02, 1.91, 1.20,−0.91) 0.03

1.3.4 Maximum de vraisemblance via méthode de Monte
Carlo par chaîne de Markov

Lorsque le nombre d’objets à classer devient grand, les espérances mathé-
matiques qui interviennent dans la règle de mise à jour de l’algorithme MM ne
peuvent pas être calculées analytiquement. On propose de les approximer en si-
mulant une chaîne de Markov s1, s2, · · · , sN de loi stationnaire p(s, θ, γ), s ∈ E
pour les valeurs courantes du vecteur des paramètres (θ(m), γ(m)).

Méthode de Monte Carlo par chaîne de Markov

Nous rappelons dans ce qui suit, le théorème d’ergodicité et le théorème central
limite donnés dans le cas des classements sans ex-aequos.

Proposition 1.3.5. Soit Q la matrice de transition d’une chaîne de Markov
irréductible et apériodique sur l’ensemble fini E. Il existe une unique mesure sta-
tionnaire p(θ) = (p(s, θ)), s ∈ E. Elle possède les propriétés suivantes :

1.Quelle que soit la loi marginale de s0, la loi de sN converge vers p(θ) quand
N tend vers +∞.

2. EN,θ converge presque sûrement vers Eθ quand N tend vers +∞. De plus,
d’après le théorème centrale limite

√
N(EN,θ − Eθ) est asymtotiquement

gaussien N(0,Σ) d’espérance mathématique 0 et de matrice de variance
covariance Σ.

L’algorithme MM est ainsi défini par,

i. Simuler une trajectoire s1, s2, · · · , sN d’une chaîne de Markov de loi station-
naire p(s, θ, γ), s ∈ E pour les valeurs courantes du vecteur des paramètres
(θ(m), γ(m)).

ii. Calculer l’estimation EN,θ(m),γ(m) de Eθ(m),γ(m) .
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iii. Mettre à jour les composantes θ(m)
l , γm du vecteur des paramètres (θ(m), γ(m))

∀l ∈ {1, 2, · · · , q − 1},

θ
(m+1)
l = θ

(m)
l + 1

q(q − 1)

[
log
{
q − 1

n

n∑
i=1

r?i (l)
}
− log

{
q − EN,θ(m),γ(m)(l)

}]
,

et

γ(m+1) = γ(m)+ 1
q(q − 1)

{
log
[

1
n

n∑
i=1

{ri,+∑
α=1

λ2
ri

(α)
}
−q
]
− log

[
EN,θ(m),γ(m)

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
−q
]}
,

Critère d’arrêt

En raison du bruit induit par l’échantillonnage de Monte Carlo, il n’est pas
raisonnable d’admettre que le gradient ∇N,(θ(m),γ(m))l(θ) convergera exactement
vers 0 comme dans le cas analytique. Ainsi, le critère d’arrêt utilisé dans le cas
présent doit être plus souple que dans le cas analytique. En suivant l’idée de Fle-
gal, Haran et al. [57], un critère d’arrêt basé sur une statistiqueW{(θ(m), γ(m))} =
N t(EN,(θ(m),γ(m)) − E(θ(m),γ(m)))Σ̂−1(EN,(θ(m),γ(m)) − E(θ(m),γ(m))), où Σ̂ est une esti-
mation consistante de la matrice de variance covariance du vecteur EN,(θ(m),γ(m))
peut être proposée. Une telle estimation de la matrice de variance covariance de
l’estimateur EN,(θ(m),γ(m)) de la moyenne empirique peut être obtenue en faisant
recours à la méthode dite Batching [57, 85]. Cette méthode est décrite dans le
lemme [66, 64] qui suit.

Lemme 1.3.6. Soit s1, s2, · · · , sN , l’échantillon de Monte Carlo simulé, de taille
N à une étape m correspondant au vecteur des paramètres (θ(m), γ(m)). Les N
observations de l’échantillon sont divisées en G sous-échantillons d’observations
consécutives appelés groupes, de taille commune b. On suppose dans ce qui suit
que N = Gb. L’estimateur de la moyenne empirique d’un groupe quelconque
g, g ∈ {1, 2, · · · , G} est donné par :

Ȳg =
[

1
b

gb∑
i=(g−1)b+1

{
s?i (l),

si,+∑
α=1

λ2
si

(α)
}]

l=1,2,··· ,q−1
.

L’estimateur de la moyenne empirique (moyenne totale sur tous les G groupes)
est donné par

µ̄N =
[

1
N

N∑
i=1

{
s?i (l),

si,+∑
α=1

λ2
si

(α)
}]

l=1,2,··· ,q−1
= 1
G

G∑
g=1

Ȳg.

On suppose que la taille b de chaque groupe G est suffisamment grande pour que
les estimateurs des moyennes empiriques Ȳg, g ∈ {1, 2, · · · , G} des groupes soient
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indépendants et approximativement gaussiens d’espérance mathématique µ et de
matrice de variance covariance Σ/b. Alors Σ peut être approximée par

Σ̂ = b

G− 1

G∑
g=1

(Ȳg − µ̄N) t(Ȳg − µ̄N).

Proposition 1.3.7. Soit µ = [E(θ(m),γ(m)), l’espérance mathématique de la loi
p(s, θ, γ), s ∈ E. On désigne par W = Σ̂/b = {1/(G − 1)}∑G

g=1(Ȳg − µ̄N)t(Ȳg −
µ̄N) la matrice de variance covariance empirique des vecteurs aléatoires Ȳg, g ∈
{1, 2, · · · , G}. La statistique T 2 = G t(µ̄N − µ)W−1(µ̄N − µ) est une statistique
du T 2 de Hotelling de paramètres q et G− 1 notée T 2(q,G− 1).
Par suite, la statistique

G(G− q)
(G− 1)q

t(µ̄N − µ)W−1(µ̄N − µ),

est asymptotiquement distribuée suivant la loi de Fisher Fq,G−q, à q et G − q
degrés de liberté.

Proposition 1.3.8. En utilisant la méthode Batching décrite par lemme ci-
dessus, on peut proposer le critère d’arrêt suivant, dans l’algorithme MM : On
désigne par W = Σ̂/b = {1/(G − 1)}∑G

g=1(Ȳg − µ̄N)t(Ȳg − µ̄N) la matrice
de variance covariance empirique des vecteurs aléatoires Ȳg, g ∈ {1, 2, · · · , G}.
Soit fq−1,G−q+1 le quantile supérieur d’ordre α pour la loi de Fisher à q − 1
et G − q + 1 degrés de liberté Fq−1,G−q+1. On arrête l’algorithme MM lorsque
G(G−q+1)
(G−1)(q−1)

t(µ̄N − µ)W−1(µ̄N − µ) < fq−1,G−q+1.

Preuve. Posons
µ = [E(θ(m),γ(m)){(l),

∑s+
α=1 λ

2
s(α)}]l∈{1,2,··· ,q−1}, l’espérance mathématique associée

à la distribution de probabilité p(s, θ, γ), s ∈ E. Par définition, le vecteur aléatoire
µ̄N −µ est gaussien de dimension q de moyenne 0 et Σ̂/N est une approximation
de sa matrice de variance covariance. L’estimation de l’erreur de Monte Carlo
commise sur l’estimation de µ, µ̄N , par la méthode Batching est donc Σ̂/N . Les
vecteurs aléatoires Ȳg, g ∈ {1, 2, · · · , G} sont indépendants et asymptotiquement
gaussiens de dimension q d’espérance mathématique µ et de matrice de variance
covariance Σ/b, par suite l’estimateur de la moyennne empirique µ̄N est asympto-
tiquement gaussien de dimension q d’espérance mathématique µ et de matrice de
variance covariance Σ/Gb. De plus, la matrice W = Σ̂/b = {1/(G−1)}∑G

g=1(Ȳg−
µ̄N)t(Ȳg − µ̄N) égale à la matrice de variance covariance empirique des vecteurs
aléatoires Ȳg, g ∈ {1, 2, · · · , G} est asymptotiquement distribuée suivant une dis-
tribution de Wishart de degré de liberté G− 1, W ∼ Wq(Σ̂/b,G− 1) [122]. Il en
résulte que la statistique T 2 = G t(µ̄N − µ)W−1(µ̄N − µ) suit une loi du T 2 de
Hotelling de paramètres q et G− 1 notée T 2(q,G− 1), soit t2 ∼ T 2(q,G− 1).
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Soit Fq,G−q une loi de Fisher à q et G − q degrés de liberté. On a la relation
suivante [122]

T 2(q,G− 1) = (G− 1)q
G− q

Fq,G−q.

On conclut que la statistique

(G− q)
(G− 1)qT

2 = G(G− q)
(G− 1)q

t(µ̄N − µ)W−1(µ̄N − µ),

suit la loi de Fisher Fq,G−q, à q et G − q degrés de liberté. Le critère d’arrêt
proposé dans l’estimation des paramètres est [(G − q)/{(G − 1)q}]T 2 < fq,G−q,
où fq,G−q est le quantile supérieur d’ordre α pour la loi de Fisher à q et G − q
degrés de liberté Fq,G−q.

Dans la méthode de Batching, l’estimation Σ̂ de Σ est consistante lorsque G
et b sont choisis tels que b = [N v] et G = [N/b] [57] avec v ∈ Q.

Expérimentation

Dans cette section, nous discutons de l’estimation des paramètres du modèle
lorsque le nombre d’objets q à classer est respectivement égal à q = 4 et q = 5.
L’estimation des paramètres concerne des échantillons de classements avec ex-
aequo indépendants et identiquement distribués que nous avons simulés via la
méthode MCMC. Chaque échantillon de classements avec ex-aequo d’observa-
tions indépendantes et identiquement distribuées de taille M donnée pour un
vecteur de paramètres (θ, γ) connus est obtenu en simulant M trajectoires indé-
pendantes de loi stationnaire p(s; θ, γ), s ∈ E jusqu’à un certain temps d’arrêt.
Le temps d’arrêt étant la taille de l’échantillon simulé. Les échantillons de Monte
Carlo de taille N donnée pour l’estimation des espérances mathématiques sont
obtenus en soustrayant N observations d’une seule trajectoire. Dans les deux cas,
nous avons simulé la chaîne dans le futur pendant suffisamment longtemps, pour
qu’elle approche sa loi stationnaire. Cette période dite de préchauffage (en an-
glais, Burn-in) permettant à l’algorithme de s’extraire des conditions initiales,
n’est pas prise en compte dans la taille des différents échantillons simulés. Dans
notre cas, la période de préchauffage a été considérée comme fonction de la taille
des objets à classer et fixée à la valeur qβ log(q) où q désigne le nombre d’objets
à classer et β ∈ R.
Dans les deux exemples qui suivent, nous avons simulé 1000 échantillons de clas-
sement avec ex-aequo d’observations indépendantes et identiquement distribuées,
de tailles différentes suivant la loi p(s; θ, γ), s ∈ E, pour des valeurs connues du
vecteur des paramètres. Ensuite ces différents échantillons sont utilisés pour es-
timer les paramètres du modèle. Dans l’estimation du vecteur des paramètres
(θ, γ) du modèle, la taille de l’échantillon de Monte Carlo simulée à chaque étape
de l’algorithme MM est fixée à N = 10000. La période de préchauffage dans la
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simulation des échantillons de Monte Carlo vaut qβlog(q) = 10000 pour q = 4
(β = 6.41) et q = 5 (β = 6.86). Le paramètre de puissance v intervenant dans
le calcul du nombre de groupes G et de la taille commune b des groupes dans
la méthode Batching est fixé à v = 0.5. On en déduit que G = 100 et b = 100.
Pour le critère d’arrêt dans l’estimation des paramètres, nous avons considéré le
quantile supérieur fq,G−q d’ordre α = 0.05 de la loi de Fisher Fq,G−q à q et G− q
degrés de liberté. On obtient ainsi, fq,G−q = 2.47 pour q = 4 et fq,G−q = 2.31
pour q = 5.
Dans le but de vérifier l’hypothèse de la normalité asymptotique d’un estima-
teur du maximum de vraisemblance, nous avons construit le diagramme quantile-
quantile correspondant à chaque composante du vecteur des paramètres estimés.
Cette réprésentation est souvent utilisée pour juger graphiquement de la norma-
lité d’une distribution observée. Rappelons que pour une distribution observée
normale, les points obtenus sont alignés.

Exemple 1 : (q = 4)

Les résultats présentés ci-après (cf. Tableau 1.5) concernent 1000 échantillons
de tailles respectives 100, 200, 500, 800 et 1100. On observe que les estimateurs
associés aux paramètres sont faiblement biaisés. De plus, les précisions des estima-
teurs sont assez bonnes dans l’ensemble et augmentent très légèrement lorsque la
taille des échantillons augmente. Les variances des estimateurs deviennent faibles
lorsque la taille des échantillons augmente.
Les graphiques 1.11, 1.12 et 1.13, 1.14, 1.15 représentent les variations des
quantiles empiriques de la serie statistique des estimations calculées en fonction
des quantiles d’une loi gaussienne centrée réduite. On observe que ces variations
peuvent être ajustées par une droite. Ce résultat suggère que asymptotiquement
les estimations obtenues sont des réalisations d’une loi normale.
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Figure 1.11 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 100 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.
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Figure 1.12 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 200 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.
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Figure 1.13 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 500 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.
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Figure 1.14 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 800 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.
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Figure 1.15 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 1100 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.
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Exemple 2 : (q = 5)

Les résultats présentés ci-après (cf. Tableau 1.6) concernent 1000 échantillons
de tailles respectives 100, 200, 500, 800 et 1100. Les conclusions sont les mêmes
que dans l’exemple 1 précédent.
Les graphiques 1.16, 1.17, 1.18, 1.19 et 1.20 représentent les variations des quan-
tiles empiriques de la serie statistique des estimations calculées en fonction des
quantiles d’une loi gaussienne centrée réduite. On observe que ces variations
peuvent être ajustées par une droite. Ce résultat suggère que asymptotiquement
les estimations obtenues sont des réalisations d’une loi normale.
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Figure 1.16 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 100 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.
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Figure 1.17 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 200 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.
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Figure 1.18 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 500 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.
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Figure 1.19 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 800 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.
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Figure 1.20 Graphes des quantiles pour 1000 échantillons simulés de taille com-
mune 1100 en fonction des quantiles théoriques de la loi normale centrée réduite.

1.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons étendu le modèle de Mallows-Bradley-Terry

pour des classements sans ex-aequo au cas des classements avec ex-aequo en vue
d’analyser les données de classement avec ex-aequo issues des expériences psy-
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chovisuelles relatives à la problématique qui a motivé cette thèse. La question de
l’estimation des paramètres du modèle de Mallows-Bradley-Terry pour l’analyse
des données de classements sans ex-aequo est restée ouverte jusqu’à récemment.
Nous avons proposé un algorithme simple pour le calcul de l’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance lorsque le nombre d’objets à classer est inférieur à 10.
En effet, dans ce cas, l’évaluation numérique de l’espérance mathématique de
la distribution ne pose pas de problèmes parce que la taille de la matrice des
permutations est gérable. Par contre lorsque le nombre d’objets à classer est su-
périeur à 10 l’évaluation du vecteur des espérances mathématiques est obtenu en
recourant à la simulation d’un échantillon de Monte Carlo par chaîne de Markov.
Ceci nous a amené à proposer un algorithme de type Gibbs pour cette simulation.
Nous avons également proposé un algorithme simple pour le calcul de l’estimateur
du maximum de vraisemblance des paramètres du modèle de Mallows-Bradley-
Terry pour classement avec ex-aequo lorsque le nombre d’objets à classer est peu
élevé (inférieur à 6). Dans la situation où le nombre d’objets à classer dépasse 6,
l’évaluation des espérances mathématiques qui interviennent dans l’équation de
vraisemblance est obtenue en faisant recours à la simulation d’un échantillon de
Monte Carlo par chaîne de Markov. Pour réaliser cette tâche nous avons proposé
un algorithme de Métropolis-Hastings à sauts réversibles.



Chapitre 2

Le système visuel humain
(SVH) : du stimulus à la
perception

Depuis très longtemps, l’Homme a tenté de comprendre les phénomènes com-
plexes liés à la perception de la couleur [135]. Ce n’est qu’à la fin du XVIIème siècle
(précisement en 1672), grâce notamment aux travaux de Newton et à son expé-
rience sur la décomposition de la lumière par un prisme, que le concept de couleur
a commencé à prendre forme. La complexité de la perception de la couleur réside
dans le fait que la sensation visuelle couleur résulte d’interactions complexes. Tout
d’abord, il n’y aurait pas de couleur sans lumière. D’un point de vue physique,
la couleur est un attribut qui permet de rendre compte d’un ensemble de pro-
priétés physiques du signal électromagnétique de longueur d’onde comprise entre
380nm − 780nm. Les matériaux sont composés d’objets qui ont la propriété de
réfléchir ou transmettre tout ou partie des rayons lumineux émis par une source.
Les rayons lumineux issus de l’intéraction entre la lumière et la surface de l’objet
forment le stimulus qui va venir exciter les cellules réceptrices de l’œil. En fait,
un matériau n’a pas de couleur intrinsèque : il a la propriété de transformer la
lumière en fonction d’une part de sa nature chimique et d’autre part de son état
physique (état de surface en particulier). L’œil, à son tour, convertit le stimulus
reçu en un signal nerveux qu’il transmet au cerveau. Ce dernier identifie ainsi
l’objet observé et, entre autres sa couleur perçue. La perception humaine de la
couleur est donc la réponse consciente que nous donnons au stimulus reçu par
l’intermédiaire de notre récepteur, l’œil et de notre système d’interprétation, le
cerveau. Ce processus peut être illustré par la figure 2.1.
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Figure 2.1 Perception humaine de la couleur [135]

Ainsi la couleur est liée à des notions d’ordre physique, physiologique et psy-
chologique. La perception de la couleur est le résultat de l’intéraction entre trois
composantes [50] :

– la source lumineuse ;
– l’ensemble des objets de notre univers physique ;
– enfin, l’observateur humain et plus particulièrement son système visuel.

Présentons maintenant le rôle de chacun de ces trois composantes.

2.1 Le stimulus

2.1.1 Caractéristiques et rôle des sources de lumières
La lumière visible peut être considérée comme un flux de particules éner-

gétiques (photons) dénuées de masse qui se propagent sous forme d’ondes élec-
tromagnétiques, dont les radiations se situent dans le domaine 380nm − 780nm
(domaine de stimulation de notre sens de la vue) [132]. Une radiation électroma-
gnétique est caractérisée par sa longueur d’onde λ exprimée en mètres (m).
Le domaine 380nm− 780nm est appelé le domaine du visible. L’énergie de telles
radiations est généralement exprimée en joules (J), la puissance correspondante
en watts (W ) et la quantité d’énergie transmise à une surface en watt par mètre
carré (W.m−2). Une lumière peut être décrite par sa répartition spectrale d’énergie
notée (dans le domaine du visible) I(λ), la quantité d’énergie émise par intervalle
de longueurs d’onde (l’amplitude des intervalles est en général fixé à 1nm) [135]).

Pour qu’un objet soit perçu par l’œil dans un environnement donné, il faut
une source lumineuse qui rayonne de l’énergie dans le spectre visible, i.e. des
radiations dont la longueur d’onde λ est comprise entre 380 et 780nm [50]. La lu-
mière émise a des caractéristiques spectrales variables selon qu’elle provient d’une
source naturelle (soleil) ou artificielle comme les lampes à filament de tungstène
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(rayonnement d’un corps incandescent) ou les lampes à décharge et tubes fluo-
rescents (rayonnement de luminescence) [50].

Les caractéristiques du rayonnement émis par interaction entre lumière et
matière résultent non seulement des propriétés de la matière mais également des
caractéristiques du rayonnement incident : éclairé par une lampe à incandescence,
un objet coloré aura un aspect qui pourra se rapproche de celui donné par l’éclai-
rage du jour, avec néanmoins quelques différences. La couleur perçue d’un visage
n’est pas la même pour ces deux types de sources (lumière solaire et lampe à
incandescence), émettant pourtant toutes deux de la lumière dite blanche 1 mais
selon des modalités spectrales différentes. Les surfaces qui, en lumière blanche,
renvoient un stimulus de couleur donnée, produisent une impression colorée très
différente lorsqu’elles sont éclairées, par exemple, par une lampe à vapeur de
mercure ou en lumière jaune type sodium [50].

Certaines sources lumineuses correspondant à des conditions d’observations
courantes ont été normalisées par la CIE 2 sous le nom d’illuminants 3 : le but
était d’harmoniser les techniques d’observation et de mesure des couleurs. Les
travaux de la CIE constituent la base de la colorimétrie, science qui permet de
définir, de cataloguer et de mesurer les couleurs [135].
Selon cette recommandation, un illuminant normalisé est caractérisé par sa répar-
tition spectrale relative d’énergie. Il s’agit d’une normalisation à 1 ou à 100 de la
répartition spectrale d’énergie. Cette normalisation s’effectue en général par rap-
port à la longueur d’onde λ = 560nm. Notons que la répartition spectrale relative
d’énergie est sans unité. Donnons ici quelques uns des illuminants normalisés par
la CIE [135] (cf. Figure 2.2) :

– illuminant A : lumière émise par un corps noir porté à la température de
2856K (kelvin). il correspond à une source de lumière équivalente à une
lampe à filament de tungstène de 500W ;

– illuminant B : correspond à une source de lumière équivalente à la lumière
du soleil à midi (cet illuminant n’est plus utilisé depuis 1986 [135]) ;

– illuminant C : correspond à une source de lumière dont le niveau d’illumi-
nation est équivalent à celui du soleil ;

– illuminant D65 : appartient à la famille des illuminants D de type lumière
du jour. Il correspond à la moyenne des lumières durant la journée, sa

1. L’œil considère comme blanche, toute lumière pas trop colorée, au bout d’un certain
temps d’adaptation à cette lumière [50].

2. Commission internationale de l’éclairage fondée en 1913. Son but, selon un extrait : la
commission a pour objet d’étudier toutes les questions ayant trait à l’industrie de l’éclairage et
aux sciences qui s’y rapportent etc

3. La CIE fait une distinction entre illuminant et source [135] : « le terme « source » se
réfère à un objet physique qui émet de la lumière, tel une lampe ou le soleil et le ciel. Le terme
« illuminant » se réfère à une répartition spectrale d’énergie particulière, non nécessairement
fournie directement par une source ni obligatoirement réalisable à l’aide d’une source. La re-
commandation actuelle définit en priorité des illuminants par une répartition spectrale relative
d’énergie puis elle définit les sources. »
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température de couleur 4 est de 6500K ;
– Illuminant E : lumière d’énergie constante (ou d’égale énergie). Il est aussi
appelé source équi-énergétique mais ne correspond à aucune source réelle
et ne présente qu’un intérêt théorique.

Notons que cette liste est loin d’être exhaustive.

Figure 2.2 Principaux illuminants standards de la CIE (E désignant la réparti-
tion spectrale relative d’énergie) [54].

2.1.2 Interaction lumière-matière

Pour une surface, l’apparence colorée résulte de l’interaction entre la lumière
incidente et la surface exposée de l’objet. Lors de l’interaction lumière-matière,
différents phénomènes liés à un changement des caractéristiques optiques de la
lumière sont mis en jeu :

– phénomènes de transfert non dissipatifs (diffusion et interférence) ;
– phénomènes induisant des échanges d’énergie entre lumière et matière (ab-
sorption).

4. Autre caractéristique d’un illuminant ou d’une source lumineuse. C’est la température
à laquelle il faudrait porter un corps noir pour obtenir une répartition spectrale d’énergie
identique à celle de la source [135].
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Figure 2.3 Interaction entre une lumière incidente et la matière.

On a (cf. Figure 2.3) :
– le rayonnement incident éclaire l’objet. Il provient d’une source lumi-
neuse dont une caractéristique principale est sa repartition spectrale d’éner-
gie ;

– le rayonnement transmis : c’est la part du rayonnement lumineux pas-
sant à travers l’objet. Dans le cas d’un objet totalement opaque, il n’y a
pas de transmission ;

– le rayonnement absorbé : c’est la part d’énergie absorbée par l’objet et
généralement transformée en chaleur ;

– le rayonnement réémis par l’objet qui peut se décomposer en deux com-
posantes [51] :
– la composante diffuse : elle correspond à la réflexion de type lambertien ,
l’énergie est réémise également dans toutes les directions. Cette réflexion
contient l’information liée à la couleur de l’objet ;

– la composante spéculaire : cette composante est principalement renvoyée
symétriquement par rapport à la normale à la surface.

Comme c’est le cas en colorimétrie de surface, on ne s’intéressera qu’au rayonne-
ment réfléchi par les surfaces, en supposant, généralement que l’objet est opaque [51].
Ainsi, il est donc caractérisé par sa réflectance spectrale R(λ) 5. Soit I(λ) la ré-
partition spectrale de la source lumineuse.
On appelle stimulus S(λ), le signal résultant du produit du spectre de la source
lumineuse I(λ) avec la réflectance spectrale R(λ) du matériau : c’est lui qui vient
interagir avec les photorécepteurs du système visuel ou tout autre capteur [132].
On a donc :

S(λ) = I(λ)×R(λ) (2.1.1)
Il est important de noter que la couleur perçue dépend non seulement des ca-
ractéristiques intrinsèques du matériau mais aussi de la géométrie d’éclairage et

5. Rapport en pourcentage des intensités de lumière réfléchie et incidente. Il ne dépend ni
de la source ni de l’observateur.
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d’observation [132].

2.2 Traitement de l’information : anatomie et
physiologie du système visuel humain

Figure 2.4 Système visuel humain [143].

2.2.1 L’œil humain
L’œil humain (cf. Figure 2.5) est un système optique qui focalise un stimulus

lumineux sur une zone photosensible, la rétine. Les principaux éléments en jeu
dans cette opération sont les suivants [135, 139, 94] :

– la cornée : couche translucide située sur la face avant de l’œil dont le but
est de protéger l’avant du globe oculaire ; elle est chargée de concentrer les
rayons lumineux : c’est une première lentille sur le trajet de la lumière. La
réfraction oculaire résulte de l’action de la cornée et du cristallin ;

– l’iris : membrane colorée qui fonctionne comme un diaphragme en contrôlant
la quantité de lumière qui pénètre dans l’œil. Son ouverture centrale, la
pupille est plus ou moins importante pour laisser passer plus ou moins de
lumière ;
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Figure 2.5 Coupe de l’œil humain [135].

– le cristallin : est une seconde lentille biconvexe molle qui permet de focaliser
le stimulus. Grâce à sa capacité à modifier sa courbure. Il nous permet
d’avoir une vision nette de ce que nous observons de près : ce phénomène
est appelé accomodation par modulation de la forme du cristallin ;

– le corps vitré est un liquide continuellement sécrété et absorbé, dont le rôle
est d’assurer la structure autonome de l’œil.

La lumière pénètre dans l’oeil au niveau de la cornée. En fonction de l’intensité lu-
mineuse reçue, l’iris réduit ou agrandit la pupille, agissant comme un diaphragme.
Le cristallin, seconde lentille rencontrée, est chargé de la mise au point de l’image
sur la rétine. Après avoir traversé, le corps vitré, la lumière arrive sur la rétine et
la traverse jusqu’aux neuronnes photorecepteurs qui convertissent l’énergie lumi-
neuse en un signal neurochimique (absorption de l’énergie lumineuse par des pho-
topigments situés dans ces cellules) : c’est la transduction. Les informations sont
ensuite transmises sous forme de signal nerveux par le nerf optique au cerveau.
Cette transmission s’accompagne d’un traitement de l’information. Le cerveau
ne reçoit pas l’information sous la forme d’une simple cartographie résultant du
travail des neuronnes photorecepteurs.
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2.2.2 Le rôle de la rétine

Figure 2.6 La rétine [143].

On rappelle que le premier traitement de l’information lumineuse a lieu au
niveau de la rétine : on parle de pré-traitement de l’information lumineuse. Dans
la rétine, le pré-traitement de l’information lumineuse est effectué par différentes
couches de cellules (cf. Figure 2.6). Sur une épaisseur de 120 à 500 µm, on trouve
successivement [94] :

– différentes cellules photo-réceptrices : les cônes et les bâtonnets ;
– les cellules bipolaires : reliées à un ou plusieurs récepteurs ;
– les cellules ganglionnaires : reliées à une ou plusieurs cellules bipolaires.

À ces connections radiales se superpose une organisation tangentielle constituée :
– de cellules horizontales établissant la connection entre plusieurs photoré-
cepteurs et plusieurs cellules bipolaires ;

– de cellules amacrines établissant la connection entre cellules bipolaires et
cellules ganglionnaires.

La lumière doit passer à travers les vaisseaux sanguins et plusieurs couches de
cellules nerveuses avant d’atteindre la couche des photorécepteurs. L’informa-
tion est alors traitée et transmise selon un parcours vertical (cellules bipolaires
et cellules ganglionnaires). Les axones des cellules ganglionnaires constituent les
fibres du nerf optique. Ce circuit direct est complété par un circuit indirect al-
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ternatif via les cellules horizontales ou les cellules amacrines. Le nerf optique est
constitué des axones des cellules ganglionnaires et permet la transmission des
informations visuelles, après pré-traitement par la rétine, vers le cortex visuel.
Ces axones convergent tous vers le même point de la rétine d’où part le nerf
optique. Ce point est appelé " tâche aveugle". Cette région ne comporte pas de
photorécepteurs et est donc aveugle : ainsi, l’image formée au niveau de la rétine
est incomplète. Mais pourquoi ne voit -on pas ce trou même lorsqu’on ferme un
oeil ?
Sans que nous en soyons conscients, notre œil effectue des microsaccades et par-
court ainsi le champ visuel (partie de l’environnement visuel perçue par les deux
yeux), sans même que nous en ayons conscience. L ’intégration temporelle du si-
gnal visuel nous permet de ne pas percevoir cette tâche aveugle. La transmission
du signal nerveux dans le système visuel humain se fait de façon à préserver la
correspondance entre l’image rétinienne initiale et ses projections sur le cortex
cérébral. Le signal lumineux capturé est transmis à travers les différentes couches
cellulaires de la rétine selon un mode convergent : alors que l’on dénombre plus de
120 millions de cellules photoréceptrices, le nerf optique ne contient que 8.5 mil-
lions d’axones.

Essayons maintenant de regarder de façon plus précise le mode de fonctionne-
ment de la rétine en détaillant la fonction de chaque type de cellules nerveuses.

Les récepteurs ou cellules photoreceptrices

Figure 2.7 Cellules photo-réceptrices : cônes et bâtonnets [143].
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Figure 2.8 Répartition des cônes et des bâtonnets sur la rétine. L’axe horizontal
représente le degré d’excentricité rétinienne par rapport à la fovéa [143].

Figure 2.9 Courbes de sensibilité spectrale des trois types de cônes [83].

Dans tous les photorécepteurs, on distingue [7] :
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– un segment externe, de forme cylindrique ou conique selon le type de ré-
cepteurs. Il contient les pigments photosensibles ui réagissent à la lumière ;

– un segment interne qui prolonge le segment externe dont il est séparé par
un léger étranglement ;

– un noyau cellulaire, plus ou moins distinct du segment interne ;
– Un prolongement de type axonal se terminant par un élargissement en forme
de pied pour les cônes et de sphérule pour les bâtonnets. C’est là que s’éta-
blissent les contacts synaptiques avec les cellules bipolaires et horizontales.

Il existe deux types de récepteurs rétiniens : les bâtonnets et les cônes (cf. Fi-
gure 2.7). Les cônes fovéaux sont fins et allongés (diagramme 1 µm pour 75 µm
de long). Ils deviennent de plus en plus trapus et courts vers la périphérie de la
rétine. Les bâtonnets ont une forme relativement constante sur toute la rétine
(diagramme 1 µm pour 60 µm de long). Ces cellules nerveuses se différencient
non seulement par leur forme et églement par la présence de photopigments diffé-
rents localisés dans leur segment externe. On distingue deux types de pigments :

– la rhodopsine : présente dans les bâtonnets (donnant la couleur pourpre de
la rétine) ;

– l’iodopsine : présente dans les cônes selon trois catégories différentes : cya-
nolabe 420 nm (sensible au bleu) ; chlorolabe 535 nm (sensible au vert) ;
et érythrolabe 570 nm (sensible au jaune-rouge).

Les cônes, au nombre de 5 millions, sont principalement situés dans la fovéa
(région au centre de la rétine proche de l’axe visuel et où l’acuité visuelle est à
son maximum) à une densité de l’ordre de 200000 mm2 (cf. Figure 2.8). C’est
la présence de trois formes différentes d’opsines qui permet la vision couleur. Ils
sont activés à partir d’une centaine de photons incidents : ils répondent donc
en situation diurne. à une luminosité intense. Reliés à une seule cellule bipolaire
et une seule cellule ganglionnaire, ils assurent une précision optique maximale
et une capacité à distinguer les détails. C’est pourquoi, lorsque l’on cherche une
bonne précision, on regarde un objet devant nous et non pas sur les côtés. Il
existe trois types de cônes sensibles au rouge, au vert et au bleu. D’un point de
vue perceptuelle, le vert est perçu plus fortement que le rouge, lui même plus
fortement que le bleu [94]. Ainsi, les cônes sont les photo-récepteurs spécialisés
impliqués dans la perception des couleurs et assurant une forte acuité visuelle.
Les bâtonnets, plus nombreux que les cônes (120 millions) sont principalement
situés en périphérie de la rétine. Leur répartition n’est pas homogène. Ils ne
possèdent qu’un seul type de pigment ; ils sont donc incapables de différencier
plusieurs teintes. Par contre, ils sont activés dès la réception d’un photon : ils
sont donc plus sensibles en lumière faible. Ils servent principalement à la vision
nocturne. Ils sont généralemnt reliés à plusieurs cellules bipolaires. Le fait que les
cellules « collectent » les réponses de plusieurs photorécepteurs permet d’accroître
la sensibilité à la lumière ; par contre cela entraîne une diminution de l’acuité. Les
cônes et les bâtonnets sont donc complémentaires : les premiers permettent une
vision diurne couleur et précise. Les secondes permettent une vision en niveaux



100
Chapitre 2. Le système visuel humain (SVH) : du stimulus à la

perception

de gris moins précise dans des conditions d’éclairage faible.

Les cellules bipolaires

Les cellules bipolaires (ou « deux pôles ») tiennent leur nom de leur forme ;
elles sont l’intermédiaire obligé entre les photorécepteurs et les cellules ganglion-
naires. Ces cellules sont reliées à un seul récepteur (dans la fovéa) ou à un groupe
de récepteurs (en périphérie de la rétine) [94].

Les cellules horizontales

Ces cellules assurent une connexion indirecte entre photorécepteurs et cel-
lules bipolaires. Elles permettent une modulation du signal transmis directement
depuis les photorécepteurs. Elles connectent plusieurs photorécepteurs et sont
connectées entre elles par l’intermédiaire de synapses électriques, de ce fait, leur
champ récepteur est bien plus large que celui des photorécepteurs ; cela répond
à la notion d’économie, un principe souvent rencontré dans les systèmes biolo-
giques [69]. Cette architecture permet un lissage de l’information transmise par
les cônes. Ainsi les cellules horizontales porteraient une information de luminance
locale moyenne qui rentrerait en jeu dans l’adaptation du photorécepteur à la lu-
minance.

Les cellules amacrines

Ces cellules sont en contact avec les cellules bipolaires et les cellules ganglion-
naires. Les amacrines, dont plus de vingt-cinq types différents ont été recensés
chez l’homme [69], sont impliquées dans les mécanismes de modulation de gain
de la réponse des bipolaires et des ganglionnaires ; elles sont également impliquées
dans l’adaptation des champs récepteurs des cellules ganglionnaires en fonction
de l’intensité moyenne et par conséquent du rapport signal sur bruit et enfin, cer-
taines jouent un rôle dans la détection du mouvement de points lumineux [94, 69].

Les cellules ganglionnaires : inhibition latérale

La dernière couche nerveuse de la rétine, « l’étage de sortie » vers les centres
de traitements corticaux, est composée d’environ 1.5 millions de cellules gan-
glionnaires [69], à peu près 85 fois moins nombreuses que les photorécepteurs.
Ces neuronnes sont reliés directement aux cellules bipolaires et leurs axones se
rejoignent pour former le nerf optique. Elles sont réliées à une seule cellule bipo-
laire dans la fovéa et à plusieurs cellules bipolaires en périphérie de la rétine. La
notion de champ récepteur permet d’expliquer les modalités de la convergence des
informations transmises : le champ récepteur d’un neurone donné correspond à la
surface sensible par laquelle un stimulus va affecter son activité. Ainsi, les champs
récepteurs des cellules bipolaires et ganglionnaires de la rétine correspondent à
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la portion du champ visuel pour laquelle des photorécepteurs sont en liaison (via
les cellules horizontales et amacrines) directe ou indirecte avec ces cellules.
Il y a opposition entre les effets des liaisons qu’un neurone a avec ses récepteurs
sensoriels directs ou indirects :

– si les liaisons directes sont excitatrices alors les liaisons indirectes sont in-
hibitrices ;

– si les liaisons directes sont inhibitrices alors les liaisons indirectes sont ex-
citatrices.

Les cellules bipolaires et ganglionnaires ont des champs récepteurs circulaires
comprenant deux zones concentriques à activités antagonistes :

– il existe des cellules à centre "ON" : le centre (liaisons directes) est excitateur
et la périphérie (liaisons indirectes) est inhibitrice ;

– il existe des cellules à centre "OFF" : le centre est inhibiteur et la périphérie
excitatrice.

Lorsque le champ récepteur d’un neurone est stimulé sur toute sa surface, il y a
inhibition latérale et le neurone ne répond pas. Dans le cas d’un champ récepteur
à centre "ON", l’application d’un stimulus localisé en son centre produira une
réponse neuronale. Si le champ récepteur est à centre "OFF" c’est un localisé
dans sa périphérie qui provoquera une réponse. Ce sont donc des informations
sur les contrastes qui sont transmises.

Les cellules ganglionnaires se répartissent aussi en deux grandes catégories [94,
41] 6 : les cellules ganglionnaires de type M (magno) ou Y et les cellules ganglion-
naires de type P (parvo) ou X. Comparativement aux cellules P, [94]les cellules
M que l’on trouve en périphérie de la rétine, présentent un corps cellulaire et
un axone plus gros, comportent des champs récepteurs plus grands, ont une plus
grande rapidité de conduction nerveuse et manifestent une plus grande sensibilité
aux contrastes lumineux [41].
Les cellules P que l’on trouve dans la fovéa [94, 41], forment quant à elles près
du quart du nerf optique. Elles se distinguent aussi des cellules M par le fait
que certaines d’entre elles réagissent à des régions restreintes du spectre chroma-
tique, se distinguant des cônes, qui ne sont sensibles qu’à des régions plus larges.
Chaque cellule P répond à deux couleurs, mais ses réactions sont de type antago-
niste [41]. Elle reçoit d’un type de cône des connexions excitatrices qu’on indique
par le signe (+) et d’un autre type, des connexions inhibitrices indiquées par
le signe (−). Les quatre catégories d’antagonisme qu’elles présentent sont celles
de type (rouge+,vert−), (vert+,rouge−), (bleu+,jaune−), (jaune+,bleu−) [41].
Nous verrons plus tard, que l’interaction entre les trois catégories de cônes et
les quatre catégories de réponses antagonistes aux couleurs constitue la seconde
étape du traitement de l’information chromatique par le système visuel.
La capacité de résolution spatiale du système visuel humain est déterminée par

6. Une troisième catégorie, appelée « konio », a été distinguée chez le singe marmoset. ses
caractéristiques étant mal connues chez l’humain, nous ne considérons ici que deux [41].
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le diamètre des champs récepteurs et non pas par celui des photorécepteurs [41].
Malgré leur situation en troisième ligne, les cellules ganglionnaires sont vérita-
blement les unités réceptrices de la rétine [41]. Les champs récepteurs de la fovéa
ont environ 0.01 mm de diamètre. En périphérie de la rétine, les champs peuvent
être 50 fois plus larges, atteignant 0.5 mm.
Les cellules ganglionnaires utilisent les champs récepteurs pour accentuer les
contrastes et créer ainsi des contours soulignant les différences de luminosité.
Comme nous l’avons dit plus haut, les champs récepteurs des cellules ganglion-
naires de la rétine varient en grandeur. Les cellules ayant des champs de même
grandeur se regroupent pour créer une représentation à une échelle donnée. Plu-
sieurs échelles de représentation coexistent.

2.2.3 La transmission : de la rétine au cerveau
De la rétine au cortex visuel (les voies visuelles)

Nous avons dit précedemment que le nerf optique est chargé de diffuser les
informations visuelles, après prétraitement par la rétine vers le cortex visuel. Le
nerf optique comporte deux branches principales :

– Une première branche qui rejoint le corps genouillé latéral (de l’hémisphère
droit ou gauche selon qu’il s’agit respectivement de l’oeil droit ou gauche).
Les axones des cellules conio aboutissent quant à eux sur la partie ven-
trale de chaque couche du corps génouillé latéral. Les axones des cellules
ganglionnaires de types M et P aboutissent dans des couches distinctes du
corps genouillé latéral (organisé en six couches) :
– les couches magnocellulaires pour les cellules de types M (couches 1 et

2) ;
– les couches parvocellulaires pour les cellules de type P (couche 3, 4 et 5).

– Une seconde branche qui réjoint le colliculus supérieur ou tectum de l’hé-
misphère droit s’il s’agit de l’oeil gauche ou l’hémisphère gauche s’il s’agit
de l’oeil droit.

Du corps genouillé latéral (hémisphère gauche ou droit) partent des fibres qui
se projettent sur le cortex occipital i.e. sur le lobe occipital du cortex. Ainsi, le
système constitué par les projections de la rétine sur le corps genouillé latéral du
thalamus passant par le cortex strié puis sur le cortex visuel est appelé système
géniculostrié et celui constitué par les projections de la rétine sur le colliculus
supérieur passant par le pulvinar, puis sur le cortex visuel est appelé système
tectopulvinarien.

Anatomie du cerveau

Le cerveau est constitué de deux hémisphères : hémisphère gauche et hémi-
sphère droit. Il se situe dans la tête et baigne dans le liquide céphalo-rachidien
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(LCR), dans la boîte crânienne. Le cerveau est composé d’une partie centrale de
matière blanche (ce sont les fibres ou autoroutes de transmission) ainsi que d’une
écorce cérébrale (cortex), composée de matière grise en périphérie où sont situés
les neurones responsables des traitements de l’information. Des sillons principaux
délimitent des parties du cortex en lobes : le lobe frontal, le lobe pariétal,le lobe
temporal, le lobe occipital. Le lobe occipital est celui qui se situe le plus loin
des yeux, et pourtant, c’est dans ce lobe que se situe le cortex visuel et ses 538
millions de cellules chargées des traitements de l’information visuelle.

Le cortex visuel

Le cortex visuel est situé dans le lobe occipital du cortex. Il est divisé en
plusieurs aires visuelles auxquelles sont associées différentes tâches de vision. Dif-
férentes nomenclatures existent, on peut néanmoins citer la dénomination V 1,
V 3, V 4 et V 5 ou MT . L’aire V 1 est l’aire primaire, organisée en colonnes per-
pendiculaires à la surface. Les aires supérieures sont moins bien connues. On peut
dire cependant que l’aire V 3 est dédiée à la reconnaissance de formes, l’aire V 4
à la couleur et l’aire V 5 au mouvement.

2.3 Conclusion
Comme nous venons de le voir, le signal lumineux subit un traitement com-

plexe selon plusieurs voies parallèles dans le système visuel humain. La rétine
est la première structure impliquée dans le traitement de l’information visuelle.
Elle se compose de capteurs qui transforment l’intensité et la chrominance de
la lumière incidente en un ensemble de signaux nerveux. Elle effectue les pre-
miers traitements de l’information visuelle. La dernière couche de cellules de la
rétine, les cellules ganglionnaires véhiculent par le nerf optique l’information au
cortex visuel primaire, via les corps genouillés latéraux. Arrivée dans le cortex
visuel, l’information est transmise à différents centres de traitement corticaux en
plusieurs étapes (confère, organisation en couches du cortex visuel). De plus, à
mesure que l’on progresse dans la « hiérarchie » des aires visuelles, on observe
une augmentation de la taille des champs récepteurs et les cellules deviennent
sensibles à des stimuli de complexité croissante.
Il est important de noter que l’œil de chaque être humain peut présenter des
anomalies différentes (anomalies acquises ou congénitales), ce qui engendre des
différences de perception de la couleur entre individus.

Le cerveau constitue le système d’interprétation de l’information visuelle chez
l’homme. Ainsi la perception humaine de la couleur de chaque être humain dé-
pend, d’une part des modalités de transmission nerveuse de l’information couleur
contenue dans le stimulus perçu (aspect physique et physiologique) et, d’autre
part de la façon dont ce signal nerveux va être interprété. Les mécanismes neu-
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rophysiologiques liés à cette interprétation sont relativement complexes et encore
mal connus. Cependant, nous savons que notre interprétation d’un signal couleur
dépend aussi d’aspects psychologiques et plus préciséments de notre connaissance
a priori de notre environnement ainsi que de l’apprentissage que nous avons reçu
des couleurs que nous percevons. En effet, dès notre plus jeune âge, nous per-
cevons et apprenons les couleurs en les nommant. Cet apprentissage peut être
différent selon les individus et les cultures. Par exemple, ce qui est violet pour
l’un sera mauve pour l’autre. De même nous pouvons parfaitement identifier la
couleur d’un objet quelques soient les conditions d’éclairage si nous connaissons
a priori sa couleur. Dans les deux cas, le cerveau interprète et corrige les in-
formations qu’il réçoit de l’œil en fonction de la connaissance qu’il a acquise
antérieurement. Ce phénomène d’adaptation est appelé adaptation du système
visuel humain à un changement d’illuminant. Plus généralement, la perception
résulte d’une interprétation du signal capturé dépendant à la fois des capacités
physiologiques du système visuel humain et des capacités cognitives du sujet. Nos
connaissances sur le système visuel sont donc considérables mais ne suffisent pas
à expliquer complètement les mécanismes intimes de la perception visuelle. Les
travaux sur la rétine et sur le cortex visuel se poursuivent et apportent chaque
jour des nouveautés qu’il faut ensuite tenter d’intégrer dans des hypothèses de
fonctionnement.

Nous avons vu que notre perception de la couleur est subjective c’est à dire
dépendante non seulement des propriétés physiques du stimulus mais aussi du
fonctionnement du système visuel humain. Pourtant dans de nombreux domaines
d’applications, il est nécessaire de l’évaluer de manière reproductible. C’est dans
cette problématique que s’inscrit la colorimétrie, science de la mesure de la cou-
leur.

2.4 Mesure de la couleur
Comme toute science, la colorimétrie obéit à des lois que de nombreux cher-

cheurs ont contribué et continuent encore à établir et qui sont normalisées par la
CIE. Son objectif est de modéliser le comportement d’un observateur standard
soumis à un stimulus lumineux produit dans des conditions standard.

2.4.1 Principe de Trichromie
La perception humaine de la couleur (approche subjective) est caractérisée

par son aspect tridimensionnel. Face à un stimulus uniforme (non texturé), un
observateur humain décrira la sensation produite à l’aide de trois attributs :

– la luminance ;
– la tonalité (nom donné à la couleur) ;
– la saturation.
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Tonalité et saturation sont deux attributs liés permettant d’exprimer les carac-
téristiques chromatiques du stimulus.
La luminance exprimée en cd.m2 permet de quantifier la luminosité.
Les travaux de Young du tout début du XIXème siècle (vers 1866), repris par
Helmothtz, mettent en évidence que tout stimulus de couleur peut être reproduit
par le mélange de trois autres stimuli : le Rouge, le Vert et le Bleu, appelés pri-
maires. Ce principe de trivariance visuelle s’énonce de la façon suivante dans la
norme NFX08.00 : « Un rayonnement de couleur quelconque mais réel,. . . , peut
être reproduit visuellement à l’identique, dans des conditions d’observation dé-
terminées, par le mélange algébrique en proportions définies de manière unique,
des flux lumineux de trois rayonnements de couleur réelle qui peuvent être choisis
arbitrairement, sous la seule réserve qu’aucun d’eux ne puisse être reproduit par
un mélange approprié des deux autres ». Trois primaires sont donc nécessaires
et suffisantes pour reproduire toute couleur et la colorimétrie est basée sur cette
théorie. Selon que l’on s’intéresse à la lumière ou à la matière, on distingue deux
types de synthèse : la synthèse additive et la synthèse soustractive.
La synthèse additive résulte de la combinaison de lumières colorées : les écrans
fonctionnent sur ce principe. Le noir correspond à l’absence de couleur. Le blanc
correspond à la combinaison en proportions égales de trois lumières rouge, verte
et bleue.
Lorsque l’on mélange des matières colorées c’est le phénomène d’absorption qui
est à l’origine de la couleur des mélanges. On parle alors de synthèse soustractive,
chacun des éléments du mélange absorbant une part du rayonnement reçu.

En synthèse additive, les primaires couramment utilisées sont : le Rouge, le
Vert et le Bleu tandis qu’en synthèse soustractive, ce sont le Magenta, le Cyan
et le Jaune.

2.4.2 Les expériences d’égalisation : la base de la colori-
métrie classique

La colorimétrie classique (premiers travaux du 19ième siècle) s’est développée
alors que le fonctionnement de l’œil humain n’était absolument pas élucidé. Son
objectif étant d’établir une relation entre les propriétés objectives (physiques)
d’un stimulus et l’appréciation visuelle que l’humain en avait, elle ne disposait
que de méthodes expérimentales de mesures visuelles (méthodes objectives d’éva-
luation des couleurs) pour arriver à ses fins. Les travaux qui visaient à établir une
modélisation « mathématique » de l’observateur humain se sont basés sur l’hy-
pothèse de Young énoncée au paragraphe précédent. Le principe de trichromie
énoncée précédemment a servi de base aux expériences d’égalisation de couleurs
à l’origine de la colorimétrie classique. Le principe de base de ces expériences est
celui de l’égalisation de couleurs qui consiste, pour un observateur lambda, à com-
parer deux stimuli. Les stimuli présentés sont obtenus par éclairement d’un écran.
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Ils sont placés dans un champ visuel uniforme entouré d’un fond achromatique.
L’un des deux stimuli sert de référence. L’autre est produit par la juxtaposition
de trois lumières primaires dont on peut faire varier les quantités respectives.
L’expérience d’égalisation consiste à régler ce dispositif de façon à ce que les
deux stimuli soient visuellement identiques.

Expérience de Guid (1926 à 1928 ; sept observateurs) Dans l’expérience
de Guild (cf. Figure 2.10), le champ visuel est carré sous-tendant un angle de 2°,
vu sur un fond noir, et les primaires utilisées proviennent d’une source à inca-
descence, filtrée pour donner des lumières quasi monochromatiques, de longueur
d’onde dominante à 630nm, 543nm et 460nm.

Figure 2.10 Expérience d’égalisation entre un tri-stimulus de référence et le
stimulus de test.

Wright a repris les travaux de Guild en améliorant le dispositif expérimental
(primaires monochromatiques à 650nm, 530nm et 460nm) avec 10 observateurs.

2.4.3 Les lois de Grassmann et les hypothèses d’une co-
lorimétrie trichromatique

L’objectif des expériences d’égalisation était d’évaluer à l’aide de trois gran-
deurs les caractéristiques perçues pour un stimulus uniforme. Les cinq hypothèses
suivantes soutendent l’approche colorimétrique. Soient A, B, C et D quatre sti-
muli de couleur. Ces quatre stimuli vérifient les propriétés suivantes :

– réflexivité A ≡ A ;
– symétrie si A ≡ B alors B ≡ A ;
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– transitivité si A ≡ B et B ≡ C alors A ≡ C ;
– additivité si A ≡ B alors A+ C ≡ B + C ;
– dilatation si A ≡ B alors kA ≡ kB avec k > 0.

Le symbole ≡ signifie l’égalisation visuelle des deux stimuli. Les deux premières
conditions sont uniquement relatives à des exigences sur le dispositif d’égalisation
visuelle. Les trois conditions suivantes dépendent du comportement du système
visuel.
Les études sur le comportement du système visuel humain menées par Grassmann
au XIXème siècle l’ont conduit à énoncer trois lois expérimentales qui trouvent
leur expression dans les hypothèses de transitivité, d’additivité, et de dilatation.

2.4.4 Système de représentation
Selon que la couleur est considérée suivant des aspects physiques, physiolo-

giques et psychologiques, plusieurs solutions ont été proposées pour tenter de
modéliser cette information aussi riche que complexe. Qu’il s’agisse du modèle de
Young-Helmholtz, de celui de Hering ou d’un modèle plus proche de la perception
humaine de la couleur, exprimé en termes de luminosité-teinte-saturation, trois
composantes semblent être nécessaires et suffisantes pour définir la couleur.
Afin d’exprimer la mesure d’un stimulus, il est donc nécessaire de définir un sys-
tème de représentation de la couleur. Si l’on admet que toute couleur peut être
égalisée à partir de trois primaires R, G et B, il apparaît naturel de la représenter
par un point dans un espace tridimensionnel.

Ainsi, un système de représentation de la couleur est donc caractérisé par trois
primaires et définit un espace tridimensionnel d’origine O dans lequel les trois
primaires deviennent les vecteurs directeurs unitaires de cet espace. Cependant,
d’autres systèmes de représentation de la couleur ont été conçus sans définir de
nouvelles primaires.

2.5 Conclusion
La compréhension du système visuel humain n’aboutit pas à une modélisation

mathématique de la perception. Pour l’instant, des tentatives de modélisation du
fonctionnement de la rétine ont été menées (e.g. Thèse d’Alleyson, D., etc) [2]

Comme nous venons de voir, la colorimétrie classique repose sur le principe de
trichromie et sur les lois de Grassmann. De plus, elle est basée sur l’exploitation
des résultats d’un seul type de mesures visuelles (expérience d’égalisation) avec
des conditions expérimentales très particulières.
Quoi qu’il en soit de la formulation des lois de Grassmann, la généralisation tri-
chrome possède un domaine de validité limité [125] : les propriétés d’additivité
et de dilatation se trouvent en défaut si on passe du domaine photopique au do-
maine mésopique (k petit), ou au domaine des très fortes luminances (k grand).
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De plus, les propriétés de transitivité ne sont pas vérifiées quand interviennt les
phénomènes de seuils différentiels [125].
En ce sens, la colorimétrie classique est très restrictive. En particulier, la colori-
métrie ne fait pas appel aux résultats expérimentaux obtenus lors d’expériences
de classement de stimuli en séries ordonnées.



Chapitre 3

Le système de stimulation

L’objectif des expériences de mesure visuelle que nous avons entreprises était
d’élucider en partie la question des relations entre caractérisques physiques de
stimuli texturés colorés et évaluation visuelle. Nous basant sur l’expérience de
la colorimétrie, nous avons cherché à maîtriser le dispositif expérimental en ga-
rantissant la stabilité des signaux physiques affichés sur un écran ainsi que la
reproductibilité des conditions d’observation.

Ce chapitre présente les concepts qui nous ont permis d’une part, de choisir la
représentation couleur adaptée à notre problématique et d’autre part, de pouvoir
contrôler les propriétés physiques des stimulations lumineuses texturées colorées
qui seront par la suite produites au chapitre 4. Souhaitant utiliser les images nu-
mériques comme représentation chiffrée des stimuli, nous nous sommes intéressés
aux différents systèmes de représentation/codage de la couleur. La trivariance
visuelle étant considérée comme une réalité, les espaces de couleur utilisés sont
très généralement des espaces de dimension trois : le repérage des couleurs se
fait ainsi selon un système trichromatique. L’étude des propriétés de différents
espaces couleur doit nous permettre de choisir une représentation apte à produire
des variations physiques cohérentes du stimulus (dans notre cas variation de lu-
minance). En outre, Il faut s’assurer que les couleurs affichées par le moniteur,
décrites dans l’espace couleur adapté par leurs attributs physiques, correspondent
aux valeurs attendues. Pour cela, il est nécessaire de calibrer précisement le sys-
tème de restitution. Ainsi, dans ce qui suit, après la présentation des systèmes
de représentation de la couleur, nous présentons de façon précise les conditions
expérimentales et le calibrage du système d’acquisition.

3.1 Espaces de représentation de la couleur
Il existe un grand nombre de systèmes de représentation de la couleur. Aucun

de ces sytèmes ne peut prétendre rendre compte de l’ensemble des caractéristiques
de la « couleur perçue ». En référence au système visuel humain on considère, de
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manière générale, que la couleur se définit selon trois composantes répondant à
des préoccupations différentes. Il existe quatre familles de systèmes de représen-
tation [132] :

– les systèmes de primaires ;
– les systèmes luminance-chrominance ;
– les systèmes perceptuels ;
– les systèmes d’axes indépendants.

La couleur est un jeu de trois valeurs numériques à rentrer dans l’ordinateur
pour que l’écran produise en sortie un stimulus lumineux dont on aura maîtrisé
les propriétés au sens de la colorimétrie. L’analyse des limites de chaque sys-
tème de représentation couleur est indispensable car elle permet de choisir une
représentation adaptée à la problématique. Nous nous limiterons à la description
des deux premières familles de systèmes : primaires et luminance-chrominance
ou plus précisement le système L*a*b* qui sont en accord avec notre cahier des
charges à savoir :

– contrôle physique de l’affichage sur écran,
– modulation des stimuli en fonction de critères visuels reliés aux propriétés
colorimétriques.

Pour des informations sur les systèmes perceptuels et les systèmes d’axes indé-
pendants, on peut se reporter aux références suivantes [132, 125].

3.1.1 Les systèmes de primaires
Il existe de nombreux systèmes de primaires RVB (Rouge, Vert et Bleu). Le

système de primaires RVB de référence est celui défini par la CIE en 1931 [54].
C’est à partir de ces primaires que la CIE a défini le système de référence colori-
métrique XYZ [135]. Les expériences qui ont conduit au système RVB CIE 1931
sont basées sur un certains nombre d’expériences dans des conditions expérimen-
tales précises, notamment celles de Guild et de Wright [132]. Elles ont permis
de montrer que n’importe quel stimulus monochromatique Sλ peut être décrit
comme la résultante de trois lumières monochromatiques selon la relation :

Sλ ≡ rλ.R + vλ.V + bλ.B, λ = 380nm, · · · , 780nm,

où la relation A ≡ B signifie que les deux stimuli de couleurs sont visuellement
non distincts. Il s’agit de déterminer le seul triplet de valeurs (rλ, vλ, bλ) qui per-
met d’obtenir l’égalité visuelle entre le stimulus monochromatique Sλ de référence
et la couleur issue de cette combinaison de primaires R, V et B et ce pour tous
les stimuli du domaine du visible λ = 380nm, · · · , 780nm. Ainsi, on obtient :

S(λ) = r(λ).R + v(λ).V + b(λ).B, λ = 380nm, · · · , 780nm.

r(λ), v(λ) et b(λ) représentent les proportions respectives de R, V et B à mélanger
pour obtenir l’égalisation avec la couleur test.
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Le système RVB CIE 1931

Le système de primaire RVB CIE 1931 est défini à partir de trois primaires
monochromatiques de longueurs d’ondes 700.0nm (Rouge), 546.1nm (Vert) et
435.8nm (Bleu) et de luminance 1 pour le rouge, 4.591 pour le vert et 0.06 pour
le bleu . Il traduit le comportement de l’observateur de référence CIE 1931 à
2° d’angle visuel. Ayant déterminé expérimentalement (cf. Chapitre 2) les va-
leurs rλ,vλ et bλ pour chacune des longueurs d’onde λ = 380nm, · · · , 780nm,
on construit trois fonctions r̄(λ), v̄(λ) et b̄(λ) appelées fonctions colorimétriques
associées respectivement à la primaire Rouge, Verte et Bleue (cf. Figure 3.1).

Figure 3.1 Les fonctions colorimétriques du système de primaires RVB de lon-
gueurs d’onde respectives 700.0nm (Rouge), 546.1nm (Vert) et 435.8nm (Bleu)
de l’observateur de référence CIE 1931 à 2° d’angle visuel.

Les primaires Rouge, Vert et Bleu considérées ci-dessus ont été établies à
partir de l’observateur de référence CIE 1931 à 2° d’angle visuel ; elles présentent
plusieurs particularités dont celles d’être normalisées sur le domaine du visible 1 :∫ λmax

λmin
r̄(λ)dλ =

∫ λmax

λmin
v̄(λ)dλ =

∫ λmax

λmin
b̄(λ)dλ.

De même, les quantités unitaires ont été normalisées de façon à ce que leur mé-
lange unitaire soit équivalent à un stimulus équi-énergétique, en l’occurrence l’illu-
minant E, autrement dit :

E(λ) = 1 = r̄(λ)R = v̄(λ)V = b̄(λ)B,

où E(λ) désigne la répartition spectrale relative d’énergie de l’illuminant E (défini
au chapitre 2). Ces quantités unitaires ont été fixées à 1.0000 pour la primaire
Rouge, 4.5907 pour la primaire Verte et à 0.0601 pour la primaire Bleue.

1. L’intervalle [λmin, λmax] désigne l’intervalle spectrale du domaine du visible.
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Aux trois primaires R, V et B, on associe respectivement trois vecteurs direc-
teurs normés et deux à deux orthogonaux ~R, ~V et ~B. On obtient ainsi un repère
(O, ~R, ~V , ~B) orthonormé direct d’origine O. Dans l’hypothèse de la synthèse ad-
ditive 2, toute couleur C peut être décrite par un vecteur de coordonnées R, V et
B dans la base (~R, ~V , ~B). Ce qui se traduit sous forme vectorielle par la relation
suivante :

~OC = R~R + V ~V +B ~B.

Les coordonnées R, V et B sont appelées composantes trichromatiques de la cou-
leur et elles évaluent les quantités des trois rayonnements primaires ayant permis
l’égalisation. Soit S(λ) le stimulus de couleur associé à la couleur C.
Les composantes trichromatiques de la couleur C s’obtiennent par les relations [132] :

R =
∫ λmax

λmin
S(λ).r̄(λ) dλ, (3.1.1)

V =
∫ λmax

λmin
S(λ).v̄(λ) dλ, (3.1.2)

B =
∫ λmax

λmin
S(λ).b̄(λ) dλ. (3.1.3)

Ces fonctions se vérifient pour 90% des observateurs. Elles caractérisent ce que
l’on appelle l’observateur standard CIE 1931 [132]. Elles nous permettent de
déterminer les proportions nécessaires à l’obtention d’une couleur de longueur
d’onde choisie dans le domaine du visible. On constate sur la figure 3.1 que les
fonctions colorimétriques peuvent prendre des valeurs négatives. Ceci est consi-
déré comme un défaut du système. Un compromis consiste à ajouter suffisamment
de blanc (mélange de Rouge, de Vert et de Bleu) afin de rendre toutes les compo-
santes trichromatiques positives. L’inconvénient est que la couleur obtenue sera
diluée : il est donc impossible d’exprimer toutes les couleurs saturées (couleurs
monochromatiques) en utilisant le système RVB CIE 1931.

Le système XYZ de la CIE 1931

Le système RVB CIE 1931 présente plusieurs inconvénients [135, 132]. Les co-
ordonnées trichromatiques peuvent prendre des valeurs négatives ; ce qui entraîne
donc que certaines couleurs ne sont pas reproductibles par synthèse additive des
trois primaires : Rouge, Vert et Bleu. En d’autres termes, aucun triplet de pri-
maires physiquement réalisables ne permet de reproduire la totalité des sensations
colorées possibles.
Pour pallier ces inconvenients, la CIE a établi dans le même temps c’est-à-dire en
1931 le système XYZ que nous noterons XYZ CIE 1931 (Travaux de Judd). Les
primaires X, Y et Z de ce système sont virtuelles (imaginaires, non réalisables
physiquement). Elles ont été créées de telle sorte que :

2. Juxtaposition de lumières colorées, correspondant chacune à une des trois primaires [135].
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– les composantes trichromatiques de toute couleur sont positives. En effet,
les fonctions colorimétriques x̄(λ), ȳ(λ) et z̄(λ) sont toutes positives (cf. Fi-
gure 3.2) ;

– toute couleur s’exprime comme mélange de X, Y et Z en proportions po-
sitives ;

– l’intégrale de chaque fonction colorimétrique sur le spectre visible est égale
aux deux autres, i.e. :

∫ λmax

λmin
x̄(λ)dλ =

∫ λmax

λmin
ȳ(λ)dλ =

∫ λmax

λmin
z̄(λ)dλ.

Figure 3.2 Les fonctions colorimétriques du système de primaire XYZ de l’ob-
servateur de référence CIE 1931 à 2° degré d’angle visuel.

Dans la figure 3.2, page 113 :
– x̄(λ) désigne la fonction colorimétrique associée à la primaire X ;
– ȳ(λ) désigne la fonction colorimétrique associée à la primaire Y ;
– z̄(λ) désigne la fonction colorimétrique associée à la primaire Z.

Dans ce système, la composante trichromatique Y est proportionnelle à la lu-
minance du stimulus. Comme précédemment, aux trois primaires X, Y et Z, on
associe respectivement trois vecteurs directeurs normés et deux à deux ortho-
gonaux ~X, ~Y et ~Z. On obtient ainsi un repère (O, ~X, ~Y , ~Z) orthonormé direct
d’origine O. Du fait de la synthèse additive, toute couleur C peut être décrite
par un vecteur de coordonnées X, Y et Z dans la base ( ~X, ~Y , ~Z). Ce qui se
traduit sous forme vectorielle par la relation suivante : ~OC = X ~X + Y ~Z + Z ~Z.
Les coordonnées X, Y et Z sont encore appelées composantes trichromatiques de
la couleur C dans ce système. Les expressions des composantes trichromatiques
d’une couleur C en fonction des fonctions colorimétriques sont obtenues par les
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relations suivantes [132] :

X =
∫ λmax

λmin
S(λ).x̄(λ) dλ, (3.1.4)

Y =
∫ λmax

λmin
S(λ).ȳ(λ) dλ, (3.1.5)

Z =
∫ λmax

λmin
S(λ).z̄(λ) dλ, (3.1.6)

où S(λ) désigne toujours le stimulus de couleur associé à la couleur C. La ma-
nipulation des vecteurs de données 3D (dans l’espace) occasionne des difficultés
notamment pour les calculs et à la visualisation. Pour pallier cet inconvénient, il
est d’usage de projeter les points couleur sur un plan où la somme des composantes
vaut 1. Ainsi, on effectue la transformation suivante définissant des coordonnées
trichromatiques à partir des composantes définies ci-dessus [50] :

x = X

X + Y + Z
, (3.1.7)

y = Y

X + Y + Z
, (3.1.8)

z = Z

X + Y + Z
. (3.1.9)

On obtient ainsi un triplet (x, y, z) appelé coordonnées normalisées du point cou-
leur C. Les coordonnées trichromatiques représentent la proportion de chacune
des composantes X, Y et Z dans la somme X + Y +Z. Le point de coordonnées
(x, y, z) est la projection du point C sur le plan d’équation X + Y + Z = 1.
Il devient alors possible de représenter les points couleur en utilisant deux co-
ordonnées normalisées. En effet, les valeurs de la troisième coordonnée peuvent
être calculées en utilisant les valeurs connues des deux autres coordonnées nor-
malisées. Les coordonnées normalisées x et y (nombres sans dimension, compris
entre 0 et 1) sont en général utilisées.
Le diagramme (x, y) résultant de la répresentation des couleurs à partir de leurs
coordonnées normalisées x et y est appelé diagramme de chromaticité (cf. Fi-
gure 3.3).
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Figure 3.3 Diagramme de chromaticité (x, y) de l’espace XYZ CIE 1931 [83].

Le diagramme de chromaticité placé sur le plan d’équation X + Y + Z = 1
de l’espace colorimétrique XYZ CIE 1931 permet, pour une couleur C donnée,
de déterminer sa longueur d’onde dominante (teinte) ainsi que sa saturation (son
degré de dilution).
La teinte d’une couleur (on dit aussi « tonalité ») est l’attribut de la sensation
visuelle décrit par des mots tels que rouge, vert, bleu, jaune, etc, exprimant la
capacité à différencier les couleurs indépendamment de leur luminosité ou de leur
saturation. Cet attribut perceptif est en relation avec la longueur d’onde domi-
nante du stimulus [7].
La saturation correspond à l’attribut de la sensation visuelle évaluant la propor-
tion de couleur (chromatique) pure dans la sensation totale.
Dans un diagramme de chromaticité, le blanc est situé à l’intérieur du dia-
gramme(cf. Figure 3.4). Par exemple, dans ce diagramme l’illuminant E a pour
coordonnées (x, y) = (1/3, 1/3). Sur la périphérie ou (lieu spectral en français et
spectrum locus en anglais) se trouvent les couleurs saturées (couleurs pures ou
couleurs monochromatiques) repérées par leur longueur d’onde. La ligne droite
fermant le diagramme (donc le spectre visible) s’appelle la droite des pourpres.
Toutes les couleurs possibles (couleurs visibles) sont contenues dans l’aire délimi-
tée par le lieu du spectre et la droite des pourpres. Pour déterminer la teinte d’un
point dans ce diagramme, il suffit de tracer la droite reliant le blanc à ce point :
cette droite coupe le bord au point de teinte correspondante. Si on prolonge la
droite du côté du point blanc, on obtient la couleur complémentaire de ce point
couleur qui est le point symétrique du point couleur par rapport au point blanc.
La saturation est obtenue en faisant le rapport de la distance entre le point et sa
couleur saturée par la distance entre le blanc et la couleur saturée.
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Figure 3.4 Diagramme de chromaticité (x, y) de l’espace XYZ CIE 1931.

Il est important de noter que les conditions d’utilisation du système XYZ
CIE 1931 sont relatives à un champ visuel de 2°, pour lequel la vision des cou-
leurs est due aux cônes seulement, et qui au plus peut être étendu jusqu’à 4° si
l’on veut avoir des prédictions acceptables. Pour des champs visuels plus larges,
typiquement de 10°, il a été démontré que le système de XYZ CIE 1931 n’est
pas satisfaisant [132]. Il est donc conseillé d’utiliser le système XYZ CIE 1964
que nous ne développerons pas. Pratiquement, la couleur est spécifiée soit par
ses composantes trichromatiques X, Y , Z, soit par sa chromaticité (x, y) et Y
représentant la luminance. La matrice de passage P du système XYZ CIE 1931
au système RVB CIE 1931 [132] est définie par :

P =

 2.7690 1.7518 1.1300
1.0000 4.5907 0.0601
0.0000 0.0565 5.5943

 ,
où (2.7690, 1.0000, 0.0000), (1.7518, 4.5907, 0.0565) et (1.1300, 0.0601, 5.5943) sont
respectivement les coordonnées (X, Y, Z) dans le système XYZ CIE 1931 des pri-
maires Rouge, Verte et Bleue.
Le système XYZ CIE 1931 constitue depuis 1931 la base de la colorimétrie [135,
50]. Tous les autres systèmes de primaires, tous les espaces colorimétriques, sont
reliés d’une façon ou d’une autre à ce système de primaires.

3.1.2 Espaces approximativement uniformes
En préambule, il est important de rappeler que l’apparence visuelle ne se

résume pas à une simple appréciation des couleurs. Ainsi lorsque l’on compare
deux surfaces on va englober dans notre analyse visuelle des éléments tels que le
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brillant, la texturation, la transparence . . .
La notion de différence de couleur n’a donc de sens que pour des surfaces suffi-
samment similaires. On ne peut imaginer facilement analyser des différences de
couleur entre un tissu et une planche en bois.
Dans notre thèse, nous avons donc fait le choix de produire des stimuli lumineux
non pas par éclairage de surface de matériaux (difficultés à fabriquer des gammes
de surface en maîtrisant la totalité des propriétés influençant l’apparence mais
par production d’un signal lumineux via un système d’affichage). Les espaces co-
lorimétriques de base sont basés sur une approche principalement physique ainsi
les composantes trichromatiques obtenues sont en lien direct avec les grandeurs
physiques représentant les stimuli. Les règles ayant présidé à la définition de ces
espaces ne se réfèrent pas à la notion de seuil différentiel de discernabilité entre
deux stimulations. Ors il n’existe pas de règle de proportionnalité entre les dif-
férences physiques entre stimuli et les différences visuellement perçues. Ainsi, la
perception des écarts de couleur n’est pas uniforme sur l’ensemble du diagramme
de chromaticité (x, y). En effet, si on établit expérimentalement l’enveloppe des
couleurs justes discernables autour de chaque point, on constate que l’on obtient
des ellipses de formes et d’orientations variables (cf. Figure 3.5).

Figure 3.5 Les ellipses de Mac Adam dans le diagramme de chromaticité
(x, y) [36].

Dans la figure 3.5, chaque ellipse représente un ensemble de couleurs percep-
tivement indifférentiables i.e. chaque ellipse représente la plus petite différence
perceptible entre deux couleurs proches. Les couleurs à l’intérieur d’une ellipse
sont jugées identiques. Une couleur à l’extérieur d’une ellipse est jugée différente
de celle du centre de l’ellipse. On constate que ces ellipses sont très petites dans le
bleu, petites dans le rouge, et grandes dans le vert. Ce qui signifie que le système
visuel humain est a priori plus sensible aux différences de couleur dans le Bleu
que dans le Vert par exemple, du moins pour une petite variation de chromati-
cité. L’espace de codage utilisé rendra compte ou non de cette discernabilité s’il
y a correspondance entre une distance et la propriété de « discernabilité ». Le
système XYZ CIE 1931 n’est pas perceptuellement uniforme [135].
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Pour pallier cet inconvénient, de nombreux travaux ont été menés pour éta-
blir des systèmes dits perceptuellement uniformes (pour lesquels tout critère de
discernabilité serait ramené à une métrique basée sur une approche psychophy-
sique). Ainsi, on distingue entre autre le système L*a*b* qui a été normalisé par
la CIE en 1976. Ce système a été établi (via statistique) par expérimentation sur
la discernabilité d’un groupe d’observateurs.

Système L*a*b* (ou CIELAB 76)

La transformation qui permet de passer du système XYZ CIE 1931 au sys-
tème L*a*b* est une transformation non linéaire. Soit C une couleur donnée.
Soient (X, Y, Z) et (L∗, a∗, b∗) ses coordonnées dans les systèmes XYZ CIE 1931
et L*a*b* respectivement. Les coordonnées trichromatiques Xn, Yn et Zn sont les
coordonnées trichromatiques dans le système de primaires XYZ CIE 1931 d’un
stimulus achromatique spécifié de couleur blanche.
Il a été établi que cette transformation peut être décrite par les équations sui-
vantes [132] :

L∗ =



116
(
Y

Yn

)1/3

−16 si Y
Yn
> 0.008856,

903.3
(
Y

Yn

)
si Y

Yn
6 0.008856,

(3.1.10)

a∗ = 500
{
f

(
X

Xn

)
−f

(
Y

Yn

)}
, (3.1.11)

b∗ = 200
{
f

(
Y

Yn

)
−f

(
Z

Zn

)}
, (3.1.12)

avec :

f(x) =


x1/3 si x > 0.008856,

7.787× x+ 16
116 si x 6 0.008856.

(3.1.13)

Dans le système L*a*b*, on désigne par [132, 135] :
– (L∗) l’axe des clartés (désigné également comme l’axe achromatique, l’axe
des niveaux de gris ou axe neutre) porté par le vecteur unitaire ~L∗. Les
valeurs de L∗ varient de 0 pour le noir à 100 pour le blanc absolu ;

– (a∗) et (b∗) les axes de chrominance portés respectivement par les vecteurs
unitaires ~a∗ et ~b∗, et sont construits respectivement sur deux oppositions de
couleur : Vert-Rouge, Bleu-Jaune. Le plan (0, ~a∗, ~b∗) défini par les vecteurs
~a∗ et ~b∗ est un plan à luminance constante.
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Figure 3.6 Modèle CIELAB : coordonnées triangulaires.

Ces vecteurs sont deux à deux orthogonaux et unitaires. On obtient ainsi un
repère orthonormé direct (O, ~L∗, ~a∗, ~b∗) d’origine O (cf. Figure 3.6). Notons que
l’origine O du repère est toujours associée à la couleur Noir.
Dans cet espace, une couleur C donnée peut être aussi décrite par ses coordonnées
cylindriques (L∗, C∗, h) (cf. Figure 3.7).

Figure 3.7 Modèle CIELAB : coordonnées cylindriques.

La coordonnée C∗ désigne la chroma (entre 0 et 100). Elle décrit la distance de
la couleur C à l’axe neutre. L’angle h désigne l’angle de teinte de la couleur. Elle
décrit l’angle entre le vecteur déterminé par la couleur et l’origine du repère, et
le vecteur directeur de l’axe des abscisses. Cet angle est exprimé en degrés (entre
0° et 360°). Le calcul se fait suivant : C∗ =

√
a∗2 + b∗2 et h = arctan( b∗

a∗
). Enfin,

notons que ce système [51] est actuellement le plus utilisé pour la représentation
des couleurs de surface d’objets.
Dans le système L*a*b*, la discernabilité entre deux couleurs est supposée pré-
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dictible grâce à une évaluation de la distance euclidienne. Soient deux couleurs
de coordonnées trichromatiques respectives (L∗T , a∗T , b∗T ), (L∗CT , a∗CT , b∗CT ) dans ce
système. La distance entre les deux couleurs appelée écart de couleur et notée
∆E∗ab est définie par [132] :

∆E∗ab =
√

∆L∗2 + ∆a∗2 + ∆b∗2, (3.1.14)

où :
– ∆L∗ = L∗CT − L∗T est la différence de clarté ;
– ∆a∗ = a∗CT − a∗T est l’écart chromatique vert-rouge ;
– ∆b∗ = b∗CT − b∗T est l’écart chromatique bleu-jaune.

Les indices T et CT font référence à la couleur de référence ou couleur type (c’est-
à-dire la couleur à reproduire) et la couleur reproduite (ou couleur contretype),
respectivement.

Il est également possible d’établir une distance couleur à partir des coordon-
nées cylindriques de l’espace L*a*b*. Pour cela, on définit les écarts suivants
∆C∗a∗b∗ (écart de saturation), ∆hab et ∆H∗a∗b∗ (écart de teinte) par : ∆C∗a∗b∗ =
C∗CT − C∗T , ∆H∗a∗b∗ = 2

√
C∗CTC

∗
T .sin(∆hab

2 ) avec ∆hab = hCT − hT .
L’écart couleur ∆E∗ab peut alors s’exprimer sous la forme :

∆E∗ab =
√

∆L∗2 + ∆C∗2a∗b∗ + ∆H∗2a∗b∗ . (3.1.15)

Dans cette équation, on n’utilise pas directement l’écart ∆h car celui-ci repré-
sente un angle, alors que ∆E∗ représente une distance. Notons que l’écart de
couleur ∆E∗ab reste la recommandation courante de la CIE [141] dans le cadre de
l’évaluation de grands écarts colorimétriques. Il est courant de prendre ∆E∗ab = 5
comme valeur seuil.

Bien que l’espace colorimétrique L*a*b* soit réputé uniforme, il ne rend pas
compte complètement de l’évaluation perceptive des écarts de couleur. En ef-
fet, le système visuel est plus sensible à un écart de chromaticité qu’à un écart
de clarté. L’écart de teinte est le paramètre le plus significatif. Plus les échan-
tillons sont ternes plus l’observateur est exigeant. Ainsi, un écart donné n’a pas la
même importance suivant la couleur considérée. Nombreuses études ont montré
les limites et les erreurs d’appréciation de la formule de calcul de l’écart couleur
∆E∗ab [132, 141] ; il est ainsi nécessaire de définir des systèmes de calcul de tolé-
rance indépendant de la couleur du type. C’est l’objectif des systèmes d’équations
d’acceptabilité. Parmi ces formules, on distingue l’équation de différence de cou-
leur CMC(l :c) (Colour Measurement Committee) utilisée dans l’industrie textile,
l’équation de différence de couleur CIE 1994, l’équation de différence de couleur
S-CIELAB et l’équation de différence de couleurs CIECAM97s.
Dans ce travail, nous ne traiterons que de l’équation de différence de couleur CIE
1994. Pour une bibliographie plus complète sur les systèmes d’équations d’accep-
tabilité le lecteur pourra se reporter aux références [132, 51, 141].
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L’équation de différence de couleur CIE 1994 se définit de façon suivante :

∆E∗ab94 =

√√√√( ∆L∗
kLSL

)2

+
(

∆C∗a∗b∗
kCSC

)2

+
(

∆H∗a∗b∗
kHSH

)2

, (3.1.16)

où :

SL = 1,
SH = 1 + 0.045C∗a∗b∗,T ,
SC = 1 + 0.015C∗a∗b∗,T .

Les paramètres kL, kH et kC pondèrent la formule de différence couleur en fonction
des conditions d’observation, et plus particulièrement de la clarté de la couleur de
fond environnant les deux couleurs spécifiées. Suivant les conditions de référence,
les paramètres kL, kH et kC prennent différentes valeurs. Par exemple, pour l’in-
dustrie textile, il est courant de prendre les valeurs kL = 2, kH = 1 et kC = 1.
D’une manière générale, on fixe kL = kH = kC = 1. Les fonctions SL, SH et
SC modulent la différence de couleur proportionnellement aux valeurs de chroma
C∗a∗b∗ des couleurs considérées, et en fonction des conditions d’observation (plus
particulièrement de la clarté de la couleur de fond environnant les deux couleurs
considérées). Elles se calculent en fonction de la saturation C∗a∗b∗,T de la couleur
référence. Quand ni l’une ni l’autre des deux couleurs ne peut être utilisée comme
couleur de référence, il est conseillé d’utiliser la moyenne géométrique des satura-
tions des deux couleurs. Notons également que l’on estime en général qu’un écart
de 3 unités CIE 94 représente le seuil différentiel de perceptibilité [132].

Il est important de noter que ces formules d’écart de couleur n’ont de sens
d’un point de vue psychovisuel que dans la mesure où l’on compare des couleurs
perceptuellement proches (la notion de différence de couleur n’a de sens que pour
des couleurs proches).
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3.2 Caractérisation et calibrage du moniteur

Figure 3.8 Diagramme de calibrage d’un moniteur.

Figure 3.9 Dispositif expérimental pour le calibrage.

Nous voulons générer un stimulus lumineux coloré aux propriétés physiques
et géométriques maîtrisées (caractérisé par des grandeurs mesurables) par affi-
chage d’images numériques couleur, de caractéristiques colorimétriques complè-
tement maîtrisées sur un moniteur convenablement choisi. Les attributs couleur
des pixels des images numériques couleur doivent donc être décrits dans l’espace
couleur XYZ CIE 1931. Ce système de couleur est indépendant du moniteur. L’af-
fichage des images sur le moniteur est basé sur des valeurs dites valeurs d’entrée
ou valeurs d’adressage (R, V,B) ∈ {0, 1, · · · , 255}3 (des triplets d’entiers) : c’est
le système RVB Ecran codé sur 3 ∗ 8 bits. Ce système de codage de la couleur est
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dépendant du moniteur.
En effet, les couleurs sont produites par le mélange de trois lumières primaires
qui ne sont pas les primaires CIE. Nous voulons décrire le stimulus lumineux sous
forme numérique par les composantes trichromatiques de l’espace couleur XYZ
CIE 1931. Il est nécessaire d’établir la correspondance entre le triplet (X, Y, Z)
attendu et le triplet (R, V,B) à entrer dans l’écran. Nous devons procéder au
calibrage d’un moniteur. Une étape préalable au calibrage d’un moniteur est sa
caractérisation. La caractérisation d’un moniteur consiste à déterminer ses para-
mètres caractéristiques à partir de la modélisation de son comportement. Après
avoir caractérisé le moniteur, on le calibre en utilisant les résultats obtenus à
l’étape de caractérisation. Le calibrage est l’opération inverse de la caractérisa-
tion. Comme le montre la figure 3.8, il s’agira de pouvoir déterminer le triplet
(R, V,B) Ecran à partir des composantes trichromatiques (X, Y, Z) souhaitées
pour un pixel quelconque spécifiées dans le système XYZ CIE 1931.

Comme nous l’avons indiqué précédemment, notre objectif est de produire
des stimuli texturés colorés tels que, dans les conditions expérimentales des tests
de classement, les valeurs (X, Y, Z) du signal impactant l’œil soient bien celles
que l’on souhaite. Aussi, avant de passer à la caractérisation du moniteur, est il
nécessaire de définir l’environnement dans lequel les différentes expériences psy-
chophysiques ont lieu. Les différentes expériences psychophysiques concernent des
stimuli colorés. Il est donc nécessaire que l’on se place dans le domaine photo-
pique. Nous avons donc éclairé la salle d’evaluation par des tubes fluorescents
JUST Color Control Daylight 5000 qui produisent un éclairage de 2000 lux ±
500 répondant aux recommandations de la norme ISO 3664 : 2000. Les murs de
la salle d’évaluation sont peints en gris neutre afin de minimiser l’impact chro-
matique des rayons lumineux sécondaires réémis par ces surfaces et ainsi rester
dans un environnement achromatique (cf. Figure 3.9). Les différents juges ou ob-
servateurs ont fait face à l’écran en étant assis à une distance d’environs 50 cm (
la position des observateurs est illustrée au chapitre suivant à travers une image)
lors des épreuves psychophysiques. Les différentes mesures effectuées pour la ca-
ractérisation du moniteur ont eu lieu dans les conditions spécifiées ci-dessus.

3.2.1 Choix du moniteur
Le choix du type de moniteur le plus adapté, lorsque l’on souhaite effectuer des

expériences psychophysiques est une étape indispensable. Il existe des différences
notoires d’un point de vue technologique entre les écrans CRT et LCD 3. Les
écrans LCD sont connus pour avoir une luminosité plus élévée que celle des écrans
CRT. Ce type de technologie (LCD) est plus adapté pour des applications où il est

3. CRT signifie en anglais, cathode ray tube et en français, tube à rayonnement cathodique.
LCD signifie en anglais, liquid cristal display et en français, affichage à cristaux liquides.
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nécessaire d’avoir une forte luminosité. Ceci pourrait être important dans notre
cas où l’environnement dans lequel les différentes expériences ont lieu doit être
éclairé et présente une forte luminosité. Cependant, les écrans CRT présentent
des avantages par rapport aux écrans LCD : la qualité d’affichage des images en
l’occurrence des images couleur est meilleure. Lorsque l’on regarde l’écran LCD
selon un axe oblique par rapport à sa perpendiculaire l’image observée peut être
très altérée. Aussi, Les écrans LCD constitués d’une mosaïque de cristaux liquides
ne possèdent qu’ une seule résolution, tandis que les écrans CRT offrent plusieurs
choix de résolutions. En outre, les écrans CRT ont un meilleur rendu couleur : la
gamme des couleurs est plus riche et plus précisement décrite. La luminosité est
bonne et les images sont sans distorsion sous de larges angles de vue. Pour une
comparaison des écrans CRT et LCD en fonction de la précision du calibrage et
du gamut 4 se référer à la référence suivante [5].

Outre, le choix du type de technologie d’affichage, il existe d’autres critères
de choix pour un moniteur, notamment le pas de masque, la fréquence de rafraî-
chissement, la résolution spatiale, la stabilité temporelle et l’uniformité spatiale
de l’écran [5].
On définit par pas de masque (en anglais, pitch) la distance qui sépare deux
pixels de l’écran ; plus cette valeur est faible, plus l’image est nette. Il est conseillé
d’éviter les écrans dotés d’un pas de masque de 0.28mm ou plus. La fréquence de
rafraîchissement correspond au nombre d’images affichées par seconde sur l’écran.
Elle est exprimée en Hertz. Plus cette valeur est élevée, meilleur est le confort
visuel. Lorsque cette valeur est inférieure à 75Hz, on voit l’écran scintiller ce qui
est désagréable pour l’observateur.

Le moniteur utilisé pour les évaluations est un écran CRT de marque Philips
de taille 5 19 pouces avec un pas de masque de 0.26mm et une fréquence de
rafraîchissement de 85Hz .

Étude de la stabilité temporelle du signal lumineux émis par le moni-
teur

La stabilité temporelle du moniteur CRT est un critère de choix qui affecte
la précision du calibrage des moniteurs [5] : le calibrage doit rester valable dans
le temps.
En effet, il est important que les tests psychophysiques soient réalisés sur un
moniteur délivrant un signal stable dans le temps. Ainsi, nous avons étudié la
stabilité temporelle de notre moniteur pendant une semaine par mesure dans
le système colorimétrique XYZ CIE 1931 des couleurs Rouge, Vert et Bleu af-
fichées pour des valeurs d’entrée (R, V,B) = (255, 0, 0), (R, V,B) = (0, 255, 0)
et (R, V,B) = (0, 0, 255). Ce suivi a été réalisé à l’aide d’un spectroradiomètre

4. On désigne par gamut de l’écran, l’ensemble des couleurs affichages par l’écran.
5. La taille se calcule en mesurant la diagonale de l’écran et est exprimée en pouces. Un

pouce représente environ 2.54 cm .
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(PR650) placé directement en contact avec l’écran. Nous avons ensuite étudié
les différentes variations dans les mesures : ces variations sont très faibles. Le
tableau 3.10 donne les valeurs obtenues à partir des mesures effectuées.

Figure 3.10 Mesures effectuées pour l’étude de la stabilité temporelle du moni-
teur.
Couleurs Rouge Vert Bleu
(X,Y,Z) X Y Z X Y Z X Y Z
Jour1 49.15 28.80 9.57 41.13 80.30 20.40 25.93 14.70 116.00
Jour2 49.12 28.78 9.59 41.10 80.32 20.43 25.92 14.69 116.02
Jour3 49.11 28.77 9.54 41.11 80.33 20.40 25.91 14.67 116.00
Jour4 49.13 28.78 9.53 41.12 80.29 20.39 25.89 14.73 116.02
Jour5 49.11 28.79 9.58 41.09 80.31 20.42 25.90 14.71 116.01
Jour6 49.90 28.82 9.55 41.11 80.30 20.41 25.92 14.69 116.02
Jour7 49.10 28.80 9.57 41.10 80.30 20.40 25.90 14.70 116.00

Étude de l’homogénéité spatiale du moniteur

Dans les expériences psychovisuelles réalisées, l’observateur était face à plu-
sieurs images qu’il pouvait déplacer à sa guise sur toute la surface de l’écran. Il
était donc important de vérifier l’homogénéité spatiale de la réponse lumineuse
délivrée par le moniteur. Nous avons étudié l’homogénéité spatiale de notre mo-
niteur CRT en étudiant neuf zones. Les mesures spectroradiométriques ont été
réalisées directement en sortie d’écran grâce à un accessoire permettant les me-
sures de contact. Chaque mesure réalisée en périphérie a été comparée à la me-
sure centrale prise comme référence. Les variations constatées n’exèdent pas 10%
(cf. Figure 3.11) et nous ont paru acceptables dans le cadre de nos expérimenta-
tions.

Figure 3.11 Variation spatiale de la luminance maximale du moniteur par rap-
port à son centre.
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3.2.2 Modèles de caractérisation du moniteur

Figure 3.12 Diagramme de caractérisation d’un moniteur CRT.

Notre objectif est de pouvoir déterminer les relations de passage du système
XYZ CIE 1931 au système RVB Ecran. Nous voulons en effet maîtriser les pro-
priétés des stimuli texturés colorés produits par l’écran. La modélisation mathé-
matique de ces stimuli doit en effet se faire dans un espace pertinent au sens de
la colorimétrie. Nous devons pouvoir moduler à la fois des critères de distribution
spatiale et des critères de luminosité. L’écran est lui un système conçu pour flat-
ter l’œil et pas pour fournir une réponse basée sur une évaluation colorimétrique.
Nous devons donc évaluer les caractéristiques de l’écran supposé réglé pour un
fonctionnement optimal. Cette étape de caractérisation nous permet ensuite de
déterminer les fonctions de transfert entre le système RVB Ecran et le système
XYZ CIE 1931. La figure 3.12 illustre le modèle complet de caractérisation d’un
moniteur. Dans cette figure, le triplet de valeurs (R, V,B) ∈ {0, 1, · · · , 255}3 est
adressé au moniteur ; à la sortie, l’écran produit un stimulus couleur que l’on peut
exprimer par le triplet (RL, VL, BL) ; finalement une fonction de transfert permet
de faire correspondre à ce triplet de valeurs, les composantes trichromatiques
(X, Y, Z) voulues dans le système XYZ CIE 1931 indépendamment du système
d’affichage.

Un moniteur CRT est caractérisé par la modélisation du comportement de
chaque type de phosphore participant à la formation d’un pixel écran (Rouge,
Vert et Bleu) [5]. On désigne par courbe gamma (en anglais, Gamma Curve)
d’un phospore donné la courbe représentant les valeurs (en anglais, Output Va-
lue) de la variable réponse du phosphore en fonction des valeurs d’adressage ou
valeurs d’entrées (en anglais, Input Digital Values) de la variable d’entrée. La
caractéristique gamma est une relation selon une loi de puissance approchant la
relation liant la luminance d’un système avec la brillance perçu réellement. La
fonction dite gamma d’un écran permet de définir le lien entre adressage entrée
et signal de sortie. On la définit pour chacun des types de phosphores. La ca-
ractérisation du moniteur se fera donc en deux étapes : une première étape qui
consistera à déterminer la tranformation affine et une deuxième étape qui consis-
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tera à modéliser la réponse du moniteur. La transformation affine du schéma de
caractérisation (cf. Figure 3.12) est en général de la forme :

 X
Y
Z

 = M ×

 RL

VL
BL

+

 X
Y
Z


remanence

, (3.2.1)

où le triplet de valeurs (X, Y, Z) désigne la correspondance dans le système de
couleur XYZ CIE 1931 du triplet de (RL, VL, BL) affichées par le moniteur cor-
respondant aux valeurs d’adressage (R, V,B). La matrice M est une matrice
carrée d’ordre 3 à déterminer. Le vecteur (X, Y, Z)remanence correspond aux com-
posantes trichromatiques dans le système XYZ CIE 1931 du triplet d’adressage
(R, V,B) = (0, 0, 0) (noir écran). Il est obtenu par mesure au spectroradiomètre.
Ce terme peut être décomposé en deux termes [14] suivant la formule ci-après :

 X
Y
Z


remanence

=

 X
Y
Z


remanence externe

+

 X
Y
Z


remanence interne

, (3.2.2)

où :
– (X, Y, Z)remanence externe est la contribution de la lumière ambiante si l’envi-
ronnement dans lequel les mesures sont faites est éclairé ;

– (X, Y, Z)remanence interne est la contribution des inter-réflections à l’intérieur
du moniteur.

Le modèle de caractérisation utilisé (cf. Figure 3.12) est basé sur un certain
nombre d’hypothèses [5, 20] qui sont : la constance de phosphore, l’indépendance
des phosphores, l’indépendance spatiale, l’uniformité spatiale et la stabilité tem-
porelle. L’hypothèse de constance des phosphores repose sur deux suppositions.
La première stipule que le stimulus émis par le moniteur est uniquement constitué
par le mélange des lumières émises par les trois phosphores. La deuxième est que
la répartition spectrale relative d’énergie d’un phosphore ne varie pas. L’hypo-
thèse d’indépendance des phosphores signifie que l’intensité de stimulation d’un
phosphore donné est déterminé par la valeur à l’entrée de ce phosphore et est
indépendante des valeurs à l’entrée des deux voisins. Pour plus de détails sur ces
questions, le lecteur pourra consulter [20, 14]. Il peut arriver que certaines hypo-
thèses ne soient pas vérifiées notamment l’hypothèse d’indépendance spatiale et
celle d’indépendance des phosphores résultant d’intéractions entre les phosphores
et d’une insuffisance en approvisionnement d’énergie. Dans ce cas, la détermina-
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tion de la matrice M peut se faire à l’aide de l’équation (3.2.3) suivante :

 X
Y
Z

 = M ×



RL

VL
BL

R2
L

V 2
L

B2
L

RLGL

VLBL

RLBL

RLGLBL



+

 X
Y
Z


remanence

, (3.2.3)

où M est une matrice de format (3,10).

Matrice de transformation linéaire

Plusieurs méthodes de détermination de la matrice M ont été proposées dans
la littérature. L’une d’ elles appelée méthode directe [60, 5, 15] consiste à consi-
dérer la matrice

M =

 XR,max XV,max XB,max

YR,max YV,max YB,max
ZR,max ZV,max ZB,max

 , (3.2.4)

où (XR,max, YR,max, ZR,max), (XV,max, YV,max, ZV,max) et (XB,max, YB,max, ZB,max)
sont les coordonnées trichromatiques respectives dans le système XYZ CIE 1931
des triplets de valeurs d’adressage (255, 0, 0), (0, 255, 0) et (0, 0, 255).

Modélisation de la réponse du moniteur

Une variété de modèles ont été proposés pour modéliser le comportement des
différents canaux des moniteurs CRT. Parmi ces modèles, les plus couramment
utilisés sont [5, 141, 94, 15] :

– le modèle simple (en anglais, Simple Model) :

ψ = (ξ)γ + ε, (3.2.5)

– le modèle GGO (en anglais, Gain-gamma-offset Model) :

ψ = (aξ)γ + b+ ε, (3.2.6)

– le modèle GOG (en anglais Gain-offset-gamma Model) :

ψ = (aξ + b)γ + ε (3.2.7)

avec a+ b = 1.



3.2. Caractérisation et calibrage du moniteur 129

Dans les modèles (3.2.5), (3.2.6) et (3.2.7) de régressions non linéaires, ξ et ψ
désignent pour un phosphore donné, la variable d’entrée et la variable réponse
respectivement. En l’occurence, ξ et ψ désignent respectivement R et RL pour le
phosphore rouge, V et VL pour le phosphore vert et, B et BL pour le phosphore
bleu. Ces deux variables sont normalisées et prennent donc des valeurs comprises
entre 0 et 1. Les différents paramètres a, b, et γ, à spécifier, désignent respecti-
vement le gain, l’offset et le paramètre gamma du canal considéré. ε désigne les
variations aléatoires non contrôlées.

3.2.3 Méthodes et résultats de la caractérisation du mo-
niteur

Réglage du moniteur

La caractérisation de tout moniteur commence par le réglage des paramètres
suivants : la résolution spatiale, le blanc ou point blanc, le contraste et la lumi-
nosité. Il faut maintenir ces réglages constants tout au long de notre étude aussi
bien pendant la procédure de calibrage que pour les expériences psychophysiques
de façon à guarantir la validité des opérations de caractérisation et de calibrage
ainsi que la reproductibilité des expériences.

La zone d’affichage de l’écran choisi a une diagonale de D = 17.9 pouces. Le
mode d’affichage utilisé est caractérisé par une résolution spatiale de 1600 ∗ 1200
pixels. Elle correspond à une qualité d’affichage optimale. Il est important pour
nous de spécifier la densité de résolution c’est-à-dire le nombre de pixels par unité
de longueur exprimée en dpi (nombre de points par pouces) du moniteur utilisé
après les différents réglages. En effet, les pixels de l’écran doivent correspondre
point par point aux pixels des images numériques affichées : aucune opération
de réduction ou de grossissement à l’affichage ne doit modifier les éléments de la
représentation numérique du stimulus.

Dans ce qui suit, on désigne par L La largeur du moniteur et H sa hauteur qui
correspondent à la taille visible du moniteur. Le moniteur utilisé est un moniteur
« 4/3 » c’est-à-dire que l’on a L = 4/3H. D’après le théorème de Pythagore, on
a :

D2 = L2 +H2. (3.2.8)

Il en résulte que : L = 4/5D et H = 3/5D. On obtient donc : L = 14.32 pouces
et H = 10.74 pouces.
On désigne par :

– dR la densité de résolution du moniteur ;
– Rh = 1600 pixels la résolution horizontale c’est-à-dire le nombre de pixels
sur une ligne du moniteur ;
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– Rv = 1200 pixels la résolution verticale c’est-à-dire le nombre de pixels sur
une largeur du moniteur ;

– Rs = 1600∗1200 la résolution spatiale c’est-à-dire le nombre total de pixels
que compte le moniteur.

Par définition, on a :
dR = Rh

L
= Rv

H
. (3.2.9)

Le réglage du moniteur aboutit à une densité de résolution de dR = 112 dpi.
Le point blanc (white point) d’un système d’affichage est la couleur que celui-
ci affiche lorsque tous ses trois canaux sont portés à leur valeur maximale [60].
Celui-ci est couramment exprimé par sa température de couleur en Kelvin et par
ses coordonnées trichromatiques dans le système CIE XYZ 1931. Le point blanc
du moniteur doit être réglé à une valeur précise dépendante de l’application [5].
Généralement, la température de couleur du blanc du moniteur peut être réglée
à partir du menu du moniteur, mais ce réglage est insuffisant et imprécis. Ajuster
le blanc du moniteur en utilisant des logiciels conduit à des pertes de niveaux
digitaux. Il faut donc ajuster le blanc du moniteur de façon manuelle. Un temps
d’attente avant utilisation doit être permis au moniteur pour qu’il chauffe [141].
Le temps de chauffage requis pour que le signal produit par le moniteur se stabilise
après son allumage varie selon les moniteurs. Dans notre cas, le temps de chauffage
a été fixé à 3 heures.

Méthodes

Nous avons laissé le moniteur chauffer pendant au moins 3 heures avant
de commencer les différentes mesures et réglages. Le point blanc du moniteur
a été fixé à l’illuminant standard D65. Cet illuminant correspond à la moyenne
des lumières durant la journée, sa température de couleur est de 6500 K. Cet
illuminant est proche de l’illuminant normalisé E qui est défini comme étant
l’illuminant équi-énergétique irréalisable physiquement [132]. Les coordonnées
trichromatiques théoriques de l’ illuminant D65 sont, selon la recommandation
de la CIE 15.2004, (Xn, Y n, Zn) = (95.047, 100.00, 108.883) ou (xn, yn, Yn) =
(0.31272, 0.32903, 100) dans le système colorimétrique XYZ CIE 1931. Dans notre
cas, le réglage manuel du blanc a consisté à :

– fixer la température de couleur du moniteur à la valeur 6500K ;
– régler le contraste et la luminosité du moniteur de façon à avoir une lu-
minance maximum d’environ 80 cd.m−2 en affichant un pavé blanc, soit les
valeurs d’adressage R=G=B=255.

Les mesures ont eu lieu dans les conditions décrites dans la section 3.2. Pour une
vision de près, la distance recommandée varie de 30 à 60 cm. Le spectroradiomètre
a donc été placé à une distance d’environ 50 cm du moniteur en visant le centre
de l’écran. Enfin, les mesures ont été effectuées dans le système XYZ CIE 1931
qui utilise l’observateur standard 2°.
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Chaque phoshore a été caractérisé par un ensemble de 33 mesures dans le
système XYZ CIE 1931 avec les valeurs d’adressage allant de 0 à 255 par pas
de 8. La détermination des caractéristiques de chaque phosphore a été obtenue
par ajustement des modèles définis par les équations (3.2.5), (3.2.6) et (3.2.7) en
utilisant l’environnement de calcul scientifique R [130]. Un ensemble de 3 mesures
a été utilisé pour la détermination de la matrice de transformation M . Pour
tester la performance de la caractérisation, nous avons produit quinze stimuli de
couleurs par mélange additif Rouge, Vert et Bleu.

Détermination de la matrice de la transformation linéaire

Dans notre approche, nous avons considéré la méthode directe de détermina-
tion de la matrice M . Les coordonnées trichromatiques (XR,max, YR,max, ZR,max),
(XV,max, YV,max, ZV,max) et (XB,max, YB,max, ZB,max) dans le système XYZ CIE
1931 sont obtenues par mesure au spectroradiomètre des couleurs Rouge, Vert
et Bleu affichées au moniteur en rentrant les valeurs d’adressage respectives
(255, 0, 0), (0, 255, 0) et (0, 0, 255). Le tableau 3.1 donne les différentes coordon-
nées trichromatiques mesurées dans le système XYZ CIE 1931.

Table 3.1 Mesures effectuées dans le système XYZ CIE 1931 pour la détermina-
tion de la matrice de la transformation M .

R V B X Y Z
1 0 0 0 4.72 5.09 6.82
2 255 0 0 49.10 28.80 9.57
3 0 255 0 41.10 80.3 20.4
4 0 0 255 25.9 14.7 116

La matrice de la transformation linéaire permettant le passage des coordon-
nées (RL, VL, BL) aux composantes trichromatiques (X, Y, Z) du système colori-
métrique XYZ CIE 1931 est donc la suivante :

M =

 49.10 41.1 25.9
28.80 80.3 14.7
9.57 20.4 116.0

 . (3.2.10)
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Ajustements des modèles de réponses du moniteur

Figure 3.13 Courbe gamma : caractérisation des phosphores Rouge, Vert et
Bleu.
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La détermination des valeurs numériques des paramètres est obtenue par un
ajustement des modèles aux données expérimentales par la méthode des moindres
carrés ordinaires en utilisant l’environnement de calcul scientifique R. L’algo-
rithme utilisé est celui de Gauss-Newton.
Les données utilisées pour la caractérisation de ces phosphores sont consignées
dans les tableaux (B.1), (B.2) et (B.3) (voir, Annexe B). Ces données ont été uti-
lisées pour spécifier complètement chaque modèle. Les tableaux (3.2), (3.3), (3.4)
présentent les estimations des différents paramètres et les différentes erreurs stan-
dards associées pour chaque modèle et pour chaque type de phosphore. Pour
chaque phosphore, nous avons tracé les différentes courbes gamma correspondant
à chacun des modèles définis par les équations (3.2.5), (3.2.6) et (3.2.7). La fi-
gure 3.13 résume les différentes courbes gamma associées à chaque phosphore
Rouge, Vert et Bleu du moniteur. Comme le montre cette figure, le modèle GGO
(gain-gamma-offset) est celui qui ajuste au mieux les données. C’est ce modèle
que nous avons retenu pour l’étude de la performance de la méthode de caracté-
risation.

Table 3.2 Estimations des paramètres des trois types de phosphore : Modèle
simple.

Paramètres γ(Gamma)
Phosphores R V B
Estimations 2.0800 1.9400 1.9000
Erreurs
standards

0.0400 0.0200 0.0200

Table 3.3 Estimations des paramètres des trois types de phosphore : Modèle
GG0.
Paramètres a(Gain) b(Offset) γ(Gamma)
Phosphores R V B R V B R V B
Estimations 0.9510 0.9750 0.9730 0.0040 0.0030 0.0050 1.8180 1.8460 1.8110
Erreurs
standards

0.0030 0.0010 0.0010 0.0040 0.0010 0.0010 0.0290 0.0050 0.0080
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Table 3.4 Estimations des paramètres des trois types de phosphore : Modèle
GOG.

Paramètres a(Gain) γ(Gamma)
Phosphores R V B R V B
Estimations 0.7800 0.9000 0.8900 2.8100 2.2300 2.2300
Erreurs
standards

0.0700 0.0300 0.0300 0.3400 0.1000 0.1000

Etude de la performance du modèle de caractérisation

Pour la validation de nos modèles, nous avons produit quinze stimuli de cou-
leur sur l’écran définis par leur triplet d’adressage (R,V,B), puis mesurés au spec-
troradiomètre dans le système XYZ CIE 1931 2° d’angle visuel selon le protocole
défini au paragraphe 3.2.3. Le tableau 3.5 donne les triplets d’adressage utili-
sés, les composantes trichromatiques (X, Y, Z) mesurées au spectroradiomètre
indexées par l’indice T (couleurs à réaliser ou couleurs types) et celles obtenues
via les modèles de caractérisation indexées par l’indice CT (couleurs réalisées ou
couleurs calculées). Dans cette partie, il s’agit de comparer les couleurs obtenues
par application des modèles de caractérisation (couleurs réalisées ou calculées) et
celles affichées au moniteur (les types ou les couleurs à réproduire). Pour l’étude
des écarts entre couleurs de référence T et couleurs réalisées CT , on se place
dans l’espace colorimétrique L*a*b*. Les tableaux 3.6 et 3.7 donne les coordon-
nées trichromatiques des couleurs de référence T et des couleurs réproduites CT
dans le système L*a*b* (cf. Équations (3.1.10), (3.1.11) et (3.1.12) de la sous-
section 3.1.2). Les composantes trichromatiques (Xn, Y n, Zn) utilisées pour pas-
ser dans l’espace L*a*b* sont, comme nous l’avons mentionné, celles de l’illumi-
nant D65 à savoir (95.047, 100.00, 108.883) dans le système colorimétrique XYZ
CIE 1931. Dans le but de comparer les couleurs type T et les couleurs contre-type
CT , nous avons calculé les distances correspondantes ∆E∗ab (cf. Formule (3.1.15),
sous-section 3.1.2). Pour les raisons mentionnées à la sous-section 3.1.2 à sa-
voir que l’espace colorimétrique L*a*b* ne rend pas compte complètement de
la différence perceptuelle, la formule d’acceptation ∆E∗ab94 (cf. Formule (3.1.16),
page 121) a également été calculée. Le tableau 3.8 donne les valeurs des écarts
de couleur calculées entre couleurs types T et couleurs contre-types CT . Les
différents écarts calculés entre couleurs types T (obtenues par mesure au spectro-
radiomètre) et couleurs contre-types CT (couleurs obtenues par les modèles de
caractérisation) permettent la validation de la caractérisation du moniteur. En
effet, ces écarts de couleur sont tous inférieurs aux seuils de différentiabilité 5 et
3 pris respectivement pour les écarts de couleur ∆E∗ab et ∆E∗ab94. Hormis, la paire
numéro 13 qui, pour l’écart couleur ∆E∗ab94 est légèrement supérieur à la valeur
seuil 3.
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Table 3.5 Données de validation des modèles de caractérisation : valeurs d’adres-
sage (R,V,B), coordonnées trichromatiques (X, Y, Z) dans le système CIE1931 des
types et des contretypes.

Paire R V B XT YT ZT XCT YCT ZCT
1 0 0 0 4.72 5.09 6.82 4.72 5.09 6.82
2 0 96 96 14.70 19.50 28.10 15.40 20.16 28.78
3 0 96 160 20.00 21.90 56.10 21.76 23.77 57.27
4 0 160 96 24.10 38.90 31.50 25.62 40.12 33.85
5 0 160 160 29.40 41.20 59.50 31.98 43.73 62.34
6 0 160 224 36.90 44.60 98.40 40.82 48.75 101.94
7 96 96 96 22.20 23.50 28.60 22.96 24.59 30.25
8 96 96 160 27.60 25.90 56.40 29.32 28.20 58.74
9 96 160 96 31.60 42.80 31.90 33.18 44.56 35.32
10 96 160 160 37.00 45.30 59.80 39.54 48.17 63.81
11 96 160 224 44.40 48.60 98.70 48.38 53.18 103.41
12 96 224 224 57.70 76.20 104.00 62.81 81.39 110.58
13 160 160 160 48.90 51.70 60.70 51.13 54.96 66.07
14 160 224 160 61.50 78.50 65.10 65.56 83.17 73.23
15 160 224 224 69.70 82.70 105.00 74.40 88.19 112.84

Table 3.6 Coordonnées trichromatiques (L?, a?, b?) dans le système colorimé-
trique L*a*b* .

Paire L?T a?T b?T L?CT a?CT b?CT
1 26.99 −1.52 −5.31 26.99 −1.52 −5.31
2 51.27 −21.56 −11.36 52.01 −20.59 −11.08
3 53.92 −3.99 −39.78 55.85 −3.84 −37.55
4 68.68 −48.53 13.72 69.56 −45.80 12.03
5 70.32 −33.90 −14.69 72.05 −31.76 −14.26
6 72.63 −17.26 −40.56 75.30 −16.28 −38.25
7 55.58 −0.63 −4.66 56.67 −1.87 −5.20
8 57.94 12.39 −33.14 60.07 9.95 −31.66
9 71.42 −30.43 17.89 72.60 −29.85 15.33
10 73.09 −18.92 −10.18 74.93 −18.70 −10.59
11 75.20 −5.15 −36.32 77.98 −5.89 −34.55
12 89.95 −33.32 −14.29 92.30 −31.31 −14.30
13 77.10 −0.65 −4.08 79.02 −2.93 −5.49
14 91.01 −28.78 16.01 93.09 −28.42 12.85
15 92.88 −18.44 −9.86 95.24 −18.67 −10.60
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Table 3.7 Coordonnées cylindriques (L?, C?, h) dans le système colorimétrique
L*a*b*

Paire L?T C?
T hT L?CT C?

CT hCT
1 26.99 5.52 254.04 26.99 5.52 254.04
2 51.27 24.37 207.78 52.01 23.38 208.29
3 53.92 39.98 264.28 55.85 37.75 264.16
4 68.68 50.43 164.21 69.56 47.35 165.29
5 70.32 36.95 203.43 72.05 34.82 204.18
6 72.63 44.08 246.94 75.30 41.57 246.94
7 55.58 4.71 262.34 56.67 5.53 250.25
8 57.94 35.37 290.49 60.07 33.18 287.44
9 71.42 35.30 149.55 72.60 33.55 152.81

10 73.09 21.49 208.29 74.93 21.49 209.54
11 75.20 36.68 261.92 77.98 35.05 260.33
12 89.95 36.26 203.21 92.30 34.42 204.55
13 77.10 4.14 260.92 79.02 6.23 241.88
14 91.01 32.93 150.91 93.09 31.19 155.67
15 92.88 20.91 208.15 95.24 21.47 209.59

Table 3.8 Valeurs d’écart de couleur entre couleurs T et couleurs contre-types
CT calculées pour les équations ∆E∗ab et ∆E∗ab94.

Paire ∆E∗ab ∆E∗ab94
1 0.00 0.00
2 1.25 0.90
3 2.96 2.09
4 3.33 1.39
5 2.79 1.93
6 3.66 2.80
7 1.74 1.63
8 3.56 2.58
9 2.87 1.87
10 1.90 1.87
11 3.38 2.92
12 3.10 2.51
13 3.30 3.05
14 3.80 2.83
15 2.48 2.41

L’utilisation des deux écarts calculés entre couleurs type T et couleurs contre-
type CT a été considérée comme une première estimation. Elle est cohérente avec
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les jugements visuels d’observateurs.

3.2.4 Calibrage du moniteur CRT
Comme nous l’avons dit dans la section 3.2, le calibrage d’un moniteur consiste

à calculer le triplet d’adressage (R, V,B) à envoyer au moniteur pour afficher des
couleurs prédéterminées ciblées (reproduire à l’écran des couleurs désirées) expri-
mées dans le système XYZ CIE 1931. Après la caractérisation du moniteur c’est-
à-dire la détermination des gains, des offsets et des paramètres gamma de chaque
phosphore Rouge, Vert et Bleu, nous pouvons donc passer au calibrage du moni-
teur : il s’agira de déterminer les valeurs des triplets (R, V,B) ∈ {0, 1, · · · , 255}3

correspondant à des couleurs exprimées par leurs coordonnées trichromatiques
(X, Y, Z) dans le système XYZ CIE 1931. Compte tenu des modèles (modèles
définis par les équations 3.2.1 et 3.2.6) que nous avons utilisés pour la caractéri-
sation de notre moniteur CRT, le calcul du triplet (R, V,B) correspondant à une
couleur exprimée par ses coordonnées trichromatiques (X, Y, Z) dans le système
XYZ CIE 1931 s’obtient par les formules inverses des formules de caractérisation
utilisées ci-dessous : RL

VL
BL

 = M−1 ×


 X
Y
Z

−
 X
Y
Z


remanence

 , (3.2.11)

et
ξ = 1

a
(ψ − b)1/γ + ε, (3.2.12)

où ξ et ψ désignent pour un phosphore donné, la variable d’entrée et la variable
réponse respectivement du moniteur. En l’occurence, ξ et ψ désignent respecti-
vement R et RL pour le phosphore rouge, V et VL pour le phosphore vert et, B
et BL pour le phosphore bleu.

Etude de la performance du modèle de calibrage

Afin d’étudier la performance de notre calibrage, nous nous sommes donnés un
ensemble de 11 couleurs définies par leurs composantes trichromatiques (X, Y, Z)
dans le système XYZ CIE 1931, puis nous avons déterminé les valeurs d’adres-
sage (Rcal, Vcal, Bcal) ∈ {0, 1, · · · , 255} correspondantes via les équations décrites
ci-dessus. Ces dernières ont ensuite été affichées sur le moniteur puis mesurées au
spectroradiomètre donnant les coordonnées trichromatiques (Xmes, Ymes, Zmes).
Le tableau 3.9 donne les coordonnées trichromatiques (X, Y, Z) des couleurs cibles
utilisées, les valeurs (Rcal, Vcal, Bcal) obtenues via les modèles de calibrage dé-
crits ci-dessus et les coordonnées trichromatques (Xmes, Ymes, Zmes) obtenues par
mesure des (Rcal, Vcal, Bcal) au spectroradiomètre. Dans le but de comparer, les
couleurs cibles et les couleurs obtenues via les équations de calibrage, nous avons



138 Chapitre 3. Le système de stimulation

converti les coordonnées trichromatiques des couleurs dans l’espace L*a*b* : les
tableaux 3.10 et 3.11 donnent les coordonnées trichromatiques des couleurs dans
cet espace. Les différents écarts calculés entre couleurs cibles et couleurs calibrées
(couleurs obtenues par les modèles de calibrage) permettent la validation du ca-
librage du moniteur. En effet, ces écarts de couleur sont tous inferieurs aux seuils
de différentiabilité 5 et 3 pris respectivement pour les écarts de couleur ∆E∗ab et
∆E∗ab94.

Table 3.9 Coordonnées trichromatiques (X, Y, Z) utilisées pour le calibrage, va-
leurs (Rcal, Gcal, Bcal) obtenues et (Xmes, Ymes, Zmes) obtenues par mesure au spec-
troradiomètre des couleurs définies par (Rcal, Gcal, Bcal)

X Y Z Rcal Vcal Bcal Xmes Ymes Zmes
1 1.91 1.34 7.07 0 0 21 2.11 1.61 7.05
2 2.75 4.75 2.10 0 22 0 2.92 4.84 2.59
3 3.81 5.23 7.69 0 22 21 4.03 5.42 7.90
4 7.69 6.95 27.90 0 0 102 8.40 7.71 28.79
5 6.82 11.40 8.68 0 71 0 7.20 11.71 9.30
6 8.37 12.10 16.80 0 71 60 8.93 12.62 17.59
7 10.70 13.10 28.80 0 66 102 11.57 14.00 30.20
8 10.30 20.20 4.74 0 112 0 10.96 20.79 6.15
9 12.90 21.40 18.40 0 112 60 13.80 22.28 19.75
10 15.20 22.40 30.50 0 109 99 16.44 23.66 32.35
11 3.09 2.05 1.59 31 0 0 3.28 2.30 2.08

Table 3.10 Coordonnées trichromatiques (L?, a?, b?) dans le système colorimé-
trique L*a*b* des couleurs utilisées pour l’étude de la performance du calibrage.

L? a? b? L?cal a?cal b?cal
1 11.55 17.18 −32.88 13.29 14.27 −29.81
2 26.01 −27.58 18.80 26.27 −25.62 15.37
3 27.38 −15.86 −7.88 27.90 −14.87 −7.73
4 31.69 10.68 −44.80 33.37 9.91 −43.24
5 40.25 −34.67 10.90 40.75 −33.06 9.77
6 41.37 −24.85 −8.35 42.19 −23.49 −8.61
7 42.91 −12.51 −26.81 44.23 −11.82 −26.58
8 52.06 −54.99 46.99 52.72 −52.84 41.74
9 53.38 −42.12 9.06 54.32 −40.32 8.03
10 54.45 −32.26 −9.40 55.75 −30.66 −9.76
11 15.75 22.74 5.85 16.99 20.59 3.41
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Table 3.11 Coordonnées cylindriques (L?, C?, h) dans le système colorimétrique
L*a*b* des couleurs utilisées pour l’étude de la performance du calibrage.

L? C? h L?cal C?
cal hcal

1 11.55 37.10 297.58 13.29 33.05 295.58
2 26.01 33.38 145.73 26.27 29.87 149.04
3 27.38 17.71 206.41 27.90 16.76 207.46
4 31.69 46.06 283.41 33.37 44.37 282.90
5 40.25 36.34 162.55 40.75 34.47 163.54
6 41.37 26.22 198.57 42.19 25.02 200.12
7 42.91 29.58 244.98 44.23 29.09 246.02
8 52.06 72.34 139.49 52.72 67.34 141.69
9 53.38 43.08 167.87 54.32 41.11 168.73
10 54.45 33.60 196.24 55.75 32.18 197.65
11 15.75 23.48 14.43 16.99 20.87 9.41

Table 3.12 Valeurs d’écart de couleur entre couleurs cibles et couleurs calibrées
calculées pour les équations ∆E∗ab et ∆E∗ab94

Paire ∆E∗ab ∆E∗ab94
1 4.57 2.44
2 3.96 1.87
3 1.13 0.78
4 2.42 1.78
5 2.03 0.95
6 1.61 1.11
7 1.51 1.39
8 5.71 1.86
9 2.28 1.22
10 2.09 1.52
11 3.48 2.28

3.3 Conclusion
Lorsque l’on désire réaliser des expériences psychovisuelles, on doit contrô-

ler très précisement les conditions expérimentales et choisir le moniteur adéquat.
Nous avons discuté des différents critères de choix des moniteurs. Dans notre
demarche de caractérisation du moniteur, nous avons supposé les hypothèses
notamment d’indépendance spatiale et l’indépendance entre les phosphores du
moniteur CRT choisi. Ainsi, la détermination de la matrice de la transformation
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affine a été faite de façon directe. Cette méthode a l’avantage de gagner en temps
et en nombre de mesures. L’étude de la performance de la caractérisation et du
calibrage montrent bien que ces différentes opérations ont été bien menées et
que l’on peut effectivement contrôler les propriétés physiques des stimulations
lumineuses considérées qui seront à produire dans le chapitre suivant. L’incon-
venient de cette méthode est qu’il peut arriver que les hypothèses mentionnées
ci-dessus ne soient pas vérifiées. Pour la vérification de ces hypothèses, le lec-
teur pourra consulter [14]. Dans le cas où ces hypothèses ne sont pas vérifiées,
la caractérisation du moniteur peut se faire en utilisant l’équation (3.2.3) décrite
dans ce chapitre. Un des inconvénients de cette équation est qu’elle introduit des
complexités mathématiques dans le calibrage du moniteur.



Chapitre 4

Approche expérimentale de la
discernabilité perceptive de
textures colorées

Dans ce chapitre, nous abordons le problème de la génération des différentes
stimulations lumineuses colorées étudiées et de la maîtrise de leurs caractéris-
tiques physiques. Nous décrivons les expériences psychophysiques qui ont permis
la collecte des données. Les différentes stimulations lumineuses colorées sont pro-
duites sous forme d’images texturées colorées. Dans le cadre de notre étude, les
images considérées sont des images visuelles planes. La définition considérée est
celle proposée dans [27] : une image est une représentation planaire d’une scène
ou d’un objet situé en général dans un espace tridimensionnel. Son élaboration
résulte de la volonté de proposer une entité observable par l’œil humain. Ceci
explique d’une part son aspect planaire et d’autre part le fait que l’information
élémentaire associée à chaque point de l’image soit transcrite en niveau de gris
ou en couleur.

Les expériences pychophysiques réalisées visent à repondre à la question sui-
vante : peut-on construire une échelle sensorielle en relation avec une échelle
physique de variation du contraste au sens de Michelson ?
Le contraste visuel est une propriété qui permet d’évaluer la différence d’aspect
de deux ou plusieurs parties adjacentes du champs visuel. Les stimuli colorés
texturés produits se composent de deux phases colorées réparties selon diverses
modalités sur la surface considérée. La variabilité introduite porte sur des chan-
gements de luminosité de l’une des deux phases. Dans le cadre de notre étude, le
contraste visuel sera évalué grâce à l’appréciation visuelle de la discernabilité de
la texture produite par variation de la luminance d’une des deux phases à partir
d’une situation initiale d’égalité entre les phases.
On distinguera deux domaines : le domaine physique et le domaine sensoriel.
Le domaine physique nous permettra de décrire et générer les différents signaux
utilisés pour produire nos stimuli et caractériser leur variabilité. Quant au do-
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maine sensoriel, il servira à la description des sensations. Dans le domaine phy-
sique, le continuum physique représente l’ensemble de toutes les valeurs possibles
que peuvent prendre les attributs physiques qui définissent les stimulations lu-
mineuses. Les différentes stimulations lumineuses considérées sont définies dans
un espace multidimensionnel, c’est-à-dire qu’elles sont décrites par plusieurs at-
tributs physiques. Nous avons réduit le cadre de notre étude à l’analyse d’une
dimension particulière du continuum physique global : à savoir le contraste de
Michelson représenté par un axe ayant pour origine la valeur 0 et orienté vers les
valeurs croissantes. Ce contraste est obtenu par variation de l’attribut physique
de luminance dans les différentes stimulations lumineuses tout en maintenant
constantes les valeurs des autres attributs physiques (attributs spatiaux et chro-
matiques).

Pour répondre à la question posée, nous réalisons une épreuve psychophysique
de classement avec, pour modalité sensorielle de classement, le contraste visuel
sur les différentes stimulations lumineuses obtenues par variation du paramètre
de luminance.

4.1 Images texturées colorées et textures visuelles
Il n’existe pas de définition générale de la texture visuelle : nous sommes

capables de décomposer une scène visuelle en régions puis de construire une re-
présentation de cette scène en identifiant un ensemble d’objets par rapport à
un fond. Comme nous l’avons vu au chapitre 2 le traitement de l’informtion vi-
suelle débute par un ensemble d’opérations menées en parallèle dans les premiers
stades : il y a codage d’attributs primitifs grâce à une série d’analyses des anta-
gonismes spatiaux, spectraux, et temporels détectables dans le signal lumineux
reçu. On a codage en parallèle d’informations sur l’orientation, les couleurs, les
contrastes, les reliefs etc.
L’étape de traitement suivante consiste en une exploitation des différentes carto-
graphies ainsi perçues dans le but d’extraire des formes par rapport à un fond.
On suppose que c’est durant cette étape qu’intervient l’appréciation des textures
visuelles (c’est à dire de ce qui "remplit" les formes) : cette opération fait interve-
nir des mécanismes aboutissant à la détermination dans la configuration générale
de zones uniformes perceptivement.
La théorie du Gestalt [41] a mis l’accent sur l’importance primordiale de la confi-
guration des éléments perçus dans les processus perceptifs. Ce qui permet de dis-
cerner deux textures visuelles relève plus de l’impression générale que de l’analyse
individuelle des constituants : les seuls critères de clarté ou de chromaticité ne
suffisent pas à décrire une texture visuelle ; c’est dans la structuration de l’infor-
mation qu’il faut également chercher une cause à la construction d’unités per-
ceptives. Les différentes définitions de la texture rencontrées dans la littérture se
basent sur ces connaissances. La définition littéraire de la texture est la suivante :
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« répétition spatiale d’un même motif dans différentes directions de l’espace ».
Cette définition est limitative car elle caractérise l’objet indépendamment d’un
observateur humain. La notion de texture est également utilisée pour traduire un
aspect homogène de la surface d’un objet dans une scène. L’information visuelle
qui en découle permet de la décrire qualitativement à l’aide des attributs sen-
soriels suivants [82, 8] : contraste visuel, couleur, grossière, fine, lisse, tachetée,
granuleuse, marbrée, netteté régulière ou irrégulière, uniformité, densité, linéarité,
phase, direction, etc. La dernière définition est élargie en décrivant une texture
comme un phénomène à deux dimensions [8] : la première dimension concerne la
description d’éléments de base ou primitives à partir desquels est formée la tex-
ture ; la deuxième dimension est relative à la description de l’organisation spatiale
de ces primitives. Une autre approche [8] est encore de définir la texture à partir
de deux types d’informations essentielles que comporte l’image :

1. les contours, de type unidimensionnel, qui marquent les frontières entre
régions homogènes ;

2. l’aspect de surface, de type bidimensionnel, qui définit les régions homo-
gènes.

Cependant la description d’une texture visuelle peut s’avérer erronnée à une
autre échelle d’observation, c’est-à-dire en changeant de résolution. En pratique,
on définit deux grandes classes de textures, censées correspondre à deux niveaux
de perception [27] :

1. les macrotextures qui présentent un aspect régulier, sous formes de motifs
répétitifs spatialement placés selon une règle précise (par exemple : peau
de lézard, mur de brique) donc une approche structurelle déterministe ;

2. les microtextures présentant des primitives « microscopiques » distribuées
de manière aléatoire (par exemple : sable, laine tissée, herbe) d’où une
approche probabiliste cherchant à caractériser l’aspect anarchique et ho-
mogène.

Une synthèse [27] des deux approches consiste à considérer la texture comme
« une structure spatiale constituée de l’organisation de primitives ayant chacune
un aspect aléatoire, donc une structure hiérarchique à deux niveaux ».
Toutes ces définitions montrent qu’il n’existe pas de définition fonctionnelle pré-
cise de la texture. Les unes sont perceptuellement motivées et les autres sont
conduites par l’application dans laquelle sera utilisée cette définition. Malgré
cela, il existe un certain nombre de propriétés de la texture qui sont en général
supposées vraies [82, 107] et applicables à l’analyse d’images numériques :

– la texture est une propriété de surface ; la texture d’un point (pixel dans le
cas d’une image numérique) n’est pas définie. La texture est une propriété
contextuelle et sa définition doit impliquer les valeurs (ou catégories) des
pixels dans un voisinage spatial. La taille de ce voisinage dépend du type
de texture ou de la taille des primitives constituant la texture ;
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– la texture implique la distribution spatiale des valeurs des pixels ;
– une texture peut apparaître différente selon la distance d’observation ;
– une texture peut apparaître différente selon la géométrie d’observation.

Dans notre approche, la texture physique est considérée comme l’interaction spa-
tiale entre les valeurs des pixels d’une image numérique couleur utilisée comme
stimulus. Les attributs sensoriels (visuels) identifiés comme jouant un rôle impor-
tant dans la description de la texture sont ceux définis précedemment, à savoir
contraste visuel, couleur, netteté, régularité ou irrégularité, uniformité, densité,
grossièreté/finesse, rugosité, granularité, présence de marbrures ou taches etc.
Chaque classe de texture colorée est obtenue d’une part par la gestion du mode de
distibution spatiale et d’autre part par la gestion du contenu couleur de chaque
pixel ou point de l’image. Les différentes textures générées dans notre étude sont
spatialement organisées selon les modalités décrites soit pour les macrotextures
(méthodes déterministes de génération du « pattern » spatial), soit pour les mi-
crotextures (méthodes probabilistes de génération du « pattern » spatial). Nous
avons appliqué les contraintes suivantes sur les différents stimuli soumis aux tests
psychovisuels :

– ils sont modulables selon des critères simples reconnus comme psychovisuel-
lement pertinents (e.g. plus clair, plus sombre) ;

– ils sont parfaitement contrôlés en termes de propriétés physiques.

Dans la classe des microtextures, les textures considérées sont de deux types à
savoir les textures de points aléatoires et les textures isotropes. Elles ont été obte-
nues via la modélisation par la méthode des champs markoviens, plus précisement
en utilisant le modèle connu sous le nom du modèle d’Ising généralisé. En ce qui
concerne la classe des macrotextures, nous avons considéré deux types de réseaux
à savoir les réseaux à orientation horizontale et les réseaux à orientation verticale.
Les différents réseaux ont été obtenus par programmation de façon déterministe
et n’a pas nécessité de modélisation particulière.

Nous présentons dans la sous-section suivante les caractéristiques physiques
et géométriques des différentes images texturées étudiées.

4.1.1 Caractéristiques physiques des stimulations visuelles

Les différentes images texturées colorées générées pour notre étude sont phy-
siquement caractérisées, selon leur appartenance à un type de texture (textures
aléatoires, textures isotropes et réseaux), par :

– la taille des stimuli exprimée en degré d’angle visuel ;
– la chrominance et la luminance des couleurs des stimuli, exprimées par leurs
coordonnées trichromatiques dans le système XYZ CIE 1931 ;

– le contraste physique ;
– la proportion des pixels appartenant à une couleur donnée.
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Lorsque nous regardons une surface texturée colorée, celle-ci possède une certaine
taille (dans le monde physique), mesurable en mètre par exemple. Mais nous
pouvons considérer la projection optique de cet objet sur la rétine, puisqu’elle
représente la taille véritable du stimulus en interaction avec le système visuel.
Pour distinguer ces deux notions, on utilise parfois le terme de stimulus distal
pour l’objet et de stimulus proximal pour son image optique correspondante sur
la rétine (taille en mm). La taille de l’image rétinienne, pour un objet donné
dépend de la distance d’observation. En effet, plus l’objet est éloigné, plus l’image
optique de cet objet sur la rétine est petite. On préfère donner sa taille en évaluant
l’angle sous-tendu par l’objet et dont le sommet est au centre optique de l’œil ou
angle visuel. Cette valeur permet de calculer la taille d’un objet vu à différentes
distances.
Un objet de 1 cm mesure 1° d’angle visuel [7] s’il se trouve placé à une distance
de 57.3 cm de l’œil. Ainsi, en désignant par :

– α la taille angulaire de l’objet perçu, exprimé en degrés d’angle visuel ;
– T la taille réelle de l’objet en cm ;
– d la distance entre l’objet et les yeux de l’observateur, exprimée en cm.

Nous avons la relation :
α = T × 57.3

d
. (4.1.1)

La taille des images a été choisie de façon à solliciter la zone centrale de la rétine
c’est à dire principalement les cônes (vision photopique). Dans le cadre de tests
psychophysiques sur images numériques, il est d’usage de considérer une taille an-
gulaire α > 4 degrés d’angle visuel. La distance d séparant l’écran des sujets étant
connue (environ 50 cm), il en résulte une résolution spatiale de 220 × 220 pixels
pour toutes les images texturées colorées de l’étude. La densité de résolution de
l’écran égale à dR = 112 dpi étant celle des images numériques (cf. Chapitre 3,
sous-section 3.2.3). Les images numériques affichées sont des carrés de 5 cm de
côté vus sous un angle visuel de 5°.
Il est important dans le cadre de notre étude de produire des stimuli dans les-
quels les éléments constitutifs des images texturées colorées soient discernables.
La résolution de cette contrainte s’appuie sur la notion de pouvoir séparateur de
l’œil qui se définit comme étant l’angle limite a sous lequel deux points lumineux
peuvent être vus séparés. Il est de l’ordre d’une minute d’angle 1. On désigne par
h la distance entre deux points lumineux sur l’écran, d la distance d’observation.
On a,

tan(a) = h

d
.

Le pouvoir séparateur de l’œil a est égal à a = 1/60° et dans les conditions d’ob-
servation de nos tests d = 50 cm : on pourra donc séparer visuellement 2 pixels

1. 1° vaut 60 minutes.
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s’ils sont distants d’au moins hs = d × tan(a), soit hs = 0.15mm. Connaissant
la hauteur H = 10.74 pouces de l’écran et sa résolution verticale Rv = 1200
pixels, on en déduit que l’espacement entre chaque ligne de notre moniteur vaut
he = H/Rv, soit he = 0.227mm . Nous avons donc considéré dans la synthèse
de nos stimuli un espacement de he = 0.227mm entre les différents pixels, aussi
bien dans la direction de la hauteur de l’écran que celle de sa largeur.

La couleur de chaque pixel des images texturées colorées est caractérisée par
des valeurs de chrominance et de luminance dans l’espace XYZ CIE 1931. La
chrominance est représentée par les deux coordonnées chromatiques normalisées
x et y (cf. Chapitre 3, section 3.1.1). La luminance est caractérisée par la com-
posante Y exprimée en cd.m−2. Chaque couleur a été d’abord définie par sa
chrominance à l’aide du diagramme de chromaticité (cf. Figure 3.3, chapitre 3).
Le blanc utilisé dans la caractérisation des chrominances est l’illuminant D65
de composantes trichromatiques (Xn, Y n, Zn) = (95.047, 100.00, 108.883) ou
(xn, yn, Yn) = (0.31272, 0.32903, 100) dans le système colorimétrique XYZ CIE
1931 et une température de couleur égale à 6500K (selon la recommandation
de la CIE 15.2004), (cf. Paragraphe 3.2.3, Chapitre 3). Le choix des luminances
s’est fait de façon à solliciter la vision photopique des observateurs. Pour la spé-
cification des luminances, nous nous sommes placés dans le domaine photopique.
Cette vision est notamment caractérisée par :

– la sensation de couleur ;
– une activité visuelle élévée dans la zone centrale de la rétine ;
– une adaptation relativement rapide (quelques secondes).

Elle est définie par des luminances supérieures à 10 (cd.m−2) [132, 7, 125]. L’écran
utilisé, comme tous les écrans, n’est pas capable de reproduire toutes les couleurs
possibles. Il possède un « gamut » dans lequel nous avons dû choisir les couleurs
utilisées dans nos textures : ses dernières devaient bien entendu être affichages. Le
tableau 4.1 donne les coordonnées trichromatiques dans le système XYZ CIE 1931
et les longueurs d’onde λ (appelée « longueur d’onde dominante »), exprimées en
nm, des couleurs choisies pour l’étude à savoir : Rouge, Vert, Bleu et Jaune.

Table 4.1 Les coordonnées trichromatiques des différentes gammes de couleurs
dans le système colorimétrique XYZ de la CIE 1931.

Coordonnées trichromatiques Rouge Vert Bleu Jaune
x0 0.51 0.29 0.18 0.39
y0 0.33 0.54 0.12 0.49
Y0 (cd.m−2) 15.56 20.28 14.05 84.83
λ (nm) 675 550 475 570

Dans chacun des stimuli texturés colorés testés, nous avons utilisé deux cou-
leurs isochromes : la première est l’une des couleurs définies dans le tableau 4.1
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et la seconde est obtenue en faisant varier la composante de luminance Y0 de la
première couleur. Donc, les deux couleurs formant l’image texturée colorée ont
une chrominance égale et une luminance différente. Notre problème était de pro-
duire une variation régulière de la sensation liée aux changements de luminances.
C’est pourquoi nous avons établi notre échelle de variation physique à partir
d’une incrémentation régulière des clartés dans l’espace L*a*b* considéré comme
perceptuellement uniforme avec un axe de clarté L? partant d’une information
strictement achromatique.
On rappelle la formule de passage du système XYZ CIE 1931 au système L*a*b* :

L∗ =



116
(
Y

Yn

)1/3

−16 si Y
Yn
> 0.008856 ,

903.3
(
Y

Yn

)
si Y

Yn
6 0.008856,

a∗ = 500
{
f

(
X

Xn

)
−f

(
Y

Yn

)}
,

b∗ = 200
{
f

(
Y

Yn

)
−f

(
Z

Zn

)}
,

avec :

f(x) =


x1/3 si x > 0.008856,

7.787× x+ 16
116 si x 6 0.008856.

Les coordonnées trichromatiques Xn, Yn et Zn sont les coordonnées trichroma-
tiques dans le système de primaires XYZ CIE 1931 d’un stimulus achromatique
spécifié de couleur blanche. Dans le cas qui nous concerne, les valeurs Xn, Yn
et Zn sont les coordonnées trichromatiques du point blanc du moniteur mesu-
rées à l’aide du spectroradiomètre en utilisant les valeurs d’adressage R = 255,
V = 255 et B = 255. On obtient Xn = 90.9, Yn = 98.4 cd.m−2 et Zn = 117.
L0 étant la composante de clarté d’une couleur donnée, nous générons les termes
de deux suites arithmétiques de premier terme commun égal à L0 et de raison
r et −r. En plaçant l’image à contraste nul « au milieu » de l’ensemble à étu-
dier nous souhaitons étudier l’influence du sens de l’évolution des luminances sur
la perception de la discernabilité globale des contrastes. L’épreuve psychophy-
sique étant une épreuve de classement, les différentes images texturées colorées
à classer doivent être affichées simultanément à l’écran. Compte tenu des limita-
tions liées à la taille de l’écran, nous avons simulé 20 images texturées colorées
dans chaque type de texture pour une couleur donnée de coordonnées trichro-
matiques (x0, y0, Y0). Ainsi, Pour chaque suite arithmétique de premier terme
L0, nous avons généré 10 termes. La valeur de r est choisie de telle sorte que
les valeurs entières d’adressage correspondantes (R, V,B) soient différentes. Les
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valeurs respectives de r pour les couleurs utilisées Rouge, Vert, Bleu et Jaune
sont respectivement r = 0.52, r = 1.10, r = 0.31 et r = 0.43. La différence entre
les valeurs de r pour les couleurs Rouge, Vert, Bleu et Jaune s’explique par le
fait que les différents phosphores Rouge, Vert et Bleu de l’écran considéré ont
des comportements différents. Ce fait a été remarqué pendant la procédure de
calibrage et de caractérisation détaillée au chapitre 3 dans la section 3.2. Nous
avons calculé pour chaque image texturée colorée, l’écart de luminance ∆Y et
le contraste physique ainsi généré entre les deux couleurs composant le stimulus
texturé coloré.
Il existe différentes définitions mathématiques du contraste en luminance. Ici,
seule celle proposée par Michelson [7, 55] dite contraste de Michelson sera utili-
sée. Ce contraste est défini par : M = |∆Y |

Y0+2×|∆Y | .
Ce dernier est, par définition, une grandeur sans unité, comprise entre 0 et 1, et
souvent exprimée en pourcentage. Enfin, dans toutes les images texturées colorées
qui sont, comme nous l’avons dit, isochromes, les proportions des pixels dans les
deux couleurs sont égales.

Table 4.2 Les coordonnées trichromatiques des couleurs dans la teinte Rouge, les
valeurs correspondantes des contrastes de Michelson (M) et l’écart de luminance
(∆Y ) avec (x0, y0, Y0) = (0.51, 0.33, 15.56) et r = 0.52.

Y M ∆Y
1 12.00 0.13 −3.56
2 12.33 0.12 −3.23
3 12.66 0.10 −2.90
4 13.00 0.09 −2.56
5 13.35 0.08 −2.21
6 13.70 0.06 −1.86
7 14.06 0.05 −1.50
8 14.43 0.04 −1.13
9 14.80 0.03 −0.76
10 15.17 0.01 −0.39
11 15.56 0.00 0.00
12 15.95 0.01 0.39
13 16.34 0.02 0.78
14 16.75 0.04 1.19
15 17.16 0.05 1.60
16 17.57 0.06 2.01
17 18.00 0.07 2.44
18 18.43 0.08 2.87
19 18.86 0.10 3.30
20 19.31 0.11 3.75
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Table 4.3 Les coordonnées trichromatiques des couleurs appartenant dans la
teinte Verte, les valeurs correspondantes des contrastes de Michelson (M) et
l’écart de luminance (∆Y ) avec (x0, y0, Y0) = (0.29, 0.54, 20.28) et r = 1.10.

Y M ∆Y
1 12.00 0.26 −8.28
2 12.70 0.23 −7.58
3 13.43 0.20 −6.85
4 14.19 0.18 −6.09
5 14.97 0.15 −5.31
6 15.78 0.12 −4.50
7 16.62 0.10 −3.66
8 17.49 0.07 −2.79
9 18.39 0.05 −1.89

10 19.32 0.02 −0.96
11 20.28 0.00 0.00
12 21.28 0.02 1.00
13 22.30 0.05 2.02
14 23.36 0.07 3.08
15 24.45 0.09 4.17
16 25.57 0.12 5.29
17 26.73 0.14 6.45
18 27.92 0.16 7.64
19 29.15 0.18 8.87
20 30.41 0.20 10.13

Table 4.4 Les coordonnées trichromatiques des couleurs appartenant dans la
teinte Bleue, les valeurs correspondantes des contrastes de Michelson (M) et
l’écart de luminance (∆Y ) avec (x0, y0, Y0) = (0.18, 0.12, 14.05) et r = 0.31.

Y M ∆Y
1 12.00 0.08 −2.05
2 12.20 0.07 −1.85
3 12.39 0.06 −1.66
4 12.59 0.05 −1.46
5 12.79 0.05 −1.26
6 13.00 0.04 −1.05
7 13.20 0.03 −0.85
8 13.41 0.02 −0.64
9 13.62 0.02 −0.43

10 13.83 0.01 −0.22
11 14.05 0.00 0.00
12 14.26 0.01 0.21
13 14.48 0.02 0.43
14 14.70 0.02 0.65
15 14.93 0.03 0.88
16 15.15 0.04 1.10
17 15.38 0.05 1.33
18 15.61 0.05 1.56
19 15.84 0.06 1.79
20 16.08 0.07 2.03
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Table 4.5 Les coordonnées trichromatiques des couleurs appartenant dans la
teinte Jaune, les valeurs correspondantes des contrastes de Michelson (M) et
l’écart de luminance (∆Y ) avec (x0, y0, Y0) = (0.39, 0.49, 84.83) et r = 0.43.

Y M ∆Y
1 75.30 0.06 −9.53
2 76.22 0.05 −8.61
3 77.15 0.05 −7.68
4 78.08 0.04 −6.75
5 79.02 0.04 −5.81
6 79.97 0.03 −4.86
7 80.93 0.02 −3.90
8 81.89 0.02 −2.94
9 82.86 0.01 −1.97
10 83.84 0.01 −0.99
11 84.83 0.01 1.00
13 86.83 0.01 2.00
14 87.84 0.02 3.01
15 88.86 0.02 4.03
16 89.88 0.03 5.05
17 90.92 0.03 6.09
18 91.96 0.04 7.13
19 93.01 0.05 8.18
20 94.07 0.05 9.24

Après avoir spécifié les caractéristiques physiques des différents composants
des stimulations lumineuses colorées, nous allons passer à la génération des dif-
férentes distributions spatiales des deux couleurs. Avant de présenter le modèle
d’Ising généralisé et l’algorithme de simulation utilisé, les définitions de système
de voisinage et de cliques associées et le théorème de Hammersley-Clifford sont
présentés.

4.1.2 Modèle d’Ising généralisé et algorithme
Les modèles Markoviens [24] permettent de quantifier les interactions spa-

tiales d’observations aux sommets d’une grille S en donnant une probabilité pour
toute configuration x sur S. Dans toute la suite, l’image numérique est considé-
rée comme une grille S = {s = (i, j), i = 1, 2, . . . , N ; j = 1, 2, . . . ,M} finie de
points s appelés sites 2. A chaque site s ∈ S, on associe une variable aléatoire
Xs à valeurs dans un ensemble fini Q appelé espace des états contenant l’en-
semble des valeurs possibles xs du site s ∈ S. Par exemple, Q = {0, 1, . . . , 255}

2. Dans notre cas, pixel.



4.1. Images texturées colorées et textures visuelles 151

pour une image à niveaux de gris codée sur 8 bits, Q = {0, 1, . . . , 255}3 pour
une image numérique couleur codée sur 3 × 8 bits. On obtient ainsi une famille
X = {Xs, s ∈ S} de variables aléatoires indexées par l’ensemble fini S ⊂ N2 des
sites que l’on dénomme champ aléatoire. L’espace des configurations, que nous
noterons E dans toute la suite, pour le champ aléatoire X = {Xs, s ∈ S} est
l’ensemble de toutes les images possibles x = (x1, . . . , x|S|), où

x ∈ E = Q|S| = QN×M , (4.1.2)

avec | S | désignant le cardinal de S l’ensemble fini des sites ou pixels. Dans
toute la suite, nous supposons que les variables aléatoires Xs sont définies sur un
certain espace de probabilité (F,A, p).

Définition 3 (Système de voisinage et cliques). Désignons par S (l’ensemble des
pixels contenus dans l’image). Les pixels de S sont reliés entre eux via un système
de voisinage.
Un système de voisinage pour S est défini par :

N = {Ni; i ∈ S}, (4.1.3)

où Ni désigne l’ensemble des pixels voisins du pixel i. La relation de voisinage
possède les propriétés suivantes :

1. Un pixel donné n’appartient pas à l’ensemble de ses voisins : i 6∈ Ni ;
2. La relation de voisinage est mutuelle : i ∈ Nj ⇐⇒ j ∈ Ni.

Pour une grille régulière (image numérique), l’ensemble des pixels voisins d’un
pixel i est défini comme l’ensemble des pixels proches de ce pixel à l’intérieur d’une
boule de centre i et de rayon r

Ni = {j ∈ S ; [dist(i, j)] 6 r},

où dist(A,B) désigne la distance euclidienne entre A et B et r est un entier naturel.
Notons que les pixels aux bords ou proches du bord ont moins de voisins.
Dans le système de voisinage d’ordre 1, encore appelé système de 4-voisinage,
chaque pixel intérieur à l’image a quatre voisins. Dans le système de voisinage
d’ordre 2, encore appelé système de 8-voisinage, chaque pixel intérieur à l’image
a huit voisins.
Le couple (S,N ) constitue un graphe dans le sens usuel où S contient les noeuds
et N détermine les liens entre les noeuds selon le système de voisinage considéré.
Une clique c pour (S,N ) est définie comme un sous-ensemble de l’ensemble des
pixels S. Elle contient un seul pixel c = {i}, ou une paire de pixels c = {i, j}, ou un
triplet de pixels c = {i, j, k} et ainsi de suite. Les ensembles de cliques constitués
d’un élément, de deux éléments, de trois éléments seront désignés respectivement
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par C1, C2 et, C3 où

C1 = {{s} ; s ∈ S}, (4.1.4)
C2 = {{i, j} ; j ∈ Ni, i ∈ S}, (4.1.5)
C3 = {{i, j, k} ; i, j, k ∈ S, sont voisins entre eux}. (4.1.6)

Figure 4.1 Types de cliques dans un système de voisinage d’ordre 2

Notons que les pixels dans une clique sont ordonnés, et la clique {i, j} n’est
pas la même que la clique {j, i}, et de suite.
L’ensemble de toutes les cliques pour (S,N ) est

C = C1 ∪ C2 ∪ C3 · · · (4.1.7)

où · · · désigne des cliques possibles d’ordre supérieur à 3. Le type d’une clique
pour (S,N ) d’une grille régulière est déterminé par sa dimension, sa forme et son
orientation.

Définition 4 (Champ de Markov). Un champ aléatoire X est dit champ mar-
kovien sur S relativement au système de voisinage N si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

1. p(X = x) > 0 ,∀x ∈ E ;
2. p(Xs = xs | {Xt = xt, t 6= s}) = p(Xs = xs | {Xt = xt, t ∈ Ns}).

En d’autres termes, un champ markovien est un champ aléatoire qui possède
la propriété de Markov : la valeur xs d’un pixel s ne dépend directement et
uniquement que des valeurs des pixels voisins de ce pixel s. Les probabilités
p(Xs = xs | {Xt = xt, t ∈ Ns}) sont appelées probabilités conditionnelles locales.

Définition 5 (Distribution de Gibbs). Un champ aléatoire X est dit champ de
Gibbs sur S relativement à un système de voisinage N ssi sa distribution de
probabilité est régie par

p(X = x) = Z−1e−
1
T
U(x), (4.1.8)

où
Z =

∑
x∈E

e−
1
T
U(x), (4.1.9)

est la constante de normalisation appelée fonction de partitio, T est une constante
appelée la température qui devra être supposée égale à 1 sauf mention explicite du
contraire, et U(x) la fonction énergie.
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Elle a pour expression
U(x) =

∑
c∈C

Vc(x), (4.1.10)

où C est l’ensemble de toutes les cliques associées au système de voisinage N
considéré. La fonction Vc(x) est appelée fonction potentiel associée à la clique
c. La valeur de Vc(x) dépend de la configuration locale de la clique c i.e. Vc(x)
dépend de l’ensemble {xs, s ∈ c} (valeurs des pixels appartenant à la clique
c), du type de la clique (son ordre, sa forme et son orientation) et des pixels s
appartenant à la clique c.
Un champ aléatoire de Gibbs (GRF) est dit homogène ssi Vc(x) est indépendant
de la position relative de la clique c. Il est dit inhomogène dans le cas contraire.
Ainsi pour un champ de Gibbs homogène, l’énergie U(x), pour le système de
voisinage considéré, s’écrit de façon générale :

U(x) =
∑
{s}∈C1

V1(xs) +
∑

{s,t}∈C2

V2(xs, xt) +
∑

{s,t,u}∈C3

V3(xs, xt, xu) + · · · (4.1.11)

De la même façon, cette énergie s’écrit pour un champ de Gibbs inhomogène par
la formule ci-après :

U(x) =
∑
{s}∈C1

V1(xs, s) +
∑

{s,t}∈C2

V2(xs, xt, s, t) +
∑

{s,t,u}∈C3

V3(xs, xt, xu, s, t, u) + · · ·

(4.1.12)
Un champ aléatoire de Gibbs (GRF) est dit isotrope ssi Vc(x) est indépendant du
type de la clique c (son ordre, sa forme et son orientation). Il est dit anisotrope
dans le cas contraire. Nous supposerons que le champ X est homogène i.e. le
potentiel Vc(x) est indépendant de la position relative de la clique c. En effet, le
modèle d’Ising généralisé est un champ de Gibbs homogène.

Un champ markovien est caractérisé par sa propriété locale alors qu’un champ
de Gibbs est caractérisé par sa propriété globale. Le théorème de Hammersley-
Clifford établit l’équivalence de ces deux propriétés [126].

Théorème 4.1.1 (Équivalence Markov-Gibbs). Un champ alétoire X est un
champ markovien sur S relativemment à un système de voisinage N si et seule-
ment si X est un champ de Gibbs sur S relativement à N [100].

Ici, nous donnons la démonstration qu’un champ de Gibbs X sur S relative-
ment àN est un champ markovien sur S relativement àN . Pour la démonstration
de la réciproque, le lecteur pourra consulter la référence suivante [100].

Preuve. En effet,
Soit X un champ de Gibbs sur S relativement à N . Par définition :

p(X = x) = 1
Z
e−U(x),
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où Z est la constante de normalisation et U(x) l’énergie :

Z =
∑
x∈E

e−U(x), (4.1.13)

U(x) =
∑
c∈C

Vc(x), (4.1.14)

(4.1.15)

où E désigne l’espace des configurations (i.e. l’ensemble de toutes les réalisations
possibles du champ aléatoire). Il s’agit de montrer que la probabilité P (Xs = xs |
Xt = xt, t 6= s) dépend de l’ensemble {xt, t ∈ Ns}. On a :

p(Xs = xs | Xt = xt, t 6= s) = p(Xs = xs, Xt = xt, t 6= s)
p(Xt = xt, t 6= s) ,

= p(X = x)∑
x′s∈Q p(X = x′) ,

où x′ = (x1, x2, · · · , xs−1, x
′
s, xs, · · · , xm) (m étant le nombre total de pixels de

l’image) est une configuration quelconque qui coincident avec la configuration x
sauf probablement en s. Par hypothèse, p(X = x) = 1

Z
e−U(x) d’où :

p(Xs = xs | Xt = xt, t 6= s) = e−U(x)∑
x′s∈Q

e−U(x′) ,

= e−
∑

c∈C Vc(x)∑
x′s∈Q

e−
∑

c∈C Vc(x
′) .

C étant l’ensemble de toutes les cliques associées au système de voisinage N . On
fait une partition de C en deux sous-ensembles Cs et B désignant respectivement
l’ensemble des cliques contenant s et l’ensemble des cliques ne contenant pas s.
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L’expression mathématique ci-dessus s’écrit donc :

p(Xs = xs | Xt = xt, t 6= s) = e−
∑

c∈C Vc(x)∑
x′s∈Q

e−
∑

c∈C Vc(x
′) ,

= e−(
∑

Cs
Vc(x)+

∑
B Vc(x))∑

x′s∈Q
e−(
∑

Cs
Vc(x′)+

∑
B Vc(x′))

,

= e−
∑

Cs
Vc(x).e−

∑
B Vc(x)

∑
x′s∈Q

{
e−
∑

Cs
Vc(x′).e−

∑
B Vc(x′)

} ,

= e−
∑

Cs
Vc(x).e−

∑
B Vc(x)

e−
∑
B Vc(x

′) ∑
x′s∈Q

{
e−
∑

Cs
Vc(x′)

} ,

= e−
∑

Cs
Vc(x)∑

x′s∈Q
e−
∑

Cs
Vc(x′)

.

L’avant dernière ligne résulte du fait que, B étant l’ensemble des cliques ne conte-
nant pas le pixel s, chaque Vc(x′) est indépendante de x′s, ∀c ∈ B et donc la som-
mation e−

∑
B Vc(x

′) est indépendante x′s.
Soit c une clique appartenant à B. Il résulte de la définition de B : s 6∈ c. Par
suite, les fonctions Vc(x) et Vc(x′) sont respectivement indépendantes de xs et x′s.
De plus, xt = x′t, ∀t 6= s, d’où Vc(x) = Vc(x′). Il en résulte la dernière ligne.
Ainsi, p(Xs = xs | Xt = xt, t 6= s) dépend uniquement des potentiels associés aux
cliques contenant le pixel s, donc dépend des valeurs (ou catégories) des pixels
voisins du pixel s. Ceci prouve qu’un champ de Gibbs est un champ markovien.

Par la preuve ci-dessus, le calcul des probabilités conditionnelles à partir des
potentiels est donné par,

p(Xs = xs | Xt = xt, t 6= s) = e−
∑

Cs
Vc(x)∑

x′s∈Q
e−
∑

Cs
Vc(x′)

,

où Cs désigne l’ensemble des cliques qui contiennent le pixel s i.e., Cs = {c ∈
C; s ∈ c}

Modèle d’Ising généralisé et algorithme de recuit simulé

Ce modèle est un cas particulier de modèles connus sous le nom d’auto-
modèles. Il constitue une généralisation du modèle connu sous le nom de modèle
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d’Ising que nous ne présenterons pas ici. Nous nous contenterons de présenter
le modèle dans sa généralité, puis nous l’appliquerons à notre cas. Pour plus
de détails sur les auto-modèles, le lecteur pourra consulter les références sui-
vantes [126, 70, 100].

Modèle d’Ising généralisé [70] L’espace des états Q du processus est l’en-
semble fini discret Q = {1, 2, · · · ,M} de cardinal M (avec M > 2). Dans ce
modèle, le potentiel associé à une clique dépend du type de la clique (ordre, sa
forme et son orientation) et des valeurs des pixels appartenant à la clique, i.e.
{xs | s ∈ c} : pour une clique d’ordre 1, le potentiel est défini par,

Vc(x) =
M∑
k=1

αkδk(xs), (4.1.16)

où αk = P (Xs = k) et δk(xs) désigne la notation de Kronecker. Pour les cliques
d’ordre strictement supérieur à 2, on associe des paramètres ξc à chaque type de
clique c et on définit les potentiels Vc(x) de la façon suivante :

Vc(x) =


ξc si ∃!k ∈ Q tel que xs = k, ∀s ∈ S,

−ξc sinon.
(4.1.17)

Ce qui s’écrit sous forme condensée :

Vc(x) = −ξc
M∑
k=1

∏
s∈c

δk(xs) + ξc

{
1−

M∑
k=1

∏
s∈c

δk(xs)
}
. (4.1.18)

Les paramètres αk, k = 1, 2, · · · ,M traduisent les proportions des niveaux utili-
sés dans la texture, alors que les paramètres ξc contrôlent la taille et la direction
des primitives de texture. Ces paramètres sont souvent appelés paramètres de
Markov.
Pour calculer la distribution de Gibbs associée, il faut spécifier le système de
voisinage, les cliques c associées et les potentiels Vc(x) associés aux cliques. Ici,
nous supposons que le champ aléatoire X est homogène, et donc le potentiel as-
socié à une clique donnée dépend uniquement du type de clique et des valeurs
des pixels contenus dans la clique, mais ne dépend pas de la position de la clique
(cas d’un champ de Gibbs inhomogène). Pour la simulation des images texturées
colorées, le système de voisinage utilisé est celui d’ordre 2 (les voisins d’un pixel
sont les pixels qui lui sont proches horizontalement, verticalement et diagonale-
ment). Ainsi, un pixel donné, admet huit pixels voisins s’il est intérieur à l’image
numérique et moins de huit dans le cas contraire. Aussi, nous nous sommes limi-
tés aux cliques d’ordre 2. Le choix de ce système de voisinage est justifié par le
fait que les systèmes de voisinage d’ordres plus petits, e.g. d’ordre 1 et d’ordre
2, sont très flexibles et puissants [70]. Le système de voisinage étant choisi, les
paramètres associés à chaque type de clique d’ordre 2 sont définis par le vecteur
β = (β1, β2, β3, β4). Ces paramètres jouent les rôles suivants :



4.1. Images texturées colorées et textures visuelles 157

– β1 traduit l’intéraction de deux pixels voisins sur la direction horizontale ;
– β2 traduit l’intéraction de deux pixels voisins sur la direction verticale ;
– β3 et β4 traduisent respectivement l’intéraction de deux pixels voisins sur
la première et la seconde diagonale.

On synthétise une texture à partir d’un modèle markovien par échantillonnage
de la distribution de probabilité conjointe p(X = x), x ∈ E où E désigne l’espace
des configurations du champ markovien X. Plusieurs raisons expliquent le fait
que la distribution de probabilité conjointe p(X = x) soit difficile à simuler. Une
raison est que l’espace des configurations E du champ aléatoire markovien est
en général intraitable. Par conséquent, les algorithmes de synthèse utilisent le
fait que la distibution conjointe p(X = x) est caractérisée par les probabilités
conditionnelles locales p(Xs = xs | {xt, t ∈ Ns}) [100]. Ces algorithmes opèrent
par génération d’une chaîne de Markov d’images {X(0), X(1), · · · , X(n)} qui
converge vers une image x ∈ E telle que,

lim
n−→+∞

p(X(n) = x | X(0) = x(0)) = p(X = x), ∀x ∈ E, (4.1.19)

indépendamment de l’image initiale X(0) = x(0) de la chaîne de markov [100].
Le calcul des probabilités conditionnelles locales se fait à l’aide de la formule

suivante,

p(Xs = xs | Xt = xt, t 6= s) = e−
∑

C
Vc(x)∑

xs′∈Q
e−
∑

C
Vc(x′)

.

où Cs désigne l’ensemble des cliques associées au système de voisinage qui contiennent
le pixel s et Q l’ensemble des états du champ aléatoire X (l’ensemble où Xs prend
ses valeurs pour tout s ∈ S). s désigne un pixel quelconque fixé intérieur à l’image
et (U1,s, U2,s, U3,s, U4,s, V1,s, V2,s, V3,s, V4,s) les valeurs des pixels voisins du pixel s
(cf. Figure 4.2). On désigne par C1 et C2 l’ensemble des cliques d’ordre 1 et 2
respectivement, contenant le pixel s.

Figure 4.2 Système de voisinage d’ordre 2 : huit pixels voisins du pixel s.

On a :
C1 = {{s}}.

C2 = {{s, u1}, {s, u2}, {s, u3}, {s, u4}, {s, v1}, {s, v2}, {s, v3}, {s, v4}}.
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Par suite, ∑
c∈A

Vc(x) = V{s}(x) + Vc|c∈C2(x). (4.1.20)

En utilisant la définition des potentiels ci-dessus, on obtient :

∑
c∈Cs

Vc(x) =
M∑
k=1

αkδk(xs)+β1{I(S, U1)+I(S, U3)}+β2{I(S, U2)+I(S, U4)}

+β3{I(S, V 2) + I(S, V 4)}+ β4{I(S, V 1) + I(S, V 3)},

où les fonctions I(m,n) sont définies par :

I(m,n) =


−1 si m = n,

1 sinon
(4.1.21)

Il en résulte : ∑
c∈Cs

Vc(x; θ) = θt.J(xs, Ns(x)),

avec :
θ = (α1, · · · , αM , β1, β2, β3, β4)t, (4.1.22)

et

J(xs,Ns(x)) =



δ{1}(xs)
δ{2}(xs)
· · ·
· · ·
· · ·

δ{M}(xs)
I(xs, U1,s) + I(xs, U3,s)
I(xs, U2,s) + I(xs, U4,s)
I(xs, V2,s) + I(xs, V4,s)
I(xs, V1,s) + I(xs, V3,s)



.

Les paramètres β1, β2, β3 et β4 sont des paramètres associés aux cliques d’ordre 2
et αi, i = 1, 2, . . . ,M sont des paramètres associés respectivement aux catégories
de couleurs 1,2,. . ., M . Pour la simulation des images texturées colorées (tex-
tures aléatoires et textures isotropes) à l’aide du modèle d’Ising généralisé, nous
avons utilisé l’agorithme du recuit simulé [107]. Un tel algorithme a pour avan-
tage entre autres de conserver les proportions initiales des pixels appartenant à
une gamme de couleur donnée, spécifiées dans l’initialisation de l’algorithme par
l’image initiale X(0) = x(0).
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Algorithme du recuit simulé [107]
1: Set counters m = 0, c = 0 and l = 0.

Set To = 1 or another value of similar order of magnitude.
Set α = 0.99 or a similar number smaller than 1, but close to 1.
Set N equal to the total number of pixels in the image you wish to create.
Set M equal to the maximum number of iterations you wish to allow.

2: Start from configuration of pixel values x, choosen at random, or in any other
way.
Set xold = x.

3: Set m = m+ 1.
4: if m > M then
5: exit the algorithm, producing as output xold
6: end if
7: if m < M then
8: , set Tm = α.Tm−1 and proceed to
9: end if
10: Set c = c+ 1.
11: if c > N then
12: exit the algorithm, producing as output xold
13: end if
14: if c < N then
15: , pick at random two pixels and proceed to
16: end if
17: if If the two pixels have the same grey value then
18: , go
19: end if
20: if If the two pixels do not have the same grey value then
21: proceed to
22: end if
23: Exchange the values of the two pixels, thus creating a new configuration y.
24: Compute the relative probability p = p(y)/p(x) of the two configurations.
25: if p > 1 then
26: Accept the exchange.

Set x = y, l = 0, xold = y and go to
27: end if
28: if p < 1 then
29: proceed to
30: end if
31: Set l = l + 1.
32: if l > L then
33: terminate and exit the algorithme producing as output xold.
34: end if
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35: if l < L then
36: draw a random number q in the range[0, 1] and proceed to
37: end if
38: if q < p1/Tm then
39: accept the exchange.

Set x = y and go to
40: end if
41: if q > p1/Tm then
42: keep the old configuration x intact and go to
43: end if

La mise en œuvre de cet algorithme est basée sur le calcul du rapport des pro-
babilités conjointes p(X = x′)/p(X = x) tel que x′j = xj, ∀j 6= i. i étant un
pixel fixé.
On montre que si x et y sont deux réalisations d’un champ aléatoire X = {Xs, s ∈
S}, défini sur un ensemble fini de sites S de cardianl N , on a le résultat sui-
vant [100] :

p(X = x)
p(X = y) =

N∏
j=1

p(xj | x1, · · · , xj−1, yj+1, · · · , yN)
p(yj | x1, · · · , xj−1, yj+1, · · · , yN) , (4.1.23)

où x = (x1, x2, · · · , xN) et y = (y1, y2, · · · , yN).
Pour une démonstration de ce résultat, on pourra consulter les références sui-
vantes [100, 107].
Considérons donc deux configurations de textures x = (x1, x2, · · · , xN) = (xj)j=1,2,··· ,N
et y = (y1, y2, · · · , yN) = (yj)j=1,2,··· ,N de probabilités respectives p(X = x) et
p(X = y). N désignant leur nombre commun de pixels. L’équation (4.1.23), per-
met d’écrire,

p(X = x)
p(X = y) =

N∏
j=1

p(xj | x1, · · · , xj−1, yj+1, · · · , yN)
p(yj | x1, · · · , xj−1, yj+1, · · · , yN) . (4.1.24)
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Considérons deux entiers k et l tels que 1 6 k < l 6 N et supposons que
yj = xj,∀j 6∈ {k, l} et yk = xl, yl = xk. Il en resulte :

p(x = x)
p(X = y) =

N∏
j=1

p(xj | x1, · · · , xj−1, yj+1, · · · , yN)
p(yj | x1, · · · , xj−1, yj+1, · · · , yN) ,

= p(xk | x1, · · · , xk−1, yk+1, · · · , yl, · · · , yN)
p(yk | x1, · · · , xk−1, yk+1, · · · , yl, · · · , yN)

× p(xl | x1, · · · , xk, · · · , xl−1, , yl+1, · · · , yN)
p(yl | x1, · · · , xk, · · · , xl−1, yl+1, · · · , yN) ,

= p(xk | x1, · · · , xk−1, yk+1, · · · , yl, · · · , yN)
p(xl | x1, · · · , xk−1, yk+1, · · · , yl, · · · , yN)

× p(xl | x1, · · · , xk, · · · , xl−1, , yl+1, · · · , yN)
p(xk | x1, · · · , xk, · · · , xl−1, yl+1, · · · , yN) ,

= p(xk | x1, · · · , xk−1, xk+1, · · · , xk, · · · , xN)
p(xl | x1, · · · , xk−1, xk+1, · · · , xk, · · · , xN)

× p(xl | x1, · · · , xk, · · · , xl−1, xl+1, · · · , xN)
p(xk | x1, · · · , xk, · · · , xl−1, xl+1, · · · , xN) ,

p(X = x)
p(X = y) = p(Xk = xk | Nk(y))

p(Xk = xl | Nk(y)) ×
p(Xl = xl | Nl(x))
p(Xl = xk | Nl(x)) ,

où Nk(y) et Nl(x) désignent respectivement les pixels voisins des pixels k et l
dans les configurations respectives y et x.

Les paramètres de Markov utilisés dans l’algorithme pour la simulation des
textures isotropes et aléatoires sont résumés dans le tableau 4.6, page 161. Pour
les textures isotropes c’est-à-dire sans directions privilégiées, le champ aléatoire
est isotrope. Par définition, le potentiel Vc(x) est indépendant du type de la
clique ; ce qui est équivalent à dire que tous les paramètres βi , i = 1 : 4 sont tous
égaux et tous non nuls. Pour les textures aléatoires, il n’y a pas d’interaction
entre les pixels de l’image donc tous les paramètres βi , i = 1 : 4 sont tous nuls.

Table 4.6 Paramètres de Markov associés aux textures isotropes et aléatoires.
Paramètres de Markov Textures isotropes Textures aléatoires
α = (α1, α2) (0.5, 0.5) (0.5, 0.5)
β = (β1, β2, β3, β4) (2, 2, 2, 2) (0, 0, 0, 0)

Toutes les images considérées sont de format BMP (Bitmap) et ont été ob-
tenues à l’aide de codes développés dans l’environnement d’analyse statistique
R en utilisant les packages [128, 133, 16]. Les figures 4.3, 4.4, 4.5 et 4.6 repré-
sentent quelques exemples des images texturées colorées étudiées. Chaque type de
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texture est constitué de deux couleurs, identiques en chromaticité et différentes
en luminance. Pour la liste complète des images texturées colorées soumises aux
expériences psychophysiques, le lecture pourra se reporter à l’annexe D en fin du
document.

Figure 4.3 Textures aléatoires constituées de deux couleurs de teinte rouge,
ayant des coordonnées de chrominances (x, y) égales mais des coordonnées de
luminance Y différentes .

Figure 4.4 Réseau à orientation horizontale constitué de deux couleurs de teinte
verte, ayant des coordonnées de chrominances (x, y) égales mais des coordonnées
de luminance Y différentes.
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Figure 4.5 Textures isotropes constituées de deux couleurs de teinte bleue, ayant
des coordonnées de chrominances (x, y) égales mais des coordonnées de luminance
Y différentes.

Figure 4.6 Réseau à orientation verticale constitué de deux couleurs de teinte
jaune, ayant des coordonnées de chrominances (x, y) égales mais des coordonnées
de luminance Y différentes.
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4.2 Description de l’expérience psychophysique

Dans cette partie, Nous décrivons de façon complète l’environnement dans
lequel les différentes expériences ont eu lieu, les juges ou observateurs retenus pour
ces expériences psychophysiques et les expériences psychovisuelles en question.

4.2.1 Cadre environnemental

Figure 4.7 Environnement mis en place pour les épreuves psychophysiques.

Nous avons mis en place un environnement normalisé pour pouvoir effectuer
les différentes évaluations psychophysiques (cf. Figure 4.2.1). La salle d’évaluation
est une pièce de 2m × 4m sans fenêtre et éclairée par des tubes fluorescents
JUST Color Control Daylight 5000 (éclairement blanc de 2000lux ± 500 lux
répondant aux recommandations de la norme ISO 3664 : 2000). Les murs de
la salle d’évaluation sont peints en gris neutre uniforme achromatique afin de
minimiser les réflexions de lumière colorée parasite sur l’écran et pour rester dans
un environnement achromatique. Le moniteur CRT utilisé pour les expériences
psychophysiques a été caractérisé puis calibré (cf. Section 3.2, Chapitre 3) afin de
délivrer un signal lumineux colorimétriquement contrôlé. Le fonde de l’écran a été
réglé de façon à afficher un gris uniforme (achromatique au sens colorimétrique
plutôt que d’après les palettes proposées par le système d’exploitation) : la clarté
délivrée est égale à L∗ = 62.51.
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4.2.2 Juges ou observateurs
L’ensemble des juges ou observateurs retenu est constitué de quarante in-

dividus de sexe féminin ou masculin, recrutés au volontariat et de nationalités
différentes. Leur âge varie entre dix neuf et quarante cinq ans. Ces observateurs
ont une acuité visuelle normale ou corrigée et une bonne vision des couleurs.
Chaque juge ou observateur a été entraîné à l’aide d’une série d’images texturées
colorées différentes de celles soumises aux différentes épreuves afin de leur per-
mettre de comprendre la modalité sensorielle de classement qu’est le contraste
visuel. Le contraste visuel est une propriété visuelle qui permet d’évaluer la diffé-
rence d’aspect de deux ou plusieurs parties du champs observé, juxtaposées dans
l’espace ou dans le temps. Dans le cadre de notre étude, il se définit comme étant
une propriété visuelle qui définit s’il est possible ou non de distinguer, dans une
image, deux régions distinctes. Nous avons vérifié que les juges perçoivent bien
les contrastes visuels dans les différents stimuli assujettis aux épreuves psychovi-
suelles.

4.2.3 Épreuve de classement
Les épreuves psychophysiques consistent en une épreuve de classement. L’ob-

servateur doit ranger, suivant le contraste visuel, les textures présentées simulta-
nément, par ordre croissant de contraste visuel (niveau de contraste moins élévé
à niveau de contraste plus élévé). Nous avons développé une interface de test
à l’aide du langage de programmation orienté objet Delphi [105] pour la mise
en œuvre cette épreuve de classement. Un temps d’adaptation d’une minute est
accordé à chaque juge avant qu’il ne commence l’épreuve de classement. Ensuite,
l’expérience commence en cliquant sur un bouton de l’application, et un ensemble
de vingt stimuli de même distribution spatiale et appartenant à une même teinte
s’affichent de façon aléatoire à l’écran. Cet affichage diffère selon les sujets. Le
juge peut alors déplacer ou superposer à sa guise à l’aide de la souris les différents
stimuli affichés à l’écran. Après chaque classement, le juge relève le résultat ob-
tenu sur une fiche et clique pour poursuivre. Une série de vingt stimuli différents
de ceux qu’il vient de classer s’affichent aléatoirement à l’écran, et ainsi de suite.
Les ex-aequo sont permis dans les classements c’est-à-dire que le juge est libre
d’attribuer le même rang à des stimuli différents s’il juge qu’ils ont le même niveau
de contraste visuel. L’épreuve de classement se fait sans contrainte sur le temps
passé. Nous avons constaté que pendant la séance d’évaluation chaque juge met
en moyenne trois minutes pour un classement donné. Un temps d’adaptation de
trente secondes leur a été accordé entre deux classements consécutifs. Le nombre
total d’essais est de 16 pour chaque juge. Après seize essais l’épreuve s’arrête.





Chapitre 5

Approches statistiques de
l’analyse de la discernabilité
visuelle des textures colorées

Ce dernier chapitre traite de l’analyse des données de classement avec ex-
aequo recueillies lors des épreuves psychophysiques en vue d’étudier l’impact de
la luminance dans l’appréciation des contrastes pour des textures de couleur et
de diverses distributions spatiales.
Les questions posées initialement étaient les suivantes :

– Est ce qu’une relation d’ordre entre textures basée sur le calcul du contraste
de Michelson pouvait correspondre à la mise en ordre obtenue lors des
expériences psychophysiques ?

– Si oui, est ce que l’on pouvait construire une échelle de discernabilité ?
Cette échelle dépend-t-elle de la chrominance des phases colorées et/ou des
distributions spatiales ?

Nous avons considéré deux approches. La première considère l’ajustement d’un
modèle factoriel à effets fixes aux statistiques des rangs moyens (au sens de Ken-
dall [95]) et permet d’établir l’existence d’une échelle sensorielle. La seconde ap-
proche est basée sur l’ajustement aux classements avec ex-aequo de l’extension
du modèle de Mallows-Bradley-Terry présentée au chapitre 1 et sur un test du
rapport de vraisemblance de l’hypothèse nulle de non discernabilité perceptive
contre l’hypothèse alternative de discernabilité perceptive. Le rejet de l’hypo-
thèse nulle et l’interprétation des paramètres de Bradley-Terry-Luce permettent
alors de conclure à l’existence d’une échelle sensorielle.
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5.1 Mise en évidence d’une échelle sensorielle
par ajustement d’un modèle factoriel à ef-
fets fixes aux rangs moyens de classement

5.1.1 Modèle factoriel à effets fixes pour l’analyse des
classements sans ex-aequo

Soit r(t, j) le rang attribué à la texture t, t ∈ {1, 2, · · · , q} appartenant à
un type de texture donné par le juge j, j ∈ {1, 2, · · · , n}. S’il n’y a pas d’ex-
aequo dans les classements, les rangs sont soumis aux contraintes suivantes :
(1/q)∑q

t=1 r(t, j) = (1+q)/2 = µ0 et (1/q)∑q
t=1{r(t, j)−µ0}2 = (q2−1)/12 = σ2

0.
Chaque rang r(t, j) peut être vu comme une réalisation d’une variable aléa-
toire dont la distribution de probabilité admet pour espérance mathématique µtj.
L’analyse statistique des données de classement reposera sur le modèle suivant :

µtj = µ0 +
K∑
k=1

θk(j)φk(t) avec µ0 = µ0j ∀j ∈ {1, 2, · · · , n} (5.1.1)

où le couple (θk(j), φk(t)) se rapporte à un descripteur sensoriel latent qu’on
qualifiera de dimension sensorielle. Le paramètre θk(j) peut alors s’interpréter
comme une mesure de l’accord du classement du juge j par rapport au k − ième
descripteur sensoriel tandis que φk(t) est le score de la texture t par rapport au
k− ième descripteur sensoriel. Le modèle n’ étant pas identifiable, il est nécessaire
de poser des contraintes d’identifiabilité pour les vecteurs φk(t), k = 1, 2, · · · , K
lesquelles garantissent l’identifiabilité du modèle à une rotation d’angle 180 ° près
dans Rq. Les contraintes classiques pour un tel modèle sont : (1/q)∑q

t=1 φk(t) = 0
et ∑q

t=1 φk(t)φl(t) = qδkl pour tout k, l ∈ {1, 2, · · · , K}, lesquelles garantissent
l’identifiabilité du modèle.

5.1.2 Ajustement du modèle à effets fixes à une suite de
classement avec ex-aequo

Soit rj = {r(t, j)}t=1,2,··· ,q le vecteur des rangs issu du classement de q images
texturées colorées attribué par un juge quelconque j. Les ex-aequo étant per-
mis dans les classements des images texturées colorées (cf. Chapitre 4), chaque
classement observé rj est un vecteur d’entiers naturels compris entre 1 et une
valeur rj,+ 6 q telle que chaque rang r(t, j) apparaît au moins une fois dans le
classement rj.

Dans toute la suite, nous adoptons les définitions [95] ci-après.

Définition 6. Soit rj = {r(t, j)}t=1,2,··· ,q un classement avec ex-aequo. On appelle
distribution d’ex-aequo associée au classement avec ex-aequo rj, la suite λrj =
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{λrj(l)}l=1,2,··· ,rj,+ où λrj(l) désigne le nombre d’objets ayant pour rang l dans le
classement rj avec rj,+ = maxt=1,2,··· ,qr(t, j).

Définition 7. On dira qu’un classement sans ex-aequo r′ est compatible avec le
classement avec ex-aequo r si pour toute paire d’objets {l,m}, on a

r′(l) < r′(m) =⇒ r(l) 6 r(m).

Définition 8. On appelle classement incomplet associé à un classement avec
ex-equo r, l’ensemble des classements sans ex-aequo compatibles avec r.

Définition 9. Soit rj = {r(t, j)}t=1,2,··· ,q un classement avec ex-aequo. On appelle
classement des rangs moyens associé à rj, le classement r?j = {r?(t, j)}t=1,2,··· ,q
dont les rangs r?(t, j) sont définis par

r?(t, j) = 1
Nj

∑
s∈vj

s(t)

où vj désigne le sous-ensemble des classements sans ex-aequo compatibles avec le
classement avec ex-aequo rj et Nj le cardinal de vj.

En suivant l’approche des "rangs moyens" considérée dans [95], l’ajustement
du modèle aux données se fera en utilisant le critère des moindres carrés :

∑
j,t

1
Nj

∑
r∈vj

{
r(t)−

K∑
k=1

θk(j)φk(t)
}2

Le critère des moindres carrés ci-dessus considère que le juge a implicitement en
mémoire un classement sans ex-aequo mais compte tenu des indications de l’expé-
rience, il reporte un classement avec ex-aequo. Posons r̄(t, j) = 1

Nj

∑
r∈νj r(t)−µ0

et s2
j = (1/q)∑q

t=1{r̄(t, j)}2. On a,

1
Nj

∑
r∈νj
{r(t)− µ0 − r̄(t, j)}2 = 1

Nj

∑
r∈νj
{r(t)− µ0}2 − {r̄(t, j)}2,

et il s’en suit que

q∑
t=1

1
Nj

∑
r∈νj
{r(t)− µ0 − r̄(t, j)}2 = q(σ2

0 − s2
j),

et s2
j 6 σ2

0.
On peut conclure que (1/q)∑q

t=1{r̄(t, j)}2 = σ2
0 si et seulement si on a un clas-

sement sans ex-aequo. La quantité σ2
0 − s2

j peut s’interpréter comme une mesure
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de la distance entre le classement d’un juge j et un classement sans ex-aequo. Il
vient que

∑
j,t

1
Nj

∑
r∈vj

{
r(t)−

K∑
k=1

θk(j)φk(t)
}2

=
∑
j,t

{
r(t, j)−r̄(t, j)

}2

+
∑
j,t

{
r̄(t, j)−

K∑
k=1

θk(j)φk(t)
}2

.

Ainsi, la minimisation du critère des moindres carrés ci-dessus se ramène à la
minimisation du critère suivant :

∑
j,t

{
r̄(j, t)−

K∑
k=1

θk(j)φk(t)
}2

.

Sous les contraintes d’identifiabilité spécifiées ci-dessus, la minimisation du cri-
tère des moindres carrés résulte en une décomposition en valeurs singulières de
la matrice r̄ = {r̄(t, j)}t=1,2,··· ,q j=1,2,··· ,n. Soit ρk, k = 1, 2, · · · , K les valeurs sin-
gulières de la matrice r̄, rangées par ordre décroissant. Le minimum du critère
des moindres carrés est atteint aux valeurs φ̂k(t) telles que φ̂k = {φ̂k(t)}t=1,2,··· ,q
soit un vecteur singulier à droite unitaire associé à la k − ième valeur singulière
ρk et θ̂k(j) = 1

q

∑q
t=1 r̄(j, t)φ̂k(t). Sachant que les vecteurs (r̄(t, j), t = 1, 2, · · · , q)

et (φk(t), t = 1, 2, · · · , q) sont centrés alors {θ̂k(j)}2/s2
j s’interprète comme le

carré du coefficient de corrélation linéaire entre le vecteur des rangs moyens as-
sociés au classement d’un juge j et le descripeur sensoriel k que représente le
vecteur des scores (φk(t), t = 1, 2, · · · , q). Cela suggère de nous intéresser à la
statistique (θ̂k(j))2 comme un indicateur d’évaluation de la cohérence entre le
classement d’un juge j et le descripteur sensoriel k. De même la valeur cumu-
lée {θ̂k(j)}2 + {θ̂l(j)}2 comme un indicateur d’évaluation de la cohérence du
classement du juge j avec les descripteurs sensoriels k et l. De plus, l’égalité∑n
j=1{θ̂k(j)}2 = (1/q)ρ2

k, permet d’interpréter la statistique (1/nq)ρ2
k comme une

évaluation de la cohérence moyenne des classements de tous les juges avec le
descripteur sensoriel k.

5.1.3 Résultats de l’ajustement du modèle
Dans toute la suite de ce chapitre, les différentes images texturées colorées

sont identifiées selon la teinte et le type de texture auxquels elles appartiennent
par deux lettres. La première désignera la teinte et la deuxième désignera le type
de texture. Les teintes rouge, vert, bleu et jaune sont respectivement identifiées
par les lettres suivantes R, G, B et J. Les types de textures considérés à savoir
texture aléatoire, texture isotrope, réseau à orientation horizontale et réseau à
orientation verticale sont respectivement identifiés par les R, I, H et V. Ainsi
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l’indicateur RR désigne l’ensemble des images texturées colorées dans la teinte
Rouge et appartenant au type de texture aléatoire.

Lorsque nous traitons une procédure basée sur la minimisation du critère des
moindres carrés et impliquant la décomposition en valeurs singulières, le ratio des
coefficients de corrélation multiples par la variance peut être utilisée comme un
critère d’adéquation du modèle aux données. Ainsi, on observe que ce ratio est
supérieur à 75% pour tous les stimuli sauf pour les réseaux à orientation verticale
dans la teinte bleue. Ainsi, nous avons considéré que le modèle avec 2 dimensions
sensorielles ajuste bien les données observées et peut permettre une restitution.

Table 5.1 Pourcentage de variation expliquée pour les types de textures dans les
teintes rouge et verte en fonction du nombre de dimensions sensorielles.

Stimuli
Nombre de dimensions
sensorielles

RR RI RH RV GR GI GH GV

première 82.28 82.02 70.87 72.62 85.55 87.06 76.16 76.38
2 premières 92.37 92.54 85.73 91.26 94.29 95.51 92.16 92.81
3 premières 94.40 95.16 88.09 92.78 96.48 96.78 93.64 94.21
4 premières 95.44 96.24 90.10 93.89 97.13 97.53 94.80 95.38

Table 5.2 Pourcentage de variation expliquée pour les types de textures dans les
teintes bleue et jaune en fonction du nombre de dimensions sensorielles.

Stimuli
Nombre de dimensions
sensorielles

BR BI BH BV YR YI YH YV

première 72.31 82.79 60.31 42.34 85.99 90.83 78.92 67.58
2 premières 80.34 90.81 78.38 66.84 90.00 93.47 85.15 76.82
3 premières 85.62 93.06 83.46 74.10 93.00 95.22 89.07 82.19
4 premières 88.66 94.72 86.88 78.44 94.70 96.38 91.34 85.81
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Analyse de la discernabilité perceptive des textures

Figure 5.1 Position relative dans le plan factoriel (1,2) des différentes types de
textures dans la teinte rouge.
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Figure 5.2 Position relative dans le plan factoriel (1,2) des différentes types de
textures dans la teinte verte.
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Figure 5.3 Position relative dans le plan factoriel (1,2) des différentes types de
textures dans la teinte bleue.
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Figure 5.4 Position relative dans le plan factoriel (1,2) des différentes types de
textures dans la teinte jaune.

Les contraintes d’identifiabilité considérées pour le modèle factoriel à effets
fixes ainsi que l’utilisation du critère des moindres carrés pour l’ajustement per-
mettent une visualisation des textures étudiées à travers des graphiques comme
dans le cas de l’analyse en composantes principales. Les différents graphiques
(cf. Figure 5.1, 5.2, 5.3 et 5.4) montrent les positions relatives des textures étu-
diées selon le type de texture et le niveau de teinte dans le plan défini par les
deux premières dimensions sensorielles considérées ci-dessus. Pour chaque type
de texture, on obtient un nuage de points en forme de fer à cheval. Cela suggère
que l’axe horizontal qui correspond à la première dimension sensorielle constitue
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une échelle de classement de texture. On observe que l’axe vertical oppose les
textures dont la phase couleur modulable est plus claire que la référence à celles
dont la phase couleur modulable est plus sombre que la référence. Cela met en
évidence deux groupes de stimuli dans chaque type de stimuli. Néanmoins, cette
discrimination n’est pas effective pour des images texturées colorées dans la teinte
jaune appartenant au type de textures isotropes (cf. Figure 5.4).

5.1.4 Dimensions sensorielles
Corrélation entre les classements des juges et les scores sensoriels

La première dimension sensorielle a une corrélation positive avec tous les clas-
sements des juges quelque soit la texture. En outre, cette dimension sensorielle est
fortement correlée avec la plupart des classements. La deuxième dimension senso-
rielle a généralement de faibles corrélations avec la plupart des classements. Elle
rend compte principalement de l’identification des juges ayant des classements
non corrélés avec la première dimension sensorielle.

Comme la première dimension sensorielle est positivement corrélée avec les
classements et que le carré du coefficient de corrélation est grand, l’on peut dire
qu’il exprime une cohérence entre les classements. Ce qui suggère de considérer
la première dimension sensorielle comme une échelle sensorielle quelque soit le
type de texture considéré. Il faut noter que les classements de certains juges ne
sont pas significativement corrélés avec cette échelle sensorielle. De plus, l’on peut
remarquer que la distribution des carrés des coefficients de corrélation entre les
classements des textures et les scores des stimuli associés à cette première dimen-
sion sensorielle diffèrent d’une teinte à une autre et d’un type de texture à un autre
(cf. Tableau 5.5 et 5.8). Les carrés des coefficients de corrélation des classements
avec les scores des stimuli sur cette dimension sensorielle dans les teintes rouge
et vert excèdent 0.75 pour 3 juges sur 4 à l’exception des réseaux à orientation
horizontale. Pour les textures de teinte jaune les carrés des coefficients de corré-
lation des classements avec les scores des stimuli sur cette dimension sensorielle
excèdent 0.80 pour 3 juges sur 4 à l’exception des images texturées colorées ap-
partenant aux réseaux à orientation verticale. La corrélation entre les classements
des juges et les scores sensoriels relatifs à la première dimension sensorielle est
généralement faible pour les réseaux à orientation horizontle et verticale, puisque
le carré des coefficients de corrélation n’excèdent pas 0.23 et 0.04 pour au moins
un classement sur quatre. La plupart des classements des textures aléatoires et
isotropes sont significativement corrélés avec les scores sensoriels relatifs à la pre-
mière dimension sensorielle quelque soit la teinte. Les classements des réseaux à
orientation verticale sont faiblement corrélées avec les scores sensoriels relatifs à la
première dimension sensorielle pour les teintes bleue et jaune. Les classements des
réseaux à orientation horizontale dans la teinte rouge sont aussi très faiblement
correlés avec les scores sensoriels relatifs à la première dimension sensorielle.
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Table 5.3 Quantiles des carrés des coefficients de corrélations entre les scores
des stimuli et la première dimension sensorielle dans les niveaux de teinte rouge
et vert.

Teinte Rouge Vert
Stimuli RR RI RH RV GR GI GH GV
Quantile 25% 0.87 0.85 0.69 0.78 0.88 0.84 0.71 0.76
Quantile 50% 0.94 0.95 0.80 0.89 0.96 0.95 0.89 0.93
Quantile 75% 0.96 0.98 0.87 0.93 0.97 0.97 0.94 0.95
Quantile 95% 0.98 0.99 0.93 0.94 0.99 0.99 0.96 0.97

Table 5.4 Quantiles des carrés des coefficients de corrélations entre les scores
des stimuli et la deuxième dimension sensorielle dans les niveaux de teinte rouge
et vert.

Teinte Rouge Vert
Stimuli RR RI RH RV GR GI GH GV
Quantile 25% 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00
Quantile 50% 0.01 0.01 0.03 0.02 0.00 0.02 0.04 0.02
Quantile 75% 0.03 0.06 0.10 0.08 0.03 0.08 0.13 0.10
Quantile 95% 0.76 0.82 0.80 0.86 0.72 0.28 0.72 0.77

Table 5.5 Quantiles des carrés des coefficients de corrélations entre les scores
des stimuli et les deux premières dimensions sensorielle dans les niveaux de teinte
rouge et vert.

Teinte Rouge Vert
Stimuli RR RI RH RV GR GI GH GV
Quantile 25% 0.91 0.92 0.81 0.89 0.95 0.95 0.90 0.92
Quantile 50% 0.96 0.96 0.86 0.93 0.97 0.97 0.94 0.95
Quantile 75% 0.98 0.98 0.92 0.95 0.98 0.98 0.96 0.97
Quantile 95% 0.99 0.99 0.95 0.96 0.99 0.99 0.98 0.98
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Table 5.6 Quantiles des carrés des coefficients de corrélations entre les scores
des stimuli et la première dimension sensorielle dans les niveaux de teinte bleu et
jaune.

Teinte Bleu Jaune
Stimuli BR BI BH BV YR YI YH YV
Quantile 25% 0.58 0.88 0.23 0.03 0.88 0.88 0.80 0.57
Quantile 50% 0.86 0.93 0.78 0.37 0.93 0.93 0.89 0.80
Quantile 75% 0.91 0.97 0.89 0.71 0.97 0.97 0.92 0.90
Quantile 95% 0.94 0.98 0.96 0.86 0.98 0.98 0.97 0.94

Table 5.7 Quantiles des carrés des coefficients de corrélations entre les scores
des stimuli et la deuxième dimension sensorielle dans les niveaux de teinte bleu
et jaune.

Teinte Bleu Jaune
Stimuli BR BI BH BV YR YI YH YV
Quantile 25% 0.00 0.00 0.01 0.02 0.00 0.00 0.00 0.00
Quantile 50% 0.01 0.01 0.02 0.08 0.01 0.00 0.01 0.02
Quantile 75% 0.03 0.03 0.25 0.40 0.02 0.00 0.03 0.10
Quantile 95% 0.41 0.58 0.80 0.76 0.13 0.00 0.24 0.37

Table 5.8 Quantiles des carrés des coefficients de corrélations entre les scores des
stimuli et les deux premières dimensions sensorielles dans les niveaux de teinte
bleu et jaune.

Teinte Bleu Jaune
Stimuli BR BI BH BV YR YI YH YV
Quantile 25% 0.73 0.91 0.75 0.45 0.91 0.95 0.85 0.73
Quantile 50% 0.88 0.95 0.85 0.71 0.94 0.96 0.90 0.83
Quantile 75% 0.92 0.97 0.91 0.84 0.97 0.98 0.94 0.91
Quantile 95% 0.95 0.98 0.96 0.90 0.98 0.99 0.97 0.95

Relation entre première dimension sensorielle et contraste de Michel-
son

Les graphiques ci-dessous (cf. Figure 5.6, 5.7, 5.8 et 5.9) présentent les va-
riations des différents scores sensoriels des images texturées colorées, relatifs à la
première dimension sensorielle des textures en fonction des contrastes de Michel-
son qui leur sont associés. La principale remarque que l’on peut faire est que les
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différents scores des stimuli relatifs à la première dimension sensorielle exhibent
une relation fonctionnelle monotone avec les contrastes de Michelson quelque soit
le signe de l’écart de luminance dans ces stimuli. De plus, Il apparait que dans la
plupart des ensembles de stimuli les formes de la relation fonctionnelle ne sont pas
significativement distinctes selon que l’écart de luminance est négatif ou positif
sauf dans la teinte verte (cf. Figure 5.7) : les taux de variation des scores sen-
soriels relatifs à la première dimension sensorielle sont presque constants lorsque
l’écart de luminance est positif et que les stimuli sont les textures aléatoires
ou les textures isotropes. En outre, les scores sensoriels relatifs à la première
dimension sensorielle sont plus élevés lorsque les écarts de luminance sont néga-
tifs. Ces remarques valent pour les types de textures dans la teinte verte. Les
réseaux à orientation verticale exhibent de faibles variations dans les premiers
scores sensoriels pour de faibles niveaux de contrastes pour presque toutes les
teintes considérées. On observe pour les textures aléatoires et isotropes dans les
teintes jaune et bleue que les courbes décrivant les relations fonctionnelles entre
scores sensoriels sur la première dimension sensorielle et les niveaux de contraste
ne se distiguent pas de manière significatives. Ce qui suggère que les juges n’ont
peut-être pas toujours été capables de discriminer les textures.
Toutes ces remarques concernant la discrimination dans les niveaux de teinte sont
cohérentes avec une étude statistique réalisée par la CIE. Cette étude a permis de
déterminer la courbe de sensibilité spectrale moyenne de l’œil humain en fonction
des longueurs d’onde (cf. Figure 5.5) [131]. Les études ont été réalisées dans deux
domaines de la vision : la vision scotopique et la vision photopique. Ici, seule
nous intéresse la courbe obtenue par la fonction V (λ) correspondant à la vision
photopique, également appelé fonction d’efficacité lumineuse normalisée [131].
Le maximum de la courbe normalisée est atteinte à la longueur d’onde 555nm,
ce qui indique que l’efficacité lumineuse est maximale dans la teinte verte.

Figure 5.5 Sensibilités spectrales de l’observateur standard. Fonctions d’effica-
cité lumineuse normalisée en vision photopique ou scotopique [131]
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Figure 5.6 Variations des premiers scores factoriels des textures en fonction des
valeurs de contraste de Michelson des textures appartenant aux types de texture
considérés dans la teinte rouge.
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Figure 5.7 Variations des premiers scores factoriels des textures en fonction des
valeurs de contraste de Michelson des textures appartenant aux types de texture
considérés dans la teinte verte.
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Figure 5.8 Variations des premiers scores factoriels des textures en fonction des
valeurs de contraste de Michelson des textures appartenant aux types de texture
considérés dans la teinte bleue.
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Figure 5.9 Variations des premiers scores factoriels des textures en fonction des
valeurs de contraste de Michelson des textures appartenant aux types de texture
considérés dans la teinte jaune.

5.1.5 Conclusion
En résumé, le traitement statistique des données basé sur le modèle factoriel à

effets fixes montre que la capacité des juges à discriminer les textures sur la base
du critère de contraste visuel varie en fonction du niveau de teinte et du type de
texture. En outre, le classement des images texturées colorées suivant le contraste
visuel est cohérent avec le continuum physique caractérisé par le contraste de
Michelson quelque soit le type de texture et le niveau de teinte. On peut donc
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conclure qu’une relation d’ordre basée sur le calcul du contraste de Michelson
correspond à la mise en ordre obtenue lors des expériences psychophysiques. De
plus, l’attribut sensoriel de contraste visuel se présente bien comme un continuum
sensoriel que l’on peut quantifier en construisant perceptivement une échelle de
discernabilité. Le fait que les relations fonctionnelles mises en évidence diffèrent
d’un type de texture à un autre pour une teinte donnée et d’une teinte à une autre
pour un type de texture donné implique que cette échelle sensorielle dépend de
la chrominance des phases colorées et/ou du type de texture.

5.2 Analyse de la discernabilité perceptive des
textures colorées à l’aide d’un test de rap-
port de vraisemblance dans le cadre du mo-
dèle de Mallows-Bradley-Terry

Dans cette section, il s’agit d’analyser les données de classement avec ex-
aequo issues des épreuves psychovisuelles à l’aide du modèle de Mallows-Bradley-
Terry étendu aux classements avec ex-aequo développé au chapitre 1. Il s’agira de
déterminer les paramètres de Bradley-Terry-Luce associés à q images texturées
colorées d’une teinte donnée appartenant à un type de texture donné sur un
continuum sensoriel qui n’est pas directement observable. Ensuite, l’inférence sur
les paramètres (θ, γ) de l’extension du modèle de Mallows-Bradley-Terry pour
l’analyse des données de classements avec ex-aequo permettra de répondre à la
question de la discernabilité perceptive.

On considère une épreuve de comparaison par paires avec possibilité de ne
pas pouvoir choisir entre les deux objets soumis à comparaison. Il en résulte que
l’épreuve a trois alternatives possibles dont les probabilités sont données par le
modèle de Davidson (cf. Chapitre 1) : choisir l’un des deux objets i ou j avec
probabilités respectives θij = πi/(πi + πj + ν

√
πiπj), θji = πj/(πi + πj + ν

√
πiπj)

et ne pas choisir avec probabilité θij2 = ν
√
πiπj/(πi + πj + ν

√
πiπj) avec ν > 0

et ∑q
i=1 = 1 (πi > 0).

Les paramètres πj, j ∈ {1, 2, · · · , q}, appelés paramètres de Bradley-Terry-Luce,
s’interprètent selon l’axiome de choix de Luce comme les probabilités de préfé-
rence respectives des objets j ∈ {1, 2, · · · , q} lorsque les q objets sont soumis
ensemble à l’appréciation d’un juge. Le paramètre ν s’interprète comme une me-
sure de la difficulté à discriminer entre les objets. La probabilité de ne pas choisir
tend vers 1 lorsque ν tend vers l’infini. Le paramètre ν = 0 correspond à une dis-
crimination certaine. L’indiscernabilité s’exprime ici aussi par le fait que lorsqu’il
y a choix il y a une égale probabilité de choisir l’un ou l’autre des deux items,et
ce quelque soit les items concernés, ce qui aboutit à l’hypothèse nulle ν > 0,
∀j ∈ {1, 2, · · · , q}, πj = 1/q. Ainsi, pour répondre à la discernabilité perceptive
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des textures, nous testons l’hypothèse nulle de non discernabilité perceptive

H0 : πi = 1
q
,∀i ∈ {1, 2, · · · , q}, ν > 0

contre l’hypothèse alternative de discernabilité perceptive

H1 : ∃i ; πi 6=
1
q
, ν > 0.

Dans les expériences psychovisuelles, chaque juge a classé un ensemble de q images
texturées colorées par rapport au contraste visuel (l’attribut sensoriel de classe-
ment) par ordre croissant c’est à dire du contraste le moins élevé au contraste le
plus élevé. Le rang 1 est attribué à l’image texturée la moins contrastée visuelle-
ment. Il en résulte que dans notre cas, la préférence s’exprime par la sensibilité
au contraste visuel. Compte tenu, des indications sur le sens de classement de
l’attribut sensoriel, l’image texturée colorée la moins discernable est celle qui a
le plus faible contraste visuel et donc le paramètre Bradley-Terry-Luce est le
plus élevé. L’indice de discrimination ν est un indicateur global de la capacité de
discrimination des juges.

5.2.1 Estimation du paramètre ν sous l’hypothèse nulle
Soient r1, r2, · · · , rn un échantillon de classements avec ex-aequo de taille n

supposés indépendants et identiquement distribués suivant le modèle (extension
du modèle de Mallows-Bradley-Terry) défini par

p(r; θ, γ) = exp
[

1
2

{ r+∑
α=1

λ2
r(α)− q

}
γ +

q∑
j=1
{q − r?(j)}θj − log{c(θ, γ)}

]
(5.2.1)

où c(θ, γ) =
(∑

s

exp
[

1
2

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)− q

}
γ +

q∑
j=1
{q − s?(j)}θj

])
.

On désigne par L(θ, γ) la vraisemblance du modèle (5.2.2) au point (θ, γ) pour
un échantillon indépendant et identiquement distribué r = ri, i ∈ {1, 2, · · · , n}
de classement avec ex-aequo de taille n. Sous l’hypothèse nulle H0, compte tenu
de la réparamétrisation : θj = log(πj/πq) pour j = 1, 2, . . . , q et γ = log(ν) avec
ν > 0, on a θ0 = 0 et γ ∈ R.
On désigne par γ̂0 la valeur de γ qui maximise la vraisemblance L sous l’hypo-
thèse nulle H0. Sous l’hypothèse nulle H0, γ̂0 = maxγ L(0, γ), où L(0, γ) désigne
la vraisemblance du modèle p(r, θ, γ) au point (0, γ). Soit l(0, γ) la log vraisem-
blance du modèle p(r, θ, γ) au point (0, γ), que nous noterons l(γ). Il s’agit donc
de déterminer γ̂0 = maxγ l(γ), avec

l(γ) = 1
2

n∑
i=1

{ri,+∑
α=1

λ2
ri

(α)− q
}
γ − n log

{∑
s

exp
[

1
2

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)− q

}
γ

]}
.
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La maximisation de la log vraisemblance l(γ) est faite grâce à l’algorithme MM
(cf. Extension du modèle de Mallows-Bradley-Terry), de fonction auxiliaire S(γ, γ(m))
donnée par la formule ci-après

S(γ; γ(m)) =
n∑
i=1

[
1
2

{ri,+∑
α=1

λ2
ri

(α)− q
}
γ

]
−n log

(∑
s

exp
[

1
2

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)− q

}
γ(m)

])

− n

2q(q − 1)

[
Eγ(m)

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
−q
]
exp

{
q(q − 1)(γ − γ(m))

}

− n

q(q − 1)

q∑
j=1

[
q − Eγ(m)(j)

]
+n2

{
1 + 1

q(q − 1)

[
Eγ(m)

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
−q
]}
.

La règle de mise à jour s’en déduit par,

γ(m+1) = γ(m) + 1
q(q − 1)

{
log
[

1
n

n∑
i=1

{ri,+∑
α=1

λ2
ri

(α)
}
−q
]
− log

[
Eγ(m)

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
−q
]}
,

où,

Eγ

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
=
∑
s

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
p(s; 0, γ),

où p(r; 0, γ) que nous noterons p(r; γ) dans la suite, est égale p(r; θ, γ) pour le
vecteur des paramètres (0, γ).

Nous rappelons dans ce qui suit, le théorème d’ergodicité et le théorème central
limite donnés dans le cas des classements sans ex-aequos.
Proposition 5.2.1. Soit Q la matrice de transition d’une chaîne de Markov
irréductible et apériodique sur l’ensemble fini E. Il existe une unique mesure sta-
tionnaire p(θ) = (p(s, θ)), s ∈ E. Elle possède les propriétés suivantes :
1.Quelle que soit la loi marginale de s0, loi de sN converge vers p(θ) quand N

tend vers +∞.
2. EN,θ converge presque sûrement vers Eθ quand N tend vers +∞. De plus,

d’après le théorème centrale limite
√
N(EN,θ − Eθ) est asymtotiquement

gaussien N(0, σ2) d’espérance mathématique 0 et variance σ2.
L’algorithme MM avec procédure de Monte Carlo par chaîne de Markov est

défini par,

i. Simuler une trajectoire s1, s2, · · · , sN d’une chaîne de Markov de loi station-
naire p(s, γ), s ∈ E pour les valeurs courantes du vecteur des paramètres
γ(m).

ii. Calculer l’estimation EN,γ(m) de Eγ(m) .
iii. Mettre à jour le paramètre, γ(m)

γ(m+1) = γ(m)+ 1
q(q − 1)

{
log
[

1
n

n∑
i=1

{ri,+∑
α=1

λ2
ri

(α)
}
−q
]
− log

[
EN,θ(m),γ(m)

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
−q
]}
,
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Critère d’arrêt

En raison du bruit induit par l’échantillonnage de Monte Carlo, il n’est pas
raisonnable d’admettre que le gradient ∇N,γ(m)l(γ) convergera exactement vers 0
comme dans le cas usuel. Ainsi, le critère d’arrêt utilisé doit tenir compte de l’exis-
tence de ce bruit d’échantillonnage. En suivant l’idée de Flegal, Haran et al. [57],
un critère d’arrêt basé sur une statistique W (γ(m)) = (N/σ̂)(EN,γ(m) − Eγ(m))2,
où σ̂ est une estimation consistante de la variance de la variable aléatoire EN,γ(m)

peut être proposée. Une estimation consistante de la variance de l’estimateur
EN,γ(m) de la moyenne empirique peut être obtenue en faisant recours à la mé-
thode dite Batching [57, 85]. Cette méthode est décrite dans le lemme [66, 64]
qui suit.

Lemme 5.2.2. Soit s1, s2, · · · , sN , l’échantillon de Monte Carlo simulé, de taille
N à une étape m correspondant au vecteur des paramètres γ(m). Les N observa-
tions de l’échantillon sont divisées en G sous-échantillons d’observations consécu-
tives appelés groupes, de taille commune b.On suppose N = G∗b, G et b désignent
respectivement le nombre de groupes et la taille commune des groupes. On désigne
par ȳg, g ∈ {1, 2, · · · , G} et mN respectivement, l’estimateur de la moyenne empi-
rique d’un groupe quelconque g et l’estimateur de la moyenne empirique sur tous
les groupes.
On a

ȳg = 1
b

gb∑
i=(g−1)b+1

{si,+∑
α=1

λ2
si

(α)
}
, g ∈ {1, 2, · · · , G},

mN = 1
N

N∑
i=1

{si,+∑
α=1

λ2
si

(α)
}

=
G∑
g=1

ȳg.

On suppose b suffisamment grand pour que les ȳg, g ∈ {1, 2, · · · , G} soient indé-
pendants et approximativement N(m,σ2/b). Alors σ2 peut être approximée par

σ̂2 = b

G− 1

G∑
g=1

(ȳg −mN)2.

Une estimation consistante de l’erreur de Monte Carlo commise sur l’estimation
de m, soit mN , par la méthode Batching est donnée par σ̂/

√
N lorsque b = [N v]

et G = [N/b] avec v ∈ Q.

Proposition 5.2.3. Soit m = Eγ, l’espérance mathématique de la variable aléa-
toire de loi p(s, γ), s ∈ E et mN l’estimateur de la moyenne empirique sur tous
les groupes par la méthode Batching. La statistique

TG−1 =
√
G(mN −m)√

σ̂2/b
=
√
N(mN −m)

σ̂
,

est asymptotiquement distribuée suivant la loi de student à G−1 degrés de liberté.
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Preuve. En effet,
les ȳg, g ∈ {1, 2, · · · , G} sont indépendants et idendiquement distribuées suivant
N(m,σ2/b) et σ̂2/b est une estimation de σ2/b. Par suite, la statistique

TG−1 =
√
G(mN −m)√

σ̂2/b
=
√
N(mN −m)

σ̂
,

est asymptotiquement distribuée suivant la loi de student à G − 1 degrés de li-
berté [34].

Proposition 5.2.4. En utilisant la méthode Batching décrite par lemme ci-
dessus, on peut proposer le critère d’arrêt suivant, dans l’algorithme MM : on dé-
signe par tG−1;1−α/2 le quantile d’ordre 1−α/2 pour la loi de Student à G−1 degrés
de liberté. Le critère d’arrêt proposé dans l’algorithme est | TG−1 |6 tG−1;1−α/2.

Dans la méthode de Batching, l’estimation σ̂ de σ est consistante lorsque G
et b sont choisis tels que b = [N v] et G = [N/b] [57] avec v ∈ Q.

5.2.2 Test du rapport de vraisemblance pour tester l’hy-
pothèse de discernabilité perceptive

Dans cette partie, nous analysons les données de classement issues des épreuves
psychovisuelles des différents juges à l’aide d’un test de rapport de vraisemblance.
Les classements r1, r2, · · · , rn de l’échantillon observé de taille n sont supposés
indépendants et identiquement distribués suivant le modèle (extension du modèle
de Mallows-Bradley-Terry) défini par

p(r, θ, γ) = exp
[

1
2

{ r+∑
α=1

λ2
r(α)− q

}
γ +

q∑
j=1
{q − r?(j)}θj − log{c(θ, γ)}

]
(5.2.2)

où c(θ, γ) =
(∑

s

exp
[

1
2

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)− q

}
γ +

q∑
j=1
{q − s?(j)}θj

])
.

On désigne par L(θ, γ) la vraisemblance du modèle (5.2.2) au point (θ, γ) pour
un échantillon indépendant et identiquement distribué r = ri, i ∈ {1, 2, · · · , n}
de classement avec ex-aequo de taille n.

Statistique de test

Le test du rapport de vraisemblance généralisé sur les paramètres (θ, γ) est
défini à l’aide de la statistique

Λn = maxγ L(θ0, γ)
L(θ̂, γ̂)

.
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Alors, sous l’hypothèse nulle H0, la statistique du rapport de vraisemblance gé-
néralisé Λn est telle que :

−2 log Λn
L−→ χ2(q − 1) quand n −→ +∞,

où χ2(k) désigne la loi du chi-deux à k degrés de liberté et L−→ correspond à la
convergence en loi. Pour une démonstration de ce résultat, le lecteur pourra se
reporter à la référence suivante [91].
On rejette l’hypothèse nulle H0 si −2 log λn > χ2

1−α(q − 1). Les valeurs λn et
χ2

1−α(q − 1) désignent respectivement la valeur prise par la statistique Λn et le
quantile d’ordre 1− α d’une loi du chi-deux à q − 1 degrés de liberté.

On a,

log Λn = log
{
L(θ0, γ̂0)
L(θ̂, γ̂)

}
où,

L(θ, γ) =
n∏
i

p(ri, θ, γ).

On obtient sans difficultés,

log Λn = n log
{
c(θ̂, γ̂)
c(θ0, γ̂0)

}
+

n∑
i=1

[
1
2

{ri,+∑
α=1

λ2
ri

(α)−q
}

(γ̂0−γ̂)+
q∑
j=1
{q−r?i (j)}(θ̂0,j−θ̂j)

]
.

Comme θ0 = 0, soit θ0,j = 0, ∀j ∈ {1, 2, · · · , q} il vient que,

log Λn = n log
{
c(θ̂, γ̂)
c(θ0, γ̂0)

}
+

n∑
i=1

[
1
2

{ri,+∑
α=1

λ2
ri

(α)− q
}

(γ̂0 − γ̂)−
q∑
j=1
{q − r?i (j)}θ̂j

]
.

On voit bien que le calcul de la statistique de test −2 log Λn fait intervenir le
calcul du quotient c(θ̂,γ̂)

c(θ0,γ̂0) des constantes de normalisation.

Méthode de Monte Carlo pour le calcul du quotient des constantes de
normalisation

La technique que nous utilisons pour calculer ce quotient est appelée path
sampling (Hunter et Handcock, 2005) [72]. Cette technique est un cas particulier
d’une méthode de Monte Carlo appelée bridge sampling. L’idée de base de la
méthode path sampling est donnée par le lemme suivant.
Lemme 5.2.5. On définit une application suffisamment régulière ϕ : [0, 1] −→ Rq

(q étant la dimension de l’espace des paramètres) qui associe à u ∈ [0, 1] le vecteur
ϕ(u) = (θ(u), γ(u)) de Rq telle que ϕ(0) = (θ0, γ̂0) et ϕ(1) = (θ̂, γ̂).
On a,

Eϕ(u)

{
d

du
log p(r, ϕ(u)

}
= d

du

∑
r

p(r, ϕ(u)) = 0. (5.2.3)
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Preuve. En effet,

Eϕ(u)

{
d

du
log p(r, ϕ(u)

}
=
∑
r

d

du
log{p(r, ϕ(u))}p(r, ϕ(u))

=
∑
r

d

du
p(r, ϕ(u))

= d

du

∑
r

p(r, ϕ(u))

= 0.

Proposition 5.2.6. Soit

p(r, ϕ(u)) = exp
[

1
2

{ r+∑
α=1

λ2
r(α)− q

}
γ(u) +

q∑
j=1
{q − r?(j)}θj(u)− log{c(ϕ(u))}

]
,

(5.2.4)
la probabilité associée au classement avec ex-aequo r.
Soit Z, la statistique exhaustive du modèle p(r, ϕ(u)) pour une observation r,
définie par

tZ(r) =
[{
q − r?(j)

}
j∈{1,2,··· ,q−1}

,
1
2

{ r+∑
k=1

λ2
r(k)− q

}]
.

On a,

log
{
c(ϕ(1))
c(ϕ(0))

}
= E

{
tZ

(
dϕ

du
◦ U

)}
. (5.2.5)

L’opérateur espérance mathématique E est pris par rapport à la loi conjointe du
couple du vecteur aléatoire (U, r), où U est distribuée suivant la loi uniforme sur
le segment [0, 1] de R et r | U = u suivant p(r, ϕ) de paramètre ϕ(U).

Preuve. En effet, le modèle défini par l’équation (5.2.4) se réécrit

p(r, ϕ(u)) = exp
[
tZ(r).ϕ(u)− log{c(ϕ(u))}

]
. (5.2.6)

On a,

d

du
p(r, ϕ(u)) =t∇ϕp(r, ϕ(u)).dϕ(u)

du
,

et,
t∇ϕp(r, ϕ(u)) =

[
tZ(r)− 1

c(ϕ(u))
t∇ϕc(ϕ(u))

]
.p(r, ϕ(u)).
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Par suite,

d

du
p(r, ϕ(u)) =

[
tZ(r)− 1

c(ϕ(u))
t∇ϕc(ϕ(u))

]
dϕ(u)
du

.p(r, ϕ(u)).

Il en résulte donc que, compte tenu de l’équation (5.2.3),∑
r

d

du
p(r, ϕ(u)) = 0

équivaut à,
1

c(ϕ(u))
t∇ϕc(ϕ(u))dϕ(u)

du
= Eϕ(u)

{
tZ
dϕ(u)
du

}
.

En intégrant cette dernière égalité sur le segment [0, 1] de R, on obtient,

log
{
c(ϕ(1))
c(ϕ(0))

}
=
∫ 1

0
Eϕ(u)

{
tZ
dϕ(u)
du

}
du. (5.2.7)

On a,

Eϕ(u)

{
tZ
dϕ(u)
du

}
= E

{
tZ

(
dϕ

du
◦ U

)
| U = u

}
par suite, ∫ 1

0
Eϕ(u)

{
tZ
dϕ(u)
du

}
du = E

[
E
{
tZ

(
dϕ

du
◦ U

)
| U = u

}]

= E
{
tZ

(
dϕ

du
◦ U

)}
.

Il en résulte que

log
{
c(ϕ(1))
c(ϕ(0))

}
= E

{
tZ

(
dϕ

du
◦ U

)}
. (5.2.8)

L’opérateur espérance mathématique E est pris par rapport à la loi conjointe du
couple du vecteur aléatoire (U, r), où U est distribuée suivant la loi uniforme sur
le segment [0, 1] de R et r | U = u suivant p(r, ϕ) de paramètre ϕ(U).

Corollaire 5.2.7. La quantité log
{
c(ϕ(1))
c(ϕ(0))

}
peut donc être estimée en simulant un

échantillon (u1, r1), · · · , (uN , rN) de taille N de la conjointe du vecteur aléatoire
(U, r), puis en calculant la moyenne empirique

1
N

N∑
k=1

tZ(rk)
dϕ

du

(
Uk

)
.

Dans notre implémentation de la technique "path sampling", nous avons consi-
déré la fonction ϕ définie dans Hunter et Handcock [72] par ϕ(u) = (θ0, γ̂0) +
u.(θ̂, γ̂) ; ce qui correspond à un chemin linéaire de (θ0, γ̂0) vers (θ̂, γ̂).
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5.2.3 Analyse de la discernabilité perceptive

Les 16 échantillons observés de classement avec ex-aequo sont tous de taille
n = 40. Dans l’estimation du vecteur des paramètres (θ, γ) du modèle, la taille
de l’échantillon de Monte Carlo simulée à chaque étape de l’algorithme MM est
fixée à N = 1500. La période de préchauffage dans la simulation des échantillons
de Monte Carlo est considérée comme fonction du nombre (q = 20) d’images
texturées colorées à classer dans chaque type de textures et vaut q3.5log(q) =
107178. Le paramètre de puissance v intervenant dans le calcul du nombre de
groupes G et de la taille commune b des groupes dans la méthode Batching
(cf. Chapitre 1) est fixé à v = 0.5. On en déduit que G = 100 et b = 100. Pour le
critère d’arrêt dans l’estimation des paramètres, nous avons considéré le quantile
supérieur fq,G−q d’ordre α = 0.05 de la loi de Fisher Fq,G−q à q et G − q degrés
de liberté. On obtient ainsi fq,G−q = 1.71.
Ces valeurs restent les mêmes dans l’estimation du paramètre γ0 intervenant dans
le test du rapport de vraisemblance présenté ci-dessus. Pour le critère d’arrêt
correspondant, nous avons considéré le quantile tG−1;1−α/2 d’ordre 1 − α/2 de
la loi de Student à G − 1 degrés de liberté : tG−1;1−α/2 = 2.02, pour α = 0.05.
Il est important de mentionner que le code d’estimation des paramètres (θ, γ)
du modèle, initialement écrit dans le langage R met environ huit jours pour
l’obtention des résultats. Pour pallier ce problème, nous avons été conduit à
écrire ce code en Fortran 90 qui nous a permis dorénavant d’avoir les résultats
pendant huit heures en moyenne pour un échantillon observé de classement avec
ex-equo. On fait remarquer que l’algorithme d’estimation des paramètres n’a pas
converger pour tous les types de textures dans la teinte bleue.

Les tableaux 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13, 5.15, 5.16 et 5.17 résument les estima-
tions obtenues du vecteur des paramètres (θ, γ) du modèle de Mallows-Bradley-
Terry pour classements avec ex-aequo, du paramètre γ0 intervenant dans le test
du rapport de vraisemblance et les valeurs des statistiques de test correspon-
dantes, pour chaque échantillon de classements avec ex-aequo observé, résultant
du classement avec ex-aequo de q = 20 images texturées colorées appartenant
à une teinte et un type de textures donnés. Nous avons associé aux différentes
statistiques de test calculées pour chaque échantillon, les p-valeurs (ou degré de
signification des tests) correspondantes afin de permettre d’avoir une réponse in-
dépendante du niveau α et de conclure simplement en comparant le niveau du
test α à la p-valeur et donc de pouvoir répondre pour diverses valeurs du niveau
α. La p-valeur d’un test est la plus petite des valeurs du niveau α pour lesquelles
la valeur observée de la statistique de test conduit au rejet de l’hypothèse nulle
H0. On sait que la statistique de test du rapport de vraisemblance suit asympto-
tiquement une loi du chi-deux χ2(q− 1) à q− 1 degré de liberté sous l’hypothèse
nulle. Nous avons considéré que cette propriété demeure vraie pour les estima-
teurs obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance combinée avec une
méthode de Monte Carlo pour l’évaluation des espérances mathématiques.
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Les tests du rapport de vraisemblance de l’hypothèse nulle H0 de non discerna-
bilité contre l’hypothèse alternative H1 de discernabilité conduisent au rejet de
l’hypothèse nulle H0 au niveau α = 0.05 pour tous les échantillons observés car
les p-valeurs sont toutes inférieures à α = 0.05. Ainsi, les juges sont en mesure
de ne pas confondre toutes les images texturées par rapport au contraste visuel.

Table 5.9 Estimation des paramètres θ et γ du modèle pour chaque type de
textures dans la teinte rouge.

RR RI RH RV Contraste
θ̂ γ̂ = 0.13 θ̂ γ̂ = −0.04 θ̂ γ̂ = 0.27 θ̂ γ̂ = 0.26 M

-2.19 -0.70 -0.61 -8.79 0.12
0.95 0.63 0.36 0.79 0.03
0.14 0.12 0.020 0.03 0.06
1.39 1.06 0.75 0.85 0.00
0.76 0.47 0.37 0.60 0.04
1.22 0.78 0.62 0.93 0.02
-3.51 -0.98 -0.84 -10.48 0.13
0.59 0.36 0.27 0.49 0.05
-0.22 -0.09 -0.06 -0.10 0.10
0.08 0.06 0.11 0.05 0.08
1.17 0.81 0.57 0.82 0.01
0.86 0.46 0.44 0.76 0.04
-1.29 -0.54 -0.37 -6.70 0.10
0.64 0.39 0.24 0.65 0.05
-0.27 -0.17 -0.05 -0.22 0.11
-0.36 -0.12 -0.17 -0.48 0.09
-0.03 -0.01 -0.02 -0.54 0.08
0.51 0.27 0.25 0.40 0.06
1.36 0.97 0.67 0.84 0.01
0 0 0 0 0.07

Table 5.10 Estimation du paramètre γ0 intervenant dans le test du rapport de
vraisemblance pour chaque type de textures dans la teinte rouge.

Textures RR RI RH RV
γ̂0 0.10 -0.03 0.26 0.25
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Table 5.11 Valeurs des statistiques de test et P-valeurs associées pour les données
observées dans chaque type de textures dans la teinte rouge.

Textures Statistiques de test P-valeurs
RR 1361.17 0.00
RI 1000.77 0.00
RH 822.04 0.00
RV 1534.80 0.00

Table 5.12 Estimation des paramètres θ et γ du modèle pour chaque type de
textures dans la teinte verte.

GR GI GH GV Contraste
θ̂ γ̂ =-0.37 θ̂ γ̂ =-0.50 θ̂ γ̂=0.10 θ̂ γ̂ = 0.19 M

−4.58 −3.13 −1.54 −1.49 0.23
0.83 0.59 0.39 0.51 0.05
−0.41 −0.56 −0.26 −0.24 0.12
2.30 3.47 1.10 0.80 0.00
0.56 0.23 0.22 0.29 0.07
1.45 1.22 0.72 0.82 0.05
−6.52 −4.48 −2.25 −1.54 0.26
0.18 −0.04 0.07 0.17 0.10
−0.37 −0.44 −0.02 −0.02 0.18
−0.23 −0.33 0.01 0.07 0.16
1.16 0.89 0.50 0.67 0.02
1.17 0.91 0.59 0.64 0.07
−3.17 −2.28 −1.18 −0.88 0.20
0.52 0.31 0.27 0.29 0.09
−0.80 −0.85 −0.10 −0.16 0.20
−1.64 −1.42 −0.88 −0.64 0.18
−0.73 −0.94 −0.46 −0.31 0.15
0.28 0.13 0.26 0.29 0.12
1.94 1.61 0.95 0.83 0.02
0 0 0 0 0.14

Table 5.13 Estimation du paramètre γ0 intervenant dans le test du rapport de
vraisemblance pour chaque type de textures dans la teinte verte.

Textures GR GI GH GV
γ̂0 -0.16 -0.19 0.24 0.26
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Table 5.14 Valeurs des statistiques de test et P-valeurs associées pour les données
observées dans chaque type de textures dans la teinte verte.

Textures Statistique P-valeurs
GR 1748.30 0.00
GI 1767.14 0.00
GH 1203.21 0.00
GV 1158.61 0.00

Table 5.15 Estimation des paramètres θ et γ du modèle pour chaque type de
textures dans la teinte jaune.

YR YI YH YV Contraste
θ̂ γ̂ = 0.39 θ̂ γ̂ =-0.10 θ̂ γ̂ = 0.36 θ̂ γ̂ = 0.40 M

−0.93 −3.82 −0.46 −0.46 0.05
1.14 1.81 0.64 0.49 0.01
0.51 0.43 0.33 0.40 0.03
1.35 3.20 0.84 0.49 0.00
0.97 1.20 0.63 0.44 0.02
1.08 1.49 0.65 0.64 0.01
−1.51 −4.64 −0.55 −0.70 0.06
0.80 0.90 0.50 0.42 0.02
−0.49 −2.15 −0.09 −0.07 0.05
0.06 −1.21 −0.01 0.09 0.04
1.28 2.69 0.76 0.51 0.00
0.80 0.97 0.53 0.57 0.02
−0.47 −2.38 −0.26 −0.21 0.05
0.64 0.46 0.27 0.51 0.02
−0.53 −2.27 −0.20 −0.21 0.05
0.03 −0.83 0.02 0.14 0.04
0.26 −0.43 0.11 0.18 0.04
0.49 0.03 0.19 0.33 0.03
1.31 2.31 0.85 0.52 0.01
0 0 0 0 0.03

Table 5.16 Estimation du paramètre γ0 intervenant dans le test du rapport de
vraisemblance pour chaque type de textures dans la teinte jaune.

Textures YR YI YH YV
γ̂0 0.26 0.10 0.26 0.26
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Table 5.17 Valeurs des statistiques de test et P-valeurs associées pour les données
observées dans chaque type de textures dans la teinte Jaune.

Textures Statistique P-valeurs
YR 1117.66 0.00
YI 2112.37 0.00
YH 809.57 0.00
YV 644.34 0.00

Les figures 5.10, 5.11 et 5.12 représentent les variations des paramètres
de Bradley-Terry-Luce estimés en fonction des contrastes de Michelson asso-
ciés aux images texturées colorées sur le continuum physique. Les paramètres
de Bradley-Terry-Luce πj, j ∈ {1, 2, · · · , q} sont déduits des estimations (θ̂, γ̂)
des paramètres (θ, γ), grâce à la propriété d’invariance d’un estimateur du maxi-
mum de vraisemblance à partir de la relation suivante : πj = exp(θj)∑q

l=1 exp(θl)
, j =

1, 2, . . . , q. Les différentes courbes sur les graphes sont obtenues par interpola-
tion polynomiale à travers les nuages de points grâce à la fonction lowess() de
l’environnement de calcul scientifique R [130]. On rappelle que les paramètres
πj, j ∈ {1, 2, · · · , q}, de Bradley-Terry-Luce, s’interprètent comme les probabi-
lités de sensibilité respectives des juges associées aux images texturées colorées
j ∈ {1, 2, · · · , q} lorsque les q objets sont soumis ensemble à l’appréciation d’un
juge. Comme on peut le voir sur tous les graphes, les valeurs des paramètres de
Bradley-Terry-Luce augmentent lorsque les valeurs des contrastes de Michelson
associées aux images texturées colorées diminuent quelque soit le signe des écarts
de luminances. En d’autres termes, plus les contrastes de Michelson des textures
sont faibles moins les juges sont sensibles aux contrastes. Ce qui est en accord
avec les consignes donnés aux juges lors des épreuves de classement des images
texturées colorées .
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Figure 5.10 Variation des paramètres (πj)j=1,2,··· ,q de Bradley-Terry-Luce en
fonction des contrastes de Michelson M pour les différents types de textures
considérés dans la teinte rouge.
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Figure 5.11 Variation des paramètres (πj)j=1,2,··· ,q de Bradley-Terry-Luce en
fonction des contrastes de Michelson M pour les différents types de textures
considérés dans la teinte verte.
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Figure 5.12 Variation des paramètres (πj)j=1,2,··· ,q de Bradley-Terry-Luce en
fonction des contrastes de Michelson M pour les différents types de textures
considérés dans la teinte jaune.

5.2.4 Conclusion
Les estimations des paramètres de Bradley-Terry-Luce obtenues à partir des

échantillons observés de classement avec ex-aequo montrent que les classements
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des juges sont cohérents avec les consignes données lors des mesures visuelles de
classement des textures quelque soit le type de texture et le niveau de teinte.
En outre, l’inférence sur les paramètres de Bradley-Terry-Luce permettent de
conclure que les juges ont été à mesure de ne pas confondre toutes les images.
En somme, nous avons ainsi montré l’existence d’une échelle de discernabilité
sensorielle pour tous les types de textures dans toutes les teintes sauf la teinte
bleue.



Conclusion générale et
perspectives

Notre travail a consisté à faire le lien entre une évaluation métrologique instru-
mentale des textures « lumineuses » produites par des surfaces texturées colorées
et une évaluation basée sur des tests psychophysiques réalisés par des observa-
teurs humains. La question ayant servi de base à notre travail de mise au point
a porté sur l’évaluation de l’influence de la composante chromatique d’un signal
texturé biphasé sur la perceptibilité des contrastes induits par une différence de
luminosité entre phases. Quatre types de distribution spatiale de ces deux cou-
leurs ont été retenus : des textures aléatoires, des textures isotropes, des réseaux
à orientation horizontale et des réseaux à orientation verticale. Pour chaque type
de distribution spatiale nous avons produit quatre groupes de q = 20 images
test (Rouge, Vert, Bleu et Jaune) pour lesquelles partant d’une surface unie,
nous avons augmenté progressivement l’écart de luminance entre les deux phases
couleur.

La problématique a été étudiée à travers la combinaison de deux approches :
une approche expérimentale et une approche statistique de l’analyse des données
et l’inférence. L’ approche expérimentale a conduit à mettre en place un envi-
ronnement de test avec des conditions expérimentales fixées et maintenues sous
contrôle (cf. Chapitre 3 et Chapitre 4). Les mesures visuelles ont consisté en une
épreuve de classement des différents stimuli considérés, par des juges ou obser-
vateurs possédant une vue correcte ou corrigée suivant un critère de contraste
visuel.

Les deux approches statistiques considérées pour l’analyse des données à sa-
voir l’ajustement des rangs moyens par un modèle factoriel à effets fixes et l’ex-
tension du modèle de Mallows-Bradley-Terry que nous avons devéloppée au cha-
pitre 1, donnent des résultats cohérents et complémentaires : les résultats obtenus
montrent que la capacité des juges à discriminer les textures sur la base du critère
de contraste visuel varie en fonction du niveau de teinte et du type de texture.
Elle est plus élévée dans la teinte verte ce qui est cohérent avec la fonction d’ef-
ficacité lumineuse normalisée de l’œil humain en vision photopique. En outre, le
classement des images texturées colorées suivant le contraste visuel est cohérent
avec le continuum physique caractérisé par le contraste de Michelson quelque soit
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le type de texture et le niveau de teinte. On peut donc conclure qu’une relation
d’ordre basée sur le calcul du contraste de Michelson correspond à la mise en
ordre obtenue lors des expériences psychophysiques. De plus, l’attribut sensoriel
de contraste visuel se présente bien comme un continuum sensoriel que l’on peut
quantifier en construisant perceptivement une échelle de discernabilité. Le fait que
les relations fonctionnelles mises en évidence diffèrent d’un type de texture à un
autre pour une teinte donnée et d’une teinte à une autre pour un type de texture
donné suggère l’hypothèse que cette échelle sensorielle dépend de la chrominance
des phases colorées et/ou du type de texture. Dans les épreuves de classement, il
apparaît que chaque juge met en moyenne 1h30mn pour une épreuve complète, ce
qui est un peu long, même avec la faculté très remarquable d’adaptation chroma-
tique que possède le système visuel humain. En effet, la fatigue altère le jugement
de l’observateur. De plus, la dimension de l’espace des paramètres du (modèle de
Mallows-Bradley-Terry étendu pour classement avec ex-aequo) égale à q = 20
pour q = 20 objets à classer est élevée, faisant en sorte que le nombre d’itérations
nécessaires aux convergences dans les algorithmes d’estimation des paramètres
est grand. L’algorithme d’estimation des paramètres pour les types de textures
dans la teinte bleue n’a pas convergé.

Nous avons pu déceler quelques pistes de réflexion à venir pour mieux valoriser
ce travail, notamment :

– dans ce travail (cf. Chapitre 1), l’extension du modèle de Mallows-Bradley-
Terry proposée pour classement avec ex-aequo est basée sur l’extension du
modèle de Bradley-Terry proposée pour classement avec ex-aequo par Da-
vidson [39]. Une autre façon d’envisager cette extension pourrait considérer
l’extension du modèle de Bradley-Terry pour classement avec ex-aequo pro-
posée par Rao et Kupper [113] ;

– l’étude des propriétés asymptotiques des estimateurs obtenus par la mé-
thode du maximum de vraisemblance des paramètres du modèle de Mallows-
Bradley-Terry (avec ou sans ex-aequo) combinée avec les méthodes de Monte
Carlo par chaîne de Markov ;

– dans la description physique des images texturées colorées, le système colo-
rimétrique que nous avons utilisé est le système XYZ CIE 1931 qui utilise
l’observateur standard 2° et la formule de constraste utilisée est le contraste
de Michelson. Cette description pourrait être faite en utilisant les espaces
colorimétriques LMS et AC1C2 [132] ou les modèles d’apparences colorées
notamment le CIECAM97s qui permettent de prendre en compte l’environ-
nement ;

– dans la synthèse des images texturées colorées, nous nous sommes appuyés
sur la notion du pouvoir séparateur de l’œil qui se définit comme l’angle
limite sous lequel l’œil normal sépare deux points lumineux (pixels) de
l’écran, on pourrait envisager l’étude en considérant un angle plus grand que
celui défini par le pouvoir séparateur de l’œil ; cela pourrait éventuellement
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augmenter la perception du contraste visuel surtout au niveau de la teinte
bleue et permettre la convergence de l’algorithme ;

– envisager l’étude des stimuli avec d’autres protocoles expérimentaux (mé-
thodes visuelles) comme les comparaisons par paires ou les méthodes duo-
trio [53, 7] ;

– les résultats obtenus montrent qu’avec les stimuli d’investigation, l’attribut
sensoriel de contraste visuel se présente bien comme un continuum sensoriel
que l’on peut quantifier en construisant perceptivement une échelle de dis-
cernabilité. La graduation de cette échelle sensorielle dans chaque catégorie
de texture s’appuie sur les notions de seuil absolu et de seuil différentiel.
Plusieurs méthodes de déterminations de ces seuils existent dans la littéra-
ture [53, 7, 80].
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Annexe A

Log-vraisemblance et matrice
hessienne associée

Sommaire :

A.1 Log-vraisemblance et matrice hessienne du modèle de Mallows-Bradley-
Terry

A.2 Log-vraisemblance, matrice hessienne du modèle de Mallows-Bradley-
Terry avec ex-aequo et éléments de calcul du rapport de Métropolis-Hastings-
Green

A.1 Log-vraisemblance et matrice hessienne du
modèle de Mallows-Bradley-Terry

A.1.1 Vecteur score associé au modèle de Mallows-Bradley-
Terry

Soit

l(θ, r) =
q∑
j=1
{q − r(j)}θj + log{c(θ)},

avec log{c(θ)} = − log
[∑
s

exp
{ q∑
j=1

(q − s(j))θj
}]

la log-vraisemblance associée

au modèle de Mallows-Bradley-Terry pour un classement donné r.
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A.1. Log-vraisemblance et matrice hessienne du modèle de

Mallows-Bradley-Terry

On a ∀1 6 l 6 q − 1,

q∑
j=1
{q − r(j)}∂θj

∂θl
= q − r(l).

Le gradient de la fonction
q∑
j=1
{q − r(j)}θj est donc

∇θ

[ q∑
j=1
{q − r(j)}θj

]
= (q − r(l))l=1,2,...,q−1.

On a

∂ log{c(θ)}
∂θl

= −

∑
s

{
{q − s(l)}

}
exp

{ q∑
j=1
{q − s(j)}θj

}
∑
t

exp
{ q∑
j=1
{q − t(j)}θj

} ,

= −q + Eθ(l),

∀l ∈ {1, 2, · · · , q − 1}.
Le gradient de la fonction log{c(θ)} par rapport à θ est

∇θ log{c(θ)} = (−q + Eθ(l))l=1,2,...,q−1.

Il en resulte que le vecteur score associé au modèle de Mallows-Bradley-Terry est

∇θl(θ, r) = −{r(l)}l=1,2,...,q−1 + (Eθ(l))l=1,2,...,q−1

A.1.2 Hessienne associée au modèle de Mallows-Bradley-
Terry

On a,

q∑
j=1

[q − r(j)] ∂
2θj

∂θk∂θl
= 0

Ainsi,

∇2
θ

{ q∑
j=1
{q − r(j)}θj

}
= 0.
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∂2 log{c(θ)}
∂θk∂θl

=
∑
s

s(l){−s(k) + Eθ(k)}p(s, θ),

= −
∑
s

s(l)s(k)p(s, π) +
{∑

s

s(l)p(s, θ)
}
.

{∑
t

t(k)p(t, θ)
}
.

Il vient que,

∇2
θl(θ, r) =

[
−
∑
s

s(l)s(k)p(s, θ) +
{∑

s

s(l)p(s, θ)
}
.

{∑
t

t(k)p(t, θ)
}]l=1,2,...,q−1

k=1,2,...,q−1
,

Soit M{S(q)} la matrice à q! lignes et q − 1 colonnes définie par M{S(q)} =
{si(j)}j=1,2,··· ,(q−1)

i=1,2,··· ,q! où i ∈ {1, 2, · · · , q!}, si ∈ S(q) et p(θ) = {p(s, θ)}s est le vecteur
des probabilités associées. La matrice hessienne de la log-vraisemblance du modèle
de Mallows-Bradley-Terry est

∇2
θl(θ, r) = −tU [diag{p(θ)} − {p(θ)}t{p(θ)}]U.

−∇2
θl(θ, r) ne depend pas du classement r et est égale à la matrice de variance

covariance du modèle de Mallows-Bradley-Terry.
Dans ce qui suit, nous montrons que la matrice hessienne ∇2

θl(θ, r) est définie
négative. Comme le sous-espace vectoriel de dimension {α.1, α ∈ R} est le noyau
de la matrice diag{p(θ)} − {p(θ)}t{p(θ)}, alors pour tout vecteur de Rq−1, soit
h = {h(j),∈ {1, 2, · · · , q − 1}}, th∇2

θl(θ, r)h = 0 si et seulement si il existe il
existe un scalaire β tel que ∑q−1

j=1 s(j)h(j) = β pour tout classement s. Ainsi pour
tout classement s et tout entier naturel j ∈ {1, 2, · · · , q − 1}, ∑q−1

l=1,l 6=j s(l)h(l) +
s(q)h(j) = β et il en résulte que h(j) = 0 et β = 0

A.2 Log-vraisemblance et matrice hessienne du
modèle de Mallows-bradley-Terry avec ex-
aequo

A.2.1 Vecteur score associé au modèle de Mallows-Bradley-
Terry avec ex-aequo

Soit

l(θ, γ, r) = 1
2

{ r+∑
α=1

λ2
r(α)− q

}
γ +

q∑
j=1

{
q − r?(j)

}
θj + log{c(θ, γ)},
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A.2. Log-vraisemblance et matrice hessienne du modèle de

Mallows-bradley-Terry avec ex-aequo

avec log{c(θ, γ)} = − log
(∑

s

exp
[

1
2

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)− q

}
γ+

q∑
j=1
{q−s?(j)}θj

])
, la log-

vraisemblance associée à l’extension du modèle de Mallows-Bradley-Terry pour
un classement donné r.
On a, pour tout 1 6 l 6 q − 1,

∂

∂θl

{ q∑
j=1
{q − r?(j)}θj

}
= q − r?(l),

∂ log{c(θ, γ)}
∂θl

= −q +
q∑
s

s?(l)p(s, θ, γ),

= −q + Eθ,γ(l),

par suite,
∂l(θ, γ, r)

∂θl
= −r?(l) + Eθ,γ(l).

Aussi,
∂

∂γ

[
1
2

{ r+∑
α=1

λ2
r(α)− q

}
γ

]
= 1

2

{ r+∑
α=1

λ2
r(α)− q

}
,

et
∂ log{c(θ, γ)}

∂γ
= −1

2

[
Eθ,γ

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
−q
]
,

il en résulte
∂l(θ, γ, r)

∂γ
= 1

2

[ r+∑
α=1

λ2
r(α)− Eθ,γ

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}]
.

On obtient donc

∇θ,γl(θ, γ, r) =
(

[−r?(l) + Eθ,γ(l)]l=1,2,...,q−1,
1
2

[ r+∑
α=1

λ2
r(α)− Eθ,γ

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}])
.

A.2.2 Hessienne associée au modèle de Mallows-Bradley-
Terry avec ex-aquo

Posons θ = (θ1, θ2, · · · , θq−1) ∈ Rq−1.
En posant β = (θ, γ), on obtient sans coup férir les relations suivantes : ∀k, l ∈
{1, 2, · · · , q}

∂2

∂βk∂βl

[ q∑
j=1

{
q − r?(j)

}
θj

]
= 0,

∂2

∂βk∂βl

[
1
2

{ r+∑
α=1

λ2
r(α)− q

}
γ

]
= 0.
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Il reste à calculer (∂2 log{c(θ, γ)})/(∂βk∂βl),∀k, l ∈ {1, 2, · · · , q}.
On a, ∀k, l ∈ {1, 2, · · · , q},

∂2 log{c(θ, γ)}
∂βk∂βl

= ∂

∂βk


−q + Eθ,γ(l) si l ∈ {1, 2, · · · , q − 1}

−1
2

[
Eθ,γ

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
−q
]

si l = q.

On distingue alors les quatre cas suivants :
– (i) : k, l ∈ {1, 2, · · · , q − 1},
– (ii) : k = q et l ∈ {1, 2, · · · , q − 1},
– (iii) : k ∈ {1, 2, · · · , q − 1} et l = q
– (iv) : k = q et l = q.

Considérons le cas (i) c’est-à-dire le cas où k, l ∈ {1, 2, q − 1},.

∂2 log{c(θ, γ)}
∂βk∂βl

= ∂

∂βk

[
−q + Eθ,γ(l)

]

= ∂

∂βk

{∑
s

s?(l)p(s, θ, γ)
}

=
∑
s

s?(l) ∂

∂βk

{
p(s, θ, γ)

}
,

ce qui donne

∂2 log{c(θ, γ)}
∂βk∂βl

=
∑
s

s?(l) ∂

∂βk

{
1
2

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)− q

}
γ

+
q∑
j=1

{
q − s?(j)

}
θj + log{c(θ, γ)}

}
p(s, θ, γ).

Comme k ∈ {1, 2, · · · , q − 1}, on a

∂2 log{c(θ, γ)}
∂βk∂βl

=
∑
s

s?(l)
[
Eθ,γ(k)− s?(k)

]
p(s, θ, γ)

= −Covθ,γ(l, k).

Ainsi,

∂2 log{c(θ, γ)}
∂βk∂βl

= −Covθ,γ{l, s?(k)}, k, l ∈ {1, 2, · · · , q − 1}.
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A.2. Log-vraisemblance et matrice hessienne du modèle de

Mallows-bradley-Terry avec ex-aequo

Pour k = q et l ∈ {1, 2, · · · , q − 1},

∂2 log{c(θ, γ)}
∂βk∂βl

= 1
2
∑
s

s?(l)
[ s+∑
α=1

λ2
s(α)− Eθ,γ

{ t+∑
α=1

λ2
t (α)

}]
.p(s, θ, γ)

= 1
2Covθ,γ

{
l,

s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
,

soit,

∂2 log{c(θ, γ)}
∂βk∂βl

= 1
2Covθ,γ

{
l,

s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
, k = q, l ∈ {1, 2, · · · , q − 1}.

Pour k ∈ {1, 2, · · · , q − 1} et l = q,

∂2 log{c(θ, γ)}
∂βk∂βl

= −1
2
∂

∂βk

[
Eθ,γ

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
−q
]

= −1
2
∑
s

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}(
Eθ,γ(k)− s?(k)

)
.p(s, θ, γ)

= 1
2Covθ,γ

{
k,

s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
,

soit,

∂2 log{c(θ, γ)}
∂βk∂βl

= 1
2Covθ,γ

{
k,

s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
, k = q, l ∈ {1, 2, · · · , q − 1}.

En fin pour k = q et l = q,

∂2 log{c(θ, γ)}
∂βk∂βl

= −1
2
∂

∂βk

[
Eθ,γ

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
−q
]

= −1
4
∑
s

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}( s+∑
α=1

λ2
s(α)− Eθ,γ

{ t+∑
α=1

λ2
t (α)

})
.p(s, θ, γ)

= −1
4Varθ,γ

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
,

soit,
∂2 log{c(θ, γ)}

∂βk∂βl
= −1

4Varθ,γ
{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
, k = q, l = q.
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Il en résulte que la matrice hessienne H en (θ, γ) pour une observation r est
définie par les termes généraux

∂2l(θ, γ, r)
∂βk∂βl

=



−1
4Varθ,γ

{ s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
si k = l = q

−Covθ,γ(l, k) si k, l ∈ {1, 2, · · · , q − 1}
1
2Covθ,γ

{
k,

s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
si k ∈ {1, 2, · · · , q − 1}, l = q

1
2Covθ,γ

{
l,

s+∑
α=1

λ2
s(α)

}
si k = q, l ∈ {1, 2, · · · , q − 1} .

On a donc H = −Covθ,γ(S), où S = (1, 2, · · · , q−1,−1
2
∑s+
α=1 λ

2
s(α)) et Covθ,γ(S)

d’ordre q est la matrice de variance covariance du vecteur aléatoire S. Dans ce
qui suit, nous allons montrer l’existence et l’unicité d’un estimateur (θ̂, γ̂) du
maximum de vraisemblance pour le vecteur des paramètres (θ, γ). Cet estima-
teur vérifie les équations de vraisemblance suivantes :

∀l ∈ {1, 2, · · · , q − 1}, ∂l(θ, γ, r)
∂θl

= 0,

et
∂l(θ, γ, r)

∂γ
= 0,

soit, Eθ,γ(l) = r?(l), ∀l ∈ {1, 2, · · · , q − 1} et Eθ,γ{
∑s+
α=1 λ

2
s(α)} =

r+∑
α=1

λ2
r(α). Il

reste à montrer que la matrice hessienne H est une matrice définie négative en
(θ̂, γ̂).
On a, ∀a ∈ Rq, taCovθ,γ(S)a = Varθ,γ(taS). Comme Varθ,γ(taS) > 0, on en dé-
duit que la matrice Covθ,γ(S) est une matrice symétrique semi-définie positive.
Par suite, la matrice hessienne H est une matrice semi-définie négative en (θ̂, γ̂).
Montrons par l’absurde que la matrice Covθ,γ(S) est définie positive. Supposons
que la matrice Covθ,γ(S) ne soit pas définie positive et donc qu’il existe un vec-
teur a non nul de Rq tel que, taCovθ,γ(S)a = 0. Alors ce qui précède montre
que Varθ,γ(taS) = 0. Par suite, la variable aléatoire taS est une constante que
nous noterons ξ. Il en résulte que ∑q−1

j=1 ajs
?(j) − aq

2
∑s+
α=1 λ

2
s(α) = ξ pour tout

classement avec ex-aequo s, où les aj, j ∈ {1, · · · , q} désignent les composantes
du vecteur a dans la base canonique de Rq. Cette relation étant vraie pour tout
classement avec ex-aequo s subsiste en particulier si s est un classement sans
ex-aequo. Elle s’écrit ∑q−1

j=1 ajs(j)−
qaq
2 = ξ si s est un classement sans ex-aequo.

En effet, s?(j) = s(j), j ∈ {1, 2 · · · , q} et λs(α) = 1, ∀α ∈ {1, 2, · · · , s+} avec
s+ = max s(j)j∈{1,2,··· ,q}. Soit donc s un classement sans ex-aequo et s′ le clas-
sement sans ex-aequo défini à partir de s par : s′(j) = s(j), ∀j 6= l, j 6= q,
s′(l) = s(q) et s′(q) = s(l), l étant un entier fixé dans {1, 2, · · · , q}. En d’autres
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termes, s′ est obtenu en transposant les rangs s(l) et s(q) du classement s.
La relation précédente s’écrit pour s et s′ respectivement par (1) : ∑q−1

j=1 ajs(j)−
qaq
2 = ξ et (2) : ∑q−1

j=1,j 6=l ajs(j) + als(q) − qaq
2 = ξ. En soustrayant l’égalité

(2) de l’égalité (1), obtient als(l) − als(q) = 0, soit donc que al = 0, ∀l ∈
{1, 2, · · · , q − 1} car s(l) 6= s(q), par définition d’un classement sans ex-aequo.
Ainsi, −1

2aq
∑s+
α=1 λ

2
s(α) = ξ, pour tout classement s avec ex-aequo. Prenons deux

classements s et t où s est un classement sans ex-aequo et t un classement avec
ex-aequo tel que q− 2 objets ont des rangs distincts et les deux autres ex-aequo.
La relation précédente devient pour s et t respectivement (3) : qaq = −2ξ et
(4) : (q+2)aq = −2ξ car ∑s+

α=1 λ
2
s(α) = q−2+22 = q+2. En soustrayant l’égalité

(4) de (3), on obtient que aq = 0. Il en résulte donc que le vecteur a est nul.
Ce qui est absurde, puisque par hypothèse a 6= 0. Par suite, la matrice de va-
riance covariance Covθ,γ(S) est une matrice définie positive. Ce qui entraîne que
la matrice hessienne H est une matrice définie négative garantissant l’existence
et l’unicité d’un estimateur du maximum de vraisemblance pour le vecteur des
paramètres (θ, γ).

A.2.3 Éléments de calcul du rapport de Métropolis-Hastings-
Green dans le modèle de Mallows-Bradley-Terry
avec ex-aequo

On cherche à calculer les différentes quantités qui définissent le rapport de
Métropolis-Hastings -Green dans l’algorithme MCMC c’est -à-dire les quantités
{p(s ; θ, γ)qd(s, r)}/{p(r ; θ, γ)qf (r, s)} et {p(s ; θ, γ)qf (s, r)}/{p(r ; θ, γ)qd(r, s)}
respectivement dans le cas de la fusion de deux rangs consécutifs k et k + 1 (k ∈
{1, 2, · · · , r+ − 1}) et dans le cas de la division d’un rang k (k ∈ {1, 2, · · · , r+})
du classement courant r.

Un classement avec ex-aequo s de q objets peut être identifié à une suite de
longueur q d’entiers naturels compris entre 1 et une valeur entière maximale s+ 6
q et telle que les entiers de 1 à s+ apparaissent au moins une fois dans le classement
s. Pour k ∈ {1, 2, · · · , s+}, on désigne par {s = k} = {j ∈ {1, 2, · · · , q} ; s(j) =
k} l’ensemble des objets de rang k et λs(k) = card{s = k} l’effectif du rang k
dans le classement avec ex-aequo s. On a, λs(k) > 1 et ∑s+

k=1 λs(k) = q.
L’extension du modèle de Mallows-Bradley-Terry aux classements avec ex-aequo
(cf.équation (5.2.2)) peut être reécrite sous la forme suivante :

p(r, θ, γ) = c(θ, γ) exp
[

1
2

{ r+∑
α=1

λ2
r(α)− q

}
γ +

r+∑
k=1

{
q −

k−1∑
α=1

λr(α)

−λr(k)+1
2

} ∑
j∈{r=k}

θj

]
.

(A.2.1)
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En effet,
L’extension du modèle de Mallows-Bradley-Terry s’écrit,

p(r, θ, γ) = c(θ, γ) exp
[

1
2

{ r+∑
α=1

λ2
r(α)− q

}
γ +

q∑
j=1
{q − r?(j)}θj

]
.

D’autre part, r?(j) =
r(j)−1∑
α=1

λr(α) + λr{r(j)}+ 1
2 , il vient que

p(r, θ, γ) = c(θ, γ) exp
[

1
2

{ r+∑
α=1

λ2
r(α)− q

}
γ +

q∑
j=1
{q − r?(j)}θj

]

= c(θ, γ) exp
[

1
2

{ r+∑
α=1

λ2
r(α)− q

}
γ +

q∑
j=1

{
q −

r(j)−1∑
α=1

λr(α)− λr{r(j)}+ 1
2

}
θj

]

= c(θ, γ) exp
[

1
2

{ r+∑
α=1

λ2
r(α)− q

}
γ +

r+∑
k=1

∑
j∈{r=k}

{
q −

k−1∑
α=1

λr(α)− λr(k) + 1
2

}
θj

]

= c(θ, γ) exp
[

1
2

{ r+∑
α=1

λ2
r(α)− q

}
γ +

r+∑
k=1

{
q −

k−1∑
α=1

λr(α)− λr(k) + 1
2

} ∑
j∈{r=k}

θj

]
.

On se place tout d’abord dans le cas de la fusion. La quantité à calculer
est donc {p(s ; θ, γ)qd(s, r)}/{p(r ; θ, γ)qf (r, s)} que l’on peut décomposer en un
produit de deux facteurs {p(s ; θ, γ)}/{p(r ; θ, γ)} et {qd(s, r)}/{qf (r, s)}.
L’état initial r et l’état final s de la chaîne de Markov sont ainsi définis par
s = {t(a, a+ 1)r}k∨(k+1), où t(a, a+ 1)r = σ désigne la transposition des rangs a
et a+ 1 dans le classement avec ex-aequo r avec a ∈ {1, 2, · · · , r+ − 1}.
Comme

p(s; θ, γ)
p(r; θ, γ) = p(s; θ, γ)

p(σ; θ, γ)
p(σ; θ, γ)
p(r; θ, γ) ,

calculons d’abord p(σ; θ, γ)
p(r; θ, γ) puis p(s; θ, γ)

p(σ; θ, γ) . Les distributions de probabilités p(σ; θ, γ)
et p(r; θ, γ) sont respectivement définies par les relations suivantes (cf. équa-
tion (A.2.1)) :

p(σ, θ, γ) = c(θ, γ) exp
[

1
2

{ σ+∑
α=1

λ2
σ(α)− q

}
γ +

σ+∑
k=1

{
q −

k−1∑
α=1

λσ(α)

−λσ(k)+1
2

} ∑
j∈{σ=k}

θj

]
,

p(r, θ, γ) = c(θ, γ) exp
[

1
2

{ r+∑
α=1

λ2
r(α)− q

}
γ +

r+∑
k=1

{
q −

k−1∑
α=1

λr(α)

−λr(k)+1
2

} ∑
j∈{r=k}

θj

]
.
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Posons
Aσ =

σ+∑
α=1

λ2
σ(α)− q, Ar =

r+∑
α=1

λ2
r(α)− q,

Bσ =
σ+∑
k=1

{
q −

k−1∑
α=1

λσ(α)− λσ(k) + 1
2

} ∑
j∈{σ=k}

θj,

Br =
r+∑
k=1

{
q −

k−1∑
α=1

λr(α)− λr(k) + 1
2

} ∑
j∈{r=k}

θj.

Calculons Aσ − Ar et Bσ −Br. Par définition de σ, les relations suivantes :
σ+ = r+,

σ(j) =


a si r(j) = a+ 1
a+ 1 si r(j) = a
r(j) si r(j) 6= a et r(j) 6= a+ 1,

et

λσ(α) =


λr(a) si α = a+ 1
λr(a+ 1) si α = a
λr(α) si α 6= a et α 6= a+ 1,

sont immédiates et impliquent Aσ − Ar = 0.
Il reste à calculer Bσ −Br. On a aussi les relations suivantes ∀k ∈ {1, 2, · · · , σ+}

{σ = k} =


{r = a} si k = a+ 1
{r = a+ 1} si k = a
{r = k} si k 6= a et k 6= a+ 1.

Pour tout k ∈ {1, 2, · · · , r+}, k 6= a et k 6= a+ 1, comme σ+ = r+, λσ(k) = λr(k)
et {σ = k} = {r = k}, il vient que

σ+∑
k=1
k 6=a
k 6=a+1

{
q −

k−1∑
α=1

λσ(α)− λσ(k) + 1
2

} ∑
j∈{σ=k}

θj =
r+∑
k=1
k 6=a
k 6=a+1

{
q −

k−1∑
α=1

λr(α)

− λr(k) + 1
2

} ∑
j∈{r=k}

θj.

Par suite,
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Bσ −Br =
{
q −

a−1∑
α=1

λσ(α)− λσ(a) + 1
2

} ∑
j∈{σ=a}

θj

+
{
q −

a∑
α=1

λσ(α)− λσ(a+ 1) + 1
2

} ∑
j∈{σ=a+1}

θj

−
{
q −

a−1∑
α=1

λr(α)− λr(a) + 1
2

} ∑
j∈{r=a}

θj

−
{
q −

a∑
α=1

λr(α)− λr(a+ 1) + 1
2

} ∑
j∈{r=a+1}

θj.

Comme {σ = a} = {r = a+ 1} et {σ = a+ 1} = {r = a}, on a finalement

Bσ −Br = λr(a)
∑

j∈{r=a+1}
θj − λr(a+ 1)

∑
j∈{r=a}

θj,

d’où
p(σ; θ, γ)
p(r; θ, γ) = exp

{
λr(a)

∑
j∈{r=a+1}

θj − λr(a+ 1)
∑

j∈{r=a}
θj

}
. (A.2.2)

Il reste à calculer p(s; θ, γ)
p(σ; θ, γ) . Les égalités s = {t(a, a+1)r}k∨(k+1) et σ = t(a, a+1)r,

entraînent s = σk∨(k+1). L’égalité s = σk∨(k+1) implique les relations suivantes
s+ = σ+ − 1,

{s = m} =


{σ = k} ∪ {σ = k + 1} si m = k
{σ = m} si m 6 k − 1
{σ = m+ 1} si m > k + 1,

et

λs(α) =


λσ(α) si α 6 k − 1
λσ(α + 1) si α > k + 1
λσ(k) + λσ(k + 1) si α = k.

En posant As =
s+∑
α=1

λ2
s(α)− q et Aσ =

σ+∑
α=1

λ2
σ(α)− q, nous avons,

As − Aσ =
s+∑
α=1

λ2
s(α)−

σ+∑
α=1

λ2
σ(α)

=
σ+−1∑
α=1

λ2
s(α)−

σ+∑
α=1

λ2
σ(α)

= λ2
σ(k + 1) + 2λσ(k)λσ(k + 1)− λ2

σ(k + 1),
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Soit, As − Aσ = 2λσ(k)λσ(k + 1).

Il reste à calculer Bs − Bσ, où Bs =
s+∑
m=1

{
q −

m−1∑
α=1

λs(α) − λs(m) + 1
2

} ∑
j∈{s=m}

θj

et Bσ =
σ+∑
m=1

{
q −

m−1∑
α=1

λσ(α)− λσ(m) + 1
2

} ∑
j∈{σ=m}

θj.

On décompose Bs sous la forme

Bs =
k−1∑
m=1

{
q −

m−1∑
α=1

λs(α)− λs(m) + 1
2

} ∑
j∈{s=m}

θj

+
{
q −

k−1∑
α=1

λs(α)− λs(k) + 1
2

} ∑
j∈{s=k}

θj

+
s+∑

m=k+1

{
q −

m−1∑
α=1

λs(α)− λs(m) + 1
2

} ∑
j∈{s=m}

θj .

On décompose aussi Bσ sous la forme,

Bσ =
k−1∑
m=1

{
q −

m−1∑
α=1

λσ(α)− λσ(m) + 1
2

} ∑
j∈{σ=m}

θj

+
{
q −

k−1∑
α=1

λσ(α)− λσ(k) + 1
2

} ∑
j∈{σ=k}

θj

+
{
q −

k∑
α=1

λσ(α)− λσ(k + 1) + 1
2

} ∑
j∈{σ=k+1}

θj

+
σ+∑

m=k+2

{
q −

m−1∑
α=1

λσ(α)− λσ(m) + 1
2

} ∑
j∈{σ=m}

θj .

Comme,

k−1∑
m=1

{
q−

m−1∑
α=1

λs(α)−λs(m) + 1
2

} ∑
j∈{s=m}

θj =
k−1∑
m=1

{
q−

m−1∑
α=1

λσ(α)−λσ(m) + 1
2

} ∑
j∈{σ=m}

θj,

et

s+∑
m=k+1

{
q−

m−1∑
α=1

λs(α)−λs(m) + 1
2

} ∑
j∈{s=m}

θj =
σ+∑

m=k+2

{
q−

m−1∑
α=1

λσ(α)−λσ(m) + 1
2

} ∑
j∈{σ=m}

θj,
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on a

Bs −Bσ =
{
q −

k−1∑
α=1

λs(α)− λs(k) + 1
2

} ∑
j∈{s=k}

θj

−
{
q −

k−1∑
α=1

λσ(α)− λσ(k) + 1
2

} ∑
j∈{σ=k}

θj

−
{
q −

k∑
α=1

λσ(α)− λσ(k + 1) + 1
2

} ∑
j∈{σ=k+1}

θj.

Ce qui donne après simplification,

Bs −Bσ = −λσ(k + 1)
2

∑
j∈{σ=k}

θj + λσ(k)
2

∑
j∈{σ=k+1}

θj.

Par suite,

p(s; θ, γ)
p(σ; θ, γ) = exp

[
γλσ(k)λσ(k + 1)− λσ(k + 1)

2
∑

j∈{σ=k}
θj + λσ(k)

2
∑

j∈{σ=k+1}
θj

]
(A.2.3)

où s = {t(a, a+ 1)r}k∨(k+1) et σ = t(a, a+ 1)r.

On se place maintenant dans le cas de la stratégie de division et l’on cherche
à calculer {p(s ; θ, γ)qf (s, r)}/{p(r ; θ, γ)qd(r, s)} qui se décompose en un produit
de deux facteurs {p(s ; θ, γ)}/{p(r ; θ, γ)} et {qf (s, r)}/{qd(r, s)}. L’état initial
r et l’état final s de la chaîne de Markov sont ainsi définis par s = t(a, a +
1)δ, (a ∈ {1, 2, · · · , δ+ − 1}) où δ = rk/l désigne la division du rang k (k ∈
{1, 2, · · · , r+} et λr(k) > 1) du classement avec ex-aequo r.
Comme précedemment, on a

p(s; θ, γ)
p(r; θ, γ) = p(s; θ, γ)

p(δ; θ, γ)
p(δ; θ, γ)
p(r; θ, γ) .

L’équation A.2.4 permet d’obtenir immédiatement que

p(s; θ, γ)
p(δ; θ, γ) = exp

{
λδ(a)

∑
j∈{δ=a+1}

θj − λδ(a+ 1)
∑

j∈{δ=a}
θj

}
, (A.2.4)

avec δ = rk/l.
Il ne nous reste qu’à calculer la quantité {p(δ; θ, γ)}/{p(r; θ, γ)}.
Par définition de δ = rk/l, il résulte les relations suivantes
δ+ = r+ + 1,

{δ = m} =
{
{r = m} si m 6 k − 1
{r = m− 1} si m > k + 2,



228
A.2. Log-vraisemblance et matrice hessienne du modèle de

Mallows-bradley-Terry avec ex-aequo

{δ = k} ∪ {δ = k + 1} = {r = k} et

λδ(m) =
{
λr(m) si α 6 k − 1
λr(m+ 1) si α > k + 2,

λr(k) = λδ(k) + λδ(k + 1) avec λδ(k) = l et λδ(k + 1) = λr(k)− l. Posons,

Aδ =
δ+∑
α=1

λ2
δ(α)− q, Ar =

r+∑
α=1

λ2
r(α)− q,

Bδ =
δ+∑
m=1

{
q −

m−1∑
α=1

λδ(α)− λδ(m) + 1
2

} ∑
j∈{δ=m}

θj

et Br =
r+∑
m=1

{
q −

m−1∑
α=1

λr(α)− λr(m) + 1
2

} ∑
j∈{r=m}

θj.

Evaluons Aδ − Ar et Bδ −Br.
On obtient

Aδ − Ar =
δ+∑
α=1

λ2
δ(α)−

r+∑
α=1

λ2
r(α)

=
r++1∑
α=1

λ2
δ(α)−

r+∑
α=1

λ2
r(α)

= 2l2 − 2lλr(k),

soit Aδ − Ar = 2l(l − λr(k)).

On décompose Bδ sous la forme,

Bδ =
k−1∑
m=1

{
q −

m−1∑
α=1

λδ(α)− λδ(m) + 1
2

} ∑
j∈{δ=m}

θj

+
{
q −

k−1∑
α=1

λδ(α)− λδ(k) + 1
2

} ∑
j∈{δ=k}

θj

+
{
q −

k∑
α=1

λδ(α)− λδ(k + 1) + 1
2

} ∑
j∈{δ=k+1}

θj

+
δ+∑

m=k+2

{
q −

m−1∑
α=1

λδ(α)− λδ(m) + 1
2

} ∑
j∈{δ=m}

θj.
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De façon analogue, on a

Br =
k−1∑
m=1

{
q −

m−1∑
α=1

λr(α)− λr(m) + 1
2

} ∑
j∈{r=m}

θj

+
{
q −

k−1∑
α=1

λr(α)− λr(k) + 1
2

} ∑
j∈{r=k}

θj

+
r+∑

m=k+1

{
q −

m−1∑
α=1

λr(α)− λr(m) + 1
2

} ∑
j∈{r=m}

θj.

Compte tenu des égalités suivantes :

k−1∑
m=1

{
q−

m−1∑
α=1

λδ(α)−λδ(m) + 1
2

} ∑
j∈{δ=m}

θj =
k−1∑
m=1

{
q−

m−1∑
α=1

λr(α)−λr(m) + 1
2

} ∑
j∈{r=m}

θj,

δ+∑
m=k+2

{
q−

m−1∑
α=1

λδ(α)−λδ(m) + 1
2

} ∑
j∈{δ=m}

θj =
r+∑

m=k+1

{
q−

m−1∑
α=1

λr(α)−λr(m) + 1
2

} ∑
j∈{r=m}

θj,

il en resulte que,

Bδ −Br =
{
q −

k−1∑
α=1

λδ(α)− λδ(k) + 1
2

} ∑
j∈{δ=k}

θj

+
{
q −

k∑
α=1

λδ(α)− λδ(k + 1) + 1
2

} ∑
j∈{δ=k+1}

θj

−
{
q −

k−1∑
α=1

λr(α)− λr(k) + 1
2

} ∑
j∈{r=k}

θj.

Soit après simplification,

Bδ −Br = λδ(k + 1)
2

∑
j∈{δ=k}

θj −
λδ(k)

2
∑

j∈{δ=k+1}
θj.

Il en résulte

p(δ; θ, γ)
p(r; θ, γ) = exp

[
lγ

(
l − λr(k)

)
+λδ(k + 1)

2
∑

j∈{δ=k}
θj −

λδ(k)
2

∑
j∈{δ=k+1}

θj

]
,

(A.2.5)
avec δ = rk/l.
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Annexe B

Mesures effectuées pour la
caractérisation du moniteur CRT

Table B.1 Mesures effectuées en vue de la caratérisation du phosphore Rouge.
R G B X Y Z

1 0 0 0 4.72 5.09 6.82
2 8 0 0 4.69 5.01 6.64
3 16 0 0 4.98 5.16 6.64
4 24 0 0 5.35 5.36 6.70
5 32 0 0 5.79 5.60 6.71
6 40 0 0 6.25 5.84 6.71
7 48 0 0 6.83 6.14 6.76
8 56 0 0 7.46 6.46 6.79
9 64 0 0 8.23 6.89 6.86
10 72 0 0 9.04 7.33 6.92
11 80 0 0 9.90 7.78 6.96
12 88 0 0 10.90 8.30 7.02
13 96 0 0 12.00 8.88 7.10
14 104 0 0 13.10 9.46 7.17
15 112 0 0 14.30 10.10 7.20
16 120 0 0 15.60 10.80 7.35
17 128 0 0 17.00 11.50 7.40
18 136 0 0 18.30 12.20 7.46
19 144 0 0 19.90 13.10 7.56
20 152 0 0 21.40 13.90 7.67
21 160 0 0 22.80 14.70 7.80
22 168 0 0 24.60 15.60 7.89
23 176 0 0 26.00 16.40 7.98
24 184 0 0 28.20 17.50 8.10
25 192 0 0 29.80 18.40 8.26
26 200 0 0 31.50 19.30 8.32
27 208 0 0 33.60 20.50 8.57
28 216 0 0 35.50 21.50 8.64
29 224 0 0 38.00 22.80 8.75
30 232 0 0 39.50 23.60 8.92
31 240 0 0 42.00 25.00 9.01
32 248 0 0 44.00 26.00 9.21
33 255 0 0 49.10 28.80 9.57
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Table B.2 Mesures effectuées en vue de la caratérisation du phosphore Vert.
R G B X Y Z

1 0 0 0 4.72 5.09 6.82
2 0 8 0 4.70 5.12 6.69
3 0 16 0 4.94 5.63 6.77
4 0 24 0 5.21 6.22 6.82
5 0 32 0 5.60 7.00 6.95
6 0 40 0 6.08 7.94 7.14
7 0 48 0 6.56 8.93 7.31
8 0 56 0 7.10 10.00 7.48
9 0 64 0 7.71 11.30 7.65
10 0 72 0 8.38 12.70 7.89
11 0 80 0 9.16 14.30 8.19
12 0 88 0 9.96 15.90 8.47
13 0 96 0 10.80 17.60 8.75
14 0 104 0 11.80 19.60 9.12
15 0 112 0 12.80 21.70 9.48
16 0 120 0 13.80 23.90 9.85
17 0 128 0 15.00 26.30 10.30
18 0 136 0 16.20 28.80 10.80
19 0 144 0 17.50 31.40 11.20
20 0 152 0 18.80 34.10 11.70
21 0 160 0 20.20 37.00 12.20
22 0 168 0 21.70 40.00 12.70
23 0 176 0 23.10 43.00 13.30
24 0 184 0 24.70 46.20 13.80
25 0 192 0 26.30 49.60 14.50
26 0 200 0 28.10 53.40 15.10
27 0 208 0 29.80 56.90 15.80
28 0 216 0 31.60 60.70 16.50
29 0 224 0 33.70 64.70 17.20
30 0 232 0 35.30 68.30 17.90
31 0 240 0 37.20 72.10 18.60
32 0 248 0 39.30 76.50 19.40
33 0 255 0 41.10 80.30 20.40
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Table B.3 Mesures effectuées en vue de la caratérisation du phosphore Bleu.
R G B X Y Z

1 0 0 0 4.72 5.09 6.82
2 0 0 8 4.81 5.10 7.04
3 0 0 16 4.93 5.11 7.86
4 0 0 24 5.09 5.17 8.89
5 0 0 32 5.34 5.30 10.10
6 0 0 40 5.54 5.35 11.50
7 0 0 48 5.89 5.54 13.00
8 0 0 56 6.17 5.64 14.70
9 0 0 64 6.45 5.71 16.60
10 0 0 72 6.91 5.97 18.70
11 0 0 80 7.33 6.14 20.90
12 0 0 88 7.84 6.40 23.40
13 0 0 96 8.35 6.63 26.00
14 0 0 104 8.88 6.87 28.80
15 0 0 112 9.45 7.13 31.80
16 0 0 120 10.10 7.39 35.00
17 0 0 128 10.80 7.76 38.80
18 0 0 136 11.50 8.04 42.30
19 0 0 144 12.30 8.46 46.20
20 0 0 152 13.00 8.77 50.10
21 0 0 160 13.80 9.10 54.30
22 0 0 168 14.60 9.47 58.60
23 0 0 176 15.50 9.88 63.10
24 0 0 184 16.40 10.20 67.70
25 0 0 192 17.30 10.70 72.70
26 0 0 200 18.30 11.20 77.60
27 0 0 208 19.40 11.60 83.10
28 0 0 216 20.30 12.00 87.90
29 0 0 224 21.40 12.50 93.60
30 0 0 232 22.40 13.00 98.60
31 0 0 240 23 13.60 105.00
32 0 0 248 24.90 14.10 112.00
33 0 0 255 25.90 14.70 117.00



Annexe C

Programme sous R

Programme d’estimation des paramètres du mo-
dèle de Mallows-Bradley-Terry avec ex-aequo

Nous présentons quelques programmes mis en place pour l’estimation des
paramètres du modèle de Mallows-Bradley-Terry avec ex-aequo.

Estimation des paramètres : calcul analytique des espé-
rances mathématiques
Programme de simulation par la méthode d’acceptation-rejet

Sple.rkties.fn=function(size,q,theta,gama,nbech)
{

#But : Simuler plusieurs échantillons d’une taille
# donnnée de la loi objective
#size : Taille commune des échantillons à simuler
#q: Le nombre d’objets confrontés au juge
# theta : vecteurs des paramètres des paramètres
#associés aux q objets ($\theta_{q}=0$)
#gama : paramètre du modèle (le log de l’index de discrimination)
# nbech : le nombre d’échantillons à simuler

# Création d’une list vide
splerkties=list()
for(i in 1:nbech)
{
splerkties[[i]]=Sim.rkties.fn(size=size,q=q,theta=theta,gama=gama)
}

235



236

splerkties
}

###########################################################
Sim.rkties.fn=function(size,q,theta,gama)

{
#But : Cette fonction simule un échantillon de
#classement avec ex-aequo de taille donnée
# q : le nombre d’objets à classer avec ex-aequo
#theta : vecteur des paramètres associés aux
#q objets avec theta_{q}=0
#gama : log de l’index de discriminantion
#Ppi : vecteur des probabiliés de Bradley-Terry associées aux q objets
#Nu : l’index de discriminantion
#Sple.mean: moyenne empirique de l’échantillon simulé
#Rkties: échantillon simulé de classement avec ex-aequo

rkties=t(replicate(size,Accept.reject.fn(q=q,teta=theta,gma=gama)$Rking))
# Calcul de la moyenne empiprique de l’échantillon
#des rangs moyens associés à l’échantillon simulé
rkties.star =t(apply(rkties,1,rank,ties.method="average"))
sple.mean=apply(rkties.star,2,mean)
# Restitution des résultats
list(Rkties=rkties,Sple.mean=sple.mean,Theta=theta,Gama=gama,

Ppi=exp(theta)/sum(exp(theta)),Nu=exp(gama))
}

#########################################################
Accept.reject.fn=function(q,teta=,gma)
{

#But : Simulation de la loi objective par la méthode
#d’acceptation rejet d’un classement avec ex-aequo
#q : nombre d’objets à classer avec ex-aequo
# teta : vecteur des paramètres associés aux q objets
#avec theta_{q}=0
#gma : paramètre (le log de l’index de discrimination)
#pii : vecteur des probabiliés associées aux q objets
# nnu : paramètre positif (index de discrimination)
#Rking : classement simulé

# Calcul du vecteur des probabilités associées
#aux objets et de l’index de discrimination

pii=exp(teta)/sum(exp(teta)) ; nnu=exp(gma)
ratio=0 ; iter=0

# Calcul du premier terme du ratio d’acceptation
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alpha1=(q/2)/sum(exp(((q^2-q)/2)*log(pii)))
while(runif(1,0,1)>ratio)

{
#Simulation d’un classement suivant la loi uniforme
#sur l’ensemble des classements avec ex-aequos

r=Udist.rktie.fn(q)
#Calcul du deuxième terme du ratio d’acceptation

alpha2=exp(sum((q-rank(r,ties.method="average"))*log(pii)))
#Calcul du troisième terme du ratio d’acceptation selon
#que nnu soit supérieur à 1 ou inférieur à 1
if((0<nnu)&(nnu<1)) alpha3=exp(0.5*log(nnu)*(sum((as.vector(table(r)))^2)-1))
else alpha3=exp(0.5*log(nnu)*(sum((as.vector(table(r)))^2)-q^2))

# Calcul du ratio d’acceptation
ratio=alpha1*alpha2*alpha3

iter=iter+1
}

list(Rking=r,Teta=teta,Gma=gma,Pii=pii,Nnu=nnu
,Ratio=ratio)
}
#######################################################
Udist.rktie.fn=function(q)
{
#But :Simulation d’un classement avec ex-aquo
# en utilisant la loi instrumentale
#(loi uniforme discrète sur l’ensemble de tous
#lesclassementspossibles)
# q : nombre d’objets à classer avec ex-aequos
# r : le classement avec ex-aequo simulé

#1. sélection d’un entier k entre 1 et q
#(k désigne le rang maximal du classement à former)
# L’instruction ci-dessous est valable pour 4 objets

# à classer avec ex-aequo
k=sample(q,size=1,replace=F,prob=c(1,14,36,24))
# L’instruction ci-dessous est valable pour 5 objets

# à classer avec ex-aequo
k=sample(q,size=1,replace=F,prob=c(1,30,150,240,120))

# cas pour 6 objets
# k=sample(q,size=1,replace=F,prob=c(1,62,540,1560,1800,720))

# 2. simulation du rang
if(k==q) r=sample(q) # permutation de l’ensemble {1,2,...,q}

else
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{
r=numeric(q) # a) Initialisation du vecteur des rangs
u=sample(q,size=k)#b)affecter les rangs 1:k à k entiers distincts
#sélectionnés entre 1 et q

r[u]=1:k
r[-u]=sample(k,q-k, replace=T)

}
#3.renvoi du vecteur r des rangs obtenus

r
}

Programme d’estimation des paramètres

totestim.fn=function(echs,Omega,tol,nb.ech)
{
#But : estimation des paramètres sur la liste des échantillons
#iid simulés
# echs : la liste des échantillons simulés
# Omega : espace des états possibles
#tol : la tolérance dans l’estimation des paramètres
# nb.ech : nombre d’échantillons
#j : nombre d’échantillons dont les paramètres sont estimés
# Création d’une liste vide
result=list()
# Estimation des paramètres de chaque échantillon de la liste
for (i in 1:nb.ech)
{

result[[i]]=MaxMin.fn(rob=echs[[i]][[1]],omega=Omega,eps.max=tol)
}

result
}
MaxMin.fn=function(rob,omega,eps.max=10^(-4))
{
#rob : échantillon observé des classements avec ex-aequo
#teta :vecteur theta des paramètres initiaux
#gama : log de l’index de discrimination
#q : nombres d’objets classés avec ex-aequo
#omega : l’espace des états de tous les classements
#avec ex-aequo possibles
#eps.max : la tolérance sur le critère d’arrêt
#tolerance: la tolérance sur le critère d’arrêt

#Nombre d’objets classés avex ex-aequo et nombre
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#d’observations
q=ncol(rob) ; n.obs=nrow(rob)

#Calcul du vecteur des moyennes observées
SS.eff.fn=function(s)

{
smax=max(s)
eff=numeric(smax)
for(i in 1:smax) eff[i]=sum(s==i)
sum(eff*eff)
}

robstar=apply(rob,1,SS.eff.fn)
robstar=cbind(robstar,t(apply(rob,1,rank,ties.method="average")))
rbar=apply(robstar,2,mean)

# Initialisation des paramètres
theta.start.fn=function(rdat,rmeans,nitems,nobs)
{
p=apply(rdat,2,function(u)sum((u==1)))/nobs
u=sort(runif(sum((p==0)),0,1/nobs),decreasing=T)
ordre=order(rmeans[p==0])
p[p==0]=u[ordre]
log(p/p[nitems])
}
gama.start.fn=function(rdat)
{
log(mean(apply(rdat,1,function(u)sum((u==1)))))
}
#########################################################
teta.init=theta.start.fn(rdat=rob,rmeans=rbar[2:(q+1)],
nitems=q,nobs=n.obs)
gama.init=gama.start.fn(rdat=rob)

teta.old=teta.init
gama.old=gama.init
eps.iter=1e+06
M.iter=0

slope=1/(q*(q-1))
while(eps.iter>eps.max){
M.iter=M.iter+1

# Calcul des expérances mathématiques
expected.mean=expted.value.fn(space=omega,tta=teta.old,
gma=gama.old)
#Mise à jours des paramètres

teta.new=teta.old+slope*(log(q-rbar[2:(q+1)])-
log(q-expected.mean[2:(q+1)]))
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gama.new=gama.old+slope*(log(rbar[1]-q)-
log(expected.mean[1]-q))

teta.new[q]=0
eps.iter=sqrt(sum((c(teta.new,gama.new)-c(teta.old,gama.old))^2))
teta.old=teta.new
gama.old=gama.new
}

#Restitution des résultats
list(Teta=teta.new,Gama=gama.new,
Pi=exp(teta.new)/sum(exp(teta.new)),nu=exp(gama.new)
,nbiteration=M.iter,tolerance=eps.max)
}

#############################################################
expted.value.fn=function(space,tta=c(rep(2,3),0), gma=0.5)
{
#But : Calcul du vecteur des espérances mathématiques
#associées à la distribution de
# l’extension du modèle de Mallows-Bradley-Terry
#space : l’espace des états de tous les classements possibles
#avec ex-aequo
#tta : vecteur des paramètres associés aux probabilités de
# Bradley-Terry
#gma : log de l’index de discrimination

# Calcul du vecteur des espérances mathématiques
SS.eff.fn=function(s)

{
smax=max(s)
eff=numeric(smax)
for(i in 1:smax) eff[i]=sum(s==i)
sum(eff*eff)

}
space.star=apply(space,1,SS.eff.fn)
space.star=rbind(space.star,apply(space,1,rank,
ties.method="average"))
# Vecteur des probabilités associées à chaque classement
#avec ex-aequo

probnum =apply(space,1,Model.num.fn,thta=tta,gaa=gma)
space.star%*%(probnum/sum(probnum))

}
#############################################################
Model.num.fn=function(s=rep(1,4), thta=c(rep(2,3),0), gaa=0.5)
{
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# But : calcul du numérateur de l’extension du modèle
#de mallows-Bradley-Terry pour une observation s
#(classement avec ex-aequo)
#s : classement avec ex-aequo (vecteur de rangs)
#thta : vecteur des paramètres associés aux probabilités
# de Bradley-Terry
#gaa : le log de l’index de discrimination

SS.eff.fn=function(s)
{

smax=max(s)
eff=numeric(smax)
for(i in 1:smax) eff[i]=sum(s==i)
sum(eff*eff)

}

q=length(s)
exp(0.5*gaa*(SS.eff.fn(s)-q)+sum((q-rank(s))*thta))
}
###########################################################
tranking.fn=function(q)

{
#But : détermination la matrice de tous les classements avec
# ex-aequo pour un nombre donné d’objets à classer avec
#ex-aequos : le package utilisé est gtools

require(gtools)
suppress.fn=function(u){

k=length(unique(u))
(max(u)==k)*(min(u)==1)

}
x=permutations(q,q,repeats.allowed=T)
y=apply(x,1, suppress.fn)

detach("package:gtools")
subset(x,y==1)

}





Annexe D

Liste complète des images
texturées colorées soumises aux
mesures visuelles de classement

Sommaire :
D.1 Images texturées colorées dans la teinte rouge
D.2 Images texturées colorées dans la teinte verte
D.3 Images texturées colorées dans la teinte blue
D.4 Images texturées colorées dans la teinte jaune

243



244 D.1. Images texturées colorées dans la teinte rouge

D.1 Images texturées colorées dans la teinte rouge

D.1.1 Réseaux à orientation horizontale
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246 D.1. Images texturées colorées dans la teinte rouge

D.1.2 Réseaux à orientation verticale
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248 D.1. Images texturées colorées dans la teinte rouge

D.1.3 Textures isotropes
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250 D.1. Images texturées colorées dans la teinte rouge

D.1.4 Textures aléatoires



Annexe D. Liste complète des images texturées colorées soumises
aux mesures visuelles 251



252 D.2. Images texturées colorées dans la teinte verte

D.2 Images texturées colorées dans la teinte verte

D.2.1 Réseaux à orientation horizontale
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254 D.2. Images texturées colorées dans la teinte verte

D.2.2 Réseaux à orientation verticale
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256 D.2. Images texturées colorées dans la teinte verte

D.2.3 Textures isotropes
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258 D.2. Images texturées colorées dans la teinte verte

D.2.4 Textures aléatoires
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260 D.3. Images texturées colorées dans la teinte bleue

D.3 Images texturées colorées dans la teinte bleue

D.3.1 Réseaux à orientation horizontale
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262 D.3. Images texturées colorées dans la teinte bleue

D.3.2 Réseaux à orientation verticale
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264 D.3. Images texturées colorées dans la teinte bleue

D.3.3 Textures isotropes
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266 D.3. Images texturées colorées dans la teinte bleue

D.3.4 Textures aléatoires
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268 D.4. Images texturées colorées dans la teinte jaune

D.4 Images texturées colorées dans la teinte jaune

D.4.1 Réseaux à orientation horizontale
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270 D.4. Images texturées colorées dans la teinte jaune

D.4.2 Réseaux à orientation verticale
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272 D.4. Images texturées colorées dans la teinte jaune

D.4.3 Textures isotropes
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274 D.4. Images texturées colorées dans la teinte jaune

D.4.4 Textures aléatoires
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