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Introduction

L’objectif de cette thése est de construire un modéle statistique de la distri-
bution des tailles des gisements d’hydrocarbures qui existent dans le sous-sol
ainsi que de celle des découvertes déja effectuées. L’estimation des parameétres
de ce modéle via ’estimation de la densité des observations par sélection de
modeles de polynémes par morceaux par maximum de vraisemblance péna-
lisé nous permet de déduire des estimations du nombre de gisements restant
a découvrir, par classe de taille.

Le contexte

Les sources d’énergies fossiles que sont le pétrole et le gaz naturel font partie
de la classe des ressources épuisables. Cette caractéristique a des implications
majeures dans la formation de 1’équilibre économique entre offre et demande.
De fagon trés schématique, la pénurie (ou la peur de la pénurie, comme
pour le choc pétrolier de 1973) implique automatiquement la hausse brutale
des prix sur le marché, qui en conséquence fait baisser la demande, via les
politiques d’économies d’énergie par exemple.

La problématique de la prévision du montant total d’hydrocarbures dispo-
nibles est donc absolument centrale pour I’économie de I’énergie en général.
La peur de la pénurie est un probléme presque aussi vieux que l'industrie
pétroliére! qui cherche depuis toujours & savoir quelles sont nos réserves ul-
times et combien de temps nous allons pouvoir en profiter. Au fur et & mesure
que nous consommons ces réserves, ce probléme devient source de travaux
de plus en plus nombreux.

L’estimation des réserves est en réalité a la fois un probléme géologique,

économique et statistique :

— géologique car les objets d’étude que sont les gisements d’hydrocarbures
relévent des sciences de la terre que sont la sédimentologie, la tectonique,
la sismique, le forage, etc...

'Voir notamment Maretheux [54] qui, en 1919, prévoyait I’épuisement imminent des
gisements d’hydrocarbures des Etats-Unis!
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— économique car extraction des hydrocarbures naturels a un cotat. Ce
colit détermine la fraction des quantités en place sous terre qui repré-
sentent effectivement des réserves. Par réserves nous entendons quantités
qui pourront un jour étre exploitées de facon rentable, c’est-a-dire & un
colit moindre que ce qu’elles rapportent & ’exploitant ;

— et enfin statistique & plusieurs niveaux. D’abord & I’échelle “microscopique”
du champ lui-méme. En effet, les mesures physiques ou sismologiques né-
cessaires a la détermination de I'existence éventuelle d’un champ et & I’éva-
luation de ses caractéristiques géologiques, géophysiques et géochimiques
sont réalisées par sondage. L’extrapolation des résultats a la totalité du
champ reléve de techniques de modélisation ou les statistiques intervien-
nent. En ce qui concerne ’estimation des réserves au niveau plus macro-
scopique du bassin sédimentaire, voire du monde, les statistiques jouent
de nouveau un role important. En effet, il s’agit de déterminer certaines
caractéristiques de la distribution des tailles des champs au vu seulement
de ceux qui ont été découvert jusqu’alors, c’est-a-dire un sous-échantillon.
En termes statistiques, nous sommes face & un probléme d’inférence.

Le but de notre travail est de fournir un éclairage sur le dernier point, qui
concerne l’estimation des réserves a 1’échelle d’un bassin sédimentaire. Pour
cela, nous voulons d’abord construire un modéle statistique de la distribution
des tailles des gisements d’hydrocarbures. Nous cherchons ensuite & estimer
les paramétres du modéle au moyen du sous-échantillon des observations.
Puis, de ces estimations, nous déduirons des évaluations de réserves restant
a découvrir.

L’Institut Frangais du Pétrole (IFP) a été a lorigine de ce travail de re-
cherche. Il a souhaité que soit menée une étude approfondie des aspects
mathématiques sous-jacents aux travaux de Jean Laherrére en la matiére
([45] et suivants). Ce dernier crée différents modeéles de la distribution des
tailles des champs existant dans le sous-sol. En évaluant les paramétres de
ces modeéles souvent de maniére trés empirique, Laherrére fournit des esti-
mations de réserves restant & découvrir que I'IFP et nombre d’industriels
souhaitent mettre a 1’épreuve.

Conjointement, I'TFP et Total (aujourd’hui TotalFinaElf) décident alors de
construire leur propre modeéle, basé sur les idées de Laherrére, mais qui en
étend considérablement les fondements mathématiques dans le but de déve-
lopper un outil simple et statistiquement fiable d’estimation des réserves.

Une des contraintes fortes quant au développement de ce modéle est la quan-
tité en général faible de données disponibles. Celles-ci sont en effet soit in-
existantes, soit extrémement cotteuses & acquérir. Il était donc nécessaire
de créer un modéle dont ’estimation des parameétres requiert le minimum
de données en entrée, en ’occurrence une seule liste de tailles des champs
déja découverts dans une certaine zone du globe, éventuellement sans méme
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I’historique de ces découvertes. En sortie, l'utilisateur doit trouver une liste
des tailles des champs restant a découvrir.

Notre thése est divisée en cinq chapitres dont nous présentons les caractéris-
tiques et résultats.

Le probléme de ’estimation des réserves

Le premier chapitre présente la problématique générale de I’estimation des
réserves et énonce les premiéres hypothéses naturalistes du modéle de distri-
bution des tailles des champs que nous cherchons & créer.

Considérons le ratio R/P (pour réserves/production) qui mesure en années
la durée de vie des réserves au rythme actuel de production. Depuis plus de
30 ans, ce ratio est stable et est égal a 30 ans pour le cas du pétrole, 60
pour celui du gaz naturel. Autrement dit, en 1970, on annongcait la fin du
pétrole en 2000! Cela signifie donc que de nouvelles réserves voient le jour
au cours du temps. Plusieurs facteurs technico-économiques influent sur ce
renouvellement des réserves :

— le progrés technologique ;

— la meilleure connaissance des gisements au cours du temps;

— le prix du pétrole brut;

— la découverte de nouveaux champs.

En particulier, la découverte de nouveaux champs est le sujet sur lequel nous
axons notre travail en considérant que tous les autres déterminants restent
constants.

En nous fixant une définition de ce que représentent les réserves d’hydrocar-
bures d’un point de vue technico-économique, nous cherchons & modéliser la
distribution des tailles des champs qui existent dans le sous-sol au moyen des
observations que sont les champs déja découverts. Ce dernier, I’échantillon
observé, représente un sous-échantillon sans remise du premier, 1’échantillon
parent. Ainsi, ’exploration pétroliére est interprétée comme un tirage sans
remise : les découvertes sont les tirages sans remise au sein de ’ensemble des
champs qui existent dans la nature. Nous ferons I'hypothése que la loi de
I’échantillon parent, supposé i.i.d., est approximativement une loi de Lévy-
Pareto (exponentielle d’une loi exponentielle), notamment pour sa propriété
d’invariance par changement d’échelle. Il est en effet classique dans I’explora-
tion pétroliére qu’a coté d’une grande découverte se trouve une moins grande,
a proximité de laquelle se trouve encore une petite...

Si I'échantillon observé était tiré de maniére équiprobable alors il serait
simple de tirer des conclusions sur la loi de I’échantillon parent au moyen
de la distribution de I’échantillon observé par des techniques d’inférence em-
pruntées a la théorie des sondages par exemple. Or, I’échantillon observé est
un échantillon dont le tirage est biaisé par un “effet taille”. En effet, pour
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lexplorateur, il est a priori plus facile (et plus rentable aussi) de découvrir
une structure de taille importante. Ainsi, plus un champ de 1’échantillon pa-
rent est gros et plus sa probabilité d’avoir été découvert, donc sa probabilité
de figurer dans ’échantillon observé, est importante.

Nous commencons donc & entrevoir les prémices d’'un modeéle dit de “super-
population” ot un échantillon parent est supposé i.i.d. d’une certaine loi et
I’échantillon observé est un sous-échantillon de ce dernier. Ce sous-échantillon
sera pour notre part sans remise et biaisé par un effet taille, dont la seul ca-
ractéristique connue a priori est qu’il accorde une probabilité d’observation
croissante avec la taille de 'individu.

Le chapitre 2 est consacré a la construction rigoureuse du modéle statistique
correspondant a la problématique de type sondage briévement exposée ci-
dessus.

Le modéle

Apres avoir spécifié ’échelle d’étude de nos échantillons, celle du systéme
pétrolier, qui garantit I’homogénéité géologique d’un certain nombre de pa-
ramétres importants, nous montrons qu’en vue du traitement statistique a
venir, il est plus adapté de travailler avec les logarithmes des tailles (Log-
Tailles) des champs, qui sont supposés suivre une loi exponentielle.

Nous effectuons ensuite une petite revue de la théorie des tirages successifs
biaisés par effet taille. Dans ’ensemble de ces travaux, une information a
priori importante est disponible sur la forme précise du biais (probabilités
d’inclusion du type fonction puissance par exemple). Nous construisons pour
notre part un modeéle dans lequel la seule information a priori sur les pro-
babilités de découverte des champs est le fait que celle-ci est croissante en
fonction de leur taille.

Appelons X = {Xj, ..., Xn} 'échantillon parent des LogTailles des champs

qui existent dans le sous-sol, que I'on suppose i.i.d. de loi & densité f contre

une mesure p. L’échantillon observé Y = {Y1, ..., ¥} est un sous-échantillon
sans remise, biaisé par effet taille. Nous interprétons ce modéle comme un
modeéle de censure dont les caractéristiques sont les suivantes :

— conditionnellement & la donnée de X, on suppose qu’un objet X; a la
probabilité w(X;) d’avoir été tiré;

— implicitement, on considére donc une fonction de pondération w a valeurs
dans ]0;1] et un échantillon de censure {ey, ..., en} tel que, P(g; | X) =
w(X;) pour 1 <i< N;

— de nouveau, conditionnellement au fait que €1 + --- + ey = n est connu,
I’échantillon des observés est alors {Y7, ..., Y} = {X; /e; = 1}.

Nous montrons que, conditionnellement au fait que le nombre d’observations
n est connu, ce qui est bien sir le cas en pratique, I’échantillon observé
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Y = {Y1, ..., Y} est un échantillon i.i.d. de densité

_ w X f
Lo = By @

La densité des observations est donc proportionnelle au produit de la fonction
de pondération et de la densité de I’échantillon parent. Ce résultat est tres
intuitif dans le sens ou il s’interpréte en voyant que f, est un compromis
direct entre w et f. La fonction w “tord” la distribution de densité f en
favorisant ’apparition d’observations 1a ou elle est proche de 1 et en les
censurant sinon.

Dans notre cas, I’hypothése que plus un champ est gros et plus sa probabilité
de découverte est grande se traduit naturellement par une hypothése de
croissance sur w.

Notons que si 'on multiplie w par une constante ¢ € |0;1[ alors I’expression
de f, reste inchangée. Pour que notre modéle & venir soit identifiable, nous
sommes donc amenés & imposer la contrainte maxw = 1. Ceci se traduit,
dans le cas de I'hypothése de croissance de w, par w(maxVY) = 1 i.e. le
plus gros champ a été trouvé de facon siire. Du point de vue naturaliste,
cela signifie que l'on travaille sur une zone géographique ou 1’exploration est
suffisamment mature.

En pratique, f et w sont inconnues. L’enjeu de notre travail est d’estimer &
la fois f et w au moyen de f,, bref, de séparer la partie “loi parente” de la
partie “biais” en estimant la densité des observations.

Dans le chapitre 3, nous spécifions les formes des lois que nous manipulons
ensuite. Nous résolvons les équations de vraisemblance associées au modéle
et montrons que ’on peut effectivement séparer la partie biais de la partie
loi parente. Grace aux évaluations du biais, on construit des estimateurs du
nombre de champs restant & découvrir par classe de taille.

Estimation dans un modéle

Nous supposons que la fonction w est une fonction en escalier dont les
marches sont situés sur une partition m = {Iy, ..., I, } de 'intervalle d’é¢tude
[min Y ; max Y], appelée modeéle. La loi parente des LogTailles des champs
du sous-sol est exponentielle de densité f, :

w(z) = Zwﬂ[;(m) et  folz) = ae” g+ (), VzeR
Iem

On peut alors trouver une suite (67)7¢pm, telle que la densité résultante par
(1) s’écrit

faw(®) = exp (Z(Ol +loga — ax)l; (m)) .

Iem
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Elle s’interpréte donc comme un modéle exponentiel de polyndémes par mor-
ceaux de degré 1, dont tous les termes de degré 1 sont égaux. De plus, les
termes de degré 0 sont croissants si ’hypothése de monotonie est active.
La relation entre les (wr)rem et les (€%7)re,, est bijective via I'hypothése
w(maxY) = 1, ce qui rend équivalente I'estimation de e? ou de w.

Sans la contrainte de monotonie en w, I’estimateur du maximum de vraisem-
blance du couple («, 6‘9) est donné par la solution du systéme suivant :

! - (ii'zEﬁi)@

é = Y—i—Ze pn (I

Iem

ou l'on a :

— P, la mesure empirique et P, (I) celle de U'intervalle I ;

~ pa(I) la mesure exponentielle de paramétre « de 'intervalle T ;
ph (I) sa dérivée par rapport a «;

~ Y la moyenne empirique de ’échantillon Y = {Y1, ..., ¥,,}.

La premiére équation du systéme (2) s’interpréte comme un écart entre la
mesure empirique de U'intervalle I et la mesure p,(7), qu’il devrait posséder
s’il n’y avait pas de biais dans le tirage. On retrouve donc ici clairement 1’idée
de probabilité d’inclusion.

La seconde équation du systéme (2) montre I'impact du biais dans le tirage
sur l'estimation de «. En effet, si la somme qui se trouve dans le membre
de droite était nulle, on retrouverait la formule classique & = 1/Y d’estima-
tion par maximum de vraisemblance du paramétre d’'un échantillon de loi
exponentielle.

Nous résolvons ensuite les équations de vraisemblance sous contrainte de mo-
notonie. Les solutions, dont la forme provient d’une technique de régression
isotonique, sont données par la résolution du systéme

0 . P (Ui:h Ik)

p

e, — min max

>i h<i ( Vi I)
Ha \ Ui Te 1<i<|m| (3)

——Y+Ze o, (I

\ Iem

Les intervalles de type Ufc: 5 1 qui apparaissent dans les solutions du systeme
(3) sont ceux qui correspondent aux plages de décroissance de I'estimation
sans contrainte de monotonie. La valeur correspondante de w contrainte a la
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monotonie sur ces intervalles est alors une valeur moyenne pondérée de celles
qui intervenaient hors contrainte, de sorte que la résultante sur m entiére soit
croissante.

Nous montrons ensuite que la solution du probléme contraint sur m est égale
a la solution du probléme non contraint sur la partition (dite isotonique)
obtenue comme celle des plages de constance de w contrainte, ce qui aura
une conséquence importante pour la sélection de modéles que nous allons
effectuer par la suite.

La fonc:c\ion w étant estimée par @ via 'estimateur du maximum de vraisem-
blance e de e’ nous nous appuyons ensuite sur la théorie des sondages et les
estimateurs de Horvitz-Thompson pour fournir des estimateurs du nombre
total de champs, sur les classes de taille définies par m :

~ nP,(I)
Nyr = Z =
Iem wi

et pour les réserves totales :

~ Z{i/Y-EI} ei
Ryp = ) =v=i
Iem wr

Sélection de modéles

Nous faisons maintenant varier les modeéles au sein de plusieurs familles finies
et construisons un critére de pénalisation de la vraisemblance afin de sélec-
tionner le meilleur modéle possible, en termes de risque d’estimation. Nous
fournissons de plus une borne de risque non-asymptotique a ’estimateur sur
le modéle sélectionné.

Notre travail s’appuie sur celui de Castellan [20] et [21], qui montre un théo-
réme de sélection de modéles exponentiels de polyndmes par morceaux gé-
néraux que nous souhaitons adapter a notre cas contraint :

— a légalité des termes de degré 1;

— éventuellement a la monotonie des termes de degré 0.

Pour deux densités p et g contre la mesure p, on définit la distance de Kull-
back entre p et g par

p
K(p,q) = /plogadu

si la mesure P = pdy est dominée par ) = qdu, et 400 sinon. On définit
aussi la distance de Hellinger par

W) = 5 [ (V- VA du
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Ces deux distances sont reliées par I'inégalité
2h%(p,q) < K(p,q).

Sous certaines hypotheéses, la distance de Kullback a un comportement proche
de celui d’une distance euclidienne, en particulier on peut définir la pro-
jection Kullback f d’une densité f sur un ensemble de densités E comme

f = argmin{K(f,9), g € E}.

Soit f une densité sur [0; 1] & estimer. Si f,,, (respectivement fm) désigne sa
projection Kullback (respectivement son estimateur du maximum de vrai-
semblance) sur un modéle m alors le risque de f, s’écrit

]E(K(fafm)) = K(fafm)+E(K(fmafm)) (4)

Le premier terme de (4) est un terme de biais qui mesure la distance (non
aléatoire mais inconnu) entre f et le modeéle dans lequel on cherche a l'es-
timer. Le second terme, espérance d’une variable aléatoire, est un terme de
variance a l'intérieur du modeéle m.

Le but de la sélection de modéles est de construire un critére empirique qui
permette de sélectionner le modéle qui fasse le meilleur compromis entre
biais et variance en terme de risque d’estimation. Bien entendu, ce meilleur
modeéle, que nous appelons “oracle” existe, mais il est inconnu car il dépend
de f. Notre critére vise donc a sélectionner un modéle qui fasse aussi bien que
I’oracle, dans le sens ou le risque de 'estimateur sur le modéle sélectionné
est majoré par le risque de 'oracle, & constante multiplicative pres.

Le critére que nous avons construit est un critére de maximum de vraisem-
blance pénalisé dans la mesure ou il s’écrit

crity(m) = P,(—log fm) 4 pen,(m)

ou P,(—10g fm) est I'opposée de la log-vraisemblance et pen,(m) est une
fonction de pénalité qui dépend du modéle m et du nombre d’observations
n.

En pratique, nous supposons que les modéles m appartiennent & une famille
M,, définie comme étant soit la famille des partitions a pas régulier, soit la
famille des partitions & pas irrégulier mais dont chaque intervalle est réunion
d’élément d’une partition fine & pas régulier. On notera m la partition qui
minimise le critére : /i = argmin{crit,(m), m € M,}.

— Si l'on choisit la fonction pen,, telle que

2 [m|
peny (m) > /\(1+ 2(1+1/,\)Lm) . (5)

pour une constante A > 1/2, les L, étant un ensemble de poids mesurant
la complexité de la famille M,, ;
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— si le nombre de morceaux de la partition la plus fine de la famille M,, est
en O(v/n/log”n):

—sif= fm désigne l'estimateur du maximum de vraisemblance pénalisé de
f, qu’il soit contraint ou non & la monotonie en w, alors on a la borne de
risque suivante :

]E’(h2(faf~)]IQnm{f2pn}> < ¢ inf {2K(f,fm)+penn(m)—|—

425 +1
meMy ’

n

ou ¢ et ¢’ sont deux constantes, p, est une suite qui tend vers 0 et €, est
un ensemble de grande probabilité dans le sens ol la probabilité de son
complémentaire est négligeable devant toute puissance de n.

Cette borne de risque est la méme que celle du théoréme principal de Castel-
lan [21], mais les hypothéses en sont légérement différentes, essentiellement
en raison de la restriction O(y/n/log?n) sur le cardinal de la partition la
plus fine de M,,. Le théoréme de Castellan, en effet, pose une hypothése en
O(n/log?n), ce qui est évidemment moins restrictif du point de vue théo-
rique, mais n’a aucun impact pratique puisque ces bornes sont définies &
constante multiplicative inconnue preés. Cette restriction est due au fait que
les coefficients des polynémes sur chaque intervalle du modeéle subissent des
contraintes telles qu’ils ne sont pas indépendants entre eux. Castellan, pour
sa part, estime les densités exponentielles de polynémes par morceaux inter-
valle par intervalle en s’appuyant sur l'indépendance des coefficients entre
chaque intervalle des partitions. Du point de vue théorique, notre restriction
sur I’hypothése O(n/ log? n) s'interpréte en voyant que la prise en compte
des dépendances entre les coefficients estimés tout au long d’une partition
impose que chaque intervalle contienne plus d’information (donc plus d’ob-
servations) que dans le cas de Castellan. A nombre d’observation fixé, cela
implique donc des estimations sur partitions moins fines.

Une fois la preuve de ce théoréme achevée, nous menons une discussion sur
les choix optimaux des poids L,, et de la constante A qui intervient dans la
définition (5) de la fonction de pénalité. Pour cette derniére, nous mettons
en ceuvre la récente méthode dite de la “pente”, détaillée par Lebarbier dans
sa these [50]. Tres grossiérement, celle-ci consiste
— & sélectionner le meilleur modéle mp de dimension D au sens du critére
de la log-vraisemblance pour 1 < D < Dpax. En pratique, Dpayx < 20, ou
14, selon que les partitions sont réguliéres ou irréguliéres;
~ construire le nuage de points de coordonnées (peny, (1p), —log Pu(fip) ;
— calculer la pente de la droite de régression du précédent nuage de points.
L’opposé du double de cette pente fournit alors une valeur performante de
la constante A, adaptée aux données.

Le cinquiéme et dernier chapitre de la thése concerne la mise en pratique des
protocoles d’estimation décrits dans les chapitres 3 et 4.
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Applications

Du point de vue purement algorithmique, les traitements nécessaires aux es-
timation décrites ci-dessus sont lourds. Au sein d’un modéle, les solutions des
équations de vraisemblance (sous contrainte de monotonie en w ou non) ne
sont pas définies de maniére analytique. Une méthode par itération s’impose
alors. Ensuite, la sélection de modeles dans le cas de partitions irréguliéres
impose un nombre exponentiel de modéles & visiter.

Il faut noter que nos applications ne rentrent pas exactement dans le cadre
des hypothéses du théoréme principal ci-dessus. En effet, les densités sur
lesquelles nous travaillons ne sont pas bornées. En pratique, nous levons
ce probléme en travaillant conditionnellement aux données, ’estimateur du
maximum de vraisembalnce ne charge alors que l'intervalle compact d’étude
[minY;max Y], que nous pouvons ramener & [0;1] par simple homothé-
tie/translation.

Pourtant, les résultats de ces estimations peuvent étre présentés de maniére
trés simple. Nous avons donc choisi de créer un logiciel convivial permet-
tant & tout utilisateur de mettre en pratique les protocoles d’estimation pré-
programmeés, soit sur des simulations de données, soit sur des données réelles
issues de bassins sédimentaires.

Grace a ce logiciel, nous avons pu tester nos protocoles d’estimation en si-
mulation ainsi que sur des données réelles sur plusieurs bassin sédimentaires
mondiaux.

Nous avons programmé 20 protocoles d’estimation différents. En effet, nous

avons la possibilité de spécifier ou non la contrainte de monotonie en w ainsi

que la valeur du paramétre « de la loi de Pareto sous-jacente. De plus, nous

proposons 5 modes de partition de U'intervalle d’étude (sur les LogTailles) :

— partitions de pas régulier;

— partitions de pas irréguliers dont les intervalles sont basés sur une partition
fine de pas régulier;

— partitions dont les intervalles ont une fréquence d’observation réguliére
(blocs statistiques équivalents) ;

— partitions dont les intervalles sont basés sur une partition fine de blocs

statistiquement équivalents ;

partition complétement spécifiée par 1'utilisateur.

Il est aussi possible de mettre en compétition les divers protocoles au sens
de leurs critéres pénalisés respectifs. Dans le cas des partitions 2 et 4, la
propriété d’équivalence des modéles contraints et non contraints a la mo-
notonie sur une partition moins fine est particuliérement intéressante. Elle
implique en effet qu’il suffit de retenir dans la sélection de modéles ceux dont
I’estimation sans contrainte conduit & un estimateur monotone de w.
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Lorsque la densité a estimer appartient exactement a un modéle exponen-
tiel de polyndémes par morceaux, nos simulations portent sur les protocoles
d’estimation & « inconnu, avec ou sans contrainte de monotonie en w et
selon tous les modes de partition sauf celui spécifié par I'utilisateur, soit 8
protocoles au total. Lorsque la densité a estimer n’appartient pas & un mo-
déle exponentiel de polynémes par morceaux, nos simulations portent sur les
protocoles d’estimation & « inconnu, avec monotonie en w et selon tous les
modes de partition sauf celui spécifié par 1'utilisateur, soit 4 protocoles au
total.

Notons que lorsque les partitions sont basées sur des intervalles de fréquence
d’observation réguliére plutot que de pas régulier, nous sortons assez lar-
gement du cadre du théoréme principal puisque ces partitions deviennent
aléatoires.

Les conclusions des simulations sont les suivantes :

— les protocoles basés sur des intervalles irréguliers construits sur ceux d’une
partition plus fine (pas régulier ou blocs statistiques équivalents) sont plus
performants que ceux basés sur sur une partition de pas régulier ou de
blocs statistiques équivalents ;

— les protocoles basés sur les blocs statistiques équivalents sont plus perfor-
mants que ceux basés sur des partitions réguliéres ;

— les estimations sont plus performantes lorsque la densité & estimer n’ap-
partient pas aux modéles sur lesquels on ’estime ;

— dans ce dernier cas, les protocoles tenant compte de la contrainte de mo-
notonie en w sont plus performants que ceux qui relaxent la contrainte.

Enfin, nous fournissons quatre applications aux données réelles de quatre
bassins sédimentaires du monde : mer du Nord, delta du Congo, offshore du
golfe du Mexique et un exemple traité volontairement de facon non optimale
sur la Sibérie. En effet, les trois premiers sont des cas d’école dans le sens ou
sans imposer la contrainte en w, le résultat est monotone. Nous souhaitions
montrer, dans le cas de la Sibérie, le cas ot un des protocole sélectionne un
modeéle sur lequel 'estimation de w n’est pas monotone alors que le proto-
cole optimal au sens de I’ensemble des critéres pénalisés sélectionne bien un
modéle avec monotonie.

Nous concluons ce chapitre et la thése par un petit bémol sur nos résultats
sur données réelles dans la mesure ot notre méthode générale ne peut étre
validée en pratique. En effet, aucun bassin sédimentaire ne s’est encore vu
exploré dans son intégralité, c’est-a-dire que ’on ne dispose pas de terrain
d’étude sur lequel l'échantillon parent X = {Xj, ..., Xy} est totalement
connu.

Nos seules méthodes de validation possibles sont donc les simulations et la
rétroprévision. En se placant en arriére dans le temps, nous vérifions que
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les estimations faites ne sont pas contradictoires avec les résultats connus
aujourd’hui.

Perspectives

11 existe plusieurs champs d’investigation ouverts par cette thése.

Du point de vue théorique, il serait intéressant d’énoncer un théoréme ana-
logue & celui du chapitre 4 dans le cadre des partitions basées sur les blocs
statistiquement équivalents. Plus généralement, on pourrait énoncer un ré-
sultat similaire pour des partitions basées sur des sous-ensembles des statis-
tiques d’ordre de I’échantillon observé Y = {Y1, ..., Y, }. Il nous semble que
cela impliquerait un important travail d’adaptation de la preuve.

Nous pensons qu’a moindre frais il serait envisageable d’adapter ce théoréme
aux densités exponentielles de polyndmes par morceaux dont les coefficients
suivent un ensemble de contraintes de type polyédre convexe général. Il est
probable qu’un tel résultat soit aussi valable pour un ensemble de contrainte
de type convexe fermé plus général encore. Notre théoréme serait alors un
cas particulier. Un autre cas particulier intéressant serait celui de la sélection
de modéles de logsplines.

Du point de vue algorithmique, les codes source du logiciel peuvent étre
largement optimisés. Les temps de calcul nécessaires aux estimations dans le
cas des partitions irréguliéres sont encore extrémement (et beaucoup trop)
longs. L’intégration de I’évaluation de bornes pour les intervalles de confiance
dans les estimations reste aussi & mettre en ceuvre.

Concernant les applications au monde pétrolier et gazier, le modéle devra
peu & peu prendre en compte les autres facteurs technico-économiques qui
rentrent en jeu dans le processus de renouvellement des réserves : prix du
brut, meilleurs connaissance des gisements, progrés technologique. Chacun
d’entre-eux nécessite une approche particuliére en terme de modélisation.

Enfin, un des champs naturels d’investigation est maintenant celui de la pro-
duction des réserves dont on a estimé les volumes. En particulier, la connais-
sance du processus temporel qui régit la découverte des champs (s’il existe)
est une donnée fondamentale de la prévision de production pour les années
a venir. Certains modeéles basiques existent déja sur ce théme (comme le
modele de Hubbert — voir les articles de Laherrére [45] et suivants — célébre
dans I'industrie pétroliére), mais ils ont déja montré leur manque de fiabilité
a mainte reprises. Si une telle prévision devient un jour possible, elle per-
mettra notamment, en la mettant au regard d’une prévision de la demande
en hydrocarbures naturels, de détecter le moment ou Uoffre risque de ne plus
satisfaire la demande. Nous disposerions alors de modéles capables de prévoir
d’éventuels chocs pétroliers, comme celui de 1973 que nous avons évoqué en
ce début d’introduction.



Chapitre 1

Présentation du probléme

Dans ce chapitre, nous présentons la problématique de I'estimation des ré-
serves d’hydrocarbures & un niveau macroscopique. par macroscopique nous
entendons non pas ’échelle d’un gisement, mais celle d’'un ensemble cohérent
de gisements, comme typiquement celle d’un bassin. Avant de définir de fa-
¢on rigoureuse ce que nous entendons par “réserves”’, nous commengons par
une section introductive motivant une approche probabiliste de notre sujet.
Au cours de celle-ci, pour des raisons de clarté d’exposition, nous utilisons
le terme de réserves dans son sens intuitif, c’est-a-dire peu ou prou celui des
quantités d’hydrocarbures mesurées et disponibles aujourd’hui. Cette sec-
tion montre notamment la nécessité de définir cette notion de maniére aussi
rigoureuse que possible, ce qui fait 'objet de la seconde section, ot nous
justifions notre emploi dans toute la suite du chiffre dit de réserves prouvées.

La troisiéme section de ce chapitre est conscrée a la description d’un pre-
mier modéle de la distribution des tailles des champs d’un bassin pétrolier et
d’un embryon de méthode statistique d’évaluation de réserves a cette échelle.
Cette derniére approche a fait 'objet d’une littérature relativement abon-
dante et posséde un certain crédit au sein de I'industrie pétroliére. En nous
appuyant sur certains de nos travaux antérieurs, nous montrons pourtant
son manque de robustesse et la nécessité subséquente de ’améliorer en en
dérivant un modeéle plus fin mais nécessairement plus complexe. Une ébauche
de ce modéle clos ce chapitre. Son étude représente I’enjeu théorique de notre
thése,

1.1 Approche probabiliste de I’évaluation du po-
tentiel de réserves d’une zone géographique

Depuis presque toujours, la vision déterministe de I’évaluation du potentiel

de réserves d’une zone géographique (comme un bassin par exemple) est
considérée comme peu pertinente. Celle-ci consiste a fournir un chiffre unique

29



30 CHAPITRE 1. PRESENTATION DU PROBLEME

ne tolérant pas de marge d’erreur. Il est aujourd’hui trés communément
admis et démontré, comme nous le verrons dans la suite, qu'une approche
de type probabiliste (i.e. modélisation probabiliste et estimation statistique
des parameétres du modele) est tout & fait adaptée au probléme.

L’aléa dans I’estimation existe en effet en au moins deux aspects de ’explo-

ration pétroliére :

— dans ’évaluation du potentiel d’'un gisement en premier lieu puisque les
parameétres géologiques du champ sont eux-mémes incertains;

— dans 'estimation du montant des réserves a une échelle plus macroscopique
puisqu’il s’agit de prévoir, au vu de ce qui a déja été observé, ce qui peut
rester encore & découvrir.

Avant de détailler chacun des deux thémes énoncés ci-dessus, commencons
par décrire le mode de génése d’un gisement d’hydrocarbures pour tenter
de comprendre ensuite oul intervient 1’aléa dans I’estimation du potentiel de
réserves d’un gisement, puis d’une zone géographique entiére contenant un
ensemble de gisements.

1.1.1 Genése d’un gisement d’hydrocarbures

Cette section présente les rudiments de géologie pétroliére permettant de
comprendre la formation d’un gisement d’hydrocarbures. Pour une approche
géologique plus détaillée, le lecteur peut se reporter a Lepez et al. [22] ou
Perrodon [65].

Un bassin sédimentaire est une zone de dépression remplie de sédiments qui
se sont accumulés, compactés puis solidifiés. Les différentes strates compo-
sées se superposent alors au cours du temps (plusieurs millions d’années). On
appelle subsidence ce phénomeéne. Ces strates successives de sédiments peu-
vent se déformer en fonction de I'activité tectonique de ’écorce terrestre pour
former des anticlinaux (domes), synclinaux (cuvettes) ou encore des failles.
Certaines de ces structures sont susceptibles de receler des hydrocarbures,
décrivons-en les raisons.

Les sédiments organiques (composés de carbone, hydrogéne, azote et oxy-
géne) sont généralement détruits par les bactéries aérobies, c’est-a-dire vi-
vant & l’air libre. En revanche, ceux qui se sont déposés dans des milieux
aquatiques pauvres en oxygene se trouvent protégés de l'action des bactéries
puis s’accumulent, s’enfouissent et subissent l'action de micro-organismes
anaérobies (n’ayant pas besoin d’air pour vivre) pour donner naissance au
kérogéne, dont les molécules sont fixées au sein d’une roche mére argileuse.

Certains de ces sédiments dégradés sont entrainés par subsidence vers de
grandes profondeurs ot régnent des conditions de hautes pression et tempé-
rature. Le kérogéne subit alors un craquage thermique au cours duquel ’azote
et 'oxygéne sont éliminés et les longues chaines moléculaires se brisent pour
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ne plus laisser que des molécules courtes contenant carbone et hydrogéne :
les hydrocarbures. Plus la température est élevée et plus les molécules obte-
nues seront courtes, donc les hydrocarbures légers. Le kérogéne se dégrade
d’abord en pétrole (hydrocarbures liquides dont les chaines carbonées com-
portent au moins 6 atomes) a partir de 50°C. Au dela de 120°C, le pétrole
est & son tour craqué en gaz, dont la molécule la plus élémentaire, qui ne
posséde qu'un atome de carbone, est la molécule de méthane.

Sous l'effet de la pression de subsidence, le pétrole et le gaz issus du ké-
rogéne sont expulsés de la roche meére (ce processus est appelé migration
primaire). Etant plus légers que l'eau, ils ont ensuite tendance a remonter
vers la surface de la crotite terrestre en circulant dans des drains perméables
ou des fractures géologiques (c’est la migration secondaire). Ils peuvent alors
soit étre bloqués par une couverture imperméable, soit ne pas étre arrétés
et s’échapper ou suinter & la surface. Pour constituer un gisement, il faut
que la roche réservoir soit suffisamment poreuse pour que les hydrocarbures
puissent s’y accumuler. Le couple (couverture + roche réservoir) est appelé
piége. Par opposition aux piéges stratigraphiques (changements brutaux de
porosité au sein d’'une méme strate de roche), les piéges les plus courants
sont les piéges structuraux :

— anticlinaux (déme imperméable au dessus d'une roche réservoir)

— failles (juxtaposition d’une couche réservoir et d’une couche imperméable).

En résumé, la naissance d’un gisement d’hydrocarbures dans un bassin sédi-
mentaire a donc pour origine la combinaison de plusieurs facteurs : I’existence
d’une roche mére, la possibilité de migration (primaire et secondaire), I’exis-
tence d’une roche réservoir et d’'une couverture qui constituent un piége.

La figure 1.1 présente une coupe Nord-Ouest / Sud-Est d’une partie d’un
bassin pétrolier Lybien au lieu-dit de Ghadames. On identifie clairement les
failles le long desquelles les hydrocarbures ont été drainés pour s’accumuler
en gisements d’huile ou de gaz.

Nous utiliserons, dans la suite, indifféremment le mot “gisement”
et le mot “champ”.

1.1.2 Premier pas vers un modéle probabiliste

Il est intéresant de noter que Kontorovitch et al. [44] considérent que le pro-
cessus spatio/temporel de création des bassins pétroliers dans leur globalité
est par essence aléatoire. Il justifie alors a lui seul une approche probabiliste
de I’évaluation des réserves d’hydrocarbures & cette échelle. Cette interpréta-
tion motive le fait que I'on peut regarder ’ensemble des gisements d’hydro-
carbures présents dans le sous-sol, figés a la date ¢ d’aujourd’hui, comme la



32 CHAPITRE 1. PRESENTATION DU PROBLEME

REERILE Y
Yidaosavy

—--l:l

| M Ll 5o L PTR
SRLIAIN0 W T AD ARLTNS KISV STVayiD & 21 &

e il L

HOIH dYDHYD

Fia. 1.1 — Coupe geéologique du systéme pétrolier de Ghadames (Lybie) —
Source : IFP.
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réalisation d’un processus aléatoire. En particulier, la taille d’'un champ “me-
1 aujourd’hui s’interpréte comme la réalisation d’une variable aléatoire
caractérisée par une famille de parameétres géologiques. Considérant ensuite
une zone géographique ou ces parameétres géologiques sont homogeénes, ’en-
semble des tailles des champs qui y sont inclus peut alors étre vu comme la
réalisation d’un échantillon de cette variable aléatoire?. Cette idée sous-tend
I’ensemble de notre modélisation & venir mais, pour I’heure, intéressons-nous
a ’évaluation des réserves au niveau “microscopique” du champ.

surée

1.1.3 Estimation du potentiel d’un gisement au moyen de la
loi LogNormale

Grace aux techniques de sismique 2D ou 3D (et méme 4D depuis peu) qui
permettent des cartographies 2D, 3D (ou spatio/temporelles) du sous-sol,
les géologues d’exploration et les modélisateurs de gisements identifient un
prospect, ou objectif géologique comme une zone géographique susceptible
de receler une accumulation d’hydrocarbures. Essentiellement, les géologues
cherchent & relever sur les cartes sismiques des anomalies prouvant I’existence
de piéges potentiels (couple roche réservoir et couverture) et de drains de
migration. Des carottages permettent ensuite de déceler la présence d’une
roche mére en amont des drains, d’une roche réservoir effective en aval de
ceux-ci, d'une couverture ainsi que d’évaluer les parameétres géologiques du
prospect.

A Téchelle du gisement, la quantité de réserves en hydrocarbures apparait

alors comme le produit de plusieurs facteurs® :

— une probabilité de présence d’hydrocarbures (I’existence d'un piége et
d’une roche mére ne garantit en effet pas la présence d’hydrocarbures?);

— des indicateurs géologiques comme la porosité, la saturation en hydrocar-
bures et le volume de roche réservoir qui permettent d’évaluer le volume
d’hydrocarbures en place;

— un indicateur de taux de récupération escompté.

L’approche probabiliste de 1’évaluation du prospect consiste a interpréter
chacun des caractéres ci-dessus comme la réalisation d’une variable aléa-
toire. La valeur estimée étant généralement considérée comme un indicateur
de tendance centrale pour la loi correspondante (mode, moyenne ou médiane

You plus précisément estimeée par les géologues.

Zpetit “hic” : dans cette vision, Ieffectif de cet échantillon est alors lui aussi nécessaire-
ment aléatoire... Nous reviendrons trés sérieusement sur ce point dans le second chapitre.

3toutes les compagnies n’utilisent pas exactement les mémes indicateurs, nous présen-
tons ceux qui leur sont commun.

“ceux-ci ont en effet pu se dégrader en fonction de conditions de pression et température
inadaptées a leur préservation ou tout simplement disparaitre suite & des evénements
sismiques créant des fuites dans la couverture.
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suivant les approches). Les lois utilisées pour modéliser ces variables aléa-
toires sont le plus souvent des lois triangulaires positives®. En tout état de
cause, ces lois sont toujours des lois de probabilité subjectives, dans le sens
ou elles sont toujours paramétriques et la valeur des paramétres associés est
fixée par 'expert, de par sa propre expérience.

Le montant des réserves est donc lui aussi interprété comme la variable aléa-
toire produit des précédentes. La distribution potentielle des réserves du
prospect est ensuite généralement modélisée par une loi LogNormale. En ef-
fet, méme si le nombre de lois impliquées dans le produit est faible et que
ces variables ne sont pas identiquement distribuées, il semble que “conformé-
ment” & la version multiplicative du Théoréme Central Limite, en pratique, le
produit de lois triangulaires dont le support est commun devient rapidement
LogNormal. Les simulations intensives de type Monte-Carlo pratiquées par
les compagnies & ce sujet sur les évaluations de prospects montrent qu’une
loi LogNormale dont les paramétres sont évalués au moyen des formules de
Tukey décrit suffisamment bien la distribution attendue de la vraie taille du
prospect. Pour autant que nous savons, I’hypothese LogNormale a été validée
et est utilisée dans toutes les compagnies pétroliéres.

1.1.4 Des diverses définitions de réserves d’hydrocarbures

Il existe de nombreuses définitions des réserves d’hydrocarbures. En premier

lieu, il faut noter que le terme de réserves désigne un concept de nature

technico-économique plutot que géologique. Ainsi, de maniére générale, on
parlera de :

— réserves, pour les hydrocarbures qui sont, ou seront, récupérables ;

— ressources, pour les quantités d’hydrocarbures en place dans le gisement,
sans faire référence aux contraintes d’accessibilité et /ou de prix de revient.
Notons que cette notion est identique & celle de volumes en place, aussi
couramment utilisée.

Mc Kelvey en 1972 [61], Brobst et Pratt en 1973 [17] ont défini les réserves
d’énergies fossiles comme étant les accumulations identifiées qui peuvent étre
extraites de facon rentable avec les techniques d’aujourd’hui et sous les condi-
tions économiques actuelles. Ainsi, le terme souvent employé de “réserves
récupérables” est un pléonasme, puisque les hydrocarbures identifiés comme
réserves sont (& quelques nuances pres) destinés a étre produits et économi-
quement rentables.

on peut d’ailleurs s’interroger sur la légitimité de cette modélisation. L’utilisation
de lois triangulaires peut sembler plausible pour la saturation et la porosité, mais cela
I’est beaucoup moins pour le volume de roche. En effet, la loi triangulaire stipule que
les petits gisements ont une probabilité d’existence qui décroit avec leur volume. Ceci
peut sembler contraire a ’intuition dans la mesure o, nous le verrons, certains experts
s’accordent & penser que les piéges les plus petits sont les plus nombreux, c’est-a-dire qu’il
y a potentiellement bien plus de “gouttes d’huile” dans le sous-sol que de champs géants!



1.1. APPROCHE PROBABILISTE 35

Concept politique et technico-économique

Sont désignées comme ressources toutes les quantités en place dans la croite
terrestre, identifiées ou non. La premiére étape est I'identification de ces res-
sources, donc I'exploration, afin de découvrir d’éventuels gisements. L’explo-
ration impose deux limites. La premiére est d’ordre politique, car certaines
zones géographiques ne sont que partiellement ouvertes a ’exploration par
les Etats qui les controlent. La seconde est technique, car il existe des zones
ou les méthodes géologiques et géophysiques (pour 'offshore ultra-profond
par exemple) demeurent encore insuffisantes. Mais pour passer du stade
de ressources a celui de réserves, il existe une troisiéme barriére, technico-
économique qui tient aux contraintes de production. En effet, il existe de
nombreux gisements d’hydrocarbures que I’on ne sait pas aujourd’hui mettre
techniquement en production. Ces gisements, bien que parfaitement identi-
fiés, peuvent étre trop profonds dans le cas de 'offshore, ou renfermer des
pétroles bruts que nous ne sommes pas en mesure de récupérer totalement
en raison de leur trop grande viscosité par exemple.

La technique ne constitue donc pas la seule barriére & la transformation des
ressources en réserves. Que dire en effet d’un gisement pour lequel on dispose
d’une technique de récupération, mais dont le coiit est supérieur au produit
de la vente des hydrocarbures qui en sont extraits 7 Ou, ce qui est équivalent
d’un point de vue bilan énergétique global, dont 1’énergie nécessaire a la pro-
duction se révéle supérieure a 1’énergie qu’ils peuvent fournir? Ce gisement
ne sera pas rentable économiquement, et ne sera donc pas mis en production.
Le passage des ressources aux réserves peut donc étre résumé par la figure
1.2.

Par ailleurs, pour les compagnies comme pour les pays producteurs, les ré-

serves présentent un important intérét, autant stratégique que politique. Les

chiffres de réserves font donc souvent l'objet d’effets d’annonce dont la ri-
gueur peut parfois étre sujette & caution :

— les grands gisements sont souvent sous-évaluées par les géologues a leur
découvertes car ces derniers n’ont pas besoin d’estimations fines pour as-
surer la rentabilité du projet de développement. Ils se réservent ainsi la
possibilité de réévaluations positives dans le futur, toujours accueillies fa-
vorablement par les compagnies ;

— a l’inverse, les gisements marginaux sont pour beaucoup surévalués au
moment de leur découverte. Dans la majeure partie des cas, malgré sa
bonne foi, 'optimisme du géologue découvreur est & mettre en cause. Il
n’est cependant pas si rare de voir des petits champs surévalués afin d’en
justifier plus aisément la mise en développement ;

— citons aussi le cas de 'OPEP qui en 1986 changea sa définition des réserves
et augmenta ainsi trés artificiellement de presque 20% le montant des
réserves mondiales !
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F1G. 1.2 — Des ressources aux réserves (avec I’aimable autorisation de Jean-
Noél Boulard) [15].

Le flou regne donc et reste entretenu sur la définition quantitative et 'utili-
sation rigoureuse du terme de réserves. Un cadre précis de définition existe
cependant, nous le détaillons dans la suite.

Réserves Déterministes et probabilistes

Comme cela vient d’étre évoqué, on parle de réserves pour des hydrocarbures
qui peuvent étre mis en production & court ou moyen terme. Les réserves
sont donc des volumes hypothétiques, puisque soumis aux incertitudes di-
verses des modifications technologiques, de la conjoncture économique, etc.
Les seules réserves que I’'on connaisse de fagon certaine, ou déterministe, sont
celles que I'on a déja produites - on a d’ailleurs coutume de dire que I'on ne
connait les réserves d’'un champ que lorsque I'on ferme son exploitation. Les
approches déterministes reposent sur le principe que les valeurs de chaque
paramétre nécessaire a l’estimation des réserves sont supposées certaines.
Elles conduisent & une estimation supposée totalement fiable, ignorant toute
marge d’erreur. Une approche probabiliste fournit, quant & elle, des indi-
cateurs aléatoires, inscrits dans des fourchettes, ou en termes statistiques,
d’intervalles de confiance ou, plus précisément, d’intervalles de prédiction.

La partie 1.1.3 a décrit les incertitudes auxquelles sont soumises les mesures
des caractéristiques d’un gisement. Cette approche conduit & une probabilité
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qu’un prospect, ou objectif géologique (c’est-a-dire une zone géographique
susceptible de receler des réserves) contienne des hydrocarbures.

Un gisement étant déclaré contenir des hydrocarbures, il faut ensuite éva-
luer les quantités en place (ces données ne sont que rarement publiées), puis
estimer les réserves associées. A ce titre, on cherchera donc & évaluer les
quantités récupérables par rapport aux quantités en place, il s’agit de la no-
tion de taux de récupération. Les techniques modernes de géosciences (géo-
logie, géophysique, géochimie et géostatistique) permettent de décrire les
réserves potentielles du champ comme une distribution de probabilité. Dans
la pratique, on estimera les réserves en fournissant des paramétres (comme
la moyenne ou certains fractiles de la distribution : 10%, 50%, 90%, etc.) de
la loi LogNormale dont on suppose que taille du champ est une observation.

Réserves P90, P50, P10, etc.

On définit par Pz la valeur de réserves que le champ a % de chances de
dépasser. Le Pz est donc le fractile d’ordre (1 — x)% de la distribution de la
taille du champ. Par exemple, si un champ a un P10 de 1 Gbep, alors il y a
10% de chances que la taille réelle des réserves du champ dépasse 1 Gbep.
Le P50 est par définition la médiane de la distribution. On a donc a priori
une probabilité égale que les vraies réserves d’'un champ soient supérieures
ou inférieures au P50.

Les valeurs que ’on retrouve trés fréquemment dans ’estimation des tailles
des champs sont les P95, P90, P50, P10 et P5. On peut aussi trouver des
estimations sous la forme “mini, mode, maxi”, ou “mini, moyenne, maxi”.
Les mini et maxi sont en fait des P5 et P95, ou P10 et P90°. Le mode (ou
maximum de vraisemblance) est la valeur théorique la plus probable de la
distribution. La moyenne (ou espérance) est la valeur moyenne des réserves
que l'on observerait sur un grand nombre de champs présentant a priori
exactement la méme distribution de taille des réserves. La figure 1.3 montre
la fonction de queue de répartition LogNormale typique pour un champ dont
le P50 est fixé a 500 Mbep. Pour une probabilité de x% donnée, la courbe
fournit la taille telle que 'on a % de chances que la taille réelle du champ
soit supérieure & cette valeur.

Ces notations-définitions de réserves sont les plus rigoureuses et précises qui
existent. Cependant, on en rencontre bien d’autres dans la littérature de
I'industrie pétroliére. Détaillons les dans la suite.

8il s’agit 1a bien entendu de dénominations erronées car les minimum et maximum de
la loi LogNormale sont 0 et +o0.
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F1G. 1.3 — Fonction de queue de répartition d’une loi LogNormale de médiane
500 Mb.

Réserves 1P, 2P et 3P

Sont largement utilisées également les trois valeurs notées 1P, 2P et 3P,
dérivées des précédentes et qui évaluent également de maniére probabiliste
le potentiel de réserves d’un champ. Ces valeurs correspondent & des Pz,
variables selon les compagnies ou les auteurs :

— le 1P est généralement égal au P90 ou au P95 précédemment défini;

— le 2P est toujours égal au P50;

— le 3P est généralement égal au P10 ou au P5.

Enfin, nous présentons dans la section qui suit une autre terminologie, elle
aussi trés usitée équivalente & celle que nous venons d’exposer.

Réserves prouvées, probables et possibles ?

Les trois termes “prouvées”’, “probables” et “possibles” correspondent — le

plus souvent, mais les exceptions sont légions, voir par exemple Masseron
[60] dont les définitions sont légérement différentes — aux valeurs respectives
1P, (2P - 1P) et (3P - 2P). Ce qui signifie, en inversant le systéme, que ’on
a:

— 1P = prouvées;

— 2P = prouvées + probables;

— 3P = prouvées + probables + possibles.

La figure 1.4 résume schématiquement ces diverses définitions.
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Il est & noter que ces définitions ont été établies et officialisées en 1997
par la SPE (Society of Petroleum Engineers) au cours du World Petroleum
Congress [1]. Plus “précisément”, on définit par prouvées des réserves qui ont
une chance raisonnable d’étre mises & jour; puis, par “chance raisonnable”,
on considére en réalité un P90. Ces définitions sont pourtant loin d’étre uni-
versellement adoptées et restent contestées par nombre d’acteurs du monde
pétrolier : lorsque des chiffres de réserves sont avancés, ce sont, la plupart du
temps, des chiffres de réserves dites prouvées. Cependant, s’agit-il d’'un P95,
d’un P90 ou autre 7 Il est presque systématiquement impossible de répondre
a cette question et parfois, le flou est volontaire de la part des auteurs. Encore
aujourd’hui, on peut trouver des chiffres de réserves prouvées qui correspon-
dent & des Pz allant de P50 & P98 sans mention explicite! Il convient donc de
rappeler quelques régles de sécurité relatives a l'utilisation des divers chiffres
de réserves que l'on peut rencontrer.

Mises en garde quant a l’utilisation des définitions

La vision probabiliste de I’estimation des réserves d’un champ est aujourd’hui
courante. Cependant, elle n’est pas sans risque dans son utilisation. Par
exemple, ’addition des réserves en vue de connaitre le potentiel d’'un bassin
ou d’un pays n’est pas chose aussi aisée qu’il peut paraitre. En effet, la
somme des Pz (ou des modes) des réserves de deux champs n’est pas, en
général, le Pz de la somme des réserves des deux champs. Pour mémoire,
il convient de retenir que : sommer les réserves 1P (prouvées) des champs
d’un bassin tend & sous-estimer les réserves 1P du bassin entier, et sommer
les réserves 3P (prouvées + probables + possibles) des champs d’un bassin
tend & surestimer les réserves 3P du bassin entier. En ce qui concerne les 2P,
tous les cas, sous ou surestimation, sont possibles.

Les seules estimations qui peuvent étre légitimement sommées (d’un point
de vue statistique) sont les estimations d’espérances, car l'espérance est
un opérateur linéaire. Cependant, il est important d’avoir a l'esprit que la
moyenne ne s’avére un outil d’estimation efficace qu’a trés grande échelle :
dans ’exemple de la figure 1.3, 'espérance de la distribution n’est en réa-
lité atteinte que dans moins de 20% des cas. Concrétement, cela signifie
que si plusieurs champs possédent cette distribution de taille, moins de 20%
d’entre eux auront une taille réelle supérieure a la moyenne de la distribu-
tion! Pourtant, il faut noter que la somme des réserves réelles des champs
sera, pour sa part, proche du nombre de champs multiplié par I’espérance de
la distribution. Ce faux paradoxe résulte de la Loi des Grands Nombres, qui
stipule qu’asymptotiquement, les erreurs, ou écarts & la moyenne tendent &
se compenser, c’est-a-dire que la moyenne des écarts & I'espérance tend vers
zéro. Disposer d’'un indicateur de dispersion de la distribution est donc aussi
crucial que de savoir estimer ’espérance.
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Il convient donc de conserver la plus grande prudence lorsque 'on effectue
des calculs sur les réserves. Il est pourtant indispensable de sommer des
estimations de réserves & 1’échelle des champs pour obtenir des ordres de
grandeur de réserves a un niveau plus macroscopique (région, pays ou encore
ensemble des champs dans lesquels une compagnie posséde des intéréts). La
plupart du temps, seules les réserves prouvées sont publiées. Elles fournissent
donc la seule matiére dont on dispose pour la réalisation des études statis-
tiques. Si les sommer ne s’avére pas une procédure correcte d’un point de
vue mathématique, il n’est pourtant guére possible, bien souvent, de procé-
der autrement. Reste a étre conscient du type d’erreur que ’on commet de
facon systématique et & nuancer en conséquence le résultat final obtenu.

1.1.5 Caractéristiques des réserves

On distingue traditionnellement deux types d’hydrocarbures : conventionnels
et non conventionnels”.

Dans ce domaine également il n’existe pas de définition claire et précise de ce
qui est conventionnel par opposition & ce qui ne I'est pas. On peut classer la
qualité des pétroles grace a plusieurs indices tels que la densité (mesurée en
degrés API), la viscosité et leur teneur en soufre. En ce qui concerne le gaz,
on parle moins de critéres de qualité (capacité calorifique, teneur en soufre
ou gaz inertes comme le COy, etc.) que de différence d’origine. Ainsi, on
distingue le gaz associé au pétrole ou & des condensats, et les gaz dits secs (ces
derniers représentant environ les deux tiers des réserves mondiales actuelles
de gaz). Le fait qu’un gaz soit considéré comme conventionnel ou non dépend
essentiellement de sa difficulté d’extraction et de mise en production.

Campbell, Perrodon et Laherrére [19], considérent comme hydrocarbures
conventionnels les hydrocarbures qui peuvent étre produits dans les condi-
tions techniques et économiques actuelles et prévisibles pour le futur. Cette
définition, trés proche dans sa formulation de celle des réserves prouvées de
Mc Kelvey [61], intégre cependant les progrés technologiques et le contexte
économique futur. Ainsi, par opposition, on peut dire que les hydrocarbures
non conventionnels sont, de fagon simpliste, ceux qui sont difficiles et cotiteux
a produire.

Cependant, il est extrémement difficile d’appréhender ce que seront les condi-
tions techniques et économiques dans ’avenir. En effet, on peut a posteriori
mesurer 'impact d’une nouvelle technologie sur ’extraction des réserves,
mais comment prévoir ce que sera la technologie dans 20 ans?

L’exemple typique en la matiére est l'offshore profond. A la fin des années
soixante-dix, tous les gisements situés & une profondeur supérieure & 200 m
étaient considérés comme non conventionnels (et donc, non comptabilisés

"Ces deux termes sont des anglicismes.
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dans les estimations de réserves d’hydrocarbures conventionnels). La techno-
logie de I’époque ne permettait pas de disposer pas de moyens suffisamment
efficaces pour produire ces gisements de fagon rentable. Aujourd’hui, il est
courant d’exploiter des gisements cing & dix fois plus profonds, c’est-a-dire,
par 2000 m de profondeur d’eau. La barriére entre le conventionnel et le non
conventionnel a donc nettement reculé au cours du temps.

Autre exemple : celui des pétroles lourds et extralourds. Le bassin de I’Oré-
noque au Venezuela, connu depuis les années trente, contient de I’huile extra-
lourde (8 & 10 degrés API). En 1967, une premiére évaluation des quantités
en place a conduit & une évaluation de 693 Gbep (soit I’équivalent de plus
de la moitié des réserves prouvées mondiales de pétrole conventionnel). En
1967, on pouvait annoncer : ressources 693 Gbep et réserves 0! En 1983, une
nouvelle évaluation a conduit & un volume de ressources de 1200 Gbep et des
réserves (qui ne sont pas encore, & proprement parler, considérées comme ré-
serves prouvées) de l'ordre de 100 & 300 Gbep, grace notamment aux progrés
accomplis en matiére de forage horizontal.

Ici encore, la limite entre conventionnel et non conventionnel tend & se dé-
placer, au cours du temps, vers des hydrocarbures bruts de plus en plus dif-
ficiles & produire, en termes de conditions de production, de localisation et
bien str de qualité. Il convient cependant de nuancer ce propos en se référant
aux aspects géopolitiques de I’économie pétroliere. En effet, les pétroles du
Moyen-Orient, par exemple, sont peu onéreux & produire et existent en trés
grande quantité. Une des conséquences des chocs pétroliers de 1973 et 1979
a été de permettre la découverte et la production rentable, dans le monde
entier, de pétroles plus difficilement accessible. Le pétrole le moins cher &
produire n’est donc plus nécessairement aujourd’hui le seul ou le premier &
étre exploité, comme évoqué dans [22], ou est menée une étude rigoureuse
des déterminants des cotits dans I'industrie pétroliére amont.

Les hydrocarbures non conventionnels sont donc les réserves du futur. Le dé-
placement de la limite traduit ce que certains auteurs appellent le continuum
du carbone fossile (voir notamment Bauquis [11]). Lorsque les réserves d’un
certain type d’hydrocarbures que 1’on sait produire s’épuisent, on cherchera
a développer la production de nouveaux types, dont les non conventionnels.
Peu & peu, progres technologiques et incitations politiques aidant, ces hy-
drocarbures deviendront plus courants & produire, donc conventionnels ou
“conventionnalisés”. Ainsi, mémes s’ils coexistent évidemment, nous passons
peu & peu des pétroles faciles a produire issus des Etats-Unis, d’Algérie ou du
Moyen Orient, aux pétroles offshore ou lourds, pour aujourd’hui, nous tour-
ner vers des pétroles extralourds et vers l’offshore ultraprofond. En guise
d’illustration, citons les deux projets phares du groupe TotalFinaEIf dans
ces deux domaines pour ce tout début de XXI®™® siacle :

— le développement du champ d’huile Girassol, & 150 km au large des cotes

de I’Angola par 1350 m de fond;
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— le projet Sincore au Vénezuela qui vise au développement des huiles ex-
tralourdes de la ceinture de ’Orénoque.

1.1.6 Reéserves ultimes

Le terme de réserves ultimes représente I’ensemble des hydrocarbures a pro-

duire passés, présents et & venir. La fraction “passée” des réserves ultimes est

donc constituée de I’ensemble des hydrocarbures produits depuis les débuts

de leur exploitation. La partie “présents” représente l’ensemble des réserves

connues a ce jour. La fraction “4 venir” représente ’ensemble des réserves

restant & découvrir. Ces réserves restant & découvrir provenant :

— soit de réévaluations de champs déja connus;

— soit de ’amélioration technique des taux de récupération due aux progrés
technologiques® ;

— soit de champs dont le développement est lié a économie favorable, et
typiquement & un prix du brut élevé.

— ou enfin de nouvelles découvertes.

Sur ces quatre points, seul le dernier est le point d’intérét de notre travail de

thése. Les paragraphes suivant illustrent cependant sommairement chacun

d’eux car ils sont fondamentaux pour comprendre ce que recouvre la notion

de réserves ultimes.

Réévaluation de champs connus, ou field growth

Comme on I’a montré précédemment, la taille d’'un champ n’est pas connue
mais seulement estimée, au moyen de probabilités a priori. Au fur et & me-
sure de 'exploitation du champ, les paramétres géologiques nécessaires a
I’estimation de sa taille sont de mieux en mieux connus. L’intervalle de pré-
diction a donc tendance & se resserrer vers la vraie valeur, comme l'illustre
le schéma de la figure 1.4.

Les chiffres publiés étant généralement ceux des réserves prouvées, conser-
vatifs par définition, on voit ainsi qu’ils ont tendance a croitre au cours du
temps. L'impact d’une réévaluation est donc globalement positif sur le vo-
lume total des réserves ultimes, mais il peut étre localement nul voire négatif.
11 est difficile & prévoir autrement que par analogies et expérience passée.

Amélioration des taux de récupération et progrés technique

Les taux de récupération sont actuellement de 'ordre (et en moyenne mon-
diale) de 30% pour les gisements d’huile et de 80% pour les gisements de
gaz. Il existe donc une marge de progression importante dans les quantités

8le taux de récupération est le ratio réserves/ressources, il exprime la quantité d’hy-
drocarbures que l'on va récupérer sur un gisement par rapport a la quantité en place
initialement.
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Fi1G. 1.4 — Variation schématique des paramétres de la distribution de la
taille d'un champ d’environ 200 Mbep au cours du temps.

de pétrole récupérable. Les progrés technologiques permettent cette amélio-
ration de la récupération par de nombreuses méthodes (puits multidrains,
drains horizontaux, injection d’eau ou de gaz, etc.).

Dans de nombreux cas (le champ géant d’Allwyn en mer du Nord est & ce
titre un cas d’école), la mise en place de ces nouvelles technologies contribue
a faire passer des ressources au stade de réserves. Il se peut aussi que ces
techniques ne fassent qu’accélérer la déplétion du champ sans pour autant
créer de nouvelles réserves. Ces deux situations sont illustrées sur les profils
de production de la figure 1.5 ot les réserves sont représentées l'aire sous la
courbe (& un facteur 360 prés — nombre de jours de année comptable).

Il faut cependant noter que ’accélération de la production présente malgré
tout un avantage pour la compagnie pétroliére qui anticipe ainsi ses revenus
et augmente ainsi mécaniquement la valeur actuelle nette du projet. Pour une
approche trés détaillée des aspects rentabilité des projets d’investissement,
on pourra se reporter avec profit & Babusiaux [8].

L’impact du progrés technique est donc positif ou nul. Il difficilement pré-
visible car les progrés se font souvent par sauts technologiques totalement
irréguliers®.

9Citons comme exceptions la résolution de la sismique 2 ou 3D qui augmente régu-
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F1G. 1.5 — Variantes de U'effet de récupération assistée sur un profil de produc-
tion (production journaliére en fonction de ’année) : & gauche il y a création
de réserves (surface noire), a droite il y a accélération de la déplétion (surface
noire = surface blanche).

Impact de 1’économie

I1 est absolument déterminant (voir Masseron [60] pour une mise en évidence
trés détaillée). Le prix du baril de brut conditionne fortement ’acces a cer-
taines ressources miniéres a la rentabilité marginale : un prix du pétrole élevé
permet d’aller exploiter de facon rentable des gisements dont 1’extraction des
hydrocarbures est délicate, comme les extra-lourds ou 1’offshore ultra-profond
par exemple.

Entre les deux chocs pétroliers de 1973 et 1979 par exemple, le pétrole passe
schématiquement de 10 & 30 $/b et permet d’aller explorer puis exploiter
les gisements de mer du Nord qui devenaient rentables & partir d’un prix du
brut de 15 &4 20 $/b. Les progrés techniques et économies d’échelle permettent
aujourd’hui d’avoir des cotiits de production en mer du Nord d’environ 5 &
6 $/b. L’économie a donc eu un impact considérable sur 'augmentation des
réserves puisque sans choc pétrolier, les ressources de mer du Nord n’auraient
probablement été mises au jour que bien plus tard!?.

L’impact de I’économie, essentiellement au travers du prix du baril, est extré-
mement difficile & prévoir. Il est clair qu’il peut étre positif ou négatif suivant
que les coiits d’extraction par baril de tel ou tel champ sont supérieurs ou
inférieurs au prix du brut, qui est extrémement volatil.

lierement avec les capacités de calcul des ordinateurs; la croissance de l'efficacité des
catalyseurs ; ou encore la réduction des cotits dans la chaine GNL.

10Meéme si son lancement est bien antérieur aux chocs pétroliers, il est clair que ces
derniers ont permis d’asseoir la politique énergétique Francaise de recours & ’électricité
nucléaire. L’économie a donc ici joué le role de catalyseur de substitution énergétique.
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Nouvelles découvertes

C’est sur ce dernier point exclusivement que va se porter tout notre travail
a venir. Nous allons chercher & estimer combien de champs restent encore a
découvrir et quelles sont leurs tailles.

Il est clair que de nouveaux champs découverts créent des réserves qui doivent
étre incluses aux évaluations de réserves ultimes.

Réserves ultimes : conclusion

Les quatre points ci-dessus peuvent étre résumés par le tableau suivant qui
présente les impacts positifs ou négatifs de chacun d’entre eux, ainsi que leur
prévisibilité (sur laquelle nous reviendrons partiellement en 1.1.8) :

Impact de... || réévaluations progres I’économie | nouvelles
technologiques découvertes
Positif + + + + + + + + + +
Négatif - - —
Prévisibilité faible quasi-nulle ardue possible

TAB. 1.1 — Les déterminants de 1’évolution des réserves ultimes.

Le chiffre véritable mais inconnu des réserves ultimes est sensé étre un chiffre
stable au cours du temps. En pratique, les réserves ultimes sont bien entendu
seulement estimées et dépendent largement de la définition de réserves que
'on se donne . Ces estimations sont, pour leur part, hautement instables
au cours du temps, comme le sont celles des réserves prouvées et des réserves
restant & découvrir. Ce chiffre fait, la plupart du temps, plutdt 'objet d’un
consensus d’experts [67]. Au niveau mondial, il est communément admis que
les réserves ultimes de pétrole sont de 'ordre de 2800 Gb et se répartissent
comme sur la figure 1.6.

Nous discutons maintenant des chiffres que nous utilisons pour notre étude
statistique concernant le nombre de champs restant a découvrir.

1On peut donc en particulier distinguer les réserves ultimes d’hydrocarbures conven-
tionnels des non-conventionnels, mais cela nécessite de prendre des libertés avec les dé-
finitions données dans ce chapitre. Disons que les professionnels s’y retrouvent générale-
ment!...
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F1G. 1.6 — Constitution des réserves ultimes (consensus du WPC 1997 [1]).

1.1.7 Quels chiffres utilisons-nous ?

Dans toute notre thése, nous nous focalisons exclusivement sur les hydro-
carbures conventionnels et utilisons pour nos études les chiffres de réserves
prouvées fournis par la base de données gisements Pétroconsultant 1998.
Nous utilisons les chiffres du pétrole et du gaz ramenés & 'unité volumique
homogéne du “bep” pour “baril équivalent pétrole”. Dans notre travail, il n’y
a en effet pas lieu de distinguer pétrole et gaz dans un méme champ puisque
ce sont des molécules d’hydrocarbures qui sont issues du méme kérogéne, ont
migré et ont été piégées a l'identique. Les conditions de pression et tempé-
rature seules ont fait que certaines de ces molécules se sont craquées pour
donner lieu & du gaz plutét que du pétrole.

Notre objectif est de présenter un protocole original d’estimation de réserves
ultimes d’hydrocarbures présentant le méme type de carcatéristiques que
ceux qui sont de commercialisation courante et utilisés de fagon pratique
aujourd’hui. Ceci nous place donc d’emblée dans le cadre des hydrocar-
bures conventionnels'?. Plus précisément, nous cherchons une estimation du
nombre de champs restant & découvrir ainsi que de leurs tailles. Par ailleurs,
les ressources d’hydrocarbures non-conventionnels sont a ’heure actuelle et &
quelques exceptions prés, beaucoup trop spéculatives et ne présentent, qu'un
intérét économique marginal, méme si leur intérét prospectif est évident.

Un autre point & discuter est celui du choix de la définition de réserves
pertinente pour notre travail : celle des ressources (ou, rappelons le, des

12Comme justifié précédemment, on ne peut d’ailleurs pas & proprement parler de ré-
serves d’hydrocarbures non-conventionnels. Voir plus précisément la section 1.1.5 pour une
discussion de ce sujet.
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quantités en place dans les gisements), ou celle des réserves, c’est-a-dire celui
d’une quantité technico-économique représentant les quantités destinées a
étre produites pour les besoins en énergie fossile des hommes & court ou
moyen terme.

D’un point de vue physique, ou naturaliste, il est clair qu’il aurait été légitime
de travailler avec les chiffres des quantités en place. En effet, comme on l'a
expliqué précédemment, ils sont relatifs & des critéres géologiques tangibles
donc sensés étre parfaitement stables au cours du temps puisqu’issus de pro-
cessus physiques dont 1’évolution ne se mesure que sur 1’échelle des temps
géologiques. Pourtant, I’expérience montre que les évaluations de quantités
en place, lorsqu’elles sont publiées, ce qui est plutdt rare, sont trés instables
au cours du temps, subissant réévaluation sur réévaluation. De plus, ces
chiffres n’ont pas de réalité économique puisqu’une fraction variable seule-
ment de leur montant sera produite et valorisée. Les chiffres des ressources
rencontrent donc les écueils de ’accessibilité trés délicate aux données, d’une
fiabilité douteuse suite aux nombreuses réévaluations dans le temps et enfin
d’une interprétation économique impossible.

Pour notre étude, il est indispensable d’avoir recours & des données relative-

ment fiables et suffisamment abondantes. On peut alors tabler directement

sur les chiffres des réserves prouvées, conformément aux définitions données
en 1.1.4. Ces chiffres présentent certains avantages :

— ils sont conservatifs, puisqu’ils représentent des valeurs auxquelles les ex-
perts estiment que les réserves véritables'? ont 90 % de chances d’étre
supérieures ;

— ils ont une forte réalité économique puisqu’ils servent de base dans l'in-
dustrie pour I’évaluation des projets d’exploration (choix d’investissement
pour la compagnie, accords de préts pour les banques, calculs de rentabilité
économique de la production, etc.)!*.;

— enfin, aspect plus qu’important, ce sont les chiffres les plus publiés par
I’ensemble des organismes de collecte de données statistiques de I'industrie
pétroliére.

Les chiffres correspondant aux autres définitions de réserves sont extréme-
ment rarement publiés et constituent surtout des données qui restent internes
aux compagnies.

Le fait de travailler avec les réserves prouvées & une date donnée ne nous
affranchit pas pour autant de certains biais dont on pourrait penser qu’il
serait pertinent de les prendre en compte pour nos prévisions.

13 est-a-dire les quantités qui auront été produites a la fin de exploitation du gisement.
1De plus, ce sont les valeurs que les sociétés pétroliéres cotées a la bourse de New York
doivent déclarer en fin d’année pour leur bilan d’exercice a la SEC (Security Ezchange
Commission, équivalent américain de la Commission des Opérations en Bourse frangaise).
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1.1.8 Peut-on tenir compte d’un biais systématique ?

Il faut étre bien conscient des biais systématiques auxquels nous sommes

confrontés lorsque 1’on regarde 1’évolution au cours du temps des chiffres

avec lesquels nous travaillons. Il conviendra donc de nuancer les résultats

que nous obtenons en travaillant avec le chiffre des réserves prouvées 1998 :

— en premier lieu et comme on I’a déja fait remarquer en 1.1.4, les réserves
prouvées sont des fractiles d’ordre 10 % des distributions a priori des tailles
des champs. Or la somme des fractiles d’ordre 10 % tend & sous-estimer le
fractile d’ordre 10 % de la distribution de la somme.

— les évaluations de réserves prouvées ont tendance a croitre au cours du
temps du fait de la meilleure connaissance géologique des gisements, comme
vu en 1.1.6'5,

Le premier de ces biais pourrait étre pris en compte si I’on connaissait les
lois exactes des tailles de tous les champs de ’échantillon de travail. Mais les
simulations de ces lois ne sont jamais accessibles. Il est donc statistiquement
impossible d’en tenir compte. Le second n’est pas plus facile & intégrer...
En effet, la meilleure connaissance des caractéristiques géologiques du sous-
sol est principalement liée aux progrés technologiques. Il est extrémement
périlleux de tenter d’intégrer une composante de “dérive temporelle” des es-
timations due aux progrés techniques car comme nous ’avons vu en 1.1.6,
un grand nombre de progrés techniques se font par sauts difficilement pré-
visibles. Citons malgré tout un exemple d’utilisation d’une composante de
progrés technologique dans une approche économétrique de I’évolution du
taux de succés dans l'exploration'® dans Forbes et al. [31]. Ce travail pré-
sente, a notre connaissance, un des seuls modeéles quantitatifs lié a 'industrie
pétroliére incluant le progrés technologique comme variable explicative!”.

Notre choix s’étant porté sur le chiffre des réserves prouvées d’hydrocarbures,
pétrole et gaz ramenés & I'unité commune du baril équivalent pétrole, le “bep”,
venons-en maintenant au probléme de I’estimation des réserves ultimes & une
I’échelle d’un bassin.

5Quelques auteurs, qualifiés de pessimistes, dont Campbell et Laherrére (voir par
exemple [18] et [48]), ont mis en évidence le fait que sur de nombreux champs, la ma-
jeure partie de la “paternité” du renouvellement des réserves est due & ce phénomeéne de
réévaluation.

'6Ce taux s’exprime comme le rapport entre le nombre de puits d’explorations non-
secs (c’est-a-dire montrant des traces d’hydrocarbures) forés et le nombre total de puits
d’exploration forés.

'"En pratique, le modéle économétrique présenté fait intervenir le progrés technologique
comme une variable dummy pour chaque année sur laquelle court ’estimation a l'intérieur
d’un modéle préétabli. Le principal doute que nous formulons face a cette approche est
qu’une telle représentation fait apparaitre le progrés technique de 'année ¢ comme un
événement exceptionnel et non un événement pérenne, ce qui est contraire a la réalité.
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1.2 Principes d’estimation des réserves ultimes a
un ’échelle d’un bassin

Dans cette section nous rentrons au cceur de notre sujet. Nous allons aborder
I'estimation des réserves a une échelle macroscopique'® suffisante pour com-
porter un grand nombre de champs (typiquement on peut penser & I’échelle
du bassin sédimentaire), comparée a l’échelle microscopique du gisement.
Plus précisément, par estimation des réserves, nous cherchons & estimer le
nombre total de champs restant & découvrir et le montant de réserves que
ces champs sont susceptibles de receler.

Historiquement, les diverses approches statistiques du probléme ont, pour la
grande majorité d’entre elles, consisté a tenter de trouver une loi de proba-
bilité représentant correctement la distribution inconnue de I’ensemble des
champs présents dans le sous-sol.

Nous commencons par présenter et commenter les diverses lois utilisées dans
la littérature et l'industrie de fagon récurrente. Nous nous intéressons en-
suite a un protocole d’estimation particulier. Nous détaillons les problémes
que pose ce protocole, notamment vis-a-vis de la robustesse des estimations
qu’il implique. Cependant, nous montrons comment en améliorant le modéle
sous-jacent (prenant en compte le “biais d’exploration”) nous construisons
un modeéle plus fidéle & la réalité et a la dynamique de ’exploration.

A partir de cet endroit, nous parlerons de “taille d’un champ” pour désigner le
chiffre de ses réserves. En pratique, nos données sont les chiffres des réserves
prouvées.

1.2.1 Les diverses lois utilisées

A une échelle macroscopique, on peut penser a deux facons de faire intervenir
une loi de probabilité pour modéliser la distribution de I’ensemble des champs
du sous-sol I’échantillon :

— on interpréte les réserves des champs existant dans le sous-sol comme un
ensemble de variables aléatoires non nécessairement identiquement distri-
buées. Cette vision est consistante avec celle qui consiste & modéliser la
distribution des réserves d'un gisement par une loi de probabilité (LogNor-
male par exemple, comme dans la section 1.1.3) dépendant de paramétres
géologiques locaux propres & chaque gisement ;

— on interpréte les réserves des champs comme un ensemble de données dé-
terministes sur lequel on va tenter d’ajuster une loi de probabilité. Cela
revient & dire que ’on interpréte cet ensemble de données comme la réalisa-
tion d’un échantillon d’une seule et méme variable aléatoire de loi inconnue
dépendant de parameétres géologiques macroscopiques.

8Le choix de ’échelle adéquate & considérer est un sujet que nous discuterons en détail
au début du chapitre 2.



50 CHAPITRE 1. PRESENTATION DU PROBLEME

En pratique, on opte trés clairement pour la seconde interprétation car les
données relatives aux lois utilisées pour décrire la distribution de la taille de
chaque champ ne sont pour ainsi dire jamais accessibles dans leur totalité, et
quand bien méme elles le seraient, le nombre de paramétres & estimer serait
beaucoup trop important. Quelles sont alors les diverses lois & envisager pour
la distribution de la taille des champs ?

La loi LogNormale

Historiquement (L’article de 1963 de Kaufman [42] est la référence la plus
ancienne que nous ayons pu trouver & ce sujet), la premiére des lois considérée
pour étudier la distribution des tailles des champs est, encore une fois, la loi
LogNormale. L’argument “produit de variables aléatoires” que nous avions
donné en 1.1.3 ne tient plus ici. De nombreuses références, & commencer par
Kaufman [42], mais aussi de plus récentes comme Lee at Wang [51] ou encore
Laherrére [45] et Sun et Woodroofe |77, ne mentionnent pour justification
que la bonne adéquation de la loi LogNormale, pour des paramétres bien
choisis, aux données observées sur des zones trés matures, c’est-a-dire proches
de 'exhaustion.

Au sein de I'industrie, on trouve une justification bien plus empirique, consis-
tant a dire qu’en pratique, et en dépit du bon vieux Théoréme Central Limite,
la somme de lois LogNormales a tendance a étre LogNormale. Bien entendu,
ceci est tout a fait faux mais la simulation de la figure 1.7 illustre ce propos :
on représente sur cette figure la distribution obtenue par la somme de 30
1000-échantillons d’une loi LogNormale de parameétres (2,2). Le résultat res-
semble clairement & une loi LogNormale comme l'indiquent les histogrammes
de la distribution et de la log-distribution. Cependant tout test, paramétrique
ou non, rejette assez fortement ’hypothése de LogNormalité. Il n’en reste pas
moins que la distribution observée est bien plus proche d’une loi LogNormale
que d’une loi Normale.

F1G. 1.7 — Distributions empiriques de la somme de 30 fois 1000-échantillons
de loi LogNormales(2,2) et de son logarithme. Figurent les estimations par
maximum de vraisemblance des lois LogNormales et Normales associées.
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Ainsi, la loi LogNormale se trouve-t-elle “légitimée” pour modéliser les dis-
tributions des réserves tant au niveau microscopique que macroscopique. Les
exemples qui suivent montrent en effet une certaine adéquation. Cependant,
on peut voir qu’au cours du temps, la moyenne et le mode des lois Lo-
gNormales que l'on peut ajuster au mieux sur les données décroissent tres
significativement, rendant I’existence de champs de petite taille de plus en
plus probable. A la limite de ce processus, on peut penser qu’au moment
de P'exhaustion la densité de probabilité que 'on pourra ajuster au mieux
aux données pourra étre décroissante, autrement dit, la probabilité d’exis-
tence d’'un champ est d’autant plus grande que ce champ est petit. Ceci est
conforme au bon sens. Il est fort probable qu’il y ait plus de “gouttes d’huile”
dans le sous-sol que de champs de plusieurs dizaines de millions de barils.
Ce point, sur lequel nous revenons et dont nous donnons une justification en
1.2.3 est détaillé dans Lepez [52]. Ce travail montre que la loi LogNormale
est bien adaptée a la modélisation de la distribution des tailles des champs
déja découverts dans une région non mature, mais qu’elle ne 1’est pas pour
modéliser la distribution des tailles de I’ensemble des champs du sous-sol.

Tenter de modéliser la distribution “ultime” de la taille des champs nécessite
donc de bien représenter les petits champs. Une des voies possibles est donc
d’utiliser une loi & densité décroissante susceptible de présenter certaines
analogies de comportement avec la loi LogNormale.

La loi de Lévy-Pareto ou loi fractale-linéaire

Une autre loi trés utilisée dans la modélisation des tailles des champs est la
loi de Lévy-Pareto. Depuis quelques années, de nombreux auteurs s’y sont
référés concernant les problémes de modélisation ou d’estimation de réserves,
citons notamment Houghton [41], Crovelli et al. [25], Perrodon [68]| ou encore
derniérement Kontorovich et al. [44].

Définition 1.2.1. on dit qu’une variable aléatoire posséde la loi de Lévy-
Pareto de paramétre (ou d’exposant) o > 0 si elle est l’exponentielle d’une
variable aléatoire de loi Fxponentielle de parameétre a.

Le principal intérét de cette loi du point de vue modélisation est son inva-
riance stochastique par changement d’échelle :

Définition 1.2.2. On dit qu’une variable aléatoire X a valeurs dans[1;+00]
est invariante par changement d’échelle si :

]- o1
Va>1, =X =2 X
a

[a;4oo[

ol X S désigne la variable aléatoire X restreinte a ['intervalle [a;+ool.
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Cette invariance, non pas géométrique mais en “forme de distribution”, est
un argument avancé par les géologues utilisateurs pionniers de cette loi dans
le domaine pétrolier. Or, comme nous le montrons dans la Proposition 1.2.4,
la loi de Lévy-Pareto est la seule loi de probabilité continue positive & étre
invariante par changement d’échelle.

Il est par ailleurs bien connu des explorateurs qu’a c6té d’une découverte im-
portante, on a toutes les chances de faire d’autres découvertes plus petites,
au voisinage desquelles des structures encore moins importantes risquent de
se trouver. C’est le concept de “satellite” bien connu dans toute I'industrie
pétroliére et qui va dans le sens de notre idée d’invariance stochastique par
changement d’échelle. Notons que les accumulations turbiditiques'® en par-
ticulier formeraient des structures géologiques présentant de facon flagrante

ce type d’invariance.

Alors comment justifier 'emploi courant de deux lois aussi différentes que
la loi logNormale et la loi de Lévy-Pareto? Pour mettre en exergue le fait
que les deux lois sont empiriquement cousines, Mandelbrodt [56] cite plu-
sieurs exemples d’utilisations inadéquates de la loi LogNormale 14 ot une
loi de Lévy-Pareto est mieux adaptée. Deux raisons croisées & cela. En pre-
mier lieu, la loi LogNormale se comporte bien souvent?’, en pratique et de
fagon purement empirique, comme une loi de Lévy-Pareto sur ses grandes
observations. Parallélement, les observations de phénomeénes physiques sui-
vant approximativement des lois de Lévy-Pareto sont souvent censurées de
leurs petits objets, tout simplement parcequ’ils ne sont pas visibles, pas me-
surables. Nous reviendrons sur cette idée fondamentale dans la section 1.2.3.

La loi de Lévy-Pareto fait partie de la classe des lois dites & queues épaisses,
ou lois a-stables. Elles ont été largement étudiées en théorie des probabilités
car elles apparaissent naturellement comme des lois limites des Théorémes
Centraux Limites de Lévy?! pour les variables aléatoires ne possédant pas
de moments d’ordre 2 ou 1, voir Feller [30] et Araujo et Giné [5].

Lemme 1.2.3. La fonction de queue de répartition Q) et la densité f d’une
variable aléatoire X de loi de Lévy-Pareto de paramétre o sont données, pour
x réel, par :

Qz) = PX>z) = (zVv1)©
Fl@) = oo I

9Eboulements de roches sédimentaires alluviales ; aval d’un delta par exemple. L’Off-
shore ultra-profond de I’Angola est de ce type.

20Plus précisément, dés que la moyenne et la variance de la loi Normale sous-jacente
sont suffisamment grandes, disons supérieures respectivement & 3 et 1 pour fixer les idées.

21D’ow le nom de la loi... Nous justifierons la partie “Pareto” dans la section 2.1.2.
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Preuve : soit Y une variable aléatoire de loi Exponentielle de paramétre «
et X =e¥. Soit . > 1:

Qz) = P(X >2) = P(Y >logz) = e @08 = g2
Par ailleurs, si < 1, il est clair que Q(z) = 1.

La forme de la densité f s’obtient évidemment en dérivant Q). s

Nous montrons maintenant que la loi de Lévy-Pareto est la seule loi inva-
riante par changement d’échelle.

Proposition 1.2.4. Soit X une variable aleatoire continue o support dans
[1;4+00[. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) X est invariante par changement d’échelle au sens de la définition 1.2.2;
(ii) il existe o > 0 tel que X soit de loi de Lévy-Pareto de paramétre c.

Preuve : commengons par montrer le sens (i) = (7).
Soita>1letx eR:
IP’(X|[Q;+OO[>:1:) = P(X>z|X >a) = oY (1.1)

or par hypothése,

1
P(X >z) = P (5 X > x) =P (X‘ > a:z:) .

En combinant (1.1) & cette derniére égalité il vient

{ Qaz) = Qa) x Q(z) Va,z>1 12)

Q) =1 et Q(+o00) = 0.
Il reste ensuite a résoudre cette équation fonctionnelle pour trouver ’expres-
sion de Q.

De (1.2) on déduit successivement que pour tout n, p entiers naturels stric-
tement positifs :

puis,
Qa) = Q(a"%) = Q(av)"
donc
Q(a¥) = Qa)
et enfin
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Puis, comme X est supposée continue alors ) est continue. On utilise ensuite
la densité topologique de Q) dans R} pour conclure que pour tout A de R}

on a Q(a*) = Q(a)*.
Ainsi, pour tout z,a > 1 on a :

log log Q(a)

Q(x) = Q(a}%g%) = Q(a)loga = g loga

Il en résulte que la quantité log @Q(a)/loga ne dépend pas du point a. En
posant alors a = —log Q(a)/loga > 0 on retrouve alors bien ’expression de
la fonction de queue de distribution de la loi de Lévy-Pareto de paramétre
«a donnée par le Lemme 2.1.

Dans le sens (i1) = (i), si X suit une loi de Lévy-Pareto de paramétre «

alors par (1.1) on a :
zVa\~®
P(Xpy,>2) = (55) -

1
Ainsi, en posant Y = — X‘[
a

400l on a :

PY >y) =P <X| orpoo] ay) = (yv1)®

donc finalement, ¥ 2 X. &

L’adéquation & une loi de Lévy-Pareto se mesure visuellement de fagon trés
pratique par ce que nous appelons dans la suite le diagramme LoglLog.

Définition 1.2.5. Soit z = {z1, ..., 2y} une série de données réelles stricte-
ment positives. Soit o la permutation de l'ensemble {1, ..., p} qui a {z1, ..., 2p}
associe la série ordonnée décroissante zo = Zy(1) = Z5(2) 2 *** 2 Zo(p)-

On appelle diagramme LogLog de la série {z, ..., zp} le graphique & double
échelle logarithmique ot sont portés les points (i, 24(;))1<i<p (Voir figure 1.8).

Remarque (1) : un échantillon qui suit une loi de 1évy-Pareto de paramétre
a posséde un diagramme LogLog qui est a tendance linéaire de pente —1/a.
Pour une preuve, on peut se reporter au Lemme 2.1.3 du chapitre 2. En
conséquence, ce diagramme est parfois appelé diagramme fractal car il est
supposé mettre en évidence ce caractére sur les distributions testées. En effet,
a supposer qu’un diagramme LogLog soit linéaire, effectuer un changement
d’échelle au sens de la définition 1.2.4 revient & changer l'origine de l’axe
des ordonnées et tronquer les données qui se trouvent sous le nouvel axe des
abscisses. Cette opération ne change évidemment pas la caractére linéaire du
diagramme ni sa pente, ce qui montre intuitivement 'invariance de la loi par
changement d’échelle.
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Fia. 1.8 — Diagramme LogLog des tailles des champs du Viking Graben de
mer du Nord (1998, en Mb, seuls les champs de taille supérieure & 1 Mb ont
été représentés).
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Remarque (2) : le diagramme LogLog n’est, en fait, qu'une fagon non
orthodoxe de représenter la fonction de répartition empirique d’une distri-
bution numérique.

A la vue de ces deux premiers exemples de distributions, l'une parfaitement
Lévy-Pareto et 'autre représentant la distribution observée des tailles des
champs d’une province pétroliére, on peut penser que la distribution obser-
vée semble étre “sous” la tendance linéaire pour les gros objets, c’est-a-dire
les premiers points du diagramme. Cette constatation est valide pour de
nombreuses provinces pétroliéres®? et certains auteurs ont tenté d’en rendre
compte en utilisant des lois de Lévy-Pareto légérement perturbées : la loi
“stretched exponential” et la loi dite “fractale parabolique”.

La loi “stretched exponential”

C’est une loi que ’on définit au moyen de sa fonction de queue de répartition
Qs, pour X et ¢ strictement positifs donnés, par

Qs(z) = exp(_Axc)]I[O;Jroo[ (z).

On trouvera dans Laherrére et Sornette [49] de nombreux exemples d’appli-
cation de cette loi, et en particulier & la modélisation de la taille des champs
d’une province pétroliére. Notons que, suivant Frisch et Sornette [32], les
auteurs justifient aussi le fait que cette loi apparaitrait de facon “naturelle”
lorsque le phénomeéne observé est issu du produit d’un nombre fini phéno-
meénes aléatoires.

Cette loi a ’avantage de ne pas sous-estimer ’existence de petits objets et
de posséder, comme la loi LogNormale, des moments de tous ordres. Elle est
donc notamment dans le domaine d’attraction de la loi Normale. Cependant,
dans son utilisation & des fins de modélisation de phénoménes hautement
dispersifs, il est, en pratique et pour des tailles d’échantillons modérés (de
l'ordre de la centaine), impossible de faire la différence entre cette loi et une
loi de Lévy-Pareto. On aura alors tendance & lui préférer la premiére qui ne
posséde qu’'un seul paramétre a estimer au lieu de deux.

La loi “fractale parabolique” de Laherrére

La loi dite “fractale parabolique” est née du besoin de prendre en compte la
courbure observée sur les diagrammes LogLog des tailles des champs d’hy-
drocarbures. En conséquence, au lieu d’ajuster une droite aux données dans
le diagramme LogLog, Laherrére [47] y ajuste une parabole.

22 des exceptions existent cependant. Il n’est pas rare que le plus gros champ, ou les
deux plus gros champs d'une région soient trés nettement plus importants que les suivants
et largement au dessus de la tendance linéaire de leurs successeurs. C’est ce que Jean
Laherrére appelle “Ieffet roi” (voir notamment [45], [46], [47], etc.).
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Notons de suite que le terme “fractal” qualifiant cette distribution est fal-
lacieux puisque nous avons montré en 1.2.4 que seule la loi de Lévy-Pareto
présente le caractére d’invariance stochastique par changement d’échelle.

On peut montrer par une preuve tout-a-fait analogue a celle du lemme 2.1.3,
cf. Lepez et Mandonnet [53], que la fonction de queue de répartition @, de
cette loi s’écrit, pour « et B strictement positifs :

Qp(r) = 1Vexp (—a—i— a2—510g$> L) a2/oy-

La loi de Lévy-Pareto s’obtient comme cas limite lorsque a?/8 tend +oo
sous la contrainte que a//f3 tende vers une constante strictement positive.

Un caractére surprenant de cette loi est qu’elle est a support compact et que
sa densité tend vers +o0o lorsque 1’on se rapproche de la borne maximale de
Iintervalle. D’un point de vue purement naturaliste, il est difficile de justifier
I’emploi de cette loi qui est modale en les plus gros objets. D’un point de vue
empirique, Lepez et Mandonnet [53] montrent que des tests d’adéquation a
cette loi comparés a la loi de Lévy-Pareto, sur plusieurs jeux de données, ont
tendance & étre moins bons. Ceci pourrait paraitre étrange compte tenu du
fait que le modeéle parabolique contient le modéle linéaire, mais il ne faut pas
perdre de vue que le nombre de paramétres a estimer y est supérieur et le
résultat alors moins fiable.

La figure 1.9 présente les diagrammes LoglLog des quatre lois que nous avons
présenté ci-dessus pour des valeurs de paramétres donnant les plus grandes
observations comparables.

Venons-en maintenant aux premiers travaux d’estimation de réserves basés
sur la modélisation de la distribution de la taille des champs qui ont suscité
notre sujet de thése.

1.2.2 Mise en évidence du manque de robustesse de certaines
méthodes d’estimation

Les travaux de modélisation de Jean Laherrére ([45] et suivants) ont été
précurseurs en Europe. Ils consistent essentiellement & ajuster une loi de
probabilité comme celles décrites ci-avant aux données observées des tailles
des champs dans une province pétroliére, ce au moyen de leur diagramme
Log-Log. Une fois la “meilleure” loi estimée (dans la suite, nous notons @ sa
fonction de queue de distribution) par des méthodes purement graphiques,
des estimateurs sont construits pour déduire le nombre de champs restant
a découvrir. Au début de notre travail de thése, il a été trés surprenant de
constater qu’il existe outre-Atlantique depuis plus de vingt ans une littéra-
ture trés abondante sur le sujet (se reporter a la bibliographie). Ces écrits
semblent pourtant n’avoir re¢u aucun écho sur le vieux continent, ou tout du
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Fia. 1.9 — Diagrammes LogLog des quatre lois de probabilité LogNormale,
Lévy-Pareto, Stretched Ezponential et Fractale Parabolique.

moins en France, ot Laherrére est considéré, & juste titre, comme pionnier
local.

Nous ne développerons pas I’étude des formules d’estimation que nous avons
extraites des divers travaux de Laherrére, travaux basés sur des lois de
Lévy-Pareto essentiellement. Nous reportons simplement les conclusions et
revoyons le lecteur intéressé & Lepez et Mandonnet [53].

Dans cette étude, nous avons cherché & inscrire les formules d’estimation
ponctuelles exhibées par Laherrére dans des intervalles de confiance, compte
tenu de I’ébauche de modéle probabiliste sous-jacent a ses travaux. Une pro-
vince pétroliére étant donnée, on appelle N le nombre total de champs exis-
tant dans le sous-sol et de taille supérieure & une certaine unité, que nous qua-
lifions d’unité de rentabilité économique®®. Soit n le nombre de tels champs
déja découverts et (T;)1<i<n la taille de ces champs. L’estimateur N de N
implicitement proposé par Laherrére est

=~ 1
N

Q(lrgz_a;% T;)

23Cette unité représente donc une taille critique au dessous de laquelle il n’est pas
rentable d’aller exploiter le champ.



1.2. PRINCIPES D’ESTIMATION 29

L’utilisation de cet estimateur suppose évidemment que ['on ait découvert le
plus gros objet de fagon stire, hypothése de laquelle nous verrons que nous ne
pouvons jamais nous affranchir, mais qui est peu contraignante, car, comme
nous le verrons, les plus gros champs ont tendance a étre trouvés les premiers
dans les compagnes d’exploration. On peut alors facilement montrer que les
intervalles de confiance associés a cet estimateur sont libres de 10i%* et qu’en
particulier, pour a et b strictement positifs :

IP(NE [E,bﬁ]> = e Mo _eb,
a

Ce qui donne des intervalles de confiance absolument gigantesques : si par
exemple N = 1000, ce qui est un ordre de grandeur raisonnable pour nos
applications, alors un intervalle de confiance “raisonnablement centré” & 90 %
seulement pour N est [100; 10000]! De plus, cet intervalle de confiance ne
prend en compte que I'information fournie par le maximum de la distribution
observée et néglige le reste de I’échantillon. En particulier, rien n’empéche
N d'etre plus petit que n...

En ce qui concerne le montant total des réserves, les estimateurs ponctuels
proposés sont le produit de N par Eqg (T') dans le cas intégrable, et de N par
¢(1/a) (ou ¢ désigne la fonction zeta de Riemann) dans le cas non intégrable
de la loi de Lévy-Pareto de paramétre a < 1.

Dans le cas intégrable, I'estimateur récupéré fluctue au moins autant que
N. Dans le cas non-intégrable, on montre que 'estimateur proposé néglige
totalement les fluctuations dues au fait que lorsque @ < 1 la loi de Pareto est
dans le domaine d’attraction d’une loi stable qui est hautement dispersive.
L’estimateur proposé est donc stirement non valide et il est inutile de se
hasarder ici & écrire des intervalles de confiance, qui seraient quoi qu’il arrive
inexploitables.

Laherrére s’est parfaitement rendu compte de la haute instabilité de ses
estimations, et ’a mis sur le compte du choix, selon lui mal adapté, de la
loi de Lévy-Pareto. On observe en effet une courbure plus ou moins forte en
pratique sur les données et il convenait d’en tenir compte, d’out I’apparition
notamment de I'usage de la loi “fractale-parabolique” décrite ci-dessus.

Nous justifions pour notre part la courbure observée par la sous-représentation
chronique des données de petite taille.

1.2.3 Mise en évidence d’une censure sur les petits champs
dans le processus de découverte

Nous reprenons ici quelques un des arguments développés dans Lepez [52].

24et auront ainsi les mémes “performances” quelle que soit la loi des observations.
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Une premiére raison de la censure naturelle dans l'observation des petits
champs est tout simplement liée aux techniques géophysiques de visualisation
du sous-sol. Des piéges dont ’ordre de grandeur de taille est trop faible par
rapport a la résolution de ’étude sismique ne peuvent évidemment pas étre
identifiés. Avec les progrés technologiques réalisés en la matiére 2%, les petites
structures deviennent plus faciles & identifier, sans parler des nouveaux types
de piégeage que 'on a pu mettre au jour.

Pour comprendre une autre cause de la censure des petits champs, supposons-
nous un instant étre responsable de I'exploration d’une zone géographique
donnée du globe pour le compte d’une compagnie pétroliére. Pour chaque
objectif géologique est établie une fiche prospect par les géologues de ter-
rain faisant figurer toutes les valeurs des parameétres cités ci-dessus. Le but
de cette fiche est d’évaluer le risque financier 1ié au développement du gi-
sement potentiel au regard du montant de réserves qu’il est susceptible de
receler. Le montant des réserves étant proportionnel & chacun de ces pa-
ramétres (cf. 1.1.3), toutes choses égales par ailleurs, une valeur faible de
I'un d’entre-eux pénalisera le montant total estimé de réserves et le gisement
potentiel risque de ne pas étre développé puisque trop risqué d’un point de
vue économique. Si le champ, méme petit, existe effectivement, il est ignoré
puisque non rentable en probabilité comparativement a des prospects a prior:
moins risquées. Bref, dans I'industrie : “petite probabilité d’existence = non-
existence?®” alors que la réalité est certainement du type “petite probabilité
d’existence = (éventuellement trés) petite accumulation”.

Les piéges a faible potentiel sont donc censurés puisqu’il y a une grande pro-
babilité a priori que leur développement ne se fasse pas dans des conditions
acceptables de rentabilité.

D’un point de vue statistique, cela signifierait que la distribution des tailles
des champs est simplement tronquée & gauche par une valeur que 1’on pour-
rait appeler seuil de rentabilité économique. Ce seuil, en mer du Nord, était
d’environ 50 Mbep dans les années 70 et descendu & 30 voire 20 Mbep de
nos jOllI‘S27. Certains petits champs ignorés alors sont finalement apparus
dans la distribution car ils sont devenus, d’une part, visibles & la sismique
et, d’autre part, rentables économiquement, pour peu qu’ils n’aient pas été
éloignés d’une structure de production préexistante & proximité. Pour les
petits champs en effet, le développement est trés fortement conditionné au
coiit d’extraction. On ne peut construire une plate-forme pour développer
un champ de 25 Mbep éloigné de tout alors que tirer un pipe depuis une

% Notamment le développement de la sismique 3D grace aux améliorations des perfor-
mances des traitements informatiques.

26 Au moins d’un point de vue économique.

2"Notons aussi que les petites structures sont aussi mieux identifiées que par le passé
du fait des progrés des techniques de sismique, notamment dans la réduction du pas de
maillage.
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plate-forme d’exploitation préexistante a proximité a un colit quasiment nul.
En mer du Nord, on est donc aujourd’hui amené & développer des champs
de trés petite taille pour peu qu’ils soient “satellites” de plus grosses struc-
tures?®. Des champs d’une taille qui serait jugée absolument insignifiante au
moyen-orient. A l'inverse, des champs encore plus petits sont exploités dans
certaines zones du globe ot ils sont trés nombreux et proches comme dans
le delta du Niger ou le golfe du Mexique.

En conclusion, progrés techniques aidant et cotits d’extraction baissant, des
structures totalement ignorées voila 20 ans sont aujourd’hui bien identifiées
et exploitées en nombre de plus en plus important. La faible probabilité
d’existence des petits champs imposée par la loi LogNormale est donc tres
certainement a remettre en cause...

Le graphe de la figure 1.10 montre I’évolution dans le temps des découvertes
d’une province pétroliére et le fait que les “petits” champs sont systémati-
quement sous-réprésentés. Ceci se traduit par un effondrement de la courbe,
mais celle-ci a tendance & se “redresser” & mesure que ’exploration progresse.
Une simulation d’un tel processus est donnée par la figure 2.3.

Notre point de vue est donc que la loi de Lévy-Pareto est adaptée a la des-
cription de la distribution de la taille des cahmps du sous-sol. L’effondrement
du diagramme LogLog sur les petits champs (cf. figure 1.10) est & notre sens
bien moins di & une loi parente rendant improbable la présence de petits
champs qu’a des probabilités d’inclusion trés faibles sur ces derniers (& ce
propos, Lepez [52] montre empiriquement et par simulation comment un ti-
rage & probabilités inégales d’inclusion d’une loi de 1évy-Pareto peut paraitre
trées LogNormal du point de vue statistique).

1.3 Une problématique de type sondage

Nous présentons ici une ébauche du modeéle que nous allons par la suite
étudier en détail. Il constitue le coeur de notre thése. Nous commencons
dans les deux premiéres parties par replacer notre travail dans le contexte
de la théorie des sondages puis nous formulons nos premiéres hypothéses
sur le modeéle que nous sommes amenés & construire puis a détailler dans le
chapitre deux.

Commencons par définir rigoureusement ce que nous entendons par sondage :

Définition 1.3.1. Soit un ensemble a N € N éléments appelés respective-
ment “population parente” (ou juste “population”) et “individus”. On appelle

28Le cas est frequent. La notion de champ satellite est trés familiére des géologues qui
ont 'habitude de faire des forages d’exploration et de trouver de nouveaux champs au
voisinage d’un gisement déja identifié. Nous reviendrons sur ce point crucial a la fin de ce
chapitre.
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Fi1G. 1.10 - Diagrammes LogLog du Viking Graben de mer du Nord (1973,
1974, 1975, 1978, 1983, 1988, 1993 en bleu et 1998 en rouge)
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sondage tout tirage, avec ou sans remise de n € N individus parmi la po-
pulation. L’ensemble des individus tirés s’appelle “échantillon observé” et le
rapport p = n/N est appelé tauz de sondage.

Remarque (1) : de fagon plus abstraite, on peut aussi voir un sondage
comme la donnée d’un ensemble {iy, ..., ix}, d’un entier n et d’une applica-
tion j : N;, — Ny . L’échantillon observé est alors 'ensemble {i;(1), -, ij(n)}-
Le tirage est effectué sans remise si et seulement si 'application j est injec-
tive.

Remarque (2) : notons que si le tirage est effectué avec remise, rien n’em-
péche & n d’étre plus grand que N?°. S’il est effectué¢ sans remise alors
p€10,1].

Remarque (3) : en pratique, seule une caractéristique numérique (ou vec-
torielle) X des individus {41, ..., ix } de la population nous intéresse. Nous se-
rons donc amenés, par abus de langage, a identifier 'ensemble { X7, ..., Xy} =
{X(i1), ..., X(in)} des valeurs des variables pertinentes sur les individus
aux individus eux-mémes. Un sondage étant effectué, nous identifions alors
échantillon observé a I'ensemble {Y1, ..., Yn} = {X(ij11)), -y X(ijn))}-

1.3.1 Tirage a probabilités d’inclusion inégales

Dans notre contexte, la population parente est ’ensemble des tailles des
champs qui existent dans le sous-sol. La population observée est constituée de
I’ensemble des champs découverts {Y1, ..., Y, } jusqu’a une date de référence
t. Ils constituent évidemment un tirage sans remise de n individus parmi les
N éléments de la population parente.

Dans toute la suite, nous ne parlerons de sondage que pour des
tirages sans remise.

Prendre en compte la censure sur les petits champs signifie que ’on attribue
de faibles probabilités de figurer dans I’échantillon observé aux éléments de
la population parente {X1, ..., Xn} qui sont effectivement de petite taille.
Comparativement, on va avoir tendance & associer aux individus de grande
taille des probabilités fortes de figurer dans la population observée. Les pro-
babilités d’inclusion, comme nous allons les définir de suite, peuvent donc ne
pas étre identiques pour tous les individus de la population parente.

Définition 1.3.2. Soit {Y7, ..., Y} un échantillon issu d’un sondage sur
{X1, ..., Xn}. Soit Z une variable nominale définie sur {X1, ..., Xy} et soit
k une modalité de cette variable. La probabilité d’inclusion mw; d’un individu

29 Conformément 3 cette définition, le protocole de bootstrap apparait alors comme un
sondage particulier.
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X; de {X1, ..., Xy} présentant la modalité k est la fréquence d’observation
de la modalité k dans {Y1, ..., Yp} :

__ i eN|2(v) = )]
" i eNy|Z(X;) =k}

Remarque (1) : tous les individus présentant la modalité £ ont donc la
méme probabilité d’inclusion. Celle-ci peut alors s’interpréter comme un taux
de sondage “conditionnel a la modalité k”.

Remarque (2) : lorsque la variable d’intérét Z est ordinale ou cardinale, il
suffit de la considérer alors comme nominale pour obtenir une définitions de
la probabilité d’inclusion conforme au “bon sens” et adaptée aux variables
cardinales. Dans notre contexte par exemple, la variable d’intérét “taille des
champs” est cardinale. On peut la considérer comme nominale®? puis consi-
dérer la probabilité d’inclusion d’individus d’une taille, ou plage de taille,
fixée & I'avance.

1.3.2 Modéle de Superpopulation

Dans la 'approche traditionnelle de la théorie des sondages, on cherche & faire
de l'inférence sur une variable numérique caractéristique d’une population
entiére. Pour cela, on dispose d’un sous-échantillon de cette population sur
lequel on aura mesuré ce caractére. L’aléa n’intervient, dans ce type de son-
dage, que dans le tirage de I’échantillon considéré. La population de référence
n’est pas supposée étre elle méme issue d’un échantillonnage (tirage) d’une
variable aléatoire. Le caractére aléatoire des estimateurs des paramétres per-
tinents ne provient donc, lui aussi, que du mode de tirage de 1’échantillon
observé.

Cependant, lorsque ’on ne dispose pour seules données que d’un échantillon
dont on sait qu’il est issu d'un tirage de type sondage il faut prendre en
compte un deuxiéme type d’aléa lié au fait que la population parente est
inconnue.

Bien entendu, il est absolument impossible de tester toutes les configura-
tions possibles de la population parente c’est pourquoi le statisticien cherche
a prendre en compte I'information a priori qu’il peut posséder3'. Il en vient
ainsi a “probabiliser” la population parente inconnue, typiquement en la
considérant comme la réalisation d’un échantillon d’une variable aléatoire
d’une loi paramétrique dont le vecteur des paramétres est de petite dimen-
sion.

30et par construction aussi ordinale...
31En attribuant par exemple des probabilités d’existence plus ou moins grandes & cer-
taines configurations plutét qu’a d’autres.
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Dans cette approche, qualifiée d’approche modeéle ou de modéle de superpo-
pulation [6], les données sont considérées comme issues d’un “processus de
tirage a deux étages” :

Définition 1.3.3. On appelle modéle de superpopulation un sondage au sens
de la remarque (3) de la définition 1.3.1 dans lequel la population parente
{X1, ..., Xn} est un N-échantillon d’une variable aléatoire de loi elle aussi
dite parente.

Si le tirage est sans remise, la population observée ne peut donc pas étre
considérée comme un sous-échantillon de {X7, ..., Xy} possédant la méme
loi parente. Cependant, c’est grace & cette sous-population représentant un
échantillon d’une loi biaisée par rapport a la loi parente que I’on doit inférer
sur des caractéristiques de la population parente. Ces derniéres devront étre
estimées en prenant en compte les deux types d’aléa mentionnés ci-dessus :
— l’aléa lié a la loi parente sur l’échantillon parent {X1, ..., Xy};

— l’aléa da au tirage de {Y71, ..., Y,,} au sein de {X7, ..., Xn}.

Le probléme d’estimation des parameétres de la loi parente devient encore
plus épineux lorsque le tirage se fait non seulement sans remise mais de plus
a probabilités inégales d’inclusion. En effet, si le taux de sondage p n’est
pas proche de 0 ou de 1 le fait de tirer sans remise empéche de considérer
les tirages comme indépendants. De plus, les probabilités inégales d’inclusion
impliquent que I’échantillon observé ne peut plus alors étre assimilé lui méme
a un échantillon de la loi parente, comme nous le verrons au chapitre 2. Dans
notre cas, nous rencontrons ces deux écueils, puisque I'on a montré en 1.2.3
qu’il y a censure naturelle sur les petits champs et que notre processus de
découverte des champs du sous-sol est par nature assimilé & un tirage sans
remise.

Par ailleurs, définir correctement les probabilités d’inclusion au sens de la dé-
finition 1.3.2 lorsque 'on est dans le cadre d’'un modéle de superpopulation
peut étre trés délicat. En effet, la population parente étant inconnue, les ef-
fectifs d’individus présentant une modalité £ d’une variable nominale définie
sur la population parente sont alors eux-mémes des variables aléatoires. On
peut aussi adopter un autre point de vue, consistant & se donner a ’avance
une fonction fixe w définie sur le support de la loi parente, a valeurs dans
[0; 1] et se donner alors NV variables aléatoires (g;)1 i<y de lois de Bernoulli
de paramétres (w(X;))1<i<n>? représentant le fait que chaque (X;)i <y a
été sélectionné dans le tirage ou non. Le nombre total d’observations n de-
vient alors aléatoire. Cette ébauche de protocole manque encore nettement
de rigueur dans sa définition statistique. Nous résolvons totalement ce pro-
bléme dans la partie 2.3.1.

Justifions maintenant notre choix de modélisation.

32 Conditionnellement a la donnée de {X7, ..., Xn }.
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1.3.3 Premiéres hypothéses

Dans notre problématique, les individus de la population parente (c¢’est-a-dire
I’ensemble des champs qui existent dans le sous-sol) qui sont non observés
restent bien entendu inconnus. Cette derniére propriété justifie a elle seule,
selon nous, une approche de type modéle de superpopulation au sens de la
définition 1.3.3.

Dans ce modéle, nous distinguons les individus, ou objets, qui sont les gi-
sements {Xi, ..., Xy} de la population parente et les {Y7, ..., ¥;,} qui sont
ceux de I’échantillon observé. Etant donné que nous ne nous intéressons qu’a
une et une seule caractéristique particuliére de ces individus : leur taille T,
nous identifierons les individus { Xy, ..., Xy} et {Y1, ..., ¥} et leurs carac-
téristiques {T'(X1), ..., T(Xn)} ou {T(Y1), ..., T(Yy)} selon le cas. Le fait
de parler d’un individu de la population parente ou de ’échantillon étant
généralement sans ambiguité, on désignera donc indifféremment 1’individu
d’indice ¢ de {X1, ..., Xn} par sa taille T; = T'(X;) ou l'individu d’indice j
de {Y1, ..., Y;,} par sa taille T; = T'(Yj), .

La loi de probabilité au moyen de laquelle nous choisissons de modéliser la
distribution de la population parente est la loi de Lévy-Pareto. Nous avons
légitimé son emploi dans les sections précédentes, tant par des arguments
descriptifs d’invariance stochastique par changement d’échelle que par des
tests statistiques que ’on peut retrouver dans Lepez [52], Lepez et Mandon-
net [53], ainsi qu’au chapitre 5 qui concerne les applications pratiques de nos
travaux.

Par ailleurs, nous avons montré que nous devons prendre en compte des
probabilités de découverte différentes selon la taille des individus de la po-
pulation parente. En effet, et c’est 1a encore un “classique” de ’exploration
pétroliére : “The Big Stuff Gets Found First”, c’est-a-dire que plus la taille
d’un champ est importante et plus il a une probabilité forte d’avoir été dé-
couvert tot dans le processus d’exploration.

Enfin, comme nous 'avons mentionné dans la section 1.1.6, nous nous consa-
crons exclusivement a l’estimation du nombre de champs restant a décou-
vrir, ainsi que leur taille dans les conditions technologiques et économiques
actuelles. Nous ne prenons ainsi en compte ni les progrés technologiques a
venir, ni les réévaluations de réserves au cours du temps sur les champs déja
connus, ni un scénario d’évolution du prix du brut.

Nous en venons maintenant & la modélisation de la distribution de la taille
des champs ainsi que du processus de découverte proprement dits.



Chapitre 2

Modélisation

Dans ce chapitre, nous construisons rigoureusement notre modéle probabi-
liste de la distribution des tailles des champs du sous-sol.

Nous commencons par définir notre échelle d’étude. Celle-ci nous est dictée
par les caractéristiques géologiques dont nous devons assurer I’homogénéité
afin que notre échantillon soit représentatif. Nous formulons ensuite préci-
sément les hypothéses de notre modéle. Nous terminons ce chapitre par la
formalisation compléte ainsi que diverses interprétations de ce dernier.

2.1 Caractéristiques géologiques de I’échantillonnage

Comme on I’a vu a la fin du chapitre 1, dans le modéle a construire, nous
allons assimiler ’exploration pétroliére & un sondage & probabilités d’inclu-
sion inégales au sein d’une approche de type modeéle de superpopulation (cf.
section 1.3.3).

La premiére question a se poser dans la démarche statistique de gestion
d’un protocole de sondage est celle du choix et du mode de constitution de
I’échantillon des observations. En effet, sur cet échantillon nous allons baser
des estimations de parameétres inconnus qui sont censés lui étre intrinséques.
11 est donc nécessaire de s’assurer que 1’échantillon de travail est homogéne en
ces parameétres, c’est-a-dire que la population observée est bien représentative
d’une seule et méme valeur des parameétres et n’est pas constituée de plusieurs
sous-familles associées a des valeurs diverses. Ceci éliminerait alors toute
pertinence au protocole d’estimation. Or, ces paramétres étant inconnus,
nous devons avoir recours a d’autres variables d’information dites auxiliaires,
connues, qui vont garantir 'homogénéité souhaitée de notre échantillon.

Au moyen de la description de la génése des hydrocarbures effectuées dans
le chapitre 1, nous allons d’abord nous intéresser aux variables auxiliaires &
prendre en compte, puis nous renforcons la justification donnée dans 1.3.3 du
fait que la distribution de la taille des champs peut étre correctement décrite

67
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par une loi de Lévy-Pareto, ne dépendant que d’un seul paramétre. Nous
identifions ce parameétre comme une mesure (tant statistique que géologique)
de concentration et discutons en détail ce dernier point.

2.1.1 Choix de I’échelle du systéme pétrolier

Dans notre cadre, nous cherchons avant tout & garantir une certaine homo-
généité géologique entre les champs que nous considérons dans notre échan-
tillon. Les variables auxiliaires que nous allons prendre en compte pour s’as-
surer de cette homogénéité sont donc des variables qualitatives relatives &
des paramétres géologiques de la zone géographique dans laquelle nous consi-
dérons notre échantillon d’observations. Le nombre de ces variables doit étre
choisi de facon opportune. En effet, si 'on devait garantir I'homogénéité
d’un trop grand nombre de variables, on arriverait & une échelle d’étude trop
petite (pouvant aller jusqu’au niveau du champ), et donc un nombre d’ob-
servations insuffisant pour obtenir des statistiques fiables. Si elles sont trop
peu nombreuses en revanche, on risque d’amalgamer plusieurs sous-familles
non homogeénes en réalité.

Il est communément admis qu’une échelle d’étude appropriée doit avoir au
plus la taille d’'un bassin sédimentaire (voir Laherrére [45]|, Perrodon [67] ou
Kontorovich et al. [44]). Comme nous venons de le voir, un bassin est essen-
tiellement un corps géologique représentant une dépression dans la crofite
terrestre. Un bassin est ensuite susceptible d’étre le lieu de la superposition
de plusieurs types de roche-mére, d’étre non homogeéne dans les phénomeénes
de subsidence interne et de tectonique qui lui ont été appliqués et donc de
présenter des structures de piéges trés variées.

La classification géologique des bassins sédimentaires a donné lieu & de nom-
breux travaux, notamment Perrodon [64] et ce n’est qu’au début des années
80 que la géologie moderne a identifié le type d’entités géologiques suscep-
tibles de présenter des relations étroites entre la distribution des tailles des
champs et la structure tectonique dudit objet les contenant (voir Perrodon
[66], Klemme [43] ou Demaison et Huizinga [28]).

Ces travaux ont montré que 1’échelle d’étude adéquate pour répondre a ce
probléme est le systéme pétrolier. Cette structure respecte en effet la cohé-
rence des paramétres qui sont & la base de la notion de gisement comme
décrit dans la section 1.1.1. La définition qui suit est issue de Demaison et
Huizinga [28] :

Définition 2.1.1. On définit un systéme pétrolier comme une entité géolo-
gique incluse dans un bassin sédimentaire qui respecte la cohérence de cer-
tains éléments et événements essentiels a la formation d’accumulations pé-
troliéres. Ces éléments sont le type de roche mere, le mode de migration
(primaire et secondaire) et le type de piégeage.
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Un bassin sédimentaire comporte donc en général plusieurs systémes pétro-
liers, qui peuvent étre entrelacés. Le bassin de mer du Nord par exemple
comporte trois systémes pétroliers dont 'un est & dominante de champs
pétroliers (le Viking Graben, cf. section 5.3.1) et les deux autres sont & do-
minante gaz (Moray Firth et Central Graben). Il faut noter que certains sys-
témes sont trés petits (moins d’une dizaine de champs, voire un seul champ)
et ne peuvent donc pas faire 'objet d’une étude statistique.

L’identification géologique d’un systéme pétrolier peut étre une tache extré-
mement difficile. Le bassin de Trinidad dans 'offshore du golfe du Mexique
ainsi que les grands bassins du Moyen Orient par exemple, sont une super-
position et un entrelacement de trois systémes pétroliers différents ou plus.
Comprendre leur structure a pris de nombreuses années. Une fois identifiés,
les géologues établissent une sorte de carte d’identité du systéme, dite carte
stratigraphique , qui décrit les caractéristiques des divers éléments de la défi-
nition 2.1.1. La figure 2.1 est un exemple de carte stratigraphique du systéme
pétrolier de Ghadames en Libye déja évoqué par la figure 1.1. A gauche du
diagramme se trouve l’échelle des temps géologiques (correspondant & la pro-
fondeur de roche) et la nature des roches associées. Les plages de couleur sur
les colonnes seal, reservoir et source indiquent respectivement la présence
de roche couverture, roche réservoir et roche mére. La présence de champs
d’huile ou de gaz (points noirs et étoilés de la colonne HC) est possible lorsque
deux plages de couleur seal et reservoir sont contigiies et qu'une plage de
couleur source se trouve plus en profondeur (car les hydrocarbures migrent
toujours in fine en direction de la surface).

Se placer & 1’échelle d’un systéme pétrolier garantit que ’échantillon des
champs est géologiquement homogeéne. On peut alors supposer que la distri-
bution des tailles des champs a 'intérieur du systéme est homogéne et que les
tailles fournissent donc un échantillon d’une seule et méme loi. Il reste alors &
caractériser cette loi. Nous nous appuyons alors sur les observations des géo-
logues décrites en 1.2.1 et sur le fait que les lois observées peuvent étre prises
dans une famille paramétrique ne dépendant que d’un unique parameétre qui
s’interpréte comme une mesure de concentration de la distribution.

2.1.2 Mesure(s) de concentration et notion d’habitat

Les géologues ont depuis longtemps constaté qu’il existe, trés schématique-
ment, deux types de distributions des tailles des champs & l'intérieur d’un
systéme pétrolier donné. Sur des systémes dits matures', les explorateurs
se sont apercus que l'on pouvait observer des distributions soit trés inéga-
litaires, soit plutot homogénes, dans le sens ou la distribution des tailles

!Les systémes matures sont des systémes explorés depuis de nombreuses années sur
lesquels on pense avoir mis au jour une fraction importante de ’ensemble des champs qui
existent en réalité dans le sous-sol et notamment, bien stir, les plus grosses structures.
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LIBYA - GHADAMES BASIN
STRATIGRAPHIC COLUMN AND PETROLEUM DATA
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F1G. 2.1 — Carte stratigraphique du systéme pétrolier de Ghadames en Libye
— Source : IFP.
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observées n’est pas trés dispersée, ce dernier cas étant relativement rare et
semblant assez caractéristique des zones de delta (comme la région du delta
du Congo par exemple, cf. section 5.3.2). La classification de ce caractére in-
égalitaire peut se faire au moyen d’un indice de concentration appelé habitat
du systéme qui va représenter le paramétre de forme le plus important de
notre modeéle. Décrivons en premier lieu et au moyen de deux exemples ce
que représente un indice de concentration.

Délaissons un instant les hydrocarbures et considérons la répartition des
richesses dans une population donnée. Intuitivement, un indice de concen-
tration (ou d’inégalités, selon que l'on est statisticien ou sociologue) est un
instrument de mesure de la disparité de I'allocation dans la distribution du
montant total de richesses disponibles parmi les individus. Aux deux ex-
trémes on peut trouver la distribution la plus inégalitaire qui soit : celle qui
alloue a une seule personne la totalité de la richesse disponible; et la plus
égalitaire, qui divise de maniére égale la richesse disponible entre tous les
individus.

Dans le probléme qui nous concerne, les individus sont les gisements d’hy-
drocarbures et leurs richesses sont représentées par leurs tailles.

11 existe de nombreuses fagons de mesurer le caractére inégalitaire d’une dis-
tribution (voir Gourieroux [36]). Citons, par exemple, dans le cas des distri-
butions finies, la courbe de Lorenz et 'indice de Gini qui peut lui étre associé.
Détaillons rapidement cette approche, car elle fournit une visualisation tres
claire du concept non trivial de mesure de concentration.

Fixons-nous une population de n individus. Selon les notations classiques en
ce domaine, nous classons par ordre croissant leurs richesses p; < py < --- <
pn. Considérons, pour tout ¢ = 1, ..., n la proportion g; de richesses détenue
par les ¢ individus les plus pauvres :

> pr

1<k<i

1<k<n

La courbe de Lorenz consiste a relier entre eux, dans le carré [0; 1] x[0; 1], les
points (i/n,g;)i=1, ... n- Notons que cette courbe est nécessairement convexe
et située sous la premiére bissectrice. La distribution est alors parfaitement
égalitaire si la courbe de Lorenz est confondue avec la premiére bissectrice,
et plus elle s’en éloigne, plus la distribution observée est inégalitaire. Il est
méme possible de définir une relation d’ordre entre les courbes de Lorenz,
donc un ordre entre mesures d’inégalité dans différentes populations : nous
dirons que la premiére distribution est plus inégalitaire que la seconde si sa
courbe de Lorenz est en tout point située au dessous de la courbe de Lorenz
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de la seconde distribution. Cet ordre n’est pas total puisque deux courbes de
Lorenz peuvent se croiser.

La figure 2.2 présente deux courbes de Lorenz associées & deux lois de Pareto
de parameétres respectifs 3 et 1,2 ainsi que deux échantillons de ces lois afin
d’illustrer visuellement leur dispersion et leur caractere inégalitaire.

L — Pasclifd) Samii kil - Pardold)

[ - el
h
nu
¥ 1=
e
g_lll:' "y
- = ja)
-&E L e
L
Dzt . 5
||
o
L i i L i el ) v e, e e i U]
n 0a o4 [N (L 1 i 2n in L= 1] 1] o
"]
Loy - Prreiiol £
E - - - . H}
o
nal
151
=06} ~ |
3 |
- o | |
oA} s | |
# | f
e 5l |
na: e " i | i [l
- d 5 1
" 1 i 3 I
[ S 1]
n nz A N5 A 1 n 211 an [ an Tt}

Fi1G. 2.2 — Courbes de Lorenz et échantillons de deux lois de Pareto de
parameétres respectifs 3 et 1,2.

Il peut aussi étre intéressant de mesurer le caractére inégalitaire d’une dis-
tribution au moyen d’un seul indice scalaire. Pour cela, on peut considérer
Iindice de Gini G, égal & deux fois ’aire comprise entre la courbe de Lorenz
et la premiére bissectrice. Cet indice, compris entre 0 et 1, indique que plus
sa valeur est proche de 1 et plus la distribution est inégalitaire. Il vaut 0
si et seulement si la distribution est parfaitement uniforme. Notons que cet
indice est compatible avec la relation d’ordre entre les courbes de Lorenz.
On montre qu’il vaut
Z lpi — pj

1<4,j<n

2n° Z pi

1<i<n

G =

Il existe bien entendu des versions continues de ces deux outils. Pour une
variable aléatoire X continue donnée a valeurs dans R, de densité f et de
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fonction de répartition F' inversible, la courbe de Lorenz a pour équation

et I'indice de Gini vaut alors

1
G = IE(X) /[0;+oo[2 |u —v|f(u)f(v) dudv.

On voit alors sur ces deux expressions qu’elles ne sont définies que si la distri-
bution considérée est intégrable. Ceci qui peut s’interpréter “physiquement”
en réalisant qu’un échantillon d’une loi non intégrable est susceptible de re-
celer des individus d’une taille si gigantesque (“suffisamment” grands pour
amener la moyenne vers +00) pour qu’ils en deviennent incommensurables
avec le reste de la distribution. La mesure de concentration au sens de Lo-
renz perd alors son sens. Ceci souléve donc le probléme de la classification
des mesures de concentration dans le cas des distributions non intégrables
en général.

Une solution partielle de ce probléme peut étre trouvée dans ’approche de
I’économiste Pareto [63], qui s’est intéressé, a la fin du XIX®™® siacle, a la
distribution des revenus des individus d’une population donnée. Pour les
besoins de son étude, Pareto a modélisé cette distribution au moyen d’une
famille de “lois puissances”, c¢’est-a-dire des lois dont les fonctions de queue
de répartition sont du type déja vu en fin de chapitre 1 :

Q) = P(T>t) =t pour t>1 et a>0. (2.1)

Lorsque a > 1, la loi de Pareto est intégrable et sa courbe de Lorenz et son
indice de Gini sont donnés par

1

a—1
Lip) = 1—(1—p)*s = .
(») (1-p) et G = 5—

Sur la figure 2.2, les indices de Gini sont donc respectivement de 0,2 et 0,72.
Il est & noter que pour des distributions assez concentrées, la valeur théorique
de l'indice de Gini peut étre assez éloignée de la valeur empirique calculée
sur un échantillon simulé.

Le paramétre «, indépendamment de sa valeur s’interpréte a lui seul comme
une mesure de concentration. Il est en effet clair que plus a grandit et plus la
probabilité de générer de larges objets devient faible et plus la distribution
devient alors égalitaire, et vice-versa.

Il devient donc possible de quantifier le caractére inégalitaire d’une distribu-
tion, méme non intégrable, pour peu qu’elle appartienne a la classe des lois
puissance grace, justement, a la valeur de son exposant caractéristique.
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Pour aller un peu plus loin dans ce raisonnement,comment se donner une
mesure de concentration d’une distribution non intégrable qui n’appartien-
drait pas a la classe des fonctions puissance? Par les Théorémes Centraux
Limite de Lévy relatifs aux lois stables (voir Araujo et Giné [5] et Feller
[30]), une loi non intégrable (ou, plus généralement, ne possédant pas de
moment d’ordre 2) se trouve toujours dans le domaine d’attraction d’une
loi dite a-stable, dont la densité s’écrit comme le produit d’une fonction a
variation lente (comme un logarithme) par une fonction puissance, comme
la densité d’une loi de Lévy-Pareto. L’exposant apparaissant dans cette loi
stable (ou, plus précisément, dans la fonction puissance de la loi stable) peut
alors étre pris comme indice de concentration méme si la loi de départ & la-
quelle on s’intéresse n’est pas purement une loi puissance. Notons que les lois
possédant des moments d’ordre supérieurs & 2 sont toutes dans le domaine
d’attraction de la loi Normale par le Théoréme Central Limite classique et
leurs caracteres inégalitaires deviennent donc non comparables si l’on suit le
principe décrit ci-dessus. Mais elles sont alors en particulier intégrables et la
courbe de Lorenz et l'indice de Gini font alors parfaitement I'affaire comme
outils de mesure.

Nous avons ainsi présenté notre vision “unificatrice” des approches paralléles
suivies par Pareto et Lévy qui ont tout deux, totalement indépendamment
I’'un de 'autre, mis en évidence l'intéret des lois puissances. C’est pourquoi
nous appelons finalement ces distributions “lois de Lévy-Pareto”.

Conformément au chapitre 1, ol nous avons montré que les distributions des
tailles de systémes matures peuvent étre approchées par des lois de Lévy-
Pareto, nous avons alors une mesure toute naturelle de leur caractére inéga-
litaire, comme étant ’exposant « (& estimer en pratique) de la loi puissance
approchant le mieux la distribution observée.

Or, les géologues utilisent depuis longtemps la valeur absolue h de la pente du
diagramme Log-Log (qui, rappelons-le, est quasi-linéaire) comme indicateur
de concentration.

Définition 2.1.2. On appelle habitat d’un systéme pétrolier la pente h du
diagramme Log-Log des tailles des champs du systéeme. On dit que [’habitat
est

{concentré sih>1

dispersé si h < 1.

En effet, si la pente est forte, il n’existe que quelques gros champs qui “concen-
trent” toute la masse des réserves car la taille des champs décroit extréme-
ment vite. A l'inverse, si la pente est faible, la décroissance est bien plus
lente et le montant total des réserves se “disperse” en un nombre important
de champs de tailles comparables.
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Nous présentons maintenant un Lemme qui permet de faire le lien avec la
loi de Lévy-Pareto.

Lemme 2.1.3. Si l'on suppose que la distribution observée suit exactement
une loi de Lévy-Pareto d’exposant o alors Uhabitat h vaut 1/c.

Remarque : il en résulte que 'habitat est

{concentré sia <1

dispersé si a > 1.

On voit donc que la démarcation intuitive faite par les géologues a la valeur
1 qui distingue le comportement dispersé du comportement concentré n’est
autre que la distinction entre intégrabilité (cas dispersé, rare en pratique
et qui semble caractéristique des zones de delta) et non-intégrabilité (cas
concentré, extrémement fréquent) pour la loi de Lévy-Pareto sous-jacente.

Preuve : Nous ne donnons ici qu’une heuristique, pour fixer les idées.

Soit {T1, ..., T} un échantillon dont le comportement en diagramme LogLog
est a tendance linéaire de pente —k, c’est-a-dire d’habitat k. Soit T{;) < --- <
T(n) léchantillon ordonné associé. On a, pour i =1, ..., N

log T(z) ~ log T(N) —k log(N — 7+ 1). (2.2)

Par ailleurs, en notant

1 N
Qn(t) = NZI]ITm
1=

la fonction de queue de répartition empirique associée a {71, ..., Ty}, par
définition, on a NQn(T(;)) = N — i+ 1, donc en injectant dans 2.2 on
obtient

IOg T(z) ~ IOg T(N) - klOgN - klOg(QN(T(Z)))
log T(1y — klog(Qn (T(iy))-

Q

Ainsi, on a

Tp \ *

On retrouve donc la forme de la fonction de queue de répartition de la loi de
Lévy-Pareto donnée par 2.1 pour I'échantillon “normalisé” (T(;)/T(1))1<i<n
et ’on conclut par le Théoréme de Glivenko-Cantelli. &



76 CHAPITRE 2. MODELISATION

2.2 Présentation et hypothéses du modéle

Dans la section précédente, nous avons mis en place quelques bases de la
construction de notre modéle. Nous le formulons de fagon plus précise dans
cette partie.

Nous supposons dans la suite que 'on se place dans un systéme pétrolier
bien identifié donné.

2.2.1 Les tailles des champs et les logtailles

Nous faisons '’hypothése que la distribution des tailles des champs peut étre
correctement approchée par une loi de Lévy-Pareto.

L’ensemble des tailles des champs (exprimées en Mbep) existant dans la
nature est donc modélisé par un échantillon i.i.d. {711, ..., Ty} (auquel on
associe la statistique d’ordre T{y) < -+ < T(N)) d’effectif N inconnu d’une
loi de Lévy-Pareto donnée par 2.1 dont 'exposant « est lui aussi inconnu.

En vertu de la propriété d’invariance par changement d’échelle donnée par la
Proposition 1.2.4, nous supposerons toujours que notre échantillon est nor-
malisé en taille, c’est-a-dire que si T{1) # 1 alors nous effectuerons la trans-
formation (7;/T(1))1<i<n — (T3)1<i<n. Nous supposerons donc toujours que
I’échantillon avec lequel nous travaillons est issu d’une loi de Lévy-Pareto mi-
norée par 1 (nous dirons aussi basée en 1). Rappelons ici (cf. 1.2.1) que la
loi du logarithme d’une variable aléatoire de loi de Lévy-Pareto est une loi
exponentielle de méme parameétre.

Définition 2.2.1. Soit {11, ..., Tn} un échantillon normalisé des tailles des
champs d’un systéme pétrolier. On appelle échantillon des logtailles ’échan-
tillon {X1, ..., Xy} = {log Ty, ..., logTn}

Pour la suite, et notamment en ce qui concerne le travail d’estimation des
paramétres inconnus du modele, nous travaillerons sur 1’échantillon des log-
tailles plutot que sur I’échantillon des tailles directement. Nous utilisons en
effet des techniques relatives aux modéles exponentiels et la manipulation de
la loi Exponentielle dans ce contexte est clairement mieux adaptée que celle
de la loi de Lévy-Pareto, bien que les deux approches soient parfaitement
équivalentes.

2.2.2 Le sous-sol et les découvertes

L’ensemble des découvertes est I’ensemble des champs qui ont été mis au jour
jusqu’a aujourd’hui. L’ensemble des logtailles {Y7, ..., ¥;,}? des découvertes
est donc un sous-ensemble de ’échantillon des logtailles {X1, ..., Xn} des
champs existant dans le sous-sol.

%le nombre de champs découverts n est donc bien sar connu.
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Nous interprétons ces découvertes comme un tirage sans remises de n in-
dividus dans {Xj, ..., Xy}. Si le tirage était équiprobable, la loi d'un Y;
serait alors clairement la méme que celle d'un X; et {Y1, ..., Y, } serait un
échantillon i.i.d. de la méme loi exponentielle que les (X;)i<i<n.

Mais cette hypothése n’est pas tenable car elle signifierait que les champs du
sous-sol sont découverts “au hasard”, au sens populaire du terme, c’est-a-dire,
correspondant au schéma de loto classique. Or, le bon sens seul montre que
méme si I’on forait au hasard dans le sous-sol a la recherche d’un champ, la
probabilité de découverte d’'un champ fixé serait proportionnelle & sa “taille”,
et plus précisément, son étendue cartographique par exemple. Mais ce n’est
pas le seul biais dans le tirage a considérer.

2.2.3 Le biais par effet taille

Les techniques de type géosciences (géophysique, géochimie, géologie et géo-
statistique) interviennent de fagon forte dans le tirage décrit ci-dessus. Elles
le rendent hautement non-équiprobable, dans le sens ou elles engendrent la
tendance a associer aux objets des probabilités d’étre découverts d’autant
plus grandes qu’ils sont “gros” (dans une unité éventuellement & définir).

En effet, le métier de géologue d’exploration consiste justement & identifier
en priorité les champs restants de taille la plus importante possible car ce
sont eux qui sont le plus enclins & étre rentables & exploiter. Nous appelons
ce phénomeéne biais par effet taille.

Nous prenons donc en compte le biais dans le tirage (sous-entendu biais par
rapport & un tirage sans-remise équiprobable) en nous donnant une fonc-
tion de pondération, inconnue, proportionnelle aux probabilités d’inclusion
d’un élément du sous-sol dans ’ensemble des découvertes faites jusqu’a au-
jourd’hui. Cette fonction dépend donc du temps. La suite de fonctions de
pondération obtenue en faisant varier le temps est nécessairement croissante.
Le fait que “plus on est gros et plus on est visible” (“big stuff gets found first”,
voir Campbell et Laherrére [18], Kaufman [4], Meisner et Demirmen [62],
Wiorkowski [82] et de nombreux autres) se traduit donc par une hypothése
de croissance sur la fonction de pondération.

Notons que pour la plupart des auteurs (dont Kaufman [4] et Bickel et al.
[13]), le biais par effet taille n’est relatif qu’a une fonction de pondération
prise comme égale a l'identité & ’origine des temps, c’est-a-dire avant qu’au-
cun tirage, i.e. aucune découverte, ne soient effectués. Autrement dit, la
probabilité de découverte d’un champ serait directement proportionnelle &
sa taille. Nous commenterons cette hypothése dans la section qui suit.

Venons-en maintenant & une premiére formalisation statistique du modéle.
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2.3 Formalisation statistique

Dans cette partie, nous mettons rigoureusement en place les outils statis-
tiques de description du modéle ébauché en 2.2. Nous commencons par dé-
tailler le mode d’échantillonnage sans-remise pondéré des champs découverts
au sein de I’ensemble des champs existant dans le sous-sol. Nous montrons
notamment que I'ensemble {Y7, ..., ¥;;} des découvertes est, conditionnelle-
ment au fait que n est connu, un échantillon d’une loi qui s’exprime au moyen
de la fonction de pondération et de la loi de ’échantillon {Xj, ..., Xn}. Nous
formulons les hypothéses nécessaires pour lever un probléme d’identifiabilité
du modeéle et présentons enfin le modeéle exponentiel auquel nous aboutissons
pour décrire la loi de I’échantillon {Y7, ..., ¥,,}.

2.3.1 Mode d’échantillonnage

Dans un systéme pétrolier donné, il existe un nombre N inconnu de champs
de taille supérieure a une unité3. Comme justifié par la partie 2.2.1, on
supposera dans la suite, ’ensemble des logtailles X = { X7, ..., Xn} modélisé
par un échantillon d’une loi Exponentielle de paramétre « inconnu. Seul un
nombre fini n; de ces champs ont été découverts a la date ¢. Dans la suite,
nous supposerons t fixée et omettrons alors la dépendance en cette variable
dans les notations. Nous reviendrons sur les aspects dynamiques et backfitting
dans la derniére section de ce chapitre ainsi que dans le chapitre 5 pour les
applications.

Notons Y = {Y7, ... Y,,} ensemble des logtailles des champs observés. C’est
un “sous-échantillon” de { X7, ..., Xn} (au sens ensembliste), que nous dirons
biaisé par effet taille (nous donnerons un sens mathématique précis a ce
terme un peu plus loin). C’est & dire que la probabilité d’observer un champ
de logtaille X; donnée est fonction de X;. Pour décrire ce mode de tirage
nous travaillons donc conditionnellement & 1’échantillon X. Nous modélisons
le biais dans le tirage au moyen d’une pondération 7« définie sur X. Il existe
plusieurs facons de concevoir un tel tirage sans remises. L’un des plus étudié
est le tirage successif dont nous détaillons le protocole. Le lecteur peut se
référer & [38] pour une revue trés compléte, quoique peu récente, de la théorie
des tirages sans remises.

On tire les objets dans {X7, ..., Xy} un par un. A chaque X;,i =1, ..., N
est associée un poids 7(X;) € RT proportionnellement auquel il risque d’étre
sélectionné. Posons

3Notons que la valeur de cette unité n’a pas réellement d’importance étant donnée la
propriété d’invariance par changement d’échelle de la loi de Lévy-Pareto (voir Proposition
1.2.4). En pratique, notre unité sera 1 ou éventuellement 10 Mbep.
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Au premier tirage, un X;, i € Ny a pour probabilité 7!(X;) d’étre tiré qui
vaut

Notons X;, 1’élément tiré et posons X; = {X1, ..., Xi_1, Xi41, .., Xn}. Pour
le second tirage, chaque X; pour i € Ny~{i1} a une probabilité 72(X;) d’étre
sélectionné qui s’exprime

m(Xi) m(Xi)

71'2 Xz = = .
) Yilim(Xg) —w(Xy) Mg

Et ainsi de suite... Au n'®™ tirage successif, pour i € Ny ~{i1,...,i,_1} on
obtient
,/Tn(X) _ "T(Xz) _ "T(Xz)
A N 1 7. :
Zj:l m(X;) — 2221 m(Xi,) HXil ..... in_1

On peut ensuite s’intéresser, le nombre de tirages n étant fixé, & la proba-
bilité que 'objet X; ait été tiré & un rang inférieur ou égal & n. Dans le cas
général non-équiprobable qui nous concerne, la Proposition suivante fournit
une formule de calcul élémentaire et explicite de cette probabilité au moyen
des seules pondérations initiales (7(X;))1<i<n-

Proposition 2.3.1. Soient X = {X1, ..., Xy} et 7 : X — RS une fonc-
tion. Pour n € Ny, on note w¥(X;) la probabilité qu’un X; appartienne a un
sous-ensemble de taille n issu d’un tirage successif dans X dont les probabi-
lités d’inclusion au premier tirage sont proportionnelles aux (7(X;))ieNy -

On pose
m(Xi) wi (X;)
,Bx(XZ) = et (5”(XZ) =
Iy, % wi (X;)
On a alors
N
65%(Xz) = 1+ZBX(XJ) g_l(Xz) (2 3)
i=1
i

ngg(xi) = n. (2.4)
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Remarque (1) : la spécification wk(X;) = m(X;)/IIx permet ensuite d’ob-
tenir les w§(X;) pour tout i =1, ..., N.

Remarque (2) : malgré le coté relativement élémentaire de la formule
(2.3), nous n’avons pas trouvé de références qui en mentionnent ’existence.
Nous verrons que sa forme récursive est pourtant, de notre point de vue, a la
base d’importants travaux visant a fournir des estimations de ces probabilités
d’inclusion au lieu de calculs exacts.

Preuve : L’équation (2.3) se montre par une récurrence basée sur un cal-
cul de dénombrement. Notons (HR,,) cette équation qui représente notre
hypothése de récurrence au rang n.

(HRy) est triviale : 0% (X;) = 1.

Pour éviter les lourdeurs de calcul, nous montrons (HRs) = (HR3). Le cas
général (HR,_1) = (HR,,) se démontrant grace a un raisonnement analogue.

En notant @%(X;) la probabilité que X; ait été tiré au troisiéme tirage exac-

tement, on a
wi(Xi) = wi(Xy) +@%(Xy).

Or, la probabilité de tirer les éléments du triplet (X;, X, X;) dans cet ordre
exactement est

= w%i(Xi)5X(Xj)ﬁ§§j(Xk).

Donc

@ (X)) = E E , Bx(X;)Bs,(Xk)-
=1 k=1
£ kFi,g

Puis, par (HRs) on a

0%(X;) = 1+Zﬁx +Zﬁx Zﬁx (Xk)

];éz ];éz k#%]
= 1+Zﬁx 1+ZBX Xk]
];éz k??éZ,J
= 1+ Zﬁx(Xj)5;2gj(Xi),

J:
Jj#i

ce qui est exactement HR3.
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La preuve de la formule (2.4) peut se concevoir de plusieurs facons, notam-
ment par des considérations élémentaires de dénombrement. Nous choisissons
plutdt de la montrer par une récurrence qui fait pleinement appel & 1’équa-
tion (2.3). Notons de nouveau (HR,,) I'hypothése de récurrence qui consiste
a postuler que (2.4) est vraie.

(HRq) est évidente :

N N N N wg_l(Xz)

DU = D) + D) Y 06

i=1 i=1 i=1 ];1_ WX( i)
VE)

n—1

Puis, en appliquant(HR,,_1) a chaque Wy (X;) il vient que

L]

La figure 2.3 montre les résultats (en rouge) d'un tirage successif biaisé par
effet taille pour diverses valeurs de n sur un 500-échantillon d’une loi de
Lévy-Pareto de paramétre 0,7 (en bleu) avec une probabilité d’inclusion au
premier tirage 7(z) = y/z. La figure complémentaire 2.4 montre ’évolution
des probabilités d’inclusion empiriques (w™)1<n<s00 par classe de taille.

La formule récursive (2.3) est pourtant inutilisable en pratique car elle re-
quiert un temps de calcul ordinateur et une capacité mémoire gigantesques.
Pour le montrer, nous allons évaluer un ordre de grandeur du nombre d’opéra-
tions élémentaires (additions et multiplications) nécessaires & un ordinateur
pour 'implémenter.
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FiG. 2.3 — Simulation d’un tirage successif biaisé par effet taille. En abscisse
se trouve le rang dans la statistique d’ordre et en ordonnée, la taille.



2.3. FORMALISATION STATISTIQUE 83

i 1 1 i i
i1 a5 BE ns a5 1
n L ] L. Ble—1 b le——""1 e
4 el 1 I 5 i 1 (Es a o
1 1 1 1 ]
(i]-] [~ 1] (111 HE] -] |
| ——— A u—'—'——'_l_ ] —'_‘_'_I_ ] i
11]’ B 11|°' 1 _"IEI' iR 1'Il'.-' Gl 1 i

A

i
P b W b W i i P
o

I (s (T=a 1 4
1 1

i ' © L 4 g
1 1 T IJ—
— [ | I g 1

i _I_r—'_’_ B BE 0§ _r_ a5 |
)= o=l J_I ] |_’_ ol b
11? o 3 _1# 11I|' tif 1-..-_! 14 1-m' W

' NI N l* =
1 _|_|_I -1 |_I ns LI b1 A i
al_ ] o o ] i
i o 11F als 11:-' g 11-'.9’ g :u' e

. | _I_—l [ — [T

nnJ_l s os nn -1 ] i
n ] ] o n

i ' I A s 1 g it a 3

Fi1G. 2.4 — Probabilités d’inclusion empiriques associées aux tirages de la
figure 2.3. En abscisse se trouve la taille et en ordonnée, la probabilité d’in-
clusion associée.
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Soit C'(N,n) le nombre d’opérations élémentaires nécessaire au calcul d’un

0%(X;), pouri =1, ..., N. L’équation (2.3) implique la relation de récurrence
suivante :
C(N,n) = (N-1)(N+1+C(N—-1,n-1))
> (N-1*+(N-1)C(N—-1,n-1)
n—1 ) (N _ 1)'
> N—-i)+—L-C(N — 1,1
> LW -0+ (o O =t L
n—1
~ N —1)!
> Y

— (N —n-—1)!
Le deuxiéme terme du membre de droite de la derniére inégalité est nette-
ment prépondérant. On en déduit que la complexité algorithmique croit au
moins “factoriellement vite” en n et N. A titre d’exemple, un simple pro-
gramme Matlab® (cf. 6.1) d’application de la formule (2.3) pour N = 25 et
n = 10 a une complexité algorithmique supérieure & 10 millions de milliards
d’opérations et dépasse les capacités de calcul d’un ordinateur actuel, méme
trés puissant. Or, ne perdons pas de vue que les ordres de grandeur de nos
applications pratiques sont de N = 1000 et n = 100... Cette difficulté justifie
de nombreux travaux qui permettent de contourner, autant que possible, de
fastidieux (voire inenvisageables) calculs pour évaluer les (w™(X;))1<i<n.

Le travail qui semble fondateur en ce domaine est celui de Bengt Rosén [74]
et [75]. Il consiste a fournir des estimateurs simples des w™(X;) connaissant
les m(X;) pour ¢ dans Ny . Ces estimateurs ont été repris et appliqués dans
de nombreux domaines ot les tirages a probabilités d’inclusion inégales sont
utilisés (biométrie, astronomie, estimations de type capture-recapture, son-
dages évidemment, etc.). Concernant ’évaluation des réserves pétroliéres,
citons entre autres Holst [39], Gordon [35] et Bickel et al. [13].

Ces derniers se placent dans une situation ou la population dans laquelle
le tirage est effectué est finie, d’effectif éventuellement inconnu, ce qui est
notre cas. La connaissance (ou l’estimation) des probabilités d’inclusion
(wW™(X;))ieny est la clef de lestimation des réserves ultimes via notamment
les estimateurs de type Horvitz-Thompson [40] comme nous le verrons dans
le chapitre 3. Cependant, tous les travaux cités ci-dessus rencontrent tous
I'écueil de la connaissance a priori des (7(X;))ieny, qui est tres délicate a
justifier en pratique.

Gréce aux estimateurs de Rosén [74], elle est équivalente (& estimation prés)
a la connaissance a priori des (w™(X;))ieny - Dans leur article, Bickel et al
[13] supposent de plus que la fonction = de pondération représentant les pro-
babilités d’inclusion au premier tirage est 'identité. On parle alors de tirage
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directement proportionnel a la taille. D’autres auteurs, dont Lee et Wang
[51], ont considéré pour leur part que 7 appartient & une classe paramétrée
de fonctions (typiquement la classe des fonctions puissance). Ce choix est
arbitraire et donc largement discutable. Pourquoi ne pas considérer plutdt
une fonction logarithmique, qui aurait I’avantage de fournir une pondération
globalement indépendante de la dimension des observations dans le sens sui-
vant : le poids des champs pris en compte est généralement une unité de
volume, le baril. On pourrait concevoir que l'unité soit plutot surfacique,
comme ’étendue cartographique du champ ; ou encore qu’elle soit de dimen-
sion 1 comme le diameétre du champ, vu comme un ensemble compact. Un
champ qui aurait une taille T pour le poids “de dimension 1”7 aurait une
taille de I’ordre T2 ou T pour les poids surfaciques ou volumiques. Il est
alors douteux de considérer une pondération 7 qui dépende si fortement de
la dimension de la mesure de taille choisie alors qu’il s’agit toujours du méme
champ. Prendre un log élimine cette dépendance puisque log(T'), log(T?) et
log(T?) sont proportionnels et définissent donc des probabilités d’inclusion
égales.

Cependant, prenant en considération ces difficultés de justification a priori
de 'appartenance de 7 (donc de w™) & une famille paramétrée, nous choisis-
sons une voie non-paramétrique pour évaluer les (w™(X;))ien, directement.
En ce sens, notre travail se rapproche de celui de Sun et Woodroofe [77],
qui considérent que la loi sous-jacente des tailles des champs appartient a
un modeéle exponentiel et que la pondération w™ est croissante et atteint son
maximum (égal & 1) en la plus grande observation. Ils estiment ensuite w"
de fagon semi-paramétrique avec hypothése de monotonie par maximum de
vraisemblance pénalisé au sens de Good et Gaskins [34]* pour corriger le
manque de régularité de leur estimateur. Le probleme du “réglage” optimal
de cette pénalité est soulevé mais cependant pas abordé.

Soit X (1) < --+ < X(y) la statistique d’ordre associée a I’échantillon X. La loi
du “big stuff gets found first” s’interpréte comme le fait que les probabilités
d’inclusion w™ (X ;) sont croissantes en fonction de 7 (plus un objet est gros,
et plus il a une probabilité d’avoir été découvert importante). Autrement dit,
en déconditionnant par rapport & X et en voyant la probabilité d’inclusion
w™ : Support(X) — ]0;1] comme une fonction de la taille de X, cela re-
vient & considérer w™ comme croissante. Nous serons amenés & imposer cette
contrainte de forme dans certaines de nos estimations. Il pourra notamment
étre intéressant de comparer les estimateurs contraints et non contraints a
la monotonie. Dans la suite, nous allons justifier de la nécessité de travailler
conditionnellement au fait que n est fixé (donc t aussi) et nous omettrons

“Un terme de pénalité est ajouté a la log-vraisemblance du modéle pour rendre plus
petites que la normale les vraisemblances associées & certaines formes indésirables d’esti-
mateurs. En l'occurence ici, il s’agit de pénaliser les estimateurs de w™ & la croissance trop
forte.
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alors la dépendance de w en cette variable dans I’écriture.

2.3.2 Modéle de censure

Nous formalisons ici notre modéle de tirage de type superpopulation comme
un modele de censure de certaines observations (les champs non encore dé-
couverts). Les résultats que nous montrons dans cette section sont manifes-
tement considérés comme classiques ou naturels par les auteurs qui nous les
ont inspirés (essentiellement Bickel et al. [13] et Sun et Woodroofe [77]). Ils
sont effectivement trés intuitifs et nous n’avons pas été en mesure de trou-
ver des références qui mettent en évidence le véritable probléme statistique
que pose cette modélisation. Un travail rigoureux & ce sujet se trouve ainsi
pleinement justifié.

Pour rendre compte du tirage sans remise, nous considérons les champs non
encore découverts comme censurés : & tout X;, pour ¢ = 1, ..., IV, on associe
une variable de censure €; de loi de Bernoulli, conditionnellement & X;, de
parameétre w(X;) :

]P’(Ei =1 | Xl) = UJ(XZ)
(2.5)

]}D(Ei:0|Xi) = 1—w(Xi).

Un X; est observé si la variable ; associée vaut 1 (donc avec une probabilité
w(X;)) et non observé sinon. Dans la suite et d’une fagon générale, nous dé-
signerons par la lettre Y les objets observés. Définir correctement d’un point
de vue probabiliste ces individus observés demande quelques préalables :

Définition 2.3.2. Soit X = {Xy, ..., Xy} un échantillon de loi a densité f
et une fonction w : Support(X) — ]0;1]. On y associe un échantillon de

censure € = {ey, ..., ey} comme ci-dessus donné par (2.5).
Soit € la variable aléatoire o wvaleurs dans P(Ny) définie par € = {i €
Ny /Ei = 1}.

Soit n > 1, en se plagant conditionnellement au fait que |€| = n, on définit
lensemble des observés par Y = {Y1, ..., Y} = {Xz, ..., Xg,} ={Xj,j €
£}.

Nous dirons alors que Y est un w-sous-échantillon de X.

Remarque : sans conditionnement particulier, le nombre d’observations
|€] = €1 + -+ 4+ en est aléatoire. Nous montrons par la suite qu’il est de
loi Binomiale de parameétres N et Ef (w(X))).

Cherchons maintenant la loi des observés et montrons en particulier leur
indépendance, conditionnellement au fait que leur nombre n est fixé.
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Proposition 2.3.3. L’ensemble {Y1, ..., Y,} des observés défini en 2.3.2
forme un n-échantillon de loi a densité f,, donnée par

o) = L@ @)

- E; (w(X) V. € Support(X) (2.6)

En particulier, les (Y;)1<i<n sont conditionnellement indépendantes.

Remarque (1) : il est inutile de préciser que E(w(X)) doit exister puisque,
par définition, w(X) est bornée.

Remarque (2) : la Proposition 2.3.3 montre que la pondération par w
perturbe la densité f en la rendant petite 14 ol w est petite et plus importante
la ou elle est élevée. La quantité Ef(w(X)) apparait simplement comme
constante de normalisation pour que la fonction f,, soit effectivement une
densité.

Preuve : nous cherchons la loi jointe de {Y7, ..., ¥;,} conditionnellement a
|€] = n. Soit {Ay, ..., A,} € P(Support(X))™, par la formule de Bayes on a :

P(Y: € Ay, ..., Yo € Ay ||E| =n)
P(lel =n)

(2.7)

Cherchons d’abord la loi de |é]. Les (¢;)1<i<n sont de loi de Bernoulli indé-
pendantes conditionnellement aux (X;)i<i<n, par propriété de I'espérance
conditionnelle et des lois de Bernoulli, elles sont donc aussi inconditionnel-
lement de loi de Bernoulli de parameétre Ef (w(X)) :
Ple; =1) = E(g)

= Ey(E(e | Xo)

= E;(P(e; = 1] X3))

= Ey(w(Xi)).

Montrons de plus qu’elles sont indépendantes.
Soit 7 € {0,1}", on définit 7 ={i ENy /7 =1}. On a
N

P(g = 7-) = /RN IP’(E = 7'|X1 =21, e, XN = :L‘N) Hf(]?l) dri...dzyn
=1

N
= /NHP(€i:Ti|X1::E1, veey XNZZEN)f((L‘i)dxl...d(IIN
RY =1

— /RN Hw(xz')f(xz‘) H(l —w(z;)) f(xj) dey... dry
ic iz
= Ef (X)) - Ef (w(X)))NI71.
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Cette derniére égalité assure l'indépendance des (g;)1<i<n.

Remarquons ensuite que la probabilité (non conditionnelle) de I’événement
{e =7} ne dépend que de |T| =71 + -+ + 7§ et que

{lef=n} = |J {e=7} (2.8)

re{o,1}V
|7|=n.

Comme l’ensemble des C%; événements de la réunion de droite est un en-
semble d’événements incompatibles, il en résulte que pour tout n de Ny il
vient

(g =n) = CRE;(w(X))7I(1 — B (w(X)))V 17 (2.9)

et |€| est donc de loi Binomiale de parametres N et Ef(w(X))).

Nous allons maintenant appliquer une méthode analogue pour calculer le
terme P =P({Y1 € 41, ..., Y € A, } N{|é| =n}). Par (2.8) on a :

P= > PUVI€A, . ., Yhedtn{ld=n}n{e=r}).

7€{0,1}V
|7|=n

Mais pour tout 7 tel que |7| = n on a {¢ = 7} C {|¢| = n}. L'intersection
est donc réduite au premier événement. D’ot

P o= > P{Vi€d, .. Y,ed}n{e=1})

7e{0,1}V
|7|=n

= Z P{X; € Ay, ..., Xz, € Aptn{e =1}

iy
- Z /N Hw(xﬂ')]IAi (#)f(x%) H(l —w(xj))f(x;)dry...dey
ey i#

= > (I-EfwX))N [[w(zs)f(zz) das, ... dzs, .
re{0, 1}V /AIX'“XAn i=1

|7|=n

Les variables d’intégration étant muettes, l'intégrale dans la somme ne dé-
pend que de n et I'on en déduit que

n

P = C}"(;(l—]Ef(w(X)))N”/A ) [ w(@) f(zi)dey... da,.  (2.10)
L XX An T
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Nous concluons ensuite la preuve en injectant (2.10) et (2.9) dans (2.7) :

P(Y: € Ay, ..., Y, € Ay ||E] = n)

1
N W /AIX...XAn gw(xl)f($l) dxl--- d$n-

n

ce qui donne I'indépendance conditionnelle des (Y;)1<i<y et la forme voulue
de la densité de leur loi. &

2.3.3 Probléme d’identifiabilité

On peut voir sur la formule (2.6) que pour tout ¢ # 0, f, = fcw. Le chan-
gement w — cw laisse donc invariante la densité des observés®. Dans nos
estimations futures de la fonction de pondération inconnue w, sans hypo-
theése complémentaire, nous nous heurterons & un probléme d’identifiabilité
du modele. C’est pourquoi nous formulons les hypothéses qui suivent, dis-
tinguant le cas w libre de contrainte de monotonie du cas w contrainte & la
croissance :

— Hypothése (Hnc) : w est supposée telle que max{w(Y;), i =1, ..., n} =
1, i.e. le champ qui réalise le max a été trouvé de facon stire : il n’existe
aucun autre champ de méme taille dans {X, ..., Xn}.

Cette hypothése, qui semble trés formelle, prend tout son sens lorsque 1’on
impose la contrainte de monotonie & w :

— Hypothése (Hc) : w est supposée croissante et w(X(y)) = w(Y(,)) = 1,
1.e. le plus gros champ a été trouvé de facon stre.

Comme nous ’avons développé dans le chapitre 1, cette derniére hypothése
est naturelle lorsque ’on veut effectuer in fine des estimations de réserves,
compte tenu du caractére hautement dispersif de la loi de Lévy-Pareto (voir
Lepez et Mandonnet [53] pour quelques mises en évidence empiriques).

Définition 2.3.4. Dans le cas particulier de la densité f, de la loi exponen-
tielle de paramétre o, nous noterons fo ., la densité des observés donnée par

(2.6).

En pratique, nous allons estimer cette densité des variables observées afin
d’en déduire des estimations de « et surtout w dans un premier temps. Ces
derniéres nous permettrons ensuite de construire des estimateurs de ’effectif
global N et du cumul des réserves S pour finir.

5Ceci est compatible avec le fait que la fonction w n’est définie qu’a une constante
multiplicative prés par rapport a 7, la fonction de pondération au premier tirage.
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2.4 Reétroprévision : le modéle comme outil d’ana-
lyse de Dlefficacité d’exploration

Notre modéle étant construit, quel type d’information peut-on récupérer de
I’estimation & venir de la fonction w?

Rappelons que la fonction w dépend du temps. Fixons nous une date ¢ d’étude
et notons alors la dépendance en cette variable : w!. Cette fonction décrit la
pondération affectée & chaque champ de la population parente® de taille 2
donnée proportionnellement & laquelle il a été découvert avant la date t. Au
tout début de I’exploration pétroliére, trés peu de champs ont été découvert,
les probabilités d’inclusion étaient donc faibles pour tous les éléments de la
population parente, excepté pour les éléments de grande taille, peu nom-
breux et trouvés rapidement. A I'inverse, lorsque I’exhaustion est proche, les
probabilités d’avoir été découvert sont élevées pour tous les individus.

L’évolution au cours du temps de la fonction w traduit donc le processus de
découverte des champs du systéme pétrolier considéré.

A supposer que I'on se soit fixé une origine des temps a la date ¢ = 0, il est
clair que le processus (wt)t€R+ est un processus croissant en t. C’est méme
un processus croissant de fonctions croissantes si, qui plus est, on se place
sous ’hypothese (Hc). Il est alors intéressant de regarder comment croissent
les fonctions w’ en fonction de .

Grace a cette information, on peut analyser Uefficacité a posteriori de I'ex-
ploration pétroliére sur un systéme donné. En effet, détaillons deux cas. Dans
le premier cas illustré par la figure 2.5, les fonctions w’ sont “lentement crois-
santes”. Ceci traduit le fait que méme si les plus gros objets ont eu tendance
a avoir été découverts avec une plus forte probabilité, nombre de champs de
taille plus modeste ont eux aussi été mis au jour.

A Tinverse, sur le cas présenté par la figure 2.6, I’efficacité maximale d’explo-
ration aurait supposé que I’on ne découvre exclusivement que les plus grands
champs restant. Ceci implique alors des formes de courbes type courbes en
S, voire en marche d’escalier de 0 & 1 pour les w'.

L’étude “backfit”, ou rétroprévision, des courbes w! fournit donc aussi un
outil historique d’étude de l'efficacité d’exploration qu’il peut-étre particu-
lierement pertinent de mettre au regard d’indices classiques d’efforts d’ex-
ploration” dans une région.

Mais avant toutes choses, il faut pouvoir effectivement étre en mesure d’es-
¢ sous 'une ou I'autre des hypothéses (Hnc) ou
(Hc), ce qui est objet du chapitre suivant.

timer & t fixée, la fonction w

5Au sens de la définition 1.3.1.
"Comme le nombre de puits d’explorations forés au cours du temps par exemple.
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Tiila (b

FiG. 2.5 — Courbes représentatives de la fonction wy pour ¢t = 1, 2, 3, 4 dans

le cas d’une exploration peu efficace.

)
|
{
1o
Tiila (b

FiG. 2.6 — Courbes représentatives de la fonction wy pour ¢t = 1, 2, 3, 4 dans

le cas d’une exploration trés efficace.
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Chapitre 3

Estimation dans un modéle

A partir de cet instant, n > 1 étant donné, conformément a la section 2.3.2,
nous supposons que nous travaillons conditionnellement au fait que |€| = n,
1.e. que n logtailles ont été effectivement observées.

Le but de ce chapitre est de présenter les estimateurs de la fonction de
pondération w ainsi que du nombre de champs restant & découvrir en fonction
de classes de tailles fixées & I'avance.

Nous modélisons la loi des LogTailles de la population parente (i.e. des
champs du sous-sol) par une loi exponentielle de paramétre « inconnu et
le biais dans le tirage w (interprété comme les probabilités d’inclusion des
observations) par une fonction de pondération constante par morceaux in-
connue, & valeurs dans [0;1] et définie sur une partition fixée. Le choix de
la partition la mieux adaptée fait 'objet du chapitre 4.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous nous appuyons sur la proposition
2.3.3 pour construire la forme précise de la densité f,, (cf. définition 2.3.4)
que nous allons chercher & estimer par maximum de vraisemblance. Nous
résolvons ensuite les équations de vraisemblance du modele, d’abord sans
intégrer la contrainte de monotonie en w, puis en la rendant active. Nous
montrons notamment un résultat peu intuitif sur le fait que le second cas peut
facilement se déduire du premier. Nous concluons ce chapitre en déduisant
de D'estimation de w et de la théorie des sondages les estimateurs finaux du
nombre de champs restant & découvrir dans chaque classe de taille.

3.1 Présentation du modéle exponentiel

Nous cherchons a estimer le couple (o, w), de facon non-paramétrique en w,
par maximum de vraisemblance. De maniére classique, nous verrons que la
résolution des équations de vraisemblance montre que I'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance @w de w est nécessairement constant entre deux ob-

servations et nul en dehors de l'intervalle [ min Y;; max Y;]. Nous pourrons
1<i<n ' '1<i<n

93
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donc, deés lors, considérer que w est une fonction constante par morceaux,
dont les sauts se situent sur les observations {Y1, ..., ¥, }. La localisation de
ces sauts est sans importance pour le travail théorique d’optimisation qui
suit.

Nous supposerons simplement donnée une partition finie m quelconque de

l'intervalle I = [ min Y;; max Y;], définissant des classes de taille, que 1’on
1<i<n  1<i<n

écrit -
m = {I, .., I|m|} avec I = IlU---UI‘m‘.

3.1.1 Densité des observations

Nous donnons dans cette section deux écritures de la densité des observations
faw (voir la définition2.3.4).

Suivant les notations ci-dessus, la fonction w s’écrit

m|

w = wai]IIi ou encore w = ZwI]II. (3.1)
i=1

Pour obtenir une forme adéquate de la densité des observations fq ., (voir la
définition2.3.4), nous définissons la mesure exponentielle et la densité asso-
ciée :

Définition 3.1.1. On appelle mesure exponentielle de paramétre a et l'on
note o la mesure sur R définie par

dpa(z) = folz)dp(z) = ae”*lg+ (z)dp(z)
ot p désigne la mesure de Lebesque sur RY.

Par la formule (3.1), la définition 3.1.1 et la Proposition 2.3.3, il vient que
la fonction fq (, s’écrit, pour > 0

faw(@) = Iezm m ae” 1 (z)

avec

By, (X)) = 3 wina(D): (3.2)

Iem

Nous allons maintenant donner un paramétrage de w qui nous permettra
d’interpréter plus facilement la densité f, ., en termes de modele exponentiel.
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Lemme 3.1.2. Soit Q" = {(wr)rem €]0; 1)/ maxwy = 1}.
em
L’application

10 LN (R‘f) Im|

= (w e = (e’ G
w=(wr)rem (€™ ) rem (Efa(w(X))>IEm

est une bijection ensembliste dont la réciproque est donnée par

(R-ki-)\m\ . om
el
60 = (GGI)IEm — w= (WI)IEm =

max e?7
Jem Icm

Remarque : 'équation (3.2) montre qu’en particulier on a

> (1) = 1. (3.3)

Iem

Preuve : Pour tout I de m, par (3.2) et par définition de ¢, on a

e ij,ua(J)—uJ[ = 0,

Jem

ce qui se traduit matriciellement par

efn wr, 0
|:/1'a(Il) o Ha (Im):| - Id\m\ = 1] (3.4)
691‘m| wI\m| 0
Posons ) )
e
efim|
L’¢quation (3.4) implique donc que le vecteur (wp,, ..., wr,, ) appartient &

Ker(V —Idj,,). Or, V est de rang 1 et sa trace vaut 1 par (3.3). La matrice
V—Id,,, posséde donc 0 et 1 pour valeurs propres, de multiplicités respectives
1 et |m| — 1. L’espace Ker(V —Id,|) est donc de dimension 1.
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. 0 .
Par ailleurs le vecteur (6911, ..., € 'm) appartient & ce noyau et I’engendre
donc. Ainsi, il existe ¢ € R, tel que pour tout I de m on ait wy = ce’7. Puis,
on interpréte la contrainte de majoration de w :

1
maxwr =1 = c¢=——7F,
Iem maxe’!
Iem
ce qui achéve la preuve. &

Utilisant les (€?7)7em, on peut alors écrire
faw() = Z 1 ey ().
Iem

qui s’interpréte comme élément d’un modéle exponentiel que nous allons
commenter.
3.1.2 Interprétation statistique

Grace au Lemme 3.1.2, il est légitime de reparamétrer la fonction f,,. en
une fonction f, .o en posant naturellement

fa,e€ = fa,w-
11 vient alors
faer () = Z exp(0r + loga — ax)1 (z) (3.5)
Iem
- (Z ey (x)> fa(m). (3.6)
Iem

Ainsi, par I'équation (3.5), f, .o se réalise comme une exponentielle de po-
lyndmes par morceaux contre la mesure de Lebesgue. Les coefficients des
termes de degré 0 sont les (67 + log ) rem et les coefficients des termes de
degré 1 sont tous égaux a a.

Une premiére fagon d’interpréter notre modéle est effectivement de le voir
comme un modéle exponentiel de polyndmes par morceaux de degré 1 contraint,
en particulier & 1’égalité des termes de degré 1. De plus, Sous I’hypotheése
(Hc), on réclame la croissance des termes de degré 0.

Par Iéquation (3.6), on peut aussi interpréter la fonction f, .o comme étant
un élément d’'un modeéle exponentiel de polyndémes par morceaux, de degré
0 cette fois, mais contre la mesure exponentielle de paramétre « (inconnu) ;
autrement dit un histogramme contre la mesure po. Dans le cadre de I'hy-
pothése (Hc), les termes de degré 0 sont aussi contraints & la monotonie.

Ces deux visions complémentaires vont nous permettre d’interpréter de fagon
trés intuitive les résultats des résolutions des équations de vraisemblance sur

fa,e‘9 = fa,w-
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3.2 Résolution des équations de vraisemblance

Dans cette partie, nous montrons que le probléme de maximisation de la
vraisemblance, qu'il soit contraint ou non a la monotonie en la suite e/ =
(601 ) Iem admet une unique solution. Autrement dit, les modeéles exponentiels
de polynoémes par morceaux basés sur la partition m sont identifiables.

Nous commencons par montrer cette propriété pour le modéle non contraint
relatif & 'hypothése (Hnc), puis pour le modéle contraint & la monotonie
en e’ par (Hc), ces hypothéses étant définies en 2.3.1. Enfin, nous montrons
que la solution du probléme contraint est égale & celle d’'un probléme non
contraint dans lequel on aurait remplacé m par m,, ot m, est la partition
construite & partir de m et définie par la régression isotonique du vecteur e’
pour une pondération adaptée.

Dans cette section on se donne un n-échantillon Y = {Y7, ..., Y,,} de variables
aléatoires & valeurs dans R indépendantes et identiquement distribuées de
loi dP = fqdp, out u désigne la mesure de Lebesgue sur R .

3.2.1 Reésolution sans contrainte de monotonie

Pour écrire la vraisemblance du probléme avons besoin d’une définition pré-
liminaire d’ordre général concernant la mesure empirique associée & ’échan-
tillon Y et d’objets statistiques qui en sont dérivés.

Définition 3.2.1. On note P, la mesure empirique associée & ’échantillon Y

1 n
1=

ot dy; est la mesure de Dirac au point Y;.

On notera de plus
v, = P,—P

la mesure empirique recentrée, définie comme opérateur sur les fonctions P-
intégrables, de sorte que pour toute fonction g : R — R on a

Pao) = [gdp, = 23 gv)
=1

et
vale) = =3 g(V) ~ .. (9)
=1

En particulier, pour tout intervalle I de R on note

(Y eLi=1,..,n}
n

Pn(I) = Pn(I[I) =
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la fréquence empirique d’observation de l'intervalle I.

La moyenne empirique Y est aussi donnée par
1 n

Y = P,(ld) = EZY
=1

Enfin, pour f une densité de probabilité, on définit

(f) = Pa(—los(f)) = — > log (V)
i=1

Uopposée de la log-vraisemblance de f.

Remarque : de cette derniére définition, on voit que classiquement, il est
équivalent de maximiser la vraisemblance ou de minimiser la quantité v, (f),
appelée contraste. Le concept de minimisation du contraste est trés générale.
Elle inclut une large variété de méthodes classiques d’estimation, suivant la
forme du contraste. En ce sens, ’estimation par maximum de vraisemblance
en est un cas particulier, tout comme ’estimation par régression.

Utilisant les notations de la définition 3.2.1, nous voyons que la vraisemblance
du probléme s’écrit

L(a,ee) = ﬁfa,w(yz') — Qe Y H <691>nPn(I)‘
=1

Iem

Pour maximiser la vraisemblance, nous cherchons & résoudre le probléme
suivant

= nPy(I)
max ae~ oY H (691)

a>0,e‘96lem‘ Iem

s. C. Z o (I) = 1.

Iem

(3.7)

ol fiq a été définie par (3.1.1). La contrainte qui apparait dans ce probléme
exprime simplement le fait que la solution (&, ) doit étre telle que fg ¢ soit
une densité.

Avant de résoudre le probléme (3.7), nous devons donner quelques notations
dont le but est de faciliter I’écriture et 'interprétation des solutions.

Définition 3.2.2. Pouri =1, ..., |m| et I; un intervalle de m € M, posant
br, = minY et b]‘ml = max Y, nous adoptons l’écriture suivante des bornes
de I; :

I =[br, ,;br,| pouri=1,.., |m|—1, et I = [bl|m\7l : b1|m\]'
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Nous noterons aussi, pour I = [b; V'] un intervalle’ de RT
pl (I = 4 po(I) = 4 (e*ab - e*ab,) = — (be*ab - b’e*ab,> (3.8)
@ da ™ do S
la dérivée par rapport a « de la mesure exponentielle de [’intervalle I.

On note Ny (respectivement ny) le nombre d’individus de X (respectivement
Y) qui sont dans I :

Nr = |[{ieNy/X;€l}| et np = |[{ieN,/Y; €I} (3.9)

Enfin, on note p le taux de sondage global de Y par rapport o X et pr le tauz
de sondage a ['intérieur de ['intervalle I :

n nr
p N et Pr N, ( )
La solution du probléme (3.7) est donnée par la Proposition suivante.

Proposition 3.2.3. L’estimateur du mazimum de vraisemblance (éz, 60> du

couple (a, eg) de R x Rj|m| est donné par 'unique solution du systéme

sutvant :
60 — (Pn (I) >
MCM(I) Iem

VY,
Iem

(3.11)

1

«

ou ., est définie par (3.8).

Remarque (1) :la premiére équation de (3.11) peut étre vue comme la défi-
nition d’un histogramme contre la mesure du,. Il s’agit ici de faire ’analogie
avec l'histogramme vu comme estimateur du maximum de vraisemblance
d’une densité (sous-entendu contre la mesure p de Lebesgue). En effet, celui
est égal & P,(I)/u(I) pour tout I de m et le parallele & mener est alors
évident.

Remarque (2) : supposons « fixé. Chaque e mesure un “écart” relatif
a la mesure p, sur l'intervalle I. On interpréte cet écart comme un biais
dans le tirage par rapport & I’échantillon initial i.i.d. de loi duq, c’est-a-dire
dans I’échantillon des logtailles des champs qui existent dans la nature. Par
la loi des grands nombres, la mesure empirique (inconnue) de 'intervalle I

'La mesure exponentielle étant continue, la nature ouverte ou fermée des bornes n’a
aucune importance.
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converge presque siirement vers la mesure exponentielle de I lorsque N tend
vers linfini :

N;/N — 2% I
N e tall)

ou N; est défini par la formule (3.9).

Par ailleurs, le taux de sondage p; = m;/N; donné par la formule (3.10)
est la vraie probabilité d’inclusion des éléments de X observés dans l'inter-
valle I conditionnellement au fait que n est connu. Si ’on se place dans des
conditions “raisonnables” (cf. Rosén [74] et [75] ou Bickel et al. [13]) du style

Viem, lim pre]0;1]

N,n—+o0

on obtient

br ﬂﬁ Pn(I) _ 6/0\1

P N n s ()

Puis, lestimateur @y de wy préconisé par le Lemme 3.1.2 est alors

~

0

~ €r pr_p R Ji
wy = ——= ~ —_— = .
0y Nn—+oo D INAXPJ maxpy
IJIlEagl{ € Jem Jem

Or, les hypotheses (He) ou (Hnc) précisent justement que

maxpy = 1,

Jem
ainsi, cet estimateur doit bien étre simultanément proche asymptotiquement
de py et de wy. On a donc ici esquissé une preuve heuristique de la consistance
de 'estimateur Wy pour tout I, au moins a « fixé.

Remarque (3) : laseconde équation de (3.11) qui concerne ’estimation de «
montre I'impact du biais dans le tirage au moyen du terme Y ¢, €7 b, (I).
En effet, dans l'estimation par maximum de vraisemblance du paramétre
d’une loi exponentielle basée sur un échantillon i.i.d. classique, ce terme
n’existe pas et Péquation s’écrit simplement 1/ =Y.

Preuve : On peut ici utiliser une méthode standard de maximisation du
Lagrangien du probléme (3.7). Cependant, par la proposition 4.6.7, 'estima-
teur du maximum de vraisemblance fa, 2 de f, o est caractérisé par le fait
que pour tout s, polynéme par morceaux de degré 1 dont les termes de degré
1 sont égaux on a

+o0
/ sf, 2 dp = Pp(s).
0 k)

Il suffit d’appliquer cette derniére égalité aux fonctions Iy pour tout I de
m pour obtenir la premiére équation de (3.11) et a la fonction identité pour
obtenir la seconde.
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Résolvons maintenant le systéme (3.11) et montrons que la solution est
unique.

Pour I un intervalle de R posons

fa) = (e @) = L _kalD)
prla) = - (l gua(1)> w o (3.12)
et
P(@) = =Y + ) PuD)¢(a). (3.13)
Iem

Pour résoudre (3.11), on voit qu’il suffit de substituer I’équation (3.12) dans
I’équation (3.13), donc de montrer que ¢’ admet une unique racine. Or, pour
i=1,.., |mlona

b[iileiabli—l — b[ie_abli 1 br, | — b[ie_a“(li) 1

!/ _ —_ = -
‘Pli(a) = o—0br,_y _ —abr, + a 1 — e—an(ly) + a

Donc en effectuant un développement limité et un développement asympto-
tique de ¢’ en 0T et en +00 au moyen du membre de droite de I’équation
ci-dessus, on obtient

|m|
lim ¢'(a) = Po(L)b, =Y > 0
lim, /() ; n(1)br,
et
[m| )
agrfoogo’(a) = z;Pn(Ii)in_l -Y < 0.
1=

Il reste donc a voir que pour tout I de m, ¢ est strictement décroissante.
Or

" _ ' . (Oz,u([))2ea#(1) — e2an(l) 4 9ean(I) _ 1
(P](a) - % (,0[(04) = a2(eau(1) _ 1)2

donc ¢f est du signe de la fonction 1(z) = z%e®

strictement positif. Mais, 1(0) = 0 et

— e?® 4 2¢® — 1 pour z

z? X g
P(r) = —2"("—1—2——=) = =2 ) — < 0.

2 k!
k=3

Ainsi, 9 puis ¢ pour tout I de m sont négatives. Il en résulte que ¢ est
continue, strictement décroissante, strictement positive en 07 et strictement
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négative en +o0o. Elle admet alors, par le Théoréme des valeurs intermé-
diaires, une unique racine & strictement positive.

On définit ensuite e? en posant

et = Py(I)/pa(l)
pour tout I de m, comme dans (3.11). [ )

D’un point de vue pratique, la racine de la fonction ¢’ peut étre appro-
chée par une simple dichotomie, qui fournit une vitesse de convergence ex-
ponentielle, ce qui est pour nous parfaitement suffisant. L’utilisation d’un
algorithme de type Newton-Raphson serait ici intéressante pour le gain de
temps éventuellement non-négligeable qu’elle apporterait (convergence qua-
dratique contre convergence linéaire, voir Vignes [81]). Cependant, dans le
cas de la résolution du probléme de maximisation de la vraisemblance avec
contrainte de monotonie, nous allons voir de suite que la fonction qui joue
un role semblable & ¢’ dans la preuve de la Proposition 3.2.3, et que nous al-
lons chercher & annuler, n’est pas dérivable. La méthode de Newton-Raphson
n’est alors plus utilisable. Afin de conserver I’homogénéité algorithmique de
la résolution de nos équations avec ou sans contraintes, nous en restons donc
au choix de la dichotomie.

3.2.2 Reésolution avec contrainte de monotonie

Ajoutant la contrainte de monotonie en e’ au probléme (3.7), nous cherchons

a résoudre le probléme de maximisation suivant

max anefoml? H <691>nPn(I)
(a,eQ)ERjXlem‘ Iem
S. C.
< (3.14)
() S i) = 1
Iem
(i3) efn <l < ... < Timi

Nous allons montrer que les solutions de ce programme ont une allure tout-
a-fait semblable & celles du probléme non contraint a la monotonie. En effet,
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la Proposition 3.2.8 montre que celles-ci sont uniques solutions du systéme

; .
0 . P (Ui:h I’“)
Sl b b
j>i h<i I )
Ha (Uk:h k 1<i<|m|
]' \/ 9[ !
a :Y+ Ze* lj'a(I)'
\ Iem

Les réunions d’intervalles de m qui apparaissent dans la premiére de ces
deux équations sont bien entendu construites de telle facon que la suite e’
soit croissante. Tout se passe donc ici comme si 'on remplacait m par une
nouvelle partition formée de réunions des intervalles qui la constituent, de
facon a ce que le résultat final respecte la contrainte de monotonie.

Il était aussi possible d’envisager une technique similaire & celle employée
par Sun et Woodroofe [77] proche, dans les idées et la mise en ceuvre, d’un
algorithme EM? : on part d’une valeur quelconque de « et 1’on maximise
la vraisemblance du modéle en le vecteur e’ a « fixé sous contraintes de
monotonie. On maximise ensuite la vraisemblance du modéle en «, le vecteur
e’ etant fixé a la valeur précédente et ainsi de suite. Les auteurs ont montré la
convergence de cet algorithme vers le maximum de vraisemblance? du couple
(v, %) sous des conditions assez générales. La vitesse de convergence de leur
algorithme n’est cependant pas évaluée et il y a toutes les chances pour que
celle-ci dépende fortement de la forme de la pénalité que les auteurs ajoutent
a leur vraisemblance.

Comme dans le cas non contraint, notre approche consiste & exprimer la so-
lution générale en (o, e?) du probléeme de maximisation de la vraisemblance
sous contrainte comme solution d’un systéme d’équations implicites. Nous
montrons de nouveau que la résolution de ce systéme se résume a la recherche
d’une racine d’une fonction strictement décroissante. En conséquence, la so-
lution peut étre approchée par une simple dichotomie, ce qui fournit une
vitesse de convergence linéaire & notre approximation (voir Vignes [81]).

L’ajout de la contrainte de monotonie (i7) par rapport & (3.7) rend ce pro-
gramme plus délicat a résoudre. Comme précédemment, nous allons procéder
par substitution. Détaillons les étapes : commencons par supposer a > 0 fixé

Les auteurs nomment leur technique MM pour Maximization Maximization au lieu
de Expectation Maximization dans le cas de l’algorithme EM.
3Vraisemblance pénalisée en 'occurrence, mais I’algorithme fonctionne dans notre cas.
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et résolvons le sous-probleme

( nP,(I)
max H <601>
BQER_Hml I
* em
S. C.
(3.15)
(4) > e g () =1
Iem
(17) e <ef <... < liml |
\

Cela fait, par le Lemme 3.2.5, nous aurons une fonction o — e’ () qui a

a associe la solution unique du probléme (3.15). Nous résolvons ensuite le
probléme principal (3.14) en cherchant la solution du second sous-probléme

- nPp(I)
n_—anY 0
g o I (40
fem (3.16)
s. C. > el (e)pa(l) =1
Iem

dont la résolution reléve des mémes idées que dans la section 3.2.1 & ceci prés
que la non-différentiabilité de la fonction a — e (), contrairement a celle

de la fonction définie par (3.11), complique la tache.
La résolution du sous-probléme (3.15) fait appel aux techniques de régression

isotoniques (voir Robertson et al. [72]).

Définition 3.2.4. On appelle classe des fonctions isotoniques sur une par-
tition m [’ensemble des fonctions croissantes f :m — R.

Remarque : pour Z un ensemble d’indices ordonné, nous identifions, sauf
en cas d’ambiguité, un vecteur (u;);ez & la suite de ses coordonnées, ainsi
qu’a 'image de la fonction

v : I — R
Nous parlerons donc indifféremment de régression isotonique d’une fonction,
d’une suite ou d’un vecteur selon le point de vue que nous adoptons.

Lemme 3.2.5. La solution ¢’(a) du probleme (3.15) est unique. Elle est
donnée par la régression isotonique associée a la pondération (pue(I))rem de
la fonction

) + m — RM™
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Preuve : Le programme (3.15) équivaut & maximiser en f la quantité

3 el (@) log(f (1) palI) (3.17)

Iem

dans la classe des fonctions isotoniques (interprétation de la contrainte (7))
satisfaisant la contrainte (%) :

—

> (@) = £(D) mall) = 0. (3.18)

Iem

Par le Théoréeme (1.5.1) de Robertson et al. [72], on sait que la régression

isotonique e?(c) de e (o) maximise en f la quantité

> [e @) + (@) = £(D) ¢ (FD)] alh) (3.19)

Iem

pour toute fonction convexe ® de dérivée ¢. De plus, la solution est unique
si ® est strictement convexe.

Choisissons ®(z) = xlogxz, pour x > 0 qui est strictement convexe. L’équa-
tion (3.19) devient

> [ (@) 10 1(1) + (71(0) = £(D)) | palD).

Iem

Par le Théoréme (1.3.6) de Robertson et al. [72], on a

> (7 (@) = el@) pall) =0,

Iem

Donc €f () vérifie (3.18) et maximise (3.17) via (3.19). [ )

La figure 3.1 donne trois exemples de régression isotonique d’une fonction
en escalier. En premier lieu, chaque marche est pondérée de la méme facon
(pondération par la mesure empirique) : les zones de décroissance sont “rem-
placées” par la valeur moyenne des marches qui y sont incluses. La seconde
figure présente une pondération par la mesure de Lebesgue, c’est-a-dire que
les zones de décroissance sont remplacées par la moyenne des valeurs des
marches pondérée par la longueur des marches y sont incluses. Enfin, la
derniére figure présente une pondération exponentielle de paramétre 1, i.e.
les zones de décroissance sont remplacées par la moyenne des valeurs des
marches pondérée par la mesure exponentielle de paramétre 1 des marches
y sont incluses.

Donnons maintenant la forme analytique de la régression isotonique.
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Qar - 0.5 :- 1 2.9
oAt | 1 est | 1 wap ]
07 {1 o7t ar
CETS {1 ®Bf {1 a&f
CETS 1 osf 1 asf
=K I o o4
e § a3t i
ozf | 0zl
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F1G. 3.1 — Régressions isotoniques (en noir) d’une fonction en escalier (en
bleu) contre les pondérations empiriques (& gauche), Lebesgue (au milieu) et
exponentielle de paramétre 1 (a droite).
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Lemme 3.2.6. La régression isotonique €’ (a) de la suite e ( ) est donnée,
pour tout i =1, ..., |m| par

B, (Ui:h [k)

07, .
esx ' () = min max : (3.20)
j>i h<i ™ (U?c:h Ik)
Remarque (1) : notons I.(a) = [y (h)( y ks ou h«(a) et j.(«) réalisent

les (min, max) dans (3.20). Pour éviter les notations lourdes, nous écrirons
I, pour I,(«), sauf lorsque montrer la dépendance en « s’avére nécessaire.
L’ensemble m, = {I,,I € m}, ou les I, ne sont pas répétés, définit une
nouvelle partition de [Y(l),Y(n)] dont chaque élément est réunion d’éléments
de m. Ceci nous ameéne & définir la notion de sur-partition ci-dessous. Comme
précédemment nous omettons la dépendance en o de m, (et donc des I,),
sauf lorsque cela est nécessaire.

Définition 3.2.7. Pour une partition m donnée, on appelle sur-partition
de m toute partition de [Y(l),Y(n)] formée d’intervalles issus de la réunion
d’intervalles de m.

Remarque (2) : pour tout I de m on a, par la remarque (1) et le Lemme
3.2.6 on a :

el (@) = i () =

(3.21)

En conséquence, pour tout J de m contenu dans un I, de la sur-partition
my de m définie par régression isotonique :

() = P (a)
ot ¢ est défini dans la Proposition 3.2.3.

Preuve : Elle est une conséquence directe des formules classiques dites
“minmax” du théoréme (1.4.4) de Robertson et al. [72]. &

Nous pouvons maintenant passer a la résolution compléte du probléme (3.14).

Proposition 3.2.8. L’estimateur du mazimum de vraisemblance (&*,ez>

du couple ( ) de RY x ]RH sous contrainte de monotonie de € (i.e.
sous la contrainte (Hc)) est donné par l'unique solution du systéme suivant :

0 . P (Ui:h Ik)

p

e, = min max

j>i h<i J
St ( = Ik) i
< a Uk h 1<i<|m)| (3.22)

=Y+ > el (1)

«
\ Iem
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Preuve : La premiére équation de (3.22) résulte du Lemme (3.2.6). Comme
dans le cas de la preuve de la Proposition (3.2.1), il suffit de montrer que la
fonction

IO (3.23)

Iem

1
/
pelar) = —
() ==
admet une unique racine &, strictement positive. Pour ce faire, nous allons
montrer que ¢!, est continue sur R} et strictement décroissante entre une
valeur strictement positive en 07 et strictement négative en +oo.

En premier lieu, la continuité résulte du fait que, par Robertson et al. [72]
page 24, I'application qui & un vecteur associe sa régression isotonique est
continue (mais non différentiable en général, ce qui nous empéche de rai-
sonner comme dans la preuve de (3.2.3)*). Ensuite, 'application o —
P, (I)/pa(I) est, elle aussi, continue. Par composition on en déduit que ¢/,
est continue.

Montrons qu’elle est strictement décroissante. Pour cela, on cherche une écri-
ture de ¢!, proche de celle de ¢’ donnée par 1’équation (3.13).

En utilisant les notations de la remarque (1) du Lemme 3.2.6 on écrit

Gl = 2=V = 3 ¥

I.em. ICI. fra
Iem
1 P, (L)
= Loy- s B S L
@ I.em. ta(ly) ICI.
Iem
1 - P, (L)
ST e D LAY
o Iem. lj'a(I*)

ou ¢ a été définie par (3.12).

La fonction ¢!, s’exprime donc comme la translation par —Y du barycentre
des fonctions ¢l ; : @ — go’l*(a)(a), pondéré par les (P, (I))rem- Mais bien
que ¢, et les ¢} pour I dans m soient continues, les <p;71 ne le sont pas
en général. Cependant, leur “tendance” décroissante va tout de méme nous
permettre de conclure.

4notons ici, comme on P’a déja mentionné, qu’en particulier il serait impossible d’ap-
pliquer un algorithme de type Newton-Raphson pour approcher la valeur de la racine de
la fonction ¢, puisque celle-ci n’est pas dérivable.
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Soit J un intervalle fixé, formé de la réunion d’intervalles de m. On sait,
par la preuve de la Proposition 3.2.3, que ¢/, est strictement décroissante.
La restriction de ¢/, ; & I'ensemble {a/I.(a) = J} est donc, elle aussi, stric-
tement décroissante. Ainsi, si @ < o sont tels que ¢, ;(a) < ¢, (o) alors

I (a) # L(d).

Raisonnons par I'absurde et prenons a < o' tels que ¢! (a) < ¢l (a/). Les
(Po(I))rem étant fixes par rapport a «, il existe alors nécessairement un I
de m tel que ¢, () < ¢l (). On en conclut alors que m.(a) # m.(a).

La continuité de ¢/, implique, via le Théoréme des valeurs intermédiaires,
qu’il existe alors une suite strictement croissante (ay,)pen de lintervalle

[, ] dont I'image par ¢, est croissante. En particulier, les partitions (1m.(am)),, o
associées sont alors deux-a-deux distinctes, ce qui est impossible puisqu’il
n’existe qu'un nombre fini de sur-partitions basées sur m. La fonction ¢/, est
donc bien strictement décroissante.

Par ailleurs, pour toute sur-partition m’ de m, on a

li P,(J)¢' = P,(J)b
Jlim n(T)er(a) > Pu(d)bs
Jem’ Jem’
> Y P(Dby > Y
Iem
et
. !/ _
aglfoo P(Npy(a) = Z Fu(J)bs—1
Jem! Jem/!
< ZPH(I)bel < Y?
Iem

ol by_; désigne la borne de gauche de l'intervalle I.

Donc, ¢, est continue, décroissante, bornée, donc elle admet des limites en
0" et +o0 qui vérifient

lim ¢, (o) > 0

a—0t
et
li ! 0
Jim gy (a) <0,
ce qui acheve la preuve. &

L’objectif de la section suivante est de mettre en évidence le lien qui existe
entre les modeéles contraints et les modéles non contraints a la monotonie.
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3.2.3 Equivalence des modéles contraints et des modéles non-
contraints sur une sur-partition

Nous montrons dans cette section que la solution du modéle contraint & la
monotonie est égale & la solution d’'un modéle équivalent sans contraintes de
monotonie sur une sur-partition de la partition de départ. La Proposition
suivante est un Corollaire de la Proposition 3.2.8.

Corollaire 3.2.9. Notons m. = mu(G&s) la sur-partition de m ot m, est
définie par la remarque (2) du Lemme (3.2.6) et & par la Proposition (3.2.8).
Les estimateurs du maximum de vraisemblance (o@(m),e@(m)) associés a

~

la partition m sous (Hc) et (@(m*), eﬂ(m*)) associés a la partition m, sous

(Hnc) sont égauz.

Remarque (1) : par abus de langage sur les notations, on peut interpréter
ce Lemme en disant que “«” (étoile) commute avec “A” (chapeau).

Remarque (2) : d’un point de vue algébrique, on constate grace au Corol-
laire 3.2.9 que la solution au probléme contraint s’obtient comme solution
du probléme non contraint équivalent sur un espace “plus petit” (correspon-
dant & une sur-partition de la partition de travail initiale). Cette derniére
propriété est caractéristique des problémes d’optimisation sous contraintes.
Lorsque celles-ci sont affines, trouver la solution d’un probléme contraint
revient en fait a trouver le “bon” sous-espace affine (i.e. les bonnes liaisons
entre variables du probléme) de I’espace de travail sur lequel la solution va
étre obtenue en résolvant le probléme correspondant, sans contraintes. Plus
généralement dans le cadre de contraintes différentiables transverses, la so-
lution au probléme contraint correspond a la solution d’un probléme non
contraint équivalent, sur une sous-variété différentiable de ’espace de travail
(les variables du problémes étant alors définies localement par des fonctions
implicites). Ceci correspond, en fait, & une interprétation géométrique des
multiplicateurs de Kuhn et Tucker. En effet, la sous-variété contenant la
solution du probléme d’optimisation est celle définie par les équations cor-
respondant aux contraintes saturées (multiplicateurs non nuls). Nous revien-
drons sur ce dernier point dans le chapitre 4 (Lemme 4.6.6).

Preuve : Pour I dans m et I, associé dans m, on a

o — or = Palls)
Pa
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oll «v est solution de

1 B —
o = Y2 ) (3.24)
I.Emx
1
L= Y X () (3.25)
I.€mx ICI,
Iem
1 _ —
& - =Y Or. ! :
- + 0N eI (3.26)
L.er ICL.
Iem
1 “or
& = =Y < :
- + > el (T (3.27)
Iem

La solution de ces équations étant unique, on en déduit que la solution &
de ’équation (3.24) associée au maximum de vraisemblance non contraint
basé sur . et la solution &, de I’équation (3.27) associée au maximum de
vraisemblance contraint basé sur m sont bien égales. &

3.3 Estimateurs de type Horvitz-Thompson

Dans cette section, comme suite a I'estimation des probabilités d’inclusion
des champs dans I’échantillon des découvertes, nous construisons des estima-
teurs du nombre total de champs ainsi que des réserves ultimes.

3.3.1 Estimation du nombre de total de champs

A partition m de l'intervalle d’observation fixée, on dispose d’un estimateur
@ de w donné d’abord par le lemme 3.1.2 puis les Propositons 3.2.3 ou 3.2.8
selon que l'on contraigne @ a la monotonie ou non. On dispose donc, pour
tout I de m d’estimations des probabilités d’inclusion de chacune des ob-
servations en voyant ’exploration conformément au modéle décrit dans le
chapitre 2.

Un estimateur naturel du nombre total de champ peut alors étre construit
comme 'analogue de estimateur d’Horvitz-Thompson [40] lorsque les pro-
babilités d’inclusion sont connues :

n
-~ 1 nPn(I) nr
T Z w(Y;) 2 wr wr (3.28)
=1 Iem Iem

En particulier, on peut “découper” cet estimateur afin de récupérer des esti-
mateurs du nombre total de champs par classe de taille ot @ est constant,
c’est-a-dire sur chaque I de m :

N[ - — = =, (329)
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de sorte que
> Ni = Nur.

Iem

Ces estimateurs sont naturels dans la mesure ot ’on a vu dans la remarque
(2) de la Proposition 3.2.3 que Wy est proche de ny/Ny. De plus, comme nous
le verrons en 3.3.4, lorsque la fonction w est supposée connue, ces estimateurs
possédent d’excellentes qualités d’approximation.

En pratique, pour estimer le nombre de champs restant & découvrir par classe
de taille, nous retrancherons aux estimateurs N; le nombre de champs déja
trouvés dans ladite classe :

N/ = N;y—ny. (3.30)

3.3.2 Une alternative ?

On aurait pu cependant utiliser le simple fait que si I’on déconditionne 1’en-
semble de notre approche par rapport au fait que n est fixé, alors n est une
variable aléatoire de loi Binomiale de parameétre N et Ef(w(X)), comme vu
dans la remarque de la définition 2.3.2. En conséquence :

E(n) = NE;(w(X)).

Un estimateur concurrent de (3.28) pourrait donc étre

~ n

Ng = ————. (3.31)
Er(@(X))

Cependant, et reprenant la définition des (¢;)1<i<n en (2.5), on peut montrer

qu’a w connue (cf. Delfiner [27]) les deux estimateurs sont liés par la relation :

E(Ngr | €1, oy en) = Np.

Ces estimateurs concurrents sont donc de proches parents et il est clair que
I’emploi des estimateurs de Horvitz-Thompson est bien plus informatif, puis-
qu’ils permettent d’obtenir des estimations du nombre total de champs classe
par classe de taille et non sur la globalité comme ]/\73.

3.3.3 Estimation des réserves ultimes

Comme pour l'estimation du nombre total de champs, nous allons nous ap-
puyer sur les estimateurs de Horvitz-Thompson. Nous allons tenter de les
introduire heuristiquement de fagon naturelle. Auparavant, nous donnons
quelques notations sur les réserves par classe de taille.
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Définition 3.3.1. Pour tout I de m, on note Ry (respectivement ry) le mon-
tant de réserves des champs de I’échantillon X (respectivement Y) contenues
dans lintervalle I :

R; = Z exp(X) et rp= Z exp(Y).

XeXnI YevynI

Considérons une classe de taille I sur laquelle la probabilité d’inclusion w
est constante. Dans notre cas, nous remplacerons w par son estimateur @.
Le tirage au sein de cette classe est donc un tirage a probabilités égales
d’inclusion wy et, conditionnellement & X, la moyenne des tailles du tirage
est un estimateur sans biais de la moyenne des tailles de la population parente
sur lintervalle I : ry/n; ~ R;/Ny. Ainsi,

Ni I

R[ >~ — Xrr = —.
nr pr

Ceci légitime ’emploi des estimateurs, pour tout I de m

~ rr ~ ~
R, =L =5 .
I o et Rpygr Ry (3 32)
Iem

comme estimateurs des réserves ultimes par classe de taille ainsi que de
réserves ultimes globales.

L’estimateur @ du biais dans le tirage étant lui méme difficile & appréhen-
der d’un point de vue théorique, nous ne sommes pas en mesure de four-
nir une étude théorique de la qualité de nos estimateurs de type Horvitz-
Thompson (]/\\f I, N [T) Ou encore (ﬁ[, EHT) Nous donnons cependant main-
tenant quelques pistes.

3.3.4 Commentaires sur la qualité d’estimation a la Horvitz-
Thompson

Hormis 'article original [40], la littérature concernant les propriétés asymp-
totiques des estimateurs de Horvitz-Thompson est extrémement dense : voir
par exemple Hanif [38] pour de nombreuses références, Cordy [23] pour une
approche un peu plus générale qui s’inscrit bien dans les modéles de superpo-
pulation ou encore Dol et al. [29] pour une interprétation algébrique récente,
simple et originale. La presque totalité de cette littérature concerne des mo-
déles assimilables & des modéles de sondage ou de superpopulation présuppo-
sant que les probabilités d’inclusion sont soit connues, soit estimables grace
a des techniques de type Rosén [74] et [75] que nous avons déja évoquées
au chapitre 2°. C’est le cas notamment dans Bickel et al. [13]. La majo-
rité de ces articles montrent que les estimateurs de Horvitz-Thompson, ou

iéme

SRappelons qu'’il s’agit de techniques d’estimation des probabilités d’inclusion au n
tirage connaissant les probabilités d’inclusion au premier tirage.
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assimilés Horvitz-Thompson lorsque les probabilités d’inclusion sont seule-
ment estimées, sont consistants et asymptotiquement normaux sous des hy-
pothéses “raisonnables” du type de celles présentées dans la remarque (2)
de la Proposition 3.2.3. Essentiellement, on réclame que pour une classe de
taille I € m fixée, la fréequence d’observation p; = ny/Ny tende vers une
limite finie lorsque n; et N; tendent vers I'infini. On pourra se reporter aux
articles cités ci-dessus pour plus de précisions concernant chacun des cas
particuliers évoqués, sachant que les techniques utilisées sont toutes dans la
veine de celles crées par Rosén [74] et [75]. Pour notre part, nous utilisons
simulation et méthodes de Monte-Carlo dans le chapitre 5 pour quantifier la
qualité d’approximation de nos estimateurs de type Horvitz-Thompson.

Jusqu’alors, nous avons calculé les estimateurs du maximum de vraisem-
blance de a et de w ainsi que des estimateurs du nombre total de champs
et des réserves ultimes compte tenu du fait que la dimension de notre mo-
déle était fixée. Maintenant, comment choisir “le meilleur modéle possible®”,
autrement dit, le modéle dans lequel notre estimateur sera le plus proche pos-
sible de la vraie densité? C’est I'objectif des procédures dites de “sélection

de modéles”.

6Au travers de sa dimension, c’est-a-dire le cardinal de la partition



Chapitre 4

Sélection de modéles

Nous nous intéressons dans ce chapitre a ’estimation d’une densité f par
sélection de modéles exponentiels de polyndmes par morceaux de degré 1
comme ceux décrits & la fin du chapitre 2. Dans le chapitre 3 nous mon-
trons comment estimer les parameétres du modéle associés & une partition
fixée de l'intervalle d’étude. Notre but dans ce chapitre est de sélectionner
la meilleure partition possible, ou le meilleur modéle possible selon la termi-

nologie usuelle, au sens d’un certain critére statistique.

Notre travail vise a adapter a notre cas particulier le Théoréme 2.3.2 de
sélection de modéles par maximum de vraisemblance pénalisé de Castellan
[20] sur les modéles exponentiels de polynémes par morceaux généraux. Mais
notre modéle n’en satisfait pas les hypothéses. En effet, celui-ci s’interpréte
bien aussi en termes de polynémes par morceaux, mais les coefficients de ces
polynomes sont liés par des contraintes, ce que n’inclut pas le résultat de
Castellan.

Nous allons montrer que sous certaines hypothéses — essentiellement que le
nombre de morceaux maximal des partitions considérées soit en O (\/ﬁ /log? n)
ou n est le nombre d’observations, mais d’autres plus techniques comme le
fait que la densité f soit définie sur un compact ol elle est minorée par une
constante strictement positive! — le risque de Kullback de I’estimateur choisi
par l'algorithme de sélection de modeéles est dominé par le risque (Hellinger)
de “I’oracle”. Ce dernier est défini comme ’estimateur du maximum de vrai-
semblance (associé & un modele) tel que son risque soit le plus petit possible
au sein de la collection de modéles parmi lesquels se fait la sélection. Cet
oracle dépend donc de la densité inconnue et il est donc lui-méme inconnu,
en particulier, ce n’est évidemment pas un estimateur.

!En pratique, nous nous affranchirons de ces hypothéses en travaillant consitionnelle-
ment aux données et en supposant donc que la densité & estimer est nulle en dehors de
Pintervalle défini par celles-ci et minorée a l'intérieur, ce qui n’est pas restrictif lorsque
I’on travaille & I'estimation d’une densité par maximum de vraisemblance.

115
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Plus précisément, si Uon note yn(fm) = Po(—log fm) la log-vraisemblance
de P'estimateur fm sur le modeéle défini au moyen d’une partition m d’une
collection M, nous allons donner la forme de la fonction de pénalité pen,, (m)
(qui dépend de la collection M, voir 4.4.1) pour que la minimisation du
critére crity, (m) = Y (fm) + peny (m) fournisse un modeéle 7 tel que f, ait
la propriété voulue, sur un ensemble de grande probabilité. Nous donnons
alors une borne de risque associée & cet estimateur qui permet d’en évaluer
les performances de fagon non asymptotique.

Nous commengons ce chapitre en construisant un paramétrage de notre mo-
deéle adapté aux techniques que nous souhaitons mettre en ceuvre. Nous intro-
duisons ensuite la notion de risque d’un estimateur au moyen de laquelle nous
allons évaluer les performances de notre méthode de sélection de modéles.
La troisiéme section de ce chapitre est consacrée a la description heuristique
du protocole de sélection de modéles par maximum de vraisemblance pé-
nalisé. Nous énongons et démontrons ensuite notre résultat principal puis
commentons le choix de la fonction de pénalité en fonction de la richesse de
la collection au sein de laquelle se pratique la sélection de modeéles. Nous
terminons ce chapitre par une section annexe contenant quelques Lemmes
techniques nécessaires a la preuve du Théoréme 4.4.1.

Dans tout ce chapitre, la densité f & estimer est supposée définie sur [0;1]
et 'on se donne un échantillon i.i.d. Y = {Y7, ..., Y,,} de variables aléatoires
de densité f. En pratique, ces observations sont les log-tailles des champs
d’un systéme pétrolier.

4.1 Définition d’un modéle

Dans toute cette section, on suppose donnée une partition m = {I1, ..., I}
de lintervalle [0;1].

4.1.1 Construction d’une base adaptée

Conformément aux développements des chapitres 2 et 3, nous allons travailler
sur des modeéles exponentiels de polyndémes par morceaux de degré 1 sur
[0;1]. De plus, ces polynomes sont tels que leurs coefficients de degré 1
sont tous égaux, et nous pourrons étre amenés & imposer une contrainte de
monotonie sur les termes de degré 0.

Nous commencgons ce chapitre en définissant un premier paramétrage adapté
a notre probléme.

Définition 4.1.1. Soit RL [X] I’espace des polynémes de degré 1 par mor-
ceaur basés sur m. L’espace Rl [X] est un sous-espace de 1.2([0;1], ) muni
du produit scalaire

1
<3|t>:/ st dy.
0
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Pour tout I € m on pose

0 _ I

3
| |
[\
55

(Id-m(7))1;,

“G
~
|
—
~

7)3/2

=

ot m(I) désigne le milieu du segment I, de sorte que {(,09, (’D}}IEm est une
base orthonormée de RL, [X].

De plus on pose

1 Id m Iu 3/2
Zp, Iem Z,u Iezm
Iem Iem

de sorte que la famille B, = {(Lp?)[em, Lpl} est orthonormée pour < -|- >.

Enfin, on définit l'espace vectoriel E,, engendré par B,, des polyndémes de
degré 1 par morceauz basés sur m dont tous les termes de degré 1 ont méme

coefficient : E,, = Vect(Bp,).

Remarque : notons que ’espace E,, est de dimension |m| + 1.

Nous sommes maintenant en mesure de construire un modéle exponentiel de
polynomes par morceaux compatible avec notre problématique au moyen du
paramétrage défini ci-dessus.

Définition 4.1.2. Soit &, le modéle exponentiel défini par
1
Em = {h EIL,l([O;l],u)/h >0, logh € E,,, / hdp = 1}.
0

Le modeéle &,, est donc construit comme un espace de fonctions définies a
partir d’'un paramétrage représenté par un espace vectoriel de dimension
|m| + 1. On impose de plus la contrainte que ces fonctions sont des densités
de probabilité. Il semble alors intuitif que le “bon” paramétrage sous-jacent
au modele &, soit un espace vectoriel de parameétres de dimension |m| et
non |m| + 1. C’est-a-dire que &, est un espace défini par |m| paramétres.

L’objectif des parties suivantes est de construire ce bon paramétrage. L’es-
pace &, sera identifié comme hyperplan de E,,, ou de R™ x R selon que
I’on interpréte les éléments de &, comme images d’éléments de ’espace sous-
jacent E,, ou de lespace Rl x R des coordonnées des éléments de E,,.
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4.1.2 Identifications des espaces de paramétres

Un vecteur de E,, est repéré par ses coordonnées dans R™ x R. Dans toute
la suite, nous regarderons 1’espace R x R comme un espace euclidien muni
de son produit scalaire canonique noté (|- ).

Pour a € R™ x R, nous écrirons indifféeremment

a ((a)rem,a') avec (a9)rem € R™ et o' € R,

{a = (a®a') avec a® € R™ et a' € R, ou

Ainsi,
(a|b) Z a9} + o'
Iem

Dans toute la suite de ce chapitre, nous aurons besoin d’identifier canoni-
quement les polyndémes de F,, aux vecteurs de leurs coordonnées dans une
base quelconque de R™ x R (et notamment B,,). La définition suivante
d’un isomorphisme canonique entre R™ x R et E,, permet de s’affranchir
de notations lourdes pour la suite.

Définition 4.1.3. Soit B, = {(ﬁ?)[em,ﬁl} une base quelconque de E,,
On définit Uapplication linéaire |- | Bm] par

[[18m] @ R™ xR — E,
a +— la|Bm]= Zafﬁl‘f‘alﬁl

Iem

Remarque : en particulier, pour a € R x R on a
[a] Bm] = ) aj¢} +a'e!
Iem

donc

1
/0 o Bl dp = 3 a8+t = Jall3.

Iem

Franchissons une petite étape supplémentaire en définissant cette fois une
application surjective entre R™ x R et &,, directement.

Définition 4.1.4. Soit t la fonction définie par

t : R|m|XR — Em
a — exp([a|Bn] —(a))
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ol
v : RM xR — R

1
a —» log/ exp([a| Bn)) du.
0

On note Vi le gradient de . Il s’écrit

vy : RmM xR — RM xR
a — By (Bm) = (Bia) (@D 1em, Eia) (1))

= ((/01 it(a) du) I /01 ¢'t(a) du) :

Remarque : 'application ¢ est non injective.

Gréce a ces quelques outils, nous allons construire le bon paramétrage de &,
par un sous-espace de R™ x R au moyen de son image par [ - | Bp,).
4.1.3 Paramétrage final du modéle

Il est clair que ’application ¢ est surjective. Intuitivement, si 'on quotiente
R™ x R par la relation d’équivalence selon laquelle a est équivalent a b si
t(a) = t(b) alors t sera bijective sur I'espace quotient et cet espace sera le bon
espace de paramétres de &y,. Il suffit donc de trouver a quelles conditions sur
a et bon at(a) =t(b).

Définition 4.1.5. Soit u le vecteur unitaire de RI™ x R défini par

w= (VAT o i (B 0)

On pose alors Gm:uL:{aeRm x R ZG?VN(I):O}'

Iem

Nous allons montrer que Gy, est le bon espace de paramétres dans RI™ x R,
Il nous faut donc montrer que ¢ restreinte & G, est une bijection.

Proposition 4.1.6. La restriction t|, det a G, définit une bijection entre
G et .

Preuve : e Montrons d’abord que ¢|, ~est injective :

Soient a et b dans G tels que t(a) = t(b), en passant au log on a

[a| Bm] = (a) = [b] Bm] —1(b)
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donc, appliquant la propriété (i) du Lemme 4.6.1 on obtient
[a—4(a)u|Bn] = [b—1(b)u|Bn].
Mais, By, est une base de F,, donc

a—pla)u = b—1pb)u,

soit encore
b—a = ($(b) - p(a))u. (4.1)

Puis, comme a et b sont dans G,, = u" on a

(b—alu) = () —p()|ul; = () —p(a) = 0.

Ainsi, 1(b) = ¢(a), puis en injectant dans (4.1) on obtient a =b et ¢, est
injective.

e Montrons maintenant que t|, est surjective.
m

Soit t € &y, on veut montrer qu’il existe a € Gy, tel que ¢t = t(a). Soit alors
t € &y, Par définition de &y, il existe b € R™ x R tel que

t = t(b) = exp([b]|Bn))

et en particulier, 1(b) = 0.

Soit alors a la projection orthogonale de b sur G,,,. Comme u est un vecteur
unitaire on a

a=b—(b|lu)u

Utilisant les propriétés du Lemme 4.6.1, il vient

logt(a) = [a|Bm]—1(a)
= [b—(blu)u|Bm] = (b —(b|u)u)
= [b]Bm] = (b]u) [u|Bn] = () + (0] u)
= [b|Bm] = (bu) + (b]u)
= [b]Bm]
= logt(b)
d’ou la surjectivité de ¢, . &

On en déduit alors que le bon sous-espace de polynémes de F,, de dimension
|m| sous-jacent & &, est caractérisé par la définition qui suit :
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Définition 4.1.7. Soit S,, le sous-espace de E,, défini par
Sm={la|Bnl]/a€Gp}.

Remarque : par définition, .S, est aussi I'orthogonal a la fonction constante
égale 3 1 dans L2 :

1
Sm:]IJ':{SEEm/<S|]I >:/ sd,u:()}.
0

Il en résulte alors que

1
Sm:{heﬂ}([o;l],u)/h>0, loghESm,/ hduzl} (4.2)
0

avec Sy, est de dimension |m|. Par abus de langage, nous dirons aussi que le
modele &, est de dimension |m| (en tout état de cause, il s’agit d’une variété
de dimension |m|).

Remarque : la nécessité de se restreindre au sous-espace G, de RI™l x R
pour la définition d’un paramétrage bijectif de &,, est le pendant de la
contrainte max{wr,I € m} = 1 que 'on impose dans les hypothéses (Hc)
et (Hnc) présentées dans la section 2.3.3. Sans cette derniére contrainte, le
modéle n’est pas identifiable car w ne peut alors étre définie qu’a constante
multiplicative prés, tout comme un élément de &£,, n’est défini qu’a transla-
tion par w prés par son paramétrage dans R™ x R. Imposer a la classe de
fonctions de poids w le fait que max{wyr,I € m} = 1 est ainsi équivalent a
imposer de paramétrer les éléments de &, par les éléments de G,,.

Conformément & I’hypothése (Hc) que nous avons utilisée aux chapitres 2
et 3 nous devons aussi définir, pour toute partition m de [0;1], un modele
exponentiel de polyndmes par morceaux de degré 1 dont tous les termes
de degré 1 sont égaux et dont les termes de degré 0 sont croissants. Nous
procédons alors par analogie avec ce qui a été vu ci-dessus.

Définition 4.1.8. On note G, Uintersection de demi-sous-espaces fermés
de G, définie par

_ 2VBm(f)at <

0
Gm=1_a€cGpn il < e
© /\/M(Il) ZM([)?,

Iem

0
a’|m| _ 2\/§m(I|m|)a1

<
Vedm) IS wry?

Iem
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ot m(I) désigne le miliew du segment I.

On construit alors, pour tout i =1, ..., |m| — 1, le vecteur u; de R™ xR :
1 -1 2 I;) —m(I;
iy = ((0, oy 0, : L0, .., 0) : V3(m(l:) — m( ”1))>,
Vi) (L) 3 u(@?
Iem

de sorte que

Gm = {aEGm/Vizla i) |m|_17 (a’|uz)§0}

On note alors

S = {[a|Bm]/a e c':m}
et Em le sous-ensemble convexe et fermé de &, défini par é"m = t(Gm)

Les sous-ensembles convexes et fermés G,, et S, de G,, et S, sont des
variétés de dimension |m|. La dimension de &, est donc elle aussi |m/|, comme
celle de &,.

Nos modeéles étant maintenant clairement définis et paramétrés pour toute
partition m de l'intervalle [0; 1], il nous faut nous munir de moyens d’évaluer
la qualité d’approximation de la densité f au moyen de chacun de ces modéles
en vue de pouvoir sélectionner ensuite le “meilleur”.

4.2 Distance de Kullback et log-vraisemblance

Nous cherchons & mesurer I’écart entre la vraie densité inconnue f et son
estimateur du maximum de vraisemblance f . Dans cette section, nous allons
définir les notions de distances de Kullback et de Hellinger entre densités
de probabilité ainsi que les fonctions de risques associées. Nous montrerons
comment la premiére intervient de facon naturelle dans I’évaluation du risque
de I'estimateur du maximum de vraisemblance d’une densité inconnue.

4.2.1 Distances entre densités de probabilités

La distance (ou quantité d’information) de Kullback-Leibler est un outil
classique de la théorie de l'information. Son intérét est tout aussi important
dans la théorie de ’estimation par maximum de vraisemblance, comme nous
allons le voir.

Définition 4.2.1. Soient P et QQ deux mesures de densités respectives p et q
définies sur R contre une mesure p. On appelle distance de Kullback-Leibler,
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ou de fagon plus rapide, distance de Kullback la quantité (non symétrique)

1
/ plogi2 dp  si P est dominée par @)
K(p.q)=14Jo q

+o00 sinon.

Considérons que la densité g représente une certaine information (en 'oc-
currence, la “forme” d’une distribution). La mesure P dominée par @ est
susceptible présenter des analogies de comportement vis-a-vis de @ (elle doit
notamment ne pas charger les ensembles de g du-mesure nulle). On peut in-
terpréter ces analogies comme une quantité d’information que p “détient” sur
q. La quantité K (p,q) représente alors un défaut d’information de p vis-a-vis
de q. En effet, et a titre d’illustration, si K(p,q) = 0 alors p = ¢ presque
partout et p détient la totalité de 'information contenue dans g. On peut
alors dire qu’il n’y a aucun défaut d’information. A linverse, si p n’est pas
dominée par ¢ alors p ne posséde aucune information sur g et leur distance
de Kullback est ainsi infinie.

Nous utiliserons aussi dans la suite la distance de Hellinger qui présente
de fortes analogies de comportement avec la distance de Kullback lorsque
log(p/q) n’est pas trop grand (voir Birge [14]).

Définition 4.2.2. Soient p et q deux densités de probabilités définies contre
la mesure p. On définit la carré de la distance de Hellinger h? par

1
B =5 [ W= VD) d

Un intérét de la distance de Hellinger est qu’a l'inverse de la distance de
Kullback, elle est bornée par 1. Par ailleurs, nous utiliserons le fait que (cf.
Birge [14])

2h2(p,q) < K(p,q). (4.3)

Les distances entre densités de probabilité permettent d’évaluer la proximité
entre deux distributions. Plus généralement, nous verrons que la distance
de Kullback permet aussi de mesurer la proximité entre une distribution
et une classe, ou modele, de distributions. Ainsi, si plusieurs estimateurs
appartenant a plusieurs modeéles sont en compétition, la distance de Kullback
fournit alors un critére permettant d’arbitrer entre les modeéles concurrents.

Classiquement, on parle du risque d’un estimateur comme 1’espérance de sa
distance & la densité inconnue. On distingue donc risque Kullback et risque
Hellinger.

Etablissons maintenant le lien entre la distance de Kullback et la procédure
d’estimation par maximum de vraisemblance.
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4.2.2 Lien avec la log-vraisemblance

Fixons nous une partition m et soit alors &, (ou respectivement &) le
modéle exponentiel associé.

Définition 4.2.3. La log-vraisemblance d’une densité t est donnée par
1 n
M(t) = Pa(=logt) = —— Z;logt(Yi)-
i

On définit de plus le critére empirique ky par
kn(fit) = ynlt) —¥a(f)-

L’estimateur du maximum de vraisemblance de f est donc la densite f qui
minimise la log-vraisemblance. Elle minimise donc aussi la quantité k, (f,t)
pour ¢ variant dans &,,, puisque v,(f) est fixée. Comme pour la distance
de Kullback, ce critére empirique s’interpréte comme une mesure du défaut
“d’information empirique” (inconnu puisque f est inconnue) que f présente
vis-a-vis de f. L’estimation par maximum de vraisemblance vise donc & mi-
nimiser ce défaut d’information empirique.

Par ailleurs, pour une densité ¢ fixée on a

1
Ef (1 (t)) = — / log(t)f dj

donc
K(f,t) =Ef(vn(t) — m(f)) = Ef (kn(f, 1))

La Proposition 4.6.7 montre qu'il existe une unique densité f,, inconnue qui
minimise K (f,t) lorsque ¢ varie dans &,,. On I'appelle projection Kullback
de f sur &, et représente I'élément de £, qui contient le plus d’information
sur f. Le terme de projection est ici parfaitement adapté puisque Csiszar
[26] a montré que lorsque deux densités p et ¢ sont peu éloignées, la quantité
K (p, q) posséde les mémes propriétés que le carré d'une distance euclidienne.

Remarque : 'ensemble des descriptions faites ci-dessus restent valables si
I’on remplace &,, par &,. On peut donc définir de fagon analogue la projec-

tion Kullback fm et ’estimateur du maximum de vraisemblance f de f sur
Em-

4.3 Heuristique de la sélection de modéles

Dans toute la suite, et implicitement, lorsque le modeéle de référence est le
modele contraint par (Hc), toutes les définitions ci-dessus et & venir devien-
nent relatives & (Hc), c’est-a-dire qu’elles se munissent d’un point “ -” dans les
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notations. Pour éviter les lourdeurs, dans la suite et sauf mention contraire
explicite, nous utilisons les notations relatives au modéle &,.

I1 est clair que la quantité inconnue K (f, fm) dépend, a n fixé, de f et de la
dimension |m| du modele &,,. Le but de la sélection de modéles est de choisir
Em, via sa dimension, de facon a minimiser le risque E¢ (K(f, fm)) pour un
ensemble fini M de partitions m de U'intervalle [0;1].

Le modele optimal (donc “I’estimateur” optimal) et en particulier sa dimen-
sion sont inconnus puisqu’ils dépendent de f.

Définition 4.3.1. Nous appelons oracle et notons f € En la densité opti-
male :

f = argmin{E;(K(f, fm)) /m € M}

Notre travail consiste donc a construire un critére empirique capable de “faire
aussi bien que l'oracle”, c’est-a-dire sélectionner la partition 7z en fonction
des observations, donc le modele £y,, de facon a ce que le risque Ef (K(f, fm))
de 'estimateur f soit majoré (& une constante prés) par le risque de l'oracle :

By (K(f f) = inf (B (K(f. fm))}.

4.3.1 Description

Pour construire le critére empirique envisagé ci-dessus, nous évaluons le
risque d’un estimateur du maximum de vraisemblance de f & m fixé.

En premier lieu, nous décomposons la distance de Kullback de f a fm en
faisant intervenir la projection Kullback f,, de f :

K(fafm) = Ef('}’n(fm)_')/n(f))
= IEf ('Yn(fm) - 'Yn(fm)) + IEf ('Yn(fm) - 'Yn(f))

1 1
— [ flogFudu— [ flogfudu+ K7, F).
0 0
Ensuite, nous utilisons la propriété de la Proposition 4.6.7, en notant que

log f, et log fm appartiennent a I’espace vectoriel S, sous-jacent au modéle
Em pour obtenir

A —_ 1 —_ —_ 1 —_ A
K(f, fm) = K(fafm)+/(] fmlngmdlj'_/O fm1og fm dp

et finalement

K(fafm) = K(fafm)+K(fmafm) (4'4)
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En prenant ensuite 'espérance sous f de cette égalité de type Pythagore on
obtient

~

]Ef(K(fafm)) = K(fafm)+Ef(K(fmafm))- (45)

Le risque Ef (K (f, fm)) de f,, sexprime donc comme la somme de deux
termes de nature différente.

Le premier terme du membre de droite K(f, f,n) de (4.5), non aléatoire et
inconnu, représente au choix :

— la distance de f au modéle &, ;

— le défaut d’information du modele &, par rapport & f;

— le biais dans I'estimation de f par des éléments du modéle &,,.

Le second terme du membre de droite Ef(K(fm,fm)) de (4.5) représente
I’espérance de la distance entre fm et fm & lintérieur du modeéle &,,. De
nouveau, ce terme peut s’interpréter comme :

— la qualité d’estimation de f,, par fm dans le modeéle &, ;

— un terme de variance dans ’estimation de f a l'intérieur du modéle &,,.

Nous souhaitons minimiser 1'expression (4.5), pour m appartenant a la fa-
mille finie de partitions M. Or il est clair que les deux termes varient en sens
inverses I'un de l'autre lorsque la dimension du modéle augmente.

En effet, plus la dimension du modéle est grande, et plus la quantité d’in-
formation sur f portée par le modéle est susceptible d’étre grande. Donc le
terme K (f, fm) décroit. Mais a l'inverse, en augmentant le nombre de de-
grés de liberté, on autorise une plus grande variabilité de fm a lintérieur du
modeéle &,,. Ainsi, le terme Ef(K(fm,fm)) a-t-il, pour sa part, tendance &
croitre.

Nous recherchons donc un critére statistique basé uniquement sur les obser-
vations qui fasse le meilleur compromis possible entre biais et variance pour
minimiser en m le risque Ef (K (f, fm)) Pour cela, continuons & décortiquer
ce terme...

Toujours par la propriété de la Proposition 4.6.7 on a

~ 1 1 — — — ~
Ef (K(f, f)) = /0 flog f dyu - /0 Fon 108 fon i + By (K (Fons fon))-

Le terme fol flog f dp étant constant, la minimisation de Ef (K (f, fim)) est
donc équivalente a celle de

1
Qm) = - / Fon 108 fn i+ By (K (fons f))- (4.6)
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Or, sous certaines hypothéses, la variable aléatoire K (f,, fm) se concentre
autour de la valeur |m|/2n. Ce phénomene (dans lequel les inégalités de
concentration de Talagrand [78] interviennent de fagon centrale) est a rap-
procher fondamentalement du phénomeéne de concentration du x? multino-
mial? autour de son espérance (égale & (|m| — 1)/n) décrit par Massart [58]
et Castellan [20] dans sa thése.

Ainsi, dans la quantité Q(m) donnée par (4.6), la dépendance en 'incon-
. . o 1 ; .
nue f intervient principalement dans le terme — fo fm log fm du puisque

Ef (K (fm, fm)) est de Pordre de |m|/2n, ce de facon relativement indépen-
dante de f.

Notre parti pris est alors d’estimer — fol fmlog fm dp de maniére naturelle
par — fol fim10g fm dp. Le terme Q(m) s’exprime donc de la fagon suivante :

1 ~ ~ — ~ ~ _
Qm) = — /0 Fon 108 fon bt + Ef (K (o fon) + K (Foms Fn)] +

1 R ~ 1 R R
[/ Fn 108 fom dps — By (/ fmlogfmdu>].
0 0

Or, le terme E¢ [K (f,, fm) + K (fms fm)] du membre de droite de cette équa-
tion est de ’ordre de |m|/n et le dernier terme est, par définition, d’espérance
nulle.

Heuristiquement, on obtient alors

m|
n

1 ~ ~
Q(m) ~ —/0 fonlog fondp + 170

On peut donc espérer que la partition 7 qui minimise le critére

[m| fy g ml

1 ~ ~
crit, (m) = —/0 fmlog fmdu+ — = yu(fm) +

n n

(4.7)

fournira un “bon” estimateur f = fm de f et ’on tombe ainsi sur le critére
d’Akaike [2], qui I’avait introduit dans un contexte plus général.

Le terme en |m|/n intervient donc pour compenser deux effets :
— la tendance décroissante avec |m| de v, (fm)
— la tendance croissante avec n de v, (fm)-

Il joue donc un role de pénalité vis-a-vis de ces monotonies. D’autres critéres
pénalisés comparables ont été introduits par divers auteurs comme Mallows
[55] dans le contexte de la régression ou voir Grasa [37] pour une revue de

(Pn(I) — P(I))

*Rappelons que x2(m) est défini par x; (m) = Z P(I)

Iem



128 CHAPITRE 4. SELECTION DE MODELES

diverses méthodes de sélection de modéles par pénalisation d’un contraste
utilisées en économétrie. Sur ce dernier théme, les critéres les plus connus
sont ceux de :

— Akaike encore avec pénalité en |m|/n;

— Schwarz avec pénalité en |m|logn/2n ;

— Hannan-Quinn avec pénalité en |m/|loglogn/n.

De fagon plus générale, nous considérerons un critére de séléction de modéles
du type

crity, (m) = 'Yn(fm) + peny (m) (4.8)

pour une fonction dite de pénalité pen, dont nous déterminerons la forme
adéquate par la suite. La procédure de minimisation du critére s’appelle
sélection de modéles par maximum de vraisemblance pénalisé.

Définition 4.3.2. Pour toute la suite, on se donne une famille finie M,, de
partitions de [0;1], qui peut dépendre du nombre d’observations n, et dont
nous préciserons au besoin certaines propriétés.

Pour tout m de M,, on note fm Uestimateur du mazrimum de vraisemblance
de f sur le modéle &,,. Soit m tel que m = argmin {crit,(m), m € M} ou
crit, (m) est défini par 4.8. On appelle estimateur du mazimum de vraisem-
blance pénalisé [’estimateur f défini par

~ ~

f=fun

De facon totalement analogue, on définit 'estimateur f du mazimum de
vraisemblance pénalisé sous les contraintes définies par 'hypothése (He) par

o

L’un des objectifs de notre travail est de montrer que la fonction de pénalité
a choisir peut étre prise comme étant la méme que 1’on soit sous 'hypothése
(Hc), sous I'hypothése (Hnc) ou encore sans aucune contrainte sur les coeffi-
cients des polyndémes, comme dans le cadre du Théoréme 2.3.2 de Castellan
[20].

4.3.2 Commentaire

Il est primordial de noter que, méme si f appartient & un modéle, le modéle
idéal d’estimation au sens de la minimisation du risque n’est pas nécessaire-
ment le “vrai” modéle auquel appartient f.

Supposons par exemple que la vraie densité f appartienne exactement & un
modele de grande dimension |m| et que le nombre d’observations n ne soit
pas trés grand devant |m|. Si le terme de biais & l'intérieur du vrai modéle
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de dimension |m| est évidemment nul, la variance, & U'inverse risque d’étre
extrémement grande compte tenu du nombre élevé de degrés de liberté dans
I'estimation. Un compromis efficace biais/variance sur un modéle de plus
petite dimension a toutes les chances d’étre plus intéressant en terme de
risque.

Nous passons maintenant a notre principal résultat concernant la sélection
de modéles exponentiels de polynémes par morceaux.

4.4 Théoréme principal

4.4.1 Familles de partitions ad hoc

Nous verrons dans la suite que la forme de la fonction de pénalité qui apparait
dans (4.8) et dans le Théoréeme 4.4.1 dépend largement de la “richesse” de la
collection de partitions M,, de [0; 1] parmi lesquelles nous devrons effectuer
la sélection de modéles. Nous sommes donc amenés & définir deux types de
classes de partitions.

(H1) : il existe un entier k tel que pour tout entier D <n

|[{m € My /|m| = D}| = O(D").

Autrement dit, le nombre de partitions ayant le méme nombre de morceaux
est polynomial. C’est le cas en particulier des partitions réguliéres, qui n’ont
qu’un seul modéle m par dimension D choisie. L’alternative est celle des
partitions irréguliéres.

Si de plus on note

=20,

alors on suppose qu'il existe une suite (6,)nen qui tend vers Uinfini et une
constante I' telles que Ty, > T'6,,/\/n.

(H2) : soit une partition réguliére m, de [0;1]. Pour un I quelconque
de my, on note Iy, = u(I) et lon suppose qu’il existe une suite (0, )nen et
une constante T" telles que T'y, > T'0,,/\/n.

On considére alors la famille M,, de toutes les partitions de [0;1] dont les
intervalles sont formés de réunions d’intervalles de my,.

Dans ce cas, le nombre de partitions ayant le méme nombre de morceaux est
exponentiel : le nombre de partitions & D morceaux de M,, est CBF Ty,

est nécessairement 'inverse d’un entier).

Remarque : il est une autre classe de partitions auxquelles nous aurions
pu nous intéresser. Il s’agit de la classe des blocs statistiquement équivalents
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(cf. [76] et [79]) ou les partitions sont construites de facon a ce que les in-
tervalles de [0;1] aient tous méme mesure empirique & 1/n prés. On peut
alors considérer ces partitions de facon réguliére ou irréguliére comme dans
les hypotheéses (H1) et (H2). Nous qualifions ces partitions d’homogénes en
fréquence d’observation par opposition a celles définies par (H1) et (H2) qui
sont, pour leur part, homogénes en mesure de Lebesgue. Il est aussi fréquent
d’employer le terme de blocs statistiquement équivalents.

Nous ne traiterons pas le cas de ces partitions d’un point de vue théorique,
car alors, les points sur lesquels se basent ces partitions sont aléatoires. Cet
aléa aurait bien-str tendance & compliquer de facon notable les résultats qui
suivent. Il peut cependant s’agir d’une piste de recherches futures.

4.4.2 Enoncé du Théoréme

Le Théoréme qui suit donne la forme de la pénalité & appliquer au protocole
de sélection de modéle décrit dans la section 4.3.1. Il montre en particulier
que la pénalité peut étre choisie de la méme forme que le modéle de réfé-
rence soit non contraint (hypothése (Hnc)) ou contraint & la monotonie des
coefficients de degré 0 (hypothese (Hc)).

Théoréme 4.4.1. Soit {Y1, ..., Y} un n-échantillon de variables aléatoires
i.i.d. a valeurs dans [0; 1] de densité f par rapport a la mesure . On suppose
que la famille de partitions My, satisfait (Hy) ou (Ha). Soit (Lm)mem,, une
suite de poids positifs. On pose

Seo= Y exp(—|m|Lpy). (4.9)
meMy,

Pour tout m de M, on note &, le modéle exponentiel de polyndmes par
morceauxr donné par la Définition 4.2.

On se donne enfin une suite p, de réels positifs qui tend vers 0 telle que

li{Il_l Onp2/logn = 0 et une constante X > 1/2. On choisit alors une fonc-
n—-+0oo

tion de pénalité pen,, telle que pour tout m de M, on a

2 m|

peny, (m) > A(1+ 2(1+1/>\)Lm) =

On suppose que f est positive et que log f € L>°([0;1], ).
Il eziste alors un événement €y, et deuz constantes explicites c et c telles
que lestimateur du maximum de vraisemblance pénalisé f dans Ey, (respec-

tivement f dans Ez ) donné par la Définition 4.3.2 vérifie

]E’(h2(faf)I[Qnm{f2pn}> < c¢ inf {QK(fafm)+penn(m)+

250 11
mEMn '

n
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De plus, pour tout a >0 on a

P(°Q,) = On™®).

Remarque (1) : dans I’énoncé du Théoréme ci-dessus, la constante ¢ ne
dépend que de A. De plus, on peut montrer que si A tend vers 1/2 alors ¢
tend vers l'infini. L’événement €2,, et la constante ¢’ dépendent de f et de la
constante .

Remarque (2) : les suites 6, = log*n et p, = 1/logn satisfont les hypo-
théses du Théoreme.

4.4.3 Commentaires

Le fait que la densité f doive étre minorée apparait comme une condition
essentiellement technique qui doit pouvoir étre relaxée en pratique. En par-
ticulier, s’affranchir de cette hypothése serait un pas intéressant pour per-
mettre de passer & ’estimation de densités non bornées, ce qui est notre cas
en pratique.

Notre énoncé parait peut-étre un peu moins fort que celui du Théoréme 2.3.2
de Castellan |20] en raison de la limitation du nombre de morceaux de la par-
tition qui doit étre en O (v/n/log?n) au lieu de O (n/log?n). Ceci est di
au fait que dans ce dernier cas ’estimation de la densité inconnue f se fait
intervalle par intervalle alors que nous devons introduire des dépendances
sur les coefficients & estimer entre tous les intervalles des partitions sur les-
quelles nous “testons” l’estimation. Ces dépendances s’interprétent comme
des contraintes sur les estimateurs, conformément & notre travail du chapitre
3. Ce sont ces dépendances “tout au long de U'intervalle [0; 1]” qui impliquent
de disposer de plus de données par intervalle pour obtenir que les estimateurs
sous contraintes vérifient les mémes inégalités que les estimateurs libres de
toute contrainte comme dans le cas traité par Castellan [20]. Notons enfin que
cette “restriction” n’a pas d’impact pratique puisque le controle du nombre
de morceaux de la partition ne se fait ici qu’a constante multiplicative pres.

Nous pensons qu’il doit-étre délicat de retourner & la seule hypothése sur la
dimension des modéles en O (n/ log? n) et de conserver la méme conclusion
dans le cas ol les contraintes sur les coefficients des polynémes du modéle
exponentiel impliquent des liaisons sur les coefficients de plusieurs intervalles
en méme temps — comme par exemple dans le cas des modeéles exponentiels
de splines ou les liaisons portent sur les coefficients de polynémes de degré
3 sur des intervalles deux-a-deux contigus.

Nous pensons en revanche que le résultat ci-dessus avec I’hypothése de type
@ (\/7_7, /log? n) devrait se généraliser & tout modéle exponentiel de polynome
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par morceau sous contraintes de type polyédre convexe fermé et probable-
ment méme sous contraintes convexes fermées générales. Un tel résultat en-
globerait en particuliers les modéles exponentiels de splines et, en dehors de
notre cadre de thése, fournirait un résultat intéressant sur la sélection de
tels modeles. La encore, nous sommes devant une piste de recherche pour
des travaux futurs.

4.4.4 Choix de la fonction de pénalité

Le Théoréme 4.4.1 fournit la forme de la fonction de pénalité, en fonction
d’une suite de poids dépendant des familles de modéles considérés, ce a
constante multiplicative prés.

Dans cette section, nous étudions d’abord l'influence des poids (Ly;)menm,
sur la fonction de pénalité puis nous nous intéressons & la constante mul-
tiplicative & affecter & la forme de la pénalité “générique” que nous aurons
alors choisie.

Choix des poids
Nous reprenons ici I'argumentaire de Castellan [20].

Celle-ci a montré que dans le cas (H1) des partitions réguliéres, ’application
de poids constants Ly, = L pour tout m € M, conduit & une fonction de
pénalité du type

m|

pen,(m) = A\—,
n

pour tout A > 1/2. Le cas A = 1 correspondant au critére d’Akaike.

Le choix de poids variables, comme L, = 1/ \/W semble cependant amé-
liorer le risque non-asymptotiquement, comme cela est démontré en ce qui
concerne les histogrammes. Castellan recommande 1'utilisation d’une péna-
lité du type

pml  \lmP

pen,(m) = ,

pour une constante A “raisonnable”.

Dans le cas des partitions irréguliéres, la complexité de la famille, i.e. le fait
qu’il existe un nombre exponentiel de modéles de méme dimension rend plus
difficile la convergence de la série servant a définir la constante %, cf. (4.9).
Afin de rendre 3, indépendante de n, un choix de poids constants® de ’ordre
de logn est nécessaire. Cela mene alors & une fonction de pénalité de la forme
suivante :

|m|logn

pen,(m) = \——=—,
n

3Constants par rapport a la dimension du modéle, mais non par rapport a n.
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pour un certain A positif.

De nouveau, il est recommandé un choix de poids variables conduisant & une
pénalité du type
ml, N

0

en,(m) = A—
peny (m) n
pour des congtantes A et X correctement calibrées. En pratique, nous choi-
sirons X' = ez, comme suggéré par le travail de Lebarbier [50].

La calibration de la constante A est un épineux probléme auquel 'heuristique
de pente que nous développons dans la suite semble apporter une réponse
adéquate.

Heuristique de pente

Le but de cette section est de fournir une méthode qui permet de déterminer
empiriquement la bonne constante par laquelle multiplier la fonction “généri-
que” de pénalité déterminée grace au théoreme 4.4.1. Nous commencons par
décrire cette heuristique, puis, la facon dont nous 'appliquons en pratique.
Il est & noter qu’une étude de simulation fournie dans Castellan [20] avait
conduit au calibrage de certaines constantes pour une classe assez variée de
densités. La méthode dite “de la pente” permet d’avoir une adaptation des
constantes & ’échantillon de données que l’on traite.

L’heuristique de pente et son utilisation pratique est décrite en détail dans
Lebarbier [50], nous ne donnons ici qu’un résumé sommaire et pratique de
la méthode.

Nous cherchons & comprendre comment bien pénaliser la log-vraisemblance

Yn(fm) afin de minimiser en m le risque inconnu Ef (K(f, fm))- On cherche

donc une fonction de pénalité pen, qui soit telle qu’en minimisant en m

le critére crit,(m) = ’yn(fm) + peny(m), on récupére une partition 7 telle

que Ef (K (f, fm)) soit du méme ordre (ou, plus précisément, controlé) par

le risque de 'oracle 12/1611 Ef (K(f, fm)) comme dans le Théoréme 4.4.1. Le
m n

probléme reste donc le choix de la constante que I'on fait intervenir devant
le terme de pénalité.

L’idée de I'heuristique de pente résulte du travail de Massart [59], qui I’a
formulée et validée dans le contexte gaussien. Une étude de simulation trés
compléte montrant son efficacité dans ce méme contexte a récemment vu le
jour (voir Lebarbier [50]). Nous renvoyons le lecteur a ces références pour
toute précision théorique ou algorithmique.

Cette heuristique repose sur les observations suivantes :

— pour un entier D fixé, appelons f p lestimateur du maximum de vraisem-
blance qui posséde la plus grand vraisemblance parmi tous les estimateurs
associés & des modeéles de dimension exactement D ;
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— la décroissance de 7y, ( f p) en fonction de D est approximativement linéaire ;

— l'opposé de la pente de la droite associée fournit une constante minimale
pour le fonctionnement du critére pénalisé;

— le double de cette derniére valeur fournit la constante optimale.

D’un point de vue pratique, il suffirait donc d’effectuer une régression au
sens des moindres carrés du nuage des couples (D, 7y, ( fAD))lg D<Duax . POUL
en estimer la pente. Le double de l'opposé de cette valeur estimée nous
fournirait alors la constante cherchée.

En pratique pourtant, ces considérations sont difficilement vérifiées. Nous
adoptons alors la méthodologie calibrée par Lebarbier [50], qui constate qu’en
associant & la suite des pentes de ’enveloppe convexe du nuage de points
(D,’Yn(fD))lgDSDmax la suite des dimensions associées dans le nuage, on
observe des sauts de dimension qui peuvent étre importants.

La pente minimale est alors celle qui conduit au plus grand écart de dimen-
sion® et la constante optimale est prise comme le double de cette derniére.
C’est celle que nous retenons en pratique pour les simulations et applications
du chapitre 5.

4.5 Démonstration du Théoréme

La preuve que nous donnons s’appuie fidélement sur celle du Théoréme 2.3.2
de Castellan [20]. Nous ne redémontrons que les points qui s’en écartent ou
que nous estimons fondamentaux pour la démarche de la preuve.

La principale différence entre la preuve de Castellan et la notre se situe au
niveau du controle de I’écart entre la projection Kullback et ’estimateur du
maximum de vraisemblance d’une densité sur un modéle. Dans la preuve
originale, ce controle pouvait se faire intervalle par intervalle. Dans notre
cas, l'égalité des termes de degré 1 sur l'ensemble des intervalles ne nous
permet pas autant de liberté. C’est pourquoi, nous le verrons dans le détail
de la preuve, I’ensemble sur lequel a lieu I'inégalité de contréle du risque du
Théoréme 4.4.1 est plus petit dans notre cas que dans celui de Castellan.
Il en posséde cependant les mémes caractéristiques, pourvu que le nombre
d’observations dans chaque intervalle soit suffisamment grand, et plus préci-
sément en O(y/n/log?n), contre O(n/log®n) dans son cas.

Passons maintenant & la démonstration du Théoréme. Nous utilisons les no-
tations relatives aux modeéles non contraints (sans les points “-”), 'ensemble
de la preuve développée ci-dessous s’adapte sans aucun changement au cas

“La valeur Dpax peut, a priori étre pris égal a n, mais les capacités de calcul machines
imposent des valeurs nettement plus faibles, moins de 15 dans notre cas, pour n =100 &
1000.

5Si plusieurs pentes réalisent ce critére, la plus forte valeur absolue de pente est retenue.
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contraint. Seuls les Lemmes techniques utiles en cours de preuve distinguent
clairement les deux les cas lorsque cela est nécessaire.

Soit m € Mp, M > 0 et fn, € En telle que [[log(f/fm)llec < M. Par la
définition 4.3.2 de f on a

'Yn(.f) + penn(m) < 'Yn(fm) + penn(m) < 'Yn(fm) + penn(m)'

Puis, par la définition 3.2.1 de 'opérateur de mesure empirique recentrée v,
(vn = P, — P), pour toute densité ¢ telle que fol flogtdu < +o00 on a

1
w(®) = K(f.0) = [ flog du— v, (0g),
On en déduit ainsi que
K(f,f) < K(f,fm) + vn(log f —10g f) + penn(m) — peny(in).  (4.10)
La preuve du Théoréme 4.4.1 réside essentiellement dans le controle du terme

vn(log f — log fr,) uniformément en m. Pour ce faire, nous le décomposons
en trois éléments que nous allons traiter séparément :

Up (log fi> = vy (log ;—m> + vy <log f7m> +vp (log fi> .

Nous cherchons d’abord a majorer v, (log ;m,> et vn (log %) uniformé-

ml

ment en m/. Pour cela, on pose
1 p 2
Vip,q) = / (log —) fdp, (4.11)
0 q
pour toutes fonctions p et ¢ telles que log Pe L2 (f du).
q

e Controle de v, (log fm: — log fm) :

En premier lieu, on a

Un (log jim' )

Ainsi, en posant

<log t —log fru
" Vf (ta fm’)

)‘VfZ(fm’afm’)

1
Tt = SUP{|Vn(g)|aQESm’ et/ ngduzl}
0



136 CHAPITRE 4. SELECTION DE MODELES

<log ﬁ:l )

Soit € €]0;1[ et (m)mem, une suite de poids positifs. On introduit 1’en-
semble

ou 'événement €2, [A] est donné par la définition 4.6.9.

on obtient

< Zm’vj?(fm’afm') (4-12)

4 2
Puis, si A est tel que A < c , on déduit du Lemme 4.6.12 que
oe + 32
PQ) < Y exp(—zm). (4.14)
mEMn

On obtient donc que sur ’événement €2q

m m/ 2%y PO
(10 jﬁm> T < (1+e>< e )VfQ(fmufmf)-

Utilisant maintenant le fait que pour tout 8 strictement positif et tout couple
(a,b) de réels on a

2

2ab < Ha? —l—%,

il résulte qu’il existe deux constantes (A1, A2) telles que

<log§m,> I, 4 < )\1( i \/2"1;’") + 2oV (fonrs Fonr)-

Si l'on écrit ensuite z], = |m'|L,, + o et si on utilise le fait que pour tout
0 strictement positif et tout couple (a,b) de réels on a

(a+b)? < (1+0)a*+ <1+$> b

on obtient finalement qu’il existe trois nouvelles constantes Ay > 1/2; Ay et
A3 telles que

o (122

Loy < M (14 V2 ) P V2 (e Fo) 222,
(4.15)
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ce qui nous donne le contrdle souhaité.

e Controle de v, (log f,,y — log f) :

Toujours suivant Castellan [20], on applique la Proposition 1.4.5 page 61 qui
nous montre qu’en posant

0 = Lo (1ogL2) < k(7 Fo) ~ 20205, Fo) +222 v € M, )
(4.16)
on a
P(°Qy) < Y exp(—zm) (4.17)
mEMn
et qu’alors sur cet ensemble,
r !
' . Ly,
v (log 2 ) < K, for) = 22, fo) + 22 0T0 ()
ce qui nous donne le second controéle voulu.
e Controle de v, (log f — log fin) :
Par l'inégalité de Bernstein (voir Pollard [70]) on a
2 M
P | |vn logi > V(S fm) 0L 250 < exp(—o)
fm n 3n
Posant alors
f 2!130 M:L‘U
Q3 = 1 < m 4.1
: { o (108 L) < vRG A2+ (4.19)
il vient
P(“Q3) < exp(—zp). (4.20)

Par ailleurs, sur 23, et de facon analogue & ci-dessus, on a que pour tout 6
strictement positif :

/ 2 M
)] = s
< OVE(f, ) + (; " %) 3,
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Puis appliquant le Lemme 4.6.3 il vient que
K(f, fm) = (=M)VF(f, fm)
ou & est définie par (4.23).

Le choix @ = ®(—M) nous donne alors que sur ’ensemble (23 il existe une
constante A (qui dépend de M) telle que

o (108 )| < K1) 222 (421)

m

d’ou le troisiéme et dernier contréle recherché.

e Conclusion :

Sur l’ensemble 3 NN Q3N Q,[A], en appliquant (4.18) et (4.15) am/ =m
on obtient qu’il existe deux constantes A; > 1/2, Ay et une constante Az qui
dépend de M telles que

K(f.f) < 2K(f, fm) + pen,(m) — peny, (1)
+ (Al (1 + \/m)2 + 2Lm> L X Vi (Fins )

n
(B Ta) = 2027 J)) + M

Par ailleurs, sur lensemble {f > pn} NQ,[A], le Lemme 4.6.11 nous donne

log Ji—m

m

< e

oo

On suppose donc & partir de maintenant que 'on se place sur I’ensemble
Q1 NQNQNQ[A] N {fm > pn}. Appliquant alors le Lemme 4.6.4 il vient

1 AA 2 B
K(fa fa) = (—)(1 ) / <1gjﬁ—m) f dp — 260 (—)h(f, )
donc
. L 2 L
Vi (fin fin) < mK(fmafm)‘f‘l_gEhZ(fm,fm)-

Il en résulte cette fois-ci qu’il existe quatre constantes A1, Ao, A3 et A4 telles
que

K(fif) < 2K(f, fu) +penn(m) + As=
<>\1 (1 + 2Lm>2 + 2Lm> M — peny, (1m)
n

+ K(f, fn) = Ml (f, f) + MK (frr fin)-

_l’_
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Nous pouvons ensuite écrire que

2
2 q 2 7

n n

< penn(m)

par définition de pen,,.

Il vient alors
K(f.) < 2K(f, f) + pena(m) + X =
+ K(f, fm) = X2 (f, i) + MK (s fin)-
On utilise ensuite I'identité de type Pythagore (4.4) pour déduire que ’'on a

Moh2(f, fn) + (1 = M) K (finy fin) < 2K(f,fm)+penn(m)+xg%

Par Dinégalite (4.3) et le fait que h2(f, fm) < 20%(f, i) + 20%(fn, fin), il
existe alors deux nouvelles constantes A; et Ao telles que sur ’événement
Ql N QQ N Qg on a

X T
>\1h2(fa fﬁ’b)]IQn[A}m{fman} < ZK(f, fm) + penn(m) + A?;O- (4-22)

Par ailleurs, les inégalités (4.14), (4.17) et (4.20) montrent que

P(Cgl Uy U CQg) < (2En + 1) exp(—xg).

On en conclut alors en intégrant (4.22) qu’il existe deux constantes ¢ et ¢’
(qui peuvent étre explicitées au fil de la démonstration) telles que

22n+1}

n

E(hZ(fa f)]IQn[A]m{prn}> < c{?K(f, fm) + peny,(m) +d

ce qui acheéve la preuve de la premiére partie du Théoréeme 4.4.1.

Pour la seconde partie, il suffit ensuite de prendre 2, = Q,[A], alors le fait
que pour tout @ > 0 on ait P(°Q,) = O(n~%) est assuré par le Lemme
4.6.10. )

4.6 Lemmes techniques

Cette section est dévolue aux preuves des Lemmes techniques qui intervien-
nent dans la démonstration du théoréme 4.4.1.
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4.6.1 Un Lemme de nature algébrique

Les propriétés qui suivent sont évidentes mais d’utilité fréquente dans le
chapitre 4 ainsi que pour la preuve de certains Lemmes nécessaires a la
démonstration du théoréme 4.4.1.

Lemme 4.6.1. On considére le vecteur u et les applications [ - | By,], t et ¢
respectivement introduits dans les définitions 4.1.5, 4.1.3 et 4.1.4.

Les propriétés suivantes sont vérifiées

(1) [ulBm]=T;

Preuve : (7)

uw|Bp] = DY = ILZH.
[u]| B I%%\/u()sol %\/u()m

1 1
bu) = log /0 exp((u| Bl du = log /0 exp(I)du = log(e) = 1.

tu) = exp([u|Bn] —9(w) = exp(l —1) = I.

1
Yla+ Au) = log/0 exp([a + A\u | Bp]) dp
(I

1
= log/ exp([a|Bp] + A1) du
0

= tog (e x [ explla] Bl )
— p() 2
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(v)

tla+ Au) = exp([a+ Au|Bn] —¥(a+ Au))
exp([a|Bm] + AL —¢(a) = A))
exp([a|Bm] —(a))
= t(a).

4.6.2 Un Lemme de nature géométrique

Le Lemme suivant, permet de déduire des propriétés d’orthogonalité d’élé-
ments d’un modeéle &, dans I.?([0;1], 1) & partir de propriétés d’orthogona-
lité de leurs paramétrages dans G,, C R™ x R.

Lemme 4.6.2. Soit E un espace vectoriel euclidien muni du produit scalaire
(+]-) et soit || - ||2 la norme associée. Soit C' un sous-ensemble conveze fermé
de E. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Pour tout x de E il existe un unique élément (noté px) de C, appelé
projection orthogonale de x sur C tel que

|z — pzllz = min |z — yl|2.
yeC

Si, de plus x € C alors px € 0C, o OC désigne la frontiére de C.
(ii) De plus, pz est caractérisé par le fait que pour tout y de C

(z —pz|y —pz) < 0.
(13i) L’application
p : E — C
T — px
est 1-lipschitzienne (i.e. elle réduit les distances).

(iv) Soit ¢ : E — R une application strictement conveze qui atteint son
minimum en un point T de E. Alors la restriction ¢, de ¢ a C admet un
UNIGUE MINIMUM T .

Remarque : il est clair que si C' est un sous-espace affine de E alors on peut
remplacer 'inégalité dans (i¢) par une égalité. Cette égalité définit méme la
projection d’un point sur un sous-espace affine.

Preuve : (i) Soit 7 > 0 tel que B(z,7)NC # @. La restriction a B(z,7)NC
de 'application
d : C — Rf
y — e -yl
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est continue sur un compact, elle admet donc un minimum. Par définition, d
est strictement convexe, ce minimum est donc unique. On le note pz. Il est
clair que si x € C alors pr = x et que si € C alors la distance de pz & C
est nulle par définition de pz, donc px est adhérent a C.

(¢¢) Tl s’agit de montrer que
(lz =pzlo < llz -yl Vy € C) & (<Kz—pz|ly—pz><0Vyel).

Nous supposons z ¢ C, sinon il n’y a rien & démontrer.

Montrons d’abord le sens (<) :

(z—pz|ly—pr) < 0
= (z—prlz-pr) < (z-pz|lz—yY)
= o — pz|3 <z —pzl2llz -yl
= |z — pzll2 < lz =yl

Pour le sens (=), il s’agit de voir que sous ’hypothése que pz réalise le mini-
mum de la fonction d de distance de x & C définie ci-dessus, alors 'hyperplan
affine IT d’équation {y € E / (x — px |y — px) = 0} est un hyperplan d’appui
de C.

Pour cela, montrons qu’il ne contient aucun point intérieur a C.

Si tel était le cas, alors il existerait une boule ouverte autour d’un point de
I[INC incluse dans C. Puisque ce point appartiendrait & II, cette boule traver-
serait II. En particulier, il existerait y dans C tel que (z — px |y — pz) > 0.
Par suite, comme C est convexe, le segment |y ;pz[ serait inclus dans C et
tel que pour tout z de |y ;pz[ on ait (z — pz |z — px) > 0.

Ensuite, comme II est perpendiculaire au segment [z ; pz] en le point pz, II
est tangent & B(z, ||z —pz|]2) en pz. De plus, cette boule fermée est située du
“cot€” du demi-espace {z / (z — pz |z — pz) > 0} de II puisqu’en particulier,
pour z = z, (z — px |2 — px) = ||z — pz||3 > 0. Donc, comme le segment
ly;pz[ est du méme coté de I et non tangent a B(z, |z — pz||2), puisque
non inclus dans II, il traverse nécessairement B(z, ||z — pz|]2) en pz et un
un autre point §. Comme B(z, ||z — pz||2) est convexe, on en déduit que
le segment | ¢ ;pz| est inclus dans l'intérieur de C ainsi que dans la boule
ouverte B(z, ||z — pz||2). En particulier, le point § = (g + pz)/2 est dans C'
ainsi que dans B(z, ||z —pz|2), donc ||z —y||2 < ||z —pz||2. Or, cette derniére
inégalité est impossible car, par hypothése, pz réalise le minimum de d.

Ainsi, IT est un hyperplan d’appui de C, et comme (x — pz |z — pz) = ||z —
pz||3 > 0, on en déduit que pour tout y de C : (x — pz |y — px) < 0.

(#42) Nous voulons montrer que pour tout (z,y) de E? :

lpz — pyll < ||z —yl|.
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Comme pz et py sont dans C, par la propriété (i7) on a

(z —px|py —pz) < 0;
(y —pylpzr—py) < 0.

En sommant ces deux inégalités on obtient :

(x—pr4+py—ylpy—pr) < 0
= lpy — pz||3 < (z—ylpz—py)
= lpy — p|l2 < z—yl

grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz si px # py, ce dernier cas ne présentant
pas d’intérét.

(¢v) De nouveau, nous supposons que Z ¢ C. Comme ¢ est convexe et admet
un unique minimum, elle est propre. C’est-a-dire que

d(z) = +o0.

l|z[|—=+o00

Le lecteur peut s’en convaincre en voyant que les taux d’accroissements de
¢ sont strictement croissants dans toutes les directions en s’éloignant de z.
Pour une preuve détaillée, voir Rockafellar [73].

En conséquence, 'image réciproque d’un compact est compacte. Donc, pour
A > ¢(Z), 'ensemble

By = ¢ (¢(@),N)) = {z € E/d(z) < dlz) <A}

est compact. Mais comme ¢(Z) = min{¢(z), x € E} on a aussi E) = {z €
E / ¢(x) < A}. Or, cet ensemble est convexe car pour (z,y) € E3 et t € [0,1],
comme ¢ est convexe on a

Ptz + (1 =t)y) < tdx) + (1 -H)dly) < A+ (1-HA = A

Donc FE), est un ensemble compact convexe. Posons maintenant C'y = E\NC.
C)\ est compact convexe comme intersection de deux compacts convexes. De
plus, on a

Or = {ee€C/d@) <A} = {x€C/ () <AL

Donc ¢, qui est continue sur le compact C (en tant que fonction convexe,
elle est continue sur U'intérieur de son domaine), y admet un minimum en un
point Z. Par stricte convexité de ¢, ce minimum est unique : si y € C)
est tel que ¢, (y) = @, (Tc) alors pour tout z € Jy,Zo[ C Cy on aurait
¢ (2) < ¢, (Tc), ce qui est impossible. Le point Z¢ est donc minimum global
unique de ¢, puisque pour tout € C'\Cy on a ¢, () > A > ¢/, (Tc). &
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4.6.3 Deux Lemmes techniques sur la distance de Kullback

On peut trouver les démonstrations des deux Lemmes qui suivent dans Cas-
tellan [20] page 115. Tout deux sont utiles soit pour la démonstration du
théoréme 4.4.1, soit d’autres lemmes qui lui sont préparatoires.

Lemme 4.6.3. Soient p et q deux densités par rapport a la mesure i alors

on a " 9
) [+
9l 0 q

K(p,q) > <I><—

et pour tout c € R

P 1 p 2
K(p,q) < @(log——c )/p(log——c) dp
q 00 0 q
ot @ est la fonction définie pour tout x € R par
e*—1—=x
) = —. 4.23
@) = = (123)

Lemme 4.6.4. Soient p, q et s trois densités par rapport a la mesure L
telles qu’il existe n > 0 tel que

logBH <,

o0

alors pour tout @ > 0 on a

1 2
Kipa) = 0(-0) (1-00v2) [ s (1062 ) = o) 3 Va2 (5.0
0
ot @ est la fonction définie par (4.23) et h est la distance de Hellinger donnée
par la définition 4.2.2.
4.6.4 Caractérisation de PEMYV et de la projection Kullback
Définition 4.6.5. Soit § € R™ x R, on pose

Fs . R™M xR — R
a +— 1P(a) —(ald)

ol Y est donnée par la définition 4.1.4.
On définit de plus deuz valeurs particuli¢res § et §ded :

1 1
5=Ef(Bm)=((/0 w?f@)le /0 wlfdu>

§ = Pu(B) = ((%Zw?(%)) ,%Zwl(m>,
=1 Iem i=1

ot By, est la base donnée par la définition 4.1.1.
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Le Lemme suivant montre donne les conditions d’existence d’un minimum
de la fonction Fj et localise ce minimum.

Lemme 4.6.6. La fonction Fs est conveze sur R™ xR et strictement conveze
sur Gy, (respectivement sur Gm) (cf. définitions 4.1.5). Elle admet un unique

minimum o sur Gp, (respectivement & sur Gom, cf. définitions 4.1.8) si et

seulement si pour tout ¢ € G, on a

(c]d) <ll[¢]Bmlllo - (4.24)

Su tel est le cas il existe alors un unique A € R (respectivement AeER et
(A1, ooy Ajmp—1) € RI™=1) tel que

1
69 = / OVt(a) dp + M/ p(I)  pour tout I € m
0
1
g* =/ ¢'t(a) dp,
0

ou, de facon équivalente,

6 = Ey(a) (Bm) + Au, (4.25)
(respectivement
. |m|_1 .
§ = Bya)(Bm) + Au+ Y Aitiy), (4.26)
=1

ot u est le vecteur unitaire donné par la définition 4.1.5 (respectivement
(U;)1<i<|m|—1 sont les vecteurs donnés par la définition 4.1.8).

De plus, ces conditions caractérisent le minimum a (respectivement a).

Preuve : Nous commengons par la preuve du lemme sur G,.
Soit Hess, Fy la matrice hessienne de Fj5 en a et soit Y une variable aléatoire
de densité t(a). Les coefficients de Hess, Fs s’écrivent
0?F
09,0
dajoa

1 1 1
(@) = /0 t(a) du — /0 () dp /0 t(a) dy
— Cov(@)(¥),63(V))
et

0?Fj
3@? Oal

1 1 1
@ = [ et [ ey [ o) dy

= Cov(¢j(Y),¢'(Y)).



146 CHAPITRE 4. SELECTION DE MODELES

Donc, pour b € R™ x R,

' x HessqFy x b = Var (Z DI(Y) + blgol(Y)) = Var([b| Bm] (Y)).
Iem
Ainsi, Hess, Fj est positive donc Fs est convexe.

De plus, la forme quadratique Hess, Fs s’annule si et seulement si la variable
aléatoire [b| Bp,] (Y') est constante presque strement. Or, par la propriété (7)
du Lemme 4.6.1, [b| B,,] est constante si et seulement si b € Vect(u) = G;.

Il en résulte donc que Fj est strictement convexe sur Gy,.

La condition (4.24) s’obtient grace au théoréme 3.1 de [24] (voir [20] pour
une preuve détaillée).

Explicitons maintenant la caractérisation du minimum de Fj sous la contrainte
définie par Gp,.

Supposons la condition (4.24) remplie, F5 admet alors un minimum sur G,,.
Ce minimum est unique par stricte convexité. Soit LFs le lagrangien du
probléme d’optimisation :

LF; - <R|m| x R) xR — R
(@) — ¢la) = (a]d) +X(alu).
La condition du premier ordre s’écrit VLFs = 0 soit

( OLF; 1
SN = [ d@du=a 2/ = 0
I

1
$ BB = [ eads —5 =0
8@1 0
OLF.
o (@) = Y VudDa) =o.
\ Iem

ce qui est exactement le systéme recherché pour G,.

Pour adapter la preuve au cas contraint G,,, on commence par appliquer
l'alinéa (iv) du Lemme 4.6.2 & la fonction Fj et & ’ensemble convexe fermeé
G, qui montre 'existence et I'unicité du minimum a.

On applique ensuite le Théoréme de Kuhn et Tucker a ’optimisation de Fj
sous les contraintes d’inégalité données par la définition 4.1.8 :

Vi=1,..,|ml—1, (a]d;) <0 et (alu)=0.
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A Toptimum , il existe une unique suite de multiplicateurs (A, (A\j)1<i<|m|—1)
dans R x R™I~1 (nuls si et seulement si les contraintes sont insaturées) tels

qu’en le point (a, ()\, (Ai)i<i<im|-1)), le gradient du lagrangien

LgrFy : (R‘m‘ X R) X (RX R|m|—1) 5 R

(a, (A, (Ni)i<i<im|-1)) = (a) — (a]d)

im|-1

A (alu) + D Nilald)
i=1

s’annule.

De facon analogue au cas G, ci-dessus, 'annulation du gradient de LgrFs
a I’optimum conduit & I’équation voulue :

im| -1

0= ]Et(a)(Bm) + )\U + Z )\lul
i=1

&

La Proposition suivante est adaptée des Propositions 2.2.4 et 2.5.5. de Castel-
lan [20] qui caractérisent la projection Kullback et I’estimateur du maximum
de vraisemblance d’une densité f dans un modeéle exponentiel de polyndémes
par morceaux général.

Proposition 4.6.7. Soit f une densité sur ([0;1],u) telle que fol flog fdu

est finie. Il existe une unique densité f (respectivement f) de & (respec-
tivement En) qui minimise la distance de Kullback K(f,g) lorsque g varie
dans &, (respectivement En,). La densité f (respectivement f) est appelée
projection Kullback de f sur &y (respectivement Ep,).

De plus f est caractérisée par
I 1
/ sfdp = / sfdu (= Ef(s)) Vs € Sy.
0 0

On notera alors @ (respectivement a) ['unique vecteur de Gy, (respectivement
Gm) tel que f = t(a) (respectivement f = t(a)).

Par ailleurs, la méme Proposition est valable si [’on remplace la distance de
Kullback K(f,g) par le critére empirique ky(f,g) (voir la définition 4.2.3).

La densité f (respectivement f) , unique solution du probléme de minimisa-
tion est lestimateur du mazimum de vraisemblance de f sur Ep (respective-
ment Ep,).
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1l est, de fagon analogue, caractérisé par

1
/0 sfdy = %Zs(yi) (= Pu(s) Vs€& S

=1

On notera alors & (respectivement El\) lunique vecteur de G, (respectivement
Gm) tel que f =t(a) (respectivement f = t(a)).

Preuve : Soit x la fonction définie par

k : G, — R
a +— K(f t(a)).

On veut montrer qu’il existe un unique @ € Gm qui minimise Kl la restric-
tion de k & 'ensemble convexe fermé G,,.

Par la définition 4.6.5, on voit que K(f,t(a)) = fol flog f dp + F5(a). Mini-
miser £, ~(respectivement Kl ) équivaut donc & minimiser Fj, ~(respec-
tivement FS\G ). Or d’apreés la preuve du Lemme 4.6.6, Fg‘G est strictement
convexe et atteint son minimum (unique) en un point a.

Comme G, est un sous-ensemble convexe fermé de G,,, par l'alinéa (iv) de
la Proposition 4.6.2 la fonction F5|G atteint son unique minimum en un
point @. Il en va de méme de Bl -

La seconde partie du Corollaire se démontre de facon strictement analogue

en remplacant la distance de Kullback K par le contraste empirique k,, et
donc § par § dans le corps de la démonstration. &

4.6.5 Controle de ’écart entre EMYV projection Kullback

Le Lemme suivant exprime et quantifie une idée de continuité des solutions
du probléme de minimisation de la fonction Fs par rapport au parameétre §.
Il est adapté du Lemme 2.5.8 de [20].

Lemme 4.6.8. Soit

B = sup |[¢|Bmllly -
leflo=1

Soient de plus § € R™ x R et a € G,, associé de sorte que @ est minimal
pour Fy, . On suppose de plus que inft(a) =b> 0.

Si§ € RIml x R est tel que

15— o2 < (4.27)

b
2B’
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alors il existe a € Gy, minimal pour Fy, et l'on a
_ 1, (2B||6 - 6|2
_ < g ZZiF The
la —allz < 559 ( 7
et

t(a)

HlogtE—a) . < gt (M) (4.28)

o g~ ! désigne Uinverse de la fonction

g Rf — R
et —14+z
- .

r

Enfin, toutes les propriétés ci-dessus restent vraies si l’on remplace [’espace
G, par son sous-ensemble G, .

Remarque :siec €]0;1[ et |6 —d]2 < alors on a

g(e)b
2B

t(a)
log m

o <2B||5—6||2

b >§5<1.

o0

Preuve : Une fois encore, nous commengons par le cas non contraint.

Soit & # 0 et vérifiant (4.27). Pour minimiser Fy, o, on étudie la quantité
Fy (a) — Fy5, (a) dont on montre qu’elle est strictement positive & l'ex-
terieur d’'une boule euclidienne fermée de G,,, de centre a et de rayon &
préciser par la suite. Ceci impliquera alors que Fy), atteint son minimum
a sur cette boule. On a

Fyjg,, (@) = Fyg, (@) = ¢(a) —¢(a) — (e —ald). (4.29)

Par ailleurs,

1 a
K(ta).ta) = [ ta)log 5o d

1
- /0 (@ —a|Bp]t(a)dp —p(a) + (a),

donc
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Or, par I'équation (4.25) du Lemme 4.6.6, il existe A € R tel que Eyq)(Bm) =
0 — Au. Ainsi,

K(t(a),t(a)) = (a—al|d) —X(a—alu) —¢(a)+¢(a).

Puis, comme a et @ sont dans G = u™,

K(t(@),t(a)) = (a—ald) — (@) +(a). (4.31)

Ainsi, en combinant (4.29) et (4.31), on obtient

Fy,(a) — Fy,(a) = K(t(a),t(a)) — (a—ald—9). (4.32)

Soit @ la fonction définie par 4.23,par le Lemme 4.6.3 on a

) () L, ta) o
F5|G(a)—F5G(a)Z<I><— log@ 00) b/o logZ@du—(a—aM—(ﬂ.
Or,

1og% < N[ al Bl + [#(@) = (o)
et

Donc finalement,

log @

t(a)

< 2f[[a —a|Bm] -

o0

Puis, par définition de B on a

Hlog% . < 2Blla — als. (4.33)
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Par ailleurs,

1 2@ = 1 a—a a) —(a))?
|og i an = [ (a=alBul+ e — vt dy
= g~ alld + (@) ~ (@) — 20() — ¥(a)) %

1 1
(Z(“?_“?)/O o7 dp + (a' —al)/0 gold,u>.

Iem

1 1
Or, / @' dp = 0 et pour tout I de m on a / ©Ydp = /p(I) donc
0 0

1 a
/0 log Ha) dp = la—al3 + (¥(a) —¢(a))® —2(¢(a) — ¢(a)) (@ —a|u)
= 1@ —al3 + (¥(a) — 9 (a))?

> la—al3.

Appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient alors

Fy\i(a) = Fyg(a) > b@(=2Blla— all2)lla — al3 — (|0 = dl2lla — all2-

Posons ¢ = ||a — al|2/||d — d||2, on a

Fy\o(a) = Fy (@) > clld — 013 (be®(~2Bcl|d - d]|2) — 1) .

Posons maintenant 7 = 2B||§ — §||2/b, de sorte que 7 < 1, on a
_ C,z
Fy(a) = Fyo (@) > —[16 = dll3(g(rbe) —7),

ou la fonction g définie par g(z) = z®(—=x) est strictement croissante sur
RS . Elle définit donc une bijection de R sur ]0;1[. Ainsi, g(7bc) — 7 > 0 si
et seulement si 7be > g (7).

Ainsi, pour tout ¢ > g~ (7)/br et tout a € Gy, tel que ||@—all2 = ¢[|0 — d]|z,
on a F(;‘G(a) - F5|G(d) > 0.

Il en résulte que Fj, posséde un minimum unique @ qui vérifie

—1 <
_ 9 (1) 5 1y (2B — 42
_ < _ - L bl
la—aly < S5~ 6l = 559 —2),

ce qui, en injectant dans (4.33) donne aussi

@) o <2Bua - au2>
(0] N b .

% 1a)
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Pour adapter la preuve a Gm, on repart de I'équation (4.30) avec les notations

ad hoc. Par la caractérisation (4.26) du Lemme 4.6.6, il existe (X, (Ai)1<i<|m|-1)
dans R x R™=1 tels que

=1
Ainsi,
iy . — |m|71 . —_ —
K(t@),t(@) = (A-ald)-A@—-alu)— Y X @ ali)—p(@)+e(a).
=1

En premier lieu, @ et @ sont dans G,, = u" donc (E —al u) =0.

Puis, pouri =1, ...|m| —1:

— soit la contrainte associée & 4; est insaturée alors (@ —a|u;) # 0 mais
Xi =0;

— soit elle est saturée, alors i # 0 en général mais, par définition de Gm, a
et @ sont alors dans @3- et (& —a|w;) = 0.

On en déduit alors, comme dans I’équation (4.32) du cas G,,, que
K@), Ha) = (a-ald) - (@) +p(a). (4.34)

Le reste de la preuve est ensuite analogue a celui du cas non contraint. &

Le Lemme 4.6.11 qui suit utilise le Lemme 4.6.8 pour permettre de controler

I’écart entre les densités fm et fm (respectivement f et f dans le modeéle
Em (respectivement &,,). Ce contrdle ne peut se faire que sur un événement
restreint, de grande probabilité.

La définition de cet événement vise a controler les fluctuations de la mesure
empirique des éléments d’une base de Sy, autour de leur moyenne pour en
déduire ensuite un controle des fluctuations de f,, autour de f,,.

Définition 4.6.9. Soit v, la mesure empirique recentrée donnée par la dé-
finition 3.2.1. Soit p = essinf f et soit T,y = p A pp 0% (pp)nen est une suite
de réels positifs qui tend vers 0.

On définit l’ensemble Q,[A] avec les deuz variantes suivantes :

0, [A4] = m {VI € m, [un(p])| < ATy et [un(p')] < Arnrn}
mGMn

dans le cas de partitions réguliéres (H1) (cf. 4.4.1) et
Q2[A] = {VI € my, |vn(p})| < AY,Ty et [vn(ph)] < AY,T,}
dans le cas de partitions irréguliéres (H2) (cf. 4.4.1).
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Le Lemme qui suit montre, sous certaines hypothéses, que la probabilité
de I'événement “Q,[A] est a décroissance rapide en fonction du nombre n
d’observations, i.e. négligeable devant toute puissance de n.

1
Lemme 4.6.10. On suppose que I', = O (;:i;%)

Alors pour tout a > 0 on a

P(O)A) = O(m™) e P(OU4) = O@).

Remarque : les conditions imposées sur 'espace ,[A] sont ici assez res-
trictives par rapport au controle dont nous avons réellement besoin dans la
suite. Dans le cas des partitions irréguliéres, travailler sur un ensemble plus
important

O214] = {VI € ma, v ()| < ATur/u(T)Tn et ()] < AT, /Ty }

serait plus pertinent et donnerait strictement les mémes résultats. Il en va de
méme pour Q}[A]. Cependant, les espaces définis par 4.6.9 sont plus simples
a manipuler et sont suffisants pour énoncer nos résultats sans aucune perte
de généralité.

Preuve : Dans le cas des partitions réguliéres on a

PuA]) < D0 D P (juale)] > ATaln) +P (jun(e!)] > AYyl) .
meMy, IeEm

Appliquant I'inégalité de Bernstein (cf. [70]) aux processus vy (¢%) et vy (¢!),
et en notant que

1

[a—y

Var((Y)) < Ifllec et [[¢7lloc = M(I)S\/F_ VI em
n
V3 3
Var(o!(Y)) < et oo = ———— <[ —,
(e (V) < [Ifllso " [loo ?g}nlu(f) < ’/Fn
on obtient
A2Y212
P (|vn(0?)| > AT,I) < 2 _ 2l
(Fale) ) < eXp( ”2(||f||oo+Arnm/3)>
A%r212

IP’(|1/n(<,01)| >ATnFn) < 2exp | —n
2

/N

[Flloc + AT /Tf3)

Ainsi, il existe une constante C' telle que

P (lvn(p?)| > AY,Tn) < 2exp (—CnY2T2)
P (lvn(@")| > AY,I) < 2exp (—CnY2IZ).
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Finalement,
P (4] < o exp (~OnTL2).
n

Dans le cas des partitions irréguliéres,

P(‘Q[A]) < D P(lvale))] > ATaTyn) + P (jun(e")] > AT,Ty)
Iem

puis, de nouveau par application de I’inégalité de Bernstein il existe une
constante C telle que,

P(RA) < o exp (~OnT32).

n

logn

o/

Ainsi, dans les deux cas, si I'y = O ( ), alors pour tout @ > 0 on

obtient bien
B(OMA) = O(n?) et P(QIA) = O(n ).

&

Nous sommes maintenant en mesure de controler 1’écart entre la projection
Kullback de f et son estimateur du maximum de vraisemblance sur ’événe-

ment 2,[A].

Lemme 4.6.11. Soit {Y1, ..., Y,,} une famille de variables aléatoires indé-
pendantes a valeurs dans [0; 1] de loi commune dP = f du. Soit m un modéle
de M, et fm (respectivement fm) Uestimateur du mazximum de vraisem-
blance (respectivement la projection de Kullback) de f sur E,. On suppose
que essinffm > by,.

Soient e €]0;1[ et A< @ Alors, sur l’ensemble Q,[A] on a
42
log Jim H < ¢
m lloo

De plus, la Proposition ci-dessus reste valable si [’on remplace fm (respecti-

vement f,,) par f,, (respectivement }m) et Ep par En,.

Preuve : Soit m une partition de [0;1]. On cherche & appliquer la remarque
du Lemme 4.6.8 aux vecteurs ¢ et ¢ de la définition 4.6.5. Rappelons que les
vecteurs a et a de G, associés qui minimisent respectivement Fy et Fj sur

G sont tels que (@) = f, et t(a) = fim.
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Evaluons en premier lieu la quantité

B = sup |[¢|Bnll
lefl2=1

Utilisant la définition 4.1.1 on a

sup ||[¢|Bm]ll,, < max sup

[lel]2=1 fem % 4cl?=1

Lot + o,

o0

< max swp |l + Ie'] ],

Iem co2+cl2:1 o0
0 1
3u(l
< max sup L et vBu)
Tem o2y a2y /p(T) Z u(J)?
Jem
], le'V3
< max sup +
Tem A% 4cl?=1 V M(I) Vv /1'(1)
2
< max ——
o Tem /()
< 2
s U
Evaluons maintenant ||§ — |l = Z v2(0Y) + v2(¢') = ||[vn(Bm)|l2 sur

Iem
I'ensemble ©,[A]. On a

lvn(pY)] < AY,I,, VIEMm
H < AY,T,.

Il en résulte que

16 =6l < AYny/ImT2 +T7 < AY,\/2T, (4.35)
car 'y <1let |m|[), <1

Par suite,

< N g(g)bn
— < .
“5 5”2 - 2B

Appliquons maintenant la remarque du Lemme 4.6.8 pour obtenir
_ .

logi ‘ = Hlog (?)

Fllos t(a)

‘ o0

Enfin, I’ensemble des arguments ci-dessus valent aussi pour f et f en adap-
tant simplement les notations. &
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4.6.6 Inégalité de concentration

Le Lemme suivant permet le controle de la quantité v, (log fm —log fr,) via
I'inégalité (4.12). Il est basé sur une inégalité de concentration de type Ta~
lagrand [78|, améliorée successivement en termes de constantes par Massart
[57] puis Rio [71] et enfin trés récemment par Bousquet [16].

Lemme 4.6.12. Soit {Y1, ..., Y, } un échantillon de variables aléatoires in-
dépendantes et de loi commune dP = f du, distribuées sur [0; 1] et telles que
p=-essinf f > 0. Soit m € My, et Z,,, la variable aléatoire définie par

1
Zm, zsup{lvn(g)l, g€ Sp et/ g*f dp = 1}-
0

Soite €]0;1] et A < 4e”
’ ~ be+ 32

[lm [2x
Zm]IQn[A] > (1 +6) ( % + ;)

ot 'ensemble Q,[A] est donné par la définition 4.6.9.

. Alors pour tout >0 on a

P < exp(—z)

De plus, la méme conclusion vaut pour

1
G = sup{|un(g>|, 9€ S et [ fin= 1}.
0

Preuve : Soit BY = {(qb(})lem , qbl} une base orthonormée de I.?([0; 1], P)

telle que pour tout I € m, ¢ = Iy /P(I). 1l existe alors ¢ € R™ x R qui
dépend de f, tel que ¢! = [c| Bp].

On peut alors écrire en utilisant cette base, et conformément & la définition
4.1.3

Zo= swp |un([alBE))| = sup_|(alvn (B))| = Ivn (BE) I

llall2 = 1 llall2=1

(4.36)

Or, pour I € m,

n(6)] =

(1) va ()]
Vn( m‘ﬂ?)‘ < \/ﬁl

et par 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(@) = lva(lc] Bu))l < lell2llvn(Bm)l2-
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Par ailleurs, par la remarque de la définition 4.1.3 on a

1 1 1 1
el = [ el Bl < = [0 @) rau = <.

Ainsi, sur 'ensemble €2,,[A4], il résulte de (4.35) que

pule) < 120l < 4y,

Enfin, sur 'ensemble ,[A] il vient ainsi

lvn(9?)| < AV2pL, pour tout I € m
vn(¢h)| < AV2pTn.

Le sup dans (4.36) est atteint pour a = v, (Bi) /Zm. Ainsi, pour z > 0, si
I'on définit

A A
Ap(z) = {a €G/lallz =1, |af| < ;\/pr‘n et |al| < ;\/QpFn}

et si 'on considére un sous ensemble A! dénombrable et dense dans A, on
obtient alors sur ’ensemble Q,[A] N {Z,, > z} que

P
Zm = Sup ‘I/n ([a|Bm])‘
acAl,
Nous appliquons maintenant une inégalité de concentration de type Tala-

grand [78] & la variable aléatoire Z,,. Plus précisément, nous appliquons une
version ameéliorée par Rio [71] pour obtenir

2
P | sup Vn([a|B£])‘Z(1+5)em+ 2U$+K(E)bw
acAy, n n

] < exp(—x),

avec k(g) = 2,5+ 32/¢ et

em = E(Zn) < E([lvn (Bn)l,)
< B (I BDIR)
< \/IZ Var(@()) + SVar(g! ()
SN D
. Je

)
n
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puis
o’ = sup Var([a|B£] (Y)) < sup |lal5 < 1,
acAl, acAl,
et enfin
b = su a|BY = su maXHao O +algl
s (el B = sup o+ o' |
< sup max a0 + a' !
> aeAIzn 1€m /u(l) 191 ¢\1 5
2 1 ! 0,40 141 2fd
< X Sup maxi{/—— (a +a ) -
S 2 sup M(I)/o 1rrady)
02 12
a; +a
< 2 X sup max £
acAr, 1em \ pu(I)
4A
< —.
z
Ainsi,

P

m 2z  4Ak(e)x
Zm g, (A0 {Zn>2) = (L+E)y/ Im] +y/—+ Adr(e)r ] < exp(—z).
n n zn

En choisissant maintenant z = /2z/n et tenant compte du fait que par
deéfinition A < 2¢/k(e) on obtient finalement

ZimTq, 4 > (1+¢) (\/ @ + \/%)] < exp(—z)

Du fait de la définition de Z,, en tant que supremum, ’adaptation de la
conclusion & Z,, est immédiate car dans ce cas, le sup est pris sur un ensemble
plus petit que dans le cas de Z,,. &

P




Chapitre 5

Applications

L’objectif final de ce chapitre est de présenter les applications de nos tra-
vaux décrits dans 1’ensemble des chapitres précédents a certains systémes
pétroliers matures de la planéte.

Il comprend trois parties. Nous allons commencer par décrire en détail la
programmation du logiciel interfacé sous Matlab®, que nous avons appelé
“select”, qui nous a notamment permis de pratiquer les simulations permet-
tant d’évaluer 'efficacité de notre méthode. Bien entendu, 'objectif de 'utili-
sation de ce logiciel est ’application aux cas concrets. Quelques codes source
de ces programmes figurent en Annexe 1. Le mode d’emploi, 'interface et
un exemple d’application pratique du logiciel sont fournis en annexe 2. Les
simulations sont ensuite décrites et la construction d’intervalles de confiance
autour des estimations données est envisagée. Les résultats de ces simulations
figurent en Annexe 3. La derniére partie, quant & elle, présente les résultats
d’application concrétes a certains systémes pétroliers des bassins suivants :
— le Viking Graben de mer du Nord ;

— le golfe du Méxique méxicain ;

— le delta du Congo;

— le bassin sibérien de Bazhenov.

5.1 Le logiciel “select”

Les statistiques appliquées sont de plus en plus consommatrices de calculs
intensifs. De nombreux champs d’étude ont vu leur intérét se développer
considérablement au cours des vingt derniéres années grace a l’extraordi-
naire explosion des capacités de calcul des ordinateurs modernes. L’un des
exemples les plus évidents en la matiére est I’engouement unanime du monde
des statisticiens pour les techniques de ré-échantillonnage telles le bootstrap,
consommatrice importante de capacités de calcul et de stockage mémoire.

Les statistiques appliquées doivent cependant rester, pour l'analyste, 1'uti-
lisateur final, dans le domaine du concrét et de l'accessible au plus grand

159
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nombre. Ainsi, nous sommes partisans de 'idée que l'important recours &
I’outil informatique dans les applications des statistiques modernes ne doit
en rien faire croire que leur utilisation est fermée au non-spécialiste des sta-
tistiques et/ou de l'informatique scientifique. C’est pourquoi, au cours de
notre travail de thése, nous avons investi un temps important & la création
d’un logiciel convivial, trés facile d’utilisation tant dans la manipulation de
ses résultats que de ses sorties graphiques. Ce logiciel est destiné :

— d’une part au statisticien désireux d’effectuer un travail de simulation des
données du modéle afin, par exemple, de tester l'efficacité du protocole
d’estimation ;

— et d’autre part & l'utilisateur final souhaitant utiliser le protocole d’esti-
mation sur des données réelles.

5.1.1 Motivation de la création d’un logiciel

Etant donnée la complexité de la mise en ceuvre de 'estimation des para-
métres de notre modéle, 'utilisation d’outils informatiques de calcul scien-
tifique est indispensable. Par ailleurs, les logiciels actuels offrent des pos-
sibilités de création d’Interfaces Homme / Machine (interfaces graphiques)
tout-a-fait passionnantes et quasiment illimitées.

Définition 5.1.1. On appelle Interface Homme / Machine (ou IHM par la
suite) une application logicielle permettant a lutilisateur de mettre en ceuvre
un ou plusieurs protocoles informatiques, de facon interactive, sans avoir
recours a la modification d’un code (ou programme) source sous-jacent.

Dans le domaine du calcul scientifique, le but de la création d’'une THM est
donc de permettre au plus grand nombre d’utilisateurs possible de faire fonc-
tionner une application informatique, au besoin en en modifiant un certain
nombre de paramétres, sans avoir jamais & se soucier de la programmation
des algorithmes sous-jacents. De plus, 'existence d’une IHM facilite la mise
en application et I’automatisation de calculs éventuellement trés lourds.

Dans notre domaine particulier, il est trés clair que les utilisateurs finaux
de notre protocole d’estimation des réserves d’hydrocarbures sont, de facon
privilégiée, des économistes ou des géologues et n’ont donc pas de raison
d’étre des statisticiens ou informaticiens chevronnés. Comme on 'a vu en
introduction de cette thése, I’énoncé du probléme auquel nous nous sommes
intéressés est particulierement simple, il doit donc en étre de méme de la
forme des résultats que nous fournissons avec notre approche. Le traitement
statistique et informatique pour passer de ce probléme & la réponse que
nous fournissons est quant-a-lui complexe mais doit étre transparent pour
l'utilisateur (modulo temps de calculs, s’entend).

Nous avons donc choisi de développer un logiciel totalement interfacé sous
Matlab® permettant a l'utilisateur de charger depuis un fichier textuel la
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liste des données tailles des champs, choisir sa méthode d’estimation puis
de visualiser ’ensemble des résultats de fagon claire, précise et concise. Une
option permet aussi de sauvegarder ces résultats sous forme textuelle donc
universellement exportable vers tout type de logiciel en vue de pratiquer
d’autres analyses complémentaires.

Enfin, et il s’agit strement de l'argument le plus important, les analyses
concernant les évaluations de réserves sont sensées évoluer au cours du temps.
Il est alors indispensable que nous puissions laisser & nos partenaires indus-
triels un outil qui puisse étre utilisé de maniére autonome une fois le travail
de thése achevé.

Si les calculs informatiques doivent étre transparents pour 'utilisateur, nous
devons évidemment les détailler dans cette thése, ce qui fait 'objet de la
partie qui suit.

5.1.2 Description des codes sources mis en ceuvre

Nous détaillons et commentons ici le plan et certains des codes source du
logiciel “select” que nous avons crée.

Fonctionnalités

Le logiciel select que nous avons crée sous environnement Matlab® 5.3!
vise & mettre en pratique ’estimation d’une densité par sélection de modéles
exponentiels de polynémes par morceaux, conformément aux chapitres 3 et

4.

Le logiciel permet de pratiquer :

— des simulations de données par échantillonnage de la loi parente et sous-
échantillonnage (deux options de sous-échantillonnage sont proposés) ;

— des simulations & partir de données réelles par sous-échantillonnage ;

— l'estimation de la densité sur un modéle exponentiel de polynémes par mor-
ceaux spécifié par I'utilisateur sur données réelles ou simulées par maxi-
mum de vraisemblance selon 4 options différentes ;

— l'estimation de la densité par sélection de modéles exponentiels de poly-
nomes par morceaux sur données réelles ou simulées suivant 16 options
différentes ;

La manipulation des données ou du simulateur est totalement interfacée.
Les résultats peuvent étre visualisés graphiquement ou sauvegardés dans un
fichier ad hoc pour éventuellement étre retravaillées par la suite dans tableur
ou un logiciel de statistiques quelconque.

11 est & noter que la compatibilité de Matlab® est ascendante, c’est-a-dire que les ver-
sions postérieures a la version 5.3 sous laquelle nous avons développé select (et notamment
Pactuelle version 6) pourront étre utilisées pour le faire fonctionner.
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Générateur de données

Rappelons ici que les échantillons parent X = {Xj, ..., Xy} et observé
Y = {Y1, ..., ¥} sont les échantillons des LogTailles des gisements d’hy-
drocarbures.

Loi parente

Un premier outil extrémement simple permet de générer un échantillon
X = {Xi, ..., Xy} d'une de loi parente de Lévy-Pareto de paramétres «
et NN spécifiés par l'utilisateur. Dans le logiciel, la statistique d’ordre de
I’échantillon X est directement fournie & I'utilisateur.

Le code source associé & ce simulateur se trouve en 6.2.

Sous-échantillonnage (1)

Supposons-nous donné l'échantillon X = {X;, ..., Xx}. On se donne une
famille de poids m = {my, ..., 7y} et I'on souhaite tirer successivement pro-
portionnellement a la famille 7 un échantillon Y = {Yi, ..., Y,,} selon la
procédure de la proposée dans la section 2.3.1. Suivant la forme de la fonc-
tion w!, Péchantillon tiré (4 supposer que X est exponentiel) peut soit étre
exponentiel de polynémes par morceaux de degré 1 (auquel cas celle-ci est
constante par morceaux), soit “non-exponentiel-polynomial”.

Le principe est le suivant :

— on considére le segment [y ;7 + - -+ + my] formé de la concaténation de
segments de longueurs (7;)1<;<n ordonnés;

— on tire un nombre au hasard selon une loi uniforme sur ce segment ;

— on sélectionne l'individu X; correspondant a la plage de m; & laquelle ap-
partient le nombre tiré;

— on réitére le processus en prenant pour nouvelle liste de poids la précédente
de laquelle on a retiré le poids associé & 'individu sélectionné ;

— la procédure précédente est menée n fois.

Le code source associé a cet algorithme se trouve en 6.3.1.

Sous-échantillonnage (2)

Toujours sous I’hypothése que X est exponentiel, lorsque ce ne sont pas les
probabilités d’inclusion au premier tirage qui sont connues, mais directement
celles du n™® tirage et que celles-ci sont supposées constantes par morceaux
alors ’échantillon que ’on tire est de densité exponentielle de polyndémes par
morceaux. Le mode pratique de tirage est bien plus simple que dans le cas
qui précéde :

— sélectionner les Ny éléments d’une classe de taille sur laquelle la probabilité

d’inclusion w; est constante;
— tirer dans cette classe [Njwr] ou [Nywr] + 1 éléments uniformément ;
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— le regroupement de tous les tirages de toutes les classes fournit le sous-
échantillon {Y1, ..., Y,,} voulu.

Le code source associé a cet algorithme se trouve en 6.3.2.

Importation de données

Le logiciel Matlab® posséde des commandes permettant de charger des ma-
trices de données directement en mémoire. Il est donc possible d’importer,
pourvu que le format informatique soit correct (textuel), des données rela-
tives & la loi parente ou directement des données sous-échantillonnées, comme
les données réelles.

Outil de sélection de modéles

Nous allons détailler les algorithmes relatifs a I'estimation de la densité fq
par maximum de vraisemblance dans un modeéle. Nous verrons ensuite le
protocole de sélection de modéles par pénalisation de la vraisemblance, et
notamment la méthode de la pente décrite dans la section 4.4.4.

En premier lieu, notons que nous ne serons pas exactement dans le cadre des
hypothéses du Théoréeme 4.4.1. En effet, la densité f, . que nous souhaitons
estimer n’est pas minorée par un nombre strictement positif, pas plus qu’elle
n’est a support compact.

Il est toujours possible de travailler conditionnellement aux données et 1’es-
timateur par maximum de vraisemblance ne charge alors pas les intervalles
vides de données, comme on 1’a vu au chapitre 3. Il en résulte que cet estima-
teur ne sera toujours défini que sur 'intervalle [min Y ; max Y]. Nous suppose-
rons donc que, conditionnellement aux données, notre protocole d’estimation
est pratiqué sur cet intervalle compact.

Par ailleurs, il nous est impossible de garantir que la vraie densité & estimer ne
s’annule pas. cependant, comme nous l’avons remarqué dans la section 4.4.3,
il est trés probable qu’en pratique cette hypothése ne soit pas nécessaire.

Enfin, nous baserons les bornes des intervalles de constance de la fonction
w représentant les probabilités d’inclusion au n®™® tirage sur les données
plutot que de construire des partitions réguliéres dont les bornes se situent
entre les données et peuvent alors paraitre (paradoxalement) arbitraires. En
effet, dans ’estimation non-paramétrique d’une fonction par maximum de
vraisemblance, ’estimateur obtenu est toujours constant entre deux obser-
vations (intuitivement, un modeéle non basé sur les données est donc moins
vraisemblable). Il n’y a donc pas de raison pour nous de contraindre ce pen-
chant naturel, méme s’il nous fait sortir une fois de plus du cadre strict du
Théoréme 4.4.1. En effet, baser les partitions sur les données signifie que ’on
rend ces partitions aléatoires et nous n’avons pas tenu compte d’un tel aléa
dans le Théoréme.
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Pour rentrer dans le cadre d’une densité sur [0;1], on effectue, conditionnel-
lement aux données Y = {Y1, ..., Y, }, la transformation suivante :

Jaw(@) ¢— (maxY) X fou,((maxY) x z),

ou le membre de gauche est bien une fonction définie sur [0;1]. C’est cette
derniére fonction qui va étre estimée dans notre procédure.

En pratique, lorsque nous aurons & définir une partition de I'intervalle d’étude,
nous construirons alors la partition réguliére (ou sur-partition de cette der-
niére dans le cas des partitions irréguliéres) et considérerons comme partition
effective celle dont les bornes sont “calées” sur les données les plus proches
(voir en 6.4.1 pour le code associé).

Maximisation de la vraisemblance dans un modéle

Nous souhaitons ici mettre en oeuvre uniquement la procédure d’estimation
par maximum de vraisemblance sur un modeéle (i.e. & partition fixée) avec
contrainte de monotonie en w.

Une partition basée sur les données étant fixée, nous avons vu dans le chapitre
3 que l'estimation de a pouvait se faire par dichotomie sur la fonction ¢/,
définie dans la preuve de la Proposition 3.2.8. A chaque valeur étape de
a, la valeur de w correspondante est déterminée par la régression isotonique
donnée par la Proposition 3.2.5. Ces estimations permettent aussi de calculer
la vraisemblance du modéle, qui va nous étre utile dans I’évaluation de la
pente dans la calibration de la constante de la fonction de pénalité & prendre
en compte ensuite pour le protocole de sélection de modéles.

Les codes sources relatifs a cette estimation (méthode de régression isoto-
nique et dichotomie sur ¢’,) se trouvent en 6.4.2 et 6.4.3.

Sélection de modéles

Pour terminer le protocole d’estimation, il suffit ensuite de pénaliser la vrai-
semblance calculée sur ’ensemble des modéles par la procédure ci-dessus. La
constante multiplicative appliquée a la fonction générique de pénalité — qui
dépend de la méthode de partition choisie — est calculée par la méthode de
pente (cf. section 4.4.4).

De nombreuses options de partition de 'intervalle d’étude sont proposées :

— partitions en intervalles de longueur réguliére ;

— partitions en intervalles de longueur irréguliéres basés (sur-partitions) sur
une partition fine réguliére ;

— partitions en intervalles de mesure empirique (ou fréquence) réguliére ;

— partitions en intervalles de mesure empirique irréguliéres basés (sur-partitions)
sur une partition fine dont les intervalles sont de mesure empirique régu-
liere.
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Il est aussi possible de choisir de fixer la valeur du paramétre « si de 'infor-
mation a priori existe par ailleurs, ou de la laisser libre a I’estimation.

Enfin, il est possible de fixer la partition sur laquelle on veut voir se baser
I’estimation de w, contrainte ou non, a étant connu ou non. On n’a alors
qu’une estimation par maximum de vraisemblance sur un modéle spécifique.

Un exemple générique des codes source de sélection de modéle, et de déter-
mination de la pente que ces protocoles d’estimation nécessitent, peut étre
trouvé en 6.5.

Sorties texte et graphique

L’estimation de w et éventuellement de « étant disponible, le logiciel permet

de sauvegarder un fichier ASCII (au format “.txt”) contenant :

— la valeur estimée de «;

— des bornes des plages de constance de w sélectionnées par l'algorithme;

— des valeurs estimées de w sur ces plages;

— des valeurs estimées du nombre total de champs sur chaque plage au moyen
des estimateurs de type Horvitz-Thompson (cf. section 3.3.1) ;

— des valeurs estimées du total des réserves sur chaque plage au moyen des
estimateurs de type Horvitz-Thompson (cf. section 3.3.3).

Une sortie graphique conviviale reprenant chacun de ces éléments est de plus
fournie. Il est aussi possible, lorsque les données sont issues d’une simulation
de la loi parente, de représenter sur le graphe de I’estimation de w les vraies
valeurs des probabilités d’inclusion calculées sur le modéle sélectionné par
I’algorithme ou l'utilisateur.

Nous ne décrivons pas ici les codes permettant ces sorties informatiques car
ils n’ont évidemment aucun intérét algorithmique. Il faut cependant remar-
quer que le code source de l'interfagage du logiciel select lui-méme, et qui
fait appel a I’ensemble des divers codes fournis en annexe, est incomparable-
ment plus volumineux que ces derniers et représente 1’essentiel du temps de
développement informatique. Le mode d’emploi et le mode d’interfagage du
logiciel figurent en annexe 2.

Gréace a cet outil, nous sommes en mesure d’effectuer des simulations de la
performance de notre méthode.

5.2 Simulations

Nous allons distinguer deux cas de simulation de 1’échantillon des observés
proposés par le logiciel select. Dans chacun d’entre eux, la population pa-
rente suit une loi de Lévy-Pareto de parameétre « mais :
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— dans le premier cas, la fonction de pondération est une fonction en escalier.
La densité des LogTailles résultante appartient alors un modele exponen-
tiel de polynémes par morceaux de degré 1;

— dans le second, la fonction de pondération est une fonction puissance. La
densité des LogTailles résultante n’appartient alors pas aux modéles dans
lesquels nous pratiquons les estimation.

Remarque : il est & noter que tous les protocoles d’estimation détectent

quasiment sans aucun défaut un tirage aléatoire simple, ou assimilé d’une loi

de Lévy-Pareto. Par “simple ou assimilé”, nous entendons soit

— un échantillonnage i.i.d. d’une loi de Lévy-Pareto;

— un sous-échantillonnage non biaisé au sein d’une population parente elle
méme échantillonnage d’une loi de Lévy-Pareto.

Dans ce dernier cas, ’estimation de « est trés bonne, mais les hypothéses
(Hnc) et (He) ne sont évidemment pas respectées puisque maxw = p # 1 o
p est le taux de sondage. 1l en résulte NV et R sont sous-estimés d’un facteur
multiplicatif 1/p.

Ces deux cas ne présentant pas d’intérét, nous ne présentons pas de simula-
tions les concernant.

Revenons & nos deux premiers cas. Dans le premier d’entre eux qui concerne

I’estimation d’une densité appartenant & un modeéle exponentiel de poly-

nomes par morceaux, les 8 modes d’estimation suivants sur le couple (o, w)

sont simulés :

— NC REG : sans contrainte de monotonie en w sur partitions dont les
intervalles sont de longueur réguliére;;

— C REG : sous contrainte de monotonie en w sur partitions dont les inter-
valles sont de longueur réguliére ;

— NC IRREG : sans contrainte de monotonie en w sur partitions qui sont
sur-partitions (voir définition 3.2.7) d’une partition fine dont les intervalles
sont de longueur réguliére ;

— C IRREG : sous contrainte de monotonie en w sur partitions qui sont
sur-partitions d’une partition fine dont les intervalles sont de longueur
réguliére ;

— NC FREC : sans contrainte de monotonie en w sur partitions dont les
intervalles sont de fréquence d’observation réguliére ;

— C FREC : sous contrainte de monotonie en w sur partitions dont les in-
tervalles sont de fréquence d’observation réguliére ;

— NC IRFREQ : sans contrainte de monotonie en w sur partitions qui sont
sur-partitions d’une partition fine dont les intervalles sont de fréquence
d’observation réguliére;

— C IRFREQ : sous contrainte de monotonie en w sur partitions qui sont
sur-partitions d’une partition fine dont les intervalles sont de fréquence
d’observation réguliére.
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Nous n’avons pas simulé les modes d’estimation de w & « connu, car ils ne
sont d’aucun intérét pratique dans notre cas et sont a peu de choses prés
équivalents aux modéles d’histogrammes qui sont simulés dans Castellan
[20].

Dans le second cas ou la densité & estimer n’appartient pas & un modéle
exponentiel de polyndémes par morceaux, seuls les 4 protocoles d’estimation
sous contraintes sont simulés.

5.2.1 Simulation au moyen d’une densité exponentielle de
polynémes par morceaux

Nous avons testé chaque protocole d’estimation sur trois densités différentes,
I’objectif étant de voir si la valeur du paramétre a ou le nombre de morceaux
intervenant dans la partition m ont une influence sur les performances des
estimations.

Notons que dans ce cas, le nombre d’observations n est aléatoire et dépend
de o et w (voir section 2.3.2).

A chaque densité testée est associée une figure représentant un exemple
d’échantillonnage/sous-échantillonnage correspondant aux caractéristiques
de la simulation.

Les résultats détaillés des estimations se trouvent en annexe 8.1. Dans chaque
case de chaque tableau de résultat on trouve la moyenne robuste du para-
metre étudié (calculée sur le ventre représentant 95 % de la distribution),
lécart-type robuste ainsi qu’en dessous, les fractiles d’ordre 5 %, 50 % et
95 % de sa distribution sur les simulations effectuées. Les estimations des
parameétres dont nous donnons les caractéristiques des distributions sont :
— le paramétre « de la loi de Lévy-Pareto sous-jacente;

— Derreur relative commise sur le nombre de champs restant a décovvrir

— D'erreur relative commise sur le montant des réserves restant a découvrir.
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Premiére densité : habitat trés concentré

Caractéristiques de fo, (voir figure 5.1) :

- a=0,06;

— effectif de la population parente : N = 2000 ;
— partition de RT en les 4 morceaux suivants :

I | [0;20]|[20;200] | [200;2000] | [2000 ;400 |

w 0,1 0,3 0,6 1

— moyenne de n : 311,11 (écart-type : 6,51).

Les résultats se trouvent dans le tableau 5.1.
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FiaG. 5.1 — Diagramme LogLog d’une densité d’habitat trés concentré et sous-
échantillon associé.
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Seconde densité : habitat concentré

Caractéristiques de fq . :

- a=08;

— effectif de la population parente : N = 2000 ;
— partition de R" en les 5 morceaux suivants :

I || [0;10]|[10:50[ | [50 ;100 | [100 ;500[ | [500 ;+o0o0]

w 0,1 0,3 0,5 0,8 1

— moyenne de n : 311,55 (écart-type : 7,01).

Les résultats se trouvent dans le tableau 5.2.
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FiG. 5.2 — Diagramme LogLog d’une densité d’habitat concentré et sous-
échantillon associé.
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N (N—n)—(N-n) | (R=1)—(R—1)
N-—-n R—r

NC REG 0,65 (0,12) 2,79 (5,63) 2,56 (3,53)
200 sim. | 0,48/0,63/0,96 | —0,54/0,41 /14,11 | —0,80 /1,22 /11,13

C REG 0,67 (0,12) 4,69 (11,65) 3,22 (5,33)
200 sim. | 0,52/0,63 /1,02 | —0,47 /0,85 /19,28 | —0,56 /1,49 /13,59

NCIRREG | 0,64 (0,06) 1,10 (1,41) 1,86 (1,86)
100 sim. [ 0,52/0,64/0,80 | —0,39/0,85/3,25 | —0,20/1,26 /6,13

C IRREG 0,65 (0,07) 1,37 (1,61) 1,86 (1,62)
100 sim. || 0,56/0,65/0,79 | —0,28/0,85/5,07 | —0,07/1,33 /5,33

NC FREQ 0,62 (0,09) 0,99 (1,96) 0,70 (1,27)
200 sim. || 0,46/0,62/0,83 | —0,65/0,38/5,00 | —0,76/0,34 /3,16

C FREQ 0,67 (0,07) 1,57 (1,89) 1,02 (1,23)
200 sim. | 0,55/0,66/0,84 | —0,31/0,88/549 | —0,39/0,65 /3,52

NC IRFREQ | 0,63 (0,07) 0,80 (1,24) 0,94 (1,04)
100 sim. || 0,51/0,63/0,80 | —0,45/0,48/3,13 | —0,41/0,69 /3,06

C IRFREQ | 0,60 (0,06) 0,31 (0,43) 0,55 (0,47)
60 sim. || 0,43/0,31/0,70 | —0,50/0,30 /1,02 | —0,68/0,48 /1,20

TAB. 5.1 — Résultats des simulations pour la densité d’habitat trés concentré.
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Troisiéme densité : habitat dispersé

Caractéristiques de fq 4 :

- a=172;

— effectif de la population parente : N = 2000 ;
— partition de R" en les 4 morceaux suivants :

I || 1055 ] [5:10[][10:50] | [50 ;+00]

w 0,1 0,3 0,6 1

~ moyenne de n : 310,96 (écart-type : 6,66).

Les résultats se trouvent dans le tableau 5.3.
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Fiac. 5.3 — Diagramme LogLog d’une densité d’habitat dispersé et sous-
échantillon associé.
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N (N-n)—(N-n) | B=—1)—(R-71)
N-—-n R—r
NC REG 0,83 (0,20) 4,10 (14,10) 3,19 (9,37)
200 sim. || 0,56 /0,79 /1,32 | —0,82/0,12/19,33 | —0,86 /0,47 /14,59
C REG 0,88 (0,17) 3,24 (6,48) 2,85 (4,82)
200 sim. | 0,61/0,87/1,27 | —0,71/0,92 /16,48 | —0,69/1,14/12,45
NCIRREG || 0,85 (0,10) 1,24 (1,77) 1,41 (1,65)
100 sim. || 0,70 /0,84/1,10 | —0,27/0,54/535 | —0,30/0,86 /4,72
C IRREG 0,87 (0,09) 1,44 (1,63) 1,78 (1,61)
100 sim. | 0,72/0,86 /1,07 | —0,19/0,86/550 | 0,00/1,17/4,79
NC FREQ 0,80 (0,10) 0,20 (0,94) 0,12 (0,74)
200 sim. || 0,63/0,79/1,03 | —0,68 /—0,11 /2,45 | —0,71/—0,08 / 1,80
C FREQ 0,87 (0,09) 0,82 (1,18) 0,62 (0,94)
200 sim. | 0,73/0,87/1,08 | —0,37/0,43/341 | —0,46/0,31 /2,54
NCIRFREQ | 0,80 (0,09) 0,27 (0,64) 0,34 (0,64)
100 sim. || 0,64/0,81/0,96 | —0,52/0,18 /134 | —0,48/0,23 /1,42
CIRFREQ | 0,81 (0,10) 0,48 (1,34) 0,37 (1,19)
60 sim. [ 0,65/0,82/1,14 | —0,46/0,19/2,01 | —0,51/0,31/2,61

TAB. 5.2 — Résultats des simulations pour la densité d’habitat concentré.
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Commentaires

En tout premier lieu, notons que si le nombre de simulations différe d’une
technique d’estimation & l'autre, c’est bien évidemment en raison du temps
de calcul nécessaire a leur execution. A titre d’exemple, les temps de calcul
UC sur PC équipé d’un processeur intel celeron™ cadencé a 800 MHz vont
de 15 & plus de 75 heures pour les simulations irréguliéres sous contraintes
pour 100 simulations, avec un nombre maximal de 14 morceaux pour la
partition la plus fine.

Concernant &, nous notons que quelle que soit la valeur de «, les écart-
types des distributions sont de l'ordre de 20 % a 25 % sur les méthodes
NC REG et C REG, 1a ou elles sont plutét de l'ordre de 10 & 12 % sur
toutes les autres méthodes. Nécessairement, cette volatilité se traduit sur les
estimations du nombre de champs restant et des réserves restants a découvrir
dont les distributions sont largement plus dispersées dans ces deux cas. Si cela
est moins évident sur le cas a = 1,2, cela est di au fait que la distribution
de départ est elle-méme beaucoup moins dispersive. Par ailleurs, la valeur
«a semble étre légérement surestimée, peut-étre encore plus fortement du
fait que «a est élevé. L’estimation des parameétres du modéle semble donc
“forcer” un peu trop le biais observé dans le tirage. Il faut remarquer que
cette tendance est plus marquée lorsque les estimations sont réalisées sous
contraintes de monotonie en w. Cette dérive est explicable. En effet, & modéle
fixé, 'estimation sous contrainte de « est généralement supérieure ou égale
a son estimation non contrainte. Il est donc raisonnable que cette tendance
se retrouve en sélection de modéles.

Cette surestimation de « implique nécessairement une surestimation du
nombre de champs et des réserves restant a découvrir, ce qui apparait dans
les caractéristiques des distributions de ces deux statistiques. La dispersion
beaucoup plus faible autour de « pour toutes les simulations autres que NC
REG et C REG se retrouve sur les statistiques d’intérét, ott moyenne et mé-
diane sont toujours strictement positives. Notons que les valeurs faibles des
écarts-types des distributions relatives & « = 0, 6 et au protocole C IRFREQ
sont douteuses et compte tenu du nombre de simulations relativement faible.
On peut penser qu'un effet de tirage a biaisé ces simulations.

Derniére remarque, les écarts-types de toutes les statistiques d’intérét sont
systématiquement plus faibles lorsque 1’on travaille sur les protocoles basés
sur les blocs statistiquement équivalents. Sachant qu’il est toujours plus avan-
tageux de travailler avec des estimateurs de faible variance, méme s’ils sont
légérement biaisés?, peut-étre ces estimateurs auront-ils notre préférence.
Notons que les performances des estimateurs des protocoles NC IRREG et
C IRREG ne sont pas éloignés de ces derniers au vu de ces statistiques. Si

2Le biais est en effet souvent lui aussi estimable et 'on peut donc trouver des solutions
pour le corriger.
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N (N-n)—(N-=n) | (R=r)—(R—r)
N —n R—r
NC REG 1,20 (0,25) 1,26 (2,98) 1,18 (2,69)
200 sim. | 0,84/1,14/1,68 | —0,78 /—0,14 /8,88 | —0,80/0,00/8,25
C REG 1,19 (0,24) 1,20 (3,83) 1,09 (3,19)
200 sim. | 0,90/1,13/1,82 | —0,75/—0,21 /8,27 | —0,75/—0,15/7,25
NC IRREG 1,32 (0,13) 1,34 (1,36) 1,36 (1,28)
100 sim. 1,08/1,31/1,54 | —0,12/0,93/3,85 | —0,12/1,06/4,05
C IRREG 1,31 (0,14) 1,19 (1,44) 1,18 (1,27)
100 sim. 1,04/1,30/1,63 | —0,20/0,76/3,81 | —0,16/0,84 /3,68
NC FREQ 1,27 (0,18) 0,77 (1,33) 0,71 (1,17)
200 sim. [ 0,98/1,26/1,64 | —0,62/0,31/3,89 | —0,62/0,37/3,29
C FREQ 1,33 (0,14) 1,07 (1,35) 0,97 (1,15)
200 sim. 1,08/1,32/1,64 | —0,34/0,69/4,33 | —0,37/0,65/3,55
NC IRFREQ 1,28 (0,14) 0,71 (1,09) 0,71 (0,98)
100 sim. 1,04/1,28/1,60 | —0,33/048/288 | —0,34/0,52/2,76
C IRFREQ 1,29 (0,15) 0,85 (1,24) 0,84 (1,13)
60 sim. 0,96/1,29/1,60 | —0,21/0,42/3,40 | —0,25/0,41/3,37

TAB. 5.3 — Résultats des simulations pour la densité d’habitat dispersé.
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le nombre de morceaux des partitions irréguliéres que nous utilisons était
plus grand, il est certain que ’ensemble de ces estimateurs auraient des per-
formances similaires. Les estimateurs basés sur les partitions en fréquences
d’observations réguliéres sont probablement plus informatifs sur la structure
des données. D’un point de vue théorique, il serait aussi trés intéressant de
pouvoir disposer d’un résultat du type du Théoréme 4.4.1 sur les blocs sta-
tistiquement équivalents. Cela reste une piste de recherche & ’heure actuelle.

5.2.2 Simulation au moyen d’une densité exponentielle non
polynoémiale par morceaux

Dans cette section, nous nous intéressons aux simulations mettant en jeu
une population parente de loi de Lévy-Pareto de paramétre o et une sous-
échantillon observé de cette population issue d’un tirage successif biaisé par
effet taille comme dans la section section 2.3.1. Les probabilités d’inclusion
au premier tirage ! sont directement proportionnelles & la taille, comme par
exemple dans Bickel et al. [13].

Pour toutes les simulations, I'effectif N de la population parente est de N =
2000 et Deffectif de I’échantillon observé est de n = 300.

Pour cette simulation, nous avons testé uniquement les protocoles d’estima-
tion sous contrainte de monotonie en w sur trois densités différentes. L’ob-
jectif étant ici de voir si la valeur du paramétre «, lorsque la fonction de
pondération w est inconnue, a une influence sur les performances des esti-
mations.

Comme dans la section précédente, & chaque densité testée est associée une
figure représentant un exemple d’échantillonnage/sous-échantillonnage cor-
respondant aux caractéristiques de la simulation.

Les résultats détaillés des estimations se trouvent en annexe 8.2. Dans chaque
case de chaque tableau de résultat on trouve la moyenne robuste du para-
meétre étudié (calculée sur le ventre représentant 95 % de la distribution),
lécart-type robuste ainsi qu’en dessous, les fractiles d’ordre 5 %, 50 % et
95 % de sa distribution sur les simulations effectuées.

Premiére densité : habitat trés concentré

Caractéristiques de fq :

- a=206;

— effectif de la population parente : N = 2000 ;

— effectif observé : n =300;

— w est inconnue mais les probabilités d’inclusion au premier tirage 7' sont
directement proportionnelles & la taille.
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Taille
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FiaG. 5.4 — Diagramme LogLog d’une densité d’habitat trés concentré et sous-
échantillon par tirage successif proportionnel a la taille associé.
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5 (N—-n)—(N—=n) | (R—=r)—(R—r)
N —n R—r
C REG 0,56 (0,08) 0,06 (1,10) 1,16 (2,93)
200 sim. || 0,44 /0,55 /0,77 | —0,67/—0,32/1,96 | —0,51 /—0,02 /7,88
C IRREG 0,58 (0,05) —0,11 (0,35) 0,19 (0,66)
100 sim. || 0,50 /0,58 /0,68 | —0,53/—0,16 /0,50 | —0,42/0,00/1,71
C FREQ 0,59 (0,07) 0,05 (0,72) 0,48 (1,16)
200 sim. | 0,46 /0,58/0,77 | —0,59/—0,19 /1,82 | —0,52/0,03/3,21
C IRFREQ 0,60 (0,06) 0,00 (0,43) 0,29 (0,75)
60 sim. || 0,50 /0,60 /0,70 | —0,49 /—0,09/0,79 | —0,48/0,01 /1,92

TAB. 5.4 — Résultats des simulations pour la densité d’habitat trés concentré,

w inconnue.

Seconde densité : habitat concentré

Caractéristiques de fq ., :

- a=1038;

— effectif de la population parente : N = 2000 ;

— effectif observé : n = 300;
— w est inconnue mais les probabilités d’inclusion au premier tirage

L sont

directement proportionnelles a la taille, comme dans Bickel et al. [13].
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FiG. 5.5 — Diagramme LogLog d’une densité d’habitat concentré et sous-
échantillon par tirage successif proportionnel a la taille associé.
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5 (N—-n)—(N—=n) | (R—=r)—(R—r)
N —n R—r
C REG 0,74 (0,12) 0,10 (1,37) 0,39 (1,73)
200 sim. | 0,56 /0,71 /1,06 | —0,72/—0,38/3,66 | —0,71 / —0,24 / 4,64
C IRREG 0,79 (0,07) 0,04 (0,47) 0,23 (0,64)
100 sim. || 0,67/0,79/0,94 | —0,49/—0,04 /1,03 | —0,54/0,06 /1,52
C FREQ 0,79 (0,10) 0,09 (0,73) 0,20 (0,79)
200 sim. | 0,62/0,78 /1,02 | —0,62/—0,12/1,63 | —0,65/—0,03 /1,84
C IRFREQ 0,79 (0,08) 0,04 (0,65) 0,12 (0,67)
100 sim. || 0,67/0,78 /1,03 | —0,46 / —0,12/1,22 | —0,40/—0,07 /1,61

TAB. 5.5 — Résultats des simulations pour la densité d’habitat concentré, w

inconnue.

Troisiéme densité : habitat dispersé

Caractéristiques de fq ., :

- a=172;

— effectif de la population parente : N = 2000 ;

— effectif observé : n = 300;
— w est inconnue mais les probabilités d’inclusion au premier tirage

L sont

directement proportionnelles a la taille, comme dans Bickel et al. [13].
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Taille
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FiGg. 5.6 — Diagramme LogLog d’une densité d’habitat dispersé et sous-
échantillon par tirage successif proportionnel a la taille associé.
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5 (N—-n)—(N—=n) | (R—=r)—(R—r)
N —n R—r

C REG 1,11 (0,20) 0,10 (1,39) 0,15 (1,37)

200 sim. | 0,81/1,09/1,54 | —0,84/—0,41 /2,76 | —0,84 /—0,35 /3,33
C IRREG 1,17 (0,14) 0,15 (0,70) 0,23 (0,72)

100 sim. || 0,92 /1,16 /1,44 | —0,63 / —0,08 /1,77 | —0,57 / —0,05 /1,61
C FREQ 1,04 (0,18) —0,39 (0,57) —0,39 (0,56)

200 sim. || 0,76 /1,03 /1,43 | —0,90/—0,58 /0,81 | —0,93 / —0,58 /0,85
C IRFREQ 1,21 (0,11) 0,23 (0,65) 0,26 (0,62)

60 sim. | 0,99/1,22/144 | —0,43/0,08/1,66 | —0,50/0,11/1,45

TAB. 5.6 — Résultats des simulations pour la densité d’habitat dispersé, w
inconnue.

Commentaires

Nous notons dans un premier temps que les estimations de a sur toutes les
simulations semblent cette fois-ci soit légérement biaisées a gauche pour les
méthodes régulieres C REG et C FREQ), soit centrées pour les méthodes
irrégulieres C IRREG et C IRFREQ. Les ordres de grandeur des écart-types
des estimations de a sont un peu plus faibles que pour les simulations pré-
cédentes, c’est-a-dire de l'ordre de 15 % sur les méthodes régulieres et 10 %
sur les méthodes irréguliéres. Compte tenu du meilleur centrage dont elles
font état dans tous les cas, nous aurons donc tendance & penser que les mé-
thodes irréguliéres ont des qualités d’approximation bien meilleures que les
méthodes réguliéres.

Par ailleurs, les protocoles basés sur les blocs statistiquement équivalents
semblent de nouveau étre plus précis que ceux basés sur les partitions ho-
mogeénes en longueurs.

11 est aussi intéressant de constater que la méthode sélectionne généralement
des modeles de dimension relativement faible, de 'ordre de 6 en moyenne
pour un nombre maximal de morceaux autorisé de 20 pour les protocoles
réguliers et 14 pour les protocoles irréguliers. Il aurait pu paraitre naturel de
sélectionner le plus grand nombre possible de morceaux pour gagner en préci-
sion dans le représentation du biais dans le tirage, mais le risque d’estimation
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aurait alors alors été dégradé et un nombre “raisonnable” de morceaux pour
la partition est sélectionné par la méthode. Ce résultat est & rapprocher du
commentaire de la section 4.3.2.

Le meilleur centrage sur « implique évidemment une bien meilleure qua-
lité d’estimation du nombre de champs et des réserves restant & découvrir.
L’étendue des distributions constatées de ces statistiques est bien plus faible
que dans le cas de la section 5.2.1, et les résultats de ces simulations sont
étonnamment meilleurs. Ils montrent en particulier que nos estimations four-
nissent des résultats dignes de confiance.

La lecture de ces résultats de simulation peut paraitre curieuse. En effet, les
estimations semblent meilleures lorsque la densité estimée n’appartient pas
aux modeéles dans lesquels on l'estime. Il est possible de justifier ce phéno-
mene de maniére théorique en rappelant que l’estimation par sélection de
modeéles vise & faire un compromis entre biais d’estimation par le modéle et
variance d’estimation & l'intérieur d’un modéle. Lorsque la densité & estimer
appartient & un modele, le terme de biais de 'oracle (au sens de la définition
4.3.1) doit étre nul, et lestimateur a donc fort a faire pour se rapprocher
de 'oracle. Lorsque celle-ci n’appartient pas au modéle, le terme de biais de
I’oracle est non nul est il est donc moins difficile & ’estimateur de s’approcher
de celui-ci.

Du point de vue de 'interprétation pratique de ce phénomeéne, nous pensons
que dans le cas de la section 5.2.1, une mauvaise estimation du nombre de
morceaux ou de la localisation des bornes de la partition a un effet bien plus
grave que dans le cas ou la densité a estimer n’appartient pas au modéle
car un effet de lissage s’opére. A titre d’analogie, il faut se rendre compte
qu’estimer par un histogramme une densité constante par morceaux en ne
localisant pas bien les bornes ou le nombre de morceaux (méme avec des
erreurs faibles) rend au final une densité de forme souvent trés éloignée de
loriginale alors qu’estimer de cette facon une densité réguliére aura ten-
dance & rendre un résultat ressemblant, ce avec une grande latitude sur les
bornes ou le nombre de morceaux. Notre probléme est trés proche de cette
considération, comme le montre la remarque (1) de la Proposition 3.2.3.

5.2.3 Quelques pas vers des intervalles de confiance

Nous ne donnons dans cette section que des pistes d’investigations. Une étude
compléte et détaillée basée notamment sur des simulations n’étant pas encore
disponible pour venir étayer avec siireté les arguments ci-dessous.

Etant donnée la complexité de nos estimateurs, il est hors de notre portée
que de tenter d’évaluer de quelque maniére que ce soit leurs lois asympto-
tiques, a fortiori non-asymptotiques en vue de construire des intervalles de
confiance. Comment faire alors pour construire des intervalles de confiance
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plausibles 7 Nous avons tenté d’élaborer plusieurs méthodes dont nous décri-
vons les principes dans cette section.

Lorsqu’aucune théorie asymptotique n’est secourable, il est possible de faire
appel & des simulations intensives de type Monte-Carlo dont le but est de gé-
nérer un grand nombre d’échantillons de la loi dont que I'on suppose régir le
phénoméne auquel on s’intéresse. L’étude empirique de la statistique d’inté-
rét sur ces nombreux échantillons nous renseigne alors sur son comportement.
Cette approche est cependant problématique & mettre en ceuvre dans notre
cas, car la loi de notre échantillon est non seulement inconnue, mais aussi
non paramétrique... La simuler directement est donc délicat. Il est nécessaire
de repasser par la loi de Lévy-Pareto parente (inconnue...) pour re-simuler
ensuite ’échantillon observé grace aux probabilités d’inclusion estimées.

Une autre approche possible peut étre imaginée du c6té du Bootstrap. Sui-
vant le principe de base de cette méthode, nous devrions ré-échantillonner
avec remise uniformément & l'intérieur de I’échantillon des observés et faire
agir notre procédure sur chaque sous-échantillon généré. Il intuitif que ceci a
peu de chances de fonctionner avec notre échantillon dans la mesure o, au
départ, celui-ci est tiré d’une population parente de fagon hautement non-
uniforme. Tirer uniformément dans cet échantillon nous ferait alors perdre
énormément d’information quant & sa structure d’échantillonnage, princi-
palement en ce qui concerne les objets de tailles les plus importantes. Une
technique de bootstrap stratifié (voir Bertail et Combris [12]) est alors certai-
nement plus intéressante dans la mesure ou celle-ci respecte le mode d’échan-
tillonnage des données.

Il était aussi possible d’opter pour une technique mixant les deux méthodes.
Celle-ci viserait a combiner un aléa sur la génération de la population parente
par ’approche Monte-Carlo et un aléa sur le sous-échantillonnages biaisé via
I’approche bootstrap.

Enfin, les simulations de la section précédente nous donnent aussi une idée
relativement précise du biais et de la variabilité de nos estimateurs suivant le
protocole adopté. Il est donc aussi envisageable d’adapter ces résultats pour
tenter de construire des intervalles de confiance en fonction des estimations
pratiquées.

Nous décrivons dans la suite les trois premiers points de vue. En pratique,
nous aurons tendance & préférer soit une méthode de Monte-Carlo simple,
qui donne des résultats tout-a-fait comparables a ceux de ’approche mixte,
tout en ayant une complexité algorithmique moindre, soit la méthode basée
sur les simulations intensives de la section 5.2.
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L’approche de type Monte-Carlo

Pour simuler la loi parente tout en restant au plus proche des données,
nous créons un échantillon d’une loi de Lévy-Pareto que nous appelons “sur-
échantillon” et dont nous définissons de suite les caractéristiques :

Définition 5.2.1. Soit Y un échantillon observé. Soient m une partition de
[minY; max Y] et w = Zwﬂll une fonction en escalier adaptée o m a

Iem
valeurs dans [0; 1]. Soit de plus o > 0.

On dit que X est un (m,w, a)-sur-échantillon de Y si :
-YcCcX;
— X est un échantillon d’une loi de Lévy-Pareto de paramétre «;

YNI YNI
— pour tout I de m : |XNI| = [g] ou X NIl = [g
wr

]H.
wr

L’application [ -] désignant classiquement la partie entiére.

Lorsque Y est un échantillon observé sur lequel on fait agir notre protocole
d’estimation et s’il n’y a aucune ambiguité, on appellera simplement “sur-
échantillon” un (7, o, &)-sur-échantillon® de Y, que ’on notera alors X.

Remarque : |YNI|et|XNI|jouent iciles roles de ny et Ny de la formule
(3.9). On accepte de définir N a un individu pres car il n’y a bien stir aucune
chance pour que |YNI|/wy soit un entier. En pratique, nous prendrons pour
Ny la valeur arrondie a l’entier le plus proche.

Un sur-échantillon contient donc les données de départ et représente une
simulation plausible de la population parente de I’échantillon observé.

Une approche de type Monte-Carlo consiste :

— & simuler un grand nombre C' de sur-échantillons (Xchgcgc associés a Y

— puis a construire (Y.)1<.<c tel que pour tout ¢, Y. est un @-sous-échantillon
de X;

— et enfin faire agir le protocole d’estimation sur chaque Y., ¢ =1, ..., C
pour récupérer une collection d’estimations (1, We, @c)1<c<C-

Dans I'absolu, les intervalles de confiance sur chacun des paramétres sont
alors obtenus comme les fractiles d’un niveau donné des séries de simula-
tions effectuées. Il est alors immédiat que se pose un probléme sérieux quant
aux intervalles de confiance pour les bornes de la partition. En effet, rien
ne garantit a priori que le nombre de morceaux (|m.|)1<c<c des partitions
estimées par simulation soit constant et égal a |m|. Les fractiles des séries as-
sociées aux bornes des intervalles de la partition ainsi qu’aux valeurs estimées
des probabilités d’inclusion n’ont alors plus de sens.

3Ici, 7, @ et & sont bien sir associés & Pestimation fa.. = fa.5 de fa. donnée par le
Théoréeme 4.4.1.
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On peut alors de suite envisager trois méthodes sensiblement analogues

a celle décrite ci-dessus mais dont le but est de stabiliser les estimations

(Me, We, &c)lgcgc- Par ordre de “rigidité” croissante imposée aux estimations

sur les simulations,

— la premiére méthode consiste & pratiquer I’ensemble des estimations de
(mc,a;c,o?c)lgcgc en utilisant le méme protocole de sélection de modéles
que pour Y.

— la seconde méthode consiste & pratiquer ’ensemble des estimations des
couples (@, Gc)1<c<c & partition fixée de 'intervalle [min Y ; max Y] égale
am;

— la derniere enfin consisterait a ne pratiquer que les estimation des (& )1<c<c
a partition fixée égale & m et paramétre de la loi exponentielle sous-jacente
fixé égal a &.

Le probléme évident de la premiére méthode réside dans le fait que chaque
partition sélectionnée & chaque étape de la procédure de Monte-Carlo risque
d’étre différente. Nous risquons ainsi de récupérer au final des résultats qui
n’ont pas grand sens... La seconde méthode est quant & elle plus proche
du processus générateur de données des simulations (XC)ISCSC et promet
donc d’étre plus stable (mais peut-étre moins réaliste). La derniére méthode
est évidemment la plus proche (trop proche?) du processus générateur de
données, et sera donc aussi la plus stable. C’est aussi la moins cotiteuse en
temps de calcul.

Les trois méthodes sont trés faciles & implémenter. Les deux derniéres retien-
dront notre attention car ce sont celles qui, pour nous, ont le plus de sens.
En effet, pour les estimations par classe de taille du nombre total de champs
et du montant total des réserves, seules ’estimation de w nous importe réel-
lement. La valeur de « n’est pour nous qu’une information auxiliaire.

L’approche Bootstrap

Celle-ci repose sur le fait que la loi empirique de 1’échantillon observé Y
de taille n est proche de la loi théorique de cet échantillon via par la Théo-
réme de Glivenko-Cantelli. Heuristiquement, une statistique d’intérét 1" étant
donnée, regarder le comportement de 7' sur tous les sous-échantillons (avec
remise, et généralement de méme effectif) possibles au sein de I’échantillon
de départ renseigne donc sur le comportement de 7', et en particulier sur
sa variabilité. On peut alors en déduire des intervalles de confiance “boots-
trap” construits & partir des fractiles observés sur la distribution de T sur la
loi empirique de 1’échantillon observé. Bien entendu, il est trés rapidement
impossible d’exhiber tous les sous-échantillons de Y avec remise qui sont au
nombre de n™. L’idée premiére de la procédure de Bootstrap consiste donc
a n’en tirer un grand nombre B au hasard. La distribution empirique de T'
sur ces B “réplications” approche alors (de nouveau via Glivenko-Cantelli) la
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vraie distribution de T et les fractiles de cette distribution (dite distribution
de la statistique T bootstrapée) fournissent alors les intervalles de confiance
souhaités.

Trés simple dans ’esprit, cette méthode ne peut absolument pas s’appliquer
dans notre cas. En effet, pour avoir une chance de fonctionner, il est essentiel
que le mode de ré-échantillonnage qui crée le sous-échantillon bootstrap soit
proche du mode d’échantillonnage de 1’échantillon de départ (voir Bertail et
Combris [12]). Dans I'introduction ci-dessus, les observations ont été suppo-
sées issues d’un tirage aléatoire simple dans une loi de probabilité quelconque
(en pratique, par exemple par image réciproque par la fonction de réparti-
tion de la loi en question d’un échantillon uniforme sur [0;1]). Dans notre
cas, les observations, les données sont issues du ré-échantillonnage par tirage
aléatoire fortement biaisé au sein d’un premier échantillon qui est lui-méme
un tirage aléatoire d’une certaine loi de probabilité.

Pour pouvoir utiliser une méthode de type bootstrap, nos sous-échantillons
successifs doivent étre obtenus par une méthode qui imite le protocole d’échan-
tillonnage initial, qui nous est évidemment inconnu.

Comme nous supposons que sur chaque intervalle I de la partition m retenue
par la méthode de sélection de modeéles, le tirage est un sondage aléatoire
simple dont le taux de sondage est wy estimé par @y, on peut effectuer un ré-
échantillonnage avec remise simple & 'intérieur de chaque intervalle. C’est le
principe du bootstrap stratifié, qui s’interpréte comme un bootstrap pondéré
particulier (voir Barbe et Bertail [9]).

Il est aussi possible d’envisager des techniques de bootstrap particuliéres
adaptées aux lois stables, comme celle de Lévy-Pareto lorsque a < 2. Des
conditions nécessaires existent pour que le bootstrap d’une moyenne existe
dans ce contexte (voir notamment Athreya [7| dont les résultats ont été affi-
nés et étendus ensuite par Giné et Zinn [33]). Cette méthode est décrite en
pratique dans Lepez et Mandonnet [53]| et consiste a effectuer un boostrap
classique sur un échantillon privé de ses plus grandes observations, c’est-a-
dire celles qui ont le comportement le plus déviant. Nous interprétons au-
jourd’hui un tel protocole comme un bootstrap pondéré moins fin que celui
que nous pourrions mettre en place grace aux estimations que nous avons
des probabilités d’inclusion par classe de taille.

Une approche mixte

Il est aussi possible de combiner les deux techniques décrites précédemment

pour tenter de reproduire le “double” aléa qui constitue nos échantillons de

données :

— aléa dans le tirage de la population parente, qui est reproduit par 1’ap-
proche Monte-Carlo ;
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— aléa dans le tirage du sous-échantillon des observations, qui est plutot
figuré par ’approche bootstrap.

L’idée d’un tel protocole consisterait donc & générer a chaque étape un sur-
échantillon dans lequel on tirerait une sous-échantillon biaisé par effet taille
auquel serait appliqué un bootstrap stratifié. Cette étape serait ensuite re-
produite un grand nombre de fois.

On imagine aisément la lourdeur de traitement informatique d’une telle mé-
thode qui parait pourtant séduisante, sans parler des problemes de calage
des nombres de réplications et de simulation Monte-Carlo & mettre en place.
Le gain par rapport a une méthode de Monte-Carlo simple semble assez
clairement marginal dans notre contexte et nous en resterons donc la.

Venons-en, pour terminer, aux applications sur données réelles.

5.3 Estimation du potentiel de réserves d’un sys-
téme pétrolier

Pour I’ensemble des applications qui suivent, les cartes et les descriptions
géologiques fournies sont adaptées de I'USGS [80] et les données sont issues
des bases Pétroconsultants 1998 [69]. Le découpage en systémes pétroliers
est conforme & celui de I'USGS.

Nous détaillons particuliérement le premier exemple, celui du Viking Graben
de mer du Nord car il a été notre “terrain d’éssai” privilégié tout au long de la
thése. Le Viking Graben est en effet une région mature trés bien connue des
géologues de TotalFinaElf et de 'TFP sur laquelle de nombreuses données
fiables sont disponibles.

Pour les autres régions, nous ne détaillons pas autant les résultats et com-
mentaires. Ces exemples ont pour but de montrer les résultats du protocole
d’estimation dans des régions du globe trés différentes.

Nous rappelons ’hypothése essentielle selon laquelle le plus gros champ du
systéme pétrolier considéré a été trouvé de facon siire, c’est & dire que sa
probabilité d’inclusion au moment de I’étude est égale a 1.

5.3.1 Le Viking Graben de mer du Nord
Présentation

Un graben est une formation géologique située le long d’un axe de faille issue
d’un étirement perpendiculaire de la roche, comme cela est représenté sur
la figure 5.7. Si couches de roche mére et couvertures imperméables sont
superposées, la formation d’un graben peut conduire & la création de piéges
structuraux (cf. 1.1.1). II s’agit d’un mode de piégeage classique dont le nord
de la mer du Nord posséde de nombreux représentants.
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F1G. 5.7 — Formation d’un graben (source : photothéque www.cnrs.fr).

Le Viking Graben est le graben le plus au nord de mer du Nord. Nous
considérons, suivant I'USGS [80], qu’il forme un systéme pétrolier a part
entiére et respecte donc I’homogénéité géologique des paramétres :

— roche meére;

— modes de migration ;

— type de piégeage?.

L’ensemble des champs pétroliers et gaziers de ce systéme proviennent de dé-
pots sédimentaires (essentiellement planctoniques) de la fin du Jurassique et
du début du Crétacé, adjacents au Viking Graben. Aprés migration latérale
ou verticale au sein de roches perméables ou de fractures, le kérogéne s’est
trouvé piégé dans des roches du Trias ou des sables du début du Jurassique
d’excellente porosité, comme ceux du groupe Brent®. Les piéges rencontrés
sont stratigraphiques ou structuraux et sont dus aux phénomeénes de rifts
induits par la formation du graben.

La figure 5.8 montre I’ensemble des réservoirs d’hydrocarbures qui composent
le Viking Graben. On peut en particulier voir qu’ils sont dans ’ensemble
situés sur le territoire Norvégien.

Au moyen des données relatives & ce systéme pétrolier, nous pratiquons main-
tenant ’estimation des réserves restant & y découvrir.

“11 faut noter que certains spécialistes pensent que pour garantir cette homogénéité, il
serait nécessaire de descendre a I'échelle du play — ou horizon géologique — ¢.e. imposer de
plus une cohérence de date de dépot des sédiments. Le probléme du nombre d’observations
minimal se pose alors.

’Nom d’un champ qui a aussi donné son nom au pétrole brut caractéristique de mer
du Nord.
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Fia. 5.8 — Carte du Viking Graben de mer du Nord. En rouge sont les champs
gaziers, en vert les champs de pétrole.
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Estimation

Nous considérons un échantillon de n = 252 champs (huile et gaz confon-
dus) de taille supérieure & 1 Mbep. L’ensemble de ces champs représente un
montant de réserves prouvées R = 51 Gbep. Le diagramme LogLog de cet
échantillon se trouve en rouge sur la figure 5.10.

La figure 5.9 résume ’ensemble des résultats de la modélisation et de ’esti-

mation décrite aux chapitres 2, 3 et 4 pour les données précédentes. Il a été

choisi une procédure d’estimation :

— par sélection de modéles;

— sur partitions irréguliéres sur blocs statistiques de fréquence d’observation
égales ;

— sans contrainte de monotonie ;

— sans spécification préalable de a.

Notons que ce protocole d’estimation est celui qui est choisi par ’algorithme
lorsque tous les modéles sont mis en compétition. Il se trouve que, sans 1’avoir
spécifié dans les contraintes, la fonction @ est croissante, ce qui est conforme
a la “philosophie” des chapitres 1 et 2.

Commentaire

Le protocole d’estimation nous montre que le viking Graben de mer du Nord
posséde un habitat concentré (cf. section 2.1.2) avec & ~ 0,75 donc h ~ 1, 33.

Le montant total des réserves estimées est de R = 65,5 Gbep pour un nombre
total de champs N = 2432.

En détaillant ces résultats, on voit que les champs de taille supérieure a
environ 150 Mbep auraient tous été trouvés. Par ailleurs, il resterait 14,5
Gbep de réserves & découvrir, dont plus de la moitié se trouverait disséminée
dans pas moins de 2000 champs de taille inférieure & 13 Mbep, c’est-a-dire
des champs trop petits pour étre la cible de campagnes d’exploration et dont
I’exploitation n’a de chance d’étre rentable uniquement s’ils se trouvent au
voisinage direct de structures préexistantes.

Les 7 autres Gbep restant & découvrir se trouveraient dans environ 170
champs de taille comprise entre 13 et 143 Mbep, soit une moyenne de taille
d’un peu plus de 42 Mbep®. Il ne faut cependant pas perdre de vue que sur
I'intervalle de taille [13 ;143] la distribution sous-jacente est supposée étre
exponentielle. C'est & dire que les petits objets (plus proches de 13 que de
143 Mbep) y sont prépondérants. Compte tenu de ce caractére exponentiel,
on peut prévoir que seuls une soixantaine devraient dépasser les 42 Mbep et
une quinzaine la valeur de 100 Mbep.

5Le seuil actuel de taille pour le développement rentable de champs en mer du Nord
est d’environ 30 mbep.
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Fia. 5.9 — Sortie graphique du logiciel select pour le Viking Graben de mer
du Nord (données 1998).
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Pour ces derniers, notons que la discussion avec les experts géologues de ter-
rain montre qu’il est plus probable que ces champs soient plutot des champs
gaziers que pétroliers et donc des cibles d’un intérét stratégique discutable
a tres court terme.

Terminons cette étude du Viking Graben de mer du Nord par une simulation
plausible au vu de nos estimations de ce que pourrait étre la distribution
ultime des réserves dans cette région (courbe en noir sur la figure 5.10).

10? T KRR R | T R AN | T HERREEEER R LR

10

Taille (Mbep)

10

10

Rang dans la statistique d'ordre

F1G. 5.10 — Diagramme LogLog du Viking Graben de mer du nord (données
1998 en rouge) et sur-échantillon de la loi parente estimée (en noir).

5.3.2 loffshore du delta du Congo

Présentation

La trés grande majorité des champs du delta du fleuve Congo sont des champs
offshore qui sont actuellement exploités dans des zones présentant jusqu’a
2000 m de profondeur d’eau (voir figure 5.11). Certaines formations turbidi-
tiques ont été mises en évidence jusqu’a des profondeurs d’eau de 4000 m et
restent encore aujourd’hui évidemment inexploitables. Il est considéré (USGS
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[80]) que cette région apportera une contribution majeure a l'offre pétroliére
des 30 prochaines années.
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Fia. 5.11 — Carte de ’offshore du Congo. En rouge sont les champs gaziers,
en vert les champs de pétrole.

Les hydrocarbures sont généralement piégés dans des réservoirs de roche sa-
bleuse et proviennent d’une roche mére trés riche en éléments organiques pro-
venant de dépots lacustres. De nombreux piéges sont constitué d’'un déme de
sel recouvrant la roche réservoir. Ce dome étant lui-méme issu de la fractura-
tion d’une couche de sel produite par les effets de rift de la marge atlantique.

Estimation

Nous considérons un échantillon de n = 220 champs (huile et gaz confon-
dus) de taille supérieure a 1 Mbep. L’ensemble de ces champs représente un
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montant de réserves prouvées R = 18,7 Gbep. Le diagramme LogLog de cet
échantillon se trouve en rouge sur la figure 5.13.

La figure 5.12 résume ’ensemble des résultats de la modélisation et de I’esti-
mation décrite aux chapitres 2, 3 et 4 pour les données précédentes. Il a été
choisi une procédure d’estimation :

— par sélection de modéles;

— sur partitions réguliéres sur intervalles de log-longueur réguliére ;

— sans contrainte de monotonie;

— sans spécification préalable de a.

Cette méthode a été choisie car son résultat est celui sélectionné lorsque
I’'on met en compétition toutes les méthodes réguliéres, au sens du critére
pénalisé. La méme compétition intégrant les méthodes irréguliéres sort une
estimation manifestement aberrante (& proche de 2 et une estimation de
réserves associée gigantesque...). Comme pour le Viking Graben, 'estimation
de w est croissante sans que cela ait été spécifié dans les hypothéses.

Commentaire

Il est intéressant de constater, outre les résultats aberrants de certaines des
méthodes irrégulieres, que les protocoles sélectionnent tous des modeéles pour
lesquels & est compris entre 0,92 et 1,19. Pour la méthode retenue, la valeur
& = 1,00 conduit & un habitat dispersé h=1 /& = 1,00. On retrouve alors ici
une caractéristique de dispersion des zones de delta évoquée dans la section
2.1.2.

Les réserves estimées sont R = 46 Gbep, soit un montant restant a décou-
vrir de R — R = 27,4 Gbep. Comme pour le cas de la mer du nord, on
peut supposer que seuls les champs d’une taille supérieure & 20 Mb peuvent
constituer des objectifs économiques. A nombre d’environ 200, ils représen-
teraient environ 10 Gbep. Au vu de ces estimations, il est clair que les objets
les plus intéressant sont les 13 champs restant & découvrir dans la zone de
90 & 383 Mbep qui représenteraient environ 2,2 Gbep.

La forte croissance de la courbe représentative de la fonction @ montre que
peu d’objectifs de taille importante ont été manqués et que I'exploration a été
efficace en se concentrant sur les plus gros objets. Une étude de rétroprévision
(cf. 2.4) a tendance a confirmer cette observation.

Enfin, la figure 5.13 montre la diagramme LoglLog des données ainsi qu’une
simulation possible d’un échantillon de la loi parente d’effectif 5792 et de
parametre o = 1, 00.
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FiG. 5.12 — Sortie graphique du logiciel select pour l'offshore du Congo
(données 1998).
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Fi1G. 5.13 — Diagramme LogLog de 1'offshore du Congo (données 1998 en
rouge) et sur-échantillon de la loi parente estimée (en noir).
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5.3.3 Le systéme Tamabra du golfe du Mexique
Présentation

Le systéme pétrolier de I’offshore du golfe du Mexique mexicain représenté
sur la figure 5.14 résulte de 100 millions d’années de stabilité d’activité tecto-
nique et de dépot sédimentaire entre le Jurassique supérieur et le Paléocéne.
Cette combinaison a fourni d’excellentes conditions de formation d’une roche
meére sédimentaire trés riche et de carbonates (roches réservoirs) au cours du
Crétacé et du Paléoceéne. La sédimentation Tertiaire qui a suivi a engendré le
mouvement des couches de sel qui ont crée les piéges et permis la maturation
de la roche mére sous-jacente.

F1G. 5.14 — Carte du systéme pétrolier de Tamabra (golfe du Mexique mexi-
cain). En rouge sont les champs gaziers, en vert les champs de pétrole.
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Estimation

Nous considérons un échantillon de n = 141 champs (huile et gaz confon-
dus) de taille supérieure a 1 Mbep. L’ensemble de ces champs représente un
montant de réserves prouvées R = 40,4 Gbep. Le diagramme LogLog de cet
échantillon se trouve en rouge sur la figure 5.16.

La figure 5.15 résume ’ensemble des résultats de la modélisation et de I’esti-

mation décrite aux chapitres 2, 3 et 4 pour les données précédentes. Il a été

choisi une procédure d’estimation :

— par sélection de modéles;

— sur partitions irréguliéres sur blocs statistiques de fréquence d’observation
réguliére ;

— avec contrainte de monotonie;

— sans spécification préalable de a.

Sur ce jeu de données, deux protocoles rendent une solution sur un modéle
)
de dimension 1, ce qui signifierait qu’il ne resterait plus rien & découvrir, ce
) )
qui est évidemment aberrant. Les autres protocoles rendent des valeurs de &
proches de 0.7 et celui qui tend & réaliser le meilleur score au sens du critére
pénalisé est celui dont nous donnons les résultats.

Commentaire

L’habitat de ce systéme est concentré : & = 0,68 et h = 1/a = 1,46. La
protocole a sélectionné un modéle & 11 dimensions, un nombre proche du
nombre maximal autorisé qui est de 14.

Il ressort des résultats de l'estimation qu’il resterait environ 6,4 Gbep a
découvrir sur environ 860 champs. A noter que sur les champs restant a
découvrir :

— 1 champ aurait une taille de 450 Mb;

— 3 champs auraient une taille comprise entre 100 et 200 Mbep ;

9 champs auraient une taille comprise entre 45 et 100 Mbep ;

— 12 champs auraient une taille comprise entre 30 et 45 Mbep ;

— 21 champs auraient une taille comprise entre 20 et 30 Mbep.

les autres champs étant considérés comme trop petit pour constituer des
objectifs économiques.

Le grand nombre de morceaux dans la partition fournit ici une impression
de précision quant aux résultats. Il faut pourtant se souvenir que le nombre
d’individus présents dans chaque classe est relativement faible, de 1’ordre
de 12, et qu’en conséquence les estimations des probabilités d’inclusion ont
probablement une variabilité importante.

Sur la figure 5.16 nous représentons le diagramme LogLog des données du
systéme pétrolier ainsi qu’'une simulation d’une possible population parente.
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F1G. 5.15 — Sortie graphique du logiciel select pour le systéme pétrolier de
Tamabra (données 1998).
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F1G. 5.16 — Diagramme LogLog du systéme pétrolier de Tamabra (données
1998 en rouge) et et sur-échantillon de la loi parente estimée (en noir).
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5.3.4 Un exemple volontairement non optimal : le systéme
de Bazhenov en Russie

Le dernier exemple que nous traitons est volontairement non optimal, dans
le sens ou la méthode que nous présentons n’est pas la plus performante au
sens du critére pénalisé sur plusieurs protocoles. Nous souhaitons montrer
ici un exemple d’estimation par sélection de modéle sur données réelles dont
le résultat de I'estimation de w n’est pas une fonction monotone.

Présentation

La roche meére de ce systéme pétrolier Sibérien (voir figure 5.17) est essen-
tiellement constituée de schistes continentaux datés du Jurassique moyen et,
pour quelques représentants, du Trias. Les roches réservoirs sont des sables
de silice du Jurassique et du Crétacé. On y trouve aussi quelques carbo-
nates. Les pieges par dome de sel sont assez rares dans cette région. Les
épais schistes du crétacé et du Trias qui couvrent les réservoirs fournissent
des pieges suffisamment efficaces pour préserver les hydrocarbures.

Estimation

Nous considérons un échantillon de n = 542 champs (huile et gaz confon-
dus) de taille supérieure & 1 Mbep. L’ensemble de ces champs représente un
montant de réserves prouvées R = 120,6 Gbep. Le diagramme LogLog de
cet échantillon se trouve en rouge sur la figure 5.20.

La figure 5.18 résume ’ensemble des résultats de la modélisation et de ’es-

timation décrite aux chapitres 2, 3 et 4 pour les données précédentes. Pour

cet exemple particulier, il a été choisi une procédure d’estimation :

— par sélection de modéles;;

— sur partitions réguliéres sur blocs statistiques de fréquence d’observation
égales ;

— sans contrainte de monotonie;

— sans spécification préalable de a.

Il faut noter que le meilleur modéle au sens du critére pénalisé est celui
qui correspond & une partition réguliére en fréquence avec contrainte de
monotonie, donné sur la figure 5.19. La dimension du modéle est alors de 13
et ’estimation générale bien plus optimiste que ce qui est présenté ici.

Commentaire

Le premier commentaire a fournir est celui de I’allure globalement croissante
de lestimation de w. Celle-ci montre (tout comme le cas du Viking Graben
et du Congo) que I'hypothése de monotonie que nous avons faite tout au
long de la thése semble une fois de plus justifiée.
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F1G. 5.17 - Carte du systéme pétrolier de Bazhenov (Russie). En rouge sont
les champs gaziers, en vert les champs de pétrole.



5.3. ESTIMATION DU POTENTIEL DE RESERVES 203

F1G. 5.18 — Sortie graphique du logiciel select pour le systéme pétrolier de
Bazhenov (non “optimale”, données 1998).
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Nous ne commentons pas ici les résultats détaillés des estimations car ils
ne sont pas les résultats optimaux au sens du critére pénalisé. Nous voyons
cependant que ’habitat est concentré sur cette zone, ce qui est confirmé par
I’estimation sous contrainte de la sortie graphique 5.19.

Nous notons sur les deux sorties graphiques des figures 5.18 et 5.19 que la
variabilité sur & (environ 20 % d’un cas a 'autre) a un impact considérable
sur les estimations de réserves et du nombre total de champs. Il faut ce-
pendant remarquer que l'essentiel de la différence constatée se situe sur les
classes de tres petite taille, c’est & dire moins de 20 Mbep. En effet, sur cette
classe on trouve un écart de réserves restant & découvrir d’environ 11 Gbep,
qui explique plus de la moitié de I’écart constaté entre les deux estimations
de réserves et 90 % de D’écart sur le nombre total de champs. Une erreur
d’estimation sur a a donc un impact bien plus important sur les estimations
relatives aux petits objets qu’aux objets de taille importante.

La figure 5.20 montre une simulation de loi parente dans le cas non optimal.
Si cette estimation était proche de la réalité, nous voyons alors trés clairement
sur ce graphe que nous serions trés proches de ’exhaustion.

5.3.5 Conclusion générale sur les estimations
Retenons ici que sans un expert de terrain, le statisticien ne peut rien.

En amont du traitement statistique, méme si nous avons vu que les esti-
mations nous confortent parfois dans le choix des hypothéses, notamment
celle de la monotonie des probabilités d’inclusion, il nous est impossible de
tirer des conclusions pertinentes si les échantillons de départ ne sont pas
correctement spécifiés.

Une fois les résultats statistiques obtenus, Le dernier exemple du bassin de
Bazhenov nous montre que I’avis de I’expert géologue et I'information a priori
qu’il peut apporter sont essentielles pour valider un modéle. Les différences
d’estimation peuvent en effet étre considérables d’un protocole a ’autre sans
que 'un soit spécialement plus plausible que ’autre pour le seul statisticien.

Mentionnons aussi pour conclure qu’il est impossible de valider la méthode
en dehors des simulations et de rétroprévisions non contradictoires. En ef-
fet, aucun bassin sédimentaire du globe ne peut aujourd’hui étre considéré
comme totalement mature, c’est-a-dire considéré comme un bassin ol tous
les gisements d’hydrocarbures auraient été découverts. Les rétroprévisions
peuvent aider & la validation d’un modéle en donnant des informations sur
sa stabilité au cours du temps.

Nous terminons par un exemple qui illustre & ce dernier point. La figure
5.21 représente les résultats de ’estimation de la densité des observations
du Viking Graben de mer du Nord avec les données de 1985 (170 champs
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F1G. 5.19 — Sortie graphique du logiciel select pour le systéme pétrolier de
Bazhenov (“optimale” données 1998).
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F1G. 5.20 — Diagramme LogLog du systéme pétrolier de Bazhenov (données
1998 en rouge) et sur-échantillon de la loi parente estimée (en noir).
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contre 252 en 1998, voir la section 5.3.1). Le modeéle présenté est celui qui
minimise le critére pénalisé sur tous les modéles possibles. On peut voir que
I'estimation de « sur ces données est trés proche de celle de 1998 (environ
0,75 pour les deux) et que le modeéle de 1985 prévoit que I’on découvre encore
un champ parmi les plus grandes observations de I’époque (c’est-a-dire les
champs de taille supérieure a 410 Mbep), ce qui a exactement été vérifié
depuis.

Pourtant, si nous avions pratiqué nos estimations en 1985, nous aurions
probablement imposé la contrainte de monotonie qui aurait alors masqué ce
dernier grand champ restant a découvrir...
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FiG. 5.21 — Sortie graphique du logiciel select pour le Viking Graben de
mer du Nord (données 1985).



Chapitre 6

Annexe 2 : quelques codes
source

L’ensemble des codes reproduits ci-dessous sont rédigés en langage Matlab®
version 5.3. Excepté le premier d’entre-eux, et bien qu’ils ne représentent
qu’un trés petit volume de I’ensemble des codes nécessaires au fonctionne-
ment du logiciel select, ils sont au coeur de celui-ci et illustrent le travail
d’estimation correspondant & la description théorique des chapitres 3 et 4 en
termes d’algorithmique.

Lorsque ces codes font appel & des échantillons de données, il s’agit partout
d’échantillons de logtailles de champs

6.1 Calcul de probabilités d’inclusion

Le programme probincl qui suit permet de calculer les probabilités d’in-
clusion au k®™ tirage sans remise successif dans un échantillon de taille N
associé & des probabilités d’inclusion w au premier tirage. Ce programme est
inspiré de la formule de récurrence donnée par la Proposition 2.3.1.

function y = probincl(omega,i,long)

h

% PROBINCL calcule la probabilité d’inclusion d’une unité
% d’indice ’i’ dans un échantillon de taille ’p’ d’un

% omega-ordonné-PPSWOR (Proportional to Size Sampling

% WithOut Replacement) .

h

global p n oi

209
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p = long;

n = length(omega);

oi = omega(i);

y = oi/sum(omega) ;

y = y*parsum(omega([1:i-1 i+1:n]));
)

% Sous-Fonction récursive PARSUM

)

function t = parsum(o)

global p n oi

B
]

length(o);
t =1;

if m > n-p
U = sum(o)+oi;
for k = 1:m
t =1t + 0(k)/(U-o(k))*parsum(o([1:k-1 k+1:m]));
end
end

6.2 Simulation de la loi parente

Le code pialpha suivant permet de créer un ou plusieurs échantillons d’une
loi de Lévy-Pareto au moyen de sa fonction de queue de répartition (voir
section 2.1).

function A = pialpha(alpha,n,m)

h

% PIALPHA cree un ou plusieurs echantillons de la loi de Pareto
% Elle prend comme argument l’exposant de Pareto ’alpha’,

% la taille des echantillons ’n’ et leur nombre ’m’.

% Par defaut, si ’m’ n’est pas specifie alors la fonction
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% ne cree qu’un echantillon. Dans le cas contraire, les
% echantillons sont donnes sous forme de colonnes d’une matrice (n,m).

b
if nargin == 2, m = 1; end

A = rand(n,m).~(-1/alpha);

6.3 Simulation du sous-échantillonnage

6.3.1 Tirage successif

Le code wsample'! suivant permet de créer un ou plusieurs sous-échantillons
de taille donnée d’une liste de valeurs par tirage successif biaisé par effet
taille selon une pondération elle aussi donnée.

function V = wsample(X,W,m)

% WSAMPLE tire sans remise dans proportionnellement
% & une mesure de taille. Elle prend pour argument
% le vecteur base, le vecteur des poids (de meme

% taille imperativement), ainsi que la taille du

% sous echantillons voulu.

% Elle renvoie la matrice des sous échantillons

% generes.

h
n = length(X);
X = reshape(X,n,1);
W = reshape(W,n,1);
for k = 1:m

a = min(W);

1 =0;
j a + rand*(sum(W)-a);

while j >= a

'La commande sortd qui apparait dans ce code est un utilitaire de tri de vecteur par
valeur décroissante.
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1 =1+1;
j=3 - w@;
end
if k == 1
V(1,1) = X(1);
else
V(1l:k,k) = sortd([V(1:k-1,k-1);X(1)]1);
end
if 1 ==n
X = [X(1:n-1)];
W= [W{ll:n-1)];
else
X = [X(1:1-1);X(1+1:n)];
W= [W(1:1-1);W(1+1:n)];
end
n = n-1;

end

6.3.2 Tirage global

Le code wempirsample? suivant permet de créer un sous-échantillon d’une
liste de valeurs par tirage direct dans des classes de tailles données, au moyen
de probabilités d’inclusion elles aussi données. La taille du sous-échantillon
est alors une variable aléatoire, comme dans la remarque de la définition
2.3.2.

function Y = wempirsample(X,omega,bornes)

)

% WEMPIRSAMPLE tire la proportion omega sans remise

% d’individus dans ’X’ entre des bornes internes en [[.

h

% Y = wempirsample(X,bornes,omega). ’X’ doit &tre trié

% décroissant, ’bornes’ trié croissant et ’omega’ correspondre
% & 1’ordonnancement de bornes.

?La commande sortcle qui apparait dans ce code est un utilitaire qui permet de trier
les lignes d’une matrice en utilisant comme clé une colonne spécifiée de cette matrice.
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=]
|

= length(X);
length(bornes);

o
]

eps = min(abs(X(1:n-1)-X(2:n)))/10;
bornes = [X(n) ; bornes ; X(1)+2*eps];
k=1,;

for i = p+1:-1:1

Z = X(find ((X>=(bornes(i)-eps)) & (X<(bornes(i+1)-eps))));
Z = sortcle([Z rand(length(Z),1)]1,2);
q = round(omega(i)*length(Z));
Y(k:k+qg-1,1) = sortd(Z(1l:q,1));
k = k+q;
end

6.4 Estimation dans un modéle

6.4.1 Partition de ’intervalle d’étude

Le code closeto qui suit permet notamment de construire des partitions de
Iintervalle d’étude basées sur les données & partir de partitions réguliéres. Il
peut aussi utilisé pour construire des sur-échantillons des données en vue de
I'établissement d’intervalles de confiance (voir section 5.2.3).

function Y = closeto(X,bornes)

% CLOSETO permet de sortir le vecteur issu d’un vecteur
% "bornes" le plus proche mais basé sur les statistiques
% d’ordre d’un vecteur ’X’.

% Y = closeto(X,bornes), ol ’bornes’ est le vecteur des

% bornes internes en [[. Attention, CLOSETO garde le méme
% ordonnancement que celui de ’bornes’.

bornes = bornes(find((bornes >= min(X)) & (bornes < max(X))));
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Y(1) min (X (find (X>=bornes(1))));
k =1;

for i = 2:length(bornes)
T = min(X(find (X>=bornes(i))));

if T "= Y(k)
k =k + 1;
Y(k) = T;
end

end

6.4.2 Régression isotonique

Calculer la régression isotonique d’une fonction constante par morceaux as-
sociée a une famille de poids nécessite en premier lieu de disposer d’un outil
qui permet de construire la minorante convexe d’un nuage de points. C’est
le role du code convexhull®.

function Z = convexhull (X)

h

% CONVEXHULL rend la minorante convexe d’une famille de

% points ordonnée en abscisse.

h

% CONVEXHULL prend pour argument la matrice des coordonnées,
% 1ére colonne absisces, 2éme colonne ordonnées et 3eme

% colonne poids des n points, od n est le nombre de

% lignes. Elle rend une matrice du méme type contenant

% les coordonnées des points de la minorante convexe.

b

X = sortcle(X,1);
[Y,Z] = epure(X(:,1));
Y(:,2) = X(Z,2);

Z=Y(1,:);
= length(Y);
i=1;

3Ce code utilise un utilitaire appelé epure qui élimine les doublons d’un vecteur de
données.
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j=2

while i < n
B = (Y(i+1:n,2)-Y(i,2))./(¥Y(i+1:n,1)-Y(i,1));
i i + max(find(B==min(B)));
Z(j,:) =Y(,:);
j=i+
end

La régression isotonique d’une fonction constante par morceaux associée &
une famille de poids définis pour chaque morceaux est la dérivée de la mi-
norante convexe de la fonction qui a chaque saut de la fonction de départ
associe la somme cumulée des hauteurs des sauts pondérée par les poids (cf.
chapitre 3 ou [72] pour les détails). Le code isotonic qui suit met en ceuvre
cette idée.

function Z = isotonic(X);

T

% ISOTONIC renvoie la regression isotonique d’un
% ensemble de points.

h

% Elle prend et renvoie le méme genre d’arguments
% que CONVEXHULL

T

[n,p] = size(X);

if p ==
X(:,3)=ones(n,1);
end
n =n(1); Z = cumsum(X(:,2).%X(:,3)); H = cumsum(X(:,3));

N
1]

convexhull([H Z]); n = length(Z);
Z(2:n,2) = (Z(2:n,2)-Z(1:n-1,2))./(Z(2:n,1)-Z(1:n-1,1));
Z(1,2) = X(1,2) ;

for i = 1:n
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Z(i,1) = X(min(find(H==Z(i,1))),1);
end

6.4.3 Estimation sous contraintes

La fonction vraisemblanceC* qui suit rend la solution du programme de
maximisation de la vraisemblance en « et w dans un modéle fixé, sous
contrainte de monotonie. Le code suit la preuve de la proposition 3.2.8 en dis-
tinguant le cas ol le modéle est de dimension 1 des dimensions plus grandes.
Ce code est divisé en deux parties. La premiére a pour role d’effectuer la
dichotomie en « sur la fonction ¢! qui intervient dans la preuve de la Pro-
position 3.2.8; la seconde évalue la fonction ¢, tout les paramétres étant
fixés, au moyen de la régression isotonique des (wr) em-

A noter qu'’il existe quatre versions de ce code suivant le type d’estimation
que 'utilisateur souhaite mettre en ceuvre :

— la version non contrainte en w & « connu;

— la version contrainte en w & a connu;

— la version non contrainte en w & « inconnu;

— la version contrainte en w & « inconnue (présentée ci-dessous).

function [alpha,omega, isobornes, loglik] = ...
vraisemblanceC(X,bornes)

n = length(X);
xbar = mean(X);
eps = 107-5;

if isempty(bornes)

Pn =1;
bornes = [0 ; inf];
m = length(bornes) ;

h
% Calibrage du point de départ de la dichotomie en alpha
h

4Cette fonction utilise un utilitaire saucissonne qui permet de savoir combien d’élé-
ments d’un vecteur se trouvent entre des bornes spécifiées a ’avance.
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alpha = 1;

while phiprim(alpha,bornes,m,Pn,xbar) > 0
alpha = alpha + 1;

end

h
% Dichotomie en alpha

h

alph = alpha - 1;
while alpha-alph > eps
alp = (alphatalph)/2;
if phiprim(alp,bornes,m,Pn,xbar) > 0

alph = alp;
else

alpha = alp;
end

end

h
% Renvoi d’alpha, omega, log-vraisemblance

b

alpha = (alphatalph)/2;
omega = 1;
loglik = alpha*xbar - log(alpha);

isobornes = [];

else
Pn = (saucissonne(X,bornes))’/n;
bornes = [0 ; bornes ; inf];
m = length(bornes);

h
% Calibrage du point de départ de la dichotomie en alpha
h

alpha = 1;

while phiprim(alpha,bornes,m,Pn,xbar) > 0
alpha = alpha + 1;

end

h

% Dichotomie en alpha
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h

alph = alpha - 1;
while alpha-alph > eps
alp = (alphatalph)/2;
if phiprim(alp,bornes,m,Pn,xbar) > 0

alph = alp;
else

alpha = alp;
end

end

h
% Renvoi d’alpha, omega, log-vraisemblance

b

alpha = (alpha+alph)/2;

ex = exp(-alpha*bornes);

ex = ex(1:m-1)-ex(2:m);

omega = Pn./ex;

T = isotonic([bornes [0;omegal [0;ex]]);
omega = T(2:length(T),2);

omega = omega/max (omega) ;

if isempty(T(2:1length(T)-1,1))
loglik = alpha*xbar - log(alpha);
isobornes = [];

else
tex = exp(-alpha*T(1:length(T)-1,1)) - ...
exp(-alpha*T(2:1ength(T),1));
loglik = alpha*xbar - log(alpha) - sum(log(omega).* ...

(saucissonne(X,T(2:1length(T)-1,1)))’/n)
+ log(sum(omega.*tex)) ;
isobornes = T(2:length(T)-1,1);
end
end

A
% Fonction intermédiaire PHIPRIM
%

function y = phiprim(alpha,bornes,m,Pn,xbar)

ex = exp(-alpha*bornes);
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ex = ex(1:m-1)-ex(2:m);

omega = Pn./ex;

T = isotonic([bornes [0;omegal [0;ex]]);

dex = [T(1:1length(T(:,1))-1,1);0].*exp(-alpha*T(:,1));

k = length(dex);

y = 1/alpha - xbar + sum(T(2:k,2).*(dex(1:k-1)-dex(2:k)));

6.5 Sélection de modéles

Le code source de la fonction modelselectCirreg® qui suit donne les boucles
nécessaires a l’évaluation des critéres pénalisés sur I’ensemble des modeéles
basés sur une partition réguliére fixée.

Cette fonction prend pour argument les données ainsi que la constante de
calibration devant la fonction de pénalité (voir la section 4.4.4). Pour des
raisons de temps de calcul, un maximum de 13 morceaux est admit pour la
partition fine réguliére sous-jacente aux partitions réguliéres visitées.

A noter que le protocole de sélection de modéles ci-dessous (ainsi que le
code nécessaire a la calibration de la constante par la méthode de la pente
penteCirreg — voir la section 4.4.4 — aussi donné ci-aprés) existe en 16
versions différentes suivant que les modeéles choisis sont :

— avec sou sans contraintes en w;

— supposés & a connu ou inconnu ;

— basés sur des partitions homogeénes en longueur ou en fréquence;

— réguliers ou irréguliers.

function [alpha, omega, isobornes, crit] = ...
modelselectCirreg(X,theta)

h

% MODELSELECTCIRREG est un protocole complet de selection

% de modeles sur un vecteur colonne ordonné décroissant

% pareto w-sous-échantillonne, sur un ensemble de partitions
% irregulieres en longueurs. Omega-contraint croissant.

5Ce code utilise un utilitaire concat nécessaire 3 la création des sur-partitions basées
sur une partition réguliére initiale.
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h

% ’X’ est le vecteur des données ordonné décroissant,

% ’theta’ est une constante de calibration de la pénalité.
h

% ’alpha’ est l’estimation finale de alpha

% ’omega’ est l’estimation finale de omega

% ’isobornes’ est le vecteur des sauts de omega

% ’crit’ est la valeur de critére pénalisé.

b

n = length(X);
p = min(floor(sqrt(n)),12);
k = ceil(n/(log(n))~2);

[alpha, omega, isobornes, loglik] = vraisemblanceC(X,[]);
crit = loglik + theta*1l/n*(log(n) + 2.5); isobornes = [];

% Sélection de modéles

for 1 = 2:p
born = (closeto(X,X(n) + (X(1)-X(n))*(1:(i-1))/1))?;
born = born(find(born<X(1) & born>X(n)));
born = concat(X,born,k);

1 = length(born);
for j = 1:1
A = nchoosek(born,j);
for kk = 1:nchoosek(1,j)
borne = A(kk,:)?;
b = length(borne)+1;
[alph, omeg, isoborne, logli] = ...
vraisemblanceC(X,borne) ;
cri = logli + thetax*b/n*(log(n/(1+1)) + 2.5);
if cri < crit

crit = cri;
alpha = alph;
omega = omeg;
isobornes = isoborne;
end
end
end

end
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Code de calibration de la pente penteCirreg dans le cas d’une estimation
sous contrainte de monotonie en w, & « inconnu.

function theta = penteCirreg(X);

% PENTECIRREG donne la valeur de la pente efficace minimale
% sur 1’enveloppe convexe du nuage de points (\pen,\gamma)

% pour le protocole de sélection de modéles sur partitions

% irréguliéres basées sur une partition fine réguliére.

n = length(X);
p = min(floor(sqrt(n)),12);
k = ceil(n/(log(n))~2);

yy(l:p) = inf;

xx(1) = 1/nx(log(n) + 2.5);

[alpha, omega, bornes, loglik] = vraisemblanceNC(X,[]);
yy (1) = loglik;

% Sélection de modéles

for i = 2:p
born = (closeto(X,X(n) + (X(1)-X(m))*(1:(i-1))/1))?;
born = born(find(born<X(1) & born>X(n)));
born = concat(X,born,k);
1 = length(born);
if 1 >=1
for j = 1:1
A = nchoosek(born,j);
for kk = 1:nchoosek(l,j)
borne = A(kk,:)?;
b = length(borne) + 1;
[alph, omeg, borne, loglik] = ...
vraisemblanceC(X,borne);
if (loglik < yy(b) & alph >= alpha)
xx(b) = b/n*(log(n/(1+1)) + 2.5);
yy(b) = loglik;
end
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end
end
end
end

xx = xx(find(xx"=0)); yy = yy(find(yy~=inf));

=
1]

convexhull ([xx’ yy’]1); 1 = length(A(:,1));

ct
1]

min(find(A(2:1,2)-A(1:1-1,2) >= 0));
if ~“isempty(t)

A=AC:t,:);
end

1 = length(A(:,1));

for i

=1:1
D(i) =

find(xx==A(i,1));
end
DD = D(2:end) - D(1l:length(D)-1);

i = min(find(DD == max(DD)));

theta = (A(i+1,2)-A(i,2))/(AGi+1,1)-A(i,1));




Chapitre 7

Annexe 2 : Interfacage et mode
d’emplo1 de select

L’ouverture du logiciel select sous Matlab® fait apparaitre la fenétre repré-
sentée sur la figure 7.1.

4 Hpd=l Selection Tod

et e
Name [ Aphs
Heseraiy Hesetves
= -
= =l
Flot Dty
| Pwom | 4 -

Model Selection Tool m

FiG. 7.1 — Fenétre d’entrée du logiciel “select”.
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7.1 Simuler les données de la population parente

Dans un premier temps et dans 'objectif de pratiquer des simulations, cette
fenétre interactive permet en cliquant sur le bouton “Simulate Genuine Data”
de simuler un échantillon d’une loi de Lévy-Pareto (avec un minimum fixé a
I’équivalent de 1 Mbep). Apparait alors la fenétre de la figure 7.2, qui permet
a lutilisateur de rentrer le parameétre a de la loi de Lévy-Pareto (0,7 dans
I'exemple) ainsi que leffectif N (2000 ici) de I’échantillon. Cet échantillon re-
présente une réalisation de la population parente X = { X1, ..., Xy} de notre
modele. Si I'utilisateur souhaite utiliser ’outil directement sur des données
réelles, se rendre directement au commentaire de la figure 7.7.

¢ Genuine Data Simulation Tool !E[E

Fareto-Lewy Exponent 0.7
mample Size 2000
OK Close

Fi1a. 7.2 — Fenétre de simulation de la population parente.

Lorsque les entrées des paramétres sont effectuées, un clic sur le bouton “OK”
actualise automatiquement la fenétre select de départ, comme le montre la
figure 7.3. Leffectif, le cumul ainsi que la valeur du paramétre de la loi sont
indiqués au dessus de la boite de visualisation de la population parente.

7.2 Simuler les données de 1’échantillon observé

Il est ensuite nécessaire de simuler le tirage de ’échantillon observé Y =
{Y1, ..., Y,,} grace au bouton “Simulmate Observed Data” de la fenétre d’en-
trée. Deux options sont possibles suivant que 'on souhaite définir des pro-
babilités d’inclusion aux premiers tirages “a la Rosén” (se reporter en 2.3.1
ou [74] et [75]) et un taux de sondage; ou bien que ’on souhaite directement
spécifier des probabilités d’inclusion dans I’échantillon observé de classes de
taille données dans la population parente. Le taux de sondage dépend alors
directement de ces s probabilités d’inclusion et des bornes fixées par 'utilisa-
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# HWpdsl Selection Tool

Simulate Gengine Data Dbsensed Cata Gienisne Cista

Simulale Observed Data Cion Sirn 000

Plot Date

Model Selection Tool m

Fic. 7.3 — Fenétre d’entrée actualisée de la présence de la population parente.
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teur. La figure 7.4 montre comment sont introduits les deux choix possibles

dans la fenétre de simulation.

— La fenétre qui figure a gauche permet de fixer les probabilités d’inclusion au
premier tirage (First Order Probability Inclusions — FOPI) au moyen d’une
fonction puissance dont l'utilisateur rentre la valeur (0,4 dans I’exemple).
Plus celle-ci est faible et plus le tirage est uniforme ; plus celle-ci est élevée
et plus les objets de taille importante sont favorisés. Il est aussi nécessaire
de d’entrer la taux de sondage (0,15 ici, soit 300 individus). Le tirage est
effectué de maniére successive et conforme & la méthode décrite en 2.3.1.

— Dans la fenétre de droite sont spécifiées les bornes des intervalles des plages
de constance de w ainsi que les valeurs des probabilités d’inclusion désirées
(Last Order Probability Inclusions — LOPI). Par exemple, si une classe de
la population parente contient 100 individus et que la probabilité d’in-
clusion fixée par l'utilisateur est de 0.2, la contribution de ladite classe
a l'échantillon des observations sera de 20 individus tirés selon une loi
uniforme au sein de cette classe. Dans notre exemple, I’échantillon simulé
I’est par édition des LOPI avec pour bornes, en Mbep : 5 10 50 100 500 et
1000 et les probabilités d’inclusion associées sont 0,05 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8
et 1 pour les plus grandes tailles. Cette méthode autorise & spécifier des
probabilités d’inclusion non nécessairement croissantes en fonction de la
taille.

Il est & noter que les graphes tracés en bas de la fenétre de simulation sont

ceux des FOPI et LOPI suivant les cas, et représentent donc les probabilités

d’inclusion respectives au premier et dernier tirage successif.

T e - T
Zampieyg Frasen | [[
I EBILOA F EMILOR  Bosas [T 0 Yeegam [ 507 12
o
iy i L
|
E | on —
(T3 ; |
4 T |
04 i
4 e na i—l
— -:.Z-'..I.. i | — s rn
i i i ' ' i’ i it 1 1w

F1G. 7.4 — Variantes de la fenétre de simulation de 1’échantillon observé.
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La fenétre d’entrée s’actualise de ’échantillon des observations une fois le
bouton “OK” pressé. L’effectif, le cumul associé ainsi qu'un nom pour cet
échantillon (& des fins de sauvegarde ultérieure des données) sont automa-
tiquement affichés, comme le montre la figure 7.5. L’effectif de I’échantillon
observé est de 217 individus pour un montant de réserves cumuleés de 62285
contre 79285 Mbep dans la population parente.

# HWpdsl Selection Tool

Hame [ teszir | Alpha o7
Hesiraey RS Aesetes TaHR
Simulale Observed Data Ciag =7 Gia 200
_3 _3
TESAT TERD
ST AT ZERTAT
ZA07 e 2T AR
H2iia 212318
1982 15 158215
182097 820,97
1735.23 17TE.2
154863 1543 63
1477.75 147775
12Em 123809
m 1024 % = hoam =

Model Selection Tool m Diose

Fic. 7.5 — Fenétre d’entrée actualisée de la présence de 1’échantillon des
observés.

Remarque : lorsque 'on choisit de simuler des donnés observées en spéci-
fiant les probabilités d’inclusion au premier tirage grace a une fonction puis-
sance, la vraie densité & estimer f, , n’appartient pas a I’espace des densités
exponentielles de polynomes par morceaux. A l'inverse, si ce sont les pro-
babilités d’inclusion au dernier tirage qui sont spécifiées alors la densité a
estimer appartient bien a cet espace.
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7.3 Importer les données

Il est aussi possible d’importer directement soit des données de population
parente X (& des fins de simulation par exemple), soit des données observées
Y (notamment pour effectuer tests sur données réelles) griace au bouton
“Import Data” de la fenétre d’entrée. S’affiche alors la fenétre de choix 7.6.
Le type de données étant choisi, il est essentiel que le fichier que I'utilisateur
va sélectionner ensuite présente des données ASCII (format texte “.txt”) en

1
# |lmport Data Tool |

colonne”.
Dataszet to be imported in ascii format

Genuine Data

Obzerved Data ¥

Ok Cancel |

F1G. 7.6 — Fenétre d’importation de données.

7.4 'Tracer les diagrammes LogLog des données

Les données (population parente et/ou échantillon observé) étant prétes a
exploiter dans la fenétre d’entrée de la figure 7.5, celles-ci peuvent étre tracées
dans un diagramme LogLog (voir 1.2.5) au moyen du bouton “Plot Data”.
Une fenétre graphique classique Matlab® apparait alors avec les données
population X (si elles existent) en bleu et les données échantillon Y (si elles
existent) en rouge, comme le montre la figure 7.7.

Les données étant au complet, nous sommes en mesure de lancer un ou
plusieurs protocoles d’estimation sur les données.

7.5 Choix du type de partition

Pour faire apparaitre la fenétre d’options d’estimation, cliquer sur le bouton
“Model Selection Tool” de la fenétre d’entrée.

!Ce type de fichier de données peut-étre produit par tous les logiciels du marché :
traitement de texte, tableurs, calcul scientifique...
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# Frgure Ho. 2

Ele Edt Inde Windwe Help
DEEAS YA 2, 2D

* : I :

10
":;w'a:'{_._
10°k 4

0}

1DD : 1 : } 4
lig 10 10* iy 10

FiGc. 7.7 — Diagramme LogLog des données population et échantillon.
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5 1050 100500 100

F1G. 7.8 — Variantes de la fenétre de choix de méthode d’estimation.



7.6. CHOIX DE LA METHODE D’ESTIMATION 231

Cette fenétre d’options fait permet a l'utilisateur de cocher plusieurs check-

bozes. Le premier groupe de ces checkboxes concerne la méthode de partition

de 'intervalle des données (groupe “ Partitioning Method”). 1l est possible de

spécifier une partition en

— Log-longueur d’intervalles constants (checkbox “Length”) ;

— effectifs constants, ou blocs statistiques équivalents selon la terminologie
ad hoc (checkbox “Frequency”).

Il est ensuite nécessaire de préciser si 1’algorithme doit aller visiter

— uniquement les partitions réguliéres (checkboz “Regular”);

— toutes les partitions irréguliéres pouvant étre construites sur une grille
régulieére (checkbox “Irregular”).

L’utilisateur peut aussi spécifier les bornes qu’il souhaite pour 'estimation
(checkbox “ User Defined”). On sort alors évidemment du cadre de la sélection
de modéles puisque par cette manceuvre le modéle dans lequel sont estimés
les parameétres est entiérement fixé.

Remarque (1) : les bornes des plages de constance de la fonction de pondé-
ration @ estimée sont calées sur les données. Elles peuvent donc varier de la
définition de 'utilisateur ou bien ne pas définir des plages de Log-longueur
parfaitement réguliéres dans le cas oul cette option aurait été retenue. Du
point de vue algorithmique, les bornes sont choisies dans la collection des
données observées comme étant les données les plus proches de celles spéci-
fies par 'utilisateur ou bien les plus proches d’une partition parfaitement
réguliere.

Remarque (2) : lorsque ’on ne se trouve pas en situation User Defined, il
est possible de cocher plusieurs méthodes en méme temps. Toutes les parti-
tions correspondant & toutes les méthodes possibles vont alors étre testées.
Celle qui est sélectionnée est celle qui minimise le critére du maximum de
vraisemblance pénalisé parmi tous les modéles. On peut ainsi éventuellement
mettre en compétition plusieurs méthodes de partition.

7.6 Choix de la méthode d’estimation

De nouveau, on peut envisager plusieurs options possibles pour les estima-
tions des parameétres des modéles visités (groupe “ Estimation Method”).

Il est possible de travailler & « fixé par pour I'utilisateur? (checkboz “Alpha
treated as known”), ou bien de laisser libre cette valeur qui sera alors estimée
par 'algorithme.

Remarque : notons que si « est fixé, les valeurs des (wr)rem, o0 1 est
la partition finale choisie, ne dépendent plus que du nombre d’observations
dans chaque intervalle. En effet, 'estimateur du maximum de vraisemblance

2rappelons que « est I'inverse de I’habitat du systéme.
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de w correspond alors & I’histogramme des Log-données contre la mesure
exponentielle de paramétre o comme on l’a vu dans la remarque (1) de la
proposition 3.2.3.

Enfin, on peut soit laisser les estimations des (wy)jes libres de contraintes
(checkbozx “ Unconstrained Estimates”), ou bien les contraindre a la monotonie
(checkboz “Isotonic constraint for weights estimate ”). On peut encore mettre
ces deux méthodes en compétition 'une contre I'autre en cochant les deux
checkbozes.

Enfin, il est possible de demander une sortie graphique “Graphical QOutput”
et/ou une sauvegarde des résultats “Save a Text Output” au format ASCII
a lintérieur du dossier work de Matlab® dans un fichier dont un nom par
défaut est proposé. Nous détaillons les résultats de la sortie graphique dans
la section qui suit.

Deux exemples de protocoles possibles d’estimation sont présentés sur la
figure 7.8.

7.7 Sortie graphique des résultats

Les résultats du protocole de sélection de modeéles ou de la simple estimation
des parameétres du modéle spécifié par 1'utilisateur sont représentés sur la
figure 7.9.

On trouve sur cette fenétre :

— la valeur estimée, ou spécifiée de «;

— les bornes (l;l, very B\m\—ﬂ des plages de constance de @ spécifiées par 1'uti-
lisateur ou sélectionnées par 1’algorithme ;

— les valeurs estimées des probabilités d’inclusion entre les bornes mention-
nées au dessus (les premiéres et derniéres valeurs de @ étant définies res-
pectivement pour les intervalles [min Y; l;l] et [l;|m|,1 ;max Y] ;

— dans le cas ot les il existe une population parente simulée, les vraies valeurs
des probabilités d’inclusion entre les bornes (31, ves g\m\q) sont données
A titre de comparaison avec les valeurs estimées® (cette option — bouton
“Display projected omegas” n’est pas activée sur la figure 7.9);

— la valeur des réserves totales estimées et le détail, intervalle par intervalle,
des réserves de ’échantillon des observations et des réserves estimées. Une
estimation des réserves restant a découvrir est donc la différence entre les
deux ;

— le nombre total de champs estimé et le détail, classe de taille par classe
de taille, du nombre de champs dans I’échantillon des observations et du

3Ces “vraies valeurs” correspondent aux coefficients de la projection Kullback de la
vraie densité devant les vecteurs (Ir)rem, C’est-a-dire la fonction @, conformément aux
notations du chapitre 4.
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Lisplay Hosen's |

FiG. 7.9 — Sortie graphique du protocole d’estimation.
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nombre de champs estimé. Comme pour les réserves, le nombre de champs
restant & découvrir s’estime par la différence.

— le graphe de la fonction @ dans un diagramme semi-Log. Si les données de
la population parente sont simulées, un bouton permet d’afficher aussi la
projection Kullback @ représentant les vraies probabilités d’inclusion de
chaque classe de taille.



Chapitre 8

Annexe 3 : résultats détaillés
des simulations

Dans cette annexe se trouvent certains résultats détaillés des simulations
de la section 5.2. Pour chaque simulation ci-dessous on retrouve un histo-
gramme! :

— de la valeur estimée du paramétre «;

— du nombre de morceaux de la partition sélectionnée ;

de 'erreur relative d’estimation du nombre de champs restant a découvrir;

— de l'erreur relative du montant de réserves restant a découvrir.

Chaque histogramme est assorti du calcul de la médiane, de la moyenne et
de I’écart-type empiriques de la distribution observée.

8.1 Densité exponentielle polynémiale par morceaux

8.1.1 Habitat trés concentré

Rappel : les caractéristiques de la densité f, . a estimer sont les suivantes :
- a=1006;

— effectif de la population parente : N = 2000 ;

— partition de R" en 4 morceaux avec les caractéristiques suivantes :

I || [0320] | [20:200] | [200 ;2000 | [2000 ;400

w 0,1 0,3 0,6 1

!Histogramme non construit par sélection de modéles!

235
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Estimation sans contrainte,
partitions en intervalles de longueur réguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
6 0.7
5 0.6
0.5
4
0.4
3
0.3
2 0.2
1 0.1
. . i
0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 0 5 10 15
Médiane 0.63 moyenne 0.66 ; écart type 0.14. Médiane 4 moyenne 5.12 ; écart type 2.04.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre Histogramme de l'erreur relative sur les
de champs restant a découvrir réserves restant a découvrir
0.7 0.35
0.6 0.3
0.5 0.25
0.4 0.2
0.3 0.15
0.2 0.1
0.1 0.05
0 0
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4 6 8 10
Médiane 0.41 moyenne 7.03 ; écart type 32.93. Médiane 1.04 moyenne 3.44 ; écart type 8.61.

FiG. 8.1 — Estimation d’une densité d’habitat trés concentré, sans contrainte
de monotonie en w sur partitions en intervalles de longueur réguliére. Proto-
cole de 200 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de longueur réguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
8 0.7
0.6 7
6 05
0.4
4
0.3
2 0.2
0.1 %
0 0 [
0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 0 5 10 15
Médiane 0.63 moyenne 0.68 ; écart type 0.15. Médiane 4 moyenne 5.06 ; écart type 1.83.
Histogramme de l'erreur relative sur le Histogramme de l'erreur relative sur les
nombre de champs restant a découvrir réserves restant a découvrir
0.4 0.35
0.3
0.3 0.25
0.2
0.2
0.15
01 01
0.05
0 0
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4 6 8 10
Médiane 0.86 moyenne 13.13 ; écart type 63.04. Médiane 1.44 moyenne 5.14 ; écart type 14.49.

FiG. 8.2 — Estimation d’une densité d’habitat trés concentré, sous contrainte
de monotonie en w sur partitions en intervalles de longueur réguliere. Proto-
cole de 200 simulations.
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Estimation sans contrainte,
partitions en intervalles de longueur irréguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
6 0.7
5 0.6
0.5
4
0.4
3
0.3
2
0.2
1 0.1
0 0
0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 0 5 10 15
Médiane 0.64 moyenne 0.64 ; écart type 0.08. Médiane 4 moyenne 4.2 ; écart type 0.8.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre Histogramme de l'erreur relative sur les
de champs restant a découvrir réserves restant a découvrir
0.7 0.4
0.6
05 0.3
0.4
0.2
0.3
02 01
0.1 T
0 0
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4 6 8 10
Médiane 0.85 moyenne 1.5 ; écart type 3.27. Médiane 1.26 moyenne 2.04 ; écart type 2.43.

FiG. 8.3 — Estimation d’une densité d’habitat trés concentré, sans contrainte
de monotonie en w sur partitions en intervalles de longueur irréguliére. Pro-
tocole de 100 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de longueur irréguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
7 0.7
6 0.6
5 0.5
4 0.4
3 0.3
2 0.2
1 0.1
0 0
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0 2 4 6 8 10 12
Médiane 0.65 moyenne 0.65 ; écart type 0.08. Médiane 4 moyenne 4.26 ; écart type 0.81.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre Histogramme de l'erreur relative sur les
de champs restant a découvrir réserves restant a découvrir
0.7 0.4
0.6
05 0.3
0.4
0.2
0.3
02 01
0.1
0 0
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4 6 8 10
Médiane 0.85 moyenne 1.5 ; écart type 1.86. Médiane 1.4 moyenne 2.12 ; écart type 2.16.

FiG. 8.4 — Estimation d’une densité d’habitat trés concentré, sous contrainte
de monotonie en w sur partitions en intervalles de longueur irréguliere. Pro-
tocole de 100 simulations.
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Estimation sans contrainte,
partitions en intervalles de fréquence réguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
5 0.5
4 0.4
3 0.3
2 0.2
1 0.1
0 0 T
0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 0 5 10 15
Médiane 0.62 moyenne 0.63 ; écart type 0.1. Médiane 9 moyenne 9.81 ; écart type 1.24.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre Histogramme de l'erreur relative sur les
de champs restant a découvrir réserves restant a découvrir
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
0 0
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4 6 8 10
Médiane 0.38 moyenne 1.39 ; écart type 3.33. Médiane 0.3 moyenne 0.82 ; écart type 1.78.

FiG. 8.5 — Estimation d’une densité d’habitat trés concentré, sans contrainte
de monotonie en w sur partitions en intervalles de fréquence réguliére. Pro-
tocole de 200 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de fréquence réguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha

8

%.4 0.6 0.8 1 1.2 14
Médiane 0.66 moyenne 0.68 ; écart type 0.09.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre
de champs restant a découvrir

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0
-2 0 2 4 6 8 10
Médiane 0.88 moyenne 2.13 ; écart type 4.19.

Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
0.35

0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

0
0 5 10 15

Médiane 6 moyenne 6.5 ; écart type 1.32.
Histogramme de l'erreur relative sur les
réserves restant a découvrir

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0
-2 0 2 4 6 8 10
Médiane 0.65 moyenne 1.2 ; écart type 1.8.

FiG. 8.6 — Estimation d’une densité d’habitat trés concentré, sous contrainte
de monotonie en w sur partitions en intervalles de fréquence réguliére. Pro-

tocole de 200 simulations.
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Estimation sans contrainte,
partitions en intervalles de fréquences irréguliéres

Histogramme des valeurs estimées de alpha

0
0.4 0.6 0.8 1

Médiane 0.63 moyenne 0.64 ; écart type 0.09.

Histogramme de l'erreur relative sur le
nombre de champs restant a découvrir

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0 )
-2 0 2 4 6 8 10

Médiane 0.48 moyenne 1.01 ; écart type 1.84.

Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
0.35

0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

0

0 5 10 15
Médiane 5 moyenne 5.04 ; écart type 1.76.
Histogramme de I'erreur relative sur
les réserves restant a découvrir
0.7

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0
-2 0 2 4 6 8 10
Médiane 0.7 moyenne 1.04 ; écart type 1.23.

FiG. 8.7 — Estimation d’une densité d’habitat trés concentré, sans contrainte
de monotonie en w sur partitions en intervalles de fréquences irréguliéres.

Protocole de 100 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de fréquences irréguliéres

Histogramme des valeurs estimées de alpha
14

12

10

A O 0

%.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Médiane 0.61 moyenne 0.6 ; écart type 0.06.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre

de champs restant a découvrir
3

25

2

15

1

0.5

0
-2 0 2 4 6 8 10
Médiane 0.3 moyenne 0.36 ; écart type 0.53.

Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
0.4

0.3
0.2

0.1

ol

0 5 10 15
Médiane 4 moyenne 3.97 ; écart type 1.06.
Histogramme de l'erreur relative sur les

réserves restant a découvrir

I

0
-2 0 2 4 6 8 10
Médiane 0.48 moyenne 0.58 ; écart type 0.68.

FiG. 8.8 — Estimation d’une densité d’habitat trés concentré, sous contrainte
de monotonie en w sur partitions en intervalles de fréquences irréguliéres.

Protocole de 60 simulations.
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8.1.2 Habitat concentré

Rappel : les caractéristiques de la densité fq ., & estimer sont les suivantes :
- a=08;

— effectif de la population parente : N = 2000 ;

— partition de RT en 5 morceaux avec les caractéristiques suivantes :

I || [0:10] | [10:50] | [50 ;100 | [100 ;500 | [500 ;400

w 0,1 0,3 0,5 0,8 1

Estimation sans contrainte,
partitions en intervalles de longueur réguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
25 0.35
0.3
2 ]
0.25
15 0.2
1 0.15
0.1
0.5
0.05
0 0 —

0 0.5 1 15 2 0 5 10 15
Médiane 0.78 moyenne 0.84 ; écart type 0.24. Médiane 4 moyenne 5.08 ; écart type 2.17.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre Histogramme de I'erreur relative sur les

de champs restant a découvrir réserves restant a découvrir
1 0.7
0.6
0.8
0.5
0.6 0.4
0.4 03
0.2
0.2
0.1
0 0
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4 6 8 10
Médiane 0.12 moyenne 14.16 ; écart type 72.85. Médiane 0.45 moyenne 7.59 ; écart type 32.68.

FiG. 8.9 — Estimation d’une densité d’habitat concentré, sans contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de longueur réguliére. Protocole
de 200 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de longueur réguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha

3

25

2

15

1

0.5

%.5 1 15 2
Médiane 0.87 moyenne 0.89 ; écart type 0.2.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre

de champs restant a découvrir

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0
-2 0 2 4 6 8 10

Médiane 0.93 moyenne 5.37 ; écart type 15.53.

Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
0.35

0.3
0.25
0.2
0.15
0.1

0.05 —

0
0 5 10 15

Médiane 5 moyenne 5.23 ; écart type 1.83.
Histogramme de l'erreur relative sur les
réserves restant a découvrir

0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

0
-2 0 2 4 6 8 10
Médiane 1.14 moyenne 3.88 ; écart type 8.46.

FiG. 8.10 — Estimation d’une densité d’habitat concentré, sous contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de longueur réguliére. Protocole

de 200 simulations.
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Estimation sans contrainte,
partitions en intervalles de longueur irréguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
6 0.5
5 0.4
4
0.3
3
0.2
2
1 0.1
0 0 F
0.6 0.8 1 1.2 14 0 5 10 15
Médiane 0.83 moyenne 0.86 ; écart type 0.11. Médiane 4 moyenne 4.57 ; écart type 0.94.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre Histogramme de l'erreur relative sur les
de champs restant a découvrir réserves restant a découvrir
1 0.7
0.6
0.8
0.5
0.6 0.4
0.4 03
0.2
0.2
0.1
0 0
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4 6 8 10
Médiane 0.54 moyenne 1.61 ; écart type 2.95. Médiane 0.88 moyenne 1.78 ; écart type 2.73.

FiG. 8.11 — Estimation d’une densité d’habitat concentré, sans contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de longueur irréguliére. Protocole
de 100 simulations.
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Estimation sous contrainte,

247

partitions en intervalles de longueur irréguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha

Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée

6 0.7
5 0.6
0.5
4
0.4
3
0.3
2 0.2
1 0.1
0 0 -
0.6 0.8 1 1.2 1.4 0 5

Médiane 0.85 moyenne 0.87 ; écart type 0.1.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre
de champs restant a découvrir

10 15

Médiane 4 moyenne 4.49 ; écart type 0.77.
Histogramme de l'erreur relative sur les
réserves restant a découvrir

0.7 05
0.6
0.4
05
0.4 03
0.3 0.2
0.2
0.1
0.1
0 0
2 0 2 4 6 8 10 2 0 2

Médiane 0.86 moyenne 1.66 ; écart type 2.23.

4 6 8 10

Médiane 1.25 moyenne 1.99 ; écart type 1.99.

FiG. 8.12 — Estimation d’une densité d’habitat concentré, sous contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de longueur irréguliére. Protocole

de 100 simulations.
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Estimation sans contrainte,
partitions en intervalles de fréquence réguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha

%.4 0.6 0.8 1 1.2 14
Médiane 0.78 moyenne 0.8 ; écart type 0.12.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre

de champs restant a découvrir

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0
-2 0 2 4 6 8 10

Médiane -0.11 moyenne 0.36 ; écart type 1.39.

Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
0.35 —

0.3
0.25
0.2
0.15
0.1

0.05 T

0
0 5 10 15
Médiane 9 moyenne 8.55 ; écart type 1.72.
Histogramme de l'erreur relative sur les
réserves restant a découvrir

0.8

0.6

0.4

0.2

0
-2 0 2 4 6 8 10
Médiane —0.09 moyenne 0.22 ; écart type 1.05.

FiG. 8.13 — Estimation d’une densité d’habitat concentré, sans contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de fréquence irréguliére. Proto-

cole de 200 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de fréquence réguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha

%.6 0.8 1 1.2 14
Médiane 0.87 moyenne 0.88 ; écart type 0.11.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre
de champs restant a découvrir

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0
-2 0 2 4 6 8 10
Médiane 0.43 moyenne 1.05 ; écart type 1.98.

Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
0.35

0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

0
0 5 10 15

Médiane 6 moyenne 6.04 ; écart type 1.2.
Histogramme de l'erreur relative sur les
réserves restant a découvrir

0.8

0.6

0.4

0.2

0
-2 0 2 4 6 8 10
Médiane 0.3 moyenne 0.75 ; écart type 1.4.

FiG. 8.14 — Estimation d’une densité d’habitat concentré, sous contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de fréquence réguliére. Protocole

de 200 simulations.
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Estimation sans contrainte,
partitions en intervalles de fréquences irréguliéres

Histogramme des valeurs estimées de alpha

%.4 0.6 0.8 1 1.2 14
Médiane 0.81 moyenne 0.81 ; écart type 0.1.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre

de champs restant a découvrir
1

0.8

0.6

0.4

0.2

0
-2 0 2 4 6 8 10

Médiane 0.18 moyenne 0.41 ; écart type 1.17.

Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
0.4

0.3

0.2

0.1

0 5 10 15
Médiane 4 moyenne 4.78 ; écart type 1.43.
Histogramme de l'erreur relative sur les

réserves restant a découvrir

0.8

0.6

0.4

0.2

0
-2 0 2 4 6 8 10
Médiane 0.25 moyenne 0.45 ; écart type 0.93.

FiGg. 8.15 — Estimation d’une densité d’habitat concentré, sans contrainte
de monotonie en w sur partitions en intervalles de fréquences irréguliéres.

Protocole de 100 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de fréquences irréguliéres

Histogramme des valeurs estimées de alpha Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
12 0.4
10
0.3
8
6 0.2
4
0.1
2
0 ; e
0.6 0.8 1 1.2 14 0 5 10 15
Médiane 0.82 moyenne 0.84 ; écart type 0.14. Médiane 4 moyenne 4.4 ; écart type 1.71.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre Histogramme de l'erreur relative sur les
de champs restant a découvrir réserves restant a découvrir
1.4 1.4
1.2 1.2
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4 6 8 10
Médiane 0.19 moyenne 1.56 ; écart type 6.68. Médiane 0.32 moyenne 1.1 ; écart type 4.08.

FiGg. 8.16 — Estimation d’une densité d’habitat concentré, sous contrainte
de monotonie en w sur partitions en intervalles de fréquences irréguliéres.
Protocole de 60 simulations.



252 CHAPITRE 8. ANNEXE 3 : SIMULATIONS

8.1.3 Habitat dispersé

Rappel : les caractéristiques de la densité fq ., & estimer sont les suivantes :
- a=12;

— effectif de la population parente : N = 2000 ;

— partition de RT en 4 morceaux avec les caractéristiques suivantes :

I || [0:5] | [5:10]][10:50] | [50 ;oo

w 0,1 0,3 0,6 1

Estimation sans contrainte,
partitions en intervalles de longueur réguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
2 0.5 —
0.4
1.5
0.3
1
0.2
0.5
0.1
0 0
0.5 1 15 2 25 3 0 5 10 15
Médiane 1.13 moyenne 1.22 ; écart type 0.3. Médiane 4 moyenne 4.57 ; écart type 1.87.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre Histogramme de I'erreur relative sur les
de champs restant a découvrir réserves restant a découvrir
1 0.8
0.8
0.6
0.6
0.4
0.4
0.2
0.2
0 0
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4 6 8 10
Médiane —0.13 moyenne 4.36 ; écart type 25.49. Médiane 0 moyenne 3.3 ; écart type 17.05.

FiG. 8.17 — Estimation d’une densité d’habitat dispersé, sans contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de longueur réguliére. Protocole
de 200 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de longueur réguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
3 0.7
25t 1 06
0.5
2 b
0.4
15}
0.3
l b
0.2
05 [ 1 0.1
0 0
0.5 1 15 2 25 0 5 10 15
Médiane 1.12 moyenne 1.21 ; écart type 0.29. Médiane 3 moyenne 4.23 ; écart type 1.69.
Histogramme de I'erreur relative sur le nombre
de champs restant a découvrir Histogramme de I'erreur relative sur les réserves restant a découvrir
14 1.4
1.2} 1 1.2
1f 1 1
0.81 1 0.8
061 1 0.6
0.4 1 0.4
0.2f 1 0.2
0 0
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4 6 8 10
Médiane -0.21 moyenne 4.83 ; écart type 31.93. Médiane —-0.16 moyenne 3.69 ; écart type 22.95.

FiG. 8.18 — Estimation d’une densité d’habitat dispersé, sous contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de longueur réguliére. Protocole
de 200 simulations.
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Estimation sans contrainte,
partitions en intervalles de longueur irréguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha
35

3

25

2

15

1

0.5

0
0.8 1 1.2 1.4 1.6 18

Médiane 1.31 moyenne 1.32 ; écart type 0.14.

Histogramme de l'erreur relative sur le nombre
de champs restant a découvrir

0.7

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0
-2 0 2 4 6 8 10

Médiane 0.93 moyenne 1.51 ; écart type 1.85.

Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

L

0 5 10 15
Médiane 4 moyenne 4.44 ; écart type 0.82.
Histogramme de l'erreur relative sur les

réserves restant a découvrir

0.8

0.6

0.4

0.2

0
-2 0 2 4 6 8 10
Médiane 1.06 moyenne 1.56 ; écart type 1.78.

FiG. 8.19 — Estimation d’une densité d’habitat dispersé, sans contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de longueur irréguliére. Protocole

de 100 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de longueur irréguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha

3.5
3
25
2
15
1
0.5

%.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

Médiane 1.3 moyenne 1.31 ; écart type 0.16.
Histogramme de l'erreur relative sur le

nombre de champs restant a découvrir

0.8

0.6

0.4

0.2

:

0
-2 0 2 4 6 8 10
Médiane 0.76 moyenne 1.46 ; écart type 2.3.

Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

-

i

0
0

5 10 15

Médiane 4 moyenne 4.3 ; écart type 0.77.
Histogramme de l'erreur relative sur les

réserves

restant a découvrir

0.8

0.6

0.4

0.2

F

0
-2

0

2 4 6 8 10

Médiane 0.86 moyenne 1.44 ; écart type 2.07.

FiG. 8.20 — Estimation d’une densité d’habitat dispersé, sous contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de longueur irréguliére. Protocole

de 100 simulations.
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Estimation sans contrainte,
partitions en intervalles de fréquence réguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha

25

15

0.5

%.5 1 15 2
Médiane 1.25 moyenne 1.27 ; écart type 0.21.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre
de champs restant a découvrir

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0
-2 0 2 4 6 8 10

Médiane 0.32 moyenne 1.03 ; écart type 2.25.

Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée

0.5

0.4
0.3
0.2

0.1

0 1
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FiG. 8.21 — Estimation d’une densité d’habitat dispersé, sans contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de fréquence réguliére. Protocole

de 200 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de fréquence réguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha
4

%.5 1 15 2 25
Médiane 1.32 moyenne 1.33 ; écart type 0.17.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre
de champs restant a découvrir
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Histogramme de l'erreur relative sur les
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Médiane 0.65 moyenne 1.21 ; écart type 2.1.

FiG. 8.22 — Estimation d’une densité d’habitat dispersé, sous contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de fréquence réguliére. Protocole

de 200 simulations.
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Estimation sans contrainte,
partitions en intervalles de fréquences irréguliéres

Histogramme des valeurs estimées de alpha
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Médiane 0.63 moyenne 0.64 ; écart type 0.09.

Histogramme de l'erreur relative sur le
nombre de champs restant a découvrir
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Histogramme de I'erreur relative sur
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Médiane 0.7 moyenne 1.04 ; écart type 1.23.

FiG. 8.23 — Estimation d’une densité d’habitat dispersé, sans contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de fréquences irréguliéres. Pro-

tocole de 100 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de fréquences irréguliéres

Histogramme des valeurs estimées de alpha

%.5 1 15 2
Médiane 1.28 moyenne 1.29 ; écart type 0.18.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre
de champs restant a découvrir

35
3
2.5
2
15
1
0.5 HJ_L
92 0 2 4 6 8 10
Médiane 0.42 moyenne 1.01 ; écart type 1.52.
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Histogramme de l'erreur relative sur les
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Médiane 0.41 moyenne 0.98 ; écart type 1.42.

FiG. 8.24 — Estimation d’une densité d’habitat dispersé, sous contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de fréquences irréguliéres. Pro-

tocole de 60 simulations.
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8.2 Densité exponentielle non polynémiale par mor-
ceaux

8.2.1 Habitat trés concentré

Rappel : les caractéristiques de la densité f, . & estimer sont les suivantes :
- a=0,06;

— effectif de la population parente : N = 2000;

— effectif de la population observée : n = 300;

— tirage successif biaisé par effet taille directement proportionnel a la taille.

Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de longueur réguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
6 0.35
5 0.3
0.25
4
0.2
3
0.15
2
0.1
1 0.05
0 ol
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 5 10 15
Médiane 0.54 moyenne 0.56 ; écart type 0.1. Médiane 4 moyenne 4.58 ; écart type 1.81.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre Histogramme de l'erreur relative sur les
de champs restant a découvrir réserves restant a découvrir
2 1
0.8
1.5
0.6
1
0.4
0.5
0.2
0 0
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4 6 8 10
Médiane —0.33 moyenne 1.01 ; écart type 10.18. Médiane 0.02 moyenne 2.53 ; écart type 13.2.

Fi1G. 8.25 — Estimation d’une densité d’habitat trés concentré, sous contrainte
de monotonie en w sur partitions en intervalles de longueur réguliére. Proto-
cole de 200 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de longueur irréguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha
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%.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Médiane 0.57 moyenne 0.58 ; écart type 0.06.

Histogramme de l'erreur relative sur le nombre
de champs restant a découvrir
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Médiane —0.17 moyenne —0.03 ; écart type 0.72.

Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
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Histogramme de l'erreur relative sur les
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Médiane 0.02 moyenne 0.36 ; écart type 1.21.

Fi1G. 8.26 — Estimation d’une densité d’habitat trés concentré, sous contrainte
de monotonie en w sur partitions en intervalles de longueur irréguliere. Pro-

tocole de 100 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de fréquence réguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha

1 j_‘
0

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Médiane 0.56 moyenne 0.58 ; écart type 0.09.

Histogramme de l'erreur relative sur le nombre
de champs restant a découvrir
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Histogramme de l'erreur relative sur les
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Médiane 0.04 moyenne 0.74 ; écart type 2.03.

Fi1G. 8.27 — Estimation d’une densité d’habitat trés concentré, sous contrainte
de monotonie en w sur partitions en intervalles de fréquence réguliére. Pro-

tocole de 200 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de fréquences irréguliéres

Histogramme des valeurs estimées de alpha

8

%.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Médiane 0.59 moyenne 0.59 ; écart type 0.06.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre
de champs restant a découvrir
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Médiane -0.1 moyenne 0.08 ; écart type 0.61.

Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
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Histogramme de l'erreur relative sur les
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Médiane 0.01 moyenne 0.49 ; écart type 1.17.

Fi1G. 8.28 — Estimation d’une densité d’habitat trés concentré, sous contrainte
de monotonie en w sur partitions en intervalles de fréquences irréguliéres.

Protocole de 60 simulations.
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8.2.2 Habitat concentré

Rappel : les caractéristiques de la densité fq ., & estimer sont les suivantes :
- a=08;

— effectif de la population parente : N = 2000 ;

— effectif de la population observée : n = 300 ;

— tirage successif biaisé par effet taille directement proportionnel a la taille.

Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de longueur réguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
8 0.5
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6
0.3
4
0.2
2
0.1
0 0
0.5 1 15 2 0 5 10 15
Médiane 0.7 moyenne 0.74 ; écart type 0.15. Médiane 4 moyenne 4.64 ; écart type 1.63.
Histogramme de l'erreur relative sur le Histogramme de I'erreur relative sur les
nombre de champs restant a découvrir réserves restant a découvrir
3 2
25
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1.5 1
1
0.5
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0 0
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4 6 8 10
Médiane —0.38 moyenne 0.96 ; écart type 8.88. Médiane —0.24 moyenne 1.05 ; écart type 6.06.

FiG. 8.29 — Estimation d’une densité d’habitat concentré, sous contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de longueur réguliére. Protocole
de 200 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de longueur irréguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha

%.6 0.7 0.8 0.9 1

Médiane 0.78 moyenne 0.79 ; écart type 0.08.

Histogramme de l'erreur relative sur le nombre
de champs restant a découvrir
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Médiane —0.05 moyenne 0.08 ; écart type 0.58.

Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
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FiG. 8.30 — Estimation d’une densité d’habitat concentré, sous contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de longueur irréguliére. Protocole

de 100 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de fréquence réguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha

%.4 0.6 0.8 1 1.2 14
Médiane 0.77 moyenne 0.78 ; écart type 0.12.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre
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FiG. 8.31 — Estimation d’une densité d’habitat concentré, sous contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de fréquence réguliére. Protocole

de 200 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de fréquences irréguliéres

Histogramme des valeurs estimées de alpha Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
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Médiane 0.77 moyenne 0.79 ; écart type 0.09. Médiane 6 moyenne 5.94 ; écart type 1.42.
Histogramme de l'erreur relative sur le Histogramme de l'erreur relative sur les
nombre de champs restant a découvrir réserves restant a découvrir
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Médiane -0.13 moyenne 0.2 ; écart type 1.18. Médiane —0.07 moyenne 0.3 ; écart type 1.3.

FiG. 8.32 — Estimation d’une densité d’habitat concentré, sous contrainte
de monotonie en w sur partitions en intervalles de fréquences irréguliéres.
Protocole de 100 simulations.
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8.2.3 Habitat dispersé

Rappel : les caractéristiques de la densité fq ., & estimer sont les suivantes :
- a=12;

— effectif de la population parente : N = 2000 ;

— effectif de la population observée : n = 300 ;

tirage successif biaisé par effet taille directement proportionnel a la taille.

Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de longueur réguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
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Médiane 1.08 moyenne 1.12 ; écart type 0.26. Médiane 5 moyenne 4.94 ; écart type 1.68.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre Histogramme de I'erreur relative sur les
de champs restant a découvrir réserves restant a découvrir
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Médiane -0.42 moyenne 0.94 ; écart type 6.81. Médiane —0.35 moyenne 0.78 ; écart type 5.05.

FiG. 8.33 — Estimation d’une densité d’habitat dispersé, sous contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de longueur réguliére. Protocole
de 200 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de longueur irréguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha
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Histogramme de l'erreur relative sur les
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FiG. 8.34 — Estimation d’une densité d’habitat dispersé, sous contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de longueur irréguliére. Protocole

de 100 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de fréquence réguliére

Histogramme des valeurs estimées de alpha
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Histogramme du cardinal de la partition sélectionnée
0.2

0.15

0.1

0.05

0
0 5 10 15

Médiane 5 moyenne 4.97 ; écart type 2.06.
Histogramme de I'erreur relative sur
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Médiane —0.6 moyenne —0.32 ; écart type 0.84.

FiG. 8.35 — Estimation d’une densité d’habitat dispersé, sous contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de fréquence réguliére. Protocole

de 200 simulations.
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Estimation sous contrainte,
partitions en intervalles de fréquences irréguliéres

Histogramme des valeurs estimées de alpha
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Médiane 1.21 moyenne 1.22 ; écart type 0.13.
Histogramme de l'erreur relative sur le nombre
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FiG. 8.36 — Estimation d’une densité d’habitat dispersé, sous contrainte de
monotonie en w sur partitions en intervalles de fréquences irréguliéres. Pro-

tocole de 60 simulations.
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