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Introduction

Les thémes de cette thése se situent dans le domaine de la géométrie conforme et ’étude
des champs de particules sans masse. Elle est portée sur I’étude des morphismes harmoniques
et des applications semi-conformes entre les variétés riemanniennes et semi-riemannienes avec
ses aspects spinoriels.

La base de notre étude est la correspondance twistorielle de Penrose qui associe a chaque
géodésique dans 'espace de Minkowski, un point d’une hypersurface de ’espace complexe
projectif de dimension 3, ainsi, la résolution d’une équation aux dérivées partielles devient
un probléme (d’ordre 1) de la géométrie complexe analytique. Les deux objects qui nous
permettront de généraliser des constructions connues a d’autres situations, par exemple aux
espaces temps avec courbure, aux graphes finis, sont (i) une application semi-conforme, et
(ii) une congruence de rayons de lumiére sans cisaillement ("shear-free ray congruence" que
nous abrégerons ultérieurement par SFR). En effet, une SFR correspond & une famille d’ap-
plications semi-conformes évoluant dans le temps (voir le chapitre 3), cette derniére est bien
adaptée a un cadre plus général. Cette perspective nous permet d’achever partiellement notre
but c’est-a-dire d’obtenir une description combinatoire des champs dans Desprit des "spin
networks" introduits par Penrose en 1971 [22].

Un aspect de mon travail est I’étude des morphismes harmoniques, définis sur un espace-
temps & valeurs dans une surface, leurs relations avec les applications semi-conformes (consi-
dérées comme des champs physiques) en dimension 3 ainsi que 1’évolution de celles-ci au
cours du temps. D’autre part, on développe la théorie des applications semi-conformes adap-
tée a nos besoins. On démontre notamment l'existence des coordonnées canoniques pour de
telles applications ; une loi de conservation lorsque les fibres sont de dimension 1; la conser-
vation de la semi-conformalité d’une application par rapport a une évolution naturelle; on
classifie les applications semi-conformes biharmoniques dans R? dont les fibres sont des arcs
de cercles et on obtient une formule intégrale pour la representation d’une famille d’appli-
cations biharmoniques (pas nécessairement semi-conformes) plus générale. On va mettre au
point un formalisme élégant pour étudier les espaces-temps a quatre dimensions, les applica-
tions semi-conformes et les morphismes harmoniques définis sur cet espace, en faisant appel
a des objets appelés spineurs. Ce formalisme nous permet d’étudier ’évolution des appli-
cations semi-conformes, ainsi 1’évolution d’'un champ de vecteurs tangents aux feuilletages
conformes de ces applications.

Lorsqu’on prolonge nos idées aux graphes, on étudie la notion d’applications harmoniques
et semi-conformes dans les graphes, dont la définition est proposée par H.Urakawa en 1997
[25]. On étudie les applications définies sur les graphes ainsi que leur évolution par rap-
port a I’équation de la chaleur (en temps discret). On définit la notion de courbure sur un
graphe et on donne un analogue au théoréme de Gauss-Bonnet |7| dans le cas discret. Afin
de développer la théorie des twisteurs sur un graphe, on introduit notre propre définition
d’une fonction holomorphe sur un graphe. Par ailleurs, on introduit la notion de graphe
dual twistoriel, autrement connue sous le nom de "line graph". La correspondance entre un
graphe et son dual twistoriel montre des aspects tout a fait analogues au cas continu, par
exemple un sommet du graphe correspond & un sous graphe complet du graphe dual, qu’on
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doit considérer comme la correspondance entre un point de I'espace de Minkowski et une
copie de CP! dans l'espace des twisteurs. Dans le reste de cette introduction, on aborde les
quatre chapitres de la thése de maniére plus détaillée.

Dans le premier chapitre, on présente les notions de base : variété riemannienne, semi-
riemannienne, application semi-conforme, application harmonique et biharmonique, en dé-
montrant certains nouveaux résultats qui seront utiles par la suite. D’abord, on démontre
que les applications semi-conformes sont des applications minimisantes pour une fonction-
nelle conformément invariante, formée de la densité d’énergie et du jacobien de l'application
(Proposition 1.2.2). Ce résultat est important si ’'on veut considérer une application semi-
conforme comme un champ physique. Ensuite, on donne une loi de conservation pour les
applications semi-conformes (Lemme 1.3.3). Or, en partant d’une application semi-conforme
¢ entre deux variétés riemanniennes (M" g) et (N™, h) de dilatation \, dont U est le
vecteur tangent aux feuilletages de ¢, on obtient div(A"U) = 0 et [((A\"U).dG conformé-
ment invariante et indépendante de S, oit S est une hypersurface dans M"™*!. On rappelle
aussi les applications biharmoniques entre les variétés semi-riemanniennes et on obtient une
caractérisation des applications biharmoniques semi-conformes dont les fibres sont des arcs
de cercles (Théoréme 1.4.2). En effet, pour une application biharmonique semi-conforme z
définie sur un ouvert de R? & valeurs dans C, telles que les fibres de z sont des arcs de cercles,
la fonction z est localement donnée par

—|z|* — 2iA.x + |A]?
Ty tixg +ai Fb

22(‘%'1’ Zo, .'L'3) -

Y

ou A = (a,b,c) est un vecteur de R®. On montre aussi [’ezistence des coordonnées ca-
noniques pour les applications semi-conformes (Théoréme 1.2.1), et on caractérise locale-
ment la métrique de départ des ces applications définies entre deux variétés riemanniennes.
On obtient que dans le cas d’une projection semi-conforme de R™ dans R"(m > n), telle
que h = hydy'dy’ est la métrique sur R", la métrique de départ g est donnée par go =
hij
( v + A fin S afir ), avec a,b=1,...n;7=1,..n;r,s=n+1,....m,ars = Grs, fir =
afjs Qs

gir], @ = det(a,,), A™ = o?a™ et a"* = (a,s)"!. On introduit aussi le concept de graphe
ou réseau qui sera 'objet de base quand on discutera des champs combinatoires dans le qua-
triéme chapitre. Par ailleurs, on aborde la notion d’application semi-conforme entre graphes,
proposée par H.Urakawa. Par ailleurs I’on propose une définition des fonctions holomorphes
définies sur les graphes.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie la théorie des twisteurs, initialement développée
par Roger Penrose en 1967 : c’est la théorie mathématique qui fait correspondre les objets
géométriques de 'espace temps a quatre dimensions (espace de Minkowski) & la géométrie
des objets d’espace complexe de dimension quatre avec la signature de la métrique (1,3)
. Les coordonnées dans cet espace sont appelées "twisteurs" dont un rayon de lumiére est
I’objet le plus fondamentale. Or, la représentation d’un rayon de lumiére par une paire de



spineurs, I'un définissant la direction de ce rayon, I’autre son moment par rapport a l'origine,
donne un type simple d'un twisteur, avec quatre composantes complexes. On propose dans ce
chapitre une reformulation spinorielle des applications semi-conformes définies sur un ouvert
de R3, mais aussi sur un ouvert de I’espace de Minkowski M, variété semi-riemanniene. Or un
spineur est un objet introduit par Elie Cartan [8], dont un cas particulier est le suivant : un
couple (2-uplet) de nombres complexes associés & deux vecteurs de ’espace 3D. On obtient
une correspondance entre les morphismes harmoniques définis sur un ouvert de [’espace de
Minkowski & valeurs dans C, et une paire de champs spinoriels(Théoréme 2.2.2) (€4,7)
sur cet ouvert qui vérifie les équations suivantes

vAAlgAnB’ = O
Vap&nP =0,

ol V 44 est la dérivée covariante définie par la correspondance

V=L do +al & —105 \ _ ( Voo Vo
VZ\ Oy +i0s Oy — O Vie Vi

ol 0; est la dérivée partielle par rapport a la i-éme variable. On va utiliser cette reformulation
pour montrer que dans le cas d’un morphisme harmonique f défini sur un ouvert de [’espace
de Minkowski M a valeurs dans C, il existe deux champs spinoriels €4 et na, qui seront
les seules deux directions possibles d’un champ isotrope dans kerdf. De plus, un de ces
deuz champs spinoriels est une "congruence de rayons de lumiére sans cisaillement (SFR)",
c’est-a-dire qu’il forme un feuilletage conforme par des lignes isotropes dans cet ouvert de
M (Théoréme 2.5.1). En effet ce résultat est une généralisation de Baird-Wood [1], qui
I'ont démontré mais avec des conditions d’analyticité sur tout object. On étudie enfin les
conditions d’intégrabilité d’une application semi-conforme définie sur un domaine de R3. Or,
@ est une application semi-conforme, si et seulement si il existe un champ spinoriel 14, tel
que Dapp = papp et DApPuc =0, ot

Dan — 1 (0, —i0s — _( Do Do
AB \/§ —81 —82—2'83 DlO Dll .

Tout au long du troisiéme chapitre, on étudie I’évolution des applications semi-conformes
au cours du temps : applications vues comme des champs physiques. On rappelle également
la construction de base d’'une SFR et ’on montre que les équations qui définissent ces SFR
sont équivalentes a celles des évolutions des applications semi-conformes au cours de temps
(Proposition 3.1.2). En effet, on montre que le champ spinoriel p4 représente une SFR si et
seulement si g = po/py vérifie les deux équations suivantes :

1101 + Ogpt + p?Ogpr = 0
{1011 — p2Oqt + Ogit = 0
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ol ¢ = xo + tx3. La premiére est 1’équation d’évolution des applications semi-conformes,
tandis que la deuxiéme est I’équation qui détermine un feuilletage conforme. On donne aussi
une condition pour u de telle sorte que le vecteur V = (|u|? —1)01 + 2ud, + 210; soit tangent
a un feuilletage conforme géodésique (Proposition 3.1.3), la condition sera donnée par le fait
que Oyt = 0, c’est-a-dire que son évolution au cours de temps est constante. Pour comprendre
géométriquement ces résultats, on définit pour un point x € R} et un champ de vecteurs
unitaires Uy (z) € T,R?, la géodésique isotrope déterminée par Uy(z) pour étre le rayon de
lumiére passant par x engendré par le vecteur isotrope 0; + U;(z), ainsi trouve-t-on I’équation
d’évolution du vecteur Uy(z) tangent aux feuilletages d’une application semi-conforme définie
sur un ouvert de R} (Théoréme 3.2.1), qui sera donnée par

ou 3

— =-V; U.

ot v

On trouve aussi une équivalente a [’équation fondamentale des applications semi-conformes
[1], cette équation sera donnée par

do 5) = ~de Vo) = ()

ou 7 est le champ de tension de ¢ (Proposition 3.2.1).

Le probléme de Cauchy en relativité générale est le suivant : Pour des données initiales
sur une variété M3 de dimension 3, plonger M3 dans un espace temps M?* qui vérifie les
équations d’Einstein. Afin que ce probléme soit bien posé, on prescrit la premiére forme
fondamentale g;; et la seconde forme fondamentale b;; de M? dans M*. C’est-a-dire que si
G est la métrique sur M*, on veut que g = Glras et que b(X,Y) = G(—=Vn,Y), pour tout
X,Y € T,M? ou n est la normale unitaire & M? dans M?*, voir |18| pour une discussion.

A la fin du chapitre 3, on considére un probléme similaire, mais au lieu de regarder une
métrique d’Einstein, on suppose donné un triplet (M3, gg, Uy) d’une variété de dimension 3,
munie d’'une métrique riemannienne gy et un champ de vecteurs Uy tangent a un feuilletage
conforme. Alors, on essaye de plonger (M3, go) dans un espace-temps (M*,G) de telle fagon
que go soit la premiere forme fondamentale, et que le champ Uy se prolonge en un champ
spatial U dont les courbes isotropes engendrées par U sont géodésiques et U détermine une
SFR, c’est-a-dire que U est tangent a un feuilletage conforme sur des tranches spatiales
(Théoréme 3.3.1).

Dans le chapitre quatre, On introduit la notion de fonction holomorphe sur un graphe. Une
notion d’holomorphicité dans un contexte discret a été introduite par Duffin (1968) [11] et
par I. Bobenko et C. Mercat (2001) [6] dans le cadre des graphes appelés rhombiques ou quad-
graphes, qui sont constitués de faces rhombiques. Cette derniére permet bien de donner une
version discréte des équations Cauchy-Riemann en exploitant les quatre sommets de chaque
face. Par exemple, pour le graphe Z? dont les sommets sont les points (m,n) dans le plan
(dont deux sommets sont connectés si et seulement si leurs coordonnées différent par 1 dans
un et seulement un des coefficients), une fonction ¢ vérifie les equations de Cauchy-Riemann
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si et seulement si
p(m,n+1) — p(m+1,n) =i(¢p(m+1,n+1) — ¢(m,n)).

On propose une définition qu’on va justifier dans la suite, qui nous parait tout a fait naturelle
et qui est bien definie pour tout graphe.

Soit I' = (V, E)) un graphe, et soit ¢ : V' — C une fonction a valeurs complexes. Alors on dit
que ¢ est holomorphe si pour tout x € V/,

Y~z

ou x ~ y note le fait que = et y sont voisins, c’est-a-dire liés par une aréte. Cette équation
généralise 1'équation différentielle dans le plan (x,y) :

BRORCIOR

ce qui englobe I'holomorphicité ou I’anti-holomorphicité de ¢. Mais notons que sur un graphe,
en général, on ne posséde pas la notion d’orientation pour distinguer entre + holomorphe
et - holomorphe. Une des conséquences de notre étude est de montrer la richesse de 1'étude
de ces fonctions par rapport a la structure combinatoire du graphe. En effet, le probléme de
classifier les graphes finis qui admettent une fonction holomorphe est un probléme ouvert
trés difficile.

Dans le cas continu, une application semi-conforme est une généralisation d’une applica-
tion conforme dans le plan, qui est évidemment harmonique. Or, une fonction harmonique
complexe définie sur un graphe fini est nécessairement constante, ce qui n’est pas vrai dans
le cas des fonctions holomorphes. C’est I'un des aspects fascinants de ces objets. Dans le
cas continu aussi, on considére une application semi-conforme comme un champ physique,
cette application semi-conforme est parfaitement définissable sur un corps fini graphique. On
va étudier dans ce chapitre aussi I’évolution, par ’équation de la chaleur, des applications
définies sur un graphe. On montre que l’énergie d’une application définie sur un graphe, di-
minue sous l'équation de la chaleur (Proposition 4.1.1). En effet, Soit I' = (V| ') un graphe
fini, {f.}nen une famille des fonctions définies sur I' & valeurs dans RN, N € N, vérifiant

I’équation de la chaleur % = —Af,, alors

on

0

avec égalité si et seulement si, ou bien Af,, = 0, ou bien il existe un vecteur constant v € R"
tel que A(f, +v) = 2(f, + v), c’est-a-dire que, sous l'addition d’une constante, chaque
composante de f, est un vecteur propre du Laplacien associé a la valeur propre 2; et on
montre dans le théoréme 4.1.1 que cette famille converge vers une application constante, en
particulier, une application harmonique.

11



On donne ensuite la notion de la courbure K sur un graphe fini; dans ce cas le théoréme de
Gauss-Bonnet prend la forme : K(I') = 2x(I'), ou x(I') est la caractéristique d’Euler de .
On définit aussi dans ce chapitre le graphe dual souvent connu sous le nom de “line graph”.
Or, pour un graphe I" sur lequel on définit une fonction holomorphe ¢ : V/(I') — C, on V(I)
est Pensemble des sommets de ', on peut associer un graphe dual L(I"), dont les sommets
sont les arétes du graphe T, ainsi qu’une fonction y : V(7r) — C. La correspondance entre I'
et son dual L(I") est 'analogue de la correspondance twistorielle de Penrose entre un rayon
de lumiére et un twisteur.

12



Chapitre 1

Variétés riemanniennes, applications
semi-conformes

Dans ce premier chapitre, on présente les notions de base : variété riemannienne, semi-

riemannienne, application semi-conforme, application harmonique et biharmonique, en dé-
montrant certains nouveaux résultats qui seront utiles par le suite, notamment une loi de
conservation pour les applications semi-conformes et une caractérisation des applications bi-
harmoniques semi-conformes dont les fibres sont des arcs de cercles. Ces derniers exemples
fournissent des champs physiques sur ’espace temps qui seront discrets plus tard dans la
these.
On introduit aussi le concept de graphe ou de réseau, objet de base lorsqu’on discutera des
champs combinatoires dans le quatriéme chapitre. La notion d’application semi-conforme
entre graphes a été proposée par H.Urakawa en 2000 [25]. On introduit finalement notre
propre définition de fonction holomorphe sur un graphe, uniquement en terme de propriétés
combinatoires des graphes.

1.1 Variétés riemaniennes et semi-riemanniennes

Une variété riemannienne est une variété différentielle ayant une structure supplémentaire
permettant de définir la longueur d’un chemin entre deux points de la variété.

Définition 1.1.1. Une variété riemannienne de classe C™ est un couple (M",g) ot M™ est
une variété de classe C* et g une métrique riemannienne C*, c’est-a-dire que pour chaque
reM, g, : T,M xT,M — R est symétrique et définie positive et dépend que de facon C>
sur x.

Une variété semi-riemannienne, aussi appelée variété pseudo-riemannienne, est une généra-
lisation d’une variété riemannienne. La seule différence avec la variété riemannienne, est le
fait que la métrique n’est plus une métrique définie positive.

Définition 1.1.2. Une variété semi-riemannienne de classe C™ est un couple (M"™, g) o
M"™ est une variété de classe C™ et g est une métrique semi-riemannienne. Il s’agit alors
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d’une métrique g qui est une section C® de @*T*M, définissant un produit scalaire non
dégénéré de signature constante (p,q) sur chaque espace tangent (¢=n-p).

Remarque 1.1.1. Une métrique semi-riemannienne de signature (0,n) n’est qu’une mé-
trique riemannienne.

Si M™ est munie d'un systéme de coordonnées (z'), alors une métrique riemannienne ou
semi-riemannienne g s’exprime comme

g= Z gijdxidxj

.3

S 1 ) ) ) )
ol g;; sont des fonctions C™ et dz'dr? = i(ala:z ® da’ + da? @ da?).
L’espace de Minkowski est un exemple d’une variété semi-riemannienne que 1’on va utiliser
dans la suite de la thése.

Exemple 1.1.1. L’espace de Minkowski (appelé aussi espace temps de Minkowski) est l'es-
pace R* souvent noté par M* ou tout simplement M, muni d’une métrique standard de
signature (1,3) définie par

= —dt* + dz? + da3 + da3.

Un référentiel de 'espace de Minkowski est un référentiel galiléen pour un observateur :
choix d’un lieu et moment de référence, choix d’axes tridimensionnels et d’un temps. Un
observateur, et son référentiel, étant plongé dans cet espace, il repére un événement (point
de l'espace-temps) par ses coordonnées temporelles ¢ et spatiales (z;y; z).

Dans la suite, = = (¢, 21, 22, r3) désigne un élément de 1'espace de Minkowski M, et on note
par (.,.)1 le produit scalaire déterminé par g :

<U, ’w>1 = —VoWy + VW1 + V2ws + V3W;3

3
pour chaque v = > v;(52- -) et w = sz( -) € T,M.

i=0 i=0
Une connexion sur une variété nous donne le moyen de dériver un champ de vecteurs (ou
plus généralement, une section d’un fibré) par rapport a un vecteur en chaque point. Sur
une variété riemannienne ou semi-riemannienne (M, g), on définit la connexion de Levi-
Civita comme la connexion unique V qui est sans torsion : VxY — Vy X = [X Y] pour
tout X,Y € C®°(TM), et qui est métrique : Vg = 0. Explicitement, pour chaque z € M,
V:T,MxC®(TM)— T,M et pour X € T,M,Y,Z € C®°(TM) on a

Z(g(X,Y))=g(VxY,Z2)+g(Y,VxZ).

En termes des coordonnées locales z°, la connexion est caractérisée par les symboles de
Christoffel Ffj :

Vf,i,% era K
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A partir de la connexion V, on définit le tenseur de courbure R, qui en chaque point x € M,
détermine une application multilinéaire R, : T, M x T, M x T, M — T, M définie par :

1
pour la connexion de Levi-Civita : Ffj =35 Zl:gkl(@gﬂ + 0,94 — 019ij), ou 0; =

R.(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — Vixy 2.

En coordonnées locales, en écrivant R(9;,0;)0, = Y R.;;0;, on a la formule suivante :
I

R, =0l — o, + It — TR

ijk T

La courbure de Ricci, est le tenseur symétrique donné par la trace de R :

Ricci(X,Y) Zg (ei, X)Y, €;)

ou (e;) est une base orthonormée de T, M en chaque = € M ; et la courbure scalaire S est la
trace de la courbure de Ricci :
S = Z Ricci(e;, e;).
i

Deux métriques g et § sont conformément équivalentes (on dit aussi que g est une déformation
conforme de la métrique g), s’il existe une fonction C*>, a : M — R (> 0) telle que § = a’g.
On peut alors calculer les nouveaux symboles de Christoffel

ffj = Ffj +0;1n aéf + 0;Inadk — gi; nglal Ina
!

qui déterminent les transformées de différentes courbures par une déformation conforme.
Dans cette thése on est particulierement concerné par des équations ou des intégrales qui
sont invariantes par une déformation conforme.

Dans une variété riemannienne ou semi-riemannienne (A, g) munie de sa connexion de Levi-
Civita VM une géodésique est une courbe 7 : [a,b] — M, qu’on suppose de classe C™,
vérifiant

V';%_lv'(t) = VY () = u(t)y'(t)

pour chaque t € [a,b] et pour une fonction u(t), ou V7' est la connexion du fibré pull-back
Y 'TM, et ou afin de définir la dérivée covariante V., on prolonge 7' dans un voisinage
de 7; le résultat est indépendant de ce prolongement.

Dans une Varlete rlemannlenne une géodésique est un point critique de la fonctionnelle de
longueur : f \/ g ))dt. Cette fonctionnelle est indépendante de la paramé-
trisation de ”y Sl v est une courbe reguhere (+/(t) # 0 pour tout t), on peut reparamétrsier y
par rapport a 'abscisse curviligne : S(t) = j: |7/ (t)|dt. Par rapport a cette paramétrisation,
v est géodésique si et seulement si

vv’(s)f}/(5> =0.
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Dans une variété semi-riemannienne (M, g), une courbe 7 : [a,b] — M s’appelle isotrope si
son vecteur /(t) vérifie

g(v'(t),7'(t)) =0,

pour tout t € [a,b]. La définition d’une géodésique donnée ci-dessus s’applique aussi bien
aux courbes isotropes. Dans un espace (M, g) de signature (1,3), une géodésique isotrope
s’appelle un rayon de lumiére.

Soit (M, g) = M l'espace de Minkowski, alors une courbe isotrope = : [a,b] — M est dirigée
vers le futur si

o0/ (w) >0

pour tout u € [a,b]. En ce cas il existe une paramétrisation v = y(s) telle que

0
V() = 2 4 uls)
. : 0 .
ou u(s) est un vecteur spatial (g(a,u(s)) = 0) vérifiant g(u(s),u(s)) = 1 pour tout s. Alors

u(s) représente la direction de la courbe dans la sphére céleste.

1.2 Applications semi-conformes

1.2.1 Définition

Soient (M™, g) et (N™, h) deux variétés riemanniennes. Pour tout = € M, on définit les
deux espaces, vertical et horizontal de ¢ en x, respectivement par V, = ker d¢, et H, = V-
comme complément orthogonal de V,. L’espace tangent au point x € M se décompose alors
de la fagon suivante : T, M = H, ® V,.

Dans la suite on suppose que m > n.

Définition 1.2.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N",h) une application C* entre deur variétés
riemanniennes, et x € M. On dit que ¢ est semi-conforme en x si
1. ou bien dp, =0 (c’est-a-dire que = est un point singulier).
2. ou bien dyp, est surjective et il existe A(x) # 0, tel que
Mdes(X), dpa(Y)) = Alx)g(X,Y),

ou X et'Y sont deuz vecteurs horizontauz dans (ker dp,)t. Si ¢ est semi-conforme en tout
point x € M, on dit que p est semi-conforme. De plus, si tous les points de M sont réguliers,
on dit que @ est une submersion semi-conforme.

Cette définition s’adapte dans le cas des applications semi-conformes entre les variétés semi-
riemanniennes, sauf que dans ce cas 1a, A(z) peut prendre des valeurs négatives [14].
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En posant A(x) = 0 si z est un point singulier, on obtient une fonction A : M — R(> 0)
définie par :

1
A(J}) = E|d@z|2

ou |dp,| est la norme de Hilbert-Schmidt définie par :

|d90x‘2 = Z h(dpz(e:), dpx(e:)),

i=1

ou {e;} est une base orthonormale de T,M. La fonction A est alors lisse sur M, méme
aux points critiques. Dans le cas ou M est une variété riemannienne, A > 0 et sa racine
carrée X = /A est appelée la dilatation de Papplication . On munit (M", g) et (N", h) de
coordonnées locales (z7) et (y*) de telle sorte que g = g;jdx’dz? et h = hogdy®dy”, ot ici et
dans la suite, on somme sur les indices répétés (sommation d’Einstein). On écrit p* = y* oy
et o = (0p®)/(0z"). Alors , dans ces coordonnées locales,

|dioe|* = 9702 hag.

On définit le pull-back ¢*h de la métrique h par :
O*h(E,F) = h(dp(E),dp.(F)) (E,FeT,M).

Alors on a m
|dp.|* = Tryp*h = Z o h(e;, e;).
i=1
Le tenseur ¢*h est symétrique et semi-définie positive en chaque point x € M, alors ses
valeurs propres sont positives ou nulles, et on les note par A%,...,\% | pour des )\; > 0 mais

non nécessairement distinctes. On suppose que les {f;}i—1, ., sont les vecteurs propres cor-
respondants, qui forment une base orthonormeée, alors

Ce qui montre enfin que
|dep.|* = Z A?'
i=1

Soit ¢ : (M™, g) — (N™, h) une application semi-conforme entre deux variétés reimanniennes
et soit x € M, alors

(1.1) gl = Ma)*h*?

ou A est la dilatation de I'application ¢. Notons que la composée de deux applications semi-
conformes est semi-conforme.

Exemple 1.2.1. Les applications de Hopf : S® — S?, S — &%, S — &8, §2nfl - Cpntl,
Sttt s HP" sont toutes des submersions semi-conformes de dilatation constante.
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Exemple 1.2.2. La projection radiale : pour tout m € {1,2, ...}, Uapplication
R™\ {0} = 8™, = — x/|z]
est une submersion semi-conforme de dilatation \(x) = 1/|z|.
Plus tard, on verra que ces exemples sont des morphismes harmoniques.
Exemple 1.2.3. Soit p : S® — S? Uapplication définie par :
o(cos(s)e™™, sin(s)e) = (cos a(s), sin a(s)e'*atd)
ot l'on considere
S? = {(w,2) €C?: |w]*+ 2> = 1}
= {(cos(s)e™,sin(s)e” : s € [0,7/2],a, € R}

et ou o : [0, /2] — [0, 7] vérifie «(0) =0, a(n/2) = 7. Lorsque (k,l) = (£1,1) et a(s) = 2s,
@ est isométrique a la fibration de Hopf.
Par léquation (1.1), ¢ est semi-conforme si et seulement si

sin a(s)/k2 sin®(s) + 12 cos?(s)
sin(s) cos(s) '

a(s) =

On peut intégrer cette équation explicitement, en vérifiant les conditions de bord : si k =,
on obtient
a(s) = 2arctan(C tan®(s))

pour une constante arbitraire C' > 0; si l > k > 0, on obtient

{l cosec (5) — V12 cot? s + k2}!
{VEk?tan? s + [2 — ksec (s)}*

pour une constante arbitraire C > 0. Si |k| # ||, alors cette application est semi-conforme
non-harmonique (car les fibres ne sont pas géodésiques; voir la section 1.4.1 ci-dessous).

a(s) = 2arctan {C’

Cas particulier :
Les fonctions définies sur une variété riemannienne (M™, g) a valeurs dans C.

Dans ce cas, ¢ peut s’écrire sous la forme ¢ = f + ih ou f et h sont deux fonctions a
valeurs réelles.
La propriété suivante découle facilement de la caractérisation des applications semi-conformes.

Proposition 1.2.1. Soit ¢ : (M",g) — C une application lisse, alors ¢ est semi-conforme
st et seulement si

"L 06 0¢
1) _r _

i,j=1

En d’autres termes, si et seulement si
J
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(Vf,Vhy =0 et |Vf| =|Vh|.
Si c’est le cas, A sera donnée par
X2 = V[ = VAP
Exemple 1.2.4. Application de Hopf. Soit l'application :
H:R® 25 83 5 g2 7 R?

1

ot o désigne la projection stéreographique de S™ dans R™ U{oc} et o~! son inverse,  est la

fibration de Hopf de S® dans S? qui est donnée par :
m(z,w) = (|z]? — |w|?,2zw), z,w € C, |z|* + |w]* = 1.

Alors, explicitement H est donnée par

$2 $2
(1 — |T|)£B2 + \/i%"ll’g —l—i( — %)[L’g — \/§$1$2

1.2 H =
( ) (./L'th,l’g) $%+x§ x%_’_xg
Donc, on a
x|? x|?
f . (1 — %)SL’Q + \/5&311'3' h o (1 — %)Ig — \/533’11’2
x5 + 23 ’ x5 + 23 '

C’est un exemple d’une application semi-conforme puisque
(Vf,Vh) =0 et [Vf| = |Vg].

Sinon, elle est la composée d’applications semi-conformes. Par conséquent, on peut calculer
la dilatation

1+ ogp2qm?
@4 ap " B

X = VP =

Remarquablement, cet exemple est aussi bitharmonique et on y reviendra dans la partie 1.4.2.

1.2.2 Formulation variationnelle

Dans le chapitre 3 et 4, nous adoptons la perspective qu’une application semi-conforme
a valeurs dans une surface est un potentiel pour un champ physique. Il est alors important
de savoir que ces objets sont minimisantes pour une certaine fonctionnelle; ce que nous
démontrons dans ce paragraphe.

Lemme 1.2.1. Soit ¢ : (M™,g9) — (N", h) une application C* entre deux variétés rie-
manniennes, alors : ¢ est semi-conforme si et seulement si pour tout x € M, 1 = 1,....n,
N (z) = A2(x), ot \; sont les valeurs propres de ©*h, et X la dilatation de .
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Preuve Il suffit de remarquer que ¢*h(e;,e;) = 0;;A7, et que 'application ¢ est semi-
conforme si et seulement si

((p*h)x/HzXHz = )\Q(x)gx/Hszza

ol A est le facteur de semi-conformalité. O

Supposons maintenant que la dimension du codomaine N est 2, donc ¢*h a deux valeurs
propres non nulles. Dans ce cas, la densité d’énergie est donnée par

ep(r) = Sldpal? = SOR() + X(@).

et le jacobien

Jo(z) = det(dy o dp*)

v

== )\1)\2.
On remarque alors que e, — j, > 0 avec égalité si et seulement si ¢ est semi-conforme.

Proposition 1.2.2. Soit ¢ : (M™, g) — (N?, h) une application entre deuz variétés rieman-
niennes, M compacte, alors

I(p) = /M (e — j,)™?dv,

est une intégrale invariante par une déformation conforme de la métrique de départ. En
générale, 1(p) > 0, avec égalité si et seulement si ¢ est semi-conforme.

Preuve Soit § = a’g une déformation conforme de la métrique g. Or dv, = v/detg dz*...dz™,
alors

dvg = Vdetgdz! ... .dx™
= Ja?mdetgdz'....dz™

_ m
= a"dv,.
Soit f1, fo deux vecteurs propres associés aux valeurs propres A\; et Ay. Alors on a :

ﬂ?g(fi, ) =¢"h(fi;.)
pour i=1,2,

ce qui revient a dire que
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Par I'unicité d’une valeur propre, on en déduit que Xl = \;/a, ce qui montre que €, = a”“e
et j, = a~%j,. Maintenant on calcule :

I(p.5) = /M (6o — )" dv;

O

Etant donné une classe d’homotopie [¢] € C(M™, N?) (M™ et N? sont munies de métriques
riemanniennes), il est inconnu en général si [p] contient un représentant semi-conforme, ¢’est-
a-dire que si la fonctionnelle I atteint le minimum 0 dans [p]. L’exemple 1.2.3 montre que
c’est le cas pour les classes d’homotopies m3(S?) = C(S3,5%) = Z qui sont paramétrées par
I'entier k[ (I'invariant de Hopf), ot 'on suppose S*, 5% munies de leurs métriques canoniques.
Pourtant, si M? est une variété hyperbolique (& courbure constante négative) compacte sans
bord, il est connu qu’il n’existe pas d’application semi-conforme harmonique non-constante
de M? dans N? [1]. 1l serait intéressant de savoir si, dans ce cas, il existe une application
semi-conforme non-constante.

1.2.3 Les coordonnées canoniques d’une application semi-conforme

Dans ce paragraphe, on cherche a caractériser localement la métrique de départ g d’'une
application semi-conforme définie sur une variété de dimension m, et & valeurs dans une
autre variété de dimension n, tel que m > n.

Théoréme 1.2.1. Soit ¢ : R™ — R" la projection :
o, .. ™) = (2! ..., 2")  (m >n).

Soit h = hydy'dy’ une métrique riemannienne sur R". Alors dans le cas ol ¢ est semi-
conforme, la métrique g sera donnée par

hij TS
/\QJ +A firfjs afir

(gab) =
afjs Qg

avec a,b = 1,.m; 4,5 = 1,..,n; r,s = n+ 1,...m; o® = det(ass); A™ = a?a" et

(a™) = (ars}_l-
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Preuve Soit a,s = ¢,s et fi, = gir/a. Puisque lapplication ¢ est semi-conforme, alors,
d’aprés I'équation (1.1) :

gabwigpz — )\2h7,j = glj — )\2h1j (QOZ — 52)
Il s’ensuit que
97 = NNT = gy = b = X
9aig” hjr = N049ai = N ga

=
= gabgb]hjk - gargrjhjk = >\2gak
= 6éhjk - gargr]hjk = )‘ank

(1.3) Poura=1i: hy — girgTjhjk = N g

Poura=s: — gSTgTjhjk = A2
D’ou

- arsQthfjk = >\2gkr
= — atTarsgsjhjk = A2gkrart
(1.4) = — g"hj, = Ngpa.

Finalement, les deux équations (1.3) et (1.4) montrent que

gi; = hz’j/)\2 - 1/)‘zgz’rgrkhkj
= hij /N = 1/ N gin (= N2gjs)a”
= hij/)\Q +a"girgjs = hij)\2 + azarsfirfjs-

Remarque 1.2.1. Une autre écriture pour la métrique g
hij
)\QJ + CLTSOéfiTOéij Oéfir
(gab) = )
afjs Qg

se déduit en écrivant e; = af;, ; on obtient alors
ﬂ _|_ arse. e e
22 irCjs ir
(1'5) (gab) =
€js Qs

Nous étudierons un cas special lorsque m = n + 1 dans le paragraphe 1.3.1.
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1.2.4 Feuilletages conformes

Soit F un feuilletage C* d’une variété riemannienne (M™,g) de codimension n, c’est-
a-dire que F détermine une décomposition de M en sous-ensembles connexes {L,} (les
feuilles), tel que pour chaque x € M, il existe un voisinage W de x et une submersion
@ : W — N"™ avaleurs dans une variété de dimension n, telle que les fibres de ¢ correspondent
aux composantes connexes de W N L,. L’application ¢ est appelée une submersion distinguée
par rapport a F. Notons que les feuilles L, déterminent une décomposition T, M = H, YV,
en chaque point, ot V, est tangent aux feuilles et H, = V. Alors, F est dite conforme (ou
parfois transversalement conforme) si pour tout v € M,V € V,, X, Y € H, :

(Lvg)(X,Y) =a(V)g(X,Y)

ou a est une fonction qui ne dépend que de x et de V.
Le lien entre les feuilletages conformes et les applications semi-conformes est donné par le
résultat suivant :

Théoréme 1.2.2. [1] Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une submersion semi-conforme. Alors
les fibres de ¢ déterminent un feuilletage conforme de M™. Réciproquement, si F est un
feuilletage conforme de (M™,g), alors pour tout x € M, il existe un voisinage W de x,
une submersion distinguée o @ W — N™ et une métriqgue h sur N™ par rapport a laquelle

o: (W, g/W) — (N™ h) est semi-conforme.

Dans le cas ou le feuilletage conforme F est de dimension 1, on peut démontrer facilement
que

(1.6) (Lyg(X,Y)) ==2V(InA\)g(X,Y) VeV, X,)YeH,)

ol A est la dilatation associée a la submersion distinguée dans le théoréme précédent.
Le lemme suivant est utile pour les calculs.

Lemme 1.2.2. Soit F un feuilletage C* d’une variété riemannienne (M™, g). Alors F est
conforme si et seulement si la distribution orthogonale H est ambilique, c’est-a-dire

g(V7 BH(X’ Y)) = Oé(V)g(X, Y)

pour une fonction o ne depends que de H et de V, ot B*(X,Y) = %(VXY + Vy X))t est la
seconde forme fondamentale de la distribution H. En particulier, si H est intégrable, alors
F est conforme si et seulement si les sous-variétés intégrables de H sont des sous-variétés
ambiliques.

Preuve Il suffit de noter que
(Lvg)(X,Y) = V(g(X,Y)) = g(Lyv X,)Y) = g(X, LyY)
= g(VyX)Y) +9(X,VyY) —g(Vy X = VxV)Y) - g(X,VyY = VyV)
= —g(‘/,VXY+VyX).
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Alors, si F est un feuilletage de dimension 1 d’une variété M? de dimension 3, en supposant
X,Y orthonormés, on remarque que F est conforme si et seulement si

gV, VxX)=g(V,VyY)et g(V,VxY +VyX) =0.

En écrivant Z = X —4Y et en prolongant g au fibré tangent complexifié TCM?3 par linéarité,
on voit que F est conforme si et seulement si

g(V,V,2) = 0.

Cette équation sera utile pour le chapitre 3.

Le lemme nous permet aussi de construire de nombreux exemples de feuilletages conformes.
Par exemple, supposons M3 = R? munie de sa métrique canonique et soit v une courbe C'*
dans R?, € 4. Dans un voisinage A de x, on peut construire une famille de surfaces am-
biliques (par exemple des plans) orthogonaux a 7 et si A est assez petit, ces surfaces seront
disjoints dans A. Soit U le champ de vecteurs unitaires orthogonal aux surfaces. Alors, par
le lemme 1.2.2, U est tangent a un feuilletage conforme dont une des feuilles est la courbe
v N A.

1.3 Applications semi-conformes avec fibres de dimen-
sion 1

Le cas ot ¢ : (M™ g) — (N™ h) est une submersion semi-conforme entre variétés
orientées avec fibres de dimension 1 est spécial, car les fibres déterminent un champ de
vecteurs unitaires avec des propriétés qu’on va exploiter dans la suite. Une conséquence
particuliérement intéressante est 1’existence d’une intégrale sur une hypersurface invariante
par déformation conforme qui détecte les singularités encloses a ’'intérieur.

1.3.1 Coordonnées canoniques avec fibres de dimension 1

Dans la thése, on s’intéresse a des applications semi-conformes définies sur un ouvert de R3
a valeurs dans une surface. Alors, en appliquant le théoréme 1 dans le cas ot m = 3, n = 2,
on retrouve le résultat pour les coordonnées canoniques d’une application semi-conforme
définie sur un ouvert de R?® & valeurs dans une surface.

Lemme 1.3.1. Soit ¢ : R3 — R? la projection :
o(x', 2%, %) = (2!, 2?).

Soit h = hijdy'dy’ une métrique sur R Alors, dans le cas ot ¢ est semi-conforme, la
métrique g sera donnée par :
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hij
5+ fif; af;

af; a?

(gab) =

ij=1,2.

Preuve Il suffit d’utiliser la métrique g donnée par I'équation (1.5) pour e; = af; et a,s = a®.

O

Lemme 1.3.2. Soit p : (M3, g) — (N3, h) une application semi-conforme, avec dilatation
A: M — R, alors

@*h
\2
ot 0 est une 1-forme non nulle sur ker dp ; en terme de coordonnées canoniques, 0 = fidz* +
fodx?® + adz?.

+ 62

g:

Preuve ¢ est semi-conforme si et seulement si pour tout X, Y € H, = (kerdy,)*, on a :
Ng(X,Y) = o h(X,Y).

Soit 0 = g(U,.) ou U € ker dy, est telle que g(U,U) = 1, alors :

_¢h
g = V + 6°.
L’expression en terme de coordonnées canoniques est fournie par le lemme 1.3.1. O

1.3.2 Feuilletages conformes par des cercles dans R?

Ce paragraphe sera également utile pour donner une représentation des applications
biharmoniques semi-conformes, qui ont des cercles comme fibres. Dans ’annexe, on verra
comment cette représentation peut étre appliquée pour obtenir une formule intégrale d’une
classe d’applications biharmoniques (non semi-conformes).

Soit C un cercle orienté dans R3, de centre a = (ay,as,a3) € R3, de rayon r et de direction
normale n = (ny,ng,n3) avec |n| = r. La direction normale n est choisie de sorte que
{X,Y,n/|n|} forme un repére orthonormé aprés avoir choisi deux vecteurs orthonormaux X
et Y dans le plan de ce cercle.

Alors, I’équation de ce cercle est donnée par :

|lz|? + 262 + €2 =0,

ou § = —a; +1in; pour j =1,2,3.
Soit ¢ : V € R® — C une application semi-conforme, ot V est un ouvert de R?, donc ¢
vérifie :

(1.7) Z(Sﬁé)? ~0.

i=1
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Théoréme 1.3.1. [2] Soit z : V C R® — C une submersion lisse. Alors z est semi-conforme,
avec des arcs de cercles comme fibres, si et seulement si, z est localement déterminée par
l’équation :

(1.9 o+ 26(2) 4 £(2)° = 0
ot £(2) = (&1(2),&2(2),&3(2)) est holomorphe en z, x € R3.

Exemple 1.3.1. Soit z : A C R® — C une application semi-conforme, qui admet des arcs
de cercles comme fibres donnés par :

|z]* +2€(2).7 + £(2)? = 0

ot &(z) = (—2,12,0). En écrivant z = u+iv, on en déduit que a = (u,v,0) et n = (—v,u,0).
Le but de cet exemple sera de chercher le vecteur tangent a ces fibres, qui détermine un
feuilletage conforme. L’équation (1.8), s’écrit alors sous la forme :

|z|? — 22(x, — imy) = 0.

On paramétrise d’abord les fibres par s, soit :
s = (u,v,0) + cos s(u,v,0) + sin s(0,0, |z|).

Done x(s) = (2,0) + (z,0) cos s + (0, |z]) sin s est le fibre déterminé par z.
Or le vecteur tangent U est donné par :

/
AN
|2 (s)]
ce qui montre que le vecteur tangent auz fibres au point x(s) = ((1 + coss)z, |z|sins) est
donné par :

(—é sin s, cos ).

U

1l reste a calculer U en fonction de x1, xo et x3; par un simple calcul, on obtient :
U(xy, 9, v3) = (27173, 221073, 77 + 25 — 73).

On verra apres qu’il s’agit d’un exemple d’une application biharmonique et non-harmonique.

1.3.3 Quantité conservée pour les applications semi-conformes

Par la suite, U désigne le vecteur unitaire tangent au feuilletage conforme d’une appli-
cation semi-conforme ¢ : (M™, g) — (N™, h) entre deux variétés riemanniennes orientées.
Pour les applications semi-conformes ¢ = f + ih définies sur un ouvert de R? a valeurs dans
C, U est donné par :

_ VfAVhA
(1.9) U= Favil
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Lemme 1.3.3. Soient (M™*1 g) et (N™, h) deux variétés riemanniennes orientées, ¢ :
(M™1 g) — (N™, h) une application semi-conforme de dilatation \, U le vecteur unitaire
tangent auz fibres de p. Alors :

div(A"U) = 0.

Preuve Par le théoréme 1.2.2 et ’équation (1.6), U est un vecteur tangent a un feuilletage
conforme, alors :

(1.10) Lyg(X,Y)=-=2U(In\)g(X,Y)
pour tout X,Y € (U?).

Soit {e1, €9, ...,e,01 = U} une base orthonormée de M™. Rappelons qu’on somme sur les
indices répétés. Dans la suite, I'indice 7 € {1,...,n}. D’une part,
divU = V.U, .))(e)+ Vu((U, ))(U)
= 61'(<U, el>) - <U7 v6¢€i>
= - <U> V€i6i>
== <VeiU7 €i> .
D’autre part,
(Lug)(eie)) = 29(Lyei,e;)
= —2¢9(Vye; — V.U e)
= —29(Vyes, e) +29(Ve,U, e)
= —U{glei, &)} +29(Ve,U,ei))
= +29(VeU,e)
= 2divU.
Mais par I’équation (1.10),
(Lug)(ei,e;)) = —2U0(nAN)g(e;, e;)
= —2nU(In\)
et donc divU = —nU(In \). Si on multiplie U par une fonction f on obtient :

div(fU) = (U, gradIn(f)) + fdiv(U),

alors,
div(fU)=0 < (U,gradln(f)) + fdivU =0
< (U,gradln(f)) —n (U, gradln(\)) =0
& <U gradln(fA~ >—O
& f=a\"
pour une constante a. O]
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Corollaire 1.3.1. Soit V un ouvert de M™* dont la frontiére OV = S, U S, est la réunion
disjointe de deuz hypersurfaces C™ compactes connexes, p : V. — N™ une submersion semi-

conforme alors,
/)\"U.da_i:/ N'U.dos
81 32

ot do; est I’élément de volume sur S;,i =1, 2.
C’est-a-dire que fs()\”U).dE est bien définie et indépendante du choiz de S tout en évitant
les singularités de .

Preuve Soit V C M"*! sur lequel ¢ est bien définie et lisse, on applique le théoréme de
Stokes :

[, div(A"U)dv = [, \"U.d&

ou dd est I'élément de surface sur dv. Puisque la frontiére orientée 0V = S§; — S,, on en
déduit que :

Js, A"U.ddt — [o, A"U.dey = 0.

U
Lemme 1.3.4. [((A\"U).dG est conformément invariante.
Preuve Soit § = a%g une nouvelle métrique,
978 hag = N'gyy=27a%g;; = X = 4
do = \/detjag dz*dzP=./a*detgys dz®dx’ = a’do
mais, U = %, et n. =12, alors,
/ (UVdE = / Ng(U, 7)d&
S S
_ / N (a29)(0, 7)a2de
s @ 7
= / (\"U).da.
S
U

Par contre, [((\"U)dd dépend du choix de la métrique sur N.
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Exemple 1.3.2. La projection radiale est définie par :

$:R>— 52
x
r— —.
|z
Alors A = ﬁ; et si S%(r) est la sphére de rayon r dont le centre est 'origine munie de son
élément de volume do,, il s’ensuit que

Joory mrdor = mAire(S3(r)) = zdmr? = 4r. O

Exemple 1.3.3. L’exemple du disque :
Soit D le disque {(x1, 12, 23) € R3 21 = 0,25 + 23 < a®} ol a est un nombre quelconque.
Soit 1 : R3/D — S? Uapplication définie par :

sinf(scos@ + asin¢) sinf(—acos o + ssinb)

(s, 0,¢) = (cosé, N ; JaZ & 5

= (cost,sintexp(ip))

)

ot =0 et p= ¢—arctan(2), et les coordonnées (s, 0, ¢) sont déterminées par les équations :

(

3 a3+l
s2  a?+ s?
T, = scos b

Tg = Va? + s%sinf cos ¢
|73 = Vva? + s?sin 6 sin ¢.

La métrique g = da? + dx3 + dx3, s’exprime en terme des nouvelles variables par :

=1,5>0

s% + a’cos*0

e ds® + (s* + a*cos®0)d0® + (a* + s*)sin*0dg>.

g:

L’élément de volume est donné par dvy = \/detg dsdfde, ou

52—2%2_:50252 [ 0 0
detg = 0 52 +a%cos? 6 0
0 0 (a® 4 s?)sin? 6

= (5% 4 a*cos*0)*sin?0,

alors, dvy, = (s* + a*cos*0) sin 0dsdfde.
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7 e s . ; o 0
On considére la surface S : s=cte; paramélrée par 0, ¢; T'S est engendrée par 55, 567

et de vecteur normal
[ a®+s2 0
n=4/—7m2m —.
52 + a2cos?0 Os

Pour 'élément d’aire do, on considére la forme classique do = v EG — F2dfdg, ou S =
X(U)

X(0,0) = (scosl,v/a® + s?sinf cos ¢, Va2 + s sin 0 sin ¢)
et
I = EdO? + 2Fdfd¢ + Gdp?
est la premiére forme fondamentale de S avec
E— X% FeX,%X, G=X,X,

On calcule alors :

E = s%sin® 0 + (a® + %) cos? § = s + a? cos? §
F=0

G = (a* + s?)sin?0

do = +/(a? + s2)(s% + a2 cos? 0) sin OdAd.

Les fibres de v sont déterminées par les équations :

0 = 0y = constant
¢ — arctan(?) = ¢
& s =acot(¢+ c).

Notons que :

cos¢p = cos(¢p+c—c)
scosc+ asinc

sing = sin(¢p+c—c)
acosc— ssinc

Va2 + s?

On paramétrise les fibres dans le systéme de coordonnées (s,0,¢) par :

s = (x1(8), z2(s), x3(s)) = (s cos by, (scosc+ asinc)sin by, (a cosc — ssinc) sin by)
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et on calcule,

9 _a 9
Js  a?+ s%20¢

[ a?+ s2 s% 4+ a®cos? 0
Un)=g(u,n)= X
< ) = glu,n) s2 + a2 cos?6 a? + s2

D’autre part, on peut calculer le facteur de conformalité \, par [’équation gijwf‘wf = \2poB,
Alors on trouve que :

U:

alors,

1

N
52+ a?cos? 6

Finalement

T 27
/}A?U)d&::/:/ANUnwdE::/ /ﬁ sin 0dfde — AxD
S 6 Jo o Jo

Observons que lorsque a — 0, cet exemple tend vers 'exemple 1.3.2.

1.4 Morphismes harmoniques, applications biharmoniques

Afin d’étudier les morphismes harmoniques et les applications semi-conformes définies sur
I'espace de Minkowski (variété semi-riemannienne), on va rappeler les notions de morphismes
harmoniques définis sur une variété semi-riemannienne.

1.4.1 Applications et morphismes harmoniques

Les applications harmoniques entre deux variétés semi-riemanniennes se définissent a
I’aide de I’énergie, elles sont donc solutions d'un probléme variationnel pour les applications
de M dans N.

Soit (M™, g) une variété semi-riemannienne, le Laplacien A = AM est donné, dans un
systéme de coordonnées locales (z',...x™), par :

(1.11) AMf = g”( I p af)

0ri0x 9 Ok
1 ) ~8f)
1.12 = —— [ 1/|det(gi)]|9”" == ) -

Exemple 1.4.1. Dans l’espace de Minkowski, le Laplacien est donné par

R
ot 0x? Oz 03

AMf =
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Une fonction de classe C?, définie sur une variété semi-riemennienne (M, g) & valeurs dans
C est harmonique, si et seulement si AM(f) = 0. Un exemple : une fonction f(t,x1, Ty, x3) =
a(t+ 1), ot a ne dépend que d’une seule variable, ce qui montre qu’on n'a pas la régularité
associée aux fonctions harmoniques sur une variété riemannienne (il suffit de prendre une
fonction a de classe C? mais pas de classe C3).

Soient maintenant (M™, g) et (N, h) deux variétés semi-riemanniennes, ¢ : M — N une
application C?. La densité d’énergie de ¢ est définie par : e, = 3|dp|?, ou |.|* désigne la
norme carrée de Hilbert-Schmidt sur 7*M ® ¢ 'TN induite par les métriques sur M et N,

alors,
m

|dp|? = Try(0h) = g7 h(dp(X,), dp(X;)) = Z&h(dip(@i), de(ei)),
i=1
ou {X;} est une base arbitraire, {e;} est une base orthonormale et ¢; = g(e;,e;) = £1. Dans
les coordonnées locales, on a :

1 1],
e(p) = 59" 9i @] has.

Ici ¢ désigne la dérivée partielle dp®/dz", (gi;) dénote la métrique tenseur dans M avec un
choix convenable de coordonnées locales, h,p la métrique tenseur dans N. On note que e(yp)
peut prendre des valeurs négatives ou nulles, pour une application non-constante (.

Soit D un domaine compact de M. On définit 1’énergie de ¢ sur D par :

(1.13) E(p:D) = /D (),

ol vy est I’élément de volume dans M défini par la métrique g, dans les coordonnées locales on
écrit v, = \/|det(g;;)|dz"...dz™. Encore, et contrairement au cas des variétés riemmaniennes,
E(p; D) peut prendre des valeurs négatives ou nulles, pour une application non-constante.

Définition 1.4.1. Soient (M™, g) et (N, h) deux variétés semi-riemanniennes, une appli-
cation o € C*(M,N) est dite harmonique si elle est un point critique de la fonctionnelle
d’énergie (1.13) pour tout domaine compact D C M, c’est a dire si elle est une solution de
l’équation d’Euler-Lagrange :

ot 7(p) est donnée par :
T(p) =Tr,Vdy = Z e;Vdp(e;, e;) = Zei{Vfi(dgp(ei)) - dgo(Vé\fei)}.
i=1 i=1

Définition 1.4.2. Soit ¢ : (M™, g) — (N™ h). L’application ¢ est un morphisme harmo-
nique st elle préserve l’équation de Laplace : pour toute fonction f :V — R harmonique sur

V C N ouvert avec o (V) non vide, alors la composée f o ¢ est harmonique sur (V)
dans M.

Ce qui se traduit de la maniére suivante :
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Proposition 1.4.1. Soit p : (M™, g) — (N", h) une application de classe C*>. Alors ¢ est
un morphisme harmonique si et seulement si, pour toute fonction f réelle C* définie sur
un ouvert V de N tel que o= (V) soit non vide, AM(f o p) = A(ANf) o), ot A est une
fonction C* sur M.

Théoréme 1.4.1. [1/][15] Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h). L’application ¢ est un morphisme
harmonique si et seulement si elle est a la fois une application semi-conforme et harmonique.

Exemple 1.4.2. Soit ¢ une fonction définie sur un ouvert de l’espace de Minkoswki M a
valeurs dans C, alors ¢ est un morphisme harmonique si et seulement si elle est solution
des deux équations suivantes :
0? 0? 0? 0?
(1.14) Op:=—"2 4224724 7%
ot Oxy Ozx5  Oxj
o5 o 1o ¢ 1o dp
Gt o) G

0

(1.15) )2 =0

On note qu’un morphisme harmonique, défini sur un ouvert de l’espace de Minkowski, est
solution de ’équation des ondes : Oy = 0 vérifiant la condition supplémentaire (1.15). On
appellera une telle fonction "solution isotrope de I’équation des ondes”.

1.4.2 Applications biharmoniques dont les fibres sont des arcs de
cercles

Soient (M™, g) et (N™, h) deux variétés riemanniennes. Pour chaque fonction ¢ € C?(M, N),
on peut définir la bi-énergie

1
(1.16) Bxp) =5 [ Ir(o)ldy,
M
et le 2-champ de tension
(1.17) To(p) = —Tr, (V)27 (p) — Tr RN (1(), dp)dy

o Try(V¥)?* = Z(vgvg - V@eiei) ({e;} un repére orthonormé) est le Laplacien sur les

sections du fibré ¢7'TN et RV désigne le tenseur de courbure sur (N™, h).

Définition 1.4.3. Soient (M™,g) et (N™, h) deuz variétés riemanniennes. Une application
o € CYM, N) est dite biharmonique si elle est un point critique de la fonctionnelle bi-énergie
(1.16), c’est a dire si elle est une solution de l’équation d’Euler-Lagrange associée :

T2(p) = 0.
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Il est clair que toute application harmonique est biharmonique. L’inverse n’est pas vrai :
c’est le cas de l'application de Hopf dans 'exemple 1.2.4.

Cas particulier :
Soit f une application définie sur un ouvert de R® & valeurs dans RY (N > 1). Alors f est
une application biharmonique si le bilaplacien de f est nul, i.e. A(Af) = 0.

On peut maintenant donner un résultat concernant les applications biharmoniques semi-
conformes, dont les fibres sont des arcs de cercles; c’est un résultat quelque part similaire a
celui du théoréme de Weierstrass |1] qui donne tous les morphismes harmoniques définis sur
un ouvert de R?® & valeurs dans C.

Pour deux vecteurs v = (vy, v, v3), w = (wy, w,w3) € C3 on définit le produit symétrique :

VW = VW1 + VoWs + V3Ws3
et on écrit : v2 = v12 + vy + v3?

Théoréme 1.4.2. Soit z : B C R3 — C une application semi-conforme biharmonique,
définie sur un ouvert B de R?® & valeurs dans C, telle que les fibres de z sont données par des
arcs de cercles, alors, quitte a effectuer une isométrie et une dilatation dans R3, localement
z est donné par :

—|z|* — 2iA.x + | A|?
r1tire +ai Fb

(118) 22(1‘1,1’2,1‘3) =

ot A= (a,b,c) e R?

Avant de démontrer notre théoréme, on va établir deux lemmes.

Dans la suite, £(z) = (£1(2), &2(2), £3(2)) est holomorphe en z.

Lemme 1.4.1. Soit z : B C R* — C une application semi-conforme qui est une solution de
2| + 2£(2).x + £(2)? = 0, alors le bilaplacien de z est donné par :

(x4 47
AR ="y op

ot . est le produit scalaire réel.

Preuve En dérivant I’équation (1.8) par rapport a x;, on obtient :

0z 0z
1 Y2 1 Y=< ‘ o
2¢ 58% + 2¢ .maxj +2§ +2x; =0
0z B (xj + §])

=

o, = Elrg CErO£0

34



On dérive encore une fois par rapport a la méme variable z;, on somme les différentes
dérivées par rapport aux différentes variables, et on utilise le fait que z est une application

3. 0z
semi-conforme, c’est-a-dire que Y (=—)? = 0, on trouve que

j=1 O,
(1.19) S
' IRECEEI)

On fait la méme manipulation pour Az, autrement dit on calcule les dérivées partielles de
Az par rapport a z;, et I’on obtient

9 (as) [€".(x +€) + £% 55 + &
[ z) =
Oz, [§"-(z + &7
On dérive encore une fois cette expression par rapport a x; et on somme, on obtient :

_ 5//'($+5)+§/2
€.+ P

A(A(2))

O

Lemme 1.4.2. Soit z : B C R3 — C une application semi-conforme biharmonique, qui est
localement une solution de Uéquation |x|* 4+ 2£(2).x +£(2)? = 0; Alors, quitte a effectuer une
isométrie et une dilatation dans R3, les &; sont données par

&= (z+ai,xiz + bi,ci)
ot (a,b,c) € R3
Preuve D’apres le lemme 1.4.1, le bilaplacien de z est donné par

(x4 47
BAE =y ap

ce qui montre que z est biharmonique si et seulement si :

' (x+ &) +E* =0 (condition de biharmonicité).
On dérive cette derniére équation par rapport a x; :

" 0z " / //% _
1 .(:c—l—f)axj +&; +38¢ oz, =0

N 0z &
Oxj — &".(x+8)+3¢"¢"

0z (x;+§;)

Or, ox; | €.(z+E)

, ce qui montre que :

(€. (x+ )" = [§".(x + &) +3E'€"][€ + x].
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En faisant le produit scalaire des deux cotés de cette derniére équation avec &, on obtient,
soit &'.(x + &) = 0, soit,

(1.20) [€".(z + )" = (£".€)(x + &)

Mais on calcule en un point régulier et d’aprés (1.19) £'.(z + &) # 0.

Or, .(z+ &) et £.¢ sont deux scalaires, alors £” est proportionnel a (x + ), d’on par
I'équation (1.8), &”".(x + &) = 0, et d’aprés la condition de biharmonicité on obtient que
&? =0 = ¢.¢ = 0. 1l sensuit alors que, £” = 0 d’aprés I'équation (1.20). On obtient
finalement que les deux quantités £ et £ sont nulles.

Maintenant, on considére 'effet d’une isométrie et une dilatation sur la représentation

|2 + 262+ € = (z+£).(x +&) = 0.

En effet, si # — 7 est une transformée conforme de R3, alors le feuilletage conforme par des
cercles donnée par cette équation est transformé en un nouveau feuilletage conforme donné
par une équation

Z>+ 287+ & =0.
On voit alors que : (i) si ¥ = Bz, B € O(3) une transformation orthogonale, alors £=¢B!
ot B! est la transposée de B (ii) si T = 2 — v, v € R3 est une translation, alors £ = £ — v
(iii) si z = Ax, A € R est une dilatation, alors £ = A{. On peut alors transformer par
une isométrie et une dilatation le vecteur isotrope constant £’ en (1,47,0). En intégrant, on

obtient £ = (z + a, iz + (,7), (o, 8,7 € C). Mais, en appliquant une translation, on peut
supposer que «, 3 et 7y sont imaginaires, d’ot, 'obtention de la forme

= (z+ai,xzi+bici), (a,b,ceR).

Maintenant on peut montrer le théoréeme .

Preuve D’aprés le théoréme 1.3.1, z est une application semi-conforme avec des arcs de
cercles comme fibres, alors z est localement donnée par I’équation

|z)? 4+ 2¢(2).2 + £(2)* = 0.

On utilise le lemme 1.4.2 pour montrer que £ s’écrit sous la forme & = (z + ai, iz + bi, ci),
avec \,a,b,c € R.
En remplacant £ par cette expression, on obtient par simple calcul que

—|z|* — 2iA.x + | A|?
r1Eixo+ai Fb

2'2(1.17 T2, 1'3) =
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Exemple 1.4.3. Application de Hopf : Dans l’exemple 1.2.4, on a montré que application
de Hopf est une application semi-conforme, un simple calcul montre que le laplacien de H,
AH = —xy/(23+232) ; alors H n'est pas une application harmonique. Cependant, pour le cal-
cul du bilaplacien on trouve zéro, ce qui montre qu’il s’agit d’une application biharmonique ;
d’ou ’exemple d’une application biharmonique qui n’est pas harmonique.

Pour appliquer le théoréeme a cet exemple, on pose H = z = f + ih, et ¢ = x9 + 123, alors

x|? .
(1—5)q —iv2a1g
qq

|z[*

q‘z = (1 — 7) —i\/§$1

z =

donc |z|> — 2 + 2iv2x, 4+ 2G2 = 0, soit & = (iV/2, 2, —iz). Quitte a effectuer une isométrie,
& est de la forme comme dans le lemme 1.4.2. On obtient finalement que dans [’exemple de

Hopf, A= (+/2,0,0)

Exemple 1.4.4. On construit une application biharmonique z : R3\ {0} — C U {oo} dont
les fibres sont les arcs des cercles qui passent par l’origine et qui sont tangent & 'aze des x3
en ce point. En écrivant z = u + iv, le fibre déterminé par z est le cercle de centre (u,v,0),
de rayon |z| avec un vecteur normal donné par n = (—v,u,0). Alors :

& = —(u,v,0)+i(—v,u,0)
—2+1z
= z(-1,4,0)

qui, quitte a remplacer z par —z, & est de la forme du lemme 1.4.2 avec A = (a,b,c) = 0.
On obtient alors Uapplication biharmonique donnée par

Elle est singuliére lorsque 1 = x9 = x3 = 0, mais se prolonge en oo € C U {oo} lorsque
$1:I‘2:0, 6t$37é0.

1.5 Graphes et réseaux

Plus tard dans la thése, on prend la perspective que le concept d’espace se déduit d’objets
plus fondamentaux de nature combinatoire. Cette perspective a été proposé par R.Penrose
en 1971. Or, physiquement, on ne peut pas affirmer que toutes les matiéres sont continues :
on étudie aussi le cas discret. Pour cela, on ne se limitera pas a I’étude des applications
harmoniques entre les variétés riemanniennes et semi-riemanniennes(cas continu), mais on
va aller plus loin pour étudier les fonctions harmoniques et holomorphes sur les graphes :
mathématiquement, il s’agit du cas discret.
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Un réseau est constitué d’une infinité d’éléments discrets, qui interagissent entre eux. Ces
éléments sont considérés comme les sommets d’un graphe, et les segments qui lient ces
sommets précisent la facon dont les éléments réagissent. Ce modéle d’interaction est souvent
formulé sous forme d’un graphe.

Un graphe est la donnée de deux ensembles I' = (V| E'), V étant ’ensemble des sommets et
E étant I’ensemble des arétes reliant ces sommets. On peut noter 'aréte allant de a; & a; par
a;a; ou cTa; selon que l'aréte est orientée ou non. On note cTa; I’aréte orientée qui va de a; a
a; . Lorsqu’il existe une aréte joignant a; et a; , on note a; ~ a;. On suppose qu’il n’existe pas
d’arétes bouclées, c’est-a-dire qu’on ne pourra pas avoir une aréte dont les extrémités sont le
méme sommet. On suppose aussi la non-existence d’arétes multiples, définies comme étant
deux arétes différentes reliant les mémes sommets. En outre, nos définitions se prolongent a
ces cas.

On peut également définir les graphes métriques, la o on munit les arétes d’'un poids.
Mathématiquement, on définit la distance d(z,y) entre deux sommets x,y € V par
d(x,y)=inf{Longueur L(z,y) des chemins joignant x et y}. Pour un graphe non-métrique,
la longueur d’un chemin est tout simplement le nombre d’arétes contenues dans le chemin.
Pour un graphe métrique on tient compte du poids de chaque aréte. Par la suite, on suppose
que les graphes sont non-métriques.

Un graphe est fini si la cardinalité de V' est finie, dans le cas contraire, on dit que I' est un
graphe infini. On donne la notion d’une fonction harmonique sur un graphe. En effet, pour
un graphe ', on définit

Af@) = f@) - —— S f(z),  weV, fec),

m(x)

zZ~T

ou m(x) est le nombre de sommets voisins de . Il en découle qu’une fonction f définie sur
un graphe v = (V, E) est harmonique si et seulement si Af(z) = 0 en tout point x € V.
C’est-a-dire que la fonction vérifie la propriété de moyenne : sa valeur en un sommet est la
moyenne des valeurs sur les sommets voisins. Il s’ensuit que sur un graphe fini, toute fonction
harmonique est constante. Dans [20] on introduit la notion des applications harmoniques
entre graphes finis munis d’un poids, avec un théoréme d’existence et d’unicité, analogue aux
théorémes classiques de Eells-Sampson-Hartman. Ces applications harmoniques donnent lieu
ensuite & une nouvelle démonstration élémentaire d’'un théoréme de superrigidité.

Notre but sera de trouver des analogues a nos théorémes trouvés dans cette thése, dans le
cas des fonctions ou applications définies sur des graphes.

Soit 'y = (Vi, Ey) et I'y = (V3, Fy) deux graphes. Une application ¢ : I'; — T'y entre
deux graphes (ou un homomorphisme des graphes) est une application entre les sommets
¢ : Vi = Vs telle que si z ~ y, alors, soit p(z) = ¢(y), soit p(z) ~ ¢(y). Selon Urukawa [25],
une application ¢ : I'y = (Vi, Ey) — 'y = (V3, E») entre deux graphes est semi-conforme en
un point x € Vj si, en notant par z = (z), pour tout 2z’ ~ z, le nombre

Ao, ) = #{a ~ wip(al) = 2/}

est bien défini et dépend seulement de x (c’est-a-dire qu’il est indépendant du choix de z’).
Dans ce cas, on note : A\(x) = A(z, 2’). On dit que 'application ¢ est semi-conforme si elle
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est semi-conforme en tout point = € V. Dans le cas ot x € V] est tel que p(y) = ¢(x) pour
tout y ~ z, on pose A(z) = 0 et 'on obtient une fonction bien définie, A : V; — N, appelée
la dilatation de I’application ¢.

On introduit maintenant 'un des concepts les plus importants dans notre étude, celui des
fonctions holomorphes définies sur un graphe a valeurs dans 1’espace des nombres complexes.

Définition 1.5.1. Soit I' = (V| E) un graphe (non nécessairement fini), alors une fonction
@ : V. — C est holomorphe en x € V' si

S (do@)? = 3 (ely) — p())? = 0.

Yy~ Yy~
On dit que o est holomorphe, si elle est holomorphe en tout sommet x € V.
Cette définition est une généralisation naturelle de I’équation :

S (GEp =0

i

qui caractérise une application semi-conforme ¢ : V' C R™ — C d’un domaine de R™ & valeurs
dans C. Notons que si n = 2, cette derniére se decouple en un produit :

Op 0p _
0z 0z

ce qui caractérise les fonctions holomorphes ou anti-holomorphes dans le plan. La distinction
entre holomorphe et anti-holomorphe dans le plan correspond au choix de l'orientation.
Or, sur un graphe quelconque, on n’a pas de telle notion sans introduire d’autres concepts
(plus tard, on introduira la notion d’orientation comme une coloration des arétes). Il nous
parait alors naturel d’appeler les fonctions de la définition 1.5.1, holomorphes. Par contre,
le terme holomorphe a été employé par I. Bobenko et C. Mercat 6] pour des fonctions a
valeurs complexes définies sur un graphe rhombique, en termes d’une version discréte des
équations de Cauchy-Riemann. Notre définition est valable sur tout graphe. Par contre, la
caractérisation des graphes finis qui admettent une fonction holomorphe non-constante est
un probléme difficile & résoudre, dont on discutera dans le chapitre 4.
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Chapitre 2

L’espace de Minkowski, algébre de
Splneurs

La théorie des twisteurs, initialement introduite par Roger Penrose en 1967, est la théorie
mathématique qui fait correspondre les objets géométriques de ’espace twistoriel complexe
CP? dans la géométrie des rayons de lumiére dans I'espace temps (espace de Minkowski).
Dans cet espace, Les coordonnées sont appelées "twisteurs". Grace a cette théorie, certaines
équations importantes, par exemple les équations des champs sans masse et ’équation des
applications harmoniques, peuvent étre résolues dans 1’espace twistoriel. Certains aspects
sont attirants dans cette théorie. Tout d’abord, ’espace twistoriel devient I'espace de base
de sorte que les rayons de lumiére sont les objets les plus fondamentaux de I'espace-temps,
qui est 'espace dérivé. Puis les quantités discrétes sont reflétées dans les valeurs discrétes
obtenues par contour de I'intégration, Enfin I’élégance et la simplicité de la théorie.

Dans ce chapitre on donne les notations spinorielles des éléments de ’espace de Minkowski
M, qui seront utiles pour reformuler spinoriellement les morphismes harmoniques et les ap-
plications semi-conformes. On va utiliser cette reformulation pour montrer que dans le cas
d’un morphisme harmonique f défini sur un ouvert de M & valeurs dans C, il existe deux
champs spinoriels £4 et na qui seront les seules deux directions possibles d'un champ iso-
trope dans ker df. De plus, un de ces deux champs spinoriels est une "congruence de rayons
de lumiére sans cisaillement (SFR)", c¢’est-a-dire qu’il forme un feuilletage conforme par des
droites isotropes dans cet ouvert de M. On peut considérer une SFR comme un object qui
correspond a un champ physique. Plus précisément, la direction de chaque rayon en un point
détermine un champ spinoriel qui vérifie une équation différentielle décrivant une particule.
On étudie aussi les équations des ondes. Or, une application qui est solution isotrope de
I’équation des ondes est un morphisme harmonique.
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2.1 Notation spinorielle

En physique, le modéle standard classe les particules élémentaires en deux grandes fa-
milles : les fermions et les bosons. Formellement, les bosons sont caractérisés par le fait qu’ils
peuvent étre décrits par les champs de tenseurs dans I'espace de Minkowski. Par exemple,
le photon est un boson : ainsi, son champ électromagnétique est représenté par une 2-forme
dans M. D’autre part, les fermions ne sont pas décrits par des tenseurs : pour ces derniers,
on a besoin des champs spinoriels [17].

On introduit alors un systéme d’étiquetage

e={AB,C,.. . Z2,A B C, .. 2}

pour l’espace spin et son dual, tel que, les éléments de £ prennent les valeurs 0 et 1. On
note par v* = (v°, v, v?,v®) un élément de l'espace de Minkowski. La métrique g dans M
sera donnée par gu, alors le carré de la longueur d’un vecteur v® est donnée par gv®v°. Les
indices seront abaissés et élevés par g, et son inverse : ¢g?°. Donc, si v® est un vecteur dans
M, alors v, = gav” est la 1-forme correspondante.

On note par [ le d’Alembertien dans M, alors,
0= gabvavba

ou V, est la dérivée covariante dans M, donnée par V, = (0y, 01, 02, 03).

L’espace spin est un espace vectoriel complexe de dimension 2, noté par S°®, équipé d’une
forme symplectique, c’est-a-dire d’une forme complexe bilinéaire anti-symétrique notée €4p.
Un élément de cet espace s’écrit sous la forme &4, alors que les éléments de la forme &4
représentent les éléments de 'espace spin dual, noté par S,. On a alors l'identification £4 =

e4B¢p entre les éléments de Pespace spin et son dual, ol (e45) = (¢48) = (_01 (1))

On peut donner une version primée de 'espace de spin : cet espace sera noté par S* dont
les éléments s’écrivent sous la forme 74" (A’ € {0,1}), ott 74 = nA. On définit aussi I’espace
spin primé dual, noté par S,.

En particulier, € 45 et e'P’ sont deux formes symplectiques dans I'espace spin primé et son
dual.

Un spineur mixte est un élément du produit tensoriel des différents espaces spin : par exemple,
le spineur ” g4 est un élément de S® ® Sy ® S,.

Soit M I'espace de Minkowski de dimension 4, on considére I'identification

WO+l w2408
(v*) = (UO,UI,UQaUB)HL ( 02 —ivd 0 — ! = (UAA/)

d’un vecteur (v?) dans M et d’un spineur (v44").
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2.2 Reformulation spinorielle

On va donner une reformulation spinorielle des morphismes harmoniques et des applica-
tions semi-conformes. On note qu’on a une différence entre les notations spinorielles dans
I'espace R* et celles dans 1’espace de Minkowski.

2.2.1 Les morphismes harmoniques définis sur R en terme de spi-
neurs

Un vecteur ¢ dans 'espace euclidien R* est exprimé spinoriellement par la correspon-
dance :

.0 1 .2 .3
@) =t o (5 T ) =@,
Une fonction ¢ : B C R* — C, B ouvert de R*, est semi-conforme si et seulement si la
somme des carrés de ses dérivées partielles est nulle, c’est-a-dire :
i( Op 2) —0

ox® ’

a=0

cette équation se traduit par le fait que det Va0 = 0, ot V 44: est I'opérateur différentiel
défini par :

VAA’:L —i0p —|— o 82 — 105 _ Vor Vor
V2 82 + 283 —7,(90 - 81 vlol VH/ ’

ce qui montre que ¢ est semi-conforme si et seulement si
Vaarp = Eanar,

avec &4 et na deux champs spinoriels définis sur B C R,
De plus, la fonction ¢ est harmonique, si et seulement si

3 2
3 0% _y,
a(xa)2

a=0

, . L, . ’ , .
Cette équation s’écrit sous une autre forme : VA4 Vaarp = 0, on en déduit que ¢ est un
morphisme harmonique si et seulement si

VA Eana = 0.

Réciproquement, étant donné qu’il existe une paire de champs spinoriels £ 4,74 dans B, on va
chercher ces conditions qui assurent que ces champs déterminent un morphisme harmonique.
On considére maintenant le produit £4m4 qui détermine un champ de vecteurs isotropes.
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Afin que {4ma = Va4 pour une fonction ¢, on a besoin du fait que V{ vy soit nul. Cela
est calculé pour étre ’équivalent des six équations suivantes :

;

(i) V&' — Vopcn” =0
(i) Vor&n' — Vig€'n” =0
(i31) Vapcint' =0
(i’U) VAyﬁAnO' =0
(v) VOB’£177B/ =0
(vi) Vip&nP =0

\

Le théoréme suivant montre une correspondance entre les morphismes harmoniques et les
champs spinoriels.

Théoréme 2.2.1. 1| existe une correspondance entre les morphismes harmoniques ¢ : B C
R* — C, et une paire de champs spinoriels (£4,ma) satisfaisant :

VanéinP =0
Vapént =0

Preuve En partant de nos deux équations, on peut facilement montrer les six équations
ci-dessus et Péquation VA4 ¢4, Ce qui montre Pexistence d’un morphisme harmonique.
Réciproquement, Donné un morphisme harmonique ¢, alors V46404 = 0 et (i) — (vi)
sont vérifites. On montre que V4441% = 0 dans le cas ou A’ = B’ = 0. On démontre
d’une maniére similaire pour les autres valeurs de A" et B’. Or

Voorf'n” + Vigen® = (Voot'n” + Vive'nt + Vige'n® + Vore®n')/2  d’aprés (i) et (ii)
= 0 car VAAIfAnA/ = 0.

O

Exemple 2.2.1. On considére l’exemple des applications qui admettent des fibres totalement
géodésiques. Elles sont classifiées en [4]. Si ¢ : B C RY — C est un morphisme harmonique
dont les fibres sont totalement géodésiques, alors, localement, p est donnée implicitement par
I’équation

()20 + a1 (o(2)2 + aa(ip(@))a? + as(p(@))a? = 1,

ou x = (2% 21, 2% 23), a;(2) est holomorphe en z pour chaque i = 0,1,2,3 et a®> = 0. On
peut paramétriser a sous la forme a = (1/2h)(1 — f2 — ¢%i(1 + f% + ¢%),—2f, —29) ou
f,9,h:U C C— CU{oc0} sont des fonctions méromorphes. En dérivant cette équation par
rapport a x; on obtient :

0

Oy Q;

/ E U R .
(o ) ” +a; =0 alors o >

d’ot
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1 —iao + oy Qg — iOég
Qg + ity —tog — oy )

1l s’ensuit que :

et 1
na = —(—f +19, 1)

V2(a!.z)h

2.2.2 Les morphismes harmoniques définis sur l’espace de Min-
kowski en terme de spineurs

On définit la correspondance spinorielle dans M par :

1 t+at 2?4 ad? AN
(tawla"EQamB) HE ( xQ—ix?’ t— ol = (I )
Notons en particulier que pour (¢, z', 2% x3) réel, la matrice X = (z
X =X.
On considére une application ¢ : B C M — C , ou B est un ouvert de ’espace de Minkowski,
qui vérifie les deux équations suivantes :

{—(%—“2’)2+Z?:1(§;’;)2 =0

% 3 9% _
—a T 21 ar =

! .o, .
A4%) est hermitienne :

C’est-a-dire que la fonction ¢ est un morphisme harmonique, autrement dit, une solution
isotrope de I’équation des ondes.

Une reformulation spinorielle est donnée comme dans le cas de R*. Pour la dérivée cova-
riante, on a la correspondance suivante :

V=L do +f91 &y —103 \ _ ( Voo Vor .
V2 \ Oy +1i03 Oy — 0 Vie Vi

Par un calcul similaire au cas des morphismes harmoniques définis sur R*, on obtient le
théoréme suivant :

Théoréeme 2.2.2. [ existe une correspondance entre les morphismes harmoniques définis

sur un ouvert de l’espace de Minkowski et une paire de champs spinoriels (fA,T]A/) sur cet
Vaaéin? =0

ouvert qui satisfait les équations suivantes : Ad gan,
VABlf no= 0.
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2.2.3 Notation spinorielle dans R?

On définit la correspondance spinorielle dans R? par :
2, .3 1
7+ -
(l.a) = (l‘lvaaxB)H\/Li ( —l’l —.TZ + iZES ) = (xAB>

et Popérateur différentiel D4p par :

Dy L 0y — 105 — _( Doo Do
APV —0h —0y — 103 Dy Du )
Notons que pour une application ¢ : B C R3> — C, ot B est un ouvert de R?, la matrice
(Dapy) est maintenant symétrique. Comme dans les cas précédents, ¢ est semi-conforme si
et seulement si det D pp = 0, si et seulement si Dapp = £4€p pour un champ spinoriel &4

défini dans B. Par analogie avec le théoréme 2.2.1, on obtient la caractérisation suivante des
morphismes harmoniques définis sur un domaine de R3.

Théoréme 2.2.3. 1l existe une correspondance entre les morphismes harmoniques ¢ : B C
R3 — C, o B est un ouvert de R® et un champ spinoriel €4 qui satisfait :

Dap€ief =0

Les morphismes harmoniques définis sur un ouvert de R?® a valeurs dans C sont donnés
localement par I’équation

ai(p(@))a’ + aa(p(x))r® + az(p(r))2? = 1,

ot a = (1/2h)(1 — g% i(1 + ¢g?), —2g) avec f et g deux fonctions méromorphes définies sur
un ouvert de C. Dans ce cas, on trouve :

11
= Voo s i VR

On introduit la notation que 'on va utiliser dans la suite. On pose u = x; et ¢ = x5 + 123,

€a ).

alors :
(0 1( 0 .0 )
—_— = - — 77—
dq 2 0xo 0x3
A
aq N 2 8372 81'3
9 _0
\ au o axl
et opérateur différentiel Dy p s’écrit alors sous la forme :

1 2aq —0,
DAB_% < _au _28(7

Lemme 2.2.1. Soit B un ouvert de R®. On suppose qu’il existe une application, ¢ : B — C
de classe C>, alors les deur affirmations suivantes sont équivalentes :
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1. ¢ est semi-conforme.

2. det(Dapyp) est nul, ce qui est équivalent a Dapp = Ea€p pour un champ spinoriel 4
dans A.

Dans ce cas, [4] €ECP' = S? correspond a U, vecteur tangent auz fibres de .

. . : 0
Preuve sil’application ¢ : A — C est semi-conforme, alors ijl(a—w
Ly
que le déterminant de D gy est nul, d’oit Dagp = £4Ep pour un champ spinoriel £4. On en
déduit que

)2 = 0, ce qui montre

Dapp = L ( Do — 103 —Oip ) _ ( &0’ 50521 )
V2 —01p —0yp — 103 &6 &

Alors,
alSD = —1D01 = —\/55051
Oy = —(Dpgy — D =
2¥ \/5( 00 11)

D3 = %(

(o® — &2

Doy + D11) = (&o® + &2).

S5

&1

0

On identifie un point [£,&;] € CP! avec le point 071 (=) de S?, ot 0 : S? — CU o est la

projection stéréographique. Explicitement

&1 = e - 1817.28)= mrigr (S — |6 &6 + &b, ~i(&6 - &h) =
Un simple calcul nous montre que
U.grady = 0,

ou grade = (O1p, o, D3p) est le gradient de ¢, ce qui montre que dp(U) = 0 et U est
tangent aux fibres de ¢. O

Dans la suite, on note :
_&
€o

Donc p représente la direction U € S? tangent aux fibres d’une application semi-conforme
0 : A CR?— C, dans la carte donnée par la projection stéréographique : u = o(U).
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2.3 Correspondance twistorielle

Dans le premier chapitre, on a donné un exemple d’un morphisme harmonique : la fibra-
tion de Hopf définie sur CP? & valeurs dans HP! = S* ou H est I'espace des quaternions.
Cette application est donnée par :

m([f, 9,0, k]) = [f + gj, b + Kj]

ol on identifie 'ensemble des quaternions H avec {z + jw : z,w € C,ij = —ji,j* = —1}.
Soit S* C %, o S? = (0, x1, 2, 23) C S*, N C CP? I'image inverse de S? par la fibration de
Hopf, N° = 771(S3), alors [f, g, h, k] € N® si et seulement si Re{hf + kg+ (hg—kf)j} =0

c’est-a-dire, si et seulement si

(2.1) hf +kg+hf+kg=0.

2.3.1 Rayon de lumiére

Dans 'espace de Minkowski, un vecteur v € M est un rayon de lumiére si ses composantes
vérifient :
2 2 2 2
—Vo” + V17 +v2” + U3 =0.

Lemme 2.3.1. Soit v € M un rayon de lumieére, alors
VA — A A

Pour un certain spineur p?.

Preuve En effet, le fait que (v*) = (v°,v!,v% v3) soit un rayon de lumiére revient a dire

/ , . N ! / . /
que (v44) est de déterminant nul; d’ott (v44)—p?Ac?” pour des spineurs p? et o'
Or (v*) est un vecteur de I’espace réel M, dont les coordonnées sont des nombres réels, alors

’ . .. N . —t
V = (v*) est une matrice hermitienne, c’est-a-dire que V' =V,

pPo” = pPa¥ (i)

/ U _ 1.1/ ..
(2.2) (v) est  hermitienne ¢ % '0100/ (i)
pPol = plo
plo¥ = g
alors
of _ o
O'O pol



Donc, en utilisant 2.2(i), pPAp® = p°Ap%, d’ott A est réel (si p° # 0, sinon on utilise (ii)), d’ou
VA = A\ pApA
F ("
Comme dans le lemme 2.2.1, la direction du rayon est donnée par U = o~} ('0—), ou
o: 8% = CU{oo} est la projection stéréographique. O

Lemme 2.3.2. Soit &4 un spineur non-nul, (x®) un élément non nul de ’espace de Minkowski
M et (a:AA/) son identification spinorielle, alors : Eax*Y = 0 si et seulement s’il existe un
spineur dual o® tel que x4 = 404

. ’ . .
Preuve On sait que £4244" = 0 si et seulement si

501;00’ +§1I10’ =0
Lo + &2t =0

Puisque (z44") # 0, on peut supposer par exemple que la composante z'* # 0, d’oil

/ !
.CL'OO 3301 _é _ 60

2107 - st - 50 - 51'

00’ 0 01’ 0
() =0 (&) = (o) = (&)

/ ’ .
pour des nombres 0¥, o' € C, d’ou

Il s’ensuit que

gAA = AgA

2.3.2 Espace twistoriel

L’espace twistoriel est I’espace T = C* muni des coordonnées (4, 77A/). La relation d’in-
cidence

(2.3) €4 = izgam™

donne le lien entre les points (z44") (éventuellement complexes) de I'espace de Minkowski et
'espace twistoriel projectivisé CP3. On observe que si 44" est une solution de (2.3), alors il
en est de méme pour y* = 244 4 N4 X € R, ce qui représente la géodésique isotrope
passant par 44" et de direction [¢4] € CP?.

Dans T = C*, on écrit un point sous la forme X = (£4,77), et son élément conjugué dans
I'espace twistoriel dual par : X, = (74, & 4).

De facon que :

(2.4) Xo=X2, X;=X3  X;=X0  X3=XI
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Définition 2.3.1. Soit X* = (£4,7%) et L = (A4, %)
Soit Ly = (74, \a) le twisteur dual de L* = (Aq,v™
twisteur et d’un twisteur dual comme ceci :

XLy = &7 + 0" A u.

deux éléments de l’espace twistoriel.
). Alors on définit le produit d’un

On va pouvoir ensuite donner la correspondance entre un rayon de lumiére de 'espace de
Minkowski et un point dans ’espace des twisteurs.

Lemme 2.3.3. Soit X = (&4, nA') un twisteur avee n* # 0, alors X définit un rayon de
lumiére si et seulement si

(2.5) XX, =0.

Preuve L’équation (2.3) posséde une solution réelle si et seulement si elle admet une solution
244" qui est hermitienne. Dans ce cas, ’équation conjugée prend la forme

_ —
§a= —iTaanA
ou (xAA/)T = z44. On obtient alors le systéme :

o v
oo + wornT = —i&

0/ 1/ o .
TN + T = —i&y

Ioo/ﬁ + {Elol’f]_ll = Z@
worn” + et =16
C’est un systéme linéaire de la forme AZ = b ol det A = 0, donc par la régle de Cramer, il

existe une solution si et seulement le déterminant de la matrice obtenue en remplagant une
des colonnes de A par b s’annule, c¢’est-a-dire que si et seulement si :

i 0 nO’ _§1 0
,'70/ i ,)71/ @ Yy
0 7% 0 &

ce qui est équivalent a I’équation
Eon” +&n" + 0" +n"& =0

qui n’est autre que la condition (2.5). Réciproquement, en inversant les arguments ci-dessus,
on voit que si (2.5) est vérifié, alors (2.3) admet une famille de solutions réelles de la forme

A L) gAEA" O

Conclusion : Afin de compléter la correspondance en admettant des twisteurs de type
X = (£4,0), il faut compactifier 'espace de Minkowski en ajoutant un céone de lumiére
a l'infini pour obtenir I'espace compact M® homéomorphe a S! x S% [23]|. Avec cette com-
pactification, en notant que I’équation (2.5) n’est autre que la condition (2.1), on obtient
une correspondance entre un point de 1’espace N° C CP? et un rayon de lumiére dans M,
c’est-a-dire que

CP? 5 N® = {les rayons de lumiéres dans M“}.
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2.3.3 Surface twistorielle

Soit & € CP? une surface complexe réguliére, c’est-a-dire que S localement paramétrée
sous la forme (z,w) — [4(z,w),nY (z,w)], out &4(z,w), n™ (z,w) (A, A" € {0,1}) sont
06s O™ 064 Ot
0z 0z ) (aw’ ow

indépendants pour chaque (z,w). On appelle cette surface surface twistorielle.

des fonctions holomorphes en (z,w) et les vecteurs ( ) € C* sont

Lemme 2.3.4. Soit (z,w) — [(4(z,w), 0™ (z,w)] une paramétrisation d’une surface twis-
1/

)
torielle S, telle que n' (z,w) # 0 pour tout z,w. Alors il existe une paramétrisation de la
forme Z = Z(z,w) et W = w(z,w) par rapport & laquelle S est donnée par

(Z, ﬂj) — [50(27 ﬂ;)v gl (ga ﬂj)v zv 1]
Preuve D’abord on divise par 7', afin d’obtenir une paramétrisation de S sous la forme
(Za ’lU) — [SO(Za UJ), gl(zv w)a 770/(27 ’U)), 1]

On cherche alors, une transformation biholomorphe Z = Z(z,w), w = w(z,w) telle que

GLO/ oY 0z o ow

= — ——— =0.
90 9z 0% | 0w 99
Par I'hypothése de régularité,
06 06 "
0z 0z 0z
Rang =2
0% 0& o
ow OJw Ow
d’ou
. 87]0/ 8LO, ‘ 8770/ 6770/
soit | g % #0, soit | gz ﬁ # 0.
0z ow 0z ow
8770, 8170/
Supposons que % % # 0, lautre cas étant similaire.
0z ow
. . - _ , o o
On définit 'application ¢ : (z,w) — (Z = 1" (z,w),w = &(z,w)). Alors, puisque % %

0, on peut localement trouver une réciproque de v ; afin d’exprimer z = z(z, w), w = w(z, w).
Par construction

o _of 0 onou _920: 0w _ 0
ow 0z Ow Ow ow 0z0w Owow Ow

ol
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Enfin, par la régularité encore, n° (Z) est non-constante et on peut la remplacer par Z dans
un voisinage d’un point ot 7% (2) # 0.
O

Théoréme 2.3.1. Soit S C CP? une surface twistorielle munie d’une paramétrisation
(2,0) = [Ea(z W), (2, w)] et soit

I

(2.6) €a = izanm?
la relation d’incidence. Alors, toute solution z = z(x) (x € M) de l’éqyatz'on (2.6) est solution
1sotrope de ’équation des ondes 1z = 0 si et seulement si 0 (Z—?,) = 0. En particulier,
toute surface twistorielle admet de telles paramétrisations et donc détermine une solution
1sotrope de ’équation des ondes.

Preuve En posant u = 2"+ 2!, v =2 — 2! et ¢ = 2% + iz?,

La relation d’incidence :

’

. A
A =1xA07
[
s’écrit alors sous la forme :

— 560 =un” +qn"
— S =a" +on'

Soit r(z,w, x) == un® +qn* +i& = 0 et s := qn” +on* +& = 0.
En dérivant par rapport a u les deux équations on obtient

0z Sun”
ou  {r s}
avec
0s
Sw = —
ow

et {r, s} =r,8, — $,Tw.
En dérivant par rapport a v, q et ¢ respectivement, on obtient

o: _ run’
o {r s}
0z _ s
dqg  {r s}
o: _ rt
0 {r,s}
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Il s’ensuit que

0:0: 0:0:
oudv 9q0g
Rappelons le d’Alembertien
0%z Pz 1 .
-0z.

oudv  9q0g 4

On calcule les dérivées secondes de z en dérivant les équations » = 0,s = 0 implicitement
une deuxiéme fois. Le calcul étant assez long on omet les détails. En effet on obtient Lz = 0
si et seulement si {r, s}(n" 0,n" — n”0,n") = 0, ce qui démontre le théoréme. O

Pour faire le lien avec la section 2.2.2, on obtient la décomposition spinorielle de z

\/5 —Sw o’ —Sw v \/5 —Sw ’ ’
O 1 G A o (A I

{7’, S} Tw?] Ty Tw
2 _
ie. Vauz = SATIA' ou par = {;’/;} ( riw )

Exemple 2.3.1. On considére la surface twistorielle paramétrée par (z,w) — (cz,w,z,1),
ot ¢ € C, alors la relation d’incidence s’écrit :

(2.7) { —iV2cz = zu+q

—iv2w = 24 + v.

Alors

1
u+iv2e

est solution isotrope de l’équation des ondes.

z

2.3.4 Congruence de rayons de lumiére sans cisaillement

On considére I'espace de Minkowski M. Par une tranche R}, on comprend un hyperplan :
t =constante. Rappelons qu’un vecteur w € T, M s’appelle vecteur isotrope si g(w,w) = 0
ou g est la métrique canonique de M. Il engendre un sous-espace de dimension 1 appelé
rayon de lumiére. On peut normaliser w pour qu’il prenne la forme w = % + U ou U est
un vecteur unitaire dans T,R} (z = (¢, 21, T9,x3)). Soit [ un feuilletage C> de rayons de
lumiére d’un ouvert A C M, appelé congruence de rayons de lumiére, et soit w = % + U le
champ tangent associé. Alors la distribution orthogonale w= est de dimension 3 et contient
w. On choisit un complément Y de w dans w'; un tel espace s’appelle le "screen space”, et
un choix convenable est donné par ¥ = U+ (z) N R} en chaque z = (£, 21, T9, 3) € A. Alors
la congruence [ est dite sans cisaillement, ou shear free si et seulement si le transport de Lie
le long de w des vecteurs de ¥ est conforme; ce qui se traduit par la condition :

(EUQ)(X7 Y) = ag(X7 Y)

93



pour une fonction a : A — R, X et Y sont deux vecteurs quelconques dans ¥ = ULt NR3.
Autrement dit, la congruence [ est sans cisaillement si et seulement si le champ de vecteurs
U est tangent a un feuilletage conforme dans R} pour chaque ¢, c’est-a-dire que localement,
U est tangent aux fibres d’une submersion semi-conforme. Dans la suite on abrége la phrase
congruence de rayons de lumiére sans cisaillement par SFR (shear free ray congruence).
Etant donnée une congruence de rayons de lumiére [ avec champ tangent w, on peut associer
un champ spinoriel £# par la correspondance w® < w4 = 464", Tl s’ensuit que [ est sans
cisaillement si et seulement si

(2.8) BV gukp = 0.

On note que cette équation ne dépend que de la direction £°/£. En effet, en écrivant £ =
£0/€t I'équation (2.8) est équivalente & :

Vo + Vg =0
EVor{+ Vil =0.

2.4 Intégrabilité des champs spinoriels

On a vu que si ¢ : A C R3 — C est semi-conforme alors il existe un champ spinoriel px
dans A tel que Dapyp = papp. Réciproquement, on veut savoir, donné un champ de spinoriel
ta, quand est-ce-que papp est intégrable, c’est-a-dire, quand existe-t-il une application ¢
semi-conforme telle que Dapy = papp.

Soit v* = (v, v? v3) € R3] et soit la correspondance spinorielle suivante

V2 —v —v? 4 307,

soit D ap 'opérateur défini comme dans le paragraphe 2.2.3, alors
DAB — (ACBD D
Ce qui montre que

DOO — D117 Dll — DUO DlO — _D[)l — DOl

Y

ap 1 (=0, —1i0s O
Do = o, 0,—idy)

02 03) € R3, v, = vlde! + vida® + v3da?® sa 1-forme

—

Soit maintenant un vecteur v* = (v
correspondante, alors,

dv, = (010% — Opv)da' A da® + (0p0® — O30%)da® A da® + (91v° — Ozvt)dat A da®.

Le lemme suivant est facile & démontrer :
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Lemme 2.4.1. Soit v, une I-forme définie sur un ouvert simplement connexe A de R3.

Alors : dvg, = 0 si et seulement s’il existe une application semi-conforme ¢ : A C R3 — C,
telle que DAByp = v4B.

Lemme 2.4.2. Soit v® un champ de vecteurs défini sur un ouvert A de R? tel que vAP =

wAnB, alors,
DCAB) e =0 si et seulement si dv, = 0.

Preuve p' = —pug, p° = py et 048 = AP, alors,
02 4 i = (u0)!
02 i® = ()2

Donc

Supposons DA B e = 0. Alors

DOO,UO,U/O 4 DlOILLO/,Ll — _Dooluolul 4 DlOMOMO
= (0y +i0s)p’ ' + 01 (1°)* = 0

DOl,ul,uO =+ Dllﬂlﬂl — _DOllullul 4 Dllﬂlﬂo
=0 (n')* + (02 —i03)p’p' =0

D"t po + Dpt py + D o + DV i py = (02 +i03) (') + (02 — i05) (1) = 0

D’autre part

01 (1°)? + (02 +i03)u’u' = 0
ce qui revient a dire que : { —0;(u')? + (9 — i03)ulut =0
(02 +i03)(')? + (9 — i03) (") = 0

e DOUAPB) e — 0.
U

On en déduit que pour une application ¢ : A C R® — C, A étant un ouvert de R3, ¢
est semi-conforme avec Dapy = papp pour un champ spinoriel pys € A, si et seulement si
w4 vérifie 'équation suivante :

DEALB) 1, — 0.
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2.5 Les solutions isotropes de ’équation des ondes

On étudie les fonctions f: A C M — C, A ouvert de M, vérifiant les deux équations :

(2.9) {@f )2 = (0if)? = (Daf)* — (03f)? = 0

atQtf - a%1]6 - a%Qf - 8§3f = 0.

On appelle une telle fonction “solution isotrope” de ’équation des ondes. En effet, la deuxiéme
équation est I’équation des ondes et la premiére est une condition d’isotropie sur le gradient
complexe gradyf.

Théoréme 2.5.1. 1. Soit f : A C M — C une fonction C? qui est solution isotrope de
léquation des ondes (2.9). Alors, il existe une paire de champs spinoriels E4,mar telle que

Vaaf = Eanar et qui vérifient
(2.10) VauwEnt = VP =0.

Réciproquement, toute paire de champs spinoriels a,ma vérifiant (2.10), détermine une
solution de (2.9).

2. Soit f une solution de (2.9) et on suppose que df soit non-nulle en tout point, alors les
seuls champs isotropes dans ker df sont donnés par

A= MY et p— pitn®™ (A, p € R),

et au moins un de ces champs est tangent a une SFR. Réciproquement, soit £ tangent a une
SFR. On définit © = ¢, &' =1, 0¥ = =V &, n¥' = Voo&. Alors 4 détermine une
solution de (2.9).

Afin de montrer notre théoréme, on va démontrer les lemmes suivants. On note que d’apreés
le lemme 2.3.1, pour tout rayon de lumiére v € M, il existe un certain spineur p* pour lequel
v = A2, ont v est la reformulation spinorielle de v.

Lemme 2.5.1. Soit f : A C M — C une fonction C? qui est solution isotrope de l’équation
des ondes (2.9). Alors il existe une paire de champs spinoriels 40 telle que Vauf =
Eanar. De plus, si v* = \p2p* est un rayon de lumiére dans ker df, alors,

— Ou bien p* = a4,

— Ou bien p* = B2 (= Bi?), avec a, B € C.

Preuve La fonction f est solution isotrope de (2.9), et en particulier, une fonction semi-
conforme ; alors det(V 4/ f) = 0, ce qui montre qu’il existe deux champs spinoriels &4, nas
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AA

tels que Vuf = Eanar. Supposons que le rayon de lumiére v44" est dans ker df, alors :

Vanfo** =0 < &nap*p =0
& oo p’p” + &nup’p" + &mop'p” + Emp'p =0
& Lonolp' P — &omrprpo — S popt + Einlpol® = 0
& o (&lml® = &popr) +mue(&ilpol* — Eopripo) = 0
o M op1po — &1lpo)? _ [%pl — polpo
m Solprl* — Eupopr [g—‘l’m — polp1
o Ml poy_ Pofo  poy
ST R TR ST
Alors :
1. Soit
S Poy_y,
& m
ie. pa = aéa,
2. Soit _
o _ Po
o pr
ie. pa = Bna.

O

En notant par v = v°9y 4+ v'0; + 120y + 1305 un champ de vecteurs dans TM, on va définir
les deux quantités suivantes :

vy, = °dz + vtdat + vida? + v3dad.
dv, = (010" — Opv')dz® A dat + (920° — Opv?)dx® A dx® + (050° — Bygv®)da® A da®
+(0pv' — Ov?)dat A da? + (030" — 010 )dat A da® + (050* — 0p0®)da® A da®.

En général, pour une 1-forme 6 = 6;dz*, on a :

Donc dans I'espace de Minkoswki M : div 8 = 0yfy — 0101 — 0205 — O365. Cela veut dire que
pour v, = df = 0;fdx’, on a :

div df = 0%, f — 0L f — 0% f — % f

= 80110 - 811)1 — 82’02 — 83'113.
Le lemme de Poincaré prend la forme suivante

Lemme 2.5.2. Soit v, une 1-forme sur un ouvert simplement connexe A C M, alors :
dve = 0 si et seulement s’il existe une fonction f: A C M — C telle que VA f = v44'.
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On note que, V44" est donnée par :

vAA 1 Oy — 01 —0y+1i0s
\/5 —82 - 263 80 + 81
Lemme 2.5.3. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
a) dv, =0 et div v, =0
b} VAA/UBA/ =0 et VAA/UAB/ =0.
Preuve Supposons d’abord que V44045 =0 et V44054 = 0. En effet, dans la premiére
équation, pour A’ = B’ = 0, on obtient :
Voo/UOO, + Vl()/l)lo, =0

& (0o +0) (W +v') + (9, — i03) (v* +iv*) = 0

= 801)0 + 80111 + 81’00 + 811}1 + 82'112 + 83’03 + ’i(agvg - 831)2) =0

54 831)2 — 82113 = 0.
En prenant des valeurs différentes pour A’ et B’ dans les deux équations, on montre que
dv, = 0. En utilisant le fait que V44054 = 0, et en prenant la somme sur A = B on voit
que div v, = 0. Pour montrer la réciproque, on inverse les calculs ci-dessus. 0

Maintenant on va pouvoir montrer notre théoréme :

Preuve On montre d’abord la premiére partie du théoréme. En effet, si f est solution
isotrope de I’équation des ondes, alors d’aprés le lemme 2.5.1, il existe deux champs spi-
noriels €4 et n?" tel que Vuf = Eanar. Le fait que ces deux champs vérifient (2.10) est
une conséquence du lemme 2.5.3. Réciproquement, si £4,n4s vérifient (2.10), alors d’aprés
les lemmes 2.5.2 et 2.5.3, il existe une fonction f telle que Vaa f = Eana vérifiant (2.9).

On va montrer maintenant la deuxiéme partie du théoréme. Or, la premiére affirmation
de cette partie découle directement du lemme 2.5.1. Il suffit de montrer qu’au moins un de
ces champs isotropes est une SFR. Or, d’apreés la premiére partie du théoréme, on a les deux
équations suivantes du théoréme :
Vanl®n® = Vauén® =0

qui sont équivalentes a :
2.11) (00" + 1" Vo’ + Vo' + 1" Vore® = 0

) Vo1l + 1" Voye' + & Vo' + 1" Vot =0

) EVin” + 1" Vig€® + Vi + 0" Vi =0

) EVion” + 0" Vg + V' + 9t Viné =0
2.15) Vo1l + 1" Voye® + & Vign” + 1" Vg€ =0

) EVon" + 10" Vo + Vi + 0" Vig€! =0

) EVorn” + 0" Vort® + &V + 1" Viné =0

) L EVorn' + 0" Vore® + €' Vum' + 9" Vi = 0.
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Alors, on multiplie (2.11) par &' et (2.12) par £° et en soustrayant on obtient :

OIV / g + IIV / g =0
" Voo 3 n Vou )=
En combinant les autres équations en paires on obtient :
0
o 1S v &
V() + 0V ()
o o
Voo (77—1,) +E&WVi (77_1’)
Ui Ui
o’ o’
Vo <Zl,) +&Vi <Zl,> =0.

On écrit 1 = 1% /n* et € = £°/€', on obtient alors les équations :

0

0

(2.19) NVor€ + Vor§ =0
(2.20) NV1€ + Vip€ =0
(2.21) EVoon + Vign =0
(2.22) EVorn+ Virn =0

D’autre part, £ est tangent & une SFR si et seulement si :

Voo + Vi =0
EVor§ + Vil =0

et 7" est tangent & une SFR si et seulement si :

nVoon + Vorn =0
NVign + Virn =0

On prend la dérivée de (2.19) par rapport a Vi :

V1inVoo€ + NV Voo + VorVird =0 (en commutant les dérivées)
= —&VounVoeeé +nVir Vo€ + V()l/(—nvlo/f) =0 (en substituant (222) et (220))
= —Voan(EVoré + Vie§) +1(VirVoré — Vor Vigé) =0

On prend la dérivée de (2.19) par rapport a Vo :
VionVoo€ + nVoy Vie€ + Vo Vig€ =0 (en commutant les dérivées)
1
= —fVOO/ﬁVOO/f - ﬁVoo/(;Vn/f) + Vollvlolf =0 (en substituant (221) et (220))
1
= Voon(={Voe + Evu'f) — Voo Vir§ + VorVig§ =0
= Voo/?](fVQQf + mef) -+ Vo(yvlyf — V01/V10/§ =0 (par (2.20)).
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D’ou :

(2.23) { —Voun(&Vor€ + Vig€) + (Vi Voo — Vo Vigé) =0

(2.24) Voon({Vooé + Vie€) + ViirVoe€ — Vo Vig€ =0
et :
. —Vorn n|_ _ _
soit ’ Voo 1 = —Von —nVen =0

soit fVoof + V10/§ == VH/V()()/f - vOl’vl()’g =0.
Maintenant on dérive (2.20) par rapport a Voy :
VoonVie€ +nVie Voo + Vi Vo =0 (en commutant les dérivées)

1 1
= —Evlolnvlo,f + an/(—EVol/{) + V11:'Vopé =0 (en substituant (2.21) et (2.19))

1 1
= Vlofn(—gvloff + Evoyf) —VieVorr§ + Vir Ve =0
Vien 1 —
= (EVn/é + VQ1/£) + Vlyvoofﬁ — V101V01f§ =0 par (220)

On dérive (2.19) par rapport a Vi1, (de maniére différente) :
1
Vn/(—ﬁvoyf) +nVir Voo + Vor (—nVip§) =0

1 1
= —EVH'T)(Voyf) + TZ(V11'V00'§ - Vovvlof) + Evufﬁvmff =0

1
= —Evu'n(voyf - ngf) + (Vi Vopé = VorVig€) =0
1 1
= _Evll/n(vm’f — Evll’f) + (Vi Vo€ = VorVig€) = 0.
D’ou :
Vien 1
(2.25) - (Evlvf + Vor§) + VirVoy§ — VigVord =0
1 1
(2.26) —EVH/U(EVn/f + Vorr§) + n(VirVoo§ — Vor Vigé) =0
et :
Vign 1
1 n fd / — / =
soit —%VH'T} 1 Vien + nVll n=>0

soit §Vor§ + Viré = VirVoe§ — VigVor§ = 0.

Alors, si nVoon + Vorn # 0, on a {Vopé + Vgl = 0 = Vg Vi — Vo Vig€ = 0 et puis
(2.25) et (2.26) impliquent que, soit V1§ + Vi€ = 0, soit Vign = Vi1n = 0. Mais dans
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ce dernier cas, les équations (2.21) et (2.22) entrainent Voyn = Vorn = 0, ce qui contredit
Phypotheése nVogn + Vorn # 0. Donc {Voo§ + Vig§ = EVor + Vird = 0 et £ est tangent
a une SFR.

D’autre part, si EVoy€ + Vip€ # 0, on obtient de la méme maniére que 7 est tangent a une
SFR.

Réciproquement, supposons que & est tangent a une SFR, donc :

§Vor§ + Vil =0
EVor + Vi = 0.

On pose €0 = &, &' =1, n¥ = =V, n¥' = V& Alors on constate aisément que les
équations (2.11) a (2.18) sont vérifices, ainsi £4n?" satisfait (2.10) et donc il existe une
fonction f telle que

Vaaf ="
est solution de (2.9). O

Remarque 2.5.1. Ce théoréme a été démontré de maniére indirecte par Baird-Wood [1],
en supposant lanalyticité de la solution f. Un résumé de leur argument est comme suit : en
utilisant Uanalyticité de f, ils ont prolongé la complexification auz points (xo,x1,T2,T3) €n
remplagant t par ixy. Les équations (2.9) deviennent alors les équations pour un morphisme
harmonique sur une variété riemannienne A C RY. Par un théoréeme de Wood, ce dernier
correspond & une structure complexe sur A qui détermine une section de fibre Ax CP. Alors
cette section détermine une surface analytique S C CP3, dont l'intersection avec N° C CP?
détermine une SFR. Notre preuve est directe et ne dépend pas de 'analyticité de la solution.
Afin de prolonger la preuve a des variétés plus générales que M, lorsqu’on commute les
dérivées, il faut faire intervenir des termes de courbure. En général, on ne peut pas espérer
que le théoréme reste vrai, pourtant, par analogie avec le cas riemannien, on conjecture que
le résultat est vrai pour une variété d’Einstein.

Exemple 2.5.1. Soit 'application z = z(z) définie comme solution de I’équation
£(z)x=1 (x € M)

o & = (£1,8,83,&) est holomorphe en z, avec &2 — &2 — &2 — &2 = 0, clest a dire

i)+ Y67 =0

Dans ce cas, z est une solution de ’équation (2.9).

On peut paramétriser & sous la forme
. 1 .
(Z§17§27§3)§4> - %(1 - f2 - 9277“(1 + f2 + g2>7 _2f7 _29)

ot f, g et h sont des fonctions méromorphes en z.
Ainsi

(€,60,60,60) = 5 (i1 = 2 = @), i(1+ 2 4 67), 2, ~2).
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En outre, comme &(z).x =1, £ (2).x.(02/0z;) + & =0, d’ou

82 . é—j

o= oa
Soit

\VA Y — 1 (902 + 812 (322 — 2(932
A 822 + 2832 602 — 812

ce qui revient a dire que :

1 ( (£o+51)/(§’ x) (—&ﬂ&)/(i’-x))

Vayz V2 \ (& i)/ (€a) (& +&)/(E )

_ m <—2Fff14gg92) f—iz‘g).

On trouve alors que :

1 f—1g 1 .
E)y = ——— . , nA/:—(—Zf+g 1)
(V2h)e’ < ! ) (V2h)E'x

On peut vérifier directement que £4 et nar vérifient les conditions
VAA{B??A/ =0 et VAA/SAUB/ = 0.

Dans ce cas, £* et ' sont toutes deuz des SFR.
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Chapitre 3

Evolution des applications
semi-conformes

On va étudier dans ce chapitre les applications semi-conformes vues comme des champs

physiques qui évoluent au cours du temps. Au début de ce chapitre, on reformule les équa-
tions spinorielles qui représentent les applications semi-conformes et les SFR. Ces nouvelles
équations vont étre utiles par la suite, surtout dans I’étude de la forme invariante de 1’évo-
lution d’une application semi-conforme. Ces équations spinorielles sont données, d’une part,
par le fait qu’une application semi-conforme ¢, définie sur un ouvert de R?® & valeurs dans
C soit caractérisée par Pexistence d’un champ spinoriel 4 tel que DA B e = 0. D’autre
part, par le fait que le champ spinoriel v44" = p*" soit une congruence de rayons de lumiére
sans cisaillement (SFR) si et seulement ,uAuB V aartp = 0. On montre que cette construction
d’une SFR, donne naissance a deux équations équivalentes a celles donnant I’évolution d’une
application semi-conforme définie sur une domaine de R3. Cette SFR, a partir de laquelle on
peut construire des champs physiques, est parfaitement adaptée pour étre définie dans un
graphe fini, ce qui motive notre quatriéme chapitre.
A la fin de ce chapitre, on va généraliser le travail, mais pour un espace-temps muni d’une
métrique qui dépend de ¢, autrement dit, on va considérer une évolution couplée de la mé-
trique et de 'application semi-conforme. On va montrer que, sous certaines conditions, cette
évolution conserve le fait que U, est tangent a un feuilletage conforme, ot U, est le vecteur
tangent aux feuilletages de ;.

3.1 Evolution des applications semi-conformes dans M

3.1.1 Intégrabilité

D’aprés les lemmes (2.4.1) et (2.4.2), ¢ : A CR?® — C, ou A est un ouvert de R?, est une
application semi-conforme si et seulement s’il existe un champ spinoriel p4 défini sur A, tel
que, Dapp = papp vérifiant

(3.1) DEAP) e = 0.
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En effet, la condition (3.1) correspond a l'intégrabilité du champ papp.
La proposition suivante donne une écriture variante de I’équation (3.1), une écriture en
fonction des dérivées partielles de p = pu°/p!.

Proposition 3.1.1. Soit u* un champ spinoriel défini sur un ouvert A C R3. Alors p* est
intégrable, ¢’est-a-dire que D€ P uc =0 si et seulement si :

(1)  pOip+ (20t — Oguu = 0
(i)  povp' 4 p?Ogpt — dgpt =0
(iii)  Ogu' + p0y(up') = 0,

ot p = pu’/ut et ot on utilise les coordonnées (x1,q = wa + ix3).

Remarque 3.1.1. Dans le théoreme 3.2.1, on donnera une interprétation géométrique a
I’équation (i) en terme du champ vectoriel unitaire U = Wﬁ(MP — 1,2u) correspondant.
En effet, donné un champ U tel que p vérifie (i), trouver une application ¢ dont U est
tangent a ses fibres revient a trouver u' tel que (ii) et (iii) sont satisfaites.

Preuve L'équation DB e = 0 est équivalente a :

f_DOOIuolul + DOl;LO;LO N (82 —I—i@;;),uo,ul + al(IUO)Z =0
=D plpt + DO’ — —0yOpt + (02 — i) (1°)* = 0
—DOO,U,l,ul + Dloﬂluo - (82 +i83)(,LL1)2 + alﬂo,ul =0
(=DM plpt + DU plp® = =01(u')? + (92 — i) !

(02 +i03)p0ut + 01 (1°)? = 0
& =0 (') + (02 — i0s)p°pt =0
(82 +i03)(1')? + (95 — i) (u°)* = 0

r,uoaq,ul 4 ,ulaq,uo + Noalﬂﬂ =0
& —ptopt + pf0ut + pt oy =0
(1 Ogut + p20pt =0 (iv).

En combinant les deux derniéres de ces équations on déduit que :

pOpt Ot 4 (1°)? 0yt — (u')?0gut =0

(1°)?0qpt® — (1)?0qpt® + p° ' D1 = 0.
Puis on multiplie la deuxiéme de ces équations par pu' et en soustrayant p° fois la deuxiéme,
on obtient I'équation (7).
D’autre part, '’équation (i7) se déduit de la premiére équation en divisant par (u')?. Enfin
I'équation (iii) n’est autre que I’équation (iv). De l'inverse des calculs ci-dessus, on déduit
la réciproque, c’est-a-dire que les équations (i), (ii), (i4) entrainent l'intégrabilité de p?. O
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3.1.2 Equations d’'une SFR

On a vu dans la section (2.3.4) que v* est tangent a une congruence de rayons de lumiére
sans cisaillement sur un domaine de M si et seulement si pu?u?Vaaous = 0. Dans cette
section, on va montrer que cette équation est I’équivalente de deux autres, I'une qui est
équivalente au fait que le champ U est tangent aux fibres d’une application semi-conforme,
I’autre décrit son évolution.

Proposition 3.1.2. Soit v44 = 2@ un champ spinoriel défini sur un ouvert A C M.

Alors vA4" est une SFR si et seulement si = p°/u* vérifie les deux équations suivantes :
(3.2) pOp — 112 Ogpt + gt = 0
(3.3) 10t + 2 Ogpt + Ogu = 0.

Preuve D’aprés I’équation (2.8), la condition d’une SFR est donnée par :
PPV anps =0
ou py = u¥ et o = —put, alors cette équation est équivalente aux paires d’équations :
0

101N oo pro + p° Voo pn A gt 1OV pio + ptp Vigpn = 0
1OV g po + p0p Vovpn + ptpt Vv + ptpt Vi =0

— (1) Voo pt + pl ' Voo i — gl Vigpt + (1')*Vigp® =0
=) Vorp' + pPptVorp® — (n')?Varp! + (n')*Varp® =0

0 0 0 0 0
(55 (Voo = Vi) (57) + Vi (45) = (55)*Vor (5) =0
0 0 0 0 0

(5) (Voo + Vi) (5r) + Ve (57) + (4 fr)=0
0 Ogpt — 20,1 =0

o MO+ Ogft ,UQ alt 0

1Ot + O + p*Ogp = 0.

Ces équations ont une interprétation indépendante des coordonnées.

On va voir que la premiére est équivalente au fait que le champ U = o~ !(u) (0 : S* - CUoo

est la projection stéréographique) est tangent aux fibres d’une application semi-conforme, et
que la deuxiéme décrit I’évolution de cette derniére.
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3.1.3 Evolution d’un feuilletage conforme géodésique

Dans ce paragraphe, on va démontrer que lorsque le champ de vecteurs U, déterminé
par la fonction p, est tangent & un feuilletage conforme géodésique, alors son évolution dans
le temps est constante. Or, une application semi-conforme a valeurs dans une surface est
harmonique, et donc un morphisme harmonique, si et seulement si ses fibres sont minimaux.

Proposition 3.1.3. Soit V = (|u|*> — 1)01 + 2ud, + 2110 un champ de vecteurs tangent
un feuilletage conforme géodésique, alors la fonction p vérifie I’équation suivante :

Preuve V est un champ géodésique, alors
VU =0,

ou U = V/|V], ce qui entraine les équations suivantes :

(I = D)0 |ul? + 200 |pu? + 220q | pf* = A(|pe|* — 1)
(I = 1)1 s + 200 + 21051 = Ay
(Il = 1)1 i + 200yt + 2f10gft = i

Il s’ensuit que :
(lnl? = 1)1 + 260y + 201051 = 0.

Or, il s’agit d’un feuilletage conforme géodésique, ¢’est-a-dire que p vérifie 'équation (3.2)
—pO1f + 2 Dgp — Dgpt = 0.
Alors ces deux équations montrent que :
(|ul* = 1)[1*Ogpr — Ogp] + 204°Dgpr + 2||*Oqpt = 0
SpP (|l + 10y + (|u? + 1) = 0

S 12 gp + Igpn = 0
<o =0 d’aprés 'équation (3.3).

O

3.2 Forme invariante de I’évolution d’une application semi-
conforme

Pour comprendre géométriquement les équations dans la proposition (3.1.2) associées a
une SFR, on définit pour un point x € R? et un vecteur unitaire U;(x) € T,R?, la géodésique
isotrope déterminée par U;(x) pour étre le rayon de lumiére passant par x et engendrée par
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le vecteur isotrope 0, + Uy(z). On verra comment des quantités évoluent le long de ces géo-
désiques. D’abord, on introduit un lemme qui caractérise le transport paralléle de U le long
des rayons engendrés par U.

Lemme 3.2.1. Soit Uy un champ de vecteurs unitaire dans un domaine de R3, qui définit
un autre champ de vecteurs U; dans un domaine de RS par transport paralléle de Uy le long
de la géodésique isotrope déterminée par Uy. Alors, ’évolution de U est donnée par :

ou

_ = R3
(3.5) = —VEU

, ou  (oU!
i en éerivant U = U'(t, %)) i o
0w en écrivan (t,2%)0;, on pose ot ( ot )

Preuve Par construction : U;(y) = Up(x) avec y = x + tUp(z). Pour un point 2o € R3, on a

oUu B Ui(z) — Up(x)
Ot li=o 150 t '
Or
= Uy(x) + tdU,(z)(Uo(z)) + O(t?).
Alors
U _ . U(a) = tdUi(x) (U(x)) — U() + O(#?)
ot t—0 t

= —dUs(2)(Uo(2)) = = V() Uo.

L’inverse résulte de l'unicité de la solution d’une équation différentielle du premier ordre,
compte tenu des données initiales sur une hypersurface. ([l
Soit la base orthogonale (V,XY) tel que : V = (|u|*> = 1,2u) = ((|u* = 1)01 + 210, + 210;),
X =(o,3(1—a*+82%),—apf) et Y = (8, —afB, 1 (1+a*— 3%)), de sorte que V est le vecteur
tangent a un feuilletage conforme, avec ;= o — i3, alors

X—iY:ual—u28q+8q
Lemme 3.2.2. Supposons que U est tangent a un feuilletage conforme et soit p = o(U)

sa représentation par la projection stéréographique. Alors, I’équation d’évolution (3.3) s’écrit
sous la forme :

1 .
(3.6) Oy = —W<V\/V, X —iY)
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Preuve

VvV = Vi(ue-1ar+2u0,+2p00 (111" — 1)01 + 2010, + 21y]
= {(|u* = 1)0up + 200t + 210y} (10 + 204) + {(|ul* — 1)Ofi + 200y fi + 2Dgfi} (O + 207).

Or, dans le cas d’un feuilletage conforme, p vérifie 'équation (3.2), on remplace alors 0;u
par iuzﬁqu — Ogpt, donc

oy 1),

VvV = (12 0g01 + Oyn) (10 + 207)

2+1 _
%—)W@qﬂ + 1) (101 + 20,

= —(|ul* + 1)(Fspa([idy + 20,) + Oufi(1dy + 20g))-

Or,
(ud) +20;, X —iY) =0
et
(101 + 205, X — 1Y) = |p|* + 1.

Ce qui montre que

1 :
(9t,u = —W<Vvv,X - ’LY>

O
On peut donner une autre écriture de I’équation (3.6), tout en normalisant les vecteur V, X
et Y, c’est-a-dire qu’on considére les champs de vecteurs :

Vo . X - Y
U=—,X=— et Y =—.
14 | X Y]
Or
2 1 2
VI = 1 + 1,1X] = Y] = (P +1),
alors

at,u = —<VUU7X — ZY>
1 . .
= Sl + (VU X —i?)

On va maintenant donner une interprétation géométrique des équations (3.2) et (3.3) d’une
SEFR. Cette interprétation sera la base d’'une généralisation d’une SFR aux cas de variétés
avec courbure.

Théoréeme 3.2.1. On suppose que p définit une SFR sur un domaine W C M, U donnée
par :
1

U — 2_1,2u) e S?
|u|2+1(|“| t)
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le champ de vecteurs unitaires correspondant a p. Soit g = (dz')?* + (dz?)? + (dz®)* la
restriction de la métrique canonique de M sur chacune des tranches R} : t = const. Alors

dans W :

(3.7) { () (Lug)(X,Y) =ag(X,Y)

(i) ¥ =-V¥U,

pour une fonction a : W — R, avec X,Y € R? deux vecteurs orthogonauz o U et ot VE
est la connezion de Levi-Civita sur (R3,g). En particulier, U est tangent a un feuilletage
conforme dans W N'R?, pour tout t.

Réciproquement, toute solution U de (3.7) dans un domaine W C M détermine une SFR sur
W. De plus, si (ii) est vérifiée dans M et (i) vérifie sur une hypersurface R}, pour un t,
alors (i) est vérifiée pour tout t, ou il est entendu que le domaine de U a besoin d’étre limité
pour éviter les points singuliers du feuilletage associé. Alors la conformalité du feuilletage
associé au champ de vecteurs unitaires U est préservée par le flot (3.7)(i).

Preuve On note tout d’abord que 'équation (3.7)(7) est invariante par la correspondance
U — fU pour une fonction réelle f; on va donc travailler avec le champ de vecteurs

V = (Jul? = 1,21) = (|uf? = )0, + 200, + 20d;.

On rappelle que z' = z', ¢ = 2? + i23. Alors I'équation (3.7)(i) est équivalente a 1'équation
suivante :

(Lyg)(X —iY, X —iY) =0,

pour deux vecteurs X et Y définis de fagon que || X|| = ||Y]], ¢(X,Y) = 0. Un choix
convenable est donné par
X —iY = pdy — pi*0, + 0.

On note que (0, 0,) = (0z,07) = 0 et (0, 07) = %, on a alors :

(Lyg)(X =iV, X —iY) = g(Vx_yV, X —iY) = —g(V,Vx_iv(X —iY))

= —((|uP* = D)0 + 260, + 2104, V (o, 20, +05) (1L — 1?0y + D))
(14 [pf*) (uOrpt — p?Ogps + Ogpa).

1
2

D’ou I'équivalence entre les équations (3.2) et (3.3).
Nous effectuons un calcul similaire afin de déterminer ’évolution dans le temps. On suppose
que les deux équations (3.2) et (3.7)(ii) sont vérifiées. Alors

VPV = {(ul? = 1)0 + 200t + 2010} (i0r + 20,)
H{(|pl* = 1)0ufi + 210, i + 2[i0g1} (1udy + 20)
~ (|1l + 1) (Dups(01 + 20,) + Oy udh + 20;)).
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Or (udy + 205, X —iY) =0 et (udy +20,, X —iY) = |u[* + 1, don

1
op = ——————(VyV, X —iY).
N (TR VAN
D’autre part
ov _ _
E = (,u@l + 28q)(9t,u + (,ual + 28@)81,&,
et on obtient
ov (VyV, X —iY) , _ (VyV, X +1iY) .
—_— = 20X +1Y)+ V) — 2(X —Y) 4+ pV).
Y E 1) QX +iY) +aV) Z 1) 2X —iY) +puV)
En remplacant V par U 4 et les vecteurs X, Y par X X Y espective
n remplacant V par U = —— vecteurs X, Y par X = LY = , respective-
hal [1X1 1Yl

ment, on obtient

ou

1 P N EP PN | S PN
S = 3 (VoU. X —iV)(X +4) = S(VyU.X +iV)(X —iY)

3
= ViU

Réciproquement, si les deux équations (3.2) et (3.7)(i7) sont vérifiées, on inverse les argu-
ments ci-dessus et on obtient I’équation (3.3).

Pour la derniére partie du théoréme, on calcule la dérivée par rapport au temps de (3.7)(i),
étant donné que (3.7)(i7) est vérifice. L'un de nos objectifs, est de voir comment les équa-
tions (3.7) s’adaptent a des espaces temps plus généraux, on effectue donc le calcul dans
la proposition 3.3.1 ci-dessous, qui établit que dans I'espace de Minkowski, en écrivant
f=(Lyg)(X —1Y, X —iY), avec X, Y sont deux vecteurs orthogonaux unitaires,

df 0y +U) = af

pour un certain «. En particulier, par I'unicité de la solution d’'une EDP de premier ordre,
si f s’annule sur une hypersurface, elle doit s’annuler sur le futur espace temps de cet hyper-
surface. Ce qui compléte la démonstration du théoréme. 0]

Etant donné une famille des champs de vecteurs unitaires Uy, chacun tangent a un feuilletage
conforme sur la tranche R? évoluant suivant 3.7, on montre maintenant comment évolue les
applications semi-conformes correspondantes, ¢; : A C R? — C.

Proposition 3.2.1. Soit U; une famille de champs de vecteurs définis sur R} qui évoluent
suivant Uéquation (3.7)(ii), i : R? — C une famille d’applications semi-conformes dont les
fibres ont pour vecteurs tangents les vecteurs U, alors :

(3.5) 4G WV) = ()

ot T est le champ de tension de p. De plus, toute autre solution de l'équation (3.8) qui a les
mémes fibres de @, prend la forme de f, o p;, ou f; est une application conforme quelconque
dans un domaine de C.
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Preuve En dérivant I’équation dy;(U;) = 0 par rapport a ¢, on obtient :

1)) +ap( L) =0

Or, d’aprés I’équation (3.7)(ii) :

oU
do(—-

6t> = —dp(VyU)

= 7(p),

et ceci d’aprés la formule fondamentale d’une application semi-conforme ¢ : (M™,g) —
(N™ h) :

7(p) = —(n — 2)dp(gradin())) — (m —n)de(v)

0
ou v = VU est la courbure moyenne des fibres (voir [1]), on en déduit que d (8_f) (U) =

—7(¢p).

Soit maintenant v, une famille d’applications semi-conformes ayant les mémes fibres que ¢y ;
alors localement, on a que ¥, = f; o ; pour une certaine famille des applications conformes
fi: A— C, ou A est un ouvert de C. On affirme que

e () O+ = (a(58) @) ++0)) + ¥r(ow

ou A est la dilatation de . En particulier, si ¢ est solution de I’équation (3.10), alors 1) I'est
aussi, si et seulement si 7(f) = 0, ce qui est le cas quelque soit f; est conforme.

Pour montrer (3.9), on calcule d (81/)) (U). D’abord

o
op . (Op\  Of
'a—#(m)+§
On définit ® : R} x [ — C (I C R intervalle) par ®(x,t) = (), et on écrit V¥ pour la
0
connexion dans le fibré pull-back v~ 'T'C. Alors, d <(‘Tf) (U) = V?}a—ﬂ} et on obtient :

(0(3)) - i (o-m(3)
= vy (aro ()

_ Vd(fod) (U gt)ﬂz(f o) (wi)
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ou Vd(f o®) est la seconde forme fondamentale de f o ®. Mais par la formule de la seconde
forme fondamentale d’une application composée : Vd(fo®) = df (Vd®)+ Vdf (d®,dP), d’ou

v <df (%f)) = df (VdCD (U, %)) + Vdf (dcp(U),d@ (%)) +d(f o ®) (VU%)

0 )
= df (VdCD (U, &) +dd (VUE)> car d®(U) =0

B 0 B Oy
- o (2)-o(5%)

o - 53]
— a(Fov) )

- (%) @w)
= 0.

oy _ 0 Op
()0 - ()
dg
- (1(5)w)
Enfin, par la loi du champ de tension d’une application composée :

T(¥) = df(7()) + traceVdf (dp, dp)
= df(r()) + N7(f)

et la formule (3.9) s’ensuit. O

D’autre part

On obtient alors que

Pt . . . .
——, au moins localement, de la maniére suivante : soit

ot

A C R} un ouvert sur lequel ¢y est une submersion avec des fibres connexes, soit ¥ C A
une tranche, c’est-a-dire, une hypersurface de dimension 2 ou les composantes des fibres
de ¢ l'intersectent transversalement en un seul point. Par exemple, aprés un changement
convenable de métrique, on peut prendre ¥ comme la tranche x! = 0; pour cela, on va

On peut normaliser 1’évolution

0
supposer que 8_@1( x) # 0 pour tout x € ¥ N A. Les points de X sont alors paramétrés par
x

les coordonnées (22, z%).
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Soit ¢(s) la courbe intégrale de U partant d'un point de X : ¢(0) € X, (s) = U(c(s)). Alors,
pout tout sy suffisamment petit, on peut supposer que c(s) € A pour tout 0 < s < sq, d’ou,
par la proposition 3.2.1

Oy 50
(3.10) —(e(s0)) = — 7,(c(s))ds.

at s=0
On note que 7,(c(s)) € Ty(s)C = Ty, C, ot yo = @(c(s0)) = (c(s)) (puisque ¢(s) para-
métrise le fibre de ¢ a travers de ¢(0)); par conséquent, I'intégrale dans I'équation (3.10)
est bien-définie et donne un vecteur dans 7,,C = C. Les différents choix de > donnent des
valeurs différentes pour Op;/0t, mais d(0p;/0t)(U) est bien définie et indépendante de ce
choix.

Exemple 3.2.1. Soit @y : R® — C lapplication semi-conforme définie parpy(w1, T2, 13) =
Va2 + 292 +ixs. Alors les fibres de o sont des cercles centrés sur 'aze 23 dans le plan
paralléle au plan formé par xq et x4. Soit Uy le vecteur tangent aux fibres de ¢q, on a :

X2 —I
Uy = , ,0).
° (\/1’12 + 9% V11 + 152 )

Soit 3 la tranche définie par z; = 0; alors la courbe intégrale de Uy a travers (0, 25, x3) est

donnée par
. S S
c(s) = | xgsin | — | ,xgcos | — |, 23 | .
i) i)

1
= —, de sorte que

\/1'12 +£IZ'22 X2

S0 S0 1
% = —/ Tpo(C(8))ds = —/ Sds =20 — _ arg(zy + iz3).
s 0

(925 -0 T2 )

Maintenant 7(pg) =

En fait, il est possible de calculer I’évolution de ¢y :

. (r—it)
pr =1x3 +1r —targ ,
T — T2

our = Vx,2 + 192 — 12 ; Papplication ¢, est définie et de classe C™ sur le domaine 212 + 252 > t2.

3.3 Evolution du couple métrique et application semi-
conforme

Dans ce paragraphe, on va généraliser le théoréeme 3.2.1, pour un espace muni d’une
métrique qui dépend du temps, c’est-a-dire qu’on va considérer le triplet (M3, g(t), U(t)), ot
g(t) une famille de métriques riemanniennes sur I’espace M3 qui évolue au cours du temps,
et U(t) un champ de vecteurs sur (M3, g(¢)). On suppose que ¢ est défini sur un intervalle [
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dans R, qui est fini, ou infini. Enfin, on considére I'espace temps M? x I muni d’une métrique
G = —f(x,t)%dt> + g(t), on f: I x M? — R est une fonction non-nulle; c’est le genre d’une
métrique qui se produit dans la réduction de la fonction de la distance Perelman, ou g(t)

0
évolue suivant le flot de Ricci avec le temps inversé : a—“(z = 2Ricci(g(t)) et ou —f? est la

courbure scalaire de g(t) (généralement négative) [9]. On note que dans cette situation plus
générale, la courbe isotrope engendrée par U, est la courbe intégrale du champ de vecteurs
Oy + fU dans I x M3, qui ne sera plus en général géodésique.

Il y a certains principes qu’on tient a respecter dans une telle évolution :

1. Le champ de vecteurs U(t) devrait étre tangent a un feuilletage conforme.

2. Si pour un point dans lespace temps futur, le flot existe, la stabilité de g(t) et U(t) lorsque
t — 00, en particulier, on aura besoin de

. t
lim V‘?]( )U =0.

t—o00

c’est-a-dire que les fibres du feuilletage associé deviennent géodésiques quand ¢t — oc.

On va d’abord établir une base de calcul concernant les quantitées de la métrique G. Dans
la suite, on fixe un systéme de coordonnées locales : (z° = ¢, 21, 2% 23), et on utilise les
indices : 4, j,... € {1,2,3}; a,b,... € {0,1,2,3}. On rappelle que les symboles de Christoffel
sont donnés par :

cd(

1
ab = 39 OaGbd + Ovgad — Oagab)

et la courbure Riemannienne par :

Rgbc = aCLFI()ic - &,Fic + FECFZe - cmrge,
alors on écrit R(0,,0)0. = Va,V,0. — Vi, Vo,0. = RY, 0,. On utilise souvent la convention
G(R(04,0p)0¢,0q) = Raped = gae RS, Pour distinguer, gFfjet gFfj désignent les symboles de
Christoffel associés aux métriques g et G respectivement ; méme chose pour la connexion et
la courbure.

Lemme 3.3.1. Avec les conventions de notation pour les indices indiqués ci-dessus, les
symboles de Christoffel de la métrique G = — f(x,t)*dt* + g(t) sont donnés par :

Too=0Inf  To=08Inf Ty=fg"0f

1 .. 1
ng = 59’”@9@‘ Iy

_ gk __ k
ij = Q_j?@tgij Fij =7 Fij'

On note par Vdf la deuxiéme forme fondamentale de la fonction f considérée comme une
fonction définie sur M3 (avec t fixe).
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Lemme 3.3.2. Avec les conventions de notation pour les indices indiqués ci-dessus, les
composantes du tenseur de la courbure Riemannienne de G sont données par :

1 1 1
ROin = _nglgtgz’katgjl + §at(3t9ij) - def(az‘, 8;‘) - §at In fatgij

1
R?]k = 2f2 (gljat ik gliatré'k — 0y(In f)atgjk + aj<1n f)atgik)

gRijkl = IRiju + 5 (0:9k0: 91 — Or9ir0rj1).

4 f 2
Preuve On va montrer la deuxiéme ligne de notre formule, les autres se déduisent facilement
par un simple calcul ; on a :

RY) = a-r — 0,1 +F0kF0+FkF — I,

1
sz O (9igjk — O59ik) — sz( i(In f)O:gjk — 9;(In f)Orgir) + 2_f2(F§'katgil — idig).
Cependant, on note que
Oigik — 0391 = 29,0 + Okgis = =29, — Owgij,

alors

0ig1 — 039k = 91T — gul'.
On substitue cette égalité dans ’expression ci-dessus ; on obtient alors la formule du lemme.
O

Corollaire 3.3.1. La dérivée covariante de U le long d’une courbe isotrope définie par U
est donnée par [’expression suivante :

ou 1 , 1. .
Vool = Frl VLU + §9kl(3tgu)uzak + (dlﬂ fU) + §Uzujat9ij) 9,

ot en écrivant U = ui(t, 2%)0;, on pose OU /Ot = (Ou'/Ot)d;. D’autre part,

Vorro(O+ fU) = fgrad,f + (0: + fU)(f).U + ]2€u 9"70,9:;0%

+( Oy In f +U(f))0,.
Dans ce qui suit, on suppose que f : I x M3 — R est une fonction et T est un 2-tenseur

symétrique vérifiant T(U,U) = 0, les deux étant a déterminer. Ainsi, on introduit 'évolution
couplée :

oU 1 |

(3.11) (4) ot = —fV?]U - _gkl(atgil)ulak
: %)

(i4) ai = —2f0® (d1n flrar) + 2T
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ot 0 = 0(t) est la 1-forme duale de U(t), 6(t) = g:(Us,.) et U = u'0;, ou (x') est un sys-
téme de coordonnées locales dans M?, et a® 3 est le produit symétrique de deux 1-formes :
a®f=1(a® B+ B®a). On note que dans le cas d’une métrique plate (cas our f =1 et
T = 0), on récupeére I'évolution (3.7)(i¢). En général, le champ isotrope 0; + fU n’est plus
géodésique, I'expression de V(g,+50)(0; + fU) étant donnée par le corollaire 3.3.1.

On donne dans le lemme suivant des propriétés de base de 1’évolution (3.11).

Lemme 3.3.3. Soient M3 une variété riemannienne, g(t) une métrique riemannienne défi-
nie sur M3, U(t) un champ de vecteurs dans (M3, g(t)). On suppose que le couple (g(t), U(t))
varie selon 'équation (3.11). Alors :

(1) (O + fU)g(U,U) =0, en particulier, si U est vecteur unitaire dans l’hypersurface t =0,
alors il ’est pour tout t.

(i1) Vgt+fUU =0, en particulier U est parallele le long de chaque courbe isotrope déterminée
par U.

(11i) Le champ isotrope O, + fU est géodésique si et seulement si

f(U) = —%gmdgf + %U(f)U

ot T est déterminé en chaque point © € M3 par g(f(E),F) =T(E,F) pour tout E,F €
T, M3,

Preuve La premiére partie du lemme est une conséquence directe de (3.11)(7), la deuxiéme
découle du corollaire 3.3.1.
Pour la partie (ii7), le champ 0; + fU est géodésique si et seulement si

Vo0 + fU) = a0 + fU)

pour une fonction a. Par le corollaire 3.3.1,

/
2
= (D Wn(f) + U())(@ + fU) + fgrad,f +

U'g" 0,90k + (0 In(f) + U(f)0y)

)
2
= (OIn(f)+U(f) (0 + fU) + ggmdgf — gU(f)UjL ff(U).

Vo0 + fU) = fgradyf+ (0 + fU)(/)U +

U'q"(=0,0;f — 0;0,f + 2T;)0

Puisque les trois derniers termes de la partie droite sont tangents a M? (il n’y a aucune
composante de 0/0t), la condition de géodésité équivaut a ’annulation de leur somme, d’ou
I’enoncé du lemme. 0

Soit le triplet (M?,U(t), g(t)) qui évolue suivant 'équation (3.11), {X(¢),Y (¢)} deux vec-
teurs tels que (X(t),Y(¢),U(t)) soit une base orthonormée tangente a M?3. Ces deux vec-
teurs évoluent avec 'évolution de la métrique et du vecteur U(t). Soit Z = X —iY,
o=o(t,x)((t,x) € I x M?), la quantité définie par :

o=g(VU,Z) =G(VU, 2),
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qui mesure ’écart pour que le feuilletage déterminé par U soit conforme. Cette quantité est
connue sous le nom de "shear" dans les travaux de Penrose et Rindler [21]. On note qu'’il y
a une liberté dans le choix de X et Y qu’on peut exprimer comme ce qui suit.

Lemme 3.3.4. Localement, dans un voisinage d’un point (t,z) € I x M3, il existe un choix
de X et'Y pour lequel la fonction o est une fonction a valeurs réelles.

Preuve Par une rotation d’angle ¢ = 6(¢,z), la base {X, Y} qui est tangente a M3, donne
naissance a une nouvelle base {X = X cosf — Y'sinf,Y = X sinf + Y cos#}. Alors {X,Y}
est aussi une base orthonormée tangente a M?3 et orthogonale & U ; donc si on suppose que
Z=X- ZY on peut définir la nouvelle quantité

o =g(ViU, 2).

On note que o et ¢ sont différentes en général, pourtant, ’annulation de 'un des deux est
une propriété invariante, indépendante du choix de 6.

Maintenant, on va calculer la partie imaginaire de o, qui n’est autre que
sin 20(g(V4 U, X) — g(V3U,Y)) 4 cos 20(g(VXU,Y) + g(Vy, X)),

qui s’annule pour un choix convenable de 6. Donc, on peut remplacer o par la fonction a
valeur réelle o. O

La proposition suivante montre comment o évolue le long d’une géodésique isotrope en-
gendrée par U.

Proposition 3.3.1. Soit le triplet (M3,g(t),U(t)) qui évolue selon les équations (5.11),
alors lévolution de o : I x M3 — C le long d’une courbe isotrope engendrée par U est donnée
par la formule :

(O + fU)o = ao— (@ + T(U, Z)> 9(VyU, Z)
Z(ln f) <@ ~T(U. Z))

1
~5T(2.2) <2U(ln )+ g(V4U, Z))
(3.12) +G(°R(0,, 2)U, Z) — fRicci(Z, Z)
ot a: I x M3 — C est une fonction de classe C™.

Remarque 3.3.1. La quantité g(V5U, Z) = —g(U, V5 X+V{Y —2i[X,Y]) est indépendante
du choiz de Z. En effet, p = g(U, V%X + V{Y) est la courbure moyenne de la distribution
orthogonale o U dans TM et V = g(U, [X,Y]) mesure Uintégrabilité de cette distribution.
Donc la partie droite de (3.12) est une forme quadratique en z.
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Preuve Sauf indication contraire, dans ce qui suit, la connexion V est la connexion de
Levi-Civita relative a la métrique G. Alors

(at+fU)0- = g(VaH_fUVZU, Z) +g(VZUa v@t-i-fUZ)
= GORO; + fU,2)U + V1V 10U + Vg jugU, Z) + G(V 2U, Vo1 ju Z)
= g<gR(at + /U, Z)U + V[at—l-fU,Z]U? Z) + g(VZU> V8t+fUZ)7

parce que, d’aprés le lemme 3.3.3(i¢), Vg,1soU = 0. On va maintenant évaluer les différentes
quantités dans cette expression.

L’ensemble de champs de vecteurs {Z, Z,U, 0,/ f} forme une base de I'espace tangent com-
plexe TC(I x M?), avec les propriétés G(Z,Z) = G(Z,Z) = 0 et G(Z,Z) = 2, les autres
vecteurs sont orthonormaux. Ainsi on va pouvoir écrire :

VatZ = alZ +617+’71U+51(8t/f)7

pour des fonctions aq, 81,71, 01, qui sont données par :

1 —
ap = Eg(vcf)tZ,Z>,
1
/81 == §g(vatZ7Z):O

n = 9(VaZ,U) = Q(Z Vo U) —G(Z, fViU)

0 = —G(VyZ,0//f) = ?g(Z Vo,0) = ~G(Z, fg"OfOr) = G(Z, grad, ).

MH

Ainsi :
Vo Z =anZ + fg(Z,VyU)U + g(Z, grad, f)0;/ |-
En général, pour un vecteur E = €'0; tangent & M3, on a :
VEat = eivaﬁt = €iF?08t + €irfoak
= E(lnf)o, — gg(E, U)gradln f — gE(ln AU + €'Ty;g" 0.

On écrit maintenant :

VuZ = aZ + BoZ + U + 82(8:/ f),

pour des fonctions as, 82,72, d2, qui sont données par :

1 _
Qo = Qg(vUZ7 Z>7

By = 0
Yo = G(VuZ,U)=—g(Z,V{U)
5 = —G(VuZ,,/f) = %g(z, Vyd)) = —%Z(ln )+ %T(U, 2).
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Ainsi
Vo2 =z ~ g ZVHOU - (320 1) - $T10.2)) 0,

pour une fonction as, de fagon que

v(9t+fUZ = (a1 + fCYQ)Z + % (%Z(f) + T(U, Z)) O;.

En procédant de la méme maniére, on obtient :
1 — 1/1
VZU = OégZ—|— §O'Z - ? <§Z(f) — T(U, Z)) 8t/f,

pour une fonction ag, aboutissant a

2
Q(VZU, VaH_fUZ) = (041 + fag)O' + % (Z(I) - T(U, Z)2> .

Ensuite, on calcule
[8t + fU, Z] = v(’)t_,_fUZ — Vz(at + fU)

= (@+Jas— Jag)Z — SfoZ — S2(N)U - T(2)

ou_pour chaque = € M?, T : T,M® — T,M3 est Papplication linéaire déterminée par
g(T(E),F)=T(E,F) pour tout E, F € T,M?. Ce qui donne
1

1
ViU = (a1 + faz = fag)VoU = 5 foVzU = 5 Z(f)VulU = ViU,

d’ou

1 —
g(V[aH_fU]U, Z) = (Oq -+ fOéQ — fOég — éT(Z, Z) — gg(VZU, Z)) o

(AL 1w.2)) 900, 2) - 512, 2)0(950.2),

D’autre part,
Ricci(Z,7Z) = Ricci(X,X) — Ricci(Y,Y) — 2i Ricci(X,Y)
= _g(gR(U7 Z)U7 Z)

En appliquant le lemme 3.3.2, on en déduit que,
1
—(09(2,0)* = 09U, 1)019(2, 7))

4f?
— _Ricci(2,7) + — ((ﬁ —T(, Z))2 —U(f)T(Z, Z)) .

GIRWU,2Z)U,Z) = g(°R(U,2)U,Z) +

f? 2
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En combinant les différentes expressions, on obtient I’équation (3.12). U

Notre objectif dans ’équation (3.11) est de préserver la conformalité du feuilletage formé des
courbes intégrales de U, et en méme temps d’assurer que les courbes isotropes engendrées
par 0; + fU soit géodésiques. Le théoréme suivant est une conséquence de 1'équation (3.12)
et le lemme 3.3.3.

Théoréme 3.3.1. Soit le triplet (M3, g(t),U(t)) qui évolue selon les équations :

L oUu 1 .
() o — ViU — 59“(@9@1)(]1@

J
(i4) 8—? = —20 ® (df|rar) + 2T

~ 1 1
ouT(U) = —§gradgf+§U(f)U et f:IxM>— R est une fonction C> (I est un intervalle

de R ). Supposons que Uy est tangent a un feuilletage conforme sur (M3, go). Alors, les courbes
intégrales du champ 0, + fU sont géodésiques; et si

(3.13) G(OR(8y, 2)U, Z) — f Ricci(Z, Z) — %T(Z, ) (g(VZU, Z)+20(In f)> JF%Z(f)2 —0,

alors, le champ de vecteurs U(t) est tangent & un feuilletage conforme sur (M3, g(t)) pour
tout t € 1.

Nous allons appliquer ce théoréme a des cas différents en choisissant convenablement la fonc-
tion f et le champ tensoriel 7T'.

Cas1 : (M?3,g(0)) est a courbure constante. Dans ce cas, on suppose que T = 0 et que

f = 1. Avec ce choix : 99 _ 0, et donc g reste constante. Puisque —Ffj = 0, il s’ensuit

ot ot
par le lemme 3.3.2 que R}, = 0, c’est-a-dire que G(9R(0,,Z)U,Z) = 0. D’autre part, par
I’hypothése de courbure constante, Ricci = cg pour une constante ¢, d’ou Ricci(Z,Z) = 0.
Il s’ensuit que 3.13 est satisfaite et donc par le théoréme 3.3.1, le champ U déterminé par

I'évolution

au
ot

reste tangent a un feuilletage conforme.

= ViU

Exemple 3.3.1. Soit S la surface twistorielle paramétrée sous la forme

(z,w) = [~ w, 2,1]

V2

ot ¢ € C est un nombre non-nul. Alors la relation d’incidence é4 = iz aan?™ prend la forme :
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—Cz =VZ2—(
—iV2w = —qz 4+ u
d’ot ~

_ g
z = .
v+c

Alors, le champ spinoriel pa tangent & la SFR correspondante est donné par

_ q
/LA—P(U+C>’

pour une fonction complexe p. Si p; : R} — C est lapplication semi-conforme ayant le champ

] NP |2(|Z\2 —1,2z) tangent a ses fibres, alors
z

1 (20,0 —0ip > ( P’ pPqv+ c))
Dapp=—7= ("4 = = :
AB®Y \/5 <_81¢ _286(;0 HAlLB p2 0)2

1
On prend p = —, donc il faut intégrer :
q

| e
Dapp = | pie (vto0? |

q 7>

ce qui est résolu par

Vi = 2—1q<|q|2 + W+ 0?),

d’o1,
1

T1,q) =
Spt(lq) 2\/§q

Par la proposition 3.2.1, on peut remplacer vy par une application conforme v, = fiop;. On

2v/2
peut prendre pour f; la dilatation fi(w) = ti;w, d’ot

(|z]* — 2w1c + t* — 2tay + 2tc + ).

1
() = %(MZ —2z1c+ 12 — 2wy + 2tc + )

qui tend vers la fonction limite Vo (x) = = lorsque t — 00. Observons que o, est semi-

conforme avec fibres géodésiques.

1
q

Exemple 3.3.2. Considérons 'exemple 1.2.3 de lapplication semi-conforme ¢ : S® — S?
donnée par
@(COS(S)@iQ,SiD(S)eiﬁ> = (COS Oé(S),SiH a(s)ei(kaJrlB))_
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On utilise les coordonnées (x1, T2, 73) = (s,a, 3) sur S® ot s € [0,7/2], o, 3 € R. Alors la
métrique canonique sur S® s’exprime par

g = ds* + cos?(s)da? + sin?(s)dj3?,
et on a les champs de vecteurs qui engendrent [’espace tangent :

0 ; 5 O , 0 .
— = (—g] o Zﬁ _— = et _— = 1 ) Z’B
P (—sin(s)e", cos(s)e™), o (cos(s)ie™,0), 5 (0, sin(s)ie").

Les symboles de Christoffel non-nuls sont donnés par :
Iy, = sin(s) cos(s), 33 = —sin(s) cos(s), '}, = — tan(s), ['}; = cot(s),

et le champ Uy déterminé par ¢ = o est donné par :

1 - 1 0 0
Uy = —il cos(s)e™, ik sin(s)e” (—l— + k—) )
o V/k2sin?(s) + 12 cos?(s )( ¢) (5)e%) = V/k2sin?(s) + 12 cos?(s) dox op
On écrit dans | te Oy = 9 g = 9 t Oy _ 9 On fait Uhypothe U =
n éerit dans la suite o = o, Op = 95 e 5s On fait Uhypothése que Uy =

cOs + a0, + bOg pour des fonctions a,b,c qui ne dépendent que de s et de t. Alors :

Vo, U, = |(a* — b?) sin(s) cos(s) + c%] Os + {c@ — 2catan(s )] On + {c? + 2¢b cot(s)] 0p.
s s

Os
L U .
L’équation B = —Vy, U, devient alors
0
—(a® — b?) sin(s) cos(s) — 2
gt Os
da

gg = —c% + 2ca tan(s)

%= o 2¢b cot(s)
avec les conditions initiales :

[ k
c(s,0) = 0,a(s,0) = ,b(s,0) =
\/k2 sin®(s) + 2 cos?(s)’ VkZsin?(s) + 12 cos?(s)

La théorie des équations auzx dérivées partielles de premier ordre nous assure l’existence d’une
solution, mais il est difficile de la trouver explicitement.

Cas 2 : Le cas de courbure non-constante. Par le lemme 3.3.4, on peut supposer que, dans
le voisinage d’un point, la fonction o, qui mesure I'écart pour que le feuilletage défini par
U soit conforme, est réelle. L’équation (3.12) qui décrit la propagation de o le long d’une
courbe isotrope engendrée par U, est alors une équation réelle qui s’écrit sous la forme :

1
—(a+a)o+ F,

(3.14) @+ fU)o = 5
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ou I est la partie réelle de

. <@ +T(, Z)> 9(VuU, Z) + Z(In f) (ZTf) —T(U, Z))

1
~5T(Z,2) (g(VZU, Z) +2U(In f)) 4+ G(OR(,, Z)U, Z) — fRicci(Z, 7).
Afin de respecter les critéres du théoréme 3.3.1, on choisit :
T = —0© (df|rar) + U(f)6%.

On voit alors que

A~

T(U) = —gradyf + SU(F)U

et que T'(Z,Z) = 0. On doit alors trouver f (réelle et non nulle) tel que la partie réelle de
1
?Z(f)2 +G(R (0, 2)U, Z) — [Ricci(Z, Z)

s’annule. Cette condition équivaut & I’équation du lére ordre en f :

(X(H? =Y ()?) + GEOR©G, X)U, X) = G(°R(3;,Y)U,Y)
(3.15) —f (Ricci(X, X) — Ricci(Y,Y)) =0.

|

En appliquant le théoréme 3.3.1, on obtient la conséquence suivante.

Corollaire 3.3.2. Soit M? une variété munie d’une métrique riemannienne gy et d’un champ
de vecteurs unitaires Uy tangent a un feuilletage conforme dans M?3. Soit (g(t,z),U(t,))
une solution du systéme :

(3.16) (©) ag_ltj = —fVLU — 39" (Oega)u'oy
| (i) a—i —40 © (df|TM) + 2U (f)6?

qui satisfait la condition initiale g(0) = go et U(0) = Uy, ot 0 = 0(t) est la 1-forme duale
a U(t) et oo f = f(t,z) est une fonction non-nulle vérifiant I'équation (3.15). Alors, les
courbes isotropes engendrées par U sont géodésiques, U est paralléle le long de ces courbes et
tangent a un feuilletage conforme pour chaque t.

On remarque qu’en général, les termes du type G(9R(9;, X)U, X) de I'équation (3.15) dé-

0 . .
pendent des dérivées ﬂ. Il est alors difficile d’affirmer I'existence et 'unicité des solutions

ot
de (3.16) en général.

Cas 3. Le cas ot la distribution orthogonale a U est intégrable. Dans ce cas, on suppose
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que la distribution U+ de dimension 2, orthogonale & U dans T M3 est intégrable et reste
intégrable pendant ’évolution : g(U, [X,Y]) = 0. On suppose alors que f =1 et que

2
T = Z(Ricci — G(9R(,, )U, )|y,
p
ot p = g(U, V%X + VY) est la courbure moyenne de UL. On obtient la conséquence
suivante.

Corollaire 3.3.3. Soit M? une variété munie d’une métrique riemannienne gy et d’un champ
de vecteurs unitaires Uy tangent a un feuilletage conforme dans M?3. Soit (g(t,z),U(t,))
une solution du systéme :

ou 1 .
(3.17) R
‘ . g 2,
(11) % = p (Ricci — G(9R(9y, )U, ")) o

qui satisfait la condition initiale g(0) = go et U(0) = Uy, ou p = g(U, V%X + VLY) est
la courbure moyenne de la distribution U+ dans TM?3, qu’on suppose non-nulle et ot on
suppose que cette distribution reste intégrable pendant [’évolution : g(U,[X,Y]) = 0 pour
tout t. Alors, a) les courbes intégrales de Oy + fU sont géodésiques isotropes; b) le champ de
vecteurs U(t) est paralléle le long de ces courbes; et c) le feuilletage déterminé par U(t) est
conforme.
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Chapitre 4

Propriétés combinatoires d’un graphe fini

On montre dans ce chapitre comment la théorie des twisteurs, introduite par R. Penrose,

pour décrire les champs dans 'espace-temps, peut étre formulée dans le cas d’'un graphe
fini. Dans le cas des graphes finis, le champ de base est une application semi-conforme (a
valeurs complexes) définie sur un graphe (appelée fonction holomorphe). On suppose que
cette théorie fournit une base de la théorie des champs combinatoires qui permettrait de
combiner les meilleurs caractéristiques de celle de twisteurs et des réseaux de spin (les rayons
lumineux sont les objects les plus fondamentaux plutdt que les points de Iespace-temps) et
que la plupart des structures de base sont combinatoires dans leur nature.
On commence & définir la notion de graphes, qu’on représente par I' = (V| E), ou V représente
les sommets et F les arétes. On étudie aussi ’évolution, par I’équation de la chaleur, des
applications définies sur un graphe, et on montre que ’énergie de telles applications diminue
sous I'équation de la chaleur, ¢’est-a-dire que si on a une famille d’applications { f,,} définies
sur un graphe fini I' = (V, E) a valeurs dans RY, vérifiant I'équation —— = —Af,, alors,

an
n dJ ny (i.} n D .

On rappelle aussi la définition des applications semi-conformes entre graphes, introduite par
Urakawa. Dans le cas continu, une application semi-conforme est une généralisation d’une
application conforme dans le plan, qui est évidemment harmonique. On introduit aussi la
notion de fonction holomorphe sur un graphe a valeurs dans C, et on étudie ses propriétés. Or
une fonction harmonique définie sur un graphe fini est nécessairement constante, ce qui n’est
pas vrai dans le cas des fonctions holomorphes. Une notion d’holomorphicité dans un contexte
discret a été introduite par Duffin (1968) [11] et par I. Bobenko et C. Mercat (2001) [6] ici
dans le cadre des graphes appelés rhombiques ou quad-graphs, qui sont constitués de faces
rhombiques. On introduit la notion des graphes duaux, en se motivant de la correspondance
twistorielle de Penrose. Or, pour un graphe I" sur lequel on définit une fonction semi-conforme
¢ : V([') = C, ou V(I') est I'ensemble des sommets de I', on peut associer un graphe dual
Tr, dont les sommets sont les arétes du graphe I', ainsi une fonction ¢ : V(Tr) — C. La
correspondance entre I' est son dual Tt est ’analogue de la correspondance twistorielle de
Penrose entre un rayon de lumiére et un twisteur.
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4.1 Graphe fini

Un graphe fini I' d’ordre n est un ensemble V' de cardinal n muni d’une relation binaire
~. Pour deux éléments x et y dans V', on écrit x ~ y pour indiquer que z et y sont voisins, ou
sont rejoints par une aréte et on représente géométriquement cette relation par un segment
qui lie x et y. On suppose dans la suite que la relation ~ est une relation symétrique, alors
les arétes ne sont pas dirigées, bien qu'une grande partie de notre discussion s’applique égale-
ment & des graphes dirigés. On préfére utiliser le terme "dirigé" plutot que le terme habituel
"orienté" ; le dernier terme sera réservé a une notion d’orientation d’un graphe (non dirigé),
semblable plutot a 'orientation d’une variété, que 'on va définir plus tard. On suppose aussi
que la relation ~ n’est pas réflexive, c’est-a-dire que le graphe I' ne contient pas de boucles.
On représente les arétes par un sous-ensemble F du produit symétrique V ® V et ainsi on
note le graphe I' par la paire I' = (V, E'). On représente une aréte joignant deux sommets z
et y par Ty, ou, si on impose une direction, on la représente par xy.

Une généralisation de notre théorie est de munir chaque aréte par un nombre réel, appelé
sa longueur et de considérer alors ce qu’on appelle les graphes métriques. On peut méme
aller plus loin, en supposant qu’un angle est défini entre deux arétes adjacentes, cependant,
cette supposition devient une approximation de la géométrie (semi-)riemannienne, et serait
contraire a notre objectif de développer une théorie purement combinatoire.

Plusieurs notions de la géométrie riemannienne peuvent étre reformulées dans la théorie
combinatoire des graphes. On cite deux références, le livre de Chung [10] et I'article de Jost
[19]. On va donner dans la suite des notions qui seront utiles pour notre développement.
Soit I' = (V, F) un graphe, z € V, alors on note par m(z) le nombre d’arétes dont x est
un sommet. Un graphe est dit régulier si m = m(x) est une constante. On définit I’espace
tangent en un point x € V par T,I' := {2y : Ty € E}; ceci montre que tout élément de T, I’
est une aréte dirigée, avec x comme point de départ et y ~ x comme point d’arrivé.

4.1.1 Propriétés des fonctions définies sur un graphe fini

Dans la suite, I' = (V) E) désigne un graphe fini d’ordre n.

Définition 4.1.1. Soit ¢ : V. — RN une fonction définie sur un graphe I ¢ valeurs dans
RY, alors pour un vecteur X = zij € T,I, on définit la dérivée directionnelle de direction X
par :

dp.(X) = ¢(y) — ¢(x).

On note que 'on pourrait étendre la notion de ’espace tangent en incluant toutes les com-
binaisons linéaires des arétes xy, y ~ x, pour obtenir un espace vectoriel. Mais on préfére
utiliser un concept discret de I'espace tangent.

Définition 4.1.2. Soit S une fonction définie sur l’espace tangent en x a un graphe, a
valeurs dans RY, alors on définit sa divergence en = par la quantité :
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divS=S" S(a%),

y~a
et sa co-dérivée par d*S = —divS.

Si pour tout élément x € V, étant donnée I'application S = S, : T,I' — R¥, alors on peut
voir S comme une 1-forme & condition que S(2j) = —S(yx). En particulier, si ¢ : V — RY
est une fonction, alors dy est une 1-forme et I'on a :

d'de = =Y (p(y) —e(x))

= m(z)p(x) = > oy
= m(z)Ap(z),

ou le Laplacien de ¢ est donné par la quantité :
1
Ap(r) :=p(r) = ——= ) »(y).
m(z) yZN;

On note que notre définition de Laplacien différe de celui de Jost par son signe [19].
Effectivement, le Laplacien mesure la différence entre la valeur d’une fonction en x et la
moyenne de ses valeurs sur les sommets voisins.

Le lemme suivant se démontre facilement.

Lemme 4.1.1. Soit p: V x V — RN une application anti-symétrique (p(z,y) = —p(y, )),

alors
> pla,y) =0.

x€eV y~x

Corollaire 4.1.1. Pour une fonction o : V —RY on a > d*de(z) = 0. En particulier, si
zeV
m=m(z) est constante, alors Y Ap(x) = 0.
eV

Cette derniére propriété est I'analogue du fait que I'intégrale du Laplacien d’une fonction
s’annule le long d’une variété riemannienne compacte sans bord.

Soit f,g : V — RY deux fonctions & valeurs dans un espace Euclidien. Alors on définit
le produit scalaire de f et g par

(fog) =Y m(@)(f(x), g(x))mx,

zeV

ol {,)rn est le produit scalaire standard dans RY. En particulier, si ¢, : V — C, alors

(p.¥) = Re > m(x)p(x)d(x).

zeV
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On définit aussi le produit scalaire de la dérivée des deux fonctions f, g : V — R¥ pour tout
point x € V| par :

(dfur dga)e = Y (f(y) = f(x), 9(y) — g(w))an

y~z

et leur produit scalaire global par
(df . dg) = > (df (), dg(ay)) ZZ ,9(y) — 9(x))m,
zTyek IEV Yy~

le facteur de la moitié apparait, étant donné que chaque aréte est comptée deux fois dans
cette derniére somme.

Lemme 4.1.2. Soient ¢ et ¢ deux fonctions définies sur V a valeurs dans RY, alors
(0, Ap) = (Ap, 1),
c’est-a-dire que opérateur A est auto-adjoint.

Preuve On a:

(p, A¢) = > (), ) (@) = ¢(y)))av

Ty Yyr~x

= Y3 (o) - o(y), ()

zeV y~z

=3 S ), @) en — (o), d(y)ev )

zeV y~zx
= <A907 ¢>7
ou la deuxiéme somme de la deuxiéme ligne s’annule d’apres le lemme 4.1.1. U
Lemme 4.1.3. Soient ¢ et ¢ deuz fonctions définies sur V a valeurs dans RY, alors
(0, AY) = (dep, dip).

Preuve On a :

(o, A¢) = Y (), > () = ¥(y))rw

= gz{@i(; — o(y), ¥(z) — Y(y))ey + (0(y), ¥(x) — Y (y))rv}
- ;E(d;, ;@/}) + 26; > (), () = ¥(y))en
= 2(do,dy) + vam > (8(y) = o(@)))ex

+ ZE; yz; ((@Z?x% 90(93);; — (), o(y))r~)

= 2(dp,dy) — (¥, Ap) d’aprés le lemme 4.1.1
= 2(dp,dy) — (p, Ar) d’aprés le lemme 4.1.2.
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Les lemmes 4.1.2 et 4.1.3 sont bien connus, mais on les présente ici avec nos propres argu-
ments.

Nous rappelons maintenant des propriétés du spectre du Laplacien sur un graphe fini dont
nous avons besoin dans la suite ; voir [10] et [19] pour les preuves.

Soit I' = (V, E) un graphe d’ordre n.

1. Il existe n valeurs propres de A : 0 =Xy < A\ < ... < \,_1; avec

o ()

AL = In
BT remaoy (f,f)

ou
Hy={f:V—-R}
H.={f:V—=>R:(f, fi)=0pouri < k—1}
ou les {f;} forment une base orthonormée des fonctions propres de A.

o L)
2. >\n71 = f;%o <f, >
(vo

alors \,_1 < 2 ir la preuve de la proposition 4.1.1 ci-dessous). De plus, Af = 2f si et
seulement si f(y) = —f(z) pour tout z et pour tout y ~ x.

et \; < 2 pour tout 7. En effet, puisque (f(z)—f(y))* < 2(f(z)*+ f(y)?),

3. Si I est connexe, alors \; > 0.

4. f est constante si et seulement si Af = 0. En effet; par induction, pour n = 1, I'hy-
pothése est vraie. Supposons que celle-ci soit vraie jusqu’au rang n — 1, c’est a dire qu’il
n’existe pas d’applications harmoniques non constantes sur un graphe fini de d’ordre n — 1;

et montrons, a présent que cette hypothése est vérifiée sur un graphe fini d’ordre n. Or, il
existe f(x) une plus grande valeur de f, or f(z) = — >_ f(y); Alors, f(y) = f(z) pour

Yy~

tout y ~ x, sinon f(y) < f(x), ce qui contredit I'hypothése de récurrence sur le graphe formé
par les y ~ x de cardinal strictement plus petite que n.

4.1.2 L’équation de la chaleur d’un graphe fini

On va décrire maintenant la dynamique sur un graphe I' = (V, E). Pour cela, on suppose
qu'il existe une famille de fonctions {f,}, définies sur un graphe et a valeurs dans RY,
paramétrisées par un nombre n € N ou n € Z. Pour un sommet = € V', on définit la dérivée

discréte : of
Tt~ fua(a) = ala).

ou
De méme, pour toute fonction u = u(n), on écrit — = u(n + 1) — u(n). On note que 'on

peut commuter la dérivée directionnelle et la dérivée discréte.
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Lemme 4.1.4. Pout tout x € V, X = (ay) € TV, on a
Ofn 0
d| —=— ) (X) = =—(df.(X)).
(52) 0 = ghtahx)

Preuve On a:

(5o = Fw-Gw

Fusa ()~ Fult) ~ Fasa(&) + 1)
Afn1(2Y) — dfn ()
= 2 ar0))

O
Les propriétés suivantes sont faciles & démontrer.

Lemme 4.1.5. Soit f,,g, : V — RN, n € N, deuz fonctions a valeurs dans RY, z un
élément de V', alors,

(0) %(fn(x),gn(x)hw — <f”+1(x)’%(x)>m+<%(x)’gn<x)>m

— <fn(ac), %(@>RN * <%($)’g"“<x)>w |

0 Ogn Ofn
(“’) %<fmgn> = <fn+laain>+<ainygn>
Gn O fn
= <fma—n>+<%79n+1>-

.0 _ Ofn G
(iii) %(dfmdgn) = (d B 7dgn+1) + (dfn,d an)

Ofn OGn,
(d%@gn) + (dfnﬂ-lad%) .

On suppose que {f,}nen est une famille de fonctions définies sur un graphe I' = (V, E) a
valeurs dans R”, paramétrisée par les entiers naturels (ou éventuellement par les entiers
relatifs).

Définition 4.1.3. On dit que la famille de fonctions f, est une famille qui vérifie ’équation
de la chaleur si
Ofn

Tn(a) = ~Afalo),

pour tout x € V, n € N.
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Il y a eu des études pour cette équation dans le cas des graphes finis et infinis [10].
Soit f,, une famille de fonctions vérifiant I’équation de la chaleur. Alors cette famille vérifie :

dfn
L R

Y~z

On en déduit que, pour une famille de fonctions f,, : V — R, I’équation de la chaleur est

équivalente a :
fn+1 Z fn

ywx
On montre dans la suite, que le poids total est conservé pour une famille de fonctions qui
est solution de cette équation.

Définition 4.1.4. Soit f : V — R une fonction définie sur un graphe fini, on définit le poids
total de la fonction f par :

zeV

Lemme 4.1.6. Soit {f, }nen une famille de fonctions a valeurs dans RY qui vérifie ’équation
de la chaleur, alors, le poids total est conservé :

M(fns1) = M(fn), pour tout n € N.

Preuve On a :

M(fn-i-l) = Z m(I)fn+1 (ZE)

== Zan<y)

=y (m(:p) fal@) = m(z) fulz) + fn(y)>
= M) = X Y (fule) = o)

= M(f,).

Définition 4.1.5. L’énergie au point x d’une application f : V. — RY est définie par :
e(f)(x) = S |If(@) = f(y)|[an- Lénergic totale est donnée par E(f) = > e(f)(x).

eV y~zx zeV
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On montre dans la proposition suivante que I’énergie d’une application définie sur un graphe
diminue sous I’équation de la chaleur. Cette proposition et le théoréme qui le suit, donnent
une analogue partielle dans le cas des graphes du théoréeme de Eells-Sampson dans le cas
continu : soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application C* entre variétés riemanniennes
compactes, dont la courbure sectionelle de N est négative ; alors sous I’équation de la chaleur :

0
a—f = 7(¢p), 'application évolue vers une application harmonique [13].
Proposition 4.1.1. Soit I' = (V| E) un graphe fini, { f, }nen une famille de fonctions définies
sur I a valeurs dans RN, N € N, vérifiant [’équation de la chaleur 6_ = —Af,, alors
n
0

avec éqgalité si et seulement si, ou bien Af, = 0, ou bien s’il existe un vecteur constant
v € R™ tel que A(f, +v) = 2(f, + v), c’est-a-dire que, sous l’addition d’une constante,
chaque composante de f, est un vecteur propre du Laplacien associé a la valeur propre 2.

On va se servir du lemme suivant pour montrer notre proposition.

Lemme 4.1.7. Soit f: V — RY, alors :

(4.1) DD UF@IP @I =2 m@)||f ()],

eV y~zx eV
ot ||.|| note la norme canonique dans RY .
Preuve On fixe x = 29 € V et s0it y1, Y2, ..., Ym(z) ~ To. Alors
S (o)l + @) = ml@) el + 1L @I+ e+ 1 o) -
Yy~xo
D’une maniére similaire, si = y, on obtient

D U@+ @) = my)1f )l + (1 (o)lI* +

Y~Yk
Ces sommes de k = 1,...m(z), donnent toutes les possibilités du terme || f(x¢)||*> dans la
somme (4.1), ce qui donne au total 2m(x)||f(xo)||*. Or, x¢ est choisi arbitrairement, d’ot le

résultat. O
On va maintenant démontrer la proposition.
Preuve On remarque tout d’abord que :

%(dfn,dfn) = (d (%];n) dfn+1) + (dfn,d (%)) d’aprés le lemme 4.1.5

_ <aafn Afoir + Afn> d’aprés le lemme 4.1.3

= ~(Afo, Afor1+Af).
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0
Or, le fait que 8i fni1— fn et Phypothése que f,, est solution de ’équation de la chaleur,
n
implique que Af,1 = Af, — AAf,, alors :

%(dfmdfn) = —<Afn,Afn+1+Afn>
= —(Afa,2Af, — AAS,)
= —2Afu, AL) 4 (Ao, AAS,)
(4.2) = —2Afo, Afy) + (dASfo, dAS).

Pour deux vecteurs a,b € RY, on a [|a||* + ||b]|> > —2(a, b)r~ avec égalité si et seulement si
a = —b. En particulier, (a — b,a — byg~x = ||a||* + ||b]]* — 2{(a, b)r~ < 2(||a||* + ||b]|?), avec
égalité si et seulement si a = —b. On en déduit que

(@AfudAF) = 5 3 S ALY) — Afule), Afuly) — Afu(a)) s

z€V y~zx

< S S AR @I + 1AL W)

zeV y~zx

=2 Zm WA fu(2)]]? d’apres le lemme 4.1.7

zeV

= 2(Afn, Afn),

avec égalité si et seulement si Af,(z) = —Af,(y) pour tout x € V' et pour tout z ~ y. Ce
0
qui montre U'inégalité — o — (df,,df,) <0 de la proposition.

On suppose maintenant qu’on a 1’égalité, alors, en écrivant 1) = —A fn, on devrait avoir
¥(z) = —(y) pour tout y ~ x. En particulier, Ay (z) = ¢(z) — T > U(y) = 2¢(x).
Yy~

Ainsi, ou bien @ = 0 dans ce cas f,, est une constante, ou bien v est un vecteur propre du
Laplacien associé a la valeur propre 2; alors A(Af, —2f,) = 0. Or, une fonction harmonique
sur un graphe fini est constante, alors

(4.3) Af, —2f, =c,

. c
ot ¢ € RY est un vecteur constant, ce qui montre que f, + 5 est un vecteur propre du

Laplacien associé a cette valeur propre 2.
Réciproquement, si A f,—2f,, = ¢ pour un vecteur constant ¢ € RY, alors, d’aprés la premiére
’ ) )

93



partie de la preuve,

0

%(dfnadfn) = 2<Afn> Afn> + (dAfnydAfn>

2(2f, + ¢, 2f, + ¢) + (2df,, 2df,,)
22fn + ¢, 2fn + ) +4(fu, A L)

22fn + ¢, 2fn + ) + 4(fn(x), 2fn(x) + €)
2(2f, + ¢, ¢)
= —2(Afn,c)=0.

U

Exemple 4.1.1. Soit I le graphe avec trois sommets {x1,x2, x5} et deux arétes : 1 ~
et xo ~ x3. Soit fo la fonction définie par fo(xe) = 0 et fo(x1) = fo(xs) = 1. Alors sous

Uéquation de la chaleur : == = —Af,, avec condition initiale fy, on voit que les valeurs de

on

fn sur les sommets sont alternées entre 0 et 1 : fn(x2) = 0 pour n pair, f,(x2) = 1 pour
n impair; fo(r1) = fo(xs) = 0 pour n impair, f.(x1) = fu.(x3) = 1 pour n pair. En fait,

A admet la valeur propre 2, et la fonction fo — 5 est fonction propre correspondante. Sous

I’évolution, (df,,df,) reste constante.

Théoréme 4.1.1. Soient I' = (V, E) un graphe fini conneze, {f,} une famille de fonctions
définies sur I a valeurs dans RN wvérifiant I’équation de la chaleur —= = —Af,, et telle que
le Laplacien n’admet pas la valeur propre 2. Alors, foo = lim f, existe et est une application
n—oo
constante, en particulier, elle est harmonique.
Preuve D’abord on montre que lim (df,,df,) = 0. Par la proposition 4.1.1, la suite des
n—oo

(dfn,df,) est décroissante et puisqu’elle est bornée inférieurement, elle présente une limite
[ = lim (df,,df,) > 0.
n—o0

Alors 5
lim _(dfn7 dfn) = nhlgo [(dfn-i-la dfn—i—l) - (dfn> dfn)] = 07

n—soo ON,
d’ou, par I’équation 4.2 :

(4.4) K ((dAf,, dAF,) — 2(A fo, Af,)) = 0.

n—o0

Mais par hypotheése, la plus grande valeur propre est < 2, et donc par la propriété 2 énoncée
a la fin de la partie 4.1.1, si Af,, # 0, il existe € > 0 tel que

(4.5) (dAfn, dAfn) < (2 =€) (A fn, Afn)-
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En combinant les équations 4.4 et 4.5 il s’ensuit que, soit il existe n tel que Af,, = 0 et donc
fn est constante avec f,.,. = f, pour tout n € N, soit lim (Af,, Af,) =0, c’est-a-dire que
n—oo

(4.6) lim Af, = 0.
n—oo

Par le lemme 4.1.3 :
lim (df,, df,) = lim (f,, Af,) = 0.

Il suffit d’étudier une des composantes de f,, et donc sans perdre la généralité, on peut
supposer que chaque f, : V — R (c’est-a-dire que N = 1). On écrit f,, pour la fonction

zeV

1
) )

zeV

dont la moyenne est égale a zéro : (f,,1) =0, ot 1 : V — R est la fonction identiquement
égale a 1. Il s’ensuit que, dans la notation de la propriété 1 a la fin de la partie 4.1.1, f,, € H;
et par I'inégalité de Poincaré (une conséquence de la propriété 1),

v < [EndE) _ (dh.df)
Fotn) )

d’ou

M (s ) < (dfn, dfn)-
Par ’hypothése que I est connexe et par la propriété 3, on a Ay > 0; puisque lim (df,,, df,,) =
0; il s’ensuit que B

lim (fo. fu) = 0,

et donc que o
lim f, = 0.

n—oo

Maintenant, on applique le lemme 4.1.6 qui affirme que sur un graphe fini, pour une famille
de fonctions vérifiant I’équation de la chaleur, le poids total est conservé, c¢’est-a-dire que

S () fule) = c.

ol c¢ est une constante indépendante de n. On en déduit que

c
lim f,(r) = —=———,
n—»00 Inl) > m(x)
zeV
pour tout x € V', et la preuve est achevée. O

En général, un graphe régulier n’admet pas la valeur propre 2. Par exemple, le 1-squelette
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du N-cube I’admet, mais le 1-squelette du tétraédre ne ’admet pas. D’autre part, la fonction
f définie sur le 1-squelette du N-cube, qui prend les valeurs +1 de telle sorte que ses valeurs
sont opposées sur des sommets adjacents, vérifie la propriété stipulant que son évolution

par Péquation de la chaleur : % = —Af,, fo = f satisfait f,(z) = (=1)" si fo(x) =1 et

fo(z) = (=)™ si fo(z) = —1. On voit que la suite {f, } ne converge pas et que la condition
que 2 ne soit pas une valeur propre dans le théoréme est nécessaire.

4.1.3 Courbure d’un graphe fini

Eventuellement, on envisage non seulement d’avoir une dynamique sur les fonctions défi-
nies sur un graphe, mais que le graphe lui méme évoluerait en temps discret. La partie 3.3.3
décrivant le cas continu, suggére qu’'une évolution par la courbure peut jouer un role. Dans
le cas d’une surface riemannienne M compacte sans bord, le théoréme de Gauss-Bonnet |7]
permet de retrouver la caractéristique d’Euler x (M) de la variété a partir de la courbure de
Gauss K (M),

/ Kdv, = 2mx(M).
M

On va maintenant donner une formule analogue, mais dans le cas des graphes. En effet, pour
un graphe fini I' = (V, E), tel que |V| = n, on désigne par K(x) = 2—m(z) la courbure en x.

On ne trouve pas cette notion de courbure dans 1’étude des graphes. Soit K(I') = > K(z) la
el

courbure totale de I'. On désigne par x(T') = |V|—|E| = n—|{z},z ~ y}| = n—3{zy, z ~ y}|
la caractéristique d’Euler de IT'.

Proposition 4.1.2. Soit I' = (V, E) un graphe fini, K(I') sa courbure totale, x(I') sa ca-
ractéristique d’Fuler, alors
K(T) = 2x(T).

Preuve Puisque m(z) = |{y € I,y ~ z}|, on en déduit que

KT = Y@ m)

zel

= 2n—> {yeTyy~a}

= 2n— Sl{Fmy ~ o)
= 2x(I).

Exemple 4.1.2. On considére un cube; c’est un graphe fini tel que n = |V| = 8 et |E| = 12.
On peut calculer facilement x(G) = —4. Pour tout x € G, on a m(x) = 3, alors K(z) = —1
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pour tout x. Donc K(G) = =8, ce qui montre que K(G) = 2x(G).

On peut faire le méme calcul pour des graphes plus compliqués, tels que le dodécaédre, le
tétraédre tronqué, etc.

N.B. Un dodécaédre est un solide composé de 12 faces, 30 arétes et 20 sommets. Tandis que
le tétraedre tronqué est un solide d’Archimeéde. Il posséde 4 faces hexagonales régulieres, J
faces triangulaires régulieres, 12 sommets et 18 arétes.

4.2 Applications semi-conformes et fonctions holomorphes
sur un graphe

On rappelle que la notion d’applications semi-conformes entre les graphes a été intro-
duite par H. Urakawa en 2000 [25]. Notre objectif est d’introduire une notion de fonctions
holomorphes sur un graphe et de I'utiliser pour donner une caractérisation alternative d’appli-
cation semi-conforme. Une notion d’holomorphicité dans un contexte discret a été introduite
par Duffin (1968) [11] et I. Bobenko et C. Mercat [6]. Pour deux graphes I'y = (V}, E}) et
Iy = (V3, Es) (non nécessairement finis), une fonction ¢ : Vi — V4 définie entre les sommets
est une application entre graphes si, pour tout z ~ y (z,y € V1) on a : ou bien p(z) = ¢(y),
ou bien p(z) ~ ¢(y). Dans ce cas, on va choisir la notation : ¢ : I'y — I's.

Définition 4.2.1. Soit ¢ : I'y = (W1, E1) — Ty = (Vo, E3) une application entre deux
graphes. On dit que ¢ est semi-conforme en un point x € Vi si, en notant par z = @(x),
pour tout 2’ ~ z, le nombre

Az, ) = #{a ~ zip(al) = 2/}

est bien défini et dépend seulement de x (c’est-a-dire qu’il est indépendant du choiz de 2').
Dans ce cas, on le note par A\(x) = Az, 2'). On dit que Uapplication ¢ est semi-conforme
si elle est semi-conforme en tout point x € Vi. Si x € V) est tel que ¢(y) = ¢(x) pour tout
y ~ x, on suppose que \(x) = 0 et l'on obtient une fonction bien définie, A : Vi — N, appelée
la dilatation de [’application .

La définition ci-dessus peut se prolonger pour les applications entre graphes métriques, ou
I'y et 'y sont deux graphes munis de deux fonctions de longueurs ¢, et ¢ définies sur les
arétes F et Ey respectivement. La dilatation est alors remplacée par la fonction

1

@) =6 Y

z'~z,p(2))=2"

Un automorphisme d’'un graphe I' = (V| E) est une application bijective ¢ : V. — V qui
vérifie : x ~ y si et seulement si p(x) ~ p(y). Ce qui montre qu'un automorphisme est
une application semi-conforme de dilatation est égale a 1. On le considére comme ’analogue
d’une isométrie dans la géométrie riemannienne.
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Exemple 4.2.1. Soient le graphe I'y avec neuf sommets, I's avec cing sommets et p : I'y —
I, 0(1) = 1,0(2) = 2,0(3) =3, ¢(4) = 4,0(5) = 1,¢(6) = 2,0(7) = 3,0(8) = 4,¢(9) = 5.

FIGURE 4.1 — Le graphe I'; FIGURE 4.2 — Le graphe I's

Alors ¢ est semi-conforme avec dilatation 1 en tout sommet, sauf en =9 ot elle a une
dilatation égale a 2.

On introduit maintenant 'un des concepts les plus importants dans notre étude : la notion
de fonction holomorphe définie sur un graphe a valeurs dans ’espace des nombres complexes.

Définition 4.2.2. Soit I' = (V| E) un graphe (non nécessairement fini), alors une fonction
¢ : V. — C est holomorphe en x € V si

D (de(@m))® =D (e(y) — ¢(x))” =0,

on 'appelle une fonction holomorphe locale. On dit que ¢ est holomorphe, si elle est holo-
morphe en tout sommet x € V.

On considére une paire (I', ¢) d'un graphe I' = (V, E) et d’une fonction holomorphe ¢ : V' —
C comme un champ physique. On va voir aprés comment on peut introduire une dynamique
dans le champ. On note que pour une fonction holomorphe ¢ : V' — C, la fonction cy + a
I’est aussi pour tous nombres complexes a, ¢ € C.

La figure 4.3 montre un graphe qui admet une fonction holomorphe ¢, dont les valeurs
sont données par le tableau (Y).

Tableau(Y)
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FI1GURE 4.3 — Exemple d’un graphe fini muni d’une application holomorphe donnée par le
tableau Y

Sommets | Valeurs de ¢
0
1
141
141
1+2
2+ 2
i
2+

OO Ot i W N+

Cet exemple montre comment on peut construire un nouveau graphe muni d’une fonction
holomorphe a partir de deux autres graphes munis de fonctions holomorphes. En effet, soient
Iy = (Wi, Ey), Ty = (Va, E) deux graphes, et @1 : I'1 — C, ¢y : 'y — C deux fonctions
holomorphes. On suppose qu’il existe des sommets zy, ...,z € Vi, et y1,...,y, € V5 tels que,
©1(x;) = pa(y;) pour j = 1,...,r. Alors, on construit un nouveau graphe I' = (V, G) dont
les sommets V' = {21, ..., Tr, Tyri1, ooy T, Yri1, - Yn } avec les relations de Ej et ol z; ~ ys si
y; ~ ys dans Ey pour j = 1,...,7. Dans l'exemple, le rectangle {2,7,5,8} est identifié avec
le graphe cyclique {1,7,4,5,6,8,3,2}. A cause de la normalisation ¢ — c¢ + a, on peut
toujours modifier les fonctions holomorphes sur deux graphes donnés, afin de les "attacher"
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en au moins deux sommets.

Urakawa a démontré qu’une application entre graphes est semi-conforme si et seulement si
elle préserve les fonctions harmoniques locales (c’est-a-dire que le pull back par ¢ d’une
fonction harmonique en un point y est aussi harmonique en z € ¢~ '(y)). Nous donnons une
caractérisation plus simple basée sur la notion de fonction holomorphe.

Proposition 4.2.1. Soit ¢ : I'y = (Wi, E) — Iy = (Vs Ey) une application entre graphes.
Alors ¢ est semi-conforme si et seulement si elle préserve les fonctions holomorphes locales.
En particulier, si o : I'y — ['s est semi-conforme et si f : 'y — C est holomorphe, alors
f o est aussi holomorphe.

Preuve Supposons ¢ semi-conforme. Soit f holomorphe en y € V5. 1l s’ensuit que
> (f) = fw)*=0.
Y~y

Considérons la fonction f o . On montre qu’elle est holomorphe en un point = tel que
o(z) =y. Alors

D ((fop)) = (fop)(@)? = D (fle)) = f)?

z/~x '~

par la semi-conformalité de ¢.

Réciproquement, supposons que ¢ : I'y — I'y préserve les fonctions holomorphes locales.
Soient y € Vo et & € ¢ (y) € V4. Soient y;1,92 ~ y. On veut demontrer que \(z,y;) =
Az, y2). Soit f la fonction holomorphe en y donnée par f(y) = 0, f(y1) =4, f(y2) = 1 et
f(y') = 0 pour tout ¢y ~ y avec vy # y1,y2. Par hypothése, f o ¢ est holomorphe en z,

d’'on, si xy,...,z, ~ x vérifient p(x1) = -+ = o(x,) = Yy et Tpp1,...,Tpps ~ x vérifient
O(@ry1) = -+ = @(Trys) = Y2, 00 A
> (fop)a') = (fop) () =—r+s,

qui s’annule, d’ott 7 = s et A\(x,y1) = A(z,y2). Puisque yi, y2 ~ y sont arbitrairement choisis,
on conclut que ¢ est semi-conforme. 0

Un fonction holomorphe peut étre vue comme un cas particulier d’un objet plus général,
c’est une 1-forme isotope.
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Définition 4.2.3. Soit w une 1-forme définie sur un graphe I' = (V| E). Alors on dit que w
est 1sotope st

> (w(Ty))* =0,

y~zx

pour tout sommet x € V.

Alors, la dérivée de d’une fonction holomorphe ¢ est une 1-forme isotope. Réciproquement,
nous avons besoin d’une condition d’intégrabilité sur la 1-forme afin qu’elle soit la dérivée
d’une fonction. Cela exige que ), w(ex) s’annule autour de n’importe quel cycle {e;}; (un
cycle est une suite d’arétes dirigées {ey,ea,...,e,} qui vérifie la propriété selon laquelle le
point d’arrivée de ey est le point de départ de ey, de facon a ce que e, soit identifiée avec
e1). Si c’est le cas, on définit alors la fonction ¢ sur un sommet fixe xg, c’est-a-dire qu’on
donne la valeur ¢ en z, et on suppose alors que ¢(y) = o + w(xy) pour tout y ~ z. On
continue avec cette manipulation pour tous les sommets afin d’obtenir une fonction holo-
morphe .

Nous terminons cette partie en discutant de quelques notions liées a la notre : la notion
de graphe muni d’une fonction holomorphe.

Un graphe quantique est un graphe métrique, tel que chaque aréte contient une solution
de I'équation de Shrodinger a une dimension, avec des conditions compatibles sur chaque
sommet. On peut voir la paire (I', p) d’un graphe et d’une fonction holomorphe définie sur
ce graphe comme une structure similaire, ot on remplace une solution de I’équation de Shro-
dinger sur I'aréte £y par 'amplitude ¢(y) — ¢(z). La condition de compatibilité sur chaque

sommet sera Y. (p(y) — o(x))? = 0.
Yy~

La notion de réseau de spin a été introduite par R. Penrose dans les années 1960 (voir
[22]), avec I'idée fondamentale que I’espace-temps et la théorie quantique se déduisent des
principes combinatoires. Un réseau de spin est un graphe régulier de degré 3. (m(x) = 3)
dont les arétes sont munies d’entiers qui représentent deux fois le moment angulaire. La no-
tion a été généralisée par Rovelli et Smolin [24], qui définissent un réseau de spin comme un
graphe dirigé dont les bords sont associés a des représentations irréductibles d’un groupe de
Lie compact et dont les sommets sont associés & des intermédiaires qui relient ces différentes
représentations adjacentes. Un réseau de spin, plongé dans une variété, peut étre utilisé pour
définir une fonction sur ’espace des connexions sur cette variété.

Une autre construction importante est la suivante. On donne n nombres complexes 21, 22, ..., 2,

n
qui vérifient Y z2 = 0, alors on peut construire un cube de dimension n, de fagon qu’il existe
k=1
une projection orthogonale de R™ dans C, qui envoie le sommet vy € R™ vers le point 0 € C

et les sommets voisins vy, vs, ..., v, € R vers z, 29, ..., 2, € C. Inversement, si on donne une
projection orthogonale m de R™ dans C, alors les nombres complexes zj, = m(vy, — vg) vérifient
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I'équation Y 22 = 0. Cette propriété est connue sous le nom : théoréme fondamental de
Gauss de axonométrie [16]| et dans le cas lorsque n = 3, la projection des sommets dans le
plan s’appelle la projection orthographique. Il a été démontre par M. Eastwood et R. Pen-
rose que la projection des sommets des autres polyédres réguliers vérifie d’autres équations
polynomiales. Par exemple, 'équation (21 + ... + 2,)%> — (n + 1)(2} + ... + 22) = 0 est vérifiée
par la projection orthogonale des sommets d’un tétraédre régulier [12]. Si ’on suppose que
zi = ¢(v;) avec z; = ¢(v1) = 0, on peut alors écrire cette equation de la fagon suivante en
r =V .

((n = DAG(2)* = (n+1) Y (éy) — é(x))* =0

Yy~

en effet avec le tétraédre sur n sommets, on a m(x) = n — 1. Aussi 'equation n’est que
valable en un seul point x = v;.

Exemple 4.2.2. On définit une fonction holomorphe sur le graphe composé d’un cube a n
dimension qui sera donnée par la projection des sommets dans [’espace compleze.

3 5

FIGURE 4.4 — Le cube muni d’une fonction holomorphe donnée par le tableau (X)

Tableau(X)
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Sommets | Valeurs de
0

1
V2i
14+/2i
14/2i
V2i
1

0

D G W~

Par exemple, dans le cas d’un cube de dimension 3, les valeurs sur les sommets de ce cube
(4.4) sont données par le tableau X ci-dessus.
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4.3 Champ spinoriel sur un graphe

On va montrer dans cette section, comment, a partir d’un graphe fini, muni d’une fonc-
tion holomorphe, on peut récupérer un champ spinoriel. Ainsi on fait le lien avec la partie
3.2 dans le cas continu.

Soit I' = (V, E) un graphe régulier fini, tel que m = m(x)=constante pour tout =z € V.
Une orientation sur I' est une coloration des arétes du graphe avec les nombres 1,2, ..., m.
En d’autres termes, on associe a chaque aréte, un nombre k& € {1,2,...,m} de telle fagon
que 'on n’associe pas le méme nombre a deux arétes adjacentes. Par exemple, le cube a
3-dimensions est coloré de la facon suivante :

Aréte | Couleur
12 1
13 2
17 3
24 2
28 3
34 3
35 1
46 1
56 3
57 2
68 2
78 1

D’autre part, le graphe régulier de degré 3 qui admet 6 sommets V = {1,2,3,4,5,6} et 9

arétes F = {12,13,15,24,26, 34, 35,46, 56, }, ne peut pas étre orienté.

Soit I' = (V, E)) un graphe régulier de degré 3 orienté par les couleurs {1,2,3}. On suppose
que I' est muni d’une 1-forme isotope w. Alors, & chaque sommet x € V', on peut associer un
triplet de nombres complexes £(z) = (&1, &2, &3), tel que & = w(xyy), on y1,Ys, Y3 ~ = et ol
on suppose que l'aréte Ty, est de couleur k (k= 1,2,3). Or £2 4 &2+ &2 = 0, alors la matrice
symétrique

o & & &1
= (5SS 0] aBe o)

est de déterminant nul, donc elle s’écrit sous la forme Qxp = papup, pour un spineur
(na) € C% On a donc un champ spinoriel z14 sur le graphe I' qui donne un cas analogue a
celui d’un champ spinoriel sur R? qui engendre une SFR dans I'espace de Minkowski, décrite
dans le chapitre 2.

On peut procéder par analogie avec la partie 3.2 et on construit ’analogue de champ de
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vecteurs U (tangent aux feuilletages conforme dans le cas continu) sur chaque sommet. En
effet, = po/p1 = —(& + 1€3) /&1 représente la direction de U, on a alors

1 _
— |“|2 + 1(|H|2 — 1,2#) = |€1|2 n |§2 +Z€3|2(|§2 +l€3|2 . |$1|27 _61(52 "—Zgg))

11 est possible maintenant de considérer ’analogue discréte de I’équation (3.8)

d (%ﬂ) (V) = —Agn,

pour une famille de fonctions {p,},ez & valeurs dans C. Or, d¢,,/On = v,11 — @n, alors,
puisque dg,(U) = 0, notre équation est équivalente a :

(4.7) dpn1(U) = —Ap,.

Dans le cas ou ¢, est une fonction holomorphe, par analogie avec le théoréme 3.2.1 on se
demande quand est-ce-que ’équation (4.7) détermine une fonction ¢,.; qui U'est aussi. On
n’a pas de résultat général pour cette situation, mais on peut affirmer que c’est le cas lorsque
le graphe est un cube & 3-dimensions. Le tableau suivant construit, avec succés, une fonction
holomorphe ¢, a partir de la fonction holomorphe ¢,, donnée dans le tableau(X), qui est
unique a une constante preés.

Sommet 19 U dpn1(U) A, Ona1
1 (1v2i, 1) || £1.0,-1) [ Z(@an1(2) = 0un(D) | —2(V2+i) || 22
2 | (V2 -1) | 510,21 | lean(D) = un(®) | L(V2-i) | 22D
30| (1-v2i,1) || H(1,0,-1) | L(pnn() — pur@) | —L2(V2 i) || 22D
4| -0v20i0) | =51,0,-1) || B(ean(3) = eaii(6) | E(V2+i) | B2
5| -(1,V2i1) | =5(1,0,-1) || H(0n1(3) = 0aia(6)) | BR(VZ+i) | ¥
6 | (1L,-v2i,1) || —51,0,-1) | H(n1(5) = gnn(@) | —2(V2-1) | 0
7| (V21 | =5(1,0,-1) | F5(enaa(D) () | E(V2—4) | 0
8 (1.v2i,1) || =501,0,-1) || (0w = nna(7) | —2(V2+4) | %

4.4 Graphe dual

L’espace twistoriel, introduit par R.Penrose [23|, est I'espace dont les points sont des
rayons de lumiére dans 'espace de Minkowski. Plus précisément, il existe un CR-sous variété
réelle N°de dimension 5 dans CP?, dont les points sont les rayons de lumiére (voir la partie
2.3.2). Pour plus de précision, on considére la variété grassmannienne complexe G5(C*) qui
est I’espace compactifié complexifié de M ; c’est ’espace des 2-plans complexes qui passent
par lorigine dans C*. Par la double fibration twistorielle, un point de A/® détermine un a-
plan dans G5(C?), qui intersecte 1'espace M en une géodésique isotrope [27]. D’autre part,
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pour un espace riemannien a courbure constante de dimension 3, on peut associer un mini
espace twistoriel : c’est ’espace des géodésiques. Par exemple, le mini espace twistoriel de
R3, est la surface complexe donnée par le fibré tangent de la sphére : c’est I'espace T'.5?;
chaque ligne de R? définit sa direction v € S? et son vecteur de déplacement par rapport a
lorigine ¢ € T,,5? [1]. Etant donné cette correspondance, il est naturel de définir le graphe
dual d’un graphe, dont les sommets sont les arétes du graphe d’origine, et deux sommets
sont adjacents si et seulement si les deux arétes correspondantes du graphe d’origine sont
liées. Le graphe dual est connu aussi sous le nom de line-graph.

Plus précisément, étant donné un graphe I' = (V) E), alors le graphe dual de I est le graphe
L(T) = (E,T), on, pour X, Y € E, on a X ~ Y si et seulement si X et Y sont incidents
dans I'. Le seul graphe connexe isomorphe (il existe une bijection entre leurs sommets qui
respectent la relation ~) a son dual, est le graphe cyclique. H. Withney a montré que, a
I'exception des graphes K3 et K3, si deux graphes sont tels que leurs graphes duaux sont
isomorphes, alors ces deux graphes sont isomorphes [28|. Il n’est évident que chaque graphe
soit le graphe dual d’un graphe. Précisément, il existe neuf graphes tels que, si un graphe
donné L ne contient pas comme sous-graphe, un de ces graphes, alors L = L(I") est le graphe
dual d’un graphe I' ([5] et [26]).

Comme dans la théorie des twisteurs, on peut établir une correspondance entre des ob-
jets d’'un graphe et ceux de son dual.
Un graphe est complet si chaque sommet est rejoint & chaque autre sommet. Etant donné
un graphe I' = (V, E), un sous-graphe ¥ C I' est un graphe X = (W, F) tel que W C V
et F' C E. De la méme fagcon qu'un point de ’espace de Minkowski s’identifie avec tous les
rayons de lumiére passant par ce point (une copie de S? = CP! C A/®), on peut identifier un
sommet x de I' avec toutes les arétes ey, ..., ey € E incidentes avec x. Ainsi, dans le graphe
dual L(I'), chaque sommet e; est connecté a chaque sommet e;, ¢ # j, i,j7 =1, ...,m(z), d’ou
le sous-graphe 3 = (e1, ..., €m(z)) C L(I') est un sous-graphe complet. A part des triangles
dans L(I'), qui peuvent se déduire d’un triangle dans I', tout sous-graphe complet de L(I")
correspond a un sommet I de cette maniére. Un sous-graphe complet ¥ C L(I") est donc
I'analogue d’une copie de CP! ¢ N° c CP*.
Maintenant, étant donné un graphe I' = (V, E), si on impose une direction sur chaque aréte
e € FE, alors étant donnée une 1-forme isotrope w sur I'; on peut associer une fonction
complexe ¢ définie sur L(I') de la maniére suivante : soit e = £ € E une aréte munie de
sa direction, alors e correspond a un sommet [(e) de L(I'), on définit ¢ (I(e)) = w(ay). Si
en plus, w est une 1-forme isotrope, alors pour chaque sous-graphe complet ¥ C L(I") qui
correspond a un point de I', on a

D db(e)* =0.

eex

C’est, en particulier le cas si w est la dérivée d’une fonction holomorphe ¢. Si ¥(z) est le
sous-graphe de L(T") correspondant au sommet z € V, & ¢ vérifiant Y (o(y) — p(x))* = 0,

y~T
on associe 1), (définie a un signe prés qu’on peut fixer avec un choix de direction sur chaque
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e € E) vérifiant

Z %,(6)2 = 0.

eeX(x)

On appelle v, la fonction duale de ¢.

Dans les deux tableaux suivants, on va voir I'analogue entre, d'une part, la correspondance
entre un graphe et son dual, d’autre part, la correspondance twistorielle de Penrose.

Correspondance twistorielle

CP? M

Point dans N° Rayon de lumiére
CP'c N? Point
Surface complexe S C CP? SFR

Correspondance entre un graphe et son dual

Graphe dual L(T") graphe I’
Sommet aréte
Sous-graphe complet Sommet
Fonction duale Fonction holomorphe

On donne dans la figure 4.5 le dual du graphe donné par la figure 4.3.

En conclusion, dans I'esprit de I'idée de Penrose, dont le rayon de lumiére est I'objet de base,
on doit considérer le graphe dual L(I") comme plus fondamental encore que I'. Si en plus, L
est un graphe muni d’une fonction complexe v, vérifiant les propriétés nécessaires afin qu’elle
détermine une fonction holomorphe ¢ sur un graphe I' qui se déduit de L, on peut espérer
qu'une géomeétrie locale se déduise a partir de la projection orthographique de Gauss. En
effet, en chaque sommet z de I'; on a une famille de nombres complexes {¢(y) —(x);y ~ =}
vérifiant > (p(y) — ¢(z))* = 0 : ainsi un cube de dimension m(z) est défini en z.

Yy~x
On voit alors que la géométrie et le champ sont couplés; c’est dans cette méme perspective
qu’on a étudié le triplet (M3, U(t), g(t)) dans la partie 3.3, ot le champ de vecteurs U(t) et

la métrique g(t) sont reliés.
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F1GURE 4.5 — Le dual du graphe donné par la figure 4.3
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Annexe A

Formule intégrale pour une classe
d’applications biharmoniques

On s’intéresse a des champs dans 1'espace-temps (solutions de certaines équations) et leur
description comme objets dans I'espace twistoriel.
On rappelle dans cette annexe la formule de Whittaker (1903) [29], qui donne une description
twistorielle des solutions de I'équation de Laplace dans R3, afin de donner la description
twistorielle des applications biharmoniques non semi-conformes.
La formule de Whittaker donne une expression locale de toute fonction harmonique ¢ : U C
R3? — C, U est un ouvert de R3, solution de ’équation de Laplace :

Pp  Po Py

+ + =0
dz?  0r3 O3
sous forme d’une intégrale sous un contour :
(A.1) o(x) = j{f (1= 2%)a1 4+ i(1 + 2%)zs + 2223, 2) dz,

ou f est une fonction analytique a 2 variables. On remarque que dans la formule de Whittaker,
Iexpression (1—2%)z;+i(1+2%)z9+2213 correspondant a la représentation de toute fonction
2 semi-conforme, définie sur un ouvert de R? et & valeurs dans C, dont les fibres sont données
par des droites. Plus précisément, z est donnée par ’équation

Ex =0,
ot £(z) € C3? est holomorphe en z et vérifie £2 = 0. Alors, £ est donnée par :
1
&(z) = 27 (1—2%i(1+2%),22),

ou h est une fonction holomorphe qui ne s’annule pas sur U. Ce qui revient a dire que
toute fonction semi-conforme z, dont les fibres sont données par des droites est solution de
I’équation :

(1 —2%)z1 + (1 + 2%)ag + 2223 = 2h(2),

109



ol h est une fonction holomorphe.

On a vu dans la partie 1.2.4 que toute application semi-conforme ¢ : U C R?* — C dont les
fibres sont des arcs de cercles a une représentation

lz]? + 2.2+ €2 =0,

ot £(z) € C? est holomorphe en z.
Il est alors naturel d’essayer une formule intégrale du type

(A.2) o(x) = ]{@Z)(|x|2 + 2.3 + €%, 2)d>

ou ¥(y, z) est une fonction analytique a 2 variables, pour récupérer une classe d’applications
biharmoniques ¢ : U C R®> — C non semi-conformes.
Supposons que ¢ soit donnée par (A.2), alors :

&cl faldj 2 X + gz)

2
% - ]{ (6%@4(:@ +6)” +2010) dz

Ap = Z _]f (4070 (z + £)* + 601) d=

0
ou 01y = a—j Donc, en écrivant y = (x + &)?, si 2y0%,¢ + 3019 = 0, alors p est harmonique,

ce qui revient a dire que

A 3
——=—— & hhoy=—--1
00 % n oy 5 ny + a(z)
& O = Z(z)y‘g
& Y=Al)y "2+ B(2),
ou A(z) et B(z) sont deux fonctions méromorphes en z. On obtient la formule suivante pour
représenter une classe d’applications harmoniques :

_ A(z)
(A.3) o(x) = ]{ (\/\5612 Y + B(z)) dz,

ou & = (&1(2),&(2),£&3(2)) est holomorphe en z.

Remarque A.0.1. Il serait intéressant de connaitre comment @, donnée par [’équation (A.3)
se déduit de la formule de Whittaker.
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1
Exemple A.0.1. Soit £ = (2,0,0), A(z) = 2 et B(z) =0. La formule (A.3), devient

1
o(x) = j[ YRt

1

222+ 22.21 + |z]?
l’entoure d’un contour évitant d’autres singularités, le résidu est donné par

Alors, pour x # 0, la fonction présente un pole simple en z = 0. Si on

1 p—

lim =
20 /22 + 220y + |72 2]

21 1
et p(x) = ot On constate que la fonction — est bien harmonique dans R3.
|z

]

Maintenant, on calcule le bilaplacien. Pour cela, on dérive deux fois le Laplacien par rapport
a x;, et en sommant, on trouve que :

A(B()) = § (160800 + €0 + ) + 800,00 + O +003%0) d

Alors, ¢ est biharmonique si

84¢ 83¢ 821/1
. 42— L 90y—2 + 15—2 —

ouy = (x+§)22

On pose v = EE d’ou ¢ est biharmonique si
Y
1522 490,20 15y — g
On substitue y = A(z)y*; on peut donc calculer les valeurs de k; on trouve k = —% ou
k= —g et la solution générale serait donnée par

Yy, 2) = al2)y™2 + B2)y 2,
pour des fonctions méromorphes a(z) et §(z). Puis on intégre

Py _

o a(2)y™? + B2y~

pour obtenir la solution générale de A.4
Y(y,2) = A(2)y"? + B(2)y~'/? + C(2)y + D(2),
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ou A(z),B(z),C(z) et D(z) sont des fonctions méromorphes. On note que, dans le cas ou
A(z) =0 et C(z) =0, on obtient les applications harmoniques.

On en déduit qu’on peut caractériser localement une classe de fonctions biharmoniques, en
général non semi-conformes et non-harmoniques, définies sur un ouvert de R? a valeurs dans
I’espace des nombres complexes, sous la forme :

p(x) = f (AP F 260+ €+ C)(|of + 262 +€2) + D(2)) dz,

ou A(z),C(z) et D(z) sont des fonctions méromorphes et ot £ = £(2) est en général méro-
morphe.

1
Exemple A.0.2. Soit A(z) = ;,f = (0,0,0),C(z) = D(z) = 0. Comme dans [’exemple

précédent, on en déduit la fonction biharmonique ¢(x) = |x|.
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