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INTRODUCTION

Une cause trés petite qui nous échappe, détermine un effet considérable que nous ne pouvons pas ne
pas voir, et alors nous disons que cet effet est di au hasard...

Mais lors méme que les lois naturelles n’auraient plus de secret pour nous, nous ne pourrons
connaitre la situation initiale qu’approximativement.

Si cela nous permet de prévoir la situation ultérieure avec la méme approximation, ¢’est tout ce qu’il
nous faut, nous disons que le phénomeéne a été prévu, qu’il est régi par des lois ;

mais il en n’est pas toujours ainsi,

il peut arriver que de petites différences dans les conditions initiales

engendrent de tres grandes dans les phénoménes finaux.

Henri Poincaré (1908)!

Dans la derniére décennie du XIX®siecle, H. Poincaré, dans ses travaux sur le probleme des trois
corps, est amené a étudier des courbes invariantes par une transformation d’une surface préservant
I’aire. Voici comment.

Le probleme des trois corps consiste a étudier les trajectoires ou orbites de trois planetes en inter-
action entre elles. Leur mouvement est régi par un systéme d’équations différentielles du second ordre
qui traduit la loi de gravitation universelle de Newton. Il s’agit alors de trouver les trois coordonnées
de position et de vitesse de chacune de ses trois planetes. L’espace des phases est donc de dimension
18. Devant la difficulté du probleme, Poincaré va s’intéresser a un cas plus simple, le probleme restreint
des trois corps (voir [Po] et [Yo06]). Pour faciliter le probléme, il fait certaines hypotheses sur la masse
des corps ainsi que sur leur trajectoire. On considere trois corps Ci, Co et C'5 dont le troisieme Cj
est de masse nulle et n’influe pas sur le mouvement des deux autres corps mais en subit 'attraction.
On suppose de plus que Cy et Cy dont le mouvement obéit aux lois de Kepler, se déplacent sur des
ellipses dont 1'un des foyers est le centre de gravité G des corps C; et Cs :

Cy

Ch

'H. Poincaré, Sciences et méthode, Paris, Flammarion, 1908, p.68



On s’intéresse alors a la trajectoire de C3 que 'on suppose contenue dans le plan dans lequel
évoluent C; et (5. On s’est donc ramené a un probléme de dimension 4 correspondant aux deux co-
ordonnées de position et de vitesse de C3. On se place enfin dans un repere tournant dans lequel Cy
et Oy sont fixes.

On peut associer a ce systéme une quantité d’énergie, invariante au cours du temps. Les solutions
sont ainsi tracées sur des hypersurfaces de dimension 3 qui correspondent & un niveau d’énergie que
I’on peut calculer a partir de I'état du systéeme. Poincaré a 'idée de considérer une surface M de
dimension 2, transverse a la famille de courbes cherchées puis de définir une application T' de cette
surface sur elle méme, appelée application de premier retour : étant donné un point = de la surface,
on considére la courbe solution passant par z a l'instant 0, puis on pose T'(x) le point ou cette courbe
rencontre M a nouveau et pour la premiere fois. On s’interesse alors aux itérations successives ,
T(x),...T"(x),... de cette application T de la surface. On peut démontrer que cette application T" est
un difféomorphisme de la surface M qui conserve 'aire. D’un systéeme dynamique continu de dimension
3, on s’est ramené & un probleme a temps discret de dimension 2.

Simplifions encore le probleme et négligeons la masse de Cs. Dans ce cas, il devient assez facile de
décrire le mouvement des trois corps. Le corps C] est immobile a l'origine et le corps Cs, qui ne subit
plus attraction de Cs, décrit une ellipse dont C; occupe 'un des foyers. Dans le repére tournant, cette
ellipse & un mouvement de rotation qui correspond a la rotation de Cy autour de C7. Nous sommes
donc face a deux mouvements de rotation qui se superposent : la rotation du grand axe de ’ellipse
et le mouvement de C'5 sur cette ellipse. Les périodes de ces deux mouvements sont indépendantes et
le mouvement dans son ensemble n’a que peu de chance d’étre périodique. On parle de mouvement
quasi-périodique. Observons comment cela se traduit sur la transformation 7" de la surface M. Des
courbes fermées s’enroulent autour de I'un des points fixes du mouvement et dans des coordonnées bien
choisies, T' s’écrit sur chacune de ces courbes comme une rotation dont ’angle dépend de la courbe.
Que devient ce phénomene lorsque la masse de Cy ne peut plus étre supposée nulle mais seulement
tres petite devant celle de C7 7

G.-D. Birkhoff s’est intéressé a la question dans ses recherches sur les courbes invariantes par un
difféomorphisme de 'anneau déviant la verticale (voir [Bi22], [Bi32a] et [Bi32b]). Voici ce qu'il écrit
en 19322 :

” Au moyen de la transformation T', la question fondamentale de la stabilité se pose de la maniére
suivante : répétons indéfiniment la transformation T (ou T~!) et considérons les images successives
d’un point P situé a une distance plus petite que § du point invariant (0,0). Est-il toujours possible
de choisir ¢ suffisamment petit pour que ces images restent a une distance moindre que € > 0, de ce
point, € étant un nombre donné, arbitrairement petit 7 S’il en est ainsi, on aura stabilité au sens strict
du mot. Jusqu’ici on n’a pas pu répondre a ce probleme dans toute sa généralité.

Comme le remarquait Poincaré, pour que dans un cas donné, il y ait stabilité, il faut et il suffit
qu’il existe des courbes invariantes arbitrairement petites autour du point invariant.”

Environ vingt ans apres la théorie de Birkhoff, le théoreme des courbes invariantes, connu sous
le nom de théoreme KAM pour Kolmogorov, Arnold et Moser, donne des éléments de réponse en
démontrant la persistance de courbes invariantes autour des points périodiques elliptiques apres per-
turbation en topologie C* avec k > 3. Voici I'’énoncé donné par S. Newhouse dans [Nh] :

2@G.-D. Birkoff. Sur l’existence des régions d’instabilité en dynamique, Annales de 'ILH.P, 2, n° 4, 1932, p.371



THEOREME DES COURBES INVARIANTES (KAM). — Soit r > 3. Il existe un Gs dense G d’un
ouvert non vide de I’ensemble des difféomorphismes symplectiques d’une surface muni de la C" topo-
logie forte de Whitney? tel que tout difféomorphisme f de G a un point fixe qui est limite de courbes
invariantes par f l’entourant et sur lesquelles f est conjugué a une rotation minimale.

M. Herman a démontré dans [He83] que la différentiabilité » = 3 est optimale en donnant des
contre-exemples de classe C3~¢. Qu’advient-il alors en topologie de classe moins élevée ?

Notons que M. Herman s’est déja intéressé a la question dans l’article précédemment cité a
propos des applications déviant la verticale, en se plagant dans le cadre de la théorie de Birkhoff. Il
démontre qu’un difféomorphisme de I'anneau déviant la verticale C''-générique n’admet pas de points
périodiques sur les courbes fermées simples qu’il laisse invariantes. Nous reviendrons sur ce résultat
dans le deuxieme chapitre de ce travail.

Par ailleurs I’étude des dynamiques C'-génériques connait depuis une vingtaine d’années de
nombreux développements grace notamment au Connecting Lemma de S. Hayashi (voir [Ha97]) puis
aux travaux de C. Bonatti, S. Crovisier et M.-C. Arnaud. Bonatti et Crovisier ont démontré dans
[BC04] qu'un difféomorphisme C!-générique d'une surface compacte est transitif, c’est & dire admet
une orbite dense. Ils ont ensuite adapté ce résultat avec M.-C. Arnaud dans [ABC05] au cas d’une
surface non compacte en démontrant qu'un difféomorphisme symplectique C'-générique admet une
partie dense dont les points ont une orbite positive qui sort de tout compact.

Notons que ces deux résultats ne sont pas envisageables dans le cadre du théoreme des courbes
invariantes. Ils permettent en revanche de penser qu’un difféomorphisme symplectique générique d’une
surface, en topologie C'', n’admet pas de courbes invariantes (une courbe désigne une application du
cercle dans une surface, injective et continue, application que l’on confond avec son image lorqu’il
n’y a pas d’ambiguité). Par exemple, dans le plan, on sait grace au théoréeme de Jordan, qu’une
courbe sépare le plan en deux composantes connexes dont une exactement est relativement compacte.
Cette composante connexe ne peut étre invariante par un difffomorphisme générique donné par le
résultat de M.-C. Arnaud, C. Bonatti et C. Crovisier puisqu’elle rencontre une orbite qui sort de
tout compact. Son image par une itérée du difféomorphisme est donc ’autre composante connexe...
qui n’est pas compacte. Ceci est impossible. Le but de ce travail est de généraliser ce résultat a une
surface symplectique quelconque.

THEOREME. — Soit (M, w) une surface symplectique. Il existe un G5 dense de Diff' (M) dont
les éléments n’admettent pas de courbe continue fermée simple invariante.

La preuve de ce résultat s’appuie largement sur des considérations dynamiques. Nous allons dans

un premier temps nous appuyer sur le Connecting Lemma. Il interviendra a travers les résultats de
généricité démontrés par M.-C. Arnaud, C. Bonatti et S. Crovisier dans [ABC05], puis de fagon directe
pour démontrer qu’une courbe invariante par un difféomorphisme symplectique générique contient
nécéssairement des points périodiques.
Puis nous utiliserons les caractéristiques des points périodiques d’un difféomorphisme symplectique,
selon qu’ils sont hyperboliques ou elliptiques, pour démontrer qu'une courbe invariante ne possede
pas de points périodiques. Pour cela nous aurons recours aux variétés stables et instables des points
périodiques hyperboliques.

Voici comment s’articulent les différentes étapes de notre raisonnement. Comme les courbes
qui nous intéressent sont continues, les théoremes de topologie du plan ou de la sphere tels que les

3 La topologie forte de Whitney est définie dans le premier paragraphe du chapitre 2



théoremes de Jordan ou de Schoénflies sont les premiers résultats que nous allons exploiter et qui nous
seront tres utiles dans le cadre de 'anneau puis dans le cadre d’une surface quelconque. Soyons plus
précis. Nous connaissons parfaitement les caractéristiques topologiques du complémentaire de I'image
d’une courbe fermée simple du plan, de la spheére puis de ’anneau. Nous allons donc, dans le cadre
d’une surface quelconque, construire une famille dénombrable d’ouverts homéomorphes a ’anneau
contenant une base de voisinages de toute courbe fermée simple, ce qui nous permettra localement
d’utiliser les caractéristiques topologiques de I’anneau pour étudier le complémentaire de I'image d’une
courbe. Cette étude du complémentaire d’une courbe fermée simple continue ainsi que la construction
de cette famille dénombrable d’ouverts homéomorphes a des anneaux est le but principal du premier
chapitre.

Le second chapitre s’articule autour de deux poéles. Nous allons, en premier lieu, utiliser le Connec-
ting Lemma, pour supprimer, nous ’avons déja dit, les courbes invariantes qui ne contiennent pas de
points périodiques. Pour cela, nous utiliserons la famille dénombrable d’anneau construite dans le pre-
mier chapitre. Puis, nous construirons un Gy dense de difféomorphismes symplectiques pour lesquels
il est impossible que les courbes invariantes ne contiennent que des points périodiques hyperboliques.
A ce stade, nous aurons construit un G5 de I'’ensemble des difféomorphismes symplectiques dont les
éléments possedent nécéssairement un point périodique elliptique sur toutes les courbes qu’ils laissent
invariantes.

Le troisieme chapitre traite des points périodiques elliptiques. En perturbant les difféomorphismes
symplectiques au voisinage de ces points périodiques, nous entourerons ces points de courbes C! par
morceaux formées de morceaux de variétés stables ou instables de points périodiques. Pour cela, nous
élaborerons une propriété, la propriété I', qui concerne les difféomorphismes et leurs points périodiques
elliptiques. Nous démontrerons qu’il est impossible qu’une courbe contienne un point périodique ellip-
tique d’un difféomorphisme si ce difféomorphisme vérifie cette propriété avec ce point. L’idée de cette
propriété I' réside dans un article de E. Zehnder (cf. [Ze73]). Ceci nous permettra de construire un Gy
dense dont les éléments n’ont aucun point périodique elliptique appartenant & une courbe invariante
en démontrant qu’un difféomorphisme symplectique générique vérifie avec tous ses points périodiques
elliptiques cette propriété I'.

Pour perturber des difféomorphismes symplectiques, le formalisme des fonctions génératrices
s’impose. C’est le propos du quatrieme chapitre qui définit de facon rigoureuse la notion de fonction
génératrice pour quelques classes d’applications symplectiques. On peut trouver dans ce chapitre des
exemples de perturbation de difféomorphismes symplectiques. On démontrera en particulier comment
perturber un difféomorphisme au voisinage d’un point périodique elliptique pour construire une courbe
C' qui entoure ce point et qui contient un nombre fini de points périodiques hyperboliques. Notons que
ce chapitre est indépendant des trois précédents et que nous nous y référerons au cours du troisieme
chapitre.

Il est important de constater que le Connecting Lemma est un résultat de topologie C''. Toutes
les propositions qui utilisent ce dernier dans leur preuve, sont des résultats de topologie C! et ne
peuvent étre généralisés en topologie de classe plus élevée.

En revanche, tout ce qui concerne les courbes invariantes contenant des points périodiques, peut
s’étendre a toutes les régularités. En particulier, pour adapter ce qui est relatif a la propriété I', il
faut utiliser des formes normales & un ordre suffisamment élevé. On peut consulter [Ch83] ou [Go01]
ou encore [LCI0| & propos des formes normales. En tout cas, ces formes normales permettent de
perturber des difféomorphismes, & 1’aide des fonctions génératrices, en topologie de classe C*, ce que



nous n’avons pas fait dans notre travail ot nous utilisons seulement un développement limité a I’ordre
1 pour remplacer localement un difféomorphisme par son application tangente.

On peut donc se demander ce que devient le résultat énoncé ci-dessus en topologie de classe C*
ou k est un entier strictement compris entre 1 et 3. la question reste ouverte. Rappelons que si k > 3,
la réponse est donnée par le théoreme des courbes invariantes.

Notons que notre résultat est vrai dans la catégorie des diffémorphismes exacts symplectiques
d’une surface munie d’une forme symplectique exacte. Cette remarque a son intérét car dans le
cas de 'anneau, nous verrons au paragraphe 1.4 du chapitre II qu’il est facile en composant un
difféomorphisme symplectique avec une translation de faire disparaitre toutes ses courbes invariantes
essentielles.
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Chapitre 1

Courbes continues sur une surface symplectique, un point
de vue topologique

11
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Dans ce travail, une surface désigne une variété riemanienne de dimension 2 de classe C'' connexe,
compacte ou non.

Une forme symplectique w sur une surface M est une 2-forme différentielle fermée non
dégénérée. Une surface M munie d’une forme symplectique w est une surface symplectique notée

(M,w).

La forme symplectique w est exacte s’il existe une 1-forme A sur la surface M telle que w = dA.
Dans ce cas on dit que (M, w) est une surface symplectique exacte.
Une application f de classe C! sur une surface sympectique (M,w) est symplectique si f*w = w
c’est-a-dire si :

VpeMetV (u,v) € (T,M)>? Wiy (D f(p)u, Df(p)v) = wp(u,v).
Si w = d\ est exacte, une application f de classe C' de M est symplectique exacte si la

1-forme f*A — X est exacte.

Notation : on notera Diff: (M) I'ensemble des difféomorphismes symplectiques d’une surface
symplectique (M, w).

Voici quelques exemples de surfaces symplectiques avec lesquelles nous allons souvent travailler :

— Le plan R? muni de la forme symplectique exacte canonique dz A dy = d(zdy) on z : R? — R
et y : R — R sont respectivement la projection selon la premiere et la seconde variable.

Notons que le théoreme de Darboux permet de se ramener a la forme symplectique canonique
sur R? au voisinage de tout point d’une surface symplectique :

PROPOSITION 0.1. — Soit (M, w) une surface symplectique et x € M. Il existe une carte
(U,h) en x telle que h*dx A dy = w ot dz A dy est la forme symplectique canonique sur R2.

Pour une preuve de ce résultat, nous renvoyons a [Ar76].

— L’anneau A = R/Z x R muni de la forme symplectique exacte df A dr = d(—rdf) telle que
II*df A dr est la forme symplectique canonique de R2, I'application II étant le revétement
universel de 'anneau défini par :

11 : ERz — A
0,r) — (6,7)

ot @ = {0 +n:ncZ} est la classe d’équivalence de § modulo Z.

L’espace tangent de ’anneau possede une trivialisation canonique. Pour cela il suffit de considérer

la base duale (%, %) de la base (df, dr) de l'espace des 1-formes de I"anneau.

— la sphere S? = {(z,y,2) € R? | 22 + y? + 22 = 1} qui est une sous variété de dimension deux
de R? que I'on munit de la forme symplectique w définie en p € S? par :

wp(u,v) =dx ANdy ANdz(p,u,v), V (u,v) € TpSz.

ot d A dy A dz est la 3-forme canonique sur R3.

13



Le but de ce chapitre est d’étudier les courbes continues d’une surface symplectique. Par exemple
donner des caractéristiques topologiques des composantes connexes du complémentaire de I'image de
ces courbes puis d’étudier les images de ces composantes par un difféfomorphisme symplectique. Les
résultats que nous allons énoncer ou démontrer vont nous étre utiles tout au long de ce travail.

Comme les objets de notre étude sont les courbes continues, le point de vue adopté est un point de
vue purement topologique. Par conséquent, nous allons devoir travailler dans une surface topologique
dénombrable & I'infini, orientée, avec des homéomorphismes qui préservent 'orientation, ce que sont
respectivement, nous allons le voir, les surfaces symplectiques et les difféomorphismes symplectiques.

Le premier paragraphe rappelle quelques propriétés des homéomorphismes du cercle que nous
utiliserons a propos des courbes fermées simples invariantes par un homéomorphisme d’une surface.

Puis nous étudierons les courbes fermées simples de la sphere de I'anneau et du plan. Ce qui
nous permettra de définir 'orientation d’une surface topologique, de définir un homéomorphisme qui
préserve l'orientation, et enfin la gauche et la droite (au moins localement) d’un arc et d’une courbe
fermée simple. Nous étudierons alors les courbes fermées simples invariantes par un homéomorphisme
préservant ’orientation.

Dans le troisieme paragraphe de ce chapitre, nous construirons une famille dénombrable d’en-
sembles homéomorphes a des anneaux, famille qui constitue une base de voisinages d’une courbe femée
simple d’une surface.

1 Application continue de T' dans T'.

Considérons le cercle T! = R/Z ainsi que le revétement universel du cercle T :
™ R — T
0 — 0
ot § = {0 +n:ncZ} est la classe d’équivalence de § modulo Z.

DEFINITION 1.1. — Soit a et b deux points distincts du cercle T'. On appelle arc orienté d’origine
a d’extrémité b, noté [a;b], le sous ensemble de T' défini par :

[a; 0] = {m(0)|6 € [a; D]}

ol a et b sont respectivement des représentants de a et b tels que 0 < b—a<l.

On note ]a; b[, |a;b] et [a;b] les arcs [a;b] privés respectivement de a et b ou de a seulement ou
de b seulement.

Soit a, b et ¢ trois points deux a deux distincts du cercle, on note a < ¢ < b si ¢ €]a; b|.

14



PROPOSITION ET DEFINITION 1.2. — Soit f une application continue de T' dans T' et F un
relévement de f, il existe un unique entier k € Z tel que :

VzeR, Flx+1)=F(z)+ k.
Cet entier k est le degré de 'application f. On le note deg(f).

Le degré d’une application continue du cercle ne dépend que de sa classe d’homotopie dans I’ensemble
des applications continues du cercle muni de la convergence uniforme.

On peut trouver une preuve de ce résultat par exemple dans [Ro99].
PROPOSITION 1.3. — Si f est un homéomorphisme du cercle alors |deg(f)| = 1.

DEFINITION 1.4. — Soit f un homéomorphisme du cercle. Si deg(f) = 1, on dit que f préserve
Porientation. Sinon f renverse I'orientation.
On note Homéo™ (T*) I'ensemble des homéomorphisme du cercle qui préservent I'orientation et Homéo™ (T*)
Pensemble de ceux qui renversent l’orientation.

ProPOSITION 1.5. — Soit f un homéomorphisme du cercle qui préserve l'orientation et qui
posséde des points périodiques alors tous ses points périodiques admettent la méme période k € N*.
De plus si 01 et 05 sont deux points périodiques de f et si I'arc 61; 602 ne contient pas d’autre
point périodique alors :

V0 €y 0a, lim [UE(O) =0y et lim [T(G) =0,

ou

V0 €lribaf, lim () =0y et lim fTE(O) =01,

li
n—-+oo
Voici un schéma qui illustre la proposition ci-dessus :

O

61
05

02

03

Les 6;, i € {1;...;6} sont les points périodiques de f.
Soit 6 €]61; 02], lim E(0) = 65 et lim R (0) = 6,.
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Démonstration. — Le fait que tout les points périodiques d’un homéomorphisme du cercle
préservant l'orientation aient la méme période repose sur les résultats relatifs au nombre de rota-
tion d’un homéomorphisme du cercle préservant 1’orientation. Nous renvoyons a [Ka95] qui développe
la question.

Fixons F' un relevement de f. Rappelons seulement que dans le cas ou f posséde des points
périodiques, il existe deux entiers k € N* et m € Z premiers entre eux tels que k est la période de tout
point périodique de f et tels que si 6 est un point périodique de f alors F' k(é) =0+ m.

Soit 61 et #3 deux points périodiques de f tels que f ne possede pas de points périodiques dans I'arc

101; 62[. Fixons 0, et O deux réels tels que 71(91) = 01, (92) =0yet 0< 0 —6y <1.

Remarquons que F¥(0;) —m = 91 et F¥(0y) —m = 05 et que F¥(x) —m # 2 quelque soit x €]6;;6s].

Ainsi 'application G : = € [01, 03] — F¥(z) —m est un homéomorphisme croissant de [f;; 6] tel que
G(z) # z quelque soit  €]6;; 0],

Par le théoreme des valeurs intermédiaires, on en déduit que G(x) — = ne change pas de signe sur

101;605[. Il y a donc deux cas :

¢eG(r)—x>0,Vx 6]51;52[.

Soit donc z €]6;;6[. L’application G étant strictement croissante, la suite (G™(x)) est une suite
de [017 02] strictement croissante majorée par 6. Elle est donc convergente et sa limite est un point fixe
de G cest-a-dire 61 ou 6. Etant strictement croissante, elle converge donc vers f,. Ce qui implique

due nEI-ir-loofnk( ( )) = 2.

L’application G~! est aussi une application strictement croissante et G~!(x) — 2 < 0. La suite
(G~"(x)) est alors strictement décroissante et minorée par 6;. Elle converge vers un point de fixe de
G~ Cest-a-dire de 6 ou 0. Etant strictement décroissante, elle converge donc ers 6,. Ce qui implique
que lim [~ (n(x)) = 6;.

n——+00

Dans ce cas, on obtient que pour tout 6 €]6y; 6], lil}_l fE(0) = 6y et lil}_l F7*(0) = 6s.
e G(z) —x <0, Vaelf;

Un raisonnement similaire au raisonnement utilisé dans le cas précédent montre que pour tout

0 €l6; 60, lim f™*(0) =0y et lim f"%(9) = 6;. O
n—-+00 n—-+00
PROPOSITION 1.6. — Soit f un homéomorphisme du cercle qui renverse l'orientation alors f

posséde exactement deux points fixes. De plus ses points périodiques sont ou des points fixes ou des
points de période 2

Démonstration. — Soit F' un relevement de f. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que
F est un homéomorphisme décroissant de R. En appliquant le théoreme des valeurs intermédiaires a
lapplication F'—id, on sait que pour tout entier k, il existe un réel unique 6y tel que F(0) = 6y + k.
Les points 7(6) du cercle sont alors les points fixes de f. Or par récurrence, et en utilisant le fait que
le degré de f est égal & —1, on vérifie que pour tout entier relatif & :

F(fo—k)=F(o) + k=00 +k=(0p— k) + 2k. (%)
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Par unicité de 6y, on obtient alors que o, = 0y — k. Ce qui démontre :
m(02r) = 7(6p).
De la méme fagon, on obtient que :
Fh—k)=F0)+k=01+1+k= (01 —k)+2k+1.
Ce qui démontre, par unicité de €911, que :

m(O2k+1) = 7(01).

L’application f posséde donc au plus deux points fixes qui sont 7(6y) et 7(61). Il reste & démontrer
que m(fy) et m(61) sont deux points distincts. Dans le cas contraire, c’est & dire si w(6y) = 7(61), il
existe une entier n tel que 6; = 0y + n. Ce qui d’apreés () implique que F'(01) = 61 — 2n. Ceci est
impossible puisque F'(61) = 6 + 1. Par conséquent :

w(0y) # 7(61).

Pour la seconde partie de la proposition, considérons f2 qui est un homéomorphisme du cercle
préservant 'orientation. Le point fixe de f est aussi un point fixe pour f2. D’apres la proposition 1.5,
les points périodiques de f? sont tous des points fixes. Par conséquent les points périodiques de f sont
ou des points fixes ou des points périodiques de période 2. a

EXEMPLE 1.7. Voici 'exemple d’un homéomorphisme du cercle qui renverse I'orientation et qui
posseéde & la fois des points fixes et des points de période 2.

Pour cela, considérons la fonction F' définie sur R dont la restriction sur [0; 1] est représentée par
la courbe C déssinée ci-dessous et qui vérifie la relation F(x + 1) = F(z) — 1 pour tout z € R.

Yy
1
x(1/4)
3/41 N ‘
b =(1/2) )
T
m(3/4)

/4 1/2  3/4
L’application F est un homéomorphisme décroissant de R. Il définit une application du cercle f
vérifiant pour tout réel x la relation fom(z) = 7w o F(x). Cette application f est un homéomorphisme
qui renverse l'orientation. Les points 7(0) et 7(1/2) sont deux points fixes de f alors que 7(1/4) et
7(3/4) sont deux points de période 2 de f. Les autres points du cercle ne sont pas périodiques pour

I’application f.
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2 Résultats généraux de topologie plane

2.1 Correspondances topologiques entre la sphere, le plan et I'anneau

Selon le contexte, il est préférable de travailler dans la spheére, le plan ou I’anneau de facon a
utiliser leurs propriétés topologiques respectives. Mais comment naviguer de I'un a 'autre au sens

topologique c¢’est-a-dire par homéomorphisme 7
L’anneau A = T! x R est homéomorphe & R?\ {0} via ’homéomorphisme suivant :

Hi: A — R2\{0} ) )
(0,7) — (e"cos(2mh),e" sin(276))

ot 6 est un représentant de 6.

- o, A

2 Hy(T" x {0})

~N_ A Tt {0}

v

DEFINITION 2.1. — On appelle anneau tout espace topologique homéomorphe a I'anneau A.

Le plan R? est homéomorphe & S? privé d’un point via la projection stéréographique notée Hy.

N

N est le pole nord.
S est le pole sud.
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REMARQUE 2.2. — Un anneau est homéomorphe & R?\ {0} et & S?\ {S; N}.

2.2 Homotopie et simple connexité

e Définitions

Soit M une surface.

Un arc de M est une application continue injective d’un intervalle de R dans M. L’image d’un
arc « : I — M est notée a(I).

Une courbe de M est une application continue du cercle T! dans M. L’image d’une courbe
v : TY — M est notée ~(T?).
On dit qu'une courbe v est de classe C! si application 7 est de classe C'.

Une courbe simple de M est un plongement (c’est-a-dire une application continue injective)
de T' dans M.

Soit g et 1 deux courbes de M dont les images sont incluses dans une partie X de M. Les
courbes 7y et y; sont homotopes dans X s'il existe une famille de courbes (vs)o<s<1 dont
les images sont incluses dans X et telle que 'application (s,t) € [0;1] x T! + ~4(t) € X est
continue.

La famille (s)o<s<1 est une homotopie entre g et v; dans X.

Soit v une courbe de M dont I'image est incluse dans une partie X de M. La courbe  est un
homotope a un point  dans X s’ il existe une homotopie dans X entre =y et la courbe dont
I'image est réduite au point z.

Soit X un ouvert connexe de M. On dit que X est simplement connexe si toute courbe de
X est homotope a un point dans X.

e Quelques résultats de topologie plane déja connus

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous allons travailler dans la sphere, le plan ou ’anneau.

Pour une démonstration de ces résultats, nous renvoyons a [Nm92].

PROPOSITION 2.3. — La sphére S? et le plan R? sont simplement connexes. L’anneau A ne I'est
pas.

PROPOSITION 2.4. — Soit D un ouvert simplement connexe de S?. L’ensemble S?\ D est connexe.

PROPOSITION 2.5. — Soit F' un fermé connexe de S?. Les composantes connexes de S? \ F sont

des ouverts simplements connexes de S?.
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PROPOSITION 2.6. — Tout ouvert simplement connexe de S? autre que S? lui méme est
homéomorphe & R?.

Comme corollaire des propositions 2.5 et 2.6, nous obtenons le résultat suivant :

COROLLAIRE 2.7. — Soit K un connexe fermé non vide de S?. Les composantes connexes de
S?\ K sont homéomorphes a R2.

PROPOSITION 2.8. — Soit A un anneau inclus dans la sphére S?. L’ensemble S? \ A posséde
exactement deux composantes connexes.

e Ce que 'on peut en déduire d’utile pour la suite

PROPOSITION 2.9. — Soit K un compact connexe non vide de R?. L’une des composantes connexes
de R?\ K est non bornée et homéomorphe a A. Toutes les autres sont bornées et homéomorphes a R2.

Démonstration. — Utilisons Hy ! pour travailler dans S?. L’ensemble K’ = Hy Y(K) est un
compact connexe de S? \ {N}. C’est donc un fermé connexe de S?. D’aprés la proposition 2.5, les
composantes connexes de S? \ K’ sont homéomorphes & R2.

Soit C la composante connexe de S?\ K’ contenant N. L’ouvert C'\ {N} est alors homéomorphe &
R?\ {0} et donc & I’anneau A.

Par conséquent, Ho(C'\ {N}) est une composante connexe de R? \ K homéomorphe & A.

Soit C’ une composante connexe de R?\ K distincte de Ho(C'\ {N}). Elle est I'image par Ho d'une
composante connexe de S?\ K’ qui ne contient pas N. Or cette composante connexe est homéomorphe
a R? et incluse dans le compact S? \ C. La composante C’ est donc bornée et homéomorphe & R2. O

PROPOSITION 2.10. — Soit K et Ky deux fermés connexes non vides de S? disjoints. L’une des

composantes connexes non vides de S?\ (K1UK3) est homéomorphe & A. Les autres sont homéomorphes
a R2.

Démonstration. — Soit C 'ensemble des composantes connexes de S? \ K;. Les fermés K et Ko
étant disjoints et Ko étant connexe, Ko est inclus dans I'une des composantes connexes ¢ de S? \ K7.
Soit C’ I'ensemble des composantes connexes de ¢\ K. L’ensemble des composantes connnexes de
S?\ (K1 U K3) est alors C\ {c} UC'.

D’apres le corollaire 2.7, K; étant un compact connexe fermé non vide de S?, les éléments de C sont
homéomorphes & R2.

En particulier, ¢ est homéomorphe & R2. Ainsi, d’aprés la proposition 2.9, K, étant un compact
connexe non vide de ¢, 'une des composantes connexes de ¢\ Ka est homéomorphe a A, les autres
sont homéomorphes & R2.

Ainsi I'une des composantes connexes de S? \ (K; U K3) est homéomorphe & A, toutes les autres sont
homéomorphes a R2. a
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2.3 Théoréme de Jordan

Nous allons énoncer ce théoreme dans S?, puis dans R? ol nous aborderons la notion d’indice
d’une courbe par rapport a un point et d’orientation positive ou négative d’une courbe du plan.
La preuve de ces résultats peut étre consultée dans [Nm92].

e Dans la sphere

THEOREME 2.11. — Soit v une courbe simple de la sphére, alors S? \ v(T!) posséde exactement
deux composantes connexes dont «(T!) est la frontiére commune.

REMARQUE 2.12. — D’apres le corollaire 2.7, chacune des composantes connexes du complémentaire
d’une courbe simple de la sphére est homéomorphe a R2.

e Dans le plan

Munissons R? de la norme euclidienne usuelle notée || ||.

PROPOSITION ET DEFINITION 2.13. — Soit v : T' — R? une courbe du plan et x ¢ «(T?'), I'indice
de x par rapport a v notée ind(x,~), est le degré de I'application du cercle

T — T!
0 — m(gg)
. s . . . o y(0) —x
ol ¢y est défini & un entier prés par (cos(2wey),sin(2mgy)) = @) =]

Si (7vs)o<s<1 est une homotopie entre deux courbes vy et v et si x est un point du plan tel que
x ¢ v,(T') pour tout s € [0;1] alors ind(x,v) = ind(z,71).

THEOREME 2.14. — Soit y une courbe fermée simple du plan, alors R?\ y(T!) posséde exactement
deux composantes connexes dont v(T') est la frontiére commune. L’une d’elles, appelée intérieur de
~ notée int(7y) est bornée. L’autre, appelée extérieur de y notée ext(vy) est non bornée.

On a de plus pour tout x ¢ v(T!) :
x € int(y) <= ind(z,v) = £1
x € ext(y) <= ind(z,7y) = 0.

REMARQUE 2.15. — D’apres la proposition 2.9, si v est une courbe simple du plan, int(vy) est
homéomorphe & R? alors que ext(y) est homéomorphe & A.

DEFINITION 2.16. — Une courbe simple v est orientée positivement si pour tout x € int(v),
ind(z,vy) = +1.
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2.4 Le théoréme de Schoenflies

Nous allons énoncer deux versions trés classiques du théoreme de Schoenflies dont les preuves
sont données par exemple dans [Nm92] ou dans [Fa]. On peut déduire de ce théoréeme de nombreux
résultats, en particulier il permet de prolonger des homéomorphismes entre des arcs du plan. Pour
cela nous renvoyons aussi a [Fa/.

Nous noterons D le disque unité fermé de R2.

THEOREME 2.17. — Soit vy une courbe fermée simple de la sphére et C' une composante connexe
de S? \ y(T'). II existe un homéomorphisme entre D et C U ~(T%).

THEOREME 2.18. — Soit v et +' deux courbes fermées simples du plan. Tout homéomorphisme
h:~y(T') — ~'(T') se prolonge en un homéomorphisme de v(T') Uint(v) sur 4'(T') Uint(y’) (et donc
en un homéomorphisme de R?).

THEOREME 2.19. — Soit I un intervalle et o : I — R? un arc continu. Il existe un homéomorphisme
h de R? tel que h(t,0) = a(t) quelque soit t € I.

2.5 Etude des courbes d’un anneau

Etudions les caractéristiques topologiques des composantes connexes du complémentaire d’une
courbe simple d’un anneau.

PROPOSITION ET DEFINITION 2.20. — Soit v une courbe simple d’un anneau A. L’ensemble
A\ y(T') posséde exactement deux composantes connexes dont (T1) est la frontiére commune. Deux
cas se présentent :

1. I'une d’elles est relativement compacte et homéomorphe a R?,

2. les deux composantes connexes ne sont pas relativement compacte, elles sont toutes les deux des
anneaux et v n’est pas homotope a un point.

Dans le premier cas, la courbe v est homotope a un point. Dans le second cas, on dit que la courbe
est une courbe simple essentielle de I'anneau.

Démonstration. — L’ensemble A est un anneau. Soit donc h un homéomorphisme entre A et
S2\ {N;S}. D’apres le théoréme de Jordan, S?\ h o ~(T!) posséde deux composantes connexes C; et
Co dont h o y(T?!) est la frontiere commune. D’aprés la remarque 2.12, Cy et Cy sont homéomorphes
4 R2. 11y a deux cas :

1. Les poles N et S appartiennent a la méme composante connexe. Supposons que C; est la
composante connexe de S?\ ho~(T!) ne contenant pas les poles. D’apres la version 2.17 du théoreme
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de Schoentflies, il existe un homéomorphisme entre le disque unité fermé D et C; Uho~(T!). La courbe
h o7 est donc homotope & un point dans S?\ {S, N}. Il en est alors de méme de la courbe v qui est
donc homotope & un point dans A.

De plus O est une composante connexe de S?\ h o y(T!) qui ne contient ni N ni S. Son
adhérence est C; U y(T!). Elle est donc relativement compacte dans S?\ {S,N}. Par conséquent
h=1(C1) est une composante connexe de A\ y(T?) relativement compacte. L’autre composante connexe
est h=1(Cy \ {IV;S}) qui n’est pas relativement compacte.

2. Le pole N appartient a 'une des composantes (Cy par exemple) et le pole S appartient a
Iautre. Dans ce cas les composantes connexes de A\ v(T!) sont h=1(C;y \ {N}) et h=1(C2 \ {S})
lesquels sont homéomorphes & R? privé d’un point c’est-a-dire & 'anneau A. De plus, d’aprés [Nm92]
P195, la courbe h oy n’est pas homotope & un point dans S?\ {N; S} ce qui implique que v n’est pas
homotope & un point dans A.

Les adhérences de C; \ {N} et de Co \ {S} dans S? \ {N;S} sont respectivement égales &
Cy \ {N} U~(T) et & Cy \ {S} U~(T!) qui ne sont pas compactes car ce ne sont pas fermés de
S2. Les composantes connexes h™1(Cy \ {N}) et h=1(Cy \ {S}) de A\ ¥(T') ne sont donc pas relati-
vement compactes.

Dans les deux cas, h o v(T!) est la frontiere commune de C; et Cy. Par conséquent (T!) est la

frontiere commune des deux composantes connexes de A\ y(T!) qui sont les images par h~! de C} et
Cs privées de N et S. O

/7 -—-o N
| \ v \
~ _ -
- - - )
W

7 est une courbe homotope a un point. ~ est une courbe essentielle.

PROPOSITION ET DEFINITION 2.21. — Soit A et B deux anneaux tels que B C A. Il y a deux
cas :

1. Les courbes essentielles de B sont homotopes a un point dans I'anneau A.

2. Les courbes essentielles de B sont aussi des courbes essentielles de A. Dans ce cas, on dit que B
est un sous anneau essentiel de A.
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Premier cas Second cas : B est un sous anneau es-
sentiel de A

PROPOSITION 2.22. — Soit A un anneau et B une partie de A.

1. Si B est un anneau relativement compact dans A alors B\ A posséde exactement deux compo-
santes connexes.

2. Si de plus B est un sous anneau essentiel de A alors les deux composantes connexes de B\ A
sont d’intérieur non vide.

Démonstration. — Montrons tout d’abord le premier point. D’apres la remarque 2.2, 'anneau A
est homéomorphe & S?\ {S; N'}. Considérons donc un homéomorphisme ¢ : A — S?\{S; N}. Le nombre
de composantes connexes de A\ B est égal au nombre de composantes connexes de (S?\ {S; N})\¢(B).
D’apres la proposition 2.8, S? \ ¢(B) posséde exactement deux composantes connexes C; et Cs.
L’anneau B étant relativement compact dans A, ¢(B) est un compact inclus dans S? \ {S; N}. Ainsi
N et S appartiennent & l'ouvert S? \ ¢(B) qui est lui méme inclus dans C; U Cy. Par conséquent N et
S appartiennent a l'intérieur de C7 ou de Cs. Or :

LEMME 2.23. — Soit C une partie connexe de la sphére S?. Si x appartient & I'intérieur de C
alors C'\ {x} est connexe.

Terminons la démonstration de la proposition 2.22 avant de donner une preuve de ce lemme.
Il y a deux cas :

— les poles N et S appartiennent & deux composantes connexes distinctes. Par exemple N € C
et S € (5. Comme N et S appartiennent respectivement a l'intérieur de C; et Cy, d’apres
le lemme ci-dessus, Cq \ {N} et Cy \ {S} sont connexes. Ce sont donc les deux composantes
connexes de (S%\ {S;N}) \ ¢(B).

— les poles N et S appartiennent a la méme composante connexe, C7 par exemple. Il suffit
d’appliquer deux fois le lemme 2.23, une fois pour démontrer que C; \ {N} est connexe, une
seconde fois pour démontrer que (C1\{N})\{S} = C1\{N; S} est encore connexe. L’ensemble
(S2\ {S;N}) \ ¢(B) possede alors deux composantes connexes qui sont C; \ {N; S} et Cs.

L’ensemble A\ B possede donc bien deux composantes connexes.
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Venons en au second point. Nous allons procéder par contraposée. Supposons que 'une des com-
posantes connexes de A\ B est d’intérieur vide, nous allons montrer que B n’est pas un sous anneau
essentiel de A.

Comme 'une des composantes de A\ B est d’intérieur non vide, il en est de méme de 1'une des
composantes connexes de S\ ¢(B). Supposons que c’est C; qui est la composante connexe d’intérieur
vide de S? \ ¢(B). Comme N et S appartiennent & l'intérieur de S? \ ¢(B), ces deux points appar-
tiennent donc & Cy. Ainsi C1 U ¢(B) est inclus dans S? \ {IV; S}. Or, I'ensemble C; U ¢(B) étant égal
a S?\ Oy, il est "le complémentaire d’une composante connexe du complémentaire d’un connexe*.
Ainsi d’apres le théoréeme 3.3 page 78 de [Nm92|, il est connexe. Mais Co est un fermé connexe de la
sphére. Par conséquent d’apres la proposition 2.5, les composantes connexes de son complémentaire
sont simplement connexes. L’ensemble C; U ¢(B) est donc simplement connexe. En réunissant ceci
avec le fait qu N et S n’appartiennent pas a C; U ¢(B), nous obtenons que B est inclus dans un
ouvert simplement connexe de A qui est ¢~(Cy U ¢(B)). Les courbes essentielles de B ne sont donc
pas essentielles dans A. L’anneau B n’est donc pas un sous anneau essentiel de A.

Pour achever la démonstration de la proposition, il reste a démontrer le lemme ci-dessus.

Preuve du lemme 2.23. — Soit 7 > 0, notons D(x,7) = {y € R?, ||z —y| < 7} et D(x,r) =
{yeR? o -yl <r}

Fixons 7 > 0 tel que Hy ' (D(z,r)) est inclus dans C. Posons O = H, '(D(z,r)). C’est un ou-
vert homéomorphe au plan contenant x dont ’adhérence est contenue dans C et dont la frontiére est
connexe.

e L’ensemble C\O est connexe :

Soit O; et O deux ouverts de la sphere tels que C'\ O C (01 UO3) et tels que O1 N Oy est inclus
dans le complémentaire de C'\ O.
L’adhérence de O étant incluse dans C' et O étant ouvert, la frontiere de O est contenue dans C'\ O.
Or la frontiere de O est connexe, elle est donc contenue dans O; par exemple et ne rencontre pas Os.
Ainsi 'ensemble Oy \ O = O3 \ O est ouvert.
Par conséquent C' est contenu dans 1'union des deux ouverts O; U O et Oz \ O. Or d’une part C est
connexe, d’autre part (O U O) N C est non vide car il contient O. Donc O3 \ O ne rencontre pas C.
Ce qui signifie que Oz N (C'\ O) est vide. Dot la connexité de C'\ O.

e L’ensemble O\{z} est connexe :
L’ensemble O\ {z} est connexe car il est homéomorphe & R?\ {0}, O étant homéomorphe & R2.

Or
O\{z} CO\{z} CO\{z}.
Or si A est connexe, tout ensemble compris entre A et 'adhérence de A est connexe. D’ou la connexité

de O\ {x}.

En utilisant les deux points ci-dessus, on obtient que C'\ {z} = (C'\ O) U (O \ {z}) est I'union
de deux connexes dont l'intersection est non vide puisqu’elle contient la frontiere de O. Donc C'\ {z}
est connexe. ]

O

25



2.6 Homéomorphismes préservant I'orientation, surface orientable

e Homéomorphisme de R? préservant ’orientation

Soit z € R? et v une courbe fermée simple du plan tels que z € int(7).

Soit h un homéomorphisme de R2. Considérons la courbe fermée simple h o v. Comme h(z) €
int(h o y) = h(int()), il existe d’apres le théoreme de Jordan ¢ € {—1,1} tel que

ind(h(x),hovy) = ¢ ind(z,~).

Cet entier £ ne dépend pas de la courbe 7 tel que z € int(+y) par invariance de 'indice par homotopie
(cf. la définition - propriété 2.13).

On a de plus ind(z,y) = ind(2/,7) pour tout 2’ € int(y). Par conséquent la fonction x +— ¢ est
localement constante donc constante sur R2.

DEFINITION 2.24. — On dit que h préserve I’orientation si la fonction x — ¢ est égale a 1
sur R2. Sinon on dit que h renverse l’orientation.

On peut étendre cette définition au cas d’un homéomorphisme entre deux ouverts connexes U
et V de R2. Pour = € U, on considére a > 0 assez petit pour que B(x,a) C U puis on procéde comme
ci-dessus en considérant les courbes v fermées simples telles que = € int(y) C B(z,a).

e Surface topologique orientable

Soit M une surface topologique.

Soit A un atlas de M. On dit que A est un atlas orienté au sens topologique si pour toutes cartes
(U,h) et (V, k) de cet atlas, I'application ho k=1 : k(U NV) — h(U N'V) est un homéomorphisme qui
préserve l'orientation.

Si pour la surface M un tel atlas existe, on dit que M est orientable.

Soit A et A’ deux atlas orientés. Les deux atlas A et A’ sont équivalents si pour toutes cartes
(U, h) et (V, k) appartenant respectivement & A et A, 'application ho k™' : k(U NV) — (U NV)
est un homéomorphisme qui préserve 'orientation.

Une orientation de M est une classe d’équivalence d’atlas orientés.

Si M est une surface connexe orientable, orienter M c’est choisir une classe d’équivalence d’at-
las orientés de M. Dans ce cas on dit que M est orientée.

PROPOSITION 2.25. — Si M est une surface topologique orientable connexe alors M admet deux
orientations possibles.
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PROPOSITION 2.26. — Si (M, w) est une surface symplectique alors M est une surface topologique
orientable au sens topologique.

Preuve rapide. — La surface M étant symplectique, elle est orientable au sens différentiable c’est-
a~dire qu’il existe un atlas de cartes différentiables dont les changements de cartes ont un jacobien
positif. Or d’aprés [Nm92], un difféomorphisme entre deux ouverts de R? dont le jacobien est positif,
préserve l'orientation au sens topologique. La surface M est donc orientable au sens topologique. W

¢ Homéomorphisme d’une surface orientée préservant ’orientation

DEFINITION 2.27. — Soit M une surface topologique orientée et f un homéomorphisme de M. On
dit que f préserve l'orientation si pour tout atlas orienté A, I'atlas {(U, f o h)|(U, h) € A} appartient
a la classe d’équivalence d’atlas orientés définie par A.

REMARQUE 2.28. — Un homéomorphisme f préserve 'orientation dés qu’il existe un atlas A tel
que A et Patlas {(U, f o h)|(U, h) € A} définissent la méme classe d’atlas orientés.

REMARQUE 2.29. — Soit (M, w) une surface symplectique et f un difféomorphisme symplectique
de M alors f préserve 'orientation au sens topologique.

2.7 Arcs et courbes orientés

e Coté gauche et coté droit d’un arc du plan

Soit I =]a;b[ un intervalle de R2. Soit a : I — R? un arc continu.

Soit U un voisinage de «(I). On peut définir le c6té gauche et le coté droit de a(I) dans U. Pour
cela, on prolonge a & l'aide du théoréme 2.19 (qui est, rappelons le, une conséquence du théoreme de
Schoenflies), en un plongement ouvert h :]a; b[x] —1;1[— M a valeurs dans U, préservant I'orientation
et tel que h(t,0) = a(t) pour tout t €]a;b[. La région h(]a;b[x]0;1]) est le coté droit de («, I) dans U
alors que la région h(]a;b[x] — 1;0[) est le coté gauche de (o, I) dans U.

1 a 1 coté gauche coté droit

On peut vérifier que si k est un autre prolongement de o préservant ’orientation, les notions de
gauche et de droite définies & l'aide de k coincident avec celles définies a l'aide de h dans le sens ou
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si K est un compact de ]a;b[ et € est un réel strictement positif qui vérifient que k(K x| — &;¢[) est
inclus dans h(]a; b[x] — 1;1[) alors :

k(K x] —&;0[) C h(la;b[x] — 1;0]),

k(K x]0;[) € h(]a; b[x]0; 1]).

coté droit coté droit

De plus si 3 : J — R2 est tel que 3(J) = a(I) et tel que a1 oB: J — I est un homéomorphisme
croissant alors les cotés gauches et les cotés droits de (o, I) et (3,J) coincident.

e Coté gauche et c6té droit d’une courbe fermée simple d’une surface

Soit M une surface topologique orientée.
Tout d’abord généralisons au cas d’un arc continu inclus dans une carte de M.

Soit (U, h) une carte de M telle que h : U C M — h(U) C R? est un homéomorphisme qui
préserve l'orientation et o : I — M un arc continu.

D’apres ce qui a été ci-dessus a propos de la gauche et de la droite d’un arc, on sait ce qu’est le
coté gauche et le coté droit de (h o a,I). Le coté gauche et le coté droit de (o, I) sont alors respecti-
vement les images réciproques du coté gauche et du coté droit de (ho a,I).

On peut vérifier que le co6té gauche et le co6té droit de (a,I) ainsi définis ne dépendent pas de
I’homéomorphisme h pourvu qu’il préserve 'orientation.

Soit y : T' — M une courbe fermée simple.

Soit (U, hi)icz/pz une famille finie de cartes et (a;; b;);cz/pz étant une famille de couples de points
du cercle :

— Vi € Z/pZ, U; N y(TY) = v(Jas; bi]),

— les h; : U — h;(U;) sont des homéomorphismes préservant 1’orientation,

-ymcv= |J U

1€Z/pZ

La gauche (respectivement la droite) de v dans U est alors 'union des c6tés gauches (respecti-
vement des cotés droits) des arcs (7, |a;; bi[)-

Cette définition de gauche et de droite d’une courbe fermée simple ne dépend pas des cartes
(Ui, h;) pourvu que les applications h; préservent l'orientation.
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De plus si 7' : T! — M est une courbe fermée simple telle que 7/(T!) = 7(T') et 7' 0 est un

homéomorphisme du cercle préservant ’orientation alors les cotés gauches et les cotés droits de v et
de 7/ coincident.

REMARQUE 2.30. — Si f est un homéomorphisme de M qui préserve L'orientation et v : Tt — M
est une courbe fermée simple, I'image par f de la gauche (respectivement de la droite) de 7 est la
gauche (respectivement la droite) de f o~.

e Courbe fermée simple invariante par un homéomorphisme

Soit M une surface.
Soit y : T' :— M une courbe fermée simple et f un homéomorphisme de M.

— On dit que f laisse invariante la courbe v ou que la courbe v est invariante par f si

F((Th)) = A(T).

— Si 7 est une courbe invariante par f, I’application f préserve 1’orientation de la courbe v
si v~ o f o~ est un homéomorphisme du cercle préservant I'orientation. Dans le cas contraire,
I’application f renverse 'orientation de la courbe ~.

REMARQUE 2.31. — Soit f un homéomorphisme de M et v : T' — M une courbe fermée simple
invariante par f. L’application f? = f o f préserve toujours l’'orientation de la courbe 7.

REMARQUE 2.32. — Si f est un homéomorphisme de M qui préserve lorientation et ~ :
T! — M est une courbe fermée simple invariante par f sur laquelle f préserve lorientation, la gauche
(respectivement de la droite) de f o~y coincide avec la gauche (respectivement la droite) de ~.

Voici un résultat que 1'on obtient tres facilement a partir de la proposition 1.5 :

PROPOSITION 2.33. — Soit M une surface et f un homéomorphisme de M. Soit y : T' — M
une courbe fermée simple invariante par f. Si f préserve I'orientation de y et si f posséde des points
périodiques sur «(T!) alors tous les points périodiques de f sur cette courbe admettent la méme
période.

Démonstration. — L’application f préserve I'orientation de 7 et posséde des points périodiques
sur (T!). Par conséquent, I’application 7~ o f o 4 est un homéomorphisme du cercle présevant
Iorientation et posséde des points périodiques. D’apres la proposition 1.5, tous les points périodiques
de v~'o foy ont la méme période. Il en est donc de méme pour les points périodiques de f appartenant
ay(Th). O

De la méme fagon, on déduit de la proposition 1.6, le résultat suivant :

PROPOSITION 2.34. — Soit M une surface et f un homéomorphisme de M. Soit vy : T' — M
une courbe fermée simple invariante par f. Si f renverse 'orientation de v alors f posséde exactement
deux points fixes sur y(T'). De plus, les points périodiques de f sur v(T') sont ou des points fixes ou
des points de période 2.
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Lo foryest

Démonstration. — Comme f renverse l'orientation de la courbe ~, 'application v~
un homéomorphisme du cercle renversant ’orientation.
D’apres la proposition 1.6 cette application possede exactement deux points fixes et ses points périodiques
sont ou des points fixes ou des points de périodes 2. Il en est donc de méme pour I'application f sur

~Y(TH). 0

e Etude des images des composantes connexes du complémentaire d’une courbe fermée
simple d’une surface par un homéomorphisme d’une surface préservant ’orientation

Soit f un homéomorphisme du plan et v : T! — R? une courbe fermée simple invariante par f.

Le théoreme de Jordan nous assure que R?\(T!) posséde exactement deux composantes connexes
dont 'une est relativement compacte I’autre non. Par conséquent ces composantes connexes sont cha-
cune invariante par f.

Ce raisonnement ne convient plus dans le cadre de la sphére ou dans le cadre de ’anneau lorsque
v n’est pas une courbe essentielle.

EXEMPLE 2.35. Considérons la sphere S? = {(z,y,2) € R3, 22 + ¢y + 22 = 1}.

Soit f la symétrie par rapport au plan d’équation z = 0, f est un homéomorphisme de la sphere.
Considérons la courbe « fermé simple de la sphere définie par

v ™ — §2
0 +—— (cos(6),sin(h),0)

Les deux composantes connexes de S2\ v(T!) sont C, = {(z,y,2) € S? | z > 0} et C_ =
{(z,y,2) €8 | z <0}

La courbe 7 est invariante par f et les deux composantes connexes de S?\ (T!) sont échangées
par f.

EXEMPLE 2.36. Considérons I'anneau A = {(x,y,2) € R?, 22 +y? = 1}.

Soit f la symétrie par rapport au plan d’équation z = 0, f est un homéomorphisme de I’anneau.
Considérons la courbe « fermé simple de 'anneau A définie par

y: TV — A
0 +—— (cos(6),sin(h),0)

Les deux composantes connexes de A\ y(T') sont C; = {(z,y,2) € A |z > 0} et C_ =
{(z,y,2) € A| z < 0}.

La courbe ~ est une courbe essentielle de A invariante par f et les deux composantes connexes
de A\ v(T') sont échangées par f.

On peut se demander ce que l'on doit supposer sur 'homéomorphisme f pour s’assurer que f
préserve les composantes connexes du complémentaire d’une courbe.
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Remarquons que dans les deux exemples traitées ci-dessus, f oy = . Le coté gauche et le coté
droit de v coincide respectivement avec le coté gauche et le coté droit de fo~y. Or C4 [respectivement
C_] est la composante connexe de M \ v(T') (M = S? ou A) qui contient le coté gauche [respective-
ment droit] de v. Comme f échange C et C_, f envoie le coté gauche sur le coté droit de la courbe
~v. D’apres la remarque 2.30, f ne préserve pas l'orientation de la surface.

FEn réunissant les remarques 2.30 et 2.32, on obtient le résultat suivant :

PROPOSITION 2.37. — Soit M une surface orientée et f un homéomorphisme de M préservant
Porientation. Soit v : T' — M une courbe fermée simple invariante par f sur laquelle f préserve
Dorientation.

Si M\ ~(T') posséde deux composantes connexes dont v(T!) est la frontiére commune alors f préserve
chacune de ces composantes connexes.

Plus précisément voici ce que 1'on obtient en utilisant un anneau voisinage d’une courbe v et
pour lequel v est une courbe essentielle.

Notation : Soit v une courbe fermée simple d'un anneau A. L’ensemble A \ v(T!) posseéde deux
composantes connexes, ['une correspond au coté droit 'autre au coté gauche de la courbe . Notons
Ag la composante a droite de v et A, la composante a gauche de .

PROPOSITION 2.38. — Soit M une surface orientée et f un homéomorphisme de M préservant
Porientation. Soit v : T' — M une courbe fermée simple invariante par f sur laquelle f préserve
Porientation.

Soit A et B deux anneaux inclus dans M voisinages de v(T?!) tels que B est un sous anneau essentiel
de A. On suppose que ~y est une courbe essentielle de B (et donc de A) et que f(B) C A.
Alors f(Bg) C Aq et f(By) C Ag.
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REMARQUE 2.39. — Tous les résultats énoncés ci-dessus pour des homéomorphismes d’une
surface préservant 'orientation sont vrais pour des difféomorphismes symplectiques d’une surface
symplectique, puisque d’apres la remarque 2.29 un difféomorphisme symplectique préserve 1’orientation
au sens topologique.

3 Construction d’une famille dénombrable d’anneaux constituant une
base de voisinages d’une courbe simple quelconque sur une surface
orientable.

Soit M une surface topologique orientée.

Le but de cette partie est de construire une famille dénombrable d’anneaux inclus dans M telle
que pour toute courbe 7 fermée simple de la surface et pour tout voisinage U de (T?!), il existe un
anneau de cette famille dont 7 est une courbe essentielle et qui est un voisinage de «(T!) inclus dans
U. Voici les deux étapes de la construction :

1. Etant donnés une courbe v fermée simple et un voisinage U de «(T'), construire un anneau A
contenu dans U dont v est une courbe essentielle.

2. Puis a l'aide d’une triangulation de la surface, construire une famille dénombrable d’anneaux
dont nous montrerons pour une courbe fermée simple quelconque, en nous plagant dans un
anneau construit a la premiere étape, qu’elle forme une base dénombrable d’anneaux.

3.1 Construction d’un anneau voisinage d’une courbe simple

THEOREME 3.1. — Soit M une surface topologique orientée, v : T' — M une courbe fermée
simple et U un voisinage de v(T'). II existe A un ouvert homéomorphe & I'anneau A inclus dans U
contenant v(T') et pour lequel «y est une courbe essentielle.

Démonstration. — En utilisant le principe décrit au paragraphe §2.5 pour définir le c6té gauche
et le coté droit d’'un arc orienté, on peut construire au voisinage d’un point 6 du cercle un plongement
ouvert pg : Igx]| — 1;1[— M préservant 'orientation tel que py(t,0) = ~(t) pour tout t € Iy, Iy étant
un arc contenant 6 et tel que py(Iyx] — 1;1[) N y(Th) = v(Iy).

Soit ag et by deux points de Iy tel que ap < 6 < by. Posons Uy = pg(Jag; bg[x] — 1;1[) puis hy
I’homéomorphisme défini sur |ag; bg[x] — 1; 1] & valeurs dans Uy par hg(z) = pg(z).

En utilisant la compacité de v(T'), on obtient une famille finie d’ouverts (U;);cz pz. de M, une

famille finie d’applications (h;);cz/pz et une famille de couples de points du cercle (a;, b;);cz/pz, telles
que :
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— h; est un homéomorphisme de Ja;; b;[x] — 1; 1] sur U; préservant I'orientation,
— h;i(6,0) = ~(0), pour tout 0 €]a;; b;[x{0}.
De plus, quitte a réordonner les a; et le b; et a en supprimer certains, on peut supposer a; < b;_1 < @;41.

Soit ¢;, d; des points du cercle tels que a; < ¢; < d; < bj—1. Ainsi les y([¢;;di]), @ € Z/pZ, sont
deux a deux disjoints et inclus dans U; N U;—1. Or pour tout i € Z/pZ, v([¢;; d;]) = hi([ei; d;] x {0}).
Il existe donc € > 0 tel que :

— pour tout i € Z/pZ, hi([ci;d;] x [—e;¢]) CU; N Uj—1,

— les compacts h;([c;;d;] x [—€;¢]), i € Z/pZ, sont deux a deux disjoints.

'y(a_g) ~ ’Y(b})\

Nous disposons d’une famille de plongements h; :]¢;;d;[x] — €;e[— M dont les images sont des
voisinages de chaque v(|c;; d;[) et telle que y(t) = h(t,0) sur Vt € Je;; d;.
h;
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Le probleme est de “recoller” les h; pour obtenir un plongement h : Tx] — ;e[— M (peut étre en
réduisant ¢) dont 'image est un voisinage de v(T!) et qui coincide avec v sur T x {0} (au sens ou
h(0,0) = ~(0), V8 € T*).
11 suffira alors de poser :

A= h(T'x] — &;¢[).

L’ensemble A est alors un voisinage de «(T!) = h(T x {0}) homéomorphe & A. La courbe 7 est
une courbe essentielle de A puisqu’elle est 1'image par h de la courbe essentielle § € T' — (6,0) de
Tix] — ¢l

Fixons i € Z/pZ et plagons nous dans [a;; b;] x [—1;1].
Remarquons que par construction de ¢;y1, diy1, et €, les deux connexes [c;;d;| X [—e;¢] et hi_l o
hit1([cit1; div1] X [—€;€]) sont disjoints et inclus dans |a;; b;[x] — 1; 1[. Notons :
K" =h; " o hiv1([civa; dia] % [05¢]),

Kz_ = hl_l o hi+1([ci+1§ di—i—l] X [_6; 0])

Comme h; et h;41 sont deux homéomorphismes qui préservent 'orientation, K Z+ est inclus dans [a;; b;] X
[0; 1 et K est inclus dans [a;; b;] x]—1; 0]. Nous renvoyons au dessin ci-dessous pour une représentation
de chacun de ces éléments.

Voici un lemme qui “recolle” l'identité sur [c;; d;] x [—¢;¢] et h; ' o hiyy sur [ciy1;div1] X [—¢;¢] dans
Jai; bi[x] — 1;1[.

LEMME 3.2. — II existe un homéomorphisme ¢; :]a;; b;[x] — 1; 1[—]a;; b;[x] — 1; 1] tel que :
— ¢; = id sur [¢;;d;] X [—¢;€]U]a;; bi[x{0},
— ¢ = hi_1 o hjy1 sur [ci41;di1] X [—¢€;¢€].

Terminons la construction de ’homéomorphisme h avant de donner une preuve de ce lemme,
preuve qui s’appuie sur le théoreme de Schoenflies.

Posons H; :]a;; b;[x] — 1;1[— U; défini par H; = h; o ¢;.

L’application H; est un homéomorphisme qui coincide avec h; sur [¢;;d;] X [—¢€;¢€] et avec hitq
sur [ci41;div1] X [—€;€]. Remarquons que H; restreinte a Ja;; b;[x{0} coincide avec Vyasibill-

Posons h : T' x] —e;e[— M défini par h(z) = H;(z) si z € [d;; diy1]x] — ;€[ pour tout i € Z/pZ.
L’application h est définie et continue car H; = h; sur {d;} x| —e; e[ et H; = hjyq sur {d;+1} %] —e;¢].
De plus elle coincide avec v sur T x {0}.

En outre h est une application ouverte car h coincide au voisinage de tout point de T!x] — &;¢[ avec
un homéomorphisme entre un ouvert de T'x] — &; [ et un ouvert de [J;cz, spz. Ui

Pour que h soit un plongement, il manque le fait que h soit injective ce que nous allons obtenir en
réduisant son ensemble de définition.

Soit i € Z/pZ, les arcs h([d;;cix1] x {0}) = y([ds; cix1]) et h([di+1;¢]) x {0}) = v([dit1; ¢]) sont des
compacts disjoints. Il existe donc un réel ¢/, 0 < &’ < ¢, tel que pour tout i € Z/pZ :

h(ldi; cira]x] = €5 ') N A(digas il x] — €5 = 0. (%)

Soit donc x et y deux points de T!x] — &’;¢'[ tels que h(z) = h(y). En utilisant () et le fait que les
h([ci; di]x] — €'5€'[) i € Z/pZ sont deux & deux disjoints (car h restreinte a [c;; d;]x] — &’; €[ coincide
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avec h;), nous allons vérifier qu’il existe k € Z/pZ tel que x et y appartiennent [cg; dp11]x] —€’;€[. Or
sur cet ensemble h coincide avec Hj laquelle est injective. Donc x = y. Par conséquent, h restreinte a
Tx] —&';€'[ est injective.

Démontrons donc qu'’il existe k € Z/pZ tel que x et y appartiennent & [cx; dy1]x] —€’;€/[. Il y a deux
cas :

1. Il existe k et j dans Z/pZ tels que x € [c; d| x| —€';5€'[ et y € [¢j;d;]x] —€';€/[. Or les ensembles
h([er; di)x] —€';€'[ et h([cj; dj]x] —€’;€'[ sont disjoints si k # j. Or h(xz) = h(y) donc k = j. Par
conséquent z et y appartiennent tous les deux & [cg; di| x| —€’;€'[ et done & [c; dpyq]x] —€’5€[.

2. Tl existe k dans Z/pZ tel que x (ou y) appartient & [dg; cpr1]x]|—¢’;€'[. D’apres (%), y n’appartient
pas & [di11; x| x] —€’;€'[. Par conséquent y € [cx; diy1]x] —€’;€'[. La aussi z et y appartiennent
tous les deux & [ex; diy1]x] — €5 €[

Reste donc a donner une preuve du lemme ci-dessus.

Preuve du lemme 3.2. — Reprenons le schéma ci-dessous.

e Soit 'y la frontiere de 'ouvert C; en gris foncé sur la figure 1 du schéma ci-dessous et y; I'arc
formé par de la frontiere de [¢;+1;d;t1] X [0;¢] inclus dans Cy. (fig 1.)

e Soit ['s la frontiere de 'ouvert Cy en gris clair sur la figure 1 du schéma ci-dessous et 2 l'arc
formé par la frontiere de [cj+1;di+1] X [—¢€;0] inclus dans Cy. (fig 1.)

e Soit Ay la frontiere de 'ouvert Dy en gris foncé sur la figure 1 du schéma ci-dessous et \; l'arc
formé par la frontiere de K" inclus dans D;. (fig 2.)

e Soit As la frontiere de 'ouvert D5 en gris clair sur la figure 1 du schéma ci-dessous et Ay 1'arc
formé par la frontiere de K inclus dans D». (fig 2.)
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fig 1.

A id hi'ohiy Pi

Posons a; : I'y — Ay défini par a3 =id sur I'1 \ 11 et a1 = hi_1 o hjy1 sur 7.
D’apres la version 2.18 du théoréeme de Schoenflies, il existe a; : C; — D; un homéomorphisme tel
que a1 = aq sur I'y.

Posons ay : T'y — Ay défini par ag = id sur T's \ 72 et ay = hi_l o hjy1 sur 7.
D’apres la version 2.18 du théoreme de Schoenflies, il existe as : Co — Dy un homéomorphisme tel
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que G = ag sur I's.

Remarquons que a3 = ag = id sur C1NCo = ([ag; ¢;]U[ds; ¢i11]U[dit1; b)) X {0} et sur la frontiere
de [al,bz] X [—1; 1]

Posons :
a: CitUCy; — C1UC,

. aj(z) sixz ey
. ag(x)  six € Cs.

L’application « est un homéomorphisme de Cy U Cs tel que :
— « =id sur la frontiere de [¢;;d;] X [—€;€] et sur la frontiere de [a;; b;] X [—&;¢€],
- a= hi_l o hiy1 sur la frontiere de [cj41;di+1] X [—¢;¢€].

Posons :

Git aiib] X [-1:1] — ag; b] x [-151]
a(x) siz e ChUCy
x — x six € [e;;d;] X [—&;¢€]
Vohgi(z)  sia€leig;digt] x [—€;€).
L’application ¢; est alors un homéomorphisme de [a;;b;] x [—1;1] qui coincide avec lidentité sur la
frontiere de [a;; b;] X [—e;e]. Si l'on restreint ¢; & Jas; bi[x] — 1;1[, on obtient un homéomorphisme de
Jai; bi[x] — 1;1[.

Considérons alors ¢; la restriction de ¢; & Jaj;bi[x] — 1;1[ & valeur dans le méme ensemble.
Cette application ¢; convient. En effet d’une part elle coincide avec l'identité sur [¢;;d;] X [—¢;¢] par
construction et sur |a;; b;[x{0} parce que :

— ¢; = a =1id sur (Ja;; ¢;) U [di; cit1] U [dig1; bi[) x {0},

- ¢ = hi_l ohit1 = id sur [¢;41;d;11] x {0}, les applications h; et h;11 coincidant toutes les deux

avec 7y sur [¢iq15diq1] x {0}
D’autre part, par construction 1a aussi, ¢; = hi_l o hjy1 sur [ci41;diq1] X [—¢€;¢€]. |

3.2 Triangulation d’une surface

Dans ce paragraphe, nous renvoyons a [Mo77] pour plus de détails et pour une preuve des résultats
énoncés.

e Simplexe et complexe euclidien

Plagons nous dans R™.

37



— Soit V' C R™, V est convexe si quelque soit v et w deux points de V', V contient le segment
vw = {tv+ (1 —t)w : t € [0;1]}.

— Soit X C R™, I’enveloppe convexe de X est le plus petit convexe au sens de I'inclusion qui
contient X. C’est l'intersection de tous les convexes qui contiennent X.

— Soit V' = {wp, ..., v, } un ensemble de n + 1 points affinements indépendants de R™ (n < m),
I’enveloppe convexe de V', notée vyv1...v,, est un simplexe de dimension n de R™. On note
dim(vgvy...v,,), cette dimension.

— Les points de V sont les sommets du simplexe vgvy...v,.
— L’enveloppe convexe d’un sous ensemble non vide W de V est une face de vgv;...v,.

— Si W contient exactement deux éléments de V', 'enveloppe convexe de W est une aréte de
voV1...Un. Une face ou une aréte d’un simplexe sont eux méme des simplexes de R™.

— Un complexe euclidien est une collection K de simplexes dans R™ telle que :
1. K contient toutes les faces de tous les éléments de K.
2. Si o et 7 appartiennent & K et 0 N7 # ) alors 0 N 7 est une face a la fois de o et de 7.

3. Pour tout 0 € K, il existe U un voisinage de o qui n’intersecte qu'un nombre fini
d’éléments de K.

La dimension d’un complexe euclidien est la plus grande des dimensions des simplexes qui le

composent.
REMARQUE 3.3. — Un complexe euclidien possede un nombre au plus dénombrable d’éléments.
Notation : Si K est un complexe euclidien, on note |K| = U 7 muni de la topologie induite par

TeK
la topologie usuelle de R™.

— Soit K et K’ deux complexes euclidiens de R™. Si |K| = |K’| et si pour tout o de K, il existe
7 € K tel que o est inclus dans 7, on dit que K’ est un sous complexe de K. On note K/ < K.

— Soit K un complexe euclidien, ||K|| = sup(diam(o)) ou diam(c) = sup d(z,y) est le diametre
O'GK IE,yEO’
de o.

e Complexes euclidiens et surfaces : propriétés

THEOREME 3.4. — Soit M une surface, il existe (K, )nen une suite de complexes euclidiens de
dimension 2 tels que :

1. Y(n,m) € N2, |K,| = | Ky,
2. Vn S N, Kn+1 < Kn’

3. lim ||Kn| =0,
4

n—-4oo

. il existe un homéomorphisme f de |K| sur M ou |K| = |K,|, Vn € N.
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Soit n € N, on dit que K, est une triangulation de M. Remarquons que |K,| est une variété
de dimension 2 sans bord.

Commentaire sur la preuve du théoréme 3.4. — Dans [Mo77], il est démontrer que toute surface
admet une triangulation K. En observant précisément la preuve, on peut construire K de telle sorte
que || K| est inférieur & 1. La suite (K,) telle qu’elle est décrite dans le théoreme 3.4, est alors définie
par récurrence :

1. On pose Ky = K.
2. Soit n un entier naturel, supposons avoir construit complexe euclidien K,. On obtient K,

en prenant une "subdivision barycentrique” de K. Voici un schéma qui représente K,;1 en
fonction de K, :

Les arétes de K, sont représentées en trait continu, alors que les arétes de K, 11 sont les seg-
ments en tait continu qui relient les sommets de K, et les milieux des arétes de K,,, ainsi que
les segments en trait pointillé.

Pour une définition précise, nous renvoyons & la page 45 de [Mo77]. On démontre alors que

| Kpt1]| est inférieur ou égale a 3 | K-

Ainsi pour tout n entier naturel :
2 2
1l < G IKoll < ()"

Ce qui démontre que lim | K,| =0. [ |
n—-400

PROPOSITION 3.5. — Soit K un complexe euclidien tel que | K| est une variété de dimension 2.
Alors K est ’ensemble de ses simplexes de dimension 2 et de leurs faces.

REMARQUE 3.6. — Remarquons que dans le cadre de la proposition ci-dessus :
- |kl= |J 7
TeK
dim 7=2
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— Chaque simplexe de dimension 1 est inclus dans exactement deux simplexes de dimension 2
de K.

— La frontiere d’un simplexe de dimension 2 est I'union de ses arétes. Elle est de plus égale a
la frontiere de l'intérieur de ce simplexe. Ce qui implique que I'adhérence de 'intérieur d’un
simplexe coincide avec ce simplexe.

PROPOSITION 3.7. — Soit K un complexe euclidien tel que |K| est une variété de dimension 2.
Soit x € K. Alors U T est un voisinage de x.
TEK
TET

Démonstration. — Considérons F' = {7 € E,z ¢ 7} puis |F| = U 7. Alors | K|\ |F| est inclus
TeF
dans U 7 et contient x. Il suffit donc de démontrer que |F'| est fermé pour conclure que U T est un

TEK TEK
TET TET

voisinage de x.

Soit y un point de I'adhérence de F'. Par définition d’un complexe, il existe O un ouvert contenant y
qui rencontre seulement un nombre fini de simplexes. En particulier, il rencontre seulement un nombre
fini de simplexes appartenant a F'. Comme y appartient a ’adhérence de F', ’ensemble des simplexes
appartenant a F' rencontrant O est non vide.

Soit 71, ..., 7 les simplexes appartenant & F rencontrant O.
k

L’ouvert O \ U 7; est un ouvert inclus dans le complémentaire de F' et y appartient a ’adhérence de
i=1
k
F', donc y n’appartient pas a cet ouvert. Par conséquent y € U Ti.
i=1
Or les simplexes 7, ..., 7, appartiennent & F. Donc y appartient a F. Ainsi ’adhérence de F' coincide

avec F', ce qui prouve que I est fermé. O
REMARQUE 3.8. — Dans le cadre de la proposition ci-dessus, si z € |K| alors :
Ur= U -
TeEK TeK, x€T
zE€T dim 7=2

3.3 Construction d’une famille dénombrable d’anneaux constituant une base de voisinages d’une
courbe quelconque

THEOREME 3.9. — Soit M une surface. Il existe B une famille dénombrable d’ouverts de M
homéomorphes a I’anneau A telle que pour toute courbe simple v : T — M, pour tout voisinage V
de v(T%), il existe A un élément de B tel que :

B ’7(T1) - A - V’
— la courbe «y est une courbe essentielle de A.
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Démonstration. — Soit (K, )nen une famille de complexes et f un homéomorphisme entre |K| =
| K| et la surface M donnés par le théoreme 3.4.

Soit n € N, considérons I',, 'ensemble des unions d’'un nombre fini d’arétes et de sommets de
K,.

Considérons I" I'union des I';, puis f(I') I'ensemble des images par f des éléments de I'. Remar-
quons que f(T') est au plus dénombrable puisque d’apres la remarque 3.3, chacun des K, l'est.

Enfin, posons B ’ensemble des ouverts de M homéomorphes a 'anneau A et dont la frontiere
est un élément de f(T'). Il s’agit & présent de démontrer que B est 1’ensemble qui nous intéresse,
c’est-a-dire :

1. que B est au plus dénombrable,

2. si y: T — M est une courbe fermée simple et si U est un voisinage de (T!), il existe A € B
tel que A est un voisinage de (T!) inclus dans U et tel que 7 est une courbe essentielle de A.

e L’ensemble B est au plus dénombrable

Commencons tout d’abord par un résultat purement topologique.

LEMME 3.10. — Soit X un espace topologique séparable et F' un fermé de X alors F est la
frontiére d’un nombre au plus dénombrable d’ouverts connexes.

Preuve . — La preuve de ce résultat s’appuie sur les deux résultats suivants.
Sous LEMME 3.11. — L’ensemble des composantes connexes de X \ F' est au plus dénombrable.

Preuve du sous lemme 3.11. — L’espace topologique X est séparable. Soit donc D une partie
dense de X dénombrable. Considérons C 1’ensemble des composantes connexes de X \ F' puis :

®: DN(X\F) — C
x —— O tel que z € O.

L’application ® est définie car les éléments de C sont deux & deux disjoints. De plus ® est surjective
car D est dense et les éléments de C sont des ouverts de X. Donc C est au plus dénombrable.

Voici tout d’abord un résultat topologique utile pour la preuve. Nous retrouverons ce résultat
un peu plus loin :

SOuUSs LEMME 3.12. — Soit F' une partie fermée non vide d’un espace topologique X.
Si O est un ouvert connexe non vide qui ne rencontre pas F' et dont la frontiére est incluse dans F,
alors O est une composante connexe de X \ F'.

Preuve du lemme 3.12. — L’ouvert O ne rencontrant pas F, il est inclus dans le complémentaire
de F'. Or il est connexe, il existe donc C' une composante connexe de X \ F' qui contient O. L’adhérence
de O est incluse dans O U F. Par conséquent, C'\ O est égale & C'\ O car F N C = (). Cet ensemble
C est donc I'union de deux ouverts C'\ O et O. Or C est connexe. Donc I'un de ces ouverts est vide.
Mais O n’est pas vide par hypothese. Par conséquent, c’est I’ensemble C'\ O qui est vide. Ainsi C' = O
et O est une composante connexe de X \ F.

Ce qui permet de terminer la preuve. En effet, d’apres le sous lemme 3.12, tout ouvert connexe
dont la frontiere est F' est I'une des composantes connexes de X \ F. Or d’apres le sous lemme 3.11,
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I’ensemble de ces composantes est au plus dénombrable. Le fermé F est donc la frontiere d’un nombre
au plus dénombrable d’ouverts connexes. |

Les éléments de f(I') sont des fermés. D’apres le lemme ci-dessus, chacun est la frontiére d’un
nombre au plus dénombrables d’ouverts connexes, a fortiori d’ouverts homéomorphes a A. Or f(I")
est au plus dénombrable. Donc B est plus dénombrable.

e Si y:T! — M est une courbe fermée simple et si U est un voisinage de (T!), il existe
A € B tel que A est un voisinage de (T') inclus dans U et tel que 7 est une courbe
essentielle de A

Soit v : T' — M une courbe fermée simple et U un voisinage de v(T'). D’apres le §3.1 de ce
chapitre, on peut supposer que U est homéomorphe a A et que v est une courbe essentielle de U. Nous
allons construire un élément A appartenant a B qui convient en utilisant des lemmes que nous allons
énoncer au fur et a mesure et que nous prouverons a la fin de ce paragraphe.

Posons :
V= f_l(U) - ’K‘7

e = min{d(z,y) |z € f'(y(T")),y € |[K|\ V}.

L’ensemble V est ouvert donc | K|\ V est fermé. De plus f~1(v(T!)) est compact. Le réel ¢ est donc
strictement positif. Comme la suite (||K]|,,)nen est une suite qui converge vers 0, il existe un entier

n € N tel que || K,|| < g
Posons :
E={re K,|dim(r)=2,7N f_l(’y(Tl)) # 0}.

LEMME 3.13. —siT€ E alorst CV.

Posons F' = U T qui est inclus dans V.
TeE

LEMME 3.14. — L’ensemble F est un voisinage compact connexe de f~!(y(T')) dans |K|. De
plus int(F) = F.

Analysons le complémentaire de F' dans V.

LEMME 3.15. — L’ensemble V' \ F posséde deux composantes connexes I et F» homéomorphes
a l'anneau. De plus la frontiere de V' \ (F} U Fy) est une union finie d’arétes ou de sommets de K,
inclus dans V.

Soit C' la composante connexe de 'ouvert V \ Fy U F qui contient f~1(y(T')). Cet ensemble C
est un voisinage de f~!(y(T!)) inclus dans V.

LEMME 3.16. — L’ensemble C est un anneau dont f~' o~ est une courbe essentielle.

LEMME 3.17. — La frontiére de C' est une union finie d’arétes et de sommets de K,,.
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Posons A = f(C). Cet ensemble est un voisinage de ~(T!) inclus dans U. D’apres les deux
lemmes ci-dessus, il est homéomorphe & I'anneau et sa frontiere qui est 'image par f de la frontiére
de C appartient a f(I'). Par conséquent :

AeB.

De plus, la courbe f~1 o~ étant une courbe essentielle de C, la courbe 7 est une courbe essentielle de A.

Reste a prouver les cinq lemmes ci-dessus.

Preuve du lemme 3.13. — Soit 7 € E et = € 7. Le simplexe 7 rencontre f~!(y(T!)) et
diam(7) < | K| < 1/n <e.

Donc :
d(m,f_l(’y(']l‘l))) < diam(7) < €.

Or d(f~Y(~(T")),|K|\ V) = €. Donc z appartient & V, ce qui implique que 7 est inclus dans V. W

Preuve du lemme 3.14. — Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que F' est connexe en
vérifiant qu’il est connexe par arcs. Démontrons que :

(1) 'ensemble F' est un voisinage de f~1(y(T')),

(2) qu’il est compact,

(3) qu’il est contenu dans I’adhérence de son intérieur.

(1) Soit @ € f~1(y(T')). L’ensemble F contient les simplexes de dimension 2 auxquels appar-
tient . Or d’apres la propriété 3.7 et de la remarque qui suit, U 7 est un voisinage de x. Par

TreT
dim(7)=2

conséquent F' est un voisinage de .

(2) L’ensemble F' est une union de compacts car tout simplexe est compact. Vérifions que 1’en-
semble des simplexes qui composent F, c’est-a-dire E lui méme, est fini. Pour tout x € f~1(y(T!)),
il existe O, contenant x qui rencontre seulement un nombre fini de simplexes (cf.la définition d’un
complexe). Or f~1(y(T!)) est compact, il existe donc O un ensemble fini de ces ouverts O, tel que :

ey o

0eo

Remarquons que I'ensemble des simplexes rencontrant I'un des ouverts de O est un ensemble fini. Or
si un simplexe appartient & E, il rencontre f~!(7(T')) et donc I'un des ouverts de O. Par conséquent
E est un ensemble fini de simplexes. Le sous ensemble F' de | K| est donc compact.

(3) D’apres l'un des points de la remarque 3.6, un simplexe de dimension 2 coincide avec
ladhérence de son intérieur. De plus si 7 € F, int(7) est inclus dans int(F'). Par conséquent :

F= UT: U intr C intF C F.
T€EE T€EE

Ce qui permet de conclure que int(F) = F. |
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F est la partie en gris clair.

Preuve du lemme 3.15. — L’ouvert V' est un anneau, il existe donc un homéomorphisme ¢ : V —
S2\ {S,N}.

Remarquons que ¢ o f~! o est une courbe essentielle de S?\ {S, N} car f~! o~ est une courbe
essentielle de V. Les poles S et N appartiennent donc a deux composantes connexes distinctes de
S*\¢o fon(T")

D’apres le théoréme de Jordan 2.11, S?\ ¢o f~Lo(T!) est 'union de deux composantes connexes,
homéomorphes & R? dont la frontiere est ¢po f = oy (T!). Soit A; et As les deux composantes connexes
de S2\ ¢po f~1o~(T!) contenant respectivement N et S.

L’ensemble F' étant un compact connexe non vide de V', ¢(F') est un fermé connexe non vide
de la sphere. Par conséquent, d’aprés la proposition 2.7, les composantes connexes de S? \ ¢(F) sont
homéomorphes & R2. Elles sont de plus incluses dans A; U As.

Soit F) et F les composantes connexes de S? \ ¢(F') contenant respectivement N et S. La composante
13’1 est incluse dans A; alors que ﬁ’g est incluse dans As. Par conséquent 13’1 et 13’2 sont distinctes.
Posons : . }

Fi=¢ H(EL\{N}) et Fo = ¢~ (F2\ {S}).
Les ouverts F et Fj sont alors deux composantes connexes de V' '\ F homéomorphes & I'anneau A.
Si O est une composante connexe de V' \ F distincte de Fy et Fj, elle est I'image par ¢! d’une
composante connexe O de S? \ F distincte de Fy et Fy. Elle est donc homéomorphe a R2. De plus O’
étant incluse dans le fermé S? \ (F} U Fy), 'adhérence de O’ est un compact inclus dans S \ {S; N'}.
Ainsi O est relativement compact dans V.

Reste a démontrer que la frontiere de V' \Fl U F5 est une union finie d’arétes ou de sommets de
K,.
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Sous LEMME 3.18. — Fr(V \ F} U Fy) = Fry(Fy) U Fry (F) C Fr(F).

Preuve . — Nous allons vérifier que :

L. F(V\RUFR)CV,

2. iINFKNV =0.
Ainsi d’apres 1, Fr(V\ FiUFy) = Fri(V\ F; UE). D’apres 2, I” adhérence de Fy et 'adhérence de Fy
dans V sont disjointes, le lecteur peut alors facilement vérifier que Fry (V \ F; UFy) = Fryy F{ UFry (Fy).
Ainsi

Fr(V\ F{ UF) = FryFy UFry B,
Les ouverts F} et F, sont des composantes connexes de V' \ F. Donc Fry (F}) et Fry (F,) sont incluses
dans Fr(F'). La frontiére de 'adhérence d’un ouvert étant incluse dans la frontiere de cet ouvert, on
en déduit que :
Frvﬁl @] Frvrg - Frv(F).

Or F étant un fermé inclus dans V, sa frontiere est incluse dans V. Par conséquent :
Fry Fy UFry Fy C Fr(F).

Reste donc a vérifier les deux points ci-dessus.

1. Notons C 'ensemble des composantes connexes de V' \ F' distinctes de F} et Fy. Alors

V\RURCV\RUR=FU(|JO)cFu(l]O).
oeC oeC

Or comme nous 'avons souligné ci-dessus, 'adhérence d’'un élément O de C, est incluse dans V. Par
conséquent, V' \ Fj U Fy est inclus dans un fermé inclus dans V. Ce qui permet de conclure que

Fr(V\FUFR)CV.

2. La courbe f~! o~ étant une courbe essentielle de 'anneau V, V'\ f~(y(T")) est I'union de
deux anneaux disjoints V7 et V5.
Reprenons les notations ci-dessus : V; est I'image par ¢! de A; et Va est I'image par ¢! de Ay. Ainsi
Fy est inclus dans V; et Fy est inclus dans Va. Rappelons que F est un voisinage de f~1(v(T!)) ce qui
signifie que f~1(v(T')) C int(F).
Par conséquent
FILUFR CV\FCV\int(F) CV\y(T"H CVyuUVs.

L’ensemble V' \ int(F) est un fermé de V donc F; NV C V \ int(F). Or F; NV est un connexe de V'
(car 1 C NV C ?1) Il est donc contenu dans V; ou dans V5. Or Fj est contenu dans V;. Donc
F1 NV est inclus dans V;. De la méme facon, on démontre que F NV est contenu dans Va. Ce qui
prouve que :

FINFNV=0.

Or F' = |J,cp 7. Sa frontiere est donc incluse dans 'union des frontieres des faces 7 € E. La
frontiere d’une face étant une aréte,

F(V\RUR) CRE) S | o

o aréte de T
TeE

Notation : Si ab est une aréte alors Jab[= ab \ {a;b}.
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Sous LEMME 3.19. — Si 0 = ab est une aréte de K, telle que Jab] N Fr(V \ F1 U Fy) # 0 alors o
est incluse dans la frontiere de V \?1 U F.

Ainsi la frontiere de V' \ Fy U Fy, si elle rencontre une aréte ailleurs qu’en un sommet, contient
toute 'aréte. La frontiere de V' \ F} U F» est donc une union de sommets ou d’arétes de K.

Preuve du sous lemme 3.19. — Soit o = ab tel que Jab[ N Fr(V\ FLUFy) # 0 et x € Jab] N Fr(V'\
U E) Supposons que = € Fry (E) Soit 7 et 7/ les deux faces de K,, dont o est I'aréte commune.
Remarquons que d’aprés la remarque 3.6 et la proposition 3.7, 7 et 7/ sont les deux seules faces
contenant z dont 'union constitue un voisinage.
D’apres le sous lemme 3.18, Fry (F}) C Fr(F). Or F est fermé donc x € F. Ainsi 7 ou 7’ est incluse
dans F'. Supposons que F' contient 7.
Le point x appartenant F et I’ensemble 7U 7’ étant un voisinage de z, (tU7)NM\F # 0. Or 7 C F
donc 7' N M\ F # (). Remarquons que si U'intérieur d’une face rencontre F' elle est tout entieére incluse
dans F'. Donc

int(7') C M\ F.

Or 7' CVecarsiyer, dly, f~*(y(TY)) < d(z,y) +d(z, f~H(y(Th)) < diam(7’) + diam(7) < 2/n < e.

ftony

Par conséquent l'intérieur de 7’ est inclus dans une composante de V' \ F. Or x appartient a la
frontiere de Fy donc (7' U7) N Fy # . La face T étant incluse dans F et FNFy =0, 7/ N Fy # 0. Or
ladhérence de int(7y) coincide avec 1. Donc Fj Nint(7') # (. En utilisant la connexité de int(7") on
obtient que int(7") C F} puis que :

o Cint(r') CFNV.

Or o est une aréte de 7 et 7 C F donc o C F. De plus F est inclus dans V' \ F; donc l'intérieur de F'
est inclus dans lintérieur de V' \ Fy. Or int(V \ Fy) = V' \ F}. Donc :

F=mt(F)CV\F.

Par conséquent, o étant inclus dans F,

cCVnNV\
Donc :
UgVﬁFlﬂV\Fl = Fry Fi.
|
Preuve du lemme 3.16. — Reprenons les notations de la preuve précédente. L’application ¢ est un

homéomorphisme entre V et S2\ {N; S} et les ouverts F| et F, sont les composantes connexes de
S%\ #(F) qui contiennent respectivement N et S. Les adhérences de Fy et Fy notées respectivement F1

et F sont donc des connexes fermés de S? disjoints contenant respectivement N et S. Par conséquent :
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— Tensemble V' \ (F] UF,) est homéomorphe a S?\ (Fy U Fy),
— d’apres la proposition 2.10, les composantes connexes de S? \ (Fl U Fg) sont homéomorphes au
plan R? ou a 'anneau A.
L’ouvert C étant une composante connexe de V \ (F; U Fy), il est donc homéomorphe au plan ou a
I'anneau. Or C' est un voisinage de f~! o y(T!) inclus dans V et f~! o~ est une courbe essentielle de
V. Elle ne peut étre homotope a un point dans C' sans contredire le fait qu’elle est essentielle dans V.
Donc C est un anneau et f~! o est une courbe essentielle de C. |

Preuve du lemme 3.17. — L’ouvert C est une composante connexe de V' \ (F; U F5). La frontiere de C
est donc incluse dans la frontiere de V'\ (F; UE3). Or d’apres le lemme 3.15 la frontiere de V' \ (F} U Fy)
est une union finie d’arétes ou de sommets de K,,. Ainsi la frontiere de C est incluse dans une union
finie d’arétes ou de sommets de K.

Sous LEMME 3.20. — Si o = ab est une aréte de K, telle que Jab] N Fr(C) # O alors o est incluse
dans la frontiere de C.

Ainsi la frontiere de C)| si elle rencontre une aréte en un autre point qu’en 'un de ses sommets, contient
toute I'aréte. La frontiere de C' est donc bien une union finie d’arétes ou de sommets de K,,.

Preuve du sous lemme 3.20. — Soit ¢ = ab tel que Jab] N Fr(C) # 0 et x € Jab] N Fr(C).
Considérons 7 et 19 les deux faces de K,, dont o est l'aréte commune. D’apres la proposition 3.7,
71 U T est un voisinage de z. Comme z appartient a la frontiere de C, I'ouvert C' rencontre 7 U 7o
donc 71 par exemple. Or 71 coincide avec avec ’adhérence de son intérieur. Ainsi :

C Nint(ry) # 0.

Comme la frontiere de C' est incluse dans une union de sommets ou d’arétes de K,,, elle ne rencontre
pas int(71). Ainsi int(7) étant connexe,
int(T 1) - C.

)

Donc o étant incluse dans la frontiere de int(7),
o CC. (1)

Or Jab[ N Fr(C) # 0 et Fr(C) est incluse dans Fr(V '\ (F} U F»)). Donc Jab| rencontre Fr(V \ (F1 U F3)).
Comme Fr(V \ (F} U Fy)) est une union de sommets et d’arétes de K,, l'aréte o est incluse dans
Fr(V '\ (F1 U Fy)). L’ensemble C étant un ouvert dont la frontiere est incluse dans Fr(V \ (F} U F3)),
on en déduit que :

onC=10. (2

D’apres (1) et (2), aréte o est incluse dans C'\ C' = Fr(C). [ |
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Chapitre I1

Génériquement, une courbe fermée simple invariante
contient un point périodique elliptique
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Dans ce chapitre, nous allons démontrer qu'’il existe un Gs dense de Diff (M) muni de la C*
topologie de Whitney, dont les éléments, s’ils possedent une courbe fermée simple invariante, possedent
sur 'image de cette courbe au moins un point périodique elliptique.

Pour cela, nous allons, dans une premiere étape, supprimer les courbes invariantes sans point
périodique, autrement dit nous allons démontrer qu’il existe un G5 dense de Diffold(M ) dont les éléments
possedent des points périodiques sur les courbes fermées simples qu’ils laissent invariantes. Le Connec-
ting Lemma constitue 'outil de base de cette démonstration. C’est d’ailleurs pour cela que nous devons
travailler en topologie C''. De plus, nous allons nous placer dans un G dense de Diﬁ”}) (M) qui :

— si M est compacte, est constitué de difféomorphismes symplectiques qui possedent une orbite
dense,

— si M n’est pas compacte, est constituée de difféomorphismes symplectiques qui admettent une
partie dense de M dont les points ont une orbite qui sort de tout compact.

Les constructions de ces deux G5 denses s’appuient elles-mémes sur le Connecting Lemma et consti-
tuent des résultats de dynamique symplectique générique. Pour cela nous renvoyons a [ABCO05].

Ensuite nous démontrerons qu'il existe un G dense de Diff. (M) dont les éléments admettent
non seulement des points périodiques sur les courbes fermées simples qu’ils laissent invariantes mais
aussi que ces points ne peuvent étre tous hyperboliques. Pour cela nous nous inspirerons de l'idée
qu’Herman a développé a propos des courbes invariantes par les applications déviant la verticale de
I’anneau.

Ce chapitre s’articule donc en trois parties.

Dans une premiere partie, apres avoir donné quelques définitions préliminaires, nous énoncerons
le Connecting Lemma ainsi que les résultats de généricité s’y rattachant. A ce stade, nous pourrons
facilement déduire quelques résultats dans le plan, ’anneau ou la sphere. En particulier nous aurons
obtenu le résultat souhaité dans le cas ou la surface considérée est le plan c’est-a-dire que nous aurons
vérifié qu'il existe un Gg dense de Diff'(R?) dont les éléments n’ont pas de courbes fermées simples
invariantes. Puis nous tenterons d’expliquer I'argument utilisé par Herman pour supprimer les courbes
invariantes des applications de 'anneau déviant la verticale.

Dans une seconde partie, nous exploiterons le Connecting Lemma. Enfin en troisieme partie,
nous utiliserons 'argument d’Herman.

o1



1 Préliminaires et résultats connus

1.1 Points périodiques d’un difféomorphisme symplectique

Soit (M,w) une surface symplectique.

e définitions

DEFINITION 1.1. — Soit f un difféomorphisme symplectique d’une surface M, p € M et k un
entier non nul.

On dit que p est un point périodique de période k (ou que p est un point k-périodique)
de f si f¥(p) = p et si k étant strictement plus grand que 1, fi(p) # p pour tout i € {1,....k —1}.

REMARQUE 1.2. — Si p est un point périodique de période k alors D f*(p) est une application
linéaire bijective de T, M.

PROPOSITION ET DEFINITION 1.3. — Soit f un difféomorphisme symplectique d’une surface M,
p € M et k un entier non nul.

Si p est un point k-périodique alors ka(p) posséde deux valeurs propres \ et u dont le produit
est égal a 1. Il y a deux cas :

— les complexes X et pu sont conjugués et |A\| = |u| = 1. On dit alors que p est un point périodique
elliptique de f

— sinon \ et p sont des réels différents de 1 et —1 et u = 1/X. On dit alors que p est un point
périodique hyperbolique de f.

Démonstration. — Comme f est un difféomorphisme symplectique, D f¥(p) est une application
linéaire bijective de T,M telle que pour tout (v,w) € (T,M)?, wy(Df*(p)u, Df*(p)w) = w,(v,w).
Donc det(Df*(p)) = 1. Par conséquent, le produit Ay est égal & 1.

Ainsi |A] = |u| =1 si A et u sont des complexes conjugués. Sinon A et p sont des réels et p = 1/\. O

DEFINITION 1.4. — Soit f un difféomorphisme symplectique d’une surface M, p € M et k un
entier non nul.

Si p est un point k périodique pour f et que les valeurs propres de ka(x) ne sont pas des racines
de I'unité, on dit que p est un point périodique non dégénéré de f.

e Quelques propriétés sur les points périodiques d’un difféomorphisme symplectique

PROPOSITION 1.5. — Soit f un difféomorphisme symplectique d’une surface M, p € M un point
périodique de f et m un entier non nul.
Le point p est un point périodique elliptique [respectivement hyperbolique ou non dégénéré] de f si
et seulement si p est un point périodique elliptique [respectivement hyperbolique ou non dégénéré] de

fm.
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Démonstration. — Soit k la période de p. Soit &’ le plus petit multiple commun de k et m, p est
alors un point périodique de période k'/m pour f™. Or :

D(f™¥/™(p) = Df* (p) = (D f*(p)"/*.

Par conséquent si A et p sont les deux valeurs propres de D f* (p), NE'/R et uk// k sont les deux valeurs
propres de D(f™)'/™(p). Dot le résultat. O

PROPOSITION 1.6. — Soit f un difféomorphisme symplectique d’une surface M, k et m deux
entiers non nuls et p € M un point k-périodique de f.
Si p est un point périodique elliptique [respectivement hyperbolique ou non dégénéré] de f, f™(p) est
aussi un point périodique elliptique [respectivement hyperbolique ou non dégénéré| de f.

Démonstration. — Si k est la période de p, k est aussi la période de f™(p). Or DfF+m(p) =
Df*(f™(p))Df™(p) = Df™(p)Df*(p) ce qui implique :

Df*(f™(p)) = Df™(p)Df*(p)(Df™(p)) .

Ainsi Df¥(p) et Df*(f™(p)) ont les mémes valeurs propres. D’ou le résultat. O

PROPOSITION 1.7. — Soit f un difféomorphisme symplectique et k un entier non nul.
1. L’ensemble des points périodiques de période inférieure ou égale a k de f est un fermé de M.

2. Soit x un point périodique de période k de f non dégénéré, le point x est isolé parmi les points
périodiques de période inférieure a k.

Démonstration. — Le premier point est tout a fait classique. Notons Per(f, k) ’ensemble des
points périodiques de période inférieure ou égale a k. C’est ’ensemble des € M pour lequel il existe
un entier i < k tel que f'(z) = x. Or Papplication f étant continue, {x € M, fi(z) = x} est fermé
quelque soit Pentier i. L’ensemble Per(f, k) est donc une union finie de fermés.

Venons en au second point : il s’agit de trouver un voisinage de x tel que pour tout entier ¢ < k,
Fi(z) # . |

Soit 7 un entier strictement plus petit que k, le point = étant k périodique, f'(x) # z. Par
continuité de f, il existe un voisinage U de z tel que si y € U, fi(y) # y.

Pour régler le cas ol ¢ = k, travaillons en coordonnées au voisinage de x. Dans ces coordonnées,
la différentielle de I'application F' = f* — id est égale & D f*(z) —Id. Or z étant un point périodique
non dégénéré de f, 1 n’est pas valeur propre de D f¥(z). La différentielle de F en x est donc inversible.
Par conséquent, d’apres le théoréme d’inversion locale, F' est un difféomorphisme local. Il existe donc
un voisinage V' de z tel que siy € V, F(y) # 0 c’est-a-dire f*(y) # .

Le voisinage de x, U NV, ne contient donc aucun point périodique de f de période plus petite
que k. a

e Variété stable et variété instable d’un point périodique hyperbolique

Pour ce qui suit, nous renvoyons a [Ro99] ou a [Sh78].
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Soit f un difféomorphisme symplectique d’une surface M, k un entier non nul. Soit p € M un
point k-périodique hyperbolique de f et U un voisinage de p.

La variété locale stable de p dans le voisinage U est définie par ’ensemble suivant :

Wap, f) ={z €U | f”k(x) € U pour tout n € Net lim d(f"k(a:),p) =0}.

n—-+o0o

La variété locale instable de p dans le voisinage U est définie par I’ensemble suivant :

We(p, f) ={z €U | f ™ (z) € U pour tout n € Net lim d(f "*(x),p) =0}.

n—-+o0o

Notation : Soit p un point k-périodique hyperbolique d’un difféomorphisme symplectique. Soit A
la valeur propre de D f* (p) dont la valeur absolue est inférieure & 1, 1/ est alors la valeur propre de
Df%(p) de valeur absolue supérieure & 1.

L’espace E* désigne I’espace propre de D f* (p) relatif & A\ tandis que E* est 1'espace propre de
Df¥(p) relatif a 1/

Soit r > 0, E*(r) (respectivement E*(r)) désigne la boule de centre r dans 'espace E® (respec-
tivement E").

Sir > 0 est suffisamment petit, si v € E*(r) et w € E%(r), p+ (v,w) est le point de M qui est
I'image par I’application exponentielle en p du vecteur v +w € T, M.

L’ensemble noté p+(E*(r) x E*(r)) est 'ensemble des points p+ (v, w) ou v € E*(r) et w € E*(r)

THEOREME 1.8. — Soit f un difféomorphisme symplectique d’une surface M et k un entier non
nul. Soit p un point k-périodique hyperbolique de f.
II existe alors U un voisinage de p tel que pour tout r > 0 tel que U' = p+ (E*(r) x E%(r)) C U, il
existe une application o® : E*(r) — E"(r) de classe C" telle que o*(0) = p, (¢°)'(0) = 0 et telle que :

Wi (p, f) ={p+ (v,0°(v)) | v € E*(r)}.

De méme il existe une application o% : E*(r) — E*(r) de classe C* telle que o*(0) = p, (¢*)'(0) =0
et telle que :
Wi (p, ) = {p + (0" (v), v) | v € E*(r)}.

De plus si U est suffisamment petit, Wi (p, f) = {x € U | f"*(z) € U pour tout n € N} et W¥(p, f) =
{x €U | f"(x) € U pour tout n € N}.

~-

Wi f.p) o

e B

o4



REMARQUE 1.9. — Une variété stable ou instable locale d’un point périodique hyperbolique est
une sous-variété de classe C! de la surface M.

Une fois que l'on a défini la notion de variété stable et de variété instable de p alors la variété
stable globale et la variété instable globale de p sont obtenues respectivement par :

Wep, £) = | £ W5, 1)),

neN

W, )= J W, ),

neN

Remarquons qu’il y a d’autres fagons de caractériser W#(p, f) et W*(p, f). Par exemple :

Ws(p, f) = {x€ M |il existe ng € N tel que ¥n € N, si n > ng alors f™*(z) € U}
= freM | lim d(/"(2).p) =0}

Wt (p,f) = {x € M|ilexiste ng € N tel que Vn € N, si n > ng alors f~"*(z) € U}
= (e M| lim_d(fH().p) =0}

La variété stable et la variété instable d’un point p ne sont pas en général des sous-variétés de
classe C'. Ce sont les images de R par des immersions injectives.

Mais nous allons tout de méme définir la notion d’espace tangent en un point de 'une de ces
variétés. Pour cela, nous allons voir que W*(p, f) et W"(q, f) sont des unions croissantes de sous-
variétés de classe C! de dimension 1.

L’ensemble W (p, f) est inclus dans f_k(W(ﬁ(p, f)) ainsi pour tout entier n :

FRWE(p, ) C fOFIRWE (. £)).

De plus f étant un difféomorphisme, chaque ensemble f _"k(W(ﬁ(p, f)) est une sous-variété de classe
C! de M. Ainsi I'espace tangent de f‘"k(Wf}(p, f)) en x ne dépend pas de 'entier n tel que = €
f_"k(Wﬁ(p, f)). Notons aussi que l’espace tangent de f‘"k(Wﬁ(p, f)) en x ne dépend pas non plus
du voisinage U de p.

Ce qui permet de définir I'espace tangent de W#*(p, f) en un point x, noté T, W?*(p, f) de la fagon
suivante : soit n € N tel que =z € f‘”k(Wf}(p, 1)), lespace tangent de W#(p, f) en = est 'espace
tangent de f_"k(Wﬁ(p, f)) en x.

On procede de la méme fagon pour définir I’espace tangent d’une variété instable de p.

DEFINITION 1.10. — Soit f un difféomorphisme symplectique d’une surface M, p et q deux
points périodiques hyperboliques de f.
La sous-variété stable de p et la sous-variété instable de q sont transverses si pour tout x € W*(p, f)N
W¥(q, ), T.W*(p, f) + T.W"(q, f) = T, M. (Eventuellement W*(p, f) N W% (q, ) =0.)

Voici un dessin qui représente une variété stable et instable transverses :
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mEWS(p,f)ﬂW“(%f) : . o

limy, g0 f™(2) = p et limu_yoo 7 (2) = ¢ Ao

= x

REMARQUE 1.11. — Soit f un difféomorphisme symplectique d’une surface M, p un point
périodique hyperbolique de f et m un entier non nul.
Nous avons vu dans la proposition 1.5 que p est aussi un point périodique hyperbolique de f"*. Nous
pouvons aussi ajouter que la variété stable [respectivement instable| de p relativement & f™ coincide
avec la variété stable [respectivement instable] de p relativement & f.
Par conséquent si p et g sont deux points périodiques hyperboliques de f tels que W*(p, f) et W"(q, f)
sont transverses alors W#(p, f) et W"(q, f™) sont aussi transverses.

1.2 Etude de I'espace des difféomorphismes symplectiques d’une surface

Soit (M,w) une surface symplectique.
Notons Diﬁ‘i)(M ) Pensemble des difféomorphismes symplectiques de M.

Le but de ce travail est de perturber des difféomorphismes symplectiques et de montrer des pro-
priétés génériques qui les concernent. Pour cela il faut munir Diffi)(M ) d’une topologie convenable.

Nous allons présenter deux topologies tres classiques de Diﬁild(M ).

e La topologie C' faible de Whitney

La topologie faible de Whitney sur Diff' (M) est engendrée par les ensembles définis ci-dessous :

Soit f € DiffL (M), (U,h) et (V, k) deux cartes de M et K un compact inclus dans U tel que
f(K) C V. Soit € > 0, définissons
U(f; (U, h); (V. k); K €)

comme étant I’ensemble des applications g € DiffL (M) tels que g(K) C V et tels que pour tout
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x € h(K) :
Hk‘ofoh_l(x) —kogoh_l(az)H <eg,

|D(ko fo h~Y)(z) = D(kogo h_l)(az)H <e.
Les ensembles de la forme U(f; (U, h); (V,k); K;e) forment une base de voisinages de I’application f.

Si M n’est pas compacte, la topologie C' faible ne contrdle rien & “I'infini”. Pour cela nous
devons définir une autre topologie sur Diff. (M).

e La topologie C'! forte de Whitney

La topologie forte de Whitney sur Diff. (M) est engendrée par les ensembles définis ci-dessous :

Soit f € Diffulj(M), (Ui, hi)ier et (Vi, k;)ier deux familles de cartes de M, (K;);cr une famille de
compacts de M et (g;);er une famille de réels tels que (U;);er est une famille d’ouverts localement
finie (c’est-a-dire si x € M il existe un voisinage W de x tel que I'ensemble des i € I pour lesquels
UiNW # 0 est fini) et f(K;) CV; quelque soit ¢ € I. Définissons

U(f; (Uis hi)iers (Vis ki)iers (Ki)iers (€i)ier)
comme étant 'ensemble des applications g € Diff. (M) tels que g(K;) C V; et tels que pour tout
S h(KZ) :
HkZ ofo hi_l(x) —k;ogo h;l(x)H < &,
|D(kio fo hiY)(x) — D(kjogo hl_l)(x)H < &;.
Les ensembles de la forme U(f; (Us, hi)ier; (Vi, ki)ier; (Ki)ier; (€i)icr) forment une base de voisinages
de 'application f.

REMARQUE 1.12. — Si M est compact ces deux topologies coincident avec la topologie C*
uniforme.

REMARQUE 1.13. — Si M n’est pas compacte, la topologie forte de Whitney est plus fine que la
topologie faible. En conséquence :

1. un ouvert [respectivement un fermé] pour la topologie faible est un ouvert [respectivement un
fermé] pour la topologie forte.

2. une partie dense pour la topologie forte est une partie dense pour la topologie faible.

REMARQUE 1.14. — Soit K un compact de M et U un ouvert de M. L’ensemble des applications
f € Diff (M) tels que f(K) C U est un ouvert de Diff. (M) pour les deux topologies faible et forte.

PROPOSITION 1.15. — L’ensemble Diff. (M) muni de Ia topologie forte de Whitney est un espace
de Baire.

Désormais, sauf mention contraire, 1’espace Diﬁi(M ) est muni de la topologie forte de Whitney.
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¢ Quelques G; denses de Diff (M)

Soit f € Diff.,(M). Considérons les deux propriétés suivantes :

— D(f) : les points périodiques de f sont non dégénérés, c’est-a-dire si z est un point k périodique
de f, une racine de I'unité n’est pas valeur propre de D f¥(x).

— T(f) : les variétés stables et les variétés instables des points périodiques hyperboliques de f
sont transverses.

REMARQUE 1.16. D’apres la propriété 1.5 et 1.11 et si m est un entier non nul, nous avons les
équivalences suivantes :
D(f) est vraie <= D(f™) est vraie.

T(f) est vraie <= T (f™) est vraie.

Voici deux Gs denses de Diff L (M). Pour une preuve de ces résultats, nous renvoyons & [Ro70]

PROPOSITION 1.17. — Soit (M, w) une surface symplectique.
1. Il existe un G dense de Diff' (M), noté G4(M), dont les éléments vérifient la propiété D(f).
2. 1l existe un G dense de Diffl (M), noté G;(M), dont les éléments vérifient la propiété T (f).

1.3 Le Connecting Lemma

Le C' Connecting Lemma, apres le Closing Lemma, s’inscrit dans I’histoire des résultats pertu-
batifs. Il permet de créer des connexions a ’aide de perturbations de difféomorphismes en topologie
C'. Dans le cas d’une variété compacte, la démonstration de ce résultat est due & S.Hayashi en 1997
(cf. [Ha97]). Dans le cas ou M n’est pas compacte, le résultat est dit & M.-C.Arnaud (voir [Ar01]). Il
s’appuie sur un résultat algébrique de C.Pugh que ce dernier utilise pour démontrer le Closing Lemma
en 1967 dans [Pu67].

C’est ici que travailler en topologie C! a toute son importance. En effet le Connecting Lemma
n’est démontré qu’en topologie C, la difficulté du Connecting Lemma résidant justement dans le fait
que les perturbations doivent étre faite en topologie C' et que I'on doit controler les différentielles
de ces perturbations. Il faut remarquer que tout le reste de ce travail, si ce n’est ce qui touche au
Connecting Lemma et ce n’est pas le moindre, pourrait s’adapter assez facilement & des topologies de
classe plus élevée.

Le Connecting Lemma constitue avec le Closing Lemma, un outil essentiel pour obtenir des pro-
prietés C' génériques pour les difféomorphismes (cf. [Ar01] ou [ABCO5]), certaines que nous utiliserons
largement. C’est lui qui nous permettra, a notre tour, de démontrer qu’un difféomorphisme symplec-
tique générique d’une surface possede des points périodiques sur ses courbes invariantes. Nous ’appli-
querons pour casser les courbes invariantes dont les images ne possedent pas de points périodiques.
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e Enoncé du Connecting Lemma

THEOREME 1.18. — Soit (M, w) une surface symplectique compacte ou non. Soit f € Diff. (M)
et x un point non périodique pour f dont I'orbite positive possede une valeur d’adhérence.
Soit U un voisinage de f dans Diff. (M).
1l existe alors N € N* tel que pour tout voisinage V de x, il existe W un voisinage de x inclus dans
V vérifiant :

si p et q sont deux points de M tels que :

— ni p ni ¢ n’appartient a LJ]kV:_O1 fEV),

— il existe ny, ng € N tel que f"(p) et f~"(q) € W,
il existe alors h € U tel que le point q est sur I'orbite positive de p sous h en transitant par V et tel
que h = f hors de Ui\;_ol fEV).

De plus, soit | € N\{0;1} tel que ¢ = h'(p) alors {h(p), ..., '~ (p)} est inclus dans ( iv:_ll fEHu
{f®); s f2 ()} ULF0(q), s fH (@)}

Dans ce dessin, N =4 et [ =11.
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e Quelques résultats de généricité issus du Connecting Lemma

Voici les deux résultats de généricité, déja présentés dans l'introduction, résultats qui ont été
démontrés a I'aide du Connecting Lemma par C. Bonatti et S. Crovisier dans [BC04] pour le premier,
par M.-C. Anaud, C. Bonatti et S. Crovisier dans [ABC05] pour le second.

THEOREME 1.19. — Soit (M, w) une surface symplectique.

1. Si M est compacte, il existe un G5 dense de Diff. (M), noté Gy, dont les éléments possédent une
orbite dense.

2. Si M n’est pas compacte, il existe un G5 dense de Diff. (M), noté Gs, tel que si f appartient Go
alors I’ensemble des points dont l’orbite positive sous f sort de tous compacts est dense dans M.

REMARQUE 1.20. — La premiere assertion du théoréeme ci-dessus indique qu’'un difféomorphisme f
Cl-générique posséde un point p dont I'orbite entiere (f™(p))nez est dense. Vérifions que cela implique
qu’un tel difféomorphisme posseéde un point p; et un point po dont les orbites respectivement négative
et positive sont denses.

En effet, 'orbite positive ou ’orbite négative de p est nécessairement dense. Supposons alors que
I’orbite positive de p ne ’est pas. Le cas ou c’est 'orbite négative de p qui n’est pas dense, on procede
de la méme fagon.

Posons p; = p et cherchons un autre point, po, tel que (f™(p2))nen est dense. Pour cela fixons
une base dénombrable de voisinages ouverts (Uy)ren de la surface M. Soit k un entier naturel, 'orbite
négative de p rencontre Uy. Il existe donc un entier naturel ng tel que f~"°(p) appartient a Uy. Ainsi

(f_"(p))nzno - U F7"(Ug)-

neN

Or (f~™(p))n>n, est dense. Par conséquent, (J,cn f7"(Ug) est un ouvert dense. Comme M est un

espace de Baire,
ﬂ U F7(Uk) # 0.

keNneN

On prend alors un point py dans cet ensemble. Pour ce point et pour tout entier naturel k, il existe
un entier naturel n tel que f™(p2) appartient a Uy. Ce qui signifie que 1'orbite positive de po est dense
dans M.

REMARQUE 1.21. — Dans le cas ou M n’est pas compacte, un difféomorphisme symplectique
générique possede non seulement un ensemble dense dont dont les points ont une orbite positive qui
sort de tous compacts mais aussi un ensemble dense dont les points ont une orbite négative qui sort
de tous compacts.

Pour vérifier cela, considérons 'application I : f € Diffi)(M )+ f~! qui est un homéomorphisme.
L’ensemble I(Gs) est encore un G5 dense de Diff} (M) et ses élements possedent un ensemble dense de
points dont l'orbite négative sort de tous compacts. Il suffit alors de prendre les éléments de I(G2) NGy
qui est encore un Gy dense puisque Diff L (M) étant un espace de Baire.

Notation : Nous noterons Gy et 1(G2) N Ga par Goo (M) selon que M est compacte ou non.
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e Une premiére application simple sur les courbes fermées simples du plan de ’anneau
ou de la sphere

PROPOSITION 1.22. — Soit f € Goo(M),

1. Si M =R? alors f ne posséde pas de courbes invariantes.

2. SiM = A et si f posséde une courbe v : T' — A fermée simple invariante alors y est une courbe
essentielle de A.

3. Si M =S? et si f posséde une courbe y : T! — S? fermée simple invariante alors f posséde des
points périodiques sur v(T*').

Démonstration. —

1. Soit f un diffomorphisme symplectique du plan possédant une courbe fermée simple in-
variante. Nous I’avons déja vu au chapitre 1, R? \ 7(T!) posséde deux composantes connexes dont
I'une est bornée. Chacune de ces composantes est alors invariante par f. Par conséquent si un point
appartient a la composante bornée, son orbite y est contenue. Cette composante bornée est donc un
ouvert dont les points ont une orbite contenue dans un compact. Le difféomorphisme f ne peut donc
appartenir G, (R?).

2. C’est la méme preuve que pour la premiére assertion, puisque si v est une courbe fermée
simple de I'anneau qui n’est pas essentielle, A \ y(T!) possede deux composantes connexes dont I'une
est bornée...

3. Soit f € Goo(S?) possédant une courbe fermée simple v. D’apres le théoreme de Jordan (cf.
chapitre 1), S?\ v(T!) posséde deux composantes connexes. De plus f appartenant a G, (S?), il existe
un point dont I'orbite sous f est dense. Les composantes connexes de S?\ 7(T') ne peuvent donc
étre invariantes par f. Or f préserve I'orientation topologique de la sphere. Par conséquent d’aprés
la proposition 2.37 du chapitre 1, f renverse 'orientation de ~. Ainsi d’apres la proposition 2.34 du
méme chapitre 1, f posséde des points périodiques sur (T*). O

1.4 A propos des courbes invariantes des difféomorphismes symplectiques exacts ou non de
I’anneau

Plagons nous dans 'espace des difféomorphismes symplectiques de I’anneau homotopes a 'iden-
tité, noté DiffSt(M).

Rappelons que les difféomorphismes symplectiques exacts de ’anneau sont les difféomorphismes
de 'anneau f tels que f*rdf — rdf est exacte.
Voici une proposition qui caractérise les difféomorphismes symplectiques exacts de I’anneau homotopes
a l'identité :

PROPOSITION 1.23. — Soit f un difféomorphisme symplectique de 'anneau. Les trois propriétés
suivantes sont équivalentes :
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1. L’application f est exacte.
2. Pour toute courbe v fermée simple essentielle, fy rdd = [ fory rdf.

3. Il existe une courbe v fermée simple essentielle, f,y rdd = [ oy rdf.

Démonstration. — Soit f un difféomorphisme symplectique. La 1-forme f*rdf — rdf est fermée.
Il existe donc A : A — R de classe C' et un réel a tel que

frrdd —rdf = dX\ + ad®.

L’application est exacte symplectique si et seulement si a = 0. Ainsi si v : T! — A est une courbe
fermée simple essentielle :

/rd@—/ rd@z/rd@—f*rd@z/d)\+ad9:a/d0::l:a.
Y foy v Y Y

D’ou les trois équivalences. a

Nous pouvons tout d’abord déduire de cette proposition, quun difféomorphisme symplectique
homotope a I'identité qui n’est pas exact n’admet pas de courbes invariantes. Or :

PROPOSITION 1.24. — L’ensemble des difféomorphismes de I'anneau symplectiques exacts
homotopes a l'identité est un fermé d’intérieur vide pour la topologie faible de Whitney.

Démonstration. — Considérons la courbe fermée simple essentielle de 'anneau g : § € T' —

(97 0)7
/ rdf = 0.
Y0

Ainsi d’apres la proposition 1.23, 'ensemble des difféomorphismes de I'anneau symplectiques exacts
homotopes & l'identité est ensemble des éléments de Diff5™ (M) qui vérifient :

/ rdd =0. (%)
foyo

(’est donc un fermé de Diff. ™ (M). Reste & démontrer qu'il est d’intérieur vide. Soit f un difféomorphisme
de 'anneau symplectique exact homotope a l'identité et &/ un voisinage pour la topologie faible dans
Diffit (M),

Posons f(0,7r) = (f1(0,71), f2(0,7)).

Soit a > 0 et considérons l'application f, définie par f,(6,r) = (f1(8,r), f2(6,7r) + a).

L’application f, est un difféomorphisme symplectique homotope a l'identité. Elle est symplectique
car

fardd = (fo + a)dfi = adfy + fadfr = adfy + f*rd6,

donc

d(rdf — firde) = d(adf, + f*d — rdf) = 0.
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Mais f, n’est pas exacte car d’une part :

/ rdf = f;dHZ/ f*rd@—l—/ adflz/ adflz/ ad?.
faoyo Y0 Y0 Y0 0 fovo

D’autre part f étant homotope a l'identité, les courbes vy et f o vy sont homotopes donc

/ adf = / adf = 1.
fovo Yo

Ainsi [ Faoro rdf # 0. Ce qui indique d’apres (x) que f, n’est pas exacte.

Or si a est suffisamment petit, f, appartient a U. Ceci démontre bien que ’ensemble des
difféomorphismes de 'anneau symplectiques, exacts et homotopes a l'identité, est d’intérieur vide
pour la topologie faible de Whitney. a

En conséquence pour la topologie faible de Whitney, I’ensemble des difféomorphismes de ’an-
neau, symplectiques, homotopes a l'identité et qui ne sont pas exacts, est un ouvert dense dont les
éléments n’admettent aucune courbe fermée simple essentielle.

Ceci est faux si on travaille avec la topologie forte de Whitney. En effet

ProproSITION 1.25. — L’ensemble des difféomorphismes de I'anneau symplectiques exacts
homotopes a 'identité est a la fois fermé et ouvert pour la topologie forte de Whitney.

Démonstration. — Le fait que ’ensemble des difféomorphismes de 'anneau symplectiques exacts
homotopes a I'identité est fermé pour la topologie forte de Whitney vient du fait qu’il en est un pour
la topologie faible.

Notation : Si f est une application de ’anneau, nous noterons f; : A — T! sa premiere compo-
sante et fo : A — R sa seconde composante.

Soit f un difféomorphisme de I’'anneau symplectique exact homotope a 'identité et &/ un voisinage
de f dans Diff5" (M) dont les éléments g vérifient pour tout (6,r) € T?,

1
g2(0,7) — f2(0,7)|| < 21

Idgs(6.7) = dfu(6.7)]| < =

Soit a € R, considérons la courbe fermée simple essentielle de I'anneau v, : € T' — (0,a) € U.
Soit g € U. Alors :

/ rdf — gadgr = / rdd — fadft + | fodfi — g2dg1 = / f2dft — gadgr.
Ya Ya Ya Ya

Or d’une part comme g € U, lim,_, 4 o f% fodfi — godgr = 0.

D’autre part, pour tout réel a, f% rdf — godg1 = f'yo rdf — gadgy parce que v, et vy sont homotopes et
parce que la 1-forme rdf — godg; est fermée, g étant symplectique. Donc

/ rdf — godg1 = 0.
Yo
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Par conséquent d’apres (*), g est exact.

L’ouvert U est donc inclus dans ’ensemble des difféomorphismes de 'anneau, symplectiques,
exacts et homotopes & 'identité, lequel est donc bien un ensemble ouvert dans Diff.™ (M) muni de la
topologie C! forte de Whitney. a

2 Une conséquence du Connecting Lemma sur I’étude des courbes
invariantes par un difféomorphisme symplectique générique

Dans ce paragraphe, nous allons construire un Gs dense de Diﬁi(M ) tel que si f possede une
courbe fermée simple 7 invariante alors f possede au moins un point périodique sur v(T*).

PROPOSITION 2.1. — Il existe un G dense de Diff., (M) noté G,(M) tel que si f € G,(M) admet
une courbe fermée simple invariante v alors f posséde des points périodiques sur v(T*).

La proposition 1.22 démontre que dans le cadre d’'un anneau A, il existe un Gs dense de
difféomorphismes que nous avons noté G..(A) tel que si 'un de ses éléments possede une courbe
fermée simple ~ invariante, cette courbe est une courbe essentielle de A. Cela nous incite dans un
premier temps a travailler dans 'anneau A de maniere a pouvoir utiliser ce résultat.

Puis nous généraliserons dans un un second temps a une surface quelconque. Pour cela nous tra-
vaillerons a ’aide d’une famille dénombrable d’anneaux constituant une base de voisinages des courbes,
famille construite au paragraphe 3 du chapitre 1. Nous utiliserons alors les méthodes employées dans
le cas de I'anneau.

2.1 Cas de I'anneau

¢ Appliquons le Connecting Lemma

LEMME 2.2. — Soit f un difféomorphisme symplectique de 'anneau appartenant a Go.(A) et
v : T' — A une courbe fermée essentielle invariante par f sur laquelle f ne posséde pas de point
périodique. Soit n € N tel que v(T') C T!x] — n;n[ et U un voisinage de f dans Diff' (A).
11 existe alors g € U, p € T'x] — oo; —n[ et m € N tels que g™(p) € T x]n; +ool.

Démonstration. — Soit C; et Cy les deux composantes connexes de A \ v(T!). La courbe v étant
une courbe essentielle, C; et Cy ne sont pas bornées. L'une contient donc T'x] — oo; —n[ tandis que
I'autre contient T'x]n; +oo[. Supposons que c’est C; qui contient T'x] — oo; —n[, Co contient alors
T! x] — oo; —n[. Rappelons que v(T!) est la frontiere & la fois de C; et de Cs.
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L’idée est d’appliquer le Connecting Lemma au voisinage d’un point de la courbe.

Soit z € y(T*). Ce point n’est pas périodique puisque f ne posséde pas de points périodiques
sur y(T!). De plus, son orbite positive possede une valeur d’adhérence puisqu’elle est contenue dans le
compact v(T!). En outre, I'ensemble T! x [—n;n] est un voisinage de 2. D’apres le Connecting Lemma,
il existe N € N et W un voisinage ouvert de x tels que s’il existe deux points p et ¢ n’appartenant

N-1
pas a U FE(TY x [—n;n]) et s'il existe n, et ng des entiers positifs tels que f"(p) et f~"4(q) n’ap-
k=0

partiennent pas & W il existe alors h € U et un entier m tel que h™(p) = gq.
Cherchons donc de tels points p et g et de tels entiers entiers n, et n,.

D’une part le point = appartient a la fois a la frontiere de C; et a celle de Cs. Les ouverts C1NW
et Cy N W sont donc non vides.
D’autre part 'application f appartient & Goo(A). L’ensemble des points dont les orbites positives et

négatives sous f sortent de tous compacts est dense dans M.
N-1

De plus, 'ensemble K = U FE(TY x [=n;n]) est compact.

k=0
Il existe donc a € C1 NW et b € CoN'W tels que 'orbite négative de a et 'orbite positive de b sort de
K. Soit n, et n, deux entiers positifs tels que f~"(a) et f™(b) n’appartiennent pas a K (cf. schéma
ci-dessous).

Posons alors :
p=[f""(a) et g= f"(b),
Ny = Ng €t ng = ny,.

Il existe donc g € U et un entier m tel que g™ (p) = ¢. Il reste donc & vérifier que p € T!x] — oo; —n]
et ¢ € T'x]n; +ool.

q=g"(p) = f"(b)

Cs

T x [—n;n]
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Or d’une part les points p = f~"(a) et ¢ = f™(b) n’appartiennent pas & K et T! x [—n;n] est
inclus dans K. Donc p et ¢ appartiennent & T! x (] — oo; —n[U]n; +00]).
D’autre part, ’application f ne possede pas de points périodiques sur v(T'). Ce qui implique, d’apres
la proposition 2.34 du chapitre 1, que f préserve l'orientation de . Or f étant un difféomorphisme
symplectique, d’apres la remarque 2.29, f préserve 'orientation au sens topologique. D’apres la propo-
sition 2.37 du chapitre 1, f préserve chacune des composantes connexes de A \ y(T!). Par conséquent
f(Cy) =Cq et f(Cy) = Cs. Le point p = f~"(a) appartient donc a Cy tandis que le point ¢ = f™(b)
appartient a Cs.
Comme T x] — 00; —n[ et T' x]|n; +o00[ sont inclus respectivement dans C et Cs, le point p appartient
a T x] — oo; —n/[ alors que le point ¢ appartient & T'x|n; +oo|. O

REMARQUE 2.3. — L’hypothese que f ne posséde pas de points périodiques sur (T!) est trop
forte. En fait, nous avons seulement besoin

1. que lapplication f préserve 'orientation de la courbe v de facon a ce que chacune des compo-
santes connexes du complémentaire de (T!) soit invariante,

2. que f posséde sur la courbe au moins un point non périodique sachant que cette derniere hy-
poyhese est vérifiée si f appartient a G4(A). En effet les points périodiques de f appartenant &
7(T') sont tous de méme période puisque f préserve 'orientation de la courbe. Or si f appartient
a Gq(A), ses point périodiques sont non dégénérés. Ainsi d’apres la proposition 1.7, ’ensemble de
ceux qui sont de période inférieure ou égale a un entier donné constitue un ensemble de points
isolés qui est un fermé. L’'image de v contient donc un nombre fini de points périodiques. Elle
en possede donc au moins un qui ne 'est pas.

Supposer que f ne posséde pas de points périodiques sur v(T!) assure de ces deux hypothéses a la fois
et surtout fait le pendant avec la conclusion du lemme suivant.

LEMME 2.4. — Soit g un difféomorphisme symplectique de I'anneau et n € N. S’il existe
p € T'x] — oo; —n| et m € N tels que g™ (p) € T! x]n; +oo[ et s'il existe une courbe v fermée simple
essentielle invariante par g dont Iimage (T') est inclus dans T' x| — n;n[ alors g posséde des points
fixes sur v(T1).

Démonstration. — Comme dans la démonstration du lemme précédent, notons Cy la composante
connexe contenant T'x] — oo; —n[ et Cy la composante connexe de A \ v(T!) contenant T! x]n; +oo].
Par hypothese, il existe une orbite sous f qui vient de T'x] — co; —n[ qui va dans T!x]n;+oc[. 11
existe donc un point x € C'; dont 'image par f appartient a Cs.

L’application f échange donc les deux composantes connexes de A \ y(T!). Par conséquent d’aprés la
proposition 2.37 du chapitre 1, elle renverse 'orientation de 7. Ainsi d’apres la proposition 2.34 du
méme chapitre 1, elle possede des points fixes sur ~. O

Voici un schéma qui représente les deux facons qu'un difféomorphisme symplectique g a de vérifier
la propriété suivante : “ il existe p € T!x] — oo; —n[ et m € N tels que g™ (p) € T x|n;+oo[ 7 :
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Cy

Gy

j 7

, ~ 2 .

P % g°(p) % p

g admet une courbe invariante.
g(Cl) = Cg et g(CQ) = C1.

g admet donc des points périodiques
sur y(T1).

g n’admet pas de courbes invariantes.

e Construction du Gs dense

Soit n un entier non nul et f un difféomorphisme symplectique de ’anneau A.

Considérons les deux propositions suivantes :

— Q1(f,n) : il existe un voisinage U de f tel que si g appartient & U NG (A) alors ¢ ne laisse in-
variante aucune courbe fermée simple dont I’image est contenue dans T' x| —n;n[ ou g possede
des points périodiques sur toute courbe fermée simple qu’il laisse invariante et dont 'image
est incluse dans T'x] — n;n|.

— Qy(f,n) : il existe p € T'x] — oo; —n[ et un entier m tels que f™(p) € T'x]n;+ool.

Considérons O,, 'ensemble des difféomorphismes symplectiques de ’anneau tels que Q;(f,n) ou
Qs(f,n) est vraie.

Nous allons montrer que :
1. pour tout n € N*, O, est un ouvert dense de Diff}(A),

2. 81 f € ( ﬂ On) NGoo(A) et si f laisse invariante une courbe fermée simple « alors v est une
neN*
courbe essentielle et f possede des points périodiques sur (T?!).
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Il suffit alors de poser :
Gp(A) = () On) NGoo(A).

neN*

Comme Diff) (A) est un espace de Baire, G,(A) est un G dense de Diff'(A). Démontrons donc les
deux points ci-dessus.

1. Soit n € N*, démontrons que O,, est un ouvert dense de Diff} (A).

e L’ensemble O,, est ouvert :
Soit f € Oy. Si Q1(f,n) est vraie, le voisinage U de f donné par cette proposition est inclus dans O,,.
Sinon c’est Qo(f,n) qui est vraie. Soit p € T!x] — 0o; —n[ et m un entier donnés par la proposition
Qo (f,n) tels que f™(p) € T x]n; +oo[. Considérons alors 'application :

¢: Difff(A) — A
g — g"(p)

L’application ¢ est continue et ¢(f) = f™(p) appartient a 'ouvert T' x]n; +oo[. 1l existe donc U un
voisinage de f tel que pour tout g € U, ¢(g9) = ¢g™(p) appartient a cet ouvert, ce qui signifie que
Qs(g,n) est vraie. Le voisinage U est donc inclus dans O,

Dans les deux cas, I’ensemble O,, est un voisinage de f. Il est donc bien un ouvert de Diﬁi (A).

e Densité de O, :
Soit O un ouvert de Diff, (A). Sil existe f € O tel que Q;(f,n) est vraie alors f € O,, et ONO,, # 0.
Sinon cherchons a 'aide du lemme 2.2 une application f dans O tel que Qs(f,n) est vraie.
Soit g € O tel que Q1(g,n) est fausse. Il existe donc h € O NG (A) et v : T — A une courbe fermée
simple invariante par h tels que :

— TI'image ~(T!) est contenue dans T'x] —n;n],

— T'application h ne posséde pas de points périodiques sur v(T?).
Comme h € Goo(A), la courbe 7 est une courbe essentielle. D’apres le lemme 2.2, il existe f € O,
p € T'x] — 0o; —n[ et m € N tels que f™(p) € T x|n; +oo[. Ce qui signifie que Qa(f,n) est vraie. Par
conséquent f € O, et ON O, # 0.
L’ouvert O,, est donc dense dans Diffl (A).

2. Soit f € ( ﬂ On) N G (A). Supposons que f laisse invariante une courbe «y fermée simple.

neN*
La courbe v est une courbe essentielle car f € G (A). Il suffit donc de démontrer que f possede des

points périodiques sur y(T*).

L’ensemble (T!) étant compact, il existe n € N* tel que v(T!) est inclus dans T'x] — n;n[. Or f
appartient & O, N Goo(A). Donc Q1(f,n) ou Qa(f,n) est vraie.

Si c’est Q1(f,n) qui est vraie, 'application f posséde des points périodiques sur «(T!). Sinon il existe
p € T'x] — 0o; —n[ et un entier m tels que f™(p) € T'x]n;+oc[. D’apres le lemme 2.4, I’application
f posséde dans ce cas aussi des points périodiques sur (T?).

68



2.2 Cas d’une surface quelconque

e Appliquons le Connecting Lemma

Notation : Soit A et B deux anneaux tels que B est un sous anneau essentiel de A. Si de plus
I’anneau B est relativement compact dans A, nous noterons B < A ou A > B.

Rappel : Soit A et B deux anneaux tels que B < A. D’apres la propriété 2.22 du chapitre 1,
Iensemble A \ B posséde exactement deux composantes connexes qui sont d’intérieur non vide que
nous noterons A(B, 1) et A(B,2).

LEMME 2.5. — Soit f un difféomorphisme symplectique d’une surface symplectique (M,w)
et v : T' — M une courbe femée simple invariante par f sur laquelle f ne posséde pas de points
périodiques.

Soit A et B deux anneaux inclus dans M tels que B < A et f(B)U f~Y(B) C A. Supposons que v est
une courbe essentielle de B. Soit U un voisinage de f dans Diff'(M).

Il existe alors une application g dans U, un point p dans A(B,1) et un entier m plus grand ou égal a
2 tels que le point g™ (p) appartient a 'intérieur de A(B,2) et tels que pour tout k € {1,...,m — 1}, le
point g*(p) appartient a B.

Démonstration. — la courbe ~ est une courbe essentielle de B et A est un sous anneau essentiel
de A. Les ensembles A\ y(T!) et B\~(T!) possédent donc chacun deux composantes connexes. Notons
Ajet Ay les deux composantes connexes de A \ y(T!) contenant respectivement A(B,1) et A(B,?2)
puis B et By celles de B \'y(']I‘l) contenues respectivement dans A; et As.

Remarquons alors que A; \ B est inclus dans l'intérieur de A(B, i) pour i = 1 ou 2.

Nous allons appliquer, comme pour la preuve du lemme 2.2, le Connecting Lemma au voisinage de
I’un des points de la courbe. Mais ici nous allons I’appliquer de fagon plus précise et en particulier nous
devons utiliser 'uniformité de ’entier N devant le voisinage V' de facon a s’assurer que l'on ne sorte
pas de 'anneau A, probléme qui ne se pose pas lorsque la surface tout entiere joue le role de 'anneau A.
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Soit z € y(T*). Ce point n’est pas périodique puisque f ne possede pas de points périodiques
sur v(T!). D’aprés le Connecting Lemma, il existe N € N tel que pour tout voisinage V de z, il
existe un voisinage W de x inclus dans V tel que s’il existe deux points p et ¢ n’appartenant pas
a Ui\;_ol fE(V) et s'il existe n, et n, des entiers positifs tels que f™(p) et f~"i(q) appartiennent a
W, il existe alors h € U et un entier m tel que h™(p) = ¢ et {h(p),...,A" 1 (p)} est inclus dans
Uy FEO) UL @), oer £ ()} U LF (), ()}

Cherchons donc un voisinage V', des points p et g et des entiers n, et n, qui conviennent.

Soit V' un voisinage de v(T") tel que n—g f*(V) est inclus dans B. Un tel voisinage de ~(T?)
existe car f(y(T')) = ~(T'), car B est un voisinage de y(T!) et car f est continue. Soit W un voisinage
ouvert de z inclus dans V' donné par le Connecting Lemma.

Le point x appartient a la fois a la frontiere de By et a celle de By. Les ouverts Bi W et BoNW
sont donc non vides.
D’autre part Papplication f appartient & Goo (M ).

e Si M est compact, il existe un point de la surface dont I'orbite positive est dense et un point
dont l'orbite négative est dense. Il existe donc a € BiNW et b € By N W tel que l'orbite négative de
a et lorbite positive de b rencontrent 'ouvert A\ B.

e Si M n’est pas compacte, I’ensemble des points dont les orbites positives et négatives sous f
sortent de tous compacts est dense dans M.
De plus, B est compact.
Il existe donc a € BiNW et b € BoNW tels que l'orbite négative de a et I'orbite positive de b sort de B.

Dans les deux cas, on peut considérer n, et n; les deux plus petits entiers positifs tels que f~"(a)
et f(b) n’appartiennent pas & B. Posons alors :

p=f""(a) et ¢ = f"(b),
Ny = Ng et ng = ny.

Comme p et ¢ n’appartiennent pas a B et que U]kvz_ol fE(V) C B, ils n’appartiennent pas & U]kvz_ol fEV).
Il existe donc g € U et un entier m > 2 tel que g™(p) = q et tel que {g(p),...,g™ (p)} est inclus dans
(Unst FEO) UL @), ons fr2 () U LS (g), 0 (@)

Il reste donc a vérifier que les points p et g appartiennent respectivement a A(B, 1) et a I'intérieur
de A(B,2) et que pour tout k € {1,...,m — 1}, g¥(p) appartient & B.

Comme f ne possede pas de point périodique sur -, d’apres la proposition 2.34 du chapitre 1, f
préserve l'orientation de la courbe . Ainsi d’apres la proposition 2.38 du méme chapitre 1,

f(BY)U f1(By) C A et f(By)U fYBy) C As. (%)

Comme n, et n; sont les deux plus petits entiers positifs tels que f~"(a) et f™(b) n’appar-
tiennent pas & B, les points a, f(a), ..., f*~(a) et b, f~1(b), ..., f ~™(b) sont des points de B. De plus
a € By et b € By. D’apres (x),

{a, f(a),...,f" Ya)} C By et {b, f71(b),...,f ™ (b)} C By.
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Les points f(p), ..., f™ (p) appartiennent donc & By et les points f~1(gq),..., f~"¢(q) & Ba. Or p et ¢
n’appartiennent pas a l’adhérence de B.

En utilisant encore (), on obtient que p = f~!(f(p)) appartient & A; \ B et que ¢ = f(f~(q))
appartient & A5 \ B. Donc p et g appartiennent respectivement & A(B, 1) et & I'intérieur de A(B,2).

De plus {g(p), ..., g™ " (p)} est inclus dans (U2} fEOV)ULF (), ey £72 (0)YOLF 2 (a), s f (@)}
Comme Jp " f¥(V) est inclus dans B, les points g(p), ..., g™ (p) appartiennent a B. 0

LEMME 2.6. — Soit g un diffomorphisme symplectique d’une surface orientée M. Soit A et B
deux anneaux inclus dans M tels que B < A et g(B) Ug~1(B) C A.
S’il existep € A(B,1) et m € N\{0;1} tels que g™ (p) € A(B,2) et tels que pour tout k € {1,....,m—1},
g*(p) € B et s'il existe une courbe fermée simple vy : T! — B essentielle invariante par g alors g posséde
des points périodiques sur v(T*).

Démonstration. — la courbe ~ est une courbe essentielle de B et A est un sous anneau essentiel
de A. Les ensembles A\ y(T!) et B\~(T!) possédent donc chacun deux composantes connexes. Notons
Aj et Ag les deux composantes connexes de A \ v(T!) contenant respectivement A(B,1) et A(B,?2)
puis B et By celles de B \'y(']I‘l) contenues respectivement dans A; et As.

Les points g(p), ...., g™ ! (p) appartiennent & B et donc & A\ 7(T!). Par conséquent p, ..., g™ (p)
sont contenus dans A; U As. Or p € A; et ¢™(p) € As. 1l existe donc k € {0,...,m — 1} tel que
g"(p) € Ay et g"1(p) € As.

Si k > 1, le point ¢*(p) appartient & B; et ¢*t1(p) n’appartient pas & A;. L’ensemble g(B;)
n’est pas inclus dans A;. Par conséquent d’apres la proposition 2.38 du chapitre 1, g ne préserve pas
lorientation de la courbe ~. Ce qui implique, d’apres la proposition 2.34 du méme chapitre 1, que g
posséde des points périodiques sur (T?!).

Sik=0,pc Aj et g(p) € BN Ay = By. L’ensemble g~!(By) n’est pas donc inclus dans Ay. Ce
qui implique comme précédemment que ¢! et donc g possedent des points périodiques sur (T!). O
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e Construction du G5 dense

Nous avons construit dans le troisitme paragraphe du chapitre 1, une famille dénombrable d’an-
neaux (A )zen telle que siy : T — M est une courbe fermée simple et si U est un voisinage de v(T1), il
existe k € N tel que Ay, est un voisinage de v(T?) inclus dans U et tel que Ay est un voisinage de v(T?).

Considérons 7 ’ensemble des couples d’entiers (k,[) tels que Ay < A;.

Notation : Soit (k,1) € Z, les deux composantes connexes de A; \ Ay sont notées C}; et CZ. Elles
sont toutes les deux d’intérieur non vides.

Soit (k,l) € Z et f un difféomorphisme symplectique de la surface M.
Considérons les deux propositions suivantes :

- Ql( f,k,1) : il existe un voisinage U de f tel que si g appartient & U N Goo (M) alors

ou l’application g ne laisse aucune courbe fermée simple invariante dont l'image est
contenu dans Ay et qui est une courbe essentielle de Ay,

— ou l'application g posséde des points périodiques sur toute courbe fermée simple qu’il
laisse invariante et dont I'image est incluse dans Ay et qui est une courbe essentielle de
Ag,

— ou I'ensemble g(A}) n’est pas inclus dans A,

— ou 'ensemble g~!(A;) n’est pas inclus dans A;.

~ Qo(f, k1) : les compacts f(Ay) et f~1(Ag) sont inclus dans A, et il existe un point p dans C},
et un entier m plus grand ou égal a 2 tels que f™(p) appartient & I'intérieur de C’gl et tels que

f?(p) appartient & Ay pout tout j € {1,...,m — 1}.

Considérons Oy; l’ensemble des difféomorphismes symplectiques de 'anneau tels que Q;(f,k,[) ou
Qa(f, k,1) est vraie.

Nous allons montrer que :
1. pour tout (k,1) € Z, O est un ouvert dense de Diff (M),

2,81 fe( m Or1) N Goo (M) et si f laisse invariante une courbe fermée simple « alors f possede
(k,))ez
des points périodiques sur y(T?).

11 suffit alors de poser :

Comme Diff,,(M) est un espace de Baire, G,(M) est un G dense de Diff',(M). Démontrons donc les
deux points ci-dessus.

1. Soit (k,1) € Z, démontrons que O; est un ouvert dense de Diff. (M).
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e L’ensemble Oy; est ouvert :
Soit f € Ok. Si Q1(f,k,1) est vraie, le voisinage U de f donné par cette proposition est inclus dans
O
Sinon c’est Qa(f, k,l) qui est vraie. Soit p un point de C,il et m un entier donnés par la proposition
Qo(f,k,1) tels que f™(p) appartient a l'intérieur de CZ et f7(p) appartient & Ay pout tout j €
{1,...,m —1}.
Considérons alors I'application :

¢: Diff,(M) — Mm™1
g — (9(p); -, 9™ (P))

L’application ¢ est continue et ¢(f) = (f(p),..., f™(p)) appartient & Pouvert B x ... x B x int(C%
ol int(C%) est 'intérieur de CZ. Il existe donc U un voisinage de f tel que pour tout g € U, ¢(g) =
(9(p),...,g™(p)) appartient & cet ouvert.

De plus I’application g € Diffs (M) — g~ € Diff (M) est continue et si K est un compact et U un
ouvert de M, I’ensemble des applications pour lesquelles 'image de K est inclus dans U est un ouvert
pour la topologie forte de Whitney. Il existe donc un voisinage U’ de f tel que si g € U’, les compacts
g(Ax) et g71(Ay) sont inclus dans A;.

La proposition Qs(g,k,1) est donc vraie pour les éléments de U NU’. Par conséquent, le voisinage
U NU" est donc inclus dans Oy;.

Dans les deux cas, 'ensemble Oy; est un voisinage de f. Il est donc bien un ouvert de Diff. (M).

REMARQUE 2.7. Le fait que la proposition Qs(f, k,!) demande que ce soit I'image de I’adhérence
de Ay, qui soit contenue dans A; et non A, seulement n’est utile que pour garantir le fait que I’ensemble
des applications qui vérifient Qs(f, k,[) est ouvert et ce grace au fait que, nous l'avons déja dit, si K
est un compact et U un ouvert de M, I'’ensemble des applications pour lesquelles 'image de K est
inclus dans U est un ouvert pour la topologie forte de Whitney.

e Densité de Oy, :
Soit O un ouvert de Diff (M). S’il existe f € O tel que Qy(f, k,1) est vraie alors f € Oy et ONOyy # 0.
Sinon cherchons a I’aide du lemme 2.2 une application f dans O tel que Qs(f, k,1) est vraie.
Soit g € O tel que Qi(g,k,1) est fausse. Il existe donc h € O N Goo(M) et v : T! — M une courbe
fermée simple invariante par h dont I'image est incluse dans Ay et qui est une courbe essentielle de
Ay, vérifiant les trois points ci-dessous :

— Dapplication A ne possede pas de point périodique sur toute courbe fermée simple qu’il laisse

invariante et dont 'image est incluse dans Ay et qui est essentielle dans Ay,

— T'ensemble h(Ay) est inclus dans A,

— Tensemble h=1(A}) est inclus dans A;.
D’apres le lemme 2.5, il existe une application f dans O, un point p dans C,il et m € N tels que f™(p)
appartient & l'intérieur de C%, et f7(p) appartient & Ay pout tout j € {1,...,m — 1}.
De plus si f est suffisamment proche de h, les ensembles f(Ay) et f~1(Ay) sont inclus dans A;.
Ce qui signifie que Qa(f, k,1) est vraie. Par conséquent f appartient a Oy et O N Oy # 0.
L’ouvert Oy est donc dense dans Diff'(M).

2. Soit f € ( ﬂ Ok1) NGoo(M). Supposons que f laisse invariante une courbe ~ fermée simple.
(ke
Il suffit donc de démontrer que f possede des points périodiques sur (T?).
Par construction de la famille (Ag)ren, il existe I € N tel que 7 est une courbe essentielle de A;.
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Les applications f et f~! étant continues et f(v(T')) = (T') = f~1(y(T')), il existe U un voisinage
de v(T?!) inclus dans 4; tel que f(U)U f~1U) C A;. Comme ~(T!) est compact, on peut de plus
supposer que U U f(U)U f~1(T) C A.

Or il existe k € N tel que A est un voisinage de v(T") inclus dans U et pour lequel 7 est une courbe
essentielle. Ainsi Aj < A; par conséquent (k,1) € Z. De plus f(Ax) U f~1(A) C A;.

Or f appartient & O N Goo(M). Donc Qi (f, k,1) ou Qa(f, k,1) est vraie.

Si c’est Q1(f,k,1) qui est vraie, 'application f possede des points périodiques sur (T*).

Sinon c’est Qo(f, k,1) qui est vraie. Il existe alors un point p dans Cél et un entier m tels que f™(p)
appartient a I'intérieur de C’,fl et f7(p) appartient & Ay pout tout j € {1,...,m — 1}. D’apres le lemme
2.6, Papplication f possede dans ce cas aussi, des points périodiques sur (T?!).

3 Etude des points périodiques hyperboliques sur une courbe fermée
simple invariante

Dans le paragraphe précédent, nous avons démontré qu'un difféomorphisme symplectique C'-
générique, s’il possede une courbe fermée simple invariante, admet obligatoirement un point périodique
appartenant a I'image de cette courbe.

Soit donc f un tel difféomorphisme possédant une courbe fermée simple invariante. En supposant
que f vérifie une autre propriété générique que nous préciserons, nous allons démontrer que les points
périodiques de ce difféfomorphisme appartenant & cette courbe, ne peuvent étre tous hyperboliques.

PROPOSITION 3.1. — Il existe un G dense de Diff. (M) noté G,(M) tel que si f € G,(M) admet
une courbe fermée simple invariante vy alors f posséde un point périodique elliptique sur v(T*).

M. Herman dans [He83] a démontré qu'un difféomorphisme de l'anneau déviant la verticale
Cl-générique ne possede pas de points périodiques sur une courbe fermé simple, invariante par cette
application. Nous allons ici nous inspirer de sa preuve. Dans son cas, il utilise le fait qu’une telle courbe
est un graphe lipschitzien (théorie de Birkhoff) pour démontrer qu’un point périodique ne peut étre
elliptique. Cette idée ne peut évidemment étre exploitée ici. En revanche, 'argument qu’il utilise pour
supprimer les points hyperboliques est ici applicable. Le chapitre 3 nous permettra alors de supprimer
les points périodiques elliptiques. Pour un exposé un peu plus détaillé de la démonstration d’Herman
ainsi que pour la définition d’un difféomorphisme de 'anneau déviant la verticale, on peut bien str
consulter [He83]. Nous renvoyons aussi a ’'appendice de ce chapitre.

Voici la démarche que nous allons suivre : nous allons, dans un premier temps, vérifier qu'une
variété stable et une variété instable de deux points périodiques, si elles sont transverses, ne peuvent
contenir dans leur intersection un arc continu, puis nous vérifierons que cela ne peut se produire pour
un difféfomorphisme générique.
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3.1 Variété stable et variété instable transverses

PROPOSITION 3.2. — Soit f un difféomorphisme symplectique de M, p et q deux points périodiques
hyperboliques pour f.
Si W5(p, f) et W¥(q, f) sont transverses alors I'intersection de W*(p, f) et W"(q, f) est un ensemble
au plus dénombrable.

= x

Démonstration. — Soit k et k' les périodes respectives de p et ¢q. D’apres le § 1.1, il existe U et
V' deux ouverts de M contenant respectivement p et g tels que :

Wep, f)=|J ™ W, ),

meN

W, ) = | £ Wik, 1),

neN

ot W (p, f) la variété stable locale de p dans U et Wi(q, f) la variété instable locale de ¢ dans V
sont des sous-variétés de dimension 1 de la surface M.

Alors :
Wep, )W g, f) = (U e, m ol wite, 1))
meN neN
= U 0 H) 0 (W, 1) (%)
(m,n)eN2

Nous supposons que W#(p, f) et W*(q, f) sont transverses. Ce qui signifie que pour tout couple d’en-
tiers (m,n), f~" (W¢(p, f)) et f™' (W¥(q, f)) se rencontrent transversalement. Leur intersection est
donc une sous-variété de codimension la somme des dimensions de W (p, f) et Wit (q, f). Or M est
une variété de dimension 2.

Par conséquent f _mk(Wﬁ(p, )N F™ (WH(q, f)) est une sous-variété de M de dimension 0. Cet en-
semble est donc un sous ensemble de points isolés de M.

Or M est une surface qui, au sens ot nous l’entendons, est une variété riemmannienne. I’espace M est
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donc un espace métrique séparable. Donc f _mk(W5 (p, £)) N f™ (W¥(q, f)) est au plus dénombrable.

Ainsi d’apres (x), Uintersection de W*#(p, f) et W*(q, f) est une union dénombrable d’ensembles
au plus dénombrables. Ce qui implique que l'intersection de W?¥(p, f) et de W*(q, f) est au plus
dénombrable. O

3.2 Preuve de la proposition 3.1

Rappelons que nous avons construit dans le paragraphe précédent un G5 dense noté G,(M) tel
que si f appartient a ce Gs dense et possede une courbe fermée simple invariante + alors f possede
des points périodiques sur v(T*).

Voici un lemme qui s’appuie sur le résultat précédent et qui étudie le cas ot un difféomorphisme
possede non seulement des points périodiques sur une courbe fermée simple invariante mais ou 1’on
suppose aussi que ces points périodiques sont tous hyperboliques.

LEMME 3.3. — Soit f un difféfomorphisme symplectique laissant invariante une courbe~y : T — M
fermée simple. Si f admet sur v(T*') des points périodiques qui sont tous hyperboliques alors certaines
des variétés stables ou instables de ces points périodiques se rencontrent et leur intersection n’est pas
transverse.

Terminons d’abord la démonstration de la proposition 3.1 avant de donner une preuve de ce
lemme.

Soit donc f € G¢(M) N G,(M) possédant une courbe 7 : T — M invariante.
Comme f € G,(M), f posséde des points périodiques sur y(T!) (cf. proposition 2.1).
Si ces points sont tous hyperboliques, d’apres le lemme ci-dessus certaines des variétés stables ou
instables de ces points périodiques se rencontrent et leur intersection n’est pas transverse, ce qui
contredit le fait que f € G(M).
Les points périodiques de f appartenant & v(T"!) ne sont donc pas tous hyperboliques...ce qui implique
que certains soient elliptiques.

1l suffit donc de considerer le G dense de Diffl (M) défini par :

Gn(M) = Gi(M) N Gp(M).

Preuve du lemme 3.3. — Supposons tout d’abord que f préserve l'orientation de la courbe 7.

D’apres la proposition 2.33 du chapitre 1, les points périodiques de f appartennant & v(T') ont
tous la méme période. Notons k cette période commune.
Comme les points périodiques de f appartenant & v(T!) sont hyperboliques, ils sont non dégénérés. Or
d’apres la proposition 1.7, un point périodique non dégénéré de période donné est isolé parmi les points
périodiques de méme période. L’ensemble (T') étant compact, I'ensemble des points périodiques de
f sur (T!) est donc fini.

76



Soit (6;)icz,/mz une famille de points du cercle tels que pour tout i € Z/mZ, ;-1 < 6; < 0;11 et
tels que les z; = v(6;), i € Z/mZ, sont les points périodiques de f appartenant & ~(T?!).

L’application y~1 o f o+ est une application du cercle préservant ’orientation. D’apres la propo-
sition 1.5 du chapitre 1, il y a deux cas :

Ve 6]01; 02[7 lim hnk(e) = 91 et lim h—nk(e) = 927

n—+o00 n—-+o00
ou
V6 €)01;65[,  lim R (0) = 0 et lim Kk (0) = 6.

En utilisant la continuité de v, on en déduit que

Vzen(01:62]), lim f*(z)=z;et lim A ™(2) =z, (1)

n—-+4o0o n—-+00
ou
V z € v(]61;02]), lir}_l R (2) = 29 et lilf R (z) =z (2)

Ainsi y(]61; 02[) est inclus dans Uintersection de W*(x1, f) et de W (o, f) si 'on est dans le cas (1)
et dans U'intersection de W"(z1, f) et de W#(zq, f) si I'on est dans le cas (2).

Or ~(]01;02]) n’est pas dénombrable. D’apres la proposition 3.2, W#(x1, f) et W"(z2, f) (ou
W (x1, f) et W*(zq, f)) ne se rencontrent pas transversalement.

Voici un schéma représentant I'image d’une courbe v fermée simple invariante par un difféomorphisme f
qui préserve son orientation et sur laquelle f posséde des points périodiques x1, T2, T3, T4 €t T5.

X2

Y (TH)

€3

Z1

Ty

Is

Ainsi y(T') C W (a1, f) UW* (2, f) U W (23, f) UW" (24, ) UW* (5, f).
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Reste a traiter le cas ou f ne préserve pas l'orientation de la courbe ~.

Dans ce cas, on considere I'application f? qui, elle, préserve l'orientation de la courbe 7. Les
points périodiques de f appartenant & v(T!) sont aussi les points périodiques de f2 sur ~(T!) pour
laquelle ils sont aussi hyperboliques (cf. proposition 1.5).

D’apres ce qui précede, certaines des variétés stables ou instables relativement & f2 de ces points
périodiques se rencontrent et leur intersection n’est pas transverse. Or d’apres la remarque 1.11, les
variétés stables et instables relativement & f et f2? coincident. D’oll le résultat. |
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Appendice : I'argument d’Herman

Posons A = T! x [0;1] muni de la forme symplectique w = df A dr.

M.Herman s’intéresse dans [He83] aux courbes fermées simples invariantes par un difféomorphismes
symplectique de A déviant la verticale homotope a I'identité.

Pour tous les points techniques, nous renvoyons au mémoire d’Herman. Nous allons seulement
tenter d’expliquer la démarche globale d’Herman. Rappelons seulement ce qu’est un difféomorphisme
déviant la verticale.

On munit 'espace tangent de A de sa trivialisation canonique.
Soit f un difféomorphisme de A, 'application tangente Df de f au point x est donc une application
Df(x): {z} x R? — {f(x)} x R%
Pour 0 < e < /2, C4(e) est I'ensemble des points x tels que I’angle entre les vecteurs Oz et v = (1,0)
soit compris entre 7/2 — e et —7/2 + €.

On note C_(g) = —C4(e).

TIU D,
C_(e) c Cy(e)
0
= €
v=(0,1)

Les demi droites D4 et D_ appartiennent respectivement & C(¢) et & C_(¢)

Soit f un difféomorphisme de A homotope a I'identité. On dit que f dévie la verticale & gauche
[respectivement a droite] s’il existe 0 < £ < 7/2 tel que pour tout x € A, on ait :

Df(x)(0,1) € C_(g) [respectivement] C (¢),
Df~Y(x)(0,1) € C4 () [respectivement] C_(e).

On munit DiffL (A) dela C'* topologie uniforme. Pour cette topologie ’ensemble des difféomorphismes
qui dévient la verticale est un ouvert.
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Remarquons qu’'un difféomorphisme déviant la verticale est homotope a l'identité. Il préserve
donc Dorientation de toutes les courbes fermées simples qu’il laisse invariantes.

Voici le résultat démontré par M.Herman dans ce mémoire :

PROPOSITION 3.4. — Il existe un G dense G de {f € Diff. (A) | f dévie la verticale} muni de la
C' topologie induite tels que si f € G, il n’existe pas de courbe v : T' — A fermée simple essentielle
invariante par f telle que v(T') ne rencontre pas T! x {0} et T' x {1} et telle que f posséde des points
périodiques sur v(T*).

Pour démontrer cette proposition, on utilise tout d’abord deux résultats de Birkhoff qui per-
mettent de démontrer que si un difféomorphisme déviant la verticale admet une courbe v : T' — A
fermée simple essentielle invariante alors v(T") est le graphe d’'une application lipschitzienne du cercle.

Puis on se place dans un G; dense de {f € Diff\(A) | f dévie la verticale} dont les éléments
vérifient les deux propriétés suivantes :

a) tout point périodique est non dégénéré,
b) tout point périodique hyperbolique z € T!x]0;1[ est tel que les variétés stable et instable s’in-
tersectent transversalement.

Ensuite on prend une courbe v : T' — A fermée, simple, essentielle et invariante par un
difféomorphisme f déviant la verticale. On suppose que f posséde un point périodique sur v(T*).

En utilisant le fait que (T!) est le graphe d’une application lipschitzienne, M. Herman démontre
que les points périodiques de f sur (T!) sont hyperboliques. Voici comment il procede.

Considérons un réel K strictement positif, ainsi qu'une application ¢ : T' —]0; 1], lipschitzienne
de rapport K, tels que :
AT = {(6,9(0)) : § €T}
Soit x = () un point périodique de f appartenant & v(T!). Définissons le cone tangent de (T!) en
x. Pour cela considérons l’ensemble S des suites (6,,, 1, )nen de T x]0; +o00[ telles que :

— quelque soit Pentier naturel n, 6,, # 0,

~ la suite (#,)nen converge vers § dans T,

0,) —x
— la suite <M> converge vers un vecteur de R2.
tn neN

Posons alors : )

n—+4o0o tn

: (enatn)neN € S} .

Cet ensemble, C,, est un cone de R? (c’est-a-dire que c’est un sous ensemble de R? stable par produit
par un nombre strictement positif). Il n’est pas réduit au vecteur nul. Pour vérifier cela, il suffit de
prendre une suite (6,),en du cercle qui converge vers 6 et telle que quelque soit l'entier naturel n, 6,

v(On) — .

L est alors une suite du
. 7 . . N . . tn nEN

cercle unité qui, quitte & en extraire une sous suite, converge vers un vecteur non nul car appartenant

au cercle unité. On dit que C,v est le cone tangent de v en z. Voici deux lemmes qui concernent ce

cOne tangent.

est différent de 6, puis de poser t, = ||v(6,) — z||. La suite (
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LEMME 3.5. — L’entier m étant la période de x sous f, C,7y est stable par D f™(x).

Preuve . — Soit u € Cyy. 1l existe (0, t,)nen une suite appartenant a S telle que :
0.) —
we lim 20—z
n—-+o00 tn

L’ensemble +(T!) étant invariant par f et donc par f™, il existe (6/,)n,en une suite du cercle telle
que pour tout n € T, f™(v(0,)) = v(0.,). Le point x étant un point fixe de f™, la suite (y(0),))nen
converge vers x. Or l'application 7 est continue est injective, la suite (6],),en converge donc vers 6.

De plus :
9/ _ m 0 _fm
n——+o0o tn n——+o00 tn
Ce qui démontre que le vecteur D f™(z)u appartient au cone tangent de v en x. |

LEMME 3.6. — L’ensemble C, est inclus dans 'ensemble {(a,b) € R* | a # 0 et —‘ < K}u{0}
a
qui est un céne de R2.
Preuve . — Soit u = (u1,u2) un vecteur appartenant a C,7y. Il existe (6,,t,)nen une suite
appartenant a S telle que :
e i (0 S0
n—-+00 tn tn

L’application ¢ étant lipschitzienne de rapport K,

6(0n) — ¢(0)] < Kd(0y,,0).

Ainsi si uy = lim est égal & 0, uo est aussi égal a 0 et u est le vecteur nul. En revanche, si uq

n—-+00 n
est non nul, on obtient que :
U
2 < K.

Ul
]

Or ces deux lemmes ne peuvent étre vérifiés si x est un point périodique elliptique de f. En
effet nous avons supposé que tous les points périodiques de f sont non dégénérés, autrement dit
que les valeurs propres de D f™(x), m étant la période de z, ne sont pas des racines de 'unité. Par
conséquent, si x est elliptique, les itérés d’une demi-droite quelconque du plan par D f™(x) forment
un ensemble dense de R?. Ils ne peuvent donc étre inclus, contrairement & ce que démontre les deux
lemmes précédents, dans un cone de R?, distinct de R2, et qui n’est donc pas un ensemble dense. Les
point périodiques de f appartenant & v(T!) ne pouvant étre elliptiques, sont hyperboliques.

On démontre alors que I’ensemble (T') est une réunion de variétés stables et instables de points

périodiques hyperboliques ce qui est impossible en ayant supposé que f vérifie la propriété b). C’est
cette idée qui est largement utilisée et développée au paragraphe 3 de ce chapitre.
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Chapitre ITT

Etude des points périodiques elliptiques sur une courbe
fermée simple invariante

83



84



Rappelons que notre but est de construire un G5 dense de de difféomorphismes symplectiques
dont les éléments n’admettent aucune courbe fermée simple invariante.

Nous avons démontré dans le chapitre 2, qu’il existe un G5 dense de difféomorphismes symplec-
tiques dont les éléments, s’ils admettent une courbe fermée simple invariante, possédent au moins un
point périodique elliptique sur 'image de cette courbe.

Dans ce chapitre, nous allons construire un G5 dense de difféfomorphismes symplectiques dont
les éléments, s’ils laissent une courbe fermée simple invariante ne possedent pas de points périodiques
elliptiques sur 'image de cette courbe.

Il suffira donc de considérer l'intersection de ces deux G5 denses pour conclure.

Voici la démarche que nous allons adopter.

Tout d’abord, nous allons démontrer que si un difféomorphisme vérifie avec 1’'un de ses points
périodiques une certaine propriété, la propriété I', aucune courbe fermée simple invariante par f n’a
son image qui contient ce point.

Puis nous construirons un G5 dense de Diff' (M) dont les éléments vérifient cette propriété avec
tous ses points périodiques elliptiques.

Les éléments de ce G5 dense ne possedent alors aucun point périodique elliptique sur les images
des courbes fermées simples qu’ils laissent invariantes.

La construction de ce G5 dense repose sur deux propositions assez techniques que nous démontrons
dans le troisieme paragraphe. Leur preuve repose, d’une part sur la proposition 4.1 démontrée dans
le chapitre 4 et qui permet d’entourer un point périodique elliptique par une courbe fermée simple de
classe C! sur I'image de laquelle se trouve un nombre fini de points périodiques tous hyperboliques,
d’autre part sur la proposition 2.6, démontrée lui aussi dans le chapitre 4, et qui permet de perturber
un difffomorphisme symplectique au voisinage d’un point de facon a modifier sa différentielle en ce
point.

En tout cas ce chapitre repose largement, méme si ce n’est pas visible, sur le formalisme des fonctions
génératrices décrit au quatrieme chapitre.

1 Courbe fermée simple sur une surface

Soit (M, d) une surface riemannienne. Soit  : T — M une courbe fermée simple. Dans le cas ou
M est la sphere ou le plan, le théoréme de Jordan nous renseigne sur les caractéristiques topologiques
des composantes connexes de M \ v(T!). Qu’advient t’il dans le cas d’une surface quelconque ? Nous
allons travailler ici dans le cas ol y(T") est inclus dans un ouvert de M homéomorphe & R? et tenter
de caractériser I'une des composantes connexes du complémentaire de (T*).

PROPOSITION ET DEFINITION 1.1. — Soit (M, d) une surface riemannienne.
Soit U un ouvert de M homéomorphe au plan et v : T — M une courbe fermée simple dont I'image
est incluse dans U, alors M \ v(T') posséde exactement une composante connexe, notée inty (7y), qui
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est relativement compacte et incluse dans U. De plus la frontiére de inty(7) est v(T1).

Démonstration. — Considérons un homéomorphisme h : U — R2.

Unicité. Supposons que M \ y(T!) posséde une composante connexe, notée C, relativement compacte
et incluse dans U. Etudions h(C) qui est une partie de R2.

e Tout d’abord, notons que h(C) est un ouvert connexe du plan inclus dans R? \ h o ~(T*).

e De plus la frontiere de C est incluse dans v(T'), donc dans U. Ainsi la frontiere de h(C) est
contenue dans h o y(T'). D’apres le sous lemme 3.12 démontré au chapitre 1, on en déduit que h(C')
est une composante connexe de R?\ ho~(T?!).

e Enfin C est relativement compacte et son adhérence est incluse dans U. Par conséquent, h(C)
est relativement compacte dans R2. C’est donc la composante connexe bornée de M \ ho~(T?!). Ainsi :

h(C) = int(ho7).

D’olt I'unicité d'une éventuelle composante connexe relativement compacte de X \(T!) incluse dans U.

Existence. Il reste & vérifier que I'ensemble C' = h=!(int(h o)) convient.

e Tout d’abord, notons que C' est un ouvert connexe de M \ v(T!).

e L’ensemble int(h o ) est relativement compacte dans R2?. Donc C' est relativement compacte
dans U. Ainsi adhérence de C dans U est compacte et coincide donc avec son adhérence dans M. De
plus, la frontiere de int(h o) est ho(T!). La frontiere de C' dans U et donc dans M, est ~(T%).
Par conséquent, C' est un ouvert connexe de M inclus dans X \ 7(T!) dont la frontiere est ~v(T?).
D’apres le sous lemme 3.12 du chapitre 1 déja utilisé, il est une composante connexe de M \ v(T').
Or C est inclus dans U. C’est donc la composante connexe cherchée. a

REMARQUE 1.2. Soit 7 : T — M une courbe et U un ouvert de X vérifiant les hypotheses de la
proposition ci-dessus. Si h : U — R? est un homéomorphisme, alors h(inty (y) = int(h o 7).

L’ensemble des applications continues du cercle & valeurs dans M est noté CO(T!, M).
Soit 7 et ¢ deux éléments de CO(T!, M), on note d(d,7) = max,cq d(y(t),d(t)). L'application d est
une distance sur C°(T!, M) qui induit la topologie de la convergence uniforme.

PROPOSITION 1.3. — Soit (M, d) une surface riemannienne.
Soit U un ouvert de M homéomorphe au plan et v : T' — M une courbe fermée simple dont I'image
est incluse dans U. Soit xg un point de inty (7).
II existe un réel € strictement positif tel que pour toute courbe § : T* — U et tout point x appartenant
aU, sid(y,)) <e etsid(x,xyg) < e alors x appartient a intg ().

Démonstration. — Considérons h : U — R? un homéomorphisme tel que h(xg) = 0.
Nous renvoyons au premier chapitre pour la définition de 'indice d’une courbe par rapport a un point,
ainsi que pour les propriétés s’y rattachant.
D’apres la remarque 1.2, on sait que si § est une courbe fermée simple dont 'image est incluse dans
U alors inty(6) = h~!(int(h o §)). Par conséquent :

x € inty(d) < h(x) € int(hod) < ind(h(zx),hod) #0. (%)

Remarquons que le point xg appartient & inty (), ainsi l'indice de h o y relativement & 0 est non nul.
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Sous LEMME 1.4. — Il existe 1 > 0 tel que si & € C(T*,R?) et u € R? vérifient d(d,ho~) < p

~

et ||u|| < w alors u € int(9).
Preuve . — Soit p le réel défini par :

h t
o — i 2O
teT! 2

C’est un réel strictement positif car 0 n’appartient pas a I'image de ho~y. Soit be CO(T',R?) et u € R?
tels que d(d,h o) < p et ||ul]] < p. Définissons 'application :

F: [0;1] xT! — R{
(s,t) — s 0(t) + (1 —s)hon(t)

Cette application F' est & valeurs dans R? \ {u} car pour tout (s,t) € [0;1] x T* :
1P, t) = ull = |[sd(2) + (1 = s)hoy(t) —

- Hhoy(t)—u—s(hoy(t)—5(75))“
> |[hoy@®)|| = sllhoy(t) =)l — [lull
> 2u—su—p >0

Or quelque soit t € T!, F(0,t) = ho~(t) et F(1,t) = §(t). Ainsi F est une homotopie entre § et h oy
dans R?\ {u}. Ce qui d’apres les propriétés de l'indice démontre que :

ind(u,6) = ind(u, h o ).

Or la boule de centre 0 de rayon u, B(0, 1), ne rencontre pas ho~(T!) et 0 appartient & int(h o). Par
conséquent B(0, 1) est incluse dans int(h o 7). Mais le point u appartient & cette boule. Il appartient
donc & lintérieur de h o . Ainsi ind(u, h o «y) # 0. Ce qui implique que ind(u,d) # 0. |

Or par continuité de I’application h, on a l'existence d’un réel € strictement positif tel que :
— si un courbe fermée simple 6 : Tt — U vérifie d(6,7) < € alors d(h o §,h ov) < u,
— si z € U vérifie d(x, zg) < ¢ alors ||h(x)] < p.
Dans ce cas, ind(h(x),h o §) = 0. Ce qui implique que = appartient & inty(9). a

2 Propriété I'

2.1 Définition de la propriété I’

DEFINITION 2.1. — Soit M une surface. Soit a, b et ¢ trois points du cercle T' tels que b
appartient a |a;c[. Soit v1 : [a;b] — M et 9 : [b;c] — M deux arcs continus tels que v1(b) = v2(b). La
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concaténation de y; et 2, notée y1 A 7y, est I'arc continu défini sur [a;c| par :

NAYR: lad — M

. 71(0) si 0 € [a;b]
o { v2(0) si 0 € [b; c].

DEFINITION 2.2. — Soit f € Diﬁilj(M), m € N*, x un point périodique elliptique de f et U un
voisinage de x.
On dit que f et x vérifient la propriété I' relativement a U s’il existe une courbe v : T' — U
fermée simple et 2n points x1, ..., Tn, Y1, ---, Yn appartenant a M tels que :

1. x appartient & une composante connexe de M \ v(T') incluse dans U.

2. X1,y T,y Y1, -+, Yn Sont des points m-périodiques hyperboliques pour f.

3. (T) est Ia concaténation d’arcs C, ¢ : [Bim1;0u] — M et v : [ag; 8] — M, i € Z/nZ, tels
que :
— Les points z; et y; appartiennent respectivement a ;' ([i—1; cu]) et a v/ ([a; Bi]),
— les images des arcs ¢ et 4} sont respectivement incluses dans W*(x;, f) et W"(y,, f).

4. Pour tout i € Z/nZ, les vecteurs (v;) (a;) et (v#*)'(a;) d’une part et les vecteurs ()" (5;) et
(7vi41)'(8;) d’autre part sont non colinéaires (et donc non nuls).

5. De plus, pour tout i € Z/nZ, v ([Bi—1; i]) et v*([cu; Bi]) sont respectivement stables par f2™ et
f—2m.

) =)

v i(as) = v (az)

(a3)

5 (as) = 74

) =2 (B)

8 D3 (5)

On dit que f et x vérifient la propriété I' si quelque soit U voisinage de x, f et x vérifient la propriété
I" relativement a U.

REMARQUE 2.3. — Si le voisinage U de z est homéomorphe & R? et relativement compacte, la
premiere assertion devient : "x € inty(y)“.
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REMARQUE 2.4. — Soit f un difféomorphisme symplectique, k& € N* et x un point périodique
elliptique de période k non dégénéré de f. Soit U un voisinage de x et n un entier strictement positif.
Si f et x vérifient la propriété I relativement a U alors f et « vérifient aussi la propriété I" relativement
aU.

REMARQUE 2.5. — Soit f un diffomorphisme symplectique, x un point fixe elliptique non
dégénéré de f et U un voisinage de x tels que f et x vérifient la propriété I' relativement & U. Soit
n un entier strictement positif et g un difféomorphisme symplectique. Si g" coincide avec f sur U
alors x est un point périodique elliptique non dégénéré de g™ et ¢" et = vérifient aussi la propriété I'
relativement a U.

2.2 Propriété I' et courbes invariantes

PROPOSITION 2.6. — Soit f un difféomorphisme symplectique de M, k € N* et x un point
périodique elliptique de période k non dégénéré de f.
Si f et x vérifient la propriété I', 'image d’aucune courbe fermée simple invariante par f ne
contient .

Démonstration. — Nous allons raisonner par I’absurde. Supposons donc qu’il existe § : Tt — M
une courbe fermée simple invariante par f telle que = appartient & §(T*).

Quitte & raisonner avec 'application f?, nous pouvons supposer que f préserve l'orientation de
~. En effet le point z est aussi un point périodique elliptique non dégénéré de f? avec lequel, d’apres
la remarque 2.4, il vérifie aussi la propriété I'. De plus f? laisse invariante la courbe §. Toutes les
hypothéses vérifiées par f relativement & x et § sont donc aussi vérifiées par f? qui en outre préserve
dans tous les cas l'orientation de 9.

L’application f préserve donc l'orientation de la courbe §. D’apres la proposition 2.33 du premier
chapitre, tous les points périodiques de f appartenant & §(T') ont la méme période en I'occurence k
la période de z. C’est cela que nous allons contredire en utilisant que f et x vérifient la propriété I'.

Le point x étant un point périodique non dégénéré de f, il est isolé parmi les points périodiques de
f de période plus petite ou égale a k (cf. proposition 1.7 du chapitre 2). Il existe donc U un voisinage de
x dans lequel f ne possede pas de point périodique de période plus petite ou égale a k autre que le point
x. Quitte & réduire ce voisinage, on peut en outre supposer que §(T') n’est pas inclus dans ce voisinage.

Comme f et z vérifient la propriété I', ils la vérifient relativement a U. 1l existe donc une courbe
v : T! — U fermée simple et 2n points 1, ..., Tn, Y1, ..., Yn appartenant a M tels que :

1. z appartient & une composante connexe de M \ v(T!) incluse dans U,
2. T1y.eey Tny Y1, .-, Yn sSont des points périodiques hyperboliques pour f,

3. y(T!) est la concaténation d’arcs C!, v§ : [Bi_1;0:] — M et 4% : [ay; 8] — M, i € Z/nZ, tels
que :
— Les points z; et y; appartiennent respectivement & v7([Gi—1; a;]) et & v*([cu; Gil),
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— les images des arcs 7 et v} sont respectivement incluses dans W#(z;, f) et W*%(y;, f).

(Les assertions 4 et 5 de la propriété I' sont inutiles pour démontrer cette proposition.)

LEMME 2.7. — lintersection de v(T') et de §(T') est non vide.

Preuve . — Soit C' la composante connexe de M \ v(T') qui contient 2. Comme x appartient &
§(Th),
zed(THnC +#0.

D’apres 'assertion 1 de la propriété I', 'ensemble C' est inclus dans U. Or §(T!) n’est pas inclus dans
U. Par conséquent :

S(THN(M\ C) # 0.

Or I'ensemble §(T?) est connexe. Il rencontre donc la frontiere de C. Or C est une composante connexe
de l'ouvert M \ ~(T'). Sa frontiere est donc incluse dans v(T'). D’ou le fait que §(T!) et ~(T!) se
rencontre. ]

Soit donc y € y(Tt) N §(TH).

Par construction de la courbe 7, il existe i € Z/nZ tel que y appartient a v7([Bi—1;a;]) ou a
¥4 ([evi; Bi]), ce qui implique que y appartient a la variété stable de z; ou a la variété instable de y;.
Supposons que le point y appartient a la variété stable de x;, le cas ou il appartiendrait a la variété
instable de y; se traitant de la méme facon.

Soit [ la période de x;, la suite (f™(y))nen converge vers ;. Or 'image de & est invariante par
f et contient y. Par conséquent la suite (f™(y))nen est incluse dans 6(T'). L’ensemble &(T!) étant
fermé, il contient donc le point z; qui est la limite de la suite (f™(y))nen.

Mais les points z; et  sont distincts car x; appartient & v(T') ce qui n’est pas le cas de z. Et
x; appartient a U car I'image de ~ est incluse dans U. Comme x; est le seul point périodique de f
appartenant a U de période plus petite ou égale a k, on en déduit que la période de x; est strictement
plus grande que k.

Le point z; est donc un point périodique de f de période strictement plus grande que k appar-
tenant & 6(T'). D’ott la contradiction. O

REMARQUE 2.8. Dans cette preuve, comme nous ’avons déja souligné, les point 4 et 5 de la
propriété I' n’ont aucune utilité. Ils interviennent seulement dans les paragraphes suivants pour la
construction d’un Gj dense de Diff (M) dont les éléments vérifient la propriété I' avec leur point
périodique ellliptique. Ils sont la garantie de la stabilité de la propriété I' par perturbation.
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3 Propriété I' et perturbations de difféomorphismes symplectiques

3.1 Premier résultat de perturbation a propos de la propriété I'

Etant donné un difféomorphisme symplectique f et un point x périodique elliptique non dégénéré
de f, la proposition suivante permet de perturber f pour obtenir un difféomorphisme qui vérifie avec
le point x la propriété I'. Cette proposition s’appuie largement sur le chapitre 4 dont le dernier résultat
constitue le point de départ.

ProroSITION 3.1. — Soit f un difféomorphisme symplectique de M, k € N* et x un point
périodique elliptique non dégénéré de période k pour h.
Soit U un voisinage de x et U un voisinage de f. Il existe g € U tel que :
— le point x est un point périodique elliptique non dégénéré de g de période k,
— la propriété 1" est vérifiée par g et = relativement a U,

— Dlapplication g coincide avec f hors de U.

Démonstration. — Tout d’abord ramenons nous au cas ot x est un point fixe. Pour cela, nous
allons travailler avec I’application f* pour lequel le point z est fixe. En perturbant f*, nous allons
trouver un difféomorphisme symplectique h tel que :

— le point  est un point fixe elliptique non dégénéré de h,
— la propriété I" est vérifiée par h et x relativement a U,
— Tapplication h coincide avec f* hors de U.

Considérons alors 'application g = f1=F o h et vérifions que cette application g convient.

Tout d’abord, remarquons que ’application @ € Diffi)(M )= f 1=k o 4 est continue et envoie f* sur
f. Ainsi, & condition d’avoir construit & dans un voisinage suffisamment petit de f*, Papplication g
appartient a U.

Ensuite I'application ¢* coincide avec h sur U. Pour cela, il faut avoir supposer, quitte & réduire U,
que U,..., f*=1(U) sont deux & deux disjoints. En effet soit 3 un point de U, g(y) appartient & f(U).
Or U et f(U) sont disjoints et h coincide avec f* de U donc :

g*(y) = fH(h(y)) = FF(f o hly)) = f(h(y)).

Ce qui permet de démontrer par récurrence, que pour tout n € {1,....,k}, ¢"(y) = f*~1(h(y)) et g"(y)
appartient & f™(U). Par conséquent :

g"(y) = 71 h(y) = £ o f1F o h(y) = h(y).

On a donc démontré d’une part que g* coincide avec h sur U, d’aute part que pour tout n € {0, ..., k},
g™ (U) est inclus dans f™(U). D’apres la remarque 2.5, on en déduit alors que x est un point périodique
elliptique non dégénéré de g avec lequel g vérifie la propriété I' relativement a U.

De plus U, ..., f*=1(U) étant disjoints et contenant respectivement U.,....,g*~1(U), le point z est un
point périodique de période k de g.
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Enfin, g coincide avec f hors de U. En effet si y n’appartient pas & U, h(y) = f*(y) car h coincide
avec f* hors de U. Par conséquent :

gy) = fFohy) = 7 (F ) = F).

Nous nous sommes donc ramener, quitte & travailler avec f*, & supposer que z est un point fixe ellp-
tique de f.

A nouveau, quitte & réduire U, supposons que U est homéomorphe & R? et relativement compact.
Le théoréme 4.1 du chapitre 4 nous donne ’existence d’un difféomorphisme F' appartenant a U et d’'une
courbe v : Tt — M fermée simple de classe C'! tels que :
— le point p est un point périodique elliptique de période k pour F,
— I'image de v est incluse dans U et p appartient a inty (),

— la courbe v est une courbe invariante par F* dont F¥ préserve l'orientation et sur I'image de
laquelle F* possede un nombre fini de points périodiques tous hyperboliques,

— l'application F' coincide avec f hors de U.

Désormais nous allons travailler avec cette application F' pour trouver une application g dans U conve-
nable qui coincide avec F hors de U. Ce qui impliquera que g coincide avec f hors de U puisque F'
coincide avec f hors de U. Nous allons donc noter f cette nouvelle application F'.

D’apres la proposition 4.13, 'ensemble v(T?) est la réunion des variétés stables ou instables des
points périodiques de f appartenant & ~(T?).
Soit donc (s;);ez une famille de points du cercle tels que pour tout i € Z/nZ, s;—1 < s; < S;11 et tels
que les z; = v(s;), i € Z/nZ sont les points périodiques hyperboliques de F appartenant & v(T!) dont
la variété stable est incluse dans (T?!).
Puis (t;)iez une famille de points du cercle tels que pour tout i € Z/nZ, s; < t; < s;+1 et tels que
les y; = Y(t;), i € Z/nZ sont les points périodiques hyperboliques de F' appartenant & v(T!) dont la
variété instable est incluse dans ~(T?).
Voici le schéma que nous obtenons :

r2 Y1

Y2 x1

T3

Ys

Ys s

Ya
T4

Ainsi pour tout ¢ € Z/nZ, nous avons ces égalités d’ensembles :
We(wy, ) = y(Jtimis ti]) et W*(ys, f) = v(Jsi3 8i1)-
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Ce qui permet d’écrire ces inclusions d’ensembles :
y(Jsistil) € W2 (i, f) O W™ (ys, ) et v(Jti; siv1]) € W yi, £) O W (g1, f). (%)

Le probleme est donc de rendre ces variétés stables et instables transverses ce qui n’est pas encore le
cas puisque leurs intersections sont des images d’arcs de classe C'.
Soit ¢ € Z/nZ, considérons les points du cercles «; et [§; appartenant respectivement & |s;;t;[ et &
Iti; siv1] tels que v/ (a;) et 7/(8;) sont des vecteurs non nuls. Ainsi

Y([Bi-1; cu]) € W2 (i, f) et y([ow; Bi]) € W (yi, f)-

7([33)’,— -._ Y3

V(Bi) - -%L_ -~ :VW Xs‘\

€y

~o —X”” 7([32)
V() e - - =

L2 V(az)
Quelque soit i € Z/nZ, notons u; le point y(«;) et v; le point v(53;).

Comme f préserve 'orientation de la courbe -, les points périodiques de f ont tous la méme
période que nous allons noter m (cf. la proposition 2.33 du chapitrel).

Nous allons perturber f au voisinage de chacun des points f~"(u1),..., f~"™(upn), f~"™(v1),-..,
f~™(vy) en utilisant la proposition 2.6 du chapitre 4 qui perturbe la différentielle d’un difféomorphisme
en un point de facon a obtenir un difféomorphisme g appartenant a U tel que :

— le point z est un point fixe elliptique pour g,

— les points x1, ..., Tn, Y1, ..., Yn restent des points fixes hyperboliques pour g,

les arcs v([Bi—1; a;]) sont encore inclus dans W*(z;, g),

chaque variété instable des y; contient une courbe tres proche de v([ay; 3;]) mais transverse en
V(i) & y([Bi-1, u]) et en ¥(Bi) & y([Bi; aia])-
Dans un premier temps nous allons supposer que les points x1, ..., Zpn, Y1,..., Yn sont des points
fixes de f puis nous expliquerons comment procéder lorsque m, la période des x; et des y;, est un
entier non nul quelconque.

Soit V un voisinage de l'identité dans Diﬁ%)(M ) tel que si ¢q,..., ¢ sont des applications qui
appartiennent & V et dont les supports sont disjoints alors ¢; o ... o ¢1 o F' appartient a U (le support

d’une application h est 'adhérence de {x € M | h(x) # z}).

Plagons nous tout d’abord sur v([s1; s2]) et travaillons au voisinage de u; et de vy.
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Identifions le sous ensemble [s1; s3] du cercle avec un intervalle de R inclus dans [0; 1]. Travaillons
alors avec un relevé de f qui, malgré I’abus de notation, est encore notée f.

Voici tout d’abord un résultat qui va nous étre utile tout au long de cette preuve.

LEMME 3.2. — Soit t appartenant a [s1; sa].

~ Sit €]sy;t1], la suite (Y"1 o f" o y(t))nen est une suite strictement décroissante de ]sy1;t1| qui
converge vers s, alors que la suite la suite (™! o f~" o y(t))nen est une suite strictement croissante
de |s1;t1] qui converge vers t;.

~ Sit €]t1;s9[, la suite (771 o f o y(t))nen est une suite strictement croissante de [t1; se] qui
converge vers sy alors que la suite la suite (Y "' o f~™ 0 y(t))nen est une suite strictement décroissante
de |t1; s2| qui converge vers t;.

Preuve . — Traitons le cas ou t €]sy;t1[, le cas ou t €]t1; so[ se traitant de la méme fagon.
L’application f préserve l'orientation de la courbe v et admet z1 = (s1) et y1 = y(t1) comme
seuls points fixes sur v([s1;¢1]). Par conséquent les applications y~' o fovy et yv' o f~! o~ sont des
homéomorphismes strictement croissants de [s1;¢;]. Ainsi la suite de terme général v~ o f™ o y(t) =
(vt o fox)™(t) et la suite de terme général v~ Lo fToy(t) = (v Lo f~1 o5)"(t) sont des suites
strictement monotones incluses dans [s1;¢1] et qui convergent vers s; ou t;.
Or ~(t) appartient & y(]s1;t1]) qui, d’apres (%), est inclus dans W#(zq, f) N W"(y1, f). La suite (f™ o
¥(t))nen converge donc vers x1 = y(s1) et la suite (f~"™ o y(t))nen vers y1 = v(t1).
Ce qui implique que la suite (771 o f™ o v(t))nen est strictement décroissante et converge vers s
pendant que la suite (y™! o f~" o y(t))nen est strictement croissante et converge vers ;. [ |

Les réels aq et 31 n’étant pas des points fixes de v ! o f o, il existe donc I; un intervalle ouvert

contenant o inclus dans |s1;¢1] et J; un intervalle ouvert contenant 31 inclus dans J¢1; so[ tels que les
ensembles Y"1 o foy(I;) NIy et v~ Lo fory(Jy)NJy sont vides.

fy’loFOfy(ozl) ’Y_loF_lO’V(Oél) ’YﬁlOF?lO'Y(ﬁl) 'Y_IOFO’Y(ﬁl)
51 ai L t1 l B 52
| ] [ [ [ | ] [ [ 1 [ |
' ] L ] L ] L ' ] L] L ] L '
Y loFoy(h) Ly 'oF lony(h) v oF T oy(h) St yTloFon(h)

Soit Uy et V7 deux voisinages disjoints respectivement de uq et de vy tels que :
U N W(Tl) = 7(11)7

Vi NA(TY) = y(1h).

Appliquons deux fois la proposition 2.6 du chapitre 3, une fois au voisinage de F~!(u;) avec le
vecteur non nul 7/() et une fois au voisinage de f~!(v;) avec le vecteur, lui aussi non nul, 7/(3) :

1. il existe ¢1 dans le voisinage V de l'identité défini ci-dessus tel que :

- ¢1(u1) = Ui,

— 1)1 coincide avec lidentité sur M \ Uy,
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= Dip1(u1)v'(a1) & Ry ().

2. il existe o dans le voisinage V de l'identité défini ci-dessus tel que :

— pa(v1) = w1,

— )9 coincide avec Iidentité sur M \ Vi,

= Dipa(v1)7'(B1) & RY'(Br).

Notons ¢1 = 1 oYy et f1 = ¢1 o f. Par construction du voisinage U, 11 et o étant a support
disjoint, I’application f; appartient a U.

Voici un lemme vérifié par 'application ¢ :

LEMME 3.3. — L’application ¢ coincide avec I'identité hors de Uy U V7, avec ¢ sur Uy et avec
1o sur Vi. De plus ¢1(Uy) = Uy et ¢1(Vy) = V7.

Preuve . — L’application v est un difféomorphisme de M qui coincide avec I'identité hors de Uy
donc 91 (Uy) = U;. De méme I'application 19 est un difféomorphisme de M qui coincide avec 'identité
hors de Vj donc (V1) = V5. Or ¢1 = 1p3 0 ¢y et Uy et V; sont disjoints. Par conséquent :

—six € Uy, ¢Y1(z) € Uy. Donc ¢1(x) = id o ¢y (x) = ¢1(z),

— six € V4, alors x ¢ Uy. Donc ¢1(x) = z et ¢1(x) = 2(x),

— six ¢ U;UVy, alors ¢ (x) ¢ Up. Donc ¢ (z) = . Mais « ¢ V; donc ¢s(x) = x. Ainsi ¢ (x) = x.
L’application ¢ coincide donc avec 11 sur Uy, avec 19 sur Vi et avec 'identité hors de U; U V5. En
particulier ¢1(Uy) = Uy et ¢1(V1) = V4. |

Comme u; = () appartient a V; et que v; = (1) appartient & Vs, en utilisant les propriétés
de ¢1 démontrées dans le lemme ci-dessus, nous avons les égalités suivantes :

P1(v(1)) = 1(ur) = up = y(),
o1(v(B1)) = Y2(v1) = v1 = y(Br).

Ce qui permet de considérer I'application, notée 1, définie sur [s1; s9] par :
Yo [s1382] — M

; . { v(t) sit € [s1;01] U [B1;s2]
O1(y(t))  sit € [aq; B

Notons que 'application 1 est continue. Voici immédiatement un résultat qui concerne ’application
Y1-
LEMME 3.4. — Soit t € [s1;82], t ¢ [T U Jy <= ~(t) ¢ U1 U V] = ~(t) = n(t).

Preuve . — La premiere équivalence résulte du fait que v(T') N (U3 UV;) = I; U Ji.
Pour I'implication suivante, il faut considérer que ¢ coincide avec 1'identité hors de U; UV;. On obtient
donc :

V() ULUVL = d1(y(1)) = id(y(2)) = m(t) = 7().
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v(t1)

La partie de la courbe en trait continu représente 1’ensemble des 7 ()
tels que 1 (t) = y(t).

Le lemme ci-dessus permet alors d’obtenir avec le lemme 3.2 le résultat suivant :

LEMME 3.5. — Soit t € [s1; s2].
— Sit € [s1;01] alors pour tout entier n positif, f{'(71(t)) = fM(v(t)) € 7 ([s1;a1]).
— Sit € [ai; 51] alors pour tout entier n strictement positif, f;"(y1(t)) = f~™(v(t)) € 1 ([ou; B1])-
— Sit € [B1;s2] alors pour tout entier n positif, f{'(y1(t)) = f™(v(t)) € v1([B1; s2])-

Preuve . — Supposons que t appartient a [s1; 2], le cas ou ¢ appartient sur [t2; s1] se traitant de
la méme maniere.
e Soit t € [s1; a1]. Supposons avoir démontré que :

H(v(@®) = F(v(B) € v([s1;a])- (1)

Par une récurrence simple, on obtient que pour tout entier n positif,
(@) = f"(v(#)) € v([s1; ).

En utilisant le fait que (y1)), = V(e 0y O Obtient bien que (i) = fr(v(t) € m([s1;a1]).

s1;01]

Démontrons donc (1). Le réel t appartenant a [s1; 1], y1(t) = y(t). Ainsi f1(711(t)) = o100 f(y(¢)).
Or d’apres le lemme 3.2, la suite (v~ o f o v(¢))nen est une suite strictement décroissante de ]s1;#1].
Nous obtenons donc I'inégalité suivante :

si <y lofory(t)<t<a.

Par conséquent f((t)) € v(]s1;a1]). De plus :
—sit eI, commey o fory(l)NI; =0, onen déduit que f(vy(t)) ¢ Iy,
— sit ¢ I;. Comme le réel t est plus petit que g € I3, il est plus petit que la borne inférieure a
de I;. En utilisant I'inégalité ci-dessus, on en déduit que le réel v~! o f o y(t) est strictement
plus petit que a et qu’il n’appartient donc pas I7. Ainsi f(v(t)) ¢ I;.
Dans tous les cas, on obtient que le point f(+(¢)) appartient & v([s1; «1]\I1). Donc F(v(t)) n’appartient
pas a Uy U V4. Or ¢ coincide avec 'identité hors de U; U V7. Par conséquent,

Si(n(8)) = ¢1(f(v(#)) = fF(v (1)) € v([s15 ).
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e Soit t € [ay;t1]. Supposons avoir démontrer que :

(@) = £ (@) € v(lasta] \ ). (2)

En utilisant que v coincide avec 7 sur [ag;t1] \ I1, on obtient, par une récurrence simple, que pour
tout entier n positif,

St (@) = F7"(v(t) € n([s1:04]).
Ce qui démontre en utilisant & nouveau que ; coincide avec vy sur [ai;ti] \ I1 que f;"(71(t)) =
7 (v(@) € m[as ta]).

Démontrons donc (2). Le réel ¢ appartenant a [ay;t1], y1(t) = ¢1 0 y(t). Ainsi :

FEHn(®) = (410 )T g1 07(1) = F7H(1(1).

Il reste donc & vérifier que f~1(y(t)) appartient & vy([a;t1] \ I1). Or d’apres le lemme 3.2, la suite
(7Y o f7™ 0 ¥(t))nen est une suite strictement croissante de |sq;t1[. Nous obtenons donc l'inégalité
suivante :

ti >y tofloy(t)>t>a.

Par conséquent f~1(y(t)) € y(Jag;t1[). De plus :
—site€, comme vy Lo f~loy(I;) NI =0, on en déduit que f=1(y(t)) ¢ I,
— sit ¢ I;. Comme le réel t est plus grand que ay € I, il est plus grand que la borne supérieure
b de I;. En utilisant I'inégalité ci-dessus, on en déduit que le réel y~' o f o y(t) est strictement
plus grand que b et qu’il n’appartient donc pas I1. Ainsi f~1(y(t)) ¢ I;.
Dans tous les cas, on obtient que le point f~'(vy(t)) appartient & y([az1;t1]\ I1). Ce qui est le résultat
souhaité.
Voici un schéma qui illustre ce que nous venons de démontrer :

Le trait plein représente 71 ([s1;¢1])-
L’arc qui est en pointillé contient les v(s) tels que y(s) # 71(s).

Ainsi en utilisant le lemme 3.2, on obtient :

Jim fin() =1, Yt € [sianl,
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lim f{'(y1(t) =22, V't € [B;s2],

n—-+4oo

lim fi"(n(t) =v1, Vt € ag;B]

n—-4oo

Ce qui démontre les inclusions suivantes :
Y1([s1501]) € W¥(21, f1)

Y1([B1; 52]) € W*(22, f1)
Y1([aa; B1]) € W (y1, f1)-

On obtient aussi que 1 ([s1;a1]) et y1([B1; s2]) sont stables par fi alors que i ([a1; 51]) est stable par
f1 ! Remarquons que Papplication ~; est définie comme la concaténation de trois arcs de classe C?,
Vispsaq)? Nigyssal et ¢p107: [al;ﬂl] — M, qui se rencontrent transversalement en uq et vy car :

(91 07) (1) = D1 (u1) (7' (1)) = Dby (u1)(v' (1)) & Ry (an),
(¢1079) (1) = D1(v1)(7 (B1)) = Dipa(v1) (7' (B1)) ¢ RY (B1).

Pour que cette application 71 soit un arc, il lui manque d’étre injective. Voici en effet ce qui peut se
produire :

’ulz : \
T ([s1300]) = v([s1; 1 . ’/' ‘\\
T (e A)) -
1((B1352)) = (813 52])

T

c’est-a-dire que 71 ([aq; B1]) rencontre 7 ([s1;a1]) ou 1 ([B1; s2]) ailleurs qu’en u; ou vy.

Plus précisément voici ce qui arrive si 1 n’est pas injective. Soit ¢ et s deux réels distincts dans [s1; s9]
tels que y1(t) = 1(s).

L’application v étant injective, v1(s) # v(s) ou y1(t) # ~(t). Supposons que c’est v (s) qui est différent
de y(s). Ainsi y(s) appartient a Uy U Vj et s appartient a |aq; 51[. Par conséquent :

€lay; fi[N(I1 U Jy).

Remarquons que 7, (s) = ¢1 o y(s) Traitons le cas ou s appartient a Iy, le cas ou s appartient & J; se
traitant de la méme fagon. Ainsi s €|ay; 61N =]aq;t1 [N ;.

Comme s € Iy, le point (s) appartient a U;. Or d’apres le lemme 3.8, ¢1(U;) = U;. Par conséquent
7(8) = ¢1(7(s)) appartient aussi & U;. D’ott 'on déduit que :

71(t) = 1(s) € Us.
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Si t appartient [aq; (1], ¢1(7(t)) = 71(t) = 71(8) = d1(71(8)). Ce qui implique que s = ¢ par injectivité
de ¢1 et de 7. Ceci est contraire au fait que 'on ait supposé que s # t.

Donc t € [s1;a1[U]B1;t1] et 7 (t) = (). Ainsi y(¢) appartenant a Uy, le réel ¢t appartient a I7. Il est
donc démontré que ¢ appartient a ([s1; a1[U]B1;t1]) NI = I1N]s1; aq].

De plus s €]aq; t1[NI1. De 'égalité y(t) = v1(t) = y1(s) = ¢1 0 ¥(s), on déduit alors que :

(Y([s1;a] N 1)) N (61 o y(Jansta] N 11)) # 0. (ox)

Si s € Ji, on obtient de la méme fagon que t et s appartiennent respectivement & |31;s2[NJy et a
|t1; B1[NJ1, et Pégalité suivante est vérifiée :

Y(t) = 71(t) = 71(8) = ¢107(s),
ce qui signifie que :
(v(181; 52[NJ1)) N (P10 (Jta; B1[NJ1)) # B (ex %)

Remarquons que les assertions (%) et (x x %) correspondent & ce qui a été dessiné ci-dessus.

Mais le lemme suivant va nous assurer que si ¢; est suffisamment proche de I'identité et si I; est un
voisinage suffisamment petit de aq, les propositions (%) et (* x x) ne sont pas vérifiées. Ce qui nous
donnera l'injectivité de ;.

LEMME 3.6. — Soit a, b, c trois réels tels que a < b < c et 7 :Ja;c[— M un arc de classe C' tel
que ' (b) # 0. Il existe J un intervalle ouvert contenant b et W un voisinage de I'identité dans C*(M)
tel que pour tout ¢ appartenant a W vérifiant ¢ o y(b) = ~(b) alors :

(v(Ja; b[NJ)) N (¢ o y(Jb; c[NT)) = 0.

Preuve . — Travaillons en coordonnées au voisinage de ~y(b) et quitte & réduire l'intervalle ]a; c],
supposons que v est a valeurs dans R?.

Si u et v sont deux vecteurs de R?, nous noterons u - v le produit scalaire usuel de u et v.

Considérons I'application, notée §, & valeurs réelles, définie sur |a;c[ par 6(t) = ~/(¢) - 7/'(b).
Comme 7/(b) est un vecteur non nul, le nombre d(b) = ||7/(b)||* est strictement positif.
Par continuité de ¢, il existe donc o > 0 tel que pour tout ¢t € [b — a;b+ o] :

o(t) =~'(t) -+ (b) > 0.
Considérons alors le réel n strictement positif défini par :

p= min ' (t) -+ (b) ‘
teb—asb+al |7/ ()| |7/ ()]

Posons I =]b — ;b + «f puis W le voisinage de I'identité défini par :
W ={pecC (M) | [Dp(x) —id| <n, ¥z € v([b - a;b+a])}

(remarquons que W est aussi un voisinage de l'identité pour la C! topologie faible de Whitney).

Vérifions alors que l'intervalle I et le voisinage W de l'identité ainsi construits conviennent. Soit
donc ¢ € W tel que ¢ o y(b) = ~(b). Voici un résultat qui concerne ¢ et I :

Sous LEMME 3.7. — Soit t appartenant a J,
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e sit appartient a |a;b| alors (y(t) — (b)) - v'(b) <0,
e sit appartient a |b;c[ alors (¢ o v(t) — (b)) - +'(b) > 0.

Preuve du sous lemme 3.7. — Pour le premier point, considérons 'application ¢; définie sur
Jasc] par 61(t) = (y(t) — v(b)) - ¥/(b). C’est une application & valeurs réelles de classe C! telle que
() = ~'(t) -7/ (b). Or pour tout t € J, 7/(t) - 7/ (b) > 0. Ce qui implique que d; est strictement
croissante sur J. Or 6;(b) = 0.

Par conséquent, pour tout t €]a;b[NI, on obtient I'inégalité suivante :

(v() = (b)) - ' (b) = 61(t) < 61 (D) = 0.

Pour le second point, considérons do définie sur |a;c| par d3(t) = (¢ o y(t) — v(b)) - 7/(b). C’est une
application & valeurs réelles de classe C! telle que 85(t) = Do (y(t)y/(t) - 7/(b). Ainsi pour tout t € J,
nous avons les inégalités suivantes :

G(t) = Do(y(t)Y'(t) -+ (b)
(D(y(t) —id)y'(t)) - v (b) +~'(t) - 7' (b)
"(t) -+ (b) = [((Dp(y
b

(T) —id)7/(t)) - 7' (b)

vV VIV
222

-
V) =l ) 17 ()] > 0
() -7 (6) — st I @I @) = o,

Ce qui implique la aussi que 02 est strictement croissante sur J. Or d2(b) = 0 car ¢ o y(b) = y(b).
Par conséquent, pour tout ¢ €]b; c[NI, on obtient l'inégalité suivante :

(v(t) = (b)) - 7' (b) = da(t) > d2(b) = 0.

Terminons a présent la preuve du lemme 3.6.
Soit s €la; b[NI et t €]b; c[NI. D’apres le résultat ci-dessus, nous obtenons l'inégalité suivante :

(7(s5) = (b)) - ¥ (b) < (¢ o(t) — (b)) - (b),

ce qui implique que le point y(s) et ¢ o (t) ne peuvent étre confondus. D’ou le fait que (v(]a;b[NJ))
et (¢ oy(]b; c[NJ)) ont une intersection disjointe. [ |

D’apres ce lemme, nous obtenons bien que si 'application ¢; est suffisamment proche de I'identité
au sens de la C! topologie forte de Whitney et si I et J; sont des intervalles assez petits contenant
respectivement «y et [ alors les propositions (%) et (x x x) ne sont pas vérifiées. Ce qui assure de
I'injectivité de ;.

On procede de la méme fagon sur y([s;; $;+1]) au voisinage de u; = v(«;) et de v; = y(5;) pour
tout ¢ € Z/nZ. On trouve ainsi pour tout i € Z/nZ :

e des voisinages U; et V; respectivement de v(c;) et v(3;) tels que U; N y(TY) C ~(]ss;ts]) et
Viny(TY) © y(Jtis sival),

e une application ¢; appartenant au voisinage V de 'identité et dont le support (qui est égal a
ladhérence de {z € M | ¢;(x) # x}) est inclus dans U; UV,
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e un arc continu ; : [s;; $;+1] — M dont la restriction sur [s;; ;] coincide avec Mps, , la restric-
tion sur [ay; ;] coincide avec ¢ o7 : [ay; B;] — M et celle sur [(;; s;4+1] avec Migsiosan)?
151+

ces objets vérifiant les quatre assertions suivantes :

1. () et (¢; o) () d’une part et 7/(5;) et (¢; o v)'(3;) d’autre part ne sont pas des vecteurs
colinéaires,

2. pour tout t € [s;; Si+1], Yi(t) € Ui UV = 7;(t) = ~(t),

3. Pour tout t € [s uOéz] [ﬁz, siv1), (@iof)"(i(t)) = f(7(t)) € vi([si; siv1]) et pour tout t € [av;; Bi],
(¢io F)7"(i(t)) = F"(v(t)) € vil[sis si+1]),
(

4. vi([si; i) et 1 ([Gi; s,+1]) sont stables par ¢; o f alors que 7;([c; 3i]) est stable par (¢; o F)~1

Considérons alors I'application g de M définie par :

g=¢no..oprof.

A condition d’avoir pris les U; et les V; deux a deux disjoints, cette application g appartient au voisinage
U de f.
Puis définissons I'application 4 définie sur le cercle T' par :

F: TV — M
t o i(t) sit € [s;Sit1]

Remarquons que 4 est une application continue qui coincide avec  sur [3;_1; ;] et avec ¢; o 7y sur
[avi; Bi]. Elle est donc la concaténation des arcs de classe C'!, notés 7 et v*, définis par :

v [Binias] — Moet Ar: [apB] — M
t = () t = gi(y(b)

D’apres le point 1 ci-dessus, pour tout ¢ € Z/nZ, les vecteurs (v7)'(cw) et (v*) («;) d’une part et les
vecteurs (7;*)'(6;) et (vi,1) (8:) d’autre part ne sont pas colinéaires.

Remarquons en outre que z; = y(s;) appartient a 77 ([Bi—1; a4)).
De méme, y; = (t;) n’appartient pas & U; U V;. Par conséquent y(t;) = v;(t;) = ¢i oy(ti) = 7/ (t;). Ce
qui implique que y; = 7;*(t) appartient & v}*([a;; 55]).

Pour démontrer que cette courbe 7 et ces arcs 77 et 7}, i € Z/nZ permettent a g et x de vérifier la
propriété I relativement a U, il reste a prouver les cinq points suivants :

a) le point x est un point fixe elliptique de g,
la courbe 4 est une courbe fermée simple dont I'image est incluse dans U,
le point x appartient a inty (%),

)
)
d) les points 1, ..., Zp, Y1, ..., Yo sont des points périodiques hyperboliques pour g,
) les images des arcs v} et 7 sont respectivement incluses dans W*(z;, g) et W"(y;, g),
)

les images des arcs 7; et «;' sont respectivement stables par g% et g2 (en fait nous allons vérifier
qu’elles sont respectivement stables par g et g~ !).
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Une fois prouver ces six points, il restera a vérifier que g coincide avec f hors de U pour que la proposi-
tion 3.1 soit vérifier dans le cas particulier ou les points z, x1, ..., Ty, Y1, ..., Yn sont des points fixes de f.

Voici la démarche que nous allons suivre pour démontrer ces six assertions. Pour vérifier la
premiére assertion, nous allons voir que F' coincide avec f sur un voisinage de .
Nous démontrerons ensuite que si §(t) est different de ~(t) alors 7(t) = go f~1(y(t)). Ce qui prouve
que pour la topologie de la convergence uniforme utilisée dans le premier paragraphe de ce chapitre, ¥
dépend continuement de g. Ainsi, quitte a réduire le voisinage U de f dans lequel se trouve g, I'image
de ¥ est incluse dans U et que x appartient a inty () (cf.la proposition 1.3). Pour avoir montré les
assertions b) et c¢), il suffira alors de vérifier que 7 est injective.
Pour démontrer les assertions d) e) et f), nous allons vérifier que g = ¢; o f sur 5([s;; s;+1]) ou ce qui
revient au méme sur 7;([s;; si+1]). Ce qui, avec les assertions 3 et 4 précédentes permet de conclure.
En effet, nous obtenons pour tout € Z/nZ :

9" (¥(#)) = [*(v(¥)), Vt € [Bi-1; i,

g (Y1) = [T (v(1)), V€ [ow; Bi]-
Or v([Bi—1; a;]) est inclus dans W*(z;, f) et v([ay; Bi]) est inclus dans W (y;, f). Donc :

lim ¢"(3(t)) = lim f"(y(t)) = i, Vt € [Bi1; i,

n—-+o0o n—-+00
Jim ¢7"(3(1) = lm fT(y(t)) =i, VE € [as i)

Ce qui implique que F([B;—1; o;]) est inclus dans W*(x;, g) et F([ay; 5i]) est inclus dans W*(y;, g). De
plus, v;([Bi_1; a;]) est stable par g alors que ~;([as; 3i]) est stable par g~

Voici tout d’abord un lemme qui concerne les applications ¢; :

LEMME 3.8. — L’application ¢, o ... o ¢1 coincide avec 'identité hors de UjeZ/nZ(Uj UVj) et
avec ¢; hors de U#i U;UV;, i€ Z/nk.

Preuve — Si @ ¢ U;ez/,2(Uj UV)), ¢j(x) = x quelque soit j € Z/nZ. Donc ¢y, 0 ... 0 ¢1(x) = z.
Ce qui implique que ¢, o ... o ¢1 = id hors de UjeZ/nZ(Uj uv;).
Soit i € Z/nZ et x ¢ \J;,, U; UV}
- Size U UV, ¢i(x) € U; UV, Orsi j # i, ¢; =id sur U; U'V;. Donc ¢y, 0 ... 0 ¢1(x) = ().
— Six ¢ U; UV, alors ¢;(x) = x = ¢y, 0 ... 0 p(x)
Par conséquent, application ¢, o ... o ¢1 coincide ¢; hors de | 2 Uj UV |

Ce qui permet de démontrer...
LEMME 3.9. — l'application g coincide avec f sur M \ Ujez/nz Y U; uV;).

Preuve — Si z n’appartient pas a Uiez/nz f71(U;UV;) alors f(x) n’appartient pas UjeZ/nZ(UjU
Vj). Or d’apres le lemme ci-dessus, ¢y o ... o ¢1 est égale & l'identité hors de |J;cz/,7(U; U'V;). On
obtient que :

9(x) = ¢no...01(f(x)) = f().
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A condition que les U; et les Vj soit suffisamment petits, le point  n’appartient pas a I’adhérence
de Ujez/nz fFHU; UV;) et Ujez/mz f~HU; UV;) peut étre inclus dans U. Ce qui démontre que g = f
sur un voisinage de = et hors de U.

LEMME 3.10. — Pour tout t € TY, si (t) # ~(t) alors 7(t) = go f~1(v(t)).

Démonstration. — Soit t € T* tel que (t) # v(t). Il existe i € Z/nZ tel que t appartient & [a;; ;]
et tel que () = ~(t). Comme t appartient a [a;; 3;], le point (¢) n’appartient pas & UjEZ/nZ(UjU‘/j)‘
Ainsi :

V() = ¢i(V(t) = n o ..o p1(v(t) = go fH((2)).

LEMME 3.11. — Pour tout j € Z/Z, 'application g coincide avec ¢; o f sur 7([s;; si+1])-

Preuve — Soit ¢ € [s;; 5;11], nous allons démontrer que f(y(t)) n’appartient pas a (J,; U; U V;.
Or d’apres le lemme 3.8, ¢, o ... 0 ¢; = ¢; hors de cet ensemble. Ce qui permettra de conclure que :

9y (#) = dno ..o 1o f(5(t)) = gi o fF(3(t) = fi((D)-

Remarquons tout d’abord que 4(t) = 7;(t).

Supposons qu’il existe j # i tel que f(v;(t)) appartienne a U; U V;. Ainsi le point v;(t) appartient
a f~YU; U V). Or les ensembles f~Y(U;), f~1(V;), U; et V; sont disjoints. Par conséquent ~;(t)
n’appartient pas a U; U V;. Ce qui implique que 7;(t) = y(t). Ainsi :

fu(t)) = f(r(t)) € U; UV,
Or 7([s;; 5i+1]) est invariant par f. Donc f(v(t)) appartient aussi a y([s;; s;41]). Ce qui montre que
Y([si3 si1]) N (U; UV;) # 0.

Or ceci est impossible car U; et V; ne rencontrent (T!) que sur v(]s;;sj11[) et i # j. Donc

ra@) ¢ Jujuv;.
i#i

LEMME 3.12. — L’application 7 est injective.

Preuve du lemme 3.12. — Soit t et s deux points du cercle tels que ¥(s) = 4(¢). Soit i € (Z/nZ
tel que s appartient a [s;; s;41], ainsi (¢) = v;(t). Ainsi (s) = vi(s) et F(t) = v;(¢).

— Siyi(s) =v(s) et v;(t) = v(t), comme 7 est injective, s = t.

— Sinon ;(s), par exemple, est différent de y(s). Par conséquent 7;(s) et donc v;(t) appartient a
Ui UV,.
Or v;(t) appartient & U; U V; U ([s;; sj4+1]. Mais si ¢ # j, les deux ensembles (U; U V;) N (U; N'V))
et U; N V;) Ny([s);5;41] sont vide, ce qui n’est pas le cas ici. Par conséquent ¢ = j. Nous avons donc
démontré que v;(s) = ;(t). Or ; est injective. Par conséquent s = t. D’ou 'injectivité de 'application
5. n
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La preuve de la proposition 3.1 est donc terminée dans le cas ou l'on suppose que les points
périodiques de f appartenant & la courbe -y initiale sont des points fixes.

Supposons, & présent, que xi,...,.Tpn, Y1,..., Yo Ne sont plus des points fixes mais des points
périodiques de période m de l'application f. En revanche z1,...,z,, ¥1,..., ¥, sont des points fixes
pour 'application f™.

Considérons p € Z/nZ tel que f(z1) = x, puis 'arc vy([s1;sp]) contenant z1,..., Tp, Y1,..ey Yp—1.
L’ensemble (T!) est alors la réunion des f*(y([s1;sp[), @ € {0,...,m — 1}. De plus, 'application f™
préserve l'orientation de la courbe v, et y(s1) et v(sp) sont des points fixes de f™, par conséquent
S (v(Js15sp[) = v(Is1; sp0)-

Considérons alors W un voisinage de y([a1;8p—1]) dont lintersection avec (T!) est incluse dans
v(]s1; 8p[, qui ne contient pas z sur son adhérence et tel que W ..., f™~1(W) sont deux & deux dis-
joints et contenus dans U.

Considérons enfin I’application ® définie sur Diff. (M) par :

®: Diffi (M) — Diff\(M)
h — hofl_m

C’est une application continue pour la C'! topologie forte de Whitney et ®(f™) = f. Soit donc V un
voisinage de f™ tel que ®(V) est inclus dans le voisinage U de f.

Travaillons avec f™. Les points x1,..., Zp, Y1,..., Yp sont des points fixes hyperboliques de f™ et pour
tout entier ¢ appartenant & {1,...,p — 1}, on a les inclusions suivantes :

y(Jsistil) € W2 (ay, ) O W™ (yi, f) et y(Jtis siva]) € W2 (g, ) O W™ (yi, f).

Comme ci-dessus, on perturbe au voisinage des y(«;) et des (f5;) pour tout i € {1,....,p —1}. On
obtient ainsi une application h dans V qui coincide avec f™ hors de W et un arc continue ~; définie
sur [sq;sp) tels que :

1. Z1,..., Tp, Y1,..., Yp—1 sont des points fixes hyperboliques de h tels que z; = v1(s;) et y; = v1(t;),

2.Vi € {17 D= 1}7 Vi € [Oéi;ﬁi]v 71(75) =ho f_m(V(t))a
3. — m1([s1;a1]) et M ([Bp-1;5p]) sont stables par h et respectivement inclus dans W#*(x;,h) est
inclus dans W#(zp, h),
— pour tout ¢ € {1,...,p — 1}, y1([as; Bi]) est inclus dans W (x;, h) et stable par h,
— pour tout i € {1,....,p — 2}, 71 ([Bi; ir1]) est inclus dans W#(x;,1, h) et stable par h~1.

5150417 Wl)l[ﬁp,l;sm’
fagon transverse selon le schéma ci-dessous :

4. de plus (71) (71)‘[% 5 €t (), s,y SO0 des arcs C'' qui se rencontrent de

r3 = 71(s3)
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Considérons alors I'application g définie par :

g=®(h) =ho fi=m

LEMME 3.13. —
e L’application g coincide avec f hors de f™ (W) et donc hors de U.

e L’application g™ coincide avec h sur v ([s1; sp))-

Preuve . —

e Soit x n’appartenant pas a f™ 1(W). Le point f!~™(z) n’appartient pas donc pas & W. Or h
coincide avec f™ hors de W. Par conséquent :

g(x) =ho fI7™a) = f"o 17" (z) = f(x).

e Soit = appartenant & 7i([s1;p]). Ou = appartient & W, ou = appartient a v([s1;sp]). Dans les
deux cas, le point 2 n’appartient pas & =" (W). D’apres ce qui précéde, on obtient que

g(x) = f(x).

De plus g(z) appartient & f(v([s1;s,]) UW). Ce qui permet de montrer par récurrence que
pour tout k € {0;..;m — 1}, ¢*(z) = f¥(z) appartient & f¥(y([s1;s,]) UW). Par conséquent,
g @) = [N (@) e

g" (@) = ho fIT(f" (@) = h(a).

Ce qui permet d’écrire grace aux assertions énoncées ci-dessus que :
1. x1,...2p, Y1, ..., Yp—1 sont des points m périodiques hyperboliques de g,
2.Vi € {17 — D= 1}7 Vit e [alaﬁl]v Vl(t) =g"o f_m(/y(t))7
3. — m([s1;a1]) et M ([Bp-1;Sp]) sont stables par g™ et respectivement inclus dans W?*(x1,g) est
inclus dans W#(zp, h),

— pour tout ¢ € {1,...,p — 1}, y1([aw; Bi]) est inclus dans W (z;, g) et stable par g™,
— pour tout ¢ € {1,...,p — 2}, 11 ([Bs; ai+1]) est inclus dans W*(x; 41, g) et stable par g~

m

11 suffit alors de considérer la courbe 4 définie par :

F: TV — M
t — g'(m(s))

ot le point s est défini de la facon suivante : soit t € T!, il existe i € {0,...,m — 1} tel que ~(¢)
appartient & f*(y([s1; sp[), posons s =71 o h™" o y(t) qui est un point qui appartient a [s1; sp|.

Voici alors le dessin que ’on obtient :
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Y1([515 8p])
g ([s1555]))

g*(n([s1; 5p]))

=

T2

Y1 Y2

-

~.

g W) = W)
Soit t € T! et i € {0,...,m — 1} tel que (¢) appartient & f(y([s1;sp[). On a :

(1) = f1(9(5)) et 3(t) = g' (1 (s)),
oit s =y Loh P ory(t). Ce qui démontre que la courbe 7 dépend continuement de ’application g pour
la topologie de la convergence uniforme utilisée dans le premier paragraphe. Par conséquent si g est
suffisamment proche de f, le point x appartient a inty (7). Ce qui acheve de démontrer que g et x

vérifie la propriété I' relativement a U.
O

3.2 Second résultat de perturbation a propos de la propriété I"

PRrOPOSITION 3.14. — Soit f un difféomorphisme symplectique de M, k € N* et x un point
périodique elliptique non dégénéré de période k pour h.

Soit U un voisinage de x, homéomorphe & R?, relativement compact et tel que f et x vérifient
la propriété I' relativement a U.
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Pour tout voisinage V de z il existe un voisinage V de f dans DiffL (M) tel que pour tout g € V
il existe y € M un point périodique elliptique non dégénéré de période k de g appartenant a V' tel que
g et y vérifient la propriété I relativement a U.

Démonstration. — La preuve de cette proposition repose sur les résultats exposés dans 'appen-
dice II de ce chapitre.
L’application f et le point x vérifient la propriété I relativement & U. Soit donc v : T! — U une courbe
fermée simple, 2n points x1, ..., Tn, Y1, ---, Yo appartenant a M et m un entier strictement positif tels
que :

—_

. x appartient & inty (7).
2. X1, .y Tny Y1, -0, Yn sONt des points m-périodiques hyperboliques pour f.

3. v(T!) est la concaténation d’arcs C1, ¢ : [Bi—1;04] — M et v* : [y 8] — M, i € Z/nZ, tels
que :
— Les points z; et y; appartiennent respectivement & 77 ([Bi—1; a;]) et a v ([au; Gi]),
— les images des arcs 7 et v} sont respectivement incluses dans W#(z;, f) et W*%(y;, f).

4. Pour tout i € Z/nZ, les vecteurs (v7) (a;) et (73*)' (o) d’une part et les vecteurs (v¥)(5;) et
(7£11)'(8;) d’autre part sont non colinéaires (et donc non nuls).

5. De plus, pour tout i € Z/nZ, v{([Bi—1; ci]) et v ([as; B8;]) sont respectivement stables par f2™ et
f—2m‘

Soit i € Z/nZ, considérons s; dans |G;_1; o[ et t; dans Joy; 5] tels que z; = i (s;) et y; = 7 (t;).
Fixons V' un voisinage de .

Soit € > 0 donné par la proposition 1.3 tel que si 6 : T' — U une courbe fermée simple et y un
point de U vérifient d(v,d) < € et d(x,y) < € alors y appartient a inty(9).

D’apres la proposition 4.5 démontrée dans 'appendice 1, si € est suffisamment petit, il existe un
voisinage U de f tel que si une application g appartient & ce voisinage, elle possede un unique point
m-périodique a une distance inférieure ou égale a € de chacun des points x, T1,...,Tn,Y1,e-Yn-

On peut en outre supposer que la boule de centre x de rayon ¢ est incluse dans V.

Les hypotheses de la proposition 4.16 démontrée dans 'appendice II sont vérifiées pour chaque
couple d’arcs (v;,7;") et (7j*,7;,1). Cette proposition nous donne alors un voisinage V' inclus dans U
associé a cette constante € et qui convient pour chacun de ces couples d’arcs.

Vérifions que ce voisinage V convient. Soit g une application appartenant a ) et ¢ appartenant
a Z/nZ, il existe deux couples d’arcs, (cf,ci') et (df,d;, ), associées respectivement a (v,7;') et
(Vi Yi1)-
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Les points d;(s;), ¢i(s:), ci'(t;) et d(t;) sont des points m-périodiques hyperboliques de g. Les deux
premiers sont a une distance inférieure a £ de z; tandis que les deux derniers sont a une distance
inférieure a e de y;. Par unicité des points m-périodiques contenus dans les boules de centre z; ou y;
de rayon ¢, on en déduit que :

ci(si) = d;(si),
ci'(ti) = djf (t:).

De plus d’apres la remarque qui suit la preuve de la proposition 4.16, nous pouvons supposer que :
(c]) (si) = (d)'(s4),
(i)' (t) = (i)' (ta)-

11 suffit alors de poser :

¥ Bimou] —
(t) sit € [Bi1;si]
5(t) sit € [si; i

)
i (
)
)

t —

t —

M
dj
L
Vi fasB] — M
c(t) sit € oyt
{ du(t site [tl,ﬁz]
Les applications ¥; et ;' sont des arcs de classe C ! dont les images sont respectivement contenus dans
W#(5(si), ) et dans W"(3(t:), g)-
L’'image de 7; est stable par g*™. En effet d’apres la proposition 4.11 démontrée dans I'appendice 11,
i ([si;cu)) et df([Bi—1; si]) sont stables par g>™. De méme, I'image de 7% est stable par g—2™.
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Considérons alors 7y définie comme étant la concaténation des arcs 47 et 4;* puis y le point périodique
elliptique de période k se trouvant a une distance strictement inférieure a ¢ de x. Par construction
de 4, d(7,7) est strictement inférieur & e, ce qui d’apres le choix de ¢, implique que y appartient a
inty (7). Le difffomorphisme g et le point y vérifient donc la propriété I' relativement a U.

O

3.3 Encore un G dense de I'’ensemble des difféomorphismes symplectiques de M

PROPOSITION 3.15. — Il existe un Gs dense de Diff. (M), noté Gr(M), tel que si f € Gp(M)
alors :

— tous les points périodiques de f sont non dégénérés,

— Dapplication f vérifie la propriété I' avec tous ses points périodiques elliptiques.

Démonstration. — Rappelons l'existence d’'un G5 dense de DiffL (M), noté G4(M), tel que si
f € G4(M) alors tous ses points périodiques sont non dégénérés. C’est dans cet ensemble que nous
allons travailler.

Fixons (U, K, )nen une famille dénombrable de couples de sous ensembles de M tels que :

— la famille (U, )nen est une base de voisinages ouverts de M homéomorphes & R? et relativement
compacts,

— pour tout n € N, K, est un compact de M,
— pour tout x € M tout voisinage U de z, il existe n € N tel que x € K,, C U, C U.

Soit (n,k) € N x N* et f € Diff' (M). Considérons la propriété suivante :

Pri(f) : si x € K, est un point périodique elliptique de période k pour f alors f et  vérifient
la propriété I'.

Puis posons :
Apy = {f € Difft (M) | Poy(f) est vraie }.
Nous allons démontrer que :
1. pour tout (n,k) € N x N*, A, 1 est dense dans Diﬁ”i(M),
2. pour tout (n,k) € Nx N* A, , N Gy(M) est un ouvert de Gg(M).

3. si un élément f de G4(M) appartient a I'intersection de tous les A, , (n,k) € N x N* il vérifie
avec tous ses points périodiques elliptiques la propriété I.

On pose alors :

Gr(M) =[] (ApxNGa(M)).

(n,k)eNXN*

On ne peut directement conclure que c’est un G5 dense de Diff\ (M) car Ap 1 n’est pas un ouvert
de Diff,,(M). En revanche c’est un ouvert de Gg(M). 1l existe donc O, j un ouvert de Diff., (M) dont
I'intersection avec G4(M) coincide avec A, ;NGq(M). Cet ouvert O,, , est dense puisqu’il contient A,,
qui est une partie dense de Diff,(M). On peut donc conclure que Gr(M) = N kyenss (OnkxNGa(M))

est un G dense de Diff' (M).
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1. Soit (n,k) € N x N*, A, 1 est dense dans Diff'(M).

Soit U un ouvert de Diff. (M). L’intersection de cet ouvert et de Gq(M) est non vide car Gq(M)
est une partie dense de Diff. (M). Soit donc f appartenant & & N G4(M). Nous allons perturber f &
'aide de la proposition 3.1 de facon a construire une application g qui appartient a la fois a i/ et a A,, 1.

Tous les points périodiques de f étant non dégénérés, I’ensemble des points périodiques de période
k est un ensemble de points isolés. Or 'ensemble K, est compact. L’ensemble des points périodiques
de période k de f est donc fini, a fortiori 'ensemble de ses points périodiques elliptiques.

Si Papplication f ne possede pas de points k-périodiques elliptiques dans K, elle appartient a
Ay - L'intersection de U N A,, 1, est donc non vide.

Sinon on consideére x1, ..., z; les points périodiques elliptiques de f appartenant a K.
Considérons Vi,..., V; des voisinages respectifs de x1, ..., r;, deux a deux disjoints inclus dans U, et qui
ne contiennent pas de points périodiques de période k de f autre que xq, ..., z;.

Appliquons [ fois la proposition 3.1.
Une premiere fois au voisinage de x1 : il existe g1 dans U tel que :

— le point z1 est un point périodique elliptique de g; de période k,
— g1 et x1 vérifient la propriété I' relativement & V7,
— D’application g; coincide avec f hors de V.

Une second fois au voisinage de x5 : comme g; coincide avec f hors de Vi, le point x5 est un point
périodique elliptique non dégénéré de période k de g;. Il existe donc go dans U tel que :

— le point x5 est un point périodique elliptique de go de période k,
— go et xy vérifient la propriété I' relativement a V5,
— lapplication go coincide avec g; hors de Vs.

A ce stade, on a trouvé une application g, € U dont x1 et xo sont deux points périodiques elliptiques
de période k avec lesquels elle vérifie la propriété I'. De plus g9 coincide avec f hors de V3 U V5.
On continue de la sorte jusqu’a x;. On obtient ainsi une application g; € U telle que :

— les points x1, ..., z; sont des points périodiques elliptiques de g;,

— pour tout i € {1,...,1}, g; et x; vérifient avec la propriété I" relativement & V; et donc relativement

a Uy,

— l'application g; coincide avec I'application f hors de Vi U... U V].
Cette application g; ne possede pas de point périodique elliptique de période k dans K, \ (V1 U...UV))
car g; coincide avec f sur cet ensemble dont aucun des points n’est k-périodique elliptique pour f.
De plus, d’apres la proposition 4.5, chaque x; étant un point périodique de période k non dégénéré de
f, si chaque V; est un voisinage suffisamment petit de x; et si g; est proche de f alors g; ne possede
dans V; aucun point périodique de période k autre que z;. L’application g; vérifie donc avec tous ses

points k périodiques elliptiques appartenant a K, la propriété I' relativement a U,. Par conséquent,
g appartient a A,, ;.. Or par construction g; appartient a /. L’intersection de U et de A,,  est non vide.

Dans les deux cas nous avons démontré que A, j est dense dans Diff'(M).
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2. Soit (n,k) € Nx N*, A, ;N G4(M) est un ouvert de G4(M).

Pour démontrer que A,, ; NG4(M) est un ouvert de G4(M), nous allons vérifier qu’il est voisinage
de chacun de ses points dans G4(M).

Soit f € Ay N Ga(M).

Tous les points périodiques de f étant non dégénérés, d’apres le corollaire 4.6 de 'appendice I,
il existe [ € N, O un ouvert de M contenant K, et U un voisinage de f dans Diﬁi(M ) tels que f
possede exactement [ points périodiques elliptiques de période k dans K, et toute application de U
possede exactement [ points k-périodiques elliptiques dans O.

Sil =0, le voisinage U est inclus dans A,, .

Sil > 0, nous allons travailler au voisinage de chacun des points k-périodiques elliptiques de f ap-
partenant & K,. Notons z1, ..., z; ces points. Soit V7, ..., V; des voisinages respectivement de 1, ...,
deux & deux disjoints inclus dans I'ouvert O. Appliquons la proposition 3.14 de z1,..., x; : il existe
un voisinage V de f inclus dans U tel que si h € V, il existe z1(h),..., z;(h), | points k-périodiques
elliptiques de h respectivement inclus dans Vi, ..., V, tels que pour tout i € {1, ..., I}, le point z;(h)
appartienne a V; et tels que h vérifie avec chaque x;(h) la propriété I' relativement & U,,.

Le voisinage V est alors inclus dans A, ;. En effet si un difféomorphisme symplectique h appartient
a V, il possede exactement [ points périodiques dans O. Or il en possede déja un dans chacun des
Vi, i € {1,..., 1}, qui sont deux & deux disjoints et inclus dans O. Et il vérifie avec chacun deux
la propriété I' relativement a U,. Par conséquent 'application A vérifie la propriété I' relativement a
U,, avec tous ses points k périodiques contenus dans K,,. Le voisinage V de f est donc inclus dans A, .

Dans les deux cas, nous avons donc trouvé un voisinage de f dans Diff. (M) inclus dans Ap k-
Ce qui signifie que A, ;, N Gq(M) contient I'intersection de ce voisinage avec Gg(M). D’oti le fait que
Ap kN Gy(M) est un ouvert de Gy4(M).

3. Si f appartient a I’intersection des A, 1, (n,k) € N x N*, et si z est un point périodique
elliptique non dégénéré alors f et x vérifient la propriété I'.

Soit f € ﬂ (Ap N Ga(M)).

(n,k)eENXN*

Comme f appartient & G4(M), tous ses points périodiques sont non dégénérés.

Soit =z un point périodique elliptique de f et U un voisinage de x. Soit kg la période de .
Par construction de la famille (U, K, )nen, il existe un entier ng tel que z € K,, € U,, € U. Or
I'application f appartient a A, x,. Par conséquent, f et x vérifient la propriété I' relativement a U, .
Ils vérifient donc la propriété I' relativement a U et cela pour un voisinage U quelconque. L’application
f et son point périodique elliptique x vérifient bien la propriété I'. a
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4 Conclusion

Faisons la synthese des résultats démontrés dans ce chapitre puis dans tout ce travail pour
conclure...

Nous avons démontré dans la proposition 2.6, que si un difféomorphisme symplectique vérifie avec
un point périodique non dégénéré la propriété I', il n’existe aucune courbe fermée simple invariante
par f dont I'image contient .

Or nous avons construit dans le paragraphe précédent un G5 dense de Diﬁi(M ) tel que si f
appartient a ce Gg alors tous ses points périodiques elliptiques sont non dégénérés et il vérifie avec
eux la propriété I'. D’ou le résultat suivant :

PROPOSITION 4.1. — Il existe un G5 dense de Diffl (M) noté G.(M) tel que si f € G.(M) admet
une courbe fermée simple invariante +y alors f ne posséde pas de point périodique elliptique sur v(T*).

Démonstration. — Il suffit de poser G.(M) = Gr(M). O

Dans le chapitre 2, nous avons construit un G dense de Diff\ (M), noté G(M), tel que si
f € Gp(M) admet une courbe fermée simple invariante v alors f posseéde au moins un point périodique
elliptique sur v(T*) (cf. la proposition 3.1). D’ott le théoréme suivant :

THEOREME 4.2. — Soit (M,w) une surface symplectique. Il existe un G5 dense de DiffL (M)
muni de la C' topologie forte de Whitney, noté G, tel que si un difféomorphisme f appartient & G
alors f n’admet aucune courbe fermée simple invariante.

Démonstration. — Posons G = G.(M) N Gp(M).

Comme Diff' (M) muni de la C" topologie forte de Whitney est un espace de Baire, cet ensemble
G est un G5 dense.

Démontrons par ’absurde que ses éléments ne possedent pas de courbe fermée simple invariante.
Supposons donc qu’il existe une application f appartenant a G et qui possede une courbe ~ fermée
simple et invariante. L’application f ne posséde pas de point périodique elliptique sur «(T!) car elle
appartient & G.(M). Mais f € G, (M), elle en possede donc au moins un... Ce qui est absurde. a

REMARQUE 4.3. — Si de plus la suface M est exacte symplectique, le théoreme 4.2 est vérifié aussi
dans la catégorie des difféomorphismes exacts symplectiques. En effet, les résultats de généricité (cf.
Propositions 1.17 et 1.19) que nous utilisons sont encore vrais dans cette catégorie et les perturbations
faites, tant avec le Connecting lemma dans le chapitre 2 que dans ce chapitre, sont toutes a supports
dans une réunion finie et disjointe de boules, et ne changent donc pas le caractere exact symplectique
du difféomorphisme.
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REMARQUE 4.4. — Que devient ce résultat, si on ne s’intéresse plus seulement aux courbes
invariantes mais aussi a celles qui sont périodiques 7 Le chapitre 111, ainsi que le paragraphe du chapitre
IT ou 'on supprime toutes les courbes qui ne contiennent que des points hyperboliques, s’adaptent a
ce cas. On obtient alors qu’un difféomorphisme symplectique générique d’une surface ne possede pas
de points périodiques sur les courbes qu’il laisse invariantes. Le probléme est donc de supprimer les
courbes qui ne contiennent pas de points périodiques, autrement dit de regarder ce qu’il se passe dans
la deuxieme partie du chapitre II ot nous avons utilisé le Connecting lemma.

Il n’est pas tres difficile d’adapter le lemme 2.5 et ce qui suit lorsque I'on considére une application f
et une courbe 7y telles que :

1. f(y(T")) = 4(T'), pour un entier n strictement plus grand que 1,
2. (T, ... 1(y(T")) sont deux & deux disjoints.

En effet, appliquons ce lemme a la courbe ~ et a 'application f", en prenant soin de perturber f"
sur un voisinage A de la courbe suffisamment petit pour que A,...,f"~!(A) soient disjoints. On trouve
alors une application h proche de f™ pour laquelle il existe une orbite qui rejoint les deux composantes
connexes de A\7v(T!) sans quitter A. On se raméne ensuite & une application proche de f en considérant
g = f17" o h. Comme les ensembles A,...,f""1(A) sont disjoints, ’application g" coincide avec h sur
A. Voici le dessin que I'on obtient, lorsque I’on considére un voisinage B de v(T') homéomorphe & un
anneau, inclus dans A et tel que B < A, :

Ceci permet de démontrer que si 'application g admet une courbe périodique de période n dans ce
voisinage B, elle admet nécéssairement des points périodiques sur 'image de cette courbe. Avec les
techniques utilisées dans la suite du paragraphe 2.2 du chapitre III, on obtient qu’un difféomorphisme
symplectique C'-générique, s’il laisse invariante une union finie de courbes fermées simples disjointes,
admet nécéssairement des points périodiques sur ces courbes.

Le cas ou les courbes considérées ne sont plus disjointes mais se rencontrent en un nombre fini de
points, est également traitable, puisque dans ce cas, ces courbes contiennent des points périodiques.
Or les courbes périodiques contenant au moins un point périodique ont déja été éliminées. Il s’agit
alors de traiter le cas ou leur intersection contient un ensemble infini. Ce cas n’est pas traité dans ce
travail...
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Appendice | : Points périodiques et perturbation

PROPOSITION 4.5. — Soit (M,w) une surface symplectique. Soit f € DiffL(M), k € N* et z un
point périodique non dégénéré de période k de f.
1. Il existe U un voisinage de f dans Diﬁ‘i)(M ) et U un voisinage de x dans M, tel que tout g
appartenant a U posséde un unique point périodique de période k dans U. De plus ’application
g € U — x4 est continue.

2. De plus si z est un point périodique hyperbolique [respectivement elliptique| il existe V un
voisinage de f tel que si g appartient a V' alors x4 est hyperbolique [respectivement elliptique].

Démonstration. — La proposition 1.1.4 de [Ka95], nous donne la premiére assertion de la pro-
position.

Pour démontrer la deuxiéme assertion, travaillons en coordonnées locales au voisinage de p.
Notons S! I’ensemble des nombres complexes de module 1. Soit donc g appartenant & U et x4 le point
périodique de période k de g contenu dans U. Comme g est un difffomorphisme symplectique, les
valeurs propres de I’endomorphisme Dg* (x4) appartiennent a .S LUR. Mais si ng(:ng) est suffisamment
proche de D fk(x), ses valeurs propores sont proches de celles de D fk(x) Or les valeurs propres de
Df*(z) sont différentes de 1 et —1. Par conséquent, si les valeurs propres de D f*(z) appartiennent &
R [respectivement & S!], les valeurs propres de ng(a:g) appartiennent aussi & R [respectivement & S*].
Ce qui signifie que si x est hyperbolique, x4 I'est aussi, et que si x est elliptique non dégénéré, x, est
elliptique. Or pour que ng(a:g) et Df*(x) soient proches, il suffit que g appartienne & un voisinage
suffisamment petit de f. D’ou le résultat souhaité. a

COROLLAIRE 4.6. — Soit (M,w) une surface symplectique. Soit f € DiffL (M), k € N* et K un
compact de M. Si tous les points périodiques elliptiques de période k de f appartenant a K sont non
dégénérés, alors :

— Pensemble des points périodiques elliptiques de période k de f contenus dans K est fini,

— il existe O un ouvert contenant K et U un voisinage de f dans Diff' (M) tel que si g appartient 4l
alors le nombre de points périodiques elliptiques [respectivement hyperboliques] de période k de
g contenus dans I'ouvert O est égal au nombre de points périodiques elliptiques [respectivement
hyperboliques] de période k de f contenus dans K.

Démonstration. — D’aprés la proposition 1.7 du chapitre 2, un point périodique de période k
non dégénéré est isolé parmi les points périodiques de période k. Or tous les points de période k
appartenant a ’ensemble K sont non dégénérés. L’ensemble de ces points est donc un ensemble de
points isolés. Par compacité de K, on en déduit que c’est un ensemble fini.
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Soit x1, ..., x; les points périodiques de période k de f contenus dans K. Appliquons la proposition
précédente au voisinage de chacun de ces points : il existe V; un voisinage de f dans Diff} (M) ainsi
que des ouverts deux a deux disjoints V7,... V; contenant respectivement x1,..., x;, tels que toute
application g € V; possede dans chaque V; un unique point k périodique elliptique si z; est elliptique,
hyperbolique si x; est hyperbolique.

Considérons I'ensemble F' = K \ (Uﬁz1 V;). Sur cet ensemble f*(x) # 2. Par conséquent 1'application
¢ définie par :
¢o: F — R
z — d(f¥x),2)

est strictement positive sur le compact F. Or F' est compact, il existe donc un réel ¢ strictement
positif et un ouvert V' contenant K tel que ¢(x) > e quelque soit x € F. Considérons V, I’ensemble
des difféomorphismes symplectiques g tels que :

g €Vy = d(f*(x),d"(x)) <e/2, Vx e M.

L’application f — f* étant continue pour la topologie C' forte de Whitney, ’ensemble Vs est un
voisinage de Diff. (M). De plus si g € Vy et si z € V alors :

d(g"* (@), ) = d(f*(z),2) — d(g"(2), fF(x)) > e — /2 =¢/2 > 0.

Donc g n’admet aucun point k-périodique dans V.

Posons O =V U V3 U...UV, qui est un ouvert qui contient K et & = V; N Vs qui est voisinage de f.
Toutes les applications de U possedent alors un unique point périodique dans V;, qui est elliptique, si x;
l’est pour f, et hyperbolique sinon et ne posseédent aucun point k périodique sur O\ (V3 U...UV}). Elles
possedent donc sur O exactement le méme nombre de points périodiques elliptiques ou hyperboliques
de périodes k que f en possede sur K. O
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Appendice Il : Arcs transverses — Variétés stables et instables

1) Topologie sur les espaces d’applications C! définies sur un intervalle de R

Soit I un intervalle compact de R2.

e C'(I,R?) désigne I'espace vectoriel des applications de classe C'! définies sur I & valeurs dans
R?. On munit cet espace de la norme || ||, définie pour tout v € C1(I,R?) par :

@3-

1700 = SUP{H’Y

Cette norme || ||, induit sur C*(I,R?) la topologie de la convergence uniforme. De plus (C1(I,R?), ]| ||.)
est un espace de Banach.

e Soit (M, d) une surface riemannienne et (U, ¢) une carte de M ou ¢ est un difféomorphisme de
U sur R2.

CY(I,U) désigne l'ensemble des applications de classe C! définie sur I & valeurs dans U. On
munit cet espace de la topologie induite par la métrique d, définie pour tout (v,8) € (C1(I,R?))?
par :

ds(,0) = sup{d(y ) || (¢ — (o d) ()|}
Considérons 'application ® définie par :

®: (CYI,U),dy) — (CYI,R?),| )
Y — @govy

En utilisant la continuité de ¢, on peut vérifier que ® est un homéomorphisme.

2) Arcs uniquement transverses

Soit (M, d) une surface riemannienne.

DEFINITION 4.7. — Soit I = [a;b] et J = [¢;d] deux intervalles de R d’intérieur non vide.
Soit v1 : I — M et 2 : J — M deux arcs de classe Ct. S'il existe t; €]a;b| et ta €]c;d[ tels que :

e n(t1) = 72(ta),
e i (t1) et v4(t2) ne sont pas colinéaires (ce sont donc des vecteurs non nuls),
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e 1 (t1) = 12(t2) est le seul point d’intersection de 1 (I) et ya(J),
on dit que v1(I) et v2(J) sont uniquement transverses. On note 1 (I) M ~v2(J).

V2

PROPOSITION 4.8. — Soit (U, ¢) une carte de M ot ¢ est un difféomorphisme de U sur R2. Soit
I et J deux intervalles compacts d’intérieur non vide, Considérons v; : I — M et v : J — M deux
arcs de classe C' tels que 1 (I) hya(J).
11 existe € > 0 tel que pour tous arcs 6, : I — U et 63 : J — U de classe C' vérifiant dy(61,m) <€ et
dy(02,72) < € alors 61(1) M da(J).

De plus lapplication définie sur un voisinage de (v1,72) par (01,02) +— (s,t) / d1(s) = d2(t) est
continue

Démonstration. — La preuve de ce théoreme repose sur le théoreme des fonctions implicites.

En utilisant la continuité de ’application ® définie ci-dessus, on peut se ramener au cas ou
M = U = R? et o1 'application ¢ est Iidentité de R2.

Soit a < b et ¢ < d tels que I = [a;b] et J = [¢;d]. Considérons I'application F' définie par :

F: CYI,R?) x CY(J,R?)x]a;b[x]c;d] — R?
((61,02) x (s,1)) = 01(s) — d2(t)

Les éléments de C* (I, R?) x C'1(J, R?) forment la premiere variable, les éléments de Ja; b[x]c; d[ forment
la seconde variable. La différentielle de F' selon la seconde variable est notée Dy F'.

Vérifions les hypothéses du théoréme des fonctions implicites. Il a déja été remarqué que C*(I,RR?) et
C1(J,R?) sont des espaces de Banach. De plus :

e F est de classe C1,
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o F((v1,72), (s0,t0)) = 0 ou (so,tg) €la;b[x]c; d] vérifie v1(sp) = Y2(to),
e pour tout u € R?,
7 _

Do F((71,72), (s0,t0))u = (71(s0) - u) i —(5(to) - u) j

ou (7, ;) est la base canonique de R? et ( - ) est le produit scalaire usuel.

Comme 71 (so) et 7/'(to) ne sont pas colinéaires, Do F((7y1,72), (S0,%0)) est inversible.
D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe U et Us des voisinages respectivement de ~y; et
~vo, I' C I et J' C J des intervalles ouverts contenant respectivement sq et tg ainsi qu’une application
g : Uy xUy — I' x J' de classe C! tels que :

V(51,52) € Uy X Us, V(S,t) el x J/, [F((51,52)(8,t)) =0 & 9(51,52) = (S,t)].

Remarquons que les deux compacts v1(I\1") et v2(J) sont disjoints car v, (I) et v2(J) ne se rencontrent
qu’en 71 (sg) qui n’appartient pas & v1(I \ I’) puisque s appartient & I’. Par conséquent la distance
entre v1(I'\ I') et vo(J) définie par d(~1 (I \ I'),v2(J)) = min{||y1(u) — ()| |ve I\I', ve J} est
strictement positive. De la méme fagon, on vérifie que d(v1 (1), v2(J\ J')) = min{||y1(u) — y2(v)|| |u €
I, ve J\ J'} est strictement positive. Considérons donc « un réel strictement positif tel que :

L a<dmn(\I),7%()) et a <d(),72(\J),
Comme v/(s0) et 74(to) ne sont pas colinéaires, on peut de plus supposer que :

2. siuet v e R? vérifient |Ju — v} (s0)|| < et |[v —~5(to)|| < v alors u et v ne sont pas colinéaires.
Soit I” C I' et J"” C J' deux intervalles ouverts contenant respectivement sq et tg tels que :

() = (o)l < 5 et [1n5(8) = (to)]| < 5, V (s.8) € I x J".
Enfin considérons un réel € €]0; a/2] tels que si deux applications d; : I — R? et 0o : J — R? de classe
C* vérifient |61 — v, < € et |02 — 12|, < € alors
(01,02) € Uy X Up et g(61,00) € I" x J".
Vérifions que ce réel ¢ ainsi construit convient. Soit §; : I — R? et d : J — R? deux arcs de classe C*

tels que ||61 — 71|, < € et |02 — 12|/, < €, démontrons que 61 (1) th 62(J). Soit (s,t) = g(d1,02), alors
s appartient & |a; b[ et t appartient a |c;d] et :

o 41(s) = 0o(t).
o [167(5) =y (so)ll < 161(s) = V() + Iv1(s) = Y1 (s0)l| < €+ [71(s) = 1 (s0)ll;
or d’une part s € I” donc ||74(s) — v{(s0)|| < «/2, d’autre par € €]0;«/2[. Par conséquent :
181(s) = 71 (s0)|| < e
De méme on vérifie que :
[5(8) — 73 (to) || < o
D’apres Passertion 2. ci-dessus on en déduit que &7 (s) et d5(¢) ne sont pas colinéaires.
e Soit (u,v) € I x J tel que 61(u) = d2(v). Si u n’appartient pas a I’, alors :
71 (w) = 2(V)l] < [l7(w) = d1(w)] +[|62(u) = 2(v)]| <2 <o

ce qui contredit I’assertion 1. ci-dessus. Par conséquent u appartient & I’. De la méme fagon, on
démontre que v appartient a .J'. Dans ce cas :

(u,v) = g(d1,02) = (s,1).
Ce qui permet de conclure que §; (1) Nd2(J) = {d1(s)} = {02(¢)}.
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3) Compléments sur les variétés stables et instables

Présentation de résultats déja connus. Rappelons que nous avons déja abordé la notion de
variétés stables et instables dans le deuxieme chapitre, et que nous avons parlé de variété stable et de
variété instable transverses. Dans la preuve de la proposition 3.1, il est utile d’étre un peu plus précis
et de savoir ce que deviennent les variétés stables ou instables, ainsi que leur intersection, lorsqu’on
perturbe le diffomorphisme avec lequel on travaille. Pour cela, nous allons nous référer aux résultats
démontrés par M.Shub dans le chapitre 5 et dans 'appendice 5.2 de [Sh78] ou il donne une preuve du
théoreme de la variété stable dans le cadre des espaces des Banach en utilisant une “transformation
de graphe”. On peut aussi consulter [PaMe82] qui présente la preuve du théoréme de la variété stable
due a M.Irwin.

Tous les énoncés ci-dessous qui concernent les variété stables peuvent s’écrire en remplagant la
notion de variété stable par la notion de variété instable. Pour cela il suffit de changer f en f~1.

Voici ce que I'on peut déduire des énoncés du théoreme 5 et du complément 5.2.6 de [Sh78] :

Soit U un ouvert de R? contenant 0 et f : U — R? un plongement de classe C'.
Supposons que f(0) =0 et que T'= D f(0) possede deux valeurs propres A < 1 et p > 1.
Soit e; et ey deux vecteurs de normes 1 de R? tel que Te; = ey et Tey = Nes.
Considérons sur R?, la norme || || définie par |Jull; = max{|a|,|B]} ol « et 3 sont les deux réels tels
que u = aey + Bes. Soit € R% et r > 0, Br(x,r) désigne la boule fermée de centre x et de rayon r
pour la norme || |

Il existe I un voisinage de f dans C''(U,R?), un réel 7 strictement positif et une application I', continue,
définie sur U par :

r: U — CY[-r;r],R?
g = T
telle que si g appartient a U et si g(0) = 0 alors 74 est un arc qui vérifie
L. 74(0) = 0 et v;(t) # 0 pour tout ¢ € [~r;r],
2. pour tout t € [—r;7], lim,— 400 g"(74(t)) =0,
3. pour tout s €]0;7], v([—s;5]) = NI 67 (Br(0, s)).
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De cela, nous pouvons en déduire assez facilement le résultat suivant :

PRrOPOSITION 4.9. — Soit f un difféomorphisme d’une surface symplectique M, m un entier
non nul et p un point périodique hyperbolique de période k de f. Soit U un voisinage de p et ¢ un
difféomorphisme de U sur R2.

1l existe U un voisinage de f dans Diﬁi)(M ), un réel r strictement positif et une application I', continue,
définie sur U par :

r: U — CY[-r;r],U)
g = Ty
telle que si g appartient a U alors v, est un arc qui vérifie :
1. 74(0) = ¢ est un point périodique de période m de g,
2. 7,(t) # 0 pour tout t € [—r;r],
3. pour tout s €]0;7], il existe un voisinage V' de p tel que v4([—s;s]) = Wy (p, g).

Démonstration. — Supposons que p est un point fixe de f. S’il ne I’est, on peut s’y ramener en
travaillant avec Iapplication f”* puis en utilisant la continuité de I'application g — ¢g".

Par souci de clarté, nous allons traiter le cas ot M = U = R?, o1 ¢ est 'identité et ott p = 0. Le
cas général se traite selon la méthode. Il suffit de travailler dans un voisinage suffisamment petit de f
pour que les applications que nous allons définir au cours de cette preuve aient un sens.

Appliquons la proposition précédente : il existe V un voisinage de f dans C'(U,R?), un réel r
strictement positif et une application I', continue, définie sur U; par :

r: v — CY[-r;r,U)
g —

telle que si g appartient a V et si g(0) = 0 alors 7, est un arc :
e 74(0) =0 et vy(t) # 0 pour tout ¢ € [—r;7],
e pour tout t € [—r;r], limy— 400 g™ (74(t)) =0,

e pour tout s €]0;7], v,([—s;5]) = 25 g7 (Br(0,5)) o T = Df(0) et Br(0,s) est un voisinage
de 0 définie ci-dessus.

D’apres la proposition 4.5 démontrée dans ’appendice I, on peut considérer U] un voisinage de
f dans Diﬁ”i)(M ) et Uy un voisinage de p tel que si g appartient a Uy, alors g posséde un unique point
périodique hyperbolique p, dans U;. De plus I'application g € U; — py € R? est continue.
Notons 74 la translation qui envoie py sur 0 et posons :

v: U — CLR?)
g +— Tgogng_l

L’application v est continue et envoie f sur elleeméme. Il existe donc U un voisinage de f inclus dans
U, tel que ¥(U) est inclus dans V.
Considérons alors 'application I' définie sur U par :
r: U — CY[-r;r],R?
g Gg=11 0
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L’application I" est continue. De plus si g appartient a U, alors 1(g) appartient a V et :

¥(9)(0) =740 g o7, (0) = 74(g(pg)) = 74(pg) = 0.

Ainsi, vy() est un arc qui vérifie les trois points énoncés ci-dessus. Ce qui permet de conclure. O
REMARQUE 4.10. — Pour tout s €]0;7],
Wep, /)= F(p(=sis]) = | £ (v () = s580).-
neN neN

Un résultat sur les arcs inclus dans une variété stable. Reprenons les notations de la pro-
position précédente. Pour tout s €]0;7], v¢([—s;s]) est stable par f. Ainsi pour tout entier n positif,
7" (v¢([—s; 8])) est stable par f™. Nous avons ainsi obtenu une famille d’arcs C, stables par f™ et
donc par 2™ inclus dans la variété stable de p. Réciproquement voici quelques résultats concernant
les arcs de classe C'! inclus dans W*(p, f) stables par f2™.

PROPOSITION 4.11. — Soit f un difféomorphisme d’une surface symplectique M, m un entier
strictement positif et p un point m-périodique hyperbolique de f. Soit I un intervalle compact et a
un réel appartenant a l'intérieur de I.

Soit ¢ : I — U un arc de classe C' tel que c(a) = p, dont I'image est stable par f*™ et incluse dans
We(p, f) -
1. Pour tout intervalle J inclus dans I contenant a dans son intérieur, il existe n € N tel que c(I)
est inclus dans f~""(c(J)).

2. Pour tout voisinage U de p, il existe un voisinage V de p inclus dans U, un intervalle J inclus
dans I contenant a dans son intérieur tels que c(J) = Wy (p, f).

3. Pour tout (u,v) € I tel que u < a < v, f>™(c([u;a))) est inclus dans c(Ju;a]) et f2™(c([a;v]) est
inclus dans c([a; v]).
En particulier pour tout intervalle J inclus dans I contenant a dans son intérieur, f?™(c(J)) est
inclus dans c(int(J)) ou int(J) est I'intérieur de J.

Démonstration. — Quitte a faire un changement de paramétrage, nous supposons que a = 0.
Soit u et v deux réels tels que I = [u;v]. Comme f2™(c([u;v])) est inclus dans c([u;v]), il existe deux
suites de réels (up)nen et (vn)nen incluses dans [u;v] tels que :

£ (e(us 0))) = ([un; va))-
Comme f2™(c(0)) = ¢(0) et f2™(clun;vn]) € c([tny1;vnyi1]), on obtient :
Up S Upg1 <0 < vpt1 < g
Or c o f¥moc: [up;vn] — [Uny1;vny1] est une application surjective strictement croissante. Donc :
c Lo fmoc(up) = tnya,

¢ lofimo c(Up) = Upyo.

Ce qui permet de démontrer par récurrence que :

C—l o f4nm o C(’LL) = Ugp,
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Lo A 6 ¢(v) = vy

Comme c(u) et ¢(v) appartiennent & la variété stable de p = ¢(0) sous f, on en déduit que :

lim wu, = lim v, =0.
n—-—+o0o n——+o00
Soit donc J un intervalle contenu dans I contenant 0 dans son intérieur. Il existe un entier [ positif
tel que [ug; ] est inclus dans J. Nous obtenons alors :

o(I) = [ ([e(wz w)]) S F 72" (e(J)).

11 suffit alors de poser n = 2I.

Pour la preuve de la deuxieme partie de la proposition, fixons U un voisinage de p.
Soit » > 0 et v = I'(f) donnés par la proposition précédente. Quitte & réduire U et a prendre r
suffisamment petit, on peut supposer que y([—r;7]) = Wy (p, f). Soit ng € N tel que ¢([tuny; vn,]) est
inclus dans U. Si t appartient & [ty; vn,], f2™(c(t)) appartient & c([tn,; Un,])- Par conséquent, la suite
(f2"™(c(t)))nen est incluse dans c([tng; vn,]). Ainsi pour tout n € N, f2"(c(t)) appartient & U. Ce
qui implique que :
[tno; vne]) € Wur(p, £2) S y([=757]).

Considérons l'application vy~ o ¢ : [u,; Une] — [—7;7]. C'est une application continue, injective donc
strictement monotone. Ainsi les réels ! o c¢(up,) et v~ o ¢(v,,) sont non nuls et de signes opposés.
Il existe donc un réel s strictement positif et un intervalle J inclus dans [up,;vp,] contenant 0 dans
son intérieur tels que ¢(J) = v([—s; s]). Ce qui, d’apres les propriétés de 7, démontre qu’il existe un
voisinage V' de p tel que ¢(J) est la variété stable locale de p sous f dans V.

1

Pour le troisiéme point, notons I = [z;y] ot = et y sont deux réels tels que z < a < y.
Considérons 'application ¢! o f2™ o ¢ définie sur [x;y]. Elle est continue et injective. Elle est donc
strictement monotone. Or d’apres ce qui précede, il existe un intervalle J tel que ¢(J) est une variété
stable locale de p sous f. Donc f™(c(J)) est inclus dans c(J). Sur cet intervalle c™1 o f72™ o ¢ est la
composée de ¢! o f™ o ¢ par elleeméme. Ce qui signifie que Papplication ¢~ o f2™ o ¢ est strictement
croissante sur J. Elle est donc strictement croissante sur I.

Enfin posons pour tout t € I, £(t) = ¢ o f2™ o ¢(t) —t. cette application continue s’annule seulement
en a. De plus £(z) > 0 et £(y) < 0 car ¢ Lo f2™oc([x;y]) est inclus dans [z;y]. En utilisant le théoréme
des valeurs intermédiaire, on obtient que £(t) est strictement positif si ¢ appartient a [x; a[ et que £(¢)
est strictement négatif si ¢ appartient a ]a;y].

Soit donc u et v dans I tels que u < a < v. Posons u; = ¢ 1o f?™oc(u) et v1 = ¢ 1o f?Moc(v). Comme
c o f2M o ¢ est strictement croissante et que ¢! o f?™ o c(a) = a, on en déduit que u; < a < us.
Or &(u) = u; — u est strictement positif et £(v) = v — v est strictement négatif. Ce qui implique que
u<uy <a<wv <wv. Par conséquent :

P (el[usa))) € eusal) et £~ (e((as])) € effasv]).

REMARQUE 4.12. Reprenons les notations de la proposition précédente et de sa preuve :

c(I) € f7"(y( = rsr])-
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En effet, considérons V' un voisinage de p tel que v¢([—7/2;7/2]) est la variété stable locale de p sous
f dans V. La proposition 4.11 nous donne alors un intervalle J inclus dans I contenant a dans son
intérieur et un entier n positif tels que ¢(J) est inclus dans Wi (p, f) et tels que ¢(I) est inclus dans
f7™(c(J)). Par conséquent, ¢(I) est inclus dans f~™"(y¢([—r/2;7/2])) qui est lui méme contenu dans

f7m (= rrD)-

Voici un résultat concernant une courbe C!, invariante par un difféomorphisme préservant 1’orien-
tation de la courbe, résultat que nous utilisons dans la preuve de la proposition 3.1. Si nous plagons
cette proposition ici, c’est parce que sa preuve repose sur la proposition précédente.

En fait, c’est un complément du lemme 3.3 démontré au chapitre 2 qui traite le cas, non pas d’une
courbe de classe C, mais seulement d’une courbe continue.

PROPOSITION 4.13. — Soit (M, w) une surface symplectique et h € Difft (M). Soit v : T — M
une courbe fermée simple de classe C! telle que +'(0) # 0 quelque soit 6 € T*.
Si cette courbe est invariante par h et si h préserve son orientation et posséde sur son image des points
périodiques qui sont tous hyperboliques, alors y(T') est la réunion des variétés stables ou instables de
ces points périodiques.

Preuve . — Comme nous ’avons déja vu au cours de la preuve du lemme 3.3 du chapitre 2 :

1. l’application h préservant I'orientation de +y, tous les points périodiques de h appartenant & (T*)
ont la méme période k ou k est un entier strictement positif,

2. or ces points périodiques sont hyperboliques donc non dégénérés. Par compacité de (T!), on en
déduit qu’ils sont en nombre fini.

Soit (6;);ez /nz, Une famille de points du cercle tels que pour tout i € Z/nZ, 0;—1 < 6; < ;41 et tels
que les z; = v(0;), i € Z/nZ sont les points périodiques de h sur (T?!).

Soit i € Z/nZ. Nous allons utiliser la méme démarche que pour la proposition 2.33 du chapitre 1. En
effet cette proposition permet d’écrire que :

Y(10i-1;0:]) € W*(xi, h) ou y(]0i-1;0;]) € W"(z;, h),

(033 0it1[) € W?(xi, h) ou y([0i;0i1[) € W (24, h).

De plus h préservant lorientation de =, les ensembles v(]0;_1;6;]) et v([0i; 0;+1[) sont stables par h*
et h=F,
En utilisant que ~ est une courbe de classe C' et que h est un difféomorphisme, nous allons vérifier
que :

Y(10i-1;0i41[) € W?(@i, h) ou y(J6i-150i41[) € W (2, h).

Identifions ]6;_1;60;11[ avec un intervalle de R. Puis travaillons avec un relevement H de v~ ! o ho~.

L’application H est une application dérivable car la dérivée de v ne s’annule pas. De plus, le point 6;
étant un point périodique de h, il existe un entier relatif m tel que H k(QZ) =60; +m.

Considérons alors I'application définie pour tout x €)6;_1;6;41[ par G(z) = H*(x) — m — 2. Cest une
application dérivable qui s’annule une fois en 6; et telle que G’ (6;) = (H*)'(6;)—1 = (y~toh*oy)/(6;)—1.
Or 6; est un point périodique hyperbolique de h, 1 n’est donc pas valeur propre de th(Hi) donc
(v~ o hF 0 4)(6;)) est différent de 1, ce qui démontre que G’(6;) est non nul. On en déduit que
I’application G est strictement croissante ou strictement décroissante au voisinage de 6;.
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Supposons que G est strictement décroissante sur ce voisinage de #;. Comme G ne s’annule qu’en 6;,
on obtient en utilisant le théoreme des valeurs intermédaires :

six €]0,_1;6;[= G(x) > 0,

six €]0;;0;11]= G(x) < 0.

Ainsi si z est plus petit que 6;, la suite (y~! o h™ 07)(2))nen (que 1'on sait déja étre une suite incluse
dans ]0;_1;6;[) est une suite strictement croissante qui converge vers 6;. De la méme fagon, on vérifie
que si = est plus grand que 6;, la suite (y~! o h™ o0 4)(x))nen est une suite strictement décroissante.
On obtient ainsi que y(]0;—1;0;+1[) est inclus dans W*(x;, h).

Or v(]6;—1;0;41[) est stable par f*. D’apres la proposition précédente, il existe J un intervalle inclus
dans |0;_1;0;+1[ et V un voisinage de z tel que v(J) = Wy (x;, h). Par conséquent :

Wouh) = | h0).
neZ/nZ

Or v(]0;_1;0;41]) est invariante par h=*. Ce qui démontre que W*(x;, h) est inclus dans v(]0;_1; 0;41]).
Ainsi :
W*(zi, h) = v(10;-1;0i41[) € A(T).

Dans le cas ou G est strictement croissante sur un voisinage de 6;, nous obtenons que
W (@i, h) = 7(0i-15 0i1]) € (TY).

Variété stable ou instable et perturbation. Etant donné un arc de classe C'!' contenu dans une
variété stable ou instable d’un point périodique hyperbolique d’une application f, voici une proposition
qui permet de savoir ce que cet arc devient lorsque ’on perturbe 'application g.

PROPOSITION 4.14. — Soit f un difféomorphisme d’une surface symplectique M, m un entier
non nul et p un point périodique hyperbolique de période m de f.
Soit U un voisinage de p et ¢ un difféomorphisme de U sur R?, puis I un intervalle compact et a un
réel appartenant a intérieur de I.
Soit ¢ : I — U un arc de classe C! tel que c(a) = p et dont I'image est stable par f>™ et incluse dans

We(p, f).

11 existe U un voisinage de f dans Diff. (M) et une application continue A définie sur U par :

A U — CYI,U)

g > Cg

tel que A(f) = c et tel que pour tout g appartenant a U, c4 est un arc de classe C! tel que :
1. c4(a) = q est un point k-périodique hyperbolique de g,
2. g™ (cy(I)) C ¢g(I) € W*(q.9).

Démonstration. — Comme dans la proposition 4.9, nous supposons que p est un point fixe, que
M =U =R? et que ¢ = id.
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Soit r > 0 et I" 'application définie sur un voisinage U, de f donnés par la proposition 4.9. Nous
noterons 7, I'image d’une application g par I.
D’apres la remarque précédente, il existe un entier positif n tel que :

o(I) < f(yp([=rsr)))-
Posons :
v I — [—r;r]
t — yplofroct)

C’est une application continue injective qui envoie a sur 0 et telle que pour tout ¢t € [ :

ct) = f7" oy (v(2)).

Soit g appartenant a U et t dans I. Posons :

cg(t) = g7 " oy (¥(2)).

Il faut remarquer que ¢y = c. De plus I'application ¢, : I — R? est un arc de classe C! qui vérifie :
1. cg(a) = g7" o y4(¥(a)) = g7"(74(0)). Or g = v4(0) est un point fixe hyperbolique de g. Donc
cg(a) = g est un point fixe hyperbolique de g.

2. De plus ¢4(I) est inclus dans =" (y4([—r;7])). Or il existe un voisinage V' de p tel que v4([—7;7])
est égal a Wy, (q,g). Par conséquent :

cg(I) € g7 " (g(vg([=7;7])) € g7 " (Win(g,9)) € Wo(q,9)-

Reste a démontrer que g2(cy(I)) est inclus dans c4(I). Pour cela nous allons devoir supposer que g
est suffisamment prés de f. L’ensemble v7([—7;7]) est stable par f2 et ¢(I) est un intervalle compact
qui contient 0 dans son intérieur. D’aprés la proposition 4.11, f? o v¢(¥(I)) est donc inclus dans

v (intep(1)). Or int(ep(I)) = 9 (int(I)). Donc :
vt o f2 o (D)) C int(y(1)).

Or ¢(I) et int(¢)(I)) sont respectivement un compact et un ouvert de R. Par conséquent, si une
application ¢ est suffisamment pres de 7f_1 o f2o vy, C(¥(I)) est inclus dans ¥ (I). Or 'application
gelh — v, log?o g est continue. Il existe donc U un voisinage de f inclus dans U; tel que si g
appartient a U alors :

9> 0y (¥(I)) S (b (1))-
or cg(I) est égal & g~ (v4(x(I))). Donc :
g (cg(I)) = g* (97" 019 (¥(1)) = g7 (9> (v (¥(1)))) € g™ (v ((1))) = ¢o(I).

Considérons alors 'application A définie sur U par A(g) = ¢4y = g~" 074 0 9. L’application A est une
application continue & valeurs dans C([—r, 7], R?) telle que A(f) = c et qui vérifie les deux assertions
de la proposition. O
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4) Variétés stables et instables transverses

DEFINITION 4.15. — Soit a, b et ¢ trois réels tels que a < b < c. Si§ : [a;b] — M et~y : [b;c] — M
sont deux arcs de classe C tels que

1. 6(b) = ~(b),
2. les vecteurs &' (b) et 7/(b) sont non nuls et non colinéaires

on dit qu’ils sont transverses aux extrémités. On note §([a;b]) < ~v([b; ]).

Etant donnés deux arcs de classe C', transverses & leurs extrémités, inclus respectivement
dans une variété stable et dans une variété instable de deux points périodiques hyperboliques d’un
difféomorphisme sympectique f. Nous allons démontrer qu’en perturbant f, nous conservons deux
arcs de classe C'! transverses & leurs extrémités, proches des deux arcs précédents et inclus, eux aussi,
dans une variété stable ou dans une variété instable.

PROPOSITION 4.16. — Soit f un difféomorphisme d’une surface symplectique M, m un entier
non nul, p et q deux points périodiques hyperboliques de période m de f.
Soit U un voisinage de p difféomorphe a R?, puis a, b, c, sq et ty cing réels tels que a < so < b < ty < c.
Soit 1 : [a;b] — U et 3 : [c;d] — U deux arcs de classe C! transverses aux extrémités tels que :
1. 71(s0) = p et 2(to) = q,
2. v1((a; b)) et v2([b; c]) sont respectivement inclus dans W#(p, f) et dans W"(q, f),
3. v1((a;b]) et vao([b; c]) sont respectivement stables par f>™ et f~2™.

Soit € > 0. Il existe U un voisinage de f tel que pour tout g appartenant a U, il existe &y : [a;b] — U
et 6y : [b;c] — U deux arcs de classe C' transverses aux extrémités tels que :

1. 1(s0) = pg et 62(to) = q4 sont des point m-périodiques hyperboliques de g,
2. 01((a; b)) et 02([b; c]) sont respectivement inclus dans W*(pg, g) et dans W"(qq, g),

3. 61((a;b)) et 62([b; c]) sont respectivement stables par g*™ et g~2™.
et tels que sup d(d1(t),y1(t)) < e et sup d(d2(t),v2(t)) < €.
te(a;b) te(b;c]
Démonstration. — Encore ici, pour simplifier les notations, nous allons travailler dans R? et

supposer que p et g sont des points fixes de f.

Nous allons tout d’abord prolonger les arcs 71 et 72 en b de fagon a les rendre uniquement transverses
puis en appliquant la proposition 4.14, nous trouverons un voisinage suffisamment petit de f dont
les éléments admettent une variété stable ou instable proche de ;1 et 2. Ce qui permet de s’assurer,
grace a la proposition 4.8, que ces nouvelles variétés sont transverses.

LEMME 4.17. —

1. Il existe By > b et 71 : [a;B1] — R? un arc de classe C! tel que 71([a; B1]) € W3(p, f) et
gy = N1+

2. 1l existe By < b et 41 : [Ba;c] — R? un arc de classe C* tel que 71([Bz;c]) € W¥(q, f) et
V2| (b = V2-
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Preuve . — Voici une preuve de la premiere assertion, la seconde assertion se démontrant selon
la méme méthode.

Soit r un réel strictement positif et v = I'(f) un arc C! donnés par la proposition 4.9. D’aprés
la remarque 4.12, il existe un entier n positif tel que :

71 ([a;0]) € 7 (v(J =)D
Considérons 'application 1) définie sur [a;b] par :
¥ fab] — ]l
t = o ffom(t)

L’application v est de classe C' injective. Quitte & remplacer I'application v par I'application t €
| = r;7[— ~v(—t), nous pouvons supposer qu’elle est strictement croissante.

Notons ¥(b) = v < r. Alors :
(1(0) - (f " 09)'(v))

[(f= 0 y) (V)]

est un réel non nul car 7{(b) et (f~™ o v)'(v) sont des vecteurs non nuls colinéaires. Il est méme
strictement positif car 1 est croissante.

Prolongeons l'application v en une application ¢ définie sur [a; +00[ par :

Y (b) =

(2 [CL; +OO[ — R
t — { b(t) sit € [a;b]
W' (b)(t—b) +(b) sit>b

L’application 1 est une application de classe C'! strictement croissante. Soit v/ un réel appartenant &
Ju;r[. Posons By = ¢~ (v') qui est un réel strictement plus grand que b, puis :

A1: [a;By] — R?
t o fTo(i(t)
Ainsi :
— 1([a; B1]) est inclus dans f~"(y(] — r;r[)) qui est lui méme contenu dans la variété stable de
p sous f. Par conséquent :

Yi([a; B1]) € W2(p, ).
— si t appartient a [a;b], F(t) = f~" o y(¥(t)) = v (¢). Ainsi :

Mgy — 71

LEMME 4.18. — Il existe a > 0 tel que Y1 ([a; b+ a]) h F2([b — a; a]).

Preuve —

o Il existe a1 > 0 tel que 41 ([b — a1;b+ aq]) N Y ([b — a1;0 + a1]) = {31(b)}. Sinon, il existe
deux suites de réels différents de a, (an), et (b,)n, qui convergent toutes les deux vers b tels que
Y1 (an) = y2(by), ainsi :

Yi(an) —71(0) — 72(bn) —72(b) by — b
an —b N b, — b an — b’
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ce qui implique que 7] (b) et v4(b) sont colinéaires, ce qui est contraire au fait que ; et 2 sont trans-
verses aux extrémités.

e Par continuité de 4; et s, et du fait que 31 ([a;b — a1]) et F2([b; ¢]) d’une part et que ¥ ([a; b])
et 42([b + aq;c]) d’autre part, sont disjoints, il existe ag > 0 tel que

F1([a;b = a1]) N 32([b — ag;c]) = 0 et F1([a; b + az]) NFa([b + au;c]) = 0.

11 suffit alors de poser o = min{a; as}. [ |
LEMME 4.19. — 1 ([a;b + a]) et 52([b — a; a]) sont stables respectivement par f* et par f=2.

Preuve — D’apres la construction de 71, 41 ([a; b+ a]) = f"oy(¥([a; b+ ). Or ¥([a; b+ a]) est
un intervalle inclus dans | — r; [ contenant 1)(sg) = 0 dans son intérieur et f~" o y([—r;7]) est stable
par f2. En utilisant la proposition 4.11, on conclut que 71 ([a;b + a]) est stable par f2.

De la méme facon, 42([b — a;a]) est stable par f~2. [ |

Reprenons la preuve de la proposition 4.16 et fixons un réel ¢ strictement positif.

Notons I = [a;b+ o] et J = [b — a;b]. Il existe n > 0 tel que :

= V(u,ug) € I x I, fur —ug| <= [[y1(ur) —n(u2)| <e/2

- V(Ul;’l)g) eJxdJ, ’1)1 - Ug’ <n= H’}Q(Ul) —’YQ(UQ)H < 6/2.
D’apres la proposition 4.8, il existe u €]0;¢/2[ tel que si deux arcs 81 : I — R? et 65 : J — R? de classe
C! vérifient ||6; — 1|, < p et |02 — Y2l < p alors :

L. 61(1) h d2(]),

2. si (ug,vg) € I x J vérifie 6 (ug) = da(vp) alors :

—s<ug<betb<uyy <t,

— |up — b < et ug—0bl <n.
La proposition 4.14, grace a la continuité de 'application A, nous donne un voisinage V de f associé
A cette constante p. Soit g appartenant ce voisinage V, il existe alors ¢; : I — R? et ¢p : J — R? deux
arcs de classe C' tels que :

= et = mllee < pet flez =2l < p,

— c1(s0) = pg et ca(to) = g4 sont des points fixes hyperboliques de g,

— c1(I) et ca(J) sont respectivement inclus dans W#(py, g) et dans W*(qy, 9),

— ¢1(I) et ca(J) sont respectivement stables par f2 et f~2.
Par construction de p, les arcs ¢; et ¢ sont uniquement transverses et si 'on note (ug;vg) € I x J tel
que ¢1(ug) = c2(vg) alors ug est compris entre sg et b pendant que vy est compris entre b et ty. Ainsi :

pg = c1(s0) € c1(Ja;uol),

qg = c2(to) € ca(Jvo; cf)-
Nous allons reparamétrer gy € g de fagon a obtenir 6 : [a;b] — R et d9 : [b;¢] — R deux
arcs de classe C'! dont les images coincident respectivement avec les images de c; et de cy. Ce seront

alors deux arcs, transverses a leurs extrémités, dont les images respectives contiennent p, et g4 et sont
contenus dans les variétés stables ou instables de ces deux points fixes hyperboliques de g. Grace au
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choix de 7, nous démontrerons que sup d(d1(t),71(t)) < € et sup d(d2(t),12(t)) < e.
te(a;b) te(b;c]
Considérons les deux applications ¢ et ¢o définies par :

¢1: a0 — [asug]
ug —a

u b_a(u—a)+a

¢2: [b3] — [void]
— Uo_c(v—c)+c

Y b—c

Ces deux applications sont des applications bijectives de classe C'! strictement croissantes. De plus :
|P1(u) — ul <fuo — b <n,

|p2(v) —v| < |vg — b <.
11 suffit alors de poser :
61 [a;b] — R?
u — ¢ 0¢1(u)
8 [be] — R?
v —  C9 0 (9 (’U)
Ces deux arcs 01 et 09 vérifient :
1. 61(b) = c1(é1(b)) = c1(up) et d2(b) = ca(p2(b)) = ca(vg). Par conséquent :

61(b) = d2(b).

ac'l(uo) et 05(b) = @h(b)ch(vg) = 1;)0__606,2(1)). Par conséquent, les

vecteurs 0’ (b) et d5(b) ne sont pas colinéaires.

2. 8(b) = ¢,(b)c (ug) = 2

Ils sont donc transverses a leurs extrémités. De plus I'image de d; qui est égale & c¢1([a;up]), est
incluse dans W*(pgy, g), et I'image de d2 qui est égale a c¢;([vo; c]) est incluse dans W*(qy, ). Enfin si
u appartient & [a;b], comme |¢p1(u) — u| <7,

[01(u) =)l = ller(d1(w)) — ()]
ler(@1(w)) = ya(Pr ()] + 71 (¢1(w) = n(w)]]
< p+e/2<e

IN

De méme si v appartient & [b; c], ||02(v) — (V)| < e. 0

REMARQUE 4.20. On peut évidemment utiliser d’autres changements de paramétrage que ¢ et
¢9. Par exemple on peut prendre ¢ et ¢o de facon a obtenir §; et do qui coincident respectivement
avec ¢ et ¢y sur [a; sg] et sur [to; ¢]. Dans ce cas :

1(s0) = c1(s0) = A(71) (s0),
0 (to) = c5(to) = A(y2)' (to).

Ce qui signifie que le vecteur tangent de §; en sg ne dépend que de la courbe v, de départ et ne dépend
ni du prolongement 4 ni de la courbe ~5. De méme, le vecteur tangent de ds en tg ne dépend que de
la courbe .
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Chapitre 1V

Perturber une application symplectique
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Comment perturber une application symplectique en topologie C! tout en s’assurant que, per-
turbation faite, la nouvelle application obtenue est encore symplectique ?

Nous allons voir qu’il est possible en général d’associer dans certains cas & une application sym-
plectique une fonction a valeurs réelles, appelée fonction génératrice.

L’intérét de cette fonction génératrice est qu’il est plus facile de modifier localement une fonction
a valeurs réelles alors qu’il semble plus difficile de perturber directement une application symplectique.
Nous avons alors un moyen de perturber des applications symplectiques a condition de savoir remonter
d’une fonction génératrice vers une application symplectique.

Il existe dans la littérature différents types de fonctions génératrices qui dépendent des ca-
ractéristiques des applications symplectiques que 'on cherchent & perturber. Citons celles qui sont
le plus fréquemment utilisées :

— Celles qu’on associe a des difféomorphismes proches de I'identité, qu’on peut par exemple trou-
ver dans 'appendice 3.2 de [ArAv67] ou dans [AbMaT8], page 379.

— Celles qui interviennent dans le cadre des applications qui dévient la verticale. Elles sont
généralement définies globalement. Le lecteur peut trouver une description dans [Go01].

Nous nous sommes attachés a définir rigoureusement dans la premiere partie de ce chapitre, la cor-
respondance entre application symplectique et fonction génératrice en travaillant dans des classes d’ap-
plications convenables et en démontrant qu’il s’agit, en munissant les espaces d’applications considérés
de topologies convenables, d’'un homéomorphisme. Nous parlerons de deux classes d’applications :

— La premiére concerne certaines applications symplectiques définies sur un ouvert de R2. Cela
nous permettra de perturber localement des difféomorphismes symplectiques d’une surface au
voisinage d’un point.

— La seconde concerne une certaine classe d’applications symplectiques de I’anneau. Nous pourrons
alors perturber des difféomorphismes de I’anneau au voisinage d’un cercle de la forme T! x {r}
puis de perturber des applications symplectiques d’une surface au voisinage d’une courbe. La
notion de fonctions génératrices abordée ici est plus globale.

Dans la seconde partie, nous utiliserons la premiére catégorie de fonctions génératrices pour
perturber des difféomorphismes symplectiques pour “remplacer” un difféomorphisme symplectique au
voisinage d’un de ses points périodiques par sa différentielle en ce point. Ensuite nous ferons subir une
petite transformation sur la différentielle d’un difféomorphisme au voisinage d’un point quelconque de
la surface, mais sans utiliser le formalisme des fonctions génératrices.

Le but de la troisieme partie est de perturber une rotation de I'anneau au voisinage d’un cercle
T! x {r} de facon & obtenir un difféomorphisme proche de la rotation initiale mais qui posséde un
nombre fini de points périodiques sur ce cercle, tous hyperboliques.

Enfin en quatrieme partie, nous utiliserons ces résultats pour perturber un difféomorphisme
symplectique au voisinage de 1'un de ses points périodiques elliptiques pour construire une courbe
fermée simple qui entoure ce point et sur lequel le nouveau difféomorphisme, obtenu par perturbation,
possede un nombre fini de points périodiques, tous hyperboliques.
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1 Outils de perturbation

1.1 A propos de la topologie de Whitney

La topologie de Whitney a déja été abordée dans le chapitre 2 & propos de ’espace d’applications
Diffold(M ) avec lequel nous travaillions dans ce chapitre. Ici nous allons I’aborder dans un sens plus large,
dans des espaces d’applications de classe plus élevée ou entre des variétés différentiables différentes.

Nous donnerons aussi quelques résultats utiles tout au long de ce chapitre. Nous renvoyons a
[Hi76] pour une preuve des résultats dont nous ne donnons pas de preuve.

Notations : Soit m, n et k trois entiers positifs non nuls, O un ouvert de R™ et D une partie
quelconque incluse dans O. Soit f : O — R™ une application de classe C*. Alors :

1fllcx.p = sup{llf (@), Df(),-.,
xzeD

DR f()||3-
ott D*f(z) est la différentielle i*™° de f en .

Soit M et N deux variétés différentiables de classe C*. On note C*(M, N) I'ensemble des ap-
plications de classe C* définies sur M & valeurs dans N. Le sous ensemble Diff*(M, N) de C*(M, N)
désigne l'ensemble des difféomorphismes de M sur N de classe C*. Si M = N, on note C*(M) et
Diff*(M) ces deux ensembles.

DEFINITION 1.1. — Soit k un entier positif non nul. Soit M et N deux variétés différentiables
de classe C*.

La C* topologie forte de Whitney sur C*(M,N) est engendrée par les ensembles définis ci-
dessous :

Soit f € CK(M, N), (Us, hi)icr une famille de cartes de M et (Vi, k;)ie; une famille de cartes de
N, (K;)ier une famille de compacts de M et (g;);c; une famille de réels tels que (U;);er est une famille
d’ouverts localement finie et f(K;) C V; quelque soit i € I. Définissons

U(f; (Ui, hi)ier; (Vis ki)ier; (Ks)ier; (i)ier)

comme étant I'ensemble des applications g € C*(M, N) tels que g(K;) C V; et tels que pour tout
S h(Kz) :
o font — kiogo s

IHC’V,Ki < &,

Les ensembles de la forme U(f; (Ui, h;)icr; (Vi, ki)ier; (K )ier; (€i)ier) forment une base de voisinages
de I'application f dans C*(M,N).

Dans ce chapitre, tous les espaces d’applications de classe C* seront munis de la topologie induite
par la C* topologie forte de Whitney sur I’espace des applications de classe C*.

Soit k& un entier non nul. Considérons M, N et P trois variétés différentiables de classe C*.
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PROPOSITION 1.2. — L’ensemble Diff*(M, N) est un ouvert de C*(M, N).

ProOPOSITION 1.3. — Les deux applications définies par :
Diff(M,N) — Diff*(M,N) et CY(N,P)x Diff*(M,N) — CY(M,P)
fo— (9.f) = gof

sont continues pour la topologie C* forte de Whitney.

Voici enfin deux résultats dont nous nous servirons plusieurs fois par la suite.

PROPOSITION 1.4. — Soit U et V deux ouverts de R? et K un compact inclus dans U. Soit f
un difféomorphisme de U sur V.

Il existe un voisinage U de f tel que toute application g € C'(U, R?) appartenant aU et coincidant
avec f hors de K est un difféomorphisme de U sur V.

Démonstration. — D’apres la proposition 1.2 montrée dans [Hi76], la topologie que nous utili-
sons étant la topologie forte de Whitney, Diﬁd(U, V) est un ouvert parmi les applications de classe C!
définies sur U & valeurs dans V. Il existe donc un voisinage U’ de f dans C'(U,R?) tel que si f € U’
et si f(U) CV alors f € Difft (U, V).

De plus I'ensemble f(K) étant compact, il existe € > 0 tel que B(x,e) C V quelque soit x € f(K).

Considérons alors U le voisinage de f dans C'*(U, R?) défini par :
geEU = gelU et sup | f(z)—g(z)] <e.
z€R2

Démontrons que U est un voisinage de f qui convient. Soit g € U et x € U tels que g, K = /| R

- six ¢ K, g(x) = f(x) appartient a V,

-siz € K, [[f(x) —g(z)]] < e ce qui signifie que g(z) € B(f(z),e). Or f(x) € f(K) donc

B(f(z),¢e) est inclus dans V. Ainsi g(z) appartient a V.

Par conséquent g(U) est inclus dans V. Or g € Y’. Ainsi g est un difféomorphisme de U sur V. a

PROPOSITION 1.5. — Soit M et N deux variétés, k € N* et f € C¥(M, N). Soit U un voisinage
de f dans C*(M,N) et O un ouvert de M.
Il existe U' un voisinage de f|o dans C*(O, N) tel que si une application g € C*(M, N) coincide avec
f hors de O et si sa restriction a O appartient a U, alors g appartient a U.

Démonstration. — Soit (Uj, h;)ier et (Vi,ki)ier deux familles de cartes respectivement de M
et de N, (K;)icr une famille de compacts de M et (g;);c; une famille de réels tels que (U;);cr est
une famille d’ouverts localement finie, le compact f(K;) est inclus dans V; quelque soit i € I et
U(f; (Ui, hi)ier; (Vis ki)ier; (Ki)ier; (€i)ier) est inclus dans U.

Or il existe (C});jes une famille de compacts de M telle que :

- 0= UjeJ Cj

— pour tout x € O, il existe W un voisinage de x tel que W rencontre un nombre fini de C;.
Considérons I’ensemble U’ inclus dans C*(O, N) tel que g € U’ si et seulement si :

— g(K; N Cj) est inclus dans V;,

-1 -1

_ Hkl oflooh;  —kiogoh,; Hckm(Kij)

Cet ensemble U’ est alors le voisinage de flo qui convient. a

< g; pour tout (i,7) € I x J.
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1.2 Fonctions génératrices sur un ouvert du plan

e Préliminaires et notations

Soit U un ouvert de R?. Les points de U sont notés (x,y). On munit U de la forme symplectique
canonique dx A dy.

Soit V un ouvert de R? contenant 0. Les points de V sont notés (z,q). Si H est une applica-

tion définie sur V a valeurs réelles de classe C'', nous noterons 2 la dérivée partielle de H selon la
x

OH
premiere variable et — la dérivée partielle de H selon la seconde variable.

dq

Pour toute application f définie sur un ensemble D & valeurs dans R2, nous noterons respective-
ment f1(u) et fo(u) la premiere et la seconde composante de f(u), u appartenant a D.

Si f est une application définie sur U & valeurs dans R?, posons :
o U — R?
(z,y) — (2, fa(z,y))
Si H est une application définie sur V' a valeurs réelles de classe C'!, posons :
Y Vo — R2

(ra) — (@ a,q)

REMARQUE 1.6. —

1. Soit f: U — R2. Si ¢y est un difféomorphisme de U sur V, (¢f)_1 est de la méme forme que
¢g : il existe g : V — R tel que (¢7) " (z,q) = (z, g(x,q)) quelque soit (z,q) € V.

2. Soit H : V — R de classe C!, application ¢y coincide avec 'application gb%’ o -

Considérons les espaces de fonctions suivants :
E(U,V) = {feC'(UR|¢se Diff (UV)}
FU,V) = {fe&UV)| ffde Ndy =dzx Ady}
HU,V) = {HeC*V,R)| H(0)=0 ety € Difff (V,U)}

REMARQUE 1.7. — Soit H € C?(V,R?) tel que H(0) = 0 alors
OH oH

HGH(U,V)@(x,q)EVH(aq, pe

)(2,q) € R? est un élément de E(V,U).

Puis considérons les deux applications suivantes :
(I)UV : E(U, V) I Cl(V, R2)

V — R?
o h:{ (z,9) = (f1(d; " (2,9)), (7 )2(z,9))

\I/UV : H(U, V) i Cl(V, R2)
O0H OH
H — (z,q) — (a—q,%)(%(ﬂ
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Enfin posons G(U, V) = &y (F(U, V). 11 est inclus dans C(V,R?).

e Définition d’une fonction génératrice

Voici tout d’abord une proposition vérifiée par ce qui a été défini ci-dessus nécessaire a la
cohérence de la définition :

PROPOSITION 1.8. — Soit U et V deux ouverts de R? tels que V et simplement connexe et
contient 0.
1. ®yy est un homéomorphisme de E(U, V) sur E(V,U). De plus :
- Oy = Py,

~ Payy(f) = ¢J?1 pour tout f € E(U, V).
En particulier, ®yy est un homéomorphisme de F (U, V') sur G(U,V).

2. Uyy est un homéomorphisme de H(U, V') sur G(U, V).

De cette proposition dont nous donnons une preuve a la fin de ce paragraphe, nous déduisons
facilement le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1.9. — L’application Syy = ‘I’(}%/O@UV : F(U, V) — H(U,V) est un homéomorphisme.

REMARQUE 1.10. — Nous avons donc un homéomorphisme entre F (U, V') (inclus dans I’ensemble
des applications de U dans R? préservant la 2-forme dx A dy) et H(U, V) (inclus dans C%(V,R)) donné
par la relation :

OH OH
flx,y)=(X,q) <= y= %(%Q) et X = a—q(w,q)-

DEFINITION 1.11. — Si f € F(U,V) son image Syy(f) est la fonction génératrice de
Papplication f.

Pour perturber un élément f de F(U, V), on considére sa fonction génératrice H = Sy (f) que
'on modifie dans C?(V,RR?), a l'aide de fonctions plateaux par exemple, tout en s’assurant que 1’on
reste dans H(U, V).

Une fois que l'on a trouvé H qui convient, on pose f = SUV(I;T ).

Voici un tableau qui résume la méthode développée ci-dessus :
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perturbation

dans CéxAdy(U,RZ)
f e CHU,R?) f e CcY(UR?
. définie par
tel que (f(w7§2(x7Q))) = (gl(waq)7y)
ainsi :
f1dfs + ydx est fermée fidfs 4+ ydx est fermée
(bf : (‘Tay) ev— (wafZ(x7y)) ev ¢f : (x7y) el — (x,fg(ac,y)) ev
est un C! difféomorphisme est un C' difféomorphisme
Qyv Oy
g € CH(V,R?) g€ CHV.R?)
définie par définie par
. oOH OH
9(337 fg(ﬂi‘, y)) - (fl (:L'v y)7 y) g(:E, q) - (a—q($7 q)7 %(gj’ q))
ainsi : ainsi :
g1dq + godx = ((bj?l)*(fldfz + ydx) est exacte g1dq + godx = dH est exacte
(bg : (x7Q) eV — (wagZ(waq)) eU ¢§ : (‘T7Q) eV — (x7§2(x7Q)) ev
est un C' difféomorphisme est un C! difféomorphisme
Uiy Yyy
H e C*(V,R) H e C*(V,R)
définie par
g1dq + godx = dH et H(0) =0 tel que
ainsi :
H(0)=0 H(0)=0
OH OH
TZJH : (x7Q) eV — (‘Ta %(x7Q)) ev T/Jﬁ : (x7Q) eV — (‘Ta %(1’,(])) ev
est un C! difféomorphisme est un C! difféomorphisme
perturbation

dans C2%(V,R)
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Preuve de la proposition 1.8. —
1. — Notons tout d’abord que ®ry est a valeurs dans E(V,U). En effet si f € E(U,V) et si
h = ®yy (f) alors h est une application de classe C'' définie sur V par :

h(z,q) = (f1(¢7 " (x,0)), (97 )2(.q)), ¥(z,q) € V.

Ainsi pour tout (x,q) € V,
¢h(x7 Q) = (.Z', hg(.ﬁl’, Q)) = (‘Ta (¢;1)2(‘T7 q))
Or ¢¢(x,y) = (x, (¢f)2(x,y)) quelque soit (x,y) € U. Ainsi :
671 (2,0) = (@, (671)2(, ).
Par conséquent :
@h(ﬂf, q) = ¢J;1($7 q)
Ainsi, ¢y, est un difféomorphisme de V' sur U. Par conséquent, h € E(V,U) et da,,, (f) = QSJII.

Remarquons ensuite que ®yy o @y coincide avec U'identité sur £(U, V). En effet si f € E(U,V)
et si h = Oyy(f), alors pour tout (x,y) € U,

Syy(h)(z,y) = (ha(dy ' (2,9), (¢ )2(2,1))
= (fl((b;l((bf:l(x?y)))?(¢;1)2(‘rvy))

Or qﬁ;l = ¢p,. Par conséquent :

q)V,U(h)(xa y) = (fl(xv y)? (¢f)2($, y))
f(@,y).

Ainsi Qv (Pyv(f)) = f. D’ou le fait que ®yy : E(U, V) — E(V,U) est une bijection d’inverse ®y .
Reste donc seulement a vérifier que gy est continue puisqu’en permutant U et V', nous aurons alors
obtenu que (®yy/) ! = @y est aussi continue.

Pour cela, considérons les applications :

o E(U V) — Diff (U, V)
f — @y
az: EWUV) — CYU,R?)

u — Vv
f '—> {(.’L’,y) = (fl(xay)vy)

az: CYU,R?) x Diff(U, V) — CYV,R?)

(u,v) — uov !

D’une part @y (f) = as(az(f),a1(f)) pour tout f € E(U, V). D’autre part, a1, ag et a3 sont conti-
nues, tous les espaces d’applications considérés étant munis des topologies induites par la topologie
de Whitney (cf la proposition 1.3 du paragraphe 1.1 sur la topologie de Whitney). L’application &gy
est donc bien continue.

2. — Pour montrer que ¥y est un homéomorphisme de H(U, V) sur G(U, V), donnons tout
d’abord par le lemme suivant une caractérisation de G(U,V') :
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LEMME 1.12. — Soit h une application C' définies sur V' a valeurs dans R2.

heGUV) <= he&V,U) et hidg + hadz est une 1-forme fermée sur V.

Preuve du lemme 1.12. — Soit h € E(V,U) et f = @y y(h) € E(U, V).

D’apres la partie 1 de la proposition 1.8, ¢ = (;5;1. Ainsi f = (g ogb}:l, (¢n)2) = (h1ogys, (¢5)2)). Par
conséquent :

¢%(h1dg + hadz)

(h10¢yr)gtdg + (ha o ¢p)gfd
f1d(of)2 + yd(df)1
= fidfs + ydw.

Ce qui implique :

ffdeNdy —de Ndy = d(fidfs + ydx)
= d(¢}(hidg + hadx))
gb*(d(hldq + hgdl‘))

Ainsi
ffdx Ndy = dx Ndy <= d(hidq + hadx) = 0.(x)

(=) Soit h € G(U,V), il existe f € F(U,V) tel que h = ®yy(f). Ainsi :
fe&U V), et f*(dx ANdy) = dx A dy.
Or d’apreés le premier point la proposition 1.8, @5%/ = ®y . Donc f = @y 7(h). On peut donc appliquer

(%) et en déduire que :
d(hidg + hedx) = 0.

Comme G(U,V) C E(V,U),
he E(V,U).

(<) Réciproquement, soit h € E(V,U) tel que h1dq + haodzx est fermée sur V. Posons :
f=®yu(h) € EU,V).
D’apres (), f*dx A dy = dx A dy. Donc :
feFuv).
Or h = <I>‘_/1U(f) = ®yy(f). Par conséquent :

hegUV).
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OH OH

Notons h = Uyy (H) = (8—’ 8—) D’une part d’apres la remarque 1.10 on sait que h appartient
q’ Ox
a E(V,U). D’autre part,
OH 0OH
hidq + hodx = —dq + —dx = dH.
dq ox

Ainsi, h1dq+ hodx est une 1-forme exacte sur V. Elle est donc fermée. On obtient alors par application
du lemme 1.12; que h € G(U, V). Par conséquent application Wy restreinte a H(U, V) est a valeur
dans G(U, V).

L’application Wy est injective. En effet soit Hy et Ho dans H(U,V) tels que Yyy(H;) =

Uyy (Hg). Alors :

OH, 0H, ot OH, 0H»

dqg  Oq or Oz’
Comme V est connexe, il existe k£ € R tel que Hy = Ha + k. Or H1(0) = H2(0) = 0 donc k£ = 0. Ainsi
H, = Hs.

Démontrons que Wy est surjective. Soit h € G(U, V). D’apres (%), la 1-forme hydg + hodx est
fermée. Or V' est un ouvert simplement connexe. Ainsi d’apres le lemme de Poincaré, c’est une 1-forme
exacte. Il existe donc H : V — R de classe C? tel que :

Posons :

H(x,q) = H(z,q) — H(0),%(z,q) € V.
OH O0H oH oH

Cette application H vérifie alors que H(0) = 0 et que ( 90 Ox ) = ( 90 Or )
Or, he G(U,V) et GU,V)C E(V,U). Par conséquent :

OH OH

bl V.U).

(o 3 € EV.0)

De plus H(0) = 0. Ainsi d’apres la remarque 1.7 on a bien :
HeH(UV).

oH 0H
0q’ Ox
L’application Wy est donc une bijection de H(U, V') sur G(U, V).

Par conséquent ¥y (H) = ( ) =h avec H € H(U,V).

Le fait que Uy est continue ce déduit immédiatement de la définition des topologies C' et C?
de Whitney.

Reste & vérifier que U1, : G(U, V) — H(U,V) est aussi. Soit g € G(U, V), notons G = W1, (g).
Pour tout X = (z,q) € V,

o) = (G (w0), 52 (.0) et DGl,a) = (5 (5.0), 5 2.0),
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2C(X) £E(X) F5(X) SE(X)

0z2

YORE LN rapreray LR

Or G(0) = 0. Le théoreme des accroissements finis permet alors de montrer que G = ¥;;1,(g) € H(U, V)
dépend continument de g € G(U, V) pour la topologie C* forte. Ainsi \I/[_]%, est continue. |

e Remonter d’une fonction génératice vers une application symplectique d’un ouvert du
plan

Soit f un élément de F(U,V) et H = Syy(f) la fonction génératrice de f. On cherche donc a
perturber f de facon & obtenir g vérifiant certaines propriétés. L’idée est de modifier H. Mais comment
perturber H pour obtenir que g = S[}%/(H ) vérifie les propriétés désirées.

Par exemple, si U est un voisinage de 0, considérons f € F(U,V) tel que f(0) = 0. On veut
perturber f pour obtenir une application g appartenant a F(U, V') qui coincide avec l'identité sur un
voisinage de 0 et qui coincide avec f hors d’un autre voisinage de 0.

Comment modifier H = Spv(f) en H pour que g = Sgi,(H) vérifie les propriétés énoncées

ci-dessus.

Un autre exemple : soit f et g deux éléments de F(U, V). On veut perturber f pour obtenir f
tel que f coincide avec g sur un ouvert inclus dans U. B
Comment modifier H = Syy(f) en H pour que f = SZ}%/(H ) coincide avec g sur cet ouvert.

Aussi est il nécessaire de pouvoir déduire des propriétés vérifiées par un élément H appartenant
a H(U, V), certaines propriétés vérifiées par I'application Slj‘l/(H ) appartenant a F(U, V) et dont H
est la fonction génératrice.

C’est le but de la proposition ci-dessous.

Notons Hy 'application définie sur R? par Hy(z,q) = xq.

PROPOSITION 1.13. — Soit U et V deux ouverts de R? tels que V est un ouvert simplement
connexe contenant 0. Soit O un ouvert de V. Notons O 'adhérence de O dans V.

a— Soit H € H(U,V) tel que H coincide avec Hy sur O, alors O est inclus dans U et S[}%/(H)
coincide avec I'identité sur O.

b — Soit H,G € H(U,V) tels que H et G coincident sur O, alors (Vr)5 = (Ya)5 et Sy (H) coincide
avec S (G) sur 1 (0).

Démonstration. —

a — Soit H € H(U,V). Posons h = Yy (H) € E(V,U) et f = S (f) = ®vu(h) € E(U, V). Soit
(z,q) € O. Comme O est ouvert et que H coincide avec Hy sur O, alors :
OH _ 0H, B OH  0H, B
a—q(ZE,Q) = 8—q($>Q) =ret oo = W(%Q) =q.

Par conséquent :
OH OH
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Par continuité de h, on obtient que h coincide avec Iidentité sur O. Ainsi pour tout (z,q) € O,
on(z,q) = (x,ha(z,q)) = (z,q). Or h appartenant a E(V,U), ¢y, est a valeur dans U. Ainsi :

on(0) =0 CU.

Reste a démontrer que f = S(j‘l/ (H) est égale a Iidentité sur O. Soit (z,y) € U;D’aprés ce qui précede,
on sait que ¢p(z,y) = (z,y) = qﬁgl(x, y) et que h coincide avec l'identité sur O. Par conséquent pour
tout (z,y) € O, on obtient 1’égalité suivante :

flx,y) = @yu(h)(z,y)

= (ha(ey (z,9)), (¢, 2z, )
hi(z,y),y)
= (z,9)

b — Soit H,G € H(U,V). Posons h = Vyy(H), g = Yy (G) puis f = Spy(H) = ®yp(h) et
k= Sl}%/(G) = ®y7(g). Alors h et g appartiennent & G(U, V), f et k appartiennent a F(U, V).

—~

Soit (z,q) € O. Comme O est ouvert et que H coincide avec G sur O, alors :

oOH oG oOH oG
a—q($>Q) = a—q(JE,Q) et %(!E,Q) = %(ZE,Q)-

Par conséquent :

OH oG
T,Z)H($,Q) = ($7 %(JE,(])) = ($7 %(:qun = ZZ)G(:Ev(J))
OH OH oG 0G

h(x,q) = (a—q(x,Q), a—x(x,Q)) = (a—q(w,q), B (&) = 9(z,9).

Ainsi, par continuité de h, g, ¥y et g sur V , ¥y et g d’une part, h et g d’autre part coincident
sur O.
Remarquons de plus que ¢ = 9y et ¢, = g coincident sur O.

Reste & démontrer que f = Syy(H) est égal & k = Sy (G) sur ¥y (0). Soit (x,y) € Yy (0) = ¢x(0).
Les applications (¢p,)g et (¢4)5 coincidant sur O, on obtient que qﬁfll(az,y) = gb;l(a:,y) € O. Comme
h et g coincident aussi sur O, pour tout (x,%) € ¥y (O), on obtient I’égalité suivante :

flz,y) = Qyvu(h)(z,y)

(ha(83, ' (z,9)), (67, 1)2(z,))
= (91(o, " (z,9)), (65 ")2(x,y))
k(z,y).

1.3 Fonctions génératrices sur I'anneau

Si dans le paragraphe précédent nous avons tenté de définir rigoureusement la notion de fonc-
tion génératrice sur un ouvert de R?, nous permettant de perturber localement des difféomorphismes

143



symplectiques d’une surface , dans ce paragraphe nous allons nous occuper de définir la notion de
fonction génératrice sur une surface globale en I'occurence ’anneau. Ceci nous permettra de perturber
globalement des difféomorphismes symplectiques de I’anneau.

En fait nous cherchons seulement & perturber des applications bien spécifiques de 'anneau dont
nous connaissons une formule explicite (rotations...). Nous n’allons donc pas aller jusqu’a définir une
notion de fonction génératice de 'anneau d’une classe entiére d’applications symplectiques de ’anneau
comme nous ’avons fait dans le cas d’un ouvert du plan, bien que ceci pourrait étre fait sur le méme
modele. Nous allons seulement considérer des fonctions génératrices d’applications bien particuliéres,
fonctions génératrices que nous perturberons. Puis nous expliquerons comment passer d’une fonction
génératrice vers une application symplectique de I'anneau.

e Préliminaires et notations

On considére 'anneau A = R/Z x R muni de la forme symplectique exacte df A dr.
On note C}(A) I'ensemble des applications f de I'anneau de classe C! telles que f*df A dr = df A dr.
Rappelons que 'application II est le revétement universel de ’anneau défini par :

II : ]~R2 — A
0,r) — (0,r)

ott = {0+ n:neZ} est la classe d’équivalence de # modulo Z.

Notons A I’espace d’applications de classe C' de R? tel que si F' € A alors :
F*d@ A dr = df A dr et il existe k € Z tel que F(§ +1,7) = F(6,7) + (k,0), V (8,7) € R2.

Puis CL(A) I'ensemble des applications f de classe C! de 'anneau telles que f*df A dr = df A dr.

Considérons enfin application I définie sur A & valeurs dans les applications de classe C'! de I'anneau
par :
I: A — CYA)
F — f

ol f est définie pour tout (8,7) € A par f(0,r) = II(F(6,r)), 6 étant un représentant de 6.
PROPOSITION 1.14. — L’application I est une application continue telle que I(A) = C1(A).
Démonstration. — C’est la notion de relevé d’une fonction continue de ’anneau qui indique que

pour toute application f de I’anneau, de classe C! il existe F une application de classe C' du plan

telle que :
foll =1loF.

F(f+1,r)=F(@,r)+(k0), ¥ (0,r) € R
Rappelons que II*df A dr = dO A dr. Ainsi :

F*df A\ dr = F*(IT*dO A dr) = (LT o F)*d A dr = (f o I1)*d@ A dr = II*(f*d6 A dr).
L’application II étant un difféomorphisme local, nous obtenons I’équivalence suivante :

f*dO A dr = df Adr < F*d A dr = df A dr.
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Ce qui démontre que I(A) = CL(A). 0

Si H est une application définie sur R? & valeurs réelles de classe C'', posons :

Yvr: R — R?
- -~ OH -~

Notons H 1’ensemble des applications définies sur R? & valeurs réelles de classe C? tel que H € H
si et seulement si ¢y est un difféomorphisme et s’il existe k € Z vérifiant :

H(@+1,R)=H(0,R)+ kR, ¥V (6,R) € R%
Puis considérons 'application suivante :

J: H — CYR?
R? — R?

e F{ 6,r) @—I;w;(é,r)),(wf—{l)z(é,r))

e Définition d’une fonction génératrice d’une application symplectique de ’anneau

Voici tout d’abord une propriété vérifiée par J :

ProPOSITION 1.15. — L’application J définie sur H, est continue et a valeurs dans A.

De cette proposition dont nous donnons une preuve a la fin de ce paragraphe, nous déduisons
facilement le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1.16. — L’application I o J définie sur H, est continue a valeurs dans CL(A).

REMARQUE 1.17. —Si H € Hetsi f=1ToJ(H) € CL(A), alors (ILovy)*(fidfs +rdf) = dH.
De plus, si F' est un relevé de f, nous avons la relation vérifiée par F' et H :

_ . OH - ~_OH -
F@,r)=(0,R)=r1= 5(973) et © = ﬁw’m'

DEFINITION 1.18. — Soit f € CL(A). S’il existe H € H tel que I o J(H) = f on dit que H est
une fonction génératrice de f.

Soit f une application symplectique de I’anneau possédant une fonction génératrice H. Comme
dans le paragraphe précédent nous allons perturber H : on construit H dans un voisinage de H en
topologie C? tout en s’assurant que H appartient & . Le principal probléme est de s’assurer que i
est un difféomorphisme de R?, ce qui est vérifié si H est suffisamment pres de H, 'ensemble Diﬁ”z(R2)
étant un ouvert de C?(R?) pour la topologie C? forte de Whitney.

Puis on pose f = I o J(H) qui appartient & CL(A).
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L’application I o J étant continue, si H a été construit suffisamment pres de H, Dapplication f
se trouve alors dans un voisinage arbitrairement petit de f.

Donnons a présent une preuve de la proposition 1.15.

Preuve de la proposition 1.15. — Pour montrer que J est continue, considérons les applications :

Bi: H — Diff'(R?)
H — 4y

Bo: H — CHR?)

i R? — R?

{<é,R) — (5%(0,R),R)

B3 : CYR?) x Diff(R?) — CYR?)

1

(u,v) — uouv~

Or d’une part, J(H) = B3(62(H), $1(H)) quelque soit H € H. D’autre part, 31, 52 et 3 sont conti-
nues tous les espaces d’applications considérés étant munis des topologies induites par la topologie de
Whitney (cf §1.1 sur la topologie de Whitney). L’application J est donc bien continue.

Reste a vérifier que si H € ‘H alors F' = J(H) appartient a A.
1. F est une application du plan de classe C*.

2. Comme H € H il existe un entier k tel que pour tout (4, R) € R? :
H@+1,R) = H(,R) + kR.
Ce qui implique tres facilement que :

F(O+1,r)=F(@0,r)+ (k,0).

3. Comme ¢y (0, R) = (6, aa—lg(é, R)) et Foyy(0,R) = (g—g(é, R), R), on en déduit que :
. ~ O0H o ~

Donc : 3
FidF5 + rdf est une 1 forme fermée.

Par conséquent : 3
dFy N dFy = df A dr.

L’application F' appartient donc & A. Ce qui implique que lapplication J est & valeurs dans A. [ |

Comme dans le cas d’une perturbation locale (cf. la proposition 1.13), il est utile de pouvoir
déduire de certaines propriétés d'un élément H appartenant a H, les propriétés de 'application IoJ(H)
dont, par définition, H est la fonction génératrice.
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PROPOSITION 1.19. — Soit O un ouvert de R. Notons O I'adhérence de O.
Soit H,G € H, tel que H et G coincident sur R x O alors (¢p) = (wG)\Rxa et IoJ(H)

coincide avec I o J(G) sur ¥ (R x O).

‘Rx@

La démonstration de ce lemme est tout a fait similaire a la preuve de la proposition 1.13. |

Donnons a présent quelques exemples d’applications symplectiques de ’anneau qui admettent
une fonction génératrice. Ces exemples seront utiles dans le prochain paragraphe lorsque il s’agira de
perturber une rotation de ’anneau...

EXEMPLE 1.20. — A propos des rotations de ’anneau :

Soit & € T! et & € R un relevé de o. Considérons les deux applications :

Pa A — A
(0,7) +— (6+ a,r) qui est la rotation de 'anneau d’angle «.

H;: R?> — R
,R) — (0+a&)R.

(
Alors de(é, R) = (8, R), quelque soit (é, R) € R2 Donc . est un difféomorphisme de R2.
De plus pour tout (0, R) € R%, Hz(6 + 1, R) = Hz(0, R) + R. Par conséquent :

Hs € H.

Et il est facile de vérifier que J(Hg)(0,7) = (84 @, r), pour tout (§,7) € R? puis que Io.J(Hz) = pa.
Ce qui signifie que Hg est une fonction génératice de la rotation d’angle o de 'anneau.

EXEMPLE 1.21. — Une généralisation de I'’exemple précédent :

Soit ¢ une application de classe C? du cercle telle que ¢/(f) # 0 pour tout # € T'. Considérons
g € C%(R) un relevé de g. Soit rg € R. Considérons les applications :

Py : A — A
r—7To
0,r) (Q(G)am +70)
H; - RZ - R

(6,R) — ro(0+3(0) — §(9)) + R (D).
Alors ng(é, R) = (8,(R — r0)§(8) + 7o), pour tout § € (§,R) € R% Or F(A) # 0 car g est un
difféomorphisme du cercle. Donc, ¢y, est un difféomorphisme de R? d’inverse :
-1, 2 2
i R R o
(9,7‘) [ — (9,~—~0 +'I"0).
g'(0)
De plus, pour tout 6 € R, §(§ +1) = g(é) -+ 1. On obtient ainsi que pour tout (é,r) e R?:
H;@+1,R) = ro(@+1+g(0)—g0+1)+Rg6+1)
= 19(0 +1+g(0) —g(0) — 1) + R(g(0) + 1)
H;(0,R) + R.
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_ OH - _
Par conséquent H; € H. De plus pour tout (0, R) € R?, = (0, R) = §(#). Ainsi :
g OR

J(Hg)0,r) = (55

Il est alors facile de vérifier que I o J(Hjy) = pgy. Ce qui signifie que Hy est une fonction génératrice de
I’application pg.

Remarquons que :

(97 T) = (9(9)7 TO)?

en particulier, T! x {ro} est un cercle invariant par p,.

(pg)lTl

x{ro}

Cet exemple généralise I’exemple précédent. En effet, si I’'on note R, la rotation d’angle « sur le
cercle, on obtient que pr, = pa et que Hs = Hp_.
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2 Perturber un difféomorphisme symplectique d’une surface au
voisinage d’un point

Soit (M,w) une surface symplectique.

2.1 Linéariser une application symplectique d’une surface au voisinage d’un point périodique

Soit f € Diffi)(M), k € N* et p un point k périodique pour f.

L’application tangente de f* en p, notée D f* (p), est alors un endomorphisme de T, M. Intuiti-
vement, f* est "proche ” de Df*(p) dans un voisinage de p (évidemment cela a peu de sens et doit
étre précisé puisque f* et Df¥(p) ne sont méme pas définis sur le méme espace!).

En fait, il est possible de trouver ¢F dans un voisinage arbitrairement petit de f, en topologie C, tel
que g soit conjugué a D f¥(p) sur un voisinage de p et que g coincide avec f hors d’un autre voisinage
de p.

Notation : CL(M) = {f : M — M de classe C! tel que f*w = w}.

Voici la proposition que nous nous proposons de montrer :

PROPOSITION 2.1. — Soit (M,w) une surface symplectique, f € Diff. (M), k € N* et p € M un

point périodique de période k pour f.
Soit U un voisinage de f dans CL(M), U un voisinage de p dans M.
11 existe alors V un ouvert de M contenant p et g € U tels que :

-V Cu,

—g=fsur M\ U,

— g" est conjuguée & D f*(p) sur V.
Plus précisément, il existe Wy un voisinage de p contenant V, Wy un voisinage de 0 dans T,M,
¢ : Wi — Wh un difféomorphisme de classe C tel que :

— ¢(p) =0 et p*wp = w,
~ Df (p)(e(V)) C Wo,
~— g"=9¢"1oDf¥(p) o ¢ sur V (ainsi p est un point périodique de période k pour g).

Avant de donner un démonstration complete de cette proposition, nous allons simplifier le
probléme en considérant une application de classe C'' définie sur un voisinage de 0 dans R?, qui
préserve la 2 forme dx A dy, qui fixe 0 et dont I'application différentielle Dh(0) est I'identité de R2.

Ceci est un cas particulier de la proposition énoncée ci-dessus. Nous montrerons ainsi la propo-
sition suivante.
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PROPOSITION 2.2. — Soit M un ouvert de R? contenant 0 et f : M — R? une application de
classe C! préservant dz A dy, telle que f(0) =0, Df(0) = Id.
Soit U un voisinage de f dans C'(M,R?).
II existe alors r > 0, O un ouvert de R? et g € U préservant dx A dy tels que :

- B00,r)COCOCM
—g=fsur M\O,

— g =id sur B(0,r).

De cette proposition, nous en déduisons aussitot un corollaire. Considérons deux surfaces sym-
plectiques ainsi que deux applications de classe C'! définies toutes les deux sur des ouverts de la méme
surface a valeurs dans 'autre surface. Supposons que ces deux applications coincident en un point p
et que les différentielles en ce point sont égales. Nous pouvons alors au voisinage de p remplacer I'une
par 'autre...

PROPOSITION 2.3. — Soit (M, «) et (N, 3) deux surfaces symplectiques, p € M et U un voisinage
de p dans M. Considérons f; € C*(M,N) et fo € C1(U,N) telles que :

- [iB=a f568=q,

— f9 est un difféomorphisme sur son image,

- fi(p) = fa(p) et Dfi(p) = D f2(p).

Soit U un voisinage de fi dans C'(M,N). Il existe alors V un ouvert de M contenant p et g une
application appartenant a U tels que :

- gB=a
v,
—g=fosurVetg=f sur M\ U.

Pour montrer cette proposition, il faut considérer ’application fy Lo f1 définie au voisinage de
0. Cette application admet p comme point fixe et sa différentielle en p est égale & l'identité de T, M.
Il s’agit alors d’appliquer dans une carte de M en p, la proposition 2.2

C’est ce résultat qui sert de pivot a la démonstration de la proposition 2.1. Nous travaillerons
alors au voisinage de f*=!(p).

Si nous étions dans R?, nous considérerions les deux applications f et Lo f1=F (o L:x € R —
p+ Df¥(p)(x — p)).

Ces deux applications coincident en f¥~1(p) et admettent D f(f*~1(p)) comme différentielle en
¥ ().

La proposition 2.3 s’applique et permet de remplacer application f au voisinage de f*~1(p),
par I'application L o f'=%(p).

A condition d’avoir perturbé sur un voisinage de f*~!(p) suffisamment petit (c’est-a-dire si I’ap-
plication g obtenue coincide avec f sur des voisinages de p,...,f*~2(p) et coincide avec Lo f*~1(p) sur
un voisinage de f*¥71(p)) 'application ¢g* est égale & L sur un voisinage de p. Ainsi g* coincide avec
¢~ o D f¥(p)o¢ sur un voisinage de p, ¢ étant I'application définie par ¢(u) = u—p pour tout u € R2.
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Evidemment, sur une surface symplectique, il s’agit de lire en carte au voisinage de p...

Voici donc I’enchainement logique des trois propositions énoncées ci-dessus :

proposition 2.3
/ N\

proposition 2.2 proposition 2.1

AN 7

Preuve de la proposition 2.2. — Soit f : M — R? de classe C? telle que f(0) = 0, Df(0) = Id et
ffdx ANdy = dx A dy.

Soit U un voisinage de f dans C'!(M,R?).

Plan de la preuve

Nous allons utiliser le formalisme des fonctions génératrices développé au paragraphe 1.2 de ce
chapitre pour perturber f au voisinage de 0.

Pour cela, nous allons chercher U un voisinage de 0 relativement compact, V une boule de R?
contenant 0 tels que f,, € F(U,V).

Puis, on considérera H = Syv(f|,,) la fonction génératrice de fi,.

Il s’agira de construire He H(U, V') dans un voisinage convenable de H et r > 0 tels que :

- B(0,2r) CV,
— H = Hy sur B(0,7), (rappelons que Hy(x,q) = zq, V(x,q) € R?)
~ H = H hors de B(0,2r).

Nous poserons f = Syy(H) € Fyy C CH(U,R2) et O = VYg(B(0,2r)).
D’apres la proposition 1.13, f = id sur B(0,r) et f = f hors de O.

On prolongera alors f en une application de classe C'! définie sur M tout entier en posant :

g: M — R
L flz) sizeU
o flz) siz¢U

Comment s’assurer alors que g appartient a U ?
Pour cela il suffira d’avoir construit ¢’ un voisinage de f|, tel que si h € C L(M,R?) vérifie :
— h\U S Ul,

—  hest de classe C! alors h € U.
— h=fhorsde U
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On considérera alors V = S;;, (U’ N Fyy) voisinage de H dans H(U, V).

Le voisinage convenable de H dans lequel il faudra construire H est alors V), puisque alors f
appartiendra & U’ et par conséquent g appartiendra a U.

Considérons donc :
¢ : M — R?

(:Evy) I (x?fQ(xay))
L’application ¢ est de classe C''. De plus ¢(0) = 0 et D¢(0) = Id. D’apres le théoreme d’inversion
locale, il existe U un ouvert de R? contenant 0, V une boule ouverte de R? contenant 0 de rayon 7

tels que ¢, est un C' difféomorphisme de U sur V.
Ainsi f|, appartient a & (U, V). Or f préserve la forme dz A dy, donc :

f|U e F(U,V).

On note Syy = S. Posons :
H = S(f|U) e H(U,V).

C’est avec H que nous allons travailler pour construire, a partir de H et Hp une application H
suffisamment proche de H et r > 0 de telle sorte que H coincide avec Hy sur B(0,7) et avec H hors
de B(0,2r).

L’idée est d’utiliser une fonction plateau P qui vaut 1 sur B(0,r) et 0 hors de B(0,2r) : on pose
alors H = PHy+ (1 — P)H.

Il s’agit de prendre r > 0 suffisamment petit pour que H soit proche de H en topologie C? sur
C?(V,R), et pour que He H(U,V).

Comme U est un voisinage de f dans C1(U,R?), il existe a > 0 tel que :
{g € CY(M,R?),g = f hors de U, et ||g — flleryr <a} CU.
Posons :
U'={9eC(UR, g~ fllorw < a}.
L’ensemble U’ est alors un voisinage de fly dans CY(U,R?) tel que si g : M — R? vérifient :
glU 6 u’?

— g est de classe C! alors g € U.
— g=fhorsdeU

Posons :
V= S(U' NFU,V)).

D’apres le corollaire 1.9, S est un homéomorphisme de F(U, V) sur H(U,V). Ainsi V est un
voisinage de H dans H(U, V). C’est dans ce voisinage de H que nous allons chercher H...

LEMME 2.4. — II existe r G]O;g[ et H € V tel que H(zx,q) = Hy(z,q) sur B(0,r) et
H(z,q) = H(z,q) sur V \ B(0,2r).
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Terminons la preuve de la proposition 2.2 avant de donner une preuve de ce lemme.

Soit H € V et 7 > 0 donnés par le lemme 2.4. Posons :
f=5"YH) e FU,V),
O = vYz(B(0,2r)).

Puis :

Montrons que r, O et g ainsi définis, vérifient les conclusions de la proposition...

— L’application H coincide avec Hy sur B(0,r). Donc d’apres la proposition 1.13-a, ¢y =
id sur B(0,r), ainsi B(0,r) = ¢ (B(0,7)), et :

B(0,7) C ¥y (B(0,2r)) = 0.

De plus r < 1/2 et V est la boule de centre 0 et de rayon 1, donc B(0,2r) est inclus dans V. Ainsi

¢H(B(O,2T)) - 1/JH(V) =U.
Or, ¥y est un homéomorphisme de V' sur U. Donc ¢y (B(0,2r)) = ¥ (B(0,2r)). Par conséquent :

O =y (B(0,2r)) C U.

— L’application H coincide avec H sur V\ B(0,2r). Donc d’apreés la proposition 1.13-b, f = f
sur U \ ¢y (B(0,2r)) = U\ O. Or par définition de g, g = f sur U. Par conséquent, g = f sur U \ O.
g= fsur M\ U. Donc :
g= fsur M\ O.

— L’application H coincide avec Hy sur B (0,7). Donc d’apres la proposition 1.13-a, f =id
sur B(0,7). Or B(0,7) CU et f = f sur U. Donc :

g =1id sur B(0,r).

L’application g est de classe C' car elle I'est sur les deux ouverts M \ O et U dont la
réunion est M tout entier puisque O C U. En effet g = f sur M \ O et g = f sur U.

— Démontrons que g € U. D’une part, H € V donc f = S‘l(]?I) € U'. Par conséquent,
Jy € U'. D’autre part, ¢ est de classe C! et g = f hors de U. Ainsi par construction de I’ :

geu.

— Reste a démontrer que g*dx A dy = dx A dy. D’une part, g, = fe F(U,V), donc
g|*Uda: A dy = dx A dy. D’autre part, g = f sur M \ U et f*dx A dy = dx A dy. Donc :

g'dx A dy = dz A dy.
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Pour avoir achevé la preuve de cette proposition, nous devons donner la preuve du lemme 2.4.
Preuve du lemme 2.4. — Rappelons que V est la boule de centre 0 et de rayon 7.

Pour tout a > 0, notons K (a) I’ensemble des applications G € C?(V,R) tel que G(0) = 0,
G = H sur V '\ B(0, g) et tel que
G - H”C2,B(O,7§’) < a.

Sous LEMME 2.5. — Il existe 3 > 0 tel que K(3) C V.
Preuve du sous lemme 2.5. — Comme V est un voisinage de H dans H(U, V'), par définition de
la topologie C?, il existe 31 > 0, tel que :
K(B) NHU,V) CV.
Montrons qu’il existe G5 > 0, tel que :
K(B2) € H(U,V).

Rappelons ce que veut dire “étre dans H(U,V)” :

GeHUV)<— G0)=0et g : (x,q) € Vi (x, g—i(:n, q)) est un difféomorphisme de V sur U.

Quelque soit a > 0, si G € K(a) alors G(0) = 0. Il s’agit donc de trouver (35 suffisamment petit
de telle sorte que si G € K () alors ¥g est un difféomorphisme de classe C' de V sur U.

Considérons ’application :

r: c*(v,R) — CYV,R?)
G — ”[[)G

Les espaces de fonctions considérés étant munis de la topologie C' forte de Whitney, 'application I’
est continue. De plus, I'(H) = 9.
Or, ¥ g est un difféomorphisme de V sur U. Ainsi, par la proposition 1.4, il existe W, un voisinage de
Yy dans C1(V,R?), tel que si :

—ypeV,

— ¢ =ty hors de B(0, %),
alors 9 est un C'! difféomorphisme de V sur U.
L’application I' étant continue, il existe W, un voisinage de H dans C?(V,R) tel que :

['(Ws) C Wi.

L’ensemble W, étant un voisinage de H dans C?(V,R) muni de la topologie C2, il existe B2 > 0 tel
que K(2) C Whs.

Vérifions que K (82) € H(U, V).

Soit G € K(f2), alors :
- G(0) =0,
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— Papplication ¢ est un difféomorphisme de V sur U car :
— d’une part ¥g € Wi puisque g = A(G) € A(K(52)) € AWs) C Wy,
— d’autre part, ¥g = g sur V' \ B(0, g) car G = H sur V '\ B(0, g) (cf la définition de K (32)).

Donc G € H(U,V). Par conséquent :
K(B2) € H(U,V).

Posons 8 = min{, f2}. Nous obtenons que :
K(B)cv.

Pour finir de démontrer le lemme 2.4, nous allons chercher H dans K (8), puisque K (f3) est inclus
dans V...

Soit P : R? — [0;1] une fonction plateau de classe C* telle que :

{ P(u)
P(u)

Posons M = sup ||DP(X)|| et N = sup HD2P(X)H.
XeR? X eR?

s luf

1 <1
-2
0 si Jul|>1

D’une part H(0) = Hy(0) = 0 et DH(0) = DH(0) = 0. D’autre part, pour tout (u,v) dans R?
D?H(0)(u,v) = D*Hy(0)(u,v) = (v,u).

De plus, H et Hy sont de classe C2. 11 existe donc v stictement compris entre 0 et g tel :

B
IH = Hollc: 5 < 237 +N+1

v .
Posons r = 3 puis :

H: Vv — R

@a) — P meg + - PO aG,g

Montrons que r et H conviennent :
— H est de classe C? car H et Hy le sont.

- P((”T’Tq)) = 0si ||(z,q)|| > v. Donc H = H hors de B(0,v) = B(0,2r).

- P52 = 15t o) < . Done 7= Hy s BO, ) =B

~—

— Reste a démontrer que H appartient a V. Pour cela vérifions que H appartient a K () :
* H(0) = Hy(0) = 0.
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* H=H sur V\ B(0,v) etu<g. Donc :
H = H sur V \ B(0,7).
* H=H sur V\ B(0,v). Donc H = H sur B(O,g)\B(O,V). Ainsi :

I1H — Hllc2,p0,2) = 1H = Hllc2,B0.v)-

Soit X = (x,q) € B(0,v),

i(w.q) ~ H(r.q) = P20 (y(2.) — H(r,0))

Donc :

(DH(e.q) — DH(,0)(v) = “(Ho(w,q) — H(x.q)DP( "D )(w)

v v

+ PP (DHy(r,q) - DH(z,0))(0)

(D*H(X) - D*H(X))(v,w) = —(Ho(X)—H(X))DQP(g)(%w)

+ o)) (D) - DHX) W)

v 14

+ %Dpé)(w)(DHO(X) — DH(X))(v)

+ PO D Ho(X) ~ DPH(X))(v,0)

En appliquant deux fois le théoréeme des accroissements finis, on obtient :
|H — Hllc2, o) < B

Donc H € K (). Ainsi H € V.

Preuve de la proposition 2.3 — Soit p € M, f1 € C*(M,N) et fo € CY(U, N) tels que f;3 = «,
fiB=a, fo: U — fo(U) est un difféomorphisme, f1(p) = f2(p) et Dfi(p) = D f2(p).

Soit U un voisinage de f; dans C(M, N).

Appliquons le théoréeme de Darboux (proposition 0.1 du chapitre 1) : soit (W, k) une carte de
N en p telle que k*dz A dy = . Quitte & faire une translation, on peut supposer que k(p) = 0. On
suppose de plus que W est inclus dans U.

Plan de la preuve
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Nous allons utiliser la proposition 2.2.

Pour cela, nous allons considérer I'application ¢ = ko fy Lo f1 o k=1 définie sur un ouvert k(O)
de R?, contenant 0 et contenu dans k(W).

On vérifie alors que ¢(0) =0, D¢(0) = Id et ¢*dx A dy = dz A dy.

On applique alors la proposition 2.2 & ¢. On construit ¢ définie sur k(O), V1 et Vo deux ouverts
de R? contenant 0 tels que :

- V1 SV, C Vo CK(O),
~ ¢=id sur Vi,
- <;~5:¢surM\V2.

Posons alors V = k~1(V4), puis :

g: M — N )
fook togpok(z) sixeO
v { fi(x) SrdO
A condition que g soit bien définie(!), on obtient :

- V=k1(W)CU,
—g=fosur V car ¢ = id sur V1 = k(V),
— g = f1 hors de O qui est inclus dans U,
- 9B =

L’application g correspond bien a 'application cherchée. .
Encore faut il que cette application g soit bien définie (pour cela il "suffit“ de s’assurer que »(k(0)) C
kE(W))et qu’elle appartienne & U. Aussi allons nous construire ¢ dans un voisinage de ¢ convenable.

Comme fy est un difféomorphisme sur son image et que W est un voisinage de p inclus dans U,
fo(W) est un voisinage de fa(p) = fi1(p). Or fi est continue en p. Il existe donc O C W un ouvert
relativement compact de M contenant p tel que :

f1(0) C fa(W).

Considérons :
¢: k(O) — R2?
v kofylofiok ()

L’application ¢ est une application de classe C! car f, fa L ket k=1 le sont (f2 est un difféomorphisme
de classe C'! sur son image). Vérifions que ¢ vérifie les hypotheses de la proposition 2.2 :

— ¢(0) =ko fy o fiok™(0) =ko f3 o fi(p) = k(p) =0, car fi(p) = fa(p).
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~ (Df5 M (AD) = Dfs ' (f2(p) = (Dfa(p)™" = (Dfi(p))~", car Dfi(p) = Dfa(p) et fi(p) =
f2(p). Donc :

D¢(0) = Dk(p) o D(f2)"(fi(p)) o Dfi(p) o DE~'(0)
= Dk(p) o DE~(0)
= Id.

- fiB=q, fi=aet k*dx ANdy = o, donc :

p*de Ady = (ko fytofiok 1)*dz Ady
= (leoflok )
= (fick™")B
= (k~ )
dx A dy.

Nous pouvons donc appliquer & ¢ la proposition 2.2 dans un voisinage convenable de ¢.

L’ouvert ¢(k(O)) est contenu dans le compact fy ' o fi(k(O)) lui méme contenu dans k(W). On
peut donc considérer un voisinage W de ¢ dans C!(k(O), R?) tel que si ¢ € W alors ¥(k(O)) C k(W).

Posons alors :
d: W — C’l(O,N)

v — fookTloyok
— ® est définie...en effet si ¢ € V, ¥(k(O)) C k(W)!
— ® est continue,

- (@) = ()0

D’apres la proposition 1.5, il existe V' un voisinage de (f1)|o dans CY(O,N) tel quesi h : M — N
vérifie :
h\o eW,
—  hest de classe C1, alors h eU. (%)
— h= fi hors de O. }

Posons V = ®~1(W). L’ensemble V est alors un voisinage de ¢ dans C*(k(O),R?).

Appliquons donc la proposition 2.2 a ¢ et a U voisinage de ¢ : il existe (5 € U préservant dr Ady, s > 0
et O’ un ouvert de R? tel que

~ B(0,5) CO' C O Ck(O),
- 4= ¢urk( )\NO,
— ¢ =id sur B(0, s).

/\

Posons V = k~1(B(0, 5)). L’ensemble V est un voisinage de p.

Enfin considérons 'application g définie par :

g: M — N

v { d(p)(z) sizeO
filr) size M\O

158



Reste a montrer que 'application g : M — N et le voisinage V de p conviennent...

— Remarquons tout d’abord que :
V=k"Y(B(0,s) Ck'O)CE(O)COCWCU.
— L’ouvert O est inclus dans U et g = f; sur M \ O. Donc :

g = frsur M\ U.

— L’application ¢ coincide avec I'identité sur B(0,s) et g = ®(v)) = faok ™t ot ok sur O
qui contient k~1(B(0,s)) = V. Donc :
g=fosur V.

— Déontrons que g € U. Pour cela utilisons (x).

Tout d’abord, g, = (o), et ¢ € 1 (W). Donc :
9o € W.

Ensuite :
g= frsur M\ O.

De plus g est de classe C! car :
o g=®(¢) est C' sur O,

. g=B(3) = fr 5w O\ k(D)
car ¢ = ¢ sur k(O)\ O’
et ©(¢) = (f1),

e g=fisur M\ O

Or k~1(0’) est inclus dans O. La surface M est donc la réunion des deux ouverts O et M \ k~(0’)
sur lesquelles f est C'. Par conséquent g est de classe C.

donc g est de classe C! sur M \ k=1(O").

— Enfin ¢*8 = a car M est la réunion des deux ouverts O et M \ k~1(0’) sur chacun
desquelles g*3 = «. En effet :

— sur M \ k71(O’), 'application g coincide avec fi et fi3 = a,

—sur O, g=®(¢) = fook ' ogok. Comme 58 =a, k*de Ndy = a et *dz ANdy = dz A dy, on
en déduit que ¢g*3 = a sur O. U

Preuve de la proposition 2.1. — Soit f € Diffulj(M), k € N* et p € M un point périodique de
période k pour f.

Soit U un voisinage de f dans CL(M) et U un voisinage de p dans M.

Soit (W7, h) une carte de M en p telle que h*dx A dy = w et h(p) = 0.
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Notons :
op: Wi — T,M
x +—— (Dh(p))~"oh(x),

L’application ¢ est un difféomorphisme de U’ voisinage de p sur son image qui est un ouvert de T, M
contenant 0. C’est cette application qui va étre la conjugaison entre I'application g que nous allons
construire et 'application D f* (p) qui est un endomorphisme de T}, M.

Nous allons appliquer la proposition 2.3 & Iapplication f et & I’application z — gb‘l oDf k(p) o
b o f—k+1($) définie sur un voisinage de fk_l(p)-

Posons Wy = ¢(W7).

L’application ¢ est un C' diffSomorphisme sur son image et ¢(p) =0 € T,M, donc :
— Wy est un voisinage de 0 dans T),M,
— ¢ est un difféomorphisme de Wy sur Wo,

— ¢(p) = 0 et Do(p) = Idz,u,
— Comme h*dx A dy = w et Dh(p)*dz A dy = wp, on a ¢*w, = w.

L’application Df*(p) o ¢ : Wy — T,M est continue et envoie p sur 0. Il existe donc Vi un ouvert de
M contenant p tel que :
D¥(p) o $(V1) € Wo.

De plus f~! est continue, et p,...,f*(p) sont des points deux & deux distincts (k est la plus petite
période de p pour f), on peut toujours supposer que Vi,f(Vi),...,f*=1(V1) sont deux & deux disjoints.

Considérons alors ’application suivante :

o: fFlvinU) — M
z — ¢ o DfE(p)ogo fE(x).

® est bien définie...par construction de V; ! Vérifions les hypotheses de la proposition 2.3 :

— & est un difffomorphisme sur son image.

— O(fFHp)) = F(fFHp)) car

o(fF 1 (p) = ¢ toDfM(p)ogo fE(fF(p))
¢~ o Df¥(p) o ¢(p)

= p
= fk (p) car p est k périodique pour f
)

= DO(f*H(p)) = DF(f*1)(p) car

DO(f*(p)) = D(¢7")(0) o Df¥(p) o Do(p) o DF (¥ (p))
Df(f* ! (p)) car D(p) = D(¢~*)(0) = idy,ns
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~ Comme f*w = w et f¥(p) = p, on obtient que Df*(p)*w, = w,. Or ¢*w, = w. Donc :
®*w=(¢"" o Dff(p)odo [T w=w.

Appliquons donc la proposition 2.3 & f et & ® sur le voisinage f*~1(Vi NU) de f*~1(p). Il existe V'
un ouvert de M contenant le point f*~1(p) et Pouvert O ainsi qu'une application g appartenant a I
tels que :

-V c i vin),
—g=®sur V/,
—g=fsur M\ fF1(VinU).

Posons alors V = f17%(V’) qui est un ouvert de M contenant p.
Il s’agit a présent de démontrer que I'application g et 'ouvert V' contenant p ainsi construits conviennent.

— Remarquons tout d’abord que :
V=R Rt vinu) = vinU C UL
— L’application g coincide avec f hors de f*~1(V; N U). En particulier
g= f sur M\ fL(O).
— L’ensemble V est inclus dans V; et Df*(p)(¢(V1)) € Wa. Par conséquent :
Dff(p)(@(V)) € Wa.

— Reste & montrer que g* = ¢~ 1o ka(p) o¢sur V.
L’application g coincide avec f hors de f*~1(V;NU). Comme Vi, ...f*~1(V}) sont deux & deux disjoints,
g coincide avec f sur Vi NU, ..., f*72(Vy; N U). Par conséquent g*~! est égale & f*~! sur ; N U donc
sur V. Or sur f*1(V) (qui est égal & V'), g = ® = ¢~ o Df*(p) o p o f17F. Par conséquent,

g"=¢"LoDf¥(p)ogsur V.

2.2 Perturber la différentielle d’un difféomorphisme symplectique d’une surface

Soit f € Diff. (M) et p € M.
Notons R, : R? — R? la rotation d’angle c.

Nous cherchons a perturber f au voisinage de p pour modifier 'application D f(p). Plus précisément,
un voisinage U de f, un voisinage U de p et u € T, M \ {0} étant fixés , nous allons construire g € U
tel que :

— g(p) = f(p), (ainsi Dg(p) et Df(p) sont toutes les deux des applications linéaires entre T, M et
Ty M)
f@) )
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— g coincide avec f hors de U,
— Dg(p)u ¢ Df(p)(Ru).

Voici le résultat que nous obtenons :

PROPOSITION 2.6. — Soit (M,w) une surface symplectique, f € DiffL (M), p € M et u € T,M.
Soit U un voisinage de f dans Diff. (M) et U un voisinage de p. Il existe alors g € U tel que :

- 9(p) = f(p),

~g=fsur M\U,

~ Dg(p)u & Df(p)(Ru).

Simplifions tout d’abord le probleme. Placons nous dans R? au voisinage de 0 et perturbons
I'identité au voisinage de 0 pour obtenir une application g qui coincide avec l'identité hors d’un
voisinage de 0 et qui coincide avec une rotation autour de 0. Dans ce cas la différentielle de 'application
g en 0 n’envoie plus aucun vecteur sur un vecteur qui lui serait colinéaire :

Vu € R?, Dg(0)u ¢ Ru.
Voici ce que nous allons montrer :
PROPOSITION 2.7. — Soit € et m deux réels strictement positifs. 1l existe a €]0, 7 /2] tel que

pour tout 3 €] — a;al, il existe ¢ une application du plan de classe C' préservant dx A dy et V un
voisinage de 0 qui vérifient :

—~¢=RgsurV,
— ¢ = id sur R? \ B(0,m),
~ ¢ —id||gr <e.
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Pour montrer la proposition 2.6, nous appliquons ce résultat au voisinage de p. Voici comment
procéder en supposant vraie la proposition 2.7.

Preuve de la proposition 2.6. — Soit f € Diff. (M), p € M et u € T,M. Soit U un voisinage de
p et U un voisinage de f dans Diff,(M).

Considérons (V, ¢) une carte de M en f(p) telle que ¢*dz A dy = w et ¢(p) = 0.

Soit U’ un ouvert de M relativement compact, contenant p, tel que :
U CUet f{U)CV.
Un tel ouvert U’ existe parce que f est continue en p et parce que V est un voisinage de f(p).

Soit r > 0 tel que

B(0,r) € o(f(U)).
Un tel 7 existe car f~! étant continue, U’ étant un voisinage de p et ¢(f(p)) = 0, f(U’) est un voisinage

de f(p).
Considérons enfin W un voisinage de idg> dans C'*(R?) tel que :

Vhe W, Me(f(U))) S (V).
Un tel voisinage existe car ¢(f(U’)) est compact et id(¢(f(U’)) est inclus dans ¢(V).

Considérons alors ’application ® définie sur W par :

o: W — CYHU',M)
h +— ¢_1oho¢of|[ﬂ

L’application ® est continue et envoie idg2 sur f|U,. Considérons alors ¢’ un voisinage de f‘U, tel que
si h: M — M vérifient :
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— h|U’ € Z/[,,
—  hest de classe C! et h*'w = w, alors heU. (%)
— h=id hors de U".
Un tel voisinage U’ de f) , existe car Diff' (M) étant un ouvert de C'(M), le voisinage U de f dans

Diff' (M) est I'intersection d’un voisinage V de f dans C*(M) avec 'ensemble des applications de M
de classe C' qui préservent w. Il suffit donc d’appliquer la proposition 1.5 & ce voisinage V.

Par continuité de ®, il existe € > 0 tel que :
®({j € W, j =idge hors de B(0,r) et ||j —idge||on <e}) C U’

Appliquons la proposition 2.7 (D¢ o f(p)u est un vecteur de R?) : il existe 7 € W tel que :
- 4(0) =0,
= Dj0)(D(¢ o f)(p)u) & D(¢ o f)(p)(Ru),
— j =id hors de B(0,r),
— j¥dx N dy = dx A dy.

Posons alors :
g: M — M

. [ 9t ejogof@) siacl
v f(x) size M\U

Montrons alors que g vérifie bien la proposition 2.6.

Tout d’abord remarquons que g coincide avec f sur U\ f~1(¢~1(B(0,7))) puisque j = idg2 sur
U’ \ B(0,r). Par construction, g = f sur M \ U’. Ainsi

g=fsur M\ f~ (¢~ (B(0,r))).

De plus B(0,r) est inclus dans ¢(f(U’)). Donc f~1(¢~1(B(0,7))) est inclus dans U’. Ainsi M est la
réunion des deux ouverts U’ et M \ f~1 (¢~ (B(0,7))).

— L’application g est C! sur les deux ouverts U’ et M \ f~(¢=1(B(0,7))). Par conséquent
g est de classe C! sur M.

— Sur U, g=¢ tojogof. Or ¢*de ANdy = w et j*dx A dy = dz A dy. Donc
g'w =wsur U'.
Comme g = f sur M\ f~1 (¢~ (B(0,7))) et que f*w = w,
g'w = w sur M\ £~ (6~ (B0, 7).
Par conséquent, M étant la réunion des deux ouverts U’ et M \ f~1 (¢~ (B(0,r))),

Jw=uw.

— g = fsur M\ U'. Ainsi, d’apres ce qui précede et d’apres (%), g appartient a U.
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— Par construction, U’ est inclus dans U et g = f sur M \ U’. Ainsi,
g=fsur M\ U.

— Dj(0)(D(¢ o f)(p)u) ¢ D(¢o f)(p)(Ru) et DH~'(0) = (D¢(f(p)))~" est une bijection.
Donc :
Dg(p)u = D(¢~)(0) o Dj(0)(D($ o f)(p)u)
¢ D(¢~")(0)(D(¢o f)(p)(Ru))

Et :

D(¢™H)(0)(D(¢o f)p)u = (Dd(p))~" o Dp(f(p)) o Df(p)u
= Df(p)u

Par conséquent :
Dg(p)u ¢ Df(p)(Ru).

Reste donc a démontrer la proposition 2.7.

T m
Preuve de la proposition 2.7. — Soit 3 un réel strictement compris entre —3 et 5 L’idée est de

perturber l'identité de R? pour obtenir une application qui coincide avec la rotation Rg au voisinage
de 0 et qui préserve la 2-forme dx Ady. Pour cela, nous allons nous ramener & travailler sur T* x]0; +o0|
grace a 'application j définie ci-dessous :

ji T'x]0;+oo[ — R?

@,1) - (\/g cos(2r6), \/g sin(270))

Cette application est un difféomorphisme de T* x]0; +o0o[ sur R2\{0}. Pour tout (,r) dans T' x]0; +o0] :

1

——cos(2m0) —2m\/rsin(276)
Dj(0,r) = \/LE 2

ﬁsm(%r@) 274/ cos(2m0)

donc det(Dj(0,r)) = 1. Ainsi, j*dz A dy = df A dr. De plus quelque soit le réel r, on a :
(T x]0; 7%r%[) = B(0,7) \ {0}.

Nous allons alors construire une application 1 de T'!x]0; 4+o0[ telle que :

7T2m2
[,

2

— 1) est la rotation de I'anneau pg sur T!x]0;
8

— 1) est I'identité sur T x]m2m?; +o0],

— Y*dO Ndr =di Ndr.

Supposons qu'une telle application v est construite. Posons (5 = jotoj~ L. Alors <;~5 est une application
de classe C! de R?\ {0} qui vérifie :
m

V2

— ¢ est la rotation Ry sur B(0,

)\ {0},
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— ¢ est lidentité sur R\ B(0,m),

- QNS*dx/\dy:da:/\dy car :

¢*drndy = (joyoj~
() (v
G=H( *d9/\d7")
(57H*dO A dr = dz A dy

L’application <;~5 se prolonge alors en une application ¢ du plan, de classe C'', en posant ¢(0) = 0. Cette
application ¢ préserve dx A dy et

— ¢ est la rotation Rg sur B(0

)
) \/5 Y
— ¢ est l'identité sur R? \ B(0,m)

Posons :
m

N
L’application ¢ et le voisinage V de 0 vérifient les conditions de la proposition a condition que
¢ —id|| o1 soit strictement inférieur & . Remarquons que :

V = B(0,

l¢ —idfler = H¢ - idRZ\{O}(

C1R2\{0}

Or, l'application ¢ dépend continument de ¥ pour la topologie C! forte de Whitney (cf. proposition
1.3 de ce chapitre). Par conséquent, pour que ||¢ —id||1 soit strictement inférieur a e, il suffit que
1 soit suffisamment pres de l'identité de T! x]0; +oo[ en topologie C!. En fait, nous allons construire
I’application 1 de telle sorte que cette application dépende continument de (3 et que 1 soit 'identité
sur T!x]0; +oc[ si 3 = 0. 1l existera alors un réel o compris strictement entre 0 et g, tel que pour
tout B compris entre —« et «, alors :

H(b — ld”cq < €.

Venons en donc a la construction de 'application 1. Pour cela considérons une fonction plateau
P :]0; +00[— [0; 1] de classe C* telle que :

Pluy=1siu<3
Plu)=0siu>1
Posons alors pour tout (,7) appartenant & T!x]0; +oo] :

T

9(0,7) = (0+ BP(=5—),7).

Vérifions que cette application ¢ convient. Soit (6;7) € T!x]0; +o0] :
2,2

1
1. Si r appartient a ]0; T ] alors 0 < T < —. Ainsi P(L) = 1. Par conséquent,
m2m2 — 2 m2m?2

P(0,r)=(0+5,7).

w2m?

2]'

Ainsi, 1 coincide avec pg sur T! x]0;
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r
2. Sir > 7?m? alors r > 1. Ainsi P(—5—5) = 0. Par conséquent,
w2m

(O,r) = (0,r).

Ainsi, ¥ coincide avec I'identité sur T! x [12m?; +ool.

3. vérifions a présent que ¥*df A dr = df A dr. Pour cela, calculons la différentielle de ¢ :

1 PP

ppo.r) = | T

Donc det(Dv(6,7)) = 1. Ainsi :
W dO A dr = db A dr.

4. Il reste a vérifier que 1 est I'application identité si 8 = 0 et que v dépend continument de 3
pour la topologie C'. Ces deux points s’obtiennent de facon assez immédiate en observant la
forme de ¢ et de D).
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3 Perturber une rotation de I'anneau

Considérons I'anneau A = T! x R muni de la forme symplectique df A dr.

Notations :
Soit a € T*. Les rotations de 'anneau sont les applications p,, définie par p,(6,7) = (6 + a,r).

Si u et v sont deux points du cercle, la distance entre u et v notée d(u,v) est définie par :
d(u,v) = min{|a — 0| | m(a@) = u, 7(0) = v}.
On munit 'espace tangent du cercle de sa trivialisation canonique.

Notons C}(T*) I'ensemble des applications g du cercle telles que ¢/(6) # 0 pour tout 6 € T*.

Si f et g sont deux applications de classe C? du cercle, on note

dcz(f,g)zes;lﬁ{d(fw),g(@)% F10) =g @), 177(0) — g"(0) | }-

)

Dans ce paragraphe nous allons perturber une rotation de I’anneau sur un voisinage d’un cercle
T! x {rq}. Plus précisément, une rotation de I’anneau laisse invariante tous les cercles T' x {r} (r € R).
Selon la valeur de I'angle de rotation, c’est-a-dire si cet angle est rationnel ou non, tous les points de
I’anneau sont périodique pour cette rotation.
Notre but est de fixer I'un des cercles T! x {ro} puis de perturber cette rotation au voisinage de ce
cercle pour obtenir un difféfomorphisme symplectique laissant invariant encore ce cercle et qui possede
un nombre fini de points périodiques sur T* x {ro} qui de plus sont hyperboliques.

Notations :

— Soit a € Tt et & un relevé de a. Notons R, la rotation du cercle d’angle a définie par R, (0) =
0 + «. Lapplication Rs définie sur R par Rs(0) = 6 + & est un relevé de R,,.

— Soit g € Cg(']I'l) et ro un réel. Rappelons que p, est 'application de I’anneau définie par (cf.
exemple 1.21) :
pg: A — A
0.1) — (9(0), > +10).
g " g(0)
Fixons 79 € R. Soit g un difféomorphisme du cercle de classe C?. Remarquons que ’application
pg laisse invariant le cercle T! x {ro} et qu'elle est conjuguée & g sur ce cercle. Par conséquent si g
possede un nombre fini de points périodiques sur le cercle, il en est de méme pour py. De plus si la
dérivée de g est différente de 1 ou —1 en ces points, ce seront des points périodiques hyperboliques.
L’idée est donc de trouver g € Cg(']I'l) et de construire une application f proche de p, de telle
sorte que f coincide avec p, sur un voisinage de T1 x {ro} et avec p, hors d’un voisinage de T' x {r¢},
plus grand que le précédent. C’est le propos de la proposition suivante, proposition dont la preuve
repose sur le formalisme des fonctions génératrices développé au paragraphe 1.3. de ce chapitre :
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PROPOSITION 3.1. — Soit o € T?, (ro,r1,72, R1, R2) € RS, tels que Ry < 11 < 19 < 72 < R».
Soit U un voisinage de p,, dans C(A).
Il existe n > 0 tel que pour tout g € C3(T!) vérifiant dc2(g, Ro) < 7 il existe f € U telle que :

— l'application f coincide avec p, sur A\ T'x]Ry; Rs|,
— pour tout (0,7) € T! x [r1;72], £(0,7) = (9(0), % +70).

Ry T To T2 R,

v

= pa f:pg J = Pa

Ce qui permet de démontrer le résultat souhaité :

PROPOSITION 3.2. — Soit o € T, (rg, Ry, R2) € (R)?, tels que Ry < rog < Ra. Soit U un voisinage
de p, dans CL(A). Il existe alors f € U tel que :
— lapplication f coincide avec la rotation p, sur A\ T'x]|Ry; Ry,
— F(T" x {ro}) = T" x {ro},
— l'application f posséde un nombre fini non nul de points périodiques sur T! x {ry}, tous
hyperboliques.

Donnons immédiatement une preuve de cette proposition en supposant vraie la proposition 3.1,
proposition dont la preuve est technique et s’appuie, nous 'avons déja dit, sur le formalisme des
fonctions génératrices.

Preuve de la proposition 3.2. — Soit o € T!. Si « est rationnel, tous les points du cercle sont
périodiques pour la rotation du cercle R,. Si au contraire « est irrationnel, aucun point n’est périodique
pour cette méme rotation. Voici un lemme qui nous donne une application, proche de R, qui possede
un nombre fini de points périodiques qui, plus est, sont hyperboliques.

LEMME 3.3. — Soit € > 0. Il existe g € C3(T?) tel que de2(d, Ry) < € et g posséde un nombre
fini de points périodiques qui sont tous hyperboliques.
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€
Preuve du lemme 3.3. — Soit b un rationnel et 5 un réel strictement positif tels que |a — E‘ < 3
q q
1 € -
et # < min{—, ——}. Considérons alors la fonction g définie pour tout réel 6 par :
2qm’ 4q37?

G(6) =0+ g + Bsin(2qrd).

Alors pour tout 6 € R, §(6 +1) = g(6) + 1 et

3'(0) = 1+ 2qr3 cos(2qmh).

1 _ -
Ainsi comme § < gy g’ (0) > 0 pour tout réel . Ainsi g est le relevé d’'un homéomorphisme g
qm

du cercle. Vérifions que cette application g convient. Calculons tout d’abord la dérivée et la dérivée
seconde de g : soit § € T,

g (0) =1+ 2qm3 cos(2qmh)
g"(0) = —4¢*m* B sin(2q7h).
Nous obtenons ainsi les majorations suivantes :

g g
+ﬂ<§+—2<€,

b
906) ~ Fa(®)] < |2 =

|9'(0) — Ro(0)] = [g'(0) — 1] < 2q3 < 2(1% <e,

|9"(0) — Ra(0)] = |9"(9)| < 44’75 < <.

Par conséquent :
dcz (g, Ra) <e.

k
De plus les points périodiques de g sont les points de la forme 2—p, k € {0,...,2¢ — 1}. 1ls sont tous ¢
q
périodiques, et pour tout k € {0, ...,2¢ — 1},

@) _ (k+ 2)p.

g(2q %

k
De plus si k est pair, alors g'(2—p) =1+ 2¢gwf3 donc :
q

k
(67 (7)) = (14 24m6)7 > 1.
. o 1 kp
Et si k est impair, alors g (2—q) =1—2¢gwf3 donc :

(gqy(%p) — (1 2gmB)7 €J0s 1]

Par conséquent, les points périodiques de la fonction g sont tous hyperboliques.
|

Soit U un voisinage de p,. D’apres le lemme précédent il existe une application g € Cg(Tl) et
un entier ¢ strictement positif tels que :
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— de2(g, Ra) <,

— g posséde un nombre fini de points périodiques de période q, 61, ..., 0y, tels que (g7)'(6;) ¢ {1; —1}
ou n > 0 est la constante donnée par la proposition 3.1. D’apres cette proposition, il existe une
application f € U telle que :

— Tapplication f coincide avec p, sur A \ T'x]|Ry; Ry,

— pour tout (6,r) € T! x [r1;72], f(6,7) = (9(6), ﬁ

f(97r0) = (9(9)7T0)'

+79).

Ainsi, quelque soit 6 € T,

Par conséquent,
F(TY x {ro}) = T x {ro}.
Les points (g(61),70), ..., (g(6,),70) sont alors les seuls points périodiques de f sur T! x {rq}.
Ils sont de période ¢ et pour tout ¢ € {1,...,n},
(97)"(0:) 0
qu(eia TO) = v 1
(97)"(6:)
1
@) sont les deux valeurs propres de D f%(6;,79). Or (¢g?)'(0;) ¢ {1;—1}. Les
07/

Ainsi (¢7)'(6;) et .
g
points (g(01),70), -.-, n),T0) sont donc des points périodiques hyperboliques pour f. O

(4(
Venons en a la preuve de la proposition 3.1.

Preuve de la proposition 3.1. —

Soit o € T. Fixons (ro,r1,72, R1, R2) € RS, tels que Ry < r1 < 19 < 72 < Ry. Choisissons & € R
un relevé de a.

Soit U un voisinage de p, dans C(A).

Plan de la preuve

Nous allons chercher 7 > 0 tel que si g € Diff>(A) et si de2(Ra,g) < 0, il existe alors f dans U
coincidant avec p, hors de T'x|Ry, Ry et avec p, sur T x [r1, o).

Rappelons que
Hg RZ — R
0,R) — (+a&)R
est une fonction génératrice de p,, c’est-a-dire que (c¢f exemple 1.20) Hs € H et que [ o J(Hg) = Hg.
De méme, si g € Cg(']l‘l) et si g est un relevé de g, 'application définie par :

H; - ~R2 — R . . .
(0,R) +— ro(0+3(0)+g(0)) + Rg(0)

est une fonction génératrice de pg, c’est-a-dire que (cf exemple 1.21) Hz € H et I o J(Hy) = py.
Considérons P : R — [0; 1] une fonction plateau C*° telle que :
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~ P(R) =1s5i R €]ry,m],
— P(R)=0si R ¢ Rx|Ry; Ryl

Soit g € C3(T) et § un relevé de g. L’idée est de poser

A(g) : R? — R

(0,r) = P(R)Hy(0,R)+ (1~ P(R))Has(6, R)
Nous allons montrer que si dg2(g, Ry) est suffisamment petite, Papplication A(g) appartient & H et
que I o J(A(g)) appartient & U. Nous verrons alors, en appliquant la proposition 1.19 que :

— f=10J(A(g)) coincide avec p, sur T!x|ry,ro[ car A(§) = Hy sur Rx|ry, rol.

— f coincide avec p, sur A\ T'x|Ry, Ry[ car A(§) = Hg sur A\ T x]ry, ro].

Soit donc P la fonction plateau définie ci-dessus.

~ Considérons I'ensemble T2 L'ensemble des fonctions réelles g telles que J (5) # 0 et telles que
g(0+1) = g(6 + 1) quelque soit 0 € R.

Posons alors :
A: T2 — C*R%4R)
. RZ - R
77 V6 — PRH0,R) + (1— P(R)Ha(0, R)

Comme [ oJ : H — CL(A) est continue et que I o J(Hg) = pa, il existe W un voisinage de Hg
dans C%(R2,R) tel que :
IToJWNH)CU.

LEMME 3.4. — Il existe n > 0 tel que pour tout § € T2, si den (g,R&) < n alors A(g) € WNH.

Terminons la preuve de la proposition en supposant vraie le lemme ci-dessus. Pour cela montrons
que le réel n > 0 donné par ce lemme convient.

Soit g € CZ(T?) tel que de2(g, Ra) < 1. Considérons § € T2 tel que de2(§, Ra) = dez(g, Ra).
D’apres le lemme ci-dessus :
A(g) e HNW.

Posons alors :
f=10J(Ag)).

Montrons alors que f convient :

D’une part, comme A(g) appartient &8 HNW et que I o J(WNH) est inclus dans U, 'application
f appartient a U.
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D’autre part pour tout (9, R) € R? A(§)(0,R) = P(R)H;(0,R) + (1 — P(R))Hs(0, R). Par
conséquent A(§) coincide avec Hy sur Rx]ri; o[ et avec A(§) = Hg sur R?\Rx]Ry; Ro[. Ainsi, d’apres
la propostion 1.19 :

f = pg sur Tt x]ry;ra,
f = pa sur A\ T'x]Ry; Ry].

L’application f vérifie donc les conclusions de la proposition...

Reste donc & vérifier le lemme 3.4 :

Preuve du Lemme 3.4. — Commengons tout d’abord par nous assurer que A(g) appartient & W
si g est suffisamment pres de R,.

SOUS LEMME 3.5. — Il existe yu > 0 tel que pour tout §j € T2, si dea(§, Ra) < p alors A(g) € W.

Preuve du sous lemme 3.5 — L’ensemble W est un voisinage de Hg dans C?(R? R). Il existe
donc v > 0 tel que si H € C?(R?,R) vérifie :

— H coincide avec H, hors de RXx|Ry; Ry,

1 H .
= |[H = Hallg2 1 41y Ry) < V- } alors H € VY

Soit § € T2 , notons H = A(§) — Hs. D’une part, H = —Hg hors de Rx]Ry; Ry[. D’autre part,
un calcul simple donne :

H(9,R) = P(R)(H; — Ha) = P(R)[(R —10)(§(6) — (6 + &)) +10(3(0) — &)},

O 5.1y = (P(R)(R — o) + PR)(@(0) — B+ ) + roP'(R)(3(0) ),
2201 = PR = r0)(§ (5) ~ 1),
O’H - 1 / ~h 5o o~ 1 ~ ~
0 0.R) = P'(R)(R — o) + 2P (R)(G(0) — (0 + &) + roP"(R)(a(0) ),
2
20,8 = PR 107 0),

O?H / /
o5 O B) = [P'(R)(R = r0) + P(R)](g'(6) ~ 1),

Par conséquent :

- Ig](f’ R)| < |(R — o) + rolde2(, Ra),
- !@(57 R)| < (IP'(R)|(IR = ro| + 7o) + 1)dc2 (3, Ra)

OH - - A
- y%(e),}z)\ < |R —roldc2(g, Ra)
O’H - 1" / i R
|5z 0B < ((P"(R)|(I1R = 7ol + 70) + 2|P'(R) )2 (3, Ra)
O?H -

- ’W(H’R)‘ < |P(R)(R = ro)|dc2 (g, Ra)
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0’H
OROO
1l existe donc p > 0 telle que si § € T2 vérifie dg2(§, Rg) alors

- | (0, R)| < (IP'(R)(R = r0)| + 1)dc2(3, Ra).

IA(G) — Halle2 mx(Ry;Ra) < V-

Par conséquent A(g) € W. [

Posons :

. 1
7N = min < u, .
{ max per (P (R)(R — r9) + P(R))}
la constante 7 est strictement positive car la fonction P est nulle hors d’un compact de R.

Soit § € T! telle que de1(§, Ry) < 1. Posons H = A(§). Comme 7 est inférieur & p, nous savons
déja que H appartient a WW. Reste a vérifier que H € 'H :

— Comme pour tout (4, R) € R%, Hz(A+1,R) = Hs(0, R)+ Ret Hy(+1,R) = H;(0, R)+R,
il est facile de voir que : . 3 .
H@O+1,R)=H@H,R)+ R, V (A,R) € R%
— Montrons que g est un difféomorphisme de R2. Pour cela calculons explicitement H et
Yy a partir de 'expression de Hy et H, :

H(0,R) = P(R)(rof + (R —10)§(0)) + (1 — P(R))(0 + &)R.

Ainsi :
U0, ) = (0,550, 7) = (0. PR~ r0)(§'0) ~ 1) + 7).

Il s’agit donc de montrer que pour tout 6eR I’application u définie pour tout r € R par :

u(R) = P(R)(R—1)(7(0) —1) + R
est un difféomorphisme de R dans R. Or pour tout R € R :
u'(R) = (P'(R)(R—ro) + P(R)(F'(0) — 1) + 1.

Par conséquent

o (R) = 1] = [(P(R)R = r0) + PR)E )~ 1)| < -

76) — 1( :

Or pour tout 6 € R,

70— 1‘ < dc2(g, Ra) < n. Ainsi pour tout R € R,
|u'(R) — 1] < 1.

Ainsi la fonction v’ est strictement positive sur R. La fonction u est donc strictement croissante. Or
pour tout R n’appartenant pas a [Ry; Ro], P(R) = 0. Ce qui signifie que u(R) = R hors de [rq; Ra].
Par conséquent :

lim w(R)=+4oc0cet lim u(R)=—o0.

R—+o00 R——o0
L’application u est donc bien un difffomorphisme de R dans R. Ce qui implique que v est un
difféomorphisme de R2. Donc :
A(g)=H € H.
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4 Application : Entourer un point périodique elliptique d’une courbe
fermée simple invariante de classe C'

Soit (M,w) une surface symplectique.

Soit f € Diﬁf}} (M), k € N*, p € M un point périodique elliptique non dégénéré de période k pour
f et U un voisinage de p.

Notre but est de perturber f pour trouver un difféomorphisme symplectique g et une courbe
fermée simple v de classe C! tels que :

— le point p est un point périodique de période k pour g,

— la courbe « est invariante par ¢*¥ dont I'image est incluse dans U et qui entoure p (c’est-a-dire
que p appartient & une composante connexe de M \ y(T!) qui est incluse dans U),

— l'application g possede sur la courbe v un nombre fini non nul de points périodiques, tous
hyperboliques.

Pour cela, nous allons appliquer les résultats des deux paragraphes précédents...

Voici donc le résultat que nous nous proposons de démontrer :

THEOREME 4.1. — Soit (M,w) une surface symplectique, f € Diff (M), k un entier non nul et
p € M un point périodique elliptique non dégénéré de période k pour f.
Soit U un voisinage de f dans Diff. (M) et U un voisinage de p dans M. Il existe alors F € U et une
courbe y : T' — M fermée simple de classe C' vérifiant v' () # 0 pour tout 6 € T', tels que :

— le point p est un point périodique elliptique de période k pour F,

— l'image de y est incluse dans U et p appartient a une composante connexe relativement compacte
de M \ y(T?') incluse dans U,

— la courbe ~y est une courbe invariante par F* dont F* préserve I'orientation et sur I'image de
laquelle F* posséde un nombre fini de points périodiques tous hyperboliques,

— Dlapplication F' coincide avec f hors de U.

Démonstration. — Nous allons dans un premier temps supposer que p est un point fixe puis nous
expliquerons comment passer au cas ou p n’est plus un point fixe.

Appliquons la proposition 2.1 au voisinage de p. Il existe f; € U et un voisinage V de p inclus
dans U tel que :

— l'application f; coincide hors de U,
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— l'application f1 est conjuguée a D f(p) sur V : il existe Wp un voisinage de p, W5 un voisinage
de 0 dans T,M et ¢ : Wi — Wy un difféomorphisme de classe C' 1 tel que :

e VCW, CU,
o o(p) =0 et p*w, = w,

o Df(p)(p(V)) C Wa,

e fi=¢toDf(p)opsurV.

Ainsi :
filp) =¢" o Df(p)od(p) =¢" "o Df(p)(0) =¢'(0) =p,
D fi(p) = D¢~ (0) o Df(p) o Dp(p) = (D¢~ ")(p) o D f(p) o D(p).

Ce qui signifie que p est aussi un point fixe de f; et qu’il est elliptique non dégénéré puisque les
applications D f(p) et D fi(p) sont conjuguées.

Comme l'application f; est égal a f hors de U nous allons montrer la proposition en remplagant f par
f1. Pour simplifier les notations, nous allons confondre f et f;.

Le point p étant un point fixe elliptique non dégénéré, D f(p) posséde deux valeurs propres
complexes conjuguées distinctes, o et @. Elle est donc conjuguée a la rotation d’angle o de R2.
Plus précisément, il existe u : T,M — R? une application linéaire bijective telle que :

= uwdr N dy = wp,
— ulo Rot, ou= Df(p),

ot Rot, est la rotation d’angle o de R?. Ainsi :
f(z)=(uod) toRotyouodp(z), Vo € V.

Comme u o ¢ est un difféomorphisme de W; sur le voisinage u(W2) de u(0) = 0, uwo ¢(V) est un
voisinage de u o ¢(p) = 0 € R?. I existe donc ¢ > 0 tel que :

B(0,e) Cuo (V) C R
Considérons 'application

j: T'x)0;72%e?] — R2

@,r) <\/§ cos(270), \/? sin(276))

Cette application est un difféomorphisme de T' x]0; 7% sur B(0,¢) \ {0}. On peut donc alors définir
une application v par :
Y T'x]0;7%e?[ — M
(0,r) — (wod) ™ oj(0,r).
)

puis le sous ensemble C = (T" x]0; 72¢?[) inclus dans V.
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. Tl X {7T2€2}

LEMME 4.2. . — lapplication v est un difféomorphisme de T*x]0; 72¢%[ dans C de classe C' tel
que Y*w = df A dr. De plus :

— le point p n’appartient pas a C,

— lapplication f coincide avec 1) o po 0 ™" sur C.

Preuve du lemme 4.2. — L’application 1 est un difféomorphisme parce qu’elle est une composée
de difféomorphismes. De plus, pour tout (#,r) dans T!x]0; 722,

1
——cos(2m0) —2my\/rsin(276)
i) = | 2"

™ Lo
VT ﬁsm@ﬂ@) 274/ cos(2m0)
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Donc det(Dj(0,r)) = 1. Ainsi, j*dz A dy = df N dr. Or u*dz N\ dy = w)p et ¢*w = w. Par conséquent :
v*w = df Adr.

Comme p est égale & (uo ¢)~1(0) et que 0 n’appartient pas & j(T! x]0; 72¢2[), p n’appartient pas & C.
De plus I'application f est égale & (uo ¢)~! o Rot, ouo ¢ sur V et si (f,r) appartient & T!x]0; w22
alors (6, r) appartient & C qui est inclus dans V. Donc :

fo(d,r) = (uog) o Rota(\/gcos(%r@), \/gsin(%re))

= (uo¢)}(y /2L7T2 cos(27(0 + ), 4 /27’? sin(27(0) + @)))

= YO+ a,r)=1vopa(b,r)
Ainsi f(z) = 1) 0 py 01~ (x) pour tout x € C. [
Soit r €]0; 72£2[. Notons 1, la courbe fermée simple définie par :

vp: TV — M
0 — P(@,r)

Ainsi I'image de ), est incluse dans C. De plus pour tout § € T :

f(¢r(9)) = T;Z)r(e + Oé) = %(Ra(e)),

ce qui signifie que la courbe v, est invariante par f et que sur cette courbe f est conjuguée a la
rotation d’angle .
De plus 1.(6) # 0, pour tout § € T! car 1) est la composée des difféomorphismes ¢!, u=! et j.

Fixons ro € ]0;72€2[. Nous allons perturber f sur un voisinage de 1),,. Pour cela nous allons
travailler avec p, sur un voisinage de T! x {rq}.

Soit (a,b) € R? tels que 0 < a < 79 < b < w2e?. Il s’agit de constuire p dans un voisinage
convenable de p, de telle sorte que :

= p(T! x {ro}) = T" x {ro},

178



— p posséde un nombre fini de points périodiques sur T' x {ro}, tous hyperboliques,
— p=pg sur A\ T!x]a;b].

Puis de poser, a condition que ce soit bien défini :

F: M - M
v {wopow_l(x) siz el

f(x) sinon

Supposons avoir trouver p, que F est bien définie et appartient a U. Vérifions avant de passer a
cette construction que I'application F' et la courbe 1), conviennent.

Comme p coincide avec p, hors de T'x]a;b[, I'application F coincide avec 1 o p, o ¥~! sur
C\ ¥(T' x]a, b]). Mais nous avons vu que f = 0 p, 0 p~! sur C (cf. le lemme 4.2). Par conséquent F
coincide avec f sur C \ (T x]a,b[). Or F coincide aussi avec f hors de C. Nous obtenons donc que F
coincide avec f sur M \ ¢(T'x]a, b]).
Nous obtenons ainsi que Papplication F coincide avec f hors de U car (T x]a, b]) est inclus dans U.
Le point p est un point fixe elliptique de F' car p appartient a I'ouvert M \ ¢(T* x [a;b]) sur lequel F
coincide avec f.
De plus, application F étant égale & 1) o po~! sur ¥, (T!), la courbe 9, est invariante par F qui
possede, comme p, un nombre fini de points périodiques sur vy, (T') tous hyperboliques.
Le fait que p appartient & une composante connexe de M \ 1, (T!) incluse dans U vient du fait que

p = (uo¢)~1(0) appartient & (uo¢) "1 (B(0, T—O)) qui est un composante connexe relativement com-
™

pacte de M \ 1, (T!) incluse dans U.

Il s’agit donc de construire p tel qu’il a été décrit ci-dessus, dans un voisinage convenable de p,,
pour que F' soit bien définie et appartienne a U/. Nous aurons alors montré que F' et v,, vérifient le
théoreme 4.1.

Considérons V un voisinage de flz,/;(’]l‘lx dans CL(y(T'x]a;b[), M) tel que si une application
g: M — M vérifie :

— g coincide avec f hors de ¥(T! x]a; b]),
— g restreinte & ¢(T' x]a; b[) appartienne a. alors g € U.
— gestdeclasse Cl et g*w = w

Jasb[)

Soit W un voisinage de p, dans CL(A) tel que pour tout p € W :
— p(T' x [a; b]) est inclus dans T x]0; m22[ (ceci est vrai pour p = pq car po (T x [a;b]) = Tt x[a; b]),
B —1
vepe ¢‘w<ﬂr1x]a;b[)

appartient a V).

. N . . . —1 .
appartient & V (ceci est vrai pour p = p, car 1) o p, 0 1[)|w(T1X]a;bD = flz,/;(’]l‘lx]a;b[)

Appliquons la proposition 3.2 & p, et W : il existe p € W tel que :
= p(T" x {ro}) = T" x {ro},
— p posséde un nombre fini de points périodiques sur T* x {rg}, tous hyperboliques,
— p = pa sur A\ T!x]a;b].

Comme p € W et que p = p, hors de T!x]a;b[, 'image par p de T'x]0;72e%[) est inclus dans lui

méme. Par conséquent, I'application F' est bien définie.

L’application F' restreinte & 1(T!x]a;b[) est égale & 9 o p, o 1/1‘_:: " qui appartient a V (car p
P (T x]asb
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appartient & W).
Elle est de plus de classe C'! et préserve w car elle est de classe C! et préserve w sur les deux ouverts
C et M \ ¥(T' x]a;b[) dont la réunion est M. En effet :

— F coincide avec f sur M \ ¢(T'x]a;b]),

~ F=4vopoy~tsurC.

Par conséquent, F' appartient a U.

La proposition est donc prouvée dans le cas particulier ou p est un point fixe de f. Voici comment
on déduit le cas général de ce cas particulier.

Tout d’abord quitte a réduire U, on peut supposer que U, ..., fk_l(U ) sont deux a deux disjoints
puisque k étant la période de p sous f, p, f(p),....f* 1 (p) sont deux & deux disjoints.
Considérons
®: Difff (M) — Difft(M)
g — gofit

L’ensemble Diﬁi(M ) étant muni de la topologie C! forte de Whitney, I’application ® est continue.
Comme ®(f*) = £, il existe V un voisinage de f* dans Diff' (M) tel que ®(V) est inclus dans U.

Le point p étant un point fixe elliptique non dégénéré pour f* (cf la proposition 1.5 du chapitre 2),
nous pouvons donc appliquer ce qui précede. Il existe g € V, une courbe v : Tt — M de classe C' tels
que :

— p est un point fixe elliptique de période pour g,
— ~(T') C U et p appartient & une composante connexe de M \ v(T') incluse dans U,

— la courbe (T') est invariante par g et g posséde un nombre fini de points périodiques sur (T*)
tous hyperboliques,

— Papplication ¢ coincide avec f* hors de U.

Posons F' = ®(g).

Il s’agit alors de vérifier que F' et ~ ainsi définis vérifient la proposition. Nous laissons au lecteur
le soin de vérifier que F' coincide avec f hors de f k_l(U ), ce qui permet alors de montrer en utilisant
que U, ..., f*=1(U) sont deux & deux disjoints que F* coincide avec g sur U. De cela, on tire facilement
que F' et vy vérifient les assertions de la proposition. O

REMARQUE 4.3. — La courbe « construite dans la preuve ci-dessus a son image dans un voisinage
V de p difféomorphe & une boule de R? et donc au plan lui méme. Ainsi la composante connexe de
M\ ~(T"') contenant p n’est autre que inty/(y) définie dans le premier paragraphe du troisieme chapitre.
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Résumé : Au début du XXeme siecle, Poincaré puis Birkhoff ont été amenés, lors de leur recherche
sur le probleme restreint des trois corps, a étudier les courbes invariantes par une transformation d’une
surface préservant l'aire. Cinquante ans plus tard, les théoremes KAM démontrent la persistance de
courbes invariantes apres perturbation en topologie de classe k plus grande ou égale a trois. On peut
alors se demander ce que devient ce résultat en topologie de classe moins élevée. Par ailleurs, ’étude
des dynamiques C'-génériques connait de nombreux développements, grace notamment au Connec-
ting Lemma. Par exemple, Bonatti et Crovisier on démontré qu'un difféomorphisme C'-générique
d’une telle surface possede un ensemble dense de points dont I'orbite sort de tout compact. Ces deux
résultats permettent de penser qu'un difféomorphisme C'-générique d’une surface n’admet pas de
courbes fermées simples invariantes. C’est ce que nous démontrons dans ce travail. On obtient assez
facilement, en utilisant le Connecting Lemma ainsi que les propriétés topologiques de I’anneau, qu’un
difféomorphisme C'-générique de 1’anneau posséde des points périodiques sur toute courbe fermée
simple invariante. Cela se généralise a une surface quelconque en utilisant une famille dénombrable
d’anneau constituant une base de voisinages d’une courbe fermée simple quelconque. La construction
d’une telle famile d’anneaux est le principal résultat du premier chapitre. Il s’agit alors de suppri-
mer les points périodiques sur les courbes invariantes. Dans un premier temps, nous nous inspirerons
d’un argument qu’Herman utilise dans le cadre de courbes invariantes par les twists de I’anneau pour
montrer que tous les points périodiques ne peuvent étre hyperboliques. Ensuite, nous définissons une
propriété, la propriété I', qui si elle est vérifiée par un difffomorphisme symplectique et 'un de ses
points périodiques elliptiques, empéche que ce point périodique appartienne aune courbe invariante.
En montrant que cette propriété est vérifiée par un difféomorphisme C'-générique et tous ses points
périodiques elliptiques, nous obtenons le résultat souhaité. Dans le quatrieme chapitre, nous nous em-
ployons & définir de facon rigoureuse la notion de fonction génératrice qui est 1'outil classique pour
perturber des difféomorphismes symplectiques.

Abstract : Poincaré and Birkhoff were led, during their research on the restricted problem of
three bodies, to study invariant curves under an area preserving map of a surface. Fifty years later,
theorems KAM show the persistance of invariant curves in topology C* with k greater or equal to three.
What becomes this result in topology class lower. Moreover, the study of C''-generic dynamics knows
many developments particulary through the Connecting Lemma. For example, Bonatti and Crovisier
showed a C'-generic symplectic diffeomorphism of a compact surface is transitive. What they have
adapted with M.-C. Arnaud to a non compact surface : a C'-generic symplectic diffeomorphism of a
non compact surface has a dense set of points whose orbit leaves every compacts. These two results
suggest a such application has not an invariant simple closed curve. The proof of this result is the aim
of this work. We obtain, using the Connecting Lemma, a C'-generic symplectic diffeomorphism has
periodic points on all the invariant curves. Then, deleting the periodic points from the invariant curves
is the challenge. At first, we use an argument that Herman used in the context of curves invariant by
a twist of annulus, to show that all periodic points cannot be hyperbolic. Then, we define a property,
the property I', which, if it is verified by a symplectic diffeomorphism and one of its periodic elliptic
points, prevents this periodic point belongs to an invariant curve. By showing that property is verified
by a C'-generic symplectic diffeomorphism, we obtain the desired result. In the fourth chapter, we
explain how to pertube a symplectic diffeomorphism with generating functions.

Mots-Clefs : Difféomorphisme symplectique, surface, courbe fermée simple invariante, Connec-
ting Lemma, points périodiques elliptiques, points périodiques hyperboliques, variétés stable et in-



stable.
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