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Bref, dédaignant d’étre le lierre parasite,

Lors méme qu’on n’est pas le chéne ou le tilleul,

Ne pas monter bien haut, peut-étre, mais tout seul !*
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Etude mathématique d’écoulements de fluides viscoélastiques
dans des domaines singuliers

Résumé. Cette thése est consacrée a ’analyse mathématique de trois problémes d’écoule-
ments de fluides viscoélastiques de type Oldroyd. Tout d’abord, nous étudions des écoulements
stationnaires faiblement compressibles dans un domaine borné avec des conditions au bord de
type "rentrante-sortante". Nous étudions aussi le probléme d’écoulements stationnaires faible-
ment compressibles dans un coin convexe. En utilisant une méthode de point fixe (premier et
deuxiéme problémes) et une décomposition de Helmoltz (deuxiéme probléme), nous montrons
des résultats d’existence et d’unicité des solutions. Nous étudions également le cas d’un écoule-
ment non stationnaire. Nous montrons un résultat d’existence locale et un résultat d’existence
globale, avec des conditions initiales suffisamment petites, pour des fluides compressibles. Nous
démontrons aussi la convergence du modéle d’écoulement viscoélastique compressible a faible
nombre de Mach vers le modeéle incompressible lorsque les données initiales sont "bien prépa-
rées".

Mots clefs : fluide viscoélastique, modéle Oldroyd, faiblement compressible, point fixe, do-
maine singulier, espace de Sobolev et de Holder avec poids, convergence, nombre de Mach.
La Classification Mathématique par Matiéres 2000 (AMS) : 76A05, 76A10, 76N10,
35B30.

Mathematical study of viscoelastic fluid flows in singular do-
mains

Abstract. In this PHD thesis, we study three problems for viscoelastic flows of Oldroyd
type. First, we study steady flows of slightly compressible in a bounded domain with non-zero
velocities on the boundary ; the pressure and the extra-stress tensor are prescribed on the part of
the boundary corresponding to entering velocity. This causes a weak singularity in the solution
at the junction of incoming and outgoing flows. We also study the problem of steady flows of
slightly compressible fluids with zero boundary conditions in a domain with an isolated corner
point. Using a method of fixed point (first and second problems) and a Helmoltz decomposition
(second problem), we show some results of existence and uniqueness of solutions. In the last
part, we study the case of a non-steady flow : we show some results of local and of global
existence, with sufficiently small initial data, for compressible flows. The zero-Mach number
limit is also established.

Keywords : viscoelastic fluids, Oldroyd model, slightly compressible, fixed-point arguments,
singular domains, weighted Sobolev and Holder spaces, convergence, Mach number.
2000 Mathematics Subject Classification (AMS) : 76A05, 76A10, 76N10, 35B30.
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La philosophie est écrite dans ce grand livre -je veux dire |'univers- qui est en permanence sous
notre regard, mais il ne peut &tre compris que si I'on apprend d'abord le langage et interpréte les
symboles avec lesquels il est écrit. Il est écrit dans le langage des mathématiques, et ses symboles
sont triangles, cercles, et autres figures géométriques sans lequels il est humainement impossible
d'y comprendre un seul mot; sans eux, on erre dans un labyrinthe obscur.

GALILEE






Chapitre 1

La mécanique des fluides : de I’histoire
aux applications

F1G. 1.1 — Une goutte d’eau aprés la pluie : Parfaitement sphérique.

"Dans un liquide ou un solide, les molécules s’attirent les unes les autres, ce qui leur permet de vaincre
I'agitation thermique qui favoriserait 1’état gazeux. Sectionner ce liquide en deux pour créer une interface conduit
a couper ces liens moléculaires, ce qui se traduit par une énergie de surface. Cette derniére est proportionnelle
a laire de l'interface et a un coefficient dénommé tension de surface, qui dépend des deux phases considérées.
Pour le couple eau-air, ce coefficient vaut 72M.J/m?. D’une maniére générale, un systéme tend & minimiser son
énergie. Dans le cas ou 'énergie de surface domine les autres termes (énergie potentielle de gravité ou énergie
cinétique, par exemple), l'interface adopte une forme sphérique, puisque pour un volume donné cette forme
permet de minimiser la surface. Contrairement aux idées regues, une goutte de pluie est donc pratiquement

sphérique" [6].
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1.1 Introduction

Ce chapitre est une intoduction historique a la mécanique des fluides & partir des travaux
de quelques grands noms dans ce domaine en notant que cette liste de noms est subjective
et incompléte. Nous essayons de faire apparaitre 'importance de cette discipline au coeur des
évolutions technologiques dans la plupart de grands secteurs économiques (transports, énergie,
chimie, élaboration des matériaux, bio-médical), ainsi que son role central dans le domaine des
sciences de 'univers (météorologie, chimie atmosphérique, climatologie, océanographie, etc.).

Le lecteur intéressé peut aussi aller directement au chapitre 2 ou ils sont présentés les
résultats obtenus dans ce travail de these.

1.2 La mécanique des fluides

1.2.1 Une partie de I’histoire de la mécanique des fluides

A maitrise de 'eau, comme de l'air, a intéressé les hommes depuis la préhistoire, pour
L résoudre les problémes d’irrigation et utiliser la force du vent pour propulser les bateaux.
C’est ARCHIMEDE, au IIle siécle av. J.-C., qui a été le véritable initiateur de la "mécanique des
fluides" en énoncant le théoréme qui porte son nom. Bien qu’ils ne connussent pas les lois de
I’hydraulique, les Romains utilisaient ses applications pour la construction de canaux ouverts
pour la distribution d’eau.

F1G. 1.2 — Manuscrit Al-Jazari.

Dans I’age d’or des sciences arabes (VIIIe-XVe siécle), ABBAS IBN FIRNAS (805-888), précur-
seur de I’aéronautique, a conc¢u une horloge a eau, le Clepsydre appelée Al-Magata. Ibn Fernas
a été le premier qui a essayé de se mouvoir dans ’espace avec un appareil volant. Appliquant
les principes d’Archiméde, ABU L’RAYHAN AL-BIRUNI (973-1048) a calculé avec précision les
densités et poids spécifiques de minéraux et des différents métaux, liquides et pierres précieuses.
Il s’intéressa a ’hydrostatique et il parvint a expliquer le principe des sources et des puits arté-
siens par le principe hydrostatique des vases communicants. Dans le " kitab al’Ilm wa al-
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’amal al-nafi’ fi sina’at al-hiyal : Recueil utile sur la théorie et la pratique de l’art des
procédés ingénieur", ABU AL 1z AL-JAZARI (1136-1206) décrit I’horloge hydraulique! et traite
la régularité du débit et la maitrise de la pression de ’eau dans les horloges hydrauliques de
I’époque & travers l'utilisation notamment d’un astrolabe pour régler la durée et d’un flotteur
conique pour maitriser le débit et la pression de I’écoulement de I’eau dans le cylindre.

F1G. 1.3 — L'horloge, faite par Al Jazari, offerte a Charlemagne en 807 par les ambassadeurs d"Haroun
Al Raschid. Source : Museum of Fine Arts, Boston.

Au XVlIle siécle, BLAISE PAascAL (1623-1662), a la suite de travaux sur le développement
de méthodes de calcul, a donné un nouvel essor & I’hydraulique en expliquant, entre autres,
les expériences de son contemporain EVANGELISTA TORRICELLI (1608-1647) sur les pompes
aspirantes. Ses travaux ont été repris durant les siécles suivants avec, en particulier, les inno-
vations de HENRI P1TOT (1695-1771) et GIOVANNI BATTISTA VENTURI (1746-1822). En 1732,
Henri Pitot a décrit dans une note une machine pour mesurer la vitesse des eaux courantes et
le sillage des vaisseaux, cette machine est connue sous le nom tube de Pitot. Giovanni Battista
Venturi a construit une tuyeére a cones divergents. En 1738, le théoricien DANIEL BERNOULLI
(1700-1782) publie " Hydrodynamique, ou Mémoire sur les forces et les mouvements des fluides"
dans lequel il exprime le principe de conservation de I’énergie.

LEONARD EULER (1707- 1783), qui est d’aprés JOSEPH LOUIS LAGRANGE (1736-1813) le
fondateur de la mécanique des fluides, a établi en 1750 les équations du mouvement d’un fluide
non visqueux et a introduit le concept de "particule fluide". Les travaux et les études théoriques
de CLAUDE-LOUIS NAVIER (1785-1836) en théorie générale de I'élasticité ou il a introduit la
viscosité dans les équations de mouvement, complétées par GEORGE GABRIEL STOKES (1819-
1903), ont fait avancer de maniére décisive la mécanique des fluides.

Les écoulements de fluides visqueux dans des tuyaux cylindriques ont été étudiés par le

! Le chroniqueur royal de Charlemagne décrit ’horloge d’Al-Jazari : « Une machine qui, actionnée par la
force motrice de I'’eau, marque les heures par un nombre approprié de petites boules de bronze qui retombent
sur un timbre d’airain ; & midi, 12 cavaliers sortent par 12 fenétres qui se referment ensuite derriére eux ».
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médecin JEAN-LOUIS POISEUILLE (1797-1869) qui, afin d’étudier le mouvement de sang dans
les veines et vaisseaux, a établi les lois de I’écoulement laminaire des fluides visqueux dans
les tuyaux cylindriques dans son ouvrage "Le mouvement des liquides dans les tubes de petits
diametres". Le physicien ERNST MACH (1838-1916) met en évidence le role de la vitesse du
son en aérodynamique, il publie son ouvrage fondamental "La mécanique, exposé historique
et critique de son développement”, dans lequel on trouve une critique des principes de la mé-
canique newtonienne. Son nom sera donné, en 1929 en son honneur, au fameux "nombre de
Mach". La transition "laminaire-turbulent" dans un écoulement de fluide est mise en évidence
expérimentalement par les travaux d’OSBORNE REYNOLDS (1842-1912). Le fameux nombre de
Reynolds apparait pour la premiére fois en 1883 dans son article [84] intitulé "An experimen-
tal investigation of the circumstances which determine whether the motion of water in parallel
channels shall be direct or sinuous and of the law of resistance in parallel channels" .

L’aérodynamicien NIKOLAT IEGOROVITCH JOUKOVSKI (1847-1921) a construit I'un des pre-
miers tunnels aérodynamiques en 1902. Il a étudié le vol des oiseaux en 1891, et énoncé la loi qui
définit la portance d’une aile d’avion en 1906. Les problémes de couche limite développés par
LUuDWIG PRANDTL (1875-1953) ou ceux d’écoulements turbulents traités par THEODORE VON
KARMAN (1881-1963), qui a construit le premier tunnel aérodynamique supersonique et mis
au point un programme de développement de moteurs & réaction et de fusées, font aujourd’hui
encore ’objet de recherches poussées.

Dans leur article "Large eddy simulation of turbulent channel flow ILLIAC & calculation"
en 1980, JOHN KiM et PARZIV MOIN, au centre de recherche Ames de la NASA, ont simulé
des écoulements turbulents & nombre de Reynolds jusqu’a 1400. Jusqu’a nos jours, beaucoup
des problémes posés par la turbulence ne sont pas résolus.

F1G. 1.4 — Les progrés de I'aviation depuis Ibn Fernas jusqu'a L'Airbus. Otto Lilienthal et son histoire
des vols a voile (a gauche) ; Airbus A330 de la MEA au départ de Beyrouth 2004 (a droite). Photos :
http ://www.lilienthal-museum.de et (©Hisham Attalah.

1.2.2 La mécanique des fluides : de ’aéronautique a la géophysique

Milieu continu : « milieu dont le comportement macroscopique peut &tre schématisé
en supposant la matiére répartie sur tout le domaine qu'il occupe ».

J. COIRIER
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Plusieurs questions, dont les réponses se trouvent dans la mécanique des fluides, se rencontrent
dans notre vie quotidienne. D’ou vient la forme sphérique des gouttes de pluie ? Quelles sont
les propriétés physiques de la soie d’araignée 2 ? Comment expliquons-nous les cercles propagés
a la surface de ’eau apreés la pluie 7 Pourquoi est-il plus facile de plonger un morceau de pain
dans ’eau que dans le miel 7.....

F1G. 1.5 — L'effet de pluie a la surface de I'eau (a gauche). "Une colonne cylindrique est instable
et se decompose spontanément en un chapelet de gouttes dont la forme oscillante tend rapidement
vers une sphére" [6]. (a droite).

La mécanique des fluides forme un sous-domaine de la mécanique des milieux continus. Elle
comprend I’étude des gaz et des liquides dans les cas statiques et dynamiques. L’étude de I'in-
teraction solides-fluides est aussi une partie de la mécanique de fluide dont les applications sont
partout : la météorologie, ’hydrologie, I’aérodynamique, 1’étude des plasmas; elle s’applique
aussi en biologie, en géophysique et en astrophysique, en océanographie, ainsi qu’en génies
chimique, nucléaire, hydraulique et en écologie. La mécanique des fluides consiste & offrir une
théorie mathématique bien construite pour des domaines divers, ce qui indique son importance
dans plusieurs champs surtout 'industrie. Le fluide (liquide, gaz ou gaz ionisé) est considéré
comme un milieu continu représenté par les champs de densité, de pression et de vitesse satis-
faisant la fameuse équation de Navier-Stokes.

1.2.3 Subdivisions de la mécanique des fluides

La statique et la dynamique des fluides consistent en 1’étude de fluides respectivement &
repos et en mouvement. La statique des liquides (ou hydrostatique) et la statique des gaz (ou
aérostatique) forment le deux ailes de la statique de fluide. Dans la dynamique des fluides,
nous distinguons la dynamique des liquides (ou hydrodynamique), la dynamique des gaz (ou
aérodynamique) et la dynamique des fluides conducteurs de ’électricité en présence de champs
magnétiques (ou magnétohydrodynamique).

2 "Bien que la soie de certaines araignées fasse I'admiration générale par ces incomparables propriétés mé-
caniques, son processus de synthése demeure assez peu connu. L’étude de la rhéologie en cisaillement et en
extension du liquide précurseur de la soie indique des valeurs colossales de la viscosité (3 millions de fois
celle de 'eau!), une forme subtile de lubrification semble ainsi nécessaire a 1’élaboration de la soie". Source :
http ://www.pmmbh.espci.fr
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Fi1G. 1.6 — Le Microgravity Research Center (MRC) de I'Université Libre de Bruxelles (ULB), a
réalisé plusieurs expériences de physique de fluide avec la capsule russe Foton (©SIC-Progress (a
gauche) ; Cyclone (a droite).

La maitrise de ’eau pour les différentes constructions navales, ainsi que la construction
de nombreux instruments dans lesquels interviennent des écoulements de fluides dans des
conduites (pompes, moteurs, échangeurs de chaleur, horlogue hydraulique...) sont basées sur
I’ hydrodynamique. Les courants marins, qui servent aux échanges de chaleur entre poéles et
tropiques, forment un de nombreux exemples de la présence de I’hydrodynamique dans 1'océa-
nographie.

Les avions, les fusées et les navettes spatiales ne se réalisent pas sans I’aérodynamique. Les
recherches consistent surtout a établir des formes "aérodynamiques" qui minimisent la résis-
tance de I’air. Un bon exemple est I'architecture des ailes d’avion ou 1’écoulement de I’air sert
& modifier la répartition de pression, ce qui a comme conséquence maintenir ’avion en équi-
libre. I’étude de la diminution de la consommation d’énergie des véhicules aériens est aussi
une branche assez important de 'aérodynamique. L’aérodynamique, qui joue un réle empereur
dans la météorologie, étudie aussi les phénoménes atmosphériques des autres planétes.

L’étude des gaz ionisés, ou plasmas, est une discpline de la magnétohydrodynamique qui joue
aussi un grand role en astrophysique (modeéles d’étoiles, dynamique de la matiére interstellaire).

1.3 Les fluides

1.3.1 Qu’est-ce qu’un fluide ?

Fluide : « qui n'est ni solide, ni épais, qui coule aisément ».
Solide : « qui a de la consistance, qui n'est pas liquide, tout en pouvant é&tre plus ou
moins mou ».

Le petit Robert?

Un fluide (liquide ou gaz), selon les physiciens, est un corps simple composé d’atomes ou de
molécules identiques. Du point de vue mécanique, la définition d’un matériau est liée a sa dé-
formation en fonction des contraintes : "un fluide, c’est quelque chose qui coule" sous ’action
d’une contrainte donnée et méme si la déformation est grande, ceci ne provoque pas la perte

3 Un dictionnaire de langue francaise publié par les Dictionnaires Le Robert.
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de cohésion entre ses molécules. Par contre, un solide (indéformable, élastique ou plastique) ne
coule pas sous contrainte et la déformation qui croit avec la contrainte appliquée provoque (si
elle est grande) une rupture de solide. Alors, la mécanique des fluides s’intéresse aux déforma-
tions des fluides.

La distinction mécanique entre fluide et liquide est insuffisante quand nous étudions des cas
particuliers comme celui des pates aux silicones appelées "silly-putty". En fait, les "silly-putty"
se comportent a la fois comme des solides (cubes ou boules) et comme des liquides (s’étale
comme une couche mince). C’est pour cela que la notion de fluidité dépend de ’échelle spatiale
d’observation ainsi que du temps caractéristique d’observation du systéme.

F1ac. 1.7 - Silly-Putty sous forme liquide (a gauche); Silly-Putty sous forme solide (a droite). ©Fakr.

1.3.2 Fluides : liquides ou gaz

Liquide : « tout corps qui coule ou tend a couler ».

Le petit Robert

Selon la définition élémentaire, un liquide a "un volume propre, mais pas de forme propre",
alors qu’un gaz n’a pas de "volume propre mais tend a occuper tout ’espace qui lui est offert".
Sous les conditions normales de pression et de température, la distinction entre liquide et gaz
est évidente mais & cause de la continuité de 1’état fluide le passage de la phase gazeuse &
la phase liquide peut se faire sous simple modification (augmentation de la température par
exemple).

Dans un liquide, ot les forces d’interaction moléculaire caractérisent sa liquidité, le mouve-
ment des molécules est contrélé par la conservation d’une distance entre ces molécules corres-
pondant environ & leur taille. Cependant, dans la phase gazeuse, ces forces n’interviennent que
trés peu. Les molécules d’'un gaz sont en mouvement désordonné sans prendre en considération
les grandes distances entre eux par rapport a leur dimension.

C’est & partir de son coefficient de compressibilité que nous distinguons un liquide d’un

gaz. Ce coefficient, ayant la dimension de l'inverse d’une pression, est défini comme étant "le
rapport de la diminution relative de volume a ’augmentation de pression, et ce & température
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constante". Dans la pratique, une augmentation de pression de 2.10'® Pa se traduit par une
diminution de volume de I’eau égale & un dix-milliéme du volume initial. Cependant que pour
les gaz : & une pression voisine de la pression atmosphérique normale, la compressibilité de Iair
est 20 000 fois plus grande que celle de I'eau!

Un écoulement gazeux est considéré comme incompressible si la vitesse de 1’écoulement est
trés petite par rapport a celle du son. Autrement dit, si son nombre de Mach (rapport entre
la vitesse de I’écoulement et la vitesse du son) est trés inférieur a 1. Pratiquement, ’hypothése
d’écoulement incompressible est faite lorsque le nombre de Mach est inférieur & 0,3 en tout
point de I’écoulement. Elle est donc trés utilisée en aérodynamique pour des véhicules dont la
vitesse ne dépasse pas 400 km /h.

1.3.3 Les fluides et le corps humain

Dans le corps humain, plusieurs fluides s’écoulent & chaque instant. L’eau, le fluide le plus
présent dans chaque cellule humaine, n’est pas le seul fluide essentiel a la vie humaine. L’air
inspiré et ’air expiré, qui forment un exemple d’un ensemble fluide-gaz, circulent dans ’appareil
respiratoire humain et dans des branches de dimensions différentes dont la forme géométrique
est moins fréquent parmi les domaines habituels de fluide rencontrés dans I'industrie et dans la
nature. Le sang, nécessaire a la fonction des organes vivants et ayant les propriétés des fluides
non newtonions, coule d’'une maniére non stationnaire de I'artériole & une veinule ou le nombre
de Reynolds varie avec la taille des vaisseaux.

Plusieurs exemples pratiques, provenant des travaux dans le domaine de la biomécanique
des fluides, nous donnent une idée claire et chiffrée des variations de pressions et de nombre
de Reynolds qui entrainent une modification totale de la nature de I’écoulement. Prenons cet
exemple de [46] : les "changements trés importants de niveau de pression peuvent étre observés
entre les bas niveaux de pression (inférieurs & 30 mmHg ~ 4104 Pa) de la circulation pulmonaire
et les hauts niveaux de pression (jusqu’a 120 mmHg ~ 16104 Pa) de la circulation systémique",
alors que "’écoulement du sang s’effectuant dans des conduits de calibres variant de plus de
trois ordres de grandeur" ce qui provoque que "le nombre de Reynolds diminue de 6 ordres de
grandeur" .

1.3.4 Fluides visqueux

La viscosité d’un fluide, qui est la propriété inverse de la fluidité, est la caractéristique de
résistance au glissement ou a la déformation d’un fluide. Ces forces de résistance proviennent
du fait que les couches des fluides en mouvement ne peuvent pas glisser indépendament et libre-
ment les unes sur les autres. Ce qui donne naissance a des forces des frottement qui s’opposent
directement a I’écoulement. Cette viscosité, dite dynamique, s’exprime comme le quotient d’une
masse par une vitesse (I'unité est le poiseuille noté Pa.s ou N.s.m~2 dans le systéme MKSA),
et dépend de la température. Dans un liquide, elle est inversement proportionnelle & la tempé-
rature. Au contraire, elle augmente avec la température dans le cas d’une phase gazeuse.

On mesure la viscosité dynamique d’un fluide, généralement fluide newtonien, & ’aide d’un
viscosimetre. On distingue plusieurs genres de viscosimétres comme le viscosimétre a tube

capillaire et le viscosimétre & chute de bille. Par exemple, avec un viscosimétre & tube capillaire
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on mesure le temps d’écoulement d’un liquide visqueux a travers un tube mince. Sachant que
ce temps est proportionnel & la viscosité, on peut la calculer. On note aussi qu’il y a d’autre
appareils qui mesure la viscosité comme le rhéométre. Cet instrument mesure directement les
contraintes et les taux de déformation.

1.3.5 Fluides parfaits

Un fluide parfait, dont I’écoulement se fait "sans frottements internes", est un fluide considéré
comme non visqueux. Le modéle du fluide parfait permet de rendre compte assez convenable-
ment de la structure de certaines régions d’écoulements réels ou de la modéliser, mais jamais
de la structure compléte de ceux-ci. Une des caractéristiques principales de la mécanique des
fluides apparait ici : pour représenter des faits ou des observations, elle fait appel & des modéles,
dont le degré de raffinement est variable. En raison de I'extréme complexité des phénomeénes
qu’elle tente de décrire, elle ne peut se passer de tests expérimentaux (réalisation de maquettes,
testées dans un bassin, qui serviront & la conception des navires; essais en soufflerie pour la
construction aéronautique, etc.).

1.3.6 Les fluides newtoniens

Ces fluides sont les fluides qui ont une viscosité indépendante de la contrainte appliquée.
Exemples : eau, la plupart des solvants, huiles minérales.

1.3.7 Les fluides non newtoniens

Le caractére non newtonien le plus répandu est la variation de la viscosité avec la vitesse de
cisaillement. Ce type de comportement est de loin le plus fréquent. I concerne les polymeéres a
longues chaines en solution ou & I'état fondu, les pates a papier, les colles, les ciments.

Nous distinguons :

1. Fluides rhéofluidifiants que I'on nomme également pseudoplastiques : la viscosité de ces
fluides diminue si la contrainte augmente. C’est le cas du sang, des polyméres liquides a
longue chaine, des jus de fruits, des pates a papier, des colles et des ciments, des sham-

poing.

2. Fluides & seuil ou plastiques ou fluides de Bingham : Ces fluides ne s’écoulent que si la
contrainte appliquée est supérieure & une valeur seuil. Exemple : Dentifrice 4.

3. Fluides rhéoépaississants : ces fluides voient leur viscosité s’accroitre lorsque la contrainte
augmente. C’est le cas de certains amidons dans 1’eau.

4. Fluides thixotropes : Les fluides thixotropes sont des fluides ayant une mémoire a courte
et a grande échelle. Le comportement & un instant ¢ d’un fluide thixotrope est fonction des
contraintes subies dans un passé récent (mémoire a courte échelle). Lorsque la contrainte

4 La pate dentifrice ne peut sortir du tube sous P'effet de son propre poids, il faut lui appliquer une contrainte
nettement supérieure pour qu’elle s’écoule.
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disparait, le fluide recouvre ses propriétés d’origine (mémoire a grande échelle). Exemple :
ketchup, yaourt.

1.3.8 Viscoélasticité linéaire

Un autre comportement non newtonien trés important est le caractére viscoélastique, trés
fréquent dans les solutions de polymeéres et dans les polyméres fondus. C’est un comportement
visqueux (liquide) et élastique (solide). La réponse du fluide & une déformation présente & la fois
un aspect visqueux (contrainte proportionnelle & la vitesse de déformation) et un aspect élas-
tique (contrainte proportionnelle & la déformation). Un exemple typique de fluide viscoélastique
est la pate "silly-putty" : une boule de silly-putty apparait comme une boule de caoutchouc
(aspect solide) ou s’étale comme un fluide visqueux (aspect liquide).

1.3.9 Fluides compressibles ou fluides incompressibles

Un fluide est dit incompressible lorsque sa masse volumique ne dépend pas de la pression
ou de la température. Généralement, en statique des fluides, les liquides sont considérés comme
incompressibles et les gaz sont compressibles. C’est la nature de I’écoulement qui permet de
distinguer I’écoulement compressible de I’écoulement incompressible et non la nature du fluide.

F1c. 1.8 — Coulée de lave en bord de mer 8 Kamoamoa. Hawaii, 2001. (©)Pascal Blondé.

1.4 Les écoulements des fluides

Dans la vie quotidienne, dans la nature et dans le domaine industriel, les écoulements sont
toujours présents. La circulation de I'oxygéne dans notre organisme est 'un des exemples de
I'importance de ’écoulement dans la vie humaine. Les tsunamis, les cyclones ou les coulées de
lave sont aussi des exemples de I’écoulement mais qui conduisent quelquefois & de grand dégats
pour I’humanité.

A part le critére physique qui distingue écoulements compressibles et incompressibles, ainsi

que écoulements visqueur et non visqueuz, il existe d’autres critéres qui distinguent les écoule-
ments de fluides.
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1. Le critére géométrique :

e Les écoulements internes : ils s’effectuent & l'intérieur d’une conduite. Exemples :
riviére, canal.

e Les écoulements externes : ils se font autour des corps solides, par exemple un navire
ou un avion.

2. Le critére cinématique :

e Les écoulements uniformes, si ses composantes de vitesse sont indépendantes des
coordonnées d’espace.

e Les écoulements permanents ou stationnaires, si ses composantes de vitesse sont
indépendantes de la variable temps.

F1G. 1.9 — Vague de tsunami (a gauche); Cyclone en Australie de I'ouest (a droite).

Un écoulement peut également étre tourbillonnaire : le cyclone en est 'exemple typique; de la
méme facon, lors d’'une promenade en bateau, on peut observer des tourbillons dans le sillage
de I’embarcation.

En aérodynamique, le nombre de Mach € permet de distinguer 1’écoulement subsonique
(e < 1), 'écoulement supersonique (1 < e < 5) et hypersonique (¢ > 5) . Si le nombre de Mach
est proche de I'unité, I’écoulement est dit transsonique. Les écoulements subsonique et super-
sonique se comportent de maniére trés différente, I’écoulement transsonique étant caractérisé
par des instabilités (le fameux "mur du son").

Une derniére distinction concerne les écoulements laminaires ot I’écoulement peut étre dé-
crit comme un ensemble de lames (filets, couches) de fluide qui glissent les unes sur les autres
et les écoulements turbulents ot on ne peut plus définir de lames fluides qui garderaient leur in-
dividualité. Un écoulement turbulent est caractérisé par son irrégularité temporelle et spatiale.
Les exemples d’écoulements turbulents ne manquent pas : torrents, sillages d’avion...

Plus la viscosité d’un fluide est grande, plus le régime turbulent s’établit difficilement. Le
passage de ’écoulement laminaire & I’écoulement turbulent se fait & partir d’une certaine valeur

de la vitesse moyenne. Le diamétre du tube dans lequel se produit ’écoulement joue également
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F1G. 1.10 — Visualisation des tourbillons de sillage consécutive au passage d'un avion léger a travers
un panache de fumée. ©NASA Langley Research Center (a gauche); les torrents (a droite).

un role dans la transition de I’état laminaire & ’état turbulent. L’influence de ces trois gran-
deurs est décrite par un nombre, sans dimension physique, appelé nombre de Reynolds Re?,
une valeur du nombre de Reynolds caractérise le type de 1’écoulement.
On admet que :

- si Re < 2 000, ’écoulement est laminaire ;

-si 2 000 < Re < 8 000, on a un écoulement de transition;

- 81 8 000 < Re, I’écoulement est turbulent.

F1G. 1.11 — Spot Turbulent : On observe sur la figure un « spot turbulent », domaine au sein duquel
|'écoulement apparait désordonné, entouré d'un écoulement laminaire. Les contours de ce spot se
déforment au cours du temps, mais la part de I'écoulement qu'il occupe, la fraction turbulente,
demeure essentiellement constante. Source : http ://www-drecam.cea.fr/ComScience

® Le nombre de Reynolds, du & OSBORNE REYNOLDS, représente le rapport entre les forces d’inertie et les
forces visqueuses.
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F1G. 1.12 — Anneau hexagonal de fumée. La croissance des vagues autour d'un angle de I'hexagone
s'appelle souvent l'instabilité de WIDNALL, elle a produit un modéle remarquablement symétrique
de fumée en air (a gauche). La fumée a un nombre de Reynolds environ de 13.000 (a droite). Source :
An Album of Fluid Motion [98].

1.4.1 Rhéologie

Rhéologie : «Branche de la mécanique qui étudie le comportement des
matériaux lié aux contraintes et aux déformations ».

Le Petit Robert.

Mot créé aux Etats Unis en 1929 par EUGENE COOK BINGHAM (1878-1945). La rhéologie est
une science qui traite de ’écoulement, des déformations, et plus généralement de la viscosité des
matériaux sous l'action de contraintes. La rhéologie est capable d’intégrer I’étude de ’ensemble
des substances, qu’elle soient liquides (surtout liquides épais) ou solides (en particulier solides
pateux).
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Préservez votre droit de penser, car méme penser mal est mieux que de ne pas penser du tout.

HypPATIES

5 Hypatie d’Alexandrie (370-415) est une mathématicienne et philosophe grecque.
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Chapitre 2

Introdution : la problématique, les
équations et les résultats

2.1 Description d’un fluide en mouvement

ECRIRE le mouvement d’un fluide fait appel & des notions différentes de celles développées
D en Mécanique du point ou du solide. Le mouvement d’un fluide est un écoulement ou il y a
déformation continue du fluide. On peut, de maniére analogue a ce que ’on fait en Mécanique du
solide, isoler (par la pensée ou en trouvant un moyen de visualisation, coloration par exemple)
une partie restreinte du fluide appelée particule et la " suivre " au cours du temps c’est-a-dire
connaitre a chaque instant t sa position. Cette position sera déterminée, par exemple, par ses
coordonnées cartésiennes x,(t, 25, yb, 28), y,(t, 2}, vh, 25) et z,(t, 25, yh, 28) ou af), vh), 2 repreé-
sentent les coordonnées de la particule choisie a 'instant ¢, la vitesse de la particule aura pour

0, o 0
composantes v, = F£, v, = B2 et v, = FL.

Au cours du temps, la particule sera en différents points M, ’ensemble des points M consti-
tue la trajectoire de la particule.

Cette fagon de faire est appelée méthode de Lagrange, les variables introduites sont appelées
variables de Lagrange. La méthode de Lagrange s’avére dans la plupart des cas délicate car il
n’est pas facile de suivre les particules : elle est peu employée.

La méthode d’Euler consiste & connaitre la vitesse des particules au cours du temps ¢ & un
endroit donné déterminé par ses coordonnées, par exemple cartésiennes x,y, z. Elle est plus
employée que la méthode de Lagrange, la connaissance du champ des vitesses étant suffisante
pour décrire le fluide en mouvement.

Remarque 2.1.1. Dans la méthode d’Euler, ’accélération d’une particule peut étre due, bien
str, au caractére non stationnaire de l’écoulement mais aussi & sa non uniformité. Ainsi, chacun
a pu constater, dans [’écoulement permanent d’une riviére, l’accélération des particules lors du
franchissement d’un rétrécissement.
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2.1.1 Conservation de la masse ou équation de continuité

Soit une partie d’un fluide de masse volumique p délimitée par une surface fermée S (de
volume V). Soit dS un vecteur élémentaire de cette surface, orienté vers l'extérieur a la surface
fermée. La partie de fluide a une masse m = va pdV . Le débit massique sortant de la surface
S est égal a gﬁﬁs pudS. La conservation de la masse s’écrit

dm, 9
ZZ-—%?pudS::L£[5§dV

représente le débit massique de fluide interne au volume considéré, compté positive-

< dmg
ou i

ment s’il s’agit d’une source et négativement s’il s’agit d’un puits. Compte tenu du théoréme
d’Ostrogradsky pour transformer l'intégrale de surface en intégrale de volume,

giﬁ udS = jjf div (pu)dV,
S \%

I’équation de conservation de la masse peut étre écrite

s _ Jf e ¢ % )av

L’égalité écrite ci-dessus est valide quel que soit le volume V considéré et l'intégral est nul, ce
qui conduit & ’expression locale de la conservation de la masse :
dp

div (pu) + i 0.

Deux cas particuliers sont alors & considérer.

1. Si le fluide est incompressible, la masse volumique n’évolue pas au cours du temps et
I’équation de conservation de la masse se réduit a :

divu =0, (2.1.1)

pour un écoulement stationnaire ou non stationnaire. Cet écoulement est dit isovolume.
L’équation (2.1.1) exprime la conservation du volume d’un élément de fluide au cours de
sa déformation par I’écoulement.

2. Le cas d’'un écoulement stationnaire % = 0 alors div (pu) =0 = pdivu + (u- V)p.

En dehors du cas 1, 'écoulement peut étre isovolume si (u-V)p = 0, c’est-a-dire les variations
de masse volumique sont orthogonales, en tout point, au vecteur vitesse. Ce cas correspond &
des écoulements stratifiés par salinité ou température (courants marins), ou par température
et humidité (atmospheére).

En pratique, un fluide en écoulement peut étre considéré comme incompressible si plusieurs
conditions sont réunies :
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1. la vitesse typique de ’écoulement U est petite devant la vitesse du son ¢, ¢’est-a-dire, le
nombre de Mach ¢ = U/c est petit devant 'unité. Dans 'eau ou la vitesse du son est
voisine de 1500m /s cette condition est presque toujours vérifiée. En revanche, dans lair
ou ¢ est de l'ordre de 300m/s, de nombreux écoulements, en particulier en aéronautique,
sont influencés par la compressibilité du fluide.

2. Dans un écoulement non stationnaire, si v est la fréquence typique de variation temporelle
de la vitesse, v doit étre telle que 1/v < ¢/L ou L est une dimension caractéristique de
I’écoulement. C’est-a-dire qu’a I’échelle du temps typique de fluctuation de la vitesse, une
onde de pression se propage trés rapidement a travers tout 1’écoulement. Il est évident
que si on s’intéresse a la propagation des ondes sonores, il faut tenir compte de la com-
pressibilité du fluide.

3. Il est nécessaire que la variation de pression due a une force extérieure (la gravité par
exemple) soit petite devant la pression absolue. Cette derniére condition est presque
toujours satisfaite, méme si on considére des écoulements atmosphériques sur des échelles
verticales trés grandes.

2.1.2 Notion de viscosité dans un fluide en mouvement

L’expérience montre que, lors d’un écoulement d'un fluide, les forces de pression (force
normale) ne suffisent pas a expliquer les phénoménes et qu’il convient d’introduire des forces
tangentielles qui s’opposent au mouvement du fluide. Ces forces, de type frottement, dues aux
interactions entre molécules du fluide, sont appelées forces de viscosité.

2.1.3 Conservation de ’impulsion ou équation du mouvement

Par la relation fondamentale de la dynamique, la variation temporelle de la quantité de
mouvement d’un élément de volume V est égale & la somme des forces qui s’exercent sur cet

élément de volume, soit :
d
— [p udw} = | fdz+ | o nds,
dt Jy v >

ou Y est la surface délimitant le volume V, ds est un élément de surface de normale n, f est
la force exercée par unité de volume et o le tenseur des contraintes. La masse de I’élément de
fluide p dx reste constante dans ce mouvement. Il est donc possible d’écrire

% y [pudx] :/Vpc(li—?dx.

L’intégrale des forces de surface peut s’écrire, a I'aide du théoréme d’Ostrogradsky sous la forme

divodz. En faisant tendre le volume V vers zéro ’équation de mouvement devient :
1%

p(Omu+ (u-V)u) =f +dive.
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2.1.4 Conservation du moment angulaire

La conservation du moment angulaire d’un fluide s’écrit :

d/pr/\ud:c—/r/\f—i—/(r/\o—)-nds, (2.1.2)

ou r(z,t) est le rayon-vecteur de = & partir d'une origine quelconque. On peut montrer que
cette loi est toujours satisfaite si le tenseur o est symétrique.

2.1.5 Conservation de 1’énergie du fluide

Le taux de variation de I’énergie cinétique du fluide peut s’écrire,

i/ p |u|2d1‘:/ u-f+/(u-a)nds— oi;Djj[u)dz, (2.1.3)
de Jy v > Q

ott Dj;[u] = 1(0ju; + Oju;). Le dernier terme de cette équation représente 1'énergie mécanique
dissipée dans le mouvement, c’est-a-dire, I’énergie mécanique transformée en chaleur. Appelons
T(t,z) la température du fluide au point = et au temps ¢t. On définit la densité massique
d’énergie interne £(t, ) par

E(t,x) = CpT(t, x)

ou Cp, > 0 est la chaleur spécifique du fluide. On définit aussi le flux de chaleur par unité de
surface q(¢,x) par

a(t, %) = KTt 2) 3 (1),

ou k(T) est le coefficient de diffusion thermique. Notons Q(t, z) la quantité de chaleur fournie
au fluide au point x et au temps t. Le postulat de la conservation de I’énergie du fluide s’écrit

i/p{|u| —I—€}dm—/@d:n—|—/vu f+/2(11 o—)nds—/ﬂn qdx.

D’ott on déduit ’équation pour I’énergie interne :

d

T dew—/ de—/gn qdx + UUDU[ u|dx,

ce qui nous aboutit & I’équation de conservation de 1’énergie,

pCo {0, T + (u - V)T} — div (k(T)VT) = Q.

2.2 Equation des fluides isothermes

Nous avons trouvé les équations qui gérent le mouvement du fluide. Dans le cas général
d’un fluide isotherme !, la contrainte o est symétrique pour satisfaire a la loi de conservation

!Dans I’écoulement isotherme, la température ne dépend ni de ¢ ni de z. Un tel écoulement ne peut avoir lieu
que si le terme de source de la chaleur @ est identiquement nul. L’équation de ’énergie est alors trivialement
satisfaite.

- 42 -



Partie I - Chapitre 2 §2.3

du moment angulaire. Dans I’hydrodynamique des fluides isothermes, ’écoulement d’un fluide
s’écrit sous la forme,

{ p(Ou+ (Vi) = f+divo, (2.2.1)

Op+div(pu) = 0,

oil p est la densité de masse, u = u(t,z) € RY est la vitesse et o est le tenseur des contraintes
(tenseur symétrique). De plus, nous pouvons décomposer o de la maniére suivante,

o=r1—7pl (2.2.2)
ou 7 désigne la partie tangentielle du tenseur alors que pI est la partie normale (p est la pression).

Dans le cas d’un fluide newtonien, 7 dépend linéairement de Vu de la maniére suivante,

T = 2vD]u],

1
ou D[u] = =(Vu+ V"'u) est le tenseur des taux de déformation et v est la viscosité du fluide

(v > 0). Alors 'équation de mouvement prend la forme :
poru+ p(uV)u+ Vp =f +v(Au+ Vdivu).

Les équations de Navier-Stokes sont les équations pour I’écoulement incompressible et isotherme
d’un fluide newtonien, elles s’écrivent

poru+ p(u.Viu+Vp = f+rvAu,
divu = 0.

Ce systéme sera complété par des conditions de bords et des conditions initiales.

2.2.1 Ecoulement stationnaire

Dans cet écoulement dyu = 9;p = 0;T = Oyp = 0. Un tel écoulement est possible lorsque le
domaine 2, les forces massiques appliquées, les sources de chaleur et les conditions de bord sont
elles aussi indépendantes du temps. Les équations de Navier-Stokes stationnaires s’écrivent

(2.2.3)

—vAu+p(u.V)u+Vp = f,
divu = 0.

2.2.2 Les équations de Stokes

En négligant dans I’équation de Navier-Stokes incompressible stationnaire les termes pro-
portionnels & la masse volumique du fluide (u - V)u, on obtient I’équation de Stokes

{_”A”W = f (2.2.4)

divau = 0.

Plus la vitesse de ’écoulement est petite en regard des dimensions de £ et de la valeur de
la viscosité, plus le modéle de Stokes est une approximation valable des équations de Navier-
Stokes. La différence fondamentale entre les deux équations est que le terme non linéaire en
vitesse a disparu, ’équation de Stokes est une équation aux dérivées partielles linéaire.
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2.3 Comportement non-newtonien

Il est bien connu que beaucoup de fluides ne satisfont pas la loi newtonienne 7 = 2vD[u] et
qu’il n’existe pas une loi constitutive générale satisfaite par tous les fluides. Lorsque la viscosité
n’est plus indépendante du taux de cisaillement, il est nécessaire d’utiliser plusieurs parameétres
pour décrire le comportement mécanique du fluide. Un certain nombre de modéles empiriques
permettent cette description, citons par exemple les modéles d’Ericksen-Rivlin [88, 89| ou les
modeles introduits par Ladyzhenskaya [64]. Dans ces modéles, le tenseur 7 dépend de DJ[u]
d’une maniére non linéaire. Il y a également des modeéles étudiés dans [44, 70], ou la viscosité
dépend de D[u] et de p. Dans ces modéles, (2.2) est remplacé par

7 = 2(|D[u]|*)DIu].

Un modéle trés fréquent est le modéle en loi de puissance d’Ostwald. Dans une certaine gamme
de taux de cisaillement, on peut représenter la viscosité comme une loi de puissance de D[u],
en particulier pour les polyméres

u(D) = v + 5 D",

ouv>0,0>0etp>1. Selon p, nous distinguons les cas suivants :
e 1 <p <2 cas d'un un fluide viscoplastique,
e p =2, cas d'un fluide newtonien classique,
e p > 2 cas d’'un fluide dilatant.

Bien que ce modéle permette de résoudre bon nombre de problémes d’écoulement de fluides
non newtoniens, il faut garder & l'esprit qu’il décrit trés mal le comportement & faible taux
de cisaillement et que les paramétres 3 et p n’ont pas d’interprétation claire en termes de
paramétres microscopiques tels que la masse moléculaire.

2.4 Modéle d’Oldroyd

Un autre type de fluide non newtonien est souvent dit fluide ¢ mémoire, parce que le ten-
seur des contraintes dépend de toute I’histoire de la déformation du fluide. Trés souvent, ce
phénoméne de mémoire est di au fait que, vu a ’échelle microscopique, le fluide est le mélange
d’un solvant (I’eau) et de microstructures qui flottent dans ce solvant (par exemple des brins
d’ADN, ou des chaines de polymeéres, ou des petits cristaux ---). En effet, pour beaucoup de
fluides, il n’est pas possible de déterminer & un moment donné ¢ la valeur de 7 si nous connais-
sons seulement D[u] : dans ce cas on doit également connaitre I’histoire entiére de DJu]. Un
fluide viscoélastique est un fluide non newtonien ayant une mémoire continue du comportement
du milieu. Mais, il n'y a pas unicité des lois de comportement décrivant un fluide viscoélas-
tique. Un trés grand nombre de lois a été proposé pour décrire le comportement rhéologique
des polymeéres. Un des modéles classiques est le modéle de JAMES GARDNER OLDROYD?, qui
s’écrit

T+ (u- V)T + bt + F(1,Vu) =0,

2 James Gardner Oldroyd (1921-1982) est un ancien président de la société britannique de la rhéologie. 11 a
formulé le modéle d’Oldroyd-B pour décrire le comportement viscoélastique des fluides non newtoniens. Il a eu
le prix Adams en 1964.
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ol b > 0 et F est une forme quadratique en 7 et Vu.

Par contre, Il est difficile de travailler avec la forme quadratique la plus générale de F.
Oldroyd a introduit plusieurs modéles, notamment le modéle a huit constantes, qui peut étre
écrit de la fagon suivante :

T+ /\1%; + %UO'EI‘(T)D[U] — %nl{TD[u] + Dlu]7} + %I/l(T :Du))I =
2, [D[u] Iy Dgi“] ~ pD{u]Dlu] +  (Dlu] : D)) |

ou I est le tenseur identité.

Dr

La dérivée objective, c’est-a-dire indépendante du repére choisi, 77 (nommée aussi dérivée

d’Oldroyd) est définie par,

% _ (% + (u.V)> T+ TWu] — Wul7,

1
avec Wu| = E(Vu — V"'u) est le tenseur des taux de rotation.

Notons qu’il y a aussi des travaux (cf. [5]) sur un autre modele d’Oldroyd, nommé modéle
d’Oldroyd & 6 constantes, ou T vérifie ’équation,

r A0 2 LeDu) + Dlulr | + Zir(r)Dlu] = | Dlu] + A,

DD|u]
Dt

+ )‘4(D[u])2 ’

ol [, A1, Agy A3, Ay, A5 sont les 6 constantes.

Nous allons décrire un modéle viscoélastique plus simple, le modéle d’Oldroyd-B. L’équa-
tion décrivant le comportement du tenseur des extra contraintes 7 comporte seulement quatre
constantes,

Dt _ D,D[u]
TNy = 2 <D[“] A > (2.4.1)
ol DLtT est une dérivée objective de tenseur, d’expression
D, 0
> = \ 3 + (u.V) | 7+ 7W[u] = Wu]r — a(D[u]r + 7D[u]). (2.4.2)

Dans (2.4.1), n est la viscosité dynamique du fluide, A; > 0 est un temps de relaxation, A, > 0
est un temps de retard. Le coefficient A, permet de distinguer la partie élastique de la partie
visqueuse du fluide : il est compris entre 0 et A; , si A, est proche de 0 alors le fluide est trés
élastique et inversement si A, est proche de A; alors le fluide est plutét newtonien. a est un
paramétre réel vérifiant a € [—1,1]. Les fluides de ce type ont des propriétés élastiques et des
propriétés visqueuses. Le cas A; = A\, = 0 correspond & un fluide purement visqueux (équation
de Navier-Stokes), alors que le cas A\, = 0, A, > 0, correspond au cas d’un fluide purement
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élastique (Modele de Maxwell).

En général, nous décomposons la contrainte 7 en deux parties, une newtonienne 75 qui
correspond au solvant (on retrouve en effet un tenseur dépendant linéairement du tenseur des
taux de déformations) et une polymérique 7, ou partie purement élastique de la contrainte.
Nous écrivons

205\ .
T =Ts + Tp - 2775D + <<§5 - %) le u) I + Tp7 (243)

ou N est la dimension de I’espace physique, I est le tenseur identité, £ est la viscosité dite de

groupe et s = % =1 — 1) est la viscosité du solvant.

2.5 Modéle d’Oldroyd-B : cas d’un fluide viscoélastique non sta-
tionnaire incompressible

Dans ce cas, nous avons divu = 0 et nous supposons que & = 0, alors

T = 21D + 7.
De (2.4.1), nous obtenons
D,T,
T+ Al’%tp = 2n,D[u],
ou n, = n(l — :\\—f) Notons 7 au lieu de 7,, alors le fluide viscoélastique non stationnaire

incompressible vérifie le systéme suivant,

p(Ou+ (u.V)u)+Vp = f+nAu+divr,

divu = 0,
o (2.5.1)
T+ N\ D 2n,D[u], dans Qr = Q2x]0,T7.

Le systéme (2.5.1) est complété par les conditions initiales suivantes,
u = 0, sur 902x]0,TJ,
u(0,:) = wuy, (2.5.2)
7(0,-) = 7, dans Q
Considérons des quantités physiques sans dimension, en posant :
xr= — = — u= — = — T = ———
L Y p p07 U ) p ,’7U ) 77U )
et nous définissons trois nombres sans dimension, le nombre de Reynolds Re, le nombre de
Weissenberg We et un nombre w associé aux temps A; et A, :

Re:pOUL, We:M, wzﬁzl—é,
n L n A

ol U et L sont respectivement une vitesse et une longueur caractéristiques du fluide.

Le probléme (2.5.1) s’écrit :

Re{ou+ (u-V)u} — (1 —w)Au+Vp = f+divr, dansQ,
divu 0, dans €, (2.5.3)
We {07+ (u- V)T +g(Vu,7)} +7 = 2wDJu], dans Q,
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ou

g(Vu,7) = (TW[u] - W[u]T) — a(D[u]T + TD[u]).

2.5.1 Quelques résultats

Le systéme (2.5.2)-(2.5.3) a été le sujet de plusieurs travaux. Nous allons citer quelques
résultats.

Des résultats d’unicité et d’existence locale ont été obtenus par C.Guillopé et J.-C.Saut
dans [38]. Ils ont utilisé la technique du point fixe et Iapplication du Théoréme de Schauder.
Ils ont aussi démontré l'existence globale en temps en domaine borné dans RY (N=2 ou 3)
pour des données suffisamment petites, et sous condition de petitesse sur le paramétre w 1ié
aux viscosités.

Théoréme 2.5.1. [38]*(Existence globale des solutions réguliéres) Soit 9Q € C?. Il existe une
constante w°, 0 < w® < 1, dépend de 0N, telle que si 0 < w < w°® et u, € D(A), 1, € H*(Q),
f e LRy ;HY) et f/ € L®(Ry; H™') sont suffisamment petits, alors le probleme (2.5.2)-(2.5.3)
admet une solution unique (u,p, ) définie pour tout t > 0, satisfaisant :

uc Lioc(R-H HS(Q)) N Cb(R-HD(A))v TE L%OC(R—HHZ(Q))’

u e L} (R-l-v V) N Cb(R-HH)’ (s Cb(R-l-le(Q))a

Loc

P € Li o (Ry H ().

Loc

L’existence et 'unicité d’une solution globale pour des données arbitraires ont été démon-
trées aussi par C.Guillopé et J.-C.Saut [37] dans les cas particuliers d’écoulements de Couette
et de Poiseuille.

R.Talhouk, dans [95], a montré que le résultat d’existence locale reste vrai en domaine non
borné. Il a montré qu’il existe une unique solution réguliére du probléme (2.5.2)-(2.5.3) pour
une classe de domaines uniformément réguliers. La difficulté en domaine non borné provient de
la perte de compacité. Pour démontrer I’existence, il a utilisé une méthode de compacité locale
pour construire une suite de solutions sur des sous-domaines €2, C € tels que Q = UpenQn,
puis il a passé a la limite ce qui définit une solution sur €2 tout entier. L’unicité est démontrée
grace & des estimations d’énergie. Il a obtenu le résultat suivant.

Théoréme 2.5.2. [95] Soit @ € RY (N=2 ou 3) uniformément C®-réqulier. Soient £ €
L2 (R HY, £ € L2 (Ry;HY), u, € HX(Q) NV, 7, € H2(Q). Alors, il existe un temps
T* < T, et une solution unique (a,p,7) du probleme (2.5.2)-(2.5.3) tels que *

ue L0, T H: NH2 N V)N C(0, T*; H2,_NH:™), u €120, T*;V)nL>20,T* H),

loc loc
7€ L2(0, T Hi,, N H2) 1 Cy ([0, T*] HY,), p € L*(0, T*; Hi,.);

8 H={u e L*(Q),divu=0,u-n = 0 sur 90} ;
V={u € H}(2),divu = 0} ; P est la projection de L*(Q2) sur H;
A= P(=A); D(A) = VNH*Q).
4 Cw(]0, T*]; HE ) est espace des fonctions faiblement continues de [0, T*] & valeurs dans HZ ().
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pour tout v, % <v <l

R.Talhouk et L.Molinet, dans leur article [72], ont trouvé le méme résultat obtenu par
C.Guillopé et J.-C.Saut [38], mais cette fois-ci sans condition sur w. L’idée a été de traiter le
terme divr figurant dans (2.5.3), d’une maniére différente a celle utilisée dans [38]. Dans leur
estimation, ils ont remplacé ||div7||, par ||Pdiv7||,, puis ils ont utilisé I'inégalité

||Pdivr||, < C(||PdivT|| + ||curldivT]]).

Théoréme 2.5.3. 72| Le résultat du Théoreme 2.5.1 reste vrai pour tout w €]0,1[.

Le cas des solutions L® — L” est étudié par E.Fernandez-Cara, F.Guillén et R.R.Ortega
[29], et le cas stationnaire est résolu par M.Renardy [83]. Ils obtiennent un résultat d’existence
locale de solutions L* —L" de (2.5.2)-(2.5.3), ainsi que un résultat d’existence globale pour des
données suffisamment petites.

Théoréme 2.5.4. [29](Existence locale)® Soient 9Q € C*# (2 € R® u > 0), 1 < s < +0o0,
3<r<+ooetT>0.081

w, €D 1,e W feLS(L"),
il existe un temps T* €]0,T] et une solution forte unique de (2.5.2)-(2.5.3) dans [0, T*], avec

u e L0, T+ D(A")), u € L0, T* H,)
€ C([0,T*; Wt™), 7/ € L*(0,T*;L").

Théoréme 2.5.5. [29](Existence globale) Soient 9Q € C** (@ € R®,u > 0), 1 < s < +00.
Pour tout T > 0, il existe w°(T) €0, 1] tel que si 0 < w < wW°(T) et

w €D 1,e W feLS(L"),

ont de normes suffisamment petites dans leur espace, il existe une solution forte unique de
(2.5.2)-(2.5.3) dans [0, T], avec

ueL5(D(4,)), u eLi(H,)
Te C(WhH), 7 eLs(L).

P.L.Lions et N.Masmoudi [68] ont obtenu un résultat d’existence de solutions faibles globales
pour des conditions initiales générales dans le cas ou le paramétre a figurant dans g(Vu, )
est nul. Notons que J.Y.Chemin et N.Masmoudi, dans [17], ont obtenu l'existence et I'unicité
des solutions locales et globales pour le systéme des équations (2.5.2)-(2.5.3) dans des espaces
critiques.

Récemment, Z.Lei [65] a démontré I'existence locale et globale des solutions classiques pour
le systéme des équations (2.5.2)-(2.5.3) par 'intermédiaire de la limite incompressible quand
les données initiales sont suffisamment petites et dans des espaces de fonctions trés réguliéres.

*H.={uecL”(Q),divu=0,u-n=0sur 90};
V = HNH(Q); P- est la projection de L™(Q) dans H, ;
A, = P.(=A); D(A,) = W>" Wy N H,;
s _ oo —tA, s 1
Dy ={v € Hu;|IVllp, = Ivlle- + (Jg~ [JAre™ 4 v[[1,) s < oo}
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2.6 Modéle d’Oldroyd-B : cas d’un fluide viscoélastique faible-
ment compressible

Nous nous intéressons a I’écoulement d’un fluide viscoélastique faiblement compressible de
type Oldroyd-B dans le cas stationnaire ainsi que dans le cas non stationnaire. Notons que ce
probléme a été déja étudié dans plusieurs travaux (par exemple [12, 26, 27, 39, 40, 41, 42]).
Dans le cas d’un écoulement stationnaire, nous nous intéressons aux singularités du domaine
de I'écoulement. Cette singularité joue un role trés important dans la régularité de la solution
obtenue. Dans la partie concernant 1’écoulement non stationnaire, nous abordons un probléme
d’écoulement de fluides compressibles avec des conditions initiales bien préparées. Nous démon-
trons l'existence (et l'unicité) locale et globale dans le cas des données initiales suffisamment
petites. Nous étudions aussi la convergence vers le modéle incompressible, lorsque le nombre de
Mach tend vers 0.

Nous commencons par établir nos équations. Dans le cas d’un fluide faiblement compressible,
nous avons divu # 0 et nous supposons que & = 0.

D’aprés I'équation (2.4.3), T s’écrit

2
T=2D+ T, Te=T,— < ]zsdivu> I

De (2.4.1), nous pouvons conclurer que 7, vérifie I'équation

Dqye
e+ A\ —— = 2n,D.
Tet AT = S

Dans la suite, pour alléger la notation, notons 7, par 7, alors 7 vérifie avec des variables sans
dimension :

We {07 + (u- V)T +g(Vu,7)} + 7 = 2wDJul.

2.6.1 Ecoulement d’un fluide faiblement compressible stationnaire dans un
domaine borné avec des conditions aux bords de type "rentrantes-
sortantes"

Plusieurs travaux sont consacrés a ’étude des équations de Navier-Stokes compressible et
incompressible ainsi que stationnaire et non stationnaire dans un domaine avec des conditions
aux bords de type "rentrantes-sortantes". Citons les travaux de J.R.Kweon et R.B.Kellogg (par
exemple [53, 54]) ot ils sont interessés aux équations de Navier-Stokes compressible stationnaire
dans plusieurs types de domaines (domaine borné, polygone convexe, polygone non convexe,
etc ...) en considérant des conditions "rentrantes-sortantes" au bord. S.Novo, dans [75], est
concerné par les équations de Navier-Stokes compressible isentropique et non stationnaire dans
un domaine borné de R* avec des conditions (rentrantes) de Dirichlet non homogénes pour
la vitesse et la densité. Récemment, F.Boyer et P.Fabrie [7] ont étudié l'existence globale des
solutions faibles du probléme de Navier-Stokes non homogéne incompressible dans un domaine
borné dans R? ou R?, avec des conditions sortantes et non linéaires au bord.
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Dans ce travail (chapitre 3), nous considérons des écoulements stationnaires de fluides vis-
coélastiques faiblement compressibles dans un domaine borné Q dans R?, de frontiére I'. La
vitesse u = u, est donnée sur I', et a priori non identiquement nulle. Tout d’abord, la frontiére
de notre domaine borné Q est divisé en deux parties I';, et I'py:. On définit

Lin = {(z,y) € T5u,-n <0},
Low = {(z,y) €Tu,-n > 0},
I = {(z,y) €T;u-n =0}

ol n = (ng,n2) est le vecteur unitaire normal & I' = 992 dirigé vers 'extérieur de 2. Les valeurs
de la pression p, et du tenseur des extra-contraintes T sont données sur I';,.

La faible de compressibilité va apparaitre dans notre choix de p. Nous considérons I’approxi-
mation de la densité ([35],[36],[40],[93],|94]) obtenue en prenant son développement d’ordre 1
par rapport & la pression :

1
p= 1+B(p—p°), (2.6.1)
o1 1 oL . . e s
ol — =—| — — est le coefficient isotherme de compressibilité, Ly est une lon-
b Lo/ \Op / 4o,70)

gueur donnée pour une pression p° et une température T° fixées.

)
Sous I'hypothése de faible compressibilité isotherme p ﬁp | < 1, nous nous intéressons au
systéme d’équations aux dérivées partielles suivant :
—(1 —w)(Au+ Vdivu) + Re(u-V)u+Vp = divr, dans Q,
divu + %(u -V)p = 0, dans €, (2.6.2)
We{(u-V)r+¢g(Vu,7)} +7 = 2eD[u], dans Q.

Ce systéme est complété par des conditions aux bords de type "rentrantes-sortantes"

u = uo(xay)7 sur F7
p = polz,y), sur Ty, (2.6.3)
T = 7(z,y), sur I';,.

Nous nous inspirons de la méthode proposée par J.R.Kweon et R.B.Kellogg, dans leur article
[50], o ils ont démontré 'existence et I'unicité d’une solution des équations de Navier-Stokes
dans un domaine borné et dans les espaces de Sobolev W24(Q) x W14(£)) avec des conditions
aux bords de type "rentrantes-sortantes".

Nous avons obtenu le résultat suivant :

Théoréme 2.6.1. Soient u, = (ug,0) € W24(Q), p, € W24(Q) et 7, € W29(Q) avec 2 < q <
3. Il existe une constante Re dépendant de [aollo , +IPollo, +70ll2, telle que siRe < Re, alors
le systeme (2.6.2)-(2.6.8) admet une solution unique (u,p,7) € W29(Q) x Wh1(Q) x Whi(Q)
vérifiant de plus

[la— u0||27q +|lp _p0||17q + |7 — 7'0||1,q <C,

ot C = C(Re, 8,92, We,w, Cp).

- 50 -



Partie I - Chapitre 2 §2.6

La démonstration du théoréme ci-dessus consiste & introduire deux points fixes pour le
systéme (2.6.2)-(2.6.3), pour en extraire trois problémes plus simples & résoudre : un sytéme
elliptique résolu par la méthode de Lax-Milgram et deux équations de transport que seront
résolues en faisant une intégration le long des courbes caractéristiques. Nous construisons des
applications contractantes dans des espaces de Banach en utilisant le théoréme du point fixe.

2.6.2 Ecoulements de fluides viscoélastiques viscoélastiques, stationnaires
et faiblement compressibles de type Oldroyd dans un domaine borné
avec coins

Dans le chapitre 4, nous considérons des écoulements stationnaires de fluides viscoélastiques
faiblement compressibles dans un domaine borné Q de R? ayant des coins. La vitesse sur le
bord de €2 est supposée nulle. Nazarov, Novotny et Pileckas dans [80], ont résolu le probléme
de Navier-Stokes dans un domaine borné ayant un coin convexe. Dans [54]|, Kweon et Kellogg
ont montré l'existence et 'unicité de solutions du probléme de Navier-Stokes dans un polygone
avec des conditions de type "rentrantes-sortantes" au bord. Récemment, S.Monniaux [74] a
démontré l'existence d’une solution forte locale pour les équations de Navier-Stokes dans un
domaine arbitraire ouvert de R® sans imposer a priori de régularité au bord.

Nous nous intéressons au probléme suivant,

—(1-w)(Au+Vdivu) +Re(u-V)u+Vp = f+divr, dans(,

div(pu) = 0, dans €, (2.6.4)
We {(u- V)7 +g(Vu,7)} +7 = 2wD(ul, dans Q, e
u = 0, sur I' = 99).
Nous considérons I'approximation de la densité précédente (2.6.1),
1
p=1+ B(p—po), (2.6.5)

en notant ici 1/ le coefficient isotherme de compressibilité.

Avant de remplacer p par sa valeur et de faire les approximations, nous remarquons que,
sous la condition (2.6.4)4, I'équation (2.6.4)2 est équivalente a I’équation

1
div (pu) — 9] /Q div pu = 0, (2.6.6)
ou || désigne la mesure de 'ouvert Q.

Remplagons p par sa valeur donnée dans (2.6.5), I'égalité (2.6.6) s’écrit

1 p—0"\ .. 1 p—0p"\ .. 1
—(u- + 11+ diva — — +—|divu— —— -V)p=0.(2.6.7
5(u V)p (1 ) iva \Q]/ (1 ) iva ‘Q’/(u )p=0.(2.6.7)

)
Sous I’hypothése de faible compressiblité isotherme p 5p | < 1, comme / divu = 0, nous
Q
pouvons approcher (2.6.7) par la condition suivante
1 1
divu—i——u-Vp——/u-Vp:O. 2.6.8
SV e [ ) (263)
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Définissons 'opérateur de projection II par

H(f)=f—ﬁ/gfd:c-

L’équation (2.6.8) s’écrit :
1
divu + BH((u -V)p) =0.
Finalement, nous nous intéressons au systéme d’équations aux dérivées partielles suivant :

—(1-w)(Au+Vdivu) +Re(u-V)u+Vp = f+divr, dans Q,

divu + %H((u -V)p) = 0, dans Q, (2.6.9)
We {(u-V)r+g(Vu,7)} +7 = 2wD(u), dans Q, A
u = 0, sur I'.

Dans le cas ou le domaine € est borné régulier, Talhouk dans [94] a démontré le résultat
suivant.

Théoréme 2.6.2 (Théoréme 1,[94]). Soit k € N*. Soient Q € C**2 un domaine borné de RN
(N =2,3), f c HF(Q) et 0 < w < 1. Alors, il existe trois constantes vy, y1, B1 telles que pour
tous f et § vérifiant ||f||, < v1 et B> B, le probleme (2.6.9) admet une unique solution dans
la boule

BEF2 = {(u,p,7} € H**(Q) nH(Q) x (H"1(Q) N L*(Q)/R) x H(Q),

o +1Pllkgs +17llea <70}

Nous nous intéressons au cas d’un domaine §2 borné singulier. Nous remarquons que la so-
lution (u,p,7) du probléme (2.6.9) ne peut pas étre dans le produit des espaces de Sobolev
HM2(Q) x H*1(Q) x HFF1(Q). Cest pourquoi, nous sommes amenés & chercher des solutions
du systéme (2.6.9) dans des espaces de Sobolev avec poids.

Nous avons démontré le résultat d’existence de solutions suivant.

Théoréme 2.6.3. Soit Q est un domaine 8 borné de R?. Supposons que 0y €]0, 7], wo = 70> L

Soient

fFeVEXQ), keN, k>2 wel01, >0,
Eelk+1—wo k[, £#£k+2—mwy, Ym=2,3---.

Alors il existe trois constantes positives B, ~ et | telles que pour tous f et o vérifiant

€]l 0 <f, B>,

6 Q est un domaine borné de R?, de frontiére I' = Q) ayant un seul coin, qui sera un angle P de mesure 6o,
de sommet placé en l'origine O.
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le probleme (2.6.9) admet une unique solution (u,p,7) dans la boule”

b= {p ) e vEPHQ) x VETAQ/R x V@), wgn =0,

1,27l <7 -

Idée de la preuve

Tout d’abord, nous commencons par linéariser le probléme non linéaire (2.6.9) : nous mettons
le probléme linéarisé sous la forme

—(Au+ Vdivu) + V(L[w]™lp) = Fy, dans ©,
i 1 . =
divu + BH< W V)p) 0, dans €, (2.6.10)
T+ We(w-V)r = H+2wDlu], dans Q,
u = 0, sur I,

ott Lw]™t = (1 —w)I +w (I + We(w - V))~L.
Pour étudier le probléme (2.6.10), nous utilisons une décomposition de Helmoltz, et un argu-
ment de point fixe. La décomposition de Helmoltz nous permet de séparer la partie compressible
de la partie incompressible du vecteur vitesse u de la maniére suivante :

u=v+Vyp, divv=0, v-npug=0, Ve nmy=0 Veoy=-vma.
ol v est champ de vitesse incompressible et Vi est champ de vitesse compressible.
Maintenant, nous définissons formellement 1'opérateur,

S:n—p

de la fagon suivante.

7 étant donné, nous résolvons d’abord le probléme de Neumann,

_ 1
~Ap = ((w-V)),  dans©, (2.6.11)
Vo-n 0, sur I'.

Nous démontrons que la solution ¢ du probléme (2.6.11), dans le domaine {2 ayant un coin, est
de la forme

® = Pr T @s,

7 Soit £ un nombre réel. Pour tout k& € N et tout p vérifiant 1 < p < 0o, nous définissons l'espace de Sobolev
avec poids V]g’p(Q) comme étant ’espace des fonctions dont la norme est définie par :

k
_ §—k+i
e = 3= ||
1=0

P
) )
P

ou r = |z|.
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avec .
VYR € V§+372(Q)7 g = Z ¢ 7on COS(juJQH) ot (01,62, . 7Cm) cR™.
j=1

Une fois que ¢ est connu, nous résolvons le probléme de Stokes,

~Av+ V (Liw]p+ 3((w-V)n)) = Fy,
divv = 0, dans €2, (2.6.12)
v = —Vo, sur I'.

Dans le domaine 2 singulier, la solution (v, q) du probléme (2.6.12) est donnée par
k42,2 k41,2
veD ), qeV 9.

Aprés résolution du probléme (2.6.12), v et ¢ seront connus, alors nous pouvons chercher p et
T comme étant les solutions des deux équations de transport :

Llw]™'p + %(W V)p=g, dansQ, (2.6.13)

et
T+ We(w-V)r=2eD[v+Vyp|]+H=R, dansQ, (2.6.14)

Le probléme de transport (2.6.13) n’est pas classique, il contient deux difficultés principales :
une difficulté liée au terme L[w]~! et une autre difficulté liée au domaine €2 qui a un coin
convexe.

Pour démontrer I'existence des solutions, nous démontrons ’existence des solutions de I’équa-
tion approchée

2
L[WS]_lps + B(WS -V)ps =¢qs, dans Q,

ot {Qs}s>0 est une famille de sous-domaines définie par les conditions :
Qs CO\C(0,8), Q4 CQs, (52 < 81),

N, e CH2 90, cQ, 99,\C(0,25) = IQ\C(0, 2s),

ou C(0,s) est un cercle de centre (0,0) et de rayon s. Puis nous passons a la limite, ce qui
définit une solution sur €2 tout entier et nous donnons deux estimations de la solution.

Finalement, nous utilisons le probléme linéaire (2.6.10) pour résoudre le probléme non linéaire
(2.6.9).

8 ©§+2’2(Q) = {V € V§+2’2(Q);v =vVvr+ Z ¢; V[17 <0 cos(j wob)] ott Vg € V?Lz’z(ﬂ) et ¢; € R}.
j=1

Cet espace est muni de la norme suivante :

m
2 2 2
||V||@§+2«2(Q) = ||le|k+2,2,5 + Z |Cj| :
j=1
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2.6.3 Existence globale de solutions réguliéres a petites données et limite
incompressible pour des écoulements de fluides viscoélastiques faible-
ment compressibles

Le fait de négliger la compressibilité d’un fluide est trés fréquent dans ’étude des écoule-
ments. On peut montrer que pour des écoulements dont le nombre de Mach est inférieur a 0.2,
la vitesse obtenue en considérant le fluide incompressible ne différe pas de plus de 1% de la
valeur trouvée en prenant en compte la compressibilité. Par exemple, pour une voiture roulant
a une vitesse de 130 km/h, avec la célérité du son dans 'air ¢=340 m/s, le nombre de Mach est
d’ordre 0.1. On se situe donc dans le cas du régime incompressible. Par contre, pour un avion,
le nombre de Mach est d’ordre 0.8, ce qui impose la prise en compte l'effet de compressibilité.
Une propriété trés connue est le fameux « bang sonique » entendu lorsqu’un avion affranchit
le « mur du son », ¢’est-a-dire lorsque le nombre de Mach vaut 1. Ce bruit signale la compres-
sion brutale (ondes de choc) subie par 'air autour de I’avion en mouvement a ces vitesses trés
importantes.

Dans cette partie, nous nous proposons d’étudier les écoulements non stationnaires de fluides
viscoélastiques faiblement compressibles a faible nombre de Mach dans un domaine borné ré-
gulier  de R®. Le but est d’obtenir un résultat d’existence globale des solutions réguliéres avec
des données petites ainsi que la convergence vers le modéle incompressible, lorsque le nombre
de Mach tend vers 0, via 'obtention d’estimations uniformes par rapport au nombre de Mach.

L’étude mathématique de la limite incompressible remonte aux travaux de D.G.Ebin [26],
S.Klainerman et A.Majda [61, 62|, S.Schochet [91], H.Isozaki [47] et beaucoup d’autres. Nous
limitons notre travail au cas des données initiales bien préparées. Le cas de données non pré-
parées ou mal préparées est plus difficile. La raison est que la convergence ne peut pas avoir
lieu uniformément en temps. Citons les travaux de P-L.Lions et N.Masmoudi [66, 67| pour le
probléme de Navier-Stokes isentropique. Pour ce qui est des solutions faibles, nous rencontrons
plusieurs travaux, notamment ceux de B.Desjardins et E.Grenier [21]|, D.Bresch, B.Desjardins
et D.Gérard-Varet [14], D.A.Vorotnikov et V.G.Zvyagin [99]. Quant aux solutions fortes de
régularité minimale, citons les travaux de R.Danchin [19, 20].

Récemment, plusieurs travaux ont été consacrés a ’étude de la limite incompressible de di-
vers modéles (Euler, Navier-Stokes, Oldroyd,...). Citons par exemple celui de Z.Lei [65] (modéle
d’Oldroyd) ainsi que les travaux de I.Gallagher [31] et T.Alazard [3, 4] (équations d’Euler). En
2007, E.Feireisl et A.Novotny [30] ont étudié les solutions du systéme de Navier-Stokes-Fourier,
complété avec des données mal préparées et a faible nombre de Mach, sur un intervalle arbitraire
de temps ainsi que la convergence du modéle vers les équations de Navier-Stokes incompres-
sibles.

Notons € le nombre de Mach, défini comme étant le rapport entre la vitesse de ’écoulement
et la vitesse du son dans le fluide. Nous nous intéressons au cas des fluides subsoniques, i.e.
e €]0,1]. On suppose que la densité p° et le nombre de Mach & sont reliés entre eux par la
relation suivante :

p(x,t) = a+e’o(x,t).
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Nous nous intéressons au systéme non stationnaire de la forme,

pf (0 + (0°.V)uf) + (1 — w)[Au® + Vdivu] + Vp* = p°f +divr®, dans Ry x Q,

p'¢ +div(pfu) = 0, dans Ry x Q,
7€+ We{7'® + (u.V)7° + g(Vu®,7%)} = 2awD[uf], dans Ry x Q.
(2.6.15)

Ce systéme est complété par la condition aux bords homogéne,
u® =0 sur ¥ = 90x]0, T,

et des conditions initiales
u®(z,0) = ui(x), dans Q,
P (2,0) = pila), dans ©,
7¢(x,0) = 75(x), dans .

Nous fixons un ¢ et nous définissons les données initiales (p§, uS,75) comme des perturbations
réguliéres d'un état de référence (a, vy, Sy),

Py = ateo,
u. = vo+ve, divv,=0, 1iIr(1)||u§ —vo|| =0,
E—>
7, = S+ 8;  lim[[rg =S| =0,
e—0
ou ||| est une norme bien choisie.

Ces conditions, dites bien préparées, permettent aux données initiales de converger vers les
conditions initiales d’un écoulement incompressible. Tout d’abord, il faut établir ’existence
locale des solutions réguliéres (u®,0°,7¢) du probléme (2.6.3), ce que l'on peut faire par la
méthode classique de point fixe. Il suffit d’étudier trois problémes linéaires : un pour la vitesse
u et deux équations de transport en densité o et en contraintes 7, puis d’utiliser une méthode
basée sur 'application du théoréme du point fixe de Schauder.

La deuxiéme étape consiste a établir I’existence globale de solutions sous certaines conditions
sur les données initiales. Pour cela, nous nous intéressons & la convergence, c’est-a-dire au
comportement de notre solution (u®, o€, 7¢) lorsque le nombre de Mach ¢ tend vers zéro. Ceci
nécessite de contrdler les variables uniformément en e, afin d’utiliser des résultats de conver-
gences de topologies faibles et ensuite en déduire des convergences fortes. Un point crucial pour
établir le résultat d’existence globale est de trouver une inégalité différentielle du type

) +wt) < ow(t) {21 (t) + zf(t)} + ¢, 3(1),

ol ¢, et ¢, sont des constantes indépendantes de e, z(t) et w(t) sont deux fonctions continues
et 3(t) est une fonction dépendant des forces f. Une fois qu’on a cette inégalité, nous pouvons
montrer que si z(0) < ¢; ainsi que 3(¢) suffisamment petit alors la fonction z(t) elle-méme véri-
fie z(t) < ¢ et ceci nous permet d’étendre la solution pour tous les temps positifs. Cependant
trouver une telle estimation comporte de nombreuses difficultés.

. . . 2 .
Au cours de nos estimations, un terme en ||divul|, apparait, pour lequel nous allons nous
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inspirer du travaux de A.Valli [97| (voir aussi H.Bessaih [13]). La méthode consiste & estimer

ce terme dans fz et sur 0Q2. Un autre terme génant, qui n’existe pas dans les travaux de Valli
et Bessaih, est ||div7||?, qui a un comportement similaire & ||divul|3. La méthode intuitive
serait d’appliquer la méme technique pour les deux termes. Mais le couplage entre u et 7 pro-
venant des premiére et troisiéme équations nous en empéche. Pour pallier a la difficulté, nous
avons appliqué la technique de Valli pour estimer ||divul[? tout en gardant a sa place le terme
(w]|div7||?). A la fin des estimations, nous parvenons a controler le terme ||divr||? en dimi-
nuant w. Notons qu’un changement de cartes locales, fait sur 02, nous permet de controler les
dérivées normales et tangentielles de div u.

L’inégalité (2.6.16) étant démontrée, nous pouvons déduire l'existence globale de solutions avec
des données initiales petites. Le probléme maintenant est de prouver que la solution (p%, u®, 7¢)
tend vers la solution unique (1,v,S) du probléme limite,

av +(v-V)v) = (1-w)Av+Vr = of +divS,
divv = 0,
S+ We{S' + (v-V)S+g(Vv,S)} = 2wD]|v],
p = dans Ry x €, (2.6.16)
v = 0, sur Ry x T,
v(0,z) = vo(z), sur €2,
S(0,z) = Sy(x), sur .

Les estimations uniformes en ¢, cherchées pour établir I'existence globale, nous permettent de
déduire que {(u®,e0°,7¢)}c est une suite uniformément bornée et par suite on peut extraire
une sous-suite qui converge faiblement-étoile vers (v, p,S) lorsque ¢ tend vers zéro ou p est la
limite faible étoile (quand € tend vers zéro) de 0 dans L*>°(R, H*(2)).
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Deuxiéme partie

Analyse mathématique de quelques
écoulements de fluides viscoélastiques
faiblement compressibles et
stationnaires dans un domaine
singulier
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C’est en rentrant dans |'objet qu'on rentre dans sa propre peau ...

Respecter I'objet !

Tout doit &tre construit ... composé de parties qui forment un tout. Un arbre comme un corps
humain, un corps humain comme une cathédrale.

J'ajoute, je retranche, je déplace ....

MATISSE & PICASSO






Chapitre 3

Ecoulements de fluides viscoélastiques,
stationnaires et faiblement
compressibles a travers un domaine
borné avec des conditions aux bords de
type "rentrantes-sortantes"

E study a steady isothermal motion of a nonlinear barotropic compressible viscoelastic fluid
W of Oldroyd type in a bounded domain Q C R? with non-zero velocities on the boundary
of Q. We suppose that the pressure p and the extra-stress tensor 7 are prescribed on the part
of the boundary corresponding to entering velocity. A uniqueness and existence result for the
solution (u,p,7) is established in W24(Q) x WhH4(Q) x Wh4(Q) with 2 < ¢ < 3. The proof
follows from an analysis of a linearized problem. The fixed point theorem is used to establish
the existence of a solution. The solution of two transport equations for p and 7 are obtained
by integration along streamlines.

3.1 Introduction

ANS ce travail, nous étudions des écoulements de fluides stationnaires viscoélastiques de
D type Oldyrod dans le cas ou la frontiére est divisée en deux parties [';, et I'pye. Les valeurs
de la pression p et du tenseur des extra contraintes 7 sont données sur I';,. Notre objectif est
de prouver un résultat d’unicité et d’existence pour le probléme (3.2.1)-(3.2.2).

Pour cela, nous commencons par linéariser notre probléme deux fois pour en extraire trois
problémes plus simples & résoudre : un sytéme elliptique résolu par la méthode variationnelle
et deux équations de transport résolues en faisant une intégration le long des courbes caracté-
ristiques. Puis, nous intoduisons deux algorithmes de points fixes pour résoudre, le probléme
linéarisé et le probléme non linéaire.

Le travail est organisé comme suit. Aprés la modélisation du probléme et la description du
domaine dans la section 3.2, nous présentons notre résultat principal et nos notations dans la
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section 3.3. La section 3.4 consiste en une reformulation du probléme suite & un changement
de variables. Nous rappelons quelques résultats auxiliaires et nous résolvons deux équations de
transport dans la section 3.5. Des estimations utiles sont données dans la section 4.3.2. Enfin,
dans les sections 3.6 et 3.8 nous prouvons les théorémes principaux : le premier concerne le
probléme linéarisé et le second le systéme non linéaire des équations correspondant a ’ensemble
original d’équations.

3.2 Modélisation

3.2.1 Ecoulement de fluides viscoélastiques compressibles

Nous considérons des écoulements stationnaires de fluides viscoélastiques supposés faible-
ment compressibles dans un domaine borné € dans R?, modélisés par un systéme couplant
les équations de Navier-Stokes et une équation constitutive différentielle pour le tenseur des
extra contraintes 7. Nous nous limiterons & des fluides barotropiques (i.e. la loi de pression ne
dépend que de la densité) non conducteur de chaleur et isothermique. La vitesse au bord de
est donnée non nulle.

Nous considérons le modéle donné par le systéme d’équations aux dérivées partielles suivant

(cf. [38], [40],[93], [94]) :

—ps(Au+ Vdivu) + p(u-V)u+Vp = divr, dans ,
div(pu) = 0, dans Q, (3.2.1)
M{(u-V)r+g9(Vu,7)} +7 = 2p,D(u), dans Q.

Ce systéme est couplé avec des conditions aux bords de type "rentrantes-sortantes" :

u = uy(zr,y), sur T,
p = po(xay)7 sur Fina (322)
T = TO($7y)7 sur an

Le systéme (3.2.1)-(3.2.2) est satisfait dans un ouvert régulier borné © de R2. Le bord de ce
domaine est noté I' alors que n désigne la normale sortante a ce bord. Les inconnues sont : le
vecteur vitesse u = (u,v), la pression p, et le tenseur des extra contraintes 7. ps et Hyp sont
deux réels positifs, respectivement les viscosités de solvant et de polymére, la viscosité totale
étant = pus + 1 - A1 > 0 est un temps de relaxation. g est une fonctionnelle provenant de la
dérivée objective d’un tenseur, d’expression

g(Vu,7) =7W(u) — W(u)r — a(D(u)T + 7D(u)), (3.2.3)

1 1
ou W(u) = §(Vu — V7Tu) et D(u) = §(VU + V7Tu) sont respectivement le tenseur des taux de

rotation et celui des taux de déformation, a est un paramétre vérifiant a € [—1,1].

Les fonctions u,(z,y), po(x,y) et 7o(x,y) sont des données définies sur €2 et réguliéres au bord
du domaine 2. On définit
Lip = {(z,y) € T;u, - n < 0}, (3.2.4)

ot n = (n1,n2) est le vecteur unitaire normal a T".
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Notons que les conditions p = p,(x,y) et 7 = 7o(z,y) seront absents dans le cas ou u, = 0 i.e
dans le cas des conditions aux bords homogénes.

3.2.2 Equations sans dimension
Nous considérons des quantités physiques sans dimension, en posant :

= — [ p— p - T = —

I3 ) 00 U ) /.LU ) ,UU )
et nous définissons trois nombres sans dimension, le nombre de Reynolds Re, le nombre de
Weissenberg We et un nombre associé aux viscosités w :

Re:pOUL, VVe:M w:'up

9 9

Jz L Iz

ou U et L sont respectivement une vitesse et une longueur caractéristiques du fluide.

En utilisant les variables sans dimension toujours notées u, p, 7, p, nous écrivons le probléme
(3.2.1)-(3.2.2),

—(1 —w)(Au+ Vdivu) + Re(u- V)u+ Vp = divr, dans Q,
div(pu) = 0, dans €,
We{(u-V)r+¢g(Vu,7)} +7 = 2wD(u), dans Q,
(3.2.5)
u = uo(ﬂj, y)v sur I,
p = polz,y), sur iy,
T = 7(x,y), sur T'yy,.

Dans les cas de fluides incompressibles, C. Guillopé et J.-C.Saut, dans [39], ont prouvé l'exis-
tence et la stabilité des écoulements faiblement viscoélastiques stationnaires proches des écou-
lements newtoniens en supposant que la viscosité est assez grande. D’autre part, dans les cas
de fluides faiblement compressibles, R.Talhouk, dans [93], a établi l'existence et 'unicité des
écoulements stationnaires pour les modéles de Jeffreys et Maxwell, associés a une petite force
extérieure et une condition de vitesse nulle au bord dans un domaine C R (N = 2 ou 3). Dans
[50], J.R. Kweon et R.B. Kellogg ont étudié les équations de Navier-Stokes compressibles baro-
tropiques dans un domaine borné et espaces de Sobolev W24() x W4(Q2) avec une condition
de vitesse non nulle au bord d’un domaine de R? .

Nous démontrons I’existence et I'unicité des solutions stationnaires dans des espaces W14(Q)
et W24(Q) avec 2 < ¢ < 3.
3.2.3 Ecoulement de fluides faiblement compressibles

Les équations du probléme (3.2.1)-(3.2.2) sont complétées par une équation d’état reliant
la pression a la densité. Supposons que la compressibilité 1/8 du fluide est petite. Nous al-
lons considérer I'approximation de la densité (|35],[36],[40],[93],[94]) obtenue en prenant son
développement d’ordre 1 par rapport a la pression :

1 0
p—1+5@—p% (3.2.6)
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1 1 oL
ol — = — <—> <—> est le coefficient isotherme de compressibilité, Ly est une lon-
b Lo/ \Op / 4o,10)
gueur donnée pour une pression p° et une température T° fixées.
)
Sous I’hypothése de faible compressiblité isotherme p—2’] < 1, nous nous intéressons au
systéme d’équations aux dérivées partielles suivant :
—(1 —w)(Au+ Vdivu) + Re(u-V)u+ Vp = divr, dans Q,
divu + %(u -V)p = 0, dans €,
We{(u-V)r+g(Vu,7)} +7 = 2wD(u), dans Q, (3.2.7)
u = uy(x,y), sur T, o
p = p0($7y)7 sur Fin7
T = 7o(2,y), sur T'y,.
3.2.4 Description du domaine
Nous définissons I'* et I'y,; par :
Tout = {(z,y) € T;uy-n > 0}, (3.2.8)
' ={(z,y) € ;u,-n =0} (3.2.9)

Pour simplifier, nous supposons que u, = (ug, vg) avec vg(x,y) = 0 et ug(x,y) > Cy > 0 ou Cy
est une constante fixée.

Sur I'*, nous imposons aussi les deux conditions suivantes :

Condition A : I'* est constitué des deux points seulement (z*,y*) et (2., y«).

Dans ce cas, I" sera divisé en deux arcs connexes, définis par les graphes de deux fonctions d_
et 04, telles que :

Lin ={(6-(y),y) €y <y <y'}, (3.2.10)
Lout = {(64+(y),y) € iye <y <y*}, (3.2.11)
Q= {(z,y) e R%0_(y) <z <1 (y), 9« <y <y} (3.2.12)

Les fonctions d_ et d; sont supposées définies, continues sur U'intervalle [y, y*], dérivables sur
[y, ¥

Sur I';,, nous avons

1

V1+ 6 (y)?

Ainsi dans un voisinage de (z*,y*), ' est le graphe d’une fonction y = €4 (), et au voisinage
de (x4,yx), I est le graphe d’une fonction y = e_(x). Au voisinage de (z*,y*) et (x4, ys), nous
définissons p(z) = (ug - n)(x, e(x)) ol € est égal & e_ ou e4. De plus, nous avons :

n(ex (), 2) = ———

La deuxiéme condition a imposer est :

Condition B : p/(z,) # 0 et p/(z*) # 0.

n(0-(y),y) = (—1,0"(y)). (3.2.13)

(—€(z), £1). (3.2.14)
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On définit la distance entre I'* et un point quelconque (6—(y),y) de I';, par :

ay) = min {V =P+ O-() — o PV s T 0-W) -2}, (3215)

y
(z*,y%)

I‘out

(‘T*ay*)

F1G. 3.1 — Exemple de domaine Q2.

Nous utiliserons deux lemmes dont les démonstrations se trouvent dans [50].

Lemme 3.2.1. On suppose la condition B vérifiée. Alors il existe deux constantes C1 et Co
strictement positives telles que

Crd(y) < minfly — y*|2, [y — |2} < Cad(y), (3.2.16)

pour tout y tel que (0_(y),y) € Tin.

Lemme 3.2.2. On suppose que la condition B est vérifiée. Soit V* un voisinage de I'* dans
Tin. Alors, il exsite deux constantes My et Mo strictement positives telles que

Mud(y) < [u(0-(y))] < Mz d(y), (3.2.17)

pour tout (0_(y),y) € V* avec My et M.

3.3 Notations et résultat

3.3.1 Notations, espaces et normes

Dans toute la suite, ¢, dénote une constante dépendant de €2, k, g et provenant des inclusions
de Sobolev. Les autres constantes seront précisées lorsque la notation sera utilisée.
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Nous utiliserons les espaces de Sobolev, normes et notations suivantes (voir par exemple [1]).
Si u est une fonction ou un vecteur défini presque partout sur €2, nous définissons

lull, = { / |u<x>|2d:c}2 et £2(92) = {u: |Jully < +o0}

k
lull, = Y ||V7ul], et H*Q) = {u € L2(Q);||ull, < +o0},
§=0

lull .y = sup {{u,v);v € Hy(Q), |||, =1},
1
q
lulloy = { [ l@itae}” et 2r@) = {uslully, < -+o0}.
k .
lullyy, = D |[VVul|, et WHI(Q) = {u € L9Q); |[ully,, < +oc},
j=0
_ 1,4 1 1
lull—1, = sup(u,v);0 € W™ (Q),[|v]|, o =1, 4 + 7 =1,
k .
lulloe = sup{fu@)l;z € Q} et [[ully o =D |[V7ul| .
7=0

On dénote par Wg’q(Q) = {u € WhkI(Q);u = 0 sur 9Q} et Wk_%’q’r(F) I'espace des traces des
fonctions de W*49(Q) muni de la norme :

lully-1 g0 = sup [0l
1 {veWk.a(Q) tel que v/po=u}

On définit sur H(Q) la norme |u|y o tel que |ul; o = ||Vu||, pour tout u € H ().

Si A = (aij)ij=1,2 et B = (bij)i j=1,2 sont deux matrices. On définit le produit matriciel
2
A:B= Z aijbij,
ij=1

et la norme matricielle

[N}
[NIE

|A| = Z a?j

La notation (i);, i et j dans N*, dénote la ™ équation du systéme (7). Les espaces de fonctions
scalaires ou vectorielles seront notés de la méme fagon.

3.3.2 Reésultat principal

Nous utilisons la méthode proposée par J. R. Kweon et R. B. Kellogg, dans leur article
[50], ou ils ont démontré 'existence et 'unicité de la solution des équations de Navier-Stokes
compressibles barotropiques avec des conditions aux bords de types "rentrante-sortante".

Nous allons montrer le résultat suivant :
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Théoréme 3.3.1. Soient u, = (ug,0) € W>4(Q2), p, € W>4(Q) et 7, € W>4(Q) avec 2 < q <
3. Il existe une constante Re dépendant de [wolla,, + [IPollay + [I7ollo,, telle que si Re < Re,
alors le systéme (3.2.7) admet une solution unique (u,p,7) € W24(Q) x Wh4(Q) x Whi(Q)
vérifiant de plus

[lu = wolly g + [lp = polly g + |7 = 7ol , < C, (3.3.1)

ot C = C(Re, 8,92, We,w, Cp).

La démonstration de ce théoréme consiste a linéariser le systéme (3.2.7), puis a établir I'existence
d’un point fixe en construisant des applications contractantes dans des espaces de Banach en
utilisant le théoréme du point fixe.

3.4 Formulation du probléme

3.4.1 Changement de variables

Tout d’abord, nous faisons un changement de variables en posant 1 = Reu—Reu,, p = p—p,
et T =7 — 7, dans le systéme (3.2.7). La premiére équation devient

—(1 = w)(ARe '+ uy) + Vdiv (Re ' T+ u,)) + Re((Re ' + u,) - V)(Re ' @ + uy)
+V (P + po) = div (T + 7).

Pour simplifier ’écriture, nous supprimons les barres sur les fonctions et nous notons @ par u,
P par p et T par 7. Ainsi nous obtenons

—(1 —w)Re ' (Au+ Vdivu) + Re™! (u- V)u+ (u- V)u, + (1, - V)u + Vp = divr + f,,
avec
fO — fo(ll(),p()’ 7—0) — (1 - w)(AuO + VdiV uo) - R,e(uO . v)uo - Vp() + diVT(). (3.4.1)

La 2°™¢ ¢quation du systéme (3.2.7) devient

%((Re_l Tt 1) - V) + po) + div (Re~ T + 1) = 0,

ce qui donne aprés simplification :

1 1
B((u +Reuy) - V)p + B(u - V) po + divu = g,
avec
Re .
9o = go(Ug, po) = —?(u0 - V)po — Rediv u,. (3.4.2)
Pour la 3°™¢ équation, nous obtenons

We {(Re ' T+ uy) - V)(T+ 1) + g(V(Re T+ w,), (F+ 7)) } +(F+7) = 20D(Re ™' T+uy),
ce qui donne aprés simplification

We {((u+Reuy) - V)r+u-Vr,+g(Vu,(r+ 7)) + Reg(Vu,,7)} + Re = hy + 20D(u),
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avec
h, = hy(uy, 7)) = —ReWe {(u, - V)7, + g(Vuy,, 79)} — Re 7, + 2wRe D(u,). (3.4.3)
Ainsi, avec les notations détaillées ci-dessus, le systéme (3.2.7) a étudier se met, dans , sous
la forme
—(1 = w)Re™! (Au+ Vdivu) + Re ' (u-Viu+ (u-Viu, + (uy- VYu+Vp = divr +f,,
%((u—FReuO)-V)p—l—%(u-V)po—i-divu = Yo,
We {((u+ Reu,) - V)7 + (u- V)7 +g(Vu,7+ 1) + Reg(Vu,, 7)} + Rem = hy + 2wD(u),

(3.4.4)
avec les conditions aux bords
u = 0, sur I,
p = 0, sur I';p, (3.4.5)
T = 0, sur I';,,

ou fy, go et hy sont des fonctions qui ne dépendent que des données.

3.4.2 Linéarisation du probléme non linéaire

Pour résoudre le probléme non linéaire (3.4.4), nous le reformulerons en un probléme de
point fixe. Soient w = (w', w?) et T respectivement, un vecteur et une matrice donnés tel que
w =0sur I' et T =0 sur I';,. Nous considérons le systéme linéaire,

—(1—¢)Re H (Au+ Vdivu) + (uy- V)u+Vp = f,+divr —Re H(w-V)w — (w- V)u,,
divu + %((W“‘RGUO) Vip = go— %(W'v)po,
We((w +Reuy) - V)T +Rer = hg+2wD(u) — Weg(Vw, T + 1)
—ReWe g(Vu,, T) — We(w - V)1,

dans (2,
u = 0 surl,
p = 0 surly,,
T = 0 surly,.

(3.4.6)
Nous remarquons que si u, = (ug, 0) et w = (w', w?) alors ((w 4+ Reuy) - V)p = U p, + V py et
(w+Rewy) V)T =Ur, + V 1y, en notant U = w!' + Reug et V = w?.

Nous écrivons le systéme linéaire (3.4.6) sous la forme :

—(1—w)Re ! (Au+ Vdivu) + (uy- VYu+Vp = F+divr,
divu + %(pr +Vpy) = G,
We{Ut, +V1y} + Rer = H+ 2wD(u), dans Q (3.4.7)
u = 0 surl,
p = 0 sur Iy,
T = 0 sur Yy,
avec :
F = F(uy,po,70,w)=Ff —Re ' (w-V)w — (w-V)u,, (3.4.8)
1
= G(umpm W) =G0 — B(W ’ V)po, (349)
H = H(u,7,w,T)=h, — Weg(Vw, T + 7)) — Re We g(Vu,, T)
—We(w - V)7, (3.4.10)
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Tout d’abord, nous allons montrer que le systéme (3.4.7) admet une solution pour tous F =
F(w), G=G(w) et H=H(w,T) ot U = w! + Reug et V = w? sont donnés.

Puis, nous utiliserons le probléme linéarisé (3.4.7) pour définir une application contractante
qui donnera par argument d’un point fixe unique une solution du probléme non linéaire (3.4.6).
Remarquons par ailleurs que le systéme (3.2.1)-(3.2.2) n’est qu’une version de (3.4.6) aprés un
changement de variable convenable.

3.5 Résolution des problémes auxiliaires

3.5.1 Reésolution du probléme concernant la pression p

Dans cette partie, nous allons démontrer 'existence de la pression. Les fonctions d_ et d,
définies respectivement dans (3.2.10) et (3.2.15), sont prolongées sur €2 tout entier indépendam-
ment de x : comme fonction des variables z, y ou de la variable y € [y., y*], ces fonctions seront
toujours notées d_ et d. En outre, ¢’ et ¢” désigneront les dérivées premicres et secondes par
rapport a la variable y.

Rappelons le lemme dont la démonstration est dans [50].
Lemme 3.5.1. Soit q tel que 2 < q < 3 alors 6" ,d?8" € LI().

On considére le probléme de transport défini par :

—

{px(x,y)—i-(U_lV) (@, y)py(z,y) = Giz,y), (z,9) €, (3.5.1)
y 0, y €]y, v,

S
—~
>
—~<
<
~—
|

avec U > Cy > 0, U,V sont deux fonctions données et é\l = pUGy.

Pour résoudre ce systéme, nous considérons le probléme suivant pour tout g fixé dans |y, y*| :

—

{px(mh(w,@)H(U‘lV) (z, h(z,9)py(z, h(2,7)) = Gi(z,h(z,7)), (2,7) €,
p(6-(),y) = O,

(3.5.2)
ou x — h(x,7) est la solution de :
Eh@y) = (UV) (@h), (@7,
R (3:53)

Or la fonction (z,y) — (U_lV) (z,y) est lipschitzienne. Donc, la solution du probléme (3.5.3)
est :

y)= ’ -t s,h(s,y))ds +7y 0.
h(a:,y)—/é(y) (UV) (s, h(s,5))ds + 7. (3.5.4)

Lemme 3.5.2. Soit (x,5) € Q. Alors la fonction § — h(x,7y) est strictement croissante sur
I, = {@ e]y*7y*[7 (.Z',y) S Q}
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Preuve.

Supposons que la fonction la fonction § — h(x,7) ne soit pas strictement croissante sur I, =
{Y €lys, v*[, (z,7) € Q}. Alors, il existe 7 et 7, dans I, tels que 7; > ¥y et h(z,7;) < h(z,7,)
et on peut trouver un g €]9_(y), d+(y)[, ot h(zo,7;) = h(xo,Ys). Dans ce cas, les trajectoires
de h(z,7) correspondant & § = 7J; et § = T, se coupent et ce qui est contradictoire avec le fait
que la solution du (3.5.3) est unique.

O
Nous posons y = h(z,7). Puisque la fonction § — h(x,y) = y est continue, strictement
croissante sur I, elle est bijective sur son image J,. Alors il existe une fonction ¢ définie sur
Q telle que :
hz,y) =y 7= e(z,y)
gel, — ye . (3.5.5)
Donc ”
y=ham)= [ (U Aol ))ds + play). (35.6)
5—(e(z,y))
Remarque 3.5.3. En particulier pour tout (z,y) € Q, h(z,o(x,y)) = y.
Proposition 3.5.4. La solution du probléme (3.5.1) est
pag)= [ Gilsh(spl)ds, Vo) 9 (35.7)
o—(p(zy))
Preuve.
Pour (z,y) € Q, nous posons y = h(x,7), avec § € I, :
Llpa )] = poleh(@.) + - [he )]y b 7))
dz ) 9 9 ) dz I Yy\Ly 9
= ol h(z, 7)) + (UT'V) (2, h(w, 9)py (2, h(z, 7))
= Gl(‘ra h(.ﬁl’,y))
En utilisant le fait que p(6—(7),7) = 0, on obtient que
pab@) = [ Gilshlsp)ds,
Q)
et donc (3.5.6) en posant 7 = p(z,y).
O

Lemme 3.5.5. Soient2 < q <3, U € W24(Q) et V€ W24(Q) tels que U > Cy >0 et V =0
sur Iyy. La solution du (3.5.3) définie par :

M) = [ OV hs)ds +y, pour ) € 0,
0—(y)

est dans W24(S2) et vérifie l’estimation suivante :

[1hll2,4 < C(Co, a2 |[U]lg.45 [Vl2,4)- (3.5.8)
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Preuve.

Tout d’abord, U > Cy > 0 alors % < Cio donc HU‘lHOO < Cio
De plus, ||hlly, = [12l, + VA, +[|V?R]], -

Pour tout (z,y) € Q, on a:

h(z,y)lt < 207 </;( )l (U7V) (s, h(s, y))|"ds + [max(|y*], Iy*l)]q>

Cla) (901 [0 [% VI, + imax(ly'| D)
cam |1+ (&) VI

et ceci en utilisant le fait que (a+b)? < 2971 (a?+4b7) avec a et b deux réels positifs et I'inclusion
W24(Q) C £>2(Q) pour ¢ > 1 (voir par exemple [9]). Donc :

</Q\h(a:,y)’qu>; < C(g,9) [1+CLOHVH2#Z]’

IN

IN

par suite :
[IR[l, < C(Q,0,Co, [|V]]5,,)- (3.5.9)
D’autre part, h,(x,y) = (U~'V)(z, h(z,y)) donc :
ho(z, ! = [({UT'V) (2, h(z,y))|*
< UL VI
1 q
< (&) i,

et en intégrant sur 2, on obtient :

hall, < C(Q.Co, IV]ly,,). (3.5.10)

On & gy (,4) = S0 (2, e )]V e, b ) + U (R, ) [V s b )], o

d

LU b)) = U2, )2 U b))

= —U_2(x,h(a:,y))[Ux(x,y) + Uz(z,2) X hy(w,y)],

et on a aussi :

V(@b )] = Vel ) + Vil 2) % (),

avec z = h(x,y). Alors :

heo(2,y) = —U"(2,h(2,9)[Us(2,y) + Us(x,2) X hy(2,9)] x V (2, h(z,y))
+ U_l(a:,h(x,y)) X [Ve(z,y) + Va(z, 2) X he(z,y))].
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Et par suite,

q q

oo (@, )1 < 271U (@, h(z, )| d[V(%h(w,y))] +‘i[U_1(%h(w,y))] |V (2, h(z, y))|.

dx dx
Or on a :
d “ L
U @ @)l < 27U @ h(w, 9)) | (Un (2, )| + U (2, 2)17 % [ha(@, y)|7)
< 27U < (U1 + UL e (2, 9)]9)
L 1)\™
< 2 () Wl + 10N ool
0
De méme, on a :
d ! q—1 q q q
V@ hz )l < 27 (Valz,y)| + Vala, 2)| x [ha(e, 9)I)
d a _
W] < 2+ IV * el

Par suite, on obtient :

q

L0 (@, bz )]

=z 1V ar i, )1+ U, e ) |1V B )]

|haa(z, y)|? < 2071 <

IN

202 (&) (10l + WA % ot ) 171
Co > i e
#2272 ([Val|%, + IV2II% ¢ [ha (i) |02,
par suite :
haall, < C(Coras O (NWallyg + 1011 g X 1Aally ) 11VIlgq + IVallug + 11Vl % IIAall, )
haall, < C(Co,a, @) (U1l + 10115 x C(R:Co, V1)) IVl + IVl +
1Vlla,g X (2 Co, Vla,)):

IN

A

donc on obtient :
[[hezll, < C(Co,q, 2|V ]Igy s [1Ullg,,)- (3.5.11)

Pour hy(x,y) on calcule, en posant z = h(s,y) :

hy(zy) = 1+ /:()%(U—lvw,ms,y))) ds — U=V(6_ (), h(5- (1), )3 (v)
—(y

_ s /5 ’ )<a%(U—1<s,h(s,y»)V(s,h(s,y))+U‘1<S=h<8=y>>a%(V<S=h<s’y))>)ds

—(y

= 1- /x (U_z(s’ h(s’y))UZ(s’ z)hy(s,y)V(s, h(s7y)) - U_l(sv h(Svy))VZ(s’ Z)hy(s7y)) ds,
5-(y)

-7 -




Partie II - Chapitre 3 §3.5

en utilisant le fait que h(d_(y),y) =y et V(d_(y),y) = 0.
D’autre part :

(el < 2 L2 [ U s b ) I s, 2) Yy )1V (5, bl ) ds
d—(y)

+2q—1/5 07 R D V= 2) s, ) 5]
Y

< @ | (U 2L NN VI + O |2 VRIS )/ hy (s, )| ds + 1
< o) ((i)zqmu% VI, + (g ) v, )/ hy(s, )| ds +1
Co q q 5 ()
donc
Ihyll, < Cla,9) [1+Ci§||U||2,q||V||2 Iull + g 1V g 1l |
Alors :

]I, < C(Co,a, 21Uy [V ,): (35.12)

Le méme calcul est fait pour estimer hy,(z,y). Ainsi en utilisant (3.5.9), (3.5.10), (3.5.11) et
(3.5.12), nous obtenons :

[1hlla,q < C(Co, 4 [|U]lgq5 1Vl5q > 9)-

a

Maintenant nous dérivons les deux membres de 1'égalité (3.5.6) par rapport a et y, en utilisant
le fait que V' = 0 sur I'; ainsi nous obtenons

paless) =0 V(o) - [ x() A =17 (s. s, ). (3.5.13)
T A
aulen) =1= [ LTV hGs ol (35.14)

Lemme 3.5.6. Sous les hypothéses du lemme 5.5.5, la fonction ¢ définie en (3.5.5) est dans
W24(Q) et vérifie :
[lpll2,g < C2 Co, [[Ullg,0 5[V ]l2,9):

IV (06— 0 @))llgq < C( Co, [[Ullg 45 [V1la,4)-
La démonstration de ce lemme est analogue a celle faite pour le lemme 5.5.5.

Lemme 3.5.7. Soient2 < q <3, U € W29(Q) et V € W29(Q) tels que U > Cy et V =0 sur
Lin. Alors la solution p(x,y) du (3.5.1) satisfait I’inégalité suivante :

Iplly, < C1lIGally, (3.5.15)
avec C1 = C(Q, [|U]ly 4, [IVll5,4 - Co, B)-

La preuve repose sur les estimations des lemmes 5.5.5 et 3.5.6. Elle est faite dans [50].
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3.5.2 Reésolution du probléme concernant le tenseur 7

Soit le probléme concernant le tenseur des extra-contraintes défini par :

{ () + (UWV) (@, 9)7y (2, y) + 32U~ (z,9)7(z,y)
7(0-(y),y)

ﬁ1($7y)7 (gj,y) € Qv
07 y E]y*ay*[7

(3.5.16)
avec H| = UW;IHL

Pour tout 7 fix¢ dans |y., y*[ et  €]0_(y), 0+ (y)[, on considére le systéme suivant :

{ TZB(:Ev h(ﬂi‘,y)) + (U_1V)(33‘, h(%?))ﬁ/(% h($7§)) + %U_lT(:Ev h(ﬂi‘,g)) = Hl(ﬂi‘, h(l'vg)))
T(0-®),y) = 0,
(3.5.17)
ou la fonction x — h(z,y), définie de |0_(y), 0+ (y)[ dans R, est la solution du probléme (3.5.3).

Posons A(z,7) = %/ U~L(t, h(t,7))dt. Nous remarquons que A(6_(7),7) = 0 et que la
6—(7)

fonction x — A(z,7y) est croissante sur |d_(7), 0+ (7)|[.
Proposition 3.5.8. La solution du probléme (3.5.16) est :

_ [ ex —E "y T Hi (s, h(s, p(x S
= 1 e (o [ UM B b ot ) (3515)

pour (x,y) € .

Preuve.
Tout d’abord, calculons

e aE i) = e + UV (@ b 9)ry . b 7))
+§V U e, )7, )] exp (A, )
= o (A,7) Ha(a b 7). (35.19)

Nous intégrons I’équation (3.5.19) entre d_(7) et x, puis nous utilisons le fait que 7(6_(7),7) =
0, ce qui donne

(e ) = | e (A7) — A7) o, hs. )i
Y
avec § = ¢(x,y) ou la fonction ¢ a été définie par (3.5.5), par suite

w Re [* _ =
)= [ e (=g U700 ) B Ao )i

- 76 -



Partie II - Chapitre 3 §3.5

Lemme 3.5.9. Soient 2 < ¢ < 3, U € W249(Q) et V € W24(Q) tels que U > Cy et V = 0
sur Uiy La solution T du (3.5.16), qui est définie dans (3.5.8), est dans W9(Q) et vérifie
Pestimation suivante :

71, < CollHilly, (3.5.20)
avec Cy = C(Q, We, Re, Co, [|U|ly,, 1[V]ly,)-

Preuve. "

Soit 7(z,y) = / exp (A(s,7) — Az, 7)) Hi(s, h(s,7))ds avec J = p(z,y), on a :
)

@) < /;()\exp(A(s,m—Am))\\ﬁh(s,h(s,y))\ds

IN

el < [ e s s < 0@ ||

-@

ce qui donne

Irll, < C@) |||, . (3.5.21)

Soit 7 = ¢(z,y), calculons

~

R = i)~ oA DR [ 0] + [ vt -aem)

Y)
{4 A(5,7) = Alw,7)| i (s, 1(s,7)) + 4 |5, h(s,7) |  ds
dx ) ) ) ) dx ) ) )
ot nous avons utilisé h(6_(y),7) =7 et h(z,7) = y.
Pour estimer 7,(x,y) dans H%%(Q), nous avons d’une part |Hy(z,y)|? < HﬁlHq , donc

[l = cllm]_

ce qui entraine

exp (~Afe, ) a6 ). 1) [o- ]| < c@ || n][” | Lo ][
Or l
(/Q -] ) < @) IVO-09)llg -

et en utilisant le lemme 3.5.6 pour I'estimation du terme [|V(d_ o ¢)|[, ,, donc nous avons

exp (~A(e,7) Fa(6- (). 7) = [5- @)

N < C(Q,Co, 1Ulyg  11V]lay) HﬁhHLq. (3.5.22)

D’autre part, nous estimons

M) = [ ep(8e ) - A D)D) - A D] Brlo b 7).
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Calculons pour cela,

shen-awn] = @[ e
= %[— U Yz, y) +/: U—2(t,h(t,y))Uy(t, h(t@))hy(t,y)cpx(a;,y)dt],

et ceci en utilisant h(z,7) =y et § = ¢(z,y). Donc,

A )| < €@ We.Re) ||| 11071+ g W0l Il

/: sox(rc,y)dt“,

[1Allg,4 < C(, Co, We, Re, [[Ul ) [ H1l] 4 - (3.5.23)

alors,

Enfin, nous estimons

Br.g) = [ exp(h7) ~ A7) [ hGs. )

Pour cela remarquons que % [ﬁl(s, h(s,y))} = (ﬁl)y(s, h(s,7))hy(s,7)pz(x,y), alors

[B(z,y)] < C(Q)[lhyllog 102/l /x (1), (5, h(5,9))|ds,

- (@)

ainsi aprés intégration sur §2, nous concluons

[1Bllo,q < C(82, Co, We, [[Ully s [V ) [ H1lly 4 (3.5.24)
ce qui finit 'estimation de 7,(z,y) dans W4(Q) et alors

I72ll, < C(Q, Co, We |[Ully 1Vl y) 1Ell - (3.5.25)

Pour achever la démonstration du lemme, il faut calculer le terme 7,(z,y) et l'estimer dans
Wh4(Q) de la méme maniére que 7,(z,y). Nous trouvons

-@

By = —epAENRE-@.0) L[]+ [ epten @)

y {_%ﬁl(s, h(s,7))) /x d% [U—l(t, h(t,y))} dt + d% [ﬁl(s, h(s,ﬂ))] } ds,

et nous remarquons que

Clrtenem] = v T )
mehem)] = @) he TR D )

Par un calcul similaire au calcul précédent, on trouve que :
Iryllo, < CllHl, avec C=C(Q,We,Re, Co, [|U]ly 4, [IV]l5,); (3.5.26)
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par suite,

||T||17q < C(vae’Rev Co, ||U||27q > ||V||2,q) ||H1||1,q :

O
3.5.3 Existence et unicité du vecteur vitesse u
Soit & résoudre le probléme défini par :
—(1—-w)Re ! (Au+Vdivu) + (u, - V)u = F; dans 9,
(3.5.27)
u = 0 sur 09.
Théoréme 3.5.10. Etant donnés F1 € L2(Q), u, € W24(Q), w > 0 avec
) 2(1 —w)
Re HleUOHOO < TI%, (3528)

ot Cp est la constante de Poincaré. Il existe une unique solution faible u de (3.5.27) dans
H(Q) telle que

Re™" [Ju]|, < C3|F4ly, (3.5.29)
avec
Cp

Cy = .
° T 1—w— JReC2]|divu||

De plus, si F1 € Wk=29(Q), alors la solution u de (3.5.27) est dans W*9(Q) et vérifie esti-
mation

Re ™ ull , < C3[IF1]ly oy (3.5.30)

ou C4 = C(Re,w, Cp,u,) et k > 2 est un entier naturel.

Preuve.
Nous effectons le changement de fonction @ = Re™'u dans le probléme (3.5.27), qui s’écrit

{—(1—w)(AﬁJrdeﬁ)JrRe(uo-V)g = F; dans Q, (3.5.31)

= 0 sur ON.

Multiplions dans £2(2) par v € H(€2) et intégrons par parties, nous obtenons :

(1—6)/ Vﬁ:Vvdﬂ;+(1—w)/divﬁdivvdﬂ;—Re/divuoﬁ-vdm—Re/(uo-V)V-ﬁdm
Q Q Q Q

:/Fl'vdw.
Q

Soit I'application £ définie de H}(€2) dans R par £L(v) = [, F1-v dz qui est linéaire et continue
sur H} (), puisque :

LMV < COQ[[Fg[[vllo < CO)Cp |[Fillg Ve,
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ou C, est la constante de Poincaré.
Soit A est I'application bilinéaire définie sur H3 () x H(2) dans R par :

AT, v) = (1—5)/ Vﬁ:Vde—l—(l—w)/ divﬁdivvd:p—Re/ divupu - vdzr(3.5.32)
Q Q Q

—Re/Q(uo -V)v-udz. (3.5.33)

Pour montrer la continuité de A, nous estimons ces termes. Pour cela nous avons

/divuoﬁ-vdw < |divuo [[ally - vl
Q
< Ch[divug||, [@ha - Ve,
09w wde| < Cylfull [ Vo
Q

Donc [A(T, v)| < C[a]1,q-|v]1.0 pour tout (T, v) € H}(Q)x H} (Q) avec C = C(Re,w, Cyp, £, [1oll1 o0)5
alors A(W, v) est continue sur Hg(Q) x Hg(Q).

De plus, A est coercive sur Hé(Q) si on trouve un ¢ > 0, tel que :
Vv e H(%(Q)v A(V,V) > C|V|%,Q
Remarquons que

1
/(u0 V)v-vdr = —5/ divu, |v|? dx, (3.5.34)
Q Q

calculons alors,

AWv,v) = <1—w>||Vv||3+<1—w>/

(divv)? dz — %Re/ divu, [v]? dx,
Q

Q

1 .
Av,v) > (1-w)|vig- ghe C [|divug||, - V[T o

v

<|V|%,Qv

avec ( = (1 —w) — %Rng ||divug|| -
2

Nous avons ¢ > 0 si Re (1 —w)~!||divu,||,, < I Alors il existe une solution faible unique
P

u € H}(Q) du (3.5.27) par le théoréme de Lax-Milgram. De plus,

1
(1-w) ||Vu||(2) +(1-w) / (divu)’dz = ERe/ divuyu? dx + / Fiu
Q Q Q
Clufo < CpllFullglulie,
Cp
(1-w)—1iRe C2 ||divug||

Par ellipticité, on peut démontrer de la méme maniére que Re™* lally, < Csl[Filly_o, tel
que 03 = C(Re7w7 Cp, ||u0||27q)'

alors Re™! ||u||, < C3|F1]], et C3 =

a
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3.6 Reésolution du probléme linéaire

Théoréme 3.6.1. Soient F, G et H firés respectivement dans W%4(Q), Wh4(Q) et W4(Q),
2<qg<3etU>Cy. 1l existe Re; > 0 tel que si |[ugl|; o, vérifie la condition

1

Re(1 — ) [[uelly o <
p

(3.6.1)

pour tout 0 < Re < P%l, ou C, est la constante de Poincaré, alors le systéme (3.4.7) admet
une solution unique (u,p,T) € WOZ’q(Q) x WHa(Q) x Wh4(Q) avec I estimation :

< Cull[Ellg, + 1G]y, + [1E], ) (3.6.2)

Re™ [[ully g + [1pllyq + 171114 <

01 Cy = € (2, We, 6, [toll g Cou U] V]2, )

Preuve.

Les tenseurs F, G' et H sont des données fixées. Soit v € VVO2 (). La démonstration consiste a
prouver que l'application K : W02 Q) — W02 1(Q)) admet un point fixe unique : ce point fixe
sera la solution du systéme (3.4.7).

En effet, nous considérons le probléme :

(—(1 —w)Re H(Au+ Vdivu) + (u,- V)u+ Vp = divr +F,
%(pr +Vp,) = G- divyv,
We{Ut, +V1,} +Rer = 2wD(v)+H, dansQ, (3.6.3)
u = 0 surl),
p = 0 sur Iy,
T = 0 surly,.

Soient G; = G —divv et H; = H+ 2wD(v). La fonction p et le tenseur 7, solution de (3.6.3),
sont définis respectivement, par les formules établies dans les propositions 3.5.4 et 3.5.8, soit

pla,y) = / G (5. h(s, ol ) ds,
d—(¢)
et - R -
e _ ~
re) = [ ew (g [ UGl )ar ) B hsplo )i,
5—(p) €Js
avec @1 = QUG et fIl = UW;IHL

De plus, d’aprés le lemme 5.5.6, p existe et vérifie I'estimation :

IPllg < €1 (11GH + 1VIly) (3.6.4)

avec C1 = C(Q7q7ﬁ> Co, ||U||2,q ) ||V||2,q)

Et le lemme 5.5.7 montre que 7 existe aussi et vérifie

il < Co (IEL, + 20 19, ) (3.6.5)
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ou 02 = C(Q7 q, CO? ||U||2,q ) ||V||27q 7We)‘

Dong, la résolution du probléme (3.6.3) se réduit a la résolution du systéme :

{ —(1 —w)Re ! (Au+ Vdivu) + (u, - V)u = F; dans ,

u = 0 sur 090. (3.6.6)

avec F1 = F + divr — Vp.

F; est dans W%4(Q). D’aprés le théoréme 5.4.1, le probléme (3.6.6) admet une solution unique
ue W4(Q) N HE(Q) qui vérifie :

Re ™t lully, < 5 (IFllg, + ldivrlle, + 192l ) (3.6.7)
avec C% = C(w, Re,uy, Q).

Utilisons (3.6.7), (3.6.4) et (3.6.5), alors

Re ™ ully, +[Iplli g +I7ll, < CslIFllg, + Ci(Cs+ 1) [|G]; , + Co(C3 + 1) [HI| ,
+(Cy + 1)(Cy + 20Cs) [[V]],, (3.6.8)

Soient (u,p,7) et (u*,p*,7*) solutions du probléme (3.6.3) correspondant respectivement aux
données (F,G,H,U,V,v) et (F,G,H,U*, V* v*). Lasolution (u—u*, p—p*, 7—7*) du probléme
(3.6.3), correspondant a (0,0,0,U,V,v — v*), vérifie 'estimation (3.6.8) :

Re '[lu—u'll,, < Csllv—v*,, (3.6.9)

avec C5 = (C3 4+ 1)(Cy + 2eCy).
Pour Re < P’{\él < C%,? il existe une constante k = Pf{él C5 < 1 alors ’application
K We9(Q) — Wi(Q)

est contractante et admet un point fixe tel que K(v) = v. Notons qu’on peut choisir P/{Vel =
min(1/Cs, (1 — w)/Cp [[uoll; o)

Nous pouvons déduire I'estimation (3.6.2) de I'inégalité (3.6.8), en posant

Cy = (Cs+ 1)(Cy + (1 + 2w)Cy + 1). (3.6.10)

3.7 Estimations

3.7.1 Estimations de f,, g, et h,

Dans cette section nous estimons g, et hy, dans W14(Q) et f, dans W4(2). Soit m défini
par
m = HVUOHLq + HVPOHLq + HVTOHLq + HTOHQq? (3.7.1)
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ou f,, g, et hy sont définis par

f, = fy(u,po, ) = (1 —w)(Auy + Vdivu,) — Re(u, - V)u, — Vp, + divr,, (3.7.2)

Re .
9o = Go(Wo,po) = _?(uo - V)po, — Rediv uy, (3.7.3)
ho — ho(uo, To) - _Rewe {(uO . V)TO + g(vuO7 To)} — To + 2wRe D(uO). (374)

Lemme 3.7.1. On suppose que Uy = (u,,0) € W24(Q), p, € W4(Q) et 7, € W2(Q) avec
2 < q<3. Alors £, € W%4(Q), g, € WH(Q) et hy € WH9(Q) et vérifient les estimations :

. 2
follog < e [2(1—W)||Vuo||o,q+||d1VTo||o,q+||Vpo||o,q+Re||uo||17q ; (3.7.5)
1
lgoll1,y < Rees (EHVHOHl,qHVpOHLq"i'||Vu0||1,q>7 (3.7.6)
Ihol[,, < Reec. [llTolllvq+We||Vuo||17q||To||1,q+We||uO||17q||VTo||1,q+2€||Vuo||17q ;

(3.7.7)
ot ¢, = C(Q,q).

De plus, ||f0||07q + ||90||17q + ||h0||1’q < Cem avec Cg = C(£2, q,Re, We, B, w).

Preuve.
Calculons

||fo||o,q <2(1-w) ||vu0||07q + ||diV7'o||o,q + ||VP0||o7q + Re|[(uo - V)UOHO,q .

Or ug = (up,0), alors (u, - V)ug = ugdyug ce qui donne

(o - V)uollp, < e J[uollo (18210l o 4
< G ol g [[Vuollg
< o llwllig,

d’ou nous trouvons (3.7.5).
D’autre part, il suffit d’estimer les deux termes de g, pour obtenir (3.7.6).
Pour estimer hy, nous estimons (ug - V)7, D(u,) et g(Vu, 7).

Calculons
anSCT011 anxTolg

(uo - V)70 =

u08x7—021 anSCTOQQ

et

< ey HUOHOO Haﬂcmz‘j

||100x0,, |1,q =

< ¢ [l 4 [[Volly

‘l,q — "

1
Pour D(u,) = E(Vuo + VTu,), alors
HD(U-O)HLq <G HVUOHLq'
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Ona:g(Vu,7) =7W(u) — W(u)r — a(D(u)T + 7D(u)) se met sous la forme d’une matrice

9(Vu,7) = [ é g ]
avec :
A = %(TQl +7112) (1 — a)0puz + (—1 — a)dyu1) — 2a1110,u1,
B = %(711 — T92)(Ozug — Oyuy) — g(Tll + T22)(Opu2 + Oyur) — aTi2(0pu1 + Oyus),
D = %(711 — T2)(Ozug — Oyuy) — g(Tll + T22)(Opu2 + Oyur) — ate1(Opu1 + Oyus),
E = %(7'21 + 712) (1 = a)Opuz + (=1 — a)Oyu1) — 2a7220yus.

Nous faisons les estimations, alors :

1
14, < 5 (L =a)[duszlleg + (1+a) [|0yu]],) (HleHl,quHTlel,q)+2CLH3xU1HooHTllH1,q7

< e |[Vally g liTll g
1Bll1g < Cllimully,g + [Im2lly g} [10zuallo + 18yl ] + all|0zur|lo + 18yuzlloo] [Imr2]l1 4
< e[Vl g [Tl -

De la méme maniére nous estimons D et E, ce qui donne
llgllyg < cllVally g lI7lly, - (3.7.8)
Par suite, nous déduisons une estimation de h :
[Ihl; < e |lImolly g + Wel[Vuolly g lI7olly 4 + Welluoll, , [IV7olly , +2¢[[Vuolly 4|, (3.7.9)
ol ¢, désigne toujours une constante qui ne dépend que de € et gq.

Pour estimer |[fo[ly, + [lg0ll1 , + [[holl;,, il suffit d'utiliser (3.7.5), (3.7.6), (3.7.9) et la deéfi-
nition de m.

O
3.7.2 Estimations de F, G et H
Nous rappelons les définitions de F, G et H :
F = F(uy,po,7,w)=Ff —Re H(w-V)w — (w-V)u,, (3.7.10)
1
= G(u07p07w) =90 — B(Wv)p()) (3711)

H = H(u,7,w,T)=h,— We(g(VuO, T) + g(Vw, T+ 7) + (w - V)Tg). (3.7.12)
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Lemme 3.7.2. Etant données u, = (up,0) € W29(Q), p, € W29Q) et 7, € W29(Q)
avec 2 < q < 3. Soient w € WOZ’q(Q) et T € Whi(Q) tels que T = 0 sur T'y,. Alors
(F,G,H) € W2(Q) x Wh(Q) x Whi(Q).

De plus,
— 2
Flloy < e (follog +Re™ lIwll}, + 1wl V0l ) (3.7.13)
1
61y < e (llalhy + 51l VR, ). (37.14)
Hll, < e | lolly g + We(Re Ty, [[Vglly g + 1Tl 1W]1a g + 17l g [1Wllayg
+1Wll1 [1976011,4)] (3.7.15)
ot ¢, = C(Q,q).
Preuve.

Calculons ||F|[|, . < [|fol[o, + Re ! ||(w - V)wlly, + [[(w - V)u[y , - Nous remarquons que

[(w-V)wllp, < [lwidswi +w20yuwilly, + [[wi10sw2 + w2dywoll, ,
< e (Ihonlloo 118swnlloq + llwallog 119ywnlly , + o llog 118swalle + llwallog 11 Bywall,, )
2
< clwll,.

De la méme maniére, nous estimons le terme (w-V)u,, alors [|(w - V)uolly , < e« [[W]]; , [[Vuol]; , -
nous obtenons enfin

- 2
Flloq < e (Illoq +Re™ Wi, + [1Wlly g IV ull,)
Pour G, nous appliquons le calcul déja fait pour estimation de F alors nous avons

1w - V) poll1 4 < e llwlly g [[VDoll

et alors nous obtenons,

1
HGHl,q <G (HgOHLq + B HWHLq vaoHl,q> :

Enfin, nous utilisons (3.7.8) et [|[(w - V)7ol|; , < cx |[Wl]y , [[VTol[;, pour déduire

H]],, <C [HhoHl,quWe(Re T3 [V aolly g+ T g [l q HI7ol[1 g Wil g W1 g [V 701l )

tel que ¢, = C(£,q).
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Lemme 3.7.3. Soient w = (w',w?) € Wg’q(Q), U= w'+Reuy, V =w? et T € WHi(Q)
tels que T = 0 sur T'y,. Alors la solution (u,p,T) € Wg’q(ﬂ) x WH(Q) x WH4(Q) du probleme
(3.4.7) satisfait Uestimation :
lully + [[Replly 4 + [[Re7ll;, < Cu {mRe +mRe (|[wlly, + [[ReT][; ;)
+(IReTly , + [[wlly,)2 - (3.7.16)

ou Cy est défini en (3.6.10).

Preuve.
Nous utilisons les inégalités (4.8.34), (3.7.14) et (3.7.15) alors :

- 2
[Flloq + Gl g +1H[ly, < C*{HfoHo,qu l18olly4 + Dol , + Re We || T|[, ,[[Vuoll , + Re ™ [lwlf5,,
1
+ HWH2,q [HVUOHLq + B HVPOHLq + We HTOHLq + We HVTOHLq]

+We [Ty, [[wll,,, }

Utlisons la définition de m dans (3.7.1), nous obtenons

Ello,g + Gl g +1HIl, < e (m +Re™ ||wl[,, +m (1 + % +2We) [[wl]y , +mRe We [|T][, ,
+We [Ty [[wlla, ).

avec ¢, = C(9,q).

Utilisons (3.6.2), nous trouvons

lly, +Replly , +Revlly, < Ci (mRe+mRe(|wlly, +|[ReTl,) + (R, + [wly,)?).

ou Cy est défini en (3.6.10).

3.8 Résolution du probléme non linéaire

3.8.1 Application contractante et point fixe
Soient u, = (ug,0) € W29(Q) tel que u, > Co > 0, et (py, 7o) € WH4(Q) x W4(Q). Soient
£y, 9o, h, définis respectivement par les relations (3.4.1), (3.4.2), (3.4.3).

Dans cette partie, nous définissons une méthode de point fixe pour démontrer I'existence de
solutions du probléme non linéaire (3.4.4). Soient (w,T) € Woz’q(Q) x Wa(Q) tels que T = 0
sur I';;, et soit (u,p, 7) la solution du probléme linéaire (3.4.7). Définissons ¢ = Rep, t = Re T
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et S = Rer, alors le systéme linéaire (3.4.7) se met sous la forme

—(1—-w)(Au+ Vdivu) + Re(u, - V)u+Vqg = divS+ ReF,
Redivu+ §(Ugz +Vgy) = ReG,
We{US, +VSy} +ReS = 2wReD(u)+ReH, dans
u = 0 surl),
g = 0 sur Iy,
S = 0 surly,

(3.8.1)
ott (U, V) =w + Reuy, = (w! + Reug,w?) et F, G, H sont donnés par les relations (3.4.8),
(3.4.9), (3.4.10).

L’existence de la solution de (3.8.1) est obtenue dans le théoréme 3.6.1.
On définit R : (w,t) — (u,S) avec (u,q,S) solution du systéme (3.8.1). Nous allons dé-
montrer que R est une application contractante pour la topologie de I/VO1 () x W94(Q) dans
la boule B, définie par
27 .

B, = {(w,6) € W) x W@ [wlly, + It , < 7) (352)
ou vy < 1.
Nous avons défini la constante m en (3.7.1) par

m= ||Vu0||1,q + ||VP0||1,q + ||VTO||1,q + ||7'0||0,q'

Lemme 3.8.1. [l existe trois constantes positives PA{E:Q, Y ety (1 <7, < 1), dépendant de m,
telles que si 0 < Re < Re, et vy €]7,,7%,] alors R(By) C B,.

Preuve.
Soit (w,t) € B, alors [|wlly, + [[t][;, < 7. Or l'estimation (3.7.16) montré dans le lemme
(5.6.1) s’écrit :

ally g + 1Sl < lullog +llall g + 1S,
< Cy(mRe+mRe(|Wlly, + [[ReTl,,) + ([ReTlly, + [Iwlly,,)?),
< C4<mRe—|—mRe’y+’yz),
<

7

et ceci en choisissant v tel que 3mCyRe, < v < ﬁ. D’ou R(B,) C B,.
|

Notons que [[uf|, <|[ull,, <, et puisque v < 1 nous avons donc [|uf[,, < C; et ceci pour
conserver la positivité de U.

Lemme 3.8.2. Soient (uy,q1,S1) et (ug, qa,S2) les solutions du systéme (3.8.1) correspondant
respectivement aux données (wi,t1,F1,G1,Hy) et (wo,to, Fo,Go, Hy), alors (u; — ug,q1 —

- 87 -



§3.8 Partie II - Chapitre 3

q2,S1 — S2) = (u*, ¢*,8%) est solution du systéme
—(1 —w)(Au* 4+ Vdivu*) + Re(u, - V)u* + V¢* = divS* + ReF*,
%((w2 + Reu,) - V)¢* = ReG* — Redivu* — %(w* -V)aqi,
We((wg + Reup) - V)S* + ReS* = 2RewD(u*) + ReH* — (w* - V)S;, dans

u = 0 surl,
g = 0 surly,,
S* = 0  surly,
(3.8.3)
avec
ReF* = —(w" V)w; — (wy-V)w* — Re (w" - V)uy, (3.8.4)
R
ReG* = ﬁe(w* - V)po, (3.8.5)
ReH" = —WeReg(Vu,,t*) — WeRe g(Vw™*, 7y) — Weg(Vwy,t")
~Weg(Vw*, t3) — WeRe(w™ - V). (3.8.6)
De plus,
IBeFly, < ey +mRe) Wy, (387
" mRe .
ReGollog = e —5= W7l (3.8.8)
ReH g, < e;We(Rem ) ( [w|ly, + l1£"]lo, ). (3.8.9)

avec ¢, = C(Q,q).

Preuve.
Pour estimer (ReF*) et (Re G*), nous calculons :

[ReF™lp, < ¢ ( W oo (VW1 lg 4 + (Wl oo VW[ 4

+Re [[w*|l [Vl o, )
c.(y +mRe) w7l ,

IN

et
Re
ReGllog = extg W lloo - 1Vollog
mRe y
< 3 HW Hl,q‘

Enfin, estimons (Re H*) de la méme maniére, alors :
[ReH'[ly,, < eWe|Re [l V0ol + Re [[7]]. 7w,

HE o g VWilloo + [t2llo0 VW o 4 + Re [[W7], HVToHo,q]

< eWe(Rem + )| [[67]]g,, + 17|, |
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et ceci en tenant compte de fait que [[ta[, < [[t2[l; , <7, [[VW][ < [[Wlly, <7
|

Proposition 3.8.3. Soient (f,, go, hy) € WO9(Q) x Wh4(Q) x Wh4(Q). Il existe trois constantes
positives Re, 7, et 7 (7, < 7 < 1), dépendant de m, telles que si 0 < Re < Re et v €]%,7],
alors

R:B, — B,
est une application contractante pour la topologie de Wol’q(Q) x Wo4(Q).
Preuve.

Soient wy = (wh, wd) € Wo? et uy = (ug,0) € W24 tels que Uy = wh + Rewuy, Va = w}. Le
systéme (3.8.3) s’écrit sous la forme,

(—(1—w)(Au* + Vdivu*) + Re (u, - V)u* = Fy,
%((Wg + Reu,) - V)¢* = Ga,
We((wy + Reuy) - V)S* + ReS* = H,, dans (3.8.10)
u* = 0 surl, o
¢ = 0 surly,,
S* = 0 surly,,
avec :
Fy = ReF*+ V¢ + divS?, (3.8.11)
1
G2 = ReG*—Redivu® — B(W* -V)ai, (3.8.12)
Hy = ReH"+2wRe D(u*) — (w*-V)S;. (3.8.13)

Soit hy(z,7) la solution du probléme :

7) = (UL x x,7)) dans
(ot Gy L ot o B

La fonction continue hq(z,7) est définie par

b (,7) = / . (U3 1Va) (5, ha(5,7))ds + 7. (3.8.15)
6
D’aprés le lemme 5.5.2, hq(z,7) est strictement croissante sur | y., y*[.

La proposition 3.5.4 nous donne :
x
7 (z,y) :/ Ga(s, hi1(s,o(x,y))ds, (3.8.16)
6—(o(z,y))
avec C/¥\2 = ﬁUQ_IGg.
Et la proposition 3.5.8 nous donne :

s = [ x(y) exp (—\1;— [ vt so(x,ymdt) Fio(s, hn (s, p(x)))ds,  (38.17)
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~ U71
avec Hy = V%/e H.

Pour estimer ¢*, nous utilisons les inégalités (3.5.15) et (3.8.8),

* * : * 1 *
o'l < € (1IReG g, + Re [ldivulo, + 5 1wl Vol )

< O <(mRe+7) Iw*[],,, + Re ||u*||17q>, (3.8.18)
En utilisant les lemmes 5.5.7 et 3.8.2, nous estimons S* :

1, < o (IRH Iy, + 1w l| VS]], + 20Re ID()] ], )

< Gy +mRe) (1w Iy, + [1t7]lo,, ) +20ReCo [l (38.19)
Remarque 3.8.4. On a déja démontré que si

[lally g +llall g +1IS1l <7

alors
[IVallg, <.

D’aprés I'inégalité (3.5.30) dans le théoréme 5.4.1 et pour k=1 :

IA

G4 (110ivS™ll_y + 14"l |y , + IRy, )

[,

IN

C5 (15 llo + 116" lo,g + IRF*lg,, )
Or, les estimations (3.8.18), (3.8.19) et (3.8.7) nous donnent
'l < Co(Crt Corten)(mRe) (1wl g 16Tl ) +CoRe (Cr+20C0) [, (3.8.20)

Donc,

[0, + 1S Mo, < 11l + a0, + 1S Mo
(C3 4+ 1)(C1 4 Ca + ¢.) (7 + mRe) ( W[, + ||t*||07q)
+Re (Cy + 1)(Cy + 20Cs) [u*|l,, - (3.8.21)

A

Utilisons la condition Re (Cs + 1)(Cy + 2wC3) < 1, et prenons Cr = (Cs + 1)(Cy + Ca + )
alors :
[y + 1187l < Co( +mRe) ([l + 116"l ) (3.8.22)

par suite pour Re < min(ﬁél,ﬁéz, ﬁ) et ¥ < min("s,, ﬁ), alors R : B, — B, défini par

R(w,t) = (u,S) est une contraction pour la topologie de Wol’q(Q) x WOa(Q).
a
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3.8.2 Preuve du théoréme 3.3.1

La boule B,, qui est définie dans (3.8.2), est un ensemble compact et convexe de VVO1 1(Q) x

W%4(Q). Pour 7, < v < et 0 < Re < Re, le lemme 3.8.1 et la proposition 3.8.3 donnent
respectivement R(B,) C B, et R est une application continue de B, dans VVO1 Q) x WOa(Q),
alors R(B,) est compact. Par I'application du théoréme du point fixe, nous déduisons qu’il
existe une solution unique (u,7) € B, ot R(w,t) = (u,S).

De plus, u, € W29(Q), p, € W24(Q), 7, € W24(Q) et Re est une constante positive

suffisamment petit telle que 0 < Re < Re. Utilisons I'estimation (3.7.16), nous déduisons que
la solution (Reu — Reuy, p — py, T — 7) du systéme (3.2.1)-(3.2.2) satifait I'estimation :

[la—aolly , + [P = polly g + 17 = 7ol , < C,

avec C' = C’(lf%ve,ﬁ,w,Q,Co,We,q).

- 91 -



§3.8 Partie II - Chapitre 3

_ 92 .



Ce probléme est, d'ailleurs, indissolublement lié & la recherche des points singuliers de f, puisque
ceux-ci constituent, au point de vue de la théorie moderne des fonctions, la plus importante des
propriétes de f.

JACQUES HADAMARD
Notice sur les travauz scientifiques.
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Chapitre 4

Ecoulements de fluides viscoélastiques
viscoélastiques, stationnaires et
faiblement compressibles de type
Oldroyd dans un domaine borné avec
colns.

HE steady state nonlinear weakly compressible viscoelastic fluid of Oldroyd type with zero
T boundary conditions is considered on a bounded two-dimensional domains with an isolated
corner point. For small data, we prove the existence and the uniqueness of the solution for the
nonlinear problem in weighted Sobolev spaces V?z where the index & characterizes the power
growth of the solution near the angular points. The proof follows from an analysis of a linearized
problem and the use of fixed point theory. We introduce a method of decomposition for such
linearized equations : the velocity field u is split into a non-homogeneous incompressible part
v (divv = 0) and a compressible part V. We describe the behavior of the solutions near the
angular points. We show that the solution is the sum of finitely many singular functions and a
regular remainder.

4.1 Introduction

U 20éme siécle et particuliérement dans sa deuxiéme moitié, un grand nombre d’articles et
de livres mathématiques, concernant le sujet des problémes de valeur elliptiques dans les
domaines avec des frontiéres singuliéres, a été publié. Les premiers travaux, qui développent une
théorie générale pour les problémes elliptiques dans des domaines ayant des points angulaires
ou coniques, sont ceux de G.I. Eskin [25, 24], Ya.B. Lopatinskii [63] et V.A. Kondrat’ev [58, 59].
G.I. Eskin et Ya.B. Lopatinskii ont étudié des problémes elliptiques dans des domaines avec
des angles dans le plan. Ils ont appliqué la transformation de Mellin en intégrant les équations
sur la frontiére du domaine.

Citons également les livres de P. Gisvard [34, 33|, ainsi que celui de V.A. Kozlov, V.G. Ma-
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za'ya et J. Rossman [57, 56]. Il y a beaucoup d’articles intéressants et il est difficile d’en faire
une liste compléte. Citons en particulier les articles de M. Dauge (par exemple [18]), de M.G.
Garroni, V.A. Solonnikov, M.A. Vivaldi [43|, de P. Grisvard et G. looss [32], de G. Sweers [87].

L’analyse de plusieurs problémes physiques, intervenant en mécanique de fluide, dans les
domaines avec des frontiéres singuliéres, est encore ouverte. Récemment, les sytémes de Stokes,
de Neumann et de Navier-Stokes dans des domaines avec coins ont été étudiés dans plusieurs
articles. Nous pouvons citer les travaux de R.B. Kellogg, J.E. Osborn [49], S.A. Nazarov, A.
Novotny et K. Pileckas [80], J.R. Kweon [52], S.A. Nazarov, M. Specovius-Neugebauer et J.H.
Videman [81], J.R. Kweon et R.B. Kellogg [54, 53, 55], A. Kokotov et B. Plamenevskii (par
exemple [60]). Parallelement aux travaux théoriques, plusieurs études numériques ont été pu-
bliés, de problémes dans des domaines singuliers (par exemple [15, 16]).

Notre objectif est d’étudier I’écoulement stationnaire des fluides viscoélastiques faiblement
compressibles de type Oldroyd, dans un domaine ayant des coins, avec condition au bord homo-
géne. En introduisant les espaces de Sobolev avec poids, nous utilisons des résultats classiques
modifiés pour résoudre les problémes de Neumann et de Stokes, obtenus a partir de la dé-
composition de type Helmoltz, dans des domaines singuliers. Sous certaines hypothéses, nous
montrons I'existence et I'unicité de la solution du probléme.

Le travail est organisé comme suit. Aprés la modélisation du probléme et la description du
domaine dans la section 4.2, nous présentons, dans la section 4.3, nos notations ainsi que nos
espaces et surtout les espaces de Sobolev avec poids. La section 4.4 consiste en une reformulation
du probléme suite & un changement de variable. Nous rappelons quelques résultats auxiliaires
et lemmes préliminaires et nous résolvons deux équations de transport dans les sections 4.5
et 4.6. Enfin, dans les sections 4.7 et 4.8 nous prouvons les théorémes principaux : le premier
concerne un probléme linéarisé et le second le systéme non linéaire des équations correspondant
a I’ensemble original d’équations.

4.2 Modélisation et Description du domaine

4.2.1 Modéle d’écoulement d’un fluide compressible

Nous considérons des écoulements stationnaires de fluides viscoélastiques faiblement com-
pressibles dans un domaine borné Q dans R? ayant des coins, pour un systéme couplant les équa-
tions de Navier-Stokes et une équation constitutive différentielle du tenseur des extra contraintes
7. Nous nous limiterons & des fluides barotropiques (i.e. la loi de pression ne dépend que de
la densité) non conducteurs de chaleur et isothermiques. La vitesse au bord de € est donnée
nulle.

Nous considérons le modéle donné par le systéme d’équations aux dérivées partielles suivant
(cf. [38], [40]) :

—ps(Au+ Vdivu) + p(u-V)u+ Vp = f+divr, dans Q,

div(pu) = 0, dans €, (4.2.1)
M{(u-V)T+g(Vu,m)}+7 = 2p,D(u), dans Q, -
u = 0, sur I'.

- 96 -



Partie II - Chapitre 4 §4.2

Dans (4.2.1), f est une force extérieure. ps et p, sont deux réels positifs, respectivement les
viscosités de solvant et de polymere, la viscosité totale étant 1 = s+ pp. A1 > 0 est le temps de
relexation. g est une fonctionnelle provenant de la dérivée objective d’un tenseur, d’expression

g(Vu,7) =7W(u) — W(u)r — a(D(u)T + 7D(u)), (4.2.2)

1 1
ou W(u) = §(Vu —V7Tu) et D(u) = §(Vu + VT'u) sont respectivement le tenseur des taux de

rotation et celui de taux de déformation, a est un parameétre vérifiant a € [—1, 1].
Les inconnues du notre probléme sont : le vecteur vitesse u = (u, v), la pression p et le tenseur
des extra contraintes 7.

4.2.2 Description du domaine

Nous nous limiterons au cas d'un domaine ayant un seul coin qui sera un angle P dans le
plan. Nous allons décrire précisément le domaine € que nous définissons dans R?, de frontiére
I' =09Q.

Nous considérons le cas ou l'angle est de sommet placé sur l'origine (0,0). Nous pouvons dis-
tinguer deux sortes de secteurs angulaires convexes :

I. Soient wq et wy deux angles tels que —27 < w1 < _T?’” et 0 < wp < 7, on définit le premier
secteur convexe Sp par :

Sp={(z,y) eR*r=+/22+y2 et © = tan"! <Q> tels que 7 > 0 et wy; < O < ws}.
x

II. Soient wy et wy deux angles tels que § <wy < met ™ <wy < 37”, on définit le deuxiéme
secteur convexe Sy par :

Sy ={(z,y) eR*r=+/22 +y2 et © = tan"! <Q> tels que 7 > 0 et wy; < O < ws}.
x

Modéle d’un angle convexe

Désignons par 6y = |wy — w1 | la mesure intérieure de ’angle dans S; ou Sy. Le coin de notre
domaine est représenté par un secteur angulaire P, que nous définissons comme suit.

Soit 7, un réel positif,

P = {(z,y) eR%r=+/22+92 et © =tan! <g> < B tels que 0 <7 < ry}.
T

Pour que le coin soit un coin convexe, nous supposons que,

0o E]O,TF[, wO:;T—0>1.

Les cotés de I'angle P, nommés 0P et 02P, sont définis par :
NP ={(r0);0<r<r,et ©=uw;},
P ={(r0);0 <r<r,et ©=uws},
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Yy
w2
o1 P
r
r._ /.(:Ea y) :
x’ O | L0 x
/I
0P D
w1
y/

F1c. 4.1 — Un exemple d'un angle convexe.

et ils sont paramétrisés par :
NP = (tcoswy,tsinwy), 0<t <,

P = (tcoswa, tsinwy), 0<t <.

Notons par n; et d;, i € {1,2}, respectivement les vecteurs normaux et les vecteurs directeurs
de O1P et 9P :
n; = (—1)"(— sin w;, cos w;),
d; = (cos w;, sin w;).
Nous supposons les conditions suivants :
1. B(0,7) N coincide avec P.
2. T' = 0Q est régulier en dehors du coin en O(0,0).

4.2.3 Equations sans dimension

Nous considérons des quantités physiques sans dimension, en posant :

xr = -, = —, u= -, = —, T = —_—,
L "7 v PT U uU

et nous définissons trois nombres sans dimension, le nombre de Reynolds Re, le nombre de
Weissenberg We et un nombre associé aux viscosités w :

L A
Re = U , We= —1U, € ol
I L Jz
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ol U et L sont respectivement une vitesse et une longueur caractéristiques du fluide.

Le probléme (4.2.1) s’écrit (|38], [40]) :

—(1 —w)(Au+ Vdivu) +Re(u-V)u+Vp = f+divr, dans €,

div(pu) = 0, dans Q, (4.2.3)
We {(u-V)r +g(Vu, )} +7 = 2wD(u), dans Q, -
u = 0, sur I'.

4.2.4 Modéle d’écoulement d’un fluide faiblement compressible

Les équations du systéme (4.2.1) sont complétées par une équation d’état reliant la pression
a la densité. Supposons que la compressibilité 1/3 du fluide est petite. Nous allons considérer
I'approximation de la densité ([35, 36, 40, 94]), en prenant son développement d’ordre 1 par
rapport a la pression :

1 0
p—1+5(p—p ), (4.2.4)

1 1 oL
ol — = — (—) <—> est le coeflicient isotherme de compressibilité, Ly est une lon-
b Lo/ \Op / 4 70)

gueur donnée pour une pression p° et une température 7° fixées.

Avant de remplacer p par sa valeur et faire les approximations, nous remarquons que, sous
la condition (4.2.3)4, 'équation (4.2.3)2 est équivalente a I’équation suivante

1
div (pu) — 9] /Q div pu = 0, (4.2.5)
ou || désigne la mesure de 'ouvert Q.

Remplagons p par sa valeur donnée dans (4.2.4), I'égalité (4.2.5) s’écrit

1 p—7p"\ .. 1 p—7p"\ .. 1
Z(u- divu — — divu — —— V)p = 0.
5(u V)p+ <1+ 3 ) iva ‘Q’/Q<1+ 3 ) iva ] /Q(u Vip=0

(4.2.6)
Sous ’hypothése de faible compressiblité isothermique p _ﬂpﬂ‘ < 1, comme / divu = 0, nous
pouvons approcher (4.2.6) par la condition suivante .
divu + l(u V)p — L / (u-V)p=0. (4.2.7)
B A1 Ja
Définissons 'opérateur de projection II par
T(f) = f — i/ fda. (4.2.8)
€2 Jo
L’équation (4.2.7) s’écrit :
divu+ lH((u -V)p) = 0. (4.2.9)

6
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Finalement, nous nous intéressons donc au systéme d’équations aux dérivées partielles suivant :

—(1-w)(Au+Vdivu) +Re(u-V)u+Vp = f+divr, dans Q,

divu+ %H((u -V)p) = 0, dans €, (4.2.10)
We {(u-V)r +g(Vu, )} +7 = 2wD(u), dans Q, o
u = 0, sur I'.

Un candidat "naturel" pour chercher notre solution (u, p, 7) des équations du probléme (4.2.10)
est de le faire dans I'espace HFT2(Q) x H*F1(Q) x HF1(Q), ce qui n’est pas possible dans le
cas d’un domaine avec coin. C’est pourquoi, dans le paragraphe 4.3.2, nous saurons amenés
a donner des résultats de régularité pour la solution du systéme (4.2.10) dans des espaces de
Sobolev avec poids.

Dans le cas ou notre domaine 2 est borné régulier, Talhouk a démontré le résultat suivant.

Théoréme 4.2.1 (Théoréme 1,[94]). Soit k € N*. Soient Q € C**2 un domaine borné de RN
(N =2,3), f c HF(Q) et 0 < w < 1. Alors, il existe trois constantes vy, v1, 1 telles que pour
tous f et § vérifiant ||f||, < v1 et B> B, le probleme (4.2.3) admet une unique solution dans
la boule

B2 = {(up,7} € H*2(Q) nH(Q) x (H*(Q) N L*(Q)/R) x BM(Q),

o +1Plkps +17llea <70}

Nazarov, Novotny et Pileckas, dans [80], ont résolu le probléme de Navier-Stokes dans un
domaine borné ayant un coin. Dans [54|, Kweon et Kellogg ont montré I'existence et 'unicité
de la solution du probléme de Navier-Stokes dans un polygone avec des conditions de type
"rentrantes-sortantes" au bord.

4.3 Notations, espaces et normes

Dans toute la suite, C' désignera une constante qui ne dépend pas des fonctions inconnues,
mais dépend uniquement des données : cette dépendance en les données sera précisée explici-
tement. La notation (¢);, ¢ et j dans N*, dénote la j*™¢ équation du systéme (i).

Avant de définir les espaces utilisés, précisons que les espaces des fonctions scalaires ou vec-
torielles sont notés de la méme fagon. Nous utilisons les espaces de Sobolev, normes et notations
suivantes.

Si u est une fonction ou un vecteur défini presque partout sur un domaine borné €2 dans
R?2, on note par |u| sa valeur absolue dans R ou sa norme euclidienne dans R?. Soient k € N,
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0 <a<1etq>1. Nous définissons

lull, = { / |u<:c>|2dx}§ et £2(9) = {us ully < +00}

1
lullg g, = {/Q|u(:1:)|qu} et L9(Q) = {u;||u||0,q < +oo},
k .
ulleg = Y0 ||Viul], et WH(Q) = {u € £2(); ||ull,,, < +oo},
7=0
k .
lulo = sup{lu(@);z € O} et flullyp =D ||V7ull,
7=0
ulr) —u o
lullgagy = Mlloo + sup O =4O o4 co(9) — fusull agey < +00}-
zHy |z =yl

On dénote par Wg’q(Q) = {u € WhI(Q);u = 0 sur 9N} et Wk_%’q(F) I'espace des traces des
fonctions de W*4(Q), muni de la norme :

U = inf v .
| |k—%,q {veWk:9(Q) tel que vjgo=u} || ||k,q

4.3.1 Les espaces de Holder et de Sobolev avec poids

Soit ¢ un nombre réel. Pour tout & € N et tout p vérifiant 1 < p < oo, nous définissons
I’espace de Sobolev avec poids Vlg’p (©2) comme étant P'espace des fonctions dont la norme est
définie par :

)

k
[l e =D || 4w
7=0

P
0P
o u=u(x) et r = |x|.

L’espace Vlg’p (Q) est un espace de Banach pour la norme ci-dessus. En particulier,

. 2
Tf—k—i—z u
02

9

k
2
lullfoe =

1=0

est la norme de l’espace de Sobolev avec poids V?z(Q).

_1
Pour k > 1, désignons par V’g 2’2(F) I'espace des traces des fonctions de Vlg’z(Q) sur le bord
I muni de la norme :

uf, 1., = inf [|v]| :
k—12¢ {vevlg’z(ﬂ) tel que vjpg=u} k,2,€

Nous définissons aussi ’espace V]gg(Q) par,
Vfg(f?) ={ue VIS’Q(Q);U = 0 sur 90Q}.
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Définissons 'espace de Holder avec poids AZ”+5(Q), avec m € Net 0 < d < 1, comme étant
I’espace des fonctions définies dans €2 muni de la norme suivante,

o+k
ruHAm+a=(ZH el u ()>

[

ck(Q)

Lemme 4.3.1 (Section 6.1.1 [56]). Soient les réels £1,& et les entiers naturels ki, ky . Si
kl Zkz > 1 et§1—k1 :fg—kg, alors

ki—1.2
&1

k‘z—%,Q

Vet cve?Q), v (D) C Ve 2 (D).

&1
avec 1njections continues.

Lemme 4.3.2 (Lemme 3.1 [80]). Soient{ € R, k e N et ¢ > 1.
1. Soitu € V’g’q(Q) et soit t € Ry tel que

q .
<t< k<2, 4.3.1
¢St o— sl (4.3.1)
ou
g <t<oosigk=2. (4.3.2)
Alorsuevé -2+ ., (2) et
q
||U||o,t,§—k—§+§ < C||U||k,q,g- (4.3.3)
2. Soitu € V?q(Q) et soit §, 0 < 0 < 1 tel que
k—2
m+6< L% G gk > 2. (4.3.4)
Alors u € Amig hres? et
U| ym+s <cllu . 4.3.5
s, Selilge (4.35)

Avant de donner le résultat principal, nous allons établir et démontrer le lemme suivant :

Lemme 4.3.3. Soientl € V§+2’2(Q) g€ VkH (), f € V§’2(Q) eth € V’g_m(Q). Supposons
que
keN*, ¢<k. (4.3.6)

Alors, il existe une constante ¢, = C(, k, &) telle que

Hngk,2,§ < G Hf”k,2,5 Hng+1,2,§ ) (4.3.7)
1)Ul e < e Ul o0 (4.3.8)
Hghllk—126 < e 19106 1Allk12¢ 5 (4.3.9)
A= 26 S Cx WHk+2,2,§ HfHk,2,§ : (4.3.10)
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Preuve.
Les estimations (5.2.1) et (4.3.8) sont déja démontrés dans [80]. Nous allons démontrer (5.2.2).
Soit r = 0,1, -+ ,k — 1. Calculons la dérivée du produit gh a l'ordre r,

Vi(gh) = > VigVih.
itj=r
0<j<r
Donc,
||Vr(gh)||(2)72,g_k+1+r < Z /Q|Vig|2|th|2|$|2(€—k+l+7“)dZE‘

itj=r
0<j<r

Or,é<keti+j=r

/|vig|2|vjh|2|x|2(§—k+1+r) dr = /|vig|2|$|2(£—k+i)|th|2|x|2(§—k+1+j)|x|2(k—§) dr
Q Q

IN

2
s ‘ W]h‘ |0,2,§—k+1+j :

196l 3

Utilisons l'inclusion Vk+1_i’2(Q) - Ag_k 4 bour ¢ < k, qui est vraie en tenant compte de
1€{0,---,r}etre{0, -+ k—1},

LI EORRIPE d < 9l I e

2 2
S Gk Hng+1,2,5 Hth—l,2,5'
Pour terminer la démonstration, il suffit de faire la somme sur r entre 0 et k — 1,
k—1

2 2 2 2
HQth—Lz,g = Z HV’"(gh)Ho,2,g_k+1+r S G Hng+1,2,§ Hth—1,2,§'
r=0

Nous utilisons la méme méthode pour démontrer (5.2.5).

4.3.2 Reésultat principal

Nous allons montrer un résultat concernant le probléme non linéaire (4.4.6).

Théoréme 4.3.4. Soit Q) est le domaine borné défini dans la section 4.2.2. Supposons que
0o €]0,7[, wo = g5 > 1.

Soient
FeViXQ), keN, k=2 welol] £>0, (4.3.11)
E€lk+1—wo k[, E#k+2—mwy, YVm=23---. (4.3.12)
Alors il existe trois constantes positives B, ~ et | telles que pour tous f et § vérifiant
[E[lj0e <f. B> B, (4.3.13)

le probléme (4.2.10) admet une unique solution (u,p,7) dans la boule

B = {(mpn) e VEPHQ) x VEQ)/R < VETHQ), mpn =0,

100, e <7}
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4.4 Formulation du probléme

4.4.1 Transformation du probléme

Nous commengons par éliminer le terme divr de I’équation (4.2.10);. Pour cela, nous cher-
chons sa valeur en appliquant 'opérateur div a l’équation (4.2.10)s. Utilisons le calcul fait dans
[94]. Tout d’abord nous avons

2 2
div{(I + We(u-V)7)} = We Z Z 9z, Oy + We(u - V)divr + div .
- J

i=1,2

D’autre part,

2
divg(Vu,7) = rdiv(W —aD) — (W +aD)divr+ [ Y g”’? (Wi — aDg;)
k=1 719 i=1,2
2 8(W2k + CLDik)
i,k=1 ! i=1,2
Finalement, nous avons
(I + We(u - V))divr = w(Au + Vdivu) + F(u,7), (4.4.1)
avec
F(u,7) = We{l;(du, d7) + 15(0%*u, )}
ou
2
. 8Tik 8uk 87’@'
L(0u,07) = (W 4 aD)divr — Z %(ij — aDy;) + a5, o ,
4k=1 i=1,2
2
o(W; D, :
ly(0*u,7) = Z %jak)mj — 7div (W — aD).
4k=1 i=1,2
Pour démontrer que
Zlu] = (I +We(u- V)) : V(@) — viTH2(Q) (4.4.2)

est inversible, nous avons besoin de la proposition suivante :

Proposition 4.4.1 (Théoréme 5.6, [80] ). Soient k € N* et £ < k. Supposons que
uc V§+2’2(Q), u-npo=0, g€ V§+1’2(Q).
Il existe une constante positive a« = (€, k) telle que si

aWel[ul[, 55, <1,
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alors le probléeme

z+We(u-V)z=g,

admet une solution unique z € V?H’Z(Q),

De plus, cette solution satisfait I’estimation suivante,

||Z||k+172,§ <cC ||9||k+1,2,5,
ou C'=C(Q,k,E).
En effet, soit la constante ay = a1 (&, k) telle que
arWe[ullp 00 <1,

alors la proposition 4.4.1 montre que 'opérateur Z[u] est inversible, d’inverse continu.

De plus, pour g € V’gH’Z(Q),

HZ[u]_qukJrLz’5 < Clallps10e 5

Soient u € V§+2’2(Q) et T € V§+1’2(Q), alors divr € V§’2(Q) et (Au+ Vdivu)+F(u,7) €
V§’2(Q). D’apreés la proposition 4.4.1, Z[u] : V?z(Q) — V§’2(Q) est inversible, nous déduisons
que I’équation (4.4.1) est équivalente &

divr = (I + We(u - V)) ' [w(Au + Vdivu) + F(u, 7)]. (4.4.3)

Remplagons le terme divr de I'équation (4.2.10); par sa valeur trouvée dans (4.4.3), nous
obtenons

—L[u](Au + Vdivu) + Re(u-V)u — Vp = f + Z[u] 'F(u,7), (4.4.4)
ott L[u] = (1 —w)I +wZ[u]™L.

Citons les propriétés de L[u] dans la proposition suivante :

Proposition 4.4.2. Soient k € N* et £ < k. Supposons que

ue V§+2’2(Q), u-njpo = 0.

Il exziste une constante positive o = a(&, k) telle que
aWellul[, 54, <1,

alors Uopérateur L|u] : V§+1’2(Q) — V]gﬂ’z(Q) est continu et inversible.
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Preuve.
De la proposition 4.4.1, on déduit que l'opérateur L[u] est bien défini de V§+1’2(Q) dans lui
méme, ainsi qu’il est continu.

D’autre part, Uopérateur L[u] s’écrit,
Llu] = Z[u]™' x [I + (1 — w)We(u - V)].

Appliquons la proposition 4.4.1 a 'opérateur Wlu] = [I 4+ (1 — w)We(u - V)] : il existe une
constante as telle que si
(1 —w)Wellulli 00, <1,

alors cet opérateur Wu] est inversible d’inverse continu. Il suffit de choisir

a =max(ai, (1 —w)as), (4.4.5)
pour conclure que L[u] est inversible.
a
Nous revenons a I’équation (4.4.4) et utilisons la proposition 4.4.2 , pour obtenir
—(Au+ Vdivu) + ReL[u] *(u - V)u — L[u]'Vp = L[u]~'f + W[u]'F(u, 7).
Utilisons I'estimation du commutateur de L[u]~'V (voir [94]), nous avons
L[u]™'Vp = V(L[u]"'p) — Llu] " {Wew Z[u] " (Vu)" V[Z[u] " x L[u]"'p]}.
Le systéme (4.2.10) est transformé en un systéme équivalent
—(Au+ Vdivu) + V(L[u]~'p) = Fi(u,p,71), dans Q,
divu + %H((u -V)p) = 0, dans €, (4.4.6)
We {(u- V)T +g(Vu,7)} +7 = 2wD(u), dans Q, o
u = 0, sur I'.
avec
Fi(u,p,7) = L[] {f - Re(u: V)u+ Z[u]'F(u,7)}
+Lu] " H{Wew Z[u]"H(Vu) ! V[Z[u] ! x L[u]p]}. (4.4.7)

4.4.2 Linéarisation du probléme non linéaire

Pour étudier le probléme (4.4.6), nous utilisons la décomposition de type Helmoltz, et un ar-
gument de point fixe, méthode introduite dans plusieurs articles, citons ([23],[40],[76],[78],[79]).
Celle-ci nous permet de séparer la partie compressible de la partie incompressible du vecteur
vitesse u. Nous commengons par linéariser le probléme non linéaire (4.4.6). Soient w = (w1, ws)
un vecteur tel que w = 0 sur I', T un tenseur symétrique et p une fonction, tous définis sur 2.

Nous considérons le systéme linéaire en (u,p,7) :

—(Au+ Vdivu) + V(L[w]™lp) = Fy, dans Q,
i 1 . =
divu + 6H<(W V)p) 0, dans €, (4.4.8)
T+ We(w-V)r = H+2wD(u), dans €,
u = 0, sur I'.
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avec :

Fl - Fl(W,,U,,T),
H = H(w,T)=-Weg(Vw,T).

Nous utilisons la décomposition de Helmoltz. Nous pouvons exprimer le champ de vitesse u
sous la forme :

u=v+Vp, divv=0, v-npg=0, Vo ngy=0, Vaq=—vq, (4.4.9)

ou v est le champ de vitesse incompressible et Vi est le champ de vitesse compressible.
La résolution du probléme (4.4.8) peut étre décomposée de la maniére suivante.

D’une part, le probléme de Stokes en (v, p),

~Av + V(L[w]™lp—-2Ap) = Fy, dans Q,
divv = 0, dans €, (4.4.10)
v = —Vy, sur I
D’autre part, le probléme de Neumann en ¢,
_ - 1 .
Ap 6H((W V)p), dans €, (4.4.11)
Ve-n = 0, sur I'.
Finalement, deux équations de transport en 7 et p.
Maintenant, nous définissons formellement 1'opérateur,
S:n—p (4.4.12)

de la fagon suivante.

7 étant donné, nous résolvons d’abord le probléme de Neumann suivant :
_ - 1 .
Ap BH((W V)n), dans Q, (4.4.13)
Ve-n = 0, sur I'.

Une fois que ¢ est connu, nous résolvons le probléme de Stokes,

—Av+V <L[w]_1p + %H((w . V)n)) = Fy, dans Q,
divv = 0, dans €, (4.4.14)
v = =V, sur I,

qui, comme le gradient d’une constante est nul, s’écrit aussi :

—Av+V <L[w]_1p + %(W . V)n) = Fq, dans €,
divv = 0, dans €2, (4.4.15)
v = —Vop, sur I'.
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Posons ¢ = L{w]™'p + %((w - V)n , alors nous résolvons le probléme de Stokes suivant,

—Av+Vqg = Fy, dans €2,
divv = 0, dans €, (4.4.16)
v = —Vo, sur I'.

Aprés résolution du probléme (4.4.16), v et g seront connus, alors nous pouvons chercher p
comme étant la solution du premier probléme de transport :

Liw] ™ 'p+ %(W -V)p=ygq, dansQ. (4.4.17)

Finalement, H étant une fonction de w et T, est donnée, et 7 sera la solution du second
probléme de transport :

T+ We(w-V)r=2wD(v+Vp)+H, dansQ. (4.4.18)
Il suffit de démontrer que S est une contraction et admet un point fixe unique pour résoudre

(4.4.8).

La derniére étape consiste a montrer que I'application K : (w,u, T) — (u,p,7) est une
application contractante qui admet un point fixe unique.

4.5 Reésultats préliminaires

4.5.1 Espaces, définitions et lemmes préliminaires

En appuyant sur les travaux de Nazarov, Novotny et Pileckas dans [80], nous commengons

par introduire un nouvel espace, que nous pouvons identifier a V§+3’2(Q) x R™. Cet espace

nommé ‘ﬁ’g+3’2(§2) est défini pour tous £ € R et k € N par,

M) = {0 e VEPRQ:0 = v 0) =t + D ¢ cos(jwof)
j=1

ol hy € VETP2(Q) et ¢; € R}.

‘ﬁ]ngg’z(Q) est muni de la norme suivante :

m
2 2
Hl/JHmIg%Z(Q) = HT/JRHk+3,2,§ + Z “%”2'
j=1

Ici, tous les fonctions et les vecteurs sont définis sur €2, et le point x de € est répéré par rapport
a ses coordonnées polaires r € R et 0 € [0, 27[. Nous définissons ’espace

WIOCEBQ(Q) = {¢ € m§+372(9)5 Vg -n =0 sur I‘}.
Nous avons aussi les projections continues suivantes,

w e mlg+3,2(Q) N Hmﬂb — wR e V§+3,2(Q)7
(DNS m’g+3,2(g) — Ty, = (c1,¢, -+, Cm) € R™.
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Nous introduisons également 1’espace

®§+2’2(Q) = {v € V§+2’2(Q); v=v(r6)=vyg+ Z ¢; V[ 1740 cos(j woh)]
j=1

ol vi € V§+2’2(Q) et ¢; € R}.

Cet espace est muni de la norme suivante :

m
2 2
VI eraaiay = [VallEroze + D lesl
j=1

Nous définissons les projections continues Ilg, et Ilgp, :

v E ©§+2,2(Q) — Ilp,v=vgre V§+2’2(Q),

Vv E @§+2,2(Q) — H’Dzv = (61702, - 7cm) c R™.

Lemme 4.5.1 (Lemme 5.1, [80]). Pour tous v € ©§+2’2(Q) et P € m§+3’2(§2), v+ Vy e

V§+2’2(Q) si et seulement si Ilg,v + Ily,1p = 0.

Lemme 4.5.2 (Lemme 5.2, [80]). Pour toutv € ©§+2’2(Q), la fonction div v est dans V§+1’2(Q).

4.5.2 Reésultats modifiés des problémes classiques

Nazarov, Novotny et Pileckas, dans leur article [80], ont modifié plusieurs résultats classiques
valables dans les espaces de Sobolev W¥4(Q), de facon a les appliquer dans les espaces de
Sobolev avec poids V§’2(Q) ou k € N*. Nous profitons, dans notre travail, de cette adaptation
et nous allons utiliser ces résultats dans des espaces appropriés.

Probléme de Neumann dans les espaces ‘)“(?Jr?”q(Q)

Nous considérons le probléme de Neumann suivant,

-Ap = G, dans €,
{ Vo-n = 0, sur I'. (4.5.1)
Le probléme de Neumann homogéne associé a (4.5.1) s’écrit
—Ap = 0, dans €2,
{ Ve-n = 0, sur I'. (4.5.2)
Dans l'angle P, le probléme de Neumann est,
—Ap = 0, dans P,
{ Ve-n = 0, sur OP. (4.5.3)

Nous écrivons le systéme (4.5.3) en utilisant les coordonnées polaires,

—(ro)%e(0,r) — 834,0(9,7‘) = 0, 6 €10, 6],
(89(,0)(0,7") = 0, (454)
(Dpp)(00,7) = 0,
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avec r > 0.

Supposons que ¢ & variable séparée de la forme p(6,r) = r*@(6), nous obtenons le systéme
suivant,
_(75”(9) - )‘2(;5(0) = 07 0 6]07 00[7
&) = 0, (4.5.5)
¢'(6o) = 0.

Considérons O(\,9p) = =97 — A2 et & : ¢ — ('(0), @' (6p)), alors (4.5.5) peut se mettre aussi
sous la forme,

O\, %)(@) = 0, 6 €0, 6],
{ &(p) = (0,0). (4.5.6)

S

Le spectre de 'opérateur £(\) associé au probléme spectral (4.5.6), défini par

SN@) = (90, 0)(2), 6(2)),

constitué des valeurs propres \g = 0 et \; = jwy avec j = £1,£2,---; \; est une valeur
propre simple et Ao est une valeur propre double. Les vecteurs propres correspondant a Aj,
pour j = +1,42,---, sont ¢;(f) = cos(j wp) alors que les vecteurs propres correspondant & Xg

sont @}(0) =1 et $2(0) = 0 (voir [80]).

Le probléme de Neumann non homogeéne (4.5.1) est résolu dans € par les deux lemmes suivants :

Lemme 4.5.3 (Théoréme 5.1, [80]). Soient k € N* et x €]k+2—wo, k+2[. Soit G € V*+1:2(Q)
tel que [ Gdx = 0. Alors, le probleme (4.5.1) admet une solution unique ¢ dans VEE32(Q).

De plus, on a l’estimation suivante :

lellkeszn < CollCllk 1o (45.7)
ot Cy = C(, k, k).

Lemme 4.5.4 (Théoréme 5.2, [80]). Soient k € N* et & €lk+2—(m+1)wo, k+2—mwy|, ot
m est un entier naturel. Si G € VETL2(Q) tel que Jo G dx =0, alors la solution ¢ du probleme

(4.5.1) est dans l'espace V§+3’2(Q) C VE32(Q). De plus, ¢ admet la représentation suivante :

(70 = (pR + (1087
avec
m .
VYR € V§+3’2(Q), Pg = Z ¢; 1790 cos(jwob) et (ci,c2,--- ,cm) € R™. (4.5.8)
j=1
Nous avons aussi l’estimation suivante :
el 520y < Nl < CollGl iz (45.9)

avec Cy = C(Q, k,§).
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Probléme de Stokes dans les espaces ©§+2’2(Q)

Cette partie est consacrée a la résolution du probléme de Stokes,

—Av+Vq = Fy, dans?,
divv = 0, dans €,
v = ¢, sur I,

ou {2 est défini dans le paragraphe 4.2.2.
Commengons par la résolution du probléme de Stokes homogéne,
—Av+Vq = 0, dans,

divv = 0, dans{,
v = 0, sur I'.

(4.5.10)

(4.5.11)

Utilisant ’approche générale de résolution du probléme (4.5.11) au voisinage d’une singularité,
nous commencgons par étudier le méme probléme, mais cette fois-ci dans le secteur angulaire P,

—Av + Vg 0, rEeP,
divv = 0, z€P,
v = 0, x€IP\O,

ou O est Poigine (0,0).

(4.5.12)

Nous écrivons notre probléme (4.5.12) en coordonnées polaires. Soient v, vy les composantes

polaires de v = (v1,vs). Le vecteur v s’écrit,

v\ cosf) sind V1
vg /] \ —sinf cosé vg )’

Le probléme (4.5.12) peut s’écrire aussi,

([ _ [(r@r)zvr + agvr — 209V — Vr] +d.q = 0, 6 €]0, 0],
— |:(T8T)2V9 + 892’UV9 + 209V, — V9:| +1rdpqg = 0, 6 €]0, 0],
rOpvy + v+ 0gvg = 0, 0 6]0, 90[,

Ve = 0, 0= 07 0 = 607

\ vg = 0, 0=0,0=0,.

Nous nous intéressons aux solutions (vy, vy, q) & variables séparées de la forme,

v(r,6) ( Ny ) _ ( ZGEZ; > — AV(0) et q(r,6) = q(6),

(4.5.13)

(4.5.14)

(4.5.15)

ou V et g sont les parties angulaires de v et ¢ définies dans |0, fy[ et A est un paramétre complexe.
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Les fonctions v, vy et q satisfaisont au probléme d’équations différentielles ordinaires (cf.

80, 81, 57, 56]),

—[or+ O =D =20 + (A =1)a = 0, 00,60,
— [vg + (A2 = 1)vg + 21);] +q = 0, 6 €]0, 6o/,
/ (4.5.16)
A+1Dv,4+vy = 0, 6 €10, 6],
v, = 0, 0=0,0=0,
vg = 0, 0=0,0=80,

avec Dgv = % = et ¢ = (¢, Pp).

Considérons la matrice M (A, 9p) des opérateurs différentiels ordinaires, quadratique en A définie
par

—02 — (N2 —1) 20 A—1
m(Av 69) = _289 _ag - ()‘2 - 1) 89 s
A+1 O 0

et lapplication § : (vr, vg) — (vr(0), v9(0), vr(60), v(6o))-

Le probléme (4.5.16) peut se mettre aussi sous la forme,

( vy 0
M(A, ) | vo = | 0], 6€0,6,
q 0
0 (4.5.17)
Uy o 0
1?{< (] > - 0
. 0
Notons par 4(N), Popérateur de Fredholm, défini par
Up Ur v
a0 [ v | = (movan (w5 ()

q q

D’aprés [57] (Théoréme 1.1.1 et Section 5.1.1), le spectre de 4l est discret et formé des valeurs
propres de multiplicité algébrique finie. En particulier, d’aprés ([80, 81, 57]), les valeurs propres
de (4.5.17) coincident avec les racines non nulles de I’équation transcendante

Asin 6y = sin Ay = 0. (4.5.18)
De plus, d’aprés le théoréme 5.1.2 de [57], la bande

{\ € spectre(l); 0 < Re(X) < 91}, (4.5.19)
0

contient exactement une seule valeur propre simple et réelle A = 1 solution de I’équation
Asin By — sin Ady = 0. Cette valeur propre, A = 1, correspondant au vecteur propre

(vr(’l)7vé1)7 q(l)) = (07 07 1) (4520)

Le probléme de Stokes non homogéne (4.5.10) est résolu dans €2 par le lemme suivant :
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Lemme 4.5.5 (Théoréme 5.3, [80]). Soient k € N* et £ €]k + 1 — wo, k + 1] avec wy = 7/bp.
3
Soient Fy € V§’2(Q) et ¢ € V§+2’2(F) vérifiant la condition de compatibilité [ ¢ - ndl = 0.

Alors, le probléme (4.5.10) admet une solution unique (v,q) € V§+2’2(Q) X V§+1’2(Q). Cette
solution satisfait I’estimation suivante :

Vllir2.ge + Nl ze < Cr (1Pl + 19lis22c) (45.21)

ou C1 = C(Q,k).

Pour résoudre le probléme (4.4.16), nous ne pouvons pas appliquer le lemme 4.5.5 directe-
k+3.2
ment puisque Iy, # 0, autrement dit, Vi n’appartient pas a V§+2’ (T"). Pour cela, nous
introduisons le vecteur suivant
m

Vg = — chV[rjwo cos(jwob)], ¢; €R. (4.5.22)
j=1

De (4.4.16), nous déduisons le probléme

—A(v—vs)+Vqg = Fy, dans €,
div(v—vg) = 0, dans €, (4.5.23)
v—vyg = —Vp-—vg, sur I'.

D’apreés le lemme 4.5.4, la solution ¢ du probléme de Neumann (4.4.13) s’écrit sous la forme

m
Y =¢r+ps, ¢rE V§+3’2(Q), ps = Z ;174 cos(jwob) et (c1,c2, -+ ,cm) € R™.

j=1
3
Maintenant, nous avons bien —V¢ — vy = —Vogr et Vogp € V§+2’2(F). Appliquons le
lemme 4.5.5, alors le probléme (4.5.23) admet une solution unique (vg,q) = (v — vs,q) €

Enfin, le probléme (4.4.16) est résolu grace au lemme suivant :

Lemme 4.5.6 (Théoréme 5.4, [80]). Soient k € N* et & €]k+1—wq, k+1[. PosonsF; € V§’2(Q)

et p € ‘.Ytlg+3’2(Q) qui satisfait la condition de compatibilité fF V- -ndl' = 0. Alors, le probléme

(4.4.16) admet une solution unique (v,q) telle que
veDPHQ), qeviTH(Q), (4.5.24)
et cette solution satisfait l’estimation suivante :
I¥ilggsasy + el ze < €1 (IFallg + lollggsnagy ) (45.25)

ot Cy = C(, k).
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Probléme de Dirichlet

Considérons le probléme de Dirichlet suivant,

—Ay = (, dans ),
v = 0, sur I,

ou ) est défini dans 4.2.2.

Lemme 4.5.7 (Théoréme 5.5, [80]). Soient k € N* et £ €]k + 1 — wo, k + 1[. Supposons que
k—1,2

CeEV, 7(Q).

Si € ngk_l(Q) est une solution du probléme de Dirichlet (4.5.2), alors 1) € V?H’z(Q) et

vérifie l’estimation suivante

Wllksrze < € (16l + 1¥lloge 1)

ot C = C(Q, k).

4.6 Reésolution du probléme du transport

Nous considérons le probléme de transport suivant : trouver p définie sur € telle que

Llw]™'p+ %(w -V)p=y¢q, dans . (4.6.1)

Théoréme 4.6.1. Soient  un domaine borné dans R?, défini dans la section 4.2.2, k € N* et
£ € R tels que £ < k.

Supposons que

weViiQ), ¢evithQ).

Il eziste deuz constantes positives a = a(&, k) et B telles que si

B> B, (4.6.2)

et
aWe|[|w]|; 90¢ <1, (4.6.3)

le probleme (4.6.1) admet une solution unique p € V§+1’2(Q) vérifiant :

A

Hka+1,2,5 > CBHQHk+1,2,57 (4.6.4)

2e
180l 12c < Ci [||Aq||k_172,g+<||w||k+2,zvg+g)||p||k+1,2£] (4.6.5)

Preuve.
Nous allons démontrer ce théoréme en utilisant plusieurs étapes.
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Etape 1. Approximation du domaine et de ’équation du transport
Notons par B(0,r) la boule de centre (0,0) et de rayon r > 0. Soit x une fonction réelle telle
que

x € C°(R?), x =0dans B(0,1), x =1 dans R?\ B(0,2).

Définissons maintenant une fonction de troncature y;, pour s > 0, par :

_ [t 2
Xs(t) =X <2S>7 VtGR .

Nous avons bien que
xs = 0 dans B(0,2s), xs =1 dans R*\ B(0,4s).
Pour tout o € N2, il exsite une constante c telle que pour tout t € R2,
IVoxs()] < eft] e
et
Vs = 0dans (R?\ B(0,4s)) U B(0,2s).

La constante ¢ est indépendante de s et |¢|.

Soit {Qs}s>0 une famille de sous-domaines définis par les conditions :

Qs C Q\B(0,s), Qs CQs, (82 < 81),

o0, e CF2 90, cQ, 99,\B(0,2s) = 9O\ B(0,2s). (4.6.6)

Définissons wy = Wy, alors nous pouvons déduire I’équation de transport approchant (4.6.1) :
2

Liwg) 'ps + B(Ws -V)ps =¢q, dans Q. (4.6.7)

Etape 2. Existence de solutions de ’équation du transport approchée

Pour un s > 0 fixé, si w € V§+2’2(Q) et ¢ € V§+1’2(Q) alors w, € Wk22(Q,) et ¢ €

WF+12(Q,). Ce probléme est résolu dans le lemme suivant dont la démonstration se trouve

dans [94].
Lemme 4.6.2. Soient Q, € C**2 un domaine borné et k € N*. Supposons que
w, € WE22(Q ) nWa(Q,), ¢qe WEL2(Q,).
1l existe deux constantes ag et 31 telles que si
agWe ||wsl[, 0 <1, B> p1.
Alors le probleme (4.6.7) admet une solution unique dans WF12(Q,) vérifiant
pellier < < llallys (468)

2w
Aply < ¢ [HAqu_ﬁ(uwHHﬁg)rrps\\k+1]- (4.6.9)
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Etape 3. Estimation de p, dans V§+1’2(Qs)

Lemme 4.6.3. Soient w, € WF22(Q,), ¢ € WH12(Q,), k € N* et s > 0. Supposons que
ps € WETL2(Q,) est la solution du probleme (4.6.7). I existe deux constantes @ et [3 telles que
St

E<k, B>0, (4.6.10)
et

aWe|[w||p 10260, <1, (4.6.11)

alors, ps vérifie les estimations suivantes :
HpsHk+1,2,§;Qs < HquH,gga (4.6.12)

3 2w
APsllk—1060, < ¢ |IAGl_1260, + | Wsllgi2260, T 3 IPsllkt1,2¢ | -

(4.6.13)

Preuve.
Rappelons notre probléme de transport :

2
L{w,] 'ps + B(WS -V)ps =¢q dans Q, (4.6.7)
ot L[wy)~! est défini en (5.5.59) et (4.4.4). Ce probléme est équivalent &
2
Ps + EL[WS](WS -V)ps = Llwslqg = g5 dans €,

que l'on écrit sous la forme

Lilwlpe+ 25 Lalwlpe = gc - dans €, (4.6.14)
niw = 1+ 22w, ),
Lofw,] = (I+We(w- V)" (w,- V).

Etudions les opérateurs L;[w] et Lo[w,]. En effet, soit wy € V§+2’2(Qs), nous appliquons la
proposition 4.4.1, alors il existe une constante ay = a4 (&, k) telle que si

20(4(1 - w)
T ||Ws||k+272,§,ﬂs <1,

alors opérateur L [wy] : VIgH’z(QS) — VIgH’z(QS) est inversible d’inverse continu. De plus,

||L1[WS]Q||]9+172,§,QS < Ol||q||k+1,27§7ﬂsa

HLl[WS]_lq‘ ‘]H'Lzyfygs < Oi ||q||k+l,2,§,Qs '
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D’autre part, Lo[w;] est défini continu de V§+1’2(Qs) dans VIgH’z(QS) si

alwe ||Ws||k+272,£,95 < 1. (4.6.15)

Pour la continuité de Lo[w,], nous écrivons pour g € V§+1’2(QS),

1 _
La[wg]q = Wo (I — Z[ws] 1)%
alors,
[[Lo[Wslallpt1260, < c? allgy1,2,¢ 5

avec C? = (1 + C?)/We. Ly[wg] est bien continu dans V?H’z(QS).

Sous I’hypothése (4.6.15), nous pouvons écrire le probléme (4.6.14) sous la forme

pe= Labwil ™ (s = = Lalwilp,).

donc )
2C"°w
Ipsllsizen, < CH(Ialksragn, + 5 IPslleszgn, )

Pour > 2wCLlC?, on a
Cl
IPslk41,2.60, < 1= 20123 g5l l511,2.6.0, -
or gs = L[wslq, donc
as|lk41260, < (1 —w)+ wC?) allxs1,2,6.0, -
Donc nous avons finalement,
||p8||k+1,2,§;95 < ||Q||k+1,2,§7
avec 0
1—
2= otz w) +wl
1-2ClC?%w/p3
ce qui démontre I'inégalité (4.6.12).
Pour démontrer l'inégalité (4.6.13), nous appliquons l'opérateur A = TrV? a 1’équation
(4.6.7)
_ 2
L[Ws] 1ps + _(Ws : V)ps =4q.
B

D’aprés le calcul fait dans [94], nous avons :

V3(Liws 'ps) = Liws] 'V?ps + 2(Dw, L[ws] ' VW) Vps + (D, Liws] " V23w, )ps
—w(l = w)We’ Liw,] " Z[w,] " (Vw,) TV <L[Ws]_IZ[Ws]_1(VWs)T
xV(Z[wS]_lL[ws]_lp)), (4.6.16)

(4.6.17)

Vi(L[ws]'ps) = Liws 'V?ps+A+B+C,
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ou A, B et C désignent chacun des trois termes de (4.6.17).

Donc,

2 2 2
Llw,] ' Ap,s + B(WS -V)Aps = Aq-— vas -V2ps — B(WS -V)ps — TrA — TrB — TxrC
- Q.

Nous avons @ € V§+2’2(QS) et donc ce qui précéde implique qu’il existe une constante ¢? telle
que
2
1ADs]l-1260, < ¢ NIQllk-12¢0, -

Pour estimer le terme de droite @, nous allons utiliser le lemme 4.3.3,

2
IRl 1ze0, < 18l 1ze+ 5(IWslliszaee,

V2ps | |k—1,2,§;Qs

+Wsllgt2.2.60. HVPsHk,zg;QS) + 1 Wsllgr2.2.6.0, Pslli1.2,6.0.
2
+w(l — w)WeC) || W[z 10060, 1Psl k11260,
Donc, nous pouvons trouver une constante ¢ telle que,

2w
||Ap8||k—1,2,5;95 < [||A‘J||k—1,2,§;ﬂs + <||WS||k+2,2,§;QS + ﬁ) ||ps||k+1,2,5;95] )

et ceci sous 'hypothése (4.6.11). Pour terminer, notons que nous choisissons B > 2wC1C? et
@ = max(aq, as, 2a4(1 — w)/BWe).
O

Etape 4. Passage a la limite
Tout d’abord, nous avons I'inégalité suivante,

||Ws||k+272,§;95 < ||W||k+2,2,§’ (4.6.18)
avec ¢ > 0 indépendant de s €]0, so|.
Soient @ = @ et B = 3 alors les condition (4.6.2) et (4.6.3) donnent immeédiatement les

conditions (4.6.10) et (4.6.11). D’aprés le lemme 4.6.2, il existe une solution unique pys du
probléme (4.6.7) vérifiant les estimations suivantes,

Psllp+12.60, < 02HQHk+1,2,§= (4.6.19)

2w

Soit {s;}°, une suite de réels décroissante telle que
s; >0, s; — 0sii— o0.
Notons par ; = €2, alors
o
Q;, C Qy, pour i1 < ig, U Q, = Q.
i=1
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Soit p; la solution unique de (4.6.7) dans le domaine €; et qui vérifie (4.6.12). p; est borné dans
W F+12(Q;) alors pour tout m fixé, on peut extraire une sous-suite {pi 332, de {pi}i2; telle que
p;y converge faiblement dans W k+12(Q,,) et fortement dans W 12(,,) vers p™ € W E12(Q,,,).
Pour my > m, on peut extraire de {pgj}zozl, une sous-suite {pzzl}z‘;l qui converge faiblement

dans W k+12(Q,, ) et fortement dans W 12(Q,,,) vers p™ . Alors

m mi

p=p"™, pp.x€ Q.

Définissons une fonction p dans 2 de la facon suivante :

p(z) =p"(x), x € Qp, (4.6.21)
alors p € Wﬁtm(Q) et satisfait ’équation de transport,
2
Liw|™'p+ 3 <W : V)p =q, xel (4.6.22)
g
au sens,
2
/ [L[w]_1p+ —<w : V)p} $dz = / gddz, Vo€ C(Q), (4.6.23)
Q B Q

donc p satisfait (4.6.23) presque partout dans €2, or p € W{?C_l’z

(4.6.22) est vrai dans z € Q\O. De plus, nous avons 'estimation :

(Q) avec k > 1, I'équation

P ks12.60m = IPllkt12e0 < CSHQHkH,zga

2w
1827k g0, = 1820k 1060 < € [I8alkrae+ (Iwlhanse + 5 ) Ipllnzen)

avec C° = 2 et C* = 3¢,

4.7 Résolution du probléme linéaire

Dans cette section, nous allons démontrer I'existence et I'unicité de la solution du probléme
linéaire (4.4.8).

Théoréme 4.7.1. Soit Q) un domaine borné défini dans la section 4.2.2. Soit

weVIHQ), wla=0, TeV{™Q), nevi™ Q) (4.7.1)
FieVi(Q), Hevi (). (4.7.2)
avec
keN*, welo,1], £>0, (4.7.3)
et
E€lk+1—wokl, £#£k+2—mwy, Ym=23---. (4.7.4)

Il existe deux constantes « et (3 telles que, si
allwllyio0e <1, B>5, (4.7.5)
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alors le probleme linéaire (4.4.8) admet une solution unique (u,p,T),
k+2,2 k+1,2 k+1,2
ueViAQ), peviti Qg TeviT Q). (4.7.6)
De plus, on a l’estimation suivante

lallyio0e + 1Plkir 2.6 T 1T leg12 < CollIFall o6 + [HIl5p126), (4.7.7)
ot Cs = C(Q,w, B, k).
Nous commencons par définir ’espace
VEQ) = {mip € VEHQ), (W) e VERQ)}, (4.7.8)

dont la norme
l1llve @) = [lllk2e + Cr ENNW-Vnullg o » (4.7.9)
avec C7 = C1CC3 et € > 1.

Lemme 4.7.2. L’application S définie formellement dans (4.4.12) est une application bien
définie de V’gH(Q) dans lui-méme.

Preuve.
Soit p € V’g(Q) Nous commengons par résoudre le probléme de Neumann suivant,
_ - 1 .
Agp 6H<(W V),u), dans €, (4.7.10)
Ve-n = 0, sur I'.

En appliquant le lemme 4.5.3 avec G = %H(((W) . V),u) et [oGdx = 0. Alors ¢ existe, est
unique, et telle que

p eV, (4.7.11)
De plus, ¢ admet la représentation suivante :

QD:SDR—i_(;DSv

m
ol g € V§+3’2(Q), Ys = Z c; 7740 cos(j wob) et (ci,ca, - ,cm) € R™.
j=1

Nous avons aussi 'inégalité,

2CY
lellagrozy < Iellirszg < 5 WDl e (4712)
Nous savons que (W.V)/L‘ag = 0 car wjpg = 0, or l'opérateur A est un isomorphisme de
VIS?Q(Q) dans V’g_m(F). Donc,
2
lellgersaay < @llersng < 52 ATl 1. (4.713)
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Une fois que ¢ est connue, nous résolvons le probléme de Stokes suivant,

—Av+Vq = Fyq,
divv = 0, dans €, (4.7.14)
v = —Vo, sur I'.
Découpons formellement v comme suit,
m .
V=vVg+vVg, Vg=-— chV[rﬂ”O cos(jwob)], ¢; €R. (4.7.15)
j=1

Nous allons chercher (vg, ¢) solution du probléme,

_AVR + Vq = F17
divvg = 0, dans €, (4.7.16)
vg = —Ve—vg, sur T.
Onape ‘)‘(Ig+3’2(§2), alors nous pouvons I’écrire sous la forme,
m .
© =g + Z cj %0 cos(j wol) ot g € V§+3’Q(Q) et ¢j € R, (4.7.17)
j=1

alors le probléme (4.7.16) s’écrit,

_AVR +Vqg = Fy,
divvg = 0, dans €, (4.7.18)
Vg = —Vr, sur I.

Appliquons le lemme 4.5.5 au probléme de Stokes (4.7.18) : ceci montre que (vg,q) existe et
est unique & une constante prés, et tel que :

ve €VERRHQ), qe V@)

Autrement dit, le probléme (4.7.14) est résolu par le lemme 4.5.6, donc la solution (v, q) existe
et est unique & une constante prés, et telle que :

vedtHQ), eVt Q). (4.7.19)
Cette solution satisfait ’estimation suivante :
¥llogs2) + s z¢ < Co (||F1||k/,2,5 T ||<,o||m§+3,2(m> , (4.7.20)

ou Cg = C(2, k). Donc, (4.7.20) s’écrit :

20},
||V||©§+3’2(Q) + ||Q||k+1,27§ < Cs <||F1||k,2,§ + 72 ||(A(W-V)M)||k—1,27§> ) (4.7.21)

D’autre part, appliquons l'opérateur A a I’équation (4.5.12)q, alors

—divAv 4+ divVqg = divFy,
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ce qui donne Ag = divF et
HAQHk_Lz,g < HFluk,z,g- (4.7.22)

Maintenant, considérons ’équation de transport (4.4.17) concernant la pression. D’aprés le

théoréme 4.6.1, p existe, est unique dans V§+1’2(Q) et satisfait a l’estimation

||p||k+1,2,§ <C3 ||(J||k+1,27§ . (4.7.23)

Utilisons les estimations (4.7.12), (4.7.20) et (4.7.23) : nous déduisons l'estimation suivante,

1
Iplless e < Cr <||F1||k,2,§ + ||<w.v>u||k+172,g> 7 (4.7.2)

avec C7 = C1C5C5.
L’inégalité (4.6.5) implique Pestimation :

2w

2
2 HAI iy < G I8dhcrag + (IWlnng + 25 ) Ipllianng| - (0729

Utilisons maintenant les inégalités précédentes, alors (4.7.25) s’écrit,

2‘ ‘A K%V) p] Hk-m,g < Gy |:HF1HI¢,27§ + C3C (HWHk—i-ZQ,g + 2%)

% <||F1||k’275 + %HA [(W'V)M} Hk—l,2,§> ]’

donc,

2w

o[ (59) 0 rne = 6 (14 CoC0 (IMlhnae+ 25) ) IFullne 0720

12050505 Ch <ku,€+2,27§ + %) HA [(%.VM Hk_(fé,@”)

Posons Cy = C3CsCsCY, nous déduisons de (4.7.26)

2w

1G59) s < & (15 (Wlhozac ) Il

+0 (IMlnn+ 22 ) [| (5900l e 0729

Les estimations (4.7.23) et (4.7.28) montrent que 'application S est bien définie et opére de
V’g“ dans lui-méme.
g
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4.7.1 Preuve du théoréme 4.7.1

Vk-i—l

Apres que nous avons démontrer que 'application S est bien définie et opére de dans

lui-méme, nous allons démontrer que S est une application contractante. Pour F; fixé, soient
w1 et po des fonctions de V’gH(Q) tels que

p1=8(), p2=S(u2).
Posons
P =D1— P2, [b= 1 — 2.

Pour f‘l = F; — F; = 0, nous déduisons facilement que S(z) = p, donc nous avons les
estimations suivantes,

Pl ze < 5 (5:9) 7] (1.7.29)

k+1,2,6

I (%.v) ﬁHkH’z’s < Gy <HWHI§+2,27§ + 2%) H(%'V>ﬁHk+1,2,g' (4.7.30)

Utilisons le deux derniéres estimations, nous obtenons

| (59) Al + 10 (1912 %5 ) | (9,
C7 ¢ [% + Cy <||W||k+2,2,g + 2%)} H(%-V>ﬂuk+l’2£,

ou la constante € est définie dans (4.7.9). Nous déduisons que

IN

‘ ‘ﬁ’ ‘Véﬂ“(g)

IN

1 2w ~
Pl < |g + 0o (IWlanag + 5 )| g

Pour démontrer que S est une contraction dans V?H(Q), nous avons besoin de la condition,

1 2w

Or, cette condition est vraie si on suppose que

8> 2(29_&1” et (Wil a0 < cig <1 - %) - %“ (4.7.32)
Donc, § admet un point fixe unique p.
Rappelons la troisiéme équation du probléme linéaire (4.4.8) concernant le tenseur 7,
T+ We(w-V)r=H+2wD(u), ze. (4.7.33)
Si
a5 |[Wllgi00e <1, (4.7.34)
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alors ce probléme de transport est résolu dans la proposition 4.4.1. Pour I'estimation de 7, on
applique les estimations de 4.4.1 avec le second membre H + 2wD(u),

Tl 1,2,6 < 106 T 2w ullpi00e - (4.7.35)

I1 nous reste & démontrer l'inégalité (4.7.7). Nous avons trouvé u = v + Vo, alors

Hqu+2,2,5 < HVHk+2,2,5 + HSOHk+3,2,5- (4.7.36)
¢ vérifie Uestimation (4.7.12) et v vérifie I'estimation (4.7.20), donc

w
ulhozzg < CollPillo + 2020+ Goll| (5.9) o], @ran
D’autre part, utilisons 1" estimation (4.7.29),
w
Wl zg < G5 (IRl + | (59) 2l e ) o3
Pour Pestimation de ||7[, 4 ¢, nous utilisons I'inégalité (4.7.35),
w
s < Bl g + 260 [Fallse +4Cat+ Col| (5:9) o], (4739
Maintenant, de l’estimation (4.7.28) nous déduisons
w 2w
15 Ml = 0+ ()
2w w
G TG ae
e <HWHk+2’2’5+ 5) 3 )Pkt
D’aprés la condition (4.7.32), nous avons
2w
Co <||W||k+2,2,§ + ?> <1,
donc il existe une constante C}, dépendant de w, 3, Cy telle que
H Vv H < Cul|F]] (4.7.40)
B ) Pllsrge = TolFe2e o
Additionnons (4.7.37), (4.7.38), (4.7.35) et (4.7.40) alors
allizne + 1Pl ne + 1llienze < O (Il + Fllie ) (4.7.41)

avec C5 = [2C2(1 + Cs)(2wCy + 1) + C7(1 + Cyy) + Cs(2w + 1)]. Donc nous avons démontré
I'estimation (4.7.7).

Pour terminer, nous précisons que les constantes a et 8 sont données par,

099:5 > -~ CgQ:w

"B(€—1) — 2wCo€ f=max(f,2° 7

). (4.7.42)

a = max <a5,62
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4.8 Reésolution du probléme non linéaire

Dans ce paragraphe nous cherchons la solution de notre probléme non linéaire,

—(Au + Vdivu) + V(L[u]~1p) Fi(u,p,7), dans Q,

divu + %H((u -V)p) = 0, dans €,
(4.4.6)
We {(u- V)7 +g(Vu,7)} +7 = 2wD(u), dans €,
u = 0, sur I,

comme point fixe de ’application
K : (W,,U,T) - (uvpaT)y

ot (u,p, ) est la solution du probléme linéaire (4.4.8) donnée par le théoréme 4.7.1 et corres-
pondant & F; = Fj(w, u, T). Nous commengons en définissant un ensemble dans lequel nous
allons appliquer le théoréme du point fixe. Pour tout k& > 2, ’ensemble ‘Bg’s est défini par :

B = {(w, T € VE22(Q) x VET2(Q)/R x VET2(Q), wlon = o,

1w, i1, D)l <7} (4.8.1)
en posant
W, 1 T e = [Wllkso0e + itllirr 06 + 1T g0 - (4.8.2)
4.8.1 Preuve du théoréme 4.3.4
‘Bg’g est un fermé, borné, non vide et convexe de l'espace Vk+2’2(Q) X VIgH’z(Q)/]R X

3

Soit 'application K : (w, u, T) — (u,p, 7). Montrons que K(‘Bg’g) C ‘Bg’f.

Soit (w, u, T) € ‘Bf«{’s, vérifions que K(w, u, T) = (u,p,7) € ‘Bg’g. En effet, d’aprés I'estimation
(4.7.7), nous avons 'inégalité,

1w, p, T)l|e < Cs([[Fllgne + [1H|lgi12.6)-

Donc, nous avons besoin d’estimer les deux termes a droite de 'inégalité.

Rappelons la définition de F; et H,

Fi=F(w, 1, T) = L{w] Yf —Re(w-V)w+ Z[w]| 'F(w,T)}
+Liw] HwWeZ[w] 1 (VW) V[Z[w] ™! x Liw] ']},
H=H(w,T) = —Weg(Vw,T).
Estimons H,

HHHkJ,-l,2,§ < cxWe HTHk+1,2,5 HWHk+2,2,5'

D’autre part, d’aprés les propriétés déja étudiées des opérateurs L[u], W[u] et Z[u] intervenant
dans 'expression de F1, nous vérifions que

2
[F1llpoe < Cu| |[Elly 26 + RellWlliiooe + Cy [F(lj 2. + CwWe [Wllks2.26 1Pllki10e |-
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En tenant compte de fait que F(w, T) = We{l; (0w, 0T) + I2(0?w, T)}, alors

2
[Fillpoe < Cuc HfHk,z,g"‘ReHWHsz,g+QCSWGHWHI€+2,2,§HTHk+1,2,§

+CSWW6HWHI¢+2,2,§HNHk+1,2,5 5 (4.8.3)
avec C est la constante provenant de la continuité de l'inverse de Lw].

D’aprés l'estimation (4.7.7) du théoréme 4.7.1 nous avons ’estimation suivante

1w, )l < Culs| |Ifll e + RellWl[iy0e + Co0We [[Wllki0e llllkir 0
+We(1 +2CY) [Wlles2.26 1T k126 ]v
< O llfllpag+ O lWlleyone [Reltwlli o+ C%w i o
+We(1 +2CY) T ljt1 2, ]v (4.8.4)

avec Cp; = ¢,C,Cs et A = (Re + C% + We(1 + 2C?)).
Pour ||f]|, 5 ¢ < f, lestimation précédente implique que (u,p,7) € ‘B%’s, si
Ciif + Chi|Re + Cow + We(1 + 209|372 < 7, (4.8.5)

et ce vrai si nous choisissons 7 et f comme suit.

1

< — 4.8.6

ENETOROTR (486)
et _
Y

< 4.8.7

f 20117 ( )

alors (u,p,7) € ‘Bg’g.

Maintenant, montrons que K : ‘B.I;’S — iBffy’g est une application contractante. D’aprés le
lemme 4.3.1, nous avons les injections continues,

VER@) V@), et VTR V(@) (455

Donc, il suffit de montrer que K : iBffy’g — ‘B.I;’S est contractante pour la topologie de
3,2 2,2 2,2
Veli,o() X Vel () X V2 ().

Tout d’abord, %g’g est non vide, convexe et fermé dans V?ka’O(Q) xV?ka(Q)/R xV?ka(Q).
Soient (wy, p1, T1) et (wa, g, To) dans Véka’O(Q) X V?ka(Q)/R X ngkH(Q) tels que
K(wi,p1,T1) = (ug,p1,71) et K(wa, p2, T2) = (uz,p2, 72) (4.8.9)
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Alors, K(w*, u*, T*) = (u*,p*,7*) en posant :
uw=w-u, pT=pi-ps, T =T1-Ty, W =Wi—Wa, g =p—p, T"=T;-Ts
Fi =Fi(wy,p1,T1) — Fi(wo, po, T2), H*=H(wy,pui, T1) — H(wa, po, To).
Nous commencons par calculer F7 et H*. Nous trouvons simplement que,
H* = —Weg(Vw*, T1) — Weg(Vwy, T). (4.8.10)

et qui vient par un simple différence entre H(wy, p11, T1) et H(wa, o, T2), alors que pour F7,
le calcul sera moins évident.

Fi = [Liwi)™" = Liwa] [+ Re | Liwi] ™ (Wi - V)wy — Llwa] ™ (wz - V)w|
[ Liwi) ™ Z[wi] "' F (w1, Ty) — Liws] ™ Z[ws] T F(ws, T)]
+w We [L[W1]_IZ[W1]_1(VW1)TV[Z[W1]_1 x Llwi] ™ pa]
—L{wa| ' Z[wo] 1 (Vwa) V[ Z[ws] 7! x L[W2]_1N2]]- (4.8.11)
Pour simplifier le calcul de F%, nous posons :

(L[wl]_l - L[WQ]-l)f,

%
& = Re (L[wl]—l(wl.V)WI—L[WQ]*(WQ-V)W),

T = (L[wl]_lZ[wl]_lF(wl,Tl)—L[Wg]_lZ[WQ]_lF(Wg,Tg)),
q = wwe(L[wl]—1Z[w1]—1(vW1)TV(Z[w1]—1 % Liwi] " 1)

— Lwa] " Z[wa] T (Vo) TV (Zwa] ! x Liwa] i) ).

Nous écrivons & sous la forme,

& = ReLwi|™! ((w* - V)wy + (wa - V)w*) + Re <L[w1]‘1 - L[wz]_l)(WQ V)ws.
(4.8.12)
Pour %,

T = L[wl]_lZ[wl]_1<F(w1,T1) - F(wz,Tg)) + <L[w1]_lZ[w1]_1 - L[W2]—1Z[W2]—1)F(W2,T2)
= Liwi] 7 Z[wi] 7 (F(wi, T1) = F(wa, T2) ) + Liwi] ™ (Z[w] ™ = Z[ws] ™ ) F(ws, T)
—|—(L[w1]_1 - L[wz]_l)Z[WQ]_lF(Wg,T2).
(4.8.13)

Par ailleurs,

F(Wl, Tl) — F(Wg, Tg) = We{ll (awl, 6T1) + l2(62W1, Tl) — 11(8W2, 8T2) — l2(82W2, Tg)}

= We{h (aW*, 6T1) + l1(8W2, OT*) + l2(62W*, Tl) + 12(62W2, T*)}
(4.8.14)
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Finalement, 4 s’écrit,

4= wWeL[wl]_lZ[wl]_l(le)TV(Z[wl]_l x Liw] " — Z[WQ]-lL[wz]-1u2>

FwWe | Liwi] ™ Zfwi] ™ (Vw)” = Liwa] ™ Zlwa] ™ (Twa) |V (Z[w] ™ Liws] 1o ).
Pour faire apparaitre u* et w*, nous ajoutons et nous retranchons des termes semblables,

U = wWeLfwi] ™ Zlwi] ™ (Vw1)"V (Z[wi] " Liwi] ')
FwWeL[wi] ™ 2w ] (V) TV ((Z[w] 7 Llwa] ™ = Zlwa] " Liwa o)
W L[wi] ™ Z[wi] ™ (V)T | 7 (Z[wa] ' Liwa] ™ )
FwWe(Lwi] ™ Z[wi] ™ = L{ws| ™ Z[w] ™) (Tw) TV (Z[w] T Llwa] o).

Enfin, 4 s’écrit,

U4 = wWeLlwi] ' Z[wi] 1(Vw)TV Z[wl]_lL[wl]_lu*>

D’on,

Fi = [Llwa ™ = Ewol 6+ [Liwa] ™ — Lwa] '] Z[wa] ' F(wa, To)

—I—L[Wl]_lZ[Wl]_l [F(Wl, Tl) — F(WQ, Tg)] + L[Wl]_l [Z[Wl]_l — Z[Wg]_l] F(WQ, T2)
+Re L[w1]™* [(W* - V)wi + (w2 - V)W*] +Re [L[Wl]_l - L[w2]_1] (wa - V)wy

+wWeL[wq] ' Z[wi] " (Vw, TV(L[Wl]_l [Z[Wl]_l - Z[wz]_l];@)
1

)

)
I~ (Vwi)
wi] 7 (V)" ([ Liwa) ™! = Liwa] ™| Zlwa]
I~ (VW)
1

+wWe [L[wl]— - L[Wg]_l] Z[wa) " (Vws) TV (Z[wz]_lL[Wg]_l M) . (4.8.16)
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D’ou (u*, p*, 7*) vérifie le probléme suivant :

—(Au* + Vdivu*) + V(Llwi]7'p*) = Fi+ V[(Llwa]™' — Liw1] )p2],
divu* + %H((Wl . V)p*) = —%H((w* . V)pg),
7+ We(wy - V)m* = H* 4 2wD(u*) — We(w™* - V)7y, dans Q
u = 0 sur I,

(4.8.17)
avec F et H* sont définis respectivement dans (4.8.16) et (4.8.10).

Appliquons le théoréme 4.7.1, avec la condition de compatibilité sur le second membre dans
(4.8.17), autrement dit avec le fait que </ H((w* . V)pg) dr = O>, alors (u*, p*, 7%) existe et
Q

vérifie 'estimation suivante pour k = 1,

N

||‘1*||3,2,§—k+1 + ||p*||2,2,§—k+1 + ||T*||2,2,5—k+1 = C5< ||F>1k||172,£—k+1
1
(o)
[5(w - 0)

+ || VlLbwal ™ = Liwi e |

_l’_

2,2.6—k+1

1,2,6—k+1
= We(w" - V)mallyn e )
(4.8.18)

Pour ¢ < ket k> 2, H* est estimé de la maniére suivante :

HH*H2,2,5—1¢+1 < We C*(HW*H?,,z,g—kH HT1H/€+1,2,§ + HW2H/¢+2,2,§ HT*H2,2,§—k+1)~
(4.8.19)

D’autre part,

Filloe 1 < NRloenir T 1ISl1aepir T 1F2eprr T 1126 k1
(4.8.20)

Estimons chaque terme & droite de la derniére égalité. Avant d’estimer |||} 5 ;¢ 1, utilisons

le développement limité de 'opérateur L[w]~! donné dans [94].
En effet,

R = (L[wl]_l—L[wﬂ_l)f

= —Llwi| Y WewZ[wi] L . w*.V[Z[wi] ' Lwi] ]} + e(w*) HW*H3,2,§—k+1 f.
(4.8.21)

Alors,
HmHL2,§—k+1 < wWeC"Cy(1 + [e(wW7)]) "W*H3,2,§—k+1 HfHk,2,§7 (4.8.22)
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avec lime(w") =0 si [[W*||39¢ .y — 0.

Examinons le terme ||S]]; , kb1

16111 06pe1 < Rel[Lwi] T [(W" - V)wi + (wo VIW'[[ 50 0y
+Re||[Llw1] ™ = Llwa] ™ (w2 - VIwa|[, 54y
< Re C*(||W1||k+2,27§ + ||W2||k+2,27§) ||W*||372,§_k+1
FReCCH L+ [e(W) ) [[W*lly g [[WellZ o
< ReC CH(1+ (W) (IWillksa e + [1Wally 26 W |y 06 i1
(4.8.23)
Pour estimer ¥, il faut estimer ses trois termes, commengons par son premier terme
Liw1] ' Z[wi] ' [F(wy, T1) — F(wo, T2)].
En effet,
|[LIw1] ™ Z[wi] 7 [F(wa, T1) = F(wa, To)] ||, 5 ¢y < C°C5 [[F(W1, T1) = F(wa, To)ll 1 opgp1 -
avec,

[[F(w1,T1) = F(wo, To)ll; 0 ¢ 1 < We{ L (OW", 0T 1)l 9 ¢gy1 + 1L (OW2, 0T )4 5 ¢_pin

+ Hl2(82W*7T1)H1,2,§—k+1 + Hl2(82w2= T*)| ‘1,2,5—k+1 }

D’on,
|| Liwi] = Z[wi] T [F(w1, T1) = F(wo, To)] [ 5y < 2W60*C§{ W l3.2,6— k1 I Tlljg1 2
+Wallp 226 1T 22,6 k11 }
Maintenant, posons
Zwilgg = F(weq, To)

Zwsalga = F(wy,Ty).
Effectuons la différence de ces deux relations :
Zwil(q1 — q2) = —We(wW".V)qy;
d’ott

We [|(w".V) g2 H1,2,5—k+1

We HW*H3,2,§—k+1 |g2] ‘2,2,k—5+1 :

llg1 — Q2H1,2,§—k+1

IA A
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Donc, on peut estimer le deuxiéme terme de ¥,

[[Lfw1] ™ [Zwa) ™ = Zlwal B (W, T) ]y

IA

C™"We [|[W*|[35 ¢ k11 || Z[w2] ™' F (w2, T2)| ‘272,5—k+1
C*CoWe |[ W[50 e py1 1Wollpyo o I Tallpgr 26 - (48.24)

IA

Pour le troisiéme terme de ¥,

| [L[Wl]_l - L[W2]_1] Z[wa] " F(w, T2)H1,2,§—k+1

c*C
c*C

(1 + [e(w™)]) "W*H3,2,§—k+1 ||F(wa, T2)H1,2,§—k+1
(L4 leW)D W |5 0. pr1 IWallgyo26 I Tollgi1 26 - (4.8.25)

Additionnons (4.8.24), (4.8.24) et (4.8.25), alors

O x Ox%

<
<

¥l e hir < C*CS<(1+|€(W*)I+We)||W2||4,2,5_k+1||T2||3,2,g_k+1+2We||T1||2,2,g_k+1>

X [WHl3 9 4—gr1 +2We C*Cp [[Wallp 006 1T [0 6 g1 -

(4.8.26)
Pour estimer 4, nous allons estimer ses 6 termes. Commengons par
wWe"L[wl]_lZ[wl]_l(le)TV(Z[wl]_lL[wl]_l,u*) (
1,2,6—k+1
<wWeC*Cj leuk+2,2,5 HN*Hz,2,§—k+1 .
(4.8.27)
Pour le deuxiéme terme
wWe‘ (L[wl]—lz[wl]—l(le)Tv(L[wl]—l [Z[wl]—l - Z[wQ]—l] Nz) H1 o
W [F (s i )
*2 vk -1 -1
< WWeCCq [IWillgsane || [20w] ™ = Zlwal M pm |,
< WWeC GG lIwWillesane 9l s || Z0wel s,
< wWe C*2C52 leuk+2,2,§ HW*H?,,2,§—k+1 HN2Hk+1,2,5- (4.8.28)
Estimons le troisiéme terme,
-1 -1 T —1 -1 —1
Wel | Liwi] 2w ] (Vw) 'V ([Lbwi) ™ = Lwa] | 20wal )|
< WWeCCg lIwilly e |||l ™ = Llwa] 7 Zlwl |,
< wWe C*2C52(1 +le(w))) HW1H1¢+2,2,§ HW*H?,,z,g—kH HN2Hk+1,2,5- (4.8.29)
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Pour le quatriéme terme,

wWe‘ ‘L[wl]_lZ[wl]_l(Vw*)TV (Z[Wz]_lL[Wz]_1M2> ‘ ‘ 1 2£—ktl

< WWeC*Cy |lw" 20wl Liwa] |
< wWe 0||W||3,2,§—k+1 [w2] [wal ™" e 9.2.6—k+1

*2 k2 *
< wWeC™Cp™ [|Whl3 9 g Hm2llpyr o - (4.8.30)

Examinons le cinquiéme terme,

wWe‘

Llw,] ™! [Z[Wl]_l — Z[W2]_1} (Vws)TV (Z[Wﬂ_lL[W?rl“z)Hl,2,5—k+1

IN

WO W'l g || 20wl (P79 (2wl Do) |

IN

W |5 (- g
wyve 0 HWH3,2,5—k+1HW2Hk+2,2,5 [wa] [Wa] ™" g 2.2.6— k41

N

*2 ~yx2 *
< WwWeC 0 W[5 0.6 ka1 IWollkso e llH2llks1oe - (4.8.31)

Pour le dernier terme,

wWe

[L[Wﬂ_l - L[W2]_l] Z[wa]H(Vwy)'V (Z[W2]_1L[wz]_1,u2) ‘ ‘1,2,§—k+1

IN

WWe C*Ci (1 + (W) ) W g 5,61 1192l 0.t ||V (Z1wa] 7 L) o)

%2 k2 * *
< wWeCC" (1 + [e(WH) D W32 g1 B2l 126 -

2,2.6—k+1

(4.8.32)

Maintenant, nous avons l’estimation de 4,
2 2
Ul 241 < wWeC™Cy [(1 +leWI)DA 4+ [IWillkyo.6) + [IWallpyooe

+ [ Wil[gy20e + 1] 201, 2,6 W53 2,61

*2 k2 *
+wWe C™“Cy ||W1||k+272,§ iz ||272,§—k+1 :
(4.8.33)

Donc, nous pouvons trouver l'estimation de |[Fi[|;5¢ ;. en additionnant les estimations
(4.8.22), (4.8.23), (4.8.26) et (4.8.33),

IEilhery < {wWeC Ci+ le(w)) IIEll e
FwWe C2CE (1 -+ (w1 + Wil li322.6) + [[Wallisoz
19l goze + 1 izl o6+ C*Co | (1 + [e(w) | + We) [ [wal |y 9,06
X || T2l 41,2, +2We HT1Hk+1,2,5] +2Re C*Co(1 + [e(WH))([|W1llp 1006

+ ||w2||k+2,2,g } ||W*||3,2,§—k+1

*2 k2 *
+wWe C*“Co” [[Willgy2.06 10 1206 k41
+2We C*Cy |[wall 006 [T l5,2,6 o1 - (4.8.34)
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Pour terminer l'estimation (4.8.18), il nous rester trois termes & estimer. D’une part,

[5n(e 9l < 5

5 W3 0,6 —ps1 P2l k410 - (4.8.35)

D’autre part,

Liwa] ™ — Ziwl | < [Jcetwal ™ 2w ea|
VIl = Liwal M|, ([l = Ll e,
< wWece , C*(1+ [e(W)) [[W*ll3 2.6 pr1 P20k y1.06 -
(4.8.36)
Enfin,
([We(w™ - V)7ally g e 1 < Wee [[WHll3 0 ki [172llpi1 2. - (4.8.37)

Donc, (4.8.18) s’écrit :

ulls 01 TP oo epir T T oo enir < CsBalWill3 06 g1 + C5Ba 1"l 0 e ki1

+CS%3 HT*H272,5_1€+1 5 (4838)
avec,
By = B8 Willanmes Wallisone
H:“2Hk+1,2,§ ) HT1Hk+1,2,5 ) HT2Hk+1,2,5)7 (4.8.39)
B, = %z(HW1Hk+2,2,5)7 (4.8.40)
By = Bs(|[wolljio0e)- (4.8.41)

Notons que B,, B, et B; dépendent de f, 7, et ﬁ, donc on peut choisir f et 7 assez petits et

ﬂ assez grand de maniére a avoir une contraction dans la boule BES Ainsi I application K est
contractante, donc elle admet un point fixe unique et par suite le probléme (4.2.10) est résolu.
Ce qui termine la démonstration du théoréme 4.3.4.
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Troisiéme partie

Sur la limite d’un écoulement de
fluides viscoélastiques, compressible et
non stationnaire, pour un faible
nombre de Mach.
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Chapitre 5

Existence globale de solutions
réguliéres a petites données et limite
incompressible pour des écoulements
de fluides viscoélastiques faiblement
compressibles

N this chapter, we consider compressible fluids satisfying the Oldroyd constitutive law. We
I prove the local existence (and uniqueness) of a solution by classical fixed point argument.
We also prove some global properties of the solution. In particular, we obtain some a priori
estimates uniformly in the Mach number and global existence for slightly compressible fluids.
We prove that compressible flows with well-prepared initial data converge to incompressible
flows as the Mach number tends to zero.

5.1 Introduction

Nous étudions I'existence locale et globale ainsi que I'unicité d’écoulements de fluides vis-
coélastiques faiblement compressibles de type Oldroyd-B dans un domaine €2 borné et régulier
de R3. Nous étudions aussi la convergence du modéle faiblement compressible vers le modéle
incompressible pour des données initiales bien préparées lorsque le nombre de Mach tend vers
zéro. Cette convergence, pour des données initiales petites et bien préparées, a été établie aprés
avoir obtenu des estimations uniformes par rapport au nombre de Mach.

Dans [13], Bessaih a étudié la limite d'un systéme de Navier-Stokes compressible dans le cas
des données initiales bien préparées lorsque le nombre de Mach tend vers zéro. B.Desjardins et
E.Grenier [21]| ont abordé la limite des solutions faibles des équations de Navier-Stokes dans
I'espace tout entier R? (d=2 ou 3). R.Danchin [19] a étudié I’existence locale et globale pour
des données petites pour le systéme de Navier-Stokes ainsi que la convergence du modéle vers
le systéme incompressible lorsque le nombre de Mach tend vers zéro dans l’espace tout entier
et avec des conditions initiales mal préparées. Récemment, en prenant des conditions initiales
bien préparées, Z.Lei [65] a démontré I'existence locale et globale des solutions classiques du
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systéme des équations d’un fluide viscoélastique incompressible par I'intermédiaire de la limite
incompressible quand les données initiales sont suffisamment petites dans un tore et dans des
espaces de fonctions trés réguliéres.

Ce travail est organisé comme suit. La section 5.2 est consacrée a la modélisation du pro-
bléme, a la définition des conditions bien préparées et a ’établissement du modéle sans dimen-
sion & étudier. Les notations et les résultats principaux sont détaillés dans la section 5.3, alors
que l'existence locale des solutions réguliéres se trouve dans la section 5.4. Dans les sections
5.5, 5.6 et 5.7, nous avons établi les estimations uniformes par rapport au nombre de Mach qui
nous aident a établir l'existence globale dans la section 5.8 et la convergence du modéle vers
un modéle incompressible dans la section 5.9.

5.2 Modélisation

5.2.1 Ecoulement de fluides viscoélastiques compressibles non stationnaires

Considérons des écoulements non stationnaires pour des fluides viscoélastiques dans un do-
maine borné régulier 2 dans R?. Le systéme, couplant les lois de conservation de la quantité de
mouvement, de la masse et la loi du comportement du fluide, s’écrit sous la forme,

P <({;% + (u*.V*)u*> = pf* +div*(r* — p*l), dans Qr,
s +div*(p*u*) = 0, dans Qr, (5.2.1)
D,1* D,D*
*+ A= = 2n(D* . d
T + Dt* 77( +p Dt* >7 ans QT7

ou les variables étoilées sont les variables avec dimension et Qr =]0, T[x (2. Les inconnues sont :
le vecteur vitesse u*, la pression p* = p*(p*), la densité p* et le tenseur des extra contraintes
7* (tenseur symétrique). 7 est la viscosité totale du fluide, A > 0 est un temps de relaxation, u
est un temps de retard (0 < p < ).

D *
1;;; est une dérivée objective de tenseur d’expression,
D,* 0
— = + (V) | 7"+ 7T"W* = W*r* — q(D*r" 4+ 7°D"),
A (2w) R

1 1
ou W*[u*| = §(V*u* — V*u*) et D*[u*] = i(V*u* + V*Tu*) sont respectivement le ten-
seur des taux de rotation et celui des taux de déformation, a est un paramétre réel vérifiant
a€[-1,1].
Le systéme est complété par une condition aux bords,
u* = 0 sur X1 =]0, T[x09,

et trois conditions initiales,

u*(0,2*) = wuj(z*), dansQ,
(0,27 = i), dans
7*(0,2%) = 75(z"), dans Q.
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En général, nous décomposons 7* en deux parties : une newtonienne relative au solvant 77,
et une polymérique 7,;. Dans le cas de dimension 3, nous écrivons

2
™ = 2, D* + <<§S - %) div*u*> I+7,,

ou I est le tenseur identité et &s la viscosité de groupe. Puisque nous nous intéressons a un
modéle de fluides faiblement compressibles, nous supposons que &, = 0. 7% s’écrit,

2
7'4< = 2775D* +7';<7 7': = T; — < gsle*u*> I

De (5.2.1)3, nous pouvons déduire que 7 vérifie 'équation

Dyt
Tg + A ’l;t*e = 2776D*7
oun=mns+neet p= )\%e tel que 0 < pu < A. n; et ne sont deux réels positifs, respectivement les
viscosités du solvant et du polymeére. Donc, sous les hypothéses faites, résoudre (5.2.1) devient
équivalent & résoudre le systéme,

8 *
p (G ) = AT ) T i
ai* Fdivi(ptut) = O, (5.2.2)
T + /\%;; = 2n.D*[u*], dans Qr,

ou pour alléger la notation, nous avons noté 7 par 7*.

5.2.2 Définitions mathématiques des quantités physiques

Nous définissons dans cette partie quelque quantités physiques qui seront utiles pour la
définition de notre systéme mathématique.

Définition 5.2.1. Sans onde de cisaillement, la vitesse du son se propage seulement par com-
pression. La célérité du son dans un fluide, noté Cs, est donnée par la racine carrée de la dérivée
partielle de la pression par rapport a la densité a entropie constante. Autrement dit,

dpr 1/2
CS L |:dp* (p ):| N

Nous supposons aussi que
*

dp
e 0.

Définition 5.2.2. Le nombre de Mach est un nombre sans dimension, noté €, qui est le rapport
de la wvitesse locale d’un fluide sur la vitesse du son dans ce méme fluide. On peut le définir
comme suit

ot Cy est la célérité du son dans le fluide et U, une vitesse typique du fluide.
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5.2.3 Conditions bien préparées

Dans ce travail, nous prenons une densité que l’on divise en deux parties : une partie
constante indépendante de ¢ et une autre dépendant de € mais tendant vers zéro si € tend
vers zéro :

P =7" + 0% =p* + %0 (5.2.3)

Nous supposons aussi que les conditions initiales p3®, u;® et 7, sont des conditions bien preé-

parées qui dépendent de €. Nous les définissons de la maniére suivante :

*€ =% 2\ __ —x 2 _xe
pe. = P+ O(7) =p; +e077,
u,” = vy+v;5, divvy =0,
.5 = S;+8S;.

ou Py, v, S¥ sont respectivement une fonction, un vecteur, un tenseur (symétrique) indépen-
dants de €. Dans la suite de ce travail, le paramétre € sera sous-entendu sauf dans la section 5.9.

Nous allons considérer la densité p* = p; comme une densité typique. Nous supposons que

m =minpj(z*) >0 et M = maxp;(z”). (5.2.4)
Q Q

Nous remarquons que

dp* — 2 % dp* —k 2/1 d2p* — 2 %
(P +e0")——(p)=¢ = (p" +te"o”)dt.
ap ( ) ap (") 7 5 ( )
Notons par w*(¢*) = g’; (p* +e%0*) — %(ﬁ*). Il est évident que w*(c*) dépend de &, ainsi

que w*(0) = 0. Nous supposons que la fonction p* — p*(p*) est de classe C? et la fonction
0" — w*(c*) est de classe C*.

Maintenant, remplagons p* par sa valeur dans (5.2.2)1, il vient

*

0 dp*
(ﬁ* —|—€2O'*) <81t1* + (u*v*)u*> +52i(ﬁ* —|—€2O'*)V*O'* —

dp*
(5" + 20")f* + ny(A*u* + V*div*u*) 4 div *7*.
Nous pouvons ’écrire aussi, en tenant compte des définitions de w*(c*) et du nombre de Mach

g, sous la forme

*

Ju .
(p" +e%0") <¥ + (u*.V*)u*> +UV*e* = (p" + 20" 4+ ns(A*u* 4+ V*div *u*)
+div 7" — 2w (c*)Vio™.
Pour la deuxiéme équation, nous déduisons facilement,

*
, 00

ot”

£ + p*div*u* 4 £*div *(6*u”*) = 0.
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Finalement, (5.2.2) s’écrit

(p* + 0" )u*> +UV*e* = (p"+*0")f* +n:(A*u* + V*idiv *u*)
FdiviTt — w*(o%)Vro,
—1— prdiviu® + e*div*(c*u*) = 0,
o = 2neD*[ur], dans Qr.

(5.2.5)

5.2.4 Equations sans dimension

Pour avoir des quantités physiques sans dimension, nous supposons,
* * * * * 2
¥ =Lox, t'=—t, p*=ap, w(c")=Usw(o),

o =ago, T =T, *=Ff, u" =Uyu, p*(p*)=Top(p),

ou Ly, U, sont respectivement une longueur et une vitesse typiques du fluide. Fy, a, et T,
caractérisent la force appliquée, la densité et le tenseur du fluide et seront choisis plus loin.

Utilisant les variables sans dimension, notre systéme s’écrit,

. ou
aoILj—?(Z—O +%0) <E + (u.V) > + aOILJ—?Va = ( +e%0)Fof + ’75U0 (Au + Vdivu)+
. U, U, +g—gdiVT — Ezaog—gw(a)VJ,
€ aoIng ot ﬁ*L—dlvu+€ aoL—dlv (ou) = 0,
0
Dy
Tor + AT =20 = 95, YaDlu], dans Qr,

(5.2.6)

w(o) = 37; (p te a> - Z—i (%) . (5.2.7)

D’une part, choisissons Ty, a, et F, de la maniére suivante,

nU, d |3k
Qo U, Lo 5 0 L,

ou

TO:

D’autre part, introduisons les trois nombres sans dimension,
—k —k L
a:p—:pUO ¢ wzl—ﬁ, We:/\UO.
ao n A L,
Notre systéme (5.2.6) s’écrit donc,
ou 1
E—i—(uV) +€20_V0’ = f—|—a+€2 (Au+V2dlvu)
—|—a+7d1v7' — s w(o)Vo,
0o , , (5.2.8)
n +e2adivu + div (ou) = 0,
ey = 2wD(u], dans Qr.
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a_u
ot’

Oo or
o=—cet7T=— 1l

Ot ot

D,1
En tenant compte de la définition de Dit et des notations u’ =

systéme (5.2.8) se réécrit,

u+ (uV)u+ (1 —w)Au+ Vo = F +divr,
o'+ (uV)o+odivu = —e2adivu, (5.2.9)
74+ We{r' + (u.V)7 + g(Vu,7)} = 2wDJu], dans Qr,

A = —A—Vdiv, (5.2.10)
F(u,o0,7) = f+4(1— w)a c ;0 ut —— 620_(0 —w(o))Vo — - j_ 62O_diVT,

(5.2.11)

g(Vu,7) = (TW[u] - W[u]7'> - a(D[u]T + TD[u]). (5.2.12)

Ce systéme est complété par la condition aux bords

u = 0 sur X7 = 002x]0, T], (5.2.13)
et trois conditions initiales,
u(0,z) = ue(z), dansQ,
o(0,z) = oy(x), dans Q, (5.2.14)
7(0,2) = 7o(x), dans Q,
et m
0O<m = % < a+eog(x) <M, = > sur Q. (5.2.15)

5.3 Notations et résultats principaux

Q est un domaine borné de R?, de frontiére réguliére OS2 et n est le vecteur unitaire normal &
09}, dirigé vers 'extérieur de €. Dans tout ce travail, nous utilisons les notations et les espaces
suivants.

Si z est un point de R®, rapporté au repére orthonormal canonique, on note = = (z', x*, z*)
et |z| la norme euclidienne de z.

On note LP(Q), 1 < p < 400, espace de Lebesgue et ||-||;, sa norme (sauf la norme de L?(Q2)
qui est notée par ||-||). L’espace de Sobolev est noté H¥(Q), k € N, sa norme |||, et son produit
scalaire ((,-))r. Nous utilisons aussi 'espace de Sobolev homogéne H}(9) ainsi que son dual
H=1(Q). L2(Q2) et H*(Q) sont les espaces des fonctions & valeurs vectorielles ou matricielles &
composants dans L2 () et H*(Q) respectivement, leurs normes étant dénotées comme ci-dessus.

Soit I un intervalle de Ry et soient k¥ € N. C(T, H*(2)) est I’espace des fonctions continues

de I & valeurs dans H¥*(Q). La norme de cet espace est notée par ||-||.. Cp(I, HF(2)) est I'espace
des fonctions continues et bornées de T dans HF ().
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L’espace de fonction LP(I, H*(Q)), 1 < p < 400 et k € N, consiste en les fonctions p-
intégrables a valeurs dans H*(Q). Notons par [],x la norme de I'espace LP((0,T), H®(12))
pour 1 <p<+4oo,keNet 0<T < oo.

Soient A = (aij)ij=1,- ~ €t B = (bij)i j=1,.. ~ deux matrices (N=2 ou 3), nous définissons
1

N 2
E 2
aij .

1,7=1

N
le produit matriciel A : B = Z a;jb;j et la norme matricielle |A| =

1,j=1
On introduira différentes constantes, en précisant le cas échéant de quels paramétres ou
données elles dépendent. C,, désignera toujours une constante ne dépendant que de 2.
5.3.1 Reésultats principaux

Rappelons le systéme que nous étudions,

u + (uV)ju+ (1 —w)Au+ Vo = F+divr,
o'+ (uV)o +odivu = —e2adivu,
T4+ We{7' + (u.V)T + g(Vu,7)} = 2wDJul, dans Qr,
u(0,z) = wuy(x), (5.3.1)
o(0,z) = oo(x),
7(0,z) = 7(x), dans €,
u = 0, sur X,

ot A et F ont été définis respectivement en (5.2.10) et (5.2.11) .

Nous allons énoncer nos résultats principaux. Le premier résultat concerne I’existence globale
pour des données initiales suffisamment petites.

Théoréme 5.3.1. (Existence et unicité de solutions globales) Soient Q C R* un ouvert régulier
de C*,
fc LRy, H(Q)), tel que ' € L¥(R,,L*(Q)),

u, € H2(Q) N H{(Q), 7 € H%(Q), oo € H3(Q).

Il existe des constantes strictement positives, by, by et w, (0 < w, < 1), indépendantes de
telles que st

0<w<wo, |lull;+&*lloofl; +1Imlll < b, [flo 100 + [E20 0,00 < b2

alors il existe une solution unique (u,o,7) du probléeme (5.5.1) vérifiant

ue L2 (Ry; HY(Q)) N Cy(R; HA(Q)),

u € L2

loc

(Ro: H'(Q)) N Cp(Ry; L2(Q)),

o € Cp(Ry; HZ(Q)),

7 € Cp(Ry; H(Q)),

o' € Cp(Ry; HY(D)),

7 € Cp(Ry; H'(Q))
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et

2 2 2
vt € Ry, [[u()If; + & [lo@I; + [IrOIl; < bs, [0 O] + [[e’ "+ [|7' O] < b,
ot by et by sont des constantes strictement positives indépendantes de €.

De plus st
f e L2(Ry,HY(Q)), avec f’ € L2(Ry,L3(Q)),

alors on a aussi

ue L}(R,,H(Q), u €L?(Ry,HY(Q)),
o c LA(Ry,H2(Q), o € LA(R,,HY(Q)),
T € L3Ry, H?2(Q)), 7' € L* Ry, HY(Q)).

Remarque 5.3.2. Notons que dans le théoréme 5.5.1, nous avons besoin d’une condition plus
. 2 2 2 s P . .
faible sur ||u||5, ||poll; et ||7o]]5- Cette condition sera précisée au cours de la démonstration.

Le deuxiéme résultat concerne la convergence des solution du systéme faiblement compres-
sible vers les solutions du systéme incompressible et ceci quand e tend vers zéro. Notre solution
(u,0,7) du probléme (5.3.1) dépend de €. Nous avons omis € pour alléger la notation dans ce
qui précéde. Maintenant, notons dans (5.3.1) :

u=u°, o=o0°, T=7"° (5.3.2)

Notons par (v, 7, S) la solution du probléme incompressible suivant, pour lequel p = «,

(a(V+(v-V)V)—(1—w)Av+Vr = af +divS
divv = 0,
S+ We{S + (v-V)S+g(Vv,S)} = 2wD[v], dansR; x Q (5.3.3)
v = 0, sur Ry x I o
v(0,2) = wve(x), sur £,
S(0,z) = Sy(x), sur .

Avant d’énoncer le théoréme qui donne 'existence et I'unicité des solutions globale du probléme
5.3.3, nous introduisons des notations usuelles. Considérons 'espace des vecteurs a divergence
nulle H et la projection orthogonale P de L?*(2) sur H, ou

H={ueLl’Q),divu=0,u-n=0sur 90Q}.

Définissons aussi I'espace
V={ueH)(Q),diva =0},

et D(A) = VNH?*(Q), le domaine de 'opérateur de Stokes A = —PA.
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Théoréme 5.3.3. [38, 72|(Existence globale des solutions réguliéres) Soit 02 € C3. Soient
vo € D(A), S, € H2(Q), f € L¥(Ry;HY) et £ € LRy ; H™Y) suffisamment petits dans leurs
espaces, alors le probleme (5.5.3) admet une solution unique (v, m,S) définie pour tout T > 0,
et satisfaisant :

v E Lioc(R—HHS(Q)) N Cb(R-‘rv D(A))v v e L2 (R+,V) N Cb(R-‘rv H)7

Loc
S € L, (R4, H*(Q)), S’ € Cy(Ry, H'(Q)),
mel? (R H(Q)).

Sous les hypothéses des théorémes 5.3.1 et 5.3.3, nous allons démontrer le résultat suivant.

Théoréme 5.3.4. Soit 0 < v < 1. On suppose que (u,75) converge vers (vo,S,) dans
H'T(Q)xH(Q), lorsque € tend vers zéro. Sous les hypothéses du théoréme (5.5.1), la solution
du probleme faiblement compressible (5.3.1) tend vers la solution du probléme incompressible
(5.8.3) quand € tend vers zéro. Plus précisément, pour tout § > 0, il existe €, > 0 tel que pour
touse et T,0<e<¢gy et T >0,

10" = vlleqompme@) + 1170 oo mpme@) + 1177 = Slloqommi @)y <0 (534)

5.4 Existence et unicité de solutions locales

Nous commengons par établir un résultat d’existence et d’unicité de solutions locales ré-
guliéres en utilisant une méthode classique basée sur une formulation de point fixe et par
application du théoréme de Schauder (cf. [97, 38, 71]). Pour cela, nous étudions trois problémes
linéaires, le premier pour la vitesse u, et deux équations de transport pour la densité o et pour
la contrainte 7. Le parameétre € est fixé, 0 < € < 1. Dans tous les résultats qui suivent les
constantes ne dépendent pas de &, sauf s’il en est précisé autrement.

Théoréme 5.4.1. (Existence et unicité de solutions locales) Soient Q C R®* un ouvert régulier
de classe C* et my, M, les deux constantes définies dans (5.2.15). Soient

fe L%OC(R-HHI (Q))v avec f/ € L%OC(R—HH_I(Q))’
u, € H2(Q) N H{(Q), 7 € H3(Q),

oo € H3(Q), avec / oo(x)dr =0, 0<m, <a+e’og <M, sur Q.
Q

Alors, il existe un T* > 0 et une solution unique (u,0,7) du probléme (5.3.1) sur Qr+ =
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Qx]0, T*[ vérifiant
we L2(0, T HY(Q) 1 C((0, T} HA () 1 HA(9),
u’ € L*(0, T*; Hg () N C([0, T*); L*(52)),

o€ OO0, T H(Q), o' € C([0, T H'(5),
/ o(t,x)dx = 0 pour tout t € [0, T*], % <a+eo<2M,, dans Qr-,
Q

e (0, T HAQ), € C(0, T HY(Q)).
Remarque 5.4.2. Soient d,, d, et d; trois constantes positives. Si

feL*(Ry, H'(Q), f'€L®(R:,L(Q)) (5.4.1)

et

ol + &% |loo| |2+ ||l |5 < dy, 0<d, < i%f(oz +¢e%0,) < sup(a +¢e”0y) < ds, (5.4.2)
)

alors le temps T* trouvé dans le théoréme 5.4.1 dépend de 2, o, w, We, d,, dy,ds, [floc,1,00 €t

[£]00,0,00-

5.4.1 Probléme linéaire

Soient w, 7 et 1 respectivement un vecteur, une fonction et un tenseur symétrique donnés.
Soit T un nombre réel positif, Qr = 2x]0, T[ et Xp = 92 x]0, T[. Nous considérons le probléme
linéaire suivant,

u+(1-w)Au = Fy,
o' 4+ (w.V)o + odivw
7+ We{r' + (w.V)7 + g(Vw,7)}

Il
S
E\.
Z
o

&

z
O
3

u(0,z) = ue(z), (5.4.3)
o(0,x) = oo(),
7(0,2) = 7o(x), dans Q,
{ u = 0, sur X,
avec
F, = F(w,mv¢)— (w.V)w — V7 +div, (5.4.4)
G, = —e ladivw. (5.4.5)
et
% <o+ 5271(15,3;) <20M,, dans Q. (5.4.6)
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5.4.2 Probléme linéaire concernant la vitesse u

Considérons le probléme linéaire concernant la vitesse u

u+(1-—w)du = Fyq, dans Qr,
u(0,z) = wuy(x), dansQ, (5.4.7)
u = 0, sur X,

ot Au= —(Au+ Vdivu), F, et u, sont donnés et 0 < T < +o0.

Lemme 5.4.3. Soient Q C R? de classe C?, F, € L*(0, T; L%(Q)) et u, € H(Q). Alors il existe
une unique solution du probléme (5.4.7)

u € L0, T; H*(€2)) N C([0, T; Hy (2)),
u e L*0,T;L*(Q)).

De plus, cette solution vérifie l’estimation suivante

1 (1—-w)
§H11/H2L2(07T,L2(Q)) t s 1 Au[T 2011200 + (1 = )DL 0.7 12(02))

+(1 = w)lldivul]’ e o 1 12¢0)) < 41— w) [[Dol]* + [[Fa][f 20 712(0)) - (5.4.8)
Preuve.
D’aprés des résultats classiques d’Agmon-Douglis-Nirenberg [2], Vopérateur A = —A — Vdiv

est fortement elliptique et est donc générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique dans

L?(Q?) de domaine D(A) = H*(Q2) N H}(2). La démonstration classique est faite dans [97].

Montrons lestimation (5.4.8). Multiplions (5.4.7), scalairement dans L?(Q) par u’+a(1 — w) Au,

alors
/‘u’|2+2(1—w)/u’-Au+(1—w)2/ | Au|?
Q Q Q

:/Fl.u’—i—(l—w)/Fl-Au.
Q Q

Intégrons par parties le deuxiéme terme, nous obtenons

[+ —w)%(HDuW o [divull* ) + (1= w)? || Au]|* < |[F,]] - |||

(1-w)
| Al
D’autre part, utilisons I'inégalité de Young sur les deux termes de droite, nous obtenons

[ [[u]]

IN

1 1
SR+ 5 [,
(1 - w)

(1~ w) [ | || ul >

IN

1
3 B+ | Aulf.
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Intégrons sur [0, T] et utilisons l'inégalité
[|divu, || < 3[|Duglf,

alors nous obtenons (5.4.8).
a

Supposons que les données €2, u, et F sont suffisamment réguliéres, nous pouvons obtenir
plus de régularité pour u.

Lemme 5.4.4 ([97, 92|). Sous les conditions du lemme 5.4.3 et si de plus OS2 est de classe C?,
F, € L*(0,T; H'(2)), F; € L2(0, T; H1(Q)) et u, € HY(Q) N HY(Q), alors la solution u du
probleme (5.4.7) donnée par le lemme 5.4.3 est telle que

u € L2(0,T; H*Q))n C([0, T]; H(Q) N H(2)),
w e L2(0,T;H(Q)) N C(0, T]; L*(Q)).

et il existe une constante C,, qui dépend de ), de T, de « et de w, telle que nous ayons

[allf2 0,1 m30)) + 10lE 0,1 1200 nm3 0)) T+ Hu/HiQ(O,T,H}J(Q)) + Hu/Hiw(O,T,LQ(Q))

< G {ll Al -+ [FSO1F + IF 20 a0 + F 20 marsa -

(5.4.9)
Preuve.
Dérivons par rapport a t 'équation (5.4.7);, alors nous avons
u +(1-w)Au =F/), dans Qr,
et u‘/ 50(t) = 0 pour tout ¢ € [0, T]. Posons v = u', alors v vérifie le systéme
vV+(1-w)Av = F/, dans Qr,
v(0) = vo=F,(0) — (1 —w)Au,, dans Q, (5.4.10)
v = 0, sur 2.

Multiplions par v I'équation (5.4.12); et intégrons sur €. Il vient

/QV/'V—I-(l—w)/QAV-V:<F,1,V>H17H(1).

Aprés calcul, nous obtenons

1d

3(1 —w) . 1 2
2 VP + = IDvIP + =) [ldiv vl < =5 ¥ [
puis intégrons sur [0, T] et remplagons v et vy par leur valeurs
1 112 3(1 —w) 12 .2
B Hu HLw(o,T,L?(Q)) + 4 HDu HL2(0,T,L2(Q)) +(1-w) Hdlvu HL2(0,T,L2(Q))
1 2 1
< (1 _ w) HFQHLZ(O,T,Hfl(Q)) + 5 ( HFI(O)HQ + (1 - W) HAuon>.
(5.4.11)
Enfin, I'inégalité (5.4.9) découle des inégalités (5.4.8) et (5.4.11).
O
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5.4.3 Equations de transport en densité o et en contraintes 7

Nous considérons les deux problémes suivants

o+ (w.V)o+odivw = Gy, dans Qr,
{ 0(0,z) = oy(x), dansQ, (5:4.12)
et
74+ We{r' + (w.V)r + g(Vw,7)} = 2wD[w], dans Qr, (5.4.13)
7(0,z) = 7(x), dans Q, o

ou G,, w, g, et 7, sont donnés.

Les problémes (5.4.12) et (5.4.13) sont des problémes de transport, nous les résolvons par la
méthode des caractéristiques (cf. [97, 38, 92]).

Lemme 5.4.5 ([97]). Soient 9Q de classe C', w € L'(0, T,H*(Q2)), wn = 0 sur ¥ et 0, €

H?*(Q2), avec [ oydx = 0. Alors il existe une unique solution o du probléeme (5.4.12) telle que
Q

o € C([0, T}; H*(2)), / o(t,z)dx = 0 pour tout ¢ € [0, T].
Q
Cette solution vérifie l’estimation suivante

o [lnoe 0,7, m2(02)) < Collool| 4+ 1) exp(Co |[W il (o 1 13(02)))- (5.4.14)
Si de plus, w € C([0, T]; H2(Q2)), alors o’ € C([0, T]; HX(Q)) et vérifie

0"l Lo 0 011 ) = C2 1WlIoeo,1,12 () (100l + 1) exp(Ce [[W g1 0,1, 113(02)))- (5.4.15)

Lemme 5.4.6 ([38]). Soient Q@ C R* un ouvert régulier C*, w € L'(0, T; H*(Q2) N H)(2)) et
7o € H*(Q). Alors il existe une unique solution 7 € C([0, T|; H*(2)) du probléme (5.4.13) et il
existe une constante C; telle que

2w
ITllLoe 0,r 12 () < (HToH2 + C'g,We) exp(Cs ||l L1 01,13 (0)))- (5.4.16)

Si de plus, w € C([0, T]; H*(2) N H}(Q)), alors 7" € C([0, T}; H(Q)) et satisfait

1 2w
17wy < Co (Wl + args) (101l + Ere) (s Wl i)
(5.4.17)
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5.4.4 Preuve du Théoréme 5.4.1

Pour résoudre le probléme (5.3.1), nous allons appliquer le théoréme du point fixe de Schau-

der.
Pour T > 0, et B,, B, > 0, on définit 'ensemble suivant

Sy{T = {(W77T7¢)7
w e C([0, TJ; H*(2) N Hl( )) VL0, T, H*(Q2)), w' € C([0, T]; L*(2)) N L*(0, T, Hy (1))
7€ L0, T,H*(Q)), 7" € L°°(0, T, H'(Q)),
Y € L0, T, H*(Q)),¢' € L*(0, T, H' (%)),
w(0) = uy, 7(0) = 09,9 (0) = 7, dans Q, w = 0 sur X,
||W||i°°(0,T,H2(Q)ﬂH})(Q)) + ||W||2L2(0,T,H3(Q)) + HW,Hiw(O,T,LQ( + HW HLQ(OTH 5() =%,
HT"HLOO(O,T,HQ(Q)) + ”¢"Lw(07T,H2(Q)) =B,
HW,HLOO(O,T,Hl(Q)) + HQM ‘L°°(0,T7H1(Q)) <3,

% <a+en(t,r) <20M,, dans Qp}.

Choisissons B, telle que
B, > max{C, [|[Au,|[*, [lool, ., |I7ll,}, (5.4.18)

alors (w, 00, 7)) € R7. En effet, w est la solution du probléme

w() € H'(Q),
W/ + (1 - W)AW = 07 p-p- danS R+,
w(0) = u,, dansQ, (5.4.19)
w = 0, surXr.

D’aprés l'estimation (5.4.9), il existe une constante Cy telle que

HW/‘ ‘iZ(O,T,Hi”(Q)) + HW,| ‘LOO(O,T,HZ(Q)OH})(Q)) + HWHiz(O,T,Hé(Q)) + HWHiOO(O,T,LQ(Q)) < Cy HAuon )

donc le choix de B, dans (5.4.18) est suffisant pour montrer que Rt est non vide pour tout
T > 0.

Maintenant, définissons ’application & comme suit

R M — X =C(0, THL(S) x C([0, T H () x C([0, T); HA (@)
(W77T71[)) - (11, 0-77_)
ol u, o et 7 sont les solutions uniques des problémes (5.4.7), (5.4.12) et (5.4.13) avec

2 2

(m —w(m))Vr — (w.V)w — V7 + 5 27Tdiv ¥,

w
o+ e o+ e
G, = —<c2adivw.
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En procédant comme dans [38], nous pouvons démontrer qu’il existe T* assez petit, tel que
K(R7+) C Rp= et ceci si nous choisissions

By > max [ Au e (||ao|| +lirolly + 1+ >,c2<205+1>||Au0||2

CsWe
+Cs A ||+ 3(2(1 + [wl|E) ool 2 + I 1)

+3|[£(0)[|* + 3 Hinz(O,T,Hl(Q)) +3 H” |iz (5.4.20)

(0,T,H1(Q)) }’
et

2w 1 2w
3, > {0 (ol +linll + 1+ ooz ) + 7 (Il + oz ) - G420

Donc pour tout T telle que

T<T=

. B, 2
5.4.22
i (202(404(1 +Jw]|Z)B? + 352 Cg‘B1> ’ ( )

nous avons K(Rr) C Rr.

Pour terminer la démonstration du théoréme 5.4.1, il suffit d’appliquer le théoréme du point
fixe de Schauder & l'application K de I’ensemble convexe fermé borné Rt dans X1. Nous ob-
tenons ainsi une solution du probléme (5.3.1). La continuité de K est démontrée dans [92].
L’unicité de la solution de ce probléme est démontrée dans [97] dans le cas newtonien com-
pressible, dans [38] pour les écoulements de fluides viscoélastiques incompressibles et dans [92]
pour les fluides faiblement compressibles.

5.5 Estimations

Notre but maintenant est d’obtenir des estimations a priori pour des normes convenables de
u, o et 7. Ceci sera fait sous la condition que les données initiales (uy, 0y, 7,) et le champ de
force extérieure f sont assez petits.

Nous supposons que (u, o, 7) est la solution du probléme (5.3.1) sur Qr (0 < T < o), dans
les ensembles de fonctions du théoréme 5.4.1. Nous supposons en outre que €2 est de classe C?,
et que o vérifie 'hypothése suivante :

3a

% <a+eo(tz) < 5 dans Q. (5.5.1)

De plus, nous supposons que la fonction w, qui d’aprés (5.2.7) dépend de e, satisfait pour tout
h € H*(Q2),

lwM)ly < Collhll,, k=012,
< Cq. (5.5.2)

£(L2,L2)
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Notons que nous pouvons trouver plusieurs exemples de définition de p(p) on w(h) vérifie les
deux conditions ci-dessus. Citons, par exemple, le cas ot la pression vérifie la loi d’état linéaire
p(p) = 1(p—a) ainsi que le cas d'un gaz parfait compressible isotherme p(p) = C2p avec Cj est
la célérité du son dans le gaz. Dans ce deux cas, les conditions (5.5.2) sont vérifiées évidemment.

Dans le cas d’un gaz barotropique, c’est-a-dire p(p) = ap? avec a est une constante positive et

v >, =9/5 alors j—i(p) =ayp'~ L.

w(h) = ad%[(awh)tam
%(w(h)) _ 523—;( +eh).

Alors w(h) vérifie (5.5.2) en tenant compte que

2
T+t =anly — Do+ ey < 2

sont vérifiées.

A partir de (5.3.1), nous écrivons les problémes suivants :

e Un probléme concernant la vitesse u :

u+ (1 -w)Au+Vo = F,+divr, dans Qr,

u(0) = u,, dans €,

u = 0, sur X,

avec
e’o 2
F,(u,0,7) = f—(uV)u+ (1-— w)a T Aut o
2
7 Qdiv T.
o+ %o

e Un deuxiéme pour la densité o :

o' +ae2divu G,, dans Qr,
o(0) = o0, dans,

avec
Gsy(u,0) = —odivua— (u.V)o.
e Un troisiéme pour le tenseur de contraintes 7 :

Wer 4+ 17 = H,+2wD[u], dans Qr,
(0) = 7, dans Q,

avec

H,(u,7) = —We(u.V)r — Weg(Vu,r7).

- 15/ -

(0 —w(0))Vo

(5.5.3)

(5.5.4)

(5.5.5)

(5.5.6)

(5.5.7)

(5.5.8)
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Lemme 5.5.1. Sous les hypothéses (5.5.1) et (5.5.2), pour tout {, 0 < ( < 1, il existe une
constante ¢, indépendante de € telle que

1d 2 . 2 1 2
5t (1lF + SholE+ 5l )+ 1 = ) (7l + aival?) + - 17

< ¢(Ihullz + 110112
ex (1" + Hall -tz + 112 1all® + lidiv 7l -l +* lo]l* + 17} ).
(5.5.9)

Preuve.
Multiplions (5.5.3)1 par u et intégrons sur 2, il vient

HU-H +(1-w) /Au u+/VU u—/F2 u+/d1VT u. (5.5.10)
2dt O

Intégrons par parties et utilisons le fait que 7 est un tenseur symétrique. Nous obtenons :

/Au-u = ||Vl + ||divul [,
Q

/VJ-u = —/J-divu,

Q Q

/diVT-u = —/Vu:T:—/VTu:T:—/D[U]
Q Q Q Q

Alors (5.5.10) s’écrit,

CATEN )HVuHZ—i-(l—w)Hdiquz—/Qa-divu:/F2~u—/QD[u]:T. (5.5.11)

2dt Q

D’autre part, multiplions (5.5.5); par €*0/a et intégrons sur {2,

2dt||||+/adwu——/G2-. (5.5.12)

Maintenant, multiplions (5.5.7); par 7/(2w) et intégrons sur €2,

+—WH /m7+/D (5.5.13)

Additionnons (5.5.11), (5.5.12) et (5.5.13), nous avons

1d

We 1
gt (1l + SHolF 4 52U )+ (1= ) 9l + (1 = ) vl + o

g2 1
— F2u+— G20'+— HQ:T
Q a Jo 2w Jo

Il nous reste a estimer les trois termes a droite de I’égalité (5.5.14). Remarquons que d’aprés
(5.5.1), nous avons

(5.5.14)

2 1 2
< <z
a

dans Q. 5.5.15
3a — 1+&20(t,x) ’ ans Qr ( )
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Alors
[ Feeu < el fall+ il
Q
2o, 20 = w) (IVul* + [|divall®) + l[ull (lo]l, + |div]])])-

Par intégration par parties, nous trouvons
Alors,

Calculons g(Vu,7) : 7. En effet,

gVu,7):7 = [(1;a)(7'Vu+VTu-7)+7

Or 7 est symétrique donc,
(Vu-7r):7=(r-Vu):7=NV"u-7):7=(r-V'u): 1,

et

/Qg(vu,T)ZT:—QCL/Q(T'VU)ZT:—QCL/(T'T)ZVU

Q

Alors,

W
/HZ:T = —e/divu-72+2aWe/(7"7'):Vu
0 2 Ja 0
We .
9l el -+ 26We v -7l

IN

Par suite, il vient

1d

2
La 2 € 2, We 2 . ( 2 . 2) L 2
3o (Il Sl + 251i) + (=) (Il + v ulF) + 5 vl

< C?[HfH Al ([l [[alf +2(1 = w)e*[lo]], ([[Val + [|divul]*)
2

. 9
+e [[ull (lloll; + lloll, - [1divrl]) + 5 [ull; - (o]

1
+Weirlfs (7= [IVull + 2 [|aivull ).
(5.5.16)
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Or, ||||ps < cll-|l, (c est une constante qui ne dépend que de ) alors 'estimation (5.5.16)
s’écrit

1d 2 W 1
3t (1l + ol + TR ) + - (9l + vl ) + 5 el
< (Il € o)+ [1EIE -+ hulf -l + (1 ) (19ulf + v )
. 1
Il (1ol + i 7l) + o+ We (- -+ ) Il
(5.5.17)

ot les constantes (c!)?_; et ¢ sont indépendantes de ¢ telles que 0 < ¢ < 1 qu’on peut choisir
arbitrairement. De plus, il existe une constante ¢, indépendant de e et 'estimation (5.5.17)
implique 'estimation (5.5.9).

O
Remarque 5.5.2. De (5.5.5),, nous obtenons
e ||o'] 2 < e(e* [l |lo]|? + ||div ul|?), (5.5.18)
ot ¢ est une constante qui ne dépend que de Q.
A partir de (5.3.1), nous pouvons extraire le probléme de Stokes suivant :
(1-w)Au+Vo = F;,
divau = G;, dans Qr, (5.5.19)
u = 0, sur X,
avec
1-— 2 1
F, = f— — = Vdivu+ (1 - w)———Au + div 7
a+eo a+e%o a+e?o
2
- jgza(a —w(o))Vo —u' — (u.V)u. (5.5.20)
2
Gy = —E—(O'/ + (u.V)o + odivu). (5.5.21)
o

Lemme 5.5.3. Sous les hypothéses (5.5.1) et (5.5.2), il existe deux constantes cl, c2 et c,
indépendantes de € telles que

2 .
TallZ +1lells < (IR + V][ + [l - [[al; + [|div ][}
+|div 7]} + e [loll; + & [all3 - llo]l3), (5.5.22)

et
2 .
lall; +e*lloll; < (€I} +[[Va'|[+ [ull? - [[u]l; + ||divul];
+||div [} +e* floll; + <" [[ull3 - lo]]3), (5.5.23)

2 .
Tall; +1loll; < GUIEN + [Vl + ([l [[al; + [|div ]}
+ldivr]]* + & [lo]l; + " [[ul[; - lo]f)- (5.5.24)
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Preuve.
Les démonstrations de (5.5.22) et (5.5.24) reposent sur un résultat pour le probléme de Stokes
dans ([96], proposition 2.2, page 33). Pour éliminer le terme ' ||o’||2, nous utilisons (5.5.18).
Pour (5.5.23), il suffit d’utiliser 0 < ¢ < 1. Notons que les normes ||-||, et ||-|| sont équivalentes
selon l'inégalité du Poincaré.

a

Nous remarquons qu'’il faut estimer le terme ||div ul|5 qui apparait dans le lemme 5.5.3. Pour
cela, nous nous inspirons de la méthode utilisée dans [97] en estimant div u, a Uintérieur de
puis nous cherchons les estimations convenables pour ses dérivées normales et tangentielles sur
9.

Lemme 5.5.4. Sous les hypothéses (5.5.1) et (5.5.2), il existe une constante c; indépendante
de ¢ telle que
(1-w)
2

d 1—-w)?
S (vul + faivul?) + S22
< ca((IE1R + 17l + [ 9|+ €[l + & 1ol - I7I1 + v

+ Ilall? ([Fall; +&* 1o ). (5.5.25)

Preuve.
Multiplions (5.5.3)1 par (1 — w)Au et intégrons sur {2, nous obtenons 1’égalité suivante,

(1—u))/ﬂul'Au—k(l—u))zHAuH2 = —(1—w)/QVJ-Au+(1—w)/QF2-Au

—|—(1—w)/div7‘-Au.
Q

Or,
(-0 [ voau| < @ (lol+ S 1)
- [Fooa) < e (e + S5 aulr),
(- [avraa| < (1l + E52E aulr ).

Dongc, il vient

(1—-w)
2

d , (1 —-w)?
(vl + [dival?) + === [l 4ull* < i lloll; + 7l + [1F ] ).
Utilisons que

|| < C§[|If||2 [l [[ulff +&*[lo]* - [[ul; + & [lo]* (* [lo]]} + IITIIT)],

5
=1

nous pouvons déduire (5.5.25). Notons que les constantes (c)?_, ne dépendent que de .
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Lemme 5.5.5. Sous les hypothéses (5.5.1) et (5.5.2), il existe une constante ¢, indépendante
de ¢ telle que

% (/Qu’.u> L a ;w)%(Hvunz + ||divu||2) 1 % /|| + ZV_j [

< o [IE]]* + NI + 1713+ [[9|[* 4 a2 - [l + [[div ul?

& [7| - ol + < ol + lhall (Jw'][* +<2]]o'])
2ol (o[ + 2 [[o']°) + 17113 (=2 1| + [[7']°)]

(5.5.26)
Preuve.
Prenons la dérivée en temps des équations (5.5.3)1 et (5.5.3)2, il vient
u + (1 -w)Au' + Vo' =F, +divr’, dans Qr, (5.5.27)
avec
/ / / / e’ A ’
2
+e*0’ - w(o) - Vo — o' - div 7') + ((1 —w)o - Au' + - Vo'
a+e?o
—(w(0)) - Vo —w(o) - Vo' — o -div T').
(5.5.28)

Multiplions (5.5.27) par u puis intégrons sur €. Intégrons par parties, nous obtenons,

d ’ (1—W) d 2 . 2 / / . . /112
a(/ﬂu u)—l— 5 a(HVuH —|—||d1vu||)— QO‘ divu = ||u'||
—i—/F;'u—/T’:D[u]. (5.5.29)
Q Q

Maintenant, multiplions (5.5.5)1 par e?0’/a et (5.5.7)1 par 7//2w. Intégrons sur €2, nous avons
les deux équations suivantes,

62 112 / . 62 ’
EHJH +/U ‘leu:E/Gz‘U, (5.5.30)
Q Q
“ W 1 1
ez L A L /.
willl —%/QHz.T 5 )T +/Qr : Dul. (5.5.31)

Additionnons (5.5.29), (5.5.30) et (5.5.31), ce qui donne

d (1-w)d . e We
&(/ﬂul'u>+ 9 a<Hqu2+HdwuH2)+EHUIHZ+EHT'H2
o 1
§4—;HT’H2+Ci <Hvulu2+||7||§+/gF/2'u+€2/QG2'U,+ﬂ/QH2:T’>, 55)
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Nous avons

/ Fg -u
Q
+||u||2(HU’H2+€2HU’W)+€2|I0||§(Hu’Hf+€2H0’H2)}’ (5:5.33)

/Gz-a/ < ¢

/H2 7 cz[wg A1+ Tz ], (5.5.35)

oit (ci)i_; sont des constantes indépendantes de €. Utilisons le lemme 5.5.3 : 'estimation
(5.5.26) est obtenue a partir de (5.5.32), (5.5.33), (5.5.34) et (5.5.35).

IA
o

11+ thalls + 2 oty + 22 17113 - |61+ 22 7] 1o

NN

[l [lo |+ oz . (5.5.34)

N

IN

a

Lemme 5.5.6. Sous les hypothéses (5.5.1) et (5.5.2), pour tout §, 0 < & < 1, il existe une
constante cs indépendante de € telle que

gt (17 + S0+ o171 + =) (G117 + v )
o |[7][* < 66 ol + )

res 11 I+ 2 ol 2 1+ 7]+ o] o
I Il ]2 o))

U E NI+ 1711 + € ol €1 + ],

(5.5.36)
Preuve.
Dérivons I’équation (5.5.5); par rapport au temps,
o’ +e2adive’ =G, dans Qr, (5.5.37)
ou
G, = —od'divu — odivu’ — (U'.V)o — (u.V)o'.
La dérivée en temps de 'équation (5.5.7); est
Wer” + 7' =H), + 2wD[u'], dans Qr, (5.5.38)

avec

H, = —We (u'.V)7 — We (u.V)7 — Weg(Vu',7) — Weg(Vu, 7).

Multiplions (5.5.27) par u’ et intégrons sur €,

QdH H+1—W)/Au u+/Va u_/F,u—l-/leTu (5.5.39)
t Q
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Intégrons par parties, alors (5.5.39) s’écrit,

2dtH H +(1-w HVHH +(1-w HlellH /Qa'-divu':/QFlz-u'—/QD[u’]:T'. (5.5.40)

D’autre part, multiplions (5.5.37) par %0’/ et intégrons sur €2,

2adtH oI’ +/0 div u’ _—/G’ (5.5.41)

Maintenant, multiplions (5.5.38) par 7//2w et intégrons sur (2,

eI+ P = o [w's [oW)er. G

Additions (5.5.40), (5.5.41) et (5.5.42), nous obtenons
1d

L (I S0 S = e ]+ 1

g? 1
:/QFé.u/—l—a/QGé.a/+%/QHé:T/

(5.5.43)

Tout d’abord, nous estimons de la maniére suivante :

‘/QF?'“’ < ca([€]] - [Jw]] -+ 1] - lull, + 4621 = w)[[o']] - hall, - |||,
+de |[o'|[ - [[w[], - Hloll, + 4 [|o"|| - Mlell; - [[u'[], +2¢* [[o”[] - [17]], - [Ju']],
+2e%a(l — w) Hu'Hf Noll, +4e*||o]l, - HJ'H . Hu'H1
+2¢* [|o’[[ - lloll, - [[o[[, +2¢*[lell, - ||7']] - [[w]],)-

Soit 4 > 0. Nous pouvons trouver une constante ¢ indépendante de € mais qui dépend de 0
telle que

‘/QF;.U' < %Hv N7+ 0e (o] |2+ (||E]]” + ||| - [l +* [lo]l)
+e? {[rll3 - o' |[F e o 17 - [+ {7 ([l + & o' - Tl
+et || 7 Mloll2 + e ||| - [lell2). (5.5.44)

Notons qu’on peut toujours utiliser le fait que ¢ < 1.

Par intégration par parties, nous trouvons

Lo = 5| [diva-or
it 1a-o| < ctl[val] il 1]

e
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alors,
2
o A e N 0 e e TN
1- )
< L ow Ll e o)+ o ol
(5.5.45)
D’autre part,
1 rr % I L % . 2
2 QH2.7' = 2W/Q(u V)T'T+4w/gdwu T
+aWe /(7'/'7') :Vu' 4+ aWe /(T/'T/) : Vu
w Ja w Ja
ol les constantes (c!)7_, sont indépendantes de e.
Il existe une constante ¢ indépendante de ¢ telle que
1
L Twger] < (et 917l 1+ ),
Q
1— 0
< 2w+ Sl + (s [171F + (1))
(5.5.46)

Notons que § est une constante entre 0 et 1 & choisir convenablement selon le besoin. En utilisant
le lemme 5.5.3, estimation (5.5.36) découle de (5.5.43), (5.5.44), (5.5.45) et (5.5.46).
O

Lemme 5.5.7. Sous les hypothéses (5.5.1) et (5.5.2), il existe une constante cs indépendante
de ¢ telle que

1dy/, ,
s (V)
< co (I + [V [ " lhull? - bl 2 + [l 72 + * lo]f; + [[divull? ). (5.5.47)

Preuve.
Appliquons V sur I'équation (5.5.5)1, il vient

Vo' +e2aVdivu = VG,, dans Qr, (5.5.48)
avec
VG, = —Vo-divu—o-Vdivu— (u.V)Veo —Vu- Vo. (5.5.49)

Multiplions (5.5.48) par eV o /a et intégrons sur Q. Puis intégrons par parties le terme [, (u.V)Vo-
Vo,

1 ,
/Q(u.V)VJ -Vo = —3 /levu- (Vo)?, (5.5.50)
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nous obtenons

! d<2HVUH > < /\Vdivu[ \VUH—E—z/\U\ ]VdiquVaH—E—z/\divu] |Vol|?
2 dt - Q (6% Q (6% Q
2
+5—/ Vul - Vol
o Jo
< @ (Ivll- Idivall, + = lol L, ). (5:551)

Appliquons de nouveau V sur (5.5.48), puis multiplions par D?c et intégrons sur €. Utilisons
le méme démarche que précédement, nous avons

1 d :
(=D))< e (Ivell, - lldivull, + < [o] 2 full, ). (5.5.52)

Utilisons le lemme 5.5.3 et les estimations (5.5.51) et (5.5.52), nous trouvons (5.5.47).
g

Lemme 5.5.8. Supposons que les hypothéses (5.5.1) et (5.5.2) sont vérifiées. Il existe des
constantes strictement positives ¢;, v, et wy (0 < w) < 1), indépendantes de € telles que si
w < w, alors

— (Il ) + =l
2 dt
< 3wy ldivull3 + er (1161 + |9+ lall? [[ull? + & floll; + I1711}).
(5.5.53)
Preuve.

Multiplions scalairement 1'équation (5.5.7), par 7 dans H?(Q2) et intégrons sur €. Il existe une
constante ¢ dépendant seulement de € telle que

We d 1
S (IrE) + 112 < 36 lulls + eIl (5.5.54)

Utilisons le lemme 5.5.3,

We d
Se (Il + 5 lirlz < e il
+3w2cz(ufuf [0 [* a2l 2+ vl + fldivrl -+ o]l ).
(5.5.55)
Notons ¢2 = 3w?c, et remarquons que cette constante est indépendante de €. Nous obtenons

We d .
st (IR) + (5 - 3wes ) IR < el + 3es v ul

+A(EN + [V + ([l - [l + e flo]];)-
(5.5.56)
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Pour que cette estimation soit utilisable, il faut choisir les valeurs de w telles que le coefficient
de ||7||2 soit positif. Pour cela, choisissons w} de la maniére suivante

wl < (V6ey) ™, (5.5.57)
alors,

1 9 1
Y = 3~ 3w'c, >0, pour 0 <w < w,. (5.5.58)

Définissons les fonctions a valeurs réelles positives t — z(t) et ¢ — w(t) par

o= gl (@) g ) IVulF+ - ) il
e’ g2 We We
o lolls + 5o 1|+ - el + 2 11 (5.5.59)
wo=|[ull}+|[||7+ ol +e ||+ T+ |7 (5.5.60)

Dorénavant, la constante w est fixée dans I'intervalle ]0,w]] ot w} a été définie, par (5.5.57),
dans le lemme 5.5.8.

Lemme 5.5.9. Pour tout w € ]0,w}], il existe quatre constantes strictement positives a,, a,, as
et a, indépendantes de € telles que

2+ aw < a,w(z + 2°) + as [|divul ]2 + a,3, (5.5.61)

avec

3=NIEI+ (€1 (5.5.62)

N . . 2 . . . . .
Il nous reste & estimer le terme ||divu||; qui apparait dans plusieurs estimations. Nous
commencons par estimer divu a 'intérieur de 2.

5.6 Estimation de divu a 'intérieur de ) .

Lemme 5.6.1. Soit xy € C°(R2). Sous les hypothéses (5.5.1) et (5.5.2), pour tout 6, 0 < § < 1,
il existe une constante cg indépendante de € telle que

S (Ievull? + S Vo) + (1 - ) [hevaivul
dt xvu o XVva w) ||IxVdivu
d .
< a(HXVUHZ —|—52||XVU||2> + (1 —w) ||XD211||2 + (1 _w) ||Xlevu||2

2 62 2 1 2 2
< a( 1l + S oz + 5 lloll2 + 117112

+es ([[ull} + 17+ (ol - [alls + & ol - 7[5+ [l - [l +&* IIJIIQ‘)-
(5.6.1)
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Preuve.
Appliquons V a l’équation (5.5.3)1,

Vu' + (1 —w)V(Au) + D’c = VF, + Vdivr, dans Qr, (5.6.2)
avec

VF, = Vf—-V((uV)u)

2

+(a+€?‘)2 ((1 —w)Vo - Au+ (Vo)? — 2w(o) - (Vo)* — Vo - div 7.>
5 j;a ((1 —w)o - V(Au) +0 - D’0 4 V(w(0)) - Vo +w(o) - D*0 — o - Vdiv T>.

(5.6.3)

Multiplions 1’équation obtenue (5.6.2) par x*Vu et intégrons sur 2. Intégrons par parties, il
vient

1d

3l (1= @)Dl + [ Pdivul) = [ Vo Au

:/XZVFQivu—i—/Xz'VdiVTIVu—2/X'VX'D2U'VU

Q Q Q

—2/X-Vx-Vdivu'Vu+2/X'Vx-VU-Vu. (5.6.4)
Q Q

Appliquons V a I'équation (5.5.5)1, il vient
Vo' +e2aAu=VG,, dans Qr, (5.6.5)
avec
VG, = —Vo-divu—o¢-Vdivu— (u.V)Veo —Vu- Vo. (5.6.6)

Multiplions (5.6.5) par x?¢*Vo/a et intégrons sur .

2

2
E—i\])(VUHQ—l—/XZVU'Au:%/XZVGQ'VU. (5.6.7)
Q Q

2o dt

Additions (5.6.4), (5.6.7), nous avons

1d g2 .
2dt <HXVUH2 + EHXVUW) + (1 —w) ||xD*u||* + (1 — w) ||xVdivul|?

2

9
< +=
«

/ x°VF, : Vu
Q

/XQVGQ'VJ +/X2|Vdiv7'| - V|
Q Q
+2/ |Vx|-|xD2u|-|Vu|+2/ V|- yVdivul - [Vl

Q Q

2 /Q Xl 19X - Vol - [Vul.
(5.6.8)
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Alors,

Q|g

1 1-—
(HXVHH-%—NXV 1) + S5 palp o+ S5 fvdival

/X2VG2 VO' .
Q

1
2

§c;Hqu—FZ\]VUH2+§HVdiV7']\2+ ‘/QXQVFQ :Vu| +€°

(5.6.9)

Aprés calcul, nous obtenons les estimations suivantes :

5
/QXZVFZ:VU < Uz +loll) + U + & llol; - [alls

+e ol - 17115 + [l - [[ul[), (5.6.10)
0
g? / X’VG, -Vo| < i ]2 + ce* ||a]l; - (5.6.11)
9)

L’estimation (5.6.1) découle de (5.6.9), (5.6.10) et (5.6.11).
g

Lemme 5.6.2. Soit xy € C°(2). Sous les hypothéses (5.5.1) et (5.5.2), pour tout §, 0 < § < 1,
il existe une constante cs indépendante de € telle que
d .

& (Il + Sl ) + (1= ) XDl + (1 - ) D ul?

1
2(1 —w)

+c9(HuH§ HIIEIE A+ Nl -l + e [lol - I71Z + [l - [[ul; +&* HUHi)-

Tall

9
<o (il + 5 llolz + 3 ol + 117112 ) +

(5.6.12)

Preuve.

Nous utilisons un raisonement analogue a celui fait dans le lemme 5.6.1 mais en dérivant deux
fois par rapport aux variables d’espace. Appliquons V a l’équation (5.6.2), puis multiplions
I’équation obtenue par xy?D?u et intégrons sur €.

De la méme maniére, appliquons V a I’équation (5.6.5), puis multiplions I’équation obtenue
par e2x*D?c0 et intégrons sur 2.

Nous obtenons

1d .
st (02l + SIhoall) + (- (Il + Dl
2

x>+ D?F, : D*u| + — /Xz-Dsz-Dza
Q Q

+2/ \Vx\'lxDSu]-\Dzu\+2/ V| - [y D*divul - | D?ul
Q Q

+;/mwwme%wwm\
« Q

—I—/ Ix| - |VdivT| - [xD?u| + 2/ Ix| - Vx| |Vdiv 7| -|D%ul. (5.6.13)
Q Q
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Alors,
1d 2z, € . (1—-w) .o L ,
Sdt <||XD ul| +a||XD al” | + 5 <||XD ul|” + ||xD*div ul| >

) o . . 0 )
< cblull; + S ID?ol + 5 |IVdiv [ + IVeiv [+ S Jlull: + e o]

(1-w)
+63(Hfo +eloll; - [hal5 + e lloll; - [I7]15 + ull} - [Jall; +* HUHi)-
(5.6.14)

5.7 Estimation de div u sur 0f2 .

Soit {O; }é\le un nombre fini d’ouverts de R? tel que

N
U Oj D 0.

J=1

Dans la suite, nous omettrons 'indice j et nous noterons O; par O.

Nous choisissons une paramétrisation locale conforme (1, ) — A(¥, @) de la surface O N 01,
c’est-a-dire une paramétrisation qui conserve les angles. Cette paramétrisation, appelée aussi
un systéme de coordonnées isothermes [86], a les propriétés suivantes

Ap Ao =0, [Ap] =[Ag],
N — OX — OA
Ou)\d}:%,)\@:%.
Soient M (x) un point quelconque de O N, P sa projection orthogonale sur la surface O N O
de coordonnées locales (A(¢, ¢),0), et soit r = — (W‘

Nous écrivons z de la maniére suivante

=AY, p,1) = AW, ) + (A1, ¢)), (5.7.1)

ot n(A(¢), ¢)) est le vecteur normal a 09 dirigé vers l'extérieur de €.

Utilisons les propriétés des coordonnées isothermes : nous pouvons définir un triédre ortho-
normé (e,,e,, e;) par les relations

Ay Ay
= == = A=e; ANe,. 5.7.2
CERT TR S TReAEe e 72

De plus, il existe des fonctions réguliéres (ay, ay, 81, ;) dépendant de (1, ¢) telles que
(€3)p = i€, + fiey,  (€3)p = me, + fre,. (5.7.3)
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Soit « = (a',2°,2%). Calculons 0,: en fonction de 0y, 0, et 0, pour réécrire les problémes
(5.5.3), (5.5.5) et (5.5.7) dans le nouveau systéme de coordonnées locales. Pour cela, calculons
(Jac A)~!, ot Jac A désigne la matrice jacobienne de I’application A.

D’une part,

Ay =My + (e3)wr = (|/\w| +rog) e +rp e,
Ao =Xy + (€3)p 7 =Ty e, + (|| +76,) €5.

D’autre part,

J=det(JacA) = (AyAAy)-e;

0 0 1 0 0 1
= det [ |Ay|+ry rf 0 |=det{ A —-C 0 |,
ra, Aol + 708 0 -B D 0

avec des définitions évidentes de A, B, C et D.

Alors
J = AD-BC
= IMI |/\s0|+(041 |A¢|+ﬁz|/\¢|)r+(alﬁz—ﬁ1a2)rz.

Notons qu’il faut choisir r suffisamment petit pour que J € C? soit strictement positif et que
la transformation A définie par (5.7.1) soit réguliére. Ainsi, pour O suffisamment petit, A est
un difféomorphisme de classe C® de O N2 sur son image : c’est ce que nous supposons dans la
suite de ce paragraphe.

Pour faciliter les calculs, notons par y = (y*,y?,y*) = (¢, ¢, 7). Alors,

JacA = (DiAj)..

i’

Jac (y) = (JacA)™! = (JacA™') o A = (ay)y,
ou a;; = aij(y) € C? avec 1,j € {1,2,3}.

Notons que pour i € {1,2,3},

([V(A™)" o A)i = %(AcP Nes)| = %(Aei1 +Bel) =ay, (5.7.4)
(VA oA) = %(eg Ay)| = %(Ceil +Del) = ag, (5.7.5)
(VA7) oA) = B(Ad’ A Aw)} — el — ag. (5.7.6)
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De (5.7.4), (5.7.5) et (5.7.6), nous déduisons les conditions d’orthogonalité suivantes,

3 3
Z alj - agi — O, Z agi + azj — 0. (5.7.7)
i=1 i=1
Nous utilisons la convention d’Einstein pour simplifier I’écriture, par exemple dans
3
O =ayDi=) ayDi,  je{1,2,3} (5.7.8)
i=1

Soient une fonction scalaire f et un vecteur v = (v',v?,v%), et notons f(t,y) = f(t,A(y)) et

v(t,y) = v(t, Ay)).

Effectuons le changement de variables  — y, nous obtenons les expressions suivantes.

1. Le vecteur gradient V,, =V de la fonction scalaire f est donné par
(Vf) = a5 D;f.

2. La divergence div ,i = div du vecteur v est donnée par
divv = aj; Do,

3. La matrice gradient Vi = V du vecteur v est donnée par

(VV)ij = akj Dk’lA)j.

4. La transposée de la matrice gradient (V,:)T = (V)T du vecteur v est donnée par

(VTV)ij = akj Dkf)i.

Nous définissons les fonctions

E(t,y) = u(t’A(y))’ 7 o

F.(t,y) = Fuo(t,A(y)), Ga(t,y) = Ga(t,Ay)), Ha(t,y) = Ha(t, Ay)),
U (y) = uo(A(y)), a0(y) = 00(A(y)), To(y) = 70(A(Y)),

pourt € [0,T]et y € U= A1 (ONQ).

a(t,y) =o(t,A(y), 7(t,y) =7 AW)),
t

Nous pouvons réécrire les problémes (5.5.3), (5.5.5) et (5.5.7) dans le nouveau systéme des
coordonnées locales

W4 (1 —w)(Au) + gy Dy = Fh+ oy Dy7ej,  dans ]0, T[xU,
& 4 e2aay Dt = G, dans 10, T[x U,
Wed7+7 = H, +2w(ﬁm), dans |0, T[x U,
u = 0, sur |0, T[x0U, (5.7.9)
ﬁ(ov y) = 60(9)7 dans U,
a(0,y) = o(y), dans U,
70,y) = %), dans U,
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ou

(Au)) = —(aw; Dx(as Dsi') + aw; Dy (ag D)), (5.7.10)

(Du])ij = e Dy@ + ayg Dy’ (5.7.11)

Dans le nouveau systéme de coordonnées locales, nous notons par Dy, t = 1,2, les dérivées
tangentielles sur la surface AU et par D3 la dérivée normale a la surface.

Soit £ € C3°(U). Nous avons les propriétés suivantes :
Di(Jai) =0 pour j=1,2,3, (5.7.12)
et
EDa=0, ¢DDu=0sur dU, pourtr=1,2. (5.7.13)
Nous avons aussi
Iy <Z ag Dy D@ » aSiDSDt'QIj) = J& > Y biD D@ DDyl
ij k s J ks
> € |D,Daf?, (5.7.14)
ou B = (Jac A)_lT(Jac A)7L avec by = Zaik - ajk, est définie positive car la matrice jaco-

k
bienne (Jac A) est inversible.

Lemme 5.7.1. Soit £ € C°(U). Sous les hypotheéses (5.5.1) et (5.5.2), pour tout 6, 0 < § < 1,
il existe une constante ¢y, indépendante de € telle que

d
= (/wmm + & /Jg?\pay> (1—w)y /J§ DDA

+(1 —w)y, /Jﬁ ‘Dt akJDkuJ)‘

< (10l + 5 Nl + 2 ol + 1711

e (1alf? + 161+ o2 - [all2 + 2 ol 3 - 17113 + lrall? - [l + ol ).
(5.7.15)

pour t =1,2 et k =1,2,3. Les constantes 7y, et 3 sont positives et indépendantes de €.

Preuve.
Nous utilisons un raisonement analogue a celui fait dans le lemme 5.6.1. Appliquons Dy (t = 1,2)
a I'équation (5.7.9),, puis multiplions 1'’équation obtenue par J&2D¢l et intégrons sur U. De
méme maniére, appliquons D¢ (t = 1,2) sur équation (5.7.9),, puis multiplions ’équation
obtenue par £>J¢*Do/a et intégrons sur U. Faisons une intégration par partie et utilisons
(5.7.14), nous obtenons (5.7.15).

O
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Lemme 5.7.2. Soit £ € C°(U). Sous les hypotheses (5.5.1) et (5.5.2), pour tout §, 0 < § < 1,
il existe une constante c,; indépendante de ¢ telle que

d

2
< </ J§2|DrDtﬁ|2+€—/ J§2|DrDt5|2> —l—(l—w)%/ J €| D, DDyt
dt \Ju a Ju U

i 1 1
+(1=w) [ 1€ DDy DA < 5( Il + 3¢ lloll + 5 1ol + 117

+en ([lf + 1T+ llollZ - [alls + e ol - (17115 + [l - [l + [lo]l),
(5.7.16)

pourr,t=1,2 et k =1,2,3. Les constantes v, et 3 sont positives et indépendantes de €.

Preuve.

Nous utilisons un raisonement analogue a celui qui est fait dans le lemme 5.6.2. Appliquons
D, Dy (r,t = 1,2) a I’équation (5.7.9),, puis multiplions I’équation obtenue par J&>D, D@ et
intégrons sur U. De méme maniére, appliquons D, Dy (r,t = 1,2) a P’équation (5.7.9),, puis
multiplions 1’équation obtenue par £2J§?D; Do/« et intégrons sur U. Utilisons (5.7.13) et la
relation suivante

/ J Eami Dy DDy - g Dy DDy > ¢, / J&|D. DDl (5.7.17)
U U
ouim, k=1,2,3 et t,r = 1,2. Alors nous obtenons (5.7.16).
O
5.7.1 Estimation a priori des dérivées normales de div u sur 02
Prenons la dérivée normale de (5.5.5), sur 9§ et puis multiplions par 2(1 —w)e?/a,
2 0 (0o 0 2 oG
“(l-wel= () +2(1 —w)m—(divu) = = (1 — w)e®—. 5.7.18
a( w)e ot <8n> + 2 w)(‘)n( vu) a( w)e on ( )
Multiplions scalairement ’équation (5.5.3); par n, nous obtenons
v n—(1-wAu-n—(1-w)Vdivu-n+Veo-n=F, -n+divr - n. (5.7.19)
Additionnons (5.7.18) et (5.7.18), nous obtenons
/
%(1 —w)ezaa% g—z = —u-n+(l-w)Au-n—Vdivu-n]+F,-n
2 oG
divr-n+ (1 —w)e*—. 5.7.20
+div T n—l—a( w)e o ( )

Notons que le terme [Au-n — Vdivu - n] ne contient pas la dérivée normale 9w /dn?. Dans le
nouveau systéme de coordonnées locales, (5.7.20) s’écrit

2 B B B _ B ~
a(l —w)e? D30’ + Do = —U' -e;+ (1 —w)|ag Di(asi D) - e — Ds(ag Dgu')] + F, - €5
~ 2 ~- ~ ~-
+(aks Dk77) - e + — (1 — w)e?Ds(U'ag Dso + dag Dsu').(5.7.21)
«
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Pour t,r=1,2 et s =1,2,3,

axi Dy (agi Dgu) - e; — Ds(asiDsﬂi) = agiDs(agiDyn) - €3 + agDi(asi Dsu) - €3 + agiDs(ai Daa) - ey
—Ds(ag Ds0') — Dy(ay; Deat')
= agjagiD;Dsu - e; + aziDs(ag) Dsu - €5 + a Di(asi Dsu) - €5
+agi Dy(ay D) - €5 — agiD; D' — Dy (az;) Dt
—D,(agDer).

(5.7.22)
Utilisons (5.7.7), nous avons
aki Dy (a5 Dsti) - €5 — Dy(agDst') = agiDy(agi) Dsli - €5 + aga DD, U - €5 + ag Di(asi) Dsu - ey
+a31D3(ati)D{1~1 c €3 — DS (agi)Dg'di — DS (ati)Dtﬂi —
ay Dy Dl (5.7.23)

Lemme 5.7.3. Pour tout §, 0 < § < 1, il existe des constantes ¢y, et ci3 positives et indépen-
dantes de € telles que o et U vérifient,

g(l-w)d 21 ~|2 1/ 217y |2
—2 8 ([remar)+3 [eina

Scm/ J€ | DDLGf + 8 ||ul?
U

ess ([l + [[W[* 4 1E17 + & o[ - [[all5 + 7113+ [[alf; - [[al5 + & {lo]]3),
(5.7.24)

pour t=1,2 et s =1,2,3.

Preuve.

Multiplions I'équation (5.7.20) par J§?Dso/a et intégrons sur U. Nous remarquons que nous
pouvons estimer tous les termes a droite de I’équation (5.7.22). En particulier, pour tout ¢y, ds,
avec 0 < & < 1, il existe des constantes c}, et ¢?, positives et indépendantes de ¢ telles que

‘ / I (agan DD - 03) - DiF| < ¢ / 1€ | DDL) + 6, / JEDFP (5.7.25)
U U U
/ J€(auDs Dl - DyF| < & / 1€ DDy] + 6, / JE D, (5.7.26)
U U U
Aussi,
/ JE€D,(u'ag DG ) D3| < / J € (ag Dy’ + U Dsag) Dso D35
U U
1 ~. _
+= /J&zulasiDs(Dgcr)2 ,
2| Ju
or
/ Jg?ﬂiasiDS(D35)2‘ = / J(D35)%[€2Dy(Tag) + 260 ag Dyf]| .
U U
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Donc,

& [3EDEDADE| < e llull ol
U

a

Un raisonnement analogue & celui du lemme précédent en dérivant deux fois nous conduit
au lemme suivant :

Lemme 5.7.4. Pour tout 0, 0 < § < 1, il existe des constantes ¢4, -+ ,C1; positives et indé-
pendantes de € telles que o et 0 vérifient,

2 1 _ d B 1 N
M_ </ J£2|DrD30'|2> +_/ J£2|DrD30'|2
o dt \Jy 2 Ju
<94 ||u||§ + 014/ sz |DrDtDsﬁ|2
U
ess (Ially + [ | I3+ 1E1E + e ol - Dl + 1713+ Il - alf? + & ol ),
(5.7.27)

pourr,t=1,2;s =1,2 3.

2 1 _ d B 1 N
M_ (/ J¢ |D3D30|2> + —/ J & |DyDso|?
< d|ull +c16/ J €| Dy DDsu)?
U
eur (1l + [ | 1} HEIE 4+ ol -l + 17113+l - flull3 + = floll} )
(5.7.28)
pourt=1,2 ets=1,2,3.

Additionnons aux deux membres de I'équation (5.7.19) le terme —(1—w)Vdiv u-n, '’équation
devient dans le nouveau systéme de coordonnées locales,

2(1 — w)Dy(ag D) = —(1 — w)[arg Di(ag Deti) - €3 — Dy(ag Dsti)] + U - ey
+Dso — f‘z €3 — (ags D7) - €.
(5.7.29)
Lemme 5.7.5. Pour tout 5, 0 < § < 1, ¢ et u vérifient,
4 5—2/ J € |Dy5 ) +(1—w)/ J €% | Dy(asi D) |”
dt a U 3 U 3 S1 S
< cls/UJﬁz | DD + 8 [[ulf; + cw([[ul]? + [[o]| |7+ [ IE]]* + & [[o]]; - | ull;
I+l - [fall; + < floll),
(5.7.30)

pour t =1,2 et s =1,2,3. Les constantes positives c,g et ;9 ne dépendent pas de .
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Preuve.
1l suffit de multiplier ’équation (5.7.29) par J £2D,(ag Dgt'), puis nous utilisons le lemme 5.7.3
pour estimer le terme [i; J€* [D3o|*.

O

Des calculs analogues & ceux du lemme précédent mais en dérivant deux fois nous conduisent
au lemme suivant :

Lemme 5.7.6. Pour tout 6, 0 < § < 1, o et u vérifient,

d 2 ~12 2 A
= (%/UJsZrDnga\ > +<1—w>/UJ€ | DD (2 D5t )|

§5HuH§+czO/ J€ | D, DDA
U
2
+021(H11H§+Hu'HlJerHerEZHUH?HuH§+HTH§+Hu!ﬁ'HHH§+€4H0H§),
(5.7.31)
pourr,t=1,2ets=1,23.
d [e? ~ : -
= <—/ J§2\D3D30\2> —i—(l—w)/ 1€ |DuDs (e D) Sczz/ 1€ D, DD + 8 ||ul?
t\aJu U U
+c23<||u||§+HU'HerIIfllerezllffllﬁ-||u||§+||7||§+||ullf'||u||§+€4||0||§>,
(5.7.32)

pour t =1,2 et s =1,2,3. Les constantes cy @ cy3 ne dépendent pas de €.

Nous allons maintenant déduire une estimation qui vient du probléme de Stokes dans le nou-
veau systéme de cartes locales, en appliquant le résultat de Temam [96] qui est déja mentionné
dans le lemme 5.5.3.

Considérons le probléme de Stokes suivant,

—(1 —w)A[(EDya) o A7 + V[(EDG) oA™Y = H dans ONQ,
div[(¢Dga) oA™Y = K dans ONQ, (5.7.33)
(D)o A~ = 0 sur9(0ONQ),

ou t = 1,2. Dans H et K sont regroupés les autres termes des équations (5.7.9), et (5.7.9),
dans le nouveau systéme de cartes locales.

Nous avons le lemme suivant.

Lemme 5.7.7. u satisfait l'inégalité suivante

/J{Z\Dthﬁlz < 024/J§2‘DtDs(aijkﬁj)|2
U U

2
eas ([l + [[o'|[] + 15+ [lol[} + [I7[13 + " lloll; + [[ull; [[ul),
(5.7.34)

pour t =1,2 et s =1,2,3. Les constantes positives ¢,y €t co5 ne dépendent pas de €.
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Définissons les normes suivantes, pour des vecteurs u ou des fonctions ¢ suffisamment régu-

liéres,
V= [\Vul + [ 3¢ IDar (5.7.35)
U
D = WD+ [ g€ IDDaEr, (5.7.36)
U
Vo> = HXvUHQ—F/J§2]Dt5\2+/J§2]D35]2, (5.7.37)
U U
(Dol = Dol + 3¢ DD+ 3¢ IDDGE+ [ 3¢ DDt
U U U
(5.7.38)
[IVdivul[[* = [[xVdivul + / 1€ [Dyfasi Dsi)[* + / 1€ Ds(as D5
U U
(5.7.39)
[ID*divul[|* = HXDZdiVUHZJr/Jiz\DrDt(asiDs’T)\er/JSZ\DrDs(asiDs’T)‘z
U U
+ [ 3¢ |DaDs D) (5.7.40)
U
our,t=1,2ets=1,2,3. Notons que les normes [[-]|, ||| -]|| et ||-]|, sont équivalentes. La norme

[-] ne contient pas la dérivée normale d’ordre 1 et vérifie [[] < Cq ||-]|,.

Introduisons aussi les normes

)y = [Vu]*+[D*uf,
o]l = [[Vol* +[[D%0]’,
lldivulll; = [[[Vdivul[[* + [[[D*div u]|[*.
Remarquons que les normes |[[-]|, ||| - [||> et ||-]|, sont équivalentes. La norme [-], ne contient

pas les dérivées normales d’ordres 1 ou 2 et vérifie |[-]|, < Cq |||,

De fagon a estimer ||divul[2, nous avons besoin d’un certain nombre d’estimations, données
dans les lemmes 5.7.8 & 5.7.12 qui suivent. Le paramétre w € ]0,w;] est toujours fixé, avec w),
donné par la condition (5.5.57) dans le lemme 5.5.8.

Lemme 5.7.8. Pour tout §, 0 < d < 1, nous avons l’inégalité suivante,

d 2 62 2 : 2
—(IVuf* + = [[V0] ) + ||| Vdivul|

g2 1
< 5( Il + 5 lloll2 + 5 llo Iz + 117112
2
+eas([ulf + |07+ 1IEIP + e Mlol]; - [l + 17115 + [[all? - [[ull; + " lo]]3),
(5.7.41)
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0U ¢y est une constante indépendante de €.

Preuve.
Il suffit de calculer la combinaison suivante des inégalités précédentes :

(5.6.1) + ¢,5(5.7.15) + (1 — w)7(5.7.30).

Nous remarquons que le terme
/ 1€ | DD
U

est éliminé. Nous obtenons (5.7.41).

O
Lemme 5.7.9. Pour 0 < 6 < 1, nous avons l’inégalité suivante,
d W W
(e lull + [V + e, = ||a|| +—|[ ol + = lirll” +ca ||| +c_|\a\|+ 21|17
Cr 2, Cs 2
2 1
< (1l + S 1lol + 5 1loz + 11712
an || + 111 + e llorlls + & [lo ||+ [ [7/]]* + & o[ o[} + || [l
Sl | O | e e A el T | o PR R L TR
+&2 [0 |- [ull3 + & lol]3 - Tall; + 1171l + [l - [l +[[7]]; - [Jal? +HTH1),
(5.7.42)
ol o7 et (ci)i_, sont indépendantes de .
Preuve.
Nous faisons la somme de (5.5.9), (5.5.36) et (5.7.41).
O

Lemme 5.7.10. Pour tout §, 0 < & < 1, nous avons l'inégalité suivante,

d 2
(D™ + =[] ") + || D*div ul
< a(lall+ 5 loll+ 3 loll2+ 112 )

+%0mm+wwhme+mm+§wmww@+wmww@+&wm+wm)
(5.7.43)

ou ¢y est une constante indépendante de e.
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Preuve.
Il suffit de calculer :

(5-6.12) + 020(1 + 022624)(5.7.16) + (1 - w)72(5.7.31) + (5.7.32) + 022(5.7.34).

O
Lemme 5.7.11. Pour tout 6, 0 < § < 1, nous avons l’inégalité suivante,
& (1ol + = D% + || D div ull
dt @
2 62 2 1 2 2
< (1l + S lloll2+ 5 llol2+ I
2 4 4 2 2 2
e (1€]1* 4+ NN + " 1oty +=* (||| + [17/1]" + & [[o[[* - [[w] [} + || " -
a1 T | o Tl R [ T ol e T [ [ I | R
+&* (o[- Mall5 + Mo 3 - [l + 17l + [l - (a5 + (7] - [[al* + ||T||§),
(5.7.44)
0l Cog €St une constante indépendante de €.
Preuve.
Utilisons (5.5.24) pour éliminer [[u||2 + ||o||?. I vient
L (1Dt + = (D] + || D*div |
dt @
2 62 2 1 2 2
< (1l + S o1+ 5 oz + )
. . 2
+c28<Hd1quf+ [ldivr([* + [[o'[ |} + [[E17 + &[] - [[all3 + [[all} - [Jull;
et [loly + 17113 )
(5.7.45)

ou la constante positive c,g est indépendante de e.

Pour éliminer les termes |[u’[|? et de ||divu||?, nous utilisons respectivement (5.5.36) et (5.7.42).

O
Lemme 5.7.12. Pour 0 < 6 < 1, nous avons l’inégalité suivante,
d ) ) 2 , & ,  Wecs ) 2 e, Wecs |1 ;112
(el + 2 + €S ol Sl + = 1711+ e [+ e [l ||+ =2 | [7]]7)

C C .
o S ][] + vl
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< 5(uuui+5—;r\au§+§rrar\z+rmrz)
o ([€]1° 4+ 1E1 + e o2 + e[|+ [|7']|" + &2 [[o | [ [} + [w]|* - 1l
+e rll; - (o] [P+ (1|1 I+ Nl - (17 et o] Lol + & [, - o]
e ||o|[* - 1l + €l - hall3 + 17115+ half? - [l + llrlf2 - Tl + lirl 2 )

(5.7.46)
0U Cy9 est une constante indépendante de €.
Preuve.
I1 suffit de faire la somme de (5.7.42) et (5.7.44).
O

Le paramétre w €]0,w]] est toujours fixé avec w, donné par la condition (5.5.57) dans le
lemme 5.5.8.

Lemme 5.7.13. Soit 0 < 6 < 1. Il existe une constante w,, 0 < wy, < wy < 1, telle que si
w < wy, nous avons l'inégalité suivante,

d 2 2 W
S (eulhull? + s+ e lo? + o+ e 1712 [l + e [[o]] 4+ Yo |27
C
o 17l + o [+ vl div ul
2 62 2 1 2 2
< S( IRl + 5l + 5 ol + 7112
tean (|11 I+ llolls -t [Jo'|1* + (171" 2| - ]
e Il o1+ 171 T+ B - 11+ {0 Hell3 42 w1, - Hle
[0 [* - hallz <2 1ol -l + 1712 -+ halff -l + 1171 - alf? + '] - Jrull? )
(5.7.47)

0l Coy €St une constante indépendante de €.

Preuve.
Il suffit de faire la somme suivante cy(5.5.53)+7,(5.7.46) alors nous obtenons (5.7.47) avec
Yy = ¥ — 3w?cagc, ol nous choisissons w < w, avec

wo < (V6 (1 + c9)) 7, (5.7.48)

aprés avoir remarqué que w, < w,.

Définissons la fonction & valeurs réelles positives t — z,(t) par
z =z + [ulZ, (5.7.49)

ou la fonction ¢ — z(t) a été définie en (5.5.59).
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Lemme 5.7.14. I existe trois constantes strictement positives as, ag et a, indépendantes de
g, a5 >1eta;, <1, telles que pour tout t € Ry, nous avons les inégalités suivantes,

2 +w < asw[z1+zf]—|—a63, (5.7.50)
w >tz (5.7.51)
avec
3=If117+[|F]] (5.7.52)
Preuve.

Il suffit de faire la somme : a3(5.7.47)+~,(5.5.61). Choisissons § d’une maniére convenable
pour obtenir (5.7.50). Remarquons qu’on peut trouver une constante positive al > 1 telle que
z; < atw. Choisissons a, = 1/al < 1.

O
5.8 Existence globale
Rappelons que
1 2 1 2 . 2 62 2
2(0) = Slwl+ {1 =w)+ 5 ) [[Vu|" + (1 = w)[[divue[[" + 5 lool[;
2 2 2c
We
+ il + 3+ o] - (581)

Rappelons aussi que les constantes a;, as et a, ont été définies dans le lemme 5.7.14, et sont
indépendantes de € et de plus que la condition w, < ( 6cy (1 + 629))_1, obtenue dans le lemme
5.7.13, est vérifiée.

Nous utiliserons deux lemmes dont les démonstrations se trouvent dans [97].

Lemme 5.8.1. Soit 9Q de classe C*. Soit (u,0,7) une solution du probléme (5.3.1) sur Qr
dans les ensembles de fonctions du théoréme 5.4.1. Soit v, 0 < v < 1/2. On suppose

¥ a
21(0) < a_7 [f]io,l,oo + [f/]io,o,oo < 7,
ot les constantes a5, ag et a, ont €té définies dans le lemme 5.7.14.

Alors, on a
At <L, weloT).
as

Lemme 5.8.2. Si la fonction z, est bornée sur [0, T], indépendamment de e, alors
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Lemme 5.8.3. Supposons que

—% < eo(x,t) < %, sur Q. (5.8.2)
1l existe une constante a, indépendante de € telle que
a3 + € llo @3 + IO < ag{z:(t) +23(t) + [[EDI }, (5.8.3)
Vit > 0.
Preuve.
D’aprés la définition de z,(t), nous avons
la@)[l; + € lo @15 + [T < o (2 (t) + [Au(®)l]*), (5.84)

ol ¢y, est une constante indépendante de . Nous utilisons 'estimation (5.5.25) pour achever
la démonstration.
a

5.8.1 Preuve du théoréme d’existence globale 5.3.1

On suppose que
2:(0) < ayo,

et
[]20.1,00 + [F']3

oo,l,oo < a1,

00,0,00

ot ayy = (2a5)" et a;; = a,(a;)?/8, les constantes a; et a, ayant été définies dans le lemme
5.7.14.

D’aprés le lemme 5.8.2, on a

=

—— <inf(e’0,) < sup(e’o,) <
2 Q o

wl@

Appliquons le lemme 5.8.3,
loll; + & [looll; + [I7oll; < ao{ o + (a10)* + an }.

Alors d’aprés le théoréme 5.4.1, nous avons une solution de (5.3.1) sur Q% telle que T* dépend
seulement de Q, a, w, a;, a;, 0,9, et o satisfait

—% < e%o(x,t) < pour (z,t) € Qr=.

5
Par suite, d’aprés le lemme 5.8.1
2 (t) < ay, vt € [0, T%].

Appliquons de nouveau le lemme 5.8.2,

2 < 0(x,T) <

5 (5.8.5)

|2
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puis de nouveau 5.8.3,
(T + & [lo(THIE + 17 (T < ag{ao + (a10)* + an }-

Maintenant, il suffit d’utiliser le théoréme 5.4.1 pour trouver une solution de (5.3.1) dans
[T*,2T*].

On répéte le méme processus sur [0, nT*], n € N*, et on obtient une solution globale de (5.3.1).
Notons que la condition (5.8.1) est plus faible que la condition
[1ao][5 + & [loo|[5 + [I7o][5 < by,
indiquée dans le théoréme 5.3.1, puisque [u,], ne contient pas la norme des dérivées normales
d’ordres 1 ou 2 de u,.
5.9 Passage a la limite

Rappelons le systéme d’équations vérifiées par des écoulements de fluides faiblement com-
pressibles :

1 1-—
u 4 (.V)u'+ ———Vo© = f+ Q[Aua + Vdiv u®|
o+ e20° o+ e?of )
. £
et VT e veIV(e),
e20'° + 2(u®.V)o® + e%0cdivu® = —adivu’,
7+ We{r'® + (u°.V)7¢ + g(Vu®, )} = 2wD[uf], dans R, x (,
ue(oax) - ug(x),
o°(0,2) = o5(x),
7¢(0,2) = 75(x), dans Q,
u = 0, sur Ry x T
(5.9.1)
De plus,
p; = a+ée’ol, (5.9.2)
u, = vo+v;, divv,=0, 212%] [[ug = vollgr+e () =0, (5.9.3)
7_06 = S() + Sg, il_H)El)HTg — SO||H1+f(Q) = 0, (594)

oll a, v, et S, sont respectivement une constante, un vecteur et un tenseur (symétrique) indé-
pendants de €. t est un paramétre fixé, 0 < v < 1.
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Rappelons aussi le systéme d’équations vérifié par des écoulements des fluides incompressibles :

alv +(v-V)v) — (1 —w)Av+Vr = of +divS,
divv = 0,
S+ We{S + (v-V)S+g(Vv,S)} = 2wD]|v],
p = a, dans Ry x Q, (5.9.5)
= 0, sur Ry x T,
v(0,z) = vo(z), sur €Q,
S(0,z) = Sy(x), sur .

Cette section consiste & démontrer que la solution du systéme (5.9.1), donnée par le théo-
réme 5.3.1, tend vers la solution du systéme (5.9.5), donnée par le théoréme 5.3.3, lorsque ¢
tend vers 0.

Preuve du théoréme 5.3.4

D’aprés le théoréme 5.3.1

(15 + [lea®[15 + [I7°]]5 < bs, (5.9.6)

et
[ [[* -+ [Jeo™[[" + [|7[]" < b, (5.9.7)

ou b et b, sont des constantes strictement positives et indépendantes de €.

La suite {(u®,e0%,7%)}. est bornée de L= (R, H?(Q)) x L*°(Ry, H*(Q2)) x L>®(R4+, H*()),
donc on peut en extraire une sous-suite, toujours notée {(u,ec®,7%)}., convergeant vers
(v,p,S) dans L>®(R;, H?*(Q)) x L*(R4+,H?(Q)) x L*°(R4+,H?*(Q)) faible-étoile lorsque € tend

vers zéro.

De méme, {(u'®,e0',7¢)} est une suite bornée de L> (R, L*(Q2)) xL>° (R4, L*(Q))xL>* (R4, L*(Q2)),
donc on peut en extraire aussi une sous-suite, toujours notée { (u’, 0, 7%))} -» convergeant vers
(v',p',8") dans L= (R4, L*(Q)) x L®(R4,L*(Q)) x L>®°(R,,L*()) faible-étoile quand & — 0.

Or, d’aprés un théoréme de compacité (voir [85]), on peut aussi extraire de {(u®,e0%,7°)}.
une sous-suite, notée toujours {(u,e0°,7°)}., telle que pour tout T > 0

(u,e0°,7°) =0, (v,p,S) dans C([0, T]; H'T*(Q)) x C([0, T]; H'T(2)) x C([0, T}; H'T*(Q)).

De plus, nous avons aussi, pour tout T > 0, {(u’®,e0’%,7'¢)}. converge faible-étoile vers
(v',p',8") dans L2(0, T,L*(Q2) x L*(0, T,L?(2)) x L?(0, T,L*(f2)) lorsque € — 0, ainsi que

(u®,e0®,7°) =0, (v,p,S) dans L2(0, T; H'*(Q)) x L*(0, T; H'T(2)) x L*(0, T; H'T*(Q)).

D’aprés le théoréme 5.4.1, la fonction 1/(a 4 €®0) est bornée, comprise entre 1/2a et 2/a,

donc
3 e—0
—_—

0.
a+¢e?o
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Soit ¢ un vecteur de C°([0, T] x €2) tel que div ¢ = 0. Multiplions (5.9.1), scalairement par
¢ dans L?(0, T; L*(©2)), il vient

/e e c 1 R gdivo® - divu®
(", 6) + (V) 8) — (1= ) (w0 — (1) (ST )

e’otdivo® 1 e?
- — f 7(1' £ _ - £ £
(BT 0) = (0.0 + (medivitio) — { ()", 0),
(5.9.8)
ou
1 R o , e?o®divo®
- N | e i
<a+€20_€V0’,¢> <a—|—520€’ 1V¢>+<(a—|—5205)2’¢>
e*odivo®
_ < N ¢> , (5.9.9)

(a + e207)

et

1 div u® e2div o® - divu®
. Vdivu® S e Bl T
<a+€205 lvu’¢> <a+5205’ 1V¢>+< (a +e20%)? ’¢>

e2divo® - divu®
— < S ,¢> . (5.9.10)

Pour € — 0, I'équation (5.9.8) tend vers
a(v',¢) +a((v.V)v,¢) — (1 —w) (Av,¢) = a(f,¢) + (divS,¢), dans Q,

et ceci est vrai pour tout ¢ € C2°([0, T] x Q) tel que div ¢ = 0. Donc il existe 7 € L?(0, T; H'(Q2))
telle que
a(v'+ (v-V)v) — (1 —w)Av + V7 = af + div S, dans Q.

Soit ¢ une fonction de C2°([0, T] x ). Multiplions (5.9.1), scalairement par ¢ dans
L*(0, T; L*(Q2)),

e{ed’®, ) +e((u°.V)(e0%), ) + £ (e0°divu’, ) = —a (divu®, p) . (5.9.11)
On a
iii%{e (ed’*,p) +e((u°.V)(e0%), ) + £ (e0°divu, @)} = —a lim (divu®, p) .
Donc
(divv,p) =0,

pour tout ¢ dans C2°(]0,T] x Q). Donc divv = 0 dans .
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Maintenant, on choisit ¢ un tenseur (symétrique) de C2°(]0, T] x ). Multiplions (5.9.1),
par ¢ dans L*(0, T; L*(92)),

(T5, ) + We{ (7"°,0) 4+ (0°.V)7°,4) + (g(Vu®, 7°), 1) } = 2w (D[uf],v) . (5.9.12)

Puisque (uf,7%) <=2 (v, S) dans (C([0, T); H'*¥(2))) x (C([0, TJ; H'F¥(%2))),

lim (7°-Vu®* =S -Vv,¢) = lim (7°-Vu® —S-Vu,¢) + lin%)<S -Vu® —S-Vv, 1)
E—

e—0 e—0

= 0,

alors

(g(Vu®,79),¢) =% (g(Vv,S),¢)  dans L*(0, T; L(12)).

Pour € tendant vers zéro, I'équation (5.9.12) tend vers 1’équation
(S,1) + We{ (8,0) + ((v.V)S,v) + (g(Vv,8),4) } = 2w D[V, 0), (5.9.13)
pour tout 1 dans C2°([0, T] x §2).

Donc,

S + We{s' + (v.V)S + g(Vv, S)} = 2wD[v], dans €. (5.9.14)

Nous utilisons les conditions (5.9.3) et (5.9.4) pour obtenir la convergence des données ini-
tiales, pour € tendant vers zéro.

Nous avons donc démontré la convergence du modele faiblement compressible (5.9.1) vers
le modéle incompressible (5.9.5).
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Chapitre 6

Perspectives

ES résultats obtenus dans ce travail nous laissent entrevoir plusieurs pistes de recherche. De
L nombreuses questions peuvent étre posées. Tout d’abord au sujet du modéle considéré et
des résultats obtenus. Peut-on étendre ces résultats & des situations plus générales ?

Si Iexistence globale des solutions fortes des équations de Navier-Stokes et des équations de
type Oldroyd est toujours effectué sous condition de données initiales petites, ’amélioration de
ces résultats ainsi que de 'ordre de petitesse de ces données initiales restent toujours possible et
peuvent étre des problémes ouverts et trés importants & aborder. Nous allons présenter diverses
directions qui peuvent étre des projets de travaux ultérieurs ainsi que des idées pouvant faire
suite aux travaux réalisés dans cette thése.

6.1 Etude mathématique d’écoulements de fluides viscoélastiques
viscoélastiques, stationnaires et faiblement compressibles de
type Oldroyd dans un polygone convexe ou non convexe

Le résultat obtenu dans le chapitre 4, pour un écoulement stationnaire avec vitesse donnée
au bord nulle, peut étre prolongé. Il peut étre intéressant de considérer des écoulements sta-
tionnaires de fluides viscoélastiques faiblement compressibles dans un domaine borné convexe
D de R? ayant un bord 0D de forme polygonale. Les points délicats de ces nouvelles questions
sont les suivants.

1. Il semble possible d’adapter le résultat obtenu pour un seul angle convexe au cas d’un
polygone convexe. La construction d’une partition de 'unité va jouer un réle assez im-
portant.

2. Rechercher un espace convenable dans lequel nous allons trouver notre solution. Un can-
didat pourrait étre ’espace des fonctions dont la norme est définie par :

k
Bj—k+i; ||P
i, = D ||
i=0

. )
4P

ou rj(z) = |z — x;| est la distance au somment S;(z;) de 'ouvert polygonal convexe D.
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3. Savoir comment améliorer ce résultat dans le cas d’'un domaine ayant a la fois des angles
convexes et des angles concaves. Nous devrons étudier le comportement de la solution
dans les coins concaves.

4. Tous nos résultats sont obtenus sous la condition d’écoulements isothermes. Ces mémes
questions peuvent étre abordés aussi dans le cas non isotherme. Nous pouvons suivre le
méme procédé que celui adopté dans ce travail pour écrire le champ de vitesse u comme
une somme de deux parties v et Vi, ainsi que la division de v et ¢ en parties singuliéres
et parties réguliéres. La température, elle-méme, sera aussi traitée comme une somme de
deux parties, I'une singuliére et 'autre réguliére. La méthode de découplage approprié
de la partie elliptique et la partie hyperbolique facilite la résolution du probléme. Des
travaux, comme ceux de A.Novotny et M.Padula (par exemple [77]) et S.A.Nazarov,
A.Novotny et K.Pileckas (cf. [80]) pourront nous étre utiles.

5. Enfin, une étude d’écoulements non stationnaires de fluides viscoélastiques faiblement
compressibles dans un polygone serait intéressante, en particulier I’étude de comporte-
ment de la singularité en fonction du temps.

6.2 Ecoulements de fluides viscoélastiques, stationnaires, faible-
ment compressibles et non isothermes avec des conditions
au bord de type "rentrantes-sortantes"

Les conditions de type "rentrantes-sortantes" (avec vitesse non nulle au bord) peuvent étre
posées dans des domaines singuliers a divers titres. Comme nous 'avons indiqué ci-dessus,
I’étude de la régularité des écoulements de fluides viscoélastiques faiblement compressibles
dans un polygone convexe peut étre aussi abordé. Ainsi que, le comportement des solutions
dans un coin concave ou, plus généralement, dans un polygone quelconque. Nous pouvons
nous inspirer, a ce niveau, des travaux réalisés par J.R.Kweon et R.B.Kellogg (cf. [51, 53, 55])
sur les équations de Stokes et Navier-Stokes et prolonger leur résultat, si possible et avec
des conditions convenablement choisies, pour un écoulement de fluide viscoélastique de type
Oldroyd. La vitesse du fluide vérifie un systéme de Lamé, tandis que la température vérifie une
équation de Laplace.

6.3 Limite incompressible pour des écoulements de fluides visco-
élastiques faiblement compressibles avec des conditions bien
ou mal préparées

Dans le résultat d’existence globale pour le modéle d’évolution de fluides viscoélastiques
faiblement compressibles avec des conditions au bord bien préparées, une question importante
serait de comprendre s’il est possible d’enlever I’hypothése de petitesse sur le paramétre w 1ié aux
viscosités. Le méme probléme, mais avec des conditions initiales mal préparées, est un probléme
non abordé jusqu’a maintenant. Des résultats avec des conditions initiales mal préparées ont
été obtenus pour les équations de Navier-Stokes compressibles, notamment ceux de R.Danchin
[19] dans P’espace tout entier, de B.Desjardins, E.Grenier, P.-L.Lions et N.Masmoudi [22| dans
un domaine borné avec des conditions au bord sur la vitesse de type Dirichlet et ceux de
D.Bresch, B.Desjardins, D.Gérard-Varet [14] dans le cas d’un cylindre. En s’inspirant de ces
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travaux, une telle étude pour les équations décrivant un fluide viscoélastique de type Oldroyd
dans un domaine borné avec donnée initiale mal préparée serait trés intéressante et sans doute
plus délicate.
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L'important est de faire en sorte que tout soit aussi simple que possible mais pas plus simple.

ALBERT EINSTEIN
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