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Puis un maître dit, Parle-nous de l’Enseignement.
Il répondit :
Personne ne peut vous apprendre quoi que ce soit qui ne repose déjà au fond d’un demi-
sommeil dans l’aube de votre connaissance.
Le maître qui marche parmi les disciples, à l’ombre du temple, ne donne pas de sa sagesse,
mais plutôt de sa foi et de sa capacité d’amour.
S’il est vraiment sage, il ne vous invite pas à entrer dans la demeure de sa sagesse. Il vous
conduit jusqu’au seuil de votre esprit.
L’astronome peut vous parler de son entendement de l’espace. Il ne peut vous donner son
entendement.
Celui qui est versé dans la science des nombres peut décrire les régions du poids et de la
mesure. Il ne peut vous y emmener.
Car la vision d’un être ne prête pas ses ailes à d’autres.

GIBRAN KHALIL GIBRAN







Study of a class of Semilinear Partial
Differential Equations on the

Heisenberg Group

Abstract

The aim of this thesis is the study of a class of semi-linear sub-elliptic equations with
a singular potential on the Heisenberg group Hd. The nonlinear term in this equation is
controlled by Sobolev’s inequality and the singularity is controlled by Hardy’s inequality.
This problem is a generalization of the classical problem on the euclidien space Rn.

The first results of this thesis is a sharp version of Hardy type inequality on the Hei-
senberg group, this is also a generalization of the classical Hardy inequality with a singular
potential supported by an isolated point. The main results of this thesis is the existence of
weak solution of Dirichlet problem for a semi-linear sub-elliptic equations with a singular
potential on the Heisenberg group. The main tools are the variational methods, Rabino-
witz’s Theorem and Palais-Smale Theorem.

Key words : Heisenberg group, Hardy inequalities, Semilinear sub-elliptic equations, Sin-
gular potential.
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Introduction

Notre thèse se situe dans le cadre de l’analyse des équations aux dérivées partielles
semilinéaires sur le groupe de Heisenberg à structure variationnelle de type

{

−∆Hdu− a(z, s)u = f(u) dans Ω,

u
∣

∣

∣

∂Ω
= 0,

(1)

où Ω est un ouvert borné de Hd de bord ∂Ω est régulier, et f : R −→ R est une fonction
non linéaire. Rappelons que le groupe de Heisenberg Hd est le groupe R2d+1 muni d’une loi
de multiplication non commutative

(x, y, s) ◦ (x′, y′, s′) =
(

x+ x′, y + y′, s+ s′ + 2
(

yx′ − y′x
))

.

C’est un groupe de Lie homogène muni d’une structure de dilatations

δa(x, y, s) = (ax, ay, a2s), a > 0 (2)

δa = −δ|a|, a < 0,

et dont la dimension homogène est égale à Q = 2d+ 2. Le système de champs de vecteurs
suivant

Xj = ∂xj
+ 2yj∂s, Yj = ∂yj

− 2xj∂s, j = 1, . . . , d (3)

est invariant à gauche par rapport à la structure du groupe, il est aussi appelé système de
champs de vecteurs horizontaux. L’algèbre de Lie de Hd est engendrée par ce système, et
vérifie :

[Xj, Yj] = −4∂s ≡ −4S, et [Xj, S] = [Yj, S] = 0, 1 ≤ j ≤ d.

Le Laplacien sur le groupe de Heisenberg ∆Hd s’écrit

∆Hd =

d
∑

j=1

(

X2
j + Y 2

j

)

. (4)

La distance homogène sur Hd est donnée par

dHd(x, y, s; x′, y′, s′) = ρ
(

(x′, y′, s′)−1 ◦ (x, y, s)
)

,

où

ρ(x, y, s) =
(

|x|2 + |y|2)2 + |s|2
)1/4

. (5)
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Nous rappelons maintenant certains résultats obtenus dans le cas euclidien du problème
(1) : en effet, soit Ω est un ouvert borné de Rd, d ≥ 3, et dont le bord ∂Ω est régulier. Le
problème suivant :











−∆u = λu+ |u|2∗−2u dans Ω,
u > 0 dans Ω,

u
∣

∣

∣

∂Ω
= 0,

(6)

est appelé es le problème de Brézis et Nirenberg (voir [37]). L’exposant 2∗ =
2d

d− 2
est indice

critique pour les inclusions de Sobolev, dans le sens où l’injection H1
0 (Ω) dans L2∗(Ω) est

continue mais pas compacte. Dans [37], ils ont montré que si d ≥ 4 et 0 < λ < λ1, où λ1

est la première valeur propre de −∆ dans Ω, le problème (6) admet une solution positive,
et que si d = 3 et il existe une constante λ∗ telle que pour 0 < λ∗ < λ < λ1, le problème
(6) admet une solution positive.

En ajoutant un potentiel singulier dans l’équation (6), on trouve le problème semili-
néaire suivant :







−∆u− µ
u

|x|2 = λu+ |u|2∗−2u dans Ω,

u
∣

∣

∣

∂Ω
= 0.

(7)

Si 0 ∈ Ω, le potentiel V (x) ≡ 1

|x|2 est contrôlé par l’inégalité de Hardy suivante :

(d− 2

2

)2
∫

Rd

u2

| x|2 dx ≤
∫

Rd

|∇u|2 dx, ∀u ∈ C∞
0 (Rd). (8)

Jannelli a étudié le problème (7) dans son article [99] en 1999 où il a montré que si µ ≤ µ̄−1,

avec µ̄ =
(d− 2

2

)2

, alors le problème (7) admet une solution pour tout 0 < λ < λ1. En

2001, Ferrero et Gazzola ont montré dans leur article [71] que si d ≥ 4 et µ ≤ µ̄ − 1, le
problème (7) admet une solution non triviale pour tout λ > 0 telle que λ 6∈ σµ, où σµ est

le spectre de l’opérateur −∆ − µ

| x |2 . Par ailleurs, dans son papier [53] paru en 2006, J.

Chen a obtenu un résultat incluant le cas où λ ∈ σµ, d ≥ 7 et 0 ≤ µ < µ̄− 4. Il a montré
que sous ces nouvelles hypothèses, le problème (7) admet une solution non triviale pour
tout λ > 0.

Le cas sous-critique 2 < p < 2∗ se traduit par le système suivant :






−∆u− µ
u

|x|2 = λu+ |u|p−2u dans Ω,

u
∣

∣

∣

∂Ω
= 0.

(9)

S. Weng et Y. Li [154] ont montré que si 0 ≤ µ < µ̄, le problème (9) admet une solution
non triviale pour tout λ > 0 et une solution positive pour 0 < λ < λ1, où λ1 est la première
valeur propre de l’opérateur −∆−µV et µ̄ est la meilleure constante de l’inégalité de Hardy.
Évidemment, l’historique que nous venons de tracer ci-dessus est loin d’être exhaustif,
néanmoins il est à la base de notre travail dans cette thèse.

Quand on se place sur le groupe de Heisenberg, l’indice critique de l’inégalité de Sobolev

est 2∗ ≡ 2Q

Q− 2
= 2 +

2

d
, où Q est la dimension homogène sur Hd (voir [103]). L’analogue
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du Laplacien sur R
d est le Laplacien sur le groupe de Heisenberg ∆Hd, et il s’avère que

l’analogue du potentiel V (x) =
1

|x|2 est formulé dans l’article P. Baras et J. A. Goldstein

[20] paru en 1984, et il est donné par une fonction radiale :

V (z, s) =
|z|2

|z|4 + s2
,

où z = (x, y), x, y ∈ Rd, |z|2 est la norme euclidienne de z ∈ R2d. L’inégalité de Hardy
usuelle (8) a une forme différente de celle donnée par Garofalo et Lanconelli dans leur
article [80] paru en 1990 :

(Q− 2

2

)2
∫

Hd

|z|2
|z|4 + s2

|u(z, s)|2 dzds ≤
∫

Hd

|∇Hdu(z, s)|2 dzds, ∀u ∈ C∞
0 (Hd \ {0}), (10)

où ∇Hd = (X1, . . . , Xd, Y1, . . . , Yd) est le gradient sur Hd.
Le premier résultat dans cette thèse est une amélioration de l’inégalité de Hardy sur le

groupe de Heisenberg. Nous avons obtenu le théorème suivant :

Théorème 0.0.1 Soit Ω un ouvert borné de Hd avec 0 ∈ Ω. Pour tout u ∈ H1
0 (Ω,Hd), on

a l’inégalité suivante :

( d2

d+ 1

)2
∫

Ω

|u(z, s)|2
ρ(z, s)2

dzds ≤ ‖∇Hdu‖2
L2(Ω). (11)

La singularité du potentiel dans l’inégalité (11) est exactement analogue à celle du potentiel
dans l’inégalité de Hardy classique (8), de plus elle est plus forte que celle dans l’inégalité
(10).

La deuxième partie de la thèse est consacrée à l’étude du problème de Dirichlet suivant :
{

−∆Hdu− µV u = λu+ |u|p−2u dans Ω,

u
∣

∣

∣

∂Ω
= 0,

(12)

où 2 < p < 2∗ avec 2∗ ≡ 2Q
Q−2

= 2 +
2

d
est l’indice critique de l’inégalité de Sobolev et

V est un potentiel positif admettant une singularité à l’origine, est contrôlé par l’inégalité
suivante :

∫

Ω

V (z, s)|u(z, s)|2 dzds ≤ ‖∇Hdu‖2
L2(Ω).

En utilisant les inégalités de Hardy (10) et (11), le potentiel V peut prendre les valeurs
suivantes :

V (z, s) =
(Q− 2

2

)2 |z|2
|z|4 + s2

,

ou

V (z, s) =
( d2

d+ 1

)2 1

ρ(z, s)2
.
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Le principal résultat de cette partie est le théorème suivant :

Théorème 0.0.2 Si 0 ≤ µ < 1, alors pour tout λ > 0, le problème de Dirichlet semili-
néaire (12) admet une solution non triviale dans H1

0 (Ω,Hd).

L’existence des solutions est démontrée en utilisant la théorie des points critiques, puisque
les solutions du probème (12) est précisement les points critiques de la fonctionnelle d’Euler-
Lagrange associée :

Iµ,λ(u) ≡
1

2

∫

Ω

[

|∇Hdu(z, s)|2 − µV (z, s) |u(z, s)|2
]

dzds

− 1

p

∫

Ω

|u(z, s)|p dzds− λ

2

∫

Ω

|u(z, s)|2 dzds, (13)

pour tout u ∈ H1
0 (Ω,Hd). Pour cela, on distingue deux cas. Dans le cas où 0 < λ < λ1,µ, on

montre que la fonctionnelle Iµ,λ admet une valeur critique, et la démonstration est basée
sur le théorème du col. Dans le cas où λk ≤ λ < λk+1 avec λk la k-ième valeur propre
de l’opérateur −∆Hd − µV , on montre que la fonctionnelle Iµ,λ satisfait les conditions du
théorème du Rabinowitz.

Cette thèse est organisée de la façon suivante : nous commençons par rappeler quelques
notions de groupe de Lie homogène et la définition du groupe du Heisenberg. Ceci fait
l’objet du premier chapitre. Le second chapitre est un rappèl de certaines inégalités géomé-
triques sur le groupe de Heisenberg Hd, comme l’inégalité de Poincaré et les inclusions de
Sobolev qui nous seront utiles au niveau du chapitre 6. On rappelle également au niveau
du chapitre 3, la théorie de Littelewood-Paley et son utilité pour définir les espaces de
Besov sur le groupe de Heisenberg et donner une démonstration de l’inégalité de Hardy
dans Hs(Hd) pour 0 < s < Q

2
au niveau du chapitre 4.

Le chapitre 4 est consacré à l’étude des inégalités de Hardy sur le groupe de Heisenberg.
On démontre ces inégalités en utilisant une intégration suivant un champ de vecteurs
radial. On a aussi démontré l’inégalité de Hardy dans le cas où le potentiel admet une
singularité sur sous variété. Dans le chapitre 6, nous étudions l’existence de solutions du
problème de Dirichlet semilinéaire (12). Dans ce cadre, l’existence de solutions est liée aux
propriétés géométriques de la fonctionnelle énergie et au paramètre λ. Pour cela, on a eu
besoin d’étudier en premier lieu le problème spectral associé à l’opérateur −∆Hd − µV en
s’inspirant de l’article de J. Chen [53]. L’étape suivante est de démontrer l’existence d’un
minimum local de l’énergie en utilisant la théorie des points critiques comme les théorèmes
du col et de Rabinowitz qu’on a rappelé au chapitre 5.
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Chapitre 1

Le groupe de Heisenberg H
d

Le groupe de Heisenberg est un exemple particulier d’une large classe de groupes de Lie
nilpotents, homogènes et stratifiés appelé souvent groupe de Carnot. La première partie de
ce chapitre est un bref rappel des notions de géométrie de groupe de Lie et d’algèbre de Lie.
Dans la deuxième partie, se concentre plus particulièrement sur les groupes de Heisenberg
H1 et Hd et on se ramène aux références suivantes [46, 75, 95, 96, 144, 146] pour plus
amples détails sur l’aspect géométrie et analyse sur le groupe de Heisenberg.

1.1 Groupe de Lie

Définition 1.1.1 Un groupe de Lie G est une variété différentiable de classe C∞ munie
d’une loi de groupe ◦ : G×G → G telle que les applications suivantes (produit et inversion)

(x, y) 7→ x ◦ y ∈ G, x 7→ x−1 ∈ G

sont de classe C∞.

Exemples 1.1.2

1. (Rn,+), S1 ≡ {z ∈ C; |z| = 1}.
2. GL(n,R) = {M ∈ Mn(R); detM 6= 0} : le groupe linéaire réel des matrices inversibles

de Rn est un groupe de Lie réel.

3. O(n) = {A ∈ Mn(R);ATA = I} : le groupe orthogonal des endomorphismes de R
n

qui préservent le produit scalaire canonique.

Définition 1.1.3 (Translations sur G). Une translation à gauche sur un groupe de Lie
G est le difféomorphisme défini par

(1.1)

La : G → G

g 7→ Lag = a ◦ g. (1.2)
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Une translation à droite est le difféomorphisme de G défini par

Ra : G → G

g 7→ Rag = g ◦ a. (1.3)

Remarque 1.1.4 Soient g et h deux éléments de G, on a

Lg ◦ Lh = Lg◦h ∈ C∞, Rg ◦Rh = Rh◦g ∈ C∞

Lg ◦ Lg−1 = Rg ◦Rg−1 = IG.

Définition 1.1.5 (Champs de vecteurs invariants à gauche)
Soient G est un groupe de Lie et La le difféomorphisme de G donné par (1.1). On note par
(La)∗ la différentielle de La définie par

(La)∗(Xg) = (TgLa)(X), ∀ a, g ∈ G,

où TgG est l’ensemble des vecteurs tangents au point g ∈ G. Un champ de vecteurs X est
invariant à gauche si

(La)∗(Xg) = Xa◦g, ∀ a, g ∈ G.

Le théorème suivant nous donne une interprétation géométrique de la définition précédente.

Théorème 1.1.6 Si γ est une courbe intégrale de X passant par l’élément neutre e à
l’instant t = 0, alors le champ de vecteurs défini par Xg = σ̇g(0) avec σg(t) = gγ(t), est
invariant à gauche.

Démonstration. Soient a, g ∈ G. On a

(La)∗Xg = (La)∗

(

σ̇g(0)
)

=
d

dt

(

La ◦ σg(t)
)

t=0

=
d

dt

(

a ◦ gγ(t)
)

t=0
= σ̇a◦g(0) = Xa◦g.

Donc le champ de vecteurs Xg est invariant à gauche �

Définition 1.1.7 Une algèbre de Lie g sur R est un espace vectoriel sur R muni d’une loi
interne bilinéaire [., .] : g × g → g, appelée le crochet de Lie tels que pour tous X, Y et Z
éléments de g, on a :

i) [X, Y ] = −[Y,X] (antisymétrie),

ii) [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 (l’identité de Jacobi).

Remarques 1.1.8 Si X1, . . . , Xm sont des éléments d’une algèbre de Lie, alors un système
de générateurs de l’algèbre engendrée par {X1, . . . , Xm}, que l’on note Lie{X1, . . . , Xm} est
donné par les commutateurs

XI := [Xi1 , [Xi2, [Xi3 , · · · [Xik−1
, Xik ] . . .]]],

où {i1, i2, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , m} et I = (i1, i2, . . . , ik), k ∈ N.
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Proposition 1.1.9 Soient X et Y sont deux champs de vecteurs invariants à gauche.
Pour tous a, g ∈ G et λ ∈ R, on a

(La)∗(Xg + λYg) = (La)∗(Xg) + λ(La)∗(Yg) = Xa◦g + λYa◦g = (X + λY )a◦g,

(La)∗([X, Y ]g) = [(La)∗(Xg), (La)∗(Yg)] = [X, Y ]a◦g. (1.4)

Définition 1.1.10 (Algèbre de Lie d’un groupe de Lie)
Soit G un groupe de Lie. L’ensemble de tous les champs de vecteurs invariants à gauche
de G muni de l’opération crochet de Lie est une algèbre de Lie, que l’on note L(G).

Théorème 1.1.11 Soit G un groupe de Lie et L(G) son algèbre. Alors,

i) L(G) est un espace vectoriel et l’application de L(G) → TeG qui à X 7→ Xe est
un isomorphisme entre L(G) et l’espace tangent TeG à G en e. Par conséquent,
dim(L(G)) = dim(TeG) = dim(G).

ii) Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs invariants à gauche est invariant à
gauche.

Démonstration. Soit e l’élément neutre de G. Pour tout vecteur Xe ∈ Te(G), un champ
de vecteurs Xa est définit par

Xa ≡ (La)∗Xe, ∀a ∈ G. (1.5)

D’autre part, on a pour tout g ∈ G,

(Lg)∗Xa = (Lg)∗

(

(La)∗Xe

)

=
(

(LgLa)
)

∗
Xe = (Lg◦a)∗Xe = Xg◦a.

Donc, le champ de vecteurs Xa est invariant à gauche et Xa ∈ L(G). Ainsi, pour tout
élément de L(G) qui satisfait (1.5), on a un isomorphisme de Te(G) −→ L(G). �

1.1.1 L’application exponentielle

Définition 1.1.12 (La courbe exponentille expX(t))
Soit G un groupe de Lie et L(G) son algèbre de Lie. Soient X ∈ L(G) et γ(t) la courbe
intégrale de X passant par l’élélment neutre de G à l’instant t = 0 définie sur R. Soit expX
l’application expX : R −→ G définie par expX(t) ≡ γ(t) et qui vérifie

{

expX(0) = e,

dtexpX
( d

dr

∣

∣

∣

r=t

)

= XexpX(t), ∀ t ∈ R.
(1.6)

Remarques 1.1.13 Soit f ∈ C∞(G,R). L’équation (1.6) est équivalente à

( d

dr

)

r=t
(f(expX(r))) = XexpX(t)(f).

En particulier quand t = 0, on a

( d

dr

)

r=0
(f(expX(r))) = Xe(f).
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Proposition 1.1.14 Soit (G, ◦) un groupe de Lie et L(G) son algèbre de Lie. Si X ∈ g,
alors on a,

i) expX(r + s) = expX(r) ◦ expX(s), pour tous r, s ∈ R.

ii) expX(−t) = (expX(t))−1, pour tout t ∈ R.

iii) expX(0) = e.

iv) Pour tout x ∈ L(G), l’application définie par t 7→ x ◦ (expX(t)), est l’unique courbe
intégrale de X passant par x à l’instant t = 0.

Définition 1.1.15 (L’application exponentielle)
Soient (G, ◦) un groupe de Lie et L(G) son algèbre de Lie. En utilisant les notations de la
définition 1.1.12, on pose

Exp : L(G) −→ G

X 7→ Exp(X) := expX(1). (1.7)

Cette application Exp est appelée l’application exponentielle associée au groupe de Lie G.

Proposition 1.1.16 Soit (G, ◦) un groupe de Lie et L(G) son algèbre de Lie. Pour tout
X ∈ L(G), on a

i) Exp(tX) = expX(t), pour tout t ∈ R,

ii) Exp((r + s)X) = Exp(rX) ◦ Exp(sX), pour tous r, s ∈ R.

iii) Exp(−tX) =
(

Exp(tX)
)−1

, pour tout t ∈ R.

Démonstration. Fixons t ∈ R. On considère l’application définie par s 7→ γ(t) ≡
expX(st), pour tout s ∈ R. Comme γ(0) = expX(0) = e et

γ̇(s) = tXexpX(st) = tXγ(s),

alors γ est la courbe intégrale de tX et d’après la définition 1.1.12, on a γ(s) = exptX(s). Par
suite, expX(st) = exptX(s), ainsi pour s = 1, on obtient expX(t) = exptX(1) = Exp(tX).
D’autre part, on a

Exp((r + s)X) = expX(r + s) = expX(r) ◦ expX(s) = Exp(rX) ◦ Exp(tX),

et
Exp(−tX) = expX(−t) = (expX(t))−1 = (Exp(tX))−1.

�

Définition 1.1.17 (La formule de Campbell-Hausdorff)
Soient G un groupe de Lie et L(G) = TeG son algèbre de Lie. Il existe un voisinage V
de 0 dans L(G) et un voisinage U de e dans G telle que la restriction de l’application
exponentielle Exp : V −→ U soit un difféomorphisme. L’application inverse : U −→ V
s’appelle le logarithme et s’écrit Log. Si deux éléments X et Y de L(G) sont suffisam-
ment proches de l’origine, alors la formule de Campbell-Hausdorff donne l’expression de
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Log(Exp(X)Exp(Y )) en tant que série entière dans l’algèbre de Lie engendrée par X et
Y :

Exp(X)Exp(Y ) = Exp
(

X + Y +
1

2
[X, Y ] +

1

12
[X, [X, Y ]] +

1

12
[Y, [Y,X]]

+
1

24
[Y, [X, [Y,X]]] + . . .

)

. (1.8)

Voir le papier de L.W. Tu [150] pour la démonstration de (1.8).

1.2 Groupe de Carnot

1.2.1 Groupe de Lie homogène

Définition 1.2.1 Un groupe de Lie G est homogène, s’il est muni d’une structure de
groupe de Lie et d’une famille de dilatations {δa}a>0 qui vérifie la propriété suivante : Il
existe N entiers σ = (σ1, . . . , σN ) avec 1 ≤ σ1 ≤ . . . ≤ σN , tel que

δa : G → G, δa(x1, . . . , xN) ≡ (aσ1x1, . . . , a
σNxN ), (1.9)

est un automorphisme de groupe pour tout a > 0.

En effet, {δa}a>0 vérifie

δa(x ◦ y) = δa(x) ◦ δa(y), ∀x, y ∈ G, a > 0,

δa(δb(x)) = δab(x) ∀x ∈ G, a, b > 0,

(δa)
−1(x) = δa−1(x), ∀x ∈ G, a > 0.

Si on note e l’élément neutre de G, alors δa(e) = e, pour tout a > 0, implique que e = 0.
La dimension homogène de G par rapport à la dilatation (1.9) est donnée par la somme
des exposants de la dilatation : Q =

∑N
j=1 σj .

1.2.2 Algèbre de Lie d’un groupe de Lie homogène

Rappelons que les exposants σj de la dilatation δa d’un groupe de Lie homogène G

satisfaisant 1 ≤ σ1 ≤ · · · ≤ σN peuvent être regroupés en posant


















n1 = σj pour 1 ≤ j ≤ N1,
n2 = σj pour N1 < j ≤ N1 +N2,
...
nr = σj pour N1 + · · · +Nr−1 < j ≤ N1 + · · ·+Nr−1 +Nr,

(1.10)

tels que
n1 < n2 < · · · < nr, N1 +N2 + · · ·+Nr = N.
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Soit (Z1, · · · , ZN) une base de L(G) l’algèbre de Lie de G. Posons

V1 = 〈{Zj, 1 ≤ j ≤ N1}〉,
Vi = 〈{Zj, N1 + · · ·+Ni−1 < j ≤ N1 + · · · +Nr−1 +Ni}〉, pour i = 2, · · · , r.

Alors,
L(G) = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vr.

Définition 1.2.2 Un groupe de Lie G est dit stratifié s’il est un groupe de Lie connexe
et simplement connexe et si l’algèbre de Lie L(G) admet une stratification, i.e., L(G) =
V1 ⊕ V2 ⊕ . . .⊕ Vr où

[V1, Vi−1] = Vi, 2 ≤ i ≤ r, [V1, Vr] = {0}.

Définition 1.2.3 Soient G un groupe de Lie homogène et L(G) son algèbre de Lie. On
définit la dilatation sur L(G) comme suit : Si X ∈ L(G) et (Z1, · · · , ZN) une base de L(G),
alors

X =

N
∑

j=1

cjZj ⇒ δa(X) =

N
∑

j=1

cj a
σjZj.

D’où la proposition suivante :

Proposition 1.2.4 Soit L(G) l’algèbre de Lie d’un groupe de Lie homogène G. La dilata-
tion sur L(G) est un automorphisme d’algèbre de Lie de L(G) qui vérifie

δa([X, Y ]) = [δa(X), δa(Y )], ∀ X, Y ∈ L(G). (1.11)

Démonstration. Soit (Z1, · · · , ZN) une base de L(G). Si Zi et Zj sont homogènes de
degré σi et σj respectivement, alors [Zi, Zj] est un champ de vecteurs homogène de degré
σi + σj . En écrivant [Zi, Zj] =

∑N
k=1 ckZk et σk = σi + σj , on a

δa([Zi, Zj]) = δa(
N

∑

k=1

ckZk) =
N

∑

k=1

cka
σkZk

= aσi+σj

N
∑

k=1

ckZk = aσi+σj [Zi, Zj].

Posons maintenant X =
∑N

i=1 xiZi et Y =
∑N

j=1 yjZj, alors

δa([X, Y ]) = δa

(

N
∑

i,j=1

xiyj[Zi, Zj]
)

=

N
∑

i,j=1

xiyjδa([Zi, Zj])

=
N

∑

i,j=1

xiyja
σi+σj [Zi, Zj] =

[

N
∑

i=1

cia
σiZi,

N
∑

j=1

cja
σjZj

]

= [δa(X), δa(Y )].

�
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Définition 1.2.5 Soient G ⊂ R
N un groupe de Lie homogène et {δa}a>0 une famille de

dilatations de la forme

δa(x
(1), x(2), . . . , x(r)) = (ax(1), a2x(2), . . . , arx(r)), (1.12)

où x(i) ∈ RNi pour i = 1, . . . , r et N1 +N2 + . . .+Nr = N . Notons par Zi l’unique champ

de vecteurs de L(G) qui coïncide avec
∂

∂xi
à l’origine pour i = 1, . . . , r. Si l’algèbre de Lie

engendrée par (Z1, . . . , ZN1) est égale à L(G) l’algèbe de Lie de G, alors on dit que G est
un groupe de Carnot homogène d’ordre r.

Exemples 1.2.6 On munit le groupe G = (R2, ◦) d’une loi de composition définie par

(x1, x2) ◦ (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2 + x1y1),

(x1, x2)
−1 = (−x1,−y1 + x2

1),

et d’une famille de dilatation {δa}a>0 définie par δa(x1, x2) = (ax1, a
2x2). Alors, G est

un groupe de Lie homogène. Notons par V1 l’espace engendré par le champ de vecteurs
Z1 = ∂x1 + x1∂x2. Comme le rang(V1)(x) = 1 6= 2, ∀ x ∈ R2, le groupe G n’est pas un
groupe de Carnot.

1.2.3 L’opérateur sous-Laplacien d’un groupe de Lie stratifié

Définition 1.2.7 Soient G un groupe de Lie stratifié et L(G) son algèbre de Lie. S’il existe
une stratification de L(G), i.e., L(G) = V1⊕V2⊕· · ·⊕Vr, où (Z1, · · · , Zm) forme une base
de V1, alors l’opérateur différentiel d’ordre 2, L =

∑m
j=1 Z

2
j est appelé sous-Laplacien de

G.

Définition 1.2.8 (Hypoellipticité)
On dit qu’un opérateur différentiel L défini sur un ouvert Ω ⊆ R

N est hypoelliptique dans
Ω si pour tout ouvert Ω′ ⊆ Ω et pour tout f ∈ C∞(Ω′,R), toute solution de l’équation
Lu = f dans Ω, (au sens des distributions) est de classe C∞(Ω′).

Théorème 1.2.9 (Théorème d’Hörmander)
Soient Z1, · · · , Zm des champs de vecteurs à coefficients de classe C∞ sur un ouvert Ω de
RN . Si

rang (Lie{Z1, · · · , Zm, }(x)) = N, ∀x ∈ Ω, (1.13)

l’opérateur L =
∑m

j=1Z
2
j est hypoelliptique dans Ω.

Remarque 1.2.10 La condition (1.13) se traduit ainsi : en chaque point de Ω, on peut
trouver N opérateurs différentiels linéairement indépendants parmis Z1, . . . , Zm et leurs
commutateurs.
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1.2.4 Distance de Carnot-Carathéodory

Définition 1.2.11 Soit X = (X1, · · · , Xm) une famille de champ de vecteurs dans RN .
Un chemin absolument continu γ : [0, T ] → G est dit sous-unitaire si

〈γ′(t), ξ〉2 ≤
m

∑

j=1

〈Xj(γ(t)), ξ〉2, ∀ ξ ∈ G, pour presque tout t ∈ [0, T ].

On définit ainsi la longueur d’un chemin absolument continu γ par :

lG(γ) =

∫ 1

0

(

m
∑

j=1

〈γ′(t), Xj(γ(t))〉2
) 1

2
dt.

Définition 1.2.12 Soient x et y deux points du groupe de Carnot homogène G. La distance
dite distance de Carnot-Carathéodory est définie par :

dX(x, y) ≡ inf{lG(γ); γ est sous unitaire de x à y}. (1.14)

Proposition 1.2.13 Soit G un groupe de Carnot homogène et d la distance de Carnot-
Carathéodory associée à une famille (X1, · · · , Xm) de champ de vecteurs invariant à gauche
sur G. Alors

d(x, y) = d(y−1 ◦ x, 0), ∀ x, y ∈ G, (1.15)

d(x−1, 0) = d(x, 0), ∀ x ∈ G. (1.16)

La démonstration de cette proposition est basée sur le lemme suivant :

Lemme 1.2.14 Soit γ : [0, T ] → G un chemin sous-unitaire. Sous les hypothèses de la
proposition 1.2.13, α ◦ γ est aussi un chemin sous-unitaire pour tout α ∈ G.

Démonstration. Notons par Γ = α ◦ γ, alors Γ̇(t) = JLα(γ(t)) · γ̇(t), pour presque tout
t ∈ [0, T ], où JLα est la matrice Jacobienne de l’application Lα, la translation à gauche par
α sur G. Alors, pour tout ξ ∈ G,

〈Γ̇(t), ξ〉2 = 〈γ̇(t),
(

JLα(γ(t))
)T

ξ〉2

≤
m

∑

j=1

〈Xj(γ(t)),
(

JLα(γ(t))
)T

ξ〉2 =

m
∑

j=1

〈JLα(γ(t)) ·Xj(γ(t)), ξ〉2

≤
m

∑

j=1

〈Xj(α ◦ γ(t)), ξ〉2 ≤
m

∑

j=1

〈Xj(Γ(t)), ξ〉2.

On en déduit donc que α ◦ γ est un chemin sous-unitaire.
Démonstration de la proposition 1.2.13. Soient x ∈ G, y ∈ G et γ un chemin sous
unitaire de x à y. Comme α ◦ γ est un chemin sous-unitaire qui lie α ◦ x et α ◦ y pour tout
α ∈ G, alors d(α ◦ x, α ◦ y) ≤ d(x, y). D’autre part comme x, y et α sont arbitraires, alors
d(x, y) ≤ d(α ◦ x, α ◦ y). Ainsi on a montré que

d(α ◦ x, α ◦ y) = d(x, y), ∀x, y, α ∈ G. (1.17)

En remplaçant α par y−1 dans (1.17), on obtient la première égalité de la proposition 1.2.13
et en posant x = 0, on obtient la deuxième égalité. �
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Proposition 1.2.15 Soit d la distance de Carnot-Carathéodory associée à une famille de
champ de vecteurs (X1, · · · , Xm) dont les coefficients sont de classe C∞. Si les champs de
vecteurs (Xj)1≤j≤m sont homogènes de degré 1 par rapport à la dilatation

δa : G → G, δa(x1, . . . , xN ) = (aσ1x1, . . . , a
σNxN),

où σ1, · · · , σN sont des nombres réels positifs, alors

d(δa(x), δa(y)) = a d(x, y), ∀x, y ∈ G, ∀ a > 0. (1.18)

Afin de démontrer cette proposition, on a besoin d’énoncer le lemme suivant :

Lemme 1.2.16 Sous les hypothèses de la proposition 1.2.15, soit γ : [0, T ] → G un X-
chemin sous-unitaire, alors pour tout a > 0, le chemin

Γ : [0, aT ] → G, Γ(t) ≡ δa(γ(
t

a
))

est un X-chemin sous-unitaire.

Démonstration. Pour tout ξ ∈ G, on a

〈Γ̇(t), ξ〉2 = a−2〈δa(γ̇(
t

a
)), ξ〉2 = a−2〈γ̇( t

a
), δa(ξ)〉2

≤ a−2
m

∑

j=1

〈Xj(γ(
t

a
)), δa(ξ)〉2 =

m
∑

j=1

〈a−1δa(Xj(γ(
t

a
))), ξ〉2

≤
m

∑

j=1

〈Xj

(

δa(γ(
t

a
))

)

, ξ〉2 ≤
m

∑

j=1

〈Xj(Γ(t)), ξ〉2.

Démonstration de la proposition 1.2.15. Soient x, y ∈ G et γ un X-chemin sous
unitaire de x à y. D’après le lemme précédant, Γ(t) = δa(γ(

t
a
)) est un X-chemin sous

unitaire de δa(x) à δa(y), alors on a

d(δa(x), δa(y)) ≤ l(Γ) = a T = a l(γ)

≤ a d(x, y), ∀x, y ∈ G, ∀ a > 0.

En remplaçant x et y par δa−1(x) et δa−1(y) respectivement dans cette dernière inégalité,
on obtient

d(x, y) ≤ a−1d(δa(x), δa(y)), ∀x, y ∈ G, ∀ a > 0.

La proposition 1.2.15 est ainsi démontrée. �

Proposition 1.2.17 Soient G un groupe de Carnot homogène et d la distance de Carnot-
Carathéodory. Pour tout x ∈ G et pour tout r > 0, on définit les boules sur G par

Bd(x, r) ≡ {y ∈ G, d(x, y) < r}.

Remarquons que Bd(x, r) = x ◦ Bd(0, r), B(0, r) = δr(B(0, 1)), pour r > 0, et que |
Bd(x, r) |= rQ | Bd(0, 1) |, où Q est la dimension homogène de G.
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1.3 Le groupe de Heisenberg H
1

Soit G un sous groupe du groupe GL(3,R) défini par

G =
{





1 a1 a3

0 1 a2

0 0 1



 ; a1, a2, a3 ∈ R

}

. (1.19)

En le munissant de la loi de multiplication de matrices A et B, G est un groupe de Lie non
commutatif. Rappelons que le commutateur de deux matrices de G est défini par :

[A,B] = ABA−1B−1 =





1 0 a1b2 − b1a2

0 1 0
0 0 1



 .

Définition 1.3.1 On définit une suite de groupes (Γn(G))n≥1 par Γ0(G) = G, Γn+1(G) =
[Γn(G),G]. On dit que le groupe G est nilpotent s’il existe n ∈ N tel que Γn(G) = eG. Le
plus petit entier n qui vérifie cette propriété est appellé classe de nilpotence de G.

Dans notre cas,

Γ1(G) =
{





1 0 k
0 1 0
0 0 1



 ; k ∈ R

}

,

et Γ2(G) = [Γ1(G),G] = I2 = e, par suite G est nilpotent de classe 2.
L’application bijective φ : R3 −→ GL(3,R) définie par

φ(x, y, s) =





1 x s
0 1 y
0 0 1





induit une loi de groupes non commutative sur R3 :

(x, y, s) ◦ (x′, y′, s′) = (x+ x′, y + y′, s+ s′ + xy′) . (1.20)

L’élément neutre est e = (0, 0, 0) et l’inverse de (x, y, s) est le point (−x,−y, xy − s).
R3 muni de la loi (1.20) est appelé le groupe de Heisenberg non symmétrique de dimension
3, c’est un groupe de Lie.

Proposition 1.3.2 Les champs de vecteurs

X = ∂x, Y = ∂y + x∂s, S = ∂s

sont invariants à gauche par rapport à la loi de groupes de Lie (1.20) sur R3.

Démonstration. Notons x1 = x, x2 = y et x3 = s. On définit la translation à gauche de
G par :

L(a1,a2,a3) = (a1 + x1, a2 + x2, a3 + x3 + a1x2).
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Soit X un champ de vecteurs invariant à gauche, alors d’après la définition 1.1.5, Xa =
(La)∗Xe, ∀a ∈ G, où Xe est la valeur du champ de vecteurs X à l’origine. En écrivant Xa

en coordonnées locales, i.e., Xa =
∑

iX
i
a∂xi

, on a

X i
a = Xa(xi) = (La)∗Xe(xi) = Xe(xi ◦ La). (1.21)

Soit b = (b1, b2, b3) ∈ G, alors

(x1 ◦ La)(b) = x1(Lab) = x1(ab) = a1 + b1 = x1(a) + x1(b),

(x2 ◦ La)(b) = x2(Lab) = x2(ab) = a2 + b2 = x2(a) + x2(b),

(x3 ◦ La)(b) = x3(Lab) = x3(ab) = a3 + b3 + a1b2 = x3(a) + x3(b) + x1(a)x2(b).

Par suite,

x1 ◦ La = x1(a) + x1,

x2 ◦ La = x2(a) + x2,

x3 ◦ La = x3(a) + x3 + x1(a)x2.

Notons Xe = λ1∂x1 + λ2∂x2 + λ3∂x3 , alors

X1
a = Xe(x1(a) + x1) = λ1,

X2
a = Xe(x2(a) + x2) = λ2,

X3
a = Xe(x3(a) + x3 + x1(a)x2) = λ3 + x1(a)λ2.

D’où,

X = λ1∂x1 + λ2∂x2 + (λ3 + x1λ2)∂x3

= λ1∂x1 + λ2(∂x2 + x1∂x3) + λ3∂x3

= λ1X + λ2Y + λ3S,

et l’algèbre de Lie de G est générée par la famille de champs de vecteurs (X, Y, S). �

Dans la suite nous allons voir comment ce modèle non symétrique peut être réduit à
un modèle symétrique en utilisant un changement de coordonnées adéquat.

Proposition 1.3.3 En effectuant le changement de coordonnées suivant :

y1 = x1, y2 = x2, τ = 4s− 2x1x2,

les champs de vecteurs X = ∂x1 , Y = ∂x2 + x1∂s, S = ∂s deviennent

X = ∂y1 − 2y2∂τ , Y = ∂y2 + 2y1∂τ , S = 4∂τ . (1.22)

Démonstration. La démonstration est évidente si on remarque que

∂s = 4∂τ , ∂x1 = ∂y1 − 2y2∂τ , ∂x2 = ∂y2 − 2y1∂τ .

�



12 Chapitre 1. Le groupe de Heisenberg Hd

On Considère le changement suivant : y1 = x1, y2 = x2 et τ = −s . Alors les champs
de vecteurs dans (1.22) s’écrivent :

X1 = ∂x1 + 2x2∂s, X2 = ∂x2 − 2x1∂s, X3 = ∂s.

On s’intéresse ensuite à la loi de groupe de Lie tels les champs de vecteurs X1, X2 et X3

sont invariants à gauche. Rappelons que d’après la formule de Campbell-Hausdorff (1.1.17),

Exp−1(Exp(x)Exp(y)) = x+ y +
1

2
[x, y],

où x = x1X1 + x2X2 + x3X3 = (x1, x2, x3). En remarquant que [X1, X2] = −4X3 et que
[X1, X3] = [X2, X3], On a

x+ y +
1

2
[x, y] = (x1 + y1)X1 + (x2 + y2)X2 + (x3 + y3)X3

+
1

2

(

x1y1[X1, X1] + (x1y2 − x2y1)[X1, X2] + x2y2[X2, X2]
)

=
(

x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3 − 2(x1y2 − x2y1)
)

.

On peut énoncer maintenant le résultat suivant :

Proposition 1.3.4 Les champs de vecteurs X1 = ∂x1 + 2x2∂s et X2 = ∂x2 − 2x1∂s sont
invariants à gauche par rapport à la loi de groupe de Lie sur R3 :

(x1, x2, s) ◦ (x′1, x
′
2, s

′) = (x1 + x′1, x2 + x′2, s+ s′ − 2(x1x
′
2 − x2x

′
1)). (1.23)

Le groupe de Lie H1 = (R3, ◦) est appelé le groupe de Heisenberg symétrique. L’élément
neutre e = (0, 0, 0) et l’inverse d’un point (x1, x2, s) est (−x1,−x2,−s).

1.4 Le groupe de Heisenberg H
d

Dans le cas où d ≥ 1, on définit le groupe de Heisenberg Hd comme étant l’espace
R2d+1 muni de la loi de multiplication non commutative

(x, y, s) ◦ (x′, y′, s′) =
(

x+ x′, y + y′, s+ s′ + 2
(

yx′ − y′x
))

.

C’est un groupe de Lie homogène muni d’une structure de dilatations défnie par

δa(x, y, s) = (ax, ay, a2s), a > 0 (1.24)

δa = −δ|a|, a < 0, (1.25)

et dont la dimension homogène est égale à Q = 2d+ 2. Les champs de vecteurs invariants
à gauche

Xj = ∂xj
+ 2yj∂s, Yj = ∂yj

− 2xj∂s, (1.26)
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aussi appelés champs de vecteurs horizantaux, engendrent l’algèbre de Lie. Les seuls com-
mutateurs non triviaux étant

[Xj, Yj] = −4∂s ≡ −4S, et [Xj, S] = [Yj, S] = 0, 1 ≤ j ≤ d.

Ainsi, la décomposition de l’algèbre de Lie h de Hd est la suivante :

h = h1 ⊕ h2 = 〈{Xj, Yj}1≤j≤d〉 ⊕ 〈{S}〉. (1.27)

Soient ξ = (x, y, s) ∈ R2d+1 et dξ est le volume de Lebesgue dans R2d+1. La translation
à gauche sur Hd qui est définit par Lg(ξ) = g ◦ ξ, g, ξ ∈ Hd, admet une différentielle

dLg =





I2d 02d (2yj)1≤j≤d
02d I2d (−2xj)1≤j≤d
0 0 1



 . (1.28)

Comme d(Lg(ξ)) =| det(Lg) |2d+1 dξ = dξ, alors dξ est donc la mesure de Haar sur Hd.
Donc la mesure de Haar sur Hd est la mesure de Lebesgue sur R2d+1, voir l’annexe A.

On dit qu’une courbe γ : [0, T ] −→ Hd est sous-unitaire s’il existe des fonctions mesu-
rables hj : [0, T ] −→ R telles que

γ̇(t) =
d

∑

j=1

hj(t)Xj(γ(t)) + hd+j(t)Yj(γ(t)),

et
∑2d

j=1 h
2
j (t) ≤ 1 pour presque tout t ∈ [0, T ]. Les champs de vecteurs Xj et Yj engendrant

l’algèbre de Lie, le théorème de Chow [28] assure que l’on peut toujours joindre deux points
quelconques par une courbe sous-unitaire. On définit la distance de Carnot-Carathéodory
par

d(x, y) = Inf
{

T > 0; il existe une courbe sous-unitaire γ : [0, T ] −→ H
d

tels que γ(0) = x, γ(T ) = y
}

.

Deux propriétés cruciales de cette distance sont l’invariance à gauche, i.e., d(x ◦ y, x ◦ z) =
d(y, z), ∀x, y, z ∈ Hd, et l’homogéniété, i.e., d(δa(x), δa(y)) = ad(x, y) pours tous x, y ∈ Hd

et a > 0. Notons aussi que d induit la topologie euclidienne usuelle sur Hd. On renvoit par
exemple à [28, 88] pour de plus amples détails sur les espaces de Carnot-Carathéodory.
Notons par z = x + iy et ξ = (z, s) ∈ Hd. La distance entre deux points ξ = (z, s) et
ξ′ = (z′, s′) ∈ Hd est définie par

d(ξ, ξ′) = ρ((z′, s′)−1 ◦ (z, s)),

où

ρ(z, s) =
(

|z|4 + |s|2
)1/4

=
(

(|x|2 + |y|2)2 + |s|2
)1/4

. (1.29)

De plus, ρ est homogène de degré 1 par rapport à la dilatation (1.24) :

ρ(δa(z, s)) = aρ(z, s), (z, s) ∈ H
d.

Une notion intrinsèque de différentiabilité a été introduite par P. Pansu [132]. On dit
qu’un homomorphisme de groupes L : (Hd, ◦) −→ (R,+) est homogène si L(δa(x)) = aL(x)
pour tous x ∈ Hd et a > 0.
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Définition 1.4.1 Soit Ω un ouvert non vide de H
d. On dit qu’une application f : Ω −→ R

est Pansu différentiable en x ∈ Ω s’il existe un homomorphisme de groupes homogène
L : (Hd, ◦) −→ (R,+) tel que

lim
y→x

f(y) − f(x) − L(x−1 ◦ y)
d(y, x)

= 0.

L’application L est alors unique et l’on notera DHdf(x).

Cette notion de différentiabilité est étroitement liée aux dérivations le long des champs de
vecteurs horizontaux Xj et Yj. On note (e1, · · · , e2d+1) la base canonique de R2d+1.

Définition 1.4.2 Soit Ω un ouvert non vide de Hd. On dit qu’une application f : Ω −→ R

est différentiable en x ∈ Ω le long de champ de vecteurs Xj (resp. Yj) si l’application
a 7−→ f(x◦δa(ej)) ( resp. a 7−→ f(x◦δa(ed+j))) est dérivable en a = 0 et on notera Xjf(x)
(resp. Yjf(x)) la dérivée correspondante.

Lemme 1.4.3 Soient Xj et Yj les champs de vecteurs définis dans (1.26). Si f = f(ρ)
une fonction radiale de classe C1 sur Hd, alors

Xjf(ρ) =
f ′(ρ)

ρ3

(

| z |2 xj + yjs
)

,

Yjf(ρ) =
f ′(ρ)

ρ3

(

| z |2 yj − xjs
)

, (z, s) ∈ H
d. (1.30)

Remarque 1.4.4 Soit f un fonction différentiable en x ∈ Ω le long de champ de vecteurs
Xj et Yj pour tout j ∈ {1, · · · , d}. Le gradient de f en x est défini par

∇Hdf(x) = (X1f(x), · · · , Xdf(x), Y1(x), · · · , Ydf(x),

la norme du gradient de f est donnée par

| ∇Hdf(x) |=
(

d
∑

j=1

| Xjf(x) |2 + | Yjf(x) |2
)

1
2
,

et le Laplacien sur H
d est défini par ∆Hd(f(x)) =

∑d
j=1X

2
j f(x) + Y 2

j f(x). Comme

rang(Lie{X1, · · · , Xd, Y1, . . . , Yd})(x) = 2d+ 1, ∀x ∈ R
2d+1,

alors d’après le théorème d’Hörmander 1.2.9, le Laplacien ∆Hd est hypoelliptique.

Un des liens entre la différentiabilité au sens de Pansu et la différentiabilité le long de
champ de vecteurs Xj et Yj est donné par la proposition suivante.

Proposition 1.4.5 Si f : Ω −→ R est Pansu différentiable en x ∈ Ω alors f est dif-
férentiable en x ∈ Ω le long de champ de vecteurs Xj et Yj pour tout j ∈ {1, · · · , d},
et

DHdf(x) =

d
∑

j=1

αjXjf(x) + βjYjf(x).



1.4 Le groupe de Heisenberg Hd 15

1.4.1 Solution fondamentale du Sous-Laplacien

Dans cette partie, on est dans le coeur de l’étude de l’opérateur Sous-Laplacien sur les
groupes de Carnot homogènes de dimension homogène Q.

Définition 1.4.6 Soit G un groupe de Carnot homogène et soit L l’opérateur sous-Laplacien
sur G. Une fonction Γ : G\{0} → R est une solution fondamentale de L si

i) Γ ∈ C∞(G\{0}),
ii) Γ ∈ L1

Loc(G) et Γ(x) → 0 quand x tend vers l’infini,

iii) L(Γ) = −Dirac0, où Dirac0 est la masse de Dirac à l’origine ;

∫

G

Γ(x)Lϕ(x) dx = −ϕ(0), ∀ϕ ∈ C∞
0 (G), x ∈ G. (1.31)

Proposition 1.4.7 Soit L l’opérateur sous-Laplacien sur G un groupe de Carnot homo-
gène. Si Γ est la solution fondamentale de L, alors

∫

G

Γ(y−1 ◦ x)Lϕ(x) dx = −ϕ(y), ∀ϕ ∈ C∞
0 (G), ∀x, y ∈ G. (1.32)

Démonstration. Le changement de variables z = y−1 ◦ x donne

∫

G

Γ(y−1 ◦ x)Lϕ(x) dx =

∫

G

Γ(z)L(ϕ)(y ◦ z) dz. (1.33)

Comme l’opérateur L est invariant à gauche sur G, alors L(ϕ)(y ◦ z) = L(ϕ(y ◦ z)). En
remplacant cette égalité dans (1.33) et en utilisant (1.31), on retrouve (1.32). �

Définition 1.4.8 Soient G un groupe de Carnot homogène et O un voisinage ouvert de
l’origine. Soit J ∈ C∞

0 (G,R), J ≥ 0, tels que Supp(J) ⊂ O et
∫

G
J = 1. Pour tous ε > 0

et x ∈ G, on pose Jε(x) = ε−QJ(δ 1
ε
(x)). Si u ∈ L1

Loc(G), alors

uε(x) ≡ (u ∗ Jε)(x) =

∫

G

u(y)Jε(x ◦ y−1) dx =

∫

δε(O)

u(z−1 ◦ x)Jε(z) dz. (1.34)

On dit que la fonction uε est la fonction régularisante de u associée au noyau J .

Proposition 1.4.9 Soit L l’opérateur sous-Laplacien sur G un groupe de Carnot homo-
gène. Soit u ∈ L1

Loc(G) une solution faible de Lu = 0 dans G. Si uε est la fonction
régularisante de u, alors

Luε = 0 dans G, ∀ε > 0. (1.35)

Démonstration. Notons que Supp(Jε) ⊂ δε(O) et que

uε(x) =

∫

G

u(y−1 ◦ x)Jε(y) dy.
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Pour toute fonction test ϕ, on a d’après le théorème de Fubini-Tonnelli,
∫

G

uε(x)Lϕ(x) dx =

∫

G

Lϕ(x)
[

∫

G

u(y−1 ◦ x)Jε(y) dy
]

dx

=

∫

G

Jε(y)
[

∫

G

(Lϕ)(x)u(y−1 ◦ x) dx
]

dy

=

∫

G

Jε(y)
[

∫

G

(Lϕ)(y ◦ z)u(z) dz
]

dy = 0,

car d’après le fait que Lu = 0 dans G, on a
∫

G
(Lϕ)(y ◦ z)u(z) dz = 0 . Comme l’opérateur

autoadjoint L∗ = L, on déduit ainsi l’égalité (1.35). �

Grâce à la proposition 1.4.9, on peut montrer l’unicité de la solution fondamentale.

Proposition 1.4.10 Soit L l’opérateur sous-Laplacien sur un groupe de Carnot homogène
G, alors la solution fondamentale de L est unique.

Démonstration. Soient Γ et Γ′ deux solutions fondamentales de L. La fonction u = Γ−Γ′

a les propriétés suivantes :

u ∈ L1
Loc(G), u(x) → 0 quand x→ ∞

∫

G

u(x)Lϕ(x) dx = 0, ∀ϕ ∈ C∞
0 (G).

En appliquant la proposition 1.4.9, on a Luε = 0 dans G, ∀ε > 0. Comme uε(x) → 0
quand x→ ∞, alors d’après le principe de maximum, uε = 0 dans G. D’autre part, uε → u
dans L1

Loc(G) quand ε → 0, alors u = 0 dans G. On déduit ainsi l’unicité de la solution
fondamentale. �

Proposition 1.4.11 Soit L l’opérateur sous-Laplacien sur un groupe de Carnot homogène
G. Soit Γ la solution fondamentale de L alors Γ(x−1) = Γ(x), ∀x ∈ G\{0}.
Démonstration. Soit ϕ ∈ C∞

0 (G), on définit pour x, y ∈ G

u(x) = −
∫

G

Γ(y−1 ◦ x)Lϕ(y) dy

Pour ψ ∈ C∞
0 (G),

∫

G

Lu(x)ψ(x) dx =

∫

G

u(x)Lψ(x) dx

= −
∫

G

Lϕ(y)
[

∫

G

Γ(y−1 ◦ x)Lψ(x) dx
]

dy

=

∫

G

Lϕ(y)ψ(y) dy.

Ce qui prouve que L(u− ϕ) = 0 dans G. comme u − ϕ → 0 quand x → ∞, alors d’après
le principe de maximum, u = ϕ dans G. En particulier

ϕ(0) = u(0) = −
∫

G

Γ(y−1)Lϕ(y) dy, ∀ϕ ∈ C∞
0 (G).

Par suite l’application x 7→ Γ(x−1) est une solution fondamentale de L. L’unicité de la
solution fondamentale implique que Γ(x−1) = Γ(x), ∀x ∈ G\{0}. �
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Proposition 1.4.12 Soit L l’opérateur sous-Laplacien sur un groupe de Carnot homogène
G. Si Γ est la solution fondamentale de L alors Γ est homogène de degré (2 −Q) :

Γ(δa(x)) = a2−QΓ(x), ∀x ∈ G\{0}, a > 0. (1.36)

Démonstration. Pour a > 0 fixé, on pose Γ′(x) = aQ−2Γ(δa(x)), ∀x ∈ G\{0}. On a
Γ′ ∈ C∞

0 (G) ∩ L1
Loc(G) et Γ′(x) → 0 quand x→ ∞. Soit ϕ ∈ C∞

0 (G), on a
∫

G

Γ′(x)Lϕ(x) dx = aQ−2

∫

G

Γ(δa(x))Lϕ(x) dx

= a−2

∫

G

Γ(y)Lϕ(δ 1
a
(x)) dy =

∫

G

Γ(y)L(ϕ(δ 1
a
(x)) dy

= −ϕ(δ 1
a
(0)) = −ϕ(0).

Donc Γ′ est une solution fondamentale de L. Comme la solution fondamentale est unique,
on en déduit que Γ′ = Γ. �

Exemples 1.4.13 La solution fondamentale du Laplacien usuel dans Rd, d > 2 est donnée

par E(x) =
| x |2−d

(2 − d)wd
, où wd désigne la mesure de la sphère unité de R

d.

Démonstration. Notons que la fonction F (x) =| x |2−d est de classe C∞ dans R
d\{0}. De

plus, on a

∆(F (x)) = F ′′(x) +
d− 1

| x | F
′(x) = 0, x ∈ R

d\{0}.

Il résulte que supp (∆F ) ⊂ {0}, et par suite ∆F =
∑

|α|≤N cα∂
αδ0. Soit ϕ ∈ C∞

0 (Rd), on a

〈∆F, ϕ〉 = 〈F,∆ϕ〉 =

∫

x∈Rd

| x |2−d ∆ϕ(x) dx

= lim
ε→0

∫

|x|>ε
| x |2−d ∆ϕ(x) dx.

La dernière inégalité étant justifiée par le théorème de convergence dominée, car | x |2−d
∆ϕ ∈ L1(Rd). On applique ensuite le théorème de Green pour le laplacien :

∫

|x|>ε
| x |2−d ∆ϕ(x) dx =

∫

|x|=ε
| x |2−d ∂ϕ

∂d
(x) dσε −

∫

|x|=ε
ϕ(x)

∂ | x |2−d
∂d

dσε

= Iε + Jε,

avec dσε = εd−1 dw la mesure de Lebesgue sur Sd−1 et
∂

∂d
= − 1

| x |

d
∑

j=1

xj
∂

∂xj
. Posons

x = εx′ avec | x′ |= 1. D’après le théorème de convergence dominée, on a

Iε = −ε
∫

Sd−1

d
∑

j=1

x′j
∂ϕ

∂xj
(εx′) dx′ −→ 0,

Jε = (2 − d)

∫

Sd−1

ϕ(εx′) dx′ −→ (2 − d)wd,

quand ε → 0. On en déduit ainsi que 〈∆F, ϕ〉 = (2 − d)wd ϕ(0). �
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Exemples 1.4.14 La solution fondamentale du Laplacien ∆Hd sur le groupe de Heisenberg
est égale à c−1

d ρ−2d(z, s), où ρ est la distance homogène définie dans (1.29) et

c−1
d ≡ −4d(d+ 2)

∫

Hd

| z |2 (1 + ρ4)−
d+4
2 dzds. (1.37)

Démonstration. Montrons tout d’abord que la constante cd vérifie l’égalité (1.37). Soit

ξ = (z, s) ∈ Hd et notons par z∗ =
z

ρ(ξ)
et s∗ =

s

ρ(ξ)
. Le point ξ∗ = (z∗, s∗) appartient

alors à Σ ≡ {ξ ∈ Hd : ρ(ξ) = 1}. D’après Folland et Stein [76], on a pour tout f ∈ L1(Hd),

∫

Hd

f(ξ) dξ =

∫ ∞

0

∫

Σ

rQ−1f(rξ∗) dµ(ξ∗) dr, (1.38)

où dµ est la mesure de Radon sur la sphère Σ. Alors,

∫

Σ

| z∗ |2 dµ = (Q+ 2)

∫ 1

0

rQ+1 dr

∫

Σ

| z∗ |2 dµ

= (Q+ 2)

∫

Σ

rQ−1

∫ 1

0

| rz∗ |2 dµ dr = (Q+ 2)

∫

ρ(ξ)<1

| z |2 dξ.

D’autre part, on a

∫

ρ(ξ)<1

| z |2 dξ = 2

∫ 1

0

∫

|z|<(1−s2)
1
4

| z |2 dzds = 2w2d−1

∫ 1

0

∫ (1−s2)
1
4

0

r2d+1 dr ds

=
2w2d−1

2d+ 2

∫ 1

0

(1 − s2)
2d+2

4 ds =
w2d−1

2d+ 2

∫ 1

0

(1 − s)
2d+2

4 s−
1
2 ds

=
w2d−1

2d+ 2

Γ(1
2
)Γ(2d+6

4
)

Γ(2d+8
4

)
.

Ainsi,

∫

Σ

| z∗ |2 dµ = w2d−1

Γ(1
2
)Γ(Q

4
)

Γ(Q+2
4

)
. (1.39)

On en déduit donc que

c−1
d = −(Q− 2)(Q+ 2)

∫

Hd

| z |2 (1 + ρ4(z, s))−
d+4
2 dzds

= −(Q− 2)(Q+ 2)

∫

Σ

| z∗ |2 dµ

∫ ∞

0

rQ+1

(1 + r4)
Q+6

4

dr,

avec
∫ ∞

0

rQ+1

(1 + r4)
Q+6

4

dr =

∫ ∞

0

r−5

(1 + r−4)
Q+6

4

dr.
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En posant t = 1 + r−4, on obtient

∫ ∞

0

rQ+1

(1 + r4)
Q+6

4

dr =
1

4

∫ ∞

1

t−
Q+6

4 dt =
1

Q+ 2
,

et par suite,

c−1
d = (2 −Q)w2d−1

Γ(1
2
)Γ(Q

4
)

Γ(Q+2
4

)
. (1.40)

Soient ε > 0 et ρε = (ρ4 + ε4)
1
4 . On a,

∆Hd(ρ−2d
ε ) = −2dρ3(ρ4 + ε4)−

d+2
2 ∆Hd(ρ) − 6dρ2(ρ4 + ε4)−

d+2
2 | ∇Hd(ρ) |2

+ 4d(d+ 2)ρ6(ρ4 + ε4)−
d+4
2 | ∇Hd(ρ) |2 .

D’après le lemme 1.4.3, on a

| ∇Hd(ρ) |2= | z |2
ρ2

et ∆Hd(ρ) = (2d+ 1)
| z |2
ρ3

,

par suite,

∆Hd(ρ−2d
ε ) =

[

−2d(2d+ 1)(ρ4 + ε4) − 6d(ρ4 + ε4) + 4d(d+ 2)(ρ4 + ε4)

− 4d(d+ 2)ε4
]

| z |2 (ρ4 + ε4)−
d+4
2

= −4d(d+ 2)ε4 | z |2 (ρ4 + ε4)−
d+4
2

= −4d(d+ 2)ε4 | z |2 ρ−2(d+4)
ε

= ε−2(d+1)K(φε−1),

avec
K(z, s) = −4d(d+ 2) | z |2 (ρ4 + 1)−

d+4
2 .

Par suite, pour ϕ ∈ C∞
0 (Hd) on a

(∆Hdcdρ
−2d, ϕ) = lim

ε→0
(∆Hdcdρ

−2d
ε , ϕ)

= lim
ε→0

∫

Hd

cd∆Hd(ρ−2d
ε )u(z, s) dzds

= lim
ε→0

ε−2d−2cd

∫

Hd

K(δ 1
ε
(z, s))u(z, s) dzds

= cd lim
ε→0

∫

Hd

K(z, s)u(εz, ε2s) dzds

= u(0, 0) cd

∫

Hd

K(z, s) dzds = u(0, 0).

�
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Chapitre 2

Espaces de Sobolev sur le groupe de
Heisenberg

2.1 Espaces de Sobolev sur R
d

Cette section est un bref rappel des espaces de Sobolev dans le cas euclidien. Pour plus
de détails, nous renvoyons aux articles [2, 12, 123].

Définition 2.1.1 L’espace de Schwartz S(Rd) est l’espace des fonctions u ∈ C∞(Rd) telles
que pour tout k ∈ N, on a

‖u‖k,S(Rd) = sup
|α|≤k, x∈Rd

(1 + |x|)k | ∂αu(x) |< +∞. (2.1)

Equipé des semi-normes
(

‖.‖k,S(Rd)

)

k∈N

, l’espace S(Rd) est un espace de Fréchet.

Définition 2.1.2 On note par S ′(Rd) l’espace des formes linéaires continues sur S(Rd).
On dit que

fn → f dans S ′(Rd) si et seulement si 〈fn, ϕ〉 → 〈f, ϕ〉, ∀ ϕ ∈ S(Rd).

Définition 2.1.3 Soit s ∈ R. On définit l’espace de Sobolev Hs(Rd) par :

Hs(Rd) = {u ∈ S ′(Rd); û ∈ L2
Loc(R

d) et
∫

Rd

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2 dξ < +∞}.

Si u ∈ L1(Rd) alors la transformation de Fourier de u s’écrit :

F(u)(ξ) ≡ û(ξ) =

∫

Rd

e−ixξu(x) dx.

Définition 2.1.4 On définit les espaces de Sobolev Hm(Rd) où m ∈ N par :

Hm(Rd) = {u ∈ L2(Rd) : Dαu ∈ L2(Rd), α ∈ N
d, |α| ≤ m}.

On le munit de la norme naturelle :

‖u‖Hm :=
(

∑

|α|≤m

∫

Rd

|Dαu|2 dx
)1/2

. (2.2)
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Proposition 2.1.5 L’espace Hm(Rd), m ∈ N peut être défini par :

Hm(Rd) = {u ∈ S ′(Rd) : (1 + |ξ|2)m/2û(ξ) ∈ L2(Rd)},

et la norme définie par (2.2) est équivalente à

‖u‖Hm :=
(

∫

Rd

(1 + |ξ|2)m|û(ξ)|2 dξ
)1/2

. (2.3)

Démonstration. La démonstration de la proposition 2.1.5 s’appuie sur le lemme technique
suivant :

Lemme 2.1.6 Pour tout d ∈ N∗ et m ∈ N, il existe deux constantes C1(m, d) > 0 et
C2(m, d) > 0 telles que

C1(m, d)(1 + ξ2
1 + . . .+ ξ2

d)
m ≤

∑

|α|≤m

(

d
∏

i=1

|ξi|2αi

)

≤ C2(m, d)(1 + ξ2
1 + . . .+ ξ2

d)
m, ∀ξ ∈ R

d.

Soit u ∈ L2(Rd) telle que Dαu ∈ L2(Rd) pour tout |α| ≤ m. Le théorème de Plancherel
nous assure que F(Dαu) ∈ L2(Rd). D’autre part, comme Dαu ∈ S ′(Rd), alors F(Dαu) =
i|α|ξαû(ξ) ∈ L2(Rd). En utilisant le lemme 2.1.6, on obtient

∑

|α|≤m

∫

Rd

|Dαu|2 dx =
∑

|α|≤m

∫

Rd

d
∏

i=1

|ξi|2αi |û(ξ)|2 dξ

≥ C1(m, d)

∫

Rd

(1 + |ξ|2)m|û(ξ)|2 dξ.

On suppose maintenant que u ∈ S ′(Rd) telle que (1 + |ξ|2)m/2û ∈ L2(Rd), alors d’après le
lemme 2.1.6, on a

∏d
i=1 |ξi|αi û ∈ L2(Rd) pour tout multi-indice α tel que |α| ≤ m. Comme

F(Dαu) = i|α|ξαû, on déduit d’après le théorème de Plancherel, que Dαu ∈ L2(Rd). En
utilisant le lemme 2.1.6, on obtient :

C2(m, d)

∫

Rd

(1 + |ξ|2)m|û(ξ)|2 dξ ≥
∑

|α|≤m

∫

Rd

d
∏

i=1

|ξi|2αi |û(ξ)|2 dξ

≥
∑

|α|≤m

∫

Rd

|Dαu|2 dx.

Ce qui achève la démonstration de la proposition. �

Propriétés 2.1.7 On énonce les propriétés suivantes :
1) Muni du produit scalaire

(u, v)Hs =

∫

Rd

(1+ | ξ |2)sû(ξ) v̂(ξ) dξ,
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l’espace de Sobolev Hs(Rd), s ∈ R, est un espace de Hilbert.
2) Soit k ∈ N, on a l’équivalence suivante :

u ∈ Hs(Rd) ⇐⇒ ∀α, |α| ≤ k,Dαu ∈ Hs−k(Rd).

3) Si s = (1 − θ)s1 + θs2, θ ∈ [0, 1], s1 < s2 et u ∈ Hs2(Rd), alors

‖u‖Hs(Rd) ≤ ‖u‖1−θ
Hs1 (Rd)

‖u‖θHs2(Rd).

4) Si s ∈]s1, s2[ et u ∈ Hs2(Rd), alors ∀ε > 0, il existe une constante Cε tel que

‖u‖Hs(Rd) ≤ ε‖u‖Hs2(Rd) + Cε‖u‖Hs1(Rd).

2.2 Espaces de Sobolev sur H
d

Comme dans le cas euclidien, on rappelle quelques définitions concernant l’espace de
Schwartz et l’espace de Sobolev sur le groupe de Heisenberg. On note par Z la famille
de champs de vecteurs définie par Zj = Xj, Zj+d = Yj pour j ∈ {1, · · · , d} et par
Zα = Zα1 . . . Zαk

, pour tout multi-indice α de longueur k ≥ 1.

Définition 2.2.1 L’espace de Schwartz S(Hd) est l’espace des fonctions u ∈ C∞(Hd) telles
que pour tous k,m ∈ N,

‖u‖∗k,S(Hd) = sup
m≤k, (z,s)∈Hd

| Zm(|z|2 − is)ku(z, s) |< +∞, (2.4)

où Zm =
∑m

l=1 Zj1 . . . Zjl, jl ∈ {1, . . . , 2d}.

Proposition 2.2.2 Muni de la semi-norme

‖u‖∗k,S(Hd) = sup
m≤k

| Zm(|z|2 + is)ku(z, s) |,

l’espace S(Hd) est un espace de Fréchet.

Définition 2.2.3 Pour k ∈ N, on note par Hk(Hd) l’espace de Sobolev sur le groupe de
Heisenberg d’ordre k défini par :

Hk(Hd) = {u ∈ L2(Hd); Zαu ∈ L2(Hd) pour tout |α| ≤ k},

que l’on munit de la norme

‖u‖2
Hk(Hd) =

∑

|α|≤k
‖Zαu‖2

L2(Hd) < +∞. (2.5)

Propriétés 2.2.4 On rappelle les propriétés suivantes :
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1. Soit k ∈ N. Muni du produit scalaire

(u, v)Hk(Hd) =
∑

l≤k, jm∈{1,...,d}

(

Zj1...Zjlu, Zj1...Zjlv
)

L2(Hd)
,

l’espace Hk(Hd) est un espace de Hilbert.

2. Si k1, k2 ∈ N tel que k1 ≤ k2 alors Hk2(Hd) est continument inclus dans Hk1(Hd).

3. Pour j ∈ {1, ..., d}, le champ de vecteurs Zj est un opérateur continu de Hk(Hd) dans
Hk−1(Hd).

4. H−k(Hd) est le dual de Hk(Hd) : pour toute forme linéaire L continue sur Hk(Hd),
il existe un unique u ∈ H−k(Hd) telle que L(v) = (u, v), ∀v ∈ Hk(Hd).

5. Soit s un réel positif. L’espace dual de Hs(Hd) est l’espace H−s(Hd).

6. On peut aussi caractériser les espaces de Sobolev via le calcul de Weyl [32, 42] et via
la décomposition de Littelwood-Paley [19, 18].

2.2.1 Dilatation et masse de Dirac

Dans cette partie, on rappèle quelques propriétés de la masse de Dirac qui nous seront
utiles dans le chapitre 4. Du fait que la dilatation anisotrope s’étend aux distributions u
grâce à la formule de dualité suivante :

(δ∗au, ϕ) = a−Q(u, ϕ ◦ δa−1), ∀a > 0, (2.6)

on est en mesure d’énoncer le lemme suivant :

Lemme 2.2.5 La masse de Dirac δ0 est une distribution homogène de degré −Q où Q est
la dimension homogène de Hd.

Démonstration. Une distribution u est dite homogène de degrée µ si δ∗au = aµu, alors
d’après la formule (2.6), on déduit en que δ0 est homogène de degrée −Q. �

Lemme 2.2.6 Pour tous a ≥ 1 et s ≥ 0, on a l’inégalité suivante :

‖δ∗au‖Hs(Hd) ≤ as−
Q
2 ‖u‖Hs(Hd). (2.7)

Démonstration. Comme on peut retrouver l’inégalité (2.7) par interpolation pour s ≥
0, on montre le lemme 2.2.6 pour un entier k ∈ N. En utilisant le fait que Zα(δ∗au) =
a|α|δ∗a(Zαu) pour tout a ≥ 1, alors

‖δ∗au‖Hk(Hd) = a−
Q
2

(

‖u‖2
L2(Hd) +

k
∑

m=1

a2m‖u‖2
Hm(Hd)

)
1
2 ≤ ak−

Q
2 ‖u‖Hk(Hd).

Ainsi on remarque que

lim
a→+∞

‖δ∗au‖Hs(Hd) = 0, si 0 ≤ s <
Q

2
.

�
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La proposition suivante est due à F. Vigneron [153],

Proposition 2.2.7 La masse de Dirac δ0 n’appartient pas à H−Q
2 (Hd).

Démonstration. Si δ0 ∈ H−Q
2 (Hd), alors l’inclusion H

Q
2 (Hd) ↪→ L∞(R2d+1) est continue.

On va proposer un contre exemple afin de montrer que c’est impossible : soit ϕ ∈ C∞
0 (R2d+1)

supportée dans l’intervalle [−1
2
, 1

2
], égale à 1 près de l’origine et ρ est la distance homo-

gène définie dans (1.29). La fonction définie par u = log(− log ρ)ϕ(ρ) n’est pas bornée au
voisinage de l’origine mais u ∈ H

Q
2 (Hd). En effet, en utilisant l’identité algébrique suivante :

dn

dρn
(

log(− log ρ)
)

=
(−1)n+1

ρn log ρ
Pn(

1

log ρ
),

avec
P1 = 1, Pn(X) = (n +X)Pn(X) +X2P ′

n(X),

on obtient

|Zku| ≤ Ck
ρk | log ρ |ϕ̃(ρ),

où ϕ̃ = 1 au voisinage du support de ϕ. Comme la norme de u dans Hk(Hd) est contrôlée
à une constante près par l’intégrale

∫ 1
2

0

ρQ−2k

| log ρ |2
dρ

ρ
=

∫ ∞

log 2

e−(Q−2k)t t−2 dt <∞, si k ≤ Q

2
,

on en déduit que u ∈ H
Q
2 (Hd). D’où la contradiction. �

Rappelons que dans le cas euclidien, la masse de Dirac δ0 ∈ Hs(Rd) si s < −d
2
. De

plus, on a l’équivalence suivante :

∑

|α|<N
cα∂

αδ0 ∈ H−s(Rd) ⇔ ∀α, |α| ≤ s− d

2
, cα = 0.

Dans le cas du groupe de Heisenberg, on a la proposition suivante :

Proposition 2.2.8

∑

|α|+|β|+γ<N
cα,β,γ ∂

α
x ∂

β
y ∂

γ
s δ0 ∈ H−s(Hd) ⇐⇒ ∀(α, β, γ), |α|+ |β| + 2γ ≥ s− Q

2
, cα,β,γ = 0.

(2.8)

Démonstration. Si on note ũ =
∑

|α|+|β|+γ<N cα,β,γ ∂
α
x ∂

β
y ∂

γ
s δ0, alors ũ ∈ H−s(Hd). D’après

la proposition 2.2.7, on a pour tout ϕ ∈ D(R2d+1),

|(δ∗a−1 ũ, ϕ)| = aQ|(ũ, δ∗aϕ)| ≤ aQ‖ũ‖H−s(Hd)‖δ∗aϕ‖Hs(Hd)

≤ Cas+
Q
2 ‖ϕ‖Hs(Hd).

D’autre part, comme

δ∗a−1(∂αx∂
β
y ∂

γ
s δ0) = a|α|+|β|+2γ ∂αx∂

β
y ∂

γ
s (δ

∗
a−1δ0),
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alors

|(δ∗a−1 ũ, ϕ)| = |
∑

|α|+|β|+γ<N
cα,β,γ a

Q+|α|+|β|+2γ ∂αx∂
β
y ∂

γ
sϕ(0)|

≤ Cas+
Q
2 ‖ϕ‖Hs(Hd).

Par suite,

|
∑

|α|+|β|+γ<N
cα,β,γ ∂

α
x∂

β
y ∂

γ
sϕ(0) | ≤ C as−

Q
2
−(|α|+|β|+2γ)‖ϕ‖Hs(Hd).

En faisant tendre a→ +∞, on obtient d’après le lemme 2.2.6 que

|α| + |β| + 2γ ≥ s− Q

2
⇒ cα,β,γ = 0.

�

Lemme 2.2.9 Notons par Dµ l’ensemble des distributions homogènes de degré µ sur le
groupe de Heisenberg. On a

Dµ

⋂

∪s>µ+ Q
2
Hs(Hd) = {0},

où Q = 2d+ 2 est la dimension homogène de Hd.

Démonstration. Pour u ∈ Dµ, on a δ∗au = aµu. Comme

aµ(u, ϕ) = (δ∗au, ϕ) = a−Q(u, δa−1ϕ),

alors (u, ϕ) = aQ+µ(u, δa−1ϕ). Si de plus, u ∈ Hs(Hd) pour s < 0, alors en vertu du lemme
2.2.6, il exsiste une constante C > 0 telles que pour toute fonction test ϕ et tout a > 0,

| (u, ϕ) | = aQ+µ | (u, δa−1ϕ) |
≤ aQ+µ‖u‖Hs(Hd)‖δa−1ϕ‖H−s(Hd)

≤ Ca
Q
2

+µ−s‖ϕ‖H−s(Hd). (2.9)

La proposition 2.2.8 implique que u = 0 si Q
2

+ µ < s. �

2.3 Inégalités géométriques sur H
d

2.3.1 Inclusion compacte

Le théorème qui suit a été démontré par G. Folland et E. Stein [76]. La démonstration
qu’on propose est due à Garafallo et Lanconelli [80].
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Théorème 2.3.1 Soit Ω un ouvert borné de H
d. L’inclusion suivante

H1
0 (Ω,Hd) ⊂ Lp(Ω), 2 ≤ p < 2 +

2

d
(2.10)

est compacte.

Démonstration. Soit u ∈ C∞
0 (Ω) et Soit ψ ∈ C∞

0 (Hd), tels que 0 ≤ ψ ≤ 1, Supp(ψ) ∈
B̄1 et

∫

Hd ψ(z, s) dzds = 1. Pour (z, s) = (x, y, s) ∈ H
d et ε > 0, on pose ψε(z, s) =

ε−Qψ(
1

ε
z,

1

ε2
s), et on note uε(x, y, s) = ũ ∗ ψε(x, y, s),

uε(x, y, s) =

∫

Hd

u(ζ, η, τ)ψε((ζ, η, τ)
−1 ◦ (x, y, s)) dζdηdτ.

Puis on considère les fonctions suivantes :

αj(ζ, η, τ) = ζjψ(ζ, η, τ),

βj(ζ, η, τ) = ηjψ(ζ, η, τ),

γ(ζ, η, τ) = τψ(ζ, η, τ),

γ1(ζ, η, τ) = γ((ζ, η, τ)−1).

Soit A est un ensemble borné dans H1 Pour u ∈ A, on a

d

dε
uε(x, y, s) = −

n
∑

j=1

∫

Hd

[

αj,ε((ζ, η, τ)
−1 ◦ (x, y, s)) Xju(ζ, η, τ)

+ βj,ε((ζ, η, τ)
−1 ◦ (x, y, s)) Yju(ζ, η, τ)

]

dζdηdτ

− 2

∫

Hd

εγε(ζ, η, τ)
−1 ◦ (x, y, s)) ∂τu(ζ, η, τ) dζdηdτ. (2.11)

Comme 4S = −[Xj , Yj], alors

− 2ε

∫

Hd

γε((ζ, η, τ)
−1 ◦ (x, y, s)) ∂τu(ζ, η, τ) dζdηdτ

= −ε
2

∫

Hd

Xj

[

γε((ζ, η, τ)
−1 ◦ (x, y, s))

]

Yju(ζ, η, τ) dζdηdτ

+
ε

2

∫

Hd

Yj

[

γε((ζ, η, τ)
−1 ◦ (x, y, s))

]

Xju(ζ, η, τ) dζdηdτ. (2.12)

D’autre part, on a

Xj

[

γε((ζ, η, τ)
−1 ◦ (x, y, s))

]

= ε−1[Xj(γ
1
ε )]((x, y, s)

−1 ◦ (ζ, η, τ)). (2.13)

L’égalité (2.13) reste valable si on remplace Xj par Yj. En substituant (2.13) dans (2.12),
puis dans (2.11) et en appliquant le théorème de Schwarz, on trouve
∣

∣

∣

d

dε
uε(x, y, s)

∣

∣

∣ ≤ CA

(

n
∑

j=1

∫

Hd

[

(Xju(ζ, η, τ))
2+(Xju(ζ, η, τ))

2
]

dζdηdτ
)

1
2 ≤ CA‖∇Hdu‖L2(Ω).

DOn en déduit que

| uε(z, s) − u(z, s) |=
∣

∣

∣

∫ ε

0

d

dρ
uρ(x, y, s) dρ

∣

∣

∣
≤ c ε‖∇Hdu‖L2(Ω) → 0, quand ε → 0.

�
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2.3.2 Inégalité de Poincaré sur Hd

L’inégalité de Poincaré sur le groupe de Heisenberg a été démontré par D’Ambrosio
[59, Théorème 2.12]. La démonstration suivante est due à Dou, Niu et Yuan [67, Lemme
2.3].

Théorème 2.3.2 Soit Ω un ouvert borné de Hd par rapport à l’une des directions de
(z1, . . . , z2d), i.e., il existe R > 0 et 1 ≤ j0 ≤ 2d tel que 0 < r = |zj0| ≤ R pour tout
(z, s) ∈ Ω. Pour tout u ∈ H1

0 (Ω,Hd), on a
∫

Ω

|u(z, s)|2 dzds ≤ 4R2

∫

Ω

|∇Hdu(z, s)|2 dzds. (2.14)

Démonstration. Comme C∞
0 (Ω \ {(0, 0)}) est dense dans dans H1

0 (Ω,Hd) ( Proposition
4.1.1), il suffit de prendre u ∈ C∞

0 (Ω \ {(0, 0)}). Soit T (z, s) = (T1(z, s), · · · , T2d(z, s)) un
vecteur de classe C1 sur Ω et on note divHd T =

∑2d
j=1Zj Tj . On a,

∫

Ω

(divHd T )|u|2 dzds = −2

∫

Ω

〈T,∇Hdu〉u dzds ≤ 2

∫

Ω

|〈T,∇Hdu〉u| dzds

≤ 2
[

∫

Ω

|∇Hdu|2 dzds
]

1
2

[

∫

Ω

|T |2|u|2 dzds
]

1
2

≤
∫

Ω

|∇Hdu|2 dzds+

∫

Ω

|T |2|u|2 dzds.

Alors,
∫

Ω

(

divHd T − |T |2
)

|u|2 dzds ≤
∫

Ω

|∇Hdu|2 dzds.

Pour ε > 0, posons

T := Tε = −1

2

∇Hd rε
rε

où rε =
(

r2 + ε2
)

1
2 et r = |zj0|. On a

divHd Tε = −1

2

1

r2
ε

[rε∆Hd rε − |∇Hd rε|2].

Par suite,

divHd Tε − |Tε|2 = −1

2

∆Hd rε
rε

+
1

4

|∇H rε|2
r2
ε

.

Comme

∇Hrε =
∇Hr

2

2rε
=

r

rε
, |∇Hrε|2 =

r2

r2
ε

∆Hdrε =
∆Hdr2

2rε
− ∇Hr

2

2r2
ε

∇Hdrε =
1

rε
− r2

r3
ε

,

ainsi,

divHdTε − |Tε|2 = − 1

2r2
ε

+
3r2

4r4
ε

,
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et pour tout (z, s) ∈ Ω,

lim
ε→0

divHdTε − |Tε|2 =
1

4

1

r2
≥ 1

4

1

R2
.

D’après le théorème de convergence dominée, on a

lim
ε→0

∫

Ω

[divHdTε − |Tε|2]|u|2 dzds ≥
1

4

1

R2

∫

Ω

|u|2 dzds,

par suite,

1

4

1

R2

∫

Ω

|u|2 dzds ≤
∫

Ω

|∇Hdu|2 dzds.

Une autre démonstration. On présente une autre démonstration de l’inégalité de
Poincaré basée sur le principe du maximum de Bony [31]. On considère le problème de
Dirichlet suivant :

{

−∆Hdu = λu dans Ω
u = 0 sur ∂Ω,

(2.15)

où Ω est un ouvert borné de Hd dont le bord ∂Ω est non caractéristique. Notons par λ1 la
première valeur propre du problème (2.15). Si on suppose que λ1 = 0, il existe alors une
suite (uj) ∈ H1

0 (Ω,Hd) telles que ‖∇Hduj‖L2(Ω) → 0 et ‖uj‖L2(Ω) = 1. Comme l’inclusion
de H1

0 (Ω,Hd) dans L2(Ω) est compacte, il existe u ∈ H1
0 (Ω,Hd) limite de la suite (uj) qui

vérifie
‖u‖L2(Ω) = 1 et − ∆Hdu = 0 sur Ω.

Le Laplacien ∆Hd étant hypoelliptique sur Ω (voir [65, 100]), alors u ∈ C∞(Ω̄) et u = 0
sur ∂Ω. Et du fait que la famille de champs de vecteurs X1, · · · , Xd, Y1, · · · , Yd vérifie la
condition d’Hörmander, on déduit d’après le principe du maximum de Bony, que u n’admet
pas de maximum sur Ω \ ∂Ω et que le maximum se propage le long des courbes intégrales
de X1, · · · , Xd, Y1, · · · , Yd à l’intérieur de Ω. Or le bord ∂Ω est non caractéristique pour
le système de champs de vecteurs X1, · · · , Xd, Y1, · · · , Yd, alors pour tout point de ∂Ω,
il existe au moins un champ de vecteur de ce système transversale à ∂Ω. Par suite, le
maximum de u se propage le long de la courbe intégrale de ce vecteur, ce que veut dire
que le maximum est atteint sur Ω \ ∂Ω, ce qui est impossible. Alors la seule possibilité
est que le maximum soit atteint sur ∂Ω. Comme u = 0 sur ∂Ω, alors u = 0 sur Ω et
ceci est impossible car ‖u‖L2(Ω) = 1. Par suite λ1 > 0. On déduit donc que pour tout

u ∈ H1
0 (Ω,Hd), ‖u‖2

L2(Ω) ≤
1

λ1
‖∇Hdu‖2

L2(Ω). �

2.3.3 Inégalité de Sobolev sur Hd

L’inégalité de Sobolev sur le groupe de Heisenberg a été démontrée par Jerison et Lee
[103] et la démonstration qu’on propose est due à Danielli, Garofalo et Nhieu [60, Théorème
4.1]. On a besoin de rappeler quelques résultats préliminaires : on note par M(f) la fonction
maximale d’une fonction f ∈ Lp(Hd,C), 1 < p <∞ définie par :

M(f)(ξ) = sup
r>0

1

|Bρ(ξ, r)|

∫

Bρ(ξ,r)

|f(ξ′)| dξ′, ∀ ξ, ξ′ ∈ H
d. (2.16)
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Il existe une constante positive C = C(p,Hd, ρ) telle que

‖M(f)‖Lp(Hd) ≤ C‖f‖Lp(Hd), ∀ f ∈ Lp(Hd,C).

Pour 1 < α < Q, l’opérateur d’intégration fractionnel est défini par :

Iα(f(ξ)) :=

∫

Hd

f(ξ′)
(

ρ(ξ′−1 ◦ ξ)
)Q−α dξ

′,

où ρ est la distance homogène sur Hd.

Proposition 2.3.3 Soit f(ρ) une fonction radiale définie sur la boule Bρ(0, r).
Si f(ρ) ∈ L1(Bρ(0, r)), alors

∫

Bρ(0,r)

f(ρ)(ξ) dξ = Qwρ

∫ r

0

τQ−1f(τ) dτ, (2.17)

où wρ est la mesure de Lebesgue de Bρ(0, 1).

Théorème 2.3.4 Soient 1 < p <
Q

α
et q > p avec

1

q
=

1

p
− α

Q
. Il existe une constante

positive C = C(α, p,Hd, ρ) telle que ‖Iα(f)‖Lq(Hd) ≤ C‖f‖Lp(Hd), pour tout f ∈ Lp(Hd).

Démonstration. Pour tous t > 0 fixé et ξ ∈ H
d, on peut écrire Iα ainsi :

Iα(f(ξ)) =
(

∫

ρ(ξ′−1◦ξ)≤t
+

∫

ρ(ξ′−1◦ξ)≥t

)

|f(ξ′)|(ρ(ξ′−1 ◦ ξ))α−Q dξ′

=: I(t)
α (f)(ξ) + E(t)

α (f)(ξ).

En appliquant l’inégalité de Hölder et l’égalité (2.17) à E(t)
α (f), on obtient

E(t)
α (f)(ξ) ≤ ‖f‖Lp(Hd)

(

∫

ρ(ξ′−1◦ξ)≥t
(ρ(ξ′−1 ◦ ξ))

(α−Q)p
p−1 dξ′

)1− 1
p

≤ C1‖f‖Lp(Hd)

(

∫ ∞

t

τ
Q−1+(α−Q)p

p−1 dτ
)1− 1

p

≤ C ′
1‖f‖Lp(Hd)t

α−Q
p .

Puis en utilisant la décomposition dyadique, I(t)
α (f) s’écrit

I(t)
α (f)(ξ) ≤

∞
∑

k=0

∫

{2−k−1< 1
t
ρ(ξ′−1◦ξ)≤2−k}

|f(ξ′)|(ρ(ξ′−1 ◦ ξ))α−Q dξ′

≤ C2

∞
∑

k=0

( t

2k

)α−Q ∫

{ρ(ξ′−1◦ξ)≤2−kt}
|f(ξ′)| dξ′

≤ C ′
2

∞
∑

k=0

( t

2k

)α−Q
(2−kt)QM(f)(ξ) ≤ C3t

αM(f)(ξ)

∞
∑

k=0

2−kα.
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En sommant les deux termes, on déduit que

Iα(f(ξ)) ≤ C(tα−
Q
p ‖f‖Lp(Hd) + tαM(f)(ξ)), ∀ξ ∈ H

d,

et pour tout t > 0. En particulier pour t =
(‖f‖Lp(Hd)

M(f)(ξ)

)
p
Q
, on a

Iα(f(ξ)) ≤ C‖f‖
αp
Q

Lp(Hd)
(M(f)(ξ))1−αp

Q .

Comme p = q(1 − αp

Q
), on déduit en appliquant (2.16) que

‖Iα(f)‖q
Lq(Hd)

≤ C‖f‖
αpq
Q

Lp(Hd)

∫

Hd

(M(f)(ξ))p dξ

≤ C‖f‖
αpq
Q

Lp(Hd)
‖f‖p

Lp(Hd)
= C‖f‖q

Lp(Hd)
.

�

Théorème 2.3.5 Soit 1 < p < Q où Q est la dimension homogène de Hd. Il existe une

constante positive C = C(p, Hd) tel que pour q =
Qp

Q− p
, on a

‖u‖Lq(Hd) ≤ C‖∇Hdu‖Lp(Hd) pour tout u ∈ C∞
0 (Hd).

Démonstration. Soit u ∈ C∞
0 (Hd). En utilisant la propriété (1.32) de la solution fonda-

mentale Γ, on a pour tous ξ, ξ′ ∈ Hd :

u(ξ) = −
∫

Hd

Γ(ξ−1 ◦ ξ′)∆Hdu(ξ′) dξ′ =

∫

Hd

(∇HdΓ)(ξ−1 ◦ ξ′)∇Hdu(ξ′) dξ′.

En dehors de l’origine, ∇HdΓ = cd∇Hd(ρ2−Q) = (2 − Q)cdρ
1−Q∇Hd(ρ) et comme ∇Hdρ est

de classe C∞ dans Hd\{0}, homogène de degré 0 par rapport à la dilatation (1.24), on en
déduit que |∇HdΓ| ≤ Cρ1−Q où C > 0 est une constante qui dépend uniquement de ∆Hd.
Par suite, on a

|u(ξ)| ≤ C

∫

Hd

(∇Hdu(ξ′))ρ1−Q(ξ′) dξ′ = CI1(|∇Hdu|)(ξ).

En appliquant le théoreème 2.3.4, on déduit que pour q tel que
1

q
=

1

p
− 1

Q
,

‖u‖Lq(Hd) ≤ C‖I1(|∇Hdu|)‖Lq(Hd) ≤ ‖∇Hdf‖Lp(Hd).

�
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2.4 Remarques

Rappelons que la meilleure constante dans l’inégalité de Sobolev dans le cas euclidien
s’écrit

‖f‖
L

dp
d−p (Rd)

≤ Cp(R
d)‖∇f‖Lp(Rd) (2.18)

a été déterminée par Talenti [148] et Aubin [8, 9], pour 1 ≤ p < d.

Cp(R
d) =

(1

d

)
d−p
dp

[(p− 1

d− p

)
d
q Γ(d)

Γ(d
p
)Γ(1 + d

q
)ωd−1

]
1
d
, (2.19)

où Γ est la fonction Gamma , ωd−1 esl l’aire de la sphère unité dans Rd et q = p/(p− 1).
Dans le cas où p = 2, les fonctions extrémales, modulo translations et dilatations, sont de
la forme (1+ | x |q)− d−2

2 . En particulier, les fonctions

uλ(x) = [d(d− 2)]
1

p−1
λ

d−2
2

(1 + λ2 | x |2) d−2
2

, λ > 0

de sorte que uλ vérifie −∆uλ = upλ sur Rd. L’analogue de cette inégalité sur le groupe de
Heisenberg a été démontrée par Jerison et Lee [102].

Théorème 2.4.1 Pour tout u ∈ H1
0 (Ω,Hd),

‖u‖L2∗(Ω) ≤ CΩ‖u‖H1(Ω,Hd), (2.20)

où 2∗ = 2 +
2

d
est l’indice critique de l’inégalité de Sobolev.

Les fonctions extrémales, modulo translations et dilatations, sont de la forme

eλ(z, s) =
[ λ2

λ4s2 + (λ2 | z |2 +1)2

] d
2
, λ > 0.

1. Le rôle clé joué par les groupes de Carnot est devenu évident suite aux idées exposées
par E. M. Stein dans son discours au Congrès international des mathématiciens à Nice
en 1970, avec un certain nombre d’articles importants. Voir par exemple l’article de S.
Semmes [144] pour les aspects analytiques et géométriques du groupe de Heisenberg.

2. Folland [74] a démontré l’existence de la solution fondamentale du Laplacien pour
des champs de vecteurs vérifiant la conditon d’Hörmander, dans ce contexte on peut
voir les travaux de Beals, Gaveau et Greiner [24] pour la représentation intégrale de
la solution fondamentale du Laplacien sur les groupes d’ordre 2. Rappelons que la
forme analytique de la condition d’Hörmander est apparue en 1967 dans son papier
célèbre [97] où Hörmander a montré que c’est une condition suffisante pour q’un
opérateur différentiel d’ordre 2 soit hypoelliptique.

3. Les inclusions de Sobolev dans la section 2.3 sont des outils standards dans la réso-
lution des équations aux dérivées partielles. Dans le contexte des champs de vecteurs
vérifiant la condition d’Hörmander, on peut voir les résultats obtenus par Lu [115],
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Capogna-Danielli-Garofalo [43] et Magnani [116] (voir aussi [90, 96, 161]). L’inéga-
lité de Poincaré pour des champs de vecteurs vérifiant la condition d’Hörmander
est due à Jerison [101]. Varopoulos [151] a présenté une preuve élégante dans le cas
des groupes de Carnot, voir aussi [90, Proposition 11.17]. Les inégalités de Sobolev-
Poincaré ont été traitées dans les articles de Capogna-Danielli-Garofalo [44, 45] et
Lanconelli-Morbidelli [109].

4. Les meilleures constantes des inégalités de Sobolev et de Moser-Trudinger ont été
étudiées par plusieurs auteurs dans des contextes variés dans R

d et dans la sphère
Sd. Elles jouent un rôle fondamental dans la résolution des problèmes géomètriques,
voir par exemple [1, 10, 27, 47, 79, 111]. Dans le cas du groupe de Heisenberg,
La première percée importante est venue grâce aux travaux D. Jerison et J. Lee
[102] sur la meilleure constante de l’inégalité de Sobolev. Ils ont montré que les
fonctions extrémales sont images à constante près par les transformation de Cayley
des solutions du problème de Yamabe sur la sphère S2d+1. S. Cohn et G. Lu ont donné
la constante optimale de l’inégalité de Moser-Trudinger sur le groupe de Heisenberg
[55, 56].
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Chapitre 3

Théorie de Littlewood-Paley sur H
d

Historiquement, la décomposition de Littlewood-Paley a été introduite dans les années
30 par J.E. Littlewood et R. Paley pour estimer la norme Lp des séries de Fourier trigonomé-
triques. Leurs résultats se sont avérés très utiles dans l’étude mathématique des équations
aux dérivés partielles. Dans ce chapitre, on rappelle les résultats classiques conçernant la
décomposition de Littlewood-Paley sur le groupe de Heisenberg. Cette dernière nous sera
utile dans la démonstration de l’inégalité de Sobolev et l’inégalité de Hardy sur Hd.

3.1 Théorie de Littlewood-Paley sur H
d

Afin d’introduire la théorie de Littlewood-Paley sur le groupe de Heisenberg, on a
besoin de rappeler la définition de la transformation de Fourier. Pour plus de détails, se
réffèrer aux articles suivants [146, 124, 19, 18, 70, 83].

3.1.1 Transformation de Fourier de fonctions radiales

Comme le groupe de Heisenberg Hd est non commutatif, la transformation de Fourier
est définie à l’aide des représentations irrédictibles unitaires de Hd. Pour tout λ 6= 0,
considérons l’espace de Hilbert défini par

Hλ = {F holomorphe sur C
n, ‖F‖Hλ

<∞},
où

‖F‖2
Hλ

=
(2|λ|
π

)d
∫

Cn

e−2|λ||ξ|2|F (ξ)|2 dξ. (3.1)

On définit une représentation irrédictible unitaire uλ de H
d dans U(Hλ) par

uλz,sF (ξ) = F (ξ − z̄)eiλs+2λ(ξz−|z|2/2), si λ > 0

= F (ξ + z)eiλs+2λ(ξz̄−|z|2/2), si λ < 0.

Par ailleurs, notons que les monômes

Fα,λ :=
(
√

2 | λ |ξ)α√
α!

, α ∈ (N)d, (3.2)
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forment une base orthonormée de l’espace de Hilbert Hλ.

Définition 3.1.1 La transformation de Fourier d’une fonction f ∈ L1(Hd) est donnée par

F(f)(λ) =

∫

Hd

f(z, s)uλz,s dzds,

où F(f)(λ) est à valeurs dans les opérateurs bornés sur Hλ.

Soit A l’espace de Hilbert de toutes les familles à paramètre {A(λ)}λ6=0 d’opérateurs sur
Hλ qui sont de Hilbert-Schmidt pour presque tout λ ∈ R et qui sont munis de la norme

‖{A(λ)}‖ =
(2d−1

πd+1

∫ +∞

−∞
‖A(λ)‖2

HS(Hλ)|λ|d dλ
)

1
2
<∞.

Ainsi la transformation de Fourier se prolonge en isométrie de L2(Hd) sur A et la formule
de Plancherel s’écrit :

‖f‖2
L2(Hd) :=

2d−1

πd+1

∑

α∈(N)d

∫ +∞

−∞
‖f̂(λ)Fα,λ‖2

Hλ
|λ|d dλ. (3.3)

D’autre part, le produit scalaire de deux fonctions f et g dans L2(Hd) se formule comme
suit :

(f, g)L2(Hd) :=
2d−1

πd+1

∑

α∈(N)d

∫ +∞

−∞
(f̂(λ)Fα,λ, ĝ(λ)Fα,λ)Hλ

|λ|d dλ. (3.4)

La formule (3.4) s’étant pour f ∈ S ′(Hd) et g ∈ S(Hd). De plus, on a

F(f ∗ g)(λ) = F(f)(λ) ◦ F(g)(λ). (3.5)

Dans le cas particulier des fonctions radiales i.e. de la forme f(z, s) = g(|z|, s), on a la
proposition suivante qui est démontrée dans [124] :

Proposition 3.1.2 Soit f ∈ L2(Hd) une fonction radiale. La transformée de Fourier de
f s’écrit

F(f)(λ)Fα,λ = R|λ|Fα,λ,

et la transformée de Fourier inverse est définit par

f(z, s) =
2d−1

πd+1

∑

m≥0

e−iλse−|λ||z|2Rm(λ)Ld−1
m (2|λ||z|2) | λ |d dzds,

où

Rm(λ) :=

(

m+ d− 1
m

)−1 ∫

Hd

f(z, s)eiλse−|λ||z|2Ld−1
m (2|λ||z|2) dzds,

et Lβm désignent les polynômes de Laguerre de type β ∈ N et de degré m ∈ N, définis par

L(d)
m (τ) =

m
∑

k=0

(−1)k

k!

(

m+ d
m− k

)

τk, τ ∈ R.
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3.1.2 Décomposition de Littlewood-Paley

Notons par C0 = {τ ∈ R; 3
4
≤| τ |≤ 8

3
} et B0 = {τ ∈ R; | τ |≤ 4

3
}. Il existe deux

fonctions radiales R∗ ∈ C∞
0 (C0) et R̄∗ ∈ C∞

0 (B0) tels que

R̄∗(τ) +
∑

j≥0

R(2−2jτ) = 1, ∀ τ ∈ R et
∑

j∈Z

R∗(2−2jτ) = 1, ∀ τ ∈ R
∗, (3.6)

et qui vérifient

|p− q| ≥ 1 ⇒ suppR∗(2−2q.) ∩ suppR∗(2−2p.) = ∅,
q ≥ 1 ⇒ suppR̄∗ ∩ suppR∗(2−2q.) = ∅. (3.7)

D’autre part, d’après la proposition 3.1.2, il existe deux fonctions radiales ϕ et ψ sur Hd

vérifiant

F(ϕ)(λ)Fα,λ = R|α|(λ)Fα,λ etF(ψ)(λ)Fα,λ = R̄∗
|α|(λ)Fα,λ,

où R∗
m(τ) = R∗((2m+ d)τ) et R̄∗

m(τ) = R̄∗((2m+ d)τ).
On peut donc définir pour tout j ∈ Z, une famille d’opérateurs ∆j : L2(Hd) → L2(Hd)

par

F(∆j)(λ)Fα,λ = Rj
|α|(λ)f̂(λ)Fα,λ,

tels que

∆−1f = f ∗ ψ, ∆̇jf = f ∗ ϕj, ∆jf = f ∗ ϕj , si j ≥ 0,

où ϕj(z, s) = 2Qjϕj(2
jz, 22js) et ψj(z, s) = 2Qjψj(2

jz, 22js) vérifient

F(ϕj)(λ)Fα,λ = R∗
|α|(λ)(2−2jλ) et F(ψj)(λ)Fα,λ = R̄∗

|α|(λ)(2−2jλ).

La série f =
∑

j∈Z

∆̇jf , lorsqu’elle converge, s’appelle la décomposition de Littlewood-

Paley de f ∈ S(Hd) sur le groupe de Heisenberg. Posons ϕ̃ = ϕj−1 + ϕj + ϕj+1, ∀j ∈ Z.
Pour tout f ∈ S ′(Hd), on a

f ∗ ϕj = f ∗ ϕj ∗ ϕ̃. (3.8)

D’autre part si f ∈ S ′(Hd) alors f ∈ L2(Hd), et par suite ‖∆̇jf‖l2(Z) ∈ L2(Hd) (voir [19]
pour plus de détails).

3.2 Espaces de Besov sur H
d

L’outil essentiel dans l’étude des espaces de Besov est la décomposition dyadique définie
dans la section précédante. On donne la définition des espaces de Besov homogènes et non
homogènes comme dans [18, 16].
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3.2.1 Définitions et propriétés

Définition 3.2.1 Soient s ∈ R, et 1 ≤ p, r ≤ +∞ deux réels. L’espace de Besov non
homogène sur le groupe de Heisenberg Bs

p,r(H
d) est l’espace de distributions tempérées u

telles que la série (∆ju)j est convergente dans Lp(Hd) et dont la norme

‖u‖Bs
p,r(Hd) =

(

∑

j≥−1

2jrs‖∆ju‖rLp(Hd)

)
1
r

< +∞. (3.9)

De même, l’espace de Besov homogène sur le groupe de Heisenberg Ḃs
p,r(H

d) est l’espace de
distributions tempérées u telles que la série (∆̇ju)j est convergente dans Lp(Hd) et dont la
norme

‖u‖Ḃs
p,r(Hd) =

(

∑

j∈Z

2jrs‖∆̇ju‖rLp(Hd)

)
1
r
< +∞. (3.10)

Lemme 3.2.2 On désigne par C ′
0 = {τ, c1 ≤| τ |≤ c−1

1 }, 0 < c1 ≤ 1
2

et B = {τ, | τ |≤ b},
b > 1. Soient s ∈ R et 1 ≤ p, r ≤ +∞ deux réels. Soit (uj)j≥−1 une suite de fonctions de
Lp(Hd) vérifiant

F(uj)(λ)Fα,λ = 1(2|α|+d)−122jC′

0
(λ)F(uj)(λ)Fα,λ et

∑

j≥−1

2jrs‖∆ju‖rLp(Hd) < +∞,

alors

u =
∑

j≥−1

uj ∈ Bs
p,r(H

d) et ‖u‖Bs
p,r(Hd) ≤ cs

(

∑

j≥−1

2jrs‖uj‖rLp(Hd)

) 1
r
.

Si s > 0 et (uj)j vérifie

F(uj)(λ)Fα,λ = 1(2|α|+d)−122jB(λ)F(uj)(λ)Fα,λ et
∑

j≥−1

2jrs‖∆ju‖rLp(Hd) < +∞,

alors

u =
∑

j≥−1

uj ∈ Bs
p,r(H

d) et ‖u‖Bs
p,r(Hd) ≤ cs

(

∑

j≥−1

2jrs‖uj‖rLp(Hd)

)
1
r

.

Démonstration. Il existe un entier N0 tel que

si | j − j′ |≥ N0 ⇒ (2m+ d)−12jC0 ∩ (2m+ d)−12j
′

C ′
0 = ∅. (3.11)

Pour f ∈ S(Hd) ⊂ ⋂

s,p,rB
s
p,r(H

d), on a

(uj, f)L2(Hd) =
2d−1

πd+1

∑

α∈(N)+

∫ +∞

−∞
(F(uj)(λ)Fα,λ,F(f)(λ)Fα,λ)Hλ

| λ |d dλ

=
2d−1

πd+1

∑

α∈(N)+

∫ +∞

−∞
(F(uj)(λ)Fα,λ,

∑

|j−k|≤N0

F(f)(λ)Fα,λ)Hλ
| λ |d dλ

=
∑

|j−k|≤N0

(uj,∆kf)L2(Hd)

≤ 2js‖uj‖Lp(Hd)

∑

|j−k|≤N0

2−js‖∆kf‖Lp̄(Hd),
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où
1

p
+

1

p̄
= 1. Pour r̄ tel que

1

r
+

1

r̄
= 1, on a

∑

j≥−1

(uj, f)L2(Hd) ≤
(

∑

j≥−1

2jrs‖uj‖rLp(Hd)

)
1
r
(

∑

j≥−1

(
∑

|j−k|≤N0

2−js‖∆kf‖Lp̄(Hd))
r̄
)

1
r̄

≤ CN0

(

∑

j≥−1

2jrs‖uj‖rLp(Hd)

) 1
r
(

∑

j≥−1

2−jr̄s‖∆kf‖r̄Lp̄(Hd)

) 1
r̄
.

On en déduit ainsi que la série
∑

j≥−1 uj converge dans S ′(Hd). A partir de (3.11), on peut
écrire

‖∆ju‖Lp(Hd) = ‖
∑

|j−j′|<N0

∆juj′‖Lp(Hd) ≤
∑

|j−j′|<N0

‖uj′ ∗ ϕj‖Lp(Hd)

≤ C1

∑

|j−j′|<N0

‖uj′‖Lp(Hd),

et par suite

2js‖∆ju‖Lp(Hd) ≤ C1

∑

|j−j′|<N0

2js‖uj′‖Lp(Hd)

≤ C2

∑

|j−j′|<N0

2j
′s‖uj′‖Lp(Hd)

≤ (ck)k∈Z ∗ (dl)l∈Z,

où ck = 1[−N0,N0](k) et dl = 1N2ls‖ul‖Lp(Hd). En utilisant la convolution entre l1(Z) et lr(Z),
on obtient

‖
∑

j≥−1

uj‖Bs
p,r(Hd) ≤ C

(

∑

j′≥−1

2j
′rs‖uj′‖rLp(Hd)

) 1
r
.

Pour la démonstration de la deuxième partie du lemme, on a pour tout s > 0,

‖uj‖Lp(Hd) ≤ C2−js,

donc que
∑

j≥−1 uj converge dans Lp(Hd). Il existe un entier N1 tel que

si j ≥ j′ +N0 ⇒ (2m+ d)−12jC0 ∩ (2m+ d)−12j
′

B = ∅. (3.12)

Par suite,

2js‖∆ju‖Lp(Hd) ≤ C1

∑

j′>j−N1

2js‖uj′‖Lp(Hd)

≤ C2

∑

j′>j−N1

2(j−j′)s‖uj′‖Lp(Hd)

≤ (ck)k∈Z ∗ (dl)l∈Z,

tels que ck = 1[−N1,+∞[(k)2
−ks et dl = 1N2ls‖ul‖Lp(Hd). Le reste de la preuve est identique.

�
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Comme dans le cas classique (voir [16]), on a les propriétés suivantes

Propriétés 3.2.3

i) Bs
p,r(H

d) est un espace de Banach pour tout s ∈ R, et 1 ≤ p, r ≤ +∞,

ii) Le dual de Bs
p,r(H

d) est B−s
p̄,r̄(H

d), avec 1 =
1

p
+

1

p̄
et 1 =

1

r
+

1

r̄
.

Théorème 3.2.4 Les inclusions suivantes sont continues :

Lp(Hd) ⊂ B0
p,+∞(Hd),

B0
p,1(H

d) ⊂ Lp(Hd),

Bs′

p,r(H
d) ⊂ Bs

p,r(H
d), si s ≤ s′,

Bs
p,r(H

d) ⊂ Bs
p,r′(H

d), si r ≤ r′,

Bs
p,r(H

d) ⊂ B
s−Q( 1

p
− 1

p′
)

p′,r (Hd), si p ≤ p′.

Démonstration. Les deux premières inégalités découlent au fait que

‖∆ju‖Lp(Hd) = ‖u ∗ ϕj‖Lp(Hd) ≤ ‖ϕj‖L1(Hd)‖u‖Lp(Hd),

Soit q tel que
1

q
=

1

p
− 1

p′
. Grâce à (3.8), on peut écrire

‖∆ju‖Lp′(Hd) = ‖u ∗ ϕj ∗ ϕ̃j‖Lp′(Hd)

≤ ‖u ∗ ϕj‖Lp(Hd)‖ϕ̃j‖Lq(Hd)

≤ 2
jQ( 1

p
− 1

p′
)‖∆ju‖Lp(Hd)‖ϕ̃0‖Lq(Hd).

On obtient ainsi la dernière inégalité. �

3.2.2 Espace de Sobolev homogène via la décompositon dyadique

Comme dans le cas classique, on va utiliser la décomposition dyadique pour décrir les
espaces de Sobolev homogène sur Hd [146]. Au paravant, rappelons la définition des espaces
de Sobolev pour des indices négatifs.

Définition 3.2.5 Soit k ∈ N. L’espace de Sobolev H−k(Hd) est l’espace de fonctions de
S ′(Hd) vérifiant

‖u‖2
H−k(Hd) = ‖(∆Hd)

−k
2 u‖2

L2(Hd) <∞, si k est pair, (3.13)

= ‖(∆Hd)
−(k+1)

2 u‖2
H1(Hd) <∞, si k est impair (3.14)

Théorème 3.2.6 Soit k <
Q

2
où Q est la dimension homogène de Hd. L’espace de Sobolev

homogène Ḣk(Hd) est égale à l’espace de Besov Ḃk
2,2(H

d).
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Démonstration. En vertu du fait que pour tout u ∈ S(Hd),

F
(

(∆Hd)k/2u
)

(λ)Fα,λ = (4|λ|(2|α|+ d))k/2F(u)(λ)Fα,λ, (3.15)

et de la formule de Plancherel (3.3), on a pour k > 0 pair

‖u‖2
Ḣk(Hd)

= ‖(∆Hd)
k
2u‖2

L2(Hd)

=
2d−1

πd+1

∑

α∈(N)d

∫ +∞

−∞
(4|λ|(2|α|+ d))k ‖û(λ)Fα,λ‖2

Hλ
|λ|d dλ.

D’autre part, on a

‖u‖2
Ḃk

2,2(H
d)

=
∑

j≥−1

22jk‖u ∗ ϕj‖2
L2(Hd)

=
2d−1

πd+1

∑

α∈(N)+

∫ +∞

−∞

∑

j≥−1

22jk | R|α|(2
−2jλ) |2 ‖û(λ)Fα,λ‖2

Hλ
|λ|d dλ.

En comparant les deux inégalités précédentes, on remarque que

22jk | R|α|(2
−2jλ) |2∼ (|λ|(2|α|+ d))k | R|α|(2

−2jλ) |2,

et grâce à (3.6), on déduit que
∑

j≥−1

22jk | R|α|(2
−2jλ) |2∼ (|λ|(2 | α | +d))k.

Dans le cas où k > 0 est impair,

‖u‖2
Ḣk(Hd)

= ‖(∆Hd)
k−1
2 u‖2

L2(Hd).

En utilisant la formule de Plancherel (3.3) et l’égalité (3.15), on peut écrire

‖u‖2
Hk(Hd) =

2d−1

πd+1

∫ +∞

−∞

∑

α∈(N)d

4|λ|(2|α|+ d) ‖F((∆Hd)
k−1
2 u)(λ)Fα,λ‖2

Hλ
|λ|d dλ

=
2d−1

πd+1

∫ +∞

−∞

∑

α∈(N)d

(4|λ|(2|α|+ d))k ‖û(λ)Fα,λ‖2
Hλ

|λ|d dλ.

On retrouve ainsi la même formlue que dans le cas k pair.
Pour les indices négatifs, on considére seulemet le cas pair. Comme ∆Hd est un opérateur
invariant à gauche sur Hd, alors (∆Hd)

k
2 l’est aussi, et on a

(∆Hd)
k
2

(

((∆Hd)
−k
2 u) ∗ ϕ

)

= u ∗ ϕ,

d’où pour tout u ∈ H−k(Hd),

((∆Hd)
−k
2 u) ∗ ϕ = (∆Hd)

−k
2 (u ∗ ϕ). (3.16)
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D’autre part, pour f ∈ S((Hd), on a

F((∆Hd)
−k
2 f)(λ)Fα,λ = (−4|λ|(2|α|+ d))

−k
2 F(f)(λ)Fα,λ.

Donc,

‖u‖2
H−k(Hd) = ‖(∆Hd)

−k
2 u‖2

L2(Hd)

=
∑

j≥−1

‖((∆Hd)
−k
2 u) ∗ ϕ‖2

L2(Hd)

=
2d−1

πd+1

∫ +∞

−∞

∑

α∈(N)d

∑

j≥−1

(4|λ|(2|α|+ d))−k ‖F(u ∗ ϕ)(λ)Fα,λ‖2
Hλ

|λ|d dλ

=
2d−1

πd+1

∫ +∞

−∞

∑

α∈(N)d

∑

j≥−1

(4|λ|(2|α|+ d))−k | R∗
|α|(2

−2jλ) |2

‖F(u ∗ ϕ)(λ)Fα,λ‖2
Hλ

|λ|d dλ

∼ 2d−1

πd+1

∫ +∞

−∞

∑

α∈(N)d

∑

j≥−1

2−2jk‖F(u ∗ ϕ)(λ)Fα,λ‖2
Hλ

|λ|d dλ

=
∑

j≥−1

2−2jk‖u ∗ ϕ‖2
L2(Hd).

Ainsi, la démonstration du théorème 3.2.6 est achevée. �

Définition 3.2.7 Pour tout s ∈ R,

Hs(Hd) =
{

u ∈ S ′(Hd), ‖u‖2
Hs(Hd) =

∑

j≥−1

22js‖u ∗ ϕj‖2
L2(Hd) <∞

}

. (3.17)

Dans la suite, on propose une nouvelle démonstration de l’inclusion de Sobolev établie
par Bahouri, Gèrard et Xu [19], via la décomposition de dyadique des espaces de Besov
sur Hd :

Théorème 3.2.8 Soient 1 ≤ p ≤ +∞, 0 < s < Q
p
, où Q est la dimension homogène de

Hd. Alors, on a l’inclusion suivante

Bs
p,p(H

d) ⊂ Lq(Hd), avec q =
pQ

Q− ps
. (3.18)

est continue. De plus, on a

‖u‖Lq(Hd) ≤ C‖u‖1− p
q

B
s−

Q
p

+∞,+∞
(Hd)

‖u‖
p
q

Bs
p,p(Hd)

. (3.19)

Démonstration. Rappelons que

‖u‖q
Lq(Hd)

= q

∫ +∞

0

λq−1µ(| u |> λ) dλ,
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où µ(.) est la mesure de Haar sur H
d, égale à la mesure de Lebesgue, (voir l’annexe A pour

plus de détails sur la mesure de Haar). Pour 1 < A, on pose

u =
∑

j≥−1

∆ju =
∑

2j<A

∆ju+
∑

2j≥A
∆ju

= u1,A + u2,A.

Alors

‖u1,A‖L∞(Hd) ≤
∑

2j<A

‖∆ju‖L∞(Hd)

≤
∑

2j<A

2−j(s−
Q
p

)2j(s−
Q
p

)‖∆ju‖L∞(Hd)

≤ A−(s−Q
p

)‖u‖
B

s−
Q
p

+∞,+∞

.

En utilisant la relation

µ(| u |> λ) ≤ µ(| u1,A |> λ

2
) + µ(| u2,A |> λ

2
),

et en choisissant

A = Aλ =
(

λ[4C‖u‖
B

s−
Q
p

+∞,+∞

]−1
)

p
Q−ps

,

on a d’après l’inégalité de Tchebytchev,

µ(| u |> λ) ≤ µ(| u2,A |> λ

2
) ≤ 2pλ−p‖u2,A‖pLp(Hd)

.

En appliquant l’inégalité de Hölder, on a

‖u2,A‖pLp(Hd)
=

∫

Hd

|
∑

2j≥Aλ

∆ju(z, s) |p dzds

≤
∫

Hd

|
∑

2j≥Aλ

2jε∆ju(z, s)2
−jε |p dzds

≤
[

∑

2j≥Aλ

2−jεp
′

]
p
p′

∫

Hd

|
∑

2j≥Aλ

2jεp∆ju(z, s) |p dzds

≤ A−εp
λ

∑

2j≥Aλ

2jεp‖∆ju‖pLp(Hd)
.
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Ainsi, on a d’après le théorème de Fubini,

‖u‖q
Lq(Hd)

≤ C

∫ +∞

0

λq−p−1A−εp
λ

∑

2j≥Aλ

2jεp‖∆ju‖pLp(Hd)
dλ

≤ C

∫ +∞

0

λq−p−1
(

λ[4C‖u‖
B

s−
Q
p

+∞,+∞
(Hd)

]−1
)

−εp2

Q−ps
∑

2j≥Aλ

2jεp‖∆ju‖pLp(Hd)
dλ

≤ C
∑

2j≥Aλ

(

∫ 4C2
j(

Q
p −s)‖u‖

B
s−

Q
p

+∞,+∞

0

λq−p−1− εp2

Q−ps dλ
)

×
(

4C‖u‖
B

s−
Q
p

+∞,+∞

)
εp2

Q−ps
2jεp‖∆ju‖pLp(Hd)

≤ C‖u‖q−p
B

s−
Q
p

+∞,+∞

∑

2j≥Aλ

2j(
Q
p
−s)(q−p)‖∆ju‖pLp(Hd)

≤ C‖u‖q−p
B

s−
Q
p

+∞,+∞

∑

j≥−1

2jsp‖∆ju‖pLp(Hd)
.

Ce qui achève la démonstration du théorème. �



Chapitre 4

Inégalités de Hardy dans H
d

Rappelons que l’inégalité de Hardy dans Rd est donnée pour 1 < p < d, par

(d− p

p

)p
∫

Rd

|u(x)|p
|x|p dx ≤ ‖∇u‖p

Lp(Rd)
, u ∈W 1,p(Rd). (4.1)

En effet, par argument de densité, on peut considérer u ∈ C∞
0 (Rd) et on a

u(x)p = −
∫ ∞

1

d

dλ
up(λx) dλ

= −p
∫ ∞

1

up−1(λx) 〈x,∇u(λx)〉 dλ.

Par suite,
∫

Rd

|u|p(x)
|x|p dx = −p

∫ ∞

1

∫

Rd

up−1(λx)

|x|p 〈x,∇u(λx)〉 dx dλ

= −p
∫ ∞

1

dλ

λd+1−p

∫

Rd

up−1(y)

|y|p−1

∂u(y)

∂r
dy

= − p

d− p

∫

Rd

up−1(y)

|y|p−1

∂u(y)

∂r
dy.

En appliquant l’inégalité de Hölder, on trouve
∫

Rd

|u(x)|p
|x|p dx ≤ p

d− p

(

∫

Rd

|u(y)|p
|y|p dy

)
p−1

p
(

∫

Rd

∣

∣

∣

∂u(y)

∂r

∣

∣

∣

p

dy
) 1

p
.

La détermination de la meilleure constante de l’inégalité de Hardy a fait l’objet de plusieurs
travaux [21, 36, 62, 117, 118]. Notons que dans le cas p = 2 dans l’inégalité (4.1), la meilleure

constante de l’inégalité de Hardy dans R
d est égale à

(d− 2

2

)2

.

Sur le groupe de Heisenberg H
d, la distance à l’origine est remplacée par une grandeur

équivalente à la distance de Carnot, qu’on a noté ρ dans le chapitre ??. L’inégalité de
Hardy démontrée en premier lieu par N. Garofalo and E. Lanconelli [80] (voir aussi [127])
s’écrit,

(Q− 2

2

)2
∫

Hd

| u(z, s) |2
ρ(z, s)2

ψ(z, s) dz ds ≤ ‖∇Hdu(z, s)‖2
L2(Hd), (4.2)
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où Q = 2d + 2, ρ(z, s) = (|z|2 + s4)1/4, ψ(z, s) =
| z |2
ρ(z, s)2

, (z, s) 6= (0, 0), telles que

0 ≤ ψ(z, s) ≤ 1, ψ(0, s) = 0 et ψ(z, 0) = 1.
Dans ce chapitre, on donne une nouvelle méthode pour démontrer l’inégalité de Hardy
suivante :

CHd

∫

Hd

| u(z, s) |2
ρ(z, s)2

dz ds ≤ ‖∇Hdu(z, s)‖2
L2(Hd), (4.3)

en faisant une intégration par parties par rapport à un champ de vecteurs radial spécifique
à la structure de Hd et en précisant à chaque fois la constante CHd .

4.1 Densité des fonctions régulières dans H1
0 (Ω,Hd)

La preuve de l’inégalité de Hardy que nous donnerons dans la suite nécessite de vérifier
la densité des fonctions régulières dont le support évite un point ou une hypersurface de
codimension plus grande que 2.

4.1.1 Densité de C∞
0

(Ω \ {w̃}) dans H1

0
(Ω,Hd)

Soient Ω un ouvert borné de Hd et w̃ ∈ Hd. On montre au préalable la densité des
fonctions régulières dont le support évite l’origine (0, 0), on retrouve le résultat pour un
point w̃ par translation.

Proposition 4.1.1 Pour d ≥ 1, l’espace C∞
0 (Ω \ {(0, 0)}) est dense dans H1

0 (Ω,Hd).

Démonstration. Comme H1
0 (Ω,Hd) est la fermeture de C∞

0 (Ω,Hd) par rapport à la norme
(2.5), il suffit de montrer que l’espace

C∞
0 (Ω,Hd) ⊂ C∞

0 (Ω \ {(0, 0)},Hd)
‖.‖H1

.

Soient u ∈ C∞
0 (Ω,Hd) et ϕ une fonction définie par

ϕ(η) =

{

0 si 0 < η ≤ 1,
1 si η ≥ 2.

(4.4)

Posons
uε(z, s) ≡ ϕ(ε−1ρ(z, s)) u(z, s), ε > 0 assez petit.

On remarque que uε ∈ C∞
0 (Ω \ {(0, 0)},Hd). De plus,

‖ uε − u ‖2
H1(Ω) = ‖ uε − u ‖2

L2(Ω) + ‖ ∇Hd(uε − u) ‖2
L2(Ω)

= ‖ uε − u ‖2
L2(Ω) +

∫

Ω

| ϕ(ε−1ρ(z, s)) − 1 |2 |∇Hdu(z, s)|2 dzds

+

∫

Ω

| ∇Hd(ε−1ρ(z, s)) |2| ϕ′(ε−1ρ(z, s)) |2| u(z, s) |2 dzds.
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En appliquant le théorème de convergence dominée, on déduit que

‖ uε − u ‖2
L2(Ω)−→

ε→ 0
0 et

∫

Ω

| ϕ(ε−1ρ(z, s)) − 1 |2 |∇Hdu(z, s)|2 dzds −→
ε→ 0

0.

D’autre part,
∫

Ω

| ∇Hd(ε−1ρ(z, s)) |2| ϕ′(ε−1ρ(z, s)) |2| u(z, s) |2 dz ds

= ε−2

∫

Ω

| z |2
ρ(z, s)2

| ϕ′(ε−1ρ(z, s)) |2| u(z, s) |2 dzds

≤ ε−2 ‖ u ‖2
L∞(Ω)‖ ϕ′ ‖2

L∞(Ω)

∫

{(z,s);ε≤ρ(z,s)≤2ε}
dzds

≤ Cε−2 ε2d+2 ≤ Cε2d.

On a démontré ainsi que ‖ uε − u ‖2
H1(Ω)−→ε→0

0. �

La proposition suivante est due à F. Vigneron dans sa thèse [153]. Il généralise la
densité pour des fonctions régulières dont le support évite un point qu’on note ici w̃ :

Proposition 4.1.2 Pour 0 ≤ s < d+ 1, l’espace C∞
0 (Ω \ {w̃}) est dense dans Hs(Hd).

Démonstration. On montre cette proposition pour s = k un entier car on peut retrouver
le résultat par interpolation. Soit u appartenant à l’orthogonal de D(R2d+1\{w̃}) dans
Hk(Hd). Alors, pour tout ϕ ∈ D(R2d+1\{w̃}),

(u, ϕ)Hk(Hd) = 0, supp(ϕ) ⊂ R
2d+1 \ {w̃}.

D’après la définition du produit scalaire (2.1.7), on peut écrire

(u, ϕ)Hk(Hd) = (ũ, ϕ)L2(Hd)

avec
ũ =

∑

0≤l≤k, ji∈{1,...,2d}
Z∗
jl
. . . Z∗

j1
Zj1 . . . Zjlu.

Le théorème de Schwartz entraîne que

ũ =
∑

|α|+|β|+γ
cα,β,γ ∂

α
x ∂

β
y ∂

γ
s δw̄.

Par ailleurs, ũ ∈ H−k(Hd) et le terme ∂αx ∂
β
y ∂

γ
s est homogène de degré

µα,β,γ = −(2d+ 2) − |α| − |β| − 2γ.

D’après le lemme 2.2.9,

cα,β,γ = 0, si |α| + |β| + 2γ > k − (d+ 1).

Comme k < (d+ 1) alors les cα,β,γ = 0, par suite ũ = 0. Ainsi,

‖u‖2
Hk(Hd) = (ũ, u)L2(Hd) = 0 =⇒ u = 0.

Si k = d + 1 ≡ Q
2
, alors ũ = c0δw̃. Or d’après la proposition 2.2.7, δw̃ /∈ H−Q

2 (Hd). Donc
ũ = 0 et par suite u = 0. Ce qui achève la démonstration de la proposition 4.1.2. �
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4.1.2 Densité de de C∞
0

(Ω \ Σ) dans H1

0
(Ω,Hd)

La proposition suivante est due à H. Bahouri, J.-Y. Chemin et C.-J. Xu dans leur
article ([17], Lemme 2.4).

Proposition 4.1.3 Soient Ω un ouvert borné de Hd et Σ une sous variété de Ω telle que
dim Σ ≤ 2d− 1. Alors l’espace C∞

0 (Ω \ Σ) est dense dans H1
0(Ω,H

d).

Démonstration. Comme H1
0 (Ω,Hd) est un espace de Hilbert, il suffit de montrer que

l’espace orthogonal de C∞
0 (Ω \ Σ) dans H1

0 (Ω,Hd) est {0}. Soit u dans cet espace. Alors
pour tout v dans C∞

0 (Ω \ Σ), on a

(u, v)L2 + (∇Hdu, ∇Hdv)L2 = 0.

Par intégration par parties, on obtient

∀v ∈ C∞
0 (Ω \ Σ) , 〈u− ∆Hdu, v〉 = 0,

ce qui implique que Supp
(

u − ∆Hdu
)

⊂ Σ. Comme (u − ∆Hdu) est inclu dans l’espace
H−1(Ω) et qu’aucune distribution de H−1(Ω) ne peut être supportée dans une sous variété
de dimension plus petite que (2d + 1) − 2 alors u − ∆Hdu = 0 sur Ω. Du fait que u ∈
H1

0 (Ω,Hd), alors en appliquant le produit scalaire dans L2 on déduit que u ≡ 0. �

4.2 Inégalité de Hardy avec la singularité en un point
de H

d

Avant de passer à l’étude de l’inégalité de Hardy sur le groupe de Heisenberg, on en
propose une démonstration dans R

d.

4.2.1 Inégalité de Hardy dans Rd

Soient Ω un ouvert borné de Rd, d > 2 et H1
0(Ω) l’espace de Sobolev usuel.

Théorème 4.2.1 Pour tout u ∈ H1
0 (Ω), on a l’inégalité suivante :

(d

2
− 1

)2
∫

Ω

|u|2
|x|2 dx ≤ ‖∇xu‖2

L2(Ω). (4.5)

Démonstration. Comme C∞
0 (Ω \ {0}) est dense dans H1

0 (Ω), on considère une fonction
u dans C∞

0 (Ω \ {0}). La preuve est basée sur une intégration par parties par rapport à un
champs de vecteurs radial R :

R =

d
∑

j=1

xj∂xj
,
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avec R(|x|−2) = −2|x|−2 et divR = d.
Ainsi,

∫

Ω

u2(x)

|x|2 dx = −1

2

∫

Ω

u2(x)R(|x|−2) dx

=
1

2

∫

Ω

div(R)
u2(x)

|x|2 dx+
1

2

∫

Ω

1

|x|2 R(u2(x)) dx.

Par suite,

(1 − d

2
)

∫

Ω

u2(x)

|x|2 dx =
1

2

∫

Ω

1

|x|2 R(u2(x)) dx

=

∫

Ω

d
∑

j=1

u(x)

|x|
xj
|x| ∂xj

u(x) dx.

Par Cauchy-Schwarz, on obtient

(
d

2
− 1)

∫

Ω

|u(x)|2
|x|2 dx ≤

(

∫

Ω

d
∑

j=1

|∂xj
u(x)|2 dx

)
1
2
(

∫

Ω

|u(x)|2
|x|2 dx

)
1
2
.

On en déduit donc l’inégalité voulue :

(d

2
− 1

)2
∫

Ω

|u(x)|2
|x|2 dx ≤

∫

Ω

d
∑

j=1

|∂xj
u(x)|2 dx ≤ ‖∇xu‖2

L2(Ω).

�

Théorème 4.2.2 Soit s ∈ [0,
d

2
[. Il existe une constante C telle que

∫

Rd

|u(x)|2
| x|2s dx ≤ C‖u‖2

Ḣs(Rd)
, ∀u ∈ Ḣs(Rd). (4.6)

Rappelons que Ḣs(Rd) = Ḃs
2,2(R

d) est l’espace de Besov homogène dans Rd et que pour
u ∈ S ′(Rd),

‖u‖Ḃs
2,2(Rd) =

(

∑

q∈Z

22qs‖∆̇qu‖2
L2

) 1
2
.

Pour plus de détails sur les inclusions dans les espaces de Besov, on vous renvoie à [12].
Démonstration. Comme l’espace C∞

0 (Rd \ {0}) est dense dans Ḣs(Rd) pour s < d/2, il
suffit de montrer le théorème 4.2.2 pour u ∈ C∞

0 (Rd \ {0}). En utilisant la décomposition
de Littlewood-Paley dans Rd, on peut écrire

∫

Rd

|u|2(x)
| x|2s dx =

∑

|q−q′|≤2

〈∆̇q(| · |−2s), ∆̇q′(u
2)〉.
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Alors,
∫

Rd

|u(x)|2
| x|2s dx ≤

∑

|q−q′|≤2

∥

∥

∥
〈2q(d/2−2s)∆̇q(| · |−2s), 2−q

′(d/2−2s)∆̇q′(u
2)〉

∥

∥

∥

≤ ‖ | · |−2s‖
Ḃ

d/2−2s
2,∞

‖ u2‖
Ḃ

2s−d/2
2,1

.

D’après la proposition 2.5.2 de l’article [12], on a | · |−2s ∈ Ḃ
d/2−2s
2,∞ pour 0 < 2s < d et

il existe une constante C > 0 telle que ‖ u2‖
Ḃ

2s−d/2
2,1 (Rd)

≤ C‖u‖2
Ḣs(Rd)

. Ce qui achève la

démonstration du théorème. �

4.2.2 Inégalité de Hardy dans Hd pour d > 1

Théorème 4.2.3 Pour tous u ∈ H1
0 (Ω,Hd) et d > 1, on a l’inégalité suivante :

(d− 1)2

∫

Ω

|u(z, s)|2
ρ(z, s)2

dz ds ≤ ‖∇Hdu‖2
L2(Ω). (4.7)

Démonstration. Comme C∞
0 (Ω\{0}) est dense dans H1

0 (Ω,Hd), on se restreint à démon-
trer l’inégalité (4.7) pour u ∈ C∞

0 (Ω \ {0}). La preuve est basée sur une intégration par
parties par rapport à un champ de vecteurs radial RHd adapté à la structure de Hd :

RHd =

d
∑

j=1

(xj∂xj
+ yj∂yj

) =

d
∑

j=1

(xjXj + yjYj),

En remarquant que RHd(| z |−2) = −2 | z |−2 et divRHd = 2d, on a pour tout (z, s) ∈ Hd :
∫

Ω

u2(z, s)

| z |2 dzds = −1

2

∫

Ω

RHd(|z|−2) dzds

=
1

2

∫

Ω

div(RHd)
u2(z, s)

|z|2 dzds+
1

2

∫

Ω

1

|z|2 R(u2(z, s)) dzds.

D’où

(1 − d)

∫

Ω

u2(z, s)

|z|2 dzds =
1

2

∫

Ω

1

|z|2 R(u2(z, s)) dzds

=

∫

Ω

d
∑

j=1

u(z, s)

|z|
(xj
|z|Xj(u(z, s)) +

yj
|z|Yj(u(z, s))

)

dzds.

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

(d− 1)

∫

Ω

|u(z, s)|2
|z|2 dzds ≤

∫

Ω

(

d
∑

j=1

|Xj(u(z, s))|2 + |Yj(u(z, s))|2 dzds
) 1

2

×
(

d
∑

j=1

x2
j + y2

j

|z|2
) 1

2 |u(z, s)|
|z| dzds

≤
(

∫

Ω

d
∑

j=1

|Xj(u(z, s))|2 + |Yj(u(z, s))|2 dzds
)

1
2
(

∫

Ω

|u(z, s)|2
|z|2 dzds

)
1
2
.
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Par suite, on en déduit que

(d− 1)2

∫

Ω

|u(z, s)|2
ρ(z, s)2

dzds ≤ (d− 1)2

∫

Ω

|u(z, s)|2
|z|2 dzds ≤ ‖∇Hdu‖2

L2(Ω).

�

4.2.3 Inégalité de Hardy dans H
d pour d ≥ 1

Dans son article [58, Théorème 3.3], D’Ambrosio a montré l’inégalité de Hardy (4.7)
et que la meilleure constante dans (4.7) appartient à l’intervalle [(d− 1)2, d2]. Cependant,
cette inégalité n’est valable que pour d > 1, c’est pour cela qu’on doit réfléchir sur le cas
particulier d = 1. On obtient ainsi le théorème suivant,

Théorème 4.2.4 Pour tout u ∈ H1
0 (Ω,Hd), on a l’inégalité suivante :

( d2

d+ 1

)2
∫

Ω

|u(z, s)|2
ρ(z, s)2

dz ds ≤ ‖∇Hdu‖2
L2(Ω). (4.8)

Remarques 4.2.5 Notons que pour d > 1, on a (d−1)2 <
( d2

d+ 1

)2

. On a donc amélioré

la constante de Hardy.

Démonstration. Comme C∞
0 (Ω\{0}) est dense dans H1

0 (Ω,Hd), on se restreint à démon-
trer l’inégalité (4.8) pour u ∈ C∞

0 (Ω \ {0}). Comme auparavant, la preuve est basée sur
une intégration par parties par rapport à un champ de vecteurs radial qu’on note encore
RHd :

RHd = 2s∂s +
d

∑

j=1

(xj∂xj
+ yj∂yj

) =
s

2d

d
∑

j=1

[Yj, Xj] +
d

∑

j=1

(xjXj + yjYj),

avec RHd(ρ(z, s)−2) = −2ρ(z, s)−2 et div(RHd) = 2d+ 2. On obtient insi,

∫

Ω

u2(z, s)

ρ(z, s)2
dz ds = −1

2

∫

Ω

RHd

(

ρ(z, s)−2
)

u2(z, s) dzds

=
1

2

∫

Ω

ρ(z, s)−2 RHd(u2(z, s)) dzds+
1

2

∫

Ω

div(RHd)ρ(z, s)−2u2(z, s) dzds.
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D’où

−d
∫

Ω

u2(z, s)

ρ(z, s)2
dzds =

∫

Ω

d
∑

j=1

u(z, s)

ρ(z, s)

( xj
ρ(z, s)

Xj +
yj

ρ(z, s)
Yj

)

u(z, s) dzds

− 1

2d

∫

Ω

d
∑

j=1

Yj

( s

ρ2(z, s)

)

u(z, s) Xju(z, s) dzds

+
1

2d

∫

Ω

d
∑

j=1

Xj

( s

ρ2(z, s)

)

u(z, s) Yju(z, s) dzds

= (1 +
1

d
)

∫

Ω

d
∑

j=1

(xju(z, s)

ρ2(z, s)
Xj(u(z, s)) +

yju(z, s)

ρ2(z, s)
Yj(u(z, s))

)

dzds

+
1

d

∫

Ω

d
∑

j=1

s

ρ6(z, s)

(

|z|2yj − sxj

)

u(z, s)Xj(u(z, s)) dzds

− 1

d

∫

Ω

d
∑

j=1

s

ρ6(z, s)

(

|z|2xj + syj

)

u(z, s)Yj(u(z, s)) dzds.

On a alors,

− d2

∫

Ω

u2(z, s)

ρ2(z, s)
dzds

=

∫

Ω

d
∑

j=1

(

(d+ 1) − s2

ρ4(z, s)

)(xju(z, s)

ρ2(z, s)
Xj(u(z, s)) +

yju(z, s)

ρ2(z, s)
Yj(u(z, s))

)

dzds

+

∫

Ω

d
∑

j=1

s|z|2
ρ4(z, s)

(yju(z, s)

ρ2(z, s)
Xj(u(z, s)) −

xju(z, s)

ρ2(z, s)
Yj(u(z, s))

)

dzds

=

∫

Ω

d
∑

j=1

(

((d+ 1) − s2

ρ4(z, s)
)

xj
ρ(z, s)

+
s|z|2
ρ4(z, s)

yj
ρ(z, s)

)u(z, s)

ρ(z, s)
Xj(u(z, s)) dzds

+

∫

Ω

d
∑

j=1

(

((d+ 1) − s2

ρ4(z, s)
)

yj
ρ(z, s)

− s|z|2
ρ4(z, s)

xj
ρ(z, s)

)u(z, s)

ρ(z, s)
Yj(u(z, s)) dzds. (4.9)

Posons

A(z, s) =
d

∑

j=1

{ (

( (d+ 1) − s2

ρ4(z, s)
)

xj
ρ(z, s)

+
s|z|2
ρ4(z, s)

yj
ρ(z, s)

)2

+
(

( (d+ 1) − s2

ρ4(z, s)
)

yj
ρ(z, s)

− s|z|2
ρ4(z, s)

xj
ρ(z, s)

)2 }

.
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Le terme A(z, s) peut être ré-écrit sous la forme suivante :

A(z, s) =
(

(d+ 1) − s2

ρ4

)2 |z|2
ρ2(z, s)

+
s2|z|4
ρ8(z, s)

|z|2
ρ2(z, s)

=
|z|2

ρ2(z, s)

[

(d+ 1)2 − 2(d+ 1)
s2

ρ4(z, s)
+

s4

ρ8(z, s)
+

s2|z|4
ρ8(z, s)

]

=
|z|2

ρ2(z, s)

[

(d+ 1)2 − (2d+ 1)
s2

ρ4(z, s)

]

=
|z|2

ρ6(z, s)

[

(d+ 1)2(|z|4 + s2) − (2d+ 1)s2
]

=
|z|2

ρ6(z, s)

[

(d+ 1)2|z|4 + d2s2
]

=
|z|2

ρ6(z, s)

[

(2d+ 1)|z|4 + d2(|z|4 + s2)
]

≤ (d+ 1)2 |z|2
ρ2(z, s)

≤ (d+ 1)2.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée à (4.9) implique que

d2

∫

Ω

|u|2
ρ2(z, s)

dzds ≤
(

∫

Ω

A(z, s)
|u|2

ρ2(z, s)
dzds

) 1
2

×
(

∫

Ω

d
∑

j=1

(

|Xj(u(z, s))|2 + |Yj(u(z, s))|2
)

dzds
) 1

2

≤ (d+ 1)
(

∫

Ω

|u|2
ρ2(z, s)

dzds
) 1

2 × ‖∇Hdu‖L2(Ω).

Ce qui achève la démonstration de l’inégalité (4.8). �

L’inégalité suivante a été démontrée par N. Garofalo et E. Lanconelli [80, Corollaire
2.1]. I. Kombe en propose une démonstration élégante dans [108, Théorème 3.1].

Théorème 4.2.6 Pour tout u ∈ H1
0 (Ω,Hd), on a

d2

∫

Ω

|z|2
|z|4 + s2

|u(z, s)|2 dzds ≤ ‖∇Hdu‖2
L2(Ω). (4.10)

Démonstration. Grâce au théorème de densité (4.1.1), il suffit de démontrer le théorème
pour u ∈ C∞

0 (Ω,Hd). Posons u = ρβϕ, β ∈ R
∗ et soit ϕ ∈ C∞

0 (Ω,Hd). On a
∫

Ω

|∇Hdu(z, s)|2 dzds = β2

∫

Ω

ρ2β−2(z, s)|∇Hd(ρ(z, s))|2ϕ2(z, s) dzds

+ 2β

∫

Ω

ρ2β−2(z, s)ϕ(z, s)∇Hd(ρ(z, s))∇Hd(ϕ(z, s)) dzds

+

∫

Ω

ρ2β(z, s)|∇Hdϕ(z, s)|2 dzds.
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Comme |∇Hd(ρ(z, s))|2 =
|z|2

ρ2(z, s)
, on obtient par intégration par parties,

∫

Ω

|∇Hdu(z, s)|2 dzds = β2

∫

Ω

|z|2ϕ2(z, s) dzds− 1

2

∫

Ω

∆Hd(ρ2β(z, s))ϕ2(z, s) dzds

+

∫

Ω

ρ2β|∇Hd(ϕ(z, s))|2 dzds.

En utilisant le fait que ∆Hd(ρ2β(z, s)) = 2β(2β + 2d) |z|2ρ2β−4(z, s), on obtient
∫

Ω

|∇Hdu(z, s)|2 dzds =
(

− β2 − 2dβ
)

∫

Ω

ρ2β−4(z, s)|z|2ϕ2(z, s) dzds+

∫

Ω

ρ2β(z, s)|∇Hdϕ|2 dzds

≥
(

− β2 − 2dβ
)

∫

Ω

ρ2β−4(z, s)|z|2ϕ2(z, s) dzds.

Comme la fonction définie par f(β) = −β2 − 2dβ atteint son maximum en β = −d, alors

d2

∫

Ω

|z|2
ρ4(z, s)

|u(z, s)|2 dz ds ≤
∫

Ω

|∇Hdu(z, s)|2 dz ds.

�

On propose dans la suite une version générale de l’inégalité de Hardy dans les espaces
homogènes Ḣs(Hd) qui est l’analogue de l’inégalité (4.2.2) dans le cas classique et qui
requière l’introduction des espaces de Besov et la décomposition de Littlewood-Paley dans
Hd. Pour plus de détails, on se réfère aux articles [13, 14, 12].

Théorème 4.2.7 Soit s ∈] 0,
Q

2
[. Il existe une constante C tel que pour u ∈ Ḣs(Hd),

∫

Hd

|u(z, t)|2
ρ(z, t)2s

dz dt ≤ C‖u‖2
Ḣs(Hd)

, (z, t) ∈ H
d. (4.11)

Démonstration. En utilisant la décomposition de Littlewood-Paley dans Hd, on a

∫

Hd

|u(z, t)|2
ρ(z, t)2s

dz dt ≤
∑

|q−q′|≤2

∣

∣

∣〈∆̇q(ρ
−2s), ∆̇q′(u

2)〉
∣

∣

∣

≤
∑

|q−q′|≤2

∣

∣

∣
〈2q(Q/2−2s)∆̇q(ρ

−2s), 2−q
′(Q/2−2s)∆̇q′(u

2)〉
∣

∣

∣

≤ ‖ ρ−2s‖
Ḃ

Q/2−2s
2,∞ (Hd)

‖ u2‖
Ḃ

2s−d/2
2,1 (Hd)

.

D’après [18, Théorème 12.12.4], ρ−2s ∈ Ḃ
Q/2−2s
2,∞ (Hd). De plus pour u ∈ Ḣs(Hd), on a

u2 ∈ Ḃ
2s−Q/2
2,1 (Hd) et ‖ u2‖

Ḃ
2s−Q/2
2,1

≤ C‖u‖2
Ḣs.

�
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4.3 Inégalité de Hardy avec la singularité sur une hy-
persurface caractéristique de H

d

On s’intéresse dans cette section à l’étude de l’inégalité de Hardy dans le cas d’une
hypersurface caractéristique de Hd. Pour plus de détails, on pourra consulter les articles
[17, 16]. Soit Σ une hypersurface de Hd de classe C∞. On peut définir Σ au voisinage d’un
point w0 à l’aide d’une fonction g : Hd → R vérifiant Σ = g−1(0) et telle que Dg(w0) 6= 0.
Notons par Z la famille de champs de vecteurs vérifiant Zj = Xj et Zj+d = Yj pour
j ∈ 1, . . . , d.

Définition 4.3.1 Un point w0 est un point caractéristique de Σ si on a Z|w0
⊂ Tw0Σ, où

Tw0Σ est l’espace tangent à Σ au point w0. On note Σc l’ensemble des points caractéristiques
de Σ.

Par souci de simplicité, on considère ici un cas particulier. Par translation sur le groupe
de Heisenberg, on travaille au voisinage de w0 = (0, 0, 0). Ainsi, au voisinage de w0, l’hy-
persurface Σ s’écrit

Σ = {w = (x, y, s) ∈ Ω; g(x, y, s) ≡ s− f(x, y) = 0},

avec f(0, 0) = 0 et Df(0, 0) = 0. Comme la matrice (ZiZjg)1≤i,j≤2d de rang r satisfait pour
i ∈ {1, . . . , d} et j 6= i+ d les égalités suivantes :

(ZiZi+dg)(w0) − (Zi+dZig)(w0) = −2∂sg(w0) = −2 6= 0, (4.12)

(ZiZjg)(w0) = (ZjZig)(w0), (4.13)

alors le rang de la matrice (ZiZjg)1≤i,j≤2d est au moins égal à d au point w0. D’autre

part, comme Zj
∣

∣

∣

w0

∈ Tw0Σ alors LZj
(Dg)(w0) = D(Zjg)(w0) =

∑2d
i=1(ZiZjg)(w0)dzi et le

rang de (ZiZjg)1≤i,j≤2d est ainsi égal au le rang de LZj
(Dg) au point w0. On considère

maintenant

Σc = {w ∈ Ω; g(w) = 0, ∇Hdg(w) = 0} . (4.14)

une sous variété de dimension (2d+ 1) − r − 1, r ≥ 1.

Théorème 4.3.2 (Bahouri-Chemin-Xu [16])
Soit une sous variété Σc de dimension 2d− r, r ≥ 1. Il existe une constante µ̄ > 0 tel que
pour tout u ∈ H1

0 (Ω,Hd), on a

µ̄

∫

Ω

u2(w)

ρ2
c(w)

dw ≤ ‖∇Hdu‖2
L2(Ω), (4.15)

avec

ρc(w) =
(

g2(w) + |∇Hdg(w)|4
)1/4

. (4.16)
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4.3.1 Substitution de ρc et de RHd

Comme Zi
∣

∣

∣

w0

= ∂zi
alors la famille des formes linéaires (D(Zjlg))1≤l≤r pour (jl)1≤l≤r ∈

{1, . . . , 2d}r, sont linéairement indépendantes au voisinage de w0. De plus Zig ne dépend
pas de s et Dg(w0) = (ds, 0, 0). Donc la famille de fonctions

(g, (Zj1g), . . . , (Zjrg)) (4.17)

est une famille de r + 1 fonctions indépendantes qui s’annulent sur Σc. D’où,

Σc = {w ∈ Ω; g(w) = (Zj1g)(w) = · · · = (Zjrg))(w) = 0}.

Lemme 4.3.3 Il existe un couple de champ de vecteurs

(Z0, Z0) ∈ (Z\{Zj1, ..., Zjr}) × (±Z),

tels que [Z0, Z0] = 2∂s et D(Z0.g)(w0) 6= 0.

Démonstration. Soient Z0 ∈ {Zj1, ..., Zjr} et Z0 ∈ ±Z tels que [Z0, Z0] = 2∂s. Si ±Z0 ∈
{Zj1, ..., Zjr} alors la famille de fonctions (4.17) implique que D(Z0.g)(w0) 6= 0 et donc
Z0 = Z0. Si ±Z0 6∈ {Zj1, ..., Zjr}, alors du fait que (Z0.(Z0g))(w0) − (Z0.(Z0g))(w0) = 2,
on a soit D(Z0g)(w0) 6= 0 ou bien D(Z0g)(w0) 6= 0. Il suffit donc d’échanger le rôle de Z0

et Z0. �

Lemme 4.3.4 Soit Ω un voisinage de w0. Il existe une famille de fonctions (αl)1≤l≤r de
classe C∞(Ω) telle que Z0.g =

∑r
l=1 αl(Zjl.g).

Théorème 4.3.5 (Bahouri-Chemin-Xu [16])
Soit Ω un voisinage de w0, alors pour tout u ∈ H1

0 (Ω,Hd), on a

∫

Ω

u2(w)

ρ2
0(w)

dw ≤ C‖∇Hdu‖2
L2(Ω), (4.18)

avec
ρ0(w) =

(

g2(w) + (Z0.g)
4(w)

)1/4
. (4.19)

Lemme 4.3.6 Soit Ω un voisinage de w0. Il existe deux fonctions θ et β de classe C∞(Ω)
telle que θ = 0 sur Σc. Posons alors

R1 = 2g∂s + β(Z0.g)Z̃0 où Z̃0 ≡ Z0 −
r

∑

l=1

αl(Zjl).

De plus, le champ de vecteurs R1 vérifie R1(ρ
4
0) = 4ρ4

0 et div(R1) = 3 + θ.
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Démonstration. En utilisant la définition (4.19) de ρ0, on obtient

R1(ρ
4
0) = 2g(R1g) + 4(Z0.g)

3
(

R1(Z0.g)
)

.

Comme ∂sg = 1, alors R1g = 2g et du fait que ∂s(Z0.g) = 0, on a

R1(Z0.g) = β(Z0.g)
(

Z̃0.(Z0.g)
)

.

D’autre part, on a Z0 commute avec Zjl car Z0 6∈ (Zjl)1≤l≤r, et par suite,

[Z̃0, Z0] = [Z0, Z0] +

r
∑

l=1

[αlZl, Z0] = 2∂s −
r

∑

l=1

(Z0.αl)Zl,

Ainsi,

Z̃0.(Z0.g) = Z0.(Z̃0.g) + 2∂sg −
r

∑

l=1

(Z0.αl)(Zl.g) = 2 + θ̃,

où Z̃0.g = 0 et θ̃ ≡ −∑r
l=1(Z0.αl)(Zl.g). On en déduit que

R1(ρ
4
0) = 4g2 + 4(Z0.g)

4β(2 + θ̃),

et en choisissant β ≡ (2 + θ̃)−1, on obtient R1(ρ
4
0) = 4g2 + 4(Z0.g)

4. D’autre part,

divR1 = 2∂sg + βZ̃0.(Z0.g) + (Z0.g) divZ̃0

= 2 + β(2 + θ̃) + (Z0.g) divZ̃0 = 3 + (Z0.g) divZ̃0,

où θ ≡ (Z0.g) divZ̃0.
Démonstration du théorème 4.3.5 :
D’après le lemme 4.3.6, on a R1(ρ

−2
0 ) = −2ρ−2

0 . Par intégration par parties, on peut écrire

∫

Ω

u2(w)

ρ2
0(w)

dw =
(3

2
+ θ

)

∫

Ω

u2(w)

ρ2
0(w)

dw +

∫

Ω

u(w)

ρ2
0(w)

R1u(w) dw.

En choisissant θ telle que ‖θ‖L∞(Ω) ≤
1

4
, on en déduit que

∫

Ω

u2(w)

ρ2
0(w)

dw ≤ 4

∫

Ω

u(w)

ρ2
0(w)

R1u(w) dw.

En utilisant le fait que [Z̃0, Z0] = 2∂s −
∑r

l=1(Z0.αl)Zl, et en appliquant lemme 4.3.6, on
écrit

R1 = 2g[Z̃0, Z0] + g
r

∑

l=1

(Z0.αl)Zjl + β(Z0.g)Z0 − β(Z0.g)
r

∑

l=1

αlZjl

= 2g[Z̃0, Z0] +

2d
∑

k=1

(

βkg + γk(Z0.g)
)

Zk, βk, γk ∈ C∞(Ω).
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D’où,
∫

Ω

u(w)

ρ2
0(w)

R1u(w) dw = J1 + J2, où

J1 =
2d

∑

k=1

∫

Ω

u

ρ0

βkg + γk(Z0.g)

ρ0

Zku dw et J2 =

∫

Ω

u

ρ2
0

g[Z̃0, Z0]u dw.

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Scwartz à J1 et en utilisant le fait que
∣

∣

∣

βkg + γk(Z0.g)

ρ0

∣

∣

∣
≤

C1 car Ω est à support borné, on déduit que

|J1| ≤ C1

∥

∥

∥

u

ρ0

∥

∥

∥

L2(Ω)
‖∇Hdu‖L2(Ω).

D’autre part, J2 s’écrit sous la forme suivante :

J2 =

∫

Ω

u

ρ2
0

g Z̃0(Z0u) dw−
∫

Ω

u

ρ2
0

g Z0(Z̃0u) dw.

En effectuant une intégration par parties au premier terme de J2, on a
∫

Ω

u

ρ2
0

g Z̃0(Z0.u) dw = −K1 −K2,

avec

K1 =

∫

Ω

g

ρ2
0

(Z̃0u)(Z0.u)) dw, K2 =

∫

Ω

f
u

ρ0

(Z0.u) dw et f := divZ̃0
g

ρ0

+ ρ0 Z̃0(
g

ρ2
0

).

A partir de la définition (4.19) de ρ0, on déduit que | K1 |≤ C2‖∇Hdu‖2
L2(Ω) et si on suppose

que Ω ⊂ ρ−1
0 ([0, 1]), alors |divZ̃0

g

ρ0

| ≤ C3 sur Ω. En utilisant le fait que Z̃0.g = 0, on obtient

Z̃0

( g

ρ2
0

)

=
2g

ρ6
0

|Z̃0(Z0.u)||Z0.g|3 ≤ C3
g

ρ3
0

≤ C3

ρ0
,

et on en déduit que f est bornée sur Ω. D’autre part, en appliquant l’inégalité de Cauchy-
Scwartz, on trouve

|K2| ≤ C4

∥

∥

∥

u

ρ0

∥

∥

∥

L2(Ω)
‖∇Hdu‖L2(Ω).

Ainsi, on a
∫

Ω

u

ρ2
0

g Z̃0(Z0.u) dw ≤ C5

[ ∥

∥

∥

u

ρ0

∥

∥

∥

L2(Ω)
+ ‖∇Hdu‖L2(Ω)

]

‖∇Hdu‖L2(Ω). (4.20)

En effectuant une intégration par parties au second terme de J2, on trouve
∫

Ω

u

ρ2
0

g Z0(Z̃0.u) dw =

∫

Ω

g

ρ2
0

(Z0.u)(Z̃0.u) dw +

∫

Ω

ρ0(Z0.
g

ρ2
0

)
u

ρ0

(Z̃0.u) dw.

Comme

Z0.ρ
4
0 = 2gZ0.g + 4

(

Z0.(Z0.g)
)

(Z0.g)
3 et |ρ0 Z0

( g

ρ2
0

)

| ≤ C6 sur Ω,
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on a
∫

Ω

u

ρ2
0

g Z0(Z̃0.u) dw ≤ C7

[ ∥

∥

∥

u

ρ0

∥

∥

∥

L2(Ω)
+ ‖∇Hdu‖L2(Ω)

]

‖∇Hdu‖L2(Ω). (4.21)

Des inégalités (4.20) et (4.21), on déduit que
∫

Ω

u2(w)

ρ2
0(w)

dw ≤ C8

[∥

∥

∥

u

ρ0

∥

∥

∥

L2(Ω)
+ ‖∇Hdu‖L2(Ω)

]

‖∇Hdu‖L2(Ω),

ce qui achève la démonstration du théorème. �

Remarque 4.3.7 La constante µ̄ dépend de la dimension de Σc.

4.3.2 Le cas d’une sous variété de H1

Dans la suite, on présente une preuve du théorème 4.3.2 dans le cas d’une sous variété
de H1 en précisant la valeur de la constante µ̄. Dans ce cas, on a d’après (4.14)

Σ = {(x, y, s) ∈ H
1; s+ 2xy = 0} et Σc = {(x, 0, 0); x ∈ R}. (4.22)

Lemme 4.3.8 Soient Ω un ouvert borné de H1 et Σc l’hypersurface définie dans (4.22).
Pour tout u ∈ H1

0 (Ω,H1), on a

22

5 + 28

∫

Ω

u2(w)

ρ2
c(w)

dw ≤ ‖∇H1u‖2
L2(Ω). (4.23)

Démonstration. En effectuant le changement de variables suivants x′ = x, y′ = y, s′ =
s+ 2xy, les champs de vecteurs X = ∂x + 2y∂s et Y = ∂y − 2x∂s s’écrivent

X ′ = ∂x′ + 4y′∂s′ et Y ′ = ∂y′ .

De même, la distance homogène (4.16) se transforme en

ρc(z
′, s′) ≡ ρc(x

′, y′, s′) =
(

(4y′)4 + s′2
)1/4

. (4.24)

Soit RH1 un champ de vecteurs radial défini par

RH1 = X ′(s′)Y ′ + 23s′ ∂s′ = 4y′Y ′ + 23s′ ∂s′ = 4y′Y ′ + 2s′[Y ′, X ′],

En utilisant le lemme de densité 4.1.1 et en remarquant que RH1(ρ−2
c ) = −8ρ−2

c et div(RH1) =

12, on a pour tout u ∈ C∞
0

(

H1\{(0, 0)}
)

,

∫

H1

u2

ρ2
c

dz′ ds′ = −1

8

∫

H1

u2 RH1(ρ−2
c ) dz′ds′ − 1

2

∫

H1

u2

ρ2
c

dz′ds′

=

∫

H1

y′

ρ2
c

u Y ′u dz′ds′ − 1

2

∫

Y ′(
s′

ρ2
c

)u X ′u dz′ds′ +
1

2

∫

X ′(
s′

ρ2
c

)u Y ′u dz′ds′

=

∫

H1

y′

ρ2
c

u Y ′u dz′ds′ +

∫

H1

28y
′3s′

ρ6
c

u X ′u dz′ds′ +

∫

H1

[2y′

ρ2
c

− 2y′s′2

ρ6
c

]

u Y ′u dz′ds′

=

∫

H1

[3y′

ρc
− 2y′s′2

ρ5
c

] u

ρc
Y ′u dz′ds′ +

∫

H1

28 y
′3s′

ρ5
c

u

ρc
X ′u dz′ds′.
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Ainsi, on obtient que

1

2

∫

H1

| u |2
ρ2
c

dz′ ds′ ≤
(

∫

H1

A(z′, s′)
| u |2
ρ2
c

dz′ ds′
)

1
2‖∇H1u‖L2(Ω)(H1),

où

A(z′, s′) =
[3y′

ρc
− 2

y′s′2

ρ5
c

]2

+ 216y
′6s′2

ρ10
c

= 32 y
′2

ρ2
c

− 12
y′2(ρ4

c − 28y′4)

ρ6
c

+ 4
y′2(ρ4

c − 28y′4)2

ρ10
c

+ 216 y
′6(ρ4

c − 28y′4)

ρ10
c

=
y′2

ρ2
c

[

1 + 28(4 + 28)
y′4

ρ4
c

+ 28(210 − 216)
y′8

ρ8
c

]

≤ 1

24
[1 +

1

28
28(4 + 28)] ≤ 1

24
(5 + 28).

�

Remarques

Dans la plupart des articles qui traitent les inégalités de Hardy sur le groupe de Hei-
senberg, le potentiel utilisé est

V (z, s) =
|z|2

ρ(z, s)4
=

|z|2
|z|4 + s2

, (z, s) ∈ H
d,

alors que le potentiel V ∗(z, s) =
1

ρ(z, s)2
≥ V (z, s) admet une singularité moins forte que

le premier. Citons quelques exemples :
I. Kombe [107] a démontré des inégalités de Hardy sur le groupe de Heisenberg et sur

les groupes de Carnot d’ordre 2.

Théorème 4.3.9 Soit α ∈ R. On a pour tout u ∈ C∞
0 (Hd \ {0}),

(Q+ α− 2

2

)2
∫

Hd

ρα
|z|2
ρ4

u2 dzds ≤
∫

Hd

ρα|∇Hdu|2 dzds. (4.25)

Théorème 4.3.10 Soit G un groupe de Carnot de dimension homogène Q ≥ 3 et de
norme homogène N . Si u ∈ C∞

0 (G\{0}), α ∈ R et Q+ α− 2 > 0, alors,

∫

G

Nα|∇Gu|2 dx ≥
(Q+ α− 2

2

)2
∫

G

Nα |∇GN |2
N2

u2 dx. (4.26)
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Remarquons que si α = 0 dans les deux théorèmes, on retrouve l’inégalité de Hardy (4.2.6)
pour la constante optimale d2.

Y. Han et P. Niu ont démontré l’inégalité de Hardy associée aux champs de vecteurs

Xj = ∂xj
+ 2k yj|z|2k−2∂s, Xd+j = ∂yj

− 2k xj |z|2k−2∂s, j = 1, . . . , d, (4.27)

sachant que la famille des champs de vecteurs (Xj)1≤j≤2d vérifient la condition d’Hörmander
pour tout k ∈ N et qu’on note X = (X1, . . . , X2d), on énonce les théorèmes suivants :

Théorème 4.3.11 [93]
Pour k > 1 et 1 < p < 2k + 2d, on a pour tout u ∈ C∞

0 (R2d+1 \ {0}),

cp(k, d)

∫ |z|(2k−1)p

(|z|4k + s2)p/2
|u|p dzds ≤

∫

|Xu(z, s)|p dzds. (4.28)

On remarque que si k = 1 et p = 2, on retrouve l’inégalité de Hardy (4.2.6) sur le groupe

de Heisenberg et dans ce cas, la constante c1,2 = d2 pour le potentiel V (z, s) =
|z|2

(|z|4 + s2)
.

Théorème 4.3.12 [127]
Pour 1 ≤ p ≤ Q, on a pour tout u ∈ C∞

0 (Hd \ {0}),
(Q− p

p

)p
∫

Hd

|z|p
ρp

|u|p
(1 + ρ)p

dzds ≤
∫

Hd

|∇Hdu|p dzds. (4.29)

Si p = 2, la constante optimale de cette inégalité est égale à (Q − 2/2)2 pour le potentiel

V (z, s) =
|z|2

ρ2(1 + ρ2)
≤ |z|2

ρ4
.
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Chapitre 5

Méthodes Variationnelles dans la
théorie des points critiques

5.1 Introduction

Les méthodes variationnelles sont des outils forts dans la résolution des problèmes non-
linéaires et apparaissent dans plusieurs disciplines où les méthodes classiques échouent. La
théorie des points critiques est liée au problèmes variationnels : Pour un problème (P), il
existe une fonctionnelle I dont les points critiques sont des solutions de (P). Cette approche
variationnelle a été employée pour la résolution de l’équation de Laplace.
Soient Ω un domaine borné de R

3 de frontière ∂Ω et ϕ une fonction continue sur ∂Ω. On
considère le problème suivant :

{

−∆u = 0 dans Ω,
u = ϕ sur ∂Ω.

(5.1)

La fonctionnelle associé à ce problème s’écrit :

I(v) ≡
∫

Ω

|∇v(x)|2 dx, K0 ≡ {v ∈ C2(Ω̄), v = ϕ sur ∂Ω}.

Si on trouve une fonction u ∈ K0 telle que I(u) ≤ I(v) quand v ∈ K0, alors u est solution
du problème (5.1). Le fait de trouver une solution par ce procédé a été utilisé par Riemann,
qui l’a appelé principe de Dirichlet dans sa thèse en 1851. Cependant Weierstrass a objecté
en 1869 qu’il y a une faille dans le principe de Dirichlet : la borne inférieure

α ≡ inf
u∈K0

I(v),

peut ne pas être atteinte. Autrement dit, si le principe de Dirichlet donne un moyen élégant
pour résoudre l’équation de Laplace, une première difficulté est de choisir l’ensemble K0

où on va minimiser la fonction I, et la difficulté est de montrer que la borne inférieure est
atteinte. Dans le cas de cet exemple, il faudra remplacer dans la définition de K0, l’espace
C2(Ω̄) par l’espace de Hilbert obtenu en complétant C2(Ω̄) pour la norme :

‖v‖ ≡
(

∫

Ω

|∇v(x)|2 + |v(x)|2 dx
) 1

2
.
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D’importantes contributions à la théorie des points critiques ont également été faites par
des pionniers comme Lagrange, Legendre, Poincaré, etc [86, 149, 156]. En 1905, Poincaré a
développé dans sa thèse, les idées de Hilbert sur le principe de Dirichlet et il a apporté une
précieuse contribution au calcul des variations [119] en traitant un problème variationnel
dont la solution correspondait ni à un minimum ni un maximum. Cette approche était
reprise par Birkhöff en 1917 qui a réussi à formuler un principe minimax où des points
critiques u sont telle que

I(u) ≡ inf
A∈A

sup
x∈A

I(x),

où A est une famille particulière d’ensembles. La théorie du minimax a été élaborée à la
fin de l’année 1920 et au début de l’année 1930 indépendament par Morse, Ljusternik et
Schnirelman. Ils ont étendu cette théorie à des fonctionnelles qui ne sont pas forcément
quadratiques et ils ont étudié des fonctionnelles I de classe C2 sur des espaces de dimen-
sion fini. Leurs résultats contiennent tous les ingrédients de base des théorèmes minimax
modernes, qui incarnent une idée de la compacité des fonctionnelles, introduite depuis
1960 par Palais, Smale et Rothe pour jouer un rôle dans la compacité locale des espaces
de dimension infini. Ils ont étendu ces résultats aux espaces de Banach et de Hilbert au
lieu de travailler seulement sur espaces de dimension fini ou des domaines bornés, voir
[130, 143]. Ces contributions ont permis à des mathématiciens contemporains à obtenir
des résultats importants qui forment une partie substantielle de la théorie moderne des
points critiques. Ils ont également servi à résoudre de nombreux problèmes non linéaires :
problèmes elliptiques, systèmes Hamiltoniens, équations d’onde non-linéaires, et d’autres.

Dans ce chapitre, on aborde les téchniques de recherche de points critiques pour des
fonctionelles définies sur un espace de Banach [50, 57, 113, 121, 126, 131, 134].

Définition 5.1.1 Soit E un espace de Banach et I : E → R. on dit que I est différentiable
au sens de Gâteaux en u ∈ E, s’il existe l ∈ E ′ telle que dans chaque direction h ∈ E,

lim
t→0+

I(u+ th) − I(u)

t
= 〈l, h〉. (5.2)

On dit que I est Fréchet différentiable en u, s’il existe une application linéaire continue
L : E → R, telle que

lim
h→0

I(u+ h) − I(u)

‖h‖E
= 〈L(u), h〉. (5.3)

Proposition 5.1.2 Soit I : E → R une fonction continue et Gâteaux différentiable en
u ∈ E et on suppose que l’application v 7→ L(v) est continue au voisinage de u. Alors I
est Fréchet différentiable et sa dérivée coïncide avec I ′(u).

Démonstration. Soit l’application t 7→ I(u + th) définie sur [0, 1] pour u ∈ E et h un
point au voisinage de u. On peut écrire

I(u+ h) = I(u) + 〈I ′(u), h〉 +

∫ 1

0

〈I ′(u+ th) − I ′(u), h〉 dt. (5.4)

Comme v 7→ I ′(v) est continue au voisinage de u, alors pour tout ε > 0, il existe δ > 0
telle que

‖v − u‖ < δ ⇒ ‖I ′(v) − I ′(u)‖ < ε.
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Par conséquent si ‖h‖ < δ, on a pour tout t ∈ [0, 1],

|〈I ′(u+ th) − I ′(u), h〉| ≤ ‖I ′(u+ th) − I ′(u)‖ ‖h‖ ≤ ε‖h‖.
�

Définition 5.1.3 Soient E un espace de Banach et I ∈ C1(E,R). Un point u est dit point
critique de I si I ′(u) = 0 et c est dite valeur critique de I, s’il existe u ∈ E vérifiant
I(u) = c et I ′(u) = 0.

5.2 Le théorème du col

Le théorème du col (Mountain Pass theorem) est le premier théorème de construction
de valeur critique. Il permet de trouver un nouveau point critique lorsqu’on connait un
minimum local (parfois une solution évidente) et si la fonctionnelle n’est pas minorée. Sa
démonstration est basée sur la condition de Palais-Smale et sur un lemme de déformation
[147].

5.2.1 Condition de Palais-Smale

On commence par définir ce que l’on entend par la condition de Palais-Smale. La
condition d’origine qui apparaît dans les oeuvres de Palais et Smale et qui est connue dans
la littérature [129, 130, 131, 145] par la condition C, est la suivante :

Définition 5.2.1 Soient E un espace de Banach et I ∈ C1(E,R). On dit que I vérifie la

condition C, si pour tout ensemble S ⊂ E telle que la restriction I
∣

∣

∣

S
est bornée mais la

restriction de ‖I ′‖ sur S n’est pas bornée en dehors de 0, I admet un point critique dans
l’adhérence de S.

Définition 5.2.2 Soient E un espace de Banach et I ∈ C1(E,R). On dit que I vérifie la
condition de Palais-Smale (PS), si toute suite (un)n de E telle que

(I(un))n est bornée et I ′(un) → 0 dans E ′ (5.5)

possède une sous suite convergente.

Lorsqu’on traite la théorie des points critiques abstraites, il nous faut en général une
condition plus faible, introduite par Brézis, Coron et Nirenberg dans [34] :

Définition 5.2.3 Soient E un espace de Banach et I ∈ C1(E,R). On dit que I vérifie la
condition de Palais-Smale (PS)c au niveau c , c ∈ R, si toute suite (un)n de E telle que

I(un) → c et I ′(un) → 0 dans E ′ (5.6)

possède une sous suite convergente.

Remarques 5.2.4 1) La condition (PS) est plus forte que la condition C.
2) Si I vérifie (PS)c alors l’ensemble Kc ≡ {u ∈ E; I(u) = c et I ′(u) = 0} est compact.
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5.2.2 Lemme de déformation

On peut trouver le lemme de déformation dans de nombreuses références qui traitent les
méthodes minimax dans la théorie des points critiques, en particulier l’article d’Ambrosetti-
Rabinowitz [7]. Le point crucial dans l’existence des points critiques est la différence to-
pologique entre les ensembles {u ∈ E; I(u) < c} et {u ∈ E; I(u) ≤ c} pour certaines
valeurs de c ∈ R. En effet, les valeurs critiques sont des valeurs c pour les quelles on ne
peut pas déformer pour ε > 0 assez petit, les ensembles Ac+ε en des ensembles Ac−ε, où
Ac ≡ {u ∈ E; I(u) ≤ c}.

Exemples 5.2.5 Soit I(x, y) = x2 − y2 sur R2. L’origine est le seul point critique. Pour
ε > 0 assez petit, l’ensemble Aε est connexe, alors que, l’ensemble A−ε a deux composantes
connexes.

L’idée de déformation de ces espaces est un outil basique dans la théorie de Morse [121].
Dans un espace de Banach E, on ne peut plus définir la notion du gradient qui repose sur
l’identification de E et E∗ par l’intermédiaire du produit scalaire. On remplace alors cette
notion par celle de pseudo-gradient.

Définition 5.2.6 Soient E un espace de Banach et I ∈ C1(E,R). Soit u ∈ E, on dit que
v est pseudo-gradient pour I en u, si et seulement si

‖v‖ ≤ 2min {‖I ′(u)‖E∗, 1}
〈I ′(u), v〉 ≥ min {‖I ′(u)‖E∗, 1}‖I ′(u)‖E∗. (5.7)

Notons Er ≡ {u ∈ E; I ′(u) 6= 0} l’ensemble des points réguliers de I. On dit q’un champ
de vecteurs X(.) est pseudo-gradient pour I sur E si l’application u 7−→ X(u) est continue
de Er vers E, localement lipschitzienne sur Er et pour tout u ∈ Er, X(u) est un pseudo-
gradient pour I en u.

Lemme 5.2.7 Soit E un espace de Banach. Si I ∈ C1(E,R) une fonction non constante,
alors il existe un champ de pseudo-gradient de I sur Er.

Démonstration. On considère le cas où dimE < +∞ et Kc = 0, alors Er = E. Pour
u ∈ E, considérons l’ensemble Λ(u) des vecteurs Y de E tels que

‖Y ‖ < 2min {‖I ′(u)‖, 1}
〈I ′(u), Y 〉 > min {‖I ′(u)‖, 1}‖I ′(u)‖. (5.8)

L’ensemble Λ(u) est non vide et ouvert, pour chaque u donné, choississons alors un élément
dans Λ(u) qu’on note Yu. Comme I ′ est une application continue, il existe un voisinage
W (u) de u dans E, tel que Yu ∈ Λ(v) pour tout v ∈ W (u). Considérons alors le recou-
vrement ∪u∈EW (u). En appliquant le théorème de Borel-Lebesgue, on peut extraire un
recouvrement dénombrable W (ui) tel que ∪+∞

i=1W (ui) = E. Pour tout compact K de Er, K
ne contient qu’un nombre fini de points ui. La connaissance des points ui, et donc de Yui

va
alors nous permettre de construire les champs X(u) grâce à une partition de l’unité relative
aux ouverts W (ui). Il existe des fonctions ϕi ∈ C∞

c (W (ui)) telle que
∑+∞

i=1 ϕi(u) = 1 sur
E. Posons alors

X(u) =

+∞
∑

i=1

ϕi(u)Yui
.
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Il est clair que X ∈ C∞ et que X(.) vérifie les relations (5.7). Donc, on a construit un
pseudo-gradient de I sur E.

On considère maintenant le cas général : on définit comme précédemment Yu pour
u ∈ Er, on a alors le recouvrement Er = ∪u∈ErW (u). On ne peut pas invoquer le théorème
de Borel-Lebesgue, en revanche on peut utiliser le résultat suivant :

Lemme 5.2.8 Soit V un espace métrique séparable. On peut extraire de tout recouvrement
ouvert de V , un recouvrement localement fini V =

∑

i=IWi, I ⊂ J , c’est à dire, tel que
pour tout v ∈ V , il existe un voisinage U de v tel que U n’intersecte qu’un nombre fini des
Wi.

Considérons alors un recouvrement localement fini de Er : Er =
∑

i=IW (ui). Il nous reste
à construire une partition de l’unité subordonnée au recouvrement précédent. Considérons
pour i ∈ I, la fonction ρi définie par

ρi = dist(u,E\W (ui))

On vérifie que ρi est lipschitzienne, de constante de Lipschitz inférieur à 1. Par ailleur pour
u donné, il n’existe qu’un indice i tels que ρi 6= 0. Posons alors

ϕi =
ρi

∑

j∈I ρj
.

On vérifie que
∑

i∈I ϕi = 1, pour tout u ∈ Er, 0 < ϕi ≤ 1 et que ϕi = 0 en dehors de
W (ui). Comme le recouvrement est localement fini, pour tout u ∈ Er, il existe un voisinage
U de u tel que Card{j ∈ I, ρj 6= 0, v ∈ U} = cte, et donc ϕi est localement lipschitzienne.
On introduit ensuite

X(u) =
∑

i∈I
ϕi(u)Yui

,

et on vérifie que X est un pseudo-gradient pour I. �

Lemme 5.2.9 (Lemme de déformation)
Soient E un espace de Banach et I ∈ C1(E,R) une fonction non constante satisfaisant la
condition de Palais-Smale et c ∈ R une valeur régulière de I. Alors, il existe un ε0 > 0 tel
que pour 0 < ε < ε0, l’application η ∈ C([0, 1] × E,E), appelée flot associé à I satisfait
aux conditions suivantes :

i) Pour tout u ∈ E, η(0, u) = u,

ii) Pour tout t ∈ [0, 1] et I(u) 6∈ [c− ε0, c+ ε0], on a η(t, u) = u,

iii) Pour tout t ∈ [0, 1], η(t, .) est un homéomorphisme de E dans E,

iv) Pour tout u ∈ E et t ∈ [0, 1], la fonction t 7→ I(η(t, u)) est décroissante,

v) Si Kc = ∅ alors η(1, Ac+ε) ⊂ Ac−ε,

vi) Si I est paire en u alors η(t, u) est impaire en u.

Démonstration. Comme I satisfait la condition de Palais-Smale et c n’est pas une valeur
critique, il existe alors, ε1 > 0 et δ > 0 tels que

I(u) ∈ [c− ε1, c+ ε1] et ‖I ′(u)‖ ≥ δ.
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Car sinon, il existe une suite (un)n ⊂ E tels que

c− 1

n
≤ I(un) ≤ c+

1

n
, et ‖I ′(u)‖ ≤ 1

n
,

et comme I vérifie la condition (PS)c alors c est une valeur critique de I. Posons ε0 =

min(ε1,
δ2

8
) et pour 0 < ε < ε0,

A = [I ≤ c− ε0] ∪ [I ≥ c+ ε0], B = [c− ε ≤ I ≤ c+ ε].

Alors A ∩ B = ∅ et la fonction α(x) :=
d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)
est localement lipschitzienne et

vérifie α = 0 sur A et α = 1 sur B. Notons aussi, que si I est paire, les ensembles A et B
sont symétriques par rapport à l’origine et α est paire. Soit V un champ de pseudo-gradient
de I, que l’on choisira impaire si I est paire et posons

W (x) ≡ α(x) min
(

1,
1

‖V (x)‖
)

V (x)

pour x ∈ E. W est localement lipschitzienne, ‖W (x)‖ ≤ 1 et que si I est paire, W est
impaire. On considère le problème de Cauchy suivant :

{

d

dt
η(t, x) = −W (η(t, x)),

η(0, x) = x
(5.9)

D’aprés la théorie des équations différentielles ordinaires, ce problème admet une unique
solution η(. , x) ∈ C1([0, 1], E). De plus, η est localement lipschitzienne sur [0, 1] × E,
η(t, η(s, x)) = η(t+ s, x), et que pour chaque t ∈ [0, 1], η(t, .) est un homéomorphisme de
E dans E. Si I(u) 6∈ [c− ε0, c+ ε0] alors W (u) = 0, et l’unicité de la solution du problème
(5.9) implique que pour tout t ∈ [0, 1], η(t, u) = u. Pour la propriété iv) du lemme 5.2.9,
on a

d

dt
I(η(t, u)) = 〈I ′(η(t, u)), dη(t, u)

dt
〉E′,E

= −α(η(t, u)) min
(

1,
1

‖ V (η(t, u)) ‖
)

〈I ′(η(t, u)), V (η(t, u))〉E′,E

≤ −α(η(t, u)) min
(

1,
1

‖V (η(t, u))‖
)

‖I ′(η(t, u))‖2 ≤ 0. (5.10)

Soit u ∈ Ac+ε et supposons que pour tout t ∈ [0, 1[, I(η(t, u)) ∈ [c− ε, c+ ε]. On obtient à
partir de (5.10),

d

dt
I(η(t, u)) ≤ −1

4
min

(

1,
1

‖V (η(t, u))‖
)

‖V (η(t, u))‖2

≤



















−1

4
si ‖V (η(t, u))‖ ≥ 1,

−δ
2

4
si ‖V (η(t, u))‖ < 1.
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On en déduit que
δ2

4
≤ I(u) − I(η(t, u)) ≤ 2ε0,

ce qui contredit le fait que ε0 = min
(

ε1,
δ2

8

)

. �

Proposition 5.2.10 Soient E un espace de Banach et B une famille non vide de parties
non vides de E. On suppose que pour chaque c ∈ R et ε > 0 assez petit, le folt η(1, .)
construit dans le lemme de déformation, respecte B (c-à-d si A ∈ B, η(1, A) ∈ B). Si

c̃ ≡ inf
A∈B

sup
v∈A

I(v) <∞,

et I ∈ C1(E,R) vérifie la condition de Palais-Smale alors c̃ est une valeur critique de I.

Démonstration. Si c̃ n’est pas une valeur critique de I, alors pour ε > 0 assez petit, on
peut choisir A ∈ B tel que

c̃ ≤ sup
v∈A

I(v) ≤ c̃+ ε.

Mais en posant B ≡ η(1, A), on a d’une part B ∈ B, et d’autre part B ⊂ Ac̃−ε, ce qui
contredit la définition c̃. �

5.2.3 Le théorème du col

Le premier exemple de construction de valeur critique par le principe de min-max est
le théorème du col énoncé par Rabinowitz [7]

Théorème 5.2.11 Soient E un espace de Banach et I ∈ C1(E,R) vérifiant la condition
de Palais-Smale (PS). On fait les hypothèses suivantes sur I :

i) il existe u0 ∈ E, R > 0, et a > 0 tel que

‖u− u0‖E = R alors I(u) ≥ I(u0) + a, (5.11)

ii) il existe un point e ∈ E tels que

‖u0 − e‖E > R et I(e) < I(u0) + a. (5.12)

Si I satisfait (PS)c avec
c = inf

h∈Γ
max
t∈[0,1]

I(h(t)), (5.13)

où
Γ = { h ∈ C([0, 1];E); h(0) = u0 et h(1) = e}, (5.14)

alors c est une valeur critique de I et c ≥ a.
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Démonstration. Quitte à changer d’origine, et à soustraire une constante à I, on peut
toujours supposer que u0 = 0 et I(u0) = I(0) = 0. Montrons tout d’abord que c ≥ a :
Considérons un chemin h ∈ Γ. Comme h est continu, la fonction définie par ϕ(t) = ‖h(t)−
h(0)‖E est aussi continue et vérifie ϕ(0) = 0 et ϕ(1) = ‖e‖E > R. Il existe donc, par le
théorème des valeurs intermédiaires, t0 ∈ [0, 1] tel que ϕ(t0) = ‖h(t0)−h(0)‖E = R et donc
I(h(t0)) ≥ a d’après la propriété 5.11. Il en résulte que pour tout h ∈ Γ, maxu∈h([0,1]) I(u) ≥
a, et par conséquent, c ≥ a. Afin de montrer que c est une valeur critique de I, on raisonne
par l’absurde, et on suppose que c /∈ Kc. Par la remarque 5.2.4, le complémentaire de Kc

est un ouvert, il existe donc un nombre ε > 0 tel que I n’admet pas de valeur critique
dans [c − 2ε, c + 2ε]. Montrons à l’aide du lemme de déformation que l’on aboutit à une
contradiction. D’aprés le lemme de déformation, il existe, grâce à v), une rétraction de
Ac+ε sur Ac−ε. On choisit ε suffisament petit de sorte que les extrémités des chemins de Γ,
c’est-à-dire, u0 et e, ne bougent pas au cours de la rétraction, car

I(u0) = 0 < c− ε, I(e) < c− ε

entraînent u0 ∈ Ac−ε et e ∈ Ac−ε, et donc par ii), η(1, u0) = u0 et η(1, e) = e.

Considérons un chemin h ∈ Γ tel que pour 0 < ε < ε0, ε0 =
a

2
,

max
u∈h([0,1])

I(u) ≤ c+ ε, (5.15)

(il est toujours possible de trouver un tel chemin en raison de la définition de c), et donc
h est un chemin qui relie u0 à e dans Ac+ε. A l’aide de la déformation η, nous allons
pousser ce chemin sur Ac−ε. Comme ni u0, ni e ne bougent au cours de cette déformation,
nous obtiendrons un nouveau chemin reliant u0 à e, mais cette fois-ci dans Ac−ε. Un tel
chemin contredirait la définition de c, et ceci terminera le raisonnement par l’absurde. Plus
précisément considérons le chemin définie par ψ(t) = η(1, h(t)) alors ψ ∈ C([0, 1], E).
On a bien

ψ(0) = η(1, h(0)) = η(1, u0) = u0,

ψ(1) = η(1, h(1)) = η(1, e) = e,

car h(0) = u0 et I(u0) = 0 <
a

2
≤ c − ε0 implique que u0 ∈ Ac−ε. Par conséquent, ψ ∈ Γ

et ψ([0, 1]) ⊂ Ac−ε. et donc
max

u∈ψ([0,1])
I(u) ≤ c− ε. (5.16)

Ceci est contradictoire avec la définition de c, et termine la preuve du théorème 5.2.11 �

5.3 Le théorème de Rabinowitz

Afin de démontrer le théorème de Rabinowitz, on a besoin d’énoncer les propriétés qui
caractérisent le degré topologique. On peut consulter les références suivantes [78, 139] pour
plus de détails.
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5.3.1 Le degré topologique de Brouwer

Soit y ∈ Rd, f : Rd −→ Rd une application au moins continue et considérons l’équation

f(x) = y. (5.17)

Comment peut-on s’assurer de manière "un peu pratique" qu’il existe au moins une solution
x à (5.17). Il y a une réponse relativement simple dans le cas où f est linéaire : si le
déterminant de f est non nul, alors il existe une solution (et même une seule) à (5.17), et
ce pour tout y ∈ Rd. Ceci n’est pas une condition nécessaire et suffisante : il peut exister
des solutions, pour certains y, lorsque le déterminant de f s’annule ; dans ce cas, on peut
cependant constater que ces solutions ne sont pas stables : si l’on perturbe un peu y, il
peut ne plus exister de solution du tout.
Nous souhaitons ici développer un outil jouant, pour des applications non-linéaires, ce rôle
du déterminant pour les applications linéaires : un réel, le "degré", qui indique par sa non-
nullité que (5.17) a au moins une solution, et qui plus est une solution "stable". De maniére
évidente, ce degré dépendra de f et y, mais aussi de l’ensemble sur lequel on cherche les
solutions à (5.17).

L’idée principale du degré est de "suivre" les solutions au fur et à mesure que l’on
modifie f . On commence par partir d’une fonction f0 assez simple, pour laquelle on sait
dire qu’il existe des solutions à f0(x) = y, et on cherche à modifier continuement cette
fonction pour arriver à f (en terme précis, on utilise une homotopie entre f0 et f), tout en
suivant le devenir des solutions de (5.17) au cours de cette modification pour espérer en
conserver au moins une jusqu’au bout, qui sera donc solution de f(x) = y.
Ceci n’est bien sûr pas faisable en général : les solutions que l’on suit peuvent sortir du
domaine, ou bien disparaître tout simplement ( prendre une parabole sur R orientée vers le
haut et ayant deux zéros, et la monter progressivement : à un moment donné, ses deux zéros
se rejoignent, puis disparaissent). Dans notre construction du degré, il faudra donc éliminer
ces deux situations. La première (fuite d’une solution par le bord du domaine concerné)
sera évitée en ne regardant que des fonctions pour lesquelles les solutions éventuelles de
f(x) = y restent éloignées du bord du domaine. La deuxième situation (disparition des
solutions) sera réglée en collant à chaque solution de f(x) = y une étiquette (un signe)
indiquant si elle est susceptible ou non de disparaître après s’être rassemblée avec une de
ses consoeurs.

Cas particulier : la dimension 1

En dimension d = 1, les choses sont toujours plus simples. Considérons la situation
suivante : soit f : [0, 1] −→ R continue qui ne s’annule ni en 0 ni en 1, et notons

deg(f) =
1

2
(sign(f(1)) − sign(f(0))).

Si deg(f) 6= 0, alors f(1) et f(0) ont des signes différents donc, par le théorème des valeurs
intermédiaires, il existe x ∈ [0, 1] tel que f(x) = 0.
Si l’on souhaite un degré adapté à (5.17) (i.e. avec un second membre pas forcément nul)
et qui prenne en compte l’ouvert Ω ⊂ R sur lequel on cherche les solutions, alors en
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décomposant Ω en ses composantes connexes Ω = ∪i∈I ]ai, bi[, on peut définir

deg(f,Ω, y) =
1

2

∑

i∈I

(

sign(f(bi) − y) − sign(f(ai) − y)
)

,

lorsque f : Ω̄ −→ R est continue et ne s’annule pas sur ∂Ω.

Définition 5.3.1 Soient d ≥ 1 un entier et A l’ensemble des triplets (f,Ω, y) où Ω est
un ouvert borné de Rd et f : Ω̄ −→ R continue et telle que y 6∈ f(∂Ω). Il existe une et
une seule application deg : A −→ Z appelé le degré topologique de Brouwer, qui vérifie les
propriétés suivantes :

i) Normalisation : si Ω est un ouvert borné de Rd et y ∈ Rd alors deg(Id,Ω, y) = 1 et
deg(Id,Ω, y) = 0 si y 6∈ Ω̄.

ii) Additivité : Si Ω1,Ω2 ⊂ Ω sont deux ouverts bornés disjoints de Rd inclus dans Ω tel
que y 6∈ f(Ω̄ \ (Ω1 ∪ Ω2)), alors deg(f,Ω, y) = deg(f,Ω1, y) + deg(f,Ω2, y).

Proposition 5.3.2 Le degré topologique de Brouwer vérifie les propriétés suivantes :

i) Si deg(f,Ω, y) 6= 0 alors l’équation f(u) = y admet au moins une solution dans Ω.

ii) Pour tout z ∈ R
d, deg(f,Ω, y) = deg(f − z,Ω, y − z).

iii) Soit (f,Ω, y) ∈ A et r = dist(y, f(∂Ω)) > 0. Si g : Ω̄ −→ R continue et z ∈ Rd sont
tels que sup∂Ω(|g − f |) + |y − z| < r, alors deg(f,Ω, y) = deg(g,Ω, z).

Degré topologique pour les fonctions et valeurs régulières

Soit A1 l’ensemble des (f,Ω, y) ∈ A tels que f ∈ C∞(Ω̄)d et y est une valeur régulière
de f (ce qui signifie que tout antécédent x ∈ Ω de y par f , s’il en existe, est tel que f ′(x)
est inversible). On défint le degré topologique sur A1 de la manière suivante :

deg1(f,Ω, y) =
∑

x∈f−1(y)

sign(Jf(x)) ∈ Z. (5.18)

Cette définition n’est pas évidente à manipuler sur les grosses perturbations de y. On donne
donc une autre expression de deg1.

Lemme 5.3.3 Soient (f,Ω, y) ∈ A1 et (ρε)ε>0 une approximation de l’unité vérifiant
suppρε ⊂ B(0, ε). Il existe ε0 > 0 tel que, pour tout 0 < ε ≤ ε0,

deg1(f,Ω, y) =

∫

Ω

ρε(f(x) − y) Jf(x)dx.

Pour la démonstration de ce lemme, on peut consulter le cours [68].

5.3.2 Théorème de Rabinowitz

Le théorème de Rabinowitz est une version plus générale du théorème du col et il est
dû à Ambrosetti et Rabinowitz [137]
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Théorème 5.3.4 Soit E un espace de Banach tel que E = Y ⊕ X, et dimY < ∞. Si
I ∈ C1(E,R) et vérifie les conditions suivantes :

i) il existe ρ, α > 0 tel que I|∂Bρ∩X ≥ α,

ii) il existe un point e ∈ ∂B1 ∩X et R > ρ tel que si

A ≡ (B̄R ∩ Y ) ⊕ {r e, 0 < r < R}, alors I|∂A ≤ 0. (5.19)

Si de plus, I vérifie la condition de Palais-Smale (PS)c avec

c = inf
h∈Γ

max
u∈A

I(h(u)), (5.20)

où
Γ = {h ∈ C(Ā, E); h|∂A = id}, (5.21)

alors c est une valeur critique de I et c ≥ α.

Remarques 5.3.5 Supposons que I|Y ≤ 0 et qu’il existe un point e ∈ ∂B1 ∩X et R̄ > ρ
tel que

I(u) ≤ 0, ∀u ∈ Y ⊕ 〈{e}〉 et ‖u‖ ≥ R̄.

Alors pour tout R assez grand, I
∣

∣

∣

∂A
≤ 0.

Lemme 5.3.6 Si h ∈ Γ, alors h(A) ∩ ∂Bρ ∩X 6= ∅.
Démonstration. Notons par Pr la projection de E sur X. Montrer que h(A)∩∂Bρ∩X 6= ∅
est équivalent à résoudre l’équation suivante :
trouver u ∈ A tel que

Pr(h(u)) = 0 et ‖u− Pr(h(u))‖ = ρ.

Si u ∈ Ā, alors u = y + re avec y ∈ B̄R ∩ Y et 0 ≤ r ≤ R. Considérons une fonction

φ(r, y) =
(

‖(id− Pr)h(y + re)‖, P r(h(y + re))
)

,

alors, φ ∈ C(R × Y, R × Y ). Comme h|∂A = id si u ∈ ∂A, alors

φ(r, y) = (‖re‖, y) = (r, y).

En particulier, φ(r, y) 6= (ρ, 0) car sinon (ρ, 0) ∈ ∂A.
De la propriété i) de 5.3.2, on a

deg(φ,A, (ρ, 0)) = deg(id, A, (ρ, 0)) = 1,

et on déduit de la propriété ii), qu’il existe u ∈ A tel que φ(u) = (ρ, 0).

Démonstration du théorème 5.3.4.
Montrons tout d’abord que c ≥ α. la condition i) du théorème 5.3.4 implique que

∀h ∈ Γ, max
u∈∂Bρ∩X

I(h(u)) ≥ α.
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Soit w ∈ h(A) ∩ ∂Bρ ∩X, alors d’aprés le lemme 5.3.6,

max
u∈A

I((h(u)) ≥ I(w) ≥ max
u∈∂Bρ∩X

I(h(u)) ≥ α,

et par conséquent c ≥ α.

Supposons que c n’est pas une valeur critique de I. D’aprés le lemme de déformation,
on peut trouver un flot η ∈ C([0.1] × E,E) tel que pour 0 < ε < ε0, η(1, Ac+ε) ⊂ Ac−ε.

En prenant ε0 =
α

2
, il existe h ∈ Γ, tel que

max
u∈A

I(h(u)) ≤ c+ ε.

Si u ∈ ∂A, alors on a de la condition ii) du théorème 5.3.4,

u = h(u), et I|∂A ≤ 0 < c− ε0.

Par conséquent I(u) /∈ [c−ε0, c+ ε0]. D’après la condition ii) du lemme de déformation, et
le choix fixé sur ε0, η(1, h(u)) = u pour u ∈ ∂A. Par suite η(1, h(u)) ∈ Γ, ce qui implique
que

c ≤ max
u∈A

I
(

η(1, h(u))
)

≤ c− ε,

d’où la contradiction. �

Remarques 5.3.7 1. Le théorème du col est un cas particulier du théorème de Rabi-
nowitz, en prenant Y = {0}.

2. Le lemme 5.3.6 exprime le fait que ∂A et la sphère de rayon ρ de X sont enlacés, de
sorte que toute surface reposant sur ∂A rencontre cette sphère.

5.3.3 Points critiques multiples

Théorème 5.3.8 Soient E un espace de Banach et I ∈ C1(E,R) une fonction satisfaisant
la condition de Palais-Smale. On suppose que I est paire et vérifie les conditions suivantes :

i) I(0) = 0 et il existe ρ, α > 0 tel que I|∂Bρ∩X ≥ α.

ii) Si X ⊂ E est de dimension finie, alors l’ensemble {u ∈ X, I(u) ≥ 0} est borné.

Alors I possède une suite non bornée de valeurs critiques.

Proposition 5.3.9 Sous les hypothèses du théorème 5.3.8 :

i) la suite (cj)j des points critiques est croissante et cj ≥ α,

ii) limj→∞ cj = +∞.
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5.4 Théorie spectrale d’un opérateur compact

Nous résumons dans cette section, les propriétés principales des opérateurs compacts
qui nous seront utiles dans le chapitre suivant. Voir [33, 51] pour plus de détails.

Définition 5.4.1 Soient E et F deux espaces de Banach. Un opérateur T ∈ L(E,F )
est compact si T (BE) est relativement compact et on désigne par K(E,F ) l’ensemble des
opérateurs compacts et on pose K(E) = K(E,E).

Définition 5.4.2 Soit T ∈ L(E), l’ensemble résolvant est

ρ(T ) = {λ ∈ R; (T − λI) est bijectif de E sur E}.

Le spectre σ(T ) est le complémentaire de ρ(T ). N(T − λI) est l’espace propre associé à λ.

Lemme 5.4.3 Soient T ∈ K(E) et (λn)n≥1 une suite distincte telles que

λn ∈ σ(T )\{0}, ∀n, et λn → λ.

Alors, λ = 0.

Démonstration. Soit λn une valeur propre de T et en 6= 0 tel que (T − λn)en = 0
et soit En = 〈{e1, e2, ...., en}〉. On montre que En ⊂ En+1, En 6= En+1, pour cela, il suffit
de vérifier que e1, e2, ..., en sont linéairement indépendants, pour tout n. Admettant que
ceci est vrai jusqu’à l’ordre n et supposons que en+1 =

∑n
i=1 αiei, alors

Ten+1 =

n
∑

i=1

αiλn+1 ei.

Par suite, αi(λi−λn+1) = 0, ∀ i = 1, ..., n et donc αi = 0, ∀ i = 1, ..., n. Ce qui est absurde.
D’autre part on a (T − λn)En ⊂ En−1. En appliquant le théorème de Riez, on construit

une suite (un)n≥1 telles que un ∈ En, ‖un‖ = 1 et dist(un, En−1) ≥ 1

2
pour n ≥ 2. Soient

2 ≤ m < n de sorte que Em−1 ⊂ Em ⊂ En−1 ⊂ En. On a

∥

∥

∥

Tun
λn

− Tum
λm

∥

∥

∥
=

∥

∥

∥

Tun − λnun
λn

− Tum − λmum
λm

+ un − um

∥

∥

∥
≥ dist(un, En−1) ≥

1

2
.

Si λn → λ 6= 0 alors (Tun)n≥1 admet une sous suite convergente, ce qui contredit l’inégalité
ci dessus. �

Proposition 5.4.4 Soit T ∈ L(H) un opérateur autoadjoint. On pose

m = inf
‖u‖=1

〈Tu, u〉 et M = sup
‖u‖=1

〈Tu, u〉.

Alors, σ(T ) ⊂ [m, M ].
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Démonstration. Soit λ > M , montrons que λ ∈ ρ(T ).
On a 〈Tu, u〉 ≤ M‖u‖2, ∀u ∈ H . Par conséquent,

〈λu− Tu, u〉 ≥ (λ−M) ‖u‖2 = α‖u‖2, α > 0.

D’après le théorème de Lax-Milgram, (λI − T ) est bijectif.
Montrons que M ∈ σ(T ). Soit a(u, v) = 〈Mu−Tu, v〉, alors a(u, v) est une forme bilinéaire,
symétrique positive. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

|〈Mu− Tu, v〉| ≤ 〈Mu− Tu, u〉 1
2 〈Mv − Tv, v〉 1

2 , ∀u, v ∈ H.

En particulier,
|Mu− Tu |≤ c 〈Mu− Tu, u〉 1

2 , ∀u ∈ H.

Soit (un)n≥1 une suite telles que ‖un‖ = 1 et 〈Tun, un〉 → M . Alors d’après l’inégalité
précédente, on a |Mun−Tun| → 0. Si un ∈ ρ(T ) alors un = (MI−T )−1(Mun−Tun) → 0,
ce qui contredit le fait que ‖un‖ = 1. Donc M ∈ σ(T ). En remplaçant T par −T , on obtient
que m ∈ σ(T ). �

Corollaire 5.4.5 Soit T ∈ L(H) un opérateur autoadjoint tel que σ(T ) = {0},
alors T = 0.

Démonstration. D’après la proposition précédente, on a 〈Tu, u〉 = 0, ∀u ∈ H .
Alors, 2〈Tu, v〉 = 〈T (u+ v), u+ v〉 − 〈Tu, u〉 − 〈Tv, v〉 = 0, ∀u, v ∈ H . Donc T = 0. �

Théorème 5.4.6 Soit T un opérateur compact autoadjoint et E = H un espace de Hilbert
séparable. Alors H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de T .

Démonstration. Posons E0 = N(T ) et En = N(T − λnI) et montrons dans la suite que
H est somme hilbertienne des (En)n≥0.
Soient u ∈ Em et v ∈ En, m 6= n, alors

〈Tu, v〉 = λm〈u, v〉 = 〈u, Tv〉 = λn〈u, v〉,

donc 〈u, v〉 = 0 et par suite les (En)n≥0 sont deux à deux orthogonaux.
Soit F l’espace vectoriel engendré par les (En)n≥0, vérifions que F est dense dans H .
On a T (F⊥) ⊂ F⊥ : Soient u ∈ F⊥ et v ∈ F , alors 〈Tu, v〉 = 〈u, Tv〉 = 0 car T (F ) ⊂ F .
L’opérateur T0 ≡ T |F⊥ est compact autoadjoint et on a σ(T0) = 0 : supposons qu’on a
λ ∈ σ(T0)\{0} alors λ est une valeur propre de T0, donc il existe u ∈ F⊥, u 6= 0 tel que
T0u = λu. Par conséquent, u ∈ F⊥ ∩ En donc u = 0, ce qui est absurde.
D’après le corollaire 5.4.5, on a T0 = 0, et par suite

F⊥ ⊂ N(T ) ⊂ F et F⊥ = {0}.

Donc F est dense dans H . �



Chapitre 6

Problème de Dirichlet pour des EDP
semilinéaires sur le groupe de

Heisenberg

6.1 Rappel des résultats classiques

On s’intéresse dans ce chapitre à l’étude du problème de Dirichlet semilinéaire sous
critique suivant :

{

−∆Hdu− µV u = λu+ |u|p−2u dans Ω,

u
∣

∣

∣

∂Ω
= 0,

(6.1)

où V est un potentiel positif admettant une singularité sur Ω un ouvert borné de Hd, λ

est une constante réelle et 2 < p < 2∗ avec 2∗ ≡ 2Q

Q− 2
= 2 +

2

d
est l’indice critique de

l’inégalité de Sobolev (2.4.1) :

‖u‖L2∗(Ω) ≤ CΩ‖u‖H1(Ω,Hd), ∀u ∈ H1
0 (Ω,Hd).

Le potentiel V est contrôlé par l’inégalité de Hardy suivante :
∫

Ω

V (z, s)|u(z, s)|2 dzds ≤ ‖∇Hdu‖2
L2(Ω), ∀u ∈ H1

0 (Ω,Hd). (6.2)

On a vu dans le chapitre 4, que cette inégalité est valable pour

V (z, s) =
d4

(d+ 1)2
ρ(z, s)−2 si 0 ∈ Ω,

V (z, s) = d2 |z|2
ρ(z, s)4

si 0 ∈ Ω,

V (z, s) = µ̄ ρc(z, s)
−2,

où ρc est la distance par rapport à une sous variété de co-dimension ≥ 2 et µ̄ est une
constante.
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Rappelons que dans le cas classique, le potentiel V est donné par V (x) =
1

| x|2 , et il

est contrôlé par l’inégalité de Hardy :

(d− 2

2

)2
∫

Ω

u2

| x|2 dx ≤
∫

Ω

|∇u|2 dx, ∀u ∈ H1
0 (Ω,Rd), (6.3)

et que l’analogue du problème de Dirichlet (6.1) dans Rd, s’écrit ainsi :






−∆u− µ
u

|x|2 = λu+ |u|p−2u dans Ω,

u
∣

∣

∣

∂Ω
= 0,

(6.4)

où Ω ⊂ Rd, d ≥ 3 est un ouvert borné contenant 0 et dont le bord ∂Ω est régulier. On note

par 2∗ =
2d

d− 2
l’indice critique de l’inégalité de Sobolev classique et par µ̄ = (

d

2
− 1)2 la

constante de Hardy dans Rd.
Si µµµ === 0 et p === 2∗, on retrouve le cas traité dans l’article célèbre de Brézis et Nirenberg

[37], à savoir le problème










−∆u = λu+ |u|2∗−2u dans Ω,
u > 0 dans Ω,

u
∣

∣

∣

∂Ω
= 0.

(6.5)

Théorème 6.1.1 Notons par λ1 la première valeur propre de −∆ dans Ω. Alors,

i) si d ≥ 4 et λ ∈]0, λ1[, le problème (??) admet une solution positive,

ii) si d = 3, il existe une constante λ∗ > 0 telle que si
1

4
λ∗ < λ < λ1, le problème (6.5)

admet une solution positive.

Brézis et Nirenberg abordent le problème (6.5) via la recherche des points critiques non
triviaux de la fonctionelle d’Euler-Lagrange

Iλ(u) =
1

2

∫

Ω

|∇u|2 dx− 1

2∗

∫

Ω

|u|2∗ dx− λ

2

∫

Ω

|u|2 dx.

Un autre point de vue consiste à trouver les points critiques de la fonctionnelle

Jλ(u) =
1

2

∫

Ω

|∇u|2 dx− λ

2

∫

Ω

|u|2 dx

sur la sphère ‖u‖L2∗(Ω) = 1. Ils montrent que s’il existe u ∈ H1
0 (Ω) tel que

Qλ =
‖∇u‖2

L2 − λ‖u‖2
L2

‖u‖2
L2∗

< S0 = inf
u∈H1

0 (Ω)

‖∇u‖2
L2

‖u‖2
L2∗

= min
u∈H1

0 (Rd)

‖∇u‖2
L2

‖u‖2
L2∗

,

alors le problème (6.5) admet une solution. En effet le lemme de Lieb montre que

Sλ = inf
{u∈H1

0 (Ω),‖u‖
L2∗ (Ω)

=1}

(

∫

Ω

|∇u|2 dx− λ

∫

Ω

|u|2 dx
)
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est atteint sous la condition que Sλ < S0. En utilisant une idée introduite par Aubin [8]
dans le contexte de la conjecture du théorème de Yamabe, on estime Qλ par des fonctions

uε(x) = ϕ(x)Uε(x0, x), 0 < ε� 1, x0 ∈ Ω, ϕ(x) ∈ H1
0 (Ω),

où Uε(x0, x) =
(εd(d− 2))(d−2)/4

(ε+ |x− x0|2)(d−2)/2
sont les fonctions extrémales de l’inégalité de Sobolev

dans Rd. Dans le cas d = 3, la difficulté de la démonstration provient du fait que l’injection
H1

0 (Ω) dans L2∗(Ω) est continue mais pas compacte et pour contourner cette difficulté,
Brézis et Nirenberg introduisent une condition importante sur le niveau correspondant à
l’énergie des suites de Palais-Smale qui garantit leur compacité relative. En fait, si (un) est
une suite de Palais-Smale pour la fonctionnelle Iλ(u) satisfaisant

lim
n→+∞

Iλ(un) <
1

d
S
d/2
0 ,

alors (un) est relativement compacte, ce qui entraîne l’existence des points critiques non
triviaux de Iλ en utilisant un théorème d’Ambrosetti- Rabinowitz.

Si µµµ >>> 0 et p === 2∗, on peut citer les résultats suivants :

Théorème 6.1.2 [99, Jannelli]
Si d ≥ 3 et µ ≤ µ̄− 1, le problème (6.1) admet au moins une solution u ∈ H1

0 (Ω,Rd) pour
tout λ ∈ ]0, λ1[, λ1 étant la première valeur propre de l’opérateur −∆ − µV .

L’outil de la démonstration de ce théorème est analogue à celui développé dans l’article
[37], en montrant que s’il existe u ∈ H1

0 (Ω,Rd) tel que

Qλ,µ =

∫

Ω
[|∇u|2 − µV (x)|u|2] dx− λ‖u‖2

L2

‖u‖2
L2∗

< S = min
u∈H1

0 (Rd)

∫

Ω
[|∇u|2 − µV (x)|u|2] dx

‖u‖2
L2∗

,

alors le problème (6.1) admet une solution. L’idée est d’estimer Qλ,µ par des fonctions

uε(x) = ϕ(x)Uε(x), 0 < ε� 1, ϕ(x) ∈ H1
0 (Ω,Rd).

avec Uε(x) = Cε

(

ε|x|γ′/
√
µ̄ + |x|γ/

√
µ̄
)−√

µ̄

, où γ =
√
µ̄+

√
µ̄− µ et γ′ =

√
µ̄−√

µ̄− µ.

Théorème 6.1.3 [53, Chen]
Si d ≥ 7 et 0 ≤ µ < µ̄ − 4, alors le problème (6.1) admet une solution non triviale pour
tout λ > 0.

Dans le cas où 2 <<< p<<< 2∗, S. Weng et Y. Li [154] ont montré le théorème suivant,

Théorème 6.1.4 Si 0 ≤ µ < µ̄, le problème (6.1) admet une solution non triviale pour
tout λ > 0 et une solution positive pour λ ∈ ]0, λ1[, λ1 étant la première valeur propre de
l’opérateur −∆ − µV et µ̄ la meilleure constante de Hardy dans (6.3).

L’outil de la démonstration de ces deux derniers théorèmes est basé, d’une part, sur
l’étude spectrale de l’opérateur −∆− µ

|x|2 avec la condition de Dirichlet au bord : le spectre



80 Chapitre 6. Problème de Dirichlet

σµ est discret et contient une infinité de valeurs propres λk (k ≥ 1), telles que λk → +∞
quand k → +∞, et d’autre part sur la recherche des points critiques de la fonctionnelle

Iµ,λ(u) =
1

2

∫

Ω

[|∇u|2 − µV (x)|u|2] dx− 1

p

∫

Ω

|u|p dx− λ

2

∫

Ω

|u|2 dx.

Dans le cas où p = 2∗, la difficulté principale est le défaut de compacité, et pour y remédier,
J. Chen utilise une forme déguisée de compacité : la condition de Palais-Smale (PS). Cette
condition empêche les points critiques de Iµ,λ de "fuir à l’infini". Cependant, la condition
(PS) est trop forte, c’est à dire qu’il existe des suites non relativement compactes pour
lesquelles Iµ,λ reste bornée et sa dérivée tend vers zéro. Aussi, Iµ,λ peut atteindre son mini-
mum sans vérifier la condition (PS). En introduisant, alors, une condition plus faible notée
(PS)c, J. Chen montre l’existence des solutions en appliquant un théorème de Rabinowitz.

On va utiliser dans ce chapitre, la théorie du point critique énoncée dans le chapitre 5
et pour cela on commence par étudier la fonctionnelle énergie associée au problème (6.1).

6.2 Équation d’Euler-Lagrange

On définit sur H1
0 (Ω,Hd), la norme suivante

‖u‖µ =
[

∫

Ω

|∇Hdu(z, s)|2 − µV (z, s)|u(z, s)|2 dzds
]

1
2

(6.6)

Proposition 6.2.1 Si 0 ≤ µ < 1, la norme ‖.‖µ est équivalente à la norme ‖.‖H1
0 (Ω,Hd).

Démonstration. On a d’une part,

‖u‖µ ≤
(

∫

Ω

|∇Hdu(z, s)|2 dzds
)

1
2

≤ ‖u‖H1
0 (Ω,Hd).

D’autre part, on constate grâce à l’inégalité de Hardy (6.2) et à l’inégalité de Poincaré
(2.14) que :

‖u‖2
µ =

∫

Ω

|∇Hdu(z, s)|2 − µV (z, s)|u(z, s)|2 dzds

≥
∫

Ω

(1 − µ) |∇Hdu(z, s)|2 dzds

≥ (1 − µ)C2
Ω‖u‖2

H1
0 (Ω,Hd).

�

La fonctionnelle d’énergie associée au problème (6.1) s’écrit

Iµ,λ(u) ≡
1

2

∫

Ω

[

|∇Hdu(z, s)|2 − µV (z, s) |u(z, s)|2
]

dzds

− 1

p

∫

Ω

|u(z, s)|p dzds− λ

2

∫

Ω

|u(z, s)|2 dzds, (6.7)
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pour tout u ∈ H1
0 (Ω,Hd).

Proposition 6.2.2 Iµ,λ est bien définie sur H1
0 (Ω,Hd) et appartient à C1(H1

0 (Ω,Hd); R).
De plus, on a pour tout v ∈ H1

0 (Ω,Hd),

〈I ′µ,λ(u), v〉 =

∫

Ω

[

∇Hdu∇Hdv(z, s) − µV (z, s) u(z, s) v(z, s)
]

dzds

−
∫

Ω

|u(z, s)|p−2u(z, s) v(z, s) dzds− λ

∫

Ω

u(z, s) v(z, s) dzds. (6.8)

Démonstration.

i) Iµ,λ : H1
0 (Ω,Hd) → R est continue : grâce à l’inégalités de Poincaré (2.14) et à l’inclu-

sion compacte (2.3.1), on a

| Iµ,λ(u) | ≤
1

2

∫

Ω

∣

∣

∣
|∇Hdu(z, s)|2 − µV (z, s) |u(z, s)|2

∣

∣

∣
dzds

+
1

p

∫

Ω

|u(z, s)|p dzds+
λ

2

∫

Ω

|u(z, s)|2 dzds,

≤ 1

2
‖u‖2

µ +
1

p

Cp
Ω

(1 − µ)
p
2

‖u‖2
µ +

λ

2
‖u‖2

H1
0 (Ω,Hd).

ii) Iµ,λ est Gâteaux différentiable en u ∈ H1
0 (Ω,Hd) : soient u, v ∈ H1

0 (Ω,Hd) et f une
fonction définie pour θ ≥ 0,

f(θ) := |u+ θv|p =
[

|u+ θv|2
]

p
2

=
[

|u|2 + 2θu v̄ + θ2|v|2
]

p
2
.

Comme f ′(θ) =
p

2
|u+ θv|p−2

[

2u v̄ + 2θ |v|2
]

, alors

lim
θ→0+

|u+ θv|p − |u|p
θ

=: f ′(0) = p|u|p−2u v̄.

D’autre part, on a par convexité,

|u+ θv|p ≤ (1 − θ)|u|p + θ | u+ v |p,
alors,

|u+ θv|p − |u|p
θ

≤ |u+ v|p − |u|p ∈ L1(Ω).

Grâce au théorème de convergence dominée, on obtient

lim
θ→0+

∫

Ω

|u+ θv|p − |u|p
θ

dzds = p

∫

Ω

|u|p−2uv̄ dzds,

et on en déduit que

lim
θ→0+

Iµ,λ(u+ θv) − Iµ,λ(u)

θ
=

∫

Ω

[

∇Hdu∇Hdv − µV (z, s)uv̄
]

dzds

−
∫

Ω

|u|p−2uv̄ dzds− λ

∫

Ω

uv̄ dzds.
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Notons par

〈l, v〉 ≡
∫

Ω

[

∇Hdu∇Hdv − µV (z, s)uv̄
]

dzds−
∫

Ω

|u|p−2uv̄ dzds− λ

∫

Ω

uv̄ dzds.

Grâce à l’inégalité de Hardy (6.2) et à l’inégalité de Poincaré (2.14), on a

∣

∣

∣

∫

Ω

∇Hdu∇Hdv − µV (z, s)uv̄ dzds
∣

∣

∣
≤ C‖u‖H1

0 (Ω,Hd)‖v‖H1
0 (Ω,Hd).

En appliquant l’inégalité de Hölder, on obtient

∣

∣

∣

∫

Ω

|u|p−2uv̄ dzds+ λ

∫

Ω

uv̄ dzds
∣

∣

∣
≤ C ′

[

‖u‖p−1
Lp(Ω)‖v‖Lp(Ω) + λ‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

]

, (6.9)

puis en utilisant l’inégalité de Sobolev (2.4.1) et l’inclusion compacte (2.10) sur (6.9),
on déduit qu’il existe une constante c > 0 tel que |〈l, v〉| ≤ c ‖u‖H1

0(Ω,Hd)‖v‖H1
0 (Ω,Hd).

D’aprés la proposition (5.1.2), Iµ,λ est Fréchet différentiable et sa dérivée est l = I ′µ,λ(u).
�

Définition 6.2.3 On dit que u ∈ H1
0(Ω,H

d) est une solution faible du problème de Diri-
chlet (6.1), si pour tout v ∈ C∞

0 (Ω,Hd), on a

∫

Ω

[

∇Hdu∇Hdv − µV (z, s)uv̄
]

dzds−
∫

Ω

|u|p−2uv̄ dzds− λ

∫

Ω

uv̄ dzds = 0.

Corollaire 6.2.4 D’après la définition (5.1.3) du chapitre 5, une solution faible du pro-
blème de Dirichlet (6.1) est un point critique de Iµ,λ et on a

∫

Ω

[

∇Hdu∇Hdv − µV (z, s)uv̄
]

dzds−
∫

Ω

|u|p−2uv̄ dzds− λ

∫

Ω

uv̄ dzds = 0,

pour tout v ∈ H1
0 (Ω,Hd).

Démonstration. Soit u un point critique de Iµ,λ. Si on prend v ∈ C∞
0 (Ω,Hd) dans l’égalité

〈I ′µ,λ(u), v〉 = 0, alors, d’après la définition 6.2.3, u est solution du problème au sens des
distributions. Réciproquement, si u est une telle solution, c’est à dire si

〈−∆Hdu− µV u, ϕ〉 = 〈λu+ |u|p−2u, ϕ〉, ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω,Hd),

on obtient
∫

Ω

[

∇Hdu∇Hdϕ− µV (z, s) uϕ̄
]

dzds =

∫

Ω

[

λuϕ̄+ |u|p−2uϕ̄
]

dzds,

et on conclut grâce à la densité de C∞
0 (Ω,Hd) dans H1

0(Ω,H
d). �
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6.3 La condition de Palais-Smale

Résoudre le problème de Dirichlet (6.1) est équivalent à trouver des points critiques
de Iµ,λ, c’est-à-dire des solutions de l’équation d’Euler-Lagrange Iµ,λ. Quand on minimise
une telle fonctionnelle, l’ingrédient essentiel est la compacité relative, pour une certaine
topologie, des suites minimisantes. La condition de Palais-Smale joue un rôle assez sem-
blable pour des suites sur lesquelles la fonctionnelle prend des valeurs tendant vers une
valeur critique potentielle, et pas seulement vers la borne inférieure. C’est une condition
a priori, à vérifier au cas par cas sur chaque fonctionnelle, indépendamment de l’existence
ou non de valeurs critiques. Elle sera par contre un ingrédient essentiel pour montrer cette
existence dans un certain nombre de cas.

Proposition 6.3.1 Supposons que 0 ≤ µ < 1, λ > 0 et c ∈ R. Chaque suite
{un}n ∈ H1

0 (Ω,Hd) qui vérifie

Iµ,λ(un) → c et ‖I ′µ,λ(un)‖H−1(Ω,Hd) → 0, (6.10)

est bornée dans H1
0 (Ω,Hd).

Démonstration. On utilise comme norme dans H1
0 (Ω,Hd) la norme équivalente

‖ u ‖µ =

(
∫

Ω

[

|∇Hdu|2 − µV (z, s)|u|2
]

dzds

)1/2

≈ ‖∇Hdu‖L2(Ω)

Soit {un}n ∈ H1
0 (Ω,Hd) une suite qui vérifie les hypothèses de la proposition 6.3.1, alors

1

2
‖ un ‖2

µ −
1

p
‖un‖pLp(Ω) −

λ

2
‖un‖2

L2(Ω) → c, (6.11)

et

〈I ′µ,λ(un), ϕ〉 :=

∫

Ω

[

∇Hdun ∇Hdϕ− µV (z, s)unϕ
]

dzds−
∫

Ω

(

|un|p−2un + λun
)

ϕdzds

= o(1)‖ϕ‖H1
0 (Ω,Hd). (6.12)

On suppose que {un}n est non bornée dans H1
0 (Ω,Hd), c.à.d. ‖∇Hdun‖L2(Ω) → +∞, et on

note wn =
un

‖∇Hdun‖L2(Ω)

. Comme ‖∇Hdwn‖L2(Ω) = 1, il existe alors w ∈ H1
0 (Ω,Hd) et une

sous suite, notée encore {wn}n telle que wn ⇀ w dans H1
0 (Ω,Hd). D’autre part, on peut

écrire pour q = 2ν + 2∗(1 − ν) avec 0 < ν < 1,

‖wn − w‖qLq(Ω) ≤ ‖wn − w‖2ν
L2(Ω)‖wn − w‖2∗(1−ν)

L2∗(Ω)
.

En utilisant l’inégalité de Sobolev (2.3.5) et l’inclusion compacte (2.3.1), on obtient

wn → w dans Lq(Ω) pour tout 1 ≤ q < 2∗,

ce qui implique que pour 2 < p < 2∗, on a la convergence suivante
∫

Ω

|wn|p−2wn ϕdzds →
∫

Ω

|w|p−2w ϕdzds, ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω,Hd)
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En divisant (6.12) par ‖∇Hdun‖L2(Ω), on obtient pour tout ϕ ∈ C∞
0 (Ω,Hd),

∫

Ω

[

∇Hdwn ∇Hdϕ− µV (z, s)wn ϕ
]

dzds−
∫

Ω

|un|p−2wn ϕdzds− λ

∫

Ω

wn ϕdzds

=
o(1)

‖∇Hdun‖L2(Ω)

‖ϕ‖H1
0 (Ω,Hd). (6.13)

Par passage à la limite dans (6.13), il vient que pour tout ϕ ∈ C∞
0 (Ω,Hd),

∫

Ω

[

∇Hdw ∇Hdϕ− µV (z, s)w ϕ
]

dzds− λ

∫

Ω

w ϕdzds = lim
n→+∞

∫

Ω

|un |p−2 wn ϕdzds,

et en remarquant que
∫

Ω

|wn|p−2wn ϕdzds = ‖∇Hdun‖2−p
L2(Ω)

∫

Ω

|un |p−2 wn ϕdzds,

on en déduit
∫

Ω

|w|p−2w ϕdzds = 0, ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω,Hd).

Alors w = 0 dans Ω et par conséquent

lim
n→+∞

∫

Ω

|wn|2 dzds =

∫

Ω

|w|2 dzds = 0.

D’autre part, en divisant (6.11) par ‖∇Hdun‖2
L2(Ω), on obtient

1

2

∫

Ω

[ |∇Hdwn|2 − µV (z, s)|wn|2 ] dzds− 1

p

∫

Ω

|un|p−2|wn|2 dzds−
λ

2

∫

Ω

|wn|2 dzds = o(1),

(6.14)
avec

o(1) =
c

‖ ∇Hdun ‖2
L2(Ω)

.

Par passage à la limite dans (6.14), on obtient

1

2
− 1

2
lim

n→+∞

∫

Ω

µV (z, s)|wn|2 dzds =
1

p
lim

n→+∞

∫

Ω

|un|p−2|wn|2 dzds. (6.15)

En remplaçant ϕ par wn dans (6.13), on trouve

1 − lim
n→+∞

∫

Ω

µV (z, s)|wn|2 dzds = lim
n→+∞

∫

Ω

|un|p−2|wn|2 dzds, (6.16)

et en multipliant (6.15) par p, on obtient de (6.16) et de l’inégalité de Hardy (6.2),

p

2
− 1 = (

p

2
− 1) lim

n→+∞

∫

Ω

µV (z, s)|wn|2 dzds

≤ (
p

2
− 1)µ lim

n→+∞

∫

Ω

|∇Hdwn|2 dzds

≤ (
p

2
− 1)µ,

ce qui est impossible car µ < 1 et p > 2. Par conséquent {un}n est bornée dans H1
0 (Ω,Hd).

�



6.4 Étude spectrale du problème 85

Proposition 6.3.2 Sous les hypothèses 6.3.1, {un}n possède une sous suite convergente
dans H1

0 (Ω,Hd).

Démonstration. Comme {un}n est une suite bornée dans H1
0(Ω,H

d), il existe
u ∈ H1

0 (Ω,Hd) tel que pour tout 2 < p < 2∗, on a

un ⇀ u dans H1
0 (Ω,Hd),

un → u dans Lp(Ω),

|un|p−2un → |u|p−2u dans L
p

p−1 (Ω).

Par passage à la limite dans (6.12), on a

〈I ′µ,λ(u), ϕ〉 = 0, ∀ ϕ ∈ C∞
0 (Ω,Hd).

Comme C∞
0 (Ω,Hd) est dense dans H1

0 (Ω,Hd), alors

I ′µ,λ(un) → 0 dans H−1(Ω,Hd),

ce qui implique que

lim
n→∞

〈I ′µ,λ(un) − I ′µ,λ(u), un − u〉 = 0.

En écrivant la norme dans H1
0 (Ω,Hd) comme suit :

‖un − u‖2
µ = 〈I ′µ,λ(un) − I ′µ,λ(u), un − u〉

+

∫

Ω

(

|un|p−2un − |u|p−2u
) (

un − u
)

dzds+ λ

∫

Ω

|un − u|2 dzds,

et en appliquant l’inégalité de Hölder à
∫

Ω

∣

∣

(

|un|p−2un − |u|p−2u
) (

un − u
)∣

∣ dzds

≤
∥

∥ |un|p−2un − |u|p−2u
∥

∥

L
p

p−1 (Ω)
‖un − u‖Lp(Ω),

on obtient que ‖un − u‖2
µ → 0, n→ +∞. �

Comme la suite {un}n satisfait les propositions 6.3.1 et 6.3.2, alors la fonctionnelle Iµ,λ
vérifie la condition de Palais-Smale au niveau critique c.

6.4 Étude spectrale du problème

Comme dans le cas classique, on doit passer par l’étude spectrale de l’opérateur
−∆Hd − µV , et on a le résultat suivant :
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Proposition 6.4.1 Si 0 ≤ µ < 1, alors il existe 0 < λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ . . . ≤ λk ≤ . . . →
+∞, tel que pour chaque k ≥ 1, le problème de Dirichlet suivant

{

−∆Hdφk − µV φk = λkφk dans Ω

φk

∣

∣

∣

∂Ω
= 0

(6.17)

admet une solution non trivale dans H1
0 (Ω,Hd). De plus, {φk}k≥1 constitue une base or-

thonormale de l’espace de Hilbert H1
0 (Ω,Hd). La première valeur propre λ1,µ := λ1 est

caractérisée par l’inégalité suivante :

‖u‖2
L2(Ω) ≤

1

λ1,µ

∫

Ω

(

|∇Hdu|2 − µV |u|2
)

dzds, ∀u ∈ H1
0 (Ω,Hd). (6.18)

Démonstration. Notons par Lµ = −∆Hdu−µV l’opérateur défini sur l’espace de Hilbert
H1

0 (Ω,Hd) muni de la norme ‖∇Hdu‖L2(Ω). L’inégalité de Hardy (6.2) implique que

(Lµu, u)L2(Ω) ≥ (1 − µ)‖∇Hdu‖2
L2(Ω) > 0 ∀ u ∈ H1

0 (Ω,Hd),

et
(Lµu, v) = (u, Lµv), ∀ u, v ∈ H1

0 (Ω,Hd).

Donc Lµ est un opérateur autoadjoint défini positif sur H1
0 (Ω,Hd). Le théorème de Lax-

Milgram implique que pour tout g ∈ H−1(Ω; Hd), le problème de Dirichlet suivant

{

Lµu = g dans Ω

u
∣

∣

∣

∂Ω
= 0

admet une solution unique u ∈ H1
0 (Ω,Hd). CommeH−1(Ω; Hd) est l’espace dual deH1

0 (Ω,Hd),
alors g ∈ D′(Ω,Hd) et il existe C > 0 tel que

|〈g, ϕ〉| ≤ C‖ϕ‖H1
0 (Ω,Hd), ∀ ϕ ∈ C∞

0 (Ω,Hd),

muni de la norme

‖g‖H−1(Ω;Hd) = sup
ϕ∈C∞

0 (Ω)

|〈g, ϕ〉|
‖ϕ‖H1

0 (Ω,Hd)

.

Comme ∆Hd : H1
0 (Ω,Hd) → H−1(Ω; Hd) est continue, alors l’opérateur inverse L−1

µ de
Lµ définit une application continue de H−1(Ω; Hd) dans H1

0 (Ω,Hd).
En utilisant le fait que l’injection i : H1

0 (Ω,Hd) → L2(Ω) est compacte et l’inclusion
i∗ : L2(Ω) → H−1(Ω; Hd) est continue, on déduit que l’opérateur Kµ = L−1

µ ◦ i∗ ◦ i :
H1

0 (Ω,Hd) → H1
0 (Ω,Hd) est compact et autoadjoint. Ainsi d’après le corollaire 5.4.3 et le

théorème 5.4.6 du chapitre 5, H1
0 (Ω,Hd) admet une base orthonormale (φk)k≥1 constituée

de vecteurs propres de Kµ associés à des valeurs propres (ηk)k≥1 telles que ηk > 0 et ηk → 0.

Par suite, on a Lµφk = λkφk avec λk =
1

ηk
→ +∞. �
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6.5 Existence d’un point critique dans le cas où 0 <<< λλλ <<<

λ1,µλ1,µλ1,µ

On va montrer que la fonctionnelle Iµ,λ admet un point critique dans le cas où
0 < λ < λ1,µ. La démonstration est basée sur le théorème du col du chapitre 5.

Proposition 6.5.1 Iµ,λ satisfait les conditions suivantes

i) il existe R > 0 et a > 0 tel que ‖u‖µ = R alors Iµ,λ(u) ≥ a,

ii) il existe e ∈ H1
0 (Ω,Hd) tel que ‖e‖µ > R et Iµ,λ(e) < a.

Si Iµ,λ satisfait (PS)c avec

c = inf
h∈Γ

max
t∈[0,1]

Iµ,λ(h(t)), (6.19)

où
Γ = { h ∈ C([0, 1];H1

0(Ω,H
d)); h(0) = 0 et h(1) = e}, (6.20)

alors c est une valeur critique de Iµ,λ et c ≥ a.

Démonstration. D’après la proposition (6.2.2), Iµ,λ ∈ C1(H1
0 (Ω,Hd); R) et Iµ,λ(0) = 0.

L’inégalité de Hardy (6.2) et l’inégalité de Sobolev (2.3.5) nous permettent d’écrire que
pour tout u ∈ H1

0 (Ω,Hd),

‖u‖Lp(Ω) ≤ CΩ‖∇Hdu‖L2(Ω) ≤
CΩ

(1 − µ)1/2
‖u‖µ. (6.21)

Donc on a pour λ ∈ ]0, λ1,µ[,

Iµ,λ(u) ≥
1

2

(

1 − λ

λ1,µ

)

‖u‖2
µ −

C1

p
‖u‖pµ

≥ C1‖u‖2
µ

( 1

2C1
(1 − λ

λ1,µ
) − 1

p
‖u‖p−2

µ

)

,

où

C1 =

(

CΩ

(1 − µ)1/2

)p

> 1.

Posons

R0 =

(

p

2C1
(1 − λ

λ1,µ
)

)
1

p−2

> 0,

alors pour tout R tel que 0 < R < R0, on a

inf
‖u‖µ=R

Iµ,λ(u) = a(R) > 0. (6.22)

Ainsi Iµ,λ satisfait la condition i) du théorème 6.5.1. Soit u ∈ H1
0 (Ω,Hd) telle que ‖u‖µ =

R > 0. Pour tout θ > 0, on a

Iµ,λ(θu) =
θ2

2

∫

Ω

[ |∇Hdu|2 − µV (z, s)|u|2 ] dzds− θp

p

∫

Ω

|u|p dzds− λθ2

2

∫

Ω

|u|2 dzds. (6.23)
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Comme p > 2, on déduit de (6.23) que lim
θ→+∞

Iµ,λ(θu) = −∞. Par suite, il existe θ1 > 0

assez grand tel que pour e = θ1u, on a ‖e‖µ > R, Iµ,λ(θ1u) < 0 < a(R). Ainsi Iµ,λ satisfait
la condition ii) du théorème 6.5.1.
Posons

Γ = { h ∈ C([0, 1];H1
0(Ω,H

d)); h(0) = 0 et h(1) = e},
alors, on a par continuité

c = inf
h∈Γ

max
t∈[0,1]

Iµ,λ(h(t)) ≥ a(R) > 0,

par suite c est un minimum local. Supposons que Iµ,λ satisfait la condition de Palais-Smale
(PS)c, alors d’après le théorème 5.2.11 du chapitre 5, c > 0 est une valeur critique et
u ∈ H1

0 (Ω,Hd) est une solution non triviale du problème de Dirichlet (6.1). �

6.6 Existence d’un point critique dans le cas où λλλ ≥≥≥ λ1,µλ1,µλ1,µ

On va montrer que la fonctionnelle Iµ,λ admet un point critique dans le cas où λ ≥ λ1,µ.
La démonstration est basée sur le théorème de Rabinowitz 5.3.4 du chapitre 5.

Supposons que pour un entier k ≥ 1, on ait λk ≤ λ < λk+1, où λk est la k ième valeur
propre de l’opérateur −∆Hd − µV . Soit Y = 〈{φ1, . . . , φk}〉, où φk est la fonction propre
associée à λk, alors la proposition 6.4.1 implique que

H1
0 (Ω,Hd) = Y

⊕

X, X = 〈{φl; l > k}〉.

On en déduit ainsi que
∫

Ω

[

|∇Hdy|2 − µV (z, s)|y|2
]

dzds ≤ λk

∫

Ω

|y|2 dzds, ∀ y ∈ Y (6.24)

et
∫

Ω

[

|∇Hdu|2 − µV (z, s)|u|2
]

dzds ≥ λk+1

∫

Ω

|u|2 dzds, ∀ u ∈ X. (6.25)

Proposition 6.6.1 Supposons que 0 ≤ µ < 1 et λk ≤ λ < λk+1. Alors, il existe ρ, α > 0
tel que

Iµ,λ

∣

∣

∣

∂Bρ∩X
≥ α, où X = 〈{φl; l > k}〉.

Démonstration. Supposons que 0 ≤ µ < 1 et λk ≤ λ < λk+1 et soit u ∈ X. En utilisant
l’équation (6.25), l’inégalité de Hardy (6.2) et l’inégalité de Poincaré, on trouve

Iµ,λ(u) =
1

2

∫

Ω

[|∇Hdu|2 − µV (z, s)|u|2] dzds− 1

p

∫

Ω

|u|p dzds− λ

2

∫

Ω

|u|2 dzds

≥ 1

2

λk+1 − λ

λk+1
‖u‖2

µ −
C1

p
‖u‖pµ

≥ C1‖u‖2
µ

( 1

2C1

λk+1 − λ

λk+1
− 1

p
‖u‖p−2

µ

)

.
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Posons ρ0 =

(

p

2C1

(

1 − λ

λk+1

)

)
1

p−2

> 0, alors pour tout 0 < ρ < ρ0, on a

inf
{u∈X;‖u‖µ=ρ}

Iµ,λ(u) = α(ρ) > 0. (6.26)

�

Proposition 6.6.2 Supposons que 0 ≤ µ < 1 et λk ≤ λ < λk+1. Alors Iµ,λ vérifie la
condition ii) du théorème 5.3.4 du chapitre 5, où e = φk+1 et Y = 〈{φ1, . . . , φk}〉.

Démonstration. Soient e = φk+1 la (k + 1)-ième fonction propre de l’opérateur Lµ et
y ∈ Y . On va montrer le résultat suivant :

Iµ,λ(y + θφk+1) → −∞ quand θ → +∞, (6.27)

Soit y =
∑k

i=1 αiφi ∈ Y . D’après l’équation (6.24), on a

Iµ,λ(y) =
1

2

∫

Ω

[

|∇Hdy|2 − µV (z, s)|y|2
]

dzds− 1

p

∫

Ω

|y|p dzds− λ

2

∫

Ω

|y|2 dzds

≤ 1

2

λk − λ

λk
‖y‖2

µ −
1

p
‖y‖pLp(Ω) ≤ 0.

Soit θ ≥ 1, alors

Iµ,λ(y + θφk+1) = Iµ,λ(y) + Iµ,λ(θφk+1)

+

∫

Ω

[

∇Hd(y)∇Hd(θφk+1) − µV (z, s) y (θφk+1)
]

dzds

− λ

∫

Ω

y (θφk+1) dzds−
1

p

∫

Ω

| y + θφk+1 |p dzds

+
1

p

∫

Ω

|y|p dzds+
1

p

∫

Ω

|θφk+1|p dzds

= Iµ,λ(y) + Iµ,λ(θφk+1) −
1

p

∫

Ω

|y + θφk+1|p dzds

+
1

p

∫

Ω

|y|p dzds+
1

p

∫

Ω

|θφk+1|p dzds.

Comme Iµ,λ(y) ≤ 0 et grâce à l’inégalité suivante

|a+ b|p ≥ |a|p + |b|p − cp(|a|p−1|b| + |a||b|p−1), ∀ a, b ∈ R, p > 1, (6.28)
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on déduit que

Iµ,λ(y + θφk+1) ≤ Iµ,λ(θφk+1) + cp

∫

Ω

(|y|p−1|θφk+1| + |y| |θφk+1|p−1) dzds

≤ θ2

2

(

‖φk+1‖2
µ − λ‖φk+1‖2

L2(Ω)

)

− θp

p
‖φk+1‖pLp(Ω)

+ cp

∫

Ω

(

|y|p−1|θφk+1| + |y| |θφk+1|p−1
)

dzds

≤ θ2

2

{

(

λk+1 − λ
)

‖φk+1‖2
L2(Ω) −

2θp−2

p
‖φk+1‖pLp(Ω)

+ 2cp

∫

Ω

(θ−1|y|p−1|φk+1| + θp−3|y| |φk+1|p−1) dzds
}

.

Comme p > 2 et ‖φk+1‖pLp(Ω) > 0, on conclut que

Iµ,λ(y + θφk+1) → −∞ quand θ → +∞.

Donc Iµ,λ vérifie la remarque 5.3.5 et par conséquent, on a montré la proposition 6.6.2. �

La proposition 6.6.1 et la proposition 6.6.2 impliquent que si 0 ≤ µ < 1 et λk ≤ λ <
λk+1, alors Iµ,λ satisfait les conditions du théorème 5.3.4 du chapitre 5. Si de plus Iµ,λ
vérifie la condition de Palais-Smale pour

c = inf
h∈Γ

max
u∈A

Iµ,λ(h(u)),

et A ≡ (B̄T ∩ Y ) ⊕ {θe, 0 < θ < T},

alors Iµ,λ admet une valeur critique c et par la suite, u ∈ H1
0 (Ω,Hd) est un point critique,

tel que Iµ,λ(u) = c ≥ α > 0.



Annexe A

Mesure de Haar

Ceci est un rappel de la mesure de Haar, on renvoie par exemple à [30, 69, 155] pour
de plus amples détails.

Si M est un espace topologique localement compact, on identifiera mesures de Radon
positives sur X et formes linéaires positives sur l’espace vectoriel Cc(M) des fonctions
continues à support compact sur X. Supposons qu’un tel espace soit muni d’une action à
gauche d’un groupe G ; si g ∈ G, notons Lg : M →M la translation à gauche sur M . Une
mesure µ sur m est dite invariante à gauche si l’on a (Lg)∗µ = µ, pour tout g ∈ G. Cela
revient à dire que

∫

M

f(gx) dµ(x) =

∫

M

f(x) dµ(x),

pour toute fonction continue à support compact f sur M et tout g ∈ G. Cela s’applique en
particulier lorsque M = G, muni de ses deux actions par translation à gauche et à droite.

Théorème A.0.3 Soit G un groupe topologique compact. Il existe une unique mesure de
probabilité invariante à gauche sur G. Cette mesure est aussi invariante à droite.

En fait, on peut démontrer que tout groupe topologique localement compact possède une
mesure invariante à gauche, unique à un scalaire près, qu’on appelle mesure de Haar.

Démonstration Nous supposerons que G est métrisable. L’espace de Banach C(G) des
fonctions continues sur G est alors séparable ; fixons une suite (fn) de fonctions continues
sur G qui est dense dans sa boule unité. Munissons le dual de C(G) de la topologie faible-*,
c’est-à-dire de la topologie de la convergence simple. Cette topologie est définie par les
semi-normes µ 7→ |µ(fn)|, donc par la distance définie par :

d(µ, ν) =
∑

n

2−n|(µ− ν)(fn)|,

pour laquelle cette boule unité est compacte. Soit en effet une suite (µi) de mesures vé-
rifiant ‖µi‖ ≤ 1 pour tout i. La suite (µi(f1))i est alors bornée, donc admet une sous
suite convergente (µτ1(i)(f1)). Par récurrence, il existe une fonction strictement croissante
τk : N → N telle que la suite (µτ1◦···◦τk(i)(fk)) converge. Posons τi = τ1 ◦ · · · ◦ τi(i) ; la suite
(µτ1(i)(fk)) converge pout tout entier k. Comme la suite (µτ1(i)) est équicontinue et qu’elle
converge (simplement) sur la partie dense {f1, · · · }, elle converge en tout point vers une
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forme linéaire µ, nécessairement de norme inférieure à 1. Cela montre que la suite (µi)
converge vers µ pour la topologie faible-*.

En particulier, l’ensemble P des mesures de probabilité sur G,muni de cette topologie,
est une partie convexe et compacte de l’espace des mesures. L’application ϕ de P dans R+

définie par
ϕ(µ) =

∑

n

2−n|µ(fn)|,

est continue, convexe, et même strictement convexe. Supposons en effet que ϕ(tµ + (1 −
t)ν) = tϕ(µ) + (1 − t)ϕ(ν) pour µ, ν ∈ P et t ∈ [0, 1]. Alors, µ(fn) et ν(fn) sont de même
signe pour tout n. Par suite, pour toute fonction f ∈ C(G), µ(fn) et ν(fn) sont de même
signe. Cela entraîne que µ et ν sont proportionnelles, donc égales car ce sont des mesures
de probabilité.
Le groupe G agit sur P par translation à gauche et à droite, ces actions seront notées L et
R. Posons alors pour µ ∈ P,

Φ(µ) = supg∈Gϕ((Lg)∗µ).

La fonction Φ est semi-continue inférieurement (comme sup de fonctions continues), convexe
(comme sup de fonctions convexes). Comme P est compact, l’ensemble des mesures µ ∈ P
telles que Φ(µ) = InfΦ est une partie P0, convexe, compacte, non vide de P. Par construc-
tion, Φ est G-invariante :

Φ((Lg)∗µ) = Φ(µ)

pour tout g ∈ G. par suite, P0 est stable par l’action de G.
Remarquons que l’application g 7→ (Lg)∗µ est continue. En effet, si f ∈ G et si (gn) est une
suite d’éléments de G qui converge vers G,

∫

G

f(gnx) dµ(x) −→
∫

G

f(gx) dµ(x)

par convergence dominée. Comme G est compact, la borne supérieure qui définit Φ est un
maximum. Cela entraîne que Φ est strictement convexe et donc P0 est un singleton, d’où
l’existence d’une mesure de probabilité invariante à gauche sur G.
Par le même argument, G possède des mesures de probabilité invariantes à droite. Soit
ainsi µ et ν des mesures de probabilité invariantes, respectivement à gauche et à droite,
sur G et soit f ∈ G. On a

∫

G×G
f(yx) dµ(x)dν(y) =

∫

G

(

∫

G

f(yx) dµ(x)
)

dν =

∫

G

µ(f) dν = µ(f),

car µ est invariante à gauche et ν est de masse totale 1. De même, on a
∫

G×G
f(yx) dµ(x)dν(y) =

∫

G

(

∫

G

f(yx) dν(x)
)

dµ =

∫

G

ν(f) dµ = ν(f),

car ν est invariante à droite et µ est de masse totale 1. Il en résulte que µ = ν. Cela prouve
à la fois l’unicité d’une mesure de probabilité invariante à gauche (resp. à droite) sur G et
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sa bi-invariance.

Lorsque G est un groupe de Lie, on peut utiliser la structure de variété deG pour décrire
de manière commode une classe de mesures et en déduire une démonstration relativement
simple de l’existence d’une mesure invariante à gauche sur G. Une structure de variété
riemannienne sur une variété différentielle M est la donnée, pour tout point x ∈ M , d’un
produit scalaire euclidien sur TxM , de sorte que si X et Y sont des champs de vecteurs
locaux sur un ouvert U de M , la fonction de U dans R définie par x 7→ 〈X(x), Y (x)〉x
soit C∞. Dans une carte (U, ϕ), il existe des champs de vecteurs X1, · · · , Xn qui forment
une base de TxM en tout point x ∈ U (on a noté n = dimM), on dit que le fibré tangent
est trivialisé. Alors, sur U , la structure riemannienne est donnée par l’application C∞

g : U → Mn(R), qui à x ∈ U , associe la matrice gx du produit scalaire sur TxM dans
cette base. Soit (M, g) une variété riemannienne et soit f une fonction à support compact,
contenu dans l’image d’une paramétrisation (U, ϕ). On a

∫

M

f =

∫

U

f(ϕ(x))[det gU(x)]
1
2 dx1 · · · dxn.

Si f est à support compact, on peut l’écrire comme somme finie de fonctions à support
dans des ouverts de cartes. Cela permet d’intégrer de telles fonctions.
Supposons maintenant que G soit un groupe de Lie. Fixons un produit scalaire sur TeG.
On peut alors en déduire une structure riemannienne invariante à gauche sur G en utilisant
la translation à droite pour obtenir un produit scalaire sur TgG, pour g ∈ G. Il en résulte
une mesure invariante à gauche sur G.

Exemples A.0.4 Si G = (Rn,+), alors la mesure de Lebesgue est la mesure de Haar
invariante à gauche sur G.

Exemples A.0.5 Soit G = GL(n,R). On note par dx le volume de la mesure de Lebesgue
sur Rn×n, et par Lg : x 7−→ gx, pour tous x, g ∈ G, la translation à gauche de G. Comme la
différentielle d(Lg(x)) =| det(g) |n dx, alors | det(g) |n dx est la mesure de Haar invariante
à gauche sur GL(n,R).

Exemples A.0.6 On note par G est le groupe des matrices réelles inversibles triangulaires
inférieures.

x =















x1,1 x1,2 x1,3 · · · x1,n

0 x2,2 x2,3 · · · x2,n

0 0 x3,3 · · · x3,n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · xn,n















∈ G. (A.1)

On a d(Lg(x)) =| gn1,1gn−1
2,2 · · · g2

n−1,n−1gn,n | dx, alors | gn1,1gn−1
2,2 · · · g2

n−1,n−1gn,n |−1 dx est la
mesure de Haar invariante à gauche sur G.
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