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Puis un maitre dit, Parle-nous de [’Enseignement.

1l répondit :
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Le maitre qui marche parmi les disciples, a l’'ombre du temple, ne donne pas de sa sagesse,
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conduit jusqu’au seuil de votre esprit.

L’astronome peut vous parler de son entendement de [’espace. Il ne peut vous donner son
entendement.

Celui qui est versé dans la science des nombres peut décrire les régions du poids et de la
mesure. Il ne peut vous y emmener.

Car la vision d’un étre ne préte pas ses ailes a d’autres.

GIBRAN KHALIL GIBRAN









Study of a class of Semilinear Partial
Differential Equations on the
Heisenberg Group

Abstract

The aim of this thesis is the study of a class of semi-linear sub-elliptic equations with
a singular potential on the Heisenberg group H?. The nonlinear term in this equation is
controlled by Sobolev’s inequality and the singularity is controlled by Hardy’s inequality.
This problem is a generalization of the classical problem on the euclidien space R™.

The first results of this thesis is a sharp version of Hardy type inequality on the Hei-
senberg group, this is also a generalization of the classical Hardy inequality with a singular
potential supported by an isolated point. The main results of this thesis is the existence of
weak solution of Dirichlet problem for a semi-linear sub-elliptic equations with a singular
potential on the Heisenberg group. The main tools are the variational methods, Rabino-
witz’s Theorem and Palais-Smale Theorem.

Key words : Heisenberg group, Hardy inequalities, Semilinear sub-elliptic equations, Sin-
gular potential.
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Introduction

Notre thése se situe dans le cadre de 'analyse des équations aux dérivées partielles
semilinéaires sur le groupe de Heisenberg & structure variationnelle de type

—Apau —a(z,s)u = f(u) dans €,
{u’ " (2,5) (u) 0
o0

ott ) est un ouvert borné de H? de bord 92 est régulier, et f : R — R est une fonction
non linéaire. Rappelons que le groupe de Heisenberg H? est le groupe R?*! muni d’une loi
de multiplication non commutative

(v,y,8)0(2,y,s) = (x+x',y+y',s+ s’ + Q(yx’ — y’x)) )
C’est un groupe de Lie homogéne muni d’une structure de dilatations

6a(2,y,5) = (ax,ay, a*s), a > 0 (2)
5a = —5|a‘, a <0,

et dont la dimension homogeéne est égale a () = 2d + 2. Le systéme de champs de vecteurs

suivant
X] :833]' —|—2y]35, Y7 :8%. —2.77]'85, j = 1,...,d (3)

est invariant a gauche par rapport a la structure du groupe, il est aussi appelé systéeme de
champs de vecteurs horizontaux. L’algébre de Lie de H? est engendrée par ce systéme, et
vérifie :

[(X;, Y] = —40, = —4S, et [X;, S| =[Y;, 5] =0, 1 <j <d.
Le Laplacien sur le groupe de Heisenberg Ay s’écrit

Be= 30 (3 7). g

j=1
La distance homogéne sur H? est donnée par

deo(w,y, 5503/, 5) = p((@ g/, ) o (,0,9))
ou

pa,y,s) = (2 + |y1)? + |s2) ", (5)
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Nous rappelons maintenant certains résultats obtenus dans le cas euclidien du probléeme
(1) : en effet, soit © est un ouvert borné de R%, d > 3, et dont le bord 99 est régulier. Le
probléme suivant :
—Au =M+ |[ul¥ 2u  dans €,
u>0 dans €, (6)

uwl =0,
19)

2d
est appelé es le probléme de Brézis et Nirenberg (voir [37]). L’exposant 2* = T est indice

critique pour les inclusions de Sobolev, dans le sens ot 'injection H}(2) dans L?" () est
continue mais pas compacte. Dans [37], ils ont montré que si d > 4 et 0 < A < Ay, ot Ay
est la premiére valeur propre de —A dans €2, le probléme (6) admet une solution positive,
et que si d = 3 et il existe une constante \* telle que pour 0 < A\* < A < Ay, le probléme
(6) admet une solution positive.

En ajoutant un potentiel singulier dans 1’équation (6), on trouve le probléme semili-
néaire suivant : u

~Au— p— = M+ |u|* *u dans 9,

|z (7)
u’ =0.
o0
1
Si 0 € Q, le potentiel V(x) = W est controlé par 'inégalité de Hardy suivante :
x
d—2\2 2
( ) / Y g < / \Vul2de, Yu e CP(RY). (8)
2 R | 2| R
Jannelli a étudié le probléme (7) dans son article [99] en 1999 o il a montré que si u < i—1,
d—2\2
avec [i = —) , alors le probléeme (7) admet une solution pour tout 0 < A < A;. En

2001, Ferrero et Gazzola ont montré dans leur article [71] que sid > 4 et up < g —1, le
probléme (7) admet une solution non triviale pour tout A > 0 telle que A & o, ot 0, est

le spectre de l'opérateur —A — Par ailleurs, dans son papier [53| paru en 2006, J.

Eas
Chen a obtenu un résultat incluant le cas ot A € 0, d > 7T et 0 < pp <t — 4. Il a montré
que sous ces nouvelles hypothéses, le probléme (7) admet une solution non triviale pour
tout A > 0.

Le cas sous-critique 2 < p < 2* se traduit par le systéme suivant :

—Au — ,ui = M+ [uP"?u  dans €,

l«I* (9)

U =0.
o0

S. Weng et Y. Li [154] ont montré que si 0 < p < fi, le probléme (9) admet une solution
non triviale pour tout A > 0 et une solution positive pour 0 < A < Ay, ol A; est la premiére
valeur propre de 'opérateur —A—puV et 1 est la meilleure constante de 'inégalité de Hardy:.
Evidemment, I’historique que nous venons de tracer ci-dessus est loin d’étre exhaustif,
néanmoins il est a la base de notre travail dans cette thése.

Quand on se place sur le groupe de Heisenberg, I'indice critique de I'inégalité de Sobolev

2
est 2 = Q—Q2 =2+ 7 ot Q est la dimension homogene sur H¢ (voir [103]). L’analogue



XV

du Laplacien sur R? est le Laplacien sur le groupe de Heisenberg Aya, et il s’avére que

'analogue du potentiel V(z) = BB est formulé dans 'article P. Baras et J. A. Goldstein
x

[20] paru en 1984, et il est donné par une fonction radiale :

ot z = (z,y), z,y € R |2|* est la norme euclidienne de z € R*. L’inégalité de Hardy
usuelle (8) a une forme différente de celle donnée par Garofalo et Lanconelli dans leur
article [80] paru en 1990 :

Q— 2>2 / |2[? 2 / 2 d
- ———— |u(z, s)|* dzds < Vyau(z, s)|“dzds, Yu € C5°(H 0}), (10
(557 [, s o deds < [ V() (1 {0}), (10)
ot Viga = (X1,...,Xq,Y1,...,Yy) est le gradient sur He.

Le premier résultat dans cette thése est une amélioration de 'inégalité de Hardy sur le
groupe de Heisenberg. Nous avons obtenu le théoréme suivant :

Théoréme 0.0.1 Soit Q un ouvert borné de H* avec 0 € Q. Pour tout u € Hi(Q, H?), on
a linégalité suivante :

d2 2 |U(Z, 8) ‘2 2
(55) /Q e dads < | Vet (11)
La singularité du potentiel dans I'inégalité (11) est exactement analogue a celle du potentiel
dans l'inégalité de Hardy classique (8), de plus elle est plus forte que celle dans 'inégalité
(10).

La deuxiéme partie de la thése est consacrée a I’étude du probléme de Dirichlet suivant :

—Agau — pVu = I+ [ulP"2u  dans
(12)

u’ =0,
19)

Q-2
V' est un potentiel positif admettant une singularité a l'origine, est contrélé par 'inégalité
suivante :

2
o2 < p< 2favec 28 = 2L =24 p est lindice critique de l'inégalité de Sobolev et

/V(z, $)lu(z, 5)[ deds < |[Veat|2aq.
Q
En utilisant les inégalités de Hardy (10) et (11), le potentiel V' peut prendre les valeurs

suivantes : 02\ | |2
— z

Vizs) = (F5) ,

(2,9) 2 | 2|4 + 52

V(zs) = (di 1>2p(;8)2'

ou
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Le principal résultat de cette partie est le théoréme suivant :

Théoréme 0.0.2 57 0 < p < 1, alors pour tout A > 0, le probléme de Dirichlet semili-
néaire (12) admet une solution non triviale dans HE (€, H?).

L’existence des solutions est démontrée en utilisant la théorie des points critiques, puisque
les solutions du probéme (12) est précisement les points critiques de la fonctionnelle d’Euler-
Lagrange associée :

Ioa(u) = l/ |:|VHdU/(Z, s)2 — uV(z,s)|u(z, s)|2] dzds

2Ja
— — [ |u(z, )P dzds — = [ |u(z, s)|” dzds, (13)
bJa 2/

pour tout u € H} (2, H?). Pour cela, on distingue deux cas. Dans le cas out 0 < \ < A, ON
montre que la fonctionnelle I, » admet une valeur critique, et la démonstration est basée
sur le théoréme du col. Dans le cas ou Ay, < A < A\gy1 avec )\, la k-iéme valeur propre
de T'opérateur —Ays — V', on montre que la fonctionnelle 7, , satisfait les conditions du
théoréme du Rabinowitz.

Cette thése est organisée de la fagon suivante : nous commencons par rappeler quelques
notions de groupe de Lie homogéne et la définition du groupe du Heisenberg. Ceci fait
I’objet du premier chapitre. Le second chapitre est un rappéel de certaines inégalités géomé-
triques sur le groupe de Heisenberg H?, comme l'inégalité de Poincaré et les inclusions de
Sobolev qui nous seront utiles au niveau du chapitre 6. On rappelle également au niveau
du chapitre 3, la théorie de Littelewood-Paley et son utilité pour définir les espaces de
Besov sur le groupe de Heisenberg et donner une démonstration de l'inégalité de Hardy
dans H*(H%) pour 0 < s < ¢ au niveau du chapitre 4.

Le chapitre 4 est consacré a 1’étude des inégalités de Hardy sur le groupe de Heisenberg.
On démontre ces inégalités en utilisant une intégration suivant un champ de vecteurs
radial. On a aussi démontré l'inégalité de Hardy dans le cas ou le potentiel admet une
singularité sur sous variété. Dans le chapitre 6, nous étudions 'existence de solutions du
probléme de Dirichlet semilinéaire (12). Dans ce cadre, I'existence de solutions est lice aux
propriétés géométriques de la fonctionnelle énergie et au paramétre A. Pour cela, on a eu
besoin d’étudier en premier lieu le probléme spectral associé a opérateur —Aya — pV en
s'inspirant de l'article de J. Chen [53|. L’étape suivante est de démontrer l'existence d'un
minimum local de I’énergie en utilisant la théorie des points critiques comme les théorémes
du col et de Rabinowitz qu’on a rappelé au chapitre 5.
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Chapitre 1

Le groupe de Heisenberg H

Le groupe de Heisenberg est un exemple particulier d’une large classe de groupes de Lie
nilpotents, homogénes et stratifiés appelé souvent groupe de Carnot. La premiére partie de
ce chapitre est un bref rappel des notions de géométrie de groupe de Lie et d’algébre de Lie.
Dans la deuxiéme partie, se concentre plus particuliérement sur les groupes de Heisenberg
H! et HY et on se rameéne aux références suivantes [46, 75, 95, 96, 144, 146] pour plus
amples détails sur I'aspect géométrie et analyse sur le groupe de Heisenberg.

1.1 Groupe de Lie

Définition 1.1.1 Un groupe de Lie G est une variété différentiable de classe C*° munie
d’une loi de groupe o : GxG — G telle que les applications suivantes (produit et inversion)

(r,y)—z0oyeG, z—a2'eG
sont de classe C°.

Exemples 1.1.2
1. (R",+), St ={z € C;|z| = 1}.

2. GL(n,R) = {M € M,(R);det M # 0} : le groupe linéaire réel des matrices inversibles
de R™ est un groupe de Lie réel.

3. O(n) = {A € M,(R); ATA = I} : le groupe orthogonal des endomorphismes de R™
qui préservent le produit scalaire canonique.

Définition 1.1.3 (Translations sur G). Une translation & gauche sur un groupe de Lie
G est le difféomorphisme défini par
(1.1)
L,:G—G
g— L,g=aog. (1.2)
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Une translation a droite est le difféeomorphisme de G défini par

R, G—G
gr— R,g=goa. (1.3)

Remarque 1.1.4 Soient g et h deux éléments de G, on a

Lg OLh - Lgoh € COO, Rg ORh = Rhog € C™®
LyoL, 1 =Ry0R, =1Ig.
Définition 1.1.5 (Champs de vecteurs invariants a gauche)

Soient G est un groupe de Lie et L, le difféomorphisme de G donné par (1.1). On note par
(Lo)+ la différentielle de L, définie par

(La)+(Xg) = (TyLa)(X), Va,g €G,

ot T;G est l’ensemble des vecteurs tangents au point g € G. Un champ de vecteurs X est
mvariant a gauche si

(La)+(Xy) = Xaog, Va,g€G.

Le théoréme suivant nous donne une interprétation géométrique de la définition précédente.

Théoréme 1.1.6 Si v est une courbe intégrale de X passant par l’élément neutre e a
Uinstant t = 0, alors le champ de vecteurs défini par X, = 64(0) avec o 4(t) = gv(t), est
wmvariant a gauche.

Démonstration. Soient a,g € G. On a

(L)X, = (1) (5,(0)) = 5 (Lao o)

d .
= (a0 91®),_ = 0ueg(0) = Xucy.

t=0

Donc le champ de vecteurs X est invariant a gauche O

Définition 1.1.7 Une algébre de Lie g sur R est un espace vectoriel sur R muni d’une loi
interne bilinéaire [.,.] - g X g — @, appelée le crochet de Lie tels que pour tous X, Y et Z
éléments de g, on a :

i) [X,Y] = —[Y, X]| (antisymétrie),
i) (X, [V, Z)|+[Y,[Z,X]]+ [Z,[X,Y]] =0 (lidentité de Jacobi).

Remarques 1.1.8 S5 Xy,..., X,, sont des éléments d’une algébre de Lie, alors un systéme
de générateurs de ’algebre engendrée par { X1, ..., X}, que lU'on note Lie{ Xy, ..., X,,} est
donné par les commutateurs

Xr= [Xin [Xi27 [Xiav T [Xik—nXi ] - m?

ol {il,ig,...,ik} Q{l,,m} et[:(’il,ig,...,’ik), k € N.
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Proposition 1.1.9 Soient X et Y sont deur champs de vecteurs invariants a gauche.
Pour tous a,g € G et A € R, on a
(La)«(Xg + AYy) = (La)s(Xg) + A(La)«(Yg) = Xaog + AVaog = (X + AY )acy,
(La)«([X, Y]g) = [(La)+«(Xg), (La)«(Yg)] = [X, Y]acg- (1.4)
Définition 1.1.10 (Algébre de Lie d’un groupe de Lie)

Soit G un groupe de Lie. L’ensemble de tous les champs de vecteurs invariants a gauche
de G muni de l'opération crochet de Lie est une algébre de Lie, que 'on note L(G).

Théoréme 1.1.11 Soit G un groupe de Lie et L(G) son algebre. Alors,

i) L(G) est un espace vectoriel et lapplication de L(G) — T.G qui a X — X, est
un isomorphisme entre L(G) et l’espace tangent T.G a G en e. Par conséquent,
dim(L(G)) = dim(T.G) = dim(G).

it) Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs invariants a gauche est invariant a
gauche.

Démonstration. Soit e '¢élément neutre de G. Pour tout vecteur X, € T,(G), un champ
de vecteurs X, est définit par

X, = (Lg)«Xe, VaeG. (1.5)

D’autre part, on a pour tout g € G,
(Lg)*Xa = (Lg)*((La)*Xe> = ((LgLa)>*Xe = (Lgoa)*Xe = Xgoa-

Donc, le champ de vecteurs X, est invariant & gauche et X, € L(G). Ainsi, pour tout
¢lément de L(G) qui satisfait (1.5), on a un isomorphisme de T.(G) — L(G). O

1.1.1 L’application exponentielle

Définition 1.1.12 (La courbe exponentille expy(t))

Soit G un groupe de Lie et L(G) son algébre de Lie. Soient X € L(G) et ~(t) la courbe
intégrale de X passant par l’élélment neutre de G a Uinstant t = 0 définie sur R. Soit expy
Uapplication expy : R — G définie par expy (t) = (t) et qui vérifie

eprEZO) = e,
dtexpx<$ r:t> = X@xpx(t), vVt eR.

Remarques 1.1.13 Soit f € C°(G,R). L’équation (1.6) est équivalente a

(1.6)

(d%)r:t(ﬂexp)f(r))) = Xeap, v (f)-

En particulier quand t =0, on a

(5) _ (Fleay(r)) = X.l5).
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Proposition 1.1.14 Soit (G, o) un groupe de Lie et L(G) son algébre de Lie. Si X € g,
alors on a,

i) expx(r + 8) = expx(r) o expx(s), pour tous r,s € R.
i) expy(—t) = (expy (1)), pour tout t € R.
iii) expy(0) = e.

iv) Pour tout x € L(G), Uapplication définie par t — x o (expyx(t)), est l'unique courbe
intégrale de X passant par x a linstant t = 0.

Définition 1.1.15 (L’application exponentielle)
Soient (G, o) un groupe de Lie et L(G) son algébre de Lie. En utilisant les notations de la
définition 1.1.12, on pose

Exp: L(G) — G
X — Ezp(X) := expy(1). (1.7)

Cette application Exp est appelée 'application exponentielle associée au groupe de Lie G.

Proposition 1.1.16 Soit (G, o) un groupe de Lie et L(G) son algébre de Lie. Pour tout
X e L(G), on a

i) Exp(tX) = expy(t), pour tout t € R,
i1) Exp((r+ s)X) = Ezp(rX) o Exzp(sX), pour tous r, s € R.

-1
iii) Erp(—tX) = <Exp(tX)> , pour tout t € R.

Démonstration. Fixons ¢ € R. On considére Uapplication définie par s — ~(t) =
expy(st), pour tout s € R. Comme v(0) = expy(0) = e et

Y(s) = tXexp  (st) = 1X;(s);

alors v est la courbe intégrale de tX et d’aprés la définition 1.1.12, on ay(s) = exp,y(s). Par
suite, expy(st) = exp,y (), ainsi pour s = 1, on obtient expy () = exp,y(1) = Exp(tX).
D’autre part, on a

Exp((r+ $)X) = expy(r+s) = expx(r) oexpy(s) = Exp(rX) o Exp(tX),

et
Exp(—tX) = expy () = (expy (1))~ = (Exp(tX)) .

Définition 1.1.17 (La formule de Campbell-Hausdorff)

Soient G un groupe de Lie et L(G) = T.G son algebre de Lie. Il existe un voisinage V
de 0 dans L(G) et un voisinage U de e dans G telle que la restriction de lapplication
exponentielle Exp : V. — U soit un difféomorphisme. L’application inverse : U — V
s’appelle le logarithme et s’écrit Log. Si deux éléments X et Y de L(G) sont suffisam-
ment proches de l'origine, alors la formule de Campbell-Hausdorff donne [’expression de
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Log(Exp(X)Exp(Y)) en tant que série entiére dans l’algébre de Lie engendrée par X et
Y :

Exp(X)Bap(Y) = E:L’p(X +Y + %[X, Y]+ 1—‘;[)(, X, Y]] + 1—‘;[}/, v, X]]
+ 21—4[}/, X[V, X + ) (1.8)

Voir le papier de L.W. Tu [150] pour la démonstration de (1.8).

1.2 Groupe de Carnot

1.2.1 Groupe de Lie homogéne

Définition 1.2.1 Un groupe de Lie G est homogéne, s’il est muni d’une structure de
groupe de Lie et d’une famille de dilatations {4 }e>0 qui vérifie la propriété suivante : Il
existe N entiers 0 = (01,...,0n) avec 1 <oy < ... <oy, tel que

0o 0 G = G, 04(x1,...,2x5) = (a7 21,...,a N 2y), (1.9)

est un automorphisme de groupe pour tout a > 0.

En effet, {d,}a>0 vérifie

do(zoy) =0d4(2) 00,(y), Y,y € G, a >0,
0a(0p(x)) = dp(x) Vx € G, a,b > 0,
(60) M) = 6,1(x), V2 € G, a > 0.

Si on note e 1’élément neutre de G, alors d,(e) = e, pour tout a > 0, implique que e = 0.
La dimension homogéne de G par rapport a la dilatation (1.9) est donnée par la somme
des exposants de la dilatation : Q) = Zj\le 0.

1.2.2 Algébre de Lie d’un groupe de Lie homogéne

Rappelons que les exposants o; de la dilatation ¢, d'un groupe de Lie homogeéne G
satisfaisant 1 < oy < --- < on peuvent étre regroupés en posant

ny = 0j pour 1 <7 < Ny,

ny = o pour Ny <j < Ny + Ny, (1.10)

n, = o; pour Ny+---+ N1 <j< N +---+ N1+ N,

tels que
ng<ng <---<ng, Ny+Ny+---4+N,=N.
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Soit (Zy, -+, Zy) une base de L(G) l'algébre de Lie de G. Posons
Vi=({Z;,1<5<MN}),
‘/z:<{Z]7N1++NZ—1<j§N1++Nr—1+NZ}>7 pOUfi:Qa"‘ , T

Alors,
LG =VieVeg---aV,.

Définition 1.2.2 Un groupe de Lie G est dit stratifié s’il est un groupe de Lie connexe
et simplement conneze et si l'algebre de Lie L(G) admet une stratification, i.e., L(G) =
VieV,®...®V, ou

[‘/17‘/2‘71] :‘/;7 2§Z§T7 [‘/17 ] {O}

Définition 1.2.3 Soient G un groupe de Lie homogéne et L(G) son algébre de Lie. On
définit la dilatation sur L(G) comme suit : St X € L(G) et (Zy,---, Zy) une base de L(G),

alors
X = ZC]Z = da( Zc]

7=1
Do 1 " . )
ou la proposition suivante :

Proposition 1.2.4 Soit L(G) l'algébre de Lie d’un groupe de Lie homogéne G. La dilata-
tion sur L(G) est un automorphisme d’algebre de Lie de L(G) qui vérifie

So([X,Y]) = [6,(X),0.(Y)], ¥V X,Y € L(G). (1.11)

Démonstration. Soit (Z;,---,Zy) une base de L(G). Si Z; et Z; sont homogenes de
degré o; et o; respectivement, alors [Z;, Z;] est un champ de vecteurs homogéne de degré

- N
o; + 0;. En écrivant [Z;, Z;] = >, _, ckZy et 0, = 0, + 04, on a

N N

0a([Zi, Zj)) = 6a(D_erZi) =D exa™ Z,

k=1 k=1

= a7t E cxZy, = a2y, Zy).
k=1

Posons maintenant X = S | #;7; et Y = Zjvzl y;Z;, alors

01X, V]) = 0 (D w12, Z3]) = S w122,

2,j=1 i,7=1
N N N
_ o;+0; _ o o
= E T;Y;a g J[Zi,Zj] = [ E C;Q ZZZ', E Cia JZ]‘]
i,j=1 i=1 j=1

= [5a(X)a 5a(Y)]
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Définition 1.2.5 Soient G C RY un groupe de Lie homogéne et {6, }a>0 une famille de
dilatations de la forme

So(zM 2@ 2y = (azW 2P, a2 ™), (1.12)

otz € RN pouri=1,...,r et Ny + Ny + ...+ N, = N. Notons par Z; lunique champ

de vecteurs de L(G) qui coincide avec —— a Uorigine pour i =1,...,r. Si l'algébre de Lie

61’@-
engendrée par (Zy,...,Zn,) est égale & L(G) lalgébe de Lie de G, alors on dit que G est

un groupe de Carnot homogéne d’ordre r.

Exemples 1.2.6 On munit le groupe G = (R? 0) d’une loi de composition définie par

(@1, 22) o (y1,y2) = (21 + y1, 22 + Y2 + T141),

(z1,22) " = (=21, —y1 + 23),

et dune famille de dilatation {0,}as0 définie par 6,(x1,7s) = (axy,a®zs). Alors, G est
un groupe de Lie homogene. Notons par Vi l’espace engendré par le champ de vecteurs
Zy = Oy + 2104,. Comme le rang(V1)(z) = 1 # 2, Vo € R?, le groupe G n’est pas un
groupe de Carnot.

1.2.3 L’opérateur sous-Laplacien d’un groupe de Lie stratifié

Définition 1.2.7 Soient G un groupe de Lie stratifié et L(G) son algébre de Lie. S’il existe
une stratification de L(G), i.e., L(G) =Vi&Voa®---BV,, ou (21, , Zy,) forme une base
de Vi, alors Uopérateur différentiel d’ordre 2, L = Z;nzl Z]2 est appelé sous-Laplacien de
G.

Définition 1.2.8 (Hypoellipticité)

On dit qu’un opérateur différentiel £ défini sur un ouvert Q C RYN est hypoelliptique dans
Q si pour tout ouwvert Q' C Q et pour tout f € C®(QV,R), toute solution de [’équation
Lu = f dans Q, (au sens des distributions) est de classe C*(§Y').

Théoréme 1.2.9 (Théoréme d’Hormander)
Soient Zy,--- , Z,, des champs de vecteurs a coefficients de classe C*° sur un ouvert €1 de
RN, S

rang (Lie{Z1,- -+, Zm, }(x)) = N, Yz € Q, (1.13)

lopérateur L = Z;n:l ij est hypoelliptique dans €.
Remarque 1.2.10 La condition (1.13) se traduit ainsi : en chaque point de 2, on peut

trouver N opérateurs différentiels linéairement indépendants parmis Z1,..., Z,, et leurs
commutateurs.
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1.2.4 Distance de Carnot-Carathéodory

Définition 1.2.11 Soit X = (Xy,---, X,,) une famille de champ de vecteurs dans RY.
Un chemin absolument continu v : [0,T] — G est dit sous-unitaire si

(v'(t),€)? < Z(Xj(v(t)),f)Q, VEeG, pour presque tout t € [0,T).
j=1
On définit ainsi la longueur d’un chemin absolument continu v par :
! :
o) = [ (S0 %6w2)

Définition 1.2.12 Soient x ety deux points du groupe de Carnot homogéne G. La distance
dite distance de Carnot-Carathéodory est définie par :

dx(z,y) = inf{lg(7y); v est sous unitaire de = a y}. (1.14)

Proposition 1.2.13 Soit G un groupe de Carnot homogene et d la distance de Carnot-
Carathéodory associée a une famille (X1, -+, X,,) de champ de vecteurs invariant a gauche

sur G. Alors

d(z,y) =dyox,0),Y 2,y €G, (1.15)
d(z,0) = d(z,0),V z € G. (1.16)

La démonstration de cette proposition est basée sur le lemme suivant :

Lemme 1.2.14 Soit v : [0,T] — G un chemin sous-unitaire. Sous les hypothéses de la
proposition 1.2.13, avo~y est aussi un chemin sous-unitaire pour tout o € G.

Démonstration. Notons par I' = a o v, alors I'(t) = J.. (7(t)) - #(t), pour presque tout
t €[0,T], ot Jr, est la matrice Jacobienne de 'application L,, la translation a gauche par
a sur G. Alors, pour tout ¢ € G,

(00,6 = ((0), (T (1) €2
(X0 (7. 00) €2 = (T2 (0) - X,((0), €7

(Xj(aon(t), £ < Z<Xj(T(t)), €)%

1 7=1

NE

<.
Il

NE

<.
Il

On en déduit donc que « o v est un chemin sous-unitaire.

Démonstration de la proposition 1.2.13. Soient z € G, y € G et v un chemin sous
unitaire de x a y. Comme « o~y est un chemin sous-unitaire qui lie a o x et oy pour tout
a € G, alors d(aox,ao0y) < d(z,y). D’autre part comme x, y et a sont arbitraires, alors
d(z,y) < d(aox,aoy). Ainsi on a montré que

dlaoz,aoy)=d(z,y), Vo,y,a € G. (1.17)

En remplacant o par y~! dans (1.17), on obtient la premiére égalité de la proposition 1.2.13
et en posant z = 0, on obtient la deuxiéme égalité. (]
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Proposition 1.2.15 Soit d la distance de Carnot-Carathéodory associée a une famille de
champ de vecteurs (Xy, -+, X,,) dont les coefficients sont de classe C*. Si les champs de
vecteurs (X;)1<j<m sont homogénes de degré 1 par rapport a la dilatation

0o : G =G, du(z1,...,2n) = (a2, ..., a"N2N),
ou o1, ,0n sont des nombres réels positifs, alors
d(04(),04(y)) = ad(z,y), Yo,y € G, Va > 0. (1.18)

Afin de démontrer cette proposition, on a besoin d’énoncer le lemme suivant :

Lemme 1.2.16 Sous les hypothéses de la proposition 1.2.15, soit v : [0, T] — G un X-
chemin sous-unitaire, alors pour tout a > 0, le chemin

:[0,aT) — G, T(t)=6d(1(1)

a

est un X -chemin sous-unitaire.

Démonstration. Pour tout £ € G, on a

(1), €07 = a2 (0 (1)), €7 = 4™ (5), Bul6))?
<@ Y GAGDAOP = Y@ 8GO (5). )
<Y (800G)).9* < Y Em).€7

Démonstration de la proposition 1.2.15. Soient z,y € G et v un X-chemin sous
unitaire de x & y. D’aprés le lemme précédant, I'(t) = §,(7(L)) est un X-chemin sous

unitaire de d,(z) & d,(y), alors on a

d(0a(2),0a(y)) < UT) = aT = al(y)

a
ad(z,y), Ve,y € G, Ya > 0.

IA A

En remplagant = et y par ,-1(z) et d,-1(y) respectivement dans cette derniére inégalité,
on obtient

d(z,y) < a'd(6.(2),0a(y)), Yo,y €G, Ya> 0.

La proposition 1.2.15 est ainsi démontrée. U

Proposition 1.2.17 Soient G un groupe de Carnot homogéne et d la distance de Carnot-
Carathéodory. Pour tout x € G et pour tout r > 0, on définit les boules sur G par

By(z,r) ={y € G, d(x,y) <r}.

Remarquons que Bg(x,r) = x o By(0,7), B(0,7) = 6,(B(0,1)), pourr > 0, et que |
By(z,7) |= 19| B4(0,1) |, ot Q est la dimension homogéne de G.
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1.3 Le groupe de Heisenberg H!

Soit G un sous groupe du groupe GL(3,R) défini par

1 a; das
G = { 0 1 as |;ai, as a3 € R}. (1.19)
0 0 1

En le munissant de la loi de multiplication de matrices A et B, G est un groupe de Lie non
commutatif. Rappelons que le commutateur de deux matrices de G est défini par :

1 0 a162—61a2
[A,B]=ABA'B' =10 1 0
00 1

Définition 1.3.1 On définit une suite de groupes (I',(G))n>1 par I'o(G) =G, T',11(G) =
I'w(G),Gl. On dit que le groupe G est nilpotent s’il existe n € N tel que I',(G) = eg. Le
plus petit entier n qui vérifie cette propriété est appellé classe de nilpotence de G.

Dans notre cas,

o O =
o = O
_ o X

r(G) = { keR},

et I'y(G) = [I'1(G),G] = I, = e, par suite G est nilpotent de classe 2.
L’application bijective ¢ : R® — GL(3,R) définie par

(b(x’ y’ S) =

O O =
O~ K
— < »

induit une loi de groupes non commutative sur R? :
(,y.8)0 (¢, ¢, ) =(@+ 2" y+y s+ +ay). (1.20)

L’élément neutre est e = (0,0,0) et l'inverse de (x,y, s) est le point (—z, —y, xy — s).
R3 muni de la loi (1.20) est appelé le groupe de Heisenberg non symmeétrique de dimension
3, c’est un groupe de Lie.

Proposition 1.3.2 Les champs de vecteurs
X =0, Y=0,+x05, S=0s

sont invariants a gauche par rapport a la loi de groupes de Lie (1.20) sur R3.

Démonstration. Notons z; = x, x5 = y et x3 = s. On définit la translation & gauche de
G par :
L(a17a27a3) = (al + X1, a2 + T2, a3 + €3 + alx‘2>-
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Soit X un champ de vecteurs invariant a gauche, alors d’aprés la définition 1.1.5, X, =
(Lo)+Xe, Ya € G, ou X, est la valeur du champ de vecteurs X a l'origine. En écrivant X,
en coordonnées locales, i.e., X, =Y. X!0,,, on a

X! = Xo(2:) = (La)s Xe(w5) = Xo(5 0 Ly). (1.21)
Soit b = (by, by, b3) € G, alors

(210 Ly)(b)
(x9 0 Ly)(b)
(230 L,)(b)

21(Lgb) = x1(ab) = ay + by = x1(a) + x1(D)
To(Lab) = zo(ab) = ag + by = w5(a) + x5(b)
x3(Lab) = x3(ab) = az + bs + a1by = x3(a) + x3(b) + x1(a)z2(D).

)
9

Par suite,

x10 Ly = z1(a) + x4,
x90 L, = x9(a) + g,

x30 L, = x3(a) + x3 + x1(a)xs.
Notons X, = A0y, + A20y, + A30,,, alors

X; = Xe(l‘l((l) +l‘1) = )\1,
X7 = Xe(wa(a) + 2) = Xs,
X3 = X (z3(a) + 23 + 21(a)12) = A3 + 21(0)\s.

D’ou,
X = )\1611 + )\2612 + ()\3 + .Tl)\g)amg
- Alaxl + )\Q(axg + xlal‘g) + >\3a$3
=X + XY + A3,
et l'algeébre de Lie de G est générée par la famille de champs de vecteurs (X, Y, S). U

Dans la suite nous allons voir comment ce modéle non symétrique peut étre réduit a
un modele symétrique en utilisant un changement de coordonnées adéquat.

Proposition 1.3.3 En effectuant le changement de coordonnées suivant :
Y1 =121, Yo =To, T =45 — 21129,
les champs de vecteurs X = 0,,, Y = Oy, + 1105, S = 05 deviennent
X =0y, —2y20-, Y =0, +2y10,, S=40;. (1.22)
Démonstration. La démonstration est évidente si on remarque que

0y = 40, Oy, = 0y, — 2ys0r, O, = Oy, — 2010,
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On Consideére le changement suivant : y; = x1, yo = 29 et 7 = —s . Alors les champs
de vecteurs dans (1.22) s’écrivent :

X1 = 8331 + 21’283, X2 = 8;,32 — 2.1’165, X3 = 85.

On s’intéresse ensuite a la loi de groupe de Lie tels les champs de vecteurs Xi, X5 et X3
sont invariants & gauche. Rappelons que d’apreés la formule de Campbell-Hausdorff (1.1.17),

Bxp™! (Bxp(e)Exp(y) = o +y + g[r. 4],

ou z = 1 Xy + 29Xy + 23X3 = (21, 22, x3). En remarquant que [X7, Xo] = —4X3 et que
[Xl,Xg] = [XQ,Xg], OH a

1
T+y+ 5[37, y] = (z1 + 1) X1 + (22 + y2) Xo + (23 + y3) X3
1
+3 <$1yl (X1, Xa] + (z1y2 — x2y1) [ X1, Xo] + 902?/2[X2aX2])
= (961 + Y1, Lo + Yo, T3 + Y3 — 2(21y2 — $2fyl))-

On peut énoncer maintenant le résultat suivant :

Proposition 1.3.4 Les champs de vecteurs X, = 0y, + 22905 et Xy = 0, — 22105 sont
invariants a gauche par rapport & la loi de groupe de Lie sur R? :

(w1, m9,8) o (2], 2h,8") = (11 + 2, w0 + 2h, s + 8 — 2(x12), — wa7))). (1.23)

Le groupe de Lie H! = (R3,0) est appelé le groupe de Heisenberg symétrique. L’élément
neutre e = (0,0,0) et 'inverse d'un point (z1,xs, s) est (—x1, —z2, —5).

1.4 Le groupe de Heisenberg H

Dans le cas ot d > 1, on définit le groupe de Heisenberg H? comme étant 1’espace
R4+ muni de la loi de multiplication non commutative

(v,y,8)0(2,y,s) = (x+x',y+y',s+ s + Q(yx’ — y’x)) )
C’est un groupe de Lie homogéne muni d’une structure de dilatations défnie par

Sa(,y,8) = (ax,ay,a’s), a > 0 (1.24)
5a = —5|a‘, a <0, (1.25)

et dont la dimension homogéne est égale a () = 2d + 2. Les champs de vecteurs invariants

a gauche
Xj = am]. —+ 2yj83, Y; = 83/]. — 233‘]‘63, (126)
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aussi appelés champs de vecteurs horizantaux, engendrent ’algebre de Lie. Les seuls com-
mutateurs non triviaux étant

[(X;, Y] = —40, = —4S, et [X;, S| =[Y;, 5] =0, 1 <j <d.
Ainsi, la décomposition de 'algébre de Lie h de HY est la suivante :

b =51 @b = {X;,YV;hj<a) ® ({S}). (1.27)

Soient & = (z,y,s) € R¥**! et d€ est le volume de Lebesgue dans R+, La translation
a gauche sur H? qui est définit par L,(£) = go&, g,& € HY, admet une différentielle

Da O (2y5)1<j<d
dLg = Ogd [2d (_ij)lgjgd . (128)
0 0 1

Comme d(Ly(€)) =| det(L,) |**™ d¢ = d€, alors d¢ est donc la mesure de Haar sur H.
Donc la mesure de Haar sur H? est la mesure de Lebesgue sur R?**!, voir 'annexe A.

On dit qu'une courbe 7 : [0, 7] — H¢ est sous-unitaire s’il existe des fonctions mesu-
rables h; : [0,7] — R telles que

d

(8) = > i (0)X((8)) + hass (1) Y;(1(1)),

Jj=1

-

et Z?il h?(t) < 1 pour presque tout ¢ € [0, 7. Les champs de vecteurs X et Y; engendrant
'algebre de Lie, le théoréme de Chow [28] assure que I'on peut toujours joindre deux points
quelconques par une courbe sous-unitaire. On définit la distance de Carnot-Carathéodory

par

d(z,y) = Inf{T > 0; il existe une courbe sous-unitairey : [0, T] — H"

tels quey(0) =z, v(T) = y}.

Deux propriétés cruciales de cette distance sont I'invariance a gauche, i.e., d(xoy,zoz) =
d(y,z), Vr,y,z € H et 'homogéniéte, i.e., d(d,(x),04(y)) = ad(x,y) pours tous z,y € H?
et a > 0. Notons aussi que d induit la topologie euclidienne usuelle sur H?. On renvoit par
exemple a |28, 88] pour de plus amples détails sur les espaces de Carnot-Carathéodory.
Notons par z = x + iy et £ = (z,s) € H% La distance entre deux points & = (z,s) et
¢ = (7,s') € H? est définie par

(&, €)= p((z',8) "o (2,9)),
ol
1/4 1/4
plz,8) = (121" +1sP) " = (e + [y + 1s?) ™. (1.29)
De plus, p est homogeéne de degré 1 par rapport a la dilatation (1.24) :
p(0a(2,5)) = ap(z,5), (z,5) € H".

Une notion intrinséque de différentiabilité a été introduite par P. Pansu [132]|. On dit
qu'un homomorphisme de groupes L : (H% o) — (R, +) est homogéne si L(5,(z)) = aL(x)
pour tous x € H? et a > 0.
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Définition 1.4.1 Soit Q un ouvert non vide de H®. On dit qu’une application f : Q — R
est Pansu différentiable en x € ) sl existe un homomorphisme de groupes homogéne
L:(H? o) — (R, +) tel que

i 4 W) = f(z) = Lzt oy)

— 0.
y— d(y,x)

L’application L est alors unique et l’'on notera Dyaf(x).

Cette notion de différentiabilité est étroitement liée aux dérivations le long des champs de
vecteurs horizontaux X; et Y;. On note (ey,- - -, e24+1) la base canonique de R24+1,

Définition 1.4.2 Soit Q un ouvert non vide de H?. On dit qu’une application f :  — R
est différentiable en x € Q le long de champ de vecteurs X; (resp. Y;) si Uapplication
ar— f(zody(e;)) (resp. a— f(xody(eas;))) est dérivable en a = 0 et on notera X; f(x)
(resp. Y;f(x)) la dérivée correspondante.

Lemme 1.4.3 Soient X; et Y; les champs de vecteurs définis dans (1.26). Si f = f(p)
une fonction radiale de classe C* sur HY, alors

Xjf(P)Z%( | 2 |2$j+yj3>,
Virlo) =L (1P uy - 35). (s) e e (1.30)

Remarque 1.4.4 Soit f un fonction différentiable en z € € le long de champ de vecteurs
X; et Y] pour tout j € {1,---,d}. Le gradient de f en z est défini par

def(fL') = (le(l'), o ade(x)a}/l(x)a e 7Ydf(x)a
la norme du gradient de f est donnée par

d 1
2

| Viaf (@) 1= (D21 @) P+ Vif@) )

=1
et le Laplacien sur HY est défini par Ayae(f(7)) = ijl X2 f(x) + Y f(z). Comme
rang(Lie{ X1, -+, Xg, Y1,...,YyP)(z) =2d + 1, V2 € R*,

alors d’apres le théoréme d’Hormander 1.2.9, le Laplacien Aga est hypoelliptique.

Un des liens entre la différentiabilité au sens de Pansu et la différentiabilité le long de
champ de vecteurs X; et Y; est donné par la proposition suivante.

Proposition 1.4.5 §i f : 2 — R est Pansu différentiable en x € Q alors f est dif-
férentiable en x € Q le long de champ de vecteurs X; et Y; pour tout j € {1,---,d},
et

d
Dyaf(x) = Z ;X f(x) + B;Y; f ().
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1.4.1 Solution fondamentale du Sous-Laplacien

Dans cette partie, on est dans le coeur de I’étude de 'opérateur Sous-Laplacien sur les
groupes de Carnot homogénes de dimension homogéne Q).

Définition 1.4.6 Soit G un groupe de Carnot homogene et soit L l’opérateur sous-Laplacien
sur G. Une fonction T’ : G\{0} — R est une solution fondamentale de L si

1) I'e C=(G\{0}),
i) T € L}, .(G) et T'(z) — 0 quand x tend vers linfini,

iii) L(I') = —Diracy, ot Diracy est la masse de Dirac a lorigine ;
/ ['(x) Lo(x) dr = —p(0), Vo € C°(G), x € G. (1.31)
G

Proposition 1.4.7 Soit L l'opérateur sous-Laplacien sur G un groupe de Carnot homo-
gene. Si 1" est la solution fondamentale de L, alors

/Gf‘(y_l ox)Lo(x)dr =—p(y), Yo € C°(G), Vz,y € G. (1.32)

1

Démonstration. Le changement de variables z =y~ o x donne

/G Ny~ oz) Lo(x) dr = / D(2) L)y 0 2) d. (1.33)

G

Comme l'opérateur £ est invariant a gauche sur G, alors L(p)(yo z) = L(p(y o 2)). En
remplacant cette égalité dans (1.33) et en utilisant (1.31), on retrouve (1.32). O

Définition 1.4.8 Soient G un groupe de Carnot homogéne et O un voisinage ouvert de
Vorigine. Soit J € Cg°(G,R), J >0, tels que Supp(J) C O et [, J = 1. Pour tous e > 0
et v € G, on pose J.(x) = QJ(01(x)). Siue Lt (G), alors

wla) = (ux L)) = |

w(y)J(z oy ) dr = / u(z ™t o) J.(2) dz. (1.34)
G

3:(0)

On dit que la fonction u. est la fonction régularisante de u associée au noyau J.

Proposition 1.4.9 Soit L l'opérateur sous-Laplacien sur G un groupe de Carnot homo-
gene. Soit u € Lj,.(G) une solution faible de Lu = 0 dans G. Si u. est la fonction
régularisante de u, alors

Lu. =0 dans G, Ve > 0. (1.35)

Démonstration. Notons que Supp(J.) C 6-(O) et que
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Pour toute fonction test ¢, on a d’aprés le théoréme de Fubini-Tonnelli,

[ wwget@ydr = [ o] [ s o)) i) da
= [ o[ [ €or@ntoayai] ay
= [ [ [ oo utz) =] ay o

car d’apres le fait que Lu = 0 dans G, on a [ (Lp)(y o z)u(z) dz = 0 . Comme l'opérateur
autoadjoint £* = L, on déduit ainsi 1'égalité (1.35). O

Grace a la proposition 1.4.9, on peut montrer I'unicité de la solution fondamentale.

Proposition 1.4.10 Soit L l'opérateur sous-Laplacien sur un groupe de Carnot homogéne
G, alors la solution fondamentale de L est unique.

Démonstration. Soient I' et I” deux solutions fondamentales de £. La fonction v = I' =TV
a les propriétés suivantes :

u€ L}, (G), u(r)— 0 quand z — oo

/Gu(:c)ﬁw(:c) dx =0, Yo € C5°(G).

En appliquant la proposition 1.4.9, on a Lu. = 0 dans G, Ve > 0. Comme u.(z) — 0
quand x — o0, alors d’aprés le principe de maximum, u. = 0 dans G. D’autre part, u, — u
dans L} (G) quand ¢ — 0, alors u = 0 dans G. On déduit ainsi I'unicité de la solution
fondamentale. O]

Proposition 1.4.11 Soit L l'opérateur sous-Laplacien sur un groupe de Carnot homogéne

G. Soit T la solution fondamentale de L alors T'(x™') =T(z), Vo € G\{0}.
Démonstration. Soit ¢ € C5°(G), on définit pour z,y € G

ua) = = [ T oa)Lot)dy
Pour ¢ € C§°(G),
/Eu(x)@b(x) dx:/u(x)ﬁw(:p) dx
G G
[ Lot [ T o opcui o] dy
- [ £etwvt) v

Ce qui prouve que L(u — ¢) = 0 dans G. comme u — ¢ — 0 quand = — oo, alors d’aprés
le principe de maximum, u = ¢ dans G. En particulier

o(0) = u(0) = — / Ly ) Loly) dy, Ve € C3(G).

Par suite I'application z — T['(z7!) est une solution fondamentale de £. L’unicité de la
solution fondamentale implique que T'(z™!) = I'(z), Vz € G\{0}. O



1.4 Le groupe de Heisenberg H? 17

Proposition 1.4.12 Soit L l'opérateur sous-Laplacien sur un groupe de Carnot homogéne
G. Si T est la solution fondamentale de L alors T' est homogéne de degré (2 — Q) :

['(6(2)) = a* °I'(2), V2 € G\{0}, a > 0. (1.36)
Démonstration. Pour a > 0 fixé, on pose I'(z) = a¥2['(d,(z)), Vo € G\{0}. On a
I"e C(G)NLL, (G) et T(z) — 0 quand = — oo. Soit p € C§°(G), on a
/ IM(x) Lo(x)de = aQ_Q/ ['(0a(x)) Lo() da
G G

= [ T £ol5, @) dy = [ T LG5, () d
— (61 (0)) = —(0).

Donc I est une solution fondamentale de £. Comme la solution fondamentale est unique,
on en déduit que IV =T O

Exemples 1.4.13 La solution fondamentale du Laplacien usuel dans RY, d > 2 est donnée

| T |2*d
PR =

Démonstration. Notons que la fonction F(z) =| 2 |*~¢ est de classe C*° dans R?\{0}. De
plus, on a

, ot wy désigne la mesure de la sphére unité de RY.

d—1
| @ |
I résulte que supp (AF) C {0}, et par suite AF =37,y cadd. Soit ¢ € Cs°(RY), on a

A(F(z)) = F"(z) + F'(z) =0, € RN{0}.

(AP = (Fag) = [ o P Ap(a) de

= lim |2 |27 Ap(z) d.
e—0 |z|>e
La derniére inégalité étant justifiée par le théoréme de convergence dominée, car | x |>~4
Ay € L'(R?). On applique ensuite le théoréme de Green pour le laplacien :
O R
2Pt Ap(e) do= [ Jo P SR o [ ) — do
/x>5 |x|=¢ od ) |x|=¢ od )
=1I.+ J,
avec do. = ! dw la mesure de Lebesgue sur S9! et 2 = —— in Posons
: ad |z T 0x;
x = cex’ avec | 2/ |= 1. D’aprés le théoréme de convergence dominée, on a

) d 0,
/Sd 121’ 6:5] v

J.=(2—4d) /Sd—l o(ex') da' — (2 — d)wy,

quand € — 0. On en déduit ainsi que (AF, ) = (2 — d) wa¢(0). O
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Exemples 1.4.14 La solution fondamentale du Laplacien Aga sur le groupe de Heisenberg
est égale a c;'p(z,s), ot p est la distance homogéne définie dans (1.29) et

eyl = —4d(d + 2)/

Hd

|22 (14 Y™ dads. (1.37)

Démonstration. Montrons tout d’abord que la constante ¢, vérifie I'égalité (1.37). Soit
s
€ = (z,8) € H? et notons par z* = —— et s* = ——. Le point £* = (2%, s*) appartient
p(€) p(&)
alors a ¥ = {£ € H? : p(€) = 1}. D’aprés Folland et Stein [76], on a pour tout f € L'(HY)

[ ae= [ [rors0e) due) ar (1.33)

ou du est la mesure de Radon sur la sphére 3. Alors
1
/ | 2% |2 dp = (Q+2)/ P+ dr/ | 25 % du
) 0 b

1
= ot FP dpdr = 2 de.
“’“2)/2’“ /me o dr <@+2>/p@<l|z\ ¢

D’autre part, on a

—

1 )4
/ | 2 |2 df:Z// 1|z|2 dzd5—2w2d1// r2 T dr ds
p(&)<1 0 Jlz|<(1—s2)%
2w2d,1 2d+2 Woq—1 2d+2 1
:2d+2/(1_5)4 ds—2d+2/(1—s)4s2ds
0
_ Wayg-1 F( )T (MZG)
S 2d+2 (2B

Ainsi,

|<©

/|z 1?2 dp = wyg_y (E()Q 5 ) (1.39)

\_/»Jk

On en déduit donc que

G ==Q=2Q+2) [ |} (4 ptes)E dds

—(Q—Q)(Q+2)/Z\z* b dﬂfom%

1+7r4)™a

[
U
=

avec

/00 rQ@+1 p /oo 5 d
——dr = —— dr.
o (14 7“4)% o =
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En posant t = 1 4+ r~*, on obtient
[e8) Q+1 1 o0 1
/ Tiwdr:—/ FE =
o (I+rH)~+ 4 )y + 2
et par suite,
o FEI)
¢; = (2—Qwaa- IT. (1.40)

Soient £ > 0 et p. = (p* +£%)7. On a,

Aga(p=?) = —2dp*(p* + €)= F Agalp) — 6dp?(p* + ')~
+4d(d+2)p°(p" + 2475 | Vaulp) |

D’aprés le lemme 1.4.3, on a

i i
| Vaulp) =5 et Aualp) = 2+ 1)

par suite,

Aga(pz2) = [—zd@d +1)(p" +eb) — 6d(p* + ) + 4d(d + 2)(p* + )

d+4

—dd(d+ 2] | 2 [P (" + 2f)
= —4d(d+2)e* | 2 2 (p* + Y F
_ —4d(d+2) 4 | e ‘2 pg2(d+4)

= 2K (),

avec .,
K(zs)=—4d(d+2) |z [ (o' + 1)~ %

Par suite, pour ¢ € C5°(H?) on a
(Agacap™,p) = lim(Agacap™, )

=lim [ cgApa(p*u(z, s) dzds

e—0 H
= lir% ezdzcd/ K(01(z,8))u(z,s) dzds
E— Hd €

=cqlim [ K(z, s)u(ez,es) dzds

e—0 Hd

=u(0,0)cq | K(z,5) dzds =u(0,0).

Ha
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Chapitre 2

Espaces de Sobolev sur le groupe de
Heisenberg

2.1 Espaces de Sobolev sur R

Cette section est un bref rappel des espaces de Sobolev dans le cas euclidien. Pour plus
de détails, nous renvoyons aux articles [2, 12, 123].

Définition 2.1.1 L’espace de Schwartz S(RY) est l’espace des fonctions u € C*°(RY) telles
que pour tout k € N, on a

lulles@y = sup  (1+[z))* | 0%u(z) |< +oo. (2.1)
|a|<k,zeR4

Equipé des semi-normes (H.”k’s(Rd)> , lespace S(R?) est un espace de Fréchet.
keN
Définition 2.1.2 On note par S'(R?) l’espace des formes linéaires continues sur S(R?).
On dit que
fo — f dans S'(RY)  si et seulement si (fn, ) — (f, ), ¥V p € S(RY).
Définition 2.1.3 Soit s € R. On définit lespace de Sobolev H*(R?) par :

H*(RY) = {u € S'(RY); @ € Lj,,(R) et / (1+1€*)"[a(e)]* de < +oo}.

R4

Si u € L'(RY) alors la transformation de Fourier de u s’écrit :

Flu)(€) = al€) = / ()

Définition 2.1.4 On définit les espaces de Sobolev H™(RY) ot m € N par :
H™RY = {u € L*(RY) : Du € L*(RY), o € N4, |a| < m}.

On le munit de la norme naturelle :

= (35 [ 10raf )" (22

|oo| <m
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Proposition 2.1.5 L’espace H™(RY), m € N peut étre défini par :
H™(R?) = {ue SR : (L+[¢)"*a(€) € L* (R},

et la norme définie par (2.2) est équivalente a

fullan = ([ 1+ 1ePmae) P ) (2.9

Démonstration. La démonstration de la proposition 2.1.5 s’appuie sur le lemme technique
suivant :

Lemme 2.1.6 Pour tout d € N* et m € N, il existe deur constantes Cy(m,d) > 0 et
Cy(m,d) > 0 telles que

Cifm, d)(1+E+...+Em< S (H &)

la|<m =1

< Co(m,d)(1+E 4+ ... +EH™, VE R

Soit u € L?(RY) telle que D®u € L*(R?) pour tout |a| < m. Le théoréme de Plancherel
nous assure que F(D%) € L*(RY). D’autre part, comme D% € S'(RY), alors F(D%u) =
ilolexa(€) € L2(RY). En utilisant le lemme 2.1.6, on obtient

> [ prpa=Y [ HW%

|ao| <m |a| <m

> Cy(m.d) / (L P de.

()] dg

On suppose maintenant que u € S'(R?) telle que (1 + |£]?)™/2a € L*(R?), alors d’aprés le
lemme 2.1.6, on a H?Zl &|@0 € L2(RY) pour tout multi-indice a tel que |a| < m. Comme
F(Du) = il*l¢é*a, on déduit d’aprés le théoréme de Plancherel, que D%u € L?*(R%). En
utilisant le lemme 2.1.6, on obtient :

Com >/<1+|§| Y ale)? de > Z/ H|sz|2% &) de

|| <m

> Z/ | D%u|? dx.

la|<m

Ce qui achéve la démonstration de la proposition. O]

Propriétés 2.1.7 On énonce les propriétés suivantes :
1) Muni du produit scalaire

(o) = [ (11 Prace) 7 e,
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Uespace de Sobolev H*(R?), s € R, est un espace de Hilbert.
2) Soit k € N, on a [’équivalence suivante :

u € H(RY) <= Va, |a| <k, D% € HF(R?).

8) Sis=(1-0)s;+0sy, 0 €[0,1], 51 < 89 et u € H2(R?), alors

;?(Rd) ”u”?qsz(Rd)-

]| rsray < [|u|

4) Si s €]sy, 89| et u € H2(RY), alors Ve > 0, il existe une constante C. tel que

Hu! Hs(R4) < €Hu| Hs2(R4) + C'€Hu| Hs1(R4)-

2.2 Espaces de Sobolev sur H?

Comme dans le cas euclidien, on rappelle quelques définitions concernant l'espace de
Schwartz et 1'espace de Sobolev sur le groupe de Heisenberg. On note par Z la famille
de champs de vecteurs définie par Z; = X;, Zjiq = Y; pour j € {1,---,d} et par
Z% = Uy, ... Ly, pour tout multi-indice v de longueur & > 1.

Définition 2.2.1 L’espace de Schwartz S(HY) est I’espace des fonctions u € C*(HY) telles
que pour tous k,m € N,

lullis@ay = sup | Z™(2* = is)*u(z, s) |< +oo, (2.4)
m<k, (z,s)€Hd

ou Z™ :Z;ZIZJIZJH jl S {17,2d}
Proposition 2.2.2 Muni de la semi-norme

el sy = sup | Z7(|27 4 is)*u(z, 5) |,

Uespace S(H®) est un espace de Fréchet.

Définition 2.2.3 Pour k € N, on note par H*(H?) l’espace de Sobolev sur le groupe de
Heisenberg d’ordre k défini par :

H*(HY) = {u € L*(H"); Z*u € L*(H") pour tout |a| < k},

que l’on munit de la norme

el gy = D 2%l Z2aay < +oo. (2.5)

lo| <k

Propriétés 2.2.4 On rappelle les propriétés suivantes :
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1. Soit k € N. Muni du produit scalaire

(U,U)Hk(Hd) = Z (Zjl...Zjlu, Zjl...Zle>

Y
A L2(H4)

Uespace H*(H?) est un espace de Hilbert.

2. Siky, ky €N tel que ky < ky alors H*(H?) est continument inclus dans H* (H?).

3. Pourj € {1,...,d}, le champ de vecteurs Z; est un opérateur continu de H*(H®) dans
ch—1<Hd)_

4. H7*(H?) est le dual de H*(H?) : pour toute forme linéaire L continue sur H*(H?),
il existe un unique u € H*(HY) telle que L(v) = (u,v), Yv € H*(H?).

5. Soit s un réel positif. L’espace dual de H*(H?) est I’espace H=*(HY).

6. On peut aussi caractériser les espaces de Sobolev via le calcul de Weyl [32, 42] et via
la décomposition de Littelwood-Paley [19, 18].

2.2.1 Dilatation et masse de Dirac

Dans cette partie, on rappéle quelques propriétés de la masse de Dirac qui nous seront
utiles dans le chapitre 4. Du fait que la dilatation anisotrope s’étend aux distributions u
grace a la formule de dualité suivante :

(67u, ) = a~9(u,pod,1), Ya >0, (2.6)
on est en mesure d’énoncer le lemme suivant :

Lemme 2.2.5 La masse de Dirac &y est une distribution homogéne de degré —Q ou Q) est
la dimension homogéne de HY.

Démonstration. Une distribution u est dite homogéne de degrée p si 0ju = a*u, alors
d’aprés la formule (2.6), on déduit en que 0y est homogéne de degrée —@Q). U

Lemme 2.2.6 Pour tous a > 1 et s > 0, on a linégalité suivante :

\]
~—

_Q
1650l prsaray < @™ 2 [|u]

H (HA)- (2.

Démonstration. Comme on peut retrouver 'inégalité (2.7) par interpolation pour s
0, on montre le lemme 2.2.6 pour un entier £ € N. En utilisant le fait que Z%(5}u)
al®l§(Z%u) pour tout a > 1, alors

v

k 1
m 3 el
(lalagaey + D 2 Nl e ) * < % s s

m=1

Q
| 0aull mw ey = a2

Ainsi on remarque que

Q

li Optt| prsmay = 0, si 0 < s < —.
S 105 ]| (e » SLUS S <5



2.2 Espaces de Sobolev sur H? 25

La proposition suivante est due a F. Vigneron [153],

Proposition 2.2.7 La masse de Dirac oy n’appartient pas a H’%(Hd).

Démonstration. Si 6, € H~ % (H?), alors linclusion H % (H?) — L*°(R2+1) est continue.
On va proposer un contre exemple afin de montrer que c¢’est impossible : soit ¢ € Cg°(R?¢H1)
supportée dans l'intervalle [—%, %], égale a 1 prés de lorigine et p est la distance homo-
géne définie dans (1.29). La fonction définie par u = log(— log p)p(p) n’est pas bornée au

voisinage de 'origine mais u € H b (H?). En effet, en utilisant I'identité algébrique suivante :

dm (_1)n+1 1
—(log(—logp)) = P, ,
dp”( ( ) plog p (1ogp
avec
Po=1, P,(X)=(n+X)P,(X)+ X*P/(X),
on obtient o
Zku| < 7kg5 p),
127l pk [ logp | (v)

ot » = 1 au voisinage du support de ¢. Comme la norme de u dans H*(H¢) est controlée
a une constante prés par l'intégrale

3 Q2% ¢4 o0

2

/ '072 w_ / e (@72 472 @t < o0, si k < Q,
o [logp[® p Jiog2 2

on en déduit que u € H ) (H?). D’ou la contradiction. O

Rappelons que dans le cas euclidien, la masse de Dirac 6y € H*(R?) si s < —g. De
plus, on a I’équivalence suivante :

d
Z a0 € H*(RY) & Va,|a] < s — 70 Ca = 0.
la|l<N

Dans le cas du groupe de Heisenberg, on a la proposition suivante :

Proposition 2.2.8

Y Capy 0000070 € H(HY) <= V(a, B,7), |a| + 8] + 2y > s — % Capry = 0.

|| +[B]+y<N 2.8)

2.8

Démonstration. Sionnote @ = Y, 5 1y<n Caby 920707y, alors & € H*(H"). D’apres
la proposition 2.2.7, on a pour tout ¢ € D(R*+1)]

(6313, )] = a®|(@, 530)| < a®[[all s ey |07 Pl s aaa

Q
< Ca*" 2 ||| o aaay-
D’autre part, comme

57 (D200D780) = al*THIEH2T 92980 (57, 5),

T Yy s
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alors
(Gl =1 D capy a1 080010(0))
laf+[Bl+y<N
< CCLH% ] Hs(Hd)-
Par suite,

ST an B20000(0) | < CarE OB |
|| +|B]+y<N

En faisant tendre a — +o00, on obtient d’apres le lemme 2.2.6 que

|a\+|ﬁ\+2725—% = Capn=0.

0

Lemme 2.2.9 Notons par D, l’ensemble des distributions homogenes de degré p sur le
groupe de Heisenberg. On a

Dy(\Uysrg HY(HY = {0},
ol Q = 2d + 2 est la dimension homogéne de H.
Démonstration. Pour v € D,, on a §;u = a*u. Comme
a"(u, ) = (Gou, ) = a™(u, 64-1),

alors (u, @) = a® ™ (u, 6,-1¢). Si de plus, u € H*(H?) pour s < 0, alors en vertu du lemme
2.2.6, il exsiste une constante C' > 0 telles que pour toute fonction test ¢ et tout a > 0,

| (u,0) [ = a“ ] (u,0,-19) |
< a%" ull ey |1 a1 @l 11+ 20

€ pu—s
< Ca? ™| s ey (2.9)

La proposition 2.2.8 implique que u = 0 si % + p < s. U

2.3 Inégalités géométriques sur H

2.3.1 Inclusion compacte

Le théoréme qui suit a été démontré par G. Folland et E. Stein [76]. La démonstration
qu’on propose est due a Garafallo et Lanconelli [80].
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Théoréme 2.3.1 Soit Q un ouvert borné de H®. L’inclusion suivante
2
Hy(Q,HY) € LP(Q), 2 <p<2+7 (2.10)
est compacte.

Démonstration. Soit u € C3°(Q2) et Soit ¢ € Ci°(H?), tels que 0 < ¢ < 1, Supp(¥) €
By et fHdz/J 2,8) dzds = 1. Pour (z,8) = (x,9,s) € H? et ¢ > 0, on pose 1.(z,5) =

’QQ/J( z, —s) et on note u.(z,y,s) = u * Y(z,y,s),

wela.s) = [ alCn A7) o . 8) dCir

Puis on considére les fonctions suivantes :

O‘J’(Qﬂ?a ): gj (Qﬂ?ﬂ'),
Bi(C,n,m) = (¢, n, 7),
Y(¢m,7) = w@ n,7),

Y, T) =((Cn, ).

Soit A est un ensemble borné dans H'! Pour u € A, on a

d
e (2,95 Z/Hd aj((Cn 7)o (w,y,8)) Xju(Cm,7)

+ Be((Cn. ) o (2.9,8)) You(Gom7) | dCdndr

- 2/ 5%(§,77,7')_1 o(x,y,s)) O;u(C,n,7) dldndr. (2.11)
Hd
Comme 45 = —[X,Y;], alors

=2 [ (G ) o () (G, 7) dGddr

=5 [ e o tws] Yiute.n.r) dednar
5 [ [t o ey s)] Xulc,n. v dcdndr 212
D’autre part, on a
Xi[(Cm ) o @y 9)| = KOy ) e (Cnr)). (213)

L’égalité (2.13) reste valable si on remplace X; par Y;. En substituant (2.13) dans (2.12),
puis dans (2.11) et en appliquant le théoréme de Schwarz, on trouve

9| <€ (3 [ [Gulcn )+ (Xulc,n. 7] dédndr)” < Cal Vil
j=1

DOn en déduit que

| uc(z,8) —u(z,s) |= ’/ o(@,y,8)dp| < ¢ €||Vyau| r2) — 0, quande — 0.
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2.3.2 Inégalité de Poincaré sur H

L’inégalité de Poincaré sur le groupe de Heisenberg a été démontré par D’Ambrosio
[59, Théoréeme 2.12|. La démonstration suivante est due a Dou, Niu et Yuan [67, Lemme
2.3].

Théoréme 2.3.2 Soit Q un ouvert borné de He par rapport a l'une des directions de

(21,..., 224), t.e., il existe R > 0 et 1 < jo < 2d tel que 0 < r = |z;,| < R pour tout
(2,8) € Q. Pour tout u € H}(Q,HY), on a

/ lu(z, 8)|* dzds < 4R2/ |Viau(z, s)|* dzds. (2.14)
Q Q
Démonstration. Comme C5°(Q \ {(0,0)}) est dense dans dans H{(Q, H?) ( Proposition

4.1.1), il suffit de prendre u € C3°(2\ {(0,0)}). Soit T'(z,s) = (T1(z, ), -+, Toa(z,s)) un
vecteur de classe C! sur ) et on note divga T = Z?il Z;T;. On a,

/(dide T)|ul? dzds = —2/<T, Vgau)u dzds < 2/ (T, Vygau)u| dzds
0 Q ) Q .
< 2[/ |VHdu|2dzds] ’ [/ |T|2|u|2dzds} ’
Q Q
S/|VHdu\2dzd8+/|T\2|u|2dzds.
Q Q

Alors,
/ (dideT - |T\2)\u\2dzds < / |Viau|? dzds.
0 Q

Pour € > 0, posons

T.— Tg _ _lde Te
2 re
1
our, = (r?+e?)? et r=|zj]. On a
. 11 2
leHd T{;‘ = —ér—g[TEAHd Te — |VHd T5| ]
Par suite,
1Agar.  1|Vgrl?
divga T — |T.]? = —= == 4 = =
vy T — |T%| > +4 2
Comme _ )
r r r
Vyr. = a = |VHT5|2:_2
2r, Te T2
Agar?  Vgr? 1 r?
A = — v = — = —,
ele 2r. 272 ele re 13
ainsi,
1 3
. 2
leHdTa - |Ta| - _ﬁ + ma
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et pour tout (z,s) € Q,
11 S 1 11

4r2 T 4R
D’apres le théoréme de convergence dominée, on a

lim divga T, — |TL|? =
e—0

lim ) [divgaT. — | T *]|u)? dzds > 4R2/|u|2dzds

e—0

par suite,

4R2/|U|2d2d8</|deu| dzds.

Une autre démonstration. On présente une autre démonstration de l'inégalité de
Poincaré basée sur le principe du maximum de Bony [31]. On considére le probléme de
Dirichlet suivant :

{ —Apau = \u dans € (2.15)

U =0 sur 01,

ot € est un ouvert borné de H? dont le bord 99 est non caractéristique. Notons par \; la
premiére valeur propre du probléme (2.15). Si on suppose que A\; = 0, il existe alors une
suite (u;) € Hy(Q2,H) telles que ||Vygau|[r20) — 0 et [luj|z2(0) = 1. Comme linclusion
de H}(Q,H?) dans L?(2) est compacte, il existe u € H} (2, H?) limite de la suite (u;) qui
vérifie
|ullr2@) =1 et — Agau =0 sur Q.

Le Laplacien Aga étant hypoelliptique sur Q (voir [65, 100]), alors u € C*°(Q) et u = 0
sur 0). Et du fait que la famille de champs de vecteurs Xy, ---, X4, Y7, -+, Y, vérifie la
condition d’Hormander, on déduit d’aprés le principe du maximum de Bony, que u n’admet
pas de maximum sur €\ 99 et que le maximum se propage le long des courbes intégrales
de X1, -+, Xy, Yy, -, Y, a lintérieur de €. Or le bord 0€) est non caractéristique pour
le systéme de champs de vecteurs Xi,---, Xy, Y7, -+, Yy, alors pour tout point de 0f2,
il existe au moins un champ de vecteur de ce systéme transversale a 0f). Par suite, le
maximum de u se propage le long de la courbe intégrale de ce vecteur, ce que veut dire
que le maximum est atteint sur Q \ 0%, ce qui est impossible. Alors la seule possibilité
est que le maximum soit atteint sur 9€2. Comme v = 0 sur 02, alors u = 0 sur €2 et
ceci est impossible car ||u 2@ = 1. Par suite A; > 0. On déduit donc que pour tout

1

2.3.3 Inégalité de Sobolev sur H*

L’inégalité de Sobolev sur le groupe de Heisenberg a été démontrée par Jerison et Lee
[103] et la démonstration qu’on propose est due a Danielli, Garofalo et Nhieu [60, Théoréme
4.1]. On a besoin de rappeler quelques résultats préliminaires : on note par M( f) la fonction
maximale d’une fonction f € LP(H¢, C), 1 < p < oo définie par :

M(f)(€) = sup ——

- / d /’ v 7 / ]H[d. 216
D TBE ] Jpyeny TSN VEEE (2.16)
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Il existe une constante positive C' = C(p, H?, p) telle que
IM ()l r@e < Cllflv@ay, ¥ f e LP(HY,C).

Pour 1 < a < @, l'opérateur d’intégration fractionnel est défini par :

_ €)
L) = [ o

-

ol p est la distance homogéne sur H.

Proposition 2.3.3 Soit f(p) une fonction radiale définie sur la boule B,(0,r).
Si f(p) € L*(B,(0,7)), alors

| s =Qu, [+ (217)
BP(07T) 0
ot w, est la mesure de Lebesgue de B,(0,1).
R , Q 1« :
Théoréme 2.3.4 Soient 1 < p < — et q > p avec — = — — —. [l existe une constante
Q@

q p
positive C = C(a,p, %, p) telle que |Io(f)||paqa) < C| fll oy, pour tout f e LP(H?).

Démonstration. Pour tous ¢ > 0 fix¢ et & € H?, on peut écrire I, ainsi :
1, = + / =1 g £))a=Q ¢!
0= ([t Wl ooy
= IL(f)(€) + BL(f)(©)-

En appliquant Iinégalité de Holder et D'égalité (2.17) a ES(f), on obtient

Eép(f) (f) S ”fHLp(Hd) (/ <p<£l—1 o f)) (ap—_?)p d§/> 1—;

p(&'—1tot)>t

® Q1t(e-@) -7
< Cl”f”Lp(Hd) (/ T p—1 = dT) P
t

Q

< Cillfllprguayt™ .

Puis en utilisant la décomposition dyadique, Lgt)( f) s’écrit

IO < 3 FEN(p(e o)) ag
() Z /{Q_k_l<1p(g/_loog2_k}| ENp(E 0 6)

< C. — N de'

< zkz;(zk) /{p(£,_105)§2_kt}|f<s>| ¢

<33 ()" (e < Caen(n©) Y 2
k=0

2k
k=0
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En sommant les deux termes, on déduit que

1.(f(6)) < CU 7 f llagae) + ©*M(F)(€)), VE € HY,

IIfIILp(Hd>)S
————— | ,ona

et pour tout ¢ > 0. En particulier pour t = (
M(f)(E)

1-22

1a(£(6)) < OIS 2 ey M)

Comme p = ¢(1 — %), on déduit en appliquant (2.16) que

o) < O [ (O

< CHf”Lp(Hd ”fHLp(Hd = C”fHLp H)*

Théoréme 2.3.5 Soit 1 < p < Q ou Q est la dimension homogéne de H?. Il existe une
Qp

Q—p

constante positive C' = C(p, HY) tel que pour q¢ = on a

HuHLq(Hd) < C”deuHLp(Hd) pour tout u € Cgo(Hd).

Démonstration. Soit v € C§°(HY). En utilisant la propriété (1.32) de la solution fonda-
mentale I', on a pour tous &, ¢ € H? :

W)=~ [ DT o) Mun(€)de = [ (Tual)(E 0 &) V(€)'

Hd

En dehors de l'origine, Vil = ¢qVia(p?~?) = (2 — Q)cap' 9Va(p) et comme Viyap est
de classe C> dans H?\{0}, homogeéne de degré 0 par rapport a la dilatation (1.24), on en
déduit que |VgeI'| < Cpt=@ ot C' > 0 est une constante qui dépend uniquement de Aga.
Par suite, on a

) < C [ (Tau(¢)e (&) ds' = Ch(Vuu(©)

1
En appliquant le théoreeme 2.3.4, on déduit que pour g tel que — =
q

[ull agezey < ClL(IVaau]) || Loy < | Vaa fllooa)-
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2.4 Remarques

Rappelons que la meilleure constante dans l'inégalité de Sobolev dans le cas euclidien
s’écrit
d
171, 5, 0 < CoROIV F e (218)

a été déterminée par Talenti [148| et Aubin [8, 9], pour 1 < p < d.

d—

Gp(RY) = (é)d: [(Z:;)EP(%)F(E(i)g)wd_l " (2.19)

ot I est la fonction Gamma , wy_; esl I'aire de la sphére unité dans R% et ¢ = p/(p — 1).
Dans le cas ou p = 2, les fonctions extrémales, modulo translations et dilatations, sont de
d—2
la forme (14 | 2 |7)” 2 . En particulier, les fonctions
) = =2 —2 A
u\r) = — p—1 —, >
(L+X |z )%

de sorte que uy vérifie —Auy = v} sur R? L’analogue de cette inégalité sur le groupe de
Heisenberg a été démontrée par Jerison et Lee [102].

Théoréme 2.4.1 Pour tout u € HE(Q, HY),
[ull r2# ) < Callull 1o, mey, (2.20)
2 S » : ‘
ou 2 =2+ p est lindice critique de ["inégalité de Sobolev.

Les fonctions extrémales, modulo translations et dilatations, sont de la forme

[V][~%

s ] A 0.

ex(z,s) =

A(z) [)\452 + (A2 ] z |2 +1)2

1. Le role clé joué par les groupes de Carnot est devenu évident suite aux idées exposées
par E. M. Stein dans son discours au Congrés international des mathématiciens a Nice

en 1970, avec un certain nombre d’articles importants. Voir par exemple ’article de S.
Semmes [144] pour les aspects analytiques et géométriques du groupe de Heisenberg.

2. Folland [74] a démontré I'existence de la solution fondamentale du Laplacien pour
des champs de vecteurs vérifiant la conditon d’Hormander, dans ce contexte on peut
voir les travaux de Beals, Gaveau et Greiner [24| pour la représentation intégrale de
la solution fondamentale du Laplacien sur les groupes d’ordre 2. Rappelons que la
forme analytique de la condition d’Hérmander est apparue en 1967 dans son papier
céleébre [97] o Hormander a montré que c’est une condition suffisante pour qun
opérateur différentiel d’ordre 2 soit hypoelliptique.

3. Les inclusions de Sobolev dans la section 2.3 sont des outils standards dans la réso-
lution des équations aux dérivées partielles. Dans le contexte des champs de vecteurs
vérifiant la condition d’Hérmander, on peut voir les résultats obtenus par Lu [115],
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Capogna-Danielli-Garofalo [43] et Magnani [116] (voir aussi [90, 96, 161]). L’inéga-
lité de Poincaré pour des champs de vecteurs vérifiant la condition d’Hoérmander
est due a Jerison [101]. Varopoulos [151] a présenté une preuve élégante dans le cas
des groupes de Carnot, voir aussi |90, Proposition 11.17|. Les inégalités de Sobolev-
Poincaré ont été traitées dans les articles de Capogna-Danielli-Garofalo [44, 45| et
Lanconelli-Morbidelli [109].

4. Les meilleures constantes des inégalités de Sobolev et de Moser-Trudinger ont été
étudiées par plusieurs auteurs dans des contextes variés dans R? et dans la sphére
S?. Elles jouent un role fondamental dans la résolution des problémes géométriques,
voir par exemple [1, 10, 27, 47, 79, 111]. Dans le cas du groupe de Heisenberg,
La premiére percée importante est venue grace aux travaux D. Jerison et J. Lee
[102] sur la meilleure constante de l'inégalité de Sobolev. Ils ont montré que les
fonctions extrémales sont images a constante prés par les transformation de Cayley
des solutions du probléme de Yamabe sur la sphére S?**1. S. Cohn et G. Lu ont donné
la constante optimale de I'inégalité de Moser-Trudinger sur le groupe de Heisenberg
[55, 56].
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Chapitre 3

Théorie de Littlewood-Paley sur H

Historiquement, la décomposition de Littlewood-Paley a été introduite dans les années
30 par J.E. Littlewood et R. Paley pour estimer la norme L? des séries de Fourier trigonomé-
triques. Leurs résultats se sont avérés trés utiles dans I’étude mathématique des équations
aux dérivés partielles. Dans ce chapitre, on rappelle les résultats classiques congernant la
décomposition de Littlewood-Paley sur le groupe de Heisenberg. Cette derniére nous sera
utile dans la démonstration de 'inégalité de Sobolev et Iinégalité de Hardy sur H.

3.1 Théorie de Littlewood-Paley sur H

Afin d’introduire la théorie de Littlewood-Paley sur le groupe de Heisenberg, on a
besoin de rappeler la définition de la transformation de Fourier. Pour plus de détails, se
réfferer aux articles suivants [146, 124, 19, 18, 70, 83].

3.1.1 Transformation de Fourier de fonctions radiales

Comme le groupe de Heisenberg H? est non commutatif, la transformation de Fourier
est définie & I'aide des représentations irrédictibles unitaires de H?. Pour tout A # 0,
considérons 'espace de Hilbert défini par

Hy = {F holomorphe sur C", ||F||x, < oo},
ou
1718, = () [ eiel o e 3.)
On définit une représentation irrédictible unitaire u* de H? dans U(H,) par
wd F(€) = F(€ — 2)e™+PEE2) g\ > 0
— F(€ 4 2)eMtEE2) 6\ < 0.

Par ailleurs, notons que les mondémes

Foy = (—W ac (N)Y (3.2)
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forment une base orthonormée de I'espace de Hilbert H,.

Définition 3.1.1 La transformation de Fourier d’une fonction f € L'(HY) est donnée par

F(HN) = » f(z, s)u;S dzds,

ot F(f)(A) est a valeurs dans les opérateurs bornés sur H,.

Soit A l'espace de Hilbert de toutes les familles a paramétre {A(\)}r.o d’opérateurs sur
‘H qui sont de Hilbert-Schmidt pour presque tout A € R et qui sont munis de la norme

2d—1

+oo 1
A = (= / LA sty A1 dA) * < 00

Ainsi la transformation de Fourier se prolonge en isométrie de L?(H?) sur A et la formule
de Plancherel s’écrit :

2d71 +oo
1wy =2z > [ IFOV sl A (33
ae(N)d ¥ =

D’autre part, le produit scalaire de deux fonctions f et g dans L?(H?) se formule comme
suit :

G = g 3 [ GOVRr g0 Fash A (3.4)

ag(N)yd ¥ =

La formule (3.4) s’é¢tant pour f € S'(H?) et g € S(H?). De plus, on a

F(f+9)A) = F()A) o Fg)(A). (3.5)

Dans le cas particulier des fonctions radiales i.e. de la forme f(z,s) = ¢g(|z|,s), on a la
proposition suivante qui est démontrée dans [124] :

Proposition 3.1.2 Soit f € L*(HY) une fonction radiale. La transformée de Fourier de
f s’écrit
f(f)(A)Fa,)\ = R\MFa,)\u

et la transformée de Fourier inverse est définit par

2d 1
Z, 3 e Z 672)\8 |>\Hz‘2 ()\)Lg,:l(Z‘)\HZ‘Q) ‘ )\ ‘d dZdS’
W
m>0

ou

Ron(N) 1= < mtd=1 ) [z s)ee “PIE L1 )||2[2) dds,

et LP désignent les polynomes de Laguerre de type 3 € N et de degré m € N, définis par

:Z(k:') <zfz>7k,T€R.
k=0 ’
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3.1.2 Décomposition de Littlewood-Paley

Notons par Cy = {7 € R; 3 <| 7 [< 5} et By = {7 € R; | 7 |< 3}. Il existe deux
fonctions radiales R* € C§°(Cy) et R* € C5°(By) tels que

RI(r)+ Y RE¥r)=1, VreRet Y R'(27¥r)=1, V7R, (3.6)

5>0 JET
et qui vérifient

[p— g > 1= suppR*(27%.) N suppR* (27*.) = 0,
q > 1= suppR* NsuppR*(271.) = 0. (3.7)

D’autre part, d’aprés la proposition 3.1.2, il existe deux fonctions radiales ¢ et ¢ sur H?
vérifiant

F() (M) Far = Ria|(\) Fax et F(¥)(A) Fop = Riyj (M) Fa,

ot R, (1) = R*((2m + d)7) et R: (1) = R*((2m + d)7).
On peut donc définir pour tout j € Z, une famille d’opérateurs A; : L?(H?) — L*(HY)
par

F(A) N Far =R, AN Fas,

tels que
Af =[x, Djf = fxg Ajf =[x sij=0,
ol pj(z,5) = 29%p;(272,2% ) et 1;(z,s) = 2901h; (272, 2% 5) vérifient

F)) M) Far = Riy(N(277N) et F(¥;)(\) Fap = Rig (N (277N).

la

La série f = Z Aj f, lorsqu’elle converge, s’appelle la décomposition de Littlewood-
JEL
Paley de f € S(H?) sur le groupe de Heisenberg. Posons ¢ = ¢; 1 + ¢; + ¢j41, Vj € Z.
Pour tout f € S'(H?), on a
[rpj=Ffxgj*p. (3.8)

D’autre part si f € S'(H?) alors f € L*(HY), et par suite ||Ajf||l2(z) € L?(HY) (voir [19]
pour plus de détails).

3.2 Espaces de Besov sur H?

L’outil essentiel dans I’étude des espaces de Besov est la décomposition dyadique définie
dans la section précédante. On donne la définition des espaces de Besov homogénes et non
homogénes comme dans |18, 16].
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3.2.1 Définitions et propriétés

Définition 3.2.1 Soient s € R, et 1 < p, r < +o0 deux réels. L’espace de Besov non
homogéne sur le groupe de Heisenberg B;vr(Hd) est l'espace de distributions tempérées u
telles que la série (Aju); est convergente dans LP(HY) et dont la norme

1
BS .(Hd) = (Z 2]rs||Aju||2p(Hd)> < +o00. (3.9)

Jj=-1

]

De méme, l’espace de Besov homogéne sur le groupe de Heisenberg B;T(Hd) est ’espace de

distributions tempérées u telles que la série (Aju); est convergente dans LP(HY) et dont la
norme

[l

1
By, (H4) = (Z 2jr$||Aju||2P(Hd)) < HFoo. (3.10)

JEL

Lemme 3.2.2 On désigne par C) = {7,c; <| 7 |< 7'}, 0< ¢y <3 et B={r,| 7 |< b},

b>1. Soient s € R et 1 <p, r < +oo deux réels. Soit (u;);j>_1 une suite de fonctions de
LP(HY) vérifiant

F(ug) N Fax = Lajajra-122 0y NF ()N Fap et Y 27| Aju| pqazay < o0,

Jj=-1

alors )

u—ZuJEBS (HY) et [ull By, ey <CS<Z QJTS]uJHLpHd)_.

Jj=—1 j>—1
Sis >0 et (u;); vérifie
F (i) (N Far = Lojapray-1220(N) F(us) (N Fax et Y 207 Ajul|fp g0, < 400,
j>—1

alors )

U= Z u; € BS (H) et ||ul By, (Hd) < Cs(Z 277 || gz ) :

j>—1 j>—1

Démonstration. Il existe un entier Ny tel que
si | j—7 |z No = (2m+d) 27 Cy N (2m 4 d) 127 Cl = 0. (3.11)
Pour f € S(HY) c N s (H), on a

spr

2d71 +oo
(5 ) ey = gy Z / F (1)) Faons F)N) Fas)ry | A [

2d 1 +oo
= Z / (F(uj)(N) Eans Z FHN) Fan)ry | A% dA
ag(N)+ ¥ =

li—k|<No
= Z (wjs A f) L2y

l7—k|<No

< 27%||w; | o (raa Z 27| A f1l 1oy,

l7—k|<No




3.2 Espaces de Besov sur H 39

1 - 1 1
ou—+—=1. Pourrtel que —+—-=1,0na
P P roT
%
> Dz < (2 s la) (0 30 271 Ac v
j>-1 j>-1 5>-1 |j—k|<No
1 1
< O (D2 2 sl ) (2 277 NN o)
j>-1 j>-1

On en déduit ainsi que la série - | u; converge dans S'(H). A partir de (3.11), on peut
écrire -

1A jull pogey = | Z Ajug|| omay < Z [y * 5| Loy
i —3'|<No l7—=3'|<No
<Ci Z [lwj | e ga)
l7—3'I<No

et par suite

QJSHAJU”LP(Hd) <O Z QJ'SHuj/HLp(Hd)

l7—=3'I<No

< Cy Z 27" [lugrl| o ey

|7—3"|<No
< (cx)kez * (di)iez,

ot ¢x = 1[-no,no) (k) et di = In2"||w|| o ey En utilisant la convolution entre I*(Z) et I"(Z),

on obtient )
1> willsg, a0 < €( D2 2yl

j>-1 j>-1

Pour la démonstration de la deuxiéme partie du lemme, on a pour tout s > 0,
]| Loy < C277°,
donc que ;. u; converge dans LP(H?). 11 existe un entier N; tel que
sij> 5 4+ No= (2m+d)~'22Con (2m +d)~12”B = 0. (3.12)
Par suite,

QJSHAjuHLp(Hd) < Z QJ'SHuj/HLp(Hd)

Jj’>j—N1

Z 20799 ||| o ey

Jj'>j—N1
< (cx)kez * (di)iez,

tels que ¢ = 1i_n, 1oo(k)27% et dy = In2" ||| 1o (ga)- Le reste de la preuve est identique.
0
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Comme dans le cas classique (voir [16]), on a les propriétés suivantes

Propriétés 3.2.3

i) BS,.(H?) est un espace de Banach pour tout s € R, et 1 < p, r < +00,
1 1 1 1
i) Le dual de Bs (H?) est By 7(H"), avec 1 = —+ = et 1 = = + —.
| | p D r
Théoréme 3.2.4 Les inclusions suivantes sont continues :

d
LP(HY) € BY, ..

HY) C LP(HY),

(H) (),
1 (HY)
(Hd) C Bs,(HY), sis<s,
o (HY)
pr(H?) C

B0
By
S

HY) c B;,.(H%), sir <1,

Q( )

HY) C 7 WY, sip<y.

Démonstration. Les deux premiéres inégalités découlent au fait que

||Aju||LP(Hd) = |Ju = %‘HLP(Hd) < ||<Pj||L1(Hd)||U||LP(Hd),
. 1 1 1 o o
Soit ¢ tel que — = — — —. Grace a (3.8), on peut écrire
qa P P
1A jull Lo ey = llw 05 % G| L ey
< lw @5l oy 125 Lo e
< 29675 A e | Bol o

On obtient ainsi la derniére inégalité. O

3.2.2 [Espace de Sobolev homogéne via la décompositon dyadique

Comme dans le cas classique, on va utiliser la décomposition dyadique pour décrir les
espaces de Sobolev homogéne sur H¢ [146]. Au paravant, rappelons la définition des espaces
de Sobolev pour des indices négatifs.

Définition 3.2.5 Soit k € N. L’espace de Sobolev H*(HY) est I’espace de fonctions de
S'(HY) vérifiant

ety = (D) = w200y < 00, si k est pair, (3.13)
- ||(AHd)7_(kQ+1)u||§{1(Hd) < 00, sik est impair (3.14)

Théoréme 3.2.6 Soit k < % ot Q est la dimension homogéne de HY. L’espace de Sobolev
homogéne H*(H?) est égale & espace de Besov Bgz(Hd).
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Démonstration. En vertu du fait que pour tout u € S(H?),
(D)) () Fay = (41N (21| + )2 () (3) Fo . (3.15)
et de la formule de Plancherel (3.3), on a pour k& > 0 pair

k

[ A TN
2d 1 +oo ) 4
2 [ el @) ) Faslf A i

ac(N)d

D’autre part, on a

lelldy oy = 3 2¥ 5l

j>—1

2d ' 25k -2 2 d
P T R Rl

j>—1
En comparant les deux inégalités précédentes, on remarque que

25 | Ry (279N) 2~ (Al(2la] + ) | Ria(272N) 2
et grace a (3.6), on déduit que

D 2R (27N P (M2 | @ | +d))".

Jj=—1
Dans le cas ou k£ > 0 est impair,
ey = (B T 23

En utilisant la formule de Plancherel (3.3) et I'égalité (3.15), on peut écrire

2d71 +oo Bl
[/ W/_ > AN @lal + d) [|F(Aga) = w)(A) Fallz, A" dA

2d71 400 X
— T | Nl + D) [A0) Fua A
% ag(N)d

On retrouve ainsi la méme formlue que dans le cas k pair.

Pour les indices négatifs, on considére seulemet le cas pair. Comme Aya est un opérateur
. . A k i

invariant a gauche sur H¢, alors (Aga)? l'est aussi, et on a

k —k
(e ((Au) Fu)x ) =ure,
d’ott pour tout u € H~*(H?),

(Aga) ) 0 = (Aga) = (ux ). (3.16)



42 Chapitre 3. Théorie de Littlewood-Paley sur H¢

D’autre part, pour f € S((H?), on a
F((Dua) ? F)N) Far = (—4A|2lal + d)) 7 F(F)(N) Fap.

Donc,

—k
”u”?“{—k(Hd) = [|(Apa) 2 UH%Q(Hd)

__k
= > (D) = w) * @Il 2 e
j=z—1
2d 1

+oo
:ww/ Z D~ (Al +d) ™ IF (s @) N) Faaliy, A dA

d]> 1

= 3 Pl + D)t | Ryl )

dj>—1

[ F (u* p)(N) a>\||7‘[>\|>\|d dA
2d 1 +00 i ) ;
T IV LR LU RERENTE

d]> 1

= Z 2_2]k||u * 0|72 510

j=-1

Ainsi, la démonstration du théoréme 3.2.6 est achevée. 0

Définition 3.2.7 Pour tout s € R,

H*(H?) = {U e S'(H), ||u| ?{S(Hd) = Z 2%9° | SOJ'H%%Hd) < OO}- (3.17)

Jj=-1

Dans la suite, on propose une nouvelle démonstration de 'inclusion de Sobolev établie
par Bahouri, Gérard et Xu [19], via la décomposition de dyadique des espaces de Besov
sur HY :

Théoréme 3.2.8 Soient 1 < p < +o0, 0 < s < %, ot @ est la dimension homogéne de

H?. Alors, on a Uinclusion suivante

s d d . pQ
By (HY) C LY(H), avec q = Qs (3.18)
est continue. De plus, on a
Jealzo () < Clu]” el e (3.19)
B+oo +oo(Hd) ’

Démonstration. Rappelons que

—+00
gy =a [ A > 3)
0
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ott y1(.) est la mesure de Haar sur H?, égale a la mesure de Lebesgue, (voir 'annexe A pour
plus de détails sur la mesure de Haar). Pour 1 < A, on pose

U= ZAju:ZAju+ZAju

jz—1 21<A 20> A

=UiA+ U4
Alors

lua,all ooy < ) A jul| oo ey

21<A

< Z 2 J(Sii 2‘7 ||A UHLoo (H4)
21<A

< A

+o00,+00

En utilisant la relation
A A
pllu >N < pll 1> 5) + pll waa 1> 5),

et en choisissant

]_1 ﬁ

A=A, = (A[
B+oo,+oo
on a d’aprés l'inégalité de Tchebytchev,

A
pllul>A) < ulluga > 5) < 2PA7P|luz,all ooy

En appliquant I'inégalité de Holder, on a

[z, all7 gy = /Hd | Z Aju(z,s) [P dzds

21> A,
g/ | Z 29°Aju(z,8)277¢ P dzds
HY 9> a,
i
< ijep’] v 9J€p A . P dud
_[Z /Hd\z ju(z,s) |P dzds
2>A, 2>A,

< AT VAl g

20> A,
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Ainsi, on a d’apres le théoréeme de Fubini,

+oo
oy < C [ AT ST 5 Al A
0

20> A,

400
<c [ xri(Nuch
0

7617

(i) ) > PPN A Gl ey AN

20> A,

+oo —+oo

107 E

SCZ(/ +oo+oo)\qp1Qisd)\)

Q S ~ie
x (4Clu] g ) 2 Al

+oo —+oo

<Clul?g > PGP A, ()

B+oo +o0 21> Ay

< Cllul* Fq > 2N Ul .

+oo +oo j2—1

Ce qui acheéve la démonstration du théoréme. O



Chapitre 4

Inégalités de Hardy dans H

Rappelons que l'inégalité de Hardy dans R? est donnée pour 1 < p < d, par

d—p\r [ [u(@)] 1o (od
_ < 7p
( ; )/Rd o 0 S IVl € W R, (4.1)

En effet, par argument de densité, on peut considérer u € C3°(R?) et on a
u(z)? = — /OO iup(>\:v) d\
L dA

= [ 00) (7, V() dr

p( p—1 (\x)
ul?( W) Gu(a)) dad
Rd |9U|p Rd |9U|p

/ s [ o
_p / uPH(y) duly) .

d—p Jga [ylP~t Or

Par suite,

En appliquant I'inégalité de Hélder, on trouve

Lo < g L )™ (L0 )

La détermination de la meilleure constante de I'inégalité de Hardy a fait 'objet de plusieurs
travaux 21, 36, 62, 117, 118|. Notons que dans le cas p = 2 dans 'inégalité (4.1), la meilleure

du(y)
or

d—2\2
constante de I'inégalité de Hardy dans R? est égale a (T) .

Sur le groupe de Heisenberg H, la distance & 'origine est remplacée par une grandeur
équivalente a la distance de Carnot, qu’on a noté p dans le chapitre ??7. L’inégalité de
Hardy démontrée en premier lieu par N. Garofalo and E. Lanconelli [80] (voir aussi [127])
s’écrit,

— 2\ 2 2
(QT) /Hd % 77Z)(Z7 S) dzds < HVHdu(za S)H%Q(Hd), (42)
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K2k
p(z,5)*

ot Q = 2d+2, plz,s) = (|2 + ), (z,5) =

0 < (z,5) <1, 9(0,) = 0 et (2,0) = 1.
Dans ce chapitre, on donne une nouvelle méthode pour démontrer I'inégalité de Hardy
suivante :

(z,s) # (0,0), telles que

| u(z,8) |?
C]HId /H%d W dzds S ||deU(Z, S)H%Q(Hd)a (43)

en faisant une intégration par parties par rapport a un champ de vecteurs radial spécifique
a la structure de H? et en précisant a chaque fois la constante Cpa .

4.1 Densité des fonctions réguliéres dans H;(Q, HY)

La preuve de I'inégalité de Hardy que nous donnerons dans la suite nécessite de vérifier
la densité des fonctions réguliéres dont le support évite un point ou une hypersurface de
codimension plus grande que 2.

4.1.1 Densité de C°(Q\ {w}) dans HZ (2, HY)

Soient  un ouvert borné de H? et @ € HY On montre au préalable la densité des
fonctions réguliéres dont le support évite l'origine (0,0), on retrouve le résultat pour un
point w par translation.

Proposition 4.1.1 Pour d > 1, l’espace C°(Q \ {(0,0)}) est dense dans H} (9, H?).

Démonstration. Comme H} (2, H?) est la fermeture de C5°(£2, H?) par rapport a la norme
(2.5), il suffit de montrer que l'espace

Ce( B € GF@\ {(0.0)1. H) .
Soient u € C5°(£2, H?) et ¢ une fonction définie par
0 si O0<n<l,
e ={1 % Sic (4.4

Posons
u.(2,5) = p(ep(z,5)) u(z,s), € > 0 assez petit.

On remarque que u. € C(2\ {(0,0)}, H?). De plus,

| ue —u ”?{1(9) =l ue —u H%Q(Q) + || Via(ue — u) ”%2(9)

e~ [Pagy + / (e p(z8)) — 1 P [Vigau(z, 5)|? dds

+/Q | Vaa(e™p(2,9)) ] ¢'(e 7 p(2,5)) 1| ulz,5) |* dzds.
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En appliquant le théoréme de convergence dominée, on déduit que
=l =30 et [ ole p(z19) = 1 P [Vasu(z, o) deds — 0.
e— Q e—
D’autre part,
[ 19l ) P (o) PlaCecs) P dds
Q
= [ ) Ptz P s
o p(z,8)? ’ ’
<e? | u H%oo(sz)” @' ”%oo(n) / dzds
{(z,)i<p(2,5)<22}

< 0672 €2d+2 < C€2d.

On a démontré ainsi que || ue — u ||F g — 0. O

e—0

La proposition suivante est due a F. Vigneron dans sa thése [153]. Il généralise la

densité pour des fonctions réguliéres dont le support évite un point qu’on note ici w :

Proposition 4.1.2 Pour 0 < s < d+ 1, Uespace C°(2\ {w}) est dense dans H*(H).

Démonstration. On montre cette proposition pour s = k un entier car on peut retrouver
le résultat par interpolation. Soit u appartenant a l'orthogonal de D(R?\{w}) dans

H*(H). Alors, pour tout ¢ € D(R?***1\{w}),
(u, @) ey = 0, supp(y) € R**F1\ {w}.
D’aprés la définition du produit scalaire (2.1.7), on peut écrire
(u, SO)Hk(Hd) = (1, <P)L2(Hd)

avec
~ * * i i
= E Zjl...Zleﬁ...Zjlu.
0<I<k, jie{1,...,2d}

Le théoréme de Schwartz entraine que
i= Y Capy 000507 by
|| +[8]+y

Par ailleurs, & € H *(H?) et le terme 058797 est homogene de degré

popry = —(2d+2) = o] = |B] = 27.
D’aprés le lemme 2.2.9,

Capry =0, si|a|+|0]+2y>k—(d+1).

Comme k < (d + 1) alors les ¢, 3, = 0, par suite @ = 0. Ainsi,

”u”?r{k(]}]ld) = (U, u)p2may = 0 = u=0.

Sik=d+1=9Y alors i = ¢ydg. Or d’aprés la proposition 2.2.7, 65 ¢ H*%(Hd). Donc

=3,
u = 0 et par suite u = 0. Ce qui achéve la démonstration de la proposition 4.1.2.

O
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4.1.2 Densité de de C°(Q\ ) dans H(Q, HY)

La proposition suivante est due a H. Bahouri, J.-Y. Chemin et C.-J. Xu dans leur
article ([17], Lemme 2.4).

Proposition 4.1.3 Soient Q) un ouvert borné de H? et ¥ une sous variété de Q telle que
dim Y < 2d — 1. Alors lespace C°(Q2\ ) est dense dans HE (9, HY).

Démonstration. Comme HE(Q,H?) est un espace de Hilbert, il suffit de montrer que
I'espace orthogonal de C§°(2\ X) dans H}(Q,HY) est {0}. Soit u dans cet espace. Alors
pour tout v dans C§°(2\ X)), on a

(u, U)L2 + (VHdu, de’U)LQ =0.
Par intégration par parties, on obtient
Vo e Cg°(2\ Y), (u— Apau, v) =0,

ce qui implique que Supp (u — AHdu) C ¥. Comme (u — Apau) est inclu dans l'espace
H=YQ) et qu’aucune distribution de H~!(Q) ne peut étre supportée dans une sous variété
de dimension plus petite que (2d + 1) — 2 alors u — Ageu = 0 sur €. Du fait que u €
H} (9, H?), alors en appliquant le produit scalaire dans L? on déduit que u = 0. U

4.2 Inégalité de Hardy avec la singularité en un point
de H?

Avant de passer a I'étude de I'inégalité de Hardy sur le groupe de Heisenberg, on en
propose une démonstration dans R

4.2.1 Inégalité de Hardy dans R?

Soient Q un ouvert borné de R d > 2 et H () 'espace de Sobolev usuel.

Théoréme 4.2.1 Pour tout u € HY(QY), on a linégalité suivante :

d 2 ul?
(2-1)" [ 1 e < 9oy (4.5)

2 o |7)?

Démonstration. Comme C5°(Q2\ {0}) est dense dans H}(€2), on considére une fonction
u dans C3°(Q2\ {0}). La preuve est basée sur une intégration par parties par rapport a un

champs de vecteurs radial R :
d

R= ij&,;j,

j=1
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avec R(|x|7?) = —=2|z|% et divR = d.

Ainsi,
u?(x) 1/
dr = — | W*(z) R(|z|72) dx
| e == [ ) R(al)
1 u?(z) 1 5
— > [ div(R de+ = [ — d

QAlw)kW v+ 3 [ o R@) da

Par suite,

A )y L
1=5) | R =5 J, R

(g —1) |U‘Ejz\2 de < (/Qi |8ij(x)|2 d:p)ﬁ (/Q \u|(;‘2|2 dx)i-

On en déduit donc I'inégalité voulue :

d N2 [ u()? - z 2
(2-1) < [ 30 0u)Pds < IVl
j=1

o |

O
A , d :
Théoréme 4.2.2 Soit s € [0, 5[ Il existe une constante C' telle que
2
u(z .

/ u 2)‘ drx < C||u||?-{s(Rd),Vu c H*(RY). (4.6)

re | T|*

Rappelons que H*(R%) = B§7Q(Rd) est 'espace de Besov homogéne dans R? et que pour

u e S'(RY),
1
S| A 2
paen = (D0 2 Aul: )

qEZ

]

Pour plus de détails sur les inclusions dans les espaces de Besov, on vous renvoie a [12].
Démonstration. Comme 'espace C°(R%\ {0}) est dense dans H*(R?) pour s < d/2, il
suffit de montrer le théoréme 4.2.2 pour u € C5°(R?\ {0}). En utilisant la décomposition
de Littlewood-Paley dans R?, on peut écrire

/ WP = ST AT, A,

||
lg—q'|<2




50 Chapitre 4. Inégalités de Hardy dans H?

/ lu(x)|? dr < Z H<2q(d/2—28)Aq(|_|—25)’ 2—q’(d/2—28)Aq/(u2)>H

lg—q'|<2

< 72 M garzas [ 0] g2scara-

D’apres la proposition 2.5.2 de larticle [12], on a |- |7* € Bd/2 * pour 0 < 2s < d et
il existe une constante C' > 0 telle que || U/2”B257d/2(Rd) < CHuH2 o)’ Ce qui achéve la
21

démonstration du théoréme. |

4.2.2 Inégalité de Hardy dans H? pour d > 1
Théoréme 4.2.3 Pour tous u € H} (€, Hd) et d > 1, on a l'inégalité suivante :
\u
—1)? dz ds < ||VHdu||L2 (4.7)

Démonstration. Comme CSO(Q\{O}) est dense dans H} (2, H?), on se restreint 4 démon-
trer l'inégalité (4.7) pour v € C3°(Q2\ {0}). La preuve est basée sur une intégration par
parties par rapport a un champ de vecteurs radial Ry. adapté a la structure de H? :

d d
RHd — Z(:L’]a _'_y_] Z x]X _'_yj ]
j=1 J=1
En remarquant que Rya(| 2 |72) = =2 | 2 |72 et div Ry« = 2d, on a pour tout (z,s) € H? :
2 1
/u (z,;’) dzds = —_/RHd(|Z|_2)dZdS
o |z 2Jq
—1/@11<1a))2()dd+1 L R(2(z, 5)) dzds
T2fo TP al2P |

(1- d)/ﬂlﬁ(z|2 /|Z|2 5)) dzds

/2: ﬁX(( »+ﬂnwm@g@w

V\ |2 2|

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

1

d—1 /|u e dzds</<Z|X u(z, s))* + |Y;(u (,z,xs))\de'd('s)2

d
ol +yiNg |u(z,9)]
X (Z |z\2 ) |z\ dzds

Jj=1

< (/Qi | X (u(z, 8))]* + 1Y (u(z, s))|2dzds>% (/Q% dzds)é.
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Par suite, on en déduit que

—1) /'“ " deds < (d—1) /'“Ldzds < || Vigaul|22 (g

4.2.3 Inégalité de Hardy dans H? pour d > 1

Dans son article [58, Théoréme 3.3|, D’Ambrosio a montré 'inégalité de Hardy (4.7)
et que la meilleure constante dans (4.7) appartient a l'intervalle [(d — 1)?, d?]. Cependant,
cette inégalité n’est valable que pour d > 1, c’est pour cela qu'on doit réfléchir sur le cas
particulier d = 1. On obtient ainsi le théoréme suivant,

Théoréme 4.2.4 Pour tout u € H}(Q,HY), on a l'inégalité suivante :

lu(z
d+ 1 / P g2 ds < |Viat e (4.8)

d? N2
Remarques 4.2.5 Notons que pourd > 1, on a (d—1)? < (d n 1) . On a donc amélioré

la constante de Hardy.

Démonstration. Comme C5°(Q\ {0}) est dense dans H} (2, H?), on se restreint & démon-
trer 'inégalité (4.8) pour u € C§°(2\ {0}). Comme auparavant, la preuve est basée sur
une intégration par parties par rapport a un champ de vecteurs radial qu’on note encore

RHd :

d d
s
Rya = 250, +Z 10z, + Y50y, __dz i+ (X5 +y,Y5)
=1 1

Jj=1 Jj=

avec Rya(p(z,5)72) = —2p(2,s)72 et div(Rya) = 2d + 2. On obtient insi,

u?(z, 5) 1 N
/Qp(z, SE dzds = _§/QRW (p(z, s) ) u?(z,s) dzds
1

1
= é/p(z, $)"? Rya(u®(2,s)) dzds + 5/diV(RHd>p<Z, s)"?u?(z, s) dzds.
Q Q
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D’ou

u?(z, s) d u(z,s) [ x; j
A e = /Z o) oy 5 ey Vo)l ) s

)u(z, s) Xju(z,s)dzds

+ L ZXJ» 2(8 )u(z, s) Yju(z, s) dzds
p

1 d zju(z,s) yju(z, s)
:(1+3)/QZ( (e, )+ 2 y;(u(z,s)))dzds

2Py — sz )u(z, s) X, (u(z, s)) dzds
j j j

On a alors,

2
— / LACLFS
ar*(2,5)

( )
+/de:(((d+1)— 3’ ) yf’ - S‘Z"z x] )Zgz’silfj(u(z,s))dzds. (4.9)

rs) 99 | (5 Pl
B 5” Yj slz[> w2
() - e S~ e ey)
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Le terme A(z, s) peut étre ré-écrit sous la forme suivante :

- Fagl @ 2 D
_ % (d+ 12" + d?s? ]

_ pﬁ@;) (2d + 1)|2* + (|2 + 5?) ]

<(d+ 1)2p2|é|:) < (d+1)%

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a (4.9) implique que

Juf?

2 /Q p2|(“z|’ s < ( /Q ne S)pQ(?; s d8>§
8 (/Q Z (|Xj(u(2, SN2+ Y (u(z, 3))|2) dng)é

Juf?

1
u 2
< (d + 1) </§‘2p2<z’ S) dZdS) X ”deu”LQ(Q)

Ce qui achéve la démonstration de I'inégalité (4.8). O

L’inégalité suivante a été démontrée par N. Garofalo et E. Lanconelli [80, Corollaire
2.1]. I. Kombe en propose une démonstration élégante dans [108, Théoréme 3.1].

Théoréme 4.2.6 Pour tout u € H}(Q,HY), on a

|2*
/|z|4+ slu(z, 5)|* dzds < ||Vygaul|7z(q)- (4.10)

Démonstration. Grace au théoréme de densité (4.1.1), il suffit de démontrer le théoréme
pour u € C° (2, H?). Posons u = p’p, 3 € R* et soit ¢ € C°(Q, HY). On a

[ 1Vssutes) deds = 5 [ 52972 0) Vsl )P e 5) deds
Q Q
+ Qﬁ p25_2(2’, S)Qp(za S)VHd(p(za 5))VHd (SO(Za S)) dzds
Q

+ / p*P (2, 8)|Viap(z, s)|* dzds.
0
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ks

Comme |Vya(p(z,s))|? = 20s)

on obtient par intégration par parties,

/|VHdu 2, 8) > dzds = ﬁQ/ 12*¢?(2, 8) dzds — §/AHd( (2, 8)) (2, s) dzds
+ [ PP Tailp(e. ) deds.
0

En utilisant le fait que Aga(p??(2,5)) = 26(28 + 2d) |2|*p*?~*(2, 5), on obtient

/ (Vyau(z, s)|* dzds = (— 8* — 2d3) /
0

Q

> (—B°—2dB) /Qp%_d‘(z, s)|z|2p%(z, 5) dzds.

p?P 74 (2, 8)| 2|02 (2, 5) dzds + / 0?%(2,8)|Viap|* dzds
Q

Comme la fonction définie par f(3) = —3% — 2d3 atteint son maximum en 3 = —d, alors

2
d2/ 12 lu(z, s)|2dzd5§/\VHdu(z, s)|[*dz ds.
0

o Pz 8)
UJ

On propose dans la suite une version générale de I'inégalité de Hardy dans les espaces
homogénes H*(HY) qui est I'analogue de l'inégalité (4.2.2) dans le cas classique et qui
requiére 'introduction des espaces de Besov et la décomposition de Littlewood-Paley dans
H?. Pour plus de détails, on se référe aux articles |13, 14, 12].

Théoréme 4.2.7 Soit s €]0, %[ Il existe une constante C' tel que pour v € H*(H?),

/ lulz P ), 2dt < Cllulfuges (1) € HY. (4.11)
e P(z,1)%

Démonstration. En utilisant la décomposition de Littlewood-Paley dans H?, on a

/Mdzdtg Z ’(Aq(p”s),Aq/(uzﬁ

SR 1<

< Y |@@rA, (), 2 @A (u2)

lg—q'|<2

< || ,0_28||B§£_25(Hd)” u2||B§fl_d/2(Hd).
D’aprés [18, Théoréme 12.12.4], p=2% € Bgﬁﬂs(]ﬂld). De plus pour u € H*(H?), on a

u? € By O MY et | u?| prean <
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4.3 Inégalité de Hardy avec la singularité sur une hy-
persurface caractéristique de H

On s’intéresse dans cette section a I’étude de l'inégalité de Hardy dans le cas d'une
hypersurface caractéristique de H?. Pour plus de détails, on pourra consulter les articles
[17, 16]. Soit ¥ une hypersurface de H? de classe C*°. On peut définir ¥ au voisinage d’'un
point wy & l'aide d'une fonction g : HY — R vérifiant ¥ = g~1(0) et telle que Dg(wy) # 0.
Notons par Z la famille de champs de vecteurs vérifiant Z; = X; et Z;14 = Y; pour
Jj€el,...,d

Définition 4.3.1 Un point wy est un point caractéristique de 3 si on a 2, C Ty, ot
T2 est l'espace tangent a X au point wy. On note Y. 'ensemble des points caractéristiques

de .

Par souci de simplicité, on considére ici un cas particulier. Par translation sur le groupe
de Heisenberg, on travaille au voisinage de wy = (0,0,0). Ainsi, au voisinage de wy, I’hy-
persurface X s’écrit

Y={w=(2,y,5) € g(x,y,5) = s — fx,y) = 0},

avec f(0,0) =0et Df(0,0) = 0. Comme la matrice (Z;Z;g)1<i j<24 de rang r satisfait pour
ie{l,...,d} et j #i+d les égalités suivantes :

(ZiZivag)(wo) — (ZitaZig)(wo) = —20sg(wo) = =2 # 0, (4.12)
(ZiZ;9)(wo) = (Z;Z:g)(w), (4.13)

alors le rang de la matrice (Z;Z;9)1<i <24 est au moins égal a d au point wy. D’autre
part, comme Z;| € Ty, 3 alors Lz, (Dg)(wo) = D(Z;g)(wo) = S (Z:iZ;9) (wo)dz; et le
0

rang de (Z;Z;9)1<i j<2q st ainsi égal au le rang de Lz, (Dg) au point wg. On considére

maintenant
Y. ={w e Q; g(w) =0, Vgag(w) =0}. (4.14)

une sous variété de dimension (2d +1) —r —1, r > 1.
Théoréme 4.3.2 (Bahouri-Chemin-Xu [16])

Soit une sous variété ¥, de dimension 2d —r, r > 1. Il existe une constante i > 0 tel que
pour tout u € HY(Q,H?), on a

fw?(w)
i o du < [ Va0 (4.15)

avec
1/4

pe(w) = (g*(w) + [ Viag(w)[) (4.16)
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4.3.1 Substitution de p. et de Rya

Comme Z;| = 0., alors la famille des formes linéaires (D(Z;,9))1<i<, pour (ji)i<i<r €

wo
{1,...,2d}", sont linéairement indépendantes au voisinage de wy. De plus Z;g ne dépend
pas de s et Dg(wg) = (ds,0,0). Donc la famille de fonctions

(9,(Z3,9), - (Z5.9)) (4.17)

est une famille de r + 1 fonctions indépendantes qui s’annulent sur .. D’o,

Ye ={w e Q& g(w) = (Z;,9)(w) = --- = (Z;,9))(w) = 0}.

Lemme 4.3.3 [l existe un couple de champ de vecteurs
(Z()’ZO) € (Z\{ZJU '-'7er}) X (:EZ),
tels que [Z, Zo| = 205 et D(Zy.g)(wy) # 0.

Démonstration. Soient Zy € {Z;,,..., Z; . } et Zy € £2Z tels que [Zy, Zo) = 20,. Si +2 €
{Z;,,..., 7} } alors la famille de fonctions (4.17) implique que D(Zy.g)(wo) # 0 et donc
Zy= Zy. Si £2y & {Zj,, ..., Zj.}, alors du fait que (Zy.(Zy9))(wo) — (Zy.(Zog))(wo) = 2,
on a soit D(Zyg)(wo) # 0 ou bien D(Zyg)(wo) # 0. Il suffit donc d’échanger le role de Z
et Zo. O

Lemme 4.3.4 Soit Q2 un voisinage de wy. Il existe une famille de fonctions (ay)1<i<, de
classe C*°(Q) telle que Zy.g =Y ,_, u(Zj,.9).

Théoréme 4.3.5 (Bahouri-Chemin-Xu [16])
Soit Q un voisinage de wy, alors pour tout u € H} (2, H?), on a

w2(w)
dw < C||Vgau||?2/01, 4.18
| S < € sl (4.18)

avec
— 1/4

po(w) = (g*(w) + (Zo.9)*(w)) (4.19)

Lemme 4.3.6 Soit Q2 un voisinage de wy. 1l existe deux fonctions 6 et 3 de classe C*°(§2)
telle que 0 = 0 sur X.. Posons alors

R1 = 2968 + ﬁ(?og)ZQ ol ZO = Zo — ZO[[(Zjl).
=1

De plus, le champ de vecteurs Ry vérifie Ry(py) = 4pgy et div(Ry) =3+ 6.
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Démonstration. En utilisant la définition (4.19) de po, on obtient
Ri(py) = 29(R1g) + 4(Zo.9)*(R1(Zo.9)).
Comme 0,9 = 1, alors R;g = 2g et du fait que d5(Zy.g) = 0, on a
Ri(Zy.g) = ﬁ(Zo-g)(Zo-(Zo-g))-

D’autre part, on a Z, commute avec Z;, car Zy & (Zj,)1<i<r, €t par suite,

T

[Zy, Zo) = [Zo, Zo) + i[alZl,ZO] =20, - > (Zo.cw)Z,

=1 =1
Ainsi,

Z0(Zo-9) = Zo-(Zo-9) + 20,9 = Y _(Zo.cw)(Z1.g) =2+,

=1

ot Zy.g=0et 0 =—3_(Zo.a;)(Z.g). On en déduit que

Ri(py) = 49° + 4(Zo.9)*B(2 + 0),

et en choisissant 3 = (2 + 6)~', on obtient Ry(pl) = 4¢% + 4(Zy.g9)*. D’autre part,

diVRl = 2659 + ﬁZg(?og) + (709) diVZO
=24 62+ 0) + (Zo.g)divZy = 3+ (Zo.g) divZ,,

Ofl 9 = (709) diVZO.
Démonstration du théoréme 4.3.5 :

D’apres le lemme 4.3.6, on a R, (pa2) = —2p62. Par intégration par parties, on peut écrire

u2(w) 3 UQ(’LU) w(w)
/Q =G +0) / 3w / 2wy T du

, on en déduit que

] =

En choisissant 6 telle que ||0]] 1) <

/9“2(7“”) dw < 4/Q UZ(M) Riu(w) dw.

po(w) po(w)

En utilisant le fait que [20,70] = 20, — 2;11(70-041)21, et en appliquant lemme 4.3.6, on

écrit

Rl = 29[20,70] + QZ(ZO-QI)ZJ) + ﬁ(?og)ZQ — ﬁ(?og) Zalzjl

=1 =1
i 2d
= 29(Z0, Zol + > _ (Beg + 1(Z0.9)) Zi, Br, 1 € C(9).
k=1
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D’ou, / u(w) Riu(w) dw = Jy + Js, ou
Po(w)

Z, O
= Z/ U ﬁkg+7k 0- g) Ziudw et Jy = / %Q[ZoazO]wa
Q Mo

Brg +71(Zo-9)
Po

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Scwartz & .J; et en utilisant le fait que

(' car (2 est a support borné, on déduit que

|| < Cy

) HVHdU”LQ(Q).
D’autre part, J, s’écrit sous la forme suivante :

u ~ = U ~
J2:/—2gZO(Zou)dw—/—QgZO(ZOu)dw.
Q Po Q Po

En effectuant une intégration par parties au premier terme de J,, on a

u ~
/ ?g Zo(ZQU) dw = —K1 — KQ,
Q Fo

avec

K, = /Q P (ZOU)(ZO w)) dw, Ky = /f (Zou)dw et f = leZOp_ + po ZO(p )-

2
0
A partir de la définition (4.19) de po, on déduit que | K; |< Cg||VHdu||%2(Q) et si on suppose
que 2 C py ([0, 1]), alors |din~0£| < Oy sur Q. En utilisant le fait que Zy.g = 0, on obtient
Po

g C

Zo( ) = ‘ZO<ZO W[ Zo-gl” < C3— <=

) T

et on en déduit que f est bornée sur 2. D’autre part, en appliquant I'inégalité de Cauchy-
Scwartz, on trouve

| Ky < Cy —’
pollzz()

Vit 22 (o)

Ainsi, on a

[T U
/_ng()(zo.u) dw < cg[H—) + HdeuHLQ(m}HdeuHLQ(m. (4.20)
Q Po Po

L*(Q)

En effectuant une intégration par parties au second terme de J5, on trouve

u - — U,
/—29Z0(Z0.u)dw:/ g(ZO w)(Zo. u)dw+/p0(Z0.%)—(Zo.u)dw.
Q Po I Q Py Po

Comme

Zo.py =29Z0.9+4(Zo.(Z0.9)) (Zo.9)° et |P070<%>| < Cs sur €,
0
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on a

/ %g ZO(ZO.u) dw < C’7H
Q Po

u
)p_’ + ||deu||L2(Q)i| ||deUHL2(Q). (421)
0
Des inégalités (4.20) et (4.21), on déduit que

L)

u?(w) u
10 < G| 2] i+ 1Ptz I Vst
[ o< Gl =]+ IVssullae] IVaule
ce qui achéve la démonstration du théoréeme. O]

Remarque 4.3.7 La constante ji dépend de la dimension de ..

4.3.2 Le cas d’une sous variété de H!

Dans la suite, on présente une preuve du théoréme 4.3.2 dans le cas d’une sous variété
de H! en précisant la valeur de la constante ji. Dans ce cas, on a d’aprés (4.14)

Y ={(z,y,s) € H'; s+ 22y =0} et ¥, = {(2,0,0); = € R}. (4.22)

Lemme 4.3.8 Soient 0 un ouvert borné de H' et . Uhypersurface définie dans (4.22).
Pour tout uw € H}(Q,H'), on a

2 [ utw) 2
5+ 28 /Q p2(w) dw < ||VH1U||L2(Q)' (4.23)

Démonstration. En effectuant le changement de variables suivants 2’ =z, v =y, s’ =
s + 2xy, les champs de vecteurs X = 0, + 2y0, et Y = 0, — 220, s’écrivent

X/ = 896/ + 4y,a9/ et Y, = Gy/.

De méme, la distance homogéne (4.16) se transforme en

pel8) = pelal ') = ((4y)" + %) ",

Soit Ry un champ de vecteurs radial défini par

(4.24)

R = X'(8)YY' + 2% 0y = 4y'Y' + 2% 0y = 4y'Y' + 25 [V X],
En utilisant le lemme de densité 4.1.1 et en remarquant que Ry (p.?) = —8p.2 et div(Ry) =
12, on a pour tout u € C§° (Hl\{((), 0)}),

u? 1 1 u?
—dZ'd ’:——/ u? R (p,?)dZds' — = | — dZds
H o o 8 Jm i (p:) 2 Jm P2
Y o Y'udds’ 1/Y’( Yu X'ud /d’+1/X’(S/) Y'udzds
= Zu Y'udzds — = —Ju X'udz'ds' + = —u
H P 2 Pe 2 &
/ 13 ./ 2 / 2 112
:/ y—2u Y’udz’ds'+/ 28%u X’udz'ds'+/ [—‘z— ys
m Pe H1 Pe H b PO Pe
3 / 2 ! oI2 13 o/
:/ [_y_ y; ]E Y’udz'ds'+/ QSQE X'udZds'.
H! b Pe Pec Pe H P Pe

SI

} uY'udZds
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Ainsi, on obtient que

1

1 ‘u|2 I //|u|2 AL
5 —2d2 dS S ( - A(Z ,8)7 dZ dS) ||VH1U||L2(Q)(]HI1)7

H  Pe c
ou
3yl y/S/Z 2 y/68/2
A, s) = [— — 27— ] + 210"
pC pc pc
2 87 o P =2 L P =2y i ¥ (e — 2
2 6 10 10
P2 P pe pe
y”? [ 8 N 8010 160 Y"°
=Y o428l 198210 9 )—]
Pz pe P2
1 1 1
< ?[1 + 528(4 +2%)] < 50+ 28).
0
Remarques

Dans la plupart des articles qui traitent les inégalités de Hardy sur le groupe de Hei-
senberg, le potentiel utilisé est

N

Vs = o ™ s

(2,8) € HY,

1
p(z, 5)?
le premier. Citons quelques exemples :

I. Kombe [107] a démontré des inégalités de Hardy sur le groupe de Heisenberg et sur
les groupes de Carnot d’ordre 2.

alors que le potentiel V*(z,s) = > V(z,s) admet une singularité moins forte que

Théoréme 4.3.9 Soit a € R. On a pour tout u € C°(H® \ {0}),

—9\2 2
(QL) / pa@uzdzdsg/ P | Viau|? dzds. (4.25)
2 Hd P Hd

Théoréme 4.3.10 Soit G un groupe de Carnot de dimension homogéne (Q > 3 et de
norme homogéne N. Siu € CP(G\{0}), a € R et Q +a —2 >0, alors,

+a —2\2 Ve |?
« 2 > Q « 2 ) )
/(}N Vou|?de > (72 ) /(}N ot d (4.26)
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Remarquons que si @ = 0 dans les deux théorémes, on retrouve 'inégalité de Hardy (4.2.6)
pour la constante optimale d?.
Y. Han et P. Niu ont démontré I'inégalité de Hardy associée aux champs de vecteurs

Xj =0y, + 2ky;|2[?%0,,  Xgsj =0, — 2kwx;|2[*7%0,, j=1,....d, (4.27)

sachant que la famille des champs de vecteurs (X);<j<oq4 vérifient la condition d’Hérmander
pour tout k € N et qu'on note X = (X1,..., Xs4), on énonce les théorémes suivants :

Théoréme 4.3.11 [93/
Pour k> 1 et 1 <p<2k+2d, on a pour tout u € C°(R**1\ {0}),

|Z|(2k71)p » »
Cp<]€, d) /W‘U‘ dzds S / |XU<Z, S)| dzds. (428)
On remarque que si k = 1 et p = 2, on retrouve 'inégalité de Hardy (4.2.6) sur le grQOupe
de Heisenberg et dans ce cas, la constante ¢; » = d? pour le potentiel V (z, s) = L
’ (l2]* + 5?)
Théoréme 4.3.12 [127]
Pour 1 < p <@, on a pour tout u € C3°(H? \ {0}),
_ p p p
(M) / 27 _lul dzds < / |Vigau|? dzds. (4.29)
p ma PP (1+p)? Hd

Si p = 2, la constante optimale de cette inégalité est égale a (Q — 2/2)* pour le potentiel

|2? Els
Viz,s) = =+ < —.
(2:) p*(1+p?) = p*
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Chapitre 5

Méthodes Variationnelles dans la
théorie des points critiques

5.1 Introduction

Les méthodes variationnelles sont des outils forts dans la résolution des problémes non-
linéaires et apparaissent dans plusieurs disciplines ol les méthodes classiques échouent. La
théorie des points critiques est liée au problémes variationnels : Pour un probléme (P), il
existe une fonctionnelle I dont les points critiques sont des solutions de (P). Cette approche
variationnelle a été employée pour la résolution de 1’équation de Laplace.

Soient © un domaine borné de R? de frontiére 9 et ¢ une fonction continue sur 92. On
considére le probléme suivant :

{—Au = 0 dans £, (5.1)

u = ¢ sur 0.

La fonctionnelle associé & ce probléme s’écrit :
I(v) = / \Vou(z)?de, Ko={veCl*Q), v=sur 0N}
Q

Si on trouve une fonction u € Ky telle que I(u) < I(v) quand v € Ky, alors u est solution
du probléme (5.1). Le fait de trouver une solution par ce procédé a été utilisé par Riemann,
qui I’a appelé principe de Dirichlet dans sa thése en 1851. Cependant Weierstrass a objecté
en 1869 qu’il y a une faille dans le principe de Dirichlet : la borne inférieure

a = ulenlgo I(v),
peut ne pas étre atteinte. Autrement dit, si le principe de Dirichlet donne un moyen élégant
pour résoudre 1’équation de Laplace, une premiére difficulté est de choisir 'ensemble K|
ou on va minimiser la fonction I, et la difficulté est de montrer que la borne inférieure est
atteinte. Dans le cas de cet exemple, il faudra remplacer dans la définition de Ky, ’espace
C2(€2) par I'espace de Hilbert obtenu en complétant C%(2) pour la norme :

o= ([ 1@ + (@) ar)
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D’importantes contributions a la théorie des points critiques ont également été faites par
des pionniers comme Lagrange, Legendre, Poincaré, etc [86, 149, 156]. En 1905, Poincaré a
développé dans sa these, les idées de Hilbert sur le principe de Dirichlet et il a apporté une
précieuse contribution au calcul des variations [119] en traitant un probléme variationnel
dont la solution correspondait ni & un minimum ni un maximum. Cette approche était
reprise par Birkhoff en 1917 qui a réussi a formuler un principe minimax ot des points
critiques u sont telle que
I(u) = /gggitelg I(z),

ol A est une famille particuliére d’ensembles. La théorie du minimax a été élaborée a la
fin de 'année 1920 et au début de I'année 1930 indépendament par Morse, Ljusternik et
Schnirelman. Ils ont étendu cette théorie & des fonctionnelles qui ne sont pas forcément
quadratiques et ils ont étudié des fonctionnelles I de classe C? sur des espaces de dimen-
sion fini. Leurs résultats contiennent tous les ingrédients de base des théorémes minimax
modernes, qui incarnent une idée de la compacité des fonctionnelles, introduite depuis
1960 par Palais, Smale et Rothe pour jouer un réle dans la compacité locale des espaces
de dimension infini. Ils ont étendu ces résultats aux espaces de Banach et de Hilbert au
lieu de travailler seulement sur espaces de dimension fini ou des domaines bornés, voir
[130, 143]. Ces contributions ont permis & des mathématiciens contemporains & obtenir
des résultats importants qui forment une partie substantielle de la théorie moderne des
points critiques. Ils ont également servi a résoudre de nombreux problémes non linéaires :
problémes elliptiques, systéemes Hamiltoniens, équations d’onde non-linéaires, et d’autres.

Dans ce chapitre, on aborde les téchniques de recherche de points critiques pour des
fonctionelles définies sur un espace de Banach [50, 57, 113, 121, 126, 131, 134].

Définition 5.1.1 Soit E un espace de Banach et [ : E — R. on dit que I est différentiable
au sens de Gateaur en uw € F, s’il existe | € E' telle que dans chaque direction h € E,

L Tt th) = I(w)

t—0t t

= (I, h. (5.2)

On dit que I est Fréchet différentiable en u, s’il existe une application linéaire continue
L: FE — R, telle que

lim I(u+h) = I(u)

h—0 12l = (L(u), ). (5.3)

Proposition 5.1.2 Soit I : E — R une fonction continue et Gateaur différentiable en
u € E et on suppose que lapplication v — L(v) est continue au voisinage de u. Alors I
est Fréchet différentiable et sa dérivée coincide avec I'(u).

Démonstration. Soit I'application ¢ — I(u + th) définie sur [0,1] pour u € E et h un
point au voisinage de u. On peut écrire

I(u+ h) = I(u) + (I'(w), h) + /0 1(]’(u Fth) — I'(u), ) dt. (5.4)

Comme v +— I'(v) est continue au voisinage de u, alors pour tout € > 0, il existe § > 0
telle que
o —ul| <d=||I'(v) = I'(u)] <e.
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Par conséquent si ||h|| < 0, on a pour tout ¢ € [0, 1],
[(I'(w +th) = I'(u), )| < ['(u+ th) = I'(w)][ Al < el|A].
U

Définition 5.1.3 Soient E un espace de Banach et I € C*(E,R). Un point u est dit point
critique de I si I'(u) = 0 et ¢ est dite valeur critique de I, s’il existe u € E wvérifiant
I(u)=c et I'(u) =0.

5.2 Le théoréme du col

Le théoréme du col (Mountain Pass theorem) est le premier théoréme de construction
de valeur critique. Il permet de trouver un nouveau point critique lorsqu’on connait un
minimum local (parfois une solution évidente) et si la fonctionnelle n’est pas minorée. Sa
démonstration est basée sur la condition de Palais-Smale et sur un lemme de déformation

[147].

5.2.1 Condition de Palais-Smale

On commence par définir ce que l'on entend par la condition de Palais-Smale. La
condition d’origine qui apparait dans les oeuvres de Palais et Smale et qui est connue dans
la littérature [129, 130, 131, 145] par la condition C, est la suivante :

Définition 5.2.1 Soient E un espace de Banach et I € C*(E,R). On dit que I vérifie la
condition C', si pour tout ensemble S C E telle que la restriction I| est bornée mais la

S
restriction de ||I'|| sur S n’est pas bornée en dehors de 0, I admet un point critique dans
l’adhérence de S.

Définition 5.2.2 Soient E un espace de Banach et I € C*(E,R). On dit que I vérifie la
condition de Palais-Smale (PS), si toute suite (uy,), de E telle que

(I(up))n est bornée et I'(u,) — 0 dans E' (5.5)
posséde une sous suite convergente.

Lorsqu’on traite la théorie des points critiques abstraites, il nous faut en général une
condition plus faible, introduite par Brézis, Coron et Nirenberg dans [34] :

Définition 5.2.3 Soient E un espace de Banach et I € C*(E,R). On dit que I vérifie la
condition de Palais-Smale (PS). au niveau ¢ , ¢ € R, si toute suite (uy,,), de E telle que

I(u,) — c et I'(u,) — 0 dans E’ (5.6)

posséde une sous suite convergente.

Remarques 5.2.4 1) La condition (PS) est plus forte que la condition C.
2) Si I vérifie (PS). alors l’ensemble K. = {u € E;I(u) =c et I'(u) =0} est compact.
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5.2.2 Lemme de déformation

On peut trouver le lemme de déformation dans de nombreuses références qui traitent les
méthodes minimax dans la théorie des points critiques, en particulier I’article d’Ambrosetti-
Rabinowitz [7]. Le point crucial dans l'existence des points critiques est la différence to-
pologique entre les ensembles {u € FE;I(u) < ¢} et {u € E;I(u) < ¢} pour certaines
valeurs de ¢ € R. En effet, les valeurs critiques sont des valeurs ¢ pour les quelles on ne
peut pas déformer pour € > 0 assez petit, les ensembles A. . en des ensembles A. ., ou

A.={ue E;I(u) < c}.

Exemples 5.2.5 Soit I(z,y) = 2> — y? sur R?. L’origine est le seul point critique. Pour
e > 0 assez petit, [’ensemble A, est connexe, alors que, l’ensemble A_. a deux composantes
connezxes.

L’idée de déformation de ces espaces est un outil basique dans la théorie de Morse [121].
Dans un espace de Banach E, on ne peut plus définir la notion du gradient qui repose sur
Iidentification de F et E* par l'intermédiaire du produit scalaire. On remplace alors cette
notion par celle de pseudo-gradient.

Définition 5.2.6 Soient E un espace de Banach et I € C*(E,R). Soit u € E, on dit que
v est pseudo-gradient pour I en u, si et seulement si

loll < 2min{|| I'(w)]| -, 1}
(I'(w),v) = min{ || (u)l| g+, LI (u)|| - (5.7)

Notons E, = {u € E;I'(u) # 0} l'ensemble des points réguliers de I. On dit q’un champ
de vecteurs X (.) est pseudo-gradient pour I sur E si lapplication u —— X (u) est continue
de E, vers E, localement lipschitzienne sur E, et pour tout u € E,, X(u) est un pseudo-
gradient pour I en u.

Lemme 5.2.7 Soit E un espace de Banach. Si I € C'(E,R) une fonction non constante,
alors il existe un champ de pseudo-gradient de I sur E,.

Démonstration. On considére le cas ou dimFE < +oo et K, = 0, alors E, = E. Pour
u € F, considérons I'ensemble A(u) des vecteurs Y de E tels que

Y]] < 2min {[["(w)], 1}
(I'(w),Y) > min {1 (u)[|, [T (w)]]. (5.8)

L’ensemble A(u) est non vide et ouvert, pour chaque u donné, choississons alors un élément
dans A(u) qu’on note Y,. Comme " est une application continue, il existe un voisinage
W(u) de u dans E, tel que Y, € A(v) pour tout v € W(u). Considérons alors le recou-
vrement U,epW (u). En appliquant le théoréme de Borel-Lebesgue, on peut extraire un
recouvrement dénombrable W (u;) tel que USW (u;) = E. Pour tout compact K de E,, K
ne contient qu'un nombre fini de points ;. La connaissance des points u;, et donc de Y,,, va
alors nous permettre de construire les champs X (u) grace a une partition de I'unité relative
aux ouverts W (u;). Il existe des fonctions ¢; € C°(W (u;)) telle que 7% ¢i(u) = 1 sur
E'. Posons alors

400
X()= Y oi(u)Ya,
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Il est clair que X € C* et que X(.) vérifie les relations (5.7). Donc, on a construit un
pseudo-gradient de [ sur F.

On considére maintenant le cas général : on définit comme précédemment Y, pour
u € E,, on a alors le recouvrement F, = U,cp, W (u). On ne peut pas invoquer le théoréme
de Borel-Lebesgue, en revanche on peut utiliser le résultat suivant :

Lemme 5.2.8 Soit V un espace métrique séparable. On peut extraire de tout recouvrement
ouvert de V', un recouvrement localement fini V.= %"._ W, I C J, c’est a dire, tel que

pour tout v € V, il existe un voisinage U de v tel que U n’intersecte qu’un nombre fini des
Wi.

Considérons alors un recouvrement localement fini de E, : E, =) ._, W(w;). Il nous reste
a construire une partition de I'unité subordonnée au recouvrement précédent. Considérons
pour ¢ € [, la fonction p; définie par

pi = dist(u, E\W (u;))

On vérifie que p; est lipschitzienne, de constante de Lipschitz inférieur & 1. Par ailleur pour
u donné, il n’existe qu'un indice ¢ tels que p; # 0. Posons alors
(p. f— L
g = :
> jer Pi

On vérifie que Eiel w; = 1, pour tout v € E,., 0 < ¢; < 1 et que p; = 0 en dehors de
W (u;). Comme le recouvrement est localement fini, pour tout u € FE,, il existe un voisinage
U de u tel que Card{j € I, p; # 0,v € U} = cte, et donc ¢; est localement lipschitzienne.

On introduit ensuite
X() = Y i)V,
el
et on vérifie que X est un pseudo-gradient pour I. O

Lemme 5.2.9 (Lemme de déformation)

Soient E un espace de Banach et I € C*(E,R) une fonction non constante satisfaisant la
condition de Palais-Smale et ¢ € R une valeur réguliére de I. Alors, il existe un ey > 0 tel
que pour 0 < & < &g, Uapplication n € C([0,1] x E, E), appelée flot associé a I satisfait
auzx conditions suivantes :

i) Pour tout uw € E, n(0,u) = u,

it) Pour tout t € [0,1] et I(u) & [c — €q, ¢+ &0], on a n(t,u) = u,

iii) Pour tout t € [0,1], n(t,.) est un homéomorphisme de E dans E,

iv) Pour tout u € E et t € [0,1], la fonction t — I(n(t,u)) est décroissante,
v) Si K. =0 alors n(1, Aeye) C Ace,

vi) Si I est paire en u alors n(t,u) est impaire en u.

Démonstration. Comme [ satisfait la condition de Palais-Smale et ¢ n’est pas une valeur
critique, il existe alors, e; > 0 et § > 0 tels que

I(u) € [c—er,c+e] et [[I'(u)]| = 6.
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Car sinon, il existe une suite (u,), C E tels que

1 1
< I(u,) < —, et ||I < =
<I(wn) et et [ <

et comme [ vérifie la condition (PS). alors ¢ est une valeur critique de I. Posons ¢y =
2

min(ey, g) et pour 0 < e < &,

A=[I<c—g|U[Il>c+e), B=[c—e<I<c+e].

d(xz, A)
d(x,A) +d(z, B)
vérifie a = 0 sur A et o« = 1 sur B. Notons aussi, que si I est paire, les ensembles A et B
sont symétriques par rapport a l'origine et « est paire. Soit V' un champ de pseudo-gradient
de I, que I'on choisira impaire si I est paire et posons

Alors AN B = () et la fonction a(z) := est localement lipschitzienne et

W(x)za(x)min( ||V(1 )H) (x)

pour z € E. W est localement lipschitzienne, |[W(z)|| < 1 et que si [ est paire, W est
impaire. On consideére le probléme de Cauchy suivant :

d
{dt@x>: —W(n(t, z)), 59
0,z) = x

D’aprés la théorie des équations différentielles ordinaires, ce probléme admet une unique
solution n(.,z) € C'([0,1], E). De plus, 1 est localement lipschitzienne sur [0,1] x F,
n(t,n(s,z)) =n(t+ s,z), et que pour chaque ¢ € [0, 1], n(t, .) est un homéomorphisme de
E dans E. Si I(u) & [c — &g, ¢+ &o] alors W(u) = 0, et I'unicité de la solution du probléme
(5.9) implique que pour tout t € [0, 1], n(t,u) = u. Pour la propriété iv) du lemme 5.2.9,
on a

C1((t,0)) = (1'On(t,w), 5y

= —a(n(t,u)) min(1 7))V Ol

S
TV
T Tt <o (510)

Soit u € A,y et supposons que pour tout ¢ € [0, 1], I(n(t,u)) € [¢c — &, c+ €]. On obtient &
partir de (5.10),

< —a(n(t,u)) min (1

d 1. 1 )
g tw) < = pin (1 e ) IV )
1)t
<
52

—— st [[V(n(t,w))[ < 1.
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On en déduit que

522 < I(u) = I(n(t,u)) < 2,

52
ce qui contredit le fait que g = min <51, §> U

Proposition 5.2.10 Soient E un espace de Banach et B une famille non vide de parties
non vides de E. On suppose que pour chaque ¢ € R et ¢ > 0 assez petit, le folt n(1,.)
construit dans le lemme de déformation, respecte B (c-a-d si A € B, n(1,A) € B). Si

¢=inf sup/(v) < o0
AEBUGE <> ’

et I € C*(E,R) vérifie la condition de Palais-Smale alors ¢ est une valeur critique de 1.

Démonstration. Si ¢ n’est pas une valeur critique de I, alors pour € > 0 assez petit, on
peut choisir A € B tel que

c<supl(v) <é+e.
veEA

Mais en posant B = n(1, A), on a d’'une part B € B, et d’autre part B C Az ., ce qui
contredit la définition . O

5.2.3 Le théoréme du col

Le premier exemple de construction de valeur critique par le principe de min-max est
le théoréme du col énoncé par Rabinowitz 7]

Théoréme 5.2.11 Soient E un espace de Banach et I € C'(E,R) vérifiant la condition
de Palais-Smale (PS). On fait les hypothéses suivantes sur I :

i) il existe ug € E, R >0, et a > 0 tel que

|lu—uo|lp = R alors I(u) > I(ug) + a, (5.11)

i) il existe un point e € E tels que

luo —el|lp > R et I(e) < I(ug) + a. (5.12)
Si I satisfait (PS). avec
c= }Lrellﬁ trél[a}f} I(h(t)), (5.13)
ot
I'={heC(0,1]; E); h(0) =ug et h(1) = e}, (5.14)

alors ¢ est une valeur critique de I et ¢ > a.
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Démonstration. Quitte a changer d’origine, et a soustraire une constante a I, on peut
toujours supposer que ug = 0 et I(ug) = I1(0) = 0. Montrons tout d’abord que ¢ > a :
Considérons un chemin h € I'. Comme h est continu, la fonction définie par ¢(t) = ||h(t) —
h(0)||g est aussi continue et vérifie p(0) = 0 et ¢(1) = |le||z > R. 1l existe donc, par le
théoréeme des valeurs intermédiaires, ¢y € [0, 1] tel que ¢(ty) = ||h(to) —h(0)||r = R et donc
I(h(to)) > a d’apres la propriété 5.11. Il en résulte que pour tout h € I', maxyep (o)) £ (v) >
a, et par conséquent, ¢ > a. Afin de montrer que ¢ est une valeur critique de I, on raisonne
par I'absurde, et on suppose que ¢ ¢ K.. Par la remarque 5.2.4, le complémentaire de K.
est un ouvert, il existe donc un nombre € > 0 tel que I n’admet pas de valeur critique
dans [c¢ — 2¢, ¢ + 2¢]. Montrons a l'aide du lemme de déformation que 'on aboutit a une
contradiction. D’aprés le lemme de déformation, il existe, grace a v), une rétraction de
Acye sur A._.. On choisit € suffisament petit de sorte que les extrémités des chemins de T,
c’est-a-dire, ug et e, ne bougent pas au cours de la rétraction, car

I(up) =0<c—e¢, Ie)<c—c¢

entrainent ug € A, et e € A._., et donc par i), n(1,ug) = ug et n(1,e) = e.

Q

Considérons un chemin h € I' tel que pour 0 < € < ¢, g9 = X

max [(u) <c+e, (5.15)
u€eh([0,1])

(il est toujours possible de trouver un tel chemin en raison de la définition de ¢), et donc
h est un chemin qui relie ug & e dans A.,.. A l'aide de la déformation 7, nous allons
pousser ce chemin sur A._.. Comme ni ug, ni e ne bougent au cours de cette déformation,
nous obtiendrons un nouveau chemin reliant ug & e, mais cette fois-ci dans A._.. Un tel
chemin contredirait la définition de ¢, et ceci terminera le raisonnement par I’absurde. Plus
précisément considérons le chemin définie par ¢ (t) = n(1, h(t)) alors ¢ € C([0, 1], E).
On a bien

= 77(17 h<0)> = 77(17 UO) = U,
= 77<17 h<1)) = 77<17 6) =6
car h(0) = ug et I(ug) =0 < g < ¢ — gg implique que uy € A._.. Par conséquent, ) € I’

et ([0,1]) C A._c. et donc

max I(u) <c—e. 5.16
u€([0,1]) (w) < ( )

Ceci est contradictoire avec la définition de ¢, et termine la preuve du théoréme 5.2.11 [J

5.3 Le théoréme de Rabinowitz

Afin de démontrer le théoréme de Rabinowitz, on a besoin d’énoncer les propriétés qui
caractérisent le degré topologique. On peut consulter les références suivantes |78, 139] pour
plus de détails.
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5.3.1 Le degré topologique de Brouwer

Soit y € RY, f : RY — R? une application au moins continue et considérons 1’équation

fa) =y. (5.17)

Comment peut-on s’assurer de maniére "un peu pratique" qu’il existe au moins une solution
x a (5.17). 11 y a une réponse relativement simple dans le cas ou f est linéaire : si le
déterminant de f est non nul, alors il existe une solution (et méme une seule) a (5.17), et
ce pour tout y € R% Ceci n’est pas une condition nécessaire et suffisante : il peut exister
des solutions, pour certains y, lorsque le déterminant de f s’annule; dans ce cas, on peut
cependant constater que ces solutions ne sont pas stables : si 'on perturbe un peu y, il
peut ne plus exister de solution du tout.

Nous souhaitons ici développer un outil jouant, pour des applications non-linéaires, ce role
du déterminant pour les applications linéaires : un réel, le "degré", qui indique par sa non-
nullité que (5.17) a au moins une solution, et qui plus est une solution "stable". De maniére
évidente, ce degré dépendra de f et y, mais aussi de I’ensemble sur lequel on cherche les
solutions a (5.17).

L’idée principale du degré est de "suivre" les solutions au fur et a mesure que l'on

modifie f. On commence par partir d'une fonction f; assez simple, pour laquelle on sait
dire qu'il existe des solutions a fo(z) = y, et on cherche & modifier continuement cette
fonction pour arriver & f (en terme précis, on utilise une homotopie entre f; et f), tout en
suivant le devenir des solutions de (5.17) au cours de cette modification pour espérer en
conserver au moins une jusqu’au bout, qui sera donc solution de f(x) = y.
Ceci n’est bien str pas faisable en général : les solutions que 1'on suit peuvent sortir du
domaine, ou bien disparaitre tout simplement ( prendre une parabole sur R orientée vers le
haut et ayant deux zéros, et la monter progressivement : & un moment donné, ses deux zéros
se rejoignent, puis disparaissent). Dans notre construction du degré, il faudra donc éliminer
ces deux situations. La premiére (fuite d’une solution par le bord du domaine concerné)
sera évitée en ne regardant que des fonctions pour lesquelles les solutions éventuelles de
f(x) = y restent éloignées du bord du domaine. La deuxiéme situation (disparition des
solutions) sera réglée en collant a chaque solution de f(z) = y une étiquette (un signe)
indiquant si elle est susceptible ou non de disparaitre aprés s’étre rassemblée avec une de
ses consoeurs.

Cas particulier : la dimension 1

En dimension d = 1, les choses sont toujours plus simples. Considérons la situation
suivante : soit f : [0, 1] — R continue qui ne s’annule ni en 0 ni en 1, et notons

deg(f) = & (sian(f(1)) — sian(f(0))).

Sideg(f) # 0, alors f(1) et f(0) ont des signes différents donc, par le théoréme des valeurs
intermeédiaires, il existe « € [0, 1] tel que f(x) = 0.

Si 'on souhaite un degré adapté a (5.17) (i.e. avec un second membre pas forcément nul)
et qui prenne en compte 'ouvert 2 C R sur lequel on cherche les solutions, alors en
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décomposant ) en ses composantes connexes ) = U;ec;]a;, b;[, on peut définir

deg(f,0,) = 5 3 (Sien( () — ) — sign(/ (@) 1),

iel
lorsque f : Q — R est continue et ne s’annule pas sur Of).

Définition 5.3.1 Soient d > 1 un entier et A l'ensemble des triplets (f,€,y) ou Q est
un ouvert borné de R? et f : Q — R continue et telle que y & f(09Q). Il existe une et
une seule application deg : A — Z appelé le degré topologique de Brouwer, qui vérifie les
propriétés suivantes :

i) Normalisation : si Q est un ouvert borné de R? et y € R? alors deg(Id,Q,y) =1 et
deg(1d,Q,y) =0 siy & Q.

i1) Additivité :_Si 01, Qs C Q sont deuz ouverts bornés disjoints de R inclus dans Q tel
quey & f(Q\ (21 UQs)), alors deg(f,Q,y) = deg(f, Qu,y) + deg(f, 2, y).
Proposition 5.3.2 Le degré topologique de Brouwer vérifie les propriétés suivantes :
i) Sideg(f,Q,y) # 0 alors léquation f(u) =y admet au moins une solution dans .
ii) Pour tout z € RY, deg(f,Q,y) = deg(f — 2,2,y — 2).

iii) Soit (f,Q,y) € A et r = dist(y, f(0Q)) > 0. Si g : Q — R continue et z € R? sont
tels que supy(|g — f1)+ ly — 2| < 7, alors deg(f, 2, y) = deg(g, 2, 2).

Degré topologique pour les fonctions et valeurs réguliéres

Soit A; I'ensemble des (f,€Q,y) € A tels que f € C®(Q)? et y est une valeur réguliére
de f (ce qui signifie que tout antécédent = € 2 de y par f, s’il en existe, est tel que f'(z)
est inversible). On défint le degré topologique sur 4; de la maniére suivante :

deg,(f.Q.y)= Y sign(Jy(z)) € Z. (5.18)

zef~y)

Cette définition n’est pas évidente a manipuler sur les grosses perturbations de y. On donne
donc une autre expression de deg;.

Lemme 5.3.3 Soient (f,Q,y) € Ay et (p:)es0 une approximation de ['unité vérifiant
supppe C B(0,¢). Il eziste eg > 0 tel que, pour tout 0 < € < &g,

dess(£.000) = [ p(f(2) = ) Ty

Pour la démonstration de ce lemme, on peut consulter le cours [68].

5.3.2 Théoréme de Rabinowitz

Le théoréme de Rabinowitz est une version plus générale du théoréme du col et il est
di & Ambrosetti et Rabinowitz [137]
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Théoréme 5.3.4 Soit E un espace de Banach tel que E =Y & X, et dimY < oo. St
I € CY(E,R) et vérifie les conditions suivantes :

i) il existe p,a > 0 tel que I|pp,nx > «,
i) il existe un point e € 0By N X et R > p tel que si

A= (BrnY)® {re0<r <R}, alors I|gs <O0. (5.19)

Si de plus, I vérifie la condition de Palais-Smale (PS). avec

c= }Lxellﬁ max I(h(u)), (5.20)
ol B
I'={h € C(AE); hlopa =1id}, (5.21)

alors ¢ est une valeur critique de I et ¢ > .

Remarques 5.3.5 Supposons que I|y < 0 et qu’il existe un pointe € OBiNX et R > p
tel que )
I(u) <0, VueY @ ({e}) et |lu] >R.

Alors pour tout R assez grand, 1 o <0.

Lemme 5.3.6 Sih €T, alors h(A) NOB, N X # (.

Démonstration. Notons par Pr la projection de E sur X. Montrer que h(A)NOB,NX # ()
est équivalent a résoudre ’équation suivante :
trouver u € A tel que

Pr(h(u)) =0 et [lu—Pr(h(u))] = p.

Siue A alorsu=y+reavecy € BgNY et 0 <r < R. Considérons une fonction
6(r,y) = (1|Gd = Pr)h(y + re)l|, Pr(b(y +1e))),
alors, € C(R x Y, R x Y). Comme h|sps = id si u € OA, alors

¢(r,y) = (l[rell, y) = (r,y).

En particulier, ¢(r,y) # (p,0) car sinon (p,0) € 0A.
De la propriété i) de 5.3.2, on a

deg(¢, 4, (p,0)) = deg(id, A, (p,0)) =1,

et on déduit de la propriété ii), qu’il existe u € A tel que ¢(u) = (p,0).

Démonstration du théoréme 5.3.4.
Montrons tout d’abord que ¢ > a. la condition 7) du théoréme 5.3.4 implique que

Vh €', max I(h(u)) > a.

ucdB,NX
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Soit w € h(A) N OB, N X, alors d’aprés le lemme 5.3.6,

max [ ((h(u)) > I(w) > max I(h(u)) > «a,

u€A u€dB,NX

et par conséquent ¢ > a.

Supposons que ¢ n’est pas une valeur critique de I. D’aprés le lemme de déformation,
on peut trouver un flot n € C([0.1] x E, E) tel que pour 0 < € < gq, n(1, Aeye) C Ap_e.

Q
En prenant ¢y = 57 il existe h € T, tel que

<
max I(h(u)) < c+e.

Si u € JA, alors on a de la condition i7) du théoréme 5.3.4,
u=nh(u), et Ilsga <0< c—ey.

Par conséquent I(u) ¢ [c— &g, c+ o). D’apreés la condition i) du lemme de déformation, et
le choix fixé sur eg, n(1, h(u)) = u pour u € JA. Par suite n(1, h(u)) € I, ce qui implique
que

c< max[(n(l, h(u))) <c-—g,

ueA

d’ou la contradiction. O

Remarques 5.3.7 1. Le théoreme du col est un cas particulier du théoréme de Rabi-
nowitz, en prenant Y = {0}.

2. Le lemme 5.3.6 exprime le fait que OA et la sphere de rayon p de X sont enlacés, de
sorte que toute surface reposant sur OA rencontre cette sphére.

5.3.3 Points critiques multiples

Théoréme 5.3.8 Soient E un espace de Banach et I € CY(E,R) une fonction satisfaisant
la condition de Palais-Smale. On suppose que I est paire et vérifie les conditions suivantes :

i) 1(0) = 0 et il existe p,a > 0 tel que Ipp,nx > a.
it) Si X C E est de dimension finie, alors ['ensemble {u € X, I(u) > 0} est borné.

Alors I posséde une suite non bornée de valeurs critiques.

Proposition 5.3.9 Sous les hypotheses du théoreme 5.3.8 :
i) la suite (c;j); des points critiques est croissante et ¢; > a,

ii) lim;_, ¢; = 400.
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5.4 Théorie spectrale d’un opérateur compact

Nous résumons dans cette section, les propriétés principales des opérateurs compacts
qui nous seront utiles dans le chapitre suivant. Voir [33, 51| pour plus de détails.

Définition 5.4.1 Soient E et F' deuz espaces de Banach. Un opérateur T € L(E,F)
est compact si T(Bg) est relativement compact et on désigne par IC(E, F') l'ensemble des
opérateurs compacts et on pose K(E) = K(E, E).

Définition 5.4.2 Soit T € L(FE), 'ensemble résolvant est
p(T) ={X e Ry (T — M) est bijectif de E sur E}.
Le spectre o(T') est le complémentaire de p(T). N(T — N\I) est l’espace propre associé a A.
Lemme 5.4.3 Soient T' € IC(E) et (An)n>1 une suite distincte telles que
A € o(T)\{0}, Vn, et \, — A

Alors, A = 0.

Démonstration. Soit A, une valeur propre de T et e, # 0 tel que (T'— \,)e, =0

et soit £, = ({ey, €2, ....,e,}). On montre que E, C E, .1, E, # E,.1, pour cela, il suffit
de vérifier que eq,es, ..., e, sont linéairement indépendants, pour tout n. Admettant que
ceci est vral jusqu’a ordre n et supposons que e,1 = > ;| a;e;, alors

n
Ten1 = E QiAny1 €
=1

Par suite, a; (A — A1) =0, Vi=1,...,net donca; =0, Vi =1,...,n. Ce qui est absurde.

D’autre part on a (T'— \,)FE, C E,_;. En appliquant le théoréme de Riez, on construit
1

une suite (uy,),>1 telles que u,, € E,, ||u,|| = 1 et dist(uy,, Fn—1) > 5 pour n > 2. Soient

2 <m <ndesorte que E,, 1 CE,, C E,_1CFE,. Ona

HTun Tu,, H B HTun — AUy TUpy — AU,
An A I

— + u, — umH > dist(uy, Fr_q) >

1
M A 2

Si A, — A # 0 alors (T'uy,),>1 admet une sous suite convergente, ce qui contredit I'inégalité
ci dessus. 0J

Proposition 5.4.4 Soit T' € L(H) un opérateur autoadjoint. On pose

m = ”iﬂlf (Tu,uy et M = sup (Tu,u).
ull=1 [[ull=1

Alors, o(T) C [m, M].
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Démonstration. Soit A > M, montrons que A € p(T).
On a (Tu,u) < M|ul||?, Vu € H. Par conséquent,

(i — Ty > (A~ M) Jull® = alul®, a > 0.
D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, (A — T') est bijectif.

Montrons que M € o(T). Soit a(u,v) = (Mu—Twu,v), alors a(u,v) est une forme bilinéaire,
symétrique positive. D’apreés I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

N|—=

[(Mu — Tu,v)| < <Mu—Tu,u)%<Mv—Tv,v> , Yu,v € H.

En particulier, )
| Mu —Tu |< ¢ (Mu—Tu,u)z, Yu € H.

Soit (uy,)n>1 une suite telles que ||u,|| = 1 et (Tup,u,) — M. Alors d’aprés l'inégalité
précédente, on a |Mu,, —Tu,| — 0. Si u, € p(T) alors u,, = (MI—T)"Y(Mu,,—Tu,) — 0,
ce qui contredit le fait que ||u,|| = 1. Donc M € o(T'). En remplacant 7" par —7', on obtient
que m € o(T). O

Corollaire 5.4.5 Soit T € L(H) un opérateur autoadjoint tel que o(T) = {0},
alors T' = 0.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, on a (T'u,u) =0, Yu € H.
Alors, 2(Tu,v) = (T'(u +v),u+v) — (Tu,u) — (Tv,v) =0, Yu,v € H. Donc T'=0. O

Théoréme 5.4.6 Soit T' un opérateur compact autoadjoint et E = H un espace de Hilbert
séparable. Alors H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de T.

Démonstration. Posons Ey = N(T) et E,, = N(T — \,I) et montrons dans la suite que
H est somme hilbertienne des (E,,),>0-
Soient u € F,, et v € E,,, m # n, alors

(Tu,v) = A\p(u, vy = (u, Tv) = A\, (u,v),

donc (u,v) = 0 et par suite les (E,,),>0 sont deux a deux orthogonaux.

Soit F' I'espace vectoriel engendré par les (E,),>0, vérifions que F' est dense dans H.

On a T(F*) C F+ : Soient u € F+ et v € F, alors (T'u,v) = (u, Tv) =0 car T(F) C F.
L’opérateur Ty = T'|p1 est compact autoadjoint et on a o(7y) = 0 : supposons qu’on a
A € o(Ty)\{0} alors X est une valeur propre de Ty, donc il existe u € F*, u # 0 tel que
Tou = \u. Par conséquent, u € F+ N E,, donc u = 0, ce qui est absurde.

D’aprés le corollaire 5.4.5, on a T = 0, et par suite

F+C N(T)C F et F+={0}.

Donc F est dense dans H. O



Chapitre 6

Probléme de Dirichlet pour des EDP
semilinéaires sur le groupe de
Heisenberg

6.1 Rappel des résultats classiques

On s’intéresse dans ce chapitre a I’étude du probléme de Dirichlet semilinéaire sous
critique suivant :

—Apau — pVu = I+ [ulP"?u  dans
(6.1)

u’ =0,
o0

ou V est un potentiel positif admettant une singularité sur Q un ouvert borné de H?, X
2 2

est une constante réelle et 2 < p < 2* avec 2" = Q—Q2 =24 p est l'indice critique de

I'inégalité de Sobolev (2.4.1) :

ull 2 () < Callull gr@mey, Vu € Hg(Q,H?).

Le potentiel V' est controlé par 'inégalité de Hardy suivante :
/V(z, s)|u(z, s)|* dzds < ||VHdu||%2(Q), Vu e Hi(Q,HY). (6.2)
Q
On a vu dans le chapitre 4, que cette inégalité est valable pour

d* _ .
V(z,s) = mp(z, s)72 si 0€Q,
|2

V(z,s) = d?

(25 si 0 €,

V(Z, 5) = ﬂPC(Za S)_Qa

ol p. est la distance par rapport a une sous variété de co-dimension > 2 et i est une
constante.
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1

Rappelons que dans le cas classique, le potentiel V' est donné par V(x) = W, et il
x
est controlé par 'inégalité de Hardy :
d—2\2 2
(—) / g < / \Vul2de, Yue HY(Q,RY), (6.3)
2 ol zf? 0
et que I'analogue du probléme de Dirichlet (6.1) dans RY, s’écrit ainsi :
—Au — ,LLLQ =M+ |ulf?u  dans Q,
|| (6.4)
u’ =0,
o0

ou Q C RY, d > 3 est un ouvert borné contenant 0 et dont le bord 9 est régulier. On note

par 2% = 15 Iindice critique de l'inégalité de Sobolev classique et par i = (5 —1)?1la

constante de Hardy dans R
Sip=0et p= 2 onretrouve le cas traité dans I'article célébre de Brézis et Nirenberg
[37], a savoir le probléme

—Au = u+ |[ul* ?u dans €,
u>0 dans €, (6.5)

U =0.
o0

Théoréme 6.1.1 Notons par \i la premiére valeur propre de —/A dans €2. Alors,
i) sid>4 et X €0, [, le probleme (??) admet une solution positive,

1
it) si d = 3, il existe une constante \* > 0 telle que si ZA* < A < Ay, le probléeme (6.5)

admet une solution positive.

Brézis et Nirenberg abordent le probléme (6.5) via la recherche des points critiques non
triviaux de la fonctionelle d’Euler-Lagrange
* A
> dr — —/ |u|* da.
2 Ja

1 1
[A(u):§/§2|Vu\2d:c—§/Q\u

Un autre point de vue consiste a trouver les points critiques de la fonctionnelle

1 A
Ja(u) = §/Q|Vu\2dx—§/ﬂ|u|2daz

sur la sphere [|ul| 2+ ) = 1. Ils montrent que s'il existe u € Hg(€2) tel que

_ IVl — Al

CU/ 2 CU/ 2
- < SO — lnf || ||L2 . || ||L2
||u||L2*

= 1
weHi (@) [|ul2y wenHi®e) [ull?,.

@Qx

alors le probléme (6.5) admet une solution. En effet le lemme de Lieb montre que

Sy = inf (/ |Vu|2dx—)\/ |u|2dx>
{UEHOI(Q)7||U||L2*(Q):1} Q Q
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est atteint sous la condition que S\ < Sp. En utilisant une idée introduite par Aubin [§]
dans le contexte de la conjecture du théoréme de Yamabe, on estime (), par des fonctions

us('x) = @(x) U€<.T0,.§L’>, 0<e < 1,33‘0 S Qu QO(.T) € H&<Q)7

(ed(d — 2))td=2/4
(e + |z — xo|?)(d—2)/2
dans R?. Dans le cas d = 3, la difficulté de la démonstration provient du fait que I'injection
H}(Q2) dans L* () est continue mais pas compacte et pour contourner cette difficulté,
Brézis et Nirenberg introduisent une condition importante sur le niveau correspondant a
'énergie des suites de Palais-Smale qui garantit leur compacité relative. En fait, si (u,,) est
une suite de Palais-Smale pour la fonctionnelle 7, (u) satisfaisant

ou Uc(zg,x) = sont les fonctions extrémales de l'inégalité de Sobolev

1
im Iy(u,) < —S2/2,

n—-+4oo d
alors (u,) est relativement compacte, ce qui entraine l'existence des points critiques non
triviaux de I, en utilisant un théoréme d’Ambrosetti- Rabinowitz.

Sipu > 0 et p=2* on peut citer les résultats suivants :

Théoréme 6.1.2 [99, Jannelli]
Sid>3etpu<p—1, leprobleme (6.1) admet au moins une solution u € HE(Q, R?) pour
tout A €10, \1[, A1 étant la premiére valeur propre de 'opérateur —A — V.

L’outil de la démonstration de ce théoréeme est analogue a celui développé dans l'article
[37], en montrant que s'il existe u € H}(Q2,RY) tel que

JollVul = gV @ e =Nl g
weij(r ful

JollVul* = pV (@) uf?] da
2 )
2

Q/\,u =

[l

alors le probleme (6.1) admet une solution. L’idée est d’estimer @), par des fonctions

u(r) = p(x) U(x), 0<e<1, p(x)c HI(QRY).

/ = = 7\//5
avec U (z) = Cg(»3|x|7 VI |x|y/\/ﬁ> ,ouy =i+ —pety =p—u—p.

Théoréme 6.1.3 [53, Chen]
Sid>Tet0<pu<p—4, alors le probleme (6.1) admet une solution non triviale pour
tout X > 0.

Dans le cas o 2 < p < 2*, S. Weng et Y. Li [154] ont montré le théoréme suivant,

Théoréme 6.1.4 Si 0 < p < [, le probléme (6.1) admet une solution non triviale pour
tout X > 0 et une solution positive pour A €10, \[, A1 étant la premiére valeur propre de
Uopérateur —A — pV' et i la meilleure constante de Hardy dans (6.3).

L’outil de la démonstration de ces deux derniers théorémes est basé, d’une part, sur

I’étude spectrale de 'opérateur —A — % avec la condition de Dirichlet au bord : le spectre
x
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0, est discret et contient une infinité de valeurs propres A\, (k > 1), telles que A\, — +o0
quand k — 400, et d’autre part sur la recherche des points critiques de la fonctionnelle

1 1 A
Luatw) = 5 [ 190 = wV@)fuP)da = [ urde =5 [ juf .

Dans le cas ou p = 2%, la difficulté principale est le défaut de compacité, et pour y remédier,
J. Chen utilise une forme déguisée de compacité : la condition de Palais-Smale (PS5). Cette
condition empéche les points critiques de I,y de "fuir a I'infini". Cependant, la condition
(PS) est trop forte, c’est a dire qu’il existe des suites non relativement compactes pour
lesquelles I, ) reste bornée et sa dérivée tend vers zéro. Aussi, [, \ peut atteindre son mini-
mum sans vérifier la condition (P.S). En introduisant, alors, une condition plus faible notée
(PS)., J. Chen montre l'existence des solutions en appliquant un théoréme de Rabinowitz.

On va utiliser dans ce chapitre, la théorie du point critique énoncée dans le chapitre 5
et pour cela on commence par étudier la fonctionnelle énergie associée au probléme (6.1).

6.2 Equation d’Euler-Lagrange

On définit sur HE(Q, H), la norme suivante

1

full = [ [ Fssutz. ) = V. 5)uz, ) dads] (6.6)
0
Proposition 6.2.1 Si0 < u <1, la norme .||, est équivalente a la norme ||.|| g1 (o me-

Démonstration. On a d’une part,

fulle < ([ [Vasutz, ) deds)’

< HUHH(%(Q,HUZ)-

D’autre part, on constate grace a l'inégalité de Hardy (6.2) et a I'inégalité de Poincaré
(2.14) que :
Jully = [ Vo, ) = 0V (z.5)u(e. ) deds
Q
> /(1 — 1) |Vaau(z, s)|* dzds
Q

> (1 - M)Cs%HUH?{g(Q,Hd)'

La fonctionnelle d’énergie associée au probléme (6.1) s’écrit

Ioa(u) = 1/ |:|VHd'LL<Z, 82— uV(z,s)|u(z, 5)\2] dzds

2 Ja
1 A\ )

— — [ |u(z, s)|Pdzds — = [ |u(z, s)|” dzds, (6.7)
pPJa 2 Jq
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pour tout u € H (), HY).

Proposition 6.2.2 I, est bien définie sur H} (2, H?) et appartient a C*(H} (2, HY); R).
De plus, on a pour tout v € H}(Q,H?),

<[;/L,A(U)a v) = /

—/ lu(z, 8)[P~%u(z, s) v(z, s) dzds—)\/u(z, s)v(z,s)dzds. (6.8)
Q Q

Démonstration.

[VHdUW — 1V (z,s)u(z,s) m} dzds

i) I, : HH(Q,HY) — R est continue : grace a I'inégalités de Poincaré (2.14) et a linclu-
sion compacte (2.3.1), on a

1
1@ < 5 [ [IVasaz, 9 = 00 (2,9 e, )P s
Q

1 A
+ —/|u(z, s)|P dzds + —/|u(z, s)|? dzds,
PJa 2/

1 , 1 C? 5 A 9
= 92 Hu”u + 5 m ||u||u + B ||U||H3(Q,Hd)'

ii) I, est Gateaux différentiable en u € Hj(Q,H?) : soient u,v € H}(Q,H?) et f une
fonction définie pour 6 > 0,
£(0) = |u+ 6uf? = [|u + evﬂ :

p
2

- [|u|2 +20uD + 92|v|2]

Comme f'(0) = g|u + Q|2 [22“7 + 20 |v|2} , alors

L Jut ol = fulr .
1 =: f(0) = P .
Jim 5 f'(0) = plul’""uv
D’autre part, on a par convexité,
lu+6v]P <(1—=0)|ulP+6|u+v]?,
alors,
lu+ OvfP — |ul?
0

Grace au théoréme de convergence dominée, on obtient

GulP — |ulp
lim / [u+ 6ol = Jul dzds:p/|u|p_2uvdzds,
0—0+ Jq 0 Q

< fu+of” —[ul” € LY(Q).

et on en déduit que

lim Ioa(u+6v)—1,

9—0+ 0

alw) / [VHdudev — uV(z, s)u@] dzds
Q

—/\u\pzuﬁdzds—)\/u@dzds.
0 Q
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Notons par

(l,v) = / [deUVHdU — uV(z, s)m’)} dzds —/ lu|P~?uv dzds — )\/ uv dzds.
Q Q Q

Gréce a I'inégalité de Hardy (6.2) et a l'inégalité de Poincaré (2.14), on a
[ VauTa = V(e spuo deds| < Ol ol
En appliquant I'inégalité de Holder, on obtient
[ lup-2uvdzds + 2 [ wodzds| < € Jullply ol + Alull iz llll ] (69)

puis en utilisant I'inégalité de Sobolev (2.4.1) et I'inclusion compacte (2.10) sur (6.9),
on déduit qu’il existe une constante ¢ > 0 tel que [(l,v)| < ¢ |[ul| gy .ue) V]| a1 0n9)-

D’aprés la proposition (5.1.2), I, est Fréchet différentiable et sa dérivée est | = I ,(u).
]

Définition 6.2.3 On dit que u € H}(Q, H?) est une solution faible du probleme de Diri-
chlet (6.1), si pour tout v € C°(Q, HY), on a

/ [VHdUVHdU — pV(z, s)u@] dzds — / |u|P~*uv dzds — )\/ uvdzds = 0.
Q 0 Q

Corollaire 6.2.4 D’apres la définition (5.1.8) du chapitre 5, une solution faible du pro-
bleme de Dirichlet (6.1) est un point critique de I, \ et on a

/ [deUVHdU — uV(z, s)u@} dzds — / |u|P~*uv dzds — )\/ uvdzds = 0,
Q Q Q

pour tout v € Hg(Q,H?).

Démonstration. Soit u un point critique de I, 5. Si on prend v € C5°(§2, H?) dans I'égalité
(I \(u),v) = 0, alors, d’aprés la définition 6.2.3, u est solution du probléme au sens des
distributions. Réciproquement, si v est une telle solution, c’est a dire si

(=Agau — pVu, @) = Qu+ [ulP2u,9), Vo e C(Q,HY),

on obtient
/ [VHduVHdgo —uVi(z,s) ucﬁ} dzds = / [)\ucﬁ + |ul|P2up| dzds,
Q Q

et on conclut grace a la densité de C5°(€2, H?) dans HE (2, H?). O
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6.3 La condition de Palais-Smale

Résoudre le probléme de Dirichlet (6.1) est équivalent & trouver des points critiques
de I, \, c’est-a-dire des solutions de I'équation d’Euler-Lagrange I, . Quand on minimise
une telle fonctionnelle, I'ingrédient essentiel est la compacité relative, pour une certaine
topologie, des suites minimisantes. La condition de Palais-Smale joue un role assez sem-
blable pour des suites sur lesquelles la fonctionnelle prend des valeurs tendant vers une
valeur critique potentielle, et pas seulement vers la borne inférieure. C’est une condition
a priori, a vérifier au cas par cas sur chaque fonctionnelle, indépendamment de I'existence
ou non de valeurs critiques. Elle sera par contre un ingrédient essentiel pour montrer cette
existence dans un certain nombre de cas.

Proposition 6.3.1 Supposons que 0 < <1, A >0 et ¢ € R. Chaque suite
{untn € HE(Q,HY) qui vérifie

Lua(un) — ¢ et I, \(un) |l g1 @ma) — 0, (6.10)
est bornée dans HE(Q, H?).

Démonstration. On utilise comme norme dans H} (2, H?) la norme équivalente

1/2
Huuﬂz([]}kuﬁ—uvwﬁnmzymw) ~ || Viat] 20

Soit {u,}, € HE (2, H?) une suite qui vérifie les hypothéses de la proposition 6.3.1, alors

1, . 1 Ao o
ol =~ ey = 5 ey — e (6.11)

et

( ;A(un),@ = / [ Viatly, Vigap — pV(z, s)u,@} dzds —/ (|un|p72un + )\un) ©dzds
Q Q
= o(1) ol sy (6.12)

On suppose que {uy,}, est non bornée dans Hg (€, HY), c.a.d. ||Vgauy|/r2@0) — +00, et on
un

note w,, = . Comme ||Vgaw,||r2() = 1, il existe alors w € Hj(Q,H?) et une

||VHdun||L2(Q)
sous suite, notée encore {w,}, telle que w, — w dans H{(Q, H?). D’autre part, on peut
écrire pour ¢ =2v +2*(1 —v) avec 0 < v < 1,

v 2*(1—v
lwn = wll% 0y < llwn — w5 llwn — w75
En utilisant I'inégalité de Sobolev (2.3.5) et l'inclusion compacte (2.3.1), on obtient

w, — w dans L(Q) pour tout 1 < ¢ < 27,

ce qui implique que pour 2 < p < 2%, on a la convergence suivante

/|wn|p2wn pdzds — /\w|p2w Pdzds, Yo € C3° (9, HY)
0 0
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En divisant (6.12) par ||Vyau,||z2(), on obtient pour tout ¢ € Cg°(€2, H?),

/Q [VHdwn Ve — 1V (z,8)w, @ ] dzds —/Q
o(1)

||VHdUn||L2(Q)

|t [P~ 2w, P dzds — )\/ wy, pdzds
Q

HSOHH(%(Q,H"Z)- (6.13)
Par passage a la limite dans (6.13), il vient que pour tout ¢ € C5°(§2, H?),

/ [ Viyaw Vigap — uV(z, s)w @ ] dzds — )\/w Ppdzds = lim / uy, [P~ w, Pdzds,
Q

Q n—-4o0o

et en remarquant que

/ |w,|P 2w, Pdzds = ||VHdun||igf’Q)/ [y, P2 w,, Bdzds,
Q Q
on en déduit
/ lw|P"w Bdzds = 0, Y € C(Q,H).
Q

Alors w = 0 dans €2 et par conséquent

lim /|wn|2dzd5:/|w\2dzds:o.
Q Q

n—-+00

D’autre part, en divisant (6.11) par HVHdunH%Q(Q), on obtient

1 1 A
— /[ |Viaw,|> — pV (2, 8)|w,|* ] dzds — —/ |t [P~ w, | dzds — —/ lw,|? dzds = o(1),
2 Ja P Ja 2 Jo
(6.14)
avec .
o(1) =
| Viawy, H%z(a)
Par passage a la limite dans (6.14), on obtient
1 1 1
5 5 lirf uV(z,8)|w,|* dzds = — hm /|un|p %wy|? dzds. (6.15)
En remplagant ¢ par w, dans (6.13), on trouve
1 - lirf pV (2, 8)|w,|* dzds = lnf / | [P 2 |w,|? dzds, (6.16)
et en multipliant (6.15) par p, on obtient de (6.16) et de 'inégalité de Hardy (6.2),
g —1= (g —1) ngrfoo Q,LLV(Z, s)|wy|? dzds
< (E — 1)y lim |V iaw, |* dzds
2 n—-+oo Q
p
<E_

ce qui est impossible car u < 1 et p > 2. Par conséquent {u, }, est bornée dans H} (2, HY).
O
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Proposition 6.3.2 Sous les hypotheses 6.3.1, {u,}, posséde une sous suite convergente
dans H}(Q, HY).

Démonstration. Comme {u,}, est une suite bornée dans HE(Q, H?), il existe
u € HL(Q,HY) tel que pour tout 2 < p < 2%, on a

u, — u dans HZ(Q,HY),
u, — u dans LP(2),
[y [P %1y, — |u|P"?u dans Lp_fl(Q)
Par passage a la limite dans (6.12), on a
(I \(u), 0) =0, ¥V ¢ € C° (2, HY).
Comme Cg°(€2, H?) est dense dans HE (€, H?), alors
ia(un) — 0 dans H™HQ,HY),

ce qui implique que

lim (7}, (up) — I, \(u), up, — u) = 0.

n—0o0

En écrivant la norme dans H{ (2, H?) comme suit :

=l = (L A (un) = I, (), 1 — 1)

+ /( [P 2wy — |uP"?u ) (w, — u) dzds + )x/ U, — ul? dzds,
0 0

et en appliquant l'inégalité de Holder a

/‘( unlP 2wy — ulP?u ) (uy — u)| dzds
0

< | P 2u, — |u|p—2uHL%(m||un—u||Lp<Q),

on obtient que [lu, — ul|? — 0, n — +oo0. O

Comme la suite {u,, }, satisfait les propositions 6.3.1 et 6.3.2, alors la fonctionnelle I, y
vérifie la condition de Palais-Smale au niveau critique c.

6.4 Etude spectrale du probléme

Comme dans le cas classique, on doit passer par I’étude spectrale de I'opérateur
—Ape — 1V, et on a le résultat suivant :
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Proposition 6.4.1 510 < pu < 1, alors il existe 0 < A\ < Ao < A3 < ... < < 00—
+00, tel que pour chaque k > 1, le probleme de Dirichlet suivant

—Agagy — pV o, = Ao dans €
(6.17)

¢k’ =0
o9

admet une solution non trivale dans H}(Q,HY). De plus, {¢y}r>1 constitue une base or-
thonormale de Uespace de Hilbert H}(S2,HY). La premiére valeur propre A1, = A\ est
caractérisée par [inégalité suivante :

1
Jul| 720 < " /Q (|Vgaul® — pV|ul?) dzds, Yu € Hy(9,H?). (6.18)
M

Démonstration. Notons par L, = —Agau — pV T'opérateur défini sur 'espace de Hilbert
H}(Q,H?) muni de la norme ||Vgau||12(). L'inégalité de Hardy (6.2) implique que

(LMU,U)LQ(Q) > (1 - M)HVHCIUH%Q(Q) >0 Vue H&(Q,Hd),

et
(Lyu,v) = (u, L), ¥ u, v € Hy(Q,HY).

Donc L, est un opérateur autoadjoint défini positif sur H} (2, H?). Le théoréme de Lax-
Milgram implique que pour tout g € H~(Q; H?), le probléme de Dirichlet suivant

L,u =g dans Q
u’ =0
o0

admet une solution unique u € H{ (2, H?). Comme H ~*(Q; H?) est Pespace dual de Hg (€2, H?),
alors g € D'(Q, H?) et il existe C > 0 tel que

(g, 0)| < Cllellmomay, ¥ ¢ € Ce°(Q,HY),

muni de la norme

g,
lollnsome = sup —gel
PECS(Q) ||S0||Hg(Q,Hd)

Comme Aya : Hj(Q,HY) — H '(Q;H?) est continue, alors I'opérateur inverse L' de
L,, définit une application continue de H~'(Q; HY) dans H}(Q, H?).

En utilisant le fait que linjection i : H}(Q,HY) — L*(Q) est compacte et I'inclusion
i* o LX(Q) — H'(Q;H?) est continue, on déduit que l'opérateur K, = L' od* o4 :
H}(Q,HY) — H(Q,HY) est compact et autoadjoint. Ainsi d’aprés le corollaire 5.4.3 et le
théoréme 5.4.6 du chapitre 5, H} (2, H?) admet une base orthonormale (¢y,)>1 constituée
de vecteurs propres de K, associés a des valeurs propres (1 )>1 telles que n, > 0 et 1, — 0.

Par suite, on a L, = Aoy avec A\, = — — +00. O
Nk
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6.5 Existence d’un point critique dans le cas o1 0 < A <

/\l,u

On va montrer que la fonctionnelle /,, x admet un point critique dans le cas ol
0 < A < Ay, La démonstration est basée sur le théoréme du col du chapitre 5.

Proposition 6.5.1 [, satisfait les conditions suivantes
i) il existe R > 0 et a > 0 tel que ||u|, = R alors I, \(u) > a,
i) il existe e € H(Q,H?) tel que ||e||, > R et I,\(e) < a.
Si 1, satisfait (PS). avec

c= }Lxellﬁ tem[énl(] I, \(Rh(1)), (6.19)
h I'={hecC([0,1]; H(Q,HY)); h(0) =0 et h(1) = e}, (6.20)

alors ¢ est une valeur critique de I, \ et ¢ > a.

Démonstration. D’aprés la proposition (6.2.2), I, € C*(H} (2, HY);R) et 1, ,(0) = 0.
L’inégalité de Hardy (6.2) et 'inégalité de Sobolev (2.3.5) nous permettent d’écrire que
pour tout u € H}(Q, HY),

Co

lullLr(e) < CalVaaulr2) < " IKipe (6.21)
Donc on a pour A €10, Ay,
1 A Ch
I uZ—(l— >u2—— p
(1) 2 3 o I 5 I
1 1
> Cuul2 (o - 2~ L i),
> Cillull; a3 T ]|
ou . »
B Q
o= () =t
Posons .
R NI L
"m0 AL, ’
alors pour tout R tel que 0 < R < Ry, on a
inf 1, ,\(u) =a(R) > 0. (6.22)

l[ull =R

Ainsi I,  satisfait la condition ) du théoréme 6.5.1. Soit u € Hg (2, H?) telle que |jul|, =
R > 0. Pour tout # > 0, on a

02

[%,\(GU) 5

/[ \Viaul> — pV (z, 8)|ul?® | dzds — —/\u\pdzds - —/|u|2dzds (6.23)
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Comme p > 2, on déduit de (6.23) que elim I, \(0u) = —oo. Par suite, il existe §; > 0
— 400

assez grand tel que pour e = 6yu, on a |lel|, > R, I, \(f1u) < 0 < a(R). Ainsi I, \ satisfait
la condition #i) du théoréme 6.5.1.
Posons

I'={heC(0,1]; Hy(Q,H)); h(0) =0 et h(1) = e},

alors, on a par continuité

= inf I,x(h(t)) > a(R) >0

¢= Inf max ua(h(t)) = a(R) >0,
par suite ¢ est un minimum local. Supposons que [, » satisfait la condition de Palais-Smale
(PS)., alors d’aprés le théoréme 5.2.11 du chapitre 5, ¢ > 0 est une valeur critique et
u € H}(Q,H?) est une solution non triviale du probléme de Dirichlet (6.1). O

6.6 Existence d’un point critique dans le cas ot A > Ay,

On va montrer que la fonctionnelle 7, y admet un point critique dans le cas o A > Ay ,.
La démonstration est basée sur le théoréeme de Rabinowitz 5.3.4 du chapitre 5.

Supposons que pour un entier k > 1, on ait Ay < A < Apiq, ou A\ est la k iéme valeur
propre de opérateur —Aga — pV. Soit Y = ({¢1,...,¢r}), ol ¢ est la fonction propre
associée a A\, alors la proposition 6.4.1 implique que

Hy(QH) =YX, X =({¢:l>k}).

On en déduit ainsi que

/ [|Vde|2 — uV(z, s)|y|2} dzds < )\k/|y|2dzds, VyeyYy (6.24)
Q Q
et

/ |:‘de'&|2 — uV(z, S)MQ] dzds > )\Hl/\u\deds, Vue X. (6.25)

Q Q
Proposition 6.6.1 Supposons que 0 < p < 1 et Ay < X\ < A\py1. Alors, il existe p,a > 0
tel que

I\ >, ou X = {o;1 > k}).

8B,NX

Démonstration. Supposons que 0 < pu < 1 et A\, < XA < A\gyq et soit uw € X. En utilisant
I'équation (6.25), I'inégalité de Hardy (6.2) et I'inégalité de Poincaré, on trouve

1 1 A
Ioa(u) = —/[|VHdu|2 — 1V (z, 8)|ul*] dzds — ]—)/Q\u\p dzds — §/§2\u\2dzds
> 52 Rl - 2l
2 iy
1 e )\ .
> cauuui(—ml = ).
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A 2
Posons py = (i(l — )) > 0, alors pour tout 0 < p < pg, on a
2C4 Akt1

Ia(u) = a(p) > 0. (6.26)

inf L
{ueX;|ullp=p}

Proposition 6.6.2 Supposons que 0 < p < 1 et Ny < X < Nyq. Alors 1, vérifie la
condition i) du théoréme 5.5.4 du chapitre 5, ot e = ¢pyq et Y = ({P1,..., dx}).

Démonstration. Soient e = ¢4y la (k + 1)-iéme fonction propre de I'opérateur L, et
y € Y. On va montrer le résultat suivant :

Iy (y + 0¢p41) — —oo quand 6 — o0, (6.27)

Soit y = Ele a;¢; € Y. D’aprés 'équation (6.24), on a

1
Ioa(y) = /[|Vde\ —uV(z,s) ] dzds — —/\y\pdzds - —/|y|2dzds
Q) =

1
<)"“

=2\ 0.

HyH2 - —HyH

Soit # > 1, alors

L (y + 00k41) = Lua(y) + L (0k11)
+ /Q [VHd(y) Via(0¢ri1) — pV (2, 8) y (0pr+1) | dzds

_ 1
- )\/y(ﬁgka) dzds — —/ | y+ O0ppiq | dzds
Q PJa
1 1
+ —/ ly|P dzds + —/ |0pp11|P dzds
PJa pPJa
1
= )+ Teal00ni2) = [ ly+ O0u.a dzds
Q

1 1
+ —/|y|pdzds+ —/|9gbk+1|p dzds.
PJa PJa

Comme [, (y) < 0 et grace a I'inégalité suivante

la 4+ bP > |al? + |b]P — c,(JaP~ o] + |a||[b]P™"), Va,beER, p>1, (6.28)



90 Chapitre 6. Probléme de Dirichlet

on déduit que
Lun(y + 00p11) < Lua(0dk11) + Cp/g(|y|p_1|9¢k+1‘ + [yl [0dr41[P") dzds
62 ) , or )
< 5 (Ioealll = Aornlitae ) = loklue
s [ (P 800ea] + Iyl sl ) dads
Q

62 20P—2
<
-2

{(A;ﬁq = MlSrsll720) —

+ 2Cp/52<‘9_1‘y‘p_1|¢k+1| + 0P |y| |praa|P) dzds}.

le11c

Comme p > 2 et ||¢k+1||’£p(m > 0, on conclut que

Iia(y+0¢ri1) — —o0 quand 6 — +o0.

Donc I, 5 vérifie la remarque 5.3.5 et par conséquent, on a montré la proposition 6.6.2. [

La proposition 6.6.1 et la proposition 6.6.2 impliquent que si 0 < p < let \py < A <
Ak+1, alors I, 5 satisfait les conditions du théoréeme 5.3.4 du chapitre 5. Si de plus I,
vérifie la condition de Palais-Smale pour

¢ = jaf max Tua(h(u)

et A=(BrNY)®{fe,0<0<T},

alors I, \ admet une valeur critique ¢ et par la suite, u € H} (2, H?) est un point critique,
tel que I, (u) =c>a > 0.



Annexe A

Mesure de Haar

Ceci est un rappel de la mesure de Haar, on renvoie par exemple a [30, 69, 155] pour
de plus amples détails.

Si M est un espace topologique localement compact, on identifiera mesures de Radon
positives sur X et formes linéaires positives sur lespace vectoriel C.(M) des fonctions
continues a support compact sur X. Supposons qu’un tel espace soit muni d’une action a
gauche d'un groupe G'; si g € GG, notons L, : M — M la translation a gauche sur M. Une
mesure p sur m est dite invariante a gauche si 'on a (L,).p = p, pour tout g € G. Cela
revient a dire que

| tamdute) = [ ) duta),

pour toute fonction continue a support compact f sur M et tout g € G. Cela s’applique en
particulier lorsque M = G, muni de ses deux actions par translation a gauche et a droite.

Théoréme A.0.3 Soit G un groupe topologique compact. Il existe une unique mesure de
probabilité invariante a gauche sur G. Cette mesure est aussi invariante a droite.

En fait, on peut démontrer que tout groupe topologique localement compact posséde une
mesure invariante a gauche, unique a un scalaire preés, qu’on appelle mesure de Haar.

Démonstration Nous supposerons que G est métrisable. L’espace de Banach C(G) des
fonctions continues sur G est alors séparable ; fixons une suite (f,) de fonctions continues
sur G qui est dense dans sa boule unité. Munissons le dual de C(G) de la topologie faible-*,
c’est-a-dire de la topologie de la convergence simple. Cette topologie est définie par les
semi-normes p — |u(f,,)|, donc par la distance définie par :

d(pv) = 327 (1= v)(f)]

pour laquelle cette boule unité est compacte. Soit en effet une suite (i;) de mesures vé-
rifiant ||u;]] < 1 pour tout 4. La suite (u;(f1)); est alors bornée, donc admet une sous
suite convergente (jir,(;)(f1)). Par récurrence, il existe une fonction strictement croissante
7w : N — N telle que la suite (jtr,0...0r,()(fr)) converge. Posons 7; = 71 0 --- o 7;(i) ; la suite
(tr i) (fr)) converge pout tout entier k. Comme la suite (fi-,;)) est équicontinue et qu’elle
converge (simplement) sur la partie dense {fi,---}, elle converge en tout point vers une
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forme linéaire p, nécessairement de norme inférieure & 1. Cela montre que la suite (u;)
converge vers j, pour la topologie faible-*.

En particulier, I’ensemble P des mesures de probabilité sur G,muni de cette topologie,
est une partie convexe et compacte de I'espace des mesures. L’application ¢ de P dans R

définie par
= 27" ulf)l,

est continue, convexe, et méme strictement convexe. Supposons en effet que p(tp + (1 —
tv) = to(pu) + (1 —t)p(v) pour p,v € Pet t € [0,1]. Alors, u(f,) et v(f,) sont de méme
signe pour tout n. Par suite, pour toute fonction f € C(G), u(f,) et v(f,) sont de méme
signe. Cela entraine que u et v sont proportionnelles, donc égales car ce sont des mesures
de probabilité.

Le groupe G agit sur P par translation a gauche et a droite, ces actions seront notées L et
R. Posons alors pour p € P,

(1) = supgeap((Lg) ).

La fonction ® est semi-continue inférieurement (comme sup de fonctions continues), convexe
(comme sup de fonctions convexes). Comme P est compact, I’ensemble des mesures py € P
telles que ®(u) = Infd est une partie Py, convexe, compacte, non vide de P. Par construc-
tion, ® est G-invariante :

O((Lyg)sp) = P(p)

pour tout g € G. par suite, Py est stable par ’action de G.
Remarquons que l'application g — (L, ).p est continue. En effet, si f € G et si (g,,) est une
suite d’éléments de G qui converge vers G,

/G flgnz) dp(z) — /G f(gz) dp(z)

par convergence dominée. Comme G est compact, la borne supérieure qui définit ® est un
maximum. Cela entraine que ® est strictement convexe et donc Py est un singleton, d’ot
I’existence d’une mesure de probabilité invariante a gauche sur G.

Par le méme argument, G posséde des mesures de probabilité invariantes a droite. Soit
ainsi p et v des mesures de probabilité invariantes, respectivement a gauche et a droite,
sur G et soit f € G. On a

fo)duadvis) = [ ([ st duto)) av = [ty = i),

GxG
car p est invariante a gauche et v est de masse totale 1. De méme, on a
) du@yivt) = [ ([ 1w av)) du= [ vir)dn=vip)

GxG

car v est invariante a droite et u est de masse totale 1. Il en résulte que pu = v. Cela prouve
a la fois I'unicité d’une mesure de probabilité invariante & gauche (resp. a droite) sur G et
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sa bi-invariance.

Lorsque G est un groupe de Lie, on peut utiliser la structure de variété de G' pour décrire
de maniére commode une classe de mesures et en déduire une démonstration relativement
simple de l'existence d’'une mesure invariante a gauche sur G. Une structure de variété
riemannienne sur une variété différentielle M est la donnée, pour tout point z € M, d'un
produit scalaire euclidien sur T, M, de sorte que si X et Y sont des champs de vecteurs
locaux sur un ouvert U de M, la fonction de U dans R définie par z — (X (x),Y (2)),
soit C*°. Dans une carte (U, ), il existe des champs de vecteurs X, .-, X,, qui forment
une base de T, M en tout point z € U (on a noté n = dim M), on dit que le fibré tangent
est trivialisé. Alors, sur U, la structure riemannienne est donnée par l'application C*
g: U — M,(R), qui & x € U, associe la matrice g, du produit scalaire sur T,M dans
cette base. Soit (M, g) une variété riemannienne et soit f une fonction a support compact,
contenu dans l'image d'une paramétrisation (U, ¢). On a

/Mf=/(Jf(so(x))[detgm)]%dxl...dxn.

Si f est a support compact, on peut l’écrire comme somme finie de fonctions a support
dans des ouverts de cartes. Cela permet d’intégrer de telles fonctions.

Supposons maintenant que G soit un groupe de Lie. Fixons un produit scalaire sur T.G.
On peut alors en déduire une structure riemannienne invariante a gauche sur G en utilisant
la translation a droite pour obtenir un produit scalaire sur 7,G, pour g € G. Il en résulte
une mesure invariante a gauche sur G.

Exemples A.0.4 Si G = (R",+), alors la mesure de Lebesque est la mesure de Haar
mwvariante a gauche sur G.

Exemples A.0.5 Soit G = GL(n,R). On note par dzx le volume de la mesure de Lebesgue
sur R™" et par Ly : x —— gz, pour tous x, g € G, la translation & gauche de G. Comme la
différentielle d(Ly(x)) =| det(g) |" dx, alors| det(g) |" dx est la mesure de Haar invariante
a gauche sur GL(n,R).

Exemples A.0.6 On note par G est le groupe des matrices réelles inversibles triangulaires
inférieures.

11 T12 T1,3 " Tin
0 Lo X23 - Taon

c=| 0 0 wy - oz, |ea (A1)
0 0 0 - Tpn

_ n ,n—1 2 n ,n—1 2 —1
On a d<Lg<5U)) =| 911922 " 9n-1,n-19nn | dzx, alors | 911922 " " 9n—1n-19nn |=! dr estla
mesure de Haar invariante a gauche sur G.
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