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IntrodutionLa modélisation du transport des porteurs de harge dans les dispositifs se-mionduteurs onsiste à résoudre l'équation de Boltzmann dans un espae à 6dimensions : aux 3 dimensions de l'espae réel s'ajoutent les 3 dimensions del'espae réiproque, orrespondant à l'espae des veteurs d'onde des porteurs deharge. Si l'espae réel ontient l'information sur la géométrie du dispositif semi-onduteur (dimensions, hamps életriques, densités de harges, et.), l'espaeréiproque dérit la struture életronique interne du matériau semionduteuren haque point du dispositif.Il existe plusieurs tehniques numériques permettant de résoudre l'équationde Boltzmann. Chaune de es tehniques propose un ompromis spéi�queentre l'exatitude physique du résultat, et les temps de alul. Les modèlesnumériques qui minimisent le nombre des approximations utilisées, et des para-mètres arbitraires introduits, néessitent généralement des délais de alul aug-mentant en onséquene. Les méthodes numériques les plus répandues pour lamodélisation du transport des harges sont, par ordre de omplexité roissante :1. la méthode dérive-di�usion,2. la méthode hydrodynamique, et3. la méthode Monte Carlo (MC).Parmi es 3 approhes, seule la méthode Monte Carlo permet une résolution à
6 dimensions de l'équation de Boltzmann, en utilisant une desription tridimen-sionnelle de l'espae des veteurs d'onde. Cependant, en pratique l'appliationd'algorithmes Monte Carlo à des systèmes semionduteurs résulte dans desdélais de simulations drastiquement longs, interdisant l'utilisation de et outildans le adre d'une étude en ingénierie.Les méthodes 1 et 2 ne onsidèrent que 2 à 3 dimensions de l'espae réel dansla résolution de l'équation de Boltzmann. La propagation des partiules dansl'espae réiproque n'est pas onsidérée, et la struture de bande est générale-ment prise en ompte par un ensemble de paramètres salaires (bande interdite,masses e�etives, masses de densité d'états, et.). Cette approhe volontaire-ment approximative permet de minimiser les délais de alul, en se foalisantsur la struture du dispositif. Les paramètres de struture de bande permettenten outre, dans la plupart des as, la prise en ompte des aratéristiques es-sentielles de la dispersion. L'e�aité numérique de es méthodes ont fait destehniques dérive-di�usion et hydrodynamique les outils les plus largement em-ployés dans le domaine de la modélisation numérique des omposants.Dans l'optique d'optimiser les performanes életriques des systèmes semi-onduteurs, l'ingénierie des matériaux onstitue un outil fondamental à dispo-sition des ingénieurs. L'introdution d'une ontrainte méanique dans la ouhe11



TABLE DES MATIÈRESative, ou la modi�ation du matériau employé, peut altérer signi�ativementle transport des porteurs de harge dans le dispositif. A e titre, la modélisa-tion rigoureuse du transport doit prendre en ompte es modi�ations, a�n depouvoir simuler leur impat éventuel sur le omportement du dispositif. Dansles outils avanés de type Monte Carlo, les e�ets induits par la ontrainte etla omposition du matériau sont intrinsèquement pris en ompte dans la stru-ture de bande, et dans les modèles d'interation. Dans les outils rapides de typedérive-di�usion ou hydrodynamique, toutes les propriétés du matériau onsti-tuant le milieu de propagation sont dérites indiretement par l'intermédiairede paramètres salaires. L'utilisation des es outils numériques requiert donl'implémentation de paramètres matériaux pertinents.L'optimisation des performanes életroniques des transistors bipolaires ensiliium a onduit à l'introdution suessive de germanium et de arbone dans labase du transistor : la base est alors onstituée d'une ouhe de SiGeC ontraintesur substrat siliium, et le dispositif devient un transistor bipolaire à hétéro-jontion (HBT). Ces omposants sont partiulièrement performants dans le do-maine des hautes fréquenes : leur fréquene de transition fT peut s'élever à
300 GHz pour un fontionnement à température ambiante. Les e�orts atuelsd'optimisation des performanes dynamiques du HBT SiGeC ont pour objetifd'élever le fT à 500 GHz, notamment dans le adre du projet de reherhe euro-péen DOTFIVE [1℄. La simulation préditive de es dispositifs néessite la priseen ompte des e�ets onjugués des propriétés spéi�ques de l'alliage ternaire,et de la ontrainte biaxiale induite par le désaord de maille. En partiulier,l'emploi de simulateurs dérive-di�usion ou hydrodynamique pour modéliser estransistors néessite l'implémentation de paramètres matériaux adaptés, 'est-à-dire relatifs aux alliages ternaires SiGeC ontraints biaxialement sur Si.On peut obtenir les paramètres matériau requis par détermination expéri-mentale, ou par alul théorique. Dans le as partiulier des alliages SiGe etSiGeC, les données expérimentales existant sont insu�santes pour permettreune aratérisation exhaustive de es matériaux. La problématique de ettethèse s'insrit don dans le alul par simulation numérique des propriétés éle-troniques des alliages SiGe et SiGeC, pour pallier aux données expérimentaleslaunaires, et pour fournir un ensemble de paramètres matériaux physiques auxoutils de simulation de type hydrodynamique.A�n de aluler les propriétés életroniques des alliages SiGeC, nous allonsappliquer une méthode de simulation Monte Carlo aux matériaux onsidérés.Cette approhe onsiste à appliquer un algorithme de propagation de type MCà un système homogène et stationnaire représentatif du matériau. Cette teh-nique de alul a déjà été largement appliquée aux matériaux semionduteursommuns (siliium, germanium, omposés III-V). Elle permet en outre d'avoiraès à des quantités mirosopiques di�ilement aessible à la mesure direte.Notre méthodologie de modélisation des transistors HBT SiGeC avanés estdon hybride, et ombine d'une part la simulation Monte Carlo, utilisée pourl'extration des propriétés életroniques des alliages SiGeC, et d'autre part l'em-ploi de tehniques onventionnelles d'ingénierie omme la simulation hydrody-namique, basée sur les paramètres matériau issus du alul Monte Carlo. Cetteapprohe hybride permet d'inlure le détail des spéi�ités des matériaux intro-duits dans la struture du transistor, tout en béné�iant de délais de simulationréduits, i.e. ompatibles ave les ativités d'ingénierie en environnement indus-triel. 12



Chapitre 1Problématique et méthode derésolution1.1 Historique de la simulation Monte Carlo1.1.1 Origines de la simulation Monte CarloL'appliation de la méthode Monte Carlo à la modélisation du transport desharges libres dans un matériau seminonduteur, a été introduite dès la �ndes années 1960 [2℄. Les premières tehniques Monte Carlo ont été développéesdans le but de résoudre l'équation de Boltzmann dans les matériaux massifs,et de aluler la fontion de distribution des porteurs de harge dans l'espaeréiproque. Dans le adre de ette approhe, le matériau semionduteur estmodélisé omme un milieu homogène, 'est-à-dire dont les propriétés sont inva-riantes dans l'espae réel. L'étude du transport des harges par méthode MonteCarlo permet alors d'investiguer les propriétés életroniques intrinsèques du ma-tériau modélisé.Les premiers algorithmes MC s'appuient sur des strutures de bande ana-lytiques. A�n de reproduire le plus �dèlement possible la dispersion réelle dumatériau, les formalismes analytiques utilisés se omplexi�ent progressivement :1. les dispersions sphériques sont isotropes et aratérisées par une massee�etive unique ;2. les dispersions elliptiques introduisent l'anisotropie via l'utilisation de 2masses e�etives longitudinale et transverse ;3. les dispersions non-paraboliques introduisent un oe�ient supplémentairea�n de rendre la dispersion plus réaliste à hautes énergies.La multipliité des minima loaux aratérisant la struture des bandes deondution est modélisée par un ensemble de vallées satellites, traitées distin-tement. Malgré la omplexi�ation des formalismes de dispersion, et l'augmen-tation du nombre des paramètres employés, les desriptions analytiques desstrutures de bande éhouent à reproduire la dispersion réelle à hautes énergies,i.e. au-delà de 1 eV [3℄.Les méanismes de di�usion pris en ompte se limitent initialement aux inter-ations porteur-phonon, et porteur-impureté ionisée. Les modèles probabilistes13



CHAPITRE 1. PROBLÉMATIQUE & MÉTHODE DE RÉSOLUTIONassoiés à es interations sont également basés sur la desription analytique dela struture de bande. A e titre, l'interation porteur-phonon est dérite par unemultipliité de méanismes intra- et inter-vallées, quanti�ant la probabilité detransition entre 2 vallées identiques ou distintes. L'interation porteur-impuretéest onsidérée omme une transition intra-vallée, et la probabilité d'interationassoiée est généralement alulée via le formalisme de Brooks-Herring [4℄. Lasymétrie parabolique des strutures de bande permet de générer l'état post-interation de la partiule de façon angulaire : le veteur d'onde de la partiuledi�usée est alulé omme l'image par rotation du veteur d'onde inident.A hautes énergies, les approximations analytiques de la struture de bandene sont plus valides, et les résultats obtenus par simulation MC deviennentphysiquement aberrants. A�n de dépasser la limitation en énergie intrinsèqueaux dispersions analytiques, des méthodes numériques ont été développées pourpouvoir dérire la struture de bande exate : on parle de simulateurs Full-Band.1.1.2 Apparition des tehniques Full-BandAu début des années 1980, plusieurs travaux présentent des modèles MonteCarlo basés sur une desription numérique de la struture de bande [5, 6, 7℄.La 1re zone de Brillouin est disrétisée en éléments �nis ubiques, dé�nissantun maillage sur lequel la struture de bande est préalablement tabulée. La pro-pagation de la partiule dans l'espae réiproque demande alors un traitementspéi�que, pour le alul de l'énergie et de la vitesse de groupe du porteur. Lagénération stohastique de l'état post-di�usion de la partiule est e�etuée parl'emploi d'une réjetion disrète, en assoiant un poids statistique à tous leséléments du maillage suseptibles de ontenir l'état di�usé.La première formulation numérique du modèle d'interation porteur-phonona été proposée par Fishetti et Laux en 1988 [8℄. Ce modèle s'a�ranhit duonept des vallées individuelles, et abandonne la distintion établie arbitrai-rement entre les transitions intra- et inter-vallées. Grâe à ette formulationnumérique, le nombre des onstantes de ouplage introduites dans le modèlede la probabilité d'interation est drastiquement réduit. De plus la dispersiondes phonons est plus physiquement dérite que dans les modèles analytiques, sibien que tous les modes de phonon donnent lieu à des interations stritementinélastiques.L'emploi de dispersions Full-Band, ouplées à des modèles d'interation inté-grés numériquement, permet dès lors la simulation du transport des porteurs deharge à hautes énergies, jusqu'à 3 eV. Les algorithmes Monte Carlo ont alorsaès aux phénomènes physiques se manifestant hez les porteurs énergétiques,au premier rang desquels �gure l'ionisation par ho. L'ionisation est introduiteomme un méanisme d'interation supplémentaire suseptible de di�user lapartiule Monte Carlo. La probabilité d'ionisation par ho est alors modéliséepar une formule analytique de Keldysh [9℄, et l'état post-ionisation de la parti-ule est généré de façon approximative, soit dans un minima de la struture debande (E′ = 0) [5℄, soit dans un état déalé en énergie de la valeur exate de labande interdite du matériau (E′ = E − Eg) [8, 10℄.Dotés de es modèles numériques, les programmes Monte Carlo sont a-pables de simuler les propriétés életroniques des matériaux soumis à des hampséletriques forts. Le protoole de alibration des modèles d'interation onsistealors à ajuster les onstantes de ouplages de l'interation porteur-phonon sur14



1.1. HISTORIQUE DE LA SIMULATION MONTE CARLOles aratéristiques expérimentales vitesse-hamp, et à hoisir arbitrairement lesparamètres de Keldysh du modèle d'ionisation pour reproduire les mesures duoe�ient d'ionisation par ho.1.1.3 Émergene du modèle standard dans le siliiumMalheureusement, la proédure de alibration basée sur la reprodution des 2aratéristiques expérimentales lefs (vitesse de dérive et oe�ient d'ionisationen fontion du hamp életrique) ne permet pas d'aboutir à la déterminationd'une solution unique. Plusieurs ombinaisons de préfateurs distintes peuventproduire des résultats équivalents : une probabilité d'interation porteur-phononélevée, ouplée à une probabilité d'ionisation arbitrairement forte, produit lesmêmes résultats en terme de oe�ient d'ionisation qu'une probabilité porteur-phonon faible, assoiée à une probabilité d'ionisation faible.A la �n des années 1980, les di�érents modèles Full-Band publiés dans la lit-térature divergent quand à l'amplitude physique des probabilités d'interationéletron-phonon et d'ionisation par ho des életrons dans le siliium, ommele montrent les �gures 1.1a et 1.1b.

(a) Ionisation par ho (b) Interation e-phononFig. 1.1: Amplitudes des probabilités d'ionisation par ho (Fig. 1.1a) et d'inter-ation életron-phonon (Fig. 1.1b) dans le siliium (d'après [11℄). Le désaordest manifeste entre les di�érents modèles Full-Band reportés à la �n des années1980.La perée qui va permettre la résolution du problème est la déterminationexpérimentale et théorique de la probabilité d'ionisation par ho des életronsdans le siliium. Expérimentalement, les travaux de Cartier et al. publiés en 1993[12℄ établissent une formulation empirique pour la dépendane en énergie dutaux d'ionisation par ho, issue de mesures de spetrosopie photoéletroniqueX1. Théoriquement, le alul numérique de la probabilité d'ionisation par hopar des méthodes ab initio est entrepris par plusieurs études [13, 14, 15℄. Cesétudes théoriques et expérimentales permettent l'établissement d'un onsensus1X-Ray photoemission spetrosopy (XPS) en Anglais15



CHAPITRE 1. PROBLÉMATIQUE & MÉTHODE DE RÉSOLUTIONpour la probabilité d'ionisation par ho des életrons dans le siliium, visibleen �gure 1.2a. La détermination exate du taux d'ionisation supprime un degréde liberté au proessus de alibration, et onomitamment un aord globalapparait pour l'amplitude totale de la probabilité d'interation életron-phonon(f. Fig. 1.2b) : on parle du modèle standard du transport des életrons dans lesiliium.

(a) Ionisation par ho (b) Interation e-phononFig. 1.2: Amplitudes des probabilités d'ionisation par ho (Fig. 1.2a) et d'inter-ation életron-phonon (Fig. 1.2b) dans le siliium (d'après [11℄). Les di�érentesmodélisations onvergent vers un onsensus dans les années 1990.La modélisation du transport des trous dans le siliium va suivre la voietraée par le modèle standard des életrons. Dans les années 1990, les éartsd'amplitude sont drastiques entre les divers modèles dérivant l'interation trou-phonon [16,17,18℄. Le alul exat de la probabilité d'ionisation par ho initiéepar les trous [19, 20, 21℄, ainsi que des mesures de l'e�aité quantique à trèshautes énergies [18℄, où l'in�uene des ionisations initiées par les trous seon-daires devient signi�ative, permettent l'émergene d'un onsensus autour d'unesolution unique pour la dépendane en énergie de la probabilité d'interationtrou-phonon dans le siliium. Dès lors un modèle standard général est établipour la modélisation du transport à haute énergie des porteurs de harge dansle siliium.1.2 État de l'art de la simulation Monte Carlo1.2.1 Transport dans les semionduteurs de la olonneIVLes algorithmes Monte Carlo pour la simulation du transport des hargestendent à améliorer le aratère préditif de leurs résultats. Cette ourse à l'exa-titude physique requiert, d'une part de minimiser le nombre de paramètres em-piriques introduits arbitrairement dans les modèles, d'autre part d'éviter d'avoirreours à des approximations dans la onstrution des modèles physiques.16



1.2. ÉTAT DE L'ART DE LA SIMULATION MONTE CARLOConernant la simulation du transport des porteurs dans le siliium, lesalgorithmes Monte Carlo les plus élaborés intègrent des modèles exlusivementnumériques [3, 22℄ :� Les strutures de bandes sont alulées par des méthodes ab initio oupseudo-empiriques (EPM, Tight-Binding, k.p, et.) et sont tabulées nu-mériquement ;� Le modèle d'interation porteur-phonon intègre une desription numériqueanisotrope exate de la dispersion phononique ; l'utilisation de onstantesde ouplages arbitraires est remplaée par un développement de l'Hamil-tonien d'interation intégrant un pseudopotentiel et les fontions d'ondesinidente et ré�éhie ;� Le modèle d'ionisation par ho est alulé numériquement, en ohéreneave la struture de bande et ave le potentiel oulombien éranté del'interation inter-porteur ; la probabilité d'ionisation résultante est ani-sotrope, onserve exatement l'énergie et le veteur d'onde des partiulesinteragissant, et ne ontient auun paramètre d'ajustement.L'emploi de es modèles permet de reproduire orretement de nombreux résul-tats expérimentaux dans une large gamme de hamps életriques, à savoir lesaratéristiques expérimentales de vitesse de dérive, les oe�ients d'ionisationet les mesures d'e�aité quantique.La modélisation du transport des harges dans le germanium massif partehnique Monte Carlo a été relativement peu étudiée. Plusieurs modèles Full-Band ont néanmoins été appliqués aux deux types de porteurs [19, 23, 24, 25℄.Parmi es études, seule la référene [19℄ a utilisé un modèle physique d'ionisationpar ho, dérivé de aluls ab initio. Il est remarquable qu'à l'heure atuelle,auun modèle standard n'a été établi pour les probabilités d'interation életron-et trou-phonon dans le germanium.1.2.2 Transport dans les alliages aléatoiresLa modélisation du transport dans les alliages aléatoires par méthode MonteCarlo requiert l'inlusion de 2 omposantes spéi�ques :1. La struture de bande prise en ompte est elle de l'alliage onsidéré,dérite dans le adre théorique du potentiel virtuel ristallin ;2. Le méanisme de di�usion sur potentiel d'alliage est pris en ompte parla spéi�ation d'un modèle d'interation supplémentaire.Dans le as des matériaux semionduteurs de la olonne IV, l'alliage aléatoirebinaire Si1−xGex a fait l'objet de très nombreuses études théoriques. L'approheMonte Carlo a notamment été largement utilisée pour modéliser le transportdes életrons [26, 27, 28, 29℄ et des trous [10, 30, 31, 32℄ dans les alliages SiGe.Cependant, la grande majorité des algorithmes MC présentés parmi es travauxutilisent des strutures de bandes analytiques, et sont par onséquent seulementvalides dans la gamme des basses énergies, pour l'extration des mobilités à faiblehamp notamment. Seuls les modèles numériques proposés dans les travaux deBu�er [27,32℄ inluent la dispersion Full-Band du SiGe, et peuvent être utiliséspour simuler le transport des életrons et des trous dans les alliages SiGe soumisà des hamps életriques élevés.Le transport des porteurs de harge dans les alliages aléatoires binairesSi1−yCy et ternaires Si1−x−yGexCy a été très peu investigué par simulation.17



CHAPITRE 1. PROBLÉMATIQUE & MÉTHODE DE RÉSOLUTIONLes mobilités des életrons ont notamment été alulées par méthode MonteCarlo dans les alliages SiC [33, 34℄ et SiGeC [35℄. Ces 3 référenes emploientune bande de ondution analytique omposée de 6 vallées ∆, essentiellementsimilaire à elle du siliium. Parmi es 3 études, seuls les travaux de Chang [34℄inluent un modèle de di�usion sur potentiel d'alliage réalistiquement alibrésur des mesures de mobilité dans des ouhes de SiC.A notre onnaissane, auune étude théorique du transport des trous dans lesalliages Si1−yCy et Si1−x−yGexCy n'a été reportée.1.2.3 Transport dans les matériaux dopésDans un algorithme de simulation Monte Carlo, les e�ets induits par l'ionisa-tion des espèes dopantes sont généralement dérits par 2 modèles spéi�ques :1. L'ation di�usive des dopants ionisés est modélisée par l'introdution d'unméanisme d'interation porteur-impureté ionisée ;2. La dégénéresene qui apparait lorsque le dopage atteint de très fortesonentrations, est modélisée par l'implémentation du prinipe d'exlusionde Pauli.L'implémentation du modèle d'interation porteur-impureté ionisée dans unsimulateur Monte Carlo est reonnue pour être partiulièrement problématique,du fait de la très forte amplitude des probabilités d'interation généralement as-soiées à e méanisme [36℄. C'est pourquoi plusieurs travaux ont orienté leurse�orts vers la formulation de modèles e�aement implémentables dans un al-gorithme MC [36,37,38,39℄. Ces modèles théoriques ne sont don pas développésdans le but de fournir une desription physiquement exate, mais privilégient larapidité d'exéution du programme. Le gain en e�aité permis par es modèlesrepose essentiellement sur la diminution drastique de la probabilité d'interation,assoiée à une relaxation importante du veteur d'onde au ours de la di�usion :on modélise des interations fréquentes mais peu e�etives, par des interationsrares mais modi�ant substantiellement l'état inident. Les modélisations e�-aes proposées s'appuient sur l'argument de l'interférene du 3e orps2 [36,40℄,ou sur l'approximation de la fréquene de relaxation du moment [37, 38, 39℄.Parallèlement à es travaux d'optimisation, de nombreuses études herhentà formuler une modélisation physique la plus rigoureuse possible de l'interationporteur-impureté ionisée. A e titre, le formalisme théorique proposé dans lesréférenes [41, 42℄ à la �n des années 1990 semble onstituer la modélisationla plus exate de l'interation porteur-impureté. En prenant en ompte la dis-persion de la longueur d'érantage, l'interation sur potentiels multiples et lefateur de forme atomique de l'impureté, le modèle des Ref. [41, 42℄ parvientà reproduire la dépendane en dopage des mobilités expérimentales dans unegamme de onentration extrêmement large3. De plus, les résultats théoriquessont dépendants du type (donneur ou aepteur) et de la nature (P, As, et.)de l'élément dopant, en aord ave les résultats expérimentaux de référene deMasetti et al. [43℄. Cependant, plusieurs omposantes de la modélisation desRef. [41, 42℄ ont été ritiquées dans le ommentaire de la Ref. [44℄, remettanten question la apaité du modèle théorique à dérire l'in�uene de l'élémentdopant [45℄.2third-body interferene en Anglais31015 cm−3 ≤ Ni ≤ 1021 cm−3 18



1.3. CONTEXTE ET OBJECTIFS DE LA THÈSELa modélisation du prinipe d'exlusion de Pauli au sein d'un algorithme MCa été implémentée ave suès par la méthode Lugli-Ferry [46℄. Cette tehniquemodélise la dégénéresene quantique par l'appliation d'une proédure de réje-tion à la probabilité d'oupation de l'état �nal. La souplesse de ette méthode,appliable aux strutures de bande analytiques et numériques, aux algorithmesmono- et multi-partiule, et à tous les niveaux de dégénéresene, a entrainé sonutilisation dans un très grand nombre de publiations [8,42,47℄, faisant de etteméthode répandue la tehnique standard de modélisation du PEP. Les limita-tions d'ordre numérique de la méthode standard Lugli-Ferry pouvant résulterdans une probabilité d'oupation dépassant loalement l'unité, une orretionnumérique est proposée dans la Ref. [48℄ pour minimiser es erreurs.1.3 Contexte et objetifs de la thèseLes transitors bipolaires à hétérojontion avanés utilisent des bases om-posées de ouhes de SiGeC fortement dopées et ontraintes sur siliium. Lasimulation TCAD du transport des harges dans es strutures néessite paronséquent la prise en ompte des pro�ls de germanium et de arbone [49℄.Les divers modèles employés dérivent les propriétés életroniques spéi�quesdu matériau en haque point de la struture. A e titre, es modèles doiventdépendre des onentrations en germanium, arbone et espèes dopantes dé�-nissant loalement la omposition du matériau.Dans une simulation de transport de type dérive-di�usion ou hydrodyna-mique, les diverses propriétés életroniques du matériau s'organisent générale-ment en 2 ensembles :1. les propriétés de struture de bande, à savoir la largeur de bande interdite,les masses e�etives de ourbure, la masse e�etive de densité d'états, et. ;2. les propriétés de transport des harges, à savoir la mobilité à faible hamp,la vitesse de saturation, le oe�ient d'ionisation, le temps de relaxationde l'énergie, et.Les propriétés de struture de bande peuvent être mesurées (par exemple, me-sure de bande interdite par photoluminesene) ou alulées par simulation abinitio. Les propriétés de transport des harges peuvent également être mesurées(par exemple, mesure de mobilité par e�et Hall), ou alulées par résolutionde l'équation de Boltzmann appliquée à un système homogène et stationnairereprésentatif du matériau onsidéré.La problématique de ette thèse est apparue du fait de l'insu�sane des don-nées expérimentales aratérisant les propriétés de transport des harges libresdans les alliages SiGe et SiGeC. La faible quantité des résultats expérimentauxpubliés ne onstitue pas un ensemble su�samment exhaustif pour permettre laformulation de modèles empiriques, dérivant par exemple la mobilité des trousdans le SiGe. Ces launes dans notre onnaissane expérimentale des propriétésde transport des alliages SiGe et SiGeC résulte dans l'utilisation de modèlesapproximatifs, assimilant souvent les propriétés peu onnues des alliage SiGe etSiGeC à elles du siliium massif, et ainsi a�ete notre méthodologie de simula-tion. Dans l'optique d'améliorer la préditivité de nos simulations de transistorsHBT, il est don néessaire de formuler une modélisation physique des propriétésde transport des alliages SiGe et SiGeC ontraints sur Si.19



CHAPITRE 1. PROBLÉMATIQUE & MÉTHODE DE RÉSOLUTIONLes matériaux dé�nissant le adre de notre étude orrespondent aux alliagesbinaires Si1−xGex et ternaires Si1−x−yGexCy utilisés dans la oneption desbases des transistors HBT. Dans e ontexte tehnologique, les alliages synthé-tisés intègrent généralement des onentrations relatives limitées en germaniumet arbone :
{

0 ≤ x ≤ 30%

0 ≤ y ≤ 1%
(1.1)Dans les alliages SiGeC étudiés, le arbone sera don toujours l'espèe largementminoritaire.Les ouhes de SiGeC onstituant la base étant épitaxiées pseudomorphique-ment sur substrat Si, elles sont soumises à une ontrainte biaxiale induite parle désaord de maille entre la ouhe et le substrat massif. Les propriétés éle-troniques pertinentes à modéliser dans le adre de notre étude sont elles desalliages SiGeC biaxialement ontraints sur Si. En outre, les bases des transistorsHBT sont fortement dopées durant la phase de fabriation industrielle. Il estdon néessaire de prendre en ompte l'in�uene des onentrations des espèesdopantes sur les propriétés életroniques du matériau.Les propriétés de transport requises dans les simulateurs de type dérive-di�usion ou hydrodynamique sont relatives au omportement du matériau sou-mis à des hamps életriques faibles (e.g. mobilité ohmique), intermédiaires (e.g.temps de relaxation), ou forts (e.g. oe�ient d'ionisation). La modélisation phy-sique de es propriétés requiert don de se doter de méthodes de alul apablesde résoudre l'équation de Boltzmann en milieu homogène pour un hamp éle-trique quelonque. En partiulier, la méthode de modélisation doit rester validelorsque le hamp appliqué est su�samment fort pour exiter les porteurs deharge en-dehors de l'état d'équilibre thermodynamique.A�n de satisfaire l'ensemble de es ontraintes numériques, on applique laméthode Monte Carlo à la résolution de l'équation de Boltzmann dans le milieuhomogène dé�ni par l'alliage ternaire Si1−x−yGexCy dopé et ontraint sur Si.Cette approhe numérique présente les avantages suivants :� La souplesse de ette méthode permet de dérire haque aratéristique dumilieu de propagation (frations molaires x et y, onentration du dopage)de façon indépendante, par l'implémentation d'un modèle d'interationspéi�que ;� L'utilisation de strutures de bande numériques dans un simulateur MCFull-Band garantit la desription exate du transport à hautes énergies,'est-à-dire lorsque les porteurs sont très éloignés de l'état d'équilibre ther-modynamique ;� Le formalisme des modèles MC est su�samment omplexe pour minimiserle nombre des paramètres arbitraires utilisés, et pour fournir une desrip-tion physique préditive du système modélisé.Les inonvénients notoires de la méthode Monte Carlo sont intrinsèquement liésà sa nature statistique :� Les résultats produits sont a�etés par une inertitude statistique ;� Les délais de simulation néessaires à l'établissement d'une onvergenestatistique satisfaisante peuvent être prohibitivement longs. De nombreusestehniques e�aes d'optimisation numérique permettent ependant deminimiser es délais de onvergene [39, 50℄.20



1.3. CONTEXTE ET OBJECTIFS DE LA THÈSE

Fig. 1.3: Illustration shématique des domaines de validité respetifs des si-mulations Monte Carlo et des modèles analytiques dérivés, dans la gamme desalliages ternaires Si1−x−yGexCy.La �gure 1.3 illustre shématiquement la gamme des ompositions (x, y)ouverte par nos modèles Monte Carlo. Les matériaux purs aessibles à nossimulations sont le siliium et le germanium. Les modèles analytiques dérivésdes résultats MC sont typiquement restreints à la gamme des ompositions sui-vantes :
{

0 ≤ x ≤ 50%

0 ≤ y ≤ 2%
(1.2)La gamme des ompositions industrielles (1.1) étant inluse dans le domainede validité (1.2) des modèles analytiques, eux-i sont implémentables dans lessimulateurs de dispositifs de type HBT.
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Chapitre 2La méthode Monte Carloappliquée à la simulation dutransport életronique dansun matériau semionduteur2.1 Prinipe de la méthode Monte Carlo2.1.1 Dé�nition générale de la méthode Monte CarloOn appelle méthode Monte Carlo toute méthode visant à aluler une va-leur numérique en utilisant des proédés aléatoires, 'est-à-dire des tehniquesprobabilistes1. Le nom de ette méthode, qui fait allusion aux jeux de hasardpratiqués au asino de Monte-Carlo de Monao, a été inventé en 1947 par Ni-holas Metropolis.La méthode Monte Carlo onnait des appliations très nombreuses et diversi-�ées dans la résolution de problèmes mathématiques, physiques ou statistiques.Elle est souvent utilisée lorsque la solution mathématique reherhée n'est pasaessible par une méthode déterministe, ou enore lorsque les seules méthodesdéterministes possibles sont onstruites sur des approximations jugées trop dras-tiques. Basée sur la génération répétée de nombres aléatoirement distribués, latehnique Monte Carlo s'appuie sur la puissane de alul des ordinateurs, sou-vent par l'intermédiaire d'algorithmes réursifs.Du fait de sa nature stohastique, la méthode Monte Carlo est massivementemployée pour modéliser numériquement le omportement de systèmes phy-siques quantiques, 'est-à-dire régis par des lois probabilistes2. En partiulier,la modélisation du mouvement des porteurs de harge libres dans les matériauxsemionduteurs par approhe Monte Carlo a fait l'objet de travaux nombreuxet intensifs dans la ommunauté sienti�que depuis la �n des années 1960 [2℄.1dé�nition Wikipédia2par opposition aux systèmes physiques marosopiques régis par des lois déterministes,par exemple dans le adre de la méanique newtonienne23



CHAPITRE 2. LA MÉTHODE MONTE CARLO APPLIQUÉE AUTRANSPORT2.1.2 Génération d'un nombre aléatoireLa pierre angulaire de tout algorithme Monte Carlo est la génération denombres aléatoires3, 'est-à-dire de variables aléatoires dont la densité de pro-babilité est onstante. Pour produire une suite rn de nombres aléatoires, onutilise la méthode de génération à ongruene linéaire [2℄. Cette méthode al-ule les termes rn de façon itérative, selon :
rn = prn−1 (mod q) (2.1)Il est plus ommode de disposer de nombres aléatoires normalisés entre 0 et 1.Une telle suite sn s'obtient immédiatement depuis la suite brute rn :

sn = rn/qLes onstantes numériques p et q doivent être hoisies de manière à garantirle aratère aléatoire de la suite rn. De nombreuses ombinaisons (p, q) ont étéreportées, toutes proposant un ompromis entre la rapidité du alul et le respetde plusieurs ritères statistiques (non-périodiité de la suite, et.). Dans e quisuit, on hoisit d'adopter le générateur de Park-Miller4 [51℄, dé�ni par :
r0 = 1

p = 75

q = 231 − 1Il faut noter que, pour une valeur initiale r0 donnée, la suite de nombres rnest dé�nie de façon tout à fait déterministe, 'est pourquoi on parle d'une suitede nombres pseudo-aléatoires. Une suite pseudo-aléatoire ne fait que reproduirele omportement statistique du hasard.Dans la suite de e doument, on notera r tout nombre pseudo-aléatoiregénéré entre 0 et 1 selon la suite (2.1).2.1.3 Génération d'un nombre distribuéLa modélisation de phénomènes stohastiques par méthode MC est baséesur la génération de variables aléatoires distribuées. On s'intéresse ii au as leplus général où la variable x est distribuée entre les points a et b suivant unefontion f(x) quelonque. En utilisant la tehnique de réjetion, on va pouvoirgénérer stohastiquement une série de valeurs de x. La puissane de la tehniquede réjetion réside dans la souplesse de son utilisation. En e�et, auun ritère dedérivabilité, d'intégrabilité ou de ontinuité n'est requis pour la fontion f . Ladistribution f de x doit seulement être positive et bornée entre a et b. Notons
C une borne supérieure de f entre a et b.La méthode de réjetion opère en deux temps :1. On génère une absisse aléatoire xr et une ordonnée aléatoire assoiée yr,respetivement dé�nies par :

xr = a + (b − a)r

yr = Cr′3random numbers en Anglais4aussi onnu sous l'appellation de générateur MINSTD24



2.1. PRINCIPE DE LA MÉTHODE MONTE CARLOLe ouple (xr, yr) dé�nit les oordonnées d'un point aléatoire Mr.2. On applique la réjetion à la valeur xr générée pour la variable x. La valeur
xr est aeptée si :

yr ≤ f(xr) (2.2)'est-à-dire si le point aléatoire Mr est situé sous la ourbe d'équation y =
f(x). Si yr > f(xr), la valeur xr est rejetée et un nouveau ouple (xr, yr)est généré, ainsi de suite jusqu'au respet de la ondition d'aeptation. Laprobabilité d'aeptation de xr étant proportionnelle à f(xr), 'est bienla fontion f qui va gouverner la fréquene de génération des valeurs xr.La �gure 2.1 illustre le résultat de la génération par réjetion de N nombres,distribués entre 0 et 1 selon une fontion f gaussienne.
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Fig. 2.1: Génération stohastique de N nombres distribués entre 0 et 1 selonune fontion f . Ii la fontion f est la somme de 2 gaussiennes (ligne ontinue).On peut remarquer que, si la fontion f est très fortement piquée en unpoint xp, le maximum C ≥ f(xp) sera très supérieur à f(xr) pour tous les xrqui ne sont pas au voisinage de xp. Dans de telles onditions, la probabilitéd'aeptation de xr hute drastiquement, et un grand nombre de paires (xr, yr)doivent être générées pour trouver un xr véri�ant (2.2). Pour améliorer l'e�a-ité de l'algorithme de réjetion, on pourra alors avoir reours à une tehniquede réjetion plus optimisée, appelée tehnique ombinée (f. Ref. [2℄, p. 699).25



CHAPITRE 2. LA MÉTHODE MONTE CARLO APPLIQUÉE AUTRANSPORT2.1.4 Génération d'un nombre disretSi la variable aléatoire x est disrète, i.e. si x ne peut prendre de valeur quedans un ensemble disret de n éléments {x1, x2, . . . , xn}, on utilise la réjetiondisrète. Si on note Pi la probabilité liée à haque valeur xi, on génère un nombrealéatoire
yr = Proù

P =

n
∑

i=1

Piest la probabilité totale. La valeur xj de x retenue par la réjetion est elle dontl'indie j est le plus petit entier véri�ant :
j

∑

i=1

Pi ≥ yrLa probabilité de séletion de xi est bien proportionnelle à la probabilité assoiée
Pi, et l'ordre d'indexation des valeurs xi n'a auune in�uene sur la séletionstohastique.2.2 Appliation à la simulation du transport éle-tronique2.2.1 Algorithme d'un simulateur Monte CarloLa méthode Monte Carlo appliquée au transport életronique dans un se-mionduteur, onsiste à simuler le mouvement des porteurs de harge libres(életrons et trous) au sein du ristal. Ce mouvement est induit par deux en-sembles de phénomènes physiques :1. les fores motries qui aélèrent les porteurs de harge, à savoir les foresinduites par les hamps életrique, magnétique et gravitationnel. En raisonde la masse in�nitésimale de l'életron5, l'ation de son poids est toujoursnégligeable devant elle des fores életromagnétiques, aussi le hamp gra-vitationnel est-il toujours ignoré.2. les méanismes de di�usion6 qui freinent les porteurs de harge en dé-truisant leur quantité de mouvement. Dans un ristal semionduteur, lesporteurs de harge élémentaires sont suseptibles d'être di�usés par l'a-tion de potentiels perturbateurs. Ces potentiels di�useurs sont d'originesdiverses :� vibrations interatomiques du réseau ristallin (phonons),� exitation d'une harge de valene par une harge libre (ionisation parho),� ollisions entre porteurs de harge (életron-életron, életron-trou, trou-trou),� impuretés neutres et ionisées dans les semionduteurs dopés,5m0 = 9.109382 · 10−31kg6sattering en Anglais 26



2.2. APPLICATION À LA SIMULATION DU TRANSPORTÉLECTRONIQUE� potentiel d'alliage dans les alliages aléatoires,� défauts dans les réseaux non-parfaits (disloations, entres de reombi-naison, lusters, et.),� potentiel de surfae à l'interfae entre le milieu semionduteur et uneouhe isolante (interfae Si-SiO2 dans les MOSFET siliium).L'approhe Monte Carlo onsiste à modéliser le mouvement des porteurs deharge omme une suession d'aélérations balistiques induites par le hampéletrique, interrompues par des di�usions sur les potentiels perturbateurs pré-sents dans le milieu de propagation. Assez naturellement, l'algorithme de lasimulation va don s'organiser de façon itérative, haque yle itératif onsis-tant en un doublet aélération-di�usion.L'algorithme global du programme Monte Carlo présenté dans e doumentest expliité dans la �gure 2.2. Les setions suivantes détaillent le ontenu dehaque partie omposant le orps de l'algorithme.2.2.2 Dé�nition du système physiquePréalablement à toute simulation, le système physique étudié doit être dé�ni.Dans le adre de la simulation du transport dans un matériau semionduteurhomogène, ette dé�nition inlut globalement trois ensembles de paramètres :1. Le type de la partiule porteuse de harge dont on simule le transport, àsavoir életron (harge élémentaire négative) ou trou (harge élémentairepositive).2. La nature du matériau semionduteur onstituant le milieu de propaga-tion. Puisque notre étude est relative aux alliages ternaires Si1−x−yGexCyutilisés dans l'industrie de la miroéletronique, les paramètres de dé�ni-tion sont :� la onentration relative7 en germanium, notée x ;� la onentration relative en arbone, notée y ;� la onentration et le type des espèes dopantes implantées dans le ma-tériau. Un atome dopant est de type donneur (resp. aepteur) si sonionisation au sein du réseau donne lieu à la réation d'une harge librede type életron (resp. trou). Les onentration des dopants donneurset aepteurs sont respetivement notées ND et NA et sont usuellementexprimées en cm−3.3. Les onditions physiques auxquelles le matériau est soumis :� la température du réseau ristallin, notée T ;� le hamp életrique externe, sous la forme d'un veteur −→F ;� l'état de ontrainte du matériau, spéi�é par un tenseur de déformation
ǫ.2.2.3 Initialisation de l'état de la partiuleLors de la première itération de l'algorithme, l'état de la partiule doit êtreinitialisé. Pour optimiser la onvergene statistique des résultats, il est préfé-rable de hoisir un état initial physiquement pertinent, 'est-à-dire su�sam-ment prohe de l'état moyen vers lequel la simulation va onverger [2℄. Le pré-sent algorithme initialise l'état de la partiule en la supposant originellement à7aussi appelée fration molaire 27
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Fig. 2.2: Algorithme de notre programme de simulation Monte Carlo mono-partiule à hamp onstant. Tous les types d'interation pris en ompte sontspéi�és. 28



2.2. APPLICATION À LA SIMULATION DU TRANSPORTÉLECTRONIQUEl'équilibre thermodynamique. Puisque les deux types de partiules dont on mo-délise le transport sont des fermions, la loi statistique dérivant leur distributionénergétique à l'équilibre thermodynamique est elle de Fermi-Dira :
f0(E) =

1

1 + exp
(

E−EF

kBT

) (2.3)La fontion f0 expliitée dans (2.3) est la probabilité qu'un état d'énergie Esoit oupé. Dans un matériau semionduteur, la distribution en énergie desporteurs libres est donnée par la densité en énergie8 n(E), qui orrespond àla onentration de porteurs dont l'énergie inétique est omprise entre E et
E + dE. La densité n(E) d'états oupés à l'énergie E est le produit de laprobabilité d'oupation à l'énergie E par la densité d'états à l'énergie E :

n(E) = f(E)D(E) (2.4)En se basant sur la ondition initiale de l'équilibre thermodynamique, on pourradon aluler l'énergie initiale Ei de la partiule en appliquant une tehnique deréjetion (f. � 2.1.3) à la distribution n0(E) dé�nie par :
n0(E) = f0(E)D(E) (2.5)Une fois déterminée l'énergie initiale Ei, le veteur d'onde initial ki de la par-tiule est ensuite alulé par randomisation sur la surfae iso-énergie {E = Ei}(f. � 2.3.6).2.2.4 Aélération balistiqueLors des phases d'aélération balistique par le hamp életrique, le porteurde harge est modélisé omme une partiule pontuelle soumise à la seule foredu hamp : on parle d'une phase de vol libre9. L'appliation de la deuxième loide Newton10 à la partiule de harge q et de veteur d'onde −→

k s'érit :
ṗ = h̄k̇ =

∑

i

−→
Fi = q

−→
F (2.6)L'intégration de l'équation (2.6) sur la durée ∆tff du vol libre donne :

−→
∆k =

1

h̄
q
−→
F ∆tff (2.7)Comme le montre l'équation (2.7), l'ation exerée par le hamp életrique −→

Fsur le porteur de harge au ours du vol libre résulte en une translation de sonveteur d'onde olinéairement à −→
F . La durée du vol libre est alulée stohasti-quement suivant [2℄ :

∆tff = −Γ−1
max ln(r) (2.8)où le terme Γmax est la valeur maximale de la probabilité totale d'interationde la partiule ave les di�érents potentiels di�useurs. Les probabilités d'inter-ation dépendant généralement de l'énergie inétique E du porteur de harge, il8souvent appelée fontion de distribution9free �ight en Anglais10ou prinipe fondamental de la dynamique de translation (PFDT)29



CHAPITRE 2. LA MÉTHODE MONTE CARLO APPLIQUÉE AUTRANSPORTest primordial de pouvoir estimer l'énergie maximale Emax aessible à la parti-ule pendant la simulation. Γmax prendra la valeur du maximum de Γ(E) dansl'intervalle [0, Emax].Le alul de la durée ∆tff suivant (2.8) suppose que la probabilité d'intera-tion soit onstante et égale à Γmax. Pour orriger ette approximation, il fautintroduire un méanisme de di�usion supplémentaire, appelé auto-di�usion11.Ce méanisme �tif est une di�usion neutre i.e. qui ne modi�e pas l'état de lapartiule : l'énergie et le veteur d'onde sont onservés au ours d'une auto-di�usion. La fontion de probabilité Γself assoiée à l'auto-di�usion est intro-duite de telle façon que la somme totale des probabilités de di�usion, inluantla probabilité d'auto-di�usion, soit onstante et égale à Γmax :
Γself(E) = Γmax − Γ(E)2.2.5 Séletion stohastique du type de l'interationA la �n de haque phase de vol libre, la partiule est soumise à l'ationd'une di�usion. Tout proessus de di�usion est modélisé omme un méanismemodi�ant instantanément l'état quantique du porteur de harge. Cet état esttotalement dé�ni, dans un milieu homogène12, par les 3 informations suivantes :1. énergie E,2. indie ν de la bande oupée,3. veteur d'onde −→

k .La modélisation de la di�usion de la partiule onsiste dans un premier temps, àhoisir la nature de la di�usion parmi les di�érents méanismes di�useurs ; dansun seond temps, à aluler l'altération de l'état de la partiule par l'ation dupotentiel di�useur : on parle d'état post-di�usion13.Le hoix de la soure de di�usion, tout omme le alul de l'état post-di�usion, obéit à des lois stohastiques. Si le milieu de propagation ontient
n types de potentiels di�useurs, les probabilités de di�usion Pi assoiées à esinterations onstituent un spetre probabiliste disret. Le proessus qui don-nera lieu à la di�usion sera don stohastiquement déterminé en appliquant latehnique de réjetion disrète à la suite {P1(E), P2(E), . . . , Pn(E)}, où E estl'énergie du porteur à la �n du vol libre.2.2.6 Détermination de l'état après l'interationLe alul de l'état post-di�usion dépendra de 3 ensembles de onditions :1. l'état de la partiule juste avant la di�usion ;2. la nature physique de l'interation, qui détermine omment les propriétésphysiques de la partiule sont altérées par la di�usion ;3. les approximations établies pour onstruire le modèle numérique du mé-anisme de di�usion.11self-sattering en Anglais12Dans un milieu non-homogène, le veteur position −→x est une omposante supplémentairede l'état de la partiule.13post-sattering state en Anglais 30



2.2. APPLICATION À LA SIMULATION DU TRANSPORTÉLECTRONIQUEL'état post-di�usion (k′, E′
ν′) sera don alulé en appliquant aux propriétésde l'état pré-di�usion (k, Eν) le modèle numérique de l'interation. Parmi lesdi�érents types d'interation possibles, on distingue généralement :� les interations élastiques, au ours desquelles l'énergie de la partiuleest onservée : 'est notamment le as des interations ave impuretésneutres ou ionisées, de la di�usion sur potentiel d'alliage, de la di�usionsur rugosité de surfae, et.� les proessus faiblement inélastiques, qui donnent lieu à un éhange d'éner-gie entre le porteur de harge et le entre di�useur de l'ordre de quelques

meV. Citons par exemple les interations partiule-phonon ou enore lesinterations inter-partiules. Certains modèles théoriques assimilent parapproximation ertaines de es interations à des phénomènes élastiques,notamment les interations ave les phonons aoustiques.� les proessus hautement inélastiques, où les éhanges d'énergies sont del'ordre de l'életronvolt. Ces interations font toujours intervenir des pro-essus de franhissement de bande interdite, i.e. de réation ou de reom-binaison de paires életron-trous : on parle respetivement d'ionisationpar ho et de reombinaison Auger. Les transferts énergétiques aompa-gnant es ollisions sont néessairement supérieures à l'amplitude Eg dela bande interdite, d'où leur aratère hautement inélastique.2.2.7 Colletion des statistiquesL'algorithme mono-partiule exposé en �gure 2.2 permet d'obtenir des ré-sultats statistiques moyens, représentatifs d'un état életrique stationnaire dumatériau. La tehnique utilisée pour aluler la valeur moyenne 〈A〉 d'une va-riable A est la méthode de la moyenne ergodique [2℄. La valeur moyenne 〈A〉est alulée omme la moyenne de la suite des valeurs prises par A à la �n dehaque vol libre :
〈A〉 =

1

N

N
∑

i=1

Aff,i (2.9)où Aff,i désigne la valeur de A à la �n du ie vol libre.Comme tout résultat statistique, la valeur moyenne 〈A〉 est a�etée par uneinertitude statistique. Cette omposante de bruit va globalement diminuer avele nombre N de vols libres simulés, selon une dépendane aratéristique en
1/

√
N . Les �gures 2.3a, 2.3b et 2.3 illustrent l'évolution des résultats moyensissus de notre algorithme, ave le nombre N de vols libres, pour un maximumde 106 vols libres. La �gure 2.3a expose la onvergene statistique des 3 ompo-santes du veteur vitesse d'un életron soumis à un hamp életrique appliquésuivant la diretion x. Comme prévu, les 2 omposantes Vy et Vz transversesau hamp onvergent progressivement vers zéro, alors que la omposante Vxtend vers une résultante non-nulle due au hamp appliqué. L'observation de laourbe de onvergene 2.3 met en évidene une évolution disontinue araté-ristique du oe�ient d'ionisation par ho. Le oe�ient α étant proportionnelau nombre d'ionisations par ho, il est inrémenté haque fois que la partiuleest relaxée par une ionisation par ho.31
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2.3. DESCRIPTION NUMÉRIQUE DE LA STRUCTURE DE BANDE2.3 Desription numérique de la struture de bande2.3.1 Disrétisation de l'espae réiproqueLorsque la relation de dispersion E(k) est trop omplexe pour être déritepar une formulation analytique, on a alors reours à une desription numériquede la struture de bande : on parle d'une desription Full-Band de la dispersion.Comme toute approhe numérique, l'approhe Full-Band onsiste à disrétiserl'espae de la variable k en éléments �nis [8℄. On hoisit de mailler le volumede la 1re zone de Brillouin en tétraèdres [52, 53℄. Sur haque noeud du maillagetétraédrique, la valeur de l'énergie assoiée à haque bande est alulée et stokéepréalablement à la simulation Monte Carlo. De ette façon, la struture de bandeest disrétisée sur le volume de l'espae réiproque.Le maillage est alulé par le logiiel de maillage 3D Sentaurus Mesh. Celogiiel permet de générer des maillages tridimensionnels inluant des zones dera�nement loalisées. Les dispersions respetives des bandes de ondution etde valene étant qualitativement di�érentes, on développe un maillage spéi�queà haque type de bande.Maillage des bandes de ondutionDans l'espae réiproque, les porteurs de harge sont, dans des onditionsprohes de l'équilibre thermodynamique, essentiellement distribués au voisinagedes minima de la struture de bande. Les minima de bande seront don desrégions dans lesquelles la partiule va passer la majorité de la durée de sa pro-pagation. Il est don essentiel de privilégier la préision de la struture de bandeau voisinage de ses minima, au détriment des zones de l'espae réiproque quisont rarement visitées par la partiule. Dans ette optique, on onstruit unmaillage non-homogène, loalement ra�né à proximité des minima de la bandede ondution. La �gure 2.4 illustre le maillage adaptatif résultant, inluant deszones de ra�nement aux points Γ, X et L. Toutes les bandes de ondutionprises en ompte sont disrétisées sur e maillage.Maillage des bandes de valeneLa dispersion des bandes de valene est aratérisée par son unique minimaau point Γ. La propagation du veteur d'onde des trous sera don essentiellementon�née au voisinage du entre de la zone de Brillouin. Par onséquent, ononstruit un maillage spéi�que ra�né en entre de zone, visible en �gure 2.5.2.3.2 Interpolation de l'énergieLa disrétisation de la struture de bande implique la néessité d'une mé-thode d'interpolation. L'énergie Eν(K) de la bande ν au point K est aluléepar interpolation linéaire entre les 4 sommets de l'unique tétraèdre ontenant
K [50℄.Si on note S1, S2, S3 et S4 les 4 sommets de l'élément de volume ontenant
K, on dé�nit les oordonnées baryentriques de K dans le repère {S1, S2, S3, S4}33



CHAPITRE 2. LA MÉTHODE MONTE CARLO APPLIQUÉE AUTRANSPORT
XY

Z

(a) Vue interne
X Y

Z

(b) Vue externeFig. 2.4: Maillage tétraédrique d'un 8e de la zone de Brillouin pour la disréti-sation de la dispersion des bandes de ondution. Des zones de ra�nement sontvisibles au voisinage des points Γ, X (Fig. 2.4a) et L (Fig. 2.4b).34



2.3. DESCRIPTION NUMÉRIQUE DE LA STRUCTURE DE BANDE
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(b) Vue externeFig. 2.5: Maillage tétraédrique d'un 8e de la zone de Brillouin pour la disréti-sation de la dispersion des bandes de valene. Une unique zone de ra�nemententrée en Γ (Fig. 2.5a) est visible. 35



CHAPITRE 2. LA MÉTHODE MONTE CARLO APPLIQUÉE AUTRANSPORTomme l'unique suite de oe�ients {α1, α2, α3, α4} véri�ant14 :
{

∑4
i=1 αi

−−→
KSi =

−→
0

∑4
i=1 αi = 1

(2.10)Les oe�ients baryentriques onstituent un groupe de poids permettant d'in-terpoler linéairement toute fontion dont la valeur est onnue aux sommets. Siles énergies de la bande ν assoiées aux sommets {S1, S2, S3, S4} sont respeti-vement {Eν,1, Eν,2, Eν,3, Eν,4}, l'interpolation linéaire de l'énergie de la bande
ν au point K est alulée selon :

Eν(K) =

4
∑

i=1

αiEν,i (2.11)A l'interfae entre 2 tétraèdres adjaents, le point K est oplanaire ave les
3 sommets délimitant la fae ommune. Dans es onditions géométriques, leoe�ient baryentrique assoié au 4e sommet extérieur à l'interfae est nul.Le développement en oordonnées baryentriques est don onservé lorsque lepoint K traverse l'interfae, e qui assure la ontinuité de l'interpolation linéairede l'énergie à l'interfae entre les éléments de volume tétraédriques du maillage.2.3.3 Calul de la vitesse de groupeLe alul de la vitesse de groupe de la partiule est une opération e�etuéetrès fréquemment au ours de la simulation Monte Carlo. La vitesse de groupe
v d'une partiule de veteur d'onde k dépend du gradient de la struture debande E(k) selon [8℄ :

v(k) =
1

h̄
∇kEν(k) (2.12)Le alul de v(k) se ramène don à l'extration du gradient ∇kE au point k.Par ohérene ave l'interpolation linéaire de la dispersion E(k) dans les tétra-èdres, le gradient ∇kEν(k) est onsidéré omme onstant dans haque élémenttétraédrique [53℄. Pour aluler le gradient ∇T Eν de la bande ν dans l'élément

S1S2S3S4, on résout le système d'équations suivant :










−→∇T Eν ·
−−−→
S1S2 = Eν,2 − Eν,1−→∇T Eν ·
−−−→
S1S3 = Eν,3 − Eν,1−→∇T Eν ·
−−−→
S1S4 = Eν,4 − Eν,1

(2.13)Cette méthode permet un alul rapide du gradient de l'énergie dans l'élémentde volume T . Le alul du gradient de la dispersion ∇T Eν est également utilisépour la détermination de la densité d'états en énergie (f. � 2.3.4).2.3.4 Calul de la densité d'états életroniquesLa densité d'états életroniques15 est une quantité fondamentale dans unalgorithme Monte Carlo. Lorsqu'on l'exprime omme une fontion de l'énergie14Le entre G du tétraèdre est l'unique point dont les oordonnées baryentriques dans lerepère des sommets véri�ent αi = 1/4 ∀i.15density of states en Anglais 36



2.3. DESCRIPTION NUMÉRIQUE DE LA STRUCTURE DE BANDE
E du porteur, la densité d'états D(E) désigne le nombre d'états16 disponiblesdans le ristal entre les énergies E et E +dE. Cette quantité intervient très sou-vent dans le alul des probabilités d'interation, la probabilité qu'un porteurd'énergie initiale E soit di�usé vers un état �nal d'énergie E′ étant toujours pro-portionnelle au nombre d'états disponibles à l'énergie E′, 'est-à-dire à D(E′).La densité d'états en énergie dépend exlusivement de la struture de bande.L'utilisation d'une dispersion de type Full-Band induit la néessité de alulerla fontion densité d'états D(E) numériquement. Pour intégrer numériquementla quantité D(E0), on proède en deux étapes :1. On séletionne l'ensemble des tétraèdres dont l'intersetion ave la surfaeiso-énergie {E = E0} est non-nulle. Un tétraèdre S1S2S3S4 est séletionnés'il existe une bande ν telle que :

min(Eν,i) ≤ E0 ≤ max(Eν,i)2. On alule la ontribution de haque tétraèdre T séletionné, selon [50℄ :
DT (E0) =

dsp

(2π)3
Aν(E0)

∇T Eν
(2.14)Le terme Aν(E0) désigne l'aire de l'intersetion de la surfae iso-énergie

{Eν = E0} ave le tétraèdre T . Le oe�ient dsp orrespond à la dégéné-resene de spin. La densité d'états est dite totale si dsp = 2 ; on parle dedensité d'états par spin pour dsp = 1. La densité intégrée D(E0) s'obtient�nalement en sommant toutes les ontributions élémentaires (2.14).2.3.5 Calul numérique de l'état post-interationLorsque l'espae réiproque est numériquement disrétisé, le alul stohas-tique du veteur d'onde de l'état post-di�usion requiert un traitement spéi�que.La reherhe numérique de l'état post-di�usion onsiste à parourir l'ensembledu maillage de la zone de Brillouin, et à attribuer un poids statistique Wm àhaque tétraèdre [3℄. Si on onsidère la di�usion d'une partiule initialementdans un état (k, Eν), la valeur du poids Wm assignée à l'élément m doit quanti-�er la probabilité pour que le veteur d'onde de l'état di�usé (k′, E′
ν′) soit inlutdans le tétraèdre m.La façon de aluler la probabilité Wm dépendra de la nature physique duméanisme de di�usion. D'une manière générale le poids Wm, assoié à un té-traèdre de entre k′

m, peut s'exprimer sous la forme suivante :
Wm =

∑

ν′

f(qm) · g(ν, ν′; k, k′
m) · Dm(E′

ν′) (2.15)où qm = k′
m − k est le veteur d'onde de transfert17 éhangé par la partiuleau ours de l'interation. Dans l'équation (2.15), la fontion f de qm est déter-minée par la forme V (r) du potentiel di�useur, tandis que la fontion g déritl'in�uene onjointe des fontions d'onde des états inident et di�usé sur la pro-babilité de la transition. Comme toute probabilité d'interation, le poids Wmest proportionnel à la densité d'états �nale Dm(E′

ν′ ).16par unité de volume17wave-vetor transfer en Anglais 37



CHAPITRE 2. LA MÉTHODE MONTE CARLO APPLIQUÉE AUTRANSPORTLe alul de la suite de poids statistiques Wm assoiés aux éléments �nis dumaillage onstitue un spetre probabiliste disret quanti�ant la distribution desétats post-di�usion potentiels. La génération stohastique de l'état di�usé estobtenue en appliquant une réjetion disrète à la suite des Wm. Une fois quele tétraèdre m′ ontenant l'état �nal a été déterminé, on génère aléatoirementle veteur d'onde k′ dans m′ sur la surfae iso-énergie {E = E′}. Si on note Ol'origine de l'espae réiproque, et U , V , W les 3 points délimitant l'intersetiontriangulaire de ette surfae ave l'élément m′, k′ est alulé selon [3℄ :
−→
k′ = r1

[

(1 − r2)
−−→
UV + r2

−−→
UW

]

+
−−→
OU (2.16)où r1, r2 sont 2 nombres aléatoires générés entre 0 et 1.2.3.6 Cas partiulier de la randomisation iso-énergieLa randomisation iso-énergie est un as partiulier de alul numérique del'état post-di�usion, pour lequel on plae le veteur d'onde di�usé k′ sur lasurfae iso-énergie {E = E′} de façon aléatoire. Le poids statistique Wm del'élément m sera alors seulement déterminé par sa ontribution Dm(E′) à ladensité d'états totale D(E′) :

Wm =
∑

ν′

Dm(E′
ν′) (2.17)L'expression (2.17) est préisément un as partiulier du formalisme général(2.15) ave f = g = 1. La �gure 2.6 illustre le résultat de la randomisation de

50 veteurs d'onde sur di�érentes surfaes iso-énergie de la struture de bandedu siliium. Le aratère aléatoire de la distribution des points est visible parl'homogénéité de leur répartition.
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2.3. DESCRIPTION NUMÉRIQUE DE LA STRUCTURE DE BANDE
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Chapitre 3Simulation du transportéletronique homogène dansun semionduteurintrinsèque de type IV : asdu siliium et du germanium3.1 La struture de bande3.1.1 Struture de bande du siliiumLa struture de bande du siliium est alulée par méthode Tight-Binding[54,55℄. La dispersion obtenue est a�hée dans la �gure 3.1a. La aratéristiqueprinipale de la struture de bande du siliium, à savoir la bande interdite1indirete d'une largeur de 1, 12 eV, est lairement visible.Bandes de ondutionLes bandes de ondution du siliium possèdent plusieurs minima loauxsitués en di�érents points de l'espae réiproque. Les plus bas minima de la1re bande de ondution sont loalisés le long des 6 axes prinipaux. Ils onsti-tuent le entre des 6 vallées ∆ du siliium, dont les oordonnées véri�ent :
∆100 = ( ±0, 85 ; 0 ; 0 )2π/a
∆010 = ( 0 ; ±0, 85 ; 0 )2π/a
∆001 = ( 0 ; 0 ; ±0, 85 )2π/aCes 6 vallées dégénérées possèdent à basse énergie une symétrie ellipsoïdale, i.e.leur dispersion peut être dérite analytiquement par une équation de type :

E(k) =
h̄2

2

(

k2
l

ml
+

k2
t

mt

) (3.1)1band gap en Anglais 41



CHAPITRE 3. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SI ET GE
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3.1. LA STRUCTURE DE BANDE
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CHAPITRE 3. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SI ET GEBandes de valeneLes bandes de valene du siliium sont toutes entrées en Γ. Les 1re, 2e et3e bandes sont respetivement appelées bande de trous lourds2, bande de trouslégers3 et bande de spin-orbite4. Les bandes HH et LH sont dégénérées en Γau minimum de la dispersion. La bande SO est déalée en Γ d'une quantité
∆SO = 44meV.Le formalisme analytique le plus simple pour dérire la dispersion des trous,aratérisée par un minimum unique en Γ, est la dispersion sphérique :

E(k) =
h̄2k2

2m∗
(3.2)La dispersion réelle des bande de valene est fortement anisotrope, et ne peutpar onséquent pas être dérite par une dispersion sphérique, intrinsèquementisotrope. L'anisotropie des bandes de valene est visible dans les �gures 3.4a à3.4, qui montrent les surfaes iso-énergie des bandes HH, LH et SO. Ii enore,la néessité de l'emploi de tehniques numériques pour dérire la dispersion destrous est mise en évidene.La �gure 3.2b expose le résultat de l'intégration numérique de la densitéd'états assoiée aux bandes de valene du siliium. La bande SO, qui reste trèsloalisée en entre de zone à hautes énergies, ontribue relativement peu à ladensité d'états totale. La brusque diminution de la densité d'états visible à

4, 2 eV au-dessus du minimum de bande, est dû à la disparition des bandes HHet LH à es énergies.3.1.2 Struture de bande du germaniumLa struture de bande du germanium est également aratérisée par unebande interdite indirete, d'une amplitude de 0, 66 meV à température am-biante. La dispersion de valene et de ondution, alulée par méthode Tight-Binding, est exposée en �gure 3.1b.Bandes de ondutionA basse énergie, la bande de ondution du germanium est struturée di�é-remment de elle du siliium. La 1re bande admet 8 minima situés aux points L,'est-à-dire aux entres des faes externes obliques de la 1re zone de Brillouin :
L = (±0, 5;±0, 5;±0, 5)2π/aLa dispersion au voisinage de es 8 minima étant elliptique, la struture de bandedu germanium est omposée à basse énergie de 8 vallées L. Chaque vallée L étanttronquée par la limite de la zone de Brillouin, seules 4 vallées L5 ontribuent àla surfae iso-énergie (f. Fig. 3.3b) et à la densité d'états.Pour la gamme des énergies supérieures à 200 meV, la struture de bandes'étend et se omplexi�e. Des vallées supérieures en énergies apparaissent lo-alement aux points Γ et X , omme le montre la �gure 3.3d. A es énergies2heavy-hole (HH) band en Anglais3light-hole (LH) band en Anglais4spin-orbit (SO) band en Anglais5ou 8 demi-vallées L 44



3.1. LA STRUCTURE DE BANDE

(a) Si à 100 meV (b) Ge à 100 meV

() Si à 500 meV (d) Ge à 500 meV

(e) Si à 1, 5 eV (f) Ge à 1, 5 eVFig. 3.3: Surfaes iso-énergie des bandes de ondution du siliium (Fig. 3.3a,3.3, 3.3e) et du germanium (Fig. 3.3b, 3.3d, 3.3f). Les 1re et 2e bande deondution orrespondent respetivement aux surfaes bleue et verte.
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CHAPITRE 3. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SI ET GE

(a) Si HH à 1 eV (b) Ge HH à 1 eV

() Si LH à 1 eV (d) Ge LH à 1 eV

(e) Si SO à 1 eV (f) Ge SO à 1 eVFig. 3.4: Surfaes iso-énergie des bandes de valene du siliium (Fig. 3.4a, 3.4,3.4e) et du germanium (Fig. 3.4b, 3.4d, 3.4f). Les bandes de trous lourds, légerset spin-orbite orrespondent respetivement aux surfaes bleue, verte et rouge.
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3.2. L'INTERACTION PORTEUR-PHONONintermédiaires, la distribution des életrons dans l'espae réiproque se répartitentre plusieurs types de vallées de symétries et de masses e�etives di�érentes :on parle de transport multi-vallée.Au-delà de 1 eV, la dispersion s'étend loin des entres L, X et Γ, les bandessupérieures deviennent aessibles aux porteurs de harge et la surfae iso-énergie s'étend à l'ensemble de la zone de Brillouin (f. Fig. 3.3f). A es hautesénergies, le onept de vallée n'est plus pertinent omme la distribution desporteurs se déloalise des entres et s'homogénéise : on parle de transport multi-bande.Bandes de valeneLes bandes de valene du germanium sont struturées de façon qualitati-vement similaire à elles du siliium, 'est-à-dire en 3 bandes HH, LH et SOentrées en Γ. La dispersion des bandes de trous du Ge se distingue globalementde elles du Si par des masses e�etives plus faibles, qui résultent en des bandessensiblement plus loalisées (f. Fig. 3.4b, 3.4d et 3.4f) et une densité d'états destrous plus faible (f. Fig. 3.5b), et par un déalage de la bande de spin-orbiteplus important (∆SO = 302meV).3.2 L'interation porteur-phonon3.2.1 Origine physique de l'interation porteur-phononDans un ristal semionduteur à température non-nulle, les atomes du ré-seau osillent autour de leur position d'équilibre [56℄. Ces osillations donnentlieu loalement à des perturbations dans le potentiel périodique ristallin, quipeuvent être dérites omme des osillateurs harmoniques quantiques : on parlede phonons. Chaque phonon du réseau ristallin est assoié à la propagationd'un potentiel perturbateur, et onstitue don une soure potentielle de di�u-sion pour les porteurs de harge libres. C'est ette interation fondamentaleentre les porteurs et les vibrations des atomes du ristal qui est à l'origine de larésistane életrique intrinsèque des semionduteurs.Comme tout osillateur harmonique quantique, l'énergie des phonons estquanti�ée selon :
En =

(

n +
1

2

)

h̄ωoù n est un entier positif ou nul (n ≥ 0). Du fait de la périodiité de l'arran-gement atomique ristallin, l'état vibratoire de haque atome est onditionnépar elui de haun des atomes voisins. De e système périodique émerge unnombre �ni de modes vibratoires pour la propagation des phonons. Chaquemode phononique est aratérisé par sa relation de dispersion ω(q). Parmi lesmodes possibles, on diserne :� les modes aoustiques aratérisés par une vitesse de groupe �nie et uneénergie nulle pour q = 0 :
dωac

dq

∣

∣

∣

∣

q=0

6= 0 ; ωac(0) = 047



CHAPITRE 3. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SI ET GE
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(b)Fig. 3.5: Densité d'états des életrons (Fig. 3.5a) et des trous (Fig. 3.5b) dansle germanium massif. 48



3.2. L'INTERACTION PORTEUR-PHONON� les modes optiques aratérisés par une vitesse de groupe nulle et uneénergie �nie pour q = 0 :
dωop

dq

∣

∣

∣

∣

q=0

= 0 ; ωop(0) 6= 0Chaque matériau semionduteur est aratérisé par des modes phononiquesspéi�ques. La représentation de la dispersion ω(q) des modes de phonons d'unmatériau est appelée diagramme de dispersion. Les �gures 3.6a et 3.6b repré-sentent les diagrammes respetifs du siliium et du germanium.
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(b)Fig. 3.6: Diagrammes de dispersion des phonons suivant la diretion (100) dansle siliium et le germanium massifs. Les symboles �gurent les résultats de me-sures expérimentales (f. [57, 58℄). Les lignes représentent notre approximationquadratique.L'interation porteur-phonon est intrinsèquement inélastique, i.e. elle don-nera toujours lieu à un éhange d'énergie entre le porteur libre et le réseauristallin. Lors d'un proessus d'absorption (resp. émission) d'un phonon η deveteur d'onde q, l'énergie du porteur est augmentée (resp. réduite) du quantum
h̄ωη(q). Il est remarquable que le proessus d'émission phononique est aessibleau porteur seulement si l'énergie de elui-i est supérieure au seuil d'émissiondu phonon. En partiulier, l'émission de phonons optiques, très énergétiques,est impossible pour un porteur su�samment froid.49



CHAPITRE 3. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SI ET GE3.2.2 Modélisation de l'interation porteur-phononL'interation porteur-phonon dans les matériaux purs Si et Ge est essen-tiellement modélisée suivant l'approhe proposée par Fishetti et al. [8℄. Notredesription de la perturbation phononique s'appuie sur les approximations sui-vantes :� La population des phonons est supposée à l'équilibre thermodynamique.Dans le adre de ette hypothèse, la probabilité d'oupation nω d'unniveau d'énergie Eω = h̄ω par un phonon est donnée par le statistique deBose-Einstein :
nω =

1

exp
(

h̄ω
kBT

)

− 1
(3.3)� La dispersion des phonons est supposée isotrope, i.e. l'énergie h̄ω(−→q ) as-soiée à un phonon de longueur d'onde −→q est dérite par une fontion deson module q.� Seuls les phonons de 1er ordre sont onsidérés. Les phonons d'ordre supé-rieur, i.e. d'énergie En ave n ≥ 2 sont négligés. En e�et, au regard dela statistique de Bose-Einstein (3.3), es modes sont néessairement trèsminoritairement peuplés.Dans la modélisation de la relation de dispersion des phonons, 4 modes devibration sont pris en ompte :1. le mode longitudinal aoustique (LA),2. le mode transverse aoustique (TA),3. le mode longitudinal optique (LO),4. le mode transverse optique (TO).A haun de es modes η est assoiée une dispersion isotrope quadratique [59℄,qui s'érit :

ωη(−→q ) = ω0 + vsq + cq2 (3.4)Les oe�ients de l'équation (3.4) sont déterminés par ajustement sur la dis-persion mesurée expérimentalement dans la diretion (100) (f. Fig. 3.6). Lesvaleurs obtenues pour les oe�ients dans Si et Ge sont reportées dans le tableau3.1.L'appliation de la règle d'or de Fermi à l'interation partiule-phonon per-met d'érire la probabilité totale d'interation porteur-phonon omme un alulintégral sur l'espae réiproque. La probabilité pour un porteur libre de veteurd'onde k appartenant à la bande ν d'interagir ave un mode η de phonon estdonnée par :
Pη,ν(k) =

∑

ν′

∫

π

ρωη(q)
∆η(q)2 × |I(ν, ν′; k, k′)|2 × [nη(q) + 1/2 ± 1/2]

× δ (Eν − E′
ν′ ∓ h̄ωη(q)) · d3k′

(3.5)où les signes supérieurs et inférieurs orrespondent à l'émission et à l'absorptiondu phonon, respetivement. Dans (3.5), le veteur d'onde q du phonon di�useurest égal à la variation du veteur d'onde de la partiule au ours de l'interation.
q est appelé veteur d'onde de transfert et la loi de onservation appliquée auveteur d'onde s'érit :

k′ = k ∓ q50



3.2. L'INTERACTION PORTEUR-PHONONMatériau Mode ω0 vs c
1013 rad/s 103 m/s 10−7 m2/sSi LA 0,00 9,01 -2,00TA 0,00 5,23 -2,26LO 9,88 0,00 -1,60TO 10,2 -2,57 1,11Ge LA 0,00 4,90 -0,90TA 0,00 3,20 -1,55LO 5,70 0,00 -0,90TO 6,00 -2,00 1,10Tab. 3.1: Coe�ients pour l'approximation quadratique des dispersions de pho-non dans le siliium et le germanium. Les valeurs des paramètres pour le siliiumproviennent de la Ref. [59℄.L'emploi de la fontion de Dira δ dans (3.5) permet de restreindre l'intégraleaux seuls points k′ véri�ant la loi de onservation de l'énergie :

E′
ν′ = Eν ∓ h̄ωη(q)A�n de aluler la probabilité d'interation porteur-phonon de façon ohérenteave la struture de bande Full-Band des porteurs libres, on doit proéder à uneintégration numérique de l'expression (3.5). L'intégrale sur l'espae réiproquetraitée numériquement devient une somme disrète sur l'ensemble des tétraèdres

m de entre k′
m suseptibles de ontenir le veteur d'onde di�usé k′ :

Pη,ν(k) =
∑

ν′,m

π

ρωη(qm)
∆2

η × |I(k, k′
m)|2 × [nη(qm) + 1/2 ± 1/2]

×Dm(E′
ν′ )

(3.6)Dans la somme (3.6), le terme Dm = Aν(E′)
∇mEν

orrespond à l'intersetion del'élément m ave la surfae iso-énergie {E = E′}. Dm est proportionnel à laontribution élémentaire (2.14) de l'élément m à la densité d'états totale D(E′).Le fateur I(k, k′) �gurant dans les expressions (3.5) et (3.6) est l'intégralede reouvrement6. Cette intégrale quanti�e le degré de orrélation entre les fon-tions d'onde de l'état inident et de l'état �nal. Les fontions d'onde assoiéesaux életrons et aux trous étant aratérisées par des symétries très di�érentes,on adopte en onséquene des formalismes distints pour la modélisation del'intégrale de reouvrement. Dans le as des életrons, l'intégrale Ie est aluléedans le adre de l'approximation de Nordheim [23,59, 60℄ :
Ie(ν, ν′; k, k′) = Ie(q) = 3

sin(qRws) − qRws cos(qRws)

(qRws)
3 (3.7)où Rws est le rayon de Wigner-Seitz. Il est remarquable que le formalisme (3.7)ne onsidère pas les indies des bandes ν et ν′ oupées par les états initial6overlap fator en Anglais 51



CHAPITRE 3. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SI ET GE
νν′ Aνν′ Bνν′

11 1 3
22 1 3
33 5/8 0
12 3 −3
13 3/8 0
23 3/8 0Tab. 3.2: Paramètres pour la formulation angulaire des intégrales de reouvre-ment des trous.et �nal. A l'inverse, la symétrie des fontions d'onde de trous varie fortementd'une bande à l'autre, et les indies de bande de valene doivent impérativementêtre onsidérés dans l'évaluation des intégrales de reouvrement de trous Ih. Onadopte dans ette étude l'approhe de Wiley [61℄, qui a proposé des formulesanalytiques distintes pour les transitions intrabandes (ν′ = ν) et interbandes

(ν′ 6= ν) :
Ih(ν, ν′; k, k′) = Ih(ν, ν′; θ) = 1/2

√

Aνν′ + Bνν′ cos2 θ (3.8)où l'angle θ = (
−→
k ,

−→
k′ ) orrespond à l'angle orienté entre les veteurs d'ondeinident et di�usé. Les paramètres Aνν′ et Bνν′ sont régis par la nature de latransition [62, 63℄. Les valeurs prises par es paramètres �gurent dans la table3.27.Le terme ∆η est un potentiel de déformation, aussi appelé onstante de ou-plage. Dans le adre de notre modèle, es onstantes seront traitées ommedes paramètres empiriques, 'est-à-dire que leurs valeurs seront arbitrairementdéterminées de façon à reproduire ertains résultats expérimentaux. La métho-dologie de alibration utilisée, ainsi que les valeurs hoisies pour les potentielsde déformation, seront exposés dans le paragraphe suivant (f. � 3.2.3).Dans les matériaux purs (Si ou Ge), on modélise l'interation porteur-phononpar 8 proessus inélastiques distints, haun des 4 modes phononiques η pou-vant donner lieu à une émission ou une absorption par le porteur de harge. Danshaque matériau, le formalisme de l'équation (3.6) est appliqué en utilisant lesparamètres de dispersion (ω0, vs et c � f. Tab. 3.1), les onstantes physiques(ρ, a et Rws � f. Tab. 4.1) et les onstantes de ouplage (∆η � f. Tab. 3.3)spéi�ques du milieu.3.2.3 Calibration du modèle de l'interation porteur-phononLa modélisation de l'interation porteur-phonon par le formalisme (3.6) exigela détermination préalable des potentiels de déformation ∆η. Le hoix de esparamètres est naturellement très in�uent sur le omportement de l'algorithmeMonte Carlo. Aussi il est essentiel de déterminer es paramètres par ompa-raison ave un ensemble de résultats expérimentaux de référene. Ces mesuresexpérimentales doivent être su�samment nombreuses et indépendantes pour7Les bandes de valene HH, LH et SO sont respetivement indexées selon ν = 1, 2 et 3.52



3.2. L'INTERACTION PORTEUR-PHONONpermettre la validation d'un unique ensemble de onstantes ∆η. L'uniité de lasolution garantit néessairement son aratère physique et non-arbitraire.L'ensemble de résultats expérimentaux dé�nissant le référentiel de notre a-libration est onstitué des données suivantes :1. vitesse de dérive à 300 K,2. oe�ient d'ionisation par ho à 300 K, et3. e�aité quantique à 300 K.La validation d'un ensemble de paramètres ∆η sera don onditionné par l'ob-tention d'un aord entre les résultats de simulation Monte Carlo, et es 3 ré-férenes expérimentales. La méthodologie de alibration employée s'appuie surles tendanes suivantes :� Plus les préfateurs ∆η sont forts, plus la vitesse de dérive alulée estfaible, plus la distribution des porteurs est froide8 et par onséquent plusle oe�ient d'ionisation par ho est faible (et inversement) ;� A probabilité d'interation porteur-phonon (3.6) onstante, plus le ratio
∆op/∆ac est fort9, plus les porteurs sont froids ;� L'e�aité quantique est une mesure du ratio Pii/Pph de la probabi-lité d'ionisation par ho sur la probabilité totale d'interation porteur-phonon.Le formalisme hoisi pour les onstantes de ouplage est elui expliité dansla Ref. [18℄. Les potentiels de déformation ∆η sont modélisés tels que leur arrésoit une fontion linéaire de l'énergie inidente du porteur de harge. En outre,on assoie aux modes aoustiques (LA, TA) et optiques (LO, TO) des préfateursspéi�ques :

∆ac(Eν) =
√

Aac + BacE · q (3.9)
∆op(Eν) =

√

Aop + BopE (3.10)Pour éviter aux potentiels de déformation d'atteindre des valeurs physiquementaberrantes à hautes énergies, la variation linéaire dans (3.9) et (3.10) est inter-rompue au-delà d'une énergie seuil introduite arbitrairement, notée Eth :
∀E > Eth : ∆η(E) = ∆η(Eth) (3.11)Les valeurs attribuées aux paramètres des équations (3.9), (3.10) et (3.11)à l'issue du proessus de alibration, sont reportées dans le tableau 3.3. Uneomparaison exhaustive entre les résultats de simulation Monte Carlo et lesmesures de référene sera exposée dans les setions ultérieures : les paragraphes� 3.4 et � 3.5 sont respetivement onsarés à la validation de notre alibrationdans Si et Ge.Les onstantes de ouplage ∆η ayant été déterminés par alibration, l'ampli-tude totale de la probabilité d'interation porteur-phonon Pph est expliitementonnue. Il est intéressant (voire néessaire) de omparer la probabilité totale is-sue de notre alibration, à elles qui ont été reportées dans la littérature. Cetteétude omparative néessite d'exprimer la probabilité d'interation P (k), dé�-nie loalement dans l'espae réiproque d'après (3.5), omme une fontion del'énergie E du porteur de harge. La probabilité d'interation à l'énergie E est8i.e. plus l'énergie moyenne des porteurs est basse9i.e. plus les modes optiques sont prépondérants sur les modes aoustiques53



CHAPITRE 3. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SI ET GEMatériau Porteur Aac Bac Aop Bop Eth

eV2 eV eV2cm−2 eVcm−2 eVSi e 6, 0 −2, 0 2, 5 × 1017 −8, 0 × 1016 2,0h 8, 0 −3, 0 2, 0 × 1017 −9, 0 × 1016 1,5Ge e 10, 0 −5, 0 7, 0 × 1017 −3, 5 × 1017 1,5h 10, 0 −3, 0 6, 0 × 1017 −2, 5 × 1017 2,0Tab. 3.3: Potentiels de déformation de l'interation eletron- et trou-phonondans le siliium et le germanium.don alulée omme la valeur moyenne de la probabilité anisotrope P (k) surl'ensemble des veteurs d'onde k onstituant la surfae iso-énergie {Ek = E}[8, 22℄ :
P (E) =

1

D(E)

∑

η,ν,m

Pη,ν(km)Dm(Eν) (3.12)où D(E) est la densité d'états totale à l'énergie E, qui véri�e :
D(E) =

∑

ν,m

Dm(Eν)Dans le as du siliium, les probabilités totales d'interation porteur-phonon,intégrées suivant (3.12), sont exposées dans les �gures 3.7a et 3.7b. La dépen-dane en énergie de nos probabilités d'interation est en exellent aord ave lesaluls Full-Band issus de la littérature. Notre modélisation est en phase ave lemodèle standard établi par les référenes [64℄ et [18℄, relativement au transportdes életrons et des trous dans le siliium massif.Cependant dans le as du germanium, auun modèle standard n'existe àl'heure atuelle. En e�et, les publiations relatives à l'étude du transport dansle germanium étant beauoup moins nombreuses que elles relatives au siliium,les référenes disponibles ne sont pas assez nombreuses pour permettre l'émer-gene d'un onsensus global. De plus, si plusieurs études publiées ont appliquédes tehniques numériques Full-Band à la simulation du transport des porteursde harge dans le germanium [16, 19, 23, 24, 25℄, seule la Ref. [16℄ parmi es-dernières a reporté la probabilité d'interation életron-phonon (f. Fig. 3.8a).Il est remarquable que le désaord est important entre nos résultats et euxpubliés par Fishetti en 1991. Il est ependant essentiel de souligner que notre a-libration de la probabilité életron-phonon dans Ge s'appuie sur une probabilitéd'ionisation exate dérivée de aluls ab initio (f. � 3.3.2), tandis que l'étude deFishetti dérit la probabilité d'ionisation par une formule de Keldysh arbitrai-rement paramétrée, e qui, de l'avis de l'auteur lui-même10, introduit une grandeinertitude sur la alibration des potentiels de déformation, et par onséquentsur la probabilité d'interation alulée. Dans le as de l'interation trou-phonondans le germanium, auune étude ayant publié la probabilité d'interation n'aété trouvée. La dépendane en énergie de notre probabilité alibrée est visibleen �gure 3.8b. La valeur de notre alibration est ii enore garantie par l'emploi10"As stated previously, the uniqueness of the solution to this "�tting" problem is highlyquestionable." Ref. [16℄, pp. 638-639 54
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(b)Fig. 3.7: Probabilités totales d'interation életron-phonon (Fig. 3.7a) ettrou-phonon (Fig. 3.7b) dans le siliium massif. Les fontions de probabilitéissues de nos alibrations sont omparées aux résultats de référene de la om-munauté sienti�que basés sur des aluls Full-Band (Ref. [64℄ pour les életrons,Ref. [18℄ pour les trous). 55



CHAPITRE 3. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SI ET GE
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(b)Fig. 3.8: Probabilités totales d'interation életron-phonon (Fig. 3.8a) ettrou-phonon (Fig. 3.8b) dans le germanium massif. Les fontions de probabilitéissues de nos alibrations sont omparées aux résultats Full-Band de la Ref. [16℄.
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3.3. L'IONISATION PAR CHOCd'un taux d'ionisation alulé par méthode ab initio, et par un aord globalentre nos simulations de transport et les données expérimentales de référene.On peut souhaiter que nos résultats pour les életrons et les trous, illustrés dansles �gures 3.8a et 3.8b, pourront ontribuer à l'émergene d'un modèle standardspéi�que au germanium, relativement aux probabilités d'interation életron-et trou-phonon.3.3 L'ionisation par ho3.3.1 Origine physique de l'ionisation par hoDans le adre usuel de l'étude du transport életronique à hamp faible ouintermédiaire, les porteurs de harges quasi-libres sont dans un état relativementprohe de l'équilibre thermodynamique. L'énergie inétique ommuniquée auxporteurs par le hamp est essentiellement relaxée via les phonons du réseau ris-tallin. Les méanismes d'interation qui dominent dans un tel régime sont desinterations élastiques (impuretés ionisées, désordre d'alliage, rugosité d'inter-fae), ou des interations inélastiques impliquant de faibles éhanges d'énergies,'est-à-dire n'exédant pas quelques dizaines de meV(phonons, ollisions inter-porteurs).Dans le domaine partiulier des hamps életriques forts, les porteurs libresaquièrent de l'énergie, quittent leur état de quasi-équilibre, et esaladent lastruture de bande. Lorsque l'énergie inétique d'un porteur libre dépasse lalargeur de bande interdite Eg, le méanisme de l'ionisation par ho devientaessible au porteur. Dans une telle on�guration, il lui est possible d'exiterpar ollision un életron de la bande de valene11, permettant ainsi sont aès àla bande de ondution. Il est évident que pour l'ativation d'un tel proessus,l'énergie-seuil est la valeur de la bande interdite Eg. Si on onsidère le bilandes porteurs libres en présene, on remarque que haque proessus d'ionisationpar ho résulte en la réation de 2 porteurs de harge, 'est-à-dire d'une paireéletron-trou. Ainsi lorsque le hamp életrique devient assez fort pour induireune haute fréquene d'ionisation par ho, le nombre de porteurs libres augmenteexponentiellement : on parle d'e�et avalanhe. La �gure 3.9 illustre le proessusde l'ionisation par ho direte initiée par un életron12 dans l'espae réiproque.Notons en outre qu'il existe plusieurs méanismes d'ionisation par ho ditsindirets. Ces proessus sont assistés par des absorptions phononiques, ou bienutilisent l'intermédiaire de niveaux profonds. Dans ette étude, on se limitera àl'ionisation par ho direte, qui est le méanisme prépondérant dans les semi-onduteurs de haute qualité ristallographique.3.3.2 Calul des probabilités d'interationLe alul ab initio de la probabilité d'ionisation par ho est un alul nu-mérique omplexe et fastidieux. Il fait intervenir un potentiel d'interation ou-lombien éranté, les fontions d'onde des états inidents, la fontion diéletrique11Il est important de noter que l'életron exité n'est pas initialement un porteur de harge ;en e�et, appartenant à la bande de valene, il est lié à un atome du réseau. C'est pourquoil'ionisation par ho n'est pas onsidérée omme une interation inter-porteur.12L'ionisation par ho initiée par un trou est un proessus exatement symétrique parrapport à la bande interdite. 57



CHAPITRE 3. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SI ET GE

Fig. 3.9: Shéma d'une ionisation par ho initiée par un életron (d'après[15℄). 1 et 2 représentent les états életroniques inidents ; 1′ et 2′ sont les étatséletroniques post-di�usion.et en�n la struture de bande ; il requiert en outre plusieurs intégrations sur lazone de Brillouin13. Le résultat d'une intégration numérique ab initio est untaux d'ionisation par ho Pii intrinsèquement anisotrope, i.e. fontion du ve-teur d'onde inident k [13,14,65℄. L'implémentation d'un tel taux d'interationdans un algorithme Monte Carlo est partiulièrement lourde, 'est pourquoiplusieurs auteurs de aluls ab initio fournissent une formule analytique pourapproximer le taux Pii. Le plus souvent, ette formule se présente omme unesimple fontion de l'énergie en puissane :
Pii(E) = P0 × (E − E0)

α0 (3.13)Dans l'expression (3.13), P0 est un préfateur, α0 l'exposant et le paramètre E0est le seuil e�etif du taux Pii.L'approximation analytique (3.13) est souvent nommée formule de Keldysh[9℄. Lorsque ses oe�ients P0, α0 et E0 sont ajustés sur des résultats ab ini-tio, elle permet de modéliser orretement et e�aement le taux d'ionisationpar ho [15, 20℄ (f. Fig. 3.10). C'est par onséquent ette approhe que nousadopterons pour dérire l'ionisation par ho dans le siliium, le germanium, lesalliages SiGe, et e pour les ionisations initiées par les életrons omme par lestrous. Le tableau 3.4 synthétise les paramètres de la formule de Keldysh utiliséspour les matériaux purs Si et Ge, pour haque type de porteur. Il est importantde souligner que haque jeu de paramètres provient d'un ajustement sur desrésultats ab initio, dont les référenes sont également spéi�ées en dernière o-lonne de la table 3.4. En auun as es oe�ients n'ont été introduits de façonarbitraire.La �gure 3.11 illustre les taux d'ionisation par ho résultant de l'appliationà la formule (3.13) des paramètres de la table 3.4. Dans le as des életronsomme dans elui des trous, il apparaît que la probabilité d'ionisation est ativée13pour le détail du alul numérique dans le siliium, voir par exemple les Ref. [3, 15℄ pourles életrons, [20℄ pour les trous 58



3.3. L'IONISATION PAR CHOC

Fig. 3.10: Probabilité d'ionisation par ho des trous dans le siliium (d'après[20℄). Les symboles désignent la probabilité anisotrope ab initio. La ligne onti-nue représente la formule isotrope de Keldysh intégrant les paramètres ajustésde la table 3.4.plus t�t dans le germanium que dans le siliium. Ce déalage en énergie, introduitpar les paramètres de seuil e�etif E0, résulte en des taux d'ionisation plus fortspour Ge que pour Si. Il s'explique par l'infériorité de la valeur de la bandeinterdite du germanium, omparée à elle du siliium (f. table 4.1).Dans le as des alliages SiGe, il n'existe à la onnaissane de l'auteur pasde travaux ayant rigoureusement dérivé le taux Pii et sa dépendane en x. Uneméthode d'interpolation phénoménologique a don été mise en plae, laquellepermet de aluler le taux Pii(E, x) depuis les taux PSi
ii et PGe

ii (f. � 4.4).3.3.3 Génération de l'état post-ionisationUne fois dé�nie la fontion Pii quanti�ant la probabilité d'ionisation, il fautmodéliser la modi�ation de l'état du porteur de harge induit par la ollision.La spéi�ité de l'ionisation par ho est la génération d'une paire életron-trouMatériau Porteur P0 α0 E0 Référene(eV−α0 s−1) (eV)Si e 1, 0 × 1011 4, 6 1, 1 [15℄h 1, 14 × 1012 3, 4 1, 49 [20℄Ge e 4, 0 × 1011 4, 8 0, 8 [19℄h 1, 2 × 1012 3, 8 1, 0 [21℄Tab. 3.4: Paramètres de Keldysh pour la dépendane en énergie du taux d'io-nisation par ho. 59
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Fig. 3.11: Approximation analytique de la probabilité d'ionisation par ho, paremploi d'une formule de Keldysh. Les ourbes bleues aratérisent l'ionisationpar ho dans le siliium, les ourbes rouges sont relatives au germanium.à haque interation. Etant donnée la nature mono-partiule de notre algo-rithme de simulation Monte Carlo, il se pose le problème de la modélisation dees porteurs générés. Puisque notre programme mono-partiule doit permettrel'extration de propriétés életroniques moyennes, il repose sur l'hypothèse d'unmilieu homogène (i.e. invariant dans l'espae) et stationnaire (i.e. invariant dansle temps). En se basant sur ette hypothèse, on peut onsidérer que la densitédes porteurs libres soit globalement onstante, 'est-à-dire non-modi�ée par lesproessus d'ionisation. Notre algorithme négligera don la génération de la paireéletron-trou supplémentaire, et se foalisera sur la modélisation de l'état éle-tronique di�usé14.La façon la plus simple de modéliser l'état post-ionisation onsiste à supposerque l'énergie inétique perdue par la partiule inidente au ours de l'impat estonstante et égale à la valeur Eg de la bande interdite [8, 10℄ :
E1′ = E1 − Eg (3.14)Cette méthode déterministe ne permet pas de prendre en ompte les détails dela struture de bande, ni la distribution des états �naux aessibles.Cependant les travaux ab initio modernes ont pu dérire de façon plus pré-ise la distribution statistique de l'état post-ionisation [15, 20, 66℄. Ces alulsnumériques ont notamment permis de formuler analytiquement la fontion de14noté 1′ dans la �gure 3.9 60



3.3. L'IONISATION PAR CHOCMatériau Porteur a b m n p Référene(eV) (eV1−p) (eV)Si e 0, 29 0, 32 0, 17 1, 059 1, 0 [15℄h 0, 375 0, 476 0, 053 1, 41 1, 7 [20℄Ge e 0, 29 0, 233 0, 17 0, 759 1, 0h 0, 375 0, 292 0, 053 0, 92 1, 7Tab. 3.5: Paramètres pour la distribution gaussienne de l'énergie du porteuraprès ionisation par ho.distribution de l'énergie E1′ de la partiule di�usée. Cette distribution est, àl'image de la formule de Keldysh, extraite depuis des résultats ab initio ; elle estformulée omme une distribution gaussienne dont les aratéristiques (valeurmoyenne 〈E1′〉 et éart type σ1′) sont fontions de l'énergie initiale E1 [15,20℄ :
PE1

(E1′ ) =
1

σ1′

√
2π

exp

[

−1

2

(

E1′ − 〈E1′〉
σ1′

)2
] (3.15)

〈E1′ 〉 = aE1 − b (3.16)
σ1′ = m(E1 − n)p (3.17)Les paramètres des équations (3.16) et (3.17), pour Si, Ge, et les deux types deporteurs, sont reportés dans le tableau 3.5. Notons que la formulation analytiquede la distribution en énergie des porteurs après ionisation par ho, sur la basede résultats numériques ab initio, a seulement été reportée pour le siliium. A�nde disposer de données équivalentes pour le germanium, on remplae la variable

E1 dans (3.16) et (3.17) par E1 + (ESi
0 − EGe

0 ), où E0 est le seuil e�etif de laformule de Keldysh.Les distributions gaussiennes issues de la formulation analytique (3.15) sontillustrées dans la �gure 3.12, pour le as des életrons dans le siliium. Troisdistributions en énergie issues de trois énergies initiales distintes sont ompa-rées, ei a�n de mettre en évidene l'in�uene de l'état pré-di�usion sur ladistribution post-di�usion. Il apparaît que, pour une énergie inétique initiale
E1 immédiatement supérieure au seuil e�etif E0 de l'ionisation, la distributionest très loalisée et située au bas de la bande. Dans e as, la distribution estassimilable à un pi de Dira entré en E1′ = 0, et notre méthode distribuée estquasi-équivalente à l'approximation (3.14). Cependant, lorsque l'énergie initiale
E1 augmente, l'augmentation de la densité des états �naux aessibles induitun fort élargissement de la distribution gaussienne. En outre, on remarque quel'énergie perdue par le porteur inident au ours de l'interation augmente for-tement ave son énergie initiale : pour E1 = 3, 0eV, l'énergie moyenne perdueest de l'ordre de 2, 5eV, soit plus de 2 fois l'amplitude de la bande interdite.Cei illustre les limites des modèles simplistes de type (3.14).Les modèles analytiques hoisis pour modéliser la probabilité d'interation etla distribution en énergie post-di�usion nous permettent dès lors d'implémenterde façon direte et e�ae le méanisme de l'ionisation par ho dans notrealgorithme de simulation Monte Carlo. Le veteur d'onde post-ionisation de lapartiule est généré par randomisation sur la surfae iso-énergie {E = E1′}61



CHAPITRE 3. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SI ET GE

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Secondary electron energy (eV)

N
or

m
al

iz
ed

 d
is

tr
ib

ut
io

n 
(a

.u
.)

1.3 eV 2.0 eV 3.0 eV

 

 
E

1
 = 1.3 eV

E
1
 = 2.0 eV

E
1
 = 3.0 eV
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3.4. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SI1. Pour un hamp életrique appliqué de 1 kV/cm, les porteurs sont prohesde l'équilibre thermodynamique et sont distribués essentiellement au voi-sinage des minima de la struture de bande.2. Pour un hamp életrique appliqué de 100 kV/cm, les porteurs sont forte-ment aélérés. L'énergie aquise par les porteurs sous l'ation motrie duhamp résulte dans une augmentation de leur énergie moyenne : l'équilibrethermodynamique est brisé.Ces 2 on�gurations vont nous permettre de mettre en évidene l'e�et de l'éhauf-fement des porteurs sur leur distribution dans l'espae réiproque. Le ode ou-leur utilisé dans les �gures 3.13a, 3.13b, 3.14a et 3.14b est un gradient linéaireassoié à l'énergie de la partiule.
Silicon, Electrons

(a) Fx = 1 kV/cm

Silicon, Electrons

(b) Fx = 100 kV/cmFig. 3.13: Distribution des életrons dans la zone de Brillouin du siliium à
300 K, pour 2 hamps életriques appliqués.Les �gures 3.13a et 3.13b sont relatives aux distributions des életrons.A l'équilibre thermodynamique, les partiules sont très loalisées autour desentres des 6 vallées ∆. Sous l'ation d'un hamp életrique fort, les életronsaquièrent de l'énergie et se déloalisent sensiblement des 6 minima de la dis-persion : on parle d'élargissement de la distribution.La distribution des trous à l'équilibre est très onentrée en Γ, i.e. au voi-sinage de l'unique minima des bandes de valene (f. Fig. 3.14a). L'appliationd'un hamp életrique important induit l'éhau�ement des trous ; leur distribu-tion s'élargit en entre de zone de Brillouin (f. Fig. 3.14b).3.4.2 Vitesse de dériveLe premier résultat fondamental dans le adre de l'étude quantitative dutransport des harges libres dans un semionduteur est la vitesse de groupe63



CHAPITRE 3. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SI ET GE
Silicon, Holes

(a) Fx = 1 kV/cm

Silicon, Holes

(b) Fx = 100 kV/cmFig. 3.14: Distribution des trous dans la zone de Brillouin du siliium à 300 K,pour 2 hamps életriques appliqués.moyenne qu'ils aquièrent en réponse à l'appliation d'un hamp életriquedonné : on parle de vitesse de dérive. Les graphes 3.15a et 3.16a illustrent lesaratéristiques vitesse-hamp respetivement obtenues par simulation MonteCarlo du transport des életrons et des trous dans Si. L'évolution onomi-tante de l'énergie moyenne des porteurs, traée en fontion du hamp életrique,onstitue la aratéristique énergie-hamp, visible en �gure 3.15b pour les éle-trons, en �gure 3.16b pour les trous. On peut identi�er 3 régimes ou domainesdi�érents dans la onstitution des aratéristiques vitesse- et énergie-hamp :1. Le régime linéaire orrespond aux hamp életriques faibles ompris ap-proximativement entre 0 et quelques kV/cm. Ce régime est aratérisé parune réponse linéaire de la vitesse de dérive vd à l'appliation du hampéletrique F :
vd = µF (3.18)Le oe�ient de proportionnalité noté µ dans (3.18) est la mobilité àfaible hamp, ou mobilité ohmique des porteurs. C'est une propriété fon-damentale du matériau qui quanti�e son aratère onduteur. Le régimelinéaire s'établissant pour les hamps faibles, il orrespond au transport deharges libres dans un état prohe de l'équilibre thermodynamique. L'éner-gie moyenne des porteurs est onstante et égale à l'énergie thermique : lerégime linéaire est ainsi lairement identi�able par le palier initial de laaratéristique énergie-hamp. La rupture de l'équilibre thermodynamiquepar l'appliation de hamps plus élevés résulte dans la �n de la validité dela relation linéaire (3.18), et induit la sortie du régime linéaire.2. Le régime de transition s'établit entre les régimes linéaire et saturé. Ils'établit dans la gamme des hamps intermédiaires, approximativement64



3.4. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SIMatériau Porteur µmc µexp

cm2/Vs cm2/VsSi e 1518 1500h 564 500Ge e 3562 3800h 1814 1800Tab. 3.6: Mobilité des életrons et des trous dans le siliium et le germaniumà 300 K. Les résultats de simulation sont omparés aux données expérimentalesde la Ref. [68℄.entre 3 et 100 kV/cm. Au niveau de la dynamique des harges, il estaratérisé par l'éhau�ement progressif des porteurs libres.3. Le régime de saturation est elui des hamps életriques forts, il s'éta-blit au-delà de 100 kV/cm. Dans e domaine, le transport des harges estfortement hors d'équilibre. La vitesse de dérive atteint une valeur limitemaximale, globalement onstante : on parle de vitesse de saturation, usuel-lement notée vsat. Les partiules deviennent très énergétiques et, dès lorsque leur énergie atteint l'amplitude de la bande interdite, peuvent pro-voquer l'ionisation par ho. Au-delà de plusieurs entaines de kV/cm,l'ionisation par ho devient le méanisme dominant du proessus de re-laxation de l'énergie des porteurs.La vitesse de dérive des porteurs dans un semionduteur est mesurable di-retement par la méthode du temps de vol15. Cette tehnique est basée surla mesure du délai néessaire à des porteurs de harge photo-exités, soumisà une di�érene de potentiel, pour se propager sur une distane onnue [67℄.Les aratéristiques vitesse-hamp des életrons (f. Fig. 3.15a) et des trous(f. Fig. 3.16a) mettent en évidene un exellent aord entre nos résultats desimulation et les mesures par méthode du temps de vol. Le alul de la pentede la aratéristique vitesse-hamp dans son régime linéaire permet d'extrairediretement la mobilité des porteurs. Un omparatif est établi entre les mobi-lités théoriques et expérimentales dans le tableau 3.6. Les mesures de mobilitédes porteurs dans le siliium sont orretement reproduites par nos simulations.Il n'est ependant pas possible de valider expérimentalement la aratéristiqueénergie-hamp résultant de nos simulations. En e�et, il n'existe pas de tehniqueexpérimentale permettant de mesurer diretement l'énergie moyenne des por-teurs. On peut néanmoins obtenir une indiation indirete sur l'éhau�ementdes porteurs via les mesures du oe�ient d'ionisation par ho.3.4.3 Coe�ient d'ionisation par hoOn dé�nit le oe�ient d'ionisation par ho, noté α, omme l'inverse dela distane moyenne parourue par un életron ou un trou avant de produireune ionisation par ho. Le oe�ient α onstitue don un indie quanti�ant lafréquene des ionisations par ho provoquées par le gaz de porteurs libres. La15time-of-�ight tehnique en Anglais 65



CHAPITRE 3. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SI ET GEprobabilité d'ionisation par ho étant une fontion très fortement roissante del'énergie du porteur, la fréquene moyenne des ionisations dépendra de la distri-bution en énergie des porteurs. On voit don omment la donnée du oe�ientd'ionisation α renseigne indiretement sur l'énergie moyenne d'une populationde porteurs.Le alul du oe�ient α par méthode Monte Carlo peut s'e�etuer de plu-sieurs façon di�érentes. Une première tehnique onsiste à ompter le nombre
nii d'ionisations par ho induites par la partiule pendant une durée de propa-gation ∆t. La période moyenne d'ionisation de la partiule est alors diretementdonnée par le ratio ∆t/nii et la distane moyenne de propagation avant ioni-sation s'obtient omme le produit de la période d'ionisation par la vitesse dedérive :

α−1 = vd
∆t

nii
(3.19)Une seonde approhe onsiste à aluler la distane parourue par la partiuledans l'espae réel [5℄. Cette distane de propagation est la somme des trajetsélémentaires δd e�etués lors des phases suessives d'aélération balistique. Ahaque phase balistique, sous l'ation du hamp F , la partiule dérive sur ladistane δd et aquiert la quantité d'énergie δE :

δE = eFδdLe oe�ient d'ionisation s'érit alors omme l'inverse du parours moyen parionisation :
α−1 =

∑

δd

nii
=

∑

δE/eF

nii
(3.20)Ces deux tehniques de alul distintes sont physiquement équivalentes, etproduisent par onséquent des résultats numériques similaires pour le oe�ientd'ionisation α.Les oe�ients d'ionisation par ho des életrons et des trous ont été beau-oup mesurés dans le siliium. Les résultats de es mesures fournissent une réfé-rene préieuse pour évaluer le omportement de nos modèles à hautes énergies.Les �gures 3.15 et 3.16 omparent les résultats obtenus par simulation MonteCarlo pour les oe�ients d'ionisation respetifs des életrons et des trous, aveles données expérimentales publiées. On peut onstater la très bonne adéqua-tion existant entre mesure et modélisation, pour les deux types de porteurs deharge.3.4.4 E�aité quantiqueL'e�aité quantique16 est un indie quanti�ant le pouvoir de générationde paires életron-trou dans un matériau semionduteur. Cet indie, noté Φ,est dé�ni omme le nombre de paires életron-trou générées en moyenne parun életron inident d'énergie E. On peut analyser la dépendane en énergie del'e�aité quantique en dé�nissant 3 gammes d'énergies :1. Pour E < Eg, l'életron inident est trop faiblement énergétique pour pou-voir exiter un életron de la bande de valene : la probabilité d'ionisationpar ho est nulle. Dans ette gamme d'énergies, on a Φ(E) = 0.16quantum yield en Anglais 66
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3.4. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SI2. Pour Eg < E < 5 eV, l'énergie de l'életron inident devient su�santepour générer l'ionisation par ho. Cependant, à es énergies la dyna-mique de l'életron est largement dominée par l'émission phononique :la trajetoire la plus probable pour l'életron inident est une sues-sion d'émissions de phonons, aboutissant à la relaxation de l'énergie del'életron en-deçà du seuil d'ionisation. Parmi une population d'életronsinidents, seule une minorité statistique d'entre eux vont provoquer uneionisation, et l'e�aité quantique, quoique non-nulle, est très inférieure à
1. Aux niveaux d'énergie supérieurs, la probabilité d'ionisation roit rapi-dement. L'e�aité quantique augmente en onséquene et tend progres-sivement vers 1 : à e stade, la majorité des életrons injetés provoquentune ionisation par ho au ours du proessus de relaxation de leur énergievers l'équilibre thermodynamique. La donnée expérimentale de l'e�aitéquantique mesurée dans ette gamme d'énergie onstitue une informa-tion fondamentale sur le transport à très hautes énergies des életrons :l'indie Φ renseigne sur le poids statistique relatif des probabilités d'ioni-sation Pii(E) et d'interation életron-phonon Pph(E), 'est-à-dire sur leratio Pii/Pph.3. Pour E > 5 eV, l'életron inident est tellement énergétique qu'il vapouvoir provoquer diretement ou indiretement plusieurs ionisations parho. Pendant le proessus diret, l'életron inident génère suessivementplusieurs ionisations. De façon indirete, e sont les paires életron-trougénérées par l'életron inident qui vont provoquer des ionisations de 2ndordre. Ainsi, lorsque l'énergie inidente de l'életron dépasse 5 eV, l'e�-aité quantique va progressivement dépasser l'unité. Il est remarquableque parmi les ionisations de 2nd ordre ausées par les porteurs seondaires,ertaines sont provoquées par les trous exités dans la bande de valene.Ainsi, la mesure de Φ dans ette gamme d'énergies extrêmes fournit unindiateur relatif au transport à hautes énergies des deux types de porteurs.La simulation de l'e�aité quantique par méthode Monte Carlo requiert lamise en plae d'un algorithme spéi�que, apable de simuler la propagation desdeux types de porteurs. La méthode de alul de Φ(E0) onsiste à injeter unéletron d'énergie E0 et à simuler sa dynamique de transport, sans hamp éle-trique appliqué. L'életron injeté va naturellement tendre à atteindre l'équilibrethermodynamique en relaxant son énergie via des interations életron-phononet des ionisations par ho. A haque paire életron-trou réée, la trajetoiredans l'espae réiproque des porteurs seondaires générés est également simu-lée, a�n de prendre en ompte les ionisations de 2nd ordre, 3e ordre, et. Oninterrompt le suivi des partiules dont l'énergie devient inférieure au seuil ef-fetif d'ionisation, elles-i ne pouvant plus ontribuer à l'e�aité quantique.Pour haque niveau initial E0, plusieurs milliers d'injetions sont simulées a�nde minimiser le bruit statistique a�etant l'e�aité quantique Φ(E0), laquelleest �nalement alulée omme le ratio du nombre d'ionisations par ho simuléessur le nombre d'injetions à l'énergie initiale E0 [65℄.Les résultats de simulation de l'e�aité quantique du siliium sont expo-sés dans les �gures 3.15d et 3.16d. La �gure 3.15d est spéi�que aux faiblesniveaux d'injetion, pour lesquels l'e�aité quantique est inférieure à l'unité.Dans ette gamme d'énergie, seul l'életron inident peut ontribuer à Φ. Letrès bon aord onstaté entre les mesures de l'indie d'e�aité quantique et69



CHAPITRE 3. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SI ET GEles simulations onstitue la validation dé�nitive de notre modèle d'interationéletron-phonon. La �gure 3.16d est onsarée aux forts niveaux d'injetion,pour lesquels l'e�aité quantique dépasse l'unité. A�n d'identi�er la ontri-bution des trous seondaires à l'indie Φ, nous avons proédé à 2 séries desimulations, respetivement ave et sans l'inlusion du transport des trous se-ondaires. Les données expérimentales de l'e�aité quantique exédant l'unitémènent aux onlusions suivantes [18℄ :� Il est néessaire de prendre en ompte la propagation des trous seon-daires et les ionisations d'ordres supérieurs, pour expliquer les résultatsexpérimentaux ;� Les mesures d'e�aité quantique supérieures à l'unité permettent de va-lider les modèles de transport des trous à haute énergie ;� La très bonne onordane obtenue entre les résultats de mesure et desimulation valide la alibration de notre modèle d'interation trou-phonon.3.4.5 Fontion de distributionLa fontion de distribution ou densité en énergie n(E) onstitue un résultatfondamental de toute simulation de transport de harges. Cette fontion indiqueles détails de la distribution en énergie de la population des porteurs libresreprésentatifs de l'état moyen d'énergie 〈E〉. La densité à l'énergie E est dé�niepar la onentration de porteurs dont l'énergie inétique est omprise entre Eet E + dE. L'extration de ette quantité par méthode Monte Carlo néessitela spéi�ation préalable d'une disrétisation numérique de la variable énergie
E. On peut dé�nir la variable disrétisée Ej par un pas onstant ∆E :

Ej = j ·∆E (3.21)La fontion de distribution va être tabulée sur l'éhelle des énergies dé�nie par(3.21). La densité nj assoiée à l'énergie Ej est alulée en utilisant la méthodestatistique standard de l'ensemble synhrone (f. éq.(2.9)) :
〈nj〉 =

Nc

∆E

1

L

L
∑

i=1

δj(Ei) (3.22)ave
δj(Ei) = 1 si Ej ≤ Ei < Ej+1

δj(Ei) = 0 sinonDans l'équation (3.22), Ei est la valeur prise par l'énergie de la partiule à la�n du ie vol libre, et Nc indique la densité totale de porteurs libres. La suite des
nj assoiée à l'éhelle des énergies Ej orrespond à la distribution numériquealulée par l'algorithme Monte Carlo.Les fontions de distribution des életrons et des trous dans le siliium, al-ulées pour plusieurs hamps életriques, sont exposées dans les �gures 3.17aet 3.17b, respetivement. L'e�et du hamp életrique sur la distribution desporteurs est lairement visible : l'augmentation du hamp entraine l'élargisse-ment de la distribution, traduisant l'éhau�ement progressif des porteurs deharge. L'observation attentive de la fontion de distribution des életrons ob-tenue pour un hamp de 300 kV/cm révèle la présene d'un épaulement situé70



3.5. SIMULATION DU TRANSPORT DANS GEau voisinage de 2, 6 eV, également onstaté dans la Ref. [3℄. Cette aumula-tion loale des életrons est due au pi que présente la probabilité d'interationéletron-phonon aux mêmes énergies. Ce détail de la distribution életronique àfort hamp illustre omment la probabilité d'interation porteur-phonon, alu-lée en ohérene ave une struture de bande réaliste, détermine la distributiondes porteurs à haute énergie.Plusieurs résultats supplémentaires relatifs à la simulation du transport desporteurs de harge dans le siliium sont présentés en annexe, à savoir le alul dela mobilité des életrons dans le siliium biaxialement ontraint (f. annexe B),et une investigation du dépassement transitoire de vitesse des életrons et destrous dans le siliium massif (f. annexe C).3.5 Simulation du transport dans Ge3.5.1 Distribution dans l'espae réiproqueA l'équilibre thermodynamique, les életrons oupant la bande de ondu-tion du germanium sont loalisés dans les 8 demi-vallées L, aux frontières de la1re zone de Brillouin (f. Fig. 3.18a). Du fait de la très faible masse transversearatérisant la dispersion ellipsoïdale du Ge au voisinage de ses minima17, leséletrons à l'équilibre sont on�nés le long du grand axe des vallées L. Lorsque leséletrons de ondution sont aélérés par un hamp életrique fort, ils aèdenttrès rapidement aux vallées supérieures Γ et ∆, elles-i étant partiulièrementprohes en énergie. La population életronique résultante est remarquablementdéloalisée, et oupe tous les points de haute symétrie de l'espae réiproque,omme l'illustre la �gure 3.18b.La struture des bandes de valene de Si et Ge étant qualitativement simi-laires, les distributions de trous dans les deux matériaux sont omparables : lapopulation de porteurs est entrée en entre de zone et s'étend radialement sousl'ation motrie d'un fort hamp életrique. Toutefois, on peut remarquer quela distribution des trous à l'équilibre thermodynamique est sensiblement plusétendue dans le as du Si que du Ge (f. Figs. 3.14a et 3.19a). Cette di�éreneest ausée par la supériorité de la masse de densité d'états du siliium sur elledu germanium :
mSi

dos/m0 = 0, 87 et mGe
dos/m0 = 0, 38A fort hamp, les trous s'éloignent du entre de zone Γ et les e�ets induits par lagéométrie des minima de bande s'amenuisent : les distributions de trous énergé-tiques deviennent globalement similaires pour Si (Fig. 3.14b) et Ge (Fig. 3.19b).3.5.2 Vitesse de dériveLes aratéristiques vitesse-hamp des életrons et des trous dans le germa-nium massif à 300 K sont reportées dans les �gures 3.20a et 3.21a. Les araté-ristiques énergie-hamp orrespondantes sont présentées dans les �gures 3.20bet 3.21b. Bien que l'observation des résultats de vitesse de dérive fasse appa-raitre un bon aord global entre simulation et mesure, on peut remarquer une17mL

t /m0 = 0, 08 pour Ge 71



CHAPITRE 3. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SI ET GE
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(b)Fig. 3.17: Fontions de distribution en énergie des életrons (Fig. 3.17a) etdes trous (Fig. 3.17b) dans le siliium massif à 300 K, pour plusieurs hampséletriques appliqués. Les probabilités totales d'interation életron- et trou-phonon sont également traées (lignes ontinues grises).72



3.5. SIMULATION DU TRANSPORT DANS GE
Germanium, Electrons

(a) Fx = 1 kV/cm

Germanium, Electrons

(b) Fx = 100 kV/cmFig. 3.18: Distribution des életrons dans la zone de Brillouin du germanium à
300 K, pour 2 hamps életriques appliqués.

Germanium, Holes

(a) Fx = 1 kV/cm

Germanium, Holes

(b) Fx = 100 kV/cmFig. 3.19: Distribution des trous dans la zone de Brillouin du germanium à
300 K, pour 2 hamps életriques appliqués.73



CHAPITRE 3. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SI ET GEdivergene notable dans la aratéristique de vitesse des életrons : au-delà de
3 kV/cm, nos résultats théoriques tendent à surestimer la vitesse des életronsmesurée expérimentalement. Il est d'autant plus di�ile d'expliquer la ause deet éart que les mesures de vitesse de dérive ne sont pas disponibles pour leshamps exédant 10 kV/cm. En outre, le très faible nombre des études expéri-mentales publiées relativement aux propriétés életriques du germanium onsti-tue un réel obstale à l'interprétation de ette divergene. Ayant onsiene del'éart existant entre nos simulations et l'unique référene expérimentale dispo-nible [79℄ dans la gamme des hamps intermédiaires, on peut seulement soulignerle très bon aord existant dans le régime linéaire (f. Tab. 3.6), et préiser quela variation des préfateurs empiriques ∆η ne permet pas de réduire le désaordobservé.3.5.3 Coe�ient d'ionisation par hoLes résultats à forts hamps pour le oe�ient d'ionisation par ho deséletrons et des trous dans le germanium sont illustrés dans les �gures 3.20et 3.21. Conernant l'ionisation des életrons, le oe�ient alulé par simu-lation est sensiblement plus faible que les résultats expérimentaux. On doitpréiser que l'obtention d'un oe�ient d'ionisation supérieur par ajustementde la alibration induit une augmentation de la vitesse de dérive à fort hamp :l'amélioration du onsensus simulation-mesure au niveau du oe�ient d'ionisa-tion résulte dans sa détérioration au niveau de la aratéristique vitesse-hamp.A la vue de ette situation déliate, notre stratégie de alibration onsiste iià obtenir le meilleur ompromis, 'est-à-dire à atteindre un aord intermé-diaire sur toute la gamme des hamps életriques, plut�t que de reherher unonsensus parfait sur un résultat spéi�que. A e titre les résultats de simulationprésentés pour le transport des életrons dans Ge, pour des hamps életriquesappliqués entre 0, 1 et 500 kV/cm, représentent le meilleur aord global obtenuave les données expérimentales. Ii enore, la faible quantité des travaux expé-rimentaux publiés relativement au oe�ient d'ionisation des porteurs dans legermanium est pénalisante. Conernant l'ionisation des trous, les résultats desimulation sont très prohes des diverses lois linéaires empiriques publiées pourle oe�ient d'ionisation [80, 81℄.A notre onnaissane, l'e�aité quantique dans le germanium n'a pas étémesurée. L'établissement d'un modèle standard pour les interations porteur-phonon dans Ge, analogue à elui déterminé dans Si, ne pourra se faire sansette donnée expérimentale. L'amplitude de nos modèles d'interation életron-et trou-phonon à hautes énergies ne peut don pas être dé�nitivement validée.Néanmoins, le bon aord globalement atteint par nos résultats de simulationave un nombre important de données expérimentales, dans une large gammede hamps életriques, relativement aux deux types de porteurs, onstitue unevalidation su�samment solide des modèles physiques employés.3.5.4 Fontion de distributionLes distributions en énergie des életrons et des trous dans le germanium,alulées par simulation pour di�érents hamps életriques, sont visibles dansles �gures 3.22a et 3.22b. Les fontions de distribution des életrons sont remar-quables par la présene d'une marhe située vers 0, 2 eV, observation également74
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3.5. SIMULATION DU TRANSPORT DANS GEformulée dans la Ref. [24℄. Cette disontinuité loale de la distribution orres-pond à l'énergie des 6 vallées ∆. L'apparition des vallées ∆ à ette énergie in-duit une forte augmentation de la densité d'états aessibles, laquelle provoqueune aumulation loale d'életrons. Cette disontinuité dans la distribution enénergie des életrons illustre omment le aratère multi-vallée de la bande deondution du germanium in�uene la dynamique des életrons libres.

77



CHAPITRE 3. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SI ET GE

0 1 2 3 4 5
10

−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

Energy (eV)

D
is

tr
ib

ut
io

n 
F

un
ct

io
n 

(a
.u

.)

Germanium, Electrons

 

 

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

E
le

ct
ro

n−
P

ho
no

n 
S

ca
tte

rin
g 

R
at

e 
(1

014
 s

−
1 )

5 kV/cm
30 kV/cm
150 kV/cm
300 kV/cm

(a)

0 1 2 3 4 5
10

−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

Energy (eV)

D
is

tr
ib

ut
io

n 
F

un
ct

io
n 

(a
.u

.)

Germanium, Holes

 

 

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

H
ol

e−
P

ho
no

n 
S

ca
tte

rin
g 

R
at

e 
(1

014
 s

−
1 )

5 kV/cm
30 kV/cm
150 kV/cm
300 kV/cm
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Chapitre 4Modélisation des e�etsd'alliage pour la simulationdu transport életroniquedans les alliages ternairesSiGeC4.1 Paramètre de maille du SiGeC4.1.1 Loi de DismukesLa struture ristalline du germanium est aratérisée par un paramètre demaille aGe légèrement supérieur à elui du siliium, omme on peut le voir dansle tableau 4.1. Par onséquent, le paramètre de maille de l'alliage Si1−xGex seraune fontion a(x) naturellement roissante. L'évolution du paramètre de maillede l'alliage SiGe a notamment été mesurée par Dismukes [83℄, lequel a pu dériverde ses mesures une loi empirique analytique :
a(x) = (1 − x)aSi + xaGe − x(1 − x) × 0, 026674Å (4.1)Et par appliation numérique (en Å) :

a(x) = 5, 431 + 0, 200326x + 0, 026674x2 (4.2)La formule (4.2) induit un aroissement quasi-linéaire du paramètre de maillede l'alliage SiGe ave la fration molaire relative x.4.1.2 Loi de VegardLe paramètre de maille des alliages ternaires Si1−x−yGexCy est usuellementalulé en utilisant la loi de Vegard, qui établit une simple interpolation linéaireentre les paramètres de maille respetifs de Si, Ge et C [84,85℄ :
a(x, y) = (1 − x − y)aSi + xaGe + yaC (4.3)79



CHAPITRE 4. MODÉLISATION DES EFFETS D'ALLIAGE DANS SIGECParamètre Si Ge C Unité
Eg 1,12 0,66 5,47 eV
a 5,431 5,658 3,567 Å

Rws 2,122 2,211 1,394 Å
ρ 2,329 5,323 3,515 g/cm3

ǫ 11,9 16,2 5,7 -
c11 165,77 128,53 1076,4 GPa
c12 63,93 48,26 125,2 GPaTab. 4.1: Propriétés de Si, Ge et C à température ambiante. Les paramètrestabulés sont, dans l'ordre, les bande interdite, paramètre de maille, rayon deWigner-Seitz, densité, onstante diéletrique relative et onstantes élastiques.Il apparait immédiatement que le formalisme purement linéaire de Vegard nepeut pas se réduire à elui de Dismukes pour le as limite où y = 0. La loi deVegard n'est don pas satisfaisante. On hoisit d'établir un formalisme pour leparamètre de maille du SiGeC qui soit ohérent ave l'équation de Dismukes.On propose d'érire le paramètre de maille du SiGeC omme une interpolationlinéaire entre le paramètre de maille du SiGe et elui du arbone :

a(x, y) = (1 − y)aSiGe + yaC (4.4)
a(x, y) = (1 − y)a(x′) + yaC (4.5)

x′ =
x

1 − y
(4.6)Dans l'équation (4.5), la fontion a(x′) est l'équation de Dismukes appliquée àla fration molaire x′ dé�nie dans (4.6). On peut véri�er que notre formalismese réduit à elui de Dismukes pour y = 0, et intègre la dépendane linéaire en

y suggérée par la loi de Vegard. La loi d'évolution du paramètre de maille dansles alliages SiGeC exprimée selon l'équation (4.5) est traée dans la �gure 4.1.Les paramètres de maille qui aratérisent la ristallisation du Ge et du C sousforme de struture diamant sont respetivement supérieur et très inférieur àelui du Si. En onséquene la variation du paramètre de maille du SiGeC vaêtre régie par deux tendanes inverses :� l'augmentation de la fration molaire x en Ge va induire un aroissementdu paramètre de maille de l'alliage ;� à l'inverse, l'augmentation de la fration molaire y en C va fortementréduire la paramètre de maille de l'alliage.Pour ertaines ompositions partiulières (x0, y0), es deux tendanes oppo-sées se neutralisent mutuellement. Le paramètre de maille de l'alliage ternaire
Si1−x0−y0

Gex0
Cy0

est alors exatement égal à elui du siliium massif : on ditque l'alliage est ompensé1 [86, 87, 88℄.1strain-ompensated en Anglais 80



4.1. PARAMÈTRE DE MAILLE DU SIGEC
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3 on�gurations méaniques possibles pour la ouhe pseudomorphique :� Si la onentration en Ge est dominante sur la onentration en C, la para-mètre de maille de l'alliage relaxé est supérieur au paramètre de maille dusiliium. La ouhe de SiGeC va se déformer élastiquement pour adapterson paramètre de maille à elui du substrat dans le plan de l'interfae.La roissane pseudomorphique de la ouhe de SiGeC sur substrat Siinduit l'apparition dans la ouhe épitaxiée d'une ontrainte biaxiale enompression (f. Fig. 4.2a).� Si le onentration en C est dominante sur la onentration en Ge, leparamètre de maille de l'alliage relaxé est inférieur au paramètre de mailledu siliium. L'adaptation du di�érentiel de paramètre de maille par laouhe épitaxiée résulte dans un état de ontrainte biaxiale en tension(f. Fig. 4.2b).� Si les onentrations de Ge et C sont introduites dans des proportions vé-ri�ant la ondition partiulière de la ompensation, le paramètre de maillede l'alliage relaxé est identique à elui du substrat. La roissane pseudo-morphique par épitaxie n'introduit auune ontrainte dans la ouhe deSiGeC : on dit que la ouhe épitaxiée est relaxée (f. Fig. 4.2).2On ne s'intéresse ii qu'au seul as d'une roissane pseudomorphique, dans laquelle il ya adaptation entre le paramètre de maille de la ouhe et elui du substrat.81



CHAPITRE 4. MODÉLISATION DES EFFETS D'ALLIAGE DANS SIGEC

(a) ompression (b) tension () ompensationFig. 4.2: Croissane pseudomorphique d'une ouhe de SiGeC adaptée au sub-strat Si (d'après [85℄). En fontion de la omposition de l'alliage, 3 on�gurationméaniques sont possibles.Dans le as d'une roissane adaptée, l'état de déformation du SiGeC estanisotrope. Dans le plan du substrat, le paramètre de maille longitudinal a‖ estégal à elui du Si, tandis que dans la diretion transverse le paramètre de maille
a⊥ est libre et se déforme élastiquement. Le tenseur de déformation assoié estdit biaxial, et il s'érit :

[ǫ(x, y)] =





ǫ‖ 0 0
0 ǫ‖ 0
0 0 ǫ⊥



 (4.7)Les termes diagonaux du tenseur (4.7) véri�ent :
ǫ‖ =

aSi − a(x, y)

a(x, y)

ǫ⊥ = −2
c12(x, y)

c11(x, y)
× ǫ‖où les onstantes élastiques c11 et c12 de l'alliage sont interpolées linéairemententre les valeurs respetives de Si, Ge et C, selon [88℄ :

c11(x, y) = (1 − x − y) · cSi
11 + x · cGe

11 + y · cC
11Une ouhe adaptée en ompression est aratérisée par un tenseur véri�ant :

a(x, y) > aSi ⇒ ǫ‖ < 0 et ǫ⊥ > 0Inversement, le tenseur de ontrainte aratéristique d'une ouhe en tensionvéri�e :
a(x, y) < aSi ⇒ ǫ‖ > 0 et ǫ⊥ < 0Dans le as partiulier de la ompensation de la ouhe de SiGeC, le tenseur dedéformation est nul.Il est fondamental de onsidérer l'état de ontrainte de l'alliage SiGeC épi-taxié sur substrat de siliium. En e�et, toute ontrainte méanique a�etant unmatériau semionduteur altère drastiquement sa struture de bande, et modi�ede façon onomitante ses propriétés életroniques.82



4.2. STRUCTURE DE BANDE DU SIGEC4.2 Struture de bande du SiGeC4.2.1 Struture de bande du SiGeLa relation de dispersion dans les alliages aléatoires binaires Si1−xGex est al-ulée par méthode Tight-Binding [54, 55℄. L'évolution de la struture de bandedu SiGe non-ontraint ave la fration molaire en Ge est illustrée dans la �-gure 4.3a, qui détaille la position relative en énergie des minima loaux de ladispersion. Conernant la struture des bandes de ondution, on observe unetransition entre une dispersion de type Si, et une dispersion de type Ge :� Pour x ≤ 83%, les minima des bandes de ondution sont onstitués par 6vallées ∆, de façon analogue au siliium. A l'équilibre thermodynamique,les életrons de ondution oupent très majoritairement es vallées ∆.� Pour x > 83%, les vallées L deviennent moins énergétiques que les val-lées ∆, et deviennent de fait la région de l'espae réiproque ontribuantmajoritairement au transport des életrons libres. Cependant, les valléessatellites ∆ et Γ sont seulement éloignées de quelques entaines de meV, etrestent aessibles aux életrons de ondution : toutes les vallées ontri-buent signi�ativement au transport des életrons, même dans des ondi-tions prohes de l'équilibre thermodynamique.La struture de la dispersion des trous dans le SiGe reste qualitativement si-milaire sur toute la gamme des x. Les bandes de trous lourds et légers sontdégénérées au point Γ, et le déalage de spin-orbite augmente régulièremententre les valeurs du Si et du Ge.L'e�et de la ontrainte biaxiale ompressive, induite par la roissane pseu-domorphique du SiGe sur un substrat Si massif, sur la struture de bande duSiGe est illustré par la �gure 4.3b. Au niveau des bandes de ondution, laontrainte en ompression provoque une levée de dégénéresene des vallées ∆ :les 2 vallées ∆001 sont déalées vers les énergies hautes, et les 4 vallées ∆100et ∆010 sont rabaissées en énergie et deviennent onomitamment les plus basminima de la dispersion dans toute la gamme des x. Il est partiulièrement re-marquable que le transport des életrons dans le germanium s'e�etue dans lesvallées ∆ lorsqu'il est ontraint biaxialement sur un substrat de siliium. La per-turbation induite par la ontrainte biaxiale va également produire une levée dedégénéresene au niveau des bandes de valene : les bandes de trous lourds etde trous légers se déalent en entre de zone, et la bande de spin-orbite s'éartedavantage du minimum de la dispersion.4.2.2 E�ets du arbone sur la struture de bandeDans le adre de la présente étude, la modélisation de l'e�et du arbone ensite substitutionnel sur la struture de bande des alliages ternaires aléatoiresSi1−x−yGexCy va être traitée de façon phénoménologique. Il est néessaire derappeler que, la solubilité du arbone dans le SiGe étant très réduite, il estdi�ile d'inorporer des quantités importantes d'atomes de arbone substitu-tionnels dans une matrie de SiGe. Les plus fortes frations molaires ont étéobtenues par des tehniques d'épitaxie en phase vapeur3, et atteignent 2% dansdes ouhes de SiGeC [89℄. L'in�uene du arbone, présent en proportion très3Chemial Vapor Deposition (CVD) en Anglais83
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(b) SiGe sur SiFig. 4.3: Energies des points de haute symétrie dans la struture de bandedu SiGe en fontion de la fration molaire en Ge. Les 2 on�gurations du SiGerelaxé (Fig. 4.3a) et ontraint en ompression sur substrat Si (Fig. 4.3b) sontonsidérées. Le référentiel des énergies est pris au plus haut point des bandes devalene.minoritaire dans le SiGeC ristallin, sur la struture de bande de l'alliage ter-naire, est relativement peu onnue.Parmi les études expérimentales ayant investigué les propriétés életriquesdes alliages SiGeC, on peut notamment iter les travaux de Chang [90℄. Il autilisé des tehniques de magnétotransport pour mesurer les masses e�etives destrous dans des ouhes ontraintes de SiGeC intégrant jusqu'à 0, 6% de arbonesubstitutionnel. Les résultats de l'étude [90℄ sont exposés dans la �gure 4.4 : lesmasses e�etives des trous mesurées ne dépendent pas signi�ativement de lafration molaire y en arbone. Ces résultats semblent indiquer la faible in�uenedu C sur la struture des bandes de valene du Si1−x−yGexCy. L'auteur de esrésultats expérimentaux en onlut que la struture des bande de valene duSi1−x−yGexCy est essentiellement similaire à elle du Si1−xGex
4.L'étude théorique de la struture de bande du Si1−x−yGexCy a été notam-ment entreprise dans les travaux de Orner et Kolodzey [91℄. Ces auteurs ontappliqué des tehniques de alul LCAO5 pour modéliser la struture de banded'alliages Si1−x−yGexCy omportant entre 0 et 100% de arbone substitution-nel. L'e�et de l'introdution de 10% de C dans un ristal de SiGe est illustré4"It shows for the �rst time that the valene band struture of the ompressively strainedSi1−x−yGexCy is similar to that of Si1−xGex." Ref. [90℄, p. 865Linear Combination of Atomi Orbitals en Anglais84
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Fig. 4.4: Masses e�etives des trous dans des ouhes de SiGeC ontraintes surSi, mesurées pour plusieurs hamps magnétiques appliqués (d'après [90℄).par les �gures 4.5a et 4.5b. Même pour une fration molaire théorique aussi éle-vée que 10%, le arbone n'altère pas signi�ativement la struture de bande duSiGeC. Les résultats de ette étude théorique semblent indiquer que la struturede bande d'alliages ternaires Si1−x−yGexCy ontenant moins de 2% de arbonedoit être très prohe de elle des alliages binaires Si1−xGex, omme les auteursl'ont suggéré6.

(a) Si et Si0.90C0.10 (b) Si0.70Ge0.30 et Si0.63Ge0.27C0.10Fig. 4.5: Strutures de bande de Si, SiGe et SiGeC alulées par méthode LCAO(d'après [91℄). Les dispersions des alliages sans et ave arbone orrespondentaux lignes ontinues et pointillées, respetivement.La onsidération de es éléments expérimentaux et théoriques nous amène àadopter une approhe phénoménologique dans la modélisation de la relation de6"In general, alloys with one dominant element had a band struture harateristi of thatelement." Ref. [91℄, p. 6779 85



CHAPITRE 4. MODÉLISATION DES EFFETS D'ALLIAGE DANS SIGECdispersion des alliages ternaires SiGeC. La struture de bande du Si1−x−yGexCyave y ≤ 2% est assimilée à elle du Si1−xGex. La fration molaire du C estseulement prise en ompte dans la spéi�ation du tenseur de ontrainte biaxial,lorsque l'alliage est épitaxié sur un substrat de Si :
Eν(x, y,

−→
k ) = Eν [x, ǫ(x, y),

−→
k ] (4.8)où le tenseur ǫ(x, y) a été préédemment expliité dans (4.7). L'in�uene du ar-bone sur la struture de bande via le tenseur ǫ(x, y) va permettre la modélisationdes e�ets de ompensation de ontrainte.4.3 Modélisation de l'interation porteur-phonondans SiGeCDans un alliage aléatoire ternaire, la multipliité des liaisons inter-atomiquespossibles induit la présene de nombreux modes de vibration di�érents pour lesphonons. Si on onsidère un alliage SiGeC, les modes Si-Si aratéristiques desliaisons entre atomes de siliium ohabitent ave les modes Ge-Ge, C-C et lesmodes hybrides Si-Ge, Si-C et Ge-C. Naturellement la prépondérane relativede es modes dépend des onentrations relatives x et y.Modéliser la multipliité des modes assoiés aux phonons dans un tel alliageimplique le hoix d'hypothèses simpli�atries. Le programme de simulationdéveloppé dans le adre de ette thèse a reours aux simpli�ations suivantes :1. La dispersion des modes Si-Si est elle du siliium massif (Fig. 3.6a) ;2. La dispersion des modes Ge-Ge est elle du germanium massif (Fig. 3.6b) ;3. Les modes C-C, très minoritaires du fait de l'improbabilité de la formationdes liaisons C-C, sont négligés ;4. Les modes mixtes Si-Ge, Si-C et Ge-C sont négligés.En s'appuyant sur es approximations, il s'agit ensuite de onstruire un mo-dèle d'interation porteur-phonon dans SiGeC, basé sur les modèles de phononsrespetivement dé�nis et alibrés dans Si et Ge. Un shéma phénoménologiqued'interpolation a notamment été proposé par Bu�er [32℄ pour aluler la proba-bilité d'interation porteur-phonon dans SiGe. Cette probabilité est simplementobtenue par interpolation linéaire entre les probabilités respetivement assoiéesaux phonons Si-Si et Ge-Ge. Ainsi, pour haque mode de vibration η (LA, TA,LO, TO), la probabilité assoiée est, dans un alliage Si1−x−yGexCy ontenantune fration x de Ge :

Pη,ν(x, y, k) = (1 − x) ·PSi
η,ν(k) + x ·PGe

η,ν (k) (4.9)Dans l'expression (4.9), le terme PSi
η,ν désigne la probabilité d'interagir ave lemode η d'un phonon Si-Si. La multipliité des modes de phonons modélisés (4modes Si-Si et 4 modes Ge-Ge, soit 8 modes dans les alliages) fournit un spetreprobabiliste su�sant pour dérire la physique de l'interation porteur-phonondans les alliages aléatoires SiGeC. 86



4.4. MODÉLISATION DE L'IONISATION PAR CHOC DANS SIGEC4.4 Modélisation de l'ionisation par ho dansSiGeC4.4.1 Ionisation des életrons dans SiGeCL'évolution globale de la struture de la bande de ondution en fontion de
x a été exposée préédemment (f. � 4.2.1) : la bande de ondution est de typeSi pour les onentrations x inférieures à 83% ; elle devient de type Ge pourles onentrations x supérieures7. Cette disontinuité intrinsèque nous amèneà onsidérer deux domaines pour la dé�nition du modèle d'ionisation par hodes életrons dans les alliages Si1−xGex :� pour x ≤ 83%, les modèles utilisés pour la probabilité d'interation et lesdistributions post-di�usion sont eux du siliium ;� pour x > 83%, les modèles utilisés sont eux du germanium.Auune information n'a été trouvée onernant l'ionisation par ho des por-teurs de harge dans le arbone ristallisé en struture diamant. Par onséquent,la fration molaire y n'est pas prise en ompte dans nos modèles dérivant l'io-nisation par ho dans SiGeC.4.4.2 Ionisation des trous dans SiGeCEn e qui onerne la bande de valene, la struture de la dispersion est qua-litativement similaire pour Si et Ge. Pour ette raison, on hoisit de onstruirele modèle d'ionisation par ho des trous dans SiGe par interpolation entre Siet Ge. Ainsi, la probabilité d'ionisation par ho Pii(x, E) des trous dans SiGeest modélisée par une formule de Keldysh (3.13) dont les paramètres résultentd'une interpolation linéaire entre les paramètres respetifs de Si et Ge. La �gure4.6 illustre les taux d'interation résultant de ette interpolation, pour plusieursvaleurs de x. La onentration relative en arbone est ii enore négligée.4.5 La di�usion sur potentiel d'alliageDans les setions préédentes, les modèles dérivant l'interation porteur-phonon et l'ionisation par ho, initialement dé�nis dans les matériaux purs,ont été adaptés et leur formalisme a été étendu au as des alliages aléatoires. Lamodélisation du transport des harges libres dans es alliages néessite dès lorsla prise en ompte d'un méanisme d'interation supplémentaire, qui traduitl'ation perturbatrie des disontinuités du potentiel ristallin.4.5.1 Origine physique de la di�usion sur potentiel d'al-liageDans un alliage binaire aléatoire de type A1−xBx, le potentiel ristallin V (r)n'est pas périodique. A haque site atomique, la probabilité de présene d'unatome de type A (resp. B) est égale à (1 − x) (resp. x). Le potentiel ristallin�utue don de façon aléatoire dans l'espae entre le potentiel atomique VA auvoisinage des atomes de type A, et le potentiel VB au voisinage des atomes detype B, omme le montre la �gure 4.7. Ces �utuations aléatoires de potentiel7tout au moins dans le as d'un alliage SiGe relaxé87
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4.5. LA DIFFUSION SUR POTENTIEL D'ALLIAGE1. la fration molaire relative x, qui aratérise le degré de désordre de l'al-liage binaire A1−xBx. Le désordre est maximal pour x = 1 − x = 0.5, ilest nul pour x = 0 ou x = 1 ;2. l'amplitude de la marhe de potentiel U aratérisant la disontinuité dupotentiel ristallin entre 2 atomes A et B9. Cette disontinuité est la souredu phénomène de di�usion des porteurs : 'est le potentiel d'alliage del'alliage binaire A1−xBx, noté UA−B.Dans le as d'un alliage aléatoire ternaire de type A1−x−yBxCy, la desrip-tion du potentiel ristallin néessite l'introdution d'un seond potentiel d'alliage
UA−C quanti�ant le di�érentiel de potentiel entre les atomes A et C. La marhede potentiel UB−C est entièrement déterminée par la donnée des 2 potentiels
UA−B et UA−C , suivant :

UB−C = UA−C − UA−B (4.10)On peut dès lors onstruire un modèle de di�usion sur potentiel d'alliage dansles ternaires, basé sur 2 potentiels d'alliage UA−B et UA−C .4.5.2 Modélisation de la di�usion sur potentiel d'alliageLe formalisme utilisé dans notre algorithme pour aluler la probabilité d'in-teration assoiée à la di�usion sur potentiel d'alliage, est elui introduit parBu�er [32℄. Son modèle est adapté aux strutures de bande numériques, et appli-able à la di�usion des életrons omme à elle des trous. Dans l'alliage binaireSi1−xGex, le taux d'interation est exprimé omme une fontion de l'énergieinétique E du porteur, selon :
Palloy(x, E) =

2π

h̄
Ωc ·D(E) · x(1 − x) ·Usi−Ge

2 (4.11)où Ωc = a(x)3

4 est le volume de la maille élémentaire, D(E) est la densité d'étatspar spin intégrée numériquement, et USi−Ge est le potentiel d'alliage e�etif.Le paramètre USi−Ge est introduit phénoménologiquement, 'est-à-dire ommeun paramètre d'ajustement dont la alibration doit permettre au modèle dereproduire ertains résultats expérimentaux (f. � 4.6).L'extension du formalisme (4.11) spéi�que aux alliages binaires Si1−xGex,au as plus général des alliages ternaires Si1−x−yGexCy est établie via l'intro-dution du seond potentiel d'alliage e�etif USi−C :
Palloy(x, y, E) =

2π

h̄
Ωc · D(E) ·

[

x(1 − x) ·USi−Ge
2 + y(1 − y) ·USi−C

2

−2xy ·USi−Ge ·USi−C

]
(4.12)Les détails de la dérivation théorique du formalisme étendu (4.12) sont expliitésen annexe A. Dans les as partiuliers où x = 0, y = 0 ou x + y = 1, quidé�nissent les 3 ompositions partiulières où l'alliage ternaire est réduit à unalliage binaire, on peut véri�er que la formule étendue (4.12) rejoint l'équation(4.11) spéi�que aux binaires. Dans les 3 as limites suivants :

x = 0 et y = 09Cette marhe de potentiel est notée Uall dans la �gure 4.789



CHAPITRE 4. MODÉLISATION DES EFFETS D'ALLIAGE DANS SIGECou
x = 1 et y = 0ou
x = 0 et y = 1pour lesquels l'alliage ternaire Si1−x−yGexCy est réduit à un matériau pur Si, Geou C, on véri�e également que la probabilité de di�usion sur potentiel d'alliage

Palloy s'annule.Le seond aspet de la modélisation de la di�usion sur potentiel d'alliageonerne le alul de l'état életronique post-di�usion. Etant donnée la naturestritement élastique de ette interation, le veteur d'onde di�usé k′ est né-essairement situé sur la surfae iso-énergie d'équation {E = E′}. L'ation dupotentiel d'alliage sur le veteur d'onde de la partiule est don modélisée parune randomisation iso-énergie du veteur d'onde inident (f. � 2.3.6).4.6 Simulation du transport dans SiGe, SiC etSiGeCA�n de pouvoir disposer d'un outil de simulation préditif, il est impératifde alibrer le modèle (4.12) via ses 2 paramètres-lefs USi−Ge et USi−C . Cettealibration doit reposer sur un ensemble de mesures de référene. La validationdu modèle théorique formulé est entièrement onditionnée par l'aord trouvéentre es résultats expérimentaux et eux issus du simulateur alibré. Les me-sures de référene hoisies pour alibrer notre modèle de di�usion doivent mettreen évidene les in�uenes respetives des frations molaires x et y en germaniumet arbone, sur les propriétés de transport du SiGeC. La mesure de la mobilitéà faible hamp dans les alliages binaires onstitue à et égard une informationde référene.4.6.1 Mobilité à faible hamp dans SiGeLa dépendane en x de la mobilité des porteurs de harge dans les alliagesSi1−xGex est une donnée expérimentale fondamentale, qui permet de mettre enévidene les e�ets liés à la di�usion sur le potentiel d'alliage. Pour alibrer leparamètre USi−Ge spéi�que à la di�usion des életrons, on ompare nos ré-sultats de simulation à hamp faible ave les résultats expérimentaux issus desréférenes [92, 93, 94℄. Ces travaux ont fourni des mobilités életroniques mesu-rées sur toute la gamme des x, dans des éhantillons essentiellement intrinsèques(i.e. très faiblement dopés), et relaxés. La tehnique de alibration du paramètre
USi−Ge s'appuie sur les tendanes suivantes :� Pour USi−Ge = 0 eV, la probabilité d'interation Palloy est nulle, et lemodèle numérique de di�usion sur potentiel d'alliage est désativé. Dansette on�guration, la mobilité alulée surestime drastiquement la mobi-lité mesurée, prouvant qu'il est néessaire de prendre en ompte le modèlede di�usion sur potentiel d'alliage pour réonilier la théorie et la mesure[95℄.� Lorsqu'on augmente la valeur du potentiel e�etif USi−Ge, la probabilitéassoiée augmente et la di�usion sur potentiel d'alliage devient statisti-quement prépondérante sur les interations porteur-phonon. L'amplitude90



4.6. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SIGE, SIC ET SIGECRéférene USi−Ge USi−Ce h e hNotre modèle 0,4 0,5 2,8 2,2[32℄ � 0,7 � �[95℄ 0,7 0,9±0,1 � �[97, 98℄ 0,54 0,81 � �[34℄ � � 1,75 �[35℄ 0,8 � 1,6±0,4 �Tab. 4.2: Potentiels e�etifs utilisés dans le modèle de di�usion sur potentield'alliage dans SiGe (Ref. [32, 95, 97, 98℄), SiC (Ref. [34℄) et SiGeC (Ref. [35℄,notre modèle). Les potentiels U sont exprimés en eV.de la probabilité Palloy est maximale pour x = 50%, e qui résulte dansune mobilité minimale obtenue dans la gamme des alliages intermédiaires.L'aord de notre modèle ave les mesures est exposé dans la �gure 4.8a. L'éartaux valeurs expérimentales est minimal pour un potentiel d'alliage e�etif alibréà USi−Ge = 0, 4 eV.Dans le as du transport des trous dans SiGe, on séletionne en tant quesoures expérimentales les référenes [93,96℄. A�n de permettre une détermina-tion �ne du potentiel d'alliage e�etif a�etant le transport des trous, Gawor-zewski et al. ont foalisé leur étude sur des éhantillons relaxés à faible teneur enGe (x ≤ 13%), faiblement dopés en Bore. En ativant nos modèles de di�usionsur impuretés ionisées10 aux onentrations orrespondantes, on peut alibrerpréisément notre potentiel USi−Ge. La alibration du potentiel d'alliage relatifaux trous est optimale pour USi−Ge = 0, 5 eV omme le montre la �gure 4.8b.4.6.2 Mobilité à faible hamp dans SiCLa détermination du seond potentiel e�etif d'alliage USi−C obéit à uneméthodologie identique, appliquée dans le adre des alliages binaires Si1−yCy.Le hoix des référenes expérimentales pertinentes est restreint aux éhantillonsrespetant les ritères suivants :1. Les ouhes de SiC doivent être monoristallines et pseudomorphiques ;2. Le arbone doit être majoritairement présent en site substitutionnel, i.e. laonentration en C substitutionnel doit approher la onentration totaleen C. Ce ritère permet de négliger l'in�uene des atomes de C interstitielssur les résultats expérimentaux. Le arbone en site interstitiel onstitueun défaut dans la périodiité du ristal, par onséquent son e�et sur letransport des porteurs libres ne peut être modélisé par la di�usion surpotentiel d'alliage.3. Les autres espèes présentes (dopants N, dopants P, Ge) doivent être intro-duites en onentrations globalement onstantes dans la série des éhan-tillons, ei a�n de pouvoir disriminer les e�ets dus à la seule variationde la onentration en C.10f. � 5.2 91
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4.6. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SIGE, SIC ET SIGECLes études expérimentales de référene sont des mesures de mobilité longi-tudinale dans des ouhes de Si(Ge)C ontraintes biaxialement en tension sursubstrat massif de siliium. Reproduire es résultats par simulation impose deprendre en ompte la ontrainte biaxiale dans nos modèles de transport :� Les strutures de bandes sont alulées en prenant en ompte le tenseurde déformation biaxial ǫ(x, y) dé�ni dans (4.7) ;� Les probabilités d'interation életron- et trou-phonon sont intégrées surles strutures de bandes ontraintes ;� Les probabilités de di�usion sur potentiel d'alliage (4.12) intègrent la den-sité d'états ontrainte.Les résultats de simulation pour les mobilités longitudinales des életrons et destrous sont omparés aux mesures des référenes [34,99,100℄ dans les �gures 4.9aet 4.9b. L'aord entre simulation et mesure est obtenu pour une paramétrisationde USi−C = 2, 8 eV pour le transport des életrons, USi−C = 2, 2 eV pour eluides trous.Le tableau 4.2 fait la synthèse des potentiels d'alliage e�etifs employés dansnotre modèle de di�usion sur potentiel d'alliage dans SiGeC. Les valeurs issuesde notre alibration sont omparées ave les paramètres reportés dans la lit-térature. Il est remarquable que le potentiel d'alliage USi−C est notablementsupérieur au potentiel d'alliage USi−Ge, pour les deux types de porteurs.
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Chapitre 5Modélisation des e�ets dudopage pour la simulation dutransport életronique dansles alliages SiGeC dopés5.1 La di�usion sur un potentiel oulombien érantéLorsque le matériau semionduteur est dopé par des atomes de type donneurou aepteur, les porteurs de harge vont être in�uenés par la harge ioniquedes dopants. Cette interation de type oulombienne entre un entre ionisé �xeet une harge mobile est remarquable par les propriétés suivantes :� du fait de la masse bien plus importante de l'ion du réseau ristallin, l'in-teration est toujours supposée purement élastique, 'est-à-dire ne donnantlieu à auun éhange d'énergie entre l'ion et le porteur de harge.� en fontion de la nature du dopage (donneur ou aepteur) et du type duporteur de harge dont on simule le transport (életron ou trou), l'inter-ation oulombienne sera attrative ou répulsive. Si les modèles les plusrépandus (e.g. modèles de type Brooks-Herring [4℄ ou Conwell-Weisskopf[101℄) ne prennent pas en ompte le signe de l'interation, on verra plusloin que le modèle que nous proposons permet d'établir une distintionentre les on�gurations attrative et répulsive, ette distintion étant in-dispensable à la desription du transport des porteurs minoritaires.� du fait de la nature diéletrique du matériau semionduteur, le potentieloulombien ne peut être onsidéré omme nu1, à l'instar du as typique del'interation entre 2 harges dans le vide. Dans le as d'un semionduteurà température non-nulle, toute interation oulombienne se verra in�uen-ée par la présene des porteurs de harge libres : on parle d'érantage dupotentiel. En pratique, le nuage de porteurs libres va modi�er sa distribu-tion spatiale pour ompenser loalement la harge de l'ion dopant. Cetteredistribution va induire une rédution de la portée e�etive du potentieléletrostatique réé par l'ion dopant.1bare potential en Anglais 95



CHAPITRE 5. MODÉLISATION DES EFFETS DU DOPAGELa méthode du déalage de la phase2 est une approhe numérique permettantde aluler les probabilités de di�usion d'une partiule sur un potentiel sphé-rique. Cette méthode a été largement appliquée aux interations entre porteurslibres et entres dopants ionisés dans les semionduteurs [102,103,104,105,106℄.A la di�érene des modèles ouramment employés, lesquels permettent générale-ment la formulation d'une formule analytique simple pour les probabilités d'in-teration, les résultats des aluls par déalage de la phase doivent être tabulés.Cette ontrainte supplémentaire permet ependant de s'a�ranhir de plusieursapproximations dont la validité s'avère souvent disutable.5.1.1 Hypothèses initialesLa méthode du déalage de la phase s'appuie sur plusieurs hypothèses ini-tiales. Il est fondamental de toujours garder es hypothèses à l'esprit a�n de nepas appliquer les résultats obtenus en dehors de leur domaine de validité.1. Le potentiel di�useur est supposé sphérique, i.e. il ne doit dépendre quede la variable radiale r qui quanti�e la distane séparant les 2 harges eninteration : V (r, θ, φ) = V (r).2. Le porteur de harge est traité omme une partiule libre de masse e�etive
m∗, i.e. la relation de dispersion de son énergie inétique doit être modé-lisable par elle d'une bande sphérique, de type (3.2).3. Les phénomènes de di�usion suessifs a�etant le transport de la partiulelibre sont supposés indépendants, i.e. la densité des entres di�useurs estsupposée su�samment faible pour qu'à haque instant au plus un potentieloulombien in�uene sa dynamique.5.1.2 FormalismeL'équation de Shrödinger pour une partiule libre de masse e�etive m∗ etde veteur d'onde k, plongée dans un potentiel sphérique V (r), s'érit [103℄ :

(−h̄2

2m∗
∇2 + V (r)

)

u = Eu (5.1)où u est la fontion d'onde de la partiule.Dans le as partiulier d'un potentiel sphérique, u peut être développée sur labase des fontions harmoniques sphériques Y m
l (θ, φ) selon :

u(r, θ, φ) =
∑

l,m

Bm
l Sl(r)Y

m
l (θ, φ)où la forme partiulière de Sl(r) dépend de la dépendane radiale de V (r).On pourra séparer la part radiale de u de sa part angulaire et ainsi se ramener àune équation de Shrödinger stritement radiale. En proédant aux hangementsde variable suivants :

x = kr

Rl = xSl

U(x) =
V (r)

E(k)2phase-shift method en Anglais 96



5.1. LA DIFFUSION SUR UN POTENTIEL COULOMBIEN ÉCRANTÉl'équation (5.1) devient [47, 103℄ :
−∂2Rl

∂x2
+

(

l(l + 1)

x2
+ U(x) − 1

)

Rl = 0 (5.2)qui est une équation di�érentielle linéaire du 2nd ordre.Dans le as partiulier où le potentiel V (r) est nul partout, on peut mon-trer la solution partiulière orrespondante, notée R
(0)
l , onverge vers la formeasymptotique suivante :

lim
x→∞

R
(0)
l (x) = sin

(

x − lπ

2

) (5.3)Si on introduit un potentiel sphérique V (r) non-nul, le omportement asympto-tique de l'amplitude radialeRl va, en réponse au potentiel V , subir un déphasage
δl :

lim
x→∞

Rl(x) = sin

(

x − lπ

2
+ δl

) (5.4)Ainsi la série des déphasages δl pour l = 0, 1, . . . , n aratérise entièrement laréponse de la partiule inidente au potentiel di�useur V .5.1.3 Extration des déphasagesAu regard de la forme asymptotique (5.4), il est évident que la méthode laplus intuitive pour extraire le déphasage δl onsisterait à identi�er l'argumentdu sinus de la forme asymptotique de Rl(x), par le alul de sin−1(Rl(x)) en unpoint x su�samment grand. Cependant en pratique il s'avère que ette approheest limitée par la lenteur de la onvergene de Rl(x) vers sa forme sinusoïdale(5.3). Une approhe plus adaptée a été proposée par Boardman et Henry [102℄,onsistant à omparer la onvergene de la fontion d'onde perturbée Rl(x) aveelle de la fontion d'onde non-perturbée R
(0)
l (x). La di�érene entre la nièmeraine de Rl(x) et la nième raine de R

(0)
l (x) onverge rapidement vers δl ave lenombre n de fois où Rl(x) s'annule. Il s'agira don de résoudre numériquement2 équations di�érentielles de onert, à savoir l'équation (5.2) pour les 2 assuivants :1. U(x) = V/E où V est le potentiel oulombien éranté représentant l'ationdes dopants ionisés (as perturbé) ;2. U(x) = 0 pour tout x (as non-perturbé).On doit don se munir d'une tehnique numérique de typemulti-pas3 adaptéeà la résolution d'équations di�érentielles linéaires du 2nd ordre. Dans le forma-lisme usuel dédié aux équations di�érentielles, la fontion inonnue est notée yet est fontion de la variable x. Une équation di�érentielle quelonque du 2ndordre s'érit :

y′′(x) = f(x, y)Dans le as d'une équation di�érentielle linéaire, la fontion f est de type :
y′′(x) = f(x, y) = u(x) + v(x)y (5.5)3multistep en Anglais 97



CHAPITRE 5. MODÉLISATION DES EFFETS DU DOPAGEL'équation di�érentielle (5.2) orrespond e�etivement au formalisme (5.5), aveles équivalenes suivantes :
y = Rl

u = 0

v =
l(l + 1)

x2
+ U(x) − 1En présene d'une telle équation, la méthode de Numerov nous permet de dé-terminer la fontion solution Rl(x) itérativement, en utilisant un algorithme àdouble pas. La disrétisation de la variable x en une suite régulière xn araté-risée par le pas h tel que

xn+1 − xn = hest liée à une suite yn = f(xn). La formule de Numerov établit une relationentre la nième valeur de la suite yn et les 2 termes de rang immédiatemmentinférieur yn−1 et yn−2, et permet don un alul itératif des yn, i.e. de y(x) :
yn = 2yn−1 − yn−2 +

h2

12
(fn + 10fn−1 + fn−2)Dans notre as partiulier, la relation de Numerov se simpli�e davantage [107℄ :

yn =
2yn−1 − yn−2 + h2

12 (10vn−1yn−1 + vn−2yn−2)

1 − h2vn

12

(5.6)où les termes vn ontiennent l'information sur le potentiel di�useur, et sontexpliitement onnus pour tout xn 6= 0.Comparée à un algorithme à simple pas lassique de type Euler, notre méthodepermet, à pas h équivalent, une évaluation plus préise des yn suessifs. Enrevanhe, l'initialisation du alul à double pas requiert 2 onditions initiales
y0 et y1, ontre seulement 1 valeur dans le as d'un simple pas. Il est évidentque es onditions initiales devront être orretement posées, en aord aveles spéi�ités physiques de notre problème, sous peine de voir une fontion yqui, bien que solution mathématique de l'équation (5.2), ne soit pas une solutionphysique. On doit en outre veiller à e que le pas inrémentiel h soit su�samment�n pour apturer la fontion solution y. En pratique, on hoisit4 :

h = 10−4Tout potentiel oulombien tend vers l'in�ni lorsque la distane inter-harges rtend vers 0, et e quelle que soit la fore de l'érantage. Il en résulte naturelle-ment l'impossibilité pour la harge mobile de se trouver � à la plae � du entreionisé ; on dit que l'amplitude de la fontion d'onde de la partiule hargées'annule en r = 0, e qui nous fournit une ondition initiale appropriée :
lim
x→0

Rl(x) = 0 ⇒ y0 = 0La fontion v(x) n'étant pas dé�nie en x = 0, on débute le alul en x0 = h.La onstante adoptée en tant que seonde ondition initiale y1 est de moindre4les variables x omme h sont sans dimension98



5.1. LA DIFFUSION SUR UN POTENTIEL COULOMBIEN ÉCRANTÉ
n xn yn0 h 01 2h (2h)l+1

(2l+1)!!Tab. 5.1: Initialisation du double pas.importane. En e�et, sa valeur in�ue seulement sur l'amplitude de la fontionsolution y et pas sur sa phase. Puisque nous sommes seulement intéressés parles raines de la fontion solution y i.e. par les valeurs de x annulant y(x), onvéri�e que n'importe quelle valeur stritement positive de y1 onvient et que sonhoix n'a pas d'in�uene sur les déphasages extraits. Par souis de rigueur, onutilise pour y1 la valeur de la solution partiulière non-perturbée y
(0)
1 , dont ononnait l'expression [108℄.Le tableau 5.1 résume les onditions initiales employées.5.1.4 Calul des probabilités de di�usionOn a vu plus haut que les déphasages δl aratérisent entièrement l'intera-tion de la partiule inidente sur le potentiel di�useur. De fait l'ensemble dessetions de di�usion quanti�ant la magnitude de l'interation en termes proba-bilistes vont s'exprimer en fontion des δl.Ainsi les setion di�érentielle de ollision σ(θ), setion totale de ollision σC etsetion de relaxation du moment σM s'érivent respetivement [47, 103,108℄ :

σ(θ) =
1

k2

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

l=0

(2l + 1)eiδl sin(δl)Pl(cos θ)

∣

∣

∣

∣

∣

2 (5.7)
σC =

4π

k2

∞
∑

l=0

(2l + 1) sin2(δl) (5.8)
σM =

4π

k2

∞
∑

l=0

(l + 1) sin2(δl − δl+1) (5.9)5.1.5 Paramétrisation du problèmeL'approhe numérique expliitée plus haut est appliable à n'importe quelpotentiel di�useur V , sous réserve qu'il soit sphérique. Le potentiel pertinentdans le adre de notre étude est un potentiel oulombien éranté, lequel s'ex-prime omme un potentiel életrostatique atténué :
V (r) = ∓ e2

4πǫrǫ0r
exp

(

− r

λs

) (5.10)où les signes supérieur et inférieur orrespondent respetivement à un potentielattratif et répulsif.L'atténuation du potentiel via l'érantage est quanti�ée par la longueur d'éran-tage5, notée λs dans (5.10). Cette grandeur homogène à une distane peut5sreening length en Anglais 99



CHAPITRE 5. MODÉLISATION DES EFFETS DU DOPAGEêtre interprétée omme la portée e�etive du potentiel oulombien ; au-delà deette distane, l'in�uene de la harge ionique est annulée par le nuage desharges libres. La longueur d'érantage dépend par onséquent fortement de laonentration des porteurs libres, i.e. de elle des impuretés ionisées.Ainsi notre équation di�érentielle (5.2) initiale est onditionnée par 3 paramètres(dont 2 sont e�etifs via le terme U = V/E) :1. l'indie quantique de moment orbital l,2. le veteur d'onde k,3. la longueur d'érantage λs.Comme on le verra au paragraphe suivant, l'équation (5.2) doit être résolueaux ordres l suessifs jusqu'à la satisfation du ritère de onvergene. Lesdi�érentes quantités onvergées (σ(θ), σC , σM ) sont don paramétrées par les
2 variables k et λs. Il en déoule diretement la néessité de dé�nir un maillagebidimensionnel de l'espae (k, λs).En fait, si on observe l'équation di�érentielle (5.2), une 3e variable apparaitimpliitement dans le terme U = V/E via la relation de dispersion (3.2) : lamasse e�etive m∗. Le traitement du transport de porteurs de types di�érents(életrons ou trous), dans plusieurs matériaux distints (Si, Ge, Si1−xGex, et.)implique l'utilisation de masses e�etives di�érentes. A�n d'éviter de répéterla résolution numérique du problème pour haque masse e�etive, Meyer etBartoli ont introduit un formalisme spéi�que, qui remplae les 2 paramètres
(k, λs) par un ouple de variables indépendantes du matériau ou du porteuronsidéré, notées (y, F ) [103℄. Cette tehnique permet de tabuler les quantitésintéressantes sur un maillage bidimensionnel de l'espae (y, F ) une fois pourtoutes.La variable y est reliée à k via la relation :

y = ±ka0/2 (5.11)où a0 est le rayon e�etif de Bohr6 :
a0 =

4πh̄2ǫǫ0
m∗e2

(5.12)
y est de signe positif si l'interation oulombienne est attrative, de signe négatifsi l'interation est répulsive.La variable F est proportionnelle à la longueur d'érantage λs :

F =
2λs

a0
(5.13)6La masse e�etive m∗ qui �gure dans la dé�nition (5.12) est elle de la relation de dis-persion (3.2). Comme suggéré par Meyer et Bartoli dans [103℄, il est pertinent de hoisirpour m∗ la masse e�etive de densité d'état de haque vallée dégénérée. A�n d'éliminer touteambiguïté, ette masse sera dès lors notée m∗

val, et sera notamment distinguée de la massee�etive de densité d'état totale, laquelle sera notée m∗
dos. En présene de ν vallées dégénéréesellipsoïdales, es masses s'érivent respetivement :

m∗
val = m

1/3

l m
2/3

t

m∗
dos = ν2/3

“

m
1/3

l m
2/3

t

”
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5.1. LA DIFFUSION SUR UN POTENTIEL COULOMBIEN ÉCRANTÉL'espae (y, F ) est don une image des variables énergie et niveau de do-page. La orrespondane entre y et l'énergie E du porteur est expliitée par lesrelations (5.11) et (3.2). La orrespondane entre F et le niveau de dopage Nidépend elle-même du formalisme utilisé pour aluler la longueur d'érantage
λs(Ni). La méthode que l'on adoptera ii pour établir ette orrespondane,nommée loi de la somme de Friedel, sera expliitée plus loin dans ette setion.En pratique, on utilise un maillage de résolution 48 × 18, soit 864 points, pournotre espae (y, F )7. A�n de minimiser l'erreur d'interpolation sur notre espaeparamétrique, toutes les quantités σ(y, F ) sont interpolées de façon logarith-mique entre les noeuds.5.1.6 Convergene des déphasagesL'extration des déphasages δl aux ordres l suessifs doit aboutir au al-ul des quantités probabilistes (5.7),(5.8) et (5.9). Ces sommes sur l'indie lne présentant pas de borne supérieure, il devient néessaire d'établir un ritèrede onvergene en l. Lorsque e ritère est atteint à l'ordre l0, la onvergeneest supposée atteinte, le alul est stoppé et la ontribution de tous les termesd'ordre l > l0 est supposée négligeable.En outre, il existe une expression analytique du déphasage δl basée sur l'approxi-mation de Born. Ce déphasage de Born, noté δB

l est alulé suivant [102,103℄ :
δB
l (y, F ) =

1

y

∫ ∞

0

j2
l (x)xe−x/|y|F dx (5.14)Les déphasages de Born sont onnus pour être une bonne approximation desdéphasages numériques dans la limite d'un potentiel U(x) faible devant le termed'énergie inétique l(l+1)

x2 . En fait, on peut véri�er que la solution numériqueexate δl tend asymptotiquement vers la solution de Born δB
l lorsque l'ordre

l augmente. On pourra don se ramener au alul plus rapide de l'intégrale(5.14) aux ordres l élevés. En pratique, on utilise les paramètres de onvergenespéi�és dans la Ref. [103℄, i.e. un maximum de 49 déphasages sont alulésnumériquement. Si à l'ordre l = 49 la onvergene de la somme onsidéréen'est pas atteinte, on ontinue son alul aux ordres l supérieurs en utilisant lesdéphasages de Born.5.1.7 Test et validation de l'algorithmeDans les paragraphes préédents, nous avons dérit la tehnique numériqueutilisée et la paramétrisation du problème. Il est ensuite néessaire de validerle omportement quantitatif du programme de alul des déphasages δl(y, F )en omparant nos résultats à eux publiés par les auteurs de la Ref. [103℄. Enprenant soin de tester notre programme pour des ouples identiques (y, F ) del'espae des paramètres, on peut e�etuer une omparaison pertinente de notrealgorithme et de elui des auteurs.Les �gures 5.1a à 5.1f reproduisent respetivement les �gures 1 à 6 de la ré-férene [103℄, et omparent les résultats des auteurs à eux produits par notre7A titre de omparaison, le maillage adopté par Kay et Tang [47℄ est résolu en 11× 8, soit88 points. 101



CHAPITRE 5. MODÉLISATION DES EFFETS DU DOPAGEalgorithme. Les quantités traées sont les fontions S0 et H0, dé�nies par :
S0(y, F ) =

∞
∑

l=0

(2l + 1)δl(y, F )

yF 2

H0(y, F ) =

8y2
∞
∑

l=0

(l + 1) sin2 [δl(y, F ) − δl+1(y, F )]

ln(b + 1) − b/(b + 1)où
b = 4y2F 2A la vue des �gures 5.1, il apparait lairement l'exellent aord entre les ré-sultats de référene et eux présentés ii. Ce travail omparatif onstitue unevalidation du omportement quantitatif de notre algorithme. On peut dès lorsexploiter notre programme pour générer les setions de di�usion pertinentes ànotre étude.5.1.8 Loi de la somme de FriedelCette loi8, inhérente à la théorie du déalage de phase, permet d'établir defaçon autoohérente une orrélation entre la longueur d'érantage λs (ou le pa-ramètre F ) et le niveau de dopage Ni [47, 102,103℄.Il existe plusieurs niveaux d'approximation pour exprimer l'évolution de l'éran-tage en fontion de la onentration des harges libres. Le formalisme le plusrépandu est elui de Debye-Hükel :

λDH =

(

ǫǫ0kBT

e2Ni

)
1
2 (5.15)L'érantage de Debye-Hükel est valide dans le as d'un semionduteur non-dégénéré, e qui orrespond en pratique à des niveaux de onentrations dopantes

Ni faibles à intermédiaires. Lorsque les niveaux de dopage sont très élevés, lematériau devient dégénéré et la formule de Debye-Hükel n'est plus appliable.Pour prendre en ompte la dégénéresene, on a alors reours au formalisme deThomas-Fermi, lequel est valide pour tous les niveaux de dopage :
λTF =

(

ǫǫ0kBT

e2Ni

F1/2(ηi)

F−1/2(ηi)

)

1
2 (5.16)où ηi = (EFi −Ec)/kBT est le niveau de Fermi réduit9, et Fm est l'intégrale deFermi d'ordre m.8Friedel Sum Rule (FSR) en Anglais9ηi est alulé suivant la formule analytique de Nilsson [109℄ :

ηi =
ln ri

1 − ri
+

„

3
√

πri

4

«

2
3

+
8
√

πri

3
`

4 +
√

πri

´2ave ri =
Ni

Ncave Nc = 2

„

m∗
doskBT

2πh̄2

«

3
2

102



5.1. LA DIFFUSION SUR UN POTENTIEL COULOMBIEN ÉCRANTÉ
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CHAPITRE 5. MODÉLISATION DES EFFETS DU DOPAGEContrairement aux formules (5.15) et (5.16), la loi de la somme de Friedel nefournit pas expliitement la relation entre λs et Ni. Friedel part du prinipe selonlequel un entre dopant ionisé va induire loalement une redistribution spatialedes porteurs de harge libres, telle que la harge de l'ion soit omplètementompensée par l'érantage à l'in�ni. Cette onsidération aboutit à une égalitéreliant la harge de l'ion dopant aux déphasages δl aratérisant la réponse desporteurs libres au potentiel ionique perturbateur :
1 =

2ν

π

∫ ∞

0

f0(1 − f0)S(z, F )dz (5.17)où ν est le nombre vallées dégénérées, z = E/kBT est l'énergie réduite duporteur libre, f0(z) = (1 + ez−ηi)−1 est la fontion de distribution de Fermi-Dira, et le terme S est une somme pondérée des déphasages δl :
S(z, F ) =

∞
∑

l=0

(2l + 1) · δl[y(z), F ] (5.18)Il est essentiel de souligner que seuls les déphasages δl des porteurs quiontribuent à l'érantage sont sommés dans S. Ainsi, en présene de porteursde harge minoritaires, il est évident que e sont essentiellement les porteursmajoritaires qui partiipent à l'érantage életrostatique. En onséquene, lesdéphasages qui �gurent dans la somme (5.18) sont toujours relatifs à un potentieloulombien V (r) attratif.A�n d'illustrer ette notion, si on prend l'exemple du transport dans le siliium,l'érantage des potentiels oulombiens sera :� dans le as d'un dopage de type donneur, dû aux életrons de dégénéres-ene ν = 6 et de masse e�etive m∗
val = 0, 32m0 ;� dans le as d'un dopage de type aepteur, dû aux trous de dégénéresene

ν = 1 et de masse e�etive m∗
val = 0, 87m0.L'appliation de la loi de la somme de Friedel à es 2 on�gurations distintesaboutira don à 2 longueurs d'érantages di�érentes. Au regard des relations(5.15) et (5.16), il est évident que ette distintion n'est pas aessible auxformalismes lassiques de Debye-Hükel ou Thomas-Fermi, lesquels dépendentseulement de l'amplitude du niveau de dopage, et pas de son type.En pratique, a�n de déterminer la orrespondane entre F (ou λs) et Ni,on utilise un algorithme itératif lassique. Pour haque valeur du dopage N0dont on veut onnaitre le paramètre équivalent F0, on ommene par évaluer lapartie droite de (5.17), notée I(F )10 pour une valeur initiale de F arbitrairementfaible. L'algorithme se poursuit en inrémentant progressivement le paramètre

F , puis en ajustant le pas inrémentiel ∆F , jusqu'à e que l'intégrale I(F )véri�e l'égalité (5.17). La ondition d'arrêt de l'algorithme est atteinte lorsquela loi de Friedel est véri�ée ave une erreur inférieure à 0,1 % 11.La �gure 5.2 ompare la dépendane en dopage de λs induite par les dif-férents modèles onsidérés ii, dans le as du siliium. L'érantage issu de laloi de la somme de Friedel est traé pour les 2 on�gurations d'un dopage dutype donneur (Nd >> Na), où les potentiels oulombiens sont essentiellementérantés par les életrons de ondution, et du type aepteur (Nd << Na), où10on a don I(F ) = 2ν
π

R ∞
0

f0(1 − f0)S(z, F )dz11e qui orrespond au ritère |I(F ) − 1| ≤ 1/1000104



5.2. L'INTERACTION PORTEUR-IMPURETÉ IONISÉEles potentiels oulombiens sont essentiellement érantés par les trous de valene.On observe que les trois modèles sont équivalents pour les onentrations faiblesà intermédiaires, i.e. inférieures à 1019 cm−3 ; en outre à de telles onentrationsl'érantage n'est pas sensible à la nature du dopage. Au-delà de 1019 cm−3, lesiliium devient dégénéré et l'approximation de Debye-Hükel n'est plus valide.Jusqu'à 1020 cm−3, l'in�uene de la nature du dopage sur la longueur d'éran-tage est quasiment inexistante ; il faut atteindre des niveaux extrêmes de dopagesupérieurs à 1020 cm−3 pour qu'une di�érene signi�ative apparaisse.
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CHAPITRE 5. MODÉLISATION DES EFFETS DU DOPAGEaux simulateurs Monte Carlo à struture de bande analytique sphérique [47℄.Dans e as, la probabilité d'interation porteur-impureté ionisée est direte-ment orrélée à la setion totale de ollision (5.8), selon :
Pimp = Ni · v(k) ·σC (5.19)où Ni est la densité des entres dopants ionisés di�useurs et v(k) est la vitesse degroupe du porteur de harge. Dans la as d'une dispersion sphérique de E(k), lavitesse v(k) est isotrope12, et la probabilité d'interation Pimp est diretementparamétrable en fontion de l'énergie E du porteur de harge.Le alul du veteur d'onde post-interation est e�etué analytiquement,en utilisant la tehnique de rotation angulaire spéi�que aux modèles MonteCarlo à bande sphérique. La symétrie sphérique de la dispersion résulte dans laonservation de la norme du veteur d'onde au ours de l'interation. On peutdon aluler le veteur d'onde di�usé k′ omme l'image par rotation d'angle

θ du veteur d'onde inident k. L'angle polaire de di�usion est distribué se-lon la probabilité di�érentielle angulaire P (θ), laquelle est orrélée à la setiondi�érentielle de ollision (5.7), selon :
P (θ) =

π

2

σ(θ) sin θ

σC
(5.20)L'appliation d'une réjetion stohastique sur la distribution angulaire (5.20)permet de générer l'angle de rotation, et de aluler le veteur d'onde k′. La�gure 5.3 illustre l'évolution de la distribution angulaire normalisée ave laonentration Ni des impuretés ionisées. Il est remarquable que, pour de faiblesdensités en dopants ionisés, la probabilité angulaire est très fortement piquéedans le domaine des angles faibles. Pour une densité de 1015 cm−3, l'angle moyende rotation du veteur d'onde est de 0, 7◦ : numériquement, le veteur d'ondede la partiule est quasiment inhangé après l'interation oulombienne.L'utilisation de e modèle dans un simulateur Monte Carlo à struture debande analytique pose plusieurs problèmes d'ordre numérique :� L'e�aité numérique de l'algorithme Monte Carlo est drastiquement dé-gradée par l'emploi du modèle de di�usion (5.20). Au ours de la simu-lation de la propagation de la partiule dans l'espae réiproque, le pro-gramme va être très fréquemment interrompu par le alul d'une inter-ation partiule-impureté résultant dans une modi�ation négligeable del'état de la partiule.� La modi�ation très fréquente du veteur d'onde de la partiule, par ap-pliations de rotations d'angle négligeable, introduit une importante om-posante de bruit qui va a�eter la préision statistique des résultats, etaugmenter la durée de simulation néessaire à l'obtention d'une onver-gene.5.2.2 Cas d'une struture de bande numériqueL'emploi des setions de di�usion (5.7), (5.8) et (5.9) dans un simulateur MCà struture de bande numérique néessite une approhe spéi�que. Les stru-tures Full-Band ne possédant pas de symétrie sphérique, le alul du veteur12v(k) = 1

h̄
∇kE(k) = h̄k
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Pimp = PM ·Ni · v(k) ·σM (5.21)13inverse momentum relaxation time en Anglais107



CHAPITRE 5. MODÉLISATION DES EFFETS DU DOPAGEoù la setion σM est alulée suivant la somme (5.9). Le terme PM dans (5.21)est un préfateur empirique onstant, dont la valeur est alibrée sur des me-sures de mobilité (f. � 5.4). On peut exprimer la probabilité (5.21) omme unefontion de l'énergie E du porteur. Les déphasages δl intervenant dans le alulde la setion σM étant di�érents en fontion du signe du potentiel oulombiendi�useur, 2 fontions de probabilités distintes sont obtenues :1. La probabilité d'interation Pmaj
imp (E), dérivant la di�usion des porteursmajoritaires, intègre les déphasages relatifs au potentiel éranté attratif ;2. La probabilité d'interation Pmin
imp (E), dérivant la di�usion des porteursminoritaires, intègre les déphasages relatifs au potentiel éranté répulsif.Les fréquenes de relaxation du moment exprimées dans (5.21), quanti�antles probabilités d'interation életron- et trou-impureté ionisée dans Si, sonttraées dans les �gures 5.4a et 5.4b. L'aptitude du formalisme du déalage dela phase à établir une distintion entre les porteurs majoritaires et minoritairesy est mise en évidene. L'analyse de es �gures permet d'identi�er plusieurstendanes :� D'un point de vue général, les taux d'interation présentent des ampli-tudes relativement modérées, aratérisées par des maxima de l'ordre dequelques 1013 s−1. Cette aratéristique est très favorable à une implé-mentation au sein d'un simulateur Monte Carlo ; en e�et, l'utilisation defréquenes d'interation très élevées impose le hoix d'un pas temporel ∆tdrastiquement �n dans l'algorithme de propagation, e qui résulte en unfort aroissement des temps de alul.� L'amplitude des fréquenes de relaxation est fortement roissante ave laonentration des dopants. Cette tendane indique que plus le matériausemionduteur est dopé, plus la relaxation du veteur d'onde de la par-tiule est e�etif durant sa propagation, 'est-à-dire plus le porteur deharge est ralenti.� Une troisième tendane qualitative remarquable est l'aroissement de ladistintion entre transport majoritaire et minoritaire ave le niveau dedopage. A faibles onentrations, les interations des porteurs majoritaireset minoritaires se produisent à la même fréquene. Lorsque la densité dudopage augmente, le taux d'interation (5.21) devient de plus en plussensible au signe de l'interation oulombienne : les porteurs majoritairessont plus fréquemment di�usés que les porteurs minoritaires.Il sera vu dans le paragraphe � 5.4 omment es aratéristiques du modèle derelaxation du moment in�uenent les propriétés de transport des harges libresdans les matériaux dopés.Le seond aspet de la modélisation de l'interation porteur-impureté onernele alul de l'état életronique di�usé. L'utilisation de fréquenes de relaxationdu moment pour modéliser la probabilité d'interation est intrinsèquement liéeà une génération stohastique purement aléatoire du veteur d'onde, 'est-à-dire à la randomisation de l'état di�usé [38, 39℄. Si la struture de bande estdérite de façon numérique, l'état post-interation de la partiule est générépar randomisation élastique sur la surfae iso-énergie dé�nie par l'énergie in-idente (f. � 2.3.6). Cette modélisation est don partiulièrement adaptée auxsimulateurs Full-Band. Le modèle de la relaxation du moment onsiste don àmodéliser des di�usions très fréquentes modi�ant faiblement l'état quantiquede la partiule, par des interations relativement peu probables qui altèrent108
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CHAPITRE 5. MODÉLISATION DES EFFETS DU DOPAGEsigni�ativement le veteur d'onde de la partiule.5.3 Le prinipe d'exlusion de PauliLe prinipe d'exlusion de Pauli14 est une loi de la méanique quantique selonlaquelle 2 fermions ne peuvent ouper le même état quantique simultanément.Dans un matériau semionduteur, l'appliation de e prinipe d'exlusion auxéletrons de ondution et aux trous de valene est appelée dégénéresene. Cettedégénéresene va limiter la disponibilité de ertains états quantiques (k, ν), etainsi altérer le transport des porteurs de harge. En pratique, les e�ets liésà la dégénéresene se manifestent lorsque les états quantiques aessibles dusystème sont fortement peuplés. Le prinipe d'exlusion de Pauli est par onsé-quent e�etif lorsque la onentration des porteurs libres devient très élevée.Dans l'optique de modéliser le transport des harges libres dans des semion-duteurs fortement dopés à température ambiante, il devient don néessaire deprendre en ompte les e�ets de la dégénéresene.Considérons la di�usion d'une partiule dans un état inident k vers unétat �nal k′ induite par l'ation d'un potentiel de perturbation quelonque. Laprobabilité P (k, k′) que la transition ait lieu entre les états k et k′ est propor-tionnelle à la probabilité f(k) que l'état initial soit oupé, et proportionnelle àla probabilité [1 − f(k′)] que l'état �nal soit vide, 'est-à-dire disponible [46℄ :
P (k, k′) = S(k, k′) × f(k) × [1 − f(k′)] (5.22)Le terme S(k, k′) dans (5.22) est la probabilité d'interation, et orrespond à laprobabilité que le transition ait lieu lorsque les états initial et �nal sont respe-tivement oupé et vide. Dans la simulation du transport par approhe MonteCarlo standard, on assimile usuellement la probabilité de transition P (k, k′) àla probabilité d'interation S(k, k′). En e�et, la partiule Monte Carlo dont onmodélise la transition oupe néessairement l'état initial : on a don f(k) = 1.De plus, l'hypothèse d'un système non-dégénéré permet de négliger le PEP, equi mène à l'approximation f(k′) = 0. La simulation par méthode MC de sys-tèmes dégénérés doit prendre en ompte le fateur d'oupation [1− f(k′)] dansl'évaluation de la probabilité de transition.La di�ulté de la prise en ompte du fateur [1 − f(k′)] dans l'expressionexate (5.22) de la probabilité de transition, réside dans le fait que la probabilitéd'oupation f(k) est inonnue a priori, puisqu'elle onstitue un des résultatsde la simulation. On peut ependant ontourner ette di�ulté en prenant enompte le fateur d'oupation via une proédure de réjetion [46℄. Lorsqu'unméhanisme d'interation est stohastiquement séletionné (auto-di�usion ex-lue) pour la partiule inidente dans l'état (k, ν), un état �nal potentiel (k′, ν′)est alulé suivant la probabilité di�érentielle S(k, k′). Un nombre aléatoire rompris entre 0 et 1 est ensuite généré :� si r < [1 − fν′(k′)], l'état �nal k′ est vide, et la partiule inidente estdi�usée vers l'état �nal (k′, ν′) ;� si r > [1−fν′(k′)], l'état �nal k′ est oupé, et la transition est impossiblepar appliation du PEP. La partiule inidente n'est pas di�usée et subitune nouvelle aélération balistique depuis l'état (k, ν).14Pauli Exlusion Priniple (PEP) en Anglais110



5.3. LE PRINCIPE D'EXCLUSION DE PAULILe point-lef de ette méthode de réjetion onsiste par onséquent à évaluerla probabilité d'oupation f(k) au ours de la simulation. La spéi�ité de notreapprohe, à savoir la simulation d'un système homogène et stationnaire, autorisel'évaluation de la fontion f(k) par un algorithme MC mono-partiule15. Notredispersion numérique étant multi-bande, la donnée du veteur d'onde k de lapartiule n'est pas su�sante pour dé�nir exhaustivement son état quantique :l'indie ν de la bande oupée est une omposante supplémentaire de son état.La fontion de probabilité d'oupation f est don dépendante de 4 variablessalaires : kx, ky, kz et ν. A�n de aluler numériquement la probabilité d'o-upation, on disrétise l'espae réiproque par un maillage ubique homogène.La zone de Brillouin est divisée en éléments ubiques de dimensions ∆kx, ∆kyet ∆kz telles que :
∆kx = ∆ky = ∆kz = ∆k =

1

50
× 2π

aPour haque élément disret m du maillage, un indie d'oupation entier nν,mva être attribuée à la bande ν. A la �n de haque vol libre, l'élément ubique
m oupé par le veteur d'onde de la partiule (k, ν) est déteté, et son indied'oupation nν,m est inrémenté de 1. La probabilité loale fν,m est alors pro-portionnelle au ratio de l'indie d'oupation sur ne nombre total N de volslibres simulés :

fν,m = K × nν,m

N
(5.23)Il s'agit dès lors de normaliser la quantité fν,m, 'est-à-dire de déterminer laonstante de proportionnalité notée K dans (5.23) pour que la fontion aluléeorresponde à la probabilité que l'état quantique (km, ν) soit oupé par unporteur de harge. Dans un matériau semionduteur, la densité de porteurslibres Nc est donnée par l'intégrale de la probabilité d'oupation sur l'espaeréiproque :

Nc =
∑

ν

∫

2

(2π)3
f(k, ν) · d3k (5.24)Si on disrétise la fontion f(k, ν) sur le maillage ubique préédemment dé�ni,l'équation (5.24) est intégrable numériquement selon :

Nc =
∑

ν,m

2

(2π)3
× (∆k)

3 × fν,m (5.25)L'utilisation de la dé�nition (5.23) dans (5.25) produit :
Nc =

2

(2π)3
(∆k)

3
K ×

∑

ν,m

nν,m

N
(5.26)Comme la dé�nition même de nν,m implique ∑

ν,m nν,m = N , l'équation (5.26)nous fournit le préfateur de normalisation de la probabilité d'oupation :
K =

Nc(2π)3

2 (∆k)3
(5.27)15Dans le as d'un système transitoire, l'évaluation de la probabilité d'oupation f(k, t)néessite l'emploi d'un algorithme multi-partiule.111



CHAPITRE 5. MODÉLISATION DES EFFETS DU DOPAGEet la probabilité d'oupation normalisée est alulée numériquement selon :
fν,m =

Nc(2π)3

2 (∆k)
3 × nν,m

N
(5.28)En pratique, notre modélisation du prinipe d'exlusion de Pauli s'appuie surune proédure de réjetion appliquée à la probabilité d'oupation disrétiséeselon (5.28). A haque fois qu'un méanisme d'interation interrompt l'aélé-ration balistique de la partiule, l'état �nal (k′, ν′) est alulé en négligeant lePEP. L'élément ubique m′ ontenant le veteur d'onde di�usé k′ est ensuitedéteté, et la probabilité d'oupation loale fν′,m′ est évaluée. Finalement, laomparaison de fν′,m′ ave un nombre aléatoire ompris entre 0 et 1 onduit àl'autorisation ou à l'interdition de la transition.A�n de tester l'implémentation de notre modélisation numérique du PEP, ilest très utile de mettre en évidene les e�ets de la dégénéresene sur la distribu-tion des porteurs en énergie. Les �gures 5.5a et 5.5b montrent les probabilitésd'oupation en énergie des életrons et des trous dans le siliium fortementdopé, obtenues par simulation Monte Carlo pour des porteurs de harge sou-mis à des hamps életriques faibles. Dans es onditions prohes de l'équilibrethermodynamique, les probabilités d'oupation simulées peuvent être ompa-rées aux distributions analytiques de Fermi-Dira (f. éq. (2.3)). La fontionde Fermi-Dira f0(E) dérit la probabilité q'un état d'énergie E soit oupépar un fermion à l'équilibre thermodynamique, dans un système arbitrairementdégénéré. Ces fontions peuvent don être onsidérées omme des référenespour évaluer notre modélisation du PEP. L'observation des �gures 5.5a et 5.5bonduit aux onlusions suivantes :1. Pour des onentrations de porteurs inférieures à 1019 cm−3 à tempéra-ture ambiante, le système est non-dégénéré. A es onentrations faibles,le PEP n'est pas e�etif et la probabilité d'oupation des porteurs estdonnée par la distribution statistique de Maxwell-Boltzmann :

f0(E) = exp

(

−E − EF

kBT

)Au niveau du modèle numérique, le terme de densité Nc présent au nu-mérateur de (5.28) est si faible que la probabilité d'oupation fν,m estnégligeable. Les réjetions dues au PEP sont trop rares pour avoir unein�uene statistique sur le transport des porteurs.2. Pour des onentrations supérieures à 1020 cm−3, le système de fermionsomposé par les porteurs libres devient dégénéré. Les minima de la stru-ture de bande deviennent saturés en porteurs, omme la probabilité d'o-upation atteint 1 à basse énergie. Le transport des porteurs de hargeest fortement in�uené par la dégénéresene, laquelle pousse les porteursvers les énergies hautes, augmente onomitamment l'énergie moyenne dugaz de partiules et élargit sa distribution. Au voisinage des entres devallées, la probabilité d'oupation fν,m tend loalement vers 1, e quiinterdit toute transition vers les minima de la struture de bande. Cetterestrition diminue la fréquene à laquelle les porteurs sont di�usés, e quientraine l'éhau�ement de leur distribution.3. L'observation attentive des probabilités d'oupation alulées permet deonstater que la fontion de probabilité dépasse oasionnellement l'unité112
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(b)Fig. 5.5: Probabilité d'oupation en énergie des életrons (Fig. 5.5a) et destrous (Fig. 5.5b) dans le siliium massif à 300 K, pour plusieurs onentrationsde porteurs libres. Les lignes ontinues représentent les fontions de probabilitéissues des simulations Monte Carlo, les lignes pointillées sont les distributions deFermi-Dira. Le hamp életrique appliqué pour les simulations est de 1 kV/cmpour les életrons 2 kV/cm pour les trous.113



CHAPITRE 5. MODÉLISATION DES EFFETS DU DOPAGE[48℄. Ce dépassement est du aux limitations d'ordre numérique (pas dumaillage ubique, nombre de vols libres simulés, bruit statistique, et) quia�etent notre méthode de modélisation.Les résultats de nos simulations indiquent que, malgré la présene d'une erreurnumérique, notre modélisation du PEP par l'appliation d'une tehnique deréjetion à la probabilité d'oupation loale, permet de dérire orretementles e�ets d'éhau�ement liés à la dégénéresene.5.4 Simulation du transport dans SiGeC dopé5.4.1 Mobilité en fontion du dopage dans SiL'évolution de la mobilité à faible hamp en fontion de la onentration dudopage dans le siliium, a été l'objet de très nombreuses études expérimentales.Ces données permettent de mieux omprendre omment les espèes dopantesionisées altèrent les propriétés de transport du siliium. A e titre, les mesures demobilité dans un matériau semionduteur dopé ont usuellement pour objetifl'investigation d'un ou plusieurs des 3 e�ets suivants :1. in�uene de la densité des entres dopants ionisés ;2. in�uene du type des entres dopants (donneur ou aepteur) ;3. in�uene de l'élément dopant (P, As, et).A�n de véri�er la validité de nos modèles théoriques visant à dérire les ef-fets induits par les dopants ionisés sur le transport des harges, il est essentielde pouvoir reproduire par la simulation les résultats expérimentaux. Pour efaire, on simule le transport des életrons et des trous soumis à un hamp éle-trique faible (typiquement 1 kV/cm) dans un milieu ontenant une densité Nid'impuretés ionisées, en inluant les modèles des interations porteur-phonon,porteur-impureté ionisée et le modèle du prinipe d'exlusion de Pauli. La stru-ture de bande utilisée est réduite aux 2 premières bande de ondution, et aux
3 plus basses bandes de valene. En faisant varier le paramètre initial Ni, onpeut extraire la dépendane en dopage de la mobilité théorique.Pour simuler la propagation des porteurs majoritaires, i.e. des porteurs libresissus de l'ionisation de l'espèe dopante, on inlut la probabilité d'interationporteur-impureté alulée pour un potentiel oulombien attratif, et la densité
Nc des porteurs libres prise en ompte dans le modèle numérique (5.28) du PEPest supposée égale à Ni :

Nc,maj = NiPour simuler la propagation des porteurs minoritaires, la probabilité de di�usionsur impuretés ionisées est dérivée d'un potentiel répulsif. L'appliation du mo-dèle de dégénéresene (5.28) à la population des porteurs minoritaires néessitela spéi�ation de la densité des minoritaires. On hoisit d'étudier le transportdes porteurs minoritaires dans des onditions telles que leur in�uene sur lapopulation des porteurs majoritaires reste négligeable. Ce ritère est respetélorsque la onentration des minoritaires est faible devant elle des majoritaires,on dé�nit don la densité des minoritaires par [62℄ :
Nc,min = 0, 001× Ni114



5.4. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SIGEC DOPÉ
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(b)Fig. 5.6: Résultats pour la mobilité à faible hamp des életrons (Fig. 5.6a) etdes trous (Fig. 5.6b) dans le siliium en fontion de la onentration des do-pants. Les lignes représentent les simulations Monte Carlo, les symboles sontles résultats expérimentaux. Les lignes et symboles bleus (resp. rouges) sonrelatifs aux mobilités des porteurs majoritaires (resp. minoritaires). Les réfé-renes expérimentales sont [43, 110, 111, 112, 113, 114, 115℄ pour la Fig. 5.6a et[43, 110,116,117,118,119℄ pour la Fig. 5.6b.115



CHAPITRE 5. MODÉLISATION DES EFFETS DU DOPAGELa omparaison entre résultats théoriques et expérimentaux pour la mobilitédes életrons et des trous dans le siliium dopé est établie dans les �gures 5.6aet 5.6b.Dans le as de la mobilité des életrons majoritaires et minoritaires, on observeun exellent aord entre simulation et mesure lorsque le préfateur empirique
PM du modèle (5.21) pour la fréquene de relaxation du moment est �xé à :

P e
M = 4, 0Ce préfateur d'ajustement permet de prendre en ompte de façon globale l'en-semble des phénomènes di�usifs non-expliitement modélisés. Dans les milieuxfortement dopés, es méanismes bien que d'origines diverses, sont essentielle-ment de nature oulombienne : itons notamment les interations inter-porteur(életron-életron [120,121,122℄, életron-trou [62,63℄, trou-trou), porteur-plasmon[105,106℄ et porteur-impureté neutre [123℄. Les aratéristiques des probabilitésd'interation életron-impureté mises en évidene dans la �gure 5.4a in�uenentfortement les résultats théoriques. La forte augmentation des fréquenes de re-laxation du moment ave la densité du dopage, résulte dans la diminution dras-tique de la mobilité à faible hamp. De plus, l'aroissement de la di�érentiationentre les probabilités d'interation attrative et répulsive, onduit à une fortedistintion entre les mobilités majoritaire et minoritaire : à fort dopage, lesporteurs minoritaires sont systématiquement plus mobiles que les porteurs ma-joritaires.Les résultats de simulation pour la mobilité des trous majoritaires et minori-taires sont en bon aord ave les données expérimentales ave un préfateuronstant alibré à :

P h
M = 5, 0L'éart existant entre la mobilité théorique et la mobilité expérimentale de laRef. [43℄ pour les onentrations dopantes faibles i.e. inférieures à 1017 cm−3(f. Fig. 5.6b) s'explique par les di�érentes mobilités intrinsèques de référeneutilisées : notre modèle d'interation trou-phonon, alibré sur les mesures devitesse de dérive de la Ref. [77℄, produit une mobilité intrinsèque théoriqueégale à 564 cm2/Vs (f. Tab. 3.6), tandis que la formule empirique de la Ref.[43℄ emploie un paramètre de mobilité intrinsèque égal à 470, 5 cm2/Vs.Notre modèle de relaxation du moment permet don de dérire e�aementla di�usion des porteurs de harge sur les entres dopants ionisés, en propo-sant un formalisme ommun aux deux types de porteurs. Un très bon aordquantitatif est atteint entre les résultats théoriques et expérimentaux pour lamobilité des porteurs dans le siliium dopé P et N, par l'introdution d'un seulparamètre empirique.5.4.2 Mobilité en fontion du dopage dans GeLa mobilité à faible hamp dans le germanium dopé a été très peu mesu-rée ; à notre onnaissane, seuls les travaux de Prine publiés en 1953 [124℄ ontinvestigué es propriétés. Dans la référene [124℄, les e�ets de la températureet de la onentration des dopants sur la mobilité ohmique des életrons et destrous minoritaires ont été mesurés dans des éhantillons de germanium massif.Il est remarquable que le domaine des onentrations mesurées est restreint àla gamme des densités faibles à intermédiaires (1013 cm−3 ≤ Ni ≤ 1017 cm−3),116



5.4. SIMULATION DU TRANSPORT DANS SIGEC DOPÉet que par onséquent auune information n'existe relativement aux mobilitésdans le Ge fortement dopé.Malgré es données expérimentales launaires, on peut omparer les résul-tats de nos simulations Monte Carlo de transport dans le germanium aux me-sures existantes : es omparatifs pour la mobilité des életrons et des troussont reportés respetivement dans les �gures 5.7a et 5.7b. On onstate que,ave des préfateurs empiriques P e,h
M identiques à eux utilisés dans Si, les mo-dèles théoriques s'aordent ave les tendanes expérimentales. Ces résultatsmontrent que les préfateurs des fréquenes de relaxation du moment (5.21)peuvent être onsidérés omme des onstantes indépendantes du matériau. A etitre, les préfateurs employés pour modéliser les interations porteur-impuretédans les alliages SiGeC prendront les valeurs alibrées dans le siliium.Les prinipaux e�ets induits par l'ionisation des impuretés dopantes substi-tutionnelles dans un ristal semionduteur, à savoir :1. la relaxation du veteur d'onde des porteurs de harge par di�usion élas-tique sur les potentiels ioniques, et2. l'éhau�ement du gaz de porteurs libres, onséutif à la dégénéresenedes états oupés aux fortes densités dopantes,ont été dérits par l'introdution de 2 modèles spéi�ques. Ces modèles repro-duisent e�aement les propriétés expérimentales des porteurs de harge dansles matériaux dopés.
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CHAPITRE 5. MODÉLISATION DES EFFETS DU DOPAGE
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(b)Fig. 5.7: Résultats pour la mobilité à faible hamp des életrons (Fig. 5.7a)et des trous (Fig. 5.7b) dans le germanium en fontion de la onentrationdes dopants. Les lignes représentent les simulations Monte Carlo, les symbolessont les résultats expérimentaux. Les lignes et symboles bleus (resp. rouges) sonrelatifs aux mobilités des porteurs majoritaires (resp. minoritaires). La référeneexpérimentale est [124℄. 118



Chapitre 6Extration des paramètresmatériau et formulation desmodèles analytiques6.1 Mobilité à faible hampLa mobilité ohmique aratérise la réponse du matériau à l'appliation d'unhamp életrique faible. C'est une aratéristique életronique fondamentaledu matériau. Dans l'optique de simuler des transistors bipolaires intégrant desouhes de SiGeC, il essentiel de modéliser rigoureusement les mobilités des éle-trons et des trous dans es alliages ternaires. Les setions suivantes expliitentles di�érentes omposantes de notre modèle analytique de mobilité. Chaqueomposante se foalise sur la modélisation d'un e�et physique spéi�que. L'en-semble des paramètres du modèle analytique de mobilité sont alibrés sur lesrésultats de référene de nos simulations Monte Carlo1. Les valeurs assignéesaux di�érents paramètres du modèle sont exposées dans les tableaux 6.1 et 6.2,pour les mobilités des életrons et des trous respetivement.6.1.1 Dépendane en températureOn ommene par dérire la dépendane en température de la mobilité dansun matériau massif pur et non-dopé. Dans es onditions, la mobilité des por-teurs est uniquement limitée par les phonons du réseau. La mobilité µ expriméeen fontion de la température T peut alors s'érire selon une loi empirique detype [124,125,126℄ :
µ(T ) = µL ×

(

T

300

)−γ (6.1)où le terme µL désigne la mobilité limitée par les phonons à 300 K, et l'exposant
γ est un paramètre empirique. L'expression de µL sera détaillée plus loin ; elleintègre une dépendane en ontrainte ajustée sur les résultats MC. L'ensemblede nos simulations de transport ayant été e�etuées à température ambiante,le oe�ient γ dans l'expression (6.1) est issu d'études expérimentales : les1à l'exeption des paramètres gouvernant la dépendane en température119



CHAPITRE 6. PARAMÈTRES MATÉRIAU & MODÈLES ANALYTIQUESexposants γ spéi�ques aux mobilités des porteurs dans Si et Ge proviennentdes référenes [68℄ et [124℄, respetivement.6.1.2 Dépendane en dopage

10
14

10
15

10
16

10
17

10
18

10
19

10
20

10
21

0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1000

1100

1200

1300

1400

1500

1600

1700

1800

1900

Impurity Concentration (cm−3)

M
ob

ili
ty

 (
cm

2 /V
.s

)

Si

Ge

 

 
MC Si maj
MC Si min
MC Ge maj
MC Ge min

Fig. 6.1: Dépendane en dopage du modèle analytique de mobilité des trousdans le siliium et le germanium. Le modèle analytique (ourbes) est ajusté surles résultats Monte Carlo (symboles). Les lignes et symboles bleus (resp. rouges)son relatifs aux mobilités des trous majoritaires (resp. minoritaires).La dépendane en dopage de la mobilité est dérite par une formule deCaughey-Thomas [125, 127, 128℄. A�n de déoupler les e�ets des dopants don-neurs et aepteurs, le formalisme de Caughey-Thomas est étendu aux 2 typesde dopants selon la méthode proposée par Reggiani et al. [129, 130℄ :
µ(NA, ND, T ) = µS +

µL

(

T
300

)−γ − µS

1 +
(

NA

Ca

)αa

+
(

ND

Cd

)αd
(6.2)ave

µS =
µaNA + µdND

NA + ND
(6.3)Le terme µS expliité dans l'équation (6.3) désigne la mobilité de saturation,'est-à-dire la valeur limite minimale de la mobilité aux fortes onentrationsdopantes. Les paramètres quanti�ant les dépendanes en dopage donneur et120



6.1. MOBILITÉ À FAIBLE CHAMPdopage aepteur du modèle de mobilité (6.2) sont alibrés indépendammentsur les résultats de simulation MC (f. Fig. 6.1) :1. Les paramètres Ca, αa et µa spéi�ent les e�ets du dopage aepteur ;2. Les paramètres Cd, αd et µd dérivent les e�ets du dopage donneur.La tehnique de alibration employée onsiste à déterminer la ombinaison desparamètres minimisant la moyenne quadratique de l'éart entre le modèle ana-lytique (6.2) et les simulations de référene [43℄.6.1.3 Dépendane en taux de germanium et arboneL'équation (6.2) dérit la variation de la mobilité des porteurs dans unmatériau semionduteur dopé. Ce formalisme est don adapté à la modéli-sation de la mobilité dans le siliium et le germanium massifs. Dans les alliagesSi1−x−yGexCy, les di�érentes ontributions à la mobilité sont ombinées selonla loi de Matthiessen :
1

µ(x, y, NA, ND, T )
=

1 − x

µSi
+

x

µGe
+

x(1 − x)

C0
x + xC1

x + x2C2
x

+
y(1 − y)

Cy
− xy

Cxy

(6.4)L'expression (6.4) est l'extension du formalisme de la Ref. [131℄ spéi�que auxalliages binaires SiGe, au as plus général des alliages ternaires SiGeC où learbone est introduit en proportions minoritaires. Dans (6.4), les mobilités µSiet µGe sont alulées suivant la formule (6.2) en utilisant les paramètres res-petifs du Si et du Ge. Les dépendanes en température, dopage aepteur etdopage donneur dans (6.4) sont don impliitement ontenues dans les termesde mobilité µSi et µGe. Les paramètres de ourbure2 Ci
x, Cy et Cxy modélisentla dégradation de la mobilité due à la di�usion sur potentiel d'alliage. Ces pa-ramètres sont alibrés sur les résultats de simulation MC pour la mobilité dansles alliages intrinsèques relaxés :1. Les paramètres C0

x, C1
x et C2

x sont ajustés sur la mobilité relaxée dansSi1−xGex (f. Fig. 6.2a) ;2. Le paramètre Cy est réglé sur la mobilité relaxée dans Si1−yCy(f. Fig. 6.2b) ;3. Une fois que les paramètres Ci
x et Cy sont �xés, Cxy est �nalement alibrésur la mobilité relaxée dans Si1−x−yGexCy (f. Fig. 6.2 et 6.2d).6.1.4 Modélisation des e�ets de la ontrainte biaxialeA e stade du développement du modèle analytique, le formalisme (6.4)est apable de reproduire la mobilité des porteurs de harge dans les alliagesternaires SiGeC dopés non-ontraints. Lorsque la ouhe de Si1−x−yGexCy estdéformée biaxialement sur un substrat massif de siliium (f. � 4.1.3), la mobilitédevient une propriété anisotrope quanti�ée par un tenseur [27, 132℄ :

[µ] =





µ‖ 0 0
0 µ‖ 0
0 0 µ⊥



 (6.5)2bowing parameters en Anglais 121



CHAPITRE 6. PARAMÈTRES MATÉRIAU & MODÈLES ANALYTIQUES
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6.1. MOBILITÉ À FAIBLE CHAMPSi un seul salaire su�sait à dé�nir la mobilité isotrope, 2 omposantes salairessont néessaires pour aratériser le tenseur biaxial de mobilité (6.5) :� µ‖ désigne la omposante de mobilité longitudinale3 ;� µ⊥ désigne la omposante de mobilité transverse4.La prise en ompte des e�ets de la ontrainte au sein d'un modèle analytiquede mobilité induit par onséquent la néessité de distinguer les 2 omposantesdu tenseur de mobilité.A�n de modéliser l'amplitude de la déformation biaxiale, un paramètre deompensation de la ontrainte noté z est introduit. Ce paramètre doit s'annulerpour les ompositions (x, y) partiulières où la ouhe de Si1−x−yGexCy est mé-aniquement ompensée. On peut résoudre numériquement l'équation de om-pensation de la ontrainte, dé�nie par :
a(x, y) = aSi = a(0, 0) (6.6)où le paramètre de maille de l'alliage a(x, y) est alulé selon la formule (4.5).L'ensemble des points (x, y) de l'espae des ompositions qui sont solutions del'équation de ompensation (6.6) sont alignés selon une ourbe de type y = f(x).L'utilisation d'une formule analytique quadratique ajustée sur l'ensemble despoints de ompensation (x, y) permet d'obtenir une équation qui formule expli-itement la ondition de ompensation de la ontrainte :

y = 0, 1071x + 0, 0163x2 (6.7)Le paramètre de ompensation z est alors dérivé de l'équation quadratique deompensation (6.7), selon :
z = y − 0, 1071x− 0, 0163x2 (6.8)L'indie z dé�ni selon (6.8) sera don positif (resp. négatif) quand la ouhe deSiGeC est ontrainte en tension (resp. ompression) sur Si ; il s'annule lorsquel'alliage est exatement ompensé. L'indie z peut être onsidéré omme lafration molaire e�etive en arbone, 'est-à-dire la fration molaire y non-ompensée : dans les alliages binaires Si1−yCy, il n'y a a pas de ompensationpossible, et z = y.La modélisation de l'ation de la ontrainte biaxiale sur le tenseur de mobilités'artiule autour de 2 e�ets :1. la dépendane en ontrainte de la mobilité limitée par les phonons à 300 K,et2. la diminution de l'ation di�usive du potentiel d'alliage induite par larédution de la densité d'états D(E) à basse énergie.Dans le formalisme (6.4), seule la mobilité du siliium, notée µSi, intègre unedépendane en ontrainte. Une modélisation équivalente du terme de mobilitédu germanium µGe résulterait dans une augmentation drastique du nombre deparamètres employés dans le modèle (6.4). En outre, la ontribution du termeinverse x/µGe à la mobilité totale est mineure dans le domaine des ompositionsonsidérées (x ≤ 50%). Par onséquent, il n'est pas néessaire de omplexi�erla desription de e terme, et il est préférable de restreindre l'inlusion de la3in-plane mobility en Anglais4out-of-plane mobility en Anglais 123



CHAPITRE 6. PARAMÈTRES MATÉRIAU & MODÈLES ANALYTIQUES
µL γ µa µd Ca Cd αa αd

cm2/Vs cm2/Vs cm2/Vs cm−3 cm−3Si � 2,4 240 65 9,0e16 8,5e16 0,78 0,75Ge 3500 1,6 450 100 1,0e17 6,0e16 0,70 0,80
C0

x C1
x C2

x Cy Cxy cm2/Vs120 0 0 3,0 3,0
µts µcs z0 β z1 χ

cm2/Vs cm2/Vs

µ‖
z > 0 3000 1400 0,009 300 0,01 2,7
z < 0 0,01 1,3

µ⊥
z > 0 700 2300 0,000 400 0,01 1,0
z < 0 0,01 2,2Tab. 6.1: Paramètres pour le modèle analytique de mobilité des életrons dansles alliages SiGeC ontraints sur Si.dépendane en ontrainte aux termes dominants de la somme (6.4).Pour les életrons, l'e�et de la ontrainte biaxiale sur la omposante transversede la mobilité limitée par les phonons est dérite par une fontion de z de type :

µ⊥
L (z) = µ⊥

ts +
µ⊥

cs − µ⊥
ts

1 + exp
[(

z − z⊥0
)

β⊥
] (6.9)La mobilité longitudinale µ‖ est dérite par le même formalisme, mais utiliseun jeu de paramètres spéi�ques (µ‖

ts, µ
‖
cs, z

‖
0 et β‖ � f. Tab. 6.1). La fon-tion (6.9) tend asymptotiquement vers µts (resp. µcs) pour les déformationsroissantes en tension (resp. ompression). Ce formalisme analytique reproduite�aement l'évolution des omposantes du tenseur biaxial de la mobilité li-mitée par les phonons. Pour extraire les oe�ients de la formule (6.9), noussimulons par méthode Monte Carlo les mobilités limitées par les phonons dansSiGeC ontraint, en désativant les interations sur potentiel d'alliage dans l'al-gorithme MC. Par ette méthode, la mobilité alulée est seulement limitée parles interations életron-phonon.Pour les trous, une simple fontion quadratique de z permet de modéliser l'aug-mentation des mobilités longitudinale et transverse induite par la levée de dé-généresene des bandes de valene :

µ⊥
L (z) = µrs +

(

z

z⊥0

)2 (6.10)et la même formule est employée pour la omposante longitudinale µ‖, dotéed'un paramètre distintif (z‖0 � f. Tab. 6.2).La rédution du méanisme de di�usion sur potentiel d'alliage, qui résulte de ladiminution de la densité d'états à basse énergie induite par la ontrainte biaxiale,est modélisée par l'introdution d'un fateur multipliatif Cχ dépendant de z,124



6.1. MOBILITÉ À FAIBLE CHAMP
µL γ µa µd Ca Cd αa αd

cm2/Vs cm2/Vs cm2/Vs cm−3 cm−3Si � 2,2 42 104 3,0e17 3,0e17 0,70 0,70Ge 1800 2,3 42 134 9,0e16 9,0e16 0,65 0,60
C0

x C1
x C2

x Cy Cxy cm2/Vs60 70 170 3,4 3,0
µrs z0 z1 χ

cm2/Vs

µ‖
z > 0 510 0,0010 0,05 2,1
z < 0 0,05 2,1

µ⊥
z > 0 0,0015 0,05 3,2
z < 0 0,05 2,1Tab. 6.2: Paramètres pour le modèle analytique de mobilité des trous dans lesalliages SiGeC ontraints sur Si.selon :

C⊥
χ (z) = χ⊥ −

(

χ⊥ − 1
)

× exp

(

− |z|
z⊥1

) (6.11)Lorsque l'indie de ontrainte z est nul, la fontion (6.11) vaut 1 et le fateurmultipliatif n'est pas e�etif. Lorsque la ontrainte augmente en valeur absolue,le fateur (6.11) tend asymptotiquement vers la valeur limite χ. L'appliationde e fateur permet d'augmenter les termes quanti�ant la mobilité limitée parpotentiel d'alliage lors de l'appliation d'une ontrainte biaxiale. La fontion Cχdoit don être introduite au dénominateur de l'expression (6.4). Les paramètresde la fontion Cχ (χ, z1) prennent des valeurs di�érentes en fontion du typede porteur onsidéré, de la omposante du tenseur de mobilité modélisée, etdu signe de l'indie z (f. Tab. 6.1 et 6.2). Ces paramètres sont alibrés surles résultats MC pour les mobilités longitudinale et transverse dans les alliagesSi1−x−yGexCy ontraints (f. Fig. 6.2a à 6.2d).Le formalisme dé�nitif pour les omposantes du tenseur biaxial de mobilitédans les alliages ternaires Si1−x−yGexCy ontraints sur Si s'érit :
1

µ⊥
=

1 − x

µSi
⊥

+
x

µGe
+

[

x(1 − x)

C0
x + xC1

x + x2C2
x

+
y(1 − y)

Cy
− xy

Cxy

]

1

C⊥
χ (z)

(6.12)pour le as de la omposante transverse. La desription de la omposante lon-gitudinale est équivalente, et intègre les termes spéi�ques µSi
‖ et C

‖
χ. Le termede mobilité dans Si µSi

⊥ est alulé en utilisant l'expression (6.2), où le para-mètre de mobilité intrinsèque à 300 K, noté µL, est dé�ni par la fontion µ⊥
L (z)expliitée dans (6.9) et (6.10). Le terme de mobilité dans Ge µGe n'intègre pasde dépendane en z, il est alulé suivant l'expression (6.2) ave un paramètrede mobilité intrinsèque µL onstant. L'aptitude du modèle analytique (6.12) àreproduire nos résultats Monte Carlo ave un nombre limité de paramètres, estillustré par les �gures 6.2a à 6.2d. Le modèle de mobilité alibré dérit de façon125



CHAPITRE 6. PARAMÈTRES MATÉRIAU & MODÈLES ANALYTIQUESsatisfaisante les e�ets ombinés du germanium et du arbone dans l'alliage, àsavoir :1. la dégradation de la mobilité ausée par la di�usion sur potentiel d'alliage ;2. l'anisotropie du tenseur de mobilité induite par la ontrainte biaxiale ;3. la ompensation de la ontrainte, qui apparait lorsque les onentrationsrelatives en Ge et C satisfont la ondition de ompensation (6.7) (voir la�èhe vertiale dans la Fig. 6.2).Dans le but d'illustrer l'évolution de la mobilité dans Si1−x−yGexCy en fon-tion des variables x et y de l'espae des ompositions, il est utile de aluler leratio entre la mobilité dans l'alliage ontraint, et la mobilité du siliium mas-sif. En fontion de la omposante du tenseur de mobilité onsidérée, 2 ratiospeuvent être dé�nis, selon :
R⊥ =

µ⊥(x, y)

µSi
(6.13)pour le ratio transverse, et le ratio longitudinal R‖ peut être exprimé de façonéquivalente.Les ratios de mobilité R‖ et R⊥ peuvent être utilisés pour identi�er les ré-gions de l'espae paramétrique (x, y) qui béné�ient d'une mobilité supérieure àelle du siliium. Ces régions, aratérisées par un ratio supérieur à l'unité, or-respondent aux ompositions partiulières pour lesquelles les e�ets béné�quesinduits par la ontrainte biaxiale dominent les e�ets di�usifs du potentiel d'al-liage. Dans les �gures 6.3a à 6.4b, nous a�hons les ratios de mobilité R‖ et

R⊥ alulés par la formule analytique (6.12), pour plusieurs onentrations do-pantes. Ces �gures illustrent les isolignes des ratios de mobilité dans l'espaedes ompositions (x, y). Nous pouvons observer que les mobilités longitudinaleet transverse des életrons dans les alliages SiGeC ontraints sur Si sont toujoursinférieures à la mobilité du siliium massif (R‖, R⊥ < 1). En revanhe, dans leas de la mobilité des trous, les 2 tendanes antagonistes de la ontrainte biaxialeet du potentiel d'alliage peuvent résulter dans l'établissement d'une améliora-tion signi�ative de la mobilité (R‖, R⊥ > 1), en partiulier quand la ouhe deSiGeC est soumise à une forte ontrainte en ompression.6.2 Temps de relaxation de l'énergieLe temps de relaxation de l'énergie, noté τe, est une aratéristique életriquedu matériau qui quanti�e la durée néessaire à une population de porteurs ex-ités pour retourner à l'équilibre thermodynamique. Ce temps de relaxation a-ratérise don la apaité de la struture interne du matériau à dissiper l'énergiedes porteurs de harge exités, via des interations inélastiques de type porteur-phonon ou ionisation par ho. Ce paramètre onstitue don une propriété dutransport des porteurs à hautes énergies.Ce temps de relaxation peut être alulé par simulation Monte Carlo appliquéeà un système homogène et stationnaire représentatif du matériau [133,134,135℄.Dans l'optique de simuler le transport des harges à hautes énergies, il est nées-saire d'utiliser un algorithme Monte Carlo intégrant une desription numériquede la struture de bande. Dans ette étude, le temps de relaxation de l'énergiedes porteurs est extrait par l'emploi de la méthode indirete reportée dans la126



6.2. TEMPS DE RELAXATION DE L'ÉNERGIE
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6.2. TEMPS DE RELAXATION DE L'ÉNERGIEPorteur τ0 τ1 C0

ps pse 0,38 0,04 0,18h 0,36 0,13 0,10Tab. 6.3: Paramètres pour le modèle analytique du temps de relaxation del'énergie des porteurs dans les alliages SiGe.Ref. [134℄. La vitesse de dérive et l'énergie moyenne des porteurs sont alu-lées au ours de simulations Monte Carlo à hamp onstant. Dans le as d'unmatériau non-dégénéré, le temps de relaxation de l'énergie est déduit de es 2résultats, selon :
τe =

3kB

2e
× TC − TL

vdF
(6.14)où F est le hamp életrique appliqué, vd est la vitesse de dérive de la distribu-tion, TL est la température du réseau ristallin et la température moyenne desporteurs TC est diretement orrélée à l'énergie moyenne via 〈E〉 = 3/2kBTC .En se basant sur les résultats Monte Carlo obtenus, nous développons, pa-ramétrons et alibrons un modèle analytique pour le temps de relaxation desporteurs dans les alliages Si1−x−yGexCy massifs non-dégénérés. Il apparait quele temps de relaxation τe peut être e�aement modélisé omme une fontiondu ratio entre la température des porteurs TC et la température du réseau TL[134, 135℄, suivant :

τe = (τ0 + τ1x) ×
[

1 − exp

(

−C0
TC

TL

)

+

(

TC

TL

)−1
] (6.15)Dans la formule (6.15), le paramètre τ1 ontr�le l'in�uene de la fration mo-laire x en germanium. Les e�ets de la fration molaire y et des onentrationsdopantes sur les temps de relaxation simulés sont négligeables. En e�et, es es-pèes ne ontribuant pas à la relaxation de l'énergie des porteurs, elles n'ontpas d'in�uene direte sur la onstante de temps τe :1. la onentration relative y en arbone ontribue seulement à la di�usiondes porteurs sur potentiel d'alliage, laquelle est un proessus d'interationstritement élastique ;2. les entres dopants ionisés altèrent le transport des harges par l'intermé-diaire des interations porteur-impureté, qui sont des di�usions oulom-biennes élastiques.Les valeurs des paramètres du modèle (6.15) spéi�ques aux 2 types de porteurssont exposées dans la table 6.3.Les �gures 6.5a et 6.5b montrent les résultats Monte Carlo pour les tempsde relaxation des életrons et des trous, respetivement. Figurent égalementdans es graphes les ourbes représentatives du modèle analytique (6.15). Onpeut onstater que la modélisation analytique basée sur nos résultats de simula-tion améliore signi�ativement la paramétrisation onstante de τe usuellementimplémentée dans les simulateurs hydrodynamiques de dispositifs.129
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6.3. SIMULATION D'UN TRANSISTOR BIPOLAIRE ÀHÉTÉROJONCTION6.3 Simulation d'un transistor bipolaire à hété-rojontionDans la setion préédente, nous avons développé des formules analytiquespour la modélisation des paramètres de transport dans les alliages SiGeC. Lespropriétés életriques modélisées inluent notamment la mobilité à faible hampet le temps de relaxation de l'énergie. Les modèles analytiques développés sontensuite implémentés dans un simulateur hydrodynamique de dispositifs. L'uti-lisation d'un simulateur hydrodynamique intégrant une desription exate desparamètres életriques, permet de modéliser le transport des harges dans lesdispositifs HBT SiGeC en prenant en ompte les pro�ls de germanium, de ar-bone et de dopants.6.3.1 Équations hydrodynamiquesL'outil de simulation utilisé est le simulateur HD de Sentaurus Devie. L'ap-prohe hydrodynamique est aratérisée par la onsidération de la températuredes porteurs de harge (notée Tn pour les életrons, Tp pour les trous), quiest distinte de la température T du réseau ristallin lorsque l'état des porteurss'éloigne de l'équilibre thermodynamique. La méthode numérique employée dansSentaurus Devie onsiste à résoudre 3 équations ouplées pour haque type deporteur [136℄. Pour les életrons, les équations de transport s'érivent5 :
∂Wn

∂t
+ ∇·−→Sn =

−→
Jn · ∇EC +

dWn

dt

∣

∣

∣

∣

coll

(6.16)
−→
Sn = −5

2
rn

(

kBTn

q

−→
Jn + fhf

n κn∇Tn

) (6.17)
−→
Jn = qµn

(

n∇EC + kBTn∇n + f td
n kBn∇Tn − 3

2
nkBTn∇ lnmn

) (6.18)et les équations relatives aux trous sont similaires pour les quantités Wp, −→Sp et−→
Jp. Jn désigne la densité de ourant, Sn est le �ux énergétique et Wn représentela densité énergétique. C'est dans e système d'équations hydrodynamiques queles paramètres de transport sont pris en ompte :1. La mobilité des porteurs, notée µn pour les életrons, µp pour les trous,intervient dans l'équation (6.18) de la densité de ourant, ainsi que dansl'expression (6.17) du �ux énergétique via le terme κn, dé�ni par :

κn =
k2

B

q
nµnTn2. Le temps de relaxation de l'énergie des porteurs, noté τen pour les éle-trons, τep pour les trous, dérit la vitesse de relaxation par ollision duterme Wn dans l'équation (6.16) :

dWn

dt

∣

∣

∣

∣

coll

= −Hn − ξn
Wn − Wn0

τen5Le détail des notations employées dans (6.16), (6.17) et (6.18) est exhaustivement expliitédans la Ref. [136℄. 131



CHAPITRE 6. PARAMÈTRES MATÉRIAU & MODÈLES ANALYTIQUES3. La bande interdite du matériau, notée Eg, est prise en ompte dans l'équa-tion di�érentielle de la densité énergétique par l'intermédiaire du potentieléletrostatique, noté EC dans (6.16).6.3.2 Résultats de simulationLes performanes életriques d'un transistor bipolaire à hétérojontion SiGeCde type NPN sont alulées par simulation hydrodynamique du transport desporteurs de harge. La struture du dispositif bipolaire NPN est exposée en �-gure 6.6. La base en SiGeC du transistor est omposée par la superposition d'undopage aepteur et de pro�ls de Ge et C introduits loalement entre 10 nm et
45 nm de profondeur (f. Fig. 6.7). Dans le dispositif HBT étudié, la onen-tration relative x en Ge dans la base est globalement onstante et de l'ordre de
25%, et la onentration relative y en C atteint une valeur maximale de l'ordrede 0, 1% dans la même région.A�n de mettre en évidene les e�ets induits par l'implémentation de nos mo-dèles analytiques avanés sur les aratéristiques életriques du dispositif HBTmodélisé, nous établissons un omparatif entre 2 séries de simulations hydrody-namiques, basées sur 2 modélisations distintes des paramètres de transport :1. Les modèles par défaut sont ouramment utilisés dans la simulation TCAD.Ces modèles sont ativés par défaut dans le simulateur hydrodynamiqueSentaurus Devie, et sont spéi�ques aux propriétés du siliium massif6 :� La mobilité à faible hamp des porteurs est dérite par le formalismede Klaassen [126, 128℄. Ce modèle dérit la mobilité isotrope des por-teurs dans le siliium massif omme une fontion de la température duréseau et du dopage. Les in�uenes respetives des onentrations endonneurs et en aepteurs sont di�éremment paramétrées pour distin-guer le transport des porteurs majoritaires et minoritaires.� Le temps de relaxation de l'énergie des porteurs est implémenté ommeun paramètre onstant aratéristique du siliium. Par défaut, e tempsde relaxation onstant est �xé à 0, 3 ps pour les életrons et à 0, 25 pspour les trous [136℄ (f. Fig. 6.5a et 6.5b).� La bande interdite est modélisée par la formule de Bean [137℄, qui déritla variation de la bande interdite dans les alliages Si1−xGex pseudomor-phiquement ontraints sur substrat massif de siliium :

Eg(x, T ) = Eg,0 −
αT 2

T + β
+ c1x + c2x

2 + c3x
3 (6.19)où le terme Eg,0 orrespond à la bande interdite du siliium massif à

0 K. Les paramètres de la formule analytique (6.19) sont reportés dansle tableau 6.4.2. Les modèles avanés sont eux qui ont été développés dans le adre dela présente thèse, et qui sont expliités dans les setions � 6.1 et � 6.2.Ces modèles aratérisent les propriétés életriques des alliages ternairesSiGeC biaxialement ontraints sur substrat massif de siliium.� La mobilité à faible hamp des porteurs est alulée par le formalismeanisotrope (6.12), employant les paramètres des tables 6.1 et 6.2.6à l'exeption du modèle de bande interdite intégrant une dépendane en fration molaire
x 132



6.3. SIMULATION D'UN TRANSISTOR BIPOLAIRE ÀHÉTÉROJONCTION

Fig. 6.6: Struture 2D d'un dispositif HBT de type NPN.
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CHAPITRE 6. PARAMÈTRES MATÉRIAU & MODÈLES ANALYTIQUESParamètre Valeur Unité Référene
Eg,0 1, 16964 eV [136℄
α 4, 73 × 10−4 eV/K [136℄
β 636 K [136℄
c1 −0, 96 eV [137℄
c2 0, 43 eV [137℄
c3 −0, 17 eV [137℄
c4 3, 40 eV [138℄Tab. 6.4: Paramètres pour le modèle analytique de bande interdite dans lesalliages SiGeC ontraints en ompression sur Si.� Le temps de relaxation de l'énergie des porteurs est formulé suivantl'expression (6.15), ave les paramètres de la table 6.3.� La bande interdite est modélisée en étendant la formule (6.19), relativeà SiGe ontraint sur Si, au as plus général des alliages SiGeC ontraintsen ompression sur Si. L'e�et supplémentaire de la fration molaire enC sur la bande interdite est traduit par l'addition d'un terme linéaireen y [138℄ :

Eg(x, y, T ) = Eg,0 −
αT 2

T + β
+ c1x + c2x

2 + c3x
3 + c4y (6.20)Pour les 2 séries de simulation, le phénomène de rétréissement de la bandeinterdite7 induit par les fortes onentrations dopantes, est pris en ompte sui-vant le modèle empirique de Slotboom [139℄. La variation négative ∆Eg del'amplitude de la bande interdite est exprimée en fontion de la onentrationdopante totale N , selon :

∆Eg(N) = Eref

[

ln

(

N

Nref

)

+

√

ln2

(

N

Nref

)

+ 0, 5

] (6.21)Dans (6.21), les valeurs assignées aux paramètres Eref et Nref sont tabuléesdans la Ref. [136℄. La bande interdite e�etive Eg,eff prise en ompte dans leséquations hydrodynamiques s'obtient �nalement suivant :
Eg,eff(x, y, N, T ) = Eg(x, y, T ) − ∆Eg(N) (6.22)où la bande interdite intrinsèque Eg a été dé�nie dans (6.19) pour le modèle pardéfaut, et dans (6.20) pour le modèle avané.Les aratéristiques életriques du dispositif HBT SiGeC NPN modélisé sontsimulées par méthode hydrodynamique, pour les 2 ensembles de paramètres detransport spéi�és i-dessus. Les résultats des simulations életriques sont ex-posés dans les �gures 6.8, 6.9a et 6.9b. La �gure 6.8 représente le traé de lafréquene de transition fT en fontion du ourant olleteur IC , tandis que lesaratéristiques statiques du transistor �gurent dans les graphes 6.9a et 6.9b. Onpeut onstater que les e�ets liés à l'implémentation des modèles avanés des pa-ramètres de transport sont multiples et signi�atifs. On observe notamment une7Band Gap Narrowing (BGN) en Anglais134



6.3. SIMULATION D'UN TRANSISTOR BIPOLAIRE ÀHÉTÉROJONCTIONaugmentation de 5% de la fréquene de transition maximale (f. Fig. 6.8), ainsiqu'un important aroissement du ourant de base IB à fort VCE (f. Fig. 6.9b).Nos modèles avanés pour les paramètres de transport nous permettent donde prendre en ompte l'in�uene des pro�ls de germanium et de arbone surles aratéristiques életriques des dispositifs HBT SiGeC. Nos résultats de si-mulation hydrodynamique indiquent que l'utilisation des modèles de transportstandard, généralement spéi�ques au siliium massif, induit des erreurs signi�-atives sur plusieurs aratéristiques életriques du transistor bipolaire. L'emploide nos modèles de transport avanés pour la simulation TCAD de dispositifsHBT SiGeC devrait permettre de mieux omprendre le transport des hargesdans la struture, et par onséquent aider à l'optimisation de la struture dudispositif, dans l'optique d'en améliorer les performanes.
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ConlusionDans ette étude, la méthode Monte Carlo a été appliquée à la simulationdes propriétés életroniques des alliages ternaires SiGeC. En partant de la des-ription théorique du transport dans les prinipaux omposants (siliium etgermanium) de l'alliage SiGeC, plusieurs modèles additionnels ont été suessi-vement implémentés pour modéliser les e�ets induits par l'alliage, le dopage etla ontrainte sur le transport. Les résultats de simulation ont été omparés à denombreuses référenes expérimentales. L'aord obtenu entre nos résultats théo-riques et les diverses données expérimentales illustre l'aptitude de nos modèlesphysiques à reproduire le omportement életronique du matériau. L'algorithmeMonte Carlo ainsi développé est apable de simuler de façon préditive les spé-i�ités du transport des porteurs dans les alliages ternaires SiGeC dopés etontraints sur substrat siliium. Il est don partiulièrement adapté à l'extra-tion des paramètres életriques requis dans la simulation hydrodynamique destransistors bipolaires à hétérojontion intégrant des bases de SiGeC.La modélisation par méthode Monte Carlo du transport des harges en milieuhomogène, appliquée aux semionduteurs ovalents de la olonne IV, onstituetoujours à l'heure atuelle un hamp théorique à investiguer. Les travaux exposésdans ette thèse ont mis en évidene plusieurs launes dans la ompréhensionthéorique des propriétés de transport de es matériaux. En partiulier, l'ab-sene de modèle standard pour les probabilités totales d'interation életron- ettrou-phonon dans le germanium massif représente un obstale à la onnaissanepréise du transport des harges à hautes énergies dans e matériau. L'éta-blissement d'un modèle standard dans le germanium néessite notamment uneinvestigation expérimentale spéi�quement menée à hautes énergies, a�n de me-surer l'e�aité quantique propre à e matériau.Conernant la modélisation des alliages ternaires SiGeC présentée dans etteétude, une desription plus exate de la dispersion doit inlure l'in�uene intrin-sèque du arbone sur la struture de bande de l'alliage. De plus, une modélisationnon-approximée des intégrales de reouvrement, ohérente ave la struture debande numérique, devrait améliorer la desription de la dynamique des por-teurs de harge, partiulièrement à hautes énergies. En�n, à notre onnaissanel'ionisation par ho dans les alliages SiGe et SiGeC n'a pas été mesurée ouaratérisée. Cet état de fait explique que les probabilités d'ionisation par hodes porteurs soient toujours indéterminées dans es alliages. Une déterminationexpérimentale indirete, ou théorique par l'emploi de tehniques ab initio, desprobabilités d'ionisation des életrons et des trous dans es alliages, devrait per-mettre l'implémentation de modèles d'ionisation par ho plus physiques que leformalisme approximatif utilisé dans ette étude.137



CHAPITRE 6. PARAMÈTRES MATÉRIAU & MODÈLES ANALYTIQUESNos résultats de simulation Monte Carlo ont été utilisés pour dériver les pa-ramètres de transport spéi�ques aux alliages SiGeC, requis dans le simulateurhydrodynamique Sentaurus Devie. L'implémentation de es paramètres maté-riau nous ont permis de prendre en ompte les pro�ls de germanium, de arboneet de dopants dans les simulations életriques de dispositifs HBT. Cette des-ription rigoureuse de l'interation des porteurs de harge ave l'alliage ternaireSiGeC au sein d'un dispositif HBT onstitue l'état de l'art de la modélisationéletrique des transistors bipolaires avanés.A moyen terme, la rédution progressive des dimensions des transistors bipo-laires va s'aompagner de phénomènes physiques omplexes, dont l'in�uenesur le transport des porteurs de harge va devenir de plus en plus prépondé-rante. On peut notamment mentionner :� le transport quasi-balistique, qui apparait lorsque les dimensions du dis-positif sont de l'ordre du libre parours moyen des partiules ;� le transport hors d'équilibre, qui s'établit lorsque les porteurs libres sontsoumis à des hamps életriques forts ;� les e�ets quantiques, induits par la rédution de l'épaisseur des ouhesatives (elle de la base, dans le as partiulier du HBT).L'importane de es e�ets rend néessaire leur prise en ompte dans les modèlesnumériques. A e titre, l'utilisation de modèles de type dérive-di�usion ou hy-drodynamique, ouplés à des paramètres életriques aratérisant des matériauxmassifs, est une méthodologie de simulation probablement non-appliable auxfuturs dispositifs HBT. La simulation rigoureuse du transport des harges danses strutures néessitera vraisemblablement la mise en plae d'une modélisa-tion Monte Carlo appliquée au dispositif. Les algorithmes Monte Carlo employésdans le adre d'ativités d'ingénierie du dispositif devront être spéi�quementoptimisés, a�n de réduire les délais de onvergene a�etant es méthodes dealul.
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Annexe AExtension du modèle dedi�usion sur potentield'alliage au as des alliagesternairesDans un premier temps, exprimons le potentiel virtuel moyen Vm du ristal,en fontion des potentiels atomiques loaux Va, Vb et Vc, aratérisant respe-tivement le niveau du potentiel ristallin au voisinage des atomes de type A, Bet C dans l'alliage ternaire A1−x−yBxCy :
Vm = (1 − x − y) ·Va + x ·Vb + y ·Vc (A.1)Les disontinuités loales de potentiel induites par les atomes A, B et C, parrapport au potentiel virtuel moyen s'érivent :

∆Va = Vm − Va = −(x + y) ·Va + x · Vb + y ·Vc (A.2)
∆Vb = Vm − Vb = (1 − x − y) ·Va + (x − 1) ·Vb + y ·Vc (A.3)
∆Vc = Vm − Vc = (1 − x − y) ·Va + x · Vb + (y − 1) ·Vc (A.4)On peut simpli�er les expressions (A.2) à (A.4) en utilisant les potentiels d'al-liage UA−B et UA−C , dé�nis selon :

UA−B = Va − Vb ; UA−C = Va − VcEn intégrant es notations, on peut réérire le système selon :
∆Va = −x ·UA−B − y ·UA−C (A.5)
∆Vb = (1 − x) ·UA−B − y ·UA−C (A.6)
∆Vc = (1 − y) ·UA−C − x ·UA−B (A.7)Les disontinuités de potentiel vont être à l'origine de la di�usion des porteursde harge. On peut assoier à haque type d'atome une probabilité d'intera-tion spéi�que, laquelle est proportionnelle au arré de l'amplitude du potentiel155



ANNEXE A. DIFFUSION SUR POTENTIEL D'ALLIAGE DANS LESTERNAIRESdi�useur :
PA(E) = F (E) × ∆Va

2 = F (E) × [x ·UA−B + y ·UA−C ]2 (A.8)
PB(E) = F (E) × ∆Vb

2 = F (E) × [(1 − x) ·UA−B − y ·UA−C ]2 (A.9)
PC(E) = F (E) × ∆Vc

2 = F (E) × [(1 − y) ·UA−C − x ·UA−B]2 (A.10)où
F (E) =

2π

h̄
Ωc · D(E)On peut dès lors aluler la probabilité totale d'interation PT omme la sommepondérée des probabilités (A.8), (A.9) et (A.10), assoiées à haque type deentre di�useur. Les oe�ients de pondération orrespondent aux probabilitésde présene de haque type d'atome dans la maille élémentaire du ristal :

PT (E) = (1 − x − y) ·PA(E) + x ·PB(E) + y ·PC(E) (A.11)En développant les équations (A.8), (A.9) et (A.10) dans l'expression (A.11), onobtient l'expression �nale de la probabilité de di�usion des porteurs de hargedans un alliage aléatoire ternaire A1−x−yBxCy :
PT (x, y, E) =

2π

h̄
Ωc · D(E) ·W (x, y) (A.12)où

W (x, y) = x(1 − x) ·UA−B
2 + y(1 − y) ·UA−C

2 − 2xy ·UA−B ·UA−C (A.13)
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Annexe BMobilité des életrons dans lesiliium sous ontraintebiaxialeLorsque les alliages SiGeC sont ontraints sur un substrat massif de siliium,la ontrainte biaxiale introduite dans la ouhe de SiGeC par le désaord demaille s'aompagne de l'apparition onomitante de la di�usion sur potentield'alliage. A�n de pouvoir étudier les e�ets déouplés de la ontrainte et dupotentiel d'alliage, il est utile de onsidérer les as suivants :� l'étude des alliages relaxés permet de mettre en évidene l'in�uene dupotentiel d'alliage (f. � 4.6.1 pour SiGe) ;� l'étude des matériaux purs ontraints (Si, Ge) permet de se foaliser surles e�ets liés à la ontrainte.Dans ette optique, on se propose d'étudier l'e�et d'une ontrainte biaxiale arbi-traire sur la mobilité à faible hamp des életrons dans le siliium. L'existene denombreux résultats expérimentaux relatifs à la mobilité des életrons dans le si-liium ontraint va en outre permettre la validation quantitative de la sensibilitéen ontrainte de nos modèles Monte Carlo.Le tenseur biaxial de déformation est dé�ni omme suit :
[ǫ] =





ǫ‖ 0 0
0 ǫ‖ 0
0 0 −2 c12

c11
ǫ‖



 (B.1)où les onstantes élastiques c11 et c12 sont elles du siliium massif � f. Tab. 4.1.Dans la spéi�ation du tenseur (B.1), ǫ‖ onstitue l'amplitude de la déforma-tion longitudinale.La struture de bande du siliium déformé est alulée en prenant en omptele tenseur biaxial (B.1). La probabilité d'interation életron-phonon est inté-grée numériquement suivant le formalisme (3.6), en ohérene ave la struturede bande déformée Eν(ǫ‖,
−→
k ). Les onstantes de ouplage ∆η et les modes dedispersion phononiques ωη(q) pris en ompte dans l'évaluation de la probabi-lité Pη,ν(k) sont eux du siliium massif, i.e. leur dépendane en ontrainte estnégligée. 157



ANNEXE B. MOBILITÉ DES ÉLECTRONS DANS SI CONTRAINTLes résultats de simulation MC pour les mobilités longitudinale et transversedes életrons dans le siliium sont exposés dans les �gures B.1a et B.1b. La�gure B.1a ompare nos résultats théoriques aux mesures de mobilité de la Ref.[140℄ et aux oe�ients piézorésistifs empiriques de Smith [141℄. Les oe�ientspiézorésistifs aratérisent la réponse linéaire de la mobilité à l'appliation d'uneontrainte méanique faible. Dans le siliium, la variation relative ∆µ/µ dela mobilité induite par l'appliation d'une ontrainte faible, s'érit omme leproduit du tenseur de piézorésistane par le tenseur de ontrainte [142℄. Dansle as partiulier d'une ontrainte biaxiale, la variation linéaire de la mobilitévéri�e :
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(B.2)où µ0 désigne la mobilité isotrope du siliium relaxé. Par l'intermédiaire dutenseur d'élastiité, on peut exprimer la variation de la mobilité en fontion desomposantes du tenseur biaxial de déformation (B.1) :
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(B.3)Le omportement linéaire des mobilités longitudinale et transverse peut être di-retement déduit du produit matriiel (B.3) :
µ‖ = µ0 ×

[

1 − (π11 + π12) ·
(

c11 + c12 − 2
c2
12

c11

)

· ǫ‖
] (B.4)

µ⊥ = µ0 ×
[

1 − 2π12 ·
(

c11 + c12 − 2
c2
12

c11

)

· ǫ‖
] (B.5)La dépendane linéaire des omposantes du tenseur de mobilité (B.4) et (B.5)en fontion de la déformation longitudinale sont traées dans le graphe B.1a. Onpeut observer que nos résultats de simulation Monte Carlo sont quantitative-ment prohes des mesures, dans le domaine piézorésistif omme dans le domainede saturation. Nos modèles MC reproduisent don de façon satisfaisante les ef-fets de la ontrainte biaxiale sur le transport à faible hamp des életrons.La �gure B.1b établit un omparatif entre di�érents résultats de simulationpubliés, et nos propres résultats, onernant la mobilité des életrons dans le si-liium biaxialement ontraint. Si l'ensemble des modèles dérivent l'anisotropiedu tenseur de mobilité de façon qualitativement similaire, un désaord quanti-tatif signi�atif existe entre les di�érentes modélisations, notamment en e quionerne la saturation de la mobilité pour les ontraintes biaxiales très élevées.158
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Annexe CSimulation du transportéletronique transitoire parméthode multi-partiuleDans le but d'étudier les e�ets transitoires a�etant le transport des por-teurs de harge, un algorithme Monte Carlo multi-partiule est spéi�quementdéveloppé. Cette méthode numérique onsiste à simuler de façon simultanée lapropagation de plusieurs partiules individuelles. La valeur moyenne 〈A〉 de lapropriété A aratérisant le gaz de partiules est alulée omme une moyenned'ensemble, selon [2℄ :
〈A(t)〉 =

1

N

N
∑

i=1

Ai(t) (C.1)où N désigne l'e�etif de l'ensemble des partiules modélisé.La simulation simultanée de plusieurs partiules permet don d'intégrer haquepropriété moyenne 〈A(t)〉 du gaz à l'instant t omme la somme pondérée desontributions Ai(t) de haque partiule i. La tehnique multi-partiule remplaedon l'intégration temporelle (2.9) de la valeur moyenne, spéi�que au shémamono-partiule, par une intégration sur l'ensemble. L'avantage de la simula-tion multi-partiule réside don dans la possibilité de apturer les phénomènestransitoires, alors que la onvergene des résultats statistiques produits par unalgorithme mono-partiule est onditionnée par l'établissement d'un régime sta-tionnaire. La struture de notre algorithme multi-partiule à hamp onstant estexpliitée dans le graphe C.1. Le alul des moyennes d'ensemble 〈A(t)〉 à l'ins-tant t néessite la spéi�ation d'un pas temporel, noté tstep dans la Fig. C.1. Lepas tstep orrespond à l'intervalle de temps au terme duquel les statistiques d'en-semble sont umulées par moyennage selon (C.1) ; tstep dé�nit don la résolutiontemporelle de notre algorithme.Le phénomène de dépassement transitoire de vitesse 1 est ausé par l'appli-ation à t = 0 d'un fort hamp életrique sur une population de porteurs deharge initialement à l'équilibre thermodynamique. Dans l'optique de modélisere phénomène dans le siliium massif, on simule le transport transitoire d'une1transient drift veloity overshoot en Anglais161
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Fig. C.1: Algorithme de notre programme de simulation Monte Carlo multi-partiule à hamp onstant. 162



population de porteurs de harge initialement à l'équilibre dans le siliium, pro-voqué par l'appliation d'un hamp életrique de 100 kV/cm. Notre algorithmemulti-partiule modélise en parallèle la propagation d'un ensemble statistiquede 50000 partiules, et ollete les statistiques transitoires de l'ensemble aveune résolution temporelle égale à 1 fs. L'évolution transitoire de la vitesse dedérive moyenne des porteurs alulée par notre algorithme Monte Carlo d'en-semble est illustrée par les �gures C.2a et C.2b. Nos simulations sont en outreomparées aux résultats MC reportés dans plusieurs autres publiations [24,32℄,obtenus dans des onditions stritement identiques.Le phénomène de dépassement transitoire de vitesse a�ete plus signi�ati-vement le transport des életrons (f. Fig. C.2a) que le transport des trous(f. Fig. C.2b). Cependant, pour les 2 types de porteurs de harge, la vitessetransitoire maximale est atteinte dans un délai de 70 fs après l'appliation duhamp életrique. Au-delà de 0, 25 ps, le régime stationnaire est atteint et le dé-passement transitoire de vitesse disparaît. De plus, on peut onstater que notremodélisation du transport transitoire des porteurs dans le siliium est quanti-tativement prohe des résultats de simulation présentés dans la littérature.
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∗STMicroelectronics, 850, rue Jean Monnet, 38926 Crolles FRANCE
†IEF - CNRS UMR 8622, Bât. 220, Université Paris-Sud, 91405 Orsay FRANCE

Abstract—Bipolar transistors in advanced BiCMOS technology
rely on highly-doped SiGeC bases strained on Si. Modeling the
electrical properties of such devices by TCAD means requires an
accurate description of SiGeC transport parameters, including
low-field mobility, saturation velocity and energy relaxation
time. Since bipolar transistor operation involves electron and
hole transport, both types of carriers must be adressed. A
distinction between majority and minority carriers must also
be physically accounted for. In this paper, transport properties
of doped and strained Si1−x−yGexCy alloys are investigated by
Full-Band Monte Carlo (MC) method with a view of deriving
analytical models suitable for implementation in hydrodynamic-
based TCAD simulators.

I. INTRODUCTION

Performance optimization of advanced heterojunction
bipolar transistors (HBTs) has lead to the introduction
of germanium and carbon in the device base, yielding
Si1−x−yGexCy base layers biaxially strained on Si [1]. TCAD
simulation of charge carrier transport in such SiGeC/Si HBTs
should include models for transport parameters relevant to
strained ternary Si1−x−yGexCy alloys. The aim of this work is
to develop analytical models for carrier transport parameters,
namely low-field mobility and energy relaxation time, based
on Monte Carlo simulations of homogeneous transport in
SiGeC alloys.

II. MONTE CARLO METHOD

Our Full-Band Monte Carlo simulations rely on strain-
dependent SiGe Tight-Binding band structures. Phonon scat-
tering rates are wave-vector dependent [2] and include 4
Si-Si modes and 4 Ge-Ge modes (i.e. 8 phonon modes in
SiGeC alloys) [3]. Phonon rates are calibrated to reproduce
a large number of experimental data in bulk Si and Ge,
namely low-field mobility, drift velocity and impact ionization
coefficient measurements [4], [5]. Doping effets are accounted
for using doping-dependent scattering mechanisms, includ-
ing ionized impurity scattering, electron-electron scattering
and electron-hole scattering. Coulombian scattering rates are
derived from partial-wave theory [6], [7] and can thereby
establish a physical distinction between attractive and repulsive
potentials, i.e. between majority and minority carriers (Fig.1).
The Pauli Exclusion Principle (PEP) has to be accounted for

TABLE I
EFFECTIVE ALLOY POTENTIALS EXPRESSED IN eV

a FROM [9], b FROM [10], c FROM [3], d FROM [11], e FROM [12]

REF USi−Ge USi−C
e h e h

Present work 0.4 0.5 2.8 2.2
Litterature 0.7a, 0.54b 0.9a, 0.7c, 0.55d 1.75e –

in simulating highly doped materials. Here PEP is included
using the actual distribution function discretized with a cubic
mesh of the reciprocal space [8]. Eventually our model for
alloy scattering extends the commonly used alloy scattering
rate model specific to binary random alloys (see e.g. [3], [9])
to the more general case of ternary random alloys:

Palloy(x, y,E) =
2π

h̄
Ωc · D(E) ·

h
x(1− x) ·U2Si−Ge

+y(1− y) ·U2Si−C − 2xy ·USi−Ge ·USi−C
i (1)

In (1), USi−Ge and USi−C are effective alloy potentials. As
such they are independently calibrated on several experimental
mobility measurements:
• USi−Ge is adjusted to reproduce the x dependence of

mobility in relaxed Si1−xGex alloys, as depicted in Fig.2;
• USi−C is tuned to reproduce the y dependence of in-plane

mobility in Si1−yCystrained on Si, as shown in Fig.3.
Table I compares the calibrated values of our SiGeC model

with equivalent effective alloy potentials avaible in the litter-
ature, relevant to binary SiGe and SiC alloys. It ought to be
noted that using (1), our model provides a unified formalism
for electrons and holes in strained and relaxed ternary SiGeC.

III. MOBILITY MODEL

A large set of MC simulations have been performed in
highly-doped Si1−x−yGexCy alloys strained on Si. First, we
have derived a new anisotropic analytical mobility model
based on low-field MC simulations. The model should be
valid for materials with up to 2% carbon content and 50%
germanium content. It should also be able to distinguish
between the isotropic relaxed mobility, and the in-plane and
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out-of-plane components of the anisotropic mobility tensor
relevant to SiGeC alloys strained on bulk Si.

In order to account for strain-related effects, we introduce
a strain-compensation parameter z, defined as:

z = y − 0.1071x− 0.0163x2 (2)

z is positive (negative) when the SiGeC alloy is tensily
(compressively) strained on Si and z = 0 when the alloy is
exactly strain-compensated. The alloy composite mobility is
modeled through the introduction of bowing parameters, as
described in Ref.[13]:

1

μ
=
1− x

μSi
+

x

μGe
+

∙
x(1− x)

C0x + xC1x + x2C2x

+
y(1− y)

Cy
− xy

Cxy

¸
1

Cβ(z)

(3)

where the bowing terms Ci
x, Cy and Cxy quantify the degra-

dation of mobility due to alloy scattering. In (3), both μSi

and μGe mobility terms are described using doping-dependent
Caughey-Thomas expressions [14]. All model parameters are
adjusted to obtain an optimal agreement between formula (3)
and MC simulations results.

Figure 4a (4b) shows the behavior of the resulting majority
(minority) electron mobility in SiGe alloys as the doping
concentration is increased. Figures 5a to 5d show the de-
pendence of electron mobility upon C content in intrinsic
biaxially strained SiGeC alloys. This mobility model is seen
to satisfactorily reproduce all effects due to substitutional C,
namely alloy scattering, anisotropy due to biaxial strain, and
strain compensation when Ge is also introduced (arrow in
Fig.5c).

In order to underline the effects of Ge and C contents on
the alloy mobility, it is useful to plot the ratio between SiGeC
mobility and Si mobility:

Rμ =
μ(x, y)

μSi
(4)

The mobility ratio Rμ can be conveniently used to identify
domains of the (x, y) composition spectrum where mobility
enhancements could be expected as compared to Si. In figures
6 and 7, we plot the ratio Rμ for several doping concentrations,
as given by the analytical law (3). The figures show the
isolines of the ratio in the x − y alloy composition space.
Fig.6 relates to electron in-plane mobility, while Fig.7 depicts
hole in-plane mobility. As it can be seen, electron mobility in
strained Si1−x−yGexCy alloys is always lower than mobility
in Si (Rμ < 1), since the beneficial strain effects induced by
lattice mismatch cannot overcome the strong alloy scattering.
However in the case of hole mobility, both those competing
trends, namely alloying and strain, can result in a very
significant mobility enhancement (Rμ > 1), especially when
the SiGeC layer is submitted to a highly compressive biaxial
stress.
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Fig. 1. Mobility as a function of impurity concentration in silicon. MC
simulation results are compared to measurements. Full (open) symbols and
solid (dashed) lines refer to majority (minority) carrier mobility. Experimental
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TABLE II
PARAMETER VALUES FOR THE ENERGY RELAXATION TIME MODEL

CARRIER τ0 τ1 C0
ps ps

e 0.38 0.04 0.18
h 0.36 0.13 0.10

IV. ENERGY RELAXATION TIME MODEL

In a second set of Full-Band MC simulations, high-field
transport properties such as saturation velocities and energy
relaxation times are investigated. The energy relaxation time
is extracted using the indirect method reported in Ref.[31].
During constant-field MC simulations, charge carrier drift
velocity vc and average energy Ec are calculated. The carrier
energy relaxation time is deduced from the 2 aforementioned
pieces of data, according to:

τ =
3kB
2e

× TC − TL
vcF

(5)

where F is the electric field, TL is the lattice temperature, and
the carrier temperature TC is related to the carrier energy Ec

through Ec = 3/2kBTC .
Starting from the MC results, we develop and calibrate an

analytical formula for the carrier energy relaxation time in
Si1−x−yGexCy alloys. It is found that the relaxation time τ
can be efficiently modeled as a function of the ratio between
carrier temperature TC and lattice temperature TL [31]:

τ = (τ0 + τ1x)×
"
1− exp

µ
−C0TC

TL

¶
+

µ
TC
TL

¶−1#
(6)

In (6), the τ1 parameter controls the alloying effect due to Ge
mole fraction x. The dependencies of τ upon C mole fraction
and doping concentration were found to be negligible. Model
parameter values specific to electron and hole transport are
reported in table II.

Figures 8a and 8b show MC results for the electron and
hole energy relaxation time in SiGe alloys, respectively. Also
shown is the analytical model behavior, as expressed in (6). As
it can be seen, the MC-based model significantly improves the
default constant model commonly used in device simulations.

V. CONCLUSION

We have employed a homogeneous Monte Carlo simula-
tion technique to calculate charge carrier transport properties
in ternary Si1−x−yGexCy alloys. All the relevant scattering
mechanisms have been included, and their respective scattering
rates have been modeled consistently with a large number of
experimental measurements. Analytical models for electron
anf hole low-field mobility and energy relaxation time have
been derived from a systematic fitting procedure applied to
Monte Carlo results. Based on the presented analytical TCAD
models, strategy for performance optimization in advanced
bipolar devices with respect to strain and alloying effects
in SiGeC, can be adequately adressed in the early phase of
technology developpement.
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Fig. 4. Combined effects of alloying and doping on electron mobility in
relaxed SiGe alloys. Minority electron mobilities are consistently higher than
majority electron mobilities. Symbols refer to MC simulations, lines represent
our analytical mobility model.
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Fig. 5. Combined effects of alloying and strain on electron mobility
in undoped SiGeC alloys. Biaxial strain due to lattice mismatch induces
the mobility anisotropy. When strain compensation occurs, the anisotropy
vanishes (arrow). Symbols refer to MC simulations, lines represent our
analytical mobility model.
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4 different donor concentrations. Isoline discontinuities are located at points of
the (x, y) space where strain compensation occurs. The strain compensation
points are aligned along a boundary line which separates the compressive
strain domain from the tensile strain domain.

0 0.2 0.4 0.6
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.
4

0.
6

0.6

0.
8

0.8
1

1

1.
2

1.4

C
 M

O
LE

 F
R

A
C

T
IO

N

μ
Si

 =362 cm2/V.s

N
A
=1017 cm−3

0 0.2 0.4 0.6
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.6 0.
8

0.8 1

1

1.
2

1.
2

1.4

1.6

1.8

μ
Si

 =183 cm2/V.s

N
A
=1018 cm−3

0 0.2 0.4 0.6
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.
8 0.

8

1

1

1.
2

1.
4

1.
4

1.
6

1.8

Ge MOLE FRACTION

C
 M

O
LE

 F
R

A
C

T
IO

N

μ
Si

 =79 cm2/V.s

N
A
=1019 cm−3

0 0.2 0.4 0.6
0

0.005

0.01

0.015

0.02 0.8

1

1

1.
2

1.
2

1.4

Ge MOLE FRACTION

μ
Si

 =50 cm2/V.s

N
A
=1020 cm−3

Fig. 7. Same as Fig.6 for hole mobility in acceptor-doped SiGeC and Si.

0 10 20 30 40
0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

T
C

 / T
L

E
N

E
R

G
Y

 R
E

LA
X

A
T

IO
N

 T
IM

E
 (

ps
)

 

 
MC x =  0%
MC x = 10%
MC x = 20%
MC x = 30%

(a) electrons

0 10 20 30 40
0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

T
C

 / T
L

E
N

E
R

G
Y

 R
E

LA
X

A
T

IO
N

 T
IM

E
 (

ps
)

 

 
MC x =  0%
MC x = 10%
MC x = 20%
MC x = 40%

(b) holes

Fig. 8. Energy relaxation time as a function of carrier temperature in relaxed
SiGe alloys. Symbols refer to MC simulations, solid lines represent our
analytical relaxation time model. Dashed lines indicate the default relaxation
time parameter values used in Sentaurus Device hydrodynamic model.

978-1-4244-3947-8/09/$25.00 ©2009 IEEE 58



Monte Carlo simulation of high-energy transport of

electrons and holes in bulk SiGeC alloys
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Abstract. High-energy transport properties of charge carriers in ternary random
Si1−x−yGexCy alloys are investigated using Full-Band Monte Carlo simulations. Models for scat-
tering mechanisms include phonon scattering, impact ionization and alloy scattering. Phonon
scattering rates are wave-vector dependent and calculated consistently with the Full-Band struc-
ture. Impact ionization rates are modeled using analytical Keldysh formulas fitted to previously
reported ab initio results. We derive a model for alloy scattering rate specific to ternary random
alloys. It involves 2 effective alloy potentials which are independently calibrated on experimen-
tal mobility measurements. Presented Monte Carlo simulation results are shown to be in very
good agreement with a variety of high-energy transport measurements, including drift velocities,
impact ionization coefficients and quantum yields. Effects of alloy composition on the electrical
characteristics of Si1−x−yGexCy alloys are investigated.

1. Introduction
Performance optimization of advanced heterojunction bipolar transistors has led to the
introduction of germanium and carbon in the device base, yielding SiGeC base layers biaxially
strained on Si. TCAD simulation of the electrical operation of such SiGeC/Si HBTs should
include transport parameter models relevant to ternary SiGeC alloys. The aim of this work is to
investigate high-energy carrier transport in Si1−x−yGexCy materials within the alloy composition
domain defined by 0 < x < 100% and 0 < y < 2%, by means of Full-Band Monte Carlo (MC)
method. The physical models for scattering mechanisms are described and compared with
litterature in section 2. In section 3, simulation results for high-field transport properties in
Si1−x−yGexCy materials are reported.

2. Scattering models
Our MC simulations rely on SiGe band structures calculated with Tight-Binding method [1]. In
order to simulate high-energy transport phenomena, it is necessary to accurately describe the
dispersion relation up to 5 eV above the band minima, consequently 5 conduction bands and 3
valence bands are accounted for.

Phonon scattering rates are wave-vector dependent and are calculated consistently with the
Full-Band structure [2]. Phonon modes in SiGeC alloys are modeled by 4 Si-Si modes and
4 Ge-Ge modes. Alloy modes such as C-C modes or mixed Si-Ge modes are neglected. The
probability for a carrier of wave-vector k in band ν to interact with a phonon mode η is given
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Figure 1: Electron- and hole-phonon scattering rates as a function of carrier energy in bulk Si
and Ge at 300 K. Our results are compared with Full-Band results exposed in Refs.[12, 6] and
[7] for Si and Ge, respectively.

by:
Pη,ν(k) =

∑

ν′,k′

π

ρωη(q)
∆2

η × I(k, k′)2 × δ
(

Eν − E′
ν′ ∓ h̄ωη(q)

)

(nη(q) + 1/2 ± 1/2) (1)

where upper and lower signs respectively refer to phonon emission and absorption. In (1),
phonon dispersions ωη(q) are approximated by isotropic quadratic expressions, as in Ref.[3].
Electron overlap integrals I(k, k′) are modeled within the Nordheim approximation [4]. Hole
overlap integrals are described by Wiley’s angular expressions [5]. Deformation potentials∆ η

are treated as empirical parameters. As such they are assumed to depend on the square root of
the initial carrier energy, in a similar way as in Ref.[6]. The total carrier-phonon scattering rates
in bulk Si and Ge are plotted in Fig.1. In the case of Si, it can be seen that our calibrated rates
are in excellent agreement with the consensus established by the modeling community. However
in the case of Ge, although several studies have applied Full-Band techniques to the simulation
of charge carrier transport [7, 8, 9, 4, 10], only the early work of Fischetti was found to have
reported the total electron-phonon scattering rate magnitude. It appears that our results are in
strong disagreement with Fischetti’s, however it must be stressed that our scattering rate was
calibrated together with a realistic impact ionization rate derived from ab initio calculations,
whereas the early work of [7] relied on an arbitrary Keldysh formula. In SiGeC alloys, the
total phonon rate is expressed as a weighted sum of the scattering rates due to Si-Si and Ge-Ge
modes [11]:

Pη,ν(x, y, k) = (1 − x) ·PSi
η,ν(k) + x ·PGe

η,ν (k) (2)

Impact ionization rates in bulk Si and Ge are modeled with analytical energy-dependent
Keldysh formulas:

PII(E) = P0 × (E − E0)α0 (3)
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Table 1: Keldysh formula parameters for the impact ionization rate in bulk Si and Ge.

Material Carrier P0 α0 E0 Ref.(eV−α0 s−1) (eV)

Si e 1.0 × 1011 4.6 1.1 [13]
h 1.14 × 1012 3.4 1.49 [14]

Ge e 4.0 × 1011 4.8 0.8 [8]
h 1.2 × 1012 3.8 1.0 [15]

The parameters P0, E0 and α0 are adjusted so that the empirical rate in (3) fits ab initio
calculated ionization rates. Parameter values together with references of the ab initio studies
from which they were determined are indicated in table 1. In SiGe alloys, Keldysh parameters
are linearly interpolated between their respective values in Si and Ge. Since no information
was found concerning impact ionization in bulk carbon or in carbon alloys, C mole fraction y is
assumed to have no influence on impact ionization rates.

Once models for phonon scattering and impact ionization have been specified, simulations
of carrier transport in pure Si and Ge materials can be carried out. MC results are compared
to a variety of experimental data, including drift velocity characteristics (cf. Fig.2a), impact
ionization coefficients (cf. Fig.2b), and quantum yield measurements.

Simulation of charge carrier transport in random alloys requires the inclusion of an additional
scattering mechanism, namely alloy scattering. Our model for alloy scattering extends the
commonly used model specific to binary random alloys (see e.g. Refs.[11, 16]) to the more general
case of ternary random alloys. Alloy scattering rate in ternary Si1−x−yGexCy is expressed as:

Palloy(x, y,E) =
2π
h̄
Ωc · D(E) ·

[

x(1 − x) ·U2
Si−Ge + y(1 − y) ·U2

Si−C − 2xy ·USi−Ge ·USi−C

]

(4)

whereD(E) is the density of states per spin. In (4), USi−Ge and USi−C are effective alloy potential
parameters, which are independently calibrated to reproduce low-field mobility measurements in
binary Si1−xGex [17] and Si1−yCy [18] alloys. When the particle undergoes an alloy scattering
event, the MC particle post-scattering state (k′, ν ′) is randomized on the energy-conserving
surface.
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Figure 2: Comparison between MC simulations and measurements for the drift velocity and
impact ionization coefficient of holes in bulk Si and Ge.
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Figure 3: Electron drift velocity as a function of electric field in bulk binary SiGe and SiC alloys.
MC simulation results are shown for several alloy compositions.

3. Simulation results
Based on the bandstructure and scattering models exposed in section 2, high-field properties
of Si1−x−yGexCy alloys can be investigated by constant-field single-particle MC simulation. In
order to study how the substitutional Ge and C concentrations affect SiGeC electrical properties,
we plot in figures 3a and 3b the electron velocity-field characteristics as obtained from MC
simulations of binary SiGe and SiC alloys, respectively. It can be seen that both Ge- and C-
alloying result in a strong degradation of the electron mobility and saturation velocity. However
equivalent results are obtained with 10% Ge and 0.2% C, emphasizing the higher scattering
strength of substitutional C atoms as compared to Ge atoms.

4. Conclusion
In this paper, the Monte Carlo technique has been applied to the simulation of high-field
properties of ternary SiGeC materials. All the relevant scattering mechanisms have been
physically accounted for, and specifically adressed to both electrons and holes. Results for
high-energy transport in bulk Si and Ge have been extensively compared to measurements. The
models should yield a robust basis for the study of charge carrier transport in SiGeC alloys.
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Hole transport properties in relaxed and biaxially strained Si1-xGex, Si1-yCy and Si1-x-yGexCy alloys are
investigated using a Full-Band Monte Carlo simulator. Our results allow the extraction of bulk, in-plane and
out-of-plane hole drift mobilities. Doping effects in SiGeC alloys are taken into account through an efficient
ionized-impurity scattering model. This model is based on inverse momentum relaxation times derived from
phase-shift theory. 1 A new alloy scattering model relevant to the case of random ternary alloys is presented.
It involves two effective alloy potential parameters, which account for the respective scattering strengths of
Ge and C in the crystal lattice. From our mobility results we have derived an analytical hole mobility model
which includes dependencies upon doping concentration, doping type, Ge content and C content.

© 2009 Published by Elsevier B.V.

1. Introduction

Bipolar transistors in advanced BiCMOS technology rely on highly-
doped SiGeC bases strained on Si [1]. Modeling the electrical
properties of such devices by TCAD means requires an accurate
description of SiGeC transport parameters. As such charge carrier
mobility models must include physical dependencies upon Ge, C and
doping concentrations. In this paper, hole mobilities in doped and
strained SiGeC alloys are investigated by Full-Band Monte Carlo (MC)
method with a view of deriving an analytical mobility model suitable
for implementation in hydrodynamic TCAD simulators.

2. Monte Carlo method

Our Full-Band Monte Carlo simulations rely on strain-dependent
SiGe Tight-Binding band structures [2], which include the 3 lowest
valence bands (HH, LH and SO). Phonon scattering rates are wave-
vector dependent [3] and include 4 Si–Si modes and 4 Ge–Ge modes
(i.e. 8 modes in SiGeC alloys) [4].

Ourmodel for the alloy scattering rate in randomternary Si1-x-yGexCy
is derived from the commonly usedmodel specific to binary alloys [4,5]:

Palloyðx; y; EÞ =
2π
ℏ

Ωc⋅DðEÞ⋅½xð1−xÞ⋅USi−Ge2

+ yð1−yÞ⋅USi−C2−2xy⋅USi−Ge⋅USi−C�
ð1Þ

In Eq. (1),D(E) is the density of states per spin and USi–Ge, USi–C are
effective alloy potential parameters. Both these alloy potentials are
independently calibrated on several hole mobility measurements:

• USi–Ge is adjusted to reproduce the x dependence of mobility in
relaxed Si1-xGex alloys, as depicted in Fig. 1. The bowing behavior of
mobility in SiGe is accurately reproduced for USi–Ge=0.5 eV.

• USi–C is tuned to reproduce the y dependence of in-plane mobility in
P-doped Si1-yCy strained on Si, as shown in Fig. 2a. The lowering of
mobility with increasing C content is due to alloy scattering.
Simulation results match the experimental trend for USi-C=2.2 eV.

Ionized-impurity scattering is accounted for through a phenom-
enological scattering model. In a similar way as in Ref. [9,10], we
replace the scattering rate by the inverse momentum relaxation time.
Since the momentum relaxation rate is significantly lower than the
corresponding scattering rate, the scattering process occurs much less
frequently during the MC simulation. However, each time impurity
scattering is selected, the hole post-scattering state is randomized on
the energy-conserving surface. Doing so, we essentially replace
frequently occuring scatterings with little modification of the particle
state per scattering, by rare scattering events which strongly alter the
particle's wave-vector. This approach provides a large gain in com-
puter efficiency, but cannot by itself reproduce experimental mobility
measurements. In Ref. [9,10], the momentum relaxation rate is
derived from the Brooks–Herring (BH) scattering rate, and must be
corrected with doping-dependent prefactors. Since we are willing to
make a physical distinction between majority holes and minority
holes, which respectively scatter on acceptor and donor impurities,
we do not use the BH theory, which is not sensitive to the sign of the
scattering potential. Instead, we calculate the momentum relaxation
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rate within the phase-shift (PS) theoretical frame [11,12]. Starting
with the impurity concentration NI and type, the scattering potential
V(r) can be defined as an attractive or repulsive screened coulomb
potential:

VðrÞ = ∓ e2

4π�r�0r
e−r =λs ð2Þ

In Eq. (2), the impurity type defines the sign of the potential, while
the impurity concentration determines the screening length λs. Given

the phase-shifts δl calculated consistently with V defined in Eq. (2),
the resulting momentum relaxation cross-section can be written as:

σM =
4π
k2

∑
∞

l=0
ðl + 1Þ sin2ðδl−δl + 1Þ ð3Þ

and the corresponding momentum relaxation rate is expressed as:

Pimp = NI⋅vðkÞ⋅σM ð4Þ

Since the PS theory relies on the parabolic band assumption where
E=ħ2k2/2m*, Pimp can be conveniently expressed as a function of the
carrier energy. Furthermore, the specification of an attractive or
repulsive potential in Eq. (2) yields 2 different series of phase-shifts δl,
and eventually leads to doping type sensitive scattering rates. Finally,
a single constant prefactor has to be applied to the impurity scattering
rate in Eq. (4). Setting the prefactor value to 5.0 results in a good
agreement between our MC simulations and experimental doping-
dependent mobility measurements (cf. Fig. 2b). Ionized-impurity
scattering rates as obtained from Eq. (4) are exposed in Fig. 3. For low
doping levels, scattering rates are insensitive to the impurity type,
yielding equal minority andmajority hole mobilities. However at high
doping levels, hole-acceptor scattering rates are seen to be stronger
than hole-donor rates, which results in the lower mobility of majority
holes as compared to minority ones.

To account for degeneracy effects at very high carrier concentra-
tions, the Pauli Exclusion Principle is included using the actual hole
distribution function discretized with a cubic mesh of the reciprocal
space [13].

3. Hole mobility model

A large set of SiGeC MC simulations have been performed for
several alloy compositions, doping concentrations and strain config-
urations. We take these simulation results as a reference basis
to derive an analytical hole mobility model for P-doped and N-doped

Fig. 1. Mobility as a function of Ge content in relaxed lightly-doped SiGe alloys. MC
simulation results are compared to measurements taken from Ref. [6,7].

Fig. 2.Mobility as a functionof Ccontent (Fig. 2a) and impurity concentration (Fig. 2b).MCsimulation results are compared tomeasurements. Experimentaldata in Fig. 2a are taken fromRef. [8].
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Si1-x-yGexCy alloys. The model should be valid for materials with up to
2% carbon content and 60% germanium content. It should also be able
to distinguish between the isotropic relaxed mobility μ0, and the in-
plane μ∥ and out-of-plane μ⊥ components of the anisotropic mobility
tensor relevant to SiGeC alloys strained on bulk Si. It is however rather
difficult to capture all the effects due to alloying, doping and strain in a
single analytical formulation, therefore many parameters had to be
introduced to get a satifactory match between the model and MC
results. All the parameter values of the mobility model are reported in
Table 1.

In order to account for strain-related effects, we introduce a strain
compensation parameter z, defined as:

z = y−0:1071x−0:0163x2 ð5Þ

z is positive (negative) when the SiGeC alloy is tensily (compressively)
strained on Si and z=0 when the alloy is exactly strain-compensated.

The doping-dependentmobility in Si is describedby a Caughey–Thomas
expression [14]:

μSi = μHD +
μLD + ðz=z1ref Þ2−μHD

1 + ðNI =Nref Þα
ð6Þ

where NI is the doping concentration. In Eq. (6), each doping type is
assigned a different set of parameter values. The z-dependent term in
Eq. (6) describes the stress enhancement of the phonon-limited hole
mobility. The doping-dependent germanium mobility μGe is also
modeled according to Eq. (6), but with its own set of parameters, and
with no z-dependent term.

The alloy composite mobility is modeled through the introduction
of bowing parameters, as described in Ref. [15]:

1
μ

=
1−x
μSi

+
x

μGe +
xð1−xÞ

C0
x + xC1

x + x2C2
x
+

yð1−yÞ
Cy

− xy
Cxy

" #
1

CβðzÞ
ð7Þ

where the parameters Cx
i , Cy and Cxy quantify the degradation of

mobility due to alloy scattering. In Eq. (7), the z-dependent Cβ term
reproduces the alloy scattering rate reduction due to stress-induced
valence band splitting. It can be accurately modeled according to:

CβðzÞ = β−ðβ−1Þ × e− j z j = z2ref ð8Þ

It should be noted that the parameters of the z-dependent
functions in Eq. (6) and Eq. (8), which are related to stress effects,
take different values depending on the sign of z. Furthermore each
component of the mobility tensor (μ∥ and μ⊥) is assigned a specific set
of parameters. If the SiGeC mobility to be calculated is relevant to a
relaxed bulk alloy, formula (7) is used with z=0.

An exhaustive comparison between our MC simulation results and
the derived analytical model is shown in Figs. 4 and 5. The hole
mobility model is shown to behave very consistently with the MC
results. Eventually, we plot in Figs. 6 and 7 the ratio between SiGeC
mobility and Si mobility for several acceptor concentrations, as given
by the analytical law (7). The figures show the isolines of the ratio in
the x–y alloy composition space. In Fig. 6 the ratio is μ0/μSi i.e. the
alloy mobility is relaxed, while in Fig. 7 the ratio is μ∥/μSi i.e. it involves
the in-plane SiGeC mobility. It can be seen that, in case the SiGeC alloy

Fig. 4. Combined effects of alloying and doping on hole mobility in relaxed SiGe alloys.
Majority hole mobilities (full symbols, solid lines) are consistently lower than minority
hole mobilities (empty symbols, dashed lines). Symbols refer to MC simulations, lines
represent our analytical mobility model.

Table 1
Parameters for the analytical hole mobility model.

μLD μHD Nref α

cm2/Vs cm2/Vs cm−3

Si maj 510 42 3.0e17 0.70
min 104 3.0e17 0.70

Ge maj 1800 42 9.0e16 0.65
min 134 9.0e16 0.60

zref
1 zref

2 β

μ∥ z>0 0.0010 0.05 2.1
z<0 0.0010 0.05 2.1

μ⊥ z>0 0.0015 0.05 3.2
z<0 0.0015 0.05 2.1

Cx
0 Cx

1 Cx
2 Cy Cxy cm2/Vs

60 70 170 3.4 3.0

Fig. 3. Ionized-impurity scattering rate plotted as a function of hole energy for
increasing doping concentrations. Solid and dashed lines respectively represent
scattering rates due to acceptor and donor impurities.
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is unstrained, the mobility is strongly reduced by alloy scattering so
that the mobility ratio is smaller than 1. However when the SiGeC
layer is coherently strained on Si, the mobility also benefits from
strain effects induced by the lattice mismatch. Both those competing
trends, namely alloying and strain, can result in a very significant
enhancement of hole low-field mobility, especially when the SiGeC
layer is submitted to a highly compressive biaxial stress.

4. Conclusion

In this paper, hole transport in P-doped and N-doped SiGeC alloys
has been simulated by MC method. All the relevant scattering
mechanisms have been physically and efficiently modeled. An
exhaustive hole mobility model has been derived from low-field MC
simulations. It is fully implementable in hydrodynamic-based device

Fig. 6. Ratio between mobility in relaxed SiGeC and mobility in bulk Si, plotted as a function of Ge and C contents for 4 different acceptor concentrations.

Fig. 5. Combined effects of alloying and strain on hole mobility in undoped binary SiGe (Fig. 5a) and SiC (Fig. 5b) alloys. Symbols refer to MC simulations, lines represent our
analytical mobility model.
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simulators, and should provide a reliable basis for TCAD simulation of
advanced SiGeC bipolar transistors.
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Résumé

Dans cette thèse, un algorithme de simulation Monte Carlo est spécifiquement développé pour 
modéliser le transport homogène et stationnaire des porteurs de charge dans les alliages aléatoires 
ternaires massifs de type Si1-x-yGexCy. Le simulateur Monte Carlo intègre une description numérique 
Full-Band de la structure de bande, et il est adapté à la simulation du transport des électrons et des 
trous. Les mécanismes d'interaction modélisés incluent l'interaction porteur-phonon, l'ionisation par 
choc,  la  diffusion  sur  potentiel  d'alliage,  l'interaction  porteur-impureté  ionisée,  et  le  principe 
d'exclusion de Pauli. Les modèles théoriques sont calibrés sur un ensemble complet de résultats 
expérimentaux,  et  un  accord  quantitatif  est  atteint  entre  la  simulation  et  la  mesure  sur  de 
nombreuses propriétés électriques, qui incluent la mobilité à faible champ, la vitesse de dérive, le 
coefficient d'ionisation et le ratio d'efficacité quantique. L'algorithme de simulation Monte Carlo 
final est capable de modéliser le transport des porteurs de charge majoritaires et minoritaires dans 
les alliages ternaires Si1-x-yGexCy dopés, relaxés ou biaxialement contraints sur substrat de silicium.

Le modèle Monte Carlo développé peut  être  utilisé  pour extraire  les  paramètres  matériau 
requis  dans  les  simulateurs  hydrodynamiques  de  dispositifs,  notamment  dans  le  cadre  de  la 
simulation de transistors bipolaires à hétérojonction intégrant des bases de SiGeC fortement dopées 
et  épitaxiées  sur  silicium.  L'implémentation  de  paramètres  électriques  spécifiques  aux  alliages 
SiGeC nous ont permis de prendre en compte les profils de germanium, de carbone et de dopants 
dans  les  simulations  hydrodynamiques  de  dispositifs  HBT.  Cette  description  rigoureuse  des 
propriétés électroniques du matériau SiGeC au sein d'un dispositif HBT constitue l'état de l'art de la 
modélisation électrique des transistors bipolaires avancés.

Abstract

In this thesis, a Monte Carlo simulation algorithm has been specifically developed to simulate 
the homogeneous and stationary  transport of charge carriers in bulk ternary random  Si1-x-yGexCy 

alloys. The Monte Carlo simulator employs a numerical Full-Band description of the band structure, 
and  it  is  suitable  for  the  simulation  of  both  electron  and  hole  transport.  Included  scattering 
mechanisms  account  for  carrier-phonon  scattering,  impact  ionization,  alloy  scattering,  ionized 
impurity  scattering,  and  the  Pauli  exclusion  principle.  Theoretical  models  are  calibrated  on  a 
complete set of experimental results, and a quantitative agreement is reached between simulation 
and experiment  for  many electrical  properties,  which  include  low-field  mobility,  drift  velocity, 
impact ionization coefficient and quantum yield ratios. The final Monte Carlo simulation algorithm 
is  able  to  simulate  majority  and minority charge  carrier  transport  in  doped ternary  Si1-x-yGexCy 

alloys, relaxed or biaxially strained on a silicon substrate.
The Monte Carlo model can be used to extract material parameters required by hydrodynamic 

device  simulators,  notably  for  the  simulation  of  heterojunction  bipolar  transistors  integrating 
highly-doped SiGeC base layers  epitaxially grown on silicon.  The  implementation of  electrical 
parameters specific to SiGeC alloys enabled us to take into account the germanium, carbon and 
doping  profiles  in  hydrodynamic  simulations  of  HBT devices.  This  rigorous  description  of  the 
electronic properties of SiGeC materials within HBT devices constitutes the current state-of-the-art 
for the electrical simulation of advanced bipolar transistors. 
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