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Introduction

Cette thése est consacrée & la modélisation d’une structure composée de l'assemblage de
deux solides Q1 et Q~ par 'intermédiaire d’une couche mince (d’épaisseur ~ &) trés rigide
(d’ordre gim, m > 1), ot € > 0 est un petit paramétre. Le cas ou la couche mince est constituée
d’un matériau de faible rigidité (d’ordre ¢) a fait 'objet de nombreuses études, & commencer
par les travaux de Goland et Reissner [48] en 1944, suivis, entre autres, de Brezis et al. [21],
Destuynder et al. [33], Geymonat et Krasucki [42|, Geymonat et al. [43], Licht et Michaille
[58], Suquet [63]|, pour une approche mathématique du probléme. L’objectif principal dans
I’étude d’une telle structure est de modéliser le comportement de la couche mince intercalée
entre les deux solides. De nombreux exemples illustrent une telle situation, notamment dans le
domaine des matériaux composites. Afin d’améliorer les propriétés d’un matériau composite,
il est courant d’y intégrer des fibres, plaques ou autres, constituées de matériaux jouant un
role de renforcement. Il est alors nécessaire de développer des modéles rendant compte du
comportement de ces "inclusions renforcantes".

De maniére simplifiée d’un point de vue mécanique, on peut se ramener a un probléme
de transmission des contraintes entre trois corps élastiques oil le corps intermédiaire est une
couche mince. Mais & cause de la faible épaisseur de la couche d’une part, et des différences
importantes entre les coefficients élastiques d’autre part, le calcul numérique de la solution
est délicat. Une maniére de surmonter ces difficultés est d’introduire un probléme limite o
la couche mince est remplacée par une surface matérielle qui rend compte de conditions de
transmission entre les deux corps Q7 et Q™.

-+conditions
de transmission

FIGURE 1 — De la configuration physique a la configuration limite.



D’un point de vue énergétique, cette surface S a une densité d’énergie surfacique qui est
obtenue par passage a la limite & partir de la densité d’énergie volumique de la couche. L’énergie
du systéme dans le probléme limite est la somme des énergies correspondant aux deux corps
QT et Q et d'une énergie de surface. L’étude de ce probléme a déja fait I’objet de plusieurs
résultats. Dans Pham Huy et Sanchez-Palencia [51], on trouve une caractérisation de ces
conditions de transmission dans le cas scalaire. Dans le probléme limite, I’inconnue u satisfait
les conditions de transmission a l'interface S entre les domaines Q7 et Q~ :

+_ —

u = u
out ou~
K—+K — = KA,
on*t + on~ “

ot u est la valeur commune de uT et v~ sur S, nt la normale unitaire a la surface, K+, K
des coeflicients matériaux, et A, le Laplacien par rapport aux variables de la surface. Dans
[22], Caillerie étudie ce probléme dans le cadre de l'élasticité linéaire isotrope en identifiant
les limites faibles lorsque € — 0 en fonction du taux de convergence m des coefficients élas-
tiques. Il met en évidence différents problémes limites, correspondant & différentes conditions
de transmission, suivant les valeurs de m. Les valeurs m = 1 et m = 3 sont significatives et
donnent respectivement a la limite un comportement de plaque en membrane et de plaque en
flexion. On retrouve ces résultats dans Acerbi et al. [1], ou les auteurs proposent deux modeles
limites en identifiant par I'-convergence, la limite de la fonctionnelle énergie lorsque m = 1 et
m = 3 dans un cadre plus général non linéaire. Plus précisément, dans le cas de ’élasticité
linéarisée, g, la densité d’énergie du matériau dans la couche rigide, notée B, et f, la densité
d’énergie dans le reste de la structure ()., sont des fonctions du tenseur des déformations
linéarisé e(u) := 3(Vu + Vul) et I'énergie du systéme est donnée par la fonctionnelle

F.(u) := /Q+UQ fle(u)) dx + gim i g(e(u))dz.

Pour déterminer la position d’équilibre de la structure, on est amené & résoudre le probléme
de minimisation :
min F;(u)

sur un sous-espace de WHP(€2,R3), pour un certain p. En identifiant la I-limite de la suite de
fonctionnelles (F;):>0, ces auteurs retrouvent dans la fonctionnelle limite un terme d’énergie
surfacique correspondant & une énergie de membrane pour m = 1, et & une énergie de flexion
pour m = 3. En élasticité linéaire, lorsque la rigidité est d’ordre %, le probléme limite est un
probléme de transmission de type Ventcel, c’est-a-dire faisant intervenir un opérateur différen-
tiel tangentiel d’ordre 2 sur S. Dans [56], [57], on trouve une étude du probléme limite et de
ces conditions de transmission pour une couche rigide entourant une partie d’un solide. D’un
point de vue plus général, le probléme de l'inclusion d’une couche mince rigide est un pro-
bléme & perturbation réguliére (contrairement au cas de la couche molle qui est un probléme
a perturbation singuliére).

Dans un premier chapitre, nous rappelons briévement quelques éléments de la théorie
de Pélasticité justifiant la formulation mathématique des problémes. En particulier, nous re-
donnons les formulations faibles et locales d’un probléme d’élasticité linéaire et rappelons le
théoréme de Lax-Milgram qui est essentiel dans la détermination de ’existence et 1'unicité
de la solution du probléme. Nous introduisons ensuite la formulation en terme du probléme
de minimisation de I’énergie du systéme dans le cas de 'hyperélasticité et rappelons quelques



éléments de la méthode du calcul des variations pour la résolution de ce probléme. Enfin,
puisque ’étude de notre probléme est liée & une analyse asymptotique lorsque € rend vers 0,
nous terminons ce chapitre avec quelques rappels concernant la I'-convergence.

Au chapitre 2, nous commencons notre étude dans le cas de ’élasticité linéaire isotrope.
Dans le cadre d’une analyse asymptotique, suivant deux types géométriques d’inclusion liés
a la surface S et a la direction d’assemblage, on identifie les problémes limites lorsque la
couche intermédiaire a une rigidité d’ordre 5% pour m = 1,3. On retrouve par la méthode des
développements asymptotiques, puis par convergence faible, les problémes avec une énergie de
surface correspondant a une plaque/coque en membrane pour m = 1, et & une plaque/coque
en flexion pour m = 3. On démontre de plus la convergence forte des solutions des problémes
initiaux vers les solutions des problémes limites. Nous nous intéressons ensuite & des méthodes
de résolution numérique du probléme limite posé sur le domaine QT U S U Q™ (S désigne la
surface matérielle) pour m = 1. Les méthodes de résolution avec décomposition de domaine
sont bien appropriées dans une telle situation. Nous en proposons une qui nous conduit & la
résolution d’une équation sur S, pour laquelle nous démontrons la convergence super-linéaire
de la méthode du gradient conjugué dans le scalaire. Nous étudions aussi une méthode avec
pénalisation et montrons la convergence d’un algorithme de minimisation alterné avec couplage
partiel tel celui proposé par Attouch et al. [8].

A partir du chapitre 3, on suppose que la rigidité dans la couche mince est d’ordre %
(m = 1). En raisonnant par I'-convergence, on obtient un modeéle limite en élasticité linéaire
anisotrope, analogue & celui obtenu au chapitre précédent dans le cas isotrope. On démontre
de plus la convergence forte. On y étudie ensuite un probléme d’élasticité non linéaire. On
suppose que le matériau dans la couche subit des transitions de phase solide/solide et que
les déformations dans le reste de la structure sont grandes. On obtient un premier modéle en
identifiant la I'-limite F' de la fonctionnelle énergie F., ol f et g sont alors des fonctions non
convexes du gradient Vu. La fonctionnelle F' est la somme d’une énergie volumique (dans QF
et 7) est d’une énergie de surface qui est ’énergie de membrane proposée par Le Dret et
Raoult dans [34] :

Py = [ Qfvwde+ [ Qu(Vastn) di )

ou Qf et Qgo sont les enveloppes quasi-convexes des fonctions f et go, et yg 'opérateur trace
sur S.

Dans les deux derniers chapitres, on souhaite plus particuliérement modéliser des situations
ol la couche intermédiaire a un comportement trés différent du reste de la structure, toujours
dans le cadre d’une convergence variationnelle. Dans le chapitre 4, on reprend le probléme non
linéaire étudié précédemment. Si le matériau qui occupe la couche B, subit des transitions
de phase solide/solide, il posséde des microstructures qui ne sont pas prises en compte par la
fonctionnelle (1). Pour obtenir des informations sur ces microstructures, on reformule I’énergie
dans B. en terme de mesures de Young. L’énergie de la structure est alors donnée par une
bifonctionnelle F;, fonction d’un couple déplacement/mesure de Young (u,u), et on définit
un procédé de convergence variationnelle pour la suite (F¢).>o. On obtient alors un modéle
limite qui fournit une description microscopique des quantités ng(@’yg(u)) et @VS(U).

Enfin, dans le dernier chapitre, on s’intéresse aux phénomeénes de discontinuité du dépla-
cement lorsque le matériau dans la couche a une loi de comportement élasto-plastique. La
densité d’énergie g est alors dite & croissance linéaire. Dans [52], losifescu et al. ont obtenu
dans ce cas un premier modeéle limite oul le déplacement sur S est défini & un déplacement



rigide prés. Avec une stratégie différente, on retrouve le méme modéle mais le déplacement sur
S y est défini de facon unique. En s’inspirant des méthodes d’approximation de Norton-Hoff,
on étudie dans un premier temps le cas ol g est & croissance d’ordre p, p > 1. On obtient un
premier modéle par I'-convergence lorsque ¢ tend vers 0. Alors, en passant a la limite quand
p tend vers 1 dans ce modeéle limite, on retrouve le modeéle obtenu dans [52] lorsque g est a
croissance linéaire. Cette stratégie est intéressante d’'un point de vue numérique car elle per-
met de considérer le probléme obtenu par le premier passage a la limite (¢ — 0) comme une
approximation réguliére du modeéle de [52] lorsque p est suffisamment proche de 1. Par contre,
ce double passage a la limite n’est pas variationnel. On propose alors de prendre la fonction g
a croissance d’ordre p(e) qui tend vers 1 lorsque ¢ tend vers 0. Ainsi, on retrouve et améliore
le modele limite de [52], puisque l'on obtient la méme fonctionnelle énergie en remarquant
qu’avec ce procédé, le déplacement sur S est défini de facon unique.

Dans toute la thése, les indices et exposants latins prennent leurs valeurs dans ’ensemble
{1,2, 3}, les indices et exposants grecs dans ’ensemble {1,2}. On utilise la convention d’Ein-
stein sur la sommation sur les indices répétés.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce premier chapitre, on introduit briévement les éléments théoriques, mathématiques
et mécaniques, utilisés pour la modélisation de problémes d’élasticité dans un cadre général.
Il s’agit de décrire simplement les notions qui interviennent dans les chapitres suivants, et en
aucun cas d’en faire un exposé détaillé. Pour cela nous nous référons aux ouvrages cités. Les
définitions et résultats sont le plus souvent énoncés dans le cadre mathématique correspondant
a notre situation, mais certains le seront dans un cadre plus général afin de tenter de mettre
en avant des notions plus abstraites. Pour tous les résultats donnnés dans RV, N € N*
quelconque, on ne tient évidemment pas compte de la convention portant sur les indices et
exposants latins et grecs.

Ce chapitre se présente de la fagon suivante. Une premiére partie est consacrée aux espaces
de Sobolev. Nous y rappelons les pincipales définitions et propriétés. Dans la section 2, nous
donnons quelques généralités sur la théorie de I’élasticité nous conduisant a la fonctionnelle
énergie et au probléme de minimisation associés. Les sections 3 et 4 présentent une bréve
description de la méthode directe du calcul des variations et de la I'-convergence.

1.1 Espaces de Sobolev

Afin d’étudier les problémes d’élasticité, il est nécéssaire d’introduire quelques notations,
définitions, et propriétés relatives aux espaces de Sobolev. Les espaces de Sobolev apparaissent
naturellement avec la formulation variationnelle (faible) des problémes aux limites. Dans toute
cette section, © est un ouvert borné de RY, N € N* de frontiére OS2 Lipschtzienne. Soit m € N*.

Pour toute fonction vectorielle v : Q — R™, Vv := (% appartient a M™*V,
J

)1§i§m,1§j§N
I’ensemble des matrices m x N. Dans notre étude, on aura N =2,3 et 1 <m < 3.
Définition 1.1. Soit p € R avec 1 < p < +o0. L'espace de Sobolev WP(Q,R™) est défini

par
WhP(Q,R™) := {v € LP(Q,R™) : Vo€ LP(Q,M™ )}

ot la dérivée g;’l est prise au sens des distributions. L’espace W1P(Q,R™) est muni de la
J

norme T
”U||W1,p(Q7Rm) = (HU”iP(Q,Rm) + ||vaip(§27Mvrz><N)) P

ou de la norme équivalente [|v[|Lr(qrm) + [[VV| p(@mmxny si1 < p < 400,

[ollw1.e (@rm) = max{||v]loo; [[V[loo} i p = +o0.



On rappelle que pour toute fonction f € LP(Q,R™), ||fllzrrm) = 2 ity 1 fillr @)
g;’; € LP(Q) au sens des distributions
équivaut a dire qu'il existe g1,...,gn € LP(Q) telles que

Par définition de la dérivée au sens des distributions,

0
Vo € D() /%890 dx:—/gj.gpdx, Vi=1,...,N.
Q Lj Q

Lorsque p = 2, I'espace W1P(Q, R™) est noté H'(£2,R™) pour rappeler sa structure Hilber-
tienne. L’espace H'(Q, R™) est muni du produit scalaire

(u,v)y = / uv dx—l—/ VuVv dx.
Q Q

Cette définition est étendue en considérant les dérivées d’orde supérieur.

Définition 1.2. Soient s € N* et 1 < p < +o0. L’espace de Sobolev WP(Q, R™) est défini
par

WeP(Q,R™) == {v € LP(Q,R™) : D%; € IP(Q) V]a| < s, Vi=1,...,m},

ot la dérivée D®v; est prise au sens des distributions. Pour tout o = (o, ..., an),

N olaly,
D% = ——ax
Coat Ly

ot |a] =oq + ...+ an. L'espace WHP(Q,R™) est muni de la norme

1/p
lollwermmy = | D D™l " si1 < p < +oo,
0<|a<s
1<i<m

[vllwsee@rmy = max [[D%;llo sip = +o0.
0<]a|<s
1<i<m
Lorsque p = 2, 'espace W*P(Q, R™) est également noté H*(2, R™).
On notera parfois (chapitre 2), ||.||so la norme dans H*(2,R™), s € N*, et |.|[o,n la norme
dans L2(2,R™).

Remarque 1.1. Si v est une fonction scalaire, v: Q C RN — R, on note W*P(Q).

Définition 1.3. Par définition,
— HY(Q,R™) est la fermeture de D(Q,R™) dans H'(Q,R™) ;
- Wol’p(Q,Rm) est la fermeture de D(Q,R™) dans WHP(Q,R™) ;
- WP (Q,R™) est la fermeture de D(Q, R™) dans W5P(Q,R™).

Pour tout 1 < p < oo, puisque § a une frontiére réguliere, les éléments de W7 (Q,R™)
sont en fait les éléments de W*P(Q,R™) dont la trace sur 012 est nulle.
Nous rappelons maintenant quelques propriétés générales des espaces de Sobolev.

Théoréme 1.1. Soit s € N*. Pour tout 1 < p < 400, W9P(Q,R™) est un espace de Banach.
Lorsque p = 2, WS2(Q,R™) = H*(2,R™) est un espace de Hilbert.

Proposition 1.1. Soit s € N*. Pour tout 1 < p < 400, W*P(Q,R™) est un espace réflezif.



Théoréme 1.2 (Meyers-Serrin). Si 1 < p < 400, C®(Q,R™)NW"™P(Q,R™) est dense dans
WmP(Q,R™).

Le résultat principal de compacité dans les espaces de Sobolev est le théoréme de Rellich-
Kondrakov.

Théoréme 1.3 (Rellich-Kondrakov). Pour tout 1 < p < 400, linclusion canonique WHP(Q,R™) —
LP(Q,R™) est compacte ; c’est-a-dire, toute partie bornée dans WIP(Q,R™) est relativement
compacte dans LP(Q,R™).

Le théoréme suivant est un résultat plus précis de compacité da a Agmon [2].

Théoréme 1.4 (Agmon). Soit s € N*. Pour tout r > 0, l'injection canonique de H5" (£, R™)
dans H*(Q,R™) est compacte de classe de Carleman Cy, t > N/r.

Un outil essentiel dans ’approche variationnelle des problémes aux limites est I'inégalité
de Poincaré.

Théoréme 1.5 (Inégalité de Poincaré). Si Q est borné dans une direction, alors pour tout
1 < p < +oo, il existe une constante positive Cp, N(§2) telle que
17
]| r@rm) < Cp N () IVV|| o (ommxvy Yo € Wy P(Q,R™). (1.1)

Théoréme 1.6. Soit V un sous-espace vectoriel fermé de WP (Q, R™) tel que la seule fonction
constante qui appartient o V est la fonction nulle. Alors il existe une constante C > 0 telle
que

[l e rm) < ClIVV[| Lommxny Yo € V.

Une autre inégalité importante est I'inégalité de Korn qui fait intervenir le gradient symé-
trique e(v) := (Vo + (Vo)T).

Proposition 1.2 (Inégalité de Korn). Soit I'g une partie de la frontiére OS) telle que mesl'y >
0 (aussi notée |To| > 0). Alors pour tout 1 < p < 400, il existe une constante positive
Cp.N(Q,T0) telle que

lollzr@zm) < Co (2 To) ()] o gme) Yo € Wa(9), (1.2)

ot M"N est 'ensemble des matrices m x N symétriques.

Il est important de rappeler que pour les problémes aux limites avec condition de type
Dirichlet, il est nécessaire de pouvoir donner un sens & la variable v sur la frontiére 0, ce qui
n’est pas possible avec les fonctions qui appartiennent seulement a LP(Q,R™); c’est la notion
de trace dans les espaces de Sobolev dont nous rappelons la définition.

Définition 1.4. Pour tout 1 < p < 400, D(Q,R™) est dense dans WHP(Q,R™) et applica-
tion
v: D(Q,R™) — LP(9,R™)
v — () = v

qui o tout élément v € D(Q,Rm) associe sa restriction G 0S), peut étre étendue par continuité
en une application linéaire continue de W5HP(Q,R™) dans LP(0Q, R™), toujours notée .
L’application ainsi définie

v WHP(Q,R™) — LP(9, R™)

est appelée Uopérateur trace.
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Proposition 1.3 (Formule de Green). Pour tout u € WHP(Q,R™) et tout v € WHI(Q,R™),
avec p,q > 1 tels que %—i—%: 1, 0ona

ou; ov;
Oz ! = Wig
Q 0%j Q Zj

ot [ () medr

pour tout j =1,...,N.

Remarque 1.2. La plupart de ces théorémes sont valables sous des hypothéses plus faibles
pour €.

1.2 Mesures de Young

Il sera parfois intéressant de modéliser le probléme d’élasticité dans ’espace des mesures
de Young (voir chapitre 4). Nous exposons briévement dans cette section quelques éléments
de la théorie générale des mesures de Young. Dans le cadre de ’élasticité nous aurons besoin
d’une classe particuliére de mesures de Young : les mesures générées par des gradients.

1.2.1 Introduction aux mesures de Young

Pour une étude générale de la théorie des mesures de Young, nous renvoyons le lecteur a
[11], [65] et [66]. Dans ce paragraphe, Q est un ouvert borné de RY et E = R% d =m x N de
sorte que R? est canoniquement isomorphe 3 M™*¥ D'espace des matrices m x N.

Définition 1.5. On appelle mesure de Young sur Q x E toute mesure positive i € MT(Qx E)
dont l'image mo#p par la projection wq sur Q) est la mesure de Lebesque L sur §Q, i.e., pour
tout ensemble Borélien B C (),

ra#u(B) = u(B x E) = L(B).
On note Y (Q; E) lensemble des mesures de Young sur Q x E.

Considérons Cp(£2; E) ’'ensemble des fonctions de Carathéodory, c’est a dire les fonctions
1 vérifiant :

i) (x,\) — ¥(x, \) est mesurable;

ii) x pp, A — ¥(x,\) est continue bornée ;

ili) z — |[¢(z,.)|lco est intégrable.
On munit Y(Q; F) de la topologie étroite qui est la topologie la plus faible rendant I’application

Y= Ydp
QxE
continue sur Cp(Q2; E). Cette topologie induit la convergence étroite des mesures de Young
définie par : soient (upn)neny une suite de mesures dans Y(; E) et p € Y(; E), la suite
(14n)nenN converge étroitement vers u si et seulement si

Vi € Cb(Q; E)a ¢(3«"a A)d,un - ¢($a A)d:u
OxE OxE
On note i, — p.
L’espace Y(§2; E) est fermé dans M (Q2x E') muni de la convergence étroite. De plus, la topologie
associée & cette convergence est métrisable. Le théoréme suivant est une généralisation du
théoréme de Fubini.
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Théoréme 1.7. Pour toute mesure de Young pn € Y(Q; E), il existe une famille (ug)zcq de
mesures de probabilités sur E telle que

(i) x+— / Y(x, A) dug est L-mesurable,
E

) [ o) dute) = [ ([ o) dua)do
QOxE Q E
pour toute fonction v p-intégrable. La famille (y)zcq est appelée la désintégrée de la mesure

de Young p et on note u = p, @ L.

Dans notre situation nous utiliserons une certaine classe de mesures de Young : les mesures
de Young générées par des gradients de fonctions. Avant cela il est utile d’introduire les mesures
de Young associées a une fonction. Soit w : 2 — E une fonction Borélienne. La mesure de
Young p € Y(§; E) associée & la fonction u est la mesure 1 := 0,y ® £. Elle agit sur Cy(€2; E)
de la maniére suivante.

Ve C(UE), [ (e N)du = /Q (e, u(x))de.

QxE

Pour obtenir des propriétes de compacité, la notion de tension d’une suite de mesures de
Young est essentielle.

Définition 1.6. Une suite (pn)nen de mesures dans Y(Q; E) est dite tendue si
Ve > 0 3K. C E compact tel que sup p, (2 x (E'\ K.)) < e.

neN
Remarque 1.3. Il découle de cette définition, que toute suite (un)nen de mesures de Young
associée a une suite de fonctions (up)nen bornée dans L'(Q, E) est tendue.

Le théoréme de compacité suivant joue un role fondamental dans I’étude de la I'-convergence
de la fonctionnelle énergie dans I’espace des mesures de Young.

Théoréme 1.8 (Prokhorov). Soit (un)nen une suite tendue dans Y(; E). Alors, il existe
une sous-suite (fin, )ken et p € Y(2; E) tels que

fhny, = p.
Corollaire 1.1. Soit (un)nen une suite de fonctions bornée dans LP(), E), p > 1. Alors il
eriste une sous-suile non renommée et u € LP(Q, E) tels que u, — u dans LP(Q, E). Soit
i i= Oy, @ L. Alors il existe p € Y(; E) et une sous-suite tels que pi, — pu. De plus on a

@) = [ Adpa()

La mesure de Young p est dite générée par la suite de fonctions (up)nen. En géneéral, p
n’est pas associée a une fonction.

La proposition qui suit est un résultat de semi-continuité inférieure pour les fonctions
positives.

Proposition 1.4. Soit ¢ : Q x E — [0, +00] une fonction B(QY) @ B(E)-mesurable telle que
A= p(x,\) est sci pp x € Q. Soit (un)nen une suite de mesures de Young dans Y(2; E) qui
converge étroitement vers p dans Y(Q; E). Alors

| e Ndute,n) < timint [ o 0dpa o).
QOxE n—+00 JoxE
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Rappelons la notion d’intégrabilité uniforme : une suite (fp)nen, fn @ @ — R, est dite
uniformément intégrable si

lim sup/ | fn| = 0.
R=400 neN J[|fa]>R]

On peut étendre Cp(Q2; E), 'ensemble des fonctions-test pour la convergence étroite de la fagon

sulvante :

Proposition 1.5. Soit (un)nen une suite de mesures de Young associée 4 une suite de
functions (un)nen qui converge étroitement vers une mesure de Young p. D’autre part, soit
v : Q2 x E — R une fonction B(?) @ B(E)-mesurable telle que X\ — p(x,\) est continue pp.
x € Q. Supposons de plus que x — p(x,un(z)) est uniformément integrable. Alors

/ o(z, A) du(x,\) = lim o(z,un(x)) de.
OxE

n—-+o0o Q

1.2.2 Mesures de Young générées par des gradients

Définition 1.7. Soit p > 1. Une mesure u € Y(Q, E) est une WP-mesure de Young si et
seulement si il existe une suite de fonctions (un)nen bornée dans WHP(Q,R™) telle que

nar

Le résultat qui suit est important pour appliquer la proposition 1.5. Nous renvoyons a [37]
pour une preuve de ce résultat.

Proposition 1.6. Soit (up)nen une suite bornée de ngp(Q,Rm) dont les gradients générent

une WhP-mesure de Young p. Alors il existe une suite (vp)nen dans Wll(’)p(Q,Rm) dont les
gradients générent la méme mesure de Young u, et telle que (|Vu,|[P)nen est uniformément
wntégrable.

Le théoreme 1.9, da a D. Kinderlehrer et P. Pedregal (cf. [53]), est un résultat fondamental.
Il caractérise les W1P-mesures de Young.

Théoréme 1.9. Soit p > 1. Une mesure p € Y(Q, E) est une W'P-mesure de Young si et
seulement si il existe u € WHP(Q,R™) tel que

i) Vu(z) = /E A dia(N),

i) pour toute fonction quasi-convere ¢ qui satisfait une condition de croissance d’ordre p
on a

o(Vu(z)) < /E 6(N) da(N) pp.a € O,

iii) / AP dpu(z, \) < 400,
OxE

La fonction u est appelée déformation sous-jacente G la mesure de Young p.
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1.3 Généralités en élasticité

Le modeéle mathématique de 1’élasticité tridimensionnelle est constitué d’un systéme de
trois équations aux dérivées partielles "fortement non linéaires" posées sur un ouvert de R3,
associées & des conditions aux limites. Afin de fixer les notations, nous rappelons briévement
quelques notions de mécanique des milieux continus. Pour une présentation plus détaillée,
nous renvoyons & M. E. Gurtin [50], P.G. Ciarlet |26].

Soit © C R? un ouvert borné connexe de frontiére 9 Lipschitzienne, configuration de
référence d’un solide "non déformé".

Etant donnée une déformation ¢, on considére la configuration déformeée Q% := ¢(Q). Tout
point 2% := ¢(z) est la position dans la configuration déformée du point = € €. La matrice
Vo(z) est appelée gradient de la déformation. Le principe de non interpénétrabilité de la
matiére et de préservation de 'orientation implique que det V¢ > 0.

A toute déformation ¢ est associé un déplacement u :  — R? défini par la relation

u(z) = ¢(x) — x.

Soit §? := {v € R® : |v| = 1} la sphére unité de R3. L’un des résultats fondamentaux de la
mécanique des milieux continus est le principe des contraintes d’Euler-Cauchy. Cet axiome, for-
mulé dans la configuration déformeée, postule I'existence d’un vecteur des contraintes t?(x?, n?)
qui dépend de z? € Q¢ et de n?® € S?, tel que les axiomes de 1’équilibre des forces et de 1’équi-
libre des moments soient satisfaits pour une densité de force volumique ®? et une densité
de force surfacique ¢? : Ff,? C I'? — R3 données. Une des conséquences principales de cet
axiome est le théoréme de Cauchy qui assure l'existence d’'un champ de tenseurs symétriques
T¢ : Q9 — M>3*3 tel que

t?(z?,n) = T?(x®)n pour tout 2% € Q% et tout n € S?,
et tel que

—div?T?(2?) = ®%(2%) pour tout z° € Q?, (1.3)
T%(2%)n?(2?) = ¢?(2?) pour tout % € Fﬁ,

oit n?(x?) est la normale unitaire extérieure & Ff; au point ?. Le tenseur des contraintes
T?, defini dans la configuration déformeée, est appelé tenseur des contraintes de Cauchy. Les
équations (1.3) et (1.4) peuvent étre exprimées dans la configuration de référence en terme
du premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff T'(z) := (det Vo (z))T?(z?)V(z) !,
1% = ¢(x) (voir [26]) :

—divT' (z) = ®(x) pour tout z € Q,
T(x)n(x) = p(x) pour tout = € I'y,

n étant la normale unitaire extérieur a I'y,. Le champ de vecteurs @ : Q — R3 est la densité
volumique de force appliquée dans la configuration de référence associée & ®¢. De méme,
p:Ty, — R3 est la densité surfacique de force appliquée dans la configuration de référence
associée & p?. Ces équations d’équilibre dans la configuration de référence constituent un
probléme aux limites dont les inconnues sont les six composantes du tenseur des contraintes
(compte tenu des relations de symétrie) et les trois composantes de la déformation, il faut
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donc fournir des équations supplémentaires : ce sont les lois de comportement. La loi de
comportement d’un matériau est la relation qui lie le tenseur des contraintes de Cauchy au
gradient de la déformation.

Pour un matériau élastique, le tenseur des contraintes, en tout point de € est une fonction
connue du gradient de la déformation; c’est la réponse du matériau. De facon plus précise,
un matériau est dit élastique il existe une application 7" : Q x MiXS (M:iX3 est I’ensemble
des matrices 3 x 3 a déterminant strictement positif) telle que, pour toute déformation ¢, le
premier tenseur de Piola-Kirchhoff vérifie :

T(z) =T(z,Vé(z)) Vo € Q.

Lorsque la densité de masse et la réponse d’un matériau occupant une configuration de
référence §2 sont indépendantes de x, le matériau est dit homogeéne.

La réponse du matériau 7' doit satisfaire a un axiome fondamental de la mécanique :
le principe de l'indifférence matérielle. Le principe de l'indifférence matérielle exige que le
vecteur des contraintes soit indépendant du repére dans lequel T est calculé. Les contraintes
sont intrinséques, elles ne dépendent, a priori, que des distances relatives entre les points
matériels, et non de l'orientation des vecteurs qui les joignent. Cela se traduit de la fagon
suivante :

VAe M3 vQe SO®3), Vo eQ, T(x,QA) = QT(x, A).

L’ensemble des réponses possibles d’un matériau élastique est donc limité par ’axiome de
I'indifférence matérielle. La prise en compte des propriétés de symétrie matérielle va encore
restreindre ’ensemble des réponses possibles pour un matériau donné. L’une de ces propriétés
est 'isotropie. Un matériau élastique est dit ¢sotrope au point x si sa réponse T vérifie

T(z,AQ) = T(z, A)Q VA € M¥*3, Q € SO(3).

Un matériau est alors dit isotrope, s’il est isotrope en tout point.

1.3.1 Hyperélasticité

Le tenseur des contraintes T'(x) d’un matériau élastique est désormais noté T'(z, Vo(x)).
Supposons que le déplacement est imposé sur la partie I'y = I' \ I, de la frontiére. Nous
obtenons finalement le probléeme aux limites :

—divT'(z,V¢(z)) = ®(x) pour tout = € Q,
T(x,Vo(x))n = ¢(x) pour tout z € Ty, (1.7)
¢(x) = do(x) sur T'o.

Dans le cas des matériaux hyperélastiques il existe une fonction
e 3x3
W :Qx Msﬁ — R
telle que W (z,.) est dérivable pour tout = € 2, et telle que

ow ~
T(x,A) = a—A(:c,A) pour tout x € Q, A € Mi’f

La fonction W est appelée densité d’énergie. Si les forces appliquées ® et ¢ sont conservatives,
le probléme peut étre reformulé en un probléme de minimisation d’une fonctionnelle : minimiser
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I’énergie totale du systéme sur 'ensembles des déformations admissibles. L’énergie totale du
systéme I est la fonctionnelle définie par

I(4) = /Q W (e, Vé(x))di — L),

ol L est le travail des forces appliquées.

La méthode directe du calcul des variations est un outil essentiel dans la résolution de ces
problémes de minimisation. Cette méthode fait appel de maniére trés importante a la notion
de semi-continuité inférieure et de convexité, mais nous verrons qu’en particulier la notion
de convexité pour la densité d’énergie W est incompatible avec le principe de l'indifférence
matérielle. Une maniére de surmonter ces difficultés est de considérer des notions plus faibles :
les notions de poly-, quasi-, rang-1-convexité. Nous y reviendrons un peu plus loin.

Comme u(x) = x + ¢(x), nous préférerons dans toute la suite de la thése raisonner avec le
déplacement u comme inconnue.

Remarque 1.4. Il n’existe pas de théoréme général d’existence de solutions pour le systéme
(1.7), mais seulement des résultats partiels, valables dans certaines conditions, basés sur le
théoréme des fonctions implicites dans les espaces de Sobolev W™P  avec m > 2 et p > 3 (voir

[26], [60]).

1.3.2 Elasticité linéaire

Nous avons vu dans la partie précédente quun probléme d’élasticité consiste & déterminer
le champ des déplacements u(z) (ou champ des déformations ¢(x)) et le champ des contraintes
d’un matériau élastique qui occupe avant contrainte (donc avant déformation) un domaine €2
borné de R3.

Dans I’hypothése de linéarité, les contraintes (notées o) sont fonctions linéaires du tenseur
linéarisé des déformations e(u) = $(Vu + Vul). On obtient alors le systéme d’équations sui-
vant :

— Condition d’équilibre :
—divo(z) = ®(z) Yz € Q; (1.8)

— Loi de comportement :
o(x) = ae(u(x)), (1.9)

ou, composante par composante, 0;;(x) = a;jrnern(u(x)),
sous les hypothéses de symétrie et d’ellipticité suivantes :

Qijkh = Qjikh = Qkhij (1.10)
3C >0, aijkntijTen = CTijTen VTij = Tji s

— Conditions aux limites
u(z) = U(x) donné Vz € I'y

avec ’hypothése mesI'yg > 0.
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Pour simplifier 'exposé, supposons que le déplacement imposé sur I'g est nul (U = 0).
Considérons I'espace V := {v € H'(,R3) : ~(v) = 0 sur ['g}. La formulation variationnelle
équivalente du probléme (1.8)-(1.11) est :

Trouver u € V tel que
{ a(u,v) = L(v) Yv €V, (1.12)
ou
a(u,v) = /Qaijeij(v)d:c = /Qaijkhekh(u)eij(v)dx,
et

L(v) :z/@ivida:—&—/ w;vdl.
Q T

@
Le résultat fondamental pour démontrer I’existence et 1'unicité de la solution d’un probléme
d’élasticité linéaire est le théoréme de Lax-Milgram.

Théoréme 1.10 (Lax-Milgram). Soit V' un espace de Hilbert muni du produit scalaire {.,.) et
de la norme associée ||.|| == ({., ))Y/2. Soit a : V x V. — R une forme bilinéaire qui satisfait
i) et ii) :

i) a est continue, c’est-a-dire, il existe une constante M € R telle que

Vu,v € V [a(u, v)| < Mull[[v]] ;
i) a est coercive, c’est-a-dire, il existe une constante o > 0 telle que
Yo €V a(v,v) > aljv|?
Alors, pour toute forme linéaire continue L sur V, il existe un unique u € V tel que
a(u,v) = L(v) Yv € V.

Sous les hypothéses de régularité sur le chargement ® € L?(Q,R3) et ¢ € L*(T',, R3), et
en supposant de plus que les a;;,, sont bornés, il est facile de voir que nous sommes dans les
conditions d’application du théoréme de Lax-Milgram. Le probléme (1.12) posséde donc une
solution unique. Ce raisonnement reste valable avec d’autres conditions aux limites moyennant
éventuellement certaines hypothéses. Par exemple, lorsque I'g est vide, le solide n’est pas fixé,
et est seulement soumis & un systéme de forces. Pour qu’il y ait équilibre, il faut que ce systéme
soit équivalent & un torseur nul. Ceci donne la condition nécessaire :

/(I).vdx—i—/ pvdl=0
Q o0

pour tout déplacement rigide v. Dans ce cas-1a, la solution du probléme (1.12) est unique a
un déplacement rigide prés.
De plus, le probléme (1.12) est équivalent au probléme de minimisation

min{J(v) : v € V} (1.13)

ot J(v) := $a(v,v) — L(v) est 'énergie du systeme. La fonctionnelle J est convexe, continue
et coercive sur V.
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1.4 La méthode directe du calcul des variations en élasticité

1.4.1 Principe de la méthode

Dans le cas de ’hyperélasticité, le probléme revient & trouver les minimiseurs de ’énergie

I(u) ::/QW(VU) dx,

W étant la densité d’énergie du matériau, sur ’ensemble des déplacements admissibles V,
qui est un espace réflexif en général, souvent inclus dans W1P(Q, R3), pour un certain p. La
méthode directe du calcul des variations, introduite par Hilbert puis développée par Tonelli,
fournit un résultat d’existence pour de tels problémes de minimisation et une méthode de ré-
solution. Cette méthode fait appel de facon essentielle & la notion de semi-continuité inférieure
de la fonctionnelle I. Nous rappelons ici briévement le principe de cette méthode et quelques
définitions et résultats que nous utiliserons dans les chapitres suivants. Pour une étude appro-
fondie de la méthode directe du calcul des variations, nous renvoyons le lecteur a Dacorogna
[29].

Le principe de la méthode est le suivant :

- Etant donnée une suite minimisante (une telle suite existe toujours), montrer que la
suite est relativement compacte pour une topologie 7 sur ’espace considéré. Le plus
souvent, ceci provient d’estimations obtenues grace a une propriété de coercivité de la
fonction W.

- Etablir la semi-continuité inférieure de la fonctionnelle énergie relativement & cette to-
pologie (i.e. lirgleglfl(un) > I(u) siu, - u).

Alors, si (up)nen st une suite minimisante, on pourra en extraire une sous-suite qui converge
(pour la topologie 7) vers un certain v qui est un minimiseur de I.

Dans le cas ot W est convexe, moyennant des hypothéses de coercivité et de continuité,
la méthode du calcul des variations assure l'existence d’'une solution au probléme

min/ W (Vu) dz. (P)
ueV Jo

Mais ’hypothése de convexité de W n’est pas réaliste d’un point de vue mécanique. En par-
ticulier, elle est incompatible avec le principe de l'indifférence matérielle. Si la condition de
convexité est une condition suffisante de semi-continuité inférieure, elle n’est pas nécessaire,
et il convient de considérer une classe plus large de fonctions W. Une condition nécessaire
et suffisante est la quasiconvexité, notion introduite par Morrey [59] (pour W1 et étendue
& WP par Ball et Murat [13]). La fonction W est quasi-convexe si elle vérifie linégalité de
quasi-convexité : pour tout ouvert borné de D inclus dans R? avec |0D| = 0,

VA eM>3 VoeWyP(D,RY), W(A) < Iél/ W(A+ Vo(z)) dr. (1.14)
D

I’hypothése de quasi-convexité est difficile & vérifier en pratique, & cause de son caractére
non local. Deux autres notions importantes sont considérées : la rang-1-convexité et la poly-
convexité. La rang-1-convexité est une notion plus faible, mais plus facile & vérifier. La fonction
W est dite rang-1-convexe si

VAe0,1], A, A € M3 rang {A— A"} <1, WA+ (1—=NA) < AW(A) +(1—- W (A).
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Cela signifie que la fonction W est convexe sur les segments dont les extrémités différent
d’une matrice de rang un. Mais cette propriété n’est pas équivalente a la quasi-convexité (voir
Sverack [67]) et ne constitue donc qu’une condition nécessaire de semi-continuité inférieure.
La poly-convexité, introduite par Ball, [10], est une notion plus forte. Toute fonction poly-
convexe est quasi-convexe. La théorie, développée par Ball, qui utilise les fonctions poly-
convexes, permet de donner des résultats d’existence et unicité de la solution pour le probléme
(P) tout en respectant les principes de la mécanique.

Toutefois, si la quasi-convexité est difficile a vérifier, elle n’est pas non plus une hypothése
toujours réaliste. Les matériaux qui présentent des changements de phase solide/solide, ont
une densité d’énergie qui posséde en général plusieurs puits de potentiels et ne sont donc
pas quasi-convexes. Sans cette propriété de semi-continuité inférieure de la fonctionnelle I,
le probléme (P) ne posséde pas de solution. Un procédé classique est alors de remplacer la
fonctionnelle I par son enveloppe semi-continue inférieure (sci), par rapport a la topologie
faible de W1P(Q,R3) (i.e. la plus grande fonction sci inférieure ou égale a I), qu’on note
cl(I) : c’est la relazation. Le probléme relaxé cl(P) posséde alors au moins une solution, et on
a infyey I(u) = min,ey cl(I)(u). Cette approche n’est pas la seule possible. Une autre alter-
native consiste & relaxer le probléme dans ’espace des mesures de Young. Le principe est le
méme : on prend comme domaine de la fonctionnelle intégrale 'espace des mesures de Young
Y(Q; M3*3) muni d’une topologie métrisable rendant les suites minimisantes compactes. On
calcule alors ’enveloppe sci de I pour cette topologie. Les deux problémes relaxés sont diffé-
rents, mais peuvent étre reliés (voir chapitre 4).

Le théoréme abstrait de relaxation établit que si F' : X — R U {400} est une fonction
propre, définie sur un espace métrisable (X, d), et s’il existe une suite minimisante (uy,)nen
telle que {uy, : n € N} est relativement compact (i.e. il existe une sous-suite qui converge dans
X), alors

i) inf F = mincl(F);

X X

ii) toute valeur d’adhérence u de {u, : n € N} est solution de minx cl(F), i.e. cl(F)(u) =

miny cl(F).

Pour appliquer cette méthode 4 la fonctionnelle I dans I’espace de Sobolev WP (Q, R3) ou
dans l’espace des mesures de Young, il faut faire des hypothéses de croissance sur la densité
d’énergie W. Dans toute la suite, on dira que la densité d’énergie W, ou plus généralement,
qu'une fonction W : M™*N — R satisfait une condition de type (C,), p > 1, si

{ Ja, B, C € Rf tels que Y(A\, X)) € M™N | a(|AP —1) < W(A) < B(1+ |AP), (1.15)

W) = W) < CIA= N[+ AP+ NP,
et on dira que la fonction W : M"™*N — R, vérifie une condition de croissance d’ordre p si
v >0; YA€ M™N W) < (1 + |AP). (1.16)

Sous ces hypothéses, la densité W ne respecte pas la contrainte det( + Vu) > 0 presque
partout dans €, ni la condition W () — +oo quand deté — 07, qui traduit le principe
mécanique suivant lequel il faut une énergie infinie pour réduire & zéro le volume d’une petite
piéce d’un matériau. C’est pourquoi cette modélisation constitue une premiére approche des
problémes de 1’élasticité non linéaire.
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1.4.2 Quelques résultats utiles de relaxation

Afin de rendre cette introduction la plus compléte possible, on rappelle maintenant les
principaux résultats de relaxation dans W1HP(Q,R™) et Y(Q, E). On suppose que la fonction
W satisfait une condition (Cp), p > 1. Considérons la fonctionnelle I : LP(2, R™) — RU{+o0}
définie par

. 1,
I(w) = {fﬂ W(Vu)dz si u € WpP(Q,R™)

400 sinon,

ol Wllép (£2,R™) est ’ensemble des fonctions de WP(Q, R™) qui ont une trace nulle sur I'g.

Relaxation dans W1P(Q,R™), p > 1

On commence par rappeler le résultat de relaxation dans W1P(Q,R™), p > 1.

Théoréme 1.11. Lorsque LP(Q,R™) est muni de la convergence forte, l’enveloppe sci de la
fonctionnelle I est la fonctionnelle I définie par

Tw) = /Q QW (Vu) dv siu € WpP(Q,R™)

400 sinon,

ot QW est Uenveloppe quasi-conveze de la fonction W, i.e., la plus grande fonction quasi-
conveze inférieure ou égale ¢ W.

L’inconvénient de cette stratégie est qu’elle fait intervenir QW , 'enveloppe quasi-convexe
de la fonction W, ne présentant plus les puits de potentiels de W. La fonctionnelle I ne
fournit donc aucune information sur le comportement oscillatoire des gradients des suites mi-
nimisantes. La relaxation de la fonctionnelle I dans I'espace des mesures de Young muni de la
convergence étroite va permettre de prendre en compte ces oscillations.

Relaxation dans )Y(2, E)

Soient VY(Q, E) et EVY(Q, E) les ensembles de mesures de Young définis par :
w € VY(Q E) < I(up)nen, un € Wll(’)p(Q,Rm) telle que vy, ® dr == pu,
p e EVY(QE) < Jue WrP(QR™) tel que i = dy, ® da.
Puisque u € WI}UP (©,R™) est défini de fagon unique par son gradient Vu € LP(Q), E), 'appli-

cation VY(Q,E) > p—u € WI}(’)p(Q,Rm), u défini par Vu(z) = / A dpz (M) est bien définie.
E

La reformulation du probléme (P) en terme de mesures de Young nous conduit a considérer
la fonctionnelle J : Y(Q, F) — R U {+oo} définie par

W(A) du(z,A) sipe EVY(Q,E),
J(p) == QxE
400 sinon.
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On remarque que lorsque p € EVY(Q, E), la fonctionnelle J est exactement la fonctionnelle
I. Nous n’avons fait que réécrire le probléme (P) qui est donc équivalent au probléme

inf{J(pn) : p e Y, E)}.

Considérons maintenant la fonctionnelle J : Y(Q, E) — R U {+o00} définie par

_ W(A) du(z,\) sip € VY(Q, E),
J(p) = q Jaxe
400 sinon.

Théoréme 1.12. Lorsque Y(2, E) est muni de la convergence étroite, 'enveloppe sci de la
fonctionnelle J est la fonctionnelle J. De plus,

inf I(u)= min I(u)= min J(u)
ueLP(Q,R™) ueLP(Q,R™) HEY(QLE)

et si i minimise J, alors la fonction 4 définie par Vi = mexN A dfig () est un minimiseur de
1. Enfin, siuy, est un 1/n-minimiseur de I, alors toute valeur d’adhérence (pour la convergence
étroite) de la suite (Ovy, (z) ® dT)nen est un minimiseur de J.

Relaxation dans W11(Q,R™)

On termine cette section avec le résultat de relaxation dans W1(Q,R™). On suppose
que W satisfait une condition (Cq). Soit BV (2, R™) l'ensemble des fonctions v : Q@ — R™
intégrables (qui appartiennent a L'(£2,R™)) telles que le gradient Du est une mesure (qui
appartient & M (Q, M),

Théoréme 1.13. Lorsque L'(Q,R™) est muni de la convergence forte, l'enveloppe sci de la
fonctionnelle I est la fonctionnelle I définie par

T(u) = /QQW(VU) dw+/Q(QW)°°(£zZ)|DSu| si u € BV(Q,R™),

400 sinon,

ot Du = VulN |Q+ D%u, Vu € LY(Q,M™N) | est la décomposition de Lebesgue-Nikodym de
la mesure Du par rapport & la mesure de Lebesgque et (QW)™ est la fonction de récession de

QW , définie pour tout a € M™N par (QW)*>°(a) = lim SUDy 4 oo QWt(ta).

Pour une preuve de ces théorémes, nous renvoyons le lecteur a [9] et aux références qui y
sont citées.
1.5 [I'-convergence

La I'-convergence, introduite par De Giorgi et Franzoni [46], est une notion de convergence
sur l'espace des fonctions F' définies sur un espace métrisable X et a valeur dans R U {+o0},
rendant séquentiellement continues les applications

Fr— minF, F ~— argminF.
X X
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Plus précisément, étant donné I,,, I : X — R U {+o0}, on souhaite définir une convergence
F, — F qui, sous certaines hypothéses de compacité, entraine la convergence des minima et
des minimiseurs :

F, —>F:>igl(an—>n}}nF ;

F, — F, u, € argmin F,, = u,, — u € argmin F' au moins pour une sous-suite.
X X

Cette notion est trés importante dans notre situation. I’énergie de notre systéme est donnée
par une fonctionnelle F, o1 € — 0 est un parameétre lié & I’épaisseur et la rigidité de la couche
intermédiaire. Dans le cadre d’une analyse asymptotique, notre probléme va étre de trouver
une fonctionnelle équivalente d’'un point de vue variationnel, i.e., lorsque € — 0,

min F' ~ inf F; ;
X X

u € argm}}nquE € s—argn%}nFE, e —0;

au sens d’une topologie convenable sur X.
Nous en rappelons la définition.

Définition 1.8. Soient (X,d) un espace métrisable, F,, F : X — R U {+o0}. La suite
(Fy)nen I'-converge vers F' en x € X si et seulement si
i) pour toute suite (up)neN qui converge vers u dans X,

liminf F, (u,) > F(u) ;
n—-400

ii) il existe une suite (Up)nen qui converge vers u dans X, telle que

limsup F, (u,) < F(u).

n—-+00
Si 1) et 1) sont satisfaits pour tout x € X, alors la suite (Fy,)nen I'-converge vers F dans X.

Le systéme d’assertions i) et ii) est trivialement équivalent au systéme i) et ii’) :
i) pour toute suite (uy)nen qui converge vers u dans X

liminf F,,(u,) > F(u) ;

n——4oo

ii) il existe une suite (uy)nen qui converge vers u dans X, telle que

lim F,(uy,) = F(u).
n—-+00

La I'-convergence est une convergence variationnelle au sens suivant : soit (F},),cn une suite
de fonctions, F,, : X — R U {+o0}, qui I'-converge vers une fonction F' : X — R U {400}
et (un)neN est une suite minimisante relativement compacte, alors toute valeur d’adhérence «
est un minimiseur de F' et

lim inf{F,(u):u e X} = F(a).
n—-4o00

La compacité de {u, : n € N} joue un role essentiel. Sans compacité, il est inutile de chercher
une [-limite. Plus la notion de convergence dans X est faible, plus on a de compacité, mais
moins on a d’information. Le choix de la topologie est donc trés important. La proposition
qui suit donne une propriété importante que nous utiliserons dans certaines démonstrations
au chapitre 4.
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Proposition 1.7. Si pour une suite de fonctions (Fy,)nen, il existe F telle que, de toute sous-
suite de (Fp,)nen, on peut extraire une sous-suite qui I'-converge vers F, alors la suite entiére
I'-converge vers F.

Enfin, si G : X — R est une fonction continue, et si la suite (F),),en I-converge vers F
alors (F,, + G)pen I'-converge vers F' + G. Pour une étude plus détaillée de la I'-convergence,
voir |7], [20] et [30].

1.6 Un lemme de diagonalisation

Nous terminons ce chapitre par un lemme de diagonalisation que nous utiliserons trés
souvent dans les démonstrations.

Lemme 1.1. Soit (amn)(mn)enxn une suite dans un espace topologique & base dénombrable
de voisinages (par exemple métrisable) vérifiant

(Z) nkl:‘:l-loo Amm = Gm ;

(74) lm a, =a.
m—-+00

Alors, il existe une application croissante n+— m(n) de N dans N telle que

lim a = q.

Pour une preuve de ce résultat, voir [7].
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Chapitre 2

Une premiére approche du probléme
en élasticité linéaire isotrope

Dans ce chapitre, nous regroupons des résultats obtenus dans le cadre de 'élasticité li-
néaire et constituant une premiére approche du probléme. Le chapitre traite deux aspects
bien distincts du probléme. Dans la premiére partie, on étudie dans le cadre d’une analyse
asymptotique, différentes situations en fonction de la rigidité de la couche intermédiaire et
en fonction de sa nature géométrique. La deuxiéme partie concerne 1’aspect numérique du
probléme.

Plus précisément, on peut considérer les deux types d’assemblage suivants (cf. fig 2) :

- S est une surface développable et la direction privilégiée de 1’assemblage est e ;

- S est une surface développable ou non et la direction privilégiée de I'assemblage est n,

la normale unitaire & la surface S.

FiGURE 2.1 — Divers types de géométrie
Les modalités d’assemblage sont importantes et donnent lieu & trois modéles différents. Lorsque

S est développable et la direction privilégiée de 'assemblage est e3, I’énergie volumique de
la couche mince est remplacée par une énergie de surface de type coque profonde (modéle

24



de Novozhilov-Donnell). Si S est une surface plane de direction normale eg, I’énergie de la
couche est remplacée par une énergie de surface de type plaque (Kirchhoff Love ). Enfin,
lorsque la surface S n’est pas nécessairement développable et que 'assemblage se fait dans la
direction de la normale n, on obtient une énergie de surface de type coque (Kirchhoff Love).
Dans [22], Caillerie étudie le comportement d’une structure élastique comprenant une inclusion
d’épaisseur 2¢ de coeflicients de Lamé A; et p. tendant vers 'infini lorsque € tend vers 0. Plus
précisément, il suppose que A et p. convergent vers 'infini en 6%, m € RT, et met en évidence
différents comportements dans le probléme limite, en fonction des valeurs de m :

- si m < 1, la couche intermédiaire n’a aucune influence;

- 8i m = 1, énergie volumique de la couche devient une énergie surfacique qui correspond

4 une énergie membranaire de type plaque;

- si 1l <m < 3, les déplacements dans la couche sont des déplacements rigides qui annulent

cette énergie membranaire ;

- 8i m = 3, 'énergie volumique de la couche est remplacée par une énergie surfacique qui

est une énergie de flexion ;

- si m > 3, les déplacements dans la couche sont des déplacements rigides.

Plus récemment, Chapelle et Ferent [25] ont étudié le probléme d’une inclusion rigide de type
coque et proposé une formulation variationnelle du couplage entre une coque et un milieu 3D
plus faible qui ’entoure, pour justifier des techniques employées dans le cadre de la Méthode
des Eléments Finis. Dans ce chapitre, nous étudions les assemblages correspondant au cas
ou S est plane (resp. quelconque) et la direction privilégiée est es (resp. n), et les problémes
relatifs au cas ou la rigidité dans la couche mince est d’ordre E%, pour m = 1,3, qui sont
les valeurs correspondant aux cas les plus significatifs. Nous suivons un raisonnement par
convergence faible comme dans [22] et [25]|. Lorsque m = 1, nous retrouvons le comportement
d’une plaque/coque en membrane et lorsque m = 3, celui d’une plaque/coque en flexion, et
nous démontrons en plus la convergence forte. Dans un premier temps, nous appliquons la
méthode des développements asymptotiques afin d’identifier les problémes limites, puis nous
justifions ces modéles par des études de convergence. Au chapitre 3, nous retrouvons par I'-
convergence dans le cas anisotrope, un résultat analogue a celui obtenu pour les plaques avec
m = 1.

D’un point de vue numérique, on rencontre des difficultés dans la résolution du probléme
initial & cause des différences importantes, aussi bien au niveau géométrique qu’au niveau des
coefficients relatifs aux matériaux, entre la couche intermédiaire et le reste de la structure. Le
passage a la limite nous conduit & un modéle "plus simple" ou la couche mince est remplacée
par une surface matérielle a laquelle est associée une énergie de surface qui correspond a
des conditions de transmission non classiques. Dans [44] Geymonat et al. sont confrontés a
une situation semblable dans le cas o la couche intermédiaire est "molle" (les conditions de
transmission sont alors des conditions de type Robin-Fourier). Dans une telle configuration,
les méthodes de décomposition de domaine apparaissent naturellement pour la résolution du
probléme limite. Nous verrons dans un premier temps une décomposition de domaine nous
conduisant & un systéme linéaire sur la surface. Dans le cas scalaire, nous nous ramenons &
un systéme de la forme (Id — K)¢p = F, et, par 'étude des propriétés de 'opérateur I, on
montre que la méthode du gradient conjugué converge de maniére R-superlinéaire pour la
résolution de ce systéme. Nous proposons ensuite une autre stratégie utilisant une méthode
de pénalisation. Le probléme pénalisé entre dans le cadre d’application de 1’algorithme de
minimisation alterné avec couplage partiel proposé dans [§].

Le chapitre est structuré de la fagon suivante : les sections 1 et 2 sont consacrées & I'analyse
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asymptotique du probléme pour les deux types d’inclusion considérés. Dans la section 3,
nous décrivons la méthode de résolution basée sur une décomposition de domaine pour le
cas non isotrope, et démontrons la convergence de ’algorithme du gradient conjugué dans le
cas scalaire. Enfin nous présentons la deuxiéme stratégie (avec pénalisation) et montrons la
convergence de l'algorithme de minimisation alterné avec couplage partiel pour la résolution
du probléme pénalisé.

2.1 1° cas : la surface S est plane, la direction privilégiée d’as-
semblage est e

2.1.1 Position du probléme

Nous ne faisons pas de distinction entre R3 et I’espace tridimensionel Euclidien dont une
base orthonormale est notée (eq,es, e3). Pour tout vecteur x = (x1,22,23) € R3, on note
& := (x1,72), pour toute fonction v = (v1,v2,v3) & valeur dans R3, on note 9 la fonction
(v1,v2) & valeur dans R?, et V désigne lopérateur gradient par rapport a &, é(v) le gradient
symétrique ayant pour coordonnées e,g(v). On considere QF et QO deux domaines disjoints
de R3 (c’est-a-dire deux ouverts bornés connexes de frontiéres 9QF et 90~ Lipschitziennes).
Soit S := {90 NON~}°. On suppose que S est un domaine de R? de mesure bidimensionnelle
positive projetable dans le plan [x3 = 0]. On consideére la structure composée des deux solides
assemblés par l'intermédiaire d’une couche mince d’épaisseur 2¢ rigide, B, ol € > 0 est un
petit paramétre. Plus précisément, soient Qgﬁ = {2f :=x tces; x € Qi} et B. := {z +
zes,—1 <z <1,z €S}, Q := Q- UQT UB: est la configuration de référence de 'assemblage.
La structure est fixée sur la partie de sa frontiére I'g . qui est de mesure bidimensionnelle
positive et telle que dist(T ., dB: N 9€:) > 0. Son complémentaire Fpe =00 \To. est libre
de contrainte (de sorte que 0Sx| — €,¢[ n’est soumis & aucun effort). Enfin, la structure est
soumise 4 une densité volumique de forces appliquées .

Les matériaux occupant ). sont élastiques isotropes. On suppose que les matériaux dans Qai
ont une rigidité d’ordre 1 alors que le matériau dans la couche mince a une rigidité d’ordre
E%, m € {1,3}. Soient )\Ei, uei, resp. A2, pZ, les constantes de Lamé des matériaux dans Qf,

resp. B., on a

1 1
)‘i = Ai? :u’gi = /’Lia )‘g = 7>‘Sa ,Ug = 7/187

€ em em

ott AT, A® (resp. pF, p®) sont du méme ordre de grandeur.

Afin d’alléger les notations, nous noterons dans toute cette section v|g, et vy, les traces res-
pectives de v sur S et sur I'g, et pour simplifier ’exposé, nous supposons que S est inclus dans
le plan [z3 = 0] de sorte que B. := Sx| —¢,¢].

La formulation variationnelle du probléme s’écrit alors :

{Trouver u® € V¢ tel que quelque soit v* € V¢ (2.1)

aZ (uf,v%) + af (uf,v%) + ai(u®, v°) = Le(v°),
ou

aZ (uf,v°) = /Qi(Afeip(ug)eéq(vg) + 207 e (uf)ef; (vF)) da®

£
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et
aZ(u®,v%) = /B (AZepp(u”)egq(v7) + 2uges; (u®)ef; (v°))dat

sont les formes bilinéaires classiques qui interviennent dans la formulation variationnelle des
problémes d’élasticité isotrope quasi-statiques,

Lc(v) —/ O,v5 da®
est I’application linéaire associée au chargement, et
Ve ={veH (Q,R%; vp, =0}

est 'ensemble des déplacements admissibles. L’espace V¢ est un Hilbert. Supposons que
® € L?(9,R3), alors, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, le probléme (2.1) posséde une
solution unique.
Afin d’étudier le comportement asymptotique de la solution du probléme (2.1) lorsque ¢ tend
vers zéro, nous commencons par réécrire le probléme dans un domaine fixe, c’est-a-dire in-
dépendant de e. Pour cela, nous suivons la stratégie de Ciarlet et Destuynder dans [28] qui
consiste a opérer le changement de variable 7€ : x = (21,22, 23) € Q — 2° = (25,25, 25) € Q.
défini par

7e(z1, 10, 23) = (21, 72,73 — (1 —¢)) € QF, pour x € Qf

¢ (x1, 22, x3) = (1,x9,6x3) € Be, pourx € B (2.2)

(21, 2, 23) = (21, 22,23+ (1 —¢)) € Q7, pourz €,
ou Qf = {z+es3,x € QF}, B=S5x]—1,1[, S* = S x {#1}. Afin de simplifier les notations,
on identifie ) avec QF et €, avec O~ et on note Iy, resp Iy, I'image de T'o., resp.I'c .
Enfin, on pose Q@ = QT UQ~ UBUST US™. Pour toute fonction w définie sur Q, w™, w™ et
w® désignent respectivement les restrictions de w a QF, Q™ et B.

QrF at
2 s
5-

O
Iy

FIGURE 2.2 — Le probléme posé sur un domaine fixe
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Au champ de déplacement v¢ : Q. — R3? on associe le champ de déplacement v :  —
R3 défini par v(e,z) := v°(2°) = v o m°(x), on ne fait aucun changement d’échelle sur les
champs de déplacements comme sur les densité de forces appliquées et sur les coeflicients
élastiques. Avec ce changement de variable, pour toute fonction dérivable ¢° définie dans B,
nous obtenons les relations suivantes

0 . o 0

5oz (0°67)) = 5 (0(a)
0 . o 10
5z (5 = g (002)

. ¢ (2°)da® = E/ngsmrs(x)da; = a/Bgé(a;)dx.

Définissons pour toute fonction v, définie sur B, le tenseur des déformations linéarisées e(e, v)
par

1

eap(e;v) i= 5(8511@ + 0avg);
1.1

ea3(e;v) 1= §(g330a + Oav3);
1

ess(e;v) i = —03vs.
€

Pour abréger les notations, nous notons dans toute la suite de ce chapitre 9; la dérivée par

rapport a x;.
Sous ces hypotheéses le probléme (2.1) devient

(2.3)

Trouver u(e) € V tel que quelque soit v € V
a” (u(e),v) + a* (u(e),v) + ma=ra®(e)(u(e),v) = L(v) + eL*(v),

a*(u,v) = /Qi ()\iepp(u)eqq(v) + 2uieij(u)efj(v))dx,

a’(e)(u,v) = /B <)\Sepp(€; w)eqq(e;v) + 2peij(e; w)esj(e; v))dw,

L(v) :/ d.v dx, L(v) :/ d.v dx,
QtuQ- B

et V ={ve H(QR?) : vp, =0} Le probleme (2.3) posséde bien sur une solution unique

u(e).

2.1.2 Etude asymptotique formelle

La structure polynomiale du probléme (2.3) suggére le développement asymptotique formel
de la solution u(e) suivant :

u(e) = u’ + eul + 2+ ... (2.4)

28



En substituant (2.4) dans le probléme (2.3) et en isolant les termes du méme ordre en €, on
caractérise les champs de déplacement limites et les problémes limites correspondants.

Etude asymptotique formelle pour m =1

On s’intéresse dans un premier temps au cas ol la rigidité dans la couche intermédiaire
est de I'ordre de % Dans ce cas le probléme posé sur le domaine fixe est :

trouver u(e) € V tel que quelque soit v € V,
a” (u(e),v) + a+(u(€1)7 v) + GZ@(U(E),lv) (2.5)
+-a3q(u(e),v) + ags(u(e),v) = L(v) +eL(v),

(e 0) = [ (Wearule)err(v) +2cas(u(e))eas(v) + 5 Oaus(e)0uen) do

S

as, (u(e),v) = /B (AS(eW(u(e))egg(v)+633(u(5))ew(v))+%(agua(a)aavg+aQU3(5)agva)) dz
uleh ) = [ (O + 2enule))eas(v) + %y rvaduu(e)a) do

En insérant (2.4) dans (2.5), on obtient les problémes a 1'ordre e =2, ¢! et €% suivants :

Py : ads(u’v)=0
Py ads(ul,v) +ai,(u’,v) =0
Po : at(ul,v) +a(u,0) + als(u®, v) + S (ul,v) + afs(u?, v) = L(v).

Notons v*, v~ et v* les restrictions de v & Q, Q™ et B.

Proposition 2.1. Le premier terme du développement asymptotique u® est l'unique solution
du probléme

Trouver u® € Vé\/f tel que quelque soit v € Vé\/l
(Pp1,1)

a” (Ul v) + at(ud,v) + a3, (u®,v) = L(v),
ol

. 2 11* . )
aj;(ul,v) = 2/5 (mem(uo)eﬂ(v) +2u eag(uo)eaﬁ(v)>dx,

traduit le comportement en membrane de la plaque, et Vé” l’ensemble des déplacements ad-
missibles est défini par

Vil = {v € L*(Q,R3) :v* € HY(QF R3), eqp(v®) € L*(B), L*(B,R?) 2 93v° = o,v‘{;i = Vg, U, = 0}'

Démonstration. La démonstration est composée de trois parties.
i) Le probléme a l'ordre ¢=2 est

/ %63u333va dx + / (A + 2u%)esz(u®)ess(v) da = 0.
B B
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On en déduit que
e33(u’) =0, O3ud =0 dans B. (2.6)

ii) Puisque es3(u’) = d3u = 0, le probléme P_; devient

/ Mego(ud)ess(v) d:v—l—/ (NS 420 ess(ut)esz(v) dac—i—/ % (83uéagva+8aug83va> dr = 0.
B B

B
D’ou
A8 0
- ey 2.
A8+ 2,us€ () (2.7)

dzul = —0,ul (2.8)

633(’&1) =

dans B.

191) En prenant dans Py, v tel que d3v = 0 dans B, on obtient

a” (u’v) +at(uv) —I-/

()\Sew(uo)eTT(v) + 2usea5(u0)ea5(v)> dx
B

—|—/ K (831%1! + 8aug> Doz dz + [ Megz(ub)er,(v) do = L(v),
B 2 B

et d’apres (2.7) et (2.8), finalement

_ 2A°pf .
a” (U, ) +at (W, v) + 2/5 (W';Msew(uo)e”(v) + 2usea5(u0)ea5(v)>dx = L(v).
L’espace V! muni de la norme (HUH%Q+ + ”UH%,Q‘ + ||é(v)||(2),B + HU”%,B + HawHaB)l/? est un
Hilbert. Le probleme P, 1 est bien posé et posséde une solution unique. O

Notons que 'espace Vé\/l est isomorphe & ’espace VSM ={ve HY(QTUSUN~,R3): U|s €
H'(S,R?), v, = 0}.

Rappelons la décomposition classique du vecteur contrainte : o.n := o +on.n, n étant la
normale unitaire extérieure a la surface considérée, alors [o.n] := T.nT + 0~.n~ est le saut
des contraintes normales, o n™ (resp. n~) désigne la normale unitaire extérieure de Q7 (resp.
7). La formulation locale correspondante est le probléme avec une condition de transmission
de type Ventcel suivant :

—diveT = ot dans Q1
—dive” =&~ dans Q~
o = N (tr(e(u))diy + 24T ey (u)
O-i; =\ (tr(e(u))(sij + 2,U_eij(u)

ut =0 sur FS‘ (2:9)
u- =0 sur I'y
ot.nt =0 sur 'S
(o n" = 0 sur 1";
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avec la condition de transmission sur S

ut =u~ sur S
[or] = div;g  sur S (2.10)
[on] =0 sur S,
NI AS AN s s s s + —
ol Gop = Agporeor(u) = mew(u )0as + 4p’eqp(u®) avec u® = U = Ug-

Etude asymptotique formelle pour m = 3

La rigidité dans la couche mince est de l'ordre de E%, Le probléme (2.3) s’écrit alors :

trouver u(e) € V' tel que quelque soit v € V,
— 1 S
@™ (u(e), ) + " (u(e),0) + (), v) .11)
1 S 1 S S
+-3a3a(u(e),v) + azs(ule), v) = L(v) +eL(v).

On obtient les différents problemes :

P_s @ a3z(u’,v)=0
P : ajs(ul,v) 4+ ad,(u’,v) =0
P o : ais(u,v) +ad,(ul,v) + agﬁ(uo,v) =0
Py ads(ud,v) 4 ad,(u?,v) + agﬁ(ul, v) =0
Py : aT(u’v) 4+ a" (1, v) + adz(ut,v) + af, (v, v) + CLZﬁ(UQ, v) = L(v).

Proposition 2.2. Le premier terme du développement asymptotique u® est lunique solution

du probléme

Trouver u € Vg tel que quelque soit v € V]g Ps)
{a(u,’u) + a™ (u,v) + a(u,v) = L(v), (o3

ou

. 2 275 1° .
ay(u,v) = 3 mATU3ATU3 + 211500 3u30,5v3 | dx,
S

traduit le comportement en flexion de la plaque, et
Vi = {ve H' (R v € HX(B), O30, = cap(v) = 0 dans B, v, = 0}.

L’opérateur A, désigne le Laplacien (tangentiel) par rapport a la variable Z.

Démonstration. La démonstration est divisée en quatre parties.
i) Les problémes P_4 et P_3 sont identiques aux problémes P_o et P_; du cas précédent. On
en déduit directement

633(u0) = 07 83ug = 0 dans B.

)\S
- 2\S + QNS €oo
1 _ 0 - 1 _ 3, _1/4
O3uy, = —0qus, i.e. u, = —x30quy+ u () (2.13)

esz(u') = (u) (2.12)
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dans B.
i1) Le probléeme P_o s’écrit

/ (N + 20 )ess (u?)ess (v) da + / % (aguiagva + Dby, + agu;aavg)dx
B

B
S
—I—/ \° (eog(ul)egg(v) + 633(@61)600(?})) dx +/ %aaugaavg dx
B B
+/ ()\Segg(uo)eTT(v) + Quseaﬁ(uo)eag(v)> dzx = 0.

B
En prenant v tel que d3v = 0 dans B, on obtient eag(uo) = 0 dans B, ce qui implique que
e3z(u') = 0. On déduit ensuite de P_o que

__»
)\s + 2,u8
zu’ = —Dqu} (2.15)

633(u2) = (m(ul) (2.14)

dans B.

1i1) Le probléme P_; a la méme expression que P_5. Considérons v tel que d3v = 0 dans
B. Alors, il vient

22\°u? 1 s 1 dr —

B ()\S _|_ 2,UJS 600(” )GTT(U) + 2” 6CY,3(U )eaﬁ(v)) T = 07
ce qui implique que 4' = 0, donc ul, = —z30,u}. En prenant alors v tel que eg3(v) = 0 et
Vo = T30, ¢ indépendant de x3, on obtient

s 2 Ss,,S
/B %(agui + (9au§)33va de = /B ()vg/—\l-/;/ﬁe“(ul)err(”) + QMSGOCB(UI)BO‘B(UD d,

soit encore

S 2 S,,S
/ % (03?@ + 8au§)¢a dx / x% (ﬁaggugeﬂ(dﬁ + 2us8a5ugea5(d>)) dx
B B

AS + 2us

2 2N 1 o o
T3 /5 (AS +2u° Ogotizerr(9) + 2p 3aﬁﬂ3€aﬁ(¢)> dx.

iv) Le probléme Py, pour v tel que d3v; = eq3(v) = 0 dans B, donne

a” (u®,v) +at(u’,v) + / %(agui + 8au§)3av3 dxr = L(v),

B
d’ou
2 205 1%
a” (u®,v) +at (W, v) + 3 /S (Wgﬂsﬁwu;ﬁﬁvg -+ 2#58Q5U3805v3>d3; = L(v).

L’espace Vg est un Hilbert (comme sous-espace vectoriel fermé d’un Hilbert) et le probléme
Ppi,3 posseéde une solution unique. O
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Comme pour m = 1, espace VBF est isomorphe a l'espace Vf ={v e HY(QTuSuU
Q7,R3) : w35 € H*(S),vyr, = 0}.

La formulation locale correspondant au probléme (Pp 3) est le probléme semblable au
probléme (2.9) avec la condition de transmission sur S :

ut =u = b

eqp(u®) =0, les déplacements sont rigides sur S

lo7] = 0 (2.16)
2 230

[oN] ArAzuz 4 20° 00 Bapus-

T3+ 2u8
2.1.3 Deux résultats de type Korn

Afin d’étudier la convergence de la suite (u(g))e>0, on est amené & démontrer I'inégalité
de type Korn énoncée dans la proposition ci-dessous.

Proposition 2.3. Pour € suffisamment petit, il existe une constante C > 0 telle que

1
to = lvllfgr + vl q- + 0llF 5 < C[He(v)H%,m +lle@llio- + ZlleEv)llEs| (217)

lv

pour tout v € V.
Démonstration. Raisonnons par 'absurde et supposons que cette inégalité n’est pas vraie; il
existe alors une suite € — 0 et (v™),,en une suite d’éléments de V telles que
|v" |1, = 1 pour tout m,
eij(v™) — 0 dans L*(QF),
%eij(em;vm) — 0 dans L*(B).

La suite (v™)men étant bornée dans H'(Q,R3), on en déduit qu’il existe v € V tel que, pour
une sous-suite non renomimée

v™ — v dans H'(Q,R3),
v™ — v dans L?(Q,R3).
Or, e;;(v™) — 0 dans L*(Q"). D’aprés l'inégalité classique de Korn, cela entraine que v™ —
0 = v dans HY(QF,R?).
Par continuité de la trace sur ST, on a UIJg“ = v|55+ = 0. D’autre part, 030" = cegz(em;v"™) — 0
dans L?(B) et 03v = e, (2ea3(5m;vm) — 8av§”) — 0 dans L?(B) entrainent que d3v = 0
dans B, et donc v = 0 dans B.
De méme, e;;(v) = 0 dans Q7 et par continuité de la trace sur S—, Vg- = vfs, =0, ce qui
implique que v = 0 dans Q™.
En fait, (v™)en converge fortement vers v = 0 dans H'(Q,R3). En effet, on a
V™ — v =0 dans L}(Q,R3),
e;;(v™) — 0 dans L2(QF),
eap(v™) — 0 dans L%(B),
03v™ — 0 dans L*(B).
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Montrons que 9,v5* — 0 = J,v3 dans L?(B). Pour cela il suffit de montrer que

DoV§" — O4v3  dans H-Y(B),
Daivy" — Onivs  dans H-Y(B).

La premiére convergence est une conséquence de la convergence vg® — v3 dans L?*(B). La
relation 9305 — 0 = d3v3 dans L?(B) implique que

Dazvy — 0 dans H(B).
D’autre part, teqs(v™) — 0 dans L?(B) entraine que 105e,3(v™) — 0 dans H~(B), et un

rapide calcul montre que 9,505 + 103e4(v™) — 0 dans H'(B). En effet,

1 1
811115” + 6—83611(11"‘) = 81(81125” + 6—631){”) = 81613(€m,’0m) — 0 dans H_I(B),

m

de méme Ogpvy" + i@gegg(vm) — 0 dans H(B), et

1 1 1 1 1
8120? + —agelg(vm) = -0 (82’0? + —831)31) + *62(81’0? + 7831){”)

= alegg(é‘m,vm) + 82613(Em,11m) — 0 dans Hil(B).

On en déduit que
Dapvy" — 0 dans H™(B),

et par conséquent,
D' — 0 = Dyus dans L*(B).

On a donc
v™ — 0 dans H'(Q,R?),

ce qui est absurde puisque ||[v™||1o = 1 pour tout m. O

Introduisons Iespace V défini par
V= {v € L R?) - 0™ € HY(QF, R%), ea(v°) € L*(B), 030" € L*(B,R%),vigs = vjgs, vpr, = 0}.
Muni de la norme
2 2 5 2 2 2 1Y/2
[olly == [HvHLm + ol - + le)llo, + llvllo,s + 19svll5 5|
Iespace V est complet. De plus, Véw est un sous-espace fermé de V. En fait, VBM ={veV:

O3v = 0}. B
On établit I'inégalité de type Korn dans V suivante.

Proposition 2.4. Il existe une constante C > 0 telle que

1/2
lolly < C(lle@)3gs + le@)Ea- + lle(e;)IE ) (2.18)

pour tout v € V.
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Démonstration. Supposons que cette inégalité n’est pas vraie. Alors il existe une suite € — 0
et (v")men une suite d’éléments de V' tels que

™ 1F o+ + 0™ o + 16@™) 3 s + 10113 5 + 1950™ [§ 5 = 1 pour tout m,

eij(v™) — 0 dans L?(Q%),
eij(em;v™) — 0 dans L*(B).

La suite (v™)mnen est bornée dans V, donc il existe v € V et une sous-suite non renommée
telle que

p™ — o faiblement dans V.

La convergence e;;(v™) — 0 dans L*(Q1) implique que e;;(v) = 0 dans Q*, et donc, d’aprés
l'inégalité de Korn classique, v = 0 dans Q.

Par hypotheése, ess(ep,;v™) = i@gvgn — 0 dans L?(B), donc d3v3 = 0 dans B, et par
continuité de la trace sur ST, on en déduit que vz = 0 dans B. De méme, par continuité de la
trace ﬁf5+ = ’f)ﬁ;+ = 0, et d’aprés l'inégalité (2.17), £,,v™ — 0 dans H'(Q,R3), ce qui combiné
avec eqg(em;v™) — 0 dans L?(B) entraine que d30™ — 0 dans L?*(B). On en déduit que
030 = 0 dans B et donc ¥ = 0 dans B.

Enfin, puisque e;;(v™) — 0 dans L*(Q27), on a e;;(v) = 0 dans Q~, et par continuité de la
trace v‘g_ = vfs, =0, donc v =0 dans Q™.

La suite (v™)men converge donc faiblement vers 0 dans V, et il est facile de voir qu’en fait
elle converge fortement vers 0 dans V' ce qui est absurde puisque [[v™||y; = 1 pour tout m > 0.
En effet, v™ — v = 0 dans L?(QF,R?) et e;;(v™) — 0 dans L?(QF), donc v™ — 0 dans
H(QF,R?). De méme, e,5(v™) — 0 dans L?(B), et d3v; — 0 dans L?(B). Il reste & montrer
que v™ — 0 dans L?(B,R3). Pour tout z € B on a

1

v (T, w3) = 0¥"M(2,1) — [ O050%"(T,s)ds
3
1
= UF;T(.%) — [ 930%™ (&, 8)ds,
3
donc
1
/ [0S de < 2[/ |u|§1”|2 d:c+/ (/ |83v|s’mds)2 dz)
B B B J-1
< 4/ o dfc+4/ 050" ™ 2 da
S B
qui tend vers 0 lorsque € — 0. 0l

On peut maintenant étudier la convergence de la solution u(¢) du probléme (2.3) pour
m = 1,3 lorsque ¢ tend vers 0.
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2.1.4 Convergences

Convergence faible pour m =1

En prenant comme fonction test dans (2.5) la solution u(e), on obtient les estimations a
priori suivantes :

Lemme 2.1. La solution u(e) du probleme (2.5) vérifie les estimations suivantes :

[u(e)lly < C; (2.19)
leu(e) e < C; (2.20)
lesj(e;u(e))llo,s < C. (2.21)

Démonstration. Ces estimations sont une conséquence directe des propriétés de coercivité et de
continuité des formes bilinéaires, de I'inégalité de Korn, de l'inégalité (2.17) et des hypothéses
sur le chargement. O

Le lemme 2.1 nous permet de déduire le résultat de convergence pour la suite u(e).

Théoréme 2.1. La suite (u(€))e>0 converge faiblement dans V vers u®, ou u® € V! est la
solution du probléeme (Pp1).

Démonstration. La démonstration consiste & montrer dans un premier temps qu’il existe
u € VA limite faible dans V de la suite (u(¢))e>0. On montre ensuite que u est la solu-
tion de (Ppi1)-

i) D’apreés l'estimation (2.19), la suite (u(g))e>0 est bornée dans V qui est complet. Il existe
donc u € V tel que u(e) — u dans V.
D’autre part, on déduit de (2.21) qu'il existe z;; € L?(B) tel que

eij(g;u(e)) = 2z; dans L*(B)
ainsi que

(e0aus(e) + O3uq(e)) = 2eeqs(e;ule)) — 0 dans L*(B) ;
Ozu3(e) = eesz(e;u(e)) — 0 dans L2(B).

Par définition de la convergence dans V, on obtient que d3u3 = 0 dans B.
Il reste & montrer que dsu, = 0 dans B. Considérons la suite (cu(€))e>0. De l'estimation
(2.20), on déduit qu'il existe u=! € H'(Q,R3) tel que

cu(e) == u~t(e) = u~t dans H'(Q,R?).
Or, par définition de la convergence dans V, u(e) — u dans H'(QF,R3) donc nécessairement
u~! =0 dans QF.
—1,+ —1,s
\

Par continuité de la trace, on a Ugd = Ui, ce qui implique que u[glf = 0, et comme
O3u~Y(e) = edzu(e) — 0 dans L?(B,R3), on obtient u~! = 0 dans B. Donc

cu(e) — 0 dans H'(Q,R?).
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Ceci, combiné avec (edaus(e) + 3uq(e)) — 0 dans L?(B) entraine que d3uq = 0 dans B, et
donc v € VBM.

i7) Multiplions (2.5) par € et passons & la limite en e. Il vient

/ 'u—zagf)gva dx +/ Nego(u)ess(v) do + / (N° + 2u°)z33e33(v) dx = 0.
B 2 B B

En prenant v tel que d3u3 = 0 dans B, on obtient
Za3 = 07
et donc
AS
——e
)\s _|_ 2“’8
On retrouve ainsi le résultat (2.7) obtenu par développement asymptotique.

En prenant dans (2.5) v tel que d3v = 0 dans B, alors v € V2! et en faisant tendre & vers 0
on obtient

233 = oo (u)

B ANS 118 . o
at(u,v) +a” (u,v) —I—/S (mew(u)eﬂ(v) +4u eag(u)eag(v)>dx = L(v).

Donc u = u°, 'unique solution de (Pp1)- O

Convergence forte pour m =1

Théoréme 2.2. Sous les hypothéses précédentes, il existe une sous-suite de (u(€))eso non
renommeée qui converge fortement vers u® dans V.

Démonstration. Soit (w"),~0 une suite d’éléments de D(S,R?) telle que

wp, — —0au)  dans L2(9)
Wl — 233 dans L2(S)

et soit (¢),>0 C D(S2, R?) vérifiant ¢"(z) = zzw' (&) pour tout x € B. Alors u(e) —u’ —e¢" €
V.

Posons

a(u(e) —u® — ¢, u(e) — u® — e¢") at(u(e) — u® — ¢, u(e) — u® — eg")

+a (ule) —u’ — e, ule) — u’ — eg")

+ apg(e,ule) —u’ —eg u(e) — u’ — g
b Za, (u(e) — — g7 u(e) — ' — )
b Bkl a0 = () 10 — 7).

Par coercivité et d’aprés la proposition 2.4,

a(u(e) —u® — ¢ u(e) —u® — g > |lu(e) — u® — 5(;5”][%—/. (2.22)
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Par un calcul élémentaire, on obtient
lim a(u(e) — u® — e, u(e) — u — ep") =

e—0
L(u®) — a™(u°,u®) — o™ (u®,u’) — /B ()\Sew(uo)eTT(uU) + 2,useaﬁ(u0)eag(u0)) dx
T

2
Nzszeoo(u”) dx + / (N + 20°) (wd — 2233)ws dx.
B

_l’_

(w! + O u3)(wg —i-(?aug) dx

-2

&

Or, de la convergence (forte) de la suite (w"),~0, on déduit

lim {/ “—(wg + Oqud) (w4 dpud) dz — 2/
n—0Ll/p 2 B

M z33€55 (ul) dz + / (N + 2p°) (wl — 2z33)w] da
B
[ s iensta) d
= [ ———eso(u)err(u) de.
B )\s + QNS

On a donc finalement

lim lim a(u(e) — u® — ¢, u(e) — u® — e¢") =
n—0e—0

_ 40°u®
Lu®) — at (1. u°) — 00_/ 0007T0+4sa0a0d~:0.
(@®) — a* (u°, u®) — a” (u°, u”) S(sz/ﬁ (u)err (u) + 415" ea(u”)eap(u’) ) di

On termine la démonstration grace au lemme 1.1. O

Remarque 2.1. Ce résultat peut étre interprété comme une premiére estimation d’erreur :

lu(e) = u’ll = O(1) + O(e).

Convergence faible pour m = 3

Etudions maintenant la convergence de la solution du probléme (2.11) lorsque € tend vers 0.
En prenant comme fonction test la solution u(e), on obtient les estimations a priori suivantes.

Lemme 2.2. La solution u(e) du probléme (2.11) satisfait les estimations suivantes :
lu(e)lIf 0 < C (2.23)
1
€7|’€ij(5%u(5))H%,B <C. (2.24)

Démonstration. Comme pour m = 1, ces estimations découlent des propriétés de coercivité
et de continuité des formes bilinéaires, des hypothéses sur le chargement, et de I'inégalité de
type Korn (2.17). O

Théoréme 2.3. La suite (u(e))e>0 converge faiblement dans H*(Q,R?) vers u°, ou u® € V£
est la solution de (Pp3).

Démonstration. La démonstration est composée de six parties.

i) Des estimations (2.23)-(2.24) on déduit qu’il existe u € V et 2;; € L*(B) tels que pour
une sous-suite non renommeée :

u(e) — u dans H*(Q,R3) et u(e) — u dans L*(Q,R3) ;
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1
geij(a;u(s)) — z;; dans L2(B) :

et
eij(g;u(e)) — 0 dans L*(B).

Par conséquent, dsuz(e) = eesz(e;u(e)) — 0 dans L?(B) et O3uq(e) = £(2eqs(c;ule)) —
Oaus()) — 0 dans L?(B), et donc d3u = 0 dans B. De plus, eag(u(e)) = eap(e;ule)) — 0
dans L?(B) entraine que e,s(u) = 0 dans B.

i) Montrons que u € V£ . Pour cela il ne reste qu’a vérifier que uz € H%(B).
On sait que eq3(e;u(e)) — 0 dans L?(B), donc

1
gﬁgua(e) — —quz dans L?(B).

Soit ¢ € D(S). On a
1
lim [ x3—eqg(u(e))e do = / 32030 dz, (2.25)
B € B

e—0

Etudions [, 23105uq(e)¢ dx.

/Bxgié?ﬁua(a)qb de = /S (/_11 xgéagua(e) dx3>¢ dz

_ /585(/11 xgéua(ﬁ) d:Eg)(;S d

_ /S ( /11””%“&(5) das )00 di

2 1 1 9 1
= —/S ([%gua(f‘:)]l_l —/ %g@gua(g) dx3>85¢ dz

-1

1 [1 731
= —— | —03uq(e)0gp de+ | —=—03uq(e)0p¢ dx
2 B¢ B 2 €

2
— 1/ Onu303¢ dm—/ ﬁaau;gagd) dr = —2/8a5u;3¢ dzx
2JB B 2 3Js

lorsque € tend vers 0.
On a donc

1 1
/ xggeag(u(s)) dxs — / r3%203 drs dans L%(S)
—1 -1

b1 2
/ xggeaﬁ(u(s)) drg — —30apus dans D'(9)
-1

et, par unicité de la limite, on en déduit que

1
2
/ 3208 das = —30apu3 dans L*(S). (2.26)
-1

Ceci montre que Jygus € L?(S), et donc ug € H?(B) puisque u3 est indépendant de x3.
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i11) Multiplions (2.11) par €2 et faisons tendre ¢ vers 0. Il vient

/ %zagﬁgva dx + / ()\Szgg + (A + 2;1,5)233)633(1)) de=0VveV.
B B

En prenant v tel que eg3(v) = 0 on obtient
Ra3 = 07
d’ou
)\S
o o Zoo-

233 =

iv) Multiplions (2.11) par ¢ et prenons v tel que dans B, es3(v) = 0 et vy = X304,
¢ € D(S). En passant a la limite quand ¢ tend vers 0 et en utilisant (2.26), on obtient

T B oA 1 s
lim 2 /B ?ea3(5, uw(e))podr = — /B$3<)\8 + 248 2a0err(9) + 21 Zaﬁeaﬁ(@) dx
2 QASHS .
— 3/5 (maUUU3€TT(¢) + 2M 8aﬁu3€aﬁ(¢)> 4227)
v) Montrons que 248 = —230,3U3.

On a 03ius(e) — —daus dans L*(B), donc par continuité de opérateur dg : L*(B) —
H7Y(B), on a 93(031uq(€)) — —0apus dans H~'(B) d’on

N |

(05(Ds 2 tal€)) + 0a(05 Zus(€))) = s~ cap(u(e)) — ~ugus (2.28)

dans H~(B).
D’autre part, puisque %eag(u(a)) — 243, par continuité de 95 : L*(B) — H~1(B), on a

83§ea5(u(e)) — D324 dans H(B).

Donc
8agU3 = —832ag.

L’inégalité a en fait lieu dans L?(B) puisque ug € H?(B). Par conséquent, zog = —230,5u3 +
ZaB, OU Zop est indépendant de x3.

En multipliant (2.11) par € et en prenant v tel que d3v = 0 dans B, le passage a la limite
€ — 0 donne

2)\.5“8 5 B
/B (mzmeﬁ(@ +2u Zaﬁeaﬁ(¢)) dx =0,

ce qui entraine

ZASMS - . B
/B:B-?) (W«ZUUGTT(QZ)) + 2[14 Zaﬂeaﬁ(¢)) d:I: — 0

Nécessairement, z,3 = 0 et
)\S

ZaB = —$38aﬁu3; 233 = x3maaau3-
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vi) En prenant comme fonction test dans (2.11) v € Vg, on obtient, lorsque ¢ tend vers 0,

1 S
at(u,v) +a” (u,v) + hr% 2 / %eag(s; u(e))0qu3 dx = L(v),
E— B

et d’apres (2.27) on obtient finalement

2 2 s ,,S
at(u,v) +a” (u,v) + 3 /S (AS:\_ZJW@UUW@TTW + 2M58aﬁU38agv3> dz = L(v).

Donc u = uY, 'unique solution du probléme (Pp3). O]

Convergence forte pour m = 3

Théoréme 2.4. Sous les hypothéses précédentes, il existe une sous-suite de (u(€))eso non
renommée qui converge fortement vers u® dans H'(Q,R3).

Démonstration. Soit (¢7),~0 C D(Q,R?) telle que

¢l(x)=0Vzx € B,
2
$l(z) = %w”(i) V€ B,

ol (w"),0 est une suite d’éléments de D(S) qui vérifie w” — 03233, et soit ¥ € V' tel que

V() = —2300ul(#) Y € B,
Y3(x) =0Vax e B.

Alors, u(e) — u® — e — e2¢" € V, et en posant

a(u(e) —u’ —ep — 20", u(e) — u’ — eyp — 29" =
at(u(e) —u® — e — 29", u(e) — u® — eyp — £2¢7)
+a~ (u(e) —u® — b — 29", u(e) — u® — eyp — £2¢")

+€l2a;§ﬁ(5, u(e) —u® — ep — 29", u(e) — u® — ep — £2¢")
+€i3a§a(u(e) —u® —ep — 29" u(e) — u’ — ep — 297)
+Ei4a§3(u(e) —ul —ep — 29" u(e) — u¥ — ep — 2¢"),
par coercivité et d’aprés la proposition 2.17, on a
a(u(e) —u” —ep — 2" u(e) —u’ —ep — 2¢7) > [lu(e) —u’ —ep — ¢ T . (2:29)
En passant a la limite quand € — 0 dans (2.29), on obtient

lim a(u(e) — u® — ep — 29", u(e) — u® — ey — £2¢")

e—0
2
= L(u ) (u uo) — af(uo, uo) — 3/ ()\sawugaTTug +2u° agugaagug) dx
S
AS
/ (N + 2p°)ww dx + 2/ )\Sa:gmawugﬁﬂ-ug dx — 2/ (N + 2us)x§)\sﬁwugw’7 dx.
K B
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Puisque w" — 03233 = Dpoul dans L2(S), lorsque 7 — 0, on obtient finalement

S
)\s +2;U'S

liH(l) hH(l) a(u(e) —u® — ep — 20", u(e) — u® — ep — £2¢")
n—0e—

_ 2 A® .
= L(u®) —a®(u’,u’) —a” (u°,u’) — 3/5 (maggugﬁTTug + 2u36a5ugaagug) dz = 0.

On conclut grace au lemme de diagonalisation, lemme 1.1. 0

2.2 2°7¢ cas : la surface S est quelconque, la direction privilégiée
d’assemblage est n

Nous nous intéressons maintenant au cas ou la surface S est quelconque et la direction
privilégiée de ’assemblage est sa normale n. Pour cela nous commencons par rappeler les ré-
sultats obtenus par la méthode des développements asymptotiques dans [18], [62] et y référons
le lecteur pour plus de détails.

2.2.1 Description du probléme en coordonnées curvilignes

Nous reprenons les hypotheéses faites dans la section précédente en supposant maintenant
que la couche mince est de type coque et est obtenue par translation d’une surface générale 2D
suivant la direction transversale normale. Plus précisément, soit # € C2(S; R3) une application
injective telle que les vecteurs aqo (%) := 0,0(Z) forment la base covariante du plan tangent a
la surface w := 0(S) au point 6(2); les deux vecteurs a®(2) du plan tangent, définis par la
relation a®(2) - ag(#) = d3, forment la base contravariante. Soit az(2) = a®(2) = %
le vecteur normal unitaire & w. Les composantes covariantes et contravariantes a,g et a®? de
la premiere forme fondamentale, les composantes covariantes, resp. mixtes, b,g, resp. bg, de
la seconde forme fondamentale, et les symboles de Chrystoffel 05 de la surface w sont alors

définis par
ApB = Qg - A3, a®b = q> . afB, bog == a’ - Opaq, bg = aﬁ"bag, Fgﬁ = a’ - Ogag.
Soit ©% : B, — R3 I'application définie par
O%(z%) := 0(2) + 25a3(2) pour tout 2° = (&, 25) = (71, 22,25) € Be,

O%(B.) C R3 est la configuration de référence du domaine de type coque de surface moyenne

w = 6(S) et d’épaisseur 2e.
On suppose qu’il existe une immersion 0, : Q. — R3 telle que

=
_ [ ©Fon O ooty _ os(at
@E T { @g on P& ) 65 (Se ) - 66(5&‘ )7

N == : . . =t 1.0 - N
oit ST := S x {#e} et ©F : O — R3 sont deux immersions sur Q- définissant un systéme
de coordonnées curvilignes sur Q_ .

On note 1
€ €Y . € ) E €, \E P.€, €
ei”j(v )= §(ajvi + 0fv5) — Loy
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les composantes du tenseur des déformations linéarisées en coordonnées curvilignes, et g7, g"e,
95 g?f et I';" les quantités géométriques usuelles (¢° := det(gf;) ou (g5;) := (9;0¢ - 0;0¢)
et (¢"°) = (gfj)*1 sont respectivement les composantes covariantes et contravariantes du
tenseur métrique associé a O.). Pour un matériau isotrope de constantes de Lamé A. > 0 et
pe > 0, les composantes contravariantes du tenseur d’élasticité sont définies par AWF6e =
Aegihe ghbe 1 (g2 g7he 4 g?62 g7%2) . La formulation variationnelle du probléme de I'équilibre
dans €. en coordonnées curvilignes est

e e € €
{ Trouver u” € V* tel que pour tout v* € V' (2.30)

AZ (uf,0%) + Ag‘(ue,vs) + A (u®,v%) = L(v°),

ou

+/.e &\ .__ ijkle ¢ ¥
AT (uf,0%) = /Qi AP e o () eq; (0) /g = dat,

£

Ag(us’ys) ::/ Azgkﬂeesne( E z||] ) /5:€ d.f

et Ve :={ve H (Q,R?) : vy, = 0}.

Sous ces hypotheéses et celles faites sur le chargement dans la section précédente, le probléme
(2.30) posséde une solution unique.

Pour étudier le comportement asymptotique de la solution u® du probléme (2.30), nous
effectuons le méme changement de variable e que précédemment. Pour e sufﬁsamment petit,
on associe aux fonctions AY*¢ gHe 57 0 Q. — R les fonctions ATRE g 0° R
définies par

Aiﬁké(x) = A”ME(QJ ) pour tout z° = () € ﬁf,
gt (z) = gT° (%) pour tout z° = 7°(x) € ﬁf,

—+
I (z) == Fpa( €)  pour tout 2° = 7°(z) € Q

g

et on associe aux fonctions Aéjke’g,gs’a,l"g-g : B, — R les fonctions A?M(s),gs(e),l“fj(s) :

B — R définies par

Aijkz(f—:)(x) AR “(2f) pour tout z° = 7°(x) €
g% (e)(x) := g% () pour tout z¢ = 7°(x) €
IV (e)(x) := T} (2°)  pour tout 2° = 7°(x) €

&

9

! ol &

c-
Plus précisément,
APH(e) = - ATH(0) + O™, et ATPH() = AT (&) = 0,
gm
ou

A?ﬂUT(O) — )\saaﬂaof + MS(aaaaBT + CLaTCL’BU),
AZPB(0) 1= X*a, AL373(0) = pfa®?, AP(0) 1= N° + 2u°,
A%Po3(0) = A2333(0) = 0.
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Enfin, pour tout v € H'(B,R3), on définit le tenseur des déformations linéarisées eii (&5 v)
par
1 P
€a3(; v) = 5(8[51)& + 0avg) — Faﬂ(a)vp;
1.1
eq|3(g;v) = f(gagva + 0av3) — I'25(e)vs;

2

1
e33(g;v) == g83U3.

Le probléme posé sur le domaine fixe ) est alors

Trouver u(e) € V tel que quelque soit v € V (231)
A~ (u(e),v) + AT (u(e),v) + eA%(u(e),v) = L(v), '

o V:={ve H'(Q,R3): v, = 0}, et

A= [ AP @eywen; 0V do.
Qi

A% (u,v) = /BA?“(E)%e(e;U)em(E;v)\/gs(é) da.

2.2.2 Etude asymptotique formelle
On suppose le développement asymptotique formel a priori de la solution u(e) de (2.31) :

u(e) = u’ +eul + 2P+ ...

Le probléme limite pour m =1

Lorsque la rigidité du matériau dans la coque est de 'ordre %, le probléme limite obtenu
par la méthode des développements asymptotiques est, (cf. [62]),

Trouver u¥ € VE];W tel que quelque soit v € VE];W (Puy1)
A= (10, v) + AT (u0, 0) + A3, (u0, v) = L(v), ol

ou
vghi= {L2(Q,R3) s0F € HY QT R?), 705(0°) € LA(B), vjgs = vjge, L*(B,R%) 3 950° = 0,upp, = 0}7

A3y (0, ) = 2 /S T (1) 0 () Va d,

1
’yag(v) = 5(851)@ + &ﬂ)ﬁ) — I‘gﬁva — bagvs,

et
aaﬂaT — A?fgs : aaﬁam— + QIusaaaaBT + aaTaﬁU‘
7
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On retrouve le comportement membranaire de la coque a travers la forme bilinéaire Af,.

Le probléme limite pour m = 3

Considérons 'espace
VE = {U € HY(Q,R?) : v§ € H*(B), Yap(v®) =0,050° = 0,vp, = 0}.

Le probléme limite obtenu par la méthode des développements asymptotiques lorsque la rigi-
dité de la coque intermédiaire est d’ordre E% est

Trouver u’ € Vg tel que quelque soit v € VBF
(ch,3)

A (0, ) + A (a0, ) + Ap (a0, v) = L(v),
ou 5
A0 0) = 5 [ a7 ()pap(o) ) di
est la forme bilinéaire associée au comportement en flexion de la coque, et

Pap (1) := Oaptizs—1'7305u3—basus+bg (Ipto—LGytr ) +05(0attr =g e ) +(0abi+15,05—10 505 ) ur.

Comme pour les plaques, 'espace Vg est complet et le probléme (Pgy3) posséde une solution
unique.
2.2.3 Deux résultats de type Korn

Pour étudier la convergence des solutions des problémes (2.31) pour m € {1,3}, nous
aurons besoin de 'inégalité de type Korn en coordonnées curvilignes suivante.

Proposition 2.5. Il existe une constante C' > 0 telle que pour £ suffisamment petit

1 1/2
[vll1.0 < Cllleq; ()1 o + leq; () 5.a- + ;Ilez‘uj(&;v)llgﬂ} Pywev (2.32)

Démonstration. La démonstration est semblable a celle de la proposition (2.3) dans le cas des
plaques. Supposons que cette inégalité n’est pas vraie. Alors il existe g, — 0 et v™ € V tels
que

|v" |1, = 1 pour tout m,

ej|j(v™) — 0 dans LY(OF),
1
gei”j(sm;vm) — 0 dans L*(B).
Il existe donc v € V' et une sous-suite non renommeée tels que

v™ — v dans H'(Q,R3),
v™ — v dans L2(Q,R3),
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et la convergence eiﬂj(vm) — 0 dans L%(Q") entraine que v = 0 dans Q* (et méme que
v™ — v =0 dans H'(QF R3)).
De plus, on a
D305" = emeg)3(em;v™) — 0 dans L*(B),

d3vlt = e, (26a||3(€m; V™) — Opvy' + 2Fg3(5m)v?) — 0 dans L?(B),
donc 3v = 0 dans B, et par continuité de la trace sur ST, on en déduit que v = 0 dans B.
Enfin, la convergence e;);(v™) — 0 dans L*(Q27) et la continuité de la trace sur S~ entrainent
que v = 0 dans Q7.
On a alors

v™ — 0 = v dans H'(QF,R3).

D’autre part, ieanﬁ(sm;vm) — 0 dans L?(B) implique que i@geauﬁ(em;vm) — 0 dans
H~Y(B), et d’aprés l'inégaliteé

[Pas(v™) + ;naseanﬁ(%; V")-1,8 < Clllegz(em; v™)llos + emllva'llo,s + emllvs[11,5]
du théoreme 5.2.1 dans [27] vol. 3, on obtient

pap(v™) — 0 dans H™(B),
et il est facile de montrer en adaptant la démonstration de la proposition (2.3) que

v™ — 0 = v dans H'(B,R?).

La suite (v™)men converge donc fortement vers 0 dans H' (€2, R?), ce qui contredit ’hypothése
v |l1,0 = 1 pour tout m. O

Introduisons I’espace V, analogue de celui considéré pour les plaques,
Vi={ve LR 1o € HY (5, R), 705(v) € LA(B), gvi € L¥(S), 5 = viss,vp, = 0},

muni de la norme ||.||y; définie par

]1/2

lollg = [ llea; () 50+ + llea; G0~ + 190168 + 17as() 15,5 + 1950116,

On montre facilement que I'espace V est complet. Cette propriété est obtenue grace a la
présence de Q7 et Q7. En général, on travaille dans un espace qui n’est a priori pas complet,
cela dépend des conditions aux limites. On se place alors dans le complété qui est un espace
abstrait, et il n’est pas toujours possible de caractériser la limite. C’est le cas dans [25] avec la
formulation & deux champs proposée. Il est nécessaire de faire des hypothéses de régularité sur
le complété de 'espace sur lequel sont définis les champs de déplacement admissibles pour la
coque. L’espace Véw muni de cette norme est complet (comme sous-espace fermé d’un espace
complet), le probléme (P.q,1) posséde donc une solution unique.
On montre alors I'inégalité de type Korn suivante.

Proposition 2.6. Il existe une constante C' telle que pour ¢ suffisamment petit

2 2 2 1/2
lolly < C(llew; ()13 g + e @R o + lleay;(=: 0)113.5) (2.33)
pour tout v e V.

La démonstration est identique a la démonstration de la proposition 2.3.
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2.2.4 Convergences

Pour toute fonction v définie p.p sur B = Sx] — 1, 1], on définit sa moyenne T par

1 1
u(z) = 2/11)(3?:,3:3) drxsppz € S.

Convergence faible pour m =1

Lemme 2.3. Soit u(e) la solution du probléme (2.31) pour m = 1. Alors,

lu@)lly < C; (2.34)
leqi (g5 ue)llop < C (2.35)
leu(e)ll1,B < C. (2.36)

Démonstration. Soit u(e) la solution de (2.31). D’apres les hypothéses sur le chargement et la
coercivité des formes bilinéaires AT et A, on a

lleq; (w(ENIE a+ + e (WG o + lleq; (5wl < C,
donc d’aprés I'inégalité de type Korn (2.33) on a
lvlly <€,

et d’aprés I'inégalité de Korn classique en coordonnées curvilignes et 1’'inégalité de type Korn
(2.32) on a
leu(e)llro < C.

O

Théoréme 2.5. La suite (u(g))e=o converge faiblement dans V wers u®, u® € VM, lunique
solution du probleme (Peg1).

Démonstration. La démonstration est divisée en 6 parties.

i) D’apres les estimations (2.34) et (2.36), on déduit qu’il existe une sous-suite non renom-
méeetucV,u eV, el € L?(B) tels que
u(e) — u dans V,
cu(e) = u~! dans H'(Q,R?) et eu(e) — u~! dans L*(Q, R3),
i|; dans L*(B),

Ozus(e) = eeg3(e;u(e)) — 0 dans L*(B).

eqlj(g;ule)) — e

ii) Montrons que u~! = 0. On a eu(e) := u~!(e) — u~! dans H'(Q,R?). Or u(e) — u
dans H'(Q*,R?), donc nécessairement u~'(¢) — 0 dans H'(QF,R3). Par continuité de la
trace sur ST on obtient u|_51is = u|_51ii = 0, et comme %ei”j(a; u~'(e)) = e;); dans L*(B), on

en déduit que
dzuz’ () = eez3(e;u”'(e)) — 0 dans L*(B),
B3ug' () = e(2eq)3(e5u(€)) — auz ' (€) + 2I'%3(e)u,* (¢)) — 0 dans L*(B),

[
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ce qui implique que Osu~! = 0 dans B, et donc finalement v~ = 0 dans B.

ii1) Montrons que dsu = 0 dans B. D’aprés (2.35) et i), on a

dzus(e) = eeg3(e;u(e)) — 0 dans L*(B);
D3t (e) = 2eeq3(c5u(e)) — Oaleus(e)) + 2I%3(e)euq (€) — 0 dans L*(B).

Donc par définition de la convergence dans V, dsu(e) — d3u = 0 dans L?(B), et u € VAL

iv) Les limites e, g satisfont ey g = Yas(u).
Par définition, on peut écrire

ea”ﬁ(a u(e)) — 7045(“(5)) = —FZ’E(E)%(E) + 5$3bg|aua(€) + E.ngbgébUgu;:,({—:),

ol FZ;(E) = I75(e) - (Fgﬂ - 5xgbg\a) satisfait HFZ’;(@HOM,B < Ce? pour ¢ suffisamment
petit.
Dautre part, puisque [7llos < L5 lollos, ot 755 = 31— 23)350, on a [757ll0s < 9]0 5.
d’ou

[eapp & (@)~ v0s@E@ ) los < Ce(letale) s + 13sus(E)lo s ).

qui tend vers 0 lorsque € — 0. Par définition de ||.||y7, Yas(u(e)) = Yap(u) dans L?(B), ce qui
implique que Yo5(u(€)) = Yas(@) = Yaps(u) dans L(S) et donc

€al3 = Yap(u) dans L*(9).

De plus, d’apres le théoréme 5.2.1 dans [26] vol.3,

[8s¢apa(e: (@) + <pas@(©ll-15 < O=(llealesul@)los + Ieualelos + leus(@lnz)-
Il est clair que le second membre tend vers 0 lorsque € — 0. Donc par continuité de 'opérateur
93 : L*(B) — H~'(B), et puisque epap(u(e)) — 0 dans H(B), on en déduit que dseq, 5 =

0, et finalement
€a)g = Yap(u) dans L*(S). (2.37)

v) En multipliant (2.31) par € et en passant a la limite ¢ — 0, il vient
/ Aa533(0)€a“583’03 dzx +/ Aa303(0)6a||3831)a dx +/ A3333(0)63”3631)3 dr=0%YveV.
B B B

On en déduit

eq3 =0,
et v
€3||3 = —maaﬁeanﬁ. (238)

vi) Alors, en prenant comme fonction test dans (2.31) v indépendant de x3 dans B, le
passage a la limite quand € — 0 donne

a® (u’ U) +a (U’ U) + /B (AQBUT(O)QQHB'YJT(U) + AUT33(O)63H3’YUT(U)> dr = L(U),
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d’ou, d’aprés (2.37) et (2.38),

at(u,v) +a” (u,v) + 2/ a®? " o5 (W)Yo (v) di = L(v).
S

Par unicité de la solution, on en déduit que v = uP. O

Convergence forte pour m =1

Théoréme 2.6. La suite (u(g))eso converge fortement vers u® dans V.

Démonstration. La preuve est semblable a celle du théoréme 2.2. Soit (w"),>¢ une suite dans
D(S,R3) telle que

wg — —0uf — 267u?  dans L%(S),

wy — ez)3 dans L?(9),

et soit (¢"),>0 une suite d’éléments de D(Q,R3) vérifiant ¢"(z) = z3w (&) pour tout x € B.
Alors u(e) —u® — e¢" € V, et en posant

Au(e) —u® — g™, u(e) —u® — e¢) == At (u(e) — u® — ¢, u(e) — u® — e¢")
+ A (u(e) —u® — e u(e) — u® — ed") + A% (u(e) — u® — ¢, u(e) — u® — 9",

on a, par coercivité et d’apreés la proposition 2.6,
Alu(e) —u® = e¢" u(e) —u’ — ed") > [lule) — u® — ¢}
En faisant tendre € vers 0, il vient
;if(l) A(u(e) —u® — e, u(e) —u® — e¢) = L(u®) — AT (u®, u®) — A~ (u0, u0)
—/ Aaﬁ‘”(O)’yag(uO)’ym(uo) dx — 2/ Aaﬁgg(O)egug’yag(uo) dx

1 1 1
+ /B A(0)(500us + Vpur + Sug) (5 0aus + bur + Suil) do — / A%3(0)eg 3w da.
B B

En passant a la limite en 1, on obtient finalement
lim lim A(u(e) — u® — e, u(e) — u® — ¢")
n—0e—0
= L(u®) — AT (u® u®) — A (u®, u®) — / a®P7,5(u0)Vor (u°) dz = 0,
B
et on conclut & ’aide du lemme de diagonalisation, lemme 1.1. 0

Convergence faible pour m = 3

Lemme 2.4. Soit u(e) la solution du probléme (2.31) pour m = 3. Alors,

1
e (wENlIG o+ + llea; (wEDIE.o- + e (e ule)lEs < C; (2.39)

1
gl\eillj(E;U(é))llg,B <C. (2.40)
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Démonstration. Ces estimations sont une conséquence directe des hypothéses sur le charge-
ment et de la coercivité des formes bilinéaires A* et A*. O

0

Théoréme 2.7. La suite (u(e))e>0 converge faiblement dans H (2, R3) vers u®, ow ug € V£

est l'unique solution du probléme (Peg3).

Démonstration. La démonstration est divisée en b parties.

i) D’aprés l'inegalité de type Korn (2.32), on déduit de l'estimation (2.39) que la suite
(u(€))es0 est bornée dans H'(Q,R3). 1l existe donc u € H'(Q,R3) et une sous-suite (non
renommée) telle que u(e) — u dans H*(Q, R3). D’autre part, (2.40) implique que dzug(e) — 0
dans L?(B), donc nécessairement, Jsus = 0, et e,3(¢;u(e)) — 0 dans L?(B), donc d3uq(c) =
e(2eq)3(e5u(e)) — Baus(e) + 2I'3(e)uqs(c)) — 0 dans L*(B), d’ott dsuq = 0. Enfin, (2.40)
entraine que y,(u) = 0. Donc u € {v € H'(Q,R?) : O3v; = ya3(v) = 0 dans B, et vyyp, = 0}.

ii) L’estimation (2.40) permet aussi de déduire l'existence de z;; € L?(B) tel que, pour
une sous-suite, %ei”j(s;u(e)) — 2;; dans L*(B)).

iii) Montrons que uz € H?(B) (et donc u € V£). D’aprés (2.40), on a

1
g@;gua(é) — —Opug — 2b%u, dans L*(B),

u}l(e) = 25/ (1 —:U%)@gua(s) drg — 2/ (x% —1)(Oqus +2b0uy) dxs = —g(aau;; + 205 uy)
1 1

dans L?(S). En fait, cette convergence a lieu dans H'(S). En effet, on a

N

1 1
(Ouub(@) +0uk@) = 5 [ wa(Oaus(e) + Dyua(e))da
-1
- 1 1
= / 1‘36€a5(€;u(8))d$3+6/ mg(Fgﬁug(5)+baﬁU3(e))dx3
—1 —1
1
—/ x%(bg]aug(e)—&—bgbaﬁug(s))dxg.
-1

Le premier terme converge vers fil x32qp3 drs faiblement dans L?(S) et, avec une intégra-
tion par partie, on montre que le deuxiéme terme du membre de droite é f_ll 3 (Fgﬁug(a) +
bagus(e))dzs — —%Fgﬁ(&,u;g + 2b7u,) dans L2(S). Le dernier terme converge évidemment
faiblement dans L?(S). La suite (u!(g)).>0 est donc bornée dans H'(S,R?), et on en déduit
que —2(0au3 +2b%u,) € H'(S), et donc dyuz € H'(S). D’ott finalement ug € H*(S) et méme
us € HZ(B)

iv) Multiplions le probléme (2.31) par €2 et faisons tendre € vers 0. On obtient

/ Aa633(0)2a/@83113 dx —1—/
B

Aa303(0)za38av3 dx +/ A3333(0)233331)3 dr =0
B

B
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pour tout v € V. On en déduit

AN e
)\s + 2/,&8
Za3 = 0.

233 = Zaf3s

En multipliant (2.31) par € et en faisant tendre € vers 0, il vient

/ Aaﬂm—(o)zaﬁeaT(v) da:—i—/ Aaﬁ33(0)2337a,@(v) d$_|_/ (Aaﬁ33,1zaﬂ_|_A3333,1Z33)33U3 dx
B B B

1 1
+lim (;214(1633(0)%”5(5;U(e))asv:s + EAC“?’U?’(O)%H?,(& u(e))eq|s(e;v))de =0
~0/p

pour tout v € V. En prenant v tel que d3v3 = 0 dans B, on obtient

1
lin%J EAO‘3"3(0)6Q”3(6;u(s))egng(s;v) dx = —/ A% 20 5%0r () da. (2.41)
==0/B B

Montrons que pas(u) € L?(B) et pas(u) = —03245. En effet, d’apres le théoréme 5.2.1 dans
[27], on a

1 _

gagea”ﬁ(e;u(e)) + paplu(e)) — 0 dans H~(B).
L’opérateur 93 : L?(B) — H~!(B) étant continu pour la convergence faible, %eauﬁ(a; u(e)) =
2o8 entraine que 103e45(c;u(e)) = O3zqp dans H™H(B), d’oit pas(u(e)) + 3203 — 0 dans
H=Y(B).

D’autre part, pag(u(€)) = pag(u) dans H1(B), d’oli pag(u) = —053245 dans H1(B). Léga-
lité a en fait lieu dans L?(B) puisque uz € H2(B). Soit ¢ € L?(S), on obtient alors

LU% x3=1 ~ $§
32430 dr = / [Ezaﬂ] IB:_lqbdx — / ?83zagqﬁ dx
B s B

1 x%
= 5 [ e dot [ Bpustwo do
2 /B B 2

2
- —S[Spamu)cb di

puisque u est indépendant de x3 dans B.
Revenons & (2.41), et prenons v tel que dans B

{va =N — 300, OU Oy := 0anz + 20%1,, avec n € H'(S,R?) x H%(S) tel que Yap(n) = 031 =0
V3 =1)3.

Alors,

1
/BaO‘B‘”zaﬁfyaT(v) dr = —/Bxgaaﬁ”zag(Q(&y@T +070,) —T4.0,) dx

_ 2 /B aaﬁmpaﬁ(u)(%(a(,07+879(,)—rgreu) da.

3
Posons o7 (0) := 3(9,07 + 8:0,) — T570,,. Puisque 243 = 0, I'identité (2.41) devient
: 1 a3o3 1 2 afoT ~
lim — [ A*7°(0)eq3(e, u(e))?% de = 3/.@ Pap(t)Yor(8) dx. (2.42)
B S
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v) Dans (2.31), prenons v € H*(Q,R?) tel que v§ € H*(B), 03v; = yap(v) = 0 dans B, et
vr, = 0. En faisant tendre ¢ vers 0, il vient

AT (0 + A 0) + [ a9 (Bl + i) da
B

En posant %Ha = %(%1}3 + bl v,, d’apres (2.42), on obtient

_ 2
A (u,v)+A" (u, v)+3/

apoT g 2 oapoT
a9 o507 0) da—3 [ a9 o) Oy Wibrs) i = L),

et comme ,,(6) — b |,v, — biyburvs = por(v), on obtient finalement
2
At (u,v) + A (u,v) + 3 /S a®?" pos () por(v) de = L(v), (2.43)

c’est-a-dire, u = u®, P'unique solution du probléme (P, 3)- O]

Convergence forte pour m = 3

Théoréme 2.8. La suite (u(€))->o converge fortement vers u® dans H'(Q,R3).

Démonstration. La démonstration est semblable aux démonstrations précédentes. Soit (¢"),~0 C
V telle que
da(x) = 25 (b705ug() + bZbTul(2)) Va € B,

2
$l(z) = %w"(i‘) V€ B,

oit (w"),>0 est une suite d’éléments de D(S) qui vérifie w” — 93233 dans L?(S), et soit ¢ € V
tel que

Ya(x) = —xgaaug(i) Vo e B,
Y3(x) =0Vaz e B.

Alors, u(e) —ul —ep —2¢" € V, et avec le méme raisonnement que précédemment, on montre
que

liH(l) lir% A(u(e) —u® — ep — 29", u(e) — u® — ey — £2¢")
n—0e—

= L(u®) — AT (u®,u®) — A~ (u® u0) — / 2307 p s (u°) por (u¥) dz = 0.
B

En appliquant le lemme 1.1, on obtient le résultat grace a la coercivité des formes bilinéaires.
O
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2.3 Résolution numérique

Dans le probléme limite, la couche intermédiaire est remplacée par une surface matérielle
qui rend compte de conditions de transmission particuliéres. Dans tous les cas, on a vu que
les champs de déplacements limite peuvent étre définis sur QT U S U Q™ en considérant les
espaces VSM et Vf . La configuration du probléme est la suivante.

L'y

Q+

F1GURE 2.3 — illustration du probléme

Les méthodes de résolution basées sur une décomposition de domaine apparaissent naturel-
lement dans une telle configuration. On s’intéresse maintenant au cas ot m = 1. Dans cette
partie,  désigne I'intérieur de {Q+ U Q~}° de frontiére 9Q, I't := 9QNONT. La structure est
bloquée sur la partie I'g de 0). Le reste de la frontiere I'y, := 02\ I'g est libre, et la structure
est soumise aux efforts volumiques ®. On pose F(jf =ToNT* et Ff =I,N I'+. On peut bien

sir considérer d’autres conditions aux limites.

Notons é(v) := (eas(v))as, et AT, A° les tenseurs de Iélasticité associés aux formes bili-
néaires a*(.,.) et a$,(.,.) respectivement, et reprenons le probléme (2.9) :

—divoT = @t
—dive” =~
ot = Ate(u)
o~ = A"e(u)
ut =0

u- =0

ot.nt =
c-.n” =0

23

dans QF
dans Q~

2.44
sur I‘(J{ ( )

sur I';
R NS
sur Pso

sur F@



avec la condition de transmission sur S

ut =u" sur S
[or] = div;g  sur S (2.45)
l[on] =0 sur S,
NI . ;15 4)‘SMS 5§ s s s + —
il Gop := Ajporeor(u) = mem(u )0ap + 4p’eap(u’) avee u® = ujg = ug.

Le probléme (2.44) est équivalent au probléme de minimisation

géi‘r/l{JJr(qu) +J () + Hu®) — LT (ut) — L™ (u7)}, (2.46)

ol 1
Ji(u) = §ai(u7u)’

H(u) = a3y (u,),

Li(u):/ dFv du,
(5=

et V = {u = (ut,u”) s ut € HY(QF,R3), urg = ug =t 07 € H'(S,R?), uliri = O}.
0

2.4 Une méthode de résolution par décomposition de domaine

2.4.1 Principe de la méthode

La méthode proposée consiste a résoudre sur chaque domaine Q7 et Q= un probléme
classique avec une condition de Dirichlet non homogeéne sur S. Afin de trouver la solution de
notre probléme initial, la donnée de Dirichlet devra elle-méme vérifier (2.45). Pour simplifier les
démonstrations, on suppose que S C I’y afin d’obtenir dans la formulation faible de (2.45), un
probléme de Dirichlet homogéne (voir (2.48)). Plus précisément, pour z € H'(S,R?) x L2(S),
Ot € L?(QF) et = € L?(Q7), considérons les problémes définis sur QF et O :

—divet = &t dans QF,
ot = Ate(u™),

ot =0 sur '}, (PT)
ut =0 sur I',
ut =2 sur S,

(—dive™ = &~ dans Q~,

o =A"e(u),

con =0 sur I', (P7)
T = sur I'y,
T =z sur S.
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Pour tout z € L%(S,R3), les problémes (PT) et (P~) possédent une solution unique
ut(z) € HY(QT R3) et u=(2) € HY(Q,R3) respectivement. Si de plus z est solution du
probléme

—div,0 = — <a;(z) + U;(z)) sur S,

Oap = Azﬁmem(z), (2.47)
2=0 sur 05,
o (2) +on(2) =0 sur S,

alors ut(z) et u™(2) seront solution du probléme (2.44)-(2.45). Comme il y a existence et uni-
cité de la solution du probléme (2.44)-(2.45), le probléme (2.47) posséde une solution unique.

Les problémes (P) et (P~) étant linéaires par rapport aux données ®* et z, les solutions
ut(z) et u(z) peuvent s’écrire :

ut(2) =uf +ud, v (2) =u; +ug,

ot uf est solution de (P*) et (P~) lorsque z = 0, et uF est solution de (P*) et (P~) lorsque
® = 0. Les contraintes oy et or étant elles-mémes linéaires, avec des notations évidentes on
écrira : 05 (2) = 0F, + 0'%0 et 0% (2) = U]j\c,z + Jjj\t,o.

Pour F € H~!(S,R?), considérons le probléme auxiliaire d’¢lasticité plane sur S :

—div,6 = F sur .S,
a-aﬁ = AZBO'TEUT(U})? (248)
w=0 sur 0S.

Soit G : H71(S,R?) — H}(S,R?) l'opérateur de Green qui & tout F € H~1(S,R?) associe
I'unique solution w du probléme de Dirichlet homogéne (2.48). Alors, z est solution de (2.47)

si et seulement si
s + —
2=—-G(of(2) +o7(2))
ol (2) +on(2) = 0.
soit encore, en utilisant la décomposition précédente,
~ + — _ + —
{Z +Glog, +o7.) =—G(og+070),
+ - _ _+ -
ON:TON.=0Not TN
que ’on peut encore écrire de la forme

Az =F. (2.49)

Avec les hypotheéses sur les données, en écrivant les formulations variationnelles des problémes,
on montre que A est un opérateur auto-adjoint sur H'(S,R?) x L%(S).

Ce systéme d’équations est équivalent au probléme initial (2.44)-(2.45) et donc posséde une
solution unique. On voit ainsi que résoudre (PT), (P~), (2.47) revient a résoudre Az = F.
On utilisera pour cela des méthodes itératives classiques de décomposition de domaine en les
adaptant & ce cas non standard.
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Dans [68], Winther s’intéresse a la convergence de la méthode du gradient conjugué pour
la résolution d’un systéme linéaire de la forme

(Id+ K)x = b,

dans un espace de Hilbert H, lorsque l'opérateur K est un opérateur auto-adjoint compact et
lorsque Id+ K est défini positif, en fonction de son degré de compacité mesuré par les produits
de ses valeurs singuliéres.

Rappelons qu’un opérateur compact dans un Hilbert est dit de classe de Carleman Cy,
0 <t < 00, si la série de ses valeurs singuliéres a la puissance ¢ est finie. Les classes C; pour les
opérateurs compacts dans les espaces de Hilbert furent introduits par Neumann et Schatten
en 1948 comme une extension des opérateurs de Hilbert-Schmidt (¢ = 2). Pour une étude
approfondie, voir [35]. Nous allons maintenant considérer une situation particuliére ot nous
pouvons écrire l'opérateur A sous la forme Id 4+ K et utiliser ces résultats.

2.4.2 Un résultat de convergence dans le cas scalaire

Dans le cas oil 'inconnue v n’est plus a valeurs dans R? mais & valeur dans R (cas sca-
laire), le systéme d’équations aux dérivées partielles de I’élasticité linéaire (2.44) est remplacé
par une unique équation aux dérivées partielles. Ceci peut étre envisagé, par exemple, dans la
modélisation de problémes anti-plans de 1’élasticité ou dans le cas de la thermique stationnaire.

Position du probléme

On note K* > 0 (resp. K* > 0) les coefficients matériau (par exemple, la conductivité
dans le probléme de thermique) dans QF (resp. Q). Les équations locales analogues de (2.44)
sont

—KTAuT =&t dans QF
—K " Au =d dans Q~
ut =0 sur FE,_F (2.50)
- =0 sur I';
K+ gﬁ =0 sur T'F
K~ 5= ‘9“ = sur F;
avec la condition de transmission sur S
T =" r S
u - = sur (251)
Kt “+ + K %% = KSA,u surS.

Proposition 2.7. Dans le cas scalaire, le systéme (2.49) est de la forme
(Id+K)z=F

ot KC est un opérateur auto-adjoint, tel que Id+ K est défini positif. De plus KC est compact de
classe de Carleman C, t > 2/r, 1/4 <r <1/2.

26



Démonstration. i) La méthode décrite précédemment nous conduit & résoudre les problémes
suivants : pour z € H(S), ®+ € L2(Q), = € L2(Q7),

—KtAut =®* dans QF —K " Au= =& dans Q™
K+gﬂ =0 sur T'F K‘?Z—ZzO sur T'
ut =0 sur FS‘ u- =0 sur 'y
ut =2 sur S uT =2z sur S

plus le probléme sur S,

—K5A, 2z = (K+OU+( 2y g )) sur S,
(2.52)
z=0 sur 0S
qui posséde une solution unique.
Alors, z est solution de (2.52) si et seulement si
L Out(z) —3U7(Z))
v = G(K S KT,
que ’on peut réécrire sous la forme
(Id+K)z = —F. (2.53)
ou St 5
ul Uy
Kz = G(K+ e >
: 6n+ on~—
et

+ —
Ouy K Ouy )
ont on~

En écrivant les formulations variationnelles des problémes définis sur chaque domaine, il est
facile de voir que 'opérateur K est auto-adjoint et vérifie Id + IC est défini positif.

F:G(K*

i1) L’application 2z — Kz est linéaire continue de H}(S) dans H}(S) N HY(S), avec
1/4<r<1/2.
En effet, d’apres les résultats de Grisvard [49], puisque KT gz% + ng%{ e H-12(S), on
obtient par interpolation que G(K+ Duz 4 K™% ‘%Z ) € H}(S)NHY"(S) avec 1/4 < r < 1/2.
La valeur exacte de r dépend de la regulante de S. Si la frontiére de S est réguliere, alors
r = 1/2. Dans le cas ou la frontiére est polygonale, la valeur de r dépend des angles.

1i1) Montrons que opérateur K est compact de classe de Carleman Cy, t > 2/7.
Puisque S C R?, l'injection de H'*7(S), 1/4 < r < 1/2, dans H'(S) est compacte de classe de
Carleman Cy, t > 2/r (voir [2]). La composée d'un opérateur borné avec un opérateur de classe
C; étant un opérateur de classe Cy, on en déduit que K est compact de classe de Carleman Cy,
t>2/r. O

La conséquence directe de la proposition 2.7 est le corollaire suivant.
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Corollaire 2.1. La méthode du gradient conjugué converge de maniére R-superlinéaire pour
la résolution de l’équation (2.53). De plus, on a l’estimation

_ 1 _ n
Irall < (HAIIAT) Y2 (2) 7 1A K)ol

ol Ty est le n-iéme résidu, A := 1d + IC, t le degré de compacité correspondant a la classe Cy

de lopérateur K et
e AL/t
Kl = (D lol?)
j=1

ot {o;}32, sont les valeurs propres de K.

La convergence R-superlinéaire signifie que lim,,_,o {/||7n|| = 0. Ce résultat est intéressant
car la convergence a lieu en dimension infinie, et donc a fortiori en dimension finie. La vitesse
de convergence sera donc indépendante du maillage.

Le point fondamental dans cette stratégie est le gain de régularité pour z grace a 'opérateur
G. Ce résultat ne s’applique pas en élasticité isotrope, car 'opérateur qui permet de gagner
de la régularité (div;) n’agit que sur les deux premiéres composantes de l'inconnue z.

Remarque 2.2. Dans [{4], qui considére le cas inverse ot la couche intermédiaire est plus
souple (cas du collage), la méme stratégie conduit au systéeme (Id + KA)z = F, ou A :
L*(S) — HY2(S) n'est pas un opérateur auto-adjoint, mais est compact de classe Cy, avec
t > 4. On peut alors appliquer la méthodeHGM}ﬁES pour la résolution du systéme sur S avec

. T'n+1

une convergence (Q)-superlinéaire (i.e., hng) T
E— Tn

= 0) aussi bien dans le cas scalaire que dans

le cas vectoriel.

2.5 Une méthode de résolution avec pénalisation

2.5.1 Présentation de la méthode

Une autre possibilité pour la résolution du probléme (2.46) est d’utiliser une méthode de
pénalisation. Pour cela, introduisons les espaces de Hilbert V* := {v € H'(QF R3) : U5 €
H(S,R?), Urx = 0}. La fonctionnelle H définit une norme équivalente dans H} (S, R?) de

sorte que v — |v|g = (H(v) + H113||375)1/2 est une norme sur V® := HJ(S,R?) x L*(S).
Considérons le probléme de minimisation
1 1
min {J+(u+) LI () + SHWY) + SHw) — LT ut) — L (u)
utev+ 2 2

u- eV

1 1
FoHT =)+ R} (259)

oit 7 > 0 est un parametre positif. Les fonctionnelles J* + %H : V+ — R sont convexes et

coercives. Pour tout 7 > 0, le probleme (2.54) posséde une solution unique (u;",u, ).

Proposition 2.8. Lorsque n — 0, les solutions (uj{,ug) convergent vers (ut,u”) la solution
de (2.46).
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Démonstration. Le probléme (2.54) est équivalent au probléme

u=(uy,u,; ) €Vt x V-

(a0 + (g, 07+ bad g 07) + dad (g o) + Sy — a0 —07)
+%<u;’3 - U;’S,U; —v3)o,s=LT(wT)+ L (v ) Vo= (vH,v7) e VT xV~,

(2.55)
oil (.,.)0,s désigne le produit scalaire dans L?(S). Par coercivité des formes bilinéaires, la
solution (u,,u, ) de (2.55) satisfait les estimations suivantes :

1y w )l sv- < C,

777
Euag—ams < c
1

7“”;{,3_’“’ < Cv

ou C est une constante positive. On en déduit qu’il existe (ut,u™) € VT x V= tel que,
pour une sous-suite non renommée, (u,",u, ) = (u*,u”) faiblement dans V* x V. Des deux
derniéres estimations, on déduit que

a7 — ;7 — 0 dans H'(S,R?)

u;;?, —u, 3 — 0 dans L*(S).

Donc nécessairement, UTS = ug et u = (ut,u~™) € V. En prenant dans (2.55) v tel que

U\Jg = vl_s, on obtient lorsque 7 tend vers zéro,
1 1
at(ut, o) +a (T, 07) + gagy(uh 0T 4 Say(uT, v )+ = L") + LT (v7),
donc (u™,u~) = (ut,u") est bien la solution de (2.46). O

Une résolution par décomposition de domaine du probléme (2.54) conduit & un systéme
semblable & celui obtenu dans la section précédente. On rencontre les mémes inconvénients, la
méthode ne présente donc pas d’intérét. En revanche, on obtient un résultat de convergence en
appliquant la méthode de minimisation alternée avec couplage partiel proposés par Attouch
et al. dans [8]. Ceci fait 'objet de la section suivante.

2.5.2 Reésolution du probléme pénalisé

La méthode consiste & minimiser I’énergie du systéme couplé de facon alternée.
Notons Ly la fonction définie sur V¥ x V= par Ly(v",07) == JT(vF) + J (v7) + $H(vT) +
$H(w™)—LT(u™)—L™ (u™)+ %H(zﬂ' —v7)+ % lvf —vg H%,S' La solution (u,, u, ) du probléme
(2.54) satisfait de fagon équivalente

1 1 _
CL+(U;7U) - L+(U) + 5@?\/[(1/,;7‘—, U) + 7@?\/[(1/,;7‘— - un ,’U)

;’3 — u;’3,1}3>0,5 =0VoeV™T

1
+f<u$73 — u;3,1}3>0,5 =0VveV™.
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La formulation locale correspondante dans chaque domaine est :

(—divaff = &* dans OF,
ut =0 sur Fi,
otnt =0 sur ng,

1, Dy gt — o+ 1gi o7
_(2+n)d1V7-0'77— o nleTUU sur S,

+ 1/,,+ -\ —
oy N+ (U s —uy ) =0sur S,

A ceniveau, on ne peut donner aucun résultat concernant la résolution itérative de ce probléme
décomposé sur les domaines Q" et Q7. Il s’agit de problémes d’élasticité avec des conditions
de bord particuliéres au niveau de S, différents de ceux considérés dans la méthode précé-
dente. En fait, en introduisant un terme d’ancrage dans chaque probléme liant les solutions de
ce probléme entre deux étapes successives, on arrive & démontrer la convergence de la méthode.

L’algorithme consiste & découpler le probléme variationnel (2.54) en résolvant alternative-
ment un probléme de minimisation dans QT et O~ suivant le schéma ci-dessous : & 'étape n,
s0it (n,vy) € VT x V7, on cherche p,4+1 € VT solution de

, 1 a 1 1
pns1 = axg min {77 (v) + 5 H(0) = LT (0) £ Fllo —pmllv+ + L H(w —va) + g llos = vnsl s}

(2.56)
puis on calcule v,41 € V™ la solution de

. _ 1 _ Ié; 1 1
Vo1 = arg min {J 7 (v)+ 5 H(v) = L7 (0)+ 7 lv=vnlly- +~H (g1 =0)+ ol pnr13—vsllg s}
veEV = 2 2 n 2n ’

(2.57)

ot a, 3 > 0. Les termes v — §|lv — pip|y+ et v — gHv — Up|ly— sont des termes d’ancrage

et jouent un role essentiel dans la démonstration de la convergence de la suite engendrée

par Dalgorithme. Cela revient 4 modifier I’équation dans Q7 par une équation de la forme

(14 a)divo;;; = ®* — adive;}, et de méme dans Q.

Proposition 2.9. La suite ((pin,Vn))n>1 converge faiblement dans V¥ x V= wers (u,},u,).

Démonstration. Soit ((tin,Vn))n>1 la suite engendrée par 1'algorithme. Alors, pour tout n > 1

on a

( 1
a (fng1,v) — LT (v) + §a§\4(ﬂn+1a v) + aa™t (a1 — fin, )
1
+—aly; (fnt1 — Vn,v) + E(NnJrl,S — Up3,03)0s =0 Vv e VT
a” (Vnt1,v) — L™ (v) + §a}5vf(Vn+1a v) + Ba” (Vny1 — Vn,v)

1 _
+EG§VI(Mn+1 — Up41,0) + E(Nn—i—l,{i — Up41,3,03)0,s =0 Vo e V™.

En suivant la méthode décrite dans [8], on obtient facilement que

a B N
Ln(ﬂn—&-lv Vnt+1) + §Hﬂn+1 - :unH%/Jr + 5”’/714-1 - Vn||‘2/— < Ln(ﬂm”ﬂ) Vn e N
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La suite Ly, (pn, vy) est donc décroissante quand n — +o0. De plus, on en déduit que Z | penr1—

neN
fin |3+ < oo et Z [Vnt1 — vall3— < 00, d’ott
neN
fni1 — fn — 0 dans V' (2.58)
Unt1 — Vp — 0 dans V. (2.59)

On ne peut pas encore en déduire le convergence de la suite (i, ). La monotonie de la
dérivée de Gateaux de JT + H — L associée aux équations des systémes (S) et (S) entraine

1 _
@™ (fins1 = s g1 — Uy ) < p [afw (1 = s (g = uy) = (png1 — Vi)

Hpn1,3 — Uy g, (U5 = Uy 5) = (Hnt13 — Vn,:s))o,s} ,

d’on

1

O‘H,un-i-l - U;H%/—O— < anr(Mn-i-l - ui{? Hn — u;)% [aﬁw(un-‘rl - uﬁ, (u;

- u;) = (Mn41 — VN))
Flpni1s = s (Fs = tg) = (ns1s = vas)hoss].

De la méme fagon
Bllvntt —uy [I5- < Ba™ (psr —uy vy — ), [a% (V1 —uy s (wy —uy) = (Vg1 — fngr))
F(Vnt13 = Uy g5 (U 3 — U 3) = (Vns13 = Bnt13))0,5 5

et au terme d'un calcul élémentaire mais un peu long, on obtient, en posant A, := §|un —

um’%ﬁ + gHVn - u;H%/, + %h’n - Uﬂ%;

« J6] _
An + [ Sl = s + 5 s = 5 13-
1

"o

10 = 11) = (1 = 6IE + [t = ) = (s = ) 2] < A,
La suite (A, )nen est décroissante et donc

: @ +112 g -2 1 -2 ~
REIEOO (5”!% — Uy [+ + EHVN —u, [y + %‘Vn —u, |S) existe. (2.60)
De plus, > (v —uy) = (k1 — w)|§ < +00, Y (1 — uy) = (o1 — ) g < +o0.

neN* neN*
Par conséquent,

(v —uy ) — (Hnt1 — uf{) — 0 dans V?°; (2.61)

(nt1 — u;{) = (Vn41 —u, ) — 0 dans V7, (2.62)

et fin — Vp — u,y —u, dans V*.
On déduit de (2.60) que la suite (fin, Vn, Jnen est bornée dans VT x V'~ donc il existe (i, 7) €
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V*+ x V= et une sous-suite (i, ,Vn,) tels que (pn,,vn,) — (i, 7). D’apres (2.58)-(2.59), en
passant & la limite dans (S) (pour notre sous-suite), on obtient

_ 1. 1. _
a+(HaU)—L+(U)+§aM(M )"’%GM(N v,v)
1
+7<,u 53,U3>0,S =0VoeVT
(S) )
a_(ﬂ,v)—L_(U)+*a?\4(17,v)+5a?w(ﬁ v,v)
1
+%<M3—V3,v3> =0VveV™.

On en déduit que (fi, 7) = (u,), u, ) Punique solution de (2.54). Il est facile de voir qu’en fait
toute la suite (jn, vy, ) converge faiblement vers (at,u™).
En effet, soit (i, v) une valeur d’adhérence faible de la suite (g, Vn, Jnen. Plus précisément,

i, — p dans VT,
Vp, — v dans V™.

La convergence forte (2.58) entraine fi,,,+1 — f et fin,+1 — pin, — 0 dans V. De méme on

obtient v 411 — v et vy, +1 — vp, — 0 dans V7. On conclut en passant & la limite dans (S)
grace a l'unicité de la solution de (2.54). O
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Chapitre 3

Modélisation dans un cadre plus
général

Nous reprenons dans ce chapitre, les hypothéses faites dans le cas des plaques au chapitre
précedent, mais dans un cadre plus général. Nous y étudions le cas de ’élasticité anisotrope
et proposons un premier modéle en élasticité non linéaire. L’analyse asymtotique est réalisée
dans le cadre de la convergence variationnelle de la fonctionnelle énergie lorsque € tend vers
0. La densité d’énergie W, associée au champ de déplacement v : Q. — R3, est définie par :

fT(Vev)  dans QF
We (2%, Vev) = § f7(VFv) dans Q7
19(Vev) dans B.

ot fT et g sont les densités d’énergie des matériaux occupant QF et B, respectivement. La
configuration de ’équilibre de la structure est alors donnée par le déplacement u®, solution,
ou plus généralement, solution e-approximante, du probléme

inf{J.(v) : v € Wy (2, R?)} (3.1)

ot Je(v) := [ We(VFv)dz® — Le(v) avec Le(v) représentant le travail des forces extérieures
et Wllfe (92, R3) est 'ensemble des fonctions de W1P(Q.,R?) qui ont une trace nulle sur T'g ..
On souhaite étudier le comportement de u® lorsque € tend vers 0, et identifier la I'-limite
du probléme de minimisation ci-dessus. Pour cela, nous commengons par réécrire le probléme
dans un domaine fixe, en opérant le méme changement de coordonnées n° qu’au chapitre 2.
Ceci nous conduit a considérer la fonctionnelle énergie J. définie sur Wll(’)p (92, R3), I’ensemble
des fonctions de W1P(€2,R?) qui ont une trace nulle sur I'g, par

1 ov

“ow,) 47— L) L), (32)

J:(v) = f(Vv) dx + fH(Vv) dz —|—/ g(@v[
Q- B

Q+
Dans la premiére partie, nous procédons a ’étude de la I'-convergence dans le cadre de 1’élas-
ticité linéaire anisotrope. Nous retrouvons 4 la limite une énergie de membrane sur S corres-
pondant a des conditions de transmission de Ventcel. Nous démontrons ensuite la convergence
forte dans H'(Q,R3) de la solution du probléme initial vers la solution du probléme limite.
Dans la seconde partie, nous traitons un cas plus général en élasticité non linéaire pour lequel
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le potentiel élastique est non convexe. C’est le cas, par exemple, lorsque le matériau dans la
couche intermédiaire présente des transitions de phase solide/solide. Nous proposons alors un
premier modéle limite en identifiant la I'-limite classique dans I’espace de Sobolev approprié
de la fonctionnelle énergie.

3.1 Le cas linéaire anisotrope

On suppose dans cette section que les matériaux occupant QF et B, obéissent a une loi de
comportement linéaire anisotrope. La densité d’énergie W, est alors une fonction du gradient
symétrique e(u) et le tenseur des contraintes o°(z°) est donné par

o*(a) = 2% o, e(u)

ou We est définie par

. tAte:e dans QF
We(x,e) = §A(x€)e re=q3A7ere dans Q7
1 )
5cA%ee dans B
et A(xf) est le tenseur du quatriéme ordre de 'hyperélasticité qui satisfait les propriétés
usuelles de symétrie et positivité (1.10), ainsi que de régularité. Sous ces hypothéses, les

densités d’énergie f* et g satisfont une condition (Cz), et le propbléme (3.1) posséde une
solution unique u®. La fonctionnelle énergie définie sur le domaine fixe est

Te(v) : WP (Q,R%) — R,

1 1 1, 1, 1, .
J:(v) = 5cﬁ(v,v)—i-ga (v,v)+§aaﬂ(v,v)—L(v)+2—62a33(v,v)+2—€a3a(v,v)—€L (v), (3.3)
ol
at(v,v) == AFe(v) te(v) dz
O+

0850, v) = / J I ——
B

0(0:0)i=2 [ Agvigunade
B

S . S
azs(v,v) -—/BAishsvi,i’)Uh,?»dx

L(v) ::/ Qv dx +/ v dI’
Qtun- r

%)
L*(v) ::/ dv dx.
B
Le probléme (3.1) devient

{ Trouver u(e) € H%O(Q,R?’) tel que

T=(u(e)) < J=(v), Yv € Wi (Q,R). (3.4)
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Ce probléme posséde évidemment une solution unique u(e) qui satisfait
a” (u(e),u(e)) +a” (u(e), u(e)) + agg(ule), ule)) +
S (u(e),u()) + 50y (u(e), u(e)) = L(u(e)) + L (u(e)). (35)
Considérons ’ensemble des déplacements admissibles
Vp:={ve H%O(Q,R3);vi73 =0in B},
et les fonctionnelles F. : L?(Q,R3) — RU {400}, F : L?(2, R3) — R U {400} définies par

Fu(o) i {ja(v) siv e Hp (Q,RY),

400 sinon,

1 1 1
—at(v,v) + ia_(v, v) — L(v) + 5,]5(@) siv e Vg,

F(v):=¢2
400 sinon,
ou
J5(v) = agp(v,v) + Q°(v)
avec
Q (’U) = CEL%?éyRS) (LAi3h3<i<hdw+ 2/BAZ'3haCZ"Uh7ad.T>. (36)

Proposition 3.1. La fonctionnelle J§ est une forme quadratique et satisfait pour tout v € Vg
0 < J5(v) < agg(v,v). (3.7)
Par conséquent, J; est conveze.

Démonstration. 1l est clair que pour tout v € Vg, Qs(v) < 0, et donc, nécessairement, Jg(v) <
azﬂ(v,v). Explicitons la forme Q4(v) afin de démontrer que J§ est quadratique et positive.
Puisque le tenseur M de composantes M;; := Af3j3 est coercif, pour tout v € Vp, le minimum
est atteint dans (3.6) en ( = w(v) ou

wi(v) = —(M™)ij ASgpaVha- (3-8)

Le champ de vecteurs w(v) est indépendant de x3. On peut donc identifier w(v) & un élément
de L?(S,R3). On obtient

Q*(v) = — /B (M™1)ij A3 Vn,aAlsrave,sda,

et on en déduit que Jj est bien une forme quadratique. D’autre part, la coercivité et les
propriétés de symétrie de A° entrainent que, il existe k* > 0 tel que pour toute matrice
T € M3x3

AT o = Ay TigThe = AT LT > RATT 0T > 0. (3.9)

Il vient ainsi,
0< igﬂf@ AT T = AfahﬁTiaThﬁ + igﬂf@ (AfghgTi?;ThB + 2Afghf}7i37hﬁ)
T3 T3

= A nsTioThs — (M™1)i Ao Tha ASaksThs- (3.10)
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Soit g : M3*2 — R la fonction définie pour tout 7 € M3*2 par
90(7) == Al naTiaThs — (M_l)ijAfiihaThaAj%ﬁTkﬁ' (3.11)

D’apres (3.10), la fonction g est positive, ce qui implique que

Jy(v) = /Bgo(@v)da: > 0.

O

On munit L?(£2, R3) de la topologie forte. Le premier résultat de cette section est énoncé
dans le théoréme qui suit.

Théoréme 3.1. La suite (F.)e>o ['-converge vers la fonctionnelle F.
Le théoréme est la conséquence des deux propositions suivantes.

Proposition 3.2 ([-liminf). Pour tout v € L*(Q,R3) et toute suite (v:)e>o qui converge
fortement vers v dans L*(2,R?), on a

F(v) <liminf F.(ve). (3.12)

e—0

Proposition 3.3 (I-limsup). Pour tout v € L*(Q,R3), il eviste une suite (v:)e>0 qui converge
fortement vers v dans L?(2,R?) telle que

ii_r}r(l) F.(v:) = F(v). (3.13)

Remarque 3.1. L’énergie F'(v) coincide exactement avec l’énergie correspondant au probléme
limite obtenu au chapitre 2. On retrouve bien le probléme limite obtenu par Uétude de la
convergence faible de la solution du probléme

Trouver u € Vp tel que pour tout v € Vp
at(u,v) +a= (u,v) + aj;(u,v) = L(v).

Avant de démontrer les propositions 3.2 et 3.3 aux paragraphes 3.1.2 et 3.1.3, nous com-
mengons par établir le lemme de compacité qui nous permet de justifier 'ensemble des dépla-
cements admissibles Vp et la topologie utilisée.

3.1.1 Lemme de compacité

Lemme 3.1. Il eziste u € Hy, (Q,R?), w € L*(B,R?) et une sous-suite de (u(e))e>o (non
renommeée) telle que :

i) u(e) — u faiblement dans H%O (2, R3) et fortement dans L*(Q,R?) ;

i) é?auT(;) — 0 fortement dans L*(B,R3), et donc % =01in B;

i) 19uE) _, faiblement dans L*(B,R3).

15 8$3
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Démonstration. Grace aux hypothéses de coercivité et continuité, on déduit de (3.5) les esti-
mations suivantes :

lu@)liq < C

1 ||u(e) | c
g2 Oxs 0,B -
. 2
Vu(a)HOB < C.

L’assertion i) est une conséquence directe de la premiére estimation, de l'inégalité de
Poincaré, et du théoréme de Rellich-Kondrakov. Les deux autres proviennent directement des
deux derniéres estimations. O

Remarque 3.2. En fait, ce résultat est valable pour toute suite d’énergie finie, i.e., toute
suite (ve)eso dans L2(Q,R3) telle que sup.~q Fe(ve) < +00.

3.1.2 TI-liminf

On peut supposer que liminf. o F.(v:) < 400, sinon l'inégalité (3.12) est triviale. Alors,

d’aprés le lemme de compacité, v € Vg et (%8%3)00 converge faiblement vers un certain z
dans L?(B,R3). Ecrivons
1 Ov,

Je(ve) = j('Ue,( )) = L(ve) — eL*(ve),

581'3
avec
7 S 1 - 1 s
J(U»g) = 5@ (U,U)+§CL (U7U)+ Eaaﬁ(vvv)
1
+/ A;‘SajzaCz‘dew‘F/ AisnaCivn,ade.
2 /B B

Alors, par semi-continuité inférieure, il vient

lim inf F(v.) > J(v,2) — L(v) > F(v).

e—0 -

3.1.3 TI'-limsup

Soit v € L2(Q,R3). On peut supposer F(v) < +oo car sinon il n'y a rien & prouver.
Donc v € Vg. Soit (w"),>0 une suite dans D(S,R?) qui converge fortement vers w(v), (voir
(3.8)), dans L%(S,R3), et soit (¢"),;>0 € D(Q,R3) telle que ¢"(z) = z3w” dans B. Posons
v = v +eg. Alors, v € H%O(Q,R:S) et v — v dans L%(Q,R3). De plus, on a

a* (v, 07) = a*(v,v) + 2ea” (¢",v) + £%a™ (¢, ¢")
ag(vl,v2) = agp(v,v) + 2ea545(¢", v) + e2ad (47, ¢)
a5 (V] 00) = a3y (¢7,v) + a3, (47, ¢")

ags(vd,vl) = e2ags(¢", ¢").
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En passant a la limite lorsque € tend vers 0, il vient

1 1
lim F.(v!) = ~at(v,v) + =a~ (v,v) — L(v)
e—0 2 2

1
—|—§ {azﬁ(v, ’U) +2 /B Afghau)?vh,adl' + /B A;?ShSw?dex} )

et en passant a la limite en 7, puisque (w"),>¢ converge fortement vers w(v) dans L?(S,R?),
on obtient

1 1
n Zat - i
%ur(l)iur(l)F =(v]) = 50 (v,v) + 50 (v,v) (v)

1
+§ {a‘;ﬁ(v,v) + 2/ Abspowi(v)op od —i—/ Af3h3wi(v)wh(v)dx} = F(v).
B B
D’apres le lemme de diagonalisation, lemme 1.1 | il existe une application € — n(e) telle que
n(e) — 0 lorsque € — 0 et telle que
lim F. (7)) = F(v).

e—0

3.1.4 Convergence forte

Théoréme 3.2. Sous ces hypothéses, il existe une sous-suite de (u(€))e>0 non renommée telle
que u(e) —u — 0 fortement dans Hllo (Q,R3).

Démonstration. La démonstration est semblable & celles du chapitre précédent. Elle repose
sur l'introduction d’une suite d’éléments dans D(S,R3) qui converge vers w(u) (voir (3.8))
dans L?(S,R3). Plus précisément, soit (w”),o une suite d’éléments de D(S, R?) qui converge
fortement vers w(u) dans L?(S,R3) et soit (¢7),~0 une suite dans D(Q, R?) telle que ¢"(x) =
3w (&) pour tout = dans B. Alors, u(e) —u — e € H%O(Q,R?’) et en posant
a(u(e) —u —ed" u(e) —u —e@") :=
at(u(e) —u — e, u(e) — u — )

a3 (u(e) — 1 — 67, u(e) — u — )

+1a§, (u(e) —u—e¢ u(e) —u —eg")

+E%a§3(u(5) —u—eplule) —u —e@h)

On obtient en passant a la limite € — 0,

lim{a(u(e) —u—e¢",u(e) —u—ed")} =
—2/SAfgkgw?(wk w)dz — 2/SAkmguk o(w; — w)dz.
Puisque la suite (w"),~ converge fortement vers w(u) dans L?(S,R3), il vient
%131{ Afspaw; (W — wil)di + / Afaigtk,a(w; — w])di} = 0.

On déduit alors du lemme 1.1 qu’il existe une application ¢ — n(e) vérifiant n(e) — 0 lorsque
¢ — 0 pour laquelle on a

lin% a(u(e) —u —ed"® u(e) —u—ed"®) = 0.
E—>

On conclut grace a la coercivité des formes bilinéaires. O
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Remarque 3.3. On peut remarquer que dans la démonstration de la convergence forte, on
caractérise au passage la limite faible w introduite dans le lemme 3.1. En effet, on a w = w(u).

3.2 Un modéle en élasticité non linéaire

Dans cette section, nous nous intéressons au cas ol le matériau dans la couche mince peut
subir des transformations de phase solide/solide, et le reste de la structure, de grandes défor-
mations. De telles transformations conduisent souvent & une microstructure caractéristique,
liée & un mélange subtil des différentes phases. Un exemple typique est la transformation de
phase austénite/martensite de certains solides crystallins, dont une caractéristique est la pré-
sence d’une interface séparant une phase homogéne, austénite, et un mélange trés fin couplé
de lautre phase, martensite. Dans [12]|, Ball et James ont mis en évidence que dans cette
situation la densité d’énergie du matériau posséde plusieurs puits de potentiels et n’est donc
pas quasi-convexe. Nous reviendrons sur les caractéristiques de ces matériaux au chapitre sui-
vant. Les fonctions f* et g ne sont donc pas quasi-convexes, mais on suppose qu’elles satisfont
une condition Cp, avec p > 1 (voir (1.15)). Pour simplifier les notations, on suppose que la
condition C, est vérifiée avec les mémes constantes «, 3 et C' pour f* et g. Il est important
de noter une nouvelle fois que la condition de croissance majorante n’est pas admissible du
point de vue de la mécanique. Dans [34] et [6], on trouve des résultats concernant le modéle
de la membrane non linéaire prenant en compte la contrainte det(I + Vu) > 0.

L’énergie du systéme définie sur le domaine fixe est donnée par la fonctionnelle F :
LP(Q,R?) — R U {+00}

- + oy L0V
. (Vo) dz + /Q+ f(Vv) dx + /Bg(VU|€8x3) dx
Fe(v) := —L(v) —eL*(v)  sive WEP(Q,R?),

+00 sinon.

Soit go la fonction définie pour tout A € M3*2 par

90(A) = inf g(Ne). (3.14)

Notons Qf* (resp. Qf~, Qgo) 'enveloppe quasi-convexe de fT (resp. f~, go) et considérons
la fonctionnelle F : LP(Q,R?) — R U {400} définie par

Qf (Vo) dm+/ QfT(Vv) d:c—i—/ Qgo(Vv) dz — L(v) siv € V&,
0- ot B

400 sinon,

F(v):=

ou VE = {v € erép(ﬂ, R3); 9v. — () dans B}. Alors, le résultat principal de cette partie est le

) Ox3
théoréme suivant.

Théoréme 3.3. On munit LP(Q,R3) de la topologie forte. La suite (F.).>o I-converge vers
la fonctionnelle F.

On démontre ce théoréme en établissant les deux propositions relatives aux assertions i)
et ii) de la définition de la I'-convergence.
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Proposition 3.4 (I-liminf). Pour tout v € LP(Q,R3) et toute suite (v.)->0 qui converge
fortement vers v dans LP(2,R?), on a

F(v) < liminf F,(ve). (3.15)

e—0

Proposition 3.5 (I-limsup). Pour tout v € LP(Q,R3), il existe une suite (v:)->0 qui converge
fortement vers v dans LP(2,R?) telle que

limsup F;(ve) < F(v). (3.16)

e—0

Afin de démontrer ces deux propositions aux sections 3.2.2 et 3.2.3, nous commencons par
établir un résultat de compacité pour les suites d’énergie finie.

3.2.1 Lemme de compacité

Lemme 3.2. Soit (v:)c>0 € LP(Q, R3) une suite d’énergie finie, c’est-a-dire telle que sup,~o Fx(v:) <
+oo. Alors il existe v € Wll(’)p(Q,RB’) , w € LP(B,R3) et une sous-suite de (v:)->0 (non re-
nommée) tels que

i) ve — v faiblement dans W P, R3) et fortement dans LP(Q,R3);

i) 6& — 0 fortement dans LP(B R3) et donc 87”3 =0 dans B ;

iii) 1 on. — w faiblement dans LP(B,R3).

€ 8273

Ces estimations sont conséquences directes des propriétés de coercivité et continuité de
fT, f~ et g, de I'inégalité de Poincaré et du théoréme de Rellich-Kondrakov.

3.2.2 TI-liminf

On suppose que sup,q Fz(ve) < 400 car dans le cas contraire il n’y a rien & prouver. Par
conséquent d’apreés le lemme de compacité, v appartient a er(;p(ﬂ, R3) et a% =0 dans B, i.e.

v € VB. De plus, (ve)e>0 converge faiblement vers v dans I/Vll(’)p(Q7 R?). D’autre part,

e—0

liminf Fy(v.) = nmmf( F(Vo)de + | fH(Vue)de
e—0 O+

r mﬁa”ﬂx—L(va—aLS(ve))

liminf/ f_(va)dx+liminf/ fT(Vv.)dx
e—0 e—0 Q+

Y

Us

10
+ liminf / (Fvel 2 52 )iz — L(v)
e—0 B 3

> liminf Qf_(VUE)da: + lim inf Qft (Vv.)dx
e—0 e—0 O+

L9 £ Vi — (o). (3.17)
€3

+ liminf/ (Vv5|
B

e—0
D’apreés les résultats de Le Dret et Raoult [34] sur la membrane, on a
0ve

o o 1
llgélf/jgg(vva‘s@xg
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Alors, d’aprés la semi-continuité inférieure des fonctions v — [ QfF(Vv)dx et (3.18), on
obtient

liminf F.(v.) > Qf_(V’U)dac—i-/ Qf+(V’U)d:E+/ Qgo(Vv)di — L(v).
e—0 Q- o+ B

3.2.3 TI'-limsup

Considérons la fonctionnelle F : LP(Q,R3) — R U {+oc} définie par

F(Vo)dz + /Q X fH(V)de + /B 90(Vv) dz — L(v)

: p
siv e Vg,

F(v) =7

+00 sinon.

Nous montrons d’abord que )
I' —limsup F. < F.

Soit v € LP(Q,R3). On peut supposer que F(v) < +oo, sinon il n’y a rien & démontrer. Donc
v € V. D’apres les résultats de [5] concernant I'inversion de l'infimum avec le signe intégrale,
on a

Vo) dz = 2/ Vo) di =2 inf / Vul€) di. 3.19
[ on(¥0)do =2 [ qo(Fo) di=2_inf [ g0l (3.19)
Soit & € D(S,R3), et soit ¢ € D(Q,R?) tel que ¢(z) = 23¢(2) pour tout x € B. Posons

ve(x) = v(x) 4+ ep(x). (3.20)

Il est clair que v, appartient a WI}(’JP (2,IR3) et converge fortement vers v dans Wll(’)p (Q,R3).
D’autre part,

1 Ov,

- 02, Ydx — L(vs) — eL®(v;)

Rw) = [ 5 (odet [ pH(Tudes [ g(Fu

= /Q [~ (Vv+eVo) dﬂc—&-/Q+ (Vv +eVe)dx
[ o(Fv+ casVele do - Lw) — <L),
donc
lim F(ve) = . (Vo) dz + . fH(Vv)de + 2/59(60\5) di — L(v). (3.21)
En prenant l'infimum sur sur tous les £ € D(S,R3) dans (3.21), d’aprés (3.19) on déduit que

inf { lim sup F¢(ve) : ve — v dans LP(Q,Rg)} < F(v)

e—0

i.e., I'—limsup F. < F. On conclut en prenant 'enveloppe sci dans chaque membre grace a
la semi-continuité inférieure de I' — lim sup F; et au lemme 3.3.

Lemme 3.3. La fonctionnelle F est Uenveloppe sci de la fonctionnelle F pour la topologie
forte de LP(Q,R3).
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Démonstration. Notons encore  'ensemble QT USUQ™, et vg Popérateur trace de WHP(Q\
S,IR3) dans LP(S,R3). Les espaces V5 et VP := {v € Wllf(Q,]R:s) :vs(v) € WHP(S R3)} sont
isométriques. Alors, en posant f = ft1g+ + f 1g-, on peut également écrire la fonctionnelle
F de la facon suivante :

Flo) = /Qf(VU) dzr + Q/Sgo(v'yg(v)) dz — L(v) siv e VP,

+00 sinon.

Dans toute la preuve du lemme, on utilise cette formulation. On doit montrer que

F(v) = inf { liminf F(v,) : v, — v € Lp(Q,]RS)}
n—-4o00
ou, de fagon équivalente, que pour tout v dans LP((, R?), on a :
(i) Yo, — v dans LP(Q,R3), limian(vn) > F(v),
n—-0oo
(ii) Jv, € LP(Q,R3) tel que limsup F(v,) < F(v).
n—-+oo
Notons que I'application v — L(v) étant continue pour la convergence forte dans LP((2, R?),
il suffit d’établir (i) et (ii) en omettant L dans la définition de F' et F.

Montrons (i). Soit v € LP(£2,R3) et soit (v,)nen une suite qui converge fortement vers
v dans LP(Q,R?) telle que liminf,_ o F(v,) < +00. Alors, v, € Wll(’)p(Q,R:g) et vs(v,) €
WLP(S,R3). De la coercivité de f et g (la coercivité de gy provient directement de celle de
g), on déduit que v, converge faiblement vers v dans Wll(’)p (2, R?) et que ys(v,) converge
faiblement vers ys(v) dans W1P(S,R3). Par conséquent,

liminf F(v,) > liminf/f(V'un) dx+lim+inf2/go(@’ys(vn))di
0 n—-+0oo S

n—-+400 n—-4o00

> liminf/ Qf(Vuy) d$+liminf2/ng(@75(vn)) dz
n—-+o0o Q n—-+o00 S
> F(v),

d’apres la semi-continuité inférieure de v — fQ Qf(Vv)dx et v — fS QQO(@’YS(U)) di dans
Wllép(QR?)) et Wl’p(S, Rg) respectivement.

Montrons (ii). Soit v € LP(Q,R3) tel que F(v) < +oo. D’aprés les résultats classiques de
relaxation dans les espaces de Sobolev (voir [9]), on sait qu’il existe ((un,vp))nen une suite
de fonctions dans Wll(’)p(Q,RS) x WLP(S R3) qui converge vers (v,vs(v)) faiblement dans

erép(Q’R‘g) x WLP(S,R3) et fortement dans LP(2,R?) x LP(S,R?) telle que

n—-+400

lim /go(@vn) dz = Sng(@vg(v)) dz.

n—-4o0o S

lim f(Vuy) de = [ Qf(Vv) dx
[ 15wy aa = [ Qr(vw .

Mais la condition yg(uy,) = v, n’est a priori pas veérifiee. Afin qu’elle le soit, on va modifier
u, au voisinage de S. Or on peut supposer que (|Vuy|P)nen est uniformément intégrable. En
effet, soit (G, )nen la suite dont les gradients générent la méme mesure de Young p et telle que
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(IVip|P)nen est uniformément intégrable (proposition 1.6). Alors, d’apreés les propositions 1.4,
1.5 et les résultats standards de semi-continuité inférieure dans les espaces de Sobolev, on a

n—-+o0o

2/ ) dp
= lim /f(van) dx
Q

n—-+00

/ﬂ Qf (Vu) da

/QQf(Vu) dr = lim /Qf(Vun) dx
fA

v

soit,

lim /Qf(van) dz = lim /Qf(Vun) dx:/QQf(Vu) da.

n—-+o0o n—-+00

Dans toute la suite, on continue de noter (u,)nen la suite (@, )nen et on considére la fonction

v, aussi bien comme une fonction de W1P(S,R?) qu'une fonction de WHP(2,R3) telle que

vy
e 0.

Soit 7 > 0 destiné a tendre vers 0 et soit ¥, := S x (—3,3). On va modifier u,, dans

Y, de sorte que la trace sur S de la nouvelle fonction soit égale a v, et de fagon & ce que
limp— 400 [ f(Vuy,) do décroisse. Soit ¢ € C°(R) telle que

op=10nQ\ g, p,=00n %,, 0< ¢, <1,
1

Vi < —.
n

Posons
Un,n = @U(un - vn) + Un.- (3.23)

Bien stir uy,, appartient a Wll(’)p(Q, R3) et vs(tny) = vn. De plus

/Qf(Vum,) der = /277 f(Vuy,y) dx + /22,7\2,, f(Vupy) dx +/ f(Vuyy) dx

DN\ Z2y

< f(Vuy,) dzx —|—/

f(Vuy,y) dx +/ f(Vuy,) dz.
EW E271\277 Q

Donc d’aprés la condition de croissance qui découle de (1.15),

1
[ g < C(ns o [ v dok [ (VuaP) da)
Q 7710 E27] 2271
+ /f(Vun) dz
Q

ou C désigne différentes constantes positives dépendant de 3, p and 2. En passant a la limite
lorsque n — 400, On déduit de (3.22) :

1
limsup/ f(Vupy) de < C(TH—/ |u_v‘p dx+sup/ (|IVun?) d:z:)
Q n? Jx Sa

n—-+0o 2n neN

+ /QQf(Vu) da.
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Et comme yg(u) = v, on a l'inégalité de Poincaré suivante :

J

Donc, grace a I'uniforme intégrabilité de (|Vuy|P),en, on obtient lorsque n — 0

0
lu — v|P da:gnp/ \—u\p dz.
on 2277 8903

limsuplimsup/ f(Vuy,y) de < / Qf(Vu) dzx
Q Q

n—+00 nNn—0o0

On termine en diagonalisant (lemme 1.1) : il existe une application n — n(n) telle que

limsup/Qf(Vunm(n)) dx < /QQf(Vu) dx

n—-+o00

Il reste & montrer que la suite (0, )nen définie par o, = u converge fortement vers v dans

LP(Q,R3). On déduit de (3.23) que

n,n(n))

/]@n—u\pdx = /\ gpnn) — Up) + up — v|P dx
Q

[tn, — vp|P dac—i—/ |ty — v|? dm)

IN

an(n)

En écrivant u, — v, = v — y5(v) + (un, — v) + (7vs(v) — vy,), puisque u,, — v fortement dans
LP(2,R3), v, — ~v5(v) fortement dans LP(S,R3) et n(n) — 0 quand n — 0, il vient

/ |up, — vp|P dx — 0 lorsque € — 0,
Zon(n)

d’on finalement @,, — v dans LP(Q, R3). O

Remarque 3.4. Soit VI = {U € I/V%OP(QJr USUQ,R?); ys(v) € WhP(S, Rg)}. Les espaces

Vg et Vé’ étant isométriques, on peut bien str réécrirve la fonctionnelle F' de la facon suivante

) Qf (Vo) dac—i—/m Qft(Vv) dw+2/Sng(@v) dx — L(v) sive VL,

+o00 sinon.

F(v) =

Cette modélisation présente un inconvénient dans le cas ol les densités d’énergie ont plu-
sieurs puits de potentiels car l'introduction de leurs enveloppes quasi-convexes efface toute
information sur le comportement oscillatoire des suites minimisantes. Pour prendre en compte
ce comportement oscillatoire, on va se placer dans ’espace des mesures de Young. C’est le
modéle qui est proposé au chapitre suivant.
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Chapitre 4

Modélisation d’un multi-matériau a
liaison forte présentant des
microstructures

Certains matériaux ou alliages (Cuivre Nickel, Titane Nickel, Titanate de Baryum, etc. . .)
subissent des transformations de phase solide/solide au sens o il peuvent exister sous divers
réseaux cristallins. De telles transformations de phase conduisent & la formation de microstruc-
tures correspondant a des mélanges trés "fins" des différentes phases. Un exemple typique est
la transformation martensitique ol une interface plane sépare une phase homogeéne, ’austé-
nite, d’'une phase hétérogeéne faite d’empilements de fines couches constituées alternativement
de deux variantes de martensite (twinned martensite). Plus précisément, 1'austénite, qui est
plus symeétrique, constitue la phase stable (essentiellement présente) & température supérieure
ou égale & la température dite température de transition. La martensite, elle, beaucoup moins
symétrique, constitue la phase stable a température inférieure ou égale & la température de
transition. Ainsi, a la température de transition, les deux phases coexistent. La martensite
existe sous plusieurs réseaux cristallins se déduisant du seul réseau austénitique par un nombre
fini de transformations géométriques. Ball et James [12]| ont mis en évidence qu’a la tempéra-
ture de transition, dans un milieu tridimensionnel, austénite et deux variantes de martensite
peuvent coexister sous forme d’'un emplilement de fines couches de deux variantes de mar-
tensite (twinned martensite) présentant une interface plane avec un domaine austénitique.
Bhattacharya et James [19] ont développé dans le cas des couches minces, une théorie prédi-
sant des interfaces rectilignes entre un domaine membranaire constitué d’austénite et un autre
domaine membranaire constitué d’une seule variante de martensite. Du point de vue de la mo-
délisation, ceci se traduit par le fait que I'énergie du systéme n’atteint pas un minimum, et que
les gradients des suites minimisantes oscillent de maniére de plus en plus importante. Il en ré-
sulte que la densité d’énergie de tels matériaux n’est pas quasi-convexe. Un moyen de prendre
en compte ces oscillations est de reformuler le probléme en terme de mesures de Young. Dans
le cas des membranes, des modéles asymptotiques ont été obtenus par I'-convergence dans [55]
et [40]. La structure étudiée ici correspond & I’assemblage de deux solides tridimensionnels par
I'intermédiaire d’une couche mince rigide présentant des transitions de phase.

Nous reprenons dans ce chapitre le probléme non linéaire étudié au chapitre précédent dans
le cadre des espaces de Sobolev, et proposons une nouvelle étude asymtotique dans le cadre
d’une convergence variationnelle faisant intervenir un couple de variables déplacement /mesure
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de Young (u,v). Ceci permet de prendre en compte le comportement oscillatoire de la suite
(Ve )e>o dans la couche mince. On obtient une nouvelle formulation (u,v) — F(u,v) du
probléme en identifiant la limite variationnelle de la fonctionnelle énergie u — F.(u) réécrite
(g, pte) — Fe(ue, te). On retrouve la fonctionnelle énergie F' comme étant la fonction mar-
ginale u +— inf, F(u,v) de 'énergie F lorsque l'on considére la mesure de Young v comme
variable interne. En comparant les deux formulations variationnelles @ € argmin (F' — L) et
(u,v) € argmin (F — L), on obtient une représentation intégrale par rapport a la mesure de
probabilité 7; sur I’ensemble M?3*? des matrices 3 x 2, des quantités macroscopiques @’yg(ﬂ)
et ng(@wg(ﬂ)). On peut considérer la variable 7 comme la description microscopique de
Vs(@) et Qgo(Vys(@)). On obtient également une autre formulation du probléme en consi-
dérant lautre fonction marginale v +— inf,, F(u, v).

Il est également intéressant de considérer le cas ot I’ensemble de la structure est consti-
tuée de matériaux subissant des transitions de phase. Dans ce cas, le probléme est entiérement
fomulé en terme de mesures de Young.

4.1 Une convergence variationnelle pour des fonctionnelles dé-
finies sur des espaces produit

Le probléme décrit dans l'introduction de ce chapitre illustre une stratégie plus générale
dans la modélisation des multi-matériaux : afin de prendre en compte différents phénomeénes
de convergence des suites minimisantes, qui sont des fonctions de Sobolev, on introduit une
nouvelle variable, une mesure v, «liée »a la variable fonction de Sobolev u (mesures de Young,
mesures de concentration,...), et une nouvelle fonctionnelle (u,v) +— F.(u,v). Alors on iden-
tifie la limite F pour une convergence variationnelle convenable. La fonction marginale de
JF obtenue lorsque 'on considére la mesure v comme variable interne correspond a 1’énergie
limite du probléme formulé dans le cadre Sobolev uniquement. On obtient aussi une autre
formulation du probléme en regardant la deuxiéme fonction marginale. Nous décrivons cette
méthode dans un cadre abstrait, puis nous ’appliquerons & notre probléme.

4.1.1 Une convergence variationnelle

Soient X, Y, }A/, trois espaces topologiques & base dénombrable, et © une application de
Y dans Y. Soient F,, : X x Y — RU {400}, F: X x Y — RU {400}, on souhaite définir
une convergence F, — F telle que, pour une convergence convenable associée & 'opérateur
O et sous certaines hypothéses de compacité, on ait :

infxxy Fn — miny o F ;
Fn — F = § argminxxy Fn 3 (Tn,yn) — (¢,9) € argmin, o F
au moins pour une sous-suite,

lorsque n — 4o00. Pour cela on définit une notion de convergence associée a l'opérateur ©
entre les éléments de Y et Y, puis une notion de convergence entre les éléments de X X Y et
X xY.

Définition 4.1. Soient (yn)nen une suite d’éléments de Y et § un élément de Y. On dit que
Yn O-converge vers 4 et on note

0 .
Yn — Y
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si et seulement si il existe y € Y tel que y, — y el § = O(y).
Soient ((Tn, Yn))nen une suite d’éléments de X XY et (x,9) € X X Y. On dit que (zn,yn)
converge vers (x,q) et on note
Ix© ~
(xnuyn) - (357y)
si et seulement si z, converge vers x, et y, ©-converge vers g.

. . - N Ix©
On introduit alors la convergence variationnelle associée a la convergence — .

Définition 4.2. On dit que F;, Ty y - -converge vers F et on écrit

r o
XY,V
F X5 F

si et seulement si pour tout (z,7) € X X }A/, les deux propositions suivanies sont vérifiées :

(i) V(anyn) € X < Y tel que (v yn) ™ (2.9), F(o.9) < lim inf F, (20, yn),
('”;) a(wmyn) € X XY tel que (wmyn) 1x8 (l’,g)), f(ib‘,]]) > hmsupfn(xmyn)-
n——+00

Cette notion de convergence est trés proche de la I'-convergence. Lorsque Y = {0} et
Y = {ﬁ}, c’est-a-dire quand F,, et F ne dépendent pas de y et ¢, cette convergence correspond
exactement a la I'-convergence classique. Dans ce cas, on la notera I'x. Inversement, lorsque
X = {0}, on la notera I'y. .

Nous montrons dans la proposition qui suit que la T’ X,y y-convergence est bien une conver-
gence variationnelle.

Proposition 4.1. Soit (F,)nen une suite qui I'y o -converge vers F et 50it ((2n, Yn))neN
une suite d’éléments de X XY telle que

1
n\+n, gn S i f n ) -
Falwnyn) < o Falen)+o

Supposons que {(zn,yn) : n € N} est relativement compacte pour la convergence Ix@ définie

ci-dessus. Alors, toute valeur d’adhérence (7,9) € X x Y minimise F et

lim inf{F,(z,y) : (z,9) € X x Y} = F(z,9)

n—-+4o0o

Démonstration. La preuve est similaire & celle du théoréme 12.1.1 dans [9]. Afin de permettre
une lecture indépendante, nous la reproduisons ci-dessous.

Soient (Z,) une valeur d’adhérence de {(zn,yn) : 7 € N} et ((Zy (1) Yo(n)))neN une sous-
suite qui converge vers (Z, 7). Posons

(T i) = (To(n), Yo(n)) 871l existe n tel que m = o(n)

e (z,7) sinon.

Alors, (Zm, Jm) — (Z,9) lorsque m — +o00 et d’aprés l'assertion (i) de la définition 4.2 on a
F(z.§) < liminf Fu(in )

oo T | _
< lm inf o) (T () Yo () < liminf inf Fy) (4.1)
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D’autre part, soit (z,9) € X x Y. D’aprés I’assertion (ii) de la définition 4.2, il existe une suite
(2}, y}))nen qui converge vers (z, ) et vérifie

F(z,9) > limsup F (2, y,,) > limsup Fo(n) (wfy(nyyfy(n))- (4.2)

n—-+400 n—-4o00

En combinant (4.1) et (4.2), on obtient

_ = < 1 . f . f
F(z.9) < lminf inf o)
< Ime B Foe
< hmiupfg(n)(wfy(n)’yé(n))
< Flx,9) )

ce qui montre que F(Z,7) = min . ¢ F.

En prenant (z,9) = (Z,9) dans (4.3), on obtient de plus lim,, . o infx xy Fom) = miny o F.
Puisque toute sous-suite de inf x xy F,, posséde une sous-suite convergeant vers min v F, on
a finalement lim,, .,y infxxy Fp = miny o F. O

4.1.2 Convergence variationnelle des fonctions marginales

Considérons les fonctions marginales Fy,, F' : X — RU{+oc}, G, + ¥ — RU{+oc},
et G : Y — RU{+o0} définies de la facon suivante :

Fn(w):;ggfn(w,y) : F(x):Aig}f;f(x,@?)
Yy

zeX zeX

La convergence variationnelle des fonctionnelles F,, entraine la convergence variationnelle des
marginales.
Théoréme 4.1. Supposons que la suite (Fp)nen I'y g -converge vers F. Supposons de plus,
que pour toute suite ((Tn,Yn))neN vérifiant sup,cn Fn(Tn,yn) < +00, il eziste (To(n), Yo(n))
dans X xY et (z,y) dans X X Y tels que (To(n) Yo(n)) [x@ (x,9) (propriété de compacité).
Alors,

(i) F ~5 F

T -

(ii) Gpn — G

Démonstration. Preuve de (7). En utilisant la proposition 1.7, on va montrer que de toute

sous-suite de F,, on peut extraire une sous-suite qui I'x-converge vers F. Soit (2, )nen une
suite qui converge vers x dans X et soit (y,)nen une suite dans Y telle que

1 .
Fo(Tn, Yn) — n s ;Iellff FolZn,y) = Fn(xn). (4.4)

On peut supposer que sup,,cy Fn(zn) < +0o de sorte que sup,,cy Fn(Tn,yn) < +00. Donc,
par hypothése, il existe une sous-suite (a:g(n), yg(n)) et g in Y tels que () converge vers z,
et Yo(n) O-converge vers §. De plus, comme (F,)nen Iy y y-converge vers F, on a

‘7:('1:732) < Eg—il—gof fa(n) (ma(n)7ya(n))'
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Puisque d’aprés (4.4) on a Fy()(Zo(n)) = Fo(n)(To(n), Yo(n)) — ﬁ, il vient
< y) < limi .
F(‘/L‘) = f($7y) = 17121_51_22‘ Fo(n)(xo(n))

Pour simplifier les notations, on écrit n plutét que o(n) dans la suite. Soit (gp)pen une suite

dans Y telle que
F(z) = inf F(z,9) = lim F(z,7p). (4.5)
gey p—rtoo

En combinant (i) et (ii) dans la définition 4.2, pour tout p fixé, il existe une suite ((zh, Yp.n))nen
dans X x Y telle que
[ —
o .

Ypn p

et vérifiant

On déduit de (4.5) et (4.6) que
F(z)= lim lim F, (2, ypn).

pP——+00 N——+00
On termine par une diagonalisation (lemme 1.1) : il existe une application n +— p(n) qui
satisfait p(n) — +oo lorsque n — +oo pour laquelle on a

F(l’) = nEI—iI—loo fn(ajﬁ(n)’ yp(n),n) > lim sup Fn (Svfz(n))

n—-+00

La suite définie par x,, = 22" satisfait alors I'assertion (i) de la définition 4.2 ce qui achéve

la démonstration de (7). La preuve de ’assertion (ii) est similaire. O

4.2 Application : le matériau dans la couche mince subit des
transformations de phase

4.2.1 Reformulation du probléme et résultat

Nous reprenons le probléme en modifiant légérement la présentation : €2, configuration de
référence de la structure, est un domaine de R3, et on pose QF = QN [£xs > 0], de sorte
que S := {001 N 9O~ }° (I'intérieur de l'intersection des frontiéres 90+ et Q) est toujours
inclus dans le plan [x3 = 0]. Pour simplifier les démonstrations, on suppose que 1’épaisseur de
la couche mince est ¢, et donc B. := Sx]=7, §[ est la configuration de référence du matériau
de rigidité d’ordre % et on pose Q. := Q\ Be, qui est la configuration de référence du matériau
de rigidité d’ordre 1. On rappelle que la structure est fixée sur la partie I'g de la frontiére
et on suppose maintenant que Iy et S sont d’intersection non vide. Ceci va nous permettre
d’exploiter la deuxiéme fonction marginale de la fonctionnelle limite v +— inf,, F(u, v). A partir
de maintenant, on n’opére que le changement de coordonnées (&, x3) = (&, eys) transformant
(2,23) € B en (&,y3) € B := Sx]|3, 3.

Conformément a la définition 1.5, on introduit les ensembles de mesures de Young Vs« 3(B)
et Vax2(S) suivants :

1€ V3u3(B) & p€ M (B x M3*3) et Pp#tpu =L,
v E V3x2(S) & v e MT(S x M3*2) et Ps#v =L
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ou Pp#u (resp. Ps#v) est Iimage de la mesure u (resp. v) par la projection Pg : B x
M?3*% — B (resp. Ps : S x M3*2 — §) et £ (resp. £) la mesure de Lebesgue dans
B (resp. S). Pour toute mesure de probabilité P sur M3*3 ou M3*2) on note bar(P) son
barycentre, i.e. bar(P) = [ X dP()).

On note VYs53(B) (resp. VYsx2(S)) 'ensemble des mesures de Young générées par les gra-
dients de fonctions de W1P(B,R3) (resp. W1P(S,R3)).

Afin de prendre en compte les oscillations de la suite (Vue)e>o dans la couche mince,
on réécrit dans un premier temps ’énergie % i) B. g(Vu) dx en terme de mesure de Young
de sorte que le probléme limite rend compte de microstructures bidimensionnelles. Puisque
le comportement de la couche mince est trés différent de celui du reste de la structure, on
réécrit la fonctionnelle F; en terme de deux arguments : u, le déplacement dans €, et v, le
déplacement dans B.. Ceci nous conduit & considérer la fonctionnelle

G. : LP(Q,R?) x LP(B,R3) — R U {400}

f(Vu) dx—l—/ g(@vﬁ&) dx si (u,v) € A,
B

G-(u,v) == { Ja. e Oy

400 sinon,
ou A. = {(u,v) € W%(’)Q(Q,R?’) x WLP(B,R3) : 1, rcu = v} et reu(,y3) = u(#,eys) pour
tout (z,y3) € B.
On reformule alors la fonctionnelle G, en terme d’un couple déplacement/mesure de Young en
introduisant la fonctionnelle :

Fo: LP(Q,R?) x V3x3(B) — RU {400}

f(Vu) dz + /

o1
g\ =A3) dp + I (u, p) if uw € Wp(Q,R3),
BxM3x3 g 0

FE(“?:“’) = Qs
400 otherwise,

ol

L (u, 1) 08i = Oyy(e) @dr,v=1,7:u
Uy ) =
s 400 sinon.

Les fonctionnelles G, et F; sont identiques dans leurs domaines et il est équivalent d’identifier
la limite variationnelle de F; et de F.. En effet, on a

inf (Fg(u)—L(u)) - inf (ga(u,v)—L(u)>

ueWp* (Q,R3) (u,0)€LP(QR3)x LP (B R3)

= inf <]~'€(u, ) — L(u))

(u,n)ELP(QUR3) x V35 3(B)

Mais la formulation en termes de mesures de Young va permettre de décrire la microstructure
a la limite (voir section 4.2.5).

Afin d’étudier la FX’Y’};—convergence de la suite F., on définit opérateur
0 :V3x3(B) — Vzx2(9)

1/2
W= Q@dr — V:(/ ﬂi«,sds)(@da%
—-1/2
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ol fiy = PypxeFH g, ¢ € ), est la projection de la mesure i, sur ’ensemble des matrices 3 x 2
et fiﬁz fiz sds est la mesure de probabilité paramétrée par & € S, qui opére sur toute fonction

¢ € Co(IM>*2) ('espace des fonctions continues sur M3*2 qui tendent vers zéro a l'infini) de

la facon suivante :
1/2 1/2 .
([ eadsc o= [ ] o ds
~1/2 —1/2 JMB3x2

Etant donnés une suite (pe)e>0 dans 'espace Vsy3(B) muni de la convergence étroite et
v € V3x2(S), en accord avec la définition 4.1 on a

He — M
v=0(u)

et pour (ve, pe) dans LP(Q, R3) x V343(B), et (v,v) dans LP(Q, R3) x V32(S) :

pe 2 v & Fu € Vaxs(B) tel que {

(Usa//«s) - o
e — V.

Ix0 (0,1) & {UE — v dans LP(Q,R3)

Considérons la fonctionnelle définie par

F: LP(Q,R?’) X V3x2(S) — R U {+o0}

/ Qf(Vu) dx + / go(A) dv + I(u,v) siue W (QR?)
F L Q SxM3x2
(u,v) := vs(u) € WHP(S,R3),

400 sinon,
ou

{0 si v e Vsya(S), bar(v;) = Vg(u)(Z)  pp dans S.
I(u7 V) =

400 sinon.
Alors, en posant X = LP(Q,R3), Y = V3,3(B) et Y = V3x2(S), on a
Théoréme 4.2. La suite de fonctionnelles (F¢)e>0 I’ny—com)erge vers la fonctionnelle F.
Le résultat principal qui découle de ce théoréme est énoncé dans le corollaire suivant :
Corollaire 4.1. La suite (F. — L)e>0 Fny—converge vers la fonctionnelle F — L. De plus,

si (e, fic) € LP(Q,R3) x V343(B) est un e-minimiseur de F. — L, c’est-a-dire,

Fe(te, fie) — L(ue) < inf F — L
o) L) et b (B )~ L),

alors il existe une sous-suite de ((tUe,fic))e>0 convergeant vers (u,v) qui est un minimiseur
de inf(y 1) eLp(Q.R3) x V352 (S) (]:(u, v) — L(u)), et vs(@) appartient & WHP(S,R3) et pp & € S
bar(7z) = Vs (@) (&)
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On montre alors que si (4, 7) est un minimiseur de F — L, 4 est un minimiseur de F' — L,
I’énergie limite du probléme classique, et on a la relation

Vs (@)(@) = / A dos:
M3><2

Qgo(Vys(u)(2)) = go(N) ds.
M3><2

Ces résultats seront énoncés et démontrés dans la section 4.2.5. La démonstration du théoréme
4.2 est constituée des deux propositions relatives aux assertions (i) et (ii’) dans la définition
de la I'-convergence :

Proposition 4.2 (T-liminf). Soit (u,v) € LP(Q,R3) x V342(S). Alors, pour toute suite
((te, pre))eso d’éléments de LP(2,R3) x V3x3(B) qui converge vers (u,v), on a

F(u,v) <lim i(I]lf Fe(ue, fie).
E—>

Proposition 4.3 (I-limsup). Pour tout (u,v) € LP(Q,R3?) x V349(9), il existe une suite
((te, pe))eso dans LP(Q,R3) x V33(B) qui converge vers (u,v) et satisfait

Flu,v) = lir% Fe(te, fhe).

Ces deux propositions sont démontrées aux paragraphes 4.2.3 et 4.2.4 respectivement.
Avant cela, on établit le résultat de compacité pour les suites ((ue, ie))e>0 d’énergie finie.

4.2.2 Lemme de compacité

Lemme 4.1 (Compacité). Soit ((ue,ve, pie))eso une suite dans LP(Q,R3) x LP(B,R3) x
Vsx3(B) satisfaisant sup,~q Ge(ue, V) = sup,~q Felue, te) < +o00. Alors, il existe (u,v) €
Wllép(Q,]R:i) X WHP(B,R?), v € V)3x2(S) et une sous-suite non renommée tels que
i) ue — u faiblement dans Wll(’]p(Q,R?’) et fortement dans LP(2,R3), v. — v faiblement
dans WP (B,R3) et fortement dans LP(B,R3) ;
i) g;g — 0 fortement dans LP(B,R3), 087;; =0 etve WHP(S R3);
iii) vs(u) = v sur S ot s désigne lopérateur trace de WIP(Q\ S,R3) dans LP(S);
i) (ue, fie) Ix9 (u,v), avecv = A() ot pp = (jiz ®b0,,) @dx et fi := i, @dx est la mesure
de Young générée par (Vv )eso. De plus, on a la relation suivante : bar(vy) = Vs (u)(Z)
ppzES.

Démonstration. Preuve de i) et ii). Les propositions ) i) sont une conséquence directe des
conditions de coercivité de f* et g, de l'inégalité de Poincaré, du theéoréme de Rellich-
Kondrakov et de Iisométrie entre W1P(S,R3) et {v € W1P(B,R?) : %’3 = 0}.

Preuve de #ii). Puisque sup,-q Gz (ue,v:) < 400, (ue,v:) € Ac et donc vs(us) = vs(ve).
Les convergences u. — u dans W#&p(Q,R?’) et v. — v dans WP(B,R3) et la continuité de
Iopérateur trace de Wll(’)p (2, R3), respectivement W1P(B,R?), dans LP(S,R3) donnent le ré-
sultat.

Preuve de iv). Puisque F.(uc, pte) < +00, on a pie = dyy_(z) @ da et sup.q [ Vo[ do <
+o00 de sorte que les suites de mesures de Young (fic)e>0 et (d¢ @) ® dx)e>o sont tendues.

Ve
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D’apres le théoréeme de Prokhorov (théoréme 1.8), on en déduit qu’il existe une sous-suite non
renommeée et u € VY3x3(B), it € V3x2(B) tels que

pe = 0y, (2) @ dx =, oy ve(z) © dr = fi (4.7)
D’autre part, d’aprés i),
(581}5( )®d$K60 3 ®dl’ (4.8)
dz3

En associant (4.7) et (4.8) on en déduit facilement que p; = fi,®dg ., et en posant v = v; Az

ol vz = flgz fiz,s ds, on obtient finalement . .

R3

Nous montrons maintenant que v appartient a @ygxg(S). Selon le théoréme de caracté-
risation de Kinderlehrer-Pedregal (théoréme 1.9), nous devons montrer les trois propositions
suivantes :

A

(KP); il existe w € W1P(S,R?) tel que bar(vz) = Vw(z) pp z € S;

(KP), / Wp dvy < +ooppx €S;
M3><2

(KP)3 pour toute fonction quasi-convexe ¢ satisfaisant une condition de croissance d’ordre
b,

H(E(vs)) < /M 6(\) dv; ppieSs.

Preuve de (KP)1 On déduit de 7) et des propriétés classiques des mesures de Young que
Vol(z = Jysxe A dji; pp € B et comme 6 =0,

. 1/2 . .
Vo(z —/ / A dfiz s ds-/ A du;
1/2 M3X2 M3X2

pp Z dans S donc v est la fonction de Sobolev w qui convient.

Preuve de (KP)y : D’aprés la définition de v; et la semi-continuité des mesures de Young
(proposition 1.4), on a

// AP dvg di = / / AP djiy da
S JMBx2 B Jvsx2
N /B/Msxs ’;\|P (dfiz ® doy, ) da

— / AP dué/ AP dp
B><M3><3 B><M3><3

< hmlnf/ |Vue|P do < sup Fe(ue, pe) < 400
e>0
ce qui montre que [y rsxo | AP dv; est finie pp  dans S.
q q M

Preuve de (KP)3 : Soit ¢ : M3*? — R une fonction quasi-convexe vérifiant une condition
de croissance d’ordre p. On définit la fonction ¢ : M2*3 — R telle que ¢(\) = ¢(A). La fonction
¢ est quasi-convexe et vérifie la méme condition de croissance. Puisque pu € V)s43(B), pp =
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dans B, on a

A ~

K(T0() = 6(Tu(@) < [ 50 dus

= [N dwa, = [ 60 di
MB3x3 M3x2
et donc pp = dans S

/2 1/2

»(Vu(2)) = i »(Vou(z)) ds < /_1/2 /M3><2 d(A) dfsz s ds = /M3><2 d(A) dvz. O

4.2.3 I'-liminf

Démontrons la proposition 4.2. On suppose liminf._,g F.(ue, pe) < 400. Par conséquent,
d’aprés le lemme 4.1, on a

u € WiP(Q,R%);
v € VY342(5); bar(vz) = Vys(u)(Z) pp T € S.

On en déduit que I(u,v) = 0 et il suffit de montrer les deux estimations suivantes :

. Lo ~ 1 0v,
<l f - ; 4.
/S o) dv <timip /B o(Fuel2 5% das (49)
/ Qf(Vu) dx < liminf/ f(Vue) du. (4.10)
Q e—0 Qa

Preuve de (4.9) : D’aprés la propriété de semi-continuité inférieure des mesures de Young et
la proposition v) du lemme 4.1, il vient

~ 1 A
liminf/ g(A\|=A3) due > liminf/ go(A) dpe
BxM3x3 9 BxM3x3

e—0 e—0

> / g0\ dp

= / 90(N) d(jie ® 8p3) ® d
BxMS3x3 R

= / go(\) dv; ® di = / go(N) dv.
SxMB3x2 Sx MB3x2

Preuve de (4.10) : Soit n > ¢ fixé. On a

/QE f(Vug) dx > /Qn f(Vug) dx > /ﬂn Qf(Vue) dz

et grace a la semi-continuité inférieure de w — / Qf(Vw) dx pour la convergence faible
QW

dans W1P(Q,,R3), on déduit que

liminf [ f(Vue) dz > / Qf(Vu) dz.
=0 Jo. Q,
On obtient le résultat en passant a la limite lorsque 1 — 0.
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4.2.4 TI-limsup

Nous démontrons dans cette section la proposition 4.3. Pour cela nous aurons besoin du
lemme de relaxation suivant :

Lemme 4.2. Soient (u,v) € Wllép(Q,R?’) X V3x2(S) vérifiant Vys(u)(Z) = bar(vz) pp
z € S et une suite ((Un, Vn))nen d’éléments de W%ép(Q,RS) x WLP(S R3) telle que u,, converge
faiblement vers u dans WI}(’)p(Q, R3), 0%y, (2) ® dr v dans Vsxa(S) et

lim /fVun d:):—/QfVu

n—-4o00

lim / o(Vuy,) di = go(A) dv.
n—+oo Jg SxMB3x2

(4.11)

Alors, il existe une suite (tn)nen qui satisfait les mémes conditions que (up)nen mais vérifie
de plus vs(ty) = vp.

Démonstration. Le principe de la démonstration est le méme que pour le lemme 3.3, chapitre 3.
D’apres les résultats classiques de relaxation (voir par exemple 9], théoréme 11.2.1 et théoréme
11.4.2.), une telle suite ((un,vy))nen existe et on peut méme supposer que (|Vuy,|P)pen est
uniformément intégrable. On va modifier la fonction u, au voisinage de S afin qu’elle vérifie
vs(un) = v,. Comme au chapitre précédent, la fonction v, est aussi bien considérée comme
une fonction de WP (S, R3) qu'une fonction de WP (Q,R?) telle que § 8“” =

La coercivité de go entraine que |, S |an|p dz est bornée, donc v, converge fortement dans
LP(S,R3) vers une fonction v qui vérifie Vo (i) = bar(v;) pp & € S. Alors, on a bien yg(u) = v.
Soit 17 > 0 destiné a tendre vers 0 et soit ¥, := S x (=%, 2). On va modifier u,, dans X,,. Soit
© € CX(R) telle que

op=10nQ\ g, o, =00n %, 0< ¢, <1,

1
Vil < —.
n

On pose
Un,y = p(Un = Vn) + Un. (4.12)

Bien stir uy, , appartient a WI}(’JP(Q,RE') et Ys(un,y) = vp. De plus

/Qf(Vunm) de = /En f(Vuyy) dx + /227]\217 f(Vupy) dx + /Q\EQ,, f(Vuyy) dx

f(Vvy,) dx +/ f(Vuyy) dx +/Qf(Vun) dx

227[\271

IN

2

Donc d’aprés la condition de croissance qui découle de (1.15),

/fVunn) dr < C(n+771/ |un—vn|pd:c+/ (IVunP) dx)

22 E277

/fVun ) da
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ou C désigne différentes constantes positives dépendant de 3, p and 2. En passant a la limite
lorsque n — 400, on déduit de (4.11) :

limsup/ f(Vupy) de < C(n—i—l/ lu — v|? dac—i—sup/ (|Vun|P) d:v)
Q U b

n—-+400 Yon neN 21

+ /Q Qf(Vu) d.

Et comme yg(u) = v, on a l'inégalité de Poincaré suivante :

J

Donc, grace a 'uniforme intégrabilité de (|Vuy,|P)nen, on obtient lorsque n — 0

lu — v|P dx Snp/ \g—uv’ dz.

2n E277 x3

limsuplimsup/ f(Vup ) de < / Qf(Vu) dz.
Q Q

nN——+00 Nn—00

On termine en diagonalisant (lemme 1.1) : il existe une application n — n(n) telle que

limsup/Qf(Vunm(n)) dx < /QQf(Vu) dx.

n—-+o0o

On montre de méme que la suite (Uy)nen définie par i, = u, (,)) converge fortement vers u
dans LP(2,R?), ce qui achéve la démonstration. O]

Revenons & la démonstration de la proposition 4.3. Soit (u,v) € LP(Q, R3) x V3x2(S). On

veut montrer qu'il existe (ue, pe) 19 (u,v) dans LP(Q, R3) x V3y3(B) satisfaisant

f(u,y) = ii_r)%fs(usyﬂs)'

On suppose bien str que F(u,v) < +oo donc (u,v) € WFIf(Q,R?’) X VV3x2(9). On sait qu’il

existe v, € WHP(S,R3) tel que (|Vv,|P)pen est uniformément intégrable et 0%y, (1) @ dT — v
dans YV3x2(S) (proposition 1.6). On a aussi

(074, (2) ® G05) ® d = (v ®do,,) @ da (4.13)

dans YV3x3(B) quand n — 4o00. Comme gq vérifie une condition d’ordre p, on a (proposition
1.5)

~

lim [ go(Vvy) di = / go(N) dv.
S S

n—+00 < M3%2

Mais on a vu au chapitre précédent que

/90(@%) di = inf /g(?vﬂf) di.
s

£ED(SR3) J g

Soit &, € D(S,R3) vérifiant

1
o

<

| [o(Fulen) di = [ ao(Fu,) i
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Alors,
lim [ g(Vonlén) di = / go(N) dv. (4.14)
S

n—-+4o0o Sx M3X2

Considérons la fonction v, . de WHP(B,R?) définie par
Upe(T) = vn(Z) + ex3&n (2).
Pour n fixé, on montre que
fine = Ovu, (z) @ dz = (07, (2) ® G0gs) ® d (4.15)

dans Vsx3(B) quand € — 0. En effet, posons 0, (z) := v, (Z). Alors Vv, . — V0, — 0 fortement
dans LP(B, M?3*3), donc Vv, . et Vi, générent la méme mesure de Young ((5@%(:&) ® 00, ) @dx

dans ygxg(B).
D’autre part, d’aprés le résultat classique de relaxation dans les espaces de Sobolev, il
existe u, € Wllép (92, R3) qui converge fortement vers u dans LP(£2, R3) tel que

n—-4oo

lim /Qf(Vun) dx—/QQf(Vu) dx (4.16)

et on peut modifier u,, au voisinage de S de sorte que vs(u,) = v, (lemme 4.2). Soit n > ¢ et
s0it Uy ¢y la fonction définie pour tout x de € par

Unen (&, 73) 1= 0(23)0n (3, 2) + (1 — 0(23) )un (&, 23)
g

o 1in B;
~|0in Q\ B,
Pour alléger les notations, on ne précise pas la dépendance pour 6 en 7 et . La fonction

Unen appartient a Wll(’)p(Q,]R‘?) et 7eUnen = vUpe dans B. La fonction g étant localement
Lipschitzienne (1.15), on a

ol @ est une fonction C! telle que 0 < 0 < 1, \%\ < ﬁ et

. 2 1 8Un,a . 2 .
gli% Bg(an7g|g D4 ) dx = /Sg(anMn) dz. (4.17)
Ecrivons
f(Vupep) doe = / f(Vuy,) dz +/ f(Vupeny) de. (4.18)
Q. Q\By Bn\Be
On montre que lim lim f(Vunep) de. = 0. En effet, puisque

n—0e—0 By\B:
Ve = (Vv + 23VE) + (1 — 0)Vauy,

Oupen 00 00
— = —(vp — n n__ n 1-—
e xg(v Up) + 23€ - +0¢,+(1-10)

Oun,
)

T3
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on peut écrire

e e . Ouy,
‘/ F(Vtnen) dx‘ < c(/ (€, VEns Vi, Vop 22 da
Bp\Be By\Be

01‘3
00
/ —‘p|vn—un|p d:v~|—/
By\B: ' *3

By \Be
ou h est intégrable et ne dépend ni de € ni de 7. Le premier terme dans (4.19) converge donc
vers 0 quand & puis 7 tend vers 0. Estimons les deux autres termes. Comme vg(u,) = vp,
I'inégalité de Poincaré entraine

0 1
/ ‘a—’plvn — up|P dx / |vp, — up|P dx
By\B. ' T3 (m—e)P Jp

n

np
< p/ IV (0 — )P dz
(n—e¢) By,

qui tend vers 0 lorsque ¢ puis n tend 0. D’autre part,

D
/ |x3£n@|p dx < 7 / |£n|p dx
By\B. ] (n—¢)? Jg,

qui tend aussi vers 0. On obtient donc, en combinant (4.17), (4.18) et(4.19)

00
p
|z3&n, - | d;v) (4.19)

IN

lim lim Fo (e s fine) = / f(Vuy) dz + / (V&) di.
Q S

n—0e—0

On termine par une diagonalisation. Il existe une application € — n(e) vérifiant n(e) — 0

quand € — 0 et, en posant un e 1= Up ¢ 4 (c)

hr%]:e(un,enun,s) = / f(vun) dx + / g(@vnmn) dz (4~20)
€ Q S

pour tout n € N fixé. Il reste & montrer que u, . converge fortement vers u,, dans LP(€2, R3).
En revenant a la définition de w,, ., on peut écrire

/ |un7€ - un|p dx < / |Un + xdfn - un|p dzx,
Q B

n(e)
d’otu1 le résultat.

En reprenant (4.13), (4.14), (4.15), (4.16)et (4.20), on en déduit le schéma de convergence
suivant :

nar nar

tne = (g, 3y ©® 005) ® da = (v ® o, ) © da;
Up,e — Up — u fortement dans LP(, R3);

Folttnes fne) — /Q F(Vun) da + /S 9(Vvalén) di
—>/Qf(Vu) dx+/gg(5\) dv,
Q S

ol la premiére convergence a lieu pour € — 0 et la seconde pour n — +o0o. Puisque l'ensemble
YVsx3(B) muni de la convergence étroite est a base dénombrable de voisinages (voir [23] pro-
position 2.3.1), en notant que A((vz ® do,,) ® dz) = v, on conclut en appliquant le lemme 1.1
a Vespace produit LP(Q,R3) x V3.3(B) x R.
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4.2.5 Reformulations du probléme par les fonctionnelles marginales

Par ’étude des fonctions marginales de la fonctionnelle F, on retrouve d’une part la fonc-
tionnelle F'| et donc la formulation du probléme limite classique obtenu au chapitre 3; et on
obtient d’autre part une autre formulation du probléme ou ’énergie de surface est relaxée en
une condition de transmission sur S.

La formulation classique

Dans ce paragraphe, on retrouve le probléme limite obtenu au chapitre 3 en montrant
que la fonctionnelle énergie F' est la fonction marginale de F lorsque l'on considére la mesure
de Young v, qui représente la microstructure de la couche intermédiaire, comme variable
interne. On peut voir la formulation en terme de déplacement classique comme la version
macroscopique du modéle obtenu dans ce chapitre.

Définissons les deux fonctionnelles

H.,H:LP(QR? - RU {40}

or:u

A 1 .
Ho(u) =4 Jo f(Vu) dz + /Bg(Vreu|6 ) dx siu € W;(’?(Q,R?’),

+00 sinon

8%‘3

/ Qf(Vu) dx + / Qgo(Vys(w)) di si u e W2 (Q,R?),
Q S

H(w) = 7s(u) € WI(S,R?)
+00 sinon.

Il est évident que quelque soit u € LP(, R3),

H.(u)= inf F.(u
c(u) Vs rs(B) = (u, ),
c’est-a-dire, H. est la fonction marginale associée & la fonctionnelle F.. On montre dans la
proposition suivante, que H est la fonction marginale associée & la fonctionnelle limite F.

Proposition 4.4. La fonction H est la fonction marginale associée a la fonctionnelle limite
F lorsque 'on considére la mesure de Young v comme variable interne, c’est-a-dire, pour tout
u € LP(Q,R3) on a
H(u)= inf F(u,v).
(u) ot ) (u,v)
Démonstration. Pour démontrer la proposition, nous introduisons les espaces suivants. Pour
toute matrice A de M3*2, on définit adm(A) I’ensemble des mesures de probabilité sur M>*2

vérifiant :
A= / A dP
M3><2

P c adm(4) — / AP dP < +o0
M3><2

oA < [ o ap
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pour toute fonction quasi-convexe ¢ satisfaisant une condition de croissance d’ordre p. D’autre
part, pour toute fonction u € Wll(’)p(Q,]Ris) fixée telle que vg(u) € WHP(S,R3), on considére
Adm(u) le sous-ensemble de Vsy2(.S) défini par :

v € Vsxa(9);
bar(v;) = Vys(u)(2) pp 2 € S.

La démonstration repose sur un lemme de localisation.

v e Adm(u) = {

Lemme 4.3. On a

(1) inf{/M3X2 go(\) dP : P € adm(A )} Qgo(A) pour tout A € M3*2 ;

(i) inf / go(X) dv = / inf ( / go(N) dP)dfc.
ve Adm(u) J S xM3x2 S Peadm(Vyg(u) (&) \JM3x2

Démonstration du lemme 4.3. Preuve de (i). Puisque Qgo est quasi-convexe et satisfait une
condition de croissance d’ordre p, pour tout P € adm(A) on a

/, go(X) dP > [ Qgo(A) dP > Qgo(A)
M3x2 M3x2

et donc inf {/ go(A\) dP : P € adm(A )} > Qgo(A). Montrons l'inégalité inverse. Posons
M3><2
Y =]0, 1% Pour tout ¢ € W LP(Y,R3) fixé, on définit la mesure de probabilité Py :

Py = /Y 0 jrvy(g) W

qui opére sur toute fonction continue ¢ : M3*? — R satisfaisant une condition de croissance
d’ordre p de la facon suivante :

/ o(3) dPy = / o(A+ V(@) dij
M3><2 Y

Cette probabilité est admissible, Py, € adm(A). En effet,

/MMMP:/Y(A+W /wg dj =

puisque ¢ € W, ?(V,R?). Evidemment, Jarsxe IAPdP < 400, et pour toute fonction ¢ quasi-
convexe satisfaisant une condition de croissance d’ordre p

/ H(\) dP = / (A + V(@) di > d(A).
M3%2 v

Par conséquent, R X X
E(A) == {Py : ¢ € WyP(V,R%)} C adm(A).

Il en découle que

inf { /MM go(X) dP : P ¢ adm(/l)} < inf { /MM g0o(A) dP: P ¢ 5(/1)}

- inf /go<A+¢<@>> dg

PpEW, P (Y R3) J ¥

= Qgo(A)



par définition de I’enveloppe quasi-convexe pour les fonctions satisfaisant une condition de
croissance d’ordre p (voir [29]).

Preuve de (ii). Puisque v € Adm(u) entraine vz € adm(Vys(u)(#)), on a

inf / / \) dvs di > / inf / \) dP) dz.
veAdm(u) J s MSX?gO( ) SPeadm(%S(u)(@))( MSX?gO( ) )

Inversement, pour tout n > 0, et & € S, soit P € adm(@’ys(u)(:%)) tel que

([ @)z [ () dPl (421)
Peadm(Vyg (u)(2)) \JMBx2 M3 X2

On peut supposer que l'application & — P7 est mesurable (voir [24]). Posons v := P} ® d.

Puisque P! ¢ adm (Vs (u)(2)), la mesure v appartient a Adm(u). Alors, (4.21) entraine,
puisque 1 est arbitraire,

inf / \) dP) d& >  inf / / \) dvs di
/SPeadmms(u)(fc))( Msngo( ) ) veAdm(u) Js MmgO( )

ce qui achéve la démonstration du lemme 4.3. O

Retour a la démonstration de la proposition 4.4. En appliquant les résultats du lemme 4.3 il
vient

inf  F(u,v :/ Vu) de+  inf / \) dv
ot Fun) = [ Qa0

_ /Q QF (Vu)dz + /S Peadmi(r@lfys(u)(ﬁ))< /Mmgo(ﬂ) dP)di
= [ Qv do+ [ Quu(Vasu) di
Q S

donc H est la fonction marginale de la fonctionnelle F. U

En combinant la proposition 4.4, le lemme 4.1 et le théoréme 4.1, on retrouve le modéle
non linéaire classique.

Théoréme 4.3. On munit lespace X = LP(Q,R3) de la convergence forte. Alors, la suite de
fonctionnelles (H.)-~o I x-converge vers la fonctionnelle H. De plus, si ii. € LP(Q,R?) est un
e-minimaseur de H, — L, c¢’est-a-dire,

He(o) - L) S et mf (H - L(u)),

alors, il existe une sous-suite de (iic)e>o qui converge fortement dans LP(Q,R3) et faiblement
dans W;(’Jp(Q,]R:i) vers un certain u qui est une solution du probléme non linéaire classique

inf (H(u) - L<u)).

u€LP(Q,R3)
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Soit (%, 7) une solution du probléme inf(, ,)e 1 (QR3)x Vs a(S) (]—'(u, v)— L(u)> On va voir
qu’alors @ est une solution du probléme non linéaire classique et que pour presque tout  dans
S, Evz, le barycentre de la mesure vz, fournit une description microscopique des quantités
macroscopiques Vys(a)(2) et Qgo(Vys(a)(2)).

Corollaire 4.2. Soit (u,7) une solution de inf(, ,)err(QR3)x Vaxa(S) (F(u, v) — L(u)), alors

u est une solution de inf,crpqRr3) (H(u) — L(u)) De plus, pour presque tout & dans S, on a

Vys(@)(2) = / A dos:
M3><2

Quo(Vs (@) (&) = /M w0(A) ds.

Démonstration. Nous commengons par montrer les deux inégalités. La premiére est immédiate
puisque 7 € Adm(@). De méme, puisque 7 € Adm(u), pour presque tout & dans S on a

An(Vis@@) < [ Qm(d) az

< / 90(N) dv.
M3X2

Pour démontrer I'inégalité inverse, nous devons localiser. Soit &y un point de S fixé, on
considere le cylindre de R? Q,(2¢) = Qp(io) X (—p, p), ont Qp(i’o)est la boule de R? centrée en
Zo € S et de rayon p. On note ]_—5,5007 Frio, Hf’io, HP%0 les fonctionnelles F., F, H., H locali-
sées en QQy(Zo), ot la contrainte u € Wé(’)p(Q, R3) est remplacée par u € @ + Wol’p(Qp(an), R3).

On montre facilement que (u, 7) restreint & Q,(Zo) est aussi une solution du probléme localisé

inf { PP (u,v) w € LP(Qp(a0), R?), v € Vpxa(Qp(io) |-

En suivant un raisonnement analogue & celui utilisé pour démontrer les théorémes 4.2 et 4.3,

S A .
XYY P o U'x & L9 ..
on montre que F£ 57 Fpito ot PP S HP%o On déduit de la convergence variation-

nelle de HE™ vers H P20 qu'il existe une suite (uc)e-o qui converge fortement vers @ dans
LP(Q,(%0), R?) telle que

lim (Hg’fo (ug) — L(ug))

e—0

- / Qf(Va) d + / Qao(Vs(@)) di — L(a). (4.22)
Qp(Z0) o(%0)

D’autre part, d’apres le théoréeme de Prokhorov, p. = oy, (z) ® dx L 5 ot 7 est une me-
sure de Young appartenant a @ygxg(s ). On déduit de la premiére convergence variationnelle

Fpro FPT0 que

FX,Y,Y
-

V
S~
>
=
N
O
=
<
IS
S~—
QL
8
+
—~ 3
he}
— !
=
w
X
(V)
S
—~
P
oW
€$I
~—
joH
IS
|
=
=

g0o(N) dai,)dge ~ L(a). (4.23)
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En combinant (4.22) et (4.23), on obtient donc

/@,,@0) Qgo(Vs(w)) di > /Qp@o) (/M3X290(A) dﬂi)dfc.

En prenant g en dehors d’un sous-ensemble négligeable de S, en divisant chaque membre de
I'inégalité par |Qp(fcg)| et en faisant tendre p — 0, on obtient Qgo (Vs (@) (o)) > / go(N) dvz,.
M3x2
Ceci étant vrai pour tout Zg en dehors d’'un ensemble négligeable, on a
Qon(Trs@(@) = [ o) dispp i€ 5.
M3X

Il reste & montrer que @ est une solution du probléme non linéaire classique. Grace a I'inégalité
que 'on vient de démontrer, on a

/ Qf (Vi) dr + / Qoo(Vys(a)) di — L(7) = F(a,7) — L(7)
Q S

= inf inf F — L
ueLllf’I(lQ,R3)(u€yl;1x2(S) (u,v) (u))

= inf (H(u) — L(u))

ueLr(Q,R3)

donc u est bien solution du probléme limite classique. O

Une autre fomulation du probléme

On g’intéresse maintenant aux fonctions marginales obtenues lorsque ’on considére le dé-
placement u comme variable interne. Puisque mes(I'g N'.S) > 0, pour tout v € @ygxg(S), il
existe une unique fonction v dans WHP(S,R3) qui vérifie u = 0 sur 'y N S, définie pp 2 € S
par u() = V~!(bar(rz)). Soit ¥ une mesure appartenant a VYsxo(S) fixée. Considérons
I’ensemble

W(v) = {u € WEP(QLR?) : ys(u) (&) = V" (bar(vs)) pp @ € s}

et définissons la fonctionnelle G : Vix2(S) — R U {+o0}

G = ueivlllff(u) </QQf(Vu) dx — L(u)> + /S><M3X2 go(N) dv si v € VYsyo(S)

400 sinon.
Alors, G := inf,crprs) F(u,.), c’est-a-dire, G est la fonction marginale de F lorsque l'on

considére u comme une variable interne. On peut aussi réécrire G comme la somme d’une
énergie de volumique et d’une énergie de surface :

Glv) = /Q h(z, bar(vs)) dz + /S ( /M3X2go(5\) dvs) di

en prenant h := Qf o Vu ou @ est une solution de inf (/ Qf(Vu) dx — L(u))
weW (v) Q
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D’apres le théoreme 4.1, Ge = inf,c rp (o r3) Fe(u; -) FLY G. La formulation du modéle en
terme de mesure de Young est donc donnée par le probléme : 7 € argmin G. En comparant
cette formulation avec la formulation classique, on trouve que toute solution @ du probléme
classique est solution d’un probléme variationnel de Dirichlet avec la condition sur S : a(%) =
V! (bar(v;)) sur S. Ceci fait 'objet du corollaire qui suit.

Corollaire 4.3. Soit (u,7) une solution de inf (f(u,u) — L(u)), alors u

(u,l/)ELP(Q7R3)><y3X2(S)
est une solution du probléme de Dirichlet

inf{ Qf(Vu) dr — L(u) : u € Wll’p(Q,Rg), w(®) = V7 (bar(vz)) pp sur S}.
o8 0

Démonstration. Puisque G¢ T'y y-converge vers G, il existe une suite (te)es>o d’éléments de

Vsx3(B) telle que pe &5 et

;ii% Ge(pe) = ueivrllff(p) (/QQf(Vu) dx — L(u)) + /S><M3X2 go(A) dv. (4.24)

De plus, Go(pe) < 400, donc e € VYVsy3(B), et il existe u. € WESP(Q,R?’) tel que p. =
0V (reu.) @ dv dans Vix3(B) et Ge(pe) = Fe(ue, pie). Done Fe(ue, pre) < +oo et d’apres le
lemme de compacité, lemme 4.1, il existe une sous-suite de (us)e>o qui converge fortement
vers un certain 4 dans LP(£, R3). Alors, comme (F; — L)c~0 'y yy-converge vers F — L, on a

;% Ga(ﬂa) = ;ii%]:a(uaaﬂa) - L(ua) > hgi%lffa(uaa Ma) - L(Ua)
> [ervaydo- L@+ [ al)ds
Q SxMB%2

> /QQf(Vu) dxr — L(u) + /SXMSXQgg(A) dv. (4.25)

En combinant(4.24)et (4.25) on obtient

inf )(/QQf(Vu) dr — L{u)) :/QQf(Va) dz — L(2)

ueW (v

et le corollaire est démontré. O

On peut donc voir 'énergie de surface qui intervient dans la formulation classique :
| QalGw s
S

comme la relaxée de la condition de Dirichlet sur S : u(#) = V~!1(BEv;). Ceci évoque la
relaxation dans ’espace des fonctions BV (bounded variations), ou les conditions de bord de
type Drichlet se traduisent par une énergie de surface sur la partie de la frontiére considérée
(voir [9]).

4.3 Formulation compléte en terme de mesures de Young

Aprés avoir considéré le cas ou seule la couche mince subit des transitions de phase so-
lide/solide, qui correspond & une situation décrite par Battacharya and James [19], on s’inté-
resse au cas ol toute la structure posséde une microstructure.
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4.3.1 Reformulation du probléme

En suivant la démarche générale décrite dans ce chapitre, on reformule ’énergie F. en
terme d’un couple de mesures de Young (o, p) conduisant a la fonctionnelle (o, p)) — F(o, 1)
définie par

Fe : V3xs3(§2) X Y3x3(B) — R U {400}

« 1
[ e [ GG dut Zo)
Qe xMB3x3 BxM3x3 g

fg(o‘, :u) = sio= 5Vu(;v) ® dux,

400 sinon,
ou
0si 4= dyy(y) @ dz,v=1,r:u,

400 sinon,

Z(o,p) = {

et V3x3(Q) est 'ensemble des mesures de Young définies sur © x M3*3 suivant la définition
1.5. On munit Y3,3(€2) de la convergence étroite, et on définit alors la nar x ©-convergence
par :

Soient (o¢, fte) € V3x3(2) X Vsx3(B) et (0,v) € V3x3(2)x, alors

e 0. =X o dans YV3x3(Q)
(0¢, 11e) R (v,v) & { ) Q "

He — V.

En prenant X = V3.3(Q), Y = V3x3(B) et Y = V3x2(S), on montre que

Théoréme 4.4. La suite de fonctionnelles (F:)e>o0 I'y y y-converge vers la fonctionnelle F
définie par
F : Vax3(Q) x Vaxa2(S) — RU {+oo}

FON) do +/ 00(A) dv +T(o,v) 5i 0 € Vses(),
SXMBXZ

F(o,v):= /QxMaxs

400 sinon,
ou

I(o,v) = {0 si v € Vsx2(S) et V'H(Ev;) = y5(V(Eo,))

400 sinon.
Une conséquence directe de ce théoréme est le corollaire suivant.

Corollaire 4.4. La suite (Fz — L)->0 'y y-converge vers la fonctionnelle ' — L. De plus,
$i (Ge, fie) € Vax3(2) X Vaxs(B) est un e-minimiseur de F. — L, alors il existe une sous-suite
de ((Oe, [te))e>0 qui converge vers un certain (o,v) qui est solution du probléme

inf Flo) — L |
(U7V)€y3x;?ﬂ)><y3xg(s) < (0,v) (U))

et donc V-1 (Ev;) = v5(V " (Eo,)) ppz € S,
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4.3.2 Relation entre la solution classique et la solution du probléme limite
formulé en terme de mesures de Young

Soit w € argmin(F — L) et soit (,7) € argmin(F — L). Comme précédemment, on
montre que cette nouvelle formulation donne une représentation intégrale des quantités ma-
croscopiques Vi et Vyg(u) par rapport aux mesures de probabilité 7, et v;.

Proposition 4.5. Les minima des deux problémes limite coincident :

] F — L == i f ) —L .
UGLI%{RS){ (u) = L(u)} (my)eyw%gxym(s){ (o,v) = L(o)}

On en déduit le résultat suivant :

Corollaire 4.5. Soit (7,7) une solution de

inf Flo,v)— L(o)),
(U7V)€373X3(Q)><y3><2(5)( (@) (@)
et u (resp. v) l'unique élément de Wll(’)p(Q,R:i) (resp. WLP(S,R3)) tel que Vi(x) = Ea, pp
x € Q (resp. @17(:?:) =Ev; ppz € S). Alors, ys(u) = v presque partout sur S et u est solution
du probleme inf,c oo rs)(F(u) — L(u)). De plus, on a

Vu(x) = / A do, a.e x €€
M3X3

Vs (@) () = / A dis ae i€ S
2 (4.26)
Qf(Vu(zx)) = f(A) dog a.e x €

Qgo(Vys(a) (&) = - go(\) div a.e & € S.

Ces résultats ont fait ’objet d’un article a paraitre dans Journal de Mathématiques Pures
et Appliquées. On retrouve larticle avec les démonstrations de ces résultats dans la section
suivante.
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Abstract

We propose a model of a multi-material with strong interface, whose thick-
ness and stiffness are of order € and %, which encodes the gradient oscillations
of the minimizing sequences. The stored strain energy of the structure is writ-
ten in terms of Young measures variables and the new model is obtained by
computing a suitable variational limit of the energy functional when ¢ tends to
zero. We also obtain a microscopic description of the classical solution.

Résumé

Nous proposons un modele de multi-matériaux comprenant une interface
rigide, dont I’épaisseur et la rigidité sont d’ordre € et %7 et qui capte les oscilla-
tions des gradients des suites minimisantes. L’énergie élastique de la structure
est décrite en terme de mesures de Young et le modele est obtenu comme une
limite variationnelle de cette énergie lorsque ¢ tend vers zéro. Nous obtenons
également une description microscopique de la solution classique.
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1 Introduction

The problem of a multimaterial with a thin intermediate layer of high rigidity
has been studied from a theoretical point of view in [1] and [6]. For a numerical
study consult [7]. Assuming the thickness of the intermediate layer of order e,
and the stiffness of order %, where € is a small parameter, one way to obtain
a variational model, is to study the I'-limit of the stored strain energy when &
goes to zero. In this paper, we propose an asymptotic analysis of the problem
when the materials are assumed to undergo reversible solid/solid phase transi-
tions like in martensitic materials. In these conditions the gradient minimizing
sequence develops fine scale oscillations which, according to Ball and James [5],
model the microstructure experimentally observed. In order to take this oscilla-
tory behavior into account we rewrite the problem in terms of Young measures.
Young measures, introduced by L.C. Young [18], are one of the most efficient
tools to characterize such oscillatory behavior.

Let ©Q be the reference configuration occupied by the structure and B, =
S x (0,e) C Q the thin inclusion. The stored strain energy associated with
a displacement field u is given by the functional

1
F(u) ::/ f(Vu) dx + f/ g(Vu) dzx
Q\B. € JB.
and the equilibrium configuration of the structure is given by the displacement
field w,, solution or more generally e-approximate solution of the problem

inf{F.(u) — L(u) : w € WpP(Q,R%)}

where L(u) is the work of the external loading and WI}(’)’) (£, R3) is the set of
functions in WP (Q, R?) with null trace on the part of the boundary I'g. Define
the function go : M**? — R by go(A) := infeers g(A[€). The T-limit of F.
when Wll(’)p (2, R?) is equipped with its weak topology is the functional given by

Fu) = /Q Qf (Vu)de + /S Qgo(V(r5u))di

for all Sobolev function u with smooth trace ys(u) on the two-dimensional in-
terface S, where Qf (resp. Qgo) is the quasi-convex enveloppe of f (resp. go),
i.e., the greatest quasi-convex function less than or equal to f (resp. g). But
this formulation has the disadvantage to quasi-convexify the density functions
f and gg so that the limit problem does not provide any information on the
oscillations of the gradient minimizing sequences. Indeed it is well known in
phase transition theory that it is the total free energy which determines the mi-
crostructure and not its quasi-convex-enveloppe. Typically the infimum of the
total free energy in martensitic materials is not attained while the mimimum of
the energy functional F' is achieved. Thus F' does not describe the microstruc-
ture. In order to make precise the oscillatory behavior of the gradient of u,, we
write the stored strain energy F. in terms of Young measures. Since the behav-
ior of the displacement is very different in 2. and B, we begin by rewriting



the problem in terms of two variables: the displacement u in )., and v, the
rescaled function in B := S x (0,1) of the displacement in B, leading to the
functional (u,v) = Ge(u,v) = [, f(Vu) dz + [59(Vv %687“3) dx. Next we ob-
tain a new formulation of the limit problem: (7,7) € argmin (F(o,v) — L(0))
by identifying the variational limit of the functional (o, ) — Fc(o, i), which
is the Young measures formulation of the functional G.(u,v), where o and pu
are the Young measures associated with the gradient of u, respectively v. In
order to define a suitable (variational) convergence process on the sequence
(F2)e>0, we introduce a convergence notion on the Young measures spaces, do-
mains of . and F. We moreover show how the Young measures solutions in
this formulation may be thought as a microscopic description of the classical
solution. Indeed, comparing the two formulations @ € argmin(F(u) — L(u))
and (o,7) € argmin(F(o,v) — L(0)), by localization, we obtain integral rep-
resentations with respect to the probability measures &, and 73, of significant
macroscopic quantities involving @: Va and Vyg(u) are the barycenter of &,
and 7z, and

Qf(Va(z)) = / f(X) dog ae x €

M3Xx3
Quo(Vs@)(@) = [ | () dos ac i .

The paper is organized as follows. In section 2 we recall briefly some results of
the Young measures theory. Section 3 is devoted to the mechanical setting of
the problem and we set up notation and terminology. In section 4, we introduce
a concept of variational convergence and prove the variational convergence of
the bifunctional F. to the bifunctional F. In the last section, we establish the
previous integral representations between the solutions @ and (&, 7) of the two
different formulations.

2 Basic notions on Young measures

In order to improve the reading of the paper, we begin with some basic recalls
about Young measures theory. For a more detailed study, see [4], [16], [17] and
references therein.

In all this section,  is an open bounded subset of RN and E =R%, d=m x N
so that R? is canonically isomorphic to the space M™*¥ of m x N matrices.

Definition 1. We call Young measure on 2 X E, any positive measure p €
M*(Q x E) whose image by the projection wq on Q) is the Lebesgue measure L
on ): for every Borel subset B of )

ra#n(B) = u(B x E) = L(B).

We denote by Y(€; E) the set of all Young measures on 2 x E and equip
Y(Q; E) with the narrow topology, that is the weakest topology which makes



the maps
B e dp
QxE

continuous, where ¢ runs through Cp(€2; E) the space of Carathéodory inte-
grands, namely the space of all functions ¢ : Q2 x E — R, B(2) x B(E) measur-
able and satisfying

(i) 9¥(x,.) is bounded continuous on E for all 2 € Q;

(ii) @ — ||¢(x,.)|| is Lebesgue integrable.

This topology induces the narrow convergence of Young measures defined as
follows: let (pin)nen be a sequence of measures in Y(Q; F) and p € V(O E),
then

, Vo € Co(2; E),
T i [ ) (e ) = [ el ) dae )
n—+o0 JoxE QX E

The following slicing property is a generalization of Fubini’s theorem.

Theorem 1. Let p be any Young measure in Y(Q; E). There exists a family of
probability measure (pg)zeq on E, unique up to equality L-a.e. such that

(i) x »—>/ P(x, A) dpy is L-measurable,
B

(ii) p(x,A) dp(z, A) = / (/ lw,A) dup(A) ) de
QxE Q E

for each function p-integrable 1. The family (uy)zecq is called a disintegration

of the Young measure p and we write pn = pi, @ L.

Let us define the tightness notion for Young measures

Definition 2. A subset H of Y(€; E) is said to be tight if

Ve > 0, K. compact subset of E such that sup p(Q x E\ K¢) < e.
HEH
Theorem below may be considered as the parameterized version of the clas-
sical Prokhorov compactness theorem

Theorem 2 (Prokhorov’s compactness theorem). Let (u™)nen be a tight se-
quence in Y(Q; E). Then, there exists a subsequence (U™ )ren of (4™ )nen and
win Y(Q; E) such that

nar

tn, — poin Y(Q; E).

Let (un)nen be a sequence of functions u, : 2 — E and consider the sequence
of their associated Young measures (fin)nen, fin = Ou,(z) ® L. If pin o
in Y(; E), the Young measure p is said to be generated by the sequence of
functions (uy,)nen. In general, p is not associated with a function.

The next proposition is a semicontinuity result related to non negative func-

tions.



Proposition 1. Let ¢ : QX E — [0, +00] be a B(2) @ B(E) measurable function
such that X — p(x, \) is lsc for a.e. x in Q. Let moreover (i, )nen be a sequence
of Young measures in Y(Q; E) narrowly converging to some Young measure
in Y(Q; E). Then

/ oz, A) du(z,A) < liminf/ o, A) dpn(z, N).
QOxE QxE

n——+o00

Let us recall the notion of uniform integrability: a sequence (fp)nen, fn :
Q) — R is said to be uniformly integrable if

lim sup/ |fnl =0.
R=+00neN J{| fa]>R]

One may extend the set Cp(2, R™) of test functions related to the narrow con-
vergence as follows:

Proposition 2. Let (i, )nen be a sequence of Young measures associated with
a sequence of functions (un)nen, narrowly converging to some Young measure
. On the other hand let ¢ : Q@ x E — R be a B(Q2) @ B(E) measurable function
such that X\ — @(x, \) is continuous for a.e. x in . Assume moreover that
x — o(z,u,(x)) is uniformly integrable. Then

/ o(x, ) du(z,A) = lim o(x, uy(z)) de.
QxE n—+oo Jo

We end this section with the following result which is fundamental in order
to apply Proposition 2. For a proof, we refer the reader to [10], [15].

Proposition 3. Let (u,)nen be a bounded sequence in Wll(’]p(Q,Rm) whose gra-
dients generate a W'P-Young measure . Then there exists another sequence
(Vn)nen n Wll(’)p(Q,Rm), whose gradients generate the same Young measure i,
and such that (|Vun|P)nen is uniformly integrable.

3 Problem statement and notations

We make no difference between R? and the three dimensional Euclidean physic
space whose an orthogonal base is denoted by (e1, €2, e3). We consider a domain
Q with a C* boundary I'. Let QF = QN [+z3 > 0], and let S := {90+ N 9Q~}°.
We assume that S has a positive H?-measure and. To shorten the proofs we have
assumed that S is included in the plane [z3 = 0] but we could treat the problem
with a more general geometry (see fig.1). The set 2 is the physical reference
configuration of the assembly of the two adherents and the thin adhesive. More
precisely, given a small dimensionless parameter € and a global characteristic
length h (for example the diameter of ), the set B. = {x +¢ezeg : 0 < z <
h, x € S} is the reference configuration occupied by a strong material (whose
stiffness is of order %) while Q. = Q\ B is the reference configuration occupied
by a material with stiffness of order 1 (see figure 1).



FW

Figure 1: Bonded assembly - Left: the physical configuration-Right: the rescaled
layer - Below: the limit configuration.

The structure is clamped on a part 'y of I' with a positive H2-measure, the
complementary part of 'y is traction free and we assume that H'(T'y N S) > 0.
Obviously one can there consider other type of boundary conditions (e.g. a
combination of some components of the stress vector and of the displacement).
Moreover the structure is submitted to applied body forces ®. In the sequel, we
assume h = 1.

Classically, the work of the exterior loading is given by L : LP(Q,R3) —
R U {400},

L(u) = /Q . dr.

The soft and the strong materials are modeled as hyperelastic and the bulk
energy densities f, g of the two materials occupying Q. and B, satisfy a (C))
condition with p > 1:

Ja, B, C €RT s. t. ¥(\,N) € M3¥3,
AP < f(A) < B+ |AP), idem for g; (1)
[FO) = F) < CIX=N[(@ +[AP~E+ NP, idem for g.

(To shorten notation, we assume that (C),) is satisfied with the same constants
a, B and C.)

Since we have assumed that the materials undergo reversible solid-solid phase
transitions, the density f and g are assumed to be non convex and to entail a
multi-well structure. In this context, the stored strain energy functional associ-



ated with a displacement field u is given by
1
F.(u):= / f(Vu)dz + 7/ g(Vu)dz.
Q. € JB.

Let us define the function go : M3*2 — R for every A € M3*2 by go(\) :=
infeegs g(A§). In [6], we proved the I'-convergence of F. to the functional
F:LP(Q,R3) — R U {+oo} where

/ Qf(Vu) dx + / Qgo(Vu) dz if u € WP(Q,R?)
Q S
F(u) = with s (u) € WP (S, R3),

400 otherwise,

and s denotes the trace operator from WP(Q,R?) into LP(S,R?).

In order to work in a domain independent of ¢ we operate the usual change of
scale (Z,x3) = (&,¢eys) transforming (£, z3) € B, into (&,y3) € B := 5 x (0,1).
Before introducing the Young measures formulation, since the behavior of the
displacement is very different in ). and B, we write the energy functional in
terms of two arguments, the displacement u in €., and v the rescaled function
in B of the displacement in B., and consider

G.: LP(Q,R?) x LP?(B,R®) — RU {+o0}

-1
/ f(Vu) dx —I—/ g(Vv\fﬁ) dz + I.(u,v)
Q. B g 8373
Ge(u, v) = if u e WEP(Q,R?),

400 otherwise,

where, for all (u,v) € WP (Q,R?) x WP (B, R?)

L (u,v) Oifl1,rcu=v
u,v) = .
c 400 otherwise,

and r.u(z,ys) := u(&,ey3). Let us now introduce some notations we will use in
the sequel.

Let M3*3 and M3*? denote the sets of 3 x 3 and 3 x 2 matrices with real entries.
Considering the space M3*? as the product M3*2 x R3, we will denote the first
coordinate in M3%2 of any element A of M3*3 by A.

Following definition 1 we consider the following sets of Young measures Vs 3(2),

Vix3(B) and V3x2(S) :

0€Vs3x3(Q) & e MH(Qx M*>*3) and Po#o = L,
1€ Vixs(B) & peMT(BxM>%) and Pp#u =L,
IS ygxg(S) & ve M+(S X M3X2) and Pg#v = EA



where Po#0 (resp. Pp#u and Ps#v) denotes the projection measure of o (resp.
w and v) by the projection Py : QxM3*3 — Q (resp. Pg : BxM?3*3 — B)
and Pg : S xM?3*2 — §) and L (resp. £) the Lebesgue measure on €2 (resp.
S) that we sometimes write dz (resp. di). We write the slicing decomposition
0 =0, Qdx, t = iy @dr and v = vz ® d for o, u and v, where o, and p,
are probability measures on M3*3, and v; is a probability measure on M3*2,
In all the paper, V3x3(2), Vsx3(B) and Y3x2(S) are equipped with the narrow
convergence.

For every probability measure P on M?3*3 or M3*2, we write EP for its barycen-
ter, i.e. EP = [A dP(\).

We will denote by Vsy3(€) (resp. Vsy3(B) and Vsx(S)) the set of
Young measures generated by gradients of Wlll’jp (2, R?)-Sobolev functions (resp.

WhP(B,R3) and Wé’ﬁro(s, R3)). We will also consider the set of Young mea-

sures VYsxa(B) := {p € Y(B;M?*2) : Ju, € WL?(B,R?) s.t. bg, ©dr ™=
-

In order to take the fine microstructure of the two materials occupying €2
and B into account, we reformulate the energy functional in terms of Young
measures. For a general study of fine mixture consult [5]. In [8] mixture like
austenite/martensite was predicted for thin films and a mathematical model
was proposed in [11], [14]. This leads us to consider the functional F. defined
as follows

./TE : ygxg(Q) X y3><3(B) — RU {+OO}

~ 1
/ F) do + / oA 2As) dp + T (o, 1)
Qe xM3x3 BxM3x3 €

Felo,p) = if 0 = 0 @ da,

400 otherwise,

where
0if p = dvy(e) @ dr,v =170,
400 otherwise.

Z(o,pn) == {

For every o € VYs,3(Q), there exists a unique u € er(’]p(Q,]Ry’), denoted by
V~1Eo, such that Vu(x) = Ea(x) for a.e x € Q. In order to shorten notations,
we still denote by L the work of the exterior loading in the Young measures
formulation, which is then given by

L:Y3%3(92) — RU {+o0}

/ ®.V'Eo dr if 0 € VY3.3(),
Qe

+00 otherwise.

L(o) =

Note that, in its domain, the functional F. is nothing but the functional G.,
and from the strict variational point of view, it is equivalent to identify the



variational limit of F. and that of G.. Indeed we have

inf (Fe(u) - L(u)) =

ueWp P (2,R?)

(gg(u, v) — L(u))

inf
(u,v)€LP(Q,R3)x LP(B,R3)

(Feloum) - L()).

inf
(0,1)€Y3x3(2) X V3x3(B)

But we want to point out that the Young measure formulation is well-adapted
for capturing oscillations of the gradient minimizing sequences contrary to the
formulations in terms of Sobolev functions.

4 The variational convergence
Let consider the functional F defined by

F: ygxg(Q) X ygxg(S) — RU {+OO}

fN) d0'+/ go(A\) dv+Z(o,v) if 0 € VY543(9),

SxM3x%x2

.7'—(0'71/) = /Q><M3><3

400 otherwise,

where

Touw) = 0if v € VYsx2(S) and V1(Evz) = v5(V 1 (Eo,))
"7 ] 400 otherwise.

In order to establish a variational convergence of the sequence (F;)eso to F,
we introduce a notion of convergence between Vs 3(B) and YVsx2(S5) that we
denote by ©-convergence. To this end, we define the map © as follows:

©:V3x3(B) — Vix2(S5)

1
W=l @dr — l/:(/ﬂi,sds)@di
Jo

where fi, = Pypsxe# g, © € §, is the projection of the measure p, on the set
M3*%2 of 3 x 2 matrices, and fol fiz sds is the probability measure parametrized
by & € S, which acts on all ¢ € Co(M>*?) as follows:

1 1
( / s | @) = / / (N djiz. ds.
0 0 M3><2

Given a sequence (fic)e>0 in the space Vsx3(B) equipped with the narrow con-

vergence and v in Ysx2(S), we define the ©-convergence of p. to v as follows
nar

He — 1

S}
c—v & due 3(B) s.t.
H v H y3><3( ) ) {V_G(ﬂ)



and, for ((0c, fte))e>0 n V353(Q2) X Vax3(B), and (0,v) in Vax3(2) x V3x2(5),
the nar x ©-convergence by

nar o X oin Y Q
(02t 50 (00) = 1 vl
fie .

We are now in a position to define the I';,4,-xo-convergence.
Definition 3. We say that F. T'yqrxo-converges to F and we write
Tharxe
F.o =0 F

iff for all (o, 1) € Vs3x3(2) X Vax3(B), both following assertions hold:

narx©

(1) V(0c, tte) € Vax3(2) X V3x3(B) s.t. (0, fic)

(ii) oe, pte) € Vax3(2) X V3x3(B) s.t. (o, pue)

(o,v), F(o,v) <lim i(r)lf]:g(ag,,ug),

nary® (o,v), F(o,v) >lim S(l)lp Fe(oe, pte)-
£ —>
The proposition below establishes the variational nature of the I'yurxo-
convergence.

Proposition 4. Assume that (F.)es0 narxo-converges to F and let ((oc, pte))e>0
be a sequence of Vaxs(2) x Vsx3(B) satisfying

Feloe,pe) <inf{Fe(o,p) : (0,1) € Vaxs3() x V3x3(B)} + €.

Assume furthermore that {(oc, ue) : € > 0} is relatively compact for the conver-
narx©O

gence =" defined above. Then any cluster point (5,7) € V3x3(2) X V3x2(S)
is a mainimizer of F and

gii%inf{fg(ae,ug)  (0es pre) € Vax3(Q) x V3x3(B)} = F(a,D)

Proof. The proof is similar to that of Theorem 12.1.1 in [3]. For the seek of
completeness we reproduce it.

Let (7,7) be a cluster point of {(oc,pe) @ € > 0}, ((0r(e)s tr(e)))e>0 2
subsequence of {(o¢, ) : € > 0} converging to (7,7) and set

0'7.(5) Hr(ey) if there exists € such that n = 7(¢)
(G Uy) =
w7a) ) otherwise.

)na ><G)

Then (6, 7y (6,7) when n — 0 and according to (i) in definition 3 we

have

F(,v) < hmlnf]: (e, Ve)

e—0

IA

i inf = o) (07(e) 7))

= liminf inf Fre)- 2
=0 V553(2)xV3x3(B) © ®

10



Let now (o, v) be any element of Vs53(£2) X Vs5x3(B). According to (ii) in defi-
nition 3 there exists a sequence ((sz, tte))e>0 converging to (o, v) and satisfying

F(o,v) > limsup Fe (e, fte) > Hmsup Fr (o) (Sr(e), hr(e))- (3)
e—0

e—0

Combining (2) and (3) we obtain

F(a,7) < liminf inf Fre)
e—0 V3x3(Q)XVsx3(B)
< limsup

inf Frtey < imsup Fr o) (Sr(e)s for < Flo,v),
DS s (a7 S ISP Fr(e) (o), ir) < F (o)
which proves F(7,7) = miny,, ,(0)xyss(s) F- Taking (o,v) = (7,7) in the
last inequality gives lim._,oinf Fr(,y = min F. Since all subsequence of inf F,
possesses a subsequence converging to min F, we finally obtain

lim inf Fe = min
=0 Y553(Q)xV3x3(B) V3x3(Q2)xVsx2(S)

O

Before establishing the T',4.xe-convergence, we prove the following com-
pactness lemma;:

Lemma 1. Let ((0c, pie))e>0 be a sequence in Vsx3(2) x Vsxs(B) satisfying
SUp, o Fe (e, pte) < +00. Then there exist a subsequence not relabelled ((o«, ftc))e>0,
(ue,ve) € WFI(’JP(Q7R3) x WLP(B,R3), and (0,v) € VYsx3(Q) X VVsx2(S) such
that

i) 0c = dyu, ®dx, pe = Ovy, @ dx and ve = 1,7 u,;

i) gz; — 0 strongly in LP(B,R3);

nar_>\<9 (

iii) (Oe, pe) o,v), with v = O(u), where p = (fiz ® do,5) @ dz and
fi := fip @ da is the Young measure generated by (Vve)eso;

w) V- (Evz) = v5(V 1 (Ea,)).

Proof. Proof of i) and it): Since sup, o Fz(0e, fte) < 400, there exists (u.,v) €
WP (Q,R%) x W (B, R?) such that 0. = dy,, ®dz, and e = dg,, ® dz, with
Ve = 1,72U,.

11



Moreover, from the coerciveness properties of f and g, we deduce that
sup/ |Vue|Pda < +oo;
e>0JQ,

1
sup f/ |Vue|Pdr < +oo;
e>0 € JB,

sup/ Ve |Pda < +o0;
e>0.JB

/ ’1 v,
sup -
e>0./p e Ox3

g;; — 0 strongly in L?(B,R?).

p
dx < +0o0;

thus

Proof of 4ii): The sequences (Vi )e>o and (Vvg)esg are bounded in L (Q, M3*3)
and L'(B,M?3*3) respectively, so that the sequences (0.):>0 and (ue)eso are
tight. From Prokorov’s theorem, we deduce that there exists two subsequences
not relabelled, o € VY543(2) and p € VY3.3(B) such that

O = (5qu ® dx nar o in ygxg(ﬂ);
nar

pe = 0vo, @ dz = pin YVsx3(B).

The sequence (Ve )eso is also bounded in L'(B,M?3*2) thus there exists ji €
VYsx2(B) and a subsequence not relabelled such that

gy, ©da = i = fi, ® da.

Moreover, from i) § g% ®@dr ™= 50]}:@ ®dx, thus p, = i ®dg_,, and considering

23
v =13 @ di where vz = fol fiz,s ds we have v = O(p) et f1e 8.

We prove now that v € @ygxg(S). According to the Kinderlehrer-Pedregal
characterization theorem (see [12], [13]), we have to establish the following three
assertions:

(KPy) 3w € WHP(S,R3) such that Ev; = Vw () a.e 2 € S;

(KP3) [ygsxe AP dvz < +00 ace & € S;

(KP3) for every quasiconvex function ¢ satisfying a growth condition of order
b,

(Evg) g/ o(\) dv; aeieS.

M3x2

Proof of (KP1): (Vve)eso is bounded in LP(B,M?3*3), thus there exists v €
WhP(B,R?) and a subsequence not relabeled such that v. — v strongly in
L?(B,R3) and weakly in WP(B,R?). Since pu. "X p, we obtain

12



Moreover, since gz; — 0 strongly in LP(B,R?), we have 66—;3 =0,v e WHP(S R3),

and we can write

1
@v(i) = / / A dfiz sds = / Ndv; aedeS.
0 M3x2 M3x2

Proof of (KPs): clearly, by definition of vz and from the lower semi-continuity

/B/Mm AP dfiy da

[ e
BXM3><3

of p— [, poxs |A[Pdp, one has

// AP dvg di
S JMB3x2

< [
BxM3x3

< liminf/ |V |P dz
e—0 B

<

S Sup}—e(Uaaﬂs) < +00
e>0

so that [} sxo AP dvz < 400 ae & € S.

Proof of (KP3): Let ¢ : M3*2 — R be a quasi-convex function satisfying
a growth condition of order p and let ¢ : M3*3 — R defined by <;~$()\) = ¢(\).
It is easily seen that q; is quasi-convex and satisfies a growth condition of order
p. Since p € VY5x3(B), we have

H(T0(@) = H(To(@) < [ 50 du = /M 6(\) dfty ac i €S

M3x%x3

so that forae z € S
1 1
H(Vo(#)) = /O B(Vo(@)) ds < /0 /M 6(3) dis,s ds = /M 6(A) dvs.

Proof of iv): We know that Ev; = Vo(2) a.e & € S. Since (Ve )eso is bounded
in LP(Q, M?3*3), there exists u € er(’)p (€2, R3) and a subsequence not relabeled

such that u. — u strongly in LP(Q, R?) and weakly in Wll(’)p(Q, R3), and

Vu(z) = / M do, = Eo,.
M3><3

In order to establish that V~!(Ev;) = v5(V~!(Eo,)) a.e & € S, we just have
to show that v = vg(u) almost everywhere on S. The equality v.(%,73) =
ue(Z,exg) a.e. in B implies that vs(ve) = vs(ue). Thus the result follows from
the continuity of the trace operator from WI}(’)” (2, R?) into LP(S,R3) and from
WLP(B,R3) into LP(S,R?) and the weak convergences v, — v in W1P(B R3)
and u. — u in WP (Q,R3). O

s
0

13



Let us equip the space Vs3x3(2) X Vsx3(B) with the nar x ©-convergence,
we claim that the sequence (F;)e>0 narxo-converges to the functional F. The
proof consists in establishing the next two propositions.

Proposition 5. Let (o,v) be any pair in V3x3(Q) X Vsx2(S). Then for every
((0ey t1e))e>0 in V3x3(2) X V3x3(B) converging to (o,v), we have

F(o,v) < lim i(I)lf Fe(oe, pe).
P

Proof. We can assume liminf._,o F. (0, pe) < 400 otherwise there is nothing
to prove. Then from lemma 1, there exists a subsequence not relabelled such
that:

Oc = (SVu8 ® d£C7 He = 6V’U€ & dl‘, ve = lpreu,,

o€ V3x3(Q),

ue — u strongly in LP(2,R?) and weakly in Wllf(Q7 R3),

ve — v strongly in LP(B,R3) and weakly in W1P(B,R3),

v € Vsx2(S) and V1(Ev;) = v5(V 1 (Eoy,)).

This implies that Z(o,v) < +oo and it suffices to establish the following two

inequalities:
lim inf/ f(A) doe > / f(\) do (4)
e—0 Q. xM3x3 QxM3x3
1 .
tmigf [ g0 due= [ () av (5)
e—0 BxM3x3 9 SxM3%2

Proof of (4): take n > e. Using the lower semi-continuity property of Young
measures, we get

lim inf/ F(A) doe > lim inf/ f(\) doe > / f(\) do,
e—0 QgXM3X3 e—0 Q"XMSXS Qr)XMSX3

and letting n — 0

lim inf/ f(A) doe > / f(X) do.
e—0 Q. xM3x3 QxM3x3

Proof of (5): as above, thanks to assertion 7i¢) from lemma 1, and to the lower
semi-continuity property of Young measures, we have

~ 1 o
1iminf/ g(A|=As) due > liminf/ go(A) due
BxM3x3 3 BxM3Xx3

e—0 e—0

/ 90(5\) dp
BXMSXCi

- / 008 (diis ® boy) ® da
BxMB3x3

- / a0 (A) dv,
SxMBx2

so that liminf. o Fc(oc, pe) > F(o,v), which ends the proof of Proposition
5. O

Y
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Proposition 6. For every (o,v) € Vsx3(2) X Vax2(S) there exists a sequence
((0ey pre))e>0 in Y3x3(2) X Vsx3(B) converging to (o,v) such that
F(o,v) > limsup F. (0., pe).

e—0

Proof. We can assume F (0, v) < 400 otherwise there is nothing to prove. Thus
we have (0,v) € V3x3(Q) x VY3x2(S) and V71(Ev;) = v5(V 1 (Eo,)). This
implies that there exists u, € Wll;p(Q7R3) and v, € WLHP(S R3) such that

(IVtun|P)nen and (Vo |P)pen are uniformly integrable, and

Op = Oy, @dz "X o in Y3.3(Q), (6)
Vn = 0g, ©di "™ vin Vaua(S). (7)

Note that we also have
(5@1)” ® do,5) ® dx "Wy ® do,s) ® dx (8)

in YV3x3(B) when n — +o0. R
Since f and g satisfy a (Cp) condition, f(Vu,) and go(Vvy,) are uniformly
integrable, so that

lim /f(Vun) dx
Q

n—-4oo

/ O do, 9)
QxM3x3

/ go(N) dv. (10)
SxM3x2

We show in the lemma below that we can modify u, near S in order that
~vs(tn) = v, almost everywhere on S.

Lemma 2. Let (0,) € V353(Q)XVVs3x2(S) withvs(V (Eo,)) = V- (Ev;)
a.e & € S. Consider a sequence ((Un,Vn))neN in Wll(’)p(Q]RB) x WLP(S R3) sat-
isfying dvu,, (o) ® dx "o in Vax3(Q) and 0%y, (3) © AT "y in Yaxa(S) and

lim [ go(Vy) di
S

n——+oo

n—-4oo

im [ f(Vup) do = / £V do
9] QxM3x3 (11)

lim /go(@vn) dz = go(N) dv.
n—too Jg SxMBx2

Then there exists a sequence (Un)nen satisfying the same conditions fulfilled by
(un)nen and additionally s (i) = vy,.

Proof. Note that sequences ((un, vy ))nen satisfying (11) exist (see [12], [3] the-
orem 11.4.2). Furtermore one may assume (|Vuy|P)nen is uniformly integrable.
Indeed, consider the sequence (i, )nen Whose gradients generate the same Young
measure o and such that (|V,|P),ecy is uniformly integrable (see proposition
3). In what follows, we still denote by (u,)nen the sequence (@,)nen. We
are going to modify the function u, on a neighborhood of S so that the new
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function satisfies vyg(u,) = v, almost everywhere on S. In the sequel, v, will
be indifferently considered as a function in W12 (S, R3) or in WP(B,R?) with

v,
Oxrs —

From the coerciveness property satisfied by f and go respectively, fQ |Vu,|P dx
and [ |V, [P di are bounded, thus u,, resp. v,, strongly converges in L (Q, R?),
resp. in LP(B,R?), to a function u, resp. v, satisfying

Vu(z) = Eo,

V(i) = Ev;.
Thus vs(u) = v almost everywhere on S.

Let n > 0 intended to go to 0 and set ¥, := S x (=%, 2). We are going to

modify u, on 3, so that the trace on S of the new function be equal to v,, and
in such a way to decrease lim, ;o [, f(Vu,) dz. Let ¢ € C°(R) satisfying
op=10on 0\ X, ¢, =00n3,, 0< ¢, <1,
1
Vel < =
n
and define
U,y = Pn(Un — Vn) + V. (12)
Clearly u,,, belongs to Wll(’)p(Q,R?’) and s (un,,;) = v,. Moreover

/Q F(Vun,) da /E (T d /E o J T des /Q o T ) de

IN

/zn F(Von) dm+/22n\znf(vun,n) dﬁ/gf(wn) i

Thus, from the growth condition in (1),
[t — va|? da + / (IVun|?) dz)

/Qf(vun,n) dr < C(n—i_nlp/g%] Ty
+ /Qf(Vun) dzx

where, from now on, C denotes various positive constants depending only on (3,
p and €. Letting n — 400, from (11) we obtain

1
limsup/ f(Vupy) de < C(n—l——,/ |u_v‘p dx—l—sup/ (|Vun|P) dﬂc)
Q "’ Js b

n—-+o0 2n neNJx,,

A) do.
" /QxMSXBf() 7

But since ys(u) = v on S, the following Poincaré inequality holds

J

0
|u —v|? dmgnp/ |—u|p dx
22" 8{133

2n
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so that, letting n — 0, from the uniform integrability of (|Vu,|P)nen it comes

lim sup lim sup/ f(Vuny,) dz S/ f(X) do.
Q QxM3x3

n—0 n— o0

We conclude by a diagonalization argument (see lemma 11.1.1 in [3]): there
exists an application n — n(n) such that n(n) — 0 when n — +o00 and

n—-—+oo

limsup/ f(Vty eny) dx g/ f(A) do.
Q QxM3x3

Such argument is valid because the set V3 3(€2) endowed with the narrow topol-
ogy is metrizable (see [9], proposition 2.3.1).

Let now iy, 1= ty, 5(n)- It Temains to show that the sequences (Vi )nen and
(Vuy)nen generate the same Young measure. Indeed

{z : Vi, # Vu,} C EQn(n)
which tends to a zero measure set when n — +oo. O

Proof of Proposition 6 continued. In what follows we denote the function .,
introduced in lemma 2 by u,. According to a classical interchange argument
between infimum and integrals (see [2]) we can write

/ go(Voy) di = inf / g(Vun|€) di.
S S

£€D(S,R3)

Let &, € D(S,R?) satisfying

. A 1
| [a(Tunln) di = [ go(¥o) di| <.
s s n
then
im [ g(Vonlen) di = / 9o (A) dv. (13)
n—-—+oo S SxMB3Xx2
Consider the function v, . € WP(B,R3) defined by:
Une(&, x3) 1= vp(T) + ex3&n (T).
Then
fime 7= Ovu, () @ dz "X (Og,, () © do,,) ® da (14)

in Y3x3(B) when ¢ — 0. Indeed set o, (x) := v,(&). Since Vo, — Vo, — 0
strongly in LP(B, M?3*3) when € — 0, V. and Vv, generate the same Young
measure (5@%(@) ® 00,5) ® dr in Vzx3(B).

Define the function w,, . by:

T_ctn + 5&0(2) in QF
(

Une(Z,23) = ¢ Vn(Z)+ 236, (&) in B
Teun — %fn(:%) in Q;
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where T, operates on every function u as Tyou(#, x3) = u(Z, z3 + §) for every
T € QF.
From the local Lipschitz property satisfied by g, clearly

OUp, ¢

83:3

. S 1
21_{% 5 g(vvnﬁ ‘ g

)dmz/sg(wnmn) dz.

On the other hand, from the local Lipschitz property satisfied by f, for every
fixed n € N, one obtains

lim/ f(Vupe) der = lim F(V(T-cuy)) dzx + f(V(Teuy)) dx
Q. of

e—0 e—0 fo)e
= / f(Vuy,) de. (15)
Q
Let us now show that Vu,, . and Vu,, generate the same Young measure. Indeed
/ Vg, e — Vu,| de = / |Vug e — Vu,| do —I—/ Vg, e — Vu,| de,
Q Qe B.
and using Holder inequality,

/ [Vtp,e — Vuy| de = / |V (v, — 23&,) — Vu,| do
B,

€

IN

|Bg|1—%(/ IV (0n — 2562) — Vun|P da)?:

e

which tends to 0 when € — 0. On the other hand, writing

/ [Vt e —Vuy| de < / IVT_ctn—Vuy| d-r"'/ VTt —Vun,| dx"'i/ |€n| da,
Q. of - 2 Q.

e

one can easily see that fﬂ |Vt,e — Vuy,| de tends to 0 when € — 0. We deduce

/ |V, — Vuy| de — 0 when e — 0, (16)
Q

thus Vu, . and Vu,, generate the same Young measure.
Finally, we can write

nar

On,e = 5Vunyf(w) ®@dxr — 5Vun(z) ® dx Yo 5

nar nar

Hn.e - (5§vn(®) ® 601]1;3) ®dr — (Vi ® 60R3) ®dx )

Fulomertine) — | F(Vup) do + / o(Vval6n) di
Q S

— f(A\) do +/ go(A) dv,

QO xM3%3 SxM3x2
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where in the previous three lines the first arrow indicates the convergence when
€ — 0 and the second one when n — +o0.

We conclude by noting that ©((vz ®do,, ) ®dr) = v, and by using the same kind
of diagonalization argument as in lemma 2: there exists an application € — n(e)
such that n(e) — 400 when ¢ — 0 and

(Un(a),aa ,U/n(a),e) “ ((0’, vy @ 50]}23) ® dl’),

Fe(On(e),er n(e),e) = / f(\) do +/ 90(A) dv = F(o, ).
QXMSXS SXMSXQ

We state now our main result.

Theorem 3. The sequence (Fe — L)eso Tnarxo-converges to the functional
F — L. Furthermore, if (Gc,fic) € Y3x3(Q) X Vax3(B) is a e-minimizer of
F. — L, i.e satisfies

FelBe.fie) — L(o:) < < (Feloum) ~ Lio)).

inf
(0.1)€Y3x3(2) X V3x3(B)
then there exists a subsequence of ((5¢, fic))e>0 converging to (&,v) which is a
minimizer of inf (4 1) ey, () x Vsx2(S) (]—'(a, v) — L(c)). Moreover V='(Ev;) =
vs(VY(Eo,)) for a.ex € S.

Proof. The proof is a straightforward consequence of Lemma 1, Propositions 5
and Proposition 6. Indeed, L is easily seen to be a nar x ©-continuous pertur-

Tnarxe Tharxe
bation of F., so that . "““3° F— F, - L "““3° F_ L. O

5 Relationship between the solution in the dis-
placement formulation and that in the Young
measure formulation

Let @ € argmin(F — L) and let (7,7) € argmin(F — L). We will show that the

Young measure formulation furnishes an integral representation with respect

to the probability measures 7, and 3 of the macroscopic quantities Va and

V~vs(@). In the next proposition, we establish that the minima of the two limit

problems, the one written in terms of Sobolev functions and the other written
in terms of Young measures, are the same.

Proposition 7. The minima of the two limit problems coincide, ie

min F(u) — L(u)} = min F(o,v) — L(o)}.
ueLP(Q,RS){ (u) = L(u) (a,u>ey3xs<sz>xy3xz(5){ (0,v) = L(0)}

Proof. The proof is a straightforward consequence of the I'-convergence of F_
to F, and the T4, xo-convergence of F. to F. O
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Corollary 1. Let (7,7) be a minimizer of

inf Flo,v) - L(o)),
(UTV)eySXSI?Q)XySXZ(S)( (0,v) (o))

and @ (resp. ) be the unique element of W PLR?) (resp. WHP(S,R?)) such
that Vi(x) = Eo, a.e x € Q (resp. V(i) = Evg a.e & € S). Then, v5(i) = v
almost everywhere on S, and @ solves the problem inf, ¢ » (o rs)(F(u) — L(u)).
Moreover, one has

Va(z) = / A do, a.e x €€
M3x3

Vs () (&) = A dig a.e & € S;
’VS / 3x2 (17)
Qf(Vu(x)) = f(A\) doy, a.e x € Q;

M3x3

QQO(@W/S(Q)(@)) = szzgo(;\) dv; a.e T € S.

Proof. We begin by proving the four equalities. Let (&,7) be a minimizer
of min{F(o,v): (o, 1/) € V3x3(Q )>< Vix2(S)}. Then (7,0) € VY3x3(Q) X
Vsx2(8) and v5(V 1 (Ea,)) = V' (E;), so that there exists @ € Wll(’)p(Q, R3)
and v € WHP(S,R3) satisfying

Viu(z) = /M3><3 A dog(\) aex €, (18)
Vo(3) = /M A ds(A) ae i € S, (19)

and v = yg(u) a.e on S. Thus, the first two equalities hold.
On the other hand, since @ f and Qg are quasi-convex,

o ([ vanw)s [ i< [ s, @)
([ Aamm)< [ uim® s [ o@s). e

In order to prove the converse inequalities, we use a localization argument.
Let &9 € S be a fixed point, Q,(Z0) = Q,(&0) x (—p,p) the cylinder of R?,
where Qp(io) is the ball of R? centered at #o. Writing F£-%0 Frdo Frdo and
Fr#o for the functionals F., F, F., and F localized at Q,(%o), and replacing
the constraint u € Wll(’)p(Q,]R3) by the constraint u € @+ Wy *(Q, (i), R?),
one can easily see that x — &, and & — »; restricted to Q,(Zo) and Qp(a’io)
respectively, are such that (7, 7) is also a minimizer of the localized problem

inf {]:p,:??o(o., V) oS ygxg(Qp(:%o)), Ve ySXZ(Qp(i'O))}'
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On the other hand, analysis similar to that in the proofs of Theorem 3 and of

Theorem 3 in [6] shows that Fpdo ~ “5° Fr.do and Frdo Ly Fréo. From the
T-convergence of F% there exists a sequence (u.)e>o strongly converging to
@ in LP(Q,(Z0),R?) such that

lim (F’”” (1) — L(us))

e—0

:/ QF(Va) di + / Qoo(Vas(@) di — L(@).  (22)
Qp(Zo)

Qp(2o)
Moreover, according to the Prokhorov compactness theorem, o. = dvy, (2) ®

de "™ & and p. = 09u. (o) ® dz £ 5 where 5 € VYV3x3(Q) and v € @ygxg(S).
Now, from the I',,4.-xo-convergence, we obtain

lim (FE‘”%(ue) - L(ua)) = lim (}';”i”(ae, fe) — L(JE))

e—0

> /QP(%) (/M3X3 fN) d&m)dx + /Qp(azo) (/Mswgo(}\) dﬁﬁ)d;ﬁ — L(5)

2/ (/ FN) d6x)dm+/ (/ go(\) dl%)dﬁv—L(&). (23)
Qp(&0) M3x3 Qp(20) M3 %2
Collecting (22), (23), we deduce

/Qp(fm Qf(v(w) dw > /Qp(%) (/M FN) dﬁ@)dm,

Qus@ydez [ ([ gl dos)da.

Qp(20) Qp(20) M3x2

By choosing & outside a suitable 7{?-negligeable subset of S (take &g a Lebesgue
point of each two integrands in each two members), dividing respectively the
two members of each inequality by H3(Q,(%0)) and H?(Q,(Z0)) and letting
p — 0, we obtain

Qf (Va(io)) > / ) doay,

M3x3

Qgo(Vs (@) (o)) > / 90(N) vz,
MSXZ
which completes the proof of the last two equalities.
It is easy to see that @ is a minimizer of F. Indeed, according to the last two
equalities in (17) we have
F(u) - L(u) = F(o,v)—L(o)

min F-1L)

(0,0)E€V3x3(2) xV3x2(S)

= min  (F—1L)
u€LP(Q,R3)
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Chapitre 5

Vers un modéle de plasticité dans la
couche mince : la densité d’énergie du
matériau rigide est a croissance
d’ordre p(c), p(e) — 17

On souhaite prendre en compte dans ce dernier chapitre, le cas ot le matériau constituant
la couche intermédiaire suit une loi de comportement pseudo-plastique, le reste de la structure
étant toujours occupé par un matériau élastique. Dans ce cas, la densité d’énergie g du maté-
riau dans la couche a une croissance linéaire, alors que la densité d’énergie f a une croissance
d’ordre ¢ > 1. Nous nous heurtons alors & deux nouvelles difficultés mathématiques : les fonc-
tions f et g ont des croissances d’ordres différents, et la fonction g est & croissance linéaire, ce
qui implique qu’il faut travailler dans un espace prenant en compte d’éventuelles discontinuités
dans les champs de déplacement. D’un point de vue mécanique, il est raisonnable de modéliser
le comportement de la couche rigide dans le cadre des petites perturbations. Dans ce cas, la
densité d’énergie g est une fonction du gradient symétrique e(u). Avec les mémes notations
qu’au chapitre précédent, ’énergie de la structure est alors donnée par la fonctionnelle définie
sur LD(,R3) N W14(Q,, R3) par :

L) = [ f(70 o+ - /B ole(w)) de,

ott LD(Q,R3) est I’ensemble des fonctions u : Q@ — R? intégrables (qui appartiennent a
LY (92, R?)) telles que le gradient symétrique e(u) appartient a L'(£2, M3*3). La configuration
d’équilibre de la structure est donnée par le probléme d’optimisation

inf {J.(u) — L(u) : u € LD(Q,R*) nWh(Q.,R%)}. (P:)

Introduisons BD(S,R?) Tespace des fonctions u : S — R? intégrables telles que e(u) €
M(S, M?2%2) est une mesure sur S. Dans [52], losifescu et al. ont étudié le comportement
asymptotique de la solution u. de (P.) dans le cadre de la I'-convergence. Lorsque g est
convexe, ils obtiennent le probléme limite suivant :

inf {J(u) — L(u) : w € WH(Q,RY); ys() € BD(S,E?)} (P)
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oit J(u) == [, Qf(Vu)dr + [4g0(E(ys()), go(E(ys())) est une mesure scalaire qui défi-

nit une énergie de surface, et la fonction gy est définie par go(§) = inf (Grg)eR? 9 ( i ;\ >
’ 3

V¢ € M2X2. Dans ce modéle, la trace ys(#) de @ sur S est obtenue & un déplacement ri-
gide prés. Il est intéressant d’étudier l'influence sur le modéle limite des deux solides qui
entourent la couche rigide en fonction de la valeur de g . En effet, par définition de la
trace, vg(1) € W1=1/24(S R?) et lorsque ¢ > 3, Pespace W1—1/24(S R?) est un sous-espace
de I'espace des fonctions continues Holdériennes Cl? A3/ 1(S,R?). Or, considérée comme une
fonction de BD(S,R?), le gradient de v5() (qui est une mesure) a la structure suivante :
E(vs(0)) = Ea(vs()) dz 4 [v5(0)] ®s 1y gy H' [ Jyg(a) + Cygay (voir [3]). Done dans ce cas, le
terme [ys(1)] ®s nys(ﬁ)Hl | Jyg(a) qui modélise les sauts dans S est nul. Pour ¢ = 3, les fonc-
tions de W1~1/33(S R?) appartiennent & Iespace VMO(S,R?) (vanishing mean oscillation)
et donc yg(u) est borné (voir [39]).

Nous proposons dans ce chapitre une méthode alternative, inspirée des méthodes de régulari-
sation de Norton-Hoff, en considérant une loi en puissance d’ordre p, ol p est un paramétre
destiné & tendre vers 1. Ces modeéles avec loi en puissance ont été introduits par Ramberg et
Osgood pour modéliser des alliages d’alluminium ([61]) et sont aujourd’hui souvent utilisés
pour approcher les lois de comportement élasto-plastiques (voir Temam [64], Bensoussan et
Frehse [14]). Dans Suquet [63], 1’étude est faite dans le cadre d’une analyse asymptotique d’un
multi-matériau dont la couche mince est occupée par un matériau de faible rigidité (d’ordre
g) et dont le comportement est donné par la loi en puissance : 0° = eK|e(u®)[P~2?e(uf). Notre
idée comnsiste a étudier dans un premier temps, le probléme lorsque la densité d’énergie g est
& croissance d’ordre p, pour 1 < p < ¢ fixé. Nous obtenons un premier modéle limite par
I’-convergence lorsque ¢ — 0. Puis, afin d’obtenir un modéle qui rend compte des disconti-
nuités possibles du déplacement dans la couche lorsque celle-ci est occupée par un matériau
élasto-plastique, on étudie la I'-convergence de ce probléme limite lorsque p tend vers 1. On
retrouve ainsi le probléme limite (P).

Plus précisément, on se place dans le cadre des petites perturbations. Afin de ne pas ajou-
ter les difficultés supplémentaires liées & la relaxation, on suppose que f et g sont des fonctions
convexes de e(u), et on suppose que f est a croissance d’ordre 2. On obtient un premier modéle
en identifiant la I'-limite F de la fonctionnelle énergie F; : Wll(’)p (2, R3) x WLP(B,R?) définie,
aprés un changement d’échelle approprié, par

Fe(u,v) := st(e(u))dm—i-/Bg< leag(v) %;ag’(v) ) de.

La fonctionnelle limite F est alors définie par

F Wi, R) x WHP(S,R?)

Flu,v) = /Q Fle(u))dz + /S go(e(v))di

avec la relation vyg() = 0. On étudie alors le comportement de la fonctionnelle F lorsque
p tend vers 1. Pour cela, on pose h, := go et on renomme G, la fonctionnelle F qui est
alors définie sur le domaine indépendant de p : W;f(Q,R;;) x BD(S,R?). En supposant que
hy converge simplement vers une fonction h, on montre que la fonctionnelle G définie sur
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W2 (Q,R?) x BD(S, R?) par

(u,v) := /f dm+/h(Ev)

est la I'-limite de G,. Cette stratégie est intéressante d’un point de vue numérique. En effet,
on peut considérer le premier modéle limite obtenu pour p fixé comme une approximation
réguliére du modele de [52], quand p est suffisamment proche de 1. Par contre, d’un point de
vue modélisation, ce procédé de convergence n’est pas variationnel et on ne peut pas conclure
a la convergence des minimiseurs et des minima. Ceci nous conduit, dans la deuxiéme partie,
a étudier le probléme o1l la croissance de la densité d’énergie g varie avec € : g est & croissance
d’ordre p(e), ou p(e) — 1 lorsque € — 0. On retrouve le modeéle limite obtenu par les deux
convergences précédentes. Le probléme (P) est aussi bien la limite variationnelle quand € — 0
du probléme avec g & croissance linéaire que du probléme avec g a croissance d’ordre p qui
tend vers 1 lorsque I’épaisseur de la couche tend vers 0. Mais cette derniére stratégie fournit
un meilleur modéle car les déplacements sur S sont définis de fagcon unique.

5.1 Description du probléme

Dans tout ce chapitre, les fonctions & valeur dans R3 sont notées v = (v*

,02,03) et b =
(v',v?). On suppose que Q est un domaine cylindrique de R3, ie., Q = Sx| — r,7[, avec
r > ¢ de fagon a ce que B. = Sx] — 5, 5[C Q. La partie Q. = Q \ B, est occupée par un
matériau élastique, sa densité d’énergie f satisfait une condition de croissance d’ordre 2, alors
que g, la densité d’énergie du matériau dans la couche intermédiaire est & croissance d’ordre p,
1 < p < 2. Plus précisément, on suppose que f et g vérifient respectivement, une condition Ca
et Cp (voir 1.15). Dans [54], mais pour une autre problématique, 'auteur propose un modéle
plus réaliste physiquement en considérant la trace du tenseur e(u) et sa partie déviatorique
eP(u). La condition de croissance a(|£|P — 1) < g(€) < B(1 4+ |€[P) est alors remplacée par une

relation du type : il existe cg € R, ¢; >0, 1 < i < 4 telles que, pour tout & € M3x3
co + er[tr(&)] + eal€P P < g(€) < esltr(©)]* + cal€”P.

Les espaces analogues aux espaces de Sobolev utilisés dans cette situation sont donnés dans
[45].
L’énergie du systéme est donnée par la fonctionnelle

R = [ S+ [ gleu)s

€

et, sous les hypothéses habituelles sur le chargement, l'application u — L(u) est continue sur
LP(Q,R3), et par la méthode directe du calcul des variations, le probléme

inf { F.(u) — L(u); v € WP (Q,R%) nWH2(Q., RY)}, (Pe)

posséde une solution ..

On opére le méme changement de coordonnées qui transforme (#,z3) € B: en (%, %2) € B,
et on réécrit le probléme en terme des deux variables u et v, ou v est défini par :

o(&, x3) = U(#, exs); v3(&,x3) = eu? (&, ex3) Vo € B.
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Ce choix pour v permet de préserver la structure du tenseur linéarisé des déformations et
d’obtenir ainsi des estimations intéressantes pour les suites d’énergie finie dans le cadre de
I’élasticité linéarisée. En revanche, cette mise & 1’échelle n’est pas adaptée dans le cadre non
linéaire classique (voir [36]).

L’énergie interne du systéme est alors donnée par la fonctionnelle F. définie par

Fo @ LP(Q,R?) x LP(B,R3) — R U {400}

€a(v)
Py { T o [ ( Teus(t)

400 sinon,

%€a3(v)

g§€33(v)

—_

)) dx si (u,v) € Az

ot ’ensemble A, est caractérisé par

u e WpP(Q,RY) N Wh2(Q., R?)
(u,v) € A. & S v e WHP(B,R3)

(2, x3) = 4(2, ex3); v3(2,23) = eud(2,ex3) Vo € B.

On étend toute fonction w € W%éQ(QE, R3) sur Sx] £ r, £2r F [ par réflexion, de fagon a ce
que l'extension @ appartienne a Wh?(Sx| + £, +2r F 5[, R?) et satisfasse

/ V| 2dx < 2/ |Vw|?dz. (5.1)
Sx]+E,42rFE| oF

Enfin, on définit pour tout w € WIEK’)Z(QE,R?’) son e-translaté T.w élément de W1H2(Q\ S, R?)
en posant

Tow(Z,w3) = §

w(&, z3 + %) dans QF
W(Z,r3 — 5) dans Q.

5.2 Convergences variationnelles successives

5.2.1 TI'-convergence lorsque ¢ — 0 et p fixé

On est maintenant en mesure d’étudier le comportement de la solution u. lorsque € — 0.
Considérons ’ensemble des déplacements admissibles

A= {(u,v) € WrP(Q,R?) x WHP(S,R?); v® = 0; vs() = o},
et soit F la fonctionnelle définie par

F o LP(Q,R3) x LP(S,R?) — R U {+o0}

Flu,v) = Aﬂmmm+LM%W%$WMGA
+00 sinon.

La densité d’énergie go : M2*2 — R est la fonction convexe définie pour tout & € M2*2 par
. el A
= inf ,
A (ﬂx
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Lemme 5.1. Pour tout ¢ € M3x2,
*) = inf g((¢IN)7). 5.2
90(() Ale 3 ((C’ ) ) (5.2)

Démonstration. Soit ¢ € M3*2, alors

(11 (G2 + 1) %(C:Sl + A1)
/\inﬂ& g(CINY) = )\iHH£3 g| 3G+ ) (22 5(C32 4+ A2)
© © 3G+ M) G+ ) A3
. P}
= by < B )
= go({").

O

Théoréme 5.1. On munit LP(Q,R3) x LP(B,R3) de la convergence forte. La suite (F2)e>0
['-converge vers la fonctionnelle F.

Corollaire 5.1. Lg suite de fonctionnelles (.7-}—L)€>0 I'-converge vers la fonctionnelle F — L.
De plus, si (e, v:) € LP(Q,R3) x LP(B,R3) est un minimiseur de F. — L, alors, pour une
sous-suite, ((Te, V-))e>0 converge fortement vers (u,v) dans LP(Q,R3) x LP(B,R?) qui est un
manimiseur de F — L.

On démontre le théoréme 5.1 par I'intermédiaire des deux propositions suivantes

Proposition 5.1 ([-liminf). Pour tout (u,v) € LP(Q, R3)x LP(B,R3) et toute suite ((ue, ve))es0
qui converge fortement dans LP(Q,R3) x LP(B,R3) wers (u,v),

lim iglf Fe(ue,ve) > F(u,v).
£—

Proposition 5.2 (I-limsup). L’espace LP(Q,R3) x LP(B,R?) étant muni de la convergence
forte, pour tout (u,v) € LP(Q,R3) x LP(B,R3) on a

(limsup F¢)(u,v) < F(u,v). (5.3)

e—0

Avant de démontrer les propositions 5.1 et 5.2, on établit un résultat de compacité pour
les suites d’énergie finie.

Lemme de compacité

Lemme 5.2. Soit ((uz,v:))es0 une suite dans LP (2, R3) x LP(B,R3) telle que sup F-(u.,v:) <
e>0

+oo. Alors, il existe une sous-suite non renommée et (u,v) € W;(’)Q(Q,R‘g) x WHP(B,R3) tels
que

i) ue — u fortement dans LP(Q2,R3) et faiblement dans er(’)p(Q,R‘g) ;

ii) ve — v fortement dans LP(B,R3) et faiblement dans W1P(B,R3) ;

iii) v3 =0 et v =0 donc v € WHP(S,R3);
8:133
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1
2

i) é(ve)drs — e(v) dans LP(S,M2*2);

) = 0.

Sl

v) vs(

Démonstration. Puisque sup,~ g Fe(ue, v:) < 400, (us,ve) € A. et on a les estimations sui-
vantes :

[ letwapas <. (5.4)
/QE le(ue) Pda < C, (5.5)
/B leap(ve)|Pdz < C, (5.6)
- [ feastoaras < . 5.7
;/Blgilpd:c <C. (5.8)

Preuve de i). En combinant l'estimation (5.4) avec I'inégalité de Korn et le theoréme de Rellich-
Kondrakov, on déduit qu’il existe u € Wlit’)p (2, R3) et une sous-suite (non renommée) (uc)e=0
qui converge vers u fortement dans LP(Q, R3) et faiblement dans W%(’Jp (0, R3).

Pour toute fonction w € Wh2(Q\ S, R?), on rappelle que [w] désigne le saut de w & travers S,
et w‘jg la trace sur S de w considéré comme un élément de W12(Q* R3). D’apreés (5.5), (5.1),
et I'inégalité de Korn, on a

sup/ |V (Teue ) 2da < 2sup/ |V, *dz < +oo.
oS Q.

e>0 e>0

Par conséquent, quitte & extraire une sous-suite, (T.uc)e>0 converge faiblement vers une fonc-
tion 2z dans W12(Q\ S,R?). Or quelque soit ¢ € D(Q\ S,R?), on a

/ u.o dr = lim Ue. © dx
Q\S

Donc u = z pp sur S et u € WH2(Q\ S, R3). De plus, pour tout § € C°(S), en appliquant la
formule de Green, on obtient

06
2/ eas(ugs).0 de = / ful, di —/ O.ul_ dz —/ ud.—— dx
B S+5es ' S—<es ’ B. 04

_ /S [Tou®).9 di + I (5.9)
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ot u2 4 est la trace de ul sur S+ Sez et I, := — [, u?. a?f dx. Estimons I..
) €

0
uy—y/ 3.0 sodel < C’/ il |da
Be

1
< ([ )
Be

< 051—i|5|(/ WdPdz)
Q

qui tend vers 0 lorsque e — 0. Alors, en passant a la limite dans (5.9), d’aprés (5.7) et la
convergence de T.u., on obtient
/ [u®).6 di = 0
S

/ es3(ug).0 de = /[Tgug’]ﬂ dz.
B S

Le second membre tend vers zéro et le premier tend évidemment vers [¢[u?].0 dz. Par consé-
quent [u®] = 0 pp sur S. On a donc [u] = 0, ce qui entraine que u € W12(Q,R3).
Preuve de ). Montrons que v. est borné dans LP(B,R3). D’aprés (5.6), (5.7), (5.8),

donc [u®] =0 pp sur S.
De la méme fagon , on a

/B le(v)|P dz < C, (5.10)

et d’aprés l'inégalité de Korn, si on montre que v, est borné dans LP(B,R?), on pourra en
déduire que v est borné dans WP (B, R3) et converge fortement dans LP(B,R?).
On a

+e/2 ou
o (, Hls]) = (@, kelos)) = uS(d,+e/2) - / = (3, 5)ds
te|zs| OT3
+e/2 ou
_ at 2\ e (A
= @@ - [ G
Alors, en ajoutant ces deux égalités intégrées sur Sx]0, :i:%[, on obtient
[ p 1 aNt (4P aN— (2\|P N p—1 8'11, p
08 (&, z3)[Pde < 5 [ ([(Teu) g (@)1 + [(Teud) 5(£) ") di + Ce |8 [Pdx
B s B 03
1 ayt ()P - P p—1 P
< 3 S(\(Teuahs(ﬂﬁ)! +[(Teud) 5(2) ") di + Ce \ \d
1
< 5 | ((Tud) 5@ + (Teud) 5 (2)P) di + CeP™ l\lus\lpw 3
2 Jg (QR3)

Le premier terme du second membre est borné (True — u dans W12(Q\ S,R3)) et le second
tend vers zéro quand € — 0. Donc v est borné dans LP(B).
De la méme fagon, on a

Hlzsl gy
v3(&, +|xs|) = eud (&, +e|as|) = 5(T€u§)|ifg(a:) + /il a—xg(x ,8)ds,
5
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donc

P 3
/ (03 (&, z3)Pdz < & / ((Teu®) 5 @) + [(Teul) 5 (@)P)di + C / Q% e, (5.11)
B 2 Js | | B 0x3

qui tend vers 0 quand € — 0. Donc (ve)eso est bornée dans LP(B,R?) et il existe v €
WhP(B,R?) veérifiant v3 = 0 tel que, pour une sous-suite, (v:)e>o converge vers v faible-
ment dans WP (B, R3) et fortement dans LP(B,R3).

Preuve de 4ii). 11 suffit de montrer que 867”3 =0, le reste résulte de 'isométrie entre WP (S, R3)
et {v e WHP(B,R?) : 6%)3 = 0}. Ceci est une conséquence directe des estimations (5.7) et
(5.8) combinées avec v3 = 0.

Preuve de iv). C’est une conséquence immédiate de i), de 'estimation (5.6) et de I'inégalité
de Holder.

Preuve de v). D’apres la continuité de la trace et les convergences établies au i) et i), comme
vs(de) = 7s(0e), on a ys(d) = . O

Preuve de la proposition 5.1 (I'-liminf)

Démontrons la proposition 5.1. On suppose que lim ionf Fe(ue,v:) < +00. D’apres le lemme
e>

de compacité, lemme 5.2, (u,v) € A et

/_2 &(v:)dzs — é(v) = e(v) dans LP(S, M2¥2).

=

D’autre part,

e—0 e—0

lim nf 7. vz, v2) > himint [ f(efus))de + liminf / (02 2%y da,
Q. E— B

Avec les mémes arguments qu’au chapitre 4, proposition 4.2, puisque f est convexe, on a

liminf [ f(e(ue))dz > / fle(u))dz. (5.12)
e—0 Qa O
De plus, d’aprés le lemme 5.1 et 'inégalité Jensen,
nmmf/ (Vo2 2% e > liminf/ (é(v.))dx

e—0 Bg “le Oxs B e—0 BQO ‘

1
> liminf/go(/2 é(ve)dxs)di (5.13)

e—0 S _%

> [ aoleto)ds,
S
En regroupant (5.12) et (5.13), on obtient finalement

liminf F; (ue, ve) > F(u,v). (5.14)

e—0
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Preuve de la proposition 5.2 (I'-limsup)

_ Considérons I'ensemble A= {(u,v) € A : ~s(u) € CYS,R3)} et la fonctionnelle
F: LP(Q,R?) x LP(S,R3) — R U {+oc0} définie par :

/f m+/((»@g@meA
+00 sinon,

et montrons que (I' — limsup,_,o F¢)(u,v) < F(u,v). On suppose que F(u,v) < +oo. Alors
(u,v) € A.
Soit ¢ € D(S,R?). On pose

et
Ue(Z, x3) = u(®, x3 — %) 25( #) dans QF
ul (&, x3) = v (Z, %) dans B.
ug(Aqu) - %’U?( a%) dans B
ue(Z,23) = u

z
(2,23 + §5) — 5£(2) dans Q.
Alors, (ug,ve) vérifie : ue € WHP(Q,R3) N WH2(Q.,R3), v. € WIP(B,R3) et 9(2,23) =

(%, ex3), v3(#,23) = eud(#, ex3) pour tout x € B. De plus, v. — v dans LP(B,R?). Puisque
les fonctions f et g sont localement Lipschitziennes, on a

. eaﬁ(va) 76&3(7)5) ) o ea,B(U) ‘ &cx + %(f, 0) N
5 /9 < ¢33(ve) = /sg ( £+ §(2,0) | 3 dx’

£—0 éeag (ve)

=0 =

g%/’f cw)is = lim[ [ f@@@wy—;+gﬁwx+S%f@W@wy+;—;®Mﬂ
= / f(e(u))dx.

Donc
lim 7 (ue, ve) = /f m+/(wwwm@ (5.15)

ot w = (9, uj S) En suivant le méme procédé de découpe qu’au chapitre 3, lemme 3.3, on peut
modifier u. en une fonction, toujours notée wu., qu1 a une trace nulle sur I'y, de fagon que
(ue,ve) € Az et qu’on ait encore lim._g F(ue,ve) = [, f(e(uw))dz + fsg((@w\ﬁ)*)daﬁ

De plus, on sait que

memw—émwmw— m,Lmmem

£eD(SR?)
En prenant I'inf sur tous les ¢ € D(S,R?) dans (5.15) et d’aprés le lemme 5.1, on obtient

inf {lim sup F. (ue, ve); (ue,v:) — (u,v)} < F(u,v),

e—0
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ie, I —limsup F. < F.
e—0
On termine en prenant I’enveloppe sci dans chaque memmbre de I'inégalite. En effet, on
montre dans le lemme 5.3 ci-aprés que F est 'enveloppe sci de la fonctionnelle F. D’apres la
propriété de semi-continuité inférieure de I' — lim sup F. on obtient alors

e—0

' — limsup . < F. (5.16)

e—0

Lemme 5.3. Lorsque LP(2,R?) x LP(S,R?) est muni de la convergence forte, la fonctionnelle
F est Uenveloppe semi-continue inférieure de F.

Démonstration. On rappelle qu'il faut établir que pour tout (u,v) € LP(2,R3) x LP(S,R3),
on a les deux assertions suivantes :

V(tn,vn) — (u,v) dans LP(Q,R3) x LP(S,R3), liminf F(uy,,vy) > F(u,v) (5.17)

n—+00

I(tn, vn) — (u,v) dans LP(Q,R?) x LP(S,R?), limsup F(un,vn) < F(u,v) (5.18)
n—-+oo

Soit (up,vn) € LP(,R3) x LP(S,R?) une suite qui converge fortement vers (u,v) telle que

limJirnf F(tn,vn) < +00. Alors, (un,v,) € A. La coercivité de f et go entraine que (uy,,v,)
n—-roo

converge faiblement vers (u,v) dans Wéf(Q,R?’) x WHP(S R?). Bien sir v® = 0, et par
continuité de la trace vg(a) = 0. Donc (u,v) € A et on peut écrire

lim inf F(un, v,) > liminf/f(e(un))dx+liminf/go(e(vn))di
n—+oo [ n—+o00 Jg

n—-+oo
> /Qf(e(u))dx—k/sgo(e(v))di
F(u,v)

Montrons la deuxiéme assertion (5.18). Les fonctions f et g étant localement Lipschitziennes,
il nous suffit de montrer que pour tout (u,v) € A, il existe une suite d’éléements dans A qui
converge fortement vers (u,v) dans WI}(’)Q(Q,R“Q') x WP(S,R?). Pour cela, on régularise par
convolution.

Considérons le cylindre Q := Sx]—r, [, o S contient strictement S. On étend u € Wllf(Q, R3)
en une fonction @ € Q par 'opérateur d’extension par réflexion de Wll(’)z(Q, R3) dans W12(Q, R?).
De méme, on étend v en une fonction @ sur S par Popérateur extension de W1?(S,R3) dans
WP(S,R3). Puisque © = vg(@), 0 = ’yg(ﬁ).

Soit ¢ € D(S,R3) telle que sptp DO S et ¢ = 1 dans S. Pour tout § > 0, on choisit 7(4)
suffisamment petit pour que ¢ =1 dans S + B, s) et

1on) * (£t) = (@) llyp2 g sy < 0 (5.19)
[16ns) * (00) = (00) [wrp(sr3) <6, (5.20)

ol pp(s) est un noyau de convolution standard dans R2. On peut noter que le gain de régu-
larité pour la fonction @ concerne seulement la variable &. Posons us := pys) * (¢u). Alors,

us € W%(’Jz(Q,]R?’) et vs(us) € C(S,R3). De plus, d’aprés (5.19), us — u fortement dans
WI}(’)Q(Q,R?’). De méme, soit v5 := py(s) * (¢0). Alors, vs € C>®(S,R3) et 95 = ys(ds), vi = 0.
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Enfin, vs — v fortement dans W!P(S R3). La fonction us n’est a priori pas & trace nulle sur
[y, mais comme évoqué précédemment, on peut modifier us par troncature au voisinage de
g de facon & ce que la nouvelle fonction ait la méme trace sur 92 que sa limite faible et
satisfasse (5.19). Ainsi, (us,v;5) € A et

%m(l) F(us,vs) = Flu,v).

5.2.2 [I'-convergence du modéle limite précédent quand p — 1

On cherche maintenant la limite variationnelle du modeéle précédent (le modéle limite
obtenu quand € — 0) quand p tend vers 1. Pour toute fonction v définie sur S et a valeur dans
R?, on note e(v) le tenseur linéarisé des déformations appartenant & M2*2. Pour mettre en
évidence la dépendance en p de la fonction go, on note hy, la fonction go définie au paragraphe
5.2.1. On suppose que la fonction convexe h, : M2%2 — R™T est une fonction positivement
homogeéne de degré p. Elle satisfait donc la propriété de coercivité et de croissance :

VE € M2, alélP < hy(§) < BIEIP. (5.21)
On fait les hypothéses supplémentaires suivantes :

Jh: M2 — RY, tel que hy, — h simplement dans M>*? quand p — 1 (5.22)
Ja > 0 tel que pour p suffisamment proche de 1, V€ € MgXQ avec [¢] > a,

hp(§) = h(). (5.23)
La fonction h est donc convexe positivement homogéne de degré 1 et vérifie

vE € M™%, alé] < h(€) < BlE]. (5.24)

Par exemple, étant donné une fonction h convexe positivement homogeéne de degré 1, on peut
prendre pour hy, la fonction & — (h(£))P. La fonction h, ainsi définie, converge simplement
vers h et V¢ € M2x2

6P < a?lgl < h(§y < lelP < 28/¢p

si p suffisamment proche de 1. De plus, la condition d’équi-coercivité (5.22) est clairement
satisfaite. L’application p-norme & — |£|P vérifie aussi toutes ces conditions quelque soit p.

Introduisons I'espace des fonctions & "déformation bornée"
D(S,R?) := {v € L'(S,R?) : e(v) € M(S,M?*?)}.

On renomme la fonctionnelle F, G,, pour mettre en évidence la dépendance en p , mais afin
d’étudier la convergence dans un espace fixe (indépendant de p), la fonctionnelle G, est définie
sur W;f(Q,RS) x BD(S,R?). Plus précisément,

Gp : W2 (Q,R?) x BD(S,R?) — R U {+00}

/f dx+/h (e(v))di si (u,v) € B,,

400 sinon,
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ou
By = {(u,v) € WEH(Q,R) x WHP(S,R?); (i) = v}.

Le second résultat important de cette premiére partie est le théoréme ci-dessous.

Théoréme 5.2. Lorsque WI}(’)Q(Q,]R?’) x BD(S,R?) est muni de la convergence faible, la suite
(Gp)pepn 2) T-converge vers la fonctionnelle G définie par

G : W2 (2, R%) x BD(S,R?) — RU {+00}

- / f(e dm+/h(Ev) si (u,v) € B,
400 sinon,

o
B = {(u,v) € W (Q,R?) x BD(S,R?); vs(it) = v}.

Corollaire 5.2. La suite de fonctionnelles (Gp—L)pe)1,9) T'-converge vers la fonctionnelle G—L.
De plus, si (typ,vp) € WFO (Q,R3) x BD(S,R?) est un minimiseur de G, — L, alors, quitte a

extraire une sous-suite, ((Up, Up))pej1,2] converge faiblement dans eroz(Q, R3) x BD(S,R?) vers
un minimiseur de G — L.

Lintégrale [¢h(Ev) de la mesure Ev € M(S, M2*2) est définie par

WEv) = [ h(Ew)ds+ hOO(Ej 5|
s s |Esv|

ot Fv = E% d2 + E®v est la décomposition de Lebesgue-Nikodym de la mesure Ev par
rapport a la mesure bidimensionnelle de Lebesgue, et h*° est la fonction de récession de h
définie pour tout & € M2*2 par h*°(€) := limsup,_,, o (: ). La partie singuliere ESv de
la mesure prend en compte les discontinuités ou sauts possibles de v. On trouve une étude
détaillée de la structure du gradient des fonctions de BD dans [3]. On démontre le théoréme
(5.2) par I'intermédiaire des deux propositions ci-aprés, dont la preuve est donnée aprés avoir

établi le lemme de compacité pour les suites d’énergie finie.

Proposition 5.3 (I-liminf). Pour tout (u,v) € WI}(’)Q(Q,]RS) x BD(S,R?) et toute suite
((ups Up))pep1,2) qui converge faiblement vers (u,v) dans W1162(Q,R3) x BD(S,R?),

hmmf Gp(up, vp) > G(u,v). (5.25)
p—)

Proposition 5.4 (I-limsup). Pour tout (u,v) € W;(’)Q(Q,R?’) x BD(S,R?), il existe une suite
((ups vp))pep1,2) faiblement convergente vers (u,v) dans Wllf(Q,R?’) x BD(S,IR?), telle que

lim sup Gy (up, vp) < G(u,v). (5.26)
p—1
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Lemme de compacité

Lemme 5.4. Soit ((up, vp))pej1,2] une suite dans WI}(’?(Q, R3)x BD(S,R?) telle que SUPpe)1,2) Gp(Up, vp) <
+oo. Alors, il existe (u,v) € B et une sous-suite non renommeée telle que (up,v,) — (u,v)

faiblement dans Wéf(Q,RS) x BD(S,R?) quand p — 1.
Démonstration. Puisque sup Gp(up,vp) < +00, (up,vp) € By et
pejL2]

Gty ) = /Q F(e(up))de + /S hp(e(vy))di.

On déduit de la coercivité de f qu’il existe une sous-suite non renommeée et u € Wllf(Q, R3)
tels que u, — u dans Wll(’)z(Q,]R?’). De plus, la coercivité de h et 'hypotheése (5.23) entrainent

sup /|e(vp)|d:% = sup [/ |e(vp)|dfv+/ |e(vp)|di"]
p€l1,2] JS p€|1,2]  Jle(vp)|<a] [le(vp)|>a]

1
< sup [a|S]+ / hp(e(vp))dE] < +o0. (5.27)
p€]1,2] aJs

D’autre part, puisque (up,vy) € By, 75(tp) = vp. Par continuité de la trace, v, = vs(t,) —
7vs(i) fortement dans L?(S, R?). Ceci entraine que la suite (v;) pelL.y est bornée dans L?(S, R?),
donc dans L'(S,R?). La suite (vp),e]1,2) €st bornée dans BD(S, R?), par conséquent, il existe
une sous-suite non renommeée et v € BD(S, R?) tels que v, — v (dans BD(S,R?)). Par unicité
de la limite, nécessairement ys(4) = v, donc (u,v) € B. O

Preuve de la proposition 5.3 (I'-liminf)

Avant de démontrer la proposition 5.3, on établit deux lemmes plus généraux.

Lemme 5.5. Soit p € D(R?) un noyau de convolution standard. Alors, pour tout V €
LP(R2,M§X2),

/hp(V(ge))dg:«z/ hyp((p % V)(2))dé. (5.28)
RQ

RQ

La preuve repose sur des résultats standards et est laissée au lecteur.

Lemme 5.6. Soit V, € LP(S,M2*%). Supposons que la mesure p, = V,di = dans

M(S, M2*2) et que la mesure |y = |Vp|di = v dans M*(S). Alors, pour tout ouvert
w inclus dans S tel que v(Ow) =0, on a

liminf/ hy(Vp)di > h(/dp,). (5.29)

p—>1 w

Démonstration. D’aprés 'inégalité de Jensen,

. 1 N - N
[ ) o> ol [ ¥, d) = o[V, a0)

et il reste & montrer que

1imi{1fhp(/va dz) > h(/wdu). (5.30)

p*)
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On peut supposer que | [ du| > 0, sinon [ du =0 et (5.30) est triviale. Comme v(dw) = 0,
lim, 1 [V, di = [ dpu (cf corollaire 4.2.1 dans [9]). Donc pour tout 0 < o < | [ dul, il existe
po €]1,2] tel que

vpa 1<p§p07 /Vpdii’ZU
w

La fonction h, étant homogene de degré p, on peut écrire
N O\p a o
ol [ Vi i) = (97 [ 1, di)

w w

et d’apres (5.23), comme ’ﬂ / Vp di| > a,
o

w

o . O a .
h;n_}{lfhp(/wVpd:r) = hgﬂ_}{lf (a)php(g/vad:r)
. -1 N

> %gy(dph(L%d@

Vv
>
—~
e
.
=
\\.—/

d’aprés la semi-continuité inférieure de h. O

Nous sommes en mesure de démontrer la proposition 5.3. On peut bien siir supposer que
lim i{lf Gp(up, vp) < 4+00. Donc d’aprés le lemme de compacité 5.4, (u,v) € B. De plus,
p—)

hml?fgp Up, Vp) /f dx—l—hmlnf/hp( (vp))dz,
p— S

et il reste & montrer

liminf [ hp(e(vp))dz > / h(Ewv). (5.31)

r=1Js 5

Afin d’appliquer le lemme 5.6, nous procédons par localisation. Soit § > 0, et soit ps € D(R?)
un noyau de convolution. Considérons 05 € C2°(S) une fonction telle que 0 < 05 < 1 et
65 — 1 pp sur S. Quitte & extraire une sous-suite, ps * Osle(vy)|di — vs dans MT(S) et
fp := ps * Ose(vy)dE — ps x O5Ev dans M(S, M?2%2) quand p — 1.
Soit S C S, une réunion finie de cubes de R2. Pour 1 > 0, on considére (wi)ier, une famille
finie d’ouverts deux a deux disjoints inclus dans S tels que |w;| < 7, et |S\ Uzel,, wi| = 0.
Considérons aussi la famille (@ )ier, telle que

S\ @l <n
iely
w; C wi;

vs(0w;) =0

Une telle famille existe (voir le lemme 4.2.1 dans [9]) et dépend de §. D’aprés le lemme 5.5 et
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la propriété d’homogénéité de la fonction hy,, on peut écrire

liminf/hp(e(vp))di > liminf [ 6%hy(e(vp))di
p—1 S p—1 S

= liminf/ hy(bse(vp))dz
R2

p—1

> liminf / ho(ps * Ose(vy))di
RQ

p—>1

= hmlnf/h (ps * Ose(vp))di
p—>

> hm 1nf Z/ »(05 * O5e(vp))dz.

icly Wi

En appliquant le lemme 5.6, on obtient

limi{lf/hp(e(vp))di > limi?f /hp(ﬁg*ege(vp))di
p— S p— 7:6]7; Wi
> > / (ps * 05 Ev))
i€ly
> Z]wzlh‘ ] pg*GgEv)—L\ﬁg*QgEv\(S’\Ud}i).
i€l Wi i€l

Le premier terme du second membre est une somme de Riemann. Puisque de plus, ps x 8s Ev
est une fonction réguliére; en passant a la limite quand n — 0, il vient

liminf/hp(e(vp))dirz/~h(ﬁ5*65Ev)dfc.
S S

p—1
En remarquant que ps x sEv — Ev dans M (S, M>3*2), en passant & la limite lorsque § — 0,
on déduit du lemme 2.1 de [32] que

lim h(ﬁg*@gEv)dﬁ::/h(Ev).
0=0J3 S

Ceci étant vrai quelque soit Scs , on obtient finalement (5.31) ce qui conclut la démonstration
de la proposition 5.3.

Preuve de la proposition 5.4 (I'-limsup)

Oun suppose que G(u,v) < 400 de sorte que (u,v) € B. On décompose une fois de plus la
démonstration en deux parties, la deuxiéme correspondant & un procédé de relaxation.
Supposons que v € C*(S,R?), et soit B, le sous-ensemble de B défini par

B = {(u,v) € Wi (Q,R?) x C1(S,R?); ys(d) = v}.
Considérons la fonctionnelle G : Wi*(Q, R?) x BD(S,R?) — R U {+oc} définie par

/f dx—I—/h Ndi si (u,v) € B

+00 sinon.
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Puisque v € Cl(g, RQ), pour p suffisamment proche de 1, on a

[op(e(v(@)))] Blle@)%

<
< C A Jle(v)]lo)

Donc d’aprés le théoréme de convergence dominée et (5.22),

lim /f dz:—i—/ /f dx+/h( (v))di,

d’ou finalement )
inf{limsup Gy (up, vp) : (tUp,vp) = (u,v)} < G(u,v). (5.32)

p—)l

Bien sir, (5.32) est vérifiée quelque soit (u,v) € B.

On a montré que

I' = limsup G, < é,
p—1

et on obtient (5.26) en prenant l'enveloppe sci pour la topologie faible de VV1 2(9 R3) x

BD(S,R?) dans chaque membre de l'inégalité. En effet, on montre dans le lemme 5.7 ci-aprés,
que G est la régularisée sci de G pour la topologie falble de VV1 2((2 R?) x BD(S, R?).

Lemme 5.7. L’espace WF(’J (2, R3) x BD(S,R?) est muni de la convergence faible. Alors, G
est lenveloppe sci de la fonctionnelle G.

Démonstration. Notons cl(,C’;) I’enveloppe sci de la fonctiorlnelle G. L’inégalité cl(g~) > G
est immédiate. Soit (u,v) € B. Pour montrer que G > cl(G), il suffit de trouver une suite
((us,v5))s>0 C B telle que

us — uin Wi (Q,R);
vs — v in L*(S,R?);

/f e(ug) d$—>/f

h(e(v ))dw—>/( Ev);

JS S

lorsque § — 0.

Pour cela, on applique la méme méthode de régularisation par convolution qu’au lemme 5.3.
On consideére le cylindre Q := Sx| — r[, o S contient strictement S. On étend par réflexion
la fonction u en une fonction @ € Wt 2(Q, R?). Soit 4 'opérateur trace de W 2(QF, R3) dans
L?(S,R?). On étend v en une fonction & qui appartient a BD(S,R?) en posant & = Vg(ﬁ).
Soit ¢ € D(S,R3) telle que sptoy DD S et ¢ = 1 dans S. Pour § > 0, on choisit 7(4)
suffisamment petit pour que ¢ =1 dans S+ By (s), ou B, (5) est la boule ouverte de R? centrée
en 0 et de rayon 7(d), et pour tout noyau de convolution p,s) de R2,

HPAW(B) * (pt) — (‘Pﬂ)HWI}(’)Q(QRB) <9, (5.33)
[[n(s) * (90) = (#0)]| L1 (sR2) < 9, (5.34)

L 1o+ (0B = | hBD)
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L’estimation (5.35) résulte directement de la convergence étroite de la mesure h(p,s)* (PE7))
vers la mesure h(oE?) dans M1 (R?), voir par exemple, le lemme 5.2, chapitre II et la remarque
5.1 dans [64], ou, puisque h est positivement homogéne de degré 1, le théoréme de continuité
de Reshetnyak (Theorem 2.39 dans [4]). En posant us := pys)* (@), us € W;f(ﬂ, R3) vérifie
vs(ug) € C(S,R3). De plus, (5.33) entraine us — u fortement dans Wllf(Q,RS) et puisque
f est localement Lipschitzienne,

lim / f(e(us)) do = / Fle(u)) da.
0—0 Jo Q

De méme qu’au lemme 5.3, on peut modifier us de fagon a ce que us soit de trace nulle sur
To. 11 est facile d’autre part, de voir que vs := py(s) * (¢0) — v fortement dans L*(S,R?) et
vérifie vs = v5(t5) € C°(S,R?), donc (us,vs) € B. Soit 7 > 0 tel que spty C S + B,(0) et
notons So, = S + Ba,(0). On choisit » > 0 tel que la mesure |pEd| ne charge pas 9S, (voir
lemme 4.2.1 dans [9]). Notons qu’également |pE?| et |E?| ne chargent pas 9S (car ¥ n’a pas
de saut a travers 0S et la partie Cantorienne C'0 ne charge pas non plus 95). D’aprés (5.35),
on peut écrire

Jtetws)y di = [ nmo| < | [ woyo x om0) - [ nerD)
# [, Moo * (B + [ 1n(oE9)
< 5L, Ao emaNd+ [ D)
<o+l Mooy * (o9 + | nteBa)l.

S, \S

/ h(eED)| < BleEd|(Ser\ S)
S5, \8
< CIE|(Sy \ 5).

De plus, puisque h(pys) * (9E0)) = h(pED) et [pEv|(0S2,) = |¢E0[(dS) = 0, on a

i | [ By« (B = [h(eED)(Ser\ S)
6—0 Sor\S

IN

C|ED|(S2r\ 5),

lim sup
0—0

/h(e(U5)) dﬁc—/h(Ev) < C|E5|(S2, \ S).
S S

En faisant tendre r vers 0, on obtient

lim [ h(e(vs)) di = / h(Ev).

0—0 Jg S
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Ces deux convergences successives nous permettent de retrouver le modéle limite obtenu
dans [52] lorsque la densité d’énergie g est a croissance linéaire. D’autre part, la convergence
variationnelle de (gp)pe]m] vers G suggére que pour p suffisamment proche de 1, le modéle
limite obtenu pour 1 < p < 2 peut étre considéré comme une approximation réguliére du
modéle de [52], ce qui, d’un point de vue numérique est trés intéressant.

5.3 ['-convergence pour p(¢) — 1 quand € — 0

Afin d’obtenir un modéle limite valable d’un point de vue variationnel, on suppose mainte-
nant que la densité d’énergie du matériau qui occupe la couche intermédiaire a une croissance
qui tend vers 1 lorsque I’épaisseur de la couche tend vers zéro.

5.3.1 Position du probléme et résultat

On note désormais g,.) la densité d’énergie dans B.. On suppose que gp.) est une fonction
convexe, positivement homogeéne de degré p(e) a croissance d’orde p(e), avec 1 < p(e) < 2 et
p(e) — 1 quand ¢ tend vers 0. On suppose de plus, que g, ) converge simplement vers une
fonction g lorsque ¢ — 0, ot g (évidemment convexe positivement homogéne de degré 1) est
a croissance linéaire. De facon plus précise, on suppose qu'il existe o, 3 et L, trois constantes
positives telles que pour tout & € M3*3

aléP®) < g,(€) < BlEPE; (5.36)
alé] < g(&) < BIE; (5.37)
19p(2) (€) = gp(e) (€] < L€ — €'[(1 + [P~ 4 [¢/PE)-Ly, (5.38)

Pour simplifier, les constantes «, 8 et L sont supposées les mémes que celles qui interviennent
dans tout ce qui précede.
Considérons les fonctions hy,) et h, de M2%2 4 valeur dans Rt, définies par

. A
o) (€) = ,\lélIRES (e) < f\ A3 ) ’
) A
oo $2)

On suppose qu’il existe a > 0 tel que
VIl = a, hye)(§) = h(). (5.39)

On peut prendre par exemple g,)(§) := h(é)p(g) + Wp(e)(&i3), ot b est une fonction de M2%2
dans R, convexe, positivement homogéne de degré 1, vérifiant (5.24) et ¥,y : R* — R*
est une fonction convexe, positivement homogéne de degré p(e), telle que

al&slP® < W) (&s) < Bl&sP),

et convergeant simplement vers une fonction ¥ lorsque p(e) — 1. La fonction g est alors

donnée par £ — h() + V(&;3).
On opére le méme changement d’échelle sur les champs de déplacement dans B :

p(e

o(&, x3) = U(E, exs); v3(&,x3) = eu (&, ex3) Vo € B. (R)
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Sous ces hypothéses, I’énergie interne de la structure est donnée par la fonctionnelle F, :
LY(Q,R3) x LY(B,R?) — RU {400}

563@3) ) dx si (u,v) € A:

o L S0 do 5 [ (9

400 sinon,
ol 'ensemble des déplacements admissibles est caractérisé par

u Qe € WH(Q.,R?)
(u,v) € A & { v e W) (B R?)
(u,v) satisfait la condition (R).

On établit dans le théoreme 5.3 ci-dessous, le résultat de I'-convergence de la suite (F:)e>o-

Théoréme 5.3. Lorsque L'(Q,R3) x LY(B,R?) est muni de la convergence forte, la suite
(F:)eso D-converge vers la fonctionnelle F : L' (2, R?) x L'(S,R3) — R U {+o0}

/ f(e da;+/h(Ev) st (u,v) € A
400 sinon,
ot
u € Wp(9,R?)
(u,v) € A& v3:%_0 et o € BD(S,R?)
vs(i) = .
On en déduit immeédiatement le corollaire :

Corollaire 5.3. Lorsque L'(Q,R3) x L'(B,R3) est muni de la convergence forte, la suite
de fonctionnelles (F. — L)eso I'-converge vers la fonctionnelle F — L. De plus, si (te,ve) €
LY(Q,R3)x LY (B, R3) est un minimiseur de F.—L, alors il existe une sous-suite de ((te, U ))e>0
qui converge vers (u,v) un minimiseur de F — L.

On démontre le théoréme 5.3 a I'aide des deux propositions suivantes :

Proposition 5.5. Pour tout (u,v) € L'(Q,R3) x LY(B,R3) et toute suite ((ue,ve))eso qui
converge fortement vers (u,v) dans L'(Q,R3) x L'(B,R3),

lim inf . (ue, ve) > F(u,v). (5.40)

e—0

Proposition 5.6. Pour tout (u,v) € L*(Q,R3) x LY(S,R3), il existe une suite ((ue,v:))es0
convergeant fortement vers (u,v) dans L'(Q,R?) x L'(B,R?) telle que

lim sup Fe (ug, ve) < F(u,v). (5.41)

e—0

On démontre ces propositions en adaptant les démonstrations des deux convergences de
la section précédente.
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5.3.2 Reésultat de compacité

Lemme 5.8. Soit ((ue, ve))e=o une suite dans L*(Q,R?) x L1 (B, R3) telle que sup,~q F(ue, ve) <
+oo. Alors, il existe (u,v) € W;&Q(Q,H@) x BD(B,R3) et une sous-suite non renommée tels
que

i) u. — u fortement dans L'(Q2,R3);

i) ve — v fortement dans L'(B,R3) et faiblement dans BD(B,R?), v = 0;

iii) 4= =0, et © € BD(S,R?);

w) é(ve) drs = Ev dans M(S,M2*2) ;

Démonstration. Puisque sup F:(ue, ve)(= sup F:(us)) < 400, (us,v:) € A et on a les estima-
e>0 e>0
tions suivantes :

| tetwaidz < ¢ (5.42)
! / le(ue)P©da < C. (5.43)

9

Be
Preuve de i). D’aprés U'inégalité de Holder, on a

1

[ letwalds < 1B ( [ Jetwo) )7
€ B
-1 q__1_ _1
< |S| p(&) = p@E) gre) (O
< Ce (5.44)

Donc la suite (u:)e>0 est bornée dans BD(Q,R?). On en déduit qu’il existe v € BD(Q,R3)
et une sous-suite non renommeée tels que u. — u fortement dans L!(£2, R?) et faiblement dans
BD(Q,R3). Pour montrer que u € WE;}Q(Q,RS), on procéde comme pour le lemme 5.2 : on
montre que la suite (T.ue)e~o converge faiblement vers un certain z dans WH2(Q\ S, R?), puis
que u = z et [u] = 0 pp sur S. Nous ne reproduisons donc pas la démonstration et renvoyons
au lemme 5.2.

Prewve de ii). Puisque sup, g Fe(ue, v:) < 400, on a

1 p(e)
/ ( leocﬁ(vs) ‘ 1603(05) > dz < C
B gea3(vs) ‘ 57633(U€)
Ceci implique
1
/ < coplte) | ;eoalve) ) de < C, (5.45)
B\ leas(ve) | Zess(ve)
et donc
le(ve)|dx < C. (5.46)
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Montrons que v, est borné dans L'(B,R3). Comme Tru. est borné dans W1H2(2\ S,R3), on
peut écrire

« 1 « ay — N BU?
Jglde <5 [y 4 e Nas+ [ 15
< 0+/ Ve |da
Q
< C+|Q|1—p(1€)(/ \Vua|p(€)dx)p(15)
Q

1
< o KIRTHI [ feu)POde) 7,
Q
d’apres 'inégalité de Korn (puisque p(g) > 1). En écrivant
/ le(ue) [P dz = / le(ue) PO de + / e(ue) [PC)da,
Q Q. i

d’aprés inégalité de Holder et(5.43), on déduit que v2 est borné dans L'(B).
De méme,

5 - +e/2 Oud
|ug (&, £|zs])| < |(Teup) (50)|+/ |5, (& t)ldt.
+|z3| T3
Par conséquent, d’aprés (5.43), on obtient
304 € 3\+ (4 3\— (4 . O
(@, z3)lde < o ([(Tewd) ™ (@) + [(Tewl) ™ (2)|)da +e | |5-=|da
- 2 S - 8:173
< Ce+Ce?, (5.47)

/ |v3(2, z3)|dz = 5/ |u (&, exs)|dr < Ce(1 +¢).

B B

et v3 converge fortement vers 0 dans L'(B). La suite (v:)e=o est bornée dans L'(B,R3), et
donc, avec (5.46), bornée dans BD(B,R?). On en déduit quil existe v € BD(B,R?) avec
v® = 0 tel que v. — v fortement dans L'(B,R3) et faiblement dans BD(B,R3).

Preuve de 4ii). On déduit de (5.45) les estimations suivantes :
/ leas(v2)|da < Ce:
B
/ |633(Ua)|d.73 < CEQ.
B
Or v3 = 0, donc nécessairement, 8% =0, et 0 € BD(S,R?).
Preuve de iv). D’apres i), la proposition iv) est immédiate.
Preuve de v). Soit 6 une fonction réguliére, § € C°(S). Pour tout x5 € [—1, 1],

+e/2 au?

o (&, £|s]) B(2) = (Teul)*(2) B(2) — / (#,1) 0(2)dt

+e|xs| Oz
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/ . / %) didxs = % /S (Tu)t + (Teud) ™) () 6(2) didws + L. (5.48)

1
Le premier membre de (5.48) tend clairement vers [2, [qv*(Z) 0(&) dz = [qv*(2) 0(&) dZ
2

et le premier terme du second membre tend vers [¢vs(u®)(&) 0(2) di.

Estimons I, = / / t) 0(z) dtdzidxs.
% exs 81'3

8u
) dtdi = // Qea Ue) ,t) 0(z) ditdz
/Amws * e am“ ) 0(2)
- 2¢,, t,t) 0(z) dtdi — 3 dtdi
/9/513 ¢ 3(“5)(1’ v //5‘563 ama ) N

IMSC/[aMwNH@HM
Be

qui tend vers 0 quand € — 0. Finalement, on obtient

/vo‘ﬁdi:/’yg(ua)Gdi:
S S

ce qui implique que v* = yg(u®) pp sur S. O]

ce qui entraine

5.3.3 [-liminf

Oun suppose que liminf._,0 Fe(ue, v:) < +00. D’aprés le lemme de compacité 5.8, (u,v) €
A.

Comme précédemment, on montre que

lim inf / fle(us)) dz > / (e (5.49)

D’autre part,

.. eaﬁ(”e) ‘ leczii(ve) - / A
llran_}(I)lf/ng(E)< Te a(02) ‘ T eua(0) > llgglf Bhp(g)(e(ve)) dx

1
. . § ~ A~
hml(])af/shp(a)(/ ) é(ve) dag) dz.

E— _1
2

V

v

1
Alors, en reprenant la démonstration de la proposition 5.3, le lemme 5.5 avec V' := f_gl é(ve) dxs
2

1
et le lemme 5.6 avec Vp := [2, é(v.) dx3, on obtient

S

1
. . E A A
hIsILl(I)lf/Shp(e)(/é é(ve) dxg) dz > /Sh(Ev). (5.50)
En combiant (5.49) et (5.50), il vient
11m151f.7: Ue, Vs /f dm+/h(Ev) = F(u,v).
E—>
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5.3.4 [I'-limsup

Montrons la proposition 5.6. On suppose que JF(u,v) < 400, donc (u,v) € A. Considé-
rons Pensemble A = {(u,v) € A; vs(u) € C1(S,R?)} et la fonctionnelle F : L'(Q,R3) x
L'(S,R?) — R U {+00} définie par

/f dx+/h(())d§:si(u,u)efi

400 sinon.

Si (u,v) € A, alors, quelque soit & € D(S,R3), en posant

v
et
Ue (%, x3) = u(, x3 — §5) + 5£(&) dans QF
ug (&, r3) = v (2, %) dans B
ud (2, x3) = L03(#, %) dans B.
ue (2, 23) = u(®, 23+ 5) — 5£(2) dans Q7

comme pour la proposition 5.2, on peut modifier u. au voisinage de Iy afin que (ug,v:) € A..
La fonction g, étant localement Lipschitzienne, on a

a , Oud(,0)
. eap(ve) | Leas(ve) L €as(v) ‘5 + 2w (2.0)
g B %p(e) < I i2 du = z:llir(l) Ip(e) £ + “73”) ‘ 53 ’

Or d’aprés le lemme 5.1,

a oud(&,0
/gpa)< eaﬁa(g()Ao ‘5 - Ba(va : ) dr =
fo‘ Uaxzy ) ‘ 53

9p(a>(< %a%w ?) ) dz

0T o,

(o) (Vw[€)*) da

T 5

ol on a posé w := (0, uﬁg) De plus, on a
190 (Vwl€))] < BI(Vuw|¢)*PE)
< C+[(Vwl§) o)

qui appartient & L'(S). Comme gp(e) converge simplement vers g, d’aprés le théoreme de
convergence dominée, on déduit que

111’% gp(€)< leaﬁ(va) ‘ %ieaS(rUa) > dr — 111’% Qp(e)((@w\f)*) dx
E— B 2 E— B
= Vwl€)*) d
/B o(Fwl)) de
- / o(Vwle)) di
S
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D’autre part,

lim /Q flefu)) de = /Q fle(w)) da

(f localement Lipschitzienne), d’ou

ilinf Ue, Ug) /f d:v+/ g((Vwl|€)*) di

En prenant I'inf parmi tous les £ € D(S,R3), on obtient finalement

inf{limsup F(ue,ve) @ (ue,ve) — (u,v)} < F(u,v)

e—0

soit, I' —limsup F. < F. On conclut en prenant enveloppe sci dans chaque membre. En effet,
d’aprés le lemme 5.7, F est la régularisée sci de la fonctionnelle F.

5.4 Généralisation de 5.2.1 : les densités d’énergie f et ¢ sont

non convexes et & croissance d’ordres différents
On peut considérer ce probléeme d’un point de vue un peu plus général : les fonctions f
et g sont des fonctions non convexes du gradient Vu et & croissance d’ordres différents. Plus
précisément, f et g vérifient une condition C; et C, respectivement, 1 < p < g¢. Apres le
changement de variable transformant B, en B, on est amené & considérer la fonctionnelle F.
définie par
F. : LP(Q,R?) x LP(B,R?) — R U {+00}

~ 1 ov
Vu dﬂs+/ Vou|-=—) dz si (u,v) € A
fg(u, U) = Q. f( ) Bg( |86£L‘3) ( )
400 sinon,

ou I’ensemble A, est caractérisé par

u € WrP(9Q,R%) n whe(Q., R?)

(u,v) € A. & < v € WHP(B,R3)
v(Z,x3) = u(,ex3) Vo € B.

En reprenant les notations des chapitres précédents, on a le résultat suivant :

Théoréme 5.4. On munit LP(Q,R3) x LP(S,R3) de la convergence forte. La suite (F2)e>0
I'-converge vers la fonctionnelle F définie par

F . LP(Q,R3) x LP(S,R3) — R U {400}

/ Qf(Vu) dx + / Qgo(Vv) di si (u,v) € A
Q S

400 sinon,

Flu,v) :=

o

A= {(u,v) € WRI(Q,R?) x WHP(S,R%); yg(u) = v}
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Démonstration. En reprenant la démonstration du lemme 5.2, on obtient facilement que

Lemme 5.9. Pour toute suite ((uc,v:))eso dans LP(2,R3)x LP(B,R3) telle que sup Fe(ue, v:) <
e>0

+o0, il existe une sous-suite non renommée et (u,v) € Wll(’)q(Q,RS) x WLP(B R3) tels que

i) ue — u fortement dans LP(2,R3) et faiblement dans Wllép(Q,R?’) ;

i) ve — v fortement dans LP(B,R3) et faiblement dans WP (B,R3) ;

i) 887”5 =0, donc v € WHP(S,R3);

) vs(u) = v donc v € LI(S,R3).

La difficulté principale dans la démonstration de la I'-convergence est dans la preuve du
lemme de relaxation & cause de la différence entre les ordres de croissance de f et g.

En effet, concernant la démonstration de I’assertion (i) dans la définition de la T'-convergence,

en adaptant les démonstrations des propositions 5.1 et 3.4, on montre que pour toute suite
(te,v:) — (u,v) fortement dans LP(2,R3) x LP(B,R3), on a

lim inf F. (ue, ve) > F(u,v).

e—0

Pour l'assertion (ii), en suivant la méthode utilisée dans la proposition 5.2, on obtient

I —limsup F. < F,

e—0

ol la fonctionnelle F est définie par

F o LP(Q,R3) x LP(S,R?) — R U {+o0}

Fluv) = /Qf(Vu) dx + /Sgo(VU) dz si (u,v) € A

+00 sinon.

On termine la démonstration en prenant l'enveloppe sci dans chaque membre de I'inégalité.
En effet, on montre que l’enveloppe sci de la fonctionnelle F, lorsque LP(Q,R3?) x LP(S,R3)
est muni de la topologie forte, est la fonctionnelle F.

Lemme 5.10. Lorsque LP(2,R?) x Lr(S, R3) est muni de la topologie forte, la fonctionnelle

F est Uenveloppe sci de la fonctionnelle F.

Démonstration. 1l faut montrer que pour tout (u,v) € LP(Q,R3) x LP(S,R3), on a :

V(tn, vy) — (u,v) dans LP(Q,R?) x LP(S,R3) liminf F(un,v,) > F(u,v) (5.51)

n—-+o0o

I(tn, vn) — (u,v) dans LP(Q,R?) x LP(S,R?) limsup F(un, v,) < F(u,v) (5.52)

n—-+o0o

Soit (un,vn) € LP(Q, R3)x LP(S, R3) convergeant fortement vers (u, v) tel que limJirnf F(tn, vp) <
n—-+0oo

+oo. Alors, (un,v,) € A. La coercivité de f et go implique que (uy,v,) converge faiblement
vers (u,v) dans Wllc’)q(Q, R3) x W1P(S,R3) et par continuité de la trace, on a yg(u) = v. Donc
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(u,v) € A, et on peut écrire

lim inf F(ty, v,) > liminf/f(Vun)dac—i—liminf/go(@vn)dﬁc

n—-4o00 n—-—+o0o

v

hmlnf/ Qf(Vuy) dm—l—hmlnf/ Qgo( an

n—-+o0o

> [ @f(vs+ | Qou(v)di
Q S
= F(u,v)
Montrons maintenant (5.52). on suppose dans un premier temps que (u,v) € Wll(’)q(Q, R3) x

Wha(S,R3) (i.e., v assez régulier) et vérifie vg(u) = v. On veut montrer que

I(tn, vn) — (u,v) dans LP(Q,R?) x LP(S,R?) limsup F(u,,v,) < F(u,v).

n—-+o00

Soit 1 > 0 destiné & tendre vers 0. D’aprés la théorie de la relaxation, on sait qu’il existe une
suite ((up, Upn))nen dans Wll(’)q(Q,Rg’) x WHa(S,R3) telle que

— u dans Wl’q(Q R3), et (|Vun|?)nen uniformément intégrable;
— v dans WhH4(S, R3);
lirf /f (Vuy,) dx—/Qf (Vu)d (5.53)
| lim /:(4677\ 1+ go) (Vvn)d =/S (40| 1 + go) (Vo) da.

On introduit la petite perturbation régularisante 4/5n|.|7 pour égaler les conditions de crois-
sance, n étant destiné a tendre vers 0. La contrainte yg(u,) = v, n’est a priori pas vérifiée.
Comme précédemment, on va modifier u, au voisinage de S pour que cette contrainte soit
satisfaite. Reconsidérons les ouverts 3, := Sx] —n,n[ et Yo, := Sx] — 2n,2n[ et (¢y;)y>0 une
suite de fonctions dans C*(R) vérifiant

op =1 dans Q\ Y9, ¢, =0dans ,, 0 < ¢, <1,

1
Vgl < ~.
=

On définit uy, , par :
Un,p = Qn(Un — V) + Un,

L,q 3 - —
de sorte que uy,, € Wi'(Q2,R?) et vérifie ys(un,y) = vp.
D’apres la condition de croissance vérifiée par f, on a

[y e = [ ) det [ f(Fung) ot [ 5(T0,) da
Q Q\X2y,

Ton\Zy Zn

< /fVundzc+ﬁ/ (1+ |V, d:c—{—ﬂ/ (1+ |Vopl?) dx

277\271
+c| /E §

1
|Vu,|? de + /
nq
= /f(Vun) dx+4775/ Vv, |? dx+C[77+/ |Vu,|? de +
Q s

[ty — v |? dx}
Yoy
San

1

g Uy, — v |? dm}
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ou C désigne différentes constantes indépendantes de n et . D’ou

/Qf(Vunm)d:c—i—/Sgo(@vn)dﬁz < /Qf(Vun)da:—k/S(élﬂm |q+go)(@vn)d:%

+C[n+/Z

1
[Vu,|? de + 77(1/ |upn, — vp|ldz|.
Sy

2n

Et d’aprés (5.53), il vient

lim sup F (upy, vn) < /QQf(Vu)dx—i—/SQ(élﬂm 9 4+ go)(Vv)di

n—-4oo

1
+C[77+sup/ |V, |? dw—i—/ |u — v|%dx]|.
TLGN 2277 T]q 227]

Or vs(u) = v pp sur S, donc d’apres U'inégalité de Poincaré, on a

J

imsup P 0) < [ QF(Vu)de + [ QUS| 1+ ) (Vo)

n—-+0o

0
o — vjtdz < / 19 o,
T, 073

2n

d’ou

+C [7] + Sup/ |Vug|? dx +/ | |qdfc} (5.54)
neN 2277 22]

Avant de passer a la limite quand 17 — 0, on établit le résultat suivant :
Lemme 5.11. Soit > 0. Alors, pour tout ( € M3*2,

%ii% Q| |7+ 90)(¢) = Qgo().
Démonstration. Pour 7 suffisamment petit, on a

¢l9+ go(¢) < €]+ g0(¢) € L'(S,R?).

De plus, puisque

1 +0000) = o, 5 [ @l 1+ )+ Ty
(O =, _inf 5 [ w(C+Tos

on peut écrire

1 R
li inf q + V dx
nl—>n(l) <¢>ecl'?°°(D) |D| /D<77‘ | 90)(C 9) :c)

8 (Lt [0 i )
inf ¢€Cm D] (] 17+ 90)(C + V)di
1
= nf (inf “ i)
secid ) Linf |D/(n|! +90)(¢ + Vo)di
= f l — 74 +V
secd ) nlg% |D|/ (] [*+ g0) (¢ + V)d )
On conclut par le théoréme de convergence dominée. O
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Retour a la démonstration du lemme 5.10. La suite (|Vuy,|?),en étant uniformément intégrable,
d’aprés le lemme 5.11 et en appliquant une nouvelle fois le théoréme de convergence dominée,
on obtient en passant a la limite quand 7 — 0 dans (5.54),

lim sup lim sup F (ty, 1), U, ) </Qf(Vu)dx+lin(1)/Q(26n\ 7 + go)(Vv)di
Q n—vJs

n—0 n—+oo

:/QQf(Vu)dx—i—/Sng(@v)dﬁc.

En appliquant alors le lemme de diagonalisation 1.1, il existe une application n +— n(n) telle
que 1(n) — 0 quand n — +00 et en posant Uy, = Uy, »(n), 00 obtient

lim sup F (@i, vp) < F(u,v). (5.55)

n—-+o0o

Il reste & montrer que pour tout (u,v) € A, il existe (ugs,vs) € A, tel que vy € WH(S,R3) et
tel que

us — u in W%(’)q(Q,R?’);

vs — v in WIP(S, R3);

tim [ @f(Vus) do = [ QF(Vu) o
égg)/gng(ﬁvé) di = SQgO(W) di.

Pour cela, il suffit d’appliquer le méme raisonnement que pour ’élasticité linéarisée en régu-
larisant par convolution. O

O

5.5 Exploitation numérique

On a vu dans la premiére partie de ce chapitre que le deuxiéme passage a la limite (p — 1
aprés € — 0) montre que la fonctionnelle G, peut étre considérée comme une approximation
réguliére de la fonctionnelle G. Dans cette derniére section, on souhaite simplement donner
une application concréte de ce résultat. La démonstration de la convergence lorsque p tend
vers 1 a la section 5.2.2 s’adapte tres facilement au cas ot les fonctions f, h, et h sont des
fonctions des gradients Vu et Vyg(u).

Par exemple, supposons que la fonctionelle G est définie par

G : W2 (Q,R%) x BD(S,R?) — RU {+o0}

1
— Vquaz+/Dv si (u,v) € B,
o) 2/9 | [ Dol si w.0)

400 sinon,

et que I'on souhaite résoudre le probléme de minimisation

(urzl)igB G(u,v) — L(u). (5.56)
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On peut alors approcher la fonctionnelle G par la fonctionnelle G, définie par

Gp s W2 (Q,R?) x WHP(S,R%) — R U {+o0}

1 1
- Vqux—i-/ VolP si (u,v) € B,
SR £ N\ A IR

400 sinon,

et résoudre, pour p suffisamment proche de 1, le probléme de minimisation

(u,IzI;l)iean Gp(u,v) — L(u). (5.57)

Lorsque p est voisin de 1, les méthodes du Lagrangien augmenté sont couramment utilisées
pour la résolution d’un tel systéme. On va voir que les algorithmes décrits dans [47], [38], pour
la résolution du probléme du p-Laplacien convergent pour la résolution du probléme (5.57)
(en dimension finie).

Soient V := {v € Wll(’)Q(Q,R?’) cys(v) € WEP(S,R3)}, W = LP(S,M3*?), et conside-
rons les fonctions F' : W — R, G : V. — R définies par F(§) = %fs\ﬂp dz et G(v) :=
3 Jo |Vv[?dz — L(v). Le probléeme (5.57) est équivalent au probléme

min{F(Bu) + G(u)} (5.58)

ou Uopérateur B est l'opérateur V. Le probleme (5.58) admet une solution. L’opérateur B est
linéaire continu de V dans W et injectif.
La fonction F satisfait les propriétés suivantes (voir [38]) :

: . F() ,
® \aplimm 1€ - e

(i) Y& A € LP(S, M**2), (F'(A) = F'(€), A — €) > eyt

(iii) VA € LP(S,M¥2), [F'(A\) = F/(§)], < BN —&p7
et est convexe propre sci sur W. De plus, la fonction G est convexe propre sci sur V. Bien
stir, V et H ne sont pas des espaces de Hilbert. Mais en considérant le probléme discrétisé,
on se place dans un espace de dimension finie et sous ces hypotheéses, la solution de (5.58) est
unique, et I’algorithme du Lagrangien augmenté converge vers la solution u du probléme.

149



Conclusion

La modélisation des multi-matériaux obtenus par ’assemblage de deux solides par 'inter-
meédiaire d’une couche mince donne lieu & de nombreux problémes et fournit un vaste domaine
d’étude. Dans cette thése, nous avons considéré différentes situations donnant lieu & différentes
maniéres d’aborder le probléme, mais ce, toujours dans le cadre d’une analyse asymptotique,
le but étant de "remplacer" le probléme initial par un probléme limite ou la couche mince,
source de nombreuses difficultés, est remplacée par une surface matérielle. Dans le cadre de
I’élasticité linéaire isotrope au chapitre 1, nous nous somines intéressés a I'influence de la géo-
métrie de la couche mince dans les deux situations correspondant aux cas significatifs pour la
rigidité. Nous avons retrouvé des résultats déja connus en les renforcant par des arguments de
convergence forte. Les résultats obtenus par la méthode des développements asymptotiques et
par convergence faible ont fait 'objet d’une publication aux Comptes Rendus de I’Académie
des Sciences ([18]). Du point de vue numeérique, la configuration du probléme limite nous a
conduit & rechercher des méthodes de résolution par décomposition de domaine ou par réso-
lution alternée. Les résultats de convergence de la méthode de résolution par décomposition
de domaine dans le cas scalaire ont également fait I’objet d’une note aux Comptes Rendus
de ’Académie des Sciences (|15]). A partir de ces résultats, on peut envisager une étude plus
approfondie de ’algorithme afin de donner, entre autres, des estimations d’erreur puis réaliser
des essais numériques permettant de valider ces résultats.

Comme nous 'avons remarqué précédemment, les modeéles limites obtenus dans le cadre
de I’élasticité non linéaire ne constituent qu’une pemiére étape, les conditions de croissance
majorantes n’étant pas admissibles du point de vue de la mécanique. Les résultats proposés au
chapitre 3 ont fait 'objet d’une parution ([16]), de méme que la premiére partie du chapitre
4 ([17]). Dans [41] et [31], les auteurs proposent de dériver des modéles & petits paramétres
(respectivement 1’épaisseur et le chargement) ot le potentiel général W ne vérifie pas nécessai-
rement ces hypotheses. Dans [31], sous des hypothéses respectant les conditions det(/+Vu) > 0
et W(&) — 400 quand det§ — 0, Dal Maso et al. ont obtenu le modéle de élasticité linéaire
tri-dimensionnelle comme I'-limite du modéle non linéaire. Reprenons les notations du chapitre
1, paragraphe 1.3.1. Soit ¢ une déformation. D’aprés le principe de I'indifférence matérielle
on peut exprimer W(z, V@) en terme du tenseur de Green-St-Venant %(V(JﬁTVd) —I), cela
signifie que l'on peut écrire W (z, Vo) = V(z, 3(V¢T Ve — I)) ot la fonction V est définie sur
Q x M?X?’. Soit 7 > 0 un petit paramétre. En partant du principe que puisque u = 0 est une
configuration d’équilibre lorsqu’il n’y a pas de chargement extérieur, il est naturel d’attendre
des petits déplacements (d’ordre 7) pour des chargements extérieurs petits (d’ordre n), ces
auteurs se rameénent & considérer la fonctionnelle I (u) := 1 fﬂ x,ne(u %nQVuTVu)dm.
Alors en supposant que I'unique minimiseur de V(z, ) est O que la conﬁguration de référence
n’est pas précontrainte, et sous quelques hypothéses de régularité autour de 0, ils montrent que
la suite (1)) >0 -converge vers la fonctionnelle I(u) := [, A( (u)dax lorsque Hp, (Q,R?)
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est muni de la convergence faible, ou A(z) est le tenseur de V’élasticité. Ces résultats consti-
tuent une justification supplémentaire du modéle de 1’élasticité linéaire. En revenant a notre
probléme, avec cette idée de justification, il serait intéressant d’étudier le cas d’une multi-
structure comprenant une couche mince rigide et de voir si I’on retrouve le modéle limite
obtenu au chapitre 3 dans le cadre de I’élasticité linéaire. Dans ce cas, on doit considérer deux
parametres : € et n; et une difficulté supplémentaire apparait aprés le changement d’échelle
dans la structure du gradient de u dans B.

Pour rendre ’étude réalisée au chapitre 5 pour le cas ol le matériau dans la couche mince
est & croissance d’ordre p(e) (qui tend vers 1 lorsque ’épaisseur tend vers 0) plus réaliste du
point de vue de la mécanique, il serait intéressant de raisonner sur les espaces fonctionnels
particuliers, adaptés & I’étude des matériaux de type Norton-Hoff, et étudiés par Geymonat
et Suquet [45] :

Xp’T = {J = (Jij>7aij = O’ji,Ug S LP(Q), 1<4,5 < 3,TT(J) S LT(Q)}
3 90

Spr = {o0€ X, a? eLP()i=1,...,3}
=1 7

avec 1 < p,r < 400.

L’étude ou la modélisation dans le cadre de I’élasticité de structures telles que les multi-
matériaux conduisent & de nombreux problémes aussi bien mathématiques que mécaniques.
Nous avons tenté dans ce travail de considérer différentes situations provenant de différentes
hypothéses sur la nature des matériaux et proposé une formulation mathématique permet-
tant de modéliser les phénoménes associés. Le cadre mathématique adopté pour obtenir des
modeéles limites nécessite généralement des hypothéses qui ne respectent pas certains prin-
cipes mécaniques mais il permet d’étudier des problémes mathématique nouveaux, tout en
apportant une premiére réponse au probléme mécanique considéré.
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