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Introduction générale

L’utilisation sans cesse croissante des élastoméres par les industries telles que 'aéronautique,
I’automobile ou le batiment, provient de la richesse des propriétés que cette famille de poly-
meéres propose ; on notera par exemple leur grande déformabilité, leur caractére dissipatif et leur
résistance a la fatigue. ..

D’une maniére générale, ces matériaux ne sont pas dominés par un seul type de comportement
mais par une combinaison mettant en jeu I’hyperélasticité, la plasticité, la viscosité et 'endom-
magement auxquels il est nécessaire d’associer une forte sensibilité aux conditions de chargement
et de température.

Ainsi, pour pemettre une maitrise de la conception et de la fabrication de piéces élastomériques,
la connaissance de ces comportements a ’échelle locale s’avére indispensable & la bonne prévision
de la réponse, de la limite de résistance et de la durée de vie.

Ce travail de recherche est le fruit d’une collaboration étroite entre la société EUROCOPTER,
I’'Ecole Supérieure d’'Ingénieurs de Marseille (ESIM) et le Laboratoire de Mécanique et d’Acous-
tique (LMA). II traite de la modélisation et la caractérisation en grandes déformations d’un
élastomere siliconé chargé de silice (VHDS 1029) produit par la société PAULSTRA et utilisé de-
puis les années soixante-dix, dans la fabrication de piéces élastomériques amortissantes employées
dans le mécanisme de liaison du moyeu rotor avec les pales d’un hélicoptére.

Les conditions d’utilisation de ces piéces se révelent souvent trés sévéres compte tenu des condi-
tions thermiques et de chargement (statiques et dynamiques) auxquelles elles sont soumises.

L’objectif est alors de cerner finement le comportement de ces matériaux a travers:

le développement d’un modeéle de comportement adapté au matériau et a son domaine



2 Introduction générale

d’utilisation ;
Iidentification des parameétres gouvernant le modéle a travers la réalisation d’essais de

caractérisation a différentes températures ;

— une validation via la confrontation avec des essais sous sollicitations combinées (cyclique

multi-harmoniques ou avec préchargement statique).
De maniére plus précise, ce mémoire de thése s’articule autour des points suivants :

® [e CHAPITRE I constitue une introduction générale de la famille des matériaux élastomeéres. Du
caoutchouc naturel aux matériaux synthétiques, nous présentons d’'une part leurs structures
macromoléculaires désordonnées qui leur conférent des propriétés physiques et mécaniques
variées et d’autre part, les diverses charges qui peuvent leur étre incorporées pour les renforcer.
On donnera alors quelques exemples de phénoménes induits par ces adjonctions tels que les

effets MULLINS et PAYNE.

® Le [T®M® CHAPITRE précise le contexte industriel de I'étude. Dans la conception des adaptateurs
de fréquence, pieces élastomériques permettant un décalage des fréquences propres de la pale
par rapport a celles de rotation du rotor, la société EUROCOPTER fait appel & la société
PAULSTRA pour produire un élastomeére a forte capacité d’amortissement et bonne stabilité
thermique : I’élastomeére silicone VHDS 1029. On énoncera alors la problématique industrielle

qui nous permettra de définir le cadre mécanique de nos développements.

® Une caractérisation expérimentale du matériau est proposée au CHAPITRE III. Elle a été réalisée
a partir d’essais de traction uniaxiale et de double cisaillement réalisés respectivement au
laboratoire d’essais mécaniques de I’Ecole Supérieure d’Ingénieurs de Marseille (ESIM) et
au Laboratoire de Mécanique et d’Acoustique de Marseille. Des sollicitations de plusieurs
types ont été réalisées (monotone, relaxation, cyclique...) en faisant varier 'amplitude de
chargement, la vitesse de sollicitation et la température d’essai. L’analyse des résultats nous a
alors permis de mettre en évidence un comportement élasto-dissipatif non-linéaire dépassant le
cadre classique des petites déformations et fortement sensible & une variation des parameétres

d’essais.

® [e CHAPITRE IV traite une propriété importante des élastomeéres i.e. leur grande déformabi-
lité. Cette capacité, entrainant de fortes non-linéarités de la réponse en contrainte-déformation,
nous contraint a prendre en compte un comportement de type hyperélastique. Nous propo-
sons ainsi une description des lois de comportement en introduisant une densité d’énergie
de déformation. On présente alors une liste non exhaustive de modéles hyperélastiques dont
certains seront confrontés dans une campagne d’identification des parameétres menée sur le
matériau. L’introduction de notions de stabilité matérielle permet alors de mettre en évidence

la nécessité de prendre certaines précautions avant d’entamer une telle campagne.

® Au CHAPITRE V, nous exposons une premiére approche du comportement dissipatif. Préala-



blement, on va survoler I’état de l'art des modéles reflétant ce caractére amortissant a travers
trois orientations (qui peuvent étre combinées). En premier lieu, on s’intéresse a la dépen-
dance de la contrainte en fonction de I’histoire du chargement qui reléve d’un comportement
viscoélastique. Ensuite, on considére la dissipation comme non-visqueuse en introduisant le
comportement élastoplastique. Enfin, on discute autour des phénoménes d’endommagement
qui malgré leur importance en terme de fatigue dynamique ne seront pas pris en compte dans
ce travail. Ensuite, nous proposons une modélisation phénomeénologique des comportements en
généralisant les modeéles rhéologiques aux grandes déformations via 'introduction de la notion
de configurations intermédiaires. Ainsi, en associant I’hyperélasticité & la viscoélasticité ou a
I’élastoplasticité pour des transformations isothermes, on enrichit nos modeéles respectivement
d’une bonne représentativité de l'influence de la vitesse ou de 'amplitude de chargement.
Quelque soit l'orientation envisagée, nous constatons alors qu’une augmentation du nombre

de branches des modeéles permet une corrélation plus fine avec l’expérience.

Enfin dans le CHAPITRE VI, nous proposons une approche statistique d’un modéle multi-
branche hyper-viscoélastique généralisé aux grandes déformations permettant de couvrir un
large spectre de fréquences de sollicitations. Il présente alors 'avantage d’un modéle multi-
branches, mais avec un nombre de paramétres caractéristiques nettement moins important a
identifier. Cependant, a ce stade du developpement, le modéle est incapable de rendre compte
du phénomeéne d’assouplissement suivant 'amplitude dynamique constaté expérimentalement.
Pour remeédier a cela, nous proposons d’enrichir le modéle par une branche élastoplastique
qui nécessite alors I'élaboration d’une stratégie d’identification des coefficients matériaux.
Une confrontation modeéle/expérience via des sollicitations cycliques multi-harmoniques ou
avec préchargement statique permet alors de valider le modéle ainsi identifié & température
ambiante. Une campagne d’identification a différentes températures a permis ensuite de mettre

en évidence des lois d’évolution des paramétres du modéle en fonction de la température.
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(Généralités sur les élastomeéres

’histoire des caoutchoucs, qu’ils soient naturels ou synthétiques,
se compose d’aventures scientifiques, industrielles et commer-
ciales multiples. Des premieres études au début du XVIII®me
siécle a nos jours, de nombreux scientifiques ont fait de cette famille de
matériaux leur principal objet d’étude tant la richesse de leur compor-
tement est importante.

Ce chapitre constitue une introduction générale a notre étude. Aprés un
bref historique qui nous améne du caoutchouc naturel aux élastomeéres
synthétiques, on présente succinctement leurs multiples compositions chi-
miques, leurs structures macromoléculaires désordonnées, les adjonctions

qui leurs sont incorporées. . . toutes ces observations qui leur conférent des

propriétés aussi nombreuses que variées.

ot
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I.1 Du caoutchouc, vers les matériaux synthétiques

Quelle que soit la nature des matériaux qui composent la famille des élastoméres, du caou-
tchouc naturel aux matériaux synthétiques, leurs diverses propriétés ont suscité I’engouement
des hommes a travers les siécles derniers.

Des le XVI¢™e siacle, les européens ont pu observer les populations indiennes d’Amérique centrale
et d’Amérique du Sud utilisant le latex issu de différentes plantes telles que I’hévéa ou le gayule
dans la fabrication de balles. II a fallu attendre un peu plus de deux siécles (1736) pour voir un
naturaliste frangais Charles Marie DE LA CONDAMINE réaliser les premiéres études scientifiques
de cette substance opaque en Guyane. Le terme de caoutchouc est alors repris de I'expression
indienne, "caa-o-chu" ou "ca-hu-chu" signifiant "bois qui pleure". Dés lors, il fut a l'origine
de nombreuses inventions telles que les gommes a effacer (1770), les impermeéables (1823), les
bretelles (1834)...Mais I'une des problématiques d’utilisation de ce matériau est de fondre en

une masse malodorante sous une chaleur torride et de casser par temps froid.

Or une centaine d’années aprés ’exportation
du caoutchouc en Europe, une prodigieuse avan-
cée technologique fut réalisée: la découverte
accidentelle de la vulcanisation. En 1839, 'amé-
ricain C.GOODYEAR (¢f. F1a. I.1) permit de
montrer qu'une cuisson du caoutchouc en pré-
sence de soufre supprimait les propriétés in-
désirables de la gomme. Ce caoutchouc alors
vulcanisé a une solidité et une élasticité ac-
crues, ainsi qu'une plus grande résistance aux

changements de température.

Jusqu’au début du XXM sjecle, le dévelop-

pement des industries automobile et aéronau-

tique contribua & I’explosion de la demande de Ficure L1 Charles GOODYEAR, 1839
caoutchouc naturel. Ce matériau conniit alors

une vague de prospérité qui dura jusqu’au début des années quarante et les premiéres synthéses
de caoutchouc synthétique furent mises au point mais leur production restait encore trop oné-
reuse. Pendant la seconde guerre mondiale, les alliés investirent plus d’un milliard d’euros dans la
recherche et le développement du caoutchouc synthétique pour pallier au manque d’approvision-
nement de ’Extréme-Orient en caoutchouc naturel (en 1876, la culture de I’héveéa fut transplantée
en Asie pour des raisons économiques).

Aujourd’hui, il existe donc deux types de caoutchouc aux origines différentes, I'un provenant de

I’hévéaculture (le naturel) et I'autre de Uindustrie chimique (le synthétique). Ils sont a la fois en
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concurrence et de plus en plus complémentaires. Il s’agit de deux familles possédant a la fois des
propriétés différentes mais aussi des caractéristiques communes. Sur ce dernier point, le choix
s’effectue généralement suivant des raisons économiques.

Le TABLEAU 1.1 présente quelques uns des moments les plus importants dans 1'histoire du caou-

tchouc.
Dates ‘
Premiéres études sur le caoutchouc (C.M. DE LA CONDAMINE et F. FRESNEAU,
1736-1744

France).

1770 Gommes a effacer (J. PRIESTLEY, Angleterre)
Augmentation de Ia plasticité du caoutchouc suite & sa "mastication™ et donc pos-

1820 sibilité de mise en forme. Renforcement du caoutchouc par la silice (T. HANCOCK,
Angleterre)

1893 Imperméabilisation des tissus par dissolution du caoutchouc dans un solvant ; fabri-
cation des premiers imperméables (C. MACINTOSH, Ecosse)

1839 Découverte de la vulcanisation (C. GOODYEAR, Etats Unis)

1876 Transplantation de I’hévéa brasiliensis en Asie a Ceylan

1879 Caoutchouc synthétique (G.BOUCHADART, France)

1888 Pneumatiques pour vélo (J.B. DUNLOP, Ecosse)

1889-1892 | Pneumatiques démontables pour vélo et auto (A.et E. MICHELIN, France)
Premier brevet pour la fabrication de caoutchouc synthétique (F. HOFFMANN, Alle-

1909
magne)
1923.1929 Caoutchouc synthétique polybutadiéne Buna®(W. BocK et E. TSCHUNKUR, Alle-
magne)
Caoutchouc synthétique néopréne (J.A. NIEUWLAND et W.H. CAROTHERS, Etats
19281930 |
Unis)
1937 Caoutchouc synthétique thermoplastique, le polyuréthane thermoplastique (PU) (O.

BAYER et al., Allemagne)
1940-1942 | Caoutchouc synthétique silicone

1946 Pneu radial (MICHELIN, France)
1958 Caoutchouc synthétique fluoré, Viton® (DuPonNT Elastomers, Etats Unis)

1958-63 | Caoutchouc synthétique d’éthyléne —-EPM- propyléne -EPDM- (G. NATTA, Italie)
Premier amortisseur élastomérique sur I'hélicoptére Gazelle. FiG. I1.10(a) (EURO-

1970

COPTER, France)

TABLEAU 1.1 Quelques dates dans I’histoire du caoutchouc

1.2 Structure macromoléculaire

Avant d’entrer dans des considérations purement mécaniques, nous exposerons briévement le
contexte structural de la composition des caoutchoucs.
M. FARADAY a montré en 1826 que la composition du caoutchouc naturel brut (i.e. non-

vulcanisé) est un hydrocarbure, (C5Hg),. En 1860 un autre chimiste britannique G. WILLIAMS
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a extrait un monomeére de la distillation du caoutchouc naturel vulcanisé auquel il donna le nom

d"isoprene" (cf. Fia. 1.2).

~++CHy—C—C—CH,

CHy H ;

Ficure 1.2 Isopréne, CsHg

Il fallut alors dix-neuf ans, pour qu'un chimiste frangais, G.BOUCHARDAT réussisse a synthétiser
I’isopréne en laboratoire. De nombreux efforts furent alors réalisés pendant les cinquante années
qui suivirent pour synthétiser du caoutchouc a partir de cette molécule et le premier brevet de
fabrication d’un véritable caoutchouc artificiel fut déposé par un chimiste allemand F. HOFMANN
en 1909.

Hormis le caoutchouc naturel, les élastomeéres sont obtenus suite & une polymeérisation par po-
lyaddition () qui permet de mettre en séquence des monomeéres. L’assemblage des molécules qui
constituent alors I’élastomeére est totalement désordonné et isotrope. Ces matériaux appartiennent
donc a la famille des polyméres amorphes, c’est a dire qu’ils possédent un arrangement irrégulier
et aléatoire des chaines. Les élastomeéres sont donc constitués d’un ensemble de chaines macro-
moléculaires, plus ou moins réticulées (cf. § 1.4), de différentes longueurs, chacune étant au repos

repliée sur elle-méme. L’architecture peut alors étre représentée par une "pelote statistique".

F1GURE 1.3 — Architecture sous forme de "pelote statistique”

(1). Au cours d’une réaction de polyaddition, de nombreuses petites molécules d’un seul type A, appelées mo-
noméres, se lient les unes aux autres un trés grand nombre de fois pour donner des molécules géantes appelées
macromolécules ou polymeéres, de structure ...-A-A-A-A-A-... ou -(A)n-, ot A est le motif du monomeére qui se
répéte un trés grand nombre de fois, n est le degré de polymérisation qui dépend des conditions opératoires

(température, pression, présence et nature de catalyseurs...) et qui est de ordre du millier.
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Depuis la découverte de l'isopréne, d’autres monomeéres furent également expérimentés et la
co-polymérisation, i.e. polymeérisation de plusieurs monomeres différents (co-monomeéres), fut
également employée (SBR, EPDM, Butyle...). Dés lors, I’association d’atomes autres que le
carbone et I’hydrogéne tels que le chlore, l'azote, l'oxygéne ou le fluor, & nos élastomeéres leur
confére des propriétés particuliéres qui permet de les classer suivant leur utilisation industrielle

en trois grandes catégories (c¢f. TAB. 1.2) :

— les élastomeéres pour usages généraux tels que les préservatifs, les pneumatiques et les

semelles,
— ceux pour usages spéciaux comme le vernis et les plots antivibratoires,

ceux pour usages trés spéciaux; les adaptateurs par exemple.

Type Nom usuel Sigle Nature de Propriétés les
d’utilisation I’élastomére plus remarquables
Caoutchouc na- | NR Polymeére de I’isopréne Bonnes propriétés mécaniques
turel
SBR. SBR Copolymeére de butadiéne et de
Usages styréne
généraux Polyisopréne de | IR Polymeére de I’isopréne
synthése
Polybutadiéne BR Polymeére de butadiéne Trés bonne résistance a ’abrasion
EPDM EPDM | terpolymeére de I’éthyléne, du | Excellente résistance au vieillisse-
propyléne et d’un termonomére | ment
(diéne)
Butyle IR Copolymére d’isobutyléne et | Trés bonne résistance au vieillisse-
Usages d’isopréne ment et étanchéité aux gaz
spéciaux
Néopréne ou | CR Polymeére de chloropréne Bonne résistance au vieillissement et
polychloropréne aux huiles
Nitrile NBR Copolymeére de butadiéne et de | Trés bonne résistance aux hydrocar-
nitrile acrylique bures et faible perméabilité aux gaz
Thiokol T Polymeére de sulfure d’éthyléne | Excellente résistance a certaines
huiles
Hypalon CSM Polyéthyléne chlorosulfoné Remarquable tenue & I'ozone
Polyuréthanes EU Polymeére complexe Trés bonne résistance aux huiles et a
Usages la dégradation. Hautes performances
trés mécaniques
spéciaux
Silicone Q/MQ | Polymére complexe dont le | Haute résistance a la chaleur et au
squelette est composé de sili- | froid
cium et d’oxygéne
Elastomére FM Copolymeére fluoré Exceptionnelle résistance a la chaleur
fluoré et aux huiles

TABLEAU 1.2 — Catégories d’élastomeéres
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1.3 Etat de la matiére des polyméres amorphes

Les élastomeéres appartiennent a la famille des polymeéres amorphes (¢f. § 1.2). Ils présentent donc
en général un état caoutchoutique a la température ambiante bien au-dessus de leur température
de transition vitreuse notée Ty;. On caractérise cette température en observant ’évolution des
grandeurs caractéristiques (module dynamique E* et angle de perte ¢ définis en ANNEXE C.2)
décrivant les propriétés dissipatives d’un matériau suivant la température.

En 1962, les études de BUECHE et NIELSEN sur ces hauts-polymeéres (ou thermodurcissables) ont

permis de mettre en évidence quatre états de la matiére:

— Etat vitreux : cet état caractérise généralement les verres organiques qui présentent une

trés faible déformabilité.

Etat de transition : a ce stade, on est en présence de polyméres linéaires thermoplas-
tiques de type cellulosiques, polyamides, polyesters, polyvinyles. .. Il s’agit comme son nom
I'indique d’une phase de transition significative de 1’état quasi-fragile & un état de grande

déformabilité.

Etat caoutchoutique : les élastomeéres sont caractéristiques de cet état. Ils possédent une

grande déformabilité et un comportement visqueux.

Etat d’écoulement : le polymére, bien qu’encore solide, se comporte comme un fluide

non-newtonien quasi-incompressible fortement visqueux.

On peut ainsi réaliser une observation qualitative du module dynamique et de ’angle de perte
suivant la température qui permettent de mettre en évidence les différents états de déformabilité

que peut engendrer une variation de température sur ces matériaux (cf. Fia. 1.4).

A s
E’., ~ quelques GPa

-~
~ -
-

- e e e m EmEm==———-——=]

* ~ Euit e
Ecaou — 10v60

T, Température (°C)
Etat caoutchoutique

. Ecoulement

|:| Etat vitreux
. Etat de transition

FiGure 1.4 Evolution du module dynamique et de l’angle de perte en fonction de la température.
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I.4 Elasticité caoutchoutique : une grande déformabilité

L’élasticité caoutchoutique caractérisant 1'état de la matiére des élastomeéres est moins due a la
nature des atomes qu’a I’arrangement moléculaire. Les élastomeéres ne sont pas les seuls matériaux
élastiques mais ils sont les seuls a offrir une telle capacité de déformation. Ainsi un ressort d’acier
n’accepte guére de subir un allongement de plus de 10%. En revanche, les caoutchoucs peuvent
s’allonger couramment jusqu’a 500% et dans certains cas jusqu’a 1000%. Il est alors possible
d’expliquer ce phénoméne par leur structure macromoléculaire.

Le caoutchouc a I’état brut est comparable & un fluide visqueux. Sa structure est comparable

aux polymeres linéaires (c¢f. F1a. 1.5) dont les chaines macromoléculaires sont indépendantes.

/\/\'—\ Linéaire
)

Ramifié

L Réticulé

Ficure 1.5 Différents types de macromolécules

Sous l'action d’une contrainte extérieure, on peut aisément imaginer que ces chaines glissent
irréversiblement les unes par rapport aux autres. Ces libertés de déplacement leur permettent
donc de subir de grandes déformations sans rupture. Mais lorsqu’on libére le matériau de cette
contrainte, il flue et une déformation permanente apparait. Le retour a I’état initial ne peut alors
s’effectuer que par une intervention extérieure. En 1820, c’est T. HANCOCK qui mit en évidence
l"augmentation de la plasticité du caoutchouc brut suite & sa "mastication". Un comportement
qui lui confére alors une capacité de mise en forme. Cependant, il subsistait un manque de
stabilité thermique qui freinait son utilisation (cf. § I.1).

On crée donc des liens entre les chaines pour établir voire augmenter une capacité de recouvre-

ment élastique afin que le caractére visqueux laisse place & 1’élasticité. Les pontages chimiques
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entre celles-ci forment un réseau tridimensionnel qui solidarise les chaines entre elles. Le matériau
posséde alors une bonne stabilité thermique tout en conservant le caractére d’extréme déforma-
bilité. On appelle ce type de réaction la réticulation (?) (cf. Fia. 1.5). Le paramétre qui caractérise
ce type de réaction est le taux de réticulation (ou densité de réticulation).

On peut ainsi expliquer Dorigine de la grande déformabilité des caoutchoucs par une densité de
réticulation relativement faible. Cependant d’autres propriétés dépendent souvent de maniére
non-linéaire du taux de réticulation (c¢f. Fia. 1.6) telles que la résistance au déchirement et a la

fatigue, le comportement dissipatif, la dureté. ..

Résistance
Comportement .
o au déchirement et Module
dissipatif .
a la fatigue statique
Module
dynamique
3
R
g
a
S —  Durete
¥
Résistance
dynamique

Densité de réticulation

FiGure 1.6 Représentation schématique des propriétés physiques et mécaniques fonction de la

densité de réticulation de BOUCHEREAU

(2). La réticulation est une opération de pontage. Il faut noter le cas particulier de la vulcanisation qui s’effectue

avec du soufre a haute température.



14 Chapitre 1. Généralités sur les élastoméres

I.5 Les élastoméres chargés

Les propriétés d'un élastomeére dépendent de sa composition (¢f. § 1.2), de sa réticulation (cf.
§ 1.3) mais elles évoluent aussi en grande partie suivant les adjonctions qui lui sont incorporées.
De maniére générale, 'utilisation des charges a pour objectif de renforcer le matériau ou bien

d’en diminuer le prix.

I.5.1 Renforcement des propriétés d’usage

T.HANCOCK réalisa en 1820 le premier renforcement par des charges de silice avec une volonté de
diminuer le prix de revient du caoutchouc naturel. Mais I'utilisation des élastomeéres chargés (en
noir de carbone) a réellement débuté au début du XX'me siacle avec Uessor des pneumatiques.
Quant aux charges de silice, il aura fallu attendre les années quarante pour qu’on les utilise
précisément comme renfort.

On entend alors par renforcement, ’amélioration des propriétés d’usage de la gomme. Il peut
s’agir de 'augmentation du module tangent & l'origine, des modules sécants, de I’énergie & rup-
ture, de la contrainte ou de I’élongation a rupture, de la résistance a la fatigue, de la résistance
a labrasion ... (DANNENBERG, 1975). De maniére générale, le caractére renforgant varie avec la
nature de la charge, sa taille, sa morphologie mais aussi ses interactions avec la matrice. On parle

alors de matériaux bi-phasés composés de :
— la matrice (ou la gomme),
les charges (ou les agglomérats ou encore les renforts).

I existe plusieurs types de charges plus ou moins renforcantes (¢f. TAB. 1.3). Par exemple les
charges claires qui sont moins renforgantes que les noirs de carbone, sont utilisées dans la fabri-

cation de mélange clair afin de baisser les cotits de production.

Noirs de carbone Charges claires
N347/N375/N330 | + + + silices | ++ e
N550 | ++ kaolins | -+ R
NT762 + talcs et craies | —

TABLEAU 1.3 — Degré de renforcement de différents types de charges [LEMOINE, 2001/

Le mélange des charges a la matrice n’est jamais parfait. Il reste des "grumeaux" ou "agglomé-
rats" (¢f. F1a. 1.7). Les charges se présentent donc sous différentes échelles, de la taille d’une
particule élémentaire a l'agrégat (ensemble indivisible) jusqu’aux agglomérats (ensemble des-
tructible en agrégat). Afin de comprendre les mécanismes de renforcement du SBR par la silice,

RAMIER et al. [2002] réalise une observation des différentes tailles de charge de silice pour mettre
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Particule
élémentaire Agrégat Agglomérat
Malaxage
-
— -
—_— 2
Agglomération
- - -
10-15 nm 10-100 nm 1-10 pm

FIGURE 1.7 — Les différentes échelles de taille des charges

en évidence la nature des interactions a l'interface charge/matrice en fonction du traitement de
surface de la charge et de leur influence sur les propriétés mécaniques.

De la méme maniére que pour une réaction de réticulation, il s’aveére nécessaire de définir un
parameétre qui caractérise I’adjonction de charges a un matériau. On parlera alors de la quantité
de charge notée p,, qui s’exprime en partie massique de charge ajoutée pour 100 parties de
gomme. Via 'expression de cette quantité, il est alors possible d’exprimer la fraction volumique
de charge du matériau notée p ().

A la vue des résultats de DEWIMILLE et BOKOBzA [2002] présentant 1’évolution de la contrainte
nominale avec la déformation pour différents échantillons d’un élastomere silicone renforcé par
différents taux de charge de silice, on observe bel et bien un raidissement de la contrainte nominale
suivant le taux de charge du matériau (cf. Fia. 1.8(a)).

Ainsi les principales théories de renforcement des élastomeéres chargés font appel a ce type de para-
meétre. Par exemple, en considérant la particule comme un solide rigide, indéformable et adhérent,
la littérature propose divers modeéles pour représenter I’augmentation du module d’élasticité en
fonction de la valeur du module élastique du matériau non-chargé, de la fraction volumique de
charge, du facteur de forme des charges... CANTOURNET [2002] présente les principaux modéles
de renforcements utilisés tels que ceux de SMALLWOOD ou de GUTH.

Or pour un industriel, I'accroissement de la raideur n’est que I'une des principales caractéristiques
dues a ’adjonction de charges : on peut aussi observer I’augmentation de la dissipation au cours
de sollicitations dynamiques.

KAR et BHOWMICK [1999] proposent une observation de I’évolution de la dissipation globale

mesurée a un taux de déformation de 0.019s~' suivant Pamplitude créte a créte d’un essai

(3). CANTOURNET [2002] exprime la relation entre la quantité de charge et le fraction volumique de charge :

Nm/pcha'rge (11)
mvul/ﬂvul + ,Uzm/ﬂcharge

‘LL:

oll Pcharge, Poul €t Moy Tespectivement la densité volumique de la charge, la densité volumique de ’élastomere

vulcanisé et la masse totale de vulcanisation pour 100g d’élastomere.
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(a) Courbe contrainte nominale/déformation pour (b) Effet de Pamplitude de déformation (créte a
différents échantillons dun élastomeére silicone créte) sur la dissipation a4 un taux de déformation
(Dimethyl-(Poly)Siloxane) renfor¢é par la silice pré- de 0.019s™" pour un élastomére SBR, suivant diffe-
cipitée in situ [DEWIMILLE et BOKOBzA, 2002] rents taux de charge de noir de carbone [KAR et

BrowMiIck, 1999].

Ficure 1.8 Observation du caractére renforcant des charges.

cyclique triangulaire pour différents échantillons d’un élastomére SBR a divers taux de charge
de noirs de carbone (cf. Fia. 1.8(b)).

Pour confirmer ces observations, nous proposons les résultats d’une campagne d’essais expéri-
mentaux sur des éprouvettes de quadruple cisaillement d’élastomeéres siliconés fournies par la
société SMAC que nous avons réalisée au sein du laboratoire d’essais mécaniques de ’'ESIM. La
comparaison s’effectue alors sur un mélange siliconé CQXB (Dureté Shore 30) et son homologue
avec 10% de charges ajoutées de Dureté Shore 50(4). Pour I'analyse de ces résultats nous nous
sommes basés sur le module dynamique (ou raideur globale) et sur la dissipation globale au cours
d’un cycle stabilisé calculés pour une sollicitation cyclique triangulaire avec une amplitude de
50% et une vitesse de déformation de 0.1557! (¢f. § 111.3.2). L’examen de ces deux paramétres
permet alors d’observer que le mélange silicone chargé est plus dissipatif et plus rigide que son

homologue non-chargé (cf. F1a. 1.9 et TAB. 1.4).

I.5.2 Autres effets sous chargement cyclique

On a pu constater que ’adjonction de charges permet un renforcement des propriétés de la

gomme. Or on peut noter divers phénomeénes ou effets qui s’accentuent voire qui apparaissent au

(4). I1 faut noter que le fabricant nous a communiqué ni le type de mélange siliconé, ni le type de charges ajoutées.
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CQXB | CQXB-Chargé
Module dynamique, (M Pa) 0.270 0.368
Dissipation globale, (kJ.m™3) 17 73

TABLEAU 1.4 Comparaison du module dynamique et de

tchoucs silicones CQXB avec et sans charge produits par

la dissipation globale pour des caou-

la société SMAC et calculés pour un

essai cyclique triangulaire d’amplitude 50% et de vitesse de déformation 0.1557 1.

0.25 T T T T T T T T
CQXB Non-chargé + SOK
0.2 F CQXB Chargé x X
><><><
0.15 % %+1$
—~ ><>< ++§< *
S 0.1 r ><><>< + 7% ++ N
% x 7+ + >§r +
12<<E<+ o
8 0 X s
= M%T g%
= -0.05 | + & +++><t< ]
o TR IR + 7 x
5 X Lt X
-0.1 F + % + X -
@) + + T X
+ X + X
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-0.15 H+ X N
x X
X X
-0.2 [y X n
P
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Déformation (%)

FiGUure 1.9  Ewolution de la réponse en cisaillement suivant le matériau pour un essai cyclique

triangulaire d’amplitude 50% et de vitesse de déformation 0.15s71.

cours d'un chargement répété :

— Phénoméne de stabilisation (1931) : HOT a mis en évidence la nécessité d’appliquer
un certain nombre de cycles & une éprouvette afin de pouvoir enregistrer une courbe de
comportement unique a un niveau donné de déformation. On parle dans ce cas de cycle

stabilisé.

Effet MULLINS (1947) : Lorsqu’un élastomeére est sollicité de fagon cyclique, une diminu-
tion de la charge nécessaire pour obtenir la méme élongation est observée. Ce phénomeéne
plus ou moins réversible de diminution des propriétés mécaniques d’un matériau sous char-
gement cyclique connu sous le nom d’adoucissement sous contrainte ou d’effet MULLINS,
a été I'objet de nombreuses recherches [GOVINDJEE et Simo, 1991 ; MIEHE, 1995 ; Mo-
REAU, 2000].

MULLINS |1947| a réalisé plusieurs campagnes expérimentales sous chargement répété de

différents mélanges afin de mieux comprendre ce phénomeéne. Il en ressort les constats
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suivant :
tous les élastoméres utilisés présentent un phénoméne d’adoucissement d’autant plus
important que le taux de charge est élevé,

— la contrainte pour une élongation donnée lors du premier cycle diminue pour les dé-
formations inférieures ou égales a la déformation maximale imposée lors du premier
cycle,

— lorsque la déformation est supérieure aux cycles précédents, le matériau n’est pas
adouci,
le plus grand pourcentage d’adoucissement est obtenu lors du premier cycle avec une
stabilisation du comportement au bout d'un certain nombre de cycles suivant les élon-
gations imposées. Plus I’élongation sera grande, plus le nombre de cycles permettant
la stabilisation du matériau est important.

A ce phénoméne d’adoucissement s’ajoute aussi une modification de la trajectoire de la
montée en charge jusqu’a la déformation maximale aprés chargement cyclique. GOVIND-
JEE et SIMO [1991| mettent en évidence ce phénomeéne par un chargement cyclique (cf.
Fic. 1.10).

Partant d’un état initial (0), considéré comme vierge de sollicitations, la courbe de premier
chargement suit le chemin (a). Si 'on décharge le matériau arrivé a 'état (D), la courbe de
premier déchargement est le chemin (b). Si un deuxiéme chargement est ensuite appliqué,

le chemin suivi sera alors (b) jusqu’a atteindre ’état (1), puis la courbe de chargement se

A
. ©)
£
s
e ®
()
(a) (b)
© Déformation

Ficure .10  Modification de la trajectoire d’une courbe "virtuelle” de montée en charge aprés

chargement cyclique d’un élastomére [GOVINDIJEE et SIMO, 1991].
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confond & nouveau avec le chemin (a). Si I'on décharge le matériau une fois arrivé a un état
@ (g2 > €1), la décharge suit (c). En cas de nouveau chargement, le chemin est (c) tant

que € < g9 et redevient (a) par la suite.

— Phénoméne de recouvrement (1947) : MULLINS [1947] mit en avant pour la premiére
fois le pourcentage de récupération pour un caoutchouc naturel vulcanisé en fonction de la
température (c¢f. F1a. I1.11). Aprés un certain temps, le matériau préalablement cyclé pré-
sente a nouveau un effet MULLINS. Le fait de chauffer le matériau permet une récupération

plus rapide et plus importante.

— Effet PAYNE (1971): Lors d’une sollicitation cyclique en petites déformations d'un élasto-
mére chargé, 'augmentation de 'amplitude de déformation s’accompagne d’une réduction
du module dynamique. PAYNE observe de plus une forte non-linéarité dans son évolution.
CANTOURNET [2002| propose par exemple d’'imputer cet effet au phénoméne de dislo-
cation/désagglomération des charges. Il s’agit donc de glissement de chaines autour des
agrégats et la gomme n’est toujours pas sollicitée. On peut illustrer cet effet au regard de
la Ficure 1.12. En effet, SIOBERG [2002] constate un net assouplissement suivant I’ampli-
tude de sollicitation. Ce phénoméne s’accompagne d’une forte hausse de 'angle de perte
suivant 'amplitude jusqu’a un certain seuil a partir duquel on observe une diminution. Il

est alors intéressant de mettre en évidence le caratére non-linéaire de leur évolution.

100p
100°C

o]
o
T

D
o
L2

60°C'

Recouvrement (%)
S
[e=]

[\
(==}
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20 40 60 80 100
Temps de recouvrement (Heures)

FiGure 1.11  Pourcentage de recouvrement de [’effet MULLINS pour un caoutchouc naturel

vulcanisé en fonction de la température et du temps [MULLINS, 1947



20 Chapitre 1. Généralités sur les élastoméres

7
=)

o

Rigidité (kN/mm)

o
T

— Angle de perte (degrés)

L L L ! L L

!
0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6 1.8 2

Amplitude (mm)

Fi1GURE 1.12  Mesures de la rigidité et de l’angle de perte d’un élastomére chargé (isolant)

montrant une forte dépendance a une variation d’amplitude, appelé effet PAYNE [SIOBERG, 2002].

1.6 Conclusion

Ce chapitre propose quelques généralités sur la famille des caoutchoucs qu’ils soient naturels ou

synthétiques. Ainsi, on a pu constater que l’association :
— de leurs diverses compositions chimiques,
— de leurs structures macromoléculaires désordonnées,
— des types d’adjonctions qui leurs sont incorporées. . .

leur conférent des propriétés aussi nombreuses que variées. Il parait alors illusoire de chercher
& caractériser un comportement global pour tous les élastomeéres. L’étude se limitera donc aux

élastomeéres silicones faiblements chargés utilisés par notre partenaire industriel.



CHAPITRE

IT

Contexte industriel

a structure macromoléculaire et les compositions chimiques va-
riées des élastoméres leurs conférent des propriétés qui en font
des matériaux de plus en plus présents dans les industries aé-
ronautique, automobile, du batiment. ..
Ce chapitre présente le contexte industriel de I'étude a travers :
le matériau étudié : élastomére silicone chargé VHDS 1029 pro-
duit par la société PAULSTRA et utilisé pour sa capacité a amortir
les chocs ou a filtrer les vibrations tout en conservant une bonne
stabilité thermique et inertie chimique,
Papplication industrielle : adaptateur de fréquence, piéce élastomé-
rique intervenant dans le fonctionnement d’un moyeu rotor d’héli-
coptére en permettant d’éviter le passage de la pale par sa fréquence

propre de vibration (EUROCOPTER).
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II.1 Les caoutchoucs silicones chargés

IT1.1.1 Généralités

Les silicones sont des polymeéres existant sous trois formes physiques: huiles, élastoméres et
résines. Ici, nous nous intéressons plus particuliérement aux élastomeéres silicones (dits parfois

"caoutchoucs silicones", c¢f. TAB. 11.1).

Nom des silicones | Désignation

Methyl-(Poly)Siloxane MQ
Methyl-Vinyl-(Poly)Siloxane MVQ
Phenyl-Methyl-Vinyl-(Poly)Siloxane PMVQ
(Poly)

Fluoro-Methyl-Vinyl-(Poly)Siloxane FMVQ

TABLEAU II.1  Désignation des caoutchoucs silicones les plus répandus dans la littérature.

Les caoutchoucs silicones sont plus résistants a la chaleur et au froid que la plupart des élas-
tomeéres. En effet, ils possédent une trés grande stabilité thermique (de -80 a 200°C) et une
excellente inertie chimique. Ils présentent une trés bonne résistance & 1'ozone, au vieillissement
et aux intempéries mais en revanche aucune résistance aux huiles et aux fuels (V). Ces matériaux
présentant des propriétés physiques trés faibles, on leur ajoute alors généralement des charges.
On peut lire a travers les données fabricants une représentation générale des propriétés de ce

type de matériaux répertoriée dans le TABLEAU I1.2.

Q/MQ/MVQ FMVQ VHDS
Dureté Shore 30/85 30/85 33/77
Contrainte avant rupture (MPa) 8 8 6.5/10.5
Déformation a rupture (%) 250 200 400/800
Domaine de stabilité thermique (°C') | —70 a 4200 | —55 a +180 | —80 a +200

TABLEAU I1.2  Représentation générale des propriétés des silicones.

I1.1.2 Le matériau de 1’étude : Silicone VHDS 1029

Le matériau de cette étude est un caoutchouc silicone VHDS 1029 produit par la société PAUL-
STRA utilisé pour sa capacité a amortir les chocs ou a filtrer les vibrations tout en conservant
une trés grande stabilité thermique et inertie chimique. Les détails concernant son utilisation

industrielle au sein de la société EUROCOPTER sont présentés au paragraphe I1.2.

(1). Les silicones fluorés (FVMQ) possédent un domaine de stabilité thermique peut étre moins large que les

autres caoutchoucs silicones mais présentent une meilleure résistance aux huiles et fuels.
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L’industriel producteur du VHDS 1029 (PAULSTRA) souhaitant conserver une certaine confiden-
tialité concernant la fabrication de son matériau, le lecteur comprendra qu’il nous est impossible
d’étre précis quant a sa description. Malgré cela, nous avons réalisé quelques observations mi-
croscopiques au sein du Centre des Matériaux de 1’Ecole des Mines de Paris et déterminé sa
température de transition vitreuse au sein du Laboratoire de Mécanique et de Rhéologie de

Tours.

II.1.2.a Observation microscopique

Un série d’observations au microscope électronique a balayage (M.E.B.) ) sur I’endommagement
et la fatigue de ce matériau a permis de mettre en evidence l'existence de plusieurs types de
charges présentes dans le matériau [COURTOIS, 2003|. Ces observations microscopiques ont été
réalisées dans le cadre d'un partenariat avec le Centre des Matériaux de I’Ecole des Mines de

Paris avec la collaboration de LATARINANDRASANA et al. [2003].

20 Grand. = 391X EHT= 5.00kV WD= 25mm Signal A= 8E1

| | MAP @CDM ENSMP

FI1GURE II.1 — Observation d’un agglomérat de silice de grande taille sur une éprouvette vierge

de VHDS 1029.

(2). Cette série d’observations microscopiques a été réalisée pendant un stage de DEA au sein de I’équipe MN

du Laboratoire de Mécanique et d’Acoustique de Marseille [CourTO1S, 2003]
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Lorsqu’on observe une photo prise au M.E.B. d’une éprouvette vierge, on constate que nous
sommes en présence d'un agglomeérat de silice de grande taille (¢f. Fia. I1.1). Cependant il existe
plusieurs types de charges dans le matériau d’étude. Ces charges sont soit isolées, soit regroupées
en agglomérats.

En utilisant une micro-sonde, il a été possible de déterminer la composition chimique des charges
observées. L’analyse des résultats donne alors plusieurs types de charges, de forme et de compo-

sition différentes.

11.1.2.b Détermination de la température de transition vitreuse

Cette étude a été menée au sein du Laboratoire de Mécanique et de Rhéologie de Tours en
collaboration avec F. LACROIX et S. MEO dans la perspective de déterminer la température
de transition vitreuse et par la méme de définir la plage de stabilité thermique d’utilisation du
matériau.

Pour cela comme nous l'avons précisé au paragraphe 1.3, nous avons suivi I’évolution des modules
i

E
suivant la température sur 3 éprouvettes (cf. Fia. I1.2). Ces grandeurs caractéristiques sont

de gain noté E’ et de perte noté E” ainsi que le facteur d’amortissement tel que tand =

définies plus précisément en ANNEXE C.2. L’obtention de la température de transition vitreuse
s’effectue alors en observant la valeur de la température pour laquelle la courbe représentative

de tan ¢ atteint son maximum (c¢f. Fia. I1.3).

— E
= E " Ehowvatons
g =
E c
& |
g <
= £
& g
< g
< )

5 E
3 E
= p
Température (°C) Température (°C)
(a) Module de gain (b) Module de perte

FIGURE I1.2  Observation de I’évolution de E' et E" suivant la température.
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Facteur de perte

Eprouvette n°1
————  Eprouvette n°2
——— Eprouvette n°3

Température (°C)

Ficure I1.3  Observation de ’évolution de tand swivant la température.
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11.2 Utilisation industrielle

11.2.1 Propriété d’amortissement

Parmi toutes les propriétés que l'on a pu citer auparavant sur les caoutchoucs, on peut noter la
capacité d’amortir les chocs ou de filtrer les vibrations. Il s’agit 1a de deux propriétés extrémement
importantes dans le monde des transports. Ainsi, le pneumatique amortit des irrégularités de
la route en assurant le confort du conducteur et des passagers. Il encaisse les déformations
provoquées par les obstacles et les inégalités du sol. Dans le domaine automobile, les piéces
amortissantes ne se limitent pas aux seuls pneumatiques. Les différentes piéces antivibratoires
(supports moteurs...) permettent de filtrer les vibrations en provenance du moteur ou des organes
de liaison au sol. Les propriétés antivibratoires des piéces en caoutchouc sont également utilisées
dans le domaine des travaux publics: appuis de pont, plots antisismiques. . .

Il existe une littérature importante concernant 1’étude du caractére élasto-dissipatif des élasto-

meres. Le TABLEAU I1.3 présente quelques exemples de domaines d’applications.

Domaines Applications Auteurs Nationalités
Aéronautique Amortisseur de trainée BRACKBILL [2000] Etats Unis
KAMATH et al. [2000] Etats Unis
BOUKAMEL et al. [2000] France
LESIEUTRE et GOVINDSWAMY [1996] | Etats Unis
GANDHI et CHOPRA [1994] Etats Unis
Butée lamifiée ABOUCHITA et al. [2003] Maroc
LEJEUNES et al. [2003] France
BOUKAMEL [1988] France
Peau de ballons atmosphériques GOLDEN et al. [1999] Etats Unis
Support de systéme aérospatiaux | ROUSSEAU et al. [2002] France
Automobile Suspensions SAAD [2003] France
WINEMAN et al. [1998] Etats Unis
Pneumatique LAHELLEC [2001] France
LE TALLEC et RAHIER [1994] France
Médecine Cornée KALISKE et ROTHERT [2000] Allemagne
Tissus cérébraux Darvisd et CRANDALL [2001] Etats Unis
Tissus artériels HOLZAPFEL et al. [2002] Autriche
Tissus biologiques souples BERGSTROM et BOYCE [2001] Etats Unis
Agro-alimentaire | Pate (fabrication du pain) PuAN-THIEN [2000] Australie
Prét a porter Semelles de chaussure ROBISSON [2000)] France
Travaux publics | Plots antisismiques BURTSCHER et DORFMANN [2004] Autriche

TABLEAU I1.3 — Quelques exemples d’applications industrielles utilisant les élastomeéres pour leur

capacité amortissante.
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Une présentation de la méthode classique d’étude de ces phénomeénes dissipatifs en régime har-
monique, appelée "Méthode d’analyse complexe", est présentée en ANNEXE C.2 ot les propriétés
d’amortissement d’un matériau sont traduites par I’énergie dissipée sous forme de chaleur au
cours d'un chargement cyclique. Elle s’applique & I’ensemble des nombres complexes sous 'hy-
pothése des petites perturbations et nécessite I'utilisation d’un modéle rhéologique global peu
prédictif. Les lois ainsi obtenues peuvent étre intégrées dans des modeéles éléments finis, qui
conduisent a des calculs lourds et difficilement intégrables dans des systémes possédant un grand

nombre de degrés de liberté.

Pour T'heure, il parait important avant d’entrer dans le vif de 1’étude, de situer le caractére

amortissant nécessaire au bon fonctionnement du moyeu rotor d’un hélicoptére.

I1.2.2 Fonctionnement d’un moyeu rotor

Lors d’un vol, la pale de I'hélicoptére est soumise a son propre poids (qu’on négligera face aux
autres forces), a la portance, a la force centrifuge et a la trainée i.e. force d’inertie qui sollicite

la pale dans son plan de rotation (c¢f. Fia. I11.4).

En vol de transition, la vitesse de déplacement d’un hélicoptére conduit & une répartition dis-

symétrique des vitesses linéaires de rotation le long de la pale (¢f. Fia. I1.5). De plus, Deffet

Portance, F, ; Plan de rotation

Force centrifu ‘

Oscillation de
trainée de la pale

dans son plan

de rotation

Axe du rotor

FiGURE I1.4  Bilan des forces sur une pale d’hélicopteére.
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Pale
avancante Pale
avancante
Pale Pale
reculante / reculante Ya
w /(U
(a) Vol stationnaire. (b) Vol de transition.

F1GURE I1.5 — Composition des viteses.

Sy

Pale reculante Pale avancante
Axe rotor

Ficure 11.6  Répartition des efforts de portance.

conjugué de la vitesse de rotation des pales w® et de la vitesse de déplacement longitudinal de

I’appareil V' conduit & une vitesse en bout de pale du type :
VL = Vpot + Vg = wL + Vsin(wt), (IL.1)

avec L la longueur de la pale. Ceci induit une variation de vitesse des extrémités des pales de
600 a 1200km/h en vol de transition.

Il est alors possible de calculer la force de portance F, = %pairvT2Cz ou C,, vy, et pgir sont
respectivement le coefficient de portance, la vitesse relative qui représente la vitesse de rotation
ajoutée a la vitesse d’avancement v, et la masse volumique de I'air. L’effort de portance sera
donc différent en chaque point de la pale (¢f. Fia. I1.6).

La dissymétrie latérale de portance provoque un mouvement de roulis de I’hélicoptére. Pour
pallier ce probleme et donc pour assurer la symétrie des efforts et 1’équilibre des moments, il
est nécessaire que la pale avancante ait une inclinaison différente de celle de la pale reculante.

C’est la butée sphérique, assemblage de coupelles d’élastomeéres et d’acier (appelée aussi lamifié

(3). La vitesse de rotation du rotor principal est comprise entre 300 et 550 tours/minute et celle du rotor de

queue est comprise entre 1500 et 4000 tours/minute. Elles dépendent essentiellement du type de machine.
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(a) Butée lamifiée (b) Adaptateur de fréquence

F1GURE I1.7 — Piéces élastomeériques d’un rotor d’hélicoptére, HUTCHINSON.

A F,, force de portance

F,., force de trainée

F1GURE I1.8 — Inclinaison de la pale.

élastomeére/métal, cf. Fia. I1.7(a)), qui permet le mouvement relatif de la pale par rapport au
moyeu rotor.

Cette modification d’inclinaison (on notera 6;,. 'angle d’inclinaison de la pale) entraine alors
une modification du coefficient de trainée C, (c¢f. Fia. 11.8). Cela implique donc une variation
de la force de trainée F, = %paiTUTQCz qui provoque une oscillation de la pale dans son plan
de rotation (c¢f. FiG. I1.4) qui peut s’assimiler a un pendule dont la force de rappel est la force
centrifuge. Lorsqu’on monte en régime, la fréquence propre de trainée de la pale f,, croise le
regime nominal d’oscillation de celle-ci. Il peut alors se produire un phénomeéne de résonance qui
peut arracher le rotor ou faire basculer I’hélicoptére. L’adaptateur de fréquence permet par sa
fonction amortissante d’éviter ces phénomeénes de résonance. C’est pourquoi, il est aussi appelé

amortisseur de trainée (cf. Fia. I1.4 et Fia. I1.9).

I1.2.3 Adaptateur de fréquence

Les premiers amortisseurs de trainée étaient hydrauliques, ce qui conduisait a des équipements
volumineux et cotiteux (circuit d’huile sous pression. .. ). Les adaptateurs de fréquence élastomé-

riques ont été mis en service sur des hélicoptéres de type "gazelle" en 1970 (c¢f. Fia. I1.10(a)).
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Adaptateur

—_ de
fréquence

(a) Gazelle SA.341 (b) Colibri EC 120

F1GURE I1.10 — Ezemple d’hélicoptére possédant des piéces élastomériques, EUROCOPTER.

Il s’agit en général, d’'une piece cylindrique constituée d’un élastomeére cisaillé par deux cylindres

en acier dont le role est de dissiper une partie de ’énergie mécanique (cf. F1a. I1.11). L’élastomere

utilisé est dans ce cas un mélange synthétique a base de silicone (VHDS 1029, ¢f. § 11.1.2) dont

le comportement est suffisamment stable pour les températures et les sollicitations complexes

d’utilisation des adaptateurs de fréquence.
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FI1GURE I1.11 — Coupe d’un adaptateur de fréquence classique.

I1.2.4 Problématique industrielle

L’objectif de conception d’une nouvelle génération d’adaptateurs de fréquence passe nécessaire-
ment par une bonne maitrise du comportement de ces piéces élastomériques face aux conditions
d’utilisation extrémes qu’elles subissent. L’estimation de la durée de vie et la prévision de leur
réponse sous des sollicitations statiques, dynamiques et thermiques sont donc des caractéristiques

du matériau qu'un industriel ne peut écarter.

Parameétres de sollicitation Domaine
Fréquence < 30Hz
Amplitude statique "moyenne" < 25%
Amplitude dynamique "moyenne" | < 25%
Amplitude statique "maxi" < 55%
Amplitude dynamique "maxi" < 40%

TABLEAU 11.4 — Enveloppe des sollicitations des adaptateurs des rotors principal et arriére.

La modélisation du comportement des élastomeéres utilisés dans la fabrication de ces piéces né-
cessite la prise en compte des grandes déformations, des processus dissipatifs et de 'influence de
la température sur le comportement thermo-mécanique.
Ainsi, parmi les aspects de comportement & considérer, on peut citer :
I’hyperélasticité, 1'élastoplasticité et la viscoélasticité pour les sollicitations statiques et
dynamiques,
le couplage thermo-mécanique pour modéliser les phénoménes dissipatifs dépendant de la
température,
la modélisation de 'endommagement afin de prévoir la durée de vie des piéces en élastomeére.

Les premiers volets de ces thémes ont fait I’objet d’un programme de recherche de 1991 & 1994,

initié par Eurocopter (Aérospatiale/DH) et mené en collaboration avec 'Equipe Modeéles Numé-
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riques du Laboratoire de Mécanique et d’Acoustique de Marseille.

Le cadre général de ces travaux a porté d’une part sur la modélisation, la caractérisation et
I’identification du comportement des élastomeéres et d’autre part sur la formulation numérique
et la mise en ceuvre des modeéles a travers des algorithmes numériques basés sur la méthode des
éléments finis.

Deés lors, aux vues des résultats de ces travaux, on peut aujourd’hui considérer que les aspects de
comportement hyperélastique sont bien maitrisés aussi bien sur le plan de la formulation numé-
rique que sur le plan de la caractérisation expérimentale voire méme au niveau de la conception de
piéces complexes constituées d’élastomeéres hyperélastiques. Quant au comportement viscoélas-
tique en grandes déformations (que nous appellerons hyper-viscoélasticité), les développements

effectués a ce jour par GABRIELI [1995] et MEO [2000], peuvent étre synthétisés comme suit :

— la généralisation des modéles rhéologiques aux grandes déformations via la notion de confi-

guration intermédiaire,

— la mise en ceuvre d’'une formulation en éléments finis basée sur ces modeéles de comporte-

ment,
I'identification des paramétres du modele sur des essais cycliques en cisaillement.

Les résultats obtenus permettent ainsi de valider les modéles développés pour une solliciation
cyclique sinusoidale donnée.

Sur le couplage thermo-mécanique, les travaux menés entre 1994 et 1998 en collaboration avec
I'Institut Universitaire de Systémes Thermiques Industriels (IUSTT) ont permis de réaliser une
plateforme de couplage faible permettant de résoudre par la méthode des éléments finis le pro-
bléme thermo-mécanique basé sur un comportement en grandes déformations viscoélastiques et
sur la résolution du probléme thermique en configuration Lagrangienne. Les résultats obtenus
présentent alors une bonne corrélation avec les mesures expérimentales si 'on suppose qu’une
proportion de la dissipation visqueuse n’est pas transformée en chaleur et est utilisée pour le réar-
rangement de la micro-structure de I’élastomére tel que la cohésion/décohésion entre les charges
et la gomme.

Par ailleurs sur I’endommagement des élastomeéres chargés, des tavaux ont été menés par BIKARD
[2002] permettant d’intégrer ce phénoméne en se basant sur le modéle de ROUSSELIER (aciers
chargés de carbures). L’endommagement est alors supposé majoritairement di & des processus
de décohésion de la matrice autour des inclusions, c’est a dire des micro-cavités.

Les travaux développés depuis une dizaine d’années ont donc permis de mettre au point des
modéles phénomeénologiques et présentent une relativement bonne corrélation avec ’expérience.
Cependant, ils méritent des analyses et des investigations approfondies. En effet pour le compor-
tement hyper-viscoélastique, la détermination de la réponse sous sollicitations multi-harmoniques

nécessite un enrichissement des modéles rhéologiques.
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L’objet du programme de recherche actuel planifié sur cing ans et englobant deux théses est de
développer des modéles statistiques pour les élastomeéres chargés. Ces modeéles sont basés sur des
motivations micro-structurales afin de rendre compte dans un premier temps, des interactions
entre les charges et la matrice élastomérique a différentes températures et sous des sollicitations
dynamiques variées (c’est I'objectif de ce travail de recherche). Nous aborderons dans un second
temps les aspects d’endommagement en analysant les micro-mécanismes de rupture initiés a
I'intérieur des agglomeérats de charges ainsi que les mécanismes de décohésion aux interfaces
charges/matrice (non étudié ici).

L’objectif est donc de cerner finement le comportement de ces matériaux & travers:

— le développement de modeéles de comportement ;

Iidentification des paramétres gouvernant ces modeéles a travers la réalisation d’essais de
caractérisation a différentes températures ;

— la validation de ces modéles via la confrontation & des essais sous sollicitations complexes ;
I'implémentation et la mise au point de codes éléments finis pour la simulation thermo-
mécanique du comportement de piéces réelles.

L’aboutissement logique de cette démarche devra se concrétiser par une procédure d’aide a la

conception de ces piéces dissipatives en élastomeére.
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e chapitre présente les résultats d’essais expérimentaux que

nous avons réalisés sur des éprouvettes de traction uniaxiale

et de double cisaillement en élastomeére silicone VHDS 1029
fournis par la société PAULSTRA. Cette campagne d’essais a été réalisée
au sein du laboratoire d’essais mécaniques de I’Ecole Supérieure d’Ingé-
nieurs de Marseille (ESIM ) pour les essais de traction et au Laboratoire
de Mécanique et d’Acoustique de Marseille (LMA ) pour ceux de double-
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analyse des résultats est alors proposée nous permettant ainsi d’émettre

quelques hypothéses sur le comportement du matériau.
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I11.1 Présentation

Le matériau utilisé dans cette campagne d’essai est un silicone VHDS 1029 utilisé pour la fabri-
cation des amortisseurs de trainée (cf. § 11.2) .
I11.1.1 Géométrie des éprouvettes

Pour cette campagne, nous avons utilisé des éprouvettes de traction et de double cisaillement

réalisées par la société PAULSTRA (c¢f. Fia. IIL1.1).

Ficure III.1  Eprouvettes de traction et de double cisaillement.

III.1.1.a Eprouvette de traction

Les éprouvettes de traction sont du type haltére (H2) telles qu’elles sont définies dans la norme

NF T46-002. La Ficure II1.2 propose les dimensions d’une telle éprouvette.

III.1.1.b Eprouvette de double cisaillement

Une éprouvette de double cisaillement est constituée par 2 éléments d’élastomeére parallélépipé-

diques identiques ayant les dimensions suivantes:
épaisseur: 5 mm =+ 0.1 mm,
largeur: 25 mm =+ 0.1 mm,

longueur: 96mm =+ 0.1 mm.
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FIGURE I11.2 — Dimensions éprouvette haltére type H2 (mm).
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FiGureg II1.3  Dimensions éprouvette de double cisaillement (mm).

Ces éléments sont collés par vulcanisation des plus grandes faces en regard de 3 plaques rigides en
aluminium de méme largeur et de longueur appropriée pour permettre une disposition d’ensemble
en forme de double empilage, la longueur de chaque élément étant placée dans le sens de 'effort
de cisaillement. La FiGURE II1.3 montre la réalisation d’une telle éprouvette. On réalise ainsi une

structure a double cisaillement des 2 parallélogrammes d’élastomeére disposés en paralléle.

II1.1.2 Moyens expérimentaux

La campagne d’essais a été réalisée sur deux machines différentes suivant le type d’essais :

Les essais de traction ont été réalisés au sein du laboratoire d’essais mécaniques de
I’ESIM sur une machine de traction-compression de type ADAMEL DY 36 et d’une capacité
de 100kN équipée d’une enceinte thermique (c¢f. Fia. I111.4(a)). Le pilotage s’effectue alors
en déformation imposée par extensomeétrie laser et permet d’effectuer des essais a vitesse
de déplacement constante (jusqu’a 500mm.min~!). Le capteur d’effort utilisé pour ce type

d’essai est un capteur d'une capacité maximale de 10kN situé sur la traverse mobile et
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permettant une bonne précision des résultats dans le domaine d’effort dans lequel nous
nous placons. Nous avons utilisé des mors "auto-serrants" pour éprouvettes haltéres. Les
mesures de déformation et d’effort sont alors collectées via une carte d’acquisition (toutes
les 500ms pour les essais de relaxation et toutes les 50ms pour les essais cycliques) d'un
ordinateur sur lequel on peut visualiser en continu le cycle contrainte/déformation. Cette
machine est équipée d’'une enceinte thermostatée refroidie par une circulation d’azote et
éventuellement réchauffée par une résistance électrique et ventilation d’air.

Les essais de double cisaillement ont été réalisés au sein du Laboratoire de Méca-
nique et d’Acoustique (LMA) sur une machine dynamique type MTS-Model 322.21 T-Slot
d’une capacité de 100kN (cf. Fia. 111.4(b)). Le pilotage s’effectue dans ce cas aussi en
déformation imposée () par un vérin hydraulique et permet d’effectuer des essais a vi-
tesse de déplacement (ou fréquence) beaucoup plus importante que la précédente machine
(< 100mm.s~1). Le capteur d’effort utilisé pour ce type d’essai est un capteur d’une capa-
cité de charge de 100kN situé sur la traverse fixe. Les mesures de déformation et d’effort
sont alors collectées via une carte d’acquisition (le temps d’acquisition est adapté a la vi-
tesse de deplacement imposée) d’un ordinateur sur lequel on peut visualiser en continu le
cycle contrainte/déformation. Cette machine est équipée d’'une enceinte thermostatée type
CET (c¢f. Fia. I11.4(c)) refroidie par une circulation d’azote et réchauffée par une résistance

électrique et ventilation d’air.

Les résultats des essais réalisés pendant cette campagne sont obtenus sous forme de courbes

réponses : contrainte en fonction du temps ou contrainte en fonction de la déformation. Les

grandeurs () mesurées sont présentées dans le TaB. II1.1 suivant Iessai utilisé.

Essai | Contrainte mesurée | Déformation mesurée

Traction uniaxiale T Fli—-1=¢

Double cisaillement T12 Flo =7

TABLEAU II1.1 — Contrainte et déformation mesurée suivant l’essai réalisé.

Le méme type d’essai a été réalisé sur plusieurs éprouvettes pour contréler la dispersion des

résultats obtenus.

(1). Dans la suite, on utilisera abusivement le terme de "cisaillement" (chargement en effort imposé) a la place

de "glissement" (chargement en déplacement imposé).

(2). F' et 7 respectivement tenseur gradient de la transformation et premier tenseur de PioLA-KIRCHHOFF sont

présentés en ANNEXE A.
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(b) MTS (LMA).

(¢) Enceinte thermique CET (ESIM).

FI1GURE II1.4  Machines et enceintes thermiques utilisées dans cette campagne d’essais.
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II1.2 Assouplissement des éprouvettes : effet MULLINS

Les élastomeéres présentent une perte de raideur aprés une premiére charge connue sous le nom
d’effet MULLINS vu au paragraphe 1.5.2 et représenté sur la Ficure II1.5(a). Cet adoucissement
lors du premier chargement est souvent considéré comme un phénomeéne d’endommagement dé-
pendant de Pamplitude maximale du premier cycle (¢f. Fia. ITI1.5(b)). Dans la suite, nous avons
décidé de solliciter préalablement nos éprouvettes de traction et de double cisaillement avec 10
cycles de chargement respectivement de €,,4, = 100% (ou 200%) et de Ve = 50%. Cela nous

permet donc de ne pas tenir compte de cet effet lors de la modélisation.

Matériau adouci ———
Matériau vierge -

Contrainte (MPa)

Déformation (%)
(a) Essai de montée en charge avec €mqz = 300%.

Matériau adouci ——— - \ R
Matérian vierge g -

Contrainte (MPa)

Déformation (%)
(b) Essai de traction cyclique avec €44 progréssif.

FI1GURE II1.5 — Observation de [’effet MULLINS a travers des essais de traction uniaxiale.
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II1.3 Procédure d’exploitation des résultats

Avant de réaliser I’analyse des essais expérimentaux, nous proposons au lecteur une bréve pré-
sentation des diverses grandeurs caractéristiques que nous avons employées dans l'exploitation

des résultats des essais de relaxation et de chargements cycliques.

I11.3.1 Essais de relaxation

Concernant les essais de relaxation, les grandeurs caractéristiques que nous avons utilisées sont

les suivantes :

— le taux de relaxation noté T,(t — o) tel que :

Trel(t) = M) (IIII)

Omax

avec Opmqz = 0(0). Lorsque t — o0, ce parametre noté 7 est caractéristique de 1'élasticité
o(t)

Omazx

différée. On observe alors 1’évolution de la contrainte normalisée ( > suivant le temps
pour obtenir son évolution.

le temps de relaxation noté 7, représenté par l'inverse de la pente de la courbe repré-

sentative de J(t) en fonction du logarithme du temps telle que :

_o(t) o0

Omax — Ooco

~ Gexp (— ! > : (I11.2)

Trel

0ll 0o = 0(t — 00). D’une maniére générale, on peut caractériser cette grandeur par une
t

série de PRONY du type > 7" | gie 7i.

REMARQUE III.1

Des essais de relaxation en traction uniaxiale et en double cisaillement d'une durée d’environ 2
jours et demi ont été réalisés. On a pu alors constater qu’il existe peu de différence (de l'ordre
de 4% en traction uniaxiale et 1% en double cisaillement) entre la valeur de la réponse apres 10
minutes et celle mesurée au bout d’une cinquantaine d’heures. Les essais de relaxation peuvent

donc étre stoppés aprés 10 minutes de mesure. 0

II1.3.2 Essais cycliques

Nous proposons d’analyser les résultats d’essais cycliques en observant les grandeurs caractéris-
tiques suivantes pour un cycle stabilisé (¢f. § .5.2) :
— la raideur globale notée T (ou module dynamique) caractéristique de 1’élasticité d'un
systeme telle que :

= |7maz = Omin| (I11.3)

- )
|5mam - €min|

il s’agit donc de mesurer la pente de la contrainte moyenne (cf. Fia. I11.6(a)).
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FIGURE I11.6 — Présentation des grandeurs caractéristiques d’un essai cyclique stabilisé.
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(a) Stabilisation d’un essai de traction cyclique (¢ = (b) Stabilisation d’un essai cyclique sinusoidal (yq =
+0.257, ez = 100%). 50%, fr = 6Hz et T = 25°C)).

F1GURE II1.7 — Stabilisation d’un essai cyclique en tration uniaxiale et en double cisaillement.

et la dissipation globale notée ® ., caractéristique de 'amortissement d’un systéme

telle que :
D /cycle :/ o(e)de, (I11.4)
cycle
il s’agit dans ce cas de mesurer ’énergie dissipée au cours d'un cycle de sollicitation ¢.e. la
surface d’une boucle d’hysteérésis (cf. Fia. II1.6(b)).

REMARQUE III.2

L’examen des Figures I11.7(a) et II1.7(b) montre la necessité d'imposer au moins 10 cycles pour

obtenir une réponse stabilisée en traction uniaxiale et en double cisaillement.

O
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I11.4 Essais de traction uniaxiale

Nous présentons dans cette section les résultats d’essais de traction uniaxiale que nous avons
réalisés. Plusieurs types de sollicitation sont proposés, associés a quelques remarques concernant

I'influence des parameétres de ces essais. On propose alors :
des essais monotones de montée en charge a diverses vitesses de chargement,
des essais de relaxation & divers échelons de déformation pour différentes températures,
des essais de traction cyclique a diverses vitesses et amplitudes de chargement.
REMARQUE II1.3
L’enceinte thermique utilisée ici est munie d’une vitre permettant la transmission du rayon laser
de 'extensométre. Cependant, on observe une apparition de givre sur celle-ci au bout de quelques

secondes de refroidissement qui géne la lecture et donc qui rend impossible la réalisation d’essais

cycliques aux température les plus basses. 0

I11.4.1 Montée en charge

Contrainte (MPa)

Déformation (%)
Ficure II1.8  Observations d’essais monotones de montée en charge en traction uniaziale pour

différentes vitesses de sollicitation o température ambiante (€mq. = 100%).

Constatations : [L’observation de la FIGURE I11.8 montre que dans le domaine de taux de défor-

mation dans lequel nous nous sommes placés (0.05571 < & < 0.2571), la vitesse de déformation
n’a pas d’influence notable sur la réponse. On ne peut donc mettre en avant une réelle présence
de viscosité. Cependant une non-linéarité de la courbe contrainte-déformation peut étre observée

pour une déformation maximale de 100%.
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II1.4.2 Relaxation
I11.4.2.a Influence de I’échelon de déformation

Concernant les essais de relaxation, ’éprouvette est soumise & plusieurs échelons de déformation
(i.e. 25%, 50% et 100%). La réponse est alors caractérisée par l'observation de I’évolution de la
contrainte normalisée suivant le temps. La vitesse de montée en charge est la plus importante
que la machine de traction uniaxiale peut nous proposer en considérant les effets d’inertie, c’est

4 dire 300mm/min (¢ = 0.2571).

100% : PronID (25%) ——

50% rrrrrrr 100% ——

25% | NS 500
@ - 25%
g 2 o Erreur absolue 3
= © [ °
<
g [ L 12
= = &
c
A S g
« ~ i g
2 P
g
£ | 12
c
S L

Temps(s) Temps(s)
(a) Taux de relaxation. (b) Temps de relaxation.

F1GURE I11.9 — Observation d’essais de relazation en traction uniaxiale a température ambiante.

Constatations

— L’examen de la FIGURE I11.9(a) et du TABLEAU II1.2 nous permet de constater que le taux

de relaxation a 1200s noté 1775 est peu dépendant de I’échelon de déformation.

oo
rel

emar (%) || 25 | 50 | 100
[

C.E. ‘ C.E. ‘ C.E.

e

TABLEAU I11.2 — Taux de relazation swivant [’échelon de déformation en traction uniaxiale.

On peut aussi réaliser le méme constat concernant le temps de relaxation (cf. Fig. IIL.9(b)).
Trois termes de la série de PRONY sont alors nécessaires pour identifier cet essai avec une

erreur relative de 0.21% calculée au sens des moindres carrés (cf. TaB. 111.3).

i 1 2 3

gi || C.E. | C.E. | C.E.

Ti C.E. C.E. C.E.

TABLEAU II1.3  Parameétres identifiés d’une série de PRONY sur un essai de relazation en

traction uniaxiale.
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111.4.2.b Influence de la température

Puisque nous sommes dans Pincapacité d’effectuer des essais cycliques a basse température (cf.
REM. II1.3) et donc d’obtenir un état stabilisé, nous avons choisi préalablement d’assouplir les
éprouvettes a température ambiante avec emar = 200% ®) et ¢ = 0.2s~1. Ensuite, I'enceinte est
placée a température (70°C, 40°C, 25°C, —25°C, —40°C et —55°C') pour effectuer un essai de
relaxation (25%, 50% et 100%) d’une durée de At = 660s. On propose alors d’observer le taux
et le temps de relaxation & une amplitude €,,4, = 50% respectivement sur la Ficure I11.10 et la

Frcure II1.11 a différentes températures.

Contrainte normalisée

Temps (s)
Ficure II1.10  Observation de l’évolution du tauz de relazation suivant le temps a différentes

température en traction uniaziale (Emaqr = 50%).

(U - ‘700)/(‘70 - ‘700)

Temps (s)
FI1GURE IIL1.11 — Observation du temps de relazation o différentes températures en traction uni-

aziale (Emaz = 50% ).

(3). Dans ce cas, nous avons effectué un assouplissement a 200% pour pouvoir obtenir un état stabilisé lors de

I’essai de relaxation avec un échelon de déformation de 100%.
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50%)
o

Température Emaz (%)

. I I ©C) 25 | 50 | 100
§ r 1 -85 C.E. | C.E. | C.E.
§ + 1 -40 C.E. | C.E. | C.E.
< | ® | -25 X | Cc.E. | C.E.
“:E | ° | 25 C.E. | C.E. | C.E.
E 40 cE. | C.B. | C.F.
“E I o © ® 70 C.E. | C.E. | C.E.
i

Température (°C)

Ficure II1.12  Ewvolution du taux de relazation au bout de 660s suivant la température o diffé-

rents échelons de déformation en traction uniaxiale.

Constatations : L’examen des résultats expérimentaux concernant l'influence de la tempéra-

ture sur la relaxation (c¢f. Fia. II1.10 et Fia. I11.11) a permis de distinguer deux domaines de

température caractérisés par une évolution des grandeurs caractéristiques différentes :

— T > 25°C : dans ce domaine, on constate que le taux et le temps de relaxation sont peu
sensibles au changement de température ainsi qu’a I’échelon de déformation.
—55°C' < T < —25°C': ici, on observe une évolution significative du taux de relaxation
lorsqu’on diminue la température (cf. Fia. 111.12). Cette constatation s’atténue avec ’am-
plitude de déformation (c¢f. F1a. I11.13). Par contre, le temps de relaxation semble moins

sensible au changement de température et a I’échelon de déformation (c¢f. Fia. 111.14).
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FiGURE I11.13 — Observation du tauz de relaxation a différents échelons de déformation pour

différentes températures en traction uniaziale.
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Ficure II1.14  Observation du temps de relazation a différents échelons de déformation pour

différentes températures en traction uniaziale.
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I11.4.3 Traction cyclique

Nous appelons essai de traction cyclique, un essai cyclique triangulaire a vitesse de déformation

imposée dont les conditions limites de chargement sont imposées comme suit,
— une déformation maximale donnée €4z,

une déformation minimale (g,,;, > 0) telle que Veffort soit nul et permettant ainsi d’éviter

le lambement de I’éprouvette H2 i.e. le passage en compression au retour a €,,i,.

Pour faciliter sa compréhension, nous proposons au lecteur une représentation schématique ob-
servable sur la Ficurg II1.15.

€ 4
Emazr

E€min (ad F=0)

Temps

FI1GURE II1.15 — Représentation schématique d’un essai de traction cyclique.

I11.4.3.a Influence de la déformation maximale de chargement

On propose d’effectuer des essais de traction cyclique a différentes déformations maximales pour

une vitesse de déformation donnée (cf. Fia. II1.16).

Contrainte (MPa)

Déformation (%)

Ficure II1.16 ~ Observation de linfluence de la déformation maximale sur les essais de traction

cyclique o température ambiante (¢ = +0.05571).
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[ ]

Raideur (MPa)
T
1
Dissipation (kJ.m™2)

Déformation maximale Déformation maximale

(a) Raideur globale. (b) Dissipation globale.

FI1GURE I11.17 — Observation de [’évolution de la raideur et de la dissipation suivant la déforma-

tion mazximale pour des essais de traction cyclique a température ambiante.

emaz (%) 10 | 25 | 50 | 100
T (MPa) C.E. | C.E. | C.E. | C.E.

D) cycle (kJm™3) || c.B. | c.B. | C.E. | C.E.

ep (%) C.E. | C.E. | C.E. | C.E.

TABLEAU II1.4  Ewvolution des caractéristiques d’un essai de traction cyclique suivant la défor-

mation mazimale G température ambiante (¢ = £0.05571).

g(s™) || £0.05 | £0.1 | 0.2
e (%) || cok.

EEs

TABLEAU IIL.5 — Evolution de la déformation résiduelle swivant la vitesse de déformation pour

des essais de traction cyclique 4 température ambiante (€4, = 100%).

Constatations : Via 'examen de la raideur et de la dissipation du cycle stabilisé, on peut noter

les remarques suivantes :

— une forte rigidification pour les faibles amplitudes maximales de déformation et une aug-
mentation de la dissipation suivant la déformation maximale (cf. F1ia. II1.17 et TaB. I11.6),
une augmentation de la déformation résiduelle telle que €, = €y, suivant 'amplitude
maximale de déformation (c¢f. TAB. I11.6 et Fia. 111.18(a)),
un essai de traction cyclique ne nous permet pas d’effectuer des constatations notables

suivant I’évolution du taux de déformation. En effet, & chaque € donné correspond une

déformation résiduelle différente (cf. TAB. IIL5 et Fia. I11.18(b)).
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FI1GURE I11.18 — Observation de l’évolution de la déformation résiduelle suivant I'amplitude mazi-

male et la vitesse de déformation.
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I11.5 Essais de double cisaillement

Dans ce paragraphe, nous présentons les résultats d’essais de double cisaillement. Plusieurs types

de sollicitation sont proposés avec quelques remarques concernant I'influence des paramétres de

ces essais. On propose alors :
un essai de charge-décharge a basse vitesse de déformation,
des essais de relaxation a divers échelons de déformation pour différentes températures,

— des essais cycliques sinusoidaux et triangulaires pour différentes températures.

I11.5.1 Charge-décharge a basse vitesse de déformation

T T T T T T T T T
50 ——
25% —x—
| 12.5% —*—

Contrainte (MPa)
T

Déformation

FiGURE II1.19 — Essai monotone de charge-décharge a basse wvitesse de déformation en double

cisaillement a température ambiante (4 = 0.03s71).

Constatations : L’examen des essais de charge-décharge a basse vitesse de déformation (¥ =
0.03s~ 1) pour différentes déformations (Ypazr = 12.5%, 25% et 50%) représentés sur la FIGURE I11.19
nous renseigne sur I’évolution de la déformation résiduelle «, (valeur de la déformation exprimée
lors de la décharge pour une contrainte nulle) et la contrainte résiduelle o, (valeur de la contrainte
au retour a déformation nulle). Ainsi, on observe une croissance significative du module de ces

grandeurs suivant 'amplitude de déformation maximale imposée (c¢f. TaB. IIL.5.1 et Fia. I11.20).

Ymax (%) 12.5 25 50

Yp (%) C.E. | C.E. | C.E.

op (MPa) || c.E. | C.E. | C.E.

TABLEAU I11.6 — Tableau des déformations et contraintes résiduelles suivant ’amplitude mazimale

de déformation.
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FI1GURE I11.20 — Ewvolution des déformation et contrainte résiduelles swivant 'amplitude de dé-

formation mazximale imposée.

I11.5.2 Relaxation
I11.5.2.a Influence de 1’échelon de déformation

Les essais de relaxation en double cisaillement suivent le méme protocole que celui présenté au
paragraphe précédent (cf. § I11.4.3). Ainsi, plusieurs échelons de déformation ont été utilisés (i.e.

20%, 30% et 54%) et la vitesse de chargement en début d’essai est de 4 = 1s71.

L PronID (30%) —— 1
5499 e
4 30 o 4
B 20%
& ’§ I Erreur absolue | g
Z S 3
< 1]
E ot 54% —— 1 L 18
c 30% S -
= 20% - S | Ik
[ ~ (E
2 =
£ X
g ot E
o &
Temps(s) Temps(s)
(a) Taux de relaxation. (b) Temps de relaxation.

F1GURE I11.21 — Résultats d’essais de relaxation en double cisaillement a température ambiante.
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Constatations

— L’examen de la FiGURE I11.21(a) et du TABLEAU IIL.7 permet de constater que le taux de
relaxation & 1200s noté 175 est peu dépendant de I’échelon de déformation.
On peut aussi réaliser le méme constat concernant le temps de relaxation (cf. Fia. II1.21(b)).
Trois termes de la série de PRONY sont alors nécessaires pour identifier cet essai avec une

erreur relative de 0.06% calculée au sens des moindres carreés (cf. Tas. I111.8).

oo
rel

ymaz (%) || 20 | 30 | 54

ow o [or
TABLEAU 1.7 — Tauz de relaxation a 1200s suivant [’échelon de déformation en double cisaille-
ment.

i 1 2 3

gi || C.E. | C.E. | C.E.

Ti C.E. C.E. C.E.

TABLEAU I11.8 — Parameétres identifiés d’une série de PRONY sur un essai de relaxation en double

cisaillement.

I11.5.2.b Influence de la température

Ici, on propose I'étude d’essais de relaxation & amplitude de déformation progressive réalisés a
différentes températures. Nous proposons au lecteur une représentation schématique observable
sur la Ficure I11.22. Les parametres de 'essai sont alors fixés tels que Ymaz, = 12.5%, Ymaz, =
25%, Ymazs = 50% et At = 60s.

Ymazs

Ymazxo

Ymaz1

Tempsr

At At At

FI1GURE I11.22 — Représentation schématique d’un essai de relazation a amplitude progressive.
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F1GURE I11.23 — Evolution du tauz et du temps de relaxation suivant la température en double

cisaillement (Ymaz = 50%).

g Lo | Température Ymaz (%)

! . e ] °C) 12.5 | 25 50
E F 1 -85 C.E. | C.E. | C.E.
g r 1 -40 C.E. | C.E. | C.E.
g r ° il -25 C.E. | C.E. | C.E.
g i | 25 C.E. | C.E. | C.E.
§ : : 40 C.E. | C.E. | C.E.
2 L ° o 1 70 C.E. | C.E. | C.E.
g : e

Température (°C)

F1GURE I11.24 — Evolution du tauz de relaxation au bout de 60s suivant la température et différents

échelons de déformation en double cisaillement.

Constatations : Pour effectuer 'analyse, on a extrait de I’essai de relaxation & amplitude pro-

gressive les réponses en contrainte correspondant a chaque échelon de déformation d'une durée
de 60s.
La Ficgure II1.23 montre une évolution significative du taux de relaxation a 60s lorsqu’on
descend dans les basses températures. En effet, on peut constater une nette évolution
lorsque —55°C < T < —25°C, alors qu’il évolue trés peu pour 7' > 25°C'. Ces remarques
restent vraies quel que soit I’échelon de déformation (cf. Fia. 111.24 et Fia. 111.25).
— Concernant le temps de relaxation, la FiGurg I11.23 illustre une faible dépendance a la

température quel que soit I’échelon de déformation (cf. Fia. I111.26).



II1.5. Essais de double cisaillement

o7

Contrainte normalisée
1
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oe o
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Temps (s)
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o
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Temps (s)

(f) T-70°C.

FiGURE I11.25 — Observation de la contrainte normalisée a différents échelons de déformation

pour différentes températures en double cisaillement.
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Ficure II1.26  Observation du temps de relaxzation a différents échelons de déformation pour

différentes températures en double cisaillement.
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I11.5.3 Essais cycliques triangulaires

Nous présentons ici les résultats d’essais cycliques triangulaires & amplitude progressive réali-

7

sés a différentes températures. Pour faciliter la compréhension, nous proposons au lecteur une
A

représentation schématique observable sur la Figurg I11.27.

Ymaxs

A
Ymazo

E
n
TYmaz,

l‘ "

‘l
‘P4 -

n cycles n cycles

\/

n cycles

FI1GURE I11.27 — Représentation schématique d’un essai cyclique de type triangulaire o amplitude
Progressive.

Ainsi, les paramétres de réalisation de ce type d’essais sont les suivants :
— domaine de températures

70°C, 40°C, 25°C, —25°C, —40°C et —55°C,
— domaine de taux de déformation : 0.03s™ %, 0.1s7 1, 0.3s71, 1s71, 357! et 105~}

domaine des déformations, Vmaez, = 12.5%, Ymaz, = 25% et Ymazs = 50%,

on réalise a chaque niveau de déformation le nombre de cycles n suffisant pour obtenir une
réponse stabilisée.

Il est alors possible de déterminer la plage de fréquences moyennes dans laquelle nous nous
situons (c¢f. Tas. II1.9).

Ymaz Taux de déformation (s71)

%) [[10] 3] 1] 03] 01] o003
50 5 1.5 | 0.5 | 0.15 | 0.05 | 0.015
25 10 3 1 0.3 0.1 0.03
12.5 20 6 2 0.6 0.2 0.06

TABLEAU II1.9 — Fréquences moyennes (Hz) associées au couple amplitude dynamique et taux de
déformation pour des éprouvettes de double cisaillement.
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IT11.5.3.a Influence de 'amplitude de sollicitation

Contrainte (MPa)

Déformation
Ficure I11.28  Observation de linfluence de l'amplitude de déformation sur les essais cycliques

triangulaires de double cisaillement a température ambiante tels que ¥ = £0.3s7 L.

3 —
-55C
L —40C
2.5 L ~
- 40C
7 70C
T 2 F
g £l
g 2
= 1.5 =1 r
: 2
: =
= - 7 L
2
A
Déformation Déformation
(a) Raideur globale. (b) Dissipation globale.

Ficure 111.29  Ewvolution de la raideur et de la dissipation suivant [’amplitude de déformation
pour des essais cycliques triangualires de double cisaillement tels que 4 = +0.3s~' réalisés a

différentes températures.

Constatations : Une bréve analyse de la FIGURE II1.28 nous permet de mettre en avant 1'in-

fluence de 'amplitude de déformation d’une sollicitation triangulaire sur la réponse de notre
matériau pour un taux de déformation donné. Les Figures I11.29(a) et I11.29(b) proposent res-
pectivement une forte rigidification globale pour les faibles amplitudes de déformation et une
augmentation de la dissipation globale suivant I’amplitude de déformation. En outre, les allures

non-linéaires de ces courbes se trouvent amplifiées suivant une baisse de température.
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I11.5.3.b Influence du taux de déformation

Contrainte (MPa)

Déformation
Ficure II1.30  Observation de linfluence de la vitesse de déformation sur les essais cycliques

triangulaires de double cisaillement & température ambiante tels que Vpyar = 50%.
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(a) Raideur globale. (b) Dissipation globale.

Ficure II1.31  Evolution de la raideur et de la dissipation suivant la vitesse de déformation

pour des essais cycliques triangulaires de double cisaillement tels que Ymae = 50% réalisés a

différentes températures.

Constatations : Une observation de la FIGURE II1.30 nous montre l'influence de la vitesse de

déformation d’une sollicitation triangulaire sur la réponse de notre matériau pour une ampli-
tude donnée. Via l'analyse des Figurrs I11.31(a) et I11.31(b), on constate respectivement une
rigidification globale et une augmentation de la dissipation suivant la vitesse de déformation
avec la présence de fortes non-linéarités pour les vitesses les plus faibles. En outre, les allures

non-linéaires de ces courbes s’attenuent suivant la température.
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IT11.5.3.c Influence de la température

-55C

Contrainte (MPa)

Déformation

Ficure I11.32  Observation de linfluence de la température sur les essais cycliques triangulaires

de double cisaillement tels que Ymaez = 50% et ¥ = +10s7 1.
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(a) Raideur globale. (b) Dissipation globale.

Ficure II1.33  Ewvolution de la raideur et de la dissipation swivant la température pour des
essais cycliques triangulaires de double cisaillement tels que ¥ = +10s~! réalisés a différentes

amplitudes de déformation.

Constatations : Une visualisation de la FIGURE I11.32 montre l'influence importante de la tem-

pérature sur la réponse du matériau pour une sollicitation cyclique triangulaire donnée. On
constate au regard des Ficures I11.33(a) et 111.34(a) un assouplissement global suivant la tem-
pérature. Cette évolution est caractérisée par une allure non-linéaire qui évolue trés peu suivant
I'amplitude et la vitesse de sollicitation. Les Figures I11.33(b) et I11.34(b) expriment quant a

elles une diminution de la dissipation suivant la température. L’évolution non-linéaire se trouve
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F1GURE I11.34 — Evolution de la raideur et de la dissipation suivant la température pour des essais

cycliques triangulaires de double cisaillement tels que Ymar = 50% réalisés a différentes vitesses

de déformation.

alors nettement amplifiée suivant I’'amplitude de sollicitation, contrairement & celle suivant la

vitesse de déformation qui conserve une allure assez proche.

I11.5.4 Essais cycliques sinusoidaux

Les essais cycliques présentés dans cette section sont de type sinusoidal tels que y(t) = g sin(27 f,t).
La Ficure II1.38 montre une représentation schématique de ce type de sollicitations. Ces essais

ont été réalisés a température ambiante et nous avons utilisé comme parameétres de réalisation :

— des déformations dynamiques notesé 4 de 12.5%, 25% et 50%,

— des fréquences de sollicitation notées f. de 1.5Hz, 3Hz, 6Hz, 10Hz, 15Hz et 20H .

T
Yd
Temps
—d
€1
Ir

F1GURE I11.35 — Représentation schématique d’un essai cyclique sinusoidal.
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FI1GURE 111.36 — Observation de linfluence de 'amplitude dynamique de déformation sur les

essais cycliques sinusoidauz a température ambiante tels que f. = 3Hz.

I11.5.4.a Influence de amplitude dynamique de sollicitation

Constatations : Comme pour les essais cycliques triangulaires, une bréve analyse de la Ficure I11.36(a)
montre l'influence de 'amplitude dynamique d’une sollicitation sinusoidale sur la réponse de
notre matériau pour une fréquence donnée. Les Fiaures I11.36(b) et II1.36(c) nous font consta-
ter respectivement une forte rigidification pour les faibles amplitudes de déformation et une

augmentation de la dissipation suivant 'amplitude dynamique.
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IT11.5.4.b Influence de la fréquence de sollicitation

Contrainte (MPa)

Déformation
(a) Boucle d’hystérésis

[ P ¢ ¢ [ | . ]

Raideur (MPa)
T
1
Dissipation (kJ.m™3)
1

Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)
(b) Raideur globale (c¢) Dissipation globale

Ficure II1.37  Observation de linfluence de la fréquence de sollicitation sur les essais cycliques

sinusoidauz a température ambiante tels que vq = 25%.

Constatations : De maniére analogue au paragraphe I11.5.3.a, ’'observation de la Ficure I11.37(a)
nous montre 'influence de la fréquence de sollicitation sur la réponse de notre matériau pour une
amplitude dynamique donnée. Via 'analyse des Ficurgs I11.37(b) et I11.37(c), on constate res-
pectivement une rigidification globale et une augmentation de la dissipation suivant la fréquence

avec la présence de fortes non-linéarités pour les fréquences les plus faibles.
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IT11.5.4.c Exemples d’essais de sollicitations sinusoidales plus complexes

Ces essais ont été réalisés dans 'objectif de valider les modéles de comportement développés dans

les chapitres suivants. On ne réalisera donc pas une analyse fine des résultats.

e Essais cycliques sinusoidaux avec pré-déformation statique

Nous présentons ici des essais cycliques sinusoidaux associés & une pré-déformation statique. On

peut exprimer ce type de sollicitation par la relation suivante :

Y(t) = s + Yasin(27 f,t). (I11.5)

Nous utiliserons comme paramétres de réalisation de ces essais :
des déformations statiques notées v, de 12.5% et 25%,
des déformations dynamiques de 5%, 12.5% et 25%,

— une fréquence de sollicitation de 3H z.

v A
Ys + Vd \
‘\
l’ ll
! \
h \
Vs :
' !
\ '
i} :
i} I’
\‘ :'
‘\
Vs — Vd
Temps

FI1GURE I11.38 — Représentation schématique d’un essai cyclique sinusoidal avec pré-déformation

statique.

Constatations : L’examen de la FIGURE I11.39 permet d’observer "apparition d'une dissymmé-

trie importante de la boucle d’hystérésis lors d’un essai cyclique sinusoidal avec pré-déformation.
Ce phénomeéne est d’autant plus important suivant la déformation statique imposée. Il est in-
téressant de préciser aussi que les boucles d’hystérésis ainsi formées sont centrées autour de la
déformation statique et d’une valeur de contrainte, que 'on appelle alors contrainte moyenne
notée o,,. Cette contrainte subit un phénomeéne de relaxation avant de se stabiliser autour d’une
certaine valeur que 'on présente dans le TABLEAU II1.10. Concernant 1’évolution des grandeurs
caractéristiques telles que le module dynamique ou la dissipation globale suivant ’amplitude

dynamique, on réalise les méme constats que pour les essais cycliques sinusoidaux classiques.
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(a) Déformation statique, vs = 12.5%. (b) Déformation statique, vs = 25%.

FiGURE 111.39 — Observation de l'influence de l'amplitude dynamique sur des essais cycliques

sinusoidauz avec pré-déformation tels que f, = 3Hz.

vs (%) 12.5 25
va (%) 5 ‘ 125 ‘ 25 5 ‘ 125 ‘ 25

om (MPa) H C.E. ‘ C.E. ‘ C.E. ‘ C.E. ‘ C.E. ‘ C.E.

TABLEAU II1.10  Valeur de la contrainte moyenne suivant l’amplitude dynamique d’un essai

cyclique sinusoidal avec pré-déformation statique.

e Essais cycliques sinusoidaux composés de plusieurs harmoniques

Nous présentons maintenant des essais cycliques sinusoidaux composés de plusireurs harmo-

niques. On peut exprimer ce type de sollicitation par la relation suivante :

3
A(t) = Zydi sin(2im f). (111.6)

i=1
Nous utiliserons comme parameétres de réalisation de ces essais,
— des déformations dynamiques de 5%, 12.5% et 25%,

— des combinaisons d’harmoniques telles que f, = 1.5Hz, f,, = 2f, = 3Hz et f,, = 3f, =
4.5Hz.

Constatations : L’allure des boucles d’hystérésis en réponse a des sollicitations cycliques sinu-

soidales composées de deux ou trois harmoniques est riche en phénoménes observables expéri-
mentalement (cf. F1a. I11.40, Fic. 111.41 et Fra. I11.42). Ainsi, on peut constater une association

des diverses remarques réalisées précédemment : influence de la fréquence, de 'amplitude. . .
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2 1 2
T | | <
Déformation Déformation
(a) v(t) = 0.05sin(271.5t) + 0.25 sin(273t) (b) v(t) = 0.125sin(271.5¢t) 4+ 0.125 sin(273t)
T | | < | |
Déformation Déformation
(c) v(t) = 0.125sin(271.5¢) 4+ 0.25 sin(273t) (d) v(t) = 0.25sin(271.5¢) + 0.05 sin(273t)
T | | < r 1
Déformation Déformation
(e) v(t) = 0.25sin(271.5¢) 4 0.125 sin(273t) (f) v(t) = 0.25 sin(271.5¢) + 0.25 sin(273t)

F1GURE I11.40 — Observation de boucle d’hystérésis d’essais cycliques sinusoidauz d deuxr harmo-

niques tels que f, = 1.5Hz et f,, = 2f, = 3Hz.
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Contrainte (MPa)

Déformation

(a) v(t) = 0.05sin(271.5t) + 0.05 sin(274.5¢t)

Contrainte (MPa)

Déformation

(c) v(t) = 0.125 sin(271.5¢) + 0.125 sin(274.5¢)

Contrainte (MPa)

Déformation

(e) v(t) = 0.25sin(271.5¢) 4 0.05 sin(274.5t)

Contrainte (MPa)

Contrainte (MPa)

Contrainte (MPa)

(b)

Déformation

~(t) = 0.05 sin(271.5t) + 0.25 sin(274.5¢)

Déformation

(d) v(t) = 0.125 sin(271.5t) + 0.25 sin(274.5t)

Déformation

(f) ~(t) = 0.25 sin(271.5¢) + 0.125 sin(274.5¢t)

F1GURE I11.41 — Observation de boucle d’hystérésis d’essais cycliques sinusoidauz d deuxr harmo-

niques tels que f, = 1.5Hz et f., = 3f, = 4.5Hz.
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| ./

Contrainte (MPa)

Déformation
(a) v(t) = 0.25sin(27w1.5t) + 0.125 sin(273¢) + 0.25 sin(274.5¢)

Contrainte (MPa)

Déformation
(b) y(t) = 0.05sin(271.5¢) + 0.125 sin(273t) + 0.25 sin(274.5¢)
FI1GURE 111.42 — Observation de boucle d’hystérésis d’essais cycliques sinusoidaux a trois harmo-

niques tels que f, = 1.5Hz, f,, =2f, = 3Hz et f,, =3f, = 4.5Hz.

Cette série d’essais permet de mettre en évidence que la réponse & un essai cyclique sinusoidal
composé de deux (ou trois) harmoniques n’est pas une combinaison simple des réponses a deux
(ou trois) essais sinusoidaux.

Pour illustrer cela, on propose d’observer la FiGure 1I1.43 ot I'on compare la réponse stabili-
sée d’essai sinusoidal composé de deux harmoniques (y(t) = 0.25sin(271.5¢t)40.25sin(273t)) a la
combinaison de deux essais sinusoidaux stabilisés (y(t) = 0.25sin(271.5¢) et y(¢) = 0.25sin(273t)).
Malgré des sollicitations en déformation semblables (cf. Fia. I11.43(a)), on peut mettre en avant
une différence notable des réponses stabilisées (c¢f. Fia. 111.43(b)) qui se traduit par des boucles

d’hystérésis dont lallure est trés éloignée 'une de l'autre (cf. Fia. 111.43(c)).
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BEssai @D : y(t) = 0.25sin(271.5t)
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T T T
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L Essai @ : v(t) = 0.25sin(273t)
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(a) Sollicitations en déformation. (b) Réponses en contrainte
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Contrainte (MPa)

Essai & deux harmoniques
Combinaison des essais (D et @ —
L L i {

Déformation
(c) Boucles d’hystérésis.
Ficure 111.43  Comparaison des résultats d’un essai cyclique sinusoidal a deuz harmoniques tel
que Y(t) = 0.25sin(271.5¢) + 0.25sin(273t) et de ceuzr obtenus par combinaison de deux essais
cycliques sinusoidauz v(t) = 0.25sin(2w1.5t) et y(t) = 0.25sin(273t).
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I11.6 Conclusion

Cette campagne d’essais en traction uniaxiale et en double cisaillement a permis de mettre en
évidence les paramétres influant la réponse de 1’élastomeére silicone VHDS 1029 pour divers types
de chargements. Ainsi, on a pu montrer les effets de divers facteurs comme le temps d’obser-
vation, le temps de sollicitation, la déformation maximale ou I'amplitude de déformation et la

température sur la réponse du matériau.

e Influence du parameétre temps

L’influence du paramétre temps a été constaté dés les premiers pas de I'industrie du caoutchouc
par C.GOODYEAR en 1855, et se manifeste de deux maniéres distinctes :

une dépendance au temps d’observation : on parle alors de relaxation en contrainte sui-

vant des temps caractéristiques associés a des taux de relaxation. L’analyse présentée aux

paragraphes 111.4.3 et I11.5.3 met en avant ce phénoméne pour le matériau étudié,

une dépendance au temps de sollicitation : dans ce cas, le comportement est fonction de la

vitesse de chargement. Les essais cycliques observés aux paragraphes I11.5.3.b et I11.5.4.b

montrent I'influence de ce paramétre d’essais sur la réponse du matériau étudié.
En introduisant la notion de régimes dynamiques, les auteurs DRAGON et al. [2000| proposent le
classement suivant :

— lent ou quasi-statique (1 — 10s~!, par exemple une chute),
moyen (10 — 1000s~!, par exemple un crash),
— rapide (> 10%s7!, par exemple un impact ou un choc thermique)

Le régime dynamique dans lequel nous nous plagons traite des sollicitations lentes pour lesquelles
les effets d’inertie sont négligeables par rapport aux autres chargements.
Lorsqu’on parle d’évolution suivant le temps de sollicitation, on rencontre la plupart du temps
des observations réalisées & partir d'une évolution en fréquence. On représente ainsi les évolutions
des grandeurs caractéristiques telles que le module de rigidité et I’angle de perte ou la dissipation
en fonction de la fréquence comme le propose la FiGURE I11.44. Il s’agit bien évidemment d’une
représentation schématique dépendant fortement de l'amplitude du chargement. La forme des
courbes reste néanmoins similaire pour tous les élastomeéres.
Via l'allure des courbes, on peut réaliser quelques constatations. A basse fréquence, le module
de rigidité est faible jusqu’a atteindre une valeur limite que SAAD [2003] appelle la raideur "sta-
tique ", En revanche a haute fréquence, il devient important et tend vers une valeur asympto-
tique. Entre ces deux zones, il existe une fréquence de transition pour laquelle I'amortissement

est maximal et prés de laquelle ’angle de perte et le module de rigidité varient fortement.

(4). Dans le cas particulier ot le matériau est un fluide cette raideur statique est nulle.
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v

FiGureg 111.44  Représentation schématique de l’évolution du module de rigidité et de ’angle de

perte en fonction de la fréquence (Echelle logarithmique en fréquence).

Raideur (MPa)

Dissipation (kJ.m™3)

Ficure II1.45

Fréquence (Hz)

(a) Raideur globale

(b) Dissipation globale

sinusoidauz o température ambiante tels que vq = 25% (Echelle logarithmique en fréquence).

Pour illustrer cette dépendance en fréquence, nous proposons d’éclairer le lecteur en représentant

suivant une échelle logarithmique ’évolution des grandeurs caractéristiques T et ® /¢y pour une

sollicitation cyclique sinusoidale en double cisaillement telle que 74 = 25%. L’examen des FIGURES

I11.45(a) et II11.45(b) permet alors de nous situer dans un domaine placé a la frontiére de la zone

de basse fréquence et celle de transition.
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e Influence des paramétres déformation maximale et amplitude dynamique

La lecture des paragraphes II1.4.3.a, II1.5.3.a et II1.5.4.a, montre que notre matériau comme
tous les élastomeéres chargés présente un comportement dissipatif qui dépend de l'amplitude de
chargement. De nombreux auteurs ont observé expérimentalement et commenté ce phénomene.
Le degré de dépendance en amplitude varie en fonction du type et de la quantité de charges. Les
premiéres explications ont été fournies par PAYNE en 1965. De maniére générale, la littérature
[L1ON, 1998 ; BRACKBILL et al., 2000 ; SIOBERG, 2002 ; SAAD, 2003| nous propose les constats

suivants :

— la raideur globale diminue suivant ’amplitude de sollicitation. La diminution de la rigidité
en fonction de I'amplitude de sollicitation, appelée souvent "Effet PAYNE" (¢f. § 1.5) est

nettement lisible au travers de la FIGURE I11.46(a),

— l'amortissement augmente dans un premier temps suivant I’amplitude puis diminue (cf.
Fia. 111.46(b)). L’augmentation de la surface de I'hysteresis est due & l'adjonction de
charges renforgantes qui entraine ’ajout d’un frottement a l'interface matrice/charge et
charge/charge jusqu’a endommagement (décohésion, cavitation).

Pour pallier la pauvreté du nombre de points expérimentaux que nous présentons pour décrire
I'influence de 'amplitude dynamique sur notre matériau, nous proposons alors d’observer les
résultats d'une campagne d’essais réalisés par notre partenaire industriel (EUROCOPTER) sur un

élastomeére silicone utilisé pour une ancienne génération d’adaptateurs de fréquence.
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FI1GURE 111.46 — Variation du module dynamique et du déphasage en fonction de [amplitude
d’excitation sinusoidale, pour deur mélanges. Cas d’un essai de cisaillement a 20 Hz extrait de

[SAAD, 2003].
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F1GURE I11.47 — Observation de l'influence de [amplitude sur un élastomeére silicone utilisé pour
une ancienne génération d’adaptateurs de fréquence (Sollicitation sinusoidale en double cisaille-

ment de fréquence 10Hz a T = 25°C')

e Influence du paramétre température

GOUGH |1803] fut le premier scientifique a observer que le comportement des élastomeres dépend
de la température. En effet, il a constaté le résultat expérimental suivant : une bande de caou-
tchouc vulcanisé sous contrainte se rétracte de facon réversible sous leffet de la chaleur. Comme
nous avons pu le constater tout au long du CHAPITRE I, la température est un facteur influant
sur la réponse des élastomeéres. Plus la température augmente, plus les vibrations moléculaires

sont importantes et plus les molécules peuvent bouger librement.

L’influence de la température sur la réponse du matériau décrite aux paragraphes I11.4.3.a,
IT1.5.2.b et I11.5.3.c est cohérente avec les remarques concernant I’état de la matiére des polymeéres
amorphes présentés au paragraphe 1.3 et ’évolution des grandeurs caractéristiques suivant la
température vu au paragraphe 11.1.2.b. Le domaine de température considéré allant de 70°C a
—55°C, nous nous déplagons bel et bien de I’état caoutchoutique vers sa frontiére avec I'état de

transition ot I'on peut observer une augmentation du module de rigidité.

Une comparaison de I’évolution du module de rigidité et de 'angle de perte suivant la fréquence
(cf. F1a. I111.44) a celle fonction de la température (cf. Fia. 1.4), nous permet de constater qu'une
augmentation de température est équivalente & une diminution de fréquence d’un point de vue
phénoménologique. Cette caractéristique appelée "principe de superposition temps-température
(ou fréquence-température)", est valable pour un grand nombre d’élastomeéres sur des domaines
de températures et fréquences importants [FERRY, 1970]. On considére dans ce cas que l'effet
de la température sur les propriétés mécaniques est identique sur ’échelle des fréquences & un

facteur multiplicatif pres.

Dans ces conditions, on peut lier 'évolution du module de rigidité et du facteur de perte pour
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Polymeére ‘ Ch ‘ Cs ‘ T, (°K) ‘
n Caoutchouc naturel 16.7 | 53.6 200
% Polystyréne 14.5 | 50.4 373
B Polyuréthane 15.6 | 32.6 238
Constantes Universelles | 17.4 | 51.6 X

T — Ty (°K)
FI1GURE I11.48 — Ewvolution schématique d’une lot WLE pour un polymeére et table de paramétres

suivant le matériau issue de [BIKARD, 2002].

une variation de température de Ty a T par une dilatation du temps :

E(Tyt) = /)(LO)TOE <T£> ;

tan(a(TO,t))p(:TZi <5 <T, % >> | (IT1.7)

ou ap, appelé facteur de décalage en temps (ou en fréquence) est un coefficient multiplicateur
dépendant de la température. Ainsi, on peut construire des courbes "maitresses" du matériau
permettant d’obtenir une évaluation des grandeurs caractéristiques sur une large gamme de
fréquence & partir d’essais dans une gamme de fréquence donnée a différentes températures.

Plusieurs formes de fonctions d’approximation de ar sont utilisées dans la littérature dont la
plupart sont décrites dans [WARD et SWEENEY, 2004|. Les deux lois les plus employées sont les

sulvantes :

— laloi WLF (WILLIAMS, LANDEL et FERRY) :

Ci(T —Tp)

= G T T (I11.8)

log(ar)

ou C7 et Cs sont des constantes positives telles que T — Ty > —Cy sur la plage de tem-
pérature considérée. FERRY énonce alors que lorsqu’on remplace T par la température de
transition vitreuse, on obtient des constantes universelles. Cette équation a été développée

pour une large base de donnée de polymeéres incluant plusieurs élastomeres (cf. Fia. 111.48).

AH, (1 1
log(ar) = 7 <T - ﬁ) , (II1.9)

— la loi d’ARRHENIUS :

ou R est la constante des gaz parfait et AH, est une énergie d’activation apparente.

Pour bilan, I’équivalence temps-température induit que la réponse d’un polymére est la méme

dans les deux cas suivants :
— a faible température et longs temps de sollicitation (i.e. basses fréquences),

a haute température et temps de courte durée (i.e. hautes fréquences).
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e Hypothéses sur le comportement du matériau

Pour prendre en compte toutes ces observations expérimentales dans nos développements, nous
allons donc émettre quelques hypothéses sur le comportement de notre matériau pour la suite
de ’étude. Ainsi, les divers aspects considérés seront les suivants :
élastique non-linéaire nécessitant un formalisme mécanique en grandes déformations et la
prise en compte d'un caractére hyperélastique typique des élastomeéres.
élasto-dissipatif non-linéaire suivant le temps de sollicitation, 'amplitude de déformation
ou la déformation maximale et la température; d’'un point de vue microstructural, ce
phénomeéne est principalement di & un réarrangement moléculaire au niveau de la structure
interne du matériau. On peut alors observer un glissement aux interfaces générant une perte
d’énergie par :
— viscosité : frottement entre chaines macromoléculaires,
— plasticité : frottement aux interfaces charge-charge et charge-matrice,

décohésion, rupture et cavitation : effets d’endommagement.






CHAPITRE

IV

Matériaux a comportement

hyperélastique

n utilise généralement les élastomeéres pour leur grande faculté

de déformation. Cependant, cette capacité entraine de fortes

non-linéarités des contraintes par rapport aux déformations
et un dépassement du cadre classique des petites déformations.
Dans ce chapitre, on se place sous I’hypothése d’un matériau isotrope
non dissipatif dont les propriétés sont décrites par une densité d’énergie
de déformation dans le cas d’une transformation isotherme. On présente
ainsi un éventail non exhaustif des modéles caractérisant I’hyperélasti-
cité dont certains seront confrontés dans une campagne d’identification

menée sur le matériau de I'étude.
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IV.1 Principales notations utilisées

Dans ce chapitre, nous utiliserons les notations décrites dans le TABLEAU IV.1 et définies en

ANNEXE A.

Symbole | Nom Commentaires
X Vecteur élémentaire dans la configuration initiale
da Transformé de dX dans la configuration actuelle
F Tenseur gradient de la transformation dx = F-dX et J =det(F) >0
C Tenseur de CAUCHY-GREEN droit C=FT.F
E Tenseur des déformations de GREEN-LAGRANGE | F = %(5’ ~-1)
B Tenseur de CAUCHY-GREEN gauche B=F.FT
A Tenseur des déformations d’EULER-ALMANSI A= %(T — é_l)
o Tenseur des contraintes de CAUCHY Description eulérienne
T Premier tenseur de PIOLA-KIRCHHOFF Description mixte, 7 = J& - F-T
S Second tenseur de PIOLA-KIRCHHOFF Description lagrangienne, S=F1.%
D Tenseur taux des déformations D= (f‘ : f"l)s N
W Potentiel thermodynamique ’
{/1\ Energie libre spécifique de HELMHOLTZ
@ Densité volumique d’énergie libre @ = piZ

TABLEAU IV.1  Présentation des principales notations utilisées au CHAPITRE IV.

IV.2 Généralités: écriture du comportement élastique

Pour déterminer I’évolution d’un systéme déformable, il est nécessaire d’établir une relation entre
contrainte et déformation : la loi de comportement. Dans le cas général sous I’hypothése de 1'état
local défini au paragraphe ANNEXE A.3, cette loi prend la forme d’une fonctionnelle "histoire
des déformations" traduisant que la contrainte en un point a 'instant ¢ dépend de I’histoire des
déformations subies par le matériau en ce point jusqu’a cet instant. Elle doit en outre obéir aux

critéres suivants :
— le principe d’objectivité ou d’indifférence matérielle : la loi de comportement doit étre
invariante par tout changement de référentiel,
la compatibilité avec les systémes matériels : dans le cas d’un matériau isotrope, la loi de
comportement doit étre invariante dans toute rotation de la configuration de référence.

Cette loi traduit le comportement physique du matériau considéré et dépend de sa nature. Il est
possible en grandes déformations d’écrire une loi de comportement élastique de trois maniéres plus

ou moin liées mais toutes équivalentes en petites déformations : 'une élastique dite de CAUCHY
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Contrainte (MPa)

P

—

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Déformation (%)

Ficure IV.1  Caractére hyperélastique d’un élastomére en traction uniaxiale

faisant apparaitre un tenseur d’élasticité, ’autre hyperélastique introduisant une énergie fonction
des déformations et enfin une forme différentielle appelée hypoélastique qui impose 1'utilisation

de dérivées objectives.

Concernant les élastomeéres, nous nous interésserons en particulier aux lois de comportement des
matériaux a comportement dit hyperélastique. Nous présentons FiGure IV.1, la réponse d'un
essai de montée en charge jusqu’a 300% de déformation en traction uniaxiale sur I’élastomeére
VHDS 1029. On constate alors que Dallure générale est fortement non-linéaire et peut présenter
a partir d’un niveau important de déformation (ici 150%) une zone de raidissement due a 1’ali-
gnement par extension des chaines macromoléculaires (c¢f. § 1.4) mais cela dépend bien sir si le

matériau cristallise ou non sous contrainte.

IV.3 Loi de comportement hyperélastique

Un milieu hyperélastique est complétement défini par les conditions suivantes :

I’existence d'une configuration de réference libre de toutes contraintes,
le matériau ne dissipe pas d’énergie,

— les propriétés mécaniques du matériau sont décrites par une densité d’énergie de déforma-

tion ou potentiel hyperélastique noté W fonction des déformations.
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On peut relier cette derniére & des grandeurs thermodynamiques. Par exemple, 'ouvrage WARD
et SWEENEY [2004] propose le développement "historico-expérimental" suivant (1.

Partant de I'expression du premier principe (conservation de I’énergie) comme suit :
de =dQ + dW,, (IV.1)

avec de, dQ et dW, respectivement la variation d’énergie interne, la chaleur absorbée par le
systeme et le travail élastique fournie par les forces extérieures. Or pour une transformation ré-
versible, le second principe nous donne dQ = T'ds ot T et ds sont respectivement la température

du sytéme et sa variation d’entropie. Si bien que 'on peut alors écrire :
de = T'ds + dW.. (1V.2)

On décompose alors le travail des forces extérieures dW, comme le produit d'une force f par un

déplacement dl en négligeant la variation de volume trés faible pour un élastomeére tel que :
dW, = fdl, (IV.3)
donc I'équation IV.2 devient dans un cas unidirectionnel :
de =Tds + fdli. (IV.4)
On introduit ensuite I'energie libre spécifique de HELMHOLTZ 1Z = e —T's, si bien que :
dip = de — Tds — sdT. (IV.5)
L’équation IV.4 nous permet alors d’exprimer d{ﬁ\ telle que :
dep = fdl — sdT, (IV.6)

qui nous meéne aux relations suivantes :

AN AN
B @

o (ov) o (o0
alor), o (),

donc on obtient une expression de l'entropie par rapport a [ pour T & partir d’une grandeur

Or on sait que

mesurable expérimentalement telle que :

).,

(1). Cette présentation de I’élasticité entropique est faite un peu au détriment de la précision. Le lecteur interessé

pourra consulter 'ouvrage de 7]



84 Chapitre IV. Matériaux a comportement hyperélastique

Dans le cas d’une transformation isotherme, les équations IV.5 et IV.6 nous donnent directement

la relation d?Z =de — T'ds = fdl qui nous permet alors d’écrire :

f= (%Z)T = <%>T -7 <%>T. (IV.10)

Une combinaison des équations IV.9 et IV.10 permet alors de déterminer I’évolution de I’énergie

interne par rapport a [ pour T fixée a partir de grandeurs mesurables expérimentalement f, T’

of :
et <6T)l telle que : , o
e

En 1935, MEYER et FERRI ont montré que la force de traction f est proportionnelle a la tem-

. 0 . .

pérature 1" pour une méme élongation A = % telle que (a—;> soit constant (c¢f. Fia. IV.2). Si
A

bien que I’équation IV.11 nous donne :

of Oe

on injecte alors I’équation IV.12 dans la relation IV.10 et on obtient :

0s
o7 (95 V.13
f (m)T (1v.13)

En premiére approximation, on peut alors considérer que ’élasticité caoutchoutique résulte en-
tierement de la variation d’entropie, d’ou le terme d’élasticité entropique par opposition aux

matériaux cristallins o 1’élasticité provient essentiellement d’une variation d’énergie interne.
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Ficure IV.2  Contribution de l’entropie et de l’énergie interne a la force de traction en fonction

de l’élongation réalisée par MEYER et FERRI en 1935 extrait de (TREOLAR, 1975).
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FIGURE IV.3 — Représentation de la cristallisation ou non sous contrainte par essai cyclique a

amplitude croissante issue de [HARWOOD et al., 1967].

Dans ce cas, les chaines macromoléculaires maintiennent leur énergie interne de conformation (i.e.
de disposition) au niveau minimal et s’empilent de fagon a réduire au maximum l’espace restant
entre elles. Ainsi, la cristallisation peut-étre favorisée. Le caoutchouc naturel est par exemple un
¢élastomere capable de cristalliser sous contrainte. Les auteurs HARWOOD et al. [1967] proposent
de vérifier si le matériau étudié ne cristallise pas sous contrainte en réalisant un essai comprenant
plusieurs cycles d’amplitude croissante. Si ces derniers rejoignent la courbe de comportement du
matériau non-cyclé alors le matériau est non cristallisant (¢f. Fic. IV.3(?). Dans ces conditions,
lobservation de la Ficure II1.5(b) du chapitre précédent montre que 1’élastomére VHDS 1029

ne doit probablement pas cristalliser dans le domaine de déformation considéré.

La relation IV.6 nous montre que dans le cas d’un processus isotherme et réversible, le travail
élastique est égal a la variation d’énergie libre. On peut alors faire correspondre le potentiel
thermodynamique W a I’énergie libre de HELMHOLTZ 1; (ou la puissance spécifique w). Dans
ces conditions, le tenseur des contraintes s’écrit comme la dérivée de 1'énergie libre du systéme.
Donc si 'on se place dans le cadre thermodynamique en grandes déformations défini ANNEXE A

en considérant un matériau isotrope non dissipatif suivant une transformation réversible et iso-

(2). La courbe en pointillés représente le comportement du matériau non-cyclé.
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therme, on obtient alors une loi de comportement, suivant la description envisagée, telle que:

- Description eulérienne

5':2,05-8—1/:}
0B

- Description lagrangienne

5, 00 (IV.14)
Y

- Description mixte
o)
oF

T = 2po

Ces équations permettent de décrire un comportement réversible, non dépendant du temps et
non-linéaire. En effet, on voit que le comportement du matériau ne dépend que du choix de
I’énergie libre.

Pour un solide homogeéne isotrope, la densité d’énergie peut s’exprimer en fonction des invariants
de déformations Iy, Is et I3. Nous rappellons ici la définition des trois premiers invariants de B

(sachant que I;(B) = I;(C), Vi € [1..3]) :

I = tB, (IV.15a)
L - %((tré)Q—tréz), (IV.15b)
Iy = detB. (IV.15¢)

IV.4 Matériau incompressible

L’hypothése d’incompressibilité intervient lors d’une transformation isochore telle que :

= = =_7 =
Iy=(det(F))?=J?=1<—=trtD=F :F=0. (IV.16)
Ainsi, la loi de comportement doit étre modifiée. On ajoute une contrainte indeterminée qui ne
travaille pas dans les mouvements compatibles avec ces liaisons. La densité d’énergie @ = ,mz (ou
@ = pozz suivant la configuration), s’écrit alors comme fonction des deux premiers invariants de
déformation telle que @ = Q(I1,2). Pour la mise en équation de cette hypotheése, on lui associe

la condition d’incompressibilité locale en utilisant un multiplicateur de LAGRANGE noté p :

Q=QU1,I) —p(J —1). (IV.17)

En outre, p est une fonction scalaire homogéne assimilable & une pression hydrostatique qui vient
s'ajouter aux tenseurs des contraintes sans affecter les déformations. Elle est généralement déter-

minée a partir des équations d’équilibre et des conditions aux frontiéres. Les lois de comportement
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IV.14 sous ’hypothése d’incompressibilité s’expriment alors comme suit :

- Description eulérienne

:2p§-8—1£—pi

0B

- Description lagrangienne

Qi

S N A
pan p

- Description mixte

(IV.18)

_ o _
T =2p0F - — — pCofF
pl- 25 =P

IV.5 Modélisation des énergies de déformation

Il existe de nombreuses formes pour modéliser I’énergie libre. La littérature [BOUKAMEL, 1988 ;
JAzzAR, 1993 ; ROBISSON, 2000 ; MOREAU, 2000| les regroupe principalement en deux ca-
tégories. On distingue ainsi les approches statistiques (microscopiques ou micromécaniques) et

phénomeénologiques (macroscopiques).

IV.5.1 Approches statistiques

e Modéle de distribution gaussienne de type néohookéen

Ces approches ont pour fondement des considérations de structures moléculaires. Une des princi-
pales réalisée par TRELOAR [1943], est basée sur une étude thermodynamique et statistique d’un
élastomeére réticulé. Elle suppose une distribution gaussienne de la distance entre les extrémités
des chaines, ’équi-répartition des points de réticulation, la prise en compte de 'entropie comme
la somme des entropies élémentaires des chaines et une transformation isochore (incompressi-
bilité du matériau). Sous ces hypothéses, cette approche permet d’aboutir a une expression de

I’énergie libre spécifique néohookéenne :
1
Y= 5NkT (L = 3), (IV.19)

avec N le nombre de chaines moléculaires par unité de volume, 7T la température absolue et k
la constante de BOLTZMANN. Le domaine de validité de cette description est d’environ 50% de
déformation locale. D’autres études, modifiant I'une ou 'autre des hypothéses du modéle néo-
hookéen, conduisent a des théories 1égérement modifiées. En 1953, FLORY ['utilise pour élaborer

une relation contrainte-déformation fonction de 1’élongation nominale A = [/lj telle que :

K(\) = Nk,T (A — 272 (IV.20)
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e Modeéle de distribution de probabilité sous la forme de fonction de LANGEVIN

KUHN ET GRUN ont proposé en 1942 une nouvelle distribution de probabilité P(r) sous la forme

d’une fonction de LANGEVIN notée L.

In(P(r)) =n [%ﬁ +In <sin}€(ﬂ)>} : (IV.21)

=Lt (L> et L(x) = coth(x) — l, (Iv.22)

nl T

avec n le nombre de segments de la chaine caractérisée par la distance r reliant ses deux extrémités
et [ la longueur de la chaine. Cette méthode statistique permet alors de prendre en compte I'ex-
tensibilité limite des chaines. Les auteurs ARRUDA et BOYCE [1993]| ; BERGSTROM et al. [2002]
ont utilisé cette approche statistique sur huit chaines pour décrire le réseau macromoléculaire.
Ils obtiennent ’expression du potentiel tronqué a 'ordre trois suivante :

1 1
Y = NkT 5(11—3)+—(112—9)+

3
S0 (17 —27)]| . (IV.23)

11
1050n2
IV.5.2 Modéles phénoménologiques

Ces théories s’appuient sur des démarches purement mathématiques et expérimentalement cor-

rélées.

IV.5.2.a Modéles classiques

Les modéles couramment utilisés pour des matériaux incompressibles sont les suivants :

e Modéle de MOONEY-RIVLIN [MOONEY, 1940]

Y =ci(l1 —3) + ca(l2 — 3). (IV.24)

Cette expression peut étre considérée comme valide pour des plages de déformation pouvant aller
jusqu’a 100%.

e Modéle de RIvLIN, 1948

p= Y Com(li —3)" (I —3)", (TV.25)
0<m<oo
0<n<oo
Le domaine de validité dépend dans ce cas du degré du polyndéme choisi. On retrouve d’ailleurs

le modéle néohookéen & un paramétre, Cg, en posant n =1 et m = 0.
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e Modéle de GENT-THOMAS [GENT et THOMAS, 1958]

I

5) (IV.26)

¥ = A(I, — 3) + Bln(

Cette description permet une modélisation correcte pour des déformations inférieures a 200%.

e Modéle de HART-SMITH [HART-SMITH, 1966]

Y= Ay /exp(A2(11 —3)3)dI + A3 ln(%) (IV.27)

Cette énergie libre spécifique décrit correctement le matériau pour des déformations inférieures
a 500%.

e Modéle de OGDEN [OGDEN, 1972]

L’auteur de ce modele choisit de faire intervenir les dilatations principales ®) (A1, A et A3) de

C:
n:u'i o o a;
= — (A7 A+ A —3). V.28
w;ai<1+2+33> (1V.28)

IV.5.2.b Autres modéles

LAMBERT-DIANI et REY [1998, 1999] proposent pour le cas de matériaux incompressibles,

une forme générale de densité d’énergie ainsi qu'une méthodologie d’identification des coef-
. .. , . N .. . 0 0

ficients associés. La démarche consiste & optimiser les fonctions a_}ﬁ = f(I) et a_}i = g(l2),

supposées respectivement dépendantes uniquement des invariants I; et I. Ils écrivent une

forme polynomiale pour les deux fonctions telles que:
" .
f(h) = exp (Z a; (I - 3)Z) , (IV.29)
i=0

g(l) = exp (Z b; (In (I — 3))") . (IV.30)

1=0
Ils précisent que d’excellents résultats ont été obtenus pour n =2 et m = 1.

— Pour un comportement fortement non-linéaire aux faibles déformations et qui devient li-
néaire par la suite (en traction et en cisaillement), LAHELLEC [2001] propose d’introduire

une forme de potentiel originale composée d’une partie non-linéaire s’annulant vers I'infini

et d'une partie de MOONEY-RIVLIN. Il présente cette énergie comme une énergie utilisant

(3). valeurs propres
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la famille des fonctions de type Erf.

az~/mErfi(\/azv11—3
b(Inl) = ay (I —3) +aay/TT —3 - 27 %—3—3 )

tas(Io —3) + asv/To — 3 — “5ﬁErﬁE)C/TZ_6”2—‘3), (IV.31)

Sachant qu’une énergie en Erf s’exprime comme suit :
Erf(z) — % /0 T, (IV.32)
Erfi(z) = Erfﬁj 2). (1V.33)

Il montre par la suite que I'expression des dérivées par rapport aux deux premiers invariants

de I'énergie libre ne s’exprime plus en fonction de Erf mais telle que :

o - as (1— ea3(11—3))

5 = — (IV.34)
oy as(1— el

Il est alors possible de constater que proche de I’état de référence, la réponse du matériau

tend vers la réponse du matériau élastique linéaire incompressible défini par u = 4 (a1 + a4).

IV.6 Identification des caractéristiques hyperélastiques

IV.6.1 Etude analytique

L’objet de cette partie est d’exprimer les lois de comportement hyperélastique suivant différents
cas simples de chargement. L’expression IV.18 du tenseur des contraintes pour un matériau hy-

perélastique incompressible d’énergie interne donnée ¢ (I1,l2) peut donc aussi s’écrire:

- Description eulérienne

_ o = O =—1 -

o=2p [3[13 EHQB ] pl.

- Description lagrangienne

= Y N _ o = = 3 (TV.36)
S = 2pg |:<811+a[2[1>1 8I2C':| pC'

- Description mixte
_ = oY oY = OY = =T
\71—2p0F Ka[l +812[1>1 abC} pF

Pour réaliser l'identification des parameétres d’'un modeéle, nous utiliserons le premier tenseur

de P1oLA-KIRCHHOFF noté w sachant qu’il représente 'effort mesuré par unité de surface non-
déformée. On déduira ensuite si nécessaire et S de la relation suivante sous 'hypothése d’in-

compressibilité :
—1

s FT=F'5 (IV.37)

Qi

S=F
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Contrainte (MPa)
Contrainte (MPa)

Déformation Déformation
(a) Traction uniaxiale (b) Double cisaillement

FIGURE 1V.4 — Présentation des essais de montée en charge sur l’élastomeére silicone VHDS 1029

en traction uniaziale et en cisaillement simple (¢ =% = 0.01s71).

On donne l'expression de la contrainte pour deux cas simples de chargement sachant que les

détails de calculs sont disponibles en ANNEXE B :

en traction uniaxiale :

B 1 oy oY1
11 = 2po < )\2) |:81'1 + ol )\:|7 (IV38)
— en cisaillement simple :
0 0
T2 = 200 (a_;/i + 8%) . (IV.39)

IV.6.2 Reésultats d’identification

L’identification d’un modéle revient a déterminer I’ensemble des paramétres matériaux qu'’il fait
intervenir. Il s’agit donc de déterminer un vecteur de parametres permettant de corréler au mieux
les résultats d’essais expérimentaux.

Nous utilisons comme essais de référence pour l'identification ceux présentés FIGURE [V.4. 11
s’agit d’essais de montée en charge réalisés en traction uniaxiale et en double cisaillement sur
I'¢lastomeére silicone VHDS 1029 pour un faible taux de déformation (¢ = 4 = 0.01s7!) avec
respectivement une déformation maximale telle que €,,4; = 100% et Vimae = 50%.
L’identification s’est effectuée par minimisation au sens des moindres carrés de maniére semi-
analytique a l'aide du logiciel de calcul formel MATHEMATICA® et la visualisation des résultats
avec MAPPLE®.

Dans cette campagne d’identification des caractéristiques hyperélastiques, nous proposons de
mettre en évidence 'importance des essais utilisés comme référence d’identification i.e. le type
de chargement. Nous nous fixons donc comme objectif d’identifier un modéle capable de refléter

correctement les deux essais présentés FIGURE IV 4.
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Erreur relative (%) “.

Modéle | Traction uniaxiale ‘ Double cisaillement

néohookéen 9.9 6.3
GENT-THOMAS 8.48 4.41
HART-SMITH 3.2 2.8
RIVLIN (9 termes) 0.35 2.81

TABLEAU IV.2  Erreurs relatives obtenues par identification des modéles hyperélastiques sur des

essais de montée en charge en traction uniaziale ou en double cisaillement.

“ Les erreurs relatives sont calculées via la distance des moindres carrés entre la courbe réponse expérimentale

exp PP mod . Nexp mod exp) 2 Nexp exp\2
TP et celle théoriques T comme suit \/Zi:l (Tpmod — 7£TP)T SO (TP

Nous commencerons donc par mettre en avant les dangers d’utiliser un seul type d’essai d’identifi-
cation lorsqu’on souhaite appliquer le modéle & un autre cas de chargement. La solution proposée
est alors d’identifier les paramétres du modéle simultanément en traction uniaxiale et en double
cisaillement. A ce stade de ’analyse, 'introduction de notions telles que I'admissibilité thermo-
dynamique et la stabilité matérielle nous permettra de mettre en avant les précautions a prendre
avant d’entamer une campagne d’identification des caractéristiques hyperélastiques d’'un modéle.

Au cours de cette étude, on propose de comparer les quatre modeéles suivants :
le modeéle néohookéen,
— le modéle de GENT-THOMAS,
le modéle de HART-SMITH,

le modéle polynomial & 9 termes de type RIVLIN.

IV.6.2.a Problématique d’identification sur un chargement donné

De maniére générale, les resultats d’identification sur un chargement donné (traction uniaxiale
ou le double cisaillement) sont d’autant plus satisfaisant que le nombre de paramétres mis en jeu
par le modeéle étudié (c¢f. TAB. IV.2). Quel que soit le type de chargement utilisé comme référence
d’identification, le modele le plus intéressant est celui de RIVLIN a 9 termes (c¢f. F1G. IV.5(a) en
traction uniaxiale et Fia. IV.6(a) en double cisaillement).

Cependant, lorqu’on observe les confrontations sur des types de chargement différents de ceux
utilisés comme référence d’identification via les Fiaures IV.5(b) et IV.6(b), on constate que les
modéles ainsi identifiés corrélent bien moins I’expérience et dans certains cas deviennent instables.
On peut donner comme exemple le modele de RIVLIN 9 termes identifié en traction uniaxiale et
les modeéles de GENT-THOMAS et HART-SMITH identifiés en double cisaillement.
L’identification d’un modeéle hyperélastique sur un chargement donné n’est donc pas nécessaire-
ment fiable lorsqu’on s’éloigne de celui-ci, d’ou la nécessité d’utiliser plusieurs types de charge-

ment comme référence d’identification.
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Ficure IV.5  Résultats d’identification de divers modéles hyperélastiques en traction uniaziale.

Confrontation des modéles ainsi identifiés face a un essais en double cisaillement.
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FIGURE IV.6 — Résultats d’identification de divers modeles hyperélastiques en double cisaillement.

Confrontation des modéles ainsi identifiés face a un essais en traction uniaxiale.

IV.6.2.b Identification couplée en traction uniaxiale et en double cisaillement

Nous réalisons maintenant une identification simultanée sur des essais de traction uniaxiale et de
double cisaillement. On propose TABLEAU IV.3 une présentation des paramétres identifiés pour
chacun des modéles utilisés.

La Ficureg IV.7 illustre les résultats d’'identification ainsi obtenus. Les modéles offrent alors des
corrélations satisfaisantes avec les deux types de chargement et le nombre de paramétres du
modeéle joue un role important dans la finesse des résultats comme nous ’avons déja constaté au
paragraphe précédent.

Cependant, une comparaison des erreurs relatives d’identification sur un chargement donné (cf.
TaB. IV.2) avec celles obtenues par identification simultanée (cf. TaB. IV.4) montre une perte de
qualité des résultats quelque soit le modeéle envisagé. Comme on pouvait 'imaginer, 'utilisation

de plusieurs essais comme référence d’identification impose une diminution de la précision des



IV.6. Identification des caractéristiques hyperélastiques 95

: r Lo Essai *
Rivlin I(Q tggr;aoli) - RlV’lll]I{?mte\l-‘ﬁ:ﬁsl)l ,,,,,,,
Hart-Smith - L Anmotit
. 11(".011001((3(!1)J (wpm 0%‘}01«'?1?

— Gent-Thomas — sent-Lhomas

) = L

[ [

: = |

< <

et = L

o g

3 e

g 5 L

= =

] ]

c c

C 3 L

t P
X
x
L
*
Déformation Déformation
(a) Résultats en traction uniaxiale (b) Résultats en double cisaillement

FI1GURE IV.7 — Résultats d’identification de divers modéles hyperélastiques réalisée simultanément

sur des essais de traction uniaxiale et de double cisaillement.

résultats.

Il semble donc important avant d’entamer une campagne d’identification des caractéristiques

A1 (MPa) | C.E.
Ao C.E.
As (MPa) | C.E.

Cio (MPa) ‘ C.E. A (MPa) ‘ C.E.
B (MPa) ‘ C.E.

(a) Modele néohookéen. (b) Modéle de GENT-THOMAS.
(¢) Modeéle de HART-SMITH.
Ci/;(MPa) | 0 1 2 3
0 C.E. | C.E. | C.E.
1 C.E. | C.E. | C.E.
2 C.E. | C.E.
3 C.E.

(d) Modeéle de RIVLIN 9 termes.

TABLEAU IV.3  Paramétres des modéles hyperélastiques identifiés simultanément sur des essais

de traction uniaziale et de double cisaillement

Erreur relative (%)

Modéle | Traction uniaxiale ‘ Double cisaillement

neohookéen 10.82 8.33
GENT-THOMAS 8.94 6.68
HART-SMITH 7.12 6.38
RIVLIN (9 termes) 2.11 2.84

TABLEAU IV.4 — Erreurs relatives obtenues par identification des modéles hyperélastiques simaul-

tanément en traction uniaxiale et en double cisaillement.
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hyperélastiques de déterminer les types de chargement que la matériau va subir (uni-, bi- ou
tri-directionnels) et de situer son domaine d’utilisation en terme de déformation. Ainsi le (ou les)
essai(s) de montée en charge sur le(s)quel(s) se basera l'identification sera choisi en concordance

avec le domaine de travail de 1’étude.

IV.6.2.c Conditions d’admissibilité thermodynamique et de stabilité matérielle

La notion de stabilité matérielle est définie au sens de stabilité élastique de la loi de comportement
quelque soit I'état de déformation.

LEJEUNES |2002] répertorie des conditions d’admissibilité thermodynamique et/ou de stabilité
materielle d’une énergie libre incompressible exprimée en fonction des dilatations principales telle
que ¥ (A1,A\2) et dont voici quelques exemples :

I’énergie libre doit étre positive ou nulle quel que soit I'état de déformation,
¥(M,Ae) > 0. (IV.40)

Cette condition provient intégralement des hypothéses que l'on a émises dans le cadre
thermodynamique défini en ANNEXE A.3,

— vérifier I'inégalité de COLEMAN et NOLL, 1959 [LEBLOND, 1992| telle que :

T 7 &% T 7

(F -D): 4 ::(F -D)>0 (IV.41)
OFOF

dans la configuration de référence,

vérifier 'inégalité de HILL : Le produit scalaire d'un taux de déformation objectif par un

taux de contrainte objectif doit étre positif (1970). Ce qui se traduit par la relation (4)
A
o:D>0 (IV.42)
en description eulérienne,
vérifier les conditions d’existence et d’unicité du minimum local du probléme d’élasticité

que montre BALL, 1977 [CIARLET, 1986] :

— (poly)convexité, ou dans le cas incompressible, convexité de 1)(A1,\2),

det VZ3)(A1,\2) > 0. (IV.43)

En effet, si on parle de 1, (F') comme polyconvexe, cela revient a considérer un certain
¢b(1§',C0fl§’,detl§’) comme convexe. Il suffit alors de se placer dans le cas d’'un maté-
riau incompressible dans Uespace des dilatations principales et on retrouve ¥ (A1,A2)

convexe,

(4). Dans ce cas, et il ne s’agit que d’un exemple, = G+oW —Wa représente la dérivée objective de JAUMANN
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Ficure IV.8  Représentation de la fonctionnelle d’énergie libre en fonction des dilatations

principales (A1, \a) obtenue aprés identification des paramétres sur un essai de traction uniaziale.

— continuité & l'infini et coercivité suivant ces arguments,

lim 0’(&()\1,)\2) = 00,

A1, e—
li =
ALAlQrgoozb(/\l,Az) 00, (IV.44)
_ lim 7¢()\1,)\2):0.
F(M,h0)—1

A titre d’observation qualitative, nous proposons une visualisation en trois dimensions (A, Ag,
1(A1,A2)) permettant de présenter les fonctionnelles d’énergie libre obtenues a partir des iden-
tifications réalisées précedemment (cf. § IV.6.2.a et § IV.6.2.b). L’utilité de ce type de repré-
sentations est qu’elles fournissent des renseignements visuels concernant la positivité (une zone
rouge représente une énergie négative), la convexité, la coercivité de la fonctionnelle d’énergie
libre dans un domaine prédeterminé (cf. Fia. IV.8, Fia. IV.9 et Fia. IV.10). Cette représentation
des fonctionnelles d’énergie libre permet de rejeter certains modéles identifiés mais ne permet en

aucun cas de les valider.
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FiGUure IV.9  Représentation de la fonctionnelle d’énergie libre en fonction des dilatations prin-

cipales (A1, A2) obtenue aprés identification des paramétres sur un essai de double cisaillement.

On présente ici les constatations les plus importantes que nous avons réalisées :

— la Ficure 1V.8(d) illustre la fonctionnelle d’énergie libre du modéle de RIVLIN & 9 termes
dont les paramétres ont été identifiés en traction uniaxiale. Lorsqu’on s’éloigne de la direc-
tion du chargement utilisé comme référence d’identification, on constate alors que ’énergie
devient négative. On retrouve donc les observations effectuées lors de la confrontation du
modeéle ainsi identifié sur un essai de double cisaillement (¢f. Fia. IV.5),
concernant ’évolution des fonctionnelles d’énergie libre des modéles de GENT-THOMAS et
de HART-SMITH identifiés en double cisaillement (resp. Fia. IV.9(b) et Fia. IV.9(c)), on
consate qu’ils ne vérifient pas les conditions de stabilité materielle. En effet, la représen-
tation de la fonctionnelle d’énergie montre certaines zones ot I’énergie est négative voire

méme non convexe et qui correspondent aux observations que I’'on a réalisées au regard de
la Ficure IV.6(b),

viala FIGURE IV.7 et le TABLEAU IV .3, on a précisé que le modéle de RIVLIN a 9 termes iden-
tifié en couplant les deux chargements posséde la meilleure corrélation (face aux autres mo-

deéles). Cependant lorsqu’on visualise sa fonctionnelle d’énergie Ficure IV.8(d), on constate
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Ficure IV.10  Représentation de la fonctionnelle d’énergie libre en fonction des dilatations
principales (A1, Aa) obtenue aprés identification des paramétres couplée sur un essai de traction

uniaziale et un essai de double cisaillement.

la présence de zone ou celle-ci se trouve étre négative et non convexe.

Pour pallier ces instabilités matérielles, de nombreux auteurs ont choisi d’introduire des condi-

tions (ou critéres) de stabilité dans la procédure d’identification en imposant par exemple :

— la positivité des parameétres pour les modéles polynomiaux. Il s’agit alors d’une condition

suffisante mais pas forcement nécessaire |[HARTMANN, 2001],

ou bien une contrainte de convexité. Dans ce cas, la condition est nécessaire et suffisante a
la stabilité matérielle. Les résultats sont alors plus stables pour un domaine de chargement

donné mais moins précis en terme de corrélation avec 'expérience |[LEJEUNES et al., 2003].

Pour conclure, on peut préciser que malgré les résultats d’identification les moins performants de
tous les modeéles, seule I’énergie libre néohookéenne assure une positivité, une convexité et une
coercivité de la fonctionnelle d’energie quelques soient le type et le domaine de chargement utilisé

pour l'identification. Une seule condition est alors nécessaire : la positivité de son paramétre.



100 Chapitre IV. Matériaux a comportement hyperélastique

IV.7 Conclusion

L’étude des matériaux a comportement hyperélastique nous a permis de mettre en exergue la
grande faculté de déformation des élastomeéres. Cependant, la présence de forte non-linéarité de
la réponse en contrainte-déformation impose 'utilisation de modéles d’énergie libre que I'on peut
choisir parmi les propositions aussi nombreuses que variées que suggere la littérature.

Au bilan de la campagne d’identification, quels que soient le nombre et le type d’essais uti-
lisés comme référénce, il semble que d’'une maniére générale la qualité de la corrélation avec
I’expérience dépend du nombre de paramétre proposé par les modéles. Cependant, une bréve
observation qualitative de la stabilité matérielle nous montre la nécessité de prendre certaines

précautions quant a 'utilisation des modéles hyperélastiques.



CHAPITRE

Ml Premicres approches du

comportement dissipatif

a modélisation du comportement dissipatif des élastoméres est

globalement moins avancée que celle des matériaux cristallins.

Ils possédent en effet un comportement trés complexe et sont
sensibles a de nombreux paramétres tels que la température, la vitesse
et 'amplitude de chargement. .. De ce fait, les modeéles foisonnent mais
aucun consensus ne se dessine nettement a I’heure actuelle méme si des
efforts considérables ont été consentis depuis plusieurs années notamment
par les communautés américaine et allemande.
Dans ce chapitre, on survole I’état de 'art des modéles de comportement
dissipatif. Ensuite, on réalise une premiére approche de modélisation
phénoménologique associant ainsi hyperélasticité et caractére dissipatif

en grandes déformations pour des transformations isothermes.

101



PrAN Du CHAPITRE V

V.1
V.2

V.5

Introduction . . . . . . . . . . i e e e e e e e e e e e e e e e e e e 103
Synthése bibliographique sur les modéles de comportement dissipatif . . . 104
V.2.1 Le comportement viscoélastique . . . . . . . .. .. ... 104
V.2.1.a Formulations intégrales . . . . . . ... ... ... ... .... 105
V.2.1.b Formulations différentielles . . . . . . .. ... ... ... ... 109
V.2.2 Le comportement élastoplastique : frottement interne non visqueux . . . 114
V.2.2.a Potentiels de matériaux hystérétiques sans viscosité . . . . . . 114
V.2.2.b Modéles rhéologiques élastoplastiques . . . . . . ... .. ... 116
V.2.2.c Modéles de friction . . . . ... ... oL 121
V.2.3 L’endommagement des élastomeéres chargés . . . . . .. ... ... ... 122
V.2.3.a Caractérisation de 'endommagement . . . .. ... ... ... 122
V.2.3.b Exemples de lois d’endommagement . . . . .. ... ... ... 124
V.24 Bilan. . . . ... 128
Présentation des modéles viscoélastiques et élastoplastiques . . . . . . .. 130
V.3.1 Synthése du formalisme mécanique adopté . . . . . . . . . ... ... .. 130
V.3.2 Modéles de comportement viscoélastique . . . . . . ... ... 131
V.3.3 Modéles de comportement élastoplastique . . . . . . .. ... 136
Campagne d’identification des modéles . . . . . .. ... ... ... 139
V.4.1 Meéthode d’identification . . . . . . . . . ... 139
V.4.2 Résultats d’identification . . . . . . . ... 0oL 142
V.4.2.a Modéles de comportement viscoélastique . . . . ... ... .. 142

V.4.2.b Modéles de comportement viscoélastique avec enrichissement
de la branche principale hyperélastique . . . . .. .. ... .. 146
V.4.2.c Modéles de comportement élastoplastique . . . . . . . ... .. 151

Conclusion . . . . . . . o 0 e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 154




V.1 Introduction

Les matériaux a comportement hyperélastique présentés au chapitre précédent sont incapables de
rendre compte du caractére dissipatif qui confére aux élastomeéres des propriétés amortissantes.
Cependant, cette caractéristique est particuliérement importante pour une utilisation dans des
systemes passifs de filtrage des vibrations et chocs.

D’une maniére générale, un systéme est dissipatif si ses propriétés & un instant donné dépendent
non seulement des parameétres qui le décrivent & cet instant mais également de son état anté-
rieur. Il présente alors un phénoméne d’hystérésis. On peut noter d’autres matériaux possédant
un comportement hystérétique tels que les matériaux ferrimagnétiques (ferrites isolantes) et
ferromagnétiques (aimants). Dans ce cas lorsque le champ magnétique extérieur est supprimé,
I’aimantation du matériau ne revient pas a sa valeur initiale.

D’un point de vue microstructurale, 'amortissement des élastoméres chargés est principalement
di & un réarrangement moléculaire au niveau de la structure interne du matériau : les éléments
moléculaires (chaines et charges) glissent les une par rapport aux autres entrainant un frottement
qui génére alors une perte d’énergie [SAAD, 2003].

La littérature propose de nombreuses orientations pour représenter ce phénoméne. On donne ici
les grandes lignes qui les définissent sachant que I’on peut observer également des combinaisons :

— une manifestation viscoélastique : on parlera dans ce cas du temps que met le matériau
pour regagner son état d’équilibre i.e. une résistance a la réorganisation des chaines ma-
cromoléculaires. Ces modéles sont particuliérement utilisés pour modéliser les phénomeénes
dépendant du temps [GREEN et RIVLIN, 1957 ; Sim0, 1987 ; GABRIELIL, 1995 ; HOLzZAP-
FEL et SIMO, 1996b ; BOUKAMEL et al., 2000 ; MEo, 2000 ; ROBISSON, 2000 ; LAHELLEC,
2001 ; SaaDp, 2003,

— les glissements et rupture des contacts charges/charges et charges/chaines : partant du
constat expérimental qui nous apprend que ’amortissement est d’autant plus important
que le matériau est chargé (cf. § I.5), on introduit alors la notion de frottement interne non
visqueux i.e. plasticité. En effet 'observation de I’hystérésis a basse fréquence est traduite
par certains auteurs par du frottement sec. Ces modeéles sont particuliérement utilisés pour
modéliser les phénomeénes dépendant de la déformation [L1ON, 1998 ; KALISKE, 1998 ;
BRACKBILL, 2000 ; BESDO et IHLEMANN, 2001 ; CANTOURNET et DESMORAT, 2003],
les effets d’endommagement (décohésion, cavitation) : on parle alors d'une dépendance a
I'histoire du chargement ce qui permettra par exemple de reproduire un adoucissement
cyclique (Ueffet MULLINS, la fatigue...) et/ou de caractériser la rupture [GOVINDJEE et
Simo, 1991 ; MIEHE, 1995 ; BIKARD et DESOYER, 2001 ; BIKARD, 2002|.

REMARQUE V.1

Les conclusions émises au CHAPITRE III montrent que la dissipation au cours d’un essai cyclique
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évolue de maniére significative suivant les parameétres temps de sollicitation et amplitude dy-
namique ou déformation maximale mais aussi de la température. La dépendance suivant cette
derniére ne sera pas abordée dans ce chapitre. Les essais utilisés seront ceux réalisés a tempéra-
ture ambiante (constante) et I'ensemble des modeles présentés négligeront les effets thermiques

et considéreront donc une transformation isotherme.

0

V.2 Synthése bibliographique sur les modéles de comportement

dissipatif

Cette section présente un état de I’art non exhaustif des formulations utilisées pour représenter
les matériaux a caractére amortissant. Il s’agira plutét de discuter autour des formulations que

propose la littérature et non d’en réaliser une étude compléte et minutieuse.

Dans cette optique, on propose alors au lecteur de s’intéresser en premier lieu a la dépendance de
la réponse au temps d’observation ou de sollicitation qui reléve d’un comportement viscoélastique
et ensuite de considérer la dissipation comme non visqueuse en introduisant le comportement
élastoplastique. Enfin, nous aborderons le phénoméne d’endommagement. Malgré I'importance
de celui-ci pour des sollicitations dynamiques (en fatigue par exemple), il ne sera pas mis en

ceuvre dans nos travaux.

V.2.1 Le comportement viscoélastique

La modélisation du comportement viscoélastique est bien maitrisée dans le cadre classique des pe-
tites déformations mais demeure un important domaine d’investigation en grandes déformations.

Deux grandes approches de modélisation se détachent pour caractériser ce comportement :

— les formulations intégrales qui nécessitent une approche fonctionnelle faisant intervenir des
intégrales héréditaires qui considérent les contraintes comme une fonction de I'histoire des
déformations. Cette approche n’est pas utilisée dans le cadre de cette étude mais elle a fait
l'objet de nombreux travaux [COLEMAN et NOLL, 1961 ; BERNSTEIN et al., 1963 ; S1MO,
1987 ; MORMAN, 1988|,

— les formulations différentielles qui sont principalement axées sur la théorie de 1’état local
associée au cadre des matériaux standards généralisés |[SIDOROFF, 1974, 1975a, 1977, 1982 ;
HALPHEN et NGUYEN QUOC SON, 1975 ; GERMAIN, 1986 ; LE TALLEC et RAHIER, 1994].
Ce type d’approche par variables internes est pour une grande part basée sur les équations

présentées en ANNEXE A.5.
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V.2.1.a Formulations intégrales

L’approche fonctionnelle correspond a une extension de la viscoélasticité linéaire en petites dé-
formations. Afin de mieux comprendre les formulations intégrales appliquées aux grandes défor-

mations, nous proposons donc quelques rappels sur la viscoélasticité linéaire.

e Viscoélasticité linéaire

Dans le cadre de I’élasticité linéaire pour un matériau homogeéne isotrope, on rappelle que ¢ =
Mr(E)1 + 24 avec A et les coefficients de LAME.

On va établir formellement la réponse o(t) a une sollicitation unidimensionnelle ¢(¢) d’un ma-
tériau a comportement viscoélastique |LEMAITRE et CHABOCHE, 1996|. On considére une solli-
citation de relaxation telle que £(t) = g9 H(t — t’) avec gg constante, ¢’ temps de référence et H
fonction d’échelon d’HEAVISIDE ot H = 0sit—# < 0 et H =1 sinon. La réponse en contrainte

a une telle sollicitation s’écrit alors :
o(t) = p(t —t')eo, (V.1)

ou pu(t —t') est le module de relaxation (ou de retard).

Maintenant, si 'on considére un succession d’incréments de déformation tels que :
e(t) =) AgH(t—t), (V.2)
i

et quon applique le principe de superposition de BorLrzMANN () dont la relation contrainte-
déformation est linéaire, la réponse globale prend la forme:
o(t) =) o(Aeit —t)) =Y plt—t)As;, (V.3)
i i
La généralisation & trois dimensions permet d’écrire la loi de comportement d'un matériau vis-
coélastique linéaire supposé homogéne isotrope en fonction d’une intégrale héréditaire liant les

contraintes a I’histoire des déformations tel que :

¢ B ¢ )
a(t) = / At —t)tr(E(t))dt' T + / 2u(t —t"Ea(t)dt'. (V.4)
0 0
Il est commode de séparer les contributions des parties déviatoriques et sphériques.

GD(1) = 5(t) — Lte(5(t ,
D() (t) 3 (@(1)) v5)
V() =£&(t) — gtr(a(t)).

(1). "Sil’on superpose deux histoires de sollicitations, la réponse est la superposition des deux réponses". Ce prin-

cipe n’est applicable que dans le cas des matériaux pour lesquels la fonctionnelle entre contrainte et déformation

est linéaire.
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On peut alors écrire la loi de comportement sous la forme suivante :

P (t) = /t 2u(t — tEP (')dt',
o . (V.6)
tr(a(t)) = 3/0 K(t —t)tr(E(t))dt .

ou K est le module de compressibilité (ou module de dilatation volumique) relié aux coefficients de
LAME par 3K (t) = 3\(t)+2u(t). Dans ce cas, K (t) et u(t) sont des fonctionnelles de relaxation (2).

On peut alors écrire une forme équivalente & I’équation V.4 :

F(t) = /0 t 2u(t —t)EPdt' + /0 t K(t —t)tr(E(t"))dt'1. (V.7)

En considérant le matériau comme incompressible, seule la partie déviatorique est prise en compte

telle que ’équation V.6 devienne aprés intégration par parties :

t
F0(1) = 2050 (1) — / 2t — VP (t)at (V.8)
0
et par un simple changement de variable :
t
F0(1) = 2050 (1) — / 2 (t)E0(t — t')dt. (V.9)
0

Pour pouvoir facilement intégrer la loi de comportement viscoélastique dans des calculs prédic-
tifs, il est préférable de disposer d’'un modeéle pour approcher les fonctions de relaxation (ou de
fluage). Pour ce faire, on utilise des modéles rhéologiques ou fractionnaires. Quelques indications

sur 'application de ces modeéles sont données en ANNEXE C.

e Extension de la viscoélasticité linéaire aux grandes déformations

En 1957, RIVLIN et GREEN présentérent une formulation dans laquelle les contraintes sont déve-
loppées en un polynéme de fonctionnelles linéaires de I’histoire des déformations : I’approche par
intégrale héréditaire multiple (MHI) [CHRISTENSEN, 1971]. Il s’agit de la loi de comportement
non-linéaire par approche héréditaire la plus générale pour un matériau viscoélastique homogéne.
Dans le cas monodimensionnel, la loi de comportement peut s’écrire comme une série infinie dont

voici ses trois premiers termes :

" De(t))

o(t) = Dr p (t —th)dty
—00 1
ot De(th) De(t
+ / D(t,ll) D(t,;)ug(t—t’l,t—tg)dt’ldt;

o0
t t t / / /
Dg(tl)De(t2)D5(t3) / / IN 34l 34l 34
+ / / ps(t — .t — tht — th)dt|dthdt
ot o) Dt} Dty Dt ! 2 3T
+ ..

(V.10)

(2). On remarquera que l'on aurait pu exprimer la loi de comportement a 'aide d’une fonction de fluage.
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ot les ;(t) sont les fonctions de relaxation de l'ordre i du matériau. On peut alors appliquer divers
modeéles pour représenter ces fonctionnelles. Cependant, cela présente plusieurs inconvénients :
ces fonctions ne sont pas des propriétés intrinséques du matériau puisqu’elles dépendent de
I’ordre auquel la série est tronquée et leur nature multi-dimensionnelle rend leur détermination
difficile. ROUSSEAU et al. [2002] utilisent cette méthode dans le cas de sollicitations sinusoidales
en cisaillement associée aux modeéles rhéologiques et les auteurs DARVISH et CRANDALL [2001]
quant a eux pour caractériser la réponse d'un matériau sous sollicitation cyclique sinusoidale
compoée de plusieurs harmoniques.

Nous partons des exemples de modeéles présentés par MEO [2000] et dont ’élaboration a été

réalisée a partir d’une généralisation du principe de superposition de BOLTZMANN (¢f. TaB. V.1).

Modéle ‘ Formulation du comportement

=7

F.L.V. R (t)-Er(t)-é(t):—p(t)i—kf(ﬁ(t))—&-/j E(E(t),s):Ed(us)dS,

Finite Linear Viscoelasticity

Notion de mémoire évanescente des élastoméres avec

[CoLemAN et NoLL, 1961] Ea(s) = E(t — s) — E(t) et f une loi hyperélastique.

M.F.L.V. RU()-5(1)- R(t) = —p()1 + f(E®)) +/t Rolt,s) : Ha(t,s)ds,

Modified Finite Linear Viscoelasticit, . PRI . .
y Introduction d’une mesure généralisée des déformations evanescentes,

[Morman, 1988] Ha(t,s) = H(E(t - 5)) - H(E(1)).
B.K.Z. _ t i) -
) F(t) = —p(t)1 + F'(t)- M CFT(at
[Bernstein, Kearsley, et Zapas, 1963] —co OE(t,t")

ou W est un potentiel.

TABLEAU V.1  Table non exhaustive des principauzr exemples de lois de comportements hérédi-

taires en grandes déformations.

On peut observer a travers la littérature un nombre important de modeéles qui dérivent du modéle
de BERNSTEIN et al. [1963].

Ainsi, on peut citer les modéles suivants :

— Le modéle de SiMo : SiMo [1987] développe un modeéle basé sur une décomposition
additive des contraintes en contrainte initiale (élastique) et hors-équilibre (viscoélastique)
associée a un découplage des réponses déviatorique et isochore tel que ;? — J5F. Ce modeéle
aboutit & une formulation fonctionnelle tout en s’appuyant sur une approche par variables

internes. L’énergie libre postulée est de la forme :
Y(E,Ay) = Yoot (J) +Y(E) — Ay : E + 1)y (Ay) (V.11)

ou F est le tenseur de GREEN-LAGRANGE et la variable interne A4, est un tenseur associé

au caractére visqueux du matériau. Il suppose alors que cette variable interne obéit a
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une équation différentielle linéaire semblable aux équations d’évolution de la viscoélasticité
linéaire. Ce modeéle posséde 'avantage de ne pas étre restreint a I'hypothése d’isotropie de

la réponse. Il obtient alors en description lagrangienne, la loi de comportement suivante :

t’d@_lb

T ——= V.12
Tosd| (V.12

t
= = 2 t
S=JpCt4+J 3 [/ a+(1—a)e”

0
ol p est homogéne a une pression hydrostatique ®), 7 est le temps de relaxation et a est
un coefficient tel que a € [0..1] permettant d’évoluer d’un noyau de relaxation caractérisé

par un modéle de MAXWELL (a = 0) vers un élément de type ressort (a = 1).

Le modéle K-BKZ : Parmi les lois de comportement macroscopiques, les modéles du type
K-BKYZ sont attractifs en raison de leur forme équivalente a celle prévue par la dynamique
moléculaire. En effet, ils reposent sur la notion de réseau macromoléculaire. La disparition
des points ou noeuds de réticulation du réseau au cours du temps étant accélérée par la
déformation.

Cette approche consiste & introduire la non-linéarité dans la formulation intégrale de la loi
de comportement par le biais d’une fonction scalaire h(Iy,I3) dite d’amortissement qui ne

dépend que des invariants I et I, du tenseur des déformations de FINGER noté C; ' (¢).
G(t / M(t — t')h(I1,1I,)C; () dt (V.13)
ou M(t —t') est la fonction mémoire calculée a partir du spectre des temps de relaxation

(G;,7;) de la viscositeé linéaire (¢f. 'utilisation du modele de MAXWELL généralisé en petites

déformations) telle que:

Mt—t)=>" [%exp (—t;t,ﬂ, (V.14)

i

En cisaillement simple, la contrainte devient :

o12(t) = Go(t)h( / Mt —t)h(y(t) —~(t).(v(t) = v(t))dt’, (V.15)

Les auteurs CARTAULT et al. [2001] choisissent ensuite une forme de fonction d’amortisse-

ment licite que pour le cisaillement :

h(I1,I3) = Aexp (a\/fl——3) + (1 —A)exp (ﬂ\/fl——3>, (V.16)

avec A, a et 8 paramétres du modele.

(3). p est une pression hydrostatique qui vaut

aQ:Z)vol
oJ

dans le cas compressible et indeterminée sinon.
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V.2.1.b Formulations différentielles

La formulation différentielle n’est pas fondée sur une extension de la viscoélasticité linéaire mais
sur la théorie de 'état local associée aux relations d’ONSAGER et au cadre des matériaux stan-
dards généralisés dont les différents travaux de SIDOROFF [1974, 1975a,b, 1976, 1977|, GERMAIN
[1986] et HALPHEN et NGUYEN QUOC SON [1975] ont en grande partie contribué & la mise en

place.

Si l'on classe les matériaux selon la qualité de leur mémoire, les matériaux viscoélastiques appar-
tiennent & la classe des matériaux & mémoire continue (¢f. TAB. V.2). Leur comportement est

alors intermédiaire entre celui du solide élastique et du fluide.

Type de mémoire H Instantanée ‘ Continue ‘ Privilégiée

Type de matériau || Fluide visqueux ‘ Viscoélastique ‘ Solide élastique

TABLEAU V.2 — Tableau repésentatif du type de mémoire selon les matériauz.

Le matériau a mémoire continue nécessite une extension des notions de thermodynamique clas-
sique. GERMAIN [1986| propose deux théories I'une dite rationnelle et 'autre différentielle qu’il
considére comme plus prometteuse et qui se développe autour de I'état local. Le cadre thermo-
dynamique en grandes déformations associé a cette hypothése est introduit en ANNEXE A.3.
L’introduction de la notion d’états intermédiaires décrite en ANNEXE A.5 permet de réaliser
une généralisation aux grandes déformations des modeéles rhéologiques (c¢f. Fia. V.1) présen-
tés en ANNEXE C.1.3. De nombreux auteurs revoient et discutent ces modeles [HALPHEN et
NcuYEN QUOC SoON, 1975 ; LEONOV, 1992 ; JOHNSON et al., 1995 ; HAUPT et al., 2000 ;
BOUKAMEL et al., 2000 ; HUBER et TSAKMAKIS, 2000 ; LAHELLEC, 2001].

Il reste alors & déterminer des formes d’expressions représentatives de la dissipation. Une des
conditions suffisantes pour vérifier le second principe est 'utilisation des relations d’ONSAGER.
En effet, ces relations permettent de relier linéairement les forces thermodynamiques aux flux
thermodynamiques et ainsi d’appliquer le principe de normalité en se placant dans le cadre des
matériaux standards généralisés (c¢f. § A.3). Ainsi, de nombreuses formulations de la dissipation

découlent de ces relations.

e Application de la théorie de LUBLINER

Modéle a un état intermédiaire : HUBER et TSAKMAKIS [2000] donnent une descrip-
tion détaillée des équations constitutives des modeéles unitaires de ZENER (c¢f. F1a. V.1(c))

et de POYNTING-THOMSON (cf. Fia. V.1(d)). Se fondant sur la théorie en grandes défor-
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mations du comportement élastoplastique développée par LUBLINER en 1986, ils posent la
dissipation sous la forme (I3 —é) : l:)v >0, ot P= C:'e-7=r et 13Z = C:'e-ﬁ'i avec "i—equilibre"
ou "i—statique" respectivement pour les modéles de ZENER ou de POYNTING-THOMSON.
Les auteurs décomposent l’énergie libre 1) en une partie élastique et une autre visqueuse
telle que ¥ = 1 (E ) + 1, (E.) pour le modéle de ZENER et 1) = Q,Z)e(E:'e) + ¢U(E:v) pour
le modeéle de POYNTING-THOMSON. Cette introduction d’état intermédiaire visqueux, i.e.
F= ﬁei’v, permet alors de formuler les équations constitutives suivantes dans le cas d’un
matériau incompressible en description eulérienne :

Modéle de ZENER

_ 8'1/1@ = awe a¢v awv T
=2 B — B~ '42p B. —2p B —pl
7= B2y BT 20y Pl Ph
. _ 5eqllilil)re (V]_?)
B. = B.L" + LB, — 2F,D,F’,
= = = 1= _
F.D,Fl = —B.(5 — Gequilibre)”
n
Modeéle de POYNTING-THOMSON
(_ 67/)6 5 8¢e =
c=2p—DB, —pl
7= P Parg Be P
5’52&&::1115 _ (V18)

B. = BT + LB, — 2F.D, g,

= = = 1
F D FT <B Ustathue
\ n

— Modéle a plusieurs états intermédiaires : Motivés par la structure d’'un modéle de
MAXWELL généralisé (cf. Fia. V.1(e)), les auteurs HAUPT et al. [2000] et LiON [1998] dé-
composent cette fois-ci I'énergie libre 1 et la contrainte S en une partie a I’équilibre et une

autre hors-équilibre, comme suit :

N
Y =pe(E +Zwuk o) S=8.4> 8, —pC" (V.19)

e et §e décrivent les propriétés a I’équilibre du matériau. La partie hors-équilibre est la
somme des énergie libre 1), fonctions des tenseurs de déformations élastiques définis par
une décomposition en N états intermédiaires. Le concept de variables duales décrit par
HAUPT et al. |2000] nous donne alors les contraintes a I’équilibre et hors-équilibre ainsi que

les lois d’évolutions suivantes :
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G
Y ®
¥
(a) Modéle de KELVIN-VOIGT. (b) Modéle de MAXWELL.
e
e
e
,l/}’U (p (p
(c) Modeéle de ZENER. (d) Modele de POYNTING-THOMSON.
e
Yo, P1
P, Pi
wuN PN

(e) Modele de MAXWELL généralisé.

FiGURE V.1  Energies libres spécifiques et pseudo-potentiels de dissipation associés aux modéles

rhéologiques viscoélastiques usuels.
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( =
Q — 8¢v _
Su = poF,! eiF T Vke[l.N], v.20)
5vk:4—p15£ Ce, O, F,, Vkel[l.N].
M aC.,

e Postulat d’un pseudo-potentiel quadratique

Modéles a un état intermédiaire : LE TALLEC et RAHIER [1994] obtiennent une des-
cription lagrangienne d’un matériau isotrope et incompressible en mettant en ceuvre une
généralisation du modeéle de ZENER (c¢f. FiG. V.1(c)). En choisissant C et C, comme va-

riables internes, on obtient les lois de comportement et complémentaire suivantes :

a2l (2 2
G =925 2% _pet 29 v\ 6

Mo pD ac o) T o)
Cv . a—ip —Poév’ azﬁv =0.

oC oC,

Par la suite, les auteurs orientent leur choix sur une forme hyperélastique neohookeénne
des énergies libres et quadratique du potentiel de dissipation telle que:

B2y (6 G 6
¢ =gteD, —8tr<C’ Cy- O, CU), (V.22)

BOUKAMEL et al. [2001] ; M©Eo [2000] proposent d’utiliser le modéle de POYNTING-
THOMSON (cf. Fia. V.1(d)). Ils obtiennent alors le systéme d’équations suivant, en for-

mulation mixte :

7=2p0F - C," ((gﬁ’j +Ilglf§> I gquo c, 1) —pF
:—5} — Gy, ay <<g}ﬁj + I g}%) 1- g}ijé : 5v_1> (V.23)
~ _ 1D
| + (51 + o) 1550 =0
Ils postulent alors une forme de pseudo-potentiel quadratique telle que :
o = %mé :Cy =L (€F) st :—é} = 1,0 (V.24)

BOUKAMEL et al. [1997| effectuent une comparaison des formes quadratiques pour le

pseudo-potentiel de dissipation exprimées en C:’v et D,,.
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e Modéle de viscosité non-linéaire

Viscosité fonction des taux de déformations : LAHELLEC [2001] postule sur une loi
d’évolution de 7 en fonction de "la vitesse de chargement". Il observe ’évolution de 7 en
fonction des trois mesures de taux de déformation, Ev : Ev, 5@ : 5@ et D : D sachant que
les deux premiéres mesures sont moyennées sur I’ensemble des cycles car leurs valeurs ne

sont pas constantes au cours des simulations. Il trouve alors les lois suivantes :

n(X) = exp (b + bplog (X : X)), avec X = D,, C, ou D (V.25)

Les pseudo-potentiels de dissipation correspondant & ces formes d’évolution sont alors:

Q-
Q-
Q-

©1( v d

vy

v) = /exp (b1 + by log (Bv : Bv))

v) = /exp (b1 + by log (C:'U : C:’U))C:’v : dé’v, (V.26)

Q-

P2
©3(D,C,) = exp (by +bylog (D : D))C, : C,.
Il teste donc les trois formes de pseudo-potentiel de dissipation sur des essais de cisaillement
cyclique et trouve que @3 représente le mieux le matériau en validant sur trois vitesses de
chargement.

— Notion de Thixotropie : Une substance est dite "thixotrope" lorsque, soumise a une
agitation, sa viscosité apparente diminue en fonction de la durée et de 'intensité de 1'agi-
tation, et que sa viscosité apparente initiale réapparait aprés un certain temps de repos.
Les auteurs MUJUMDAR et al. [2002] ; L1oN [1998| ; BARNES [1997] utilisent cette notion

pour caractériser le comportement d’un élastomeére.

BARNES [1997] montre un modéle de viscosité non-linéaire tel que, n(t) = oo + (oo —
7o) (1 — e_(é)r), ol 7o Viscosité aprés chargement a l'infini, 7y viscosité au début
du chargement, 7 constante de temps et r constante adimensionnée (souvent égale a
1). Il en déduit pour un matériau viscoélastique thixotrope, une forme du module de
gain telle que G'(t) = G, + (G — Gé)e“tb, avec a,b parametres.

L1oN [1998] propose une loi d’évolution de viscosité fonction d'une variable interne «

dépendant elle méme du temps de la forme, n(a(t)) = noel=F=(@B=ro)) on G, etag et

Ppo parametres.
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V.2.2 Le comportement élastoplastique : frottement interne non visqueux

Certains auteurs tels que KALISKE et ROTHERT [1999] ; MIEHE et KECK [2000] ; CANTOUR-
NET [2002] ; RAMRAKHYANI et SMITH [2004] considérent que la dissipation observée lors du
chargement cyclique d’un élastomeére chargé peut provenir non pas de la dépendance du com-
portement par rapport au temps mais par rapport & l'amplitude de chargement. Ce caractére
du comportement des élastoméres est appelé plasticité par extension de la notion appliquée aux
métaux.
Partant du constat expérimental qui nous apprend que ’amortissement est d’autant plus im-
portant que le matériau est chargé (cf. § 1.5), les auteurs CANTOURNET et DESMORAT [2003] ;
BESDO et IHLEMANN [2001] nous proposent que les mécanismes physiques responsables du com-
portement élastoplastique des élastomeres sont les glissements et rupture des contacts charges/charges
et charges/chaines. On peut alors introduire la notion de frottement interne non visqueux.
A travers la littérature on peut distingue trois familles de modélisation
les modeéles basés sur la construction d’un potentiel caractérisant les matériaux hystéré-
tiques sans viscosité [CANTOURNET et DESMORAT, 2003,
— les modéles rhéologiques élastoplastiques s’appuyant sur le modéle élastique parfaitement
plastique de SAINT-VENANT |[MIEHE et KECK, 2000],
— les modeéles de friction ou le frottement est considéré comme une ameélioration du modele

de COULOMB [SJOBERG, 2002 ; SAAD, 2003].

V.2.2.a Potentiels de matériaux hystérétiques sans viscosité

Cette méthode est basée sur les modéles qui permettent de rendre compte du phénomeéne d’hys-
térésis par glissement et frottement interne de fissurations microscopiques. Outre les élastomeéres,
d’autres matériaux exhibent des boucles d’hystérésis tels que le béton, les matériaux composites
ou les métaux. Les auteurs CANTOURNET et DESMORAT [2003] précisent que, dans le cadre des
petites déformations, une forme générale de ’expression de I’énergie libre caractéristique de ces

matériaux peut s’écrire comme suit :
pth = Ae® + B (e —eg,)* + Ca? (V.27)

— ou les parameétres A, B et C dépendent d'une fonction d’une variable d’endommagement,
a et g, sont des variables internes représentant respectivement le glissement interne dia a
la présence de micro-fissures et la déformation anélastique du matériau,
le terme Ca? représente I'énergie stockée au sein du Volume Elémentaire Représentatif
(VER) par glissements des lévres des fissures microscopiques.
CANTOURNET [2002] utilise cette forme synthétique pour proposer des modéles de matériaux

hyperélastiques avec frottement interne non-visqueux. Le cadre des grandes déformations oblige
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alors I'auteur a décomposer le potentiel d’énergie libre (formulation lagrangienne) en une énergie
de type hyperélastique poiy (E:') une autre de type hyperélastique pm/)g(é - Ea) avec B, comme
déformation anélastique et enfin 'énergie stockée par glissement supposée de forme quadratique
fonction d’une variable de glissemenet interne a.

L’auteur peut donc exprimer un potentiel d’énergie libre des matériaux hystérétiques sans vis-

cosité en introduisant un parametre matériau, Cy, soit :
_ - 1.
pot = potb1(E) + potpe(E — Eq) + 3Cra:a, (V.28)
L’utilisation de ’équation V.28 dans le cadre thermodynamique en grandes déformations défini
en ANNEXE A.3 permet alors d’écrire la loi de comportement et les lois complémentaires en

formulation lagrangienne suivantes :

§:§1+§2—p5’_1
= Oy (E
Sl = P0 1/)1(: )7
0F_ - - = (V.29)
:2 _ Poan(E—_ Ea) _ _¢2(E __ a)
OF OE,
X =Csa

ot X représente les micro-contraintes résiduelles.

Les lois d’évolution du frottement interne (formalisme des matériaux standards généralisés) sont
décrites a partir d’une fonction critére f similaire a la surface seuil de plasticité®) . En défi-
nissant un seuil de frottement o, homogéne & une contrainte, les auteurs proposent d’utiliser
la forme suivante f = ||Sy — X|| — o5 on1 ||Sy — X|| = \/(§2 — X) : (S — X). Via Dintroduction

d'un parameétre by, ils choisissent d’utiliser un potentiel de dissipation ¢ (on applique le principe

de normalité & ce potentiel au lieu de la fonction seuil) de la forme :

1 - -
= — b X: X V.30
or=f+ 20, , (V.30)

et introduisent un multiplicateur de frottement [ qui nous permet I'écriture des lois d’évolution

suivante :
- Sy — X
E, = 2 , (V.31)
152 — X||
= bf =
v=F,— —=—X/. V.32
el c; L (V.32)

(4). si f est une fonction critére similaire a la surface seuil de plasticité (§ C.1.3.e) alors
si f <0,il n’y a pas de frottement interne,

- sif=0et f =0, il existe un frottement interne.
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De la relation V.31 on déduit que i = ||E,]|| et en introduisant équation V.32 dans V.29, on ob-

tient la loi d’évolution des micro-contraintes qui s’apparente a la loi de ARMSTRONG-FREDERICK

traduisant I’écrouissage cinématique non linéaire des métaux :

X = CpEy — by X||Edl. (V.33)

V.2.2.b Modéles rhéologiques élastoplastiques

Pour mieux appréhender cette famille de modéles rhéologiques composés d’associations diverses

de ressorts et de patins, le lecteur pourra préalablement consulter 'introduction des modéles

rhéologiques élastoplastiques en petites déformations disponible en ANNEXE C.1.

e Les modéles élastoplastiques écrouissables de type unitaire

Application en petites déformations : en petites déformations, la théorie élastoplas-
tique avec écrouissage isotrope et l'utilisation du critéere de VoON MISES s’obtient, dans
le cadre des matériaux standards généralisés, a partir des équations, € = & + &, et
Y = YPe(Ee) + Yp(ap) oit ap (o dans I'équation A.39) est la variable interne scalaire
d’écrouissage isotrope avec comme variable force scalaire associée, Y (A; dans I’équation

A.39). L’inégalité de CLAUSIUS-DUHEM s’écrit alors :

5_ _ awe(ge)
int = . = . Principe de normalité o 195
oM — 5 - Ep — YOép > 0 v 5%6%) (V34)
Oay

Il reste donc a fixer une fonction seuil et la loi d’évolution sous la forme

o N L0 AN QN
FEY)=|5]-Y <0et 95_ [feadl (V.35)
- _)-\f(O',Y)
P oy

On propose d'utiliser le modéle élastoplastique écrouissable ) (¢f. Fia. V.2(c)). L'utilisa-
tion de ce type dee modele permet de calculer la déformation permanente €, aprés un essai

de charge-décharge telle que :
oske

P Ky (ke + Ky)

A partir de ce résultat, CANTOURNET [2002| propose de postuler un seuil de plasticité o

(V.36)

dépendant de la déformation maximale €,4, et de la largeur de la boucle de tel que :

1 ke
Js(gmamyée) = 5 (56 + 5mam)kp —Os <m>:| s (V 37)
e ge '
)(Ema:c - 56) - (

max756 - T 5 N -5 7 \oUs-
ep(e ) Jep (ke + K ke + Kp)2 "
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(b) Modeéle @ [SuQuET, 1982] (c) Modele @
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| ki Tsi i
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(d) Modeéle de SAINT-VENANT généraliseé.

FIGURE V.2 — Modeles rhéologiques élastoplastiques usuels dans le cas monodimensionnel.
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Mais le probléeme de ce type de modele est qu’il traduit une évolution de €, proportionnelle
A Emag Ce qui est généralement contraire aux observations expérimentales (cf. Fia. I11.18(a)

et Fia. II1.16 en traction uniaxiale, FiG. I11.19 et Fic. I11.20(a) en double cisaillement).

Généralisation aux grandes déformations : la littérature [SIDOROFF, 1982 ; MIEHE
et KECK, 2000 ; NEDJAR, 2002] propose un large éventail de modeéles rhéologiques élasto-
plastiques écrouissables généralisés aux grandes déformations en introduisant une ou plu-
sieurs variables internes par le biais d’états intermédiaires plastiques (c¢f. § A.4). On postule
I’existence d’un tenseur gradient de transformation plastique ﬁ’p tel que F= I*E'e . ﬁ’p. L’ap-
plication au cadre thermodynamique décrit en ANNEXE A.3 permet alors ’expression de la

contrainte et de la dissipation intrinséque en configuration eulérienne suivante :

5:56:2/)1}:36.6—1”,
0B (V.38)
"M =G.: DY — Y, >0

ou l:)g s’obtient par rotation élastique de l:)p mesure eulérienne du taux de déformation
plastique (respect du principe d’objectivité). A ce stade, il reste a choisir une fonction seuil

par exemple VON MISES telle que f(7,Y) = ||P] — Y < 0 et les lois d’évolution :

= . 7 . :D . =
o e ACIL ORI T YT, )
P do [l P]] P (V.39)
O )\f(O-7Y)
ap = — oY .

LioN [1998] ; MieHE et KECK [2000] présentent une généralisation du modeéle 2) aux
grandes déformations en utilisant un formalisme lagrangien. Ainsi, ils introduisent une

variable interne de plasticité et obtiennent les lois d’évolution suivantes :

— MIEHE et KECK [2000]

i §||ﬁ|| avee 7 — %ln(é). (V 40)
L1oN [1998]
SE.E - Of(E) -
S Gf(E)=0et 2 E _ 2 -
3 g B =0 E F(E) =\/3E —q,

q= ) 5 ) 3
—(ﬁﬁu—q) |BIl = VE: E.
Tq 3
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e Les modéles élastoplastiques écrouissables multi-branches

— Application en petites déformations : dans le cadre des petites déformations, LE-
MAITRE et CHABOCHE [1996] proposent le modéle de SAINT-VENANT généralisé (cf. Fic. V.2(d)).
On comprend alors que 'application d’une limite d’élasticité différente sur chaque patin per-
met de simuler les différents types de glissements et ruptures qui ont lieu a des chargements
macroscopiques différents [OLSSON et AUSTRELL, 2001|. Dans un cas monodimensionnel,
on peut observer FIGURE V.3 sa réponse en contrainte-déformation & un essai de montée
en charge.

LESIEUTRE et GOVINDSWAMY [1996] ; BRACKBILL et al. [2000] ; RAMRAKHYANI et SMITH
[2004] proposent de faire tendre le nombre de branches vers l'infini (i.e. N — o00). Ils
commencent par supposer que pour une sollicitation donnée toutes les branches ne sont
pas actives. Ainsi, il suppriment la branche élastique pure de raideur k et en posant M le
nombre de branches actives, ils expriment le taux de branches actives relatif au nombre de

branche total noté as comme suit :

M \
?71 et as = v S k; = k, constant Vi € [1..N]. (V.42)
> e ki

Ensuite, ils postulent une évolution linéaire de ce taux en fonction de la contrainte tel

g =

que as = uslo|. Le passage d'un modele discret a un modeéle continu s’effectue alors en
ajoutant une nouvelle raideur K, fonction de la raideur global K telle que K}, = (1 —a4)K

(¢f. F1G. V.4). La loi de comportement s’écrit alors telle que :

1
o=—(1—erkfe). (V.43)
Hs
(o2
Osy tO0sy_y +O0sy_o+Osy_g | : —
| ki+k
Osy t0sy_y +O0sy_o |~ g ZZ:; i+

Osy + Osn_y

FIGURE V.3 — Réponse académique du modéle de SAINT-VENANT généralisé a un essai de montée

en charge dans le cas monodimensionnel
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(a) Réponse académique a une charge (b) Représentation du taux de branches
uniaxiale actives

FIGURE V.4 — Passage du modéle discret au modéle continu de RAMRAKHYANI et SMITH [2004]

dans le cas monodimensionnel en petites déformations pour N = 3.

Ce modele offre de bons résultats malgré que son application numérique reste complexe a
réaliser et que son utilisation se restreint au cadre des petites déformations pour des cas
monodimensionnels.

Généralisation aux grandes déformations : CANTOURNET [2002] propose l'utilisation
de raideurs non-linéaires dans le cas monodimensionnel qui d’un point de vue rhéologique
se traduit par le modéle de SAINT-VENANT généralisé (cf. Fic. V.2(d)) ou les branches
représentent un ensemble de chaines de méme longueur subissant toutes la méme déforma-
tion macroscopique. Dans ces conditions, les branches élastiques parfaitement plastiques
subissent une concentration de contraintes fonction de la longueur du groupe de chaines
associé avec un seuil d’extensibilité & partir duquel les chaines glissent avec frottement sur
la surface des charges.

La généralisation aux grandes déformations s’effectue alors en utilisant un modéle 2) et en
supposant que le seuil de plasticité est une fonction non-linéaire d’'une variable interne de

glissement «. L’auteur propose alors 'interprétation des éléments rhéologiques suivante :

— la branche élastique pure représente les chaines les plus longues sans concentration de
contrainte,
la branche élastique parfaitement plastique caractérise quant & elle les chaines les plus
courtes avec concentration de contrainte.
Il faut noter alors les difficultés que I’auteur rencontre pour le passage au cas tridimensionnel
et 'incapacité du modéle a rendre compte des petites déformations rémanentes apres avoir
atteint de grandes déformations.

KALISKE et ROTHERT [1999] utilisent un formalisme mixte pour décrire le modeéle de
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SAINT-VENANT généralisé. Ils introduisent alors la notion d’états intermédiaires pour sup-
poser I'existence de plusieurs variables internes plastiques et utilisent une fonction seuil de

type VON MISES telle que pour chaque branche on ait :

fi(m) = |17l - \/;ayj (V.44)
V.2.2.c Modéles de friction

Nous distinguons les modéles de friction de ceux rhéologiques élastoplastiques en considérant le
phénoméne physique associé plutdt que le comportement d’'un matériau. Dans ces conditions les
variables utilisées sont l'effort tangentiel F} et le déplacement u. On discutera donc, ici, autour

de modéles de frottement considérés comme une amélioration du modéle de COULOMB.

La loi de Cour.oMB (c¢f. FiGc. V.5(a)) fait intervenir p. appelé coefficient de COULOMB (ou de
frottement). Pendant une phase d’adhérence, le point de contact ne bouge pas (vitesse nulle).
Pendant la phase de glissement, le point a une vitesse non nulle, il est soumis & une réaction
tangente égale a p, fois la réaction normale. Ce coefficient dépend donc des surfaces en contact.
Cependant, en ce qui nous concerne, une amélioration de ce modeéle serait d’observer cette loi
avec une pénalisation (¢f. F1Ga. V.5(b)). Dans ce cas, il n’y a plus de phase d’adhérence, la pente
infinie est remplagée par une pente finie de valeur de coefficient de pénalisation tangent kp. A
la vue de cette représentation graphique du phénomeéne physique de frottement, on comprend
mieux les relations qui peuvent exister avec un comportement élastique parfaitement plastique
(cf. § V.2.2.b).

Généralement, la plupart de ces modeéles caractérise correctement 1’assouplissement suivant 1’am-

plitude de chargement. Cependant, il s’agit de modéles macroscopiques monodimensionnels qui

oA FoA
tic| | fhe| Pl
" "
— el i — el Fn|
(a) Loi de CouL.oMB (b) Loi de COULOMB pénalisée

FIGURE V.5 — Représentation de la réaction tangentielle en fonction du déplacement des lois de

COULOMB classique et pénalisée
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dépendent de la géométrie d’une piéce et du type de chargement (compression, cisaillement).
Concernant les élastomeéres chargés, la littérature [SIOBERG, 2002 ; SAAD, 2003] nous propose

comme exemple les modéles suivants :

— Modéle de SIOBERG : ce modeéle propose la forme suivante de I'effort frictionnel :

U — Us :
Fy = Fr + Fy ——F), pour u croissant,

L TN (7S e L ? (V.45)
Fy=F + — (Ftpae + Fs), pour u décroissant,

ug(1 — pe) — (v — us)

ou Fy,.. et up sont les parametres & identifier respectivement le maximum de T'effort

de friction et le déplacement nécessaire pour obtenir la moitié¢ de FY, . Le parametre

fe = T, Is _ caractérise le coefficient de frottement. Fy, et g4 sont initialisés aux valeurs

max

d’effort et de déformation au début de chaque cycle et réactualisés au fur et a mesure.
On utilise ce modéle en associant la force de friction a un effort élastique pur tel que

F = F,+ Fy avec F, = kcu i.e. analogue a un modele unitaire élastoplastique écrouissable.

— Modéle de LAMBERTZ : l'effort frictionnel est alors caractérisé par la relation suivante :
Fy = Rin(1 £ pAu) (V.46)

ou +Awu correspond au déplacement relatif (déplacement créte a créte du signal) a l'état

de charge (charge ou décharge).

V.2.3 L’endommagement des élastoméres chargés

L’état de I'art du comportement endommageable des élastomeéres présenté ici s’est inspiré d’un
travail réalisé en collaboration avec CourroIls [2003]. Il s’agit donc de présenter préalable-
ment, les causes de I'’endommagement et les aspects qui le caractérise. Ensuite, nous proposerons

quelques modeles de représentation de ce type de phénoméne.

V.2.3.a Caractérisation de ’endommagement

La littérature permet de lier 'endommagement des élastomeéres & plusieurs phénomeénes :

la rupture des liaisons charges-chaines, et des chaines elles-mémes (cf. Fia. V.6) [SimoO,

1987 ; GOVINDJEE et SimMo, 1991, 1992 ; MIEHE, 1995],

— la décohésion des charges, c’est & dire la diminution des caractéristiques mécaniques de
leurs interfaces (c¢f. Fia. V.7) [ANDRIEUX ef al., 1997 ; DORFMANN et OGDEN, 2001 ;
AUBARD et al., 2002 ; BIKARD, 2002,

— la rupture des agglomeérats [ROBISSON, 2000],

et bien sur la propagation des fissures engendrées par ces trois phénomeénes.
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liaison matrice / inclusion noeud de ramification

rupture de chaine décohésion matrice / inclusion

FIGURE V.6 — Deux types de mécanismes d’endommagement au sein d’un V.E.R. extraits de

J/GOVINDJEE et SimoO, 1991/
agrandissement des cavités

décohésion initiale
in\clusion

l Matric /‘\

A/

¢ .

adhésion initiale

VER déforme

apparition de cavités

F1GURE V.7 — Apparition et évolution de cavités en fonction de la déformation du V.E.R. issue
de [BIKARD, 2002]

La plupart des auteurs s’entendent pour considérer 'effet MULLINS comme un phénoméne d’en-
dommagement. Cependant, on peut aussi observer 'endommagement des élastomeéres chargés

d’autres maniéres :

— l’observation de cavitation : ANDRIEUX et al. [1997] ont montré I"apparition de cavita-
tion dans les élastomeéres chargés. Ce phénomeéne se traduit par une décohésion des charges
et de la matrice élastomeére elle-méme (cf. F1G. V.7). Dans [ROBISSON, 2000], on peut lire

que SAINTIER(1999) a montré que la décohésion des charges est la cause de la fatigue,
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— P’apparition et la propagation de fissures : ROBISSON [2000]| nous propose alors les

constats suivants

I"amorgage des fissures dans 'élastomére dépend de la déformation maximale et de
I'amplitude de déformation,

il y a diminution des caractéristiques mécaniques lors d’essais de fatigue sous sollici-
tations cycliques & amplitude constante. Il y a alors apparition de fissures perpendicu-
laires a la direction de sollicitation que 'auteur explique par la rupture d’agglomeérats
de charges de silice,

— I’anisotropie induite le mélange de la matrice et des éléments d’addition le constituant
(charges. ..) conduit & un matériau relativement homogéne et isotrope. Mais les caractéris-
tiques du matériau sont modifiées par 'endommagement. En effet, par exemple, lors d'un
essai de traction, les auteurs ROBISSON [2000] ; AUBARD et al. [2002] nous proposent un
certains nombres de constations expérimentales telles que I’apparition de fissures perpendi-
culaires a la direction de sollicitation, des fissures se forment au sein méme des aggrégats, il
y a décohésion des charges a leur pole. .. A la vue de ces remarques, on peut alors considérer

que le matériau a une anisotropie induite par I’endommagement.

V.2.3.b Exemples de lois d’endommagement

Nous présentons ici quelques exemples de modéles d’endommagement que 1’on distingue suivant
les deux approches de modélisation proposées dans la littérature. Les modeéles s’appuient alors
comme pour la modélisation des matériaux hyperélastiques (cf. § IV.5) soit sur des considéra-

tions micro-physiques soit sur des données phénoménologiques.

e Approches micro-physiques

Modéle de GOVINDJEE et SiM0(1991,1992) : Le modeéle de GOVINDJEE et SIMO
[1991] a pour objet la modélisation de effet MULLINS en se reposant sur le mécanisme
proposé par BUECHE en 1961. Les auteurs attribuent alors ce phénoméne d’adoucissement
a une rupture des chaines au delad d’une longueur maximale (c¢f. Fia. V.6).

Dans une approche purement micro-mécanique, 1’élastomeére est vu comme un composite
constitué d’une matrice élastomérique dans laquelle sont dispersées de fines particules de
carbone. Il s’agit donc ici d’étudier un V.E.R. ot les inclusions sont supposées rigides.
L’énergie libre de la matrice v, est composée alors de l'énergie libre des chaines entre
points de réticulation ), et de I’énergie libre des chaines entre les charges 1. de telle

sorte que si on considére p, la fraction volumique de charge, on a :

Pm(Ai) = (1 = pp) (hee(A") + Upp(A"), (V.47)
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avec \; les élongations macroscopiques et A" leurs analogues dans la matrice élastomeére
respectivement les valeurs propres de F pour i € {1,2,3} et les valeurs propres du tenseur

_ -

= 1
gradient de la transformation de la matrice F'™ = R - pour ¢ € {1,2,3} en utilisant

1_
la décomposition polaire de F telle que F=R-U.
Les auteurs proposent alors pour t..(A") la forme d’'un modeéle de matériaux hyperélas-

tiques de type OGDEN et pour t,,(A") une forme telle que :

Upp(A) = ppz / (R, A" R)dRdn, (V.48)

ot Ny, est le nombre de ces chaines par unité de volume, P(n,R) la probabilité d’en trou-
ver une dans le V.E.R. localisé en X, de longueur R et constituée de n monomeres de
longueur moyenne a. ¥(n, A" R) est la densité d’énergie d’une telle chaine a une élongation
macroscopique A" Ax est 'ensemble des couples de caractéristiques (n,R) physiquement
admissibles dans le V.E.R. localisé en X.

L’introduction de I'’endommagement peut ainsi se faire par une modification du domaine
Ax. Les auteurs supposent alors qu’un tel endommagement survient selon la direction de
la plus grande élongation principale vue par le matériau durant son histoire de déformation

et propose d’utiliser un critére scalaire d’endommagement.

e Approches phénoménologiques

— Modéle de SiMoO (1987) : SiMO [1987| associe a un modele viscoélastique standard
(¢f. Eq. V.11), une variable d’endommagement ©™. Se plagant dans une configuration
lagrangienne, 1’énergie libre se décline en :

W(E,A,0™) = g(0™)o(E) — Ayt E+ 1, (Ay) (V.49)

e = MaXic)—oco,t] 2¢0( ( )
g(z) =B+ 1 —p)d ; , a>0et <1 deux coefficients réels liés au matériau.
’ (V.50)

Ceci meéne alors, en introduisant p(t) la fonction de relaxation du matériau, a l’expression

avec

du second tenseur de P1OLA-KIRCHOFF :

D Yo(E())
s_/o it~ ) <g(@) Sh >dt. (V.51)

Modéle de MIEHE (1995) : pour MIEHE [1995], relier 'endommagement & I’allongement
maximal ou & un maximum d’énergie libre sont des concepts simplifiés car ils ne tiennent

pas compte d'un éventuel cumul d’endommagement. Ce phénoméne peut étre constaté
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expérimentalement sur un essai cyclé, pour lequel le matériau subit un assouplissement
permanent et ce, pour des élongations n’excédant pas l’élongation maximale vue par ’élas-
tomeére au cours de son histoire des déformations.

Se basant sur les travaux de LEMAITRE et CHABOCHE ayant trait & 'endommagement
dans le cas général, 'auteur propose d’enrichir le modeéle de Simo [1987], donnant lieu & un
endommagement discontinu et un apport continu traduisant ’accumulation de ce dernier.
La mise en place de cette formulation passe par la considération d’une variable interne

d’endommagement de type scalaire d telle que:

¥ = (1= d)io, (V.52)

ol Yy représente I’énergie libre spécifique du matériau vierge de tout endommagement et
d € [0,1]. Si l'on se limite au seul phénoméne d’endommagement d’un matériau isotrope

au cours d’une transformation isotherme, nous obtenons pour une description eulérienne :

_ = 0 = .
o= <a—2pB-(1—d)i_0> : D+ od > 0. (V.53)
0B
Si 'on suppose que seul le phénoméne d’endommagement est dissipatif, on arrive a:
_ =0vo - R
g=2p(1l— d)B—E =(1—d)ag et ¢ =1od >0 (V.54)

La loi de comportement V.54 est complétée par deux lois d’évolution indépendantes gou-

vernant respectivement I’endommagement continu et I’endommagement discontinu:
d=dq(a) +ds(F). (V.55)

Les fonctions d, et dg vérifient les conditions qui traduisent un état initial non endom-
magé (do(0) = dg(0) = 0), une évolution croissante et irréversible de 1’endommagement
(do >0 et dg > 0) et sa limite dn(00) 4 dg(oo) € [0,1]. Les variables o et 3 gouvernent
respectivement ’endommagement discontinu de type MULLINS et celui d’accumulation
continu. On peut alors écrire :

at) = max o (s) et B(t) = /O t ()| ds. (V 56)

s€[0,t]

Ces variables suivent les lois d’évolution :

Q= Yo si¢—a=0€t¢0>oetﬁ.:‘¢o" (V.57a)

0 sinon

L’auteur propose alors deux expressions des fonctions d, et dg telles que:

do(a) = d° [1 - exp(—%)} et dg(B) = d¥ [1 - exp(—%)} , (V.58)
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FIGURE V.8  Représentation graphique en contrainte-déformation du modéle de MIEHE [1995]

avec dg,d3 na et ng quatre paramétres dépendant du matériau. Les F1GUREs V.8(a) et

V.8(b) nous montrent I'importance relative de chaque paramétre d’endommagement.

On peut alors remarquer que la partie discontinue de ce modéle est trés proche de celle du

modele de SiMo [1987] (cf. Fic. V.8(a)).En effet, seule la formulation varie, la description
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est — eulérienne pour SIMO, lagrangienne pour MIEHE —. On retrouve donc le caractére d’en-
dommagement par effet MULLINS, c¢’est & dire un chargement par la branche (a) jusqu’au
point (1), une décharge et une seconde charge par la méme branche (b), et continuation de
la charge par la branche (a). On a bien un endommagement discontinu qui ne dépend que
du maximum de déformation durant Ihistoire du matériau. Contrairement & l’endomma-
gement continu (c¢f. Fia. V.8(b)) qui quant & lui dépend de toute I’histoire du matériau.
Le chargement se traduit par la branche (a) jusqu’au point (1), puis une décharge par la
branche (b) et une deuxiéme charge par la branche (c¢). L’endommagement a augmenté

sans que 1’on dépasse la déformation maximale subie par le matériau.

Modéle proposé par BIKARD et DESOYER (2001) : BIKARD et DESOYER [2001] pro-
posent une alternative aux deux modéles précédents en développant un modéle phénoméno-
logique "microphysiquement motivé" & variables internes basé sur une thermodynamique
des processus irréversibles, couplant faiblement endommagement et déformations élasto-
plastiques i.e. seulement par le biais des lois d’évolutions (dans ce cas, 'endommagement
n’est pas fortement couplé aux mécanismes dissipatifs), et tenant compte du caractére
visqueux de ces matériaux.

Par analogie aux hypothéses de ROUSSELIER concernant les aciers chargés de carbure, ils
supposent que '’endommagement est majoritairement di & des processus de décohésion de
la matrice autour d’inclusions, i.e. 'apparition de micro-cavités. Les mécanismes élastoplas-
tiques peuvent alors étre scindés en une partie déviatorique (plasticité incompressible avec
écrouissage isotrope caractérisant les réarrangements permanents de chaines macromolé-
culaires), et une partie sphérique caractérisant l'apparition de cavités permanentes autour
des inclusions, du fait d’une répartition radiale des contraintes autour d’elles (¢f. Fia. V.7).
Ces cavités déterminent la porosité du V.E.R., et modifient donc sa masse volumique ini-
tiale. Ce constat améne les auteurs a supposer que le V.E.R. n’est pas incompressible, a la
différence de la matrice élastomeérique, ce qui rejoint le concept de matériau incompressible

a compressibilité induite par 'endommagement présenté par ANDRIEUX et al. [1997].

V.2.4 Bilan

De maniére générale, 'approche du comportement viscoélastique par intégrales héréditaires

donne lieu & des modéles qui corrélent finement l'expérience. Cependant, la mise en oeuvre

numérique de tels modeéles se trouve souvent difficile a réaliser de par :

Iidentification des différentes fonctionnelles difficilement généralisables & d’autres maté-

riaux,

— le stockage numeérique de toute 1’histoire des variables dépassant nettement la mémoire des

calculateurs les plus performants.



V.2. Synthése bibliographique sur les modéles de comportement dissipatif 129

L’utilisation des formulations différentielles semble conduire & des modeéles beaucoup plus ma-
niables. Donc, nous adopterons dans la suite de cette étude ce type d’approche du comportement
viscoélastique et élastoplastique dans la perspective de représenter respectivement l'influence du
temps de sollicitation et de I'amplitude de chargement comme nous avons pu le constater expé-
rimentalement.

Nous avons pu voir que le phénoméne d’endommagement des élastomeéres est complexe et s’ob-
serve de nombreuses maniéres. L’effet MULLINS, 'apparition de fissures, la cavitation, sont des
phénomeénes difficiles & étudier qui de plus ont des actions couplées sur le matériau. On a pu
constater que de nombreux auteurs se sont penchés sur ce sujet. Cependant, il ne sera pas pris

en compte dans la suite de I’étude.
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V.3 Présentation des modéles viscoélastiques et élastoplastiques

V.3.1 Synthése du formalisme mécanique adopté

Nous avons choisi d’utiliser une approche phénoménologique différentielle des comportements, si
bien que le cadre thermodynamique sera celui introduit en ANNEXE A. MEO [2000] rappelle que
I'adoption d'une telle démarche nécessite de réaliser un certain nombre d’hypothéses que 'on

peut énoncer comme suit :

une formulation en grandes déformations basée sur 1’état local qui nous permet d’introduire
les notations du TABLEAU IV.1 présenté au CHAPITRE IV.

— une indépendance des phénoménes thermiques et mécaniques qui nous permet de considé-
rer la dissipation comme résultant uniquement de la déformation globale et des variables
internes (p—p™ + @) () [GERMAIN, 1973 ; SIDOROFF, 1975a,b,

I'introduction d'une ou plusieurs variables internes via le concept d’états intermédiaires

anélastiques en définissant les gradients de la i-éme transformation : F= FZ'Z}?@. On peut

alors introduire les tenseurs suivants :

- Ble et ' B, respectivement le tenseur de CAUCHY-GREEN gauche associé a ﬁle eta Fy,
— la décomposition polaire de ﬁle telle que I*E’Ze = {72]?6 = Ele . [72 ou 1:/; et Ele désignent
respectivement les tenseurs de déformation pure et de rotation,

i = L. . . B . i = =
Dg, le i-éme tenseur taux de déformation anélastique tel que D, = (F, - F, 1)sym

_ _.T

ol ZDZ = Ri . Z'Da - R, représente sa mesure eulérienne (variable objective),
le cadre des matériaux standards généralisés postulant 'existence de pseudo-potentiels de
dissipation anélastique (g, ),
— le matériau est homogéne et isotrope,
— un découplage de I’énergie libre en une somme de fonctions isotropes des variables d’états,
— Tincompressibilité globale et anélastique du matériau (trl:) = trilz)z =0).

Une formulation eulérienne de l'inégalité de CLAUSIUS-DUHEM, nous propose alors les équations

suivantes :
i R R VO L 1
6':2p B—:+Be =3 = _p]~7 — .= . 4=
0B " 0B, oD ¥ = bo(B) + vi(BL) + v Ba),
. . int N . . = . i =
0|7 20 Vz] _ o 0 g " = (D) + (D7), (V59)
8BZ 8ZDZ ther __ _ther
_grade B a(pther A _a_w P = (q_)v
T oa; T ar

(5). L’hypothese d’indépendance des phénomeénes thermiques et mécaniques restreint le domaine de validité de nos

modeéles sachant que pour des essais cycliques on observe une variation de température au coeur des élastomeéres.
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et/ou }

FI1GURE V.9 — Modeéle rhéologique étendu généralisé aux grandes déformations

avec p, T, n, ¢ et p respectivement la masse volumique eulérienne, la température absolue,
Ientropie spécifique, la densité surfacique de chaleur et un multiplicateur de Lagrange associé a
la condition d’incompressibilité.

Le systéme d’équations V.59 peut alors étre vu comme la généralisation aux grandes déformations
du modéle rhéologique présenté sur la FIGURE V.9. On peut ainsi & partir de ce modéle rhéologique

étendu retrouver les divers modéles rhéologiques présentés en ANNEXE C.1.

V.3.2 Modéles de comportement viscoélastique

Comme nous avons pu 'observer précédemment a travers la littérature (cf. § V.2.1), les modéles
rhéologiques viscoélastiques présentés sous 'hypothése des petites perturbations en ANNEXE C.1.3,
constituent une bonne solution pour représenter une dépendance en temps des matériaux. Pour
illustrer cela, on présente 1’évolution des réponses de certains modéles rhéologiques classiques
tels que KELVIN-VOIGT, MAXWELL, POYNTING-THOMSON et ZENER (c¢f. Fia. 7?) en fonction
de la fréquence.

On propose une représentation schématique de l'allure des courbes caractérisant le module dy-
namique et la dissipation globale pour une sollicitation sinusoidale telle que &(t) = g sin(wt) en
fonction de la pulsation notée w = 27 f, (¢f. Fia. V.11). Une représentation graphique de E* et
P /cycle POUr un matériau a comportement viscoélastique lors un chargement cyclique est dispo-

nible a travers la FIGURE V.10. L’obtention de ces grandeurs caractéristiques d’une sollicitation
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FIGURE V.10 Représentation graphique des grandeurs caractéristiques d’une sollicitation har-

monique pour un matériau viscoélastique.

harmonique s’effectue alors en utilisant la méthode d’analyse complexe décrite en ANNEXE C.2.
En petites déformations, les expressions de E* (G* en cisaillement) et ® /., . peuvent s’écrire

comie suit :

pour le modele de KEIVIN-VOIGT :

E* =eoVE? +n2w? et @y = nedwn,

pour le modéele de MAXWELL :

«  keonw ‘D  kewn
= g ¢ e ST

pour le modele de POYNTING-THOMSON :

X kee
R )20+ 2w? Voo + k) + 202 + [k

(V.60)

kZedwr
ke + k)2 + n?w?’

et (I)/cycle = 77(
et pour le modeéle de ZENER :

* €0
B = o\l e+ )+ [

k2edwm
et ©/cyele = nkzv_i_ 2ot
v

Les maxima des courbes représentatives de la dissipation globale sont alors atteints lorque :

k
pour le modéle de MAXWELL : w = +—,
K ke + E
pour le modéle de POYNTING-THOMSON : w = +———2 (V.61)
n
Ky

pour le modéle de ZENER : w = +—.
Ui
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REMARQUE V.2
On peut montrer facilement que le modéle de MAXWELL est un cas particulier des modéles
de ZENER et de POYNTING-THOMSON en posant respectivement k., = 0 et k,,, = 0. Il est

intéressant de rappeler aussi qu’il y a équivalence de ces deux modeéles, déja vu en ANNEXE C.1.3.d

en posant :
1 1 1

key  kepr  Kupr (V.62)
kv, = kepr + Kopy-

O

La Ficgure V.11 présente schématiquement 1’évolution du module dynamique et la dissipation
globale associés a chaque modéle suivant la pulsation de la sollicitation sinusoidale. L’allure
des courbes est sensiblement proche de celle obtenue par les résultats expérimentaux décrits au
paragraphe II1.6. Le TABLEAU V.3 présente les paramétres qui ont été choisis pour réaliser cette
observation.

Via la formulation du modéle étendu en grandes déformations développé au paragraphe § V.3.1,

nous pouvons construire les modeles hyper-viscoélastiques comportant des associations d’élé-

600 /
_ | e verc
E 0.6 KELVIN-VOIGT 7 500 / e Voer
20 g /
© 0.4 = 400 / PoynTing-THOMSON
'é ' PoyNTING-THOMSON Zé 300
g 03 =
o MAXWELL £ 200
—% 0.2 ge
g 0.1 // ZENER ? 100 ZENER et MAXWELL
' a
O 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Pulsation (rad.s—1) Pulsation Y.(vv'ad.s_l)
(a) Module dynamique. (b) Dissipation globale

FIGURE V.11 — Représentation schématique de [’évolution suivant la pulsation du module dyna-
mique et de la dissipation globale des modéles viscoélastiques classiques en petites déformations

pour une sollicitation sinusoidale.

Modele | k(MPa) | ke(MPa) | ko(MPa) | n(MPa.s)
KELvIN-VoOI1GT 0.1 X X 0.1
MAXWELL 0.25 X X 0.1
PovyNTING-THOMSON X 0.25 0.1 0.1
ZENER X 0.1 0.25 0.1

TABLEAU V.3 — Parameétres choisis pour la représentation schématique des modéles viscoélastiques

classiques.
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ments de type ressort et amortisseur nécessitant l'introduction d’'une ou plusieurs variables in-

ternes par le biais d’états intermédiaires visqueux s.e. F = F, - F,. On fait le choix alors
d’étudier les modeles classiquement utilisés tels que le modéle de KELVIN-VOIGT, MAXWELL,

ZENER, POYNTING-THOMSON et MAXWELL généralisé (c¢f. Fic. V.1).

REMARQUE V.3
En supposant l'incompressibilité du matériau (cf. § IV.4), nous présentons une formulation déve-
loppée de I’énergie libre d’une transformation comme une fonction scalaire isotrope de ces deux

premiers invariants telle que :

ok (BL) = vii.), (V.63)
v <i§v) = ¢ ("N' D).

e Modéle de KELVIN-VOIGT

Yo
Yot = o (B)
avec _
B Ptot = $0 (D)
$o
_ [0z OWoz-1]"  dp0 -
20-2/}[8[13 8]23 +8l:) pl

e Modéle de MAXWELL

v ¢tot = ¢e

Puv ée)
=
— Ptot = Pu

DS

T~ N
N—

_ L
=2 B.— —=B, —pl,
)’ p[(‘ﬂf oI5 ] P
) ai/leé_%é—lD_&p
Plorg™ " a5 ° | ~ abo

v
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e Modeéle de POYNTING-THOMSON

Yo
e wtot = we (ée) + 1/}1) <§v>
avec _
Ptot = Po (DS)
v
_ A
. oc=2 |:8I Be_a—lgBe :| _p17
= e = 1]" Oy = My = 117 9y
p B = B + 2p > B, — o = — .
I7 oIS oI; oI oD?
e Modeéle de ZENER
Yo
T;Z)tot = ¢0 <é) + ¢e (ée)
avec _
Ptot = Po <D2>
we Po
_ . [os 9o z-1]" e = e = 117 -
. 0—2/)[8[13 8]23 } +2p E?IleBe 8[§Be pl,
2 8¢6§_%B—1D_690v
e Modéle de MAXWELL généralisé
Yo
Ve Poy
VWYV — Yot = (E) Zwé ( >
oy oo, | avec 1
o Por

I I 0% i 0L it P

i = . ? = . — D
2p W.@Bg— aw?Bg o= af’”ji, Vi € [1..N].
oL oI} o'D°

v
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Les équations qui régissent chacun des modéles étant ainsi présentées, il nous reste donc & dé-
terminer les modeles d’énergie libre et de pseudo-potentiels de dissipation que l'on va utiliser :
— concernant le choix des modeéles d’énergie libre de matériau hyperélastique (c¢f. § TV.5),

nous avons opté pour le modéle neohookéen tel que

Yo(l1,12) = ao(fh — 3),

YU = a;(IE — 3) Vi€ [1..N], (V.64)

Yi(‘1, o) = bi("I - 3) Vi€ [1.N],
qui permet alors de nous assurer une vérification des conditions de stabilité matérielle des
lois hyperélastiques en imposant la positivité des parameétres, ag, a; et b; comme nous avons
pu l'observer au paragraphe 1V.6.2,

la forme des pseudo-potentiels de dissipation est celle postulée par BOUKAMEL et al. [2000],

1.e. pseudo-potentiels quadratiques de la forme :

1 - - _ -
o = inoD D= %tr (DQ) soit % =nyD,
e o m im0 ap s (V.65)
Py, = §szZ : ZDZ = %tr (ZDZ > soit ZL:U; = mZDZ.
oD

A ce stade, on peut exprimer le nombre de paramétres a identifier pour chaque modele :
2 pour le modéle de KELVIN-VOIGT : ag et 1o,
2 pour le modéle de MAXWELL : ag et 7,
— 3 pour les modéle de ZENER et POYNTING-THOMSON : ag, a; (ou by) et n,

— 2N + 1 pour le modéle de MAXWELL généralisé : ag, a; et 7;.

V.3.3 Modéles de comportement élastoplastique

Les modeles rhéologiques élastoplastiques écrouissables présentés sous 1’hypothése des petites
perturbations en ANNEXE C.1.3, sont un choix judicieux pour caractériser I’évolution du compor-
tement dissipatif suivant ’amplitude de déformation. En effet pour une sollicitation sinusoidale
i.e. £(t) = epsin(wt), on peut réaliser une représentation schématique de I’évolution du module
dynamique et de la dissipation globale suivant 'amplitude dynamique g (¢f. Fig. V.13).Une
représentation graphique de E* et ® /.. pour un matériau & comportement élastoplastique
écrouissable lors un chargement cyclique est disponible & travers la FiGure V.12.

Concernant un modéle élastoplastique écrouissable de type (2), les grandeurs caractéristiques sont

alors telles que :

. . . X
ke + k < , 0siegyg <eéey,sieg < ———,
[ R ST Tkt (V.66)
ke + X il fevete Dk _ X sinon '
“eoketky ke + Ky ke + Ky '
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FiGURE V.12  Représentation graphique des grandeurs caractéristiques d’une sollicitation har-

monique pour un matériau élastoplastique écrouissable.
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FiGure V.13  Représentation schématique de l’évolution suivant 'amplitude dynamique du
module dynamique et de la dissipation globale du modéle élastoplastique écrouissable (2) en petites

déformations pour une sollicitation sinusoidale.

L’examen de la FiIGURE V.13, nous montre alors la capacité du modele élastoplastique écrouissable
(2 a traduire le phénomeéne d’assouplissement suivant ’amplitude dynamique que l'on a pu
constater de maniére expérimentale (c¢f. § I11.6). Les parameétres qui ont été choisis pour réaliser

cette observation sont les suivants : k. = 0.5MPa, k, = 1.MPa et x = 0.1MPa.

Pour généraliser aux grandes déformations les modéles de comportement élastoplastique écrouis-
sable comportant une association d’éléments de type ressort et patin, nous avons choisi comme
précédemment de partir de la formulation du modéle étendu présenté au paragraphe V.3.1 mais
d’introduire cette fois-ci une ou plusieurs variables internes par le biais d’états intermédiaires de
type plastique (ﬁ = ﬁz . Zﬁp). Ainsi, on considére deux modeéles élastoplastiques écrouissables

gouvernés par les équations suivantes :
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e Modele élastoplastique écrouissable (2)

o
T/Jtot = ¢0 <§> + 7;[)6 (ée)
e o avec g
Ptot = Pp (Dp>
_ . [9%0 = 9o A e = Ope = 17 -
= 8¢e . 8¢e = —1 o __ 6(’0;
op = [(‘NfBe 8I§Be } et Dp— %,
e Modeéle de SAINT-VENANT généralisé
Yo
Pl ©py N
MAM 1 =
Yrot = (B) + Z¢é < >
i _ avec i=1
| Ye Yr; | .
i o= (5
Y Prn

o6 812 ~lonp ° o1 °
) i = ot =,—1]1"  ize 00 .
2 cept _ “repi t D, =—2 VYie[l.N

Concernant la modélisation du caractére hyperélastique, nous avons opté pour une représentation

des énergies libres similaire a celle utilisée pour la représentation du comportement viscoélastique
(cf. Eq. V.64).

La forme classique des pseudo-potentiels de dissipation plastique peut s’écrire comme suit :
~ =0 — i =0
op;(D,) = sup {in : Dp}. (V.67)
llop; I<x

Or il est trés difficile de la mettre en ceuvre numériquement. Nous avons donc fait le choix

d’utiliser une dissipation (visco-)plastique, ¢,(d,) oit 'on fait tendre la viscosité vers 0 donnée
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par sa transformée de LEGENDRE-FENCHEL avec une surface seuil de type VON-MISES de la

forme :
% /= 1 _ 2 . i =0 ~ =0
Pp; (Op;) = 5 (ol =x)7 avee  lim ¢y, (D)) = 25 (D) (V.68)

ou 7] est une viscosité artificielle fixée tres faible et permettant de régulariser I'algorithme de
détermination de Zl:);. On exprime alors ZB; en fonction de &, avec [|Gy, || = 4/tr(ay, : 61) tel
que :

i = opy 0y || — O

ZD; — Sfpz — <||0-sz X> Upz (V69)

9o, n 15p: I
On peut alors exprimer le nombre de paramétres & identifier par modéles :
3 pour le modéle élastoplastique écrouissable () : ag, a1 et X,

2N + 1 pour le modele de SAINT-VENANT généralisé : ag, a; et ;.

V.4 Campagne d’identification des modéles

V.4.1 Meéthode d’identification

En vue d’identifier les parameétres des différents modéles, nous disposons d’une campagne expé-
rimentale que nous avons réalisée sur le matériau de 1’étude et dont les détails ont été vus au
CuapITRE III. Nous choisissons un essai cyclique de double cisaillement de type sinusoidal avec
une amplitude de déformation de 25% pour une fréquence de 10H z comme exemple d’essais de
référence d’identification (c¢f. Fia. V.14).

L’identification étant réalisée sur un essai de double cisaillement (le cisaillement est considéré
comme uniforme), on suppose alors que le gradient global F et le (ou les) pseudo-gradient(s)

P i .
anélastique(s) F, prennent les formes suivantes :

) Ly . Yo Ya
F=1]0 1 et Fo=| 0 vy, O (V.70)
0 0 1 0 0 “Yass

'hypothése d’'incompressibilité det F= detlﬁa = 1, nous permet alors de simplifier la forme de

ii’a telle que :

. i'7a11 i'Ya 0
Fao=| 0 iya, 0 . (V.71)
0 0 L

“Yay1 " Vagg
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FIGURE V.14  Essai cyclique de double cisaillement de type sinusoidal tel que vq = 25% et

fr = 10H z utilisé comme référence pour l’identification.

exp
i

) sachant que ¢{*P = #™°¢_ Ainsi, en notant X le

Tr)

On définit les Negy, couples (temps, réponse en contrainte) de points expérimentaux par (¢ -

thOd , Tmod

et leurs homologues théoriques par ( ;

vecteur composé des n paramétres X; du modéle a identifier, la détermination de ce vecteur
peut se ramener & la minimisation de ’écart entre la courbe expérimentale et celle du modéle

considéré. Cet écart peut étre caractérisé par la distance des moindres carrés :

Nezp
B(X) =, Y (%) _T.“P)z. (V.72)

(2 (2

La résolution du probléme de minimisation de cette distance s’effectue sans calcul de gradient en
adoptant un algorithme itératif de minimisation (cf. F1a. V.15) développé par BOUKAMEL et al.
[2001] dont le principe consiste a chercher de fagon heuristique la direction et le pas permettant
de réduire E au cours d’une itération. On va donc fixer toutes les composantes du m-iéme itéré
X™ sauf une qui est choisie afin de minimiser E (¢f. Eq. V.72). D’'une maniére plus précise, on

N

se donne un X arbitraire et on passe de X™ a X™*1 de la facon suivante :



V.4. Campagne d’identification des modéles 141
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y1 = RL (yo)
oui
non
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FiGure V.15  Algorithme itératif de minimisation developpé par BOUKAMEL et al. [2001].

On détermine XZ-"H'1 pour ¢ =1, puis 2,..., jusqu’a n par:

A

B (XXX ) < B X e X, X (v.73)

Yv; € R.

On appelle (eq,...,e,) une base de lespace des caractéristiques matérielles X. On pose y0 =
X; I'élément y' sera 1'un des trois points y° — per, y°, 4 + pe; en lequel E est minimum.

Puis on construit de méme 32, ...,y", en introduisant successivement es,...,e,. On pose alors

RL(X,p) = y" tel que RL soit un opérateur de recherche locale a rayon de recherche p:

R" x R — R"
RL (V.74)

A~ A~

(X,p) = RL(X,p)
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Tous les développements et calculs réalisés pour utiliser cette méthode ont été effectués semi-

analytiquement a 1’aide du logiciel de calcul formel MATHEMATICA®.

REMARQUE V.4
Pour quantifier la distance des moindres carrés entre les courbes expérimentales et leurs homo-

logues théoriques, nous avons choisi ’expression de 'erreur relative suivante :

Nezp

S (cpm) )

Erel(X) = = : (V75)

Cette forme d’erreur permet alors de quantifier la corrélation modeéles/expériences et de comparer
les résultats d’identification quel que soit le modeéle envisagé ou l'essai utilisé.
Cependant, cette écriture s’avére étre un critére trés sévere, une possibilité aurait été quantifier

. N exr
cette erreur relativement a Neg, X max  |777|

i€[1.Newp]  * O

V.4.2 Reésultats d’identification
V.4.2.a Modéles de comportement viscoélastique

L’essai cyclique utilisé comme référence d’identification est de type sinusoidal i.e. y(t) = 4 sin(27 f,t).
Les deux paramétres expérimentaux sont alors une amplitude dynamique v4 = 25% et une fré-
quence de sollicitation f. = 10H z.

Dans un premier temps, on propose donc d’utiliser les modéles unitaires de type KEILVIN-VOIGT,
MAXWELL, ZENER et POYNTING-THOMSON représentatifs d’une vitesse de déformation donnée

i.e. un temps caractéristique de relaxation (cf. § V.2.1.a).

Le TABLEAU V.4 présente un récapitulatif des paramétres identifiés et des erreurs relatives (cf.

Eq. V.75). Malgré une homogénéisation des résultats autour de 12%, le modeéle de KELVIN-VOIGT

propose la meilleure identification d'un point de vue quantitatif.

Type de modéle ‘ ao (MPa) ‘ ai (ou b1) (MPa) ‘ no (M Pa.s) ‘ n (MPa.s) ‘ Erreur (%)
Kewvin-Voiat C.E. X C.E. X 11.21
MAXWELL C.E. X C.E. X 12.62
PoyNTING-THOMSON C.E. C.E. X C.E. 12.29
ZENER C.E. C.E. X C.E. 12.54

TABLEAU V.4 — Résultats d’identification des modéles usuels généralisés aux grandes déformations

a partir d’un essai cyclique sinusoidal tel que vqg = 25% et f,. = 10H z.
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Via une représentation graphique en terme de boucles d’hystérésis, nous confrontons la courbe
réponse du modele et celle de essai considéré (cf. Fia. V.16). Cette observation qualitative
permet de constater que les quatres modeéles corrélent convenablement l'expérience et semble
proposer la méme forme de boucle d’hystérésis. Cependant, cette forme "elliptique" ne représente

pas les observations géométriques particuliéres proposées par ce type de chargement sur des

élastomeéres silicones telles que :

la présence d’un point anguleux aux amplitudes extrémes de sollicitation,
Iexistence d'un étranglement de I’hystérésis au passage a lorigine des déformations.

L’examen de l'évolution suivant la fréquence de sollicitation des grandeurs caractéristiques E*
et ®/cyce calculées pour les modeles semble proche de celui réalisé en petites déformations (cf.
Fia. V.17). Une confrontation avec les résultats epérimentaux montre alors que ces modéles
identifiés pour une fréquence donnée i.e. f,. = 10Hz ne peuvent rendre compte des évolutions

significatives observées lorsqu’on se déplace sur un domaine de fréquence.

L’utilisation du modéle de MAXWELL généralisé intervient alors dans 'objectif de représenter
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FiGure V.16  Confrontation modéles/expérience de la boucle d’hystérésis des modéles unitaires

classiques généralisés auz grandes déformations et identifiés sur un essai cyclique sinusoidal tel
que vg = 256% et f. = 10Hz.
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FI1GURE V.17  Confrontation modeéles/expérience de [’évolution suivant la fréquence du module
dynamique et de la dissipation globale des modéles unitaires en grandes déformations identifiés

sur un essai cyclique sinusoidal tel que vg = 25% et f. = 10H z.

convenablement cette influence de la fréquence sur le comportement du matériau. Puisque ce
modéle posséde N branches de type MAXWELL, il caractérise donc N temps caractéristiques
de relaxation différents (¢f. § V.2.1.a). Il semble alors que son utilisation permet de représenter
convenablement les évolutions de nos deux grandeurs caractéristiques suivant la fréquence.

On propose 'exemple d’un modeéle a 3 branches i.e. N = 3 que I'on identifiera simultanément
sur 5 essais cycliques sinusoidaux i.e. v;(t) = ygsin(27 f,, X t) d’amplitude dynamique identique
(74 = 25%) et respectivement les fréquences de f,, =3Hz, f,, = 6Hz, f,, = 10Hz, f,, = 15Hz
et fr, =20Hz.

Le TABLEAU V.5 présente les paramétres identifiés et les erreurs relatives obtenues pour chacun
des essais. La moyenne des erreurs est a peu prés de 12.7% avec un écart type de +0.6%. Elle
est donc proche de celles obtenues dans l'identification des modéles unitaires sur un seul essai

(¢f. TAB. V.4).

L’observation de la FIGURE V.18 propose une forme elliptique des boucles d’hystérésis exhibées

Fréquence d’essai (Hz) ‘ Erreur (%)

i ‘ a; (MPa) ‘ 1n; (MPa.s)

3 12.43
0 C.E. X

6 13.73
1 C.E. C.E.

10 12.39
2 C.E. C.E.

15 12.02
3 C.E. C.E.

20 13.16

TABLEAU V.5 — Résultats d’identification du modéle de MAXWELL généralisé avec N = 3 en

grandes déformations réalisée simultanément sur cing essais cycliques sinusoidaux tels que, vq =

25%, et fr, =3Hz, fr, =6Hz, f., =10Hz, f,, = 15Hz et f,, = 20Hz.
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Ficgure V.18  Confrontation modéle/expérience de la boucle d’hystérésis du modéle de MAX-

WELL généralisé avec N = 3 en grandes déformations identifié simultanément sur cing essais
cycliques sinusoidauz pour une amplitude de sollicitation donnée v4 = 25% a diverses fréquences

telles que f,, =3Hz, f,, =6Hz, f;, =10Hz, f,, = 15Hz et f,, = 20Hz. L’erreur cumulée est
alors de 63.73% qui revient a une moyenne de 12.74%.

par le modeéle identifié comme pour les modeéles unitaires (cf. Fia. V.16). Une confrontation aux
réponses expérimentales permet de constater qualitativement une bonne corrélation quelle que

soit la fréquence envisagée mais ne traduit toujours pas les observations géométriques particu-
liéres.
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Une confrontation de I'évolution suivant la fréquence des grandeurs caractéristiques E* et @ /e
calculées pour le modele ainsi identifié face aux résultats expérimentaux propose une bonne repré-
sentation de I’évolution du module dynamique suivant la fréquence (cf. Fia. V.19(a)). Cependant,
I'allure de la courbe représentative de la dissipation globale exhibée par le modéle suit une évolu-
tion plus qu’originale puisqu’elle fait intervenir deux maxima et deux minima (cf. Fia. V.19(b)).
Malgré cela, les résultats obtenus avec un modéle multi-branche sont incontestablement plus

proches de 'expérience que l'utilisation des modéles unitaires.

V.4.2.b Modéles de comportement viscoélastique avec enrichissement de la branche

principale hyperélastique

Pour mieux représenter les boucles d’hystérésis, nous proposons d’enrichir les modéles d’une
énergie libre hyperélastique plus avancée que celle proposée par le modeéle de type NEOHOOKEEN.
Ainsi, on éspére que les modéles pourront traduire les observations géométriques expérimentales
telles que la présence d’un point anguleux aux amplitudes extrémes de sollicitation et I'existence
d’un étranglement de I'hystérésis au passage a l'origine des déformations. Notre choix s’est porté

sur le modele de GENT-THOMAS comme les travaux de BOUKAMEL et al. [2001] le proposent :

¢(Il,[2) = Cl([l — 3) + colin <%> . (V.76)

On utilisera donc les modeéles de type GENT-THOMAS et NEOHOOKE pour représenter respec-
tivement les énergies libres principale et secondaires des modéles. Le TABLEAU V.6 propose une

description a partir des modeles présentés au paragraphe V.3.2.
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FiGUure V.19  Confrontation modéle/expérience de l’évolution suivant la fréquence du module
dynamique et de la dissipation globale du modéle de MAXWELL généralisé avec N = 3 en grandes
déformations identifié simultanément sur cing essais cycliques sinusoidauxr pour une amplitude
de sollicitation donnée 4 = 25% a diverses fréquences telles que fr, = 3Hz, fr., = 6Hz, fr, =
10Hz, fr, =15Hz et f,, = 20Hz.
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Par contre, la forme des pseudo-potentiels de dissipation reste identique. Dans ces conditions, on
peut alors exprimer le nombre de paramétres & identifier par modéles :
— 3 pour le modéle de KEIVIN-VOIGT : ¢1, ¢o et 1o,
3 pour le modéle de MAXWELL : c1, ¢ et n,
— 4 pour les modéle de ZENER et POYNTING-THOMSON : ¢1, ¢, a et n,

2N + 2 pour le modele de MAXWELL généralisé : ¢y, co, a; et n;.

Le TABLEAU V.7 présente les paramétres identifiés et les erreurs relatives associés aux modéles.
D’un point de vue quantitatif, on constate d’emblée que les résultats corrélent d’avantage I'expé-
rience que ceux proposés au paragraphe précédent. En effet, 'erreur relative diminue de 2.73%
pour le modéle de KELVIN-VOIGT, 1.32% pour le modéle de MAXWELL, 0.05% pour le modéle de
POYNTING-THOMSON et 2.74% pour le modéle de ZENER. Donc, seul le modeéle de POYNTING-
THOMSON ne propose pas d’évolution notable. Plusieurs raisons peuvent expliquer cela :

nous sommes en présence d'un vecteur de parameétres solutions qui réalise une minimisation

locale. L’algorithme d’identification utilisé n’est pas adapté,

le modéle de GENT-THOMAS n’est pas assez riche,

— l’enrichisssement doit étre réalisé au niveau de la branche secondaire,

L’observation de la FiGure V.20 montre que les boucles d’hystérésis exhibées par les modéles ne
sont plus de forme élliptique comme au paragraphe précédent. Il est alors possible de les classer
en deux familles suivant les observations géométriques qu’ils traduisent. On a donc :
— les modéles permettant la représentation du point anguleux aux amplitudes extrémes de
sollicitation qui représentent alors un comportement viscoélastique instantané (modeéles de

KELVIN-VOIGT et de ZENER),

|| KeLviN-VoigT | MAXWELL | 7ZENER | PovyNnTING-THOMSON | MAXWELL généralisé

Energie libre principale Yo e o e o
Energie libre secondaire X X e Lo e,

TABLEAU V.6 Type d’énergie libre selon le modéle de comportement viscoélastique

Type de modéle ‘ c1 (MPa) ‘ c2 (MPa) ‘ a1 (ou b1) (MPa) ‘ o (MPa.s) ‘ 1 (MPa.s) ‘ Erreur (%)
Kewvin-Voiat C.E. C.E. X C.E. X 8.48
MAXWELL C.E. C.E. X C.E. X 11.3
PoyNTING-THOMSON C.E. C.E. C.E. X C.E. 12.24
ZENER C.E. C.E. C.E. X C.E. 9.8

TABLEAU V.7 — Résultats d’identification des modéles unitaires enrichis a partir d’un essai cy-

clique sinusoidal tel que vg = 25% et f, = 10H z.
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— les modéles capablent de traduire I'étranglement au passage a 1’origine de déformations, on

parle alors de viscoélasticité retardée (modele de MAXWELL).

A la vue des résultats obtenus avec ’enrichissement des modéles unitaires, on ne peut qu’étre

ambitieux concernant l'utilisation d’un modele de MAXWELL généralisé.

Pour diminuer le temps de calcul d’identification, nous proposons de déterminer seulement les
parameétres associés a la branche principale enrichie (¢; et ¢3) du modéle MAXWELL généraliseé.
Nous fixerons alors les autres parameétres suivant les résultats obtenus précédement (cf. TAB. V.5).
Nous avons donc réalisé le méme protocole d’identification simultanée que pour le modéle non-
enrichi. Les parameétres et les erreurs relatives sont répertoriés dans le TABLEAU V.8.

L’analyse quantitative des résultats permet d’obtenir une moyenne des erreurs d’a peu preés
11.51 £ 0.79%. L’enrichissement du modéle permet donc une meilleure corrélation avec l'expé-

rience. En effet, U'erreur relative moyenne a subi une diminution de 1.23%.

La Ficure V.21 permet de réaliser une observation qualitative des boucles d’hystérésis exhi-

bées par le modeéle a différentes fréquences. On constate alors une présence de moins en moins
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F1GURE V.20  Confrontation modéles/expérience de la boucle d’hystérésis des modéles unitaires

classiques généralisés auxr grandes déformations et identifiés sur un essai cyclique sinusoidal tel
que vg = 25% et fr. =10Hz .
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prononcée du point anguleux suivant celle-ci.

Une identification de tous les paramétres du modéle enrichi permettrait stirement de pallier cela.
Il est évident qu’un ajustement de tous les paramétres est nécessaire si I’on souhaite obtenir des
résultats encore plus satisfaisants sur I’ensemble du domaine de fréquences de 1’étude mais il ne

sera pas réalisé ici.

Fréquence d’essai (Hz) ‘ Erreur (%)

3 11.1
Type de modéle ‘ c1 (MPa) ‘ c2 (MPa) 6 19.44
MAXWELL généralisé | ce. | .. 10 11.08
15 10.74
20 12.22

TABLEAU V.8 — Résultats d’identification des parameétres de la branche principale enrichie du
modeéle de MAXWELL généralisé réalisée simultanément sur cing essais cycliques sinusoidaux tels

que yqg = 25% et fr, =3Hz, f;, =6Hz, fr, =10Hz, f,, = 15Hz et f,, = 20Hz.
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Fi1GUure V.21  Confrontation modéles/expérience de la boucle d’hystérésis du modéle de MAX-
WELL généralisé avec N = 3 en grandes déformations et identifiés simultanément sur cing essais
cycliques sinusoidauz tels que vq = 25% et f. = 3Hz, f. = 6Hz, f., = 10Hz, f, = 15Hz et

fr =20Hz. L’erreur cummulée est alors de 57.57% qui revient a une moyenne de 11.51%.
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V.4.2.c Modéles de comportement élastoplastique

Nous utilisons dans ce paragraphe le protocole d’identification décrit au paragraphe V.4.1 en
consdérant un essai cyclique sinusoidal comme référence d’identification i.e. y(t) = ygsin(27 f, x
t) tel que v4 = 25% et f, = 3Hz. Comme précédement, on débutera par 'identification d’un
modéle unitaire. On propose alors le modéle élastoplastique écrouissable (2) permettant la des-
cription de I'assouplissement suivant 'amplitude (cf. § V.3.3).

Le TABLEAU V.9 présente un récapitulatif des parameétres identifiés et de ’erreur relative et la
FiGure V.22 propose une confrontation en terme de boucle d’hystérésis de la courbe réponse
du modele et celle de I'essai de référence. Le résultat est alors trés satisfaisant tant d’un point
de vue quantitatif que qualitatif. Ce modeéle est alors aussi performant qu'un modéle unitaire
viscoélastique enrichi pour une amplitude et une fréquence donnée.

La Ficureg V.23 illustre les évolutions suivant 'amplitude dynamique du module dynamique et de
la dissipation globale calculés pour le modéle ainsi identifié. I semble alors que I'assouplissement

suivant 'amplitude dynamique est correctement représenté mais seulement pour des amplitudes
X
2% (ke + kp)

Fia. V.23(a)). Par contre I'évolution linéaire de la dissipation ne permet pas une bonne corrélation

avec I'expérience (c¢f. Fia. V.23(b)).

supérieures & une déformation de sinon le module reste constant a 2(k. + kp) (cf.

On peut alors observer ce constat via la FIGURE V.24 représentant une confrontation en terme

de boucles d’hystérésis de la réponse du modele a des essais cycliques sinusoidaux d’amplitudes

ao (MPa) ‘ a1 (MPa) ‘ x (MPa) ‘ Erreur (%)

ce. | ce | b | 81654

TABLEAU V.9  Résultats d’identification du modeéle élastoplastique écrouissable ) en grandes

déformations a partir d’un essai cyclique sinusoidal tel que f, = 3Hz et 4, = 25%.
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FI1Gure V.22  Confrontation modéle/expérience en terme de boucle d’hystérésis du modeéle élas-

toplastique écrouissable 2) en grandes déformations identifié sur un essai cyclique sinusoidal tel

que fr =3Hz et vq, = 25% (Erreur=8.16%).
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FIGURE V.23 — Confrontation modéle/expérience de l’évolution suivant l'amplitude de déforma-
tion du module de rigidité et de la dissipation globale du modeéle élastoplastique écrouissable de

type @ en grandes déformations identifié simultanément sur un essai cyclique sinusoidal tel que
fr =3Hz et vg = 25%.
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FIGURE V.24 — Confrontation modéles/expérience de la boucle d’hystérésis du modéle élastoplas-
tique écrouissable de type (2) en grandes déformations identifié sur un essai cyclique sinusoidal
tel que f, = 3Hz et vq, = 25%. Observation de la réponse du modéle ainsi identifié a diverses

amplitudes de déformation vq4, = 12.5% et vq, = 50%.

différentes 4, = 12.5% et v4, = 50%.

Nous proposons alors d’utiliser le modéle de SAINT-VENANT généralisé. Ainsi comme au para-
graphe précédent, on propose I'exemple d'un modéle & 3 branches i.e. N = 3 que l'on identifiera
simultanément sur 3 essais cycliques sinusoidaux de fréquence identique (f, = 3Hz) et d’ampli-

tudes dynamiques telles que g, = 12.5%, v4, = 25% et vq, = 50%.

Le TABLEAU V.10 présente les paramétres identifiés et les erreurs relatives obtenues pour chacun

des essais. La moyenne des erreurs est a peu prés de 12.18% avec un écart type de £1.75%.
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i ‘ a; (MPa) ‘ Xi (MPa.s)

~a de Pessai (%) ‘ Erreur (%)

C.E. X

0

12.5 14.8
1 C.E. C.E.

25 10.89
2 C.E. C.E.

50 10.84
3 C.E. C.E.

TABLEAU V.10 — Résultats d’identification du modéle de SAINT-VENANT généralisé avec N = 3

en grandes déformations réalisée simultanément sur trois essais cycliques sinusoidaux tels que

fr=3Hz et vq, = 12.5%, va, = 25% et v4, = 50%.
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FIGURE V.25 — Confrontation modéle/expérience de l’évolution suivant 'amplitude de déforma-
tion du module de rigidité et de la dissipation globale du modéle de SAINT-VENANT généralisé
avec N = 3 en grandes déformations identifié simultanément sur trois essais cycliques sinusoi-

dauz tels que fr = 3Hz et vq, = 12.5%, V4, = 25% et 4, = 50%.

Qualitativement, ce modéle est donc plus performant que le modéle unitaire lorsqu’on considére

les trois essais d’amplitudes différentes.

La FiGure V.26 illustre les boucles d’hystérésis exhibées par le modeéle ainsi identifié. D’un
point de vue qualitatif, une confrontation aux réponses expérimentales montre une bonne corré-
lation pour les sollicitations d’amplitudes dynamiques importantes (vq, = 25% et v4, = 50%).

Cependant, le modeéle reste encore peu performant pour les faibles amplitudes de déformation
(va, = 12.5%).

La confrontation de I’évolution suivant 'amplitude dynamique des grandeurs caractéristiques E*
et /.0 face aux résultats expérimentaux propose une bonne représentation des phénomenes

observables expérimentalement (cf. Fia. V.25).

Les résultats obtenus avec un modeéle multi-branche sont donc plus intéressants que ceux obtenus

avec un modéle unitaire.
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FI1GURE V.26  Confrontation modéles/expérience de la boucle d’hystérésis du modéle de SAINT-
VENANT généralisé avec N = 3 en grandes déformations identifié simultanément sur trois essais

cycliques sinusoidauz tels que f, = 3Hz et vq, = 12.5%, 74, = 25% et va, = 50% (Erreur
moyenne—11.25%).

V.5 Conclusion

La synthése bibliographique des modéles de comportement dissipatif appliqués aux élastoméres
chargés a permis de distinguer diverses orientations provenant d'une perte d’énergie due au

Y

frottement interne visqueux (chaine-chaine), ou non-visqueux (chaine-charge et charge-charge),
voire 'apparition de décohésion, de cavitations...A ces phénomeénes microstructurels, on peut
associer respectivement des familles de comportement comme la viscoélasticité, 1'élastoplasticité
ou 'endommagement. Ainsi, les modeéles foisonnent au sein méme de chaque famille et aucun
consensus ne se dessine nettement.

Motivés par la représentation des phénoménes expérimentaux observés au CHAPITRE III, nous
avons fait le choix de réaliser une premiére approche phénoménologique de type différentielle du
comportement dissipatif. Ainsi, tous nos développements se sont restreints au cadre thermody-
namique appliqué aux grandes déformations associé & la généralisation des modéles rhéologiques

via la notion d’états intermédiaires définis en ANNEXE A. Ainsi, nous avons opté pour les modeéles



V.5. Conclusion 155

de comportement

— viscoélastique pour leur capacité a rendre compte de l'influence de la fréquence sur la
réponse i.e. modele de type KELVIN-VOIGT, MAXWELL, POYNTING-THOMSON, ZENER et

MAXWELL généralisé,

élastoplastique écrouissable permettant alors de représenter le phénomeéne d’assouplissment
suivant I'amplitude dynamique i.e. modeéle de type élastoplastique écrouissable (2) et SAINT-

VENANT généralisé.

Nous avons ensuite mené une campagne d’identification des paramétres de ces modéles & par-
tir d’essais cycliques sinusoidaux en double cisaillement réalisés a température ambiante. La
minimisation au sens des moindres carrés s’est alors effectué via un algorithme développé par
A.BOUKAMEL (¢f. F1G. V.15). Les enseignements que l'on a pu tirer de ce travail sont les sui-

vants :

les modeéles hyper-viscoélastiques unitaires corrélent convenablement I’expérience pour une

sollicitation cylique donnée (i.e. une amplitude et une fréquence données),

l'utilisation d'un modeéle de MAXWELL génénéralisé permet la couverture d’un domaine de

fréquence. La largeur de ce domaine semble liée a son nombre de branches,

I’enrichissement de la branche hyperélastique principale des modéles hyper-visco-élastiques
permet une meilleure corrélation avec 'expérience. De plus suivant le modeéle, on observe la
présence du point anguleux aux amplitudes extrémes de sollicitation ou de I’étranglement

de I'hystérésis au passage a l'origine des déformations.

aussi bien qualitativement que quantitativement, la corrélation la plus fine avec I'expérience
(sollicitation cyclique donnée) a été réalisée via I'utilisation du modele hyper-élastoplastique
écrouissable (2). De plus, ce type de modeéle rend compte du phénomeéne d’assouplissement

suivant I’amplitude,

— T'utilisation d'un modéle de SAINT-VENANT génénéralisé permet une bonne description des

phénomeénes induits par une évolution de 'amplitude dynamique pour une fréquence fixée.

Nous envisageons donc pour répondre aux divers constats expérimentaux décrits au CHAPITRE 111

de prendre les directions suivantes :

la généralisation du modeéle viscoélastique multi-branches (MAXWELL généralisé¢) a une
infinité de branches en grandes déformations permettant alors d’augmenter le domaine
de validité du modele en fréquence. RAMRAKHYANI et SMITH [2004] ont utilisé ce type
de généralisation pour le modeéle de SAINT-VENANT généralisé dans le cadre des petites

déformations,

— T'utilisation d’essais cycliques triangulaires & amplitude progressive décrits au CHAPITRE 111

et permettant ainsi de coupler I'influence de la fréquence et de 'amplitude dynamique,
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— le couplage des comportements hyper-visco-élastique et hyper-élastoplastique comme le
proposent les auteurs OLSSON et AUSTRELL [2001| dans le cadre des petites déforma-

tions et MIEHE et KECK [2000] via un formalisme lagrangien en grandes déformations (cf.

Fia. V.27).
Ye(€)
wv (gvgv) Puv (gv)
Vp(E,Ep) Sop(ép)

W

FIGURE V.27 — [llustration rhéologique du modéle élastique-viscoélastique-plastoélastique de

/MIEHE et KECK, 2000]



CHAPITRE

V1

Approche statistique d’un

modéle hyper-visco-plastique

e chapitre présente 'approche utilisée pour développer un mo-

déle statistique hyper-viscoélastique capable de couvrir un

large spectre de fréquences. On propose alors une identifi-
cation des paramétres pour le domaine de fréquences d’utilisation des
adaptateurs de fréquence. Cependant, alors que le modéle corréle conve-
nablement 'expérience, il ne traduit pas l’assouplissement suivant I’am-
plitude de chargement symptomatique de ’effet PAYNE. Dés lors, I'enri-
chissement du modéle par une branche élasto-plastique offre au modéle
la capacité de représenter ce phénoméne et par la méme de meilleurs
résultats d’identification.
Une validation est proposée en confrontant le modéle statistique hyper-
visco-plastique identifié face a des essais cycliques composés de plu-
sieurs harmoniques ou sinusoidaux avec pré-déformation. Le modéle cor-
réle alors convenablement 'expérience tant d’un point de vue quanti-
tatif que qualitatif. Nous proposerons ensuite une interprétation méso-
physiquement motivée du modéle permettant une meilleure représenta-
tivité de ses éléments constitutifs.
Enfin, nous présenterons une campagne d’identification a différentes tem-
pératures qui nous a permis de définir des lois d’évolution des paramétres

matériaux en fonction de la température.
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VI.1 Approche statistique hyper-visco-élastique

L’approche statistique d’'un modéle de comportement hyper-visco-élastique en grandes déforma-

tions va s’articuler autour des points suivants :

— une présentation de la démarche de construction d’un modéle statistique hyper-visco-

élastique noté dans la suite : modéle SHV,

— une identification des paramétres, réalisée sur des essais en double cisaillement a tempé-
rature ambiante de type cyclique triangulaire & amplitude progressive permettant ainsi de

coupler les phénomeénes induits par la fréquence et 'amplitude du chargement.

VI.1.1 Présentation du modéle

Nous allons en premier lieu présenter les enseignements fournis par des travaux antérieurs qui ont
appuyé notre motivation de construire un modeéle SHV. Ainsi, via des considérations statistiques,
on évoluera des modeéles discrets vers les modeéles continus. A ce stade, il sera alors nécessaire de

choisir une forme des potentiels et des fonctions caractéristiques associées.

VI.1.1.a Point de départ et motivations

Dans le cadre des petites perturbations, on a I'habitude de caractériser les modéles unitaires de
comportement viscoélastique tels que le modele de ZENER (D (¢f. Fia. V.1(c)) par un temps ca-
ractéristique de relaxation unique noté 7 qui dans le cas monodimensionnel s’exprime par 7 = %
Généralement, pour augmenter le domaine de validité temporel (ou fréquentiel) de ces modéles,
on utilise des modéles multi-branches i.e. modéles de MAXWELL généralisé (c¢f. Fia. V.1(e)) as-
sociation en parallele de N branches de type MAXWELL. Nous sommes alors en présence de N
temps caractéristiques de relaxation 7; = 277—]; avec i € [1..N] (¢f. ANnnexe C.1.3).

Comme point de départ, nous nous sommes donc basés sur les travaux réalisés entre autres
par [LEONOV, 1992 ; LE TALLEC et RAHIER, 1994 ; GABRIELI, 1995 ; MEO, 2000 ; MIEHE
et KECK, 2000 ; NEDJAR, 2002| qui utilisent une généralisation aux grandes déformations des
modeles rhéologiques et sur les développements antérieurs effectués dans [BOUKAMEL et MEO,
2001, 2002 ; MEO et al., 2003]. Parmi tous les enseignements que 'on a pu tirer de ces études,

on notera par exemple :

I'intérét trés limité d’'une forme non-linéaire de la viscosité pour refléter convenablement le
comportement dans un large domaine de fréquences de sollicitations,
et 'incapacité des modeéles unitaires & rendre compte de la réponse du matériau sous

sollicitations cycliques combinées (composées de plusieurs harmoniques ou associées a un

(1). Dans le cadre des petites perturbations, les modéles unitaires de ZENER et POYNTING-THOMSON sont équi-

valents.
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pré-chargement statique) pour un jeu de parameétres donné.

Or, I'étude menée au paragraphe V.4.2.a et les travaux réalisés dans [MARTINEZ et al., 2002]
montrent que la généralisation en grandes déformations d’un assemblage en paralléle de plu-
sieurs modéles unitaires, par exemple le modéle de MAXWELL généralisé, est capable de refléter
convenablement le comportement du matériau dans un large domaine de fréquences de sollicita-
tion (voir aussi [LION, 1998 ; HAUPT et al., 2000]).

Ainsi, il semble que les modeéles multi-branches sont capables de représenter les chargements
combinés définis précédemment. Cependant, ils présentent I'inconvénient de nécessiter un grand
nombre de paramétres & identifier.

Nous proposons alors une approche qui généralisera les assemblages mono-branches a une infinité
de branches via des méthodes statistiques (¢f. Fia. VI.1). L’apport de la généralisation statistique
réside en une couverture d’un large spectre de fréquences sans présenter un nombre important

de paramétres a identifier (de 'ordre du nombre de paramétres d’un modéle unitaire).

REMARQUE VI.1
Comme pour les développements réalisés au CHAPITRE V, le formalisme mécanique adopté ici sera

celui présenté au paragraphe V.3.1 basé sur la cadre thermodynamique introduit en ANNEXE A.

Yo

¢e1 (pv1

il
|
— ’(;Z)ei (lO'Ui -
Element rhéologique
Hli—= :
statistique
@Z}eN SD”UN

=

FIGURE V1.1 — Généralisation d’un modéle de MAXWELL généralisé (4 N branches) a un modéle

statistique possédant une infinité de branches
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VI.1.1.b Modéle statistique discret

Avant de définir un modéle continu possédant une infinité de branches, nous nous placons préa-
lablement & une étape intermédiaire du développement ot 'on considére un modéle statistique

discret composé de N branches (cf. Fia. VI.2).

Yo
P(wr) P(w1)
o H—=
] T,Z(wz) olws) |
(wn) $(wn)

FiGure V1.2  Modeéle statistique hyper-visco-élastique discret.

On pondeére alors chaque branche w; (caractérisant un unique temps de relaxation 7;) par un
poids P;, Vi € [1..N]. On peut ainsi écrire I'énergie libre spécifique ¢ et le pseudo-potentiel de

dissipation ¢ comme suit :

Z (wl, (wi )73@,

i=1 (VL1)

0 é

N —

Z < D wz)) P;.
=1

L’introduction de la relation VI.1 au formalisme mécanique développé au paragraphe V.3.1 (cf.

Y = o

Eq. V.59) conduit a I’écriture de la loi de comportement telle que :

op = 2 é . 81/}0(: ) ,
L N _ oB
o =09 Z:a — pl avec ) y o (wZ,EZ(wZ)) D (VI.2)
- Gi(wi) = 2p | Be(wi) = )
0B, (w;)
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et les lois complémantaires suivantes

D ~ 7 =0
= ¢ (wi, v(wi)>
_ Vilw)| = ——— Vi € [1..N] (VL3)
0B, (w;) 0 D,(w;)
VI.1.1.c Modéle statistique continu
En généralisant I’équation VI.1 & un modéle statistique continu (c¢f. Fia. VI.3), on obtient :
= oo =
v = 1(B) +/ b (w.Be (@) P(w)dw,
. oo Y (V1.4)
o = [ (0Dw) Py,
0
ot P(w) est une fonction de pondération dépendant de la variable aléatoire w.
Yo

J ]

Modeéle statistique hyper-visco-élastique continu.

Ficgure VI3
Le comportement est alors gouverné par les lois suivantes

o=00+ / F(w)P(w)dw — pl avec
0

et Vw >0

OB, (w)
~ — D
o [f. 22 )

0% (w.Dy(w))
= - . (VL.6)
oD (w)
Or puisque I'énergie libre est une fonction scalaire isotrope des deux premiers invariants de la
transformation (i.e. incompressibilité du matériau), on peut écrire :
Yo (B> = to(11,12),

G (@.Belw)) = DU (@), 15 (w)).

(VI7)
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Les équations VI.5 et VI.6 peuvent alors s’écrire comme suit :

( 0o _ _
og=0a0+ / o(w)P(w)dw — pl,
0

o [0 5 vy 511"
o=t GrB-gE | i
= o 0w 5 9Uw) & (V18)
g(w)=2p alf(w)Be(w) — A5 () B (w)] ,
D

VI.1.1.d Choix des potentiels

Les équations régissant le modeéle statistique continu étant ainsi posées, il nous reste a choisir les
potentiels que nous allons utiliser dans la suite de I’étude. Nous adoptons les formes de potentiels
suivantes :
les potentiels d’énergie libre sont choisis de forme hyperélastique incompressible néohoo-
kéenne :
Yo = Ci(l1 —3),
Y(w) = Gw)(If () - 3),

permettant ainsi de nous assurer de la vérification des conditions de stabilité matérielle des

(VL9)

lois hyperélastiques en supposant la positivité de C; et G(w), Yw > 0

le pseudo-potentiel de dissipation visqueux est quadratique en l:)g(w) tel que :
F(w,D%(w)) = @[DO(@ . D°(w). (VL.10)

Les équations du modéle SHV s’écrivent alors :

7 o, (VL11)
7(w) =2p G(w)Be(w)] )
— D o(w

A ce stade, il nous reste a définir les fonctions utilisées pour représenter les évolutions des fonc-
tions caractéristiques hyperélastique G(w) et visqueuse n(w) ainsi que la fonction de pondération

P(w) suivant la variable aléatoire w.
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VI.1.1.e Choix des fonctions

De nombreux couples de fonctions caractéristiques de formes différentes ont été essayés. Les
fonctions caractéristiques hyperélastique et visqueuse qui ont présentées les résultats les plus

satisfaisants sont telles que :

Gw)=Go(...) et nw)=nu(...). (VI.12)
On peut ainsi exprimer le temps caractéristiques de relaxation comme suit :
n(w)
= =... VI.13
@) =560 (VL13)

Nous proposons d’observer ’évolution suivant la variable aléatoire w a travers une représentation
schématique (¢f. Fia. VI.4) nous permettant ainsi de fournir une signification plus physique. Les
grandes lignes de description sont les suivantes :

concernant G(w), nous avons opté pour une forme fonction d’une caractéristique hyper-

élastique constante Gy,

— le choix de n(w) s’est porté sur une forme fonction d’une caractéristique visqueuse constante
Tloo
I'expression de la fonction du temps caractéristique de relaxation peut étre vue comme une

évolution non-linéaire décroissante de l'infini vers 0 (¢f. F1a. VI.4).

Fonction normalisée

0 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Variable aléatoire w

FIGURE V1.4 — Représentation schématique des évolutions de T(w) suivant la variable aléatoire

w
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La forme de ces fonctions permet alors une représentation du modéle SHV en fonction de la

variable aléatoire w (Vw > 0) en tenant compte des cas extrémes suivants :
lorsque w = 0, on est en présence d’un élément unique de type ressort de raideur Gy,
lorsque w — 00, on a un élément unique de type amortisseur de viscosité 7o.

I nous reste enfin & déterminer la forme de la fonction de pondération P(w). Notre choix s’est
porté sur une loi de probabilité de type gaussienne centrée en wy et de déviation standard € telle

que :

2 00 _ 2
’]D(w) _ Pioexp [_ <w Qw()) ] Vw 2 0 avec ’])0 :/0 exp [_ <w QW()) ] dw. (V114)

On fixe alors wy = 0 permettant ainsi de favoriser la réponse instantanée i.e. la représentation

du modele statistique hyper-viscoélastique par un élément de type ressort (c¢f. Fia. VL.5).

Le choix de ces fonctions nous impose alors 'identification de 4 paramétres matériaux :
— 3 déterministes C, Gy et 750,
— 1 statistique €.

1 -

0.8! 1

0.6/ 1

0.2 — ]

Fonction de pondération P(w)

0 1 2 3 4 5 6

Variable aléatoire w

Ficure VL5  Observation schématique de la fonctionnelle de pondération P(w) suivant la

variable aléatoire w.
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VI1.1.2 Résultats d’identification

La méthode d’identification que nous utilisons ici est celle développée au paragraphe V.4.1.
Nous appliquons donc l'algorithme de minimisation (c¢f. Fia. V.15) simultanément sur deux
essais cycliques triangulaires & amplitude progressive pour des vitesses de déformation différentes
(357! et 10s71). Ces essais sont présentés au paragraphe I11.5.3. La Ficurg I11.27 propose une
représentation schématique de ce type d’essais sachant que nous considérerons seulement deux
déformations maximales i.e. Ymaz, = 12.5% €t Yimaz, = 25%.

Sur le TABLEAU VI.1, on propose les paramétres identifiés et les erreurs relatives obtenues pour
les deux essais. La moyenne des erreurs est alors de 13.75 & 2.71%.

La Ficure VL6 illustre une confrontation modeéle/expérience des résultats d’identification en
terme d’hystérésis. L’observation qualitative d’une telle confrontation & 1’état stabilisé pour les
couples de parameétres de sollicitation (12.5%, 3571), (25%, 3s71), (12.5%, 105~ 1) et (25%, 10s™1)
montre alors une bonne corrélation avec 'expérience (cf. Fia. VLI.7).

Le modéle semble donc permettre de couvrir un domaine de vitesses de déformation allant jusqu’a
10571

Concernant l'influence de la fréquence sur la réponse du modéle SHV ainsi identifié, on propose

d’observer la sensibilité du module dynamique et de la dissipation globale sur un domaine allant

4 de lessai (s~ 1) ‘ Erreur (%)

Cy (MPa) | Go (MPa) | ne (MPas) | Q

3 16.46

C.E. ‘ C.E. ‘ C.E. ‘ C.E.
10 11.03

TABLEAU VI.1  Résultats d’identification du modéle SHV réalisée simultanément sur deux essais

cycliques triangulaires a amplitude progressive (12.5% et 25%) avec des vitesses de déformation

différentes (3571 et 10s71).

-7 v
g ' 4 g ; o
8 g
H E
o & o

L
Déformation Déformation
(a) ¥ = 35" (Erreur—16.46%). (b) 4 = 105" (Erreur—11.03%).

FIGURE V1.6 — Confrontation modéle SHV /expérience de boucles d’hystérésis issues des sollici-

tations cycliques triangulaires a amplitude progressive utilisées comme références d’identification.
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Ficgure VI.7  Confrontation modéle SHV /expérience des boucles d’hystérésis a l’état stabilisé

1ssues des sollicitations cycliques triangulaires a amplitude progressive utilisées comme 1éférences

d’identification.

jusqu’a 20Hz. On va déterminer ces grandeurs caractéristiques ) via une sollicitation sinusoi-
dale a amplitude constante v4 = 25%. Une confrontation avec les résultats expérimentaux a
différentes fréquences nous confirme alors que ces grandeurs ont des évolutions proches de celles
observées expérimentalement (cf. Fia. VI.8(a) et Fia. VI.8(b)).

Une autre confrontation a ensuite été réalisée en faisant varier 'amplitude dynamique pour une
sollicitation sinusoidale a fréquence donnée telle que f,, =3Hz. La Fiqure VI.8(d) montre alors
une bonne corrélation avec l’expérience de 1’évolution de la dissipation globale. Cependant, on
constate sur la Ficure VI.8(c) que le module dynamique, obtenu par le modele, est indépendant
de I'amplitude dynamique. Le modéle SHV ainsi identifié ne reflete donc pas I'assouplissement

observé expérimentalement (cf. § VI.1.1.d).

Ainsi, le modéle SHV identifié sur des essais cycliques triangulaires & amplitude progressive ne

permet pas de rendre compte de ce phénomeéne.

(2). Une présentation de ces grandeurs, caractéristiques d’un comportement dissipatif, est disponible
FIGURE V.10.
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Ficure VLI.8  Confrontation modele SHV /expérience de l’évolution du module dynamique et de
la dissipation globale suivant la fréquence et I’amplitude dynamique pour une sollicitation cyclique

stnusoidale.

V1.2 Prise en compte de la plasticité

On peut trouver dans la littérature plusieurs orientations pour répondre au phénoméne d’as-
souplissement suivant ’amplitude dynamique. Les auteurs BRACKBILL et al. [2000] ; SIOBERG
[2002] ; CANTOURNET [2002| ; SAAD |2003] proposent par exemple d’enrichir les modéles par

un frottement interne non-visqueux ou par un comportement élasto-plastique (cf. § V.2.2).

VI1.2.1 Association d’une branche élasto-plastique

Nous proposons ici d’associer un comportement élasto-plastique au modéle SHV généralisé aux
grandes déformations. De nombreux auteurs utilisent un couplage des modeéles de comportement
viscoélastique et élastoplastique généralisé aux grandes déformations |[KALISKE et ROTHERT,
1999 ; MieHE et KECK, 2000 ; HAuPT et al., 2000].

Partant des enseignements qu’on a pu tirer des études effectuées au paragraphe § V.4.2.c, nous

avons fait le choix d’associer en paralléle une branche élastoplastique de type SAINT-VENANT
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(cf. F1a. VL.9).
Dés lors, on peut écrire 'énergie libre spécifique 7 et le pseudo-potentiel de dissipation (™

comme suit :

0= ba(B)+ [T (@B @) P)dw +y(Be,)

it — /O 7 (€.D5(w)) P(w)dw + (D).

L’introduction de I’équation VI.15 dans les lois constitutives V.59 énoncées au paragraphe § V.3.1,

(VL.15)

permet d’écrire le systéme d’équations qui régit le modeéle statistique hyper-visco-plastique noté
dans la suite modéle SHVP.

La loi de comportement s’écrit alors telle que :

=00+ / & (w)P(w)dw + G, — pl (VI.16)
0
( _
5o=2p |B- %o(B) :
0B
~ - D
~ _ o <w,Be (w))
avec 4 o(w) = 2p | Be(w) - _ , (VI.17)
0B, (w)
= D
_ = 0Uy(Be,)
op =2 Be = . )
\ g ’ ! aBep
et les lois complémentaires sont les suivantes
o 0B & 1 93w Dyw)) 50 _ 0237
2p | Ve(w) = W) =——=—"—""> et Dj=——. (VI.18)
0B, (w) 0DY(w) 0oy,

Les formes des potentiels vy, {/; et ¢ demeurent identiques & celles introduites au paragraphe

précedent. Il reste donc a préciser les potentiels associés & la branche élastoplastique :

Comme pour g et J, on fait le choix d’un modéle hyperélastique néohookéen incompres-

Yo
Y(w) Pw)
il =
¥p ¥p

AW \ W
VUV
F1GURE VI.9 — Association en paralléle d’une branche élastoplastique de SAINT-VENANT au

modéle statistique hyper-viscoélastique
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sible tel que :
by = Ap(I}" = 3), (VL.19)

ou A, est un parameétre constant positif.
— de maniére analogue au paragraphe V.3.3, le pseudo-potentiel de dissipation plastique ¢,
est donné par sa transformée de LEGENDRE-FENCHEL avec une surface seuil de type VON-

MISES tel que :

L= 2
% (lopll = x)7, (V1.20)

ol x est un paramétre constant positif et 1 une viscosité artificielle fixée trés faible per-

90;(517) =

mettant ainsi de régulariser ’algorithme de détermination de l:)g

Les équations qui régissent le modele SHVP s’écrivent alors :

(W)P(w)dw + 5, — pl

Qi
I
Qi
o
_l_
S—
8
Qn

(VI.21)

On a alors 6 parameétres matériaux a identifier :
5 déterministes, C, Go, 1o, 4p €t X,
1 statistique, €.

VI1.2.2 Elaboration d’une stratégie d’identification

L’enrichissement du modéle SHV par un comportement de type élastoplastique nécessite 1’éla-
boration d'une stratégie d’identification des parameétres. En effet, il est important de distinguer
la proportion du comportement dissipatif due a la plasticité de celle traduite par viscosité.

En régime (quasi)statique, le phénomeéne de dissipation n’est issu que d’un frottement interne
non-visqueux 4.e. un comportement élastoplastique. Dans ces conditions, le modéle SHVP n’est
alors représenté que par ses branches hyperélastique principale et hyper-élastoplastique. Il est
alors assimilable a un modéle hyper-élastoplastique a écrouissage isotrope.

On propose alors d’identifier préalablement C7, A, et x sur un essai de montée en charge quasi-
statique et ensuite de réaliser un ajustement sur 1’élasticité différée obtenue par des essais de
relaxation.

Les parameétres Gy, 7o et €2 sont ensuite identifiés via le méme protocole que celui exposé au

paragraphe VI.1.2, mais appliqué cette fois sur le modéle SHVP en fixant C1, A, et x.
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VI1.2.3 Résultats d’identification

Nous appliquons la stratégie d’identification présentée précédemment en utilisant des essais de
double cisaillement réalisés a température ambiante.

Lors de la premiére étape, nous avons réalisé une pré-identification des parameétres du mo-
déle hyper-élastoplastique écrouissable sur un essai de montée en charge quasi-statique tel que
v o= 0.03s7 ! et Ymaz = 90%. A la vue de la Ficure VI.10, on constate que le modeéle ainsi
identifié présente une excellente corrélation avec 'expérience (I'erreur relative est de 2.5%). Le
TABLEAU VI.2 propose les résultats d’identification des parameétres.

L’étape intermédiaire permet ensuite d’ajuster les paramétres ainsi identifiés sur ’élasticité dif-
férée obtenue en réalisant des essais de relaxation pour trois niveaux de déformation 12.5%, 25%
et 50% (c¢f. Fia. VI.11). Le TABLEAU VI.2 présente les parameétres ainsi obtenus qui seront fixés
pour la derniére étape.

La derniére étape intervient dans la détermination des paramétres statistiques hyper-visco-
élastiques. La F1GURE VI.12 illustre les résultats d’identification et le jeu de parameétres identifiés
au terme de cette étape est disponible via le TABLEAU VI.2.

D’un point de vue quantitatif, enrichissement du modéle statistique par une branche hyper-

élastoplastique permet une meilleure corrélation avec l'expérience (¢f. TAB. VI.3). La moyenne

L

Contrainte (MPa)

Déformation

Ficure VI.10  Pré-identification des paramétres du modéle hyper-élastoplastique écrouissable

sur un essai de montée en charge quasi-statique (Erreur = 2.5%).

Etape ‘ C1 (MPa) ‘ A, (MPa) ‘ x (Mpa) ‘ Go (Mpa) ‘ Neo (MPa.s) ‘ Q

Initiale C.E. C.E. C.E. X X X
Intermédiaire C.E. C.E. C.E. X X X
Finale C.E. C.E. C.E. C.E. C.E. C.E.

TABLEAU V1.2 — Parameétres du modele statistique hyper-visco-plastique identifiés auzx différentes

étapes de la stratégie d’identification.
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Ficure VI.11  Ajustement des paramétres du modéle hyper-élastoplastique sur [’élasticité dif-

férée (points bleus) obtenue avec trois essais de relazation d’échelons de déformation de 12.5%,
25% et 50%.
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(a) 4 =35~ (Brreur=7.97%). (b) 4 =10s"" (Erreur=8.75%).

Ficure VI.12  Confrontation modéle SHVP /expérience des boucles d’hystérésis issues des sol-

licitations cycliques triangulaires o amplitude progressive utilisées comme références d’identifica-
tion.

4 de 'essai (s~ 1) ‘ Erreur (%)

3 7.97
10 8.75

TABLEAU V1.3 — Erreurs relatives obtenues lors de 'étape d’identification finale.

des erreurs relatives étant de 8.36 £ 0.39%, elle se situe bien en dessous de celle obtenue avec le
modeéle SHV.

Qualitativement, I'observation d’une confrontation du modéle SHVP face & I'expérience des
boucles d’hystérésis a Iétat stabilisé pour les couples de parametres de sollicitation (12.5%,
3571, (25%, 3571, (12.5%, 10s71) et (25%, 105~ 1) confirme les bons résultats d’identification
(¢f. Fia. VI.13). L’enrichissement du modéle SHV par une branche hyper-élastoplastique permet
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Ficure VI.13  Confrontation modéle SHVP /expérience des boucles d’hystérésis a l’état stabilisé
1ssues des sollicitations cycliques triangulaires a amplitude progressive utilisées comme 1éférences

d’identification.

donc une corrélation plus fine avec l'expérience.

Via la confrontation du modéle SHVP vis a vis de l'expérience, les Fiaures VI.14(a) et VI.14(b)
illustrent 1’évolution du module de rigidité et de la dissipation suivant la fréquence calculés
pour une sollicitation sinusoidale telle que vy = 25%. Ainsi, les évolutions de la raideur et de
la dissipation globale sont sensiblement plus proches de 'expérience que celles obtenues par le
modeéle SHV ainsi que par le modéle de MAXWELL généralisé présenté au paragrahe V.4.2.c. De
plus, la Ficure VI.14(c) montre que le modele traduit le phénomeéne d’assouplissement suivant
I’amplitude dynamique.

Le modéle SHVP ainsi identifié semble donc permettre de traduire correctement l'influence de
la vitesse de sollicitation et de I’'amplitude de chargement sur la réponse du matériau pour des

chargements cycliques sinusoidaux.
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FIGURE VI.14 — Confrontation modéle SHVP /expérience de l’évolution du module dynamique et
de la dissipationglobale suivant la fréquence et 'amplitude pour une sollicitation cyclique sinu-

soidale.
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VI.3 Confrontation modéles/expériences

Les 6 parameétres du modele SHVP étant identifiés a partir d’essais cycliques triangulaires, nous
proposons maintenant une validation via une confrontation du modéle face & 'expérience pour
des sollicitations combinées telles que :
sollicitations cycliques sinusoidales & N harmoniques,
N
Y(t) = ya, sin(i2n fit),

i=1

sollicitations cycliques sinusoidales avec pré-déformation,

Y(t) = s + Yasin(27 fr ).

VI.3.1 Sollicitations cycliques sinusoidales

Ici, nous utilisons des essais cycliques sinusoidaux & amplitude dynamique donnée telle que
vg = 25% :
Y(t) = vqsin(2m frt) (VI1.22)

Le TaBLEAU V1.4 présente les écarts relatifs associés a chaque fréquence d’essais. L’écart moyen
de 11.1 4+ 1.26 est alors bien en dessous de celui obtenu lors de l'identification du modéle de

MAXWELL généralisé sur ces mémes essais.

fr (Hz) | Ecart (%)

3 13.36
6 10.93
10 9.03
15 10.20
20 11.98

TABLEAU V1.4 Ecarts relatifs obtenus pour des sollicitations cycliques sinusoidales avec g =

25% a l’état stabilisé.

La Ficure VI.15 illustre une confrontation du modéle SHVP vis a vis de 'expérience en terme de
boucles d’hystérésis a I’état stabilisé. Qualitativement, on constate alors que le modéle permet de
refléter la présence d’un point anguleux aux amplitudes extrémes de la sollicitation. Par contre,
il ne représente pas I’étranglement de 1'hystérésis au passage & l'origine des déformations.

Malgré cela, on peut considérer que le modéle SHVP corréle convenablement les essais sinusoi-

daux pour des fréquences allant jusqu’a 20Hz.
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FIGURE VI.15 — Confrontation modéle SHVP /expérience pour des sollicitations cycliques sinu-

soidales a amplitude dynamique donnée (vq = 25%) pour différentes fréquences (de 3Hz 4 20Hz).
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VI1.3.2 Sollicitations sinusoidales & deux harmoniques

Les sollicitations que nous utilisons ici sont de type sinusoidale & deux harmoniques :

Y(t) = va, sSIn(27 fr, t) + Y, SIn(27 fryt). (VI.23)

Nous observons les réponses proposées par le modeéle a ce type de chargement lors d’un cycle
stabilisé pour les combinaisons de deux harmoniques suivantes :

fry = 15Hz et f,, = 2f,, = 3Hz (¢f. Fia. VI.16, Fia. VI.17, Fia. V.18 et Fic. VI.19),

fry = 1L5Hz et f,, = 3f,, = 4.5Hz (c¢f. F1a. V1.20, Fia. VI.21, Fic. VI.22 et Fia. VI1.23).
Le TABLEAU V1.5 présente les écarts relatifs obtenus entre le modéle et les essais expérimentaux.

Au regard des résultats, on constate donc la capacité du modeéle a rendre compte de sollicitations

sinusoidales & deux harmoniques.

Ya, (%) | fro (H2) | 74y (%) | fro (Hz) | Ecart (%)
5 1.5 25 3 7.41
12.5 1.5 12.5 3 9.04
12.5 1.5 25 3 5.98
25 1.5 25 3 9.74
5 1.5 25 4.5 7.64
12.5 1.5 12.5 4.5 7.8
12.5 1.5 25 4.5 7.94
25 1.5 12.5 4.5 6.94

TABLEAU VL5 Ecarts relatifs obtenus pour des sollicitations sinusoidales a 2 harmoniques.
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FIGURE VI.16 — Confrontation modéle SHVP /expérience pour une sollicitation sinusoidale a 2
harmoniques telle que ~(t) = 0.05sin(271.5t) + 0.25sin(273t) (Ecart—7.41%).
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Ficure VI.17  Confrontation modéle SHVP /expérience pour une sollicitation sinusoidale a 2
harmoniques telle que v(t) = 0.125sin(27w1.5t) + 0.125sin(273t) (Ecart=9.04%).
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FIGURE VIL.18 — Confrontation modéle SHVP /expérience pour une sollicitation sinusoidale a 2
harmoniques telle que v(t) = 0.125sin(271.5t) + 0.25sin(273t) (Ecart—5.98% ).
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Ficure VI.19  Confrontation modéle SHVP /expérience pour une sollicitation sinusoidale a 2

harmoniques telle que v(t) = 0.25sin(271.5t) 4+ 0.25sin(273t) (Ecart—9.74%).
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Ficgure VI.20  Confrontation modéle SHVP /expérience pour une sollicitation sinusoidale a 2

harmoniques telle que ~(t) = 0.05sin(271.5t) + 0.25sin(274.5¢t) (Ecart=7.64%).
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FIGURE VI.21 — Confrontation modéle SHVP /expérience pour une sollicitation sinusoidale a 2

harmoniques telle que (t) = 0.125sin(271.5¢) + 0.125sin(274.5¢t) (Ecart—7.8%).

Ficure VI.22

harmoniques telle que ~(t) = 0.125sin(271.5t) + 0.25sin(274.5t) (Ecart—7.94% ).
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Confrontation modeéle SHVP /expérience pour une sollicitation sinusoidale a 2
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Ficure VI.23  Confrontation modéle SHVP /expérience pour une sollicitation sinusoidale a 2

harmoniques telle que v(t) = 0.25sin(271.5¢t) 4+ 0.125sin(274.5t) (Ecart=6.94%).

VI1.3.3 Sollicitations sinusoidales a trois harmoniques

Les sollicitations sinusoidales a trois harmoniques s’écrivent comme suit :
Y(t) = va, SIn(27 fr ) + Vd, SIN(27T frot) + Vs SIN(27 fryt). (VI.24)

Nous observons sur la Ficure VI.24, une confrontation modéle SHVP /expérience pour ce type
de chargement avec une combinaison de trois harmoniques telle que i.e. f,, = 1.5Hz, f,., =

2fr, = 3Hz et fr, = 3f,, = 4.5Hz. L’écart relatif obtenu est de l'ordre de 11.23%. On peut donc

considérer que le modéle est relativement capable de refléter ce type de chargement.

Contrainte (MPa)

Déformation

Ficure VI.24  Confrontation modéle SHVP /expérience pour une sollicitation sinusoidale a 3

harmoniques telle que y(t) = 0.05sin(271.5t)4-0.125 sin (273t)+-0.25 sin (274.5t) (Ecart=11.23%).



VI1.3. Confrontation modéles/expériences 181

VI1.3.4 Sollicitations cycliques sinusoidales avec pré-déformation
Les sollicitations sinusoidales avec pré-déformation s’écrivent comme suit :

Y(t) = s + vasin(27 f,t) (VI.25)
Le TaBLEAU VI.25 présente les écarts relatifs obtenus en réponse a ce type de sollicitation.

Yo (%) | 7a (%) | Ecart (%) || 7o (%) | 7a (%) | Beart (%)

12.5 5 25.7 25 5 14.62
12.5 12.5 15.26 25 12.5 12.25
12.5 25 13.57 25 25 13.55

TABLEAU VI.6  Ecarts relatifs obtenues pour des sollicitations cycliques sinusoidales avec pré-

déformation tel que y(t) = vs + vqsin(273t)

Les Fiaures VI.25(a) et VI.25(b) illustrent la réponse du modeéle pour ce type de chargement
pour des amplitudes statiques de 12.5% et 25% associées a des amplitudes dynamiques de 5%,
12.5% et 25% pour une fréquence donnée de 3Hz.

Qualitativement, malgré I'incapacité de traduire convenablement le phénomeéne de dissymétrie
des boucles d’hystérésis, le modéle représente convenablement la contrainte moyenne lors d’essais

cycliques avec pré-déformation.

el =z
E 4/ : E /
3 ey 0 //’I
Déformation Déformation
(a) v(t) = 0.125 + g sin(273t). (b) v(t) = 0.25 4 g sin(2m3t).

F1GURE VI.25 — Confrontation modéle SHVP /expérience pour une sollicitation cyclique sinusoi-

dale avec pré-déformation telle que v4 = 0.05, 0.125 et 0.25.
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VI.4 Influence des paramétres matériaux

Le comportement traduit par notre modele est essentiellement régi par les paramétres matériaux
qui le caractérisent.

Nous allons tester maintenant la sensibilité des parameétres du modeéle en réponse a une sollicita-
tion cyclique sinusoidale avec une amplitude dynamique v4 = 25% et une fréquence f,. = 3Hz a
travers une observation de I'évolution des grandeurs caractéristiques, ¢.e. le module dynamique
et la dissipation globale.

Nous avons donc fait varier les paramétres dans un domaine allant d’une valeur (quasi-)nulle
vers une valeur supérieure a celle identifiée ® pour nous permettre de réaliser les observations

sulvantes :

e Influence de C;

L’observation de la FIGURE VI.4 nous montre que :
— le module dynamique croit linéairement suivant C1,
le parameétre C'; n’a aucune influence sur la dissipation globale.

Ce paramétre est bien caractéristique d'un comportement hyperélastique non-dissipatif.

e Influence de Ap et y

La FiGure VIL.27 illustre I'influence de A,. Il ressort alors que :
le paramétre A, n’a aucune influence sur le module dynamique,

I'évolution de la dissipation est fortement croissante lorsque 0 < A4, < A;d et elle se stabilse

ensuite en suivant une asymptote horizontale.
Concernant 'influence de x (¢f. Fia. VI.28), nous proposons le constat suivant :
le module dynamique croit linéairement suivant Y,
le parameétre x influence fortement la dissipation globale (croissance quasi-linéaire).

Les parameétres Ap et y sont plus influents sur la dissipation que sur le module dynamique.
Ces évolutions peuvent étre expliquées par le fait que la sollicitation imposée nous positionne au

dessus du seuil de plasticité (le patin est donc toujours ouvert).

(3). Pour distinguer dans la suite un paramétre X identifié, nous le noterons X .
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Ficure VI.28  Observation de ’évolution des grandeurs caractéristiques suivant x.
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e Influence de Gy et 7

On rappelle que la forme de la fonction caractéristique élastique faisant intervenir le paramétre
Gy s'écrit telle que :
G(w) =Gp (...). (VI.26)
Une bréve analyse de la FIGURE VI.29 nous renseigne sur l'influence de Gy :
— le module dynamique évolue suivant GGy de maniére croissante non-linéaire,
il y existe une forte croissance quasi-linéaire de la dissipation globale suivant Gy.

On rappelle que le paramétre 7, intervient dans la fonction caractéristique visqueuse :

Nw) = Noo (--.). (VI.27)

La Ficure VI.30 nous permet d’effectuer les constats suivants pour e :
le module dynamique semble croitre non-linéairement suivant 7., vers une valeur asymp-
totique,
— la dissipation globale évolue d’une maniére non-linéaire suivant 7., jusqu'a une valeur
maximale pour ensuite diminuer quasi-linéairement.
Les parameétres Gy et 1) sont plus influents sur la dissipation que sur le module dynamique.
Ces deux paramétres sont liés via I'expression du temps caractéristique de relaxation :

_ nw)
2G(w)

T(w) =... (VI.28)

Ces évolutions peuvent alors étre expliquées comme suit :

— lorsque 7 tend vers l'infini, le modéle SHV est représenté par un élément de type ressort

d’ou la stabilisation du module dynamique et la perte de dissipation,

180 /_
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(a) Module dynamique. (b) Dissipation.

Ficure V1.29  Observation de l’évolution des grandeurs caractéristiques suivant Gy.
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F1GURE VI1.30 — Observation de ’évolution des grandeurs caractéristiques suivant 1o .

— lorsque Gg tend vers l'infini, le modeéle SHV est représenté par un élément de type amor-

tisseur qui explique ’augmentation importante de la dissipation,

e Influence de wy et ()

On rappelle la forme de la fonction de pondération de type gaussienne faisant intervenir son

centre wq et la déviation standard 2 :

2 0 _ 2
'P(w) _ ,Pioexp [_ <w ;;UO) ] Yw > 0 avec 'PO — /0 exp [_ <w Qw0> ] dw. (VIQQ)

L’observation de la FIGURE VI.31 nous permet de faire les constats suivants :

Le paramétre € influence le module dynamique (croissance non-linéaire),
I’évolution de la dissipation suivant €2 exhibe une pente nulle a I'origine pour décrire ensuite
une allure croissante fortement non-linéaire.

Concernant U'influence de wqy (¢f. Fia. VI.32), il est possible de réaliser les constats suivants :

— le module dynamique croit de maniére quasi-linéaire suivant wy,
— I'évolution monotone de la dissipation globale suivant wp a une allure faiblement non-
linéaire.
Les paramétres statistiques ont une influence plus prononcée sur la dissipation globale que sur

le module dynamique.
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FiGurE VI1.31 — Observation de I’'évolution des grandeurs caractéristiques suivant €.
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FIGURE VI1.32 — Observation de [’évolution des grandeurs caractéristiques suivant wy.

VI.5 Vers une interprétation physique du modéle

Si l'on considére une piéce en élastomeére chargé — dans le cas de la FIGURE VI.33 une éprouvette
de double cisaillement le matériau apparait homogéne & 1’échelle macroscopique.
Cependant un zoom qui nous raméne & une échelle mésoscopique, permet de distinguer un mé-
lange bi-phasique constitué d’inclusions noyées dans une matrice (cf. § 1.5).
Enfin via un dernier zoom, nous nous placons au niveau d’une inclusion. A cette échelle, LEBLANC
[2003] propose un matériau tri-phasé composé :
de la matrice élastomérique dite extractible,
— des agrégats/agglomérats de charges,

de I'élastomere lié (interphase), lieu d’interactions fortes entre les inclusions et la matrice

et les inclusions elles-mémes.

Pour la modélisation du comportement du milieu hétérogéne, I'hypothése de VOIGT nous per-
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Ficure VI.33  Vision "macro-meso" d’un élastomeére chargé.
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FiGure VI1.34  Interprétation rhéologique des trois phases en présence.

met de considérer que la déformation est la méme pour les trois phases et qui correspond & la
déformation macroscopique. De plus en supposant que la matrice est dense et que les inclusions
sont faiblement réticulées, cela nous permet d’interpréter physiquement le modéle rhéologique
donné Ficure VI.34 comme suit :
— un comportement hyperélastique pour la matrice, (élément ressort),

un comportement hyper-viscoélastique pour les inclusions, (modéle viscoélastique de MAX-

WELL),

un comportement hyper-élastoplastique pour l'interphase (modeéle de SAINT-VENANT),
Ces considérations nous permettent alors d’utiliser un couple composé d’'une association en pa-

rallele d’'un modele de MAXWELL et d’un modéle de SAINT-VENANT pour représenter respecti-
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FiGure VI1.35 Interprétation physique du modéle statistique hyper-visco-plastique discret

vement une inclusion et son mécanisme d’interaction avec la matrice (interface).
Une généralisation a plusieurs branches permet donc de décrire I’ensemble du comportement des
charges en considérant chaque branche w; associées aux poids P; du modele statistique discret
hyper-visco-plastique présenté FIGURE VI.35(a) telle que :
w; est I'énergie d’activation des mécanismes d’inclusions, 4.e. I’énergie nécessaire a la rup-
ture des liaisons a U'interface [DrROzDOV, 2000].

— P; est la probabilité qu'une population de charges soit associée a 1’énergie d’activation w;.
Par ailleurs, nous supposons chaque branche hyper-élastoplastique est caractérisée par la méme
surface seuil de plasticité. Soit physiquement, que le seuil de glissement au niveau des interfaces
est le méme pour toutes les populations de charges. Dans ces conditions, on obtient alors le

modele statistique hyper-visco-plastique discret utilisé dans cette étude (cf. Fia. VI.35(b)).
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VI.6 Identification des paramétres & différentes températures

VI.6.1 Présentation

Au CHAPITRE III, on a vue que le comportement de I’élastomére silicone VHDS 1029 est for-
tement conditionné par une variation de température. Généralement, I’'observation d’évolutions
thermiques au sein d’'un matériau provient :

— des échanges avec le milieu extérieur (conduction, convection.. . ),

de la sollicitation mécanique imposée qui génére une dissipation intrinséque échauffant le

matériau (production interne de chaleur).

Dans la perspective de modéliser le comportement thermo-mécanique du matériau lors d’études
futures (quelques éléments théoriques sont disponibles en ANNEXE A.6), il est nécessaire de
connaitre 1’évolution en fonction de la température des six paramétres matériaux définissant le
modele statistique hyper-visco-plastique : C1(T"), Ap(T'), x(T), Go(T'), Nec(T) et Q(T).

En pratique, nous allons donc identifier ces coefficients & travers des essais réalisés a différentes
températures (—55°C, —40°C, —25°C, 25°C' (M) 40°C' et 70°C) via la stratégie d’identification
décrite au paragraphe VI.2.2. Les évolutions de ces paramétres en fonction de la température

seront alors approchées par l'intermédiaire de lois non-linéaires.

REMARQUE VI.2
Le paramétre statistique n’ayant un sens que dans la construction d’'un modéle capable de refléter

un large domaine de fréquence, on considérera qu’il n’évolue pas suivant la température. 0

VI1I.6.2 Reésultats d’identification

Une présentation des essais de double cisaillement a différentes températures qui sont utilisés ici
comme références pour Iidentification est disponible au CHAPITRE 111

L’application de la stratégie d’identification commence par la pré-identification des paramétres
du modéle hyper-élastoplastique écrouissable sur un essai de montée en charge quasi-statique tel
que 4 = 0.0357% et Ymae = 50%.

Le TaABLEAU VI.7 présente les paramétres et les erreurs relatives obtenues a toutes les tem-
pératures. L'illustration des résultats d’identification via la FIGURE VI.36 associée aux erreurs
relatives comprises entre 2.5% et 4.97% permettent de montrer que le modéle ainsi identifié

présente une excellente corrélation avec l'expérience quelque soit la température envisagée.

(4). Pour permettre d’observer I’évolution des paramétres suivant la température, on va considérer que la tem-

pérature ambiante est de 25°C'
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Ficure VI1.36  Pré-identification des paramétres du modéle hyper-élastoplastique écrouissable

sur un essai de montée en charge quasi-statique a différentes températures.
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T (°C) || &1 (MPa) | A, (MPa) | x (Mpa) || Erreur (%)

-55 C.E. C.E. C.E. 3.62
-40 C.E. C.E. C.E. 2.79
-25 C.E. C.E. C.E. 3.17
25 C.E. C.E. C.E. 2.5
40 C.E. C.E. C.E. 3.35
70 C.E. C.E. C.E. 4.97

TABLEAU VI.7  Parameétres identifiés lors de [’étape initiale pour différentes températures.

T (°C) || ¢ (MPa) | A, (MPa) | x (Mpa)
-55 C.E. C.E. C.E.
-40 C.E. C.E. C.E.
-25 C.E. C.E. C.E.
25 C.E. C.E. C.E.
40 C.E. C.E. C.E.
70 C.E. C.E. C.E.

TABLEAU VI.8 — Paramétres ajustés lors de ’étape intermédiaire pour différentes températures.

Erreur (%)
T (°C) H C1 (MPa) ‘ Ap (MPa) ‘ x (Mpa) ‘ Go (MPa) ‘ Moo (MPa.s) ‘ Q 357! ‘ 10s~*
-55 C.E. C.E. C.E. C.E. C.E. C.E. 10.84 | 12.43
-40 C.E. C.E. C.E. C.E. C.E. C.E. 12.45 | 12.17
-25 C.E. C.E. C.E. C.E. C.E. C.E. 15.28 | 11.82

25 C.E. C.E. C.E. C.E. C.E. C.E. 7.98 8.75

40 C.E. C.E. C.E. C.E. C.E. C.E. C.E. 6.79

70 C.E. C.E. C.E. C.E. C.E. C.E. C.E. 6.86

TABLEAU V1.9 — Paramétres identifiés lors de [’étape finale pour différentes températures.

L’étape intermédiaire permet ensuite d’ajuster les paramétres ainsi identifiés sur ’élasticité dif-
férée a différentes températures (c¢f. Fia. VI.37). Le TABLEAU VI.8 présente les parameétres que
nous avons obtenus sachant qu’ils seront fixés lors de la derniére étape.

Il nous reste maintenant a déterminer les paramétres de la branche statistique hyper-visco-
élastique au cours de la derniére étape. Les jeux de parameétres ainsi identifiés et les erreurs
relatives sont présentés TABLEAU VI.9.

L’observation qualitative d'une confrontation modéle SHVP /expérience des boucle d’hystérésis a
I’état stabilisé pour les couples de paramétres de sollicitation (12.5%, 3s71), (25%, 3s71), (12.5%,
10s71) et (25%, 10s~!) montre alors une corrélation convenable avec I'expérience quelle que soit
la température (¢f. F1a. VI.38, Fic. VI.39, Fic. VI.40 et Fia. V1.41).
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férée (points bleus) obtenue avec trois essais de relazation d’échelons de déformation de 12.5%,
25% et 50% a différentes températures.
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FI1GURE VIL.38 — Confrontation modéle/expérience a différentes températures des boucles d’hys-

térésis a l’état stabilisé pour une sollicitation cyclique triangulaire telle que Ymar = 12.5% et
4 =3s71
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FIGURE VL.39 — Confrontation modéle/expérience a différentes températures des boucles d’hys-

térésis a l’état stabilisé pour une sollicitation cyclique triangulaire telle que Ymar = 25% et
4 =3s71
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FI1GURE VI.40 — Confrontation modéle/expérience a différentes températures des boucles d’hys-
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FIGURE VIL.41 — Confrontation modéle/expérience a différentes températures des boucles d’hys-

térésis a l’état stabilisé pour une sollicitation cyclique triangulaire telle que Ymar = 25% et
4 =10s"1.
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Seule la présence pour des sollicitations importantes d’'un étranglement au passage a 1’origine
des déformations de plus en plus prononcée lorsqu’on se dirige vers les températures les plus
basses n’est pas traduite par le modéele (¢f. Fia. VI.38(a), VI.38(b), VI.38(c), VI.40(a), VI.40(b)
et VI.40(c)).

La Ficurg VI.42 illustre ’évolution du module dynamique et de la dissipation globale calculés via
le modéele SHVP pour une sollicitation sinusoidale a différentes températures. Le modéle semble
en mesure de refléter 'accentuation des non-linéarités exhibées par I’évolution des grandeurs
caractéristiques lorsqu’on descend dans les basses températures ; phénoméne observé expérimen-

talement aux paragraphes I11.5.4.b et I11.5.4.a.
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FIGURE VL.42 — Evolution de E* et Py, calculée via le modéle SHVP suivant la fréquence

(va = 25%) et Uamplitude (f, = 3Hz) pour une sollicitation sinusoidale & diverses températures.
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V1.6.3 Evolution des paramétres suivant la température

Avant de définir des lois d’évolution des paramétres, nous proposons d’observer leur sensibilité &
une variation de température (¢f. TAB. VI.9). Pour cela, nous utilisons les parameétres normalisés

par rapport a ceux identifiés & température ambiante tels que :

Paramétre identifié a T
Parameétre normalisé a T = — —— — (VIL.30)
Parameétre identifié a ambiant

On peut alors regrouper les observations réalisées sur les paramétres normalisés suivant la nature

des branches du modéle SHVP :

— la branche hyperélastique globale : le parameétre C; diminue d’environ 50% suivant la
température (cf. Fia. V1.43),

la branche statistique hyper-viscoélastique : les paramétres Gy et 7o, diminuent res-
pectivement d’environ 160% et 140% (cf. Fig. VI1.44),

la branche hyper-élastoplastique : les paramétres A, et x diminuent respectivement
d’environ 130% et 220% (cf. FiG. V1.45)

On remarque alors que le paramétre le moins sensible est C; représentant le caractére hyperélas-
tique global, alors que le coefficient qui posséde I’évolution la plus importante est y caractéristique
de la plasticité dans le comportement.

L’allure décroissante non-linéaire des coefficients matériaux suivant la température, nous oriente

vers une loi de type ARRHENIUS (cf. Eq. I11.9), telle que pour un paramétre X (7'), on ait :
X(T) = ay exp [—a2T]| + as. (VIL.31)

La Ficure VI.46 propose une confrontation des lois d’évolution des paramétres face aux valeurs
identifiées suivant la température et le TABLEAU VI.10 présente les coefficients des lois utilisés

pour chaque paramétre matériau.

| a1 | o | a

Ci | C.E. | C.E. | C.E.
Ap | C.E. | C.E. | C.E.
X C.E. | C.E. | C.E.
Go | C.E. | C.E. | C.E.

N | C.E. | C.E. | C.E.

TABLEAU VI.10 — Coefficients utilisés pour les lois d’évolution de chaque paramétre suivant la

température.
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Paramétres normalisés

Ficure VI1.43  Ewolution du paramétre hyperélastique global suivant la température.
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FI1GURE VI1.46 — Evolution des paramétres du modéle SHVP en fonction de la température.
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V1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une approche statistique d’un modele multi-branches hyper-
viscoélastique généralisé aux grandes déformations permettant de couvrir un large spectre de
fréquences de sollicitations. Il présente alors l'avantage d’'un modéle multi-branche mais avec
un nombre de paramétres caractéristiques nettement moins important a identifier. Cependant
ce modeéle est incapable de rendre compte du phénomeéne d’assouplissement suivant ’amplitude
dynamique constaté expérimentalement.

Pour remédier a cela, nous avons choisi d’enrichir le modeéle par une branche élastoplastique qui a
nécessité alors I'élaboration d’une stratégie d’identification des coefficients matériaux. Cette mé-
thodologie s’appuie alors sur le fait qu’en régime statique, le caractére élasto-dissipatif n’est issu
que d'un comportement élastoplastique. Les résultats d’identification offrent alors une corrélation
plus proche de I'expérience.

Une confrontation modeéle/expérience via des sollicitations cycliques multi-harmoniques ou avec
préchargement statique permet alors de valider le modéle ainsi identifié & température ambiante.
Une bréve analyse de la sensibilité des coefficients matériaux sur les grandeurs caractéristiques
d’un comportement dissipatif permettant ensuite de dégager une interprétation physique des
éléments constitutifs du modéle statistique hyper-visco-plastique.

Enfin, nous avons réalisé une campagne d’identification des paramétres & différentes températures
qui nous a permis d’établir des lois d’évolution des paramétres suivant la température de type
ARRHENIUS. Ces évolutions sont alors compatible avec les observations réalisées au CHAPITRE 111
a savoir une rigidification, une augmentation de la dissipation et une accentuation des effets

plastiques lorsqu’on descend dans les basses températures.
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Dans un premier temps, nous avons caractérisé le comportement de 1’élastomére silicone chargé
VHDS 1029 via des essais expérimentaux, afin de dégager des observations qualitatives et quan-

titatives permettant de motiver la construction d’'un modele phénoménologique.

Nous avons donc réalisé une campagne d’essais en traction uniaxiale et en double cisaillement
qui a permis de mettre en évidence les paramétres influant la réponse du matériau pour divers
types de sollicitations (montée en charge, relaxation, cyclique...). Ainsi, on a pu montrer les
effets de divers facteurs expérimentaux comme le temps d’observation, le vitesse de sollicitation,

I’amplitude maximale statique ou dynamique de chargement ainsi que la température.

La prise en compte de ces observations expérimentales dans nos développements nous améne a
considérer un comportement élasto-dissipatif nécessitant un formalisme mécanique en grandes
déformations et fortement dépendant de la température du matériau. Ainsi, il est constitué
d'une composante élastique non-linéaire et d'une composante dissipative dépendant de la vitesse
de déformation et de I'amplitude de chargement.

D’un point de vue microstructural, ce phénoméne d’amortissement est principalement da a un
réarrangement moléculaire au niveau de la structure interne du matériau qui permet d’observer
un glissement aux interfaces générant une perte d’énergie par viscosité (frottement entre chaines
macromoléculaires), plasticité (frottement aux interfaces charge-charge et charge-matrice) et dé-
cohésion, rupture et cavitation (effets d’endommagement).

Nous avons donc commencé par étudier le comportement élastique non-linéaire du matériau.
Sa grande faculté de déformation nécessite alors de considérer le comportement comme hyper-

élastique. On peut alors choisir une forme de densité d’energie libre parmi une multitude de
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modéles proposés dans la littérature. La réalisation d'une campagne d’identification sur certains
d’entre eux montre alors que plus on augmente le nombre de paramétres a identifier plus les
modeéles semblent plus performants. Cependant la complexité des modéles et la multiplicité des
paramétres a identifier engendrent des difficultés liées & la non-unicité du jeu de paramétres ou

encore a la définition du domaine de stabilité du modéle.

Aux phénomeénes microstructurels dissipatifs décrits précédemment, on a pu associer des familles
de comportement comme la viscoélasticité, I’élastoplasticité ou I’endommagement. La littérature
nous enseigne alors que les modéles foisonnent au sein méme de chaque famille mais qu’aucun
consensus ne se dessine nettement. Motivé par la représentation des phénomeénes observés ex-
périmentalement, nous avons fait le choix de réaliser une premiére approche phénoménologique
différentielle du comportement dissipatif. Ainsi, tous nos développements ont été réalisés dans
un cadre thermodynamique permettant la généralisation aux grandes déformations des modéles
rhéologiques via l'introduction d’états intermédiaires. Nous avons opté pour les modeéles de com-
portement viscoélastique compte tenu de leur capacité de rendre compte de l'influence de la
fréquence sur la réponse. Pour traduire le phénoméne d’assouplissement suivant 'amplitude de
déformation, nous avons mis en ceuvre des modéles élastoplastiques écrouissables. La campagne
d’identification des parameétres de ces modéles & partir d’essais cycliques sinusoidaux en double

cisaillement réalisés & température ambiante a permis alors de tirer les enseignements suivants :

les modeéles hyper-viscoélastiques unitaires corrélent convenablement I’expérience pour une
sollicitation cylique donnée (i.e. une amplitude et une fréquence données) et l'utilisation
d’un modéle de MAXWELL génénéralisé permet la couverture d’un domaine de fréquence
pour une amplitude de déformation donnée. La largeur de ce domaine semble étre lice a

son nombre de branche;

le modele hyper-élastoplastique unitaire permet d’obtenir la meilleure (face aux modeles
unitaires hyper-viscoélastiques) corrélation avec l'expérience pour une sollicitation sinu-
soidale et traduit un phénoméne d’assouplissement suivant "amplitude. L’utilisation d’un
modeéle de SAINT-VENANT génénéralisé permet alors de décrire finement les phénoménes

induits par une évolution de 'amplitude dynamique pour une fréquence fixée ;

Nous avons alors proposé d’utiliser une approche statistique qui généralisera les assemblages
mono-branches hyper-visco-élastiques & une infinité de branches. L’apport de cette méthode ré-
side en une couverture d’un large spectre de fréquences, a savoir les avantages d’'un modéle de
MAXWELL généralisé mais, avec un faible nombre de parameétres matériaux a identifier. Pour
I'identification, nous avons choisi d'utiliser des essais cycliques triangulaires a amplitude pro-
gressive permettant ainsi de coupler l'influence de la fréquence et de 'amplitude dynamique.

Cependant, alors que le modéle corréle convenablement I'expérience, il ne traduit pas 1’assouplis-

sement suivant I'amplitude dynamique.
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Pour pallier & cela, nous avons enrichi le modéle satistique hyper-viscoélastique d’une branche
élasto-plastique qui a nécessité ’élaboration d'une stratégie d’identification des coefficients ma-
tériaux. En effet, on distingue la proportion du caractére dissipatif due a la plasticité de celle
traduite par la viscosité en considérant que le phénomeéne de dissipation en régime (quasi)statique
n’est issu que d’un comportement élastoplastique. Les résultats offrent ainsi une corrélation beau-
coup plus proche tout en permettant la représentation des phénomeénes induits a la fois par une
variation de la fréquence et de 'amplitude dynamique.
Une validation du modéle statistique hyper-visco-plastique ainsi identifié a été réalisée par
confrontation modeéle/expérience pour des sollicitations sinusoidales combinées (cycliques multi-
harmoniques et cycliques avec préchargement statique). Le modeéle refléte alors convenablement
le comportement réel tant d’un point de vue qualitatif que quantitatif.
Une interprétation physique des éléments rhéologiques constituant un tel modéle a pu étre pro-
posée en s’appuyant sur le caractére multiphasique du matériau.
Finalement, la mise en ceuvre de notre méthodologie d’identification a différentes températures
a permis de mettre en évidence des lois d’évolution des paramétres du modeles. Evolution qui
s’est avérée compatible avec les observations faites sur les comportements de cette famille de
matériau a diverses températures (une rigidification, une augmentation de la dissipation ainsi
qu'une accentuation des effets plastiques lorsqu’on descend dans les basses températures).
Les perspectives offertes par ce travail de recherche sont alors :
— envisager un couplage thermo-mécanique pour la modélisation des piéces amortissantes via
les lois d’évolution des paramétres suivant la température,
enrichir le comportement hyperélastique global en vue de représenter plus finement les
non-linéarités qui apparaissent a des déformations plus élevées et par la méme, décrire le
phénomeéne de dissymétrie des boucles d’hystérésis présent lors de chargemenst cycliques
avec pré-déformation,
— introduire un écrouissage non-linéaire permettant d’affiner le phénomeéne d’assouplissement
suivant I’amplitude dynamique au cours d'un chargement cyclique,
implémenter ce modéle dans un code de calcul éléments finis en vue de simuler le comporte-
ment de piéces réelles sous chargements combinés et dans différentes conditions thermiques,
prendre en compte les phénoménes d’endommagement afin de prévoir la durée de vie des

pieces réelles.
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ANNEXE

A Thermodynamique appliquée

aux grandes déformations

Avertissement :

L’objet de cette annexe est la mise en place d’un cadre thermodynamique, qui servira
de référence tout au long de ce travail. Les formulations qui en résultent, doivent étre
suffisament générales pour prendre en compte divers phénoménes mécaniques tels que
I’hyperélasticité, la plasticité, la viscoélasticité, l'incompressibilité ou I’endommagement
et ce, en grandes déformations.

La redaction de cette annexe a été largement inspirée par le travail de MEO [2000].

Nous invitons donc le lecteur désirant connaitre plus de détails & consulter cet ouvrage.

Sont donc présentées, les différentes grandeurs nécessaires a la formulation d’un
probléme en grandes déformations.
Puis nous écrivons, dans ce cadre, les deux principes fondamentaux de la ther-
modynamique.

— Enfin, nous introduisons la notion d’état intermédiaire, notion majeure pour les
développements réalisés dans ce travail. Un certain nombre de lois, dont la validité

est vérifiée par des critéres d’objectivité, sont alors déduites.

En résumé, ce qui suit explicite les hypothéses de travail et délimite le cadre de cette

étude.
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A.1 Formalisme des grandes déformations

A.1.1 Description du mouvement

FiGURE A.1 — Systéme de configurations.

Soit un solide S évoluant dans un référentiel R. Il occupe le domaine €2 dans la configuration Cy
que nous considérons comme la configuration initiale. Il occupera & l'instant t le domaine w dans
la configuration Cy (c¢f. FiG. A.1).

En mécanique des solides, la configuration initiale du solide avant déformation est souvent choisie
comme configuration de référence |[SIDOROFF, 1982]. On peut définir une fonction I, qui a la

position X d’une particule P dans Cj, associe T sa position dans C}:

) C() — Ct (Al)
X — #=KX0 '

K

En introduisant «, le vecteur déplacement, I’équation A.1 peut se mettre sous une forme équiva-

lente :

—

i=X+aX,t). (A.2)

A.1.2 Expression des déformations

En vue de définir la transformation locale au voisinage de la particule P, on introduit clas-
siquement l'application linéaire tangente F associée a K. Considérant un vecteur dX dans la

configuration initiale, son image dz dans la configuration actuelle s’obtient par la relation :

dr = F - dX, (A.3)
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et de maniére indicielle, en utilisant la relation A.2 :

Fi=5x, = ox,

+ (5,']‘. (A.4)

F (appelé aussi gradient de la transformation) traduit le "transport" de Cy vers Cy. L’application

linéaire tangente est localement inversible et conserve 'orientation, par conséquent :
J = det(F) > 0. (A.5)

Au niveau local, les lois de transformation, liant un élément de volume dV ou de surface NdS

de C a leurs images respectives dv et fids dans C}, se déclinent comme suit :

dv = JdV, (A.6)

B (CofF) - NdS

nds = L (A.7)
JE - NdS.

Le tenseur gradient de la transformation F décrit le mouvement local autour d’une particule. Il
englobe aussi bien les rotations rigides que les déformations pures et ne constitue pas alors une
bonne mesure des déformations. Aussi, faut-il utiliser des mesures qui ne rendent compte que
des changements de forme du milieu c’est & dire qui ne traduisent que les variations de longueur
et d’angle, soit pour deux vecteurs, les variations de leur produit scalaire.

Dés lors, on peut définir plusieurs déformations :

— soit par une définition directe qui détermine les tenseurs de dilatations ou de déformation
directement a partir de F. Clest le cas des formulations classiques de déformations réalisées
en configuration initiale et actuelle,
soit par décomposition de F telle que la décomposition polaire, utilisée ici, qui ne de-
pend que des configurations initiale et actuelle ou bien d’autre telle que par exemple la

décomposition corotationnelle qui depend de I’histoire des déformations.

A.1.2.a Description lagrangienne des déformations

On considére dX et dY deux vecteurs de la configuration Cp, devenant dz et dg/ aprés déformation
(dans C}). On a:

Nl
oo~

-dY)
-dY

sl

d-dy = (F-dX)-
- Jx.FL.

On note alors C' le tenseur des dilatations ou tenseur de CAUCHY-GREEN droit défini par :

C=F -F (A.8)
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La variation de produit scalaire s’écrit alors telle que :
d&-d@-d?(-d?:d?(-(ﬁT-ﬁ—i)-dY (A.9)

On note ainsi E le tenseur des déformations de GREEN-LAGRANGE défini par:

eyl
I

au
|

=

(A.10)

N —

A.1.2.b Description eulérienne des déformations

On définit alors de la méme maniére, dans la configuration actuelle, le tenseur de CAUCHY-

GREEN gauche comme étant :

= = =7 - - - =—1 =

B=F-F telque dX-dY =dz-B -dy. (A.11)
Le tenseur d’EULER-ALMANSI A traduit alors la variation de produit scalaire, il est défini par:

~B Y. (A.12)

::'>H
I
=l

(

N —

A.1.2.c Décomposition polaire du tenseur gradient de transformation

Une autre maniére d’introduire la notion de déformation est d’utiliser 'unique décomposition
polaire de F (car det(F) > 0):

V. R-R-T. (A13)

avec \:/, U respectivement les tenseurs des déformations pures droit (en description lagrangienne)
et gauche (en description eulérienne)— tous deux sont symétriques définis positifs — et R le tenseur
de rotation. La transformation est ainsi décomposée en deux étapes. Le passage de Cy a Cf

s’effectue par une rotation puis une déformation, ou U'inverse (cf. Fia. A.2).

FIGURE A.2  Description d’une décomposition polaire [SIDOROFF, 1982].
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A.1.3 Vitesse de déformation

Pour caractériser les vitesses, on introduit le vecteur ¢ comme étant la dérivée par rapport au

temps de f()z,t). Si bien que pour dr de Cj, on a:

- =

dv=dz=F-dX =L-dx (A.14)

L’équation A.14 montre bien que I*E' mesure la vitesse de déformation entre la configuration initiale
et celle actuelle et il est donc possible de définir le tenseur gradient des vitesses L= ﬁ . 1?’_1.

La décomposition de L en une partie symétrique et partie antisymétrique représentant respec-
tivement la vitesse de déformation et le rotationnel du champ des vitesses permet de définir les

tenseurs eulériens taux de déformation D et de rotation W de la transformation.

N
L=D+W avec D:%(L_+liT>7 (A.15)
-3 (E-1)

Si dz et d_g} sont deux vecteurs de CY, il nous faut exprimer la dérivée par rapport au temps de

leur produit scalaire. On a, en configuration eulérienne :

d - - L= L
a(dx ~dy) = 2dxz - D - dy. (A.16)

- . . . = =T = =
On obtient de la méme maniére en configuration lagrangienne, avec £ = F' - D - F' le tenseur

taux de déformation lagrangien confirmant que E et D sont les transportés l'un de 'autre :

%(d} Ldy) = 2dX - E-dV. (A.17)

A.1.4 Description des efforts

Trois descriptions peuvent étre utilisées pour définir I'état de contrainte dans un solide, sui-
vant que l'on considére les efforts intérieurs de cohésion dans la configuration actuelle (cﬁ, voir
Fic. A.3) a travers un élément de surface déformé (7ids) ou non déformé (NdS), ou encore le
transport des efforts de cohésion (dT') & travers un élément de surface non déformé (7ids). Ces
approches définissent respectivement les decriptions eulérienne, mixte et lagrangienne [MEO,
2000].

A.1.4.a Description eulérienne

Comme nous 'avons expliqué précédemment, on considére les efforts intérieurs de cohésion exer-
cés par une partie du solide sur 'autre, & travers un élément de surface 7ids. On définit o le

tenseur des contraintes de CAUCHY de facon analogue aux petites déformations comme étant :

dt =

Qi

- 1ids. (A.18)

o (tenseur symétrique) représente donc les efforts de cohésion réellement exercés a travers un

élément de surface déformée et par unité de surface déformeée.



A.1. Formalisme des grandes déformations 237

R

FIGURE A.3 — Etat de contrainte dans les différentes configurations.

A.1.4.b Description mixte

Dans ce cas, on peut également lier les efforts intérieurs de cohésion dans la configuration actuelle,

cﬁ, au transport de I'élément de surface nds dans la configuration initiale noté NdS.

h—5.-JF . NdS,

Ainsi, le tenseur des contraintes associé a cette description est 7 (tenseur non symeétrique), le

premier tenseur de PIOLA-KIRCHHOFF :

-
P

. NdS.

=J

Il
Qi

(A.19)

!

il

b =

Tout comme F', ™ n’est ni lagrangien, ni eulérien. On parle alors de description mixte. Physi-
quement, il représente les efforts de cohésion réellement exercés a travers un élément de surface

déformée par unité de surface non déformée.

A.1.4.c Description lagrangienne

L’obtention d’une description complétement lagrangienne de 1’état de contrainte nécessite le

transport de I’effort réel de cohésion dt dans la configuration initiale non-déformée tel que:

Al =F  -dt (A.20)
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On introduit ainsi S (tenseur qui n’a aucune signification physique mais présente la particularité

d’étre symétrique) le second tenseur de PIOLA-KIRCHHOFF tel que:

1 -1

S—JgF 5. F T —F "5

— =

) (A.21)
dT' = S - NdS.

A.1.5 Equations d’équilibre statique

w

Pl
I

&up

C(] Ct

Ficure A4 Conditions limites dans les configurations initiale et actuelle.

On définit dans la configuration actuelle (¢f. Fia. A.4) par dw la surface du domaine w, dw,, et
Owp respectivement les sous domaines de dw sur lesquels on applique un déplacement imposé
@ ou une densité surfacique de force par unité de surface déformée t tels que dw, U dwp = dw
et Ow, N Owp = (), 6 un élément de volume dans la configuration déformée et 7 les efforts de
cohésion exercés a travers 1’élément de surface 09.

Dans la configuration initiale, 99, 9€),, 0Qpr, D et 0D sont respectivement les transportés de
Cy vers Cy par 'intermédiaire de ﬁ_l de dw, 0w, Owr, § et D0. T est la densité surfacique de

force exprimée dans Cj.

A.1.5.a Formulation eulérienne

L’écriture de la conservation de la quantité de mouvement, traduisant dans la configuration

actuelle, ’équilibre du sous domaine 9§, donne:
/ Fds—i—/pfdv =0, (A.22)
a6 1)

ot p est la densité de masse par unité de volume dans la configuration actuelle et fla densité
massique de force.

On obtient dans la configuration actuelle, en utilisant le théoréme de la divergence et apres avoir
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injecté la relation A.18 dans I’équation A.22, ’équation d’équilibre associée aux conditions limites

suivantes :

G-n=t sur Owp (A.23)

A.1.5.b Formulation lagrangienne

Si on note pg la densité de masse par unité de volume dans la configuration de référence, I’équation

de la conservation de la masse et la relation A.6 nous donnent :
pdv = podV soit pg = Jp. (A.24)

En se servant des lois de transformation A.6 et A.7 pour changer les domaines d’intégration de

A .22, 1l est alors possible d’écrire dans la configuration Cy:

7 N=T sur 0Qp (A.25)

A.1.6 Hypothése des petites perturbations

L’hypothése des petites perturbations consiste a supposer que le déplacement @ est faible, ainsi
Cy et C, X et 7 se confondent. On se place alors dans le cas ou F tend vers le tenseur unité, la
déformation est alors caractérisée a des termes du second ordre prés par:

-1
3

=i N

(Vu)T + V)

C:':B:

+2%et E~A~E

et 5 ~ 7 ~ S. Les contraintes sont alors généralement désignées par le tenseur de CAUCHY
vérifiant les équations d’équilibre et les conditions aux limites (¢f. A.23).

A.2 Lois de comportement

Dans le cas général, une loi de comportement prend la forme [SIDOROFF, 1982]:

Configuration déformée :

a(t) = T%(F(T)), (A.26)
Configuration initiale :
Sit)= H(F(r)) e  7(t)= F(F(r)). (A.27)



240 Annexe A. Thermodynamique appliquée aux grandes déformations

ou G, 7;( et ,1—" sont des fonctionnelles "histoire des déformations" traduisant que la contrainte
en :1? pT()Elit anfnstant t dépend de I'ensemble des déformations subies par le matériau en tout
point jusqu’a cet instant.

Nous adoptons pour cela la méthode de I’état local telle qu’elle est exposée dans [LEMAITRE
et CHABOCHE, 1996] : la connaissance en un point d’un certain nombre de variables permet de
complétement déterminer I’état thermodynamique en ce point. Les dérivées par rapport au temps
de ces variables n’interviennent pas dans la définition de I’état, I’évolution sera donc considérée
comme une succession d’états d’équilibre. Parmi ces variables d’état, on distingue : les variables
observables, scalaires ou tensorielles, qui sont directement accessibles par la mesure (tempéra-
ture, "mesure de déformation". ..) et les variables internes qui sont introduites pour décrire les

phénomenes dissipatifs (plasticité, viscosité, viscoplasticité. .. ) ou entre autre 'endommagement.

Une loi de comportement doit, en outre, obéir aux critéres suivants :

— le principe d’objectivité ou d’indifférence matérielle : la loi de comportement doit
étre invariante par tout changement de référentiel. Pour que cela soit vérifié, il faut que
1) soit fonction de variables objectives. Or suivant la description utilisée la définition de
lobjectivité est différente. SIDOROFF [1982] considére une seconde configuration déformée
Cf, définie par une rotation R dela premiére configuration déformée Cy et il note * toute
grandeur définie dans C}. Dés lors, pour qu'une grandeur soit objective, elle doit vérifier
les égalités décrites dans le TABLEAU A.1.

— l'isotropie du matériau : elle se traduit par une invariance des différentes lois constitu-
tives par toute rotation de la configuration de référence. Dans ces conditions, ¢ peut étre

considérée comme une fonction scalaire isotrope de B (resp. C) dans Cy (resp. Co).

Description | Tenseur d’ordre 1 | Tenseur d’ordre 2
Eulérienne v=R-u i=R-a-R
—* = =% =
Lagrangienne U =U A=A
— % = — =% = =
Mixte U =R-U A =R-A

TABLEAU A.1  Tableau des éqgalités définissant 'objectivité d’une grandeur suivant la description

extrait de [LAHELLEC, 2001]

A.3 Cadre thermodynamique

Nous avons vu au paragraphe A.1.4, les équations d’équilibre statique qui peuvent se déduire
de la conservation de la masse et de la quantité de mouvement. Le premier principe exprime

quant a lui la conservation de ’énergie. Si on note, e la densité massique d’énergie interne, r la
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densité massique de production interne de chaleur, ¢ (resp. Q) une perte surfacique de chaleur au
travers de la frontiére dw (resp. 9€2) alors on peut exprimer la conservation de I’énergie suivant
la configuration :

Configuration déformée :

pé =5 : D+ pr— divyq, (A.28)

Configuration initiale :
pPo€ = S:E+ por — diVch, (A.29)
POE =T : F:1 + por — diVXCj. (A.30)

Si S désigne 'entropie du systéme et Z..¢ est le taux de chaleur requ par celui-ci, divisé par
la température T, alors 'inégalité fondamentale pour un systéme non adiabatique (Second
principe) s’écrit S — T.t > 0. Si bien que si I'on définit s comme densité massique d’entropie,
en associant ’écriture du premier principe, on obtient alors trois expressions de l'inégalité de
CrAuSIUS-DUHEM, ol ¢ (resp. ¢g) désigne la dissipation sur Cy (resp. Cp) :

Configuration déformée :

i ) 1, — - =
o=—ple+Ts) — Tq-grade—l—a :D >0, (A.31)
— Configuration initiale :
. ) 1~ —— = =
b0 =—po(é+T$) — TQ cgradyT + S : E >0, (A.32)
. . 1 - —— _ =
b0 = —pole+T3) — TQ cgradyT +7: F > 0. (A.33)

On adopte alors la méthode de 1’état local défini au paragraphe précédent ou l'on note A;
les variables internes dans Cj et «; leurs homologues dans C}. On postule ensuite 'existence
d’un potentiel thermodynamique du type énergie libre spécifique de HELMHOLTZ (¢ = e — sT))
dépendant des variables thermodynamiques.

Dans ce cas, il est montré dans [MEO, 2000] que les équations A.31, A.32 et A.33 prennent la

forme (1)

— Configuration déformée :

_ oY, =t oY o . 1, —
= (5— k4 — VT — N > _
¢ =(0—2pB aB) L —p(s+ aT)T p@ai *di — 7q grad, T > 0 (A.34)
Configuration initiale
_ o = N a1 a ——s
b= (5= po k) B pols + G~ pog' e A= G gradyT 20 (A3
_1 N o . S R —
oo =F (7 —2poF 80) E —po(s+ aT)T paAi o A; TQ gradyT >0 (A.36)

(1). On rappelle que "o" désigne le produit contracté sur le nombre d’ordre suffisant pour que le résultat obtenu

soit un scalaire.
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Dés lors, on suppose que la dissipation résulte uniquement des déformations totales, des variables

internes et de la conduction thermique ce qui implique que s = —g—;ﬁ.

On obtient alors les lois d’état reliant les variables observables aux variables duales associées et en
définissant pour cela les variables forces thermodynamiques w; (resp. W;) associées aux variables

internes (alors considérées comme variables flux) telles que w; = —p% (resp. W; = —pogi_).

On definit alors les autres variables forces telles que

— Configuration déformée :

Fo=6—20B - —= et Fq= 2" A 37
Fo=0—2p Py et Fy T ( )
— Configuration initiale
oY 0 dxT
= = = =_1 _ = 2 —gradx
=S—po—=,Fr=F - (F—2pF - —=)et Fg=—"——. A.38
s=5-m>k. (7 —2p0F - ) et Fo = 5 (4.38)

La dissipation sera donc la somme des produits forces/flux thermodynamiques définis ci-aprés :

— Configuration déformée :

N
Variables forces o | wi | Fgq

(]
£

Variables flux q

Configuration initiale :

Variables forces s et Fr | Wi ?Q

= . —

Variables flux E A; Q

On effectue un découplage des phénomeénes thermique et mécanique par décomposition de la
dissipation ¢ (resp. ¢g) dans Cy (resp. Cp) en une contribution purement thermique ¢*" (resp.
B4 et une contribution purement mécanique, notée ¢ (resp. ¢i*) appelée dissipation in-
trinséque, telles qu’elles soient séparément positives et ce, indépendamment de la configuration

[GERMAIN, 1973].
On obtient finalement une nouvelle écriture de I'inégalité de CrAusIUS-DUHEM telle que :

— Configuration déformée :

¢t = Fy L +wjed; > 0et ¢ = Fo - §>0 (A.39)
Configuration initiale :

int _ T .i . . ther _ * )

po"  =Fs: E+W;eA;>0et 9" =Fg-Q>0 (A.40)

Gt = Fr i E+Wiodi 2 0et 6" = F - G20 (A.41)
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A.4 Pseudo-potentiel de dissipation et lois complémentaires

Pour décrire pleinement 1’évolution des variables associées aux processus dissipatifs, il faut pos-
tuler I'existence d’un pseudo-potentiel de dissipation ¢ qui est alors fonction des variables flux.
On suppose pour cela une relation linéaire forces et flux telle que le proposent les relations
d’ONSAGER ou bien une généralistion non-linéaire de celle-ci [SIDOROFF, 1977|. Il est impor-
tant de préciser que pour ne pas violer I'inégalité de CLAUSIUS-DUHEM, ¢ est & valeur scalaire,
continu, convexe, non-négatif et nul a l'origine (i.e. ¢ > 0, ¢(0) = 0).

L’écriture des lois complémentaires s’effectue alors en se placant dans le cadre des modéles
standards généralisés tels qu’ils peuvent étre définis par HALPHEN et NGUYEN QUOC SON
[1975]. Dans ces conditions, "les forces thermodynamiques suivent un principe de normalité par

rapport au pseudo-potentiel de dissipation".

De ce fait, I’hypothése d’indépendance des phénomeénes mécanique et thermique, faite précédem-
ment pour justifier le découplage de la dissipation, permet de distinguer un pseudo-potentiel

ther

purement thermique ¢ ne dépendant que des "flux thermiques" et un autre purement méca-

nique ™ ne dépendant que des "flux mécaniques" :

=T . =T
gp(L 7(342-,(?') = (’Dmt(L ,di) + (’Dther(q—) dans C},

N Lo, R (A.42)
SO(EvAZyQ) = ('pznt(EvAi) + (-Pther(Q) dans Co.

L’introduction de (,0(2) dans les équations A.39, A.40 et A.41 permet alors d’écrire suivant la

configuration :

Configuration déformée :

— int
G —2pB - g—g = 82901:) , (A.43a)
o o int
—p a;/}- =5, (A.43b)
N ther
_gra;mT — 8%@ , (A.43c)

S e e . T .
Il faut noter que par respect du principe d’objectivité la variable flux L= a été substituée

par le tenseur taux de déformation D qui lui est objectif. En effet, l'isotropie de 1 implique

> 8¢ L. Cp. 5 O =T L
que B - 35 est symétrique, si bien que B - 35 L =B- 35 D.

(2). I1 est possible de définir un potentiel de forces ¢* comme étant une fonction des variables forces thermody-

namiques, obtenu & partir de ¢ par une transformée de LEGENDRE-FENCHEL et ayant les mémes propriétés que

@Y.
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— Configuration initiale :

_ int _ _ int
G pg L Z 9T B o op R 2Ly 2 O (A.44a)
oF OFE oC OF
81/) 8()02'1116
— = - A .44b
vy ( )
— ther
_grady T 0977 (A .44c)
T 00

REMARQUE A.3
Sous I'hypothése des petites perturbations, en utilisant les relations définies au paragraphe A.1.6,

les équations précédentes sont équivalentes et peuvent s’écrire telles que :

_ 0 it
a:@%+ %ﬂ (A.452)
o o int
pa;/)' + (ffd =0, (A.45b)
grad, T Opther
_ = - (A.45¢)
T 0q 0

A.5 Notion d’états intermédiaires [SIDOROFF, 1973, 1974, 1976]

Suite au paragraphe précedent, nous avons observé la nécessité d’utiliser une ou plusieurs va-
riables internes pour modéliser les comportements complexes. Le bon choix de ces variables ainsi
que du pseudo-potentiel de dissipation permettra une bonne représentation comportementale du
matériau étudié. C’est pourquoi, il est quelquefois plus pratique de se ramener a des variables
ayant un sens physique. Pour ce faire, une des solutions possibles est de postuler 'existence d’

état intermédiaire.

A.5.1 Application & un état intermédiaire quelconque

On considére un phénomeéne élasto-dissipatif quelconque. On postule alors I'existence d’un état
intermédiaire (C;) pour passer d'un état de référence Cp, a un état actuel C; (¢f. Fia. A.5) qui
considére la transformation comme la composition d’une transformation purement élastique et
d’une autre anélastique. Sous ces considérations, en notant ﬁ’a et ﬁ’e respectivement les gradients

des transformations anélastique et élastique, F' se décompose comme suit :

F=F. F,. (A.46)

Il est alors possible de redéfinir pour chaque transformation, des tenseurs cinématiques spéci-

fiques. On définira, par exemple, les tenseurs de CAUCHY-GREEN gauches anélastique et élas-
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v

Ci

FIGURE A.5 — Milieu avec une configuration intermédiaire [STDOROFF, 1973].

tique:

B.=F-F, (A.A4Ta)

Ba: [ aT:i1 1’B'i;_T- (A47b)

e
La prise en compte d’un caractére dissipatif par le biais d’un état intermédiaire, entraine alors,

par rapport a un modéle élastique (¢f. § 1V.3), l'introduction d’une nouvelle variable interne,

dans le cas le plus général ﬁ’a ou bien F. :

b = p(F,Fy,T). (A.48)

A.5.2 Milieu a plusieurs configurations

SIDOROFF [1976] propose pour I'étude de milieux nécessitant plus d’'une variable interne par
exemple en viscoélasticité non-linéaire, d’introduire plusieurs états intermédiaires. [MEO, 2000]
expose ce type de description dans le cas d’un comportement couplant plusieurs phénomenes tels
que ’élasto-visco-plasticité par exemple.

Soient dX un vecteur de la configuration Co, dZ; (i € [1..N]) et di ses images dans les n configu-
rations intermédiaires C; et finale Cy. On définit ainsi les différents gradients de transformation :
A7 = F-dX = F' - d7, d7; = 'F-dX et dfips = F - d% pour i € [L.N — 1]. Par un
raisonnement analogue au cas a un seul état intermédiaire, le modéle sera complétement défini
par la connaissance d’un jeux de n + 2 variables ®). Ici, notre choix de variables d’état portera

= 1= N
sur le jeu suivant : (F\T, F,..., F). Pour la suite, 1) dépendra donc de ces variables d’état. La

(3). I existe trois jeux de variables possibles : (F,T,f‘l, e ,ﬁN), (f,T,lf, e ,NF), (f‘,T, F F ..., F JF ).
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FIGURE A.6 — Milieu avec N configurations intermédiaires extrait de [MEO, 2000].

notion de tenseur de CAUCHY-GREEN droit et gauche est introduite pour chaque état comme

étant :
i = 1 =T 1= =3 ;T =
C=F -F et C=F -F, (A.49a)
. _ S . . _.T
zB _ zF ZFT ot Bz _ Fz ) Fz ‘ (A49b)
Il en va de méme pour les taux de déformation :
i = | = 4 =— =i =, =i—1
D=(F-"F ym ot D =(F F ). (A.50)

D’aprés SIDOROFF [1973, 1974, 1976], chaque état intermédiaire n’étant défini qu’a une ro-
tation prés, nous devons vérifier le Principe d’Invariance des Fonctions Constitutives
(P.I.LF.C.) ™. Une loi (de comportement ou complémentaire) vérifie ce principe si et seulement
si elle peut étre réduite a une forme ne faisant intervenir que des grandeurs qui appartiennent aux
deux familles de grandeurs suivantes: les tenseurs I'-invariants, respectant la loi de transforma-
tion: X = )?, et les tenseurs I'-objectifs, respectant la loi de transformation : X" = é X éT
[SIDOROFF, 1973].

Par un raisonnement similaire & celui mené au paragraphe A.4, puisque la vérification du principe
d’objectivité revient a la vérification du P.I.LF.C. dans le cas particulier ou C:2 = él =...= C:QN,
I'application de ce principe entraine donc pour I’énergie libre, ¢ = 1/1(5,15, . ,NC:’,T).

Dans le cas de variables internes entiérement déterminées par le biais d’états intermédiaires,

I'isotropie du matériau doit se traduire par 'invariance des lois constitutives pour toute rotation

(4). Le P.ILF.C. se traduit par une invariance des lois de comportement par tout I'-changement de référentiel
telle que - = Q- F, ‘"= Q:-'Fpourie [1..N], avec {C?th e ,éN}, N + 1 tenseurs orthogonaux dépendant

du temps.
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de la configuration initiale et en particulier vérifier 'invariance de I'énergie libre pour une telle
transformation. Par conséquent, si un matériau est isotrope, alors sa fonction énergie libre spé-
cifique est une fonction scalaire isotrope des variables (C:',IC:',. . .,NC:',T). En outre, en utilisant la
décomposition polaire de i’, on remarque que cette propriété est équivalente a avoir 1 fonction
scalaire isotrope de (é,él,. . .,EN,T).

On a vu dans le cas élastique (cf. § IV.3) que 9 était un fonction scalaire isotrope de (17,12,13), les
trois invariants de C' ou B suivant la configuration choisie. Dans un cas a un état intermeédiaire

(et par conséquent a une seule variable interne); on a:
W(B,Be) = (11,12, 13,11, 15,15 K11, K, K12, K1), (A.51)

Iy, IS, I de81gnant les trois premlers 1nvar1ants de Be, K = tr (B ée), Ko = tr (ée E)
Koy =tr (B - Be) et Koy = tr (B - B, ) les quatre invariants mixtes.

A.5.3 Lois constitutives

Suite a l'introduction de ces variables internes, il est maintenant possible d’écrire I'inégalité de

CLAUSIUS-DUHEM associée & la notion d’état intermédiare.

e Configuration déformée

Dans le cas isotrope en formulation eulérienne, ’énergie libre spécifique est fonction isotrope
des variables (E,EZ) et de T'. Dans ces conditions, on est en présence d’un nouveau couple de
: : : : o =,
variables force/flux thermodynamiques tel que (w;,q;) soit représenté par (—p%,BZ) dans la
7

relation A.34. On a alors :

= 0 19} =; 1
):D— p(n+—¢) T—p LB - 1g

= _¢ 1
8: oT aéi ' T

¢ = (0 —2pB-

—_—
grad,T" > 0. (A.52)

Une démarche analogue a celle menée précédemment nous conduirait a I’expression d’une loi de

— = int
comportement vérifiant le P.I.F.C. (¢ = 2pB - 8—1@ + &’;—), mais & une expression erronée des

lois complémentaires. En effet, ces derniéres feralent 1nterven1r B qul n est ni [-invariant, ni
_ P,
I'-objectif. Une solution est de décomposer B tel que B =L -B'+B"- L —2F". ZD F , ce

qui entraine une nouvelle expression de I'inégalité de CLAusius-DUHEM (c¢f. [MEO, 2000]) :

61/}) D— p(n+a—¢)T—|—2 v

oB' or oB'

O i iz

% VD (A.53)

—2oB- 2L _9,B".
¢=(c—2p Y

s —g T
on' D'=R"-'D-R" . L’équation A.53 ne fait apparaitre alors que des variables I'-objectives et
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I’ensemble des lois qui en découlent, vérifie le P.1.F.C.

( = 0 =i 0 o int
5=2pB- %Y 4 opp 2 O
0B 0B oD = =k

n= _8_T ; ; = k=0

_i O =i gt avec ¢ "™ = "(D,"D") (A.54)
20V = Vo= o

B oD (’Dther — (pther(q»)
grad, T Dpther
T 07

e Configuration initiale

.. . N . . . =15
On entend ici traiter le cas ou 1 est fonction scalaire isotrope des tenseurs (C, C') et de la
température T'. Dans ces conditions, on est présence d'un nouveau couple de variables force/flux

oY i %

thermodynamiques tel que (w;,d;) soit représenté par (—po——, C) dans les relations A.35 et
oC

A.36. Le principe de normalité, nous permet alors d’écrire:

= int _ _ int
Szﬂoa—q/:)—l-a(’pi 0117=r:2p0F-6_1/:)_1_17.6(70i
oE  9F ile OF L
-2 Y =1v(C, C)
"=Tar —ne e
87/) a(pznt avec (’Dlnt — (,DZTLt(C, C) (A55)
TP T = )
__M oC C,DtheT _ (,DtheT(Q)
_gradXT - 8(pther
T a@‘

On vérifie alors que les deux formulations de la loi de comportement A.55a,b vérifient le P.I.F.C.
Il en est de méme pour la loi complémentaire A.55d qui ne fait intervenir que des grandeurs

I'-invariantes.

A.5.4 Généralisation des modéles rhéologiques aux grandes déformations

Pour un modéle & une seule configuration intermédiaire, la décomposition du gradient de trans-
formation (c¢f. Eq. A.46) ramenée au cadre des petites déformations, entraine une décomposition
additive du tenseur des déformations ¢ telle que € = &, + &, ol €, pouvant étre une déformation
plastique, visqueuse ou viscoplastique. Les modéles rhéologiques de type (©), (D) et (2) suivent
respectivement une décomposition de 1’énergie libre telle que 1) = e (Z¢), ¥ = e (&¢) + Vg (Ea)
et ¥ =g (&) + e (Ee) (cf. Fia. A.T).

A partir des travaux de SIDOROFF [1977], on montre que dans le cas isotrope et d’'une décompo-

sition & N états intermédiaires de I’énergie libre analogue a celle adoptée dans le cas des petites
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o
Ya
e e AN
Ee €a €e €a €e €a
(a) Modéle rhéologique (0) (b) Modele rhéologique (D (¢) Modele rhéologique 2

FIGURE A.7 — Quelques exemples de modéles rhéologiques a un seul état intermédiaire.

Yo \ AN

W — I

I i
et/ou } Yo

| | R R
SN | e

FIGURE A.8 — Généralisations a un modéle rhéologique étendu composé de N branches.

déformations, on peut alors écrire en formulation eulérienne :

v = (B)+ui(B')+vi(B).

o (A.56)
Yo,e,, étant 2N + 1 fonctions scalaires isotropes

Le systeme A.54 peut étre vu comme la généralisation aux grandes déformations du modéle
rhéologique présenté FIGURE A.8. A partir de ce modéle rhéologique généralisé étendu, on peut

retrouver chaque modéle unitaire appliqué au cadre des grandes déformations.

A.5.5 Milieux incompressibles

La transformation totale étant décomposée en une succession d’états, il est possible de distinguer
I'incompressibilité globale du matériau, det F =1 et donc I'incompressibilité d’une des trans-

formations intermédiaires telle que det F = 1 pour i € [1..N]. [MEO, 2000] nous montre que
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ces relations sont alors respectivement équivalentes suivant la configuration choisie aux relations
tD=0 et trD=trD°=0 Vie [1..N] (A.57a)
. =_1 iz i=—1
s C: =0 e 'C:'C" =0 Viell.N] (A.57b)
e Configuration déformée
Si ’on se place dans le cadre de ’égalité A.53, la particularisation de l:), par I'équation A.57a,
autorise I'application du principe de normalité sur la seule partie déviatorique de 7, :
5 [ _ o _i o P apint
o, =|0-2pB-—= —2pB - —| =-—"=. (A.58)
0B 9B oD
On est alors amené a introduire p une fonction scalaire homogéne a une pression hydrostatique
telle que:
_ = 0 =i 0 =
5—2pB- 20 4 opB —1/’ — pl. (A.59)
0B
&fi V" de la relation A.53. C'est donc sur les parties
(A.60)

oB

déviatoriques de ces derniéres que le principe de normalité est appliqué :
D a(pint

Il en va de méme pour les termes 2,0‘7i .
8 —
1/}' ) VZ:| i =0
oD

[QpVi .

oB'

e Configuration initiale
Dans le cas des descriptions mixte et lagrangienne, les conditions d’incompressibilité A.57b ne
permettent I’écriture de §v et F- Ty qu’a un multiple de C:'_l pres:
-1 _ = dpint =—1
Flz,=8,="2——pc " (A.61)
oF
si bien que:
= 3, Opint =1
OF OF
- 0 = Opint _
B N ) (A.63)
)
(A.64)

. D o
|:—,002C‘ a:/}_:| :ZC' FRcRE
ocC ocC

et
Dans le cas ou la i-éme transformation intermédiaire est incompressible, on a :
a(pint
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FI1GURE A.9 — Conditions limites thermiques.

A.6 Aspect théorique du couplage thermo-mécanique

Afin de mettre en évidence les différents termes de couplage, nous introduisons une écriture de
I’équation de la chaleur dans le cadre thermodynamique énoncé au paragraphe A.3. On va donc
prendre en compte la dépendance en température du potentiel d’énergie libre ¢ et du pseudo-
potentiel de dissipation mécanique ¢

Les équations constitutives sont obtenues & partir de ’écriture eulérienne de la conservation de
la quantité de mouvement et des conditions limites (¢f. § A.1.4). L’aspect thermique quant a lui
est obtenu par ’écriture de ’équation de la chaleur.

La FIGURE A.9 propose les conditions aux limites thermiques ou ¢s et T, sont respectivement les
valeurs de flux de chaleur (conductif ou convectif) sur la fraction de contour dw, et celles de T
la température sur la fraction de contour dwp. L’obtention de I'équation de la chaleur s’effectue

alors en partant de la relation ¢ = e — sT telle que :

0 = 0 =i 0
=% By 1_/’ B+ s 4T, (A.65)
OB 0B or
: . oY . o : ) .
Or I'hypothése s = a7 (on suppose ici que la dissipation résulte uniquement des déformations

totales, des variables internes et de la conduction thermique) nous conduit a 1’écriture suivante :

PELI S U (A.66)
0B OB

La combinaison de I’équation locale de conservation d’énergie A.28 avec la relation A.66 permet

alors d’écrire en description eulérienne :

:B' + pTs=6: D+ pr — div,q, (A.67)
Cependant, le principe d’objectivité nous contraint & I’écriture suivante :

W 5 O ot O D g =5 Dt opr—diveq,  (A68)
0B dBi oB"

2,0§
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Une association de cette relation aux equations constitutives A.54 nous donne alors :

(pznt _ _ (‘Dmt i=o _
|:0'— — —pl}:D—i—[ . }:D—l—pTéza:D—i—p?‘—divxq_’, (A.69)

8D 821:)0

On peut ensuite simplifier cette écriture par le biais des relations d’incompressibilité (trl:? =0.):

int _ int i =
pTs = ™ + pr —div,q avec ¢ = &pz : D+ 3(2{070 "D, (A.70)
oD oD
Or puisque s = ~37 on trouve :
o 0?1 - 0?1
otoT — OTOt
2 . 2 "y 2,/
= — 81/}: :B— 81/}7. . B —a—zéT.
0ToB oOTORB" oT

s
En réinjectant ce dernier résultat et la chaleur spécifique C), = T'— dans la relation A.70, on

oT
obtient :

. , 2 . 2 y
pCyT +div,g= pr + ¢™ —pT( oY B oY :B>. (A.71)

oToB 5
, OTOB
@ ©)] ® @ ®

La signification physique des termes qui apparaissent dans cette équation est proposée dans le

TABLEAU A.2.

Termes | Signification physique

Absorption de chaleur

Perte de chaleur

Echange volumique réalisé avec l'extérieur

Dissipation intrinséque (mécanique) qui est homogéne a une source

volumique de chaleur interne.

® GO

Termes de couplage qui traduisent la dépendance entre les pro-

blémes mécanique et thermique.

TABLEAU A.2  Signification physique des termes de l’équation A.71.

Sur le plan thermique, en considérant que le materiau difffuse de maniére isotrope, on peut

postuler la forme suivante du pseudo-potentiel de dissipation thermique :

|
(Pther ~or (/’i ! 'Q) g, (A.72)
qui débouche sur un comportement thermique obéissant a la loi de FOURIER ¢ = —Kgrad, T ou

K est le tenseur des conductivités exprimé en description eulérienne.
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Au niveau mécanique, on adopte la généralisation aux grandes déformations des modéles rhéo-
logiques dont les paramétres matériaux seront choisis dépendants de la température [GABRIELLI,
1995 ; MEO, 2000 ; BOUKAMEL et al., 2001]. Certains auteurs comme LION [1997] ; HoL-
ZAPFEL et SIMO [1996a| choisissent de décomposer la transformation en une partie purement
thermique et une autre purement mécanique (élastique, viscoélastique, élastoplastique, visco-
plastique. .. ). On introduit ainsi un état intermédiaire purement thermique tel que F= ﬁM . ﬁ’T
avec Fir = (f(T — Ty))/*1 ot Ty est la température initiale et f(0) = 1.
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B.1 Application en traction simple

—
Soit un solide (S;) en élastomere soumis & un effort de traction noté 7' (¢f. FiG. B.1) et subissant

un allongement unitaire selon €7 tel que A =1+ %

S|

L

L+o

FI1GURE B.1 — Ezemple de déformation d’un cylindre en traction simple sur son aze.

Dans ce cas, la contrainte observable par 1’essai s’exprime directement par % avec S l'aire de la

section de I'éprouvette a I'état déformé. En tenant compte de 'hypothése d’incompressibilité, le

tenseur gradient de transformation s’écrit alors:

0
0 |. (B.1)
1
VA
Si bien que de part I'expression des deux premiers invariants sous I’hypothése d’incompressibilité,
I = \? +% et Io =2\ + /\—12, il est alors aisé d’appliquer ’expression en description mixte Eq. B.2

a cet état de déformation.

My

=TT

— 9 <51/) 9 h) A

T L )T - L2 | — pCofF B.2
on T o) ! 812} pCotE (B2)

On obtient alors la forme suivante du premier tenseur des contraintes de PIOLA-KIRCHHOFF :

)
T 00 T = 2po 8.17/})\—1_ 8;/}2 —g

0 mp O avec 9 P (B.3)
_ po [0V OY 2, _
0 0 7 22 =T =T [8[1 T on (A A)] VA

Il est alors possible de déterminer la pression hydrostatique p en effectuant le calcul w9 = w33 = 0.

=TT
Il

car nous sommes dans le cas d'une traction simple suivant €7 et finalement de définir pleinement

B 1\ [0y oyl

Dans ce cas, la force de traction exprimée par rapport a la configuration initiale s’écrit T'(\) =

w11 tel que :

571'11.
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B.2 Application en cisaillement simple

-
Soit un solide (S.) en élastomeére soumis a un effort de cisaillement noté H (cf. Fia. B.2) et

subissant un taux de cisaillement v selon €.

€3
»

Ficure B.2  Ezemple de déformation d’un cube d’arrétes unité en cisaillement simple selon €7.

De la méme maniére que précédemment sous ’hypothése d’incompressibilité, on peut exprimer

le tenseur gradient de transformation F et les invariants de la déformation :

S]]

1 0
=0 0| et [y =1, =~%+3. (B.5)
0 1

S =D

On obtient alors la forme suivante du premier tenseur des contraintes de P1OTLA-KIRCHHOFF :

1 m9 O P 5
=10 1 0 avec T = 20q <8_;le + 8—Z> Y (B.6)
0 0 1

Dans ce cas, l'effort de cisaillement exprimée par rapport & la configuration initiale s’écrit H =

S7T12.
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Introduction a la rhéologie des

matériaux

Avertissement :

La présentation de la rhéologie des matériaux que nous proposons ici n’est qu'un bilan
de ce qu'on peut déja trouver dans la littérature. Pour une connaissance plus appro-
fondie, le lecteur est donc invité a consulter les ouvrages qui ont servi a sa réalisation
tels que SUQUET [1982] ; LEMAITRE et CHABOCHE [1996] ; BESSON et al. [2001] ;
BoukAMEL [2001].
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C.1 Présentation des modéles rhéologiques

Dans ce paragraphe, on présentera les modéles rhéologiques usuels utilisés dans le cadre des pe-
tites perturbations pour des transformations isothermes. Pour cela, on appliquera ces hypothéses

au cadre thermodynamique défini en ANNEXE A & partir des relations A.45a et A.45b. On obtient

alors : -
_ 0 o™
o= p—zé + ('0; Loi d’état,
0z g (C.1)
81/1 a(pmt . ; )
+ — =0 Lois complémentaires.
8042' 804,

La définition d’un modéle de comportement, pour un matériau donné, nécessite donc une cer-

taine méthodologie :

— choix des variables d’état, variables observables et variables internes selon la nature des
phénomeénes a modéliser,

— choix d’une forme de potentiel thermodynamique (ou d’énergie libre) et de pseudo-potentiel
de dissipation & partir de constatations expérimentales et en fonction des variables d’état
et de parametres caractéristiques du comportement du matériau,

— écriture de la loi d’état et des lois complémentaires qui représentent les lois constitutives
reliant les variables d’état aux variables associées,
réalisation d’essais expérimentaux et identification des parameétres de comportement du
matériau.

On présentera donc, tout d’abord les éléments analogiques de base et les lois associatives que 'on
peut leur appliquer et ensuite des exemples d’essais caractéristiques permettant la classification

des solides réels.

C.1.1 Eléments analogiques de base

LEMAITRE et CHABOCHE [1996] précisent que les modeéles analogiques sont des groupements
d’éléments mécaniques dont les réponses a des solicitations sont similaires a celles des matériaux.
Ils sont utilisés, souvent & des fins didactiques, pour donner une image concréte des équations
de comportement. L’analogie se limite 1a et ne porte en aucun cas sur les mécanismes physiques
eux-mémes.

On peut répertorier les éléments analogiques de base dans le TABLEAU C.1.
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Type d’élément et Cas 1D Cas 3D
comportement
associé
Ressort
2 _ 1 =_ _
k P(e) = ke, Y(E) = —CEe: ¢,
2p (C.2) 2p (C.4)
O - — 0 . =
() =0 ®(&) =0.
c = o=ke (C.3) __ =
FElasticité linéaire ’ = G=C¢ (C.5)
CE' est un tenseur d’ordre 4 appelé tenseur d’élasticité.
Amortisseur
n Y(e) =0, ¥(8) =0,
7 = {li -0 : 1 .5 (C.6) N (C.8)
pe) = ue p(6) =As: ¢
© — o= (c.7) . =.
Viscosité linéaire ’ = o=A¢ (C.9)
/EX est un tenseur d’ordre 4 appelé tenseur de viscosité.
Amortisseur Type
NoORTON =
() =0, (©.10) ¥(E) =0,
n+1 . .ntl .
n,n o) = n nén . ShmE T sitiE=0 (C.12)
e aE Ch
400 sinon.
E— = o= (C.11)
= =1 =
Viscosité non-linéaire = 0 =mnen et tre =0. (C.13)
Patin
frottement sec -
(frotteryent sec) v =0, ORT) )
C.14 - _ - .16
ce — ¥V 1L Lo p(E)= sup {oe}. ( ) ¢(&) = sup {7 : &}. ( )
o€l~05,05] o€Cs
€ . ot Cs est un domaine fermé de R3 @, R3 ¢ et défini par
Plasticité e=0silo| <os, ) o )
une fonction critére (ou seuil), f telle que :
Seuil de contrainte, o o = ossgn(€) sinon.
en 1D (C.15)

TAaBLEAU C.1

si f(6) <0 alors ¢ € Cs — OCs,
si f(&) =0 alors & € 9Cs.

(C.17)

Tableau récapitulatif des éléments analogiques de base

“R3 ®, R3 est espace des tenseurs d’ordre 2 symétrique.
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Dans 1'élaboration de modéle plus complexe possédant au moins deux éléments analogiques de

base, il est nécessaire de définir des lois associatives. On observe alors deux grandes familles :

— En série :

o

Es Eq En
n
€= :27
1=1 (018)
c=a; pouric€[l.n]
En paralléle :
5
5’1 5’1
A I
- 2 |
_ G SR i | _
| 2 |
S N
€n
n
o= 5-727
i=1 (C.19)
£=2¢; pourié€[l.n].

C.1.2 Essais caractéristiques de classification des solides réels

Les essais classiques de caractérisation se font essentiellement en traction ou en traction-compression
simple, a température constante. On se base généralement sur ces essais pour réaliser la clas-
sification des solides réels. Ces essais sont en général uniaxiaux et pilotés en force, F' ou en
déplacement, u, ce qui confére & une éprouvette de section S et de longueur L, un état de
contrainte, 0 = — ou de déformation, ¢ = — uniforme dans tout le volume utile permettant de

o
P’assimiler & un élément de volume.

Essai monotone (montée en charge) : L’éprouvette est soumise & une déformation (ou
une contrainte) a vitesse constante. La réponse linéaire ou non, avec ou sans adoucissement
est donnée par I’évolution de la contrainte en fonction de la déformation (c¢f. TAB. C.2).
Le role de l'echelle de temps (viscosité) peut aussi étre mis en avant en faisant varier la

vitesse de déformation, €.



264

Annexe C. Introduction a la rhéologie des matériaux

Nature de 'essai

monotone

("montée en charge")

€ Temps

Réponse
o
Linéaire
/---7 Non-linéaire o Durcissement
/ Adoucissement
€ ! €
g . . .
e1<¢e; <é€np
Cén
. &
-~ €1
5
Viscosité

TaBLEAU C.2  FEssai caractéristique type chargement monotone

— Essai de fluage :

L’éprouvette est soumise a un échelon de contrainte. La réponse est

donnée par I'évolution de la déformation au cours du temps. Elle caractérise la viscosité

du matériau. Si cette déformation reste limitée lorsque t — oo, on a coutume de dire que

le milieu étudié a un comportement de type solide (c¢f. TAB. C.3)

Nature de I'essai Réponse
e A €
Fluage e
B
g
ago A
Temps Temps

Temps

Déformation retardée o
fluage limitée

(fluage) puis recouvrance

TABLEAU C.3  Essai caractéristique de fluage
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Nature de l'essai Réponse
g
Relaxation ”
3
A
o A
Temps
V Temps
B Temps B

Relaxation puis effacement

Relaxation totale

TaBLEAU C.4  Essai caractéristique de relazation

Essai de relaxation : C’est 'essai dual du précédent. L’éprouvette est soumise a un

échelon de déformation. La réponse est donnée par 1’évolution de la contrainte au cours du

temps. Elle caractérise la viscosité du matériau. Si la relaxation est totale, on a coutume

de dire que le matériau étudié a un comportement de type fluide (¢f. TAB. C.4).

Nature de l’essai

Réponse

Charge-décharge

Temps

7

B

Elastique

1417

Anélastique (écrouissage)

Endommagement

TAaBLEAU C.5  Essai caractéristique de charge-décharge
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— Essai de charge-décharge : Dans ce cas, on augmente la force F' puis on la raméne a

zéro (cf. TaB. C.6). Ce type d’essai permet de mettre en evidence certains phénomeénes :

le milieu est dit élastique lorsqu’il y a superposition des courbes de charge-décharge ;

dans le cas contraire, si aprés décharge compléte il subsiste une déformation résiduelle,
s s . X . X o .

on parle alors d’anélasticité. Lorsque ce phénoméne se manifeste a partir d'un certain

seuil d’effort et que celui ci reste independant de I’histoire du chargement, le milieu

est plastique parfait ;

si ce seuil varie, on parle d’écrouissage. Il y a durcissement (écrouissage positif) si

le seuil augmente et radoucissement (écrouissage négatif) dans le cas inverse ;

Dans le domaine élastique et dans la plage des petites déformations, la partie élastique
du comportement de la plupart des solides est linéaire. Si le module d’élasticité dimi-
nue lors d’une série d’essais de charge-décharge, il y a endommagement [SUQUET,

1982).

— Essai de chargement cyclique : L’éprouvette est soumise & une sollicitation, en contrainte
ou en déformation, de type périodique . Lors de ce type d’essai, selon le matériau, on
peut voir varier les propriétés d’écrouissage au cours des cycles. On parle alors d’adou-
cissement ou durcissement cyclique (¢f. Fig. C.2). Le premier phénomeéne se manifeste
lorsque 'amplitude de la réponse, en contrainte ou en déformation, diminue respective-
ment en déformation ou en contrainte imposée. Il y aura donc durcissement cyclique dans

le cas contraire. Lorsque la réponse est elle aussi périodique, on dit qu’il y a stabilisation

A ¢ Oo constante

Oe constante

Temps

Stabilisé
Stabilisé
(a) Déformation imposée (b) Contrainte imposée

Ficure C.1  Phénomeéne d’adoucissement cyclique
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et existence d'un cycle stabilisé. Ce type d’essai permet de mettre en evidence certains

phénomenes (cf. Tan. C.5) :

— en contrainte imposée, I’'accomodation est la stabilisation du trajet parcouru a
chaque cycle par le point (o,e) sur une courbe fermée formant une boucle d’aire non
nulle (0e — 0). Lorsque la stabilisation du cycle se réduit a une portion de courbe
d’aire nulle, on parle d’adaptation et le milieu est alors celui d’un solide élastique a
une déformation résiduelle prés. Le phénoméne de rochet est une augmentation de

la déformation résiduelle & chaque cycle jusqu’a la ruine [SUQUET, 1982].

— en déformation imposée, a ces deux observations correspondent les effets de relaxation

ou de non relaxation de la contrainte moyenne [LEMAITRE et CHABOCHE, 1996].

Nature de 'essai Réponse

Contrainte imposée

Cyclique

(Triangulaire ou sinusoidal)

B B 0 BB’
Phénomeéne de rochet Phénoméne d’accomodation

Déformation imposée

Omoyen
g €
B
Non relaxation de la Relaxation de la contrainte
contrainte moyenne moyenne

TaBLEAU C.6  Essai caractéristique de type cyclique
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— Autres essais : Il est difficile d’en faire une liste précise tant leur nombre est important.
Par contre, on peut citer pour exemple les divers phénomeénes qu’ils peuvent caractériser :
le viellissement (la fatigue), la rupture par endommagement, la rupture par fissuration, le

frottement, ...)

C.1.3 Schématisation des comportements réels

Dans ce paragraphe, pour mieux définir les comportements réels, nous donnerons, de maniére
qualitative, I’allure des courbes de réponses aux essais caractéristiques (écrouissage, fluage, re-

laxation) comme les auteurs LEMAITRE et CHABOCHE [1996] le présentent.

C.1.3.a Solide élastique parfait

Le processus de déformation est instantanément réversible. Les courbes de réponses qualitatives

aux essais caractéristiques sont comme suit :

€ Temps Temps

(a) Ecrouissage (b) Fluage (¢) Relaxation

F1GURE C.2 — Réponses académiques aux essais caractéristiques pour un solide élastique parfait

Le modeéle analogique de I’élasticité linéaire est le ressort (¢f. § C.1.1). Dans le cas 3D, la loi de
comportement des solides linéairement élastiques est = CE. On peut alors préciser que dans le
cas isotrope, le modeéle est parfaitement défini par deux parameétres du matériau, les coefficients

de LAME, X ety tels que & = Atr(8)1 + 2u&.

C.1.3.b Fluide visqueux

Le fluide visqueux présente un comportement d’écoulement pour toute valeur de contrainte. Les

courbes de réponses qualitatives aux essais caractéristiques sont observables sur la figure Fia. C.3.

Le modéle analogique du fluide visqueux est le modéle de MAXWELL défini par 'association en

série d'un ressort et d'un amortisseur (cf. Fig. C.4).
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€ Temps Temps

(a) Ecrouissage (b) Fluage (¢) Relaxation

F1GURE C.3 — Réponses académiques aux essais caractéristiques pour un fluide visqueux

P(EEv) (&)

F1GURE C.4 — Modéle de MAXWELL

Les variables d’états sont alors la déformation totale, £ et la déformation visqueuse, &, (V. Ainsi,

le modéle est défini par :

_ = 1 _ _ -
Iénergie libre spécifique: ¥(£,6,) = —C(E—&,) : (€ — &),
20 (C.20)
le pseudo-potentiel de dissipation: ¢(&,) = §A§U 2 Eyp.
d’ott la loi de comportement :
_ oYy =._ _
0 =p—==C(E—¢&y); C.21
ag 1% 0 ( v) ( )
et la loi complémentaire : B B
C(E—&,) = A&, (C.22)
Dans le cas monodimensionnel, le modele de MAXWELL est défini par :
1
Pénergie libre: ¢(e,e,) = —k(e — £,)?,
L2 (C.23)
la dissipation: p(&,) = 577(51;)2-
d’oit la loi de comportement et la loi complémentaire s’expriment par :
o =k(e—ey) =néy. (C.24)

Sa réponse au test de relaxation € = egH(t) avec H(t) est la fonction échelon d’"HEAVISIDE telle
que H=0sit<0, H=1sit >0, est :

ot) = keoean -

S|

t> (C.25)

(1). On notera alors la déformation élastique telle que &, = & — &,.



270 Annexe C. Introduction a la rhéologie des matériaux

On introduit alors le temps caractéristique de relaxation tel que 7 = %

C.1.3.c Solide visco-¢élastique

Le solide visco-élastique présente un comportement réversible, mais dont la réversibilité est re-

tardée. Les courbes de réponses qualitatives aux essais caractéristiques sont observables sur la

figure Fia. C.5.

€ Temps

—

(a) Ecrouissage (b) Fluage

Ficure C.5 Réponses académiques aux essais caractéristiques pour un solide visco-élastique

Le modéle analogique du solide visco-élastique est le modéle de KELVIN-VOIGT défini par as-

sociation en parallele d'un ressort et d’un amortisseur (cf. Fia. C.6).

P(E,Ev)

©(Ew)

F1GURE C.6 — Modeéle de KELVIN-VOIGT

La variable d’état est alors la déformation totale, . Ainsi, le modéle est défini par :

2 _ (C.26)

7= a—%+?:55+7\§. (C.27)
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Dans le cas monodimensionnel, le modéle de KELVIN-VOIGT est défini par :

énergie libre : ¢(e) = —k(e)?,
2p (C.28)
la dissipation: ¢(¢) = 577(&'7)2
d’ou la loi de comportement :

Sa réponse au test de fluage o = ogH(¢) est :

()= 2 (1 ~eap <—%t>> . (C.30)

C.1.3.d Autres exemples de modéles de matériaux viscoélastiques

Le modéle analogique de type POYNTING-THOMSON est défini par 'association en série d’un
ressort et d’une association en paralléle d'un ressort et d'un amortisseur (cf. Fia. C.7).

wv(&;ﬂ)

Pe(€,6v)

F1GURE C.7 Modéle de POYNTING-THOMSON

Les variables d’états sont alors la déformation totale, £ et la déformation visqueuse, &,. Ainsi, le

modeéle est défini par :

Iénergie libre spécifique: ¥(£,6,) = ¥e(€,8,) + ¥y(Ey)
1= _ _ _ 1= _ _
— 2_pce(__ 6_1)) (6__ 6_1)) —'I_ Z_pCU_v : _7_)7 (031)
le pseudo-potentiel de dissipation: ¢(&,) = EA’U Zo
d’oit la loi de comportement :
- 0 S - =
o= pa—? = Ce(€ —&y); (C.32)
et la loi complémentaire : B B B
Co(E — &) + Cy(E,) = A&, (C.33)

Dans le cas monodimensionnel, le modele de POYNTING-THOMSON est défini par :

1 1
Iénergie libre: ¥ (e,e,) = Q_pkePT (e —ev)® + %kUPT (g0)?, (C.34

_n(év)z-

la dissipation: ¢(&,) = 5
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d’ou la loi de comportement et la loi complémentaire s’expriment respectivement par :
O =kepp(e—¢cy) et kepp(e —ey) + kyppen = Ny (C.35)

Sa réponse au test de relaxation € = egH(t) est :

ke ke ke ke
L + L exp (—MQ) (C.36)
vpr T kePT kUPT + kePT n

U(t) = kePT€0 (lﬁ

Sa réponse au test de fluage o = ooH(t) est :

0= (r (1o () ) o

Le modéle analogique de type ZENER, quant & lui, est défini par I'association en paralléle d’un

ressort et d’une association en série d’un ressort et d’un amortisseur (cf. Fia. C.8).

Pe(€)

— W
S ——=

Yo (€,60) p(&)

F1GURE C.8 Modeéle de ZENER

Les variables d’états sont alors la déformation totale, £ et la déformation visqueuse, &,. Ainsi, le

modeéle est défini par :

I'énergie libre spécifique: ¥(£,&,) = () + 1y (E,6)
1=_ _ 1= _ _ -
— %Cei:—EJr %CU(E—EU) ((E—8&y), (C.38)
le pseudo-potentiel de dissipation: cp(&i)) = 51:X§U L &y
d’ou la loi de comportement :
_ 0 = _ = -
6:,0—16 = Cee + Cy(E — &); (C.39)
0¢
et la loi complémentaire : - B
Co(E —&,) = A&, (C.40)
Dans le cas monodimensionnel, le modéle de ZENER est défini par :
L 1 2, 1 2
I'énergie libre: 1(g,6,) = —ke, (e)° + —ky, (e — )7,
2p 2p (C.41)
la dissipation : p(&,) = =1(&,)>.

2
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d’ou la loi de comportement et la loi complémentaire s’expriment respectivement par :
0 =ke,et+ky,(ec—ey) et ky,(e—ey) =1né,. (C.42)

Le modéle de ZENER peut se ramener a celui de POYNTING-THOMSON, a l'aide du double

changement de variable,
1 1 1

key  kepr  kupr (C.43)
kv, = kepr + kupr,
ce qui prouve que les deux modeéles sont en fait équivalents en petites déformations.
On peut encore améliorer ces modéles en généralisant le nombre de branches, par exemple, le
modéle de MAXWELL généralisé qui est obtenu en ajoutant en paralléle d’un ressort, N branches

composées d'un ressort et d'un amortisseur en serie (cf. Fia. C.9).

¥(E)
Yo (E50,) o(Ew,)
| bo(EE0;) o) -
Yo (€,Evy) P(Eun)

Ficure C.9 Modéle de MAXWELL généralisé

Dans le cas monodimensionnel, les équations constitutives deviennent alors :
N
0= koot + Z ki(e —ey,) et ki(e —ey,) = mi€y, pour i € [1..N], (C.44)
i=1

REMARQUE C.4
Les modeéles rhéologiques viscoélastiques peuvent étre utilisé pour approximer les noyaux de

relaxation noté k(t) d’une formulation fonctionnelle de la viscoélasticité linéaire pour un matériau
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homogéne isotrope et incompressible telle que :

50(1) = 2koZ2 (1) — / Coh(VEP(t — )t (C.45)
0

Généralement, il est plus pratique d’utiliser la réponse en fréquence associée. On pose alors
e(t) = e9e/“! en cherchant une réponse sous la forme o(t) = oge’*’. On obtient le module
dynamique k* = 22 fonction de g*(w), transformeée de Fourier (®) de k(t) (¢f. Tan. C.7). Dés

lors, on peut exprimer la partie déviatorique de I’équation V.7 :

t
oPs(t) = jwao/ k(e 7% dt! 7%t = jwg* (w)eP. (C.46)
0

g*(w)

Les modéles simples de type MAXWELL et de ZENER étant caractérisés par un temps de relaxation
unique (7), ils ne peuvent rendre compte du comportement sur un large domaine de vitesse
de déformation (idem pour le comportement en fréquence). Généralement, pour augmenter le
domaine de validité temporel ou fréquentiel de ces modéles, on utilise des modéles multi-branches
comme le propose le modeéle de MAXWELL généralisé. Dans ces conditions, le developpement du
noyau devient alors un developpement en série de PRONY. L’inconvénient de ce type d’approche
est le nombre de paramétres & prendre en compte pour pouvoir représenter correctement le

comportement du matériau.

Modéle Noyau de relaxation Module dynamique
Jwk
MAXWELL . T -
" k(t) = ke = k*={ 7w
avec T = L
jwg” (w).
n
ZENER k hoy + 22
vy 1 * 1 + jw
—_n k(t) - keZ 1 + e T k = T J
avec T % koo .
z ke, + jwg* (w).
N
MAXWELL généralisé Z
. k(t 1 k* = — + w’
avec 7; =+, Vi € [1..N] ®) < * ) = ]
koo + ng*(w).

TaBLEAU C.7  Quelques exemples d’utilisation des modéles rhéologiques dans la recherche de

fonction de relaxation en petites déformations.

+oo .
(2). La transformée de FOURIER est définie pour une fonction f par Lp(f) = / f(t)e 7 dt
0
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C.1.3.e Solide élastique parfaitement plastique

Les solides élastiques parfaitement plastiques, ou élastoplastiques sans écrouissage, sont caracté-
risés par une déformation élastique en deca d’un seuil de contrainte et un écoulement plastique
pour la valeur du seuil. La déformation est alors independante de la vitesse de déformation pour

cette valeur de contrainte.

REMARQUE C.5
Le temps n’a pas d’influence sur les modeéles ne contenant pas de piston, seul modeéle élémentaire

sensible a I’échelle de temps. Il est donc inutile d’essayer les tests de relaxation et de fluage.

Leur réponse lors d’un essai caractéristique d’écrouissage est observable sur la figure Fia. C.10.

Ficure C.10  Réponses académiques a l’essai caractéristique d’écrouissage pour un solide élas-

tique parfaitement plastique

Le modéle analogique schématisant le comportement élastoplastique sans écrouissage est le
modele de SAINT-VENANT. Il s’agit de l'association en série d’un ressort et d’un patin (cf.
Fia. C.1.3.e).

Y(E,Ep) o(&p)

W

F1GURE C.11 Modeéle de SAINT-VENANT

Les variables d’états sont alors la déformation totale, € et la déformation plastique, £,. Ainsi, le

modeéle est défini par :

| =
Qi
~—
Q]

|
Q]
<
N—
—~
m)

|

Q]
<
N—

I'énergie libre spécifique: ¥(€,&,) =
(C.47)

[N}
.

) = sup {7 : &,}.
UGCS

—~
m

le pseudo-potentiel de dissipation: ¢



276 Annexe C. Introduction a la rhéologie des matériaux

oit Cs est un domaine fermé borné de R @4 R3 et défini par une fonction critére (ou seuil), f

telle que :
si f(o) <0 alors g € Cs — 9Cs,

si f(o) =0 alors g € 9Cs.

(C.48)

La loi de comportement s’écrit donc sous la forme :

g, =0si f(7) <0,

F=C"15+5, avec (C.49)

£p arbitraire si f(a) = 0.
Dans le cas monodimensionnel, avec oy le seuil de contrainte, ce modeéle est défini par :

1
I'énergie libre: ¢ (g) = 2—/<:(6 —&p)%,
p (C.50)
la dissipation: ¢(g,) = sup {ogp}.

d’ot la loi de comportement :

o e, =0sl|o| <o
€= +¢p avec P o > (C.51)
€p arbitraire si o = ogsgn(ep).

C.1.3.f Solide élastoplastique écrouissable

Les solides élastoplastiques écrouissables, sont caractérisés par une déformation élastique en deca
d’un seuil de contrainte et un écrouissage plastique pour des valeurs supérieures a ce seuil. Leur

réponse lors d'un essai caractéristique d’écrouissage est observable sur la figure Fic. C.12.

A A

(a) Ecrouissage linéaire (b) Ecrouissage quelconque

F1GURE C.12 — Réponses académiques aur essais caractéristiques pour un solide élastoplastique

écrouissable

Plusieurs modeéles sont proposés dans la littérature pour schématiser le comportement élastoplas-

tique écrouissable. Il s’agit d’associations série et/ou paralléle de patins et de ressorts. On peut
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citer, comme exemple, le modele de PRAGER (c¢f. Fia. C.13), association d'un ressort et d'un
patin en paralléle. Dans ce cas, on parle d’écrouissage linéaire. Il est dit cinématique lorsqu’il
dépend de la valeur actuelle de la déformation plastique. Sous cette forme, on parle alors d’un
modeéle rigide-plastique. Cependant, il devient élastoplastique si 'on ajoute un ressort en série.

¥u(8)

©(8)

F1GURE C.13 — Modéle de PRAGER

SUQUET [1982] propose le montage en série d'un ressort avec une association en paralléle d’un
patin et d’un ressort (cf. Fia. C.14).
¥p(Ep)

Pe(€,Ep)

‘P(ép)

FIGURE C.14 — Modéle élastoplastique écrouissable () [SUQUET, 1982/

Les variables d’états sont alors la déformation totale, & et la déformation plastique, £,. Ainsi, le

modeéle est défini par :

I'énergie libre spécifique: ¢¥(£,6p) = ¥e(E,6p) + ¢¥p(Ep)

le pseudo-potentiel de dissipation: ¢(&,) = sup{( — I%Ep) t 5y}

oil Cs est un domaine fermé borné de R3 @4 R3 et défini par une fonction critére (ou seuil), f

telle que : -
si f(o) < 0 alors E—I?E € Cs — 0Cs,
@) (6 - k&) 0=, -
si f(a) =0 alors (6 — K&,) € 0Cs.
La loi de comportement s’écrit donc sous la forme :
= =:(:)sif5'<0,
E=C"'G +5, avec ! © (C.54)
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D’une maniére générale, la loi de comportement d’un matériau élastoplastique écrouissable s’écrit

sous la forme :

F=C 15 f(5) <0,
= @) (C.55)
E=C"'54+9(3)si f(5)=0.
ol g est une fonction d’écrouissage caractéristique du matériau.
Dans le cas monodimensionnel, avec oy le seuil de contrainte, ce modeéle est défini par :
S 1 2, 1 2
Iénergie libre: ¢(e,ep) = 2—k(6 —ep)’ + Z—k‘p(ep) ,
P p (C.56)
la dissipation: ¢(g,) = sup {(0 — kpep)ep}
Ue[—o'syo's}
d’ou la loi de comportement :
o ep =05l |o| < os,
€= — +¢&p avec p (C.57)
k gp = — si |o| > 0.
kp

Dans le cas monodimensionnel, on considére la déformation totale comme la somme d’une dé-

formation élastique linéaire et d’'une déformation permanente, nulle en deca du seuil oy,

oo
&?:E81\0\<05,

o

k

(C.58)
+g(o) si |o| > os.

LEMAITRE et CHABOCHE [1996] proposent le modéle de SAINT-VENANT généralisé. 11 s’agit en
fait de 'association en paralléle d'un ressort et de N branches composées d’un ressort et d’un
patin en série (cf. Fia. C.15).

En supposant alors que les o, soient rangés dans ’ordre croissant et que le seuil soit juste atteint
pour un élement j, I’équation constitutive est la suivante :

Os;

J N €= si 0 < 05,
o= 05+ kict+ke et i (C.59)
1

j+1 €= —"+¢p sio;=0s.

C.1.3.g Solide élastique parfaitement viscoplastique

Si 'on considére 1’élasticité comme négligeable, le solide parfaitement viscoplastique présente,
comme le solide parfaitement plastique, des déformations permanentes suite & I'arrét de solli-
citation. Cependant, lorsqu’ils subissent la sollicitation, il se comporte commme un écoulement
de fluage fonction du temps. On les représente généralement en utilisant un amortisseur de type
NORTON (Viscosité non-linéaire, ¢f. § C.1.1).

Une définition de la viscoplasticité pourrait étre une réaction a la contrainte d’une matiére,

se comportant comme si elle était composée d'un solide plastique et d'un fluide visqueux ol
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k
k1 Os1
ki Os; |
kn Tspn

FIGURE C.15 — Modéle de SAINT-VENANT généralisé [LEMAITRE et CHABOCHE, 1996/

I’écoulement serait dépendant de certains paramétres. SUQUET [1982] précise que les notions

"type fluide" et "type solide" ne sont pas d’intersection vide comme le montre le modéle de
BINGHAM (c¢f. F1a. C.16).

So(évp)

W(gvz))

F1GURE C.16 — Modéle de BINGHAM

Sa réponse & un essai unidirectionnel de relaxation est alors :

—kt
o(t) = keg + (keg — 05) exp <—> . (C.60)
n
Et, sa réponse a un essai unidirectionnel de fluage est alors :
o 1
e(t) = ?0 + " (00 — o)t (C.61)

On remarque bien alors que ce modéle est de type solide en-dessous du seuil oy, et de type fluide

au-dessus.
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Les auteurs LEMAITRE et CHABOCHE [1996], proposent le modéle de BINGHAM-NORTON (cf.
Fia. C.17) on l'on associe au solide précédent 1’élasticité mais dans ce cas la contrainte dépend
uniquement de la vitesse de déformation plastique et on retrouve le modéle de BINGHAM classique,

vu précédemment, en posant N = 1. Les variables d’états sont alors la déformation totale, € et

P(EEwp)

o

*

|

FI1GURE C.17 Modéle de BINGHAM-NORTON

la déformation viscoplastique, &,,. Ainsi, le modéle est défini par :

- 1 = _ _ - =
I'énergie libre spécifique: ¢(€,6,p) = —C(E — Eyp) : (€ — Eup)
2p
1 do-potentiel dual de dissipation: ¢}, (6) = —— ( ( —=
e pseudo-potentiel dual de dissipation: ¢y, (7) Nl << p >>

REMARQUE C.6

Le traitement des branches viscoplastiques verra la définition classique du potentiel dual de dis-
¢
0c
du potentiel de dissipation ¢. 0

*

sipation (noté ¢* tels que E= ). Il est obtenu par transformation de LEGENDRE-FRENCHEL
Les équations qui régissent le modéle s’écrivent donc sous la forme :

_ Ep =0si f(5) <0,
E=C"'5+ Sup AVEC

. SN\ ot B (C.63)
Evp telle que &, = <%)> 82(5 ) si f(a) > 0.

Dans le cas monodimensionnel, avec o le seuil de contrainte, ce modéle est défini par :
. . 1

I'énergie libre: ¢(e) = 2—k(6 — ),
p

le dual de la dissipation: ¢*(0) = il <<

 N+1

oo, (C.64)
’ ’n >>N+1

d’ott les équations s’écrivent :

o=kesio<o,

) (C.65)
o =k(e—eyw) =05+ n(Exp)N si o> o,
Ainsi, sa réponse a une sollicitation de relaxation :
ken —
o(t) =04+ 0% — (C.66)

1+ (Nn—Nl)k (keo — O_S)N—l t] N1
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REMARQUE C.7
Solide élasto-visco-plastique écrouissable : Pour ce modele, la contrainte dépend comme
précedemment de la vitesse de déformation plastique mais aussi de la déformation plastique ou
d’une autre variable d’écrouissage. Dans ce cas, on parle généralement du modéle de BINGHAM
généralise (Fia. C.18).

kvp

Os

F1GURE C.18 — Modéle de BINGHAM généralisé

On retrouverait I'original de ce modéle en supprimant le ressort en paralléle (si k,, = 0 alorsiln’y
a pas d’écrouissage). Dans le cas monodimensionnel, en nommant la déformation viscoplastique
par €4, on a alors les équations constitutives o = o, + 0, + 0, avec 0, = kypeyp, Ov = Neyp
et 0, < 0s. A ce stade, on peut distinguer trois régimes de fonctionnement, selon la vitesse de
déformation viscoplastique :

L. €yp =0, |op| = |0 — kypewp| < 05

2. €yp >0, 0p =0 — kypeop — Evp = 05

3. Eup <0, 0p =0 —kypepp — Evp = —05

En utilisant les crochets de Mac-CAULEY ()| ces trois cas peuvent se résumer par :

Evp = sgn(o — o.) avec f(o,0¢) = |0 — 0| — 0s. (C.67)
On retrouve alors le modéle de NORTON en posant k,, = 0 et f(o) = |o|", le modele de
BINGHAM-NORTON en posant ky, =0 et f(o) =< |o| — o5 >" 0

C.2 Modéles fractionnaires et méthode d’analyse complexe

Les modéles fractionnaires sont généralement utilisés au dépend de ceux rhéologiques viscoélas-
tiques pour répondre a une volonté de réduire le nombre de paramétres. Cependant, I'inconvenient

est que les algorithmes de résolution sont cotiteux numériquement.

(3). Les crochets de MAc-CAULEY sont défini de telle sorte que pour une variable z, < z >= maz(z,0)
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C.2.1 Formulation générale des modéles fractionnaires, SNOWDON [1968]

Cette méthode s’applique, sous 'hypothése des petites perturbations, lorsqu’un matériau dissi-
patif supposé viscoélastique linéaire est sujet a une variation seulement par rapport au temps
de la contrainte et de la déformation. Dans ce cas, lors d’'une étude unidirectionnelle, la défor-
mation volumique ou de cisaillement n’est plus reliée & la contrainte par une simple constante
de proportionnalité (module d’YOUNG, E, de cisaillement, G, ou de flexion, B). La relation
contrainte-déformation est généralement représentée par une équation différentielle d’ordre arbi-

traire telle que:

ot o2 otm

~
aID? bD%n

0 0? a 0 0? am
<a0+ala+a2w+.”+an%>a: <bo+bl—+bg + ..+ by )E, (C.68)

ou o est la contrainte, € la déformation, t le temps et a,,, b,, sont des constantes. En introduisant
les opérateurs de dérivation non entiére O‘Df appelés aussi dérivées fractionnaires, I’équation C.68

deevient :

o+ a'Dfo =kee+ Y b"Dfe, (C.69)
k=1 k=1

b

avec kg = -2, [SAAD, 2003] propose que l'opérateur de dérivation non entiére d’ordre k tel que
ao

k > 0 peut étre défini a partir de deux expressions différentes :

une définition exacte mais difficile de mise en oeuvre telle que

e L d [UfE=t) Y B

— une approximation numérique : on suppose h infiniment petit tel que

Dif(t) = Cr(i)f(t —ih),
=0

(1) k(k = 1)k —2)... (k—i+1)
Ik i

A partir de la relation C.69, on peut alors écrire les lois qui régissent les modéles rhéologiques

(C.71)

Cr(i) =

sous une forme fractionnaire :

un élément ressort de raideur ko,
o = rkkoe, (C.72)

Ici ag et bg sont finis, k est constant. Cette équation donne directement la loi de HOOKE.

— un élément amortisseur de viscosité 7,

ON e

Ici ag et by sont finis. Cette équation donne directement la loi de NEWTON visqueuse.
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— modele de KELVIN-VOIGT (c¢f. F1G. C.6),

o=k [k'o + 10 <%>} ¢ oubien o=r </<:0 + blthl> e (C.74)

Ici ag, by et by sont finis.

— modele de ZENER (cf. Fia. C.8),

i (2] = ik s k0 (2)]:

oubien (14 a,"D}) o =k (k:o + blbpg) ‘. (C.75)

Ici ag, a1, by et by sont finis.

modele de KELVIN-VOIGT avec deux branches de MAXWELL en paralléle,

0 0?2
kiko + (kim2 + ko) g + min2 %2 ) (7

= H{k‘oklkg + [klk‘g (?70 +m + 7]2)

0
+ ko (kimg + kami)] <—> + [mmn2 (ko + k1 + ko)

ot
0 ok
+ no (k1m2 + kam)] <@> + nonin2 <%> } €. (C.76)
2 2
ou bien (1 + ZaﬁDf) o=k (ko + Z b;fo) E. (C.77)
k=1 k=1

Ici ag, ay, ao, by, by et by sont finis.

REMARQUE C.8
Il est possible d’ajouter un grand nombre de branches de MAXWELL au modéle de KEILVIN-VOIGT

suivant l'ordre choisit pour I’équation C.68. 0

Puisqu’'une définition temporelle conduit & des algorithmes cotiteux numériquement, on utilise
généralement cette relation en fréquence associéé.

Lorsque la déformation et la contrainte varient de maniére sinusoidale, la m!®™Me ou nl®™me dérivée
partielle de la déformation ou de la contrainte peut s’écrire respectivement sous la forme (jw)”e*
et (jw)"o* ot j = /—1 et w la pulsation. On utilise pour cela la transformée de FOURIER de la

dérivée généralisée telle que :
TF['DEf(t) = (jw)*TF[f(t)]] avec k = m ou n. (C.78)

On peut alors réduire 'équation Eq. C.68 en une équation algébrique du type:

(1 + Zak(jw)k> P (k:o +)° bk(jw)k) £*, (C.79)
k=1

k=1
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*
Cy. . g . .
si bien que le module dynamique k* = — peut s’exprimer comme suit :
€

ko + Y (jw)* by
K (w) = =t . (C.80)
1 + Z(jw)kak
k=1

On obtient alors directement les modules dynamiques associés aux modéles fractionnaires de

KELVIN-VOIGT et ZENER définis respectivement par :

- ko + b(jw)

kE*(w) = ko + b(jw) et k™ (w) = Trale)’ (C.81)

On peut, par exemple, utiliser cette forme pour représenter le noyau de relaxation de la formu-
lation fonctionnelle de la viscoélasticité linéaire.

On peut simplifier ’écriture de I'équation C.80 telle que :

ot _ V() + () )

et d(w)+ja'(w)’
—_————
H(jw)
ou d(w), a’(w), b'(w) et v"(w) sont fonctions de la fréquence et H(jw) est une fonction de
transfert liant ¢* et €*. En introduisant la notion de module dynamique complexe, on peut

exprimer H(jw) = E*(jw) de tel sorte que :
Ej = E, +jE] = E,(1+jAg,), (C.83)

ou E/, et E respectivement partie réelle (module de gain) et partie imaginaire (module de perte)
de E*.
I
La quantité A, = E—‘;’ représente alors le facteur de perte ou d’amortissement. Il correspond a
w

I’énergie dissipée telle que :

1 Energie dissipée par cycle
Agp, =

w

(C.84)

7 Energie maximale stockée par cycle’
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C.2.2 Application a la caractérisation dynamique des matériaux

On considére ici une déformation sinusoidale cyclique telle que e(t) = egsin (wt). La caracté-
risation dynamique des matériaux s’effectue généralement sous 1’hypothése que la réponse en

contrainte est de type sinusoidale ®) avec un déphasage ¢ ou angle de perte, telle que :
o(t) = opsin (wt + 9). (C.85)

La relation contrainte-déformation utilisée est celle proposée par le modéle de KELVIN-VOIGT
dont 'énergie dissipée au cours d’un cycle, correspond a l'aire de l'ellipse (¢f. Fia. C.19). Elle

s’exprime sous la forme :

T
D eycle = ?éada = 0050/ cos(wt) sin(wt + 0)dt = mogeg sin(9). (C.86)
0

€0 sin(9)

FiGUuRE C.19 — Hystérésis de forme elliptique

Les grandeurs caractéristiques vues précédemment s’écrivent alors telles que :
. a0
le module dynamique : |E*| = —,
€0

le module de stockage (gain) : E' = |E*| cos(§), partie réelle du module dynamique repré-
sentant 1’énergie emmagasinée et restituée au cours d’un cycle,
— le module de perte : E” = |E*|sin(§), partie imaginaire du module dynamique représentant

I’énergie dissipée sous forme de chaleur pendant un cycle,
i

E
— le facteur de perte : Ap = = = tan(9)

) -

(4). Cette hypotheése est souvent peu suffisante et typiquement la réponse en effort contient des harmoniques

d’ordre supérieur, et la réponse réelle est de la forme o(t) = Z ok sin(kwt + 0x).
k






Résumé:

Les modéles rhéologiques généralisés aux grandes déformations sont classiquement employés pour caractériser le
comportement dissipatif des élastomeéres. En effet, I'utilisation de modéles unitaires (i.e. mono-branches) hyper-
viscoélastiques tels que ZENER ou POYNTING-THOMSON permet une bonne représentativité d’un temps caractéris-
tique de relaxation. dés lors, il semble qu’'un modéle ded MAXWELL généralisé (7.e. multi-branches) permettra de
couvrir un large spectre de temps caractéristiques de relaxation mais le probléme réside alors dans l'identification
du nombre important de paramétres. Nous proposons donc une approche statistique qui généralisera les assem-
blages mono-branches & une infinité de branches. L'apport de cette méthode réside, en une couverture d’'un large
spectre de fréquences a savoir les avntages d'un modéle multi-branche, sans pour autant augmenter le nombre de
paramétre du modéle. On propose alors la fabrication d'un modéle hyper-visco-élastique auquel on associe une
branche élastoplastique pour permettre une meilleure représentation dun phénomeéne d’assouplissement suivant
Pamplitude dynamique de sollicitation. On élabore alors une stratégie d’identification des paramétres du modéle
statistique hyper-visco-plastique que l'on applique a notre matériau a température ambiante. On réalise ensuite
une confrontation du modéle ainsi identifié avec des essais cycliques harmoniques d’ordre inférieur ou égal a trois.
I'utilisation dee ce modeéle offrant des résultats satisfaisants, on réalise une campagne d’identification du modéle
a différentes températures.

Mots clefs : élastomeére, modélisation, grandes déformations, hyperélasticité, viscoélasticité, élastoplasticité.

Abstract :

The rheological models generalized to finite deformation are classically used to characterize the hyper-visco-
elastic behavior of filled elastomers. However, the simple rheological models, such as the model of Zener or that of
Poynting-Thomson, suitably reflect the behavior in a limited domain of frequency of loading. Consequently, the
use of the generalized Maxwell model (with a high number of branches) can be necessary to cover a wide frequency
spectrum. However, this model requires the identification of a large number of characteristic parameters in order
to represent the behavior of material. In this work, we present a statistical approach allowing the generaliza-
tion of discrete rheological models to continuous models comprising an infinity of branches, without significantly
increasing the number of parameters to be identified. In order to better represent the softening of material at
high amplitudes, the model proposed here is based on the association of the statistical hyper-visco-elastic model
with an elastoplastic branch. We thus obtain a statistical hyper-visco-elasto-plastic model comprising 6 charac-
teristic parameters. To identify these parameters for the behavior of material, a campaign of experimental tests
was undertaken at controlled temperatures (of —55°C to +70°C'). These experimental tests were carried out on
double-shearing test-piece constituted of a siliconed elastomer filled with silica: - subjected to triangular cyclic
loading (at various deformation rates and various amplitudes) ; - in relaxation test at various levels of deformation.
Finally, comparison of the model thus identified with results of experimental validation tests performed under
multi-harmonic loading shows the good representativeness of the model for a relatively wide frequency spectrum
and a large field of deformation.

keywords: elastomer, modelisation, large strains, viscoelasticity, hyperlasticity, elastoplasticity.



