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Glossaire

⋄ Configurations d'étude
C0 Con�guration initiale (avant déformation)
Ct Con�guration atuelle (après déformation)
Ω Domaine oupé par un solide en on�guration C0 et de frontière ∂Ω

ω Domaine oupé par un solide en on�guration Ct et de frontière ∂ω
⋄ Notations tensorielles
C0 Con�guration initiale (avant déformation)
a grandeur salaire
~a tenseur d'ordre 1
¯̄a tenseur d'ordre 2
¯̄̄̄a tenseur d'ordre 4
¯̄1 tenseur unité d'ordre 2
¯̄aD partie déviatorique de ¯̄a

¯̄aS partie sphérique de ¯̄a

(¯̄a)sym partie symétrique de ¯̄a

(¯̄a)ant partie anti-symétrique de ¯̄agradX gradient dans la on�guration C0gradx gradient dans la on�guration Ct

Ct Con�guration atuelle (après déformation)
⊗ produit tensoriel des tenseurs d'ordre 2
⊠ ¯̄a⊠

¯̄b = aikbmjei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el

· produit tensoriel ontraté
: produit tensoriel doublement ontraté
¯̄aT transposée tenseur d'ordre 2
det déterminantCof tenseur des ofateurstr trae d'un tenseur d'ordre 2
δij symbole de KronekerdivX divergene dans la on�guration C0divx divergene dans la on�guration Ctxv



xvi Glossaire
• produit ontraté sur un nombre d'indie su�sant pour que le résultat soit un salaire
ȧ =

da

dt
dérivée par rapport au temps d'une grandeur salaire

~̇a =
d~a

dt
dérivée par rapport au temps d'un tenseur d'ordre 1

˙̄̄a =
d¯̄a

dt
dérivée par rapport au temps d'un tenseur d'ordre 2

⋄ Notations inématiquesGrandeurs géométriques
S Surfae limitant un domaine dans C0

~N normale à une surfae S
s surfae limitant un domaine dans Ct
~n normale à une surfae s
V Volume en on�guration C0

v Volume en on�guration CtMesures des déplaements
~X position initiale
~x position atuelle
¯̄F tenseur gradient de la transformationMesures des vitesses
~v vitesse eulèrienne
¯̄L tenseur gradient des vitesses eulèriennes

Mesures des déformations
¯̄B tenseur de Cauhy-Green gauhe
¯̄C tenseur de Cauhy-Green droit
¯̄A tenseur des déformations d'Euler-Almansi
¯̄E tenseur des déformations de Green-Lagrange
¯̄ε tenseur linéarisé des petites déformations
¯̄V tenseur des déformations pures gauhe
¯̄U tenseur des déformations pures droit
¯̄R tenseur rotation matérielleMesures des vitesses de déformations
¯̄D tenseur des taux de déformation
¯̄W tenseur des taux de rotation

⋄ Notations sthéniquesMesures des e�orts
~T e�ort exeré sur le domaine Ω

~t e�ort exeré sur le domaine ω
~τ densité d'e�orts de ohésion dans ω Mesures des ontraintes

¯̄σ tenseur des ontraintes de Cauhy
¯̄π tenseur des ontraintes de Piola-Kirhoff 1
¯̄S tenseur des ontraintes de Piola-Kirhoff 2

⋄ Notations thermodynamiquesGrandeurs énergétiques
ρ0 densité de masse volumique lagrangienne
ρ densité de masse volumique eulèrienne
e densité d'énergie interne
r densité de prodution interne de haleur



xvii
~Q perte surfaique de haleur à travers ∂Ω

~q perte surfaique de haleur à travers ∂ω
ψ densité d'énergie libre spéi�que
W potentiel thermodynamiqueFormalisme standard généralisé
ϕ pseudo-potentiel de dissipation
ϕ∗ pseudo-potentiel dual de dissipationFontions d'état
Ai variables internes dans C0

αi variables internes dans Ct
Wi fores thermodynamiques assoiées à Ai

wi fores thermodynamiques assoiées à αi
Grandeurs entropiques

S entropie
s densité d'entropie spéi�que
T température
Φ0 puissane dissipée dans C0

Φ puissane dissipée dans CtEtats intermédiaires
Ci ième on�guration intermédiaire
¯̄F
i
e tenseur gradient de la transformation intermédiaire élastique de Ci dans Ct

i ¯̄F a tenseur gradient de la transformation intermédiaire anélastique de C0 dans Ci
i ¯̄F

k tenseur gradient de la transformation intermédiaire de Ci dans Ck
¯̄aie toute grandeur inématique basée sur ¯̄F

i

e

¯̄aia toute grandeur inématique basée sur i ¯̄F a
i¯̄ak toute grandeur inématique basée sur i ¯̄F k

⋄ Notations expérimentales (a = ε en tration uniaxiale et a = γ en double isaillement)Paramètres des essais
a déformation
fr fréquene
ω pulsation (ω = 2πfr)
amax déformation maximale
amin déformation minimale
ad amplitude de déformation dynamique
as amplitude de déformation statique
ȧ taux de déformation (vitesse)
T température d'eneinte

Mesures omplexes
E∗ module dynamique (G∗ en isaillement)
E′ module de gain (G′ en isaillement)
E′′ module de perte (G′′ en isaillement)
δ angle de perte (déphasage)tanδ fateur de perteGrandeurs observables des essais
ap déformation résiduelle
σp ontrainte résiduelle
Trel(t) Taux de relaxation à l'instant t
Υ raideur global d'un yle stabilisé
Φ/cycle dissipation globale d'un yle stabilisé





Introdution générale

L'utilisation sans esse roissante des élastomères par les industries telles que l'aéronautique,l'automobile ou le bâtiment, provient de la rihesse des propriétés que ette famille de poly-mères propose ; on notera par exemple leur grande déformabilité, leur aratère dissipatif et leurrésistane à la fatigue. . .D'une manière générale, es matériaux ne sont pas dominés par un seul type de omportementmais par une ombinaison mettant en jeu l'hyperélastiité, la plastiité, la visosité et l'endom-magement auxquels il est néessaire d'assoier une forte sensibilité aux onditions de hargementet de température.Ainsi, pour pemettre une maîtrise de la oneption et de la fabriation de pièes élastomériques,la onnaissane de es omportements à l'éhelle loale s'avère indispensable à la bonne prévisionde la réponse, de la limite de résistane et de la durée de vie.Ce travail de reherhe est le fruit d'une ollaboration étroite entre la soiété Euroopter,l'Éole Supérieure d'Ingénieurs de Marseille (ESIM) et le Laboratoire de Méanique et d'Aous-tique (LMA). Il traite de la modélisation et la aratérisation en grandes déformations d'unélastomère silioné hargé de silie (VHDS 1029) produit par la soiété Paulstra et utilisé de-puis les années soixante-dix, dans la fabriation de pièes élastomériques amortissantes employéesdans le méanisme de liaison du moyeu rotor ave les pales d'un hélioptère.Les onditions d'utilisation de es pièes se révèlent souvent trés sévères ompte tenu des ondi-tions thermiques et de hargement (statiques et dynamiques) auxquelles elles sont soumises.L'objetif est alors de erner �nement le omportement de es matériaux à travers :� le développement d'un modèle de omportement adapté au matériau et à son domaine1



2 Introdution généraled'utilisation ;� l'identi�ation des paramètres gouvernant le modèle à travers la réalisation d'essais dearatérisation à di�érentes températures ;� une validation via la onfrontation ave des essais sous solliitations ombinées (yliquemulti-harmoniques ou ave préhargement statique).De manière plus préise, e mémoire de thèse s'artiule autour des points suivants :
• Le CHAPITRE I onstitue une introdution générale de la famille des matériaux élastomères. Duaouthou naturel aux matériaux synthétiques, nous présentons d'une part leurs struturesmaromoléulaires désordonnées qui leur onfèrent des propriétés physiques et méaniquesvariées et d'autre part, les diverses harges qui peuvent leur être inorporées pour les renforer.On donnera alors quelques exemples de phénomènes induits par es adjontions tels que lese�ets Mullins et Payne.
• Le IIième Chapitre préise le ontexte industriel de l'étude. Dans la oneption des adaptateursde fréquene, pièes élastomériques permettant un déalage des fréquenes propres de la palepar rapport à elles de rotation du rotor, la soiété Euroopter fait appel à la soiétéPaulstra pour produire un élastomère à forte apaité d'amortissement et bonne stabilitéthermique : l'élastomère silione VHDS 1029. On énonera alors la problématique industriellequi nous permettra de dé�nir le adre méanique de nos développements.
• Une aratérisation expérimentale du matériau est proposée au CHAPITRE III. Elle a été réaliséeà partir d'essais de tration uniaxiale et de double isaillement réalisés respetivement aulaboratoire d'essais méaniques de l'Eole Supérieure d'Ingénieurs de Marseille (ESIM) etau Laboratoire de Méanique et d'Aoustique de Marseille. Des solliitations de plusieurstypes ont été réalisées (monotone, relaxation, ylique. . . ) en faisant varier l'amplitude dehargement, la vitesse de solliitation et la température d'essai. L'analyse des résultats nous aalors permis de mettre en évidene un omportement élasto-dissipatif non-linéaire dépassant leadre lassique des petites déformations et fortement sensible à une variation des paramètresd'essais.
• Le CHAPITRE IV traite une propriété importante des élastomères i.e. leur grande déformabi-lité. Cette apaité, entraînant de fortes non-linéarités de la réponse en ontrainte-déformation,nous ontraint à prendre en ompte un omportement de type hyperélastique. Nous propo-sons ainsi une desription des lois de omportement en introduisant une densité d'énergiede déformation. On présente alors une liste non exhaustive de modèles hyperélastiques dontertains seront onfrontés dans une ampagne d'identi�ation des paramètres menée sur lematériau. L'introdution de notions de stabilité matérielle permet alors de mettre en évidenela néessité de prendre ertaines préautions avant d'entamer une telle ampagne.
• Au CHAPITRE V, nous exposons une première approhe du omportement dissipatif. Préala-



3blement, on va survoler l'état de l'art des modèles re�étant e aratère amortissant à traverstrois orientations (qui peuvent être ombinées). En premier lieu, on s'intéresse à la dépen-dane de la ontrainte en fontion de l'histoire du hargement qui relève d'un omportementvisoélastique. Ensuite, on onsidère la dissipation omme non-visqueuse en introduisant leomportement élastoplastique. En�n, on disute autour des phénomènes d'endommagementqui malgré leur importane en terme de fatigue dynamique ne seront pas pris en ompte danse travail. Ensuite, nous proposons une modélisation phénoménologique des omportements engénéralisant les modèles rhéologiques aux grandes déformations via l'introdution de la notionde on�gurations intermédiaires. Ainsi, en assoiant l'hyperélastiité à la visoélastiité ou àl'élastoplastiité pour des transformations isothermes, on enrihit nos modèles respetivementd'une bonne représentativité de l'in�uene de la vitesse ou de l'amplitude de hargement.Quelque soit l'orientation envisagée, nous onstatons alors qu'une augmentation du nombrede branhes des modèles permet une orrélation plus �ne ave l'expériene.
• En�n dans le CHAPITRE VI, nous proposons une approhe statistique d'un modèle multi-branhe hyper-visoélastique généralisé aux grandes déformations permettant de ouvrir unlarge spetre de fréquenes de solliitations. Il présente alors l'avantage d'un modèle multi-branhes, mais ave un nombre de paramètres aratéristiques nettement moins important àidenti�er. Cependant, à e stade du developpement, le modèle est inapable de rendre omptedu phénomène d'assouplissement suivant l'amplitude dynamique onstaté expérimentalement.Pour remédier à ela, nous proposons d'enrihir le modèle par une branhe élastoplastiquequi néessite alors l'élaboration d'une stratégie d'identi�ation des oe�ients matériaux.Une onfrontation modèle/expériene via des solliitations yliques multi-harmoniques ouave préhargement statique permet alors de valider le modèle ainsi identi�é à températureambiante. Une ampagne d'identi�ation à di�érentes températures a permis ensuite de mettreen évidene des lois d'évolution des paramètres du modèle en fontion de la température.





ChapitreI Généralités sur les élastomères

L
'histoire des aouthous, qu'ils soient naturels ou synthétiques,se ompose d'aventures sienti�ques, industrielles et ommer-iales multiples. Des premières études au début du XVIIIièmesièle à nos jours, de nombreux sienti�ques ont fait de ette famille dematériaux leur prinipal objet d'étude tant la rihesse de leur ompor-tement est importante.Ce hapitre onstitue une introdution générale à notre étude. Après unbref historique qui nous amène du aouthou naturel aux élastomèressynthétiques, on présente suintement leurs multiples ompositions hi-miques, leurs strutures maromoléulaires désordonnées, les adjontionsqui leurs sont inorporées. . . toutes es observations qui leur onfèrent despropriétés aussi nombreuses que variées.
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I.1 Du aouthou, vers les matériaux synthétiquesQuelle que soit la nature des matériaux qui omposent la famille des élastomères, du aou-thou naturel aux matériaux synthétiques, leurs diverses propriétés ont susité l'engouementdes hommes à travers les sièles derniers.Dès le XVième sièle, les européens ont pu observer les populations indiennes d'Amérique entraleet d'Amérique du Sud utilisant le latex issu de di�érentes plantes telles que l'hévéa ou le gayuledans la fabriation de balles. Il a fallu attendre un peu plus de deux sièles (1736) pour voir unnaturaliste français Charles Marie de La Condamine réaliser les premières études sienti�quesde ette substane opaque en Guyane. Le terme de aouthou est alors repris de l'expressionindienne, "aa-o-hu" ou "a-hu-hu" signi�ant "bois qui pleure". Dès lors, il fut à l'originede nombreuses inventions telles que les gommes à e�aer (1770), les imperméables (1823), lesbretelles (1834). . .Mais l'une des problématiques d'utilisation de e matériau est de fondre enune masse malodorante sous une haleur torride et de asser par temps froid.Or une entaine d'années aprés l'exportation

Figure I.1 � Charles Goodyear, 1839

du aouthou en Europe, une prodigieuse avan-ée tehnologique fut réalisée : la déouverteaidentelle de la vulanisation. En 1839, l'amé-riain C.Goodyear (f. FIG. I.1) permit demontrer qu'une uisson du aouthou en pré-sene de soufre supprimait les propriétés in-désirables de la gomme. Ce aouthou alorsvulanisé a une solidité et une élastiité a-rues, ainsi qu'une plus grande résistane auxhangements de température.Jusqu'au début du XXième sièle, le dévelop-pement des industries automobile et aéronau-tique ontribua à l'explosion de la demande deaouthou naturel. Ce matériau onnût alorsune vague de prospérité qui dura jusqu'au début des années quarante et les premières synthèsesde aouthou synthétique furent mises au point mais leur prodution restait enore trop oné-reuse. Pendant la seonde guerre mondiale, les alliés investirent plus d'un milliard d'euros dans lareherhe et le développement du aouthou synthétique pour pallier au manque d'approvision-nement de l'Extrême-Orient en aouthou naturel (en 1876, la ulture de l'hévéa fut transplantéeen Asie pour des raisons éonomiques).Aujourd'hui, il existe don deux types de aouthou aux origines di�érentes, l'un provenant del'hévéaulture (le naturel) et l'autre de l'industrie himique (le synthétique). Ils sont à la fois en



8 Chapitre I. Généralités sur les élastomèresonurrene et de plus en plus omplémentaires. Il s'agit de deux familles possèdant à la fois despropriétés di�érentes mais aussi des aratéristiques ommunes. Sur e dernier point, le hoixs'e�etue généralement suivant des raisons éonomiques.Le TABLEAU I.1 présente quelques uns des moments les plus importants dans l'histoire du aou-thou.Dates1736-1744 Premières études sur le aouthou (C.M. de La Condamine et F. Fresneau,Frane).1770 Gommes à e�aer (J. Priestley, Angleterre)1820 Augmentation de la plastiité du aouthou suite à sa "mastiation" et don pos-sibilité de mise en forme. Renforement du aouthou par la silie (T. Hanok,Angleterre)1823 Imperméabilisation des tissus par dissolution du aouthou dans un solvant ; fabri-ation des premiers imperméables (C. Maintosh, Eosse)1839 Déouverte de la vulanisation (C. Goodyear, Etats Unis)1876 Transplantation de l'hévéa brasiliensis en Asie à Ceylan1879 Caouthou synthétique (G.Bouhadart, Frane)1888 Pneumatiques pour vélo (J.B. Dunlop, Eosse)1889-1892 Pneumatiques démontables pour vélo et auto (A.et E. Mihelin, Frane)1909 Premier brevet pour la fabriation de aouthou synthétique (F. Hoffmann, Alle-magne)1923-1929 Caouthou synthétique polybutadiène Buna R©(W. Bok et E. Tshunkur, Alle-magne)1928-1930 Caouthou synthétique néoprène (J.A. Nieuwland et W.H. Carothers, EtatsUnis)1937 Caouthou synthétique thermoplastique, le polyuréthane thermoplastique (PU) (O.Bayer et al., Allemagne)1940-1942 Caouthou synthétique silione1946 Pneu radial (Mihelin, Frane)1958 Caouthou synthétique �uoré, V iton R© (DuPont Elastomers, Etats Unis)1958-63 Caouthou synthétique d'éthylène �EPM� propylène �EPDM� (G. Natta, Italie)1970 Premier amortisseur élastomérique sur l'hélioptère Gazelle. FIG. II.10(a) (Euro-opter, Frane)Tableau I.1 � Quelques dates dans l'histoire du aouthouI.2 Struture maromoléulaireAvant d'entrer dans des onsidérations purement méaniques, nous exposerons brièvement leontexte strutural de la omposition des aouthous.M. Faraday a montré en 1826 que la omposition du aouthou naturel brut (i.e. non-vulanisé) est un hydroarbure, (C5H8)n. En 1860 un autre himiste britannique G. Williams



I.2. Struture maromoléulaire 9a extrait un monomère de la distillation du aouthou naturel vulanisé auquel il donna le nomd'"isoprène" (f. FIG. I.2).PSfrag replaements
CC

H n

CH2CH2

CH3Figure I.2 � Isoprène, C5H8Il fallut alors dix-neuf ans, pour qu'un himiste français, G.Bouhardat réussisse à synthétiserl'isoprène en laboratoire. De nombreux e�orts furent alors réalisés pendant les inquante annéesqui suivirent pour synthétiser du aouthou à partir de ette moléule et le premier brevet defabriation d'un véritable aouthou arti�iel fut déposé par un himiste allemand F. Hofmannen 1909.Hormis le aouthou naturel, les élastomères sont obtenus suite à une polymérisation par po-lyaddition (1) qui permet de mettre en séquene des monomères. L'assemblage des moléules quionstituent alors l'élastomère est totalement désordonné et isotrope. Ces matériaux appartiennentdon à la famille des polymères amorphes, 'est à dire qu'ils possèdent un arrangement irrégulieret aléatoire des haînes. Les élastomères sont don onstitués d'un ensemble de haînes maro-moléulaires, plus ou moins rétiulées (f. � I.4), de di�érentes longueurs, haune étant au reposrepliée sur elle-même. L'arhiteture peut alors être représentée par une "pelote statistique".
Figure I.3 � Arhiteture sous forme de "pelote statistique"

(1). Au ours d'une réation de polyaddition, de nombreuses petites moléules d'un seul type A, appelées mo-nomères, se lient les unes aux autres un très grand nombre de fois pour donner des moléules géantes appeléesmaromoléules ou polymères, de struture ...-A-A-A-A-A-... ou -(A)n-, où A est le motif du monomère qui serépète un très grand nombre de fois, n est le degré de polymérisation qui dépend des onditions opératoires(température, pression, présene et nature de atalyseurs...) et qui est de l'ordre du millier.



10 Chapitre I. Généralités sur les élastomèresDepuis la déouverte de l'isoprène, d'autres monomères furent également expérimentés et lao-polymérisation, i.e. polymérisation de plusieurs monomères di�érents (o-monomères), futégalement employée (SBR, EPDM, Butyle. . . ). Dès lors, l'assoiation d'atomes autres que learbone et l'hydrogène tels que le hlore, l'azote, l'oxygène ou le �uor, à nos élastomères leuronfére des propriétés partiulières qui permet de les lasser suivant leur utilisation industrielleen trois grandes atégories (f. TAB. I.2) :� les élastomères pour usages généraux tels que les préservatifs, les pneumatiques et lessemelles,� eux pour usages spéiaux omme le vernis et les plots antivibratoires,� eux pour usages trés spéiaux ; les adaptateurs par exemple.Type Nom usuel Sigle Nature de Propriétés lesd'utilisation l'élastomère plus remarquablesCaouthou na-turel NR Polymère de l'isoprène Bonnes propriétés méaniquesUsages SBR SBR Copolymère de butadiène et destyrènegénéraux Polyisoprène desynthèse IR Polymère de l'isoprènePolybutadiène BR Polymère de butadiène Trés bonne résistane à l'abrasionEPDM EPDM terpolymère de l'éthylène, dupropylène et d'un termonomère(diène) Exellente résistane au vieillisse-mentUsagesspéiaux Butyle IIR Copolymère d'isobutylène etd'isoprène Trés bonne résistane au vieillisse-ment et étanhéité aux gazNéoprène oupolyhloroprène CR Polymère de hloroprène Bonne résistane au vieillissement etaux huilesNitrile NBR Copolymère de butadiène et denitrile arylique Trés bonne résistane aux hydroar-bures et faible perméabilité aux gazThiokol T Polymère de sulfure d'éthylène Exellente résistane à ertaineshuilesHypalon CSM Polyéthylène hlorosulfoné Remarquable tenue à l'ozoneUsagestrésspéiaux Polyuréthanes EU Polymère omplexe Trés bonne résistane aux huiles et àla dégradation. Hautes performanesméaniquesSilione Q/MQ Polymère omplexe dont lesquelette est omposé de sili-ium et d'oxygène Haute résistane à la haleur et aufroidElastomère�uoré FM Copolymère �uoré Exeptionnelle résistane à la haleuret aux huilesTableau I.2 � Catégories d'élastomères



I.3. Etat de la matière des polymères amorphes 11I.3 Etat de la matière des polymères amorphesLes élastomères appartiennent à la famille des polymères amorphes (f. � I.2). Ils présentent donen général un état aouthoutique à la température ambiante bien au-dessus de leur températurede transition vitreuse notée Tg. On aratérise ette température en observant l'évolution desgrandeurs aratéristiques (module dynamique E∗ et angle de perte δ dé�nis en ANNEXE C.2)dérivant les propriétés dissipatives d'un matériau suivant la température.En 1962, les études de Buehe et Nielsen sur es hauts-polymères (ou thermodurissables) ontpermis de mettre en évidene quatre états de la matière :� Etat vitreux : et état aratérise généralement les verres organiques qui présentent unetrés faible déformabilité.� Etat de transition : à e stade, on est en présene de polymères linéaires thermoplas-tiques de type ellulosiques, polyamides, polyesters, polyvinyles. . . Il s'agit omme son noml'indique d'une phase de transition signi�ative de l'état quasi-fragile à un état de grandedéformabilité.� Etat aouthoutique : les élastomères sont aratéristiques de et état. Ils possèdent unegrande déformabilité et un omportement visqueux.� Etat d'éoulement : le polymère, bien qu'enore solide, se omporte omme un �uidenon-newtonien quasi-inompressible fortement visqueux.On peut ainsi réaliser une observation qualitative du module dynamique et de l'angle de pertesuivant la température qui permettent de mettre en évidene les di�érents états de déformabilitéque peut engendrer une variation de température sur es matériaux (f. FIG. I.4).PSfrag replaements
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Figure I.4 � Evolution du module dynamique et de l'angle de perte en fontion de la température.



12 Chapitre I. Généralités sur les élastomèresI.4 Elastiité aouthoutique : une grande déformabilitéL'élastiité aouthoutique aratérisant l'état de la matière des élastomères est moins due à lanature des atomes qu'à l'arrangement moléulaire. Les élastomères ne sont pas les seuls matériauxélastiques mais ils sont les seuls à o�rir une telle apaité de déformation. Ainsi un ressort d'aiern'aepte guère de subir un allongement de plus de 10%. En revanhe, les aouthous peuvents'allonger ouramment jusqu'à 500% et dans ertains as jusqu'à 1000%. Il est alors possibled'expliquer e phénomène par leur struture maromoléulaire.Le aouthou à l'état brut est omparable à un �uide visqueux. Sa struture est omparableaux polymères linéaires (f. FIG. I.5) dont les haînes maromoléulaires sont indépendantes.

PSfrag replaements Rétiulé
Rami�é
Linéaire

Figure I.5 � Di�érents types de maromoléulesSous l'ation d'une ontrainte extérieure, on peut aisément imaginer que es haînes glissentirréversiblement les unes par rapport aux autres. Ces libertés de déplaement leur permettentdon de subir de grandes déformations sans rupture. Mais lorsqu'on libère le matériau de etteontrainte, il �ue et une déformation permanente apparaît. Le retour à l'état initial ne peut alorss'e�etuer que par une intervention extérieure. En 1820, 'est T. Hanok qui mit en évidenel'augmentation de la plastiité du aouthou brut suite à sa "mastiation". Un omportementqui lui onfère alors une apaité de mise en forme. Cependant, il subsistait un manque destabilité thermique qui freinait son utilisation (f. � I.1).On rée don des liens entre les haînes pour établir voire augmenter une apaité de reouvre-ment élastique a�n que le aratère visqueux laisse plae à l'élastiité. Les pontages himiques



I.4. Elastiité aouthoutique : une grande déformabilité 13entre elles-i forment un réseau tridimensionnel qui solidarise les haînes entre elles. Le matériaupossède alors une bonne stabilité thermique tout en onservant le aratère d'extrême déforma-bilité. On appelle e type de réation la rétiulation (2) (f. FIG. I.5). Le paramètre qui aratérisee type de réation est le taux de rétiulation (ou densité de rétiulation).On peut ainsi expliquer l'origine de la grande déformabilité des aouthous par une densité derétiulation relativement faible. Cependant d'autres propriétés dépendent souvent de manièrenon-linéaire du taux de rétiulation (f. FIG. I.6) telles que la résistane au déhirement et à lafatigue, le omportement dissipatif, la dureté. . .PSfrag replaements Résistaneau déhirement età la fatigue
RésistanedynamiqueDureté

ModulestatiqueModuledynamique
Comportementdissipatif
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Figure I.6 � Représentation shématique des propriétés physiques et méaniques fontion de ladensité de rétiulation de Bouhereau

(2). La rétiulation est une opération de pontage. Il faut noter le as partiulier de la vulanisation qui s'e�etueave du soufre à haute température.



14 Chapitre I. Généralités sur les élastomèresI.5 Les élastomères hargésLes propriétés d'un élastomère dépendent de sa omposition (f. � I.2), de sa rétiulation (f.� I.3) mais elles évoluent aussi en grande partie suivant les adjontions qui lui sont inorporées.De manière générale, l'utilisation des harges a pour objetif de renforer le matériau ou biend'en diminuer le prix.I.5.1 Renforement des propriétés d'usageT.Hanok réalisa en 1820 le premier renforement par des harges de silie ave une volonté dediminuer le prix de revient du aouthou naturel. Mais l'utilisation des élastomères hargés (ennoir de arbone) a réellement débuté au début du XXième sièle ave l'essor des pneumatiques.Quant aux harges de silie, il aura fallu attendre les années quarante pour qu'on les utilisepréisément omme renfort.On entend alors par renforement, l'amélioration des propriétés d'usage de la gomme. Il peuts'agir de l'augmentation du module tangent à l'origine, des modules séants, de l'énergie à rup-ture, de la ontrainte ou de l'élongation à rupture, de la résistane à la fatigue, de la résistaneà l'abrasion . . . (Dannenberg, 1975). De manière générale, le aratère renforçant varie ave lanature de la harge, sa taille, sa morphologie mais aussi ses interations ave la matrie. On parlealors de matériaux bi-phasés omposés de :� la matrie (ou la gomme),� les harges (ou les agglomérats ou enore les renforts).Il existe plusieurs types de harges plus ou moins renforçantes (f. TAB. I.3). Par exemple lesharges laires qui sont moins renforçantes que les noirs de arbone, sont utilisées dans la fabri-ation de mélange lair a�n de baisser les oûts de prodution.Noirs de arbone Charges laires
N347/N375/N330 + + + silies ++

N550 ++ kaolins +

N762 + tals et raies −

+ + + bon
++ moyen
+ faible
− inerteTableau I.3 � Degré de renforement de di�érents types de harges [Lemoine, 2001℄Le mélange des harges à la matrie n'est jamais parfait. Il reste des "grumeaux" ou "agglomé-rats" (f. FIG. I.7). Les harges se présentent don sous di�érentes éhelles, de la taille d'unepartiule élémentaire à l'agrégat (ensemble indivisible) jusqu'aux agglomérats (ensemble des-trutible en agrégat). A�n de omprendre les méanismes de renforement du SBR par la silie,Ramier et al. [2002℄ réalise une observation des di�érentes tailles de harge de silie pour mettre



I.5. Les élastomères hargés 15PSfrag replaements Partiuleélémentaire Agrégat AgglomératMalaxageAgglomération10-15 nm 10-100 nm 1-10 µmFigure I.7 � Les di�érentes éhelles de taille des hargesen évidene la nature des interations à l'interfae harge/matrie en fontion du traitement desurfae de la harge et de leur in�uene sur les propriétés méaniques.De la même manière que pour une réation de rétiulation, il s'avère néessaire de dé�nir unparamètre qui aratérise l'adjontion de harges à un matériau. On parlera alors de la quantitéde harge notée µm qui s'exprime en partie massique de harge ajoutée pour 100 parties degomme. Via l'expression de ette quantité, il est alors possible d'exprimer la fration volumiquede harge du matériau notée µ (3).A la vue des résultats de Dewimille et Bokobza [2002℄ présentant l'évolution de la ontraintenominale ave la déformation pour di�érents éhantillons d'un élastomère silione renforé pardi�érents taux de harge de silie, on observe bel et bien un raidissement de la ontrainte nominalesuivant le taux de harge du matériau (f. FIG. I.8(a)).Ainsi les prinipales théories de renforement des élastomères hargés font appel à e type de para-mètre. Par exemple, en onsidérant la partiule omme un solide rigide, indéformable et adhérent,la littérature propose divers modèles pour représenter l'augmentation du module d'élastiité enfontion de la valeur du module élastique du matériau non-hargé, de la fration volumique deharge, du fateur de forme des harges. . .Cantournet [2002℄ présente les prinipaux modèlesde renforements utilisés tels que eux de Smallwood ou de Guth.Or pour un industriel, l'aroissement de la raideur n'est que l'une des prinipales aratéristiquesdues à l'adjontion de harges : on peut aussi observer l'augmentation de la dissipation au oursde solliitations dynamiques.Kar et Bhowmik [1999℄ proposent une observation de l'évolution de la dissipation globalemesurée à un taux de déformation de 0.019s−1 suivant l'amplitude rête à rête d'un essai(3). Cantournet [2002℄ exprime la relation entre la quantité de harge et le fration volumique de harge :
µ =

µm/ρcharge

mvul/ρvul + µm/ρcharge
(I.1)où ρcharge, ρvul et mvul respetivement la densité volumique de la harge, la densité volumique de l'élastomèrevulanisé et la masse totale de vulanisation pour 100g d'élastomère.
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(b) E�et de l'amplitude de déformation (rête àrête) sur la dissipation à un taux de déformationde 0.019s−1 pour un élastomère SBR suivant di�é-rents taux de harge de noir de arbone [Kar etBhowmik, 1999℄.Figure I.8 � Observation du aratère renforçant des harges.ylique triangulaire pour di�érents éhantillons d'un élastomère SBR à divers taux de hargede noirs de arbone (f. FIG. I.8(b)).Pour on�rmer es observations, nous proposons les résultats d'une ampagne d'essais expéri-mentaux sur des éprouvettes de quadruple isaillement d'élastomères silionés fournies par lasoiété Sma que nous avons réalisée au sein du laboratoire d'essais méaniques de l'ESIM. Laomparaison s'e�etue alors sur un mélange silioné CQXB (Dureté Shore 30) et son homologueave 10% de harges ajoutées de Dureté Shore 50 (4). Pour l'analyse de es résultats nous noussommes basés sur le module dynamique (ou raideur globale) et sur la dissipation globale au oursd'un yle stabilisé alulés pour une solliitation ylique triangulaire ave une amplitude de
50% et une vitesse de déformation de 0.15s−1 (f. � III.3.2). L'examen de es deux paramètrespermet alors d'observer que le mélange silione hargé est plus dissipatif et plus rigide que sonhomologue non-hargé (f. FIG. I.9 et TAB. I.4).I.5.2 Autres e�ets sous hargement yliqueOn a pu onstater que l'adjontion de harges permet un renforçement des propriétés de lagomme. Or on peut noter divers phénomènes ou e�ets qui s'aentuent voire qui apparaissent au(4). Il faut noter que le fabriant nous a ommuniqué ni le type de mélange silioné, ni le type de harges ajoutées.



I.5. Les élastomères hargés 17CQXB CQXB-ChargéModule dynamique, (MPa) 0.270 0.368Dissipation globale, (kJ.m−3) 17 73Tableau I.4 � Comparaison du module dynamique et de la dissipation globale pour des aou-thous siliones CQXB ave et sans harge produits par la soiété Sma et alulés pour unessai ylique triangulaire d'amplitude 50% et de vitesse de déformation 0.15s−1.
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18 Chapitre I. Généralités sur les élastomèressuivant :� tous les élastomères utilisés présentent un phénomène d'adouissement d'autant plusimportant que le taux de harge est élevé,� la ontrainte pour une élongation donnée lors du premier yle diminue pour les dé-formations inférieures ou égales à la déformation maximale imposée lors du premieryle,� lorsque la déformation est supérieure aux yles préédents, le matériau n'est pasadoui,� le plus grand pourentage d'adouissement est obtenu lors du premier yle ave unestabilisation du omportement au bout d'un ertain nombre de yles suivant les élon-gations imposées. Plus l'élongation sera grande, plus le nombre de yles permettantla stabilisation du matériau est important.A e phénomène d'adouissement s'ajoute aussi une modi�ation de la trajetoire de lamontée en harge jusqu'à la déformation maximale après hargement ylique. Govind-jee et Simo [1991℄ mettent en évidene e phénomène par un hargement ylique (f.FIG. I.10).Partant d'un état initial 0©, onsidéré omme vierge de solliitations, la ourbe de premierhargement suit le hemin (a). Si l'on déharge le matériau arrivé à l'état 1©, la ourbe depremier déhargement est le hemin (b). Si un deuxième hargement est ensuite appliqué,le hemin suivi sera alors (b) jusqu'à atteindre l'état 1©, puis la ourbe de hargement se
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Figure I.10 � Modi�ation de la trajetoire d'une ourbe "virtuelle" de montée en harge aprèshargement ylique d'un élastomère [Govindjee et Simo, 1991℄.



I.5. Les élastomères hargés 19onfond à nouveau ave le hemin (a). Si l'on déharge le matériau une fois arrivé à un état2© (ε2 ≥ ε1), la déharge suit (). En as de nouveau hargement, le hemin est () tantque ε ≤ ε2 et redevient (a) par la suite.� Phénomène de reouvrement (1947) : Mullins [1947℄ mit en avant pour la premièrefois le pourentage de réupération pour un aouthou naturel vulanisé en fontion de latempérature (f. FIG. I.11). Après un ertain temps, le matériau préalablement ylé pré-sente à nouveau un e�etMullins. Le fait de hau�er le matériau permet une réupérationplus rapide et plus importante.� E�et Payne (1971) : Lors d'une solliitation ylique en petites déformations d'un élasto-mère hargé, l'augmentation de l'amplitude de déformation s'aompagne d'une rédutiondu module dynamique. Payne observe de plus une forte non-linéarité dans son évolution.Cantournet [2002℄ propose par exemple d'imputer et e�et au phénomène de dislo-ation/désagglomération des harges. Il s'agit don de glissement de haînes autour desagrégats et la gomme n'est toujours pas solliitée. On peut illustrer et e�et au regard dela FIGURE I.12. En e�et, Sjöberg [2002℄ onstate un net assouplissement suivant l'ampli-tude de solliitation. Ce phénomène s'aompagne d'une forte hausse de l'angle de pertesuivant l'amplitude jusqu'à un ertain seuil à partir duquel on observe une diminution. Ilest alors intéressant de mettre en évidene le aratère non-linéaire de leur évolution.PSfrag replaements
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Figure I.12 � Mesures de la rigidité et de l'angle de perte d'un élastomère hargé (isolant)montrant une forte dépendane à une variation d'amplitude, appelé e�et Payne [Sjöberg, 2002℄.I.6 ConlusionCe hapitre propose quelques généralités sur la famille des aouthous qu'ils soient naturels ousynthétiques. Ainsi, on a pu onstater que l'assoiation :� de leurs diverses ompositions himiques,� de leurs strutures maromoléulaires désordonnées,� des types d'adjontions qui leurs sont inorporées. . .leur onfèrent des propriétés aussi nombreuses que variées. Il paraît alors illusoire de herherà aratériser un omportement global pour tous les élastomères. L'étude se limitera don auxélastomères siliones faiblements hargés utilisés par notre partenaire industriel.



ChapitreII Contexte industriel

L
a struture maromoléulaire et les ompositions himiques va-riées des élastomères leurs onfèrent des propriétés qui en fontdes matériaux de plus en plus présents dans les industries aé-ronautique, automobile, du bâtiment. . .Ce hapitre présente le ontexte industriel de l'étude à travers :� le matériau étudié : élastomère silione hargé VHDS 1029 pro-duit par la soiété Paulstra et utilisé pour sa apaité à amortirles hos ou à �ltrer les vibrations tout en onservant une bonnestabilité thermique et inertie himique,� l'appliation industrielle : adaptateur de fréquene, pièe élastomé-rique intervenant dans le fontionnement d'un moyeu rotor d'héli-optère en permettant d'éviter le passage de la pale par sa fréquenepropre de vibration (Euroopter).
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II.1 Les aouthous siliones hargésII.1.1 GénéralitésLes siliones sont des polymères existant sous trois formes physiques : huiles, élastomères etrésines. Ii, nous nous intéressons plus partiulièrement aux élastomères siliones (dits parfois"aouthous siliones", f. TAB. II.1). Nom des siliones DésignationMethyl-(Poly)Siloxane MQMethyl-Vinyl-(Poly)Siloxane MVQPhenyl-Methyl-Vinyl-(Poly)Siloxane PMVQFluoro-Methyl-Vinyl-(Poly)Siloxane FMVQTableau II.1 � Désignation des aouthous siliones les plus répandus dans la littérature.Les aouthous siliones sont plus résistants à la haleur et au froid que la plupart des élas-tomères. En e�et, ils possèdent une très grande stabilité thermique (de -80 à 200◦C) et uneexellente inertie himique. Ils présentent une très bonne résistane à l'ozone, au vieillissementet aux intempéries mais en revanhe auune résistane aux huiles et aux fuels (1). Ces matériauxprésentant des propriétés physiques très faibles, on leur ajoute alors généralement des harges.On peut lire à travers les données fabriants une représentation générale des propriétés de etype de matériaux répertoriée dans le TABLEAU II.2.Q/MQ/MVQ FMVQ VHDSDureté Shore 30/85 30/85 33/77Contrainte avant rupture (MPa) 8 8 6.5/10.5Déformation à rupture (%) 250 200 400/800Domaine de stabilité thermique (oC) −70 à +200 −55 à +180 −80 à +200Tableau II.2 � Représentation générale des propriétés des siliones.II.1.2 Le matériau de l'étude : Silione VHDS 1029Le matériau de ette étude est un aouthou silione VHDS 1029 produit par la soiété Paul-stra utilisé pour sa apaité à amortir les hos ou à �ltrer les vibrations tout en onservantune trés grande stabilité thermique et inertie himique. Les détails onernant son utilisationindustrielle au sein de la soiété Euroopter sont présentés au paragraphe II.2.(1). Les siliones �uorés (FVMQ) possèdent un domaine de stabilité thermique peut être moins large que lesautres aouthous siliones mais présentent une meilleure résistane aux huiles et fuels.



24 Chapitre II. Contexte industrielL'industriel produteur du VHDS 1029 (Paulstra) souhaitant onserver une ertaine on�den-tialité onernant la fabriation de son matériau, le leteur omprendra qu'il nous est impossibled'être préis quant à sa desription. Malgré ela, nous avons réalisé quelques observations mi-rosopiques au sein du Centre des Matériaux de l'Eole des Mines de Paris et déterminé satempérature de transition vitreuse au sein du Laboratoire de Méanique et de Rhéologie deTours.II.1.2.a Observation mirosopiqueUn série d'observations au mirosope életronique à balayage (M.E.B.) (2) sur l'endommagementet la fatigue de e matériau a permis de mettre en evidene l'existene de plusieurs types deharges présentes dans le matériau [Courtois, 2003℄. Ces observations mirosopiques ont étéréalisées dans le adre d'un partenariat ave le Centre des Matériaux de l'Eole des Mines deParis ave la ollaboration de Laiarinandrasana et al. [2003℄.

Figure II.1 � Observation d'un agglomérat de silie de grande taille sur une éprouvette viergede VHDS 1029.(2). Cette série d'observations mirosopiques a été réalisée pendant un stage de DEA au sein de l'équipe MNdu Laboratoire de Méanique et d'Aoustique de Marseille [Courtois, 2003℄



II.1. Les aouthous siliones hargés 25Lorsqu'on observe une photo prise au M.E.B. d'une éprouvette vierge, on onstate que noussommes en présene d'un agglomérat de silie de grande taille (f. FIG. II.1). Cependant il existeplusieurs types de harges dans le matériau d'étude. Ces harges sont soit isolées, soit regroupéesen agglomérats.En utilisant une miro-sonde, il a été possible de déterminer la omposition himique des hargesobservées. L'analyse des résultats donne alors plusieurs types de harges, de forme et de ompo-sition di�érentes.II.1.2.b Détermination de la température de transition vitreuseCette étude a été menée au sein du Laboratoire de Méanique et de Rhéologie de Tours enollaboration ave F. Laroix et S. Méo dans la perspetive de déterminer la températurede transition vitreuse et par la même de dé�nir la plage de stabilité thermique d'utilisation dumatériau.Pour ela omme nous l'avons préisé au paragraphe I.3, nous avons suivi l'évolution des modulesde gain noté E′ et de perte noté E′′ ainsi que le fateur d'amortissement tel que tan δ =
E′′

E′suivant la température sur 3 éprouvettes (f. FIG. II.2). Ces grandeurs aratéristiques sontdé�nies plus préisément en ANNEXE C.2. L'obtention de la température de transition vitreuses'e�etue alors en observant la valeur de la température pour laquelle la ourbe représentativede tan δ atteint son maximum (f. FIG. II.3).
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II.2. Utilisation industrielle 27II.2 Utilisation industrielleII.2.1 Propriété d'amortissementParmi toutes les propriétés que l'on a pu iter auparavant sur les aouthous, on peut noter laapaité d'amortir les hos ou de �ltrer les vibrations. Il s'agit là de deux propriétés extrêmementimportantes dans le monde des transports. Ainsi, le pneumatique amortit des irrégularités dela route en assurant le onfort du onduteur et des passagers. Il enaisse les déformationsprovoquées par les obstales et les inégalités du sol. Dans le domaine automobile, les pièesamortissantes ne se limitent pas aux seuls pneumatiques. Les di�érentes pièes antivibratoires(supports moteurs...) permettent de �ltrer les vibrations en provenane du moteur ou des organesde liaison au sol. Les propriétés antivibratoires des pièes en aouthou sont également utiliséesdans le domaine des travaux publis : appuis de pont, plots antisismiques. . .Il existe une littérature importante onernant l'étude du aratère élasto-dissipatif des élasto-mères. Le TABLEAU II.3 présente quelques exemples de domaines d'appliations.
Domaines Appliations Auteurs NationalitésAéronautique Amortisseur de traînée Brakbill [2000℄ États UnisKamath et al. [2000℄ États UnisBoukamel et al. [2000℄ FraneLesieutre et Govindswamy [1996℄ États UnisGandhi et Chopra [1994℄ États UnisButée lami�ée Abouhita et al. [2003℄ MaroLejeunes et al. [2003℄ FraneBoukamel [1988℄ FranePeau de ballons atmosphériques Golden et al. [1999℄ États UnisSupport de système aérospatiaux Rousseau et al. [2002℄ FraneAutomobile Suspensions Saad [2003℄ FraneWineman et al. [1998℄ États UnisPneumatique Lahelle [2001℄ FraneLe Talle et Rahier [1994℄ FraneMédeine Cornée Kaliske et rothert [2000℄ AllemagneTissus érébraux Darvish et Crandall [2001℄ États UnisTissus artériels Holzapfel et al. [2002℄ AutriheTissus biologiques souples Bergström et Boye [2001℄ États UnisAgro-alimentaire Pâte (fabriation du pain) Phan-Thien [2000℄ AustraliePrêt à porter Semelles de haussure Robisson [2000℄ FraneTravaux publis Plots antisismiques Burtsher et Dorfmann [2004℄ AutriheTableau II.3 � Quelques exemples d'appliations industrielles utilisant les élastomères pour leurapaité amortissante.



28 Chapitre II. Contexte industrielUne présentation de la méthode lassique d'étude de es phénomènes dissipatifs en régime har-monique, appelée "Méthode d'analyse omplexe", est présentée en ANNEXE C.2 où les propriétésd'amortissement d'un matériau sont traduites par l'énergie dissipée sous forme de haleur auours d'un hargement ylique. Elle s'applique à l'ensemble des nombres omplexes sous l'hy-pothèse des petites perturbations et néessite l'utilisation d'un modèle rhéologique global peupréditif. Les lois ainsi obtenues peuvent être intégrées dans des modèles éléments �nis, quionduisent à des aluls lourds et di�ilement intégrables dans des systèmes possédant un grandnombre de degrés de liberté.Pour l'heure, il paraît important avant d'entrer dans le vif de l'étude, de situer le aratèreamortissant néessaire au bon fontionnement du moyeu rotor d'un hélioptère.II.2.2 Fontionnement d'un moyeu rotorLors d'un vol, la pale de l'hélioptère est soumise à son propre poids (qu'on négligera fae auxautres fores), à la portane, à la fore entrifuge et à la traînée i.e. fore d'inertie qui solliitela pale dans son plan de rotation (f. FIG. II.4).En vol de transition, la vitesse de déplaement d'un hélioptère onduit à une répartition dis-symétrique des vitesses linéaires de rotation le long de la pale (f. FIG. II.5). De plus, l'e�et
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Figure II.4 � Bilan des fores sur une pale d'hélioptère.
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(b) Vol de transition.Figure II.5 � Composition des viteses.

PSfrag replaements Axe rotorPale reulante Pale avançanteFigure II.6 � Répartition des e�orts de portane.onjugué de la vitesse de rotation des pales ω (3) et de la vitesse de déplaement longitudinal del'appareil V onduit à une vitesse en bout de pale du type :
vL = vrot + va = ωL+ V sin(ωt), (II.1)ave L la longueur de la pale. Cei induit une variation de vitesse des extrémités des pales de

600 à 1200km/h en vol de transition.Il est alors possible de aluler la fore de portane Fz = 1
2ρairvr

2Cz où Cz, vr, et ρair sontrespetivement le oe�ient de portane, la vitesse relative qui représente la vitesse de rotationajoutée à la vitesse d'avanement va et la masse volumique de l'air. L'e�ort de portane seradon di�érent en haque point de la pale (f. FIG. II.6).La dissymétrie latérale de portane provoque un mouvement de roulis de l'hélioptère. Pourpallier e problème et don pour assurer la symétrie des e�orts et l'équilibre des moments, ilest néessaire que la pale avançante ait une inlinaison di�érente de elle de la pale reulante.C'est la butée sphérique, assemblage de oupelles d'élastomères et d'aier (appelée aussi lami�é(3). La vitesse de rotation du rotor prinipal est omprise entre 300 et 550 tours/minute et elle du rotor dequeue est omprise entre 1500 et 4000 tours/minute. Elles dépendent essentiellement du type de mahine.
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(a) Butée lami�ée (b) Adaptateur de fréqueneFigure II.7 � Pièes élastomèriques d'un rotor d'hélioptère, Huthinson.
PSfrag replaements Fz, fore de portane

Fx, fore de traînéeθinc

Figure II.8 � Inlinaison de la pale.élastomère/métal, f. FIG. II.7(a)), qui permet le mouvement relatif de la pale par rapport aumoyeu rotor.Cette modi�ation d'inlinaison (on notera θinc l'angle d'inlinaison de la pale) entraîne alorsune modi�ation du oe�ient de traînée Cx (f. FIG. II.8). Cela implique don une variationde la fore de traînée Fx = 1
2ρairvr

2Cx qui provoque une osillation de la pale dans son plande rotation (f. FIG. II.4) qui peut s'assimiler à un pendule dont la fore de rappel est la foreentrifuge. Lorsqu'on monte en régime, la fréquene propre de traînée de la pale fr0 roise leregime nominal d'osillation de elle-i. Il peut alors se produire un phénomène de résonane quipeut arraher le rotor ou faire basuler l'hélioptère. L'adaptateur de fréquene permet par safontion amortissante d'éviter es phénomènes de résonane. C'est pourquoi, il est aussi appeléamortisseur de traînée (f. FIG. II.4 et FIG. II.9).II.2.3 Adaptateur de fréqueneLes premiers amortisseurs de traînée étaient hydrauliques, e qui onduisait à des équipementsvolumineux et oûteux (iruit d'huile sous pression. . . ). Les adaptateurs de fréquene élastomé-riques ont été mis en servie sur des hélioptères de type "gazelle" en 1970 (f. FIG. II.10(a)).
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PSfrag replaements

Adaptateurdefréquene

Figure II.9 � Position d'un adaptateur de fréquene sur un moyeu rotor d'hélioptère.

(a) Gazelle SA.341 (b) Colibri EC 120Figure II.10 � Exemple d'hélioptère possèdant des pièes élastomèriques, Euroopter.
Il s'agit en général, d'une pièe ylindrique onstituée d'un élastomère isaillé par deux ylindresen aier dont le r�le est de dissiper une partie de l'énergie méanique (f. FIG. II.11). L'élastomèreutilisé est dans e as un mélange synthétique à base de silione (VHDS 1029, f. � II.1.2) dontle omportement est su�samment stable pour les températures et les solliitations omplexesd'utilisation des adaptateurs de fréquene.
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Figure II.11 � Coupe d'un adaptateur de fréquene lassique.II.2.4 Problématique industrielleL'objetif de oneption d'une nouvelle génération d'adaptateurs de fréquene passe néessaire-ment par une bonne maîtrise du omportement de es pièes élastomériques fae aux onditionsd'utilisation extrêmes qu'elles subissent. L'estimation de la durée de vie et la prévision de leurréponse sous des solliitations statiques, dynamiques et thermiques sont don des aratéristiquesdu matériau qu'un industriel ne peut éarter.Paramètres de solliitation DomaineFréquene < 30HzAmplitude statique "moyenne" < 25%Amplitude dynamique "moyenne" < 25%Amplitude statique "maxi" < 55%Amplitude dynamique "maxi" < 40%Tableau II.4 � Enveloppe des solliitations des adaptateurs des rotors prinipal et arrière.La modélisation du omportement des élastomères utilisés dans la fabriation de es pièes né-essite la prise en ompte des grandes déformations, des proessus dissipatifs et de l'in�uene dela température sur le omportement thermo-méanique.Ainsi, parmi les aspets de omportement à onsidérer, on peut iter :� l'hyperélastiité, l'élastoplastiité et la visoélastiité pour les solliitations statiques etdynamiques,� le ouplage thermo-méanique pour modéliser les phénomènes dissipatifs dépendant de latempérature,� la modélisation de l'endommagement a�n de prévoir la durée de vie des pièes en élastomère.Les premiers volets de es thèmes ont fait l'objet d'un programme de reherhe de 1991 à 1994,initié par Euroopter (Aérospatiale/DH) et mené en ollaboration ave l'Equipe Modèles Numé-



II.2. Utilisation industrielle 33riques du Laboratoire de Méanique et d'Aoustique de Marseille.Le adre général de es travaux a porté d'une part sur la modélisation, la aratérisation etl'identi�ation du omportement des élastomères et d'autre part sur la formulation numériqueet la mise en ÷uvre des modèles à travers des algorithmes numériques basés sur la méthode deséléments �nis.Dès lors, aux vues des résultats de es travaux, on peut aujourd'hui onsidérer que les aspets deomportement hyperélastique sont bien maîtrisés aussi bien sur le plan de la formulation numé-rique que sur le plan de la aratérisation expérimentale voire même au niveau de la oneption depièes omplexes onstituées d'élastomères hyperélastiques. Quant au omportement visoélas-tique en grandes déformations (que nous appellerons hyper-visoélastiité), les développementse�etués à e jour par Gabrieli [1995℄ et Méo [2000℄, peuvent être synthétisés omme suit :� la généralisation des modèles rhéologiques aux grandes déformations via la notion de on�-guration intermédiaire,� la mise en ÷uvre d'une formulation en éléments �nis basée sur es modèles de omporte-ment,� l'identi�ation des paramètres du modèle sur des essais yliques en isaillement.Les résultats obtenus permettent ainsi de valider les modèles développés pour une solliiationylique sinusoïdale donnée.Sur le ouplage thermo-méanique, les travaux menés entre 1994 et 1998 en ollaboration avel'Institut Universitaire de Systèmes Thermiques Industriels (IUSTI) ont permis de réaliser uneplateforme de ouplage faible permettant de résoudre par la méthode des éléments �nis le pro-blème thermo-méanique basé sur un omportement en grandes déformations visoélastiques etsur la résolution du problème thermique en on�guration Lagrangienne. Les résultats obtenusprésentent alors une bonne orrélation ave les mesures expérimentales si l'on suppose qu'uneproportion de la dissipation visqueuse n'est pas transformée en haleur et est utilisée pour le réar-rangement de la miro-struture de l'élastomère tel que la ohésion/déohésion entre les hargeset la gomme.Par ailleurs sur l'endommagement des élastomères hargés, des tavaux ont été menés par Bikard[2002℄ permettant d'intégrer e phénomène en se basant sur le modèle de Rousselier (aiershargés de arbures). L'endommagement est alors supposé majoritairement dû à des proessusde déohésion de la matrie autour des inlusions, 'est à dire des miro-avités.Les travaux développés depuis une dizaine d'années ont don permis de mettre au point desmodèles phénoménologiques et présentent une relativement bonne orrélation ave l'expériene.Cependant, ils méritent des analyses et des investigations approfondies. En e�et pour le ompor-tement hyper-visoélastique, la détermination de la réponse sous solliitations multi-harmoniquesnéessite un enrihissement des modèles rhéologiques.



34 Chapitre II. Contexte industrielL'objet du programme de reherhe atuel plani�é sur inq ans et englobant deux thèses est dedévelopper des modèles statistiques pour les élastomères hargés. Ces modèles sont basés sur desmotivations miro-struturales a�n de rendre ompte dans un premier temps, des interationsentre les harges et la matrie élastomérique à di�érentes températures et sous des solliitationsdynamiques variées ('est l'objetif de e travail de reherhe). Nous aborderons dans un seondtemps les aspets d'endommagement en analysant les miro-méanismes de rupture initiés àl'intérieur des agglomérats de harges ainsi que les méanismes de déohésion aux interfaesharges/matrie (non étudié ii).L'objetif est don de erner �nement le omportement de es matériaux à travers :� le développement de modèles de omportement ;� l'identi�ation des paramètres gouvernant es modèles à travers la réalisation d'essais dearatérisation à di�érentes températures ;� la validation de es modèles via la onfrontation à des essais sous solliitations omplexes ;� l'implémentation et la mise au point de odes éléments �nis pour la simulation thermo-méanique du omportement de pièes réelles.L'aboutissement logique de ette démarhe devra se onrétiser par une proédure d'aide à laoneption de es pièes dissipatives en élastomère.



ChapitreIII Campagne expérimentaleréalisée sur l'élastomère silioneVHDS 1029

C
e hapitre présente les résultats d'essais expérimentaux quenous avons réalisés sur des éprouvettes de tration uniaxialeet de double isaillement en élastomère silione VHDS 1029fournis par la soiété Paulstra. Cette ampagne d'essais a été réaliséeau sein du laboratoire d'essais méaniques de l'Eole Supérieure d'Ingé-nieurs de Marseille (ESIM) pour les essais de tration et au Laboratoirede Méanique et d'Aoustique de Marseille (LMA) pour eux de double-isaillement. Plusieurs types de solliitations ont été imposés tels quela relaxation et les essais yliques pour di�érentes températures. Uneanalyse des résultats est alors proposée nous permettant ainsi d'émettrequelques hypothèses sur le omportement du matériau.
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III.1 PrésentationLe matériau utilisé dans ette ampagne d'essai est un silione VHDS 1029 utilisé pour la fabri-ation des amortisseurs de traînée (f. � II.2) .III.1.1 Géométrie des éprouvettesPour ette ampagne, nous avons utilisé des éprouvettes de tration et de double isaillementréalisées par la soiété Paulstra (f. FIG. III.1).

Figure III.1 � Eprouvettes de tration et de double isaillement.III.1.1.a Eprouvette de trationLes éprouvettes de tration sont du type haltère (H2) telles qu'elles sont dé�nies dans la normeNF T46-002. La FIGURE III.2 propose les dimensions d'une telle éprouvette.III.1.1.b Eprouvette de double isaillementUne éprouvette de double isaillement est onstituée par 2 éléments d'élastomère parallélépipé-diques identiques ayant les dimensions suivantes :� épaisseur : 5 mm ± 0.1 mm,� largeur : 25 mm ± 0.1 mm,� longueur : 96mm ± 0.1 mm.
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Figure III.2 � Dimensions éprouvette haltère type H2 (mm).
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Figure III.3 � Dimensions éprouvette de double isaillement (mm).Ces éléments sont ollés par vulanisation des plus grandes faes en regard de 3 plaques rigides enaluminium de même largeur et de longueur appropriée pour permettre une disposition d'ensembleen forme de double empilage, la longueur de haque élément étant plaée dans le sens de l'e�ortde isaillement. La FIGURE III.3 montre la réalisation d'une telle éprouvette. On réalise ainsi unestruture à double isaillement des 2 parallélogrammes d'élastomère disposés en parallèle.III.1.2 Moyens expérimentauxLa ampagne d'essais a été réalisée sur deux mahines di�érentes suivant le type d'essais :� Les essais de tration ont été réalisés au sein du laboratoire d'essais méaniques del'ESIM sur une mahine de tration-ompression de type ADAMEL DY36 et d'une apaitéde 100kN équipée d'une eneinte thermique (f. FIG. III.4(a)). Le pilotage s'e�etue alorsen déformation imposée par extensométrie laser et permet d'e�etuer des essais à vitessede déplaement onstante (jusqu'à 500mm.min−1). Le apteur d'e�ort utilisé pour e typed'essai est un apteur d'une apaité maximale de 10kN situé sur la traverse mobile et



III.1. Présentation 39permettant une bonne préision des résultats dans le domaine d'e�ort dans lequel nousnous plaçons. Nous avons utilisé des mors "auto-serrants" pour éprouvettes haltères. Lesmesures de déformation et d'e�ort sont alors olletées via une arte d'aquisition (toutesles 500ms pour les essais de relaxation et toutes les 50ms pour les essais yliques) d'unordinateur sur lequel on peut visualiser en ontinu le yle ontrainte/déformation. Cettemahine est équipée d'une eneinte thermostatée refroidie par une irulation d'azote etéventuellement réhau�ée par une résistane életrique et ventilation d'air.� Les essais de double isaillement ont été réalisés au sein du Laboratoire de Méa-nique et d'Aoustique (LMA) sur une mahine dynamique type MTS-Model 322.21 T-Slotd'une apaité de 100kN (f. FIG. III.4(b)). Le pilotage s'e�etue dans e as aussi endéformation imposée (1) par un vérin hydraulique et permet d'e�etuer des essais à vi-tesse de déplaement (ou fréquene) beauoup plus importante que la préédente mahine(≤ 100mm.s−1). Le apteur d'e�ort utilisé pour e type d'essai est un apteur d'une apa-ité de harge de 100kN situé sur la traverse �xe. Les mesures de déformation et d'e�ortsont alors olletées via une arte d'aquisition (le temps d'aquisition est adapté à la vi-tesse de deplaement imposée) d'un ordinateur sur lequel on peut visualiser en ontinu leyle ontrainte/déformation. Cette mahine est équipée d'une eneinte thermostatée typeCET (f. FIG. III.4()) refroidie par une irulation d'azote et réhau�ée par une résistaneéletrique et ventilation d'air.Les résultats des essais réalisés pendant ette ampagne sont obtenus sous forme de ourbesréponses : ontrainte en fontion du temps ou ontrainte en fontion de la déformation. Lesgrandeurs (2) mesurées sont présentées dans le TAB. III.1 suivant l'essai utilisé.Essai Contrainte mesurée Déformation mesuréeTration uniaxiale ¯̄π11
¯̄F11 − 1 = εDouble isaillement ¯̄π12

¯̄F12 = γTableau III.1 � Contrainte et déformation mesurée suivant l'essai réalisé.Le même type d'essai a été réalisé sur plusieurs éprouvettes pour ontr�ler la dispersion desrésultats obtenus.
(1). Dans la suite, on utilisera abusivement le terme de "isaillement" (hargement en e�ort imposé) à la plaede "glissement" (hargement en déplaement imposé).(2). ¯̄F et ¯̄π respetivement tenseur gradient de la transformation et premier tenseur de Piola-Kirhhoff sontprésentés en ANNEXE A.
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(a) ADAMEL DY36 (ESIM). (b) MTS (LMA).

() Eneinte thermique CET (ESIM).Figure III.4 � Mahines et eneintes thermiques utilisées dans ette ampagne d'essais.



III.2. Assouplissement des éprouvettes : e�et Mullins 41III.2 Assouplissement des éprouvettes : e�et MullinsLes élastomères présentent une perte de raideur après une première harge onnue sous le nomd'e�et Mullins vu au paragraphe I.5.2 et représenté sur la FIGURE III.5(a). Cet adouissementlors du premier hargement est souvent onsidéré omme un phénomène d'endommagement dé-pendant de l'amplitude maximale du premier yle (f. FIG. III.5(b)). Dans la suite, nous avonsdéidé de solliiter préalablement nos éprouvettes de tration et de double isaillement ave 10yles de hargement respetivement de εmax = 100% (ou 200%) et de γmax = 50%. Cela nouspermet don de ne pas tenir ompte de et e�et lors de la modélisation.
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(a) Essai de montée en harge ave εmax = 300%.
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(b) Essai de tration ylique ave εmax progréssif.Figure III.5 � Observation de l'e�et Mullins à travers des essais de tration uniaxiale.



42 Chapitre III. Campagne expérimentale réalisée sur l'élastomère silione VHDS 1029III.3 Proédure d'exploitation des résultatsAvant de réaliser l'analyse des essais expérimentaux, nous proposons au leteur une brève pré-sentation des diverses grandeurs aratéristiques que nous avons employées dans l'exploitationdes résultats des essais de relaxation et de hargements yliques.III.3.1 Essais de relaxationConernant les essais de relaxation, les grandeurs aratéristiques que nous avons utilisées sontles suivantes :� le taux de relaxation noté Trel(t −→ ∞) tel que :
Trel(t) =

σmax − σ(t)

σmax
, (III.1)ave σmax = σ(0). Lorsque t −→ ∞, e paramètre noté T∞
rel est aratéristique de l'élastiitédi�érée. On observe alors l'évolution de la ontrainte normalisée ( σ(t)

σmax

) suivant le tempspour obtenir son évolution.� le temps de relaxation noté τrel représenté par l'inverse de la pente de la ourbe repré-sentative de ϑ(t) en fontion du logarithme du temps telle que :
ϑ(t) =

σ(t) − σ∞
σmax − σ∞

≃ G exp

(
− t

τrel

)
, (III.2)où σ∞ = σ(t −→ ∞). D'une manière générale, on peut aratériser ette grandeur par unesérie de Prony du type ∑n

i=1 gie
− t

τi .Remarque III.1Des essais de relaxation en tration uniaxiale et en double isaillement d'une durée d'environ 2jours et demi ont été réalisés. On a pu alors onstater qu'il existe peu de di�érene (de l'ordrede 4% en tration uniaxiale et 1% en double isaillement) entre la valeur de la réponse après 10minutes et elle mesurée au bout d'une inquantaine d'heures. Les essais de relaxation peuventdon être stoppés aprés 10 minutes de mesure. ❏III.3.2 Essais yliquesNous proposons d'analyser les résultats d'essais yliques en observant les grandeurs aratéris-tiques suivantes pour un yle stabilisé (f. � I.5.2) :� la raideur globale notée Υ (ou module dynamique) aratéristique de l'élastiité d'unsystème telle que :
Υ =

|σmax − σmin|
|εmax − εmin|

, (III.3)il s'agit don de mesurer la pente de la ontrainte moyenne (f. FIG. III.6(a)).
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PSfrag replaementsRaideur,DissipationDéformationContrainte

Raideur Dissipation, Φ/cycle

Déformation
Contrainte

(b) Dissipation, Φ/cycle.Figure III.6 � Présentation des grandeurs aratéristiques d'un essai ylique stabilisé.
PSfragreplaementsRaideur,DissipationDéformationContrainteRaideur

Dissipation,DéformationContrainte
Contrainte(MPa) Déformation(a) Stabilisation d'un essai de tration ylique (ε̇ =

±0.2s−1, εmax = 100%).

PSfragreplaementsRaideur,DissipationDéformationContrainteRaideur
Dissipation,DéformationContrainte

Contrainte(MPa) Déformation(b) Stabilisation d'un essai ylique sinusoïdal (γd =

50%, fr = 6Hz et T = 25oC)).Figure III.7 � Stabilisation d'un essai ylique en tration uniaxiale et en double isaillement.� et la dissipation globale notée Φ/cycle aratéristique de l'amortissement d'un systèmetelle que :
Φ/cycle =

∫

cycle
σ(ε)dε, (III.4)il s'agit dans e as de mesurer l'énergie dissipée au ours d'un yle de solliitation i.e. lasurfae d'une boule d'hystérésis (f. FIG. III.6(b)).Remarque III.2L'examen des Figures III.7(a) et III.7(b) montre la neessité d'imposer au moins 10 yles pourobtenir une réponse stabilisée en tration uniaxiale et en double isaillement. ❏



44 Chapitre III. Campagne expérimentale réalisée sur l'élastomère silione VHDS 1029III.4 Essais de tration uniaxialeNous présentons dans ette setion les résultats d'essais de tration uniaxiale que nous avonsréalisés. Plusieurs types de solliitation sont proposés, assoiés à quelques remarques onernantl'in�uene des paramètres de es essais. On propose alors :� des essais monotones de montée en harge à diverses vitesses de hargement,� des essais de relaxation à divers éhelons de déformation pour di�érentes températures,� des essais de tration ylique à diverses vitesses et amplitudes de hargement.Remarque III.3L'eneinte thermique utilisée ii est munie d'une vitre permettant la transmission du rayon laserde l'extensomètre. Cependant, on observe une apparition de givre sur elle-i au bout de quelquesseondes de refroidissement qui gêne la leture et don qui rend impossible la réalisation d'essaisyliques aux température les plus basses. ❏III.4.1 Montée en harge
PSfragreplaements

Contrainte(M
Pa)

Déformation (%)

0.1s−1

0.05s−1

0.2s−1

Figure III.8 � Observations d'essais monotones de montée en harge en tration uniaxiale pourdi�érentes vitesses de solliitation à température ambiante (εmax = 100%).Constatations : L'observation de la FIGURE III.8 montre que dans le domaine de taux de défor-mation dans lequel nous nous sommes plaés (0.05s−1 ≤ ε̇ ≤ 0.2s−1), la vitesse de déformationn'a pas d'in�uene notable sur la réponse. On ne peut don mettre en avant une réelle présenede visosité. Cependant une non-linéarité de la ourbe ontrainte-déformation peut être observéepour une déformation maximale de 100%.



III.4. Essais de tration uniaxiale 45III.4.2 RelaxationIII.4.2.a In�uene de l'éhelon de déformationConernant les essais de relaxation, l'éprouvette est soumise à plusieurs éhelons de déformation(i.e. 25%, 50% et 100%). La réponse est alors aratérisée par l'observation de l'évolution de laontrainte normalisée suivant le temps. La vitesse de montée en harge est la plus importanteque la mahine de tration uniaxiale peut nous proposer en onsidérant les e�ets d'inertie, 'està dire 300mm/min (ε̇ = 0.2s−1).
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(a) Taux de relaxation.
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(b) Temps de relaxation.Figure III.9 � Observation d'essais de relaxation en tration uniaxiale à température ambiante.Constatations� L'examen de la FIGURE III.9(a) et du TABLEAU III.2 nous permet de onstater que le tauxde relaxation à 1200s noté T∞
rel est peu dépendant de l'éhelon de déformation.
εmax (%) 25 50 100
T∞

rel .e. .e. .e.Tableau III.2 � Taux de relaxation suivant l'éhelon de déformation en tration uniaxiale.� On peut aussi réaliser le même onstat onernant le temps de relaxation (f. FIG. III.9(b)).Trois termes de la série de Prony sont alors néessaires pour identi�er et essai ave uneerreur relative de 0.21% alulée au sens des moindres arrés (f. TAB. III.3).i 1 2 3
gi .e. .e. .e.
τi .e. .e. .e.Tableau III.3 � Paramètres identi�és d'une série de Prony sur un essai de relaxation entration uniaxiale.



46 Chapitre III. Campagne expérimentale réalisée sur l'élastomère silione VHDS 1029III.4.2.b In�uene de la températurePuisque nous sommes dans l'inapaité d'e�etuer des essais yliques à basse température (f.Rem. III.3) et don d'obtenir un état stabilisé, nous avons hoisi préalablement d'assouplir leséprouvettes à température ambiante ave εmax = 200% (3) et ε̇ = 0.2s−1. Ensuite, l'eneinte estplaée à température (70oC, 40oC, 25oC, −25oC, −40oC et −55oC) pour e�etuer un essai derelaxation (25%, 50% et 100%) d'une durée de ∆t = 660s. On propose alors d'observer le tauxet le temps de relaxation à une amplitude εmax = 50% respetivement sur la FIGURE III.10 et laFIGURE III.11 à di�érentes températures.
PSfragreplaements

-55◦C-40◦C-25◦C25◦C40◦C70◦CContrainteno
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Temps (s)Figure III.10 � Observation de l'évolution du taux de relaxation suivant le temps à di�érentestempérature en tration uniaxiale (εmax = 50%).
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Temps (s)Figure III.11 � Observation du temps de relaxation à di�érentes températures en tration uni-axiale (εmax = 50%).(3). Dans e as, nous avons e�etué un assouplissement à 200% pour pouvoir obtenir un état stabilisé lors del'essai de relaxation ave un éhelon de déformation de 100%.
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Température (oC)

40Température εmax (%)(oC) 25 50 100-55 .e. .e. .e.-40 .e. .e. .e.-25 × .e. .e.25 .e. .e. .e.40 .e. .e. .e.70 .e. .e. .e.Figure III.12 � Evolution du taux de relaxation au bout de 660s suivant la température à di�é-rents éhelons de déformation en tration uniaxiale.Constatations : L'examen des résultats expérimentaux onernant l'in�uene de la tempéra-ture sur la relaxation (f. FIG. III.10 et FIG. III.11) a permis de distinguer deux domaines detempérature aratérisés par une évolution des grandeurs aratéristiques di�érentes :� T ≥ 25oC : dans e domaine, on onstate que le taux et le temps de relaxation sont peusensibles au hangement de température ainsi qu'à l'éhelon de déformation.� −55oC ≤ T ≤ −25oC : ii, on observe une évolution signi�ative du taux de relaxationlorsqu'on diminue la température (f. FIG. III.12). Cette onstatation s'atténue ave l'am-plitude de déformation (f. FIG. III.13). Par ontre, le temps de relaxation semble moinssensible au hangement de température et à l'éhelon de déformation (f. FIG. III.14).
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Temps (s)(f) T=70◦C.Figure III.13 � Observation du taux de relaxation à di�érents éhelons de déformation pourdi�érentes températures en tration uniaxiale.
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Temps (s)(f) T=70◦C.Figure III.14 � Observation du temps de relaxation à di�érents éhelons de déformation pourdi�érentes températures en tration uniaxiale.



50 Chapitre III. Campagne expérimentale réalisée sur l'élastomère silione VHDS 1029III.4.3 Tration yliqueNous appelons essai de tration ylique, un essai ylique triangulaire à vitesse de déformationimposée dont les onditions limites de hargement sont imposées omme suit,� une déformation maximale donnée εmax,� une déformation minimale (εmin ≥ 0) telle que l'e�ort soit nul et permettant ainsi d'éviterle �ambement de l'éprouvette H2 i.e. le passage en ompression au retour à εmin.Pour failiter sa ompréhension, nous proposons au leteur une représentation shématique ob-servable sur la FIGURE III.15.PSfrag replaements ε
Temps

εmax

εmin (qd F = 0)Figure III.15 � Représentation shématique d'un essai de tration ylique.III.4.3.a In�uene de la déformation maximale de hargementOn propose d'e�etuer des essais de tration ylique à di�érentes déformations maximales pourune vitesse de déformation donnée (f. FIG. III.16).
PSfragreplaements

Contrainte(M
Pa)

Déformation (%)Figure III.16 � Observation de l'in�uene de la déformation maximale sur les essais de trationylique à température ambiante (ε̇ = ±0.05s−1).
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(a) Raideur globale.

PSfragreplaements

Déformation maximale

Raideur(MPa)
Dissipation(kJ.m−

3
)

(b) Dissipation globale.Figure III.17 � Observation de l'évolution de la raideur et de la dissipation suivant la déforma-tion maximale pour des essais de tration ylique à température ambiante.
εmax (%) 10 25 50 100
Υ (MPa) .e. .e. .e. .e.

Φ/cycle (kJ.m−3) .e. .e. .e. .e.
εp (%) .e. .e. .e. .e.Tableau III.4 � Evolution des aratéristiques d'un essai de tration ylique suivant la défor-mation maximale à température ambiante (ε̇ = ±0.05s−1).
ε̇(s−1) ±0.05 ±0.1 ±0.2

εp (%) .e. .e. .e.Tableau III.5 � Evolution de la déformation résiduelle suivant la vitesse de déformation pourdes essais de tration ylique à température ambiante (εmax = 100%).Constatations : Via l'examen de la raideur et de la dissipation du yle stabilisé, on peut noterles remarques suivantes :� une forte rigidi�ation pour les faibles amplitudes maximales de déformation et une aug-mentation de la dissipation suivant la déformation maximale (f. FIG. III.17 et TAB. III.6),� une augmentation de la déformation résiduelle telle que εp = εmin suivant l'amplitudemaximale de déformation (f. TAB. III.6 et FIG. III.18(a)),� un essai de tration ylique ne nous permet pas d'e�etuer des onstatations notablessuivant l'évolution du taux de déformation. En e�et, à haque ε̇ donné orrespond unedéformation résiduelle di�érente (f. TAB. III.5 et FIG. III.18(b)).
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Déformation maximale(a) Evolution suivant la déformation maximale.
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(b) Evolution suivant la vitesse de déformation.Figure III.18 � Observation de l'évolution de la déformation résiduelle suivant l'amplitude maxi-male et la vitesse de déformation.



III.5. Essais de double isaillement 53III.5 Essais de double isaillementDans e paragraphe, nous présentons les résultats d'essais de double isaillement. Plusieurs typesde solliitation sont proposés ave quelques remarques onernant l'in�uene des paramètres dees essais. On propose alors :� un essai de harge-déharge à basse vitesse de déformation,� des essais de relaxation à divers éhelons de déformation pour di�érentes températures,� des essais yliques sinusoïdaux et triangulaires pour di�érentes températures.III.5.1 Charge-déharge à basse vitesse de déformation
50%
25%

12.5%

PSfragreplaements
Contrainte(MP
a)

DéformationFigure III.19 � Essai monotone de harge-déharge à basse vitesse de déformation en doubleisaillement à température ambiante (γ̇ = 0.03s−1).Constatations : L'examen des essais de harge-déharge à basse vitesse de déformation (γ̇ =

0.03s−1) pour di�érentes déformations (γmax = 12.5%, 25% et 50%) représentés sur la FIGURE III.19nous renseigne sur l'évolution de la déformation résiduelle γp (valeur de la déformation expriméelors de la déharge pour une ontrainte nulle) et la ontrainte résiduelle σp (valeur de la ontrainteau retour à déformation nulle). Ainsi, on observe une roissane signi�ative du module de esgrandeurs suivant l'amplitude de déformation maximale imposée (f. TAB. III.5.1 et FIG. III.20).
γmax (%) 12.5 25 50
γp (%) .e. .e. .e.
σp (MPa) .e. .e. .e.Tableau III.6 � Tableau des déformations et ontraintes résiduelles suivant l'amplitude maximalede déformation.
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Amplitude de déformation maximale(b) Contrainte résiduelle.Figure III.20 � Evolution des déformation et ontrainte résiduelles suivant l'amplitude de dé-formation maximale imposée.III.5.2 RelaxationIII.5.2.a In�uene de l'éhelon de déformationLes essais de relaxation en double isaillement suivent le même protoole que elui présenté auparagraphe préédent (f. � III.4.3). Ainsi, plusieurs éhelons de déformation ont été utilisés (i.e.
20%, 30% et 54%) et la vitesse de hargement en début d'essai est de γ̇ = 1s−1.
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(b) Temps de relaxation.Figure III.21 � Résultats d'essais de relaxation en double isaillement à température ambiante.



III.5. Essais de double isaillement 55Constatations� L'examen de la FIGURE III.21(a) et du TABLEAU III.7 permet de onstater que le taux derelaxation à 1200s noté T∞
rel est peu dépendant de l'éhelon de déformation.� On peut aussi réaliser le même onstat onernant le temps de relaxation (f. FIG. III.21(b)).Trois termes de la série de Prony sont alors néessaires pour identi�er et essai ave uneerreur relative de 0.06% alulée au sens des moindres arrés (f. TAB. III.8).

γmax (%) 20 30 54
T∞

rel .e. .e. .e.Tableau III.7 � Taux de relaxation à 1200s suivant l'éhelon de déformation en double isaille-ment. i 1 2 3
gi .e. .e. .e.
τi .e. .e. .e.Tableau III.8 � Paramètres identi�és d'une série de Prony sur un essai de relaxation en doubleisaillement.III.5.2.b In�uene de la températureIi, on propose l'étude d'essais de relaxation à amplitude de déformation progressive réalisés àdi�érentes températures. Nous proposons au leteur une représentation shématique observablesur la FIGURE III.22. Les paramètres de l'essai sont alors �xés tels que γmax1 = 12.5%, γmax2 =

25%, γmax3 = 50% et ∆t = 60s.
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Figure III.22 � Représentation shématique d'un essai de relaxation à amplitude progressive.
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Temps (s)Figure III.23 � Evolution du taux et du temps de relaxation suivant la température en doubleisaillement (γmax = 50%).
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Température γmax (%)(oC) 12.5 25 50-55 .e. .e. .e.-40 .e. .e. .e.-25 .e. .e. .e.25 .e. .e. .e.40 .e. .e. .e.70 .e. .e. .e.Figure III.24 � Evolution du taux de relaxation au bout de 60s suivant la température et di�érentséhelons de déformation en double isaillement.Constatations : Pour e�etuer l'analyse, on a extrait de l'essai de relaxation à amplitude pro-gressive les réponses en ontrainte orrespondant à haque éhelon de déformation d'une duréede 60s.� La FIGURE III.23 montre une évolution signi�ative du taux de relaxation à 60s lorsqu'ondesend dans les basses températures. En e�et, on peut onstater une nette évolutionlorsque −55oC ≤ T ≤ −25oC, alors qu'il évolue trés peu pour T ≥ 25oC. Ces remarquesrestent vraies quel que soit l'éhelon de déformation (f. FIG. III.24 et FIG. III.25).� Conernant le temps de relaxation, la FIGURE III.23 illustre une faible dépendane à latempérature quel que soit l'éhelon de déformation (f. FIG. III.26).
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Temps (s)(f) T=70◦C.Figure III.26 � Observation du temps de relaxation à di�érents éhelons de déformation pourdi�érentes températures en double isaillement.



III.5. Essais de double isaillement 59III.5.3 Essais yliques triangulairesNous présentons ii les résultats d'essais yliques triangulaires à amplitude progressive réali-sés à di�érentes températures. Pour failiter la ompréhension, nous proposons au leteur unereprésentation shématique observable sur la FIGURE III.27.
PSfrag replaements

γ

Temps
γmax3

γmax2

γmax1

n yles n yles n ylesFigure III.27 � Représentation shématique d'un essai ylique de type triangulaire à amplitudeprogressive.Ainsi, les paramètres de réalisation de e type d'essais sont les suivants :� domaine de températures : 70oC, 40oC, 25oC, −25oC, −40oC et −55oC,� domaine de taux de déformation : 0.03s−1, 0.1s−1, 0.3s−1, 1s−1, 3s−1 et 10s−1,� domaine des déformations, γmax1 = 12.5%, γmax2 = 25% et γmax3 = 50%,� on réalise à haque niveau de déformation le nombre de yles n su�sant pour obtenir uneréponse stabilisée.Il est alors possible de déterminer la plage de fréquenes moyennes dans laquelle nous noussituons (f. TAB. III.9).
γmax Taux de déformation (s−1)
(%) 10 3 1 0.3 0.1 0.0350 5 1.5 0.5 0.15 0.05 0.01525 10 3 1 0.3 0.1 0.0312.5 20 6 2 0.6 0.2 0.06Tableau III.9 � Fréquenes moyennes (Hz) assoiées au ouple amplitude dynamique et taux dedéformation pour des éprouvettes de double isaillement.
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DéformationFigure III.28 � Observation de l'in�uene de l'amplitude de déformation sur les essais yliquestriangulaires de double isaillement à température ambiante tels que γ̇ = ±0.3s−1.
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(b) Dissipation globale.Figure III.29 � Evolution de la raideur et de la dissipation suivant l'amplitude de déformationpour des essais yliques triangualires de double isaillement tels que γ̇ = ±0.3s−1 réalisés àdi�érentes températures.Constatations : Une brève analyse de la FIGURE III.28 nous permet de mettre en avant l'in-�uene de l'amplitude de déformation d'une solliitation triangulaire sur la réponse de notrematériau pour un taux de déformation donné. Les Figures III.29(a) et III.29(b) proposent res-petivement une forte rigidi�ation globale pour les faibles amplitudes de déformation et uneaugmentation de la dissipation globale suivant l'amplitude de déformation. En outre, les alluresnon-linéaires de es ourbes se trouvent ampli�ées suivant une baisse de température.
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(b) Dissipation globale.Figure III.31 � Evolution de la raideur et de la dissipation suivant la vitesse de déformationpour des essais yliques triangulaires de double isaillement tels que γmax = 50% réalisés àdi�érentes températures.Constatations : Une observation de la FIGURE III.30 nous montre l'in�uene de la vitesse dedéformation d'une solliitation triangulaire sur la réponse de notre matériau pour une ampli-tude donnée. Via l'analyse des Figures III.31(a) et III.31(b), on onstate respetivement unerigidi�ation globale et une augmentation de la dissipation suivant la vitesse de déformationave la présene de fortes non-linéarités pour les vitesses les plus faibles. En outre, les alluresnon-linéaires de es ourbes s'attenuent suivant la température.
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(b) Dissipation globale.Figure III.33 � Evolution de la raideur et de la dissipation suivant la température pour desessais yliques triangulaires de double isaillement tels que γ̇ = ±10s−1 réalisés à di�érentesamplitudes de déformation.Constatations : Une visualisation de la FIGURE III.32 montre l'in�uene importante de la tem-pérature sur la réponse du matériau pour une solliitation ylique triangulaire donnée. Ononstate au regard des Figures III.33(a) et III.34(a) un assouplissement global suivant la tem-pérature. Cette évolution est aratérisée par une allure non-linéaire qui évolue trés peu suivantl'amplitude et la vitesse de solliitation. Les Figures III.33(b) et III.34(b) expriment quant àelles une diminution de la dissipation suivant la température. L'évolution non-linéaire se trouve
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(b) Dissipation globaleFigure III.34 � Evolution de la raideur et de la dissipation suivant la température pour des essaisyliques triangulaires de double isaillement tels que γmax = 50% réalisés à di�érentes vitessesde déformation.alors nettement ampli�ée suivant l'amplitude de solliitation, ontrairement à elle suivant lavitesse de déformation qui onserve une allure assez prohe.III.5.4 Essais yliques sinusoïdauxLes essais yliques présentés dans ette setion sont de type sinusoïdal tels que γ(t) = γd sin(2πfrt).La FIGURE III.38 montre une représentation shématique de e type de solliitations. Ces essaisont été réalisés à température ambiante et nous avons utilisé omme paramètres de réalisation :� des déformations dynamiques notesé γd de 12.5%, 25% et 50%,� des fréquenes de solliitation notées fr de 1.5Hz, 3Hz, 6Hz, 10Hz, 15Hz et 20Hz.
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Figure III.35 � Représentation shématique d'un essai ylique sinusoïdal.
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Déformation() Dissipation globale.Figure III.36 � Observation de l'in�uene de l'amplitude dynamique de déformation sur lesessais yliques sinusoïdaux à température ambiante tels que fr = 3Hz.III.5.4.a In�uene de l'amplitude dynamique de solliitationConstatations : Comme pour les essais yliques triangulaires, une brève analyse de la FIGURE III.36(a)montre l'in�uene de l'amplitude dynamique d'une solliitation sinusoïdale sur la réponse denotre matériau pour une fréquene donnée. Les Figures III.36(b) et III.36() nous font onsta-ter respetivement une forte rigidi�ation pour les faibles amplitudes de déformation et uneaugmentation de la dissipation suivant l'amplitude dynamique.
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() Dissipation globaleFigure III.37 � Observation de l'in�uene de la fréquene de solliitation sur les essais yliquessinusoïdaux à température ambiante tels que γd = 25%.Constatations : De manière analogue au paragraphe III.5.3.a, l'observation de la FIGURE III.37(a)nous montre l'in�uene de la fréquene de solliitation sur la réponse de notre matériau pour uneamplitude dynamique donnée. Via l'analyse des Figures III.37(b) et III.37(), on onstate res-petivement une rigidi�ation globale et une augmentation de la dissipation suivant la fréqueneave la présene de fortes non-linéarités pour les fréquenes les plus faibles.



66 Chapitre III. Campagne expérimentale réalisée sur l'élastomère silione VHDS 1029III.5.4. Exemples d'essais de solliitations sinusoïdales plus omplexesCes essais ont été réalisés dans l'objetif de valider les modèles de omportement développés dansles hapitres suivants. On ne réalisera don pas une analyse �ne des résultats.
• Essais yliques sinusoïdaux ave pré-déformation statiqueNous présentons ii des essais yliques sinusoïdaux assoiés à une pré-déformation statique. Onpeut exprimer e type de solliitation par la relation suivante :

γ(t) = γs + γd sin(2πfrt). (III.5)Nous utiliserons omme paramètres de réalisation de es essais :� des déformations statiques notées γs de 12.5% et 25%,� des déformations dynamiques de 5%, 12.5% et 25%,� une fréquene de solliitation de 3Hz.
PSfrag replaementsγ

Tempsγs − γd

γs + γd

γs

Figure III.38 � Représentation shématique d'un essai ylique sinusoïdal ave pré-déformationstatique.Constatations : L'examen de la FIGURE III.39 permet d'observer l'apparition d'une dissymmé-trie importante de la boule d'hystérésis lors d'un essai ylique sinusoïdal ave pré-déformation.Ce phénomène est d'autant plus important suivant la déformation statique imposée. Il est in-téressant de préiser aussi que les boules d'hystérésis ainsi formées sont entrées autour de ladéformation statique et d'une valeur de ontrainte, que l'on appelle alors ontrainte moyennenotée σm. Cette ontrainte subit un phénomène de relaxation avant de se stabiliser autour d'uneertaine valeur que l'on présente dans le TABLEAU III.10. Conernant l'évolution des grandeursaratéristiques telles que le module dynamique ou la dissipation globale suivant l'amplitudedynamique, on réalise les même onstats que pour les essais yliques sinusoïdaux lassiques.
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γs (%) 12.5 25
γd (%) 5 12.5 25 5 12.5 25

σm (MPa) .e. .e. .e. .e. .e. .e.Tableau III.10 � Valeur de la ontrainte moyenne suivant l'amplitude dynamique d'un essaiylique sinusoïdal ave pré-déformation statique.
• Essais yliques sinusoïdaux omposés de plusieurs harmoniquesNous présentons maintenant des essais yliques sinusoïdaux omposés de plusireurs harmo-niques. On peut exprimer e type de solliitation par la relation suivante :

γ(t) =

3∑

i=1

γdi
sin(2iπfrt). (III.6)Nous utiliserons omme paramètres de réalisation de es essais,� des déformations dynamiques de 5%, 12.5% et 25%,� des ombinaisons d'harmoniques telles que fr = 1.5Hz, fr2 = 2fr = 3Hz et fr3 = 3fr =

4.5Hz.Constatations : L'allure des boules d'hystérésis en réponse à des solliitations yliques sinu-soïdales omposées de deux ou trois harmoniques est rihe en phénomènes observables expéri-mentalement (f. FIG. III.40, FIG. III.41 et FIG. III.42). Ainsi, on peut onstater une assoiationdes diverses remarques réalisées préédemment : in�uene de la fréquene, de l'amplitude. . .
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Déformation(b) γ(t) = 0.05 sin(2π1.5t) + 0.125 sin(2π3t) + 0.25 sin(2π4.5t)Figure III.42 � Observation de boule d'hystérésis d'essais yliques sinusoïdaux à trois harmo-niques tels que fr = 1.5Hz, fr2 = 2fr = 3Hz et fr3 = 3fr = 4.5Hz.Cette série d'essais permet de mettre en évidene que la réponse à un essai ylique sinusoïdalomposé de deux (ou trois) harmoniques n'est pas une ombinaison simple des réponses à deux(ou trois) essais sinusoïdaux.Pour illustrer ela, on propose d'observer la FIGURE III.43 où l'on ompare la réponse stabili-sée d'essai sinusoïdal omposé de deux harmoniques (γ(t) = 0.25 sin(2π1.5t)+0.25 sin(2π3t)) à laombinaison de deux essais sinusoïdaux stabilisés (γ(t) = 0.25 sin(2π1.5t) et γ(t) = 0.25 sin(2π3t)).Malgré des solliitations en déformation semblables (f. FIG. III.43(a)), on peut mettre en avantune di�érene notable des réponses stabilisées (f. FIG. III.43(b)) qui se traduit par des boulesd'hystérésis dont l'allure est trés éloignée l'une de l'autre (f. FIG. III.43()).
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72 Chapitre III. Campagne expérimentale réalisée sur l'élastomère silione VHDS 1029III.6 ConlusionCette ampagne d'essais en tration uniaxiale et en double isaillement a permis de mettre enévidene les paramètres in�uant la réponse de l'élastomère silione VHDS 1029 pour divers typesde hargements. Ainsi, on a pu montrer les e�ets de divers fateurs omme le temps d'obser-vation, le temps de solliitation, la déformation maximale ou l'amplitude de déformation et latempérature sur la réponse du matériau.
• In�uene du paramètre tempsL'in�uene du paramètre temps a été onstaté dès les premiers pas de l'industrie du aouthoupar C.Goodyear en 1855, et se manifeste de deux manières distintes :� une dépendane au temps d'observation : on parle alors de relaxation en ontrainte sui-vant des temps aratéristiques assoiés à des taux de relaxation. L'analyse présentée auxparagraphes III.4.3 et III.5.3 met en avant e phénomène pour le matériau étudié,� une dépendane au temps de solliitation : dans e as, le omportement est fontion de lavitesse de hargement. Les essais yliques observés aux paragraphes III.5.3.b et III.5.4.bmontrent l'in�uene de e paramètre d'essais sur la réponse du matériau étudié.En introduisant la notion de régimes dynamiques, les auteurs Dragon et al. [2000℄ proposent lelassement suivant :� lent ou quasi-statique (1 − 10s−1, par exemple une hute),� moyen (10 − 1000s−1, par exemple un rash),� rapide (> 104s−1, par exemple un impat ou un ho thermique)Le régime dynamique dans lequel nous nous plaçons traite des solliitations lentes pour lesquellesles e�ets d'inertie sont négligeables par rapport aux autres hargements.Lorsqu'on parle d'évolution suivant le temps de solliitation, on renontre la plupart du tempsdes observations réalisées à partir d'une évolution en fréquene. On représente ainsi les évolutionsdes grandeurs aratéristiques telles que le module de rigidité et l'angle de perte ou la dissipationen fontion de la fréquene omme le propose la FIGURE III.44. Il s'agit bien évidemment d'unereprésentation shématique dépendant fortement de l'amplitude du hargement. La forme desourbes reste néanmoins similaire pour tous les élastomères.Via l'allure des ourbes, on peut réaliser quelques onstatations. A basse fréquene, le modulede rigidité est faible jusqu'à atteindre une valeur limite que Saad [2003℄ appelle la raideur "sta-tique (4)". En revanhe à haute fréquene, il devient important et tend vers une valeur asympto-tique. Entre es deux zones, il existe une fréquene de transition pour laquelle l'amortissementest maximal et près de laquelle l'angle de perte et le module de rigidité varient fortement.(4). Dans le as partiulier où le matériau est un �uide ette raideur statique est nulle.
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Figure III.44 � Représentation shématique de l'évolution du module de rigidité et de l'angle deperte en fontion de la fréquene (Ehelle logarithmique en fréquene).
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(b) Dissipation globaleFigure III.45 � Observation de l'in�uene de la fréquene de solliitation sur les essais yliquessinusoïdaux à température ambiante tels que γd = 25% (Ehelle logarithmique en fréquene).Pour illustrer ette dépendane en fréquene, nous proposons d'élairer le leteur en représentantsuivant une éhelle logarithmique l'évolution des grandeurs aratéristiques Υ et Φ/cycle pour unesolliitation ylique sinusoïdale en double isaillement telle que γd = 25%. L'examen des FiguresIII.45(a) et III.45(b) permet alors de nous situer dans un domaine plaé à la frontière de la zonede basse fréquene et elle de transition.
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• In�uene des paramètres déformation maximale et amplitude dynamiqueLa leture des paragraphes III.4.3.a, III.5.3.a et III.5.4.a, montre que notre matériau ommetous les élastomères hargés présente un omportement dissipatif qui dépend de l'amplitude dehargement. De nombreux auteurs ont observé expérimentalement et ommenté e phénomène.Le degré de dépendane en amplitude varie en fontion du type et de la quantité de harges. Lespremières expliations ont été fournies par Payne en 1965. De manière générale, la littérature[Lion, 1998 ; Brakbill et al., 2000 ; Sjöberg, 2002 ; Saad, 2003℄ nous propose les onstatssuivants :� la raideur globale diminue suivant l'amplitude de solliitation. La diminution de la rigiditéen fontion de l'amplitude de solliitation, appelée souvent "E�et Payne" (f. � I.5) estnettement lisible au travers de la FIGURE III.46(a),� l'amortissement augmente dans un premier temps suivant l'amplitude puis diminue (f.FIG. III.46(b)). L'augmentation de la surfae de l'hysteresis est due à l'adjontion deharges renforçantes qui entraîne l'ajout d'un frottement à l'interfae matrie/harge etharge/harge jusqu'à endommagement (déohésion, avitation).Pour pallier la pauvreté du nombre de points expérimentaux que nous présentons pour dérirel'in�uene de l'amplitude dynamique sur notre matériau, nous proposons alors d'observer lesrésultats d'une ampagne d'essais réalisés par notre partenaire industriel (Euroopter) sur unélastomère silione utilisé pour une anienne génération d'adaptateurs de fréquene.
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(b) Dissipation globaleFigure III.47 � Observation de l'in�uene de l'amplitude sur un élastomère silione utilisé pourune anienne génération d'adaptateurs de fréquene (Solliitation sinusoidale en double isaille-ment de fréquene 10Hz à T = 25oC)
• In�uene du paramètre températureGough [1803℄ fut le premier sienti�que à observer que le omportement des élastomères dépendde la température. En e�et, il a onstaté le résultat expérimental suivant : une bande de aou-thou vulanisé sous ontrainte se rétrate de façon réversible sous l'e�et de la haleur. Commenous avons pu le onstater tout au long du CHAPITRE I, la température est un fateur in�uantsur la réponse des élastomères. Plus la température augmente, plus les vibrations moléulairessont importantes et plus les moléules peuvent bouger librement.L'in�uene de la température sur la réponse du matériau dérite aux paragraphes III.4.3.a,III.5.2.b et III.5.3. est ohérente ave les remarques onernant l'état de la matière des polymèresamorphes présentés au paragraphe I.3 et l'évolution des grandeurs aratéristiques suivant latempérature vu au paragraphe II.1.2.b. Le domaine de température onsidéré allant de 70oC à
−55oC, nous nous déplaçons bel et bien de l'état aouthoutique vers sa frontière ave l'état detransition où l'on peut observer une augmentation du module de rigidité.Une omparaison de l'évolution du module de rigidité et de l'angle de perte suivant la fréquene(f. FIG. III.44) à elle fontion de la température (f. FIG. I.4), nous permet de onstater qu'uneaugmentation de température est équivalente à une diminution de fréquene d'un point de vuephénoménologique. Cette aratéristique appelée "prinipe de superposition temps-température(ou fréquene-température)", est valable pour un grand nombre d'élastomères sur des domainesde températures et fréquenes importants [Ferry, 1970℄. On onsidère dans e as que l'e�etde la température sur les propriétés méaniques est identique sur l'éhelle des fréquenes à unfateur multipliatif près.Dans es onditions, on peut lier l'évolution du module de rigidité et du fateur de perte pour
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E(T0,t) =
ρ(T0)T0
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E
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)
,tan(δ(T0,t)) = tan
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δ

(
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(III.7)où aT , appelé fateur de déalage en temps (ou en fréquene) est un oe�ient multipliateurdépendant de la température. Ainsi, on peut onstruire des ourbes "maîtresses" du matériaupermettant d'obtenir une évaluation des grandeurs aratéristiques sur une large gamme defréquene à partir d'essais dans une gamme de fréquene donnée à di�érentes températures.Plusieurs formes de fontions d'approximation de aT sont utilisées dans la littérature dont laplupart sont dérites dans [Ward et Sweeney, 2004℄. Les deux lois les plus employées sont lessuivantes :� la loi WLF (Williams, Landel et Ferry) :
log(aT ) =

C1(T − T0)

C2 + (T − T0)
, (III.8)où C1 et C2 sont des onstantes positives telles que T − T0 > −C2 sur la plage de tem-pérature onsidérée. Ferry énone alors que lorsqu'on remplae T0 par la température detransition vitreuse, on obtient des onstantes universelles. Cette équation a été développéepour une large base de donnée de polymères inluant plusieurs élastomères (f. FIG. III.48).� la loi d'Arrhenius :

log(aT ) =
∆Ha

R

(
1

T
− 1

T0

)
, (III.9)où R est la onstante des gaz parfait et ∆Ha est une énergie d'ativation apparente.Pour bilan, l'équivalene temps-température induit que la réponse d'un polymère est la mêmedans les deux as suivants :� à faible température et longs temps de solliitation (i.e. basses fréquenes),� à haute température et temps de ourte durée (i.e. hautes fréquenes).
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• Hypothèses sur le omportement du matériauPour prendre en ompte toutes es observations expérimentales dans nos développements, nousallons don émettre quelques hypothèses sur le omportement de notre matériau pour la suitede l'étude. Ainsi, les divers aspets onsidérés seront les suivants :� élastique non-linéaire néessitant un formalisme méanique en grandes déformations et laprise en ompte d'un aratère hyperélastique typique des élastomères.� élasto-dissipatif non-linéaire suivant le temps de solliitation, l'amplitude de déformationou la déformation maximale et la température ; d'un point de vue mirostrutural, ephénomène est prinipalement dû à un réarrangement moléulaire au niveau de la strutureinterne du matériau. On peut alors observer un glissement aux interfaes générant une perted'énergie par :� visosité : frottement entre haînes maromoléulaires,� plastiité : frottement aux interfaes harge-harge et harge-matrie,� déohésion, rupture et avitation : e�ets d'endommagement.





ChapitreIV Matériaux à omportementhyperélastique

O
n utilise généralement les élastomères pour leur grande faultéde déformation. Cependant, ette apaité entraîne de fortesnon-linéarités des ontraintes par rapport aux déformationset un dépassement du adre lassique des petites déformations.Dans e hapitre, on se plae sous l'hypothèse d'un matériau isotropenon dissipatif dont les propriétés sont dérites par une densité d'énergiede déformation dans le as d'une transformation isotherme. On présenteainsi un éventail non exhaustif des modèles aratérisant l'hyperélasti-ité dont ertains seront onfrontés dans une ampagne d'identi�ationmenée sur le matériau de l'étude.
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IV.1 Prinipales notations utiliséesDans e hapitre, nous utiliserons les notations dérites dans le TABLEAU IV.1 et dé�nies enANNEXE A.Symbole Nom Commentaires
~dX Veteur élémentaire dans la on�guration initiale
~dx Transformé de ~dX dans la on�guration atuelle
¯̄F Tenseur gradient de la transformation ~dx = ¯̄F · ~dX et J = det( ¯̄F ) > 0
¯̄C Tenseur de Cauhy-Green droit ¯̄C = ¯̄FT · ¯̄F
¯̄E Tenseur des déformations de Green-Lagrange ¯̄E = 1

2
( ¯̄C − ¯̄1)

¯̄B Tenseur de Cauhy-Green gauhe ¯̄B = ¯̄F · ¯̄FT

¯̄A Tenseur des déformations d'Euler-Almansi ¯̄A = 1

2
(¯̄1 − ¯̄B

−1

)

¯̄σ Tenseur des ontraintes de Cauhy Desription eulèrienne
¯̄π Premier tenseur de Piola-Kirhhoff Desription mixte, ¯̄π = J ¯̄σ · ¯̄F−T

¯̄S Seond tenseur de Piola-Kirhhoff Desription lagrangienne, ¯̄S = ¯̄F−1 · ¯̄π

¯̄D Tenseur taux des déformations ¯̄D =
(

˙̄̄
F · ¯̄F−1

)

sym

Ŵ Potentiel thermodynamique
ψ̂ Energie libre spéi�que de Helmholtz
Q̂ Densité volumique d'énergie libre Q̂ = ρψ̂Tableau IV.1 � Présentation des prinipales notations utilisées au CHAPITRE IV.IV.2 Généralités : ériture du omportement élastiquePour déterminer l'évolution d'un système déformable, il est néessaire d'établir une relation entreontrainte et déformation : la loi de omportement. Dans le as général sous l'hypothèse de l'étatloal dé�ni au paragraphe ANNEXE A.3, ette loi prend la forme d'une fontionnelle "histoiredes déformations" traduisant que la ontrainte en un point à l'instant t dépend de l'histoire desdéformations subies par le matériau en e point jusqu'à et instant. Elle doit en outre obéir auxritères suivants :� le prinipe d'objetivité ou d'indi�érene matérielle : la loi de omportement doit êtreinvariante par tout hangement de référentiel,� la ompatibilité ave les systèmes matériels : dans le as d'un matériau isotrope, la loi deomportement doit être invariante dans toute rotation de la on�guration de référene.Cette loi traduit le omportement physique du matériau onsidéré et dépend de sa nature. Il estpossible en grandes déformations d'érire une loi de omportement élastique de trois manières plusou moin liées mais toutes équivalentes en petites déformations : l'une élastique dite de Cauhy
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Figure IV.1 � Caratère hyperélastique d'un élastomère en tration uniaxialefaisant apparaître un tenseur d'élastiité, l'autre hyperélastique introduisant une énergie fontiondes déformations et en�n une forme di�érentielle appelée hypoélastique qui impose l'utilisationde dérivées objetives.Conernant les élastomères, nous nous interésserons en partiulier aux lois de omportement desmatériaux à omportement dit hyperélastique. Nous présentons FIGURE IV.1, la réponse d'unessai de montée en harge jusqu'à 300% de déformation en tration uniaxiale sur l'élastomèreVHDS 1029. On onstate alors que l'allure générale est fortement non-linéaire et peut présenterà partir d'un niveau important de déformation (ii 150%) une zone de raidissement due à l'ali-gnement par extension des haînes maromoléulaires (f. � I.4) mais ela dépend bien sûr si lematériau ristallise ou non sous ontrainte.IV.3 Loi de omportement hyperélastiqueUn milieu hyperélastique est omplétement dé�ni par les onditions suivantes :� l'existene d'une on�guration de réferene libre de toutes ontraintes,� le matériau ne dissipe pas d'énergie,� les propriétés méaniques du matériau sont dérites par une densité d'énergie de déforma-tion ou potentiel hyperélastique noté Ŵ fontion des déformations.



IV.3. Loi de omportement hyperélastique 83On peut relier ette dernière à des grandeurs thermodynamiques. Par exemple, l'ouvrage Wardet Sweeney [2004℄ propose le développement "historio-expérimental" suivant (1).Partant de l'expression du premier prinipe (onservation de l'énergie) omme suit :de = dQ + dWe, (IV.1)ave de, dQ et dWe respetivement la variation d'énergie interne, la haleur absorbée par lesystème et le travail élastique fournie par les fores extérieures. Or pour une transformation ré-versible, le seond prinipe nous donne dQ = Tds où T et ds sont respetivement la températuredu sytème et sa variation d'entropie. Si bien que l'on peut alors érire :de = Tds+ dWe. (IV.2)On déompose alors le travail des fores extérieures dWe omme le produit d'une fore f par undéplaçement dl en négligeant la variation de volume trés faible pour un élastomère tel que :dWe = fdl, (IV.3)don l'équation IV.2 devient dans un as unidiretionnel :de = Tds+ fdl. (IV.4)On introduit ensuite l'energie libre spéi�que de Helmholtz ψ̂ = e− Ts, si bien que :dψ̂ = de− Tds− sdT. (IV.5)L'équation IV.4 nous permet alors d'exprimer dψ̂ telle que :dψ̂ = fdl − sdT, (IV.6)qui nous mène aux relations suivantes :
(
∂ψ̂

∂l

)

T

= f et (
∂ψ̂

∂T

)

l

= −s. (IV.7)Or on sait que
∂

∂l

(
∂ψ̂

∂T

)

l

=
∂

∂T

(
∂ψ̂

∂l

)

T

, (IV.8)don on obtient une expression de l'entropie par rapport à l pour T à partir d'une grandeurmesurable expérimentalement telle que :
(
∂s

∂l

)

T

= −
(
∂f

∂T

)

l

, (IV.9)(1). Cette présentation de l'élastiité entropique est faite un peu au détriment de la préision. Le leteur interessépourra onsulter l'ouvrage de ?℄



84 Chapitre IV. Matériaux à omportement hyperélastiqueDans le as d'une transformation isotherme, les équations IV.5 et IV.6 nous donnent diretementla relation dψ̂ = de− Tds = fdl qui nous permet alors d'érire :
f =

(
∂ψ̂

∂l

)

T

=

(
∂e

∂l

)

T

− T

(
∂s

∂l

)

T

. (IV.10)Une ombinaison des équations IV.9 et IV.10 permet alors de déterminer l'évolution de l'énergieinterne par rapport à l pour T �xée à partir de grandeurs mesurables expérimentalement f , Tet ( ∂f∂T )l telle que : (
∂e

∂l

)

T

= f − T

(
∂f

∂T

)

l

. (IV.11)En 1935, Meyer et Ferri ont montré que la fore de tration f est proportionnelle à la tem-pérature T pour une même élongation λ = l
l0
telle que ( ∂f

∂T

)

λ

soit onstant (f. FIG. IV.2). Sibien que l'équation IV.11 nous donne :
f ∼ T

(
∂f

∂T

)

λ

=⇒
(
∂e

∂λ

)

T

∼ 0. (IV.12)on injete alors l'équation IV.12 dans la relation IV.10 et on obtient :
f ∼ −T

(
∂s

∂λ

)

T

. (IV.13)En première approximation, on peut alors onsidèrer que l'élastiité aouthoutique résulte en-tièrement de la variation d'entropie, d'où le terme d'élastiité entropique par opposition auxmatériaux ristallins où l'élastiité provient essentiellement d'une variation d'énergie interne.
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IV.4. Matériau inompressible 87therme, on obtient alors une loi de omportement, suivant la desription envisagée, telle que :




- Desription eulèrienne
¯̄σ = 2ρ ¯̄B · ∂ψ̂

∂ ¯̄B- Desription lagrangienne
¯̄S = 2ρ0

∂ψ̂

∂ ¯̄E- Desription mixte
¯̄π = 2ρ0 ·

∂ψ̂

∂ ¯̄F

(IV.14)
Ces équations permettent de dérire un omportement réversible, non dépendant du temps etnon-linéaire. En e�et, on voit que le omportement du matériau ne dépend que du hoix del'énergie libre.Pour un solide homogène isotrope, la densité d'énergie peut s'exprimer en fontion des invariantsde déformations I1, I2 et I3. Nous rappellons ii la dé�nition des trois premiers invariants de ¯̄B(sahant que Ii( ¯̄B) = Ii(

¯̄C), ∀i ∈ [1..3]) :
I1 = tr ¯̄B, (IV.15a)
I2 =

1

2
((tr ¯̄B)

2 − tr ¯̄B
2
), (IV.15b)

I3 = det ¯̄B. (IV.15)IV.4 Matériau inompressibleL'hypothèse d'inompressibilité intervient lors d'une transformation isohore telle que :
I3 = (det( ¯̄F ))2 = J2 = 1 ⇐⇒ tr ¯̄D = ¯̄F

−T
:

˙̄̄
F = 0. (IV.16)Ainsi, la loi de omportement doit être modi�ée. On ajoute une ontrainte indeterminée qui netravaille pas dans les mouvements ompatibles ave es liaisons. La densité d'énergie Q̂ = ρψ̂ (ou

Q̂ = ρ0ψ̂ suivant la on�guration), s'érit alors omme fontion des deux premiers invariants dedéformation telle que Q = Q(I1,I2). Pour la mise en équation de ette hypothèse, on lui assoiela ondition d'inompressibilité loale en utilisant un multipliateur de Lagrange noté p :
Q̂ = Q(I1,I2) − p(J − 1). (IV.17)En outre, p est une fontion salaire homogène assimilable à une pression hydrostatique qui vients'ajouter aux tenseurs des ontraintes sans a�eter les déformations. Elle est généralement déter-minée à partir des équations d'équilibre et des onditions aux frontières. Les lois de omportement



88 Chapitre IV. Matériaux à omportement hyperélastiqueIV.14 sous l'hypothèse d'inompressibilité s'expriment alors omme suit :




- Desription eulèrienne
¯̄σ = 2ρ ¯̄B · ∂ψ

∂ ¯̄B
− p¯̄1- Desription lagrangienne

¯̄S = 2ρ0
∂ψ

∂ ¯̄E
− p ¯̄C−1- Desription mixte

¯̄π = 2ρ0
¯̄F · ∂ψ

∂ ¯̄C
− pCof ¯̄F (IV.18)

IV.5 Modélisation des énergies de déformationIl existe de nombreuses formes pour modéliser l'énergie libre. La littérature [Boukamel, 1988 ;Jazzar, 1993 ; Robisson, 2000 ; Moreau, 2000℄ les regroupe prinipalement en deux a-tégories. On distingue ainsi les approhes statistiques (mirosopiques ou miroméaniques) etphénoménologiques (marosopiques).IV.5.1 Approhes statistiques
• Modèle de distribution gaussienne de type néohookéenCes approhes ont pour fondement des onsidérations de strutures moléulaires. Une des prini-pales réalisée par Treloar [1943℄, est basée sur une étude thermodynamique et statistique d'unélastomère rétiulé. Elle suppose une distribution gaussienne de la distane entre les extrémitésdes haînes, l'équi-répartition des points de rétiulation, la prise en ompte de l'entropie ommela somme des entropies élémentaires des haînes et une transformation isohore (inompressi-bilité du matériau). Sous es hypothèses, ette approhe permet d'aboutir à une expression del'énergie libre spéi�que néohookéenne :

ψ =
1

2
NkbT (I1 − 3), (IV.19)ave N le nombre de haînes moléulaires par unité de volume, T la température absolue et kbla onstante de Boltzmann. Le domaine de validité de ette desription est d'environ 50% dedéformation loale. D'autres études, modi�ant l'une ou l'autre des hypothèses du modèle néo-hookéen, onduisent à des théories légèrement modi�ées. En 1953, Flory l'utilise pour élaborerune relation ontrainte-déformation fontion de l'élongation nominale λ = l/l0 telle que :

K(λ) = NkbT (λ− λ−2) (IV.20)



IV.5. Modélisation des énergies de déformation 89
• Modèle de distribution de probabilité sous la forme de fontion de LangevinKühn et Grün ont proposé en 1942 une nouvelle distribution de probabilité P(r) sous la formed'une fontion de Langevin notée L.

ln(P(r)) = n

[
r

nl
β + ln

(
β

sinh(β)

)]
, (IV.21)

β = L−1
( r
nl

) et L(x) = coth(x) − 1

x
, (IV.22)ave n le nombre de segments de la haîne aratérisée par la distane r reliant ses deux extrémitéset l la longueur de la haîne. Cette méthode statistique permet alors de prendre en ompte l'ex-tensibilité limite des haînes. Les auteurs Arruda et Boye [1993℄ ; Bergström et al. [2002℄ont utilisé ette approhe statistique sur huit haînes pour dérire le réseau maromoléulaire.Ils obtiennent l'expression du potentiel tronqué à l'ordre trois suivante :

ψ = NkbT

[
1

2
(I1 − 3) +

1

20n

(
I2
1 − 9

)
+

11

1050n2

(
I3
1 − 27

)]
. (IV.23)IV.5.2 Modèles phénoménologiquesCes théories s'appuient sur des démarhes purement mathématiques et expérimentalement or-rélées.IV.5.2.a Modèles lassiquesLes modèles ouramment utilisés pour des matériaux inompressibles sont les suivants :

• Modèle de Mooney-Rivlin [Mooney, 1940℄
ψ = c1(I1 − 3) + c2(I2 − 3). (IV.24)Cette expression peut être onsidérée omme valide pour des plages de déformation pouvant allerjusqu'à 100%.

• Modèle de Rivlin, 1948
ψ =

∑

0≤m≤∞
0≤n≤∞

Cnm(I1 − 3)n(I2 − 3)m, (IV.25)Le domaine de validité dépend dans e as du degré du polyn�me hoisi. On retrouve d'ailleursle modèle néohookéen à un paramètre, C10, en posant n = 1 et m = 0.
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• Modèle de Gent-Thomas [Gent et Thomas, 1958℄

ψ = A(I1 − 3) +B ln(
I2
3

) (IV.26)Cette desription permet une modélisation orrete pour des déformations inférieures à 200%.
• Modèle de Hart-Smith [Hart-Smith, 1966℄

ψ = A1

∫
exp(A2(I1 − 3)2)dI1 +A3 ln(

I2
3

) (IV.27)Cette énergie libre spéi�que dérit orretement le matériau pour des déformations inférieuresà 500%.
• Modèle de Ogden [Ogden, 1972℄L'auteur de e modèle hoisit de faire intervenir les dilatations prinipales (3) (λ1, λ2 et λ3) de
¯̄C :

ψ =

n∑

i=1

µi
αi

(λαi
1 + λαi

2 + λαi
3 − 3). (IV.28)IV.5.2.b Autres modèles� Lambert-Diani et Rey [1998, 1999℄ proposent pour le as de matériaux inompressibles,une forme générale de densité d'énergie ainsi qu'une méthodologie d'identi�ation des oef-�ients assoiés. La démarhe onsiste à optimiser les fontions ∂ψ

∂I1
= f(I1) et ∂ψ

∂I2
= g(I2),supposées respetivement dépendantes uniquement des invariants I1 et I2. Ils érivent uneforme polynomiale pour les deux fontions telles que :

f(I1) = exp

(
n∑

i=0

ai (I1 − 3)i

)
, (IV.29)

g(I2) = exp

(
m∑

i=0

bi (ln (I2 − 3))i

)
. (IV.30)Ils préisent que d'exellents résultats ont été obtenus pour n = 2 et m = 1.� Pour un omportement fortement non-linéaire aux faibles déformations et qui devient li-néaire par la suite (en tration et en isaillement), Lahelle [2001℄ propose d'introduireune forme de potentiel originale omposée d'une partie non-linéaire s'annulant vers l'in�niet d'une partie de Mooney-Rivlin. Il présente ette énergie omme une énergie utilisant(3). valeurs propres
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ψ(I1,I2) = a1 (I1 − 3) + a2

√
I1 − 3 − a2

√
πEr�(√a3√I1−3)√

a3

+a4 (I2 − 3) + a5

√
I2 − 3 − a5

√
πEr�(√a6√I2−3)√

a6
, (IV.31)Sahant qu'une énergie en Erf s'exprime omme suit :Erf(z) =

2

π

∫ z

0
e−t2dt, (IV.32)Er�(z) =

Erf(jz)
j

. (IV.33)Il montre par la suite que l'expression des dérivées par rapport aux deux premiers invariantsde l'énergie libre ne s'exprime plus en fontion de Erf mais telle que :
∂ψ

∂I1
= a1 +

a2

(
1 − ea3(I1−3)

)
√
I1 − 3

, (IV.34)
∂ψ

∂I2
= a4 +

a5

(
1 − ea6(I2−3)

)
√
I2 − 3

. (IV.35)Il est alors possible de onstater que prohe de l'état de référene, la réponse du matériautend vers la réponse du matériau élastique linéaire inompressible dé�ni par µ = 4 (a1 + a4).IV.6 Identi�ation des aratéristiques hyperélastiquesIV.6.1 Etude analytiqueL'objet de ette partie est d'exprimer les lois de omportement hyperélastique suivant di�érentsas simples de hargement. L'expression IV.18 du tenseur des ontraintes pour un matériau hy-perélastique inompressible d'énergie interne donnée ψ(I1,I2) peut don aussi s'érire :




- Desription eulérienne
¯̄σ = 2ρ

[
∂ψ

∂I1
¯̄B − ∂ψ

∂I2
¯̄B
−1
]
− p¯̄1.- Desription lagrangienne

¯̄S = 2ρ0

[(
∂ψ

∂I1
+
∂ψ

∂I2
I1

)
¯̄1 − ∂ψ

∂I2
¯̄C

]
− p ¯̄C−1- Desription mixte

¯̄π = 2ρ0
¯̄F ·
[(

∂ψ

∂I1
+
∂ψ

∂I2
I1

)
¯̄1 − ∂ψ

∂I2
¯̄C

]
− p ¯̄F

−T

(IV.36)
Pour réaliser l'identi�ation des paramètres d'un modèle, nous utiliserons le premier tenseurde Piola-Kirhhoff noté ¯̄π sahant qu'il représente l'e�ort mesuré par unité de surfae non-déformée. On déduira ensuite si néessaire ¯̄σ et ¯̄S de la relation suivante sous l'hypothèse d'in-ompressibilité :

¯̄S = ¯̄F
−1 · ¯̄σ · ¯̄F

−T
= ¯̄F

−1 · ¯̄π. (IV.37)
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PSfragreplaements

DéformationContrainte(MPa) (a) Tration uniaxiale

PSfragreplaements

DéformationContrainte(MPa) (b) Double isaillementFigure IV.4 � Présentation des essais de montée en harge sur l'élastomère silione VHDS 1029en tration uniaxiale et en isaillement simple (ε̇ = γ̇ = 0.01s−1).On donne l'expression de la ontrainte pour deux as simples de hargement sahant que lesdétails de aluls sont disponibles en ANNEXE B :� en tration uniaxiale :
π11 = 2ρ0

(
λ− 1

λ2

)[
∂ψ

∂I1
+
∂ψ

∂I2

1

λ

]
, (IV.38)� en isaillement simple :

π12 = 2ρ0

(
∂ψ

∂I1
+
∂ψ

∂I2

)
γ. (IV.39)IV.6.2 Résultats d'identi�ationL'identi�ation d'un modèle revient à déterminer l'ensemble des paramètres matériaux qu'il faitintervenir. Il s'agit don de déterminer un veteur de paramètres permettant de orréler au mieuxles résultats d'essais expérimentaux.Nous utilisons omme essais de référene pour l'identi�ation eux présentés FIGURE IV.4. Ils'agit d'essais de montée en harge réalisés en tration uniaxiale et en double isaillement surl'élastomère silione VHDS 1029 pour un faible taux de déformation (ε̇ = γ̇ = 0.01s−1) averespetivement une déformation maximale telle que εmax = 100% et γmax = 50%.L'identi�ation s'est e�etuée par minimisation au sens des moindres arrés de manière semi-analytique à l'aide du logiiel de alul formel Mathematia © et la visualisation des résultatsave Mapple ©.Dans ette ampagne d'identi�ation des aratéristiques hyperélastiques, nous proposons demettre en évidene l'importane des essais utilisés omme référene d'identi�ation i.e. le typede hargement. Nous nous �xons don omme objetif d'identi�er un modèle apable de re�éterorretement les deux essais présentés FIGURE IV.4.



IV.6. Identi�ation des aratéristiques hyperélastiques 93Erreur relative (%) a.Modèle Tration uniaxiale Double isaillementnéohookéen 9.9 6.3Gent-Thomas 8.48 4.41Hart-Smith 3.2 2.8Rivlin (9 termes) 0.35 2.81Tableau IV.2 � Erreurs relatives obtenues par identi�ation des modèles hyperélastiques sur desessais de montée en harge en tration uniaxiale ou en double isaillement.a Les erreurs relatives sont alulées via la distane des moindres arrés entre la ourbe réponse expérimentale
τ exp et elle théoriques τmod omme suit q

PNexp
i=1

`

τmod
i − τ exp

i

´2
/

PNexp
i=1 (τ exp

i )2Nous ommenerons don par mettre en avant les dangers d'utiliser un seul type d'essai d'identi�-ation lorsqu'on souhaite appliquer le modèle à un autre as de hargement. La solution proposéeest alors d'identi�er les paramètres du modèle simultanément en tration uniaxiale et en doubleisaillement. A e stade de l'analyse, l'introdution de notions telles que l'admissibilité thermo-dynamique et la stabilité matérielle nous permettra de mettre en avant les préautions à prendreavant d'entamer une ampagne d'identi�ation des aratéristiques hyperélastiques d'un modèle.Au ours de ette étude, on propose de omparer les quatre modèles suivants :� le modèle néohookéen,� le modèle de Gent-Thomas,� le modèle de Hart-Smith,� le modèle polynomial à 9 termes de type Rivlin.IV.6.2.a Problématique d'identi�ation sur un hargement donnéDe manière générale, les resultats d'identi�ation sur un hargement donné (tration uniaxialeou le double isaillement) sont d'autant plus satisfaisant que le nombre de paramètres mis en jeupar le modèle étudié (f. TAB. IV.2). Quel que soit le type de hargement utilisé omme référened'identi�ation, le modèle le plus intéressant est elui de Rivlin à 9 termes (f. FIG. IV.5(a) entration uniaxiale et FIG. IV.6(a) en double isaillement).Cependant, lorqu'on observe les onfrontations sur des types de hargement di�érents de euxutilisés omme référene d'identi�ation via les Figures IV.5(b) et IV.6(b), on onstate que lesmodèles ainsi identi�és orrèlent bien moins l'expériene et dans ertains as deviennent instables.On peut donner omme exemple le modele de Rivlin 9 termes identi�é en tration uniaxiale etles modèles de Gent-Thomas et Hart-Smith identi�és en double isaillement.L'identi�ation d'un modèle hyperélastique sur un hargement donné n'est don pas néessaire-ment �able lorsqu'on s'éloigne de elui-i, d'où la néessité d'utiliser plusieurs types de harge-ment omme référene d'identi�ation.
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PSfragreplaements

DéformationContrainte(MPa)
EssaiRivlin (9 termes)Hart-SmithnéohookéenGent-Thomas

(a) Identi�ation en tration uniaxiale

PSfragreplaements
DéformationContrainte(MPa) EssaiRivlin (9 termes)Hart-SmithnéohookéenGent-Thomas

(b) Validation en double isaillementFigure IV.5 � Résultats d'identi�ation de divers modèles hyperélastiques en tration uniaxiale.Confrontation des modèles ainsi identi�és fae à un essais en double isaillement.
PSfragreplaementsDéformationContrainte(MPa)EssaiRivlin(9termes)Hart-SmithnéohookéenGent-Thomas

DéformationContrainte(MPa)
EssaiRivlin (9 termes)Hart-SmithnéohookéenGent-Thomas

(a) Identi�ation en double isaillement

PSfragreplaementsDéformationContrainte(MPa)EssaiRivlin(9termes)Hart-SmithnéohookéenGent-Thomas
DéformationContrainte(MPa)

EssaiRivlin (9 termes)Hart-SmithnéohookéenGent-Thomas
(b) Validation en tration uniaxialeFigure IV.6 � Résultats d'identi�ation de divers modèles hyperélastiques en double isaillement.Confrontation des modèles ainsi identi�és fae à un essais en tration uniaxiale.IV.6.2.b Identi�ation ouplée en tration uniaxiale et en double isaillementNous réalisons maintenant une identi�ation simultanée sur des essais de tration uniaxiale et dedouble isaillement. On propose TABLEAU IV.3 une présentation des paramètres identi�és pourhaun des modèles utilisés.La FIGURE IV.7 illustre les résultats d'identi�ation ainsi obtenus. Les modèles o�rent alors desorrélations satisfaisantes ave les deux types de hargement et le nombre de paramètres dumodèle joue un r�le important dans la �nesse des résultats omme nous l'avons déjà onstaté auparagraphe préédent.Cependant, une omparaison des erreurs relatives d'identi�ation sur un hargement donné (f.TAB. IV.2) ave elles obtenues par identi�ation simultanée (f. TAB. IV.4) montre une perte dequalité des résultats quelque soit le modèle envisagé. Comme on pouvait l'imaginer, l'utilisationde plusieurs essais omme référene d'identi�ation impose une diminution de la préision des
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PSfragreplaements

DéformationContrainte(MPa)
EssaiRivlin (9 termes)Hart-SmithnéohookéenGent-Thomas

(a) Résultats en tration uniaxiale

PSfragreplaements

DéformationContrainte(MPa)
EssaiRivlin (9 termes)Hart-SmithnéohookéenGent-Thomas

(b) Résultats en double isaillementFigure IV.7 � Résultats d'identi�ation de divers modèles hyperélastiques réalisée simultanémentsur des essais de tration uniaxiale et de double isaillement.résultats.Il semble don important avant d'entamer une ampagne d'identi�ation des aratéristiques
C10 (MPa) .e.(a) Modèle néohookéen. A (MPa) .e.B (MPa) .e.(b) Modèle de Gent-Thomas. A1 (MPa) .e.

A2 .e.
A3 (MPa) .e.() Modèle de Hart-Smith.

Ci/j(MPa) 0 1 2 30 .e. .e. .e.1 .e. .e. .e.2 .e. .e.3 .e.(d) Modèle de Rivlin 9 termes.Tableau IV.3 � Paramètres des modèles hyperélastiques identi�és simultanément sur des essaisde tration uniaxiale et de double isaillement Erreur relative (%)Modèle Tration uniaxiale Double isaillementneohookéen 10.82 8.33Gent-Thomas 8.94 6.68Hart-Smith 7.12 6.38Rivlin (9 termes) 2.11 2.84Tableau IV.4 � Erreurs relatives obtenues par identi�ation des modèles hyperélastiques simul-tanément en tration uniaxiale et en double isaillement.



96 Chapitre IV. Matériaux à omportement hyperélastiquehyperélastiques de déterminer les types de hargement que la matériau va subir (uni-, bi- outri-diretionnels) et de situer son domaine d'utilisation en terme de déformation. Ainsi le (ou les)essai(s) de montée en harge sur le(s)quel(s) se basera l'identi�ation sera hoisi en onordaneave le domaine de travail de l'étude.IV.6.2. Conditions d'admissibilité thermodynamique et de stabilité matérielleLa notion de stabilité matérielle est dé�nie au sens de stabilité élastique de la loi de omportementquelque soit l'état de déformation.Lejeunes [2002℄ répertorie des onditions d'admissibilité thermodynamique et/ou de stabilitématerielle d'une énergie libre inompressible exprimée en fontion des dilatations prinipales telleque ψ(λ1,λ2) et dont voii quelques exemples :� l'énergie libre doit être positive ou nulle quel que soit l'état de déformation,
ψ(λ1,λ2) ≥ 0. (IV.40)Cette ondition provient intégralement des hypothèses que l'on a émises dans le adrethermodynamique dé�ni en ANNEXE A.3,� véri�er l'inégalité de Coleman et Noll, 1959 [Leblond, 1992℄ telle que :

(
¯̄F T · ¯̄D

)
:
∂2ψ

∂ ¯̄F∂ ¯̄F
:
(

¯̄F T · ¯̄D
)
> 0 (IV.41)dans la on�guration de référene,� véri�er l'inégalité de Hill : Le produit salaire d'un taux de déformation objetif par untaux de ontrainte objetif doit être positif (1970). Ce qui se traduit par la relation (4)

△
¯̄σ: ¯̄D > 0 (IV.42)en desription eulèrienne,� véri�er les onditions d'existene et d'uniité du minimum loal du problème d'élastiitéque montre Ball, 1977 [Ciarlet, 1986℄ :� (poly)onvexité, où dans le as inompressible, onvexité de ψ(λ1,λ2),

det∇2ψ(λ1,λ2) ≥ 0. (IV.43)En e�et, si on parle de ψa( ¯̄F ) omme polyonvexe, ela revient à onsidérer un ertain
ψb(

¯̄F,Cof ¯̄F,det ¯̄F ) omme onvexe. Il su�t alors de se plaer dans le as d'un maté-riau inompressible dans l'espae des dilatations prinipales et on retrouve ψ(λ1,λ2)onvexe,(4). Dans e as, et il ne s'agit que d'un exemple, △

¯̄σ= ˙̄̄σ + ¯̄σ ¯̄W − ¯̄W ¯̄σ représente la dérivée objetive de Jaumann
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(b) Modèle de Gent-Thomas
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(d) Modèle de Rivlin 9 termesFigure IV.8 � Représentation de la fontionnelle d'énergie libre en fontion des dilatationsprinipales (λ1, λ2) obtenue aprés identi�ation des paramètres sur un essai de tration uniaxiale.� ontinuité à l'in�ni et oerivité suivant es arguments,




lim
λ1,λ2→0

ψ(λ1,λ2) = ∞,

lim
λ1,λ2→∞

ψ(λ1,λ2) = ∞,

lim
¯̄F (λ1,λ2)→¯̄1

ψ(λ1,λ2) = 0.

(IV.44)
A titre d'observation qualitative, nous proposons une visualisation en trois dimensions (λ1, λ2,
ψ(λ1,λ2)) permettant de présenter les fontionnelles d'énergie libre obtenues à partir des iden-ti�ations réalisées préedemment (f. � IV.6.2.a et � IV.6.2.b). L'utilité de e type de repré-sentations est qu'elles fournissent des renseignements visuels onernant la positivité (une zonerouge représente une énergie négative), la onvexité, la oerivité de la fontionnelle d'énergielibre dans un domaine prédeterminé (f. FIG. IV.8, FIG. IV.9 et FIG. IV.10). Cette représentationdes fontionnelles d'énergie libre permet de rejeter ertains modèles identi�és mais ne permet enauun as de les valider.
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(b) Modèle de Gent-Thomas
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(d) Modèle de Rivlin 9 termesFigure IV.9 � Représentation de la fontionnelle d'énergie libre en fontion des dilatations prin-ipales (λ1, λ2) obtenue aprés identi�ation des paramètres sur un essai de double isaillement.On présente ii les onstatations les plus importantes que nous avons réalisées :� la FIGURE IV.8(d) illustre la fontionnelle d'énergie libre du modèle de Rivlin à 9 termesdont les paramètres ont été identi�és en tration uniaxiale. Lorsqu'on s'éloigne de la dire-tion du hargement utilisé omme référene d'identi�ation, on onstate alors que l'énergiedevient négative. On retrouve don les observations e�etuées lors de la onfrontation dumodèle ainsi identi�é sur un essai de double isaillement (f. FIG. IV.5),� onernant l'évolution des fontionnelles d'énergie libre des modèles de Gent-Thomas etde Hart-Smith identi�és en double isaillement (resp. FIG. IV.9(b) et FIG. IV.9()), ononsate qu'ils ne véri�ent pas les onditions de stabilité materielle. En e�et, la représen-tation de la fontionnelle d'énergie montre ertaines zones où l'énergie est négative voiremême non onvexe et qui orrespondent aux observations que l'on a réalisées au regard dela FIGURE IV.6(b),� via la FIGURE IV.7 et le TABLEAU IV.3, on a préisé que le modèle deRivlin à 9 termes iden-ti�é en ouplant les deux hargements possède la meilleure orrélation (fae aux autres mo-dèles). Cependant lorsqu'on visualise sa fontionnelle d'énergie FIGURE IV.8(d), on onstate
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(d) Modèle de Rivlin 9 termesFigure IV.10 � Représentation de la fontionnelle d'énergie libre en fontion des dilatationsprinipales (λ1, λ2) obtenue aprés identi�ation des paramètres ouplée sur un essai de trationuniaxiale et un essai de double isaillement.la présene de zone ou elle-i se trouve être négative et non onvexe.Pour pallier es instabilités matérielles, de nombreux auteurs ont hoisi d'introduire des ondi-tions (ou ritéres) de stabilité dans la proédure d'identi�ation en imposant par exemple :� la positivité des paramètres pour les modèles polynomiaux. Il s'agit alors d'une onditionsu�sante mais pas forement néessaire [Hartmann, 2001℄,� ou bien une ontrainte de onvexité. Dans e as, la ondition est néessaire et su�sante àla stabilité matérielle. Les résultats sont alors plus stables pour un domaine de hargementdonné mais moins préis en terme de orrélation ave l'expériene [Lejeunes et al., 2003℄.Pour onlure, on peut préiser que malgré les résultats d'identi�ation les moins performants detous les modèles, seule l'énergie libre néohookéenne assure une positivité, une onvexité et uneoerivité de la fontionnelle d'energie quelques soient le type et le domaine de hargement utilisépour l'identi�ation. Une seule ondition est alors néessaire : la positivité de son paramètre.



100 Chapitre IV. Matériaux à omportement hyperélastiqueIV.7 ConlusionL'étude des matériaux à omportement hyperélastique nous a permis de mettre en exergue lagrande faulté de déformation des élastomères. Cependant, la présene de forte non-linéarité dela réponse en ontrainte-déformation impose l'utilisation de modèles d'énergie libre que l'on peuthoisir parmi les propositions aussi nombreuses que variées que suggère la littérature.Au bilan de la ampagne d'identi�ation, quels que soient le nombre et le type d'essais uti-lisés omme référéne, il semble que d'une manière générale la qualité de la orrélation avel'expériene dépend du nombre de paramètre proposé par les modèles. Cependant, une brèveobservation qualitative de la stabilité matérielle nous montre la néessité de prendre ertainespréautions quant à l'utilisation des modèles hyperélastiques.



ChapitreV Premières approhes duomportement dissipatif

L
a modélisation du omportement dissipatif des élastomères estglobalement moins avanée que elle des matériaux ristallins.Ils possèdent en e�et un omportement très omplexe et sontsensibles à de nombreux paramètres tels que la température, la vitesseet l'amplitude de hargement. . . De e fait, les modèles foisonnent maisauun onsensus ne se dessine nettement à l'heure atuelle même si dese�orts onsidérables ont été onsentis depuis plusieurs années notammentpar les ommunautés amériaine et allemande.Dans e hapitre, on survole l'état de l'art des modèles de omportementdissipatif. Ensuite, on réalise une première approhe de modélisationphénoménologique assoiant ainsi hyperélastiité et aratère dissipatifen grandes déformations pour des transformations isothermes.
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V.1 IntrodutionLes matériaux à omportement hyperélastique présentés au hapitre préédent sont inapables derendre ompte du aratère dissipatif qui onfère aux élastomères des propriétés amortissantes.Cependant, ette aratéristique est partiulièrement importante pour une utilisation dans dessystèmes passifs de �ltrage des vibrations et hos.D'une manière générale, un système est dissipatif si ses propriétés à un instant donné dépendentnon seulement des paramètres qui le dérivent à et instant mais également de son état anté-rieur. Il présente alors un phénomène d'hystérésis. On peut noter d'autres matériaux possédantun omportement hystérétique tels que les matériaux ferrimagnétiques (ferrites isolantes) etferromagnétiques (aimants). Dans e as lorsque le hamp magnétique extérieur est supprimé,l'aimantation du matériau ne revient pas à sa valeur initiale.D'un point de vue mirostruturale, l'amortissement des élastomères hargés est prinipalementdû à un réarrangement moléulaire au niveau de la struture interne du matériau : les élémentsmoléulaires (haînes et harges) glissent les une par rapport aux autres entraînant un frottementqui génére alors une perte d'énergie [Saad, 2003℄.La littérature propose de nombreuses orientations pour représenter e phénomène. On donne iiles grandes lignes qui les dé�nissent sahant que l'on peut observer également des ombinaisons :� une manifestation visoélastique : on parlera dans e as du temps que met le matériaupour regagner son état d'équilibre i.e. une résistane à la réorganisation des haînes ma-romoléulaires. Ces modèles sont partiulièrement utilisés pour modéliser les phénomènesdépendant du temps [Green et Rivlin, 1957 ; Simo, 1987 ; Gabrieli, 1995 ; Holzap-fel et Simo, 1996b ; Boukamel et al., 2000 ; Méo, 2000 ; Robisson, 2000 ; Lahelle,2001 ; Saad, 2003℄,� les glissements et rupture des ontats harges/harges et harges/haînes : partant duonstat expérimental qui nous apprend que l'amortissement est d'autant plus importantque le matériau est hargé (f. � I.5), on introduit alors la notion de frottement interne nonvisqueux i.e. plastiité. En e�et l'observation de l'hystérésis à basse fréquene est traduitepar ertains auteurs par du frottement se. Ces modèles sont partiulièrement utilisés pourmodéliser les phénomènes dépendant de la déformation [Lion, 1998 ; Kaliske, 1998 ;Brakbill, 2000 ; Besdo et Ihlemann, 2001 ; Cantournet et Desmorat, 2003℄,� les e�ets d'endommagement (déohésion, avitation) : on parle alors d'une dépendane àl'histoire du hargement e qui permettra par exemple de reproduire un adouissementylique (l'e�et Mullins, la fatigue. . . ) et/ou de aratériser la rupture [Govindjee etSimo, 1991 ; Miehe, 1995 ; Bikard et Désoyer, 2001 ; Bikard, 2002℄.Remarque V.1Les onlusions émises au CHAPITRE III montrent que la dissipation au ours d'un essai ylique



104 Chapitre V. Premières approhes du omportement dissipatifévolue de manière signi�ative suivant les paramètres temps de solliitation et amplitude dy-namique ou déformation maximale mais aussi de la température. La dépendane suivant ettedernière ne sera pas abordée dans e hapitre. Les essais utilisés seront eux réalisés à tempéra-ture ambiante (onstante) et l'ensemble des modèles présentés négligeront les e�ets thermiqueset onsidèreront don une transformation isotherme.
❏V.2 Synthèse bibliographique sur les modèles de omportementdissipatifCette setion présente un état de l'art non exhaustif des formulations utilisées pour représenterles matériaux à aratère amortissant. Il s'agira plut�t de disuter autour des formulations quepropose la littérature et non d'en réaliser une étude omplète et minutieuse.Dans ette optique, on propose alors au leteur de s'intéresser en premier lieu à la dépendane dela réponse au temps d'observation ou de solliitation qui relève d'un omportement visoélastiqueet ensuite de onsidérer la dissipation omme non visqueuse en introduisant le omportementélastoplastique. En�n, nous aborderons le phénomène d'endommagement. Malgré l'importanede elui-i pour des solliitations dynamiques (en fatigue par exemple), il ne sera pas mis en÷uvre dans nos travaux.V.2.1 Le omportement visoélastiqueLa modélisation du omportement visoélastique est bien maîtrisée dans le adre lassique des pe-tites déformations mais demeure un important domaine d'investigation en grandes déformations.Deux grandes approhes de modélisation se détahent pour aratériser e omportement :� les formulations intégrales qui néessitent une approhe fontionnelle faisant intervenir desintégrales héréditaires qui onsidèrent les ontraintes omme une fontion de l'histoire desdéformations. Cette approhe n'est pas utilisée dans le adre de ette étude mais elle a faitl'objet de nombreux travaux [Coleman et Noll, 1961 ; Bernstein et al., 1963 ; Simo,1987 ; Morman, 1988℄,� les formulations di�érentielles qui sont prinipalement axées sur la théorie de l'état loalassoiée au adre des matériaux standards généralisés [Sidoroff, 1974, 1975a, 1977, 1982 ;Halphen et Nguyen Quo Son, 1975 ; Germain, 1986 ; Le Talle et Rahier, 1994℄.Ce type d'approhe par variables internes est pour une grande part basée sur les équationsprésentées en ANNEXE A.5.



V.2. Synthèse bibliographique sur les modèles de omportement dissipatif 105V.2.1.a Formulations intégralesL'approhe fontionnelle orrespond à une extension de la visoélastiité linéaire en petites dé-formations. A�n de mieux omprendre les formulations intégrales appliquées aux grandes défor-mations, nous proposons don quelques rappels sur la visoélastiité linéaire.
• Visoélastiité linéaireDans le adre de l'élastiité linéaire pour un matériau homogène isotrope, on rappelle que ¯̄σ =

λtr(¯̄ε)¯̄1 + 2µ¯̄ε ave λ et µ les oe�ients de Lamé.On va établir formellement la réponse σ(t) à une solliitation unidimensionnelle ε(t) d'un ma-tériau à omportement visoélastique [Lemaître et Chabohe, 1996℄. On onsidère une solli-itation de relaxation telle que ε(t) = ε0H(t− t′) ave ε0 onstante, t′ temps de référene et Hfontion d'éhelon d'Heaviside où H = 0 si t− t′ < 0 et H = 1 sinon. La réponse en ontrainteà une telle solliitation s'érit alors :
σ(t) = µ(t− t′)ε0, (V.1)où µ(t− t′) est le module de relaxation (ou de retard).Maintenant, si l'on onsidère un suession d'inréments de déformation tels que :

ε(t) =
∑

i

∆εiH(t− t′), (V.2)et qu'on applique le prinipe de superposition de Boltzmann (1) dont la relation ontrainte-déformation est linéaire, la réponse globale prend la forme :
σ(t) =

∑

i

σ(∆εi,t− t′i) =
∑

i

µ(t− t′i)∆εi, (V.3)La généralisation à trois dimensions permet d'érire la loi de omportement d'un matériau vis-oélastique linéaire supposé homogène isotrope en fontion d'une intégrale héréditaire liant lesontraintes à l'histoire des déformations tel que :
¯̄σ(t) =

∫ t

0
λ(t− t′)tr( ˙̄̄ε(t′))dt′¯̄1 +

∫ t

0
2µ(t− t′) ˙̄̄ε(t′)dt′. (V.4)Il est ommode de séparer les ontributions des parties déviatoriques et sphériques.





¯̄σD(t) = ¯̄σ(t) − 1

3
tr(¯̄σ(t)),

¯̄εD(t) = ¯̄ε(t) − 1

3
tr(¯̄ε(t)). (V.5)(1). "Si l'on superpose deux histoires de solliitations, la réponse est la superposition des deux réponses". Ce prin-ipe n'est appliable que dans le as des matériaux pour lesquels la fontionnelle entre ontrainte et déformationest linéaire.



106 Chapitre V. Premières approhes du omportement dissipatifOn peut alors érire la loi de omportement sous la forme suivante :




¯̄σD(t) =

∫ t

0
2µ(t− t′) ˙̄̄εD(t′)dt′,tr(¯̄σ(t)) = 3

∫ t

0
K(t− t′)tr( ˙̄̄ε(t′))dt′.

(V.6)oùK est le module de ompressibilité (ou module de dilatation volumique) relié aux oe�ients deLamé par 3K(t) = 3λ(t)+2µ(t). Dans e as,K(t) et µ(t) sont des fontionnelles de relaxation (2).On peut alors érire une forme équivalente à l'équation V.4 :
¯̄σ(t) =

∫ t

0
2µ(t− t′) ˙̄̄εDdt′ +

∫ t

0
K(t− t′)tr( ˙̄̄ε(t′))dt′¯̄1. (V.7)En onsidèrant le matériau omme inompressible, seule la partie déviatorique est prise en omptetelle que l'équation V.6 devienne aprés intégration par parties :

¯̄σD(t) = 2µ0 ¯̄εD(t) −
∫ t

0
2µ̇(t− t′)¯̄εD(t′)dt′. (V.8)et par un simple hangement de variable :

¯̄σD(t) = 2µ0 ¯̄εD(t) −
∫ t

0
2µ̇(t′)¯̄εD(t− t′)dt′. (V.9)Pour pouvoir failement intégrer la loi de omportement visoélastique dans des aluls prédi-tifs, il est préférable de disposer d'un modèle pour approher les fontions de relaxation (ou de�uage). Pour e faire, on utilise des modèles rhéologiques ou frationnaires. Quelques indiationssur l'appliation de es modèles sont données en ANNEXE C.

• Extension de la visoélastiité linéaire aux grandes déformationsEn 1957, Rivlin et Green présentèrent une formulation dans laquelle les ontraintes sont déve-loppées en un polyn�me de fontionnelles linéaires de l'histoire des déformations : l'approhe parintégrale héréditaire multiple (MHI) [Christensen, 1971℄. Il s'agit de la loi de omportementnon-linéaire par approhe héréditaire la plus générale pour un matériau visoélastique homogène.Dans le as monodimensionnel, la loi de omportement peut s'érire omme une série in�nie dontvoii ses trois premiers termes :
σ(t) =

∫ t

−∞

Dε(t′1)
Dt′1

µ1(t− t′1)dt
′
1

+

∫ t

−∞

∫ t

−∞

Dε(t′1)
Dt′1

Dε(t′2)
Dt′2

µ2(t− t′1,t− t′2)dt
′
1dt

′
2

+

∫ t

−∞

∫ t

−∞

∫ t

−∞

Dε(t′1)
Dt′1

Dε(t′2)
Dt′2

Dε(t′3)
Dt′3

µ3(t− t′1,t− t′2,t− t′3)dt
′
1dt

′
2dt

′
3

+ . . . , (V.10)(2). On remarquera que l'on aurait pu exprimer la loi de omportement à l'aide d'une fontion de �uage.



V.2. Synthèse bibliographique sur les modèles de omportement dissipatif 107où les µi(t) sont les fontions de relaxation de l'ordre i du matériau. On peut alors appliquer diversmodèles pour représenter es fontionnelles. Cependant, ela présente plusieurs inonvénients :es fontions ne sont pas des propriétés intrinsèques du matériau puisqu'elles dépendent del'ordre auquel la série est tronquée et leur nature multi-dimensionnelle rend leur déterminationdi�ile. Rousseau et al. [2002℄ utilisent ette méthode dans le as de solliitations sinusoïdalesen isaillement assoiée aux modèles rhéologiques et les auteurs Darvish et Crandall [2001℄quant à eux pour aratériser la réponse d'un matériau sous solliitation ylique sinusoïdaleompoée de plusieurs harmoniques.Nous partons des exemples de modèles présentés par Méo [2000℄ et dont l'élaboration a étéréalisée à partir d'une généralisation du prinipe de superposition de Boltzmann (f. TAB. V.1).Modèle Formulation du omportementF.L.V.Finite Linear Visoelastiity[Coleman et Noll, 1961℄ ¯̄R
T
(t) · ¯̄σ(t) · ¯̄R(t) = −p(t)¯̄1 + f( ¯̄E(t)) +

Z t

−∞

˙̄̄̄
K̄( ¯̄E(t),s) : ¯̄Ed(t,s)ds,Notion de mémoire évanesente des élastomères ave

¯̄Ed(s) = ¯̄E(t− s) − ¯̄E(t) et f une loi hyperélastique.M.F.L.V.Modi�ed Finite Linear Visoelastiity[Morman, 1988℄ ¯̄R
T
(t) · ¯̄σ(t) · ¯̄R(t) = −p(t)¯̄1 + f( ¯̄E(t)) +

Z t

−∞

˙̄̄̄
K̄0(t,s) : ¯̄Hd(t,s)ds,Introdution d'une mesure généralisée des déformations evanesentes,

¯̄Hd(t,s) = ¯̄H( ¯̄E(t− s)) − ¯̄H( ¯̄E(t)).B.K.Z.[Bernstein, Kearsley, et Zapas, 1963℄ ¯̄σ(t) = −p(t)¯̄1 +

Z t

−∞

¯̄F−1(t′) ·
∂W ( ¯̄E(t,t′))

∂ ¯̄E(t,t′)
· ¯̄F−T (t′)dt′,où W est un potentiel.Tableau V.1 � Table non exhaustive des prinipaux exemples de lois de omportements hérédi-taires en grandes déformations.On peut observer à travers la littérature un nombre important de modèles qui dérivent du modèlede Bernstein et al. [1963℄.Ainsi, on peut iter les modèles suivants :� Le modèle de Simo : Simo [1987℄ développe un modèle basé sur une déompositionadditive des ontraintes en ontrainte initiale (élastique) et hors-équilibre (visoélastique)assoiée à un déouplage des réponses déviatorique et isohore tel que ˜̄̄F = J

1
3

¯̄F . Ce modèleaboutit à une formulation fontionnelle tout en s'appuyant sur une approhe par variablesinternes. L'énergie libre postulée est de la forme :
ψ(
˜̄̄
E, ¯̄Av) = ψvol(J) + ψ( ¯̄E) − ¯̄Av : ¯̄E + ψv(

¯̄Av) (V.11)où ¯̄E est le tenseur de Green-Lagrange et la variable interne ¯̄Av est un tenseur assoiéau aratère visqueux du matériau. Il suppose alors que ette variable interne obéit à



108 Chapitre V. Premières approhes du omportement dissipatifune équation di�érentielle linéaire semblable aux équations d'évolution de la visoélastiitélinéaire. Ce modèle possède l'avantage de ne pas être restreint à l'hypothèse d'isotropie dela réponse. Il obtient alors en desription lagrangienne, la loi de omportement suivante :
¯̄S = Jp ¯̄C−1 + J− 2

3

[∫ t

0
a+ (1 − a)e−

t−t′

τ
d

dt′
∂ψ

∂ ¯̄E
dt′
]D

, (V.12)où p est homogène à une pression hydrostatique (3), τ est le temps de relaxation et a estun oe�ient tel que a ∈ [0..1] permettant d'évoluer d'un noyau de relaxation aratérisépar un modèle de Maxwell (a = 0) vers un élément de type ressort (a = 1).� Le modèleK-BKZ : Parmi les lois de omportement marosopiques, les modèles du typeK-BKZ sont attratifs en raison de leur forme équivalente à elle prévue par la dynamiquemoléulaire. En e�et, ils reposent sur la notion de réseau maromoléulaire. La disparitiondes points ou noeuds de rétiulation du réseau au ours du temps étant aélérée par ladéformation.Cette approhe onsiste à introduire la non-linéarité dans la formulation intégrale de la loide omportement par le biais d'une fontion salaire h(I1,I2) dite d'amortissement qui nedépend que des invariants I1 et I2 du tenseur des déformations de Finger noté ¯̄C−1
t (t′).

¯̄σ(t) =

∫ t

−∞
M(t− t′)h(I1,I2) ¯̄C−1

t (t′)dt′, (V.13)où M(t− t′) est la fontion mémoire alulée à partir du spetre des temps de relaxation
(Gi,τi) de la visosité linéaire (f. l'utilisation du modèle deMaxwell généralisé en petitesdéformations) telle que :

M(t− t′) =
∑

i

[
Gi
τi

exp

(
− t− t′

τi

)]
, (V.14)En isaillement simple, la ontrainte devient :

σ12(t) = G0(t)h(γ(t))γ(t) +

∫ t

0
M(t− t′)h(γ(t) − γ(t′)).(γ(t) − γ(t′))dt′, (V.15)Les auteurs Cartault et al. [2001℄ hoisissent ensuite une forme de fontion d'amortisse-ment liite que pour le isaillement :

h(I1,I2) = A exp
(
α
√
I1 − 3

)
+ (1 −A) exp

(
β
√
I1 − 3

)
, (V.16)ave A, α et β paramètres du modèle.(3). p est une pression hydrostatique qui vaut ∂ψvol

∂J
dans le as ompressible et indeterminée sinon.



V.2. Synthèse bibliographique sur les modèles de omportement dissipatif 109V.2.1.b Formulations di�érentiellesLa formulation di�érentielle n'est pas fondée sur une extension de la visoélastiité linéaire maissur la théorie de l'état loal assoiée aux relations d'Onsager et au adre des matériaux stan-dards généralisés dont les di�érents travaux de Sidoroff [1974, 1975a,b, 1976, 1977℄, Germain[1986℄ et Halphen et Nguyen Quo Son [1975℄ ont en grande partie ontribué à la mise enplae.Si l'on lasse les matériaux selon la qualité de leur mémoire, les matériaux visoélastiques appar-tiennent à la lasse des matériaux à mémoire ontinue (f. TAB. V.2). Leur omportement estalors intermédiaire entre elui du solide élastique et du �uide.Type de mémoire Instantanée Continue PrivilégiéeType de matériau Fluide visqueux Visoélastique Solide élastiqueTableau V.2 � Tableau repésentatif du type de mémoire selon les matériaux.Le matériau à mémoire ontinue néessite une extension des notions de thermodynamique las-sique. Germain [1986℄ propose deux théories l'une dite rationnelle et l'autre di�érentielle qu'ilonsidère omme plus prometteuse et qui se développe autour de l'état loal. Le adre thermo-dynamique en grandes déformations assoié à ette hypothèse est introduit en ANNEXE A.3.L'introdution de la notion d'états intermédiaires dérite en ANNEXE A.5 permet de réaliserune généralisation aux grandes déformations des modèles rhéologiques (f. FIG. V.1) présen-tés en ANNEXE C.1.3. De nombreux auteurs revoient et disutent es modèles [Halphen etNguyen Quo Son, 1975 ; Leonov, 1992 ; Johnson et al., 1995 ; Haupt et al., 2000 ;Boukamel et al., 2000 ; Huber et Tsakmakis, 2000 ; Lahelle, 2001℄.Il reste alors à déterminer des formes d'expressions représentatives de la dissipation. Une desonditions su�santes pour véri�er le seond prinipe est l'utilisation des relations d'Onsager.En e�et, es relations permettent de relier linéairement les fores thermodynamiques aux �uxthermodynamiques et ainsi d'appliquer le prinipe de normalité en se plaçant dans le adre desmatériaux standards généralisés (f. � A.3). Ainsi, de nombreuses formulations de la dissipationdéoulent de es relations.
• Appliation de la théorie de Lubliner� Modèle à un état intermédiaire : Huber et Tsakmakis [2000℄ donnent une desrip-tion détaillée des équations onstitutives des modèles unitaires de Zener (f. FIG. V.1())et de Poynting-Thomson (f. FIG. V.1(d)). Se fondant sur la théorie en grandes défor-



110 Chapitre V. Premières approhes du omportement dissipatifmations du omportement élastoplastique développée par Lubliner en 1986, ils posent ladissipation sous la forme ( ¯̄P − ¯̄Pi) : ¯̄Dv ≥ 0, où ¯̄P = ¯̄Ce · ¯̄π et ¯̄Pi = ¯̄Ce · ¯̄πi ave "i=equilibre"ou "i=statique" respetivement pour les modèles de Zener ou de Poynting-Thomson.Les auteurs déomposent l'énergie libre ψ en une partie élastique et une autre visqueusetelle que ψ = ψe(
¯̄E) + ψv(

¯̄Ee) pour le modèle de Zener et ψ = ψe(
¯̄Ee) + ψv(

¯̄Ev) pourle modèle de Poynting-Thomson. Cette introdution d'état intermédiaire visqueux, i.e.
¯̄F = ¯̄Fe

¯̄Fv, permet alors de formuler les équations onstitutives suivantes dans le as d'unmatériau inompressible en desription eulérienne :Modèle de Zener




¯̄σ = 2ρ
∂ψe
∂I1

¯̄B − 2ρ
∂ψe
∂I2

¯̄B−1

︸ ︷︷ ︸
¯̄σequilibre +2ρ

∂ψv
∂Ie1

¯̄Be − 2ρ
∂ψv
∂Ie2

¯̄B−1
e − p¯̄1,

˙̄̄
Be = ¯̄Be

¯̄LT + ¯̄L ¯̄Be − 2 ¯̄Fe
¯̄Dv

¯̄F Te ,

¯̄Fe
¯̄Dv

¯̄F Te =
1

η
¯̄Be(¯̄σ − ¯̄σequilibre)D. (V.17)

Modèle de Poynting-Thomson




¯̄σ = 2ρ
∂ψe
∂Ie1

¯̄Be − 2ρ
∂ψe
∂Ie2

¯̄B−1
e

︸ ︷︷ ︸
¯̄σstatique −p¯̄1,

˙̄̄
Be = ¯̄Be

¯̄LT + ¯̄L ¯̄Be − 2 ¯̄Fe
¯̄Dv

¯̄F Te ,

¯̄Fe
¯̄Dv

¯̄F Te =
1

η

(
¯̄Be ¯̄σ

Dstatique − (2ρ
∂ψv
∂Iv1

( ¯̄B ¯̄B−1
e )D ¯̄Be − 2ρ

∂ψv
∂Iv2

( ¯̄Be
¯̄B−1)D ¯̄Be

))
.

(V.18)
� Modèle à plusieurs états intermédiaires : Motivés par la struture d'un modèle deMaxwell généralisé (f. FIG. V.1(e)), les auteurs Haupt et al. [2000℄ et Lion [1998℄ dé-omposent ette fois-i l'énergie libre ψ et la ontrainte ¯̄S en une partie à l'équilibre et uneautre hors-équilibre, omme suit :

ψ = ψe(
¯̄E) +

N∑

k=1

ψvk
( ¯̄Eek

), ¯̄S = ¯̄Se +

N∑

k=1

¯̄Svk
− p ¯̄C−1. (V.19)

ψe et ¯̄Se dérivent les propriétés à l'équilibre du matériau. La partie hors-équilibre est lasomme des énergie libre ψvk
fontions des tenseurs de déformations élastiques dé�nis parune déomposition en N états intermédiaires. Le onept de variables duales dérit parHaupt et al. [2000℄ nous donne alors les ontraintes à l'équilibre et hors-équilibre ainsi queles lois d'évolutions suivantes :
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PSfrag replaements

ψ

ϕ(a) Modèle de Kelvin-Voigt.
PSfrag replaements ψ ϕ

(b) Modèle de Maxwell.PSfrag replaements
ψe

ψv ϕ() Modèle de Zener.

PSfrag replaements
ψe

ψv

ϕ(d) Modèle de Poynting-Thomson.PSfrag replaements
ψe

ψvi
ϕi

ψv1
ϕ1

ψvN
ϕN

(e) Modèle de Maxwell généralisé.Figure V.1 � Energies libres spéi�ques et pseudo-potentiels de dissipation assoiés aux modèlesrhéologiques visoélastiques usuels.
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¯̄Se = ρ0
∂ψe

∂ ¯̄E
,

¯̄Svk
= ρ0

¯̄F−1
vk

∂ψvk

∂ ¯̄Eek

¯̄F−T
vk

∀k ∈ [1..N ] ,

˙̄̄
Cvk

=
4ρ

ηk
¯̄F Tvk

(
¯̄Cek

∂ψvk

∂ ¯̄Cek

)
¯̄Fvk

∀k ∈ [1..N ] .

(V.20)
• Postulat d'un pseudo-potentiel quadratique� Modèles à un état intermédiaire : Le Talle et Rahier [1994℄ obtiennent une des-ription lagrangienne d'un matériau isotrope et inompressible en mettant en ÷uvre unegénéralisation du modèle de Zener (f. FIG. V.1()). En hoisissant ¯̄C et ¯̄Cv omme va-riables internes, on obtient les lois de omportement et omplémentaire suivantes :





¯̄S = 2ρ0
∂ψ

∂ ¯̄C
− p ¯̄C

−1
= 2ρ0

(
∂ψe

∂ ¯̄C
+
∂ψv

∂ ¯̄C

)
− p ¯̄C

−1

[
¯̄Cv ·

∂ϕ

∂
˙̄̄
Cv

− ρ0
¯̄Cv ·

∂ψv

∂ ¯̄Cv

]D
= 0.

(V.21)Par la suite, les auteurs orientent leur hoix sur une forme hyperélastique neohookeénnedes énergies libres et quadratique du potentiel de dissipation telle que :
ϕ =

η

2
tr ¯̄Dv

2
=
η

8
tr( ¯̄Cv

−1 · ˙̄̄
Cv · ¯̄Cv

−1 · ˙̄̄
Cv

)
, (V.22)Boukamel et al. [2001℄ ; Méo [2000℄ proposent d'utiliser le modèle de Poynting-Thomson (f. FIG. V.1(d)). Ils obtiennent alors le système d'équations suivant, en for-mulation mixte :





¯̄π = 2ρ0
¯̄F · ¯̄Cv

−1
((

∂ψe
∂Ie1

+ Ie1
∂ψe
∂Ie2

)
¯̄1 − ∂ψe

∂Ie2

¯̄C · ¯̄Cv
−1
)
− p ¯̄F

−T

[
∂ϕ

∂
˙̄̄
Cv

− ρ0
¯̄Cv

−1 · ¯̄C · ¯̄Cv
−1
((

∂ψe
∂Ie1

+ Ie1
∂ψe
∂Ie2

)
¯̄1 − ∂ψe

∂Ie2

¯̄C · ¯̄Cv
−1
)

+

(
∂ψv
∂Iv1

+
∂ψv
∂Iv2

Iv1

)
¯̄1 − ∂ψv

∂Iv2

¯̄Cv

]D
= 0.

(V.23)
Ils postulent alors une forme de pseudo-potentiel quadratique telle que :

ϕ =
1

2
ηv

˙̄̄
Cv :

˙̄̄
Cv =

ηv
2
tr( ˙̄̄

C
2
v

) soit ∂ϕ

∂
˙̄̄
Cv

= ηv
˙̄̄
Cv. (V.24)Boukamel et al. [1997℄ e�etuent une omparaison des formes quadratiques pour lepseudo-potentiel de dissipation exprimées en ˙̄̄

Cv et Dv.
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• Modèle de visosité non-linéaire� Visosité fontion des taux de déformations : Lahelle [2001℄ postule sur une loid'évolution de η en fontion de "la vitesse de hargement". Il observe l'évolution de η enfontion des trois mesures de taux de déformation, ¯̄Dv : ¯̄Dv, ˙̄̄

Cv :
˙̄̄
Cv et ¯̄D : ¯̄D sahant queles deux premières mesures sont moyennées sur l'ensemble des yles ar leurs valeurs nesont pas onstantes au ours des simulations. Il trouve alors les lois suivantes :

η( ¯̄X) = exp (b1 + b2 log ( ¯̄X : ¯̄X)), ave ¯̄X = ¯̄Dv,
˙̄̄
Cv ou ¯̄D (V.25)Les pseudo-potentiels de dissipation orrespondant à es formes d'évolution sont alors :





ϕ1(
˙̄̄
Cv) =

∫
exp (b1 + b2 log ( ¯̄Dv : ¯̄Dv))

˙̄̄
Cv : d

˙̄̄
Cv,

ϕ2(
˙̄̄
Cv) =

∫
exp (b1 + b2 log (

˙̄̄
Cv :

˙̄̄
Cv))

˙̄̄
Cv : d

˙̄̄
Cv,

ϕ3(
¯̄D,

˙̄̄
Cv) = exp (b1 + b2 log ( ¯̄D : ¯̄D))

˙̄̄
Cv :

˙̄̄
Cv.

(V.26)Il teste don les trois formes de pseudo-potentiel de dissipation sur des essais de isaillementylique et trouve que ϕ3 représente le mieux le matériau en validant sur trois vitesses dehargement.� Notion de Thixotropie : Une substane est dite "thixotrope" lorsque, soumise à uneagitation, sa visosité apparente diminue en fontion de la durée et de l'intensité de l'agi-tation, et que sa visosité apparente initiale réapparaît après un ertain temps de repos.Les auteurs Mujumdar et al. [2002℄ ; Lion [1998℄ ; Barnes [1997℄ utilisent ette notionpour aratériser le omportement d'un élastomère.� Barnes [1997℄ montre un modèle de visosité non-linéaire tel que, η(t) = η∞+(η∞−
η0)
(
1 − e−( t

τ )
r), où η∞ visosité après hargement à l'in�ni, η0 visosité au débutdu hargement, τ onstante de temps et r onstante adimensionnée (souvent égale à1). Il en déduit pour un matériau visoélastique thixotrope, une forme du module degain telle que G′(t) = G′

∞ + (G′
∞ −G′

0)e
atb , ave a,b paramètres.� Lion [1998℄ propose une loi d'évolution de visosité fontion d'une variable interne αdépendant elle même du temps de la forme, η(α(t)) = η0e

(−βα(α(t)−p0)) où βα, eta0 et
p0 paramètres.



114 Chapitre V. Premières approhes du omportement dissipatifV.2.2 Le omportement élastoplastique : frottement interne non visqueuxCertains auteurs tels que Kaliske et Rothert [1999℄ ; Miehe et Kek [2000℄ ; Cantour-net [2002℄ ; Ramrakhyani et Smith [2004℄ onsidèrent que la dissipation observée lors duhargement ylique d'un élastomère hargé peut provenir non pas de la dépendane du om-portement par rapport au temps mais par rapport à l'amplitude de hargement. Ce aratèredu omportement des élastomères est appelé plastiité par extension de la notion appliquée auxmétaux.Partant du onstat expérimental qui nous apprend que l'amortissement est d'autant plus im-portant que le matériau est hargé (f. � I.5), les auteurs Cantournet et Desmorat [2003℄ ;Besdo et Ihlemann [2001℄ nous proposent que les méanismes physiques responsables du om-portement élastoplastique des élastomères sont les glissements et rupture des ontats harges/hargeset harges/haînes. On peut alors introduire la notion de frottement interne non visqueux.A travers la littérature on peut distingue trois familles de modélisation� les modèles basés sur la onstrution d'un potentiel aratérisant les matériaux hystéré-tiques sans visosité [Cantournet et Desmorat, 2003℄,� les modèles rhéologiques élastoplastiques s'appuyant sur le modèle élastique parfaitementplastique de Saint-Venant [Miehe et Kek, 2000℄,� les modèles de frition où le frottement est onsidéré omme une amélioration du modèlede Coulomb [Sjöberg, 2002 ; Saad, 2003℄.V.2.2.a Potentiels de matériaux hystérétiques sans visositéCette méthode est basée sur les modèles qui permettent de rendre ompte du phénomène d'hys-térésis par glissement et frottement interne de �ssurations mirosopiques. Outre les élastomères,d'autres matériaux exhibent des boules d'hystérésis tels que le béton, les matériaux ompositesou les métaux. Les auteurs Cantournet et Desmorat [2003℄ préisent que, dans le adre despetites déformations, une forme générale de l'expression de l'énergie libre aratéristique de esmatériaux peut s'érire omme suit :
ρψ = Aε2 +B (ε− εa)

2 + Cα2 (V.27)� où les paramètres A, B et C dépendent d'une fontion d'une variable d'endommagement,� α et εa sont des variables internes représentant respetivement le glissement interne dû àla présene de miro-�ssures et la déformation anélastique du matériau,� le terme Cα2 représente l'énergie stokée au sein du Volume Elémentaire Représentatif(VER) par glissements des lévres des �ssures mirosopiques.Cantournet [2002℄ utilise ette forme synthétique pour proposer des modèles de matériauxhyperélastiques ave frottement interne non-visqueux. Le adre des grandes déformations oblige



V.2. Synthèse bibliographique sur les modèles de omportement dissipatif 115alors l'auteur à déomposer le potentiel d'énergie libre (formulation lagrangienne) en une énergiede type hyperélastique ρ0ψ1(
¯̄E), une autre de type hyperélastique ρ0ψ2(

¯̄E− ¯̄Ea) ave ¯̄Ea ommedéformation anélastique et en�n l'énergie stokée par glissement supposée de forme quadratiquefontion d'une variable de glissemenet interne ¯̄α.L'auteur peut don exprimer un potentiel d'énergie libre des matériaux hystérétiques sans vis-osité en introduisant un paramètre matériau, Cf , soit :
ρ0ψ = ρ0ψ1(

¯̄E) + ρ0ψ2(
¯̄E − ¯̄Ea) +

1

2
Cf ¯̄α : ¯̄α, (V.28)L'utilisation de l'équation V.28 dans le adre thermodynamique en grandes déformations dé�nien ANNEXE A.3 permet alors d'érire la loi de omportement et les lois omplémentaires enformulation lagrangienne suivantes :





¯̄S = ¯̄S1 + ¯̄S2 − p ¯̄C−1

¯̄S1 = ρ0
∂ψ1(

¯̄E)

∂ ¯̄E
,

¯̄S2 = ρ0
∂ψ2(

¯̄E − ¯̄Ea)

∂ ¯̄E
= −ψ2(

¯̄E − ¯̄Ea)

∂ ¯̄Ea
¯̄X = Cf ¯̄α.

(V.29)
où ¯̄X représente les miro-ontraintes résiduelles.Les lois d'évolution du frottement interne (formalisme des matériaux standards généralisés) sontdérites à partir d'une fontion ritère f similaire à la surfae seuil de plastiité (4) . En dé�-nissant un seuil de frottement σs homogène à une ontrainte, les auteurs proposent d'utiliserla forme suivante f = ‖ ¯̄S2 − ¯̄X‖ − σs où ‖ ¯̄S2 − ¯̄X‖ =

√
( ¯̄S2 − ¯̄X) : ( ¯̄S2 − ¯̄X). Via l'introdutiond'un paramètre bf , ils hoisissent d'utiliser un potentiel de dissipation ϕf (on applique le prinipede normalité à e potentiel au lieu de la fontion seuil) de la forme :

ϕf = f +
1

2Cf
bf

¯̄X : ¯̄X, (V.30)et introduisent un multipliateur de frottement µ̇ qui nous permet l'ériture des lois d'évolutionsuivante :
˙̄̄
Ea = µ̇

¯̄S2 − ¯̄X

‖ ¯̄S2 − ¯̄X‖
, (V.31)

α̇ =
˙̄̄
Ea −

bf
Cf

¯̄Xµ̇. (V.32)(4). si f est une fontion ritère similaire à la surfae seuil de plastiité (� C.1.3.e) alors� si f < 0, il n'y a pas de frottement interne,� si f = 0 et ḟ = 0, il existe un frottement interne.



116 Chapitre V. Premières approhes du omportement dissipatifDe la relation V.31 on déduit que µ̇ = ‖ ˙̄̄
Ea‖ et en introduisant l'équation V.32 dans V.29, on ob-tient la loi d'évolution des miro-ontraintes qui s'apparente à la loi de Armstrong-Frederiktraduisant l'érouissage inématique non linéaire des métaux :

˙̄̄
X = Cf ˙̄̄

Ea − bf
¯̄X‖ ˙̄̄
Ea‖. (V.33)V.2.2.b Modèles rhéologiques élastoplastiquesPour mieux appréhender ette famille de modèles rhéologiques omposés d'assoiations diversesde ressorts et de patins, le leteur pourra préalablement onsulter l'introdution des modèlesrhéologiques élastoplastiques en petites déformations disponible en ANNEXE C.1.

• Les modèles élastoplastiques érouissables de type unitaire� Appliation en petites déformations : en petites déformations, la théorie élastoplas-tique ave érouissage isotrope et l'utilisation du ritère de Von Mises s'obtient, dansle adre des matériaux standards généralisés, à partir des équations, ¯̄ε = ¯̄εe + ¯̄εp et
ψ = ψe( ¯̄εe) + ψp(αp) où αp (αi dans l'équation A.39) est la variable interne salaired'érouissage isotrope ave omme variable fore salaire assoiée, Y (Ai dans l'équationA.39). L'inégalité de Clausius-Duhem s'érit alors :

Φint = ¯̄σ : ˙̄̄εp − Y α̇p ≥ 0
Prinipe de normalité−−−−−−−−−−−−−→





¯̄σ =
∂ψe(¯̄εe)

∂ ¯̄εe

Y =
∂ψp(αp)

∂αp

(V.34)Il reste don à �xer une fontion seuil et la loi d'évolution sous la forme :
f(¯̄σ,Y ) = ‖¯̄σ‖ − Y ≤ 0 et  ˙̄̄εp = λ̇

f(¯̄σ,Y )

∂ ¯̄σ
= λ̇

¯̄σD

‖¯̄σD‖ ⇒ λ̇ = ‖ ˙̄̄εp‖

α̇p = −λ̇f(¯̄σ,Y )

∂Y
.

(V.35)On propose d'utiliser le modèle élastoplastique érouissable 2© (f. FIG. V.2()). L'utilisa-tion de e type dee modèle permet de aluler la déformation permanente εp après un essaide harge-déharge telle que :
εp =

σske
kp(ke + kp)

(V.36)A partir de e résultat, Cantournet [2002℄ propose de postuler un seuil de plastiité σsdépendant de la déformation maximale εmax et de la largeur de la boule δe tel que :




σs(εmax,δe) =
1

2

[
(δe + εmax)kp − σs

(
ke

ke + kp

)]
,

εp(εmax,δe) =
ke

kp(ke + kp)
(εmax − δe) − ke

(ke + kp)2
σs.

(V.37)
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kp σs

(a) Modèle de Saint-Venant

PSfrag replaements

ke

kp

σsTemps (b) Modèle 1© [Suquet, 1982℄

PSfrag replaements

ke

kp σsTemps () Modèle 2©

PSfrag replaements

Temps
k

ki

k1

kN

σsi

σs1

σsN(d) Modèle de Saint-Venant généralisé.Figure V.2 � Modèles rhéologiques élastoplastiques usuels dans le as monodimensionnel.



118 Chapitre V. Premières approhes du omportement dissipatifMais le problème de e type de modèle est qu'il traduit une évolution de εp proportionnelleà εmax e qui est généralement ontraire aux observations expérimentales (f. FIG. III.18(a)et FIG. III.16 en tration uniaxiale, FIG. III.19 et FIG. III.20(a) en double isaillement).� Généralisation aux grandes déformations : la littérature [Sidoroff, 1982 ; Mieheet Kek, 2000 ; Nedjar, 2002℄ propose un large éventail de modèles rhéologiques élasto-plastiques érouissables généralisés aux grandes déformations en introduisant une ou plu-sieurs variables internes par le biais d'états intermédiaires plastiques (f. � A.4). On postulel'existene d'un tenseur gradient de transformation plastique ¯̄Fp tel que ¯̄F = ¯̄Fe · ¯̄Fp. L'ap-pliation au adre thermodynamique dérit en ANNEXE A.3 permet alors l'expression de laontrainte et de la dissipation intrinsèque en on�guration eulèrienne suivante :




¯̄σ = ¯̄σe = 2ρ ¯̄Be ·
∂ψ

∂ ¯̄Be
,

Φint = ¯̄σe : ¯̄Do
p − Y α̇p ≥ 0.

(V.38)où ¯̄Do
p s'obtient par rotation élastique de ¯̄Dp mesure eulérienne du taux de déformationplastique (respet du prinipe d'objetivité). A e stade, il reste à hoisir une fontion seuilpar exemple Von Mises telle que f(¯̄σ,Y ) = ‖¯̄σD‖ − Y ≤ 0 et les lois d'évolution :





¯̄Do
p = λ̇

∂f(¯̄σ,Y )

∂ ¯̄σ
= λ̇

¯̄σD

‖¯̄σD‖ ⇒ λ̇ = ‖ ¯̄Do
p‖,

α̇p = −λ̇f(¯̄σ,Y )

∂Y
.

(V.39)Lion [1998℄ ; Miehe et Kek [2000℄ présentent une généralisation du modèle 2© auxgrandes déformations en utilisant un formalisme lagrangien. Ainsi, ils introduisent unevariable interne de plastiité et obtiennent les lois d'évolution suivantes :� Miehe et Kek [2000℄
ż =

√
2

3
‖ ˙̄̄
H‖ ave ¯̄H =

1

2
ln( ¯̄C). (V.40)� Lion [1998℄

q̇ =





√
2

3

¯̄E :
˙̄̄
E

‖ ¯̄E‖
sif( ¯̄E) = 0 et ∂f( ¯̄E)

∂ ¯̄E
:

˙̄̄
E

1

τq

(√
2

3
‖ ¯̄E‖ − q

) sinon. avef( ¯̄E) =

√
2

3
¯̄E − q,

‖ ¯̄E‖ =
√

¯̄E : ¯̄E.

(V.41)
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• Les modèles élastoplastiques érouissables multi-branhes� Appliation en petites déformations : dans le adre des petites déformations, Le-maître etChabohe [1996℄ proposent le modèle de Saint-Venant généralisé (f. FIG. V.2(d)).On omprend alors que l'appliation d'une limite d'élastiité di�érente sur haque patin per-met de simuler les di�érents types de glissements et ruptures qui ont lieu à des hargementsmarosopiques di�érents [Olsson et Austrell, 2001℄. Dans un as monodimensionnel,on peut observer FIGURE V.3 sa réponse en ontrainte-déformation à un essai de montéeen harge.Lesieutre etGovindswamy [1996℄ ; Brakbill et al. [2000℄ ; Ramrakhyani et Smith[2004℄ proposent de faire tendre le nombre de branhes vers l'in�ni (i.e. N → ∞). Ilsommenent par supposer que pour une solliitation donnée toutes les branhes ne sontpas atives. Ainsi, il suppriment la branhe élastique pure de raideur k et en posant M lenombre de branhes atives, ils expriment le taux de branhes atives relatif au nombre debranhe total noté as omme suit :

as =

∑M
i=1 ki∑N
i=1 ki

et as =
M

N
si ki = kp onstant ,∀i ∈ [1..N ]. (V.42)Ensuite, ils postulent une évolution linéaire de e taux en fontion de la ontrainte telque as = µs|σ|. Le passage d'un modèle disret à un modèle ontinu s'e�etue alors enajoutant une nouvelle raideur Kp fontion de la raideur global K telle que Kp = (1−as)K(f. FIG. V.4). La loi de omportement s'érit alors telle que :

σ =
1

µs

(
1 − e−µsKε

)
. (V.43)PSfrag replaements
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εFigure V.3 � Réponse aadémique du modèle de Saint-Venant généralisé à un essai de montéeen harge dans le as monodimensionnel
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satives,a s

Contrainte Déformation(b) Représentation du taux de branhesativesFigure V.4 � Passage du modèle disret au modèle ontinu de Ramrakhyani et Smith [2004℄dans le as monodimensionnel en petites déformations pour N = 3.Ce modèle o�re de bons résultats malgré que son appliation numérique reste omplexe àréaliser et que son utilisation se restreint au adre des petites déformations pour des asmonodimensionnels.� Généralisation aux grandes déformations : Cantournet [2002℄ propose l'utilisationde raideurs non-linéaires dans le as monodimensionnel qui d'un point de vue rhéologiquese traduit par le modèle de Saint-Venant généralisé (f. FIG. V.2(d)) où les branhesreprésentent un ensemble de haînes de même longueur subissant toutes la même déforma-tion marosopique. Dans es onditions, les branhes élastiques parfaitement plastiquessubissent une onentration de ontraintes fontion de la longueur du groupe de haînesassoié ave un seuil d'extensibilité à partir duquel les haînes glissent ave frottement surla surfae des harges.La généralisation aux grandes déformations s'e�etue alors en utilisant un modèle 2© et ensupposant que le seuil de plastiité est une fontion non-linéaire d'une variable interne deglissement α. L'auteur propose alors l'interprétation des éléments rhéologiques suivante :� la branhe élastique pure représente les haînes les plus longues sans onentration deontrainte,� la branhe élastique parfaitement plastique aratérise quant à elle les haînes les plusourtes ave onentration de ontrainte.Il faut noter alors les di�ultés que l'auteur renontre pour le passage au as tridimensionnelet l'inapaité du modèle à rendre ompte des petites déformations rémanentes après avoiratteint de grandes déformations.Kaliske et Rothert [1999℄ utilisent un formalisme mixte pour dérire le modèle de



V.2. Synthèse bibliographique sur les modèles de omportement dissipatif 121Saint-Venant généralisé. Ils introduisent alors la notion d'états intermédiaires pour sup-poser l'existene de plusieurs variables internes plastiques et utilisent une fontion seuil detype Von Mises telle que pour haque branhe on ait :
fi(¯̄πi) = ‖¯̄πi‖ −

√
2

3
¯̄σyj (V.44)V.2.2. Modèles de fritionNous distinguons les modèles de frition de eux rhéologiques élastoplastiques en onsidérant lephénomène physique assoié plut�t que le omportement d'un matériau. Dans es onditions lesvariables utilisées sont l'e�ort tangentiel Ft et le déplaement u. On disutera don, ii, autourde modèles de frottement onsidérés omme une amélioration du modèle de Coulomb.La loi de Coulomb (f. FIG. V.5(a)) fait intervenir µc appelé oe�ient de Coulomb (ou defrottement). Pendant une phase d'adhérene, le point de ontat ne bouge pas (vitesse nulle).Pendant la phase de glissement, le point a une vitesse non nulle, il est soumis à une réationtangente égale à µc fois la réation normale. Ce oe�ient dépend don des surfaes en ontat.Cependant, en e qui nous onerne, une amélioration de e modèle serait d'observer ette loiave une pénalisation (f. FIG. V.5(b)). Dans e as, il n'y a plus de phase d'adhèrene, la pentein�nie est remplaçée par une pente �nie de valeur de oe�ient de pénalisation tangent kT . Ala vue de ette représentation graphique du phénomène physique de frottement, on omprendmieux les relations qui peuvent exister ave un omportement élastique parfaitement plastique(f. � V.2.2.b).Généralement, la plupart de es modèles aratérise orretement l'assouplissement suivant l'am-plitude de hargement. Cependant, il s'agit de modèles marosopiques monodimensionnels qui
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(b) Loi de Coulomb pénaliséeFigure V.5 � Représentation de la réation tangentielle en fontion du déplaement des lois deCoulomb lassique et pénalisée



122 Chapitre V. Premières approhes du omportement dissipatifdépendent de la géométrie d'une pièe et du type de hargement (ompression, isaillement).Conernant les élastomères hargés, la littérature [Sjöberg, 2002 ; Saad, 2003℄ nous proposeomme exemple les modèles suivants :� Modèle de Sjöberg : e modèle propose la forme suivante de l'e�ort fritionnel :




Ff = Ffs +
u− us

u2(1 − µc) + (u− us)
(Ffmax − Fs), pour u roissant,

Ff = Ffs +
u− us

u2(1 − µc) − (u− us)
(Ffmax + Fs), pour u déroissant, (V.45)où Ffmax et u2 sont les paramètres à identi�er respetivement le maximum de l'e�ortde frition et le déplaement néessaire pour obtenir la moitié de Ffmax . Le paramètre

µc =
Ffs

Ffmax
aratérise le oe�ient de frottement. Ffs et εs sont initialisés aux valeursd'e�ort et de déformation au début de haque yle et réatualisés au fur et à mesure.On utilise e modèle en assoiant la fore de frition à un e�ort élastique pur tel que

F = Fe+Ff ave Fe = keu i.e. analogue à un modèle unitaire élastoplastique érouissable.� Modèle de Lambertz : l'e�ort fritionnel est alors aratérisé par la relation suivante :
Ff = Rln(1 ± ρ∆u) (V.46)où ±∆u orrespond au déplaement relatif (déplaement rête à rête du signal) à l'étatde harge (harge ou déharge).V.2.3 L'endommagement des élastomères hargésL'état de l'art du omportement endommageable des élastomères présenté ii s'est inspiré d'untravail réalisé en ollaboration ave Courtois [2003℄. Il s'agit don de présenter préalable-ment, les auses de l'endommagement et les aspets qui le aratérise. Ensuite, nous proposeronsquelques modèles de représentation de e type de phénomène.V.2.3.a Caratérisation de l'endommagementLa littérature permet de lier l'endommagement des élastomères à plusieurs phénomènes :� la rupture des liaisons harges-haînes, et des haînes elles-mêmes (f. FIG. V.6) [Simo,1987 ; Govindjee et Simo, 1991, 1992 ; Miehe, 1995℄,� la déohésion des harges, 'est à dire la diminution des aratéristiques méaniques deleurs interfaes (f. FIG. V.7) [Andrieux et al., 1997 ; Dorfmann et Ogden, 2001 ;Aubard et al., 2002 ; Bikard, 2002℄,� la rupture des agglomérats [Robisson, 2000℄,� et bien sur la propagation des �ssures engendrées par es trois phénomènes.
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PSfrag replaementsliaison matrie / inlusion n÷ud de rami�ation

rupture de haîne déohésion matrie / inlusionFigure V.6 � Deux types de méanismes d'endommagement au sein d'un V.E.R. extraits de[Govindjee et Simo, 1991℄
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PSfrag replaementsliaison matrie / inlusionn÷ud de rami�ationrupture de haînedéohésion matrie / inlusiondéohésion initialeagrandissement des avitésadhésion initialeapparition de avitésverver déforméFigure V.7 � Apparition et évolution de avités en fontion de la déformation du V.E.R. issuede [Bikard, 2002℄
La plupart des auteurs s'entendent pour onsidérer l'e�et Mullins omme un phénomène d'en-dommagement. Cependant, on peut aussi observer l'endommagement des élastomères hargésd'autres manières :� l'observation de avitation : Andrieux et al. [1997℄ ont montré l'apparition de avita-tion dans les élastomères hargés. Ce phénomène se traduit par une déohésion des hargeset de la matrie élastomère elle-même (f. FIG. V.7). Dans [Robisson, 2000℄, on peut lireque Saintier(1999) a montré que la déohésion des harges est la ause de la fatigue,



124 Chapitre V. Premières approhes du omportement dissipatif� l'apparition et la propagation de �ssures : Robisson [2000℄ nous propose alors lesonstats suivants� l'amorçage des �ssures dans l'élastomère dépend de la déformation maximale et del'amplitude de déformation,� il y a diminution des aratéristiques méaniques lors d'essais de fatigue sous sollii-tations yliques à amplitude onstante. Il y a alors apparition de �ssures perpendiu-laires à la diretion de solliitation que l'auteur explique par la rupture d'agglomératsde harges de silie,� l'anisotropie induite le mélange de la matrie et des éléments d'addition le onstituant(harges. . . ) onduit à un matériau relativement homogène et isotrope. Mais les aratéris-tiques du matériau sont modi�ées par l'endommagement. En e�et, par exemple, lors d'unessai de tration, les auteurs Robisson [2000℄ ; Aubard et al. [2002℄ nous proposent unertains nombres de onstations expérimentales telles que l'apparition de �ssures perpendi-ulaires à la diretion de solliitation, des �ssures se forment au sein même des aggrégats, ily a déohésion des harges à leur p�le. . . A la vue de es remarques, on peut alors onsidérerque le matériau a une anisotropie induite par l'endommagement.V.2.3.b Exemples de lois d'endommagementNous présentons ii quelques exemples de modèles d'endommagement que l'on distingue suivantles deux approhes de modélisation proposées dans la littérature. Les modèles s'appuient alorsomme pour la modélisation des matériaux hyperélastiques (f. � IV.5) soit sur des onsidéra-tions miro-physiques soit sur des données phénoménologiques.
• Approhes miro-physiques� Modèle de Govindjee et Simo(1991,1992) : Le modèle de Govindjee et Simo[1991℄ a pour objet la modélisation de l'e�et Mullins en se reposant sur le méanismeproposé par Buehe en 1961. Les auteurs attribuent alors e phénomène d'adouissementà une rupture des haînes au delà d'une longueur maximale (f. FIG. V.6).Dans une approhe purement miro-méanique, l'élastomère est vu omme un ompositeonstitué d'une matrie élastomérique dans laquelle sont dispersées de �nes partiules dearbone. Il s'agit don ii d'étudier un V.E.R. où les inlusions sont supposées rigides.L'énergie libre de la matrie ψm est omposée alors de l'énergie libre des haînes entrepoints de rétiulation ψpp et de l'énergie libre des haînes entre les harges ψcc de tellesorte que si on onsidère µp la fration volumique de harge, on a :

ψm(λi) = (1 − µp)(ψcc(λ
m
i ) + ψpp(λ

m
i ), (V.47)



V.2. Synthèse bibliographique sur les modèles de omportement dissipatif 125ave λi les élongations marosopiques et λmi leurs analogues dans la matrie élastomèrerespetivement les valeurs propres de ¯̄F pour i ∈ {1,2,3} et les valeurs propres du tenseurgradient de la transformation de la matrie ¯̄Fm = ¯̄R ·
¯̄U − νp

¯̄1

1 − νp
pour i ∈ {1,2,3} en utilisantla déomposition polaire de ¯̄F telle que ¯̄F = ¯̄R · ¯̄U .Les auteurs proposent alors pour ψcc(λmi ) la forme d'un modèle de matériaux hyperélas-tiques de type Ogden et pour ψpp(λmi ) une forme telle que :

ψpp(λ
m
a ) =

Npp

3

3∑

i=1

∫

AX

P (n,R)Ψ(n,λma R)dRdn, (V.48)où Npp est le nombre de es haînes par unité de volume, P (n,R) la probabilité d'en trou-ver une dans le V.E.R. loalisé en X, de longueur R et onstituée de n monomères delongueur moyenne a. Ψ(n,λma R) est la densité d'énergie d'une telle haîne à une élongationmarosopique λma . AX est l'ensemble des ouples de aratéristiques (n,R) physiquementadmissibles dans le V.E.R. loalisé en X.L'introdution de l'endommagement peut ainsi se faire par une modi�ation du domaine
AX . Les auteurs supposent alors qu'un tel endommagement survient selon la diretion dela plus grande élongation prinipale vue par le matériau durant son histoire de déformationet propose d'utiliser un ritère salaire d'endommagement.

• Approhes phénoménologiques� Modèle de Simo (1987) : Simo [1987℄ assoie à un modèle visoélastique standard(f. Eq. V.11), une variable d'endommagement Θm. Se plaçant dans une on�gurationlagrangienne, l'énergie libre se déline en :
ψ( ¯̄E, ¯̄Av ,Θ

m) = g(Θm)ψ0(
¯̄E) − ¯̄Av : ¯̄E + ψv(

¯̄Av) (V.49)ave Θm
t = maxt′∈]−∞,t]

√
2ψ0(

¯̄E(t′)),

g(x) = β + (1 − β)1−e x
α

x
α

, α > 0 et β < 1 deux oe�ients réels liés au matériau.(V.50)Cei mène alors, en introduisant µ(t) la fontion de relaxation du matériau, à l'expressiondu seond tenseur de Piola-Kirhoff :
¯̄S =

∫ ∞

0
µ(t− t′)

d

dt′

(
g(Θm)

∂ψ0(
¯̄E(t′))

∂ ¯̄E(t′)

)
dt′. (V.51)� Modèle deMiehe (1995) : pourMiehe [1995℄, relier l'endommagement à l'allongementmaximal ou à un maximum d'énergie libre sont des onepts simpli�és ar ils ne tiennentpas ompte d'un éventuel umul d'endommagement. Ce phénomène peut être onstaté



126 Chapitre V. Premières approhes du omportement dissipatifexpérimentalement sur un essai ylé, pour lequel le matériau subit un assouplissementpermanent et e, pour des élongations n'exédant pas l'élongation maximale vue par l'élas-tomère au ours de son histoire des déformations.Se basant sur les travaux de Lemaitre et Chabohe ayant trait à l'endommagementdans le as général, l'auteur propose d'enrihir le modèle de Simo [1987℄, donnant lieu à unendommagement disontinu et un apport ontinu traduisant l'aumulation de e dernier.La mise en plae de ette formulation passe par la onsidération d'une variable interned'endommagement de type salaire d telle que :
ψ = (1 − d)ψ0, (V.52)où ψ0 représente l'énergie libre spéi�que du matériau vierge de tout endommagement et

d ∈ [0,1]. Si l'on se limite au seul phénomène d'endommagement d'un matériau isotropeau ours d'une transformation isotherme, nous obtenons pour une desription eulérienne :
φ =

(
¯̄σ − 2ρ ¯̄B · (1 − d)

∂ψ0

∂ ¯̄B

)
: ¯̄D + ψ0ḋ ≥ 0. (V.53)Si l'on suppose que seul le phénomène d'endommagement est dissipatif, on arrive à :

¯̄σ = 2ρ(1 − d) ¯̄B
∂ψ0

∂ ¯̄B
= (1 − d)¯̄σ0 et φ = ψ0ḋ ≥ 0 (V.54)La loi de omportement V.54 est omplétée par deux lois d'évolution indépendantes gou-vernant respetivement l'endommagement ontinu et l'endommagement disontinu :

d = dα(α) + dβ(β). (V.55)Les fontions dα et dβ véri�ent les onditions qui traduisent un état initial non endom-magé (dα(0) = dβ(0) = 0), une évolution roissante et irréversible de l'endommagement(ḋα ≥ 0 et ḋβ ≥ 0) et sa limite dα(∞) + dβ(∞) ∈ [0,1]. Les variables α et β gouvernentrespetivement l'endommagement disontinu de type Mullins et elui d'aumulationontinu. On peut alors érire :
α(t) = max

s∈[0,t]
ψ0(s) et β(t) =

∫ t

0

∣∣∣ψ̇0(s)
∣∣∣ ds. (V.56)Ces variables suivent les lois d'évolution :

α̇ =




ψ̇0 si ψ − α = 0 et ψ̇0 > 0

0 sinon et β̇ =
∣∣∣ψ̇0

∣∣∣ . (V.57a)L'auteur propose alors deux expressions des fontions dα et dβ telles que :
dα(α) = d∞α

[
1 − exp(− α

ηα
)

] et dβ(β) = d∞β

[
1 − exp(− β

ηβ
)

]
, (V.58)
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(b) Partiipation de l'endommagement ontinuFigure V.8 � Représentation graphique en ontrainte-déformation du modèle de Miehe [1995℄ave d∞α ,d∞β ,ηα et ηβ quatre paramètres dépendant du matériau. Les Figures V.8(a) etV.8(b) nous montrent l'importane relative de haque paramètre d'endommagement.On peut alors remarquer que la partie disontinue de e modèle est très prohe de elle dumodèle de Simo [1987℄ (f. FIG. V.8(a)).En e�et, seule la formulation varie, la desription



128 Chapitre V. Premières approhes du omportement dissipatifest � eulérienne pour Simo, lagrangienne pourMiehe �. On retrouve don le aratère d'en-dommagement par e�et Mullins, 'est à dire un hargement par la branhe (a) jusqu'aupoint (1), une déharge et une seonde harge par la même branhe (b), et ontinuation dela harge par la branhe (a). On a bien un endommagement disontinu qui ne dépend quedu maximum de déformation durant l'histoire du matériau. Contrairement à l'endomma-gement ontinu (f. FIG. V.8(b)) qui quant à lui dépend de toute l'histoire du matériau.Le hargement se traduit par la branhe (a) jusqu'au point (1), puis une déharge par labranhe (b) et une deuxième harge par la branhe (). L'endommagement a augmentésans que l'on dépasse la déformation maximale subie par le matériau.� Modèle proposé par Bikard et Désoyer (2001) : Bikard et Désoyer [2001℄ pro-posent une alternative aux deux modèles préédents en développant un modèle phénoméno-logique "mirophysiquement motivé" à variables internes basé sur une thermodynamiquedes proessus irréversibles, ouplant faiblement endommagement et déformations élasto-plastiques i.e. seulement par le biais des lois d'évolutions (dans e as, l'endommagementn'est pas fortement ouplé aux méanismes dissipatifs), et tenant ompte du aratèrevisqueux de es matériaux.Par analogie aux hypothèses de Rousselier onernant les aiers hargés de arbure, ilssupposent que l'endommagement est majoritairement dû à des proessus de déohésion dela matrie autour d'inlusions, i.e. l'apparition de miro-avités. Les méanismes élastoplas-tiques peuvent alors être sindés en une partie déviatorique (plastiité inompressible aveérouissage isotrope aratérisant les réarrangements permanents de haînes maromolé-ulaires), et une partie sphérique aratérisant l'apparition de avités permanentes autourdes inlusions, du fait d'une répartition radiale des ontraintes autour d'elles (f. FIG. V.7).Ces avités déterminent la porosité du V.E.R., et modi�ent don sa masse volumique ini-tiale. Ce onstat amène les auteurs à supposer que le V.E.R. n'est pas inompressible, à ladi�érene de la matrie élastomèrique, e qui rejoint le onept de matériau inompressibleà ompressibilité induite par l'endommagement présenté par Andrieux et al. [1997℄.V.2.4 BilanDe manière générale, l'approhe du omportement visoélastique par intégrales héréditairesdonne lieu à des modèles qui orrèlent �nement l'expériene. Cependant, la mise en oeuvrenumérique de tels modèles se trouve souvent di�ile à réaliser de par :� l'identi�ation des di�érentes fontionnelles di�ilement généralisables à d'autres maté-riaux,� le stokage numérique de toute l'histoire des variables dépassant nettement la mémoire desalulateurs les plus performants.



V.2. Synthèse bibliographique sur les modèles de omportement dissipatif 129L'utilisation des formulations di�érentielles semble onduire à des modèles beauoup plus ma-niables. Don, nous adopterons dans la suite de ette étude e type d'approhe du omportementvisoélastique et élastoplastique dans la perspetive de représenter respetivement l'in�uene dutemps de solliitation et de l'amplitude de hargement omme nous avons pu le onstater expé-rimentalement.Nous avons pu voir que le phénomène d'endommagement des élastomères est omplexe et s'ob-serve de nombreuses manières. L'e�et Mullins, l'apparition de �ssures, la avitation, sont desphénomènes di�iles à étudier qui de plus ont des ations ouplées sur le matériau. On a puonstater que de nombreux auteurs se sont penhés sur e sujet. Cependant, il ne sera pas prisen ompte dans la suite de l'étude.



130 Chapitre V. Premières approhes du omportement dissipatifV.3 Présentation des modèles visoélastiques et élastoplastiquesV.3.1 Synthèse du formalisme méanique adoptéNous avons hoisi d'utiliser une approhe phénoménologique di�érentielle des omportements, sibien que le adre thermodynamique sera elui introduit en ANNEXE A. Méo [2000℄ rappelle quel'adoption d'une telle démarhe néessite de réaliser un ertain nombre d'hypothèses que l'onpeut énoner omme suit :� une formulation en grandes déformations basée sur l'état loal qui nous permet d'introduireles notations du TABLEAU IV.1 présenté au CHAPITRE IV.� une indépendane des phénomènes thermiques et méaniques qui nous permet de onsidé-rer la dissipation omme résultant uniquement de la déformation globale et des variablesinternes (ϕ=ϕint + ϕther) (5) [Germain, 1973 ; Sidoroff, 1975a,b℄,� l'introdution d'une ou plusieurs variables internes via le onept d'états intermédiairesanélastiques en dé�nissant les gradients de la i-ème transformation : ¯̄F = ¯̄F
i

e ·
i ¯̄F a. On peutalors introduire les tenseurs suivants :� ¯̄B

i
e et i ¯̄Ba respetivement le tenseur de Cauhy-Green gauhe assoié à ¯̄F

i
e et à i ¯̄F a,� la déomposition polaire de ¯̄F

i
e telle que ¯̄F

i
e = ¯̄V

i
e · ¯̄R

i
e = ¯̄R

i
e · ¯̄U

i
e où ¯̄V

i
e et ¯̄R

i
e désignentrespetivement les tenseurs de déformation pure et de rotation,� i ¯̄Da, le i-ème tenseur taux de déformation anélastique tel que i ¯̄Da = (

i ˙̄̄
Fa ·

i ¯̄F−1
a )symoù i ¯̄D

o
a = ¯̄R

i
e ·

i ¯̄Da · ¯̄R
i
e

T représente sa mesure eulérienne (variable objetive),� le adre des matériaux standards généralisés postulant l'existene de pseudo-potentiels dedissipation anélastique (ϕai),� le matériau est homogène et isotrope,� un déouplage de l'énergie libre en une somme de fontions isotropes des variables d'états,� l'inompressibilité globale et anélastique du matériau (tr ¯̄D = tri ¯̄Do
a = 0).Une formulation eulérienne de l'inégalité de Clausius-Duhem, nous propose alors les équationssuivantes :





¯̄σ = 2ρ

[
¯̄B · ∂ψ

∂ ¯̄B
+ ¯̄B

i
e ·

∂ψ

∂ ¯̄B
i
e

]D
+
∂ϕint

∂ ¯̄D
− p¯̄1,

2ρ

[
¯̄V
i

e ·
∂ψ

∂ ¯̄B
i
e

· ¯̄V
i

e

]D
=
∂ϕint

∂
i ¯̄D

o
a

,

−
−−−→gradxT
T

=
∂ϕther

∂~q
et η = −∂ψ

∂T
,

oùψ = ψ0(
¯̄B) + ψie(

¯̄B
i
e) + ψia(

i ¯̄Ba),

ϕint = ϕint0 ( ¯̄D) + ϕintai
(
i ¯̄D

o
),

ϕther = ϕther(~q),

(V.59)
(5). L'hypothèse d'indépendane des phénomènes thermiques et méaniques restreint le domaine de validité de nosmodèles sahant que pour des essais yliques on observe une variation de température au ÷ur des élastomères.
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PSfrag replaements

et/ou
Figure V.9 � Modèle rhéologique étendu généralisé aux grandes déformationsave ρ, T , η, ~q et p respetivement la masse volumique eulérienne, la température absolue,l'entropie spéi�que, la densité surfaique de haleur et un multipliateur de Lagrange assoié àla ondition d'inompressibilité.Le système d'équations V.59 peut alors être vu omme la généralisation aux grandes déformationsdu modèle rhéologique présenté sur la FIGURE V.9. On peut ainsi à partir de e modèle rhéologiqueétendu retrouver les divers modèles rhéologiques présentés en ANNEXE C.1.V.3.2 Modèles de omportement visoélastiqueComme nous avons pu l'observer préédemment à travers la littérature (f. � V.2.1), les modèlesrhéologiques visoélastiques présentés sous l'hypothèse des petites perturbations en ANNEXEC.1.3,onstituent une bonne solution pour représenter une dépendane en temps des matériaux. Pourillustrer ela, on présente l'évolution des réponses de ertains modèles rhéologiques lassiquestels que Kelvin-Voigt, Maxwell, Poynting-Thomson et Zener (f. FIG. ??) en fontionde la fréquene.On propose une représentation shématique de l'allure des ourbes aratérisant le module dy-namique et la dissipation globale pour une solliitation sinusoïdale telle que ε(t) = ε0 sin(ωt) enfontion de la pulsation notée ω = 2πfr (f. FIG. V.11). Une représentation graphique de E∗ et

Φ/cycle pour un matériau à omportement visoélastique lors un hargement ylique est dispo-nible à travers la FIGURE V.10. L'obtention de es grandeurs aratéristiques d'une solliitation
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(b) Dissipation.Figure V.10 � Représentation graphique des grandeurs aratéristiques d'une solliitation har-monique pour un matériau visoélastique.harmonique s'e�etue alors en utilisant la méthode d'analyse omplexe dérite en ANNEXE C.2.En petites déformations, les expressions de E∗ (G∗ en isaillement) et Φ/cycle peuvent s'érireomme suit :




pour le modèle de Kelvin-Voigt :
E∗ = ε0

√
k2 + η2ω2 et Φ/cycle = ηε20ωπ,pour le modèle de Maxwell :

E∗ =
kε0ηω√
k2 + η2ω2

et Φ/cycle = η
k2ε20ωπ

k2 + η2ω2
,pour le modèle de Poynting-Thomson :

E∗ =
keε0

(ke + kv)2 + η2ω2

√
[kv(ke + kv) + η2ω2]2 + [keηω]2et Φ/cycle = η

k2
eε

2
0ωπ

(ke + kv)2 + η2ω2
,et pour le modèle de Zener :

E∗ =
ε0

k2
v + η2ω2

√
[kek2

v + η2ω2 (ke + kv)]
2 + [k2

vηω]2et Φ/cycle = η
k2
vε

2
0ωπ

k2
v + η2ω2

.

(V.60)
Les maxima des ourbes représentatives de la dissipation globale sont alors atteints lorque :





pour le modèle de Maxwell : ω = ±k
η
,pour le modèle de Poynting-Thomson : ω = ±ke + kv

η
,pour le modèle de Zener : ω = ±kv

η
.

(V.61)



V.3. Présentation des modèles visoélastiques et élastoplastiques 133Remarque V.2On peut montrer failement que le modèle de Maxwell est un as partiulier des modèlesde Zener et de Poynting-Thomson en posant respetivement keZ
= 0 et kvPT

= 0. Il estintéressant de rappeler aussi qu'il y a équivalene de es deux modèles, déjà vu en ANNEXE C.1.3.den posant : 



1

keZ

=
1

kePT

+
1

kvPT

,

kvZ
= kePT

+ kvPT
.

(V.62)
❏La FIGURE V.11 présente shématiquement l'évolution du module dynamique et la dissipationglobale assoiés à haque modèle suivant la pulsation de la solliitation sinusoïdale. L'alluredes ourbes est sensiblement prohe de elle obtenue par les résultats expérimentaux dérits auparagraphe III.6. Le TABLEAU V.3 présente les paramètres qui ont été hoisis pour réaliser etteobservation.Via la formulation du modèle étendu en grandes déformations développé au paragraphe � V.3.1,nous pouvons onstruire les modèles hyper-visoélastiques omportant des assoiations d'élé-
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(b) Dissipation globaleFigure V.11 � Représentation shématique de l'évolution suivant la pulsation du module dyna-mique et de la dissipation globale des modèles visoélastiques lassiques en petites déformationspour une solliitation sinusoïdale.Modèle k(MPa) ke(MPa) kv(MPa) η(MPa.s)Kelvin-Voigt 0.1 × × 0.1Maxwell 0.25 × × 0.1Poynting-Thomson × 0.25 0.1 0.1Zener × 0.1 0.25 0.1Tableau V.3 � Paramètres hoisis pour la représentation shématique des modèles visoélastiqueslassiques.



134 Chapitre V. Premières approhes du omportement dissipatifments de type ressort et amortisseur néessitant l'introdution d'une ou plusieurs variables in-ternes par le biais d'états intermédiaires visqueux i.e. ¯̄F = ¯̄F
i
e ·

i ¯̄F v. On fait le hoix alorsd'étudier les modèles lassiquement utilisés tels que le modèle de Kelvin-Voigt, Maxwell,Zener, Poynting-Thomson et Maxwell généralisé (f. FIG. V.1).Remarque V.3En supposant l'inompressibilité du matériau (f. � IV.4), nous présentons une formulation déve-loppée de l'énergie libre d'une transformation omme une fontion salaire isotrope de es deuxpremiers invariants telle que :
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(
¯̄B
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ψie

(
¯̄B
i
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)
= ψie(I

i
1,I

i
2),

ψia

(
i ¯̄Bv

)
= ψiv(

iI1,
iI2).

(V.63)
❏

• Modèle de Kelvin-Voigt
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136 Chapitre V. Premières approhes du omportement dissipatifLes équations qui régissent haun des modèles étant ainsi présentées, il nous reste don à dé-terminer les modèles d'énergie libre et de pseudo-potentiels de dissipation que l'on va utiliser :� onernant le hoix des modèles d'énergie libre de matériau hyperélastique (f. � IV.5),nous avons opté pour le modèle neohookéen tel que




ψ0(I1,I2) = a0(I1 − 3),

ψie(I
i
1,I

i
2) = ai(I

i
1 − 3) ∀i ∈ [1..N ] ,

ψiv(
iI1,

iI2) = bi(
iI1 − 3) ∀i ∈ [1..N ] ,

(V.64)qui permet alors de nous assurer une véri�ation des onditions de stabilité matérielle deslois hyperélastiques en imposant la positivité des paramètres, a0, ai et bi omme nous avonspu l'observer au paragraphe IV.6.2,� la forme des pseudo-potentiels de dissipation est elle postulée par Boukamel et al. [2000℄,i.e. pseudo-potentiels quadratiques de la forme :
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(V.65)A e stade, on peut exprimer le nombre de paramètres à identi�er pour haque modèle :� 2 pour le modèle de Kelvin-Voigt : a0 et η0,� 2 pour le modèle de Maxwell : a0 et η,� 3 pour les modèle de Zener et Poynting-Thomson : a0, a1 (ou b1) et η,� 2N + 1 pour le modèle de Maxwell généralisé : a0, ai et ηi.V.3.3 Modèles de omportement élastoplastiqueLes modèles rhéologiques élastoplastiques érouissables présentés sous l'hypothèse des petitesperturbations en ANNEXE C.1.3, sont un hoix judiieux pour aratériser l'évolution du ompor-tement dissipatif suivant l'amplitude de déformation. En e�et pour une solliitation sinusoïdalei.e. ε(t) = ε0 sin(ωt), on peut réaliser une représentation shématique de l'évolution du moduledynamique et de la dissipation globale suivant l'amplitude dynamique ε0 (f. FIG. V.13).Unereprésentation graphique de E∗ et Φ/cycle pour un matériau à omportement élastoplastiqueérouissable lors un hargement ylique est disponible à travers la FIGURE V.12.Conernant un modèle élastoplastique érouissable de type 2©, les grandeurs aratéristiques sontalors telles que :
E∗ =





ke + kp si ε0 < χ

ke + kp
,

ke +
χ

ε0

kp
ke + kp

,
et Φ/cycle =





0 si ε0 < εχ, si ε0 < χ

ke + kp
,

4χkp
ke + kp

(
ε0 −

χ

ke + kp

) sinon, (V.66)
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(b) Dissipation.Figure V.12 � Représentation graphique des grandeurs aratéristiques d'une solliitation har-monique pour un matériau élastoplastique érouissable.
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i
e ·

i ¯̄F p). Ainsi, on onsidère deux modèles élastoplastiques érouissablesgouvernés par les équations suivantes :
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∂ψie
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e
−1
]D et i ¯̄Do

p =
∂ϕ∗

pi

∂ ¯̄σpi

, ∀i ∈ [1..N ] .Conernant la modélisation du aratère hyperélastique, nous avons opté pour une représentationdes énergies libres similaire à elle utilisée pour la représentation du omportement visoélastique(f. Eq. V.64).La forme lassique des pseudo-potentiels de dissipation plastique peut s'érire omme suit :
ϕ̃pi(

i ¯̄D
o
p) = sup

‖¯̄σpi‖≤χ

{
¯̄σpi :

i ¯̄D
o
p

}
. (V.67)Or il est trés di�ile de la mettre en ÷uvre numériquement. Nous avons don fait le hoixd'utiliser une dissipation (viso-)plastique, ϕp(¯̄σp) où l'on fait tendre la visosité vers 0 donnée



V.4. Campagne d'identi�ation des modèles 139par sa transformée de Legendre-Fenhel ave une surfae seuil de type Von-Mises de laforme :
ϕ∗
pi

(¯̄σpi) =
1

2η̃
〈‖¯̄σpi‖ − χ〉2 ave lim

eη→0
ϕpi(

i ¯̄D
o
p) = ϕ̃pi(

i ¯̄D
o
p) (V.68)où η̃ est une visosité arti�ielle �xée tres faible et permettant de régulariser l'algorithme dedétermination de i ¯̄D

o
p. On exprime alors i ¯̄D

o
p en fontion de ¯̄σpi ave ‖¯̄σpi‖ =

√tr(¯̄σpi : ¯̄σTpi
) telque :

i ¯̄D
o
p =

∂ϕ∗
pi

∂ ¯̄σpi

=
〈‖¯̄σpi‖ − χ〉

η̃

¯̄σpi

‖¯̄σpi‖
. (V.69)On peut alors exprimer le nombre de paramètres à identi�er par modèles :� 3 pour le modèle élastoplastique érouissable 2© : a0, a1 et χ,� 2N + 1 pour le modèle de Saint-Venant généralisé : a0, ai et χi.V.4 Campagne d'identi�ation des modèlesV.4.1 Méthode d'identi�ationEn vue d'identi�er les paramètres des di�érents modèles, nous disposons d'une ampagne expé-rimentale que nous avons réalisée sur le matériau de l'étude et dont les détails ont été vus auCHAPITRE III. Nous hoisissons un essai ylique de double isaillement de type sinusoidal aveune amplitude de déformation de 25% pour une fréquene de 10Hz omme exemple d'essais deréférene d'identi�ation (f. FIG. V.14).L'identi�ation étant réalisée sur un essai de double isaillement (le isaillement est onsidéréomme uniforme), on suppose alors que le gradient global ¯̄F et le (ou les) pseudo-gradient(s)anélastique(s) i ¯̄F a prennent les formes suivantes :

¯̄F =




1 γ 0

0 1 0

0 0 1


 et i ¯̄F a =




iγa11
iγa 0

0 iγa22 0

0 0 iγa33


 . (V.70)L'hypothèse d'inompressibilité det ¯̄F = det

i ¯̄F a = 1, nous permet alors de simpli�er la forme de
i ¯̄F a telle que :

i ¯̄F a =




iγa11
iγa 0

0 iγa22 0

0 0 1
iγa11

iγa22


 . (V.71)
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Temps (s)(d) Réponse en ontrainte (yle stabilisé).Figure V.14 � Essai ylique de double isaillement de type sinusoïdal tel que γd = 25% et
fr = 10Hz utilisé omme référene pour l'identi�ation.On dé�nit lesNexp ouples (temps, réponse en ontrainte) de points expérimentaux par (texpi ,τ expi )et leurs homologues théoriques par (tmodi ,τmodi ) sahant que texpi = tmodi . Ainsi, en notant X̂ leveteur omposé des n paramètres Xi du modèle à identi�er, la détermination de e veteurpeut se ramener à la minimisation de l'éart entre la ourbe expérimentale et elle du modèleonsidéré. Cet éart peut être aratérisé par la distane des moindres arrés :

E(X̂) =

√√√√
Nexp∑

i=1

(
τmodi (X̂) − τ expi

)2
. (V.72)La résolution du problème de minimisation de ette distane s'e�etue sans alul de gradient enadoptant un algorithme itératif de minimisation (f. FIG. V.15) développé par Boukamel et al.[2001℄ dont le prinipe onsiste à herher de façon heuristique la diretion et le pas permettantde réduire E au ours d'une itération. On va don �xer toutes les omposantes du m-ième itéré

X̂
m sauf une qui est hoisie a�n de minimiser E (f. Eq. V.72). D'une manière plus préise, onse donne un X̂

0 arbitraire et on passe de X̂
m à X̂

m+1 de la façon suivante :
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Figure V.15 � Algorithme itératif de minimisation developpé par Boukamel et al. [2001℄.On détermine X̂m+1
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)
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(V.73)On appelle (e1, . . . ,en) une base de l'espae des aratéristiques matérielles X̂. On pose y0 =

X̂ ; l'élément y1 sera l'un des trois points y0 − ρe1, y0, y0 + ρe1 en lequel E est minimum.Puis on onstruit de même y2, . . . ,yn, en introduisant suessivement e2, . . . ,en. On pose alorsRL(X̂,ρ) = yn tel que RL soit un opérateur de reherhe loale à rayon de reherhe ρ :RLRn ×R → Rn

(X̂ ,ρ) → RL(X̂,ρ)
(V.74)



142 Chapitre V. Premières approhes du omportement dissipatifTous les développements et aluls réalisés pour utiliser ette méthode ont été e�etués semi-analytiquement à l'aide du logiiel de alul formel Mathematia ©.Remarque V.4Pour quanti�er la distane des moindres arrés entre les ourbes expérimentales et leurs homo-logues théoriques, nous avons hoisi l'expression de l'erreur relative suivante :
Erel(X̂) =

√√√√
Nexp∑

i=1

(
τmodi (X̂) − τ expi

)2

√√√√
Nexp∑

i=1

(τ expi )
2

. (V.75)
Cette forme d'erreur permet alors de quanti�er la orrélation modèles/expérienes et de omparerles résultats d'identi�ation quel que soit le modèle envisagé ou l'essai utilisé.Cependant, ette ériture s'avère être un ritère trés sévère, une possibilité aurait été quanti�erette erreur relativement à Nexp × max

i∈[1..Nexp]
|τ expi |.

❏V.4.2 Résultats d'identi�ationV.4.2.a Modèles de omportement visoélastiqueL'essai ylique utilisé omme référene d'identi�ation est de type sinusoïdal i.e. γ(t) = γd sin(2πfrt).Les deux paramètres expérimentaux sont alors une amplitude dynamique γd = 25% et une fré-quene de solliitation fr = 10Hz.Dans un premier temps, on propose don d'utiliser les modèles unitaires de type Kelvin-Voigt,Maxwell, Zener et Poynting-Thomson représentatifs d'une vitesse de déformation donnéei.e. un temps aratéristique de relaxation (f. � V.2.1.a).Le TABLEAU V.4 présente un réapitulatif des paramètres identi�és et des erreurs relatives (f.Eq. V.75). Malgré une homogénéisation des résultats autour de 12%, le modèle de Kelvin-Voigtpropose la meilleure identi�ation d'un point de vue quantitatif.Type de modèle a0 (MPa) a1 (ou b1) (MPa) η0 (MPa.s) η (MPa.s) Erreur (%)Kelvin-Voigt .e. × .e. × 11.21Maxwell .e. × .e. × 12.62Poynting-Thomson .e. .e. × .e. 12.29Zener .e. .e. × .e. 12.54Tableau V.4 � Résultats d'identi�ation des modèles usuels généralisés aux grandes déformationsà partir d'un essai ylique sinusoïdal tel que γd = 25% et fr = 10Hz.



V.4. Campagne d'identi�ation des modèles 143Via une représentation graphique en terme de boules d'hystérésis, nous onfrontons la ourberéponse du modèle et elle de l'essai onsidéré (f. FIG. V.16). Cette observation qualitativepermet de onstater que les quatres modèles orrèlent onvenablement l'expériene et sembleproposer la même forme de boule d'hystérésis. Cependant, ette forme "elliptique" ne représentepas les observations géométriques partiulières proposées par e type de hargement sur desélastomères siliones telles que :� la présene d'un point anguleux aux amplitudes extrêmes de solliitation,� l'existene d'un étranglement de l'hystérésis au passage à l'origine des déformations.L'examen de l'évolution suivant la fréquene de solliitation des grandeurs aratéristiques E∗et Φ/cycle alulées pour les modèles semble prohe de elui réalisé en petites déformations (f.FIG. V.17). Une onfrontation ave les résultats epérimentaux montre alors que es modèlesidenti�és pour une fréquene donnée i.e. fr = 10Hz ne peuvent rendre ompte des évolutionssigni�atives observées lorsqu'on se déplae sur un domaine de fréquene.L'utilisation du modèle de Maxwell généralisé intervient alors dans l'objetif de représenter
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Contrainte(MPa) Déformation(d) Zener (Erreur=12.54%)Figure V.16 � Confrontation modèles/expériene de la boule d'hystérésis des modèles unitaireslassiques généralisés aux grandes déformations et identi�és sur un essai ylique sinusoïdal telque γd = 25% et fr = 10Hz.
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Kelvin-Voigt(b) Dissipation globaleFigure V.17 � Confrontation modèles/expériene de l'évolution suivant la fréquene du moduledynamique et de la dissipation globale des modèles unitaires en grandes déformations identi�éssur un essai ylique sinusoïdal tel que γd = 25% et fr = 10Hz.onvenablement ette in�uene de la fréquene sur le omportement du matériau. Puisque emodèle possède N branhes de type Maxwell, il aratérise don N temps aratéristiquesde relaxation di�érents (f. � V.2.1.a). Il semble alors que son utilisation permet de représenteronvenablement les évolutions de nos deux grandeurs aratéristiques suivant la fréquene.On propose l'exemple d'un modèle à 3 branhes i.e. N = 3 que l'on identi�era simultanémentsur 5 essais yliques sinusoïdaux i.e. γi(t) = γd sin(2πfri × t) d'amplitude dynamique identique(γd = 25%) et respetivement les fréquenes de fr1 = 3Hz, fr2 = 6Hz, fr3 = 10Hz, fr4 = 15Hzet fr5 = 20Hz.Le TABLEAU V.5 présente les paramètres identi�és et les erreurs relatives obtenues pour haundes essais. La moyenne des erreurs est à peu près de 12.7% ave un éart type de ±0.6%. Elleest don prohe de elles obtenues dans l'identi�ation des modèles unitaires sur un seul essai(f. TAB. V.4).L'observation de la FIGURE V.18 propose une forme elliptique des boules d'hystérésis exhibéesi ai (MPa) ηi (MPa.s)0 .e. ×1 .e. .e.2 .e. .e.3 .e. .e.
Fréquene d'essai (Hz) Erreur (%)3 12.436 13.7310 12.3915 12.0220 13.16Tableau V.5 � Résultats d'identi�ation du modèle de Maxwell généralisé ave N = 3 engrandes déformations réalisée simultanément sur inq essais yliques sinusoïdaux tels que, γd =

25%, et fr1 = 3Hz, fr2 = 6Hz, fr3 = 10Hz, fr4 = 15Hz et fr5 = 20Hz.



V.4. Campagne d'identi�ation des modèles 145

PSfrag replaements

Contrainte(MPa) Déformation(a) fr = 3Hz (Erreur=12.43%)

PSfrag replaements

Contrainte(MPa) Déformation(b) fr = 6Hz (Erreur=13.73%)

PSfrag replaements

Contrainte(MPa) Déformation() fr = 10Hz (Erreur=12.39%)

PSfrag replaements

Contrainte(MPa) Déformation(d) fr = 15Hz (Erreur=12.03%)

PSfrag replaements

Contrainte(MPa) Déformation(e) fr = 20Hz (Erreur=13.15%)Figure V.18 � Confrontation modèle/expériene de la boule d'hystérésis du modèle de Max-well généralisé ave N = 3 en grandes déformations identi�é simultanément sur inq essaisyliques sinusoïdaux pour une amplitude de solliitation donnée γd = 25% à diverses fréquenestelles que fr1 = 3Hz, fr2 = 6Hz, fr3 = 10Hz, fr4 = 15Hz et fr5 = 20Hz. L'erreur umulée estalors de 63.73% qui revient à une moyenne de 12.74%.par le modèle identi�é omme pour les modèles unitaires (f. FIG. V.16). Une onfrontation auxréponses expérimentales permet de onstater qualitativement une bonne orrélation quelle quesoit la fréquene envisagée mais ne traduit toujours pas les observations géométriques partiu-lières.



146 Chapitre V. Premières approhes du omportement dissipatifUne onfrontation de l'évolution suivant la fréquene des grandeurs aratéristiques E∗ et Φ/cyclealulées pour le modèle ainsi identi�é fae aux résultats expérimentaux propose une bonne repré-sentation de l'évolution du module dynamique suivant la fréquene (f. FIG. V.19(a)). Cependant,l'allure de la ourbe représentative de la dissipation globale exhibée par le modèle suit une évolu-tion plus qu'originale puisqu'elle fait intervenir deux maxima et deux minima (f. FIG. V.19(b)).Malgré ela, les résultats obtenus ave un modèle multi-branhe sont inontestablement plusprohes de l'expériene que l'utilisation des modèles unitaires.V.4.2.b Modèles de omportement visoélastique ave enrihissement de la branheprinipale hyperélastiquePour mieux représenter les boules d'hystérésis, nous proposons d'enrihir les modèles d'uneénergie libre hyperélastique plus avanée que elle proposée par le modèle de type Néohookéen.Ainsi, on éspère que les modèles pourront traduire les observations géométriques expérimentalestelles que la présene d'un point anguleux aux amplitudes extrêmes de solliitation et l'existened'un étranglement de l'hystérésis au passage à l'origine des déformations. Notre hoix s'est portésur le modèle de Gent-Thomas omme les travaux de Boukamel et al. [2001℄ le proposent :
ψ(I1,I2) = c1(I1 − 3) + c2Ln(I2

3

)
. (V.76)On utilisera don les modèles de type Gent-Thomas et Neohooke pour représenter respe-tivement les énergies libres prinipale et seondaires des modèles. Le TABLEAU V.6 propose unedesription à partir des modèles présentés au paragraphe V.3.2.
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Fréquene (Hz)(b) Dissipation globale.Figure V.19 � Confrontation modèle/expériene de l'évolution suivant la fréquene du moduledynamique et de la dissipation globale du modèle de Maxwell généralisé ave N = 3 en grandesdéformations identi�é simultanément sur inq essais yliques sinusoïdaux pour une amplitudede solliitation donnée γd = 25% à diverses fréquenes telles que fr1 = 3Hz, fr2 = 6Hz, fr3 =

10Hz, fr4 = 15Hz et fr5 = 20Hz.



V.4. Campagne d'identi�ation des modèles 147Par ontre, la forme des pseudo-potentiels de dissipation reste identique. Dans es onditions, onpeut alors exprimer le nombre de paramètres à identi�er par modèles :� 3 pour le modèle de Kelvin-Voigt : c1, c2 et η0,� 3 pour le modèle de Maxwell : c1, c2 et η,� 4 pour les modèle de Zener et Poynting-Thomson : c1, c2, a et η,� 2N + 2 pour le modèle de Maxwell généralisé : c1, c2, ai et ηi.Le TABLEAU V.7 présente les paramètres identi�és et les erreurs relatives assoiés aux modèles.D'un point de vue quantitatif, on onstate d'emblée que les résultats orrèlent d'avantage l'expé-riene que eux proposés au paragraphe préédent. En e�et, l'erreur relative diminue de 2.73%pour le modèle de Kelvin-Voigt, 1.32% pour le modèle deMaxwell, 0.05% pour le modèle dePoynting-Thomson et 2.74% pour le modèle de Zener. Don, seul le modèle de Poynting-Thomson ne propose pas d'évolution notable. Plusieurs raisons peuvent expliquer ela :� nous sommes en présene d'un veteur de paramètres solutions qui réalise une minimisationloale. L'algorithme d'identi�ation utilisé n'est pas adapté,� le modèle de Gent-Thomas n'est pas assez rihe,� l'enrihisssement doit être réalisé au niveau de la branhe seondaire,� . . .L'observation de la FIGURE V.20 montre que les boules d'hystérésis exhibées par les modèles nesont plus de forme élliptique omme au paragraphe préédent. Il est alors possible de les lasseren deux familles suivant les observations géométriques qu'ils traduisent. On a don :� les modèles permettant la représentation du point anguleux aux amplitudes extrêmes desolliitation qui représentent alors un omportement visoélastique instantané (modèles deKelvin-Voigt et de Zener),Kelvin-Voigt Maxwell Zener Poynting-Thomson Maxwell généraliséEnergie libre prinipale ψ0 ψe ψ0 ψe ψ0Energie libre seondaire × × ψe ψv ψeiTableau V.6 � Type d'énergie libre selon le modèle de omportement visoélastiqueType de modèle c1 (MPa) c2 (MPa) a1 (ou b1) (MPa) η0 (MPa.s) η (MPa.s) Erreur (%)Kelvin-Voigt .e. .e. × .e. × 8.48Maxwell .e. .e. × .e. × 11.3Poynting-Thomson .e. .e. .e. × .e. 12.24Zener .e. .e. .e. × .e. 9.8Tableau V.7 � Résultats d'identi�ation des modèles unitaires enrihis à partir d'un essai y-lique sinusoïdal tel que γd = 25% et fr = 10Hz.



148 Chapitre V. Premières approhes du omportement dissipatif� les modèles apablent de traduire l'étranglement au passage à l'origine de déformations, onparle alors de visoélastiité retardée (modèle de Maxwell).A la vue des résultats obtenus ave l'enrihissement des modèles unitaires, on ne peut qu'êtreambitieux onernant l'utilisation d'un modèle de Maxwell généralisé.Pour diminuer le temps de alul d'identi�ation, nous proposons de déterminer seulement lesparamètres assoiés à la branhe prinipale enrihie (c1 et c2) du modèle Maxwell généralisé.Nous �xerons alors les autres paramètres suivant les résultats obtenus préédement (f. TAB. V.5).Nous avons don réalisé le même protoole d'identi�ation simultanée que pour le modèle non-enrihi. Les paramètres et les erreurs relatives sont répertoriés dans le TABLEAU V.8.L'analyse quantitative des résultats permet d'obtenir une moyenne des erreurs d'à peu près
11.51 ± 0.79%. L'enrihissement du modèle permet don une meilleure orrélation ave l'expé-riene. En e�et, l'erreur relative moyenne a subi une diminution de 1.23%.La FIGURE V.21 permet de réaliser une observation qualitative des boules d'hystérésis exhi-bées par le modèle à di�érentes fréquenes. On onstate alors une présene de moins en moins
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V.4. Campagne d'identi�ation des modèles 149prononée du point anguleux suivant elle-i.Une identi�ation de tous les paramètres du modèle enrihi permettrait sûrement de pallier ela.Il est évident qu'un ajustement de tous les paramètres est néessaire si l'on souhaite obtenir desrésultats enore plus satisfaisants sur l'ensemble du domaine de fréquenes de l'étude mais il nesera pas réalisé ii.Type de modèle c1 (MPa) c2 (MPa)Maxwell généralisé .e. .e. Fréquene d'essai (Hz) Erreur (%)3 11.16 12.4410 11.0815 10.7420 12.22Tableau V.8 � Résultats d'identi�ation des paramètres de la branhe prinipale enrihie dumodèle de Maxwell généralisé réalisée simultanément sur inq essais yliques sinusoïdaux telsque γd = 25% et fr1 = 3Hz, fr2 = 6Hz, fr3 = 10Hz, fr4 = 15Hz et fr5 = 20Hz.
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Contrainte(MPa) Déformation(e) fr = 20Hz (Erreur=12.22%)Figure V.21 � Confrontation modèles/expériene de la boule d'hystérésis du modèle de Max-well généralisé ave N = 3 en grandes déformations et identi�és simultanément sur inq essaisyliques sinusoïdaux tels que γd = 25% et fr = 3Hz, fr = 6Hz, fr = 10Hz, fr = 15Hz et
fr = 20Hz. L'erreur ummulée est alors de 57.57% qui revient à une moyenne de 11.51%.



V.4. Campagne d'identi�ation des modèles 151V.4.2. Modèles de omportement élastoplastiqueNous utilisons dans e paragraphe le protoole d'identi�ation dérit au paragraphe V.4.1 enonsdérant un essai ylique sinusoïdal omme référene d'identi�ation i.e. γ(t) = γd sin(2πfr×
t) tel que γd = 25% et fr = 3Hz. Comme préédement, on débutera par l'identi�ation d'unmodèle unitaire. On propose alors le modèle élastoplastique érouissable 2© permettant la des-ription de l'assouplissement suivant l'amplitude (f. � V.3.3).Le TABLEAU V.9 présente un réapitulatif des paramètres identi�és et de l'erreur relative et laFIGURE V.22 propose une onfrontation en terme de boule d'hystérésis de la ourbe réponsedu modèle et elle de l'essai de référene. Le résultat est alors trés satisfaisant tant d'un pointde vue quantitatif que qualitatif. Ce modèle est alors aussi performant qu'un modèle unitairevisoélastique enrihi pour une amplitude et une fréquene donnée.La FIGURE V.23 illustre les évolutions suivant l'amplitude dynamique du module dynamique et dela dissipation globale alulés pour le modèle ainsi identi�é. Il semble alors que l'assouplissementsuivant l'amplitude dynamique est orretement représenté mais seulement pour des amplitudessupérieures à une déformation de χ

2 ∗ (ke + kp)
sinon le module reste onstant à 2(ke + kp) (f.FIG. V.23(a)). Par ontre l'évolution linéaire de la dissipation ne permet pas une bonne orrélationave l'expériene (f. FIG. V.23(b)).On peut alors observer e onstat via la FIGURE V.24 représentant une onfrontation en termede boules d'hystérésis de la réponse du modèle à des essais yliques sinusoïdaux d'amplitudes

a0 (MPa) a1 (MPa) χ (MPa) Erreur (%).e. .e. .e. 8.1654Tableau V.9 � Résultats d'identi�ation du modèle élastoplastique érouissable 2© en grandesdéformations à partir d'un essai ylique sinusoïdal tel que fr = 3Hz et γd2 = 25%.
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Contrainte(MPa) DéformationFigure V.22 � Confrontation modèle/expériene en terme de boule d'hystérésis du modèle élas-toplastique érouissable 2© en grandes déformations identi�é sur un essai ylique sinusoïdal telque fr = 3Hz et γd2 = 25% (Erreur=8.16%).
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V.4. Campagne d'identi�ation des modèles 153i ai (MPa) χi (MPa.s)0 .e. ×1 .e. .e.2 .e. .e.3 .e. .e. γd de l'essai (%) Erreur (%)12.5 14.825 10.8950 10.84Tableau V.10 � Résultats d'identi�ation du modèle de Saint-Venant généralisé ave N = 3en grandes déformations réalisée simultanément sur trois essais yliques sinusoïdaux tels que
fr = 3Hz et γd1 = 12.5%, γd2 = 25% et γd3 = 50%.
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Amplitude de déformation(b) Dissipation globale.Figure V.25 � Confrontation modèle/expériene de l'évolution suivant l'amplitude de déforma-tion du module de rigidité et de la dissipation globale du modèle de Saint-Venant généraliséave N = 3 en grandes déformations identi�é simultanément sur trois essais yliques sinusoï-daux tels que fr = 3Hz et γd1 = 12.5%, γd2 = 25% et γd3 = 50%.Qualitativement, e modèle est don plus performant que le modèle unitaire lorsqu'on onsidèreles trois essais d'amplitudes di�érentes.La FIGURE V.26 illustre les boules d'hystérésis exhibées par le modèle ainsi identi�é. D'unpoint de vue qualitatif, une onfrontation aux réponses expérimentales montre une bonne orré-lation pour les solliitations d'amplitudes dynamiques importantes (γd2 = 25% et γd3 = 50%).Cependant, le modèle reste enore peu performant pour les faibles amplitudes de déformation(γd1 = 12.5%).La onfrontation de l'évolution suivant l'amplitude dynamique des grandeurs aratéristiques E∗et Φ/cycle fae aux résultats expérimentaux propose une bonne représentation des phénomènesobservables expérimentalement (f. FIG. V.25).Les résultats obtenus ave un modèle multi-branhe sont don plus intéressants que eux obtenusave un modèle unitaire.
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V.5. Conlusion 155de omportement� visoélastique pour leur apaité à rendre ompte de l'in�uene de la fréquene sur laréponse i.e. modèle de type Kelvin-Voigt, Maxwell, Poynting-Thomson, Zener etMaxwell généralisé,� élastoplastique érouissable permettant alors de représenter le phénomène d'assouplissmentsuivant l'amplitude dynamique i.e. modèle de type élastoplastique érouissable 2© et Saint-Venant généralisé.Nous avons ensuite mené une ampagne d'identi�ation des paramètres de es modèles à par-tir d'essais yliques sinusoïdaux en double isaillement réalisés à température ambiante. Laminimisation au sens des moindres arrés s'est alors e�etué via un algorithme développé parA.Boukamel (f. FIG. V.15). Les enseignements que l'on a pu tirer de e travail sont les sui-vants :� les modèles hyper-visoélastiques unitaires orrèlent onvenablement l'expériene pour unesolliitation ylique donnée (i.e. une amplitude et une frèquene données),� l'utilisation d'un modèle de Maxwell génénéralisé permet la ouverture d'un domaine defréquene. La largeur de e domaine semble liée à son nombre de branhes,� l'enrihissement de la branhe hyperélastique prinipale des modèles hyper-viso-élastiquespermet une meilleure orrélation ave l'expériene. De plus suivant le modèle, on observe laprésene du point anguleux aux amplitudes extrêmes de solliitation ou de l'étranglementde l'hystérésis au passage à l'origine des déformations.� aussi bien qualitativement que quantitativement, la orrélation la plus �ne ave l'expériene(solliitation ylique donnée) a été réalisée via l'utilisation du modèle hyper-élastoplastiqueérouissable 2©. De plus, e type de modèle rend ompte du phénomène d'assouplissementsuivant l'amplitude,� l'utilisation d'un modèle de Saint-Venant génénéralisé permet une bonne desription desphénomènes induits par une évolution de l'amplitude dynamique pour une fréquene �xée.Nous envisageons don pour répondre aux divers onstats expérimentaux dérits au CHAPITRE IIIde prendre les diretions suivantes :� la généralisation du modèle visoélastique multi-branhes (Maxwell généralisé) à unein�nité de branhes en grandes déformations permettant alors d'augmenter le domainede validité du modèle en fréquene. Ramrakhyani et Smith [2004℄ ont utilisé e typede généralisation pour le modèle de Saint-Venant généralisé dans le adre des petitesdéformations,� l'utilisation d'essais yliques triangulaires à amplitude progressive dérits au CHAPITRE IIIet permettant ainsi de oupler l'in�uene de la fréquene et de l'amplitude dynamique,



156 Chapitre V. Premières approhes du omportement dissipatif� le ouplage des omportements hyper-viso-élastique et hyper-élastoplastique omme leproposent les auteurs Olsson et Austrell [2001℄ dans le adre des petites déforma-tions et Miehe et Kek [2000℄ via un formalisme lagrangien en grandes déformations (f.FIG. V.27).
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Figure V.27 � Illustration rhéologique du modèle élastique-visoélastique-plastoélastique de[Miehe et Kek, 2000℄



ChapitreVI Approhe statistique d'unmodèle hyper-viso-plastique

C
e hapitre présente l'approhe utilisée pour développer un mo-dèle statistique hyper-visoélastique apable de ouvrir unlarge spetre de fréquenes. On propose alors une identi�-ation des paramètres pour le domaine de fréquenes d'utilisation desadaptateurs de fréquene. Cependant, alors que le modèle orrèle onve-nablement l'expériene, il ne traduit pas l'assouplissement suivant l'am-plitude de hargement symptomatique de l'e�et Payne. Dès lors, l'enri-hissement du modèle par une branhe élasto-plastique o�re au modèlela apaité de représenter e phénomène et par la même de meilleursrésultats d'identi�ation.Une validation est proposée en onfrontant le modèle statistique hyper-viso-plastique identi�é fae à des essais yliques omposés de plu-sieurs harmoniques ou sinusoïdaux ave pré-déformation. Le modèle or-rèle alors onvenablement l'expériene tant d'un point de vue quanti-tatif que qualitatif. Nous proposerons ensuite une interprétation méso-physiquement motivée du modèle permettant une meilleure représenta-tivité de ses éléments onstitutifs.En�n, nous présenterons une ampagne d'identi�ation à di�érentes tem-pératures qui nous a permis de dé�nir des lois d'évolution des paramètresmatériaux en fontion de la température.157
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VI.1 Approhe statistique hyper-viso-élastiqueL'approhe statistique d'un modèle de omportement hyper-viso-élastique en grandes déforma-tions va s'artiuler autour des points suivants :� une présentation de la démarhe de onstrution d'un modèle statistique hyper-viso-élastique noté dans la suite : modèle SHV,� une identi�ation des paramètres, réalisée sur des essais en double isaillement à tempé-rature ambiante de type ylique triangulaire à amplitude progressive permettant ainsi deoupler les phénomènes induits par la fréquene et l'amplitude du hargement.VI.1.1 Présentation du modèleNous allons en premier lieu présenter les enseignements fournis par des travaux antérieurs qui ontappuyé notre motivation de onstruire un modèle SHV. Ainsi, via des onsidérations statistiques,on évoluera des modèles disrets vers les modèles ontinus. A e stade, il sera alors néessaire dehoisir une forme des potentiels et des fontions aratéristiques assoiées.VI.1.1.a Point de départ et motivationsDans le adre des petites perturbations, on a l'habitude de aratériser les modèles unitaires deomportement visoélastique tels que le modèle de Zener (1) (f. FIG. V.1()) par un temps a-ratéristique de relaxation unique noté τ qui dans le as monodimensionnel s'exprime par τ =
η

2k
.Généralement, pour augmenter le domaine de validité temporel (ou fréquentiel) de es modèles,on utilise des modèles multi-branhes i.e. modèles de Maxwell généralisé (f. FIG. V.1(e)) as-soiation en parallèle de N branhes de type Maxwell. Nous sommes alors en présene de Ntemps aratéristiques de relaxation τi =

ηi
2ki

ave i ∈ [1..N ] (f. ANNEXE C.1.3).Comme point de départ, nous nous sommes don basés sur les travaux réalisés entre autrespar [Leonov, 1992 ; Le Talle et Rahier, 1994 ; Gabrieli, 1995 ; Méo, 2000 ; Mieheet Kek, 2000 ; Nedjar, 2002℄ qui utilisent une généralisation aux grandes déformations desmodèles rhéologiques et sur les développements antérieurs e�etués dans [Boukamel et Méo,2001, 2002 ; Méo et al., 2003℄. Parmi tous les enseignements que l'on a pu tirer de es études,on notera par exemple :� l'intérêt trés limité d'une forme non-linéaire de la visosité pour re�éter onvenablement leomportement dans un large domaine de fréquenes de solliitations,� et l'inapaité des modèles unitaires à rendre ompte de la réponse du matériau soussolliitations yliques ombinées (omposées de plusieurs harmoniques ou assoiées à un(1). Dans le adre des petites perturbations, les modèles unitaires de Zener et Poynting-Thomson sont équi-valents.



160 Chapitre VI. Approhe statistique d'un modèle hyper-viso-plastiquepré-hargement statique) pour un jeu de paramètres donné.Or, l'étude menée au paragraphe V.4.2.a et les travaux réalisés dans [Martinez et al., 2002℄montrent que la généralisation en grandes déformations d'un assemblage en parallèle de plu-sieurs modèles unitaires, par exemple le modèle de Maxwell généralisé, est apable de re�éteronvenablement le omportement du matériau dans un large domaine de fréquenes de solliita-tion (voir aussi [Lion, 1998 ; Haupt et al., 2000℄).Ainsi, il semble que les modèles multi-branhes sont apables de représenter les hargementsombinés dé�nis préédemment. Cependant, ils présentent l'inonvénient de néessiter un grandnombre de paramètres à identi�er.Nous proposons alors une approhe qui généralisera les assemblages mono-branhes à une in�nitéde branhes via des méthodes statistiques (f. FIG. VI.1). L'apport de la généralisation statistiqueréside en une ouverture d'un large spetre de fréquenes sans présenter un nombre importantde paramètres à identi�er (de l'ordre du nombre de paramètres d'un modèle unitaire).Remarque VI.1Comme pour les développements réalisés au CHAPITRE V, le formalisme méanique adopté ii seraelui présenté au paragraphe V.3.1 basé sur la adre thermodynamique introduit en ANNEXE A.
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Figure VI.1 � Généralisation d'un modèle de Maxwell généralisé (à N branhes) à un modèlestatistique possédant une in�nité de branhes



VI.1. Approhe statistique hyper-viso-élastique 161VI.1.1.b Modèle statistique disretAvant de dé�nir un modèle ontinu possédant une in�nité de branhes, nous nous plaçons préa-lablement à une étape intermédiaire du développement où l'on onsidère un modèle statistiquedisret omposé de N branhes (f. FIG. VI.2).
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(VI.1)L'introdution de la relation VI.1 au formalisme méanique développé au paragraphe V.3.1 (f.Eq. V.59) onduit à l'ériture de la loi de omportement telle que :
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162 Chapitre VI. Approhe statistique d'un modèle hyper-viso-plastiqueet les lois omplémantaires suivantes :
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, ∀i ∈ [1..N ]. (VI.3)VI.1.1. Modèle statistique ontinuEn généralisant l'équation VI.1 à un modèle statistique ontinu (f. FIG. VI.3), on obtient :
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(VI.4)où P(ω) est une fontion de pondération dépendant de la variable aléatoire ω.PSfrag replaements
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Figure VI.3 � Modèle statistique hyper-viso-élastique ontinu.Le omportement est alors gouverné par les lois suivantes :
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. (VI.6)Or puisque l'énergie libre est une fontion salaire isotrope des deux premiers invariants de latransformation (i.e. inompressibilité du matériau), on peut érire :
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VI.1. Approhe statistique hyper-viso-élastique 163Les équations VI.5 et VI.6 peuvent alors s'érire omme suit :




¯̄σ = ¯̄σ0 +

∫ ∞

0

˜̄̄σ(ω)P(ω)dω − p¯̄1,

¯̄σ0 = 2ρ

[
∂ψ0

∂I1
¯̄B − ∂ψ0

∂I2
¯̄B
−1
]D

,

˜̄̄σ(ω) = 2ρ

[
∂ψ̃(ω)

∂Ie1(ω)
¯̄Be(ω) − ∂ψ̃(ω)

∂Ie2(ω)
¯̄Be

−1
(ω)

]D
,

2ρ

[
∂ψ̃(ω)

∂Ie1(ω)
¯̄Be(ω) − ∂ψ̃(ω)

∂Ie2(ω)
¯̄Be

−1
(ω)

]D
=
∂ϕ̃(ω, ¯̄Do

v(ω))

∂ ¯̄Do
v(ω)

.

(VI.8)
VI.1.1.d Choix des potentielsLes équations régissant le modèle statistique ontinu étant ainsi posées, il nous reste à hoisir lespotentiels que nous allons utiliser dans la suite de l'étude. Nous adoptons les formes de potentielssuivantes :� les potentiels d'énergie libre sont hoisis de forme hyperélastique inompressible néohoo-kéenne : 



ψ0 = C1(I1 − 3),

ψ̃(ω) = G(ω)(Ie1(ω) − 3),
(VI.9)permettant ainsi de nous assurer de la véri�ation des onditions de stabilité matérielle deslois hyperélastiques en supposant la positivité de C1 et G(ω), ∀ω > 0� le pseudo-potentiel de dissipation visqueux est quadratique en ¯̄Do

v(ω) tel que :
ϕ̃(ω, ¯̄Do

v(ω)) =
η(ω)

2
¯̄Do
v(ω) : ¯̄Do

v(ω). (VI.10)Les équations du modèle SHV s'érivent alors :




¯̄σ = ¯̄σ0 +

∫ ∞

0

˜̄̄σ(ω)P(ω)dω − p¯̄1,

¯̄σ0 = 2ρ
[
C1

¯̄B
]D

˜̄̄σ(ω) = 2ρ
[
G(ω) ¯̄Be(ω)

]D
,

2ρ
[
G(ω)( ¯̄Be(ω)

]D
=

∂ϕ̃(ω)

∂ ¯̄Do
v(ω)

,

(VI.11)
A e stade, il nous reste à dé�nir les fontions utilisées pour représenter les évolutions des fon-tions aratéristiques hyperélastique G(ω) et visqueuse η(ω) ainsi que la fontion de pondération
P(ω) suivant la variable aléatoire ω.



164 Chapitre VI. Approhe statistique d'un modèle hyper-viso-plastiqueVI.1.1.e Choix des fontionsDe nombreux ouples de fontions aratéristiques de formes di�érentes ont été essayés. Lesfontions aratéristiques hyperélastique et visqueuse qui ont présentées les résultats les plussatisfaisants sont telles que :
G(ω) = G0 (. . .) et η(ω) = η∞ (. . .) . (VI.12)On peut ainsi exprimer le temps aratéristiques de relaxation omme suit :

τ(ω) =
η(ω)

2G(ω)
= . . . (VI.13)Nous proposons d'observer l'évolution suivant la variable aléatoire ω à travers une représentationshématique (f. FIG. VI.4) nous permettant ainsi de fournir une signi�ation plus physique. Lesgrandes lignes de desription sont les suivantes :� onernant G(ω), nous avons opté pour une forme fontion d'une aratéristique hyper-élastique onstante G0,� le hoix de η(ω) s'est porté sur une forme fontion d'une aratéristique visqueuse onstante

η∞,� l'expression de la fontion du temps aratéristique de relaxation peut être vue omme uneévolution non-linéaire déroissante de l'in�ni vers 0 (f. FIG. VI.4).
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Figure VI.4 � Représentation shématique des évolutions de τ(ω) suivant la variable aléatoire
ω



VI.1. Approhe statistique hyper-viso-élastique 165La forme de es fontions permet alors une représentation du modèle SHV en fontion de lavariable aléatoire ω (∀ω ≥ 0) en tenant ompte des as extrêmes suivants :� lorsque ω = 0, on est en présene d'un élément unique de type ressort de raideur G0,� lorsque ω → ∞, on a un élément unique de type amortisseur de visosité η∞.Il nous reste en�n à déterminer la forme de la fontion de pondération P (ω). Notre hoix s'estporté sur une loi de probabilité de type gaussienne entrée en ω0 et de déviation standard Ω telleque :
P(ω) =

1

P0
exp

[
−
(
ω − ω0

Ω

)2
]

∀ω ≥ 0 ave P0 =

∫ ∞

0
exp

[
−
(
ω − ω0

Ω

)2
]
dω. (VI.14)On �xe alors ω0 = 0 permettant ainsi de favoriser la réponse instantanée i.e. la représentationdu modèle statistique hyper-visoélastique par un élément de type ressort (f. FIG. VI.5).Le hoix de es fontions nous impose alors l'identi�ation de 4 paramètres matériaux :� 3 déterministes C1, G0 et η∞,� 1 statistique Ω.
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Variable aléatoire ωFigure VI.5 � Observation shématique de la fontionnelle de pondération P(ω) suivant lavariable aléatoire ω.



166 Chapitre VI. Approhe statistique d'un modèle hyper-viso-plastiqueVI.1.2 Résultats d'identi�ationLa méthode d'identi�ation que nous utilisons ii est elle développée au paragraphe V.4.1.Nous appliquons don l'algorithme de minimisation (f. FIG. V.15) simultanément sur deuxessais yliques triangulaires à amplitude progressive pour des vitesses de déformation di�érentes(3s−1 et 10s−1). Ces essais sont présentés au paragraphe III.5.3. La FIGURE III.27 propose unereprésentation shématique de e type d'essais sahant que nous onsidérerons seulement deuxdéformations maximales i.e. γmax1 = 12.5% et γmax2 = 25%.Sur le TABLEAU VI.1, on propose les paramètres identi�és et les erreurs relatives obtenues pourles deux essais. La moyenne des erreurs est alors de 13.75 ± 2.71%.La FIGURE VI.6 illustre une onfrontation modèle/expériene des résultats d'identi�ation enterme d'hystérésis. L'observation qualitative d'une telle onfrontation à l'état stabilisé pour lesouples de paramètres de solliitation (12.5%, 3s−1), (25%, 3s−1), (12.5%, 10s−1) et (25%, 10s−1)montre alors une bonne orrélation ave l'expériene (f. FIG. VI.7).Le modèle semble don permettre de ouvrir un domaine de vitesses de déformation allant jusqu'à
10s−1.Conernant l'in�uene de la fréquene sur la réponse du modèle SHV ainsi identi�é, on proposed'observer la sensibilité du module dynamique et de la dissipation globale sur un domaine allant

C1 (MPa) G0 (MPa) η∞ (MPa.s) Ω.e. .e. .e. .e. γ̇ de l'essai (s−1) Erreur (%)3 16.4610 11.03Tableau VI.1 � Résultats d'identi�ation du modèle shv réalisée simultanément sur deux essaisyliques triangulaires à amplitude progressive (12.5% et 25%) ave des vitesses de déformationdi�érentes (3s−1 et 10s−1).
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Contrainte(MPa) Déformation(a) γ̇ = 3s−1 (Erreur=16.46%).
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Contrainte(MPa) Déformation(b) γ̇ = 10s−1 (Erreur=11.03%).Figure VI.6 � Confrontation modèle SHV/expériene de boules d'hystérésis issues des sollii-tations yliques triangulaires à amplitude progressive utilisées omme référenes d'identi�ation.
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Contrainte(MPa) Déformation(a) γmax = 12.5%,γ̇ = 3s−1 (Erreur=16.5%).
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Contrainte(MPa) Déformation(b) γmax = 25%,γ̇ = 3s−1 (Erreur=14.1%).
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Contrainte(MPa) Déformation() γmax = 12.5%,γ̇ = 10s−1 (Erreur=10.6%).
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Contrainte(MPa) Déformation(d) γmax = 25%,γ̇ = 10s−1 (Erreur=10.9%).Figure VI.7 � Confrontation modèle SHV/expériene des boules d'hystérésis à l'état stabiliséissues des solliitations yliques triangulaires à amplitude progressive utilisées omme référenesd'identi�ation.jusqu'à 20Hz. On va déterminer es grandeurs aratéristiques (2) via une solliitation sinusoï-dale à amplitude onstante γd = 25%. Une onfrontation ave les résultats expérimentaux àdi�érentes fréquenes nous on�rme alors que es grandeurs ont des évolutions prohes de ellesobservées expérimentalement (f. FIG. VI.8(a) et FIG. VI.8(b)).Une autre onfrontation a ensuite été réalisée en faisant varier l'amplitude dynamique pour unesolliitation sinusoïdale à fréquene donnée telle que fr =3Hz. La FIGURE VI.8(d) montre alorsune bonne orrélation ave l'expériene de l'évolution de la dissipation globale. Cependant, ononstate sur la FIGURE VI.8() que le module dynamique, obtenu par le modèle, est indépendantde l'amplitude dynamique. Le modèle SHV ainsi identi�é ne re�ète don pas l'assouplissementobservé expérimentalement (f. � VI.1.1.d).Ainsi, le modèle SHV identi�é sur des essais yliques triangulaires à amplitude progressive nepermet pas de rendre ompte de e phénomène.(2). Une présentation de es grandeurs, aratéristiques d'un omportement dissipatif, est disponibleFIGURE V.10.
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)Déformation Amplitude dynamiqueFréquene (Hz)Contrainte (MPa) (d) Dissipation suivant l'amplitude (fr =3Hz).Figure VI.8 � Confrontation modèle SHV/expériene de l'évolution du module dynamique et dela dissipation globale suivant la fréquene et l'amplitude dynamique pour une solliitation yliquesinusoïdale.VI.2 Prise en ompte de la plastiitéOn peut trouver dans la littérature plusieurs orientations pour répondre au phénomène d'as-souplissement suivant l'amplitude dynamique. Les auteurs Brakbill et al. [2000℄ ; Sjöberg[2002℄ ; Cantournet [2002℄ ; Saad [2003℄ proposent par exemple d'enrihir les modèles parun frottement interne non-visqueux ou par un omportement élasto-plastique (f. � V.2.2).VI.2.1 Assoiation d'une branhe élasto-plastiqueNous proposons ii d'assoier un omportement élasto-plastique au modèle SHV généralisé auxgrandes déformations. De nombreux auteurs utilisent un ouplage des modèles de omportementvisoélastique et élastoplastique généralisé aux grandes déformations [Kaliske et Rothert,1999 ; Miehe et Kek, 2000 ; Haupt et al., 2000℄.Partant des enseignements qu'on a pu tirer des études e�etuées au paragraphe � V.4.2., nousavons fait le hoix d'assoier en parallèle une branhe élastoplastique de type Saint-Venant



VI.2. Prise en ompte de la plastiité 169(f. FIG. VI.9).Dès lors, on peut érire l'énergie libre spéi�que ψ et le pseudo-potentiel de dissipation ϕintomme suit : 



ψ = ψ0(
¯̄B) +

∫ ∞

0
ψ̃
(
ω, ¯̄Be (ω)

)
P (ω)dω + ψp(

¯̄Bep),

ϕint =

∫ ∞

0
ϕ̃
(
ω, ¯̄Do

v(ω)
)
P (ω)dω + ϕp(

¯̄Do
p).

(VI.15)L'introdution de l'équation VI.15 dans les lois onstitutives V.59 énonées au paragraphe � V.3.1,permet d'érire le système d'équations qui régit le modèle statistique hyper-viso-plastique notédans la suite modèle SHVP.La loi de omportement s'érit alors telle que :
¯̄σ = ¯̄σ0 +

∫ ∞

0

˜̄̄σ(ω)P(ω)dω + ¯̄σp − p¯̄1 (VI.16)
ave 

¯̄σ0 = 2ρ

[
¯̄B · ∂ψ0(

¯̄B)

∂ ¯̄B

]D
,

˜̄̄σ(ω) = 2ρ


 ¯̄Be(ω) ·

∂ψ̃
(
ω, ¯̄Be (ω)

)

∂ ¯̄Be(ω)



D

,

¯̄σp = 2ρ

[
¯̄Bep ·

∂ψp(
¯̄Bep)

∂ ¯̄Bep

]D
,

(VI.17)
et les lois omplémentaires sont les suivantes :

2ρ

[
¯̄Ve(ω) · ∂ψ̃(ω, ¯̄Be(ω))

∂ ¯̄Be(ω)
· ¯̄Ve(ω)

]D
=
∂ϕ̃(ω, ¯̄Do

v(ω))

∂ ¯̄Do
v(ω)

et ¯̄Do
p =

∂ϕ∗
p(¯̄σp)

∂ ¯̄σp
. (VI.18)Les formes des potentiels ψ0, ψ̃ et ϕ̃ demeurent identiques à elles introduites au paragraphepréedent. Il reste don à préiser les potentiels assoiés à la branhe élastoplastique :� Comme pour ψ0 et ψ̃, on fait le hoix d'un modèle hyperélastique néohookéen inompres-
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Figure VI.9 � Assoiation en parallèle d'une branhe élastoplastique de Saint-Venant aumodèle statistique hyper-visoélastique



170 Chapitre VI. Approhe statistique d'un modèle hyper-viso-plastiquesible tel que :
ψp = Ap(I

ep

1 − 3), (VI.19)où Ap est un paramètre onstant positif.� de manière analogue au paragraphe V.3.3, le pseudo-potentiel de dissipation plastique ϕpest donné par sa transformée de Legendre-Fenhel ave une surfae seuil de type Von-Mises tel que :
ϕ∗
p(¯̄σp) =

1

2η̃
〈‖¯̄σp‖ − χ〉2, (VI.20)où χ est un paramètre onstant positif et η̃ une visosité arti�ielle �xée trés faible per-mettant ainsi de régulariser l'algorithme de détermination de ¯̄Do

p.Les équations qui régissent le modèle SHVP s'érivent alors :




¯̄σ = ¯̄σ0 +

∫ ∞

0

˜̄̄σ(ω)P(ω)dω + ¯̄σp − p¯̄1

¯̄σ0 = 2ρ
[
C1

¯̄B
]D
,

˜̄̄σ(ω) = 2ρ
[
G(ω) ¯̄Be(ω)

]D
,

¯̄σp = 2ρ
[
Ap

¯̄Bep

]D
,

2ρ
[
G(ω) ¯̄Be(ω)

]D
= η(ω) ¯̄Do

v(ω),

¯̄Do
p =

1

η̃
〈‖¯̄σp‖ − χ〉

¯̄σp
‖¯̄σp‖

.

(VI.21)
On a alors 6 paramètres matériaux à identi�er :� 5 déterministes, C1, G0, η∞, Ap et χ,� 1 statistique, Ω.VI.2.2 Elaboration d'une stratégie d'identi�ationL'enrihissement du modèle SHV par un omportement de type élastoplastique néessite l'éla-boration d'une stratégie d'identi�ation des paramètres. En e�et, il est important de distinguerla proportion du omportement dissipatif due à la plastiité de elle traduite par visosité.En régime (quasi)statique, le phénomène de dissipation n'est issu que d'un frottement internenon-visqueux i.e. un omportement élastoplastique. Dans es onditions, le modèle SHVP n'estalors représenté que par ses branhes hyperélastique prinipale et hyper-élastoplastique. Il estalors assimilable à un modèle hyper-élastoplastique à érouissage isotrope.On propose alors d'identi�er préalablement C1, Ap et χ sur un essai de montée en harge quasi-statique et ensuite de réaliser un ajustement sur l'élastiité di�érée obtenue par des essais derelaxation.Les paramètres G0, η∞ et Ω sont ensuite identi�és via le même protoole que elui exposé auparagraphe VI.1.2, mais appliqué ette fois sur le modèle SHVP en �xant C1, Ap et χ.



VI.2. Prise en ompte de la plastiité 171VI.2.3 Résultats d'identi�ationNous appliquons la stratégie d'identi�ation présentée préédemment en utilisant des essais dedouble isaillement réalisés à température ambiante.Lors de la première étape, nous avons réalisé une pré-identi�ation des paramètres du mo-dèle hyper-élastoplastique érouissable sur un essai de montée en harge quasi-statique tel que
γ̇ = 0.03s−1 et γmax = 50%. A la vue de la FIGURE VI.10, on onstate que le modèle ainsiidenti�é présente une exellente orrélation ave l'expériene (l'erreur relative est de 2.5%). LeTABLEAU VI.2 propose les résultats d'identi�ation des paramètres.L'étape intermédiaire permet ensuite d'ajuster les paramètres ainsi identi�és sur l'élastiité dif-férée obtenue en réalisant des essais de relaxation pour trois niveaux de déformation 12.5%, 25%et 50% (f. FIG. VI.11). Le TABLEAU VI.2 présente les paramètres ainsi obtenus qui seront �xéspour la dernière étape.La dernière étape intervient dans la détermination des paramètres statistiques hyper-viso-élastiques. La FIGURE VI.12 illustre les résultats d'identi�ation et le jeu de paramètres identi�ésau terme de ette étape est disponible via le TABLEAU VI.2.D'un point de vue quantitatif, l'enrihissement du modèle statistique par une branhe hyper-élastoplastique permet une meilleure orrélation ave l'expériene (f. TAB. VI.3). La moyenne

PSfrag replaements

Contrainte(M
Pa)

DéformationFigure VI.10 � Pré-identi�ation des paramètres du modèle hyper-élastoplastique érouissablesur un essai de montée en harge quasi-statique (Erreur = 2.5%).Etape C1 (MPa) Ap (MPa) χ (Mpa) G0 (Mpa) η∞ (MPa.s) ΩInitiale .e. .e. .e. × × ×Intermédiaire .e. .e. .e. × × ×Finale .e. .e. .e. .e. .e. .e.Tableau VI.2 � Paramètres du modèle statistique hyper-viso-plastique identi�és aux di�érentesétapes de la stratégie d'identi�ation.
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DéformationFigure VI.11 � Ajustement des paramètres du modèle hyper-élastoplastique sur l'élastiité dif-férée (points bleus) obtenue ave trois essais de relaxation d'éhelons de déformation de 12.5%,
25% et 50%.
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Contrainte(MPa) Déformation(a) γ̇ = 3s−1 (Erreur=7.97%).
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Contrainte(MPa) Déformation(b) γ̇ = 10s−1 (Erreur=8.75%).Figure VI.12 � Confrontation modèle SHVP/expériene des boules d'hystérésis issues des sol-liitations yliques triangulaires à amplitude progressive utilisées omme référenes d'identi�a-tion.
γ̇ de l'essai (s−1) Erreur (%)3 7.9710 8.75Tableau VI.3 � Erreurs relatives obtenues lors de l'étape d'identi�ation �nale.des erreurs relatives étant de 8.36 ± 0.39%, elle se situe bien en dessous de elle obtenue ave lemodèle SHV.Qualitativement, l'observation d'une onfrontation du modèle SHVP fae à l'expériene desboules d'hystérésis à l'état stabilisé pour les ouples de paramètres de solliitation (12.5%,

3s−1), (25%, 3s−1), (12.5%, 10s−1) et (25%, 10s−1) on�rme les bons résultats d'identi�ation(f. FIG. VI.13). L'enrihissement du modèle SHV par une branhe hyper-élastoplastique permet
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Contrainte(MPa) Déformation(a) γmax = 12.5%,γ̇ = 3s−1 (Erreur=9.9%).
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Contrainte(MPa) Déformation(b) γmax = 25%,γ̇ = 3s−1 (Erreur=5.66%).
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Contrainte(MPa) Déformation() γmax = 12.5%,γ̇ = 10s−1 (Erreur=7.33%).
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Contrainte(MPa) Déformation(d) γmax = 25%,γ̇ = 10s−1 (Erreur=7.87%).Figure VI.13 � Confrontation modèle SHVP/expériene des boules d'hystérésis à l'état stabiliséissues des solliitations yliques triangulaires à amplitude progressive utilisées omme référenesd'identi�ation.don une orrélation plus �ne ave l'expériene.Via la onfrontation du modèle SHVP vis à vis de l'expériene, les Figures VI.14(a) et VI.14(b)illustrent l'évolution du module de rigidité et de la dissipation suivant la fréquene aluléspour une solliitation sinusoïdale telle que γd = 25%. Ainsi, les évolutions de la raideur et dela dissipation globale sont sensiblement plus prohes de l'expériene que elles obtenues par lemodèle SHV ainsi que par le modèle de Maxwell généralisé présenté au paragrahe V.4.2.. Deplus, la FIGURE VI.14() montre que le modèle traduit le phénomène d'assouplissement suivantl'amplitude dynamique.Le modèle SHVP ainsi identi�é semble don permettre de traduire orretement l'in�uene dela vitesse de solliitation et de l'amplitude de hargement sur la réponse du matériau pour deshargements yliques sinusoïdaux.
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)Déformation AmplitudeFréquene (Hz)Contrainte (MPa) (d) Dissipation suivant l'amplitude (fr = 3Hz).Figure VI.14 � Confrontation modèle SHVP/expériene de l'évolution du module dynamique etde la dissipationglobale suivant la fréquene et l'amplitude pour une solliitation ylique sinu-soïdale.



VI.3. Confrontation modèles/expérienes 175VI.3 Confrontation modèles/expérienesLes 6 paramètres du modèle SHVP étant identi�és à partir d'essais yliques triangulaires, nousproposons maintenant une validation via une onfrontation du modèle fae à l'expériene pourdes solliitations ombinées telles que :� solliitations yliques sinusoïdales à N harmoniques,
γ(t) =

N∑

i=1

γdi
sin(i2πfrt),� solliitations yliques sinusoïdales ave pré-déformation,

γ(t) = γs + γd sin(2πfrt).VI.3.1 Solliitations yliques sinusoïdalesIi, nous utilisons des essais yliques sinusoïdaux à amplitude dynamique donnée telle que
γd = 25% :

γ(t) = γd sin(2πfrt) (VI.22)Le TABLEAU VI.4 présente les éarts relatifs assoiés à haque fréquene d'essais. L'éart moyende 11.1 ± 1.26 est alors bien en dessous de elui obtenu lors de l'identi�ation du modèle deMaxwell généralisé sur es mêmes essais.
fr (Hz) Eart (%)3 13.366 10.9310 9.0315 10.2020 11.98Tableau VI.4 � Earts relatifs obtenus pour des solliitations yliques sinusoïdales ave γd =

25% à l'état stabilisé.La FIGURE VI.15 illustre une onfrontation du modèle SHVP vis à vis de l'expériene en terme deboules d'hystérésis à l'état stabilisé. Qualitativement, on onstate alors que le modèle permet dere�éter la présene d'un point anguleux aux amplitudes extrêmes de la solliitation. Par ontre,il ne représente pas l'étranglement de l'hystérésis au passage à l'origine des déformations.Malgré ela, on peut onsidérer que le modèle SHVP orrèle onvenablement les essais sinusoï-daux pour des fréquenes allant jusqu'à 20Hz.
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Contrainte(MPa) Déformation(e) fr =20Hz (Eart= 11.98%)Figure VI.15 � Confrontation modèle SHVP/expériene pour des solliitations yliques sinu-soïdales à amplitude dynamique donnée (γd = 25%) pour di�érentes fréquenes (de 3Hz à 20Hz).



VI.3. Confrontation modèles/expérienes 177VI.3.2 Solliitations sinusoïdales à deux harmoniquesLes solliitations que nous utilisons ii sont de type sinusoïdale à deux harmoniques :
γ(t) = γd1 sin(2πfr1t) + γd2 sin(2πfr2t). (VI.23)Nous observons les réponses proposées par le modèle à e type de hargement lors d'un ylestabilisé pour les ombinaisons de deux harmoniques suivantes :� fr1 = 1.5Hz et fr2 = 2fr1 = 3Hz (f. FIG. VI.16, FIG. VI.17, FIG. VI.18 et FIG. VI.19),� fr1 = 1.5Hz et fr2 = 3fr1 = 4.5Hz (f. FIG. VI.20, FIG. VI.21, FIG. VI.22 et FIG. VI.23).Le TABLEAU VI.5 présente les éarts relatifs obtenus entre le modèle et les essais expérimentaux.Au regard des résultats, on onstate don la apaité du modèle à rendre ompte de solliitationssinusoïdales à deux harmoniques.

γd1
(%) fr1

(Hz) γd2
(%) fr2

(Hz) Eart (%)5 1.5 25 3 7.4112.5 1.5 12.5 3 9.0412.5 1.5 25 3 5.9825 1.5 25 3 9.745 1.5 25 4.5 7.6412.5 1.5 12.5 4.5 7.812.5 1.5 25 4.5 7.9425 1.5 12.5 4.5 6.94Tableau VI.5 � Earts relatifs obtenus pour des solliitations sinusoïdales à 2 harmoniques.
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DéformationFigure VI.16 � Confrontation modèle SHVP/expériene pour une solliitation sinusoïdale à 2harmoniques telle que γ(t) = 0.05 sin(2π1.5t) + 0.25 sin(2π3t) (Eart=7.41%).
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DéformationFigure VI.17 � Confrontation modèle SHVP/expériene pour une solliitation sinusoïdale à 2harmoniques telle que γ(t) = 0.125 sin(2π1.5t) + 0.125 sin(2π3t) (Eart=9.04%).
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DéformationFigure VI.18 � Confrontation modèle SHVP/expériene pour une solliitation sinusoïdale à 2harmoniques telle que γ(t) = 0.125 sin(2π1.5t) + 0.25 sin(2π3t) (Eart=5.98%).
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DéformationFigure VI.19 � Confrontation modèle SHVP/expériene pour une solliitation sinusoïdale à 2harmoniques telle que γ(t) = 0.25 sin(2π1.5t) + 0.25 sin(2π3t) (Eart=9.74%).
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DéformationFigure VI.20 � Confrontation modèle SHVP/expériene pour une solliitation sinusoïdale à 2harmoniques telle que γ(t) = 0.05 sin(2π1.5t) + 0.25 sin(2π4.5t) (Eart=7.64%).
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DéformationFigure VI.21 � Confrontation modèle SHVP/expériene pour une solliitation sinusoïdale à 2harmoniques telle que γ(t) = 0.125 sin(2π1.5t) + 0.125 sin(2π4.5t) (Eart=7.8%).
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DéformationFigure VI.22 � Confrontation modèle SHVP/expériene pour une solliitation sinusoïdale à 2harmoniques telle que γ(t) = 0.125 sin(2π1.5t) + 0.25 sin(2π4.5t) (Eart=7.94%).
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Pa)

DéformationFigure VI.23 � Confrontation modèle SHVP/expériene pour une solliitation sinusoïdale à 2harmoniques telle que γ(t) = 0.25 sin(2π1.5t) + 0.125 sin(2π4.5t) (Eart=6.94%).VI.3.3 Solliitations sinusoïdales à trois harmoniquesLes solliitations sinusoïdales à trois harmoniques s'érivent omme suit :
γ(t) = γd1 sin(2πfr1t) + γd2 sin(2πfr2t) + γd3 sin(2πfr3t). (VI.24)Nous observons sur la FIGURE VI.24, une onfrontation modèle SHVP/expériene pour e typede hargement ave une ombinaison de trois harmoniques telle que i.e. fr1 = 1.5Hz, fr2 =

2fr1 = 3Hz et fr3 = 3fr1 = 4.5Hz. L'éart relatif obtenu est de l'ordre de 11.23%. On peut dononsidérer que le modèle est relativement apable de re�éter e type de hargement.
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DéformationFigure VI.24 � Confrontation modèle SHVP/expériene pour une solliitation sinusoïdale à 3harmoniques telle que γ(t) = 0.05 sin(2π1.5t)+0.125 sin(2π3t)+0.25 sin(2π4.5t) (Eart=11.23%).



VI.3. Confrontation modèles/expérienes 181VI.3.4 Solliitations yliques sinusoïdales ave pré-déformationLes solliitations sinusoïdales ave pré-déformation s'érivent omme suit :
γ(t) = γs + γd sin(2πfrt) (VI.25)Le TABLEAU VI.25 présente les éarts relatifs obtenus en réponse à e type de solliitation.

γs (%) γd (%) Eart (%) γs (%) γd (%) Eart (%)12.5 5 25.7 25 5 14.6212.5 12.5 15.26 25 12.5 12.2512.5 25 13.57 25 25 13.55Tableau VI.6 � Earts relatifs obtenues pour des solliitations yliques sinusoïdales ave pré-déformation tel que γ(t) = γs + γd sin(2π3t)Les Figures VI.25(a) et VI.25(b) illustrent la réponse du modèle pour e type de hargementpour des amplitudes statiques de 12.5% et 25% assoiées à des amplitudes dynamiques de 5%,
12.5% et 25% pour une fréquene donnée de 3Hz.Qualitativement, malgré l'inapaité de traduire onvenablement le phénomène de dissymétriedes boules d'hystérésis, le modèle représente onvenablement la ontrainte moyenne lors d'essaisyliques ave pré-déformation.
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Contrainte(MPa) Déformation(b) γ(t) = 0.25 + γd sin(2π3t).Figure VI.25 � Confrontation modèle SHVP/expériene pour une solliitation ylique sinusoï-dale ave pré-déformation telle que γd = 0.05, 0.125 et 0.25.



182 Chapitre VI. Approhe statistique d'un modèle hyper-viso-plastiqueVI.4 In�uene des paramètres matériauxLe omportement traduit par notre modèle est essentiellement régi par les paramètres matériauxqui le aratérisent.Nous allons tester maintenant la sensibilité des paramètres du modèle en réponse à une solliita-tion ylique sinusoïdale ave une amplitude dynamique γd = 25% et une fréquene fr = 3Hz àtravers une observation de l'évolution des grandeurs aratéristiques, i.e. le module dynamiqueet la dissipation globale.Nous avons don fait varier les paramètres dans un domaine allant d'une valeur (quasi-)nullevers une valeur supérieure à elle identi�ée (3) pour nous permettre de réaliser les observationssuivantes :
• In�uene de C1L'observation de la FIGURE VI.4 nous montre que :� le module dynamique roît linéairement suivant C1,� le paramètre C1 n'a auune in�uene sur la dissipation globale.Ce paramètre est bien aratéristique d'un omportement hyperélastique non-dissipatif.
• In�uene de AP et χLa FIGURE VI.27 illustre l'in�uene de Ap. Il ressort alors que :� le paramètre Ap n'a auune in�uene sur le module dynamique,� l'évolution de la dissipation est fortement roissante lorsque 0 < Ap < Aidp et elle se stabilseensuite en suivant une asymptote horizontale.Conernant l'in�uene de χ (f. FIG. VI.28), nous proposons le onstat suivant :� le module dynamique roît linéairement suivant χ,� le paramètre χ in�uene fortement la dissipation globale (roissane quasi-linéaire).Les paramètres AP et χ sont plus in�uents sur la dissipation que sur le module dynamique.Ces évolutions peuvent être expliquées par le fait que la solliitation imposée nous positionne audessus du seuil de plastiité (le patin est don toujours ouvert).
(3). Pour distinguer dans la suite un paramètre X identi�é, nous le noterons X

id.
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(b) Dissipation.Figure VI.26 � Observation de l'évolution des grandeurs aratéristiques suivant C1.
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(b) Dissipation.Figure VI.27 � Observation de l'évolution des grandeurs aratéristiques suivant Ap.
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(b) Dissipation.Figure VI.28 � Observation de l'évolution des grandeurs aratéristiques suivant χ.
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• In�uene de G0 et η∞On rappelle que la forme de la fontion aratéristique élastique faisant intervenir le paramètre
G0 s'érit telle que :

G(ω) = G0 (. . .). (VI.26)Une brève analyse de la FIGURE VI.29 nous renseigne sur l'in�uene de G0 :� le module dynamique évolue suivant G0 de manière roissante non-linéaire,� il y existe une forte roissane quasi-linéaire de la dissipation globale suivant G0.On rappelle que le paramètre η∞ intervient dans la fontion aratéristique visqueuse :
η(ω) = η∞ (. . .). (VI.27)La FIGURE VI.30 nous permet d'e�etuer les onstats suivants pour η∞ :� le module dynamique semble roître non-linéairement suivant η∞ vers une valeur asymp-totique,� la dissipation globale évolue d'une manière non-linéaire suivant η∞ jusqu'à une valeurmaximale pour ensuite diminuer quasi-linéairement.Les paramètres G0 et η∞ sont plus in�uents sur la dissipation que sur le module dynamique.Ces deux paramètres sont liés via l'expression du temps aratéristique de relaxation :

τ(ω) =
η(ω)

2G(ω)
= . . . (VI.28)Ces évolutions peuvent alors être expliquées omme suit :� lorsque η∞ tend vers l'in�ni, le modèle SHV est représenté par un élément de type ressortd'où la stabilisation du module dynamique et la perte de dissipation,
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(b) Dissipation.Figure VI.29 � Observation de l'évolution des grandeurs aratéristiques suivant G0.
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(b) Dissipation.Figure VI.30 � Observation de l'évolution des grandeurs aratéristiques suivant η∞.� lorsque G0 tend vers l'in�ni, le modèle SHV est représenté par un élément de type amor-tisseur qui explique l'augmentation importante de la dissipation,

• In�uene de ω0 et ΩOn rappelle la forme de la fontion de pondération de type gaussienne faisant intervenir sonentre ω0 et la déviation standard Ω :
P(ω) =

1

P0
exp

[
−
(
ω − ω0

Ω

)2
]

∀ω ≥ 0 ave P0 =

∫ ∞

0
exp

[
−
(
ω − ω0

Ω

)2
]
dω. (VI.29)L'observation de la FIGURE VI.31 nous permet de faire les onstats suivants :� Le paramètre Ω in�uene le module dynamique (roissane non-linéaire),� l'évolution de la dissipation suivant Ω exhibe une pente nulle à l'origine pour dérire ensuiteune allure roissante fortement non-linéaire.Conernant l'in�uene de ω0 (f. FIG. VI.32), il est possible de réaliser les onstats suivants :� le module dynamique roît de manière quasi-linéaire suivant ω0,� l'évolution monotone de la dissipation globale suivant ω0 a une allure faiblement non-linéaire.Les paramètres statistiques ont une in�uene plus prononée sur la dissipation globale que surle module dynamique.
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(b) Dissipation.Figure VI.31 � Observation de l'évolution des grandeurs aratéristiques suivant Ω.
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(b) Dissipation.Figure VI.32 � Observation de l'évolution des grandeurs aratéristiques suivant ω0.VI.5 Vers une interprétation physique du modèleSi l'on onsidère une pièe en élastomère hargé � dans le as de la FIGURE VI.33 une éprouvettede double isaillement � le matériau apparaît homogène à l'éhelle marosopique.Cependant un zoom qui nous ramène à une éhelle mésosopique, permet de distinguer un mé-lange bi-phasique onstitué d'inlusions noyées dans une matrie (f. � I.5).En�n via un dernier zoom, nous nous plaçons au niveau d'une inlusion. A ette éhelle, Leblan[2003℄ propose un matériau tri-phasé omposé :� de la matrie élastomérique dite extratible,� des agrégats/agglomérats de harges,� de l'élastomère lié (interphase), lieu d'interations fortes entre les inlusions et la matrieet les inlusions elles-mêmes.Pour la modélisation du omportement du milieu hétérogène, l'hypothèse de Voigt nous per-



VI.5. Vers une interprétation physique du modèle 187

������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������

���������������������������������
���������������������������������
���������������������������������
���������������������������������

���������������������������������
���������������������������������
���������������������������������
���������������������������������

���������������������������������
���������������������������������
���������������������������������
���������������������������������

���������������������������������
���������������������������������
���������������������������������
���������������������������������

���������������������������������
���������������������������������
���������������������������������
���������������������������������

���������������������������������
���������������������������������
���������������������������������
���������������������������������

PSfrag replaementsMirosopiqueMésosopiqueMarosopiqueÉhelleÉhelle

zoom
zoom

Élastomère
InlusionAgrégat/Agglomérat
Matrie Matrie extratible

Chaîne maromoléulaire de liaison
Élastomère lié(interphase)ComportementFragile, plastiqueÉlasto-viso-plastiqueViso-hyperélastiqueÉoulement, ( )température ( C)État aouthoutiqueÉtat vitreux Figure VI.33 � Vision "maro-meso" d'un élastomère hargé.
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InterphaseFigure VI.34 � Interprétation rhéologique des trois phases en présene.met de onsidérer que la déformation est la même pour les trois phases et qui orrespond à ladéformation marosopique. De plus en supposant que la matrie est dense et que les inlusionssont faiblement rétiulées, ela nous permet d'interpréter physiquement le modèle rhéologiquedonné FIGURE VI.34 omme suit :� un omportement hyperélastique pour la matrie, (élément ressort),� un omportement hyper-visoélastique pour les inlusions, (modèle visoélastique deMax-well),� un omportement hyper-élastoplastique pour l'interphase (modèle de saint-Venant),Ces onsidérations nous permettent alors d'utiliser un ouple omposé d'une assoiation en pa-rallèle d'un modèle de Maxwell et d'un modèle de Saint-Venant pour représenter respeti-
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ωN , PN(b) Modèle statistique disrethyper-viso-plastique utilisé.Figure VI.35 � Interprétation physique du modèle statistique hyper-viso-plastique disretvement une inlusion et son méanisme d'interation ave la matrie (interfae).Une généralisation à plusieurs branhes permet don de dérire l'ensemble du omportement desharges en onsidérant haque branhe ωi assoiées aux poids Pi du modèle statistique disrethyper-viso-plastique présenté FIGURE VI.35(a) telle que :� ωi est l'énergie d'ativation des méanismes d'inlusions, i.e. l'énergie néessaire à la rup-ture des liaisons à l'interfae [Drozdov, 2000℄.� Pi est la probabilité qu'une population de harges soit assoiée à l'énergie d'ativation ωi.Par ailleurs, nous supposons haque branhe hyper-élastoplastique est aratérisée par la mêmesurfae seuil de plastiité. Soit physiquement, que le seuil de glissement au niveau des interfaesest le même pour toutes les populations de harges. Dans es onditions, on obtient alors lemodèle statistique hyper-viso-plastique disret utilisé dans ette étude (f. FIG. VI.35(b)).



VI.6. Identi�ation des paramètres à di�érentes températures 189VI.6 Identi�ation des paramètres à di�érentes températuresVI.6.1 PrésentationAu CHAPITRE III, on a vue que le omportement de l'élastomère silione VHDS 1029 est for-tement onditionné par une variation de température. Généralement, l'observation d'évolutionsthermiques au sein d'un matériau provient :� des éhanges ave le milieu extérieur (ondution, onvetion. . . ),� de la solliitation méanique imposée qui génère une dissipation intrinsèque éhau�ant lematériau (prodution interne de haleur).Dans la perspetive de modéliser le omportement thermo-méanique du matériau lors d'étudesfutures (quelques éléments théoriques sont disponibles en ANNEXE A.6), il est néessaire deonnaître l'évolution en fontion de la température des six paramètres matériaux dé�nissant lemodèle statistique hyper-viso-plastique : C1(T ), Ap(T ), χ(T ), G0(T ), η∞(T ) et Ω(T ).En pratique, nous allons don identi�er es oe�ients à travers des essais réalisés à di�érentestempératures (−55oC, −40oC, −25oC, 25oC (4), 40oC et 70oC) via la stratégie d'identi�ationdérite au paragraphe VI.2.2. Les évolutions de es paramètres en fontion de la températureseront alors approhées par l'intermédiaire de lois non-linéaires.Remarque VI.2Le paramètre statistique n'ayant un sens que dans la onstrution d'un modèle apable de re�éterun large domaine de fréquene, on onsidèrera qu'il n'évolue pas suivant la température. ❏VI.6.2 Résultats d'identi�ationUne présentation des essais de double isaillement à di�érentes températures qui sont utilisés iiomme référenes pour l'identi�ation est disponible au CHAPITRE III.L'appliation de la stratégie d'identi�ation ommene par la pré-identi�ation des paramètresdu modèle hyper-élastoplastique érouissable sur un essai de montée en harge quasi-statique telque γ̇ = 0.03s−1 et γmax = 50%.Le TABLEAU VI.7 présente les paramètres et les erreurs relatives obtenues à toutes les tem-pératures. L'illustration des résultats d'identi�ation via la FIGURE VI.36 assoiée aux erreursrelatives omprises entre 2.5% et 4.97% permettent de montrer que le modèle ainsi identi�éprésente une exellente orrélation ave l'expériene quelque soit la température envisagée.
(4). Pour permettre d'observer l'évolution des paramètres suivant la température, on va onsidérer que la tem-pérature ambiante est de 25oC
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Contrainte(MPa) Déformation(f) T = 70oC (Erreur=4.97%)Figure VI.36 � Pré-identi�ation des paramètres du modèle hyper-élastoplastique érouissablesur un essai de montée en harge quasi-statique à di�érentes températures.



VI.6. Identi�ation des paramètres à di�érentes températures 191T (oC) C1 (MPa) Ap (MPa) χ (Mpa) Erreur (%)-55 .e. .e. .e. 3.62-40 .e. .e. .e. 2.79-25 .e. .e. .e. 3.1725 .e. .e. .e. 2.540 .e. .e. .e. 3.3570 .e. .e. .e. 4.97Tableau VI.7 � Paramètres identi�és lors de l'étape initiale pour di�érentes températures.T (oC) C1 (MPa) Ap (MPa) χ (Mpa)-55 .e. .e. .e.-40 .e. .e. .e.-25 .e. .e. .e.25 .e. .e. .e.40 .e. .e. .e.70 .e. .e. .e.Tableau VI.8 � Paramètres ajustés lors de l'étape intermédiaire pour di�érentes températures.Erreur (%)T (oC) C1 (MPa) Ap (MPa) χ (Mpa) G0 (MPa) η∞ (MPa.s) Ω 3s−1 10s−1-55 .e. .e. .e. .e. .e. .e. 10.84 12.43-40 .e. .e. .e. .e. .e. .e. 12.45 12.17-25 .e. .e. .e. .e. .e. .e. 15.28 11.8225 .e. .e. .e. .e. .e. .e. 7.98 8.7540 .e. .e. .e. .e. .e. .e. .e. 6.7970 .e. .e. .e. .e. .e. .e. .e. 6.86Tableau VI.9 � Paramètres identi�és lors de l'étape �nale pour di�érentes températures.L'étape intermédiaire permet ensuite d'ajuster les paramètres ainsi identi�és sur l'élastiité dif-férée à di�érentes températures (f. FIG. VI.37). Le TABLEAU VI.8 présente les paramètres quenous avons obtenus sahant qu'ils seront �xés lors de la dernière étape.Il nous reste maintenant à déterminer les paramètres de la branhe statistique hyper-viso-élastique au ours de la dernière étape. Les jeux de paramètres ainsi identi�és et les erreursrelatives sont présentés TABLEAU VI.9.L'observation qualitative d'une onfrontation modèle SHVP/expériene des boule d'hystérésis àl'état stabilisé pour les ouples de paramètres de solliitation (12.5%, 3s−1), (25%, 3s−1), (12.5%,
10s−1) et (25%, 10s−1) montre alors une orrélation onvenable ave l'expériene quelle que soitla température (f. FIG. VI.38, FIG. VI.39, FIG. VI.40 et FIG. VI.41).
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25% et 50% à di�érentes températures.
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Contrainte(MPa) Déformation(f) T = 70oC (Erreur=12.75%)Figure VI.38 � Confrontation modèle/expériene à di�érentes températures des boules d'hys-térésis à l'état stabilisé pour une solliitation ylique triangulaire telle que γmax = 12.5% et
γ̇ = 3s−1.
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Contrainte(MPa) Déformation(f) T = 70oC (Erreur=8.69%)Figure VI.39 � Confrontation modèle/expériene à di�érentes températures des boules d'hys-térésis à l'état stabilisé pour une solliitation ylique triangulaire telle que γmax = 25% et
γ̇ = 3s−1.
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Contrainte(MPa) Déformation(f) T = 70oC (Erreur=8.65%)Figure VI.40 � Confrontation modèle/expériene à di�érentes températures des boules d'hys-térésis à l'état stabilisé pour une solliitation ylique triangulaire telle que γmax = 12.5% et
γ̇ = 10s−1.
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Contrainte(MPa) Déformation(f) T = 70oC (Erreur=5.59%)Figure VI.41 � Confrontation modèle/expériene à di�érentes températures des boules d'hys-térésis à l'état stabilisé pour une solliitation ylique triangulaire telle que γmax = 25% et
γ̇ = 10s−1.



VI.6. Identi�ation des paramètres à di�érentes températures 197Seule la présene pour des solliitations importantes d'un étranglement au passage à l'originedes déformations de plus en plus prononée lorsqu'on se dirige vers les températures les plusbasses n'est pas traduite par le modèle (f. FIG. VI.38(a), VI.38(b), VI.38(), VI.40(a), VI.40(b)et VI.40()).La FIGURE VI.42 illustre l'évolution du module dynamique et de la dissipation globale alulés viale modèle SHVP pour une solliitation sinusoïdale à di�érentes températures. Le modèle sembleen mesure de re�éter l'aentuation des non-linéarités exhibées par l'évolution des grandeursaratéristiques lorsqu'on desend dans les basses températures ; phénomène observé expérimen-talement aux paragraphes III.5.4.b et III.5.4.a.
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(d) Dissipation suivant l'amplitude (fr = 3Hz).Figure VI.42 � Evolution de E∗ et Φ/cycle alulée via le modèle SHVP suivant la fréquene(γd = 25%) et l'amplitude (fr = 3Hz) pour une solliitation sinusoïdale à diverses températures.



198 Chapitre VI. Approhe statistique d'un modèle hyper-viso-plastiqueVI.6.3 Evolution des paramètres suivant la températureAvant de dé�nir des lois d'évolution des paramètres, nous proposons d'observer leur sensibilité àune variation de température (f. TAB. VI.9). Pour ela, nous utilisons les paramètres normaliséspar rapport à eux identi�és à température ambiante tels que :Paramètre normalisé à T =
Paramètre identi�é à TParamètre identi�é à l'ambiant , (VI.30)On peut alors regrouper les observations réalisées sur les paramètres normalisés suivant la naturedes branhes du modèle SHVP :� la branhe hyperélastique globale : le paramètre C1 diminue d'environ 50% suivant latempérature (f. FIG. VI.43),� la branhe statistique hyper-visoélastique : les paramètres G0 et η∞ diminuent res-petivement d'environ 160% et 140% (f. FIG. VI.44),� la branhe hyper-élastoplastique : les paramètres Ap et χ diminuent respetivementd'environ 130% et 220% (f. FIG. VI.45),On remarque alors que le paramètre le moins sensible est C1 représentant le aratère hyperélas-tique global, alors que le oe�ient qui possède l'évolution la plus importante est χ aratéristiquede la plastiité dans le omportement.L'allure déroissante non-linéaire des oe�ients matériaux suivant la température, nous orientevers une loi de type Arrhenius (f. Eq. III.9), telle que pour un paramètre X(T ), on ait :

X(T ) = a1 exp [−a2T ] + a3. (VI.31)La FIGURE VI.46 propose une onfrontation des lois d'évolution des paramètres fae aux valeursidenti�ées suivant la température et le TABLEAU VI.10 présente les oe�ients des lois utiliséspour haque paramètre matériau.
a1 a2 a3

C1 .e. .e. .e.
Ap .e. .e. .e.
χ .e. .e. .e.
G0 .e. .e. .e.
η∞ .e. .e. .e.Tableau VI.10 � Coe�ients utilisés pour les lois d'évolution de haque paramètre suivant latempérature.
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(b) Modèle.Figure VI.44 � Evolution des paramètres statistique hyper-viso-élastique suivant la température.
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VI.7. Conlusion 201VI.7 ConlusionDans e hapitre, nous avons proposé une approhe statistique d'un modèle multi-branhes hyper-visoélastique généralisé aux grandes déformations permettant de ouvrir un large spetre defréquenes de solliitations. Il présente alors l'avantage d'un modèle multi-branhe mais aveun nombre de paramètres aratéristiques nettement moins important à identi�er. Cependante modèle est inapable de rendre ompte du phénomène d'assouplissement suivant l'amplitudedynamique onstaté expérimentalement.Pour remédier à ela, nous avons hoisi d'enrihir le modèle par une branhe élastoplastique qui anéessité alors l'élaboration d'une stratégie d'identi�ation des oe�ients matériaux. Cette mé-thodologie s'appuie alors sur le fait qu'en régime statique, le aratère élasto-dissipatif n'est issuque d'un omportement élastoplastique. Les résultats d'identi�ation o�rent alors une orrélationplus prohe de l'expériene.Une onfrontation modèle/expériene via des solliitations yliques multi-harmoniques ou avepréhargement statique permet alors de valider le modèle ainsi identi�é à température ambiante.Une brève analyse de la sensibilité des oe�ients matériaux sur les grandeurs aratéristiquesd'un omportement dissipatif permettant ensuite de dégager une interprétation physique deséléments onstitutifs du modèle statistique hyper-viso-plastique.En�n, nous avons réalisé une ampagne d'identi�ation des paramètres à di�érentes températuresqui nous a permis d'établir des lois d'évolution des paramètres suivant la température de typeArrhenius. Ces évolutions sont alors ompatible ave les observations réalisées au CHAPITRE IIIà savoir une rigidi�ation, une augmentation de la dissipation et une aentuation des e�etsplastiques lorsqu'on desend dans les basses températures.





Conlusion générale

Dans un premier temps, nous avons aratérisé le omportement de l'élastomère silione hargéVHDS 1029 via des essais expérimentaux, a�n de dégager des observations qualitatives et quan-titatives permettant de motiver la onstrution d'un modèle phénoménologique.Nous avons don réalisé une ampagne d'essais en tration uniaxiale et en double isaillementqui a permis de mettre en évidene les paramètres in�uant la réponse du matériau pour diverstypes de solliitations (montée en harge, relaxation, ylique. . . ). Ainsi, on a pu montrer lese�ets de divers fateurs expérimentaux omme le temps d'observation, le vitesse de solliitation,l'amplitude maximale statique ou dynamique de hargement ainsi que la température.La prise en ompte de es observations expérimentales dans nos développements nous amène àonsidérer un omportement élasto-dissipatif néessitant un formalisme méanique en grandesdéformations et fortement dépendant de la température du matériau. Ainsi, il est onstituéd'une omposante élastique non-linéaire et d'une omposante dissipative dépendant de la vitessede déformation et de l'amplitude de hargement.D'un point de vue mirostrutural, e phénomène d'amortissement est prinipalement dû à unréarrangement moléulaire au niveau de la struture interne du matériau qui permet d'observerun glissement aux interfaes générant une perte d'énergie par visosité (frottement entre haînesmaromoléulaires), plastiité (frottement aux interfaes harge-harge et harge-matrie) et dé-ohésion, rupture et avitation (e�ets d'endommagement).Nous avons don ommené par étudier le omportement élastique non-linéaire du matériau.Sa grande faulté de déformation néessite alors de onsidérer le omportement omme hyper-élastique. On peut alors hoisir une forme de densité d'energie libre parmi une multitude de203



204 Conlusion généralemodèles proposés dans la littérature. La réalisation d'une ampagne d'identi�ation sur ertainsd'entre eux montre alors que plus on augmente le nombre de paramètres à identi�er plus lesmodèles semblent plus performants. Cependant la omplexité des modèles et la multipliité desparamètres à identi�er engendrent des di�ultés liées à la non-uniité du jeu de paramètres ouenore à la dé�nition du domaine de stabilité du modèle.Aux phénomènes mirostruturels dissipatifs dérits préédemment, on a pu assoier des famillesde omportement omme la visoélastiité, l'élastoplastiité ou l'endommagement. La littératurenous enseigne alors que les modèles foisonnent au sein même de haque famille mais qu'auunonsensus ne se dessine nettement. Motivé par la représentation des phénomènes observés ex-périmentalement, nous avons fait le hoix de réaliser une première approhe phénoménologiquedi�érentielle du omportement dissipatif. Ainsi, tous nos développements ont été réalisés dansun adre thermodynamique permettant la généralisation aux grandes déformations des modèlesrhéologiques via l'introdution d'états intermédiaires. Nous avons opté pour les modèles de om-portement visoélastique ompte tenu de leur apaité de rendre ompte de l'in�uene de lafréquene sur la réponse. Pour traduire le phénomène d'assouplissement suivant l'amplitude dedéformation, nous avons mis en ÷uvre des modèles élastoplastiques érouissables. La ampagned'identi�ation des paramètres de es modèles à partir d'essais yliques sinusoïdaux en doubleisaillement réalisés à température ambiante a permis alors de tirer les enseignements suivants :� les modèles hyper-visoélastiques unitaires orrèlent onvenablement l'expériene pour unesolliitation ylique donnée (i.e. une amplitude et une frèquene données) et l'utilisationd'un modèle de Maxwell génénéralisé permet la ouverture d'un domaine de fréquenepour une amplitude de déformation donnée. La largeur de e domaine semble être liée àson nombre de branhe ;� le modèle hyper-élastoplastique unitaire permet d'obtenir la meilleure (fae aux modèlesunitaires hyper-visoélastiques) orrélation ave l'expériene pour une solliitation sinu-soïdale et traduit un phénomène d'assouplissement suivant l'amplitude. L'utilisation d'unmodèle de Saint-Venant génénéralisé permet alors de dérire �nement les phénomènesinduits par une évolution de l'amplitude dynamique pour une fréquene �xée ;Nous avons alors proposé d'utiliser une approhe statistique qui généralisera les assemblagesmono-branhes hyper-viso-élastiques à une in�nité de branhes. L'apport de ette méthode ré-side en une ouverture d'un large spetre de fréquenes, à savoir les avantages d'un modèle deMaxwell généralisé mais, ave un faible nombre de paramètres matériaux à identi�er. Pourl'identi�ation, nous avons hoisi d'utiliser des essais yliques triangulaires à amplitude pro-gressive permettant ainsi de oupler l'in�uene de la fréquene et de l'amplitude dynamique.Cependant, alors que le modèle orrèle onvenablement l'expériene, il ne traduit pas l'assouplis-sement suivant l'amplitude dynamique.



205Pour pallier à ela, nous avons enrihi le modèle satistique hyper-visoélastique d'une branheélasto-plastique qui a néessité l'élaboration d'une stratégie d'identi�ation des oe�ients ma-tériaux. En e�et, on distingue la proportion du aratère dissipatif due à la plastiité de elletraduite par la visosité en onsidérant que le phénomène de dissipation en régime (quasi)statiquen'est issu que d'un omportement élastoplastique. Les résultats o�rent ainsi une orrélation beau-oup plus prohe tout en permettant la représentation des phénomènes induits à la fois par unevariation de la fréquene et de l'amplitude dynamique.Une validation du modèle statistique hyper-viso-plastique ainsi identi�é a été réalisée paronfrontation modèle/expériene pour des solliitations sinusoïdales ombinées (yliques multi-harmoniques et yliques ave préhargement statique). Le modèle re�ète alors onvenablementle omportement réel tant d'un point de vue qualitatif que quantitatif.Une interprétation physique des éléments rhéologiques onstituant un tel modèle a pu être pro-posée en s'appuyant sur le aratère multiphasique du matériau.Finalement, la mise en ÷uvre de notre méthodologie d'identi�ation à di�érentes températuresa permis de mettre en évidene des lois d'évolution des paramètres du modèles. Evolution quis'est avérée ompatible ave les observations faites sur les omportements de ette famille dematériau à diverses températures (une rigidi�ation, une augmentation de la dissipation ainsiqu'une aentuation des e�ets plastiques lorsqu'on desend dans les basses températures).Les perspetives o�ertes par e travail de reherhe sont alors :� envisager un ouplage thermo-méanique pour la modélisation des pièes amortissantes viales lois d'évolution des paramètres suivant la température,� enrihir le omportement hyperélastique global en vue de représenter plus �nement lesnon-linéarités qui apparaissent à des déformations plus élevées et par la même, dérire lephénomène de dissymétrie des boules d'hystérésis présent lors de hargemenst yliquesave pré-déformation,� introduire un érouissage non-linéaire permettant d'a�ner le phénomène d'assouplissementsuivant l'amplitude dynamique au ours d'un hargement ylique,� implémenter e modèle dans un ode de alul éléments �nis en vue de simuler le omporte-ment de pièes réelles sous hargements ombinés et dans di�érentes onditions thermiques,� prendre en ompte les phénomènes d'endommagement a�n de prévoir la durée de vie despièes réelles.
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AnnexeA Thermodynamique appliquéeaux grandes déformations

Avertissement :L'objet de ette annexe est la mise en plae d'un adre thermodynamique, qui servirade référene tout au long de e travail. Les formulations qui en résultent, doivent êtresu�sament générales pour prendre en ompte divers phénomènes méaniques tels quel'hyperélastiité, la plastiité, la visoélastiité, l'inompressibilité ou l'endommagementet e, en grandes déformations.La redation de ette annexe a été largement inspirée par le travail de Méo [2000℄.Nous invitons don le leteur désirant onnaître plus de détails à onsulter et ouvrage.� Sont don présentées, les di�érentes grandeurs néessaires à la formulation d'unproblème en grandes déformations.� Puis nous érivons, dans e adre, les deux prinipes fondamentaux de la ther-modynamique.� En�n, nous introduisons la notion d'état intermédiaire, notion majeure pour lesdéveloppements réalisés dans e travail. Un ertain nombre de lois, dont la validitéest véri�ée par des ritères d'objetivité, sont alors déduites.En résumé, e qui suit expliite les hypothèses de travail et délimite le adre de etteétude.





A.1. Formalisme des grandes déformations 233A.1 Formalisme des grandes déformationsA.1.1 Desription du mouvementPSfrag replaements
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Ω
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~x
ω

ℜ

C0 CtFigure A.1 � Système de on�gurations.Soit un solide S évoluant dans un référentiel ℜ. Il oupe le domaine Ω dans la on�guration C0que nous onsidérons omme la on�guration initiale. Il oupera à l'instant t le domaine ω dansla on�guration Ct (f. FIG. A.1).En méanique des solides, la on�guration initiale du solide avant déformation est souvent hoisieomme on�guration de référene [Sidoroff, 1982℄. On peut dé�nir une fontion K, qui à laposition ~X d'une partiule P dans C0, assoie ~x sa position dans Ct :
K :

∣∣∣∣∣
C0 −→ Ct
~X 7−→ ~x = K( ~X,t)

(A.1)En introduisant ~u, le veteur déplaement, l'équation A.1 peut se mettre sous une forme équiva-lente :
~x = ~X + ~u( ~X,t). (A.2)A.1.2 Expression des déformationsEn vue de dé�nir la transformation loale au voisinage de la partiule P , on introduit las-siquement l'appliation linéaire tangente ¯̄F assoiée à K. Considérant un veteur ~dX dans laon�guration initiale, son image ~dx dans la on�guration atuelle s'obtient par la relation :
~dx = ¯̄F · ~dX, (A.3)



234 Annexe A. Thermodynamique appliquée aux grandes déformationset de manière indiielle, en utilisant la relation A.2 :
Fij =

∂xi
∂Xj

=
∂ui
∂Xj

+ δij . (A.4)
¯̄F (appelé aussi gradient de la transformation) traduit le "transport" de C0 vers Ct. L'appliationlinéaire tangente est loalement inversible et onserve l'orientation, par onséquent :

J = det( ¯̄F ) > 0. (A.5)Au niveau loal, les lois de transformation, liant un élément de volume dV ou de surfae ~NdSde C0 à leurs images respetives dv et ~nds dans Ct, se délinent omme suit :
dv = JdV, (A.6)
~nds =





(Cof ¯̄F ) · ~NdS

J ¯̄F
−T · ~NdS.

(A.7)Le tenseur gradient de la transformation ¯̄F dérit le mouvement loal autour d'une partiule. Ilenglobe aussi bien les rotations rigides que les déformations pures et ne onstitue pas alors unebonne mesure des déformations. Aussi, faut-il utiliser des mesures qui ne rendent ompte quedes hangements de forme du milieu 'est à dire qui ne traduisent que les variations de longueuret d'angle, soit pour deux veteurs, les variations de leur produit salaire.Dès lors, on peut dé�nir plusieurs déformations :� soit par une dé�nition direte qui détermine les tenseurs de dilatations ou de déformationdiretement à partir de ¯̄F . C'est le as des formulations lassiques de déformations réaliséesen on�guration initiale et atuelle,� soit par déomposition de ¯̄F telle que la déomposition polaire, utilisée ii, qui ne de-pend que des on�gurations initiale et atuelle ou bien d'autre telle que par exemple ladéomposition orotationnelle qui depend de l'histoire des déformations.A.1.2.a Desription lagrangienne des déformationsOn onsidère ~dX et ~dY deux veteurs de la on�guration C0, devenant ~dx et ~dy après déformation(dans Ct). On a :
~dx · ~dy = ( ¯̄F · ~dX) · ( ¯̄F · ~dY )

= ~dX · ¯̄F
T · ¯̄F · ~dYOn note alors ¯̄C le tenseur des dilatations ou tenseur de Cauhy-Green droit dé�ni par :

¯̄C = ¯̄F
T · ¯̄F. (A.8)



A.1. Formalisme des grandes déformations 235La variation de produit salaire s'érit alors telle que :
~dx · ~dy − ~dX · ~dY = ~dX ·

(
¯̄F
T · ¯̄F − ¯̄1

)
· ~dY . (A.9)On note ainsi ¯̄E le tenseur des déformations de Green-Lagrange dé�ni par :

¯̄E =
1

2
( ¯̄C − ¯̄1). (A.10)A.1.2.b Desription eulérienne des déformationsOn dé�nit alors de la même manière, dans la on�guration atuelle, le tenseur de Cauhy-Green gauhe omme étant :

¯̄B = ¯̄F · ¯̄F
T tel que ~dX · ~dY = ~dx · ¯̄B

−1 · ~dy. (A.11)Le tenseur d'Euler-Almansi ¯̄A traduit alors la variation de produit salaire, il est dé�ni par :
¯̄A =

1

2
(¯̄1 − ¯̄B

−1
). (A.12)A.1.2. Déomposition polaire du tenseur gradient de transformationUne autre manière d'introduire la notion de déformation est d'utiliser l'unique déompositionpolaire de ¯̄F (ar det( ¯̄F ) > 0) :

¯̄F = ¯̄V · ¯̄R = ¯̄R · ¯̄U, (A.13)ave ¯̄V , ¯̄U respetivement les tenseurs des déformations pures droit (en desription lagrangienne)et gauhe (en desription eulérienne)� tous deux sont symétriques dé�nis positifs � et ¯̄R le tenseurde rotation. La transformation est ainsi déomposée en deux étapes. Le passage de C0 à Cts'e�etue par une rotation puis une déformation, ou l'inverse (f. FIG. A.2).
PSfrag replaements

¯̄U

¯̄V

¯̄R

¯̄R

¯̄FFigure A.2 � Desription d'une déomposition polaire [Sidoroff, 1982℄.



236 Annexe A. Thermodynamique appliquée aux grandes déformationsA.1.3 Vitesse de déformationPour aratériser les vitesses, on introduit le veteur ~v omme étant la dérivée par rapport autemps de ~x( ~X,t). Si bien que pour ~dx de Ct, on a :
~dv = ~̇dx =

˙̄̄
F · ~dX = ¯̄L · ~dx (A.14)L'équation A.14 montre bien que ˙̄̄

F mesure la vitesse de déformation entre la on�guration initialeet elle atuelle et il est don possible de dé�nir le tenseur gradient des vitesses ¯̄L =
˙̄̄
F · ¯̄F

−1.La déomposition de ¯̄L en une partie symétrique et partie antisymétrique représentant respe-tivement la vitesse de déformation et le rotationnel du hamp des vitesses permet de dé�nir lestenseurs eulériens taux de déformation ¯̄D et de rotation ¯̄W de la transformation.
¯̄L = ¯̄D + ¯̄W ave  ¯̄D =

1

2

(
¯̄L+ ¯̄L

T
)
,

¯̄W =
1

2

(
¯̄L− ¯̄L

T
)
.

(A.15)Si ~dx et ~dy sont deux veteurs de Ct, il nous faut exprimer la dérivée par rapport au temps deleur produit salaire. On a, en on�guration eulérienne :
d

dt
( ~dx · ~dy) = 2 ~dx · ¯̄D · ~dy. (A.16)On obtient de la même manière en on�guration lagrangienne, ave ˙̄̄

E = ¯̄F
T · ¯̄D · ¯̄F le tenseurtaux de déformation lagrangien on�rmant que ˙̄̄

E et ¯̄D sont les transportés l'un de l'autre :
d

dt
( ~dx · ~dy) = 2 ~dX · ˙̄̄

E · ~dY . (A.17)A.1.4 Desription des e�ortsTrois desriptions peuvent être utilisées pour dé�nir l'état de ontrainte dans un solide, sui-vant que l'on onsidère les e�orts intérieurs de ohésion dans la on�guration atuelle (~dt, voirFIG. A.3) à travers un élément de surfae déformé (~nds) ou non déformé ( ~NdS), ou enore letransport des e�orts de ohésion ( ~dT ) à travers un élément de surfae non déformé (~nds). Cesapprohes dé�nissent respetivement les deriptions eulérienne,mixte et lagrangienne [Méo,2000℄.A.1.4.a Desription eulérienneComme nous l'avons expliqué préédemment, on onsidère les e�orts intérieurs de ohésion exer-és par une partie du solide sur l'autre, à travers un élément de surfae ~nds. On dé�nit ¯̄σ letenseur des ontraintes de Cauhy de façon analogue aux petites déformations omme étant :
~dt = ¯̄σ · ~nds. (A.18)

¯̄σ (tenseur symétrique) représente don les e�orts de ohésion réellement exerés à travers unélément de surfae déformée et par unité de surfae déformée.
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~NdS

Ω

~dT ~nds

ω

~dt

ℜ

C0 CtFigure A.3 � Etat de ontrainte dans les di�érentes on�gurations.A.1.4.b Desription mixteDans e as, on peut également lier les e�orts intérieurs de ohésion dans la on�guration atuelle,
~dt, au transport de l'élément de surfae ~nds dans la on�guration initiale noté ~NdS.

~dt = ¯̄σ · J ¯̄F
−T · ~NdS,Ainsi, le tenseur des ontraintes assoié à ette desription est ¯̄π (tenseur non symétrique), lepremier tenseur de Piola-Kirhhoff :





¯̄π = J ¯̄σ · ¯̄F
−T
,

~dt = ¯̄π · ~NdS.
(A.19)Tout omme ¯̄F , ¯̄π n'est ni lagrangien, ni eulérien. On parle alors de desription mixte. Physi-quement, il représente les e�orts de ohésion réellement exerés à travers un élément de surfaedéformée par unité de surfae non déformée.A.1.4. Desription lagrangienneL'obtention d'une desription omplètement lagrangienne de l'état de ontrainte néessite letransport de l'e�ort réel de ohésion ~dt dans la on�guration initiale non-déformée tel que :

~dT = ¯̄F
−1 · ~dt (A.20)



238 Annexe A. Thermodynamique appliquée aux grandes déformationsOn introduit ainsi ¯̄S (tenseur qui n'a auune signi�ation physique mais présente la partiularitéd'être symétrique) le seond tenseur de Piola-Kirhhoff tel que :




¯̄S = J ¯̄F
−1 · ¯̄σ · ¯̄F

−T
= ¯̄F

−1 · ¯̄π,

~dT = ¯̄S · ~NdS.
(A.21)A.1.5 Equations d'équilibre statique

PSfrag replaements

∂D

Ω

D

∂Ωu

∂ΩF

∂δδ

~τ

∂ωu

∂ωF

ω~T

~t

~u0~u0

C0 CtFigure A.4 � Conditions limites dans les on�gurations initiale et atuelle.On dé�nit dans la on�guration atuelle (f. FIG. A.4) par ∂ω la surfae du domaine ω, ∂ωu et
∂ωF respetivement les sous domaines de ∂ω sur lesquels on applique un déplaement imposé
~u0 ou une densité surfaique de fore par unité de surfae déformée ~t tels que ∂ωu ∪ ∂ωF = ∂ωet ∂ωu ∩ ∂ωF = ∅, δ un élément de volume dans la on�guration déformée et ~τ les e�orts deohésion exerés à travers l'élément de surfae ∂δ.Dans la on�guration initiale, ∂Ω, ∂Ωu, ∂ΩF , D et ∂D sont respetivement les transportés de
Ct vers C0 par l'intermédiaire de ¯̄F

−1 de ∂ω, ∂ωu, ∂ωF , δ et ∂δ. ~T est la densité surfaique defore exprimée dans C0.A.1.5.a Formulation eulérienneL'ériture de la onservation de la quantité de mouvement, traduisant dans la on�gurationatuelle, l'équilibre du sous domaine δ, donne :
∫

∂δ
~τds+

∫

δ
ρ~fdv = ~0, (A.22)où ρ est la densité de masse par unité de volume dans la on�guration atuelle et ~f la densitémassique de fore.On obtient dans la on�guration atuelle, en utilisant le théorème de la divergene et après avoir



A.2. Lois de omportement 239injeté la relation A.18 dans l'équation A.22, l'équation d'équilibre assoiée aux onditions limitessuivantes : 



divx ¯̄σ + ρ~f = ~0 sur ω
¯̄σ · ~n = ~t sur ∂ωF
~u = ~u0 sur ∂ωu (A.23)A.1.5.b Formulation lagrangienneSi on note ρ0 la densité de masse par unité de volume dans la on�guration de référene, l'équationde la onservation de la masse et la relation A.6 nous donnent :
ρdv = ρ0dV soit ρ0 = Jρ. (A.24)En se servant des lois de transformation A.6 et A.7 pour hanger les domaines d'intégration deA.22, il est alors possible d'érire dans la on�guration C0 :





divX ¯̄π + ρ0
~f = ~0 sur Ω

¯̄π · ~N = ~T sur ∂ΩF

~u = ~u0 sur ∂Ωu

(A.25)A.1.6 Hypothèse des petites perturbationsL'hypothèse des petites perturbations onsiste à supposer que le déplaement ~u est faible, ainsi
C0 et Ct, ~X et ~x se onfondent. On se plae alors dans le as où ¯̄F tend vers le tenseur unité, ladéformation est alors aratérisée à des termes du seond ordre près par :

¯̄ε =
1

2
((∇u)T + ∇u)

¯̄C ≃ ¯̄B ≃ ¯̄1 + 2¯̄ε et ¯̄E ≃ ¯̄A ≃ ¯̄εet ¯̄σ ≃ ¯̄π ≃ ¯̄S. Les ontraintes sont alors généralement désignées par le tenseur de Cauhyvéri�ant les équations d'équilibre et les onditions aux limites (f. A.23).A.2 Lois de omportementDans le as général, une loi de omportement prend la forme [Sidoroff, 1982℄ :� Con�guration déformée :
¯̄σ(t) = G

τ≤t
( ¯̄F (τ)), (A.26)� Con�guration initiale :̄̄

S(t) = H
τ≤t

( ¯̄F (τ)) et ¯̄π(t) = F
τ≤t

( ¯̄F (τ)). (A.27)



240 Annexe A. Thermodynamique appliquée aux grandes déformationsoù G
τ≤t

, H
τ≤t

et F
τ≤t

sont des fontionnelles "histoire des déformations" traduisant que la ontrainteen un point à l'instant t dépend de l'ensemble des déformations subies par le matériau en toutpoint jusqu'à et instant.Nous adoptons pour ela la méthode de l'état loal telle qu'elle est exposée dans [Lemaîtreet Chabohe, 1996℄ : la onnaissane en un point d'un ertain nombre de variables permet deomplètement déterminer l'état thermodynamique en e point. Les dérivées par rapport au tempsde es variables n'interviennent pas dans la dé�nition de l'état, l'évolution sera don onsidéréeomme une suession d'états d'équilibre. Parmi es variables d'état, on distingue : les variablesobservables, salaires ou tensorielles, qui sont diretement aessibles par la mesure (tempéra-ture, "mesure de déformation". . . ) et les variables internes qui sont introduites pour dérire lesphénomènes dissipatifs (plastiité, visosité, visoplastiité. . . ) ou entre autre l'endommagement.Une loi de omportement doit, en outre, obéir aux ritères suivants :� le prinipe d'objetivité ou d'indi�érene matérielle : la loi de omportement doitêtre invariante par tout hangement de référentiel. Pour que ela soit véri�é, il faut que
ψ soit fontion de variables objetives. Or suivant la desription utilisée la dé�nition del'objetivité est di�érente. Sidoroff [1982℄ onsidère une seonde on�guration déformée
C⋆t , dé�nie par une rotation ¯̄R de la première on�guration déformée Ct et il note ⋆ toutegrandeur dé�nie dans C⋆t . Dès lors, pour qu'une grandeur soit objetive, elle doit véri�erles égalités dérites dans le TABLEAU A.1.� l'isotropie du matériau : elle se traduit par une invariane des di�érentes lois onstitu-tives par toute rotation de la on�guration de référene. Dans es onditions, ψ peut êtreonsidérée omme une fontion salaire isotrope de ¯̄B (resp. ¯̄C) dans Ct (resp. C0).Desription Tenseur d'ordre 1 Tenseur d'ordre 2Eulérienne ~u⋆ = ¯̄R · ~u ¯̄a⋆ = ¯̄R · ¯̄a · ¯̄R

TLagrangienne −→
U
⋆

=
−→
U ¯̄A

⋆
= ¯̄AMixte −→

U
⋆

= ¯̄R · −→U ¯̄A
⋆

= ¯̄R · ¯̄ATableau A.1 � Tableau des égalités dé�nissant l'objetivité d'une grandeur suivant la desriptionextrait de [Lahelle, 2001℄A.3 Cadre thermodynamiqueNous avons vu au paragraphe A.1.4, les équations d'équilibre statique qui peuvent se déduirede la onservation de la masse et de la quantité de mouvement. Le premier prinipe exprimequant à lui la onservation de l'énergie. Si on note, e la densité massique d'énergie interne, r la



A.3. Cadre thermodynamique 241densité massique de prodution interne de haleur, ~q (resp. ~Q) une perte surfaique de haleur autravers de la frontière ∂ω (resp. ∂Ω) alors on peut exprimer la onservation de l'énergie suivantla on�guration :� Con�guration déformée :
ρė = ¯̄σ : ¯̄D + ρr − divx~q, (A.28)� Con�guration initiale :

ρ0ė = ¯̄S :
˙̄̄
E + ρ0r − divX ~Q, (A.29)

ρ0ė = ¯̄π :
˙̄̄
F + ρ0r − divX ~Q. (A.30)Si S désigne l'entropie du système et Text est le taux de haleur reçu par elui-i, divisé parla température T , alors l'inégalité fondamentale pour un système non adiabatique (Seondprinipe) s'érit Ṡ − Text ≥ 0. Si bien que si l'on dé�nit s omme densité massique d'entropie,en assoiant l'ériture du premier prinipe, on obtient alors trois expressions de l'inégalité deClausius-Duhem, où φ (resp. φ0) désigne la dissipation sur Ct (resp. C0) :� Con�guration déformée :

φ = −ρ(ė+ T ṡ) − 1

T
~q · −−−→gradxT + ¯̄σ : ¯̄D ≥ 0, (A.31)� Con�guration initiale :

φ0 = −ρ0(ė+ T ṡ) − 1

T
~Q · −−−−→gradXT + ¯̄S :

˙̄̄
E ≥ 0, (A.32)

φ0 = −ρ0(ė+ T ṡ) − 1

T
~Q · −−−−→gradXT + ¯̄π :

˙̄̄
F ≥ 0. (A.33)On adopte alors la méthode de l'état loal dé�ni au paragraphe préédent où l'on note Ailes variables internes dans C0 et αi leurs homologues dans Ct. On postule ensuite l'existened'un potentiel thermodynamique du type énergie libre spéi�que de Helmholtz (ψ = e − sT )dépendant des variables thermodynamiques.Dans e as, il est montré dans [Méo, 2000℄ que les équations A.31, A.32 et A.33 prennent laforme (1) :� Con�guration déformée :

φ = (¯̄σ − 2ρ ¯̄B · ∂ψ
∂ ¯̄B

) : ¯̄L
T − ρ(s +

∂ψ

∂T
)Ṫ − ρ

∂ψ

∂αi
• α̇i −

1

T
~q · −−−→gradxT ≥ 0 (A.34)� Con�guration initiale :

φ0 = ( ¯̄S − ρ0
∂ψ

∂ ¯̄E
) :

˙̄̄
E − ρ0(s+

∂ψ

∂T
)Ṫ − ρ0

∂ψ

∂Ai
• Ȧi −

1

T
~Q · −−−−→gradXT ≥ 0 (A.35)

φ0 = ¯̄F
−1 · (¯̄π − 2ρ0

¯̄F · ∂ψ
∂ ¯̄C

) :
˙̄̄
E − ρ0(s+

∂ψ

∂T
)Ṫ − ρ

∂ψ

∂Ai
• Ȧi −

1

T
~Q · −−−−→gradXT ≥ 0 (A.36)(1). On rappelle que "•" désigne le produit ontraté sur le nombre d'ordre su�sant pour que le résultat obtenusoit un salaire.



242 Annexe A. Thermodynamique appliquée aux grandes déformationsDès lors, on suppose que la dissipation résulte uniquement des déformations totales, des variablesinternes et de la ondution thermique e qui implique que s = − ∂ψ
∂T .On obtient alors les lois d'état reliant les variables observables aux variables duales assoiées et endé�nissant pour ela les variables fores thermodynamiques wi (resp. Wi) assoiées aux variablesinternes (alors onsidérées omme variables �ux) telles que wi = −ρ ∂ψ∂αi

(resp. Wi = −ρ0
∂ψ
∂Ai

).On de�nit alors les autres variables fores telles que� Con�guration déformée :
¯̄Fσ = ¯̄σ − 2ρ ¯̄B · ∂ψ

∂ ¯̄B
et −→F q =

−−−−→gradxT
T

(A.37)� Con�guration initiale :
¯̄FS = ¯̄S − ρ0

∂ψ

∂ ¯̄E
, ¯̄Fπ = ¯̄F

−1 · (¯̄π − 2ρ0
¯̄F · ∂ψ

∂ ¯̄C
) et −→FQ =

−−−−−→gradXT
T

. (A.38)La dissipation sera don la somme des produits fores/�ux thermodynamiques dé�nis i-après :� Con�guration déformée : Variables fores ¯̄Fσ wi
−→F qVariables �ux ¯̄L

T
α̇i ~q� Con�guration initiale : Variables fores ¯̄FS et ¯̄Fπ Wi

−→F QVariables �ux ˙̄̄
E Ȧi

~QOn e�etue un déouplage des phénomènes thermique et méanique par déomposition de ladissipation φ (resp. φ0) dans Ct (resp. C0) en une ontribution purement thermique φther (resp.
φther0 ) et une ontribution purement méanique, notée φint (resp. φint0 ) appelée dissipation in-trinsèque, telles qu'elles soient séparément positives et e, indépendamment de la on�guration[Germain, 1973℄.On obtient �nalement une nouvelle ériture de l'inégalité de Clausius-Duhem telle que :� Con�guration déformée :

φint = ¯̄Fσ : ¯̄L
T

+ wi • α̇i ≥ 0 et φther =
−→F q · ~q ≥ 0 (A.39)� Con�guration initiale :

φint0 = ¯̄FS :
˙̄̄
E + Wi • Ȧi ≥ 0 et φther0 =

−→F Q · ~Q ≥ 0 (A.40)
φint0 = ¯̄Fπ :

˙̄̄
E + Wi • Ȧi ≥ 0 et φther0 =

−→F Q · ~Q ≥ 0 (A.41)



A.4. Pseudo-potentiel de dissipation et lois omplémentaires 243A.4 Pseudo-potentiel de dissipation et lois omplémentairesPour dérire pleinement l'évolution des variables assoiées aux proessus dissipatifs, il faut pos-tuler l'existene d'un pseudo-potentiel de dissipation ϕ qui est alors fontion des variables �ux.On suppose pour ela une relation linéaire fores et �ux telle que le proposent les relationsd'Onsager ou bien une généralistion non-linéaire de elle-i [Sidoroff, 1977℄. Il est impor-tant de préiser que pour ne pas violer l'inégalité de Clausius-Duhem, ϕ est à valeur salaire,ontinu, onvexe, non-négatif et nul à l'origine (i.e. ϕ ≥ 0, ϕ(0) = 0).L'ériture des lois omplémentaires s'e�etue alors en se plaçant dans le adre des modèlesstandards généralisés tels qu'ils peuvent être dé�nis par Halphen et Nguyen Quo Son[1975℄. Dans es onditions, "les fores thermodynamiques suivent un prinipe de normalité parrapport au pseudo-potentiel de dissipation".De e fait, l'hypothèse d'indépendane des phénomènes méanique et thermique, faite préédem-ment pour justi�er le déouplage de la dissipation, permet de distinguer un pseudo-potentielpurement thermique ϕther ne dépendant que des "�ux thermiques" et un autre purement méa-nique ϕint ne dépendant que des "�ux méaniques" :



ϕ( ¯̄L

T
,α̇i,~q) = ϕint( ¯̄L

T
,α̇i) + ϕther(~q) dans Ct,

ϕ(
˙̄̄
E,Ȧi, ~Q) = ϕint(

˙̄̄
E,Ȧi) + ϕther(~Q) dans C0.

(A.42)L'introdution de ϕ (2) dans les équations A.39, A.40 et A.41 permet alors d'érire suivant laon�guration :� Con�guration déformée :
¯̄σ − 2ρ ¯̄B · ∂ψ

∂ ¯̄B
=
∂ϕint

∂ ¯̄D
, (A.43a)

−ρ ∂ψ
∂αi

=
∂ϕint

∂α̇i
, (A.43b)

−
−−−→gradxT
T

=
∂ϕther

∂~q
. (A.43)Il faut noter que par respet du prinipe d'objetivité la variable �ux ¯̄L

T a été substituéepar le tenseur taux de déformation ¯̄D qui lui est objetif. En e�et, l'isotropie de ψ impliqueque ¯̄B · ∂ψ
∂ ¯̄B

est symétrique, si bien que ¯̄B · ∂ψ
∂ ¯̄B

: ¯̄L
T

= ¯̄B · ∂ψ
∂ ¯̄B

: ¯̄D.(2). Il est possible de dé�nir un potentiel de fores ϕ∗ omme étant une fontion des variables fores thermody-namiques, obtenu à partir de ϕ par une transformée de Legendre-Fenhel et ayant les mêmes propriétés que
ϕ.



244 Annexe A. Thermodynamique appliquée aux grandes déformations� Con�guration initiale :
¯̄S − ρ0

∂ψ

∂ ¯̄E
=
∂ϕint

∂
˙̄̄
E

et ¯̄F
−1 · (¯̄π − 2ρ0

¯̄F · ∂ψ
∂ ¯̄C

) =
∂ϕint

∂
˙̄̄
E

, (A.44a)
−ρ0

∂ψ

∂Ai
=
∂ϕint

∂Ȧi

, (A.44b)
−
−−−−→gradXT

T
=
∂ϕther

∂ ~Q
. (A.44)Remarque A.3Sous l'hypothèse des petites perturbations, en utilisant les relations dé�nies au paragraphe A.1.6,les équations préédentes sont équivalentes et peuvent s'érire telles que :

¯̄σ = ρ
∂ψ

∂ ¯̄ε
+
∂ϕint

∂ ˙̄̄ε
, (A.45a)

ρ
∂ψ

∂αi
+
∂ϕint

∂α̇i
= 0, (A.45b)

−
−−−→gradxT
T

=
∂ϕther

∂~q
. (A.45)

❏A.5 Notion d'états intermédiaires [Sidoroff, 1973, 1974, 1976℄Suite au paragraphe préedent, nous avons observé la néessité d'utiliser une ou plusieurs va-riables internes pour modéliser les omportements omplexes. Le bon hoix de es variables ainsique du pseudo-potentiel de dissipation permettra une bonne représentation omportementale dumatériau étudié. C'est pourquoi, il est quelquefois plus pratique de se ramener à des variablesayant un sens physique. Pour e faire, une des solutions possibles est de postuler l'existene d'état intermédiaire.A.5.1 Appliation à un état intermédiaire quelonqueOn onsidère un phénomène élasto-dissipatif quelonque. On postule alors l'existene d'un étatintermédiaire (Ci) pour passer d'un état de référene C0, à un état atuel Ct (f. FIG. A.5) quionsidère la transformation omme la omposition d'une transformation purement élastique etd'une autre anélastique. Sous es onsidérations, en notant ¯̄Fa et ¯̄Fe respetivement les gradientsdes transformations anélastique et élastique, ¯̄F se déompose omme suit :
¯̄F = ¯̄Fe · ¯̄Fa. (A.46)Il est alors possible de redé�nir pour haque transformation, des tenseurs inématiques spéi-�ques. On dé�nira, par exemple, les tenseurs de Cauhy-Green gauhes anélastique et élas-
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Figure A.5 � Milieu ave une on�guration intermédiaire [Sidoroff, 1973℄.tique :
¯̄Be = ¯̄Fe · ¯̄Fe

T
, (A.47a)

¯̄Ba = ¯̄Fa · ¯̄Fa
T

= ¯̄F
−1

e ·B · ¯̄Fe
−T
. (A.47b)La prise en ompte d'un aratère dissipatif par le biais d'un état intermédiaire, entraîne alors,par rapport à un modèle élastique (f. � IV.3), l'introdution d'une nouvelle variable interne,dans le as le plus général ¯̄Fa ou bien ¯̄Fe :

ψ = ψ( ¯̄F, ¯̄Fa,T ). (A.48)A.5.2 Milieu à plusieurs on�gurationsSidoroff [1976℄ propose pour l'étude de milieux néessitant plus d'une variable interne parexemple en visoélastiité non-linéaire, d'introduire plusieurs états intermédiaires. [Méo, 2000℄expose e type de desription dans le as d'un omportement ouplant plusieurs phénomènes telsque l'élasto-viso-plastiité par exemple.Soient d ~X un veteur de la on�guration C0, d~xi ( i ∈ [1..N ]) et d~x ses images dans les n on�gu-rations intermédiaires Ci et �nale Ct. On dé�nit ainsi les di�érents gradients de transformation :
d~x = ¯̄F · d ~X = ¯̄F

i · d~xi, d~xi =
i ¯̄F · d ~X et d~xi+1 =

i+1 ¯̄F
i · d~xi pour i ∈ [1..N − 1]. Par unraisonnement analogue au as à un seul état intermédiaire, le modèle sera omplètement dé�nipar la onnaissane d'un jeux de n + 2 variables (3). Ii, notre hoix de variables d'état porterasur le jeu suivant : ( ¯̄F,T,

1 ¯̄F, . . . ,
N ¯̄F ). Pour la suite, ψ dépendra don de es variables d'état. La(3). Il existe trois jeux de variables possibles : ( ¯̄F,T, ¯̄F

1
, . . . , ¯̄F

N
), ( ¯̄F,T,

1 ¯̄F, . . . ,
N ¯̄F ), ( ¯̄F,T,

1 ¯̄F,
1 ¯̄F

2
, . . . ,

N−1 ¯̄F
N
, ¯̄F

N
).



246 Annexe A. Thermodynamique appliquée aux grandes déformations

F12

PSfrag replaements
¯̄F

i ¯̄F ¯̄F
i

1 ¯̄F

2 ¯̄F
1

i ¯̄F
i−1 i+1 ¯̄F

i N ¯̄F
N−1

¯̄F
N

ℜ

C0 Ct

C1
Ci Cn

Figure A.6 � Milieu ave N on�gurations intermédiaires extrait de [Méo, 2000℄.notion de tenseur de Cauhy-Green droit et gauhe est introduite pour haque état ommeétant :
i ¯̄C =

i ¯̄F
T · i ¯̄F et ¯̄C

i
= ¯̄F

iT · ¯̄F
i
, (A.49a)

i ¯̄B =
i ¯̄F · i ¯̄F T et ¯̄B

i
= ¯̄F

i · ¯̄F
iT
. (A.49b)Il en va de même pour les taux de déformation :

i ¯̄D = (
i ˙̄̄
F · i ¯̄F−1

)sym et ¯̄D
i
= (

˙̄̄
F
i · ¯̄F

i−1
)sym. (A.50)D'après Sidoroff [1973, 1974, 1976℄, haque état intermédiaire n'étant dé�ni qu'à une ro-tation près, nous devons véri�er le Prinipe d'Invariane des Fontions Constitutives(P.I.F.C.) (4). Une loi (de omportement ou omplémentaire) véri�e e prinipe si et seulementsi elle peut être réduite à une forme ne faisant intervenir que des grandeurs qui appartiennent auxdeux familles de grandeurs suivantes : les tenseurs Γ-invariants, respetant la loi de transforma-tion : ¯̄X

⋆
= ¯̄X, et les tenseurs Γ-objetifs, respetant la loi de transformation : ¯̄X

⋆
= ¯̄Q · ¯̄X · ¯̄Q

T[Sidoroff, 1973℄.Par un raisonnement similaire à elui mené au paragraphe A.4, puisque la véri�ation du priniped'objetivité revient à la véri�ation du P.I.F.C. dans le as partiulier où ¯̄Q = ¯̄Q1 = . . . = ¯̄QN ,l'appliation de e prinipe entraîne don pour l'énergie libre, ψ = ψ( ¯̄C,
1 ¯̄C, . . . ,

N ¯̄C,T ).Dans le as de variables internes entièrement déterminées par le biais d'états intermédiaires,l'isotropie du matériau doit se traduire par l'invariane des lois onstitutives pour toute rotation(4). Le P.I.F.C. se traduit par une invariane des lois de omportement par tout Γ-hangement de référentieltelle que ¯̄F
⋆

= ¯̄Q · ¯̄F , i ¯̄F
⋆

= ¯̄Qi ·
i ¯̄F pour i ∈ [1..N ], ave { ¯̄Q, ¯̄Q1, . . . ,

¯̄QN}, N + 1 tenseurs orthogonaux dépendantdu temps.



A.5. Notion d'états intermédiaires [Sidoroff, 1973, 1974, 1976℄ 247de la on�guration initiale et en partiulier véri�er l'invariane de l'énergie libre pour une telletransformation. Par onséquent, si un matériau est isotrope, alors sa fontion énergie libre spé-i�que est une fontion salaire isotrope des variables ( ¯̄C,1 ¯̄C,. . .,N ¯̄C,T ). En outre, en utilisant ladéomposition polaire de ¯̄F , on remarque que ette propriété est équivalente à avoir ψ fontionsalaire isotrope de ( ¯̄B, ¯̄B1,. . ., ¯̄BN ,T ).On a vu dans le as élastique (f. � IV.3) que ψ était un fontion salaire isotrope de (I1,I2,I3), lestrois invariants de ¯̄C ou ¯̄B suivant la on�guration hoisie. Dans un as à un état intermédiaire(et par onséquent à une seule variable interne) ; on a :
ψ( ¯̄B, ¯̄Be) = ψ̂(I1,I2,I3,I

e
1 ,I

e
2 ,I

e
3 ,K11,K22,K12,K21), (A.51)

Ie1 , Ie2 , Ie3 désignant les trois premiers invariants de ¯̄Be, K11 = tr ( ¯̄B · ¯̄Be), K12 = tr ( ¯̄Be
2 · ¯̄B),

K21 = tr ( ¯̄B
2 · ¯̄Be) et K22 = tr ( ¯̄B

2 · ¯̄Be
2
) les quatre invariants mixtes.A.5.3 Lois onstitutivesSuite à l'introdution de es variables internes, il est maintenant possible d'érire l'inégalité deClausius-Duhem assoiée à la notion d'état intermédiare.

• Con�guration déforméeDans le as isotrope en formulation eulèrienne, l'énergie libre spéi�que est fontion isotropedes variables ( ¯̄B, ¯̄Bi) et de T . Dans es onditions, on est en présene d'un nouveau ouple devariables fore/�ux thermodynamiques tel que (wi,α̇i) soit représenté par (−ρ ∂ψ
∂ ¯̄Bi

, ˙̄̄
Bi) dans larelation A.34. On a alors :

φ = (¯̄σ − 2ρ ¯̄B · ∂ψ
∂ ¯̄B

) : ¯̄D − ρ(η +
∂ψ

∂T
)Ṫ − ρ

∂ψ

∂ ¯̄B
i

:
˙̄̄
B
i − 1

T
~q · −−−→gradxT ≥ 0. (A.52)Une démarhe analogue à elle menée préédemment nous onduirait à l'expression d'une loi deomportement véri�ant le P.I.F.C. (¯̄σ = 2ρ ¯̄B · ∂ψ

∂ ¯̄B
+ ∂ϕint

∂ ¯̄D
), mais à une expression erronée deslois omplémentaires. En e�et, es dernières feraient intervenir ˙̄̄

B
i qui n'est ni Γ-invariant, ni

Γ-objetif. Une solution est de déomposer ¯̄B
i tel que ˙̄̄

B
i
= ¯̄L · ¯̄B

i
+ ¯̄B

i · ¯̄L
T − 2 ¯̄F

i · i ¯̄D · ¯̄F
iT , equi entraîne une nouvelle expression de l'inégalité de Clausius-Duhem (f. [Méo, 2000℄) :

φ = (¯̄σ − 2ρ ¯̄B · ∂ψ
∂ ¯̄B

− 2ρ ¯̄B
i · ∂ψ
∂ ¯̄B

i
) : ¯̄D − ρ(η +

∂ψ

∂T
)Ṫ + 2ρ ¯̄V

i · ∂ψ
∂ ¯̄B

i
· ¯̄V

i
:
i ¯̄D

o
, (A.53)où i ¯̄D

o
= ¯̄R

i · i ¯̄D · ¯̄R
iT . L'équation A.53 ne fait apparaître alors que des variables Γ-objetives et



248 Annexe A. Thermodynamique appliquée aux grandes déformationsl'ensemble des lois qui en déoulent, véri�e le P.I.F.C.




¯̄σ = 2ρ ¯̄B · ∂ψ
∂ ¯̄B

+ 2ρ ¯̄B
i · ∂ψ
∂ ¯̄B

i
+
∂ϕint

∂ ¯̄D

η = −∂ψ
∂T

2ρ ¯̄V
i · ∂ψ
∂ ¯̄B

i
· ¯̄V

i
=
∂ϕint

∂
i ¯̄D

o
−
−−−→gradxT
T

=
∂ϕther

∂~q

ave ψ = ψ( ¯̄B, ¯̄B
k
)

ϕint = ϕint( ¯̄D,
k ¯̄D

o
)

ϕther = ϕther(~q)

(A.54)
• Con�guration initialeOn entend ii traiter le as où ψ est fontion salaire isotrope des tenseurs ( ¯̄C,i ¯̄C) et de latempérature T . Dans es onditions, on est présene d'un nouveau ouple de variables fore/�uxthermodynamiques tel que (wi,α̇i) soit représenté par (−ρ0

∂ψ

∂
i ¯̄C

,i ˙̄̄
C) dans les relations A.35 etA.36. Le prinipe de normalité, nous permet alors d'érire :





¯̄S = ρ0
∂ψ

∂ ¯̄E
+
∂ϕint

∂
˙̄̄
E

ou ¯̄π = 2ρ0
¯̄F · ∂ψ

∂ ¯̄C
+ ¯̄F · ∂ϕ

int

∂
˙̄̄
E

η = −∂ψ
∂T

−ρ0
∂ψ

∂
i ¯̄C

=
∂ϕint

∂
i ˙̄̄
C

−
−−−−→gradXT

T
=
∂ϕther

∂ ~Q

ave ψ = ψ( ¯̄C,
k ¯̄C)

ϕint = ϕint(
˙̄̄
C,
k ˙̄̄
C)

ϕther = ϕther( ~Q)

(A.55)
On véri�e alors que les deux formulations de la loi de omportement A.55a,b véri�ent le P.I.F.C.Il en est de même pour la loi omplémentaire A.55d qui ne fait intervenir que des grandeurs
Γ-invariantes.A.5.4 Généralisation des modèles rhéologiques aux grandes déformationsPour un modèle à une seule on�guration intermédiaire, la déomposition du gradient de trans-formation (f. Eq. A.46) ramenée au adre des petites déformations, entraîne une déompositionadditive du tenseur des déformations ¯̄ε telle que ¯̄ε = ¯̄εe + ¯̄εa où εa pouvant être une déformationplastique, visqueuse ou visoplastique. Les modèles rhéologiques de type 0©, 1© et 2© suiventrespetivement une déomposition de l'énergie libre telle que ψ = ψe (¯̄εe), ψ = ψe (¯̄εe) + ψa (¯̄εa)et ψ = ψ0 (¯̄ε) + ψe (¯̄εe) (f. FIG. A.7).A partir des travaux de Sidoroff [1977℄, on montre que dans le as isotrope et d'une déompo-sition à N états intermédiaires de l'énergie libre analogue à elle adoptée dans le as des petites
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Figure A.8 � Généralisations à un modèle rhéologique étendu omposé de N branhes.déformations, on peut alors érire en formulation eulèrienne :




ψ = ψ0

(
¯̄B
)

+ ψie

(
¯̄B
i
)

+ ψia

(
i ¯̄B
)
.

ψ0,ψ
i
e,ψ

i
a étant 2N + 1 fontions salaires isotropes (A.56)Le système A.54 peut être vu omme la généralisation aux grandes déformations du modèlerhéologique présenté FIGURE A.8. A partir de e modèle rhéologique généralisé étendu, on peutretrouver haque modèle unitaire appliqué au adre des grandes déformations.A.5.5 Milieux inompressiblesLa transformation totale étant déomposée en une suession d'états, il est possible de distinguerl'inompressibilité globale du matériau, det ¯̄F = 1 et don l'inompressibilité d'une des trans-formations intermédiaires telle que det

i ¯̄F = 1 pour i ∈ [1..N ]. [Méo, 2000℄ nous montre que



250 Annexe A. Thermodynamique appliquée aux grandes déformationses relations sont alors respetivement équivalentes suivant la on�guration hoisie aux relations :tr ¯̄D = 0 et tri ¯̄D = tri ¯̄Do
= 0 ∀i ∈ [1..N ] (A.57a)

⇔ ˙̄̄
C : ¯̄C

−1
= 0 et i ˙̄̄

C :
i ¯̄C

−1
= 0 ∀i ∈ [1..N ] . (A.57b)

• Con�guration déforméeSi l'on se plae dans le adre de l'égalité A.53, la partiularisation de ¯̄D, par l'équation A.57a,autorise l'appliation du prinipe de normalité sur la seule partie déviatorique de ¯̄σv :
¯̄σDv =

[
¯̄σ − 2ρ ¯̄B · ∂ψ

∂ ¯̄B
− 2ρ ¯̄B

i · ∂ψ
∂ ¯̄B

i

]D
=
∂ϕint

∂ ¯̄D
. (A.58)On est alors amené à introduire p une fontion salaire homogène à une pression hydrostatiquetelle que :

¯̄σ = 2ρ ¯̄B · ∂ψ
∂ ¯̄B

+ 2ρ ¯̄B
i · ∂ψ
∂ ¯̄B

i
− p¯̄1. (A.59)Il en va de même pour les termes 2ρ ¯̄V

i · ∂ψ

∂ ¯̄B
i · ¯̄V

i de la relation A.53. C'est don sur les partiesdéviatoriques de es dernières que le prinipe de normalité est appliqué :
[
2ρ ¯̄V

i · ∂ψ
∂ ¯̄B

i
· ¯̄V

i
]D

=
∂ϕint

∂
i ¯̄D

o . (A.60)
• Con�guration initialeDans le as des desriptions mixte et lagrangienne, les onditions d'inompressibilité A.57b nepermettent l'ériture de ¯̄Sv et ¯̄F · ¯̄πv qu'à un multiple de ¯̄C

−1 près :
¯̄F
−1 · ¯̄πv = ¯̄Sv =

∂ϕint

∂
˙̄̄
E

− p ¯̄C
−1
, (A.61)si bien que :

¯̄S = ρ0
∂ψ

∂ ¯̄E
+
∂ϕint

∂
˙̄̄
E

− p ¯̄C
−1
, (A.62)et

¯̄π = 2ρ0
¯̄F · ∂ψ

∂ ¯̄C
+ ¯̄F · ∂ϕ

int

∂
˙̄̄
E

− pCof ¯̄F. (A.63)Dans le as où la i-ème transformation intermédiaire est inompressible, on a :
[
−ρ0

i ¯̄C · ∂ψ
∂
i ¯̄C

]D
=

i ¯̄C · ∂ϕ
int

∂
i ˙̄̄
C
. (A.64)
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∂ωqFigure A.9 � Conditions limites thermiques.A.6 Aspet théorique du ouplage thermo-méaniqueA�n de mettre en évidene les di�érents termes de ouplage, nous introduisons une ériture del'équation de la haleur dans le adre thermodynamique énoné au paragraphe A.3. On va donprendre en ompte la dépendane en température du potentiel d'énergie libre ψ et du pseudo-potentiel de dissipation méanique ϕint.Les équations onstitutives sont obtenues à partir de l'ériture eulèrienne de la onservation dela quantité de mouvement et des onditions limites (f. � A.1.4). L'aspet thermique quant à luiest obtenu par l'ériture de l'équation de la haleur.La FIGURE A.9 propose les onditions aux limites thermiques où ~qs et Te sont respetivement lesvaleurs de �ux de haleur (ondutif ou onvetif) sur la fration de ontour ∂ωq et elles de Tla température sur la fration de ontour ∂ωT . L'obtention de l'équation de la haleur s'e�etuealors en partant de la relation ψ = e− sT telle que :
ė =

∂ψ

∂ ¯̄B
:

˙̄̄
B +

∂ψ

∂ ¯̄B
i

:
˙̄̄
B
i
+
∂ψ

∂T
Ṫ + Ṫ s+ T ṡ. (A.65)Or l'hypothèse s = −∂ψ

∂T
(on suppose ii que la dissipation résulte uniquement des déformationstotales, des variables internes et de la ondution thermique) nous onduit à l'ériture suivante :

ė =
∂ψ

∂ ¯̄B
:

˙̄̄
B +

∂ψ

∂ ¯̄B
i

:
˙̄̄
B
i
+ T ṡ. (A.66)La ombinaison de l'équation loale de onservation d'énergie A.28 ave la relation A.66 permetalors d'érire en desription eulérienne :

ρ
∂ψ

∂ ¯̄B
:

˙̄̄
B + ρ

∂ψ

∂ ¯̄B
i

:
˙̄̄
B
i
+ ρT ṡ = ¯̄σ : ¯̄D + ρr − divx~q, (A.67)Cependant, le prinipe d'objetivité nous ontraint à l'ériture suivante :

2ρ

[
¯̄B · ∂ψ

∂ ¯̄B
+ ¯̄Bi · ∂ψ

∂ ¯̄Bi

]
: ¯̄D + 2ρ ¯̄V

i · ∂ψ
∂ ¯̄B

i
· ¯̄V

i
:
i ¯̄D

o
+ ρT ṡ = ¯̄σ : ¯̄D + ρr − divx~q, (A.68)



252 Annexe A. Thermodynamique appliquée aux grandes déformationsUne assoiation de ette relation aux equations onstitutives A.54 nous donne alors :
[
¯̄σ − ∂ϕint

∂ ¯̄D
− p¯̄1

]
: ¯̄D +

[
∂ϕint

∂
i ¯̄D

o ] :
i ¯̄D

o
+ ρT ṡ = ¯̄σ : ¯̄D + ρr − divx~q, (A.69)On peut ensuite simpli�er ette ériture par le biais des relations d'inompressibilité (tr ¯̄D = 0.) :

ρT ṡ = φint + ρr − divx~q ave φint =
∂ϕint

∂ ¯̄D
: ¯̄D +

∂ϕint

∂
i ¯̄D

o :
i ¯̄D

o
. (A.70)Or puisque s = −∂ψ

∂T
, on trouve :

ṡ= − ∂2ψ

∂t∂T
= − ∂2ψ

∂T∂t

= − ∂2ψ

∂T∂ ¯̄B
:

˙̄̄
B − ∂2ψ

∂T∂ ¯̄B
i

:
˙̄̄
B
i − ∂2ψ

∂T 2
Ṫ .En réinjetant e dernier résultat et la haleur spéi�que Cp = T
∂s

∂T
dans la relation A.70, onobtient :

ρCpṪ
︸ ︷︷ ︸1© + divx~q

︸ ︷︷ ︸2© = ρr

︸︷︷︸3© + φint

︸︷︷︸4© −ρT
(

∂2ψ

∂T∂ ¯̄B
:

˙̄̄
B − ∂2ψ

∂T∂ ¯̄B
i

:
˙̄̄
B
i
)

︸ ︷︷ ︸5© . (A.71)La signi�ation physique des termes qui apparaissent dans ette équation est proposée dans leTABLEAU A.2.Termes Signi�ation physique1© Absorption de haleur2© Perte de haleur3© Ehange volumique réalisé ave l'extérieur4© Dissipation intrinsèque (méanique) qui est homogène à une sourevolumique de haleur interne.5© Termes de ouplage qui traduisent la dépendane entre les pro-blèmes méanique et thermique.Tableau A.2 � Signi�ation physique des termes de l'équation A.71.Sur le plan thermique, en onsidèrant que le materiau di�fuse de manière isotrope, on peutpostuler la forme suivante du pseudo-potentiel de dissipation thermique :
ϕther =

1

2T

(
¯̄κ−1 · ~q

)
· ~q, (A.72)qui débouhe sur un omportement thermique obéissant à la loi de Fourier ~q = −¯̄κgradxT où

¯̄κ est le tenseur des ondutivités exprimé en desription eulèrienne.



A.6. Aspet théorique du ouplage thermo-méanique 253Au niveau méanique, on adopte la généralisation aux grandes déformations des modèles rhéo-logiques dont les paramètres matériaux seront hoisis dépendants de la température [Gabrieli,1995 ; Méo, 2000 ; Boukamel et al., 2001℄. Certains auteurs omme Lion [1997℄ ; Hol-zapfel et Simo [1996a℄ hoisissent de déomposer la transformation en une partie purementthermique et une autre purement méanique (élastique, visoélastique, élastoplastique, viso-plastique. . . ). On introduit ainsi un état intermédiaire purement thermique tel que ¯̄F = ¯̄FM · ¯̄FTave ¯̄FT = (f(T − T0))
1/3 ¯̄1 où T0 est la température initiale et f(0) = 1.





AnnexeB Expression analytique de laontrainte en tration simple eten isaillement simple pour lesmatériaux à omportementhyperélastique inompressible





B.1. Appliation en tration simple 257B.1 Appliation en tration simpleSoit un solide (St) en élastomère soumis à un e�ort de tration noté −→T (f. FIG. B.1) et subissantun allongement unitaire selon ~e1 tel que λ = 1 + δ
L .PSfrag replaements
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~e1

L+ δ

L

−→
T
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Figure B.1 � Exemple de déformation d'un ylindre en tration simple sur son axe.Dans e as, la ontrainte observable par l'essai s'exprime diretement par T
S ave S l'aire de lasetion de l'éprouvette à l'état déformé. En tenant ompte de l'hypothèse d'inompressibilité, letenseur gradient de transformation s'érit alors :

¯̄F =




λ 0 0

0 1√
λ

0

0 0 1√
λ


 . (B.1)Si bien que de part l'expression des deux premiers invariants sous l'hypothèse d'inompressibilité,

I1 = λ2 + 2
λ et I2 = 2λ+ 1

λ2 , il est alors aisé d'appliquer l'expression en desription mixte Eq. B.2à et état de déformation.
¯̄π = 2ρ0

¯̄F ·
[(

∂ψ

∂I1
+
∂ψ

∂I2
I1

)
¯̄1 − ∂ψ

∂I2
¯̄C

]
− pCof ¯̄F (B.2)On obtient alors la forme suivante du premier tenseur des ontraintes de Piola-Kirhhoff :

¯̄π =




π11 0 0

0 π22 0

0 0 π33


 ave π11 = 2ρ0

[
∂ψ

∂I1
λ+ 2

∂ψ

∂I2

]
− p

λ

π22 = π33 =
2ρ0√
λ

[
∂ψ

∂I1
+
∂ψ

∂I2

(
λ2 +

1

λ

)]
− p

√
λ

(B.3)Il est alors possible de déterminer la pression hydrostatique p en e�etuant le alul π22 = π33 = 0.ar nous sommes dans le as d'une tration simple suivant ~e1 et �nalement de dé�nir pleinement
π11 tel que :

π11 = 2ρ0

(
λ− 1

λ2

)[
∂ψ

∂I1
+
∂ψ

∂I2

1

λ

] (B.4)Dans e as, la fore de tration exprimée par rapport à la on�guration initiale s'érit T (λ) =

Sπ11.



258Annexe B. Expression analytique de la ontrainte en tration simple et en isaillement simple pour les matériaux à omportement hyperélastique inompressibleB.2 Appliation en isaillement simpleSoit un solide (Sc) en élastomère soumis à un e�ort de isaillement noté −→
H (f. FIG. B.2) etsubissant un taux de isaillement γ selon ~e1.
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Figure B.2 � Exemple de déformation d'un ube d'arrêtes unité en isaillement simple selon ~e1.De la même manière que préédemment sous l'hypothèse d'inompressibilité, on peut exprimerle tenseur gradient de transformation ¯̄F et les invariants de la déformation :
¯̄F =




1 γ 0

0 1 0

0 0 1


 et I1 = I2 = γ2 + 3. (B.5)On obtient alors la forme suivante du premier tenseur des ontraintes de Piola-Kirhhoff :

¯̄π =




1 π12 0

0 1 0

0 0 1


 ave π12 = 2ρ0

(
∂ψ

∂I1
+
∂ψ

∂I2

)
γ (B.6)Dans e as, l'e�ort de isaillement exprimée par rapport à la on�guration initiale s'érit H =

Sπ12.



AnnexeC Introdution à la rhéologie desmatériaux

Avertissement :La présentation de la rhéologie des matériaux que nous proposons ii n'est qu'un bilande e qu'on peut déjà trouver dans la littérature. Pour une onnaissane plus appro-fondie, le leteur est don invité à onsulter les ouvrages qui ont servi à sa réalisationtels que Suquet [1982℄ ; Lemaître et Chabohe [1996℄ ; Besson et al. [2001℄ ;Boukamel [2001℄.





C.1. Présentation des modèles rhéologiques 261C.1 Présentation des modèles rhéologiquesDans e paragraphe, on présentera les modèles rhéologiques usuels utilisés dans le adre des pe-tites perturbations pour des transformations isothermes. Pour ela, on appliquera es hypothèsesau adre thermodynamique dé�ni en ANNEXE A à partir des relations A.45a et A.45b. On obtientalors : 



¯̄σ = ρ
∂ψ

∂ ¯̄ε
+
∂ϕint

∂ ˙̄̄ε
Loi d'état,

ρ
∂ψ

∂αi
+
∂ϕint

∂α̇i
= 0 Lois omplémentaires. (C.1)La dé�nition d'un modèle de omportement, pour un matériau donné, néessite don une er-taine méthodologie :� hoix des variables d'état, variables observables et variables internes selon la nature desphénomènes à modéliser,� hoix d'une forme de potentiel thermodynamique (ou d'énergie libre) et de pseudo-potentielde dissipation à partir de onstatations expérimentales et en fontion des variables d'étatet de paramètres aratéristiques du omportement du matériau,� ériture de la loi d'état et des lois omplémentaires qui représentent les lois onstitutivesreliant les variables d'état aux variables assoiées,� réalisation d'essais expérimentaux et identi�ation des paramètres de omportement dumatériau.On présentera don, tout d'abord les éléments analogiques de base et les lois assoiatives que l'onpeut leur appliquer et ensuite des exemples d'essais aratéristiques permettant la lassi�ationdes solides réels.C.1.1 Eléments analogiques de baseLemaître et Chabohe [1996℄ préisent que les modèles analogiques sont des groupementsd'éléments méaniques dont les réponses à des soliitations sont similaires à elles des matériaux.Ils sont utilisés, souvent à des �ns didatiques, pour donner une image onrète des équationsde omportement. L'analogie se limite là et ne porte en auun as sur les méanismes physiqueseux-mêmes.On peut répertorier les éléments analogiques de base dans le TABLEAU C.1.



262 Annexe C. Introdution à la rhéologie des matériauxType d'élément etomportementassoié Cas 1D Cas 3D
RessortPSfrag replaements

k

σ σ

εElastiité linéaire 8
><
>:

ψ(ε) =
1

2ρ
kε2,

ϕ(ε̇) = 0.
(C.2)

=⇒ σ = kε (C.3) 8
><
>:

ψ(¯̄ε) =
1

2ρ

¯̄̄̄
C ¯̄ε : ¯̄ε,

ϕ( ˙̄̄ε) = 0.
(C.4)

=⇒ ¯̄σ =
¯̄̄̄
C ¯̄ε (C.5)

¯̄̄̄
C est un tenseur d'ordre 4 appelé tenseur d'élastiité.AmortisseurPSfrag replaements

η

σ σ

εVisosité linéaire 8
<
:
ψ(ε) = 0,

ϕ(ε̇) =
1

2
ηε̇2.

(C.6)
=⇒ σ = ηε̇ (C.7) 8

<
:
ψ(¯̄ε) = 0,

ϕ( ˙̄̄ε) =
1

2

¯̄̄̄
Λ ˙̄̄ε : ˙̄̄ε.

(C.8)
=⇒ ¯̄σ =

¯̄̄̄
Λ ˙̄̄ε (C.9)

¯̄̄̄
Λ est un tenseur d'ordre 4 appelé tenseur de visosité.Amortisseur TypeNortonPSfrag replaements

η,n
σ σ

εVisosité non-linéaire
8
><
>:

ψ(ε) = 0,

ϕ(ε̇) =
n

n+ 1
ηε̇

n+1

n .
(C.10)

=⇒ σ = ηε̇
1
n (C.11) 8

>>><
>>>:

ψ(¯̄ε) = 0,

ϕ( ˙̄̄ε) =

8
<
:

n
n+1

η ˙̄̄ε
n+1

n si tr ˙̄̄ε = 0

+∞ sinon. (C.12)
=⇒ ¯̄σ = η ˙̄̄ε

1
n et tr ˙̄̄ε = 0. (C.13)Patin(frottement se)PSfrag replaements

σs

σ σ

εPlastiitéSeuil de ontrainte, σsen 1D
8
><
>:

ψ(ε) = 0,

ϕ(ε̇) = sup
σ∈[−σs,σs]

{σε̇}. (C.14)
=⇒

8
<
:
ε = 0 si |σ| < σs,

σ = σssgn(ε̇) sinon. (C.15)
8
><
>:

ψ(¯̄ε) = 0,

ϕ( ˙̄̄ε) = sup
σ∈Cs

{¯̄σ : ˙̄̄ε}.
(C.16)où Cs est un domaine fermé de R

3 ⊗s R
3 a et dé�ni parune fontion ritère (ou seuil), f telle que :

8
<
:
si f(¯̄σ) < 0 alors ¯̄σ ∈ Cs − ∂Cs,si f(¯̄σ) = 0 alors ¯̄σ ∈ ∂Cs.

(C.17)Tableau C.1 � Tableau réapitulatif des éléments analogiques de basea
R

3 ⊗s R
3 est l'espae des tenseurs d'ordre 2 symétrique.



C.1. Présentation des modèles rhéologiques 263Dans l'élaboration de modèle plus omplexe possédant au moins deux éléments analogiques debase, il est néessaire de dé�nir des lois assoiatives. On observe alors deux grandes familles :� En série :
PSfrag replaements

¯̄σs¯̄σs ¯̄σi¯̄σi ¯̄σn¯̄σn ¯̄σ¯̄σ
¯̄εs ¯̄εi ¯̄εn

¯̄ε





¯̄ε =

n∑

i=1

¯̄εi,

¯̄σ = ¯̄σi pour i ∈ [1..n].

(C.18)� En parallèle :PSfrag replaements
¯̄σ1¯̄σ1

¯̄σi¯̄σi

¯̄σn¯̄σn

¯̄σ ¯̄σ

¯̄ε1

¯̄εi

¯̄εn

¯̄ε





¯̄σ =

n∑

i=1

¯̄σi,

¯̄ε = ¯̄εi pour i ∈ [1..n].

(C.19)C.1.2 Essais aratéristiques de lassi�ation des solides réelsLes essais lassiques de aratérisation se font essentiellement en tration ou en tration-ompressionsimple, à température onstante. On se base généralement sur es essais pour réaliser la las-si�ation des solides réels. Ces essais sont en général uniaxiaux et pilotés en fore, F ou endéplaement, u, e qui onfère à une éprouvette de setion S et de longueur Lo un état deontrainte, σ =
F

S
ou de déformation, ε =

u

Lo
uniforme dans tout le volume utile permettant del'assimiler à un élément de volume.� Essai monotone (montée en harge) : L'éprouvette est soumise à une déformation (ouune ontrainte) à vitesse onstante. La réponse linèaire ou non, ave ou sans adouissementest donnée par l'évolution de la ontrainte en fontion de la déformation (f. TAB. C.2).Le r�le de l'ehelle de temps (visosité) peut aussi être mis en avant en faisant varier lavitesse de déformation, ε̇.



264 Annexe C. Introdution à la rhéologie des matériauxNature de l'essai Réponse
monotone("montée en harge")

PSfrag replaements ε

ε̇ Temps

PSfrag replaements
ε

σ LinéaireNon-linéaire
PSfrag replaements

LinéaireNon-linéaire
ε

σ DurissementAdouissement
PSfrag replaements

LinéaireNon-linéaireDurissementAdouissement
ε

σ

ε̇1

ε̇i

ε̇n

ε̇1 < ε̇i < ε̇n

VisositéTableau C.2 � Essai aratéristique type hargement monotone� Essai de �uage : L'éprouvette est soumise à un éhelon de ontrainte. La réponse estdonnée par l'évolution de la déformation au ours du temps. Elle aratérise la visositédu matériau. Si ette déformation reste limitée lorsque t −→ ∞, on a outume de dire quele milieu étudié a un omportement de type solide (f. TAB. C.3).Nature de l'essai RéponseFluagePSfrag replaements
σ

σ0 TempsAB
PSfrag replaements ε

Temps
AB

PSfrag replaementsTempsAB ε

TempsDéformation retardée(�uage) puis reouvrane �uage limitéeTableau C.3 � Essai aratéristique de �uage



C.1. Présentation des modèles rhéologiques 265Nature de l'essai RéponseRelaxationPSfrag replaements
ε

ε0 TempsAB
PSfrag replaements σ

TempsA
B
PSfrag replaementsTempsAB σ

TempsRelaxation puis e�aement Relaxation totaleTableau C.4 � Essai aratéristique de relaxation� Essai de relaxation : C'est l'essai dual du préédent. L'éprouvette est soumise à unéhelon de déformation. La réponse est donnée par l'évolution de la ontrainte au ours dutemps. Elle aratérise la visosité du matériau. Si la relaxation est totale, on a outumede dire que le matériau étudié à un omportement de type �uide (f. TAB. C.4).Nature de l'essai Réponse
Charge-déhargePSfrag replaements
ε

ε̇

ε̇ Temps
A B

PSfrag replaements
ε

σ

Temps A
B

PSfrag replaementsTemps A
B ε

σ

TempsElastique Anélastique (érouissage)
PSfrag replaementsTempsABTemps

ε

σ

Temps EndommagementTableau C.5 � Essai aratéristique de harge-déharge



266 Annexe C. Introdution à la rhéologie des matériaux� Essai de harge-déharge : Dans e as, on augmente la fore F puis on la ramène àzéro (f. TAB. C.6). Ce type d'essai permet de mettre en evidene ertains phénomènes :� le milieu est dit élastique lorsqu'il y a superposition des ourbes de harge-déharge ;� dans le as ontraire, si après déharge omplète il subsiste une déformation résiduelle,on parle alors d'anélastiité. Lorsque e phénomène se manifeste à partir d'un ertainseuil d'e�ort et que elui i reste independant de l'histoire du hargement, le milieuest plastique parfait ;� si e seuil varie, on parle d'érouissage. Il y a durissement (érouissage positif) sile seuil augmente et radouissement (érouissage négatif) dans le as inverse ;� Dans le domaine élastique et dans la plage des petites déformations, la partie élastiquedu omportement de la plupart des solides est linéaire. Si le module d'élastiité dimi-nue lors d'une série d'essais de harge-déharge, il y a endommagement [Suquet,1982℄.� Essai de hargement ylique : L'éprouvette est soumise à une solliitation, en ontrainteou en déformation, de type périodique . Lors de e type d'essai, selon le matériau, onpeut voir varier les propriétés d'érouissage au ours des yles. On parle alors d'adou-issement ou durissement ylique (f. FIG. C.2). Le premier phénomène se manifestelorsque l'amplitude de la réponse, en ontrainte ou en déformation, diminue respetive-ment en déformation ou en ontrainte imposée. Il y aura don durissement ylique dansle as ontraire. Lorsque la réponse est elle aussi périodique, on dit qu'il y a stabilisation
PSfrag replaements σ

Temps
StabiliséB

∂ε onstante

onstante (a) Déformation imposée
PSfrag replaements

ε

Temps
StabiliséBonstante

∂σ onstante

(b) Contrainte imposéeFigure C.1 � Phénomène d'adouissement ylique



C.1. Présentation des modèles rhéologiques 267et existene d'un yle stabilisé. Ce type d'essai permet de mettre en evidene ertainsphénomènes (f. TAB. C.5) :� en ontrainte imposée, l'aomodation est la stabilisation du trajet parouru àhaque yle par le point (σ,ε) sur une ourbe fermée formant une boule d'aire nonnulle (∂ε −→ 0). Lorsque la stabilisation du yle se réduit à une portion de ourbed'aire nulle, on parle d'adaptation et le milieu est alors elui d'un solide élastique àune déformation résiduelle près. Le phénomène de rohet est une augmentation dela déformation résiduelle à haque yle jusqu'à la ruine [Suquet, 1982℄.� en déformation imposée, à es deux observations orrespondent les e�ets de relaxationou de non relaxation de la ontrainte moyenne [Lemaître et Chabohe, 1996℄.Nature de l'essai Réponse
Cylique(Triangulaire ou sinusoïdal)PSfrag replaements

ε, σ TempsA
B

A'
B'

Contrainte imposéePSfrag replaements
ε

σ
∂ε

∂ε

Temps A
B

A'
B'

PSfrag replaements
TempsABA'B'

ε

σTemps A
B

A'
B'Phénomène de rohet Phénomène d'aomodationDéformation imposéePSfrag replaements

ε

σTemps A
B

A'
B' σmoyen

PSfrag replaementsTempsABA'B'
ε

σTemps A
B

A'
B'Non relaxation de laontrainte moyenne Relaxation de la ontraintemoyenneTableau C.6 � Essai aratéristique de type ylique



268 Annexe C. Introdution à la rhéologie des matériaux� Autres essais : Il est di�ile d'en faire une liste préise tant leur nombre est important.Par ontre, on peut iter pour exemple les divers phénomènes qu'ils peuvent aratériser :le viellissement (la fatigue), la rupture par endommagement, la rupture par �ssuration, lefrottement, . . . )C.1.3 Shématisation des omportements réelsDans e paragraphe, pour mieux dé�nir les omportements réels, nous donnerons, de manièrequalitative, l'allure des ourbes de réponses aux essais aratéristiques (érouissage, �uage, re-laxation) omme les auteurs Lemaître et Chabohe [1996℄ le présentent.C.1.3.a Solide élastique parfaitLe proessus de déformation est instantanément réversible. Les ourbes de réponses qualitativesaux essais aratéristiques sont omme suit :
PSfrag replaements

ε

σ

Temps (a) Erouissage
PSfrag replaements ε

Temps(b) Fluage
PSfrag replaements σ

Temps() RelaxationFigure C.2 � Réponses aadémiques aux essais aratéristiques pour un solide élastique parfaitLe modèle analogique de l'élastiité linéaire est le ressort (f. � C.1.1). Dans le as 3D, la loi deomportement des solides linéairement élastiques est ¯̄σ =
¯̄̄̄
C ¯̄ε. On peut alors préiser que dans leas isotrope, le modèle est parfaitement dé�ni par deux paramètres du matériau, les oe�ientsde Lamé, λ et µ tels que ¯̄σ = λtr(¯̄ε)¯̄1 + 2µ¯̄ε.C.1.3.b Fluide visqueuxLe �uide visqueux présente un omportement d'éoulement pour toute valeur de ontrainte. Lesourbes de réponses qualitatives aux essais aratéristiques sont observables sur la �gure FIG. C.3.Le modèle analogique du �uide visqueux est le modèle de Maxwell dé�ni par l'assoiation ensérie d'un ressort et d'un amortisseur (f. FIG. C.4).
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PSfrag replaements

ε

σ

Temps (a) Erouissage
PSfrag replaements ε

Temps(b) Fluage
PSfrag replaements σ

Temps() RelaxationFigure C.3 � Réponses aadémiques aux essais aratéristiques pour un �uide visqueuxPSfrag replaements ψ(¯̄ε,¯̄εv) ϕ( ˙̄̄εv)

Figure C.4 � Modèle de MaxwellLes variables d'états sont alors la déformation totale, ¯̄ε et la déformation visqueuse, ¯̄εv
(1). Ainsi,le modèle est dé�ni par :





l'énergie libre spéi�que : ψ(¯̄ε,¯̄εv) =
1

2ρ

¯̄̄̄
C(¯̄ε− ¯̄εv) : (¯̄ε− ¯̄εv),le pseudo-potentiel de dissipation : ϕ( ˙̄̄εv) =

1

2

¯̄̄̄
Λ ˙̄̄εv : ˙̄̄εv .

(C.20)d'où la loi de omportement :
¯̄σ = ρ

∂ψ

∂ ¯̄ε
=

¯̄̄̄
C(¯̄ε− ¯̄εv); (C.21)et la loi omplémentaire :

¯̄̄̄
C(¯̄ε− ¯̄εv) =

¯̄̄̄
Λ ˙̄̄εv. (C.22)Dans le as monodimensionnel, le modèle de Maxwell est dé�ni par :





l'énergie libre : ψ(ε,εv) =
1

2ρ
k(ε− εv)

2,la dissipation : ϕ(ε̇v) =
1

2
η(ε̇v)

2.
(C.23)d'où la loi de omportement et la loi omplémentaire s'expriment par :

σ = k(ε− εv) = ηε̇v. (C.24)Sa réponse au test de relaxation ε = ε0H(t) ave H(t) est la fontion éhelon d'Heaviside telleque H = 0 si t < 0, H = 1 si t ≥ 0, est :
σ(t) = kε0exp

(
−k
η
t

) (C.25)(1). On notera alors la déformation élastique telle que ¯̄εe = ¯̄ε− ¯̄εv.



270 Annexe C. Introdution à la rhéologie des matériauxOn introduit alors le temps aratéristique de relaxation tel que τ =
η

k
.C.1.3. Solide viso-élastiqueLe solide viso-élastique présente un omportement réversible, mais dont la réversibilité est re-tardée. Les ourbes de réponses qualitatives aux essais aratéristiques sont observables sur la�gure FIG. C.5.

PSfrag replaements
ε

σ

Temps (a) Erouissage
PSfrag replaements ε

Temps(b) FluageFigure C.5 � Réponses aadémiques aux essais aratéristiques pour un solide viso-élastiqueLe modèle analogique du solide viso-élastique est le modèle de Kelvin-Voigt dé�ni par l'as-soiation en parallèle d'un ressort et d'un amortisseur (f. FIG. C.6).
PSfrag replaements

ψ(¯̄ε,¯̄εv)

ϕ( ˙̄̄εv)Figure C.6 � Modèle de Kelvin-VoigtLa variable d'état est alors la déformation totale, ¯̄ε. Ainsi, le modèle est dé�ni par :




l'énergie libre spéi�que : ψ(¯̄ε) =
1

2ρ

¯̄̄̄
C ¯̄ε : ¯̄ε,le pseudo-potentiel de dissipation : ϕ( ˙̄̄ε) =

1

2

¯̄̄̄
Λ ˙̄̄ε : ˙̄̄ε.

(C.26)d'où la loi de omportement :
¯̄σ = ρ

∂ψ

∂ ¯̄ε
+
∂ϕ

∂ ˙̄̄ε
=

¯̄̄̄
C ¯̄ε+

¯̄̄̄
Λ ˙̄̄ε. (C.27)



C.1. Présentation des modèles rhéologiques 271Dans le as monodimensionnel, le modèle de Kelvin-Voigt est dé�ni par :




l'énergie libre : ψ(ε) =
1

2ρ
k(ε)2,la dissipation : ϕ(ε̇) =

1

2
η(ε̇)2.

(C.28)d'où la loi de omportement :
σ = kε+ ηε̇. (C.29)Sa réponse au test de �uage σ = σ0H(t) est :

ε(t) =
σ0

k

(
1 − exp

(
−k
η
t

))
. (C.30)C.1.3.d Autres exemples de modèles de matériaux visoélastiquesLe modèle analogique de type Poynting-Thomson est dé�ni par l'assoiation en série d'unressort et d'une assoiation en parallèle d'un ressort et d'un amortisseur (f. FIG. C.7).

PSfrag replaements ψe(¯̄ε,¯̄εv)

ψv(¯̄εv)

ϕ( ˙̄̄εv)Figure C.7 � Modèle de Poynting-ThomsonLes variables d'états sont alors la déformation totale, ¯̄ε et la déformation visqueuse, ¯̄εv. Ainsi, lemodèle est dé�ni par :




l'énergie libre spéi�que : ψ(¯̄ε,¯̄εv) = ψe(¯̄ε,¯̄εv) + ψv(¯̄εv)

=
1

2ρ

¯̄̄̄
Ce(¯̄ε− ¯̄εv) : (¯̄ε− ¯̄εv) +

1

2ρ

¯̄̄̄
Cv ¯̄εv : ¯̄εv,le pseudo-potentiel de dissipation : ϕ( ˙̄̄εv) =

1

2

¯̄̄̄
Λ ˙̄̄εv : ˙̄̄εv .

(C.31)d'où la loi de omportement :
¯̄σ = ρ

∂ψ

∂ ¯̄ε
=

¯̄̄̄
Ce(¯̄ε− ¯̄εv); (C.32)et la loi omplémentaire :

¯̄̄̄
Ce(¯̄ε− ¯̄εv) +

¯̄̄̄
Cv(¯̄εv) =

¯̄̄̄
Λ ˙̄̄εv . (C.33)Dans le as monodimensionnel, le modèle de Poynting-Thomson est dé�ni par :





l'énergie libre : ψ(ε,εv) =
1

2ρ
kePT

(ε− εv)
2 +

1

2ρ
kvPT

(εv)
2,la dissipation : ϕ(ε̇v) =

1

2
η(ε̇v)

2.
(C.34)



272 Annexe C. Introdution à la rhéologie des matériauxd'où la loi de omportement et la loi omplémentaire s'expriment respetivement par :
σ = kePT

(ε− εv) et kePT
(ε− εv) + kvPT

εv = ηε̇v . (C.35)Sa réponse au test de relaxation ε = ε0H(t) est :
σ(t) = kePT

ε0

(
kvPT

kvPT
+ kePT

+
kePT

kvPT
+ kePT

exp

(
−kePT

+ kvPT

η
t

)) (C.36)Sa réponse au test de �uage σ = σ0H(t) est :
ε(t) = σ0

(
1

kePT

+
1

kvPT

(
1 − exp

(
−kvPT

η
t

)))
. (C.37)Le modèle analogique de type Zener, quant à lui, est dé�ni par l'assoiation en parallèle d'unressort et d'une assoiation en série d'un ressort et d'un amortisseur (f. FIG. C.8).

PSfrag replaements ψe(¯̄ε)

ψv(¯̄ε,¯̄εv) ϕ( ˙̄̄εv)Figure C.8 � Modèle de ZenerLes variables d'états sont alors la déformation totale, ¯̄ε et la déformation visqueuse, ¯̄εv . Ainsi, lemodèle est dé�ni par :




l'énergie libre spéi�que : ψ(¯̄ε,¯̄εv) = ψe(¯̄ε) + ψv(¯̄ε,¯̄εv)

=
1

2ρ

¯̄̄̄
Ce ¯̄ε : ¯̄ε+

1

2ρ

¯̄̄̄
Cv(¯̄ε− ¯̄εv) : (¯̄ε− ¯̄εv),le pseudo-potentiel de dissipation : ϕ( ˙̄̄εv) =

1

2

¯̄̄̄
Λ ˙̄̄εv : ˙̄̄εv.

(C.38)d'où la loi de omportement :
¯̄σ = ρ

∂ψ

∂ ¯̄ε
=

¯̄̄̄
Ce ¯̄ε+

¯̄̄̄
Cv(¯̄ε− ¯̄εv); (C.39)et la loi omplémentaire :

¯̄̄̄
Cv(¯̄ε− ¯̄εv) =

¯̄̄̄
Λ ˙̄̄εv. (C.40)Dans le as monodimensionnel, le modèle de Zener est dé�ni par :





l'énergie libre : ψ(ε,εv) =
1

2ρ
keZ

(ε)2 +
1

2ρ
kvZ

(ε− εv)
2,la dissipation : ϕ(ε̇v) =

1

2
η(ε̇v)

2.
(C.41)



C.1. Présentation des modèles rhéologiques 273d'où la loi de omportement et la loi omplémentaire s'expriment respetivement par :
σ = keZ

ε+ kvZ
(ε− εv) et kvZ

(ε− εv) = ηε̇v . (C.42)Le modèle de Zener peut se ramener à elui de Poynting-Thomson, à l'aide du doublehangement de variable, 



1

keZ

=
1

kePT

+
1

kvPT

,

kvZ
= kePT

+ kvPT
,

(C.43)e qui prouve que les deux modèles sont en fait équivalents en petites déformations.On peut enore améliorer es modèles en généralisant le nombre de branhes, par exemple, lemodèle de Maxwell généralisé qui est obtenu en ajoutant en parallèle d'un ressort, N branhesomposées d'un ressort et d'un amortisseur en série (f. FIG. C.9).

PSfrag replaements
ψ(¯̄ε)

ψv(¯̄ε,¯̄εvi
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Figure C.9 � Modèle de Maxwell généraliséDans le as monodimensionnel, les équations onstitutives deviennent alors :
σ = k∞ε+

N∑

i=1

ki(ε− εvi) et ki(ε− εvi) = ηiε̇vi pour i ∈ [1..N ], (C.44)Remarque C.4Les modèles rhéologiques visoélastiques peuvent être utilisé pour approximer les noyaux derelaxation noté k(t) d'une formulation fontionnelle de la visoélastiité linéaire pour un matériau



274 Annexe C. Introdution à la rhéologie des matériauxhomogène isotrope et inompressible telle que :
¯̄σD(t) = 2k0 ¯̄εD(t) −

∫ t

0
2k̇(t′)¯̄εD(t− t′)dt′. (C.45)Généralement, il est plus pratique d'utiliser la réponse en fréquene assoiée. On pose alors

ε(t) = ε0e
jωt en herhant une réponse sous la forme σ(t) = σ0e

jωt. On obtient le moduledynamique k∗ = σ0
ε0

fontion de g∗(ω), transformée de Fourier (2) de k(t) (f. TAB. C.7). Dèslors, on peut exprimer la partie déviatorique de l'équation V.7 :
σDs(t) = jωε0

∫ t

0
k(t′)e−jωt

′

dt′

︸ ︷︷ ︸
g∗(ω)

ejωt = jωg∗(ω)εD. (C.46)Les modèles simples de typeMaxwell et de Zener étant aratérisés par un temps de relaxationunique (τ), ils ne peuvent rendre ompte du omportement sur un large domaine de vitessede déformation (idem pour le omportement en fréquene). Généralement, pour augmenter ledomaine de validité temporel ou fréquentiel de es modèles, on utilise des modèles multi-branhesomme le propose le modèle de Maxwell généralisé. Dans es onditions, le developpement dunoyau devient alors un developpement en série de Prony. L'inonvénient de e type d'approheest le nombre de paramètres à prendre en ompte pour pouvoir représenter orretement leomportement du matériau.Modèle Noyau de relaxation Module dynamiqueMaxwellave τ = η

k

k(t) = ke−
t
τ k∗ =






jωk
1

τ
+ jω

,

jωg∗(ω).Zenerave τ = η

kvZ

k(t) = keZ

(
1 +

kvZ

k∞
e−

t
τ

)
k∗ =





keZ
+

jωkvZ

1

τ
+ jω

,

keZ
+ jωg∗(ω).Maxwell généraliséave τi = ηi

ki
, ∀i ∈ [1..N ]

k(t) = k∞

(
1 +

N∑

i=1

ki

k∞
e
−

t
τi

)
k∗ =





k∞ +
N∑

i=1

jωki

1

τi
+ jω

,

k∞ + jωg∗(ω).Tableau C.7 � Quelques exemples d'utilisation des modèles rhéologiques dans la reherhe defontion de relaxation en petites déformations.
❏(2). La transformée de Fourier est dé�nie pour une fontion f par LF (f) =

Z +∞

0

f(t)e−jωtdt



C.1. Présentation des modèles rhéologiques 275C.1.3.e Solide élastique parfaitement plastiqueLes solides élastiques parfaitement plastiques, ou élastoplastiques sans érouissage, sont araté-risés par une déformation élastique en deça d'un seuil de ontrainte et un éoulement plastiquepour la valeur du seuil. La déformation est alors independante de la vitesse de déformation pourette valeur de ontrainte.Remarque C.5Le temps n'a pas d'in�uene sur les modèles ne ontenant pas de piston, seul modèle élémentairesensible à l'éhelle de temps. Il est don inutile d'essayer les tests de relaxation et de �uage. ❏Leur réponse lors d'un essai aratéristique d'érouissage est observable sur la �gure FIG. C.10.
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TempsFigure C.10 � Réponses aadémiques à l'essai aratéristique d'érouissage pour un solide élas-tique parfaitement plastiqueLe modèle analogique shématisant le omportement élastoplastique sans érouissage est lemodèle de Saint-Venant. Il s'agit de l'assoiation en série d'un ressort et d'un patin (f.FIG. C.1.3.e).PSfrag replaements ψ(¯̄ε,¯̄εp) ϕ( ˙̄̄εp)

Figure C.11 � Modèle de Saint-VenantLes variables d'états sont alors la déformation totale, ¯̄ε et la déformation plastique, ¯̄εp. Ainsi, lemodèle est dé�ni par :




l'énergie libre spéi�que : ψ(¯̄ε,¯̄εp) =
1

2ρ

¯̄̄̄
C(¯̄ε− ¯̄εp) : (¯̄ε− ¯̄εp),le pseudo-potentiel de dissipation : ϕ( ˙̄̄εp) = sup

σ∈Cs

{¯̄σ : ˙̄̄εp}.
(C.47)



276 Annexe C. Introdution à la rhéologie des matériauxoù Cs est un domaine fermé borné de R
3 ⊗s R

3 et dé�ni par une fontion ritère (ou seuil), ftelle que : 


si f(¯̄σ) < 0 alors ¯̄σ ∈ Cs − ∂Cs,si f(¯̄σ) = 0 alors ¯̄σ ∈ ∂Cs.

(C.48)La loi de omportement s'érit don sous la forme :
¯̄ε =

¯̄̄̄
C−1 ¯̄σ + ¯̄εp ave ¯̄εp = 0 si f(¯̄σ) < 0,

¯̄εp arbitraire si f(¯̄σ) = 0.
(C.49)Dans le as monodimensionnel, ave σs le seuil de ontrainte, e modèle est dé�ni par :





l'énergie libre : ψ(ε) =
1

2ρ
k(ε− εp)

2,la dissipation : ϕ(ε̇p) = sup
σ∈[−σs,σs]

{σε̇p}.
(C.50)d'où la loi de omportement :

ε =
σ

k
+ εp ave εp = 0 si |σ| < σs,

εp arbitraire si σ = σssgn(ε̇p).
(C.51)C.1.3.f Solide élastoplastique érouissableLes solides élastoplastiques érouissables, sont aratérisés par une déformation élastique en deçàd'un seuil de ontrainte et un érouissage plastique pour des valeurs supérieures à e seuil. Leurréponse lors d'un essai aratéristique d'érouissage est observable sur la �gure FIG. C.12.
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Temps (b) Erouissage quelonqueFigure C.12 � Réponses aadémiques aux essais aratéristiques pour un solide élastoplastiqueérouissablePlusieurs modèles sont proposés dans la littérature pour shématiser le omportement élastoplas-tique érouissable. Il s'agit d'assoiations série et/ou parallèle de patins et de ressorts. On peut



C.1. Présentation des modèles rhéologiques 277iter, omme exemple, le modèle de Prager (f. FIG. C.13), assoiation d'un ressort et d'unpatin en parallèle. Dans e as, on parle d'érouissage linéaire. Il est dit inématique lorsqu'ildépend de la valeur atuelle de la déformation plastique. Sous ette forme, on parle alors d'unmodèle rigide-plastique. Cependant, il devient élastoplastique si l'on ajoute un ressort en série.
PSfrag replaements ψp(¯̄ε)

ϕ( ˙̄̄ε)Figure C.13 � Modèle de PragerSuquet [1982℄ propose le montage en série d'un ressort ave une assoiation en parallèle d'unpatin et d'un ressort (f. FIG. C.14).PSfrag replaements ψe(¯̄ε,¯̄εp)

ψp(¯̄εp)

ϕ( ˙̄̄εp)Figure C.14 � Modèle élastoplastique érouissable 1© [Suquet, 1982℄Les variables d'états sont alors la déformation totale, ¯̄ε et la déformation plastique, ¯̄εp. Ainsi, lemodèle est dé�ni par :




l'énergie libre spéi�que : ψ(¯̄ε,¯̄εp) = ψe(¯̄ε,¯̄εp) + ψp(¯̄εp)

=
1

2ρ

¯̄̄̄
C(¯̄ε− ¯̄εp) : (¯̄ε− ¯̄εp) +

1

2ρ

¯̄̄̄
K ¯̄εp : ¯̄εp,le pseudo-potentiel de dissipation : ϕ( ˙̄̄εp) = sup

σ∈Cs

{(¯̄σ − ¯̄̄̄
K ¯̄εp) : ˙̄̄εp}.

(C.52)où Cs est un domaine fermé borné de R
3 ⊗s R

3 et dé�ni par une fontion ritère (ou seuil), ftelle que : 


si f(¯̄σ) < 0 alors (¯̄σ − ¯̄̄̄

K ¯̄εp) ∈ Cs − ∂Cs,si f(¯̄σ) = 0 alors (¯̄σ − ¯̄̄̄
K ¯̄εp) ∈ ∂Cs.

(C.53)La loi de omportement s'érit don sous la forme :
¯̄ε =

¯̄̄̄
C−1 ¯̄σ + ¯̄εp ave ¯̄εp = ¯̄0 si f(¯̄σ) < 0,

¯̄εp =
¯̄̄̄
K−1 ¯̄σ si f(¯̄σ) = 0.

(C.54)



278 Annexe C. Introdution à la rhéologie des matériauxD'une manière générale, la loi de omportement d'un matériau élastoplastique érouissable s'éritsous la forme : 



¯̄ε =
¯̄̄̄
C−1 ¯̄σ si f(¯̄σ) < 0,

¯̄ε =
¯̄̄̄
C−1 ¯̄σ + g(¯̄σ) si f(¯̄σ) = 0.

(C.55)où g est une fontion d'érouissage aratéristique du matériau.Dans le as monodimensionnel, ave σs le seuil de ontrainte, e modèle est dé�ni par :




l'énergie libre : ψ(ε,εp) =
1

2ρ
k(ε− εp)

2 +
1

2ρ
kp(εp)

2,la dissipation : ϕ(ε̇p) = sup
σ∈[−σs,σs]

{(σ − kpεp)ε̇p}.
(C.56)d'où la loi de omportement :

ε =
σ

k
+ εp ave εp = 0 si |σ| < σs,

εp =
σ

kp
si |σ| ≥ σs.

(C.57)Dans le as monodimensionnel, on onsidère la déformation totale omme la somme d'une dé-formation élastique linéaire et d'une déformation permanente, nulle en deçà du seuil σs ,




ε =
σ

k
si |σ| < σs,

ε =
σ

k
+ g(σ) si |σ| ≥ σs.

(C.58)Lemaître et Chabohe [1996℄ proposent le modèle de Saint-Venant généralisé. Il s'agit enfait de l'assoiation en parallèle d'un ressort et de N branhes omposées d'un ressort et d'unpatin en série (f. FIG. C.15).En supposant alors que les σsi soient rangés dans l'ordre roissant et que le seuil soit juste atteintpour un élement j, l'équation onstitutive est la suivante :
σ =

j∑

1

σsi +

N∑

j+1

kiε+ kε et 



ε =
σsi

ki
si σi < σsj ,

ε =
σsi

ki
+ εpi si σi = σsj .

(C.59)C.1.3.g Solide élastique parfaitement visoplastiqueSi l'on onsidère l'élastiité omme négligeable, le solide parfaitement visoplastique présente,omme le solide parfaitement plastique, des déformations permanentes suite à l'arrêt de solli-itation. Cependant, lorsqu'ils subissent la solliitation, il se omporte ommme un éoulementde �uage fontion du temps. On les représente généralement en utilisant un amortisseur de typeNorton (Visosité non-linéaire, f. � C.1.1).Une dé�nition de la visoplastiité pourrait être une réation à la ontrainte d'une matière,se omportant omme si elle était omposée d'un solide plastique et d'un �uide visqueux où
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Figure C.15 � Modèle de Saint-Venant généralisé [Lemaître et Chabohe, 1996℄l'éoulement serait dépendant de ertains paramètres. Suquet [1982℄ préise que les notions"type �uide" et "type solide" ne sont pas d'intersetion vide omme le montre le modèle deBingham (f. FIG. C.16).PSfrag replaements ψ(¯̄ε,¯̄εvp)

ϕ( ˙̄̄εvp)

ϕ( ˙̄̄εvp)Figure C.16 � Modèle de BinghamSa réponse à un essai unidiretionnel de relaxation est alors :
σ(t) = kε0 + (kε0 − σs) exp

(−kt
η

)
. (C.60)Et, sa réponse à un essai unidiretionnel de �uage est alors :

ε(t) =
σ0

k
+

1

η
(σ0 − σs) t (C.61)On remarque bien alors que e modèle est de type solide en-dessous du seuil σs, et de type �uideau-dessus.



280 Annexe C. Introdution à la rhéologie des matériauxLes auteurs Lemaître et Chabohe [1996℄, proposent le modèle de Bingham-Norton (f.FIG. C.17) où l'on assoie au solide préédent l'élastiité mais dans e as la ontrainte dépenduniquement de la vitesse de déformation plastique et on retrouve le modèle de Bingham lassique,vu préédemment, en posant N = 1. Les variables d'états sont alors la déformation totale, ¯̄ε etPSfrag replaements
ψ(¯̄ε,¯̄εvp)

ϕ∗
vp(¯̄σ)

Figure C.17 � Modèle de Bingham-Nortonla déformation visoplastique, ¯̄εvp. Ainsi, le modèle est dé�ni par :




l'énergie libre spéi�que : ψ(¯̄ε,¯̄εvp) =
1

2ρ

¯̄̄̄
C(¯̄ε− ¯̄εvp) : (¯̄ε− ¯̄εvp)le pseudo-potentiel dual de dissipation : ϕ∗
vp(¯̄σ) =

η

N + 1

(〈
f(¯̄σ)

η

〉)N+1 (C.62)Remarque C.6Le traitement des branhes visoplastiques verra la dé�nition lassique du potentiel dual de dis-sipation (noté ϕ∗ tels que ˙̄̄ε =
∂ϕ∗

∂ ¯̄σ
). Il est obtenu par transformation de Legendre-Frenheldu potentiel de dissipation ϕ. ❏Les équations qui régissent le modèle s'érivent don sous la forme :

¯̄ε =
¯̄̄̄
C−1 ¯̄σ + ¯̄εvp ave ¯̄εvp = ¯̄0 si f(¯̄σ) < 0,

¯̄εvp telle que ˙̄̄εvp =

〈
f(¯̄σ)

η

〉N ∂f(σ)

∂ ¯̄σ
si f(¯̄σ) ≥ 0.

(C.63)Dans le as monodimensionnel, ave σs le seuil de ontrainte, e modèle est dé�ni par :




l'énergie libre : ψ(ε) =
1

2ρ
k(ε− εvp)

2,le dual de la dissipation : ϕ∗(σ) =
η

N + 1

(〈 |σ| − σs
η

〉)N+1 (C.64)d'où les équations s'érivent :



σ = kε si σ < σs,

σ = k(ε− εvp) = σs + η(ε̇vp)
1
N si σ ≥ σs.

(C.65)Ainsi, sa réponse à une solliitation de relaxation :
σ(t) = σs +

kε0 − σs
[
1 + (N−1)k

ηN (kε0 − σs)
N−1 t

] 1
N−1

. (C.66)



C.2. Modèles frationnaires et méthode d'analyse omplexe 281Remarque C.7Solide élasto-viso-plastique érouissable : Pour e modèle, la ontrainte dépend ommepréedemment de la vitesse de déformation plastique mais aussi de la déformation plastique oud'une autre variable d'érouissage. Dans e as, on parle généralement du modèle de Binghamgénéralisé (FIG. C.18).
PSfrag replaements
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σsFigure C.18 � Modèle de Bingham généraliséOn retrouverait l'original de e modèle en supprimant le ressort en parallèle (si kvp = 0 alors il n'ya pas d'érouissage). Dans le as monodimensionnel, en nommant la déformation visoplastiquepar εvp, on a alors les équations onstitutives σ = σe + σv + σp ave σe = kvpεvp, σv = ηε̇vpet σp ≤ σs. A e stade, on peut distinguer trois régimes de fontionnement, selon la vitesse dedéformation visoplastique :1. ε̇vp = 0, |σp| = |σ − kvpεvp| ≤ σs2. ε̇vp > 0, σp = σ − kvpεvp − ε̇vp = σs3. ε̇vp < 0, σp = σ − kvpεvp − ε̇vp = −σsEn utilisant les rohets de Ma-Cauley (3), es trois as peuvent se résumer par :
ε̇vp =

< f >

η
sgn(σ − σe) ave f(σ,σe) = |σ − σe| − σs. (C.67)On retrouve alors le modèle de Norton en posant kvp = 0 et f(σ) = |σ|n, le modèle deBingham-Norton en posant kvp = 0 et f(σ) =< |σ| − σs >

n
❏C.2 Modèles frationnaires et méthode d'analyse omplexeLes modèles frationnaires sont généralement utilisés au dépend de eux rhéologiques visoélas-tiques pour répondre à une volonté de réduire le nombre de paramètres. Cependant, l'inonvenientest que les algorithmes de résolution sont oûteux numériquement.(3). Les rohets de Ma-Cauley sont dé�ni de telle sorte que pour une variable x, < x >= max(x,0)



282 Annexe C. Introdution à la rhéologie des matériauxC.2.1 Formulation générale des modèles frationnaires, Snowdon [1968℄Cette méthode s'applique, sous l'hypothèse des petites perturbations, lorsqu'un matériau dissi-patif supposé visoélastique linéaire est sujet à une variation seulement par rapport au tempsde la ontrainte et de la déformation. Dans e as, lors d'une étude unidiretionnelle, la défor-mation volumique ou de isaillement n'est plus reliée à la ontrainte par une simple onstantede proportionnalité (module d'Young, E, de isaillement, G, ou de �exion, B). La relationontrainte-déformation est généralement représentée par une équation di�érentielle d'ordre arbi-traire telle que :
(
a0 + a1

∂

∂t
+ a2

∂2

∂t2
+ ...+ an

∂n

∂tn

)

︸ ︷︷ ︸
aDn

t

σ =

(
b0 + b1

∂

∂t
+ b2

∂2

∂t2
+ ...+ bm

∂m

∂tm

)

︸ ︷︷ ︸
bDm

t

ε, (C.68)où σ est la ontrainte, ε la déformation, t le temps et an, bm sont des onstantes. En introduisantles opérateurs de dérivation non entière αDk
t appelés aussi dérivées frationnaires, l'équation C.68deevient :

σ +

n∑

k=1

ak
aDk

t σ = k0ε+

m∑

k=1

bk
bDk

t ε, (C.69)ave k0 =
b0
a0
. [Saad, 2003℄ propose que l'opérateur de dérivation non entière d'ordre k tel que

k ≥ 0 peut être dé�ni à partir de deux expressions di�érentes :� une dé�nition exate mais di�ile de mise en oeuvre telle que
Dk
t f(t) =

1

Γ(1 − k)

d

dt

∫ t

0

f(t− t′)
t′k

dt′ où Γ(k) =

∫ ∞

0
xk−1e−xdx, (C.70)� une approximation numérique : on suppose h in�niment petit tel que





Dk
t f(t) =

∞∑

i=0

Ck(i)f(t− ih),

Ck(i) =
(−1)i

hk
k(k − 1)(k − 2) . . . (k − i+ 1)

i!
.

(C.71)A partir de la relation C.69, on peut alors érire les lois qui régissent les modèles rhéologiquessous une forme frationnaire :� un élément ressort de raideur k0,
σ = κk0ε, (C.72)Ii a0 et b0 sont �nis, κ est onstant. Cette équation donne diretement la loi de Hooke.� un élément amortisseur de visosité η0,

σ = κη0

(
∂

∂t

)
ε. (C.73)Ii a0 et b1 sont �nis. Cette équation donne diretement la loi de Newton visqueuse.



C.2. Modèles frationnaires et méthode d'analyse omplexe 283� modèle de Kelvin-Voigt (f. FIG. C.6),
σ = κ

[
k0 + η0

(
∂

∂t

)]
ε ou bien σ = κ

(
k0 + b1

bD1
t

)
ε. (C.74)Ii a0, b0 et b1 sont �nis.� modèle de Zener (f. FIG. C.8),

[
k1 + η0

(
∂

∂t

)]
σ = κ

[
k0k1 + (k0 + k1) η0

(
∂

∂t

)]
εou bien (

1 + a1
aD1

t

)
σ = κ

(
k0 + b1

bD1
t

)
ε. (C.75)Ii a0, a1, b0 et b1 sont �nis.� modèle de Kelvin-Voigt ave deux branhes de Maxwell en parallèle,

{
k1k2 + (k1η2 + k2η1)

(
∂

∂t

)
+ η1η2

(
∂2

∂t2

)}
σ

= κ

{
k0k1k2 + [k1k2 (η0 + η1 + η2)

+ k0 (k1η2 + k2η1)]

(
∂

∂t

)
+ [η1η2 (k0 + k1 + k2)

+ η0 (k1η2 + k2η1)]

(
∂2

∂t2

)
+ η0η1η2

(
∂3

∂t3

)}
ε. (C.76)ou bien (

1 +

2∑

k=1

ak
aDk

t

)
σ = κ

(
k0 +

2∑

k=1

bk
bDk

t

)
ε. (C.77)Ii a0, a1, a2, b0, b1 et b2 sont �nis.Remarque C.8Il est possible d'ajouter un grand nombre de branhes deMaxwell au modèle deKelvin-Voigtsuivant l'ordre hoisit pour l'équation C.68. ❏Puisqu'une dé�nition temporelle onduit à des algorithmes oûteux numériquement, on utilisegénéralement ette relation en fréquene assoiéé.Lorsque la déformation et la ontrainte varient de manière sinusoïdale, la mième ou nième dérivéepartielle de la déformation ou de la ontrainte peut s'érire respetivement sous la forme (jω)mε∗et (jω)nσ∗ où j =

√
−1 et ω la pulsation. On utilise pour ela la transformée de Fourier de ladérivée généralisée telle que :

TF [iDk
t f(t) = (jω)kTF [f(t)]] ave k = m ou n. (C.78)On peut alors réduire l'équation Eq. C.68 en une équation algébrique du type :

(
1 +

n∑

k=1

ak(jω)k

)
σ∗ =

(
k0 +

m∑

k=1

bk(jω)k

)
ε∗, (C.79)



284 Annexe C. Introdution à la rhéologie des matériauxsi bien que le module dynamique k∗ =
σ∗

ε∗
peut s'exprimer omme suit :

k∗(ω) =

k0 +

m∑

k=1

(jω)kbk

1 +
n∑

k=1

(jω)kak

. (C.80)On obtient alors diretement les modules dynamiques assoiés aux modèles frationnaires deKelvin-Voigt et Zener dé�nis respetivement par :
k∗(ω) = k0 + b(jω) et k∗(ω) =

k0 + b(jω)

1 + a(jω)
, (C.81)On peut, par exemple, utiliser ette forme pour représenter le noyau de relaxation de la formu-lation fontionnelle de la visoélastiité linéaire.On peut simpli�er l'ériture de l'équation C.80 telle que :

σ∗

ε∗
=
b′(ω) + jb′′(ω)

a′(ω) + ja′′(ω)︸ ︷︷ ︸
H(jω)

, (C.82)où a′(ω), a′′(ω), b′(ω) et b′′(ω) sont fontions de la fréquene et H(jω) est une fontion detransfert liant σ∗ et ε∗. En introduisant la notion de module dynamique omplexe, on peutexprimer H(jω) = E∗(jω) de tel sorte que :
E∗
ω = E′

ω + jE′′
ω = E′

ω(1 + j∆Eω ), (C.83)où E′
ω et E′′

ω respetivement partie réelle (module de gain) et partie imaginaire (module de perte)de E∗.La quantité ∆Eω =
E′′
ω

E′
ω

représente alors le fateur de perte ou d'amortissement. Il orrespond àl'énergie dissipée telle que :
∆Eω =

1

π

Energie dissipée par yleEnergie maximale stokée par yle . (C.84)



C.2. Modèles frationnaires et méthode d'analyse omplexe 285C.2.2 Appliation à la aratérisation dynamique des matériauxOn onsidère ii une déformation sinusoïdale ylique telle que ε(t) = ε0 sin (ωt). La araté-risation dynamique des matériaux s'e�etue généralement sous l'hypothèse que la réponse enontrainte est de type sinusoidale (4) ave un déphasage δ ou angle de perte, telle que :
σ(t) = σ0 sin (ωt+ δ). (C.85)La relation ontrainte-déformation utilisée est elle proposée par le modèle de Kelvin-Voigtdont l'énergie dissipée au ours d'un yle, orrespond à l'aire de l'ellipse (f. FIG. C.19). Elles'exprime sous la forme :

Φ/cycle =

∮
σdε = σ0ε0

∫ T

0
cos(ωt) sin(ωt+ δ)dt = πσ0ε0 sin(δ). (C.86)

PSfrag replaements ε0 cos (δ)

ε0 sin (δ)

σ

ε

ε0

ε0

E′ε0
E′′ε0

Figure C.19 � Hystérésis de forme elliptiqueLes grandeurs aratéristiques vues préédemment s'érivent alors telles que :� le module dynamique : |E∗| =
σ0

ε0
,� le module de stokage (gain) : E′ = |E∗| cos(δ), partie réelle du module dynamique repré-sentant l'énergie emmagasinée et restituée au ours d'un yle,� le module de perte : E′′ = |E∗| sin(δ), partie imaginaire du module dynamique représentantl'énergie dissipée sous forme de haleur pendant un yle,� le fateur de perte : ∆E =

E′′

E′ = tan(δ), .(4). Cette hypothèse est souvent peu su�sante et typiquement la réponse en e�ort ontient des harmoniquesd'ordre supérieur, et la réponse réelle est de la forme σ(t) =
X

k

σk sin(kωt+ δk).





Résumé :Les modèles rhéologiques généralisés aux grandes déformations sont lassiquement employés pour aratériser leomportement dissipatif des élastomères. En e�et, l'utilisation de modèles unitaires (i.e. mono-branhes) hyper-visoélastiques tels que Zener ou Poynting-Thomson permet une bonne représentativité d'un temps aratéris-tique de relaxation. dès lors, il semble qu'un modèle ded Maxwell généralisé (i.e. multi-branhes) permettra deouvrir un large spetre de temps aratéristiques de relaxation mais le problème réside alors dans l'identi�ationdu nombre important de paramètres. Nous proposons don une approhe statistique qui généralisera les assem-blages mono-branhes à une in�nité de branhes. L'apport de ette méthode réside, en une ouverture d'un largespetre de fréquenes à savoir les avntages d'un modèle multi-branhe, sans pour autant augmenter le nombre deparamètre du modèle. On propose alors la fabriation d'un modèle hyper-viso-élastique auquel on assoie unebranhe élastoplastique pour permettre une meilleure représentation dun phénomène d'assouplissement suivantl'amplitude dynamique de solliitation. On élabore alors une stratégie d'identi�ation des paramètres du modèlestatistique hyper-viso-plastique que l'on applique à notre matériau à température ambiante. On réalise ensuiteune onfrontation du modèle ainsi identi�é ave des essais yliques harmoniques d'ordre inférieur ou égal à trois.l'utilisation dee e modèle o�rant des résultats satisfaisants, on réalise une ampagne d'identi�ation du modèleà di�érentes températures.Mots lefs : élastomère, modélisation, grandes déformations, hyperélastiité, visoélastiité, élastoplastiité.Abstrat :The rheologial models generalized to �nite deformation are lassially used to haraterize the hyper-viso-elasti behavior of �lled elastomers. However, the simple rheologial models, suh as the model of Zener or that ofPoynting-Thomson, suitably re�et the behavior in a limited domain of frequeny of loading. Consequently, theuse of the generalized Maxwell model (with a high number of branhes) an be neessary to over a wide frequenyspetrum. However, this model requires the identi�ation of a large number of harateristi parameters in orderto represent the behavior of material. In this work, we present a statistial approah allowing the generaliza-tion of disrete rheologial models to ontinuous models omprising an in�nity of branhes, without signi�antlyinreasing the number of parameters to be identi�ed. In order to better represent the softening of material athigh amplitudes, the model proposed here is based on the assoiation of the statistial hyper-viso-elasti modelwith an elastoplasti branh. We thus obtain a statistial hyper-viso-elasto-plasti model omprising 6 hara-teristi parameters. To identify these parameters for the behavior of material, a ampaign of experimental testswas undertaken at ontrolled temperatures (of −55oC to +70oC). These experimental tests were arried out ondouble-shearing test-piee onstituted of a silioned elastomer �lled with silia : - subjeted to triangular yliloading (at various deformation rates and various amplitudes) ; - in relaxation test at various levels of deformation.Finally, omparison of the model thus identi�ed with results of experimental validation tests performed undermulti-harmoni loading shows the good representativeness of the model for a relatively wide frequeny spetrumand a large �eld of deformation.keywords : elastomer, modelisation, large strains, visoelastiity, hyperlastiity, elastoplastiity.


