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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts s♦♥t ❛❞r❡ssés ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ à ❏❛❝q✉❡s ❉❡❧❛❜r♦✉✐❧❧❡ ❡t ▼❛r❝✲❆♥t♦✐♥❡ ▼✐✈✐❧❧❡✲
❉❡s❝❤ê♥❡s✱ q✉✐ ♠✬♦♥t ❡♥❝❛❞ré t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈❡ ❢✉t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♣r✐✈✐❧è❣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❡t ❞❡
tr❛✈❛✐❧❧❡r s♦✉s ❧❡✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ▲❡✉r ❝♦♠♣ét❡♥❝❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❧❡✉rs ❝♦♥s❡✐❧s ❛✈✐sés ♠✬♦♥t été ♣ré❝✐❡✉①
♣♦✉r ❝❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❏✬❛✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡✉ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬êtr❡ ❛❝❝✉❡✐❧❧✐
♣❛r ➱❧é♥❛ P✐❡r♣❛♦❧✐ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❯❙❈✳ ❈❡ ❢✉t ✉♥ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r
❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❡t ❥❡ ❧❛ r❡♠❡r❝✐❡ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✳ ❏❡ t✐❡♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs à ❛❞r❡ss❡r ❞❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts
♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs à ❏❡❛♥✲❇❛♣t✐st❡ ▼❡❧✐♥✱ ♣♦✉r s♦♥ rô❧❡ ♠❛❥❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ré✉ss✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à
❏❡❛♥✲❋r❛♥ç♦✐s ❈❛r❞♦s♦ ❡t ●✐❧❧❡s ❋❛➳ ♣♦✉r ❧❡✉r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛♠✐❝❛❧❡ r✐❝❤❡ ❡♥ ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts✳

●✐❛♥❢r❛♥❝♦ ❞❡ ❩♦tt✐ ❡t ❋r❛♥ç♦✐s✲❳❛✈✐❡r ❉és❡rt ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❡❧✐r❡ ♠❛ t❤ès❡ ❡t ❞✬❡♥ r❛♣♣♦rt❡r
❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ❏❡ ❧❡✉r s✉✐s très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❞❡ ❧❡✉rs ❡✛♦rts ❡t ❞❡s ❝♦♥s❡✐❧s q✉✬✐❧s ♦♥t ♣r♦❣✐❣✉és ♣♦✉r
❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❉✐❞✐❡r P❡❧❛t✱ ❋r❛♥ç♦✐s ❇♦✉❝❤❡t✱ ❆♥♥❡ ➱❛❧❡t
❡t ❖❧✐✈✐❡r ❋♦r♥✐ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r à ♠♦♥ ❥✉r②✳

▼❡s ♣❡♥sé❡s ✈♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ✈❡rs t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ❢❛✐t ❧❡ q✉♦t✐❞✐❡♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❆❉❆▼■❙✱ ❋❛❜r✐❝❡ ❉♦❞✉✱ ❋ré❞ér✐❝ ●✉✐❧❧♦✉①✱ ❘❛❞❡❦ ❙t♦♠♣♦r✱
➱r✐❝ ❈❤❛ss❛♥❞❡✲▼♦tt✐♥✱ ❖❧✐✈✐❡r ❘❛❜❛st❡✱ ❋❛❜✐❡♥ ❈❛ss❡✱ P❡❣❣② ❱❛r♥✐èr❡ ❡t ❍é❧♦ïs❡ ▼é❤❡✉t✱ s♦✉r❝❡s
❞✬é❝❤❛♥❣❡s✱ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❞✬❡♥tr❛✐❞❡ ❡t ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r ✐♥é♣✉✐s❛❜❧❡s✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ❛✉ss✐ ❛✉① ♠❡♠❜r❡s
❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥✱ ❛✉① t❤és❛r❞s ❡t ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❆P❈✱ ❛✉① ♠❡♠❜r❡s
❞✉ s❡r✈✐❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❞✉ ❙❙❘✱ ❛✉① s❡r✈✐❝❡s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐❢s ❞❡ ❧✬❖❜s❡r✈❛t♦✐r❡✳ ❆②❛♥t ♣❛ssé ♣rès
❞✬✉♥❡ ❛♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠✉rs ❞❡ ❧✬■❆❙✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♠✬② ♦♥t ✭s✐ ❜✐❡♥✮ ❛❝❝✉❡✐❧❧✐✱
♠❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞❡ ❜✉r❡❛✉ ◆❛t❤❛❧✐❡ ❡t ▼❛r✐❡✱ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ▼■❙✱ ❏✉❧✐❡♥ ●r❛✐♥ ❡t s❡s ❛❝♦❧②t❡s
❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❡✱ ❡t ❧❡ ❥♦②❡✉① ❣r♦✉♣❡ ❞❡s t❤és❛r❞s ❞❡ ❧✬■❆❙✳ ❈❤❛r❧❡s ▲❛✇r❡♥❝❡ ♠✬❛ ❛❝❝✉❡✐❧❧✐
❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ P❧❛♥❝❦ ❛✉ ❏P▲✱ ❥❡ ❧✉✐ ❡♥ s✉✐s r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t✳ ▼❡s q✉❡❧q✉❡s ♠♦✐s
❛✉ ➱t❛ts✲❯♥✐s ♥✬❛✉r❛✐❡♥t ♣❛s ❡✉ ❧❛ ♠ê♠❡ s❛✈❡✉r s❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❞❡ ◆✐❝♦❧ò✱ q✉✐ ♠✬❛ ❣✉✐❞é ❛✉
s❡✐♥ ❞❡ s♦♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❡t ❞❡ ▲♦r✐s ❡t ❚❤❛❞✳ ❊♥✜♥✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❞❡ ❲●✷ ❡t ❞❡
❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té P❧❛♥❝❦ q✉✐ ♦♥t ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉é à ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❞♦♥t ✐❧ s❡r❛✐t
❜✐❡♥ ♠❛❧❛✐sé ❞❡ ❞r❡ss❡r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ t♦✉t❡❢♦✐s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❏✉❛♥ ▼❛❝í❛s Pér❡③✱
❏♦❛q✉✐♥ ●♦♥③❛❧❡s ◆✉❡✈♦ ❡t t♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡✉rs ❞✉ P❙▼✳

❏❡ ♥✬✐♠❛❣✐♥❡ ♣❛s ❞❡✈♦✐r ❛❝❝♦♠♣❧✐r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s❛♥s ❧❡ s♦✉t✐❡♥ ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡t ❞❡ ♠❡s
❛♠✐s✳ ▼❡r❝✐ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts q✉✐ ♦♥t t❛♥t ❢❛✐t ♣♦✉r ♠♦✐✳ ▼❡r❝✐ à ◆✐❝♦❧❛s✱ ❇❛st✐❡♥✱ ▼❛r✐❡✱ ❛✉① ♠❡♠❜r❡s
❞❡ ❧❛ P❡t❡r✬s ❍♦✉s❡ ❡t à t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♠✬♦♥t ❡♥t♦✉ré ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r s✬êtr❡ ✐❧❧✉stré❡
s❛♥s r❡t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ r❡✐♥❡ ❞✉ s♦✉t✐❡♥ t♦✉t❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❡❧
♦✉ ❛✛❡❝t✐❢✱ ❥✬❛❞r❡ss❡ à ▼❛✉❞❡✱ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✉ ❝÷✉r✱ ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ❧❡s ♣❧✉s s✐♥❝èr❡s✳ ❏❡ ❧✉✐ ❞é❞✐❡
❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ ❛ t❛♥t ❢❛✐t✳
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✷✳✼ ❈❛rt❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❲▼❆P✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✷✳✽ ❈❛rt❡ ■❘■❙ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ à ✶✵✵µm✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✷✳✾ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉① ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✷✳✶✵ ❉✐✈❡rs✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✸✳✶ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ P❙▼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✸✳✷ ❉♦♥♥é❡s ❛♥❝✐❧❧❛✐r❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❜♠♣❴✸❝♦♠♣❴✈✶✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✸✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ✻✶
✸✳✹ ➱♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ à ✷✸ ●❍③ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ ❲▼❆P ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❊▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✸✳✺ ■♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞✉ ♣s♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✸✳✻ ➱♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡ à ✷✸ ●❍③ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❲▼❆P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✸✳✼ ➱♠✐ss✐♦♥ ❛♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ à ✷✸ ●❍③ ❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✸✳✽ ❉é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✸✳✾ ❈♦✉✈❡rt✉r❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ❝❛t❛❧♦❣✉❡s ❞❡ r❛❞✐♦✲s♦✉r❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✸✳✶✵ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s r❛❞✐♦ à ✸✵✱ ✶✹✸ ❡t ✽✺✼ ●❍③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✸✳✶✶ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣t❛❣❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❞❛♥s ❧❡ P❙▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✸✳✶✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ✐♥té❣ré ❞❡s s♦✉r❝❡s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s à ✸✵✱ ✶✹✸ ❡t ✽✺✼ ●❍③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✸✳✶✸ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ P❙▼ à 850µ♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✸✳✶✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤ ❞❛♥s ❧❡ P❙▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✸✳✶✺ ▼♦❞è❧❡ ❡t ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ✾✹ ●❍③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✹✳✶ ❋❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡♥êtr❡ ❡t ♣r♦✜❧ s♣❛t✐❛❧ ❞❡ tr♦✐s ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts ❛ss♦❝✐é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✹✳✷ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts P❙❲❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✹✳✸ ❋❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♣r♦❧❛t❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✹✳✹ ▼♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ❡t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✹✳✺ ▼♦❞è❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❢réq✉❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✹✳✻ ❊rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❊❙◆ ♣♦✉r q✉❛tr❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
✹✳✼ ❊rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❊❙◆ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✾✽
✹✳✽ ❘♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❊❙◆ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ s♦✉s ♦♣t✐♠❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✹✳✾ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙◆ ❡t ❞✉ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✹✳✶✵ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙◆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
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✹✳✶✶ ❋✉s✐♦♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣❛r ❧✬❊❙◆ ❛❣ré❣é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✺✳✶ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ♣♦❧❛r✐sés à ✶✵✵ ●❍③✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✺✳✷ ▼❛sq✉❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❊P■❈✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✺✳✸ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ ❜r✉✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛tt❡♥❞✉s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥str✉♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✺✳✹ ❙♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ♠❡s✉ré ♣❛r ❙♠✐❝❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✺✳✺ ❉é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙♠✐❝❛ ❞✉❡ ❛✉① s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✶✷✵
✺✳✻ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✻✳✶ P❛✈❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ♣❛r ❞❡s ❝❛rt❡s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❝♦♥st❛♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✻✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧ ❡t ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
✻✳✸ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s ❞❛♥s ✹ ❝❛♥❛✉① P❧❛♥❝❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
✻✳✹ ▼❛sq✉❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❡t ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
✻✳✺ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ s✉r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❢❛✉ss❡s ❞ét❡❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸
✻✳✻ ❊✛❡ts s♣❡❝tr❛❧ ❞✬✉♥ ♠❛sq✉❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✻✳✼ ❙♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
✻✳✽ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♠❛sq✉é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
✻✳✾ ❈❛rt❡s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P ✸ ❛♥s ✶✸✽
✻✳✶✵ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s P❧❛♥❝❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✻✳✶✶ ❙♣❡❝tr❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❞❡ rés✐❞✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
✻✳✶✷ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇ ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

❈✳✶ ❆♣♦❞✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛sq✉❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✶✳✶ P❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✶ P❤❛s❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✷✳✷ ❉✐✈❡rs✐té ❞❡s ❧♦✐s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✸✳✶ ▼♦❞è❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✻✳✻✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✸✳✷ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛♥❝✐❧❧❛✐r❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✸✳✸ ❘❡❧❡✈és ❞❡s s♦✉r❝❡s r❛❞✐♦ ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❡ P❙▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✹✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐❢réq✉❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✹✳✷ ❇❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✹✳✸ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ♣r♦t♦t②♣❛❣❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❆❉❆▼■❙✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✶ ❘és✉♠é ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✺✳✷ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡s s✉r r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹
✺✳✸ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❡♥s✐♥❣ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✺✳✹ ■♠♣❛❝t ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r ❛✈❡❝ ❊P■❈✲❈❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✺✳✺ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r ❛✈❡❝ ❙♠✐❝❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
✺✳✻ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ s✉r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✶✷✷

✻✳✶ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s P❧❛♥❝❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✻✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
✻✳✸ ▲✐st❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s ét❡♥❞✉❡s ♠❛sq✉é❡s ❧♦rs ❞✉ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P ✳ ✳ ✶✸✼
✻✳✹ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s ❡t s♦✉str❛✐t❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❛❧ P❧❛♥❝❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✈✐✐
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❡♣✉✐s s❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r P❡♥③✐❛s ❡t ❲✐❧s♦♥ ❡♥ ✶✾✻✺✱ ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦✲
❣✐q✉❡✱ ♦✉ ❈▼❇ ✭❛❝r♦♥②♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐s ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞✮✱ ❛ ❝♦♥st✐t✉é ✉♥❡ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡
s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ✉♥✐✈❡rs✳ ❙♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ❡t s❛ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ✐s♦tr♦♣✐❡ s♦♥t
✈❡♥✉s s♦✉t❡♥✐r ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ♥♦tr❡ ✉♥✐✈❡rs ❝♦♠♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥
✭♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✏❇✐❣✲❇❛♥❣✑✮✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞✉ ❈▼❇ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t
❞❡ ❝♦r♣s ♥♦✐r q✉❛s✐✲♣❛r❢❛✐t✱ ❞♦♥t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠❡s✉ré❡ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✳
❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❞❡ ✷✳✼✷✺ ❑❡❧✈✐♥s✱ ❝❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❝✉❧♠✐♥❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s
♠✐❧❧✐♠étr✐q✉❡s✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❝❡ r❛②♦♥✲
♥❡♠❡♥t ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ∆T

T ∼ 10−5✮ ♣❛r ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❈❖❇❊ ❡♥ ✶✾✾✷✱ ❡t ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡
❝❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❛ s♦♥❞❡❲▼❆P ❞❡♣✉✐s ✷✵✵✶✱ ♦♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉
é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❡t ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❡
q✉✐ s✬❛❥✉st❡ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❛
t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡s ❧✐♠✐t❡s✱ ✐❧ ❢❛✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛♣♣❡❧ à ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✱ ♥♦♠♠é❡s ❧✬é♥❡r❣✐❡
♥♦✐r❡ ❡t ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ♥♦✐r❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡♠❡✉r❡ ♠②stér✐❡✉s❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❡①♣❛♥✲
s✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ s♦♥ ❤✐st♦✐r❡✱ ♥♦♠♠é❡ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ❞♦✐t êtr❡ ✐♥✈♦q✉é❡ ♣♦✉r
❡①♣❧✐q✉❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛✐ts ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥♥❡❧s ✭❞♦♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s✮✳ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥
❞✉ s❝é♥❛r✐♦ ❞✬✐♥✢❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ♥♦✐r❡
❡t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ s♦♠❜r❡✱ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞❡s ❡♥❥❡✉① ♠❛❥❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❡✱ ❡t ♣♦✉r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❡♥
❣é♥ér❛❧✳

▲❡ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ P❧❛♥❝❦✱ ❧❡ ✶✹ ♠❛✐ ✷✵✵✾✱ ♦✉✈r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣♦✉r ❧❛
s❝✐❡♥❝❡ ❞✉ ❈▼❇✳ ▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❡t s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ s✉r ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ✉♥✐✈❡rs ❡t s✉r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡s str✉❝t✉r❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❛♣♣❡❧é ♠♦❞❡s ❇✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
❞✉ ❈▼❇ s❡r❛✐t ré✈é❧❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❢♦♥❞ ❞✬♦♥❞❡s ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡t ❛♣♣♦rt❡r❛✐t ❛✐♥s✐
✉♥❡ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ très ♥❡tt❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♥✢❛t✐♦♥✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❈▼❇ s♦♥t
❝♦♥❢r♦♥té❡s à ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬é♠✐ss✐♦♥s ❛str♦♣❤②s✐q✉❡s ❞✬❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✱ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♣r✐✲
♠♦r❞✐❛❧✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡ ❞❡
♥♦tr❡ ♣r♦♣r❡ ❣❛❧❛①✐❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ s✬❛❥♦✉t❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s♦✉r❝❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥s ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ✭❣❛✲
❧❛①✐❡s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s✱ ♥♦②❛✉① ❛❝t✐❢s ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡s✱ ❡t❝ ✳✳✳✮✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s
♣♦✉r ❧❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ❈▼❇✱ ❡t s♦♥t ré♣❛rt✐❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s✱ ❧✬❡①✲
♣ér✐❡♥❝❡ P❧❛♥❝❦ ❞❡✈r❛✐t ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❧✐é❡ ❛✉① ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s
s❡r❛ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱ ❞♦♠✐♥❛♥t ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ s✉r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞✉ ❝✐❡❧✳ ❈❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡r❛ ❡♥❝♦r❡ ❛♠♣❧✐✜é ♣❛r ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❞✬✉♥❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛❝❝r✉❡✱
❞é❞✐é❡s à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❇ ❞✉ ❈▼❇✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡s ❢✉t✉r❡s ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡s✲
s✐t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♣❤②s✐q✉❡s ❝♦♥tr✐❜✉❛♥t à ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉
s✐❣♥❛❧ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧✱ ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣♦✉r
❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ♣♦✉rs✉✐✈✐s ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❈▼❇✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r
❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ✈❡♥✐r✳ ■❧ ❛❜♦r❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ✿ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s✱
❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
♠❛sq✉é❡s ❡t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♠♣r❡♥❞✱ ❡t s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ P❙▼✱ ✉♥ ♦✉t✐❧
❝♦♠♣❧❡t ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡

✐①



① ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

✶✵✵ µm ❡t ✶✵ ♠♠✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ P❙▼ ❡st ❞♦✉❜❧❡ ✿ ❛♠é❧✐♦r❡r ❡t ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❛str♦♣❤②s✐q✉❡s ❞✬❛✈❛♥t✲♣❧❛♥✱ ❡t ❢♦✉r♥✐r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❞✉ ❝✐❡❧ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ré❛❧✐s♠❡ s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ❧❡ t❡st ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳

❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞✬❛✈❛♥t✲♣❧❛♥✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ③♦♥❡s ❞✉ ❝✐❡❧ s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t
♣❧✉s ❝♦♥t❛♠✐♥é❡s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✱ ❡t ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡✛❡❝t✉és ❞♦✐✈❡♥t ♣♦✉✈♦✐r s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ♠ê♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ♦✉ ❛✉t♦✉r ❞❡ s♦✉r❝❡s
❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜r✐❧❧❛♥t❡s✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ s♦✐t tr♦♣ ❝♦♥t❛♠✐♥é ♣♦✉r s❡r✈✐r à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉
❈▼❇ ❡t ❞♦✐✈❡ êtr❡ ♠❛sq✉é✱ ❝ré❛♥t ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s✳ ▲❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts
♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡t ❤étér♦❣è♥❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❈▼❇✱ q✉✐ ❡♥❝♦❞❡ ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❡st✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐♥❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t
✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ❡t ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❢❛✐t ❞♦♥❝ ✐♠♠é❞✐❛✲
t❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ✭❞❡ t②♣❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ s✉r ❧❛ s♣❤èr❡✳
❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts✱ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s
s♣❤ér✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✳

◆♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❛str♦♣❤②✲
s✐q✉❡s s❛♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳ ▲✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✐✛✉s❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ❡st
❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛✉① ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ✭s✉♣ér✐❡✉r❡s ❛✉ ❞❡✲
❣ré✮✳ ▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s t❡♥s❡✉rs✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠❛❥❡✉r❡ ❛✉① ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥
♣♦❧❛r✐sé❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ❡st ❛tt❡♥❞✉❡ à ❝❡s é❝❤❡❧❧❡s ❡t à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts✱
❡st ❞♦♥❝ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ♥♦tr❡ ❝❛♣❛❝✐té à ❡①tr❛✐r❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s❡♠✐✲❛✈❡✉❣❧❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ét✉❞✐♦♥s ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s
❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❢✉t✉r❡s ♠✐ss✐♦♥s ✈✐s❛♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t
s♦♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t
❞❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ♦❜s❡r✈❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛
été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❝✉❡✐❧❧✐❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✺ ♣r❡♠✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❲▼❆P✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢✉t✉r❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ P❧❛♥❝❦✳

▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❡t ❡st ♦r❣❛♥✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉
❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❛s♣❡❝ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❛❝t✉❡❧✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡♥❥❡✉① s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❧✐és ❛✉①
❢✉t✉r❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❞✉ ❈▼❇ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❡♥ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡
t❡♥t❡ ❞✬♦✛r✐r ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❛str♦♣❤②s✐q✉❡s ❞✬❛✈❛♥t✲♣❧❛♥ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡
tr❛✈❛✐❧✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✱ ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ P❙▼✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡
s❡ ✈❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r s❡r✈✐r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ à ❧✬❛❝t✉❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥ st❛❜❧❡
❞✉ ❝♦❞❡ ✭✶✳✻✳✻✮✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✱ ❡t ♣rés❡♥t❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
s♣❡❝tr❛❧ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts ✭❊❙◆✮✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ❛❜♦r❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❞✐✛✉s❡s ✭♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇ ❡t ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✐✛✉s❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡✮
♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ♣r✐♠♦r❞✐❛✉①✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t ✐❧❧✉str♦♥s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s s✉r ❧❛
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s✳



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❈❛❞r❡ ❚❤é♦r✐q✉❡

✶





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

▲❡ ❋♦♥❞ ❉✐✛✉s ❈♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡

❙♦♠♠❛✐r❡
✶✳✶ ▲✬✉♥✐✈❡rs ❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✶✳✶✳✶ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ✐s♦tr♦♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✶✳✶✳✷ ❖r✐❣✐♥❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❇✐❣✲❇❛♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✶✳✸ ▲✐♠✐t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✷ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✷✳✶ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✷✳✷ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✷✳✸ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✷✳✹ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✸ ▲✬✐♥✢❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✸✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✸✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ r♦✉❧❡♠❡♥t ❧❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶✳✸✳✸ ■♥✢❛t✐♦♥ ❡t ♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✸✳✹ ❘❡♠❛rq✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✹ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✹✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✹✳✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❡st
❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ♥♦✐r ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r❢❛✐t à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✱
❞❡ 2.725 K ✭❄✮✳ ▲❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❝❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ✭❄❄✮✱ ❢✉t ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦rt ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❇✐❣✲❇❛♥❣✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❧é❣❡rs ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs ♣❛r ❧❡
♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ♥✉❝❧é♦s②♥t❤ès❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡ ✭❄✮✳ ❈❡ s❝é♥❛r✐♦ s❡ rés✉♠❡ ❛✐♥s✐ ✿ ❧✬✉♥✐✈❡rs s✬❡st r❡❢r♦✐❞✐
❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❡t ét❛✐t ♣❛r ❧❡ ♣❛ssé ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❝❤❛✉❞ ❡t ❞❡♥s❡ q✉✬✐❧ ♥❡ ❧✬❡st ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳
▲♦rsq✉❡ s❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ✭. 4000 K✮✱ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡t ❧❡s ♥♦②❛✉①
♦♥t ♣✉ s❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❡♥ ✉♥ ❣❛③ ♥❡✉tr❡✳ ➚ ❝❡tt❡ é♣♦q✉❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✱ ❧❡ ❣❛③ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s
q✉✐ ét❛✐t ❥✉sq✉❡ ❧à ♠❛✐♥t❡♥✉ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ✐♦♥✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✱ ❛ ♣✉ s❡ ♣r♦♣❛❣❡r ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧✐❜r❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛
♠❛t✐èr❡✱ ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❛ ❝♦♥s❡r✈é s♦♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❝♦r♣s ♥♦✐r✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s s✉❜✐t
t♦✉t❡❢♦✐s ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐
❡st ❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✵✵ ❢♦✐s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳

▲❡ s♣❡❝tr❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ été ♠❡s✉ré ❞❡♣✉✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ très
❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ❋■❘❆❙ ✭❋❛r ■♥❢r❛r❡❞
❆❜s♦❧✉t❡ ❙♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡t❡r✮ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❈❖❇❊ ❄✱ q✉✐ ❛ ❝♦♥✜r♠é s❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s♣❡❝tr❡
❞✬✉♥ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦r♣s ♥♦✐r à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ✷✳✼✷✺ ±0.001 ❑ s✉r ✷ ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❡♥
❢réq✉❡♥❝❡ ✭❄✮✳ ▲✬✐♥str✉♠❡♥t ❉▼❘ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❢✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ♦❜s❡r✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡
♣❡t✐t❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✱ ré✈é❧❛tr✐❝❡s ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs✳
▲❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❝❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ✭❄✮ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳
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❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❈❛rt❡s ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ét❛❜❧✐❡s ♣❛r ❧❡s
s❛t❡❧❧✐t❡s ❈❖❇❊ ✭❄✮ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❲▼❆P ✭❄❄✮✭à ❞r♦✐t❡✮✳

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧✬✉♥✐✈❡rs✱ ❜✐❡♥ q✉❡ t♦✉❥♦✉rs ❤♦♠♦❣è♥❡ à ❣r❛♥❞❡
é❝❤❡❧❧❡✱ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❧❡s str✉❝t✉r❡s q✉❡ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❣❛❧❛①✐❡s ❡t ❧❡s ❛♠❛s ❞❡
❣❛❧❛①✐❡s✳ ❈❡s str✉❝t✉r❡s s♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐té
❞é❥à ♣rés❡♥t❡s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳

❉❡♣✉✐s ❧❡✉r ❞é❝♦✉✈❡rt❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ♠❛❥❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦s♠♦✲
❧♦❣✐❡ ♠♦❞❡r♥❡✱ ❝❛r ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❛♣♣♦rt❡♥t ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♠❛tér✐❡❧ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❡t s❛ ❣é♦♠étr✐❡✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣✲
♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st ❝♦♠♣❧été❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ❞ét❡❝té❡ ♣♦✉r
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ❉❆❙■ ✭❉❡❣r❡❡ ❆♥❣✉❧❛r ❙❝❛❧❡ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✮✭❄✮✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ ❛ ❡♥
❡✛❡t ♣✉ ❛❝q✉ér✐r ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❧✐é❡ à ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥t s✉r ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s
❧❡ ❞✐✛✉s❛♥t✮ à ❞❡✉① é♣♦q✉❡s ✿ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✱ ♣✉✐s à ❧❛ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❞❡
❧✬✉♥✐✈❡rs ♣❛r ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ét♦✐❧❡s✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡t ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠♦②❡♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ t❡st❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥
❢♦♥❞ ❞✬♦♥❞❡s ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs✳

❆✐♥s✐ ❞❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞✬✐♥str✉♠❡♥ts s❡ s♦♥t s✉❝❝é❞és ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❡t ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❡s✉r❡
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❈❖❇❊✳ ▲❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝❛rt❡✱ à ❝❡ ❥♦✉r✱ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛ été ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r
❧❛ s♦♥❞❡ ❲▼❆P ✭❄✮✱ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡ ❈❖❇❊✱ ❧❛♥❝é❡ ❡♥ ✷✵✵✶✳ ▲❛ ❝❛rt❡ ♦❜t❡♥✉❡ ✭❛♣rès s♦✉str❛❝t✐♦♥
❞❡s ❛✉tr❡s é♠✐ss✐♦♥s ❛str♦♣❤②s✐q✉❡s ❝✳❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄ ❡t ❄✮ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝✐♥q ♣r❡♠✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❞❡❲▼❆P ✭❄✮ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞r❡ssé❡ ♣❛r ❈❖❇❊
♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❡♥ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❝♦♠♣❧été❡ ❛✉① ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s
❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛✉ s♦❧ ♦✉ ♣♦rté❡ ♣❛r ❞❡s ❜❛❧❧♦♥s str❛t♦s♣❤ér✐q✉❡s✳ ❈✐t♦♥s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❇♦♦♠❡r❛♥❣ ✭❄✮ ❡t ❆❝❜❛r ✭❄✮✳

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r❲▼❆P ❡t ❞✬❛✉tr❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s ✭t❡❧s ❧❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ ❞❡s s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ❞❡ t②♣❡ ■❛✱ ❧❛ ♥✉❝❧é♦s②♥t❤ès❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡ ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s
❣❛❧❛①✐❡s à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✮ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❛❝❝♦r❞ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs s✐♠♣❧❡ ✭♥♦♠♠é
Λ✲❝❞♠✮ ❣♦✉✈❡r♥é ♣❛r ✻ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲✬✉♥✐✈❡rs ❡st r❡♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ❝♦♠♣♦sé✱ à ♥♦tr❡ é♣♦q✉❡✱ ♣♦✉r
✹✪ ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ❜❛r②♦♥✐q✉❡✱ ✷✶✪ ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ♥♦✐r❡ ❡t ✼✺✪ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡①♦t✐q✉❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞é♥♦♠♠é❡
é♥❡r❣✐❡ s♦♠❜r❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞ès ❧♦rs ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s✳ ▲❡ s❛t❡❧❧✐t❡ P❧❛♥❝❦ ✭❄✮✱ ❧❛♥❝é ❧❡ ✶✹ ♠❛✐ ✷✵✵✾✱ ❢♦✉r♥✐r❛ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s✉r
❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❡♥ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ à ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✺ ♠✐♥✉t❡s ❞✬❛r❝✱
❡t ❞❛♥s ♥❡✉❢ ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs s②sté♠❛t✐q✉❡s ❧✐é❡s ❛✉①
é♠✐ss✐♦♥s ❞✬❛✈❛♥t✲♣❧❛♥✮✳ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ P❧❛♥❝❦ ❞❡✈r❛✐❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❛ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦s♠✐q✉❡✮ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s✱ ❡t ❞❡ t❡st❡r ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♠ê♠❡ s✐ P❧❛♥❝❦ ❛♣♣♦rt❡r❛ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s
❞✬✐♥✢❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣ré❞✐s❡♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬♦♥❞❡s ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♥♦♥ ❞ét❡❝✲
t❛❜❧❡s ♣❛r ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❝❡s ♠♦❞❡s t❡♥s❡✉rs s✉r ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞
❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♠❛❥❡✉r ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t❡ s✉r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❧✉✐ ❞♦♥♥❛♥t ♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❝❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♠♦t✐✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞é❞✐é❡s✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❢✉t✉r❡ s♦♥❞❡ s♣❛t✐❛❧❡ ✭❄❄✮✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❡sq✉✐ss❡r ❧❡s ❣r❛♥❞s tr❛✐ts ❞✉ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s ❛❝t✉❡❧s✱ ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡t ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s
❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞✐t ❞❡ ❇✐❣✲❇❛♥❣✱ q✉✐ ❞é❝r✐t ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ✐s♦tr♦♣❡✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s



✶✳✶✳ ▲✬❯◆■❱❊❘❙ ❊◆ ❊❳P❆◆❙■❖◆ ✺

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ❘❡❧❡✈é ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❙❉❙❙ ✭❙❧♦❛♥ ❉✐❣✐t❛❧ ❙❦② ❙✉r✈❡②✮✱ ❝♦✉✈r❛♥t ♣❧✉s ❞✬✉♥ q✉❛rt ❞✉ ❝✐❡❧
❛♣rès ✽ ❛♥♥é❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❝❛rt❡s tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s
❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ✾✸✵ ✵✵✵ ❣❛❧❛①✐❡s ❡t ✶✷✵ ✵✵✵ q✉❛s❛rs✳ ❖♥ ② ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs
à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✳

❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♣rés❡♥t❡r ❧❡s
❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ✿ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ rés✉♠❡ ❧✬ét❛t
❛❝t✉❡❧ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ♣rés❡♥tés ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t
✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡♥❥❡✉① s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡s ❢✉t✉r❡s ♠❡s✉r❡s ❞✉ ❈▼❇✳

✶✳✶ ▲✬✉♥✐✈❡rs ❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥

▲❛ ❣r❛✈✐té✱ s❡✉❧❡ ❢♦r❝❡ à ❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♥♦♥ ❝♦♠♣❡♥sé❡✱ ❣♦✉✈❡r♥❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
❧✬✉♥✐✈❡rs à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✳ ❈♦✉♣❧é❡ ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ s✉♣♣♦s❡ ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t
✐s♦tr♦♣❡✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✭à s❛✈♦✐r ❧❛ r❡❧❛t✐✈✐té ❣é♥ér❛❧❡✮ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❧✬✉♥✐✈❡rs✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❡t ♣ré❞✐❝t✐❢✳ ▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡
s❡❝t✐♦♥✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ q✉✐ ❣♦✉✈❡r♥❡♥t
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❇✐❣✲❇❛♥❣ ♣ré❞✐s❛♥t✱ ❡♥tr❡
❛✉tr❡✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡♥
✐❧❧✉str❛♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ s❡r♦♥t ❞é♣❛ssé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ✉s❛❣❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✉♥✐tés ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ~ = c = 1 ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s
❛❧♦✉r❞✐r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ❡t ❡♠♣❧♦✐❡r♦♥s ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ (+,−,−,−) ♣♦✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✐♥❝❧✉s✱ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❄❄ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ✉♥ ❜r❡❢ r❛♣♣❡❧ ❞❡ r❡❧❛t✐✈✐té ❣é♥ér❛❧❡ ✉t✐❧❡ à ❧❛ ❧❡❝t✉r❡
❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✶✳✶✳✶ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ✐s♦tr♦♣❡

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❡ s✉♣♣♦s❡ ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ✐s♦tr♦♣❡✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐✈✐té ❣é♥ér❛❧❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱
♥♦♠♠é❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s à ♥♦tr❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ♥✐ ♠ê♠❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❣❛❧❛①✐❡✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❣❛❧❛①✐❡s ❡t ❞❡s ❛♠❛s ♠♦♥tr❡♥t q✉✬❛✉① é❝❤❡❧❧❡s
s✉♣ér✐❡✉r❡s à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥t❡r✲❛♠❛s ✭❛✉t♦✉r ❞❡ ✶✵✵ ▼♣❝✮✱ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❞❡✈✐❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡
❄❄✮✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ té♠♦✐❣♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡
❧✬✉♥✐✈❡rs ♣❛r ❧❡ ♣❛ssé✱ ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠❡s✉ré❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡❧❛t✐✈❡
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ∆T/T ∼ 10−5✳

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❞é✜♥✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣ré❢éré ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs✱ ❞✐ts ❝♦♠♦❜✐❧❡s✱
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬✉♥✐✈❡rs✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❈▼❇✱ ❛♣♣❛r❛ît ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✐s♦✲
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tr♦♣❡✶✳ ▲✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t p s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❝♦♠♦❜✐❧❡✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t p′ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❝♦♠♦❜✐❧❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥
p ❡t p′ s♦✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s M ♥♦♠♠é❡ t❡♠♣s
✉♥✐✈❡rs❡❧✱ ♦✉ t❡♠♣s ❝♦s♠✐q✉❡✳ ❙✉r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs ❝♦♠♦❜✐❧❡✱ t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s ♣r♦♣r❡✳ ▲❡s
❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s t = ❝st ❢♦r♠❡♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥
♥♦t❡r❛ ẋ = ∂x

∂t ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ❝♦s♠✐q✉❡✳
▲❛ ♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ✉♥✐✈❡rs ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✭♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥✲❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r✮ ✿

ds2 = dt2 − a(t)2
[

dr2

1 − kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2(θ)dφ2

]
✭✶✳✶✮

= dt2 − a(t)2dx2 . ✭✶✳✷✮

▲❛ ♣❛rt✐❡ s♣❛t✐❛❧❡ a(t)2dx2 ❞❡ ❝❡tt❡ ♠étr✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t❡♠♣s à tr❛✈❡rs ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ a(t)✳
P♦✉r ȧ(t) > 0✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ s❡r❛ ❞✐t ❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❛r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ sé♣❛r❛♥t ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ✈♦✐s✐♥s ❡t
✐♠♠♦❜✐❧❡s✱ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳

▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s à t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ k q✉✐ ♣❡✉t
êtr❡ ♣♦s✐t✐❢✱ ♥é❣❛t✐❢ ♦✉ ♥✉❧✳ ▲♦rsq✉❡ k ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡r❛ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ k ♥❡ ♣r❡♥♥❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✲✶✱ ✵ ♦✉ ✶✳ P♦✉r k = 0 ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
s❡r❛ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❧❛t ✭s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✮✳ P♦✉r k = 1✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❡st ❢❡r♠é ✭♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r s♦♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ✜♥✐✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥❡ s♣❤èr❡
❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✮✳ P♦✉r k = −1 ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❞✐t ♦✉✈❡rt✳

■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❡♥✜♥ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s r = Sk(χ)✱ ❞é✜♥✐ s❡❧♦♥ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ k ✿

Sk(χ) = sinhχ, ♣♦✉r k = −1 , ✭✶✳✸✮

Sk(χ) = χ, ♣♦✉r k = 0 , ✭✶✳✹✮

Sk(χ) = sinχ, ♣♦✉r k = 1 , ✭✶✳✺✮

q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ réé❝r✐r❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✐♠♣❧❡ ✿

ds2 = dt2 − a(t)2
[
dχ2 + Sk(χ)2dθ2 + Sk(χ)2 sin2(θ)dφ2

]
. ✭✶✳✻✮

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠✉♥✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠étr✐q✉❡✳

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs ❤♦♠♦❣è♥❡ ✐s♦tr♦♣❡

▲❡s ♣❤♦t♦♥s s✉✐✈❡♥t ❞❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❞❡ ❣❡♥r❡ ❧✉♠✐èr❡ ✈ér✐✜❛♥t ds2 = 0 ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❄❄✮✳ ❙❛♥s
♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r s✐t✉é à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ s②stè♠❡
❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ ♦❜s❡r✈❛♥t ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ❞✐st❛♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s r1 ✭♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ χ1✮
❡t t1 ✭♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r θ = 0, φ = 0✮✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦❞és✐q✉❡ s✬é❝r✐t ✿

dt

a(t)
=

dr√
1 − kr2

= dχ . ✭✶✳✼✮

❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❝♦♥❢♦r♠❡ dη = dt
a(t) ✱ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ s✬✐♥tè❣r❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s✐♠♣❧❡ ✿

χ1 = η0 − η1.

❖♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ x′ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ❝♦♥❢♦r♠❡✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ♦❜s❡r✈és✱ q✉✐ ♣♦rt❡ ❧❡ ♥♦♠

❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✈❡rs ❧❡ r♦✉❣❡ ✭♦✉ r❡❞s❤✐❢t ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✱ ❡t r❡✈êt ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡♥ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❡ ❝❛r
✐❧ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♠❡s✉r❛❜❧❡ ✭♣❛r ❞❡s ♠❡s✉r❡s s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐q✉❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r s♦♥
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ T ✱ s✐t✉é ❛✉ ♣♦✐♥t
❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ r ✭♦✉ χ✮✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t ❛✉① s✐❣♥❛✉① é♠✐s à ❞❡✉① ✐♥st❛♥ts t1 ❡t
t1 + T ❡t r❡ç✉s ❡♥ t0 ❡t t0 + Tr ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t Tr ❡t T ✿

χ =

∫ t0

t1

dt

a(t)
=

∫ t0

t0+Tr

dt

a(t)
+

∫ t1

t0

dt

a(t)
+

∫ t1+T

t1

dt

a(t)
. ✭✶✳✽✮

✶❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r t❡rr❡str❡✱ ✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ❄❄✳
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❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t s✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s T ❡t Tr ✿

Tr

a(t0)
≃
∫ t0+Tr

t0

dt

a(t)
=

∫ t1+T

t1

dt

a(t)
≃ T

a(t1)
. ✭✶✳✾✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✈❡rs ❧❡ r♦✉❣❡ z ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✿

1 + z =
Tr

T
=
a(t0)

a(t)
. ✭✶✳✶✵✮

❉✐st❛♥❝❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s st❛t✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ss✐ ♥❛t✉r❡❧❧❡ q✉❡ ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❡st ❢❛♠✐❧✐❡r✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✭❄❄✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
♣r♦♣r❡ sé♣❛r❛♥t ❞❡✉① é✈è♥❡♠❡♥ts à ✉♥❡ é♣♦q✉❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ t✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣r♦♣r❡
dp = a(t)χ✳ ❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡✱ ❡t ♦♥ ❧✉✐ ♣ré❢ér❡r❛ ♣❛r❢♦✐s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣r♦♣r❡ ❝♦♠♦❜✐❧❡
❞é✜♥✐❡ à ♥♦tr❡ é♣♦q✉❡ ✭♥♦té❡ t0✮ ✿ Dp = a0χ✱ ♦ù a0 = a(t0)✳ ❆✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♥✬❡st t♦✉t❡❢♦✐s
♠❡s✉r❛❜❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳

▲✬❛str♦♣❤②s✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❞✐st❛♥❝❡s ✿ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ dD✱
❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✈r❛✐ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❡t s♦♥ ❞✐❛♠ètr❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♦❜s❡r✈é ❀ ❡t
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❧✉♠✐♥♦s✐té dL ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥♦s✐té ✈r❛✐❡ ❡t ❧❛
❧✉♠✐♥♦s✐té ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✳ ❉❡s ❝❛❧❝✉❧s s✐♠♣❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✿

dD = a(t1)r1 =
r1a0

1 + z
✭✶✳✶✶✮

❡t
dL = a0r1(1 + z) . ✭✶✳✶✷✮

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞✐st❛♥❝❡s✱ q✉✐ s♦♥t ♠❡s✉r❛❜❧❡s ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡t q✉✐ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡✉① é✈é✲
♥❡♠❡♥ts ♥♦♥ s✐♠✉❧t❛♥és ✭❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❡t s♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✮✱ ❛✈❡❝ ❧❡ r❡❞s❤✐❢t z ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ P♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ♣r♦❝❤❡s t♦✉t❡❢♦✐s ✭z << 1✮✱ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s s❡ ❝♦♥❢♦♥❞❡♥t ❡t ❧✬♦♥
♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r D ≃ t ✭♣♦✉r c = 1✮✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡tr♦✉✈❡r✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❣♦✉✈❡r♥❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ré❝❡ss✐♦♥ ❞❡s ❣❛❧❛①✐❡s
♣r♦❝❤❡s ét❛❜❧✐❡ ❡♥ ✶✾✷✾ ♣❛r ❧✬❛str♦♥♦♠❡ ❊❞✇✐♥ ❍✉❜❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡
❧✬✉♥✐✈❡rs✱ ❡t ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ ✭❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r
❞✬é❝❤❡❧❧❡ H = ȧ

a ✮ à ♥♦tr❡ é♣♦q✉❡✱ ♥♦té H0✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✈❡rs ❧❡ r♦✉❣❡ ❞✬✉♥❡ ❣❛❧❛①✐❡ à
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ D = ∆t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

z =
a0

a
− 1

≃ a0

a0 (1 + ∆tH0)
− 1

z ≃ DH0 .

❆✉① ❞✐st❛♥❝❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✱ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts
♣❧✉s ❧♦✐♥t❛✐♥s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ❞❡ t②♣❡ ■❛✱ ❛ ❛✐♥s✐ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ✭ä > 0✮✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
❋r✐❡❞♠❛♥♥ q✉✐ ❣♦✉✈❡r♥❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ♠♦♥tr❡r❛ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥ t❡❧ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ✉♥ ✉♥✐✈❡rs s❛♥s ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡✳

❚❡r♠✐♥♦♥s ❝❡tt❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤♦r✐③♦♥ q✉✐
❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐ts ❞❡ ✏❇✐❣✲❇❛♥❣✑ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛ssé❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❛❜♦✉t✐t à
✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té✳ ❈❡tt❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ♣❡✉t êtr❡ ♣r✐s❡ ❝♦♠♠❡ ♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s t❡♠♣s✳ ❉ès ❧♦rs✱ ❞❡✉① é✈è♥❡♠❡♥ts
s❡r♦♥t ❝❛✉s❛❧❡♠❡♥t ❧✐és s✐ ✉♥ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛ ♣✉ s❡ ♣r♦♣❛❣❡r ❞❡ ❧✬✉♥ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❉❡
❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡ ✿ ❧❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❞❡ ❣❡♥r❡ ❧✉♠✐èr❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❝ô♥❡
q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛✉s❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧✉✐✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❄❄✮ ❡♥tr❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s t❡♠♣s ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♣rés❡♥t✱ s✐ ❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡
❧✐♠✐t❡ ✿ χH(t0) =

∫ t0
0

dt
a(t) ✳ ❯♥ ♦❜❥❡t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜s❡r✈é q✉❡ s✬✐❧ s❡ s✐t✉❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣r♦♣r❡

❝♦♠♦❜✐❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à dH = a0χH ✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♥♦♠♠é❡ ❤♦r✐③♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ q✉❡❧ q✉❡
s♦✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs ❝❤♦✐s✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s✳



✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ▲❊ ❋❖◆❉ ❉■❋❋❯❙ ❈❖❙▼❖▲❖●■◗❯❊

➱q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ♠❡tt❡♥t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ a(t) ❛✈❡❝ ❧❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t✷ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ✭❄❄✮ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡
t❡♥s❡✉r é♥❡r❣✐❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t ✿

Tαβ = (ρ+ p)νανβ − pgαβ ,

♦ù p ❡t ρ s♦♥t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✱ ❡t ν s❛ q✉❛❞r✐✲✈✐t❡ss❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♣✉✐sq✉❡
traceg = 4 ✿

traceT = Tα
α = ρ− 3p . ✭✶✳✶✸✮

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬❊✐♥st❡✐♥ ✭❄❄✮ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣♦✉r ❝❡ ✢✉✐❞❡ ✭❄❄✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥✱ q✉✐ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

ä = −4πG

3
a (ρ+ 3p) +

Λa

3
, ✭✶✳✶✹✮

ȧ2 + k =
8πG

3
ρa2 +

Λa2

3
. ✭✶✳✶✺✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✭❄❄✮ ❡t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ✭❄❄✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ✿

d(ρa3)

dt
= −3pa2ȧ . ✭✶✳✶✻✮

▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs✱ q✉✐ ❧✐❡ ρ ❡t p✱
♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥✱ ❛✉ ✈✉ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬ét❛t
♣rés❡♥t ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

p = ωρ . ✭✶✳✶✼✮

❖♥ ❛ ❛❧♦rs dρ
ρ = −3(1 + ω)da

a q✉✐ s✬✐♥tè❣r❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✿

ρ ∝ a−3(1+ω) . ✭✶✳✶✽✮

❖♥ ♣❡✉t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ré❡❧ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs
✐❞é❛❧✐sés ✿

✕ P♦✉r ✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ traceT = 0✱ ♦♥ ❛ ρ = 3p✱ s♦✐t ω = 1/3✳ ❖♥ ❡♥
❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t s❡ ❞✐❧✉❡ ❝♦♠♠❡ a4✳

✕ ❯♥ ✢✉✐❞❡ s❛♥s ♣r❡ss✐♦♥ ✭p = 0 ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ω = 0✮ ✈♦✐t s❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ s❡ ❞✐❧✉❡r ❝♦♠♠❡
a3✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡ s♦♥ é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❡st
♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t s❛ ♠❛ss❡ ✭kBT ≪ m✮✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛✐♥s✐ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ✭♦✉ ♠❛t✐èr❡
❢r♦✐❞❡✮✳

✕ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡s ❡①♦t✐q✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬é♥❡r✲
❣✐❡ ✈ér✐✜❛♥t ω = −1 ❛✉r❛✐t ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✳

P❛r❛♠ètr❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s

▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ❢♦✉r✲
♥✐❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs à ♥♦tr❡ é♣♦q✉❡ ✭❞é♥♦té❡ ♣❛r ❧✬✐♥❞✐❝❡ 0✮✱ q✉✐ ✜①❡♥t
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛ssé❡ ❡t ❢✉t✉r❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✳ ■❧ ❡st ❝♦♠♠♦❞❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r
❞❡s ♥♦♠❜r❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧és ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té
❝r✐t✐q✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ✉♥✐✈❡rs s❛♥s ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ✿

ρc =
3H2

0

8πG
. ✭✶✳✶✾✮

✷▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ s✉♣♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❢♦♥t q✉❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r é♥❡r❣✐❡✲✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧
✉♥✐✈❡rs ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t✳



✶✳✶✳ ▲✬❯◆■❱❊❘❙ ❊◆ ❊❳P❆◆❙■❖◆ ✾

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ✭❄❄✮ s❡ ré❝r✐t ✿

k

ȧ2
=
ρ0

ρc
− 1 . ✭✶✳✷✵✮

■❧ ❡st ❝❧❛✐r ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té
❝r✐t✐q✉❡ ❞é✜♥✐t ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ρ0 > ρc ❧✬✉♥✐✈❡rs ❡st ❢❡r♠é✱ ♣♦✉r
ρ0 < ρc ❧✬✉♥✐✈❡rs ❡st ♦✉✈❡rt ❡t ρ0 = ρc ❞♦♥♥❡ ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ♣❧❛t ✭♦✉ ❝r✐t✐q✉❡✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ❧❡
♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝r✐t✐q✉❡ ✿

ΩM =
ρ0

ρc
. ✭✶✳✷✶✮

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐♥✈✐t❡♥t à ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♣❛r ✿

Ωk = − k

H2
0a

2
0

✭✶✳✷✷✮

❡t à ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧✐é à ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ✿

ΩΛ =
Λ

3H2
0

. ✭✶✳✷✸✮

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❞♦♥♥❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s ✿

ΩM + ΩΛ − 1 = Ωk . ✭✶✳✷✹✮

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥
✢✉✐❞❡ à ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ♠❛t✐èr❡ ❡t r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✱ ✈ér✐✜❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞❡ ❧❛
♣♦✉ss✐èr❡ ❡t ❞❡s ♣❤♦t♦♥s✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t x = a

a0
= 1

1+z ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥
✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✿

ẋ2

H2
0

=
Ωm

x
+

Ωr

x2
+ x2ΩΛ + 1 − (Ωm + Ωr + ΩΛ) , ✭✶✳✷✺✮

♦ù Ωm ❡t Ωr ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❢r♦✐❞❡ ❡t ❞✉ r❛②♦♥✲
♥❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡
❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t à ❣r❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts s❝é✲
♥❛r✐♦s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬✉♥✐✈❡rs ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐s❝✉tés
❜r✐è✈❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉r ♥♦tr❡ ✉♥✐✈❡rs s♦♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✐❧❧✉stré❡s ❡♥ ✜❣✉r❡
❄❄✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à é✈♦q✉é ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✉♥✐✈❡rs s❛♥s ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té
❝r✐t✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣rés❡♥t❡ ❡t ❢✉t✉r❡ ✭Ωr ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✮ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ Ωm✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❄❄✮ ❞♦♥♥❡ ✿

ẋ = H0

(
Ωm

x
+ 1 − Ωm

)1/2

. ✭✶✳✷✻✮

P♦✉r Ωm < 1✱ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❡st ❞é❝é❧éré❡ ♠❛✐s s❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❛ ét❡r♥❡❧❧❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡
❧✬✉♥✐✈❡rs ♣❧❛t s❛♥s ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ Ωm = 1✱ ❛♣♣❡❧é ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊✐♥st❡✐♥✲❉❡ ❙✐tt❡r✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r
❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝r♦✐t ✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t ❝♦♠♠❡ t2/3✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❡①❝é❞❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝r✐t✐q✉❡✱ Ωm > 1
✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❢❡r♠é q✉✐ ❝♦♥♥❛îtr❛ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ à s❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❡①♣❛♥✲
s✐♦♥✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ✉♥✐✈❡rs ❡st ❞é❝é❧éré❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣♦s✐t✐❢ ❞❡
❧❛ ❞❡♥s✐té ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡✳

❯♥ ✉♥✐✈❡rs ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❡✉t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛❝❝é❧éré❡✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞é❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ q0 = − ä0a0

ȧ2
0

❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ✿ 2q0 = Ωm−2ΩΛ✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✱ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡♥t
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❧❛t ❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛❝❝é❧éré❡ ✭❞✐t Λ✲❝❞♠✮✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ Ωm ∼ 0.3
❡t ΩΛ ∼ 0.7✳

▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❡✛❡t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬â❣❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❡t ❞❡ ❧❡ r❡♥❞r❡
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❧✉s ✈✐❡✉① ♦❜❥❡ts✳ ❈❡rt❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s✉✣s❛♠✲
♠❡♥t é❧❡✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ â❣❡ ✐♥✜♥✐ à ❧✬✉♥✐✈❡rs ✭✐❧ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❞❡
❇✐❣✲❇❛♥❣✮✳
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❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Ωm ❡t ΩΛ✱ ❡t
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✜①é❡s ♣❛r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛❝♦✉st✐q✉❡s
❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❡t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ ❞❡s s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ✭❄✮✱ à ❞r♦✐t❡ ✿ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉
❈▼❇ ✭❄✮✳

❙❛♥s ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs s❡r❛✐t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r s♦♥
❝♦♥t❡♥✉ ♠❛tér✐❡❧✳ ▲❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ r❡❝♦✉r✐r à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥t♦✉r♥é❡✱ ❝♦♠♠❡ s✐❣♥❛❧é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❡♥ é✈♦q✉❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ❡①♦t✐q✉❡
✈ér✐✜❛♥t ω ∼ −1✳ ▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❝t✉❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ω = −1 ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝
♣❛s ❞❡ ❞é❝✐❞❡r s✐ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ♦✉ ♣❛r ✉♥
✢✉✐❞❡ ❡①♦t✐q✉❡✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞é♥♦♠♠é é♥❡r❣✐❡ s♦♠❜r❡✳

✶✳✶✳✷ ❖r✐❣✐♥❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❇✐❣✲❇❛♥❣

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s s✐❣♥❛❧é✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥✐✲
✈❡rs ❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛❝❝é❧éré❡✱ ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ s♦♥ ❤✐st♦✐r❡✱ ❡t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐
❞♦♠✐♥é ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ r❡♠♦♥t❡ ✈❡rs ❧❡ ♣❛ssé ❞✬✉♥ t❡❧ ✉♥✐✈❡rs✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐
s❡ ❝♦♥tr❛❝t❡ ❡t ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❄❄ ❞❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ♣♦sés ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ♥❡ s♦✐t ♣❧✉s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ à
❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❝♦r♣s ♥♦✐r ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ s✉❣❣èr❡ q✉✬✐❧ ❧✬❛
✉♥ ❥♦✉r été✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐❣✲❇❛♥❣✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡✱ ❛✉① é♣♦q✉❡s ♦ù ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ✐♦♥✐s❡r ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❢♦r♠❡ ✉♥ ♣❧❛s♠❛ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s
❡t ❞✬✐♦♥s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ✭♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❈♦♠♣t♦♥✮ ❛✈❡❝ ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✳ ▲❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

ρr = σT 4 ✭✶✳✷✼✮

♦ù σ = 5.67 ·10−8Wm−1K−4 ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❙t❡❢❛♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐❡r T
❡t a(t)✱ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞❡✈✐❡♥t tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❡
r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❛ss❡③ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ♣♦✉r ✐♦♥✐s❡r ❧❡ ♠✐❧✐❡✉✳ ▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♦✲
♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛③ ✭♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣è♥❡✮ ❞é❝r♦ît ❡t ♠❛t✐èr❡ ❡t r❛②♦♥♥❡♠❡♥t s❡ ❞é❝♦✉♣❧❡♥t
♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ♥♦♠♠é❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✱ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣♦✉r T ∼ 4000K✱ s♦✐t ✉♥❡ t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✹✵ ❢♦✐s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ s✉❣❣éré❡ ♣❛r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣è♥❡ 13.6 ❡❱✳
❈❡t é❝❛rt ❡st ❧✐é ❛✉ r❛♣♣♦rt ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛r②♦♥s ✿ ✐❧ r❡st❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡
♣❤♦t♦♥s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ q✉❡✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♣♦✉r ✐♦♥✐s❡r ❧❡s ❜❛r②♦♥s ♣rés❡♥ts✳
❯♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞ét❛✐❧❧é ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é ❞❛♥s ❄✳

❆♣rès ❧❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡✱ ❧❡s ♣❤♦t♦♥s é✈♦❧✉❡♥t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t s❛♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛t✐èr❡✱ s✉❜✐ss❛♥t
s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✈❡rs ❧❡ r♦✉❣❡ ❞û à ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❈❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡
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❝♦r♣s ♥♦✐r✱ t♦✉t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t é✈♦❧✉❡r s❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝♦♠♠❡ (1 + z)−1✳ ❉❡ s♦♥ ❝ôté✱ ❧❛ ♠❛t✐èr❡✱ ❧✐❜éré❡
❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✱ s✬❡✛♦♥❞r❡ ♣❛r ✐♥st❛❜✐❧✐té ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s
❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✳

▲❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ ❝♦♥st✐t✉é ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ré✉ss✐t❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❇✐❣✲
❇❛♥❣✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ét❛♥t ❧✐é❡ à ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❧é❣❡rs ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs ♣❛r ❧❛
♥✉❝❧é♦s②♥t❤ès❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡ ✭♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ✉♥❡ ♥✉❝❧é♦s②♥t❤ès❡ st❡❧❧❛✐r❡✮✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡
❞✉ ❞❡✉tér✐✉♠ ❡t ❧✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤é❧✐✉♠✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✐♥t❡r✈✐❡♥t ✈❡rs ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ✐♥st❛♥ts ❞❡
❧✬✉♥✐✈❡rs✱ ♣♦✉r T ∼ 109 ❑✳ ➚ ❝❡tt❡ é♣♦q✉❡✱ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ q✉✐ ❣♦✉✈❡r♥❛✐t ❧✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s
♥❡✉tr♦♥s ❡t ❞❡s ♣r♦t♦♥s ❛ ❝❡ssé✳ ▲❡s ♥❡✉tr♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ré❛❣✐ss❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦t♦♥s ♣♦✉r ❢♦r♠❡r
❞✉ ❞❡✉tér✐✉♠✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t à s♦♥ t♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧✬❤é❧✐✉♠ ✸ ❡t ✹ ❡t ❞✉ ❧✐t❤✐✉♠✳ ▲❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s
r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s ❡s♣è❝❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s t❛✉① ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ t❛✉① ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡
❧✬✉♥✐✈❡rs✱ ❣♦✉✈❡r♥é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ r❛♣♣♦rt ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛r②♦♥s ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣❤♦t♦♥s η✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s✳
■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❜❛r②♦♥s✳

✶✳✶✳✸ ▲✐♠✐t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❊♥ ❞é♣✐t ❞❡ ❝❡s s✉❝❝ès✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✐ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♥❡ tr♦✉✈❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s
❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ✐❝✐ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱
q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t tr♦✉✈❡r ré♣♦♥s❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♥✢❛t✐♦♥ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ â❣❡ à ❧✬✉♥✐✈❡rs ✿

tU = H−1
0

∫ 1

0

F (x)−1/2dx ♦ù F (x) =
Ωm

x
+

Ωr

x2
+ x2ΩΛ + 1 − (Ωm + Ωr + ΩΛ) . ✭✶✳✷✽✮

❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é✈é♥❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ✭❝❢ ❄❄✮ ❡♥❣❧♦❜❛♥t t♦✉s ❧❡s
é✈é♥❡♠❡♥ts q✉✐ ♦♥t ♣✉ êtr❡ ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❝❛✉s❛❧ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
♣r♦♣r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ hr❡❝ à ❧✬é♣♦q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ tr❡❝✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t
❧✬✉♥✐✈❡rs ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à ❝❡tt❡ é♣♦q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡✱
♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

hr❡❝ ≃ ar❡❝

∫ tr❡❝

0

dt

a(t)
= 2tr❡❝.

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣r♦♣r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❞❡
❞❡r♥✐èr❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧✬✉♥✐✈❡rs ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❡t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱
❝❡ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

lr❡❝ ≃ ar❡❝

∫ t0

tr❡❝

dt

a(t)
≃ 3(tr❡❝

2t0)
1/3.

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❡t
❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✿

lr❡❝
hr❡❝

=
3

2

(
t0
tr❡❝

)1/3

∼ 70 ,

♣♦✉r t0 ≃ 1010 ❛♥s ❡t tr❡❝ ≃ 105 ❛♥s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ✼✵ ❢♦✐s ♣❧✉s
ét❡♥❞✉❡ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ à ❧✬é♣♦q✉❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇✳ ▲❡s ré❣✐♦♥s s✐t✉é❡s ❞❡ ♣❛rt
❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞✉ ❝✐❡❧ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s❛♥s ❛✉❝✉♥ ❝♦♥t❛❝t ❝❛✉s❛❧ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡s ❛✣❝❤❡♥t ✉♥❡
❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♣r❡sq✉❡ ♣❛r❢❛✐t❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥❝❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬❤♦r✐③♦♥ ✭♦✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té✮✳

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡
H−1 ✭❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♠♦❜✐❧❡✮✳ ❈❡ r❛②♦♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ ✭♦✉ s♣❤èr❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡✮ q✉✐
❞é✜♥✐t✱ à ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ t✱ ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ❞✬✉♥✐✈❡rs ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
ré❝❡ss✐♦♥✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❞❡s ♦❜❥❡ts à ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳



✶✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ▲❊ ❋❖◆❉ ❉■❋❋❯❙ ❈❖❙▼❖▲❖●■◗❯❊

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❞❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ s❡r❛✐t ❝♦♥st❛♥t✱ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡
é♠✐s❡ ❡♥ t ♣❛r ❞❡s ♦❜❥❡ts s✐t✉és ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ♥♦tr❡ s♣❤èr❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ❥❛♠❛✐s ♥♦✉s ♣❛r✈❡♥✐r✳
❉❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞é❝é❧éré❡ ä < 0✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♦❜✐❧❡s ♥❡
❝❡ss❡ ❞❡ s✬❛❝❝r♦îtr❡ ❛♠❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❝❛✉s❛❧ ❞❡s ré❣✐♦♥s q✉✐ ♥❡ ❧✬❛✈❛✐❡♥t ❥❛♠❛✐s été ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳

❖r✐❣✐♥❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s

▲✬✉♥✐✈❡rs ♥✬❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r
à ♥♦tr❡ é❝❤❡❧❧❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ✜♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ♥❡ ❧✬ét❛✐t ♣❛s
♥♦♥ ♣❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❧✬é♣♦q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳ ❉❡ ❢❛✐❜❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ q✉✐
❢❡r♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✱ s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ✈✐s✐❜❧❡s ❡t tr❛❞✉✐s❡♥t ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛
♠❛t✐èr❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡r♦♥t ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉① ❣r❛♥❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ♣❛r ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧✳
▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥✱ ❜❛sés s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♥❡ r❡♥❞❡♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡
❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s tr❛✐t❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❡s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥✲❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣✉✐s ♣❛r ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦r♠❛♥t ❧❡s ❣r❛♥❞❡s str✉❝t✉r❡s✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❧❡
s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s ✭q✉✐ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ à ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❜✐❡♥
s✉♣ér✐❡✉r❡s ❛✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡✮ r❡st❡ t♦✉t❡❢♦✐s s❛♥s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧❛t✐t✉❞❡✱ r❡❧✐q✉❡s

▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❡st ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❧❛t✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❞❛♥s
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥ ❇✐❣✲❇❛♥❣✱ ❧✬✉♥✐✈❡rs ♣❧❛t ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥st❛❜❧❡✱ s✐ ❜✐❡♥
q✉❡ t♦✉t❡ ❝♦✉r❜✉r❡✱ s✐ ❢❛✐❜❧❡ s♦✐t✲❡❧❧❡✱ ❡st ❛♠❡♥é❡ à ❝r♦îtr❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡
♥♦tr❡ ✉♥✐✈❡rs s♦✐t ❡♥❝♦r❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✐♥❞ét❡❝t❛❜❧❡ ❛♣rès ✶✸ ♠✐❧❧✐❛r❞s ❞✬❛♥♥é❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ s✉❣❣èr❡
q✉❡ ♥♦tr❡ ✉♥✐✈❡rs ét❛✐t ❡①trê♠❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❝r✐t✐q✉❡ à s❡s ❞é❜✉ts✱ ❝❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t s❡♥s✐❜❧❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ✜♥❡✲t✉♥✐♥❣ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♣♦✉✈❛♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❣♦✉✈❡r♥❡r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❛✉① très ❤❛✉t❡s
é♥❡r❣✐❡s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ✐♥st❛♥ts ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ✭❝♦♠♠❡ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✮ ♣ré❞✐s❡♥t ❧❛
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♠♦♥♦♣ô❧❡s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s✱ ❛✉
♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❜r✐s✉r❡ ❞❡ s②♠étr✐❡✳ ❖r ❧❡s ♠♦♥♦♣ô❧❡s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s q✉✐ ❛✉r❛✐❡♥t ❞û s✉❜s✐st❡r ♥❡ s♦♥t
♣❛s ♦❜s❡r✈és ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳

✶✳✷ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs

▲❛ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❞✉ ❈▼❇ s✉❣❣èr❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ♥♦tr❡
✉♥✐✈❡rs ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❡rt✉r❜é❡ ❞✬✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ✐s♦tr♦♣❡✱ ❡t q✉❡ ❝❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
♣❡✉✈❡♥t✱ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✱ ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝✲
t✐♦♥✱ ♥♦✉s t❡♥t❡r♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs ✭❄✮✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥
❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡♠♣❧♦②é
♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s s✉s✲
❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s✱ q✉❛❧✐✜é❡s ❞❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✱ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❧✐é❡s
❛✉① ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s t❡♥t❡r♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥tr❛✐♥ts ♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❞✉ ❈▼❇✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s ♥✬❡st ♣❛s ❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❄❄✮ ♣r♦♣♦s❡r❛ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♥✢❛t✐♦♥✳

✶✳✷✳✶ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡

▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs ❡st ❞♦♥❝ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❋▲❘❲ ḡ ✭♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ x̄ ❞é♥♦t❡r❛ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs
♥♦♥✲♣❡rt✉r❜é✮✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s❡ ré❝r✐t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡ t❡♠♣s ❝♦♥❢♦r♠❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✉♥✐tés
♥❛t✉r❡❧❧❡s ✿

ds2 = a2(η)
(
dη2 − dx2

)
. ✭✶✳✷✾✮



✶✳✷✳ ❋▲❯❈❚❯❆❚■❖◆❙ ❉❆◆❙ ▲✬❯◆■❱❊❘❙ ✶✸

▲✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ g = ḡ + δg ❡st✱ ❡♥ ré❛❧✐té✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❛r ✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♣❛s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs ❤♦♠♦❣è♥❡ ♠♦②❡♥ ḡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ♣❡r✲
t✉r❜é g✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ♥♦♥✲♣❡rt✉r❜é ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r
❝♦♠♦❜✐❧❡ ❡st ♣r✐✈✐❧é❣✐é✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤♦✐① ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬✉♥✐✲
✈❡rs ♣❡rt✉r❜é✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ét❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♦ù
❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t✳ ❯♥ ❝❤♦✐① ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ ❥❛✉❣❡✳
▲❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ δg ❡st ✉♥ t❡♥s❡✉r s②♠étr✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡ ✶✵ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳
P❛r♠✐ ❝❡✉①✲❝✐ ✹ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❡♥ ré❛❧✐té ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❥❛✉❣❡✱ ❝❡ q✉✐ ❧❛✐ss❡ ✻ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❛✈❡❝
✉♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❯♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❝❧❛✐r❡
❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❡t ❧❡s ♠♦❞❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✭❄✮✳ P❧✉s✐❡✉rs ❞é♠❛r❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞♦♣té❡s
♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s q✉❛♥t✐tés ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ❥❛✉❣❡✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ❥❛✉❣❡ ✜①é❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ❝✬❡st ❝❡❧❧❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ✐❝✐✳ ▲✐❢s❤✐t③ ✭✶✾✹✻✮ ❛ ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ s✬é❝r✐t ✭♣♦✉r i ❡t j ✈❛r✐❛♥t ❞❡ ✶ à ✸✮ ✿

ds2 = a2(η)
(
(1 + 2Ψ)dη2 − widηdx

i − ((1 − 2Φ)δij + hij)dx
idxj

)
, ✭✶✳✸✵✮

♦ù✱ ♣♦✉r x ✉♥ tr♦✐s✲✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✭✐s♦✲s✉r❢❛❝❡ à ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ Ψ(x) ❡t Φ(x) s♦♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s
s❝❛❧❛✐r❡s✱ w(x) ✉♥ ❝❤❛♠♣ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡t h(x) ✉♥ ❝❤❛♠♣ t❡♥s♦r✐❡❧ s②♠étr✐q✉❡ s❛♥s tr❛❝❡✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs
❡t t❡♥s❡✉rs w ❡t h ❛❞♠❡tt❡♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

wi = ∂iA + Si , ✭✶✳✸✶✮

hij =
(
∂i∂j − 1/3δij∇2

)
B + Fi,j + Fj,i + hT

ij , ✭✶✳✸✷✮

♦ù A ❡t B s♦♥t ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s✱ S ❡t F s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉❧❧❡✱ ❡t hT ❡st ✉♥ t❡♥s❡✉r
tr❛♥s✈❡rs❡ s②♠étr✐q✉❡ s❛♥s tr❛❝❡ ✭✈ér✐✜❛♥t ∂ih

ij
T = 0✮✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❧❛✐ss❡ ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ✹ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté

♣♦✉r ❧❡s s❝❛❧❛✐r❡s✱ 2× 2 ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣♦✉r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté
♣♦✉r hT ✳ P❛r♠✐ ❡✉① ✷ s❝❛❧❛✐r❡s ❡t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r à ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉❧❧❡ s♦♥t ✜①és ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❥❛✉❣❡✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s q✉❡ ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ t②♣❡ s❝❛❧❛✐r❡✱
✈❡❝t❡✉r ❡t t❡♥s❡✉r é✈♦❧✉❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭❄✮✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝❡tt❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣❡❧é❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❙❱❚ ✭♣♦✉r s❝❛❧❛r✱ ✈❡❝t♦r✱ t❡♥s♦r ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
tr❛✐t❡r sé♣❛ré♠❡♥t ❝❡s tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳

P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❊♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s❝❛❧❛✐r❡s✱ ❡t ❡♥ ❝❤♦✐✲
s✐ss❛♥t A = B = 0 ♦♥ ré❝r✐t ❧❛ ♠étr✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

ds2 = a2(η)[(1 + 2Ψ)dη2 − (1 − 2Φ)dx2] , ✭✶✳✸✸✮

❛♣♣❡❧é❡ ❥❛✉❣❡ ♥❡✇t♦♥✐❡♥♥❡ ❝♦♥❢♦r♠❡✳ ❙♦♥ ♥♦♠ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ Φ ❥♦✉❡ ❧❡ r♦❧❡ ❞✉
♣♦t❡♥t✐❡❧ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧ ♥❡✇t♦♥✐❡♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛t✐èr❡ ♥♦♥ r❡❧❛t✐✈✐st❡ à ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♦ù ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡
❧✬✉♥✐✈❡rs ♣❡✉t✲êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ t❡♥s❡✉r é♥❡r❣✐❡✲✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❡st
✐s♦tr♦♣❡ ✭s❛♥s ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✐♠♣♦s❡ Φ = Ψ✳

❈❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐té s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞♦♥t ❧✬❡✛❡t ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♠❛rq✉é✱ ❝❛r ❡❧❧❡s
❛♣♣♦rt❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ ❛✉① ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❈▼❇ ❡t s♦♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡s str✉❝t✉r❡s✳

P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ✈❡❝t❡✉r ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré ❡♥
❝♦s♠♦❧♦❣✐❡✱ ❝❛r ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥♥✉ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❡s ❛♠♣❧✐✜❡r✳ ❈❡s ♠♦❞❡s s♦♥t
é✈❛♥❡s❝❡♥ts ❡t ♥❡ s❡r♦♥t ♣❧✉s ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ t❡♥s❡✉r ❊♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ t❡♥s❡✉r✱ ❧❛
♠étr✐q✉❡ ♣❡rt✉r❜é❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿

ds2 = a2(η)
(
dη2 − (δij + hij)dx

idxj
)
, ✭✶✳✸✹✮

❛✈❡❝ hij ✉♥ t❡♥s❡✉r s②♠étr✐q✉❡ tr❛♥s✈❡rs❡ s❛♥s tr❛❝❡✳ ❈❡s ♠♦❞❡s ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞✉ t❡♥s❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣♦❧❛r✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✳

hij = h(t)e
(+,×)
ij ,
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♦ù eij ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ s♣❛t✐❛❧ ∇2eij = k2eij ✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ k✱ ❡t
+,× ❧❡s ❞❡✉① ét❛ts ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ s♦✉r❝❡✱ ❡st ❣♦✉✈❡r♥é❡ ♣❛r
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

∂2h

∂η2
+ 2H∂h

∂η
−∇2h = 0 , ✭✶✳✸✺✮

♦ù H = a′/a ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥❢♦r♠❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝❡s ♠♦❞❡s s❡r♦♥t
❛♠♦rt✐s ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥trés ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ ✭k ∼ H✮✳

✶✳✷✳✷ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛❝♦✉st✐q✉❡s

❉ét❛✐❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s❝❛❧❛✐r❡s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s ❥✉sq✉✬❛✉ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡✳ ❖♥
♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❛✈❛♥t ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s
♣❛r❢❛✐ts ✿

✕ ▲❛ ♠❛t✐èr❡ ♥♦✐r❡ ❢r♦✐❞❡ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❈❉▼✮ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ❞❡♥s✐té ρc = ρ̄c + δρc✳
✕ ▲❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♣♦sé ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧é ♣❛r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❚❤♦♠s♦♥ ❞❡s ❜❛r②♦♥s ❡t ❞❡s
♣❤♦t♦♥s✱ ❞❡ ❞❡♥s✐té ρbγ = ρ̄bγ + δρbγ .

▲❡ ❧✐❜r❡ ♣❛r❝♦✉rs ♠♦②❡♥ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ✭❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♣r♦♣r❡✮ à ✉♥❡ é♣♦q✉❡ z ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

lp = (aneσT )−1 ≈ 4.9 · 104(Ωbh
2)−1(1 + z)−2 Mpc. ✭✶✳✸✻✮

❯♥ ♣❡✉ ❛✈❛♥t ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✭z ∼ 1000✮ ♦♥ ❛ lp ∼ 2 Mpc ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❞❡ ❞❡✉① ♦r❞r❡s ❞❡
❣r❛♥❞❡✉r à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ à ❝❡tt❡ é♣♦q✉❡✳ ❆ ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❧❡s ♣❤♦t♦♥s ❡t ❧❡s ❜❛r②♦♥s
s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r✱ ♣♦✉r ❝❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ q✉❡ ❧❡s ❜❛r②♦♥s ❡t ❧❡s ♣❤♦t♦♥s
s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ s❡✉❧ ✢✉✐❞❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ vbγ ✳ ▲❛ ♠❛t✐èr❡ ♥♦✐r❡✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♥✬❡st
♣❛s ❝♦✉♣❧é❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❜❛r②♦♥s✲♣❤♦t♦♥s✳ ▲❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ é✈♦❧✉❡♥t ❛❧♦rs ♣❛r ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ r❛❞✐❛t✐♦♥
❡♠♣ê❝❤❡ ❧✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❜❛r②♦♥s✲♣❤♦t♦♥s✳ ▲❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧✬❤♦r✐③♦♥ s♦♥♦r❡ ♦s❝✐❧❧❡♥t ❥✉sq✉✬❛✉ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡✳

❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ q✉✐ ❣♦✉✈❡r♥❡ ❝❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s à ❧✬♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ r❛♣♣♦rt
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❜❛r②♦♥s ❡t ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜é R = ρ̄b/(ρ̄γ +
p̄γ)✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❝♦✉♣❧é ❜❛r②♦♥✲♣❤♦t♦♥s✳ ❖♥
❡①♣r✐♠❡ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ✢✉✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡s ♣❤♦t♦♥s δγ = δργ/ρ̄γ ✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r r❡❧❛t✐✈✐st❡ ✭❄❄✮ ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs✱ ❞❛♥s ❧❛ ❥❛✉❣❡ ❝❤♦✐s✐❡ ✭❄✮ ✿

v′bγ +
R

1 +R
Hvbγ +

1

4(1 +R)
∇δγ + ∇Ψ = 0. ✭✶✳✸✼✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣♦✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é❡ ♣❛r
❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❚❤♦♠s♦♥ s✉r ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ♣❡✉ é♥❡r❣ét✐q✉❡s✱ s✬é❝r✐t ✿

δ′γ +
4

3
∇ · vbγ − 4φ′ = 0. ✭✶✳✸✽✮

▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭❄❄✮ ❡t ✭❄❄✮ ❞♦♥♥❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛♠♦rt✐✱
❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❧✐é ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✿

δ′′γ +
R

1 +R
Hδ′γ − 1

3(1 +R)
∇2δγ = 4

(
Φ′ +

R

1 +R
HΦ′ +

1

3
∇2Ψ

)
. ✭✶✳✸✾✮

P♦✉r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❣❛✉ss✐❡♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ s❡ ré❝r✐t ✿

δ′′γ +
R

1 +R
Hδ′γ + k2c2s❜δγ = 4

(
Φ′′ +

R

1 +R
HΦ′ − k2

3
Ψ

)
, ✭✶✳✹✵✮

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥❢♦r♠❡ H = a′/a ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❡
♠é❧❛♥❣❡ ❜❛r②♦♥✲♣❤♦t♦♥ cs❜ = (3(1 +R))−1/2✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ✐❣♥♦r❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✱



✶✳✷✳ ❋▲❯❈❚❯❆❚■❖◆❙ ❉❆◆❙ ▲✬❯◆■❱❊❘❙ ✶✺

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♣♦✉r ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❛✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ ✭k ≫ H✮✱ ❛❞♠❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✿

δγ = (1 +R)−1/4 cos(krs) , et δγ = (1 +R)−1/4 sin(krs) , ✭✶✳✹✶✮

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♥♦té rs ❧✬❤♦r✐③♦♥ s♦♥♦r❡ ✿ rs =
∫ η

0
cs❜dη✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s t♦✉t❡s ❧❡s
❡s♣è❝❡s s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✱
❧❡s ♠♦❞❡s ❡①❝✐tés s♦♥t ❧❡s ♠♦❞❡s ❡♥ ❝♦s✐♥✉s✳ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡st
❢❛❝✐❧✐té❡ ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♠♦❜✐❧❡ ✿

R = −Φ − H(Φ′ + HΨ)

4πGa2(ρ̄+ p̄)
, ✭✶✳✹✷✮

q✉✐ ❡st ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❝♦♥s❡r✈é❡ ❛✉① é❝❤❡❧❧❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❛✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡s✳ P♦✉r ❞❡s ♠♦❞❡s ❡♥tr❛♥t ❞❛♥s ❧✬❤♦r✐③♦♥ s♦♥♦r❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬èr❡ ❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ r❛②♦♥♥❡✲
♠❡♥t ♦♥ ❛ ❛✐♥s✐ Φk(0) = −2Rk/3 ✭❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♥❡✉tr✐♥♦s✮✳

❉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s s❡✉❧❡s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♠❛❣✐✲
♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐s♦❝♦✉r❜✉r❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥❡ s✉r❞❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ❡s♣è❝❡ ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ♥♦✐r❡✮ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♣❡♥sé❡ ♣❛r ❞❡s s♦✉s✲❞❡♥s✐tés ❞❡s ❛✉tr❡s ❡s♣è❝❡s✳ ❉❛♥s
❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝❡ s♦♥t ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞❡s ❡♥ s✐♥✉s q✉✐ s♦♥t ❡①❝✐tés✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♥✢❛t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ✭❝❤❛♠♣ ✉♥✐q✉❡✮✱ ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝réé❡s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡s✳

❊♥✜♥✱ ❛✉① ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❜❛r②♦♥✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❧✉s êtr❡
tr❛✐tés ❝♦♠♠❡ ✉♥ s❡✉❧ ✢✉✐❞❡✳ ■❧ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭❄✮✱ ❧✐é à ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥
❞❡s ♣❤♦t♦♥s à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡s s✉r❞❡♥s✐tés✳ ▲❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡
à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ λc s♦♥t ❛✐♥s✐ ❛♠♦rt✐❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ❧✐é❡ à
❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♦♥✐s❛t✐♦♥ xe ✭q✉✐ ❞é❝r♦ît ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✮ ❡t à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ❜❛r②♦♥s
nb ✿ λc ∝ (xenb)

−1✳ ▲✬é❝❤❡❧❧❡ kD ✭k−1
d ∼ 3 ▼♣❝✮ ♦ù ❞é❜✉t❡ ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥❝ s❡♥s✐❜❧❡ à Ωb

❡t à ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳

✶✳✷✳✸ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡

▲❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❧❛✐ss❡♥t ✉♥❡ ❡♠♣r❡✐♥t❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✉r ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❈▼❇ q✉✐
❞❡✈✐❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✭s❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✈❛r✐❡✮ ❡t ❞❡✈✐❡♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé ✭s❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✪✮✳ ❉❡♣✉✐s ❧❡✉r ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ❈❖❇❊ ✭❄✮✱ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ♣❧✉s
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ♦♥t✱ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❝♦♥st✐t✉é ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❥❡✉r❡✳ ▲❛ ♣♦❧❛r✐s❛✲
t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛❝q✉✐s❡ ♣❛r ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❛ été ♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ❉❆❙■ ✭❄✮✳ ❈❡tt❡
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝é❞❡r à ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ✉♥✐✈❡rs✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣é✲
r❛t✉r❡✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❡sq✉✐ss♦♥s ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ♣❛r ❧❡sq✉❡❧s ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❣é♥éré❡s✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡
❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳

❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡

❉✐♣ô❧❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ▲❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ♦❜s❡r✈é ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♥✐✲
s♦tr♦♣✐❡ ❞✐♣♦❧❛✐r❡ très ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐é❡ ❛✉ ❈▼❇ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ♠❛✐s ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❝♦♠♦❜✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❛✐t ✐s♦tr♦♣❡ ✭❞✬✉♥❡ t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ T❝♠❜✮ à ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❝♦♠♦❜✐❧❡✱ ♠❛✐s ❧❛ ❚❡rr❡ ✭♦✉ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ▲✷✮
❡st ❛♥✐♠é❡ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡✱ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞❡
♥♦tr❡ ❣❛❧❛①✐❡✱ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ é✈♦❧✉❛♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛s ❧♦❝❛❧✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❞ét❛✐❧❧❡r
❧✬❡✛❡t ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❉♦♣♣❧❡r s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦r♣s ♥♦✐r ❞❛♥s
❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❝♦♠♦❜✐❧❡ f(pµ) ∝ 1/

(
eE❝♠❜/T❝♠❜ − 1

)
✳ ❉❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

❞❡ ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r r❡❧❛t✐✈✐st❡ ❧✐❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠❡s✉ré❡ E ❞✬✉♥ ♣❤♦t♦♥ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ e à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ r❡❧❛t✐✈❡
v ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ✿ E❝♠❜ = Eγ(1+v ·e)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
❞♦♥❝ f(pµ) ∝ 1/

(
eEγ(1+v·e)/T❝♠❜ − 1

)
✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ à

❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ♥♦✐r✱ ♠❛✐s s❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✈❛r✐❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ❝♦♠♠❡ ✿ T (e) = T❝♠❜/ (γ(1 + v · e))✱
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❝✬❡st✕à✕❞✐r❡ ✉♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞✐♣♦❧❛✐r❡✳ ▲❡ ❞✐♣ô❧❡ ♠❡s✉ré ♣❛r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ❉▼❘ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❈❖❇❊
✭❄✮ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s②stè♠❡ s♦❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❝♦♠♦❜✐❧❡ ✭3.68 · 105ms−1✮✳
❈❡tt❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s♦✉str❛✐t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s
✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❛✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❧✉✐✲♠ê♠❡✳

Pr♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés st❛t✐s✲
t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ∆T (ξ) q✉✐ ❞és✐❣♥❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ξ s✉r
❧❡ ❝✐❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ T❝♠❜ ✿

T (ξ) = T❝♠❜ + ∆T (ξ).

❈❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t s✉✐✈r❡ ❧❡s s②♠étr✐❡s ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs✱ ❡t ❞♦♥❝
êtr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ❡t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ✿

∆T (ξ) =
∑

ℓm

aℓmYℓm(ξ) . ✭✶✳✹✸✮

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s s♦♥t t❡❧❧❡s q✉❡ aℓm = a⋆
ℓm ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ∆T ré❡❧✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❡♥ ♦✉tr❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦✐❡♥t ❞é❝♦rré❧és✱

E (aℓma
⋆
ℓm) = Cℓδℓℓ′δmm′ ✭✶✳✹✹✮

❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ Cℓ✳ ❙✐✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦♥t ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡
❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣ré❞✐t✱ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♥✢❛t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✱ ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été ❡st ❝♦♥s❡r✈é❡ ♣❛r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠é❡ ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t
❞❡ ♣❧✉s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ❧❡✉r s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✮ ❞é❝r✐t
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡s
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✐♥térêt é✈✐❞❡♥t✳

❙✐ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♥♦♥ ❜r✉✐té❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ét❛✐t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧✱ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r
❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ s❡r❛✐t ✿

Ĉℓ =
1

2ℓ+ 1

∑

m

|aℓm|2 . ✭✶✳✹✺✮

❈❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ♥♦♥✲❜✐❛✐sé✱ E
(
Ĉℓ

)
= Cℓ✱ ❡t ❛✛❡❝té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡✱ q✉✐✱ ❡♥

s✉♣♣♦s❛♥t ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ s✬é❝r✐t ✿

var
(
Ĉℓ

)
=

2

2ℓ+ 1
C2

ℓ . ✭✶✳✹✻✮

▲✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦s♠✐q✉❡✱ ❡st
❧✐é❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♠♦❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s q✉❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ à ♦❜s❡r✈❡r✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❡t
❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬❛✈❛♥t✲♣❧❛♥✱ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ❝✐❡❧✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄ ❡st
❝♦♥s❛❝ré ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ s✬❛❝❝♦♠♠♦❞❛♥t ❞❡ ❝❡s ❞✐✣❝✉❧tés✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡
t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡ ❡st ℓ(ℓ+1)

2π Cℓ✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s

❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r var (∆T ) =
∑

ℓ
2l+1
4π Cℓ ≃

∫ ℓ(ℓ+1)
2π Cℓd ln ℓ✱ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❞♦♥♥❡

✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡
❡♥ ℓ✳

▼♦❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♣❛r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐té ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✏✐♥tr✐♥sèq✉❡✑ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡✉① ❡✛❡ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✿
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❋✐❣✳ ✶✳✹ ✕ ❊st✐♠é❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ♠❡s✉ré ♣❛r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s
❲▼❆P ✭✺ ❛♥s✮✱ ❆❝❜❛r ✭❄✮✱ ❈❇■ ✭❄✮ ❡t ❇♦♦♠❡r❛♥❣ ✭❄✮✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ r♦✉❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦❞è❧❡
Λ✲❝❞♠ ❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❞é❞✉✐ts ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❲▼❆P✳

✕ ▲❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ✭✈❡rs ❧❡ r♦✉❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❤♦t♦♥s é♠✐s ❞❛♥s ❞❡s ③♦♥❡s
❞❡ s✉r❞❡♥s✐tés ❡t ✈❡rs ❧❡ ❜❧❡✉ ♣♦✉r ❧❡s ♣❤♦t♦♥s é♠✐s ❞❛♥s ❞❡s ③♦♥❡s s♦✉s✲❞❡♥s❡s✮✳ ▲❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♣❛r ❝❡t ❡✛❡t ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧ ❡st ♥♦♠♠é ❡✛❡t
❙❛❝❤s✲❲♦❧❢❡ ✭❄✮✳

✕ ▲✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r ❞û ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣r♦♣r❡ vb ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s s✉r ❧❡sq✉❡❧s s✬❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
❞✐✛✉s✐♦♥✳

P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ❡st δr✱ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r
✉♥❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t Θ0 = δr/4✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ q✉✐
ré❣✐t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s ❧✐és ❛✉① ♠♦❞✐✜❝❛✲
t✐♦♥s ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t à ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❚❤♦♠s♦♥ s✉r ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞✉r❛♥t ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳
▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐sé❡ ❞♦♥♥❡ ❧✬é❝❛rt ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♦❜s❡r✈é✳ ❈❡tt❡
✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦❞❡s ❈▼❇❋❆❙❚ ✭❄✮ ❡t ❈❆▼❇
✭❄✮✳

P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✱ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (η♦❜s,x♦❜s) ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ e ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ q✉✐ s✬❡st ❞ér♦✉❧é à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (ηr❡❝,xr❡❝)✳ ▲❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❚❤♦♠s♦♥ r❡♥❞ ❧❡ r❛②♦♥♥❡✲
♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞❡s ❜❛r②♦♥s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡♥t✱ ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t
❡st ❞♦♥❝ ❧✐❜éré ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞✐♣♦❧❛✐r❡ ✿

Θ(e) = Θ0 + e · vb ✭✶✳✹✼✮

▲✬❡✛❡t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ s✉r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

dΘ

dη
= −dΨ

dη
+ Φ̇ + Ψ̇ . ✭✶✳✹✽✮

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐sé❡ ✿

Θ|♦❜s = Θ|r❡❝ + Ψ|r❡❝ − Ψ|♦❜s +

∫ η♦❜s

ηr❡❝

Φ̇ + Ψ̇dη . ✭✶✳✹✾✮

❈♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

(Θ(e) + Ψ)♦❜s = Θ0 + Ψ|r❡❝ + e · vb +

∫ η♦❜s

ηr❡❝

Φ̇ + Ψ̇dη . ✭✶✳✺✵✮

▲❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ t❡r♠❡ Θ0 + Ψ✱ ❞é♥♦♠♠é ❡✛❡t ❙❛❝❤s✲❲♦❧❢❡✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛✉① ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✳
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▲❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❡st ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r✱ ❡t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡✱ q✉✐ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐sé❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡✛❡t ❙❛❝❤s✲❲♦❧❢❡ ✐♥té❣ré ✭■❙❲
❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡♥tr❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱
❝❡ t❡r♠❡ ❡st q✉❛❧✐✜é ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✳

▲❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s ♦❜s❡r✈é❡s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ∆T (ξ) s♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡
❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t é♠✐s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❞❡r♥✐èr❡
❞✐✛✉s✐♦♥✱ s✐t✉é❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ D❞❡❝ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳ P♦✉r ✉♥❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✱
❝❡tt❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✬❡①♣r✐♠❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r Θ0 ✿ Θ(ξ) =

∫
Θ0(x)δ(D − D❞❡❝)dD✳

❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡s f(k) s✉r ❧❡s
❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s s✬é❝r✐t ✿

fℓm = (i)ℓ4π

∫
d3k

(2π)3/2
f(k)jℓ(kD❞❡❝)Y

⋆
ℓm(k)e−i(k)·x , ✭✶✳✺✶✮

♦ù jℓ s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❇❡ss❡❧ s♣❤ér✐q✉❡s✳ ➚ ❤❛✉t ℓ✱ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥❝❡♥tré❡s ❛✉t♦✉r
❞❡ kD❞❡❝ = ℓ✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠❛❥❡✉r❡ ❛✉① ♠✉❧t✐♣ô❧❡s fℓm ♣r♦✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ♠♦❞❡s
k ∼ ℓ/D❞❡❝✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ ❉♦♣♣❧❡r e ·vb✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞♦♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
❞✬♦♥❞❡ ❡st ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐sé❡ s✬❛♥♥✉❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛tté♥✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡✳ ▲❛
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠❛❥❡✉r❡ ❛✉① ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♣r♦❥❡té❡s ♣r♦✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ f = Θ0 + Ψ✳

P♦✉r ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡s✱ ❄ ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬❛✉① é❝❤❡❧❧❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧✬❤♦r✐③♦♥✱ ∆T

T (x) = 1
4δr + Φ + vb · e ≈ 1

3Φ0✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉✱ ❞✐t
❞❡ ❙❛❝❤s✲❲♦❧❢❡✱ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ♣rés❡♥té à ❣❛✉❝❤❡ s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✱❛✉① ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ✭ℓ < 20✮✳ ▲❡s ♠♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s
s♦♥t ❡♥trés ❞❛♥s ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❛✈❛♥t ❧❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡t ♦♥t ♣✉ é✈♦❧✉❡r s✉✐✈❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r
♣rés❡♥té❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ét❛♥t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ✐♥st❛♥t❛♥é✱ ❧❡s ♠♦❞❡s ❛②❛♥t
❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦♥t ❝❛♣t✉rés ❞❛♥s ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❧❡✉r é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❡t ❧✬♦♥
♦❜s❡r✈❡ ❧✬❡♠♣r❡✐♥t❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛❝♦✉st✐q✉❡s s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❈▼❇✳ ▲❡s ♠♦❞❡s ❛②❛♥t ❛tt❡✐♥t
❧❡✉r ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉ ❧❡✉r ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s♦♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ♣✐❝s ✭❝❛r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡st ❧✐é ❛✉
❝❛rré ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥✮✳ ▲❡s ♠♦❞❡s ❞❛♥s ❧❡✉r ♣♦✐♥t ♠✐❧✐❡✉ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞✉ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ à ❞❡s ❝r❡✉① ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

▼♦❞❡s t❡♥s❡✉rs ▲❡s ♦♥❞❡s ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t h′ij ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ q✉✐ ❝réé
✉♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳
▲❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ t❡♥s❡✉r✱ s✐ ❡❧❧❡s ❡①✐st❡♥t✱ s♦♥t ❛✐♥s✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s
❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈▼❇✳

▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s t❡♥s❡✉rs✱ s✉r ❧❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s✱ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡s ♠♦❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❡t
t❡♥s❡✉rs ❛✉① ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❈▼❇ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✭♦♣t✐♠✐st❡✮ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞❡s
t❡♥s❡✉rs ❡t s❝❛❧❛✐r❡s r = 0.22✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s t❡♥s❡✉rs ❛✉① ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❡st ❢❛✐❜❧❡ ❡t s❡r❛✐t s✉rt♦✉t s❡♥s✐❜❧❡ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ♥♦②é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦s♠✐q✉❡ ❞❡s
♠♦❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s♦♥t
❞♦♥❝ ❧✐♠✐té❡s✳

P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧

▲❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❚❤♦♠s♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ q✉❛❞r✐♣♦❧❛✐r❡ ❡st à ♠ê♠❡
❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣♦❧❛r✐sé s✉✐✈❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳ ❆✈❛♥t ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✱
❛✉① é❝❤❡❧❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s q✉❡ ❧❡ ❧✐❜r❡ ♣❛r❝♦✉rs ♠♦②❡♥ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s✱ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❚❤♦♠s♦♥ ♠❛✐♥t✐❡♥t
✉♥ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t très ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ♥♦♥ ♣♦❧❛r✐sé✳ ❈❡ ♥✬❡st q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r✲
❝♦✉rt✱ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞✐✛✉s✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ q✉✬✉♥❡
❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ q✉❛❞r✐♣♦❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡✈✐❡♥t s❡♥s✐❜❧❡✱ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ r❛②♦♥♥❡✲
♠❡♥t ❞✐✛✉sé ❛❝q✉✐❡rt ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ q✉✬✐❧ ❝♦♥s❡r✈❡ s❛♥s ❛❧tér❛t✐♦♥✱ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✮✱ ❡t ❧❛ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥✳



✶✳✷✳ ❋▲❯❈❚❯❆❚■❖◆❙ ❉❆◆❙ ▲✬❯◆■❱❊❘❙ ✶✾

❋✐❣✳ ✶✳✺ ✕ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s ♠♦❞❡s t❡♥s❡✉rs ✭❞r♦✐t❡✮ ❡t s❝❛❧❛✐r❡s ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❛✉① ✢✉❝t✉❛✲
t✐♦♥s ❞✉ ❈▼❇ ♣♦✉r r = 0.22 ✭❄✮✳

❋✐❣✳ ✶✳✻ ✕ ▲❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❚❤♦♠s♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ q✉❛❞r✐♣♦❧❛✐r❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭s❝❤é♠❛ ❛❞❛♣té ❞❡ ❄✮✳



✷✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ▲❊ ❋❖◆❉ ❉■❋❋❯❙ ❈❖❙▼❖▲❖●■◗❯❊

P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❙t♦❦❡s ▲❡ s✐❣♥❛❧ ♣♦❧❛r✐sé ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❙t♦❦❡s (I,Q, U, V )✱
q✉✐ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ (ex, ey) ❞✉ ♣❧❛♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❣r❛♥❞❡✉rs ✿

I = |Ex|2 + |Ey|2 , ✭✶✳✺✷✮

Q = |Ex|2 − |Ey|2 , ✭✶✳✺✸✮

U = 2ℜ(ExE
⋆
y) , ✭✶✳✺✹✮

V = 2ℑ(ExE
⋆
y) , ✭✶✳✺✺✮

♦ù E ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✳ I ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ Q ❡t U
❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t V ❞é❝r✐t ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡
♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❚❤♦♠s♦♥✳ ❖♥ ❛tt❡♥❞ ❞♦♥❝ V = 0✳

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Q ❡t U ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❤♦✐s✐❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡
Q±iU s❡ tr❛♥❢♦r♠❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞r♦✐t❡ ❞✬❛♥❣❧❡ α ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ ❡♥ e∓2iα(Q±iU)✳
▲❡s ❣r❛♥❞❡✉rs s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ❛✐♥s✐ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ s♦♥t ❞✐t❡s ❞❡ s♣✐♥ ∓2✳

❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❊✴❇ ▲❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡ ré❡❧

∑
lmElmYlm(ξ) ❡t ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♣s❡✉❞♦ s❝❛❧❛✐r❡

∑
lmBlmYlm(ξ)✱ ♣♦✉r ❞❡s

s♦♠♠❡s ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ♠✉❧t✐♣ô❧❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ✷ ✭❄✮ ✿

(Q± iU)(ξ) =
∑

lm

(Elm ∓ iBlm) ∓2 Ylm(ξ) ✭✶✳✺✻✮

♦ù ❧❡s ∓2Ylm s♦♥t ❧❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞❡ s♣✐♥ ∓2 ✭❄✮✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s
s♣❤ér✐q✉❡s ❞❡ s♣✐♥ s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ♥♦♥ s♣✐♥✲
♥é❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ s♣✐♥ ♠♦♥t❛♥t ❡t ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ðs ❡t ð̄s✳ ▲❡✉r ❛❝t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ s♣✐♥ s
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ sX ❡st ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✮ ❞✉ s♣✐♥ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té✳ ❊❧❧❡ s✬é❝r✐t ✿

ðsX = − sins θ(∂θ + i cosec ∂φ)(sin−s θsX) ✭✶✳✺✼✮

ð̄sX = − sin−s θ(∂θ − i cosec ∂φ)(sins θsX) . ✭✶✳✺✽✮

❊♥ ♥♦t❛♥t ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r s q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ð−|s| = (−1)sð̄|s| ♦♥ ❛ ✿

sYlm =

√
l − |s|!
l + |s|!ð

sYlm ✭✶✳✺✾✮

❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ E ❡t B✱ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥
✈❡❝t❡✉r ❡♥ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡t ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉❧❧❡✱ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r
r♦t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛r✐té✱ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ♠♦❞✐✜é❡ s✉✐✈❛♥t (Q±iU)(ξ) →
(Q∓iU)(−ξ)✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ✿ Elm → (−1)lElm ✭♣❛r✐té ✏é❧❡❝tr✐q✉❡✑✮✱ ❡t Blm → (−1)l+1Blm ✭♣❛r✐té
✏♠❛❣♥ét✐q✉❡✑✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ E ❡t B✳

❈❡s ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡s ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❡t ♣❛r✐té ❝♦♥tr❛✐❣♥❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ à ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❛✉①
❡①♣r❡ss✐♦♥s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

< ElmE
∗
l′m′ > = δll′δmm′CE

l ✭✶✳✻✵✮

< BlmB
∗
l′m′ > = δll′δmm′CB

l ✭✶✳✻✶✮

< TlmE
∗
l′m′ > = δll′δmm′CTE

l ✭✶✳✻✷✮

q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ CE
l ✱ CB

l ❡t CTE
l ✭❧❡s s♣❡❝tr❡s ❝r♦✐sés ❛✈❡❝ B s♦♥t ♥✉❧s✮✳

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦s♠✐q✉❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t ✿

var
(
ĈE

l

)
=

2

2l + 1
(CE

l )2, var
(
ĈB

l

)
=

2

2l + 1
(CB

l )2 . ✭✶✳✻✸✮

P♦✉r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❝r♦✐sés✱ ♦♥ ❛ ✭❄❄✮ ✿

var
(
ĈTE

l

)
=

2

2l + 1
[(CTE

l )2 + CT
l C

E
l ] . ✭✶✳✻✹✮

❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ E,B ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳



✶✳✷✳ ❋▲❯❈❚❯❆❚■❖◆❙ ❉❆◆❙ ▲✬❯◆■❱❊❘❙ ✷✶

❋✐❣✳ ✶✳✼ ✕ ▼♦t✐❢s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❊ ❡t ❇✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r
r♦t❛t✐♦♥✱ ❡t ❧❛ ♣❛r✐té ✐♥✈❡rsé❡✳

▼♦❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ▲❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐té ❡st ❡①❝❧✉s✐✈❡✲
♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ E✳ ▲❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ CE

ℓ ❡t CTE
ℓ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❧✐é❡s à ❞❡s

♠♦❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡s s♦♥t ✈✐s✐❜❧❡s à ❣❛✉❝❤❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠❛❥❡✉r❡ à
❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ q✉❛❞r✐♣♦❧❛✐r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❡❢✲
❢❡t ❉♦♣♣❧❡r✳ ❖r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐té ❡t ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ s♦♥t ❡♥
q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✳ ▲❡s ♣✐❝s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s
♠♦❞❡s E ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞♦♥❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❝r❡✉① ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ▲❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦rré❧é❡s✱ ❝❡tt❡
❝♦rré❧❛t✐♦♥ s✬❛♥♥✉❧❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞❡s ❛rr✐✈❛♥t à ❧❡✉r ❡①tr❡♠✉♠ ♦✉ à ❧❡✉r ♣♦✐♥t ♠✐❧✐❡✉ ❛✉ ♠♦♠❡♥t
❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳ ◆♦t♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ ✶✵ ❢♦✐s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à
♠❡s✉r❡r✳

▼♦❞❡s t❡♥s❡✉rs ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s❝❛❧❛✐r❡s✱ ❧❡s ♦♥❞❡s ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t s✉s❝❡♣✲
t✐❜❧❡s ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ B ❛✉t❛♥t q✉❡ ❞❡ t②♣❡ E ✭❄❄✮✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠♦❞❡s E ❡t B ♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s
t❡♥s❡✉rs✱ ❝❛r ❧❡s ♠♦❞❡s B ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞♦♠✐♥és ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦s♠✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s✳

❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞❡s t❡♥s❡✉rs ❡♥ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
❝✉❧♠✐♥❡ ♣♦✉r ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❛✈❛♥t ❞❡ ❞é❝r♦îtr❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣✐❝ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞û à ❧❛ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥✳

❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s

P♦✉r ✜♥✐r✱ ❞✐s❝✉t♦♥s s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛
♠❡s✉r❡ ❞✉ ❈▼❇✳ ❯♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❡t ✐❧❧✉stré❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡
s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❄✳

❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ ❞❡ ❙❛❝❤s✲❲♦❧❢❡ ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♥♦té✱ s❡♥s✐❜❧❡ à
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣✐❝ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐❛♠ètr❡
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❛r✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡
❧✬✉♥✐✈❡rs ✭❧✐é❡ ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ Ωk✮ ❡t ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞❡s ♣✐❝s ❛❝♦✉st✐q✉❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣✐❝s ♣❛✐rs ❡t ✐♠♣❛✐rs✱
s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡s à ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❜❛r②♦♥s R ✭❡t ❞♦♥❝ à Ωb q✉✐ ❡st ❛✐♥s✐ très ❜✐❡♥ ♠❡s✉ré✮ ❡t Ωm✳ ▲❛
❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ à ❤❛✉t ℓ ❛♣♣♦rt❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r
❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s ns✳ ◆♦t♦♥s✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s✱ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡
❡♥tr❡ ΩM ✱ ΩΛ✱ Ωk ❡t H0 ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✮✱ ✐♥✢✉❛♥t t♦✉s s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ à
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧❡✈é❡ q✉❡ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♠❡s✉r❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r
❧❡s s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ❞❡ t②♣❡ ■❛✳

❊♥✜♥ ❛❥♦✉t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐s♦✲❝♦✉r❜✉r❡s ♣r♦✈✐❡♥t
❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❝r♦✐sé TE ❡t q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡
❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛tt❡♥❞✉❡s ❞❡



✷✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ▲❊ ❋❖◆❉ ❉■❋❋❯❙ ❈❖❙▼❖▲❖●■◗❯❊

❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ♠♦❞❡s B à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❄❄ tr❛✐t❛♥t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥✳

✶✳✷✳✹ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s

❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❙❛❝❤s✲❲♦❧❢❡ ✐♥té❣ré ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✛❡❝t❡r ❧❡s
♣❤♦t♦♥s ❞✉ ❈▼❇ s✉r ❧❡✉r tr❛❥❡t ❡♥tr❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ✿

✕ ▲❛ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✱ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣❛r s❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♦♣t✐q✉❡
τ ✳

✕ ▲✬❡✛❡t ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤ ✭❄✮✱ q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦✲
❧♦❣✐q✉❡ s✉r ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s r❡❧❛t✐✈✐st❡s ❞✉ ❣❛③ ❞❡s ❛♠❛s ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❈❡t ❡✛❡t s❡r❛ tr❛✐té ♣❧✉s ❡♥
❞ét❛✐❧ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛♠❛s ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ✭♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r σ8✮✳

✕ ▲✬❡✛❡t ❱✐s❤♥✐❛❝ ✭❄❄✮✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ r❡❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡ ♣❛r ❧❡s
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ❜❛r②♦♥✐q✉❡ ✐♦♥✐sé❡✳

✕ ▲✬❡✛❡t ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡s str✉❝t✉r❡s à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ✭✇❡❛❦ ❧❡♥s✐♥❣ ❡♥
❛♥❣❧❛✐s✮✳ ❈❡t ❡✛❡t ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❊
❡t ❇✳

✕ ▲✬❡✛❡t ❙❛❝❤s✲❲♦❧❢❡ ✐♥té❣ré ✭■❙❲✮✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ❞û à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❣r❛✈✐✲
t❛t✐♦♥♥❡❧ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐sé❡✳

✕ P♦✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❡♥ ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧✬■❙❲ ❞♦✐t r❡❝❡✈♦✐r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥♦♥✲
❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬❡✛❡t ❘❡❡s✲❙❝✐❛♠❛ ✭❄✮✳

▲✬❡✛❡t ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥t t♦✉s ❞❡✉① ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉r
❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ❞✉ ❈▼❇✱ ét✉❞✐é❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡❧q✉❡s ❞ét❛✐❧s✳

❘é✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬â❣❡ s♦♠❜r❡✱ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ♥♦tr❡ ✉♥✐✈❡rs ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ✐♦♥✐sé ♣❛r ❧❡
r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♦❜❥❡ts ❢♦r♠és ✭ét♦✐❧❡s ❡t q✉❛s❛rs✮✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s s✉❣❣èr❡♥t q✉❡
❧❛ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ét❡♥❞✉ q✉✐ ❛ ❞é❜✉té à ✉♥ r❡❞s❤✐❢t z & 11 ❡t ♥✬❛ été ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
❛❝❤❡✈é q✉✬❛✉t♦✉r ❞❡ z ∼ 6✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥✲
t❛♥é❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs à ✉♥ r❡❞s❤✐❢t ❞♦♥♥é zre✳ ▲❛ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣❛r
s❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♦♣t✐q✉❡ ♥♦té❡ τ ✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬✉♥✐✈❡rs ré✐♦♥✐sé✱ ❡t t❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❧✐❜r❡s ♥✬❛ ♣❛s été s✉✣s❛♠♠❡♥t
❞✐❧✉é❡ ♣❛r ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❧❡s ♣❤♦t♦♥s ❞✉ ❈▼❇ ✈♦♥t ♣♦✉✈♦✐r s✉❜✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❚❤♦♠s♦♥✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡✛❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ❞✬❛tté♥✉❡r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s à ♣❡t✐t❡s
é❝❤❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r e−τre ✳ ▲❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t ét❛♥t ❛♥✐str♦♣❡✱ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝ré❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
✉♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✳ ▲❡ q✉❛❞r✉♣ô❧❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡
❧❛ r❡❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ✈ér✐✜❛♥t k(ηre − η∗) ∼ 2✳ ▲❛ r❡❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❊
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❇✮ ❣é♥èr❡ ❛✐♥s✐ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❛✐r❡ ℓ = 2 ❞❡ t②♣❡ ❊ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❇✮ q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❥✉sq✉✬à ♥♦tr❡ é♣♦q✉❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉❡ ❛✉① ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s à ℓ ∼ 2(η0 − ηre)/(ηre − η∗)✳
▲❛ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❝ré❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❜♦ss❡ ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❊ ❡t ❇ ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à τ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥
ηre✳

❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❛ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇✳ ➚ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ s❡✉❧❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡❲▼❆P ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❡
♣✐❝ ❞❡ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❊✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❧❛❝é❡s s✉r ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥
s♦♥t τ = 0.087 ± 0.017 ✭❄✮✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ♣r✐♠♦r❞✐❛✉①
à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ♣❛r ❧❛ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡✉r ❞ét❡❝t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✮✳

❲❡❛❦ ❧❡♥s✐♥❣ ▲❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐té à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs ❛❧tèr❡♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ❞✉ ❈▼❇ ❡♥tr❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳ ❆✉ ♣r❡♠✐❡r
♦r❞r❡✱ ❝❡t ❡✛❡t ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ s✉✐✈❛♥t ✿

T (ξ) = T (ξ + ∇φ(ξ)) ✭✶✳✻✺✮

(Q± iU)(ξ) = (Q± iU)(ξ + ∇φ(ξ)) , ✭✶✳✻✻✮

♦ù ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ∇φ ❡st ❣♦✉✈❡r♥é ♣❛r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧ ✿

φ(ξ) = −2

∫ z∗

0

Ψ(z,D(z)ξ)

(
D(z∗) −D(z)

D(z∗)d(z)

)
dz

H(z)
, ✭✶✳✻✼✮



✶✳✸✳ ▲✬■◆❋▲❆❚■❖◆ ✷✸

❛✈❡❝ D ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♠♦❜✐❧❡ ❡t Ψ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧✳
▲❡s str✉❝t✉r❡s à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝♦rré❧é❡s ❛✉① ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s✱

❧✬❡✛❡t ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ s✉r ❧❡ ❈▼❇ ♥✬❡st s❡♥s✐❜❧❡ q✉✬❛✉① ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s✳ ❙♦♥ ❛❝t✐♦♥ ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣ré❤❡♥❞é❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ✢♦✉ ❞❡ ❜♦✉❣é s✉r ❧❡ ♠♦t✐❢ ♦r✐❣✐♥❛❧✱
q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡r ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s❡
tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ❧✐ssé ✭❧❡s ♣✐❝s ❛❝♦✉st✐q✉❡s s♦♥t ❛tté♥✉és✮ ❛✉① ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s✳

▲❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ♣✐❝s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ♣❧✉s ♣r♦♥♦♥❝és q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡✱ ❡st ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡ à ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❧❡♥s✐♥❣✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❡✛❡t ♥♦t❛❜❧❡ s✉r ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
❞✉ ❈▼❇✱ ❡st q✉❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ❧❡♥s✐♥❣ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t Q ❡t U ✱ ✐❧ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
♠♦❞❡s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ E ❡t B✱ ❝❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ (Q,U) ❡♥ (E,B) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❧♦❝❛❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ s❡✉❧ ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ t❡♥s❡✉r
s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬✐♥❞✉✐r❡ ✉♥ ♠♦t✐❢ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❇ ❞❛♥s ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s✳ ❈❡s ❞❡r✲
♥✐❡rs ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s✱ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❊ ✈❡rs ❧❡s ♠♦❞❡s ❇
♣❛r ❧❡ ❧❡♥s✐♥❣ ❞♦♠✐♥❡r❛ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞❡s ❇ ♣r✐♠♦r❞✐❛✉①✳

❊♥✜♥ s✐❣♥❛❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❧❡♥s✐♥❣ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦s♠♦❧♦✲
❣✐q✉❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❄✮✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧
♣r♦❥❡té φ✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇ ✭❄❄✮✳ ❙♦♥ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ♣✉✐s✲
s❛♥❝❡ Cφφ

ℓ ❡st s❡♥s✐❜❧❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ΩK ✱ à ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s ♥❡✉tr✐♥♦s ❡t
à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♥♦✐r❡✱ ❛✐❞❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧❡✈❡r ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳

✶✳✸ ▲✬✐♥✢❛t✐♦♥

✶✳✸✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐❣✲❇❛♥❣ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❝♦rr❡❝✲
t❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts ♥❡ tr♦✉✈❡♥t ♣❛s ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳ ❊♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡
♦❜s❡r✈é❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧ s✉❣❣èr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❝❛✉s❛❧ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r ♣r✐s
♣❧❛❝❡ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞é❝é❧éré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❡①♣❧✐✲
q✉❡r ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❝❛✉s❛❧✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
q✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦✐❡♥t ❝♦♠♣r✐s❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ à ✉♥❡ é♣♦q✉❡ ❛♥tér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡
❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♦ù ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❝r♦✐ss❡♥t ♣❧✉s
r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿

− d

dt

( a

H−1

)
< 0 ,

❡t ❝♦♥❞✉✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ✿

ä > 0.

▲❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡✱ ❡♥ s♦rt❡♥t ❞✉r❛♥t ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥ ♣✉✐s
r❡♥tr❡♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❛♥s ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡
❧❛ ♠❛t✐èr❡✳ ❖♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬✐♥✢❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❡✲❢♦❧❞ Ne = ln a❡♥❞

a ✳ ▲✬❛♠♣❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té
❞✉ ❈▼❇ ❞é♣❡♥❞ q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥✢❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s ♦♥ ❡st✐♠❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té ❡st rés♦❧✉ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❡✲❢♦❧❞ ❛✈♦✐s✐♥❛♥t ✻✵✳

■❧ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦st✉❧❛t ❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛❝❝é❧éré❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡
❧✬✉♥✐✈❡rs ✭❄✮ ♦✛r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥✱
❝♦♠♠❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ r❡❧✐q✉❡ ❡t ❧❛ ♣❧❛t✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ✭❄❄❄✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡❧❧❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡
s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s ❡t ♣ré❞✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣✐❝s ❛❝♦✉st✐q✉❡s✳
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥✢❛t✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣
✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ r♦✉❧❡♠❡♥t ❧❡♥t ✭s❧♦✇✲r♦❧❧ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✱ ♣✉✐s ❡sq✉✐ss♦♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡
❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥ ❡t r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s
❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳
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✶✳✸✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ r♦✉❧❡♠❡♥t ❧❡♥t

P♦✉r ♥♦tr❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐
s❡ ❥✉st✐✜❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ✐♥st❛♥ts ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ❄❄✮✱ ♥✐ ❞✉ t❡r♠❡
❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞✐❧✉é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ réé❝r✐t ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❛✐♥s✐ s✐♠♣❧✐✜é❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

H2 =
1

3M2
♣❧

ρ ✭✶✳✻✽✮

(
ä

a

)
= − 1

6M2
♣❧

(ρ+ 3p) , ✭✶✳✻✾✮

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ P❧❛♥❝❦ ✿ M♣❧ = (8πG)−1/2✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ éq✉❛t✐♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭ä > 0✮ ❡st (p + 3ρ) < 0✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♥✐ ♣❛r ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ✭p = 0✮
♥✐ ♣❛r ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ✭p = ρ/3✮✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ r❡♣r♦❞✉✐t ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱
♠❛✐s ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ s♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ét❛✐t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ✭ét❛♥t ❞♦♥♥é
s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❛❝t✉❡❧✮✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♥✢❛t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ r❡❝♦✉r✐r à ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ♣♦✉r
❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡ ✿ ✐♥tr♦❞✉✐r❡
✉♥ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡✱ ❞♦♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❡♥
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝♦r❞❡s ♦✉ ❞❛♥s ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✭●❯❚✮✱ ❡t ❛❥✉st❡r s❡s ♣r♦♣r✐étés ♣♦✉r
q✉✬✐❧ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬✐♥✢❛t✐♦♥✳ ▲❡ t❡♥s❡✉r é♥❡r❣✐❡✲✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ φ
❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ V (φ) s✬é❝r✐t ✿

Tµ
ν = ∂µφ∂νφ− δµ

ν

[(
1

2

)
(∂λφ∂

λφ) − V (φ)

]
.

❉❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ✐s♦tr♦♣❡✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ t❡♠♣s✳
❙♦♥ t❡♥s❡✉r é♥❡r❣✐❡✲✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡t ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ρ ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p ✿

ρ = T 0
0 = φ̇2/2 + V (φ) , ✭✶✳✼✵✮

p δi
j = −T i

j = [φ̇2/2 − V (φ)] δi
j . ✭✶✳✼✶✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ φ ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ✿

φ̈+ 3Hφ̇+ V,φ = 0 , ✭✶✳✼✷✮

♦ù ❧✬♦♥ ♥♦t❡ V,φ = dV/dφ✳
❉❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭❄❄✮ ❡t ✭❄❄✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ s♦✐t ❛❝❝é❧éré❡ s❡

tr❛❞✉✐t ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡ ♣❛r ✿
V (φ) > φ̇2 , ✭✶✳✼✸✮

❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉ s✐ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞♦♠✐♥❡ s♦♥ é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡✳
❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛✐t ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ a(t) ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥✱ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ φ(t) ❡t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ V (t) ❧✉✐ ❞♦♥♥❛♥t ♥❛✐ss❛♥❝❡✳ ■❧
❡st ❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ❞✐✛ér❡♥ts t❛✉① ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥✱ t❡❧s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
❞✬✐♥✢❛t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡♥ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭a(t) ∝ tq ❛✈❡❝ q > 1 ✈♦✐r ❄✮✱ ♦✉ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✭❄✮✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ r♦✉❧❡♠❡♥t ❧❡♥t ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞✐✈❡rs rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ♣rés❡♥tés à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❊❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛
s✉♣♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s❝❡♥❞ ✭✏r♦✉❧❡✑✮ ❧❡♥t❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ s♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✿

φ̇2 ≪ V (φ) , ✭✶✳✼✹✮

❝❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt q✉❡ ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ é✈♦❧✉❡ ❧❡♥t❡♠❡♥t ✿
∣∣∣φ̈
∣∣∣≪ 3Hφ̇ , ✭✶✳✼✺✮

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧♦♥❣t❡♠♣s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡
❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ✻✵ ❡✲❢♦❧❞s✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t rés✉♠é❡s ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❧❛ ♣❡t✐t❡ss❡
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♣♣❡❧és ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ r♦✉❧❡♠❡♥t ❧❡♥t ✿

ǫ
H

= − Ḣ

H2
, ❡t η

H
= −

(
φ̈

Hφ̇

)
= ǫ

H
−
(

˙ǫ
H

2Hǫ
H

)
. ✭✶✳✼✻✮
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✶✳✸✳✸ ■♥✢❛t✐♦♥ ❡t ♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s

◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ♣rés❡♥té ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❧✐és ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ♣♦✉r ❧✬✉♥✐✈❡rs ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜é✳ ■❧ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡
❞é♠❛r❝❤❡ ♦✛r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ét✉❞✐é❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✳
◆♦✉s ♥❡ ❞r❡ss♦♥s ✐❝✐ q✉✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐❢ ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣r♦♣♦sé ❡t r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ér✐✈és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ r♦✉❧❡♠❡♥t ❧❡♥t✳
P♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❄❄ ♦✉ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡✈✉❡s
❡t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥s ❄❄✳

P❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥✱ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s q✉❛♥t✐q✉❡s s♦♥t ❣é♥éré❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡
♣✉✐s ét✐ré❡s ♣❛r ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛❝❝é❧éré❡ ❛✉① é❝❤❡❧❧❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❛✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡✳ ❊❧❧❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t
❛✐♥s✐ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s q✉✐ ❡♥tr❡♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s
♣❤❛s❡s ❞❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡✳ ❊♥ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❛✉①
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s ❞❡
t②♣❡ s❝❛❧❛✐r❡ PS(k) ❡t t❡♥s❡✉r PT (k) à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡
❝♦✉r❛♥t❡✱ ❝❡s ❞❡✉① s♣❡❝tr❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ✿

PS(k) =

(
k3

2π2

)
E
(
R2

k

)
, ✭✶✳✼✼✮

PT (k) = 2

(
k3

2π2

)
E
(
h2

k

)
, ✭✶✳✼✽✮

♦ù R ❡st ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭✈♦✐r s❡❝✳ ❄❄✮ ❡t h ❡st ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞❡s ♦♥❞❡s ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❖♥ ❧❡s ❡①♣r✐♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✿

PS(k) = As

(
k

k⋆

)ns−1+1/2αs(k⋆) ln(k/k⋆)

, ✭✶✳✼✾✮

PT (k) = At

(
k

k⋆

)nt

, ✭✶✳✽✵✮

♦ù As ❡t At s♦♥t ♥♦♠♠é❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s ♠♦❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❡t t❡♥s❡✉rs r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ns ❡t nt

✐♥❞✐❝❡s s♣❡❝tr❛✉① ❡t αs ❡st ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ♥♦♠♠é ❧❡ ✏r✉♥♥✐♥❣✑ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ s❝❛❧❛✐r❡✳ ❖♥ ♥♦t❡
❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❡s s♣❡❝tr❛✉①✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡ φ r❡♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❤♦♠♦❣è♥❡ φ̄(t)
❛✛❡❝té ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s δφ(t,x) ✿

φ(t,x) = φ̄(t) + δφ(t,x). ✭✶✳✽✶✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s δφ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❛ ♠❛ss❡
❞é♣❡♥❞ ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬❡❧❧❡s ♦♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳
▲❡✉r s♣❡❝tr❡ s✬é❝r✐t ✿

Pδφ(k) =

(
H

2π

)2

. ✭✶✳✽✷✮

❈❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡s ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❝♦♠♦❜✐❧❡s R = −Hδφ/ ˙̄φ✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té
R ❡st ❝♦♥s❡r✈é❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ ❡t ❧❡✉r r❡♥tré❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s
♣❤❛s❡s ❞❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❧✐❡r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉
❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡ ❛✉① ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿

PS(k) =

(
H2

2πφ̇

)2

|k=aH . ✭✶✳✽✸✮

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t q✉✬✉♥ ❝❤❛♠♣ s❛♥s ♠❛ss❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥✳ ▲❡✉r s♣❡❝tr❡ s✬é❝r✐t ✿

PT (k) =
8

M2
♣❧

(
H

2π

)2

|k=aH . ✭✶✳✽✹✮



✷✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ▲❊ ❋❖◆❉ ❉■❋❋❯❙ ❈❖❙▼❖▲❖●■◗❯❊

❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ r♦✉❧❡♠❡♥t ❧❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡❧✐❡r ❝❡s ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡✉rs à ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ V ✭❄✮ ✿

Ps(k) =
V

24π2M4
♣❧ǫH

|k=aH , ns − 1 = 2η
H
− 4ǫ

H
, ✭✶✳✽✺✮

Ps(k) =
2V

3π2M4
♣❧ǫV

|k=aH , nt = 2ǫ
H
. ✭✶✳✽✻✮

❖♥ ❞é✜♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt t❡♥s❡✉r s✉r s❝❛❧❛✐r❡ r = PT (k⋆)/PS(k⋆)✱✸ q✉✐ ❡st ✉♥❡ q✉❛♥t✐té
♠❡s✉r❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ✐❧ ✈❛✉t ✿

r = 16ǫ
H

(= −8nt) , ✭✶✳✽✼✮

❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ét❛♥t ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡✳

✶✳✸✳✹ ❘❡♠❛rq✉❡s

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬❡♥ t❛♥t q✉✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❤é♥♦♠è♥♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ s✉❝❝ès✳ ❊❧❧❡
♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❇✐❣✲❇❛♥❣ ❡t ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s
q✉✐✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❝t✉❡❧❧❡s✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♥✢❛t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ✿

✕ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱
✕ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❧❛t✱
✕ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡s✱
✕ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛✉① é❝❤❡❧❧❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❛✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡✳

❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉❡r❛✐t ✉♥❡ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦✲
t❤ès❡ ✐♥✢❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❢♦♥❞ ❞✬♦♥❞❡s ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♥✢❛t✐♦♥ ❝♦❡①✐st❡♥t
❡t✱ ❡♥ ❞é♣✐t ❞✬✐♠♣♦rt❛♥ts ❡✛♦rts ❡♥ ❝❡ s❡♥s✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♦✉t❡♥✉ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡
❞❡s ❤❛✉t❡s é♥❡r❣✐❡s q✉✐ s♦✐t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡✳

▲✬❡♥❥❡✉ ❧✐é à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇ ❡t ❞❡ s❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t✱
❝❛r ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✐♥✢❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▲❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❈▼❇ s♦♥t
As ❡t r q✉✐ ❝♦♥tr❛✐❣♥❡♥t V ❡t V,φ✱ ♣✉✐s ns✱ αs q✉✐ ❝♦♥tr❛✐❣♥❡♥t ❧❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉rs✳

✶✳✹ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✶✳✹✳✶ ❈♦♥t❡①t❡

❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞ès ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡
♠♦❞è❧❡ Λ✲❝❞♠✱ ♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧é ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ♦✉ ♠♦❞è❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❡✱ q✉✐
✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❥❡✉ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ✻ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ✹ ♣r❡♠✐❡rs ✭Ωb✱ Ωm✱ h✱
τ✮ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ✏♠♦②❡♥✑✱ s✉♣♣♦sé ♣❧❛t ✭Ωk = 0✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs
✭As ❡t ns✮ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s❝❛❧❛✐r❡s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s✱ s✉♣♣♦sé❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❡t
❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡s✳ ▲❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s s✉r ❝❡s s✐① ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t r❛♣♣❡❧é❡s t❛❜❧❡ ❄❄✳
❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❝✉❡✐❧❧✐❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ✺ ♣r❡♠✐èr❡s ❛♥♥é❡s
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡ ❲▼❆P ✭❄✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❜❛r②♦♥✐q✉❡
✭❄✮✱ ❡t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ ❞❡s s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ✭❄✮✳

❆✉✲❞❡❧à ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ s✐♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t t❡♥t❡r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ q✉❡❧q✉❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s t❡❧s q✉❡ ❧✬é❝❛rt à ❧❛ ♣❧❛t✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs Ωk✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♥♦✐r❡ w✱
❧❛ ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❛♥✐té ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✭♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r f◆▲✮✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐s♦✲❝♦✉r❜✉r❡s
✭♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r S✮✱ ♦✉ ❧❡ r❛♣♣♦rt t❡♥s❡✉r✲s❝❛❧❛✐r❡ r✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s s✉r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱
rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❄❄✱ s♦♥t ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t t♦✉t❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡✳

✸❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❈❆▼❇✱ ♣♦✉r k⋆ = 0.002M♣❝−1✳
❱♦✐r ❄ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✉ r❛♣♣♦rt t❡♥s❡✉r s✉r s❝❛❧❛✐r❡✳



✶✳✹✳ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙ ✷✼

❚❛❜✳ ✶✳✶ ✕ ❍❛✉t ✿ P❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ♠❡✐❧❧❡✉r ♠❡s✉r❡ à ❝❡ ❥♦✉r
✭❄✮✳ ❇❛s ✿ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✉✲❞❡❧à ❞✉ ♠♦❞è❧❡ st❛♥❞❛r❞✳

P❛r❛♠ètr❡ ❲▼❆P ✰ ❙◆ ✰ ❇❆❖
Ωb 0.0456 ± 0.0015
Ωm 0.228 ± 0.013
τ 0.084 ± 0.016
h 0.705 ± 0.013
As (2.445 ± 0.096)10−9

ns 0.960 ± 0.013

P❛r❛♠ètr❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s
Ωk |Ωk| < 10−2

αs −0.028 ± 0.020
r r < 0.22
f◆▲ −151 < f◆▲ < 253
S ❧✐♠✐t❡s s✉♣ér✐❡✉r❡
w −0.14 < 1 + w < 0.12

▲❡s ❡♥❥❡✉① s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ♣♦✉rs✉✐✈✐s ♣❛r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s à ✈❡♥✐r s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉①✳ ❆✉ ❞❡❧à ❞✉ t❡st ❞✉
♠♦❞è❧❡ st❛♥❞❛r❞✱ ♦♥ r❡t✐❡♥❞r❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♥♦✐r❡✱ ❞❡ ❧❛
♠❛ss❡ ❞❡s ♥❡✉tr✐♥♦s✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ✈✐❛ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s
s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❞✉ ❈▼❇✳ ▲✬❡♥❥❡✉ ❛❝t✉❡❧ ♠❛❥❡✉r ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ♣r✐♠♦r❞✐❛✉①
❞❛♥s ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡r❛✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❢♦♥❞ ❞✬♦♥❞❡s
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s t❡❧ q✉❡ ♣ré❞✐t ♣❛r ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt t❡♥s❡✉r s✉r s❝❛❧❛✐r❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t
❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥✳

▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ P❧❛♥❝❦ ✈❛ ❢♦✉r♥✐r ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ❛♥♥é❡s ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❡♥
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧ ❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ✭30 −
857 ●❍③✮✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① à ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♣♦✉r ❝❡♥t✳ ❈❡s
❞♦♥♥é❡s s❡r♦♥t ❝♦♠♣❧été❡s ♣❛r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐été ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛✉ s♦❧ ♦✉ ❜❛❧❧♦♥✱ ❞é❞✐é❡s à ❧❛ ♠❡s✉r❡
❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s à très ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❙P❚ ✭❄✮ ❡t ❆❈❚ ✭❄✮✱ ♦ù à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡
❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ◗❯■❊❚ ✭❄✮✱ P❖▲❆❘❇❊❆❘ ✭❄✮✱ ❊❇❊❳ ✭❄✮✱ ❙P■❉❊❘ ✭❄✮✳ ▲❛
s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ✐♥str✉♠❡♥ts ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ♦✉ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ r . 0.01✱ s✐
❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ♣❡✉t êtr❡ s♦✉str❛✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ❯♥❡ r❡✈✉❡ ré❝❡♥t❡ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ ❝♦✉rs ♦✉ ♣r♦❣r❛♠♠é❡s ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❄✳ ➚ ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ❞❡s
ét✉❞❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s♦♥t ❡♥ ❝♦✉rs ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❈▼❇P❖▲ ❄✮✱ ✈✐s❛♥t à
❛tt❡✐♥❞r❡ r ∼ 0.001✳

✶✳✹✳✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❘❡✈❡♥♦♥s✱ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ❜r✐è✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❡sq✉✐ssé❡s ❡♥
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❆✉✲❞❡❧à ❞✉ ❞é✜ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡✛❡ts t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ✜♥s ❞❛♥s
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❈▼❇✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❝✐tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡st
❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♣❛r ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❛str♦♣❤②s✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❞♦♥t
❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥ ✭é✈❡♥✲
t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡✮ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✸✵✲✸✵✵ ●❍③✱ ♣r✐✈✐❧é❣✐é ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉
❈▼❇✳

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ♠❛❥❡✉rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❢✉t✉r❡s ❞♦♥♥é❡s ❈▼❇ ❡♥ q✉❛tr❡
❣r❛♥❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ✿ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ TT ✱ TE ❡t EE ♥♦t❛♠♠❡♥t
à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❛♥✐té✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s
✭❡✛❡t ❙❩✱ ❧❡♥s✐♥❣✮✱ ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ B✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡✛❡t ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s s✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ à ❧❛r❣❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❝♦♠♠❡ P❧❛♥❝❦
❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡
✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❛❝t✉❡❧ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s
♠❡s✉r❡s s❡r❛ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦❧ ♦✉ ❜❛❧❧♦♥ ❜é♥é✜❝✐❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ s♣❛t✐❛❧ ❧✐♠✐té❡✳



✷✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ▲❊ ❋❖◆❉ ❉■❋❋❯❙ ❈❖❙▼❖▲❖●■◗❯❊

❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ♣♦rté s✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣té❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé ♣❛r ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❡st✱ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞❡s ♠♦❞❡s ❇✳ ❈❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ très ❢❛✐❜❧❡✱ s❡r♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ❝♦♠♣❧èt❡✲
♠❡♥t ❞♦♠✐♥é❡s ♣❛r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬❛✈❛♥t✲♣❧❛♥✱ ❡t ❧❡✉r ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❛♣❛❝✐té à sé♣❛r❡r ❧❛
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ♣❛r❛s✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ r❡q✉✐s✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥
❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥✢✉❡ ❢♦rt❡✲
♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❢✉t✉r❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥ ❈▼❇P❖▲✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s tr❛✈❛✐❧❧é s✉r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛✈❡✉❣❧❡ ♣♦✉r
ét✉❞✐❡r ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡♥ ♠❡tt❛♥t à ♣r♦✜t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✳ ❈❡tt❡
ét✉❞❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♥✉✐s❛♥❝❡ à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s
s♣❡❝tr❡s à ❣r❛♥❞ ℓ✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛♠❛s ♣❛r ❡✛❡t ❙❩ ♦✉ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❧❡♥s✐♥❣✱ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥
❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡tt❡ é♠✐ss✐♦♥
q✉✐ à été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s❲▼❆P ❡t ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té P❧❛♥❝❦ ♣♦✉r ♣ré♣❛r❡r
❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré ✉♥ ✐♠♣❛❝t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s
s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s s✉r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❆✉tr❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ ♠✐❧❧✐♠étr✐q✉❡

❙♦♠♠❛✐r❡
✷✳✶ ➱♠✐ss✐♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✶✳✶ ▲❡ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✶✳✷ ▲✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✶✳✸ ▲❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✶✳✹ ▲✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ♣♦✉ss✐èr❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✷ ➱♠✐ss✐♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✷✳✶ ❙♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✷✳✷ ▲✬❡✛❡t ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✸✳✶ ❉✐✈❡rs✐té ❞❡ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✸✳✷ ❉✐✈❡rs✐té s♣❛t✐❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✸✳✸ ❉✐✈❡rs✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✷✳✸✳✹ ❘❡♠❛rq✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞♦♠✐♥❛♥t✱ ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ s❡✉❧❡
s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✶✵ ●❍③ ❡t ✸✵✵ ●❍③✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉①
♣r♦❝❡ss✉s✱ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ♦✉ ❛str♦♣❤②s✐q✉❡✱ ✈✐❡♥♥❡♥t s❡ s✉♣❡r♣♦s❡r à ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞ ❡t
❣ê♥❡♥t s♦♥ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✱ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ❛✉t♦✉r ❞❡ ✻✶ ●❍③ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❲▼❆P✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❧❛
♣❧✉s ✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛rr❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ éq✉❛t♦r✐❛❧✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐sé❡ tr❛✈❡rs❡ ♥♦tr❡
❣❛❧❛①✐❡✱ ❧❛ ✈♦✐❡ ❧❛❝té❡✱ ♣❛r ❧❛ tr❛♥❝❤❡✱ ❡t ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡ ✭■❙▼ ♣♦✉r ✐♥t❡rst❡❧❧❛r
♠❡❞✐✉♠ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❞♦♠✐♥❡ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♠♦✐♥s ✈✐s✐❜❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ r❡st❡
♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ à ❤❛✉t❡ ❧❛t✐t✉❞❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ❙✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧✱ s❛♥s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡✱ s❡
ré♣❛rt✐ss❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐✈❡rs❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✱ très ♠❛rq✉é❡ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❣ê♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s
♣r❡♠✐❡rs ♠✉❧t✐♣ô❧❡s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s
✭♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✉ss✐èr❡✱ ❛♣♣❡❧és ❝✐rr✉s✱ ❡t ré❣✐♦♥s ❝♦♠♣❛❝t❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡✱ t❡❧s ❧❡s ♥✉❛❣❡s
♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s✱ ❧❡s r❡st❡s ❞❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ ✳✳✳✮ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❥✉sq✉✬à ❞❡s
é❝❤❡❧❧❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡t✐t❡s ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♠✐♥✉t❡s ❞✬❛r❝✮✳ ▲❡s str✉❝t✉r❡s
❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐q✉❡s✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉r é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t✱ ♦♥t ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❢❛✐❜❧❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ❈▼❇ ❡t ❧❡✉r ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❛✉① ♣❡t✐t❡s
é❝❤❡❧❧❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦✉❤❛✐t❡ ♦✛r✐r ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ ✐♥t❡r❢èr❡♥t ❛✈❡❝
❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts
❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ✿ ❧❡
r❛②♦♥♥❡♠❡♥t s②♥❝❤r♦tr♦♥✱ ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡ ❡t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ❣r❛✐♥s ❞❡

✷✾
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❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ➱♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ à ✻✶ ●❍③ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❲▼❆P ✭❄✮✳

♣♦✉ss✐èr❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ r❡✈✉❡ s✉❝❝✐♥❝t❡ ❞❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❡①tr❛❣❛❧❛❝✲
t✐q✉❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐❢s✳

✷✳✶ ➱♠✐ss✐♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡

❯♥❡ ❣❛❧❛①✐❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❛✉t♦✲❣r❛✈✐t❛♥t ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ❧❡s ♣❧✉s ✈✐s✐❜❧❡s s♦♥t ❧❡s ét♦✐❧❡s✳ ▲❡
♠✐❧✐❡✉ sé♣❛r❛♥t ❧❡s ét♦✐❧❡s✱ ❞✐t ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡✱ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣❛③ ❡t ❞❡ ♣♦✉ss✐èr❡s✳
❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠❡s✉ré❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡
❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ♦❜s❡r✈é❡ ✭❧❛ ♠❛t✐èr❡ ♥♦✐r❡ ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ♠❛ss❡✮✳ ❈✬❡st ❧❡
♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ ❝❛r ✐❧ ❡st ❧❡ s✐è❣❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
♠✐❧❧✐♠étr✐q✉❡✳ ▲❛ ♠❛t✐èr❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡ ✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡
❡t ❞✐✈❡rs ❝❤❛♠♣s ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥ts✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬é♠✐ss✐♦♥ st❡❧❧❛✐r❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡
❤❛✉t❡s é♥❡r❣✐❡s ✐♠♣r♦♣r❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡s r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦s♠✐q✉❡✳

✷✳✶✳✶ ▲❡ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡

▲❡ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✪ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❣❛❧❛①✐❡✱ ❡t ❡st ❝♦♠♣♦sé ✭❡♥
♠❛ss❡✮ ❞❡ ✼✵✪ ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡✱ ❞❡ ✷✽✪ ❞✬❤é❧✐✉♠ ❡t ❞❡ ✷✪ ❞✬❛t♦♠❡s ♣❧✉s ❧♦✉r❞s✱ s♦✉✈❡♥t ❞é♥♦♠♠és
✏♠ét❛✉①✑✳ ❈❡tt❡ ♠❛t✐èr❡ ❡st ♣rés❡♥t❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣❛③✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ✭❞❡s ♠ét❛✉①
♣♦✉r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧✮ s❡ tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r❛✐♥s✱ ♠é❧❛♥❣és ❛✉ ❣❛③✱ ❡t r❡♣rés❡♥t❡ ✶✪ ❞❡ ❧❛
♠❛ss❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡✳ ▼❛❧❣ré ❧❡✉r ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ♠❛ss❡✱ ❝❡s ❣r❛✐♥s ✭♦✉ ♣♦✉ss✐èr❡s✮
❥♦✉❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs rô❧❡s ♠❛❥❡✉rs✳ P♦✉r ❧❡ s✉❥❡t q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱ ✐❧s s♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s
❞❡ ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❡t s✉❜♠✐❧❧✐♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ❡♥ ✐♥s✐st❛♥t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❣r❛✐♥s✳ ◆♦✉s
❛❥♦✉t♦♥s à ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥ r❛♣♣❡❧ s✉❝❝✐♥❝t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♠✲
♣♦rt❛♥❝❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ✿ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❡t ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t
❝♦s♠✐q✉❡✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❝❡s ❞✐✈❡rs❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s❡r♦♥t ❞♦♥♥és
❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

▲❡ ❣❛③

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡ ✈❛r✐❡♥t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❛✉ s❡✐♥
❞❡ ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡t ❝♦✉r❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ré❣✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ❧✬ét❛t ❞✉
❝♦♥st✐t✉❛♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡✱ ❧❡ ❣❛③✳ P❛r s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s ♥♦tr❡ ❡①♣♦sé à ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❤❛s❡s
♥❡✉tr❡s ❡t ✐♦♥✐sé❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡ ✭❄✮✳ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ré❣✐♦♥s
s♦♥t r❡♣r✐s❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❄❄✳

✕ ▲❡ ❣❛③ ♥❡✉tr❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡✳ ■❧ s❡ ❞✐str✐❜✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝❤❛✉❞❡ ❡t ♣❡✉ ❞❡♥s❡ ✭❲◆▼
❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ❲❛r♠ ◆❡✉tr❛❧ ▼❡❞✐✉♠✮✳ ❉❡s ré❣✐♦♥s ♣❧✉s ❝♦♥❞❡♥sé❡s ❡t ♣❧✉s ❢r♦✐❞❡s s❡ ré✲
♣❛rt✐ss❡♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♥✉❛❣❡s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝tés ✭ré❣✐♦♥ ❍■✮ ❡t ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ♥❡✉tr❡ ❡t



✷✳✶✳ ➱▼■❙❙■❖◆ ❉✬❖❘■●■◆❊ ●❆▲❆❈❚■◗❯❊ ✸✶

❚❛❜✳ ✷✳✶ ✕ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ✐❞é❛❧✐sé❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡ ✭❛❞❛♣té ❞❡ ❄✮✳
P❤❛s❡ T ❬❑❪ Td ❬❑❪ nH cm−3 χH = n(H+)/n(H) ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❈◆▼ ∼ 100 ∼ 20 ∼ 30 10−3 ❞❛♥s ❧❛ r❛✐❡ ❍■ ✭❡♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✮
❲◆▼ ∼ 6000 ∼ 20 ∼ 0.4 0.1 ❞❛♥s ❧❛ r❛✐❡ ❍■ ✭❡♥ é♠✐ss✐♦♥✮
❲■▼ ∼ 8000 ∼ 20 ∼ 0.1 0.99 ❞❛♥s ❧❛ r❛✐❡ Hα

▼❈ ∼ 20 ∼ 20 ∼ 104 0 ❞❛♥s ❧❛ r❛✐❡ ❞✉ ❈❖ ✭✶✶✺ ●❍③✮

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❈❛rt❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❍■ ✭❄✮✳

❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ❈❛rt❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ Hα ✭❄✮✳



✸✷❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❆❯❚❘❊❙ P❘❖❈❊❙❙❯❙ ❉✬➱▼■❙❙■❖◆ ❉❆◆❙ ▲❊ ❉❖▼❆■◆❊ ▼■▲▲■▼➱❚❘■◗❯❊

❢r♦✐❞ ✭❈◆▼✮✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❣❛③ ❛t♦♠✐q✉❡ ❡st ❜✐❡♥ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
r❛✐❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ✭♦✉ ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❢r♦✐❞✮ ❞❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ à ✷✶ ❝♠✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ❄❄ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ r❡❧❡✈é ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❍■ ❞❛♥s ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ✭❄✮✳ ▲❡s ré❣✐♦♥s ❡♥❝♦r❡
♣❧✉s ❞❡♥s❡s ❢♦r♠❡♥t ❞❡s ♥✉❛❣❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ✭H2✱ CO✮ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♣❛rs❡❝s ♦ù ❧❡
r❛②♦♥♥❡♠❡♥t st❡❧❧❛✐r❡ ♥❡ ♣é♥ètr❡ ♣❛s✳ ❈❡s ♥✉❛❣❡s ❛❜r✐t❡♥t ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬ét♦✐❧❡s✳

✕ ▲❡ ❣❛③ ♣❡✉t êtr❡ ✐♦♥✐sé ♣❛r ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t ❞❡s ét♦✐❧❡s ♠❛ss✐✈❡s ❡t ❢♦r♠❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s
❞✐t❡s ❍■■✳ ❈❡s ré❣✐♦♥s ❛❧✐♠❡♥t❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐♦♥✐sé ♣❧✉s ❞✐✛✉s ✭❲■▼ ♣♦✉r ✇❛r♠
✐♥st❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠✮✳ ▲❡ ❣❛③ ✐♦♥✐sé ❡st ❜r✐❧❧❛♥t ❞❛♥s ❧❛ r❛✐❡ ❍✲❛❧♣❤❛ é♠✐s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛s❝❛❞❡ ❞❡
r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱
❝❡s ré❣✐♦♥s é♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♣❛r r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡ ✭✈♦✐r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
❄❄✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ r❛✐❡ Hα ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ❄✳
❯♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐♦♥✐sé ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❞✐✛✉s ❡t ❝❤❛✉❞ ✭❍■▼✮ s✬ét❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❛✉✲❞❡❧à ❞✉ ♣❧❛♥
❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❡t ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥ ❯❱ ❡t ❳✳

▲❛ ♣♦✉ss✐èr❡

▲❡s s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ❡♥r✐❝❤✐ss❡♥t ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❧✉s ❧♦✉r❞s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛ ❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥s ❞❡ ♣♦✉ss✐èr❡✳ ❈❡s ❣r❛✐♥s s♦♥t r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ st❡❧❧❛✐r❡
✈✐s✐❜❧❡ ❡t ✉❧tr❛✲✈✐♦❧❡tt❡ q✉✬✐❧s ❛❜s♦r❜❡♥t✳ ❆✐♥s✐ ❝❤❛✉✛és✱ ✐❧s ré✲é♠❡tt❡♥t ❧❡✉r é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❢r❛✲
r♦✉❣❡✳ ▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❞✬✉♥❡ ❣❛❧❛①✐❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ é♠✐s❡ ♣❛r
❧❡s ❣r❛✐♥s✳

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✉ss✐èr❡s ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉
s♣❡❝tr❡ ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ st❡❧❧❛✐r❡✳ ▲❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡♥ ❡①t✐♥❝t✐♦♥
❡t ❡♥ é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ♦♥t ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ r❡❝♦✉r✐r à ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡
❣r❛✐♥s✱ t❛♥t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❢♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧ à tr♦✐s t②♣❡
❞❡ ❣r❛✐♥s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❄❄✮ ✿

✕ ▲❡s ❣r♦s ❣r❛✐♥s ✭❇●✮ ✭> 15nm✮✳ ❈❡s ❣r❛✐♥s s♦♥t ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r r❡st❡r à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡
❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✳ ▲❡✉r ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♣❡✉t✲êtr❡ ❛✐♥s✐ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥
❝♦r♣s ❣r✐s ❞♦♥t ❧✬é♠✐ss✐✈✐té ❞é♣❡♥❞ t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❢❛❝t❡✉rs ✭❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✱ t❛✐❧❧❡✱
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✳✳✳✮✳

✕ ▲❡s ♣❡t✐ts ❣r❛✐♥s ❤♦rs éq✉✐❧✐❜r❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ✭❱❙● ♣♦✉r ✈❡r② s♠❛❧❧ ❣r❛✐♥s✮✳ ❈❡s ❣r❛✐♥s s♦♥t ❝❤❛✉❢✲
❢és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ♣❛r ❧✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ✉❧tr❛✲✈✐♦❧❡ts ❡t é♠❡tt❡♥t ❛✐♥s✐ s✐❣♥✐✜❝❛✲
t✐✈❡♠❡♥t à ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s ❢❛✐❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ q✉❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❧❡✉r t❡♠♣ér❛t✉r❡
♠♦②❡♥♥❡✳

✕ ▲❡s P❆❍ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐s P♦❧②❝②❝❧✐❝ ❆r♦♠❛t✐❝ ❍②❞r♦❝❛r❜♦♥s ♦✉ ♠♦❧é❝✉❧❡s ♣♦❧②❝②❝❧✐q✉❡s ❛r♦♠❛✲
t✐q✉❡s ❤②❞r♦❣é♥é❡s✮✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡ ❣r♦ss❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s ❛r♦♠❛t✐q✉❡s ✭C6✮✳ ❖♥
♦❜s❡r✈❡ ❧❡s ❜❛♥❞❡s ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❛r♦♠❛t✐q✉❡s q✉✐ s❡
s✐t✉❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ♠♦②❡♥ ✭❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♦ù ❧❡ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s
❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ♦❜s❡r✈é✮✳ ❖♥ ♣❡♥s❡ q✉❡ ❝❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s s♦♥t ❛✉ss✐ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥
❛♥♦r♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ r❛❞✐♦✱ ♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ❈❖❇❊✲❉▼❘
✭❄✮✳

▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❛ ❛✉ss✐ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥
❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡❧ ❞❡s ❣r❛✐♥s ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡✛❡t ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ tr❛♥s♠✐s❡ ✭❄✮✳

▲❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦s♠✐q✉❡

▲❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❜❛✐❣♥é❡ ❞✬✉♥ ✢✉① ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ❤❛✉t❡ é♥❡r❣✐❡ ✭❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s
♣r♦t♦♥s ♦✉ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞✬❛t♦♠❡s ❧é❣❡rs✮✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s r❛②♦♥s ❞❡ très ❤❛✉t❡s é♥❡r❣✐❡s ✭> 10 ●❡❱✮ q✉✐
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥✜♥és ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ r❡st❡ ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s
✐❝✐ à ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦s♠✐q✉❡ ✭❡♥✈✐r♦♥ ✶✪ ❞✉ ✢✉① ❞❡s ♣r♦t♦♥s à ✶✵ ●❡❱✮
❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ✉❧tr❛✲r❡❧❛t✐✈✐st❡s✳ ❈❡s é❧❡❝tr♦♥s ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡
❡t ♣❡r❞❡♥t ❞❡ ❧❡✉r é♥❡r❣✐❡ ♣❛r é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ✭❝✳❢✳ ❄❄✮✳ ❉❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s♦❧❛✐r❡✱ ❧❡✉r
s♣❡❝tr❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭❄✮ ✿

I(E) = 700

(
E

●❡❱✴♥✉❝❧❡♦♥

)−3.3

m−2s−1sr−1(GeV/nucleon)−1 . ✭✷✳✶✮
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❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❇❙❙ ✭❄✮✳

❈❡ s♣❡❝tr❡ ❡st ♣❧✉s r❛✐❞❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♠❡s✉ré ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦t♦♥s ❡t ❡st ré✈é❧❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡r❞✐t✐♦♥
❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❛r r❛②♦♥♥❡♠❡♥t s②♥❝❤r♦tr♦♥✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❛♥s ❧❡s
♦♥❞❡s ❞❡ ❝❤♦❝ ❞❡s s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ❡st ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡✉r ♦r✐❣✐♥❡✳

▲❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 5µG ❡st ❜✐❡♥ ét❛❜❧✐❡ ❡t s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s✳ ▲✬❡✛❡t ❧❡ ♣❧✉s ♠❛rq✉❛♥t ♣♦✉r ♥♦tr❡ s✉❥❡t ❞✬ét✉❞❡ ❡st ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ r❛②♦♥✲
♥❡♠❡♥t s②♥❝❤r♦tr♦♥✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❋❛r❛❞❛② ❞❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛✲
❣♥ét✐q✉❡s ❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ♣✉❧s❛rs ✭❄✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❧❡✈é❡✱ ❞❛♥s ❧❡s r❛✐❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s
♥✉❛❣❡s✱ ❞❡ ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♠♦♠❡♥t ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❛r ❡✛❡t ❩❡❡♠❛♥ ✭❄✮✳ ❊♥✜♥ ❧❡ ❝❤❛♠♣
♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡❧ ❞❡s ❣r❛✐♥s ❞❡ ♣♦✉ss✐èr❡ ✭❄✮✳

▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❋❛r❛❞❛② ❞❡s ♣✉❧s❛rs ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞✉
❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❣❛❧❛①✐❡ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ s♣✐r❛❧❡ ❜✐s②♠étr✐q✉❡ ✭❇❙❙✮
✭❄❄✮✱ ❝✬❡st✕à✕❞✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡
❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✱ ♥♦té❡ B✉✱ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛✉① ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
t✉r❜✉❧❡♥t❡✱ ♥♦té❡ Bt✳ ❖♥ ♣❡✉t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t s✉♣♣♦s❡r ❧✬éq✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉①
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ B✉ ≃ Bt ∼ 3µG✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✳

✷✳✶✳✷ ▲✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥

▲❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦s♠✐q✉❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ s♣✐r❛❧❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t
✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❤❛✉t❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡ ✭❄✮✳ ❈❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s♦✉r❝❡ ❞❡
❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❛✉① ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ✭. 80●❍③✮✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳ ❉❛♥s
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇✱ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥
♦♥t été ré❛❧✐sé❡s✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❡♥ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡ ❲▼❆P ✭❄❄✮✳ ▲✬✐♥t❡♥s✐té
❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s r❛②♦♥s ❝♦s♠✐q✉❡s ne✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té
❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐sé❡✳ ❙❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t s❛ ❢r❛❝t✐♦♥
❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ fs ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦s♠✐q✉❡✳
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▲❛ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥

P♦✉r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ q✉✐ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ p✱ ne(E) ∝ E−p✱ ❧❛ ❞é✲
♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ s✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ βs =
−(p+ 3)/2 ✿

S(ν) = S(ν0)(ν/ν0)
βs ✭✷✳✷✮

♦ù ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧✱ βs✱ ❡st é❣❛❧ à −3 ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r t②♣✐q✉❡ ❞❡ p = 3✳
▲✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❛✈❛♥t t♦✉t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s r❛②♦♥s ❝♦s♠✐q✉❡s✳ ■❧ ✈❛r✐❡

❞♦♥❝ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ ❝✐❡❧✱ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s r❛②♦♥s ❝♦s♠✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❄✳

❈❡❝✐ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ✈✉❡ ♣❛r ✉♥❡
❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❢réq✉❡♥❝❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥
✈✉❡ ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛♣t❡✉rs ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 1✳

▲✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❛ ♣✉ êtr❡ ♦❜s❡r✈é❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❡t ❞❡s ❝❛rt❡s ❞❡ s♦♥ ✐♥❞✐❝❡
s♣❡❝tr❛❧ ✭q✉✐ r❡♥s❡✐❣♥❡♥t s✉r ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❝♦s♠✐q✉❡s✮ ♦♥t été ét❛❜❧✐❡s✳ ■❧ r❡st❡ ❝❡♣❡♥✲
❞❛♥t ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ s✉r ❧❡
❝✐❡❧✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ❧❡s ♣❧✉s é❧❡✈é❡s ❡st ♣❡✉ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

▲❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥

❙✐ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ❡st ❞✐str✐❜✉é❡ ❡♥ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ p✱ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ s✬é❝r✐t ✿

fs = 3(p+ 1)/(3p+ 7) . ✭✷✳✸✮

P♦✉r p = 3✱ ♦♥ ❛ fs = 0.75✱ ❡t ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ✈❛r✐❡ ♣❡✉ ♣♦✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ p✳ ▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ✉♥ ❡✛❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❡st ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐sé❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬é♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥ç♦✐t q✉❡ ❧❛ ❞é♣♦✲
❧❛r✐s❛t✐♦♥ s❡r❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❞❡s é♣❛✐ss❡✉rs ♦♣t✐q✉❡s é❧❡✈é❡s✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ♠♦♥tr❡♥t
✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✪ ♣rès ❞✉ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✱ ❡t ❞❡ ✸✵ ✪ ❛✉①
❧❛t✐t✉❞❡s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❡t ❥✉sq✉✬à ✺✵✪ ❛✉① ♣ô❧❡s✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t s②♥❝❤r♦tr♦♥

▲✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❛ été ♦❜s❡r✈é❡ à ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡✱ ♠❛✐s ❧❡s r❡❧❡✈és ❜é♥é✜✲
❝✐❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ❝♦♠♣❧èt❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡✉r ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ s❝✐❡♥❝❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s
❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ s♦♥t r❛r❡s✳ ❯♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t s②♥❝❤r♦tr♦♥ à ✹✵✽ ▼❍③
❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❄ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ❄❄✮✳

❈♦♠❜✐♥❛♥t ❝❡tt❡ ❝❛rt❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ré❛❧✐sé❡s à ✶✳✹ ●❍③ ✭❄✮ ❡t ✷✳✸ ●❍③ ✭❄✮✱ ❄ ❡t ❄ ♦♥t
❞ér✐✈é ❞❡s ❝❛rt❡s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❝♦✉✈r❛♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝✐❡❧✳ ▲❛ ♠ê♠❡
♣r♦❝é❞✉r❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❲▼❆P ✭❄✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧
❡♥tr❡ ✹✵✽ ▼❍③ ❡t ✷✸ ●❍③✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s s♣❡❝tr❛✉① ❡♥tr❡ ✷ ●❍③ ❡t ✷✸ ●❍③
♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❛❝❝❡♥t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ✈❡rs βs = −3 ❛✉t♦✉r ❞❡ ✷✵ ●❍③✳ ❊❧❧❡ ❢❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t
❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ❢♦rt ❛♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ été ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♣❧✉s é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡s r❛②♦♥s ❝♦s♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬ét♦✐❧❡s✳ ❊♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡
❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✱ à ✷✸ ●❍③✱ ❞✬✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥ ❛♥♦r♠❛❧❡ ❝♦rré❧é❡ à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛
♣♦✉ss✐èr❡✱ ❄ ♦♥t t♦✉t❡❢♦✐s ♦❜t❡♥✉ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❧✉s ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳ ▲❛ ❝❛rt❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡✱ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ βs = −3 ± 0.06✳

✷✳✶✳✸ ▲❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡

▲❡ ❣❛③ ✐♦♥✐sé ❡st ❧❡ s✐è❣❡ ❞✬✉♥ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ✐♠♣♦rt❛♥t à t♦✉t❡s ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ à ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ✭❢r❡❡✲❢r❡❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢r❡✐♥❛❣❡ ❞❡s
é❧❡❝tr♦♥s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡s ✐♦♥s ✭s❛♥s r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✮✳



✷✳✶✳ ➱▼■❙❙■❖◆ ❉✬❖❘■●■◆❊ ●❆▲❆❈❚■◗❯❊ ✸✺

❋✐❣✳ ✷✳✺ ✕ ❈❛rt❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ à ✹✵✽ ▼❍③ ✭❄✮✳

▲✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦❧❛r✐sé❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ✭♠ê♠❡ s✐✱ ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❡✛❡t ❈♦♠♣t♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡①✐st❡r ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡s ré❣✐♦♥s ✐♦♥✐sé❡s✮✳

▲♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡

❉❛♥s ✉♥ ♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ne✱ ♦ù ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡st ♠❛①✲
✇❡❧❧✐❡♥♥❡ ✭t❤❡r♠✐q✉❡✮ ❡t ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ Te✱ ❧✬é♠✐ss✐✈✐té ✭é♥❡r❣✐❡ é♠✐s❡ ❞❛♥s t♦✉t
❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✮ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ν ❛ ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❄✮ ✿

ǫffν = 6.82 × 10−38Z2nenionT
−1/2
e e−hν/kT g✛ ergs−1cm−3Hz−1 ✭✷✳✹✮

♦ù Z ❡st ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s ✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐té nion ✭❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ Z ≃ 1 ❡t nion ≃ ne✮✱ ❡t g✛ ❡st ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡
●❛✉♥t✱ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡
❞✬✐♠♣❛❝t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s r❛❞✐♦ ✭ré❣✐♠❡
❘❛②❧❡✐❣❤✲❏❡❛♥s✮✱ ♣♦✉r Z = 1, n✐♦♥ = ne✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

τν = 3.014 · 10−2T−3/2
e

( ν

GHz

)−2
(

EM

pc cm−6

)
g✛ . ✭✷✳✺✮

EM ét❛♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ✿

EM =

∫
n2

edl . ✭✷✳✻✮

P♦✉r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s r❛❞✐♦✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ●❛✉♥t ❛ ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

g✛ = ln

(
4.955 · 10−2

( ν

●❍③

)−1
)

+ 1.5 lnTe , ✭✷✳✼✮

❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ♦♣t✐q✉❡ ✿

τν = 8.235 · 10−2T−1.35
e

( ν

GHz

)−2.1
(

EM

pc cm−6

)
a (ν, Te) ✭✷✳✽✮

❛✈❡❝ a (ν, Te) = 0.366
(

ν
GHz

)−0.1
T−0.15

e ≃ 1 ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❝♦rr❡❝t✐❢ t❛❜✉❧é ❞❛♥s ❄✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡
♣❛r❢♦✐s ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❝♦rr❡❝t✐❢ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ (1+0.08) q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❞❡s ♥♦②❛✉① ❞✬❤é❧✐✉♠ ✉♥❡ ❢♦✐s ✐♦♥✐sés✳

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉
❡st ♦♣t✐q✉❡♠❡♥t ♠✐♥❝❡✱ ❡t s❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❜r✐❧❧❛♥❝❡ ❡♥ ❦❡❧✈✐♥ T✛

B = Iνc2

2kBν2 ≃ Teτ s✬é❝r✐t ✿

T✛
B = 8.235 × 10−2aT−0.35

e ν−2.1
GHz (1 + 0.08) × (EM)cm−6pc . ✭✷✳✾✮

▲❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❛②❛♥t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧
β✛ ≃ −2.1 ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ t✐ré❡ ❞❡ ❄ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ à
❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳
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❋✐❣✳ ✷✳✻ ✕ ❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ❉❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s ✿ Te =
(2, 4, 6, 8✭❣r❛s✮, 10, 12, 14, 16, 18, 20) × 103❑ ✭❄✮✳

❋✐❣✳ ✷✳✼ ✕ ❈❛rt❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❲▼❆P✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡

▲❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡ ❡t Hα ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ✿

T✛B
IHα

= 8.396 × 103a× ν−2.1
GHz T

0.667
4 100.029/T4(1 + 0.08) [mK/R] . ✭✷✳✶✵✮

■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①tr❛♣♦❧❡r ❞❡s ❝❛rt❡s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ Hα✱ t❡❧❧❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❄ ✭❝✳❢✳ ❋✐❣✳
❄❄✮✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ r❛✐❡ Hα ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ✈✐s✐❜❧❡s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ét❡✐♥t❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡✳ ■❧
❡st ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❡t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù
❧✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

▲❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❲▼❆P ❛ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡✱ ♠❛✐s s♦♥ é♠✐ss✐♦♥ ❡st
♠é❧❛♥❣é❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ❡t ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❉✐✈❡rs❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉é❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❝❡tt❡
é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P ✭❄❄❄✮✱ r❡♣♦s❛♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧
❝♦♥♥✉ ❡t ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ é♠✐ss✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❄ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ▼❊▼✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐tés ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ Hα ✭❋✐❣✳ ❄❄✮ ♠❛✐s
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ st❡❧❧❛✐r❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳



✷✳✶✳ ➱▼■❙❙■❖◆ ❉✬❖❘■●■◆❊ ●❆▲❆❈❚■◗❯❊ ✸✼

❋✐❣✳ ✷✳✽ ✕ ❈❛rt❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ à ✶✵✵µm ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès r❡tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ■❘❆❙ ✭❄✮✳

✷✳✶✳✹ ▲✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ♣♦✉ss✐èr❡s

▲✬é♠✐ss✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛✐♥s ❞❡ ♣♦✉ss✐èr❡ ❝❤❛✉✛és ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❞♦♠✐♥❛♥t
❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✶✵✵ ●❍③ ✭❋✐❣✳ ❄❄✮✳ ▲❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ♣❛r ❝❡s ❣r❛✐♥s ✐♥❞✐q✉❡
✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡❧ ❞❡s ❣r❛✐♥s ♦❜❧♦♥❣s ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❄ ♣♦✉r ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ♠é✲
❝❛♥✐s♠❡s ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✮✳ ▲✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡❧ ❞❡s ❣r❛✐♥s ✐♥❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❧♦✐♥t❛✐♥✳

❖♥ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ♣♦✉ss✐èr❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥❢r❛✲r♦✉❣❡ ✭❞❡ ✸ à ✶✵✵✵ µm✮
♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥s ❡t ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✭❄❄✮✳
❆✉① ❣r❛♥❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s✱ ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇ ✭s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✶✵✵ µm✮✱ ♦♥
❛tt❡♥❞ ✉♥❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ♣❛r ❞❡ ❣r♦s ❣r❛✐♥s✱ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ r❛❞✐❛t✐❢
✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡✳ ❯♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ é♠✐ss✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡
■❘❆❙ ✭❋✐❣✳ ❄❄✮✳

▲❛ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ t❤❡r♠✐q✉❡

■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✱ q✉✐ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ♠❛t✐èr❡✳ ❊♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛❥✉sté❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇✱ ❄ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡
❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ♣♦✉ss✐èr❡s✱ ❡♥ ✐♥t❡♥s✐té✱ ❡st ❜✐❡♥ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❞❡✉① ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛✐♥s ✭s✐❧✐❝❛tés ❡t ❝❛r❜♦♥és✮✳ P♦✉r ❝❡s ❞❡✉①
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s ❣r✐s ♠♦❞✐✜é❡✱ Dν ∼
Bν(T )να✱ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s é♠✐ss✐✈✐tés α ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ T ✳

▲❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡

❏✉sq✉✬✐❝✐✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ s❡ s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡♥tré❡s s✉r
❞❡s ré❣✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❜❛❧❧♦♥ ❆r❝❤❡♦♣s ✭❄✮✱ q✉✐ ❛ ❞r❡ssé ✉♥❡ ❝❛rt❡
❞❡ ❧✬é♠✐s✐♦♥ à ✸✺✸ ●❍③ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞✉ ❝✐❡❧✱ ♠♦♥tr❛♥t ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✹✲✺✪✱ ♣♦✉✈❛♥t ❛❧❧❡r ❥✉sq✉✬à ✶✵✪ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♥✉❛❣❡s✳ ❈❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝
❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❄❄✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❄ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ❣r❛✐♥s ❞❡ ♣♦✉ss✐èr❡s✱ ❧❛ ♣♦❧❛r✐✲
s❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡ ❧❡✉r é♠✐ss✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✶✵✵✲✽✵✵ ●❍③✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥✱ ❧❛ ❞é♣♦❧❛r✐s❛✲
t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐sé❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛
❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡s✳



✸✽❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❆❯❚❘❊❙ P❘❖❈❊❙❙❯❙ ❉✬➱▼■❙❙■❖◆ ❉❆◆❙ ▲❊ ❉❖▼❆■◆❊ ▼■▲▲■▼➱❚❘■◗❯❊

➱♠✐ss✐♦♥ ❛♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡

❯♥ ❡①❝ès ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ✐♥❛tt❡♥❞✉ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ r❛❞✐♦ ❛ été ♦❜s❡r✈é ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❛♥s
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❈❖❇❊ ✭❄✮ ♣✉✐s ❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭❄❄✮
❡t ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❡♥ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✭❄❄✮✳

❙✐ ❝❡tt❡ é♠✐ss✐♦♥ ❛♥♦r♠❛❧❡✱ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥tr✐❜✉❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❡♥
✐♥t❡♥s✐té ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✶✵✲✸✵ ●❍③✱ ♦✉ ♠ê♠❡ à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♣❧✉s é❧❡✈é❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♥✉❛❣❡s
✭❄❄❄✮✱ ❡st ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s P❆❍ ✭❄✮✱ ❛❧♦rs ❝❡tt❡ é♠✐ss✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t
êtr❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡ ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ✸✺ ●❍③ ✭❄✮✱ ❡t ♠❛r❣✐♥❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡ ❛✉①
❢réq✉❡♥❝❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ✭❄✮✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♠❛❣♥ét♦✲❞✐♣ô❧❡✱ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡
♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥ ❤❛✉t❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sé❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ❛✉① ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ r❡st❡ s♦✉s✲❞♦♠✐♥❛♥t ❡♥ ✐♥t❡♥s✐té ✭❄✮✳

✷✳✷ ➱♠✐ss✐♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐q✉❡

▲❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛ ♣rés❡♥té ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ❉❡s ♣r♦❝❡ss✉s s✐♠✐✲
❧❛✐r❡s ♣r❡♥♥❡♥t ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❣❛❧❛①✐❡s✱ ♠❛✐s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐q✉❡s
é♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞✬❛✉tr❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ❛②❛♥t s❛ ♣r♦♣r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❡t s❡s ♣r♦♣r❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♥s❛❝r♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ à ❞♦♥✲
♥❡r ✉♥ ❛♣❡rç✉ s✉❝❝✐♥❝t ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣♦rté❡ à ❧✬❡✛❡t
❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧❞♦✈✐❝❤✱ q✉✐ r❡✈êt ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡♥ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❡✳

✷✳✷✳✶ ❙♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐q✉❡s

▲❡s ♦❜❥❡ts ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐q✉❡s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧♦✐❣♥és ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s êtr❡ rés♦❧✉s ♣❛r
❧❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ❈▼❇✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r é♠✐ss✐♦♥ ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❛❧♦rs
s♦✉s ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ✿

✕ ▲❡s s♦✉r❝❡s ❧❡s ♣❧✉s ❜r✐❧❧❛♥t❡s ❛♣♣♦rt❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐s♦❧é❡✳
✕ ▲❡s s♦✉r❝❡s ❧❡s ♠♦✐♥s ❜r✐❧❧❛♥t❡s ✭❡t ❧❡s ♣❧✉s ♥♦♠❜r❡✉s❡s✮ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧✲
❧❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❢♦♥❞ ❞♦♥t ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❛✉ s✐❣♥❛❧ t♦t❛❧✳

❉❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s r❛❞✐♦✱
❜r✐❧❧❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ✭<
100 ●❍③✮✱ ❡t ❧❡s s♦✉r❝❡s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s ❞♦♥t ❧❡ ♣✐❝ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ s❡ s✐t✉❡ à ♣❧✉s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳

❘❛❞✐♦✲s♦✉r❝❡s

▲❡s s♦✉r❝❡s r❛❞✐♦✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① ❛❝t✐❢s ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡s ✭r❛❞✐♦✲❣❛❧❛①✐❡s✱ q✉❛s❛rs✱ ❜❧❛③❛rs✮✱ ♣ré✲
s❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❧♦✐s ❞✬é♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡❝✐ r❡♥❞ ❞é❧✐❝❛t❡ ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❛✉① ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡
❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❈▼❇ ❞❡ ❧❡✉rs ✢✉①✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠❡s✉rés à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❜❛ss❡s ✭< 20 ●❍③✮✳

❉❡s ❝❛t❛❧♦❣✉❡s ❞❡ r❛❞✐♦✲s♦✉r❝❡s✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝✐❡❧✱ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s
❞❡ ✹✳✽✺ ●❍③✱ ✽✳✻ ●❍③✱ ✷✵ ●❍③ ✭❄✮✱ ✾✺ ●❍③ ✭❄✮✳ ❉✬❛✉tr❡s ♣❛rt ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❲▼❆P ❛ ét❛❜❧✐ ✉♥
❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞❡s r❛❞✐♦✲s♦✉r❝❡s ❧❡s ♣❧✉s ❜r✐❧❧❛♥t❡s ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ❈▼❇ s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧ ✭❄✮✳ ❉❡s
♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❛✉ss✐ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s s♦✉r❝❡s✳

❯♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣t❛❣❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s r❛❞✐♦ ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✉ ❈▼❇ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❄✳

❙♦✉r❝❡s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s ❡t ❢♦♥❞ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡

▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ■❘❆❙ ✭❄✮ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ r❡❧❡✈é ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s s♦✉r❝❡s ❜r✐❧❧❛♥t❡s ❛✉① ❧♦♥❣✉❡✉rs
❞✬♦♥❞❡s ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ ✶✷ ❡t ✶✵✵µm✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣❡✉ ❞❡ ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ✶✵✵ µm
❡t ✸ ♠♠✳ ▲✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧❡s ❜❛♥❞❡s ■❘❆❙ ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ❈▼❇ ♣❡✉t s❡ ❜❛s❡r
s✉r ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♦❜s❡r✈é❡ ❞❛♥s ❝❡s ❜❛♥❞❡s✱ ♠❛✐s r❡st❡ t♦✉t❡❢♦✐s très ✐♥❝❡rt❛✐♥❡✳

❊♥✜♥✱ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❞❡s ❣❛❧❛①✐❡s ❧♦✐♥t❛✐♥❡s ❢♦r♠❡ ✉♥ ❢♦♥❞ ❛♣♣❡❧é ❢♦♥❞ ❞✬é♠✐ss✐♦♥
✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ✭❈■❇ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ❝♦s♠✐❝ ✐♥❢r❛r❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✮ ❞ét❡❝té ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡
❈❖❇❊ ✭❄✮✳



✷✳✷✳ ➱▼■❙❙■❖◆ ❉✬❖❘■●■◆❊ ❊❳❚❘❆●❆▲❆❈❚■◗❯❊ ✸✾

✷✳✷✳✷ ▲✬❡✛❡t ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤

❆♠❛s ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡s

▲❡s ❛♠❛s ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s str✉❝t✉r❡s ❧✐é❡s ♣❛r ❧❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs✳
▲❡s ❣❛❧❛①✐❡s q✉✐ ❧❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t s♦♥t ❜❛✐❣♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❣❛③ té♥✉ ❡t ❝❤❛✉❞ ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶✵ ❦❡❱✮✳ ▲❡
r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❝❡ ❣❛③ ❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s r❛②♦♥s ❳ ✭❄✮✳
❉❡s ❝❛t❛❧♦❣✉❡s ❞✬❛♠❛s ♦♥t ❛✐♥s✐ ♣✉ êtr❡ ét❛❜❧✐s ♣❛r ❧❡s s❛t❡❧❧✐t❡s ❘♦s❛t✱ ❈❤❛♥❞r❛ ♦✉ ❳▼▼✳

▲❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♠❡s✉ré ♣♦✉r ❧❡s ❛♠❛s ♦❜s❡r✈és ♣❛r ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❳▼▼ ♣❡✉t êtr❡
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❛❥✉sté ♣❛r ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❞❡♥s✐té ◆❋❲✶ ✭❄✮ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ✭❄✮ ✿

P (r)

P500
=

P0

xγ (1 + xα)
(β−γ)/α

❛✈❡❝ x = r/rs✱ rs = r500/c500✳

❖r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ♣❤♦t♦♥s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ tr❛✈❡rs❡♥t ❧❡ ❣❛③ ❝❤❛✉❞ ❞❡s ❛♠❛s✱ ✐❧s ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t
❛✈❡❝ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ❣❛③ ❡t ❛❜s♦r❜❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❡✉r é♥❡r❣✐❡ ✭❞✐✛✉s✐♦♥ ❈♦♠♣t♦♥
✐♥✈❡rs❡✮✳ ❈❡t ❡✛❡t ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ❞✐✛✉sés✳

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❧✐é❡ à ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞✉ ❣❛③ ✭❡✛❡t
❙❩ t❤❡r♠✐q✉❡✮✱ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❧✐é❡ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❣❛③✱ ❞✉❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛s
❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❝♦♠♦❜✐❧❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ✭❡✛❡t ❙❩ ❝✐♥ét✐q✉❡✮✳ ❈❡s ❞❡✉① ❡✛❡ts s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♣❛r ✉♥❡
s✐❣♥❛t✉r❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧✬❡✛❡t t❤❡r♠✐q✉❡ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣ré❞♦♠✐♥❛♥t✳

❊♥ ♥♦t❛♥t x = hν/kT❈▼❇ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ré❞✉✐t❡✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❙❩
t❤❡r♠✐q✉❡ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ν s✬é❝r✐t ✿

∆T❝♠❜
T❝♠❜

= y

[
x (ex + 1)

ex − 1
− 4

]
✭✷✳✶✶✮

♦ù y ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❈♦♠♣t♦♥✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ne ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐sé❡
❡t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ Te ❞✉ ❣❛③ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ✿

y =

∫
kTe

mec2
neσT dl ✭✷✳✶✷✮

σT ❞és✐❣♥❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❈♦♠♣t♦♥ ❡t me ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✳ ■❧ ❡st ♥♦t❛❜❧❡
q✉❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ♥✬❡st ♣❛s ❧✐é❡ ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛♠❛s ✭❝❡ ♥✬❡st
str✐❝t❡♠❡♥t ✈r❛✐ q✉❡ t❛♥t q✉❡ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞✉ ❣❛③ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐tés ❞✉ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ r❡❧❛t✐✈✐st❡✮✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❙❩ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✿

∆T❝♠❜
T❝♠❜

= −βrτ ✭✷✳✶✸✮

♦ù βr = vr/c ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ r❛❞✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛s ✭❝♦♠♣té❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐ ❧✬❛♠❛s s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✲
✈❛t❡✉r✮✱ ❡t τ ❡st ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♦♣t✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐sé❡ ✿

τ =

∫
neσT dl . ✭✷✳✶✹✮

❈❡t ❡✛❡t ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡
❧✉✐✲♠ê♠❡✳

❊✛❡t ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤ ♣♦❧❛r✐sé

▲♦rsq✉❡ ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t s✉r ❧✬❛♠❛s ♥✬❡st ♣❛s ✐s♦tr♦♣❡✱ ❧✬❡✛❡t ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤ ❛❝q✉✐❡rt
✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ P❧✉s✐❡✉rs ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ✭❄❄❄✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
s♦♥t ❧❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❧♦❝❛❧✱ ❝✬❡st✕à✕❞✐r❡ ❧✬❛♥✐str♦♣✐❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦✲
❧♦❣✐q✉❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❛s✱ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛s✳ ❈❡t ❡✛❡t ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ❢❛✐❜❧❡
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♣❛r❛s✐t❡ ♣♦❧❛r✐sé❡✱ ❡t s❡r❛ ♥é❣❧✐❣é ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s
ét✉❞❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳

✶▲❡ ♣r♦✜❧ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à γ = 1✱ α = 1 ❡t β = 3✳



✹✵❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❆❯❚❘❊❙ P❘❖❈❊❙❙❯❙ ❉✬➱▼■❙❙■❖◆ ❉❆◆❙ ▲❊ ❉❖▼❆■◆❊ ▼■▲▲■▼➱❚❘■◗❯❊

✷✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲❡s ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥t ♣✉ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥
❞✬❛✈❛♥t✲♣❧❛♥✱ q✉✐ rés✉❧t❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✈❛r✐és✱ ❛②❛♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s très ❞✐✈❡rs❡s✳ ❯♥❡ ♠♦❞é✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s✱ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡✉r é♠✐ss✐♦♥ à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡
❞♦♥♥é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉str❛✐r❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉ ❈▼❇✱ ❡st ❞♦♥❝ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐èr❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à ♦❜t❡♥✐r✳ ❉❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡s ♣♦✉r ❛tté♥✉❡r
❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✱ s✬❛♣♣✉✐❡♥t ❛✐♥s✐ s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✐♠♣❧✐✜és ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ✏❢♦r❡❣r♦✉♥❞ r❡❞✉❝❡❞✑ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P ♣❛r ❄✮✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡st ❞❡ sé♣❛r❡r✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s✱ ❧❛
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✈❡rs ♣r♦❝❡ss✉s✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ❡♠♣❧♦②é❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡tt❡ sé♣❛r❛t✐♦♥✳
▲✬✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ✖ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s
♠♦❞è❧❡s s✐♠♣❧✐✜és é✈♦q✉és ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✖ ❡♥ ❧❛✐ss❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés
❞❡ ❧✐❜❡rté ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❥✉st❡r ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❄✮✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞❡ t❡♥t❡r ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✈❡rs ♣r♦❝❡ss✉s✱ s❛♥s
❛✉tr❡ ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡✉r sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
❛✈❡✉❣❧❡s✮✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ét❛♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
❡♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s é✈♦q✉és✱
❡♥ ✐♥s✐st❛♥t s✉r tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ✿

✕ ❉✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞é❞✐é❡s ❛✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡✛❡❝t✉❡♥t
❧❡✉rs ♠❡s✉r❡s ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s
♣r♦❝❡ss✉s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦r♣s ♥♦✐r à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ ❈▼❇✳

✕ ❉✐✈❡rs✐té s♣❛t✐❛❧❡✳ ▲❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❈▼❇ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s✉r ❧❛ s♣❤èr❡✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛✉tr❡s ♣r♦❝❡ss✉s✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s r❛②♦♥♥❡♠❡♥ts ❞❡
❢♦♥❞✱ ✈❛r✐❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ s♣❤èr❡✱ ❡t ❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡
❡①♣❧♦✐té❡✳

✕ ❉✐✈❡rs✐té s♣❡❝tr❛❧❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡ à ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té s♣❛t✐❛❧❡✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♦♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s
❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❡❝tr❛❧ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❡①♣❧♦✐té❡s✳

✷✳✸✳✶ ❉✐✈❡rs✐té ❞❡ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥

▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉① ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡
♣♦✉r ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s q✉✬✉♥ ❞❡❣ré✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣ré❞✐t❡ ♣❛r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✻✳✻ ❞✉ P❙▼ ✭✈♦✐r
❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✮✳ ■❧ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❧♦✐s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡s ❡st ❣r❛♥❞❡ ❡t q✉❡ t♦✉s
❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ✭à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s s♦✉r❝❡s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ♥♦♥ r❡♣rés❡♥té❡s✮ s♦♥t
s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ ❞✐st✐♥❣✉és ❞✉ ❈▼❇ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡❣r♦✉♣é ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❄❄ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
♣r♦❝❡ss✉s ♣rés❡♥tés✱ ❡♥ ❧❡s ❝❧❛ss❛♥t ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s✱ s✉✐✈❛♥t q✉❡ ❧❡✉r ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t
♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ❞❡ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞✬é♠✐ss✐♦♥
✭à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❙❩ ❝✐♥ét✐q✉❡ q✉✐ s❡ ❝♦♥❢♦♥❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✮✱ s❡✉❧s ❧❡ ❈▼❇ ❡t
❧✬❡✛❡t ❙❩ ✭❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠♦✐♥❞r❡ ♠❡s✉r❡ ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡✮ ♦♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥
❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡t ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡
✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

✷✳✸✳✷ ❉✐✈❡rs✐té s♣❛t✐❛❧❡

◆♦tr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡①❝❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❡t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡
❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ r❡♥❞❡♥t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣❡s s✉r
❧❡ ❝✐❡❧✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝r♦ît ❢♦rt❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡
❣❛❧❛❝t✐q✉❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❧❛t✐t✉❞❡ ✭❝❛r ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞✉ ❞✐sq✉❡ ❡st ré❞✉✐t❡✮✳ ▲✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s
❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❡st ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✳

▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❞❡ ♠❛sq✉❡r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ♣♦✉r s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ❤❛✉t❡ ❧❛t✐t✉❞❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ♥❡tt❡♠❡♥t ♠♦✐♥s
❝♦♥t❛♠✐♥é❡s✳ ■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ♣❧✉s ❛✈❛♥t ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❈▼❇ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r



✷✳✸✳ ❉■❙❈❯❙❙■❖◆ ✹✶

❋✐❣✳ ✷✳✾ ✕ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉① ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡
t❡♠♣ér❛t✉r❡ à ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✶ ❞❡❣ré✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ s✉r ❞❡s ❝❛rt❡s ❞✉ P❙▼ ✭✶✳✻✳✻✮ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛♠❞✷✵✵✽✱ ♣s♠❴♣s❴♠✉❧t✐❢r❡q ❡t ❞♠❜❴✷✵✵✶ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s✱
❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t ❧❡ ❙❩ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✮✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❈▼❇ ❛ été ❝❛❧❝✉❧é
♣♦✉r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ Λ✲❝❞♠ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P✳
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❚❛❜✳ ✷✳✷ ✕ ❉✐✈❡rs✐té ❞❡s ❧♦✐s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✳
Pr♦❝❡ss✉s ▲♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ s✉♣♣♦sé❡ ◗✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❈♦♥st❛♥❝❡

❈▼❇ ❝♦r♣s ♥♦✐r à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡
T ∼ 2.725 ❑ ✭❞ér✐✈é❡ ♣♦✉r ❧❡s
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✮

❡①❛❝t❡ ♦✉✐

❙❩ t❤❡r♠✐q✉❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛s
❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲
r❡❧❛t✐✈✐st❡ ❡t ♠✐❧✐❡✉ ♦♣t✐q✉❡
♠✐♥❝❡

❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♠❛s

♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t

❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❈▼❇

❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t

❙②♥❝❤r♦tr♦♥ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥
P♦✉ss✐èr❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ▲♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✴ ❝♦r♣s ❣r✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥
P♦✉ss✐èr❡ ❛♥♦r♠❛❧❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ♠é❝♦♥♥✉❡ ♥♦♥
❙♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s s♣é❝✐✜q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ♥♦♥

❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ❞✐st✐♥❣✉❡r ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❈■❇ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✐✛✉s❡
❣❛❧❛❝t✐q✉❡✮✳

▲❡ ❝❛s ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❛r ♦♥ ♣❡✉t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡✱
❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡ ✭❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ré♣♦♥s❡
✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t✮✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❡①♣❧♦✐té❡ ♣♦✉r ❧❡✉r sé♣❛r❛t✐♦♥
✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✮✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♠♦✐♥❞r❡ ♠❡s✉r❡✱ ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡
♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❧é❣èr❡♠❡♥t ét❡♥❞✉s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❛♠❛s ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡s✳

✷✳✸✳✸ ❉✐✈❡rs✐té s♣❡❝tr❛❧❡

❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❈▼❇✱ très ❜✐❡♥ ♠♦❞é❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥ st❛✲
t✐♦♥♥❛✐r❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❡❝tr❛❧✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡s
❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡t ❡♥❝♦❞❡ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧❡
s♣❡❝tr❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✶✵✵ ●❍③✳ ❈❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ♣r♦❝❤❡
❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ✭✈♦✐r
✜❣✳ ❄❄✮✳

▲❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞✐✛✉s❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉
✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ❡st ♥♦t❛❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s r❛✐❞❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐
❞✉ ❈▼❇ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ℓ−α ♣♦✉r α / 3✳ ▲❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛✉①
♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s ✭✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❛✉ ❞❡❣ré✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✭❞♦♥t
❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛✈❡❝ ❧✬é❝❤❡❧❧❡✮ ❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ♠♦✐♥❞r❡ ♠❡s✉r❡✱ ♣❛r ❧✬❡✛❡t
❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤✳

❙✐❣♥❛❧♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s✱ ♦✉
s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✐sés✱ t❡❧s q✉❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s très ❜✐❡♥ r❡♣rés❡♥tés
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❡t s❡ ♣rêt❡♥t ♠✐❡✉① à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡
❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ❧♦❝❛❧✐sé❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ❡t s♣❡❝tr❛❧✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ♦♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s
♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❡①♣❧♦✐té❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥✳

✷✳✸✳✹ ❘❡♠❛rq✉❡

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥✜♥ q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r ❧❡ ❜r✉✐t
✐♥str✉♠❡♥t❛❧✱ q✉✐ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡ ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❛str♦♣❤②s✐q✉❡✱ ❡t ❞♦✐t êtr❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ▲❡ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❈▼❇ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥
r❡♣rés❡♥té ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✱ ❛✉q✉❡❧ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❝♦rré❧é à ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡
q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛tté♥✉é ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rt❡s✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❡st ❞♦♥❝
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ❛✉① ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡t ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❛✉① ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s✳



✷✳✸✳ ❉■❙❈❯❙❙■❖◆ ✹✸

❋✐❣✳ ✷✳✶✵ ✕ ❙♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s
à ✶✵✵ ●❍③✳ ▲❡s s♣❡❝tr❡s ♦♥t été ❝❛❧❝✉❧és s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧✱ t❡❧s q✉❡ ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❧❡ P❙▼✳ ▲❛
❧✐❣♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ♠❛sq✉❡ ❑♣✵ ❝♦✉✈r❛♥t ✷✺✪ ❞✉
❝✐❡❧✳
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❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥

♠✐❧❧✐♠étr✐q✉❡

❙♦♠♠❛✐r❡
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✸✳✷ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✉ P❙▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✷✳✶ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
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✸✳✸✳✻ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
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❈♦♠♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❝♦♠♣r✐s❡s
❡♥tr❡ ✶✵ ❡t ✶✵✵✵ ●❍③ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré♣❛✲
r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P❧❛♥❝❦✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✛❡❝té à ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛ ✐♥✐t✐é ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ P❧❛♥❝❦ ❙❦② ▼♦❞❡❧ ✭P❙▼✮✱ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❝♦❤ér❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉
❝✐❡❧ ❞❛♥s s♦♥ ✐♥té❣r❛❧✐té✳ ❆✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧✬✐♥térêt q✉✬❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡t
❧❡ ❈▼❇✱ ❝❡tt❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ❜é♥é✜❝✐❡r à ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s
❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣❛ssé❡s ❡t à
✈❡♥✐r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ♣♦✉r ❝♦❧❧❡❝t❡r ❡t ❛ss❡♠❜❧❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
♠♦❞è❧❡s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s✳ ▲❡ P❙▼ ❡st ❞és♦r♠❛✐s ❡♥ ❝♦♥st❛♥t❡ é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❛✐s ♠❛✐♥t✐❡♥t
✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ♥✉♠ér♦s ❞❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛♥❝✐❧❧❛✐r❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à
❛ss✉r❡r ❧❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✳ ❈❡ q✉✐ s✉✐t s❡ ré❢èr❡ ❛✉
st❛t✉t ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ st❛❜❧❡ ♥✉♠ér♦té❡ ✶✳✻✳✻✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❡t ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ P❙▼✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é❝r✐t ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡
♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧és ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥✳
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ♦✛r❡ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❡♥ ❝♦✉rs✱ ❢✉t✉rs✱ ❡♥✈✐s❛❣és ♦✉ ♣♦ss✐❜❧❡s✳

✹✼
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✸✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ P❙▼ ♣♦✉rs✉✐t ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ P♦✉r ❧✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ sé✲
♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té P❧❛♥❝❦✱ ❧❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♠❛❥❡✉r❡ ❛ été ❞✬♦❜t❡♥✐r
❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡s ❡t ré❛❧✐st❡s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r êtr❡
✉t✐❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❡st ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❛✈❛✐t✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥
s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♠♦t✐✈é ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ❛✉① ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s
♠✐❧❧✐♠étr✐q✉❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❄✮✳

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t sé♣❛ré ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❞✐és à ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ q✉✐ ♣ré❡①✐st❛✐t à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥
♣❧❛❝❡ ❞✉ P❙▼✱ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬é♠✐ss✐♦♥ t♦t❛❧❡✳
▲✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❡st ❧♦♥❣✉❡ ❡t ❞é❧✐❝❛t❡✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬❡rr❡✉rs s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐é❡s✱
❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❞♦✐t êtr❡ r❡❢❛✐t❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥✳
➚ ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❧❡
♠❛♥q✉❡ ❞❡ tr❛ç❛❜✐❧✐té ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ❝❤♦✐① ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱
❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥❝♦❤ér❡♥ts ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
à ❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡rt❛✐♥s ♣r♦❝❡ss✉s✱ à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✱ ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s❡ tr♦✉✈❡r
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s✳ ❊♥✜♥✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s r❡♥s❡✐❣♥❡♥t r❛r❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✐s♦❧é✱ ♠❛✐s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss✉s✳ ▲❡✉r ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✳

▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ❝♦♠♠❡ ✉♥ t♦✉t ❝♦❤ér❡♥t
❡t ✢❡①✐❜❧❡ s❡ ❥✉st✐✜❡ ❞♦♥❝ t❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡ q✉❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❈❡t ❡✛♦rt
❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❞✉♣❧✐q✉❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r s❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡
q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❞r❡ss♦♥s ✉♥❡ ❧✐st❡✱ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é❡s ❞✉ P❙▼✱
♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❝r✐tèr❡s q✉✐ ♦♥t ❣✉✐❞é s❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♣♦✉r ❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ✉t✐❧❡✳

✸✳✶✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s

❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞✉ P❙▼ ❡st✱ ❞✉ ♠♦✐♥s ❤✐st♦✲
r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣♦✉r P❧❛♥❝❦✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❞❡
P❧❛♥❝❦ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛str♦♣❤②s✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡
s✉r ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❝r✐t✐q✉❡✳

▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❈▼❇ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈✐✲
s❛❣é❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❞❡ s♦✉str❛✐r❡ ❞✉ ♠✐❡✉① ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❝♦♥♥✉s ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❈✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s✉✐✈✐❡ ♣♦✉r ❧❛
♠❡s✉r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❲▼❆P ✭❄❄✮✱ ré❛❧✐sé❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝❛rt❡s ❞✐t❡s ✏❢♦r❡❣r♦✉♥❞
❝❧❡❛♥❡❞✑ ✭❧✐ttér❛❧❡♠❡♥t ✏♥❡tt♦②é❡s ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✑✮✳ ➚ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦❤ér❡♥t✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡✲
♣r♦❞✉✐r❡ ❛✉ss✐ ♣ré❝✐sé♠❡♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞✉ P❙▼✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❢❛✈♦r✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ P❧❛♥❝❦ ❡t ♣❛r ❧❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s
❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❡♠♣❧♦②❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r
❡t sé♣❛r❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s✳ ▲❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉①
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❛❧✐st❡s ♣❛r ❧❡ P❙▼ ♣❡r♠❡t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣rés✉♣♣♦s❡r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣rés❡♥t❡s ❡t ❢❛✐r❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
s✉r ❧❡s ❧♦✐s ❞✬é♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
✈✐s à ✈✐s ❞❡s é❝❛rts ❡♥tr❡ ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❛ ré❛❧✐té✳ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐sés
s✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❊♥✜♥✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ✉♥ ♠♦②❡♥
✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ s❡✉❧✮ ❞❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦✉r❛♥t ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡



✸✳✶✳ ▼❖❚■❱❆❚■❖◆❙ ✹✾

■▲❈ ✭♣♦✉r ■♥t❡r♥❛❧ ▲✐♥❡❛r ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✮ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✱ ❝❛r ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ♠♦❞é✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❡♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ❛✛❡❝té❡ ❞✬✉♥ ❜✐❛✐s s②sté♠❛t✐q✉❡ ❧✐é à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
st❛t✐st✐q✉❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❄✮✱ ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ rés✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡
♣r♦❞✉✐t❡✳ ▲❡ ❜✐❛✐s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✉❡s à ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ rés✐❞✉❡❧❧❡ ♣❡✉✈❡♥t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ êtr❡
é✈❛❧✉és s✉r ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❞✉ ❝✐❡❧✳

❆✉✲❞❡❧à ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s✱ ❧❡ P❙▼ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ s♣é❝✐✜q✉❡s à ❝❡rt❛✐♥s ♦❜❥❡❝t✐❢s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✱ t❡❧s q✉❡ ✿ ❧❡s t❡sts
❞❡ ❣❛✉ss✐❛♥♥✐té✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❛♠❛s ♣❛r ❡✛❡t ❙❩✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱
❡t❝ ✳✳✳

❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ P❙▼ s✬✐♥s❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P❧❛♥❝❦✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ét✉❞✐❡r t♦✉t❡s
❧❡s ét❛♣❡s ❞✉ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✿ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡t ♥❡tt♦②❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❝❛rt❡s✱ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣✉✐s ❛♥❛❧②s❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❞❡s ét✉❞❡s
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♣✐♣❡❧✐♥❡
❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

▲❡ P❙▼ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣t❡ à ❞é❧✐✈r❡r ♥♦tr❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉❡ P❧❛♥❝❦ ❞❡✈r❛✐t
♠❡s✉r❡r✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ P❧❛♥❝❦ ❡♥ t❡♠♣s
ré❡❧✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à s✬❛ss✉r❡r ❞✉ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❡st ✉♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡
♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡ t♦✉t t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❈▼❇✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛
♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥✢✉❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r
❧❡✉r ❝♦✉✈❡rt✉r❡ s♣❡❝tr❛❧❡✱ ❡t ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✛❡❝té❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛♥❛✉①✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❧❡ P❙▼ ♣❡✉t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❢✉t✉r❡s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄ ✉t✐❧✐s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ P❙▼ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢✉t✉r❡ s♦♥❞❡ ❊P■❈ ❞é❞✐é❡ à ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ❞✉ ❈▼❇✳

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

❊♥✜♥✱ ❧❡ P❙▼ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬✐s♦❧❡r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t
✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♣rés❡♥ts✳ ■❧ ♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥
✉♥ ♠♦②❡♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡①✐st❛♥t❡s✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s P❧❛♥❝❦ s❡r♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❧✬♦✉t✐❧ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞♦♥❝ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬❡①♣❧♦✐✲
t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s✱ ❡t ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s
t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r q✉❡❧ ♠♦❞è❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠✐❡✉① ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

✸✳✶✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s

❘és✉♠♦♥s ✐❝✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞✉ P❙▼ ✉♥ ♦✉t✐❧
ré♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❝✐tés✳

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s é♥✉♠éré❡s ♣ré✲
❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❞❡✉① ❜❡s♦✐♥s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣ré❞✐t❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣♦✉r ✐s♦❧❡r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ r❡✲
q✉✐❡rt ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♣t❡ à ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s
♦❜s❡r✈é❡s✳ ❯♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉r q✉❛❧✐✜❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
s❡r❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝✐❡❧ ♣ré❞✐t ❡t ❧❡ ❝✐❡❧ ré❡❧✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♥✬❡st ❣✉èr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ♠✐❡✉① q✉❡ ❞✬❡①tr❛♣♦✲
❧❡r✱ ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ✈♦✉❧✉❡s✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s à ❞✬❛✉tr❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳ ❈❡t ❡①❡r❝✐❝❡ ❡st ❞♦♥❝
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧✐♠✐té✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱ ♣❛r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞é❥à ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳

P♦✉r ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ q✉✐ ✐♥❝❧✉t t♦✉s ❧❡s t❡sts ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ét✉❞❡s ✐♠♣❧✐✲
q✉❛♥t ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✱ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ str✐❝t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✉ ❝✐❡❧ ré❡❧ ♥✬❡st ♣❛s
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r❡q✉✐s❡✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❡t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s s♦✐❡♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t r❡♣r♦❞✉✐t❡s✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ♥✬❡st t♦✉t❡❢♦✐s
♣❛s ❝❧❛✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♠♣ st❛✲
t✐♦♥♥❛✐r❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t r❡❝❡✈♦✐r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞✬♦❜❥❡ts ❝♦♠♣❛❝ts✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❛♠❛s ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❡t ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s
❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐q✉❡s✱ s♦♥t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡✱ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét✉❞❡s ✭❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
❞ét❡❝t✐♦♥✱ ✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥❞✉✐t❡s ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❝♦rr❡❝t❡✳ ▲❡s é♠✐ss✐♦♥s
❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ s❡ ♣rêt❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t à ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥é❛♥✲
♠♦✐♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✱ ❡t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞ér✐✈és s❡r♦♥t ❝♦rr❡❝ts ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t r❡♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ♣r♦♣r❡s à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ s❡r♦♥t
tr❛✐té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ P❙▼ ❞❡✈r❛✐t ❧❛✐ss❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧✐❜❡rté ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ❞♦♥♥é✳ ❈✬❡st ❡♥ ❡✛❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡ s✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ P❙▼ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❧❡ t❡st ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞✐✈❡rs❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✉❥❡t
s♣é❝✐✜q✉❡ ♣❡✉t r❡q✉ér✐r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❊♥✜♥ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ♣❡r♠❡ttr❛ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞✐✈❡rs❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡ P❙▼ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡t
♣r♦♣♦s❡r ❞❡s s♦✉s✲♠♦❞è❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐❢s✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✉ P❙▼ s♦✐❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡
♣❛rt✐❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ q✉❡ ❧✬♦✉t✐❧ s♦✐t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❢❛❝t✐❝❡s
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉ ❝✐❡❧ ♣❛r ✉♥ ✐♥str✉♠❡♥t ✐❞é❛❧✐sé✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣♦✉r
s✐♠✉❧❡r✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡✛❡ts ✐♥str✉♠❡♥t❛✉①✳

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ P❙▼ ét❛♥t ❛♠❡♥é à s❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ s✉r ✉♥ ❧❛♣s ❞❡ t❡♠♣s ❝♦♥séq✉❡♥t ❛✉ ❢✉r
❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝r✐t✐q✉❡s
❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ♦✉ ❞❡s ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ét❛♥t ❡♥✈✐s❛❣é❡✱ ✐❧
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✳

❊♥✜♥ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é❡s ❢❛✐t ♣❡s❡r s✉r ❧❡ P❙▼ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✕ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬■❉▲ ❡st ♣ré❢éré❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s❛ ♣♦♣✉❧❛r✐té ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❛str♦♣❤②✲
s✐q✉❡✱ t❛♥t ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✉ P❙▼✱ q✉❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐té❡
❞❡s ❝♦❞❡s ❡①✐st❛♥ts ❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ P❙▼ s♦✉✛r✐r♦♥t ❞❡s ✐♥s✉✣s❛♥❝❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥
❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠é♠♦✐r❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t✳ ▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❝❡♥❝❡s ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥❡
❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬ét✉❞❡s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳

✕ ▲❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ❡♥t✐❡r à ❞❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s t❡❧❧❡s
q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ❞❡ P❧❛♥❝❦ ♣❡✉t ♥é❝❡ss✐t❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳
◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛♥❝✐❧❧❛✐r❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❢♦✉r♥✐❡s à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s
é❧❡✈é❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❝♦ût ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ ❡st s♦✉✲
❤❛✐t❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡ P❙▼ r❡st❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s ❡t ♣❧✉s ♠♦❞❡st❡s ❡♥
t❡r♠❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

✕ ❙♦♥ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞♦✐t êtr❡ ❛✐sé❡✳
✕ ❊♥✜♥✱ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡✈r❛✐t ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♦✉ à ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳

✸✳✷ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✉ P❙▼

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ♠✐❧❧✐♠étr✐q✉❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡ P❙▼ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ q✉❛tr❡ ❣r❛♥❞❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ❧❡ ❈▼❇✱ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❞✐✛✉s❡✱ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♠♣❛❝ts ✭✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡
❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❞❡ s♦✉r❝❡s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s✮✱ ❡t ❧❡s ❡✛❡ts ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤ ❞❛♥s ❧❡s ❛♠❛s ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❈❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡✉ ❧✐é❡s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ sé♣❛ré❡✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s s✐ ❝❧❛✐r❡ ❡t ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞♦✐t êtr❡
✈ér✐✜é❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝❧❛ss❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ét❛❜❧✐❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱
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❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ P❙▼✳

q✉✐ sé♣❛r❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ré❡❧✱ ❡t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ❝✐❡❧ ♣❧❛✉s✐❜❧❡✳ ▲❡ P❙▼ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱
♥♦♠♠és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t❡✉r ❡t s✐♠✉❧❛t❡✉r✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉
♠♦❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ❝❛r ✐❧s ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛s ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ P❙▼ ❡st ❧❡ ❢r✉✐t ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢✳ ◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à s❛ ♠✐s❡ ❡♥
÷✉✈r❡ s✬❛rt✐❝✉❧❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ tr♦✐s tâ❝❤❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿

✕ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡t ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ s❡r✈✐t✉❞❡s✱
✕ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡①✐st❛♥ts✱
✕ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s✳

◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s ✐❝✐ s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♦✛r✐r❛ ✉♥❡
r❡✈✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✐♥té❣rés ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✻✳✻ ❞✉ P❙▼✱ ❞♦♥t ❧❛ t❛❜❧❡ ❄❄ ♦✛r❡ ✉♥ rés✉♠é s✉❝❝✐♥❝t✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ② s♦♥t r❡♣érés ♣❛r ✉♥ ♥♦♠ ✉♥✐q✉❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s
❧❡ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ P❙▼✳

▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ P❙▼ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳

✸✳✷✳✶ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ P❙▼✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ sé♣❛r❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐❞é❛❧✐sé❡ ❞❡
❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st
✉t✐❧❡ q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ▲❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ P❙▼✱ q✉✐ ✏♦❜s❡r✈❡✑ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❢♦✉r♥✐❡s
♣❛r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛t ❛tt❡♥❞✉✳

❈❡tt❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ✉t✐❧❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ❞é❝❤❛r❣❡r ❧✬❛✉t❡✉r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛tt❡♥❞✉❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ✭✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s✮ ❡t ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧✮ ❧❛ ❝♦❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❞✬❡✛❡ts ✐♥str✉♠❡♥t❛✉①✳
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Pr♦❞✉✐ts ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❉❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞✉ P❙▼ ✭✶✳✻✳✻✮✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ✉♥
♠♦❞è❧❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❧✐✈ré❡s ✭s❡❧♦♥ ❧❡s ❜❡s♦✐♥s✮ s♦✉s ❧❡s ❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❯♥❡ ❝❛rt❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳ ❈❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣♦s✲
sé❞❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ♦✉ ❧❡s ❡✛❡ts ❙✉♥②❛❡✈✲
❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤✳

✕ ❯♥❡ ❝❛rt❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡♠❛♥❞é❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❞✐ss♦❝✐é❡
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

✕ ❯♥ ❝❛t❛❧♦❣✉❡✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ♠✐❡✉① ❧❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♠♣❛❝ts ✭❛♠❛s✱ s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✮ q✉✬✉♥❡ ❝❛rt❡✳
✕ ❉✬❛✉tr❡s ❞♦♥♥é❡s ❛♥❝✐❧❧❛✐r❡s ✉t✐❧❡s à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✉❧tér✐❡✉r❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▲❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✏♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✑ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s
❞♦♥♥é❡s ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ✐♥str✉♠❡♥t❛✉①✳ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❣érés ♣❛r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✻✳✻ ❞✉ P❙▼
❡st r❡str❡✐♥t❡ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡ ✐❞é❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❧♦❜❡ ❣❛✉ss✐❡♥✱
❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❞é❝♦rré❧é ❞❡ ♣✐①❡❧ à ♣✐①❡❧ ✭♠❛✐s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✮✳ ▲❛
❧❛r❣❡✉r à ♠✐✲❤❛✉t❡✉r ❞✉ ❧♦❜❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ✉t✐❧✐sé ❞é✜♥✐t ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❝❛rt❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣♦✉r ✐♥❝♦r♣♦r❡r ❞❡s ❡✛❡ts ✐♥str✉✲
♠❡♥t❛✉① ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡ ♠❛✐s ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡
♣❡✉t êtr❡ s✐♠✉❧é❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ P❙▼ ❛✈❡❝ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s ré♣♦♥s❡s ✐♥s✲
tr✉♠❡♥t❛❧❡s ré❡❧❧❡ ❡t ✐❞é❛❧❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡
❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛rt❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉ P❙▼ à ❞✐✛ér❡♥t❡s
❢réq✉❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡s ❡✛❡ts s♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ à ❧✬❡①tér✐❡✉r
❞✉ P❙▼✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t é✈♦❧✉❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❢✉t✉r❡s ❞✉ P❙▼✳

▲❡❝t✉r❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st r❡❣r♦✉♣é
❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ✜❝❤✐❡r t❡①t❡✱ ❛♣♣❡❧é ✜❝❤✐❡r ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ P❙▼✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱
❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣❛r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦❤ér❡♥ts✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t
❧✬✉♥✐té ❞❡s ❝❛rt❡s ❞❡ s♦rt✐❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s ❧❡ ✜❝❤✐❡r ❡st ❢❛✐t❡ ❛✉ ❢♦r♠❛t ✏♣❛r❛♠ètr❡
❂ ✈❛❧❡✉r✭s✮✑✳ ❈❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ P❙▼ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❞❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ♦✉ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ❞✉ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✮✳

▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛ssé❡s ❛✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✉ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ▼♦❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ P❙▼ ✭♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♦✉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❣r❛✐♥❡ ❞✉ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ ré♣❡rt♦✐r❡ ❞❡ s♦rt✐❡✱ ❡t ❢♦r♠❛t ❞❡s s♦rt✐❡s✮✳

✕ P❛r❛♠ètr❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s✳
✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✭✈♦✐r t❛❜❧❡ ❄❄✮✳
✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✳
✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ rés♦❧✉t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ✐♥str✉✲
♠❡♥t❛❧✱ ❡t❝✳✳✳✮✳

❈❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
s♦♥t ❢♦✉r♥✐s à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡✳

❊♥✜♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st r❡❝♦♣✐é ❞❛♥s ✉♥ ✜❝❤✐❡r ❞❛♥s ❧❡
ré♣❡rt♦✐r❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ P❙▼✳ ❈❡ ✜❝❤✐❡r ♣❡✉t s❡r✈✐r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐s✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡ P❙▼
❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❛ss✉r❡r ❧❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✸✳✷✳✷ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

▲✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ P❙▼ ♦♥t été q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ❢♦r♠❛❧✐sé❡s ❞❛♥s
❧❡ tr✐♣❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬❡rr❡✉rs✱ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
tr❛ç❛❜✐❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣r♦❞✉✐t❡s✳ ❯♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ P❙▼
❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡ts ❡♥ ❞✐s♣♦s❛♥t ❞✬❡♥tré❡s ❡t ❞❡ s♦rt✐❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s✳

❋♦r♠❛t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ▲❡ ❢♦r♠❛t ❞❡s ❝❛rt❡s ♠❛♥✐♣✉❧é❡s ♣❛r ❧❡ P❙▼ ❛ été ♥♦r♠❛❧✐sé ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
à ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s ❢❛st✐❞✐❡✉s❡s ❡t s♦✉r❝❡s ❞✬❡rr❡✉rs ❢réq✉❡♥t❡s✳ ▲❡s



✸✳✷✳ ❈❖◆❈❊P❚■❖◆ ❊❚ ▼■❙❊ ❊◆ ❖❊❯❱❘❊ ❉❯ P❙▼ ✺✸

❝❛rt❡s ❞✉ ❝✐❡❧ s♦♥t ♣r♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣✐①❡❧✐s❛t✐♦♥ ❍❊❆▲P✐①✱ ❡t é❝r✐t❡s ❛✉ ❢♦r♠❛t ❋■❚❙✳ ▲✬❡♥✲têt❡ ❞❡s
❝❛rt❡s ❡st ❡♥r✐❝❤✐ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ◆✉♠ér♦ ❞❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ P❙▼ ✭♠♦t✲❝❧é P❙▼❴❱❊❘❙✮✳
✕ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡ ✭♠♦t✲❝❧é ❇❊❆▼✮✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧❛r❣❡✉r à ♠✐✲❤❛✉t❡✉r ❡♥ ❛r❝♠✐♥✉t❡ ❞✬✉♥ ❧♦❜❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳

✕ ❯♥✐té ♣❤②s✐q✉❡ ✭♠♦t✲❝❧é st❛♥❞❛r❞ ❚❯◆■❚✮ ❛✉ ❢♦r♠❛t r❡❝♦♥♥✉ ♣❛r ❧❡ P❙▼ ✭✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
s✉✐✈❛♥t✮✳

✕ ❋réq✉❡♥❝❡ ❡♥ ●❍③ ✭♠♦t✲❝❧é ❋❘❊◗✮ s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧✬✉♥✐té✳
✕ ▲✐st❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✭♠♦t✲❝❧é ❈▼P◆❆▼✶✱ ✳✳✳ ❈▼P◆❆▼♥✮ ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡✳
✕ ◆♦♠ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✭♠♦t✲❝❧é ▼❖❉❊▲✶✱ ✳✳✳ ▼❖❉❊▲♥✮✳

❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱ ❡①♣❧♦✐té❡s ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s
❝❛rt❡s✱ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❜❛s✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡
❝❛rt❡s✱ ❡t s♦♥t ❞♦♥❝ ✐♠♣ér❛t✐✈❡♠❡♥t t❡♥✉❡s à ❥♦✉r✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡r✈✐r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✳

❯♥✐tés ❯♥❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛ été ét❛❜❧✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ✉♥✐tés ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡
P❙▼✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ❧✐st❡ ❡t ❧❡✉r s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs s❡
r❡♣♦rt❡r à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❄❄ s✉r ❧❡ s✉❥❡t ✿

✕ ❲✴♠✷✴sr✴❍③ ✿ ✐♥t❡♥s✐té s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ✉♥✐tés ❙■✳
✕ ❏②✴sr ✿ ✐♥t❡♥s✐té s♣é❝✐✜q✉❡ ❡♥ ❏❛♥s❦②✴stér❛❞✐❛♥✳
✕ ❑❴❘❏ ✿ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❑❡❧✈✐♥✳
✕ ❑❴❈▼❇ ✿ é❝❛rt à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ ❑❡❧✈✐♥✳
✕ ❑✴❑❈▼❇ ✿ é❝❛rt r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✳
✕ ②❴s③ ✿ ♣❛r❛♠ètr❡ ❈♦♠♣t♦♥✳
✕ t❛✉❜❡t❛✷ ✿ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❙❩ ❝✐♥ét✐q✉❡ ♣♦❧❛r✐sé ✭♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❙❩
♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛s✮✳

❈❡s ✉♥✐tés ♣❡✉✈❡♥t r❡❝❡✈♦✐r ✉♥ ♣ré✜①❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ✿ ♥✱ ✉✱ ♠✱ ❦✱ ▼✱ ● ♣♦✉r ♥❛♥♦✱ ♠✐❝r♦✱ ♠✐❧❧✐✱ ❦✐❧♦✱
♠é❣❛ ❡t ●✐❣❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❉❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✉♥✐tés ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❢❛❝✐❧✐t❡r ❡t ❤♦♠♦❣é✲
♥é✐s❡r ✭✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t✮ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✉♥✐tés ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ P❙▼✳

❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛♥❝✐❧❧❛✐r❡s ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ s✬❛♣♣✉✐❡♥t
s✉r ✉♥ ✈❛st❡ é✈❡♥t❛✐❧ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛♥❝✐❧❧❛✐r❡s✱ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦✉ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡①tér✐❡✉rs ❛✉
P❙▼✳ ▲✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ré♣♦♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❞❡✉① ✐♠♣ér❛t✐❢s ❞✐st✐♥❝ts ✿ ❛ss✉r❡r ❧❛
tr❛ç❛❜✐❧✐té ❡t ❧❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✐♠✐t❡r ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠
❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ❛❝q✉ér✐r ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ P❙▼ s♦✐t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡✳ ❈❡ ❞♦✉❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❛tt❡✐♥t
♣❛r ❧❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞✬✉♥ ❧✐st✐♥❣ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❝❤❛q✉❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ P❙▼✳
❈❡ ❧✐st✐♥❣ ❝❧❛ss❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡t ❡♥ ✸ ❝❛té❣♦r✐❡s ♥♦♠♠é❡s ❧✐❣❤t✱ ❤❡❛✈② ❡t ❢✉❧❧✳ ▲❛
❝❛té❣♦r✐❡ ❧✐❣❤t ❡♥❣❧♦❜❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❤❡❛✈② ✐♥❝❧✉t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❡♥
é✈✐t❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ✭❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡✮✳ ▲❛
❝❛té❣♦r✐❡ ❢✉❧❧✱ ❡♥✜♥✱ ❡♥❣❧♦❜❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳

▲❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t st♦❝❦é❡s s✉r ✉♥ s❡r✈❡✉r ❋❚P ❡t ✉♥ ♦✉t✐❧ ❜❛sé s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
▼❛❦❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ❧✐st✐♥❣ ♣♦✉r s②♥❝❤r♦♥✐s❡r ✉♥ ♠✐r♦✐r ❧♦❝❛❧ ♣❛rt✐❡❧ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❞✉ s❡r✈❡✉r✳ ❯♥❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❢❛✐t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛♥❝✐❧❧❛✐r❡s q✉✐ s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s tr❛✐té❡s✱ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✐ss✉❡s ❞✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛♠♦♥t✱ ♠❛✐s
❞♦♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡r❛✐t tr♦♣ ❝♦ût❡✉s❡✳

❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❞❡ s♦rt✐❡ ▲❡ P❙▼ é❝r✐t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥
ré♣❡rt♦✐r❡ ♦r❣❛♥✐sé ❡♥ s♦✉s ré♣❡rt♦✐r❡s ❞é❞✐és à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢❛❝t✐❝❡s
s♦♥t é❝r✐t❡s ✭♦♣t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t✮ ❞❛♥s ✉♥ ré♣❡rt♦✐r❡ sé♣❛ré✳ ❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡ s✐❣♥❛❧é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✉♥
✜❝❤✐❡r ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ❡st ❣é♥éré ❞❛♥s ❧❡ ré♣❡rt♦✐r❡ ❞❡
s♦rt✐❡ ♣♦✉r s❡r✈✐r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✉❧tér✐❡✉r❡✳
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✸✳✷✳✸ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡

❊♥✜♥✱ t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡ ❝♦❞❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳
❯♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞✉ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❞❡
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ré❛❧✐s❛♥t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ✈❡rs✐♦♥s
❞❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①é❝✉t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ▼❛✉❞❡ ▲❡ ❏❡✉♥❡ ❡t ❞❡st✐♥é❡ ❛✉① ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s à
♠é♠♦✐r❡ ♣❛rt❛❣é❡✱ ❡①é❝✉t❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳

❙✐❣♥❛❧♦♥s ♣♦✉r ✜♥✐r✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡r✈✐t✉❞❡s✱ ❢❛❝✐❧✐t❛♥t ♦✉ sé❝✉r✐s❛♥t ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❝♦❤ér❡♥ts ✿

✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥✐tés✳
✕ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣s❡✉❞♦✲❛❧é❛t♦✐r❡s ❛ été ✉♥❡ s♦✉r❝❡
❞✬❡rr❡✉rs ♣❛r ❧❡ ♣❛ssé✱ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ét❛✐❡♥t ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ♠ê♠❡ ❣r❛✐♥❡✳ ▲❡ P❙▼ ❞✐str✐❜✉❡ ❧❡s ❣r❛✐♥❡s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ r♦❜✉st❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à
é✈✐t❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❢♦rt✉✐t❡s ❡♥tr❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ♣❡r♠❡t ✉♥❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✕ ◆♦♠s ❞❡ ✜❝❤✐❡rs t❡♠♣♦r❛✐r❡s✳ ▲❡ P❙▼ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♥♦♠s ❞❡ ✜❝❤✐❡rs t❡♠♣♦r❛✐r❡s ❛❞❛♣tés à
❞✐✈❡rs❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à é✈✐t❡r ❞❡s ❝♦♥✢✐ts ✐♥t❡r♥❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s✳

✕ ❚❡sts ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✱ ♣r✐♥❝✐♣❛✲
❧❡♠❡♥t ♣❛r ▼❛✉❞❡ ▲❡ ❏❡✉♥❡ ❡t ❋❛❜r✐❝❡ ❉♦❞✉✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡t ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳

✕ ❉♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❣é♥éré❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♠♠❡♥✲
t❛✐r❡s ❞✉ ❝♦❞❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳

✸✳✸ ❘❡✈✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s

❆♣rès ♥♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉❝❝✐♥❝t❡ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ P❙▼✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❛❝r♦♥s ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ✐♥té❣rés ✭♦✉ ❞é✈❡❧♦♣♣és✮ ❞❛♥s ❧❡ P❙▼✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s sé♣❛ré ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ q✉❛tr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱
❧❡ ❈▼❇✱ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t ❧✬❡✛❡t ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤✳ ❯♥❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡
s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❞♦♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♠♣r✉♥t❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡ ❝❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳

✸✳✸✳✶ ❈▼❇

▲❡ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ s❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s
∆T (θ, φ)✱ ❡t ❞❡ s❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ Q(θ, φ) ❡t U(θ, φ)✳ ❙❛ ❧♦✐ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ A(ν) ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡
❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ♥♦✐r ♣❛r❢❛✐t✳ ❉❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣rés❡♥t❡✱ ❛✉❝✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ tr❛✐t❡
❞❡ ♣❡t✐t❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉❡s à ❞❡s ❡✛❡ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ à ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s
❝❤✐♠✐q✉❡s✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❈▼❇✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥té❣ré
❛✉ s❡✐♥ ❞✉ P❙▼ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦✉t✐❧s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❡❧ ❈❆▼❇ ❡t ❙❨◆❋❆❙❚✳ ❉❛♥s ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❈▼❇ s♦♥t ❛✐♥s✐ ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❧é❛t♦✐r❡
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ Cℓ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡
♣r♦❝❡ss✉s ♣❛r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s t❡❧❧❡s ❝❡❧❧❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❲▼❆P✳ ❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ♦♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs été ♠✐s❡s à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té P❧❛♥❝❦ ♣❛r ❄✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ P❙▼ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❝❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❛♥✐tés ❞❛♥s ❧❡ ❈▼❇ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞é✜♥✐ ♣❛r
❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ fNL✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ▲❡♥sP✐① ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❧❡ P❙▼
♣❛r ❙❛♠ ▲❡❛❝❤✱ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✛❡❝té❡s ♣❛r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❡✳

▼❡s✉r❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡

▲❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ❡st ❝❡❧❧❡
❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❲▼❆P✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡
❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s q✉❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ♠❡s✉ré✱ ❧❡ P❙▼ ❞❛♥s s♦♥ ♠♦❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ✭♠♦❞è❧❡ ✇♠❛♣❴✸②r❴✐❧❝✮



✸✳✸✳ ❘❊❱❯❊ ❉❊❙ ▼❖❉➮▲❊❙ ❉■❙P❖◆■❇▲❊❙ ✺✺

r❡♥✈♦✐❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝❛rt❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥t❡r♥❡ ✭■▲❈✮
❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P ✸ ❛♥s ✭❄✮✳ ❈❡tt❡ ❝❛rt❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬êtr❡ ♣❡✉ ❜r✉✐té❡✱ ♠❛✐s s❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❡st✱ ❡♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ✭1◦✮✳

❈▼❇ ❣❛✉ss✐❡♥

❉❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❛✐sé♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Cℓ✱ ✈✐❛
❧✬♦✉t✐❧ ❙❨◆❋❆❙❚ ❞✉ ♣❛q✉❡t ❍❊❆▲P✐① ✭❄✮✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❈▼❇ ❣❛✉ss✐❡♥ ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡t ♦✉t✐❧✱ ❡♥
♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r Cℓ ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❣é♥éré ♣❛r ❧✬♦✉t✐❧ ❈❆▼❇✶ ✭♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❛♥❴❝♦s♠♦✮ ♦✉
❡①tér✐❡✉r ✭♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❛♥❴❝❧✮✳ P❛r ❞é❢❛✉t✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♦✉ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s
✉t✐❧✐sés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ Λ✲❝❞♠ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P✳

❉❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝❤❛✉❞s ❡t ❢r♦✐❞s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s❲▼❆P ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦♠♣♦sé ✿

✕ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❀
✕ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡ ❞❡ s❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ s♣❡❝tr❡ Bℓ ❀
✕ ❡t ❞❡ s♦♥ ❜r✉✐t✱ ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ Nℓ✳
❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞❡s ✢✉❝t✉❛✲

t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ a❚ℓm ❡st ♠❡s✉ré ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r nℓm✱ ❡t ❡♥ ✐❣♥♦r❛♥t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs
♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts (ℓ,m)✱ ♦♥ ❣é♥èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠✉❧t✐✲
♣♦❧❛✐r❡s âT

ℓm ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ♦❜s❡r✈é❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

âT
ℓm = Bℓ a

T
ℓm + nℓm ✭✸✳✶✮

♦ù aT
ℓm ❡t nℓm s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝❡♥tré❡s ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s CTT

ℓ

❡t Nℓ✳ Bℓ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡✱ s✉♣♣♦sé❡ s②♠étr✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✳
❙✐ (X,Y )t ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ (0, 0) ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

(
σ2

X σXY

σXY σ2
Y

)
,

❛❧♦rs ❧❛ ❧♦✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ X s❛❝❤❛♥t Y ❡st ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ m ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ❞♦♥♥é❡s
♣❛r ✿

m =
σXY

σ2
Y

Y

❡t

σ2 = σ2
X − σ2

XY

σ2
Y

.

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ s✐♠✉❧❡r ❞❡s ♠♦❞❡s aT,E
ℓm ❝♦♥tr❛✐♥ts ❡♥ t✐r❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s aT
ℓm s❛❝❤❛♥t âT

ℓm ❡t aE
ℓm s❛❝❤❛♥t aT

ℓm✳ ❆✈❡❝ cov(aℓm, âℓm) = BlC
TT
l ✱

var (aℓm) = CTT
ℓ ❡t var (âℓm) = B2

ℓC
TT
ℓ +Nℓ✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s aT

ℓm s❛❝❤❛♥t âT
ℓm

❡st ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡

m =
BℓC

TT
ℓ

B2
ℓC

TT
ℓ +Nℓ

âℓm

❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

σ2 =
CTT

ℓ Nℓ

B2
ℓC

TT
ℓ +Nℓ

.

◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ Nℓ → ∞ ♦✉ s✐ Bℓ → 0✱ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡✈✐❡♥t N (0, CTT
ℓ )✱ s♦✐t ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳

❆ ❧✬♦♣♣♦sé✱ s✐Nℓ = 0✱ ❧❛ ❧♦✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❡st é❣❛❧❡ à âℓm/Bℓ✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❛✈❡❝ cov

(
aT

ℓm, a
E
ℓm

)
= CTE

ℓ ❡t var
(
aE

ℓm

)
= CEE

ℓ ✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s aE
ℓm s❛❝❤❛♥t ❧❡s

aT
ℓm ❡st ✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✿

m =
CTE

ℓ

CTT
ℓ

aT
ℓm

✶✈♦✐r ❝❛♠❜✳✐♥❢♦
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❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✿

σ2 = CEE
ℓ − CTE

ℓ

2

CTT
ℓ

.

▲❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✇♠❛♣❴❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s s✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ P❛r ❞é❢❛✉t
❧❛ ❝❛rt❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❝❛rt❡ ■▲❈ ❲▼❆P ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❜r✉✐t Nℓ ❞♦♥t ❡❧❧❡ ❡st ❛✛❡❝té❡ ❛ été ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦✳

❈▼❇ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥

❉❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ s♦♥t ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s
❧❡ P❙▼✳ ❈❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s s♦♥t ♣❛r❛♠étré❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞
♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❇❛r❞❡❡♥ Φ ✭✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❥❛✉❣❡✱ ❞é✜♥✐ t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s
❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s❡ ré❞✉✐s❡♥t à ∆T/T = −Φ/3 ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ♣✉r ❙❛❝❤s✲❲♦❧❢❡✮ ✿

Φ(x) = ΦL(x) + fNL

(
ΦL(x)2 − 〈ΦL(x)2〉

)
, ✭✸✳✷✮

♦ù ΦL ❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t fNL ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ✭s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮ q✉✐
rè❣❧❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❛♥✐té ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s
❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞❡s ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❛♥✐tés ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❡♥❞❛♥t✱ ♦✉ ❥✉st❡ ❛♣rès ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬✐♥✢❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✉♥✐✈❡rs ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ✭❄✮✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❛♥✐té fNL s❡r❛✐t ❝♦♥st❛♥t
❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❞✉ ♠♦✐♥s t❛♥t q✉❡ |fNL| ≫ 1✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ Φ t✐ré❡✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡ aℓm s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t
∆ℓ(k) ✿

aℓm = 4π(−i)ℓ

∫
d3k

(2π)
3 Φ (k∆ℓ(k))Y

∗
ℓm(k̂) , ✭✸✳✸✮

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ❢♦rt❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ fNL ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P ✺ ❛♥s ✭❄✮✱ q✉✐ ❡♥❝❛❞r❡♥t ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ −50 < fNL < 110 ❛✈❡❝
✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ 95% ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❄✮✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s P❧❛♥❝❦ ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ✭❄✮✳

◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❄✱ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ❣é♥ér❛♥t ❝❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ♥✬❛ ♣❛s été ✐♥té❣ré
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ P❙▼✳ ▲❡ P❙▼ ✉t✐❧✐s❡ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❝❛rt❡s ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é❡s q✉✐ s♦♥t ❝♦♠❜✐♥é❡s
♣♦✉r ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞✉ ❈▼❇ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té f◆▲ ❞é✜♥✐ ♣❛r
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐t ✏❢✉❧❧✑ ❞✉ P❙▼ ✐♥❝❧✉t ✸✵✵ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

✸✳✸✳✷ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s

❈♦♠♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✱ ❧❡s ♣❤♦t♦♥s ❞✉ ❈▼❇ s✉❜✐ss❡♥t ✉♥❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s str✉❝t✉r❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐sé❡✳ ❈❡t ❡✛❡t ❡st ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
♠❡s✉r❛❜❧❡ ♣❛r P❧❛♥❝❦ ❡t ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt ❡♥ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❡✱ ❝♦♠♠❡ s♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡s str✉❝t✉r❡s ❡t ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✉r
♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♠♦❞❡s t❡♥s❡✉rs ♣r✐♠♦r❞✐❛✉①
✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✮ ♦✉ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬é❝❛rt à ❧❛ ❣❛✉ss✐❛♥✐té ✭❄✮✳

P♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉① ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s✱ ❧❡ P❙▼ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧
❛✉ ❝♦❞❡ ❧✐❜r❡♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ▲❡♥sP✐①✷✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❣r❛✈✐✲
t❛t✐♦♥♥❡❧ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❈❆▼❇ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❞é✢❡❝t✐♦♥✳ ▲✬❛♥❣❧❡ ❞❡
❞é✢❡❝t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❈▼❇✳

❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❡ P❙▼ ♣❡✉t ❞é❧✐✈r❡r ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s
❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❲▼❆P✳ ▲❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s✱ t❡❧❧❡s q✉✬♦❜s❡r✈é❡s
♣❛r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❈▼❇ ✭❲▼❆P✮ s♦♥t ❜✐❡♥ sûr ❞é❥à ❛✛❡❝té❡s ♣❛r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❡✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ q✉✐ ✈✐❡♥t ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♥✬✐♥❝❧✉t ♣❛s ❝❡t

✷✈♦✐r ❝♦s♠♦❧♦❣✐st✳✐♥❢♦✴❧❡♥s♣✐①✱ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❄



✸✳✸✳ ❘❊❱❯❊ ❉❊❙ ▼❖❉➮▲❊❙ ❉■❙P❖◆■❇▲❊❙ ✺✼

❡✛❡t✳ ❖r✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t à ❝❡s é❝❤❡❧❧❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡
❡st ❞♦♥❝ ❛❞♦♣té❡ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ ❈▼❇ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ q✉✐ ✐♥❝❧✉t ❧✬❡✛❡t
❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ ▲❡♥sP✐① ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝
❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s q✉❡ ❝❡✉① ❡♠♣❧♦②és ♣♦✉r ❡①tr❛♣♦❧❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡
❲▼❆P ❛✉① ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❝❛rt❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡♥t✐❧❧❡r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❈❡ ♣r♦❝é❞é ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❡✛❡t ❙❛❝❤s✲❲♦❧❢❡ ✐♥té❣ré à ❣r❛♥❞❡
é❝❤❡❧❧❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r❲▼❆P✱ ❡t ❧❡s str✉❝t✉r❡s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❡
q✉✐ s♦♥t s✐♠✉❧é❡s ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❣❛✉ss✐❡♥ ♣❛r ▲❡♥sP✐①✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s s✉✣s❛♥t❡
♣♦✉r ♥♦s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❝t✉❡❧❧❡s✳

✸✳✸✳✸ ➱♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡

▲✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❈▼❇ ❡t ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡✳ ❊♥
❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧✱ ❧❡ P❙▼ ♣r♦♣♦s❡ ✹ ♠♦❞è❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s✱ ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡s
é✈♦❧✉t✐♦♥s ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❧❡ ♣❧✉s ❛❜♦✉t✐ ét❛♥t ♥♦♠♠é ♠❛♠❞❴✷✵✵✽✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s
♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♥♦t❛❜❧❡s✱ ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ét❛♥t s❛♥s ❞♦✉t❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♦✉ ♥♦♥✱ ❞✬✉♥❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❛♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥s❡r✲
✈❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞❛♥s ❧❡ P❙▼✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣♦✉r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡s✱ ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡
s✐❣♥❛❧é ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞é❧✐❝❛t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬❛♠♣❧❡✉r ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞♦♥♥é✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧✬✉♥ ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❝❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❛♥s ❧❡
P❙▼✱ ❡t ❧❡s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❤❛❝✉♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ t♦✉t ❡♥❣❧♦❜❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s✳
❇✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡s ♠❡tt❡♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡t ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ sé♣❛ré❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s s♦♥t ♠✐❡✉① ♠♦❞é❧✐sé❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣❧♦✲
❜❛❧❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❛r ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ▲✬é♠✐ss✐♦♥
❛♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡t ❞✉
r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ sûr ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ♦✉ ❞✬❡①❝❧✉r❡ ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡
❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳✸

❜♠♣❴✸❝♦♠♣❴✈✶✳✶

❈❡ ♠♦❞è❧❡ r❡♣r♦❞✉✐t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❛❜♦r❛t✐♦♥
P❧❛♥❝❦✳ ■❧ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❏❡❛♥✲P❤✐❧✐♣♣❡ ❇❡r♥❛r❞ ❡t ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✐♥té❣ré ❛✉ s❡✐♥
❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✉ P❙▼✳

▲✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ♥♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✿ ❧✬é♠✐s✲
s✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥✱ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ❡t ❧✬é♠✐ss✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♠✲
♣❧èt❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ♣r♦❞✉✐t❡ ❡st ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❛♥❝✐❧❧❛✐r❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡✉r rés♦❧✉t✐♦♥ ré❞✉✐t❡✳ ■❧ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ♣❛r ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts à ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ t❡❧s q✉❡
P❧❛♥❝❦✱ ❡t s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧✐♠✐té❡ ❛✉ ♠♦❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉ P❙▼✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❛♥❝✐❧❧❛✐r❡s ✉t✐❧✐sé❡s
♣❛r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st
r❛♣♣❡❧é❡ ❡♥ t❛❜❧❡ ❄❄✳

❙②♥❝❤r♦tr♦♥ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❛❞♦♣té ♣♦✉r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ s✉✐t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ é✈♦q✉é❡ ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧♦❝❛❧ βs(ξ)✱ ♦♥ ❡①tr❛♣♦❧❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥✲
❝❤r♦tr♦♥ S(ξ) ♠❡s✉ré❡ à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ν0 à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ν s✉✐✈❛♥t ✿

Sν(ξ) = Sν0
(ξ)

(
ν

ν0

)βs(ξ)

. ✭✸✳✹✮

✸■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♠✐♥❡✉r❡s à ❜❛s ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝♦❞❡✱ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡r ❧❡s ♠♦❞é❧✐✲
s❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s ♥♦✉s ♥❡ tr❛✐t❡r♦♥s ♣❛s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ✐❝✐✳
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�
s

✁3.5 ✁2.0

S408MHz

�3 100
KRJ

IH�

0 100
R

E(B�V)

0 5
mag

R=100�m/240�m

0.3 2.0

D100�m

0 100
MJy/sr

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❉♦♥♥é❡s ❛♥❝✐❧❧❛✐r❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❜♠♣❴✸❝♦♠♣❴✈✶✳✶✳ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t ❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s✱ ❧❛
❝❛rt❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥✱ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ à ✹✵✽ ▼❍③ ✭❄✮✱ ❧❡ r❡❧❡✈é ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥
Hα ✭❄✮✱ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❄✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s à ✶✵✵ ❡t ✷✹✵µm ♠❡s✉ré ♣❛r ❉■❘❇❊ ❡t
❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ à ✶✵✵µm✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ❝❛rt❡s s♦♥t rés✉♠é❡s ❡♥
t❛❜❧❡ ❄❄✳
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▲✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ à ✹✵✽ ▼❍③ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡t ❛
été ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❄✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ❝❡ r❡❧❡✈é✱ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s
❛ été ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❄✱✹ ❡t ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ✐❝✐ ❝♦♠♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ Sν0 ✱ à
❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ν0 = 408 ▼❍③✳

▲❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ βs ♥é❝❡ss✐t❡ t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥
s②♥❝❤r♦tr♦♥ à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❆✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞
❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❧❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ♥❡ ❞♦♠✐♥❡ t♦✉t❡❢♦✐s ♣❧✉s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧✱ ❡t ✐❧
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ t♦t❛❧❡✳ P♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st
❝❡❧❧❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P ✶ ❛♥ à ✷✸ ●❍③ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❊▼ ✭❄✮✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡st
❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ✿

βs = log(S408MHz/S23GHz)/ log(0.408/23). ✭✸✳✺✮

▲❡s ❝❛rt❡s S ❡t β ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳

❘❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ▲✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡ ❡st ❞é❞✉✐t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ r❛✐❡ Hα ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❄✳ ❊♥ rés✉♠é✱ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ❡st
❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❛♥s ❧❛ r❛✐❡ Hα s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭❄❄✮✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ é❧❡❝tr♦✲
♥✐q✉❡ Te = 7000 ❑✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té Hα ❡st ❝♦rr✐❣é❡ ❞❡ ❧✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡
r♦✉❣✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❣❛❧❛①✐❡s E(B−V ) ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❄✳ ▲❛ ❝❛rt❡ E(B−V ) r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❛❜s♦r♣t✐♦♥
♣♦✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐q✉❡s✳ ■❝✐✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ t♦✉t❡❢♦✐s à ❧✬é♠✐ss✐♦♥ Hα ❞❛♥s ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ q✉✐ ❡st
♠é❧❛♥❣é❡ à ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✳ ❆✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ❧✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ Hα ❡st ❞♦♥❝ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✿

A(Hα) = 2.51E(B − V )fd ♠❛❣, ✭✸✳✻✮

♦ù fd ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❝♦rr❡❝t✐❢ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ ♣♦✉ss✐èr❡ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐sé❡✳ ❯♥
❢❛❝t❡✉r fd = 0.33 ❡st ✉t✐❧✐sé s✉✐✈❛♥t ❄✳ ▲✬é♠✐ss✐♦♥ ❝♦rr✐❣é❡ s✬é❝r✐t ✿

I❝♦rr✐❣éHα
= IHα

10A(Hα)/2.5. ✭✸✳✼✮

▲❡ r❡❧❡✈é ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ Hα ❡t ❧❛ ❝❛rt❡ E(B − V ) ✉t✐❧✐sé❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄

P♦✉ss✐èr❡ ❊♥✜♥✱ s❡✉❧❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦ ✼
♣r♦♣♦sé ♣❛r ❄✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡✱ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ à ✶✵✵µm D❙❋❉

ν0
✭❄✮ ❡st ❡①tr❛♣♦❧é❡

❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣♦♣✉✲
❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛✐♥s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡ ✭❈❘■✮✳ ❈❤❛q✉❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st
❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r s♦♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞✬é♠✐ss✐✈✐té αk ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐✈✐té ❞❡s ❣r❛✐♥s ❛✈❡❝
❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✿

κ❡♠k (ν) = κ❡♠k (ν0)(ν/ν0)
αk . ✭✸✳✽✮

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❈❘■ ❧✐❡ ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❞❡s ❞❡✉① ❡s♣è❝❡s ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

T 4+α2
2 =

q1
q2

Z(α1)

Z(α2)

(
hν0
kB

)α2−α1

T 4+α1
1 , ✭✸✳✾✮

♦ù q ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❡✣❝❛❝❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❡t ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❡t ❧✬✉❧tr❛✈✐♦❧❡t✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ Z tr❛❞✉✐t ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ s✉r
❧❡ s♣❡❝tr❡ ✿

Z(α) =

∫
x3+α

ex − 1
dx .

▲✬é♠✐ss✐♦♥ à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ν ❞♦♥♥é❡ ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ν0 = 3000 ●❍③ ✿

Dν =
f1(

ν
ν0

)α1Bν(T1) + (1 − f1)
q2

q1
( ν

ν0
)α2Bν(T2)

f1(
ν
ν0

)α1Bν(T1) + (1 − f1)
q2

q1
( ν

ν0
)α2Bν(T2)

D❙❋❉
ν0

K100
✭✸✳✶✵✮

♦ù K100 ❡st ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ✜❧tr❡ ❉■❘❇❊✱ ❡t f1 ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
é♠✐s❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✶✳ ▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬é♠✐ss✐✈✐té ❞❡s ✷ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t ✜①és à α1 = 1.5 ❡t

✹❈❡tt❡ ❝❛rt❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣✿✴✴❧❛♠❜❞❛✳❣s❢❝✳♥❛s❛✳❣♦✈✴♣r♦❞✉❝t✴❢♦r❡❣r♦✉♥❞✴❤❛s❧❛♠❴✹✵✽✳❝❢♠

http://lambda.gsfc.nasa.gov/product/foreground/haslam_408.cfm
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α2 = 2.6✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣❧♦❜❛✉① f1❂✵✳✵✸✵✾ ❡t q1/q2 = 11.2 ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛❥✉st❡♠❡♥t ❛✉①
❞♦♥♥é❡s ❋■❘❆❙ ✭❄✮✳ ▲❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ r❛♣♣♦rt
❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ R = 100µm/240µm ✭❄✮✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ T2 ❡t R ét❛♥t t❛❜✉❧é❡ ♣❛r ❄✱ ❡q✳ ❇✷✳ ▲❡s
❝❛rt❡s D❙❋❉

ν0
❡t R ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳

♠❛♠❞❴✸❝♦♠♣❴❝❤❛❧❧❡♥❣❡✷

❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▼❛r❝✲❆♥t♦✐♥❡
▼✐✈✐❧❧❡✲❉❡s❝❤ê♥❡s✱ ♣♦✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣♦❧❛r✐sé❡s ❡t ❤❛✉t❡
rés♦❧✉t✐♦♥ t❡❧❧❡s q✉❡ P❧❛♥❝❦✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡
❞é❝r✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛♥❝✐❧❧❛✐r❡s ❡st
♣❛❧❧✐é❡ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❄✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs
❝♦♥tr✐❜✉é à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡t
❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✳

▲❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥
❞✐✛✉s❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉❝❝✐♥❝t❡✱ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r
❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❡✉r rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐té❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❝❛rt❡ I0 q✉❡
❧✬♦♥ s❛✐t ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ✉♥ ❧♦❜❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ B0 ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠é ♣❛r ✉♥ ❧♦❜❡ ❣❛✉ss✐❡♥✮ ❡t
r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞♦♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ γ✱ ♦♥ ❝ré❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛rt❡ I1 à ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❛r❡♥t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ B1 ♣❛r ✿

I1 = I0 + α(B1 ∗ F −B0 ∗ F )Iβ
0 , ✭✸✳✶✶✮

♦ù ∗ ❞é♥♦t❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ F ❡st ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❣❛✉ss✐❡♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡
s♣❡❝tr❡ Cℓ ∝ ℓγ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ à ✶✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α ❡t β s♦♥t ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❛❥✉stés ♣♦✉r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡t ✸ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ I0✳ ❄ ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✉♥ t❡❧
❝❤❛♠♣ ❡st à ♠ê♠❡ ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ très s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ à ✶✵✵µm✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❡❝❤❡r❝❤é ♣♦✉r
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ P❙▼ ❡♥ ♠♦❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s α ❡t β ♦♥t été ❛❥✉stés
♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛rt❡s ❞é❝r✐t❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ à ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s
❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ ❧❡✉r rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❧❛
t❛❜❧❡ ❄❄✳

❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡
♣❛r ✉♥❡ s♣✐r❛❧❡ ❜✐✲s②♠étr✐q✉❡ ✭❄✮ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ g ❡t γ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✳ ❉❡s
♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été ❛❥♦✉té❡s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ g ❡t γ✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✐♠✉❧❡r
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡t ♣♦✉ss✐èr❡ s✉✐✈❛♥t ✿

QX
ν (ξ) = fX

p gX(ξ)TX
ν (ξ) cos(2γX(ξ)) ✭✸✳✶✷✮

UX
ν (ξ) = fX

p gX(ξ)TX
ν (ξ) sin(2γX(ξ)), ✭✸✳✶✸✮

♦ù X r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ♦✉ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✳ ▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r fpg
♦ù g ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✶ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ❡t tr❛❞✉✐t ❧❛ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐sé❡✱ ❡t fp ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❥✉st❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ P♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉
s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✱ fS

p = 0.054 ❡t fD
p = 0.1✳ ▲❡s ✷ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ g ❡t γ ✉t✐❧✐sés s♦♥t ✈✐s✐❜❧❡s

❡♥ ✜❣✉r❡ ❄❄✳

♠❛♠❞❴❞✐❝❦✐♥s♦♥❴✹❝♦♠♣

❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❛♥♦r♠❛❧❡✱ ❛ttr✐❜✉é❡ à
❧✬é♠✐ss✐♦♥ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s P❆❍ ✭❄✮✳ ■❧ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ▼❛r❝✲❆♥t♦✐♥❡ ▼✐✈✐❧❧❡✲❉❡s❝❤ê♥❡s ❡t
❈❧✐✈❡ ❉✐❝❦✐♥s♦♥✳ ▲✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡st ❛❥✉sté❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t
❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡ ❡st q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ♠♦❞✐✜é✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ r❡st❡
❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡✱ ❤♦r♠✐s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡♠♣❧♦②❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ à ✶✵✵µm ❞✉q✉❡❧
❞❡s ré❣✐♦♥s ❍■■ ✉❧tr❛❝♦♠♣❛❝t❡s ♦♥t été s♦✉str❛✐t❡s✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✳ ❈❡
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gS

0 1

gD

0 1

cos2�S

✁1 1

cos2�D

✁1 1

sin2�S

✁1 1

sin2�D

✁1 1

❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❞❡ ❧❛
♣♦✉ss✐èr❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛♠❞❴✸❝♦♠♣❴❝❤❛❧❧❡♥❣❡✷ ❡t ♠❛♠❞❴❞✐❝❦✐♥s♦♥❴✹❝♦♠♣✳
▲❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ s✉✐t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❄ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✳
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Tff

0 1
mKCMB

❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ❈❛rt❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ à ✷✸ ●❍③ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P ✸ ❛♥s ♣❛r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ▼❊▼ ✭❄✮✳ ❈❡tt❡ ❝❛rt❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛♠❞❴❞✐❝❦✐♥s♦♥❴✹❝♦♠♣ ❡t ♠❛♠❞✷✵✵✽✳
❙❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 1◦✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s à ❝❡tt❡ ❝❛rt❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs γ = −2.6✱
α = 0.1✱ β = 1.1

♠♦❞è❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♦✉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ P❙▼✱ ❧✬✉♥ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❞és❛❝t✐✈❛♥t
❡t ❛❝t✐✈❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛❥♦✉t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞é❝r✐t
♣❧✉s ❤❛✉t✳ ▲✬é♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡t ♣♦✉ss✐èr❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡
s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

❘❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡
❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ Hα✱ ♠❛✐s s✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P à
✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ν0✳ ▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é♠✐ss✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡❲▼❆P ❡st ❢❛❝✐❧✐té❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s♦♥ ✐♥❞✐❝❡
s♣❡❝tr❛❧ s♦✐t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t ❡t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✮✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ✐❝✐ ❡st ❝❡❧✉✐
♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❑ ✭ν0 = 23 ●❍③✮ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❊▼ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✸ ❛♥s ❞❡
❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡❲▼❆P ✭❄✮✳ ▲✬é♠✐ss✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❡①tr❛♣♦❧é❡ à ❞✬❛✉tr❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡
s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥st❛♥t βf = −2.17 ✿

T✛B(ν) = T✛B(23GHz)
( ν

23GHz

)βf

. ✭✸✳✶✹✮

▲❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ à ✷✸ ●❍③ ❡st ♣rés❡♥té❡ ✜❣✉r❡ ❄❄✳

➱♠✐ss✐♦♥ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❛♥♦r♠❛❧❡ ❝♦rré❧é❡ à ❧❛
♣♦✉ss✐èr❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ❄❄✮ ❡st ❞♦♥❝ ❛ttr✐❜✉é❡ à ❧✬é♠✐ss✐♦♥ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s P❆❍ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡
♣r♦♣♦sé ♣❛r ❄✳ ▲❡s P❆❍ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡ ♥❡ s♦♥t ❝❤❛✉✛és ♣❛r ❧✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ❞❡
❧✉♠✐èr❡ st❡❧❧❛✐r❡ q✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s♣♦r❛❞✐q✉❡ ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r ♠♦✐s✮✳ ■❧s s❡ tr♦✉✈❡♥t
❞♦♥❝ ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❞❡ ❜❛ss❡ é♥❡r❣✐❡ ❡t s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡r
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬é♠✐ss✐♦♥ à ❣r❛♥❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ✭✶✵✲✶✵✵ ●❍③✮✳

▲✬é♠✐ss✐✈✐té ❞❡s P❆❍s ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡s ❛ été ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❄ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♣❤❛s❡s ❞✉
♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ❄❄✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛
❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣è♥❡✳ ▲✬é♠✐ss✐✈✐té ✉t✐❧✐sé❡ ✐❝✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞ér✐✈é❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ♥❡✉tr❡ t✐è❞❡
✭✇❛r♠ ♥❡✉tr❛❧ ♠❡❞✐✉♠ ❲◆▼ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ✈♦✐r ❄✱ t❛❜❧❡ ✶✮ ❡t ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣è♥❡ ❡st
❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ E(B − V ) ✭❄✮✳

❈❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ♥♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡ ❝❛r ❧❡s ♣❡t✐ts ❣r❛✐♥s ♥❡ ❞❡✈r❛✐❡♥t ♣❛s ♣rés❡♥t❡r ✉♥
❛❧✐❣♥❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ s✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭❄❄✮✳

❙②♥❝❤r♦tr♦♥ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡st ❞és♦r✲
♠❛✐s ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ❡♥ r♦t❛t✐♦♥ à ✷✸ ●❍③✳ ▲❡s
♠♦❞è❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ❡t ❛♥♦r♠❛❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡
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❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✱ s♦♥t s♦✉str❛✐ts ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❑ ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡
❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ à ✷✸ ●❍③✳ ❈❡tt❡ ❝❛rt❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ ❧✬é♠✐s✲
s✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭❄❄✮✳ ▲❛ ❝❛rt❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st
❝♦♠♣❛ré❡ à ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳

▲❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛ttr✐❜✉é❡ ❛✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥✱
♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♦❜s❡r✈és ❡♥ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ fS

p = 0.19 ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❛tt❡♥❞✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✱ q✉✐ ♦✛r❡ ✉♥❡ ❝♦♠✲
♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s s♣❡❝tr❛✉① ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❛♥♦r♠❛❧❡ ❛tté♥✉❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧✬❛♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳

♠❛♠❞✷✵✵✽

❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♠é❧✐♦r❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡♥
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛♣♣✉✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❄✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ à
❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ❡♥ ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t s♦♥ ✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡
♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❲▼❆P à ✾✹ ●❍③✳

➱♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ▲✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❡t✲
t❛♥t à ♣r♦✜t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ Hα ❡t ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ♣❛r ❲▼❆P✳ ▲❛
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ Hα ♣❛r ❧❡s ♣♦✉ss✐èr❡s ét❛♥t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♥❝❡rt❛✐♥❡ q✉❡
❧✬é♣❛✐ss❡✉r ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❡st ❣r❛♥❞❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛
♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ Hα ✭❄✮ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❜♠♣❴✸❝♦♠♣❴✈✶✳✶ ♥✬❡st ✉t✐✲
❧✐sé❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ❞✐✛✉s❡s ♦ù ❧✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❡st ❧✐♠✐té❡ ✭E(B − V ) < 2✮✳ ❉❛♥s ❧❡s
ré❣✐♦♥s ♦ù ❧✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ r❡♣♦s❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛♠❞❴❞✐❝❦✐♥s♦♥❴✹❝♦♠♣✱ s✉r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s❲▼❆P ♣❛r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ▼❊▼✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❡①tr❛♣♦❧é ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t
❧❛ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❄❄✮ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ Te = 7000 ❑✳

➱♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ▲❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡st r❡♣r♦❞✉✐t s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦ ✹ ♣r♦♣♦sé
♣❛r ❄✳ ▲✬é♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡ à ✷✸ ●❍③ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❲▼❆P ❡st s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞♦♠✐♥é❡
♣❛r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t ❡st s✉✣s❛♥t✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡
❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡ ❢♦✉r♥✐t ❞♦♥❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥✳
▲✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡st ❞ér✐✈é à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞❡
❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ à ✷✸ ●❍③ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ❉❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t ❡♥ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ✭< 3✮✱ ❧✬✐♥t❡♥s✐té
❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ à ✷✸ ●❍③ ❡st ❡st✐♠é❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❛♣rès s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ❡t ❛♥♦r♠❛❧❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❛♥♦r♠❛❧❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❝❡❧✉✐
♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

✕ ❉❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t ❡♥ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st s✉✣s❛♥t✱ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡
❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ à ✷✸ ●❍③ ❡st r❡❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ♣♦❧❛✲
r✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳

❊♥ ❡✛❡t✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ♣♦❧❛r✐sé❡ Ps =
√
Q2

S + U2
S ✱ ❧✬✐♥t❡♥s✐té t♦t❛❧❡ s✬é❝r✐t

❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❄❄✮ ✿

TS
ν (ξ) =

PS(ξ)

fS
p g

S(ξ)
. ✭✸✳✶✺✮

▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t s②♥❝❤r♦tr♦♥ fS
p ❡st ❧✐é❡ à ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧

❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❝♦s♠✐q✉❡s ❡t ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❞❡ ✵✳✼✺✳ ▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ gS r❡st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳

P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❄ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥é✲
t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ♣❛r ✉♥❡ s♣✐r❛❧❡ ❜✐✲s②♠étr✐q✉❡✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ (r, θ, z) ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✱ ❡t ♣♦✉r
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s

✁3.5 ✁2.0�
s

✁3.5 ✁2.0�
s

✁3.5 ✁2.0
❋✐❣✳ ✸✳✺ ✕ ❈❛rt❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s✳ ❉❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s
❜♠♣❴✸❝♦♠♣❴✈✶✳✶✱ ♠❛♠❞❴❞✐❝❦✐♥s♦♥❴✹❝♦♠♣✱ ♠❛♠❞✷✵✵✽✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ à ✸ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡
♣❛r ✉♥ ❢♦rt ❛♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❛♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❧✉s ❤♦♠♦❣è♥❡✳
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Qwmap
23

�0.2 0.2
mK

Uwmap
23

�0.2 0.2
mK

❋✐❣✳ ✸✳✻ ✕ ▼❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡ ❞✉ ❝✐❡❧ à ✷✸ ●❍③ ♣❛r ❧❛ s♦♥❞❡❲▼❆P✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❜❧❛♥❝❤❡ s✉r
❧❡ ♠❛sq✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t s✉♣ér✐❡✉r
à ✸✳

❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❡♥tr❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✲s♦❧❡✐❧ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ✿

B(r, θ, z) = B0(r) cos(θ − 1

tan p
ln

r

r0
) cos(χ), ✭✸✳✶✻✮

❛✈❡❝ p ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬❛tt❛q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♣✐r❛❧❡✱ ❡t χ = χ0 tanh(z/1❦♣❝) ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞✉
❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t p = −8.5◦✱ r0 = 11❦♣❝✱ χ0 = 8◦ ❡t
B0 = 3µG✳ ➚ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t✉r❜✉❧❡♥t❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣
♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st ✜①é❡ à σt✉r❜ = 1.7µG✳

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡s r❛②♦♥s ❝♦s♠✐q✉❡s ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❞✐sq✉❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ❝❡♥tr❡
❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

ne = n0 exp(−r/hr) sech2(z/hz), ✭✸✳✶✼✮

❛✈❡❝ hr = 5 ❦♣❝ ❡t hz = 1 ❦♣❝✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r
✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐sé❡ ✿

T̂S(ν) = ǫS(ν)

∫

l

neB
(1+s)/2
⊥ dl ✭✸✳✶✽✮

Q̂S(ν) = fS
p ǫS(ν)

∫

l

neB
(1+s)/2
⊥ cos 2φ sinαdl ✭✸✳✶✾✮

ÛS(ν) = fS
p ǫS(ν)

∫

l

neB
(1+s)/2
⊥ sin 2φ sinαdl ✭✸✳✷✵✮

♦ù ǫS(ν) ❡st ❧✬é♠✐ss✐✈✐té ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ν✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡

♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ĝS =

√
Q̂2 + Û2/(fS

p T̂ )✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥
❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ♠❡s✉ré❡✳

▲❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ à ✷✸ ●❍③ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡
s♣❡❝tr❛❧ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ❄❄✳ ❈❡tt❡ ❝❛rt❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①tr❛♣♦❧❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬✐♥t❡♥s✐té
♠❡s✉ré à ✹✵✽ ▼❍③ ✭✜❣✉r❡ ❄❄✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♠❡s✉ré à ✷✸ ●❍③ ✭✜❣✉r❡✮✳
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D23

0 2
mK

❋✐❣✳ ✸✳✼ ✕ ➱♠✐ss✐♦♥ ❛♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ à ✷✸ ●❍③ ❡①tr❛✐t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✹ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❄✳

➱♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ❡♥ r♦t❛t✐♦♥ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❛♥♦r♠❛❧❡ à ✷✸ ●❍③ ❡st ♦❜t❡♥✉
❡♥ s♦✉str❛②❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡ ❡t ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ét❛❜❧✐s✳ ❈❡tt❡ ❝❛rt❡✱ ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❡①tr❛♣♦❧é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧♦✐
❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❄ ♣♦✉r ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ♥❡✉tr❡ ❝❤❛✉❞✳

➱♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ s❡♥s✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ s✉r ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞✉ ❝✐❡❧✳ ❆✉ ♠✐❡✉①✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❆r✲
❝❤❡♦♣s ❡t ❲▼❆P ♦♥t ❞ét❡❝té ❝❡tt❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡t ♣❧❛❝é ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r
❝❡tt❡ é♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ ♣✉ êtr❡ ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥✳

❯♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞é❝r✐t ♣♦✉r ❧❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡st ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✳ ▲❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
❞✐sq✉❡ ✜♥ ✿

nd = n0 exp(−r/hr) sech2(z/hz), ✭✸✳✷✶✮

❛✈❡❝ hr = 3 ❦♣❝ ❡t hz = 100 ♣❝✳ ▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛
❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐sé❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ s❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ĝD ❡t ❞❡ s♦♥ ❛♥❣❧❡
❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ γ̂D✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s ✐♥❝❧✉r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té à
❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à q✉❡❧q✉❡s ❞❡❣rés✱ ❡t ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
♣❛s êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ gS ❡t ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ γS ré❡❧s ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t
s②♥❝❤r♦tr♦♥ s♦♥t ♠❡s✉rés ♣❛r ❲▼❆P✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐✲
❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡
s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡t ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✱ ♦♥ ❢♦r♠❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s ✿

g̃D =
ĝD

ĝS
gS ✭✸✳✷✷✮

γ̃D = γ̂D + ∆γS ✭✸✳✷✸✮

♦ù ∆γS ❡st ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
à 5◦✳ ❈❡s ❣r❛♥❞❡✉rs s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡①tr❛♣♦❧❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ à ❧❛
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❄❄✮✳ ▲❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ❡st
♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✜①é❡ à fD

p = 0.12 ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❛❥✉st❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ s✐♠✉❧é à ❝❡❧✉✐ ♠❡s✉ré
♣❛r ❲▼❆P✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ♠❡s✉ré❡s ♣❛r
❆r❝❤❡♦♣s ✭❄✮✳ ❊❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣ré❞✐t❡s ♣❛r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥
❞❡s ❣r❛✐♥s ✭❄✮✳

▲❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ gD ❛✐♥s✐ ♣r♦❞✉✐t❡ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳
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gD

0 1

❋✐❣✳ ✸✳✽ ✕ ❈❛rt❡ ❞❡ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✳

♠❛♠❞✷✵✵✽❴✇✐t❤❴s②♥❝❤❴❝✉r✈❛t✉r❡

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✐♥❡✉r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉
s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡st ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

XS
ν (ξ) = XS

ν0
(ξ)

(
ν

ν0

)βs(ξ)+C(ξ) log(ν/ν0)

, ✭✸✳✷✹✮

♦ù X = {T,Q,U}✱ ❡t C ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱
❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✳ P❤②s✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ r❛✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ s②♥✲
❝❤r♦tr♦♥ ❡st ❛tt❡♥❞✉ à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡s
é❧❡❝tr♦♥s✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r t❡st❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s à ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ s♦✉s ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❈❧✐✈❡ ❉✐❝❦✐♥s♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❡①♣❧♦✐té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✳

❘❡♠❛rq✉❡s s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s

▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡st ❧✬❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❛♥♦r♠❛❧❡ ❛✉ s②♥❝❤r♦✲
tr♦♥ ♦✉ à ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✳ P❧✉s✐❡✉rs ❢❛✐ts ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥♥❡❧s t❡♥❞❡♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t à ❢❛✈♦r✐s❡r ❧✬é♠✐ss✐♦♥
r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s P❆❍s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❄✮ ✿

✕ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦rt❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t s②♥❝❤r♦tr♦♥ ✭✼✺✪✮✱ ❧✬❛ttr✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❛♥♦r♠❛❧❡ ❛✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣✉✐ss❛♥t
♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡✳ ▲❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ à ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ét❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉
❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ é❧❡✈é ❞❡ t✉r❜✉✲
❧❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬éq✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❡t t✉r❜✉❧❡♥t❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ s♦✉t❡♥✉❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❄✮✳

✕ ▲✬é♠✐ss✐♦♥ rés✐❞✉❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s♦✉str❛②❛♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ s②♥✲
❝❤r♦tr♦♥ ✭♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✮ ❡t ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡✱ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rré❧é❡
❛✈❡❝ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❢r❛r♦✉❣❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts ❣r❛✐♥s ❡t s♦♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s P❆❍s ❡♥ r♦t❛t✐♦♥ ✭❄✮✳

✕ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❆❘❈❆❉❊ ✭❄✮ à ✸✱ ✽ ❡t ✶✵ ●❍③ ❝♦♥tr❛✐❣♥❡♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✉
s②♥❝❤r♦tr♦♥ à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇✳ ▲✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡s ♠❡s✉r❡s à ✷✸ ●❍③ ✐♥❞✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥ rés✐❞✉❡❧❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉❛♥t ♣♦✉r 40± 10%
❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳

▲✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡
❡st ✉♥ r❛✐❞✐ss❡♠❡♥t s❡♥s✐❜❧❡ ❞❡ s♦♥ ✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡
✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳
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❋✐❣✳ ✸✳✾ ✕ ❈♦✉✈❡rt✉r❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ❝❛t❛❧♦❣✉❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s r❛❞✐♦ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s r❡❧❡✈és
é♥✉♠érés ❡♥ t❛❜❧❡ ❄❄✳ ❯♥❡ s♦✉r❝❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s r❡❧❡✈és ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥
♣♦✐♥t à ❝❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s✱ ❧❡s ③♦♥❡s ♥♦♥ ❝♦✉✈❡rt❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥ ❜❧❛♥❝✳ ▲❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✉
♣♦✐♥t tr❛❞✉✐t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉r❝❡✳ ❱❡rt ✿ s♦✉r❝❡ ♠❡s✉ré❡ à ≃ 1●❍③ ✭◆❱❙❙
♦✉ ❙❯▼❙❙✮ ❡t ✹✳✽✺ ●❍③ ✭●❇✻ ♦✉ P▼◆✮ ❀ ❇❧❡✉ ✿ s♦✉r❝❡ ♠❡s✉ré❡ à ≃ 1 ●❍③ s❡✉❧❡♠❡♥t ✭◆❱❙❙✮ ❀
❏❛✉♥❡ ✿ s♦✉r❝❡ ♠❡s✉ré❡ à ✹✳✽✺ ●❍③ s❡✉❧❡♠❡♥t ✭❙❯▼❙❙✮ ❀ ❘♦✉❣❡ ✿ s♦✉r❝❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ P▼◆✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡ s♦♥t ♠♦✐♥❞r❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s
❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ é♠✐ss✐♦♥✳ ▲✬é♠✐ss✐♦♥ t❤❡r✲
♠✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛✐♥s ❡st ❡①tr❛♣♦❧é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t✱ s✐ ❜❡s♦✐♥ ❡st✱ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té
❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✭♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛rt❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r
❲▼❆P✮ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛♠❞✷✵✵✽✳ ■❧ r❡st❡ t♦✉t❡❢♦✐s ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣♦✉r ❧❛
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ♠♦♥tr❡r♦♥s ❡♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✸✳✸✳✹ ❙♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s

❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ P❧❛♥❝❦ ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❏♦❛q✉✐♥ ●♦♥③❛❧❡③✲◆✉❡✈♦✱ ▼❛r❝❡❧❧❛ ▼❛ss❛r❞✐ ❡t ●✐❛♥❢r❛♥❝♦ ❞❡ ❩♦tt✐✳ ❙♦♥ ✐♥té❣r❛t✐♦♥
❛✉ s❡✐♥ ❞✉ P❙▼ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r à s❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡t à s♦♥ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✐✲
♥✐♠❛❧✐st❡ ❞❡st✐♥é à r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t
à ❝❡tt❡ ♦❝❝❛s✐♦♥✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ r❡❣r♦✉♣❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ♠♦❞é❧✐sé❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ✿

✕ ❧❡s r❛❞✐♦✲s♦✉r❝❡s ❀
✕ ❧❡s s♦✉r❝❡s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s ❀
✕ ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ s♦✉r❝❡ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❛✈❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r q✉❡❧q✉❡s ❞ét❛✐❧s ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥s à ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉r❝❡s✳

❯♥❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r ❧❡s ré❣✐♦♥s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ❝♦♠♣❛❝t❡s s❡r❛ tr❛✐✲
té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✳

❘❛❞✐♦ s♦✉r❝❡s

❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✱ ♣❡✉ ❞❡ r❡❧❡✈és ♣r♦❢♦♥❞s ❞❡s r❛❞✐♦ s♦✉r❝❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ P❙▼✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s r❛❞✐♦ s♦✉r❝❡s s✬❛♣♣✉✐❡ ❞♦♥❝ s✉r ❞❡s r❡❧❡✈és à ❞❡s
❢réq✉❡♥❝❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦♥t rés✉♠é❡s ❡♥ t❛❜❧❡ ❄❄✳ ▲❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡
s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts r❡❧❡✈és ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳



✸✳✸✳ ❘❊❱❯❊ ❉❊❙ ▼❖❉➮▲❊❙ ❉■❙P❖◆■❇▲❊❙ ✻✾

❯♥❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ✢✉① ♠❡s✉rés à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣❛r ❧❡ P❙▼ ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❞❡
❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❖r ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❄✮ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡
ré❛❧✐sé❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡✳ ■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
s♣❡❝tr❛❧ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ Sν = Sν0

(ν/ν0)
−α s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡

ré❞✉✐t✱ ❡t ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛tt❡♥❞✉ ❞❡ ❧❛
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❧❡ ✢✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s r❛❞✐♦ ❞❛♥s ❧❡ P❙▼ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r
✸ ✐♥❞✐❝❡s s♣❡❝tr❛✉① α<20✱ α20−100 ❡t α>100✱ ✉t✐❧✐sés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❡①tr❛♣♦❧❡r ❧❡ ✢✉① ♠❡s✉ré
à ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❥✉sq✉✬à ✷✵ ●❍③✱ ♣✉✐s ❧❡ ✢✉① ♦❜t❡♥✉ à ✷✵ ●❍③ ❥✉sq✉✬à ✶✵✵ ●❍③✱ ❡t ❡♥✜♥ ❧❡ ✢✉①
♦❜t❡♥✉ à ✶✵✵ ●❍③ ❥✉sq✉✬❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♠♦❞é❧✐sé❡s ❡st
❛✐♥s✐ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① à ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳

P♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞♦♥t ❧❡ ✢✉① ❡st ♠❡s✉ré à ❞❡✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ✭❡♥ ✈❡rt s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✮✱
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧

α = − log(S4.85GHz/Slow)/ log(4.85/νinf)

♦ù νinf ❡st ✶✳✹ ●❍③ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ◆❱❙❙✱ ♦✉ ✵✳✽✹✸ ●❍③ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r
❙❯▼❙❙✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞♦✐t t♦✉t❡❢♦✐s êtr❡ ❝♦rr✐❣é❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s ❞✬❡rr❡✉rs✱ ❧✐é❡s à ❧❛ ❝♦♥❢✉s✐♦♥
❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞❡s r❡❧❡✈és à ❞❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❞❡s s❡♥s✐❜✐❧✐tés ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t r❡st❡ ❡♥t❛❝❤é❡ ❞❡
❧❛r❣❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s s♣❡❝tr❛✉① ♠❡s✉rés r❡st❡ ❛✐♥s✐ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ q✉❡
❝❡❧❧❡ ❛tt❡♥❞✉❡ ❞✬ét✉❞❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s s✉r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ré❞✉✐ts✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡♥ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ✿ ❧❡s s♦✉r❝❡s à s♣❡❝tr❡
r❛✐❞❡ ❡t ❧❡s s♦✉r❝❡s à s♣❡❝tr❡ ♣❧❛t✳ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s s♣❡❝tr❛✉① ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ét❛♥t
♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❡s✉ré❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ♠♦②❡♥ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
〈αraide

<20 〉 = 1.18✱ 〈αplat
<20〉 = 0.16✳ ▲❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡st ✜①é❡ à σraide = σplat = 0.3✱ ✈❛❧❡✉r

❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❄✳
❈❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ à ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ❛ss✐❣♥é❡ à ✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✱ ❡t

s♦♥ ✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ α<20 ❡st t✐ré s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡
s♣❡❝tr❛❧ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r à q✉❡❧❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ✭♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛ ✉♥ s♣❡❝tr❡ r❛✐❞❡ s✐ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ♠❡s✉ré ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✵✳✺✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ s♦✉r❝❡
♥✬❛ été ♠❡s✉ré❡ q✉✬à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛✛❡❝té❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t à ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s
❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♠❡s✉ré❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❄✮✳

❆✉ ❞❡❧à ❞❡ ✷✵ ●❍③✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ❡st ♠♦❞✐✜é ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té δα = α20−100−
α<20✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ δα ❛ été ♠❡s✉ré ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝✲
té❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P ✭❄✮✳ ❈❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡
♠♦②❡♥♥❡ ✵✳✷✾ ✭r❛✐❞✐ss❡♠❡♥t✮ ❡t ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✵✳✹✺✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❡st t✐ré s✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆✉✲❞❡❧à ❞❡ ✶✵✵ ●❍③✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st à
♥♦✉✈❡❛✉ ❛❥✉sté✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s ❞♦♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡st ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t r❛✐❞❡ ♦✉ ♣❧❛t s♦♥t r❛♠❡♥é❡s
à ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ♠é❞✐❛♥✳

❊♥✜♥✱ q✉❡❧q✉❡s ③♦♥❡s ❞✉ ❝✐❡❧ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦✉✈❡rt❡s ♣❛r ❧❡s r❡❧❡✈és✱ ❡t ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s r❡❧❡✈és ♥✬❡st
♣❛s ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✢✉① ❛ été ❤♦♠♦❣é♥é✐sé❡
❡♥ ❞✉♣❧✐q✉❛♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ✢✉①✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♠♣❧èt❡
❞✉ ❝✐❡❧ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❥✉sq✉✬à ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✷✵ ♠❏② à ✺ ●❍③✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ♥❡
❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ♣❛s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❛✉① ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ré❣✐♦♥s ❧❡s ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ ❝♦✉✈❡rt❡s s❡
s✐t✉❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✱ ♦ù ❧✬❡✛❡t ❞❡s s♦✉r❝❡s ❢❛✐❜❧❡s ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡
❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞✐✛✉s❡s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ✭❧❛t✐t✉❞❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✶✵ ❞❡❣rés✮✱ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ré❡❧❧❡s ❡st ❞❡ ✾✼✪ ✭✾✺✪ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧✮✳ ❖♥
♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡s♣ér❡r q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s r❛❞✐♦ s❡r♦♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
r❡♣r♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛rt❡s s✐♠✉❧é❡s ♣❛r ❧❡ P❙▼✳

❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s s✐♠✉❧é❡s ♣❛r ❧❡ P❙▼ ❡t ♣ré❞✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❄✱ ❡t ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❄✮✱ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❞é❝❧✐♥ à ❣r❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❡st ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳

P♦✉r ✜♥✐r✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♣♦❧❛r✐sé ❞❡s s♦✉r❝❡s r❛❞✐♦ ❡st r❡♣r♦❞✉✐t ❡♥ ❛ttr✐❜✉❛♥t à ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ✉♥
t❛✉① ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡t ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r t♦✉t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲✬❛♥❣❧❡
❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st t✐ré s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [0− 2π]✱ ❡t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st
t✐ré s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡s ✭❄✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s à s♣❡❝tr❡
♣❧❛t ❡t à s♣❡❝tr❡ r❛✐❞❡✳
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ISNC(radio(DZ))
ISNC(radio(LT))
Cat PSM

❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ✐♥té❣ré❡s ❞❡s r❛❞✐♦ s♦✉r❝❡s à ✸✵✱ ✶✹✸ ❡t ✽✺✼ ●❍③✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ ♣ré❞✐t ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❄✮✳ P♦✉r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s
♣ré❞✐t ♣❛r ❄ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳

❙♦✉r❝❡s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s

❯♥❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s ♣❛r ■❘❆❙ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❄✱ ❡♥
❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ■❘❆❙ ❞❛♥s ❧✬✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❧♦✐♥t❛✐♥ ❡t ❙❈❯❇❆ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s s✉❜✲♠✐❧❧✐♠étr✐q✉❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡s ❞❡♥s✐tés s♣❡❝tr❛❧❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡s
✶✺✹✶✶ ❣❛❧❛①✐❡s ❞✉ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ P❙❈✲③ ✭❄✮ ♦♥t été ♣ré❞✐t❡s ❡♥tr❡ ✺✵ ❡t ✶✸✵✵ µm✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❧✬✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❧♦✐♥t❛✐♥ ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✭P❙❈✮ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❢❛✐❜❧❡s ✭❋❙❈✮ ❞✬■❘❆❙✱ ❛
été ♠✐s à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té P❧❛♥❝❦ ♣❛r ❉❛✈❡ ❈❧❡♠❡♥ts✳ ▲✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s♦✉r❝❡s
✐♥❢r❛r♦✉❣❡s ❡st ❢❛✐t❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦r♣s ❣r✐s νbB(ν, T )✱ B(ν, T ) ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ P❧❛♥❝❦ ♣♦✉r
✉♥ ❝♦r♣s ♥♦✐r✳ P♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣❛r ■❘❆❙✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ b ❡t T
✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ s♣❡❝tr❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♠❡s✉ré ♣❛r ❄✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ b = 1.3 ❡t
T = 35❑✳ P♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s à ✻✵ ❡t 100µm✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ b = 1.3 ❡st ❝♦♥s❡r✈é❡✱ ♠❛✐s
❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st ❛❥✉sté❡ ❛✉ ❞♦♥♥é❡s✳

▲❡s ❞❡✉① é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été ❝♦♠❜✐♥és✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ♦♥t été
✐♥❝❧✉s❡s ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ✢✉① ❞ér✐✈és ♣❛r ❄✳

▲❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t à ❤❛✉t❡ ❧❛t✐t✉❞❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❥✉sq✉✬à ∼ 80♠❏②
à ✽✺✼ ●❍③ ✭✈♦✐r ❋✐❣✳ ❄❄✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ P❙❈ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬♦❜❥❡ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ r✐sq✉❡
❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ❡st é❧❡✈é ❡t ❧❡ ❋❙❈ ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs r❡str❡✐♥t ❛✉① ré❣✐♦♥s
❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st ❞♦♥❝ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛t✐t✉❞❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✱
❡t ❧❡ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❡st ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ ❝♦✉✈❡rt✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ r❡❧❡✈é ■❘❆❙ ♥✬❡st ♣❛s
❝♦♠♣❧èt❡✱ ❡t ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❡♥✈✐r♦♥ ✹✪ ❞✉ ❝✐❡❧ ❡st ❞é♣♦✉r✈✉❡ ❞❡ s♦✉r❝❡✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s
❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss✉s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s r❛❞✐♦ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s
✐♥❢r❛r♦✉❣❡s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❤♦♠♦❣è♥❡ ❥✉sq✉✬à ❡♥✈✐r♦♥ 80 ♠❏②✳

❋♦♥❞ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s

❈♦♠♠❡ s✐❣♥❛❧é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❡t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ❞♦♠✐♥❡r ❧❡s
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s✉❜✲♠✐❧❧✐♠étr✐q✉❡✱ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ♥♦♥ rés♦❧✉❡s ♣❛r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t
❡t ❢♦r♠❛♥t ❧❡ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ✭❄✮✳ ❈❡s ❣❛❧❛①✐❡s s♦♥t ✐♥t❡r♣rété❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦t♦✲❣❛❧❛①✐❡s✱
s✐è❣❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡♥s❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬ét♦✐❧❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❛❞♦♣té ✐❝✐ ❡st ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ♣❛r ❄✱ q✉✐ r❡♥❞
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❋✐❣✳ ✸✳✶✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣t❛❣❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ ❄ ❡t ❧❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ P❙▼ à ✽✺✼
●❍③ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ✭|b| > 40◦✮✳

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
−2

10
0

10
2

N
(>

S
) 

[s
r−

1
]

30 GHz

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
−2

10
0

10
2

N
(>

S
) 

[s
r−

1
]

143 GHz

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
−2

10
0

10
2

log S [Jy]

N
(>

S
) 

[s
r−

1
]

857 GHz

ISNC(IR)
ISNC(radio)
Cat PSM

❋✐❣✳ ✸✳✶✷ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ✐♥té❣ré ❞❡s s♦✉r❝❡s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s à ✸✵✱ ✶✹✸ ❡t ✽✺✼ ●❍③✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡
♣❧❡✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ✭❄✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❄ ♣♦✉r ❧❡s r❛❞✐♦ s♦✉r❝❡s✳
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Total
Late−type Galaxies
Proto−spheroidal Galaxies
Strongly lensed Proto−Spheroidal Galaxies
RefSky

❋✐❣✳ ✸✳✶✸ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ P❙▼ à 850µ♠✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s t♦t❛❧ ✭tr❛✐t
♣❧❡✐♥✮ ✐♥❝❧✉t ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦t♦✲❣❛❧❛①✐❡s ♥♦♥✲❧❡♥t✐❧❧é❡s ✭tr❛✐t ♠✐①t❡✮ ❡t ❧❡♥t✐❧❧és ✭♣♦✐♥t✐❧❧és✮
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❣❛❧❛①✐❡s é✈♦❧✉é❡s ✭t✐r❡ts✮✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ✐❧❧✉str❡♥t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦♠♣t❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝❛rt❡s s✐♠✉❧é❡s ❡t ♦✛r❡♥t ✉♥ t❡st ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❝♦♠♣t❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ❞é❝♦♠♣t❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts r❡❧❡✈és ❞♦♥t ❙❈❯❇❆ ❡t ▼❆▼❇❖ ✭✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❄❄✮✳ ❈❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❛❣❣❧♦♠éré❡s ✭❄✮✳ ▲❡s ❡✛❡ts ❞✬❛❣❣❧♦♠ér❛t✐♦♥ s♦♥t
♠♦❞é❧✐sés s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷ ❞❡ ❄✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❄✳ ❯♥❡ ❝❛rt❡ à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ νref = 353GHz ❡st ❛✐♥s✐
♣r♦❞✉✐t❡✱ ♣✉✐s ❡①tr❛♣♦❧é❡ ❛✉① ❛✉tr❡s ❢réq✉❡♥❝❡s νi✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
s✉✐✈❛♥t ❧❡ ✢✉①✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ✉t✐❧✐sé s✬é❝r✐t α = − log(Sref/Si)/ log(νref/νi✮✱ ♦ù Si ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
n(> Si; νi) = n(> Sref ; νref)✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ♣❛s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s ∆ log(Sref) = 0.1✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s à ❣r❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t ❛
été ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛r ❄✳ ❈❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ P❙▼ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s
♣❛r ❄ ✭✈♦✐r ❋✐❣✳ ❄❄✮✳ ▲❡s ✐♥❞✐❝❡s s♣❡❝tr❛✉① ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦t♦✲❣❛❧❛①✐❡s✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st t✐ré❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❛rré ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ σ = 0.01✳ ▲✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ♣♦❧❛✲
r✐s❛t✐♦♥ ❡st t✐ré s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [0 − 2π]✳

■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s

❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧❡ P❙▼ é✈✐t❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛❧ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥é❡s✳ P♦✉r ❧❡s
s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❧♦❜❡ ❣❛✉ss✐❡♥ r❛♠❡♥❛♥t ❧❡s
❝❛rt❡s à ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞♦✐t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❡❧✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡
❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♠❛❧ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞♦♥♥❡r❛✐t ❧✐❡✉ à ❞❡s ❛rt❡❢❛❝ts✳ P♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❧❡s ♣❧✉s ❢♦rt❡s✱ ❝❡s ❛rt❡❢❛❝ts
♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ s✐❣♥❛❧✳ ❯♥❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣✐①❡❧ ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s
s✬❛✈ér❡r ❝♦ût❡✉s❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡✈✐❡♥t ❣r❛♥❞ ❡t ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t r❡q✉✐s❡
♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s q✉✐ ❞♦♥♥❡r♦♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s ❛rt❡❢❛❝ts très s♦✉s✲❞♦♠✐♥❛♥ts✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ P❙▼ ♦♣èr❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s❡❧♦♥
❧❡✉r ✢✉①✳ P♦✉r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ s✬ét❡♥❞❛♥t s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❧✐♠✐té✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s
❞♦♥t ❧❡ ✢✉① à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣r✐s❡ ❞❛♥s ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞é♣❛ss❡ ✉♥ s❡✉✐❧ ♣ré❞é✜♥✐ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s
❝♦♠♠❡ ❢♦rt❡s ❡t s♦♥t r❛ss❡♠❜❧é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛t❛❧♦❣✉❡✳ ▲❡s ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡
❢❛✐❜❧❡s ❡t s♦♥t ✐♥❝❧✉s❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❛rt❡ ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡s ❝❛rt❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ tr❛✐té❡s ❝♦♠♠❡
❧❡ s♦♥t ❧❡s ❝❛rt❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❧♦❜❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✐❞é❛❧✐sé ✭❣❛✉ss✐❡♥✮ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ P❙▼✳
▲❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❢♦rt❡s ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❡ P❙▼✱ ♦✉ ♣❛r ✉♥ ♦✉t✐❧ ❡①tér✐❡✉r✱
♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡ s♦✉r❝❡s ❢♦rt❡s✳



✸✳✸✳ ❘❊❱❯❊ ❉❊❙ ▼❖❉➮▲❊❙ ❉■❙P❖◆■❇▲❊❙ ✼✸

✸✳✸✳✺ ❊✛❡t ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤

◗✉❛tr❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❙❩ t❤❡r♠✐q✉❡ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ P❙▼✱ ❡t ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ✿

✕ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ❛♠❛s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ✭✐♠♣❧é♠❡♥té❡
♣❛r ♠❛③③♦tt❛❴t❤❡r♠❛❧ ❡t ❞♠❜❴✷✵✵✶✮✱

✕ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✭✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ♣❛r ♥❜♦❞②✰❤②❞r♦✮ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s
◆✲❝♦r♣s ❞✉ ❍✉❜❜❧❡ ❱♦❧✉♠❡ ✭❄✮ ❡t ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✉ ❣❛③ ❞❡s ❛♠❛s ✭❄✮✳

▲❡ ❞❡r♥✐❡r ♠♦❞è❧❡ ✭❞❞❞♠❜❴✷✵✵✽✮ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤②❜r✐❞❡ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❞r♦✲
❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞❡ ✭z = 0.25✮ ❛✈❡❝ ✉♥ t✐r❛❣❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♠❛s à
❤❛✉t r❡❞s❤✐❢t✳

❉❡s ❝❛rt❡s ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❙❩ ❝✐♥ét✐q✉❡✱ ❝♦♥s✐st❛♥t❡s ❛✈❡❝ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡✛❡t t❤❡r♠✐q✉❡✱ s♦♥t
❞❡ ♣❧✉s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❞❡✉① ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡s ✭❞♠❜✯✮ ❡t ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❡♥t✐èr❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ▲❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❙❩ ❧✐é❡ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❡s ❛♠❛s s✉r ❧❛
❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐sé❡ ✭❄✮ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ P❙▼ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞♠❜✯ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛
❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♠❛s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s r❛❞✐♦ ❡t ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s q✉✐ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❳ ❘♦s❛t ✭❄✮ ❛ ❢♦✉r♥✐ ✉♥ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞✬❛♠❛s ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❡✉r
❧✉♠✐♥♦s✐té✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ r♦s❛t❴❝❛t❛❧♦❣ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡rt✐r ❝❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❡♥ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❙❩
t❤❡r♠✐q✉❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❛♠❛s ❝♦♥♥✉s✳ ❈❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞♠❜✯ ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ❛♠❛s ❝♦♥♥✉s✳

❚✐r❛❣❡ ❞✉ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❄❄✱ ❡t s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛
♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ N(M, z)✳ P♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❞♦♥♥é ✭h✱ Ωm✱ Λ✱ Ωb✱ σ8 ✜①és✮✱
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛♠❛s ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠❛ss❡✲r❡❞s❤✐❢t (M, z) ❡st t✐ré❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s❡❧♦♥
✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ✜①é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s
❞❡s ❛♠❛s s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ✭l✱b✮ s♦♥t ❛❧♦rs t✐ré❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ■❧ ❡st
❝❧❛✐r q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ r❡♣r♦❞✉✐t ♣❛s ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t
❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♠❛s t✐ré✱ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡
❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛s✳

▲❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡s ❛♠❛s ❡st t✐ré❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❞❡
♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ✜①é❡ ♣❛r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐té
✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❄✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ r❡♣r♦❞✉✐t ♣❛s ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡✲
♠❡♥ts ❞❡s ❛♠❛s✳ ❈❡tt❡ ✈✐t❡ss❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡✛❡t ❙❩ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬❡✛❡t ❙❩✳

▲✬❡✛❡t ❙❩ ❛❝q✉✐❡rt ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡
q✉❛❞r✐♣♦❧❛✐r❡ ✭❄✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❙❩ ♣♦❧❛r✐sé s♦♥t ❧❡
q✉❛❞r✉♣ô❧❡ ❧♦❝❛❧ ❞✉ ❈▼❇ ❡t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛s✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡✛❡ts ❡st
s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡t r❡st❡ très ❢❛✐❜❧❡✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ s❡✉❧❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡ ❧✐é❡ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡
❞❡ ❧✬❛♠❛s ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ P❙▼✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❡ P❙▼ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ♠❛③③♦tt❛❴t❤❡r♠❛❧✳ ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞♠❜❴✷✵✵✶ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r
❏❡❛♥✲❇❛♣t✐st❡ ▼❡❧✐♥ ♦✛r❡ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❡t ✐♥❝♦r♣♦r❡ ❞❡s ❡✛❡ts ♣❧✉s ✜♥s t❡❧s q✉❡ ❧✬❡✛❡t
❙❩ ❝✐♥ét✐q✉❡✱ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♠❛s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s r❛❞✐♦ ❡t ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♠❛ss❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✿
✕ Pr❡ss✲❙❝❤❡❝❤t❡r ✭❄✮✱
✕ ❙❤❡t❤✲❚♦r♠❡♥ ✭❄✮✱
✕ ❏❡♥❦✐♥s ✭❄✮✱
✕ ❊✈r❛r❞ ✭❄✮✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ❛♠❛s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ss✐♥és s✉✐✈❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♣r♦✜❧s ❞❡ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❡t❛ ♦✉ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❛❞❛♣té ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ré❝❡♥t❡s ❞❡s s❛t❡❧❧✐t❡s ❳▼▼ ✭❄✮ ♦✉ ❈❤❛♥❞r❛ ✿

ne(x) ∝ 1/(xγ(1 + xα)(β−γ)/α)

❛✈❡❝ x = r/rs✱ α = 2.20✱ β = 5.00✱ ❡t γ = 0.92✳ ▲❡s ♣r♦✜❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥♦r♠❛❧✐sés ❞✬❛♣rès ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ♠❛ss❡✲t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♦✉ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❳▼▼ ✭❄❄✮✳
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❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡ s✐❣♥❛❧é ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❡s ❛♠❛s ❝♦♥♥✉s
❞✉ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❘♦s❛t ✭❄✮✳ ❯♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ t✐ré ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡
❡st ❛✐♥s✐ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❡s ❛♠❛s ❝♦♥♥✉s✳ ▲❡s ❛♠❛s r❡♠♣❧❛❝és s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛ss❡✲r❡❞s❤✐❢t ❞✉ r❡❧❡✈é ❘♦s❛t✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞é❝r✐t❡ ✐❝✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡✛❡t ❙✉♥②❛❡✈✲
❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤ ❞❛♥s ❧❡s str✉❝t✉r❡s ✜❧❛♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ t♦✐❧❡ ❝♦s♠✐q✉❡✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ♥♦✐r❡ ❡t ❞✉ ❣❛③

▲❡ P❙▼ ✐♥❝♦r♣♦r❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♠✐s❡s à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠✉♥❛✉té P❧❛♥❝❦ ♣❛r ❑❧❛✉s ❉♦❧❛❣✱ ♦✛r❛♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞✬❛♠❛s ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✜❧❛♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ t♦✐❧❡ ❝♦s♠✐q✉❡✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ét❛♥t ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧♦✉r❞❡s✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ♠✐s❡ à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳

▲❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❙❩ ❞é❧✐✈ré❡ ♣❛r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs
❧♦❝❛❧ ✭z < 0.025✮ ❡t ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs à ♣❧✉s ❣r❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t ✭z > 0.025✮✳ ▲❛ ❝❛rt❡ à ❢❛✐❜❧❡
r❡❞s❤✐❢t ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❣❛③ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❧♦❝❛❧ ✭❄✮✳ ❈❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❡st ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦✉r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❧♦❝❛❧ ♦❜s❡r✈é❡ ♣❛r ❧❡ r❡❧❡✈é ❞❡
●❛❧❛①✐❡ ■❘❆❙ ✶✳✷✲❏②✳

▲❛ ❝❛rt❡ à ♣❧✉s ❣r❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ à ◆✲❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡
♥♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡✳ ▲✬❡✛❡t ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤ ❡st r❡♣r♦❞✉✐t ❡♥ ♣❧❛ç❛♥t✱ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❛♠❛s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♠❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♠❛ss❡ ♦❜t❡♥✉ ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❣❛③ ❞❡ ❜❛r②♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ré❞✉✐t ✭❄✮✳ ❈❡tt❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t
❙❩ à ❣r❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s ❛♠❛s ❡t ♥✬✐♥❝❧✉t ♣❛s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✜❧❛♠❡♥t❛✐r❡✳

▼♦❞è❧❡ ❤②❜r✐❞❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❞❞♠❜❴✷✵✵✽ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r à ❧❛ ❢♦✐s
✉♥❡ ❢♦r♠❡ ré❛❧✐st❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♠❛s à ❜❛s r❡❞s❤✐❢t ✭♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t rés♦❧✉s✮ ❡t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té
❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❧❡s
♣❧✉s ré❝❡♥t❡s ❡t ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t②♣❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳

▲✬✉♥✐✈❡rs à ❜❛s r❡❞s❤✐❢t ❡st ❛✐♥s✐ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ◆✲❝♦r♣s ❡t ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡
❧✬✉♥✐✈❡rs ❧♦❝❛❧✱ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❧♦❝❛❧✱ ❝♦♠♣❧été❡ ♣❛r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②✲
❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❆♥t♦♥✐♦ ❞❛ ❙✐❧✈❛ ♣♦✉r 0.025 < z < 0.25✳ ▲❡s ❛♠❛s ♣♦✉r
z > 0.25 s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ t✐rés s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❞♠❜❴✷✵✵✶✳

❈♦♠♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s

▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s tr♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞è❧❡s s✉r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ré❣✐♦♥ ❝❡♥tré❡ s✉r
❧❡ ♣ô❧❡ ♥♦r❞ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡t ♥♦✉s t❡♥t♦♥s
❞❡ rés✉♠❡r s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ✐❝✐ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡✳

▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♦✛r❡ ✉♥❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠❛t✐èr❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡s ❛♠❛s✱ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❛♠❛s ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ❣❛③✱ ❡t
♣♦✉r ❧✬✉♥✐✈❡rs ♣r♦❝❤❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❡ ✜①é❡✱ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✜❧❛♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ t♦✐❧❡ ❝♦s♠✐q✉❡✳ ❊♥
r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st t❡❧ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❡ ✜①é❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
✐❝✐✱ σ8 = 0.9✮ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❡t ❝❡rt❛✐♥s ❛♠❛s ❝♦♥♥✉s s♦♥t ❛❜s❡♥ts ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ très ✢❡①✐❜❧❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s à
❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♠❛s ❝♦♥♥✉s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♠❛s ❡t ❞❡ ❧❡✉r ✈✐t❡ss❡ ♣r♦♣r❡ ♥✬❡st
♣❛r r❡♣r♦❞✉✐t❡✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❣❛③ ❞❛♥s ❧✬❛♠❛s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡✳

✸✳✸✳✻ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣♦rté ✐❝✐ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞♦♥t ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❡st à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❡t q✉✐ ♦♥t ❞û r❡❝❡✈♦✐r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ t❡♠♣s q✉❡ t❡❧✳
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nbody+hydro

0.000000 0.000007

❋✐❣✳ ✸✳✶✹ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤ ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡s tr♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞✉
P❙▼✳ ▲❛ ③♦♥❡ ♣rés❡♥té❡ ❡st ❝❡♥tré❡ s✉r ❧❡ ♣ô❧❡ ♥♦r❞ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❡t ❝♦✉✈r❡ ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ré❣✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥
✽✵ ❞❡❣rés ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞♠❜❴✷✵✵✶ ❡t
❞❞❞♠❜❴✷✵✵✽ s♦♥t ❝❡✉① ♠❡s✉rés ♣❛r ❲▼❆P✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ◆✲❝♦r♣s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠♦❞✐✜❛❜❧❡s ✭♥♦t❛♠♠❡♥t σ8 = 0.9✮✳

❈♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❙❩ ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s r❛❞✐♦ ❡t ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s ❞❡s ❛♠❛s

▲❡s s♦✉r❝❡s r❛❞✐♦ s♦♥t ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ❣❛❧❛①✐❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t
à ❞❡s ❛♠❛s✱ ❡t ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❙❩✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧❛
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ❛♠❛s ❡t ❞❡s s♦✉r❝❡s r❛❞✐♦ ❡st ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❄✱ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s r❛❞✐♦ s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♠❛s à ✶✳✹ ●❍③✳ ▲❡✉rs
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥✜r♠é❡s ♣❛r ❞❡s ét✉❞❡s ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s ❞❡ ❄ ❡t ❄

❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ▼❛r❝❡❧❧❛ ▼❛ss❛r❞✐ ❛ ❛♣♣❧✐q✉é ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r
✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❙❩ ♣❛r ❧❡s r❛❞✐♦ s♦✉r❝❡s ✿

✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❧♦❝❛❧❡ à ✶✳✹ ●❍③ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❄ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥té❡
❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 3 × 103✱ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s r❛❞✐♦ s♦✉r❝❡s ❞❡s ❛♠❛s q✉✐ ♦♥t
✉♥❡ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ Lmin = 1028.5 ❡r❣ s−1 ❡t Llim✳ ❆✉ ❞❡❧à ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s
r❛❞✐♦ s♦♥t ❞é❥à s✐♠✉❧é❡s✳

✷✳ P♦✉r ❧❡s ❛♠❛s q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à 5′✱ ❞♦♥❝ rés♦❧✉s ♣❛r P❧❛♥❝❦✱ ❧❡s
s♦✉r❝❡s t✐ré❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦s✐té s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té
❞❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à [1 + (r/ro)

2]−3β/2+1/2 ❛✈❡❝ ro = 0.7▼♣❝ ❡t β = 1.65✳ P♦✉r ❧❡s
❛♠❛s ♥♦♥ rés♦❧✉s✱ ❧❛ ❧✉♠✐♥♦s✐té r❛❞✐♦ ❡st ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦s✐té
✭s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❛♣♣r♦♣r✐é✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡
❞❡ ❧✬❛♠❛s✳

✸✳ ▲✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ♣❧✉s é❧❡✈é❡s ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦✉r❝❡s à s♣❡❝tr❡ ♣❧❛t s✉r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s à s♣❡❝tr❡ r❛✐❞❡ é❣❛❧ à ✵✳✸✺ à ✶✳✹ ●❍③✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s s♣❡❝tr❛✉① ét❛♥t ✜①é❡ à αflat = 0.13 ❡t αsteep = 0.87 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❯♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❞❡s ❣❛❧❛①✐❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♠❛s ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ✐♠♣❧é♠❡♥té❡
♣❛r ➱t✐❡♥♥❡ P♦✐♥t❡❝♦✉t❡❛✉ ❡t ❏❡❛♥✲❇❛♣t✐st❡ ▼❡❧✐♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✿

✕ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❞❛♥s ✉♥ ❛♠❛s ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛s s✉✐✈❛♥t
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❄❄✳

✕ ▲❛ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❞❡s ❣❛❧❛①✐❡s ❡st t✐ré❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❄✳
✕ ▲❡ ✢✉① ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❡t
❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣❛❧❛①✐❡✳

✕ ❊♥✜♥ ❧❡ ✢✉① ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❡st ré♣❛rt✐ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧✬❛♠❛s✳

❙♦✉r❝❡s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ❡t ❘é❣✐♦♥s ❍■■

▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞✬é♠✐ss✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❞✐✛✉s❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞é❧✐❝❛t✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ❛♠♦r❝é ❞❛♥s ❧❡ P❙▼ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥s
❍■■ ✉❧tr❛✲❝♦♠♣❛❝t❡s✳ ✽✻✹ s♦✉r❝❡s ♦♥t été sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ■❘❆❙ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❡✉r
❝♦✉❧❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ s♣é❝✐✜é ❞❛♥s ❄✳ ❊❧❧❡s s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
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✕ ▲❡ ✢✉① à ✶✵✵µm ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✶✵✵ ❏②✳
✕ ▲❡s ✢✉① s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♠❡s✉rés ♣❛r ■❘❆❙ ❞❛♥s ❧❡s ✸ ❝❛♥❛✉① ✶✵✵✱ ✻✵ ❡t ✷✺µm✳ P❧✉s ♣ré❝✐✲
sé♠❡♥t✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡st ♠♦②❡♥♥❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❄✳

✕ ▲❛ ❧❛t✐t✉❞❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✶✵ ❞❡❣rés✳
❈❡tt❡ ❧✐st❡ ✐♥❝❧✉t t♦✉t❡s ❧❡s ré❣✐♦♥s ❍■■ ✉❧tr❛ ❝♦♠♣❛❝t❡s ❞✉ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ❞❡ ❄ q✉✐ ♦♥t

é❣❛❧❡♠❡♥t été ♦❜s❡r✈é❡s ♣❛r ■❘❆❙ ✭✹✽ ♦❜❥❡ts✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ✸✽ ré❣✐♦♥s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✺✸ ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❄✳
❉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥ r❛❞✐♦ ♦♥t été r❡❝❤❡r❝❤é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛t❛❧♦❣✉❡s ❄✱ ❄ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡

r❡❧❡✈é ◆❱❙❙✳ ▲❡ r❛②♦♥ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ❡st ❞✬✉♥❡ ❛r❝♠✐♥✉t❡ ❞❛♥s ❧❡s ✸ ❝❛s✳ ❊♥ ❝❛s ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s
♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ❜r✐❧❧❛♥t❡ ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉✬❛✉❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛t❛❧♦❣✉❡s ♥❡
❝♦✉✈r❡ ❧✬❤é♠✐s♣❤èr❡ s✉❞✱ ❡t q✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ré❣✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ❝♦✉rs✳

▲❡s ✢✉① ❛tt❡♥❞✉s ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ✶✵✵ ●❍③ s♦♥t ❡st✐♠és ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s
♣rés❡♥t❡s à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ■❘❆❙ ❡t ❞❛♥s ✉♥ ❞❡s ❝❛t❛❧♦❣✉❡s r❛❞✐♦✳ ▲❡ ✢✉① ❡st ❡①tr❛♣♦❧é ❞❡s
r❡❧❡✈és r❛❞✐♦ ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ ✲✵✳✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ♣❧✉s ❞✬✉♥ ❝❛t❛❧♦❣✉❡✱ ♣r✐♦r✐té ❡st ❞♦♥♥é❡ ❛✉ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❄✱ ♣✉✐s ❄ ❡t ❡♥✜♥
◆❱❙❙✳ P♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s s❛♥s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥ r❛❞✐♦✱ ❧❡ ✢✉① ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é✳

P♦✉r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✶✵✵ ●❍③✱ ❧❡s ✢✉① ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡st ❡st✐♠é à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ✢✉① ♠❡s✉rés ♣❛r ■❘❆❙ à ✶✵✵ ❡t ✻✵ ♠✐❝r♦♥s à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦r♣s ❣r✐s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ✿ S = νβB(ν) = 2h/c2νβ+3(1/ exp(hν/kT ) − 1) ❛✈❡❝ β = 1.5 ✭❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ β
❡st ❞✐s❝✉té ❞❛♥s ❄❄❄✮✳ ▲♦rq✉✬✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ r❛❞✐♦ ❛ été tr♦✉✈é❡✱ ❧❡ ✢✉① ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t
❡st ❝♦❛❞❞✐t✐♦♥♥é ❛✉ ✢✉① ❡①tr❛♣♦❧é✳ ❈❡tt❡ ♠❛♥♦❡✉✈r❡ s✬❛✈èr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés
❞❛♥s ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❞✐t❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❝✐ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ s✉r❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❛✉①
❢réq✉❡♥❝❡s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✶✵✵ ●❍③ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ r❛❞✐♦ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ❜♦♥♥❡✱ ♠❛✐s
❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡✈✐❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ✷✶✼ ●❤③✱ ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ♦ù ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ✈✐s✐❜❧❡s✳

P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ❝❡s s♦✉r❝❡s ♦♥t été s✉♣♣r✐♠é❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✐✛✉s❡ ❡♥ s♦✉str❛②❛♥t ❧❡✉r
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ♣♦✉ss✐èr❡ ■❘❆❙ ✭✈♦✐r ❄❄✮✳

✸✳✹ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❡ P❙▼ ❡st ❡♥ ❝♦♥st❛♥t❡ é✈♦❧✉t✐♦♥✳ P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s t❡♥t♦♥s ❞❡ rés✉♠❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❧✉✐ êtr❡ ❛♣♣♦rté❡s à ❝♦✉rt t❡r♠❡✱ ❝✬❡st✕à✕❞✐r❡ ❛✈❛♥t ❧✬❛✈è♥❡♠❡♥t ❞❡s
❞♦♥♥é❡s P❧❛♥❝❦✳ ❈❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❞é❥à ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉
P❙▼✳

❈▼❇

❉❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❧❡ P❙▼ ♥❡ t✐r❡ ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s
❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❛♥♥é❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡❲▼❆P
♦♥t été ♣✉❜❧✐é❡s ✭❄✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❧✉s ❛✈❛♥❝é❡s ♦♥t été ❛♣♣❧✐✲
q✉é❡s à ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❄✮ r❡♥❞❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ♦❜s♦❧èt❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s
❡♠♣❧♦②é❡ ❞❛♥s ❧❡ P❙▼✳

P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ❡st r❡♥❞✉❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ♣❛r ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❛ ♠✐s❡ à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s P❧❛♥❝❦ ❞❡✈r❛✐t
❛♣♣♦rt❡r ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P ♠♦♥tr❡♥t ❞é❥à ❞❡s ✐♥s✉✣s❛♥❝❡s
❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄♠♦♥tr❡ ❝ôt❡ à ❝ôt❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥
t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ à ✾✹ ●❍③ ♣ré❞✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♠❡s✉ré❡ ♣❛r❲▼❆P✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡
❞❡ ❲▼❆P s♦✐t ❢♦rt❡♠❡♥t ❡♥t❛❝❤é❡ ♣❛r ❧❡ ❜r✉✐t✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ✈✐s✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣r♦❞✉✐t❡s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

❘é❣✐♦♥s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ré❣✐♦♥s ❝♦♠♣❛❝t❡s ❞✉ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ s♦♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♠♦❞é❧✐sé❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✐✛✉s❡✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ P❙▼ s❡r❛✐t ❛❝❝r✉❡ ♣❛r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t
s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ❝❡s ré❣✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳



✸✳✺✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✼✼

❋✐❣✳ ✸✳✶✺ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s
❲▼❆P à ✾✹ ●❍③ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝❛rt❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ P =

√
Q2 + U2

❡t s♦♥t ❧✐ssé❡s à 10◦✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❲▼❆P à ❤❛✉t❡ ❧❛t✐t✉❞❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ttr✐❜✉é❡s ❛✉ ❜r✉✐t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s str✉❝t✉r❡s ❞✉ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡
♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❝♦♥✈✐❡♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t à t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✳
◆é❛♥♠♦✐♥s ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s ❧❡s ♣❧✉s ❜r✐❧❧❛♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s ♠❡s✉ré❡s ♣❛r❲▼❆P
♣♦✉rr❛✐t s❡ ré✈é❧❡r ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts✳

❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞✉ P❙▼ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✐st❡✳ ❙❛ ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣✉r❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ✐♥str✉✲
♠❡♥ts ré❡❧s ✐♥tè❣r❡♥t ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛r❣❡ ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ ✸✵✪ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r r❡❧❛t✐✈❡✮✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❣❛❣♥❡r❛✐t à êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧❡ P❙▼✳ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ P❙▼ ❛ été ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❢❛❝✐❧✐t❡r ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ P❙▼ ❛ ♣❡r♠✐s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛✈❛♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s✐✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ❡♥tr❡ ✶✵ ❡t ✸✵✵✵ ●❍③✱ t❛♥t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s
♣❤②s✐q✉❡s q✉❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é❡s✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣ré❡①✐st❛♥t❡ ♦ù ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
sé♣❛rés ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡✈❛✐❡♥t êtr❡ ❝♦❧❧❡❝tés ❡t ❛ss❡♠❜❧és ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t✱ ✐❧ ♦✛r❡
♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❢❛❝✐❧✐té ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✿

✕ ❯♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s❡♥s✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s✳
✕ ▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ s♦✐❣♥❡✉s❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬✐♥tr♦✲
❞✉✐r❡ ❞❡s ❛rt❡❢❛❝ts ✈✐s✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✕ ❯♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❡t ❞❡ ❧❛ tr❛ç❛❜✐❧✐té ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✕ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s st♦❝❦❛st✐q✉❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés st❛✲
t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ à ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t é❧❡✈é❡✱ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❧✐♠✐té❡s ♣❛r ❧❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳

✕ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳
■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ✉t✐❧✐sé ❞❡ ❢❛ç♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té P❧❛♥❝❦✱ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥s ✿
✕ ▲❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s s❡r✈❛♥t ❛✉ t❡st ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳
✕ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ s❡r✈❛♥t ❛✉① t❡sts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❄✮✳

✕ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s❡rt é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❥♦✉r♥❛❧✐èr❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ P❧❛♥❝❦✳
▲❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❢❡r❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t

✐❧ ❡st ❞é❥à ✉t✐❧✐sé ♦❝❝❛s✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ét✉❞❡s ❛♥♥❡①❡s à ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ P❧❛♥❝❦ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❄❄✮✳



✼✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ▼❖❉➱▲■❙❆❚■❖◆ ❉❊ ▲✬➱▼■❙❙■❖◆ ▼■▲▲■▼➱❚❘■◗❯❊

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡✱ ✐❧ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ✈❡♥✐r✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ P❧❛♥❝❦✱ ♣❡✉t s✬♦r❣❛♥✐s❡r✳



✸✳✺✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✼✾

❚❛❜✳ ✸✳✶ ✕ ▼♦❞è❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✻✳✻✳
❈♦♠♣♦s❛♥t❡ ◆♦♠ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❙✐♠✉ Pré❞

❣❛✉ss✐❛♥❴❝♦s♠♦
❚✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❣❛✉s✲
s✐❡♥♥❡s s✉✐✈❛♥t ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❈❆▼❇✳

❳

❣❛✉ss✐❛♥❴❝❧
❚✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❣❛✉s✲
s✐❡♥♥❡s s✉✐✈❛♥t ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

❳

❈▼❇ ✇♠❛♣❴❝♦♥str❛✐♥❡❞

❚✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❣❛✉s✲
s✐❡♥♥❡s ❞♦♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❡t ❧✬✐♥t❡♥s✐té s♦♥t
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r
❲▼❆P✳

❳

♥♦♥❣❛✉ss✐❛♥❴❢❴♥❧
❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞✉ ❈▼❇
❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ f◆▲✳

❳

❧❡♥s♣✐①
❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❈▼❇ ❧❡♥t✐❧❧é ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ❝♦❞❡ ❡①tér✐❡✉r ❧❡♥s♣✐①✳

❳

s❛♠♣❧❡♠❛♣
P♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❝❛rt❡ q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡ ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳

❳

✇♠❛♣❴✸②r❴✐❧❝ ▼❡s✉r❡ ❞✉ ❈▼❇ ♣❛r ❲▼❆P✳ ❳
♥♦❴❝♠❜ ❈▼❇ ♥♦♥ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❳ ❳

❞♠❜❴✷✵✵✶

❚✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ❛♠❛s s✉✐✈❛♥t ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡✱ ❞✐✈❡rs ♣r♦✜❧s ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s✱ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s
r❛❞✐♦✲s♦✉r❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❳

❞❞❞♠❜❴✷✵✵✽
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❞r♦ à ❜❛s r❡❞s❤✐❢t ✭z <
0.25✮✱ ❡t t✐r❛❣❡ ❞❡s ❛♠❛s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ à ❤❛✉t r❡❞s❤✐❢t✳

❳

❙❩ ♥❜♦❞②✰❤②❞r♦
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ◆✲❝♦r♣s ❞✉ ✏❍✉❜❜❧❡ ❱♦❧✉♠❡✑
✰ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❣❛③
❞❡s ❛♠❛s✳

❳

♠❛③③♦tt❛❴t❤❡r♠❛❧
❚✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ❛♠❛s s✉✐✈❛♥t ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡✳

❳

r♦s❛t❴❝❛t❛❧♦❣
■♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ❛♠❛s ❞✉ ❝❛t❛❧♦❣ ❘♦s❛t s✉✐✲
✈❛♥t ✉♥ ♣r♦✜❧ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳

❳

♥♦❴s③ ❊✛❡t ❙❩ ♥♦♥ ✐♥❝❧✉s✳ ❳ ❳

❖❜❥❡ts ❝♦♠♣❛❝ts
♣s♠❴♣s❴♠✉❧t✐❢r❡q

❊①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡
à ν < 5 ●❍③ ❡t ■❘❆❙✱ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❧é❛✲
t♦✐r❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡✳

❳

♥♦❴♣s ❙♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ♥♦♥ ✐♥❝❧✉s❡s✳ ❳ ❳

❜♠♣❴✸❝♦♠♣❴✈✶✳✶
✸ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ s②♥❝❤r♦tr♦♥✱ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡✱
♣♦✉ss✐èr❡ t❤❡r♠✐q✉❡✳ ◆♦♥ ♣♦❧❛r✐sé✳

❳

♠❛♠❞❴✸❝♦♠♣❴❝❤❛❧❧❡♥❣❡✷
■❞❡♠ ❛✈❡❝ ❛❥♦✉t ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s à ♣❡t✐t❡
é❝❤❡❧❧❡ ❡t ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳

❳

●❛❧❛①✐❡ ♠❛♠❞❴❞✐❝❦✐♥s♦♥❴✹❝♦♠♣
▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❛♥♦r♠❛❧❡ ♣❛r
❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ❡♥ r♦t❛t✐♦♥✱ ❛❥♦✉t ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳

❳ ❳

♠❛♠❞✷✵✵✽

❙②♥❝❤r♦tr♦♥ ♣♦❧❛r✐sé✱ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ❡t ♣♦✉s✲
s✐èr❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡t é♠✐ss✐♦♥ ❛♥♦r♠❛❧❡
❞✬❛♣rès ❄✱ ♠♦❞❡❧ ✹✳ ❆❥♦✉t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

❳ ❳

✑❴✇✐t❤❴s②♥❝❤❴❝✉r✈❛t✉r❡
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✐♥❡✉r❡ ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t ✐♥✲
❝❧✉❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧
❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳

❳

♥♦❴❣❛❧❛①② P❛s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ❳ ❳



✽✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ▼❖❉➱▲■❙❆❚■❖◆ ❉❊ ▲✬➱▼■❙❙■❖◆ ▼■▲▲■▼➱❚❘■◗❯❊

❚❛❜✳ ✸✳✷ ✕ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛♥❝✐❧❧❛✐r❡s✳
❈♦♠♣♦s❛♥t❡ ❈❛rt❡ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ γ α β

❙②♥❝❤r♦tr♦♥
S✹✵✽ ▼❍③ 1◦ ✲✸ ✵✳✵✺ ✶✳✵

βs 2◦ ✲✸ ✵✳✵✷ ✶✳✵

▲✐❜r❡✲❧✐❜r❡
E(B − V ) 1◦ ✲✸ ✵✳✷ ✶✳✵

IHα
1◦ ✲✷✳✻ ✵✳✶ ✶✳✶

P♦✉ss✐èr❡
D✶✵✵ µm 9′ ✲✸ ✵✳✶ ✶✳✵

R(100µm/240µm) 7◦ ✲✸ ✵✳✵✽ ✶✳✵

❚❛❜✳ ✸✳✸ ✕ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡s r❡❧❡✈és ❣r❛♥❞✲❝❤❛♠♣ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s r❛❞✐♦ ✉t✐❧✐✲
sé❡s ❞❛♥s ❧❡ P❙▼✳

❋réq✉❡♥❝❡ ❈❛t❛❧♦❣✉❡ Slim✭♠❏②✮ ❉❊❈
❘és♦❧✉t✐♦♥
❛♥❣✉❧❛✐r❡

●❇✻ ✶✽ ✵ à ✰✼✺ ✸✳✺✬ ●r❡❣♦r② ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮
P▼◆❊ ✹✵ ✲✾✳✺ à ✰✶✵ ✹✳✷✬ ●r✐✣t❤ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✮

✹✳✽✺ ●❍③ P▼◆❚ ✹✷ ✲✷✾ à ✲✾✳✺ ✹✳✷✬ ●r✐✣t❤ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮
P▼◆❩ ✼✷ ✲✸✼ à ✲✷✾ ✹✳✷✬ ❲r✐❣❤t ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮
P▼◆❙ ✷✵ ✲✽✼✳✺ à ✲✸✼ ✹✳✷✬ ❲r✐❣❤t ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮

✶✳✹ ●❍③ ◆❱❙❙ ✷✳✺ ✲✹✵ à ✰✾✵ ✹✺✑ ❈♦♥❞♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮
✵✳✽✹✸ ●❍③ ❙❯▼❙❙ ✶✽ ✲✺✵ à ✲✸✵ ✹✺✑❝♦s❡❝(|δ|) ▼❛✉❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮

✽ ✲✾✵ à ✲✺✵ ✹✺✑❝♦s❡❝(|δ|)



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❊st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡t ♥❡❡❞❧❡ts

❙♦♠♠❛✐r❡
✹✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❈▼❇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✹✳✶✳✶ ▼♦❞è❧❡ ré❛❧✐st❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✹✳✶✳✷ ❱r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✹✳✶✳✸ Ps❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✹✳✶✳✹ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❊❙◆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✷✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✹✳✷✳✷ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r s♣❡❝tr❛❧ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✹✳✷✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✹✳✷✳✹ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✹✳✷✳✺ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✹✳✸ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✹✳✸✳✶ ▼✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✹✳✸✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✹✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙◆ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✹✳✸✳✹ ❋✉s✐♦♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✹✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s q✉✐ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡♥t ❛✉ ❢♦♥❞
❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❝♦♠♣❧✐q✉❡♥t s♦♥ ❛♥❛❧②s❡✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s s✐❣♥❛✉① ❢❛✐t
❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❧♦❝❛❧✐sé❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❢réq✉❡♥t✐❡❧ ✭✈♦✐r ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❄❄✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✉ ❝ôté ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✱ ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ♦✉
✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✉ ❢♦♥❞
❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛✉ s♦❧ ♦✉ ❡♠❜❛rq✉é❡s ❞❛♥s ❞❡s ❜❛❧❧♦♥s ♥❡ ❝♦✉✈r❡♥t ❡♥ ❡✛❡t
q✉✬✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ré❞✉✐t❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ✭❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♣♦✉r ❝❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t♦✐r❡s t❡rr❡str❡s à q✉❡❧q✉❡s
❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♣♦✉r ❝❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ✈♦❧s ❜❛❧❧♦♥ ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ré❡✮✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♣❛t✐❛❧❡s s♦♥t à ♠ê♠❡
❞❡ ❜❛❧❛②❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
♣❛s ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t
✐♥str✉♠❡♥t❛❧ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥❝❡♥tré❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s
♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❄❄✮✳ ▲❡s ♥❡❡❞❧❡ts s♦♥t✱ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s
♦♥t ❢❛✐t ré❝❡♠♠❡♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡s ❞ét❛✐❧❧é❡s ✭❄❄❄✮✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ❞é❥à été ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r
❞✐✈❡rs❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❙❛❝❤s✲❲♦❧❢❡ ✐♥té❣ré ✭❄✮ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♥♦♥✲
❣❛✉ss✐❛♥✐tés ❞❛♥s ❧❡ ❈▼❇ ✭❄✮✳

▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥❝♦❞❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❞é❧✐✈ré❡ ♣❛r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡s ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✮✳ ◗✉❡❧q✉❡s ét✉❞❡s✱ t❡❧❧❡s
q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❛♥✐tés ♦✉ ❞❡ ❞é❢❛✉ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

✽✶
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❛✉✲❞❡❧à ❞✉ s♣❡❝tr❡✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝♦♥s❡r✈❡ ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣r✐✲
♠♦r❞✐❛❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✱ ❢♦♥❞é❡
s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts✱ ♣r♦♣♦sé❡ ❡t ét✉❞✐é❡ ♣❛r ❄ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❄✮✱ ♣✉✐s ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣♦✉r
❝❛r❛❝tér✐s❡r ❡t é✈❛❧✉❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ✭❄✮✳
◆♦✉s ❝♦♥s❛❝r♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❜❛s❡s
t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r s♣❡❝tr❛❧ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts ✭❊❙◆✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r s♦♥t
é✈❛❧✉é❡s s✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ✈❡♥✐r✳

✹✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❈▼❇

✹✳✶✳✶ ▼♦❞è❧❡ ré❛❧✐st❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

P♦✉r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ✭s❛♥s ❜r✉✐t ❡t à ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✮ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ❞✉ s✐❣♥❛❧
s ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ s♦♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
Cℓ ❡st ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✭❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❡✮✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡♥
s❡❝t✐♦♥ ❄❄ ✿

Ĉℓ =
1

2ℓ+ 1

∑

m

|aℓm|2 . ✭✹✳✶✮

▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦s♠✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❡❧❧❡ s✬é❝r✐t ✿

var
(
Ĉℓ

)
=

2

2ℓ+ 1
C2

ℓ . ✭✹✳✷✮

▲❡s ♠❡s✉r❡s ré❡❧❧❡s✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✜♥✐❡✱ s♦♥t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s✱ ❡t
❛✛❡❝té❡s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t (ξk) ♣♦✉r k = 1, . . . , N♣✐① ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣✐①❡❧s s✉r ❧❛
s♣❤èr❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s x ❡st ✿

x(ξk) = W (ξk) ((B ∗ s)(ξk) + n(ξk)) ✭✹✳✸✮

♦ù B ❞é❝r✐t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t✱ W ❡st ✉♥ ♠❛sq✉❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✭❝♦♥t❡♥❛♥t ✵ ♦✉ ✶✮ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛
❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❡t n ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st s✐♠♣❧✐✜é✱
❝❛r ✐❧ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❛str♦♣❤②s✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛ été tr❛✐té❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❧❛ r❡♥❞r❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ♦❜s❡r✈é❡ W̄ ✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡
❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❊♥ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❛str♦♣❤②s✐q✉❡s ❞❡✈r❛ êtr❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✱ ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt t❡♥s❡✉r s✉r s❝❛❧❛✐r❡ à
♣❛rt✐r ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❇ ❡♥ ❡st ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❡t ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳

❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡

❯♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①❛❝t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛✈❡❝ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡
❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t✳ P♦✉r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡
❛①✐s②♠étr✐q✉❡✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡
❡✛❡❝t✉é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ✭❄❄✮✳ ▲❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s
s♣❤ér✐q✉❡s ✿ ãℓm = Bℓaℓm✱ ♦ù Bℓ s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡
❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡ ✿ B(ξ) =

∑
ℓBℓLℓ(ξ0 · ξ)✳ Lℓ ❡st ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ❞✬♦r❞r❡ ℓ

✭♥♦r♠❛❧✐sé ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ Lℓ(1) = 2ℓ+1
4π ✮✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥✈♦❧✉é ❡st ❞♦♥❝ C̃ℓ = B2

ℓCℓ✳
▲❡ s♣❡❝tr❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ♣❡✉t êtr❡ r❡❝♦♥st✐t✉é ♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ℓmax tr❛❞✉✐s❛♥t ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t✳
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➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

▲❛ ♣✐①❡❧❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ✭q✉❛❞r❛t✉r❡✮
❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❥✉sq✉✬à ✉♥ ❞❡❣ré ❞♦♥♥é ℓmax ✿

∫

S

Yℓm(ξ) d ξ =

N♣✐①∑

k=1

λkYℓm(ξk)

♦ù ❧✬♦♥ ♥♦t❡ λk ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ♣✐①❡❧❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s
s♣❤ér✐q✉❡s ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ à ❜❛♥❞❡ ❧✐♠✐té❡ x s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿

aℓm =
∑

k

λkx(ξk)Yℓm(ξk), ✭✹✳✹✮

❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ét❡♥❞ à t♦✉t s✐❣♥❛❧ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é xk✳

❇r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧

▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❡st ❛✛❡❝té❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ♠♦❞é❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
❝❡♥tré❡ nk✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣✐①❡❧ à ♣✐①❡❧ ❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡ ❜r✉✐t ❡♥ 1/f ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❜❛ss❡
❢réq✉❡♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t à ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞❡str✐❛❣❡ ✭❄❄✮✱ ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ❞é❝♦rré❧é ❞❡ ♣✐①❡❧ à ♣✐①❡❧ ✭N ❡st ❛❧♦rs ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡t ❧✬♦♥ ♥♦t❡ diag N = (σk)✮✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞✐s❝rét✐sé ✭❄❄✮✱
♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣♦❧❛✐r❡s ❞✉ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✿

nℓm :=
∑

k

λknkYℓm(ξk) . ✭✹✳✺✮

✹✳✶✳✷ ❱r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡t ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❧❛
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ r❡st❡ ✿

p(x|Cℓ) =
exp

(
(−1/2)xT C−1x

)

(2π)N♣✐①/2
√

detC
✭✹✳✻✮

❛✈❡❝ C ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s x✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥❝❧✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡t ❞✉ ❜r✉✐t C = S(Cℓ) + N✳

◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭❄❄✮ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ♦❜t❡♥✐r ❝❛r ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝r❡✉s❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s✱ ❧❛ ❞é✲
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①❛❝t ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞❡ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❡t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s✳ ❈❡ ♥✬❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❝❛r ❧❡ ♠❛sq✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞❡s✱ ❡t ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧
♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ C ét❛♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ N♣✐①×N♣✐① ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
♥✉♠ér✐q✉❡ ❝r♦ît ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ N3

♣✐①✳
▲❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s

❝♦♠♠❡ ❲▼❆P ❡t P❧❛♥❝❦ ✭N♣✐① ∼ 107✮ s❛✉❢ à ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ré❞✉✐t❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❡♠♣❧♦②é ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤②❜r✐❞❡ ✭❄✮✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠✉❧t✐♣♦❧❡s ❞✉ s♣❡❝tr❡ s♦♥t ❡st✐♠és ♣❛r ❧❛
♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝❛rt❡s à ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞é❣r❛❞é❡✳ ❉✐✈❡rs❡s ♠ét❤♦❞❡s
♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ à ❜❛s ℓ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❄❄✮✳ ▲❡
r❡st❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦✉s ♦♣t✐♠❛❧❡s✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
s♣❡❝tr❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r s♣❡❝tr❛❧ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts
q✉✐ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❛ ❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❡✳
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✹✳✶✳✸ Ps❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❡

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ãℓm ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞✉ s✐❣♥❛❧ xk =
∑

ℓm aℓmYℓm(ξk) ♣❛r
✉♥ ♠❛sq✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ wk =

∑
ℓm wℓmYℓm(ξk) s✬❡①♣r✐♠❡♥t ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✿

ãℓm =
∑

ℓ′m′

aℓ′m′Kℓmℓ′m′

♦ù ✿

Kℓ1m1ℓ2m2 =
X

ℓ3m3

wℓ3m3(−1)m2

r

(2ℓ1 + 1)(2ℓ2 + 1)(2ℓ3 + 1)

4π

„

ℓ1 ℓ2 ℓ3
0 0 0

« „

ℓ1 ℓ2 ℓ3
m1 −m2 m3

«

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡
tr♦✐s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ✸j ❞❡ ❲✐❣♥❡r ✿

∫

S

Yℓ1m1(ξ)Y
⋆
ℓ2m2

(ξ)Yℓ3m3(ξ) d ξ

= (−1)m2

√
(2ℓ1 + 1)(2ℓ2 + 1)(2ℓ3 + 1)

4π

(
ℓ1 ℓ2 ℓ3
0 0 0

)(
ℓ1 ℓ2 ℓ3
m1 −m2 m3

)
.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ✸j ❞❡ ❲✐❣♥❡r ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❄✮ ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❡s ❞❡s s✐❣♥❛✉① ♠❛sq✉és ❡t ♥♦♥✲♠❛sq✉és✱ ♥♦tés C̃ℓ ❡t
Ĉℓ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

E
(
C̃ℓ

)
=
∑

ℓ′

E
(
Ĉℓ′

)
Mℓℓ′ ✭✹✳✼✮

♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❡st ✿

Mℓ1ℓ2 = (2ℓ2 + 1)
∑

ℓ3

2ℓ3 + 1

4π
ŵℓ3

(
ℓ1 ℓ2 ℓ3
0 0 0

)2

,

❡♥ ♥♦t❛♥t ŵℓ =
∑

m |wℓm|2✳
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ M ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛❧ ♠❛♥q✉❛♥t❡ ❡st s✉❢✲

✜s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ✭❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ K ✮✳ ▲♦rsq✉❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥ ❜✐❛✐sé ❞✉ s♣❡❝tr❡ Cℓ✳ ▲✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ♥✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❛s str✐❝t❡✲
♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥ ❜✐❛✐sé
❞✉ s♣❡❝tr❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥✈♦❧✉é ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M✳

■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✉♥ ♠❛sq✉❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ w ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✳ ❯♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ✭w = W ✮ ❡st ✉♥ ❝❤♦✐①
♣♦ss✐❜❧❡✱ ♠❛✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ❛ ✐♥térêt à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠❛sq✉❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❛✈❡❝
❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡s ♣♦✐❞s ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❡st✐♠❛t❡✉r
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ré❣✐♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t✱ ❡t ❧♦rsq✉❡
❧❡ ❜r✉✐t ❡st ❞♦♠✐♥❛♥t✳

❆❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ E
(
Ĉℓ

)
= Cℓ✱

∑
ℓ′ M

−1
ℓℓ′ C̃ℓ′

❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥ ❜✐❛✐sé ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ Cℓ✳
❉❛♥s ❧✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ❤❛✉ts ℓ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡

♣❛r ✿

cov
(
C̃ℓ1 , C̃ℓ2

)
≈ 2Cℓ1Cℓ2

∑

ℓ3

2ℓ3 + 1

4π
ŵ

(2)
ℓ3

(
ℓ1 ℓ2 ℓ3
0 0 0

)2

❡t ❡❧❧❡ ❡st ♠✐♥✐♠✐sé❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❝✬❡st✕à✕❞✐r❡ wk = Wk✳ ❄ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ♠♦♥tré
q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ré❣✐♠❡ ✭s✐❣♥❛❧ ❞♦♠✐♥❛♥t✱ ❤❛✉ts ℓ✮✱ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❡st st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ré❢ér❡♥❝❡ à ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❝r♦♥②♠❡ P❈▲❯ ✭♣♦✉r ♣s❡✉❞♦✲❈❧ ✉♥✐❢♦r♠❡✮✳



✹✳✷✳ ❆◆❆▲❨❙❊ ❊◆ ◆❊❊❉▲❊❚❙ ✽✺

❇r✉✐t ❞♦♠✐♥❛♥t

❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ❜✐❛✐sé ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❛✉ s♣❡❝tr❡
❡♠♣✐r✐q✉❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❄❄✮ ✿

n̂ℓ =
1

2ℓ+ 1

∑

m

|nℓm|2 .

▲✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿

E (n̂ℓ) = E



 1

2ℓ+ 1

∑

k,k′

λkλk′nknk′Lℓ(ξk · ξk′)





=
1

4π

∑

k

λ2
kσ

2
k .

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ♣❛r❢♦✐s ❛❜✉s✐✈❡♠❡♥t ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❜r✉✐t✱ ♥♦té Nℓ✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❤♦♠♦❣è♥❡✱ t❡❧ q✉❡ σk = σ✱ ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t λk = 4π

N♣✐①
♦♥ ❛ ✿

E (nℓmnℓ′m′) =
4πσ2

N♣✐①

δℓ,ℓ′δm,m′ .

❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✱ ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛ ♣♦✉r ❡s♣ér❛♥❝❡ ✿

E
(
C̃ℓ

)
=
∑

ℓ′

Mℓℓ′Cℓ′ + Nℓ

❛✈❡❝✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t ❞é❝♦rré❧é ✿ Nℓ = 1
4π

∑
k σ

2
kλ

2
kw

2
k✳ ❯♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥ ❜✐❛✐sé ❞❡ Cℓ ❡st

❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦❜t❡♥✉ ♣❛r C̃w
ℓ =

∑
ℓ′ M

−1
ℓℓ′

(
C̃ℓ′ −Nℓ′

)
✳ ❉❛♥s ✉♥ ré❣✐♠❡ ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ❜r✉✐t✱ ❄ ❛

♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♣♦✐❞s wk = 1

σ2
k

✳

◆♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r P❈▲❲✱ ♦ù ❲ ✭✇❡✐❣❤t❡❞ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à
❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳

✹✳✶✳✹ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❊❙◆

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❞✐✛ér❡♥ts ❡st✐♠❛t❡✉rs ✿ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❛✉① ❣r❛♥❞❡s
é❝❤❡❧❧❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡st ❡st✐♠é s✉r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ré❞✉✐t❡ ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s r❡ç♦✐✈❡♥t ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t s♦✉s ♦♣t✐♠❛❧ ✭❜✐❡♥ q✉❡
♣r♦❝❤❡✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ❧❡s ✸ ♣r❡♠✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❞❡❲▼❆P ✭❄✮ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠✉❧t✐♣♦❧❡s ℓ < 30 ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡❲▼❆P ❛ été ❝❛❧❝✉❧é❡
s✉r ❞❡s ❝❛rt❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ré❞✉✐t❡✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ♣♦✉r ℓ > 30 ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❝r♦✐sés
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❥✉sq✉✬à ℓ = 500 ❡t ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ 1/σ2 ❛✉✲❞❡❧à✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡♠♣✐✲
r✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ à ❤❛✉ts ℓ✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❡t à ♣r♦✜t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té
❞✉ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛❞❛♣t❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ é❝❤❡❧❧❡ ❛✉ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t ❧♦❝❛❧
❡t ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ❛✐♥s✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠✐sé❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ré❣✐♠❡s tr❛✐tés ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ♣❛r
❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❧♦❝❛❧✐sé ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ❡t ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t✳
▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ✐♥❝♦r♣♦r❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣rés❡♥t❛♥t
❞❡s ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❡t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❤étér♦❣è♥❡s✳

✹✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts

▲❡s ♥❡❡❞❧❡ts s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛①✐s②♠étr✐q✉❡s s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ❜é♥é✜❝✐❛♥t ❞✬✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡
❡t ❧✐❜r❡♠❡♥t ❛❥✉st❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ❝❡ q✉✐ ❧❡s r❡♥❞ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s à ❞❡s ✜♥s
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❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✭♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡t ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s✮ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s❡ rés✉♠❡
à ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♥❡❡❞❧❡ts ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧✱ ♣✉✐s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧✬❊❙◆ ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❊❙◆ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✜①és ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s❛❝r♦♥s ❧❛ ✜♥ ❞❡
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ à ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ q✉✐ s❡r♦♥t é✈❛❧✉és ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✳

✹✳✷✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts

P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ♥❡❡❞❧❡ts✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡♥ ❜❛♥❞❡s
❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ✭♦✉ é❝❤❡❧❧❡s✮ ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡♥êtr❡s h(j)

ℓ ✳ ▲❡ s✉♣♣♦rt ❞❡

❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢❡♥êtr❡ ❡st ❜♦r♥é✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♥♦t❡ ℓ(j)max ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠❛①✐♠✉♠✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐①❡❧❧✐s❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ ♦♥ ✉t✐❧✐✲

s❡r❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣✐①❡❧❧✐s❛t✐♦♥ ξ
(j)
k , k = 1, . . . , N

(j)
♣✐① ❛❞❛♣té❡ à ❝❤❛q✉❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✐

♣❡r♠❡t ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ 2ℓ
(j)
max ✭❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡

❛ss♦❝✐és ✿λ(j)
k , k = 1, . . . , N

(j)
♣✐①✮✳

▲❡s ♥❡❡❞❧❡ts s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛①✐s②♠étr✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ✿

ψ
(j)
k (ξ) =

√
λ

(j)
k

ℓ(j)
max∑

ℓ=0

h
(j)
ℓ Lℓ(ξ · ξ(j)k ), ✭✹✳✽✮

P♦✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ j✱ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ♣rès ❡t à ❧❛
r♦t❛t✐♦♥ ♣rès✱ ♣❧❛ç❛♥t ❧❡✉r ❝❡♥tr❡ ξ(j)k ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭❧❡ ♣ô❧❡ ♥♦r❞ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❯♥ ❝❤♦✐①

❛❞❛♣té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢❡♥êtr❡ h(j)
ℓ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❡❡❞❧❡t ❛✉t♦✉r ❞❡

s♦♥ ❝❡♥tr❡ ξ(j)k ✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡♥êtr❡s ré❛❧✐s❛♥t ✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❡❝tr❛❧✱ ❡t ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ♣r♦✜❧ s♣❛t✐❛❧ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts ❛ss♦❝✐é❡s à tr♦✐s ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡
♠♦②❡♥♥❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡♥êtr❡s ❡st ❛❜♦r❞é❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✳

P❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❧❡s ✏❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts✑ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ X s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ s♦♥t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐s
♣❛r ✿

γ
(j)
k := (λ

(j)
k )−1/2〈X,ψ(j)

k 〉

♦ù 〈., .〉 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✉s✉❡❧ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛rré ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r ❧❛ s♣❤èr❡✳ ▲❡✉r
❝❛❧❝✉❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ♣❛r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢❡♥êtr❡ {h(j)

ℓ }j ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ s✉✐✈❛♥t ✿

{X(ξk)}k=1,...,N♣✐①

❙❍❚
=⇒ aℓm

×−→ h
(j)
ℓ aℓm

❙❍❚−1

=⇒
{
γ

(j)
k )
}

k=1,...,N
(j)
♣✐①

. ✭✹✳✾✮

P♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ♥♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡t ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✱ s✐❣♥❛❧♦♥s ❡♥✜♥ q✉✬✉♥ s✐❣♥❛❧ à ❜❛♥❞❡ ❧✐♠✐té❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡

s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t h̃(j)
ℓ = h

(j)
ℓ /

∑
j′

(
h

(j)
ℓ

)2

❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡♥êtr❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡✱ ❧❛

s②♥t❤ès❡ ❡st s❝❤é♠❛t✐sé❡ ♣❛r ✿

{
γ

(j)
k )
}

k=1,...,N
(j)
♣✐①

❙❍❚−1

=⇒ h
(j)
ℓ aℓm

×−→ h̃
(j)
ℓ h

(j)
ℓ aℓm

❙❍❚
=⇒ X(j) ✭✹✳✶✵✮

q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡♥ ❝❤❛♠♣s ✜❧trés à ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ X(j)✳ ▲❡
s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ❡♥s✉✐t❡ r❡❝♦♥st✐t✉é ♣❛r X(ξ) =

∑
j X

(j)(ξ)✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱
❧❡s ✜❧tr❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞✐✛èr❡♥t✳
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❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ❋❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡♥êtr❡ ❡t ♣r♦✜❧ s♣❛t✐❛❧ ❞❡ tr♦✐s ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts ❛ss♦❝✐é❡s ✭❛❞❛♣té ❞❡ ❄✮✳
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✹✳✷✳✷ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r s♣❡❝tr❛❧ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r s♣❡❝tr❛❧ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts ❡st ❢♦♥❞é s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
♥❡❡❞❧❡ts ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❝❡♥tré s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ X ✭t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❈▼❇✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t✱ ♦♥ ♥♦t❡ Cℓ s♦♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✿ E (X(ξ)X(ξ′)) =
(4π)−1

∑
ℓ CℓLℓ(ξ ·ξ′)✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥❡❡❞❧❡ts ❞✬✉♥ t❡❧ ❝❤❛♠♣ s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝❡♥tré❡s✱

❡t ✿
cov[γ

(j)
k , γ

(j′)
k′ ] =

∑

ℓ≥0

h
(j)
ℓ h

(j′)
ℓ CℓLℓ

(
ξ
(j)
k · ξ(j

′)
k′

)
. ✭✹✳✶✶✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts ❡st ✿

var[γ
(j)
k ] = C(j) , ✭✹✳✶✷✮

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé ✿

C(j) := (4π)−1
∑

ℓ≥0

(
h

(j)
ℓ

)2

(2ℓ+ 1)Cℓ. ✭✹✳✶✸✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts ❞✉ ❜r✉✐t

P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é❥à r❡t❡♥✉ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❝❡♥tré ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♣✐①❡❧ à ♣✐①❡❧✱ ♠❛✐s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2

k✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts s♦♥t ❝❡♥trés✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡
❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s ✭❝❡ q✉✐ ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ ♣✐①❡❧❧✐s❛t✐♦♥
❍❊❆▲P✐① ✿ λk ≈ 4π/N♣✐①✮ ❡t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ σ s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ✿

cov[γ
(j)
k , γ

(j′)
k′ ] ≃

∫

S

σ2(ξ)ψ
(j)
k (ξ)ψ

(j′)
k′ (ξ) d ξ . ✭✹✳✶✹✮

◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❞♦♥❝ ✿

n
(j)
k (σ) :=

(∫

S

σ2(ξ)|ψ(j)
k (ξ)|2 d ξ

)1/2

✭✹✳✶✺✮

❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts ❞✉ ❜r✉✐t✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥

❜r✉✐t ❤♦♠♦❣è♥❡ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿ n(j) =

(
σ2

N♣✐①

∑
ℓ≥0(2ℓ+ 1)

(
h

(j)
ℓ

)2
)1/2

✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❧✐ssé

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts ♣❛rt ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡
s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐❞s w(j)

k ✈ér✐✜❛♥t ✿
N

(j)
♣✐①∑

k=1

w
(j)
k = 1, ✭✹✳✶✻✮

❧❛ q✉❛♥t✐té ✿

Ĉ(j) :=

N
(j)
♣✐①∑

k=1

w
(j)
k

(
γ

(j)
k

)2

✭✹✳✶✼✮

❡st ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥✲❜✐❛✐sé ✭❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❄❄✮✮ ❞❡ C(j) ♣♦✉r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥t❛♠✐♥é❡
❡t ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ X✳ ❖r C(j) ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❧✐ssé❡ ✭♠♦②❡♥♥é❡ ♣❛r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ (h

(j)
ℓ )2✮ ❞✉ s♣❡❝tr❡ Cℓ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳

P♦✉r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜r✉✐té❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t s♦✉str❛✐r❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥✲❜✐❛✐sé ✿

Ĉ(j) :=
∑

k

w
(j)
k

{(
γ

(j)
k

)2

−
(
n

(j)
k

)2
}
. ✭✹✳✶✽✮



✹✳✷✳ ❆◆❆▲❨❙❊ ❊◆ ◆❊❊❉▲❊❚❙ ✽✾

▲❡s ♣♦✐❞s w(j)
k ♣❡✉✈❡♥t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ❛❥✉stés s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭❄❄✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r

q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ E
(
Ĉ(j) − C(j)

)2

✳

❖♥ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts s♦♥t ❞é❝♦rré❧és✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts s♦♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥ts
♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡♥êtr❡s ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡s ✭❄ ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✐❧s s♦♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts
♣♦✉r j → ∞✮✳ ❙♦✉s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

w
(j)
k (C

(j)
) :=

(
C

(j)
+
(
n

(j)
k

)2
)−2 [∑

k′

(
C

(j)
+
(
n

(j)
k′

)2)−2
]−1

✭✹✳✶✾✮

♦ù C
(j)

= C(j)✳ ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✱ ♠❛✐s ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s ♣❛r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ C(j)

0 ❞❡ C(j) ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣♦✐❞s w(j)
k

❝♦♥st❛♥ts✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ❜r✉✐t✱ ❧✬❡st✐♠❛✲
t❡✉r s♣❡❝tr❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts✳
❙✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s
♣ré❝✐s❡ ❞❡ C(j) ♦❜t❡♥✉❡ à ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣♦✐❞s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡st

r♦❜✉st❡ ✈✐s à ✈✐s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❛ ♣r✐♦r✐ C
(j)

❝♦♠♠❡ ✈ér✐✜é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ② ❛

♣❡✉ ❞❡ ❣❛✐♥ à ❛✣♥❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ C
(j)

✳
❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r P❈▲ ♥é❝❡s✲

s✐t❡r❛✐t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ C−1 = (S+N)−1✱ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛✐s❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ♦ù ❛✉❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ♥❡ ❞♦♠✐♥❡✳ ❯♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣❛r
wk ∝ 1

〈σk〉2+σ2
k

❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s❲▼❆P ✭❄✮ ♠❛✐s

❛ été ❛❜❛♥❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✺ ❛♥s✳
❈✬❡st ✉♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❛❞❛♣té❡ à

❝❤❛q✉❡ é❝❤❡❧❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡✳

✹✳✷✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts ♣❡✉t êtr❡ ❛❞❛♣té à ❞❡s ♠♦✲
❞è❧❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s✱ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡
♥♦♥ ✐❞é❛❧❡✱ ❡t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ❈❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ❞é✲
✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s♦♥t ❢♦♥❞és s✉r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té s❡r❛ ✈ér✐✜é❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❡♥
s❡❝t✐♦♥ ❄❄✳

❘é♣♦♥s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡

▲✬✐♠♣❛❝t ❡①❛❝t ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ❄❄✮ s✉r ❧❡s C(j) ❞é♣❡♥❞ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✉
s✐❣♥❛❧✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡♥êtr❡s h(j)

ℓ s✉✣s❛♠♠❡♥t étr♦✐t❡s ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛
ré♣♦♥s❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧✐ss❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡ ✈❛r✐❡ ♣❡✉ ❞❛♥s ❧❛
❜❛♥❞❡✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡ B(j) s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ (j) ♣❡✉t
êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ✿

(B(j))2 := (4π)−1
∑

ℓ≥0

(2ℓ+ 1)(h
(j)
ℓ )2B2

ℓ . ✭✹✳✷✵✮

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

var

[
γ

(j)
k

B(j)

]
≃ C(j) , k = 1, . . . , N

(j)
♣✐①. ✭✹✳✷✶✮

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❜❛♥❞❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t
❜♦♥♥❡✳

❉♦♥♥é❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡✲
♠❡♥t ❜✐❛✐sés ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛sq✉❡ ét❡♥❞✉ ❛✉ s✐❣♥❛❧✱ ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
♥❡❡❞❧❡ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡s♣ér❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛❧❝✉❧és ❧♦✐♥ ❞✉ ♠❛sq✉❡ s♦✐❡♥t ♣❡✉ ❛✛❡❝tés ♣❛r s❛
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♣rés❡♥❝❡✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r s♣❡❝tr❛❧ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts ❡st ❢♦♥❞é s✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❞♦♥❝
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ K(j) ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡♥s❡ ♣❡✉ ❜✐❛✐sés ♣❛r ❧❡ ♠❛sq✉❡✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥
s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥s✐❞érés✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ r❡t❡♥✉ ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡
❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t γ(j)

k ❡st ✜❛❜❧❡ s✐ ❧✬❡✛❡t ❞✉ ♠❛sq✉❡ s✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ❞❡ ❧❛ ♥❡❡❞❧❡t ψ(j)
k ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡

❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ✜①é ♣❛r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❥✉st❛❜❧❡ t(j)✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥
❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡t❡♥✉s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ t(j) ♣❛r ✿

K(j)

t(j) :=

{
k = 1, . . . , N

(j)
♣✐① :

‖Wψ
(j)
k ‖2

2

‖ψ(j)
k ‖2

2

≥ t(j)

}
. ✭✹✳✷✷✮

▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ t(j) rés✉❧t❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✳ ▲❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡t❡♥✉s ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ t(j) → 1 ❝❡ q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✳
❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡t❡♥✉s ❡t ❞♦♥❝ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s❡r♦♥t ♠♦✐♥s ❛✛❡❝tés ♣❛r ❧❡ ♠❛sq✉❡✳ ❊♥
♣r❛t✐q✉❡ t(j) ∼ 0.95 ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❝❤♦✐① r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡
❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❄ ❡t r❛♣♣❡❧é❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✳

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts ✈✐s à ✈✐s ❞✉ ❝r✐tèr❡ ✭❄❄✮ s♦♥t ét✉❞✐é❡s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s
❄✳ ◗✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞♦♥♥és ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✳

❋✉s✐♦♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s

❈♦♠♣❧ét♦♥s ❡♥✜♥ ♥♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r s♣❡❝tr❛❧ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts ❡♥ ét❡♥❞❛♥t ❧❡ ♠♦✲
❞è❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡
s❡♥s✐❜✐❧✐tés✱ rés♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❝♦✉✈❡rt✉r❡s✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣♦sé❡s ❛✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❈▼❇ ❞✐❢✲
❢èr❡♥t s❡❧♦♥ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ✭té❧❡s❝♦♣❡ ❛✉ s♦❧✱ ❡♠❜❛rq✉é ❡♥ ❜❛❧❧♦♥ ♦✉ ❞❛♥s ✉♥❡
♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ s♣❛t✐❛❧❡✮✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ▲❛
❣r❛♥❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♣❛t✐❛❧❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦s♠✐q✉❡
s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛❝❝r✉❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❧✐❜éré❡s
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♣❛t✐❛❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳

➚ t✐tr❡ ❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❲▼❆P ❡st ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❝♦s♠✐q✉❡ ❥✉sq✉✬à ℓ ≃ 530 ✭❄✮✳ ❆✉✲❞❡❧à✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❡♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❆❝❜❛r ✭❄✮ ♦✉ ❇♦♦♠❡r❛♥❣ ✭❄✮✳

❊♥ ✐♥❞✐ç❛♥t ♣❛r e ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs r❡❧❛t✐✈❡s à ❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
♥❡❡❞❧❡ts ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s γ(j)

k,e s✬é❝r✐t ✿

γ
(j)
k,e = B(j)

e γs
(j)
k + γ♥

(j)
k,e, ✭✹✳✷✸✮

♦ù γs(j)k s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts ❞✉ ❈▼❇ ❡t γ♥(j)
k,e ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts ❞✉ ❜r✉✐t ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✳
❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ♥❡ r❡t✐❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❡❧s q✉❡ k ∈

K(j)
e,tj

q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡♥s❡ ♣❡✉ ❛✛❡❝tés ♣❛r ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧✳ ▲❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
♥❡❡❞❧❡ts ❞✉ ❜r✉✐t ❛✛❡❝t❛♥t ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❄❄✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts ❞✉ ❜r✉✐t s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✬✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ k ∈ K(j) =

∪eK(j)
e,tj

✱ ♦♥ ❢♦r♠❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts ❛❣ré❣é γ̃(j)
k ♣❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡

♥❡❡❞❧❡ts ❝♦rr✐❣és ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡ ✿

γ̃
(j)
k =

∑

e

ω
(j)
k,e

γ
(j)
k,e

B
(j)
e

. ✭✹✳✷✹✮

▲❡s ♣♦✐❞s ❛✛❡❝tés à ❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❧♦❝❛❧ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛✉
❜r✉✐t✱ ❡t ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t

∑
e ω

(j)
k,e = 1 ✿

ω
(j)
k,e :=

(
B

(j)
e

n
(j)
k (σe)

)2

1
k∈K(j)

e,tj

(
ñ

(j)
k

)2

✭✹✳✷✺✮



✹✳✷✳ ❆◆❆▲❨❙❊ ❊◆ ◆❊❊❉▲❊❚❙ ✾✶

❛✈❡❝✱

ñ
(j)
k :=




∑

e

(
B

(j)
e

n
(j)
k (σe)

)2

1
k∈K(j)

e,tj




−1/2

✭✹✳✷✻✮

♦ù 1
k∈K(j)

e,tj

❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ K(j)
e,tj

✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r s♣❡❝tr❛❧

s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❣ré❣és ✿

Ĉ(j) =
∑

k∈K(j)

w̃
(j)
k

(
C

(j)
){(

γ̃
(j)
k

)2

− (ñ
(j)
k )2

}
. ✭✹✳✷✼✮

❛✈❡❝✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✿

w̃
(j)
k :=

(
C

(j)
+
(
ñ

(j)
k

)2
)−2




∑

k′∈K(j)

(
C

(j)
+
(
ñ

(j)
k′

)2
)−2




−1

✭✹✳✷✽✮

❞é✜♥✐ss❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❛❣ré❣é✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❛♣♣♦rté ♣❛r ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs
❡①♣❧♦✐t❛♥t sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡st ✐❧❧✉stré s❡❝t✐♦♥ ❄❄✳

✹✳✷✳✹ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♣rés❡♥té❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s
♣❛r❛♠ètr❡s✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ❧❡s tr♦✐s ♣♦✐♥ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✿

✕ ❈❤♦✐① ❞❡s ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐
rés✉❧t❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦♠♣r♦♠✐s s✉✐✈❛♥t ✿ ❞❡s ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s étr♦✐t❡s ♦✛r❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❣❛r❞❡r s♦✉s ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ❄❄ ❀ ❡♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ❡t s♣❡❝tr❛❧✱ ♦r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉①
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❡t ❞❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐r❛ ❞❡s ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❛❞❛♣té❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱
❝✬❡st✕à✕❞✐r❡ ♦✛r❛♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞érés✳ ▲❛
❢♦r♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡♥êtr❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❛♥❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à
♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts✳ ❈❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡
❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ♣❛r ❄✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥ ✭ ❄❄✮✳

✕ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✳
✕ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✉ s♣❡❝tr❡ C ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣♦✐❞s ♦♣t✐♠❛✉①✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥
❄❄ ét✉❞✐❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ✐♥✢✉❡ s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡t ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡
ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉✐ s❡r❛ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r Ĉ(j)

❞❡ C(j) ❡st ♠❡s✉ré❡ ♣❛r s♦♥ ❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✿

EQM(Ĉ(j)) = E
(
Ĉ(j) − C(j)

)2

.

❆✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ✭♥♦t♦♥s f❝✐❡❧ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ♠❡s✉ré❡✮✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦s♠✐q✉❡
❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ✐❞é❛❧ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ❝♦♠♣❧❡t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡✳ ❆✉① ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ s✉r ✉♥ ❝✐❡❧ ✐♥❝♦♠♣❧❡t ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❝♦s♠✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r f❝✐❡❧ ✿

f−1
❝✐❡❧V❝♦s♠✐q✉❡ =

2

f❝✐❡❧

∑
(h

(j)
ℓ )4(2ℓ+ 1)C2

ℓ .

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬❊◗▼ ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r à ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♠♣❛r❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❊◗▼ ❞❡ ❞❡✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡♥êtr❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❝❛r ✐❧ ♥✬❡st✐♠❡ ❛❧♦rs ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s C(j)✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❛❧♦rs ❧❡s ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛t✐q✉❡s
♠♦②❡♥♥❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦s♠✐q✉❡ ✿

EQM(Ĉ(j))

f−1
❝✐❡❧V

(j)
❝♦s♠✐q✉❡

. ✭✹✳✷✾✮
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−
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e
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0
0

C
ri
tè

re

Limite inférieure

Ouverture = 1°

Ouverture = 5°

Ouverture = 10°

❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❞❡ ✸ ♥❡❡❞❧❡ts ❞❡ t②♣❡ P❙❲❋ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ 33 ≤ ℓ ≤ 64✱
♦♣t✐♠✐sé❡s ♣♦✉r ❞❡s ♦✉✈❡rt✉r❡s θ0 ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦✉✈❡rt✉r❡✳ ❆❞❛♣té ❞❡ ❄✳

✹✳✷✳✺ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts

▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts ♣♦✉r ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ✜①é❡ ❡st tr❛✐té❡
❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❄✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❡t❡♥✉ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2

❞❡ ❧❛ ♥❡❡❞❧❡t ❤♦rs ❞✬✉♥❡ ❝❛❧♦tt❡ ♣♦❧❛✐r❡ Ωθ(j) = {ξ : θ ≤ θ(j)} ✿

CΩ(bℓ) = 1 −

∫
Ω

θ(j)

∣∣∣∣
∑ℓ(j)

max

ℓ=ℓ
(j)
min

h
(j)
ℓ Lℓ(ξ)

∣∣∣∣
2

d ξ

∫
S

∣∣∣
∑ℓ

(j)
max

ℓ=ℓ
(j)
min

h
(j)
ℓ Lℓ(ξ)

∣∣∣
2

d ξ

. ✭✹✳✸✵✮

❉✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❣é♥ér✐q✉❡
❡t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐sé✳ ▲❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡ s❡ rés✉♠❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉①
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t ✿

Dℓ,ℓ′ =
8π2

√
(2ℓ+ 1)(2ℓ′ + 1)

∫ 1

cos θ0

Lℓ(z)Lℓ′(z) d z ,

❡t

b̄ = (

√
2ℓmin + 1

8π2
hℓmin

, . . . ,

√
2ℓmax + 1

8π2
hℓmax

) ,

♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

CΩ(bℓ) = 1 − h̄tDh̄

‖h̄‖2
. ✭✹✳✸✶✮

▲❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡
D✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ♣♦rt❡♥t ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♣r♦❧❛t❡ s♣❤❡r♦✐❞❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭P❙❲❋✮ ✭❄❄✮
♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ R ét✉❞✐é❡s ♣❛r ❄✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ D ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s s✬❛✈ér❡r
❝♦ût❡✉① ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs é❧❡✈é❡s ❞❡ ℓ✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❄✮✳ P♦✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡
❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈
❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts ♦♣t✐♠✐sé❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦✉✈❡rt✉r❡s✳ ❖♥
♥♦t❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❧❛t❡s ♥✬♦♥t ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❝❤♦✐s✐❡✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ❞♦♥❝
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0 200 400 600 800
Multipole

Prolate 1

650 750 850

0 200 400 600 800
Multipole

Prolate 2

650 750 850

0 200 400 600 800
Multipole

Prolate 3

650 750 850

0 200 400 600 800
Multipole

Top Hat

650 750 850

❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ❋❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♣r♦❧❛t❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡t ❝♦♠♣❛ré❡s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t
❡♥ ✜❣✉r❡ ❄❄✳ ▲❡s ✸ ♣r❡♠✐èr❡s ❢❛♠✐❧❧❡s✱ ❞✐t❡s ♣r♦❧❛t❡s✱ s♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
✭❄❄✮ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦✉✈❡rt✉r❡s✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s s♦♥t
❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ❜❛♥❞❡s ❡t ♥♦r♠❛❧✐sé❡s s✉✐✈❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ (4π)−1

∑
(h

(j)
ℓ )2(2ℓ + 1) = 1✳ ❉❡

❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❧❛t Cℓ = C0 ♦♥ ❛ C(j) = C0 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❛♥❞❡✳ ▲❛ ❢♦r♠❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✷✻❡♠❡ ❜❛♥❞❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❡♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳

♣❛s ❞❡ ♥❡❡❞❧❡t ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ❡t ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡
♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

θ
(j)
0 =

(
ℓmin + ℓmax

2

)−1/2

❡t ❡①♣❧♦r❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡♥êtr❡s ❞❡ tr♦✐s ❢❛♠✐❧❧❡s
❞❡ ♣r♦❧❛t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ♦❜t❡♥✉❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦✉✈❡rt✉r❡s θ(j)0 ✱ 2θ

(j)
0 ❡t 4θ

(j)
0 ✳ ❯♥❡

q✉❛tr✐è♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts ✭❞✐t❡ ❚♦♣✲❍❛t✮ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡♥êtr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❛♥❞❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳

✹✳✸ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r

◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ à ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣♦✉r
é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢
♣♦✉rs✉✐✈✐ ❡st ❞♦✉❜❧❡ ✿ ♣❡r♠❡ttr❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❧❛ ♠é❤♦❞❡✱
r❛♣♣❡❧és ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❄❄✱ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❈▼❇ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥
♣❧❛❝❡ ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉❝❝✐♥t❡
❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛ré ❧✬❊❙◆ ❛✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ♣s❡✉❞♦✲
s♣❡❝tr❡✱ ❡t é✈❛❧✉é ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

✹✳✸✳✶ ▼✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦

❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♣❡✉t êtr❡ é✈❛❧✉é❡ ♣❛r s♦♥ ❡rr❡✉r
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝
r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ét✉❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡✉r✳
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Cl CMB theor.

Cl empir. bruit

❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ▼♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ❡t ❛✛❡❝té ❞✬✉♥ ❜r✉✐t
✐♥❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t ❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s ✿ ♠❛sq✉❡ ✉t✐❧✐sé✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞
❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣✐①❡❧✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛rt❡ s✐♠✉❧é❡ ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡
❞✉ ❜r✉✐t ❛✈❡❝ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❈▼❇✳ ▲❡ ♠❛sq✉❡ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ ❛✉ ♠❛sq✉❡ ❑♣✵ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P✳ ▲❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❛♥s ✉♥ ♣✐①❡❧ ❡st ❞❡ 75µK ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ③♦♥❡s
❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ❡t ❞❡ 300µK ❛✐❧❧❡✉rs✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ s❝❤é♠❛t✐q✉❡✱ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✬✉♥ ❝✐❡❧ ♠❛sq✉é ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦✉✲
✈❡rt✉r❡ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♦❜t❡♥✉ ❛✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ P❈▲✳ ❯♥ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞è❧❡✱ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❆❝❜❛r✱ ❇♦♦♠❡r❛♥❣ ❡t ❲▼❆P✱ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❛❣ré❣é✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ♠❡♥❡r à
❜✐❡♥ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳

▼♦❞è❧❡ s❝❤é♠❛t✐q✉❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛sq✉é❡s ❞✬✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜r✉✐t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡✳ ▲❡
❈▼❇ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r
❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ Λ✲❝❞♠ ❛✉① ❞♦♥♥és ❲▼❆P✳ ▲✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✉ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❡st
s❝❤é♠❛t✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ③♦♥❡s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ✭r❡♣rés❡♥t❛♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣ô❧❡s
é❝❧✐♣t✐q✉❡s✮ ♠✐❡✉① ❝♦✉✈❡rt❡s✱ ♦ù ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ❡st ❞❡ ✶✳✺ ❝♦♥tr❡ ✵✳✹ s✉r ❧❡ r❡st❡ ❞✉ ❝✐❡❧✳
▲❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♠❛sq✉é❡s ♣❛r ❧❡ ♠❛sq✉❡ ❑♣✵ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P✳

❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❝q✉✐s❡s ♣❛r ❲▼❆P à ❧✬❡①✲
❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡✱ q✉✐ ❡st ✐❝✐ s✉♣♣♦sé❡ ♣❛r❢❛✐t❡ à t♦✉t❡s ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡
s❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡✱ ❧✬✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✉ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ P❧❛♥❝❦ s❡r❛ ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❝❡ q✉✐ ❡st s✉♣♣♦sé ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳

▼♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s

P♦✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❛❣ré❣é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✉t✐❧✐sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡
✐♥❝❧✉❛♥t t♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❄❄✮✱ ❝✬❡st✕à✕❞✐r❡ ✉♥ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧
✐♥❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❞❡s ❝♦✉✈❡rt✉r❡s s♣❛t✐❛❧❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❞❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ◆♦✉s ré❛❧✐s♦♥s E = 6 ❝❛rt❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s
❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s❲▼❆P ✭❄❄✮✱ ❆❝❜❛r ✭❄✮ ❡t
❇♦♦♠❡r❛♥❣ ✭❄❄✮✳ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s s✉♣♣♦sé❡s ♣♦✉r ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦♥t r❡♣r✐s❡s
❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❄❄ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① r❡❧❡✈és ❇♦♦♠❡r❛♥❣
✭♥♦tés ❇♦♦♠❡r❛♥❣✲❙ ❡t ❇♦♦♠❡r❛♥❣✲❉ ♣♦✉r ❧❡s r❡❧❡✈és ❣r❛♥❞✲❛♥❣❧❡s ❡t ♣r♦❢♦♥❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮
❡t ♣♦✉r ❧❡ r❡❧❡✈é ❆❝❜❛r r❡t❡♥✉ ❡st s✉♣♣♦sé ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❧❡ ♠❛sq✉❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❑♣✵ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P✳



✹✳✸✳ ➱❱❆▲❯❆❚■❖◆ ❉❊❙ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊❙ ❉❊ ▲✬❊❙❚■▼❆❚❊❯❘ ✾✺

❚❛❜✳ ✹✳✶ ✕ Pr✐♥❝✐♣❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s à ❢✉s✐♦♥♥❡r✳ ▲❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts
s♦♥t r❡♣♦rté❡s ❡♥ ♠✐♥✉t❡s ❞✬❛r❝✱ ♥s✐❞❡ ❞é❝r✐t ❧❛ ✜♥❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐①❡❧❧✐s❛t✐♦♥ ❍❊❆▲P✐①✱ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❇♦♦♠❡r❛♥❣ ❡t ❆❝❜❛r ❡st s✉♣♣♦sé ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ▲❡s ♥✐✈❡❛✉① r❡♣♦rtés ✐❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞✉ ❜r✉✐t ♣❛r ♣✐①❡❧ ✭❡♥ µ❑ ❈▼❇✮ ❡t s♦♥t r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
t②♣✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ✐♥str✉♠❡♥ts✳

❊①♣❡r✐❡♥❝❡ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ♥s✐❞❡ ◆✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t f❝✐❡❧

❲▼❆P ◗ ✸✶✬
✺✶✷ ❱♦✐r ❈❛rt❡

❄❄
✼✽✳✺✼✪❲▼❆P ❱ ✷✶✬

❲▼❆P ❲ ✶✸✬
❇❖❖▼ ❙

✶✵✬ ✶✵✷✹
✶✼✳✺ µ❑ ✷✳✽✵✪

❇❖❖▼ ❉ ✺✳✷ µ❑ ✵✳✻✺✪
❆❝❜❛r ✺✬ ✷✵✹✽✶ ✶✹✳✺ µ❑ ✶✳✻✷✪

❲▼❆P ❜❛♥❞❡ ◗ ❲▼❆P ❜❛♥❞❡ ❱ ❲▼❆P ❜❛♥❞❡ ❲

❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ❍❛✉t ✿ ❉é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♣✐①❡❧ ♣♦✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡❲▼❆P✳ ❇❛s ✿ ❈♦✉✈❡rt✉r❡s
s✉♣♣♦sé❡s ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❇♦♦♠❡r❛♥❣ ❡t ❆❝❜❛r✳ ▲❡ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❡st s✉♣♣♦sé ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r
❧❡s ❝♦✉✈❡rt✉r❡s r❡t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦♥t
rés✉♠é❡s ❡♥ t❛❜❧❡ ❄❄✳



✾✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆ ❙P❊❈❚❘❆▲❊ ❊❚ ◆❊❊❉▲❊❚❙

❚❛❜✳ ✹✳✷ ✕ ❇❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
♥❡❡❞❧❡ts✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ♣✐①❡❧❧✐s❛t✐♦♥ ❍❊❆▲P✐①
♣♦✉r ❞❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ♥s✐❞❡(j) ❛❞❛♣té❡s à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ℓ(j)max ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❛♥❞❡✳ ▲❛
❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧♦tt❡ s♣❤ér✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡s
♥❡❡❞❧❡ts ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ❄❄✮✳
❇❛♥❞❡ (j) ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ · · · ✷✵ ✷✶ ✷✷ ✷✸ ✷✹ ✷✺ ✷✻ ✷✼ ✷✽ ✷✾ · · · ✸✻ ✸✼ ✸✽ ✸✾

ℓ
(j)
min ✷ ✶✶ ✷✶ ✸✶ ✹✶

· · ·
✹✵✶ ✹✺✶ ✺✵✶ ✺✺✶ ✻✵✶ ✻✺✶ ✼✵✶ ✼✺✶ ✽✵✶ ✽✼✻

· · ·
✶✹✷✻ ✶✺✵✶ ✶✻✷✻ ✶✼✺✶

ℓ
(j)
max ✷✵ ✸✵ ✹✵ ✺✵ ✻✵ ✺✵✵ ✺✺✵ ✻✵✵ ✻✺✵ ✼✵✵ ✼✺✵ ✽✵✵ ✽✼✺ ✾✺✵ ✶✵✷✺ ✶✻✷✺ ✶✼✺✵ ✶✽✼✺ ✷✵✵✵

♥s✐❞❡(j) ✶✻ ✶✻ ✸✷ ✸✷ ✸✷ · · · ✷✺✻ ✺✶✷ ✺✶✷ ✺✶✷ ✺✶✷ ✺✶✷ ✺✶✷ ✺✶✷ ✺✶✷ ✶✵✷✹ · · · ✶✵✷✹ ✶✵✷✹ ✶✵✷✹ ✶✵✷✹

θ
(j)
0 ✻✾ ✺✵ ✹✶ ✸✻ ✸✷ · · · ✶✵✳✼ ✶✵✳✷ ✾✳✼ ✾✳✸ ✽✳✾ ✽✳✻ ✽✳✸ ✽✳✵ ✼✳✼ ✼✳✹ · · · ✺✳✽ ✺✳✻ ✺✳✹ ✺✳✷

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢❡♥êtr❡s s♣❡❝tr❛❧❡s

P♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❈▼❇ ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s❡♠❜❧❛❜❧❡s à
❝❡❧❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡t❡♥✉ ❧❡s ❜❛♥❞❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❄❄ ❛❞❛♣té❡s ❛✉①
♣✐❝s ❞✉ ❈▼❇✳

P♦✉r ❝❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❜❛♥❞❡s✱ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❄❄✮ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✶✪ ♣♦✉r
t♦✉t❡s ❧❡s ❜❛♥❞❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à j = 27 ♣♦✉r ❲▼❆P ❡t j = 39 ♣♦✉r ❆❝❜❛r✳

▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❝❧✉st❡r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ét✉❞❡ ❡st ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡♥ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❥✉sq✉✬à ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ✭✐❝✐ ℓmax = 2000✮ ♣✉✐s ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞✲
❧❡ts ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❛♥❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡✳ ❯♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❛❣ré❣é
s✉r ❧❡s ✻ ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡t ❞❛♥s ❧❡s ✸✾ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✱ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✐♥s✐ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✷✵✵ s②♥t❤ès❡s ❞❡
s✐❣♥❛❧ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s✳ ▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s
❡st t♦✉t❡❢♦✐s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ❝♦ût❡✉s❡ s✐ ❧✬♦♥ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❝✐♠❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
♥❡❡❞❧❡ts r❡❞♦♥❞❛♥ts ❛✉① ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡
r❡q✉✐❡rt ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✉t❡ s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t q✉✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✹✵✵
ré❛❧✐s❛t✐♦♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❊◗▼ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✱ ♦♥
❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦♥♥é
❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♠♦✐s✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡ à ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡t ♥♦✉s
♣r♦✜t♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♦❝❝❛s✐♦♥ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s
❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❝♦♥❞✉✐r❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❈▼❇✳ ❙♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡
♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ ♣r♦t♦t②♣❛❣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❊❧❧❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts à ❝❡❧✉✐
❞❡s ❝❛rt❡s ❞❡s ❢✉t✉r❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❈▼❇ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ▲✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❜✉❞❣ét❛✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ét❛♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐♠✐té❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❝❡
t②♣❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡t❡♥✉ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡s ❝♦ûts✳ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❝❧✉st❡r
❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❡❧✐és s✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❧♦❝❛❧ ❞❡ t②♣❡ ●✐❣❛❜✐t ❡t❤❡r♥❡t✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞❡s ❝❛rt❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t s♦♥ ✐♥✈❡rs❡
❡st ❧❡ ♣❧✉s ❧✐♠✐t❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦✉r❛♥t❡s s✉r ❧❡s ❝❛rt❡s✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
s✐♠✉❧t❛♥é ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛rt❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♠✉t✉❛❧✐s❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s✳ ▲❡s ❝♦❞❡s
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❜é♥é✜❝✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ♠é♠♦✐r❡ ♣❛rt❛❣é❡✳ ▲❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ♠é♠♦✐r❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠✉❧t❛♥é
❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛rt❡s à ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❝❛rt❡ ❞❛♥s
❧❛ ♣✐①❡❧✐s❛t✐♦♥ ❍❊❆▲P✐① à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥s✐❞❡❂✹✵✾✻ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✶✱✺ ●♦ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥
❞♦✉❜❧❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❡t P❧❛♥❝❦ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ✹ ❝❛♥❛✉① s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ❝❛rt❡s à ❝❡tt❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳
▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞✐s♣♦s❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ✶✻ ●♦ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐✈❡ ❡t ❞❡ ✷ ♣r♦❝❡ss❡✉rs q✉❛❞✲❝♦r❡✳

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❡t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❧✐♠✐t❛♥t ❞❡✈✐❡♥t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ✈❡rs ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥
❡s♣❛❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé ✭❞❡ t②♣❡ ◆❆❙✮ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡t ❞❡s
t❡♠♣s ❞✬❛❝❝ès ❢❛✐❜❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ r❡❝♦✉rs à ✉♥ ♠❛tér✐❡❧ ♠♦✐♥s ❝♦✉r❛♥t ❡t ♣❧✉s ❝❤❡r ✭rés❡❛✉ ❤❛✉t❡



✹✳✸✳ ➱❱❆▲❯❆❚■❖◆ ❉❊❙ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊❙ ❉❊ ▲✬❊❙❚■▼❆❚❊❯❘ ✾✼

❚❛❜✳ ✹✳✸ ✕ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ♣r♦t♦t②♣❛❣❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❆❉❆▼■❙✳
Pr♦❝❡ss❡✉rs ✷✷ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❊✺✸✹✺ ✭✽✽ ❝♦❡✉rs✮
P✉✐ss❛♥❝❡ ❝rêt❡ ✶✳✷ ❚❋❧♦♣s
▼é♠♦✐r❡ ✈✐✈❡ t♦t❛❧❡ ✶✼✻ ●♦
❇❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♠é♠♦✐r❡ t♦t❛❧❡ ✷✸✵ ●♦✴s
❊s♣❛❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❛❣ré❣é ✶✷ ❚♦
❇❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞✐sq✉❡ ✭t❛✉① ❞❡ tr❛♥s❢❡rt s♦✉t❡♥✉✮ ✶✳✺ ●♦✴s
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✲♥♦❡✉❞s ❉❡✉① ●✐❣❛❜✐t ❡t❤❡r♥❡t
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❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts
♣♦✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡♥êtr❡s ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ❄❄✳

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t②♣❡ ✐♥✜♥✐❜❛♥❞ ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t ♣❧❛❝❡ ❞✉ rés❡❛✉ ●✐❣❛❜✐t ❡t❤❡r♥❡t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❣r❛♥❞
♣✉❜❧✐❝✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐ ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣✉✐s
❞❡ ❧✬❛❣ré❣❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡r ❞✐str✐❜✉é ●❧✉st❡r❋❙✳ ❈❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❡st ❛✐♥s✐ ❞♦té ❞❡
❞❡✉① ❞✐sq✉❡s st❛♥❞❛r❞s ❞❡ ✼✺✵ ●♦✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦ût très ré❞✉✐t ✉♥
❧❛r❣❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞♦té ❞✬✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❛❣ré❣é❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❛❝q✉ér✐r ✶✶ ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❛✉ t♦t❛❧ ❞❡ ✽✽ ✉♥✐tés
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s♦♥t rés✉♠é❡s ❡♥ t❛❜❧❡ ❄❄✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬ét✉❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❞é❝r✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s✉r ❝❡tt❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡st ❛✐♥s✐ r❛♠❡♥é à
♠♦✐♥s ❞✬✉♥❡ ❥♦✉r♥é❡✳

✹✳✸✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❈❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✐s❝✉tés ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❄❄ ❛ été é✈❛❧✉é s✉r ✹✵✵ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳

❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts

▲❡s ❡rr❡✉rs q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s q✉❛tr❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞é✜♥✐❡s
❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❄❄ s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s ❡♥ ✜❣✉r❡ ❄❄✳ ▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts ❚♦♣✲❍❛t ♥♦♥ ♦♣t✐♠✐✲
sé❡ ❡st ♥♦t❛❜❧❡♠❡♥t ♠♦✐♥❞r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❢❛♠✐❧❧❡s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ s❡♠❜❧❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s
♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡t s❡r❛ ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ré❥❡❝t✐♦♥

▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ s❡✉✐❧ t(j) ≡ t ♣♦✉r t = 0.9, 0.95 ❡t 0.98
❡st ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ❄❄✳ ❆✉① ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ✭ℓ ≤ 100✮✱ ✉♥ ❝❤♦✐① tr♦♣ ❝♦♥s❡r✈❛t❡✉r t❡❧ q✉❡
t = 0.98 ❛❝❝r♦ît s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❝❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♥❡❡❞❧❡ts s♦♥t ❝♦♥t❛♠✐♥é❡s
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❋✐❣✳ ✹✳✼ ✕ ❉✐✛ér❡♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡♥
♥❡❡❞❧❡ts ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts s❡✉✐❧s ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡t ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ré❣✐♠❡ ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❝♦s♠✐q✉❡✱ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ t = 0.9✮ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❛✉① é❝❤❡❧❧❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥
❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❧✬❊❙◆ ♥✬❛ ♣❛s ❧✐❡✉ ❞✬êtr❡ ✉t✐❧✐sé✳ ❆✉① ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
♣♦✉r t = 0.95 ❡t t = 0.98 s♦♥t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
♣❡✉ s❡♥s✐❜❧❡ à ❝❡ ❝❤♦✐①✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s

❊♥✜♥ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉❡ à ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡

✐♠♣ré❝✐s❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❛ ♣r✐♦r✐ r❡st❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t C
(j)

= 0.9C(j) ❡t

C
(j)

= 1.1C(j) s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ C
(j)

= C(j)✳
▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✱ ♥✬❡①❝è❞❡ ♣❛s ✶✪✳ ❯♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❞❡ C(j) ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ✉♥✐❢♦r♠❡s s❡r❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✳ ◆♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ❝❡tt❡
❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

✹✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙◆ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r s♣❡❝tr❛❧ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts ❛✉ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡
❞é❝r✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ P♦✉r ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ré❣✐♠❡s
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞é❝r✐ts ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s♦♥t ♣rés❡♥tés
❡♥ ✜❣✉r❡ ❄❄✳

▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❊❙◆ s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❛✉① ♣❡t✐t❡s ❡t ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s à ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞❡s
❞❡✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ré❣✐♠❡s ❡st ❛✐♥s✐ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡
❡t q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❛r ❧❡ ❊❙◆ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ❞✉ ♠❛sq✉❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s
rés✉❧t❛ts à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❛♠é❧✐♦rés ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡♥êtr❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♣r♦❧❛t❡s✮✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à é❧❛r❣✐r ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞✉ ❊❙◆✳

❈♦♠♠❡ ♥♦té ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs
❡st✐♠é❡s ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s✳
❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ❝✐❡❧✱ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ s❡r❛✐t tr✐✲❞✐❛❣♦♥❛❧❡
❝❛r ❧❡s ❜❛♥❞❡s r❡t❡♥✉❡s ♥❡ s❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♥t q✉❡ ❞❡✉① à ❞❡✉①✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ♠❛sq✉❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡
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❋✐❣✳ ✹✳✾ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❡ ✭❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ré❣✐♠❡s
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✮ ❡t ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts✳
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❋✐❣✳ ✹✳✶✵ ✕ ❱❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r (Ĉ(1), . . . , Ĉ(32))✱ ♣♦✉r ❞❡✉①
❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts ✭P❙❲❋ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❚♦♣✲❍❛t à ❞r♦✐t❡✮✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
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❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ✕ ❊rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r s♣❡❝tr❛❧ ❛❣ré❣é ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉① ❡rr❡✉rs ♦❜✲
t❡♥✉❡s sé♣❛ré♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✳

❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s q✉✐ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ré❞✉✐t❡ ✐❝✐ ♣❛r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❛♥s K(j)

t(j) ✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s Ĉ(j) ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳

✹✳✸✳✹ ❋✉s✐♦♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s

◆♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❧✬❊❙◆ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❥♦✐♥t❡ ❡st r❡♥❞✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡
❝❛r ❛✉❝✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ❝✐❡❧ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s
❢réq✉❡♥❝❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❲▼❆P s♦♥t ❛✐♥s✐ ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧été❡s
♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❤❛✉t❡s rés♦❧✉t✐♦♥s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r P❧❛♥❝❦✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣♦✉rr❛ ❜é♥é✜❝✐❡r
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♦✉ ❡♥ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ t❡❧❧❡s ❝❡❧❧❡s ❞✬❆❈❚ ✭❄✮ ♦✉ ❙P❚ ✭❄✮✳

▲✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ à ❝❤♦✐s✐r✱ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥é✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠❡s✉r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❢❛✐t❡ s✐
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ét✉❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✱ ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
s♣❡❝tr❛❧ ❛❣ré❣é ♣r♦♣♦sé à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝❛rt❡s ❞❡s ♣♦✐❞s ω(26)
k,e ✭❧❛ ✷✻❡♠❡ ❜❛♥❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à 700 < ℓ ≤ 800✱

✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❄❄✮✳ ❈❡s ♣♦✐❞s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❬✵✱✶❪ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ k ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s
♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡st é❣❛❧❡ à ✶✳ ▲❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts s♦♥t ❜✐❡♥ ♠✐❡✉①
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♦❜s❡r✈és ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥ r♦✉❣❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬❡♥
❞❡❤♦rs ❞❡s ③♦♥❡s ❝♦✉✈❡rt❡s ♣❛r ❆❝❜❛r ♦✉ ❇♦♦♠❡r❛♥❣✱ ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡
✷✻ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❲ ❞❡ ❲▼❆P✳ ❉❛♥s ❝❡s ③♦♥❡s ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts ❞❡
❲▼❆P s♦♥t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♥é❣❧✐❣és ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✭❄❄✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ♦❜t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ sé♣❛ré❡✳ ▲✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❛❣ré❣é ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡
à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs sé♣❛rés ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝
❞❡s ♣♦✐❞s ❛❞❛♣tés ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❡st ❞é❝✐s✐❢ ❞❛♥s ❧❡s
ré❣✐♦♥s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ♦ù ❞❡✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳

✹✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡
❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❙♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛ttr❛✐t ❡st ✉♥❡
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❜r✉✐t✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❡t ❞❡
jmax tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥✈❡rs❡s ♦ù jmax ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ▲❡s ♣♦✐❞s w(j)

k ✱ w̃(j)
k

❡t ω(j)
k,e s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❞❡ s✐♠♣❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❝❛rt❡s✳ ❆✉ t♦t❛❧✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡

❞❡ N3/2
♣✐① ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛r ❜❛♥❞❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞✉ ❜r✉✐t ♣♦✉r êtr❡ ♥♦♥ ❜✐❛✐sé❡✳ ■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝r♦✐sés ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉♣♣♦sé❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱
♣♦✉r t♦✉t ♣✐①❡❧ k s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧♦✐❣♥é ❞✉ ♠❛sq✉❡ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s e ❡t e′✱ e 6= e′✱ ♦♥ ❛ ✿

E[γ
(j)
k,eγ

(j)
k,e′ ] = B(j)

e B
(j)
e′ C

(j).

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥ ❜✐❛✐sé ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

Ĉ(j)
❝r♦ss =

∑

k∈K(j)

w
(j)
k

∑

e 6=e′

w
(j)
k,ee′

(
B(j)

e B
(j)
e′

)−1

γ
(j)
k,eγ

(j)
k,e′ . ✭✹✳✸✷✮

▲❡s ♣♦✐❞s w(j)
k ❞é♣❡♥❞❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❧♦❝❛❧ ❞✉

❜r✉✐t✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t r❡st❡r ✐♠♣ré❝✐s❡ s❛♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❜✐❛✐s✳
❊♥✜♥✱ s✐❣♥❛❧♦♥s q✉✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❊ ❡t ❇ ❞✉

❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❄✮✳ ▲❛ ♠ê♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ♦ù
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ét❛✐❡♥t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ s❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡
♣♦✉r ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❧✐é❡s ❛✉① tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✉ ❝✐❡❧ s♦♥t ♣❛r
❛✐❧❧❡✉rs ❛❝❝r✉❡s ♣❛r ❧❛ ❢♦rt❡ ❞✐s♣❛r✐té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♠♦❞❡s ❊ ❡t ❇✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡
❞é❝r✐t❡ ✐❝✐ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ s❡ ré✈é❧❡r ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❢r✉❝t✉❡✉s❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s✱

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s

♠♦❞❡s ❇

❙♦♠♠❛✐r❡
✺✳✶ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✷ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✺✳✸ ▼❡s✉r❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✸✳✶ ▼❡s✉r❡r r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✸✳✷ ❙♠✐❝❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✺✳✸✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✺✳✸✳✹ ▼♦❞è❧❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✺✳✸✳✺ P✐♣❡❧✐♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✺✳✸✳✻ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❝❤♦✐① ❞✉ ♠❛sq✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✺✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✺✳✹✳✶ P❧❛♥❝❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✺✳✹✳✷ ❊P■❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✺✳✹✳✸ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✺✳✹✳✹ ▼❡s✉r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✺✳✺ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✺✳✺✳✶ ■♠♣❛❝t ❞❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts ❛✉① ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✺✳✺✳✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❞✐✛✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✺✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✺✳✶ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇

▲✬✐♥✢❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ t❤é♦r✐q✉❡ é✈♦q✉é ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts
❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✳ ❊❧❧❡ ❛♣♣♦rt❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té ❡t ❞❡
♣❧❛t✐t✉❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ✉♥✐✈❡rs ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♦r✐❣✐♥❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛✉① str✉❝t✉r❡s ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s
♦❜s❡r✈♦♥s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳ ❊♥ ❞é♣✐t ❞❡ ❝❡s s✉❝❝ès✱ ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥ r❡st❡ ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❤é♥♦✲
♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ t❡♥s❡✉r ♦✉✈r✐r❛✐t ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ s✉r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡
❞❡ ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞❡s t❡♥s❡✉rs ❡t s❝❛❧❛✐r❡s r
❛♣♣♦rt❡r❛✐t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❝♦♥tr❛✐♥t à s♦♥ t♦✉r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡
❧❛ ❣♦✉✈❡r♥❛♥t✳

▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ t❡♥s❡✉r ❛✉① ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡
❡st ❞ét❡❝t❛❜❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♠♦❞❡s t❡♥s❡✉rs ❢❛✐❜❧❡ ✭❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❞♦♥♥❡♥t r < 0.22✮ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ♥♦②é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

✶✵✸
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❝♦s♠✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❡t ✐♥❞ét❡❝t❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t❡♥s♦✲
r✐❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❇✳ ❯♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s
♠♦❞❡s ❇ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❡r❛✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✬♦♥❞❡s
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

➚ ❝❡ t✐tr❡✱ ❧❡s ♠♦❞❡s ❇ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❡s♣♦✐r ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s t❡♥s❡✉rs✱ ❡t
❧✬✐♥térêt ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ s❡ t♦✉r♥❡ ✈❡rs ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇✳ ▲❛ q✉êt❡ ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ❡♥tr❛✈é❡ ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐✣❝✉❧tés✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ à ❞ét❡❝t❡r
♣❡✉t êtr❡ ✭s✐ ❞ét❡❝t❛❜❧❡✮ ❡①trê♠❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞é✜ ❝♦♥s✐st❡ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s s❡♥s✐❜✐❧✐tés
✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s très é❧❡✈é❡s ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10−8K à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ 7◦✮✳ ▲❡s ❢✉t✉rs ✐♥str✉♠❡♥ts ❞é✲
❞✐és à ❝❡s ♠❡s✉r❡s ✭❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❄❄❄❄✮ ❞❡✈r❛✐❡♥t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s s❡♥s✐❜✐❧✐tés s✉✣s❛♥t❡s✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛r❣❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❜♦❧♦♠ètr❡s ✭à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ◗❯■❊❚✱ ❄✱ q✉✐ ❢❛✐t ✉s❛❣❡ ❞❡
r❛❞✐♦♠ètr❡s✮✱ ♣♦✉r ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♥✢❛t✐♦♥ ✭❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
r ∼ 0.01✮✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝❛✉sé ♣❛r ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s s♦✉r❝❡s ❛str♦♣❤②s✐q✉❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡ q✉✐
✈✐❡♥♥❡♥t s❡ s✉♣❡r♣♦s❡r ❛✉ s✐❣♥❛❧ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❇ ❛tt❡♥❞✉ ❞❡ ❝❡s
é♠✐ss✐♦♥s ❞✬❛✈❛♥t✲♣❧❛♥ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❜✐❡♥ s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❞❡ s♦rt❡
q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt t❡♥s❡✉r s✉r s❝❛❧❛✐r❡ ♥❡ s❡r❛ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧
♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t sé♣❛ré❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣❛r❛s✐t❡s✳

▲❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❝❡tt❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t ❢♦rt s✉r ❧❛
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❢✉t✉rs ✐♥str✉♠❡♥ts✱ ❡t ❣✉✐❞❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❡t ❡♥
♣❛rt✐❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡✳ ❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐✲
t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt t❡♥s❡✉r s✉r s❝❛❧❛✐r❡ r ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts
t②♣❡s ❞❡ ♠✐ss✐♦♥s s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ♣♦❧❛r✐sé✳

▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ♣rés❡♥t❡ ❞✬❛✉tr❡s ❞✐✣❝✉❧tés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✱ ❧✐é❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉① ♠é❧❛♥❣❡s
❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❊ ❡t ❇ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ♦✉ ❞✬❡✛❡ts ✐♥str✉♠❡♥✲
t❛✉① s②sté♠❛t✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❧✐é❡s ❛✉① ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s
❛str♦♣❤②s✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ✉t✐❧✐sés s♦♥t ✐❞é❛❧✐sés✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❞❡s
ét✉❞❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ ❝❡s ❛✉tr❡s s✉❥❡ts ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❄❄❄❄✮✳

Pré❞✐r❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ré❡❧ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt t❡♥s❡✉r s✉r s❝❛❧❛✐r❡ ❡st ✉♥❡
q✉❡st✐♦♥ ❞é❧✐❝❛t❡✱ t❛♥t ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs r❡st❡♥t ♠❛❧ ❝♦♥♥✉❡s✳
◆♦tr❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s r❡st❡♥t ❣r❛♥❞❡s✱ ❡t ♥❡ ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ❧❡✈é❡s ❛✈❛♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠❡s✉r❡s
♣ré❝✐s❡s ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ P❧❛♥❝❦✳ P♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ s♦✐t ✈❛❧❛❜❧❡✱ ✐❧ ✐♠♣♦rt❡ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦✐❡♥t
♣❡✉✱ ♦✉ ♣❛s✱ ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈❡❝✐ ✐♥t❡r❞✐t ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡
♠ét❤♦❞❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝✐s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❛❧♦rs q✉❡
♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐❡♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣rés✉♣♣♦sé✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t
♣rés❡♥t❡r ❞❡s é❝❛rts ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ❖♥ s✬❛♣♣✉✐❡r❛ ❞♦♥❝ s✉r
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✱ ❡t s✉✐t ✉♥ ❜r❡❢ r❛♣♣❡❧ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s
❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ✭❙❡❝t✳ ❄❄✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡♥ s❡❝t✐♦♥
❄❄✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❄❄ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à t❡st❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞❡
♠♦❞è❧❡✳

✺✳✷ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉❛♥t à ❧❛ ❝♦♥t❛✲
♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇
♣r✐♠♦r❞✐❛✉① q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
s♦✉r❝❡s ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡s s♦♥t ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡ ❞❡s ❣r♦s ❣r❛✐♥s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛❧✐❣♥és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❡t ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t s②♥❝❤r♦tr♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❞ét❛✐❧❧é
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✐✛✉s❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✱ t❡❧s q✉❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥
❛♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡✲❧✐❜r❡ ♥❡ ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ q✉❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡♠❡♥t ♣♦❧❛r✐sés✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ét❛♥t
❞♦♥♥é ❧❛ ❣r❛♥❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ❡t ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ s✐ ❢❛✐❜❧❡ s♦✐t✲❡❧❧❡✱ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♣♦✉rr❛✐t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧✐q✉❡r ❡♥❝♦r❡ ❧❛
♠❡s✉r❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇✳ ❆✉① ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ s✬❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s
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❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ◆✐✈❡❛✉ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s à ✶✵✵ ●❍③ s✉r ✼✺✪ ❞✉ ❝✐❡❧ ✭❡①❝❧✉❛♥t ❧❡
♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✮ ❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣♦✉r s♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ✭∼ 1%
❞✉ ❝✐❡❧✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ s❡✉❧ ❧❡s ♠✉❧t✐♣♦❧❡s é❧❡✈és ℓ & 80 s♦♥t ♠❡s✉r❛❜❧❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ❡t ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ rés✉❧t❛♥ts ❞✉ ❧❡♥t✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❊✳
▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s♦tr♦♣❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✳ ▲❛ ❝♦♥t❛✲

♠✐♥❛t✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡✱ à
❤❛✉t❡ ❧❛t✐t✉❞❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✱ ❞❡s ③♦♥❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❝♦♥t❛♠✐♥é❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉s ♣♦✉r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s s✉r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞✉ ❝✐❡❧✱ ❡♥ ♥✬❡①❝❧✉❛♥t q✉❡ ❧❡
♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ré❞✉✐t❡ ❡t ♣❡✉ ❝♦♥t❛♠✐♥é❡ ❞✉ ❝✐❡❧✳ ▲❡s ♥✐✈❡❛✉① ♣rés❡♥tés
s♦♥t ❝❡✉① ♣ré❞✐ts ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛♠❞❴✷✵✵✽✱ ❞é❝r✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✳ ❈❡s ❞❡✉① ✜❣✉r❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐✈❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✿
❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❛♥t t♦✉t ❧❡ ❝✐❡❧✱ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ✉♥❡ ré❣✐♦♥
sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ❞✉ ❝✐❡❧✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✶✵✵ ●❍③ s♦✐t ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ❧✬é♠✐ss✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡s
❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ❡st ré❞✉✐t❡ ✭❝✳❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✮✱ ❝❡✉①✲❝✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛✉① ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s✱ ♦ù ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ✐♥t❡♥s❡✳ ❊♥ ❝♦♥sé✲
q✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❛❝r♦♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ à ❧❡✉r ét✉❞❡ ❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡s
❛✉tr❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts✳ ▲❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❧✐é❡ ❛✉① ❡✛❡ts ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ✭❧❡♥✲
s✐♥❣✮ ❡t ❛✉① s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ ❡t r✐sq✉❡r❛✐t
❞✬❛✛❡❝t❡r s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦❜s❡r✈❛♥t ✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ré❞✉✐t❡ ❞✉ ❝✐❡❧✳ ▲❡✉r tr❛✐t❡♠❡♥t r❡❧è✈❡
❞❡ ♠ét❤♦❞❡s s♣é❝✐✜q✉❡s✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s ♥♦✉s t❡♥t❡r♦♥s ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❄❄ s✬✐❧s
s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♠❡♥é❡ ❡♥ ❧❡s ♥é❣❧✐❣❡❛♥t✳

✺✳✸ ▼❡s✉r❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s

❈♦♠♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✱ ♣❧✉s✐❡✉rs
❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s ✭✈♦✐r ❄ ♣♦✉r ✉♥❡
r❡✈✉❡✮✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é♠✐ss✐♦♥
✭❄❄✱ ✈♦✐r ❛✉ss✐ ❄ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛r✐sé❡s ❞❡ ❲▼❆P✮✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡
♠ét❤♦❞❡s✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✱ à ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✱ ♣♦✉rr❛✐t ♣r♦✈❡♥✐r ❞❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❛ ré❛❧✐té ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥✳ ■❧ ❡st
❝❧❛✐r q✉❡✱ s❛♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r✱ s✉r
❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s
s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳

❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s
s✉r ❞❡s ❝r✐tèr❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ s❛♥s ❢❛✐r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é♠✐ss✐♦♥s✳ ❈❡s ♠é✲
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t❤♦❞❡s s♦♥t ❞♦♥❝ q✉❛❧✐✜é❡s ❞✬❛✈❡✉❣❧❡s ❡t s✬❛♣♣✉✐❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭❆❈■✮✶✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐✈❡rs❡s ✭sé♣❛r❛t✐♦♥s ❞❡ s✐✲
❣♥❛✉① ❛❝♦✉st✐q✉❡s✱ ✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡✱ ❡t❝ ✳✳✳✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ❧✬❆❈■ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t t❡♥t❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❛♥s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉
♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ✭✐✐❞✮✱ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❛✈❡✉❣❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ t♦✉t é❝❛rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ✐✐❞✱ t❡❧ q✉❡ ❧❛ ♥♦♥✲
❣❛✉ss✐❛♥✐té✱ ❧❛ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥♥❛r✐té ♦✉ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧♦✐té ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❈▼❇ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❄❄✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛♣♣✉②♦♥s s✉r ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♠✐❝❛ ✭❄✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts ❞♦♥t
❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♠✐❝❛✱ ❞♦♥t ❧❡s
♣r✐♥❝✐♣❡s s♦♥t ✐♥s♣✐rés ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡
❛✈❡❝ s✉❝❝ès à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ❡t ré❡❧❧❡s ✭❄❄✮✳ ▲❡s
tr♦✐s✐è♠❡ ❡t q✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡s ❞ét❛✐❧❧❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♠✐❝❛ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣rés❡♥té
❡♥ ❄❄✳

✺✳✸✳✶ ▼❡s✉r❡r r

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é❥à ét❛❜❧✐❡s ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♥♦✉s ❡♥s❡✐❣♥❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❞❡s ♠♦❞❡s t❡♥s❡✉rs ❡st ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠♦❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ré❣✐♠❡✱ ♣❡✉ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s♦♥t ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✭❡t ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❊✮ à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt
t❡♥s❡✉r s✉r s❝❛❧❛✐r❡ r✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❇ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❛♣♣♦rt❡ ♣❡✉
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s ✭à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧
❞❡s ♠♦❞❡s t❡♥s❡✉rs nt✱ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♦ù ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✬❡st ♣❛s ✜①é✮✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥❝
tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❝♦✉♣❧é❡✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❝♦♥♥✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s
✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥ τ✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❇✳ ▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ r ❡♥ ❧❡✈❛♥t ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ét✉❞✐é❡
♣❧✉s ❛✈❛♥t ❞❛♥s ❄✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❧❛rté✱ ♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡r❛ ♣❛s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st
s♦✉s✲❡♥t❡♥❞✉ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ré❢èr❡ t♦✉❥♦✉rs ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❇✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ é♥♦♥❝é✱ ♦♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ xν(ξ) ❞✉ ❝✐❡❧ à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ν ❡t ❞❛♥s ✉♥❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ξ✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ x❝♠❜

ν ❡t ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s
❞✐✈❡rs❡s nν ✱ s♦✐t ✿

xν(ξ) = x❝♠❜
ν (ξ) + nν(ξ). ✭✺✳✶✮

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦rré❧é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✱
❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ ❇ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✬é❝r✐t ✿

Cℓ = rSℓ + Nℓ,

❡♥ ♥♦t❛♥t Sℓ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ❞✉ ❈▼❇ ❡t Nℓ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s✳ ❊♥
♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❞✉s ❛✉① ❡✛❡ts ❞✬✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧✱ ❡t
❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s♣❡❝tr❡ ♠❡s✉ré Ĉℓ s✬é❝r✐t ✿

−2 lnL =
∑

ℓ

(2ℓ+ 1)f❝✐❡❧

[
ln

( Cℓ

Ĉℓ

)
+
Ĉℓ

Cℓ

]
+ const. ✭✺✳✷✮

♦ù f❝✐❡❧ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ♦❜s❡r✈é✳

✶❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❄



✺✳✸✳ ▼❊❙❯❘❊ ❉❊❙ ▼❖❉❊❙ ❇ ❊◆ P❘➱❙❊◆❈❊ ❉❊❙ ❆❱❆◆❚✲P▲❆◆❙ ✶✵✼

▲❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ r ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡

❋✐s❤❡r I = −E
(

∂2 lnL
∂r2

)
q✉✐ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

σ−2
r =

ℓmax∑

ℓ=ℓmin

2ℓ+ 1

2
f❝✐❡❧

( Sℓ

rSℓ + Nℓ

)2

. ✭✺✳✸✮

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐✲❢réq✉❡♥❝❡s

▲♦rsq✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛♥❛✉① s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠✲
❜✐♥é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡✉r ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❋♦r♠♦♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s x (ξ) ❝♦♥t❡♥❛♥t
❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❛♥s F ❝❛♥❛✉①✱ ❡t ♥♦t♦♥s A❝♠❜ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞
❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ❊♥✜♥ ❞é♥♦t♦♥s x❝♦♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛
❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❛❧✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❄❄✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

x (ξ) = x❝♠❜A❝♠❜ + x❝♦♥t (ξ) . ✭✺✳✹✮

❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s✱ ❝❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✿

aℓm = acmb
ℓm A❝♠❜ + a❝♦♥tℓm . ✭✺✳✺✮

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ✭❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ F × F ✮ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❛✉t♦ ❡t
✐♥t❡r s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✿

Rℓ = E
(
aℓma

†
ℓm

)
.

▲❡ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ét❛♥t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♥♦♥ ❝♦rré❧é ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

Rℓ = R❝♠❜
ℓ + Nℓ, ✭✺✳✻✮

♦ù ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ s✬é❝r✐t ✿

R❝♠❜
ℓ (r) = rSℓA❝♠❜A

†
❝♠❜ ✭✺✳✼✮

❡t ♦ù Nℓ ❡st ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❛rt❡ ✜❧tré❡✳
❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s✬é❝r✐t ✿

ãℓm = Wℓaℓm = acmb
ℓm + Wℓa

❝♦♥t
ℓm ,

❛✈❡❝ ✿

Wℓ =
A

†
❝♠❜Nℓ

−1

A
†
❝♠❜Nℓ

−1A❝♠❜

. ✭✺✳✽✮

❈❡❝✐ ♥♦✉s r❛♠è♥❡ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♥t❛♠✐♥é❡ ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✿

Nℓ = E
(
|Wℓa

❝♦♥t
ℓm |2

)
=
(
A

†
❝♠❜Nℓ

−1A❝♠❜

)−1

. ✭✺✳✾✮

▲❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ❞✐s❝✉té❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ r❛✐s♦♥✲
♥❛❜❧❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥✱ ♠❛✐s✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♥❡ s❡r❛
♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞❡ P❧❛♥❝❦ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s❡r❛ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s s❡♥s✐❜❧❡s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✱ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞❡s ♣ô❧❡s é❝❧✐♣t✐q✉❡s ❜é♥é✜❝✐❛♥t
❞✬✉♥ t❡♠♣s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❧♦♥❣✳ ❙✐ t❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❧❡ ✜❧tr❡ ✭❄❄✮ ♥❡ ♣r♦❞✉✐r❛ ♣❛s ✉♥ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧✳
◆♦✉s ✐❣♥♦r❡r♦♥s ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s ❡♥ t✐❡♥❞r♦♥s à ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ✿ ♣♦✉r ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r f ✭♦✉ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡✉rs✮ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡
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❜r✉✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t ✭◆❊❚ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ sf ✭❡♥ µK
√
s✮✱ ❡t ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ts s❡❝♦♥❞❡s✱ ❧❡ ❜r✉✐t

❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥ ✐s♦tr♦♣❡ ❞♦♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ nf
ℓ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

nf
ℓ =

4πs2

B2
ℓ,f ts

µK2,

♦ù Bℓ,f ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❝♦♥s✐❞éré✳ ❊♥ s✉♣♣♦✲
s❛♥t ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❝❛♣t❡✉r à ❝❛♣t❡✉r ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

Nℓ = R❜r✉✐t
ℓ = diag

(
nf

ℓ

)
, ✭✺✳✶✵✮

q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ✭❄❄✮✳ ❊♥
❢❛✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ✭❄❄✮
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❝❤✐✛r❡ σ❜r✉✐t✲s❡✉❧

r ✱ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t✳
❈❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤✐✛r❡ ❡st très ♦♣t✐♠✐st❡ ❝❛r ❧❡s ❞✐✈❡rs ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✱ ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✱ ❝♦♥tr✐✲

❜✉❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ R❛♣

♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡♥ t❡♥❛♥t
❝♦♠♣t❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿

Nℓ = R❜r✉✐t + R❛♣. ✭✺✳✶✶✮

▲❡ ✜❧tr❡ ✭❄❄✮ ❡✛❡❝t✉❡ ❛❧♦rs ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❧✐é❡ ❛✉① ❛✈❛♥t✲
♣❧❛♥s ❡t ❛✉ ❜r✉✐t✳

❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡ ❡t ❞♦✐t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡t ❞✬❡♥ ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ♠ê♠❡
t❡♠♣s q✉❡ r✳ ▲❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s s❡ ré♣❡r❝✉t❡♥t s✉r
❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ r ❡st ♠❡s✉ré❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✱ q✉✐ ♥❡ s✬❛♣♣✉✐❡ ♣❛s s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ♣❡✉t ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐été ❞❡
♣r♦❝❡ss✉s✳

✺✳✸✳✷ ❙♠✐❝❛

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡✳ ❙♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣rés❡♥té ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t ❡t à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥térêt r ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✳ ▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
♠✉❧t✐✲❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❛❞❞✐t✐❢ ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s
s♦✉r❝❡s ♥♦♥ ❝♦rré❧é❡s✳ ❙✉✐✈❛♥t ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s x (ξ) ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧
ξ s✬é❝r✐t ✿

x (ξ) =

C∑

c=1

x❝ (ξ) ✭✺✳✶✷✮

♦ù C ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡st ❞✬✐❞❡♥✲
t✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s x❝✳ ▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s❡ ❜❛s❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s✉r
✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✭❝✳❢✳ ❙❡❝t✳ ❄❄✮✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ❡①♣❧♦✐t♦♥s
❧❡✉r ❞✐✈❡rs✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡r✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣r♦❥❡té❡s
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ✿

aℓm =

C∑

c=1

a❝
ℓm, ✭✺✳✶✸✮

♣✉✐s ét❛❜❧✐ss♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s♣❡❝tr❛❧❡ R❝
ℓ (θ) ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠✲

♣♦s❛♥t❡✱ ♦ù θ❝ ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧✐❜r❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♥♦♥ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✿

Rℓ (θ) =
C∑

c=1

R❝
ℓ (θ❝) . ✭✺✳✶✹✮
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▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧✐❜r❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❛❥✉stés ♣♦✉r ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠✲
❜❧❛♥❝❡✳ ❙✐ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ✿

−2 lnL =
∑

ℓ

(2ℓ+ 1)f❝✐❡❧K
(
R̂ℓ,Rℓ (θ)

)
+ ❝♦♥st✳ ✭✺✳✶✺✮

♦ù R̂ℓ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ Rℓ ✿

R̂ℓ =
1

2ℓ+ 1

1

f❝✐❡❧

ℓ∑

m=−ℓ

al,ma
†
l,m ✭✺✳✶✻✮

❡t ♦ù K (·, ·) ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞é✜♥✐❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✿

K
(
R̂,R

)
=

1

2

[
trace(R−1R̂) − log det(R−1R̂) − F

]
. ✭✺✳✶✼✮

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❄❄✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✭❄❄✮ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐✲❢réq✉❡♥❝❡s✳
P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♠♦②❡♥♥é❡s s✉r ✉♥

♣❡t✐t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ Dq = {ℓ♠✐♥
q , · · · , ℓ♠❛①

q } ✿

R̂q =
1

wq

∑

ℓ∈Dq

ℓ∑

m=−ℓ

al,ma
†
l,m

Rq =
1

wq

∑

ℓ∈Dq

(2ℓ+ 1)Rℓ,

✭✺✳✶✽✮

❛✈❡❝ wq ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s Dq✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❋✐s❤❡r✱ t♦✉t ❡♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡st✐♠é❡s R̂q

❜❛sé❡s s✉r ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞♦✐t r❡st❡r s✉✣s❛♠♠❡♥t
❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ t♦✉t ℓ ∈ Dq,Rℓ ≈ Rq✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s
rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣❡✉ s❡♥s✐❜❧❡s à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s♣❡❝tr❛✉①✱ ❡t ❞❡s ❧❛r❣❡✉rs ❞❡ ✺ à ✶✵ ♠✉❧t✐♣♦❧❡s
❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✐s❤❡r ✭❋■▼✮ Ii,j(θ) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭❄❄✮
♣♦✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✬é❝r✐t ✿

Ii,j(θ) =
1

2

∑

q

wq trace

(
∂Rq(θ)

∂θi
R−1

q

∂Rq(θ)

∂θj
R−1

q

)
. ✭✺✳✶✾✮

❙✐ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡s✱ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❜♦r♥❡ ❞❡ ❈r❛♠❡r✲❘❛♦✮
s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡♥ ♠❛r❣✐♥❛❧✐s❛♥t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧✬❡♥tré❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❋■▼ ✿

σ2
i = I−1

i,i . ✭✺✳✷✵✮

✺✳✸✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s♣❡❝tr❛❧❡✱ q✉✐ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à 3 ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉
❈▼❇✱ ❛✉① ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❡t ❛✉ ❜r✉✐t✱ ♥♦té❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♠❜✱ ❛♣ ❡t ❜r✉✐t✳

P♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♠❜✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✱ q✉✐ ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t ❛✉
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❄❄✮✳ ▲❡ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st ❞♦♥❝ θ❝♠❜ =
{r}✱ ♥♦tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥térêt✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✭❄❄✮✳ ▲❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❜r✉✐t ♥❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❛♣♣❡❧ à ❛✉❝✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧✐❜r❡✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ D s♦✉r❝❡s
❝♦rré❧é❡s ✿

R
❛♣
ℓ = AΣℓA

† ✭✺✳✷✶✮

♦ù A r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✭❞❡ t❛✐❧❧❡ F ×D✮ ❡t Σℓ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s♣❡❝tr❛❧❡
✭❞❡ t❛✐❧❧❡ D×D✮ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡
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❞❡ s♦✉r❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❛❞♦♣té ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❆❈■✳ ❊①❛♠✐♥♦♥s s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❡♥ q✉♦✐
✐❧ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s
❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡✱ q✉✐ s♦♥t q✉❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s
❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t q✉❡ ❝❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é ♣❛r ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s
❣❛❧❛❝t✐q✉❡s✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ s♦♥t✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rré❧és
✭❞✉ ❢❛✐t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡✉r ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❡r
s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❝♦rré❧é❡s
rés♦✉t ❜✐❡♥ sûr ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❡t ♦✛r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t ✐❧❧✉str❡r ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥
❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿

Sν(ξ) = S0(ξ)

(
ν

ν0

)β(ξ)

.

❆✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ν0✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❛✉
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ β(ξ) = 〈β〉 + δβ(ξ) ✿

Sν(ξ) ≈ S0(ξ)

(
ν

ν0

)〈β〉
+ S0(ξ)δβ(ξ)

(
ν − ν0
ν0

)(
ν

ν0

)〈β〉
.

❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ❝♦rré❧é❡s ✭S0 ❡t S0δβ✮✱ ♠é❧❛♥❣é❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t s❡✲
❧♦♥ ❞❡✉① ❧♦✐s ❞✬é♠✐ss✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛
♠❡✐❧❧❡✉r❡✮ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✭❄❄✮ ❛✈❡❝ D = 2✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❄❄✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s
st❛t✐st✐q✉❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ é♠✐ss✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ❞❛♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ F ❞❡ ❝❛♥❛✉① s✐ D = F ✳
P♦✉r ✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦❤ér❡♥t❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❧✬❛✉tr❡ ✭❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✮✱
✐❧ r❡st❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t s❡s st❛t✐st✐q✉❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❛✈❡❝ D = 1✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ♣♦✉r
✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❄❄✮ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞ès ❧♦rs q✉❡
D < F ✱ ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞é❝r♦ît ❛✈❡❝ D✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s D ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✉ ❞❡❣ré ❞✬✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s
❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ D < F ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♦✐t ❝♦♥tr❛✐♥t✳ ■❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬✉♥ ❥❡✉ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❛s êtr❡ ❜✐❡♥ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t✱ ❝❡ q✉✐
s✬✐♥t❡r♣rèt❡r❛✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡
t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧✬é♠✐ss✐♦♥✳

◆♦t♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ✭❄❄✮✱ ❝❤♦✐s✐❡ ❝❛r ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❡st r❡❞♦♥❞❛♥t❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st
t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡♥tr❡ A ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ s❛♥s
♠♦❞✐✜❡r R❛♣✳

P♦✉r rés✉♠❡r✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❡ ❈▼❇✱ ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞✬❛✈❛♥t✲♣❧❛♥ ❡t ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✱ ❡st ❞♦♥❝ ✿

Rℓ = rSℓA❝♠❜A
†
❝♠❜ + AΣℓA

† + R❜r✉✐t
ℓ ✭✺✳✷✷✮

▲❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭❄❄✮ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛❧♦rs ♦♣t✐♠✐sé❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❧✐❜r❡s θ = θ❝♠❜ ∪
θ❛♣ = {r,A,Σ1, · · · ,ΣQ}✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ R❛♣ ❡st ❝♦♥♥✉✱ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭❄❄✮ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❧✉s
q✉❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ ❈▼❇✱ ❡t ❡st é❣❛❧❡ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès à ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭❄❄✮✳ ◆♦tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥❣❧♦❜❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

✺✳✸✳✹ ▼♦❞è❧❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❧â❝❤❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡
❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à é❧❛r❣✐r ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡s ♠♦❞❡s t❡♥s❡✉rs nt✮✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❄❄✮ ❡st ❛❧♦rs ♠♦❞✐✜é ❡♥ ❝❡ s❡♥s ✿

Rℓ = CℓA❝♠❜A
†
❝♠❜ + AΣℓA

† + R❜r✉✐t
ℓ ✭✺✳✷✸✮

♦ù ❧❡s Cℓ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✷✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❋✐s❤❡r
❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

✷❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t ♠♦②❡♥♥é❡s s✉r ✉♥ ♣❡t✐t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
ré❡❧❧❡♠❡♥t ❡st✐♠és s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s Cq ✱ ♠♦✐♥s ❜r✉✐tés q✉❡ ❧❡s Cℓ✳



✺✳✸✳ ▼❊❙❯❘❊ ❉❊❙ ▼❖❉❊❙ ❇ ❊◆ P❘➱❙❊◆❈❊ ❉❊❙ ❆❱❆◆❚✲P▲❆◆❙ ✶✶✶

✺✳✸✳✺ P✐♣❡❧✐♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

◆♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❞✐✛✉s s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts
t②♣❡s ❞✬✐♥str✉♠❡♥ts✳ ▲❛ ❧✐st❡ s✉✐✈❛♥t❡ rés✉♠❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ét❛♣❡s ❞✉ s❝❤é♠❛ ❛❞♦♣té ❡t ❛♣♣❧✐q✉é à
❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✿

✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡ ❞❡ r ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ❝❡♥tr❛❧❡s
❡t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t✳

✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ✭♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✮✳
✕ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛rt❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♠♦❞❡s ❊ ❡t ❇ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s
s♣❤ér✐q✉❡s✳

✕ ❙②♥t❤ès❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❡❧ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇✳
✕ ▼❛sq✉❛❣❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❡❧ ❞❡s ③♦♥❡s ❧❡s ♣❧✉s ❜r✐❧❧❛♥t❡s✳ ▲❡ ♠❛sq✉❡ ✉t✐❧✐sé ❝♦rr❡s♣♦♥❞ s♦✐t à
❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ③♦♥❡
❞✉ ❝✐❡❧✱ s♦✐t ❛✉① ③♦♥❡s ❧❡s ♣❧✉s ❜r✐❧❧❛♥t❡s ❞✉ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❝♦✉✈r❛♥t ❧❛
t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧✳ ▲❡ ♠❛sq✉❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛❞♦✉❝✐❡s ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡
♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ✭✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ❄❄✮✳

✕ ▲❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❄❄ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s s✉r ❧❡s ❝❛rt❡s ♠❛sq✉é❡s✳
✕ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧✐❜r❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞é❝r✐t ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❄❄ s♦♥t ❛❥✉stés ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ✈r❛✐s❡♠✲
❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❈▼❇ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦rr✐❣é❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t
❞✉ ♠❛sq✉❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞✉ ♠❛sq✉❡ ✭❄✮✳

✕ ▲❡s ❜❛rr❡s ❞✬❡rr❡✉r s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❞é❞✉✐t❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✐s❤❡r ❞✉
♠♦❞è❧❡✳

◗✉❡❧q✉❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛❥✉stés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐✲
♣❛✉① s♦♥t ✿ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ [ℓmin, ℓmax]✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ D
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❝♦✉✈r❛♥t ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧✱ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠❛sq✉❡✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ℓmin ❡st ✜①é ♣❛r ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉
❝✐❡❧ ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ s❡✉❧s ❧❡s ♠♦❞❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ r❡❝♦♥str✉✐ts ❞❡ ❢❛ç♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ✭❝✳❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡
❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡✈✐❡♥t s✐♥❣✉❧✐èr❡✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛str♦♣❤②s✐q✉❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ❞❡✈✐❡♥t ♣❡✉ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t ❛✉① ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s✳ ❊♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ à ✉♥ ℓmax ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥str✉♠❡♥t✳ ▲❡s ❝❤♦✐① ❞✉ ♠❛sq✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ D s♦♥t ❧✐és ❡t ❡①♣❧✐❝✐tés ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳

✺✳✸✳✻ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❝❤♦✐① ❞✉ ♠❛sq✉❡

▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t êtr❡ é✈❛❧✉é❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s❛ ✈r❛✐s❡♠✲
❜❧❛♥❝❡ ✭❄❄✮✳ ❉❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♦ù ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱
❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❊♥
t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté k ❞✉
♠♦❞è❧❡ ✭❄❄✮ ❡st k = 1 + F ×D +QD(D + 1)/2 −D2✳

❆✐♥s✐ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ é✈♦q✉é❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❄❄ ♣❡✉t êtr❡ é✈❛❧✉é❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ à s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r D ❡st ❞♦♥❝ ❧❛
s✉✐✈❛♥t❡✸ ✿

✕ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❡ss❛✐ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ D ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❛ ♣♦✉ss✐èr❡
❡t ❧❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❢♦r♠❛♥t ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥❡tt❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ D = 2 s❡r❛ r❡q✉✐s❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t s❡r❛
s✉✣s❛♥t❡✳

✕ ❙✐ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛❥✉sté ♥✬❛tt❡✐♥t ♣❛s s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡✱ ♦♥ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡ ❡♥ ❛✉❣✲
♠❡♥t❛♥t ❣r❛❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ D ❥✉sq✉✬à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥
❛❥✉st❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥ç♦✐t q✉❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡✈✐❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ rés✐❞✉ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ q✉✐
♥✬❡st ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❖r ❧✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❧❛ r❡♥❞ à ❧❛ ❢♦✐s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ♣❧✉s

✸❖♥ ♣♦✉rr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❇❛②❡s✱ ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ D✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s✬é❝r✐r❛✐t BIC = −2 lnL + k ln

P

q wq ✳



✶✶✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❈❖▼P❖❙❆◆❚❊❙ ❉■❋❋❯❙❊❙ ✿ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊❙ ▼❖❉❊❙ ❇

❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ▼❛sq✉❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❊P■❈✳ ❈❡ ♠❛sq✉❡ ❝♦✉✈r❡ ✶✸✪ ❞✉ ❝✐❡❧
✭f❝✐❡❧ = 0.87✮

✐♥t❡♥s❡✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡
③♦♥❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❜r✉✐t ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠❛sq✉❡ ❞✉
♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ t♦✉t❡❢♦✐s ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉❡
à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦s♠✐q✉❡✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐r❛ ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ D ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ♠❛sq✉❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛
❝♦✉✈❡rt✉r❡ s♣❛t✐❛❧❡ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥ ❜♦♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t✳

▲❡ ♠❛sq✉❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❊P■❈ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳ ■❧ ❡st ❜❛sé s✉r
✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❞❡ ✶✵ ❞❡❣rés ❞❡ ❧❛r❣❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ s❡✉✐❧ s✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t✳ ▲❡ s❡✉✐❧ ♣❡✉t
êtr❡ ❛❥✉sté ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ s♦✉❤❛✐té❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝♦✉♣✉r❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s ❡t ❧❡s
❜♦r❞s ❞✉ ♠❛sq✉❡ ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❛❞♦✉❝✐s ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✳

✺✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ▲❛ ♠✐ss✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ P❧❛♥❝❦✱ ❧❛♥❝é❡ ❡♥ ♠❛✐ ✷✵✵✾✳ ◗✉♦✐q✉❡ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s été ❝♦♥ç✉❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡✲
♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇✱ P❧❛♥❝❦ ♣♦✉rr❛✐t ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s
♠♦❞❡s t❡♥s❡✉rs s✐ ❧❡✉r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❡✈é❡ ✭r ∼ 0.1✮✳

✕ ❚r♦✐s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❊P■❈ ✿ ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡s ❝♦ûts ✭✐♥t✐t✉❧é❡ ▲❈
♣♦✉r ❧♦✇✲❝♦st✮✱ ♣✉✐s ❞❡✉① ✈❡rs✐♦♥s ♣❧✉s ❛♠❜✐t✐❡✉s❡s ✭❊P■❈✲❈❙ ❡t ❊P■❈✲✷♠✮✳

✕ ❯♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ s♦❧✳ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡
❡①♣ér✐❡♥❝❡ s♦♥t ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ❈ℓ♦✈❡r✳

✕ ❯♥❡ ♠✐ss✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✭❞✐t❡ ✏❝✐❡❧ ♣r♦❢♦♥❞✑✮✱ ❞✐s♣♦s❛♥t ❞❡s ♠ê♠❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥
t❡r♠❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ❊P■❈✲❈❙✱ ♠❛✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s♦♥ t❡♠♣s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ à
❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡r ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ré❞✉✐t❡ ❡t ♣❡✉ ❝♦♥t❛♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❞✐✛✉s✳

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❢réq✉❡♠♠❡♥t é✈♦q✉é❡✱ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❥♦✐♥t❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞❡ P❧❛♥❝❦✱ ❜é♥é✜❝✐❛♥t ❞✬✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ s♣❡❝tr❛❧❡✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ❢✉t✉r❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✉
s♦❧✱ ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ét✉❞❡s ❞❡ ♠✐ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ s♦♥❞❡ ❊P■❈
✭❄✮ s❡♠❜❧❡ s✬♦r✐❡♥t❡r✱ s✐ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✈❡rs ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇✱
❛✉✲❞❡❧à ❞✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ t❡♥s❡✉rs✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡ ✭♥♦♠♠é❡ ❊P■❈✲■▼✮✳

▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉♣♣♦sé❡s ❞❡ ❝❡s ✐♥str✉♠❡♥ts s♦♥t rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❄❄✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄
❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❛tt❡♥❞✉s ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡♥ t❛❜❧❡ ❄❄ ✿
❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❧✬❡rr❡✉r

❞✉❡ ❛✉ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ σ❜r✉✐t✲s❡✉❧r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❄❄✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥str✉✲
♠❡♥t ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t s❡s ❝❛♥❛✉① s✉✐✈❛♥t ✭❄❄✮ ♦ù ❧❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à Nℓ ✭❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts✮ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✭❄❄✮ ✿

❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬❡rr❡✉r σ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✲❝♦♥♥✉sr q✉✐ s❡r❛✐t ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t
❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s R❛♣ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s Nℓ =
R❜r✉✐t

ℓ + R
❛♣
ℓ ✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ R❛♣ ≃ R̂❛♣ ♦ù R̂❛♣ ❡st ❡st✐♠é❡ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❝❛rt❡s s✐♠✉❧é❡s

❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✳



✺✳✹✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ➚ ❉❊❙ ❈❆❙ P❆❘❚■❈❯▲■❊❘❙ ❉✬❊❳P➱❘■❊◆❈❊❙ ✶✶✸

❚❛❜✳ ✺✳✶ ✕ ❘és✉♠é ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts✳
■♥str✉♠❡♥ts ❋réq✉❡♥❝❡s ▲❛r❣❡✉r ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ◆❊❚❛ Tobs ❈♦✉✈❡rt✉r❡

✭●❍③✮ ✭✬✮ ✭µK
√

s✮ ✭❛♥♥é❡s✮ ✭fciel✮

P▲❆◆❈❑
✸✵✱ ✹✹✱ ✼✵ ✸✸✱ ✷✹✱ ✶✹ ✾✻✱ ✾✼✱ ✾✼ ✶✳✷ ✶

✶✵✵✱ ✶✹✸✱ ✷✶✼✱ ✸✺✸ ✶✵✱ ✼✳✶✱ ✺✱ ✺ ✹✶✱ ✸✶✱ ✺✶✱ ✶✺✹

❊P■❈✲▲❈
✸✵✱ ✹✵✱ ✻✵ ✶✺✺✱ ✶✶✻✱ ✼✼ ✷✽✱ ✾✳✻✱ ✺✳✸ ✷ ✶

✾✵✱ ✶✸✺✱ ✷✵✵✱ ✸✵✵ ✺✷✱ ✸✹✱ ✷✸✱ ✶✻ ✷✳✸✱ ✷✳✷✱ ✷✳✸✱ ✸✳✽

❊P■❈✲❈❙
✸✵✱ ✹✺✱ ✼✵✱ ✶✵✵ ✶✺✳✺✱ ✶✵✳✸✱ ✻✳✻✱ ✹✳✻ ✶✾✱ ✽✱ ✹✳✷✱ ✸✳✷ ✹ ✶

✶✺✵✱ ✷✷✵✱ ✸✹✵✱ ✺✵✵ ✸✳✶✱ ✷✳✶✱ ✶✳✹✱ ✵✳✾ ✸✳✶✱ ✺✳✷✱ ✷✺✱ ✷✶✵

❊P■❈✲✷♠
✸✵✱ ✹✺✱ ✼✵✱ ✶✵✵✱ ✶✺✵ ✷✻✱ ✶✼✱ ✶✶✱ ✽✱ ✺ ✶✽✱ ✼✳✻✱ ✸✳✾✱ ✸✳✵✱ ✷✳✽ ✹ ✶
✷✷✵✱ ✸✹✵✱ ✺✵✵✭✱✽✵✵✮ ✸✳✺✱ ✷✳✸✱ ✶✳✺✭✱ ✵✳✾✮ ✹✳✹✱ ✷✵✱ ✶✽✵✭✱ ✷✽❦✮

❙♦❧ ✾✼✱ ✶✺✵✱ ✷✷✺ ✼✳✺✱ ✺✳✺✱ ✺✳✺ ✶✷✱ ✶✽✱ ✹✽ ✵✳✽ ✵✳✵✶

❈✐❡❧ ♣r♦❢♦♥❞
✸✵✱ ✹✺✱ ✼✵✱ ✶✵✵ ✶✺✳✺✱ ✶✵✳✸✱ ✻✳✻✱ ✹✳✻ ✶✾✱ ✽✱ ✹✳✷✱ ✸✳✷ ✹ ✵✳✵✶

✶✺✵✱ ✷✷✵✱ ✸✹✵✱ ✺✵✵ ✸✳✶✱ ✷✳✶✱ ✶✳✹✱ ✵✳✾ ✸✳✶✱ ✺✳✷✱ ✷✺✱ ✷✶✵

❊P■❈✲■▼ ✹❑
✸✵✱ ✹✺✱ ✼✵✱ ✶✵✵✱ ✶✺✵ ✷✽✱ ✶✾✱ ✶✷✱ ✽✳✹✱ ✺✳✻ ✶✸✱ ✸✳✼✱ ✶✳✻✱ ✶✳✶✱ ✵✳✾ ✹ ✶
✷✷✵✱ ✸✹✵✱ ✺✵✵✱ ✭✽✺✵✮ ✸✳✽✱ ✷✳✺✱ ✶✳✼✱ ✭✶✳✵✮ ✶✳✻✱ ✸✳✼✱ ✶✶✱ ✭✸✵✵✮

❛❙❡♥s✐❜✐❧✐té ❛❣ré❣é❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r éq✉✐✈❛❧❡♥t✳

❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ ❜r✉✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛tt❡♥❞✉s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥str✉♠❡♥ts✳



✶✶✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❈❖▼P❖❙❆◆❚❊❙ ❉■❋❋❯❙❊❙ ✿ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊❙ ▼❖❉❊❙ ❇

❚❛❜✳ ✺✳✷ ✕ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥str✉♠❡♥ts ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ r✳

❇r✉✐t s❡✉❧❛ ❆✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❝♦♥♥✉s❜ ❙♠✐❝❛❝

❊①♣ér✐❡♥❝❡ r σr
r

σℓ≤20
r
r

σℓ>20
r
r

σr
r

σℓ≤20
r
r

σℓ>20
r
r

σr
r

σℓ≤20
r
r

σℓ>20
r
r

r❡st❞ l♠✐♥✲l♠❛①f❝✐❡❧D
❡

P❧❛♥❝❦
✵✳✸ 0.075 0.17 0.084 0.1 0.2 0.12 0.15 0.22 0.2 0.26

✷ ✲ ✶✸✵ ✵✳✾✺ ✸
✵✳✶ 0.17 0.25 0.22 0.23 0.34 0.32 0.29 0.34 0.55 0.086

❊P■❈✲▲❈
✵✳✵✶ 0.019 0.084 0.019 0.05 0.18 0.053 0.079 0.18 0.1 0.0098

✷ ✲ ✶✸✵ ✵✳✽✻ ✹
✵✳✵✵✶ 0.059 0.15 0.064 0.27 0.4 0.38 0.37 0.43 0.82 0.00088

❊P■❈✲✷♠
✵✳✵✶ 0.016 0.083 0.016 0.027 0.12 0.027 0.032 0.11 0.036 0.0096

✷ ✲ ✸✵✵ ✵✳✽✼ ✹
✵✳✵✵✶ 0.051 0.14 0.055 0.14 0.25 0.16 0.16 0.24 0.24 0.001

❊P■❈✲❈❙
✵✳✵✶ 0.017 0.084 0.017 0.029 0.12 0.03 0.036 0.11 0.041 0.0096

✷ ✲ ✸✵✵ ✵✳✽✼ ✹
✵✳✵✵✶ 0.058 0.15 0.063 0.15 0.27 0.19 0.18 0.26 0.29 0.00098

❙♦❧
✵✳✶ 0.083 − − 0.15 − − 0.24 − − 0.11

✺✵ ✲ ✸✵✵ ✵✳✵✶ ✷
✵✳✵✶ 0.18 − − 0.8 − − 1.6 − − 0.018

❙♦❧✰P❧❛♥❝❦ ✵✳✵✶ 0.18 − − 0.51 − − 0.69 − − 0.0065 ✺✵ ✲ ✸✵✵ ✵✳✵✶ ✷

❈✐❡❧ ♣r♦❢♦♥❞ ✵✳✵✵✶ 0.082 − − 0.1 − − 0.13 − − 0.00092 ✺✵ ✲ ✸✵✵ ✵✳✵✶ ✹

❛❱❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❄❄✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t Nℓ = R
❜r✉✐t✳

❜■❞❡♠ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s Nℓ = R
❜r✉✐t + R

❛♣✳
❝❱❛❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❋■▼ ✭❊q✳❄❄✮ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙♠✐❝❛ ❊q✳ ✭❄❄✮ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡✳
❞▲❡s ❞ét❡❝t✐♦♥s à ♣❧✉s ❞❡ 4σ s♦♥t ♣♦rté❡s ❡♥ ❣r❛s✳
❡❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙♠✐❝❛✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ r❡♣♦rt❡ ❧✬❡rr❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❙♠✐❝❛✱ σ❙▼■❈❆
r ✱ ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✐s❤❡r ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❊q✳ ✭❄❄✮✳
P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛s ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✐s❤❡r ♣r♦✲

✈❡♥❛♥t ❞❡s ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ✭ℓ ≤ 20✮ ❡t ❞❡s ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s ✭ℓ > 20✮✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s q✉❡❧q✉❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✭à ❜❛s ℓ ♦ù ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❞♦♠✐♥❡♥t✮✱
❧✬❡rr❡✉r ❡st✐♠é❡ ♣❛r ❙♠✐❝❛ ♣❡✉t êtr❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡st✐♠é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ R̂❛♣✳ ❈❡❝✐ r❡✢èt❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱
✐♠♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ R❛♣ s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à D✱ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳
▲❛ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳

✺✳✹✳✶ P❧❛♥❝❦

▲❛ ♠✐ss✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ P❧❛♥❝❦ s❡r❛ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❧✐✈r❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ s❡♥s✐❜❧❡
❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✸✵✲✸✺✸ ●❍③✳ ▲❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡
❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♥✬❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ très ❢❛✐❜❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r✱ ♥♦✉s
❛♣♣❧✐q✉♦♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ à r = 0.1 ❡t 0.3✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r ♥❡ s❛t✐s❢♦♥t ♣❛s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♠♦❞❡s t❡♥s❡✉rs✱ ❢♦r♠✉❧é❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❡t s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ ♥♦tr❡
tr❛✈❛✐❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts é♥♦♥❝és ✐❝✐✱ ♣♦✉r P❧❛♥❝❦✱ s♦✐❡♥t ♣❡ss✐♠✐st❡s
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ q✉❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡
❞❛♥s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❚✱ ◗ ❡t ❯✳ ▲❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ P❧❛♥❝❦ ❡t ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s à ❢❛✐❜❧❡ r❛♣♣♦rt
❞❡ s✐❣♥❛❧✕s✉r✕❜r✉✐t ❛②❛♥t été ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ét✉❞✐é ❞❛♥s ❄❄✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉r♦♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣❛r ✉♥❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts✳

◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❞✐t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ à ✸✲s✐❣♠❛ ♣♦✉r r = 0.1 ✭♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛
t❛❜❧❡ ❄❄✮✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs σ❜r✉✐t✲s❡✉❧r ✱ σ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✲❝♦♥♥✉sr ❡t σ❙▼■❈❆

r ♦❜t❡♥✉❡s ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡
❧✬❡rr❡✉r ❡st ❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦s♠✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❜r✉✐t✳ ▲❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❛str♦♣❤②s✐q✉❡s ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t
à ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ∼ 30% ❡t ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ♣♦✉r ❡♥❝♦r❡
30% ✭♣♦✉r r = 0.1✮✳

▲❛ ❋✐❣✳ ❄❄ s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✐q✉❡r q✉✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ❛✈❡❝ P❧❛♥❝❦
s❡r❛✐t ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ✭❛✈❛♥t ℓ = 10✮ ❝❡ q✉✐ r❡q✉✐❡rt ❧❛ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡
❞✉ ❝✐❡❧ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼ê♠❡ ❡♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ❧❡s ❤❛✉t❡s ❧❛t✐t✉❞❡s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✉♣♣♦s❛♥t
D = 2 ♥✬❡st ♣❛s ❛❥✉st❛❜❧❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♦ù ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡



✺✳✹✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ➚ ❉❊❙ ❈❆❙ P❆❘❚■❈❯▲■❊❘❙ ❉✬❊❳P➱❘■❊◆❈❊❙ ✶✶✺

❞♦♠✐♥❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ D = 3 ♣❡r♠❡t✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
✉♥ ❜♦♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✭❝♦♠♠❡ ♠❡s✉ré ♣❛r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❙♠✐❝❛✮ s✉r ✾✺ ♣♦✉r ❝❡♥t ❞✉ ❝✐❡❧✳ ◆♦✉s
r❡t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r P❧❛♥❝❦✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬✉♥❡ ♣❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ♣✐❝ ❞❡ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥
✭ℓ ≤ 20✮✳ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡ ♣✐❝ ❝r♦ît ❧♦rsq✉❡ r ❞✐♠✐♥✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦s♠✐q✉❡✱ ❡t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ♥❡ ❧✐♠✐t❡♥t ♣❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❛✉① ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳ P♦✉r ✉♥ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ✭r = 0.1✮✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧❛ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❡st ✐♠♣♦sé❡
♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ❞✉ ♣✐❝ ❞❡ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❛ ❞❡✉① ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞✐r❡❝t❡s ✿ ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t
❡st s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡t à ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♠❡
ét✉❞✐é ❞❛♥s ❄✮ ❀ ❞❡✉①✐è♠❡♠❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ré❡❧❧❡ ❞❡ P❧❛♥❝❦ à ♠❡s✉r❡r r ❞é♣❡♥❞r❛ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✭❡t ❞❡
❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✮ ❞❡s ❞ér✐✈❡s s②sté♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ❛✉① ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ P❧❛♥❝❦
à ♠❡s✉r❡r r à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛❧♦rs q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ à ❝❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❞❡ t②♣❡ t❡♥s❡✉r✱ ✉♥❡ ♣❛rt s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦✈❡♥✐r ❞❡ ❚❚✱ ❊❊✱
❚❊✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❄ ♦✛r❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐✲
s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ❜❛s ℓ✱ ❛✈❡❝ ❡♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✳ ❈❡
tr❛✐t❡♠❡♥t r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞✉
s✐❣♥❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ♦✉ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬❛✈❛♥t✲♣❧❛♥✳ P♦✉r P❧❛♥❝❦✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✈♦r❛❜❧❡✱ ❧❡s
❝❛♥❛✉① à ✸✵ ●❍③ ❡t ✸✺✸ ●❍③ s♦♥t ❛✐♥s✐ é❝❛rtés ❡t ✉t✐❧✐sés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ tr❛❝❡✉r ❞❡ ❧✬é♠✐s✲
s✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❝♦♠❜✐♥é❡s
❡♥ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❡s✉r❡✱ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥t❛♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥
❡st ❡♥s✉✐t❡ ré❞✉✐t❡ ❡♥ s♦✉str❛②❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s à ✸✵ ❡t ✸✺✸ ●❍③ ❞❡ ❝❡tt❡
♣r❡♠✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st ♠♦❞é❧✐sé s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s
❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❡st r❡♥❞✉❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛r ❝❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❡①♣❧♦ré❡
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ r✳

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞é♣❡♥❞ ❜✐❡♥ sûr ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❝♦♥s✐❞éré✱
❝❡ q✉✐ ✐♠♣♦rt❡ ét❛♥t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t
✐♥str✉♠❡♥t❛❧✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✐♥❞✐q✉é ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✐❧ ❡st ♣❡✉ ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡
❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s♦✐t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡s ❡t ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❛s êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢✉t✉r❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❈▼❇✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ s♦♥t ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t ❢❛✈♦r❛❜❧❡s à
❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ❡♥ ❡✛❡t été ❣é♥éré❡s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ P❙▼
q✉✐ ré❛❧✐s❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✉♥❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✭s❡ ré❢ér❡r
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✮✳ P♦✉r P❧❛♥❝❦✱ ✐❧ ❡st ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s♦✐t ✈ér✐✜é❡ s✉r ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥
s✉✣s❛♥t❡ ❞✉ ❝✐❡❧✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ r❡st❛♥t ♦✉✈❡rt❡ ❡♥ ❧✬❛tt❡♥t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ■❧ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s
♣❡✉ ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✉ss✐ ❜♦♥ q✉❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡ tr❛✐t❡✲
♠❡♥t ét❛♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ♣❛r ❄ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♦♣t✐♠✐st❡ ❞❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ P❧❛♥❝❦✳ P♦✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥ ét❡♥❞✉❡ à ✷✽ ♠♦✐s ✭s♦✐t ✹ ❜❛❧❛②❛❣❡s ❝♦♠♣❧❡t
❞✉ ❝✐❡❧✮✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛♥♥♦♥❝é❡ ❡st r ∼ 0.03✳

❙✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r P❧❛♥❝❦✱ ♠❛✐s
❞❡✈r❛✐t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ s❡ ré✈é❧❡r ♣❡✉ s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥
❄❄✮✳ ◆♦tr❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛♥♥♦♥❝é❡ ❞❡ r ∼ 0.1✱ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞❡ ✶✹ ♠♦✐s✱
❝♦♥st✐t✉❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❡ss✐♠✐st❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ P❧❛♥❝❦✳

✺✳✹✳✷ ❊P■❈

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥❞✉✐t ✉♥❡ ét✉❞❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r tr♦✐s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡ ❊P■❈ ✭❄✮✳ ❊P■❈✲▲❈ ❡t
❊P■❈✲❈❙ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡t à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❛♠❜✐t✐❡✉s❡✳
❊P■❈✲✷♠ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭♥♦♥
✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✮ ❞é❞✐é à ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❛✉tr❡s q✉❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇✳ ❉❡✉①
✈❛❧❡✉rs ❞❡ r✱ ✵✳✵✶ ❡t ✵✳✵✵✶✱ s♦♥t ét✉❞✐é❡s✳ P♦✉r ❝❡s tr♦✐s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
✉t✐❧✐s❛♥t D = 4 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❛tt❡✐♥t s✉r ❡♥✈✐r♦♥ ✽✼✪ ❞✉ ❝✐❡❧✮✳

▲❡s ❞❡✉① ✐♥str✉♠❡♥ts ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❊P■❈✲❈❙ ❡t ❊P■❈✲✷♠✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡
❞❡ r = 10−3 à ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ 5✲s✐❣♠❛✳ P♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ❧✬❡rr❡✉r ❡st



✶✶✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❈❖▼P❖❙❆◆❚❊❙ ❉■❋❋❯❙❊❙ ✿ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊❙ ▼❖❉❊❙ ❇

❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✱ ❧❡✉r ♣rés❡♥❝❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 3✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ té♠♦✐❣♥❡
❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ σ❜r✉✐t✲s❡✉❧r ❡t σs♠✐❝❛

r ✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❜r✉✐t s❡✉❧
❡t ❙♠✐❝❛ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✹✲✻ ♣♦✉r ❊P■❈✲▲❈✱ ❡❧❧❡ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✷✲✸ ♣♦✉r ❊P■❈✲❈❙
❡t ❊P■❈✲✷♠✳ ❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝
✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✳

P♦✉r t♦✉s ❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t ❝♦♥s✐❞érés✱ ❧❛ ♣❛rt r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r
❛✉❣♠❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s à
ℓ > 150 ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❈▼❇✳ ❊❧❧❡s ❛♣♣♦rt❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
✭② ❝♦♠♣r✐s ❛✉① ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s✮✳

✺✳✹✳✸ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡

❉❡♣✉✐s ❧❡ s♦❧

▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛✉ s♦❧ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❡t ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♣❛t✐❛❧❡s✳ ❊❧❧❡s ❛❞♦♣t❡♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à t❡♥t❡r ❞❡
❞ét❡❝t❡r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣✐❝ ❛✉t♦✉r ❞❡ ℓ = 100✱ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ré❣✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✶✵✵✵
❞❡❣rés ❝❛rrés✮✱ ♣❡✉ ❝♦♥t❛♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s✱ ❞❛♥s q✉❡❧q✉❡s ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡
✭✷ ♦✉ ✸✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ❢❡♥êtr❡s ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s✳

▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t t❡st q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✐❝✐ s♦♥t ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❡①♣é✲
r✐❡♥❝❡ ❈ℓ♦✈❡r ✭❄✮✳ ▲❛ ré❣✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ r❡t❡♥✉❡ ❢♦r♠❡ ✉♥ ❞✐sq✉❡ ❞✬✉♥ r❛②♦♥ ❞❡ ✶✵ ❞❡❣rés ❝❡♥tré
à 351◦ ❞❡ ❧♦♥❣✐t✉❞❡ ❡t −56◦ ❞❡❣rés ❞❡ ❧❛t✐t✉❞❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ré❣✐♦♥ ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡
❈ℓ♦✈❡r ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡ ❡t ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ❙✉✐✈❛♥t ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ♣♦❧❛r✐sé✱ ❝❡tt❡ ré❣✐♦♥ ❡st
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ♣❡✉ ❝♦♥t❛♠✐♥é❡✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❇ ❞✉❡s ❛✉①
❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ❡st ❡♥✈✐r♦♥ ✸✵✪ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❝✐❡❧✳

▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st q✉❡ ♣♦✉r r = 0.01✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥s✲
tr✉♠❡♥t ✭❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❊✲❇ ❧✐é à ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✮
♣❡r♠❡ttr❛✐t ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ à 5✲s✐❣♠❛✱ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ❛✈❡❝
✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❝❡tt❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✳

❯♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ✐♥tér❡ss❛♥t❡ s❡r❛✐t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ❞❡♣✉✐s ❧❡
s♦❧ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ P❧❛♥❝❦✱ ❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉①
❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ P♦✉r t❡st❡r ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡ ✐❝✐✱ ♥♦✉s s✐♠✉❧♦♥s ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
P❧❛♥❝❦ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✉ s♦❧ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝✐❡❧✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r s✉r r ❞❡ 1.6 · 10−2 à 0.69 · 10−2✱ ♠♦♥tr❛♥t
q✉❡ ❧❡s ❝❛♥❛✉① s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛♠é❧✐♦r❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✳ ▲❛ ♣❡rt❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té
s✉r r ❞✉❡ ❛✉① ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s r❡st❡ t♦✉t❡❢♦✐s s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ q✉✐ s❡r❛✐t ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡
❜é♥é✜❝✐❛♥t ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té s✉r t♦✉t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈é ✭❝♦♠♠❡ ❡♥ té♠♦✐❣♥❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✮✳

❉❡♣✉✐s ❧✬❡s♣❛❝❡

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s✬✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❧✬✉t✐❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧ ❞❡♣✉✐s ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❛❧♦rs
q✉✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥t❛♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s✱ ❡t ❡♥✈✐s❛❣❡r
❞✬❡♠♣❧♦②❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡r ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❝✐❡❧✳

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ✉♥ ✐♥str✉♠❡♥t ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡ ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❧❡s ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❊P■❈✲❈❙ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té✱ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❡t ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❛
♠ê♠❡ ré❣✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ q✉❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✉ s♦❧✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❢♦rt❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡
ré❣✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉① ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡s ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❊P■❈✲❈❙ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❛✈❡❝ ❝❡t ✐♥str✉♠❡♥t✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬é❝❤❡❝ r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✉ s♦❧ ✖ à sé♣❛r❡r ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❞✉ ❈▼❇ ✖ ♠♦♥tr❡ q✉❡
♠ê♠❡ s✉r ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❝✐❡❧✱ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❧✐❜r❡♠❡♥t ré❞✉✐t❡✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s✐♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✉ s♦❧✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s
❧❛ ♠ê♠❡ ré❣✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧✱ ♠ê♠❡ s✐ ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s✱ ✉♥❡ ré❣✐♦♥
✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ♣r♦♣r❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✳



✺✳✹✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ➚ ❉❊❙ ❈❆❙ P❆❘❚■❈❯▲■❊❘❙ ❉✬❊❳P➱❘■❊◆❈❊❙ ✶✶✼

❋✐❣✳ ✺✳✹ ✕ ▼❡s✉r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ♣❛r ❙♠✐❝❛ ♣♦✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❊P■❈✲■▼✳

❊♥ ❞é♣✐t ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦s♠✐q✉❡ ❞✉❡ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥
♦❜s❡r✈é❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✬❝✐❡❧ ♣r♦❢♦♥❞✬ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts
q✉❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧✱ ♠♦♥tr❛♥t ✉♥ ❣❛✐♥ ❧✐é à ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ré❞✉✐t❡ ❞❡s
❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡❝✐ ♥✬❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ s✐ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡
❞✐✛✉s❡✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❡✱ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡
♠❛✐s ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✱ r❡♠❡t ❡♥ ❝❛✉s❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t✱ q✉✬❡♥ ❞é♣✐t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✱ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛✉ss✐ ❣r❛♥❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✭D = 4✮ q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❊P■❈✲❈❙ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳ ❖♥
❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦t❡r q✉❡ ♥♦tr❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✬❡①♣❧♦✐t❡ ♣❛s ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s
s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❝❡ s❡♥s s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ❡♥t✐❡r✱ ❡t ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧ s♦♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❡ss✐♠✐st❡s
❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s s✉r ❞❡s ré❣✐♦♥s ré❞✉✐t❡s ❡t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳

❊♥ ❞❡r♥✐❡r ❧✐❡✉✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥é❣❧✐❣❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❧✐é❡s à ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉
❝✐❡❧ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é✈✐té❡s ♣♦✉r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ ré❞✉✐t❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❧✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❊ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞❡s ❇✳

✺✳✹✳✹ ▼❡s✉r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬é❧❛r❣✐r ❧✬ét✉❞❡ à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡s
♠♦❞❡s ❇ ♣r✐♠♦r❞✐❛✉①✳ ❈❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st é✈♦q✉é❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡ ❊P■❈✱ ❞✐t❡
❊P■❈✲■▼✲✹❑✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡ ❛ été r❡✈✉❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡
s♦♥ té❧❡s❝♦♣❡ à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ✹ ❞❡❣rés ❑❡❧✈✐♥✳ ▲❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ♠✐r♦✐r ♣❡r♠❡t ✉♥ ❢♦rt ❣❛✐♥
❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ré❛❧✐sé ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣rés✉♠é❡s ❞❡
❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥✱ ❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ r = 0.01✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é ♥♦tr❡
♠ét❤♦❞❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❄❄✮✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❢♦✉r♥✐r
✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ♠♦②❡♥♥é ❞❛♥s ✸✵ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ℓ = 2 ❡t ℓ = 300✳ ▲❛ ❧❛r❣❡✉r
❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝r♦ît ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳

▲❡ rés✉❧t❛t✱ ♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ❄❄✱ ❝♦♥✜r♠❡ q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡
❞✉ ❈▼❇ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥✱ ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞ès ❧♦rs
q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t ❡st s✉✣s❛♥t✳ P♦✉r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥❞✐q✉é✱ ❡♥ r♦✉❣❡✱ ❧✬❡rr❡✉r
❛tt❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦s♠✐q✉❡✳
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▲✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❜❛rr❡s ❞✬❡rr❡✉rs r♦✉❣❡s ❡t ❜❧❡✉❡s ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐é❡ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡
❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✱ ❡t à ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳

▲❛ ♠❡s✉r❡ s❛♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝é❞❡r à ❞✬❛✉tr❡s ♣❛✲
r❛♠ètr❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t nt ❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ♠♦✐♥❞r❡ ♠❡s✉r❡ τ ✭q✉✐ ❞❡✈r❛✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t êtr❡
♠✐❡✉① ♠❡s✉ré ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❊✮✳

✺✳✺ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s

▲❡ ❜✐❡♥✲❢♦♥❞é ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣❡✉ s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés
❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❞✐✛✉s✱ ❡t q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❞♦♠✐♥❡♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s
♥♦✉s ❡✛♦rç♦♥s ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❝❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t à ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❧❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s
à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡ ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❞✐✛✉s✳

✺✳✺✳✶ ■♠♣❛❝t ❞❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts ❛✉① ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s

■♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❧❡♥s✐♥❣✮

▲❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s t❡♥s❡✉rs ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ❧❛
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❊ ❡♥ ♠♦❞❡s ❇ ♣❛r ❡✛❡t ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❧❡♥s✐♥❣ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✱ ♦♥t été
❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ❧❡♥t✐❧❧és✱
❜❛sé❡s s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❛❣❡ ❡t ❞❡s ♠♦❞❡s ❊ ♥♦♥ ❧❡♥t✐❧❧és✱ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s
✭❄❄❄❄✮✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s s✉r r ♦❜t❡♥✉❡s ❛♣rès ❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ s♦♥t ✭s✐
♣rés❡♥t❡s✮ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❞✐✛✉s✱ ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s
❝❡tt❡ ét✉❞❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ❄❄✮✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ❧❡♥s✐♥❣ ♣♦✉rr❛✐t ♠♦❞✐✜❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧✲
t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ ❧❡♥s✐♥❣ ❛✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❈▼❇✳ ◆♦✉s ♥✬ét✉❞✐♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡
r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❛❣❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❊ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡ s❡✉❧❡♠❡♥t à êtr❡ ét✉❞✐é❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❄✮✳ ▲❡s ♠♦❞❡s ✐♥❞✉✐ts
♣❛r ❧❡ ❧❡♥s✐♥❣ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇✳ ◆♦✉s
s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡ t❡r♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣ré❞✐t ❡t ♥♦✉s ❧✬✐♥❝❧✉♦♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ ❈▼❇ ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❙♠✐❝❛✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡s ♠♦❞❡s ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❡ ❧❡♥s✐♥❣
❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ♣❛r ❧❡✉r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦s♠✐q✉❡ à ✉♥ ❜r✉✐t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ q✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ s✐❣♥❛❧
♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❡t ré❞✉✐t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉❛♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ♠❡s✉r❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s
❝❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛✉ ❝❛s ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❊P■❈✲❈❙ ❡t ❝✐❡❧ ♣r♦❢♦♥❞ ♣♦✉r r = 0.001✳ ▲❛ ❚❛❜❧❡ ❄❄ ♣ré✲
s❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❡♥s✐♥❣✱ ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t s♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡✳

❆✉① ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ ♣♦✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❊P■❈✲❈❙✱ ❧❡ ❧❡♥s✐♥❣ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡
❞❡ r✳ ❆✉① ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s s❡♥s✐❜❧❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ♠✉❧t✐♣♦❧❡s✱
σr/r ♣❛ss❡ ❞❡ ✵✳✶✽ à ✵✳✷✶✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ♣❡✉ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥
✶✺✪✳

P♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❝✐❡❧ ♣r♦❢♦♥❞✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦s♠✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❧❡♥t✐❧❧és
❞é❣r❛❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡✳

❚❛❜✳ ✺✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r r ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❧❡♥s✐♥❣ ✭r = 0.001✮✳

s❛♥s ❧❡♥s✐♥❣ ❧❡♥s✐♥❣
❊①♣ér✐❡♥❝❡ σr/r σℓ≤20

r /r σℓ>20
r /r σr/r σℓ≤20

r /r σℓ>20
r /r

❊P■❈✲❈❙ 0.18 0.26 0.29 0.21 0.26 0.38
❈✐❡❧ ♣r♦❢♦♥❞ 0.13 − − 1.1 − −

▲❡ ❧❡♥s✐♥❣ ♥❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛s ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts✱ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉
❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s ♠♦❞❡s t❡♥s❡✉rs r ∼ 10−3✱ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❛✉① ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s
♣❡✉t êtr❡ ♠❡s✉ré ❞❡ ❢❛ç♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ❧❡♥s✐♥❣ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡



✺✳✺✳ ❱❆❘■❆❚■❖◆ ❉❯ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊❙ ❆❱❆◆❚✲P▲❆◆❙ ✶✶✾

❚❛❜✳ ✺✳✹ ✕ ■♠♣❛❝t ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r ❛✈❡❝ ❊P■❈✲❈❙✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
✬♥♦✲♣s✬ ♥✬✐♥❝❧✉t ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ♥✐ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❝❛s
✬✐❞❡❛❧✬ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s
❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❝❛s ✬♥♦✲♠♦❞❡❧✬ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❡ss✐♠✐st❡✱ ♦ù ❛✉❝✉♥ ❡✛♦rt
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ré❛❧✐sé ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳

r r♥♦✲♣s r✐❞❡❛❧ r♥♦✲♠♦❞❡❧ σ♥♦✲♣sr σ✐❞❡❛❧r σ♥♦✲♠♦❞❡❧
r

0.001 1.07 · 10−3 1.04 · 10−3 2.00 · 10−3 1.84 · 10−4 1.91 · 10−4 2.49 · 10−4

♠❛❥❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❜❛❧❛②❛♥t ❧❡ ❝✐❡❧ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ■❧ ❝♦♥st✐t✉❡ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✉♥❡ s♦✉r❝❡
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡s✉r❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳ ❯♥❡
t❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ s♦✉str❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♥s✐♥❣✳ ❄ ❞♦♥♥❡
q✉❡❧q✉❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❝❡❝✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é ❞❡ ❢❛ç♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ✭s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡
❞✉ ❝❛s ✬❝✐❡❧ ♣r♦❢♦♥❞✬✱ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ✭❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❞✐✛✉s✱ s♦✉r❝❡s
♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ❧❡♥s✐♥❣✱ ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡s ♠♦❞❡s✮✱ s❡r❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡✳

■♠♣❛❝t ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s

❆❧♦rs q✉❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ♣❡✉t êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡ ❛✉① ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❛♥❣✉✲
❧❛✐r❡s ✭s✉♣ér✐❡✉r❡s à 1 ❞❡❣ré✮✱ ❧❡✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s r❛❞✐♦✱ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ❛✉① ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s ✭❄❄✮✳

▲❡s s♦✉r❝❡s ❜r✐❧❧❛♥t❡s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♦♥t ❞é❥à été ✐❞❡♥t✐✜é❡s✱ ♦✉ ❧❡ s❡r♦♥t ♣❛r
❧✬✐♥str✉♠❡♥t P❧❛♥❝❦✳ ▲❡✉r ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ♠❡s✉ré❡✱ s♦✐t ♣❛r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ s♦✐t
♣❛r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞é❞✐é❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱
❞♦♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞é♣❛ss❡ 500 mJy ✭❛✉t♦✉r ❞❡ 6000 s♦✉r❝❡s✮ s♦♥t ❞ét❡❝té❡s✱ ❡t q✉❡
❧❡✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉ s✐❣♥❛❧ ♣♦❧❛r✐sé ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s♦✉str❛✐t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r
♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s s❡✉✐❧s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ P❧❛♥❝❦ ❞❡✈r❛✐❡♥t
êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉rs✳

▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛❝t✉❡❧ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
♣ré❝✐s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s ✭♥♦♥ s♦✉str❛✐t❡s✮✳ P♦✉r ❝❡tt❡
r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡♥té ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡✉r ✐♠♣❛❝t ♣♦✉r ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❡①trê♠❡s ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥❝❧✉t ✉♥❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s ❛✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱
✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❝❛s ✬✐❞❡❛❧✬✮✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ✐❣♥♦r❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✭❝❛s
✬♥♦✲♠♦❞❡❧✬✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛rés à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s
s✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❛♥s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✭❝❛s ✬♥♦✲♣s✬✮✱ ❡t s♦♥t s②♥t❤ét✐sés ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❄❄✳

❈❡s rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❞❛♥s ♥♦s ♠♦❞è❧❡s✱ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ❞ét❡❝t✐♦♥s ❞❡ r = 0.001✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡
♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❝❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❜✐❛✐sé✳ P♦✉r ❊P■❈✲❈❙ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r ❡st✐♠é❡ ❡st
2 ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉✬❛tt❡♥❞✉✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜❛rr❡ ❞✬❡rr❡✉r ♣ré❞✐t❡✱ ❜✐❡♥
q✉❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ σr s✉❜✐ss❡✱ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ✸✵✪✳

❯♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ rét❛❜❧✐r ❧❡s q✉❛❧✐tés ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❜✐❛✐s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r
❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✬✐♥❝❧✉❛♥t ♣❛s ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❧é❣èr❡ ❛✉❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s✱ q✉✐ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s êtr❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡
✭σr ✈❛r✐❡ ❞❡ 1.84 à 1.91 · 10−4✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ✭✐ss✉ ❞❡ ❊q✳ ❄❄ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
❢❡♥êtré❡s ❡♥ ℓ✮✱ ♣♦✉r ❧❡s 3 ❝❛s ❞é❝r✐ts✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t
✐♥❝❧✉s❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❛❜s♦r❜é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✬❣❛❧❛❝t✐q✉❡✬ ❞❡
❙♠✐❝❛✱ q✉✐ s✬❛❥✉st❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉① r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬❛✈❛♥t✲♣❧❛♥ t♦t❛❧❡✳ ▲❛ ♣❛rt r❡st❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✉ ♠❛✉✈❛✐s ❛❥✉st❡♠❡♥t ❛✉① ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳ ▲✬❛❜s♦r♣t✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✬❛✈❛♥t✲♣❧❛♥✬✱ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞é❣r❛❞é ❛✉① ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s
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❋✐❣✳ ✺✳✺ ✕ ❆❥✉st❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s 3 ❝❛s ❞é❝r✐ts ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✬♥♦✲♣s✬ ♥✬✐♥❝❧✉t ❞❡ s♦✉r❝❡s
♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ♥✐ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ✈❛r✐❡ ❛✉t♦✉r
❞❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ❛tt❡♥❞✉❡ ✭❧✐❣♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡✮✳ ▲❡ ❝❛s ✬♥♦✲♠♦❞❡❧✬ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❡ss✐♠✐st❡✱ ♦ù ❛✉❝✉♥
❡✛♦rt ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ré❛❧✐sé ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t s✉❜✐t ✉♥❡ ♥❡tt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛s ✬✐❞❡❛❧✬ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐❞é❛❧❡
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡
❡①❛❝t❡♠❡♥t✱ ❡t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛✉ ❝❛s ✬♥♦✲♣s✬✳

❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳

✺✳✺✳✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❞✐✛✉s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♠♣❛❝t s✉r ♥♦s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❞❛♥s ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡
s♣❡❝tr❛❧ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥✱ ❡t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✱ ❡t r❡❣❛r❞♦♥s ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡
❝❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r✱ s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t✳

❈♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥

❈♦♠♠❡ ❞ét❛✐❧❧é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❞é✜♥✐t
✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♠♦♥♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥st❛♥t à t♦✉t❡s
❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❡st ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ré❛❧✐té✳ ❖♥ ❛tt❡♥❞✱ ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡
❢réq✉❡♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✳
❯♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ C(ξ)✱ r❡♣ré✲
s❡♥t❛♥t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ s♦♥ ✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ✭♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✮✳ ◆♦✉s s②♥t❤ét✐s♦♥s
❞♦♥❝ ♥♦s ❝❛rt❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

SX
ν (ξ) = SX

ν0
(ξ)

(
ν

ν0

)βs(ξ)+αC(ξ) log(ν/ν1)

✭✺✳✷✹✮

♦ù α ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧✐❜r❡ ♠♦❞✉❧❛♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ✭❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❄❄✮✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ✐❧❧✉str❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s✉r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥✳

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞♦♥❝ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ s✐ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥✱
❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣ré❞✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r✳ ❆ t✐tr❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ♥♦s
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ♣♦✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❊P■❈✲✷♠✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r = 0.001✳ ◆♦✉s ❧❛✐ss♦♥s ✐♥❝❤❛♥❣é❡s
❧❡s ❛✉tr❡s é♠✐ss✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❙♠✐❝❛✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ❄❄ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ à tr❛✈❡rs ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ r✳ ◆♦✉s
♥✬♦❜s❡r✈♦♥s ♣❛s ❞✬✐♠♣❛❝t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✱ ❝❡ q✉✐ t❡♥❞ à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬❛✈❛♥t✲
♣❧❛♥✱ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡ ♣♦✉r ❛❜s♦r❜❡r ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥✳
❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛②♦♥s ♣❛s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ t❡st❡r t♦✉s ❧❡s é❝❛rts ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉
P❙▼✱ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡st ✉♥ ❜♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✈✐s à ✈✐s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳
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❚❛❜✳ ✺✳✺ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ s✉r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s✱ à tr❛✈❡rs ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ r✳ ▲✬ét✉❞❡ s✬❛♣♣✉✐❡
s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❊P■❈✲✷♠✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s α ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧✳ ❖♥
♥✬♦❜s❡r✈❡ ❞✬é❝❛rts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✱ ♥✐ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ r✱ ♥✐ s✉r ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❧♦rsq✉❡
α ✈❛r✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦♥s✐st❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❲▼❆P✳

r σr α r − lnL

0.001 1.8 · 10−4
0 9.78 · 10−4 11.6
1 9.62 · 10−4 11.5
3 1.06 · 10−3 11.7

101 102 103�
10-1✁(✁+1)/(2

✂)C✄[☎K
C
M
B
2
]

Dust power spectrum at 150~GHz

origin
pessimistic

101 102✆[GHz]10-3

10-2

10-1

100

101

102

S
(

✝)/S(23GHz)
Synchrotron spectral index curvature

❋✐❣✳ ✺✳✻ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s t❡sté❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❞❡
❣❛✉❝❤❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❇ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡
à ✶✺✵ ●❍③ t❡❧❧❡ q✉❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ P❙▼ ✭❧✐❣♥❡ ♣❧❡✐♥❡✮✱ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❡ss✐♠✐st❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡
♥✐✈❡❛✉ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ✭❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ❧❡ P❙▼ ✭❡♥ ♥♦✐r✮ ❡t ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ✭❡♥ ❣r✐s✮✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ♣❧❡✐♥❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥
❢réq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s♣❡❝tr❛❧✱ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ♣♦✐♥t✐❧❧é❡s✱ s❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s✳

▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✱ ❡t r❡❣❛r✲
❞♦♥s ❧✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐❣♥❡♥t ❧✬é♠✐ss✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✳ P♦✉r ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡st ❣r❛♥❞❡✱
❡t ❧❡ r❡st❡r❛ ❥✉sq✉✬à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ P❧❛♥❝❦✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ✐❝✐✱ ✉♥
♠♦❞è❧❡ très ♣❡ss✐♠✐st❡✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ✉♥
❢❛❝t❡✉r 2✱ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ❛♣♣❧❛t✐❡ ❛✉① ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ✐♥❞❡① ♥♦♠✐✲
♥❛❧ ❞❡ −2.5 à −1.9✳ ▲❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à ❝❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t
r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ✜❣✉r❡ ❄❄ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✳

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✭❧✬❡①✲
♣ér✐❡♥❝❡ ❛✉ s♦❧ ❡t ❊P■❈✲✷♠✮ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳
▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ r ♥✬❡st q✉❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡ ✭✈♦✐r ❧❛ t❛❜❧❡ ❄❄✮✳ ▲❡ ❜r✉✐t ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ét❛♥t
✐♥❝❤❛♥❣é✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞é♣❡♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ❡t ♥♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ✐♥t❡♥s✐té ❣❧♦❜❛❧❡✳



✶✷✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❈❖▼P❖❙❆◆❚❊❙ ❉■❋❋❯❙❊❙ ✿ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊❙ ▼❖❉❊❙ ❇

❚❛❜✳ ✺✳✻ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ s✉r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ◆♦✉s
❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❡ss✐♠✐st❡ ✭❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡
✶✼✪✱ s♣❡❝tr❡ ❛♣♣❧❛t✐✮ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉ P❙▼ ✭❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✷✪✮✳

❊①♣❡r✐❡♥❝❡ r r♦r✐❣✐♥ r♣❡ss✐♠ σ♦r✐❣✐♥r σ♣❡ss✐♠r

❙♦❧ 0.01 1.84 · 10−2 1.69 · 10−2 1.62 · 10−2 1.62 · 10−2

❊P■❈✲✷♠ 0.001 8.77 · 10−4 8.77 · 10−4 3.68 · 10−4 3.61 · 10−4

✺✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❞é❞✐é❡ à
❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣♦❧❛r✐sé❡s ❞✐✛✉s❡s✱ ❡t ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s
✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡✳

❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ r❡♥❞r❡ ❞✐✣✲
❝✐❧❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r = 0.01 ❞❡♣✉✐s ❧❡ s♦❧✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❞♦♥t ❞✐s♣♦s❡♥t ❧❡s
✐♥str✉♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛♥t à tr❛✈❡rs ❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t✱ q✉❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ P❧❛♥❝❦
❞❡✈r❛✐t ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡①✲
♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ❛✉ s♦❧✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ s❡♠❜❧❡ t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ♣❡r♠❡ttr❡ ♥♦♥
♣❧✉s ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ r = 0.01✳

❉❡♣✉✐s ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛♥♥♦♥❝é❡s ♣♦✉r ❧❛ ❢✉t✉r❡ s♦♥❞❡ ❊P■❈✱ ❞❡✈r❛✐❡♥t
♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❢❛✐❜❧❡
q✉❡ r = 0.001✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ♦✉tr❡✱ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ♣❡✉ ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉
❧❡♥s✐♥❣ ❡t ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡
❞✉ ♣✐❝ ❞❡ ré✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❛✉① ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ℓ ≤ 10✳ ◆♦tr❡ ét✉❞❡ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥❞✉✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ s✉r ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ✭∼ 85%✮
♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉rr❛✐t t♦✉t❡❢♦✐s êtr❡ ❛❧téré ♣❛r ❞❡s
❡✛❡ts ✐♥str✉♠❡♥t❛✉① s②sté♠❛t✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❜r✉✐t à ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ♥♦♥ ❝♦♥s✐❞érés
❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ❡st
❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡♣✉✐s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ r = 0.01✳

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s✱ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ♣r♦❢♦♥❞❡
❞✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ré❣✐♦♥ ♣❡✉ ❝♦♥t❛♠✐♥é❡ ❞❡♣✉✐s ❧✬❡s♣❛❝❡ s❡♠❜❧❡ ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡
à ✉♥ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❝✐❡❧✳ ▲❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ♥✬❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡
à ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ ❤❡✉rt❡r❛✐t ✉♥❡ t❡❧❧❡ str❛té❣✐❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡
q✉❛♥t à ❧✬❡✣❝❛❝✐té ré❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❈❡ ❝❛s ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ✭♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❧✐és à ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱
❧❡♥s✐♥❣✱ s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✮✳

❙✐❣♥❛❧♦♥s✱ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s✳ ■❧s ♣♦✉rr❛✐❡♥t
êtr❡ ❛♠é❧✐♦rés ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡✲
s✉r❛♥t t♦✉t ❧❡ ❝✐❡❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❢✉t✉rs ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ♣♦✉r tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts✱ ❞❡✈r❛✐❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ✭❡t ❞✉ ❜r✉✐t✮ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧♦rs ❞❡
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✱ r✐❡♥ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡r❛ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡
❣♦✉✈❡r♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ♣❧✉s ❛❞❛♣té ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à
rés♦✉❞r❡ ❡t ♠✐❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥t✳

❊♥✜♥ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡♣ré✲
s❡♥t❡♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡✉r ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✬✉♥
❝❛♥❛❧ à ✉♥ ❛✉tr❡ ✭q✉✐ ✜①❡ D✮✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛②♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❞✐✈❡rs❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ♥❡ r❡♠❡tt❛✐❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝❛✉s❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♥❡
♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬❡①❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✳ ▲❡s ❢✉t✉r❡s ♠❡s✉r❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ P❧❛♥❝❦
♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ❧❡✈❡r✱ ❡♥ ♣❛rt✐❡✱ ❝❡tt❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❉ét❡❝t✐♦♥ ❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s

♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s

❙♦♠♠❛✐r❡
✻✳✶ ❉ét❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✻✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉ ❝✐❡❧ ❡♥t✐❡r ✶✷✺

✻✳✸ ❋✐❧tr❡ ❛❞❛♣té ❧♦❝❛❧✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✻✳✸✳✶ ❉é❝♦✉♣❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✻✳✸✳✷ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✻✳✸✳✸ ❋✐❧tr❡ ❛❞❛♣té ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✻✳✸✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❜r✉✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✻✳✸✳✺ P✐♣❡❧✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✻✳✸✳✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ P❧❛♥❝❦ s✐♠✉❧é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✻✳✹ ❙♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✻✳✹✳✶ ❙♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✻✳✹✳✷ ▼❛sq✉❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ét❡♥❞✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✻✳✹✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✻✳✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à P❧❛♥❝❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✻✳✺ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

❆❧♦rs q✉✬❛✉① ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s
❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ♣❛r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✐✛✉s❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❞❡ ❧♦✐♥ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡
s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t r❡♠❛rq✉❛❜❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡
s✐❣♥❛❧ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s à ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡✳ ❊♥ s❡ ré❢ér❛♥t à ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉✬à
♣❛rt✐r ❞❡ ℓ ∼ 150 ❡t à ❤❛✉t❡ ❧❛t✐t✉❞❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ✭✼✺✪ ❞✉ ❝✐❡❧✮✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡
❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛str♦♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❈▼❇ s♦♥t ✿

✕ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐q✉❡s✱
✕ ❡t ❧✬❡✛❡t ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤ ❞❛♥s ❧❡s ❛♠❛s ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡s✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✐✛✉s❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡ ❞é❝r♦ît ❛ss❡③

r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ✭∝ ℓ−3✮✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ré❣✐♦♥s ❞✬é♠✐ss✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡
❢❛✐❜❧❡ t❛✐❧❧❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❣❛❧❛①✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s très
✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❞❡✈✐❡♥t s❡♥s✐❜❧❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡
♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❞é❝♦rré❧é ❞❡ ♣✐①❡❧ à ♣✐①❡❧✳ ❙❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ r❡st❡ ❞♦♥❝ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧✬é❝❤❡❧❧❡
❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥♥❛ît ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s
❢♦rt❡ q✉❡ ℓ−2✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t ❞é❝r♦ît ❞♦♥❝ ❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✱
❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ét❛♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❛❝❝❡♥t✉é ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛✈❡❝ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡
✭❧♦❜❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ré♣♦♥s❡ ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs✳✳✳✮ q✉✐ ❛tté♥✉❡ ❧❡s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ à ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ t♦✉t ❡♥
♥♦t❛♥t q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❧♦❝❛❧✐sé❡s s✬ét❡♥❞❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❡✛❡t ❙❩✳

✶✷✸



✶✷✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❊❚ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ❙❖❯❘❈❊❙ P❖◆❈❚❯❊▲▲❊❙

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❛str♦♣❤②s✐q✉❡ à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡
❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ✉♥ ✐♥térêt ♣r♦♣r❡ ✿ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❧❡s ♣❧✉s ❜r✐❧❧❛♥t❡s ♦❜s❡r✈é❡s ♣❛r P❧❛♥❝❦ ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ❞r❡ss❡r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❝❛t❛❧♦❣✉❡ s✉r
t♦✉t ❧❡ ❝✐❡❧ à ❝❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♣❡✉ ♦❜s❡r✈é❡s✱ ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛♠❛s ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡ ♣❛r ❧✬❡✛❡t
❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤✱ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❡✳ ▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
❝❡s é♠✐ss✐♦♥s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❡st✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✉♥❡ ♥é❝❡ss✐té✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s✮✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s✱ s✉r ❝❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✱ q✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣♦✉rs✉✐✈✐t ♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠❡♥é à ❛♣♣❧✐q✉❡r
✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ✿ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t
❞✬✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✉ss❡s ❞ét❡❝t✐♦♥s✳
❯♥ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥t❛♠✐♥é ♣❛r ❞❡s ❡♥tré❡s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❛✉❝✉♥ ♦❜❥❡t ré❡❧ ❛✉r❛ ♣❡✉
❞✬✐♥térêt ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✐❧ ❡st ♣❡✉ s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡
❞❡ ❧❛✐ss❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛✈❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s
❞✐✛✉s❡s ✭❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ✳✳✳✮✳

➚ ❝❡ t✐tr❡✱ ♥♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s ♣rés❡♥té❡s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s♦♥t ♣❡✉ ❛❞❛♣té❡s à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣♦♥❝t✉❡❧s✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ♥✬❡①♣❧♦✐t❡♥t ♣❛s ❧❛
❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♠♠❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❥✉st✐✜é✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t✱ q✉✐
❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ♦✉ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✳ ▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s
✭❧❡✉r ✢✉① ❡t ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥✮ ❞♦✐✈❡♥t s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❢♦♥t ❞♦♥❝ ❧✬♦❜❥❡t
❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t sé♣❛ré✳ ❈❡ tr❛✐t❡♠❡♥t r❡st❡ t♦✉t❡❢♦✐s ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✐é à ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❞✐✛✉s❡s✱ ❝❛r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❜r✐❧❧❛♥t❡s ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ✉♥❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡s
st❛t✐st✐q✉❡s✱ q✉✐ ❞é❣r❛❞❡♥t ♦✉ ❝♦♠♣r♦♠❡tt❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t
❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳

❙✐❣♥❛❧♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ré❣✐♠❡s ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s
❛✉ s✐❣♥❛❧✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s ❧❡s ♣❧✉s ❜r✐❧❧❛♥t❡s s♦♥t ♣❡✉ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ❡t ❧❡✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉
s✐❣♥❛❧ ❡st ❞✐st✐♥❝t❡ ❡t ❧♦❝❛❧✐sé❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ré❣✐♠❡✱ s✐ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❜r✐❧❧❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉ ❜r✉✐t✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡❝té❡ ♣✉✐s ♠❛sq✉é❡ ♦✉ s♦✉str❛✐t❡✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✉♥❡ ❜r✐❧❧❛♥❝❡
❞♦♥♥é❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❜r✐❧❧❛♥❝❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ✭❡♥tr❡ ❛✉tr❡ ♣❛r ❡✛❡t
❣é♦♠étr✐q✉❡✮✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❢❛✐❜❧❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s✳ ▲❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡
❝❡ ❢♦♥❞ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s
✐♥❢r❛r♦✉❣❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ré❣✐♠❡ ✐❧ ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s êtr❡ tr❛✐té ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✐✛✉s❡✳

◆♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❡t ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st
❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P❧❛♥❝❦✳ ❙♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ét❛♥t
❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t s♦♥ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❈▼❇✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❢♦r♠❡❧✳ ❙♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❈▼❇ s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉
❝✐❡❧✱ s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❛tt❡♥❞✉❡s ❞❡ P❧❛♥❝❦✱ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡
s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ❡t ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s P❧❛♥❝❦ s✐♠✉❧é❡s✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛✐t❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s✳

✻✳✶ ❉ét❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s
s♦♥t ✐♥t✐♠❡♠❡♥t ❧✐és✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡
❧✬✐♥str✉♠❡♥t ❡st ♠❡s✉ré❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❡st
❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ✭✷ ♣❛r❛♠ètr❡s✮ ❡t s♦♥ ✢✉① ✭✶ ♣❛r❛♠ètr❡✮✳ ▲✬❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧✐❜r❡✳

❖♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ s♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✭H0✮✱ ♦♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❢♦♥❞ ♥♦té n(ξ) ✿

H0 : x(ξ) = n(ξ) . ✭✻✳✶✮
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❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s ✭Hs✮✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞♦♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♥♥✉❡ θ✱ ✈✐❡♥t
s❡ s✉♣❡r♣♦s❡r ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❢♦♥❞✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A > 0 ✿

Hs : x(ξ) = Aθ (ξ) + n(ξ) . ✭✻✳✷✮

❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞♦✐t ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ Hs ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣❛s ❞❡
s♦✉r❝❡s✱ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡ ♦✉ ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✳

▲❡ t❡st ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ✭●▲❘❚✮✱ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ✿

Λ = sup
A

2 ln

(
p(x|Hs)

p(x|H0)

)
. ✭✻✳✸✮

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡①❝è❞❡ ✉♥ s❡✉✐❧ ❝r✐t✐q✉❡ c✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ Hs ❡st
sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ H0✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té Λ s✉✐t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t
✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ χ2✱ ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡st é❣❛❧ ❛✉ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❛❥✉stés✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✶✳

❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❢♦♥❞ ❡st ❛ss✐♠✐❧❛❜❧❡ à ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❝♦rré❧é ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ R ❡t ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✭❡♥ ❛❞♦♣t❛♥t ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ♣♦✉r x ❡t θ✮ ✿

Λ = Â2θ†R−1θ, ❛✈❡❝ Â =
θ†R−1

θ†R−1θ
x . ✭✻✳✹✮

Â ❡st ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ■❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r
❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧tr❡ W = θ†R−1

θ†R−1θ
✳ ❈❡ ✜❧tr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té ✭♠❛t❝❤❡❞

✜❧t❡r ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✶✳
▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ p(A|Hs) ♣♦✉rr❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r

✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t ❜❛sé s✉r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❇❛②❡s ✿

K =

∫
p(A|Hs)p(x|A,Hs)ds

p(x|H0)
. ✭✻✳✺✮

■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞ét❡❝t❡✉r ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❧❡♠♠❡ ❞❡ ◆❡②♠❛♥✲P❡❛rs♦♥✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛str♦♣❤②s✐q✉❡s ❢❛✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s
s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ●▲❘❚ ❡st ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ très ♣r♦❝❤❡
❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r ❝❧❛✐r✈♦②❛♥t ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❞♦♥❝ ❧❡ ●▲❘❚✱
♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✈✐❛ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❄✳

✻✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉
❝✐❡❧ ❡♥t✐❡r

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❈▼❇ ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s
♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❛ été s✉❣❣éré❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ❄✳ ▲❡ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❞ n(ξ) ♣❡✉t êtr❡ ❛ss✐♠✐❧é à ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥
✐s♦tr♦♣❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✱ ❞é❝r✐t ♣❛r s♦♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ Nℓ✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t Bℓ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✉
ré❝❡♣t❡✉r ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧
❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❉✐r❛❝ ❛✈❡❝ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t✱ ❧❡ ✜❧tr❡ ♣r❡♥❞
❧❛ ❢♦r♠❡ s✐♠♣❧❡ ✿

Wℓ =
BℓNℓ

−1

∑
ℓ

2ℓ+1
4π B2

ℓN
−1
ℓ

. ✭✻✳✻✮

❈❡ t②♣❡ ❞❡ ✜❧tr❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡❲▼❆P ✭❄✮ ❛✈❡❝ Nℓ = B2
ℓ C❝♠❜

ℓ +C❜r✉✐tℓ ✱
♦ù C❜r✉✐tℓ ❡st ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❛✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡ ❜r✉✐t ♥✬❡st t♦✉t❡❢♦✐s
♣❛s ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡✳ P♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛
♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉ ❜r✉✐t✱ ❧❡ ✜❧tr❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ T ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❧✬✐♥✈❡rs❡
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❞❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ✭❧✐é❡ ❛✉① ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s N♦❜s ❞❛♥s ❝❡
♣✐①❡❧ ✮ ✿ N1/2

♦❜s T ✳
▲❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P ❛

é❣❛❧❡♠❡♥t été ét❡♥❞✉✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❄✮ ❡t ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r s♦✉str❛✐r❡ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❈▼❇ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✭❄✮✳

▲❡s ❞♦♥♥é❡s P❧❛♥❝❦ ♣rés❡♥t❡r♦♥t ❞❡ ❣r❛♥❞❡s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❲▼❆P✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s
♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐✛ér❡♥❝❡s s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ ✏❝♦♥st❛♥t✑ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ s♦✉s
♦♣t✐♠❛❧❡ ✿

✕ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞❡ P❧❛♥❝❦ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ s❡r❛
♠♦✐♥s ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❲▼❆P✳

✕ ▲❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ❡st ❛❝❝r✉❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞r❛ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s
❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ✭❢♦rt❡♠❡♥t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✮ ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❢♦♥❞ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

✕ ▲❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ P❧❛♥❝❦ ❡st ♣❧✉s ét❡♥❞✉❡✳ ▲❡s ❝❛♥❛✉① ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t✱ s❡r♦♥t ❞♦♠✐♥és ♣❛r ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s✳

❈❡❝✐ ❛ ♠♦t✐✈é ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❧♦❝❛❧❡s ✭❄❄✮ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s P❧❛♥❝❦✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛❝t✐✈✐tés ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥s❛❝ré❡s à ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣♦✉r
♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛sq✉❡s ❛❞❛♣tés ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❞✐✛✉s❡s✳

✻✳✸ ❋✐❧tr❡ ❛❞❛♣té ❧♦❝❛❧✐sé

❉❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés s♦♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❛ s♣❤èr❡✳ ❉❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ré❡❧✱ ❧❛ s♣❤èr❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦✉♣é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠❛sq✉❡s✱ s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ❛❞♦♣t❡ ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡✱
♥é❛♥♠♦✐♥s✱ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡ s✉r❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥s ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡r ❧❛ s♣❤èr❡ ❡♥ ③♦♥❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❥❡t❡r s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t✳ ◆♦✉s ❜é♥é✜❝✐♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ❋♦✉r✐❡r r❛♣✐❞❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥✱ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡s♣❛❝❡✲❢réq✉❡♥❝❡✱ t❡❧ q✉❡ ❝❡✉①
❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ✭❄❄❄✮✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
❞❡ ♣❧❛♥s t❛♥❣❡♥ts à ❧❛ s♣❤èr❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣❧❛♥s✳
▲❡s ❝❛t❛❧♦❣✉❡s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥és ❡♥ ✉♥ s❡✉❧✱ ❝♦✉✈r❛♥t ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧✳ ▲❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s
s✉✐✈❛♥ts ❞ét❛✐❧❧❡♥t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s✳

✻✳✸✳✶ ❉é❝♦✉♣❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡

❉✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡

■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ s♣❤èr❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞♦♥♥é ❞❡ ❢❛❝❡tt❡s ré❣✉❧✐èr❡s✳
P♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ré♣♦♥❞ ❛✉① ❝r✐tèr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ▼✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝❡tt❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝♦✉✈r✐r ❧❛ s♣❤èr❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

✕ ▼✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡tt❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❧✐♠✐t❡r ❧❡s
❡✛❡ts ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t✳

❯♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡s ❝r✐tèr❡s ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❄✳ ■❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ q✉❛s✐✲ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡s ❢❛❝❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❧✬✐❝♦s❛è❞r❡ s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ✐♥s❝r✐t❡✳ ▲❡s
❢❛❝❡tt❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♦♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é
❡st ❞♦♥❝ d♠❛① ≈

√
2π

3
√

3N♣✐①

♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝❡s N♣✐①✳ ❙✐ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❧✬✐❝♦s❛è❞r❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s

❝❡♥tr❡s ❞❡ 2r ❢❛❝❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝❡s t♦t❛❧ ❡st ✿ N♣✐① = 40r(r − 1) + 12✳

❚❛✐❧❧❡ ❞❡s ❢❛❝❡s

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s ❢❛❝❡s rés✉❧t❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ✿



✻✳✸✳ ❋■▲❚❘❊ ❆❉❆P❚➱ ▲❖❈❆▲■❙➱ ✶✷✼

❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ P❛✈❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ♣❛r ❞❡s ❝❛rt❡s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ▲❡s ③♦♥❡s ❜❧❡✉❡s s♦♥t
❝♦✉✈❡rt❡s ♣❛r ✶ s❡✉❧❡ ❝❛rt❡✱ ❧❡s ③♦♥❡s ✈❡rt❡s ♣❛r ✷ ❡t ❧❡s ③♦♥❡s r♦✉❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❞❡ ✸ ❝❛rt❡s✳

✕ ❉❡s ❢❛❝❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ré❞✉✐t❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❧♦❝❛❧❡s ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❢♦♥❞ n(ξ)✳ ▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❧✐é❡ à ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
❧✐♠✐té❡✳

✕ ❉❡s ❢❛❝❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡
❢♦♥❞ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r ❞✉ ❝✐❡❧ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ ❧❛ ✢❡①✐✲
❜✐❧✐té ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣r♦♠✐s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ s♦✉❤❛✐t❡r ❢✉s✐♦♥♥❡r ❧❡s
③♦♥❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❢♦♥❞ ❛ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✐♠✐❧❛✐r❡s ✭③♦♥❡s ❞♦♠✐♥é❡s ♣❛r ❧✬é♠✐ss✐♦♥
❣❛❧❛❝t✐q✉❡✱ ③♦♥❡s ❜é♥é✜❝✐❛♥t ❞✬✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡✱ ✳✳✳✮✳ ❖♥ ❝♦♥s❡r✈❡r❛✐t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛❞❛♣✲
t❛t✐♦♥ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✱ t♦✉t ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ③♦♥❡s✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ t❡♠♣s
❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬ét✉❞❡ s❡r❛✐t r❡♥❞✉ ♣❧✉s ❛✐sé ❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡s♣❛❝❡✲❢réq✉❡♥❝❡✳

❘❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ▲❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞✉ ❝✐❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s s✐t✉é❡s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡s ❢❛❝❡s✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❝♦♥t♦✉r♥és ❡♥ ❧❛✐ss❛♥t ❧❡s ❝❛rt❡s s❡ r❡❝♦✉✈r✐r ❧❛r❣❡♠❡♥t✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s ❞❡✉① ❢♦✐s ♣♦✉rr♦♥t
êtr❡ é❧✐♠✐♥é❡s à ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❝❛t❛❧♦❣✉❡s✳ P♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s P❧❛♥❝❦ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♣❛✈❡r ❧❛ s♣❤èr❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✹✾✷ ❝❛rt❡s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ❞❡ ✶✵ ❞❡❣rés ❞❡ r❛②♦♥✳ ▲❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡
❝❡ ♣❛✈❛❣❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳

✻✳✸✳✷ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t

❊✛❡ts ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❣♥♦♠♦♥✐q✉❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛③✐♠✉t❛❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❡st s✐t✉é ❛✉
❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ✭♣♦✐♥t t❛♥❣❡♥t✮ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t é❧♦✐❣♥é ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡
α ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r r = tan(α)✳ ▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ s✐t✉é❡ à ✉♥ ❛♥❣❧❡ α ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❡st ❞❡ 1

cos2 α
❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ❡t 1

cos α ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡✳ ▲❡ r❛②♦♥ ❞❡ ♥♦s ❝❛rt❡s ét❛♥t ❧✐♠✐té à
✶✵ ❞❡❣rés✱ ❝❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡st❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à 1.5 ❡t 3.1✪ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t
❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❞✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥✳

❊✛❡ts ❞❡ réé❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s s✉✐✈❛♥t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✲
♥❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ▲❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ✭❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❲▼❆P ❡t P❧❛♥❝❦✮✱
❡st ❝❡❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣✐①❡❧✐s❛t✐♦♥ ❍❊❆▲P✐①✳

▲❡ réé❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞✉ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❡✉t t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ♣♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ à ❜❛♥❞❡
❧✐♠✐té❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ❜r✉✐t ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳
▲✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s❡ ré✈é❧❡r ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♦♣té ♣♦✉r
❧❡ s❝❤é♠❛ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ❞✉ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥ s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ s✉r✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡✳ ❈❡tt❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ♥✬❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s à ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s q✉✐



✶✷✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❊❚ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ❙❖❯❘❈❊❙ P❖◆❈❚❯❊▲▲❊❙

♠♦❞✐✜❡♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s❡r♦♥t t♦✉t❡❢♦✐s ❧❛r❣❡♠❡♥t é❧✐♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡
❛❞❛♣té✳

✻✳✸✳✸ ❋✐❧tr❡ ❛❞❛♣té ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r

▲❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ❄❄✮ s✬é❝r✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
❋♦✉r✐❡r✳ ❖♥ ♥♦t❡ ñ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❢♦♥❞ n✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❢♦♥❞
ét❛♥t ♠♦❞é❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s s♦♥
s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ Pn(k) q✉✐ ❡st t❡❧ q✉❡ E (ñ(k)⋆ñ(k′)) = Pn(k)δ(|k − k′|)✱ ♦ù ❧✬♦♥ ♥♦t❡ x⋆ ❧❡
❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥❥✉❣✉é ❞❡ x✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

W (k) = θ̃⋆(k)Pn(k)−1

(∫
dk
∣∣∣θ̃(k)

∣∣∣
2

Pn(k)−1

)−1

. ✭✻✳✼✮

❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡
θ̃ ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠❡s✉ré❡✮ ❡t ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ Pn✳

✻✳✸✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❜r✉✐t

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❜r✉✐t ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ✿
✕ ▼♦❞é❧✐sé❡✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❈▼❇ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥ ✭♦✉ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t✮
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ❡t s♦♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐✳ ❈❡ ♥✬❡st ❞é❥à ♣❛s ❧❡
❝❛s ❞✉ ❜r✉✐t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t t♦✉t❡❢♦✐s ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❤♦♠♦✲
❣è♥❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t✳ ▲❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣rés❡♥t❡♥t
✉♥❡ ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ❡t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛✐sé❡✳

✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❢♦✉r♥✐❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s t❡❧❧❡ q✉❡ ❙♠✐❝❛✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♣❧❛♥✳

✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t
♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉❝✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳

❯♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡
♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✐s❝rèt❡ ✿

Pn(k) =
1

wk

∑

|k|=k

|ñ(k)|2 . ✭✻✳✽✮

❙✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦②❛✉ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❧✐ss❡✳

▲❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❢♦♥❞ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é ❡♥ ❝♦✉♣❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❛♣♣♦rt❛♥t ✉♥❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ ❛✉ s✐❣♥❛❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t σ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ x ♦♥ ♣❡✉t ❢♦r♠❡r
❧❡ ♠❛sq✉❡ w ❞é❝♦✉♣❛♥t ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❧♦❜❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❛✉t♦✉r ❞❡s ♣♦✐♥ts t❡❧s q✉❡ x > 5σ✱
❡t ❢❛✐r❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Pn ≈ 1

f❝✐❡❧
Pwx ♦ù f❝✐❡❧ ❡st ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ♥♦♥ ❡①❝❧✉❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛sq✉❡✳

▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡✳ ❙✐
t❡❧ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦❝é❞❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ✜❧tr❡ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧ ♣✉✐s ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡♥ ♠❛sq✉❛♥t
❧❡s s♦✉r❝❡s ❛✐♥s✐ ❞ét❡❝té❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ s✉r
✉♥❡ ❝❛rt❡ ❝❡♥tré❡ à ✉♥❡ ❧❛t✐t✉❞❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ à ✶✵✵ ●❍③ ❞❡ P❧❛♥❝❦✳ ▲❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❞r♦✐t❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❡❧✳

✻✳✸✳✺ P✐♣❡❧✐♥❡

▲❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❝❛rt❡ Â(ξ)✳ ❙✐ ❧❡ ❢♦♥❞ ét❛✐t ❛ss✐♠✐❧❛❜❧❡
à ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛rt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐t à ❧✬❡st✐♠é❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❝❡♥tré❡ s✉r ❧❡ ♣✐①❡❧✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡
❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ à ❝❡tt❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é✱ ❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❄❄✮✱ ♣❛r Λ =

Â2

(∫
dk
∣∣∣θ̃(k)

∣∣∣
2

P (k)−1

)
✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡



✻✳✸✳ ❋■▲❚❘❊ ❆❉❆P❚➱ ▲❖❈❆▲■❙➱ ✶✷✾

❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ ❙♣❡❝tr❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ✶✻ ❞❡❣rés ❞❡ ❝ôté ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❢♦r♠❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ✜❧tr❡
❛ss♦❝✐é✳ ▲❛ ❝❛rt❡ ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ à ✶✵✵ ●❍③ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t
P❧❛♥❝❦✳ ▲❛ ❝❛rt❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✶✵ s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝t❛❜❧❡s à ♣❧✉s ❞❡ ✺ σ s❛♥s ✜❧tr❛❣❡ q✉✐ ♦♥t été
♠❛sq✉é❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡✳ ▲❛ ❧❛r❣❡✉r à ♠✐✲❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✜❧tr❡ ❡st ❞❡ ✶✵ ♠✐♥✉t❡s ❞✬❛r❝✳

❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ✜❧tré❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❞♦♥❝ σ =

(∫
dk
∣∣∣θ̃(k)

∣∣∣
2

P (k)−1

)−1/2

✳

▲❡ ●▲❘❚ ♣ré❝♦♥✐s❡ ❞❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ Hs ❧♦rsq✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡
❡①❝è❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ c✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ s❡✉✐❧ c′ =

√
cσ à ❧❛ ❝❛rt❡

✜❧tré❡✳
❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ✜❧tr❡

❛❞❛♣té ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ♣✐❝s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❞♦♥t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶✵✪✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s
très ❜r✐❧❧❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ❢❛✉ss❡s ❞ét❡❝t✐♦♥s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣✐❝s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s
❡①❝è❞❡♥t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✳ P♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦❝é❞❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡
❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡①❝é❞❛♥t ❧❡ s❡✉✐❧ ❛✈❛♥t
❞❡ ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ✜❧tr❛❣❡✳

❖♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ❄❄ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ❡st
♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✉♥ ❞❡♠✐ ❞❡❣ré ❞✉ ❝❡♥tr❡✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ♥♦t❛❜❧❡s s❡r♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡
❞é♣❡♥❞ t♦✉t❡❢♦✐s ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❢♦♥❞ ❡t✱ ❢♦rt❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♥✬❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ♣♦✉r ❧❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥
✈✉❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s✳

▲❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❝❛t❛❧♦❣✉❡s ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛rt❡s ❞♦✐t ❛ss♦❝✐❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s s✉r
❧❡s ③♦♥❡s q✉✐ s❡ r❡❝♦✉✈r❡♥t✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ ❞♦♥❝ ❧❡s s♦✉r❝❡s sé♣❛ré❡s ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉
♣✐①❡❧✱ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡st✐♠é❡ ❞✐s♣♦s❛♥t ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t✳

P♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s P❧❛♥❝❦ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❞❡✉①
ét❛♣❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡ à 20σ✱ ❡t ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ à 5σ ✿

✶✳ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ s✉r ❧❡ ♣❛✈❛❣❡ ♣❛r ❧❡s ♣❧❛♥s t❛♥❣❡♥ts✳

✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛rt❡✳

✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛rt❡✳

✹✳ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s t❡❧❧❡s q✉❡ Â > 20σ✳

✺✳ ❋✉s✐♦♥ ❞❡s ❝❛t❛❧♦❣✉❡s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛rt❡s✳

✻✳ ▼❛sq✉❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s✳

✼✳ ❘é♣ét✐t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ✶✱ ✷ ❡t ✸ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛sq✉é❡s✳

✽✳ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s t❡❧❧❡s q✉❡ Â > 5σ✳

✾✳ ❋✉s✐♦♥ ❞❡s ❝❛t❛❧♦❣✉❡s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛rt❡s✳

▲❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ✜♥❛❧ ❡st ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❝❛t❛❧♦❣✉❡s à ✷✵ ❡t ✺ σ✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ét❛♣❡s ❡♥ ❈✰✰ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥

❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st r❛♣✐❞❡✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s
✉♥❡ ❝❛rt❡ ❍❊❆▲P✐① à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ P❧❛♥❝❦ ✭♥s✐❞❡ ❂ ✷✵✹✽✮ r❡q✉✐❡rt q✉❡❧q✉❡s ♠✐♥✉t❡s ❞❡ t❡♠♣s



✶✸✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❊❚ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ❙❖❯❘❈❊❙ P❖◆❈❚❯❊▲▲❊❙

❚❛❜✳ ✻✳✶ ✕ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s s✉♣♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✜❝t✐❢
❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t P❧❛♥❝❦ ✭❄✮✳ ▲❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❛♥s ✉♥ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ✭❍❊❆▲P✐①
♥s✐❞❡❂✷✵✹✽✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r σ = σ0/

√
N♦❜s✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ Nℓ ❡st

❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✉ ❝✐❡❧✳
❈❛♥❛❧ ✸✵ ●❍③ ✹✹ ●❍③ ✼✵ ●❍③ ✶✵✵ ●❍③ ✶✹✸ ●❍③ ✷✶✼ ●❍③ ✸✺✸ ●❍③ ✺✹✺ ●❍③ ✽✺✼ ●❍③
❋❲❍▼ ❬✬❪ ✸✸ ✷✹ ✶✹ ✶✵ ✼✳✶ ✺ ✺ ✺ ✺
σ0 ❬µKRJ❪ ✶✵✸✵ ✶✹✸✵ ✷✸✽✵ ✶✷✺✵ ✼✺✹ ✻✶✵ ✹✷✺ ✶✺✺ ✼✷
N♦❜s ♠♦②❡♥ ✽✷ ✶✼✵ ✺✼✾ ✶✵✶✵ ✷✷✻✵ ✷✵✶✵ ✷✵✶✵ ✺✵✸ ✺✵✸

N
1/2
ℓ [µKCMB] ✵✳✵✻✻ ✵✳✵✻✺ ✵✳✵✻✸ ✵✳✵✷✽ ✵✳✵✶✺ ✵✳✵✷✸ ✵✳✵✻✽ ✵✳✻✷ ✷✽✳✹

❈P❯✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛✉ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧✐sé ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s✳

✻✳✸✳✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ P❧❛♥❝❦ s✐♠✉❧é❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ P❧❛♥❝❦✱ ❞✐✈❡rs❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♦♥t été ❝♦♠♣❛ré❡s s✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♦♥t été ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s ❄✳ ▲❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss✉s ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é
à ❝❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ✉♥ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥
♠❛sq✉❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s✳

▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s P❧❛♥❝❦ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r
❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✿

✕ ▲❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❲▼❆P ♣♦✉r
❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ♦❜s❡r✈é❡s ♣❛r ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❡t ❡①tr❛♣♦❧é à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ P❧❛♥❝❦ s✉✐✈❛♥t ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡✳

✕ ▲❡s ❡✛❡ts ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡t ❝✐♥ét✐q✉❡✳ ▲❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞✬❛♠❛s s✐♠✉❧é ❞✬❛♣rès ❄
✐♥❝❧✉t ❧❡s ❛♠❛s ❞ét❡❝tés ♣❛r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❘❖❙❆❚✳

✕ ▲✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥✱
❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡ ❡t ❧✬é♠✐ss✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✳

✕ ❉✐✈❡rs❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✭r❛❞✐♦s✲s♦✉r❝❡s✱ s♦✉r❝❡s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s✱ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s
✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❡t s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✮✳

▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❞✉✐t ❞✬❡✛❡ts ✐♥str✉♠❡♥t❛✉① ✿ ❧❡ ❜r✉✐t ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡
❡t ❞❡s ❧♦❜❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛✉① ✐❞é❛❧✐sés✳ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉♣♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t rés✉♠é❡s ❡♥ t❛❜❧❡ ❄❄✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r

▲❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ♦❜t❡♥✉ ❛ ♣✉ êtr❡ é✈❛❧✉é❡ ♣❛r ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s à ❝❡❧❧❡s
❞✉ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▲✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❡ r❡❥❡t ❞✬✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s
❝♦♠♣❧✐q✉é ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳

❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✬✉♥❡ ❜r✐❧❧❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡
❧❛ ❜r✐❧❧❛♥❝❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❢❛✐❜❧❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❢♦♥❞ ❞♦♥t ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝♦♥tr✐✲
❜✉❡♥t ❛✉ s✐❣♥❛❧✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s s♦✉r❝❡s ♥✬❡st ♣❛s ❞ét❡❝t❛❜❧❡✱ ❡t ❧✬♦♥
s✬✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① s♦✉r❝❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❜r✐❧❧❛♥t❡s ♣♦✉r êtr❡ ❞ét❡❝té❡s✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s ♥♦t❛❜❧❡s s♦✐❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡
❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
s♦✉r❝❡s ♥♦t❛❜❧❡s ✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ P❧❛♥❝❦ ❞♦♥t ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ré❞✉✐t❡✳ ▲❡ ❜r✉✐t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞❡s s♦✉r❝❡s
✐♥❢r❛r♦✉❣❡s s❡r❛ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳

P♦✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❛✉sé ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❢✉s✐♦♥
❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st ♠♦✐♥❞r❡ ❝❛r s❡✉❧❡ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❛✉ s✐❣♥❛❧✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ❛❞♦♣t❡r❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❛❧✐✜❡r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥♥❡ ✿ ♦♥
♠❡s✉r❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ✢✉① ♠❡s✉ré ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s ♥♦t❛❜❧❡s
✭≥✷✵✵ ♠❏②✮ ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ✉♥ r❛②♦♥ ❞❡ ✺ ♠✐♥✉t❡s ❞✬❛r❝ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥✳ ❙✐ ❝❡t é❝❛rt ❡st
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✭à ✸ σ✮ ❛✈❡❝ ❧✬❡rr❡✉r ♣ré❞✐t❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✈❛❧✐❞❡✳



✻✳✸✳ ❋■▲❚❘❊ ❆❉❆P❚➱ ▲❖❈❆▲■❙➱ ✶✸✶

✸✵ ●❍③ ✶✵✵ ●❍③

✷✶✼ ●❍③ ✽✺✼ ●❍③

❋✐❣✳ ✻✳✸ ✕ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s ❡t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s ✭❝♦✉r❜❡ ♥♦✐r❡✮ ❡t ❞❡s ❢❛✉ss❡s
❞ét❡❝t✐♦♥s ✭❝♦✉r❜❡ r♦✉❣❡✮ ❞❛♥s ✹ ❝❛♥❛✉① P❧❛♥❝❦✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❡♥ tr❛✐t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❡st ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡
❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♥♦✐r❡
✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ r❡❝♦♥str✉✐t✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ♠❛sq✉❡
♣rés❡♥té ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ❄❄✱ ❝♦✉♣❛♥t ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ✭f❝✐❡❧ = 0.85✮✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ∆F/F = 0.05✳
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❋✐❣✳ ✻✳✹ ✕ ▼❛sq✉❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✭❞r♦✐t❡✮✳ ▲❡ ♠❛sq✉❡
❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s ❡t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞❡
s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ♠❛sq✉❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✱ ❧❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❛ ♣❡r♠✐s
❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡ ♠❛sq✉❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❢r❛r♦✉❣❡
s❛♥s ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ r❛❞✐♦ ♦♥t été ♠❛sq✉é❡s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥ ❧♦❜❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉①
❝❛♥❛✉① ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ✭✺✬✮✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s r❛❞✐♦ s♦♥t ♠❛sq✉é❡s ♣♦✉r ✉♥ ❧♦❜❡ ❞❡ ✸✵✬ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉① ❝❛♥❛✉① ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳

❚❛❜✳ ✻✳✷ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s P❧❛♥❝❦
✭❄✮✳ ▼❋ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ▼❍❲✷ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡
❞❛♥s ❄✳ ▲❡s ❝❤✐✛r❡s ♣rés❡♥tés s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ✺✪✳
▼ét❤♦❞❡ ✸✵ ●❍③ ✹✹ ●❍③ ✼✵ ●❍③ ✶✵✵ ●❍③ ✶✹✸ ●❍③ ✷✶✼ ●❍③ ✸✺✸ ●❍③ ✺✹✺ ●❍③ ✽✺✼ ●❍③
▼❋ ❙❡♥s✐❜✐❧✐té ✭♠❏②✮ ✹✷✵ ✹✸✵ ✸✻✵ ✷✷✵ ✶✸✵ ✶✵✵ ✶✾✵ ✽✾✵ ✷✹✾✵

❉ét❡❝t✐♦♥s ✻✺✺ ✺✾✶ ✻✷✸ ✶✶✵✸ ✷✷✻✹ ✷✺✾✼ ✶✾✾✹ ✶✷✵✵ ✶✶✸✷
▼❍❲✷ ❙❡♥s✐❜✐❧✐té ✭♠❏②✮ ✸✾✺ ✹✺✵ ✸✽✵ ✷✺✵ ✶✹✵ ✶✷✵ ✷✸✵ ✹✸✵ ✷✶✻✵

❉ét❡❝t✐♦♥s ✼✻✷ ✻✷✶ ✺✾✾ ✶✵✻✺ ✷✵✼✷ ✷✷✵✸ ✶✻✺✵ ✶✽✸✷ ✶✷✺✾

▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛♥❛✉① à ✸✵✱ ✶✵✵ ❡t ✽✺✼ ●❍③ ❤♦rs ❞✉ ♠❛sq✉❡
❞✬❛♥❛❧②s❡ ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳ ❈❡ ♠❛sq✉❡ ❝♦✉✈r❡ ✶✺✪ ❞✉ ❝✐❡❧ ❡t ❛ été ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥
s❡✉✐❧ s✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉① à ✸✵ ❡t ✽✺✼ ●❍③✱ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡t
❞❡s ♣♦✉ss✐èr❡s✳

▲❛ ♥❡tt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡st
✐♠♣✉t❛❜❧❡ à ❞❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✿

✕ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s✳
✕ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✉ss✐èr❡s ✭❝✐rr✉s✮✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ✭♥♦♠♠é❡
▼❡①✐❝❛♥ ❍❛t ❲❛✈❡❧❡ts ❡t ❛❜r❡❣é ❡♥ ▼❍❲✮ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❝❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st
♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❄✳

▲❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ❛❥✉stés ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝❛t❛❧♦❣✉❡s ❝♦♠✲
♣❛r❛❜❧❡s à ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞❡ ✺✪ ❤♦rs ❞✉ ♠❛sq✉❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✳ ▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛❧♦rs ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s✳ ▲❡s ❝❤✐✛r❡s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t
♣rés❡♥tés ❡♥ t❛❜❧❡ ❄❄ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✭✢✉① ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s✮ ❡t
❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛♥❛✉① ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✭❡♥tr❡ ✼✵ ❡t ✸✺✸ ●❍③✮ ♥♦tr❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡
❛ ✉♥❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ▼❍❲✳ ❈❡s ❝❛♥❛✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ♦ù ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ❡st ♠♦✐♥❞r❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❤♦♠♦❣é✲
♥é✐té ❡t ❞❡ ❣❛✉ss✐❛♥✐té ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❢♦♥❞ n✱ s♦✉s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ●▲❘❚ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té✱ ②
❡st ❞♦♥❝ ♠✐❡✉① ✈ér✐✜é❡✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s
❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❛✉ s✐❣♥❛❧✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❧♦❝❛❧❡s ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ q✉❡ ❧❛
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s r❡st❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳
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❋✐❣✳ ✻✳✺ ✕ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡
❞❡ ✷✵ ❞❡❣rés ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❢❛✉ss❡s ❞ét❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ③♦♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧
à ✽✺✼ ●❍③✳ ▲❛ ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ s✉r ❝❡tt❡ ③♦♥❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ s♦✉s✲
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡✳ ▲❡s ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✉ss✐èr❡s
♦♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡❥❡té❡s ♣❛r ❧❡
✜❧tr❡✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐✲
s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❙♦✉s rés❡r✈❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♦✐t r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ✭❄❄✮
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

σ−2
A = θ†R−1θ , ✭✻✳✾✮

s♦✐t ♣♦✉r ♥♦tr❡ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✿

σ2
A =

(∫
dk
∣∣∣θ̃(k)

∣∣∣
2

Pn(k)−1

)−1

. ✭✻✳✶✵✮

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ♥✬❛tt❡✐♥t ♣❛s ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✱ é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ✜❧tré❡ ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té
❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
s♦✉r❝❡ ❝❡♥tré❡ s✉r ❝❡ ♣✐①❡❧✳ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ré❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ❛✉ ❝❡♥tr❡
❞✬✉♥ ♣✐①❡❧✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ s❡r❛ s♦✉s✲❡st✐♠é❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❜✐❛✐s ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✳ ◆♦t♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❡t ❞♦♠✐♥❡ très ❧❛r❣❡♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r ❧✐é❡ ❛✉ ❜r✉✐t ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❢♦rt❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛
♣ré❝✐s✐♦♥ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❢♦rt❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡s ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❛ ✜♥❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐①❡❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❛r❣❡♠❡♥t s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧✳

❈❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ s✐ ❡❧❧❡s ♥✬❛✛❡❝t❡♥t q✉❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱✶

r❡♥❞❡♥t ❝❡ s❝❤é♠❛ ♣❡✉ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✜♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞✉ ✢✉① ❞❡s
s♦✉r❝❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞✉ ❝❛t❛❧♦❣✉❡✱ ♦✉ ❞❡ ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥
♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✮✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❝❡s ❡✛❡ts ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t
❧❛ ✜♥❡ss❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ✐❧ s❡r❛ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ à ✉♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞❡ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❄❄✱
❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s
❜❡s♦✐♥s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✶▲✬❡rr❡✉r ❧✐é❡ ❛✉ ❜r✉✐t ❞♦♠✐♥❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞♦♥t ❧❡ ✢✉① ❡st à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✳
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✻✳✹ ❙♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ét❛♥t très ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❡❧✱ ❡❧❧❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐èr❡♠❡♥t ♠❛❧ r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ♦ù ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ❞✐❧✉é❡ s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s s♦♥t très ❞✐✣❝✐❧❡s à s♦✉str❛✐r❡
♣❛r ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❡❝tr❛❧✳ ▲❡✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉① st❛t✐st✐q✉❡s s♣❡❝tr❛❧❡s
❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❝♦rré❧é ❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❣ê♥❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♠♠❡ ❙♠✐❝❛✳

❈❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s r❡st❡♥t ✈r❛✐❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠♦✐♥❞r❡ ♠❡s✉r❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts ✭❄✮✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞é❣r❛❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s
❧♦❝❛❧❡s✱ ❡t s❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣❛r❛s✐t❡s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝✲
t✉❡❧❧❡s✱ ❡t é✈❛❧✉♦♥s s♦♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇✳

✻✳✹✳✶ ❙♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s

▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré✲
❝é❞❡♥t❡✱ ❡st ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣✐①❡❧✳ ❈❡tt❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r s♦✉str❛✐r❡ ❧❛ s♦✉r❝❡
✐❞❡♥t✐✜é❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ■❧ ❡st ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ t♦✉t à ❢❛✐t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞✬❛❥✉st❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ à s♦✉str❛✐r❡✱ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ❛♣rès s♦✉str❛❝t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t é❣❛✲
❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❜r✐❧❧❛♥t❡s✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣✐①❡❧✱ ❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ à ✉♥❡
❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳

◆♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✉ ❧♦❜❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✷ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r à ♠✐✲❤❛✉t❡✉r h❧♦❜❡ ✿

θ(ξ; ξ0, A) = A exp

(
ξ · ξ0 − 1

σ2
❧♦❜❡

)
✭✻✳✶✶✮

❛✈❡❝ σ❧♦❜❡ = h❧♦❜❡/
√

8 ln 2✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ③♦♥❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t Ni ♣✐①❡❧s✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧
❞❡ ❢♦♥❞ ♣❡✉t✲êtr❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ✐✐❞ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ b ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ✿
n(ξ) ∼ N (b, σ2)✳

P♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ s♦♥t ❡st✐♠és ♣❛r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ✿

χ2(ξ0, A, b) =

Ni∑

i

(
x (ξi) − b− θ (ξi; ξ0, A)

σ

)2

. ✭✻✳✶✷✮

➚ s♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❝❡tt❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ χ2 à
ν ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ♦ù✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s N♣❛r é❣❛❧ à ✸ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ν = Ni −N♣❛r✳
❆✐♥s✐ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r χ2 ≫ ν s❡r❛ ré✈é❧❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s
❝❛✉s❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥ t❡❧ é❝❤❡❝ s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s ✿

✕ ▲❛ s♦✉r❝❡ ♣❡✉t êtr❡✱ ❡♥ ré❛❧✐té✱ ❧é❣èr❡♠❡♥t ét❡♥❞✉❡ ❡t s❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡
❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

✕ ▲❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❢♦♥❞ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t
❞✐str✐❜✉é ✭✐✐❞✮✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳

✕ P♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❢♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t✱ ❧❡s é❝❛rts ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡
❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❥✉stés✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ♣❡✉t êtr❡ s♦✉str❛✐t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲♦rsq✉❡
❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✱ ❧❡ rés✐❞✉ ❞❡ ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t tr♦♣
✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❖♥ ♣ré❢èr❡ ❛❧♦rs ♠❛sq✉❡r ❧❛ s♦✉r❝❡✳

✷▲❛ ❢♦r♠❡ ❡st ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♣♦✉r 2 sin(θ/2) ♣❧✉tôt q✉❡ θ s✉✐✈❛♥t ❄✳ P♦✉r θ ≪ 1✱ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❡s s♦♥t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t
❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣rés❡♥t❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ✐♥té❣r❛❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ s♣❤èr❡✱ ❡t ❞✬êtr❡ ♣❧✉s
r❛♣✐❞❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳



✻✳✹✳ ❙❖❯❘❈❊❙ P❖◆❈❚❯❊▲▲❊❙ ❊❚ ❙➱P❆❘❆❚■❖◆ ❉❊ ❈❖▼P❖❙❆◆❚❊❙ ✶✸✺

✻✳✹✳✷ ▼❛sq✉❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ét❡♥❞✉❡s

▲❡s s♦✉r❝❡s ♥✬❛②❛♥t ♣✉ êtr❡ s♦✉str❛✐t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠❛sq✉é❡s✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ à ❡①❝❧✉r❡
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ❧♦❜❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❡t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠♦✐♥❞r❡ ♠❡s✉r❡
♣♦✉r ❞❡s s♦✉r❝❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ q✉❛s✐✲♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✱ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡r❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡①❝❧✉r❡ ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡①✲
❝è❞❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ nσ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ❧♦❜❡✱ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ à ❡①❝❧✉r❡ ❡st ❞♦♥♥é ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✿

rm ≈ h❧♦❜❡
2

√
ln (A/(nσσ))

ln 2
. ✭✻✳✶✸✮

▲❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♣❛r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr♦✉s ❛ t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥ ❡✛❡t ✐♥❞és✐r❛❜❧❡ s✉r s❡s
st❛t✐st✐q✉❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ ét❛♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦✉♣✉r❡s ❢r❛♥❝❤❡s ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥ tr❛♥s❢❡rt ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✈❡rs ❧❡s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s
❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳

▲✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ♠❛sq✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ s❡ tr❛❞✉✐t
st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t s✉r s♦♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ Ĉℓ ♣❛r ✿

E
(
Ĉℓ

)
=
∑

ℓ′

Mℓℓ′Cℓ ✭✻✳✶✹✮

♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛sq✉❡ ✭❄✮✳ ▲✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡✛❡t ❞✉ ♠❛sq✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❈▼❇✱ ♠❛✐s ❡st ♣❡✉ ❛❞❛♣té❡
à ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ❝❛rt❡s ❞✬❡♥tré❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♥✬❡st ♥✐ ❣❛✉ss✐❡♥ ♥✐
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡✛❡t ét❛♥t ❧✐é à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❛♥s ❧❡ s✐❣♥❛❧✱ ❧❡s ❡✛❡ts
❞✉ ♠❛sq✉❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧✐♠✐tés ❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❛♥s ❧❡s tr♦✉s✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t
été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s ✭✐♥♣❛✐♥t✐♥❣ ❡♥
❛♥❣❧❛✐s✮ ♣♦✉r ❧❡ ❈▼❇ ✭❄❄✮✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛ ♠✐♥✐♠❛✳ ❇✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❛s ❝♦♥✈❡♥✐r à
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s✱ ❡❧❧❡ ❡st ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ▲❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳
✕ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ③♦♥❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❝❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞♦♠✐♥❛♥t❡s✳

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧✬❡✛❡t à ❝♦rr✐❣❡r ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❛♥s
❧❡ s✐❣♥❛❧ ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❝❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞♦✐✈❡♥t ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ r❡st❛✉ré❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ③♦♥❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s✳ ❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ s✉r ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ Γ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♠❛♥q✉❛♥t❡ Ω✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❧✐ss❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
à rés♦✉❞r❡ s✬é❝r✐t ❡♥ ♥♦t❛♥t x ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥♥✉ ❡t x̂ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t❡r♣♦❧é❡ ✿

∀ξ ∈ Ω, ∆x̂(ξ) = 0

∀ξ ∈ Γ, x̂(ξ) = x(ξ)

♦ù ∆ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ s✉r ❧❛ s♣❤èr❡✳ ◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st s✐♠♣❧❡ à rés♦✉❞r❡ ❡t
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ∂x̂(ξ,t)

∂t = ∆x̂(ξ, t)✱ s❛♥s t❡r♠❡
s♦✉r❝❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥ç♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❜✐❡♥ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡
❢❛ç♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❈✬❡st t♦✉t❡❢♦✐s✱ ❛ ♣r✐♦r✐ ✱ s❛ s❡✉❧❡ ♣r♦♣r✐été✳

❊♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❍❊❆▲P✐① ✭♣❛ss❛❣❡ ❛✐sé ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ à
✉♥❡ ❛✉tr❡✮✱ ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣✉ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✸ très ❡✣❝❛❝❡
❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛rt❡s ❍❊❆▲P✐①✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ✉♥ ❝❛s r❡♣rés❡♥t❛t✐❢✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥
♠❛sq✉❡ ❞❡ ✶✵✵✵ s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❞✬✉♥ r❛②♦♥ ❞❡ ✸✵ ♠✐♥✉t❡s ❞✬❛r❝✱ ré♣❛rt✐❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s✉r ❧❡
❝✐❡❧✱ à ✉♥❡ ❝❛rt❡ s✐♠✉❧é❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ P❧❛♥❝❦ à ✸✵ ●❍③✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ♠❛sq✉é❡ ✭❝♦rr✐❣é ❞✉ ❢❛❝t❡✉r f❝✐❡❧✮✱ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡

✸▲❡ ❝♦❞❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ s♦✉s ❧✐❝❡♥s❡ ●P▲✈✸ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬❛❞r❡ss❡
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❛♣❝✳✉♥✐✈✲♣❛r✐s✼✳❢r✴⑦❜❡t♦✉❧❡✴❞♦❦✉✳♣❤♣❄✐❞❂❢r✿s♦❢t✇❛r❡

http://www.apc.univ-paris7.fr/~betoule/doku.php?id=fr:software


✶✸✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❊❚ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ❙❖❯❘❈❊❙ P❖◆❈❚❯❊▲▲❊❙

❋✐❣✳ ✻✳✻ ✕ ❊✛❡ts ❞✬✉♥ ♠❛sq✉❡ ❞❡ ✶✵✵✵ s♦✉r❝❡s✱ ❞✬✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ✸✵ ♠✐♥✉t❡s ❞✬❛r❝✱ ré♣❛rt✐❡s ❛❧é❛✲
t♦✐r❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✱ s✉r ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✸✵ ●❍③ ❞❡ P❧❛♥❝❦✳

✐♥t❡r♣♦❧é❡ ❡t✱ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ♠❛sq✉é❡ ❝♦rr✐❣é ♣❛r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ é❧✐♠✐♥❡ ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ tr❛♥s❢❡rt
❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ à ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡st❛✉r❡r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳

❈❡tt❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛ ♠✐♥✐♠❛ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s s♣❡❝tr❛❧❡s
s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ très ré❞✉✐t✳ ❯♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❛❜♦✉t✐ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ♣♦✉rr❛ ❜✐❡♥ sûr ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❛✈❛♥❝é❡s✳

✻✳✹✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P

❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛ été
❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ✭❄✮ à ♣❛rt✐r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ✺ ❛♥s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❲▼❆P✳ ❈❡tt❡ ❝❛rt❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ ■▲❈ ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts✳

▲❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❞ét❡❝té❡s à ♣❧✉s ❞❡ ✺✲σ ❤♦rs ❞✉ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s❲▼❆P
♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛❥✉st❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❧♦❜❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭❄✮✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ❧♦❜❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛♥❛✉① ❞❡
❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❧♦❜❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡ ✭❄✱ t❛❜❧❡ ✺✮ ♣♦✉r s♦✉str❛✐r❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡tt❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ ●❇✻ ❏✵✺✺✰✸✾✹✽ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳

❈❡tt❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s r❡str❡✐♥t❡ ❛✉① s♦✉r❝❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡✱ q✉✐ ♥✬✐♥❝❧✉t
♣❛s ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ét❛♥t ❧♦❝❛❧✐sé❡
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❡❧ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s
❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ♥❡ ❞❡✈r❛✐t ❛✛❡❝t❡r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t q✉❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡♠❡♥t ❤♦rs ❞✉ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s
❝❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ s♦♥t tr♦♣ ❜r✐❧❧❛♥t❡s ❡t ❞é♣❛ss❡♥t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ré❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s
♥❡❡❞❧❡ts ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10−3 ♣♦✉r ❧❡s ♥❡❡❞❧❡ts ✉t✐❧✐sé❡s✮✱ ❛✛❡❝t❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❧♦✐♥ ❞✉ ❝❡♥tr❡
❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ t♦✉t ❡♥ ❞é❣r❛❞❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳
❈❡s ré❣✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❛♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ✭❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✵✳✵✺✽✪ ❞✉ ❝✐❡❧ ❞❛♥s
❧❛ ❜❛♥❞❡ ❑✮✱ ♦♥t ❞♦♥❝ été ♠❛sq✉é❡s ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛rt❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡
❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❈▼❇ ✭✐❡✳ ❧❡s ✺ ❝❛♥❛✉① ❲▼❆P✱ ❡t ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ■❘■❙✮✳ ▲❛ t❛❜❧❡
❄❄ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s ♠❛sq✉é❡s ❡t ❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳

❉❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts✱ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ❜♦r❞s ❢r❛♥❝s
❞✉ ♠❛sq✉❡✱ ❝❡s ré❣✐♦♥s ♦♥t été r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ✭❙❡❝✳ ❄❄✮✳ ❉❡ ❝❡tt❡
♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✬é❝❤❡❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ tr♦✉ s♦♥t r❡❝♦♥str✉✐t❡s ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡



✻✳✹✳ ❙❖❯❘❈❊❙ P❖◆❈❚❯❊▲▲❊❙ ❊❚ ❙➱P❆❘❆❚■❖◆ ❉❊ ❈❖▼P❖❙❆◆❚❊❙ ✶✸✼

❋✐❣✳ ✻✳✼ ✕ ❙♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❑✱ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ●❇✻ ❏✵✺✺✺✰✸✾✹✽ ❞ét❡❝té❡ ♣❛r ❲▼❆P✳

❋✐❣✳ ✻✳✽ ✕ ▼❛sq✉❛❣❡ ❡t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❍■■ ❖♠❡❣❛ ◆❡❜✉❧❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❑✳

❚❛❜✳ ✻✳✸ ✕ ▲✐st❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s ét❡♥❞✉❡s ♠❛sq✉é❡s ❧♦rs ❞✉ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P✳ ▲❡s
ré❣✐♦♥s ❝♦✉♣é❡s s♦♥t ❞❡s ❞✐sq✉❡s ❝❡♥trés s✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s✱ ❞❡ r❛②♦♥s r❡s♣❡❝t✐❢s ✼✺✱ ✺✺✱ ✹✺✱
✹✺✱ ✸✹ ❡t ✸✺ ❛r❝♠✐♥✉t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❑✱ ❑❛✱ ◗✱ ❱✱ ❲ ❡t ■❘■❙ ✶✵✵µm✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❛
❡♥s✉✐t❡ été ❡①tr❛♣♦❧é à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ré❣✐♦♥s ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉ ♠❛sq✉❡s✳

◆♦♠ ❈♦♦r❞♦♥é❡s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ❚②♣❡
❈r❛❜ ♥❡❜ ✶✽✹✳✺✺✼✺ ✲✵✺✳✼✽✹✸ ❙◆❘
s❣r ❆ ✵✵✵✳✵✻✹ ✰✵✵✳✶✹✼ ❘❛❞✐♦✲❙♦✉r❝❡
s❣r ❇ ✵✵✵✳✺✾✾ ✰✵✵✳✵✵✷ ❘❛❞✐♦✲❙♦✉r❝❡
s❣r ❈ ✸✺✾✳✹✷✽✽ ✲✵✵✳✵✽✾✽ ❘é❣✐♦♥ ❍■■
s❣r ❉ ✵✵✶✳✶✸✶ ✲✵✵✳✶✵✻ ◆✉❛❣❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡

❖r✐♦♥ ❆ ✷✵✾✳✵✶✸✼ ✲✶✾✳✸✽✶✻ ❘é❣✐♦♥ ❍■■
❖r✐♦♥ ❇ ✷✵✻✳✺✸✹✺ ✲✶✻✳✸✺✸✾ ◆✉❛❣❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡

❖♠❡❣❛ ♥❡❜ ✵✶✺✳✵✺✶ ✲✵✵✳✻✼✹ ❘é❣✐♦♥ ❍■■
❈❡♥ ❆ ✸✵✾✳✺✶✺✾ ✰✶✾✳✹✶✼✸ ◗❙❖
❈❛s ❆ ✶✶✶✳✼✸✺ ✲✵✷✳✶✸✵ ❙◆❘

❈❛r✐♥❛ ♥❡❜ ✷✽✼✳✻✵✾✾ ✲✵✵✳✽✺✹✷ ❘é❣✐♦♥ ❍■■



✶✸✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❊❚ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ❙❖❯❘❈❊❙ P❖◆❈❚❯❊▲▲❊❙

❋✐❣✳ ✻✳✾ ✕ ❈❛rt❡s ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P ✸ ❛♥s✳ ❆
❣❛✉❝❤❡✱ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❲ ♥❡tt♦②é❡ ❞❡s ❛✈❛♥t ♣❧❛♥s✱ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡❲▼❆P ✭❄✮✳ ❆✉ ❝❡♥tr❡✱ ❧❛
❝❛rt❡ ■▲❈ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ■▲❈ ♥❡❡❞❧❡t✱ ❛♣rès s♦✉str❛❝t✐♦♥✱ ♠❛sq✉❛❣❡ ❡t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❢♦rt❡s✳ ❆ ❞r♦✐t❡✱ ❧❛ ❝❛rt❡ ■▲❈ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❄✳ ❈❡s ❝❛rt❡s s♦♥t ❝❡♥tré❡s s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✱
à 45◦ ❞❡ ❧♦♥❣✐t✉❞❡✳

♣ré❝✐s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥é❜✉❧❡✉s❡ ❖♠é❣❛ s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ❄❄✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ❝❤♦✐① ✭♠❛sq✉❛❣❡✱ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✮ ♥✬❛✐❡♥t ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞✬êtr❡ ♦♣t✐♠❛✉①✱ ✐❧s ❝♦♥st✐✲
t✉❡♥t ✉♥ ♠♦②❡♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s s♦✉r❝❡s ❧❡s ♣❧✉s ❜r✐❧❧❛♥t❡s s✉r ❧❡✉r ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ▲❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞✬✐♥térêt ✭✐❝✐ ❧❡ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✮ ❞❛♥s ❝❡s ③♦♥❡s ♠❛sq✉é❡s ❡st
r❡♥❞✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ à ❧❛ ❢♦✐s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❞✬❡♥tré❡s ✭❧✐♠✐t❛♥t ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✮✱ ❡t
❧✬❛♥❛❧②s❡✴s②♥t❤ès❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts à ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉
❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ▲❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ✈✐s✐❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r
♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ▲❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❈▼❇ ♦❜t❡♥✉❡ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s
❢❛✐❜❧❡✱ à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡✱ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s
s♣❤ér✐q✉❡s ♣❛r ❄✱ s❛♥s s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳ ❖♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ❝❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡
♣r♦✈❡♥❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ❡t ❞✉ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛
❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ rés✐❞✉❡❧❧❡ ❞✉❡ ❛✉① s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡ ✜♥❛❧❡✱ t♦✉t ❡♥ ❞é❝❤❛r❣❡❛♥t ❧❡ ✜❧tr❡ ■▲❈ ❞❡ ❧❛
♥é❝❡ss✐té ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❢♦rt❡s✱ ❛✉ ♣r♦✜t ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s
✭❜r✉✐t ❡t ❣❛❧❛①✐❡✮✳

▲✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ❞✐✣❝✐❧❡ à é✈❛❧✉❡r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
ré❡❧❧❡s✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞é s✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ré❛❧✐st❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡
P❧❛♥❝❦✳

✻✳✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à P❧❛♥❝❦

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❄ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
P❧❛♥❝❦ s✐♠✉❧é❡s ✭♥♦♠♠é ❋❋P✷✮✱ ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❣é♥ér❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❚❖■s ♣✉✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rt❡s✮✱ ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡s ❡✛❡ts ✐♥str✉♠❡♥t❛✉①✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❛str♦♣❤②s✐q✉❡s ❛ été
ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✻✳✸ ❞✉ P❙▼✳

❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❈▼❇ x(ξ) ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❡ rés✐❞✉❡❧ r(ξ) ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ r❡tr♦✉✈é❡ x̂(ξ) ✿ r = x̂ − x✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄
♣rés❡♥t❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞✉ rés✐❞✉ ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ✸ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ✭❝②❛♥✮ ♥✬✐♥❝❧✉t ♣❛s ❞❡
♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳ P♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ✭❜❧❡✉ ❢♦♥❝é✮✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s à ♣❧✉s ❞❡
✺σ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❄❄ ♦♥t été ♠❛sq✉é❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ❞✉ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ✭r♦✉❣❡✮
✐♥❝❧✉t ✉♥ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ré❛❧✐sé ♣❛r ❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✶✳ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❄❄✳
✷✳ ❆❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❡♥ ❄❄✳
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avant (73.2 - 41.8)

-0.00026921 0.00310780

apres (73.2 - 41.8)

-0.00026921 0.00049602

❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s P❧❛♥❝❦ s✐♠✉❧é❡s✳
▲❡s s♦✉r❝❡s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ✉♥ ❧♦❜❡ ❣❛✉ss✐❡♥ s♦♥t s♦✉str❛✐t❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❤❛✉t✮✳ ▲❡s
❛✉tr❡s s♦♥t ♠❛sq✉é❡s ♣❛r ✉♥ ♠❛sq✉❡ ❡①❝❧✉❛♥t ✵✳✽✪ ❞✉ ❝✐❡❧ ✭❜❛s✮✳

❚❛❜✳ ✻✳✹ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s ❡t s♦✉str❛✐t❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❛❧ P❧❛♥❝❦ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é❝♦♠✲
♣♦s❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts ❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ✜❧tr❡ ■▲❈✳
❈❛♥❛❧ ✸✵ ●❍③ ✹✹ ●❍③ ✼✵ ●❍③ ✶✵✵ ●❍③ ✶✹✸ ●❍③ ✷✶✼ ●❍③ ✸✺✸ ●❍③ ✺✹✺ ●❍③ ✽✺✼ ●❍③
◆♦♠❜r❡ ✶✶✷✺ ✶✶✽✼ ✶✼✻✵ ✷✶✸✵ ✷✹✶✼ ✷✷✹✽ ✶✽✼✺ ✶✾✻✻ ✷✻✶✾

✸✳ ▼❛sq✉❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❜♦♥ χ2/ν > 10✳

✹✳ ❙♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s✳

✺✳ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ♠❛sq✉❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s s♦✉str❛✐t❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛♣t❡✉r ❡st r❡♣♦rté ❡♥
t❛❜❧❡ ❄❄✳ ▲❡ ♠❛sq✉❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❡st
♣rés❡♥té ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ❄❄✳ ❈❡ ♠❛sq✉❡ ❝♦✉✈r❡ ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥s ❞❡ ✵✳✽✪ ❞✉ ❝✐❡❧ ✭f❝✐❡❧ = 0.9925✮✳ ▲✬❡ss❡♥t✐❡❧
❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t é❝❤♦✉❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ♦✉ à ❞❡s ré❣✐♦♥s
❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭▲▼❈✱ ❖r✐♦♥ ✳✳✳✮✳

▲❡s s♣❡❝tr❡s s♦♥t é✈❛❧✉és ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♠❛sq✉❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s à ♣❧✉s ❞❡ ✺σ
❛✉ rés✐❞✉ ✭❝♦✉r❜❡s ♣❧❡✐♥❡s✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧ ✭❝♦✉r❜❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✮✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡
✉♥ ❣❛✐♥ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ✭❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣♦✉r ℓ = 1500✮ s✉r ❧❡ rés✐❞✉ ❞❡s ❝❛rt❡s ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❛
t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ♠❛sq✉❡ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❣❛✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ✭♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r
✷ ❛✉① é❝❤❡❧❧❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s 100 < ℓ < 1000✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠❛sq✉❡✳
❈❡❝✐ tr❛❞✉✐t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✜❧tr❡ ■▲❈ s✉r
✉♥❡ ❝❛rt❡ s❛♥s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣✐①❡❧ ♣♦✉r ❧❡s ♣✐♣❡❧✐♥❡s s❛♥s ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❛✈❡❝ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ♣ré❛✲
❧❛❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ✐❧❧✉strés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❄❄✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❧❡ rés✐❞✉ ✈✐s✐❜❧❡ ❞❛♥s
✉♥❡ ré❣✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s
❞ét❡❝t❛❜❧❡s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ♦✉ ♠♦②❡♥♥❡✳ ▲❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞ét❡❝té❡s ❡t ❝♦r✲
r❡❝t❡♠❡♥t ❛❥✉sté❡s ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s♦✉r❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té
❞❡s ❝❛s✱ ❧❡ rés✐❞✉ ♥❡ ♠♦♥tr❡ ♣❧✉s ❞✬❛rt❡❢❛❝t ❞✐st✐♥❣✉❛❜❧❡ ❞✉ ❜r✉✐t à ❝❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s
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❋✐❣✳ ✻✳✶✶ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❈▼❇ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡st s♦✉str❛✐t❡
❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❈▼❇ r❡❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ■▲❈ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s P❧❛♥❝❦ s✐♠✉❧é❡s ✭s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❋❋P✷✮✳
▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ rés✐❞✉ ❛✐♥s✐ ❢♦r♠é❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧ ✭tr❛✐ts ♣♦✐♥t✐❧❧és✮ ♣✉✐s
❡♥ ♠❛sq✉❛♥t ❧❡s ③♦♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✭tr❛✐ts ♣❧❡✐♥s✮✳ ❉✬✉♥ ❝❛s à ❧✬❛✉tr❡✱ s❡✉❧
✈❛r✐❡ ❧❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳

rés✐❞✉s s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ré❣✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ét❡♥❞✉❡s✱ ❧✬❡rr❡✉r
❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳
❈❡❧❛ ❡st ❞✉ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❢♦rt❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉① st❛t✐st✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ❡st s✉✣✲
s❛♠♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❛❧tér❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ ■▲❈ s✉r ❧❛ ré❣✐♦♥✳ ▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ré❛❧✐s❡ ❛❧♦rs ✉♥
❝♦♠♣r♦♠✐s ♣♦✉r ❛tté♥✉❡r ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❧✐é❡ à ❧❛ s♦✉r❝❡ ❝❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐t ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡s
❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❜r✉✐t ❡t é♠✐ss✐♦♥s ❞✐✛✉s❡s✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣ré❛❧❛❜❧❡
❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ♠❛sq✉❛❣❡ ♦✉ s♦✉str❛❝t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ rét❛❜❧✐r ✉♥ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥
❞✐✛✉s❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡t ❡✛❡t ♥❡ s♦✐t ✈✐s✐❜❧❡ à ❧✬÷✐❧ q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s ré❣✐♦♥s ❝♦♥t❡♥❛♥t
✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s ❢♦rt❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛♠é❧✐♦r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❣é♥ér❛❧❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ♣✉ ❧❡ ♥♦t❡r ❡♥
❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s rés✐❞✉s ♠❛sq✉és ✭❋✐❣✳ ❄❄✮✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ✈✐s✐❜❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
❣❛❧❛❝t✐q✉❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❛tté♥✉é❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s str✐❡s ❧✐é❡s ❛✉ ❜r✉✐t ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t✳

❙✐❣♥❛❧♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ■▲❈ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥❡❡❞❧❡t s✬❛❝❝♦♠♠♦❞❡ ♠✐❡✉① ❞❡ ❧❛
❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s q✉❡ s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s
s♣❤ér✐q✉❡s ✭❄✮✳ ▲❛ ❞étér✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞✉❡ à ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ r❡st❡ ❝❛♥t♦♥♥é❡ à ❧❛ ré❣✐♦♥
❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❛✛❡❝t❡r❛✐t ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧ ♣♦✉r ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s
s♣❤ér✐q✉❡s✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ✐❝✐ ♥❡ s♦♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s
❞❡ ❝❡✉① q✉✐ ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r P❧❛♥❝❦ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s ✿

✕ ▲❡s ❝❛rt❡s ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ■▲❈ s♦✉✛r❡♥t ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❝♦rr✐❣é❡s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭t❡❧❧❡s q✉❡ ❙♠✐❝❛✮✳

✕ ❈❡s ♣r♦❞✉✐ts s♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❡t ♥♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ré❛❧✐st❡ ❞❡s ❢✉t✉r❡s ❞♦♥♥é❡s✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧s ✐❧❧✉str❡♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ■▲❈✱
❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞é♣♦✉r✈✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❡①trê♠❡♠❡♥t ❣é♥ér✐q✉❡✱ s❡
♣rêt❡ ❜✐❡♥ à ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✬✉♥ ❣❛✐♥ ❧✐é✱ ❝♦♠♠❡ ✐❝✐✱ à ✉♥ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
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✻✳✺ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s
♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ♥♦t❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣ré✈✐s✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s
❜é♥é✜❝✐❡r❛✐t ❞✬✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ❤❛✉t❡ ❧❛t✐t✉❞❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ▲❋■✱ ❧❡ ❈▼❇ ❝♦♥st✐t✉❡r❛ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❢♦♥❞
❧✐♠✐t❛♥t ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ très s✐♠♣❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡
❝❡tt❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à s♦✉str❛✐r❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✉ ❈▼❇ ❡st✐♠é ♣❛r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ❍❋■✳ ❉❡
♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s
❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t
❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡✳ ❯♥ t❡❧ tr❛✐t❡♠❡♥t r❡st❡ t♦✉t❡❢♦✐s à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ s♦✉✛r❡ ❞❡s ✐♥s✉✣s❛♥❝❡s ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❞❡s ♣❧❛♥s t❛♥❣❡♥ts✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦sés ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❝♦♥t♦✉r♥é✱ ♥♦✉s
♣❡♥s♦♥s q✉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ é❧é❣❛♥t❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧❡s rés♦✉❞r❡ s❡r❛✐t ❞❡ ♠❡ttr❡ à ♣r♦✜t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❛ s♣❤èr❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ré❛❧✐s❛♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❛❞❛♣té s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♥❡❡❞❧❡ts ❡t
❧✬❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛♠❛s ♣❛r ❡✛❡t ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡
♥❡ s♦♥t t♦✉t❡❢♦✐s ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❛❜♦✉t✐s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳
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❋✐❣✳ ✻✳✶✷ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ■▲❈ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥❡❡❞❧❡t ❞❡s
❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ P❧❛♥❝❦ ✭❋❋P✷✮✳ ●❛✉❝❤❡ ✿ s❛♥s tr❛✐t❡♠❡♥t ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s
♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳ ❉r♦✐t❡ ✿ ❛♣rès ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❡t s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳ Pr❡♠✐èr❡
❧✐❣♥❡ ✿ ❝❛rt❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s r❡❝♦♥str✉✐t❡ s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧✳ ❉❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ✿ rés✐❞✉ ❞❡ ❧❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧✳ ❚r♦✐s✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ✿ rés✐❞✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ ✶✵✵ ❞❡❣rés ❝❛rrés✳
▲❡ ❝❡♥tr❡ ❛ ♣♦✉r ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❣❛❧❛❝t✐q✉❡s ✭✸✷✽✱✲✷✹✮✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛rr✐✈é❡ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❡♥
t♦✉t ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ P❧❛♥❝❦✱ ♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✳
▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ♣❡r♠❡t ❞✬❡s♣ér❡r ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣❧♦✐t❡r✱
♣♦✉r ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❞❡s ❡✛❡ts ❥✉sq✉❡ ❧à ♥♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡s✱ t❡❧s q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡
❧❡♥t✐❧❧❡ ♦✉ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❇✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❡✛❡ts ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✜♥s s❡ ❤❡✉rt❡ à ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♣❛r
❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ❛str♦♣❤②s✐q✉❡s ❞✬❛✈❛♥t✲♣❧❛♥✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❛tt❡♥❞✉ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
P❧❛♥❝❦ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛str♦♣❤②s✐q✉❡ s✉r ❧❛ q✉❛s✐✲t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝✐❡❧✳
▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❝r✉❝✐❛❧ ❛✉q✉❡❧ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❛♣♣♦rt❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

❯♥❡ ♣❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ P❙▼✱ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❡t ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡
✶✵✵ µm ❡t ✶✵ ♠♠✳ ■❧ ✐♥❝♦r♣♦r❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♠♦❞è❧❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❡ ❈▼❇✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢❛❝t✐❝❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ré❛❧✐st❡s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ q✉✐ ♦♥t s❡r✈✐ ❡♥
♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❞❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t❡st ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ■❧ ❡st ❞és♦r♠❛✐s
✉t✐❧✐sé ❞❡ ❢❛ç♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té P❧❛♥❝❦ ♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✐✈❡rs❡s✱ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡
t❡st ❞❡s ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❝q✉✐s❡s✳ ■❧ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞❡s ét✉❞❡s ❛♥♥❡①❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❞❡ ❢✉t✉r❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇✳

➚ t❡r♠❡✱ ❡t ❛✈❡❝ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ❡t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡s✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ P❙▼ ❞❡✲
✈r❛✐t ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❛str♦♣❤②s✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❛♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✳ ▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s
♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t s❡ tr❛❞✉✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❛♣❛❝✐té à ❧❡s sé♣❛r❡r✳

■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣❡✉ ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s ❞❡✈✐❡♥♥❡ s✉✣s❛♥t
♣♦✉r q✉✬✉♥ ♥❡tt♦②❛❣❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛r s✐♠♣❧❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡tt❡
❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r ❧❛ s❝✐❡♥❝❡ ❈▼❇✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✱ ❧❛ ré❛❧✐té ❞❡
❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❛str♦♣❤②s✐q✉❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ♠✐s ❡♥ ❥❡✉ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
ré❣✐♦♥s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ s❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ♦❜t❡♥✐r ❡♥
❛♠♦♥t ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❈▼❇✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡
❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❛tt❡♥❞✉❡ ❞❡s ♠ê♠❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❝♦✉r✐r à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
st❛t✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✳

▲✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞✬❛✈❛♥t✲♣❧❛♥✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✱ ✈❛r✐❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡
ré❣✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ❡t ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥
❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é✈❛❧✉é ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❢♦♥❞é s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ♥❡❡❞❧❡ts ✭❊❙◆✮✱ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ❧❛ s♣❤èr❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬❊❙◆ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
❛❞❛♣té❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❤étér♦❣è♥❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞✉ ❈▼❇✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✉ P❙▼ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t❡r✱ s❛♥s ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ t❡♥s❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉
❈▼❇✳ ◆♦tr❡ ét✉❞❡ ❛ ♠♦♥tré ♥♦tr❡ ❝❛♣❛❝✐té à sé♣❛r❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✈❡✉❣❧❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❡ s❛
❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞✉ ❝✐❡❧ ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✽✺ ✪✮ ❡t ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt❡
❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s
❞❡ ♠✐ss✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡✉❧❡ ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❞♦té❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ s♣❡❝tr❛❧❡
s✉✣s❛♥t❡✱ s❡♠❜❧❡ ❛♣t❡ à ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r ∼ 10−3 ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

✶✹✸



✶✹✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❊❚ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ❙❖❯❘❈❊❙ P❖◆❈❚❯❊▲▲❊❙

é❣❛❧❡♠❡♥t ♣✉ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦t♦t②♣❡s
❞❡ ❧❛ ❢✉t✉r❡ s♦♥❞❡ ❊P■❈✱ ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥ ❈▼❇P❖▲✳

❊♥✜♥ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❛✈❡❝ s♦✐♥ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝✲
t✉❡❧❧❡s✱ ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡ ❣❛✐♥ ❛♣♣♦rté ♣❛r ❝❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉
❈▼❇✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s ❞✉r❛♥t ❧❡s ✺ ♣r❡♠✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❞✬♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♥❞❡ ❲▼❆P✱ ❡t ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❝♦♥t❛♠✐♥é❡ q✉❡ ❧❡s ❝❛rt❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳

❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s♦♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ✿
✕ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ P❙▼ ❡st ❛♠❡♥é à s❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss✉s ❡t ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ❞✬❡✛❡ts ✐♥str✉♠❡♥t❛✉① ♣❧✉s
ré❛❧✐st❡s✳ ◆♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❲▼❆P ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✳

✕ ❊♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s P❧❛♥❝❦✱ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ♣♦❧❛r✐s❛✲
t✐♦♥✱ s❡r♦♥t ❞é❧✐✈ré❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s à ✈❡♥✐r ♣❛r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡ ❝❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❤étér♦❣è♥❡s ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡
❧✬❊❙◆ ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳

✕ ❊♥✜♥✱ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❝♦♥st❛té❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝✲
t✉❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r
❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ✭s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ❡t ❡✛❡t ❙❩✮ ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
P❧❛♥❝❦✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐✛✉s❡s ❙♠✐❝❛ ❜é♥é✜✲
❝✐❡r❛ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♥❡❡❞❧❡ts✳

❯♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ♠❛❥❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❈▼❇ ét❛♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s
❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s✱ s✐❣♥❛❧♦♥s ❡♥✜♥ q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞❡s ♠♦❞❡s ❇ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s P❧❛♥❝❦ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬♦r❡s ❡t ❞é❥à ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ r ∼ 0.1✳



❆♥♥❡①❡ ❆

❘❛♣♣❡❧ ❞❡ r❡❧❛t✐✈✐té ❣é♥ér❛❧❡

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❡t r❛♣♣❡❧♦♥s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡t ❝♦♥❞❡♥sé❡✱ ❧❡s
q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✉t✐❧❡s à ❧✬❡①♣♦sé q✉✐ s✉✐t✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r ❛✉① ♥♦♠✲
❜r❡✉① ❝♦✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ❧❡ s✉❥❡t ✭❄✮✳

❆✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s

▲✬❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐✈✐té ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ M à q✉❛tr❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱
❝✬❡st✕à✕❞✐r❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ q✉✐✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ r❡ss❡♠❜❧❡ à R4✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐été s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❞❡s
é✈è♥❡♠❡♥ts✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❛tr❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t ✈♦✐s✐♥❛❣❡ VP ❞✬✉♥
é✈è♥❡♠❡♥t P ✱ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ R4 ♣❛r ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ Φ ✿

Φ : VP −→ Φ(Vp) ⊂ R
4 ✭❆✳✶✮

P 7−→ (x0, x1, x2, x3) . ✭❆✳✷✮

❈❡t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❧♦❝❛❧ ✭♦✉ ❝❛rt❡✮ xµ ❛✉t♦✉r ❞❡ P
✭♦ù µ ❡st ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ✈❛r✐❛♥t ❞❡ ✵ à ✸✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉✈r✐r ❝❡tt❡ ✈❛r✐été ♣❛r ❧❛ ré✉♥✐♦♥
❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝❛rt❡s✳

❯♥❡ ❝♦✉r❜❡ C ⊂ M ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡ R

❞❛♥s M q✉✐✱ à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✱ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ C(λ)✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t t à ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ C ❡♥ ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t P ✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r q✉✐✱ à

t♦✉t ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡ f : M −→ R ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ P ✱ ❛ss♦❝✐❡ s❛ ❞ér✐✈é❡ df/dλ ❧❡ ❧♦♥❣
❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs t❛♥❣❡♥ts ❡♥ P ❛✉① ❝♦✉r❜❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r
P ❢♦r♠❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ TP ✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐été✱ ❛♣♣❡❧é ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ t❛♥❣❡♥t✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ ∂µ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t ❛✉① ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✭xµ = λ ❡t xν = cst ♣♦✉r
ν 6= µ✮✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs (∂0, ∂1, ∂2, ∂3) ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ TP ❞✐t❡ ❜❛s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ vµ ❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r v ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ♥♦t❡ T ⋆
p ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧ ❞❡ Tp ❝✬❡st✕à✕❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r Tp ✭❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ Tp ❞❛♥s R✮✳ ❯♥ t❡♥s❡✉r T k ❢♦✐s ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ❡t l ❢♦✐s ❝♦✈❛r✐❛♥t ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡
♠✉❧t✐❧✐♥é❛✐r❡ s✉r T ⋆

p
k × T l

p ✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣♦✐♥t P ✱ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (xα) ❡t

❧❡ ♣♦✐♥t P ′ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (xα + dxα)✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s dxα ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ s❡
♥♦t❡ dx = dxα∂α ♦ù ❧✬♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ré♣étés s✉✐✈❛♥t ❧❛
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❊✐♥st❡✐♥ ✿ dxα∂α =

∑
α dx

α∂α✳ ➚ t♦✉t ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡ f s✉r M✱ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r
❛ss♦❝✐❡ s❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts P ❡t P ′ ✿

dx(f) =
∂f

∂xα
dxα = f(P ′) − f(P ) .

❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭♦✉ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧✮ ❞❡ P ❡♥ P ′✳

✶✹✺



✶✹✻ ❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ❘❆PP❊▲ ❉❊ ❘❊▲❆❚■❱■❚➱ ●➱◆➱❘❆▲❊

❊♥ ❝❤❛q✉❡ é✈è♥❡♠❡♥t P ✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ t❛♥❣❡♥t ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ g✱ s②♠étr✐q✉❡
♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡t ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✭✰✱✲✱✲✱✲✮✶✱ q✉✐ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ s✉r ❝❡t ❡s♣❛❝❡✱ ❛♣♣❡❧é ❧❛
♠étr✐q✉❡ ✭♦✉ t❡♥s❡✉r ♠étr✐q✉❡✮✳ ▲❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g ❞é✜♥✐t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧ dx ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

ds2 = g(dx,dx) = gµ,νdx
µdxν . ✭❆✳✸✮

▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t❡ ✭♦✉ ❝♦♥♥❡①✐♦♥✮✱ ♥♦té❡ ∇α✱ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❣r❛❞✐❡♥t q✉✐ ❛♥♥✉❧❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✭∇αgβγ = 0✮✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡❧❧❡ s✬é❝r✐t ✿

∇αtβ = ∂αtβ − Γγ
αβtγ

♦ù Γγ
αβ = 1

2g
γρ(∂βgαρ + ∂αgρβ − ∂ρgαβ) ❡st ♥♦♠♠é s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❈❤r✐st♦✛❡❧✳ ▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t❡

♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été✳
P♦✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t v✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r w ❡st tr❛♥s♣♦rté ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Dwα = vβ∇βw

α = 0✳ ▲❡s ❛♥❣❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❡t ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és
♣❛r ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡r❛✐t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱
❧❡ tr❛♥s♣♦rt ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à
❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ré✈é❧❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡
❝♦✉r❜✉r❡ ✿

Rαβγδ =
1

2
(gβγ,αδ + gαδ,βγ − gβδ,αγ − gαγ,βδ) + gµν

(
Γµ

αδΓ
ν
βγ − Γµ

αγΓν
βδ

)
✭❆✳✹✮

♦ù ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ ❞ér✐✈é❡
❝♦✈❛r✐❛♥t❡ ✿

∂αtβ = tβ,α ❡t ∇αtβ = tβ;α .

❊♥✜♥✱ ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ✿

Rαβ = Rδ
αδβ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❘✐❝❝✐ ✭❆✳✺✮

R = Rα
α ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ✭❆✳✻✮

Gαβ = Rαβ − 1/2Rgαβ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞✬❊✐♥st❡✐♥✳ ✭❆✳✼✮

❆✳✷ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✐♥st❡✐♥

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ♦❝❝✉♣és ♣❛r ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✲
t❡♠♣s ❛♣♣❡❧é❡ s❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs✳ ▲❡ t❡♠♣s ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ τ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡
❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs ✿ dτ = ds ✭♣♦✉r c = 1✮✳ ▲❛ q✉❛❞r✐✲✈✐t❡ss❡ ❞❡
❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t à s❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs ♣❛r❛♠ètr✐sé❡ ♣❛r s♦♥ t❡♠♣s
♣r♦♣r❡✳

▲❡s ❧✐❣♥❡s ❞✬✉♥✐✈❡rs ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✐♥❡rt✐❡❧ ✭s♦✉♠✐s❡s à ❛✉❝✉♥❡ ❢♦r❝❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
à ❞❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s✱ ❝✬❡st✕à✕❞✐r❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞♦♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t ❡st tr❛♥s♣♦rté
♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ▲❡s ♣❤♦t♦♥s ✭❡t ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s❛♥s ♠❛ss❡✮ s✉✐✈❡♥t ❞❡s ❣é♦❞é✲
s✐q✉❡s ❞❡ ❣❡♥r❡ ❧✉♠✐èr❡✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ds = 0✳

▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ q✉❛❞r✐✲✈✐t❡ss❡ v ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❞r✐✲✈✐t❡ss❡ ✿ E(v) = p · v ♦ù p ❡st ❧❛ q✉❛❞r✐✲✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❛ ♠❛ss❡ ❛✉
r❡♣♦s m ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥tr✐♥sèq✉❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r m2 = p · p ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❛✉ r❡♣♦s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s②stè♠❡✮✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ t❡♥s❡✉r ♠étr✐q✉❡✱ ♦♥
❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♥s❡✉r s②♠étr✐q✉❡✱ ♥♦♠♠é t❡♥s❡✉r
é♥❡r❣✐❡✲✐♠♣✉❧s✐♦♥✱ T✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ q✉❛❞r✐✲✈✐t❡ss❡ v ❡st ❛❧♦rs
T(v,v)✳

❉é✜♥✐ss♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ♥❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❛♥t ❛✉❝✉♥❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❛✉ r❡♣♦s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ✢✉✐❞❡✳✷ ▲❡ t❡♥s❡✉r

✶❖♥ ♣♦✉rr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❞♦♣t❡r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✿ ✭✲✱✰✱✰✱✰✮✳
✷❖♥ ❛ ✈✉ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❄❄ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄ q✉❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❞✬✉♥ ✉♥✐✈❡rs s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t✳
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é♥❡r❣✐❡✲✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

Tαβ = (ρ+ p)vαvβ − pgαβ ✭❆✳✽✮

♦ù p ❡t ρ s♦♥t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✱ ❡t v s❛ q✉❛❞r✐✲✈✐t❡ss❡✳
❊♥ r❡❧❛t✐✈✐té ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❞ét❡r♠✐♥❡ s❛ ❣é♦♠étr✐❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡

❝❤❛♠♣ ❞✬❊✐♥st❡✐♥ ❡st ❛✐♥s✐ ✿
Gαβ = −8πGTαβ ✭❆✳✾✮

♦ù G ❡st ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞✬❊✐♥st❡✐♥✱ ❞é✜♥✐ ♣❧✉s ❤❛✉t ✭q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡✮✳ ❊✐♥st❡✐♥ ❛✱ ♣♦✉r
❞❡s r❛✐s♦♥s q✉✐ ❛♣♣❛r❛îtr♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❛❥♦✉té ✉♥ t❡r♠❡ à s♦♥ éq✉❛t✐♦♥ ✿

Gαβ = −8πGTαβ − Λgαβ ✭❆✳✶✵✮

♦ù Λ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡✳
▲❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ✿

Tα
β;α = 0 ✭❆✳✶✶✮

❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ♣♦✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ❡t ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té r❡❧❛t✐✈✐st❡ ✿

(ρ+ p)vα∇αv
β = hβγ∇γp ✭❆✳✶✷✮

vα∇αρ+ (ρ+ p)∇αv
α = 0 . ✭❆✳✶✸✮

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐✈✐té ❣é♥ér❛❧❡ à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡
❛❜♦✉t✐t ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞✬✉♥✐✈❡rs ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❞é❝r✐ts ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✳
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❆♥♥❡①❡ ❇

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❡t ✉♥✐tés ❞❛♥s ❧❡ P❙▼

◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s ✐❝✐ s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s r❡t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ✉♥✐tés ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ P❙▼ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t Iν ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té s♣é❝✐✜q✉❡
❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ν ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ξ ❞✉ ❝✐❡❧✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠é❡ s❛✉❢ ♠❡♥t✐♦♥
❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❡♥ Wm−2sr−1Hz−1 ✭✉♥✐té ❞✉ s②stè♠❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✮✳ ▲❡ P❙▼ r❡❝♦♥♥❛ît é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ Jy/sr
✈❛❧❛♥t 10−26 Wm−2sr−1Hz−1✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ♥♦✐r à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ T ✭❞✐t❡ ❧♦✐ ❞❡
P❧❛♥❝❦✮ ✿

Iν = Bν(T ) =
2hν3

c2
1

ex − 1
,

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♥♦té x = hν
k❇T ✳ ❉❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ✭ré❣✐♠❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲

❏❡❛♥s✮ ❝❡tt❡ ✐♥t❡♥s✐té ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✿

Iν ≈ 2ν2k❇
c2

T.

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛ss♦❝✐❡r à t♦✉t r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡♥s✐té Iν ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❞✐t❡
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❜r✐❧❧❛♥❝❡✱ T❘❏✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❜r✐❧❧❛♥❝❡ s♦♥t ❞é♥♦té❡s
❞❛♥s ❧❡ P❙▼ ♣❛r ❧✬✉♥✐té ✏❑❴❘❏✑✳

▲❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ∆Iν ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❈▼❇ à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ s♦♥t ❧✐é❡s à ✉♥❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ∆T ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ T❝♠❜✳ ❈❡s
❞❡✉① ❣r❛♥❞❡✉rs s♦♥t ❧✐é❡s ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

∆Iν ≈ dBν(T❝♠❜)

dT
∆T =

1

2k❇

(
c

νT❝♠❜
Bν(T❝♠❜)

)2

ex∆T.

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ P❙▼ s♦♥t ❞é✲
♥♦té❡s ♣❛r ❧✬✉♥✐té ✏❑❴❈▼❇✑✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✏❑✴❑❈▼❇✑ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ∆T/T❝♠❜✳

❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❝♦♥✈❡rt✐r ❞❡s ❝❛rt❡s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❈♦♠♣t♦♥ y ❞✉ ❣❛③ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❛♠❛s✱
❡♥ é❝❛rt ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❧✐é à ❧✬❡✛❡t ❙❩✱ ❧❡ P❙▼ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❑♦♠♣❛♥❡❡ts ♦❜t❡♥✉❡
♣♦✉r ✉♥ ❣❛③ ♥♦♥ r❡❧❛t✐✈✐st❡ ❡t ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♦♣t✐q✉❡ ♠✐♥❝❡ ✿

∆Iν =
xex

ex − 1

(
x(ex + 1)

ex − 1
− 4

)
Bν(T❝♠❜) y ,

❛✈❡❝ ✿

y =

∫
k❇Te

mec2
neσT dl ,

♦ù Te✱ ne ❡t me ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞✉ ❣❛③✱ ❡t ❧❛
♠❛ss❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❄✮ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐✛✉sé ♣❛r ✉♥ ❛♠❛s ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✿

P = 0.1ex ex + 1

2(ex − 1)2
x2τβ2

tBν(T❝♠❜)

✶✹✾



✶✺✵ ❆◆◆❊❳❊ ❇✳ ❈❖◆❱❊◆❚■❖◆❙ ❊❚ ❯◆■❚➱❙ ❉❆◆❙ ▲❊ P❙▼

♦ù τ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t βt ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣r♦♣r❡
❞❡ ❧✬❛♠❛s✳ ▲❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ ❛✉ ♣❧❛♥ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❧✬❛♠❛s ❡t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳



❆♥♥❡①❡ ❈

❈❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s

❧❡s ❝❛rt❡s ❍❊❆▲P✐①

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❡♥êtr❡s ❛♣♦❞✐sé❡s à ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✐♥❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
♠❛♥q✉❛♥t❡s ❧♦rs ❞❡ s♦♥ ❛♥❛❧②s❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ♣r❛t✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ré♣❛♥❞✉❡ ♣♦✉r
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s✐❣♥❛✉① t❡♠♣♦r❡❧s✳ ❙✉r ❧❛ s♣❤èr❡✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡♥êtr❡s ❧✐ss❡s
❡t à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ♥✬❡st ♣❛s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❡s ♠❛sq✉❡s ❛♣♣❧✐q✉és
❛✉① ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❛✐♥s✐ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛sq✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡♥ ❞é♣✐t ❞❡s ❡✛❡ts s♣❡❝tr❛✉① ✐♠♣♦rt❛♥ts
✐♥❞✉✐ts ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❢r❛♥❝❤❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r
✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧✐ss❡ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✬✉♥ ♠❛sq✉❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❞❡ ❢♦r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱
r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ♣✐①é❧✐sé❡ M ✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣✐①❡❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s ξi ❞❡s ❝❡♥tr❡s
❞❡s N♣✐① ♣✐①❡❧s✱ ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s M = {i,M(ξi) = 0} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛sq✉❡ ✭♥♦♥
♦❜s❡r✈és✮✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ M̄ = {ξi,M(ξi) = 1} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♣✐①❡❧s ♦❜s❡r✈és✳
▲✬❛♥❣❧❡ sé♣❛r❛♥t ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❞❡✉① ♣✐①❡❧s i ❡t i′ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♥♦té❡ ✿

di,i′ = arccos(ξi · ξi′).

❖♥ ❞é✜♥✐t✱ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ i ❛✉ ♠❛sq✉❡ M ♣❛r ✿

di,M = min
i′∈M

di,i′ . ✭❈✳✶✮

❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣♦✉r t♦✉t ♣✐①❡❧✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛sq✉❡ ❲ ❛♣♦❞✐sé ❡♥ ❧✉✐
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢❡♥êtr❡ ❛❞❛♣té❡ f ✿ W (ξi) = f(di,M )✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡
❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r θ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✿

f(x) =






0 ♣♦✉r x ≤ 0 ,
1 ♣♦✉r x ≥ θ ,
0.5 − 0.5 cos(π x

θ ) ♣♦✉r 0 < x < θ .

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ tr✐✈✐❛❧✱ s✉❣❣éré ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭❄❄✮✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ di,M ♣♦✉r ❧❡s N♣✐①

♣✐①❡❧s ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s i′ ∈ M✳ ❙❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❞♦♥❝ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♥
O(N2

♣✐①)✱ ❝❡ q✉✐ ❡st tr♦♣ é❧❡✈é ♣♦✉r ✉♥ ✉s❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t ♣♦✉r ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s t❡❧❧❡s q✉❡ P❧❛♥❝❦
✭N♣✐① ∼ 6 · 107✮✳ ■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝❡ ❝♦ût✱ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❡♥
r❡♠❛rq✉❛♥t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ❛✉ ♠❛sq✉❡ ❞ès ❧♦rs
q✉❡ di,M ≥ θ✳ ▲❛ ♣✐①❡❧✐s❛t✐♦♥ ❍❊❆▲P✐① ✭❄✮ ♦✛r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s
♣✐①❡❧s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥ ❞✐sq✉❡ ❞❡ r❛②♦♥ θ ✿ Di(θ) = {i′,di,i′ < θ} ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣✐①❡❧s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ O(θ2)✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦rs ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❛rt❡ L ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♠❛sq✉❡
♣❛r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭é❝r✐t❡ ❡♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡✮ ✿

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ f(L(ξi)) = W (ξi)✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡st r❛♠❡♥é à O(|M|θ2)✱ ❡♥
♥♦t❛♥t |M| ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡M✳ ▲❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❛✐♥s✐ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦✉r❛♥t❡s ❞❡ θ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶ ❞❡❣ré✳ ❊♥✜♥ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❝♦✉✈r❛♥t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧✱ ♦♥ ❛ |M̄| < |M|✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✐♥térêt à

✶✺✶



✶✺✷ ❆◆◆❊❳❊ ❈✳ ❈❆▲❈❯▲ ◆❯▼➱❘■◗❯❊ ❉❊ ❉■❙❚❆◆❈❊ ❉❆◆❙ ▲❊❙ ❈❆❘❚❊❙ ❍❊❆▲P■❳

❋✐❣✳ ❈✳✶ ✕ ❆♣♦❞✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛sq✉❡ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳

❛❞❛♣t❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ s✉r ❧❡s ♣✐①❡❧s ♥♦♥ ♠❛sq✉és✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ✐❧❧✉str❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s à ✉♥ ♠❛sq✉❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❣❛❧❛❝t✐q✉❡✳ ◆♦tr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥
❧❛♥❣❛❣❡ ❈✰✰ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❛♣❝✳✉♥✐✈✲♣❛r✐s✼✳❢r✴
⑦❜❡t♦✉❧❡✴❞♦❦✉✳♣❤♣❄✐❞❂s♦❢t✇❛r❡✳

http://www.apc.univ-paris7.fr/~betoule/doku.php?id=software
http://www.apc.univ-paris7.fr/~betoule/doku.php?id=software
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P✳ ❆❜r✐❛❧✱ ❨✳ ▼♦✉❞❞❡♥✱ ❏✳✲▲✳ ❙t❛r❝❦✱ ❏✳ ❋❛❞✐❧✐✱ ❏✳ ❉❡❧❛❜r♦✉✐❧❧❡ ❡t ▼✳ ❑✳ ◆❣✉②❡♥ ✿ ❈▼❇
❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s♣❛rs✐t②✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ✺✿✷✽✾✕✷✾✽✱ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✵✽✳

❆✳❊✳❊✈r❛r❞✱ ✷✵✵✷ ✿ ❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠♣❛✲❣❛r❝❤✐♥❣✳♠♣❣✳❞❡✴❱✐r❣♦✴❤✉❜❜❧❡✳❤t♠❧✳

❆✳ ❆❧❜r❡❝❤t ❡t P✳ ❏✳ ❙t❡✐♥❤❛r❞t ✿ ❈♦s♠♦❧♦❣② ❢♦r ❣r❛♥❞ ✉♥✐✜❡❞ t❤❡♦r✐❡s ✇✐t❤ r❛❞✐❛t✐✈❡❧② ✐♥❞✉❝❡❞
s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✹✽✿✶✷✷✵✕✶✷✷✸✱ ❛✈r✐❧ ✶✾✽✷✳

❘✳ ❆✳ ❆❧♣❤❡r✱ ❍✳ ❇❡t❤❡ ❡t ●✳ ●❛♠♦✇ ✿ ❚❤❡ ❖r✐❣✐♥ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❊❧❡♠❡♥ts✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇✱
✼✸✿✽✵✸✕✽✵✹✱ ❛✈r✐❧ ✶✾✹✽✳

P✳ ❆st✐❡r✱ ❏✳ ●✉②✱ ◆✳ ❘❡❣♥❛✉❧t✱ ❘✳ P❛✐♥✱ ❊✳ ❆✉❜♦✉r❣✱ ❉✳ ❇❛❧❛♠✱ ❙✳ ❇❛s❛✱ ❘✳ ●✳ ❈❛r❧❜❡r❣✱
❙✳ ❋❛❜❜r♦✱ ❉✳ ❋♦✉❝❤❡③✱ ■✳ ▼✳ ❍♦♦❦✱ ❉✳ ❆✳ ❍♦✇❡❧❧✱ ❍✳ ▲❛❢♦✉①✱ ❏✳ ❉✳ ◆❡✐❧❧✱ ◆✳ P❛❧❛♥q✉❡✲
❉❡❧❛❜r♦✉✐❧❧❡✱ ❑✳ P❡rr❡tt✱ ❈✳ ❏✳ Pr✐t❝❤❡t✱ ❏✳ ❘✐❝❤✱ ▼✳ ❙✉❧❧✐✈❛♥✱ ❘✳ ❚❛✐❧❧❡t✱ ●✳ ❆❧❞❡✲
r✐♥❣✱ P✳ ❆♥t✐❧♦❣✉s✱ ❱✳ ❆rs❡♥✐❥❡✈✐❝✱ ❈✳ ❇❛❧❧❛♥❞✱ ❙✳ ❇❛✉♠♦♥t✱ ❏✳ ❇r♦♥❞❡r✱ ❍✳ ❈♦✉rt♦✐s✱
❘✳ ❙✳ ❊❧❧✐s✱ ▼✳ ❋✐❧✐♦❧✱ ❆✳ ❈✳ ●♦♥ç❛❧✈❡s✱ ❆✳ ●♦♦❜❛r✱ ❉✳ ●✉✐❞❡✱ ❉✳ ❍❛r❞✐♥✱ ❱✳ ▲✉ss❡t✱
❈✳ ▲✐❞♠❛♥✱ ❘✳ ▼❝▼❛❤♦♥✱ ▼✳ ▼♦✉❝❤❡t✱ ❆✳ ▼♦✉r❛♦✱ ❙✳ P❡r❧♠✉tt❡r✱ P✳ ❘✐♣♦❝❤❡✱ ❈✳ ❚❛♦
❡t ◆✳ ❲❛❧t♦♥ ✿ ❚❤❡ ❙✉♣❡r♥♦✈❛ ▲❡❣❛❝② ❙✉r✈❡② ✿ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ΩM ✱ ΩΛ ❛♥❞ ✇ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst
②❡❛r ❞❛t❛ s❡t✳ ❆✫❆✱ ✹✹✼✿✸✶✕✹✽✱ ❢é✈r✐❡r ✷✵✵✻✳

❊✳ ❆✉❞✐t ❡t ❏✳ ❋✳ ▲✳ ❙✐♠♠♦♥s ✿ ❚❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤ ❡✛❡❝t ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝❧✉st❡r
✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✵✺✿▲✷✼✕▲✸✵✱ ♠❛✐ ✶✾✾✾✳

❏ ❆✉♠♦♥t ✿ ❊t✉❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉
❋♦♥❞ ❉✐✛✉s ❈♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ P❧❛♥❝❦✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❏♦s❡♣❤✲❋♦✉r✐❡r
✲ ●r❡♥♦❜❧❡ ■✱ ✷✵✵✼✳

P✳ ❇❛❧❞✐✱ ●✳ ❑❡r❦②❛❝❤❛r✐❛♥✱ ❉✳ ▼❛r✐♥✉❝❝✐ ❡t ❉✳ P✐❝❛r❞ ✿ ❆s②♠♣t♦t✐❝s ❢♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ ♥❡❡❞❧❡ts✳
❆◆◆❆▲❙ ❖❋ ❙❚❆❚■❙❚■❈❙✱ ✸✼✿✶✶✺✵✱ ✷✵✵✾✳ ❯❘▲ ❞♦✐✿✶✵✳✶✷✶✹✴✵✽✲❆❖❙✻✵✶✳

❏✳ ▼✳ ❇❛r❞❡❡♥ ✿ ●❛✉❣❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✷✷✿✶✽✽✷✕✶✾✵✺✱ ♦❝t♦❜r❡
✶✾✽✵✳

❘✳ ❇✳ ❇❛rr❡✐r♦ ✿ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t✉s ♦❢ ❈▼❇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts✱ ❥✉✐♥
✷✵✵✾✳

❏✳ ❉✳ ❇❛rr♦✇ ❡t P✳ ❙❛✐❝❤ ✿ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ✉♥✐✈❡rs❡s✳ P❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs
❇✱ ✷✹✾✿✹✵✻✕✹✶✵✱ ♦❝t♦❜r❡ ✶✾✾✵✳

◆✳ ❇❛rt♦❧♦✱ ❊✳ ❑♦♠❛ts✉✱ ❙✳▼❛t❛rr❡s❡ ❡t ❆✳ ❘✐♦tt♦ ✿ ◆♦♥✲●❛✉ss✐❛♥✐t② ❢r♦♠ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✿ t❤❡♦r②
❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ P❤②s✳ ❘❡♣✳✱ ✹✵✷✿✶✵✸✕✷✻✻✱ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✹✳

❇✳ ❆✳ ❇❛ss❡tt✱ ❙✳ ❚s✉❥✐❦❛✇❛ ❡t ❉✳❲❛♥❞s ✿ ■♥✢❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ r❡❤❡❛t✐♥❣✳ ❘❡✈✐❡✇s ♦❢ ▼♦❞❡r♥
P❤②s✐❝s✱ ✼✽✿✺✸✼✕✺✽✾✱ ❛✈r✐❧ ✷✵✵✻✳

❊✳ ❙✳ ❇❛tt✐st❡❧❧✐✱ ❘✳ ❘❡❜♦❧♦✱ ❏✳ ❆✳ ❘✉❜✐ñ♦✲▼❛rtí♥✱ ❙✳ ❘✳ ❍✐❧❞❡❜r❛♥❞t✱ ❘✳ ❆✳ ❲❛ts♦♥✱
❈✳ ●✉t✐érr❡③ ❡t ❘✳ ❏✳ ❍♦②❧❛♥❞ ✿ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆♥♦♠❛❧♦✉s ▼✐❝r♦✇❛✈❡
❊♠✐ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ P❡rs❡✉s ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❈♦♠♣❧❡① ✇✐t❤ t❤❡ ❈❖❙▼❖❙❖▼❆❙ ❊①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❆♣❏✱ ✻✹✺✿
▲✶✹✶✕▲✶✹✹✱ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✵✻✳

✶✺✸

http://www.mpa-garching.mpg.de/Virgo/hubble.html
doi:10.1214/08-AOS601
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❉✳ ❇❛✉♠❛♥♥✱ ❆✳ ❈♦♦r❛②✱ ❙✳❉♦❞❡❧s♦♥✱ ❏✳❉✉♥❦❧❡②✱ ❆✳ ❆✳ ❋r❛✐ss❡✱ ▼✳ ●✳ ❏❛❝❦s♦♥✱ ❆✳❑♦❣✉t✱
▲✳ ▼✳ ❑r❛✉ss✱ ❑✳ ▼✳ ❙♠✐t❤ ❡t ▼✳ ❩❛❧❞❛rr✐❛❣❛ ✿ ❆ ▼✐ss✐♦♥ t♦ ▼❛♣ ♦✉r ❖r✐❣✐♥s✳ ■♥ ❙✳ ❉♦✲
❞❡❧s♦♥✱ ❉✳ ❇❛✉♠❛♥♥✱ ❆✳ ❈♦♦r❛②✱ ❏✳ ❉✉♥❦❧❡②✱ ❆✳ ❋r❛✐ss❡✱ ▼✳ ●✳ ❏❛❝❦s♦♥✱ ❆✳ ❑♦❣✉t✱
▲✳ ❑r❛✉ss✱ ▼✳ ❩❛❧❞❛rr✐❛❣❛ ❡t ❑✳ ❙♠✐t❤✱ é❞✐t❡✉rs ✿ ❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ P❤②s✐❝s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
❙❡r✐❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✶✹✶ ❞❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ P❤②s✐❝s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s✱ ♣❛❣❡s ✸✕✾✱ ❥✉✐♥ ✷✵✵✾✳

❈✳ ❆✳ ❇❡✐❝❤♠❛♥✱ ●✳◆❡✉❣❡❜❛✉❡r✱ ❍✳ ❏✳❍❛❜✐♥❣✱ P✳ ❊✳❈❧❡❣❣ ❡t ❚✳ ❏✳❈❤❡st❡r✱ é❞✐t❡✉rs✳ ■♥❢r❛r❡❞
❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ s❛t❡❧❧✐t❡ ✭■❘❆❙✮ ❝❛t❛❧♦❣s ❛♥❞ ❛t❧❛s❡s✳ ❱♦❧✉♠❡ ✶ ✿ ❊①♣❧❛♥❛t♦r② s✉♣♣❧❡♠❡♥t✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✱
✶✾✽✽✳

❈✳ ▲✳ ❇❡♥♥❡tt✱ ▼✳ ❍❛❧♣❡r♥✱ ●✳ ❍✐♥s❤❛✇✱ ◆✳ ❏❛r♦s✐❦✱ ❆✳ ❑♦❣✉t✱ ▼✳ ▲✐♠♦♥✱ ❙✳ ❙✳ ▼❡②❡r✱
▲✳ P❛❣❡✱ ❉✳ ◆✳ ❙♣❡r❣❡❧✱ ●✳ ❙✳ ❚✉❝❦❡r✱ ❊✳ ❲♦❧❧❛❝❦✱ ❊✳ ▲✳ ❲r✐❣❤t✱ ❈✳ ❇❛r♥❡s✱ ▼✳ ❘✳
●r❡❛s♦♥✱ ❘✳ ❙✳ ❍✐❧❧✱ ❊✳ ❑♦♠❛ts✉✱ ▼✳ ❘✳ ◆♦❧t❛✱ ◆✳ ❖❞❡❣❛r❞✱ ❍✳ ❱✳ P❡✐r✐s✱ ▲✳ ❱❡r❞❡ ❡t
❏✳ ▲✳ ❲❡✐❧❛♥❞ ✿ ❋✐rst✲❨❡❛r ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❆♥✐s♦tr♦♣② Pr♦❜❡ ✭❲▼❆P✮ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✿
Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ▼❛♣s ❛♥❞ ❇❛s✐❝ ❘❡s✉❧ts✳ ❆♣❏❙✱ ✶✹✽✿✶✕✷✼✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✸❛✳

❈✳ ▲✳ ❇❡♥♥❡tt✱ ❘✳ ❙✳ ❍✐❧❧✱ ●✳ ❍✐♥s❤❛✇✱ ▼✳ ❘✳ ◆♦❧t❛✱ ◆✳ ❖❞❡❣❛r❞✱ ▲✳ P❛❣❡✱ ❉✳ ◆✳ ❙♣❡r❣❡❧✱
❏✳ ▲✳❲❡✐❧❛♥❞✱ ❊✳ ▲✳❲r✐❣❤t✱ ▼✳ ❍❛❧♣❡r♥✱ ◆✳ ❏❛r♦s✐❦✱ ❆✳ ❑♦❣✉t✱ ▼✳ ▲✐♠♦♥✱ ❙✳ ❙✳ ▼❡②❡r✱
●✳ ❙✳ ❚✉❝❦❡r ❡t ❊✳ ❲♦❧❧❛❝❦ ✿ ❋✐rst✲❨❡❛r ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❆♥✐s♦tr♦♣② Pr♦❜❡ ✭❲▼❆P✮
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✿ ❋♦r❡❣r♦✉♥❞ ❊♠✐ss✐♦♥✳ ❆♣❏❙✱ ✶✹✽✿✾✼✕✶✶✼✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✸❜✳

❈✳ ▲✳ ❇❡♥♥❡tt✱ ❆✳ ❑♦❣✉t✱ ●✳ ❍✐♥s❤❛✇✱ ❆✳ ❏✳ ❇❛♥❞❛②✱ ❊✳ ▲✳ ❲r✐❣❤t✱ ❑✳ ▼✳ ●♦rs❦✐✱ ❉✳ ❚✳
❲✐❧❦✐♥s♦♥✱ ❘✳❲❡✐ss✱ ●✳ ❋✳ ❙♠♦♦t✱ ❙✳ ❙✳▼❡②❡r✱ ❏✳ ❈✳▼❛t❤❡r✱ P✳ ▲✉❜✐♥✱ ❑✳ ▲♦❡✇❡♥st❡✐♥✱
❈✳ ▲✐♥❡✇❡❛✈❡r✱ P✳ ❑❡❡❣str❛✱ ❊✳ ❑❛✐t❛✱ P✳ ❉✳ ❏❛❝❦s♦♥ ❡t ❊✳ ❙✳ ❈❤❡♥❣ ✿ ❈♦s♠✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t✇♦ ②❡❛rs ♦❢ ❈❖❇❊ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ r❛❞✐♦♠❡t❡rs ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆♣❏✱ ✹✸✻✿
✹✷✸✕✹✹✷✱ ❞é❝❡♠❜r❡ ✶✾✾✹✳

❆✳ ❇❡♥♦ît✱ P✳ ❆❞❡✱ ❆✳ ❆♠❜❧❛r❞✱ ❘✳ ❆♥s❛r✐✱ ➱✳ ❆✉❜♦✉r❣✱ ❙✳ ❇❛r❣♦t✱ ❏✳ ●✳ ❇❛rt❧❡tt✱ ❏✳✲
P✳ ❇❡r♥❛r❞✱ ❘✳ ❙✳ ❇❤❛t✐❛✱ ❆✳ ❇❧❛♥❝❤❛r❞✱ ❏✳ ❏✳ ❇♦❝❦✱ ❆✳ ❇♦s❝❛❧❡r✐✱ ❋✳ ❘✳ ❇♦✉❝❤❡t✱
❆✳ ❇♦✉rr❛❝❤♦t✱ P✳ ❈❛♠✉s✱ ❋✳ ❈♦✉❝❤♦t✱ P✳ ❞❡ ❇❡r♥❛r❞✐s✱ ❏✳ ❉❡❧❛❜r♦✉✐❧❧❡✱ ❋✳✲❳✳ ❉é✲
s❡rt✱ ❖✳ ❉♦ré✱ ▼✳ ❉♦✉s♣✐s✱ ▲✳ ❉✉♠♦✉❧✐♥✱ ❳✳ ❉✉♣❛❝✱ P✳ ❋✐❧❧✐❛tr❡✱ P✳ ❋♦s❛❧❜❛✱ ❑✳ ●❛♥❣❛✱
❋✳ ●❛♥♥❛✇❛②✱ ❇✳ ●❛✉t✐❡r✱ ▼✳ ●✐❛r❞✱ ❨✳ ●✐r❛✉❞✲❍ér❛✉❞✱ ❘✳ ●✐s♣❡rt✱ ▲✳ ●✉❣❧✐❡❧♠✐✱ ❏✳✲
❈✳ ❍❛♠✐❧t♦♥✱ ❙✳ ❍❛♥❛♥②✱ ❙✳ ❍❡♥r♦t✲❱❡rs✐❧❧é✱ ❏✳ ❑❛♣❧❛♥✱ ●✳ ▲❛❣❛❝❤❡✱ ❏✳✲▼✳ ▲❛♠❛rr❡✱
❆✳ ❊✳ ▲❛♥❣❡✱ ❏✳ ❋✳ ▼❛❝í❛s✲Pér❡③✱ ❑✳ ▼❛❞❡t✱ ❇✳ ▼❛❢❢❡✐✱ ❈✳ ▼❛❣♥❡✈✐❧❧❡✱ ❉✳ P✳ ▼❛rr♦♥❡✱
❙✳ ▼❛s✐✱ ❋✳ ▼❛②❡t✱ ❆✳ ▼✉r♣❤②✱ ❋✳ ◆❛r❛❣❤✐✱ ❋✳ ◆❛t✐✱ ●✳ P❛t❛♥❝❤♦♥✱ ●✳ P❡rr✐♥✱ ▼✳ P✐❛t✱
◆✳ P♦♥t❤✐❡✉✱ ❙✳ Pr✉♥❡t✱ ❏✳✲▲✳ P✉❣❡t✱ ❈✳ ❘❡♥❛✉❧t✱ ❈✳ ❘♦ss❡t✱ ❉✳ ❙❛♥t♦s✱ ❆✳ ❙t❛r♦❜✐♥s❦②✱
■✳ ❙tr✉❦♦✈✱ ❘✳ ❱✳ ❙✉❞✐✇❛❧❛✱ ❘✳ ❚❡②ss✐❡r✱ ▼✳ ❚r✐str❛♠✱ ❈✳ ❚✉❝❦❡r✱ ❏✳✲❈✳ ❱❛♥❡❧✱ ❉✳ ❱✐✲
❜❡rt✱ ❊✳❲❛❦✉✐ ❡t ❉✳ ❨✈♦♥ ✿ ❋✐rst ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜♠✐❧❧✐♠❡tr❡ ❞✐✛✉s❡ ❣❛❧❛❝t✐❝
❞✉st ❡♠✐ss✐♦♥ ❜② ❆r❝❤❡♦♣s✳ ❆✫❆✱ ✹✷✹✿✺✼✶✕✺✽✷✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✹✳

▼✳ ❇❡t♦✉❧❡✱ ❊✳ P✐❡r♣❛♦❧✐✱ ❏✳ ❉❡❧❛❜r♦✉✐❧❧❡✱ ▼✳ ▲❡ ❏❡✉♥❡ ❡t ❏✳✲❋✳ ❈❛r❞♦s♦ ✿ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡
t❡♥s♦r t♦ s❝❛❧❛r r❛t✐♦ ❢r♦♠ ❈▼❇ ❇✲♠♦❞❡s ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞s✳ ❆✫❆✱ ✺✵✸✱ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✾✳

❆✳ ❲✳ ❇❧❛✐♥ ✿ ●❛❧❛①②✲❣❛❧❛①② ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❧❡♥s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✐❧❧✐♠❡tr❡✴s✉❜♠✐❧❧✐♠❡tr❡ ✇❛✈❡❜❛♥❞✳
▼◆❘❆❙✱ ✷✽✸✿✶✸✹✵✕✶✸✹✽✱ ❞é❝❡♠❜r❡ ✶✾✾✻✳

❏✳ ❇♦❜✐♥✱ ❨✳ ▼♦✉❞❞❡♥✱ ❏✳✲▲✳ ❙t❛r❝❦✱ ❏✳ ❋❛❞✐❧✐ ❡t ◆✳ ❆❣❤❛♥✐♠ ✿ ❙❩ ❛♥❞ ❈▼❇ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✉s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ✺✿✸✵✼✕✸✶✼✱ ❥✉✐❧❧❡t
✷✵✵✽✳

❏✳ ❇♦❝❦✱ ❆✳ ❆❧❥❛❜r✐✱ ❆✳ ❆♠❜❧❛r❞✱ ❉✳ ❇❛✉♠❛♥♥✱ ▼✳ ❇❡t♦✉❧❡✱ ❚✳ ❈❤✉✐✱ ▲✳ ❈♦❧♦♠❜♦✱ ❆✳ ❈♦✲
♦r❛②✱ ❉✳ ❈r✉♠❜✱ P✳ ❉❛②✱ ❈✳ ❉✐❝❦✐♥s♦♥✱ ❉✳ ❉♦✇❡❧❧✱ ▼✳ ❉r❛❣♦✈❛♥✱ ❙✳ ●♦❧✇❛❧❛✱ ❑✳ ●♦rs❦✐✱
❙✳ ❍❛♥❛♥②✱ ❲✳ ❍♦❧♠❡s✱ ❑✳ ■r✇✐♥✱ ❇✳ ❏♦❤♥s♦♥✱ ❇✳ ❑❡❛t✐♥❣✱ ❈✳✲▲✳ ❑✉♦✱ ❆✳ ▲❡❡✱ ❆✳ ▲❛♥❣❡✱
❈✳ ▲❛✇r❡♥❝❡✱ ❙✳ ▼❡②❡r✱ ◆✳ ▼✐❧❧❡r✱ ❍✳ ◆❣✉②❡♥✱ ❊✳ P✐❡r♣❛♦❧✐✱ ◆✳ P♦♥t❤✐❡✉✱ ❏✳✲▲✳ P✉✲
❣❡t✱ ❏✳ ❘❛❛❜✱ P✳ ❘✐❝❤❛r❞s✱ ❈✳ ❙❛tt❡r✱ ▼✳ ❙❡✐❢❢❡rt✱ ▼✳ ❙❤✐♠♦♥✱ ❍✳ ❚r❛♥✱ ❇✳ ❲✐❧❧✐❛♠s ❡t
❏✳ ❩♠✉✐❞③✐♥❛s ✿ ❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ Pr♦❜❡ ♦❢ ■♥✢❛t✐♦♥❛r② ❈♦s♠♦❧♦❣② ✭❊P■❈✮✲■♥t❡♠❡❞✐❛t❡
▼✐ss✐♦♥ ❢♦r ◆❆❙❆✬s ❊✐♥st❡✐♥ ■♥✢❛t✐♦♥ Pr♦❜❡✳ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts✱ ❥✉✐♥ ✷✵✵✾✳

❏✳ ❇♦❝❦✱ ❆✳ ❈♦♦r❛②✱ ❙✳ ❍❛♥❛♥②✱ ❇✳ ❑❡❛t✐♥❣✱ ❆✳ ▲❡❡✱ ❚✳ ▼❛ts✉♠✉r❛✱ ▼✳ ▼✐❧❧✐❣❛♥✱ ◆✳ P♦♥✲
t❤✐❡✉✱ ❚✳ ❘❡♥❜❛r❣❡r ❡t ❍✳ ❚r❛♥ ✿ ❚❤❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ Pr♦❜❡ ♦❢ ■♥✢❛t✐♦♥❛r② ❈♦s♠♦❧♦❣② ✭❊P■❈✮ ✿
❆ ▼✐ss✐♦♥ ❈♦♥❝❡♣t ❙t✉❞② ❢♦r ◆❆❙❆✬s ❊✐♥st❡✐♥ ■♥✢❛t✐♦♥ Pr♦❜❡✳ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts✱ ♠❛✐ ✷✵✵✽✳
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❏✳ ❘✳ ❇♦♥❞✱ ❆✳ ❍✳ ❏❛❢❢❡ ❡t ▲✳ ❑♥♦① ✿ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✺✼✭✹✮✿✷✶✶✼✕✷✶✸✼✱ ❋❡❜ ✶✾✾✽✳

❏✳✲❋✳ ❈❛r❞♦s♦✱ ▼✳ ▲❡ ❏❡✉♥❡✱ ❏✳ ❉❡❧❛❜r♦✉✐❧❧❡✱ ▼✳ ❇❡t♦✉❧❡ ❡t ●✳ P❛t❛♥❝❤♦♥ ✿ ❈♦♠♣♦♥❡♥t
❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❲✐t❤ ❋❧❡①✐❜❧❡ ▼♦❞❡❧s✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ▼✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■❊❊❊
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❚♦♣✐❝s ✐♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✷✱ ✐ss✉❡ ✺✱ ♣♣✳ ✼✸✺✲✼✹✻✱ ✷✿✼✸✺✕✼✹✻✱ ♦❝t♦❜r❡
✷✵✵✽✳

P✳ ❈❛r✈❛❧❤♦✱ ●✳ ❘♦❝❤❛ ❡t ▼✳ P✳ ❍♦❜s♦♥ ✿ ❆ ❢❛st ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥
✐♥ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✲ P♦✇❡❧❧❙♥❛❦❡s ■✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✾✸✿✻✽✶✕✼✵✷✱ ♠❛rs ✷✵✵✾✳

❆✳ ❈❤❛❧❧✐♥♦r✱ ●✳ ❈❤♦♥✱ ❊✳ ❍✐✈♦♥✱ ❙✳ Pr✉♥❡t ❡t ■✳ ❙③❛♣✉❞✐ ✿ ❋❛st q✉❛❞r❛t✐❝ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠
❡st✐♠❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❊✲❇ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ◆❡✇ ❆str♦♥♦♠② ❘❡✈✐❡✇✱ ✹✼✿✾✾✺✕✶✵✵✵✱ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✸✳

❆✳ ❈❤❛❧❧✐♥♦r✱ P✳ ❋♦s❛❧❜❛✱ ❉✳ ▼♦rt❧♦❝❦✱ ▼✳ ❆s❤❞♦✇♥✱ ❇✳ ❲❛♥❞❡❧t ❡t ❑✳ ●órs❦✐ ✿ ❆❧❧✲s❦②
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♣♦❧❛r✐♠❡tr② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✻✷✭✶✷✮✿✶✷✸✵✵✷✕✰✱ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✵✳

❆✳ ❈❤❛❧❧✐♥♦r ❡t ❍✳ P❡✐r✐s ✿ ▲❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥✐s♦✲
tr♦♣✐❡s✳ ■♥ ▼✳ ◆♦✈❡❧❧♦ ❡t ❙✳ P❡r❡③✱ é❞✐t❡✉rs ✿ ❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ P❤②s✐❝s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s✱
✈♦❧✉♠❡ ✶✶✸✷ ❞❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ P❤②s✐❝s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s✱ ♣❛❣❡s ✽✻✕✶✹✵✱ ♠❛✐ ✷✵✵✾✳

❳✳ ❈❤❡♥ ❡t ❊✳ ▲✳ ❲r✐❣❤t ✿ ❊①tr❛❣❛❧❛❝t✐❝ P♦✐♥t ❙♦✉r❝❡ ❙❡❛r❝❤ ✐♥ ❋✐✈❡✲❨❡❛r ❲▼❆P ✹✶✱ ✻✶✱ ❛♥❞ ✾✹
●❤③ ▼❛♣s✳ ❆♣❏✱ ✻✾✹✿✷✷✷✕✷✸✹✱ ♠❛rs ✷✵✵✾✳

❑✳ ❈♦❜❧❡✱ ▼✳ ❇♦♥❛♠❡♥t❡✱ ❏✳ ❊✳ ❈❛r❧str♦♠✱ ❑✳ ❉❛✇s♦♥✱ ◆✳ ❍❛s❧❡r✱ ❲✳ ❍♦❧③❛♣❢❡❧✱ ▼✳ ❏♦②✱
❙✳ ▲❛ ❘♦q✉❡✱ ❉✳ P✳ ▼❛rr♦♥❡ ❡t ❊✳ ❉✳ ❘❡❡s❡ ✿ ❘❛❞✐♦ ❙♦✉r❝❡s t♦✇❛r❞ ●❛❧❛①② ❈❧✉st❡rs ❛t ✸✵
●❍③✳ ❆❏✱ ✶✸✹✿✽✾✼✕✰✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✼✳

❙✳ ❈♦❧❛❢r❛♥❝❡s❝♦✱ P✳ ▼❛③③♦tt❛✱ ❨✳ ❘❡♣❤❛❡❧✐ ❡t ◆✳ ❱✐tt♦r✐♦ ✿ ■♥tr❛❝❧✉st❡r ❈♦♠♣t♦♥✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✿ ▼❡❛♥ ❙♣❡❝tr❛❧ ❉✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ❈❧✉st❡r ◆✉♠❜❡r ❈♦✉♥ts✳
❆♣❏✱ ✹✼✾✿✶✕✰✱ ❛✈r✐❧ ✶✾✾✼✳

▲✳ P✳ ▲✳ ❈♦❧♦♠❜♦ ❡t ❊✳ P✐❡r♣❛♦❧✐ ✿ ▼♦❞❡❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ r❡✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ❈▼❇ ❞❛t❛✳ ◆❡✇ ❆str♦♥♦♠②✱ ✶✹✿✷✻✾✕✷✼✻✱ ❛✈r✐❧ ✷✵✵✾✳

▲✳ P✳ ▲✳ ❈♦❧♦♠❜♦✱ ❊✳ P✐❡r♣❛♦❧✐ ❡t ❏✳ ❘✳ Pr✐t❝❤❛r❞ ✿ ❈♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❢t❡r ❲▼❆P✺ ✿
❢♦r❡❝❛sts ❢♦r P❧❛♥❝❦ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❣❛❧❛①② s✉r✈❡②s✳ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts✱ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✽✳

❑✳ ❈♦♣♣✐♥✱ ❊✳ ▲✳ ❈❤❛♣✐♥✱ ❆✳ ▼✳ ❏✳▼♦rt✐❡r✱ ❙✳ ❊✳ ❙❝♦tt✱ ❈✳ ❇♦r②s✱ ❏✳ ❙✳ ❉✉♥❧♦♣✱ ▼✳ ❍❛❧♣❡r♥✱
❉✳ ❍✳ ❍✉❣❤❡s✱ ❆✳ P♦♣❡✱ ❉✳ ❙❝♦tt✱ ❙✳ ❙❡r❥❡❛♥t✱ ❏✳ ❲❛❣❣✱ ❉✳ ▼✳ ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❖✳ ❆❧♠❛✐♥✐✱
■✳ ❆r❡t①❛❣❛✱ ❚✳ ❇❛❜❜❡❞❣❡✱ P✳ ◆✳ ❇❡st✱ ❆✳ ❇❧❛✐♥✱ ❙✳ ❈❤❛♣♠❛♥✱ ❉✳ ▲✳ ❈❧❡♠❡♥ts✱ ▼✳ ❈r❛✇✲
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▼◆❘❆❙✱ ✸✹✶✿✸✻✾✕✸✽✹✱ ♠❛✐ ✷✵✵✸✳

❑✳ ❉♦❧❛❣✱ ❋✳ ❑✳ ❍❛♥s❡♥✱ ▼✳ ❘♦♥❝❛r❡❧❧✐ ❡t ▲✳ ▼♦s❝❛r❞✐♥✐ ✿ ❚❤❡ ✐♠♣r✐♥ts ♦❢ ❧♦❝❛❧ s✉♣❡r❝❧✉s✲
t❡rs ♦♥ t❤❡ ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡t❡❝t❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ P❧❛♥❝❦✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✻✸✿✷✾✕✸✾✱
♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✺✳

❇✳ ❚✳ ❉r❛✐♥❡ ❡t ❆✳ ❆✳ ❋r❛✐ss❡ ✿ P♦❧❛r✐③❡❞ ❋❛r✲■♥❢r❛r❡❞ ❛♥❞ ❙✉❜♠✐❧❧✐♠❡t❡r ❊♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ■♥t❡r✲
st❡❧❧❛r ❉✉st✳ ❆♣❏✱ ✻✾✻✿✶✕✶✶✱ ♠❛✐ ✷✵✵✾✳

❇✳ ❚✳ ❉r❛✐♥❡ ❡t ❆✳ ▲❛③❛r✐❛♥ ✿ ❊❧❡❝tr✐❝ ❉✐♣♦❧❡ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❙♣✐♥♥✐♥❣ ❉✉st ●r❛✐♥s✳ ❆♣❏✱
✺✵✽✿✶✺✼✕✶✼✾✱ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✶✾✾✽✳

❇✳ ❚✳ ❉r❛✐♥❡ ❡t ❆✳ ▲✐ ✿ ■♥❢r❛r❡❞ ❊♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ■♥t❡rst❡❧❧❛r ❉✉st✳ ■❱✳ ❚❤❡ ❙✐❧✐❝❛t❡✲●r❛♣❤✐t❡✲P❆❍
▼♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ P♦st✲❙♣✐t③❡r ❊r❛✳ ❆♣❏✱ ✻✺✼✿✽✶✵✕✽✸✼✱ ♠❛rs ✷✵✵✼✳

❏✳ ❉✉♥❦❧❡②✱ ❊✳ ❑♦♠❛ts✉✱ ▼✳ ❘✳ ◆♦❧t❛✱ ❉✳ ◆✳ ❙♣❡r❣❡❧✱ ❉✳ ▲❛rs♦♥✱ ●✳ ❍✐♥s❤❛✇✱ ▲✳ P❛❣❡✱
❈✳ ▲✳ ❇❡♥♥❡tt✱ ❇✳ ●♦❧❞✱ ◆✳ ❏❛r♦s✐❦✱ ❏✳ ▲✳ ❲❡✐❧❛♥❞✱ ▼✳ ❍❛❧♣❡r♥✱ ❘✳ ❙✳ ❍✐❧❧✱ ❆✳ ❑♦❣✉t✱
▼✳ ▲✐♠♦♥✱ ❙✳ ❙✳ ▼❡②❡r✱ ●✳ ❙✳ ❚✉❝❦❡r✱ ❊✳ ❲♦❧❧❛❝❦ ❡t ❊✳ ▲✳ ❲r✐❣❤t ✿ ❋✐✈❡✲❨❡❛r ❲✐❧❦✐♥s♦♥
▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❆♥✐s♦tr♦♣② Pr♦❜❡ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✿ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ❛♥❞ P❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❲▼❆P ❉❛t❛✳
❆♣❏❙✱ ✶✽✵✿✸✵✻✕✸✷✾✱ ❢é✈r✐❡r ✷✵✵✾❛✳
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❏✳ ❉✉♥❦❧❡②✱ ❉✳ ◆✳ ❙♣❡r❣❡❧✱ ❊✳ ❑♦♠❛ts✉✱ ●✳ ❍✐♥s❤❛✇✱ ❉✳ ▲❛rs♦♥✱ ▼✳ ❘✳ ◆♦❧t❛✱ ◆✳ ❖❞❡❣❛r❞✱
▲✳ P❛❣❡✱ ❈✳ ▲✳ ❇❡♥♥❡tt✱ ❇✳ ●♦❧❞✱ ❘✳ ❙✳ ❍✐❧❧✱ ◆✳ ❏❛r♦s✐❦✱ ❏✳ ▲✳ ❲❡✐❧❛♥❞✱ ▼✳ ❍❛❧♣❡r♥✱
❆✳ ❑♦❣✉t✱ ▼✳ ▲✐♠♦♥✱ ❙✳ ❙✳ ▼❡②❡r✱ ●✳ ❙✳ ❚✉❝❦❡r✱ ❊✳ ❲♦❧❧❛❝❦ ❡t ❊✳ ▲✳ ❲r✐❣❤t ✿ ❋✐✈❡✲❨❡❛r
❲✐❧❦✐♥s♦♥ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❆♥✐s♦tr♦♣② Pr♦❜❡ ✭❲▼❆P✮ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✿ ❇❛②❡s✐❛♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦s♠✐❝
▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ▼❛♣s✳ ❆♣❏✱ ✼✵✶✿✶✽✵✹✕✶✽✶✸✱ ❛♦ût ✷✵✵✾❜✳

▲✳ ❉✉♥♥❡✱ ❙✳ ❊❛❧❡s✱ ▼✳ ❊❞♠✉♥❞s✱ ❘✳ ■✈✐s♦♥✱ P✳ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❡t ❉✳ ▲✳ ❈❧❡♠❡♥ts ✿ ❚❤❡ ❙❈❯❇❆
▲♦❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs❡ ●❛❧❛①② ❙✉r✈❡② ✲ ■✳ ❋✐rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✉❜♠✐❧❧✐♠❡tr❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❛♥❞ ❞✉st
♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✶✺✿✶✶✺✕✶✸✾✱ ❥✉✐♥ ✷✵✵✵✳

●✳ ❊❢st❛t❤✐♦✉ ✿ ▼②t❤s ❛♥❞ tr✉t❤s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛ ✿ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ ❤②❜r✐❞
❡st✐♠❛t♦r✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✹✾✿✻✵✸✕✻✷✻✱ ❛✈r✐❧ ✷✵✵✹✳

●✳ ❊❢st❛t❤✐♦✉ ❡t ❙✳ ●r❛tt♦♥ ✿ ❇✲♠♦❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❧❛♥❝❦ ♠✐ss✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❈♦s♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆str♦✲P❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s✱ ✻✿✶✶✕✰✱ ❥✉✐♥ ✷✵✵✾✳

●✳ ❊❢st❛t❤✐♦✉✱ ❙✳ ●r❛tt♦♥ ❡t ❋✳ P❛❝✐ ✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ ●❛❧❛❝t✐❝ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦♥ ❇✲♠♦❞❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛t ❧♦✇ ♠✉❧t✐♣♦❧❡s✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✾✼✿✶✸✺✺✕✶✸✼✸✱ ❛♦ût ✷✵✵✾✳

❍✳ ❑✳ ❊r✐❦s❡♥✱ ❈✳ ❉✐❝❦✐♥s♦♥✱ ❈✳ ❘✳ ▲❛✇r❡♥❝❡✱ ❈✳ ❇❛❝❝✐❣❛❧✉♣✐✱ ❆✳ ❏✳ ❇❛♥❞❛②✱ ❑✳ ▼✳ ●órs❦✐✱
❋✳ ❑✳ ❍❛♥s❡♥✱ P✳ ❇✳ ▲✐❧❥❡✱ ❊✳ P✐❡r♣❛♦❧✐✱ ▼✳ ❉✳ ❙❡✐❢❢❡rt✱ ❑✳ ▼✳ ❙♠✐t❤ ❡t ❑✳ ❱❛♥❞❡r❧✐♥❞❡ ✿
❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜② P❛r❛♠❡t❡r ❊st✐♠❛t✐♦♥✳ ❆♣❏✱ ✻✹✶✿✻✻✺✕
✻✽✷✱ ❛✈r✐❧ ✷✵✵✻✳

❆✳ ❊✳ ❊✈r❛r❞✱ ❚✳ ❏✳ ▼❛❝❋❛r❧❛♥❞✱ ❍✳ ▼✳ P✳ ❈♦✉❝❤♠❛♥✱ ❏✳ ▼✳ ❈♦❧❜❡r❣✱ ◆✳ ❨♦s❤✐❞❛✱ ❙✳ ❉✳ ▼✳
❲❤✐t❡✱ ❆✳ ❏❡♥❦✐♥s✱ ❈✳ ❙✳ ❋r❡♥❦✱ ❋✳ ❘✳ P❡❛r❝❡✱ ❏✳ ❆✳ P❡❛❝♦❝❦ ❡t P✳ ❆✳ ❚❤♦♠❛s ✿ ●❛❧❛①②
❈❧✉st❡rs ✐♥ ❍✉❜❜❧❡ ❱♦❧✉♠❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✿ ❈♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❈♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ ❙❦② ❙✉r✈❡② P♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳
❆♣❏✱ ✺✼✸✿✼✕✸✻✱ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✵✷✳

●✳ ❋❛➳✱ ❋✳ ●✉✐❧❧♦✉①✱ ▼✳ ❇❡t♦✉❧❡✱ ❏✳✲❋✳ ❈❛r❞♦s♦✱ ❏✳ ❉❡❧❛❜r♦✉✐❧❧❡ ❡t ▼✳ ▲❡ ❏❡✉♥❡ ✿ ❈▼❇
♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡ts✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✼✽✭✽✮✿✵✽✸✵✶✸✕✰✱ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✽✳

●✐❧❧❡s ❋❛➳ ❡t ❋r❡❞❡r✐❝ ●✉✐❧❧♦✉① ✿ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❛ ♥❡❡❞❧❡t s♣❡❝tr❛❧ ❡st✐♠❛t♦r ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✱ ✷✵✵✽✳
❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝✐t❡❜❛s❡✳♦r❣✴❛❜str❛❝t❄✐❞❂♦❛✐✿❛r❳✐✈✳♦r❣✿✵✽✵✼✳✷✶✻✷✳

❉✳ P✳ ❋✐♥❦❜❡✐♥❡r ✿ ❆ ❋✉❧❧✲❙❦② ❍α ❚❡♠♣❧❛t❡ ❢♦r ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❋♦r❡❣r♦✉♥❞ Pr❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❆♣❏❙✱ ✶✹✻✿✹✵✼✕
✹✶✺✱ ❥✉✐♥ ✷✵✵✸✳

❉✳ P✳ ❋✐♥❦❜❡✐♥❡r ✿ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ■♥t❡rst❡❧❧❛r ▼❡❞✐✉♠ ❊♠✐ss✐♦♥ ❖❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ▼✐❝r♦✇❛✈❡
❆♥✐s♦tr♦♣② Pr♦❜❡✳ ❆♣❏✱ ✻✶✹✿✶✽✻✕✶✾✸✱ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✹✳

❉✳ P✳ ❋✐♥❦❜❡✐♥❡r✱ ▼✳ ❉❛✈✐s ❡t ❉✳ ❏✳ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ✿ ❊①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛❧❛❝t✐❝ ❉✉st ❊♠✐ss✐♦♥ ❛t ✶✵✵
▼✐❝r♦♥s t♦ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❋r❡q✉❡♥❝✐❡s ❯s✐♥❣ ❋■❘❆❙✳ ❆♣❏✱ ✺✷✹✿✽✻✼✕
✽✽✻✱ ♦❝t♦❜r❡ ✶✾✾✾✳

❉✳ ❏✳ ❋✐①s❡♥ ❡t ❏✳ ❈✳ ▼❛t❤❡r ✿ ❚❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❋❛r✲■♥❢r❛r❡❞ ❆❜s♦❧✉t❡ ❙♣❡❝tr♦♣❤♦t♦✲
♠❡t❡r ■♥str✉♠❡♥t ♦♥ ❈❖❇❊✳ ❆♣❏✱ ✺✽✶✿✽✶✼✕✽✷✷✱ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✷✳

❊✳ ❇✳ ❋♦♠❛❧♦♥t✱ ❘✳ ❆✳ ❲✐♥❞❤♦rst✱ ❏✳ ❆✳ ❑r✐st✐❛♥ ❡t ❑✳ ■✳ ❑❡❧❧❡r♠❛♥ ✿ ❚❤❡ ♠✐❝r♦✲❏❛♥s❦②
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❉✳ ❍❡rr❛♥③✱ ▼✳ ▲ó♣❡③✲❈❛♥✐❡❣♦✱ ❏✳ ▲✳ ❙❛♥③ ❡t ❏✳ ●♦♥③á❧❡③✲◆✉❡✈♦ ✿ ❆ ♥♦✈❡❧ ♠✉❧t✐❢r❡q✉❡♥❝②
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡s ✐♥ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❛♣s✳ ▼◆❘❆❙✱
✸✾✹✿✺✶✵✕✺✷✵✱ ♠❛rs ✷✵✵✾✳



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊ ✶✺✾

●✳ ❍✐♥s❤❛✇✱ ▼✳ ❘✳ ◆♦❧t❛✱ ❈✳ ▲✳ ❇❡♥♥❡tt✱ ❘✳ ❇❡❛♥✱ ❖✳ ❉♦ré✱ ▼✳ ❘✳ ●r❡❛s♦♥✱ ▼✳ ❍❛❧♣❡r♥✱
❘✳ ❙✳ ❍✐❧❧✱ ◆✳ ❏❛r♦s✐❦✱ ❆✳ ❑♦❣✉t✱ ❊✳ ❑♦♠❛ts✉✱ ▼✳ ▲✐♠♦♥✱ ◆✳ ❖❞❡❣❛r❞✱ ❙✳ ❙✳ ▼❡②❡r✱
▲✳ P❛❣❡✱ ❍✳ ❱✳ P❡✐r✐s✱ ❉✳ ◆✳ ❙♣❡r❣❡❧✱ ●✳ ❙✳ ❚✉❝❦❡r✱ ▲✳ ❱❡r❞❡✱ ❏✳ ▲✳❲❡✐❧❛♥❞✱ ❊✳❲♦❧❧❛❝❦
❡t ❊✳ ▲✳ ❲r✐❣❤t ✿ ❚❤r❡❡✲❨❡❛r ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❆♥✐s♦tr♦♣② Pr♦❜❡ ✭❲▼❆P✮ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✿
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❆♥❛❧②s✐s✳ ❆♣❏❙✱ ✶✼✵✿✷✽✽✕✸✸✹✱ ❥✉✐♥ ✷✵✵✼✳

●✳ ❍✐♥s❤❛✇✱ ❉✳ ◆✳ ❙♣❡r❣❡❧✱ ▲✳ ❱❡r❞❡✱ ❘✳ ❙✳ ❍✐❧❧✱ ❙✳ ❙✳ ▼❡②❡r✱ ❈✳ ❇❛r♥❡s✱ ❈✳ ▲✳ ❇❡♥♥❡tt✱
▼✳ ❍❛❧♣❡r♥✱ ◆✳ ❏❛r♦s✐❦✱ ❆✳ ❑♦❣✉t✱ ❊✳ ❑♦♠❛ts✉✱ ▼✳ ▲✐♠♦♥✱ ▲✳ P❛❣❡✱ ●✳ ❙✳ ❚✉❝❦❡r✱ ❏✳ ▲✳
❲❡✐❧❛♥❞✱ ❊✳ ❲♦❧❧❛❝❦ ❡t ❊✳ ▲✳ ❲r✐❣❤t ✿ ❋✐rst✲❨❡❛r ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❆♥✐s♦tr♦♣② Pr♦❜❡
✭❲▼❆P✮ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✿ ❚❤❡ ❆♥❣✉❧❛r P♦✇❡r ❙♣❡❝tr✉♠✳ ❆♣❏❙✱ ✶✹✽✿✶✸✺✕✶✺✾✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✸✳

❈✳ ▼✳ ❍✐r❛t❛ ❡t ❯✳ ❙❡❧❥❛❦ ✿ ❆♥❛❧②③✐♥❣ ✇❡❛❦ ❧❡♥s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✻✼✭✹✮✿✵✹✸✵✵✶✕✰✱ ❢é✈r✐❡r ✷✵✵✸✳

❊✳ ❍✐✈♦♥✱ ❑✳ ▼✳ ●órs❦✐✱ ❈✳ ❇✳ ◆❡tt❡r❢✐❡❧❞✱ ❇✳ P✳ ❈r✐❧❧✱ ❙✳ Pr✉♥❡t ❡t ❋✳ ❍❛♥s❡♥ ✿ ▼❆❙❚❊❘
♦❢ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❆♥✐s♦tr♦♣② P♦✇❡r ❙♣❡❝tr✉♠ ✿ ❆ ❋❛st ▼❡t❤♦❞ ❢♦r ❙t❛t✐st✐❝❛❧
❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▲❛r❣❡ ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡① ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❉❛t❛ ❙❡ts✳ ❆♣❏✱ ✺✻✼✿✷✕✶✼✱ ♠❛rs
✷✵✵✷✳

▼✳ ●✳ ❍♦❛r❡✱ P✳ ❋✳ ❘♦❝❤❡ ❡t ❲✳ ▼✳ ●❧❡♥❝r♦ss ✿ ❙✉❜♠✐❧❧✐♠❡tr❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✉st ❝♦♥t❡♥t
♦❢ ❝♦♠♣❛❝t ❍ ■■ r❡❣✐♦♥s✳ ▼◆❘❆❙✱ ✷✺✶✿✺✽✹✕✺✾✾✱ ❛♦ût ✶✾✾✶✳

❲✳ ❍✉ ✿ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ♦♥ ❈▼❇ ❚❤❡♦r② ✿ ❋r♦♠ ◆✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s t♦ ❘❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts✱
❢é✈r✐❡r ✷✵✵✽✳

❲✳ ❍✉✱ ▼✳ ▼✳ ❍❡❞♠❛♥ ❡t ▼✳ ❩❛❧❞❛rr✐❛❣❛ ✿ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❈▼❇ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✻✼✭✹✮✿✵✹✸✵✵✹✕✰✱ ❢é✈r✐❡r ✷✵✵✸✳

❲✳ ❍✉ ❡t ▼✳ ❲❤✐t❡ ✿ ❆ ❈▼❇ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣r✐♠❡r✳ ◆❡✇ ❆str♦♥♦♠②✱ ✷✿✸✷✸✕✸✹✹✱ ♦❝t♦❜r❡ ✶✾✾✼✳

❑✳ ❚✳ ■♥♦✉❡✱ P✳ ❈❛❜❡❧❧❛ ❡t ❊✳ ❑♦♠❛ts✉ ✿ ❍❛r♠♦♥✐❝ ✐♥♣❛✐♥t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞ s❦② ✿ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✼✼✭✶✷✮✿✶✷✸✺✸✾✕✰✱ ❥✉✐♥ ✷✵✵✽✳

❆✳ ❍✳ ❏❛❢❢❡✱ ❊✳ ●❛✇✐s❡r✱ ❉✳ ❋✐♥❦❜❡✐♥❡r✱ ❏✳ ❈✳ ❇❛❦❡r✱ ❆✳ ❇❛❧❜✐✱ ▼✳ ❉❛✈✐s✱ ❙✳ ❍❛♥❛♥②✱
❲✳ ❍♦❧③❛♣❢❡❧✱ ▼✳ ❑r✉♠❤♦❧③✱ ▲✳ ▼♦✉st❛❦❛s✱ ❏✳ ❘♦❜✐♥s♦♥✱ ❊✳ ❙❝❛♥♥❛♣✐❡❝♦✱ ●✳ ❋✳ ❙♠♦♦t
❡t ❏✳ ❙✐❧❦ ✿ ❲❖▼❇❆❚ ✫ ❋❖❘❊❈❆❙❚ ✿ ▼❛❦✐♥❣ ❘❡❛❧✐st✐❝ ▼❛♣s ♦❢ t❤❡ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❙❦②✳ ■♥ ❆✳ ❞❡
❖❧✐✈❡✐r❛✲❈♦st❛ ❡t ▼✳ ❚❡❣♠❛r❦✱ é❞✐t❡✉rs ✿ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❋♦r❡❣r♦✉♥❞s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✽✶ ❞❡ ❆str♦♥♦♠✐✲
❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ t❤❡ P❛❝✐✜❝ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s✱ ♣❛❣❡s ✸✻✼✕✰✱ ✶✾✾✾✳

❆✳ ❏❡♥❦✐♥s✱ ❈✳ ❙✳ ❋r❡♥❦✱ ❙✳ ❉✳ ▼✳ ❲❤✐t❡✱ ❏✳ ▼✳ ❈♦❧❜❡r❣✱ ❙✳ ❈♦❧❡✱ ❆✳ ❊✳ ❊✈r❛r❞✱ ❍✳ ▼✳ P✳
❈♦✉❝❤♠❛♥ ❡t ◆✳ ❨♦s❤✐❞❛ ✿ ❚❤❡ ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦❡s✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✷✶✿✸✼✷✕✸✽✹✱
❢é✈r✐❡r ✷✵✵✶✳

❏✳ ▲✳ ❏♦♥❛s✱ ❊✳ ❊✳ ❇❛❛rt ❡t ●✳ ❉✳ ◆✐❝♦❧s♦♥ ✿ ❚❤❡ ❘❤♦❞❡s✴❍❛rt❘❆❖ ✷✸✷✻✲▼❍③ r❛❞✐♦ ❝♦♥t✐♥✉✉♠
s✉r✈❡②✳ ▼◆❘❆❙✱ ✷✾✼✿✾✼✼✕✾✽✾✱ ❥✉✐❧❧❡t ✶✾✾✽✳

❲✳ ❈✳ ❏♦♥❡s✱ P✳ ❆✳ ❘✳ ❆❞❡✱ ❏✳ ❏✳ ❇♦❝❦✱ ❏✳ ❘✳ ❇♦♥❞✱ ❏✳ ❇♦rr✐❧❧✱ ❆✳ ❇♦s❝❛❧❡r✐✱ P✳ ❈❛❜❡❧❧❛✱
❈✳ ❘✳ ❈♦♥t❛❧❞✐✱ ❇✳ P✳ ❈r✐❧❧✱ P✳ ❞❡ ❇❡r♥❛r❞✐s✱ ●✳ ❉❡ ●❛s♣❡r✐s✱ ❆✳ ❞❡ ❖❧✐✈❡✐r❛✲❈♦st❛✱
●✳ ❉❡ ❚r♦✐❛✱ ●✳ ❞✐ ❙t❡❢❛♥♦✱ ❊✳ ❍✐✈♦♥✱ ❆✳ ❍✳ ❏❛❢❢❡✱ ❚✳ ❙✳ ❑✐s♥❡r✱ ❆✳ ❊✳ ▲❛♥❣❡✱ ❈✳ ❏✳
▼❛❝❚❛✈✐s❤✱ ❙✳ ▼❛s✐✱ P✳ ❉✳ ▼❛✉s❦♦♣❢✱ ❆✳ ▼❡❧❝❤✐♦rr✐✱ ❚✳ ❊✳ ▼♦♥tr♦②✱ P✳ ◆❛t♦❧✐✱ ❈✳ ❇✳
◆❡tt❡r❢✐❡❧❞✱ ❊✳ P❛s❝❛❧❡✱ ❋✳ P✐❛❝❡♥t✐♥✐✱ ❉✳ P♦❣♦s②❛♥✱ ●✳ P♦❧❡♥t❛✱ ❙✳ Pr✉♥❡t✱ ❙✳ ❘✐❝✲
❝✐❛r❞✐✱ ●✳ ❘♦♠❡♦✱ ❏✳ ❊✳ ❘✉❤❧✱ P✳ ❙❛♥t✐♥✐✱ ▼✳ ❚❡❣♠❛r❦✱ ▼✳ ❱❡♥❡③✐❛♥✐ ❡t ◆✳ ❱✐tt♦r✐♦ ✿
❆ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❆♥❣✉❧❛r P♦✇❡r ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❈▼❇ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❆♥✐s♦tr♦♣② ❢r♦♠ t❤❡
✷✵✵✸ ❋❧✐❣❤t ♦❢ ❇❖❖▼❊❘❆◆●✳ ❆♣❏✱ ✻✹✼✿✽✷✸✕✽✸✷✱ ❛♦ût ✷✵✵✻✳

P✳ ▼✳ ❲✳ ❑❛❧❜❡r❧❛✱ ❲✳ ❇✳ ❇✉rt♦♥✱ ❉✳ ❍❛rt♠❛♥♥✱ ❊✳ ▼✳ ❆r♥❛❧✱ ❊✳ ❇❛❥❛❥❛✱ ❘✳ ▼♦rr❛s
❡t ❲✳ ●✳ ▲✳ Pö♣♣❡❧ ✿ ❚❤❡ ▲❡✐❞❡♥✴❆r❣❡♥t✐♥❡✴❇♦♥♥ ✭▲❆❇✮ ❙✉r✈❡② ♦❢ ●❛❧❛❝t✐❝ ❍■✳ ❋✐♥❛❧ ❞❛t❛
r❡❧❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ▲❉❙ ❛♥❞ ■❆❘ s✉r✈❡②s ✇✐t❤ ✐♠♣r♦✈❡❞ str❛②✲r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ❆✫❆✱
✹✹✵✿✼✼✺✕✼✽✷✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✺✳
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▼✳ ❑❡s❞❡♥✱ ❆✳ ❈♦♦r❛② ❡t ▼✳ ❑❛♠✐♦♥❦♦✇s❦✐ ✿ ▲❡♥s✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❈▼❇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✻✼✭✶✷✮✿✶✷✸✺✵✼✕✰✱ ❥✉✐♥ ✷✵✵✸✳
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❆✳ ❑♦❣✉t✱ ❆✳ ❏✳ ❇❛♥❞❛②✱ ❈✳ ▲✳ ❇❡♥♥❡tt✱ ❑✳ ▼✳ ●♦rs❦✐✱ ●✳ ❍✐♥s❤❛✇✱ ●✳ ❋✳ ❙♠♦♦t ❡t ❊✳ ■✳
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❆✳ ❑♦❣✉t✱ ❈✳ ▲✐♥❡✇❡❛✈❡r✱ ●✳ ❋✳ ❙♠♦♦t✱ ❈✳ ▲✳ ❇❡♥♥❡tt✱ ❆✳ ❇❛♥❞❛②✱ ◆✳ ❲✳ ❇♦❣❣❡ss✱ ❊✳ ❙✳
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✷✵✵✹✳

❆✳ ▲✐♥❞❡ ✿ P❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s ❛♥❞ ■♥✢❛t✐♦♥❛r② ❈♦s♠♦❧♦❣②✳ ❆r❳✐✈ ❍✐❣❤ ❊♥❡r❣② P❤②s✐❝s ✲ ❚❤❡♦r②
❡✲♣r✐♥ts✱ ♠❛rs ✷✵✵✺✳

❆✳ ❉✳ ▲✐♥❞❡ ✿ ❆ ♥❡✇ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ✉♥✐✈❡rs❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✿ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✱ ✢❛t♥❡ss✱
❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ ✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ P❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs ❇✱ ✶✵✽✿✸✽✾✕✸✾✸✱ ❢é✈r✐❡r
✶✾✽✷✳

▼✳ ❙✳ ▲♦♥❣❛✐r ✿ ❍✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❛str♦♣❤②s✐❝s✳ ❱♦❧✳✶ ✿ P❛rt✐❝❧❡s✱ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❍✐❣❤
❊♥❡r❣② ❆str♦♣❤②s✐❝s✱ ❜② ▼❛❧❝♦❧♠ ❙✳ ▲♦♥❣❛✐r✱ ♣♣✳ ✹✸✻✳ ■❙❇◆ ✵✺✷✶✸✽✼✼✸✻✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ❯❑ ✿ ❈❛♠✲
❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ▼❛r❝❤ ✶✾✾✷✳✱ ♠❛rs ✶✾✾✷✳

▼✳ ▲ó♣❡③✲❈❛♥✐❡❣♦✱ ❏✳●♦♥③á❧❡③✲◆✉❡✈♦✱ ❉✳ ❍❡rr❛♥③✱ ▼✳▼❛ss❛r❞✐✱ ❏✳ ▲✳ ❙❛♥③✱ ●✳ ❉❡ ❩♦tt✐✱
▲✳ ❚♦❢❢♦❧❛tt✐ ❡t ❋✳ ❆r❣ü❡s♦ ✿ ◆♦♥❜❧✐♥❞ ❈❛t❛❧♦❣ ♦❢ ❊①tr❛❣❛❧❛❝t✐❝ P♦✐♥t ❙♦✉r❝❡s ❢r♦♠ t❤❡
❲✐❧❦✐♥s♦♥ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❆♥✐s♦tr♦♣② Pr♦❜❡ ✭❲▼❆P✮ ❋✐rst ✸ ❨❡❛r ❙✉r✈❡② ❉❛t❛✳ ❆♣❏❙✱ ✶✼✵✿✶✵✽✕✶✷✺✱
♠❛✐ ✷✵✵✼✳

❋✳ ▲✉❝❝❤✐♥ ❡t ❙✳ ▼❛t❛rr❡s❡ ✿ P♦✇❡r✲❧❛✇ ✐♥✢❛t✐♦♥✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✸✷✿✶✸✶✻✕✶✸✷✷✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✽✺✳

▼✳▼❛❣❧✐♦❝❝❤❡tt✐✱ ❙✳ ❏✳▼❛❞❞♦①✱ ❈✳ ❆✳ ❏❛❝❦s♦♥✱ ❏✳ ❇❧❛♥❞✲❍❛✇t❤♦r♥✱ ❚✳ ❇r✐❞❣❡s✱ ❘✳ ❈❛♥✲
♥♦♥✱ ❙✳ ❈♦❧❡✱ ▼✳ ❈♦❧❧❡ss✱ ❈✳ ❈♦❧❧✐♥s✱ ❲✳ ❈♦✉❝❤✱ ●✳ ❉❛❧t♦♥✱ ❘✳ ❞❡ Pr♦♣r✐s✱ ❙✳ P✳ ❉r✐✈❡r✱
●✳ ❊❢st❛t❤✐♦✉✱ ❘✳ ❙✳ ❊❧❧✐s✱ ❈✳ ❙✳ ❋r❡♥❦✱ ❑✳ ●❧❛③❡❜r♦♦❦✱ ❖✳ ▲❛❤❛✈✱ ■✳ ▲❡✇✐s✱ ❙✳ ▲✉♠s❞❡♥✱
❏✳ ❆✳ P❡❛❝♦❝❦✱ ❇✳ ❆✳ P❡t❡rs♦♥✱ ❲✳ ❙✉t❤❡r❧❛♥❞ ❡t ❑✳ ❚❛②❧♦r ✿ ❚❤❡ ✷❞❋ ●❛❧❛①② ❘❡❞s❤✐❢t
❙✉r✈❡② ✿ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❛r❜② r❛❞✐♦ ❣❛❧❛①✐❡s ❛t t❤❡ ✶✲♠❏② ❧❡✈❡❧✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✸✸✿✶✵✵✕✶✷✵✱ ❥✉✐♥
✷✵✵✷✳

❉✳ ▼❛✐♥♦✱ ❈✳ ❇✉r✐❣❛♥❛✱ ❑✳ ▼✳ ●órs❦✐✱ ◆✳ ▼❛♥❞♦❧❡s✐ ❡t ▼✳ ❇❡rs❛♥❡❧❧✐ ✿ ❘❡♠♦✈✐♥❣ ✶✴❢ ♥♦✐s❡
str✐♣❡s ✐♥ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆✫❆✱ ✸✽✼✿✸✺✻✕✸✻✺✱ ♠❛✐ ✷✵✵✷❛✳

❉✳ ▼❛✐♥♦✱ ❆✳ ❋❛r✉s✐✱ ❈✳ ❇❛❝❝✐❣❛❧✉♣✐✱ ❋✳ P❡rr♦tt❛✱ ❆✳ ❏✳ ❇❛♥❞❛②✱ ▲✳ ❇❡❞✐♥✐✱ ❈✳ ❇✉r✐❣❛♥❛✱
●✳ ❉❡ ❩♦tt✐✱ ❑✳ ▼✳ ●órs❦✐ ❡t ❊✳ ❙❛❧❡r♥♦ ✿ ❆❧❧✲s❦② ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❋❛st ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✭❋❆❙❚■❈❆✮✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✸✹✿✺✸✕✻✽✱ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✵✷❜✳

P✳ ●✳ ▼❛rt✐♥ ✿ ❖♥ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▲♦✇ ❋r❡q✉❡♥❝② ❊♠✐ss✐♦♥ ❜② ❉✐✛✉s❡ ■♥t❡rst❡❧❧❛r
❉✉st✳ ■♥ ❊❆❙ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❙❡r✐❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✸ ❞❡ ❊❆❙ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❙❡r✐❡s✱ ♣❛❣❡s ✶✻✺✕✶✽✽✱ ✷✵✵✼✳

❙✳ ▼❛s✐✱ P✳ ❆✳ ❘✳ ❆❞❡✱ ❏✳ ❏✳ ❇♦❝❦✱ ❏✳ ❘✳ ❇♦♥❞✱ ❏✳ ❇♦rr✐❧❧✱ ❆✳ ❇♦s❝❛❧❡r✐✱ P✳ ❈❛❜❡❧❧❛✱ ❈✳ ❘✳
❈♦♥t❛❧❞✐✱ ❇✳ P✳ ❈r✐❧❧✱ P✳ ❞❡ ❇❡r♥❛r❞✐s✱ ●✳ ❞❡ ●❛s♣❡r✐s✱ ❆✳ ❞❡ ❖❧✐✈❡✐r❛✲❈♦st❛✱ ●✳ ❞❡
❚r♦✐❛✱ ●✳ ❞✐ ❙t❡❢❛♥♦✱ P✳ ❊❤❧❡rs✱ ❊✳ ❍✐✈♦♥✱ ❱✳ ❍r✐st♦✈✱ ❆✳ ■❛❝♦❛♥❣❡❧✐✱ ❆✳ ❍✳ ❏❛❢❢❡✱ ❲✳ ❈✳
❏♦♥❡s✱ ❚✳ ❙✳ ❑✐s♥❡r✱ ❆✳ ❊✳ ▲❛♥❣❡✱ ❈✳ ❏✳ ▼❛❝❚❛✈✐s❤✱ ❈✳ ▼❛r✐♥✐ ❇❡tt♦❧♦✱ P✳ ▼❛s♦♥✱ P✳ ❉✳
▼❛✉s❦♦♣❢✱ ❚✳ ❊✳ ▼♦♥tr♦②✱ ❋✳ ◆❛t✐✱ ▲✳ ◆❛t✐✱ P✳ ◆❛t♦❧✐✱ ❈✳ ❇✳ ◆❡tt❡r❢✐❡❧❞✱ ❊✳ P❛s❝❛❧❡✱
❋✳ P✐❛❝❡♥t✐♥✐✱ ❉✳ P♦❣♦s②❛♥✱ ●✳ P♦❧❡♥t❛✱ ❙✳ Pr✉♥❡t✱ ❙✳ ❘✐❝❝✐❛r❞✐✱ ●✳ ❘♦♠❡♦✱ ❏✳ ❊✳ ❘✉❤❧✱
P✳ ❙❛♥t✐♥✐✱ ▼✳ ❚❡❣♠❛r❦✱ ❊✳ ❚♦r❜❡t✱ ▼✳ ❱❡♥❡③✐❛♥✐ ❡t ◆✳ ❱✐tt♦r✐♦ ✿ ■♥str✉♠❡♥t✱ ♠❡t❤♦❞✱
❜r✐❣❤t♥❡ss✱ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❛♣s ❢r♦♠ t❤❡ ✷✵✵✸ ✢✐❣❤t ♦❢ ❇❖❖▼❊❘❛♥●✳ ❆✫❆✱ ✹✺✽✿✻✽✼✕✼✶✻✱
♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✻✳

▼✳ ▼❛ss❛r❞✐ ❡t ●✳ ❉❡ ❩♦tt✐ ✿ ❘❛❞✐♦ s♦✉r❝❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧❞♦✈✐❝❤ ❡✛❡❝t ✐♥
❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs✳ ❆✫❆✱ ✹✷✹✿✹✵✾✕✹✶✹✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✹✳

▼✳▼❛ss❛r❞✐✱ ❘✳ ❉✳ ❊❦❡rs✱ ❚✳▼✉r♣❤②✱ ❘✳ ❘✐❝❝✐✱ ❊✳ ▼✳ ❙❛❞❧❡r✱ ❙✳ ❇✉r❦❡✱ ●✳ ❞❡ ❩♦tt✐✱ P✳ ●✳
❊❞✇❛r❞s✱ P✳ ❏✳ ❍❛♥❝♦❝❦✱ ❈✳ ❆✳ ❏❛❝❦s♦♥✱ ▼✳ ❏✳ ❑❡st❡✈❡♥✱ ❊✳ ▼❛❤♦♥②✱ ❈✳ ❏✳ P❤✐❧❧✐♣s✱
▲✳ ❙t❛✈❡❧❡②✲❙♠✐t❤✱ ❘✳ ❙✉❜r❛❤♠❛♥②❛♥✱ ▼✳ ❆✳ ❲❛❧❦❡r ❡t ❲✳ ❊✳ ❲✐❧s♦♥ ✿ ❚❤❡ ❆✉str❛❧✐❛



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊ ✶✻✸

❚❡❧❡s❝♦♣❡ ✷✵✲●❍③ ✭❆❚✷✵●✮ ❙✉r✈❡② ✿ t❤❡ ❇r✐❣❤t ❙♦✉r❝❡ ❙❛♠♣❧❡✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✽✹✿✼✼✺✕✽✵✷✱ ❢é✈r✐❡r
✷✵✵✽✳

❏✳ ❈✳▼❛t❤❡r✱ ❉✳ ❏✳ ❋✐①s❡♥✱ ❘✳ ❆✳ ❙❤❛❢❡r✱ ❈✳▼♦s✐❡r ❡t ❉✳ ❚✳❲✐❧❦✐♥s♦♥ ✿ ❈❛❧✐❜r❛t♦r ❉❡s✐❣♥ ❢♦r
t❤❡ ❈❖❇❊ ❋❛r✲■♥❢r❛r❡❞ ❆❜s♦❧✉t❡ ❙♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡t❡r ✭❋■❘❆❙✮✳ ❆♣❏✱ ✺✶✷✿✺✶✶✕✺✷✵✱ ❢é✈r✐❡r ✶✾✾✾✳

❈✳ ▼❛①✐❛✱ ▲✳ ❚❡st✐✱ ❘✳ ❈❡s❛r♦♥✐ ❡t ❈✳ ▼✳ ❲❛❧♠s❧❡② ✿ ❚❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❧✉♠♣s
s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❤♦t ❝♦r❡s ✐♥ ●✷✾✳✾✻ ✲✵✳✵✷ ❛♥❞ ●✸✶✳✹✶✰✵✳✸✶✳ ❆✫❆✱ ✸✼✶✿✷✽✼✕✷✾✾✱ ♠❛✐ ✷✵✵✶✳

❈✳ ❋✳▼❝❑❡❡ ❡t ❏✳ P✳❖str✐❦❡r ✿ ❆ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠ ✲ ❚❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡❣✉❧❛t❡❞
❜② s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s✉❜str❛t❡✳ ❆♣❏✱ ✷✶✽✿✶✹✽✕✶✻✾✱ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✶✾✼✼✳
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P✳ ❏✳ ❊✳ P❡❡❜❧❡s ✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ✉♥✐✈❡rs✐t② ♣r❡ss✱ ✶✾✾✸✳

❍✳ ❱✳ P❡✐r✐s✱ ❊✳❑♦♠❛ts✉✱ ▲✳ ❱❡r❞❡✱ ❉✳ ◆✳ ❙♣❡r❣❡❧✱ ❈✳ ▲✳ ❇❡♥♥❡tt✱ ▼✳ ❍❛❧♣❡r♥✱ ●✳ ❍✐♥s❤❛✇✱
◆✳ ❏❛r♦s✐❦✱ ❆✳ ❑♦❣✉t✱ ▼✳ ▲✐♠♦♥✱ ❙✳ ❙✳ ▼❡②❡r✱ ▲✳ P❛❣❡✱ ●✳ ❙✳ ❚✉❝❦❡r✱ ❊✳ ❲♦❧❧❛❝❦ ❡t
❊✳ ▲✳ ❲r✐❣❤t ✿ ❋✐rst✲❨❡❛r ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❆♥✐s♦tr♦♣② Pr♦❜❡ ✭❲▼❆P✮ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✿
■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❋♦r ■♥✢❛t✐♦♥✳ ❆♣❏❙✱ ✶✹✽✿✷✶✸✕✷✸✶✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✸✳

❆✳ ❆✳ P❡♥③✐❛s ❡t ❘✳ ❲✳ ❲✐❧s♦♥ ✿ ❆ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❊①❝❡ss ❆♥t❡♥♥❛ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ✹✵✽✵ ▼❝✴s✳
❆♣❏✱ ✶✹✷✿✹✶✾✕✹✷✶✱ ❥✉✐❧❧❡t ✶✾✻✺✳

❲✳ ❏✳ P❡r❝✐✈❛❧✱ ❙✳ ❈♦❧❡✱ ❉✳ ❏✳ ❊✐s❡♥st❡✐♥✱ ❘✳ ❈✳ ◆✐❝❤♦❧✱ ❏✳ ❆✳ P❡❛❝♦❝❦✱ ❆✳ ❈✳ P♦♣❡ ❡t ❆✳ ❙✳
❙③❛❧❛② ✿ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❇❛r②♦♥ ❆❝♦✉st✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❧♦❛♥ ❉✐❣✐t❛❧ ❙❦② ❙✉r✈❡②
❛♥❞ ✷❞❋ ●❛❧❛①② ❘❡❞s❤✐❢t ❙✉r✈❡②✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✽✶✿✶✵✺✸✕✶✵✻✻✱ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✼✳

❋✳ P❡rr♦tt❛✱ ▼✳ ▼❛❣❧✐♦❝❝❤❡tt✐✱ ❈✳ ❇❛❝❝✐❣❛❧✉♣✐✱ ▼✳ ❇❛rt❡❧♠❛♥♥✱ ●✳ ❉❡ ❩♦tt✐✱ ●✳ ▲✳
●r❛♥❛t♦✱ ▲✳ ❙✐❧✈❛ ❡t ▲✳ ❉❛♥❡s❡ ✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢♦r♠✐♥❣ s♣❤❡r♦✐❞❛❧
❣❛❧❛①✐❡s✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✸✽✿✻✷✸✕✻✸✻✱ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✸✳

❊✳ P✐❡r♣❛♦❧✐✱ ❙✳ ❇♦r❣❛♥✐✱ ❉✳ ❙❝♦tt ❡t ▼✳ ❲❤✐t❡ ✿ ❖♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✹✷✿✶✻✸✕✶✼✺✱ ❥✉✐♥ ✷✵✵✸✳

❊✳ P✐❡r♣❛♦❧✐ ❡t ❘✳ P❡r♥❛ ✿ ❘❛❞✐♦ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❡❛r❧②✲t②♣❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✺✹✿✶✵✵✺✕✶✵✶✵✱ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✹✳

❉✳ P✐❡tr♦❜♦♥✱ ❆✳❇❛❧❜✐ ❡t ❉✳▼❛r✐♥✉❝❝✐ ✿ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❙❛❝❤s✲❲♦❧❢❡ ❡✛❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♦❢ ❲▼❆P ✸②❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ◆❘❆❖ ❱▲❆ s❦② s✉r✈❡② ❞❛t❛ ✿ ◆❡✇ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②✳
P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✼✹✭✹✮✿✵✹✸✺✷✹✕✰✱ ❛♦ût ✷✵✵✻✳

❉✳ P✐❡tr♦❜♦♥✱ P✳ ❈❛❜❡❧❧❛✱ ❆✳ ❇❛❧❜✐✱ ●✳ ❞❡ ●❛s♣❡r✐s ❡t ◆✳ ❱✐tt♦r✐♦ ✿ ❈♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ♣r✐✲
♠♦r❞✐❛❧ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥✐t② ❢r♦♠ ❛ ♥❡❡❞❧❡t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❲▼❆P✲✺ ❞❛t❛✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✾✻✿✶✻✽✷✕✶✻✽✽✱
❥✉✐❧❧❡t ✷✵✵✾✳

P✳ P❧❛t❛♥✐❛✱ ❈✳ ❇✉r✐❣❛♥❛✱ ❉✳▼❛✐♥♦✱ ❊✳ ❈❛s❡r✐♥✐✱ ▼✳ ❇❡rs❛♥❡❧❧✐✱ ❇✳ ❈❛♣♣❡❧❧✐♥✐ ❡t ❆✳▼❡♥✲
♥❡❧❧❛ ✿ ❋✉❧❧ s❦② st✉❞② ♦❢ ❞✐✛✉s❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛t ❞❡❝✐♠❡t❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣❤ts✳ ❆✫❆✱ ✹✶✵✿✽✹✼✕✽✻✸✱
♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✸✳

◆✳ P♦♥t❤✐❡✉✱ ❏✳ ❋✳ ▼❛❝í❛s✲Pér❡③✱ ▼✳ ❚r✐str❛♠✱ P✳ ❆❞❡✱ ❆✳ ❆♠❜❧❛r❞✱ ❘✳ ❆♥s❛r✐✱ ❏✳ ❆✉✲
♠♦♥t✱ ➱✳ ❆✉❜♦✉r❣✱ ❆✳ ❇❡♥♦ît✱ ❏✳✲P✳ ❇❡r♥❛r❞✱ ❆✳ ❇❧❛♥❝❤❛r❞✱ ❏✳ ❏✳ ❇♦❝❦✱ ❋✳ ❘✳ ❇♦✉✲
❝❤❡t✱ ❆✳ ❇♦✉rr❛❝❤♦t✱ P✳ ❈❛♠✉s✱ ❏✳✲❋✳ ❈❛r❞♦s♦✱ ❋✳ ❈♦✉❝❤♦t✱ P✳ ❞❡ ❇❡r♥❛r❞✐s✱ ❏✳ ❉❡❧❛✲
❜r♦✉✐❧❧❡✱ ❋✳✲❳✳ ❉és❡rt✱ ▼✳ ❉♦✉s♣✐s✱ ▲✳ ❉✉♠♦✉❧✐♥✱ P✳ ❋✐❧❧✐❛tr❡✱ P✳ ❋♦s❛❧❜❛✱ ▼✳ ●✐❛r❞✱
❨✳ ●✐r❛✉❞✲❍ér❛✉❞✱ ❘✳ ●✐s♣❡rt✱ ❏✳ ●r❛✐♥✱ ▲✳ ●✉❣❧✐❡❧♠✐✱ ❏✳✲❈✳ ❍❛♠✐❧t♦♥✱ ❙✳ ❍❛♥❛♥②✱
❙✳ ❍❡♥r♦t✲❱❡rs✐❧❧é✱ ❏✳ ❑❛♣❧❛♥✱ ●✳ ▲❛❣❛❝❤❡✱ ❆✳ ❊✳ ▲❛♥❣❡✱ ❑✳▼❛❞❡t✱ ❇✳▼❛❢❢❡✐✱ ❙✳▼❛s✐✱
❋✳ ▼❛②❡t✱ ❋✳ ◆❛t✐✱ ●✳ P❛t❛♥❝❤♦♥✱ ❖✳ P❡r❞❡r❡❛✉✱ ❙✳ P❧❛s③❝③②♥s❦✐✱ ▼✳ P✐❛t✱ ❙✳ Pr✉♥❡t✱
❏✳✲▲✳ P✉❣❡t✱ ❈✳ ❘❡♥❛✉❧t✱ ❈✳ ❘♦ss❡t✱ ❉✳ ❙❛♥t♦s✱ ❉✳ ❱✐❜❡rt ❡t ❉✳ ❨✈♦♥ ✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛ ♦❢ ●❛❧❛❝t✐❝ ❞✉st r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t ✸✺✸ ●❍③ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜②
❆r❝❤❡♦♣s✳ ❆✫❆✱ ✹✹✹✿✸✷✼✕✸✸✻✱ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✺✳
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P✳ P♦♣❡ss♦✱ ❆✳ ❇✐✈✐❛♥♦✱ ❍✳ ❇ö❤r✐♥❣❡r ❡t ▼✳ ❘♦♠❛♥✐❡❧❧♦ ✿ ❘❆❙❙✲❙❉❙❙ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡r s✉r✈❡②✳
❱■■✳ ❖♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❛ss✲t♦✲❧✐❣❤t r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛❧♦ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆✫❆✱ ✹✻✹✿✹✺✶✕✹✻✹✱
♠❛rs ✷✵✵✼✳

●✳ ❲✳ Pr❛tt✱ ❏✳ ❍✳ ❈r♦st♦♥✱ ▼✳ ❆r♥❛✉❞ ❡t ❍✳ ❇ö❤r✐♥❣❡r ✿ ●❛❧❛①② ❝❧✉st❡r ❳✲r❛② ❧✉♠✐♥♦s✐t②
s❝❛❧✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❧♦❝❛❧ s❛♠♣❧❡ ✭❘❊❳❈❊❙❙✮✳ ❆✫❆✱ ✹✾✽✿✸✻✶✕✸✼✽✱ ♠❛✐ ✷✵✵✾✳

❲✳ ❍✳ Pr❡ss ❡t P✳ ❙❝❤❡❝❤t❡r ✿ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛❧❛①✐❡s ❛♥❞ ❈❧✉st❡rs ♦❢ ●❛❧❛①✐❡s ❜② ❙❡❧❢✲❙✐♠✐❧❛r
●r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✳ ❆♣❏✱ ✶✽✼✿✹✷✺✕✹✸✽✱ ❢é✈r✐❡r ✶✾✼✹✳

❏✳✲▲✳ P✉❣❡t✱ ❆✳ ❆❜❡r❣❡❧✱ ❏✳✲P✳ ❇❡r♥❛r❞✱ ❋✳ ❇♦✉❧❛♥❣❡r✱ ❲✳ ❇✳ ❇✉rt♦♥✱ ❋✳✲❳✳ ❉❡s❡rt ❡t
❉✳ ❍❛rt♠❛♥♥ ✿ ❚❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦s♠✐❝ ❢❛r✲✐♥❢r❛r❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❈❖❇❊✳ ❆✫❆✱
✸✵✽✿▲✺✰✱ ❛✈r✐❧ ✶✾✾✻✳

❆✳ ❈✳ ❙✳ ❘❡❛❞❤❡❛❞✱ ❇✳ ❙✳ ▼❛s♦♥✱ ❈✳ ❘✳ ❈♦♥t❛❧❞✐✱ ❚✳ ❏✳ P❡❛rs♦♥✱ ❏✳ ❘✳ ❇♦♥❞✱ ❙✳ ❚✳ ▼②❡rs✱
❙✳ P❛❞✐♥✱ ❏✳ ▲✳ ❙✐❡✈❡rs✱ ❏✳ ❑✳ ❈❛rt✇r✐❣❤t✱ ▼✳ ❈✳ ❙❤❡♣❤❡r❞✱ ❉✳ P♦❣♦s②❛♥✱ ❙✳ Pr✉♥❡t✱
P✳ ❆❧t❛♠✐r❛♥♦✱ ❘✳ ❇✉st♦s✱ ▲✳ ❇r♦♥❢♠❛♥✱ ❙✳ ❈❛s❛ss✉s✱ ❲✳ ▲✳ ❍♦❧③❛♣❢❡❧✱ ❏✳ ▼❛②✱ ❯✳✲▲✳
P❡♥✱ ❙✳ ❚♦rr❡s ❡t P✳ ❙✳ ❯❞♦♠♣r❛s❡rt ✿ ❊①t❡♥❞❡❞ ▼♦s❛✐❝ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❈♦s♠✐❝
❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ■♠❛❣❡r✳ ❆♣❏✱ ✻✵✾✿✹✾✽✕✺✶✷✱ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✵✹✳

▼✳ ❏✳ ❘❡❡s ❡t ❉✳ ❲✳ ❙❝✐❛♠❛ ✿ ▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❉❡♥s✐t② ■♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ◆❛t✉r❡✱
✷✶✼✿✺✶✶✕✺✶✻✱ ❢é✈r✐❡r ✶✾✻✽✳

P✳ ❘❡✐❝❤ ❡t ❲✳ ❘❡✐❝❤ ✿ ❆ r❛❞✐♦ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ♥♦rt❤❡r♥ s❦② ❛t ✶✹✷✵ ▼❍③✳ ■■✳ ❆✫❆❙✱
✻✸✿✷✵✺✕✷✽✽✱ ❢é✈r✐❡r ✶✾✽✻✳

❈✳ ▲✳ ❘❡✐❝❤❛r❞t✱ P✳ ❆✳ ❘✳ ❆❞❡✱ ❏✳ ❏✳ ❇♦❝❦✱ ❏✳ ❘✳ ❇♦♥❞✱ ❏✳ ❆✳ ❇r❡✈✐❦✱ ❈✳ ❘✳ ❈♦♥t❛❧❞✐✱
▼✳ ❉✳ ❉❛✉❜✱ ❏✳ ❚✳ ❉❡♠♣s❡②✱ ❏✳ ❍✳ ●♦❧❞st❡✐♥✱ ❲✳ ▲✳ ❍♦❧③❛♣❢❡❧✱ ❈✳ ▲✳ ❑✉♦✱ ❆✳ ❊✳ ▲❛♥❣❡✱
▼✳ ▲✉❡❦❡r✱ ▼✳ ◆❡✇❝♦♠❜✱ ❏✳ ❇✳ P❡t❡rs♦♥✱ ❏✳ ❘✉❤❧✱ ▼✳ ❈✳ ❘✉♥②❛♥ ❡t ❩✳ ❙t❛♥✐s③❡✇s❦✐ ✿
❍✐❣❤✲❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ❈▼❇ P♦✇❡r ❙♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❆❈❇❆❘ ❉❛t❛ ❙❡t✳ ❆♣❏✱ ✻✾✹✿✶✷✵✵✕
✶✷✶✾✱ ❛✈r✐❧ ✷✵✵✾✳

❘✳ ❘✐❝❝✐✱ ■✳ Pr❛♥❞♦♥✐✱ ❈✳ ●r✉♣♣✐♦♥✐✱ ❘✳ ❏✳ ❙❛✉❧t ❡t ●✳ ❉❡ ❩♦tt✐ ✿ ❍✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦✉t❤❡r♥ ❑ü❤r s♦✉r❝❡s✳ ❆✫❆✱ ✹✶✺✿✺✹✾✕✺✺✽✱ ❢é✈r✐❡r ✷✵✵✹✳

❘✳ ❘✐❝❝✐✱ ■✳ Pr❛♥❞♦♥✐✱ ❈✳ ●r✉♣♣✐♦♥✐✱ ❘✳ ❏✳ ❙❛✉❧t ❡t ●✳ ❞❡ ❩♦tt✐ ✿ ❍✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② r❛❞✐♦
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❑ü❤r s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♣♦❝❤✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✢❛t✲s♣❡❝tr✉♠
q✉❛s❛rs✳ ❆✫❆✱ ✹✹✺✿✹✻✺✕✹✻✾✱ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✻✳

❈✳ ❘♦ss❡t✱ ❱✳ ❇✳ ❨✉r❝❤❡♥❦♦✱ ❏✳ ❉❡❧❛❜r♦✉✐❧❧❡✱ ❏✳ ❑❛♣❧❛♥✱ ❨✳ ●✐r❛✉❞✲❍ér❛✉❞✱ ❏✳✲▼✳ ▲❛✲
♠❛rr❡ ❡t ❏✳ ❆✳ ▼✉r♣❤② ✿ ❇❡❛♠ ♠✐s♠❛t❝❤ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆✫❆✱ ✹✻✹✿✹✵✺✕✹✶✺✱ ♠❛rs ✷✵✵✼✳

Ø✳ ❘✉❞❥♦r❞✱ ❋✳ ❑✳ ❍❛♥s❡♥✱ ❳✳ ▲❛♥✱ ▼✳ ▲✐❣✉♦r✐✱ ❉✳▼❛r✐♥✉❝❝✐ ❡t ❙✳▼❛t❛rr❡s❡ ✿ ❆♥ ❊st✐♠❛t❡
♦❢ t❤❡ Pr✐♠♦r❞✐❛❧ ◆♦♥✲●❛✉ss✐❛♥✐t② P❛r❛♠❡t❡r ❢◆▲ ❯s✐♥❣ t❤❡ ◆❡❡❞❧❡t ❇✐s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ❲▼❆P✳
❆♣❏✱ ✼✵✶✿✸✻✾✕✸✼✻✱ ❛♦ût ✷✵✵✾✳

❏✳ ❘✉❤❧✱ P✳ ❆✳ ❘✳ ❆❞❡✱ ❏✳ ❊✳ ❈❛r❧str♦♠✱ ❍✳✲▼✳ ❈❤♦✱ ❚✳ ❈r❛✇❢♦r❞✱ ▼✳ ❉♦❜❜s✱ ❈✳ ❍✳ ●r❡❡r✱
◆✳ ✇✳ ❍❛❧✈❡rs♦♥✱ ❲✳ ▲✳ ❍♦❧③❛♣❢❡❧✱ ❚✳ ▼✳ ▲❛♥t✐♥❣✱ ❆✳ ❚✳ ▲❡❡✱ ❊✳ ▼✳ ▲❡✐t❝❤✱ ❏✳ ▲❡♦♥❣✱
❲✳ ▲✉✱ ▼✳ ▲✉❡❦❡r✱ ❏✳▼❡❤❧✱ ❙✳ ❙✳▼❡②❡r✱ ❏✳ ❏✳▼♦❤r✱ ❙✳ P❛❞✐♥✱ ❚✳ P❧❛❣❣❡✱ ❈✳ Pr②❦❡✱ ▼✳ ❈✳
❘✉♥②❛♥✱ ❉✳ ❙❝❤✇❛♥✱ ▼✳ ❑✳ ❙❤❛r♣✱ ❍✳ ❙♣✐❡❧❡r✱ ❩✳ ❙t❛♥✐s③❡✇s❦✐ ❡t ❆✳ ❆✳ ❙t❛r❦ ✿ ❚❤❡ ❙♦✉t❤
P♦❧❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡✳ ■♥ ❈✳ ▼✳ ❇r❛❞❢♦r❞✱ P✳ ❆✳ ❘✳ ❆❞❡✱ ❏✳ ❊✳ ❆❣✉✐rr❡✱ ❏✳ ❏✳ ❇♦❝❦✱ ▼✳ ❉r❛❣♦✈❛♥✱
▲✳ ❉✉❜❛♥❞✱ ▲✳ ❊❛r❧❡✱ ❏✳ ●❧❡♥♥✱ ❍✳ ▼❛ts✉❤❛r❛✱ ❇✳ ❏✳ ◆❛②❧♦r✱ ❍✳ ❚✳ ◆❣✉②❡♥✱ ▼✳ ❨✉♥ ❡t
❏✳ ❩♠✉✐❞③✐♥❛s✱ é❞✐t❡✉rs ✿ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ P❤♦t♦✲❖♣t✐❝❛❧ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❊♥❣✐♥❡❡rs ✭❙P■❊✮ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
❙❡r✐❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✹✾✽ ❞❡ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ P❤♦t♦✲❖♣t✐❝❛❧ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❊♥❣✐♥❡❡rs ✭❙P■❊✮ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
❙❡r✐❡s✱ ♣❛❣❡s ✶✶✕✷✾✱ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✹✳

▼✳ ❈✳ ❘✉♥②❛♥✱ P✳ ❆✳ ❘✳ ❆❞❡✱ ❘✳ ❙✳ ❇❤❛t✐❛✱ ❏✳ ❏✳ ❇♦❝❦✱ ▼✳ ❉✳ ❉❛✉❜✱ ❏✳ ❍✳ ●♦❧❞st❡✐♥✱ ❈✳ ❱✳
❍❛②♥❡s✱ ❲✳ ▲✳ ❍♦❧③❛♣❢❡❧✱ ❈✳ ▲✳ ❑✉♦✱ ❆✳ ❊✳ ▲❛♥❣❡✱ ❏✳ ▲❡♦♥❣✱ ▼✳ ▲✉❡❦❡r✱ ▼✳ ◆❡✇❝♦♠❜✱
❏✳ ❇✳ P❡t❡rs♦♥✱ ❈✳ ❘❡✐❝❤❛r❞t✱ ❏✳ ❘✉❤❧✱ ●✳ ❙✐r❜✐✱ ❊✳ ❚♦r❜❡t✱ ❈✳ ❚✉❝❦❡r✱ ❆✳ ❉✳ ❚✉r♥❡r ❡t
❉✳ ❲♦♦❧s❡② ✿ ❆❈❇❆❘ ✿ ❚❤❡ ❆r❝♠✐♥✉t❡ ❈♦s♠♦❧♦❣② ❇♦❧♦♠❡t❡r ❆rr❛② ❘❡❝❡✐✈❡r✳ ❆♣❏❙✱ ✶✹✾✿✷✻✺✕
✷✽✼✱ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✸✳



✶✻✻ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊

●✳ ❇✳ ❘②❜✐❝❦✐ ❡t ❆✳ P✳ ▲✐❣❤t♠❛♥ ✿ ❘❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❛str♦♣❤②s✐❝s✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❲✐❧❡②✲
■♥t❡rs❝✐❡♥❝❡✱ ✶✾✼✾✳ ✸✾✸ ♣✳✱ ✶✾✼✾✳

❘✳ ❑✳ ❙❛❝❤s ❡t ❆✳ ▼✳ ❲♦❧❢❡ ✿ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❈♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ❆♥❣✉❧❛r ❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❆♣❏✱ ✶✹✼✿✼✸✕✰✱ ❥❛♥✈✐❡r ✶✾✻✼✳

❊✳ ▼✳ ❙❛❞❧❡r✱ ❘✳ ❘✐❝❝✐✱ ❘✳ ❉✳ ❊❦❡rs✱ ❏✳ ❆✳ ❊❦❡rs✱ P✳ ❏✳ ❍❛♥❝♦❝❦✱ ❈✳ ❆✳ ❏❛❝❦s♦♥✱ ▼✳ ❏✳ ❑❡s✲
t❡✈❡♥✱ ❚✳ ▼✉r♣❤②✱ ❈✳ P❤✐❧❧✐♣s✱ ❘✳ ❋✳ ❘❡✐♥❢r❛♥❦✱ ▲✳ ❙t❛✈❡❧❡②✲❙♠✐t❤✱ ❘✳ ❙✉❜r❛❤♠❛♥②❛♥✱
▼✳ ❆✳ ❲❛❧❦❡r✱ ❲✳ ❊✳ ❲✐❧s♦♥ ❡t ●✳ ❞❡ ❩♦tt✐ ✿ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐❝ r❛❞✐♦ s♦✉r❝❡s
s❡❧❡❝t❡❞ ❛t ✷✵●❍③✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✼✶✿✽✾✽✕✾✶✹✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✻✳

❊✳ ▼✳ ❙❛❞❧❡r✱ ❘✳ ❘✐❝❝✐✱ ❘✳ ❉✳ ❊❦❡rs✱ ❘✳ ❏✳ ❙❛✉❧t✱ ❈✳ ❆✳ ❏❛❝❦s♦♥ ❡t ●✳ ❞❡ ❩♦tt✐ ✿ ❚❤❡
❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐❝ r❛❞✐♦✲s♦✉r❝❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛t ✾✺●❍③✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✽✺✿✶✻✺✻✕✶✻✼✷✱ ❛✈r✐❧ ✷✵✵✽✳

■✳ ❙❛❣✐✈✱ ❆✳ ▼✳ ❆❜♦♦❜❛❦❡r✱ P✳ ❆❞❡✱ ❋✳ ❆✉❜✐♥✱ ❈✳ ❇❛❝❝✐❣❛❧✉♣✐✱ ❏✳ ❇♦rr✐❧❧✱ ❉✳ ❈❤❛♣♠❛♥✱
❏✳ ❉✐❞✐❡r✱ ▼✳ ❉♦❜❜s✱ ❲✳●r❛✐♥❣❡r✱ ❙✳ ❍❛♥❛♥②✱ ❙✳ ❍✐❧❜r❛♥❞✱ ❈✳ ❍♦❣❡♥✲❈❤✐♥✱ ❍✳ ❍✉❜♠❛②r✱
❇✳ ❏♦❤♥s♦♥✱ ❆✳ ❏❛❢❢❡✱ ❚✳ ❏♦♥❡s✱ ❏✳ ❑❧❡✐♥✱ ❆✳ ❑♦r♦t❦♦✈✱ ❙✳ ▲❡❛❝❤✱ ❆✳ ▲❡❡✱ ▲✳ ▲❡✈✐♥s♦♥✱
▼✳ ▲✐♠♦♥✱ ❏✳ ▼❛❝❛❧✉s♦✱ ❑✳ ▼❛❝❉❡r♠✐❞✱ ❚✳ ▼❛ts✉♠✉r❛✱ ❳✳ ▼❡♥❣✱ ❆✳ ▼✐❧❧❡r✱ ▼✳ ▼✐❧❧✐✲
❣❛♥✱ ❊✳ P❛s❝❛❧❡✱ ❉✳ P♦❧s❣r♦✈❡✱ ◆✳ P♦♥t❤✐❡✉✱ ❇✳ ❘❡✐❝❤❜♦r♥✲❑❥❡♥♥❡r✉❞✱ ❚✳ ❘❡♥❜❛r❣❡r✱
❋✳ ❙t✐✈♦❧✐✱ ❘✳ ❙t♦♠♣♦r✱ ❍✳ ❚r❛♥✱ ●✳ ❚✉❝❦❡r✱ ❏✳ ❱✐♥♦❦✉r♦✈✱ ▼✳ ❩❛❧❞❛rr✐❛❣❛ ❡t ❑✳ ❩✐❧✐❝ ✿
❚❤❡ ❊ ❛♥❞ ❇ ❊❳♣❡r✐♠❡♥t ✭❊❇❊❳✮ ❀ Pr♦❣r❡ss ❛♥❞ ❙t❛t✉s✳ ■♥ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆str♦♥♦✲
♠✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✶ ❞❡ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆str♦♥♦♠✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ♣❛❣❡s ✺✵✵✕✰✱ ❥❛♥✈✐❡r
✷✵✵✾✳

❉✳ ❙❛♠t❧❡❜❡♥ ❡t ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ◗❯■❊❚ ✿ ◗❯■❊❚ ✲ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❈▼❇ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❝♦❤❡r❡♥t ❞❡t❡❝t♦r ❛rr❛②s✳ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts✱ ❥✉✐♥ ✷✵✵✽✳

❏✳ ▲✳ ❙❛♥③✱ ❉✳ ❍❡rr❛♥③✱ ▼✳ ▲♦♣❡③✲❈❛♥✐❡❣♦ ❡t ❋✳ ❆r❣✉❡s♦ ✿ ❲❛✈❡❧❡ts ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✳ ❆♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✹t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
✭❊❯❙■P❈❖ ✷✵✵✻✮✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✻✳

❲✳ ❙❛✉♥❞❡rs✱ ❲✳ ❏✳ ❙✉t❤❡r❧❛♥❞✱ ❙✳ ❏✳ ▼❛❞❞♦①✱ ❖✳ ❑❡❡❜❧❡✱ ❙✳ ❏✳ ❖❧✐✈❡r✱ ▼✳ ❘♦✇❛♥✲
❘♦❜✐♥s♦♥✱ ❘✳ ●✳ ▼❝▼❛❤♦♥✱ ●✳ P✳ ❊❢st❛t❤✐♦✉✱ ❍✳ ❚❛❞r♦s✱ ❙✳ ❉✳ ▼✳ ❲❤✐t❡✱ ❈✳ ❙✳ ❋r❡♥❦✱
❆✳ ❈❛rr❛♠✐ñ❛♥❛ ❡t ▼✳ ❘✳ ❙✳ ❍❛✇❦✐♥s ✿ ❚❤❡ P❙❈③ ❝❛t❛❧♦❣✉❡✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✶✼✿✺✺✕✻✸✱ s❡♣t❡♠❜r❡
✷✵✵✵✳

❙✳ ❨✳ ❙❛③♦♥♦✈ ❡t ❘✳ ❆✳ ❙✉♥②❛❡✈ ✿ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❈▼❇ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✶✵✿✼✻✺✕✼✼✷✱ ❞é❝❡♠❜r❡ ✶✾✾✾✳

❇✳ ▼✳ ❙❝❤ä❢❡r✱ ❈✳ P❢r♦♠♠❡r✱ ❘✳ ▼✳ ❍❡❧❧ ❡t ▼✳ ❇❛rt❡❧♠❛♥♥ ✿ ❉❡t❡❝t✐♥❣ ❙✉♥②❛❡✈✲❩❡❧✬❞♦✈✐❝❤
❝❧✉st❡rs ✇✐t❤ P❧❛♥❝❦ ✲ ■■✳ ❋♦r❡❣r♦✉♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳ ▼◆❘❆❙✱
✸✼✵✿✶✼✶✸✕✶✼✸✻✱ ❛♦ût ✷✵✵✻✳

❉✳ ❏✳ ❙❝❤❧❡❣❡❧✱ ❉✳ P✳ ❋✐♥❦❜❡✐♥❡r ❡t ▼✳ ❉❛✈✐s ✿ ▼❛♣s ♦❢ ❉✉st ■♥❢r❛r❡❞ ❊♠✐ss✐♦♥ ❢♦r ❯s❡ ✐♥
❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❡❞❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❋♦r❡❣r♦✉♥❞s✳ ❆♣❏✱ ✺✵✵✿
✺✷✺✕✰✱ ❥✉✐♥ ✶✾✾✽✳

❙✳ ❊✳ ❙❝♦tt✱ ❏✳ ❙✳ ❉✉♥❧♦♣ ❡t ❙✳ ❙❡r❥❡❛♥t ✿ ❆ ❝♦♠❜✐♥❡❞ r❡✲❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❜❧❛♥❦✲✜❡❧❞ ❙❈❯❇❆
s✉r✈❡②s ✿ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ✽✺✵✲µ♠ s♦✉r❝❡ ❧✐sts✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ❝♦✉♥ts✱ ❛♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r str♦♥❣
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜r✐❣❤t s✉❜♠✐❧❧✐♠❡tr❡ ❣❛❧❛①② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❛r❝♠✐♥✉t❡ s❝❛❧❡s✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✼✵✿✶✵✺✼✕
✶✶✵✺✱ ❛♦ût ✷✵✵✻✳

❙✳ ❙❡❛❣❡r✱ ❉✳ ❉✳ ❙❛ss❡❧♦✈ ❡t ❉✳ ❙❝♦tt ✿ ❍♦✇ ❊①❛❝t❧② ❉✐❞ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❇❡❝♦♠❡ ◆❡✉tr❛❧ ❄ ❆♣❏❙✱
✶✷✽✿✹✵✼✕✹✸✵✱ ❥✉✐♥ ✷✵✵✵✳

❯✳ ❙❡❧❥❛❦ ❡t ❈✳ ▼✳ ❍✐r❛t❛ ✿ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❧❡♥s✐♥❣ ❛s ❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈✐t② ✇❛✈❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥
t❤❡ ❈▼❇✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✻✾✭✹✮✿✵✹✸✵✵✺✕✰✱ ❢é✈r✐❡r ✷✵✵✹✳

❯✳ ❙❡❧❥❛❦ ❡t ▼✳ ❩❛❧❞❛rr✐❛❣❛ ✿ ❙✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ●r❛✈✐t② ❲❛✈❡s ✐♥ t❤❡ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✐❝r♦✇❛✈❡
❇❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✼✽✿✷✵✺✹✕✷✵✺✼✱ ♠❛rs ✶✾✾✼✳



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊ ✶✻✼

❙✳ ❙❡r❥❡❛♥t ❡t ❉✳ ❍❛rr✐s♦♥ ✿ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ s✉❜♠✐❧❧✐♠❡tr❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢r♦♠
❙♣✐t③❡r t♦ ❍❡rs❝❤❡❧✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✺✻✿✶✾✷✕✷✵✹✱ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✺✳

❑✳ ❙❡r❦♦✇s❦✐✱ ❉✳ ❙✳ ▼❛t❤❡✇s♦♥ ❡t ❱✳ ▲✳ ❋♦r❞ ✿ ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♣♦❧❛r✐✲
③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❛t✐♦ ♦❢ t♦t❛❧ t♦ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥✳ ❆♣❏✱ ✶✾✻✿✷✻✶✕✷✾✵✱ ❢é✈r✐❡r ✶✾✼✺✳

◆✳ ❙❡t♦ ❡t ❊✳ P✐❡r♣❛♦❧✐ ✿ Pr♦❜✐♥❣ t❤❡ ▲❛r❣❡st ❙❝❛❧❡ ❙tr✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇✐t❤ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
▼❛♣ ♦❢ ●❛❧❛①② ❈❧✉st❡rs✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✾✺✭✶✵✮✿✶✵✶✸✵✷✕✰✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✺✳

❘✳ ❑✳ ❙❤❡t❤ ❡t ●✳ ❚♦r♠❡♥ ✿ ▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❜✐❛s ❛♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s♣❧✐t✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✵✽✿✶✶✾✕✶✷✻✱
s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✾✳

❏✳ ❙✐❧❦ ✿ ❈♦s♠✐❝ ❇❧❛❝❦✲❇♦❞② ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●❛❧❛①② ❋♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆♣❏✱ ✶✺✶✿✹✺✾✕✰✱ ❢é✈r✐❡r ✶✾✻✽✳

❋✳ ❙✐♠♦♥s✱ ❋✳ ❉❛❤❧❡♥ ❡t ▼✳ ❲✐❡❝③♦r❡❦ ✿ ❙♣❛t✐♦s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✳ ❙■❆▼ ❘❡✈✳✱
✹✽✭✺✵✹✮✱ ✷✵✵✻✳

❉✳ ❙❧❡♣✐❛♥ ❡t ❍✳ P♦❧❧❛❦ ✿ Pr♦❧❛t❡ s♣❤❡r♦✐❞❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❋♦✉r✐❡r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✖
■✳ ❇❡❧❧ ❙②st✳ ❚❡❝❤✳ ❏✳✱ ✹✵✭✶✮✿✹✸✕✻✸✱ ✶✾✻✵✳

❑✳ ▼✳ ❙♠✐t❤✱ ❆✳ ❈♦♦r❛②✱ ❙✳ ❉❛s✱ ❖✳ ❉♦ré✱ ❉✳ ❍❛♥s♦♥✱ ❈✳ ❍✐r❛t❛✱ ▼✳ ❑❛♣❧✐♥❣❤❛t✱ ❇✳ ❑❡❛✲
t✐♥❣✱ ▼✳ ▲♦❱❡r❞❡✱ ◆✳▼✐❧❧❡r✱ ●✳ ❘♦❝❤❛✱ ▼✳ ❙❤✐♠♦♥ ❡t ❖✳ ❩❛❤♥ ✿ ❈▼❇P♦❧ ▼✐ss✐♦♥ ❈♦♥❝❡♣t
❙t✉❞② ✿ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ▲❡♥s✐♥❣✳ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts✱ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✽✳

❨✳ ❙♦❢✉❡✱ ▼✳ ❋✉❥✐♠♦t♦ ❡t ❘✳❲✐❡❧❡❜✐♥s❦✐ ✿ ●❧♦❜❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✐♥ s♣✐r❛❧ ❣❛❧❛①✐❡s✳
❆❘❆✫❆✱ ✷✹✿✹✺✾✕✹✾✼✱ ✶✾✽✻✳

❉✳ ◆✳ ❙♣❡r❣❡❧✱ ❘✳ ❇❡❛♥✱ ❖✳ ❉♦ré✱ ▼✳ ❘✳ ◆♦❧t❛✱ ❈✳ ▲✳ ❇❡♥♥❡tt✱ ❏✳ ❉✉♥❦❧❡②✱ ●✳ ❍✐♥s❤❛✇✱
◆✳ ❏❛r♦s✐❦✱ ❊✳ ❑♦♠❛ts✉✱ ▲✳ P❛❣❡✱ ❍✳ ❱✳ P❡✐r✐s✱ ▲✳ ❱❡r❞❡✱ ▼✳ ❍❛❧♣❡r♥✱ ❘✳ ❙✳ ❍✐❧❧✱ ❆✳ ❑♦✲
❣✉t✱ ▼✳ ▲✐♠♦♥✱ ❙✳ ❙✳ ▼❡②❡r✱ ◆✳ ❖❞❡❣❛r❞✱ ●✳ ❙✳ ❚✉❝❦❡r✱ ❏✳ ▲✳ ❲❡✐❧❛♥❞✱ ❊✳ ❲♦❧❧❛❝❦ ❡t
❊✳ ▲✳ ❲r✐❣❤t ✿ ❚❤r❡❡✲❨❡❛r ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❆♥✐s♦tr♦♣② Pr♦❜❡ ✭❲▼❆P✮ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✿
■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❈♦s♠♦❧♦❣②✳ ❆♣❏❙✱ ✶✼✵✿✸✼✼✕✹✵✽✱ ❥✉✐♥ ✷✵✵✼✳

▲✳ ❙r✐r❛♠❦✉♠❛r ✿ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❆r❳✐✈
❡✲♣r✐♥ts✱ ❛✈r✐❧ ✷✵✵✾✳

❏✳✲▲✳ ❙t❛r❝❦✱ ❨✳ ▼♦✉❞❞❡♥✱ P✳ ❆❜r✐❛❧ ❡t ▼✳ ◆❣✉②❡♥ ✿ ❲❛✈❡❧❡ts✱ r✐❞❣❡❧❡ts ❛♥❞ ❝✉r✈❡❧❡ts ♦♥ t❤❡
s♣❤❡r❡✳ ❆✫❆✱ ✹✹✻✿✶✶✾✶✕✶✷✵✹✱ ❢é✈r✐❡r ✷✵✵✻✳

❆✳ ❆✳ ❙t❛r♦❜✐♥s❦✐✞✐ ✿ ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ r❡❧✐❝t ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡❛r❧② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳
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❘✳ ❙t♦♠♣♦r ❡t ●✳ ❊❢st❛t❤✐♦✉ ✿ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❧❡♥s✐♥❣ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s
❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✵✷✿✼✸✺✕✼✹✼✱ ❢é✈r✐❡r ✶✾✾✾✳

❆✳ ❲✳ ❙tr♦♥❣✱ ■✳ ❱✳ ▼♦s❦❛❧❡♥❦♦ ❡t ❱✳ ❙✳ Pt✉s❦✐♥ ✿ ❈♦s♠✐❝✲❘❛② Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ●❛❧❛①②✳ ❆♥♥✉❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ◆✉❝❧❡❛r ❛♥❞ P❛rt✐❝❧❡ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✺✼✿✷✽✺✕✸✷✼✱ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✼✳

❘✳ ❆✳ ❙✉♥②❛❡✈ ❡t ❨✳ ❇✳ ❩❡❧❞♦✈✐❝❤ ✿ ❚❤❡ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❘❡❧✐❝ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❚❡st ♦❢ t❤❡ ◆❛t✉r❡
♦❢ ❳✲❘❛② ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❧✉st❡rs ♦❢ ●❛❧❛①✐❡s✳ ❈♦♠♠❡♥ts ♦♥ ❆str♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❙♣❛❝❡ P❤②s✐❝s✱
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▼✳ ❚❡❣♠❛r❦ ✿ ❆♥ ■❝♦s❛❤❡❞r♦♥✲❇❛s❡❞ ▼❡t❤♦❞ ❢♦r P✐①❡❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❈❡❧❡st✐❛❧ ❙♣❤❡r❡✳ ❆♣❏✱ ✹✼✵✿▲✽✶✰✱
♦❝t♦❜r❡ ✶✾✾✻✳

▼✳ ❚❡❣♠❛r❦ ❡t ❆✳ ❞❡ ❖❧✐✈❡✐r❛✲❈♦st❛ ✿ ❘❡♠♦✈✐♥❣ P♦✐♥t ❙♦✉r❝❡s ❢r♦♠ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞ ▼❛♣s✳ ❆♣❏✱ ✺✵✵✿▲✽✸✰✱ ❥✉✐♥ ✶✾✾✽✳

▼✳ ❚❡❣♠❛r❦✱ ❆✳ ❞❡ ❖❧✐✈❡✐r❛✲❈♦st❛ ❡t ❆✳ ❏✳ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✿ ❍✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ❝❧❡❛♥❡❞
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▼❛① ❚❡❣♠❛r❦ ✿ ❍♦✇ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❝♠❜ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛ ✇✐t❤♦✉t ❧♦s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✺✺
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❚❤❡ P❧❛♥❝❦ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✿ ❚❤❡ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ Pr♦❣r❛♠♠❡ ♦❢ P❧❛♥❝❦✳ ❆r❳✐✈ ❆str♦♣❤②s✐❝s ❡✲♣r✐♥ts✱
❛✈r✐❧ ✷✵✵✻✳ ❊❙❆ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳

▲✳ ❚♦❢❢♦❧❛tt✐✱ ❋✳ ❆r❣✉❡s♦ ●♦♠❡③✱ ●✳ ❞❡ ❩♦tt✐✱ P✳ ▼❛③③❡✐✱ ❆✳ ❋r❛♥❝❡s❝❤✐♥✐✱ ▲✳ ❉❛♥❡s❡ ❡t
❈✳ ❇✉r✐❣❛♥❛ ✿ ❊①tr❛❣❛❧❛❝t✐❝ s♦✉r❝❡ ❝♦✉♥ts ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝
♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✿ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ P❧❛♥❝❦ ❙✉r✈❡②♦r ♠✐ss✐♦♥✳ ▼◆❘❆❙✱ ✷✾✼✿✶✶✼✕✶✷✼✱ ❥✉✐♥
✶✾✾✽✳

▼✳ ❚✉❝❝✐✱ ❊✳ ▼❛rtí♥❡③✲●♦♥③á❧❡③✱ ▲✳ ❚♦❢❢♦❧❛tt✐✱ ❏✳ ●♦♥③á❧❡③✲◆✉❡✈♦ ❡t ●✳ ❉❡ ❩♦tt✐ ✿
Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐❝ r❛❞✐♦ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ✐♠✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ▼◆❘❆❙✱ ✸✹✾✿✶✷✻✼✕
✶✷✼✼✱ ❛✈r✐❧ ✷✵✵✹✳

❊✳ ❚✳ ❱✐s❤♥✐❛❝ ✿ ❘❡✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❆♣❏✱
✸✷✷✿✺✾✼✕✻✵✹✱ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✶✾✽✼✳

❲✳ ❱♦❣❡s✱ ❇✳ ❆s❝❤❡♥❜❛❝❤✱ ❚✳ ❇♦❧❧❡r✱ ❍✳ ❇rä✉♥✐♥❣❡r✱ ❯✳ ❇r✐❡❧✱ ❲✳ ❇✉r❦❡rt✱ ❑✳ ❉❡♥✲
♥❡r❧✱ ❏✳ ❊♥❣❧❤❛✉s❡r✱ ❘✳ ●r✉❜❡r✱ ❋✳ ❍❛❜❡r❧✱ ●✳ ❍❛rt♥❡r✱ ●✳ ❍❛s✐♥❣❡r✱ ▼✳ ❑ürst❡r✱
❊✳ P❢❡❢❢❡r♠❛♥♥✱ ❲✳ P✐❡ts❝❤✱ P✳ Pr❡❞❡❤❧✱ ❈✳ ❘♦ss♦✱ ❏✳ ❍✳ ▼✳ ▼✳ ❙❝❤♠✐tt✱ ❏✳ ❚rü♠♣❡r ❡t
❍✳ ❯✳ ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥ ✿ ❚❤❡ ❘❖❙❆❚ ❛❧❧✲s❦② s✉r✈❡② ❜r✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡✳ ❆✫❆✱ ✸✹✾✿✸✽✾✕✹✵✺✱
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❇✳ ❉✳ ❲❛♥❞❡❧t✱ ❊✳ ❍✐✈♦♥ ❡t ❑✳ ▼✳ ●órs❦✐ ✿ ❈♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♣♦✇❡r
s♣❡❝tr✉♠ st❛t✐st✐❝s ❢♦r ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉✱ ✻✹✭✽✮✿✵✽✸✵✵✸✕✰✱ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✶✳

❙✳ ❲❡✐♥❜❡r❣ ✿ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦s♠♦❧♦❣② ✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧ ❚❤❡♦r②
♦❢ ❘❡❧❛t✐✈✐t②✳ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦s♠♦❧♦❣② ✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧ ❚❤❡♦r②
♦❢ ❘❡❧❛t✐✈✐t②✱ ❜② ❙t❡✈❡♥ ❲❡✐♥❜❡r❣✱ ♣♣✳ ✻✽✽✳ ■❙❇◆ ✵✲✹✼✶✲✾✷✺✻✼✲✺✳ ❲✐❧❡②✲❱❈❍ ✱ ❏✉❧② ✶✾✼✷✳✱ ❥✉✐❧❧❡t
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❊✳ ▲✳ ❲r✐❣❤t✱ ❳✳ ❈❤❡♥✱ ◆✳ ❖❞❡❣❛r❞✱ ❈✳ ▲✳ ❇❡♥♥❡tt✱ ❘✳ ❙✳ ❍✐❧❧✱ ●✳ ❍✐♥s❤❛✇✱ ◆✳ ❏❛r♦s✐❦✱
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