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Chapitre 1

Introduction

L’analyse de la régularité de fonctions est un outil tres utilisé dans bien des domaines
des mathématiques et de la physique. Des le début du vingtieme siecle, les mathématiciens se
sont intéressés a des fonctions ayant une faible régularité en chaque point. La problématique
était initiallement de définir des fonctions continues nulle part dérivables. On peut citer les
exemples les plus connus que sont la fonction de Weierstrass introduite par Weierstrass au mi-
lieu du dix-neuvieme siecle, dont la régularité a été étudiée par Hardy au début du vingtieme
sciecle et la fonction de Tagaki introduite au début du vingtieme siecle. Au départ, objets
d’étude pour les mathématiciens, les fonctions continues nulle part dérivables se sont révélés
avec notament la définition du Mouvement Brownien dans les années 1900 — 1930 un sujet
d’intérét crucial pour les physiciens.

Une des notions de régularité qui a été la plus étudiée est celle de régularité Holdérienne.
On dit qu’une fonction f bornée définie sur R¢ & valeurs dans C est uniformément Holdérienne
d’exposant «a € (0,1) sur R? si pour une certaine constante positive Cp

V(z,y) € (RY)?, [f(z) — f(y)| < Colz — y|*.

Cette notion a permis d’étudier de maniére fine les propriétés de régularité de certaines fonc-
tions canoniques : séries trigonométriques par exemple ou trajectoires de champs aléatoires
classiques comme le Mouvement Brownien, ou plus généralement le Mouvement Brownien
Fractionnaire (MBF'). On sait ainsi que presque stirement les trajectoires du MBF {By ()}, cRra
d’indice de Hurst H € (0,1) vérifient :

(1.0.1)  3C >0, Y(z,y) € [0,1], |Bu(z) — Bu(y)| < Cilz — y[" \/log(|log(|z — y|))).

Les trajectoires de MBF d’indice de Hurst H sont donc ainsi uniformément Holdérienne
sur [0,1] d’exposant H — ¢ pour tout £ > 0. On peut néanmoins souligner que la notion
d’irrégularité associée a la régularité Holdérienne est une notion tres faible. En effet, une fonc-
tion ne sera uniformément Holdérienne que si ses accroissements |f(z) — f(y)| sont controlés
a toutes les échelles. A contrario donc, la non régularité Holdérienne d’une fonction bornée
est simplement impliquée par I'existence d’une suite d’échelle particuliere (r,) pour laquelle il
existe des accroissements grands. Or dans bien des cas classiques, les propriétés d’irrégularité
d’une fonction peuvent étre bien plus fortes. On peut juste revenir sur ’exemple du MBF et

12
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rappeler que celui ci vérifie la propriété d’irrégularité beaucoup plus forte suivante :

|z —y|

(1.0.2)  3Cy >0, VY(z,y) €[0,1]>, sup |Bg(u) — Bg(v)| > Cy :
(wv)€lr.y)? Viog([log([z — y[)])

Les trajectoires du MBF sont ainsi uniformément anti-Holdériennes d’exposant H + £ pour
tout € > 0. On rappelle qu'un grand nombre de modeles vérifient des propriétés tres sem-
blables : il s’agit notamment des fonctions de type Weierstrass, des processus localement
non déterministes introduits dans les années 70 par S.Bermann et des champs fortement lo-
calement non déterministes introduits dans les années 80 — 90 par J.Cuzick. De nombreux
auteurs se sont attachés & construire puis a décrire des fonctions vérifiant simultanément des
propriétés de régularité et d’irrégularité uniforme du type et notament & cause des
propriétés de type ’fractal’ de ces objets. Par ailleurs, la notion de régularité Holdérienne ne
parvient a rendre compte que de maniere imparfaite des propriétés de régularité de fonctions
ou de champs aléatoires anisotropes possédant des directions privilégiées par exemple.

Ainsi la problématique de cette these est double. Il s’agit tout d’abord, d”inverser’ la
notion de régularité usuelle pour introduire une notion d’irrégularité (uniforme ou ponctuelle)
permettant de traduire le fait qu’une fonction peut avoir des 'grands accroissements’ a toutes
les échelles. Enfin, il s’agit d’étudier des exemples de champs aléatoires ou des propriétés de
régularité directionelle apparaissent.

On envisagera tout au long de cette thése deux points de vue : celui de la régularité
(ou de lirrégularité) uniforme et celui de la régularité (ou de lirrégularité) ponctuelle. La
nécessité d’introduire des outils pour décrire des fonctions dont la régularité ou 'irrégularité
varie —parfois tres fortement—d’un point a un autre est apparue au milieu des années 1980 et a
donné lieu au développement de I'analyse multifractale. La motivation initiale vient de ’étude
des phénomenes de turbulence. Le perfectionnement des techniques d’expérimentation au mi-
lieu des années 1980 a en effet permis d’obtenir en soufflerie des enregistrements tres précis
de la vitesse d’un écoulement turbulent. Les signaux ainsi mesurés paraissent non seulement
tres irréguliers mais leur irrégularité semble aussi varier brutalement d’un point a 'autre. Ces
observations sont en contradiction avec la théorie de la turbulence homogene et isotrope intro-
duite par Kolmogorov en 1941, selon laquelle la vitesse de ’écoulement devrait avoir partout
la méme irrégularité. C’est dans ce contexte qu’est apparue la nécessité d’étudier des signaux
non uniformément réguliers dans un nouveau cadre celui de ’analyse multifractale. Forma-
lisée par G. Parisi et U. Frisch, I’analyse multifractale devait a l'origine permettre d’étudier
la complexité des signaux de turbulence nouvellement mesurés et d’introduire une méthode
pour les classifier. Avec le développement d’outils numériques, 'analyse multifractale a par la
suite trouvé de nombreuses applications dans des domaines aussi variés que 'astrophysique,
la géophysique, la biologie, le traitement d’image ou les télécommunications.

D’un point de vue plus théorique, la régularité d’une fonction f : R — R en un point z
de R? se mesure a I’aide de son exposant de Holder h #(x). Il s’agit du supremum de I'ensemble
des réels o > 0 tels que f est C*(x), c’est-a-dire tels qu’il existe deux réels strictement positifs
C et R et un polynome de degré au plus [a] tel que

Vr < R, Va, |v — xo| <1, |f(x) — Py ()| < Cre.
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Au vu de ce qui se passe en turbulence, on s’attend généralement & ce que les ensembles iso-
Héldériens E, = {z, hy(x) = a} soient des ensembles fractals. Une facon naturelle de rendre
compte de leur taille consiste alors & déterminer leur dimension de Hausdorff, notee dim. La
fonction dy : o — dim(E,) appelée spectre de singularité de la fonction f, joue donc un role
central en analyse multifractale. En outre, on appelle fonction multifractale toute fonction
dont les ensembles iso-Holdériens Ej, sont non vides pour o parcourant au moins un intervalle
d’intérieur non vide. L’objet principal de ’analyse multifractale a donc consisté a étudier,
puis a générer des modeles de fonctions multifractales. On peut citer comme exemples de
fonctions multifractales la fonction de Riemann

sin(mn?x
R(z) = Z %

n

introduite par Riemann pour répondre a la question de I’existence de fonctions continues nulle
part dérivables. Cette fonction qui est en fait dérivable en certains rationnels a été étudiée
par S.Jaffard dans [Jaf96] qui a montré que cette fonction est multifractale et a calculé son
spectre de singularité . D’autres exemples de fonctions multifractales sont fournis par les tra-
jectoires de certains processus aléatoires comme les processus de Lévy étudiés par S.Jaffard
dans [Jaf99]. On peut aussi utiliser les ondelettes pour construire des fonctions multifrac-
tales possédant des propriétés remarquables : on peut citer I’exemple des séries d’ondelettes
aléatoires définies par S.Jaffard dans [Jaf00al puis J.M.Aubry et S.Jaffard dans [AJ02] qui
vont vérifier la propriété de contenir des singularités d'un type particulier (les singularités
oscillantes) ou les séries d’ondelettes multifractales définies par J.Barral et S.Seuret dans
[BarSeur05] qui permettent de relier spectre multifractal d’une mesure et d’une série d’onde-
lettes.

Dans cette these, I'optique envisagée est au départ quelque peu différente. L’objectif
était tout d’abord 'introduction de nouvelles notions d’irrégularité permettant de décrire le
fait qu’une fonction puisse avoir de grands accroissements a toutes les échelles, ce qui a été
fait dans le chapitre [2l La notion de régularité associée a cette nouvelle notion d’irrégularité
uniforme est ce qu’on a appelé la régularité uniforme faible. Une fonction bornée f sera dite
uniformément faiblement réguliere d’exposant a € (0, 1), si pour toute constante positive C'
il existe une suite décroissante d’échelles privilégiées (r,)nen telle que

sup [f(y) = fz)| < Cry.

(@,9)€R)?, |z—y|<rn

La notion de régularité uniforme faible traduit donc le fait qu’il existe une suite d’échelles
privilégiée pour laquelle les accroissements de la fonction considérée sont controlés de maniere
uniforme. On va ainsi pouvoir décrire le cas ot une fonction se comporte de maniere uniforme
en espace mais différement suivant la suite d’échelle considére. Trés naturellement apparait
alors un lien avec la théorie des ondelettes. En effet les ondelettes ont été introduites dans la
fin des années 1980 afin de rendre compte du comportement espace-échelles d’une fonction.
Il était donc logique d’essayer de transcrire en terme d’ondelettes cette notion de régularité
uniforme en espace/non régularité en échelles qu’est la régularité uniforme faible. Un critere
ondelettes de régularité faible est alors établi au chapitre 2l On pourra alors tres simplement
générer a 'aide de séries d’ondelettes des modeles de fonctions dont la régularité differe sui-
vant la gamme d’échelles considérée.
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Au chapitre [3] on considere un champ gaussien qui est I’analogue aléatoire des séries
d’ondelettes non uniformes en échelles du chapitre 2 Construit a I’aide d’une représentation
harmonisable, ce champ est & accroissements stationnaires et donc ’uniforme a tout point de
vue en tout point’. Pour autant, le comportement des trajectoires differe suivant la gamme
d’échelles considérée. Ceci va avoir plusieurs conséquences : sur la régularité et lirrégularité
locale presque siire des trajectoires et sur les propriétés d’autosimilarité locale du champ qui
vont étre fonction de la suite d’échelles considérée. Ceci va notament avoir comme implication
surprenante la non-unicité du champ tangent en tout point. La notion de champ tangent a été
introduite dans [BJR9T7] pour étudier les propriétés du Mouvement Brownien Multifraction-
naire qui se comporte localement en tout point ¢ comme un MBF d’indice H(t), la fonction H
étant une fonction continue du temps t. Un champ Y; est donc un champ tangent au champ
aléatoire X en ¢ si pour un certain o € (0,1) on a au sens de la convergence en distribution

X(t +uh) — X(t)

{lim ho }ueRd = {}/t(u) }ueRd

K.Falconer généralise cette notion en autorisant la variable continue h a étre une suite de réels
positifs (r,,) décroissants vers 0 et considere des accroissements plus généraux de la forme

X (t+ ury) —X(t).

Cette notion plus générale pose alors de maniere tres naturelle le probleme de 1'unicité puis-
qu’on peut envisager qu'il existe deux suites décroissantes de réels positifs distinctes (r,,,1) et
(rn,2) pour lesquelles les quotients

X(t+urp1) — X(t) ot X(t+urp2) — X(¢)

Cn,1 Cn,2

ont deux limites différentes lorsque n tend vers I'infini. Le Mouvement Brownien Fraction-
naire Lacunaire introduit au chapitre [3] permet justement de générer un exemple d’'un tel
comportement et vérifie donc une propriété de non unicité du champ tangent en tout point.
On sort alors du cadre étudié par K.Falconer dans [Falc02) [Falc03] et le champ (gaussien)
étudié admet en tout point des champs tangents qui ne sont pas a direction fixée des MBF.

Les chapitres [ et [§] sont eux consacré & 'étude d’une notion d’irrégularité ponctuelle
qui est la notion de fonction anti-Holdérienne—traduisant un comportement du type f
introduite au départ pour étudier les propriétés d’irrégularité de fonctions de type Weierstrass
ou de champ localement non déterministe. La propriété d’irrégularité des trajectoires
du MBF implique ainsi que les trajectoires du MBF sont presque stirement anti-Holdériennes
d’exposant H — ¢ pour tout € > 0. Une vaste littérature existe sur les fonctions uniformément
Holdériennes et anti-Hodériennes de méme exposant H (i.e. vérifiant simultanément des pro-
priétés du type et . Plus précisément deux classes de modeles ont été largement
étudiées : les fonctions de type Weiestrass (voir les travaux de [KMY®84], [MWS6], [PrzyUrb89]
mais aussi les résultats plus récents de [Tric97|], [BouschHeurt99], [BouschHeurt00] et de
[Heurt03],[Heurt05], [DemTric06]) et les champs gaussiens généralisant le MBF que sont les
champs gaussiens localement non déterministes (voir par exemple [Ber73|,[Pitt78]) et forte-
ment localement non déterministes (voir [Xia097],[Xiao05],[Xiao07]).
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Ici lobjectif n’était pas d’affiner ces résultats mais plutot de s’intéresser a l’aspect
réellement 'ponctuel’ de la notion d’anti-Héldérianité et de la notion de régularité ponctuelle
associée qui est ici la notion de régularité ponctuelle faible. Il s’agissait donc de se doter d’ou-
tils d’analyse et de synthese permettant de générer des fonctions non uniformes en espace et
en échelles. L’outil fondamental s’est révélé une fois de plus étre le lien entre le caractere anti-
Holdérien/faiblement régulier d’une fonction et la taille de ses coefficients d’ondelettes. Ici
une difficulté supplémentaire était a surmonter puisque contrairement a ce qui se passe pour
la notion de régularité ponctuelle classique il n’existe pas de critere ’a une correction loga-
rithmique pres’ portant sur les coefficients d’ondelettes de la propriété ’f est anti-Holdérienne
d’exposant o’. On énonce donc dans le chapitre [4] une condition nécessaire puis une condi-
tion suffisante d’anti-Holdérianité. On retrouve alors sur des modeles simples de fonctions de
type Weierstrass ou de champs gaussiens les propriétés d’anti-Holdérianité décrites ci-dessus
a l'aide de ces criteres ondelettes.

Dans le chapitre B on exploite les critéres ondelettes dans deux directions. Tout d’abord
on se pose la question de I’exposant d’irrégularité prescrit dans le cas ou celui ci coincide avec
I’exposant de régularité ponctuel usuel puis dans le cas général. On rappelle que, dans le cas
de l'exposant de Holder usuel, cette question a été résolue par K.Daoudi, J.Lévy-Véhel et
Y.Meyer dans [DLM98| par plusieurs méthodes dont une est tres proche de 'utilisation de
bases d’ondelettes puisqu’on se donne des fonctions définies & partir de leur décomposition
dans la base de Schauder. Une démarche tout a fait similaire a celle de [DLM98|] améne donc
a utiliser les critéres ondelettes pour générer a partir de séries d’ondelettes des fonctions dont
I’exposant d’irrégularité coincide avec une fonction donnée.

Enfin, les fonctions multifractales sont des exemples canoniques de fonctions dont la
régularité ponctuelle usuelle varie d’un point & l'autre. Le probleme d’un formalisme multi-
fractal faible (i.e. lié & la notion d’irrégularité ponctuelle) se pose ainsi naturellement. P.Abry,
S.Jaffard, B.Védel et H.-Wendt dans [AJVWO08] ont donné un résultat de majoration du spectre
multifractal faible d’une fonction obtenant ainsi des résultats assez similaires au cas des me-
sures. On a cherché ici a générer des exemples de fonctions multifractales pour la notion
d’anti-Holdérianité. Il était assez logique d’aller chercher de telles fonctions dans les fonctions
multifractales usuelles et de se dire que les deux notions de multifractalité pouvaient étre liées.
Ce n’est en fait absolument pas le cas puisqu’un exemple assez simple de série de Davenport
permet d’illustrer le fait qu'une fonction peut étre multifractale au sens usuel mais pas au
sens de l'anti-Holdérianité. Il restait alors a construire des modeles de fonctions multifrac-
tales pour l'irrégularité ponctuelle. Pour cela, on s’est tourné vers les travaux de J.Barral
et S.Seuret (voir [BarSeur(05]), qui ont fait le lien entre analyse multifractale des mesures et
analyse multifractale des fonctions a I’aide de séries d’ondelettes dont les coefficients étaient
générés a partir d’une mesure multifractale. La méme démarche et le critére ondelettes ont
ainsi permis de résoudre le probleme de I'existence de fonctions multifractales au sens faible.

La deuxieme partie de ce travail de these a consisté a s’intéresser a des modeles-dits
anisotropes- dont les propriétés de régularité dépendent de la direction considérée. On rap-
pelle que bien des phénomenes naturels- que ce soit en hydrologie, en géostatistiques ou en
géophysique- sont intrinsequement anisotropes et ont donc des caractéristiques différentes sui-
vant la direction considérée. Lorsqu’on va s’intéresser a la modélisation de tels phénomenes, on
va donc devoir en tenir compte. Ainsi de nombreux auteurs ont proposé des modeles de champs
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gaussiens anisotropes pour rendre compte de ce type de propriétés. On pourra se référer par
exemple aux travaux de S.Davies et P.Hall ([DH99]), A.Bonami et A.Estrade ([BE03]), ou de
D. Benson, M.M. Meerschaert, B. Baumer et H.P. Scheffler ([Ben06]). Différentes classes de
champs gaussiens anisotropes ont alors été introduites. Les exemples les plus connus sont ceux
du Drap Brownien Fractionnaire introduit par A. Kamont ([Kam96]) qui a par ailleurs étudié
la régularité trajectorielle de ce champ et ceux de différents modeéles de champs anisotropes
a accroissements stationnaires définis dans [BJRI7, [BE03] étudiés soit du point de vue de la
régularité classique ([BJRI7]) ou soit du point de vue de la régularité directionelle ([BEO3])
ce qui permet de tenir compte du caractere anisotrope du champ considéré.

Par ailleurs, une autre notion centrale est celle de processus ou de champ autosimi-
laire servant a modéliser des phénomenes d’invariances d’échelles. La relation d’autosimilarité
classique

Va > 0{X(at)}cpe = {a™ X (1)} e

n’étant pas adapté au cadre anisotrope, de nombreux auteurs comme Hudson et Mason
(IHMS2]), Schertzer et Lovejoy ([SL85],[SL8T]), D. Benson, M.M. Meerschaert, B. Bédumer
et H.P. Scheffler ([Ben06]) puis H.Biermé, M.Meerschaert et H.P.Scheffler ([BMSO07]) se sont
alors posé le probleme de la définition d’une notion pertinente d’invariance d’échelle dans
le cadre anisotrope et ont a chaque fois proposé de nouveaux modeles de champs aléatoires
gaussiens ou stables a la fois autosimilaires et anisotropes. Il est alors important d’étre ca-
pable d’étudier les propriétés (en particulier celles de régularité) de ces nouvelles classes
de modeles. Pour cela, il est donc nécessaire d’adapter les notions de régularité usuelles a
un cadre anisotrope. C’est ce qui a été fait par exemple pour le modele du DBF puisque
A.Kamont a étudié les propriétés de régularité de ce champs dans des espaces de Holder ani-
sotropes ou plus récemment pour les champs stables vérifiant une relation d’autosimilarité
matricielle par H.Biermé, M.Meerschaert et H.P.Scheffler puis H.Biermé et C.Lacaux dans
[BMS07, BLO7] et dans un cadre général de champs gaussiens anisotropes fortement locale-
ment non déterministes par Y.Xiao dans[Xiao07].

Ici, on s’est alors centré sur ’étude de notions de régularité adaptées a un cadre aniso-
trope. Pour cela on a considéré dans le chapitre [7| un modele de champ aléatoire anisotrope
particulier : celui des champs vérifiant une relation d’autosimilarité matricielle de la forme

Va > 0{X (at)}byeps 2 {a™ X ()} rep

(ou E est une matrice a spectre de partie réelle positive et H un réel positif) que 1'on a
considéré dans le cas gaussien.

On a ainsi commencé par une étude précise de ce modele et proposé une construction
explicite de cette classe de champs a partir de quatre cas génériques. On s’est ensuite intéréssé
au probleme de la régularité des trajectoires dans un cadre adapté et on a considéré pour cela
des espaces fonctionnels anisotropes tres généraux : les espaces de Besov anisotropes introduits
dans la fin des années 70 par I’école russe (voir [Nik77] ou [BIN75]) qui interviennent dans
la résolution de problemes semi-linéaire elliptiques (voir [Dac03]). La question sous jacente a
cette étude était alors la suivante : quelle est 'la meilleure maniere’ de mesurer la régularité
d’un champ anisotrope dans un cadre général. La réponse va étre donnée par les résultats
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d’optimalité du chapitre [} La ’meilleure notion de régularité’ possible servant & mesurer la
régularité des trajectoires d’'un champ qui vérifie une relation d’autosimilarité anisotrope est
en quelque sorte celle qui est liée a la ’géométrie intrinseque’ du champ et ce quelque soit le
mode de mesure : lié a une régularité LP ou L*. De plus, toutes les propriétés de régularité
obtenues sont liées non pas a la matrice £ mais uniquement a ce qu’on appelle a sa partie
diagonalisable réelle et ce quelque soit ’espace fonctionnel 'raisonnable’ choisi pour la mesure
de régularité des trajectoires.

Le chapitre 8] est consacré a la définition d’un modele de champ gaussien autosimilaire
plus général que la classe de champs défini par [BMS07]. On construit des champs gaussiens
a accroissements rectangulaires stationnaires qui a I'instar du DBF vérifient simultanément
plusieurs relations d’autosimilarité matricielle cette fois ci de la forme

(X (@ 2)} ez 2 (" X (2)}ene

(1.0.3) V(ar, -+ ,am) € (RL)™,
(£)
{X(aprma)}aere = {agm X (2)}pepa
ou (Eq,---, Ep) est une famille libre de m matrices de My(R) commutant deux & deux et
(Hy,---,Hy) m réels positifs. Cette nouvelle classe de champs semble pouvoir modéliser

I’évolution dans le temps de champs anisotropes vérifiant a chaque instant une relation d’au-
tosimilarité matricielle. La démarche de construction est différente de celle envisagée dans
[BMS07]. On reformule le probléme posé ci dessus, en faisant intervenir la notion d’autosi-
milarité par rapport & un groupe introduite par S. Kolodynski et J.Rosinski dans [KR03].
Le groupe sous jacent est ici un groupe matriciel A & m parametres et toute la construction
présentée s’appuie fortement sur les caractéristiques de ce groupe : expression de la mesure
de Haar et réduction. On souligne qu’ici les champs construits ne sont pas a accroissements
stationnaires mais & accroissements rectangulaires stationnaires par rapport a des directions
qu’il faut déterminer. La résolution de ce probleme n’est pas immédiate et découle de la
réduction du groupe matriciel A.

Plusieurs prolongements de ce travail de these peuvent étre envisagés. L’étude des no-
tions de régularité uniforme/ponctuelle faible peut ainsi étre approfondie. On peut se deman-
der comment générer d’autres modeles de fonctions multifractales au sens faible que les séries
d’ondelettes présentées au chapitre [5| et essayer de revenir sur les différents modeéles classiques
de fonctions multifractales que sont les séries de Davenport et les trajectoires des processus
de Lévy. En premiere approche, le modele des séries de Lévy permet de suggérer que dans des
cas simples les processus de Lévy sont monofractals au sens faible. Il s’agirait de vérifier cette
conjecture et de I’étendre a des cas plus élaborés de processus de Lévy. Par ailleurs la ques-
tion de 'exposant d’irrégularité prescrit pourrait mener a la définition d’'un MBMG comme
cela a été fait par A.Ayache, S.Jaffard et M.Taqqu dans [AJT07] ayant presque stirement un
exposant de Holder sinférieur et supérieur prescrit.

La définition de champs gaussiens possédant plusieurs gammes d’échelles pour lesquels
la régularité des trajectoires est différente & partir d’'un modele paramétrique pose bien str
le probleme de ’estimation des parametres du modele. Les résultats généraux d’estimation
de la densité spectrale de champs a accroissements stationnaires obtenus par J.M.Bardet et
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P.Bertrand dans [BarBer(O§| par des méthodes d’ondelettes pourraient bien str étre appliqués
mais on peut se poser la question de méthodes plus simples—type variation quadratiques—
fonctionnant dans ce cas spécifique.

Enfin, en ce qui concerne la partie champs gaussiens anisotropes, une étude de régularité
des trajectoires des champs a m parametres introduits dans le chapitre |8 peut étre evisagée
et devrait se faire dans des espaces anisotropes adaptés dans le méme esprit que le travail
d’A.Kamont dans [Kam96].



Chapitre 2

Une notion d’irrégularité uniforme

2.1 Introduction

En traitement du signal ou en traitement d’images, on a souvent a considerer des
données qui sont représentées par des fonctions irrégulieres. Une question assez naturelle
est de savoir quel sens mathématique on va donner au terme d’irrégularité d’une fonction.
Une premiere approche consiste a utiliser le concept de régularité Holdérienne d’une fonction.
On rappelle que si f est une fonction définie sur R? & valeurs complexes, elle est Holdérienne
d’exposant a € (0,1) (ce que I'on notera f € C*(R?)) si

Vr <ro, sup |[f(z)— f(y)| < Cor®,

lz—y|<r

pour une certaine constante positive Cy et un certain réel positif rg. L’exposant de Holder
uniforme Hy de la fonction f

Hy = sup{a, f € CO(RY)},

donne alors bien une information sur le degré de régularité uniforme (et donc d’irrégularité
uniforme) de la fonction f.

Néanmoins un méme exposant de Holder uniforme peut refléter, pour deux fonctions
données, des situations bien différentes. Pour illustrer cette idée, on va considérer deux
modeles : celui de la fonction de Weierstrass usuelle Wy et celui d’une fonction de Weierstrass
modifiée Wi g - respectivement définies par

+m . .
Wy (x) = 22_JH cos(2/mx),
j=0
et
+oo [T8"]—-1 [B"1]-1

Wi g () = Z Z 9" H cos(2i 1) + Z olB" (17 H) 9 —j cos(2 ).
n=0 j=[g"] j=[rp"]

Dans les deux figures ci dessous, on a représenté les graphes de ces deux fonctions avec

H=058=15et1=12.

20
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FIGURE 2.1 — Fonction de Weierstrass FIGURE 2.2 — Fonction de Weierstrass mo-
classique difiée

Ces deux fonctions ont méme exposant de Holder uniforme H. Pour autant, du point
de vue de la régularité, ces deux fonctions ont un comportement radicalement différent. En
effet la fonction de Weierstrass classique a un comportement ’fractal’. Le degré de régularité
ou d’irrégularité de la fonction est ainsi le méme a toutes les échelles. Plus précisément, il
existe C1,Cy > 0 tel que

vr>0,Cir < sup  [Wy(z) — We(y)| < Cort.
z,y,|lz—y|<r

Ce comportement est aussi celui de champs gaussiens tels le Mouvement Brownien Fraction-
naire ou plus généralement les champs fortement localement non déterministes comme on le
verra plus loin.

Ce n’est par contre pas le cas de la fonction de Weierstrass modifiée définie plus haut.
Dans ce cas le degré de régularité de la fonction dépend de la famille d’échelles considérée. 11
existe ainsi deux suites d’échelles caractéristiques (7, 1)nen €t (rn,2)nen telles que

Vn € N, rﬁl < sup Whp(x) — Whap,(y)| < 7“,5{1,
xvyvlw_y‘grn,l

et . -
VneN, rlly  sup  [Wyg (x) - Wasly)| < rlls,

z,y, |z —y|<rp,2

avec H > H. Par ailleurs pour une certaine constante positive Cy > 0 on a

Vr>0, sup |[Wyga(z)—Wygs(y)| > Corl.
wayv‘x_ylg"'

Ainsi pour des suites d’échelles particulieres, le degré de régularité de la fonction de Weiers-
trass peut soit coincider avec H soit étre plus grand que H.

Pour décrire la différence de comportement entre ces deux fonctions, on peut alors
utiliser deux concepts inverses I'un de 'autre qui sont introduits dans ce chapitre : celui
d’irrégularité uniforme et celui de régularité uniforme faible.
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Définition 2.1.1 La fonction f est uniformément irréguliére d’exposant o € (0,1), ce que
l’on notera [ € Ia(Rd), s’il existe une constante positive Cy et un réel positif rqo telle que

vr <ro, sup |f(x)— f(y)] = Cor®.

lz—y|<r

La fonction f sera dite faiblement uniformément réguliére d’exposant o € (0,1) si elle n’est
pas uniformément irréguliére d’exposant o € (0,1). Cela se traduit par l'existence pour toute
constante positive C' d’une suite d’échelles privilégiées (1, )nen telle que

WneN, suwp |f(z)— f(y) < Cro.

|x_y|§7"n

Ces deux notions vont ainsi permettre d’établir une distinction entre des fonctions qui ont
le méme degré de régularité a chaque échelle et des fonctions pour lesquelles il existe plu-
sieurs gammes d’échelles caractéristiques pour lesquelles le degré de régularité est différents.
On dispose ainsi de nouvelles notions permettant d’affiner la description des propriétés de
régularité d’une fonction. On a alors de nouveaux outils de classification qui peuvent étre
utiles en traitement du signal et en traitement d’image.

L’objet de ce chapitre est donc la définition et ’étude des concepts d’irrégularité uni-
forme et de régularité uniforme faible. On étudiera en particulier un aspect tout a fait re-
marquable de ces deux notions : leur lien avec la théorie des ondelettes. Les ondelettes sont
en effet par nature un outil permettant de décrire le comportement (et donc en particulier la
régularité) d’une fonction a chaque échelle et sont donc bien adaptées a I’étude de l'irrégularité
uniforme (ou de la régularité uniforme faible) d’une fonction. On donnera ici une condition
nécessaire et suffisante (& un terme correctif en log pres), portant sur les coefficients d’onde-
lettes, pour qu’une fonction soit uniformément irréguliere.

Afin de mener & bien cette étude, plusieurs étapes seront nécessaires.

On commencera (section par faire des rappels sur la notion de régularité Holdérienne
uniforme classique (que 'on appelera aussi ici régularité forte).

On insistera notament sur les liens entre la régularité uniforme d’une fonction et la
décroissance de ses coefficients d’ondelettes. On se placera dans un cadre plus général que
celui de la régularité Holdérienne classique. Cela sera utile lorsque ’on cherchera a expliciter
un critere portant sur les coefficients d’ondelettes pour qu’une fonction soit uniformément
irréguliere.

On définira ensuite dans la section les notions de fonction uniformément irréguliere
et faiblement uniformément réguliére d’exposant supérieur a 1, puis a ’aide du cadre général
donné dans la section on pourra donner une caractérisation ondelettes, en section de
ces deux propriétés.

On reviendra ensuite dans la section [2.5 sur des exemples classiques de fonctions uni-
formément irrégulieres, comme les fonctions de Weierstrass ou le Mouvement Brownien Frac-
tionnaire, qui ont méme exposant de régularité et d’irrégularité uniforme.

La section et le chapitre suivant permettront de considérer des exemples plus
élaborées, du point de vue de l'irrégularité, de séries d’ondelettes et de processus gaussiens
ayant un exposant de régularité et un exposant d’irrégularité uniforme distincts. On
s’intéressera enfin (section a la stabilité par certains opérateurs de Caldéron-Zygmund
des propriétés de régularité uniforme faible d’une fonction. On fera alors le lien avec les
équations aux dérivées partielles elliptiques.
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2.2 Notion de régularité Holdérienne uniforme forte

Le fait qu’une fonction soit uniformément réguliere, c’est-a-dire que son graphe soit glo-
balement lisse, est caractérisé par son appartenance aux espaces de Holder classiques C*(R?)
. L’objectif dans cette section est d’en rappeler la définition et de donner les résultats déja
existants reliant la régularité Holdérienne classique (que l'on appelera aussi ici régularité
Holdérienne forte) d’'une fonction et la décroissance de ses coefficients d’ondelettes. Tout ce
qui est rappelé ici est tiré de [Jaf04].

2.2.1 Définitions

La définition des espaces de Holder C*(R?) pour a > 0 est basée sur la notion de module
de régularité uniforme. On commence donc par rappeler les deux définitions suivantes :

Définition 2.2.1 Soit h € RY, x € R? et M € N*. On définit AM f(z) par récurrence :
Pour M =1 : (A} f)(z) = f(x+h) — f(z).
Pour M > 2 : (A}]yf)(x) = A,ﬁ”‘l(A%Lf)(x).

Définition 2.2.2 Soit M € N* et f € L®(RY). Le module de régularité uniforme d’ordre M
de la fonction f est la fonction définie sur R™ par :

w}w(r) = sup sup |[AM f(z)|.
|h|<r zeR4

On peut alors définir I'espace C%(R?) :

Définition 2.2.3 Soit a un réel positif, M Uentier défini par M = [a| + 1 et f une fonction
de L®(R%). La fonction f est dite Holdérienne d’exposant o et on note f € C*(R?) si pour
une certaine constante positive Cy et un certain réel positif r

Vr < ro, w}w(r) < Cor®.

La fonction f sera alors dite uniformément Héldérienne si pour un certain réel positif o, la
fonction f est dans l'espace C*(RY).

La caracterisation ondelettes de l'irrégularité uniforme et de la régularité uniforme faible
va nécessiter 'introduction d’un cadre plus général que celui de la régularité Holdérienne
usuelle. Une notion clé dont on aura besoin est notament celle de module de continuité :

Définition 2.2.4 On dit que la fonction 0, définie sur (0,rg) est un module de continuité si
c’est une fonction croissante non identiquement nulle telle que :

(2.2.1) 0(0) = 0.

(2.2.2) Il existe une constante positive C' telle que 0(2x) < CO(x).

Pour tout module de continuité 8 donné, on notera Cy l'inf des constantes vérifiant la propriété

EZ9.
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Remarque 2.2.5 Soit a un réel positif. La fonction 0 définie par 6(r) = r® (plus généralement
0(r) = r* log(r)|? pour tout réel 3) est un module de continuité.

Cette notion de module de continuité permet alors de définir les espaces de Holder dans un
cadre plus général :

Définition 2.2.6 Soit M € N*. La fonction f de L>®(R?) appartient o Uespace de Hélder
Cé\/{s (RY) si il existe une certaine constante positive Cy et un réel positif ro tels que

Vr <o, w}\/l(r) < Co(r).

On dit alors que le module de continuité 6 est un module de continuité uniforme d’ordre M
de la fonction f.

Exemple 2.2.7 A.Khintchine a obtenu dans [Khin24)/ la loi du log itéré et a montré que p.s.
il existait une constante Cy > V2 telle que

6(h) = Coh?|log(|log(h)])|2,

est un module de continuité uniforme d’ordre 1 du Mouvement Brownien, qui est donc ainsi

.S. 4 trajectoires dans C! R).
P g h%llog(llog(hw%,s( )

Remarque 2.2.8 Cette définition générale des espaces C%(Rd) peut étre reliée aux espaces
de Hélder usuels. Soit o un réel positif.
— Pour 0(r) =r®, M = [a] + 1, C}L(R?) est Uespace de Hilder usuel C®(R?).

— Pour 0(r) = r*|log(r)|?, M = [a] +1, Cé\é(Rd) est l’espace de Holder C|alog|ﬁ (R9).
Dans [JafMey96], S.Jaffard et Y.Meyer ont donné une caractérisation Littlewood-Paley
d’une notion qui est en fait la notion de régularité Héldérienne forte définie plus haut.
Pour cela, ils ont été amenés a faire des hypotheses résumées dans la définition suivante :

Définition 2.2.9 Le module de continuité 0 est dit fort d’ordre M si pour une certaine
constante positive Cy les deux conditions suivantes sont réalisées :

J
(2.2.3) VI >0, Y 2Me277) < Co2’Me2).
=0
+OO . .
(2.2.4) v >0, Y 2MNg277) < o2/ MVg2).
j=J

Remarque 2.2.10 Dans [JafMey96] , S.Jaffard et Y.Meyer ont montré que les conditions
(2.2.5) et (2.2.4) sont des conditions suffisantes sur le module de continuité 0 pour avoir des
caractérisations Littlewood-Paley de la propriété | € C%(Rd).

Exemple 2.2.11 On peut donner deuxr exemples de modules de continuité forts.
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— Sia n'est pas entier et M = [a]+1, le module de continuité 0(r) = r® est fort d’ordre
M.

~ Si « nest pas entier et 3 est un réel quelconque, le module de continuité 6(r) =
r®|log(r)|? est fort d’ordre M = [a] + 1.

Exemple 2.2.12 On va maintenant donner deuxr exemples de modules de continuité qui ne
sont pas des modules de continuité forts.

Si « est entier, le module de continuité O(r) = r® n’est pas un module de continuité fort
d’ordre M = [a] + 1 . En effet, comme alors M = o+ 1

J
> 2iMp(277) =Y "2 < G2l = Cp2Mo(27).
§=0 j=0

<

Par contre
ZzﬂMl 9(277) Zl—+oo

C’est donc la condition m qut n’est pas réalisée. Plus généralement, il n’existe pas
d’entier M tel que le module de continuité O(r) = r® soit un module de continuité fort d’ordre
M (voir [JafMey96] pour plus de précision). On rappelle que pour o entier, les espaces C*(R?)
n’admettent pas de caractérisation ondelettes.

Les résultats sont identiques si pour a entier et 3 réel on considére le module de conti-
nuité O(r) = r*|log(r)|? (voir [JafMey96]).

On peut faire quelques commentaires sur ces définitions. On peut remarquer que la condition
(2.2.3) implique en particulier que,

(2.2.5) vJ >0, 0(277) > Cp27 M,

La condition (2.2.4)) implique elle que

+o00 ' ‘
Z 21(M=1)9(277) < o0,
j=0

et donc que

im (291 g(9-iY) —
Jlim_(2 0(277)) = 0.

Un module de continuité fort d’ordre M vérifie donc a partir d’'un certain rang la condition
27IM < 9(277) < 279(M=1) Ceci va entrainer en particulier que si 6 est un module de
continuité fort d’ordre M

CM(RY) — cgg(Rd) — CM-L(RY).

Les espaces C%(Rd) sont donc des espaces 'intermédiaires’ par rapport aux espaces de Holder
usuels CM(RY).



CHAPITRE 2. UNE NOTION D’IRREGULARITE UNIFORME 26

2.2.2 Régularité Holdérienne forte et ondelettes

On rappelle maintenant les résultats liant la régularité Héldérienne d’une fonction et les
propriétés de décroissance de ses coefficients d’ondelettes. On fait tout d’abors quelques rap-
pels sur les bases d’ondelettes et la décomposition de fonctions sur de telles bases. Ces bases
trouvent leur motivation pour grande part en traitement du signal et en traitement d’image
ou elles sont utilisées pour la compression et la transmission de données. Par ailleurs les bases
d’ondelettes permettent de proposer des modeles et de synthétiser des signaux possédant des
propriétés particulieres. On peut citer ’exemple des séries aléatoires d’ondelettes multifrac-
tales par exemple ou des séries d’ondelettes a exposant de Holder prescrit. C’est dans cette
perspective que tout au long de ce travail seront utilisées les ondelettes. Des criteres ondelettes
des chapitres [2] et [] découleront la définition de séries d’ondelettes permettant de générer de
nouveaux comportements de régularité que cela soit de manieére uniforme (voir chapitre
chapitre |3) ou de maniere différente en chaque point (voir chapitre |5)).

Ces bases sont construites de la maniere suivante : on part d’une fonction ¢ et de
2¢ _ 1 fonctions {¥'}iz1,.. 241 qui lui sont associées (voir [Mey90] pour plus de précision)
suffisament régulieres. On définit alors les fonctions

Vie{l,-- 27— 1}, Vj > 0, Vk € Z%, op(x) = p(z — k), o) (x) = " (2z — k),

de telle sorte que sous certaines hypotheses, l’ensgmble {er}r U {2%7,&;.’ i }ij .k forme une base
orthonormée de L?(R?). Si les fonctions ¢ et {¢'}; sont de classe C", on dira que l'analyse

multirésolution est de régularité r. On définit alors les coeflicients d’ondelettes d’une fonction
f de L*(R%) par

Vie{l,---,2¢ -1}, V¥j >0, Vk € Z7,

(2.2.6) Cp = /Rd F(@)pp()dz, i, = 207 /Rd F ()5 4 (@) da.

On a alors pour toute fonction f de L?(R?) la décomposition suivante

241
(2.2.7) F=Cupr+ Y > Y &y
kezd =1 j>0 kezd

On choisit ici d’utiliser une normalisation L™ et non une normalisation L? des coef-
ficients d’ondelettes, ceci par simple commodité. En effet prendre pour définition pour les
coefficients d’ondelettes

Gu=2% [ ).

imposerait un inutile facteur 9% dans tous les résultats qui vont étre énoncés.

Les formules (2.2.6) et (2.2.7) sont en fait valables (pour des ondelettes suffisament
régulieres) dans un cadre plus général que celui d’une fonction f de L?(R?). Les formules
doivent étre alors comprises comme des produits de dualité.

On peut remarquer a ce stade qu’il est parfois plus pertinent d’utiliser ce que 'on
appelle des bases bi-orthogonales. On va donc brievement faire quelques rappels a ce sujet.
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Une base de Riesz d’un espace de Hilbert H est une suite de vecteurs (ey)nen telle que les

N
combinaisons linéaires finies de la forme ) ape, sont denses dans H et
n=0
N N N
1Cy,C2 > 0: VN, Va,, C; Z |an‘2 < || ZanenH%{ <Oy Z |an|2'
n=0 n=0 n=0

Deux suites de fonctions (e,)n et (fm)m sont des bases bi-orthogonales si chacune de ces
suites de fonctions est une base de Riesz et si < ey, fi, >= 0y, m. Quand ceci est le cas, toute
fonction f de H peut s’écrire

F=Y <[ffo>en

Les bases bi-orthogonales d’ondelettes sont des couples de bases de la forme (2d%1zi(2jm -
k))ijk et (2454 (20 — k))i ;k qui sont bi-orthogonales pour la norme L.
Les bases bi-orthogonales sont dans certains cas mieux adaptées a 1’étude des processus
aléatoires que les bases orthonormées d’ondelettes. On en verra un exemple en section [2.5
lorsqu’on s’intéressera au Mouvement Brownien Fractionnaire. Dans ce cas précis 'utilisation
de bases bi-orthogonales permet de décorreler les coefficients d’ondelettes de ce processus
qui deviennent ainsi des variables aléatoires indépendante. Cela simplifie de maniére notable
I’étude de la régularité du Mouvement Brownien Fractionnaire.

On utilisera en section puis dans les chapitres suivants les notations données dans
[Jaf04] que I'on rappelle maintenant.

Définition 2.2.13 Un cube dyadique d’échelle j est un cube de la forme

ki k1+1 kg kqg+1
:[277 27 )X"'X[ga 27 ))

ot (ky, -+ kg) € Z%.

L’entier i prend 2% — 1 valeurs, il peut donc étre identifié & un d-uplet & valeurs dans {0,1}%\
0,---,0).

Notation 2.2.14 On notera (i, j, k) le cube dyadique défini par

koo 1,

On utilisera aussi les notations suivantes

. . k
4 i _
CX = Cj ks Py = ¢j,ka Hx = %5
On est maintenant en mesure d’énoncer un résultat reliant la régularité forte d’une
fonction et la décroissance de ses coefficients d’ondelettes. Dans [JafMey96], (proposition
1.1), S.Jaffard et Y.Meyer ont montré une caractérisation Littlewood-Paley de la régularité
Holdérienne forte, que I'on peut réexprimer en termes de coefficients d’ondelettes de la maniere
suivante :

Proposition 2.2.15 Soit 0 un module de continuité fort d’ordre M. On suppose que ’analyse
multi-résolution est de régularité r > M. On a équivalence entre les deux assertions suivantes
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1. feCi(RY).

2. 1l existe une certaine constante positive Cy telle que :

sup ’Ck| < COa

kezd ]
Vie{l,---,29 -1}, Vj>0, :uZ% ¢kl < Cof(277).

S

Ces rappels étant faits, on va définir la notion constituant ’objet central de ce chapitre :
I’irrégularité uniforme d’une fonction.

2.3 Fonctions uniformément irrégulieres

La premiere partie sera consacrée a des rappels sur les travaux de C.Tricot qui s’est
déja intéréssé a la définition d’une notion d’irrégularité uniforme dns le cadre LP pour des
exposants compris entre 0 et 1. Lorsque p = oo on retrouve la notion d’irrégularité uniforme
exposée dans l'introduction.

On précisera ensuite pour des exposants supérieurs a 1, dans la deuxieme partie de
cette section, la notion d’irrégularité uniforme que ’on va notament étendre aux modules de
continuité généraux considérés dans la section précédente.

Dans la troisieme partie, on montrera la propriété suivante :

Si a1 < g, toute fonction f uniformément irréguliere d’exposant «; est uniformément
irréguliere d’exposant as.

L’outil sera pour cela une caractérisation de la notion d’irrégularité uniforme en terme
d’approximation polynomiale.

2.3.1 Une notion d’irrégularité uniforme dans le cadre L”
2.3.1.1 Les exposants AP? de C.Tricot

Pour un exposant « compris entre 0 et 1, C.Tricot s’est déja intéressé dans [Tric97] &
la définition d’une notion d’irrégularité uniforme dans le cadre LP avec 1 < p < oo. L’objectif
était d’étudier les propriétés d’irrégularité uniforme de fonctions de type Weierstrass

flz) =) 27"g(2"a),

neN

ol g est une fonction uniformément Holdérienne.

On commence par rappeler quelques notations. Pour 2 € R? et 7 réel positif B, (z)
désigne la boule fermée de centre = et de rayon 7, B,(z) = {y € R? |z — y| < 7}. Soit D
un compact de RY, 7 un réel positif fixé, C.Tricot définit, pour une fonction continue sur

D(r) = UD B (z) et 0 < u < +00, 0 < v < 400 les opérateurs
xe

S

gl

1

1 (f) = mvzdw)! Té)!f(:v)—f(y)! ay| x|
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avec les modifications usuelles pour v = co ou v = oo.
Pour u = v = +00 par exemple on obtient pour 7 réel positif fixé

S20%°(f) =sup sup |f(z) - f(y)|

€Dy |z—y|<T

et on retrouve donc le module de régularité uniforme d’ordre 1 w}(T) de la fonction f sur D
a l’échelle r = 7.
C.Tricot définit ensuite les exposants

APA(f) =limsup(d+ 1 — log(S7*)(f)

0 log(T) )

et les calcule pour des fonctions f de type Weierstrass. Il montre notament que dans ce cas
ces exposants ne dépendent pas de p et ¢ et sont liés a H.
On peut remarquer que :
— Pour u = v = 0o, A®°(f) est a un décalage pres l'exposant de Holder uniforme de
la fonction f sur D,
AP (f)=d+1—"Hy.
— Pour u = 0o, v = 1 A°!(f) est la dimension de boite supérieure du graphe de la
fonction f sur D.

Les exposants AP4( f) qui sont des nombres forcément compris entre 0 et 1 (voir [Tric97]
pour plus de détails sur ces exposants) donnent une indication sur le taux de décroissance des
fonctions r +— SP(f) vers 0 et permettent donc de quantifier le degré de régularité uniforme
LP d’une fonction et ainsi son appartenance a certains espaces fonctionnels, plus précisément
les espaces de Besov et les espaces d’oscillations.

2.3.1.2 Exposants AP?(f) et exposants critiques dans les espaces de Besov et les
espaces d’oscillations

Les caractérisations différences finies usuelles des espaces de Besov (voir [Trie83]) per-
mettent de relier les normes SP%(f) aux espaces de Besov et donc les exposants AP4(f) a
I’exposant critique d’une fonction dans ces mémes espaces fonctionnels :

Proposition 2.3.1 Soit 1 <r<oo,0<u<r

1
— Si la fonction f est dans l’espace de Besov B, (D(7)) (resp Op(D(7))) pour d(}; -

1
;)+<s<1,0<p§oo,0<q§ooalors

1
(2.3.1) / 78 SR ()| %dr < oo
0
— Réciproquement, si la fonction f de LP(D) ou D = max(p,r) vérifie

1
(2.3.2) /0 e S

U frdr < o0,

1 1
alors la fonction f est dans l’espace de Besov B, (D) pour d(~ — —)4 < s < 1.
’ p T
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Cette proposition s’étend aussi au cadre des espaces d’oscillations Op définis par S.Jaffard
dans [Jaf98a)] :

Définition 2.3.2 pour p € [1,+o0], f € O,(D) si

sup 276~ N " (sup [ex )P < +oc.
320 ACD A=2—3 N

De maniere plus précise, les exposants A°P( f) peuvent directement étre reliés aux exposants
critiques de la fonction f dans les espaces d’oscillations . En effet, une simple adaptation de
[Jaf98] mene a :

Proposition 2.3.3
AP (f) =sup(d,d+1— a) ot o = sup{s, f € O3(D)}.

Les propriétés d’irrégularité uniforme LP d’une fonction peuvent elles étre décrites a ’aide
d’autres exposants : les exposants 6P4(f).

2.3.1.3 Les exposants 679(f) et ’exposant d’irrégularité uniforme

Dans [Tric97], C.Tricot a aussi défini d’autres exposants : les exposants

log(S7")(f)

P4( f) = lim inf 1—
74 1£n_}61 (d + log(7)

)
qui sont eux aussi forcément compris entre 0 et 1 et qui vont étre liés a la notion d’irrégularité
uniforme étudiée dans ce chapitre.

En effet, pour p = ¢ = oo, exposant §°°°(f) est bien & un décalage pres 1’exposant
d’irrégularité uniforme de la fonction f sur D, que 'on va étudier en détail tout au long de

ce chapitre
60°0°(f) =d+1—1y.

On va maintenant préciser la notion de fonction uniformément irrégulicre sur R? d’exposant
a, le réel o étant cette fois-ci positif et non nécessairement compris entre 0 et 1.

2.3.2 Une notion d’irrégularité uniforme dans le cadre L>

Définition 2.3.4 On suppose que la fonction f est dans L>°(R%). Soit o un réel positif et M
Uentier défini par M = [a] + 1. La fonction f est uniformément irréguliére sur R® d’exposant
«a s’il existe une constante positive Cy et un réel positif ro tels que

Vr < ro, w}w(r) > Cor®.

On notera f € I*(RY). On peut alors définir I’exposant d’irrégularité uniforme de la fonction

f par
Z; = inf{a > 0, f € I*(R%)}.
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Remarque 2.3.5 On peut avoir f € C*(R?) N I*(R?) si il existe deux constantes positives
Cy, C1 et un réel positif ro tel que :

Vr<ry Cir* < wj‘/(r) < Core,

Vr>rg w}\/[(r) < Cob(r).

Des exemples de fonctions vérifiant ce type de propriétés seront données dans la suite (H est
un réel compris entre 0 et 1) comme la fonction de Weierstrass (b > 1)

Wy(z) = Z b cos(bx),
n>0

ou la fonction de Tagaki
Kp(x) =Y 2"q(2"),
n>0
2z, St
q(z) = { 2 -2z, si

ainst que les généralisations du Mouvement Brownien Fractionnaire.

avec

Remarque 2.3.6 L’ensemble I*(R?) n’est pas un espace vectoriel : en effet la fonction nulle
n’est jamais uniformément irréguliére. Il est alors assez naturel de considérer le complémentaire
de I*(RY), ce qui va étre fait dans la suite. Cet ensemble de fonctions, qui vérifient une cer-
taine forme de régularité que l'on qualifiera de faible, semble alors étre un bon candidat pour
étre un espace vectoriel. On verra (voir remarque qu’il n’en est rien.

On va donc s’intéresser a cette notion de régularité plus faible que la régularité Holdérienne
classique et donc & la propriété f ¢ I%(R%).

Définition 2.3.7 Soit a > 0, M = [a] + 1. La fonction bornée f appartient a C&(R?) si
f & I%(RY). Plus précisément, f € C&(R?) si pour toute constante positive C il ewiste une
suite d’échelles privilégiée telle que

Vn € N, wj\/(rn) < Cry.

Remarque 2.3.8 L’ensemble Cg(Rd) n’est pas un espace vectoriel. En effet, pour deux fonc-
tions bornées f1 et fa, le fait que pour toute constante positive C il existe deux suites décroissantes
positives (1) et (rn2) telles que pour tout entier n

w%[(rml) < Crg,la w%[(rn,?) < CT%,Q)

nimpliquent aucunement qu’il existe une suite décroissante commune auz deuz fonctions fi
et fa, d’échelles (ry,) telle que pour tout entier n

M
Wt p (1) < Cry

On pourra se reporter a la section pour un contre exemple explicite construit a l'aide de
séries d’ondelettes de deux fonctions fi et fo appartenant toutes deuz ¢ ’ensemble C<(R?)
dont la somme n’appartient pas a l’ensemble C(R?).
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La caractérisation ondelettes des deux notions d’irrégularité uniforme et de régularité
uniforme faible va nécessiter de se placer dans le cadre plus général de la section précédente :

Définition 2.3.9 On suppose que la fonction f est dans L°(R?). Soit 6 un module de conti-
nuité et M € N. On dit que f est 6 uniformément irréguliere d’ordre M si il existe une
constante positive Cy et un réel positif ro tel que :

Vr < ro, w}\/l(r) > Cob(r).

On notera alors f € IM(R?) .
On peut aussi définir une notion de fonction faiblement #-uniformément irréguliere :

Définition 2.3.10 On suppose que la fonction f est dans L>°(R?). La fonction f appartient
a CL (RY) si f & I} (RY)

W
Notation 2.3.11 Soit a est un réel positif, M = [a] + 1. Considérons deuz cas particuliers.
~ 8i0(r) = r®, Uensemble C}! (R?) est I’ensemble C&(RY) tandis que I’ensemble I} (RY)

est ensemble I*(R?).

~ Si O(r) = r|log(r)|?, on notera Cﬁoglﬂ w(]Rd) (resp Iﬁ0g|B(Rd)) l’ensemble C%M(Rd)
(resp IM(R?)).

On va maintenant s’intéresser aux relations d’inclusions entre les ensembles I%(RY).
Pour cela, on va montrer que ces ensembles se caractérisent en terme d’approximation poly-
nomiale.

2.3.3 Résultats d’inclusions entre les ensembles 1%(R?)

L’objectif de cette section est de montrer le résultat suivant :
Si a1 < a, toute fonction f uniformément irréguliere d’exposant «y est uniformément
irréguliere d’exposant as.

Ceci est équivalent a montrer que :
Proposition 2.3.12 Si ay < ay alors toute fonction f de C22(R?) est dans C&1(R9).

Avant de détailler la démonstration de ce résultat, on va faire quelques commentaires.
Dans le cas ou o] = [ag], ces deux propositions sont évidentes. Par contre, si [ag] < [aa],
du fait que la définition des ensembles C21(R?) et C22(R?) fait intervenir deux modules de
régularité différents, wgcalHl et w&aQ]H, ceci n’est pas immédiat. Pour démontrer cette pro-

position on va donc passer par une caractérisation de la propriété f € Céww(Rd) en terme
d’approximation polynomiale et on démontrera le résultat plus général suivant :

Proposition 2.3.13 Si My < My, 0 < 6y, rM1 = o(01(r)) alors :
Toute fonction f de Cé\;bw(Rd) est dans Cé\f{w(Rd).

On commence par se donner la notation suivante :
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Notation 2.3.14 Si ¢ € N, et Q est un owvert borné de R%, on note

E@(f,Q): mf Hf Pl Lo (0)-

On rappelle le résultat classique suivant (Théoreme de Whitney) :

Théoréme 2.3.15 Soit f une fonction de L=°(R?), et M € N, il existe une constante positive
Co ne dépendant que de M et de d telle que pour tout x € R% et pour tout réel r positif

Ey1(f, B(xo, 7)) < Cowy! ().

Ce théoreme implique alors une caractérisation des ensembles Cé\/[w (]Rd) en terme d’approxi-
mation polynomiale :

Proposition 2.3.16 Soit M = [a] + 1 et 8 un module de continuité. Les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

1. fecyh,(RY).

2. Pour toute constante positive C, il eziste une suite décroissante de réels positifs (1p)n
telle que, pour tout n € N

(2.3.3) sup Ey—1(f, B(z,ry)) < CO(ry,).
zeR?

Remarque 2.3.17 On peut reformuler la propriété de la maniére suivante :

Pour toute constante positive C, il existe une suite décroissante de réels positifs (ry,)y telle
que, pour tout n € N et tout = € R, il existe un polynéme P, , de degré au plus M — 1
vérifiant

(2.3.4) sup | f(y) = Pen(y)| < CO(rn).
yEB(z,rn)
Preuve.

1. Supposons que f € CM [ (R?). Soit C une constante positive, et (ry,), une suite décroissante
de réels positifs tels que
Vn €N, w}w(rn) < CO(ry).

D’apres le théoreme de Whitney, on a alors pour tout entier n
Eya(f, Bz, 1)) < Cowy ().
Cela implique bien que l'on ait la propriété (2.3.3) qui soit vérifiée.
2. 11 reste & montrer que si la relation (2.3.3) est vérifiée alors f est une fonction de
Coan(RY).

En effet, soit z € R? fixé, h € R? tel que |h| < M et P un polynéme de degré inférieur
ouégal a M — 1

AR f () (z +ih) — P(x +ih)| < M|[f = Pllzoe(B(2,r0))

\M:
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Par passage a l'inf, sur tous les polynomes de degré inférieur ou égal a M — 1, on a
1AV f(2)] < MEwm-1(f, B(x, 7))

Donc

sup sup |[Ap f(z)| < M sup En—1(f, Bz, 7))
|h|<rp xR z€ERY

Ce qui implique bien le résultat voulu.

On en déduit le résultat d’inclusion sur les ensembles C}. (RY) souhaité.

Preuve de la Proposition 2.3.13
On utilise la caractérisation de I’ensemble C%(Rd) donnée par la relation 1) On se

donne donc f une fonction de Cé\fw(Rd), C' est une constante positive fixée, et (ry,), une suite

décroissante de réels positifs telle que, pour tout n € N et tout « € R?, il existe un polynéme
P, ,, de degré au plus M — 1 vérifiant

sup | f(y) — Px,n(y)| < CO(rn).
yEB(z,rn)

Pour tout = et n on note alors ngn la partie du polynome P, , de degré inférieure ou égale a
My — 1. On a alors

sup  |f(y) — ]Sx,n(y” < COy(rn) + sup ‘ﬁx,N(y) - me(y” < Cly(rn) + Tr]l/h‘
yEB(z,rn) yEB(z,rn)

Ceci permet alors de conclure. La proposition [2.3.13| implique alors de maniere directe la
proposition 2.3.12}

On va maintenant s’intéresser au résultat central de ce chapitre et expliciter le lien entre
le degré d’irrégularité uniforme d’une fonction et ses coeflicients d’ondelettes.

2.4 Criteres ondelettes d’irrégularité uniforme

Le résultat central démontré dans cette section est une caractérisation ondelettes (& un
terme correctif d’ordre logarithmique pres) de la propriété d’irrégularité uniforme :

Théoréme 2.4.1 Soit a un réel positif, M = [a] + 1 et f une fonction de L™= (R?).

1. 5% pour une certaine constante positive Cy on a pour tout entier j >0 :

(2.4.1) max( sup (|ex]), 27 sup (N "M|en])) > Co2799,
IA[<27 IA[>2-7

alors f € I%(RY).
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2. Si pour tout B > 1, [ est une fonction uniformément Holdérienne de I|°‘ V,(Rd) alors

log
il existe une constante positive Cy telle que pour tout entier j > 0 :
(2.4.2) max( sup (|ex]), 27 sup (A "M|en])) > Co279°.
[Al<2~7 [A[>2-7

Remarque 2.4.2 On montrera en section[2.4.9 que Uhypothése f est uniformément Holdérienne
est bien nécessaire pour déduire des propriétés d’irrégularité uniforme de la fonction f une
minoration des coefficients d’ondelettes. Par ailleurs, on ne peut pas s’affranchir d’une cor-
rection logarithmique dans le critére ondelettes d’irrégularité uniforme. On renvoit aussi a la
section pour un contre exemple explicite.

Remarque 2.4.3 On peut remarquer que contrairement a ce qui se passe pour la régularité
Holdérienne forte, le cas o entier n’est pas a distinguer des autres.

Remarque 2.4.4 On peut noter si les coefficients d’ondelettes sont ’gros’ a toutes les échelles
alors la fonction [ est uniformément irréguliere. En effet s’il existe une certaine constante
positive Cy telle que

(2.4.3) V>0, sup (Jea]) > Co 2779,

[Al=277
alors la propriété est bien vérifie et la fonction f est ainsi bien uniformément
wrréguliere d’ordre .. On peut néanmoins remarquer qu’il ne s’agit en aucun cas d’une condi-
tion nécessaire. On étudiera notament en section lexemple de séries d’ondelettes la-
cunaires, pour lesquelles la propriété n'est pas vérifie, dont on estimera l’exposant
d’irrégularité uniforme.

On a un cas particulier important de ce théoreme : celui ou I'exposant de Holder uniforme et
celui d’irrégularité uniforme coincident,

Proposition 2.4.5 Soit o un réel positif, M = o] + 1. Soit f une fonction uniformément
Héldérienne. Alors

—logy( sup (|ea]))
. |A[=2-7
lim -
j—+oo j

=as Hy=1; = .

Remarque 2.4.6 Dans la section |2.5, on donnera des exemples trés simples de fonctions
vérifiant de telles propriétés comme la fonction de Weierstrass ou le Mouvement Brownien
Fractionnaire.

Le théoréme [2.4.1] est par contraposition, la conséquence directe d’une caractérisation onde-
lettes (& un terme correctif en log pres) de la notion de régularité uniforme faible :

Proposition 2.4.7 Soit o un réel positif, M = [a] + 1.

1. 5i f € Cg(Rd) alors pour toute comstante positive C, il existe une suite strictement
croissante d’entiers (jn)n e n telle que :

Vn> O,Vj € {]na s Jnt1 — 1}3
(2.4.4) sup (|ea]) < CoCinf(2-0n @ 2(M=)int19-3M),

[A|=2—7
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pour une certaine constante positive Cy ne dépendant que de 'analyse multirésolution
choisie (et donc pas de C').

2. Sila fonction f est uniformément Holdérienne et si pour toute constante positive C, il
existe une suite strictement croissante d’entiers (jp)n ¢ n telle que :

V> 0,Y5€ {jn s ine1 — 1},

(2.4.5) sup (Jex|) < Cinf(2-n @, 2(M=a)jns19=iM),
|AJ=27
alors f € Cﬁog\ﬁ »(RY) pour tout réel 3> 1.

Remarque 2.4.8 On souligne qu’une fois encore le cas o entier n’est pas ¢ distinguer des
autres.

Pour démontrer ces résultats, on passera par 'intermédiaire de deux résultats plus généraux
détaillés dans la section qui suit.
2.4.1 Deux critéres ondelettes plus généraux

Les deux résultats généraux que I'on démontrera sont les suivants :
Proposition 2.4.9 Soit 0 un module de continuité fort d’ordre M telle que la fonction
(2.4.6) Mo (),

soit décroissante sur un certain intervalle (0,rg).

1. Si f € Cé\/fw(Rd) alors pour toute constante positive C, il existe une suite strictement
croissante d’entiers (jn)n e N telle que :

vn > O,V] € {]nv e 7jn+1 - 1}a
(2.4.7) sup (Jea|) < CoCinf(f(279n), 2MUn+1-4)g(2—dn+1Y),
AJ=2-7

pour une certaine constante positive Cy ne dépendant pas de C.

2. Si la fonction f est uniformément Holdérienne et si pour toute constante positive C, il
existe une suite strictement croissante d’entiers (jn)n ¢ n telle que :

Vn> O,Vj € {]m ajnJrl _1}7

(2.4.8) sup (lea]) < Cinf(f(2In),2MUnr1=g(2-n+1)),
[Al=2-7
alors f € C\]\f{)g\ﬁe,w(Rd) pour tout réel 3 > 1.

Remarque 2.4.10 Pour « entier, le module de continuité 0(r) = r* n’est pas un module
de continuité fort d’ordre M = « + 1. Néanmoins, comme on le verra en section[2.4.3.3, la
démonstration de la proposition|2.4.9 se prolonge a ce cas la.
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En contraposant la proposition suivante, on obtient :

Théoréme 2.4.11 Soit f € L®(RY) et 6 un module de continuité fort d’ordre M vérifiant
la proprité (2.4.0).
1. Si pour une certaine constante positive Cy on a pour tout entier j > 0 :

(2.4.9) max( sup (|ca]),27M sup (|N"Mea])) > Cobf(277),

Al<2- A= 277

alors f € Ié‘é(Rd).
En particulier, s’il existe une certaine constante positive Cy telle que

(2.4.10) V> jo, sup (lea]) > Co 0(27),

|A|=277
la fonction f est dans Ié"{,(Rd).

M
| log |0
constante positive Cy telle que pour tout entier j > 0 on ait :

2. Si f est une fonction uniformément Holdérienne de I (RY) alors il existe une

(2.4.11) max( sup (|ca]),27M sup (N "Mlea])) > Cob(277).
|A[<273 IA[>2-3

Il s’agit maintenant de montrer qu’il est bien nécessaire de faire une hypothese de régularité
Holdérienne pour pouvoir déduire de la majoration des coefficients d’ondelettes d’une
certaine fonction f des propriétés de régularité uniforme faible. C’est I'objet de la section
suivante. On montrera de plus qu’on a nécessairement une perte log dans le critére ondelette
de régularité uniforme faible.

2.4.2 Optimalité des hypotheses et de la correction logarithmique dans les
criteres ondelettes

Pour construire les deux contre-exemples voulus, on va s’inspirer de ce qui a été fait
dans [?]. On commence par montrer la nécessité de 'hypothese de régularité Holdérienne
uniforme dans le critere ondelettes de régularité Holdérienne uniforme faible.

2.4.2.1 Un exemple de fonction uniformément irréguliere, vérifiant le critére
(2.4.8) mais non uniformément Holdérienne

Soit av € (0,1). On considere les deux suites (jn)nen €t (Jn,a)nen définies par

jO — EOa 1
¥n >0, jpp1 = | 2% — jal,
1—«

Vn > O’ jn,oz = [Zjna]a

qui sont deux suites convergeant toutes deux beaucoup plus vite vers l'infini qu'une suite
géométrique.
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Proposition 2.4.12 Soit 1) une ondelette a support compact telle que supp(y)) C [—2%0, 200]
ot Ly est un entier fixré. On suppose de plus que ¥(0) # 0. Soit f la fonction définie par

Jn,a Jn,a +oo Jn+1—1  Jn41
fl@) = Zz e NN (2 (= 270 0))) 4y T T N N g lpme (2 (- 2700y
J=jn l=j+2 n=0 J=Jn,a+1l=5+2

Jnt1—1 Jn+ia

+ ZQ Jnt1a Z Z 05 25 —(- fo)))

] ]n a+1 g—]n+l

ou € est un réel strictement compris entre 0 et 1 fizé. Alors les coefficients d’ondelettes de la
fonction f vérifient bien le critére . De plus f € I(R?) avec
%

(1—0z)+a€)<a

B = max(ae,

Ainsi f est un contre-exemple de fonction non uniformément Holdérienne uniformément
irrégquliére dont les coefficients d’ondelettes vérifient .

Preuve. On pose alors pour tout entier n

Jn,a

Pour j € {jn,-+ ,dnal, fi(z) = Y P2 (x —27070))),
(=j+2
Jnt1 Jntla
Pour j € {jna,  + »dnt1 — 1}, fi(z Z 2L ap (2 (z — 27— 00)) Z 1==p(2 (w — 27U h0)Y)
t=j+2 {=jn+1

On remarque alors que les supports des f; sont disjoints car supp(fj) C [3.2_(j+2_€0), 5.2_(j+2_€0)].
De plus £(0) = 0. On calcule alors f(270~%)) = f;(270U~%)) en distinguant les deux cas
J€{gns sdnats J € {Inas s Jnt1 — 1} pour un certain entier n.

Sij € {jn, " Jnat

jn,a
FUTO) =2 [N 7 ) p(0) 2 27 (G + 1) = (4 2)17F)
(=j+2
Or pour j, <j < jga

2_jna((jn,a + 1)1 (] + 2)1 a) > 9 jna( o+ 1)1 5(1 o 2—(1—5)) > COQ_jO‘E’

alors que pour ‘7”7& <J <Jna

jn,a
g D | w(0) = 2 g > T
(=j+2
Dans tous les cas on a donc pour j € {jn, -+, jnalt, fF27U70)) > Cp2770¢,

Sij € {jn,a+1a"' ,jn+1 *1}

jn+1 jnJrl,a

f(z_(j_go)): 9dnt1(1—a) Z 2—£€—€+2_jn+106 Z ¢ 1/}(0)

=j+2 =jni1
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On minore alors f(27U~%)) de la maniére suivante

F(2700)) = Co(Imnilmpmdjme g inneging ) = Cp(2nrtlm®)27d 72 4 ginies)
On en déduit alors que pour jpo +1 < j < ((1 — @) + ag)jn+1
Flo-i—)) > COQj(l-la_ﬁQ*jj*E — Cp2 T aras j¢

et que pour ((1 —a) 4+ ag)jnt1 < J < jny1 —1

F(2700)) > GyaInnies > g2 I Taire

On a donc bien f € I?(R?) avec 3 = max(ae, #) < « alors que le critere ondelettes
—a)+ae
(2.4.8)) est lui vérifié. O

2.4.2.2 Nécessité de la correction logarithmique dans les critéres ondelettes

On se donne ¢ € (0,1), 8 un réel supérieur a 1, et (j,), la suite définie par
Vn >0, Jn = [ﬁn]

On considere alors la famille de séries trigonométriques (fy, g,) suivante :

+00  Jntl .
f(2-ine , 20nt1(l—a)g— 7 .
(2.4.12) fapel@) =" Z = sin(2/7z),
n=0j=jn+1

ol « est un réel compris entre 0 et 1. C’est cette famille de fonction qui va constituer le contre-
exemple recherché. On va tout d’abord calculer les coefficients d’ondelettes des fonctions

faBe

Proposition 2.4.13 On prend pour ondelette 'ondelette de Meyer. Les coefficients d’onde-
lettes de la fonction f, g vérifient pour tout entier n supérieur a 1, tout j € {jn, -+, jnt1 —
1} : pour toute constante positive C, a partir d’un certain rang

(2.4.13) sup(|e;x]) < C'inf(277ne, 2Inr1(1=a)o=jy,
keZ

Preuve. On rappelle que I'ondelette de Meyer est dans la classe de Schwartz, est de trans-
formée de Fourier paire a support compact telle que

8t 27 2w 87
U .

(2.4.14) supp(¥) C -5 -5
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On en déduit alors que pour tout entier n et tout £ € {jn, -+ ,jnt1 — 1} et tout k

Cok = 2g/foc,ﬁa z ¢(2£$— k)dzx

+o0o  Jntl 1nf 9—jna 2jn+1(1 a)9— ])

-3 3

/sin(2j7m:)¢(2£a: — k)dx

n=0j=jn+1 jE
400  Jn+1
f(27Ine 2in+1(1=a)9=7) | i
= 252 Z in — )2 </€Z2Jﬂx1/}(2£x—k)dx—/ —i27 w:pw(
] 1
n=0j=jn+1
+00  Jn+1 n a1 (1— ] ’
_ Z Z mf 2™ Jnox 2J'g+1( CY)2 ])2]_ (ei2]7£kﬂ$(2j_gk) _e_iQerkﬂ.{p\(_Qj_Zk))
]
n=0 j=jn+1
+00  Jnt1 i
f(2Ine 2int1(1—a)9—j A ~
-y ¥y - ) sin(@ k) B2 k)
n=0 j=jn+1

On remarque alors qu’en utilisant la propriété des ondelettes de Meyer, la somme ci
dessus contient au plus les cing termes {¢—log,(k), ¢ —logy (k) +1,¢—logy(k)+2, £ —logy (k) +
3,0 —logy(k) + 4}. Donc pour tout n € N, tout j € {jn, - ,Jnt+1 — 1} on a bien l'estimation
voulue. O

Par ailleurs on a des résultats d’irrégularité uniforme concernant les fonctions f, g..

Proposition 2.4.14 Pour tout 3 > 1, (a,e) € (0,1)? la fonction fo 5. appartient  len-
semble Iﬁog‘l,g(R). Ainsi les séries trigonométriques fo . constituent une famille de contre-
exemples de fonctions a la fois uniformément Holdériennes, vérifiant la propriété ,
appartenant pourtant o l’ensemble Il log |1~ (R).

Preuve. On remarque qu'il suffit pour cela de minorer pour tout £, f(27¢) par 2-2¢1—=,
Soit ng un entier et £ € {juo41,"** »Jngr1}- On va minorer f(27°) :

no—1 Jn+1 1nf 92— Jna 2]n+1(1 a)2 J)

inf (2 Jno®, 2Ino+1(1=a)9=7)

- hyio)

(-1
fap.e(279m0) Z Z sin(2/2 1)+ Z

- yE
n=0 j=jn+tl J J=ing+1 J
On utilise alors I'inégalité classique :
s 2
Sur [0, =], sin(x) > —x.
0, 3], sin(z) >
On en déduit que, si jp, +1 << jJpot1 :
L inf(2Ina 2inr1(1-a)g—j
s inf(27In 27n+1 277) it
fa,,@,a(2 ) > Z I 2
j:jn0+1

> 2.27¢ inf(2 Ino@ 2yl = 1=eQing+1(1-a))
> 21nf(€17527j"00‘, £1752762jn0+1(1—a))
¢ .
Soit alors t € (1, ) tel que £ = tjy,. On a alors j,, = . On en déduit que

forpe(27) > 2. imf(£1227 07 (i)

sin(2/72~

9
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1= ﬁf + Lw)) < a, on obtient bien le résultat voulu. O

Comme sup max( ;

te(1,5]
On va maintenant détailler dans les sections suivantes la démonstration proprement dite des
criteres ondelettes de régularité uniforme faible.

2.4.3 Preuve des critéres ondelettes

Dans cette section, 'objectif est de caractériser la propriété f € I*(R?) ou de maniére
plus générale f € Ié\’/{g(Rd) par des conditions portant sur les coefficients d’ondelettes de la
fonction f. Pour cela, on va contraposer le probleme et chercher a caractériser par ondelettes
la propriété f € Cé\?w (R%). Ceci ne permettra pas directement d’aboutir. Il va falloir utiliser les
propriétés remarquables d’un module de régularité uniforme d’ordre M d’une fonction pour
obtenir une caractérisation beaucoup plus maniable de la notion de régularité faible (section
. Ceci va alors amener a s’intéresser a des modules de continuité, dits faibles, vérifiant
des propriétés particulieres (section . Le résultat souhaité en découlera alors (sections

R.4.3.3 et 2.4.3.4).

2.4.3.1 Une autre caractérisation de la propriété f € C}% (RY)

On va commencer par expliquer les difficultés rencontrées, lorsqu’on cherche a ca-
ractériser la propriété f € Cé\j[w(Rd), puis a expliquer la stratégie que 'on va adopter pour
les contourner. Comme la fonction w}\/f est croissante, dire que f appartient a I’ensemble
Cé\j[w (Rd) est équivalent a dire que pour toute constante positive C, il existe une suite de réels
strictement décroissante (7,)nen telle que :

Vn e NV r € Jrpg1, )] w}w(r) < CO(ry).

Cela signifie donc que le module de régularité d’ordre M de la fonction f est majoré sur un
certain intervalle ]0,ro] par une fonction en escaliers © définie par :

Vn e NV r € Jrpq1,m],0(r) = CO(ry).

A priori cette fonction © ne vérifie pas de bonnes propriétés : ce n’est notament pas nécessairement
un module de continuité. En effet, si ng est un entier fixé, O(r,,) = CO(ry,) alors que
©(2ry,) > CO(rpy—1). Dans le cas ou limsup(rp,—1/7m,) = +o00, la fonction © n’est alors

n

pas un module de continuité. Cela rend difficile le maniement de la propriété f € Cé\/[w(Rd),
du moins si on part directement de la définition donnée plus haut. En fait, et c’est l’oi)jet de
la proposition qui suit, on se rend compte que la propriété f € Cé"/fw(Rd) se caractérise par
une majoration beaucoup plus fine de w}” (r) que prévue. Ceci va découler du fait que les
accroissements a différentes échelles sont nécessairement liés.

Proposition 2.4.15 La fonction f est dans Céww(]Rd) st et seulement si pour toute constante
constante positive C, il existe une suite strictement croissante (jn)nen telle que :

> ] ;... 4 _
(2.4.15) {V”— 0,V j € {jns-- Jns1 — 1},

wi (279) < C inf(g(279n), 2MUn1=Dg(27Ine)).
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Preuve. On rappelle que (voir plus haut) par croissance de w}w (r) f € Cé\j[w(Rd) si et seule-
ment si pour toute constante constante positive C, il existe une suite strictement croissante

(jn)nen telle que :
(2.4.16) V> 0 € U dnin — 1L wM(@7) < 0@,

On va maintenant supposer que la propriété (2.4.16)) est vérifiée et montrer qu’on a alors
(2.4.15) qui est vérifiée. On utilise pour cela le lemme classique suivant, voir par exemple
[PP87], dont on rappelle la démonstration :

Lemme 2.4.16 Pour tout entier ¢ et tout réel positif r on a :
14 14
(2.4.17) we(2r) < 2w f( T).

Preuve du lemme [2.4.16l
En effet, par définition

wi(2r) = sup sup (|A} f(x)]) = sup sup (|AS, f(z)]).
|h/|<2r zcRd |h|<r zcRd

On utilise alors la formule suivante, qui se démontre par récurrence sur £ :

¢
(2.4.18) A fx)=>" (f) Al f(x +ih).
=0

La formule est triviale pour £ = 1. De plus, si la formule (2.4.18)) est vraie pour un certain
entier £ :

{41

;(“ >A”1f( +ih) = 2 (@1) (ALf(z+ (i +1)h) — AL f(z + (i + 1)h))
- fZ:((ff}) - (€j1>>ﬁﬁf($+ih)+A f(z+ (M +2)h) —
= §<<fj;>_<£jl>> AL f(z +ih) + AL f(z + (M +2)h) —
= Dufle o+ h) - A Q)

(la derniere égalité découle de ’hypothese de récurrence). La formule ([2.4.18) implique alors
immédiatement l'inégalité (2.4.17)).

Fin de la preuve de la proposition (2.4.15
On utilise maintenant 1’équation (2.4.17)) avec £ = M et ’équation (2.4.16]).
Pour tout entier n et tout entier j de {jn, - ,Jn+1 — 1} :

w} (2 J) 5\0/1(2jn+1—j2—jn+1) < 2M(jn+1—j)w}\4(2—jn+1) < 2M(jn+1—j)g(2—jn+1).

Donc la propriété (2.4.15)) est vraie. La réciproque est elle évidente. [l

On a ainsi réexprimé la propriété f € Cé‘fw(Rd) en majorant w}\/[ par une fonction @ inférieure
a O, qui est cette fois ci bien un module de continuité :

A f(x)

AL (x)
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Lemme 2.4.17 Soit 0 un module de continuité tel que, pour ro suffisament petit, la fonction
r i r~MO(r) soit décroissante sur (0,1q). Soit (jn)nen une suite d’entiers strictement crois-
sante donnée.

La fonction ] définie sur (0,2770] par :

9=Jn+1_9—Jn
(2.4.19) {YnEN,VrE ( , ]

0(r) = inf(0(277n), 2Min+1g(2=In+1)p M),
est bien un module de continuité.

Remarque 2.4.18 Ce module de continuité vérifie des hypothéses plus faibles que et
. Cela va conduire a introduire la notion de module de continuité faible d’ordre M.

Preuve. En prolongeant par continuité la fonction 6 en 0, on peut bien poser 5(0) =0. On
vérifie de plus que 6(2z) < 2M 0(z).
En effet si pour un certain n positif , 2-Un+1-1) < p < 2*(3'"“), comme 2~ Un+1-2) < 2p <
27Jn on a : B A ‘ ‘ B

0(2r) = inf(f(277n), 2In+1Mg(2=In+1)(27)M) < 2M (7).
Si maintenant pour un certain entier n positif 2= (n+1) < r < 277 comme 2= (n) < 2r<
2-Unt1) on a

0(2r) = inf(f(279n-1), 20 M g(27In) (20)M) < oM (29 y)M g(2=Im)

Or la fonction 7 — r~§(r) est décroissante sur (0, 7). Donc 2/nMg(27n) < 2in+1Mg(2=dn+1)
ce qui implique bien que

5(27,) < oM inf(@(ijn), 2jn+1M9(2*jn+1)7,M).

0

Remarque 2.4.19 On se rend compte donc que la propriété f € Cé\/fw(Rd) est une forme de
réqularité plus faible que la régularité uniforme usuelle, mais analog{te, faisant intervenir un
module de continuité (qu’on qualifiera de faible) 0 dont on va préciser les propriétés dans la
section suivante. C’est cela qui fait que cette notion est beaucoup plus maniable que celle de
fonction 0-uniformément irréquliére introduite initialement.

Muni du résultat de la proposition [2.4.15] on va étre capable de donner une quasi-
caractérisation (& un terme correctif en log pres) de la propriété f € Cé‘/fw(Rd) par des condi-
tions portant sur les coefficients d’ondelettes de f. Pour cela on va introduire la notion de
module de continuité faible d’ordre M.

2.4.3.2 Notion de module de continuité faible d’ordre M

Définition 2.4.20 Le module de continuité 0 est un module de continuité faible d’ordre M
s’il existe une certaine constante positive Cy, telle que pour tout entier J positif et tout réel
0 supérieur a 1 on ait simultanément :

J
(2.4.20) > oMig(27) < cog2M7e(2).
§=0
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6(277)| log(8(27/)) | -
(2.4.21) g} ?ﬁ < CoIP02 ).
(2.4.22) 9~ Mj = o(h(277)).

On donne maintenant deux exemples de modules de continuité faibles :

Exemple 2.4.21 Si « est un réel positif, 0(r) = r® est un module de continuité faible d’ordre
M = [a] + 1 méme dans le cas ot alpha est entier. En effet, si a n’est pas entier pour J

suffisament grand
J

Z 2M]2—Oé] S 002(M—Oé).]’
j=0
alors que pour o entier
J
22<a+1)j2—aﬂ' < CyJ2’.
j=0

Dans tous les cas, la propriété (2.4.20) est donc vérifiée.
Par ailleurs

2—aj| 1o (227 |8
> | ngé W < cpa7o < %0027,
i J

La propriété est elle dans tous les cas vérifiée

Exemple 2.4.22 De méme sia > 0 et 3 € R, 0(r) = r®|log(r)|® est un module de continuité
faible méme dans le cas ou alpha est entier.

Comme on peut le voir a travers les deux exemples précédents, la notion de module de
continuité fort est plus forte que celle de module de continuité faible :

Lemme 2.4.23 Si 0 est un module de continuité fort d’ordre M alors 0 est bien un module
de continuité faible d’ordre M.

On va faire quelques commentaires sur ces deux notions de modules de continuité fort
et faible. De maniere plus précise, la condition (2.4.20) qui a remplacé la condition (2.2.3))
dont elle est tres proche, implique qu’a partir d’un certain rang Jy

2—MJ
(2.4.23) VJ > Jo,0(277) > C -
et donc que
—J
timing 2O S 5y

log(277) —

On aura donc si 6 est un module de continuité faible d’ordre M
cMre(®rY) c ¢t (RY).

pour tout réel positif . On peut remarquer a ce stade 1a, que la condition ([2.4.20) n’implique
pas la propriété (2.4.22)) qui n’est donc pas superflue.
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La condition ([2.4.21)), est elle par contre beaucoup plus faible que la condition (2.2.4]).
Elle implique que pour tout réel § > 1, a partir d’un certain rang Jy

_ 1
v > Jo,0(277) < Co7,
La condition (2.2.4), qui impliquait en particulier que
CyL,(RY) c cM~1(RY).

est donc remplacée par une condition beaucoup plus faible. On peut maintenant donner
une classe d’exemples de modules de continuité faibles d’ordre M qui sera utile lors de la
caractérisation ondelettes de la régularité Holdérienne faible.

Lemme 2.4.24 Soit 6 un module de continuité fort d’ordre M telle que pour un certain réel
positif ro, la fonction v — r=M@(r) soit décroissante sur (0,70). Soit (jn)nen une suite d’en-
tiers strictement croissante donnée.

La fonction ] définie sur (0,277°] par :

VneN,Vre (277,270 §(r) = inf(§(277n), 20nt1M (2= dn+1)p M),

est bien un module de continuité faible d’ordre M.

Preuve. Par le lemme on sait déja que la fonction 0 est un module de continuité. Il
reste donc & montrer que la fonction § vérifie les conditions (]2.4.20[),(]2.4.21[) et (I2.4.22|).

Soit ng tel que jn, < J < Jpo+1 — 1.

On commence par montrer que la condition est vérifiée.

J Jo—1 nop—1Jjnt+1—1
ZQMjg(ij) — ZQMJQ(Q*j)_|_ Z Z oM inf(g(2in), 2M Uns1=)g(2-Int1))
Jj=0 J=0 n=0 j=jn
J_l . . . . .
+ Z oM inf(9(279m0), 2MUng+173) (2 Ino+1))
j:jno
j[)_l L~ . ’Vl()—l . .
< Z QMJQ(Q*J) + Z jn+12Mjn+19(2*Jn+1)
7=0 n=0
J_l . . . . .
+ Z oMj inf(H(Q_]nO)’2M(]n0+1_3)9(2_]n0+1))
j:jno

On applique alors la propriété (2.2.3)) d’'un module de continuité fort d’ordre M & la somme

no—1
Z 2Mjn+19(2_9n+1) et on obtient :

n=0

J
> 2Mig27I) < Co(1+ jny20m0MO(27Im0) + T inf(27M (27 Im0 ), 2Ming+19(27In0+1) )
j=0

IN

3CHJ27Ma(2-7)
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On s’intéresse maintenant a la condition (2.4.21)).

400 70— Fio—j Jng+1-1 too nnitl g —j
6(277)|log(6(27/)) | 6(277)| log(6(2 6(279) Ilog o(2))|"

> 5 < X VI, Y

— J J e

j=J

Or I’équation (2.4.23)) qui découle de la propriété (2.4.20) implique en particulier qu’a partir

d’un certain rang A
[log(0(277))| < C(M);jlog(2).

J=J n=no+1 j=jn

Donc

pRCILL ) oojmil inf(j1,0(2 70 ), j72M o1 =) 2" Ina 1))

i3 i3
=7 J =7 J
+oo ' Jnt1—1 1
+Co Y gleey N 5
n=no+1 =in
On remarque que
™ . Jns1=l 1 I ) I® . . .
D 6@ 3 < 3 @I = 3 (2 )@ he@),
n=ng-+1 J=Jn n=ng+1 n=ng+1
Or par la propriété (2.2.4)) d'un module de continuité fort :
+OO . . . . +m . . .
Do (G2 )@ G(27Im) < g g2 e WD R T g2 < (27 In0).
n=ng+1 n=ng+1
et donc
100 s ~ jn0+1_1_ .3 . o M(i s .
(2= 1oa(8(2-))|8 inf (2 =m0, j2M(ng+1-5) g (2~ Ino+1 ' »
LRIy QR RO AL R e
j=J j=J

S Cgini(jag(2770), 2001 =G(25m0°1)) 4 oy 6(2 o)
< C()Jﬂa(Z_J)

La propriété (2.4.22) est vérifiée elle de maniere évidente par ’application de la propriété
(2.2.5) d’un module de continuité fort d’ordre M. O

Dans le cas, ou « est un réel positif 0(r) = r®, on en déduit le lemme suivant :

Lemme 2.4.25 Soit o un réel positif et (jn)nen une suite d’entiers strictement croissante
donnée.

La fonction ] définie sur (0,277°] par :

(2.4.24) VneN,Vre (277,277, (r) = inf(27/n®, 2in+1(M=a). M)y,

est bien un module de continuité faible d’ordre M = o] + 1.
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Preuve. Seul le cas a entier ne découle pas du lemme précédent. Ici la condition (2.4.21))
est beaucoup plus faible que la condition (2.2.4)) et va donc étre vérifiée. On va détailler
maintenant la preuve. Soit donc j,, < J < jpo+1 — L.

J _ Jo—1 _ nop—1Jnt+1—1
ZQMjQ(Q—j) — Z2Mj0(2_j)+ Z Z 2Mjinf(Q_jna’2(M_a)jn+12_jM)
Jj=0 Jj=0 n=0 j=jn
J—1
+ ) 2Miinf(2 im0 2(M=ing+19=iM)
J=Ing

On obtient alors en tenant compte du fait que M = a+ 1 :

J
S 2YI(279) < Coll+ fng2mo + Jinf(27Ma-n00, 2ot
=0

On s’intéresse maintenant a la condition (2.4.21)).

400 N i ~ Jng+1—1 ~ 400 Jntl— 1 s
0(277)|log(8(277))|” 0(277)| log(0(2 6(27n) Ilog( @2-m)°

3l <y MeEIE, Ty

j=J j=J n=no+1 j=jn

Par un raisonnement similaire & celui du lemme précédent :

o 4 ~ jnot1—1 . : s L
ie(w)uog(e(w))’ﬁ < cﬁ% inf (jing2 0, j2M Uno 199 ng 110)

i3 i3
=7 J =1 J
]n+1*1 1
o 35 S
n=no+1 J=Jn J
+o0 Jn+1—1 +00
iBo—jna il inféri 3  9—jno
On remarque alors que la somme Z Jn2” Z I est inférieure a Z in2 .
n=ng+1 J=Jn n=ng+1
On en déduit alors par la transformation d’Abel que :
+oo +oo
2 gt < 3 e
n=ng+1 J=Jng+1
+o0
SN ) D oER
J=ingt1 \ £>) €>j+1

— jno-i-l 92— €a+ Z ]ZQ Lo

K>]n0+1 ] ]n0+1 EZJ
= CojJno+12~ Jno+10¢
et donc
+00 F/e—i ey Jng+1—1 | M
6(2=7)|log(8(277))|8 inf(if 9=dnga_;B9M(jng+1—5)9—dng+10x . ,
IS D M B
‘ J ’ J
j=J j=J

Clnf (762 70), 200192770 41)) + g2 01
CoJﬁQ(Q_J)

IN A
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La propriété (2.4.22) est vérifiée elle de maniere évidente. ]

On va maintenant démontrer les criteres énoncés en début de section et montrer ainsi
que les résultats de la proposition 1.1 de [JafMey96] s’étendent au cadre plus général de la
régularité faible.

2.4.3.3 Preuve de la proposition [2.4.9

Les résultats de la proposition découlent alors de deux propositions : les proposi-
tions [2.4.26] et [2.4.28 que 1’on énonce et démontre dans cette section.

Proposition 2.4.26 Soit 0 un module de continuité et f une fonction de L>®(RY).
Si pour une certaine constante positive C' et un certain entier jg

Vj = jo, w}(277) < C6(27),
alors : ‘ o
Vi 2 Jo, sup(lejil) < CoCO2™),

la constante positive Cy ne dépendant que de l'analyse multi-résolution M -réguliére choiste.

Preuve. On utilise la propriété suivante des ondelettes unidimensionnelles démontrée dans
(Lemme 2 de [Jaf04]) :

Lemme 2.4.27 On suppose que l'analyse multirésolution est M -réguliere alors il existe une
fonction Wy a décroissance rapide telle que :

v = A]%V[\I/M.

On se place maintenant en dimension d et on utilise une base d’ondelette construite par
produit tensoriel. Alors

V(@) = Uhzr) - O (g),
ol pour tout 4, ¥* vaut 1) ou ¢ mais ot au moins une de ces fonctions vaut ). Supposons par
exemple que U = ). On a alors pour tout i € {1,---,2¢ —1},j > jpet k € Z%:
é, = de/ F@) U 22y — hy) - 02y — hg)da
- 2jd/ f@) (AW (22 — k) - Uy — kg)dx par le lemme [2.4.27]
2

= 2 [ (AN @U@ — k) Wy R

PYEs

avec e = (1,0,---,0).
Par hypothese . o
Vi > jo, wi'(277) < CH(27).

Pour tout i € {1,---,2¢ — 1}, j > joet k € Z% :

Gl < 20 [k D@ ) @y )l da
2.
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On a donc bien :

Vie{l,--,29-1},Vj > joVk €2 |ct | < C 20927 UTD) / |Upr (21 —ky) - - N g—kg)|dex.
On peut remarquer que :
de/ (War(2my — k) - O (g — ka)lde = Wiy @ - @ U 11 gay.
En utilisant la croissance de 6 on obtient donc :
Vie{l, -, 277 V> jgVkeZd || < COR)Unpi(gra-
Ce qui est bien le résultat voulu. ]

Réciproquement :

Proposition 2.4.28 Soit M € N et 3> 1. Si f est une fonction uniformément Holdérienne
et si la fonction 0 est un module de continuité faible d’ordre M tel que pour tout j > jg on
ait : _

sup|e;u] < CO(27),

ik
alors pour une certaine constante positive Cy ne dépendant que de 'analyse multirésolution
choisie et de la fonction f, on a

(2.4.25) wil(277) < CCoPh(277).

Preuve. On adopte les notations :

241
fal) =Y Crol@—k), fj(x) =D > & v@e—k)sij>0.
kezd =1 kezd

Comme la fonction f est uniformément Holdérienne, chacune des sommes précédentes
converge uniformément sur tout compact vers une limite qui a méme régularité que les onde-
lettes. De plus Z fj(z) converge aussi uniformément sur tout compact.

j> -1
On se fixe un vecteur h de R? vérifiant |h| < 279, Soit J I'entier défini par J = sup{j >
0,|h] < 277}. On coupe alors la somme Z fj(x) en trois (jy peut étre non nul) :

i> -1
Jo—1 J-1 400
AN F(x) =) AN fi) + DAY fi(a) + DAY ().
j=1 = =

Comme pour tout j > —1 f; a méme régularité que I'analyse multirésolution, il en va de
Jo—1

méme pour g; = Z fj(z) ce qui montre donc bien que g; est CM(R™). Donc par I'hypothese
j=—1

(12.4.22)), la propriété (2.4.25|) est bien vérifiée pour f = gi.

J—1 +o00

On majore maintenant les deux séries d’ondelettes Z AM fi(x), Z AM fi(x). Pour cela on
J=Je Jj=J

utilise le lemme classique :
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Lemme 2.4.29 Soit m un entier, F € C™(R%). Il existe alors une constante positive Co(m)
étant une constante ne dépendant que de m et I telle que :

¥(h,z) € RY)?, |ATF(2)| < Co(m)[h™] ) Sup h]laaF(y)l-
nﬁﬁ T, x+m

o=
De cela on déduit une majoration de [0 f;(x)|

Lemme 2.4.30 Soit m € {0,--- ,M} et § > 1. Il existe une constante positive Co(m) > 0
ne dépendant que de m et de Uanalyse multi-résolution telle que pour tout o € N vérifiant
la| =m :

6(277)|log((277))|”

Vo € RY, Vi > jg, |0%f;(x)| < Co(m) C 27™inf(9(277), ).

58
Preuve. Par hypothese sur la fonction f
¢ 1] < Inf(CH(277), Co277%0).
. é o og (|t IP
Comme |[cf, | = 5l E| ML” cela implique
’ [Tog(l¢; k)]
, é o og (|t IP
241 241 inf(|c} ], il [g| &)l )
o _ i oim(ao i (9f . Jm ’ J
LPEIEID SH I CUUEROEREV:ELD D DN L
i=1 kezd =1 kezd
pour tout entier p > d. La propriété
S0 D e —
e 2 (T 2 — R
permet alors de conclure. O
J—-1 400
On majore maintenant les séries Z AV fi(2), Z AV ().
J=Jje J=J

J—1
Majoration de la série Z AN ().

J=Jje

Par le lemme [2.4.30| appliqué & m = M, on a pour tout |a| = M et tout j > jg [0% f;(x)| <
Co(M) C 27M§(277). Par le lemme [2.4.29] on a alors :

J-1 J-1
[ D ANS@)] < K@D Y ([hM2M Y 1 sup (9% f(2)))
i=Jo i=Jo o= Y€l MR

J—1
C K(M)pM Y~ 27Mg(277)
J=Jjo

IN
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Comme 6 est un module de continuité faible d’ordre M on a par la propriété (2.4.20)

J—1
(2.4.26) 1> AN fi()] < ColhMT27Me(277) < CoT6(277) < CoTP0(277).
J=Je
400
Majoration de la série ZA,]:/[fj(:n).
j=J

On applique cette fois ci le lemme [2.4.30]& m = 0. Donc :

+o0 +oo S . s
> A< ccany R E
j=J =

Par la propriété [2.4.21] comme 6 est un module de continuité faible d’ordre M on a
+oo
1> AN fi) < CCo%0(27).
j=J

0

En utilisant les propositions|2.4.26| et [2.4.28] on en déduit donc les résultats de la proposition
Tout découle en effet des deux propositions précédentes et du fait que si 6 est un
module de continuité fort d’ordre M vérifiant la propriété alors la fonction 6 définie
pour r < 2770 par,

0(r) = inf(9(279n), 2MUn+1=9)g(2~In+1Y),

est un module de continuité faible d’ordre M. Le corollaire 2.4.7) est lui immédiat & partir des
résultats de la proposition [2.4.9

2.4.3.4 Preuves des théorémes 2.4.11] et 2.4.1]

Pour passer de la proposition qui donne des conditions sur les coefficients d’on-
delettes pour qu’une fonction ne soit pas f-uniformément irréguliere sur R%, au théoreme
qui donne des condition sur les coefficients d’ondelettes pour qu’une fonction soit -
uniformément irréguliere sur R? il faut étre capable de contraposer la propriété .

Le théoreme [2.4.1| permettant de caractériser (a4 une correction logarithmique pres) par on-
delettes la propriété f € I*(RY) s’en déduira automatiquement. On démontre donc :

Proposition 2.4.31 Soit 0 un module de continuité fort d’ordre M. Les deuz assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. Les coefficients d’ondelettes de la fonction f ne vérifient pas la propriété .

2. 1l existe une constante positive Cy et un entier jo tels que pour tout entier j > jo on
ait :

(2.4.27) max(sup(sup(]czk\)), 279M sup 2€M(sup(\c§7k\))) > Coh(277).
235 ik <j ik
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Preuve. Les coefficients d’ondelettes de la fonction f vérifient la propriété si et seule-
ment si :

Pour toute constante positive C il existe une suite strictement croissante d’entiers (jn)n e N
telle que pour tout entier n et tout entier j de {jn, -+ ,jnt1 — 1} :

SUP(‘C;"J@D < Cinf(9(279m), 2(j”+1_j)M9(2—jn+1))‘
i,k

Ceci est alors équivalent a la propriété suivante :
Pour toute constante positive C il existe une suite strictement croissante d’entiers (j,)n e N
telle que pour tout entier n :

sup (sup(|cy ,[)) < CO(27n),

£2Gn ik . . .
sup  (2Msup(|ep,|)) < C2meMg(27Inrn),
Jo<l<jn+1 i,k

Soit alors ng 'entier défini par,

no = inf{n, sup otM sup(\c% ) < Czjn+1M9(2_jn+1)}
0<<jo ik

Quitte a faire partir la suite (jy,)n de jn,+1 au lieu de jo, on a bien équivalence de la propriété

(2.4.8) avec la propriété suivante :

Pour toute constante positive C il existe une suite strictement croissante d’entiers (j,)n e N
telle que pour tout entier n :

sup (sup(|cj ,[)) < CO(277n),

L>Gn ik ) ) )
sup (2 sup(cf ) < C2Mo(2731).
L<jn i,k ’

Ce qui est enfin équivalent & dire que :
Pour toute constante positive C', pour tout entier jo, il existe un entier j; > jo tel que :

sup(sup(|cj ;[)) < CO277),
ik , ‘
sup (2 sup([ci ) < C20Mp(271),
<j1 i,k ’
Par contraposition on obtient alors bien le résultat voulu. ]

Les résultats de la proposition permettent alors par contraposition d’en déduire les résultats
des théoreémes 2.4.17] et 2.4.11

On va enfin conclure ce chapitre par I'étude de quelques exemples de fonctions uni-
formément irrégulieres.

2.5 Quelques exemples classiques de fonctions uniformément
irrégulieres

L’irrégularité uniforme n’est pas un concept nouveau. Comme on ’a déja dit, cette no-
tion a déja été utilisée sous diverses formes pour étudier de maniere plus précise les propriétés
de régularité de diverses classes de fonctions, notament les fonctions de type Weierstrass et les
champs gaussiens —localement non déterministes qui généralisent le Mouvement Brownien
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Fractionnaire. Dans chacun de ces cas on a en fait une propriété plus forte qui est vérifiée :
chacune de ces fonctions est a la fois uniformément Holdérienne et anti-Holdérienne de méme
exposant « (voir le chapitre 4| o une définition est donnée et une étude précise de cette
notion est faite). L’objectif dans cette section est de présenter ces modeles classiques de fonc-
tions qui sont donc en particulier uniformément irrégulieres et d’illustrer le critere ondelettes
de coincidence de ’exposant de Holder et d’irrégularité uniforme sur ces exemples. On va
ainsi retrouver via les ondelettes des résultats classiques sur les fonctions de type Weierstrass
et le Mouvement Brownien Fractionnaire. Les propriétés fines d’anti-Holdérianité uniforme
vérifiées par chacune de ces fonctions seront elles détaillées au chapitre

On commence par une remarque tres simple. Pour tout réel positif «, la fonction f
définie par :
241

)= """ 277 (x),

i=1 j>0 kezd

est dans C*(R%) N I*(RY). On va montrer que si 'on perturbe cette série cette propriété reste
conservée. On montrera ensuite que des exemples trés simples : fonctions de Weierstrass ou
Mouvement Brownien Fractionnaire rentrent dans ce cadre. Dans toute cette section on se
place en dimension d = 1.

Pour perturber la série d’ondelette f on va suivre la méme démarche que celle de
J.Barral et S.Seuret dans [BarSeur05]. On rappelle que dans cet article ces deux auteurs
étudient des séries d’ondelettes construites a partir d’'une mesure multifractale u. Ils montrent
que sous certaines hypotheses le spectre multifractal de la série d’ondelette considérée coin-
cide avec celui de la mesure sous-jacente. Pour étudier la stabilité de ce type de propriété,
ils introduisent des séries d’ondelettes perturbés et montrent que suivant la nature de la per-
turbation considérée on a bien stabilité du spectre. On va suivre ici la méme démarche. Soit
donc (7(j, k)) (j,k)enxz une suite de réels. On définit la fonction fpers

Foert(®) = > 2797 (j, k)b a ().
j>0 keZ

On suppose que la condition (Pynif) est vérifiée

lim (macx logz(lﬂ_(m k))
j—oo k€EZ J

)=0.
On a alors le résultat suivant :

Proposition 2.5.1 Pour toute > 0, la série d’ondelettes fyert est dans Co—=(RT)NI*TE(RY).

Preuve. En effet, pour tout réel positif €, a partir d’un certain rang jg et tout j > jo

max logy (|7(7, k)1)
—e < K€ , <e
J

soit pour tout j > jo , .
277% < max|r(j, k)| < 27°.
keZ
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Donc
fpert € I“*E(R) NCY ¢ (R).

0

On va donner dans la suite des exemples tres simples de perturbations ot la condition (Pyps)
est vérifiée et retrouver ainsi des modeles déja connus.

2.5.1 Fonctions de type Weierstrass

On s’intéresse ici a l'irrégularité uniforme des fonctions du type

+oo
(2.5.1) fla)=> 27" q(2"x).
/=0

ol ¢ est une fonction 1-périodique. Ce type de fonction constitue un exemple canonique
de fonctions & la fois uniformément Hoéldérienne et anti Holdérienne (donc uniformément
irréguliere) pour le méme exposant et ont été largement étudiées par de nombreux au-
teurs. On peut citer par exemple [KMY84], [MWS6],[Tric97] [PrzyUrb89], [BouschHeurt99,
BouschHeurt00l Heurt03, [Heurt05), DemTric06].

On rappelle que les fonctions de Weierstrass classiques

+oo
Wy (x) = Z 27 cos(2'7),
=0

et les fonctions de Tagaki

Ky(z) = Z 2 mHg(2ny),
n>0

o(z) = { 2x, si
2—2x, si
rentrent bien dans le cadre des fonctions définies par I’équation (4.7.1]).

L’objectif de cette section est d’utiliser le critere ondelettes d’irrégularité uniforme
pour retrouver des résultats d’irrégularité uniforme déja connus sur les fonctions de type
Weierstrass. Le réel H est supposé compris entre 0 et 1, et ¢ est une fonction uniformément
Héldérienne d’exposant gy sur R?. Ici on montrera que, quitte & remplacer la fonction f par
une fonction auxiliaire g on peut écrire les coefficients d’ondelettes c;j de la fonction f sous
la forme

avec

)

= O
INIA
INIA
— D[

X
x )

V(], k) € N x Za Cjk = 27jH7T(j7 k)7

avec pour tout entier positif j

max(|m(j, k)[) = 1.

Ceci est donc I'exemple le plus simple de perturbation au sens de la définition précédente que
I’on peut proposer. De maniere plus précise, on distinguera les deux cas suivants :

1. La fonction ¢ est uniformément Holdérienne d’exposant gy avec €9 > H.

2. La fonction ¢ est uniformément Holdérienne et 0 < g9 = H, < H.
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2.5.1.1 Cas ou la fonction ¢ est uniformément Hoéldérienne d’exposant supérieur
aH

Proposition 2.5.2 Soit f la fonction définie par|4.7.1 Si la fonction g(z) = Y. 27" q(2"x)
nez

n’est pas identiquement nulle alors
fect®R) NIE(R).

Remarque 2.5.3 On reviendra sur les fonctions de type Weierstrass lorsqu’on abordera la
notion d’irrégularité ponctuelle. En effet ces fonctions sont uniformément anti-Holdérienne
d’exposant H et vérifient donc une propriété plus forte que celle d’uniforme irrégularité. On
détaillera les résultats connus a4 ce sujet dans le chapitre [4)

Preuve. On remarque tout d’abord que par périodicité de la fonction g, l'irrégularité uni-
forme de la fonction f sur [0, 1] est équivalente & l'irrégularité uniforme de la fonction f sur
R. Dans [KMY&84], le lemme suivant est démontré (lemme 2.1) :

Lemme 2.5.4 La fonction h définie par

h(z) =) 27"q(2"),

n<0
est C50(R).
Comme f = g — h, ce lemme implique que
Lemme 2.5.5 Si la fonction g est identiquement nulle alors la fonction f est C*°(R).

Dans le cas oll g n’est pas identiquement nulle, comme g¢(2z) = 2Hg(x) on a la relation
suivante entre les coeflicients d’ondelettes associés a deux échelles successives

H
coe = 2" Cop1 k-

Comme pour tout ¢, sup|cg ;| # 0 on en déduit alors bien que
k

g e C(R)NIH(R).

La régularité de f étant alors celle de g, on en déduit le résultat voulu. O

2.5.1.2 Etude du cas ou H, < H
On fait ici 'hypothese
0<eg= Hq < H.

Ici, on ne sera pas dans le cadre d’une série d’ondelette perturbée comme cela a été défini
plus haut. L’irrégularité uniforme de la fonction f sera directement liée a celle de la fonction
q. On montre en effet que :

Proposition 2.5.6 Si la fonction f est dans C$(R) alors la fonction q est dans C3(R). La
réciproque est par contre fausse.
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Preuve. Supposons que la fonction f soit dans CS(R).
On utilise le fait que ¢ est 'unique solution bornée de 1’équation fonctionnelle

q(x) = f(x) =277 f(2u),
et donc que
¢ik(q) = ciu(f) =271 k(f).

Ceci implique bien que la fonction ¢ soit dans CS(R). La réciproque est par contre fausse.
Pour montrer ce résultat soit « < H. Par ’équation (4.7.1])

+oo
() =Y 27" e 4r(g)
=0

a 1-¢
On construit alors la fonction g suivante. Soit 8 = [— X 0] + 1. On définit les deux suites

€0 11—«
(jn)neN et (jn,a)nEN par

Vn €N, ju = 8", jna = [—jn)-
€0

On considere alors la série d’ondelettes ¢
Jnp1-1 lnf 2 Jno 2.771+1(1 a) .7

Ty :

neN j _]n

Z (y

kEZ

qui est bien par construction dans C$(R) NC%(R) (voir section [2.6). On va montrer que pour
cette fonction ¢ la fonction f est uniformément irréguliere d’exposant o en utilisant le critere
ondelettes. On distingue pour cela trois cas

1. Si pour un certain entier ng, jn, + 10gs(jn,) + logg(a/eo < j < jng,a alors

2’ > 002—]’04'

iup(lcy kl) > Co

2. Si pour un certain entier ng, jno.a < J < Jng+1 — 1 alors

9ing+1(1-0)(i—ing.a) A—H) |
sup(2” sup |eg ) = Co~— - > /(1=
<5 k J

est toujours vrai car im(jn41(1 — @) — jno(l — H)) = 4o00.
n

3. Si pour un certain entier ng, jn, < Jj < Jng + 1085 (Jn,) + log2(a/ep alors

’ 2jn0(lfa)‘i’jno(17H)7.7.n071,a(17H) . (lfa)
sup(2”sup [cg k) > . > 27 Jno
1<j k Ino

est vrai car lim (2Un—Jn-1.)0=H) /5y — 4 o0,
n—-+o0o

Donc dans tous les cas pour une certaine constante Cy > 0 on a

) 277 sup 2! sup(|eerl)) > Co277e,
0<j k

max (sup sup(
>j k

La fonction f est alors bien uniformément irréguliere d’exposant a. O

On s’intéresse maintenant au cas de séries d’ondelettes aléatoires et plus précisément au cas
ou la suite de perturbation est une suite de variables aléatoires gaussiennes.
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2.5.2 Le cas ou la suite 7(j,k) est une suite de variables aléatoires gaus-
siennes indépendantes

On suppose que la suite 7(j, k) est une suite de variables aléatoires gaussiennes indépendantes
centrées de variance 032‘ - On fait de plus I'hypothese que

max |logy(o;
e [logy(00)

(2'5'2) llm - — O.
j—+oo j

On a alors le résultat suivant :

Lemme 2.5.7 Si ’hypothése est vérifiée alors p.s.

max |l i, k
(g, )
lim - =0.
jﬁ+oo ]

L’hypothése Pynis est donc vérifiée. On a donc pour tout € > 0, fpert € C*¢(R) N I*T4(R).

Preuve. Pour tout entier positif j et tout entier k£ de {0,---,2/ — 1} on a

(4, k) = 0j kW),

ou les variables aléatoires &;(w) sont des variables indépendantes suivant toutes une loi
normale centrée réduite. Par ’hypothese (2.5.2)) on a pour tout réel positif €

27JE < min o, < max Ujk§2j5.
0<k<2i—1 0<k<2i—-1 77

On en déduit de maniere classique (voir par exemple le lemme 3 de [MST99]) que p.s.

k)| < C(w)27¢/j1og(2 + j
ogglgzgf—l‘ﬂ(j )| < Cw) jlog(2 + j)

ou C(w) désigne une constante aléatoire dont tous les moments sont finis.
On s’intéresse maintenant a 'autre inégalité. Soit Cy un réel positif inférieur & 1. On a alors

P i,k < 0p2778) = P L& < Cp27IE
go (0 gir;%i‘_l'”(J )| < Co279%) E) <0Srkn§a2§_1!ag,k@,k < Cp277%)
Cy27J¢
= > I P& <X
j>00<k<2i -1 Jik

<y 1 (Coz_j5>

j>00<k<2i-1 \ 94k
< Y (Ch)? < +o0

Jj=>0
le passage de la deuxieme a la troisieme ligne utilisant I'indépendance des coefficients. Le
théoreme de Borel-Cantelli implique alors immédiatement le résultat voulu. ]

Ceci recouvre a peu de choses pres le cas du Mouvement Brownien Fractionnaire. En
effet, on rappelle la décomposition ondelettes du Mouvement Brownien Fractionnaire (voir
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théoreme 2 de [MST99]). On a alors sur R avec convergence uniforme sur tout compact
I’écriture du Mouvement Brownien Fractionnaire suivante

=Y S @)l (@) + 33 2791 (w) W (@) — bo(w).
kEZ 7>0 kezZ

Les variables aléatoires §; 1(w) sont des variables i.i.d. suivant toutes une loi normale centrée

réduite. La suite de variables aléatoires {S,(cH) (w)}k est elle la marche aléatoire ARIMA frac-
tionnaire définie par

zgl/” sk 1,
S(()H)( ) =0, SH) Z{l/zH ), sik < —1.

ou (5,1/ 27H) ken est la suite ARIMA fractionnaire. La suite ARIMA fractionnaire (f,i/ 27H) kEN
est la suite gaussienne, stationnaire de densité spectrale

9(0) = (2 sin(g)>12H, 0 €| m).

Par ailleurs

W) =S5l (—k)+ 3" S 27 () el (<)

kEZ Jj>0 keZ

Enfin, la famille {®},cz U {\I’fk}jzo,kez est une base bi-orthogonale de L?(R%) construite
comme 'image d’une base d’ondelette par un opérateur d’intégration fractionnaire. Il existe
une base duale

(3 }1ez U {E’fk}jzo,kel
telle que pour tous j, k

2l (W) = 2 / By () ¥, ()d.

On remarque que par stabilité des exposants de Holder et d’irrégularité uniforme d’une
fonction par les opérateurs de I'algebre Op(M?) (voir section on en déduit que les criteres
ondelettes restent valables pour des familles bi-orthogonales d’ondelettes (ce qui est le cas ici).
On peut remarquer alors que

Lemme 2.5.8 On définit B% par
() =Y G () +Y > 2777 (w) ()
k€L 520 |k|>j2i
Alors p.s. les trajectoires de B2 sont CZI({C( ) pour

0<H<H <1,

La régularité et lirrégularité uniforme du Mouvement Brownien Fractionnaire sur tout com-
pact est donc celle de la série B}q définie par

=303 2 g () (@)

70 |k|<j27
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Remarque 2.5.9 Le cas du Mouvement Brownien Fractionnaire peut donc se ramener d
étudier le cas d’une perturbation par des coefficients gaussiens indépendants tels que

7(j,k) =0

pour |k| > j2/. Ceci est donc trés similaire a la condition (77) donnée plus haut.

Preuve. On se place sur un compact de R fixé, que pour plus de simplicité on supposera égal
a [0, 1]. Pour cela on cherche a estimer pour x € [0, 1] et h un réel positif

“+o0o
|Bii(z+h) = By ()] = 1> Y 277 (@) (Vfi(x + k) — U (2))
Jj=0 |k|>]21
+ Y Gw)(@f (2 + h) — & (2))]
kEZ

On a donc par le théoreme des accroissements finis et la décroissance rapide des fonctions
et WH pour un certain entier M suffisament grand

Bya+h)- Byl < > vy 2VilesRr D2

sup
j=0 VE[2 w27 x+27h] 1+ |y — k)M
)|

Iy|=1|k|>52

log(2 + |k|)
+[h|  sup (A —0r
y€Elz,z+h) ;Z (1+ |y — kM)

car la famille {® } ez U{V; 1 }; 1 est une famille de molécules de synthese au sens de [FraJaw85].

Or
Z Z V1og(2 + |k|) C
ENM = (1 + j20)M
i Aty =AM A+ 527)
Donc

400 (1 . -
C210=H) /ilog(2 + j)
2 2
— < -
Bh(a-+ 1) = Bh(o) < (i) + O

0

Ceci permet donc de retrouver le résultat d’irrégularité uniforme des trajectoires du Mouve-
ment Brownien Fractionnaire. Pour tout réel positif ¢

p.s. By (-) € CI7¢(R) N IILT4(R).

loc loc

On peut retrouver directement tres facilement le résultat d’irrégularité uniforme du Mouve-
ment Brownien Fractionnaire qui est énoncé dans [CKR93|(théoreme IV.5).

Proposition 2.5.10 On a le résultat d’irrégularité uniforme presque sur suivant concernant
le Mouwvement Brownien Fractionnaire By sur [0,1] :

5., ¥r <1, sup |Br(z) — Bu(y)| > Cor'| log(r)|2.
(z,y)€[0,1]2,|z—y|<r

la constante Cy étant une constante aléatoire presque sturement positive.
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Preuve. La démonstration faite dans [CKR93] est basée sur la décomposition dans la base
de Schauder du Mouvement Brownien Fractionnaire. On peut aussi adapter la démonstration
du lemme a la série aléatoire,

Bh(z)=>Y_ > 277 (w) Wl (2).
720 k<527
Ici on est dans le cas ot pour tout j, k on a 0 = 1. On obtient donc le résultat voulu. [

On considere maintenant le cas plus général ou les coefficients d’ondelettes du processus étudié
sont faiblement corrélés.

2.5.3 Le cas ou la suite 7(j,k) est une suite de variables aléatoires gaus-
siennes faiblement corrélés

On suppose que la suite des coefficients d’ondelettes c;; est une suite de variables
aléatoires gaussiennes faiblement corrélées au sens suivant,

2—2jo¢

2.5. i > kKN eZ? |E(cirei)| < Cop—m—
( 53) v]_ovv(a )G 7| (CJJ@CJJCN—C0(1+’k_k/|)»y

la constante Cjy étant indépendante des entiers j, k, k' et v étant un rtéel positif.
On suppose de plus que,

(2.5.4) Vj >0,k € Z, C127 %% < E(c} ;) < Co27 5,

les constantes C et Cy étant indépendantes des entiers j, k.

C’est ce critére qui a servi a Z.Ciesielski,G.Kerkyacharian et B.Roynette dans [CKR93],
pour étudier la régularité et 'irrégularité uniforme du Mouvement Brownien Fractionnaire
dans les espaces de Besov, via sa décomposition dans la base de Schauder.

Dans [CKRI3](théoreme IV.5) on démontre en fait que,

Lemme 2.5.11 Si les hypotheses (2.5.3) et (2.5.4]) sont vérifiées pour les coefficients d’on-
delettes dans la base de Schauder pour tout entier j positifs et tous entiers relatifs k et k'
alors p.s.

max |logy(7(j,k))|
lim 25F=2-1 —0.

Uhypothése (Punif) est donc en particulier vérifiée.

Remarque 2.5.12 Ce résultat se généralise sans probleme au cas d dimensionnel et aux
coefficients d’ondelettes dans une base orthonormée d’ondelettes suffisament réquliére.

On montre dans la proposition suivante une propriété intéressante d’un critére un peu plus
général : la stabilité par les opérateurs de 'algebre Op(M?) pour v > « et donc par change-
ment de base d’ondelettes :

Proposition 2.5.13 La propriété
9—2jag—li=i'l(v+5)

(1+ (G = )1+ 2065 —

(2.5.5) V)\, /\/ ‘E(C)\C)\I)‘ < C()

est invariante par les opérateurs l'algebre Op(M?) pour v > «.
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Remarque 2.5.14 La propriété implique trivialement la propriété . De plus
les coefficients d’ondelettes dans la base de Schauder du MBF vérifient la propriété .

Remarque 2.5.15 On n’a par contre pas stabilité de ’indépendance des coefficients d’onde-
lettes par tout opérateur de l'algébre Op(M?). On peut citer pour ezemple le cas du Mou-
vement Brownien Fractionnaire dont les coefficients dans la base de Schauder ne sont pas
indépendants alors qu’ils le sont dans la base bi-orthogonale définie dans [MST99).

Preuve. Les notations sont celles de la section En effet, soit A la matrice dans une base
d’ondelettes suffisament réguliere d’un opérateur de ’'agebre Op(M?). Par définition

|A(p, A)| < C(y)w(A, X)

Or par hypothese,
’E(C)\C)\/” S w()\, /\/)

Donc si on pose
u = (Alex)a)u

on a
B = 1) Alm MA@, N)E(exew))|
AN
<> wl Ve, N w(d, V)
PBY

Or comme,

> (wa, Nw (A, A’)) w(p,X) <Y wlp, Nw(p!, N) < wlp, i)

% A AN
on obtient le résultat désiré. O

2.5.4 Faible corrélation des coefficients d’ondelettes et processus fortement
localement non déterministes

Le but de cette section est de donner une classe d’exemples de processus gaussiens dont
les coefficients d’ondelettes dans la base de Schauder sont faiblement corrélés : la classe des
processus gaussiens a accroissement stationnaires fortement localement non déterministes.
Cette classe de processus modélisent des processus gaussiens dont les accroissements sont fai-
blement corrélés, cette faible corrélation étant fonction de ’1’éloignement’ des accroissements
considérés. L’objectif est de comprendre ici comment cette propriété se reflete sur les coef-
ficients d’ondelettes par une propriété de faible corrélation. Ceci va permettre simplement
de retrouver des résultats déja connus d’irrégularité uniforme de ces processus. Par ailleurs
tous les criteres ondelettes donnés dans ce chapitre et le chapitre |4 expriment une certaine
dualité entre ce qui se passe en espace et ce qui se passe dans le domaine ondelettes. Il est
donc naturel de se demander quelle est la ’traduction ondelettes’ de cette propriété de faible
corrélation des accroissements éloignés et si cette dualité se conserve. On montrera ainsi que
dans le cas unidimensionnel des processus fortement localement non déterministes cette pro-
priété se ’transmet’ bien aux coefficients d’ondelettes dans la base de Schauder qui vérifie
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ce qu’on pourrait appeler une propriété de non déterministe local fort discret ce qui permet
d’apporter ainsi quelques éléments de réponse a la question ci dessus. On commencera donc
par quelques rappels sur les processus fortement localement non déterministes et la base de
Schauder, puis on montrera le résultat voulu.

2.5.4.1 Notion de processus fortement localement non déterministe

On va d’abord rappeler la notion de champ fortement localement non déterministe. On
a la définition suivante, donnée par Cuzick and DuPreez ([CuzDuP82]) :

Définition 2.5.16 Soit {X(z)},cpe un champ gaussien & valeurs réelles avec
0 <E(X(z)?) <1,

pour tout x de T, ou T est un compact de R.
Soit ¢ une fonction telle que

#(0) =0, ¢(r) > 0 pour r > 0.

Alors {X(z)},cpa est dit fortement localement ¢ non déterministe sur T s’il existe une
constante positive Cy et un réel positif ro tel que pour tout t dans T et tout 0 < r < min(|t], o)

(2.5.6) Var(X(t)|X(s) :s €T, r <|s—t| <rg) > Cood(r).

Remarque 2.5.17 La propriété [2.5.6 signifie en gros que pour tout t les valeurs du champ
hors d’un voisinage de t sont faiblement corrélés a X (t). L’équation permet en quelque
sorte de quantifier une ’presque indépendance’ des accroissements qui sont “éloignés entre eux’
du champ.

Exemple 2.5.18 Le MBF est un exemple de processus fortement localement ¢ non déterministe
(lemme 7.1 de [Pitt78]), avec ¢(r) = r?*.

Dans [Xiao05], Y.Xiao donne des exemples de champs gaussiens & accroissements sta-
tionnaires fortement localement ¢ non déterministes.

On rappelle que (voir [Yag57]) si un champ gaussien centré X est a accroissements
stationnaires et que sa fonction de covariance est continue, X a la représentation sous forme
d’intégrale stochastique suivante

X(z) = /R d(e“f —1)dZ(&) + Yt

Le vecteur Y est un vecteur gaussien centré et Z est une mesure aléatoire centrée
indépendante de Y vérifiant pour tous boréliens A, B de R¢

E(Z(A)Z(B)) = n(AN B),

pour une certaine mesure symétrique positive u appelée mesure spectrale de X qui satisfait a

/min(l, 1€1%)dp(€) < +oo.

Dans [Xiao05], Y.Xiao suppose que le vecteur Y est nul et donne, généralisant en cela
des résultats de S.Berman ([Ber88],[Ber91]), des conditions suffisantes sur la mesure spectrale
du champ X pour qu’il soit fortement localement non déterministe.
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Proposition 2.5.19 Soit {X(z)},cra un champ gaussien a accroissements stationnaires
s’annulant a origine. On suppose que sa mesure spectrale p est absolument continue de
densité f. Si on définit ¢(r) pour tout réel positif par

1
8r) = ¢, 1> 1,
et que l'on fait I’hypothese

d d
0< 1liminfM < limsupM < 1.

1
2 £—>+oo ¢(\1|) ~2 €—+oo QZ’(%)

A

(le réel By désigne la mesure d dimensionelle de S?~1).
Alors pour tout a >0, {X (z)},cpa est fortement localement non déterministe sur [—a, a]?.

De maniere générale, le fait qu'un champ gaussien soit fortement localement non déterministe
a des implications sur l'irrégularité de ses trajectoires.

Dans [Xia097] (proposition 3.1), pour ¢ module de continuité fixé, Y.Xiao se donne un
champ gaussien fortement localement ¢-non déterministe tel que

(2.5.7) Cro(|hl) <E(IX (z + h) = X(2)]) < C26(|h]).

Il montre alors, en utilisant la notion de temps local, la loi du log itéré de Chung liée
a la notion d’irrégularité ponctuelle, sur laquelle on reviendra dans le chapitre suivant. Ceci
implique en particulier un résultat d’irrégularité uniforme des trajectoires du champ :

Proposition 2.5.20 Soit {X(2)},cra un champ gaussien fortement localement ¢-non déterministe
sur T = [—a,a]? tel que la condition soit vérifiée alors p.s.,

1
liminf(——— inf sup |X(z)— X(y)|) > 0.
"0 92 (e T wle—vl<r
|log(r)[*/¢ ’
ce que l'on traduira en disant qu’un champ fortement localement ¢p-non déterministe est uni-
formément ¢-anti-Holdérien (voir chapitre suivant).
En particulier on a p.s.

1
liminf(— sup | X (x) — X(y)]) > 0.
T T @y)er? fo—yl<r

Remarque 2.5.21 On retrouve ainsi les résultats déja énoncés pour le MBF dans les deux
sections précédentes.

On peut retrouver un résultat d’irrégularité uniforme des trajectoires, dans le cas d’un
processus & accroissements stationnaires, en utilisant les coefficients d’ondelettes du processus
{X(x)},er dans la base de Schauder. On va donc faire quelques rappels a ce sujet.
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2.5.4.2 Rappels sur la base de Schauder
On rappelle que la base de Haar est définie sur [0, 1] par

x1 =1 sur [0, 1],
et pour j >0, k=1,---,27, la fonction x; est la fonction définie par

2k—2 2k —1

Xik(t) = =1, t€[—=g, W[a
2% -1 2k

Xik(t) =1, ¢ [Wa ﬁ[,

-1 k
Xj,k(t) =0, t ¢ [2737 27[

On définit alors la base de Schauder pour j >0, k=1,---,2/ par

pour tout ¢ dans [0, 1].
On a alors le résultat suivant :

Proposition 2.5.22 Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Alors

2d
F(t) = Copo(t) + Cron(t) + Y Y cinpjn(t),

§j>1 k=1
la convergence étant uniforme sur [0,1], ot pour j >0, k=1,---,27 les coefficients cjk sont
définis par,
< 2k 2k —1 2k — 2

Co = f(0), Cr = f(1) = f(0), cjk = QJ(f(ﬁ) - 2f(w) + f(W))-

De plus les critéres ondelettes énoncés plus haut restent valables dans la base de Schauder si
a e (0,1).

2.5.4.3 Processus fortement localement non déterministes et coefficients d’on-
delettes dans la base de Schauder

On va maintenant relier le fait qu'un processus gaussien a accroissements sta-
tionnaires {X (z)},er soit fortement localement non déterministe et la faible corrélation de
ses coefficients d’ondelettes dans la base de Schauder. On rappelle que :

Définition 2.5.23 Le processus { X (t) }1er est dit a accroissements stationnaires si pour tout
réel t,

{X(t+h) = X()Iher Z {X (1) — X(0)}ner

Loy . PR TP . . . .
ot = désigne la relation d’égalité des lois finies dimensionnelles.
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On va alors montrer le résultat suivant

Proposition 2.5.24 Si {X(t)}ier est un processus gaussien & accroissements stationnaires
fortement localement non déterministe alors la propriété est vérifiée par les coefficients
du champ dans la base de Schauder.

La preuve découlera des trois lemmes suivants :

Lemme 2.5.25 Si {X(t)}icr est un processus gaussien a accroissements stationnaires, alors
pour tous réels t,t', h,

E((X(t+h) = X(0)(X(t' + h) = X(t))) = E((X(h) = X(0))(X(¢' =t +h) = X(¢' = 1))).

Preuve. On utilise la stationnarité et on pose k =t —t. On a

E((X(t+h) = X)X (' +h) = X(t')))
E((X(t+h) = X(1))
= E((X(t+h) - X(1))
—E((X(t+h) - X(t

X(t+k+h)—X(t+k))

X(t+k+h)—X(t))

)( (t+F) — X(1)))
) X(0)))

X(k +
(X (k) — X(0)))
= IE((X(h)—X(O) (X(t’—t+h) X =1))).

(
(
)

~—
~—

0

On montre ensuite les deux lemmes suivants :

Lemme 2.5.26 On suppose que {X(t)}1cr est un processus gaussien & accroissements sta-
tionnaires, fortement localement non déterministe tel que

p.s. X(0) =0.
Alors pour tout entier j, pour un certain entier £y pour tout k, k' tels que |k — k'| > fo,
(2.5.8) VaT(ijk‘ijk/) Z CoQ_QjOé‘k — k/‘Qa'

Remarque 2.5.27 La propriété est une version discréte pour les coefficients d’onde-
lettes du processus dans la base du Schauder de la propriété de processus fortement localement
non déterministe.

Preuve. Posons pour tout j, /¢

~ 14 ‘-1
Gir1e = X(g51) — X (G-

On cherche a estimer

. 2 o ~ ~ ~ ~ 2
inf Eleje — Aejw]”) = inf B(Gj12k — Crron-1 = MGraow — Grraw-1)I%)
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On remarque que par I'identité du parallélogramme appliquée & la norme || - || 2(q) pour tout
réel A
_ _ _ _ , _ A ~ )
E(|¢j41,28 — Cj+1,26—1 — AM(Cjr12 — Cir12w—1)]°) = 2E(|¢jq1,28 — §(Cj+1,2k;’ — Cjr1,20'—1)]7)

- A -
+2E(|¢j41,26-1 + §(Cj+1,2k/ - Cj+1,2k’71)|2)

—E([¢j41,2k + Gja1,26-1]%)

On va minorer la somme de ces trois termes. Par le lemme [2.5.25]

- A _ _ A -
E(ej+1,20 = 5 (Crow — Grrow-1)1?) = E(E410 — 5 (G om—2k41 = Cj1,2k—2k)|%)
1 1 K —k—-1
> VQT(X(ﬁ”X(U),‘U— 2j+l’ > 2J )
. ’k/ — k= 1|2a
> 0 o%ja
De plus .
E(|¢j11.0k + G1,26-1]%) < C127%2
Donc si |k — k'| > Co, Cy constante indépendante de j, on a le résultat voulu. O

On en déduit :

Lemme 2.5.28 Si pour tout entier j, pour tous k, k" tels que pour |k — k'| > £y
Var(cjklejr) > 002_2j°‘|k — k:’|20‘,

alors pour tout entier j, pour tout k # k'

022—2ja
(L [k = R[22

[E(cjrcir)] <

Preuve. En effet on a alors pour tout réel positif A
E(leje — Acjm|?) = Co27 2|k — K>
Soit pour tout réel positif A

E(c2,) + A?E(c2 ) — Co2 2|k — k|2 - C127%%(1 4+ X2 — L[k — K/|>)

. - <
[E(cjrcip)| < 2\ - 2\

N|=

On choisit alors A = (1 + g—‘”k — k’\m) , ce qui permet de conclure. O

2.6 Des séries d’ondelettes dont ’exposant d’irrégularité uni-
forme differe de ’exposant de régularité uniforme
Chacun des modeles classiques présentés dans la section précédente vérifient du point

de vue de la régularité un comportement uniforme en espace et en échelle. Les criteres on-
delettes vont justement avoir pour but de montrer qu’on peut sortir de ce cadre et générer
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des comportements non uniforme en échelle tout en restant ou non uniforme en espace. Dans
cette section on propose deux exemples de séries d’ondelettes d’exposant de Holder uniforme
et d’exposant d’irrégularité différents donc non uniforme en échelle mais par contre uniforme
en espace. Le deuxieme exemple de séries d’ondelettes lacunaires permettra de plus d’illustrer
le fait que l’ensemble C2(R?) n’est pas un espace vectoriel. Par ailleurs, il donnera lieu &
I'introduction dans le chapitre suivant d’un champ gaussien possédant des propriétés remar-
quables : le Mouvement Brownien Fractionnaire Lacunaire.

2.6.1 Un premier exemple de séries d’ondelettes dont I’exposant d’irrégularité
uniforme ne coincide pas avec ’exposant de régularité uniforme

Soient deux réels a, @ tels que
O<a<a.

On notera M = [@] + 1. On va partir d’une remarque trés simple.

Lemme 2.6.1 Soit f une fonction de L™®(R?). On suppose qu’il existe (jn)nen une suite

d’entiers strictement croissante telle que pour tout n € N,tout j € {jn, - ,jnt1 — 1} et tout
(i, k) € {1,---,29 — 1} x Z¢
(2.6.1) C1279% < |c . (f)] < Coinf (277, 2net (M=@)g=MJ),

Alors [ a pour exposant d’irrégularité uniforme @.

Preuve. En effet pour tout e positif et toute constante positive C, quitte a ne considérer la
suite (jn)neny qu’a partir d’un certain rang, on a bien :
Pour tout entier n et tout entier j de {4, -, jns1 — 1}, tout i dans {1,---,2% — 1}, tout k
dans Z,

2797 < ’C;‘,k‘ < Cinf(277n(@=2) ginri(M—(@=e))g=Mjy
ce qui montre bien le résultat désiré. O
Si on veut de plus que I'exposant de régularité uniforme de la fonction f soit «, il faut et il

suffit que '
— logy (sup(|cj 4]))

1y

lim inf( : W
Jj—+o0o j
On remarque alors que sur {j,, - ,jn+1 — 1}, le quotient
— log, (inf(27n@, 2dn+1(M-@)9—Mj))
J )

est maximal en j, 1 défini par j, 1 = [(1 —@/M)jn+1 +a@/Mjy,]. Il suffit donc d’imposer pour
tout n
sup ‘c;n il = inf(Q*J'n(a*E)7 2jn+1(M*(5*€))2*Mjn,1) =2 %1
Comme par ailleurs inf(277n1(0=¢) 2in1(M=(@=£)9=Mjn1) = 9=in@ — QM=)jnt1=Mjn1 op
va donc se donner une suite (j,,) telle que pour tout n on ait
M—-a
2.6.2 inl = —Jjn = 1
(2.6.2) Jn1 = Jin =g Inn

Ql

et ainsi définir une série d’ondelettes ayant les propriétés recherchées :
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Proposition 2.6.2 Soit (j,)nen la suite d’entier définie par jo =1 et pour tout n

M—-aw .
M—@gjn

(2.6.3) jn+1 — [ ]7 jn,l = [g]n]

Alors la série d’ondelettes F' définie par

jn+1*1
(264) YV € Rd, F(ZE) — Z Z Z inf(zfjna7 2jn+1(Mfa)2*Mj) ;,k(x)7

a bien pour exposants de régularité uniforme et d’irrégularité uniforme les réels a et @ res-
pectivement.

Preuve. Ceci découle directement de la construction de la fonction F'. OJ

On va maintenant donner un deuxieme exemple de séries d’ondelettes, cette fois ci lacunaires.

2.6.2 Une famille de séries d’ondelettes lacunaires

Soit v un réel compris entre 0 et 1 et £ = ({,)nen une suite strictement croissante
d’entiers. On va s’intéresser dans cette section aux propriétés de régularité et d’irrégularité
uniforme des séries d’ondelettes lacunaires

(2.6.5) folm) =Y 27 teypl | (x).

i,n,k

l
On posera pour tout n € N, G, = E—" Le réel positif 3 sera défini par 8 = limsup (3,,.
n—1 n
L’indice (8 est supérieur ou égal a 1. Il s’agit d’un indice qui mesure le degré de

lacunarité de la série d’ondelette f,. On peut remarquer que toutes les fonctions f; ont le
méme exposant de Holder uniforme
Hf = a.

Cet exemple est plus intéressant car cette fois ci, on n’a pas de minoration des coefficients
d’ondelettes a chaque échelle du type

Vj >0, sup |ex] > Cp277%,
|A|=2—7

qui permettrait d’estimer directement ’exposant d’irrégularité uniforme comme cela a été fait
dans la section précédente.

On va donc devoir utiliser le critere d’irrégularité plus fin démontré dans la section [2.4
Le degré d’irrégularité uniforme des fonctions f; va dépendre du degré de lacunarité de la
série d’ondelette considérée.

En effet, par le critére ondelettes démontré dans la section[2.4] on sait que les coefficients
d’ondelettes situés aux échelles (27*),cn ont, du point de vue de I'irrégularité uniforme, une
influence & la fois sur les échelles inférieures et supérieures a 27/, Cette influence décroit
de plus progressivement au fur et & mesure que I’on s’éloigne de ’échelle 2.

Ceci va impliquer que lorsque la plage des échelles intermédiaires entre les échelles 2
est grande, il va exister une suite d’échelles intermédiaires (27/»),, pour laquelle I'influence
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des coefficients d’ondelettes est faible. La série lacunaire définie par I’équation ([2.6.5)) aura
ainsi un exposant d’irrégularité uniforme élevé si I'indice de lacunarité 3 est grand.

Il y aura donc deux difficultés a surmonter. Tout d’abord par rapport a l’exemple
précédent, il va falloir construire la suite d’échelles intermédiaires (277"),,. Cette suite
sera construite de telle maniére que pour tout n, 1’échelle 2777 soit un point d’équilibre
entre I'influence exercée par les coefficients d’ondelettes situés a 1’échelle qui lui est juste
supérieure 27 et celle qui lui est juste inférieure 27%»~1. De plus, il va falloir estimer 'indice
d’irrégularité uniforme a.

On considere tout d’abord le cas ol pour tout n € N, 3, = (. On suppose le réel o
connu et inférieur & 1. On va s’inspirer de la construction faite dans la section précédente
dans le cas M = 1. La suite (¢,,),, qui a permis d’estimer I’exposant de Holder uniforme de la
série d’ondelettes fy est identifié & la suite (jp,1)n de la section précédente. On définit alors la

suite (jn)nen par

On aura alors

b = 9=t _ 9=jna — 9int1(1-@)—Ln
Un,k

)
ceci traduisant le fait que l'influence des coefficients d’ondelettes situés a ’échelle 27 sera
alors la méme a 1’échelle intermédiaire juste inférieure 2777 et juste supérieure 27 In+1,

On peut maintenant exprimer @ en fonction de (. Par définition de (j,)nen

2 T 1-a
lim — =, — lim - =
nogn @ n Jpp1 l—a
et donc p _—_—
lim - — ol X _%.
n 4, a l—o
Comme par ailleurs
14
lim . — 0,
n 0,
on en déduit que nécessairement
a 11—«
f=—x—,
a 11—«
soit
_ Ba
a=a=-—"—.
1 —-a+ Ba

Si maintenant la suite ((3,), n’est pas constante on adapte la construction précédente en
posant pour tout n

/Bng
2.6. n=— 3 5
(26.6) A P Bna
et
. «
(2.6.7) Jn = [a;M + 1.

On montre dans la proposition suivante que l’on a bien le résultat voulu :
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Proposition 2.6.3 La fonction f; a pour exposant de Hélder uniforme a et pour exposant
d’irrégularité uniforme le réel Iy, défini par,

B

2.6.8 T — =
( ) / 1—-a+fa

Z:a:

Preuve. L’estimation de 'exposant de Holder uniforme est triviale. On va maintenant
s’intéresser a celle de 'exposant d’irrégularité uniforme.
Par définition de g il existe une fonction strictement croissante ¢ telle que,

lim(B ) = 5.
On remarque alors que @ = limsup(ay,) et qu’on a alors aussi
llgn(aw(n)) = Q.

Soit alors € un réel positif fixé et C' une constante positive. Si n est un entier fixé suffisament
grand et j € {J@(n)v T 7jgo(n+1) - 1}7

|C§'1J < 27 leme < 9= Upm)~Dm) < 2 Je(n)(@€)

car pour tout n, Ly > (Jun) — 1)Qp(n)- De plus, comme par (2.6.7) et (2.6.6),

l-—a

i = b 1,
In [1 o " 1]+
on en déduit que

2j|C§'k:| < 9lo(n+1)-1(1—a) < 9 (n+1) (1= (n+1)) < 9 (n+1)(1—a—¢)
Ceci implique donc la minoration,
Ifé > a.

On montre maintenant 1'inégalité inverse. Soit n un entier fixé. On distingue deux cas :
Si j € {nr 2 n} o |
max(sup | 1|, 277 sup 2¢|c} . |) = 27
ez (< ’

Sij€{€n+1,"',jn+1—1}

max(sup |cb .|, 277 sup 2£|02k|) — 9= J9l(l-a)
5 €<j ’

On a alors pour tout n et tout j dans {j,, -, jn+1 — 1},

max(sup [c} |, 277 sup 2°|c} 4 |) > 277 > 27O F)
5 <j ’

a partir d’un certain rang. On a donc bien la majoration,

Ifg <.
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Cet exemple va permettre d’expliquer trées simplement sur un exemple concret pourquoi
'ensemble C2(R?) n’est pas un espace vectoriel. En effet, soit 8 > 1 fixé et v = /3. On
considere les deux séries d’ondelettes

F@) = fulw), gla) = Y 270ey;  (a),
i,n,k

ou pour tout entier n

gn = [ﬂn]’ gn = ’Yen
On remarque que ces deux séries ont le méme degré de lacunarité 3 et que c’est cet indice de
lacunarité (voir proposition précédente) qui détermine uniquement l’exposant d’irrégularité
de la fonction fy (et aucunement de la valeur de jp).
On en déduit donc que
o
Iy =1, p

I 1-a+pa’

Par contre la série d’ondelette, f + g a un indice de lacunarité ~ inférieur a 3. Son expo-
o e Pa
———— est donc inférieur & ——————
l-a+ya 1 —a+ fa

I’hypothese que C2(RY) est un espace vectoriel.

sant d’irrégularité, égal a . Ceci contredit bien

2.7 Algebres d’opérateurs et irrégularité uniforme

Dans cette section l'objectif est de vérifier que les critéres ondelettes d’irrégularité uni-
forme et de régularité uniforme sont indépendants de la base d’ondelette choisie. Pour vérifier
cette indépendance il faudrait avoir une description de toutes les bases d’ondelettes possibles
ce qui n’est pas réaliste. De maniere classique on montre une propriété plus forte mais plus
simple a vérifier. On montre la stabilité des critéres ondelettes sous l'action de certaines
algebres d’opérateurs particulieres qui contiennent les opérateurs permettant de passer d’'une
base d’ondelette & une autre : les algebres Op(M?). Les résultats de stabilité obtenus auront
d’autres implications intéressantes :

— L’exposant d’irrégularité uniforme Z; d’une fonction f est ainsi stable par 'action de

certains opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 0 comme la transformée de Hilbert en
dimension 1 ou les transformées de Riesz en dimension supérieure.

— Cela permet ensuite d’étudier 'impact des opérateurs d’intégration et de dérivation
fractionnaire sur le degré d’irrégularité uniforme d’une fonction.

— De maniére assez classique, on en déduira des résultats sur la regularité uniforme
faible des solutions de certaines équations aux dérivées partielles elliptiques. On ob-
tiendra par exemple des résultats d’hypoellipticité du laplacien pour la régularité uni-
forme faible. Plus précisément, si —Af est une fonction uniformément Holdérienne
de Cﬁ‘JCM(Rd) alors pour tout 3 > 1 f appartient & Cf;:?ﬂ(Rd).

Pour étudier l'influence des opérateurs de 1'algebre Op(M?) sur la régularité uniforme faible
d’une fonction, on va avoir besoin de certains prérequis sur cette algebre et de résultats de

stabilité.
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2.7.1 Un résultat de stabilité
On rappelle tout d’abord en section la définition des algeébres d’opérateurs

Op(M?7). On étudie ensuite I'action des opérateurs appartenant & ces algebes sur l’expo-
sant d’irrégularité uniforme.

Les preuves des résultats énoncés sont donnés en section [2.7.1.3| et s’appuient sur la notion
de module de continuité stable introduite en section 2. 7.1.2

2.7.1.1 Exposant d’irrégularité uniforme et algébres d’opérateurs Op(M?)

Tout ce qui suit est extrait de [Mey90]. Dans ce qui suit le réel -y est un réel positif fixé.
On rappelle la définition suivante de 1’algebre M7

Définition 2.7.1 Une matrice infinie A indexée par les cubes dyadiques appartient a M7 si
VA, X, A X)) < wy (A X)),
pour une certaine constante positive C(y) > 0, ot

C(y)2- (G Hli=d']
(L+ (G — 5L + 206 |k — By’

w (A, N) =

Exemple 2.7.2 Les matrices d’opérateurs qui transforment une base orthonormale d’onde-
lettes de régularité r en une autre base orthonormale d’ondelettes de régularité r sont dans
toutes les algébres M7 avec v > . Plus généralment, les matrices sur une base othornormée
d’ondelettes de classe C*° de certains opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 0 comme la trans-
formée de Hilbert ou la transformée de Riesz appartiennent aux algébres M pour tout v > 0.

On note Op(M?) T'espace des opérateurs dont la matrice dans une base orthonormée
d’ondelettes (suffisament) réguliere appartient a l’algebre M?7.
On rappelle que les opérateurs de Palgebre Op(M?) sont bornés sur un grand nombre d’es-
paces fonctionnels. Par exemple (voir [PGL85], [Mey90]) :

Proposition 2.7.3 Si v > |a|, les opérateurs de l'algébre Op(MY) sont continus sur les
espaces de Besov B;q(Rd).

On montrera en section [2.7.1.3] le résultat de stabilité suivant :

Théoreéme 2.7.4 Soit f une fonction bornée sur R% d’exposant d’irrégularité uniforme Iy <
~v. Si T est un opérateur de l’algébre Op(M?) alors

Iry>1y.
Remarque 2.7.5 On peut remarquer que le cas Iy € N ne nécéssite pas d’étre traité a part.

Le théoreme [2.7.4) découle du critére ondelettes d’irrégularité uniforme et de la proposition
suivante :
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Proposition 2.7.6 Soit 0 un module de continuité fort d’ordre M et f une fonction bornée.
Si pour toute comstante positive C > 0, il existe une suite strictement croissante d’entiers

(jn)nGN telle que

Vn € N,Vj € {jn, s Jns1 — 11},
(2.7.1)

sup [c} . (f)] < Cinf(f(27n), 2MUns1=0)g(27in11)),
kezd 7

alors pour tout v > M et tout opérateur T' de ’algébre d’opérateur Op(M?), les coefficients
d’ondelettes de la fonction T f vérifient la propriété . En particulier pour tout r > M,
la propriété reste vraie indépendament de la base d’ondelettes de régularité r choisie.
Par ailleurs la propriété f € C2(RY) est (a une correction logarithmique prés) stable par
Paction des opérateurs de l’algébre Op(M7).

Remarque 2.7.7 Méme si pour « entier, O(r) = r® ,n’est pas un module de continuité fort,
on montrera que la proposition reste vraie dans ce cas.

Pour montrer la proposition 2.7.6 on a besoin d’introduire la notion de module de continuité
stable.
2.7.1.2 Notion de module de continuité stable

Dans cette section, on défini tout d’abord la notion de module de continuité stable. On
donnera ensuite quelques exemples explicite de modules de continuité stable.

Définition 2.7.8 Soity un réel positif. Le module de continuité 0 est un module de continuité
stable d’ordre v s’il existe une certaine constante positive Cy, telle que pour tout entier J positif

on ait :
J . .
(2.7.2) > 2rg(27) < Co27o(27).
j=0
et
(2.7.3) D 27g(27) < Co270(27).
j=J

On remarque que :

Lemme 2.7.9 Soient 1,72 deux réels tels que v1 < 2. Si 0 est un module de continuité
stable d’ordre 2, alors 0 est un module de continuité stable d’ordre ;.

Lemme 2.7.10 Tout module de continuité fort d’ordre M est stable d’ordre M.

Preuve. En effet, soit J un entier :

+0o0 +o0
> aMiger) < 27 CM=D Y "o(M=hig(a)
j=J j=J

< 2—JM9(2—J)
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par la propriété (2.2.4). La propriété (2.7.2]) est elle automatiquement vérifiée. O

On va donner maintenant deux classes d’exemples de modules de continuité stables. Dans tout
ce qui suit € désignera un module de continuité fort d’ordre M. On se donne aussi (jy)neN
une suite strictement croissante d’entiers. On fait par ailleurs ’hypothese que la fonction
r +— r~Mg(r) est décroissante sur un certain intervalle (0, 7).

Lemme 2.7.11 La fonction 515 définie sur (0,2770] par :

(2.7.4) VneN,Vre (2771 27 6; (r) = r* inf((277n), 2Min+19 (2 Int1)p M)
est un module de continuité stable d’ordre v pour tout s € [0,y — M).

Remarque 2.7.12 La condition s > 0 est nécessaire pour que 515 soit un module de conti-
nuité. En toute généralité si s < 0, la fonction 9~IS peut ne pas étre un module de continuité.
Supposons en effet par exemple que 0(r) = r® et que la suite (jn)n vérifie im(j,/jn+1) = 0.
Alors, si pour un entier n donné jy o désigne lentier défini par jn o = o/ M jn+(1—0c /M) jni1
on remarque que comme im(j,/jn+1) = 0 on a nli)riloo(gjs(Q_j”»a)) = +00. La fonction 0

n’est alors pas un module de continuité et ce pour tout s < 0.

Remarque 2.7.13 On s’intéressera a ce type de module de continuité lorsqu’on s’intéressera
a Uinfluence de l'intégration fractionnaire sur la régularité Holdérienne faible.

Preuve. Par le lemme|2.4.17} on sait déja que, comme s > 0, la fonction 01 est un module de
continuité. Il reste donc a montrer que la fonction 91 vérifie les conditions et
Soit J un entier et ng 'entier tel que jp, < J < jpo+1 — 1. Ecrivons que,

J e o mg—ljan-l
2273918(2—J) - Z 270 (277) + Z Z 2776; (277) Z 27]91 277)
§=0 j=0 n=0 j=jn J=ing

Utilisons la définition de 518
J ‘~ ' no—1Jjn+1—-1 ' ‘ '
ZQ’YJQIS(Q*J) < Cp+ Z Z 9(=M=5)jgMjn+1g(9=dn+1)
J=0 n=0 j=jn
+ Z inf (200579 (27In0 ), 207 =5=M)igMing+19 (9~ Ino+1))
j:jno
no—1
< Cp+ Z 2(V—S—M)jn+12Mjn+19(2—jn+1)
n=0
+ inf(Q(’y*s)JH(2*jno)7 o(v=s=M)J9Mjny+1 9(2—jn0+1 )

la derniere inégalité découlant du fait que s < v — M.
On utilise alors le fait que 6 est un module de continuité fort d’ordre M :

Z 273'5[5(271) < Cp 4 200=M=5)ing (2Ming §(2=In0)) + 200=9)7 inf(H(2~Im0 ), 2MUno+1=7) (im0 +1))

< Cp+ 22079 inf(9(2 o), 2MUnot1=7)g(27no+1))
< 3Co2776;,(277)
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La condition (2.7.2)) est donc bien vérifiée.
Intéressons nous a la condition (2.7.3)) :

400 Jng+1—1 400  Jng1—1
ZQ wgl 29— J Z 9- ng 9- J Z Z 9- wgl 9- J
j=J n=no+1 j=jn

Utilisons I'expression de 513 :

400 ~ ]n0+1 1
Y26, (27) < Z ~OF inf(g(277m0), 2MUnot1=)g(2Im0 1))
j=J j=J

400 Jnt+1—1

+ Z Z 2~ (r8)ig(2in)

n=ng+1 j:jn

Or pour tout n,
jn+1*1
Z 9~ (r)ig(2-In) < 2= (1H8)ing(27In),
J=in
et

Z ~OF)T inf(g(27m0), 2MUno+1=0) g(2n0+1)) < 27O+ inf(g(27Im0 ), 2M Ung+1=T)g(2no+1)).

Dong, en utilisant le fait qu'un module de continuité fort d’ordre M est en particulier stable
d’ordre v+ s car v+ s > M,

+o0 +oo
Yo 2L EY) < GEYELET)+ Y 2T OrheeT)
. n=ng-+1

< 00(2_%]515 (2_J) + 2= (Y +8)Jng+1 9(27jn0+1))
< 002_(’Y+S)J9(2—J)

La condition (2.7.3)) est donc bien vérifiée.

Dans le cas particulier ou #(r) = r® on a le résultat suivant :

Lemme 2.7.14 Soit o un réel positif et M Uentier défini par M = [a] + 1. La fonction 515
définie sur (0,2770] par :

(2.7.5) VneN,Vre (2771, 27, 6, (r) = r* inf(277n®, 2(M=)ni1,M)

est un module de continuité stable d’ordre vy pour tout s € [0,y — M).

Preuve. Seul le cas a entier ne découle pas de la proposition précédente. On se place donc
dans ce cas la. Soit donc v un réel positif tel que 0 < s <y — M. On sait que M = a+ 1. On
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a alors pour jp, < J < jpo41 — 1,

J no—1Jjn+1—1
szjg] 27) < Z Z 2(1=s)igint1g=ilat) 4 Z 2(7=9)7 inf (2 7m0, 2Ino+19=3(a+1))
=0 n=0 j=jn J=ding
no—1 Int+1—1
< Cy Z 9Jn+1 Z Q(W*S*M)J' + C’OQ(’Y*S)J inf(Q*j”oo‘, 9Jng+1 27J(a+1))
J=Jjn
no—1
< O Z 2dn+19(y=s=M)jns1 4 COQ(st)Jinf(ijnoa,2jn0+127J(a+1))
n=0

la derniere inégalité résultant du fait que v — s — M > 0.
On en déduit alors que,

> 2v (277) < Cp20msTMA DI 4+ 0200797 inf(2 7m0, 2ner1 27 (@)
< Cp20r=9) inf (2 Ino® 2Ing+12~J(at1))

ce qui est bien la propriété (2.7.2]).

De méme,
+00 j7L0+1 400 Jn41—1
Z 2—‘1]’51 (2—3’) < Z 9—(v+s)j inf(2_j”0a, an0+12—j(a+1)) + Z Z 9= (Y+8)igint19—iM
j i=J n=no+1 j=jn

Par une démarche similaire & ce qui précede on obtient alors la propriété (2.7.3). U

On considere une deuxieme classe d’exemples :

Lemme 2.7.15 Soit ¢g € (0, M]. La fonction 5173 définie sur (0,277 par :

(2.7.6) VneN,¥Vre (279127 Gy (r) = r~*inf(§(279n), 2Mint1g(2In+1)pM poy
est un module de continuité stable d’ordre v > M pour tout s € (0,inf(eg, vy — M)).

Remarque 2.7.16 Cet exemple sera utile lorsqu’on s’intéressera o linfluence de lopérateur
de dérivation fractionnaire sur la régularité Holdérienne faible d’une fonction f de C%°(R?).

Preuve. Par définition de fp,, comme s < ¢p, on a bien,

lim (Ap, (r)) < lim (r¥°~%) = 0

r—0 r—0

De plus, par le lemme [2.4.17] on sait que, pour tout réel positif r
5]35 (2r) < max(2M~3, 2E°*S)§D5 (r).

Donc la fonction ] D, est blen un module de continuité. Il reste donc a montrer que la fonction

HD vérifie les condltlons et
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Soit J un entier et ng 'entier tel que jp, < J < jpo+1 — 1.
Ecrivons que

J ,~ ' jo—1 . no—1Jn+1—1
ZQ'M&DS@ﬁ) - ZQWQDS(Q J Z Z 2’Y]0D 279) Z ngD 277
j=0 Jj=0 n=0 j=jn J=ing

Utilisons la définition de gps

no—1Jjn+1—1

J
ZQngDS(Q—j) < Cy+ Z Z inf(2(7+S_M)j2Mjn+19(2_jn+1)’2('7"!‘8—50).7)

n=0 j=jn
J
+ Z inf (20579 (2-9m0 ) 207 Fs=M)igMing+19(9=dng+1) 9(1+s=20)])
j:jno
no—1
< Cp+ Z inf(20+s = M)int19Mint1g(g=dnt1) 9(r+s—co)intr)
n=0

+ inf(2(7+s)‘]9(2_j”0), 9(v+s—=M)J9Mjng+1 Q(Q*jnoﬂ), 2(’7+s—so)J)

la derniere inégalité découlant du fait que v > M > gq.
On utilise alors le fait que 6 est un module de continuité fort d’ordre M :

N 2f, (279) < Cy -+ inf(200FMing (2Ming (250 )), 2(1+5=0)ing)

420r+s)J inf(9(2_j"0 ), 2M(jn0+1_J)0(2jn0+1)? 2—Jeo)
Co + 2.20F9) inf(9(27In0 ), 2M Ung+1=7) g (27no+1) 2207
30027J§DS (27‘])

IA A

La condition (2.7.2)) est donc bien vérifiée.
On va s’intéresser a la condition (2.7.3) :

Jng+1—1 +oo  Jn+1—1

22 Wp,(27) Z 2790p,.,27)+ Y, Y 276p,(27)

n=no+1 j=jn

En utilisant I’expression de §DS on en déduit que :

o0 jn0+1_1
Z Q—ngDs (2—j) < Z 9—(v=9)j inf(0(2_jn0 ), 2M(jn0+1_j)0(2jn0+1)’ 2—]’80)
— =

400 Jnt+1—1

+ Z Z inf(2-(7=9)ig(27In), 2= (y=5+0))

n=no+1 j=jn
Or pour tout n, comme s <y — M < v,

jn+1_1
Z 9—(v=9)j inf(A(279n),277%0) < 9—(y=5)in inf(6(277n), 27 in%0)
J=jn
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et '
Jng+1—1

Z 2~ (=) inf(§(2 7o), 2MUno+1=7) g (im0 +1) 27%0)
J=J
< 27097 inf(9(27In0), 2M lno+1=0)g(2ino+1) 220},

Dong, en utilisant le fait qu’un module de continuité fort d’ordre M est en particulier stable
d’ordre vy — s car v — s > M,

ZQ_WjaDs(Q_j) < Cp(2~ 7JGD )+ Z —(v+s) Jng 92— ]n))
/ n=ng+1

< 00(2_’YJ§S(2_J)+27(7*8)jn0+19(2*jn0+1))
< Cp2-t-Ig(a-7)

La condition est donc bien vérifiée.

Dans le cas particulier ou #(r) = r® on a le résultat suivant :

Lemme 2.7.17 Soit a un réel positif et M Uentier défini par M = [a] + 1. La fonction 515
définie sur (0,277°] par :

(2.7.7) VYneN,¥re (277,27 p, _ (r) =r~*inf(277n, 20 =0in1p M pe0)

est un module de continuité stable d’ordre vy pour tout s € (0,inf(eg, v — M)).

Preuve. La preuve est similaire a celle du lemme [2.7.14 ([l
On va s’intéresser maintenant a la stabilité proprement dite de la propriété
f € Chru(RY),

par les opérateurs de 1'algebre Op(M?).

2.7.1.3 Démonstration du résultat de stabilité

La démonstration de la proposition [2.7.6] est basée sur le résultat de stabilité suivant :

Proposition 2.7.18 Soit v un réel positif, s un réel et 6 un module de continuité stable
d’ordre . Si f est une fonction de L™(RY) dont les coefficients d’ondelettes (c;,k(f))”k
vérifient la propriété suivante :

(2.7.8) sup (|}, (f)]) < CH(27),
kezd

alors pour tout opérateur T" de Op(M?) il existe une constante positive Cy ne dépendant que
de DUopérateur T telle que

(2.7.9) sup (18 (T ) < CoCh277).
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Preuve. On note A la matrice de l'opérateur T' dans une base orthonormée d’ondelette
suffisament réguliere. Par définition

id _id
(2772¢ )ijh = A2 )i gk
Donc pour tout i, j, k

j ~3'§ '
2™ j,k ZA )\ )\ 2” QCj’,k’
3’k

On réecrit cette équation et on coupe la somme précédente en deux
d il
]7k_ZA>\)\/) (JJEC/k/ ZZZA)\)\, ‘7‘] |C/k/|+ZZZA>\)\/ ‘]‘7 |Clk’|
/’]/ k/ ,L'/ ] <j k./ il />J k/
L’appartenance de T a 'algebre d’opérateurs Op(M?) implique alors que :
C(y)2-70=7") )2 (v+d)(i=3")
<C _ ; 2 7’ )+C ;
k‘ ZZZ 1+ ]/)2)<1_}_2]/’£_ &K |)d+’y ZZZ 1+ )(1+23 k |)d4

i gy K i g'>5 K 27 T of

1
Comme sup( < 400, par la propriété (2.7.2)) d’'un module de conti-

e T =)
nuité stable d’ordre v on a

27100 >N 2V 6] . <27W N g2 < 6(277).

Lok k
i<i ¥ (14 (G =)+ 5 — o) i<

. < CDQd(j/_j). La propriété

1
L+ 20k — Eper =

(2.7.3) d’'un module de continuité stable d’ ordre ~ implique que

—(v+d)(i"=5)g(2—7 9—10"=3) g (27
eT 2.2 O s I D <
S G-+ 2IE — BN = & T4 G =77

On utilise maintenant I'inégalité classique Z

La proposition [2.7.18 découle alors des deux (2.7.10) et (2.7.11]).

0

On déduit maintenant de cette proposition le résultat de la proposition Pour cela on
applique la proposition au module de continuité stable d’ordre ~, 0 défini pour 7 < 2770
par,

0(r) = inf(f(279n), 2Mint1g(27Int1 )My
La proposition en découle directement.
On peut remarquer que, comme pour « entier, # défini pour r < 277 par,

5(7") = inf(27j"a, Z(M*a)jn-HrM)?

est bien un module de continuité stable d’ordre v pour v > «, le résultat de la proposition
s’étend bien au cas 6(r) = r® avec « entier.

La proposition [2.7.18| va aussi avoir des conséquences sur l'influence des opérateurs de
dérivation et d’intégration fractionnaire sur la régularité faible. C’est ce que ’on va détailler
dans la section suivante.
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2.7.2 Dérivation, intégration fractionnaire et régularité Holdérienne uni-
forme faible

On commence par rappeler la définition des opérateurs de dérivation et d’intégration
fractionnaire (voir [Cald58]).

Définition 2.7.19 On définit pour s réel 'opérateur A® de S'(R?) dans S'(R?) de la maniére
susvante : - R

Acf = (L+[E)2f ().
Pour s <0, A% sera noté I_s. La distribution tempérée Isf sera appelée l'intégrale fraction-
naire d’ordre (—s) de la distribution tempérée f.
Pour s > 0, A® sera noté D,. La distribution tempérée Dsf sera appelée la dérivée fraction-
naire d’ordre s de la distribution tempérée f.

Les résultats obtenus seront basés sur ce qui précede et sur la proposition suivante, similaire
a la proposition 13.14 de [Jaf94] :

Proposition 2.7.20 Soit s un réel quelconque et A la matrice de l'opérateur A® dans la base
-d
d’ondelette orthonormée (2724y). Alors pour tout v > 0

M, =D;'A,D;' € M7,
avec Dg(A\, ) = 2j§5)\7)\/.

Remarque 2.7.21 On montre en fait dans cette proposition l'appartenance des opérateurs
de dérivation et d’intégration fractionnaire a des algébres d’opérateurs plus générales que celle
des opérateurs de l’algebre Op(M?) : les algébres Op(M?>®) définies dans [BJRIT].

Preuve. Soit v un réel positif fixé. La propriété que ’on souhaite démontrer est indépendante
de la base d’ondelette suffisament réguliere choisie. On choisit donc comme ondelette mere,
I’ondelette de Meyer qui est une ondelette dans la classe de Schwartz telle que

supp(i)) C {€ € RY, *< |£!<*}

Par définition '
(D7YADTHNN) = 2775 AN N).

On écrit alors que

A N) = < A%(2054y), 20 5hy >
oli+iNg ~ Asthy, hy >
2(j+j’)% 1/0\(5)¢N(€)
re (1+[€[2)2

On remarque que si [j — j'| > 1, A(A\,\') = 0 car les supports de z/b; et QZ;/ sont disjoints.
On considere alors le cas j = j'. Comme par le changement de variable ¢ = 277¢

RGP

AN = 6—,sd

A 1/@2; (HQ(JIJCL;QAQ e
WOF [ 1)

=z (291¢1%)2 =z (2.279|¢)2)2

dg

dg)|

< max(|
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suivant que le réel s est positif ou négatif.
On a alors bien

C(s,7,9)277°
AWV < ——2 22222
| S( Y )|—(1+|k_k/|),y)
ce qui est bien le résultat souhaité.
Les cas j = '+ 1 et j = j/ — 1 se traitent de maniere analogue. O

Les résultats de cette proposition et le critere ondelettes de régularité uniforme faible
permet d’obtenir la proposition suivante :

Proposition 2.7.22 Soit § > 1.

1. Soit s > 0. Si f est une fonction uniformément Héldérienne de CE(RY) alors I f €

a+s d
Clogﬁ(')\vw(R )
2. Soit 0 < s < ¢gg et f une fonction de C2(R?) NC%(RY) alors D, f € Cﬁ;;ﬁ(.)\ w(Rd).

Cette proposition découle du résultat plus général suivant :

Proposition 2.7.23 Soit 0 un module de continuité fort d’ordre M € N et 3 un réel supérieur
al.
1. Soit s un réel positif et f une fonction de Cé\’/[w(Rd) uniformément Holdérienne alors
M dy o B
I.f € Cezsllogﬁ(-)l,w(R ) ou 01, est défini par 0r,(r) = r°0(r).
2. Soit 0 < s < eg et f une fonction de C%U(Rd) NC%(RY) alors D,f € Cé\i 10g? () w(Rd),
ot Op, est défini par Op,(r) =r=50(r).

Preuve. Les notations sont celles de la proposition On remarque tout d’abord que
pour s < g (voir [Trie83]), la fonction A®f est dans C0~%(RY) et est donc en particulier une
fonction uniformément Holdérienne. Les criteres ondelettes de régularité uniforme faible vont
donc pouvoir s’appliquer a la fonction A% f.

On suppose maintenant que f € Cé\,/[w(Rd). Alors par le critere ondelette de la section
pour tout C' > 0 il existe une suite strictement croissante d’entiers (jy)nen telle que

VneN,Vie{l,---,29 —1},Vj € {jn, -+, Jns1 — 1},Vk € Z9,

(2.7.12) ‘C;k(f)‘ < Cinf(9<2_jn),2M(jn+1_j)6(2_jn+1)).

On pose .
d(f) = (dx(f)ijr = 27726, ())igis

qui sont les coefficients de f normalisés en norme L?. Alors

VneN,Vie{l,---,22 =1}, Vj € {Jn, -, jns1 — 1}, Vk € Z9,

(2-7-13) |d3k;(f)‘ < CQ*J'% inf(Q(Q—jn)7 2M(jn+1—j)9(2—jn+1))_

Par la proposition [2.7.20

V(i, 3, k), (d(A°f))igr = (Asd(f))ijk = (DsMsDsd(f))ij ks
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ou My € M”. Donc

VneN,Vie{l,---,28 1}, Vj € {jn, ,Jns1 — 1},Vk € Z9,
(Dsd(f))i gl = 1273l (f)] < C279529(5 inf(9(279n), 2MUn1=9)g(2Ini1)) = 0279305 (277).

Par le lemma [2.7.11] ou le lemme [2.7.15| (suivant le signe de s), le module de continuité
0s est stable d’ordre v > s. Puisque la matrice My € M7 pour tout v € R, la proposition

2.7.18 implique que
VneN,Vie{l,---,2¢ =1}, Vj € {Jn, -, Jns1 — 1},Vk € Z9,
(M.Ds(f)ijik] < C27920,(279),

Comme (d;k(Asf))”k = (DsMsDyd(f))ijk), on en déduit que

(2.7.14) VneN,Vie{l,---,2¢ =1}, Vj € {jn,+ , Jns1 — 1}, Vk € Z%,
o i (A% f)] < 2775275 inf(§(2In), 2M Gn+1=9) g(2—dn+1)),
On réecrit alors I’équation [2.7.14] & l'aide des coefficients d’ondelettes normalisés en

norme L (cak(AS f))ij k- L'utilisation du critere ondelette de régularité uniforme faible im-

J
plique alors la proposition [2.7.22
d

Preuve de la proposition [2.7.23
Pour a ¢ N, la proposition [2.7.22) implique directement la proposition 2.7.23] Dans le cas
a € N, comme pour tout s < inf(~, &¢)

55(2_j) = 978 inf(0(2_j"), 2M(jn+1—j)9<2—jn+1>)’

est un module de continuité stable d’ordre v, la proposition [2.7.23| est vraie.

2.7.3 Hypoellipticité des opérateurs elliptiques pour la régularité uniforme
faible

On va maintenant donner une application des résultats montrés dans les deux sections
précédentes. Soit f une fonction définie sur R? & valeurs réelles et £ un opérateur pseudo-
différentiel d’ordre m € N*,

Lf= Z ag(x) D f.

[e|l<m

Les coefficients ag seront supposés infiniment différentiables sur R? et l'opérateur £ sera
supposé elliptique en tout point o de R¢ ce qui signifie que pour tout point xy de RY,

sup | Z ap(2)E > pizy > 0
=1 <

pour une certaine constante positive p,,. Pour énoncer nos résultats, on va tout d’abord
définir les ensembles C .. (R%).

Définition 2.7.24 On dira que la fonction localement bornée f appartient a [’ensemble
c (R si pour toute fonction o de D(R?) la fonction of est dans CE(R?).

loc,w
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On a alors le résultat suivant :

Proposition 2.7.25 Soit f une distribution. Si la distribution g = Lf est une fonction de

locw(Rd) pour un certain réel positif a et localement uniformément Holdérienne alors pour
tout réel B supérieur a 1, la fonction f est dans C“+|"1‘ 0] w(Rd).

Preuve. On adapte la preuve du théoréme 3.2 du chapitre 2 de [LionsMag68]. On démontre
le résultat voulu en deux étapes.

Premiére étape : on montre que si la fonction f est localement dans Co+™1(R?)
et si la fonction g est localement dans C2(RY) alors la fonction f est localement
dans C2t™(R%) N

En effet, soit ¢ une fonction de D(RY) définit alors la fonction f par,

f=ef
On remarque qu’on a alors, B B
Lf=pg+Lif=9g

avec L1 qui est un opérateur d’ordre m — 1. Les hypotheses faites sur f et g impliquent alors
que la fonction g est & support compact et que,

g € Ca(RY)

On a donc ramené le probleme au cas ou f et g sont toutes deux a support compact et
respectivement dans COH™1(RY) et C2(R?). On remarque que dans ce cas que comme g est
une fonction de L>(R%) C Bgopo cela implique que f est dans la classe de Zygmund C™(R?).
On fait donc cette hypothese dans ce qui suit. On va maintenant utiliser les résultats obtenus
dans [CaldZyg61]. On pose (reprendre la définition de h)

Si m est pair , h =A"f,
Si m est impair , =Anf,

—

avec A, f(€) = (1+ |€]2) " (i + |€[2) F(£). Par le lemme 6.2 de [CaldZyg61] et Ihypothése
d’ellipticité faite sur opérateur £, on sait qu’en tout point zo de R?

h = HI09+H$0( - )f+Mwof

ot H, est dans l'algebre d’opérateur Op(M?), M, est un opérateur différentiel a coefficients
constants d’ordre inférieur a m — 1, et £, est la partie principale de £ en z( définie par,

Ly = Z CL((IL‘O)DZ.

|¢[=m

La fonction g étant dans C%(R?) etb étant de plus uniformément Holdérienne, la fonction
H.,g sera donc bien dans C|1 ()1 (RY). La fonction f étant dans C&+™~1(RY) N C™(R?) et

Vopérateur My, étant d’ordre m — 1, la fonction Mg, f est bien dans C‘ ()] w (R%).
De plus l'opérateur £,, — L est de la forme,

:60 ﬁ—Zbg Df—i-Zag

[¢[=m €] <m
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avec pour tout |[¢| =m, by(xg) = 0.
Dans le cas ou a — 1 > 0, on utilise le fait que comme f est uniformément Holdérienne, pour
6| =m D'f € C&~1, pour r suffisament petit

sup (1A (6D ) (2)]) < sup [be(@)wpy () < v oL

On peut donc conclure dans ce cas.
Sia—1<0, soit p tel que o — 1+ 2p > 0 on pose,

fi=A"f
Alors f1 est dans C*~!1*2P(R?) (mais n’est pas forcément & support compact) et
g=LAVf,.

L’opérateur LAP est bien elliptique d’ordre m + 2p. Le résultat s’applique alors & g et f;
qui est localement dans C*+28(R%) N C™+2P(R?). On en déduit alors le résultat voulu pour f.
Deuxiéme étape : cas général

On utilise le fait que f (une fois qu’on s’est ramené & un support compact) est uniformément
Holdérienne d’exposant €y et donc en particulier C20(R%). Si g9 > « le résultat est évident.
Si a—1 < gg < g9 on utilise I'étape précédente. Si enfin g < o — 1, comme g € C%(R?) C
CootH(R?), par I'étape précédente, f € C22H (RY). On réitére ensuite un nombre fini de fois le
procédé ce qui permet de conclure. O



Chapitre 3

Le Mouvement Brownien
Fractionnaire Lacunaire

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, on a vu qu’'une maniere simple de construire des fonctions
d’exposants de régularité uniforme et d’irrégularité uniforme différents était d’utiliser les
criteres ondelettes et de définir des séries d’ondelettes. On avait donc défini deux séries d’on-
delettes. Le deuxieéme exemple basée sur la définition de séries lacunaires permettait d’illustrer
le critére ondelettes d’irrégularité uniforme et notament son caracteére spécifique par rapport
aux criteres usuels puisqu’on illustrait ainsi que les 'gros’ coeflicients d’ondelettes influaient
sur le comportement de la série d’ondelettes pour les échelles a la fois inférieures et supérieures.

On va maintenant considérer le pendant aléatoire de ces séries d’ondelettes et définir
ainsi des champs gaussiens a accroissements stationnaires que 1’on va qualifier de "lacunaires’,
non pas a partir de séries d’ondelettes mais d’une représentation harmonisable. On rappelle
qu’a partir de la représentation harmonisable, on peut montrer simplement qu’un champ est a
accroissements stationnaires ce qui n’est pas immédiat pour une série d’ondelettes aléatoires.
On va alors obtenir des champs uniformes en espace ’a tout point de vue’ (et non seulement
du point de vue de la régularité des trajectoires comme cela aurait été le cas pour des séries
d’ondelettes aléatoires) dont le comportement differe suivant la gamme d’échelles considérée.
A travers ’exemple de champs gaussiens lacunaires, on va ainsi montrer qu’on peut générer
des champs aléatoires 'uniformes en espace’ 'non uniformes en échelles’.

En fait, on va construire des champs gaussiens qui vont suivant la famille d’échelles
considérée se comporter comme des MBF d’indices de Hurst différents. En particulier, la
régularité locale des trajectoires est liée pour deux familles d’échelles distinctes a deux indices
de Hurst différents. De plus, ces champs vont vérifier des propriétés d’autosimilarité locale
différentes suivant les échelles ce qui impliquera la non unicité du champ tangent en tout point.

On rappelle que, dans [Falc02], [Falc03], K.Falconer a généralisé la notion de champ
tangent initiallement définie dans [BJRO7|] par A.Benassi, S.Jaffard et D.Roux pour étudier
la régularité locale du Mouvement Brownien Multifractionnaire. Un champ Y est un champ
tangent au sens faible du champ aléatoire X en xg, s’il existe deux suites décroissantes de

85
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réels positifs (pn,1)nen et (Pn2)nen telle que,

X (zo + pnit) — X(x0)
Pn,2

{ =AY (@®)}
ol la notion de convergence considérée est la convergence en distribution.

Dans de nombreux cas particuliers, comme celui du Mouvement Brownien Fractionnaire
ou du Mouvement Brownien Multifractionnaire, le champ tangent est essentiellement unique.
Plus précisément, il existe un champ Y tel que ’ensemble de tous les champs tangents a X
en xg, appelé 'espace tangent du champ X en xg, est égal & <Y >= {A\Y, A > 0}. Dans ce
cas particulier, Y est appelé le champ tangent a X en xg et on parle par abus de langage
d’unicité du champ tangent a X en xg.

Par ailleurs, lorqu’on a unicité du champ tangent en tout point, K.Falconer a montré
que les champs tangents sont nécessairement autosimilaires en 0 et sont a accroissements
stationnaires presque partout. Si on se place dans le cadre spécifique des champs gaussiens
pour lequel le champ tangent est unique en tout point, ceci implique que presque partout le
champ tangent est soit "régulier” soit est pour chaque direction fixée un Mouvement Brow-
nien Fractionnaire.

Ceci amene a se poser un certain nombre de questions. Tout d’abord, est-il possible
de définir un champ gaussien pour lequel en aucun point il y n’a unicité ? Quel est alors la
structure de ’espace tangent en tout point d’un tel champ ?

Le Mouvement Brownien Fractionnaire Lacunaire va permettre d’apporter quelques
éléments de réponse a ces questions. On construira en effet un exemple de Mouvement Brow-
nien Fractionnaire Lacunaire admettant en tout point plusieurs champs tangents. De plus,
en considérant ce méme exemple on va pouvoir donner deux exemples explicites de champs
tangents différents qui ne sont pas a direction fixée des MBF.

Cette derniere propriété va étre liée & des propriétés d’autosimilarité locale particuliéres
sur lesquelles on va revenir tout au long de ce chapitre. Par ailleurs, on montrera aussi en
utilisant les ondelettes que presque surement 'exposant de Holder uniforme du Mouvement
Brownien Fractionnaire Lacunaire considéré est distinct de son exposant d’irrégularité uni-
forme.

On va tout d’abord, en section [3.2.1] considérer une catégorie de champs plus générale
qu’on apppelera le Mouvement Brownien Fractionnaire a Infinité d’Echelles Dyadiques. On va
tout d’abord se centrer sur les propriétés des trajectoires de ce MBFIED. Cela va permettre
de dégager deux types extrémes de comportements : la régularité des trajectoires peut étre
la méme a chaque échelle ou au contraire dépendre de 1’échelle considérée.

Ce qui va nous intéresser alors est un cas particulier de MBFIED. On introduit ainsi
un premier exemple de Mouvement Brownien Fractionnaire Lacunaire Dyadique en section
3.2.3| qui a donc des propriétés de régularité uniforme suivant les échelles.

En section (3.3 un deuxieme exemple de Mouvement Brownien Fractionnaire Lacunaire
non dyadique celui la va permettre de définir un champ gaussien qui admet en tout point
plusieurs champs tangents. Dans ce cas, le résultat principal qui est démontré décrit en tout
point la structure locale de ’espace tangent et les propriétés d’autosimilarité locale suivant
les différentes échelles.
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3.2 Le Mouvement Brownien Fractionnaire a Infinité d’Echelles
Dyadiques

Dans cette section, on construit, puis on étudie les principales caractéristiques du Mou-
vement Brownien Fractionnaire a Infinité d’Echelles Dyadiques.

3.2.1 Définition du Mouvement Brownien Fractionnaire a Infinité d’Echelles
Dyadiques

Le Mouvement Brownien Fractionnaire a Infinité d’Echelles Dyadiques est une généralisation
du Mouvement Brownien Fractionnaire Multi-échelles initiallement construit par A.Benassi
et S.Deguy dans [BenDeg99], puis défini dans un cadre plus général et étudié dans [BarBer06]
par J.M.Bardet et P.Bertrand.

Le Mouvement Brownien Fractionnaire Multi-échelles est une des nombreuses variantes
du Mouvement Brownien Fractionnaire qui a de nombreuses applications en modélisation :
(voir [?]), par exemple en hydrologie ou en finance. Les principales propriétés du Mouve-
ment Brownien Fractionnaire sont toutes reliées a son indice de Hurst H, qu’il s’agisse de
la régularité des trajectoires (liée au comportement hautes fréquences du MBF) ou des pro-
priétés de longue mémoire des accroissements (liée au comportement basses fréquences du

MBF).

Dans certaines applications, ceci peut parfois se révéler étre un réel inconvénient. On
va citer un exemple en finance qui a été donné par J.M.Bardet et P.Bertrand. Si on s’interesse
au processus des prix, des études statistiques montre que ce processus, qui est a accroisse-
ments stationnaires, est un processus a longue mémoire (voir [WTT99]). Si on modélisait ce
processus par un MBF d’indice de Hurst H, les propriétés de longue mémoire du processus
qui sont liées au comportement de la densité spectrale aux basses fréquences (en 1/|¢|7+1/2)
impliquerait que cet indice de Hurst soit supérieur a 1/2. Par ailleurs, il n’est pas possible de
faire du profit sans prendre de risque. Ceci implique que le processus des prix est une semi-
martingale. Ceci étant lié au comportement asymptotique de la densité spectrale aux hautes
fréquences (en 1/[€[7+1/2 aussi) ceci impliquerait H = 1/2. Ces deux propriétés sont donc
bien sur incompatibles & partir du moment ou la densité spectrale a le méme comportement
asymptotique aux hautes et basses fréquences. Dans ce cas on est donc naturellement amené
a définir la densité spectrale par morceaux suivant qu’on est aux hautes ou basses fréquences.
D’autres exemples extraits de la théorie de la turbulence ou du domaine de la biomecanique
peuvent étre trouvés dans [Fri95] ou [Col93].

Pour cette raison la, de nouveaux modeles de champs gaussiens & accroissements sta-
tionnaires dont la densité spectrale f? est une fonction définie par morceaux - de la forme
f(&) = 1/|€|H©+1/2 1a fonction H étant une fonction constante par morceaux dépendant
de la fréquence - ont été introduits de maniere implicite par Collins and al. ([Col93]) ou de
maniere explicite par A.Benassi et S.Deguy (see [BenDeg99|). Dans les deux cas, est construit
un champ gaussien possédant deux comportements différents : un lié aux hautes fréquences,
un autre lié aux basses fréquences.

Pour étudier de maniere précise les caractéristiques probabilistes de ce type de modele,
J.M.Bardet and P.Bertrand dans [BarBer(06] introduisent un modele général : celui du Mou-
vement Brownien Fractionnaire Multi-échelles ot I'indice de Hurst est une fonction constante
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par morceaux des fréquences. Ces deux auteurs se donnent un entier K, K + 1 réels positifs
00, ,0K, K + 1 réels compris entre 0 et 1 Hy,--- , Hg. Ils définissent alors le Mouvement
Brownien Fractionnaire Multi-échelles {B,, 11,5 (%)} cre de la maniere suivante,

K eim‘ﬁ -1 —

Bunola)=> o [ e
2
£=0 we<|€|<wpq1

Ils étudient alors les principales propriétés du Mouvement Brownien Fractionnaire
Multi-échelles : regularité des trajectoires et propriétés de longue mémoire.

Le Mouvement Brownien Fractionnaire & Infinité d’Echelles est un modele un tout petit
peu différent du Mouvement Brownien Fractionnaire Multi-échelles. L’objectif est ici de définir
un champ qui a un comportement différent suivant la famille d’échelles considérée. C’est la
raison pour laquelle, on ne considére pas un nombre fini de plages de fréquences mais une
infinité. Ceci amene naturellement & I'introduction d’un autre modele celui du Mouvement
Brownien Fractionnaire a Infinité d’Echelles Dyadiques :

Définition 3.2.1 Soit H= (H;); une suite de réels vérifiant,

(3.2.1) 0 < liminf H; < limsup H; < 1,

Jj—+oo j—+oo

et 0 = (04); une suite bornée.

Le Mouvement Brownien Fractionnaire a Infinité d’Echelles Dyadiques { B o(t)}iepa d’in-
dices de Hurst H = (H;); et d’amplitudes o = (0;); est le champ gaussien d accroissements
stationnaires, isotrope de représentation harmonisable

too etts _ /\
(3.2.2) Bpo(t Z / it W(),

IE\H”’

ot Do = B4(0,1) = {¢, €| < 1} et ot pour tout £ > 1,
= {627 < gl <2

Remarque 3.2.2 On remarque que sur chaque couronne Dy ot la densité spectrale f? du
MBFIED n’est pas identiquement nulle, log(f) est une fonction affine par morceaux de log(|€|),
la pente étant liée a Hy, l'ordonnée a l'origine étant liée a oy. On a donc unicité de la suite
o et (aux couronnes ou la densité spectrale est nulle prés) unicité de la suite des indices de
Hurst H.

Exemple 3.2.3 Le Mouvement Brownien Fractionnaire & Infinité d’Echelles Dyadiques { Bi,»(t) }1cra
dans le cas particulier ou tout les indices de Hurst sont égaux : H= H et toutes les amplitudes
sont égales o = oq est (a un scalaire prés) le Mouvement Brownien Fractionnaire.

Exemple 3.2.4 Si a partir d’un certain rang J, pour tout j > J, 0j = o5 et H; = Hy
alors le MBFIED {Bp,(t)}icre d’indices de Hurst H = (Hj); et d’amplitudes o = (0;);
est un Mouvement Brownien Fractionnaire Multi-échelles au sens du modéle introduit dans
|BarBer06)].
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Remarque 3.2.5 Si pour tout j, o; = 1, on retombe alors sur un cas particulier du Mou-
vement Brownien Multifractionnaire Généralisé (sans caractére multifractionnaire) défini par
A.Ayache et J.Lévy-Véhel dans [ALV99]. On rappelle que, si X > 1 est un réel firé et
h = (h¢(+))¢ une suite de fonctions uniformément Hélderiennes a valeurs dans [a,b] C (0,1),
le Mouvement Brownien Multifractionnaire Généralisé de parametres \ et H est le processus
gaussien continu Y\ défini par,

zt§ -1 +oo zt§ -1
Yua(t) = / W Z / ROCE gdW(f)-

2
0<|¢|<1 =One<igl<arh

Si on pose X =2 et pour tout £, hy(-) = Hy, on retombe bien sur un MBFIED {Bg +(t)};cpa
d’indices de Hurst H= (H;); et d’amplitudes o = 1.

Dans ce qui suit, le cas 0 = 1 n’est pas celui auquel on va s’intéresser. Tout au contraire,
on va s’'intéresser a un autre cas extréme, celui du Mouvement Brownien Fractionnaire La-
cunaire. Dans ce cas, certains termes de la suite des amplitudes o = (0;); peuvent s’annuler.
C’est ce qui va permettre d’avoir des propriétés assez particulieres comme la non unicité du
champ tangent en tout point, liée au fait que le comportement du Mouvement Brownien
Fractionnaire Lacunaire dépend de la famille d’échelles considérée.

Mais avant de construire ce champ, on va commencer par en dire un peu plus sur
les propriétés de régularité des trajectoires du Mouvement Brownien Fractionnaire & Infinité
d’Echelles.

3.2.2 Régularité des trajectoires du Mouvement Brownien Fractionnaire a
Infinité d’Echelles

Maintenant on va dire quelques mots des propriétés de régularité locale des trajectoires
du Mouvement Brownien Fractionnaire a Infinité d’Echelles Dyadiques. Comme cela été re-
marqué plus haut, quand o = 1, le Mouvement Brownien Fractionnaire a Infinité d’Echelles
Dyadique est un cas particulier du Mouvement Brownien Multifractionnaire Généralisé. On
peut donc s’attendre a ce que, comme dans le cas du Mouvement Brownien Multifractionnaire
Généralisé, les propriétés de régularité locale des trajectoires soient liées au comportement
hautes-fréquences du champ considéré. Dans la proposition suivante on va voir que c’est
effectivement le cas.

_ logy(o;)

Proposition 3.2.6 On pose, pour tout entier j, 7; = avec la convention 7; = +00

st 05 = 0. On définit alors le réel H par

H = liminf(H; + 75).

j—toe

L’exposant de Hélder uniforme H,,. du Mouvement Brownien Fractionnaire a Infinité d’Echelles
{Bao(x )}xeRd d’indices de Hurst H = (Hj); et d’amplitudes o = (0;); est égal presque
surement a

(323) ﬂloc = Sup{a, BH,O'(') € Cl%c(Rd)} =H.
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Preuve. On montrera cette proposition en section en utilisant les ondelettes. O

En fait on va voir que ce résultat de régularité peut recouvrir bien des situations
différentes au niveau de l'irrégularité des trajectoires.

Pour illustrer cette idée, on va décrire deux cas extrémes : celui du Mouvement Brow-
nien Frcationnaire Classique et un premier exemple de Mouvement Brownien Fractionnaire

Lacunaire.

Ici ce qu’on va appeler le Mouvement Brownien Fractionnaire Lacunaire Dyadique d’in-
dice de Hurst H € (0,1) d’indice de lacunarité 7 > 1 est le champ gaussien & accroissements
stationnaires suivant

e 1

(3.2.4) By (z) =) W (&)

d
n€N2 |£‘ﬂ+2

[T <] <2lr™I+1

Dans le graphique suivant, on a représenté les densités spectrales respectives d’'un MBF
d’indice de Hurst H = 0.6 et d’'un MBFLD d’indice de Hurst H = 0.6 et d’indice de lacunarité
T =1.5.

A

500 1000 1500 2000 2500

500 1000 1500 2000 2500

Ficure 3.1 — Mouvement Brownien .
Fractionnaire classique FIGURE 3.2 — Cas lacunaire
q

Le graphique suivant montre quelques réalisations de taille 107 de MBFLD défini par
la relation pour le méme indice de Hurst H = 0.6 mais pour différents indices de
lacunarité. Ces simulations ont été réalisées par Samuel Nicolay (Université de Liege) qui a
utilisé une méthode de syntheése par Fourier inverse. La courbe rouge est celle du MBF, la
verte celle d'un MBFLD d’indice de lacunarité 7 = 1.1, la bleue celle d’'un MBFLD d’indice
de lacunarité 7 = 1.4 et la violette la verte celle d’'un MBFLD d’indice de lacunarité 7 = 2.1.
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FIGURE 3.3 — Quelques réalisations de Mouvements Browniens Fractionnaires Lacunaires
Dyadiques d’indices de lacunarité différents

On peut remarquer que pour tous ces processus, les trajectoires ont toutes la méme
régularité Holderienne uniforme (voir la proposition ci dessus). Néanmoins, plus l'in-
dice de la cunarité est grand, plus les trajectoires ont l'air régulieres. Pour interpréter ce
phénomeéne, on va comme cela a été fait dans le chapitre [2 pour les séries d’ondelettes lacu-
naire, faire intervenir la notion d’irrégularité uniforme. On détaille dans les lignes qui suivent
un peu plus ce point de vue.

Dans le premier cas du MBF classique, comme ce processus est auto-similaire toutes les
échelles jouent le méme role. Cela se traduit au niveau de l'irrégularité des trajectoires par la
loi du log itéré. On sait donc qu’en particulier pour tout compact K de R¢ et tout réel positif
€ > 0 il existe deux variables aléatoires C et Cy presque stirement positives telle que pour
toute échelle r dans (0, rg),

Cl’rﬂ H 1ie
sup |Br(x) = Br(y)| < Cor™{log(r)[27=.

(3.2.5) —— < 1
|10g(7ﬂ)|5+6 {(zy)eK? |z—y|<r}

On peut résumer la propriété ci dessus, en disant que le degré d’irrégularité des trajec-
toires, donné par l'indice de H, est exactement le méme a toutes les échelles.

Dans le deuxiéme cas par contre qui est celui du MBFLD, le degré d’irrégularité des
trajectoires dépend de la famille d’échelle choisie. Il va exister en fait deux familles d’échelles
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remarquables pour lesquelles le degré d’irrégularité des trajectoires est différent.

Une premiere famille remarquale d’échelles, est la famille (7,1)nen = (27", en
Le degré de régularité des trajectoires est minimal et exactement H suivant cette famille
d’échelle : pour tout compact K de RY, tout v > 1 et tout réel positif € > 0 il existe deux
variables aléatoires C1 et Cy presque siirement positives telles pour tout entier n,

Cﬂ“ﬂl 1
(3:2:0) W = ()R sl }’BE’T(@ — B +(y)| < Caryy|log(rn)F2.
0g(Tn,1)|2 z,y) €K |z—y|<rn,1

Grace au critere ondelettes d’irrégularité uniforme, on va pouvoir identifier une autre famille
d’échelles remarquables (ry,2)nen = (2777),en pour laquelle le degré de régularité des trajec-
toires est maximal et supérieur & H : pour tout compact K de R? tout v > 1 et tout réel
positif € > 0 il existe deux variables aléatoires Cy et Cy presque stirement positives telles pour
tout entier n,

Cyrh. 7 1
BT S ey ()~ Bue)] < Corilllog(raa) 2,
Og rn,2 2 €,y € S T—Y|STn,2

pour un certain réel H, défini plus loin dans la proposition supérieur a H.

Pour décrire ces deux situations radicalement différentes, la notion d’irrégularité uni-
forme se révéle étre un concept tout a fait adapté a la description de la régularité des trajec-
toires.

En effet, la propriété (3.2.5) peut se traduire de la maniere suivante (voir proposition
pour plus de précisions)
HBE,ZOC =H = IBﬂ,loc-

On peut aussi interpréter les deux propriétés (3.2.6)) et (3.2.7) du MBFLD en terme d’irrégularité

uniforme en disant que
HBEJ,IOC =H< -,Z'Bﬂﬂ-,loc =H.

Pour démontrer tous ces résultats, on va avoir besoin d’utiliser le critere ondelettes
d’irrégularité uniforme. Maintenant on va appliquer ces deux criteres ondelettes a I’étude du
MBFLD qui a été défini ci-dessus.

3.2.3 Le Mouvement Brownien Fractionnaire Lacunaire Dyadique
3.2.3.1 Un résultat de régularité sur les trajectoires du MBFLD

On considere le MBFLD défini ci-dessus par I’équation . Pour tout entier n € N,
¢, désignera l'entier [7"]. L’étude des propriétés de régularité uniforme faible sera basée sur
I'idée qu’en gros, les gros coefficients d’ondelettes du MBFLD sont situés aux échelles 27 et
qu’a ces échelles, on a I'estimation des coefficients d’ondelettes du champ suivantes

sup |ea| & 274
|A[=2n

On retrouve ainsi bien le pendant aléatoire de la série d’ondelettes lacunaires définie dans le
chapitre [2] en section Ainsi en section [3.5] on montrera que

IBEV-,-JOC = Ha
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en remarquant qu’on est presque dans le cas de la série d’ondelettes lacunaire,

Z Z 2 tndly,

neN |)\|:2*ln

considérée au chapitre précédent.
On pourra ainsi démontrer la proposition suivante démontrée en section [3.5] :

Proposition 3.2.7 On a les résultats suivants concernant la régularité des trajectoires du
Mouvement Brownien Fractionnaire Lacunaire défini par I’équation .

1. Presque strement,
HBE,T =H.

De plus, si on note par (by)nen la suite ([T"])nen la propriété est vérifice.

2. Soit H le réel,

TH

3.2.8 H= ——" .
( ) 1-H+7H

Presque strement, l'exposant d’irrégularité uniforme du Mouvement Brownien Frac-
tionnaire Lacunaire défini par ’équation est H.
De plus si on note (jn)n la suite définie par

alors la propriété est vérifiée.

Remarque 3.2.8 Le Mouvement Brownien Fractionnaire Lacunaire défini par [’équation
étant l’analogue aléatoire de la série d’ondelettes lacunaires définie dans le chapitre[d en
section[2.6., on retrouve bien sur des comportements de régularité et d’irrégularité similaires.
On souligne ainsi l’analogie entre la formule @ servant o définir lindice d’irrégularité
uniforme de la série d’ondelettes du chapitre @ et la formule définissant Uindice d’ir-
reqularité uniforme locale du MBFL.

Dans la section suivante, on va s’intéresser a la construction d’un champ gaussien vérifiant
des propriétés d’autosimilarité locale. On va devoir modifier légerement la définition ci dessus
du Mouvement Brownien Fractionnaire Lacunaire Dyadique.

3.3 Un exemple de Mouvement Brownien Fractionnaire Lacu-
naire non dyadique

Le but de cette section est de modifier 1égerement la définition du MBFLD pour retrou-
ver d’autres propriétés intéressantes comme la non unicité en tout point du champ tangent et
des propriétés d’autosimilarité asymptotiques locales. Mais avant d’introduire ce champ, on
va avoir besoin de notions préliminaires, tout spécialement celles concernant la notion d’es-
pace tangent et de champ tangent. On va commencer par en dire un peu plus sur les notions
de champs tangents et d’espaces tangents.
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3.3.1 Espaces tangents et champs tangents

La notion de champ tangent a été initiallement introduite dans [BJRI7] par A.Benassi,
S.Jaffard, D.Roux liée & celle d’autosimilarité asymptotique locale. Dans [Falc02], [Falc03],
K.Falconer donne la définition plus générale suivante :

Définition 3.3.1 Soit {X(t)},cpa un champ aléatoire a trajectoires continues. Le champ
aléatoire {Y (t)},cpa s’annulant presque sirement en t = 0 est un champ tangent en xo au
champ aléatoire { X (t)};cpa sl existe deux suites décroissantes d’échelles convergeant vers 0,

(P1,n)ns (P2n)n telles que,

X B — X
(3.3.1) { lim (@0t piat) — X(o)
n—+00 P2.n

b= Ok

ot la convergence considérée est la convergence en distribution sur [’espace des fonctions
continues munies de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

Dans le cas particulier ou p3 , = pfn pour H € (0, 1), on retrouve une forme faible de
la notion d’autosimilarité asymptotique locale :

Définition 3.3.2 Soit (pn)nen une suite strictement décroissante de réels positifs. Un champ

aléatoire { X (x)}zer est dit localement asymptotiquement autosimilaire d’exposant H en xq

X - X
suivant la famille d’échelles (pn)nen i le champ aléatoire { (zo + ﬂnz) (z0) } a une
Pr u€eR

limite non triviale quand n tend vers l'infini.

Pour définir rigoureusement la notion d’unicité du champ tangent, K.Falconer utilise la
notion d’espace tangent. On appelle espace tangent d’'un champ aléatoire {X(t)};cgra et on
note T'an(X, xo), I'ensemble de tous les champs tangents {X (¢)},cra en zo.

K.Falconer remarque que si A est une constante positives et si {Y (¢) },cga est un champ
tangent au champ aléatoire {X(t)};cpa alors {AY (¢)},;cga est aussi un champ tangent au
champ aléatoire {X (t)};cpa-

On parle d’unicité du champ tangent a X en xq si

Tan(X, o) = AV, v 2 v),

pour un certain champ aléatoire Y.

On dit aussi que {Y (t) };,cra est 'unique champ tangent au champ aléatoire {X (t) },cpa.
Dans la cas contraire, on dira que le champ aléatoire X admet plusieurs champs tangents en xg.

Dans le cas particulier des champs gaussiens, K.Falconer a montré le résultat suivant
(corollaire 3.10 de [Falc03]) qui permet de décrire la sructure locale de I’espace tangent en
presque tout point :

Théoreme 3.3.3 Soit X un champ gaussien a trajectoires continues. Pour presque tout xg
dans R? pour lequel X admet Y, alors :
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1. Soit il existe un vecteur aléatoire d-dimensionnel Z,, tel que presque sirement,
Yoo (t) = t.Zy,

pour tout t dans RY.

2. Soit il existe H € (0,1) tel que pour tout t # 0, {Ya,(rt) }rer est un multiple scalaire du
Mouvement Brownien Fractionnaire d’indice H. Cela signifie que dans chaque direction,
le champ Yy, est un multiple scalaire du MBF dont l"indice de Hurst H est indépendant
de la direction choisie.

En gros, dans le cas de champs gaussiens admettant en chaque point un unique champ
tangent, ce champ tangent est soit ’régulier’ soit ’fractal’ comme un Mouvement Brownien
Fractionnaire.

On peut se demander a quel type de comportement on doit s’attendre si ces hypotheses
ne sont pas vérifiées. En partant d’un champ légerement différent du Mouvement Brownien
Frcationnaire Lacunaire défini plus haut, on montrera dans la section suivante que 1’on peut
définir un champ gaussien admettant plusieurs champs tangents en chaque point et dans
ce cas les champs tangents du champ considérés peuvent différer du Mouvement Brownien
Fractionnaire.

3.3.2 Un Mouvement Brownien Fractionnaire Lacunaire particulier admet-
tant en tout point plusieurs champs tangents

Soit 7 > 1 et H € (0,1). On rappelle que le réel H est défini par la relation (3.2.8). On
définit alors les deux suites (j,)nen €t (£)nen de la maniére suivante : jo = 1 et pour tout
entier n > 1,

H 1-H
ln = = jn +7108(jn), Jins1 = —==Ln +ylog(ln
gl T 1080n), dnir = T tn + 7 log(ln)

ol 7 est un réel positif.

On définit alors le Mouvement Brownien Fractionnaire Lacunaire (non dyadique cette
fois ci) suivant :

(3.3.2) B.(x Z/ L Z/ Gt AW

Djn !€\H+’ Dy, €[S

Les démonstrations des propositions[3.2.6]et[3.2.7] faltes en sections[3.4] et [3.5]s’adaptent
sans difficulté au cadre du MBFL défini par I’équation (3 . En effet, la variance et de la
covariance des coefficients d’ondelettes du MBFL défini par 1’équation vérifient des
estimations tres similaires a celles démontrées dans le cadre du MBFLD défini par I’équation
. Les exposants de régularité et d’irrégularité uniforme locale des trajectoires sont alors
presque stirement exactement les mémes que dans le cas du MBFLD défini par 1’équation
. De plus a une correction logarithmique pres, les propriétés et restent vraies
presque surement. Ce qui est plus intéressant sont les propriétés d’autosimilarité asympto-
tiques locales résumées dans la proposition suivante.
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Proposition 3.3.4 1. Le champ gaussien { By +()},cga défini par Uéquation est
asymptotiquement localement auto-similaire d’exposant H en chaque point xg selon la
famille d’échelles (1p1)nen = (27%),,. De plus, pour tout xo € R?

- {EH,T(QCO + 7n1t) — By - (20) }
lim
n—-+00
teRd

H

ot la limite est prise au sens de la convergence en distribution sur ’espace des fonctions
continues muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact et

(3.3.3) By(t) = / eitg_ldﬁ?(g).

j€[H+s

1qg<t

2. Le champ gaussien {Eﬂ;(ﬂj)}meﬂgd défini par ’équation est asymptotiquement
localement auto-similaire d’exposant H en chaque point xo selon la famille d’échelles
(rn,2)neNy = (2777),. De plus, pour tout xg € R4

i = {Eﬁ(t)}teRd

n—-+o0o r 9
n?

. { By (%0 + r2t) — B (o) }
1m —
teR4

ot la limite est prise au sens de la convergence en distribution sur l’espace des fonctions
continues muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact et

(3.3.4) B (t) = / eitg_ldW(f),

H+4
3<lél<1 €

On a ainsi démontré le résultat principal de ce chapitre concernant la structure locale
de l’espace tangent en tout point du Mouvement Brownien Fractionnaire Lacunaire défini par

I’équation (3.3.2)) :

Théoréme 3.3.5 Les deuz champs gaussiens {Bp (t)}cpa €t {Eﬁ(t)}teRd définis par les re-
lations (3.3.5) et (3.53.4]) sont deux champs tangents au Mouvement Brownien Fractionnaire
Lacunaire { By +(x)},epe défini par ’équation . Ceci implique que {Eﬁﬁ(az)}xew ad-
met en tout point plusieurs champs tangents qui ne sont pas lorsqu’on se fize une
direction des multiples scalaires d’un MBF.

3.4 Démonstration de la proposition [3.2.6

La démonstration de la proposition [3.2.6| utilise différentes techniques introduites dans
[CKR93|. Pour montrer la relation , on décompose le champ By, dans la base d’on-
delettes de Lemarié-Meyer (voir [Mey90]).

La démonstration de la proposition [3.2.6] repose alors sur un lemme clé que l'on énonce et
qu’on démontre dans la section suivante.
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3.4.1 Estimation de la corrélation des coefficients d’ondelettes du MBFIED
Lemme 3.4.1 Le champ {BHs ()} cre est le MBFIED défini par l’équation

1. La covariance des coefficients d’ondelettes du champ {Bp ()}, cra peut étre majorée
de la maniére suivante pour j > 1, (k, k') € (Z%)? :

WELRD =

1+ |k — K| ’
ot Cy > 0.
2. Sik=1Fk alors
C4 max 02272y < EB(2,) < C max o222 ey,
refj- 1,m+1}( ¢ ) < Ele) < 22e{j—1,j,j+1}( ¢ )
ou C1,Cs > 0.
Preuve.

1. On va utiliser ’hypothese 0 & supp(zZ). Soit j > 1, (k, k') € (24)?

e, [
E(cjrcin) = gzoatg |E[2HeHT dg

14

129 (k—K")C 1700 -\ |2
— 0.2 12—2]'Hj,1 / e W(C)‘ dC

i- |C[2Hi-1+1

1/2<|¢|<1

e B G()[2

|C[2Hi+1 ¢

+J]22_2jHj
1<|¢l<2

129 (k—Kk")C |7, 2

J |C[2H+1+1

2<|¢|<4

Soit j un entier fixé et p € {0,1,2}, on définit alors la fonction Fjp par

i2792C) 750 |12

2p-1<|¢|<2p

On souhaite majorer

sup ((1 + |2|)|F} (2))).
rER

0'F;
11 est suffisant pour cela de savoir majorer ||Fp||L1(Rd /Z | == o, 2| 21 (ray-

o1l = [ s [ O con.

2r—l<|¢l<2r 1<|¢]<8
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De plus, pour tout £ et p :

O'EP DO 1 1
TCZJ = 12p71<|¢|<2p(C) < (|3éz)’ ) |C\2Hj+1 - (2Hj + 1)C€W‘2W> )
alors
o) 1 _ ~ 1 _
/ lrad )@ adc < [ T dcremey [ BOR g < UL,
2p—1<|¢|<2P 1<|¢l<2

Si on pose z = k — k’, on obtient bien le résultat souhaité.

2. Si k =K alors

)2 2
]E(C?,k) — 0.2_ 2—2jH]- / W)(Cﬂ dC+o_j22—2jHj / ‘|sz2(H)—|i_1 dC

j—1 ’C’2Hj71+1
1/2<[¢I<1 1<[¢]<2
2
2 o 2jH, %)l
+O’j+12 JHj+1 / KPHJJA—H C
2<|¢|<4

Le résultat est alors immédiat.

O
On va maintenant montrer la proposition [3.2.6
3.4.2 Démonstration de la proposition |3.2.6
On pose
Bho@) =3 3. ¢ ) Big(@) = 3 Cul@)on(@) + 3 Y Grl@)viula).
720 |k|<j29d kezd 720 |k|>j27d

On détermine 'exposant de Hélder uniforme du champ { By , (%)} erd-
On prouve tout d’abord que

(3.4.1) H>Hpy oo

log, (o
Pour tout entier j, on pose 7; = —M avec 7; = +oo if o; = 0.

J
Par hypothese, pour tout réel positif €, il existe un entier j tel que
Vj>jo, Hj+7; > H —¢.

On utilise alors un résultat classique (voir le lemme 3 de [MST99]) et le lemme On en
déduit qu’il existe une variable aléatoire presque stirement positive Cp(w) et un entier jo(w)
tel que pour tout entier j > jo(w) et tout k € Z4
(3.4.2)
6 < Cov/Tog(R)/Iog(7) max(2-3(h ) 23U +41) 9= (Hiat7ii) i |
< Cpjr/log(j) max (2~ (Hi+7) 9-i ]+1+7_7+1) 2 J(H7+2+Ty+2)) < Cojiv/log(j)2 IEH=9),
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Dot si |k| < j27% on a

Cojd/Tog(f) max(2-3F547), 2-3(Hs1147311) 23y 12+7112))

<
< Cojy/log(j)2~ J(H=e)

Ainsi par le critere ondelettes de régularité Holdérienne uniforme on en déduit la ma-
joration voulue de 'exposant de Hoélder uniforme du champ B11{ -

Ci
Le théoreme I1.7 de [CKR93| appliqué a la suite (g5 1) = ?”’k + permet d’obtenir
E(l¢, xI?)?
I'inégalité inverse
(3.4.3) H < Mgy toe

en utilisant le premier point démontré dans le lemme On a alors directement la conclu-
sion souhaitée en utilisant le lemme suivant

Lemme 3.4.2 Presque sirement, les trajectoires du champ {B¥ ()} ycra sont CiL (RY) pour
tout

0<H<H <1,
Ainsi les exposants de Holder et d’irrégularité uniforme des trajectoires du MBFIE sont ceux
du champ {B}{’U(x)}xew.

Preuve. Soient 0 < H < H' <1, > 0 et ¢ € D(R?). On peut supposer que supp(p) C
B4(0,1) = {z,|z| < 1} et que 0 < ¢ < 1. On note Y le champ aléatoire ch%La. On veut
majorer |Y (z + h) — Y (x)| pour tous x, h dans By(0, 1) fixés.

Ici \I/;k, ®;, désignent respectivement gmp; i €t ©or. On remarque que si on pose,

Fioe=Y(277)
on a pour tout y (par décroissance rapide des fonctions 1))

C(M)

(3.4.4) i@l <90 = k) < G, e

et
Uin(x+h) — U, p(x) = fp(@z+27h) — fj£(2m).

Par I’équation (3.4.2) on a

Y (z+h) — = ’Z > dp(fin@r +27h) — f5(272))

J=1|k|>j27d

+ Y Cu(®i(x + h) — Dp(2))]
kezd
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On applique alors le théoreme des accroissements finis et on obtient

+o0
Y@+h)=Y@| < > s ST 37 07 fl)]
j=1 yE€([29 2,29 z+27 h) =1 |k|>j27d

+o0

IN

5 27I(H=2) 1og(2 + | k) log(2 + j)[27A|

oy, s Aty k)M

j=1 y€[2jx,2ja:+2jh} ly|=1 ‘k‘>j2jd

log(2 + |K])
+C(M)|h sup D E———
( )| ‘ye[a:,ac—&—h}kezzd((l—i_|y_k|M))’

ceci résultant de 1’équation (3.4.4]) et donc de la décroissance rapide des fonctions ¢ et .
Alors

+o0o (1—H—¢) - .
C210=H=2) j1og(2 + 7)
Y+ h)-Y(x) <C(M)|h — +C
¥ (o) =Y ()] < CONM (i) +©)
On en déduit le lemme si on choisit M suffisament grand. O

3.5 Démonstration de la proposition [3.2.7]

On va utiliser le critere ondelettes d’irrégularité uniforme. Par hypothese et par le lemme
: pour tout entier n, et tout j € {jn, -, Jnt1 — 1}

E(|c ,[2)) < Cp2~ 2k
je{fng?’-)-(,gn+2}( (’CJ,k‘ )) < Cp ,

et sij&{ln—2,-- lnia}, E(\Cz-,kIZ) —0
Alors pour tout entier n, et tout j € {jn, -~ jns1 — 1}
E(|ci 4[2) < CZinf(2 9T 2in1(1=1D) =)

et par une démarche similaire a la démonstration ci dessus on en déduit que presque siirement
pour tout vy > 1

sup sup |Bu.(x+h)—Bu-(z)] <Ch inf(2_j"ﬁ, 9int1(1=H) 2_j)j7+%.
z€RT |h|<2-7 B

On en déduit alors presque stirement les deux majorations dans les équations (3.2.6), (3.2.7)
et
F > IB}{ -loc = IBEJ-,ZOC'

On veut maintenant majorer 'exposant local d’irrégularité uniforme du Mouvement
Brownien Fractionnaire Lacunaire.

Par la méme démonstration que dans la section précédente, on sait que presque strement
il existe une constante presque siirement positive Cy(w) et un entier ng(w) tel que

(3.5.1) Vn > np(w), |k|ga§(end ]c@mk| > Cp(w)2 K,
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D’ott : pour tout entier n et tout j € {jn, -+, ln}

max(sup [¢j x|, 277 sup 2°|cj 4 [) > Co(w)2 ™ > Cy(w)2 77
5 €<y ’

Ainsi, pour tout entier n et tout j € {jn, - ,ln}

max(sup |c}’k], 277 sup 24]02,?]) > Cp(w)27720 (1) > ¢y (w)277H.
2] £<j

On conclut alors par le critére ondelettes.
De plus, si on utilise que pour tout entier j

€54 < Cpw sup sup |Byo( +h) = Br.o(2)]
z€R [h|<27

et ’équation ([3.5.1) on déduit la minoration dans 1’équation (3.2.7)).
Comme pour tout entier n H¢,, = Hj, et

sup  sup |Bps(x+h) = Bus(r)] < sup  sup |Bur(x+h) = B, ()]
zERT |h|<2—En z€RC |h|<2—In

on en déduit la minoration de 1’équation (3.2.6)).

3.6 Démonstration de la proposition 3.3.4

La démonstration de la proposition découle du lemme suivant :

Lemme 3.6.1 Pour tous =, h dans RY,

_ E(Bu(z+279h) — By .(2)) ¢ihC _ 12 -
o) | tm St 2 Bl [ e 2 < w( B0 )
no—-+00 2—4Jng %<‘C|<1 |q +
et
 E(Bus(a+279m01h) — By (2)?) / jeihe — 1 o
3.6.2 lim = —— == = E L d¢ =E(Bg(h)]?).
( ) ng—-+o00 2*2jn0H %<|£|<1 ’C‘QﬂJrl (| i( )|)

Preuve. Comme le champ {Bp -(z)},cpra est & accroissements stationnaires

B(|Busr(a + 270h) — B (@)2) 2% [ Je™ 1P
777- 777_ —
o s [P
5y —q Y ’el _1’
= E(|Bg,(279m0h)?) -2 QJnOH/ [e™ — 117 4
a d<lgl<r [CPHH
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De plus si on effectue le changement de variables ¢ = 27770 ¢ dans I’équation (3.3.2)) on obtient

(1Bigr(o+2-m0h) — By o(@)]?) — 227 1P
E(|Bg+(x+277%0h) — By .(x — 27 4Ing / —_—
<lel<1 |¢[2HAHL
+00 it ’ezhc _ 1’2 2 |ezh< _ 1‘2 ‘eih( _ 1‘2
- 22 o 2H+1 d<+22 ot 7 9 2H+1
= . €] | [P+ Lefel<t |CPHH
27In0 Dy, 9~ Jng Dj,,
no—1 ih¢ 2 ih¢ 2
. e — 1 et — 1
- wwer [t er [t
=0 2790 Dy, o 27In0 D,
no—1 _ h¢ 2 ih¢ 2
my lehe —1]? 2 le™s — 1]
T TN / dc + Z 9—2jng H L 7S
q;) , IC[2H+1 W | |¢[2H+1
2—]n0 Djn 2™ Ing Djn

On va maintenant majorer chacune de ces sommes. On majore la premiere somme de la
maniere suivante

e i H |eth¢ — 1|2 = Ve H 2| ~|1—2H
S [ < S e [
n=0 2790 D, "= 2790 Dy,
—1
S ‘h|22*2jnoﬂnoz 22(£n*jn0)(17ﬂ)
n=
< ‘h|2272jn0£22(]‘n071,1_jn0)(1_E)
< |h|22—2jn0 22jno(1—ﬁ)_0¢110g(jn0)
9~2jng (1=H)9~2Hjn,
< [P
no

pour un certain a; > 0 dépendant de v et H.
On majore maintenant la deuxieme somme

< aw lethe — 12 2 H
—z)npdd n
>ttt [ dCede < 2t z =

n=ngo 2*jn0 D(,n 2 ]nO De
< QJnOH E
— |C’2H+1
n=no
2 Jng DZ
< 92 2jngH Z 2— 2(€n— ]nO)H
n=ng .
—2inog HA
< 2_26"05 = i
> o
Jno

ceci découlant de la définition de £,,,.
La troisieme somme peut étre majorée de la maniere que la premiere

no—1 o | ih¢ 1|2 __no—1 .

Z 2*2jn0H € __ dc < 2_2jn0H Z 22(jn*jn0)(17H)
|<’|2H+1 -

n=0 n=0

277m0 Djy, _ —
2_2j7L0H22(jn0—17jn0)(17H)
9~ 2jng H j201=H) 9=2jng (1-5)(1-H)

IN N

¢
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en utilisant I’équation (?7).
La quatrieme somme peut étre majorée de la méme maniere que la deuxieme

+00 _ ZhC _ 2 _ “+o0
Z 9—2jng H ud( < 27 2ngH S 9= 20n—ing)H
|C|2H+1 - e 1
n=ng+1 . n=no+
27 Ing Djn
2_2jn0H2_2(jn0+1_jn0)H
2_2jnOHj202_2jn0 (ﬂ_l)H

VANVAN

Ainsi on a prouvé la relation (/6.3.8). La démonstration de la relation (6.3.9) est similaire.
O

Le lemme ci dessus permet donc de démontrer la convergence au sens des distributions fi-
Bur(z +277u) — By (2) By (2 +2"u) — B, ()
(resp )
ucRd u€Rd

nies dimensionelles du champ { 7 o—lnH

vers { By(t)}icpa (resp {Bu(t)}icra)-

Pour passer a la convergence en distribution pour la topologie de la convergence uni-
forme sur tout compact, on va avoir besoin du résultat suivant (critere de Kolmogorov énoncé
par exemple dans [?] ) :

Proposition 3.6.2 Soit (Z,)nen une suite de champs aléatoires a trajectoires continues on
R? s’annulant & Uorigine. On fait Uhypothése que pour tout T > 0

V(S,t) € [_T7 T]d,SlégE(|Zn(t) - Zn(8)|a) < CO(T)|t - 5|1+ﬂa

pour une certaine constante positive Co(T') dépendant éventuellement de T et o, deux

constantes positives. Si par ailleurs pour tout compact K la suite (Zy)nen convergent au
sens des distributions finies dimensionelles sur K alors la convergence est en distribution sur

K.

On utilise la proposition [3.6.2| ci dessus et une méthode similaire a celle du lemme|(3.6.1
on applique le critere de Kolmogorov a la famille

By +(x + 279mu) — By ()
1 H,T H,7
u€ER4

et a la famille

B +(z + 27 ) — By ()
2 - -
{Zn(“)}ueRd = { 9—lnH

u€ERI

Ainsi on peut conclure.



Chapitre 4

Les différentes notions de régularité
ponctuelle

4.1 Introduction

La notion d’irrégularité uniforme définie au chapitre précédent a un analogue ponc-
tuel : la notion d’irrégularité ponctuelle, introduite pour étudier des fonctions nulle part
différentiables. Un exemple célebre est celui de la fonction de Weierstrass

W(x) = Z a ™ cos(2mat),

n>0

(o H est un réel compris entre 0 et 1) étudiée de maniere exhaustive par G.H.Hardy en
1916 dans [Har16]. En effet G.Hardy, dans [Harl6], montre que cette fonction vérifie les deux
conditions suivantes :

(4.1.1) 301 > 0, V(z,y) € [0,1)%, |[Wr(y) — Wi (x)] < Ci|z —y|7,

et

(4.1.2) 30y >0, Vz € [0,1], sup |[Wg(u) — Wy (v)| > Cortl.
y,lz—y|<r

La condition (4.1.2) implique en particulier que la fonction de Weierstrass n’est jamais
différentiable. Un autre exemple de fonction qui vérifie des propriétés similaires est donné
par les trajectoires du MBF. En effet p.s.

(4.1.3) 301> 0,Y(x,y) € [0,1%,|Br(y) — Bu(x)| < Cilz — y[""/log(|log(|z — y])])-

De plus p.s. les trajectoires du MBF vérifient ce qu’on appelle la loi du log itéré de Chung

H
(4.1.4) 30y > 0, Vo € [0,1], sup |Br(y) — Br(z)| > Cq r

jo—y|=r V/log ([ log(r)])

Les propriétés de régularité ponctuelle du MBF sont les mémes en tout point et suivant toute
les échelles considérées. Le MBF est donc 'uniformément régulier’ en espace et en échelles
ce qui est cohérent avec les propriétés de stationarité et d’autosimilarité de ce champ. De

104
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maniere plus générale les champs non localement déterministes et fortement non localement
déterministes vérifient le méme type de propriétés.

Pour résumer les propriétés de régularité des deux exemples présentés ci dessus (pour
utiliser la terminologie de C.Tricot) on dira que la fonction de Weierstrass et les trajectoires du
MBF sont (p.s.) & la fois uniformément Holdérienne (propriété[d.1.1ou[4.1.3)) et uniformément
anti-Holdérienne d’exposant H (proprié¢té[d.1.2Joufd.1.4) . On définit en effet (voir par exemple
[Tric92]) la notion de fonction Holdérienne inverse d’exposant a € (0,1).

Définition 4.1.1 La fonction f est dite Holdérienne inverse ou anti Héoldérienne d’exposant
a en xg s’il existe une constante positive Cy, (dépendant a priori du point xo de RY) et un
réel positif ro tels que

vr<ro, sup [f(z) = fy)| = Crr®.
(.)€ B(wo.r)?

Si la fonction f est anti-Holdérienne en tout point xo de RY et que la constante Cy, ne dépend
pas du point xo choisi, elle sera alors dite uniformément anti Holdérienne.

On peut d’ores et déja souligner que la notion de fonction uniformément anti-Holdérienne
est beaucoup plus forte que celle de fonction uniformément irréguliere étudiée dans le cha-
pitre précédent. En effet, pour par exemple un réel o compris entre 0 et 1, dire qu'une
fonction est uniformément irréguliere d’exposant « signifie qu’a chaque échelle r, pour un
certain point x dépendant éventuellement de r, on peut minorer un accroissement du type
|f(x + h) — f(x)| avec |h| < r par r®. Par contre, dire qu’une certaine fonction f est uni-
formément anti Holdérienne, signifie qu’a chaque échelle et en en tout point xy on est
capable de minorer un accroissement du type |f(z + h) — f(x)| avec |h| < r par r®. Ce qui
est bien sir beaucoup plus fort.

On peut donner de nombreux exemples ol la fonction f est a la fois uniformément
Holdérienne et uniformément anti Holdérienne d’exposant «. Les fonctions de ce type ont été
largement étudiées car elles vérifient une propriété tout a fait remarquable : les dimensions de
boite inférieure et supérieure de leur graphe coincident et sont égales & 2—a (voir [Falc90]). On
ne peut par contre rien dire sur la dimension de Hausdorff du graphe, méme si dans certains
cas, on est quand méme capable de la minorer (voir [KMY84], [MWS6] ou encore [PrzyUrb89]).
Si on considére par exemple, la fonction de Weierstrass qui est bien Holdérienne et uni-
formément Holdérienne d’exposant a (voir [Har16]), la dimension de Hausdorff de son graphe
n’est pas connue. Une conjecture célebre dit qu’elle est égale a 2 — a. De nombreux travaux
(IMWS86], [Led92], [HuLau90],[HuLau93], [KMY84],[PrzyUrb89],[ShioSekid0]) semblent confir-
mer cette conjecture.

Deux classes d’exemples de fonctions, a la fois Holdérienne d’exposant « et uniformément

Holdérienne inverse d’exposant «, ont été étudiés. Une premiere classe d’exemple largement
étudiée est celle des fonctions de type Weierstrass (voir par exemple [KMYS84], [MWS&6],
[PrzyUrb89], [Tric97], [BouschHeurt99], [BouschHeurt00],
[Heurt03], [Heurt05],[DemTric06] ). Une autre classe d’exemple est celle des champs gaussiens
qui généralisent le Mouvement Brownien Fractionnaire. Les résultats d’irrégularité ponctuelle
(loi du log itéré de Chung) découlent alors de 1’étude de la régularité du temps local du
champ considéré (voir [Ber72], [GH80], [AdI81]). Ceci recouvre notament la classe déja citée
des champs gaussiens localement non déterministes (voir par exemple [Ber73|,[Pitt78]) et for-
tement localement non déterministes (voir [Xia097],[Xiao05],[Xiao07]).
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On va étendre ces notions de fonction anti-H6ldérienne en un point zg et de fonction
uniformément anti-Holdérienne aux exposants « supérieurs a 1. L’objectif est ici de s’inter-
roger sur les liens pouvant exister entre ces notions d’irrégularité ponctuelle et la théorie des
ondelettes. L’approche via les ondelettes va permettre de générer des exemples beaucoup plus
complexes du point de vue de l'irrégularité ponctuelle, que ceux existants déja ou exposants
de régularité local, ponctuel, d’irrégularité locale et ponctuelle coincident tous en tout point.

On sera en effet capable de construire des fonctions a exposant d’irrégularité ponctuelle
varie prescrit (ou exposant de Holder supérieur), et differe ou non de I'exposant de Holder
classique en tout point (voir le chapitre [5). On montrera aussi qu'il existe des fonctions mul-
tifractales au sens classique dont 1’exposant d’irrégularité est constant (voir aussi le chapitre
5). Enfin on sera capable de générer des fonctions multifractales pour la notion d’irrégularité
ponctuelle(voir le chapitre [5)) satisfaisant un formalisme multifractal. Le point de vue onde-
lettes permet donc de construire des modeéles de fonctions dont l'irrégularité ponctuelle est
non homogene en échelles et/ou en espace. Ce qui n’est pas le cas de ceux existants déja.

Dans un premier temps, section [4.2] on commencera par rappeler les différentes notions
de régularité ponctuelle usuelle (dite forte) et les liens existants entre le degré de régularité
ponctuelle d’une fonction et ses coefficients d’ondelettes. On définira ensuite, section
la notion d’irrégularité ponctuelle d’'une fonction. On étudiera alors le lien entre ondelettes
et irrégularité ponctuelle (section . On s’intéressera ensuite, section aux propriétés
d’irrégularité ponctuelle de presque toute fonction de C%(R?) (au sens de la prévalence). On
conclura ensuite sur des exemples (sections et chapitre |5 : séries trigonométriques,
fonctions de type Weierstrass et séries d’ondelettes.

4.2 Régularité ponctuelle forte

4.2.1 Espaces Cy’(x)

On commence par rappeler la notion de régularité Holdérienne ponctuelle usuelle

Définition 4.2.1 Soit a un réel positif, f € L2.(RY) et 9 € RY. On dit que la fonction f
est dans lespace C*(xg) si :

Il eziste une constante Cy, un réel positif ro et Py, vérfiant deg(Py,) < « tels que :
Vr <o, [[f(%) = Puo ()| Lo (Baor)) < Co 7.

On définit alors I'exposant de Holder ponctuel inférieur en zp noté hy(xo) qui est en fait
I’exposant de Holder usuel :

(o) = supfa > 0, f € C*(wo) }.

De maniére analogue a ce qui a été fait dans le cadre uniforme, on définit ici ’espace Céws (z9) :

Définition 4.2.2 Soit 0 un module de continuité fort d’ordre M € N, f une fonction de
L (RY) et 29 € RY. On dit que la fonction f est dans ’espace Cé\é(a:o) st :

loc

1l existe une constante Cy, un réel positif ro et Py, polynome de degré au plus M —1 tels que :

Vr < ro, [[ (%) = Puo (@) oo (Bwor)) < Co 0(7).
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Exemple 4.2.3 Soit a >0 et M = [a] + 1.
— Pour 0(r) = r®, on retrouve pour C}L(z¢) lespace C®(z¢) usuel.

— Pour 0(r) = r*|log(r)|? (B étant un réel quelconque), Cé\fs(xo) sera noté Cﬁoglﬁ (o).

De la définition des espaces Cé\ﬁ, (z9), il découle directement la proposition suivante :

Proposition 4.2.4 Soient My < Ms et 61,05 deux modules de continuité d’ordre My et Mo
respectivement vérifiant 63 < 01 et rM1 = O(61(r)) alors

M. M
CQQfS(xO) C Cel,ls(xO)-

Dans ce qui suit, on aura aussi besoin de la notion de module de régularité ponctuel :
Définition 4.2.5 Soit f € £°(R?) et mg € R, On définit le module de régularité ponctuel
L®° d’ordre M de la fonction f en xg par

Vr >0, wi, (r) = ;llllf IAM £ ()| oo (B, (0,))
By (zo,7) = {x, [z, 2 + Mh] C B(xo,r)}.

La question naturelle qui se pose est alors la suivante : a-t-on équivalence entre les deux
propriétés :

1. La fonction f vérifie
(4.2.1) f € Ci(zo)

2. Il existe une constante positive C et un réel positif rq tel que,
(4.2.2) Vr <o, w%co (r) < Cob(r).

La réponse sera oui. Ce résultat est déja connu pour 0(r) = r® et M = [a] + 1, dans le
cas ou la fonction f est uniformément Holdérienne, & un terme correctif en log prés et est basé
sur la caractérisation ondelettes de la régularité Holdérienne ponctuelle qui sera rappelée plus
loin (voir [Jaf04] proposition 6). L’objectif de ce qui suit est d’étendre le résultat de [Jaf04]
aux espaces CjL(zo) en montrant que I'on peut s’affranchir de 'hypothese f uniformément
Holdérienne et du’il n’y a en fait pas de correction logarithmique a apporter. La démonstration
est cette fois ci directe et ne nécessite pas 'utilisation des ondelettes.

4.2.2 Equivalence définition polynomiale et différences finies

Le résultat que ’on va montrer dans cette section est le suivant :

Proposition 4.2.6 Soit f une fonction de Lf(?c(Rd) et 8 un module de continuité fort d’ordre
M. On a équivalence entre les deux propriétés suivantes :

(4.2.3) f € Ci(xo).
1l existe une constante positive Cy et un réel positif o tel que

(4.2.4) Vr <o, ch\{z,o (r) < Cob(r).
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On utilisera les notations du chapitre précédent, section On commence par montrer
la proposition suivante. Il s’agit d’une adaptation au cadre de la régularité ponctuelle du
théoréme 3.5 montré par R.A.DeVore et R.C.Sharpley dans [DevSharp84].

Proposition 4.2.7 Soit M € N, 6 un module de continuité, xo € R? et f € L (R?). Les
deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. 1l existe Cy une constante positive, et ro un réel positif tel que
(4.2.5) Vr < ro, W%:o (r) < Cob(r).

2. Il existe une constante positive Co(f, M,d) dépendant de M,d et de la fonction f, et un
réel positif ro tel que pour tout r < 7g

(4.2.6) Ey—1(f, B(wo,r)) < Co(f, M,d)0(r).

Remarque 4.2.8 On peut reformuler la propriété de la maniére suivante : il existe
une constante positive Co(f, M,d), et un entier positif jo tel que, pour tout j > jo, il existe
un polynome Py, ; de degré au plus M — 1 vérifiant

(4.2.7) 1 f (%) = Pro i ()| Loo (B(wo,2-3)) < Co8(277).
Preuve.
1. Supposons qu’il existe Cy une constante positive, et jo un entier tel que
Vi > o, wih, (277) < Cob(277).
D’apres le théoreme de Whitney, on a alors pour tout entier 5 > j
En—1(f, B(x,277)) < Cow}h, (277).
Cela implique bien que l'on ait la propriété (4.2.6)) qui soit vérifiée.
2. Il reste & montrer que si la relation (4.2.6]) est vérifiée alors f vérifie la propriété (4.2.5)).

En effet, soit h € R? tel que |h| < 277, z € R tel que le segment [z, x + Mh] soit inclus
dans la boule B(zg,r) et P un polynéme de degré inférieur ou égal a M — 1

M
AN f(@) = AN (f(a) = P(2)| < D |f(x +ih) = Pz +ih)),
1=0

et donc
Mp o
w2 (277) < M|\ f = Pllpoo(B(ao.2-7))-

Par passage a l'inf, sur tous les polynomes de degré inférieur ou égal a M — 1, on a
w%xo (2_]) < MEM*l(f: B(xﬂa 2_]))

Ce qui implique bien le résultat voulu.
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0

11 s’agit maintenant de démontrer I’équivalence recherchée entre les propriétés (4.2.3)) et
(4.2.4). Avant d’énoncer le résultat souhaité on démontre le lemme suivant qui va permettre
d’étendre la notion de dérivée de Peano d’'une fonction donnée dans [DevSharp84] :

Lemme 4.2.9 Soit 0 est un module de continuité fort d’ordre M, et B un multi-indice
vérifiant |5 < M — 1. Si pour une certaine constante positive Co(f, M,d), et un certain
entier positif jo tel que, pour tout j > jo, il existe un polynome Pj ., de degré au plus M —1
vérifiant alors pour tous entiers j, £ tels que j </

(4.2.8) |DP Py (0) = DP Py (w0)| < Co2/719(277),
pour une certaine constante positive CN'O.

Ce lemme implique en particulier que la suite (D P} ., (z0)) jen est de Cauchy, elle converge

donc. Par ailleurs une simple adaptation de la démarche de [DevSharp84]) montre que la

valeur de .ligl (DPPj 4y (70))jen ne dépend pas de la suite Pj,, de polynéme de meilleure
j—+oo

approximation L choisie. La définition suivante a donc un sens.

Définition 4.2.10 Les hypothéses et les notations sont celles du lemme[].2.9. La limite de la
suite (DPPj 4o (w0))jen est notée DP f(xo) et appelé dérivée de Peano d’ordre 3 de la fonction
f en xgp.

Remarque 4.2.11 Dans [DevSharp8j)], on montre le lemme pour (277) = 27IM ¢t
on définit exactement comme cela est fait dans ci-dessus la notion de dérivée de Peano d’une
fonction en xg pour |G| < M.

Remarque 4.2.12 Par le lemme et la définition de la notion de dérivée de Péano on
a lestimation suivante (en faisant tendre £ vers linfini dans

D7 f(x0) = DP Pjay (20)] < 2.27716(27).

Preuve du lemme [4.2.9]
On remarque qu’il existe une constante C7 ne dépendant que de M telle que pour tout
polynome P de degré inférieur ou égal a M — 1

IDPP|| oo (B(ag.2-)) < C127PN|| Pl oo (Bag.2-3)-

Le résultat est vrai pour g = 0,5 = 0 car 3, < [D*PllL=(5(0,1)) €t [[PllLe50,1)
sont deux normes équivalentes sur I’espace de dimension finie des polynémes de degré inférieur
ou égal a M — 1. Le cas zg quelconque et j entier s’en déduit par changement de variable.
Ceci implique que

IDP(Pjeo — Pjs1,20) |l oo (B(ag.2-i-1))

C122V1| P} 2y — Pjt1.w0ll Lo (B(zo.2-1-1)

C129P1| Py oy = Fllroe (Bao2-i-1)) T Cr22PN| Pyt eo = fll oo (Bzo,2-i-1))
201 Cx271819(277)

VA VANNVAN
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On en déduit alors, que pour tout £ > j
/—1
1D (Pyg = Prao)ll 1o (B(ao,2-1y) < 2C1C0 Y 28P16(27%) < Co271Pl9(27),
k=j
car # est un module de continuité fort d’ordre M. On obtient alors le résultat.
On est maintenant en mesure de montrer ’équivalence entre définition différences finies et
définition polynomiale :

Proposition 4.2.13 Soit 0 un module de continuité fort d’ordre M. On a équivalence entre
les deux propriétés suivantes :

1. feCh(RY).

2. Il existe une constante positive Cy et un réel positif ro tel que, pour tout r < rg

(4.2.9) w%xo (r) < Cob(r).

Preuve.
1. Supposons que la fonction f soit dans Cé\fs(xo). On a alors pour z tel que [x,z 4+ Mh] C
B(zg, RY)
1AV f(@)] < 1AV (f = Pro) (@),

et donc pour tout réel positif r inférieur & un certain réel positif rq
M
Wrao (1) < M f = Proll Lo (B(ao,r))-

Ceci permet de conclure.

2. On montre maintenant 'implication inverse. On suppose donc que f vérifie la propriété
|D et on montre que f € Cé‘/{s (o). Pour cela on définit le polynéme P, par

(x — a:o)ﬂ.

Pa@= Y D'fn)

|BI<M -1

On remarque que lorsque qu’on aura montré que f € C%(Rd), Py, sera nécessairement
le polynéme de Taylor de f en zp. On a

(z — x0)”
1Peo = Piaolloo(Boa—y < Y ID°f(xo) - D’BPj,a:o(fﬁo)\Hiﬁ, | oo (B(z0,2-9))
Bl<Mm ' ‘ '
< Z (271819(277)2-910I
M
< C(MBE).

Comme

1f = Puolloe(Bz,2-1)) < If = PiaollpeB,2-9)) + 1 Pjz0 — Proll oo (B(,2-Y)»

on peut bien conclure.

0

On va s’intéresser maintenant a un autre aspect de la notion de régularité Holdérienne ponc-
tuelle : le lien avec les ondelettes. On va détailler ce point dans la section suivante.
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4.2.3 Reégularité ponctuelle forte et ondelettes

Dans [Jaf04], S.Jaffard a donné une caractérisation ondelette de la régularité Holdérienne
ponctuelle. Cette caractérisation est basée sur la notion de coefficients dominants que 1’on
commence par rappeler.

Définition 4.2.14 Les coefficients dominants sont définis par

dy = sup (Jex).
ANCA

On peut alors définir les d;(xo) qui sont les coefficients dominants en un point zo de R<.

Définition 4.2.15 Deux cubes dyadiques X et X' sont adjacents si ils sont a la méme échelle :
Al = |N| et si la distance entre X et X' est nulle. St \j(xo) désigne le cube dyadique d’échelle
J contenant xo, on note 3\j(xo) U'ensemble des cubes adjacents a \j(xo). On définit alors

dj(xg) = sup (dy).
Me3;(xo)

Le théoreme 1 de [Jaf04] donne alors une caractérisation ondelettes de la régularité ponctuelle
par des conditions de décroissance portant sur les d;(zg) :

Théoreme 4.2.16 Soit o un réel positif.

1. Si la fonction f est C*(xg) il existe une constante positive Cy telle que

(4.2.10) Vj >0, dj(wo) < Co279°.

2. Réciproquement si la condition (4.2.10) est vérifiée, alors [ € Cﬁog|(mo).

De maniére plus générale, en combinant la proposition 1.2 de [JafMey96] et approche par les
coefficients dominants, on a une caractérisation ondelettes de la régularité ponctuelle forte :

Théoreme 4.2.17 Soit 0 un module de continuité fort d’ordre M.
1. Sila fonction f est Cé‘/fs(xg) il existe une constante positive Cy telle que

(4.2.11) Vi >0, dj(wo) < Cof(277).

2. Réciproquement si la condition (4.2.11]) est vérifiée, alors f € C|]\1{)g|9 s(20)-

On va maintenant définir de maniere analogue a ce qui a été fait pour la régularité Holdérienne
uniforme, la notion de régularité ponctuelle faible et de fonction anti-Holdérienne en un point
Zo.

4.3 Notion de fonction anti-Holdérienne. Régularité ponctuelle
Holdérienne faible

4.3.1 Ensembles [*(z) et C&(x)

On commence par définir la notion de fonction anti-Holdérienne en un point zo de R?,
qui étend celle donnée par C.Tricot dans [Tric92| pour les exposants o compris entre 0 et 1.
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Définition 4.3.1 Soit a un réel positif, f une fonction de Lf;’c(Rd), xo un point de R, On dit
que f est anti-Héldérienne ou Héldérienne inverse d’exposant o en xq et on note f € I*(xg)
s’il existe une constante Cy, et un réel positif ry, (dépendant donc & priori du point xo) tels
que
Vr < ey, sup |AN flle(sy(mory) = Cor®.
|h|<r

St la constante Cy, et le réel rp, ne dépendent pas du point x¢ de R? choisi la fonction est
dite uniformément anti-Holdérienne d’exposant o sur RY

Remarque 4.3.2 On a choisi de donner une définition différences-finies plutét qu’une définition
polynomiale de la notion d’irrégularité ponctuelle afin qu’il y ait un lien entre la motion
d’irrégularité ponctuelle et celle d’irrégularité uniforme.

On peut remarquer que :

Proposition 4.3.3 Si f est une fonction uniformément anti-Holdérienne d’exposant o sur
R, elle est alors aussi uniformément irrégulicre d’exposant o sur R? (au sens du chapitre
précédent).

On peut aussi définir une notion de régularité Holdérienne ponctuelle faible, plus simple a
manier que la notion d’irrégularité ponctuelle :
Définition 4.3.4 Soit o > 0, M = [a] + 1, f € L (RY) et z9 € RY. On dit que f est dans
C%(xo) si f & I%(xg). Cela signifie que pour toute constante positive C' il existe une suite
décroissante (ry)nen de réels positifs telle que :

Vn >0, ;Llllp IAN fll o By (o)) < C T4
<r

La fonction f est donc faiblement régquliere en xg d’exposant o > 0 si pour toute constante
positive C' il existe une certaine gamme d’échelles (ry)nen pour laquelle on peut majorer le
module de régularité ponctuelle de f en xg pour r = ry par Cre.

Remarque 4.3.5 De méme que dans le cas uniforme, l’ensemble I*(xqg) et son complémentaire
lensemble CG(xo) ne sont ni un ni Uautre des espaces vectoriels.

Remarque 4.3.6 On ne sait pas ici montrer de proposition analogue a la proposition|2.4.1
qui est le point clé permettant de passer a une caractérisation ondelettes de la notion de
réqularité Holdérienne uniforme faible.

On peut alors définir la notion d’exposant de Holder supérieur d’une fonction f de L%’c(Rd).

Notation 4.3.7 On appelle exposant de Holder supérieur de la fonction f en xg et on note
h¢(xo) le réel positif défini par

hy(zg) = sup{a > 0, f € Cy(x0)}-

De manieére plus générale on peut donner les deux définitions suivantes utiles lorsqu’on
s’intéressera au lien entre irrégularité ponctuelle et ondelettes :
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Définition 4.3.8 Soit 0 un module de continuité, f € L?;’C(Rd) , zo € R On dit que f est
0 anti-Héldérienne ou 0 Héldérienne inverse d’ordre M en xg et on note f € [éM(a}()) st il

existe une constante Cy, et un réel positif ry,, dépendant a priori du point xo choisi, tels que

Vr< g, |21\1<p IART fllzoo (By (o)) = Cob(r).

Si la constante Cy, et le réel ry, ne dépendent pas du point xo de R? choisi la fonction est
dite uniformément 0 anti-Holdérienne d’ordre M sur R?.

Par ailleurs f est dans Céww(mo) si f & Iéw(:co). Cela signifie que pour toute constante positive
C il existe une suite décroissante (rn)nen de réels positifs telle que :

Vn > 0, |21‘1<p ||AhM fHLOO(Bh(a:o,Tn)) <C H(TTT)

Notation 4.3.9 Soit a > 0 et M = [a] + 1. On peut distinguer deuz cas particuliers :
— Pour 0(r) = r®, les ensembles 1% (wo) et CiL (x0) sont respectivement l’ensemble
I%(x0) et l’ensemble CS(xo) définis plus haut.

— Pour 0(r) = r*|log(r)|? (8 € R) on note Iﬁogm(a}o) (resp Cﬁoglﬁw(xo)) l’ensemble
I

S

(o) (resp l’ensemble C%U(xo)).

4.3.2 Résultats d’inclusions entre les ensembles C2(zy)

De maniere analogue a ce qui existe pour la régularité Holdérienne uniforme faible on
a les résultats suivants d’inclusions :

Proposition 4.3.10 Soit 0 < a1 < as. Alors
Co? (o) C €t (x0).
Cette proposition découle du résultat plus général suivant.

Proposition 4.3.11 Soient My < My et 01,05 deux modules de continuité d’ordre My et Mo
respectivement vérifiant 6o < 01 et

P = 06 (1),

alors
Col (o) C CyT(x0)

Pour démontrer la proposition on utilise la caractérisation polynomiale suivante des
ensembles Céww(xo) (les notations sont celles de la section i analogue a ce qui a été
démontré dans le cas de la régularité ponctuelle forte :

Proposition 4.3.12 Soit 0 un module de continuité. Les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

1. fe Cé\’/fw(.i?o)
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2. Pour toute constante positive C' il existe une suite strictement décroissante de réels
positifs (rn)nen telle que, pour tout n,

(4.3.1) EM_l(f,B(JI(),Tn)) S Co(f, M, d) C@(T’n)

Remarque 4.3.13 On peut reformuler la propriété de la maniére suivante : pour
toute constante positive C' il existe une suite strictement croissante d’entiers positifs (jn)nen
telle que, pour tout n, il existe un polynome Py, , de degré au plus M — 1 vérifiant,

(4.3.2) 1f = Pronll oo (B(zg,2-iny) < COHRTIM).

On va maintenant s’intéresser au lien entre irrégularité ponctuelle et ondelettes.

4.4 Ondelettes et régularité ponctuelle faible

L’objectif est de méme que dans le cas uniforme de se donner de critéres ondelettes
d’irrégularité ponctuelle d’une fonction. La difficulté est qu’ici on n’aura pas de condition
nécessaire et suffisante de régularité Holdérienne faible. Ceci est du au fait que la fonction

w‘%o(r) = |§L1|’1<p ”Ai‘LJf("L.)HLOC(Bh(Io,T)%

n’est a priori pas un module de continuité. On pourra donc énoncer, section des condi-
tions nécessaires de régularité ponctuelle faible, des conditions suffisantes mais on n’aura pas
de caractérisation ondelettes de la notion d’irrégularité ponctuelle.

On souligne que les résultats obtenus sont radicalement différents de ce que 'on obtient
lorsqu’on étudie les liens entre la notion de régularité ponctuelle usuelle et la théorie des onde-
lettes. En effet, en ce qui concerne la régularité ponctuelle usuelle, méme si on n’a pas stricto
sensu une caractérisation ondelette de la propriété f € C¥(xg), les conditions nécessaires et
suffisantes de régularité ponctuelle sont tres proches ce qui permet de caractériser de maniere
exacte la propriété h;(ro) = a. On montrera par contre (section , a travers un contre
exemple que la condition nécéssaire d’irrégularité ponctuelle, donnée en section n’est
pas une condition suffisante.

On considérera en section [£.4.4) un cas particulier important, celui des fonctions qui
sont a la fois uniformément Holdériennes et anti-Holdériennes. Dans ce cas 14, on obtiendra
une condition nécessaire et suffisante portant sur les coefficients d’ondelettes. On s’intéressera
ensuite, toujours dans la section a la notion plus forte de fonction uniformément anti-
Holdérienne et on s’interrogera sur la traduction en termes de coefficients d’ondelettes de
cette notion. La section |4.4.5| sera enfin consacrées aux preuves des résultats énoncés en sec-

tion 411
4.4.1 Fonctions anti-Ho6ldériennes et ondelettes

On va démontrer dans cette section, le théoreme suivant qui donne une condition
nécéssaire puis une condition suffisante pour qu’une fonction soit anti-Holdérienne d’expo-
sant o en un point donné zg de R%.

Théoréeme 4.4.1 Soit 1 une ondelette a support compact. On a les deux résultats :
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1. Si f une fonction de L;’;’C(Rd) et s’il existe une constante positive Cy telle que pour tout
entier j ‘
dj(l‘o) Z 002_]a,

alors f est anti-Holdérienne d’exposant o en xq.

2. Si f est uniformément Holdérienne et f est anti-Holdérienne d’exposant o en xg alors
pour tout réel B supérieur a 1, il existe une constante positive Cy telle que pour tout
entier 7 on ait :

9i(M—a)

(4.4.1) sup(2°Mdy(20)) > Co—5—
< J

Ce théoreme découle de résultats plus généraux que I'on énonce dans la section suivante.

4.4.2 Appartenance aux ensembles [} (z) et ondelettes

Théoreme 4.4.2 On suppose que Y est une ondelette a support compact. On a les deux
résultats :

1. Si f est une fonction de LfOOC(Rd) et s’il existe une constante positive Cy telle que pour
tout entier j

dj(xo) > Cof(277),

alors f € I}M(x0).

2. Si f est uniformément Héldérienne et f € Ié\/l(xo) alors il existe une constante positive
Cy telle que pour tout entier j on ait :
2iM (277

(4.4.2) sup QZMdg(m()) > Cy 3
< j J

Ce théoreme découle par contraposition, des deux propositions suivantes, qui donnent
une condition nécessaire de régularité Holdérienne ponctuelle faible (proposition |4.4.3|) et une
condition suffisante de régularité Holdérienne ponctuelle faible (proposition [4.4.6]) :

Proposition 4.4.3 On distingue deuz cas :

1. On suppose que 'analyse multirésolution est a support compact. Si f est dans Cé\/[w(azo)
alors pour toute constante positive C il existe une suite d’entiers strictement croissante
(jn) telle que

(4.4.3) Vn >0, Yj > ju, dj(z0) < CH27Im).

2. Dans le cas ot l'analyse multirésolution est quelconque, mais suffisament réguliére, si
f est dans C%U(xo) alors pour tout réel positif € et toute constante positive C il existe
une suite d’entiers strictement croissante (j,) telle que

(4.4.4) V>0, V) > ja, dj(xo) < CH27In1)),
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Remarque 4.4.4 On ne sait pas montrer que la propriété ou la propriété est
stable par changement de base d’ondelette. La précision ¥ ondelette a support compact est
donc ici importante. On remarque que dans le cas ot 'ondelette n’est pas a support compact
le résultat est un peu plus faible.

Remarque 4.4.5 On montrera dans la section[{.4.3, par un contre exemple que cette condi-
tion n’est pas une condition suffisante de régularité Héldérienne ponctuelle faible.

Proposition 4.4.6 Soit 0 un module de continuité fort d’ordre M et f une fonction uni-
formément Holdérienne. Si pour toute constante positive C, il existe une suite strictement
croissante (jn)n d’entiers tels que

Vn € N, V5 € {jn, -+, jns1 — 1}, dj(wo) < Cinf(6(2797), (2 In+1)20ns1 MpM)y,

alors, pour tout 5 > 1
M
I € Cliog|og,(70).

Ces deux propositions seront démontrées en section |4.4.5.1] et [4.4.5.2] Avant de détailler leur
preuve, on va tout d’abord montrer que les conditions (4.4.3) ou (4.4.4)) ne sont ni 'une ni
I’autre des conditions suffisantes de régularité ponctuelle faible.

4.4.3 Un contre exemple a la réciproque de la proposition [4.4.3

Pour illustrer toute la difficulté qu’on a a obtenir un critere d’irrégularité portant sur
les coefficients dominants on va considérer une famille de séries trigonométriques et étudier
leur régularité ponctuelle en tout réel zy. On se donne ( un réel supérieur a 1, et (jn)nen la
suite définie par

Vn >0, jnp = [ﬁn]

On considere alors A un nombre compris entre 1 et 3, o est un réel compris entre 0 et 1 et la
famille de séries trigonométriques (fa,5,) suivantes :

—+o0o . jn)\ .
(4.4.5) fapa(@) =27 3" sin(2ra),
n=0 J=Jn+1

ou pour tout n, jn x = [Ajn]. L’objectif est de montrer la proposition suivante :

- A
Proposition 4.4.7 On suppose que o > gl’ et B > 1. Alors Uexposant de Holder uni-

forme et lexposant de Holder inférieur en tout point de la fonction fopg ) sont tous deux
égauz & H = a/\. Par ailleurs h = Ba/(A+ a(B8 — 1)) est & la fois l'exposant d’irrégularité
uniforme ainsi que l’exposant de Holder supérieur de de la fonction fo . en tout point. En
particulier pour tout réel xq

Bo o —log(dy(an) _ o\

= hon (00) = S G oo Jlog@)

La famille de séries trigonométriques (fq.px) constitue alors bien un contre exemple d la
réciproque de la proposition [{.4.3}
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Pour démontrer cette proposition, on va tout d’abord estimer les coefficients dominants en
tout point zg des fonctions f, g -

Proposition 4.4.8 Pour tout réel xg, les coefficients dominants en xo de la fonction f, g\
vérifient pour tout n > 1

{ Sij € {nr e rdnnks dj(m) = 279n0 = 2700 & = =1

. e apB
Sij € {na+ 1, jngr = 1}, dj(wg) = 2771 = 271X = 97050,

Ceci implique en particulier que pour tout réel g

Ijminfw —H=2
j—+oo  jlog(2) A
et loa(d
lim sup —— 2022 og( j(20) _ H= a—ﬁ.

Preuve. On prend pour ondelette 'ondelette de Meyer qui on le rappelle est dans la classe
de Schwartz, est de transformée de Fourier paire a support compact telle que

-

~ 8t 27 2w 81
supp(v) C [—?7 —?] U [?> Kl

On en déduit alors que pour tout j,, < £ < jy,n — 1 et tout &

cp = 2° / fapn(@)(2x — k)dx
—+00 jn,)\
= 2£22_jna Z /Sin(QjTFl‘)l/)(Qeﬂj—k)dl‘
n=0 j=int1
+o00 ' In,x 1 N »
= 2422_]"0‘ Z % (/ e (2 — k)dx — /e_m”@/}(%x—k)dx)
n=0 ‘j=jn+1
- -1 i20 =tk i —L —i20 =tk 7 j—0
= Yo 3 (612 (29 ) — e~ k(o w))
n=0 J=jn+1
+o0 In, A
= ZQ_j"O‘ Z sin (29~ km ) (27 )
n:q j:j7.:(r_1,+/1\ T
= 277m%sin(k )Y ()

Donc pour tout j,, < £ < jp,x — 1 et tout p
s

coop =0, copp1 = 2(—1)P27Ha( B

).
Pour jpox <€ < jng+1 — 1 et k quelconque
Cok = 0.

Par définition des coeflicients dominants

d¢(xg) = sup sup lcor |
U20=1 20" = (ky (20)—1) <K' <2¢ —C(ko(x0)+2)
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ot ky(z0) = [2%20]. On a alors bien le résultat annoncé. O

Par les criteres ondelettes de régularité Holdérienne uniforme et ponctuelle classique ceci
implique que :

Proposition 4.4.9 L’exposant de Holder uniforme et l’exposant de Holder inférieur en tout
point xg de la fonction f) g sont tous deux égauz a

o
H=—.
- A

On va maintenant estimer I'exposant de Holder supérieur des fonctions f, g\ et le comparer
au réel H = a8/ . Le résultat de la proposition en découlera directement.

Proposition 4.4.10 On distingue les différents cas :

1. Sia < (B—=N)/(B—1) la fonction fo g est uniformément anti-Héldérienne d’exposant
h=1—(A—a)/B. En particulier pour tout réel xy on peut encadrer l’exposant de Holder
supérieur h de la fonction fo 5\ en xo de la maniere suivante

a<h<1-2"9
B
ce qui implique par Uestimation de limsup(log(d;j(zo))/(—jlog(2)) faite dans la propo-
o0
sition précédente ’encadrement
_ A\ —
a < h <min(l — Ta, ﬁTa)

2. Sia> (B—N)/(B—1) la fonction fopx est uniformément anti-Héldérienne d’exposant
h=1—(A—a)/B. En particulier pour tout réel xy l’exposant de Holder supérieur h de
la fonction fo gz est égal a

|

Ba

h= = — .
A+a(f-1) 1+H-H

3. Dans le cas particulier ou o = (3 — \)/(B — 1) alors Uezposant de Hélder supérieur h
de la fonction f, g en xg est égal a

h=a.
Preuve. Dans un premier temps, on majore 'exposant de Holder supérieur. Soit zg € R,

¢ € N et ng tel que ju, +2 < £ < jpot1 + 1. On va minorer |f(y) — f(x)] = |f(27%)| pour
x = [27 2] /27 et y = [2¢7 2] /2671 4 27F qui sont donc tous deux dans B(zg,27¢).

no—1 jn,/\ min(eflajno,X)
f@hH =27 N sin(227r) + 2790 3" sin(20727)
n=0 J=jn+1 j:j7lo+1

On utilise alors I'inégalité classique :

Sur [0, g},sin(x) > —z.

SEES
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On en déduit que, si jn, +2 << jpon +1:

no—1 ] jn,)\ ) ' /—1 '
F7G > 2 o N ot gomine N it
n=0 J=int1 =ingH1
no—1
> 2270 gminagina 997 gminagt
n=0
no—1
> 2.27¢ Z 9in(A=a) 4 9 9=jny
n=0

> 9.2 9ing—1(A=a) | 9 9=jnge

Par contre, si jpox +2 <4< Jpgy1 +1
(278 > 2.279 7 Ino¥9ingr — 9=l0ing(A=a),
Soit alors t € (1, 3) tel que
0= tjn,.

On a alors

jno — %
On en déduit que

—¢min(1—-2z2 <)

Sit<t<)A f(279 Bt 0t

> 2
Sia<t<p, f27f) > 270,

9

— - A
On distingue alors les deux cas a < Z 7 et o > g—l
Sia< g:i\ :
On remarque alors que

A—a « A—« A—«
in(1 — sy 7)) 1-— = ’ 1-—
mase( ot (min(1 — =, %), max (1= 220 = max(a,1- 229
_ 1 A—a
B
et donc que
o) > 205
Ceci permet d’en déduire que

f(Q—Z) Z 2—%@
en posant ici

— A—«

h=1-—

p
Sia> g:i\ :
On remarque alors que
A—a « A—« Ba o
i 1- s L)) - = N T /2 1\’ A + 1-—
max( max (min(l = ==, 7)), max (1 = ——)) max(g +a(f-1) B
Q@

119
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et donc que
Ba
fa) > 2t

Ceci permet d’en déduire que

f(2—€) Z 2—h€
en posant dans ce cas
PR
A4 a(f—1)

On a alors dans les deux cas considérés :

sup [ f(a+h) — fz)] =27
[z,2+h]CB(0,2¢)

Ceci implique bien la majoration de ’exposant de Holder supérieur voulue.
Pour minorer ’exposant d’irrégularité uniforme on remarque que :

Si |h] < 27, [sin(2/72 7 (x + b)) — sin(272~2)| < min(2, 2~ ‘7).

On a alors
no—1 Jn,a—1 Jn,a—1
TETEES SEED VRS SEED R
.7 ]n ] ]n
no— 1 ]n/\
< Yoy o f+4zz o r — )
J=Jn
no— 1 Jna—1
< 22 Jne N 90m €+4Z2 I (BA = 1),
—]n
no— 1 ]n)\ 1
< D2 3 2 2270 (BA = D,
n=0 J=Jn

La suite de la démonstration est alors analogue a ce qui vient d’étre fait.

4.4.4 Un cas particulier important

120

Lorsque la fonction f est C%(xg), on a une condition nécessaire et suffisante portant sur

les coefficients d’ondelettes pour que f soit anti-Holdérienne d’exposant « en xg :

Proposition 4.4.11 On suppose que l’analyse multi-résolution est a support compact. Soit

f une fonction C*(xo).

1. S’il existe deuz constantes positives Cy(xg) et Co(xo) ne dépendant que de xq telles que

pour tout entier j
Cl(.%'(])2_Ja S dj(.fvo) S CQ($O)2_]Q,

alors f € I*(xp).
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2. Si f est de plus uniformément Holdérienne et anti-Héldérienne d’exposant a en xq alors,
pour tout réel f > 1, il existe deux constantes positives Ci(xg), Ca(xo) ne dépendant
que de xq telles que pour tout entier j on ait :

2 jo

(4.4.6) c T <

dj(l‘o) < 02273‘04.
Preuve. Seul le deuxieme point est a démontrer. Remarquons que, comme f est une fonction
de C%(x), pour une certaine constante positive Cy,

dj(x()) < 022_ja.

Soit £y un entier tel que Cy < 200(M =) 1a condition (4.4.2) est alors équivalente

9i(M—a)
sup 2Mdy(z) > Cr—75—;
J—tlo—Blogy(j)<e< J
car
sup 9M 4, (z0) < Cs sup (2/M=2)y < ¢ 2fo(M—a)g(i—to=Flogy(7))(M—a)
£<j—Lo—[ logy(§) £<j—Lo—plogy(4)
On a alors par décroissance de la suite (d;(xo));,
i (M—a) o "
Ci—pF— < sup - 2 de(z0) < 277 d;_4y_B10g,(j) (T0)-
J j—to—Plogy ()<< j

Soit alors j' = j — £y — Slogy(7),

2—j/a2—€oa

> 02— toa—pla+1) 277

dy(w0) 2 Cr—5ramy AT

a partir d’un certain rang.

Quitte a changer C] en 2~ toa=Bla+1) on obtient donc le résultat voulu. O

Une preuve similaire permet d’établir la proposition suivante :

Proposition 4.4.12 On suppose que l’analyse multirésolution est a support compact. Soit f
une fonction uniformément Héldérienne. Alors,

. - . —log(d;(x0))
hy(o) = hy(wo) = o lim (—3 0=

) =

Remarque 4.4.13 Lorsque exposant de Hélder inférieur et supérieur coincident, on a donc
un vrai critere qui porte sur les coefficients dominants.

On peut partiellement étendre le résultat de la proposition [4.4.11] au cas des fonctions uni-
formément anti-Holdériennes.
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Proposition 4.4.14 On suppose que l'analyse multi-résolution est a support compact. Soit f
une fonction C*(R?). S’il existe deux constantes positives Cy et Cy telles que pour tout point
zo de RY et tous les triplets (i,4,k) de {1,---,2¢ —1} x N x Z¢

C1277% < dj;, < G277,

alors f est uniformément anti-Héldérienne d’exposant .

Preuve. On suppose que f n’est pas uniformément anti-Holdérienne. Alors pour toute
constante positive C' il existe une suite strictement croissante d’entiers (j,)nen €t une suite
de réels (z,,)nen telle que

Vn €N, wy,, (279m) < C27me,

Alors par le lien entre approximation polynomiale et différences finies on obtient pour tout n
I’existence d’un polynéme P,, de degré inférieur a « tel que

1f (@) = Pa(@) || oo (B(an,2-in)) < c2 e,

On fait alors un raisonnement similaire a celui qui sera détaillé en section . On montre ainsi
que pour toute constante positive C' il existe une suite d’entiers strictement croissante (jy, )nen
et une suite de réels (z,)nen telle que

dj, (zn) < Co(1p)C27Im

ou la constante Cy ne dépend que de I'analyse multi-résolution choisie. On a donc exactement
le résultat voulu si on raisonne par contraposition. O

4.4.5 Preuve des criteres ondelettes d’irrégularité ponctuelle
4.4.5.1 Démonstration de la proposition |4.4.3

1. Supposons que f € Cé‘{w(a:o). On a alors par la carcatérisation polynomiale de la
régularité uniforme faible, pour toute constante positive C', 'existence d’une suite d’en-
tiers strictement croissante (j,)nen et d’'un polynéme P, ,, de degré inférieur a M tels
que :

Vn >0, Vj > ju, [|f — Pn,onLOO(B(a:OQ—j) <Co@27m).

On suppose que le support de % est inclus dans B(0, 250). Soit A un cube dyadique
inclus dans 3., 44, (z0), en utilisant le fait que 'ondelette 1) a suffisament de moments
nuls

S— 2£/d/ F@) @2 s — K )da
= QM/R (f(2) = Preo(@)9(2"2 — K)da
3(2%72%@’*40))
Et donc, pour A C 3.\;(zo)

lex| < 2901 F = Prollzoe(Bwo.2-im ) 19| 11 (ra)-

Ce qui implique bien le résultat voulu.
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2. On reprend la démonstration ci dessus. Par la méme démarche qu’au chapitre ?7. On
peut montrer que le critére : pour tout € > 0

¥n e N, d;, (z9) < CH(27In(1=2)

est stable par changement de base d’ondelettes suffisament réguliere. On peut donc
considérer le cas particulier d’une analyse multi-résolution construite par produit ten-
soriel. La démonstration sera toujours basée sur le lemme utilisé pour la ca-
ractérisation de la notion de régularité Holdérienne supérieure uniforme par ondelettes.
On définit la suite (¢,,)nen par

In
1—¢

On a alors pour X' cube dyadique inclus dans 3.\, (zo) :

by =]

] +1.

cy = 2vd /d(Aéw(elﬂ)eif)(m)\DM(Zf/m — k' )dx
< 2% (A N @ T2 — K )da
B($072—2 (175)) g
+2Z/d (Aé\{(ﬂﬂ)e.f)(x)‘PO(x)\IIM(QEIx - k‘l)dl'
2*€,<1*€)§\x7x0| g
+2¢d (Aé\{u/meif)(x)(l — @o(2)) U (2" — K')da

2= (=) <Jz—g0|
ol g désigne une fonction indéfiniment dérivable a support compact telle que

Sur B(zg,27%), ¢ =1,
Sur B(xg,2.2770)¢, ¢o = 0.

On majore chaque intégrale, en utilisant 'inégalité de Cauchy Schwartz :

L N S e S
To,27 1 —E

< 2£'d (C@(Q_Jn)) 2_€,d||‘11M||L1(Rd)
< O||‘I’MHL1(Rd)¢9(2_j") = 0009(2—en(1—5))

La deuxieme intégrale se majore de la maniére suivante
2 | (B ) @0 (2) War (27 — K
Q_ZI(I_E)S‘:B—IM v

< 11l (B 2oy 24 ( L. ||\1fM<y>rp’dy)
288 <y]

< |1 £ll Lo (Bzo,2r0) 20

la derniere inégalité utilisant la décroissance rapide des fonctions W ,.
Enfin la troisieme intégrale se majore en utilisant le fait que toute distribution f de
S'(R9) est la dérivée d’ordre ¢ d'une fonction & croissance lente,

f =D+ 21*)g)
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ot g € L>®(R%). Et donc,

s O D@ = o) Uar (2
- —e)<|lz—x¢

- (AY o, 9)@D((1 — po(@)Was (2”2 — K))de

2790 <|z—x0|

L’appartenance de la fonction g & L>®(R%) et la décroissance rapide de la fonction Wy,
permet alors de conclure si 'analyse multirésolution est suffisament réguliere.

4.4.5.2 Démonstration de la proposition

La démonstration de la proposition [£.4.6] est basée sur le résultat intermédiaire suivant :

Proposition 4.4.15 Soit M € N. On suppose que 0 est un module de continuité faible d’ordre
M tel que pour tout j > Jg on ail :

(4.4.7) dj(zo) < CO(27Y).
Alors si f est une fonction uniformément Héldérienne on a pour tout réel B supérieur a 1,
Vr < rg, w%co(r) < CCy) log(r)|55(r).

la constante positive Cy ne dépendant que de l’analyse multi-résolution choisie.

Preuve. Les notations utilisées sont celles de la démonstration de la proposition ?7.
Par hypothese, la fonction f étant uniformément Holdérienne, il existe un réel positif g¢ tel
que
max(s:p |C’k],sup(2j€° spg) ]c;k|)) < +o0.
J i,

On montre alors le lemme suivant :
Lemme 4.4.16 La propriété est équivalente au critére 2-microlocal suivant :
, ~ -k
(4.4.8) Vie{l,-- 27— 1}Vj > jg, Vk € 2, |} | < C(0(277) + 0(1%; = ol))-
Preuve.
1. Sile critere (4.4.8) est vérifié, alors pour X' C 3\;(zo)

(277") < 9279+ < C50(279).

De plus, /
\% — x| < 4d277 = 2027,
Donc Y o
0(l557 — wol) < C20(277)
D’ou

dj(wg) < 20C06(277)
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2. Réciproquement, soit " fixé on note j = sup{m, A’ C 3\, (zo)}. Par la propriété (4.4.7),

x| < 0(277)

i K
2 J—1 S ‘ﬁ—xo‘

Donc,

0(279) < (2 9) < (| oy — o)

O

Soit J un entier fixé. On se donne alors un réel positif h et  un vecteur de R tels que
M

[z, + Mh] C B(xg,277). On désignera par .J; I'entier défini par J; = [—] + 1.
€0

La démonstration est ensuite analogue a celle de la proposition 2 dans [Jaf04]

On a alors
241 jo—1
AMf(z) = z:l 'lek:cﬁkAhM?/)j,k(x) Somme (1)
i=1 j=-—
201 j—1

+ X X X eirAyjk(a) Somme (I1)
i=1 j=jg k
241 ;-1

+ 3 > YA () Somme (I11)
=1 =7 &

2¢_1 400

+ > > Zc]kA ¥ k(z) Somme (IV)
=1 j=J

On va alors majorer successivement les sommes (I),(I1),(I1I) et (IV).
Majoration de la somme (/)

Jo—1
Or la fonction g1 = Z fj(z) a méme régularité que I'analyse multirésolution donc, il existe

j=—1
une certaine constante positive Cy telle que

VJ > 0,wpl (277) < Cp27M,

ce qui par (2.4.22)) implique bien que, pour J suffisament grand :
Jo—1 _
(4.4.9) DAY fi(x) < CocH(27).

j=—1

Majoration des sommes (I]) et ([I])
La majoration des sommes (II) et (I1I) est basée sur le lemme suivant

Lemme 4.4.17 Soit 0 un module de continuité. Pour tout réel v suffisament grand et tout
entier j, on a

241
—z|)

2 Z 1+ |23x gt S <6(279).

=1 keZd
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Pour démontrer ce résultat remarquons que,

Lemme 4.4.18 I] existe une certaine constante Cy telle que pour |v| > 1

(4.4.10) 0(277|v]) < Colv[8(277),
o= (3 11,

Preuve. Soit m l'entier tel que
om < |U’ < 2m+1‘

On a alors o o
027 7|) < f(2772mtl)
< Cpe2)
< Cy0mH(27)
< Cylv|6(27)
O
On distingue alors deux cas.
k .
Si ]27 — x| > 277 on a, par I"équation (4.4.10
0(3 — =) 0(277) |k — 2z|fo Gio—i
< C , < Cof(277).
) kz (1|20 — k[yrrMEL = O kz (120 — k[ynrMAT =0 27)
I —a|>2 k| —a)>2-3
.k _j . .
Si ]27 — x| <277 on a, par croissance de la fonction 6,
2 Mot <ai Y : < Cofi(27)
L1k (42— k|)ntM+1 — 3 By (1+ |29z — k|)ntM+1 — '
7‘§—I|Z2 7 k7\§—x|22 J

On peut maintenant majorer les sommes (/1) et (I11]).
Commengons par majorer la somme (I7) & l’aide du théoréme des accroissements finis
et du critere 2 microlocal (4.4.8)) :

| dElJZIZC KA k()] < su ZZ 6(27) +0(% — o)) JM |y M
=g k PR B yE[:cx—EMh] _]0 - _|_|2 |)M+n+1
<0 g 3y 0O g =)
yE[mx+Mh]] —jo & (14_’2] D
Or, par la propriété [2.4.20
MJ_I iM g(9—i 1 Moo o _
1 j;f 0(2 >ye[ffﬁth](Z (1+‘%_y|)M+n+1)SCO‘h‘ J2IM (a7 < CoIi2).
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De méme, comme y € [x,z + Mh] C B(zo,27”), par la propriété (2.4.20)),

J-1 J—1
— o)) M i M
|n|M sup 2iM < Colh|M6(2 21M < Coh(27).
yE|[z,x+Mh] ]; Z 1 + |2] |) ]_ZJQ
Enfin, par le lemme
) =S ~
WM sup Z Z < Z 21Mg(279) < CuJH(277).
y€lx, a:+Mh] j=je k +’23 D j=je
On en déduit donc bien que
J—-1 B
(4.4.11) YD erAN ()| < CCoIH(277).
J=jo k
Majorons maintenant la somme (I71]) :
(4.4.12)
9d_1 J1 k _:L,OD)
DYDY PTG CZZ 1
=1 j=J k j J k + ‘2] D
+0 -
< CZ@ 9—J +CZZ ’960 yl) (’27 z))
ST U
< CJ19( - ):C’—JG( o)
€0
Majoration de la somme (IV) :
Enfin,
241 +o0 +o00 .
(4.4.13) > > Zc] RN ()] < Co Y 2777 < o210 = Cp2m M
=1 j=J1 j=J1

On obtient par la propriété ([2.4.22) le résultat voulu si J suffisament grand.
Les équations (4.4.9)),(4.4.11)),(4.4.12) et (4.4.13]) permettent alors de conclure. O

En appliquant ce résultat a la fonction 6 définie sur (0,279] par :

VneN,Vhe (2791, 279n] 0(h) = inf(6(277n), (2 In+1)2int1 MpM)y,

la suite (jp)nen étant une suite d’entiers strictement croissante donnée, on en déduit bien la

proposition [£.4.6]

4.5 Reésultats prévalents d’irrégularité

Dans cette section, I'objectif est de montrer que, de maniére prévalente, les fonctions de
C*(R?) sont uniformément anti-Holdériennes d’exposant . On utilisera pour cela les criteres
ondelettes démontrés dans la section précédente. On commence par quelques rappels sur la
notion de prévalence.
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4.5.1 Rappels sur la notion de prévalence

La notion de prévalence est un cas particulier de notion de généricité. A ce titre, comme
toute notion de généricité, elle vérifie un certain nombre de propriétés fondamentales :

1. Invariance par dilatation et translation

[\

. Stabilité par intersection dénombrable.

w

. Stabilité par rapport a l'inclusion.

4. Un ensemble prévalent est dense.

On donne maintenant une définition précise de cette notion. La notion de prévalence a
été initialement introduite pour généraliser la notion de Lebesgue presque partout aux espaces
de dimension infinie. Or on a le résultat suivant :

Proposition 4.5.1 Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie. Il n’existe pas de
mesure o-finie invariante par translation dans E.

On ne peut donc pas généraliser simplement la notion d’ensemble de mesure de Lebesgue
nulle. Il existe néanmoins une caractérisation des ensembles de mesure de Lebesgues nulle de
R? qui conduit & la notion de prévalence :

Lemme 4.5.2 Dans R?, un ensemble borélien S est de mesure de Lebesque nulle si et seule-
ment si il existe une mesure de probabilité a support compact telle que :

Vo € R pu(x + S) = 0.
Dans [Chris72], J.Christenssen a alors introduit la notion suivante :

Définition 4.5.3 Soit E un espace métrique complet. Un borélien A C E est Haar-nul si il
existe une mesure de probabilité a support compact tel que

Vo € E, u(z+ A) =0.

Un sous ensemble A de E est Haar-nul si il est inclus dans un borélien Haar-nul. Le complémentaire
d’un ensemble Haar-nul est dit prévalent.

Remarque 4.5.4 Si l'espace E est séparable on peut montrer que l’on peut s’affranchir de
Uhypotheése p a support compact.

On dira alors que presque tout élément de E satisfait la propriété P si 'ensemble des
éléments de F vérifiant la propriété P est un ensemble prévalent. On dira aussi que la pro-
priété P est vraie presque partout dans F.

On rappelle maintenant une technique utile pour montrer qu’un ensemble est prévalent :
la 'technique du processus stochastique’.

Un élément aléatoire prenant ses valeurs dans E est par définition une fonction mesu-
rable définie sur un espace de probabilité (2, F,P) prenant ses valeurs dans E. Un tel élément
aléatoire définit une probabilité sur F par la formule valable pour tout borélien A de E :

P(A) = P(X € A).
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En utilisant cette mesure de probabilité dans la définition d’ensemble Haar-nul, on en déduit
que pour pouver qu’un ensemble A C E est prévalent il est équivalent de montrer que :

VfeE, P(A+ f) =0,

soit
VifeE,P(XeA+f)=0.

On suppose maintenant que P est une propriété vérifiée par des éléments de E qui est un
espace de fonctions définies sur R%. Pour montrer que l’ensemble de fonctions verifiant P est
Haar-nul, il est suffisant de trouver un processus stochastique tel que :

Pour toute fonction f de F :

p.s. f + X ne vérifie pas la propriété P.
C’est la ’technique du processus stochastique’. On peut maintenant démontrer les résultats
recherchés.
4.5.2 Résultats prévalents d’irrégularité

Proposition 4.5.5 Soit a ¢ N, presque toute fonction de C*(RY), vérifie
Vo € RY, hy(z) = hi(x) = a.
De maniére plus précise, presque toute fonction de C*(R?) vérifie
3Co > 0, Fjo, Vi € {1,--+,2¢ =1}, Vj > jo, Vk € Z%, |d. ;| > Co277°.
et est donc une fonction uniformément anti-Héldérienne d’exposant .

Remarque 4.5.6 Ce résultat est aussi vrai si la notion de généricité considérée est la généricité
au sens de Baire : cela a été démontré dans [Jaf04)] proposition 5.

Remarque 4.5.7 De maniére prévalente et quasi-sire, on est donc dans un cas trés proche
du cadre de la proposition |4.4.11].

7 ’ 3 : 7
Preuve. On se donne (LZJ]-’ 1 )ijk une base d’ondelettes a support compact. Soit (§ j,k)i,j,k’ des
gaussiennes i.i.d. , considérons le processus gaussien défini par :

241

=22 > 5 ()

=1 j2>0 |g|<2id ~7 log

Montrons tout d’abord que {X(z)},cgs est & trajectoires dans C*(R?) :
On sait que par le lemme classique (voir par exemple le lemme 3 démontré dans [MST99])

V(i j, k) € {1, 29 = 1} x N x Z%, |¢} 1| < C(w)j\/log(2 + j),
donc

) 9—ja
V(i,j. k) € {1,--+ 27— 1} x N x 24, |} . (X)| < C(w)

J
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Ceci donne bien le résultat désiré.

Montrons que pour toute fonction f de C*(R%), p.s. Vo € R? f + X(-) € [**¢(x) :
On va pour cela utiliser le lemme de Borel-Cantelli.

Il s’agit de montrer que

D P(djr(f + X) < 277974 < foo.
1,7,k

On suit la méme démarche que dans [AJLO4]

P, (f + X) < 2790574 = [T P(lew(f + X)| < 2792571)
NCX ‘ ‘
= [I P27 <en(f+X) <2779
/\’C)\i
= H P(—2799771 — ey (f) < en(X) < 277574 —en(f))
>\/C>\7'
< H P(=277574 —exn(f) < ex(X) < 2779574 —en(f))
A;’,’,Yk,ckik
L 2log(f) o . .
avec j/ =7+ | + 1. On remarque alors qu’il y a 27 77 = j* cubes dyadiques de taille

log(2)

27" inclus dans /\;k On en déduit que (pour j suffisament grand)

-2

P(d) (f +X) < 2792j790) < (270 71e)i" = ¢ 371087 <

On a donc bien
ZIP’ LX) <2797y < 4o,
(N

Ceci implique par le lemme de Borel-Cantelli que
p-s.Y(i, j k), d(f + X) > 279571
Donc _
p.s, Vo €RY by x(x) > a+e.
O

On va maintenant s’intéresser a I’étude de quelques exemples : séries trigonométriques
et séries d’ondelettes. On commence par donner quelques résultats d’irrégularité sur les séries
trigonométriques.

4.6 Régularité ponctuelle faible et séries trigonométriques

On va suivre une démarche similaire & [AJVWOS]| et utiliser la transformée en ondelettes
de Gabor. On va maintenant expliciter le lien entre régularité ponctuelle faible d’une fonction
f en xg et sa transformée en ondelettes de Gabor.
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4.6.1 Reégularité ponctuelle faible et ondelettes de Gabor

On commence par quelques rappels sur la transformée en ondelettes de Gabor. On aura
besoin de quelques notations :

Notation 4.6.1 Si \, z sont deuz vecteurs de R, \.x désigne le produit scalaire usuel de
A et x. Si Q est une rotation dans R et ¢ une fonction définie sur R?, la fonction ¢q est
définie par

Vo € RY, ga(x) = 9(Qa)).

On définit alors la transformée en ondelettes de Gabor d’une fonction f par :

Définition 4.6.2 Soit ¢ une fonction de S(RY) telle que

supp((g) C B(0,1).

La transformée en ondelette de Gabor d’une distribution tempérée f définie sur R¢ est définie
par

d(a,b,\, Q) = /f "“cé( %)da

On va montrer que le critere ondelettes d’irrégularité ponctuelle montré plus haut peut
s’écrire en terme d’ondelettes de Gabor. On commence par montrer le lemme suivant qui
est ’équivalent du lemme pour les ondelettes de Gabor.

Lemme 4.6.3 Soit M € N* et ¢ € S(R?), telle que

supp(yh) C [—m, 7]\ {0},

il existe alors 0y € (S(R)M wérifiant,
d
Y=Y AN
(=1

ot (e1,--- ,eq) désigne la base canonique de RY.

Preuve. On remarque tout d’abord que la relation

) = ZAM (05,

est équivalente a

d
(4.6.1) = (@ - )Mo ()
=1
Soit alors, pour tout ¢ de {1,---,d}, wa la fonction définie sur R¢ par
) = LD

> (Jefée — 1]2M)

(=1
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Comme supp(1h) C [—m, 7]\ {0} 9/[ est bien, pour tout ¢ de {1,---,d} dans la classe de
Schwartz et vérifie la relatlon voulue O

On en déduit alors la proposition suivante, analogue de la proposition démontrée plus
haut dans le cadre des ondelettes classiques :

Proposition 4.6.4 Soit f une distribution tempérée de Lfooc(Rd) b un point de R? et o un
réel positif. Si f € C3(b) alors pour tout réel positif € et pour toute constante positive C' il

existe une suite décroissante de reéls positifs (pn)nen telle que

1
Vn € N, V0 < a < p,, VQ € SO(d), VY tel que [N > o |d(a,b, A\, Q)] < Cp%l_f)a_

Preuve. Soit
wa)\Q( ) —d —z)\m¢ (a)

on a alors .
wa)\ﬂ( )= a_dwl )‘79(5).

avec A = a.
Des que |A| > 1, comme

B, 5.0(6) = QU+ V),

et supp(¢) C B(0,1) la fonction & Y50
de plus, w ne dépend que de gi)

s’annule en 0 ainsi que toutes ses dérivées. Remarquons

LAQ
On utilise alors le lemme précédent : il existe 6, 5 € (S(R?))M vérifiant

M 14
1 )\ Q Z A 9
De plus pour tout £ € {1,--- ,d}
(4.6.2) vz eRY 0 1 (2) = el ().

Donc
wa)\Q —CL dZAM 02

Ceci implique

d(a,b,\,Q) = a¢ f(:n)e“%sQ(L_b)da;
- —dz @A, ><x;b>dx
x> / A, f@), 5 (5 s

Soit ¢ une fonction infiniment dérivable a support compact telle que

¢ =1 sur B(b, 1),
© =0 sur B(b,2ry)°.
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Pour tout ¢ de {1,---,d} on écrit alors que

T—0b
a

d
a Jdo

—d M ¢ x—b _ —d M ¢
R e LI | o AT

x—b
+a4 AM f(x)po(x)8" ~
o LI @ @5

ta—d AN f(@)(1 - po(2))0" <

al=¢<|z—b ’ a

)dx

T —b

)dx

Par hypothese, f € C3(b). Donc si C est une constante positive fixée, il existe une suite de
réels positifs (7, )nen telle que

Vn €N, Va <, sup 1AL f (@)l 2o (B ba)) < Crir-

1

On posera p, =, °. On fixe donc une constante positive C, un entier n et a un réel positif
inférieur ou égal a r,.
On majore ensuite chaque intégrale, en utilisant 'inégalité de Cauchy Schwartz :

—d M 14
[ B
< @™ (Cr) a1 5L s e

a a(l—e
< CHefW’}\HLI(Rd)Tn = CCopp" ™™

z—b

)dz|

La deuxieme intégrale se majore de la maniere suivante

z—b

o~ / @@ (i
al—e<|z— ’

. |I9f\4x(y)ldy
a"e<|y ’

<1 F 1| e (B, 20y 2>

la derniere inégalité utilisant la décroissance rapide des fonctions 05\4 5

)

Enfin la troisieme intégrale se majore en utilisant le fait que toute distribution f de S’(R?)
est la dérivée d’ordre ¢ d’'une fonction a croissance lente

f =D+ [z)g)
ot g € L¥(R%). Et donc

x_b)dx
a

z—0b

a

a™ b f (@ — )6t -
/a1€<|:c—b Aac,f(@)(1 = 2ol ))QM,)\(

= (Aae,9)(@)D'((1 = po(x))0, 5

ro<|z—xzo|

)dx

L’appartenance de la fonction g & L>(R?) et la décroissance rapide des fonctions 95\4 5 permet

)

alors de conclure si ’analyse multirésolution est suffisament réguliere. O

Cette proposition implique des résultats d’irrégularité pour les séries trigonométriques.
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4.6.2 Un critere d’irrégularité pour les séries trigonométriques

On se donne la fonction f définie par
(4.6.3) flx) = Zanei)‘"'w.

On suppose que (condition suffisante de convergence dans §’) :

’an|
HNGNZ (ERIWIE < 00.

Définition 4.6.5 Soit ()\,) suite dans R%. Pour tout n € N

n = inf |[A, — Al
p m#n‘ |

La suite (\p)nen est dite séparée si

inf > 0.

nGN(Mn)

On fera dans la suite ’hypothese que la suite (A, )nen est séparée. De plus, on supposera que
l’on peut réordonner les termes de la suite (uy)nen de telle sorte que cette suite tende vers
400 et on fera 'hypothese

(4.6.4) lim sup(unﬂ) =C, < +o0.
n Mn

On peut remarquer que cette hypothese est vérifiée par exemple dans le cas suivant :

Lemme 4.6.6 Supposons que la suite (|An|)nen est une suite croissante de réel positifs
vérifiant la condition suivante :

[An1] = [An| = +o0,
ainsi que le critére de non-lacunarité suivant

‘)\n+1|) < l'msup( ’)“;l\+|1‘

1
|Anl n

Alors la suite (pin)nen tend vers +o0o et vérifie la propriété .
De plus pour tout € > 0 et tout réel positif r a partir d’un certain rang

1 < lim inf( ) < 400
n

(4.6.5) Card{m, r < |\p| < gqr} <rf,

pour un certain réel ¢ > 1.

Preuve. En effet, on a alors par I'inégalité triangulaire pour tout n € N

(4.6.6) min([An| = [An—1l; [Ana] = [Anl) < pn < [Anga] 4 [Anl-

Il s’ensuit donc immédiatement que
My — +00.
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De plus, soit C] une constante positive inférieure a limsup(|\,+1|/|An|) et C2 une constante
n

positive supérieure a limsup(|Ap+1|/|An|). Par 'équation (4.6.6) on a
n

Hn+1 maX(’/\n—H‘ + ’)‘n‘ |>‘n+1| + |>‘n’
Hn ’/A\n—f—l‘ - ’)‘n‘)\y |)‘n’ - |/\n—1’
[+ 1R+ 1

IN

)

< max( )
= Mo ’ A
G Gt
1 _
< max( 2+ ,271)<+oo
Ci-1'1-7

Par ailleurs comme pour tout n a partir d’un certain rang
C1 < || <07,

si r est un réel positif fixé et que 'on pose ng = [log(r)/log(C2)] on a bien

r Y
~ log(C1)  log(C2)
avec ¢ = Cy > 1. g

1 1
Card{m, r < |An| < gqr} < og(r) og(r) < g€

On a alors le critere d’irrégularité suivant :

Proposition 4.6.7 Supposons que l'hypothése (4.6.4) soit vérifiée. Soit f la série trigo-
nométrique définie par I’équation et a un réel positif. St f € CS(xg) alors pour toute
constante positive C il existe une sous suite (fi,(n))nen telle que,

Vn € N, 81 [Ag)| = tpm), alors |agymy| < CoC < L > .
Fep(n)

Preuve. On applique le résultat de la proposition Pour tout réel positif ¢ et toute
constante positive C, il existe donc une suite strictement décroissante de réels positifs (o, )nen
telle que

1
¥n € N, V0 < a < pn, Y2 € SO(d), VA tel que |A| > —, [d(a, 20, A, Q)| < Cpll=ele,

n
Comme ’hypothese (4.6.4) est vérifiée, on a pour tout n € N, I'existence d’'un certain entier

p(n) :
1 1 Cu
< pnp < < .

Bom) — Hom)-1  Heo(n)

On a alors

1 1 C,th_a * (1-8)« 1
Vn € N, ‘)\w(n)‘ > —, ’d(i,:ﬂo,)\(p(n),fd)‘ <C 1—2 < CCM —T= |-
Hep(n) Hep(n) 'U’gp(n) 'uga(n)

On conclut en remarquant que

1
d(ia Zo, A

Jd) = agpn-
Heo(n) ) o(n)

w(n

0

Cette proposition implique en fait un résultat d’irrégularité ponctuelle en tout point zg de
R? .
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Corollaire 4.6.8 Soit a un réel positif. Supposons que pour un certain réel positif £g et une
certaine constante positive Cy et tout n € N, on ait

1

Iu’gll—&‘())oz '

Wn € N, Jan| > G
alors la fonction f est uniformément anti-Héldérienne d’exposant o sur RY.

4.6.3 Le cas particulier de certaines séries trigonométriques de type Weiers-
trass

On peut appliquer ce résultat a des séries trigonométriques de type Weierstrass. On
obtient la proposition suivante :

Proposition 4.6.9 On suppose que la suite (|An|)nen est une suite croissante de réel positifs
vérifiant la condition suivante :

[ Ant1] = [An] — 400,

ainst que

1 < lim inf(| )\?\H |) < limsup(| /\;H\

) < 400

n n

Si pour un certain réel positif o € (0,1) et tout n € N

alors pour tout g € R? : B
hy(wo) = hy(wo) = .

Preuve. Par le corollaire comme pour tout n € N

C
jan] > —.
M,

on a pour tout zg € R et tout p > 1 :
hy(xo) < hy(wo) < a

De plus par le théoreme A de [Pes77] pour le cas multidimensionnel comme la propriété m
est vérifiée, on en déduit que f € C*¢(R?) pour tout réel positif . Et donc :

hy(xg) > @f(xo) > a.

4.7 Irrégularité ponctuelle de quelques fonctions classiques

On va revenir sur le modele de séries d’ondelettes perturbées proposé dans le chapitre
précédent en prenant cette fois ci des hypothéses un peu plus fortes qui vont permettre
d’assurer le fait que la fonction considérée est tout a la fois uniformément Ho6ldérienne et
anti-Holdérienne d’exposant . On remarquera, comme dans le chapitre précédent, que des
fonctions classiques rentrent dans ce cadre.
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4.7.1 Perturbation d’une série d’ondelette

Les notations sont celles de la section On notera (7(j, k)) la suite définie pour tout
J, k par
w(j, k) = sup (|7 (j', K')]).

NCA
On fera alors I'hypotheése (Pponct) suivante
min(log, 7(j, k)) max(log, 7(j, k))
. . keZ . kEZ
lim inf - = lim sup - =0.
J—+00 J j—+o0 J

On a alors le résultat suivant : s

Proposition 4.7.1 Supposons que Uhypothése (Pponet) soit vérifiée. Pour tout réel positif
g, la série d’ondelettes fpert est a la fois uniformément Holdérienne d’exposant o — ¢ et
uniformément anti-Hdéldérienne d’exposant o + €.

Preuve. En effet, pour tout réel positif €, a partir d’un certain rang jg et tout j > jo

pplon(TG R maxlonGR)
J B J T

Soit pour tout j > jg
max |7 (7, 7, k)| < 27¢.
max |7 (7, j, k)| <

Donc

fpert eCc= (Rd)-

De plus pour tout réel positif €, a partir d’un certain rang jo et tout j > jo

o ({4
min 0gs (7 (4, k))

. > —€.
J
Soit pour tout j > jg
min |[7(j, k)| > 277¢.
nin [7(j, )] 2
Donc par les criteres ondelettes démontrés en section [£.7] la fonction f est bien uniformément
anti-Holdérienne d’exposant o + &. O

On va reprendre les exemples traités dans le chapitre 1, section [2.5

4.7.2 D’autres fonctions de type Weierstrass

On s’intéresse ici au caractére uniformément anti-Holdérien de la fonction

+o0o

(4.7.1) flo) =) 27Mq(2'),

=0

ou ¢ est une fonction 1-périodique, déja étudiée en section [2.5.1
On considere le cas ou ¢ est une fonction de C*°(R) avec g9 > H. De nombreux auteurs
ont déja étudié cette fonction dans le cas ou ¢ est pseudo-périodique et ont montré le caractere
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uniformément anti-Holdérien de la fonction f dans les ’bons cas’. Plus précisément, soit f la
fonction f par,

“+oo
—(H
fla) = b"Mq(ba),
=0
ot b > 1 ot1 ¢ est une fonction pseudo périodique, de classe C' vérifiant la condition suivante

S lal*G(a) < o0

portant sur les coefficients de Fourier de la fonction ¢. J.L.Kaplan,J.Mallet-Paret,J.A.Yorke
montrent alors dans [KMY84] que la fonction f est soit C! soit Holdérienne et uniformément
anti-Holdérienne d’exposant H.

Dans [BouschHeurt99] et [BouschHeurt00], T.Bousch et Y.Heurteaux s’affranchissent
de toute condition sur les coefficients de Fourier de la fonction ¢ tout en arrivant a la méme
conclusion pour ¢ de classe C? (6 <1, le cas =1 correspondant a une fonction ¢ lipchit-
zienne). Ils montrent de plus que pour b suffisament grand, on est dans le cas ou la fonction f
est Holdérienne et uniformément anti-Holdérienne d’exposant H. Dans [Heurt03] et [Heurt05],
Y.Heurteaux étend ce type de résultats au cas d’'une fonction de type Weierstrass avec des
phases aléatoires qui sont des variables uniformément distribuées sur [0, 1] ([Heurt03]), et au
cas ot ¢ est de classe C'*¢ ([Heurt05] le cas ¢ = 0 correspondant & une fonction ¢ dans la
classe de Zygmund.

Ici I'objectif est juste de proposer une approche alternative, via les ondelettes, pour
retrouver certains de ces résultats dans le cas ou ¢ est périodique. On fait I'hypothese
supplémentaire, faite par C.Tricot dans [Tric97] :

1
(4.7.2) Vz € R, q(z) + q(x + 5) = Cy,

pour une certaine constante Cy. On remarque que par périodicité de ¢, la fonction ¢ s’écrit
sous la forme
() = 3 U — k)
kEZ

avec U = g¥[). On remarque que la famille (¥(27 - —k)); est une famille de molécules
d’analyse et de syntheése au sens de [FraJaw85|] et que donc les critéres ondelettes restent
valables si on considere cette famille. De plus, la famille (¢(27-)); est la famille de molécules
d’analyse périodiques correspondantes. Par les résultats du chapitre 1, on sait déja que

f e CH(R).
Il reste donc a montrer que :
Proposition 4.7.2 La fonction f est uniformément anti-Holdérienne sur R d’exposant H.
Preuve. La démonstration est basée sur le fait que (g(27-)); est une famille de molécules

d’analyse et sur le résultat suivant démontré par C.Tricot (proposition 6.2) dans [Tric97].
Si 'hypothese (4.7.2) est vérifiée, alors pour tous entiers j,n

1
/0 92 2)g(2*x)dx = 6, 5llall 20,0
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De cela on déduit que
1
/0 f(@)g(@z)dr = gl 202"

Les criteres ondelettes permettent alors de conclure. O

4.7.3 Le cas ou la suite 7(j, k) est une suite de variables aléatoires gaus-
siennes indépendantes

On fait dans les deux sections suivantes I’hypothese
Vi >0,Vk ¢ {0,---,2 —1}, 7(j,k) = 0.

On considere maintenant le cas d’une perturbation gaussienne. On va distinguer, comme
dans le chapitre précédent, deux cas : celui ou les coefficients d’ondelettes sont indépendants
et un cas un petit peu plus général ou ils sont faiblement corrélés. On commence par traiter le
cas ol la suite (7(j,k));, est une suite de variables aléatoires gaussiennes indépendantes. Le
lemme suivant démontré dans [AJL04] (démonstration du théoreme 5.1) permet de montrer
que :

Lemme 4.7.3 Soit X un processus gaussien dont les coefficients d’ondelettes sont indépendants
et vérifient de plus ' '
Vi, k, C127 T < E(jejil?) < G271,

les constantes C1, Co étant deux constantes positives et H un réel compris entre 0 et 1. Alors
p.s & partir d’un certain rang
d> 20

i,k >

J j4H
Comme cela a été dit dans le chapitre précédent, le cas du Mouvement Brownien Fractionnaire
peut se ramener a ces hypotheses. Ceci permet de retrouver le résultat déja connu suivant la
loi du log itéré de Chung pour le Mouvement Brownien Fractionnaire démontrée par Monrad
and Rootzén ([MR95]) :

Proposition 4.7.4 [ existe une constante aléatoire C' presque surement positive telle que
presque surement

H
Vz € (0,1), sup |Bu(z)— Buly)|>C "

yeB(.r) V1og(|log(r))]

En particulier pour tout € > 0 les trajectoires du Mouvement Brownien Fractionnaire d’expo-
sant de Hurst H sont ainsi p.s. uniformément anti-Héldériennes d’exposant H — € sur tout
compact.

On considere maintenant le cas plus général ou les coefficients d’ondelettes du processus étudié
sont faiblement corrélés.
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4.7.4 Le cas ou la suite 7(j, k) est une suite de variables aléatoires gaus-
siennes faiblement corrélés

On suppose que la suite des coefficients d’ondelettes c;j est une suite de variables
aléatoires gaussiennes faiblement corrélées. Plus précisément on suppose que la propriété
(2.5.3) est vérifiée. On va alors en déduire la loi du log itéré de Chung pour la série aléatoire

fpert-

Lemme 4.7.5 Presque surement a partir d’un certain rang

et donc la série aléatoire fpert est uniformément anti-Holdérienne d’exposant o.

Preuve. On va utiliser le lemme 7.9 de [CKR93], que l'on peut reformuler de la maniere
suivante a l’aide du lemme de Slépian (voir par exemple [Kah85|, section 15.2).

Lemme 4.7.6 Soient X1, -, X, n variables aléatoires gaussiennes centrées telles que
E(X?) = 1,
E(X;X;) < p* pouri # j.
Alors, pour tout M )
P( sup |X;| < M) <P(|X1] < M)TH0-007,

i=1,-,n

On suit ensuite la méme démarche que celle de P.Abry, S.Jaffard et B.Lashermes dans [AJL0A4]

P(djp <279%57%) = ] P(lex| <277257%)
)\/C)\jyk
= Il P27 <cep < 27995719
)\/C)\jyk ) )
= l;[ P(—2772574 —cn(f) < ex(X) < 27995749 — ¢y (f))
/C Jk . .
< . HA P(—2772574 —cn(f) < ex(X) < 27995749 — ¢y ()
j/,k’c g,k
. ) 21og(4)
/
= 1.
avec j' = j + | og(2) ]+

O

On retrouve ainsi, dans le cas ou les coefficients d’ondelettes sont faiblement corrélés, la loi
du log itéré de Chung. D’apres les résultats du chapitre précédent cela s’appliquera aussi aux
processus fortement localement non déterministes a accroissements stationnaires. On rappelle
que dans le cadre plus général des champs fortement localement non déterministes Y.Xiao a
démontré dans [Xiao97], le résultat suivant déja cité dans le chapitre précédent

Proposition 4.7.7 Soit {X(x)},cpa un champ gaussien fortement localement ¢p-non déterministe
sur T = [—a,a]? tel que la condition soit vérifiée alors p.s.,

1
liminf(# inf sup |X(z)—X(y)|) >0.
r—0 (bZ (W z€T ylz—y|<r

Apres avoir étudié les différentes notions de régularité ponctuelle faible et leur lien avec les
ondelettes, on va s’intéresser au lien entre analyse multifractale et régularité faible. C’est
I’objet du chapitre suivant.



Chapitre 5

Au dela des fonctions fortement
mono-Holdériennes

Ce chapitre a été écrit en collaboration avec S.Nicolay (Université de Liege).

5.1 Introduction

L’objet principal de ce chapitre est de répondre a la question somme toute assez
naturelle suivante : peut-on dépasser le cadre usuel des fonctions a la fois uniformément
Holdérienne et uniformément anti-Holdérienne ? Plus précisément, peut-on donner des exemples
explicites de fonctions pour lesquelles ’exposant de Hélder supérieur varie suivant le point
considéré ? Quelles propriétés vérifient alors 'exposant de Holder supérieur d’une fonction ?

Dans la section [5.2] on s’intéressera donc & la question de ’exposant de Holder supérieur
prescrit : quelles conditions faut-il imposer a une fonction H donnée pour qu’elle soit 1’ex-
posant de Hoélder supérieur d’une fonction 70On commencera par montrer sur un exemple de
fonction de type Weierstrass qu’il est assez simple de définir une fonction continue a exposant
de Holder prescrit si celui-ci vérifie de bonnes propriétés. On s’attachera ensuite a la descrip-
tion de I'ensemble des fonctions qui sont ’exposant de Holder a la fois inférieur et supérieur
d’une fonction donnée. Enfin, on s’intéressera au cas plus général ou exposant de Holder
inférieur et supérieur ne coincident pas forcément et dans ce cas on donnera une condition
nécessaire et une condition suffisante proches I'une de ’autre pour qu’un couple de fonctions
donné soit respectivement I’exposant de Holder inférieur et supérieur d’une fonction continue.

Par ailleurs, on rappelle que dans le cas de la régularité ponctuelle usuelle, les fonctions
multifractales fournissent des modeles de fonctions pour lesquelles ’exposant de Holder va-
rie, parfois trés brutalement, en fonction du point considéré. Ainsi, de maniere assez logique,
on est naturellement porté a vouloir définir des fonctions multifractales pour la notion de
régularité ponctuelle faible. On aura aussi besoin d’outils convenables pour décrire le com-
portement multifractal de telles fonctions. Ceci amene directement a se poser le probleme
de ce qu’on appelle le formalisme multifractal lié a la régularité faible. En effet on rappelle,
qu’en pratique, il n’est pas possible d’estimer numériquement ’exposant de régularité ponc-
tuelle d’une fonction en un point donné. L’information pertinente est alors la ”taille” des
ensembles iso-Holdériens. Cette notion de ”taille” va étre définie rigoureusement a l’aide de la
dimension de Hausdorff. La fonction qui associe la dimension de I’ensemble des points qui ont
le méme exposant de Holder est appelée le spectre de singularités. Le but de tout formalisme

141
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multifractal est de donner une méthode permettant d’estimer ce spectre de singularités a
partir de quantités estimables numériquement a partir du signal. Le méme probleme se pose
lorsqu’on s’intéresse a la notion de régularité ponctuelle faible. En section on rapelle les
résultats connus sur le formalisme multifractal pour la régularité faible qui ont été établis
dans [AJVWOS].

On se pose ensuite, en section la question de la comparaison des deux notions de
fonctions multifractales : celle liée a la régularité forte et celle liée a la régularité faible. On
va montrer que ces deux notions sont clairement déconnectées. En effet, on va donner un
exemple explicite de série de Davenport multifractale pour la régularité ponctuelle usuelle,
monofractal pour la régularité faible.

La section [5.5] est enfin consacré a 1’étude de la validité du formalisme multifractal : en
utilisant des mesures, on va définir une série d’ondelettes satisfaisant au formalisme multi-
fractal.

5.2 Caractérisation de ’ensemble des exposants de Holder
supérieur des fonctions continues

Cette section est donc consacrée a la question de I’exposant de Holder prescrit. On com-
mence par donner, en section un simple exemple de fonction de type Weierstrass dont
I’exposant de Holder inférieur et supérieur est égal a une fonction H donnée. On s’intéresse
ensuite a la caractérisation de I'exposant de Holder supérieur tout d’abord, en section [5.2.2]
dans le cas particulier ou il coincide en tout point avec I’exposant de Holder inférieur, puis
dans le cas général en section [5.2.3

5.2.1 Une fonction de type Weierstrass a exposant de Holder prescrit

Comme dans [DLM98] on considere la fonction de type Weierstrass suivante :

+oo
(5.2.1) W(t)=> A7 sin(2r)t),
=0

et on étudie sa régularité ponctuelle :

Proposition 5.2.1 Soit H une fonction (-Héldérienne de [0, 1] dans [a,b] C (0,1] vérifiant

sup |H(t)| < . On considére W la fonction de type Weierstrass définie par (5.2.1) ot X est
te€(0,1]
un entier plus grand que 1. Alors

vt e [0,1], W e CHO@)n 1 ® ).

La démonstration de cette proposition est basée sur les deux lemmes suivants analogues au
lemme 14 et & la proposition 15 de [JafNico08] démontrée par S.Jaffard et S.Nicolay :

Lemme 5.2.2 Soit A > 1, (fj)jen une suite de fonctions bornées et Lipschitziennes sur R
vérifiant

3C > 0| fillo + 1 f5lloo < C-
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+oo . .
Soit f(t) = > XIH® (M), Alors
j=0

vt e [0,1], f e CHO@).

Preuve. Soit ¢t € [0,1]. Les hypotheses faites sur les fonctions f; impliquent que pour tout

J 1f3(8) = f3(5)] est borné par Cls —t] ou C. On pose jo(t) = [~ log(ls — t])/ (H(t) log(A))}
Alors
e |
lf(t)—=f(s)] < C Oz: ])\Jt—)\Js\)\*JH +C > A JH t)_|_CZ A~ JH(t) /\*JH(S)‘
J=0 3>jo §=0

IN

Clt — s|CNoO=H®) 1 oX=1oHE) 1 C|log(N)]|t — s|° zojw'a
]:

Ot — s|H®

IN

ceci découlant du théoréme de la moyenne, du caractere S-Holdérien de H et de I'hypothese
H([0,1])  (0,1]. O

Lemme 5.2.3 Soit A un entier supérieur a 2. Soit (f;)jen une suite de fonctions C-Lipschitziennes
et 1-periodiques de R dans R. On suppose qu’il existe ¢ € {—X—1,--- A — 1} et un entier J
tel que

. 14
D = inf |f;(5) = £5(0)] >0

On consideére la fonction de type Weierstrass f(t) = Z NTIH® f(NIt). Si Cl/(A(A—1)) < D

alors
vt e [0,1], f e IO ().

Preuve. Comme
ZA HO(F;(Nt) = f;(Xs5) +Z AIHO XTI f5(s),

il découle de la proposition 15 de [JafNicoO8|] que pour une certaine constante positive Cy
Z/\ THWO(£:(N1) — f;(Ns))| > Colt — s[HW)

Par ailleurs

+oo
| (TIHO —XTIHE) ()| < [t — s

avec 3 > H(t). On en déduit alors le résultat voulu. O

On applique maintenant le lemme et le lemme a f; =sin(2m), C =1, L = [\/4],
= |sin(¢/\)|. La proposition en découle alors directement.
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5.2.2 Le cas des fonctions pour lesquelles exposant de Holder inférieur et
supérieur coincident en tout point

Le but de cette section est de montrer le résultat suivant analogue au théoreme 1 de

[DLMO9S] :

Théoréme 5.2.4 Soit f une fonction continue nulle part dérivable de [0,1] dans R avec en
tout point un exposant de Hélder inférieur et supérieur identique en tout point. Il existe alors
une suite de fonctions continues (Hj)jen de [0,1] dans [0,1] telle que

vt € [0,1], h(t) = h(t) = lim (H;(t)).

j—-+oo
Réciproquement, soit H une fonction de [0,1] dans [0, 1] telle que H(t) = lliIll H;(t), ou les
j—+oo

H; sont des fonctions continues. Il existe alors une fonction continue f de [0,1] dans R telle
que
vt € [0,1], h(t) = h(t) = lim (H;(t)).
j—+oo

Remarque 5.2.5 On rappelle que dans [DLMI§], K.Daoudi, J.Lévy-Véhel et Y. Meyer donnent
une caractérisation des fonctions qui sont les exposants H de Holder d’une fonction continue
f. Pour cela une des méthodes proposées par K.Daoudi, J.Lévy-Véhel et Y.Meyer consiste
a écrire la fonction f dans la base de Schauder et a utiliser le lien entre régularité ponc-
tuelle d’une fonction et coefficients dans la base de Schauder. Ici, la démarche est similaire
puisqu’on se basera sur les critéres ondelettes d’irrégularité ponctuelle. On a néanmoins pris
le parti de détailler les démonstrations lorque les arguments utilisés dans les preuves sont

différents de ceux de [DLMY9S].

La premiere partie du théoréme est directe. En effet si on pose pour tout ¢ € [0,1] et
tout n € N

2

_ log(wpe(277) +2777)
B —jlog(2)

H;(t)

avec wry(277) = sup (|f(z+h)— f(2)]).
|h|<277

Comme tout ¢ € [0,1]

h(t) = h(t) = ﬁ%%

)

la suite (H;) jen vérifie les conditions voulues. On montre maintenant la réciproque. On a alors
besoin de la version suivante du critére ondette de régularité ponctuelle (voir [DLMO98| [Jaf04]) :

Proposition 5.2.6 Soit a > 0. On suppose qu’il existe une constante positive C telle que
pour tout 7 € N

(5.2.2) sup ;x| < C27 0
k

et '
d;(t) < C279,

Alors pour tout e > 0, f € C*5(t).
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Remarque 5.2.7 Cette proposition est la reformulation de la proposition 4 de [DLM9§] en
termes d’ondelettes et de coefficients dominants. On souligne néanmoins que dans [DLM9§],
la fonction f est décomposée dans la base de Schauder (A; ). Comme cette base est une base
de fonctions affines par morceaux, cela permet d’en déduire (lemme 1 de [DLM98]) que pour

tout j1 la somme partielle

> 2 ciwhin

i<i k
est Uapproximation affine de la fonction f en les réels dyadiques. On en déduit ainsi une
magoration de toute somme du type

> einhjn
ji>j k

Dans le cas général d’une base d’ondelettes, on ne peut pas utiliser cet argument. On a été
conduit a faire Uhypothése sur les coefficients d’ondelettes, ce qui permet d’obtenir
le méme type de résultats par des arqguments différents. On a donc choisi de détailler la
démonstration de la proposition [DLMYS].

Preuve. Comme sup lejp] <C2 T la série d’ondelettes converge uniformément sur tout

compact. On note
= Crp(z — k), Zwm Vj >0
k

On remarque comme dans [Jaf04], si |3 < [a] Y. 07 f; converge absolument. On pose alors
J
pour tout 5 > —1
(x—t)°
Pj,t(fx) = Z T@fj(t)
B<la]
Soit jg défini par
9—Jo—1 < ‘.%' _ t’ < 2*]'07
) .

et 71 tel que 2 Tos (i) < 2790, Dans [Jaf04], il est montré que

> fi(x (2)] < Colx — t[*

J<jo

et que

> |Pie(a)| < Clz —t°

Jj=Jjo
Par ailleurs

Z [fi(x)] < Chle —t[*

J=Jo

Comme pour tout € et jy suffisament grand, on a

j1 < C(g)2%90
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on obtient
Z [fj(@)| < Cle)|w —t|*™°
J=jo
De plus
S A <C Y 2D < Clog?(jn)2 W < Ja— o
Jj2i Jj2j
le résultat voulu s’ensuit. O

On utilise ici une version légerement modifiée du lemme 2 de [DLMO9S] :
Proposition 5.2.8 Soit H une fonction de [0,1] dans [0,1] telle que H(t) = ‘lilll Hj(t), ou
j—o0
les Hj sont des fonctions continues. Il existe alors une suite (Pj)jen de polynomes telle que
vVt € [0,1], H(t) = lim P;(t),
(5.2.3) , / i—too
Vi e N, [Pl <.

On définit maintenant la série d’ondelettes voulue :

Proposition 5.2.9 Soit H une fonction de [0,1] dans [0,1] telle que H(t) = lim H;(t),

—>+oo
ou les H; sont des fonctions continues. Soit (Pj)jen une suite de polynomes vérifiant les

propriétés . Pour tout (j,k) € N x {0,---,27 — 1}, on pose

Hj,k = max(log(j)vpﬂ 27

On définit alors la série d’ondelettes F' de la maniére suivante

27 -1

(5.2.4) Fz) =YY 277 ik (x).

JEN k=0
Ainsi pour tout t € [0,1], h(t) = h(t) = H(t).

Remarque 5.2.10 En particulier si H est une fonction continue la série d’ondelettes définie

par
271

o> 2 e)

JEN k=0
ou Hj ) = max(1/log(j), H(k:/Qj)), a la fonction H comme exposant de Holder supérieur et
inférieur.

Preuve. Si X' C 3\;(t), alors
kl
o7
Comme la suite (P;);en vérifie les propriétés (5.2.3), pour tout € > 0 il existe un entier jo tel
que pour tout j > jo et X C 3.\;(¢)

—t| <1279,

|Hjw — H(t)| < |Pj(t) — (k/)IHH (t) = Pj(t)] < j277 +|H(t) - Pj(t)| <€
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Ainsi pour tout j > jo

-/ /

maX(Q_ngT, 9 eI H) < || < maX(Q_MgJT’QjIE?_j/H(t))

On en déduit que

vt € [0,1]lim(28{% (1)

P gy O

Alors
vt € [0,1],h(t) = h(t) = H(t).
O

On considére maintenat le cas plus général ou exposant de Holder inférieur et supérieur
peuvent différer.

5.2.3 Le cas des fonctions dont ’exposant de Holder inférieur et supérieur
ne coincident pas forcément en tout point

Le but de cette section est de montrer maintenant le résultat suivant :

Théoreme 5.2.11 Soit f une fonction continue nulle part dérivable de [0,1] dans R.
Il existe alors une suite de fonctions continues (H;j)jen telle que

vt € [0,1], h(t) = liminf(H;(t)), h(t) = limsup(H;(t)).

J—+00 Jj—+oo
Réciproquement soit (H, H) un couple de fonctions de [0,1] dans [a,b] C (0,1) telle que

H(t) =liminf H;(t), H(t) = limsup H,(t),

Jj—+oo Jj—+o0

ot les H; sont des fonctions continues. Il existe alors une fonction uniformément Holderienne
f de [0,1] dans R tel que

vt € [0,1], h(t) = H(t) < H(t) = h(t).

Remarque 5.2.12 La seconde assertion du théoréme est plus faible que celui du
théoréme [5.2.]]. Dans le cas ou Uexposant de Holder inférieur et supérieur ne coincident
pas en tout point, on a besoin d’hypothéses plus fortes sur les fonctions H et H, a savoir que
ces deux fonctions soient & valeurs dans [a,b] C (0,1) (et non plus simplement a valeurs dans
(0,1), pour qu’il existe une fonction f d’exposants inférieur et supérieur respectifs H et H en
tout point.

Remarque 5.2.13 Si H et H sont deuz fonctions toutes deux continues de [0, 1] dans [a,b] C
(0,1), on peut définir une suite de fonctions (Hj)jen de la maniére suivante

Vj€eN, Hyj=H, Hyj1 = H.

Le théoréme permet alors de montrer 'existence d’une fonction f d’exposant de Hélder
inférieurs et supérieurs respectifs H et H en tout point.
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La preuve de l'implication directe du théoreme [5.2.11] est exactement similaire a celle du
théoreme [5.2.4] Pour montrer la réciproque on va avoir besoin d’'un lemme :

Lemme 5.2.14 Soit (H, H) un couple de fonctions de [0,1] dans R tel que
H(t) = liminf H;(t), H(t) = limsup H;(t)
j—+o0

j—+oo
ou les H; sont des fonctions continues de [0,1] dans [0,1]. Il eziste alors une suite de po-
lynémes (Pj)jen de [0,1] dans [a', V'] C (0,1) telle que les propriétés suivantes soient simul-
tanément vérifiées :

(5.2.5) vt € [0,1], H(t) = lim inf Py (1), H(t) = limsup P; (1),
J—T o0 Jj—+oo
(5.2.6) Vj €N, [Pl < j,

(5'2'7) Vn €N, \V/] € {jnv o Jngl — 1}ajpj(t) > Sup(jn(ﬁ(t) - 5)7j +jn+1(ﬁ(t) — & — 1))

Preuve. On peut remarquer que pour tout j on peut remplacer H; par min(max(a, H;), min(H;, b))
sans changer les limites inférieures et supérieures de la suite. On peut alors supposer que toutes
les H; sont des fonctions de [0, 1] dans [a, b]. Le lemme 2 de [DLM98] implique alors qu’il existe
une suite de polynomes (Qy) jen telle que les conditions et ((5.2.6)) solent simultanément
vérifiées. Par ailleurs, on remarque que dans la construction qui est faite dans [DLM98] on

peut supposer que
1
Qe — Helloo < =

<

Ainsi pour ¢ suffisament grand @ est & valeurs dans [a’, '] C (0,1). On pose 5, = [b'/d'] + 1,
fa=[(1—-d)/(1=V)]+1et =012 On définit la suite (P});en de la maniére suivante

VleN, VB +1<j< Bt
Pj = Q.

On montre maintenant que la suite (P;);en vérifie les propriétés recherchées. En effet soit
e>0,t€[0,1] et (£,(t))nen une suite telle que

Qo) = H(t) —e.

Soit jn(t) = B (1) 3,. Alors pour tout entier j on distingue trois cas.
— S'il existe n € N tel que j, <€ < Bij, alors P; = @y, > H — €. Cela implique que
]Pj Z](F_E) Z]n(ﬁ_g)a
et o o o
J1=P;) <j(l—H+¢e) <jpi(l — H+e)jns1(l — H +e).
— S'il existe n € N tel que B1jn, < j < jnt1/02, alors Pj = Qg avec by, +1 < £ < {11 —1.
Ainsi )
jP; > jd > 2 H > j,H,
B
et o o
Jj(1=P;) <j(1—d) <jfe(l = H) < jnpa(1 — H).
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— Sl existe n € N tel que jyy1/82 < j < jng1, alors P = Q. > H — <. Dou
JP; 2 j(H =€) > jn(H —¢),
et o o
J1=P) <j1—H+e) < jun(1-H+e).
Ainsi dans tous les cas on montre la propriété désirée. O
On montre maintenant la proposition suivante

Proposition 5.2.15 Soit (H, H) un couple de fonctions de [0,1] dans [a,b] C (0,1) tel que
H(t) = liminf H;(t), H(t) = limsup H,(t).
j—+oo :

j—too

ou les Hj sont des fonctions continues. Soit (Pj)jen une suite de polynémes vérifiant les
propriétés (5.2.5),(5.2.0),(5.2.1). On considére alors F' la séries d’ondelettes définie par

271

Fla) =33 270Gy, (o).

JEN k=0

Alors pour tout t € [0,1]
h(t) = H(t) < h(t) = H(t).

Preuve. On remarque que '’hypothese P;([0,1]) C [¢/,0] C (0,1) implique que F' est uni-
formément Holdérienne. Comme pour tout j, P; vérifie les propriétés (5.2.5)),(5.2.6)),(5.2.7) on
remarque que pour tout A € 3X;(¢)

9—iP;(t)g—j*277 <leal < 9—iP;j(t)9j*277
Cela implique directement que pour tout € > 0 et jo suffisament grand tel que
Vj 2 jo, 2791027 < dy(t) < 277002,
Par définition de H

. clog(dy(t)
liminf ———2 = liminf(Pj(t)) = H(t).
it @)~ it (Pi(0) = H()
D’ou
h(t) = H(#).
Un raisonnement similaire permet de montrer que
h(t) < H(t).

On utilise les propriétés (5.2.5),(5.2.6[),(5.2.7)). Il existe une suite strictement croissante d’en-
tiers (jn)nen telle que les propriétés (5.2.5))(5.2.6)),(5.2.7) soient simultanément vérifiées. Alors

Y € N, V5 € {jn, -+ s jng1}s dj(t) < 279F 0257 < inf(2=n(HO) =€) g=inta(H(t)=e=1)=j),
Le critere ondelettes permet d’en déduire que
h(t) > H(t).
O

On va s’intéresser a un autre aspect du probleme et se poser la question de la description non
plus de 'exposant de Holder supérieur mais des ensembles iso-Holdériens eux mémes. Le bon
cadre est alors celui de ’analyse multifractale.
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5.3 Rappels sur le formalisme multifractal faible

Le but de I'analyse multifractale est d’étudier des fonctions ”irrégulierement irrégulieres”
c’est a dire des fonction pour lesquelles I’exposant de Holder exponent peut varier brutale-
ment d’un point a un autre. D’un point de vue pratique, le calcul numérique de I'exposant
de Holder ponctuel d’un signal est completement instable et ainsi n’a pas réellement de sens
en particulier pour les signaux dont ’exposant de Holder ponctuel peut prendre des valeurs
réellement différentes. Si on laisse donc tomber cette approche utopique, on va plutot chercher
a se donner des informations globales concernant la régularité ponctuelle : quelles sont les va-
leurs prises par 'exposant de Holder 7 Quelle est la "taille” des points Ex ou 'exposant de
Holder prend une valeur donnée H 7 En tout premier lieu il s’agit donc de définir précisément
cette notion de taille. Comme les ensembles considérés peuvent etre soit dense soit de mesure
nulle, on ne peut pas entendre par taille la mesure de Lebesgue. La notion de dimension
fractale se révele étre beaucoup mieux adaptée au probleme considéré. Une fois qu’on s’est
donné une notion de dimension, reste alors a déterminer le spectre de singularités de la fonc-
tion f, i.e. la dimension des ensembles Ef. C’est I'objectif du formalisme multifractal. Bien
évidemment tout ceci va s’appliquer a ’exposant de Holder supérieur.

5.3.1 Une notion de dimension

En analyse multifractale la notion de dimension qui est principalement utilisée est celle
de dimension de Hausdorff. On commence par un petit rappel a ce sujet.

La dimension de Hausdorff est définie & partir de la mesure de Hausdorff (voir [Falc90]
pour plus de détails). Le recouvrement optimal d’un ensemble E C R? par des ensembles de
diametre inférieurs a € peut étre estimé de la maniere suivante

HUE) =inf{)_|E]’, Ec | E;|E| <e).
=1 =1

La mesure H? est de maniére évidente une mesure extérieure. La mesure de Hausdorff va étre
définie & partir de la limite H? lorsque € tend vers 0.

Définition 5.3.1 La mesure extérieure H® définie de la maniére suivante

H’(E) = sup HY(E)
e>0

est une mesure extérieure métrique. Sa restriction & la o-algébre des H® ensembles mesurables
définit la mesure de Hausdorff de dimension 6.

Comme la mesure extérieure H® est métrique, cette algebre contient en particulier les en-
sembles Boréliens. La mesure de Hausdorff est décroissante lorsque d croit vers 'infini. De
plus, H(E) > 0 implique que H‘;/(E) = 00 si ¢’ < 4. La définition suivante a ainsi un sens.

Définition 5.3.2 La dimension de Hausdorff dimy(E) d’un ensemble E C R? est définie de
la maniére suivante

dimy(E) = sup{s, H*(E) = oo}.

Avec cette définition, dimy () = —oo.
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5.3.2 Le formalisme multifractal fort et la méthode des coefficients domi-
nants. Le formalisme multifractal faible

On fait ici quelques rappels sur le formalisme multifractal basé sur les coefficients do-
mainants défini par S.Jaffard dans [Jaf04], qui est une des deux méthodes permettant de
retrouver, dans des cas particuliers, I'intégralité du spectre de singularités (la deuxieme étant
la méthode MMTO introduite par A.Arnéodo, E. Bacry et J.-F. Muzy dans [ABM95]). Les
autres formalismes multifractals connus pour les fonctions permettent de retrouver au mieux
la partie croissante du spectre ou ne sont pas utilisables pour la pratique. On commence donc
par rappeler la définition de cette notion de spectre de singularités fort.

Définition 5.3.3 Soit f une fonction localement bornée. On définit ses ensembles iso-Holde-
riens inférieurs de la maniére suivante :

Ly = {:IZ, h(x) = H}
Le spectre de singularités fort de f est la fonction
d:RTU{oco} = RTU{~00} H + dimy(Ey).

Cela n’est pas toujours possible de calculer explicitement le spectre de singularités d’une
fonction. Un formalisme multifractal est une méthode qui est supposée permettre de calculer
la fonction d & partir d’'une transformée de Legendre. Tous ces formalismes sont a divers
degrés des variantes du célebre formalisme multifractal proposé par U.Frisch et G.Parisi dans
[EP85]. La méthode des coefficients dominants (WLM) utilise les coefficients d’ondelettes au
lieu des normes LP, qui n’ont pas de sens lorsqu’on s’intéresse aux valeurs négatives de p. La
fonction de structure est définie de la maniere suivante,

SGp =27 > &

X[ A|=2—

Si on pose,

. 1og S(4,p)

)

on s’attend a ce que le spectre de singularités d(h) soit égal a
(5.3.2) inf{hp — w(p) + d}.
P

L’argument heuristique qui meéne a la méthode précédente est en effet le suivant. La
contribution des cubes dyadiques de taille 277 contenant un point dont I’exposant de Holder
vaut h a la somme Z dﬁ peut étre estimée de la maniere suivante. Par le critere ondelettes
portant sur la régularité ponctuelle forte, I’exposant de Holder inférieur A f(:z:) d’une fonction
fen x est

h(x) = liminf log d:\/.,
J—oo log2 J

A C3X;(x)

ce qui permet de dire que dy ~ 27, De plus, le nombre de ces cube dyadiques doit étre

d’environ 247 chacun étant de volume 2-%. Donc la contibution recherchée est 2(¢(h)—d=hp)j
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La contribution dominante est celle qui correspond a la valeur h qui est associée au plus
grand des exposants. En écrivant l’égalité comme ng ~ 27%()J on peut s’attendre
a 1'égalité suivante, —w(p) = sup,{d(h) — d — hp}. Comme —w est une fonction convexe, si
d est concave, alors —w et —d sont des fonctions convexes conjuguées et d(h) = inf,{hp —
w(p) + d}. On peut souligner que le raisonnement que 'on vient de faire est loin d’étre une
démonstration rigoureuse. On peut se reporter a [AJL04] et [JafNico0O8] pour trouver de plus
amples informations sur le formalisme multifractal basé sur les coefficients dominants et une
comparaison avec les autres formalismes multifractals.

Bien qu’on puisse montrer que la formule (5.3.2)) permet de retrouver 'intégralité du
spectre de singularité moyennant certaines hypotheses supplémentaires (voir par exemple
[ABO02, [Taf96l, [Taf97]), cette formule n’est pas vraie en toute généralité. En effet dans le cas
général, seule la majoration suivante du spectre de singularités est vérifiée (voir [Jaf97, [Jaf04])

(5.3.3) d(h) < inf {hp — w(p) + d}.

peER*
Une fois que le spectre multifractal fort a été défini, le spectre de singularité faible peut étre
défini de maniere totamlement analogue. Une relation similaire a I'inégalité (/5.3.3|) est vérifiée.
Le formalisme multifractal faible est défini comme suit :

Définition 5.3.4 Soit f une fonction localement bornée. Ses ensembles iso-Holdériens supérieurs
sont les ensembles _
Epg={x:h(zx)=H}.

Le spectre de singularité faible de f est la fonction
d:RTU{oc} = RTU{~c0} H +~ dimy(Ep).

Le théoréeme suivant démontré par P.Abry, S.Jaffard, B.Vedel et H.Wendt dans [AJVWO0S]
donne une majoration du spectre multifractal faible.

Théoréeme 5.3.5 Soit f une fonction uniformément Héldérienne. L’inégalité suivante est
vérifiée

(5.3.4) d(h) < pienﬂg*{hp —w(p) +d}.

Définition 5.3.6 Soit f une fonction uniformément Holdérienne et h > 0. Si l'inégalité

est une égalité, i.e. si
Vh >0, d(h)= inf {hp—w(p)+d}
peR*

alors on dit que la fonction f vérifie le formalisme multifractal faible.

On donnera en section 5.5 des exemples de séries d’ondelettes construits & partir d’une mesure
multifractale pour lesquelles le formalisme multifractal est valide. Mais avant, on va montrer
que les deux notions de fonctions multifractales pour la régularité forte et la régularité faible
sont totalement déconnectées et pour cela on va donner un exemple de série de Davenport
multifractale pour la régularité forte et monofractale pour la régularité faible.
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5.4 Une fonction pour laquelle le spectre multifractal fort et
faible differe

Les fonctions fg présentées ici sont une généralisation de la célebre fonction de Lévy’
(qui correspond au cas particulier 5 = 1). Les propriétés du spectre de singularités fort de cette
fonction ont déja été étudiées dans [Jaf97]. Les propositions et peuvent ainsi étre
toutes les deux vues comme une généralisation de la proposition 4 of [Jaf97]. La proposition 12
of [Jaf04] implique que d est linéaire sur [0, 5]. D’un autre coté, en ce qui concerne la régularité
Holderienne de la fonction fg, on a uniquement deux types de singularités : la fonction fg est
discontinue en tout point rationnel dyadique et a un exposant de Holder supérieur égal a (3
en les non dyadiques. Soit 3 > 1. La fonction f3 est définie explicitement par

é{]}'
fﬁ(x) = Z {ggg}'

{eN

ou pour tout réel x, {x} = z—[z]; Pour déterminer explicitement les ensembles iso-Holdériens
inférieurs de f3, on va utiliser les notations suivantes. Pour une suite (z;);ey a valeurs dans
{0,1}, on va écrire

(5.4.1) (0521, ... 27, ...)2

pour noter un développement en base 2 du nombre réel

S’il n’existe aucun entier k tel que x4 = 1 pour tout £ > k, (5.4.1)) est le développement propre
de z en base 2. Si (0;x1,...)2 est le développement propre de x, on définit

O2(z) = inf{l : & # 0} — 1.

Soit
5(k) =sup{l : V' <l xpyp =z} — 1.

et soit (my)een la suite définie par récurrence de la maniere suivante, m; = 1, my = inf{l >
mi—1 + 6(mg—1)} (k > 1). On définit aussi la suite (0;)ren par dx = 6(my). Enfin, on pose
p2(z) = limsupy_, . 0x/my. Si x est un rationnel dyadique, on pose pa(z) = co. Le nombre
p2(x) reflete, d’une certaine maniere, la qualité de 'approximation du réel x par des rationnels
dyadiques. L’exposant de Holder inférieur de f3 dépend seulement de po. On rappelle que les
fonctions fg sont un cas particulier des séries de Davenport dont le spectre de singularité fort
été étudié dans le cas général par S.Jaffard dans [Jaf04a]. On retrouve par une autre méthode
plus directe, le spectre fort des fonctions fg.

Proposition 5.4.1 En tout point non dyadique x, I’exposant de Hélder inférieur de la fonc-
tion fg en x est donné par
p

M T ey
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Preuve. Le théoreme 21 de [JafNico08], implique les deux inégalités suivantes : si z n’est
pas un rationnel dyadique

o —Bj
5.4.2 h(z) = liminf __
(54.2) h{z) = lim in log, dist(x,2IZ)’

sinon, h(x) = 0. On peut supposer que x € (0,1) n’est pas un rationnel dyadique. Pour
un entier j € N fixé, soit ¢; = dist(x,277Z). On a Oa(¢j) = j+ 1+ (j + 1) et ainsi g; ~
9~ (G La relation (5.4.2) peut étre ré-écrite de la maniére suivante

- Bj p
h(z) = lim inf = :
h(@) ?3£(¢+1+5U+1) 1+ pa(x)

On a ainsi caractérisé les ensembles iso-Holdériens inférieurs.

Corollaire 5.4.2 Les ensembles iso-Holdériens inférieurs de la fonction fz sont les en-
sembles

By = e, pala) = o =1} (0<H <),
L’ensemble B est l’ensemble des rationnels dyadiques.

Pour conclure cette étude sur la régularité Holdérienne forte, on a le résultat suivant :

Proposition 5.4.3 Le spectre de singularité fort de la fonction fg est

d(h):{ _% if h €0, 4]

oo otherwise

Preuve. L’idée de base est la méme que dans la proposition 4 de [Jaf97]. Si a > 1/, soit

Fo =limsup | J[k277 — 27990 k277 4 277F),

Jj—00 k
On utilise (5.4.2), comme h(x) = H
(5.4.3) ze () Fiy- U By
y>H y<H

De maniere évidente, dimy (Fy,) < 1/af. On montre maintenant I'inégalité réciproque.
Soit (j7)ien une suite vérifiant j; = 271-1, soit

Ik(l> == [k‘Q_Jl — 2—jla,6’ k2—jl + 2—jlaﬁ]
et

Go = L)
Il k

On peut définir une mesure de probabilité pu supportée par G, de la maniere suivante. Si
[ = 1, on met sur chaque intervalle I;(1) la méme masse 277!, Si chacun de ces intervalles
contient n intervalles du type I(k,2), sur cahcun de ces intervalles, on met la mesure 2771 /n.
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Cette construction peut étre itérée de maniere a obtenir a la limite une mesure de probabilité
1 supportée par G,. On vérifie alors aisément que

w([z — b,z + R]) < ChYYP Vi e G,.
De plus, la proposition 4.9 of [Falc90] implique que
HYP(G,) >0

et donc puisque G, C Fy,
dimy (F,) = 1/ap,

ce qui grace a ([5.4.3]), est suffisant pour conclure. O

On va amintenant étudier ’exposant de Holder supérieur. Soit

Qq = liminf{x € R: 3k € Z such that ]ac——|<2 g,

j—oo
On a la relation suivante entre les ensembles €, et h(xo).

Proposition 5.4.4 Sia > 1, alors

ity ¢ Q :>h(x0) >

el

Preuve. Soit € un réel positif fixé. On veut montrer que pour toute constante positive C, il
existe une suite strictement décroissante (r,), de réels positifs, telle que

sup AV 0 ()| Lo (8, (o) < O/

On a

M
« 1 m m
(5.4.4) AP pa(2) =S 55 2 (D" Chi 2 (w +mh).
leN m=0

Si xy ¢ €, alors il existe une suite strictement croissante d’entiers (j, ), telle que
k i
|CU0—27|Z2 ]n, VnGN,kEZ

Soit 7, = 27%n". L'intervalle [x,z + ([3/a] + 1)h] C B(xg,m,) ne contient aucun rationnel
dyadique de la forme k27!, avec | < j, — 1. Ceci implique que

Jn—1 1 [ﬁ/a]‘i’l
Z o —1)"CI g1 Fp2! (2 + mb) = 0.

La relation ([5.4.4) implique alors 'inégalité suivante

A ) = 1Y o Z " CRfy2 (@ +mh)|
l=jn
! = 1 ! ﬁ/oc
< C Z 2l@ <Cr

l=jn
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Soit maintenant ny un entier tel que C”rg/a < Crrﬁ/a_e pour tout n > ng. On a E(:no) >
B/a — €, ce qui est suffisant pour conclure. ]

Les ensembles (2, sont connus explicitement pour tout a > 1.

Proposition 5.4.5 Si a > 1, alors
k )
Qa:{g . (k,]) EZXN}
De plus, 1 = R.

Preuve. Le cas a = 1 est trivial. Soit a > 1 et soit € (0,1) qui n’est pas un rationnel
dyadique. Si z = (0;x1,...)2, on a , pour j suffisament grand,

min |z — E! > 97U+
keZ 27

ou n(j) est le premier indice plus grand ou égal a j tel que Tpj) = 1. On a alors, pour
j =n(j) — 1 suffisament grand,

k , .
min |z — —| > 277 > 27,
keZ 27

Donc, = ¢ Q. O
On a ainsi une minoration de 'exposant de Holder supérieur.

Corollaire 5.4.6 Si xg n'est pas un rationnel dyadique alors

On va maintenant montrer 'inégalité réciproque. La proposition suivante est similaire au
lemme 1 de [Jaf97].

Proposition 5.4.7 Soit f une fonction définie sur R continue sauf au plus sur un ensemble
dénombrable de points et admettant en tout point une limite a droite et & gauche. Soit par
ailleurs xy € R un point ot la fonction f est continue et (ry)nen suite de discontinuités de f
qui converge vers xg. Enfin, pour tout n € N on note s, le saut de f en ry,. S’il existe une
fonction strictement croissante v vérifiant 1(0) = 0 telle que :

Iro, (W <o, Iyt (|rn — o] <7y [sn] > w(T))>,

alors

- 1
h(zo) < limsup w.
r—0 IOgT

Preuve. Soit a > 1;if f € mathcalCS(xg), pour tout C' > 0 il existe une suite (¢,), telle
que

+1
sup [| A7 £ (2) | oo (5, (a0 1) < Cti
h>0
Soit (), une suite telle que, pour tout entier n suffisament grand

|rn — o] <t |sn| > ¥(ty).
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Soit F;, la fonction définie sur R par
F.(h) = (f(rn+h),..., firn + ([a] + 1)h)).

Puisque F;, a seulement un nombre dénombrable de discontinuités, on peut trouver h arbi-
trairement proche de zéro tel que [ry,, r, + ([a] + 1)h] C B(xo,tyn) et tel que F,, est continue
en h. Donc,

U(tn) < su=[f(r) = fr)
[a]+1
| > (D) Cly o f(rn + BR) + f(r)]
k=1
[a]+1
1S (C1ECEy f e+ BR) + £
k=1

IN

< 20 )+ 1A ) < ac,

Cette inégalité implique

log ¥(ty,) > o+ log4C

logt, ~— logt,
Quand ¢, tend vers zéro,
lim sup M >
r—0 logr
Le résultat s’ensuit alors. O

Puisque fg est continue sauf en les rationnels dyadiques et puisque £2; = R, la proposition
et le corollaire implique le résultat suivant.

Théoreme 5.4.8 Si xg n'est pas un rationnel dyadique,

h(zo) = B,
si g est un rationnel dyadique, h(xg) = 0.

On va s’intéresser maintenant a la validité du formalisme multifractal et on va donner tout
a la fois une classe d’exemples de séries d’ondelettes multifractales pour la régularité faible,
dont le spectre fort et faible coincident, vérifiant de plus le formalisme multifractal.

5.5 Construction d’une classe de séries d’ondelettes vérifiant
le formalisme multifractal

Le but de cette section est tout d’abord de répondre a une question tres naive : existe
t-il des fonctions multifractales pour la régularité faible ? La démarche qui semblerait la plus
instinctive pour répondre a cette question consisterait a considérer des fonctions multifractales
classiques en espérant qu’elles vont étre multifractales pour la régularité faible. L’exemple des
séries de Lévy que 'on vient juste de présenter montre que pour évidente que semble cette
approche, elle ne mene pas automatiquement au but escompté puisqu’il existe des exemples
classiques de fonctions multifractales au sens classiques non multifractales pour la régularité
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faible.

On souligne par ailleurs que si 'on souhaite générer des fonctions multifractales & partir
de séries d’ondelettes, il convient impérativement de tenir compte du fait qu’hormis dans le
cas ou exposant de Holder inférieur et supérieur coincident on n’a pas de critére ondelettes
d’irrégularité ponctuelle. On a donc opté, dans le méme esprit que ce qui a été fait par J.Barral
et S.Seuret dans [BarSeur(05], pour la construction de séries d’ondelettes construites a partir
d’une mesure multifractale y définie sur [0, 1[¢ de la maniére suivante

(5.5.1) vz € [0,1)4 -3 2R a),

J20 | \|=2-7,AC[0,1]¢

ot1 les ondelettes 1" appartiennet & la classe de Schwartz R? et dont tous les moments s’an-
nulent. Cette construction va présenter 'avantage de montrer que spectre multifractal fort
et faible peuvent coincider et de poser le probleme de la validité du formalisme multifractal
faible. Sous des hypotheéses détaillées en section [5.5.3) on va ainsi construire une classe de
fonctions qui vérifient a la fois le formalisme multifractal fort et faible. La démarche est donc,
comme on va le voir, trés similaire & celle de [BarSeur05]. Seuls les ensembles iso-Holdériens
considérés et le critere ondelettes utilisé differe de ce qui a été fait dans [BarSeur05].

On commence par faire quelques rappels concernant ’analyse multifractale des mesures.

5.5.1 Quelques résultats sur ’analyse multifractale des mesures

Suivant en cela J.Barral et S.Seuret, on adapte ici le formalisme multifractal usuel tel
qu’il a été définit par G.Brown, G.Michon et J.Peyriere dans [BMP92]. La différence principale
va résider dans la définition des ensembles iso-Holdériens puisqu’ici on a juste besoin d’un
formalisme multifractal associé a une grille dyadique.

On donne tout d’abord des versions légerement modifiées de ’exposant de Holder inférieur et
supérioeur d’une mesure Borélienne ; en un point x. Pour tout o € {—1,0,1}¢ et tout cube

1
dyadique \ = H[kg e+

7[ on pose

. ke+op ke+14 0y - -
A =1;[[ oo L and pT() = p(\).

On définit aussi les quantités suivantes

log 117 (A (o)) log 117 (Aj(wo))
o li f i
au(mo) junln o |>\| , (.%'0) ;msup o |/\| s

et en cas d’existence 1 7 (\i(20))
- ) 0g 1~ (A (o
Y (SUQ) ]—{Too log ’)\|

On va vouloir déterminer la dimension de Hausdorfl des ensembles iso-Holdériens suivants

Eolp) = {r € 0.1, 0(r) = __min {0 ()} = ).

L’application ~
dy + o > 0 — dimy(Ea(p)),
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est appelée le spectre multifractal de la mesure borélienne p. On rappelle que dans [BMP92],
les ensembles iso-Holdériens sont les ensembles suivants

. logpu(Xi(x))
Eo(n) = 1Y lim ==
(1) = {z € 0.1, lm “EEE

= a}.

Malheureusement, ces ensembles iso-H6ldériens ne sont pas adaptés a ’étude de la régularité
ponctuelle des séries d’ondelettes F),. En effet, méme si on connait lim;_, %, on ne
peut pour autant en déduire la valeur de I'exposant de Holder supérieur de la fonction F), en
x a partir des criteres ondelettes.

On rappelle maintenant quelques résultats déja connus sur la majoration du spectre
multifractal supérieur démontrés dans [BMP92]. Pour tout ¢ dans R, on définit classiquement

*

log > u(V),

Al=2-

i
@) = Imint iy

*
ou la notation ) signifie que la somme est prise sur les cubes dyadiques A tels que u(\) > 0.

On rappelle que 7* désigne la transformée de Legendre de la fonction 7, c’est a dire

Va >0, 7"(a)=inf{agq—7(q)}.
geR

On remarque que, comme a > 0,

Eo(p) C Ea(p).
Cette inclusion et les résultats démontrés dans [BMP92] permettent de déduire la majoration
suivante du spectre multifractal faible de de toute mesure Borélienne :

Proposition 5.5.1 Soit a > 0 et ;1 une mesure Borélienne. On a

dinsg(Ba(1)) < ().
Par ailleurs, si 7(c) < 0 alors Eq(p) = 0.

Définition 5.5.2 Soit agp > 0. On dit que la mesure Borélienne p vérifie le formalisme
multifractal en a = g pour les ensembles Eq (1) si dimy(Eq, (1)) = 7 ().

5.5.2 Séries et mesures multifractales

On veut maintenant définir une séries d’ondelettes de la forme (5.5.1) qui vérifie le
formalisme multifractal faible pour les fonctions. Tout d’abord, on donne une relation explicite
entre le spectre multifractal de la série d’ondelettes F), et celui de la mesure .

5.5.2.1 Un théoréme de transfert

Théoreme 5.5.3 Soit 1 une mesure multifractale et so,po deux nombres positifs. Soit F}, la
série d’ondelettes définie par l'équation . Si la mesure p vérifie le formalisme multifrac-
tal en oy > 0 pour les ensembles Eo(p), alors F, vérifie a la fois le formalisme multifractal

fort et faible en
d d
H=5sy— —+ OZL,
Po Po
et
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Remarque 5.5.4 On peut remarquer comme cela est fait dans [BarSeur03)], que si xo ¢
supp(p), il existe un entier jo tel que

Vj = jo, dj(wo) =0.

Ainsi dans ce cas particulier hp, (x9) = +00.

Preuve. La preuve est similaire & celle du théoréme 1 de [BarSeur(5]. Elle est basée sur le
théoreme suivant :

Lemme 5.5.5 Pour tout o > 0, on a l'inclusion suivante :

Eo(p) C EH(F/L) N EH(FM),

d d
oﬂH:so———i-af.
Po  DPo

Preuve. On remarque que pour tout A

d 1

d)\ — 2—1'(30—%)”(/\) 0 .

Pour tout point zg
i(so—-d 1
dj(zg) =2 350735)  max {1 (Nj(x0)) }ro.
oe{—1,0,1}4
On suppose que xg € Ea(,u). Comme pour tout o € {—1,0,1}¢, a%(xg) > a, et pour tout
e > 0 il existe un entier jo(e, o) tel que

. d
Vi > jole, o), o (Ni(xo)) < 277r0 79,

Donc .

Vj > max{jo(e,0)}, dj(zxg) <2 35073597955 (278) < 9—i(H—¢)
g

. log d

lim inf 08 4j\ro) J($Q) >

j—+oo log277
De plus puisque pour un certain og € {—1,0,1}% on a a®(zg) < a, pour tout £ > 0 il existe
un entier jo(e) tel que '

Vi > joe),  u7(N(o)) = 2794,
Ainsi A
V] Z jo(&'), dj(.il?o) Z Q_J(HJ'_E).

et log d

lim sup M <

j—too 1l0g277

D’ou par le corollaire 77,

Eo() € {z € [0,1)%, hp (x) = hp,(x) = H} = Eg(F,) NEx(F).
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Comme p vérifie le formalisme multifractal en oo = g pour les ensembles E’a(,u) on en déduit
que N B
dimy(Eay (1)) = 7" (o) < dimp(Ep(Fl)),

d d
avecH:so——qLaL.
Po Po
On peut alors remarquer que pour tout p € R,
d D
wi(p) =p(so — —) = 7(—).
! Po Po

Comme pour tout 0 < H < oo et toute fonction localement bornée on a

dimy (B (Fy)) < ;Ielﬂg{pﬂ —wi(p) +d} = 7" (o) = dimy((Ea, (1)),

on peut en déduire que la série d’ondelettes F), vérifie le formalisme multifractal. Une démarche
similaire montre que F), vérifie aussi le formalisme multifractale fort. ]

5.5.3 Une classe de séries d’ondelettes vérifiant a la fois le formalisme
multifractal fort et faible

Le but de cette section est de définir une classe de mesures multifractales qui vérifient le
formalisme multifractal en tout a > 0 pour les ensembles E, (p), fournissant ainsi un exemple
de séries d’ondelettes qui vérifient a la fois le formalisme multifractal fort et faible.

5.5.3.1 Des conditions suffisantes i:le validité du formalisme multifractal des me-
sures pour les ensembles E, (1)

Ici, on suit une fois de plus principalement [BarSeur05]. On rappelle quelques notations
classiques. On suppose tout d’abord que d = 1 et on considere b un entier supérieur a 2. Soit
A={0,---,b—1}. Pour tout w € A* = U,enA", soit I, le sous intervalle semi-fermé b-adique
de [0,1]% indexé par w. Si w € A", pour un entier n fixé, on peut associer & chaque w, un
entier i, tel que I, = [iyb™ ™, (i, + 1)b7"[. Si (v,w) € (A™)2, on note &(v,w) = |i(v) — i(w)].
En dimension d > 1, on remplace A par A% Si w = (wy,- - ,wq) € (A)* = Upen(A)", I,
est le cube b-adique

Ly = Ly, X -+ X Iy,.

On pose aussi 6 = 0(v, w) = max(d(v1,w1), - ,0(vq, wq)). Soit 1 une mesure Borélienne sur
[0, 1]d. Pour tout ¢,t € R et n > 0, on définit une fonction analogue a 7 pour les grilles
b-adiques :

*

. 1
m(g) = lim fnf —— log > ulh),
we(A)I

*
ou la notation ) va signifier que la somme est prise sur les cubes dyadiques A tels que

p(A) > 0. Lorsque b = 2, on retrouve 7 = 7. Dans [BarSeur05|, J.Barral et S.Seuret font
I’hypothese suivante :

Hypothese 5.5.6 Il existe une suite strictement croissante d’entiers (k;); telle quelim; kj/j =
0 vérifiant la condition suivante : pour tout cube dyadique X\ de taille 277 tel que p(\) # 0, il
existe un cube b-adique N, C X de taille au moins 27775 tel que u(J,) # 0.
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log(2) . log(2
315y = (282
log(b) log(b)
[BarSeur05]. Soit ¢ € R. On suppose ici qu'il existe une mesure de Gibbs p, associée a pu et
une fonction C telle que

Soit n; = | .. On modifie quelque peu les hypotheses faites dans

(5.5.2) piq(L) < Cq(w)u(lw)qu'Tb(‘I)

pour tout w € (A4)* tel que u(I,) > 0.
Si 7;(q) existe on définit pour ,1 > 0,

t(g,n,e) =) prin(@tm@=em) > p(1,)"Cy(w) (L)
n>1 v,we (AN, (v,w) <Y
avec b =1sib=2,b =2 sinon et

S (g, m,e) = Z p(76(@) = (7 (@) +€)m) Z (1) "1C(w) (L)

>1 K
"= vwe(AD)" T2 5(0,w)<b,

avec b, = 1if b= 2,V = 2(b%%2 4 1) sinon.
Le théoreme suivant est analogue au théoréme 2 de [BarSeur05].

Théoréme 5.5.7 Soit ;1 une mesure Borélienne positive sur [0,1]% vérifiant ’hypothése .
Soit g € R, on suppose que

1. Il existe une mesure de Gibbs p, et une fonction Cy telle que l'inégalité soit
vérifice.

2. 1(q) existe.
3. dim(pq) = inf{dimy(B) : ue(B) > 0} > 7 (14(q))-

4. Pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que

(5.5.3) St(g,m,e) + S5(q,n,€) < 0.
Alors p vérifie le formalisme multifractal en o = 7](q) pour les ensembles Ea, i.e.

dim(Ey(,)) = 7 (7}(q)).

Remarque 5.5.8 On rappelle que I’hypothese d’existence d’une mesure de Gibbs i, est clas-
sique lorsqu’on cherche a montrer la validité du formalisme multifractal. De maniere simi-
laire a ce qui est fait dans [BarSeur05)], on fait une hypothése sur la dimension de Hausdorff
inférieure dim(p,) de la mesure de Gibbs afin que le formalisme multifractal des mesures soit
"quasi” vérifié sur une grille b-adique.

Preuve. On suit la méme démarche que dans la démonstration du théoreme 2 de [BarSeur(5).
L’hypothese implique, par la proposition 8 de [BarSeur05], que pour tout réel ¢, 7(q) >
75(q). Par ailleurs les hypotheses faites sur S}' et S4 impliquent, comme dans les
lemmes 4 et 5 de [BarSeur05], a partir du lemme de Borel-Cantelli que
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1. min(a“(x)) > 7/(q) pe-presque partout,

2. max(a’(z)) < 14(q) pg-presque partout.
o

Ainsi, pg-presque partout
Vo e {-1,0,1}¢, o°(x) =a’(z) = 7i(q),

et la mesure y, est portée par I’ensemble ETé(q)' L’hypothese faite sur dim(su,) permet alors

d’en déduire que dimH(ETl;(q)) > 77(7(¢)). La majoration du spectre multifractal de la mesure
p et le fait que 7 > 73, permet de conclure que le formalisme multifractal est vérifié pour les
ensembles E, en o = 7)(q). O

5.5.3.2 Quelques exemples de mesures multifractales qui satisfont au formalisme
multifractal pour les ensembles E, (1)

ON donne maintenant deux exemples canoniques de mesures qui vérifient les conditions

ci dessus.

Mesures quasi-Bernoulli Soit b un entier supérieur a 2. On rappelle qu’'une mesure
Borélienne positive sur [0, 1]d 1 est quasi-Bernoulli si pour une certaine constante positive
C et pour tout v, w € (A%)*

%M L)u(Lw) < p(Tow) < Cu(Ly)p(Lw).

Un exemple classique de mesure quasi-Bernoulli est ’exemple des mesures multinomiales :

Exemple 5.5.9 Soit b un entier supérieur a 2 et (mq,--- ,my_1) € (0,1)° tel que
b—1
St
i=0

on peut construire une suite de mesures de probabilité (jin)nen on [0,1)% de la maniére sui-
vante. POur tout entier n, on définit une mesure de probabilité i, sur [0,1)? tel que pour tout
we A,

nd
pn (L) = H M-
=1

Cette suite a alors une limite au sens faible p appelée mesure multinomiale en base b avec
pour poids (mg,- -+ ,Mp_1).
Par construction toute mesure multinomiale est quasi-Bernoulli.

Dans ce qui suit on considere uniquement des mesures quasi-Bernoulli continues i.e. sans
atome.

Proposition 5.5.10 Toute mesure quasi-Bernoulli continue vérifie les hypothéses du théoreme
et ainsi vérifie le formalisme multifractal en o > 0 pour les ensembles E,.
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Preuve. Dans [BMP92, Mich89, Mich93|, G.Michon et al. ont montré que pour tout g € R,
il existe une mesure de Gibbs p, et une constante C, telle que pour tout v € (A%)*

1 _ _
UM(Iv)qb (@l < piq(I,) < Cyu(L,) m(q)lv|
q
En particulier la propriété (5.5.2)) est vérifiée. Par ailleurs Y.Heurteaux a montré dans [?] que
pour tout ¢ € R, 7 est differentiable en ¢. La condition

V€>07 377>0 51(57777(1)"‘52(5777,(1) <0

est montrée dans [BarSeur05]. On a donc ainsi montré la proposition [5.5.10 O

On a donc le théoréme suivant :

Théoreme 5.5.11 Si p est une mesure quasi-Bernoulli continue alors la série d’ondelette
E,, définie par I’équation vérifie le formalisme multifractal fort et faible en tout point
H > sy — d/p().

Le cas des cascades multiplicatives aléatoires b-adiques Soit b un entier supérieur
a 2 et d = 1. Les cascades multiplicatives canoniques aléatoires ont été introduites par
B.Mandelbrot dans [Man74] et leurs propriétés multifractales ont été largement étudiées (
voir par exemple [Kah91l, HW92, [CK92, [Mol96, Bar99, Bar00]). On rappelle tout d’abord
comment sont construites ces mesures. Soit W une variable aléatoire positive presque siirement
constante vérifiant E(TW') = 1/b. On considere alors une suite (W, ),eca+ de copies idépendantes
de la variable W et u, une mesure aléatoire dont la densité par rapport a la mesure de Le-
besgue sur chaque intervalle dyadique est constante et vaut

D" W, -+ W oo, -

Presque stirement cette suite de mesures converge faiblement vers une mesure u lorsque n
tend vers l'infini. On définit alors

VgeR, 7(q)=—1~—log, E(lyy~oW1),

et
J={qeR, 7(7(q)) > 0}.

On suppose de plus que presque siirement W est positive et que 7/(1) > 0. On a donc p # 0
presque sirement et I’hypothese est vérifiée avec k; = 2.

Proposition 5.5.12 S5i pu est une cascade multiplicative aléatoire b-adique alors presque
surement sur J, p vérifie les hypothéses du théoréme et ainsi vérifie le formalisme
multifractal pour tout ¢ € J en o = 7'(q) pour les ensembles E,,.

Preuve. Le théoreme 8 de [Bar00] implique que 7, = 7 sur J. Par ailleurs, dans [BBP03] est
montré I'existence d’une mesure aléatoire ji, et d’une fonction aléatoire C, vérifiant presque
stirement

Vg e J, Vo e A%, pg(L,) = Cy(Ly)pu(1,)blIT@
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pour tout ¢ € R. Ainsi la propriété (5.5.2]) est vérifiée. Par ailleurs dans [BarSeur05] est
montré que la condition

V€>07 377>0 51(5777,(1)"‘52(57777‘1) <0

est presque stirement vérifiée. Les hypotheses du théoréme [5.5.7]sont ainsi vérifiées. Le résultat
recherché s’ensuit alors. g

On obtient alors de maniere similaire a ce qui a été fait pour les mesures quasi-Bernoulli le
résultat suivant :

Théoreme 5.5.13 Soit W une variable aléatoire presque stirement positive. Soit p une cas-
cade multiplicative aléatoire b-adique telle que 7' (1) = —1 — log, (E(W)) > 0. Alors la série
d’ondelettes F), définie par l’équation vérifie presque surement le formalisme multi-
fractal fort et faible en tout point H > 0.



Chapitre 6

Un Mouvement Brownien
Multifractionnaire lacunaire

L’objectif du chapitre est ici d’introduire des processus gaussiens qui sortent du cadre
standard ou exposant de Holder inférieur et supérieur coincident en tout point. Pour cela on
va introduire des processus multifractionnaires a infinité d’échelles.

De maniere générale, le Mouvement Brownien Multifractionnaire a été introduit indépendament
par J.Lévy-Véhel et R.Peltier dans [LVPel95] (qui en donnent une représentation moyenne mo-
bile) et par A.Benassi, S.Jaffard et D.Roux dans [BJRI7] qui en donnent la représentation

harmonisable suivante,
Bu = [ =L g
m(t :/ 1 s
.

olt H est une fonction uniformément Holdérienne définie sur R* & valeurs dans [a,b] C (0, 1).

Les propriétés de régularité ponctuelle et d’autosimilarité locale du Mouvement Brow-
nien Multifractionnaire ont été étudiées dans [BJRI7| et [LVPel95|. Par ailleurs, B. Boufoussi,
M. Dozzi et R. Guerbaz ont montré, en utilisant la régularité du temps local du Mouvement
Brownien Multifractionnaire, que ce processus satisfait a la loi du log itéré de Chung (voir
théoreme 4.1 de [BDGO6]) et est donc en tout point ¢y presque strement anti-Holdérien d’ex-
posant H (tp)(au sens faible donc).

De nombreuses généralisations de ce processus ont été faites. Le Mouvement Brownien
Multifractionnaire Généralisé a tout d’abord été défini par A.Ayache et J.Lévy-Véhel dans
[ALV99] et [ALV0Q]. Soit A un réel supérieur a 1 fixé, et H = (Hy); une suite de fonctions
uniformément Holdériennes a valeurs dans [a, b]. Le Mouvement Brownien Multifractionnaire
Généralisé de parametres H et A est le processus {X (t) }1er défini par,

eit£ -1 +o0o eitﬁ 1 N
A :/ PN / —————dW ().
97 Jo jepres ;:: g O

Des résultats de régularité ponctuelle de ce processus ont alors été obtenus, au sens
faible (en tout point presque strement), dans [ALV99] et [ALV00Q], tandis que par une ap-
proche via les ondelettes A.Ayache, S.Jaffard et M.Taqqu dans [AJT07] ont réussi a définir
un Mouvement Brownien Multifractionnaire Généralisé dont ils estiment I’exposant de Holder
inférieur au sens fort (c’est a dire presque surement en tout point). Dans un cas particulier,

166
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A.Ayache et J.Lévy-Véhel ont aussi obtenus dans [ALV99] des résultats d’autosimilarité lo-
cale du Mouvement Brownien Multifractionnaire Généralisé.

Une généralisation du Mouvement Brownien Multifractionnaire Généralisé a ensuite été
faite par A.Ayache, A.Benassi, S.Cohen, J.Lévy-Véhel dans [ABCLV05] qui définissent ainsi le
Processus Gaussien Multifractionnaire Généralisé de fonction de Hurst H par la représentation

harmonisable suivante,
X0 = [ S
= [ ——— :
R |§|H(t,§)+§

ou H est une fonction définie sur R x (0, +00) & valeurs dans [a, b] C (0,1).

Ici on va combiner I’approche multifractionnaire et I’approche multi-échelle. On va tout
d’abord définir le Mouvement Brownien Multifractionnaire & infinité d’échelles, puis donner
des résultats de régularité et d’irrégularité cette fois ci ponctuels dans deux cas particuliers.

On conclura enfin dans un cas lacunaire sur des résultats d’autosimilarité asymptotique
locale en tout point et sur la structure en tout point de I’espace tangent au processus dans
un cas particulier.

6.1 Définition du Mouvement Brownien Multifractionnaire a
infinité d’échelles

On se donne maintenant une suite o = (0;); de réels bornée et H = (H;); une famille
de fonctions uniformément Holdériennes. On définit alors le processus { B »(t) }ter suivant,

+oo zt&_ /\
(6.1.1) By, (t Z/ )

|§’Hz(t)+*
ou Dy = {&,[¢] < 1} et ou pour tout ¢,

= {271 g < 2

Remarque 6.1.1 Soit H(t) une fonction B Holdérienne. Si on définit la suite d’échelles
H = (Hy)pen et la suite d’amplitudes o = (0y)pen par

VI EN, Hy=H(t), oy = 1,

le processus {Bay(t) }1er est le Mouvement Brownien Multifractionnaire de paramétre H.

Ce qui suit permettra ainsi de retrouver en particulier les résultats d’irrégularité ponc-
tuelle du Mouvement Brownien Mulfractionnaire déja établis dans [BDGOG.

De méme si l'on se donne une suite de fonctions H = (Hy)pen vérifiant des propriétés
particulieres détaillées en section et que l'on pose pour tout £, oy = 1, le processus
{Ba(t)}icr est cette fois le Mouvement Brownien Multifractionnaire Généralisé de pa-
rameétres H et A = 2.

Dans la section suivante, on va se donner des criteres de type Kolmogorov afin d’étudier
la régularité et lirrégularité ponctuelle de ce processus.
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6.2 Quelques criteres de régularité Holdérienne supérieure

La définition du processus multifractionnaire { By, (t)}+cr par sa représentation har-
monisable rend délicate 1'utilisation des ondelettes car la famille H d’indices de Hurst du
processus dépend du parametre t. On va donc utiliser des critéres de type Kolmogorov qui
vont donner des résultats d’irrégularité ponctuelle en tout point presque strement.

6.2.1 Quelques criteres de régularité Holdérienne inférieure

On rappelle deux criteres de détermination de ’exposant de Holder inférieur d’un pro-
cessus Gaussien.

Voici tout d’abord le critéere de Kolmogorov classique (voir [KarShr98|) qui est utile
dans [ALV99] pour minorer ’exposant de Holder inférieur local d’un processus Gaussien :

Proposition 6.2.1 Soit I un intervalle borné et {X (t)}ier un processus gaussien centré.

On suppose qu’il existe un réel o strictement compris entre 0 et 1 et une constante positive
Cy telle que :

(6.2.1) V(t,t') € I?, E(| X (t) — X)) < Colt — '|**,
alors il existe {X (t)}1er modification continue de {X (t)}ser telle que pour tout € positif.

X(t) - X(¢
(6.2.2) P(  sup (L/a_(a)’
O<ft—t/|<h(w) It =7

) =1,

h(w) étant une fonction p.s. positive.

Ceci entraine en particulier que :
(6.2.3) p.s.Vse Ihy(s)> a.

Pour majorer 'exposant de Hélder inférieur ponctuel d’un processus Gaussien, dans
[ALV99] on se sert du résultat suivant :

Proposition 6.2.2 Soit I un intervalle de R et {X (t)}1cr un processus gaussien centré. On
se donne s un point de I.

On suppose qu’il existe un réel o strictement compris entre 0 et 1 et que pour tout réel
positif € il existe une suite décroissante de réels positifs (hp)nen telle que :

(6.2.4) VneN, E(|X(s+ hn) — X(5)|]?) > Colhn|?*Te,
alors on a p.s.
(6.2.5) hx(s) <o

On va donner maintenant deux criteres analogues servant successivement a minorer puis
a majorer 'exposant de Holder supérieur d’un processus Gaussien.
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6.2.2 Deux criteres de Régularité Holdérienne supérieure

On va énoncer maintenant une proposition qui permettra de minorer I'exposant de
Holder supérieur d’'un processus Gaussien.

Proposition 6.2.3 Soit I un intervalle de R. On se donne {X (t)}ier un processus gaussien
centré et s un point de I.
On fait alors les deux hypothéses suivantes :

1. 1l existe Cy constante positive telle que :
(6.2.6) V(t,t)e I?, B(X(t) — X))} < O3t — |,

pour un certain réel positif a.

2. Pour toute constante positive C, il existe une suite strictement croissante d’entiers (jn)n
telle que :

VneNYjeE {jn, ,nt1 — 1},
(6.2.7) sup E(|X(s+ h) — X(s)|?) < Cinf(2 7o, 2int1(1-2)g=j),
|h|< 2-

pour un certain réel a compris strictement entre 0 et 1,
alors pour la suite donnée par la propriété :

Ve N,Yj € {jn, - s dns1 — 1},
(6.2.8) sup E(|X(s+h— X(s)]2) < Cinf(gfjna(l—s%2J'n+1(1—a)(175)2*j(1—s)).
|h|< 277

En particulier p.s.,
hx(s) > a.

On a aussi un résultat permettant de majorer 'exposant de Holder ponctuel supérieur
en un point donné :

Proposition 6.2.4 Soit I un intervalle de R, {X (t)}ic 1 et s un point de I. On suppose qu’il
existe un réel a strictement compris entre 0 et 1 tel que :
Pour tout réel positif €, il existe un réel positif ro et une constante positive Cy tels que pour

tout réel positif r inférieur ou égal a rq :

(6.2.9) sup E(|X (s + h) — X (s)|*) > Cp r2oTe,
h|<

alors p.s.

Bx(s) § .

Remarque 6.2.5 La propriété[6.2.9 est équivalente a la propriété suivante :
Pour tout réel positif €, il existe un entier jo et une constante positive Cy tels que pour tout
entier j supérieur ou égal a jy :

(6.2.10) sup E(|X(s+h) — X(s)]z) > Cozfj(2a+e)‘
|h|< 273
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L’hypothése plus forte :

Pour tout réel positif €, il existe un entier jy et une constante positive Cy tels que pour tout
entier j supérieur ou égal a jo :

(6.2.11) E(|X (s +277) — X(s)[2) > Cp292ate),

implique donc la propriété[6.2.9.

Les démonstrations de ces deux critéres sont maintenant faites dans les deux sections sui-
vantes.

6.2.3 Démonstration de la proposition [6.2.3

On va passer par l'intermédiaire du résultat plus général suivant :
Proposition 6.2.6 Soit I un intervalle de R. On se donne {X (t)}1er un processus gaussien
centré et s un point de I.

On fait alors les deux hypothéses suivantes :

1. 1l existe Cy constante positive telle que :
(6.2.12) Y (t,t') e I?, B(|1X; — Xp|?) < C2|t — 1),

pour un certain réel positif a.

2. 11 existe O un module de continuité faible d’ordre 1 et gz un réel positif tels que :

(6.2.13) Vr< o, Sup E(| Xorn — Xs[*) < 0%(r),
hl<r

alors :
Pour le module de continuité faible 0 d’ordre 1 et le réel rg donnés par la propriété :

(6.2.14) Vleqry l:&p E(| Xsqn — XS|2) < Coelfs(r)]log(H(r))lﬂ,

ST
le réel B étant un réel supérieur a 1 quelconque, la constante Cy étant une variable aléatoire
presque surement positive a moments de tout ordre fini ne dépendant pas du module de conti-
nuité 6.

Preuve. Dans ce qui suit on suppose (quitte & s’y ramener par changement de variable) que
I =10,1]. Par on sait que p.s. les trajectoires du processus {X () };cr sont continues
(et méme uniformément Holdériennes).

Soit 1, de probabilité 1 tel que pour tout w € €1, la fonction X(-) est continue sur I.
On peut alors , sur [0,1], décomposer la fonction continue X () dans la base de Schauder et
donc écrire que (les notations sont celles du chapitre précédent) :

Pour tout w € € et tout ¢ dans [0,1] on a :
271
2k 2k+1 2k+1

X () = X(0)po(t)+(X()=X(0)¢1 )+ D (X (5557)-2X (o )+ X (G )sa(t),
>0 k=0
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la convergence étant uniforme sur [0,1].

Comme dans le chapitre 1, pour tout j > 0 et k € {0,---,27 — 1}, les notations suivantes :

2k + 2 2k +1 2k
cjp(w) = X(w) - 2X(w) + X(ﬁ)»
et
O'ik = E(Cik,)

Comme par hypothese {X (t)}:cr est un processus gaussien centré, les variables aléatoires
o
J7

ik = suivent une loi normale centrée réduite. On va utiliser le résultat rappelé dans
Oik
j7

[MST99] suivant :
Lemme 6.2.7 Si (§;1)jczkez est une suite de variables aléatoires, suivant toutes la loi nor-

male centrée réduite, mais pas forcément indépendantes il existe alors Qo de probabilité 1 et
une variable aléatoire Co(w) aux moments de tous ordres finis tels que :

Vwe D, [gi < Colw)ylog(2 + 1)) v1og(2 + [])

Dans le cas présent, 5 > 0et k € {0,---,2/ — 1}, on sait donc que :

Vwe D, Vi> 0,VEke{0,---,2 -1}, |&4] < Co(w)y/1og(2+ j)v/i+1
Par le lemme on va déduire une majoration des coefficients dominants :

ki(s) —1 < m_ kj(s)A—i—Q

2i = 2t T

d;(s) = sup{|csm|, avec £ et m tels que :

kj(s) = [27s]. Cest le lemme qui suit.
Lemme 6.2.8 Pour tout € positif, j > j. et w € Q1 Ny on a la majoration suivante :

dj(s) < Co(w)B(279)'

kj(s)—1 < %< kj(s)+2

Preuve. En effet si 57 57— ona:
m 1 m+1 1
syl s gt s 5=
donc par [6.2.9| : ‘
om = E(leeml’) < 622771
< Co0?(279)

La derniere inégalité découle du fait que 6 est un module de continuité.

De méme par [6.2.12]:

1 a
Tom < CO(W)Q(W)2

donc au final :

Tom < C'o(w)%nf((%)%a92(27#1))
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Ceci moyennant le lemme et la définition des &, permet, si
kj(s) —1 <M k;i(s) —|—2’

27 - 2l 27
d’aboutir a :
lcem| < Co(w)y/10g(2 + OV + 107, mUz o pour ¢ positif,
< Co(w)y/log(2 + OVl + 1272 ag(2-7)1-
Soit alors
Ko(w) = Co(w) sup(log(2 + OVE+127259)
on a bien le résultat voulu. ) O

On est donc en mesure d’appliquer les résultats du chapitre précédent sur l'irrégularité ponc-
tuelle. Ce qui permet de démontrer le critere annoncé. O

6.2.4 Démonstration de la proposition [6.2.4

On peut utiliser les criteres ondelettes dans la base de Schauder comme cela a été fait
dans la section précédente. On donne une autre preuve purement probabiliste.
On utilise la remarque [6.2.5] et on souhaite montrer que, Cy étant la constante intervenant
dans la propriété [6.2.9] on a :

ps-34oV i >jo Yj= sup (|X(s+h—X(s)]) > Co277*+)
|h|< 29

soit : A
P(liminf{Y; > Cy 277(9)}) =1
ce qui est équivalent & '
P(limsup{Y; < Cy 279(@+9)1) = 0.
Soit |hj]| tel que :

o, = E(IX (s + hj) — X(s)*) = Cp 277

alors ' '
P(Y; <Co277) < P(IX(s+hj) — X(s)] < Cp 277(a+e)

[ X (s + hy) — X(s)|

Oh,

< P(

< C2i®
La derniere inégalité découle du fait que :
| X (s +hj) = X(s)|

Oh,

est une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. Comme
> P(Y; < Co27Y) < +oo,
j=0

le lemme de Borel-Cantelli implique le résultat.

On souhaite maintenant appliquer ce qui précede a I’étude de la régularité Holdérienne
supérieure du Mouvement Brownien Multifractionnaire a infinité d’échelles.
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6.3 Deux exemples de Mouvements Browniens Multifraction-
naires a infinité d’échelles

On va donner ici deux exemples différents de Mouvement Brownien Multifractionnaire
a infinité d’échelles pour lequel, en tout point presque stirement exposant de Holder inférieur
et supérieur different.

6.3.1 Le cas non lacunaire d’un Mouvement Brownien Multifractionnaire
généralisé
On supposera ici que la suite 0 = (0;) en vérifie,
Vj>0,0;=1

Le processus considéré sera donc non lacunaire et on retrouvera un Mouvement Brow-
nien Multifractionnaire Généralisé. On fera des hypotheses particulieres sur la suite d’échelles
H. On rappelle la définition suivante,

Définition 6.3.1 La fonction f définie sur R est (3,c) Holdérienne si :
V (t1,t2) € R tel que [ty —t1| <1 on a : |f(t2) — f(t1)] < clta — t1]°
On va maintenant définir la notion de famille d’échelles admissibles :

Définition 6.3.2 Soit H = (Hy), une famille de fonctions (3,c¢) Héldériennes a valeurs
dans [a,b] C (0,1). On notera H et H les fonctions définies par

H(t) = liminf(Hn)
H(t) = limsup(H,)

n— 4+o0o

On dit que la suite d’échelles H = (Hy)y est admissible si les propriétés suivantes sont
vérifiées :
1. Pour tout € > 0 et s réel, il existe jo = jo(s,€) et n = n(s,e) tel que pour tout j > jo
et |h| < n on ait,

(6.3.1) Hj(s+h)> H(s)—e.
2. Pour tout t,

(6.3.2) sup(H(t)) < Sttlp(ﬁ(t)) < B, 5;11?](61) = O(J).

3. Pour tout € positif et s réel, il existe une suite d’entiers strictement croissante (jn)neN
(dépendant a priori du réel s) telle que pour tout entier n :

(6.3.3) H, (s)> H(s)—e,
et pour tout entier n et tout entier j de {jn, -+ ,jn+1 — 1},

(6.3.4) JHj(s) = sup(jntl;, (s) + € (7 = jn)s dnt1(Hj,py () = 1) + 7).
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Remarque 6.3.3 On peut se poser la question de l'existence d’une suite d’échelles admis-
sibles. On sait déja que si l’on se donne une fonction H 8 Héldérienne et que l'on définit la
suite H= (Hy)gen par Hy = H(t), la suite H est bien une suite d’échelle admissible.

Dans la suite, on montrera qu’en fait il est possible de trouver une suite de fonctions
non seulement vérifiant toutes ces conditions, mais avec en plus en tout point une limite
inférieure et une limite supérieure différente.

Le Mouvement Brownien Multifractionnaire & infinité d’échelles {Bn} est alors un
Mouvement Brownien Multifractionnaire Généralisé de parametre H et A = 2. On notera
dans cette section,

X(-) = Buo(").

et on va étudier les propriétés d’irrégularité ponctuelle de ce processus.

Remarque 6.3.4 On va faire quelques commentaires sur les hypothéses ci-dessus. Les pro-
priétés (0.5.1]) et (6.5.9) sont requises dans [ALV99] lors de la construction du Mouvement
Brownien Multifractionnaire Généralisé afin de pouvoir estimer ’exposant de Holder inférieur
du processus en tout point (au sens faible).

Ce sont les propriétés (0.3.1) et (6.3.2) qui vont permettre d’estimer l’exposant de
Hoélder supérieur.

6.3.1.1 Enoncé des résultats obtenus

On rappelle maintenant les résultats déja démontrés dans [ALV99] concernant la régularité
Holdérienne inférieure du Mouvement Brownien Multifractionnaire Généralisé, découlant des

Propositions [6.2.1] et [6.2.2]
Proposition 6.3.5 Pour tout réel s on a p.s. hx(s) = hx(s) = H(s).

On souhaite, a ’aide des propositions [6.2.6] et 7?7 minorer puis majorer I’exposant de
Holder supérieur ponctuel du processus { X (¢)}icr.

On a la minoration suivante

Proposition 6.3.6 Supposons que la suite H est une suite admissible, pour tout réel s on a

p.S. B B
hx(s) > H(s).

On a de méme une majoration de I'exposant de Holder ponctuel supérieur du Mouve-
ment Brownien Multifractionnaire Généralisé { X (¢)}¢er :

Proposition 6.3.7 Supposons que la suite H est une suite admissible, pour tout réel s on a
P.S.

hx(s) >

|

().
En résumé on a montré que :

Proposition 6.3.8 Pour tout réel s on a p.s.
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On voit qu’on a ainsi retrouvé le résultat déja démontré dans [BDGO6] (théoreme 4.1)
sur le Mouvement Brownien Multifractionnaire :

Corollaire 6.3.9 Soit H une fonction B Hoéldérienne. Alors le Mouvement Brownien Multi-
fractionnaire de parameétre H vérifie :

Pour tout réel s on a p.s.

hx(s) = hx(s) = hx(s) = H(s).

On va démontrer ces deux propositions dans les deux sections suivantes.

6.3.1.2 Démonstration de la Proposition [6.3.6

Soit € > 0 un réel positif fixé, la suite H = (H;); étant admissible, on sait qu’il existe
une suite (jn)nen telle que les propriétés (6.3.3) et (6.3.4) soient vérifiées. Soit alors N un
entier fixé et J un entier de {jn, -+ ,jn+1 — 1}.

On considere un réel h tel que |h| < 277. L’objectif est de majorer E(|X (s + h) —
X (s)|?). Tout d’abord, par définition du Mouvement Brownien Multifractionnaire Généralisé

{X () }er -

1s+h£_1 eisf_l 2

E(|X(s+h) — Z/D

On suit la méme démarche que dans [ALV99]. On commence par démontrer le lemme :
Lemme 6.3.10 On a :
E(|X(s+h)— X(s)]*) < Co(R+S+T+7U),

’€‘H4 (s+h)+1 ’f‘Hg(s)-i-%

ol

R = 2 / €5 _ 1j2(Jg[~HolsH0)=F _ |¢|~Hol)~})2gg,
5 = SZ / (e el —E e e 2,
J—1
T — 2/ |£|—2H0(s+h)—1|6ih§_1|2+2Z/ |§|—2Hg(s—i-h)—1|eih£_1|2d€7
Do = /Dy

+0o0
U = 22/ ’6‘72Hz(5+h)71’6ih§ . 1|2d§
t=g 7/ De

On utilise ensuite la majoration des réels R, S, T' qui est donnée dans [ALV99] et que l'on
rappelle :

Lemme 6.3.11 On a :

I 2 1 2
R < 2((|5|+H0)2(/ (,Zi(f)f dé + / (‘Z,%f)f a€))|h|??
S < 24(log(2 2322 (=1)2ac2y|p |2
7=1
T <

—2b+1 —2a+1 2 —2a+1 2
o[ e [t o)
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Remarque 6.3.12 Par hypothése sup H(t) < (3 donc chacun des termes précédents peut, d
t

partir d’un certain rang, pour tout C et € positifs étre rendu inférieur a C\h|2ﬁ(5)*25

Le point délicat est la majoration de U a laquelle on va s’intéresser maintenant :
Lemme 6.3.13 Pour tout € positif, si J suffisament grand, on a la majoration suivante, :

JN+1—1
U< 2K(a,b) Z 23 j(8)— 5)_|_2 Z 2] j(s)—e) ’

J=IN+1

la constante K (a,b) ne dépendant que des réels a et b.

Preuve.

_ 22/ |—2Hj(s+h)—1|eih£ _ 1|2d§

- 1<I£\<2J

Par le changement de variable £ = 274 on obtient :

“+o0o
U S 222]HJ(S+h)(/ ’u|72Hj(S+h)*1|eih% o 1|2du)
= $<lél<t

Comme pour tout entier j, la fonction H; est a valeurs dans lintervalle [a,b], cela

implique :
+o0o
U < 83 2 i / |~
j=J 1<lgl<t
In41—1 +00
< 2K(ab) | Y 27 Hilth Lo N gmileth)
J=J J=JIN+1

en posant K(a,b) = / lu| =2 du.
1<lgl<t

On utilise alors la régularité Holdérienne des fonctions H; et ’hypothese |h| < 277.

En effet pour tout entier j supérieur a J,
JH;j(s +h) = jH;(s) — ¢jjh
Or S;l]?](Cj) = O(J), donc c¢jh < J?277 < ¢ pour J assez grand. O
J>
On va ainsi pouvoir conclure a 'aide du lemme suivant :

Lemme 6.3.14 Pour tout réel positif €, toute constante positive C, et tout entier J suffisa-
ment grand, on peut majorer U de la maniére suivante :

U< C’inf(Q*jN(F(S)*QE)’2*jN+1(F(s)f2571)7J)'
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Preuve. A ce stade la on va utiliser la propriété (6.3.4).

Pour tout n > N et j € {jn, - ,jnt1 — 1} et t réel on a :
JH;(s) = jntj,(s) +e(j = jn),
jHj(s) > jn+1(Hjn+1(S) - 1) +j)

Donc :
JN+1—1 JN+1 1
Z 9-iHi(s) < oinHjy(s Z 9—e(j—in)
Jn+1—1 JN+1—1
Z 9—ilj(s) < o=in+1(Hiy,,(s)=1) Z 9= — g in+1(Hyy  —1)—J
j=J
+oo ) oo
Z 9—iHj(s) < 9 IN+1H () Z 9—e(i—in+1)
J=IN+1 J=IN+1
JN+1—1 +oo
Comme le réel € est positif, les séries Z 275U=IN) et Z 27¢U=IN+1) convergent.
j=J J=IN+1
Par croissance de la suite d’entiers (j,)nen on a au final :
our tout entier ositif, pour tout entier e {jn, - ,jin+1 — 1} et tout rée el que
Pour tout entier N positif, pour tout entier J de {j jN41 — 1} et tout réel h tel g
|h| < 277

U < 2 inf(27n iy () gmiveow (97077),

On utilise maintenant la propriété (6.3.3) :

Pour tout N :
Hj, (5) 2 F(S) -
Donc : _ _
U < 25inf(2in@()2) g=insi(H(s)—e=1)~J)
< 09 inf(ijN(ﬁ(s)72s)7 ijN_,_l(ﬁ(s)stfl)fJ)
si N est assez grand. Ce qui est le résultat attendu. O

On conclut enfin en tenant compte de |h| < 277 et en appliquant la Proposition

6.3.1.3 Démonstration de la Proposition [6.3.7

Il suffit de montrer que pour tout réel positif € , il existe un entier jy et une constante
positive Cy tels que si j > jg :

(6.3.5) E(|X(s+277)— X(s)]?) > Cp2 7 2H()+2)

Soit j un entier positif, par définition,

E(|X(s+277) - Z/

2(s+2 Ne _ 1 eisf -1 2

€| Hel+2T5 || Helo)+3
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On remarque que :

2

i(s+2 e -1 eis 1
1
2

|€|H (s4+2-9)+ |€‘Hj(s)+%

E(X(s +27) - X(s)?) > /

On fait alors la minoration :

N

1X (s +279) = X(s)llp2(@) = E(IX(s+277) = X(s)]%)

D;
(/ (el — gt %Pdé)

Soit maintenant un réel e positif fixé, et soit jo un entier tel que pour tout j > jg on ait

v

ol

H;(s) < H(s)+e¢

On a alors :

[ e apg » [ g ok apag

J J

2—2j(H(s)+5) / u72ﬁ(s)72571‘eiu - 1|2du
D,

\Y]

par le changement de variable v = 277¢.

Ainsi on a :

/ (g7 Howr()=z — ||~ Hil=+27)=3)2q¢
D

J

< 3((j+1)2log(2)22—2(a+ﬁ—ﬁ(s)—S)j)C?+1h?(ﬁ(s)Jrs)

Soit pour j assez grand, comme ¢; = O(j) :
- 2
HX(S + 2—]) _ X(S)HLZ( \/ / —2H (s)— 28—1‘ezu 1’ du)22 2j(H(s)+¢)
Dy

Ce qui donne bien le résultat souhaité.
Les deux propositions et ayant été démontrées, il reste maintenant a montrer
lexistence de suite d’échelles admissibles H = (H),)pen.

6.3.1.4 Un exemple de suite d’échelles admissibles

Soit H et H deux fonctions 3 Holdériennes & valeurs dans un intervalle [a, b] inclus dans
(0, min(1, B)).
Dans ce qui suit, on va montrer qu’on peut construire une suite (H;) de fonctions ne prenant

que les deux valeurs H et H et vérifiant toutes les conditions d’admissibilité posées plus haut.
On se donne un réel positif gg tel que g9 < inf(a,1 — b).
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On définit alors par récurrence deux suites strictement croissantes d’entiers (jy)nen €t
(Jn,1)nen. Lentier jo est pris quelconque, supérieur a 1. L’entier jo 1 est lui pris tel que,

b—eo .
Jo-

Jo,1 >
a — &g

Supposons alors avoir défini par récurrence les entiers
.jO: T 7.jn7 j0,17 e 7jn,1-
On prend alors pour j,4+1 et jn,+1,1 deux entiers quelconques tels que,

) 1—a. . b—eo
Jn+1 =2 T pJn Int1l >

a_ 50.7n+1-
A partir de ces deux suites on construit ainsi la suite de fonctions H = (H;); suivante :
Pour tout entier n et tout entier j de {jn, - ,Jn+1 — 1},

Sij=jn1, Hj=H,
Sij#jny, Hj=H.

Proposition 6.3.15 La suite de fonctions H = (H;); définie plus haut est une suite d’échelles
admissibles. La suite intervenant dans les propriétés est alors la suite (jp)neN
définie plus haut.

Le Mouvement Brownien Multifractionnaire Généralisé {X (t)}ier défini a partir de
cette suite est donc un processus gaussien vérifiant :

Vt € R, p.s. ,h(t) = H(t) < h(t) = H(t).

Preuve. Les propriétés (6.3.1) et (6.3.2) sont, du fait que H et H sont 8 Holdériennes,
automatiquement vérifiées.

Le point essentiel va étre de montrer les propriétés[6.3.3 et Soit donc € < gq positif,
on prend dans les équations ([6.3.3)) et pour suite (jn)nen la suite (jn)nen définie plus
haut. La propriété est alors automatiquement vérifiée.

Soit n un entier. Si j est un entier positif de {jn, - ,jn+1 — 1} différent de j, 1 on a
bien :

jHj(S) > SUP(jnHjn(s) +e(j _jn)7jn+1(Hjn+1 —1)+37)
car Hj = H;, = H;

jns1 = H et ¢ est inférieur a 1.

Il reste donc a traiter le cas j = j, 1. Or pour tout réel s,
JnaHj,  (8) = jn1H(s) > jn,1a.

De plus, o

]nH(S) +e (.7 - Jn)
jnb +e€ (] - ]n)
Jnb+e0 (5 — Jjn)

JnHj,(s) +€ (J = Jn)
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Par hypothese,

ce qui est exactement équivalent a,

Jnb+¢e0 (Jna — jn) < Jnja.

Donc pour tout réel positif € inférieur a gq :
jn)lHjn,l(S) Z ]nHjn (8) + € (,777,,1 - .]n)

De meéme :
jmlHjn,l(S) > jn+1(Hjn+1 - 1) + jml'

On a donc bien la minoration voulue pour j = jj, 1. g

6.3.2 Le cas d’un Mouvement Brownien Multifractionnaire lacunaire

Les notations sont célles de la section précédente. On se donne deux fonctions [-
Holdériennes H et H. On définit alors le Mouvement Brownien Multifractionnaire {Y () }+er
lacunaire suivant,

itf_l itf_l o~

On va s’intéresser a ce processus de deux points de vue. On va tout d’abord estimer
son exposant de Holder inférieur et supérieur puis s’intéresser aux propriétés d’autosimilarité
locales vérifiées par ce processus.

6.3.2.1 Propriétés de régularité et d’irrégularité ponctuelle du Mouvement Brow-
nien Multifractionnaire lacunaire

On va utiliser cette fois ci les criteres de régularité de la section pour démontrer
les deux résultats suivants :

Proposition 6.3.16 Pour tout réel s,
p.s.hy(s) = H(s).

Preuve. La preuve est faite en section [6.3.2.3 ]

Proposition 6.3.17 Pour tout réel s ,

p.s.hx(s) > H(s).

Preuve. La preuve est faite en section [6.3.2.3 U
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6.3.2.2 Propriétés d’autosimilarité asymptotique locale dans le cas lacunaire

De méme que dans le cas du Mouvement Brownien Fractionnaire a infinité d’échelles
du chapitre 1, on a des propriétés d’autosimilarité asymptotique locale en tout point suivant
des échelles particulieres :

Proposition 6.3.18 Soit to un réel fizé. Le Mouvement Brownien Fractionnaire lacunaire
{Br(to)(t) }ter d’indice de Hurst H(to) défini par,

~ w1
Bt (t) = / 1w,

|ﬂ(to)+§
1<lgl<1

et le Mouvement Brownien Fractionnaire lacunaire {Eﬁ(to)(t)}teﬂg d’indice de Hurst H(tg)

défini par,
E eit§ -1 —

1<lgl<t

sont deux processus tangents au Mouvement Brownien Multifractionnaire a infinité d’échelles

{Y(t)}ier défini par Uéquation (6.3.6).
Le Mouvement Brownien Multifractionnaire a infinité d’échelles {Y (t)}1cr posséde
ainsi en tout point plusieurs processus tangents.

Preuve. La démonstration est faite en section [6.3.2.4! O

6.3.2.3 Démonstration des la proposition [6.3.16

On remarque que le processus {Y (t) }icr s'écrit,

+ZOO / e LAV (©)

HECE
avec pour tout j, o; € {0,1} et donc pour tout réel h on a,
E([Y (t+h) = Y(6)*) <E(X(t+h) - X(1)])

ou le processus {X(t)}er est le Mouvement Brownien Multifractionnaire Généralisé défini
en section On en déduit alors les deux minorations suivantes & s fixé,

hy(s) > hx(s) > H(s), hy(s) > hx(s) > H(s).

Il reste donc a majorer 'exposant de Holder inférieur, hy (s). Il suffit de montrer que
pour tout réel positif € il existe une constante positive Cj tels que pour tout entier n :

(6.3.7) E(|Y (s + Q*jn,l) — Y(S)‘Q)) > Cozfjn,l(Qﬁ(s)‘i’E)
Soit n un entier positif, par définition,

E(|Y (s +277%1) — Z /D

z (s+279)¢ _ et 1

|| Hels+2” J"1)+2 |§|Hz(8)+é
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On remarque que :

i(s+2_j”71)§ 1 ot _ 2

EﬂY@+2ﬂﬁﬁ—}%@sz/

g2 e EO)

On fait alors la minoration :

(NI

Y (s+27m1) =Y (s)llp2) = E(Y(s+271) =Y (s)]?)

1
, 2
> (/ WH@%\em”lf—u?d&)
Djn,l
3
_2</@ (S &”J””—><%>
Djn,l
On a alors :
/ g5 |2 1 g > / ¢ 72— R o2 1 2
Djn,l Djn,l

> 272]'”71@(5) u—2ﬂ(s)—25—1|€iu_1’2du

Dy

par le changement de variable u = 277¢.

Ainsi on a comme H est § Holdérienne : :

1 . .
/ (IE[TH)75 — [ 22 2dE < B3((fn + 1)° log(2)°2 IO ) g 2ina (),

jn,l

Ce qui donne bien le résultat de majoration souhaité :
Vs € R, p.s., hy (s).
6.3.2.4 Démonstration de la proposition [6.3.18

Le résultat de la proposition [6.3.18| découle du lemme suivant :

Lemme 6.3.19 Pour tout réels ty, u, v,

(6.3.8) | | |

BT V@O T2 V) [ e,
ng——+00 2—2jn0H(t0) <[¢]<1 |C| 2H (to)+1

= E(Eﬁ(to)( )BH(,:O)( v)),

et
(6.3.9)

 E((Y(to +277m0tu) — Y(to)) (Y (to +277m0w) = Y(to))) _ (e — )( 1)
noli>n—|}oo 2_2jﬂ0,1ﬂ(t0) o /<<|<1 |C’ 2H (to d¢

= E(Eﬂ(to)( )Bﬂ(to)( ))a
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Preuve. On pose ( = 277m0¢,

_ 1)(€*ivC _

y

E((Y (to +2790u) = Y (t0))(Y (fo + 2 900) — ¥ (t))) — 2~ 2 I0) / ) 1<ei“<

’q2ﬁ(to)+1
i279noug 1 —i27Inopg 1
(e )(e ),

= B (ta+ 290u) = Y (0)(¥ (o + 200) =Y (1))~ [ PG

no—1 2*jn0u£ 1)(6_7'2 J""Ovﬁ +o00 2*]110“5 1)(6_1'2*3'710,05 1)
- Z / ‘QH to+279m0 u)+H (to+2 7m0 v)+1 §+ Z / \§!H to+2 7m0 w)+H (to+2 7m0 v)+1

n=ng+1

Z ei2” Jnoyg 1)(6—22 “Ing, log 1) df
Dy, ‘§|H(to+2 In0, 1)+ H(tg+27970:1 v)+1

+ 2™ Ino g 1)(6—12 Inoye )(’5‘ —H(to+27 7m0 u)—H (to+27Im0v) -1 _ ‘§|—2ﬁ(to)—1)d£

Dﬂno

On majore successivement chacun des cinq termes. Les quatres premiers termes se
majorent de maniere similaire a ce qui a été fait dans le chapitre 1 en utilisant le fait que les
deux fonctions H et H sont 3 Holdériennes avec 5 > b.

Le cinquieme terme se majore en utilisant le théoreme des accroissements finis appliqué

a la fonction,
€ s e~ (W) log(I€])

sur l'intervalle [H (to + 277nou) + H (tg + 277m0wv), 2H (to)].

On écrit que, en utilisant le caractere 3 Holdérien de la fonction H,

/D (eiQ—jnOug_ 1)(e_i2_j"°”5 (el H(to+27 7m0 u)—H (to+27Im0v)—1 — e~ 2H (to)— )df|

ing

< | (g e e T g2 gg

Jng
< [H(to+ 2 9m0u) + H(to + 2 90v) — 2H to)| / [log([g])lg| 20112770 o) gg
< gz [ log(lellg T g

ing

< B27InoBj, 9~ 2ing (H(to)+1-¢) g¢

pour ng suffisament grand. Ce qui combiné a la majoration des quatre autres termes permet
d’avoir le résultat annoncé.

L’autre égalité se montre de maniere exactement analogue. O

On déduit de ce lemme la convergence, au sens des distributions finies dimensionnelles,
annoncée.

On passe alors de la convergence au sens des distributions finies dimensionnelles a la
convergence en distribution en remarquant que pour tous réels u, v,

E(|Y (2) = Y (y)*) << max(ju — ", Ju — v|*)

On utilise alors les résultats de la proposition ?? rappelée au chapitre 1 pour conclure.

dg

£

dg



Chapitre 7

Etude de la régularité de champs
gaussiens anisotropes

Ce chapitre a été écrit en collaboration avec B.Védel (Université de Vannes).

7.1 Introduction

Ce chapitre est, comme les précédents, centré sur le probleme de la définition et de
I’étude de notions pertinentes de régularité. Le point de vue adopté ici est néanmoins différent.
Il ne s’agit plus d’étudier des fonctions ayant un comportement différent suivant des gammes
d’échelles remarquables, mais d’étudier a 1’aide d’outils adaptés la régularité (ou l'irrégularité)
de signaux anisotropes, possédant donc des caractéristiques différentes suivant la direction
considérée.

On rappelle qu’on est treés naturellement confronté au probleme d’avoir a traiter des
données anisotropes. Cela est le cas par exemple en traitement d’images, en géophysique, en
hydrologie....On pourra par exemple se reporter aux travaux par exemple de Davies et Hall
(IDH99]), A.Bonami et A.Estrade ([BE03]), D.Benson et al.([Ben06]) pour plus d’information.
Pour cette raison, de nombreux auteurs ont été amenés a proposer des modeles, tres souvent
aléatoires, permettant de rendre compte des comportements observés. On peut citer pour
exemple le modele du Drap Brownien Fractionnaire introduit par A.Kamont ([Kam96]) ou
celui des Champs Browniens Fractionnaires Anisotropes définis par A.Estrade et A.Bonami
dans [BEO3]. On reviendra dans le chapitre suivant sur ces différents modeles.

Le travail qui va étre fait ici va consister & étudier, du point de vue de la régularité,
un de ces modeles, celui des champs stables par autosimilarité matricielle introduit récement
par H.Biermé, M.Meerschaert et H.P.Scheffler dans [BMS07]. Comme leur nom l'indique, la
caractéristique principale de ces champs est qu’ils vérifient une propriété d’autosimilarité plus
générale que la notion d’autosimilarité classique, la notion d’autosimilarité matricielle.

La notion d’autosimilarité ou d’invariance d’échelle est une notion qui apparait natu-
rellement dans certains phénomenes physiques comme les nuages, le trafic internet, et qui est
plus généralement une propriété fondamentale des objets fractals. Dans le cas des champs
anisotropes, la notion d’autosimilarité classique, définie pour un champ {X(x)},cpe défini
sur R? par

{X(a2)}pere = {a' X ()} epa

184
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pour un certain H > 0, étant par construction isotrope n’est plus adaptée. On est donc
tout naturellement amené a introduire d’autres modeles de champs gaussiens anisotropes
qui vérifient une relation d’autosimilarité compatible en quelque sorte avec I’anisotropie. On
pourra par exemple se référer a [ADRO0] ou l'on considére une notion d’invariance d’échelle
anisotrope pour décrire des phénomenes de turbulence. C’est ce qui a amené a I'introduction
d’un nouveau modele, celui des champs stables par autosimilarité matricielle dans [BMS07].
Ces champs vérifient la propriété suivante

(7.1.1) (X (aP0a)} pepe = {a" X ()} pena,

pour une certaine matrice Fy a valeurs propres a partie réelle positive. On peut remarquer
qu’un grand nombre de champs connus rentrent dans ce cadre. Par exemple le Champ Brow-
nien Fractionnaire et le Drap Brownien Fractionnaire vérifient une relation d’autosimilarité

matricielle du type (7.1.1).

Le probleme de 'existence de tels champs, pour toute matrice a spectre de partie réelle
positive Ep, a été résolu dans [BMS07] ou une classe particuliere de champs aléatoires stables
vérifiant la propriété est définie. Ces champs vérifient par ailleurs d’autres propriétés
remarquables et sont notament a accroissements stationaires. Ici on va s’intéresser a cette
catégorie spécifique de champs, que ’on va considérer uniquement dans le cas gaussien. On
va tout d’abord proposer, en section [7.2] une classification de ces champs a partir de quatre
cas génériques. Cela permet ensuite de donner une construction explicite de ces champs. Cela
signifie qu’on décrit toutes les densités spectrales de ces champs de maniere explicite et non
par une formule intégrale comme cela est fait dans [BMSO0T]).

On s’intéresse ensuite aux propriétés de régularité des trajectoires de ces champs, que
lon établit dans un cadre anisotrope. Cette approche est assez naturelle : dans [Kam96],
A Kamont a étudié la régularité des trajectoires du DBF dans les espaces de Holder aniso-
tropes. Par ailleurs des résultats de régularité dans des espaces de Holder anisotropes liés a la
matrice Ey ont déja été établis pour la classe des champs aléatoires stables par autosimlarité
matricielle définie par [BMS07] ( qui sont donc non forcément gaussiens) par H.Biermé et
C.Lacaux dans [BLO7]. On peut aussi citer les travaux de Y.Xiao ([Xiao07]) ou la régularité
de champs fortement localement non déterministes est étudiée dans un cadre anisotrope.
L’objectif est ici d’étendre les résultats déja existants sur la classe de champs définie dans
[BMSOT7] en mesurant la régularité dans des espaces anisotropes plus généraux : les espaces
de Besov anisotropes dont I'anisotropie n’est cette fois ci pas forcément liée a la matrice Ey
qui apparait dans la définition |7.1.1

Cela permet de répondre a des questions assez naturelles : en mesurant la régularité
quelles informations peut-on 'récupérer’ sur la matrice £y ? On montrera que la connaissance
de 'exposant critique dans n’importe quel espace de Besov ne permet pas d’obtenir plus d’in-
formation sur la matrice Ey que sa partie diagonalisable réelle Dy.

On souligne, qu’en un certain sens, cet exposant anisotrope critique est une quantité
’stable’ : en effet I'exposant critique dans tout espace de Besov est une fonction continue
de l'anisotropie de ’espace. Ainsi une petite erreur d’estimation sur ’anisotropie du champ
entraine une petite erreur sur ’exposant critique dans les espaces de Besov anisotropes et
ainsi une petite erreur sur l'indice de Hurst Hy.
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Une autre question liée aux précédentes est la suivante : est-ce que du point de vue de
la régularité la matrice Ey possede des traits caractéristiques? On va montrer qu’en dimen-
sion 2 la matrice Ey vérifie une propriété d’optimalité : en fait I’exposant critique dans tout
espace de Besov lié a la matrice Fy est maximal parmi tous les exposants critiques dans les
espaces de Besov anisotropes et est égal a Hy. En dimension supérieure un résultat plus faible
d’optimalité est donné.

Dans tout ce qui suit Fy et E désignent deux matrices de My(R) & spectre de partie
réelle positive. On définit alors

minE: i R)\ymaxE: Re()\)).
Pmin(E0) Ae%l;?];)( e(A)), pmax(Eo) Aergg@)( e(N))

Si a est un réel positif, pour toute matrice M on note a™ la matrice définie par,

M™log"(a)

o™ = exp(Mlog(a)) =Y n!

n>0

7.2 Construction explicite de champs gaussiens vérifiant une
relation d’autosimilarité matricielle

7.2.1 Notion d’autosimilarité matricielle. Résultats d’existence

L’objectif de cette section est de présenter la classe de champs étudiée et définie dans
[BMSQ7]. On commence par rappeler la définition de la notion de champ stable par autosi-
milarité matricielle donnée dans [BMSO7].

Définition 7.2.1 Un champ aléatoire a valeurs réelles défini sur R¢ est stable par autosimi-
larité matricielle, si pour une certaine matrice Ey de My(R) a spectre de partie réelle positive
et un certain réel Hy positif, on a

(7.2.1) Va > 0, {X(a™2)},cpt 2 {a0X (2)},cpa,

d
ot la relation (& désigne ’égalité des lois finies dimensionnelles. La matrice Ey et le réel Hy
sont respectivement appelés un exposant (ou une anisotropie) et un indice de Hurst du champ

X.

Remarque 7.2.2 En général, 'indice de Hurst Hy et l’exposant Ey d’un champ aléatoire
stable par autosimilarité matricielle n’est pas unique. En effet si Hy et Ey sont respectivement
un indice de Hurst et un exposant du champ aléatoire X stable par autosimilarité matricielle
alors pour tout A > 0, AHy et A\Ey aussi.

Dans la suite pour assurer l'unicité de l'indice de Hurst Hy, on supposera que tout exposant du
champ X vérifie Uhypothése Tr(Ey) = d. On remarque que cette convention de normalisation
permet ainsi pour le MBF de choisir Ey = Id et donc de retrouver l'indice de Hurst usuel.
On souligne que méme dans ce cas il n’y a pas unicité de ’exposant. Dans le cas gaussien,
on pourra se reporter a la remarque 2.10 de [BMSO07] pour plus de détails sur la structure de
l’ensemble des exposants d’un champ gaussien vérifiant une relation d’autosimilarité matri-
cielle.
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On rappelle, que méme dans le cas gaussien, qui est le cas auquel on a choisi de se restreindre
ici, la classe des champs aléatoires vérifiant une relation d’autosimilarité du type peut
étre une classe tres large. En effet, on peut par exemple considérer le cas simple ou Ey = Id
et remarquer ainsi que la classe des champs gaussiens vérifiant la relation (qui est ici
la relation d’autosimilarité classique) comprend non seulement le MBF mais aussi le Drap
Brownien Fractionnaire et bien d’autres exemples encore si on ne fait aucune autre hypotheses
que celle la.

Tout naturellement, les auteurs de [BMS07] ont donc été amenés, pour résoudre le
probleme de l'existence de champs aléatoires stables par autosimilarité matricielle a se res-
treindre & une classe particuliere de champs vérifiant ce type de propriété et donc & imposer
des hypotheses supplémentaires. La classe de champs qu’ils ont construite est ainsi constituée
des champs vérifiant la relation [7.2.1] & accroissements stationnaires, de densité spectrale
continue. Avant de détailler le procédé de construction tel qu’il est présenté dans [BMSQT7],
on peut faire la simple remarque suivante :

Lemme 7.2.3 Si {X(2)},cpe est un champ gaussien a accroissements stationnaires vérifiant
la relation d’autosimilarité matricielle , alors si pux désigne la mesure spectrale du
champ {X(z)},crd, on a nécessairement

(7.2.2) VB € B(RY), pux(aF0B) = a®Mox (B).

Preuve. En effet, il suffit juste d’écrire que les deux champs gaussiens a accroissements
stationnaires {a#0 X (2)},cpa et {X (af0x)},cpa ont méme loi donc méme mesure spectrale.
O

De ce simple lemme, il découle que dans le cas des champs gaussiens, on peut définir des
champs vérifiant la relation d’autosimilarité matricielle a partir d’une densité spectrale
vérifiant de ’bonnes propriétés’ d’homogénéité. Le théoreme d’existence (théoréme 4.1 et
corollaire 4.2 de [BMS07]) de tels champs que I'on énonce dans le cas gaussien est donc le
suivant :

Théoréme 7.2.4 Soit p une fonction continue, positive, vérifiant pour tout x # 0, p(x) # 0
et ES-homogéne i.e. telle que

Va > 0, V€ € R, p(a®€) = ap(€).

Alors le champ gaussien X défini par

(7.2.3) Xy(z) = /Rd(ei“’”€> = 1p(&)

existe et est stochastiquement continu si Hy € (0, pmin(E0)). Par ailleurs le champ X, les
propriés suivantes :

1. Ce champ est & accroissements stationnaires i.e. pour tout h € R?

{Xp(@ +h) = Xp(W) }oera & {X,p(2)}pene

2. Il vérifie la relation d’autosimilarité matricielle .
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On constate que la principale difficulté consiste a définir une densité spectrale du champ
X, adéquate et ainsi a définir des fonctions p continues, positives et El-homogenes. Ce
probleme est résolu dans [BMS07] (théoréeme 2.11) de la maniere suivante

Proposition 7.2.5 La fonction p définie par
0 Et d’l”
pl€) = (1= cos(< z,750 >)) 2L du(9),
So Jo r

est bien continue, positive et ES-homogéne. Ici Sy est la sphére unité de R? pour une norme
bien choisie, définie a partir de Eqy, et p une mesure finie sur Sy.

Par ailleurs, dans le cas ou la matrice Fy est diagonalisable une expression explicite est donnée
(corollaire 2.12 de [BMSO0T]) :

Proposition 7.2.6 Soit Fy une matrice diagonalisable de valeurs propres 0 < Ay < --+ < Ay,
de vecteurs propres 61,--- ,04 et Cp,--- ,Cyq > 0. Alors pour tout 7 < 2pmin(Fo) la fonction

1/7

d
p(x) = | DGyl <a,0; > |7/
j=1

est une (R%, EY) pseudo-norme.

Ici, Vobjectif va consister a étendre les résultats de [BMSQT7] et & décrire pour toute
matrice Ey (et non pas simplement dans le cas diagonalisable) de maniére explicite toutes
les densités spectrales continues de champs gaussiens a accroissements stationnaires vérifiant
la relation d’autosimilarité matricielle [8.2:4] Pour cela le point clé va consister & remarquer
que la classe des densités spectrales considérées dans [BMS07] est en fait la classe de ce qu’on
appelle les pseudo-normes et & en tirer toutes les conséquences en terme de classification de
la classe de champs ainsi obtenue.

7.2.2 La notion de pseudo-norme

Tout ce qui suit est extrait des travaux de P.G.Lemarié (voir [PGL94]), H.Biermé,
M.Merschaert, H.P.Scheffler (voir [BMS07]). On rappelle tout d’abord la notion de (R?, Ep)
pseudo-norme qui coincide donc exactement avec la classe des densités spectrales considérée
dans [BMS07] :

Définition 7.2.7 Une fonction p définie sur R? est une (R, Ey) pseudo-norme si les trois
conditions suivantes sont vérifiées :

1. p est continue sur R?,
2. p est Ey-homogeéne
plaox) = ap(x), pour tout x de R™ et tout réel positif a,

3. p est positive sur R%\ {0}.
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Remarque 7.2.8 La notion de pseudo-norme sur (R, A) introduite dans [PGLIJ)] est légérement
différente de celle donnée ici. Dans [PGL94] A désigne une matrice dont toutes les valeurs
propres sont de module strictement supérieur & 1. Une pseudo-norme sur (R%, A) est alors
une fonction vérifiant les conditions 1, 3 et la propriété suivante :

p(Az) = |det(A)|p(z), pour tout z de R%.

On remarque que si la fonction p est une (R% E) pseudo-norme,alors p()#’%) est une
pseudo-norme sur (R%, A) avec A = a® pour tout réel a positif fixé. Les propriétés établies
pour les (R4, Ey) pseudo-normes sont donc trés similaires a celles démontrées dans [PGLIJ)]
pour les pseudo-normes sur (R%, A).

Le terme de (Rd, Ey) pseudo-norme est justifié par la proposition suivante :

Proposition 7.2.9 Soit p une (R, Ey) pseudo-norme. Il existe une constante C positive telle
que, pour tous x ety de R? :

pz+y) < Clp(x) + p(y))-
On aura aussi besoin de la notion de sphéere anisotrope associé a une pseudo-norme :

Notation 7.2.10 Soit p une (]Rd, Ey) pseudo-norme. On définit la spheére anisotrope
0
SE (p) = {z e RY, p(z) = 1}.

Le point clé qui va étre exploité ici et qui va étre a la base de tous les résultats de classification
et de régularité est le suivant :

Proposition 7.2.11 Si p; et ps sont deuz (R, Ey) pseudo-normes, elles sont équivalentes
au sens suivant : il existe une constante C positive telle que pour tout x de R% on ait :

1
oPL(@) < p2(2) < Cpi(2).

De cette équivalence entre toutes les (R?, Ey) on va tirer toutes les conséquences en terme de
classification des densités spectrales en section et de résultats de régularité en section

2.4

7.2.3 Construction explicite de densités spectrales admissibles

Comme cela a été souligné dans la section précédente, la principale difficulté a résoudre
lorqu’on souhaite suivre le procédé de construction décrit ci dessus est de se donner une den-
sité spectrale adéquate. Dans cette section, on va utiliser la réduction de Jordan afin de décrire
pour toute matrice Fy toutes les densités spectrales admissibles (au sens de [BMS07]) de
champs gaussiens & accroissements stationnaires vérifiant la relation [8.2.4] cette fois ci de
maniere explicite.

On va tout d’abord (théoreme donner une formule reliant entre elles deux
(R?, E) pseudo-normes fixées (et donc deux densités spectrales fixées). On se donnera en-
suite un procédé de construction permettant de construire pour toute matrice FEy donnée une
(R9, Ey) pseudo-norme adéquate.
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7.2.3.1 Lien entre deux (R%, Ej) pseudo-normes

Théoréme 7.2.12 Soit p; une (R Ey) pseudo-norme. Alors, py est une (R%, Ey) pseudo-
norme si et seulement si il existe une fonction continue et positive g définie sur R\ {0} telle
que

p2(€) = g(p1(&) ") p1(9).

Remarque 7.2.13 On peut remarquer que po = p1 < g = 1 sur la sphére unité S(’)EO (p1) =
{x € R, py(x) = 1}. Réciproquement, si g n’est pas identiquement égale a1 sur Séso (p1) et si
Tr(Eq)

Xy(z) = / (<56 1)y (6)~ o+ ) g,

Tr(Eg)

Xo(z) = / (5556 1) py()~ o+ 5 g,

alors les champs gaussiens {X1(x)},cpa et {X2(2)},era n'ont pas la méme densité spectrale et
ne sont donc pas égaux en loi. Ainsi si on considére une fonction g non triviale sur S(?O(Pl), on
peut définir deux champs gaussiens stables par autosimilarité matricielle différents de méme
exposant Ey.

Preuve. Supposons que g est une fonction continue, positive sur R4 \ {0}, alors

p2() = 9(61(6) ") p1(6),

est bien une pseudo-norme.

Réciproquement, soient p; et py deux pseudo-normes, la fonction g = Pz est alors continue,
P1
positive sur R%\ {0} et vérifie pour tout réel a positif

g(a™€) = g(¢).

Ce qui implique, en prenant & ¢ fixé, a = p1(£)~! que

p2(&) = 9(§)p1(€) = g(p1(&) ) p1(€).
0

On va maintenant détailler la construction explicite d’une (Rd, Ey) pseudo-norme pour
une matrice Ey de spectre a partie réelle positive donnée. Ceci combiné au résultat précédent
permet donc bien d’avoir une description explicite de toutes les (Rd, Ep) pseudo-normes pos-
sibles.

7.2.3.2 Construction explicite d’une (R?, E;) pseudo-norme pour E; donnée

On commence par rappeler ce qu’est la décomposition de Jordan, qui va permettre de
ramener le probleme posé a I’étude de quatre cas génériques.
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Proposition 7.2.14 Soit Ey une matrice de Mg(R) a spectre de partie réelle positive, de
réduction de Jordan dans Mg(R) :

Ei 0
Ey=P Pt
0 By tms

(m1, mo étant deuz entiers non simultanément nuls) avec
— Pour tout ¢1 de {1,...,mq}

Mgy 1 0
Egl :)\glfd ou Eglz h h y
U
0 Aoy
— Pour tout Uy de {1,...,ma}
Ay, I 0
Ay, 0 :
Emite, = ou By, = . . ' )

0 Ay I
’ 0 Ay,

(o, —Be, (10
avec Ay, = <ﬁeg o, > o = <0 1) .

Une simple conséquence de la décomposition de Jordan est alors :

Proposition 7.2.15 Les notations sont celles de la proposition[7.2.1]. On suppose que pour
tout 1 < £ < mq + mo, il existe une (RdZ,E}f) pseudo-norme 1p. Alors, la fonction p definie
pour £ € RY par

p(€) = p(P'€)

avec pour ¢ = (1, ,Cmy+my), avec pour tout p € {1,--+ ,my +ma}, (, € R%

(P(O = (7—12(4.1) +eee TT2TL1+TTL2 (<m1+m2))% )

est une (Rd,Eé) pseudo-norme et ¢ = p*(QHOJrT’"(EO)) une densité spectrale admissible d’un

champ gaussien a ,accroissements stationnaires autosimilaire d’exposant Eg et d’indice de
Hurst Hy.

Preuve. Posons F = P~'EyP, on a alors :

(@ Q) = (rRaPG) 4+ 7y (@2 G my) )
- (aiz§<<1>4—---+—a2T%4+nm<<mq+nm>>2

On en déduit alors que

pla"t¢) = (P'a’¢) = p(a"" P'¢) = ap(P'€) = ap(é)
ce qui permet alors de conclure. ]

On peut illutrer la proposition sur un exemple :
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Exemple 7.2.16 On considére la matrice

21

qui est bien sur diagonalisable car elle posséde deuz valeurs propres distinctes. On a Ey =

PDoP~! avec
2 0 1 -1
DO_(O 1>’P_<o 1)'

On remarque qu’une (R%, Dy) pseudo-norme est donnée par

ppy(€) = €] + |&2].

La proposz'tz'on permet alors d’en déduire une expression explicite d’'une (R, E}) pseudo-
norme

pEo(€) = ppy(PHE) = |G|/? + | — &1 + &

La proposition implique donc qu’il est suffisant de se donner une pseudo-norme conve-
nable dans les quatre cas suivants :

1. By = Ad.
A1 0
2. By =
1
0 A
3. E0:<g —f)
A I 0
4. By = R avecAz(a _ﬁ>
L B«
0 A

Dans la proposition suivante, on va se donner une (Rd, Ep) pseudo-norme convenable dans
chacun des quatre cas génériques décrits ci dessus.

Proposition 7.2.17 On consideére les quatre cas génériques décrits ci dessus :

1. 81 Eg = M\Id, on peut choisir :

1
¢(§) = [¢]>.
A1 0
2. Si Ey = R , on définit alors pour 1 <i < d et & = (&,---,&) € RY,
o
0 A

les fonctions ¢; et ®; par,
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Sii=1 ¢1(§) = &

®.(§) = |&]
» &l sifi=8==§1=0
Sii>2 ¢i(§) = ot
N © {|®i—1(f)|(|¢i—1(§)|kf)i sinon
Pi(§) = Pi-1(§) + [¢i(E)]-
Alors, la fonction ¢ définie pour € € R® par
B(€) = Dq(€)3

est une (R, EY) pseudo-norme.

3. Si By = (g _(f) , on peut choisir la fonction ¢ définie pour & € R? par
1
o(§) = [¢]=.
A Db 0
4. St By = R avec A = <a _B>, on définit alors 1 < i < d et
L 3 «
0 A

E=(&, - ,8&) € R?, les fonctions ¢; et ®; par,

Sii=1 ¢1(6) = (&P +|&P):
01(6) = (lal*+ &)z
Sii>2 66 {(52@'—1|2+’§2i|2)2 - .o fi§1=§2="‘=§2i—2=0
D1 (I((|Pi-1 ()] = &)gi_1 + (|Pim1(§)[ = §)3;)2  sinon

i(§) = Pi-1(8) +9i(E)].

Alors, la fonction ¢ définie pour & € R? par

Q=

¢(§) = Pa(E)

est une (R, EY) pseudo-norme.
Le cas 4 se traite de maniére similaire.

Remarque 7.2.18 Dans le troisieme cas, on a donné une pseudo-norme qui posséde la pro-
priété d’étre isotrope. En fait d une constante multiplicative prés c’est la seule (R?, E}) pseudo
norme vérifiant cette propriété. En effet, si xq est un vecteur de norme 1 fixé de R? il existe
pour tout x de R? une unique rotation R, telle que,

Bl ~
x = |x|Rgxo = |z| = Ryxo
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Et
= _Z0

est encore une matrice de rotation (dépendant de x).

On conclut alors par homogénéité et isotropie de la pseudo-norme considérée.

Remarque 7.2.19 Si on utilise le théoréme , avec g non triviale (non constante sur la sphére
unité) et py = | - |é, on peut construire des (R%, E}) pseudo-normes non isotropes vérifiant
une relation d’homogénéité en spirale.

Preuve. Les cas 1 et 3 sont évidents.

En ce qui concerne le deuxiéme cas, il est évident que ®45 > 0 et que P4(&) est nul si et
seulement si £ = 0.

De plus, la fonction ¢ est bien définie et positive sur R?\ {0}. Pour montrer que ¢ est continue,
il suffit de vérifier que pour tout 1 < i < d, ¢; est continue. Pour cela, on remarque que,

t
Eq

Bea ()21 (&) FE) = PO R0,

= &+ &+ &)l k) (log @1 (€))F

et on montre par récurrence sur 1 < 7 < d que pour tout 1 < k < i, et que pour tout
l<p<d,

0 01 &) (log @;(¢))

Il reste a vérifier que ® vérifie la relation d’homogénéité voulue. On peut prouver ceci par
récurrence sur 4, en montrant que pour tout 1 <i <d, on a

$i(a0€) = A Egdi(€) et Bi(aPo) = a Fod,(¢)

En effet, si le résultat est vrai pour ¢ — 1, pour @ > 0, et pour £ tel que &,--- ,& sont non
tous nuls (autre cas étant trivial), on a

bi(ahe) = |y (aPb6)|(|Bi 1 (aPbE)| N albe),
= a7 ND1(6)](a NP1 (€)]) > aFbe);
= a¢i(é).

Le quatrieme cas se traite de maniere analogue en remarquant que si on pose pour tout

1

i = (|€aim1]® + €2 )2,

on retrouve la méme formule de récurrence que celle donnée pour le cas 2 (on remplace &; par
TZ'). ]

7.2.4 Densités spectrales équivalentes et régularité des trajectoires

Dans cette section, on tire les conséquences de 1’équivalence des densités spectrales en
terme de régularité trajectorielle. Plus précisément on va montrer que :
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Proposition 7.2.20 5S¢ X et Y sont deux fonctions aléatoires gaussiennes a accroissements
stationnaires a valeurs dans C°(B(0,1)), possédant des densités spectrales ¢x et ¢y équivalentes
au sens suivant :

Ciox < oy < Crox,

pour deux constantes positives C, Cy données.
Alors si B' est un sous espace vectoriel normé de C°(B(0,1)), dual d’un espace vectoriel
normé séparable,
P(XeB)=1aPYecB)=1.

De cette proposition, on tirera alors le corollaire suivant :

Corollaire 7.2.21 Soit Ey une matrice de taille d dont le spectre est a partie réelle positive.
Tous les champs a accroissements stationnaires autosimilaires d’exposant Ey et d’indice de
Hurst Hy définis a laide d’une (R%, Eqy) pseudo-norme par le procédé ci-dessus ont la méme
régularité dans tout espace de Banach B’ sous espace vectoriel de C°(B(0,1)) et dual d’un
espace vectoriel normé séparable.

Notation 7.2.22 Le résultat précédent implique donc que si py et py sont deuzr (R?, Ep)
pseudo-normes les deux champs gaussiens {X,, (z)},cra €t {X,, ()} era définis par U'équation
ont méme régularité dans n’importe quel ’espace fonctionnel raisonnable’. On choisit
donc par abus de langage de noter {Xg, Ho}rere un de ces champs gaussiens (quelconque)
étant donné qu’ici l'objectif est uniquement d’étudier la régularité des trajectoires.

Remarque 7.2.23 Ce résultat sera appliqué aux espaces de Besov anisotropes B’ = B;jq(]Rd, E)

qui sont, y compris dans le cas limite p = oo, les duauzr des espaces séparables S(R?)
(U'adhérence étant prise dans B, (R4, E)) o

Ce résultat va avoir la conséquence suivante
Pour cela on va utiliser des notions de probabilité dans un espace de Banach. On
commence donc par quelques rappels.

7.2.4.1 Quelques rappels sur les probabilités dans les espaces de Banach

Dans cette section, By est un espace de Banach séparable et By désigne la tribu des
boréliens de By.

Remarque 7.2.24 L’espace (Bo, |- |ls,) = (C°(B(0,1)), |- |lc) est bien un espace de Banach
séparable.

Si (€2, Bo, P) est un espace de probabilité, on appelera élément aléatoire a valeurs dans (By, Bp)
toute fonction mesurable X de (2, B, P) dans (By, By).

On sera alors amené a utiliser la notion de probabilité conditionnelle réguliere (voir [Par67]
pour plus de détails) que 1'on rappelle ici :
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Définition 7.2.25 Soit Z un élément aléatoire a valeurs dans (By, By) et Py la distribution
de Z.

Une distribution de probabilité conditionnelle réguliére sachant Z est une application
f€Bo—P(|Z =),

telle que
1. Vf € By, P(:|Z = f) est une mesure de probabilité sur By.

2. Il existe un ensemble N Pz-négligeable tel que
VfeBo\N,PQ\Z7'(f)|Z=f)=0.

3. Pour tout A € Bq, Uapplication f — P(A|Z = f) est Pz-mesurable et
P = [ P(AIZ = i)
0

Dans le cas des espaces de Banach séparables, on a un résultat d’existence et d’unicité de la
distribution de probabilité conditionnelle réguliere sachant Z pour tout élément aléatoire a
valeurs dans (By, By) :

Proposition 7.2.26 Soit By un espace de Banach séparable, pour tout élément aléatoire a
valeurs dans (By, By) il existe une distribution de probabilité conditionnelle réguliére sachant
Z

f=P(Z =)
Si f+— P(:|Z = f) en est une autre alors
{f, P12 =1)#P(1Z = f)},
est un ensemble Pz-négligeable.
Dans la suite on s’intéressera a des éléments aléatoires gaussiens :

Définition 7.2.27 Un élément aléatoire X a valeurs dans ’espace de Banach séparable By
est dit gaussien si pour toute forme linéaire L de Bj, L(X) est une variable aléatoire gaus-
sienne réelle.

L’indépendance des éléments aléatoires gaussiens se caractérise alors a 1’aide de la covariance :

Proposition 7.2.28 Les deux éléments aléatoires gaussiens a valeurs dans l’espace de Ba-
nach séparable By, X1 et Xo sont indépendants si pour toutes formes linéaires Ly et Ly de
Bj on a

E(L1(X1)L2(X2)).

Preuve. Découle directement de la caractérisation de 'indépendance a ’aide des fonctions
caractéristiques (voir pour plus de détails [VTC8T7]). O

On est maintenant en mesure de montrer les résultats souhaités.
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7.2.4.2 Démonstration de la proposition

La démonstration de la proposition [7.2.20] se base sur les deux lemmes suivants.

Lemme 7.2.29 Soient X etY deux champs gaussiens a accroissements stationnaires a tra-
jectoires dans C°(B(0,1)) (qui est bien un espace de Banach séparable) possédant tous deux
une densité spectrale vérifiant

(7.2.4) ox < dy.

Alors, il existe X1,Xo champs gaussiens a accroissements stationnaires, indépendants en tant
qu’éléments aléatoires a valeurs dans C°(B(0,1)) tels que

(X (@)} pezet 2 {X1(2)}oepor (Y Focze 2 {X1(2) + Xo(2)}pene

Preuve. On considere en effet la fonction aléatoire gaussienne a valeurs réelles X définie sur
R? x R? de fonction de covariance :

Kol ) (.y) = v / (5556 1)(e7<5E  1)gx(£)de
+@éy2j/«¥<wf>-—1>«zf<ff>-—1»<¢y<§>—-¢xxﬁ»d5

On vérifie que, par (7.2.4), K ; est bien définie positive.
Posons alors

X1(z) = X(2,1,0), Xo(x) = X(2,0,1).

On a alors bien,

(XY oere E {X1 pemes IV Focrt 2 AKX (2,1, D)} ere = {X1(2) + Xa(2)}pera

De plus, pour tous z, 2’ de R,
E(X:(z)X2(2")) = 0.

Cela va entrainer que les champs gaussiens {X1(z)},cpa et {X2(z)},cpae sont indépendants,
car le dual de l'espace de Banach C°(B(0,1)) est I’ensemble des mesures de Radon sur
C°(B(0,1)). On utilise donc le résultat de la proposition [7.2.28 O

On utilise ensuite le lemme suivant qui est une reformulation de I'inégalité d’Anderson (voir
par exemple le théoreme 11.9 dans [Lif95])

Lemme 7.2.30 Soit X un élément aléatoire gaussien a valeurs dans C°(B(0,1)). Soit f €
C°(B(0,1)) et (B, - ||g") un sous espace vectoriel normé de C°(B(0,1)), dual d'un espace
vectoriel normé séparable B, alors pour tout réel r positif,

POIX + I <) <P(|X] < 7).

Preuve. Comme X et Z sont indépendants, on a alors par définition de la notion de proba-
bilité conditionnelle :

PO+ 21 <7) =[O+ £ <712 = f)apa(h)
- / P(IX + fI| < r)dPz(f)

par indépendance de X et Z en tant qu’éléments aléatoires & valeurs dans C°(B(0,1)).
Pour pouvoir appliquer I'inégalité d’Anderson, on montre alors le lemme suivant :



CHAPITRE 7. ETUDE DE LA REGULARITE DE CHAMPS GAUSSIENS ANISOTROPES198

Lemme 7.2.31 L’ensemble convexe symétrique

B, ={g,llgllz <7}

est un fermé de lespace vectoriel normé (B',|| - ]).

Preuve. En effet, si (fx)ren est une suite de B, convergeant dans B’ vers une fonction f, il
s’agit de montrer que f € B’
Or, par hypothese pour tout k,

| fellBr <7

Comm l'espace B’ est le dual d'un espace séparable, elle admet une sous suite convergente
pour la topologie faible o(B’, B) vers une certaine fonction g de B,.
La topologie de la norme étant plus fine que la topologie o(B’, B), on en déduit que f = g.
En particulier

f € B,.

O

En appliquant 'inégalité d’Anderson & I’ensemble convexe symétrique fermé (qui est alors un
borélien) B, on en déduit
PO X + fll < 7) <P(IX] < 7).

Donc, on a bien
P(IX + Z[| < r) <P([|X]| < 7)

La proposition [7.2.20] et le corollaire [7.2.21] s’en déduisent alors, car par hypothese

(K@aers € (Y (@) + Z1@acris (V@) cre D {5 X(@) + Za(o) e

Dans les sections suivantes, on va établir des résultats de régularité locale d’un champ
{X(x)},ere d’anisotropie Ey dans des espaces fonctionnels adaptés au champ considéré :
les espaces de Besov anisotropes que 'on va tout d’abord commencer par présenter.

7.3 Espaces de Besov anisotropes

Le but de cette section est de présenter les différents concepts de régularité anisotropes
qui vont étre utilisés ici. Les espaces de Besov anisotropes généralisent les espaces de Besov
usuels (qui sont eux isotropes) et ont été étudiés en parrallele avec ceux ci en particulier
par I’école russe (cf. [Nik77] ou [BINT5]). Ces espaces apparaissent de maniére naturelle dans
I’étude de la régularité des solutions de certaines équations aux dérivées partielles semi-linéaire
elliptiques (cf [Dac03]).

Ces espaces ont été tout d’abord introduits dans le cas particulier d’une matrice d’ani-
sotropie F diagonale (voir Besov, I'in, Nikolski [BIN75] , Schmeisser et Triebel [ST87, [Trie83,
Trie04], P.Dintelmann [Din96], W.Farkas [Far00]). Le cas le plus général-qui est celui qui va
nous intéresser- ou E est une matrice a spectre de partie réelle positive a été étudié par M.
Bownik et on renvoie & [Bow05] pour plus de détails sur les résultats présentés dans cette
section.
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Notation 7.3.1 Soit E une matrice a spectre de partie réelle positive. On se donne une
(R, E)-pseudo-norme notée | - |p. Pour o € R et v > 0, By, (xo,7) désigne la boule de
centre xq et de rayon r

B|.|E(x[),7“) = {1’ S Rd7 |x — 1'0’E S 7"}.

Définition 7.3.2 Soit ¥f € S(R?) telle que

UEE) =1 si[éle < 1,9 = 0 si [ele > 2.
Pour 7 € N, on pose - -
VE(E) = vF(277F¢) - ¢E( U-UEg).
Alors

=t

est une partition anisotrope de l'unité supp(i/)f) C By, (0,2771)\ By, (0,2771).
Les espaces de Besov anisotropes inhomogenes B;’q(Rd,E) sont alors définis de la
maniere suivante :

Définition 7.3.3 Soit 0 < p,q < oco,s € R et

1115, () = Zzﬂsqufwfnmw

7=0
Alors
B (R E) = {f € S'®RY), Il (rt,m) < +0}.

La matrice E est appelée I’anisotropie des espaces B;Q(Rd, E).
De maniére plus générale si N est un entier relatif on définit

s Nojsq E
”fHprq,Ilog\ ZJ 2 Hf*?,/) HLp R7)
7=0
et
s d _ / d
Bz?7¢1,|10g,‘|"’(R ,E) ={f e SR, ”fHB;q’llog‘N(RdE) < oo}

Remarque 7.3.4 Cette définition ne dépend pas de la partition de l'unité choisie.

Remarque 7.3.5 Soit E une matrice & spectre de partie réelle positive et |- |g une (R, E)-
1
pseudo-norme. Pour tout A > 0, | - | est une (R4, \E)-pseudo-norme. Dot pour tout s >

0, Bpy(RLNE) = Blf,q(Rd,E). Sans perte de généralité, on supposera dans toute la suite
Tr(E) = d. Cette hypothése va permettre de comparer une anisotropie du champ & une ani-
sotropie des espaces d’analyse et va ainsi permettre d’énoncer des résultats d’optimalité.

Comme cela est le cas pour les espaces isotropes, les espaces de Holder anisotropes
C*(RY, E) peuvent étre considérés comme un cas particulier des espaces de Besov anisotropes :
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Définition 7.3.6 Soit s dans R et N un entier relatif. Les espaces de Holder anisotropes
C*(RYE) et C§ g‘N(Rd,E) sont définis par

|lo

C*(R,E) = B oo (RLE) et Chy, n(RYE) = B3 R% E).

00,00,| log |V

Proposition 7.3.7 Soit 0 < s < pmin(E) et N un entier relatif. Alors

|f(x+h) = f(z)|
| fllLoo(ray + sup sup (= .
L st serd R[5 log([h[g)[N

et la norme ”fHB; v définie plus haut sont des normes équivalentes dans Cflog B (R4 E).

00, |log |

Remarque 7.3.8 Les espaces de Holder anisotropes admettent une caractérisation différences-
finies sous Uhypothése générale s > 0. Ici on a juste besoin de considérer le cas 0 < s <
pmin(F) et d’énoncer la proposition dans ce cas particulier.

Remarque 7.3.9 Soit 0 < s < pmin(E) et N un entier relatif. Une fonction bornée f appar-

teint a l’espace de Holder Cflog\N<Rdv E) si et seulement si :

Pour tout r € (0,1), © € S%(| - |g) et x € RY
|[f(z +750) — f(z)] < Cor®|log(r)[",

pour une certaine constante positive Cy. Ainsi dire que la fonction f appartient a [’espace
de Hélder anisotrope Cflog‘N(Rd,E) signifie que sa restriction a n'importe quelle courbe pa-
ramétrique du type

r>0—rPe,
S
|tog| N
anisotrope’ dans toute direction ’anisotrope’ doit étre supérieure a s. En fait on remplace les

lignes droites du cadre isotrope par les ’lignes anisotropes’ r > 0 — 0 du cadre anisotrope.

avec © € S%(|-|g), est lespace de Holder usuel C (R). En gros, la 'régularité directionelle

Le point de vue est donc ici assez différent de celui qui est détaillé dans [BE03] ou
[BMSQT7]. On n’estime pas la régularité des trajectoires en changeant la direction de me-
sure mais en mesurant la régularité suivant des ’lignes anisotropes’.

7.4 Role de la partie diagonalisable réelle de ’anisotropie

Le but de cette section est double. On répond tout d’abord a la question suivante :
quelles informations sur I'anisotropie du champ apporte la mesure de sa régularité 7 Peut-on
ainsi estimer une anisotropie du champ ? Ce n’est en fait pas le cas : le théoreme 77 section
7.4.2l montre en fait que la connaissance de I’exposant critique dans n’importe quel espace
fonctionnel ’raisonable’ ne peut pas apporter plus d’information sur I’anisotropie du champ
que sa partie diagonalisable réelle.

On illustre ensuite le role joué par la partie diagonalisable réelle de ’anisotropie de la
matrice E d’analyse (i.e. anisotropie de ’espace). En fait toutes les familles d’espaces de Be-
sov B, , (RY, E) dont les anisotropies ont méme partie diagonalisable réelle sont équivalentes
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en un sens qui est précisé en section Ce résultat va avoir une conséquence importante.
Comme on ne perd pas d’information en analysant la régularité du champ dans des espaces
de Besov avec anisotropie diagonale (ou diagonalisable), on va se placer dans ce cadre la. On
va pouvoir alors utiliser dans ce cas I’analyse par ondelettes anisotrope définie par Triebel
pour les espaces de Besov a anisotropie diagonale (voir [Trie04] et les rappels faits en section

739).

Avant d’énoncer tout résultat précis, en section [7.4.1] on rappelle tout d’abord ce qu’est
la partie diagonalisable réelle d’une matrice.

7.4.1 Partie diagonalisable réelle d’une matrice

Définition 7.4.1 Les notations sont celles de la proposition[7.2.19). La partie diagonalisable
réelle d’une matrice E est la matrice D définie par

D,y 0
D=P P
0 Dm1+m2
ou
— Pour tout {1 dans {1,...,m1}
Dy, = My, 1d,
— Pour tout ly dans {1,...,ma}
Qy, 0
Dml-&-fz =
0 o,

Remarque 7.4.2 On va voir que la régularité des trajectoires d’un champ {Xg, 1, (%)} erd
d’anisotropie Ey et d’indice de Hurst Hy défini par une représentation harmonisable de la
forme est liée a la partie diagonalisable réelle Dy de Ey. Par ailleurs on souligne que
la remarque 2.10 de [BMSO] implique que si on suppose Tr(Ey) = d pour tout exposant du
champ alors on a unicité de la partie diagonalisable réelle.

Exemple 7.4.3 On illustre la notion de partie diagonalisable réelle d’une matrice a travers
quelques exemples :
. A1
— S By —
Si 1 (0 /\2
gonalisable réelle est D1 = Ej.

), comme Eq est diagonale a valeurs propres réelles, sa partie dia-

A0

1 A

- ( X

), A est une valeur propre ’double’ de Eo et donc Dy = ()\ O).

(07

i (5

a—10 et D3 = <((); g)

aﬁ)’ la matrice a deuzr valeurs propres complexes conjuguées o + i3,



CHAPITRE 7. ETUDE DE LA REGULARITE DE CHAMPS GAUSSIENS ANISOTROPES202

7.4.2 Role de la partie diagonalisable réelle de ’exposant du champ

Dans tout ce qui suit on va considérer un champ gaussien autosimilaire { X g, p, (%) },epd
d’exposant Ej et d’indice de Hurst Hy défini par une représentation harmonisable de la forme
. Le théoreme suivant dit que dans n’importe quelle famille ’raisonnable’ d’espaces
fonctionnels 'exposant critique est uniquement fonction de la partie diagonalisable réelle de
'anisotropie du champ {Xg, m,(2)},crae. Ainsi mesurer la régularité, ne peut pas apporter
plus d’information sur ’anisotropie que sa partie diagonalisable réelle.

On rappelle que B, (K, E) est I'ensemble de tous les f € S'(R?) tels qu’il existe g €
B;Q(Rd,E) avec g|x = f. On définit exposant local critique aXEO,HO,ZOC(E>pv q) dans les
espaces de Besov anisotropes B;vq(Rd, E) du champ {Xg, #,(x)},cre par

(741> O‘XEO,HO,ZOC(E7P7 Q) = Sup{s > OaXEo,Ho(') S B;,q,loc(Rda E)}
On a ainsi le théoréme suivant :

Théoréme 7.4.4 7?7 L’exposant local critique aXEO,HO,ZOC(E7p7 q) du champ {X gy 1y (%)} epa
dans les espaces de Besov anisotropes B;”q(Rd, E) vérifie :

a.sS. OCXEO’HO,ZOC(E7P7 q) = OCXD(%HO,IOC(E?]% q)

Cet exposant local critique dépend seulement de la partie diagonalisable réelle de la matrice
d’anisotropie Ey.

Preuve. Ce théoréeme sera démontré en section [7.6 O

On peut aussi remplacer les espaces B;’q(]Rd, E) par toute famille d’espaces équivalente
dans I'intervalle (0, 400) au sens de [AJVWOS] :

Définition 7.4.5 Soit B, et E; deux familles d’espaces fonctionnels. Ce sont des familles
équivalentes dans intervalle (p1,p2) si

Vp € (p1,p2), Ve > 0, BS™ € B C By "

Cette définition signifie que pour tout p € (p1,p2) l'espace é; est trés 'proche’ (au
sens de la relation d’inclusion) de ’espace Bj. En particulier ceci implique que pour tout
p € (p1,p2) 'exposant local critique de toute distribution tempérée f dans ’échelle E; est
égal a I'exposant local critique de f dans I'échelle B;. Ainsi le théoreme ?? s’applique aux
espaces de Besov anisotropes mais aussi aux espaces de Sobolev anisotropes ou toute famille
d’espaces équivalents.

7.4.3 Role de la partie diagonalisable réelle de I’anisotropie des espaces
d’analyse

Le but est ici de mesurer la régularité local dans différents espaces de Besov anisotropes
By, (R9, E). Dans cette section, on donne quelques résultats préliminaires d’injection concer-
nant les espaces de Besov anisotropes B;Vq(Rd, E) dont les matrices d’anisotropie ont méme
partie diagonalisable réelle. En particulier ceci va impliquer un résultat important : 'expo-
sant local critique des trajectoires du champ dans n’importe quel espace de Besov anisotrope
B;yq(Rd, E) dépend uniqument de la partie diagonalisable réelle de la matrice E.
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Proposition 7.4.6 On suppose que E1 et E5 ont la méme partie diagonalisable réelle D. On
a

B 4 (RYEy) < B (R, Ey) — By, 1 (R, Ey).
p7‘]7‘ lOg ‘ pmin(D> [ | 1og | pmiZ(D)

Corollaire 7.4.7 L’exposant local critique ox joc(E,p,q) = sup{s >0, X(-) € B; 4R E)} de
tout champ gaussien {X(z)},cre dans les espaces de Besov anisotropes B;Vq(Rd,E) dépend
uniquement de la partie diagonalisable réelle de l'anisotropie E (de l’espace).

Remarque 7.4.8 Le résultat reste vrai pour toute famille d’espaces équivalente a celle des
espaces de Besov anisotrope au sens de [AJVIW0S].

Remarque 7.4.9 On peut remarquer aussi que ce résultat n’est pas lié au champ gaussien
considéré mais découle d’une propriété des espaces fonctionneles eux mémes. Cela ne donne
donc aucune information sur les propriétés d’anisotropie du champ.

Ce résultat va avoir ici une conséquence importante. En effet si on souhaite estimer 1’exposant
local critique axy o loc (p, ¢, E) des trajectoires du champ gaussien { Xp, g, ()} cpe dans les
espaces de Besov anisotropes B;q(Rd, E) il est suffisant de déterminer la régularité locale cri-
tique du champ dans les espaces de Besov B;,q(}Rd, D) (ou D est la partie diagonalisable réelle
de E) qui vont étre plus simples & gérer.

7.5 Résultats d’optimalité, régularité locale des trajectoires
du champ

Dans cette section, on montre que pour toute anisotropie Ey du champ {X g, g, (2)},crd
est en quelque sorte spécifique : en effet 'la meilleure maniere’ de mesurer la régularité dans
un cadre anisotrope est celle associée a la matrice Ey. Plus précisément la matrice d’aniso-
tropie Ey permet de maximer 'exposant de régularité. On détaille dans la section suivante
ce résultat, tout d’abord en dimension 2, ensuite en dimension supérieure ot on obtient un
résultat d’optimalité faible.

Mais avant d’étudier les propriétés d’optimalité de I’anisotropie du champ, on souligne
une propriété intéressante de l’exposant critique anisotrope : sa stabilité par rapport aux
petites perturbations de la matrice ¥ associée aux espaces de Besov anisotropes B;q(Rd, E)
d’analyse.

7.5.1 Un résultat de continuité

Théoreme 7.5.1 L’exposant local critique des trajectoires du champ {Xpg, m,(z)},cre dans
les espaces de Besov anisotropes ng(]Rd,E) est presque strement une fonction continue de
E. Plus précisément application

E = aXEO,HOJOC(p’ Q7 E)

est presque stirement une fonction continue de F.
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On peut remarquer que cette propriété de continuité n’est pas satisfaite par I’exposant direc-
tionnel critique qui est constant sauf dans une direction particuliere ou il est discontinu. Par
ailleurs, le théoreme permet de montrer qu’une petite erreur d’estimation de la matrice
d’anisotropie implique juste une petite erreur sur ’estimation de ’exposant critique et ainsi
en utilisant les résultats d’optimalité ci dessous,une faible erreur sur I'estimation de l'indice
de Hurst Hj associée a ’anisotropie Ey du champ étudié.

7.5.2 Deux résultats d’optimalité

On distingue deux cas : le cas d = 2 o on peut énoncer un résultat général d’optimalité,
et le cas d > 2 o1 on énonce un résultat plus faible. On va faire dans toute la suite I’ hypothese
suivante sur toute anisotropie Ey du champ et toute anisotropie E des espaces de Besov
anisotropes B;q(]Rd, E)

Tr(Ey) =Tr(E)=d.

Ici £1 désignera I'ensemble des matrices de My(R) a spectre de partie réelle positive.

7.5.2.1 Un résultat d’optimalité dans le cas particulier d = 2

Ici on énonce le premier résultat concernant la matrice d’anisotropie Ey du champ
{XEy,Hy (%)} zera dans le cas d = 2.

Théoréme 7.5.2 Presque stirement

QZOC(E0>p> Q) = HO = Sup{aloc(Eap> Q)7E € E+}

Ceci est encore valable si on remplace la matrice Ey par Ey une matrice de méme partie
diagonalisable réelle.

La démonstration du théoréme [7.5.2] est détaillé en section [7.6]
On souligne que le cas d = 2 est intéressant lorsqu’on s’intéresse au cas des images anisotropes.
En fait le théoreme contient deux résultats principaux :
— L’exposant critique du champ {Xg, g, (x)},cre dans les espaces de Besov anistropes
B;ﬁq(Rd, Ep) est égal a 'indice de Hurst associé Hy.

— Toute anisotropie Ey du champ {Xg, m,(x)},cpe maximise cet exposant critique
parmi toutes les matrices d’analyse possibles. En fait la 'meilleure maniere’ de mesu-
rer la régularité du champ {Xg, g, (2)},cre est de mesurer la régularité suivant les
"directions anisotropes’ :

r >0 rfQ

associées a la géométrie intrinseque du champ.

7.5.2.2 Un résultat d’optimalité faible en dimension supérieure

Théoréme 7.5.3 Dans le cas général
a(Eo, p,q) = Hy = sup{a(E,p,q), E € ET commutant avec Fy}.

Ce résultat est encore valable si on remplace Ey par Eo matrice de méme partie diagonalisable
réelle.
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Remarque 7.5.4 L’hypothése 'E et Ey commutent’ implique en particulier que les matrices
D et Dy ont les mémes espaces propres. On a donc prouvé ici que la matrice d’anisotro-
pie By mazimise 'exposant critique parmi les matrices qui ont les mémes sous espaces ca-
ractéristiques. Ainsi en dimension supérieure on a supposé de maniére implicite que les sous
espaces caractéristiques de la matrice d’anisotropie sont connus.

Ces deux résultats découlent d’une étude approfondie de la régularité locale des trajectoires du
champ dans les espaces de Besov anisotropes que 'on détaille ci dessous. En section [7.5.3] on
étudie tout d’abord la régularité locale des trajectoires dans les espaces de Besov anisotropes
associés a ’aniostropie Ey du champ {Xg, m,(z)},crae €t on montre que l'on retrouve ainsi
I'indice de Hurst. L’objectif était d’établir les résultats d’optimalité en section on étudie
la régularité locale des trajectoires dans des espaces de Besov anistropes généraux.

7.5.3 Régularité locale du champ Xg, y, dans les espaces de Besov aniso-
tropes associés a Fj

La proposition suivante donne des résultats de régularité locale dans les espaces de
Besov anisotropes associée a la matrice Ey.

Proposition 7.5.5 Pour tout 0 < p < 400, 0 < g < +00, on a

. o pH
1. Presque surement {Xg, m, ()} cra appartient a B7° loc(Rd’EO)'

sqs logd )

2. Presque sirement les trajectoires de { X g, H, ()} cra n'appartiennent pas a Bfg’loc(Rd, Ep).

En particulier, on peut relier I'indice de Hurst a ’exposant de régularité Xg, -

Corollaire 7.5.6 L’exposant local critique {X g, m,(2)},cra dans les espaces de Besov ani-
sotropes B;q(Rd, Ey) est égale a lindice de Hurst Hy.

Ainsi si une anisotropie Ey du champ est connue, on peut retrouver 'indice de Hurst
Hy. La principale difficulté est ainsi de retrouver une anisotropie.

Si on considere le cas particulier p = ¢ = 0o, on retrouve la proposition 5.3 démontrée
par H.Biermé ou C.Lacaux dans [BLOT] ou le théoréeme 4.2 de [Xiao07] dans le cas particulier
des champs définis par le procédé|[7.2.3|:

Proposition 7.5.7 On a :

1. Presque sturement les trajectoires du champ { X, H,(z)},cre appartiennent a CHold OC(Rd, Ep).
[log® |’

2. Presque strement les trajectoires { X g, m,(x)},cra n'appartiennent pas a C;Zg (R4, Ey).
7.5.4 Des résultats de régularité des trajectoires du champ X, 5, dans des
espaces de Besov anisotropes généraux
7.5.4.1 Le cas général

Dans cette section on se donne deux matrices qui commutent Ey, F a spectre de partie
réelle positive. On note Dy (resp D) la partie diagonalisable réelle de Fy (resp E). L’objectif
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est ici de mesurer la régularité locale des trajectoires du champ {Xg, m,(z)},cre dans les
espaces de Besov anisotropes B;yq(E, Rd). On pourra ainsi en déduire les deux résultats d’op-
timalité voulus.

Comme les matrices Fy et ¥ commutent les matrices Dy et D aussi. De plus les matrices
Dy et D sont diagonalisables dans My(R) elles sont donc simultanément diagonalisables. A
un changement de base pres on peut supposer que Dy et D sont deux matrices diagonales.
Plus précisément on suppose que

N Idyg, 0 MIdg, 0
0 M0 Idy,, 0 Amldg,,
avec
A A1
(7.5.2) T << 5
O A

Par ailleurs on rappelle que Tr(Eq) = Tr(E) = d. En particulier ceci implique \,,, /A%, < 1.
Les résultats de régularité des trajectoires du champ {Xg, p, ()}, cre sont résumés dans la
proposition suivante :

Proposition 7.5.8 Soit 0 < p < +00, 0 < ¢ < +00. Supposons que E et Ey commutent.

1. Presque sturement les trajectoires du champ {Xg, 1,(%)},ecre appartiennent a lespace

Am

Ho<g
y A d
de Besov anisotrope Bp,q7|log|d,loc(R VE).

2. Presque surement les trajectoires du champ {X g, 1, ()} cre n'appartiennent pas a l’es-

Am

. 039
pace de Besov anisotrope B ™ (R4, E).
p,q,m,loc

Remarque 7.5.9 La proposition [7.5.8 dit que lorsqu’on mesure la régularité locale des tra-
jectoires suivant des directions anisotropes différentes de celles associées a une anisotropie du
champ Ey, on perd en régularité. Par ailleurs on est capable de quantifier cette perte : plus
la direction anisotrope de mesure est éloignée des directions anisotropes liées a la géométrie
mntrinseque du champ, plus Uexposant critique est petit. On remarque que cet exposant lo-
cal critique est toujours plus petit que Hy et peut prendre toutes les valeurs possibles dans
Uintervalle (0, Hp]. On en déduit alors le résultat d’optimalité enoncé plus haut concernant
la matrice d’anisotropie E du champ X dans le cas général. La démonstration du résultat
d’optimalité dans le cas particulier d = 2 va nécessiter plus de travail et est faite section [7.6

On considere alors le cas particulier p = ¢ = 400 qui permet d’obtenir des résultats de
régularité Holdérienne anisotrope des trajectoires :

Proposition 7.5.10 On a :

Am

070
A . . - \ A
1. Presque sirement les trajectoires de { X, m,(%)},cre appartiennent a C| log |4 loc

(R4 E).

Am

N . . . N 030
2. Presque sirement les trajectoires de { X g, m, ()} cra n'appartiennent pas aC_ "™
[log |’

(R4, E).

loc

D’autres conséquences de I’étude ci dessus sont les résultats de régularité locale des
trajectoires dans les espaces de Besov isotropes classiques.
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7.5.4.2 Une conséquence sur la régularité des trajectoires dans les espaces de
Besov classiques

On va utiliser maintenant les résultats de la section précédente pour retrouver des
résultats de régularité bien connus dans le cas isotrope. Comme les matrices Ey et I'd com-
mutent on peut appliquer le résultat ci dessus au cas ¥ = Id. On remarque que dans ce cas
A = pmax(Eo). On obtient alors la proposition suivante :

Proposition 7.5.11 On a :

HO%
N . . - \ pmax(EO) d
1. Presque sirement les trajectoires de { X g, m,(x)},cre appartiennent @ prq:\ Iog \d,loc(R ).

H, 1
2. Presque sturement les trajectoires de { X gy m, (%) } zera n'appartiennet pas a B ) pm‘}"(E?(zc(Rd).

p.q, [og |2’

Dans le cas particulier p = ¢ = oo :

Proposition 7.5.12 On a :

HO%
A . - - hY pmax (EQ) d
1. Presque surement les trajectoires de { X, m,(x)},cra appartiennent a Cl log |4 Toc O (RY).

A o . o HO Gy
2. Presque stirement les trajectoires de { X g, m,(x)},cra n'appartiennent pas a C 1":‘"‘;‘0(50) (R%).
[log |4~

Remarque 7.5.13 On retrouve ainsi des résultats de régularité Holdérienne classique déja
établis dans le théoréme 5.4 de [BMSO] pour les champs d accroissements stationnaires au-
tosimilaire définis par une représentation harmonisable de la forme|7.2.5,

7.6 Compléments et preuves

7.6.1 Role de la partie diagonalisable réelle de ’anisotropie

7.6.1.1 Role de la partie diagonalisable réelle de 1’anisotropie des espaces d’ana-
lyse B;q(Rd,E) : résultats préliminaires d’injection entre les espaces de
Besov anisotropes

Le but de cette section est de montrer la proposition On aura tout d’abord besoin
des deux résultats préliminaires suivants que l'on peut trouver dans [BMS07]. Le premier
énonce 'existence de coordonnées polaires anisotropes :

Proposition 7.6.1 Si Ey est une matrice a spectre de partie réelle postive on a :
1. Pour tout vecteur x de R\ {0}

Il existe un unique couple (r,8) de RY x SF(p) tel que :

z =rFo.
2. De plus SE(p) est un compact de R? et Uapplication,
(r,0) € R x SF(p) >z =1"0

est alors un homéomorphisme de R*. x S¥(p) dans R\ {0}.
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Enfin, le résultat suivant établi dans [BLO7] (corollaire 3.4) permet de comparer toute (R, E)
pseudo-norme & la norme usuelle de R? que 1’on notera | - |.
Proposition 7.6.2 Soit p une (R, Ey) pseudo-norme.

1. 11 existe C1(p), Ca(p) deux constantes positives dépendant uniquement de la pseudo-
norme p choisie telles que, pour tout vecteur x de RY vérifiant |z| <1 ou |z|g, <1 :

1 __d 1 d
Cr(p)lal im0 (14 log(Ja])[) " 7min 07 < () < Clp) ] P ) (1] o] v

2. Il exziste C1(p), Ca(p) deux constantes positives dépendant uniquement de la pseudo-
norme p choisie telles que, pour tout vecteur x de mathbbR® vérifiant |z| > 1 ou |z|g, >
1:

1 . d 1 __d
C1(p)|z|pmaz®o) (14| log(|z|)])~ Pmaz®) < p(x) < Co(p)|a|Pmin®o) (14| log(|x])]) PminFo).

La démonstration de la proposition est alors basée sur le lemme suivant :

Lemme 7.6.3 On suppose que Eq et Eo sont deux matrices a spectre de partie réelle positive
et méme partie diagonalisable réelle D. Alors il existe deux constantes positives ¢y et cy telle
que pour tout T € R
1 _d__
clz|e, — < |zle; < colw]p, (1 + [log(|z|k,) ) Pmint.
(1 + [log(|z[ g, )) Pmint™

Preuve. On utilise les coordonnées polaires associées & Fy, on a pour = € R?
€T = ’I“Ele, (T, @) S Rj_ X SQ(E]_)

On note Fy = F1 — Dy, Iy, = E5 — D5 et on remarque que ces deux matrices ont des valeurs
propres purement imaginaires. La proposition [7.6.2| rappelée plus haut, implique alors que
pour un réel positif € bien choisi

|z|g, = |T‘E2T‘_D2’I“_F2’I“D1’I“F1@|E2

< 7’|T‘_F2’FF1@|E‘2

<Cr max(‘r—F2TF1@|,,mm(1D),€’ ‘T—F2TF1@|m)
< Crmax(r= P2 a7, [P 075
< Cr(1 + | log(r)|) Frm P12

< Cr(1 + |log(r) ) ™

On est maintenant en mesure de montrer les injections énoncées dans la proposition [7.4.

B* #(RdwEl) - Bﬁq(RdaEQ) — ng 1 (RduE1)~
'q, d

Pmin (D) —d___
p’q7‘log‘ i \log‘Pmin(D)
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pour tout a > 0, 0 < p, g < +oo.
Soit (1;)jez une analyse anisotrope de Littlewood-Paley des espaces de Besov (partition de
I'unité anisotrope). Par construction on a

Supp( ) C {57 1< |€|E2 < 4}

(avec un résultat analogue pour Ej). Alors il existe jy € Z tel que pour tout j € Z, on a

supp(¥?) < {2071 < |¢
]+]0+ (D) lng(j)
- U {e.27 1< e

l=j—jo— m log, (4)

B <21

Donc
Jtiot 54 py 108, ()

B 7 oy oy
wj 2f(§)=¢j Z (& L&),
l:j*jO*m log,(4)
ce qui implique directement

.7+]0+ (D) IOgZ( )

If * ¢l < Z 172 % (" * )l
l=j—jo— 5 loga ()

dtdot5—dpy logs (4)

E
< [l e Z 1y * fl o
ZZJ*J'O*m logs (5)
.. . J 2]?(1 E.
On peut ainsi majorer ) |f *%;?[|r de la maniére suivante :
] 1jpmm(

J 9isq 5 J 2Jsq j+]o+ (D) logs () .
Yol vl < Zid Z [(f * )] Lw
j=1 ]Pmln(D) =1 ]pmin(D) l=j—j0—ﬁ10g2(j)

J"!‘jo-‘rﬁ logy(J) l+]0+ (D) logy (1) oisq
Ey
< > 1f % o Z
=1 j:lfjofpmi:(D) lOgZ(l)
J+jo+log, (J)
< D I e2ogy (1) < 4o
=1

On conclut alors en faisant tendre J vers l'infini. L’inclusion réciproque est obtenu en chan-
geant les roles de F et Ejs.

Ces résultats d’injections vont avoir ici une conséquence importante. Lorsqu’on va
étudier la régularité des trajectoires du champ { X g, m,(x)},crd, cela va permettre de considérer
comme espaces d’analyse uniquement les espaces de Besov B;,q(Rd, D) avec une anisotropie
diagonale D. En effet dans le cas particulier d’'une anisotropie diagonale D on peut utiliser
une analyse multi-résolution anisotrope et les bases d’ondelettes anisotropes. Le but de la
section suivante est de donner plus de détails sur ces bases d’ondelettes anisotropes.
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7.6.1.2 Bases d’ondelettes des espaces de Besov anisotropes avec anisotropie
diagonale

Dans cette section, on suppose que ’anisotropie de ’espace de Besov B;yq(Rd, E) est
diagonale (avec des valeurs propres positives) et est notée D (au lieu de E). On suppose que
A1 0

D= . et- comme cela est le cas pour les espaces de Besov anisotropes généraux

0 Ad
-Tr(D) = d. On rappelle tout d’abord la définition donnée par H.Triebel dans [Trie06] d’une
analyse multi-résolution anisotrope.
Soit V; une analyse multi-résolution unidimensionnelle de L?(R) et on note % (resp.
M) T'ondelette pere (resp. ondelette mere) correspondante.

Notation 7.6.4 On note {F, M}%" I’ensemble
{F7M}d* = {F7M}d\{(F7 7F)}
Pour j € N, on définit I’ensemble I7(D) de {F, M}? x N de la maniére suivante :
-~ Sij > 1, (D) est l’ensemble de tous les éléments (G,7) avec G € {F,M}* et
v € N? tel que pour tout r € {1,--- ,d} :
Si Gr = Fyye = [(7 — DA,
Si Gr = M, [(j — DAr] < < [FA]-
Enfin pour j € N et (G,~) € I’(D), on note Dj ¢~ la matrice définie par
ge! 0
Dj7G’AY = .
0 Vd
Remarque 7.6.5 L ’estimation suivante de la taille de I7(D) est utile
[F(D)] < 2%([pmax(D)] +1).

Enfin on définit la famille d’ondelettes comme suit. Pour j € N, (G,~) € I’(D) et k € 74,
on pose

\Il";7G7’Y(x) = (wGl ® e ® de)(2D37Ga’Yx — k)'
On a le résultat suivant ([Trie04] et [Trie06], théoréme 5.23).

TT‘(D"G’ )
Théoréme 7.6.6 1. La famille (2 7 \I/j7G’,y)j€N7(G7,Y)€]j(D)ykezd est une base ortho-

normale de L?*(R%).

2. Soit (\P%G"Y)jGN’(G’,Y)GIj(D)’kezd la famille construite a partir de Y et Yy d’ondelettes
de Daubechies avec pour un certain u € N

Yr € C*(R), ¥y € C*(R).

Soit 0 < p,q < oo et s € R. Il existe un entier u(s,p, D) tel que si u > u(s,p, D) pour
toute distribution tempérée f les deux assertions suivantes sont équivalentes :
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(a) f € B; (R, D),

(b) f= ZC;?,G,V\F?,GW avec

q
3 oo (z r) < +o0,
k

73,Gyy

la convergence ayant lieu dans S'(R?).

Le développement ci dessus est alors unique et

k Tr(D; k
Gon =< J,211 e Ul >
Remarque 7.6.7 Un résultat analogue peut étre énoncé ([Trie6], théoréme 5.24) en rem-
placant les ondelettes de Daubechies par les ondelettes de Meyer. Dans ce cas on peut poser
u = +00.

On étudie maintenant le role de la partie diagonalisable réelle d’une anisotropie du champ
étudié.

7.6.1.3 Role de la partie diagonalisable réelle d’une anisotropie du champ étudié :
preuve du théoréme 77

Le but de cette section est de montrer le théoreme ?7. La démonstration du théoreme
?7?7 est basée sur plusieurs lemmes :

Lemme 7.6.8 Soit Ey une matrice a spectre de partie réelle positive, Hy € (0, pmin(E0)), Ko
un compact de R?. Alors presque sirement

zx£ o P
RKOyEO»HO(x) _/ 1dW(§)

Ko |g[g "2

appartient a ’espace de Besov ng(Rd,E) pour tous a,p,q et toute matrice E a spectre de
partie réelle positive.

Preuve. Dans la suite Dy (resp D) désigne la partie diagonalisable réelle de la matrice Ey
(resp E). On utilise ici une analyse multi-résolution anisotrope construite a partir d’ondelettes
de Meyer et d’une matrice d’anisotropie D. On remarque que comme Ky est un sous ensemble
borné de R?, il existe alors presque stirement jo € N tel que pour j > jo, (G,) € I/(D),k €
Z4 -

cﬁa7 =0.

Ainsi presque stirement

k k
Rk B Ho (T E : > 5.6y Y5.Gry

J=0 (G,y)eli(D),kcZd
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la convergence ayant lieu dans S’(R?).
D’ou presque stirement pour tout j < jg :

ck

sup | 7

G,’y‘ < +00.
(Gy)€eli(D),kez
Par ailleurs les fonctions ¥ g et 1y sont a décroissance rapide. En utilisant ces deux propriétés
Jo
on obtient que presque siirement » >
J=0(G,)eli(D),keZd
tout compact et a la méme régularité que les ondelettes. On a ainsi montré le lemme O

On pose Ky = Bp,(0,2), le lemme implique alors directement :

k k : 4
cj7Gﬁ\Il jG~ converge uniformément sur

el 1
Lemme 7.6.9 Presque stirement les trajectoires du champ gaussien Xy, g, et v +— ———dW (&)

d
€l0g>2 [g "2

ont la méme réqularité dans tout espace de Besov B‘g‘,q(Rd,E).

Lemme 7.6.10 Pour tout Hy € (0, pmin(Ep)) on pose

~ eiw'f -1 —~
XE07H0(x) = Hot d dW(f)
€] Dy >2 ‘§|E§ 2

On définit de maniére analogue les champs gaussiens {XDO’HO+5(x)}x€Rd et {XDO,Hofa ()} pera-
Alors presque surement

a)?DO,HO—sJOC(E’p’ Q> < a)?EO,HOJOC(E’p’ Q) < a)?DO,HOJrs,lOC(E’p’ Q)

Preuve. On remarque que les champs gaussiens {Xp, mo—e (@) }oerds {X5o,Ho () }pega €t

{X Do, Ho+e(®) }pera sont tous deux a accroissements stationnaires. De plus si ¢x,, o ., Oxp
et ¢ X Do, Hoe désignent les densités spectrales respectives des champs ci dessus on a pour tout
e > 0 par le lemme ci dessus

¢XD0,HD+5 < ¢XE0,HO < ¢XDO,H075

On déduit alors des résultats de régularité de champs ayant des densités spectrales équivalentes
que pour tout «, p, q, toute E a spectre de partie réelle positive et tout compact K que

(7.6.1)  P(Xpg,Ho—<(") € Bpy(K)) < P(Xpo 1, () € By g(K)) <P(Xpy,Ho42(-) € By g(K)).

Le résultat requis découle alors de ((7.6.1)) et du fait que pour tout s € (0, pmin(Ep)),a > 0
0 < p,q < oo ona (loi du zéro-un pour les champs gaussiens voir...)
— Soit presque stirement ozXDO’S,lOC(E,p, q) < a.

— Soit presque strement O‘XDO,S,loc(Evpv q) > a.
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7.6.2 Régularité locale dans les espaces de Besov anisotropes du champ
étudié
7.6.2.1 Régularité locale des trajectoires du bruit blanc

Soit Z(z) un bruit blanc complexe RY. Comme cela a Levy, on peut en donner un
développement sur toute base orthonormée {f;, j € N} de L2(R?), en le sens suivant : si
{¢;, j € N} est une suite i.i.d. de variables aléatoires gaussiennes complexes centrées, la série

> &) fi),
J

converge presque siirement dans S'(R%) vers Z.
Tr(D-yG, ) .
En développant Z sur la base orthonormale (2 . \I/fC’G’W) de L?(R™), avec f et

¥y comme cela est fait dans la section [7.6.1.2], on obtient le résultat suivant :

Proposition 7.6.11 Soit Z un bruit blanc complexe, et D une matrice diagonale réelle a
coefficients positifs. On a

_d
1. Presque strement Z(-) appartient a B ? (R?, D),

1
,q7@7ZOC

(R4, D).

_d
2. Presque stirement Z(-) n’appartient pas a Bp;’loc

Preuve. Comme on a une carcatérisation ondelettes des espaces anisotropes et une décomposition
du bruit blanc en série d’ondelettes (dans la méme base), un raisonnement classique mene au
résultat annoncé. O

7.6.2.2 Reégularité locale du champ X dans les espaces de Besov anisotropes
By 4(R?, Do)

On rappelle qu'on se fixe un champ gaussien de la forme (7.2.3) {Xg, #,()},cre o1t
Ey est une matrice a spectre positive et Hy € (0, pmin (E0))-

Par ailleurs on montre dans le lemme suivant qu'il existe des C*°(R¢ \ {0}) (R%, Ep)
pseudo-normes

Lemme 7.6.12 Soit Ey une matrice d X d a spectre de partie réelle positive. Il existe alors
une (R, Eq) pseudo-norme de classe C* sur R%\ {0}.

Preuve. En effet soit ¢ une fonction infiniment différentiable & support compact dans R? \

{0}

La fonction p est alors définie de la maniere suivante

pla) = | plaFoa)da

vérifie alors les propriétés voulues. O

En utilisant le théoreme 77, on peut alors supposer que la (Rd, Ey) pseudo-norme |-|g, utilisée
pour définir le champ { Xz, 1, (%)} cra est de classe C* sur R\ {0}. Dans toute la suite on
fait cette hypotheése. On transpose alors le théoréme 4.4 de [Stein93| et le théoreme 3.15 de
[Li06] au cadre anisotrope.
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Proposition 7.6.13 Soit a(z, &) € C°(R? x RY) vérifiant pour un certain m € Z

la(z, &) < C(1+[€]py)™-

Soit T Uopérateur défini de la maniére suivante

~

(7.6.2) Tf=F Yalz,&)f(€)),

pour toute distribution tempérée f.
Si f e B;’q(Rd, Dy), alors T'f appartient a B;:Im(Rd,Do).

Preuve. Comme a est une fonction réguliere a croissance lente sur R?, T'f est une distribution
tempérée.
Pour p > 1, on désigne par p’ le conjugué de p. Alors

[+ Tfllee < ClYTfll
= Clggaw &)l
< O+ )" Tl 1
< C< L. <1+ra>mp’|f<f>|p’@|p’de>
e
< OGS

Le résultat voulu en découle alors en utilisant une caractérisation Littlewood Paley des espaces
de Besov anisotropes B;,q(Rd, Dy). O

Une démonstration similaire & celle du théoreme 3.15 de [Li06], on déduit la version locale

suivante de la proposition :

Proposition 7.6.14 Leshypothéses sont celles de la proposition . Sif e B;

alors T'f appartient a B;;%C(Rd, Dy).

7qJOC (Rd7 DO) 2

Remarque 7.6.15 On remarque que U’hypothése p > 1 faite dans la suite n’est en fait pas
restrictive. En effet si on a une information sur la régularité locale dans les espaces de Besov
anisotropes B;’q(Rd, Dy) pour p > 1, en utilisant les injections de Sobolev on peut étendre les
résultats obtenus au cas général p > 0.

On peut maintenant montrer les résultats de régularité de la proposition a savoir :

2. Presque strement les trajectoires de { X g, m, (%) },cre n’appartiennent pas a ng,l o C(]Rd, Ep).

Preuve.

1. On considére une partition de 'unité : soit @1 , g2 deux fonctions C*°(R?) telles que

©1 +902 — 17
p1(§) =1si ¢ <1,
p1(§) = 0si ¢ = 2,
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On montre que

~

(7.6.3) ps. X =y X + sOQTJrgv

1€l 5

i.e.

~

ps. (1—¢1)X =X = ngJrg’

€15,

En effet soient u, v deux fonctions définies sur R¢ appartenant & la classe de Schwartz :

E(< ¢2X,u>< ppX,v>) = E(<X,Gu>< X, 530 >)

[ D) (e )Gy dedyde
- |£|2Ho+d

_ / l02(&)[Pu(€) v(€)de
B !£\2H°+d

Ho+4
|€!E |§! ,

= E(< ¢2 u >< o v>)

Ho-i-g7

€15,

Td
Ho+ 5

€1k,
On a ainsi montré la propriété ([7.6.3)).

On applique alors la proposition [7.6.14] et on utilise le lien existant entre les deux
pseudo-normes | - |p, et | - |z,. On en déduit que

~

Z
Ho-&-*

ElE,

ps. F (g ) e B (R Dy).

D, q,loc

On remarque alors que
ps. o1 X € C°(RY)

Ainsi R
ps. o1 X € S(RY).

Le résultat recherché s’ensuit alors directement.

2. Soit @1, @2 comme ci dessus et p1, Pz deux fonctions infiniment différentiables sur R?

vérifiant o
v1+p2 =1,
Bi(e) = 1sife[ <2,
¢1(€) = 0si [§] > 3.
Alors p.s.

N
I

AIZ\—I— @QDQZ
= GZ+ soz(sozlﬁlEO X)( par[7.6.3
— GZ+EeTER)
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On suppose que p.s. les trajectoires de X appartiennet a Bl (R, Dy) alors par la

p,q,loc
proposition|7.6.14} p.s. les trajectoires du bruit blanc Z appartiennent & B e loc(Rd Dy).
Comme ce n’est pas le cas on en déduit le résultat requis en raisonnant par I’absurde.

On transpose ensuite ce résultat de régularité montré dans les esapces de Besov anisotropes
B, (R, Dy) aux espaces de Besov anisotropes B;,q(Rd, Ep) en utilisant la proposition

7.6.3 Preuve des résultats de régularité dans les espaces de Besov aniso-
tropes avec une anisotropie différente de celle du champ étudié

7.6.3.1 Un lemme de comparaison entre deux pseudo-normes

On considere les deux (R, Dg) et (R D) pseudo-normes :

o Ity
wlpy =Y |zl 2lp = |z,
/=1 /=1
pour tout & = (x1,--- ,2y) € RM x ... R¥ : Pour tout ¢, | - |, désigne une norme R%.

On donne un premier résultat permettant de comparer deux pseudo-normes d’anisotropie
diagonales :

Lemme 7.6.16 Il existe deux constantes positives C1,Cy > 0 telles que pour tout |z|p, < 1,

>‘d
Crlaly < lalp < Calal

SE

Remarque 7.6.17 Ce lemme est analogue au lemme ?7. On peut remarquer que dans le cas
de deux anisotropies diagonales, on n’a pas de perte log.

Preuve.

m
(D, = 3 |zl

/=1 N
1 N
m ~ X0
= e,

/=1

¢ M
On remarque que pour tout £, 3V > F Alors

14

1

2| p, < Z m\ N < Clz|p.
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7.6.3.2 Démonstration de la proposition [7.5.8

1. Ce résultat est une conséquence directe des inclusions entre espaces de Besov d’aniso-
tropies différentes.

2. On rappelle que le champ gaussien {X (z)},cra est défini par sa représentation harmo-

nisable S
i<z, -1
p(&)*>

La pseudo-norme p peut étre choisie de la forme

p=pit+- Tt pm

oil pour tout £ p; est une (R%, E;) pseudo-norme.
On pose { X (2m)},, erim = {X(0,---,0,2m)},, cram- On remarque que ce champ a
les mémes lois finies dimensionnelles que le champ Y;,, défini de la maniére suivante

(ez‘<xm,£m> -1
Ym(-ﬁvm) :/ — Hid )dW€m
pm(Em) T2

avec
g+t [ 4
p(&) 2

On applique alors les résultats de non régularité locale de la section au champ
gaussien Y, et on utilise les inclusions entre les espaces de Besov spaces d’anisotropies
différentes. On en déduit alors que p.s.

A
Yu()¢€B * | (RYE).

loc
p.q, 7|10g|d

La conclusion découle alors du lemme de Fubini suivant qui peut étre déduit de la
caractérisation différences finies des espaces de Besov By (R, D) (voir [Trie06]) :

Lemme 7.6.18 On se donne un m-uplet (dy,--- ,dy,) tel que dy + -+ + dp, = d. Soit
§>0,0<p<+4ooetag=(2f,---,29) € RI=RN x ... x R¥m. Si f est une fonction
continue de B;jp(Rd, D) alors pour £ € {1,--- ,m} f, définie sur R% par

ff(xf) = f('x(l]a e 7‘T2—1axf71'2+1, T axgn)

appartient a B;’p(Rd"', Dy).

7.6.4 Démonstration des deux résultats d’optimalité
7.6.4.1 Le cas particulier de la dimension 2

On remarque que puisque on s’inrtéresse uniquement a l’exposant local critique du
champ {Xpg, m,(x)}.crz dans les espaces de Besov anisotropes, on peut utiliser le théoréme

I - . AV 0
77?7 et supposer que Ej est égal a sa partie diagonalisable Dy = < ‘81“ 20 >

max
En utilisant Tr(Dy) = Tr(D) on a en fait & considérer seulement deux cas : le cas ppax(D) <
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pmax(DO) et le cas pmin(D) < pmin(D0)~

On considére le premier cas pmax(D) < pmax(Do) :

On suppose que pour a > Hy, les trajectoires de {Xp, m, ()} crae sont dans I'espace de Be-
sov By q(R2, D). Alors par la proposition ?7? les trajectoires de {Xp, m, ()} cr2 sont presque

stirement a l'espace de Besov B;‘{,""‘X(D) (R?). Par une démarche similaire & celle de la propo-
sition ?? ci dessus, on considere {Y (h)}her = { XDyt (hed ) bner avec €9, vecteur de la
matrice Dy associée a la plus grande valeur propre pmax(Dp). Alors par le lemme de Fubini
l’exposant critique est Hy/pmax(Do). Ainsi a/pmax(D) > Ho/pmax(Do) ce qui implique
une contradiction.

On considére le second cas ppin(D) < pmin(Do) :

On applique une démarche similaire & {Y (k) }her = { XDy, Ho (h€min) }her avec emin le vecteur
propre de D associé a la plus petite valeur propre de D.

On remarque que I'exposant critique de Y dans tout espece de Besov isotrope est inférieur a

0
——— . En eﬁet
Pmin (DO)

themin.§ _ o
Y(h) = /RQ e e,

s

Donc Y a les mémes lois finies dimensionnelles

—~

V(h) = /R (e — 1)g(H)d (1)

1
1 2
ou ¢(t) = d¢ et VL = Vect < emin >+. On remarque que
< Vit |15+ [temin[ 3, e
C(emi
pour tout |t| suffisament grand ¢(t) > % Par la proposition ??, on en déduit le

t Pmin (Po) 2
résultat requis. Par le lemme de Fubini@, si on suppose que a > Hj on a la contradiction
recherchée.

7.6.4.2 Le cas général
Cela découle directement de la proposition [7.5.8|

7.6.5 Démonstration du résultat de continuité

On remarque que comme 'exposant critique ne dépend que de la partie diagonalisable
réelle de I’anisotropie on a juste besoin de montrer la continuité de 'application E — a(p, ¢, E)
sur I’ensemble des matrices diagonalisables sur My(R).

Ce résultat de continuité vient de la proposition suivante

Proposition 7.6.19 Soit D une matrice diagonalisable et (M,) une suite de matrice diago-
nalisables convergeant vers D. Alors pour tout s,e > 0, il existe ng tel que pour tout n > ng

B**(RY, M,,) — B*(R%, D) — B*~¢(R%, M,,).

Pour montrer la proposition [7.6.19] on va avoir besoin de faire des hypotheses et quelques
notations . On remarque qu’on peut supposer que la matrice D est diagonale. On rappelle
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qu’en utilisant I'équivalence entre deux (R, E) pseudo-normes, on peut utiliser n’importe

quelle pseudo-norme donné dans les démonstrations. Donc pour toute matrice diagonale A =
A1 0

. , on considere comme (R?, A) pseudo-norme
0 Ad

S
’.ﬁU|A = Z |xl|M ’
i
et pour toute matrice inversible P
—|p!
[z|pap-1 = | z|a,
comme (R, PAP~!) pseudo-norme. La démonstration repose sur les lemmes suivants :

Lemme 7.6.20 Soit (D,,) une suite de matrices diagonales, convergeant vers une matrice D.
Pour tout entier n, on note A\1(Dy), -+, Aqg(Dyp) (resp A1 (D), -+, Ag(D)) les valeurs propres
D,, (resp D). Alors pour tout i

Preuve. On note (e1,---,eq) la base canonique R?. Comme les matrices D, D,, sont dia-
gonales, (e1,---,eq) sont des vecteurs propres des matrices D, D,,. Par ailleurs pour tout
i€ {l,---,d} et tout entier n,
< Dpe;,e; >
A(Dy) = S Enin€i >
< e, e >

ou < -,- > désigne le produit scalaire canonique.
La conclusion est alors directe. ]

Lemme 7.6.21 Soit (D,), une suite de matrices diagonales a spectre positif convergeant
vers une matrice D aussi a spectre positif. Alors |- |p, converge uniformément vers |-|p sur
B4(0,1). Plus précisément pour tout € > 0, il existe ngy tel que

Vn > no, Vo € Bq(0,1), || < |2|p < |a|)°

Preuve. Soit ¢ > 0. On utilise le lemme précédent. Il existe alors ng tel que pour tout n > ng
et tout ¢ € {1,--- ,d} :

>

i(D) Ai(D)
1+¢ < Ai(Dn) < 1—¢

(On rappelle que toutes les valeurs propres sont positives). Donc pour tout z € By(0,1)

1+4+¢
1 14e 1
[, =D e NPT <y (\l’il”(m) < C(d) (Z |%'|M(D)>

La derniére inégalité découle du fait que pour tout 4, |z;| < 1. De plus pour tout p > 1 et
tout a; > 0 on a :

(7.6.4) Z P < min(1,dP™1) <Z al>

L’inégalité inverse se montre de maniere analogue. O
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Lemme 7.6.22 Soit (P,), une suite de matrices inversibles convergeant vers la matrice iden-
tité. Soit (Dy,), une suite de matrices diagonales a valeurs propres positives, convergeant vers
une matrice diagonale D dont les valeurs propres sont aussi positives. Alors | - |PnDnPn_1
converge uniformément vers | - |p on Bg(0,1). Plus précisément pour tout € > 0, il existe ng
tel que

Vn > ng, Vo € By(0,1), |z H;npgl < zla <o ;EDnPn’l

Preuve. On remarque que pour tout x € Rd,

|P,x|p,

%l p, p, Pyt
C(|(P;t = Id)z|p, + |z|p,)

IA I

par l'inégalité triangulaire vraie pour les pseudo-normes. On remarque que comme on est
1

dans le cas d’une matrice diagonale la constante C' est inférieure & 27min(Pn) qui est une suite
bornée.

On peut conclure en utilisant le lemme précédent et . Donc puisque la suite (P,), =
((pi;)ij)n est bornée

J

Z , Z(P?,j — 1)z |(1=€)/Ai(Dn) < Z |xj’(1—€)/ki(Dn) Z P} — 1](=2)/ A
i j i

Ainsi on en déduit le résultat souhaité. O

Lemme 7.6.23 Soit (M,,) une suite de matrices diagonalisables dans M4(R) avec des valeurs
propres positives convergeant vers D. Alors |- |y, — | - |p uniformément sur Bg(0,1).

Preuve. On remarque que l'on peut supposer que M, = P,D,P; ! avec pour tout n, la
matrice D,, qui est diagonale a valeurs propres positives et la suite (P,), qui est bornée. On
va, avoir besoin de plusieurs étapes pour montrer le lemme :

Tout d’abord on remarque que la suite (D,,) est bornée :

En effet toutes les valeurs propres sont positives et Tr(D,,) — Tr(D). Donc la suite (pmax(Dn))n
est bornée. Comme pour tout n, la matrice D,, est diagonale on en déduit que la suite (D),
est bornée.

Deuxiéme étape o

Comme la suite (D, P,) est bornée il existe une sous suite convergeant vers (D, P). On note
(Dg(nys Pg(ny) cette sous suite. On va montrer qu’en fait on peut supposer que (Dy(n), Py(n))
converge vers (D, I). N

On remarque que le polynome caractéristique de Dy, tend vers celui de D. Donc D et D

sont diagonales et ont méme polynome caractéristique. On en déduit que D et D sont égales
4 une matrice de permutation prés P, : D = P,DP; L. B
On peut remplacer Py, par Py, P, et ainsi supposer que D et D sont égales. En utilisant
que M, — D, on a alors

P
Par unicité de la limite P~*DP = D. On remplace Py, par Pd,(n)]B*l et Dy(n) par ﬁD¢(n)ﬁ*1.

1 —1 D
nyMom)Pon) — P~ DP
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Les suites (Py,), et (Dy), ont ainsi une unique valeur d’adhérence qui sont respective-
ment la matrice identité I et la matrice D. On en déduit que (P,), tend vers Id et (D),
tend vers D. La conclusion est alors directe si on utilise le lemme précédent. O

On peut maintenant montrer la proposition On considere alors une suite de matrices
diagonalisables (M,,),, & valeurs propres positives. On suppose que M,, — D. Comme |-|;, —
| -|p uniformément sur By(0, 1), par une démarche similaire a celle ci dessus on en déduit que
pour tout s,e > 0, il existe ng tel que pour tout n > ng

BT5(R%, M,,) — B*(R%, D) — B*¢(R%, M,,).

Le théoréeme découle directement de la proposition



Chapitre 8

Champs Gaussiens autosimilaires
par rapport a un groupe

Dans tout ce qui suit, comme dans le chapitre précédent si a désigne un réel positif et
E une matrice de My(R), on notera a” la matrice définie de My(R) par a” = exp(E log(a)).

8.1 Introduction

L’objectif est ici de généraliser, dans le cas gaussien, le modele de champ aléatoire
défini dans [BMSQT] qui a déja été présenté au chapitre précédent. On rappelle que H.Biermé,
H.Scheffler et M.Meerschaert ont introduits une classe particuliere de champs aléatoires a ac-
croissements stationnaires vérifiant ce qu’on appelle une relation d’autosimilarité matricielle,
i.e. une relation de la forme

(8.1.1) Va € R:, {X(aP2) et 2 {07 X (2)},cpa.

(£)

pour une certaine matrice E a spectre de partie réelle positive et un certain réel positif H (=
désigne comme dans le chapitre précédent la relation d’égalité des lois finies dimensionnelles).

On va montrer dans ce chapitre, que pour m € N*, si on se donne (E1,---, Ey,) une
famille libre de m matrices de My(R) commutant deux a deux et (Hy,---,Hy,) m réels
positifs, on peut sous certaines hypotheses construire des champs gaussiens réels {X (z)},cpa
vérifiant m relations d’autosimilarité matricielle simultanées :

(X (@ 2)}yepe € {0 X (2)}yena
(8.1.2) V(ay, - ,am) € (RE)™,
(X (aBr2)}peps 2 {alln X (2)} yepa

Les champs obtenus sont de plus a accroissements rectangulaires stationnaires suivant des
directions remarquables que 1'on définira (voir la définition pour une définition précise
de cette notion).

222
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Pour m = 1 et E = Id, les relations (8.1.2)) se ramenent a la relation d’autosimilarité
classique qui décrit des phénomene d’invariance d’échelle

Va € RY, {X(az)},epa © {aHX(a:)}xeRd

le réel H étant usuellement appelé I'indice de Hurst du champ.

On rappelle que les champs autosimilaires sont présents dans de nombreuses applications
comme les mathématiques financiéres ou la modélisation du traffic internet (voir [PTW9S]).
Des exemples pourront étre trouvés dans [AGL02] ou [LV97]. L’exemple le plus connu est celui
du Mouvement Brownien Fractionnaire, qui possede de plus la caractéristique d’étre isotrope,
c’est a dire invariant en loi par I’action de toute matrice du groupe orthogonal. Dans certaines
applications (voir par exemple, [BE03|,[Ben06],[Pon06]) le champ aléatoire considéré est ani-
sotrope. La relation d’autosimilarité classique, visant a décrire des phénomenes ne possédant
pas d’échelle caractéristique, n’est alors plus adaptée et nécessite ainsi d’étre modifiée pour
étre compatible avec le nouveau contexte des champs anisotropes.

La description de phénomenes d’invariance d’échelles liés a des processus ou des champs
anisotropes est en fait une question tres ancienne remontant au début des années 1980. On
peut citer les travaux notament de W.N.Hudson et J.D.Mason ou de R.Laha,V.Rohatgi qui ont
définis dans [HMS82, [LR82] la classe des processus autosimilaires par rapport & un opérateur.
11 s’agit donc de processus {X (t)};cr & valeurs dans R? vérifiant une relation d’autosimilarité

matricielle du type
(L)
Va > 0, {X(at) }ter = {A(a) X (t) }ier.

ou pour tout a > 0, A(a) est une matrice de M4(R). W.N.Hudson et J.D.Mason prouvent
alors sous certaines hypotheses qu’il existe nécessairement une matrice F a spectre de partie
réelle positive telle que pour tout a, A(a) = a”. Ces processus ont donné lieu & une large
littérature : on peut signaler notament les travaux de M.Maejima et J.D.Mason ([MM94]),
M.M.Meerschaert et H.P.Scheffler (]MS98]). On pourra se reporter au chapitre 11 du livre de
M.M.Meerschaert et H.P.Scheffler (voir [MSO01]) pour une bibliographie exhaustive des tra-
vaux dans ce domaine.

La question d’un concept de scaling adapté au cadre, non cette fois ci des processus,
mais des champs anisotropes est elle aussi tres ancienne. Les travaux fondateurs en ce domaine
sont ceux de D.Schertzer et S.Lovejoy (voir [SL85],[SL87] par exemple). La problématique de
ces travaux a essentiellement tourné autour de la question de la définition d’une ’analyse mul-
tifractale anisotrope’. D.Schertzer et S.Lovejoy ont modifié la notion de scaling usuel isotrope
pour introduire une notion de scaling anisotrope. Le scaling anisotrope est défini a partir
d’une famille d’opérateurs (73)q>0 formant un groupe multiplicatif & un parametre et d’une
sphere unité (la ’sphere anisotrope’ dont on a déja parlé dans le chapitre [7]) qui définit les
vecteurs de norme unité. Le cas linéaire ou la famille (7,),>0 est en fait un groupe multipli-
catif de la forme (a®),0 (ol E est une matrice) est par exemple particulierement intéressant
si on cherche a se donner un modele anisotrope de I’athmosphere.

On peut alors utiliser la notion de scaling anisotrope linéaire et définir une notion d’au-
tosimilarité associée a ce type de scaling : c’est la notion d’autosimilarité matricielle qui est
introduite dans le cas diagonal par D.A.Benson,M.Meerschaert, B.Baumer et H.P.Scheffler
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dans [Ben06] puis dans le cas général d’une matrice E a spectre de partie réelle positive par
H.Biermé, M.Meerschaert et H.P.Scheffler dans [BMS07]. Ces auteurs formalisent ainsi des
notions qui étaient déja présentes dans des travaux antérieurs comme ceux par exemple de
F.Molz, H. Liu, J. Szulga dans [MLS97] qui construisent a partir d’une représentation har-
monisable un Champ Brownien Fractionnaire anisotrope pour modéliser des phénomenes de
transports en milieu anisotrope. Par ailleurs dans [BE03], ot une étude générale des champs
gaussiens anisotropes a accroissements stationnaires est faite, des résultats de régularité di-
rectionnelle sont donnés s’appliquant en particulier & ces Champs Browniens Fractionnaires
anisotropes. Ces résultats ont été généralisés ultérieurement dans le cas non diagonal dans
[BMSOQ7]. Par ailleurs H.Biermé, M.Meerschaert et H.P.Scheffler dans [BMSO07] résolvent le
probleme de l'existence de champs autosimilaires par rapport & une matrice de spectre a par-
tie réelle positive donnée en définissant une classe spécifique de champs stables vérifiant une
propriété de ce type. Dans le cas considéré dans cet article, si on se restreint au cas gaussien,
Pexposant d’autosimilarité E est unique (& un groupe de symétries pres (voir la remarque
2.10 faite dans [BMS07] pour un énoncé précis). Les champs qui sont construits dans [BMS07]
vérifient donc (& un groupe de symétries pres) une unique relation d’autosimilarité ma-
tricielle.

On peut aussi définir des champs vérifiant plusieurs relations d’autosimilarité simul-
tanées. Un exemple de ce type est fourni par le Drap Brownien Fractionnaire bidimensionnel
{Buy 1y (71, 72) } (2, 20)er2- Introduit initiallement par A.Kamont dans [Kam96], puis utilisé
par S.Léger et M.Pontier dans [LP99] pour décrire le caractére anisotrope d’os de malades
atteints d’osthéoporose, ce champ possede des directions privilégiées (qui sont les axes de co-
ordonnées). Pour modéliser le fait qu’il est autosimilaire ’suivant chaque axe’, on va imposer
a ce modele de vérifier les deux relations d’autosimilarité suivantes :

£
{X(ara, 3:2)}(:61,:62)6@1 xRd2 = {a{{IX(xlv xQ)}(;tl,m)E]R{dl xR42

(£)
{X(21,0972) } (1) gyemis xmiz = {052 X (21, 72)} (1) g)emt xmez

ol H; et Hy sont deux réels compris entre 0 et 1 qui sont en fait les ’indices de Hurst’
suivant chaque direction. Tout ceci se généralise bien sur au cadre d-dimensionnel, puisqu’on
peut définir un DBF d-dimensionnel { By, .. g, (1, ;Zd)} (s, 2,)ere POUr d > 2. Le Drap
Brownien Fractionnaire vérifie bien une relation d’autosimilarité matricielle du type (8.2.4))
avec

1
— 0
E=|T ||, H=1
0 -
Hy

On remarque que par rapport & des exemples type DBF, la notion d’autosimilarité matricielle
permet d’introduire une classe plus riche de relations d’autosimilarité et donc de nouvelles
géométries.

Ici, on souhaite introduire une troisieme classe d’exemples, celui de champs aléatoires
anisotropes vérifiant des relations d’autosimilarité matricielle simultanées ne se réduisant pas
comme, dans le cas du Drap Brownien Fractionnaire a des relations d’autosimilarité classiques.
On va d’abord illustrer sur un exemple I'intérét que ’on peut avoir a introduire de tels champs.
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On se donne les deux matrices F; et Ey

0 0 10
O),EBo=(-1 0 O
0 0 01

—1

1
Eir=11 1
0 O

qui commutent bien. On a alors, pour tous réels positifs a1, as

aj cos(log(ay)) —aqsin(log(ai)) 0
af* = | aysin(log(a1))  acos(log(a1)) 0],
0 0 1
. cos(log(az)) —sin(log(az)) 0
ay? = | sin(log(az)) cos(log(az)) 0
0 0 as

On a illustré ici, pour deux réels a; et ag, par deux figures le résultat de ’action des matrices
afl et aQE2 sur un point M de R3 de coordonées (z1,x2,t). Les deux variables 1 et xg seront
considérées comme deux variables d’espaces, la variable t représentera le temps.

Point M*

Axe des ordonnées
Axe des abcisses

300

FIGURE 8.1 — Représentation pour un point M de coordonnées (z1,x2,t) fixé de la courbe
Eq
ar—a;'M

La matrice afjl agit sur un point de R3 & temps constant. Lorsque le temps et le point
M sont fixés, la courbe a1 — aflM décrit une spirale.
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© APeine. M

Axe des ordonnées -30 _a3p

Axe des abrisses

FIGURE 8.2 — Représentation pour un point M de coordonnées (1, z2,t) fixé de la courbe
ag — a2E2M

La matrice a2E2 agit sur un point de R?® & la fois en temps et en espace. Lorsque le
temps et le point M sont fixés, la courbe as — aQEQM décrit une hélice. On va dans la suite
montrer qu’il est alors possible pour (Hy, H2) € (0,1)? de définir un champ {X(7)},ecrs =
{X(21,72,1) } (2, 20,t)crs anisotrope tel que les deux relations suivantes soient vérifiées si-
multanément

* L

(8.1.3) Vay € RS, {X (0P 2)boegs 2 {0 X (2)}oens,
et

(8.1.4) Vaz € R, {X (a222)}, e 2 {02 X (1) }aeps,

On donne une interprétation concrete de ces deux relations. Supposons, que x1, xs soient deux
variables d’espaces et que la variable ¢ représente le temps. L’équation signifie que ’on
a défini un champ (pouvant étre anisotrope) vérifiant & temps fixé une relation d’autosimi-
larité matricielle en spirale. L’équation signifie par contre que lorsqu’on fait un scaling
en temps couplé a une rotation en espace liée au scaling on a une relation d’autosimilarité.
Ce type de modele semble donc modéliser I’évolution d’un champ anisotrope tournant
au cours du temps.

On va maintenant donner le plan du chapitre. On reviendra en détail en section [8.2]
sur les exemples considérés dans l'introduction. On insistera notament sur les liens entre
la construction et les propriétés vérifiées par ces champs. Il en découlera ensuite, en sec-
tion la démarche qui va permettre d’aboutir a la construction des champs recherchés.
Dans la section [8.4] on donnera 1’énoncé du résultat central de ce chapitre qui est donc
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un résultat d’existence, moyennant des hypotheses que 'on précisera, de champs gaus-
siens vérifiant simultanément m relation d’autosimilarité matricielle. On détaillera ensuite
le procédé de construction proprement dit, en section Les démonstrations seront enfin
données en section On commence donc par revenir sur les exemples que 'on a présenté
dans 'introduction.

8.2 Quelques exemples de champs gaussiens connus autosimi-
laires

On revient donc sur les trois exemples présentés dans l'introduction : le Champ Brow-
nien Fractionnaire, le Drap Brownien Fractionnaire et les champs vérifiant des relations d’au-
tosimilarité matricielle.

8.2.1 Un champ vérifiant une relation d’autosimilarité classique : le Mou-
vement Brownien Fractionnaire

Le Mouvement Brownien Fractionnaire (MBF) a été introduit initiallement en 1940
par Kolmogorov (voir [Kolm40]) pour générer des ’spirales’ gaussiennes dans les espaces de
Hilbert. Son étude systématique dans le cas unidimensionnel a commencé avec le célebre
article de Mandelbrot-Van Ness (voir [MVNG8]). On peut aussi citer 'existence d’une version
d dimensionnelle définie par T.Lindstrom dans [Lind93]).

Le MBF est I’exemple le plus connu de champ gaussien autosimilaire. Il vérifie la relation
d’autosimilarité classique

% L
Va € RY, {By(az)}pepe =2 {0 B(2)} pepa

et est de plus a accroissements stationnaires. On peut donc en donner la représentation
harmonisable suivante

Bp(x) = /Rd(em’f> — 1)(&)dWe,

avec pour densité spectrale la fonction |¢(£)|? définie par
1
P = ——.
O = i

La densité spectrale |¢(¢)|> du Champ Brownien Fractionnaire étant homogeéne

VE € RY, |g(ad))? = a2 g(¢)[%,

cela induit bien les propriétés d’autosimilarité voulues.

Par invariance par rotation de la densité spectrale, le Champ Brownien Fractionnaire
est de plus isotrope. Cela signifie qu’il est donc invariant par 'action du groupe orthogonal
O4(R) = {A € My(R), AA* = A'A = Id}

VO € Ou(R), {Byi(02:)}yepa = {Bir(2)}ycre-

On va maintenant revenir sur un autre exemple important, anisotrope celui la, de champ
aléatoire gaussien vérifiant des relations d’autosimilarité : le Drap Brownien Fractionnaire.
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8.2.2 Un champ vérifiant simultanément plusieurs relations d’autosimila-
rité toutes découplées : le Drap Brownien Fractionnaire (DBF)

Le DBF a été comme on l’a dit introduit par A. Kamont dans [Kam96]) puis étudié par
S. Léger, M. Pontier dans [LP99] pour modéliser des phénomenes a la fois autosimilaires te
anisotropes. L’anisotropie du champ se traduit par le fait que le Drap Brownien Fractionnaire
possede des directions privilégiées qui sont les axes de coordonnées et des ’indices de Hurst’
différents suivant ces deux directions.
On montre ici une réalisation du Drap Brownien Fractionnaire bidimensionnel d’indices de
Hurst H; = 0.6, Hy = 0.4.

FiGURE 8.3 — Une réalisation du Drap Brownien Frationnaire bidimensionnel d’indice de
Hurst H; = 0.6, H, =0.4

100
200
300
400 -
500 -
600
700 -
800

900 |-

1000 -

On visualise ici bien les deux axes privilégiées que sont ici les axes des coordonnées.
Le Drap Brownien Fractionnaire bidimensionnel vérifie les deux relations d’autosimila-
rité (au sens classique) simultanées suivantes

X(a171,72) }( JERZ = {a{hX(xl z2) }( JER?
8.2.1 V(ar,az) € (RY)% ] L i oy
( ) ( ) ( +) { {X(x1, a2$2)}(z1712)eR2 = {aIQLI?X(xl, x2)}(zl’{[2)€R2

Ces deux relations sont bien simultanées. Elles sont particulierement simples
car découplées. Le premier parametre a; agit uniquement sur la variable x1 alors que
le deuxiéme parametre ag agit lui uniquement sur la variable xo. Les variables x; et xo sont
elles découplées.

Il est alors naturel de construire la covariance d’un tel champ par produit tensoriel de
covariances de Mouvements Browniens Fractionnaires unidimensionnels. Dans [?], A.Ayache
et S.Léger ont donc donné la représentation harmonisable suivante du Drap Brownien Frac-
tionnaire bidimensionnel

(ei<z1,£1> _ 1)(ei<:fc2,£2> 1), —
)JAWe, £,

8.2.2 By, g, (r1,x :/
( ) b 2( ! 2) R2 |§1|H1+%|£2|H2+%
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Cette démarche se généralise bien sir aux cas d > 2 et permet de définir un Drap Brow-
nien Fractionnaire d dimensionnel. Le champ défini par (8.2.2)) est ainsi & accroissements
rectangulaires stationaires suivant les axes de coordonnées ce qui signifie que, si ’on note

Ap, hoBa, 1y (21,22) = Br, (1 + k1,22 + ho) — B, g, (21 + hi, 22)
_BH1,H2 (‘Tlan + h?) + BH17H2 (x17$2)

alors (proposition 2 de [ALP02])

(£)
v(th?) € R2v {Ah17thH1,H2 (x1’$2)}(h1,h2)€R2 = {Ah1,thH1,H2 (O’O)}(hl,hz)eRQ-

Plus généralement, tout champ gaussien { X (z1, z2)}
de la forme

(21,02)eR? de représentation harmonisable

X(ena) = [ (@09 1)@ Dg(er, &)W
R
avec

/ min(L, €1[2) min(1, [&2]2)[6(&r, &) Pderdes < +oo,

est & accroissements rectangulaires stationnaires suivant les axes de coordonnées (voir la
proposition plus générale que 'on démontrera en section [8.3]).

Si de plus la fonction |¢(€)|? = |p(£1,£2)|? (que I'on appelera une densité spectrale du
champ) vérifie la relation d’homogénéité

(8.2.3) V(a1,a2) € (R})?, |¢(araz)[? = a7 > ay 27 g(6) 2,

alors le champ ainsi construit vérifie bien les relations d’autosimilarité (8.2.1]).
C’est bien le cas du Drap Brownien Fractionnaire car ici

1
’¢(§1)§2)|2 = |€1|2H1+1|§2|2H2+1’

vérifie bien la propriété (8.2.3). On va revenir maintenant sur la notion d’autosimilarité ma-
tricielle qui va permettre d’introduire des géométries plus élaborées.

8.2.3 Les champs vérifiant une relation d’ autosimilarité matricielle

D.A.Benson,M.Merschaert, B.Baumer et H.P.Scheffler dans [Ben06] puis H. Biermé, M.
Meerschaert et H.P. Scheffler dans [BMS07] reviennent sur la notion d’autosimilarité et en
donnent une version plus générale que celle considérée dans les exemples précédents.

Ils construisent des champs gaussiens réels a accroissements stationnaires vérifiant la
relation d’autosimilarité dite matricielle suivante

(8.2.4) Va € R:, {X(aP2)}pepe 2 {a X (2)} pepas

ol F désigne une matrice carrée de taille n dont le spectre est a partie réelle positive et H
un réel de (0, pmin(£)). On définit pmin(E) par

in(E) = min (Re()\)).
Pmin(E) Aéﬁ&)( e(N))
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Comme cela a été rappelé dans l'introduction, on obtient des champs toujours ani-
sotropes mais ’exposant d’autosimilarité est cette fois ci unique aux symétries du champ
pres (remarque 2.10 de [BMS07]), ce qui constitue une différence fondamentale avec le modele

que 'on propose. On a représenté ici une réalisation d’un champ gaussien & accroissements
. . o R . 10
stationnaires autosimilaire pa rapport a la matrice £ = <0 4

ici égal a H = 0.9.

>. L’indice de Hurst est pris

FI1GURE 8.4 — Un champ gaussien a accroissements stationnaires vérifiant une relation d’au-
tosimilarité matricielle
TR T
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Une direction privilégiée liée a la plus grande valeur propre apparait. Dans [BMSQT7], on
montre que I'on peut définir des champs stables (méme si ici on se restreint au cas gaussien)
par autosimilarité matricielle & 1’aide d’une fonction p définie sur R? \ {0} E'-homogene a
valeurs positives :

ve € R\ {0}, p(a”'€) = ap(¢).

En utilisant des coordonnées polaires adaptées a la relation d’autosimilarité (8.2.4) et
la formule de changement de variable en coordonnées polaires correspondante, on en déduit
que pour toute fonction p Ef-homogene, on a

(8.2.5) / min(L, |¢2)[p(€)] 2T E)d < +oo,
Rd

si et seulement si s € (0, pmin(E)) (théoréeme 4.1 de [BMS07)) .
Dans [BMSQ7], on donne alors pour H € (0, pmin(E)), la représentation harmonisable
suivante du champ gaussien {X (z)},cpd

Tr(E)

X(a) = [ (@ = 1ple) e,

qui vérifie alors bien la relation d’autosimilarité (8.2.4]) voulue et qui est de plus a accroisse-
ments stationnaires.
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La difficulté consiste & définir une fonction E'-homogéne adéquate. Ce probleme
est résolu dans [BMS07] en définissant p de la forme,

p&) = ([ [7 = cos(< a0 >) Gauto)

ol Sy est la sphere unité de R™ pour une norme bien choisie, définie a partir de E, et p une
mesure finie sur Sy.

Remarque 8.2.1 On wva suivre ici une approche différente et utiliser dans la construction
d’une densité spectrale du champ recherché, la notion de mesure de Haar d’un groupe ce qui
permettra de définir des fonctions homogenes par rapport a l'action d’un groupe a plusieurs
parameétres.

On va essayer maintenant de tirer toutes les conséquences des remarques qui ont été
faites dans cette section et d’élaborer une stratégie permettant de résoudre le probleme
que 'on s’est posé.

8.3 Présentation de la démarche

On va tout d’abord remarquer que dans un cas particulier on peut, en exploitant les
exemples précédents, construire assez facilement un champ vérifiant des relations d’autosimi-
larité matricielles simultanées.

On détaille cette remarque dans le paragraphe suivant. On en déduira la démarche qui
permettra d’aboutir a la construction voulue.

8.3.1 Un exemple de champ vérifiant des relations d’autosimilarité matri-
cielles simultanées

On va tout d’abord se placer dans le cas particulier ou les relations d’autosimilarité
matricielle que I'on veut imposer au champ sont découplées.
Soient en effet (Ey,--- , E,) m matrices carrées de (Mg, (R),---, My, (R)) de spectre
a partie réelle positive avec
d1++dm:d7

m

et (Hla T aHm) un m—uplet de H (O, pmin(Eﬁ))'
=1
On peut alors définir un champ gaussien réel {X(zy,--- vxm)}(th ) ERL x - Rm
vérifiant simultanément les m relations d’autosimilarité matricielle suivantes :
Pour tous réels positifs (a1, -, ap),
(8.3.1)
E L), Hw
{X(al 1-7;1; o 7xm)}(x1,~~- T ) ERM x . xRdm = {al 1X(£L'1, e 71.771)}(@1,... T ) ERL X .. x Rdm
X Enm (£) HmX
{ (xlv Ty Gy xm)}(azl, T ) ERL X . xRdm = (0% (331’ T 7xm)}(x1,~~~ T ) ERL X ... x RIm

Comme dans le cas du Drap Brownien Fractionnaire, ces m relations d’autosimilarité
sont découplées car chaque parametre a; n’agit que sur la variable z; de R% .



CHAPITRE 8. CHAMPS GAUSSIENS AUTOSIMILAIRES PAR RAPPORT A UN GROUPE232

Il est alors naturel d’utiliser un procédé de construction analogue a celui qui a servi a
définir le Drap Brownien Fractionnaire. On définit ainsi la covariance du champ voulu comme
un produit tensoriel de covariance de champs vérifiant une relation d’autosimila-
rité matricielle.

On en donne donc la représentation harmonisable suivante

m

(8.3.2) AXx>=fk{4@ ® (e <me8> — 1) (e7<¥ebe> — 1)|6y(&0) )W, . ¢,,)
L xRém

On suppose que pour tout £, ¢y est une fonction définie sur R%\ {0} Eé—homogéne d’exposant

Tr(Ey) | .
Sy + U a valeurs positives :

Tr(Ey)

¢e(ag_Ez€e) = a7+ > (&),

vérifiant

| o€ min(1, led)dge < +ox.

On obtient alors un champ vérifiant simultanément les m relations d’autosimilarité
, non plus a accroissements stationnaires mais a accroissements rectangu-
laires stationnaires suivant les axes.

Avant de détailler ce point, on va commencer par introduire cette notion. On définit
tout d’abord dans un cadre général la notion d’accroissements rectangulaires

Définition 8.3.1 Soient M, --- , M,, m sous espaces vectoriels de R% en somme directe et
f une fonction définie sur RY.

On définit alors pour tout vecteur x de R? et tout m uplet (h1,--+ yhpm) de My x --- X My,
Vaccroissement rectangulaire Ap, ... p,, f(x) par

Dppoo o f@) =D Y ()" @+ hiy 4 ).

=0 1<i1 <-<ig<m

avec la convention pour { =0, f(x + hiy +---+ h;,) = f(z).

Exemple 8.3.2 Pour m = 1, M; = R? l’accroissement Apf(x) est alors laccroissement
classique

Apf(x) = flz +h) = f(z).
Pourm=d =2, si Mi =R x {0}, My ={0} xR, h et k sont deuz réels on a
Appf(@1,22) = f(@1 4+ h,x2 + k) = f(z1 + h,22) — f(w1,22 + k) + f(21,22).

On peut alors définir la notion de champ gaussien a accroissements rectangulaires station-
naires.

Définition 8.3.3 Soient M;,--- , M,, m sous espaces vectoriels de R en somme directe.
Un champ gaussien ponctuel {X(z)},cra est @ accroissements rectangulaires station-
naires suivant les directions My, --- , My, si pour tout vecteur x de R%,

(L)
1A% o o X () } (e ) ey s x My = AR e X (0)F (B o)€M X oo Mo -
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Exemple 8.3.4 Pour m =1 on retrouve la notion classique de champ gaussien a accroisse-
ments stationnaires.

Pour m =d =2, M; =R x {0}, My = {0} x R on retrouve la propriété, vérifiée par le Drap
Brownien Fractionnaire bidimensionnel, de champ gaussien bidimensitonnel & accroissements
rectangulaires stationnaires suivant les axes de coordonnées.

Si on revient au champ défini par la représentation harmonisable (8.3.2)), il est alors a
accroissements rectangulaires stationnaires suivant les axes,

M; =R x - x {Ogam }, -+, My = {Ogay } X --- x RIm,

On va maintenant s’inspirer de ce cas particulier pour définir une démarche générale
appliquée a la résolution du probléeme considéré.

8.3.2 Présentation de la démarche

On va construire dans ce qui suit des exemples plus généraux de champs vérifiant
simultanément des relations d’autosimilarité matricielle qui ne sont notament pas forcément
découplées.

La démarche va consister a se ramener a un cas proche de celui traité dans la section
De maniére analogue au champ de la section le champ gaussien réel
que l'on construira est alors & accroissements rectangulaires stationnaires suivant des
directions remarquables (Mj, - -+ , M,,/) en somme directe (m’ > m), qui sont & définir.

On trouvera ces directions remarquables a partir de la réduction simultanée des ma-
trices Ep,-- -, Ep,. Les m’ sous espaces vectoriels (M, --- , M,,/) sont donc stables par ces
matrices ce qui signifie que :

Pour tout j de {1,---,m}, pour tout £ de {1,--- ,m'}

E;M; C M;.

Les sous espaces vectoriels (M, - -« , M,,) seront appelées des directions de renor-
malisation du champ gaussien {X (z)},cpa-

On définira alors un champ {X(z)},cre par une représentation harmonisable de la
forme

(8.3.3) X(z) = Re (/Rd H(ei<xe,§> _ 1)¢(§)d/m75> )
(=1

La fonction ¢ est a valeurs positives et vérifie les m relations d’homogénéité simultanées
suivantes :
Pour tous réels positifs ai, - - , am, pour presque tout & de R?,

Tr(Ey)
$ar®e) = a7 (¢
(8.3.4) :

Hp+ Tr(Zm)

¢(a’;LEm§) = 0am #(§)

De plus, afin de donner un sens & ’expression ({8.3.3)), on demandera a la fonction ¢ de
vérifier la condition suivante,

(8.3.5) vz € RY, /Rd (&)1 [[(min(L,| < &z > [*))d€ < +o0.

14
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La fonction |¢(€)|? sera alors appelée une densité spectrale du champ considéré.
La démarche que 'on vient d’expliciter, une fois qu’elle aura abouti, mene bien au
résultat désiré car

Proposition 8.3.5 Soit (E1,- -, Ey) m matrices de taille d commutant deuz ¢ deux.
Supposons avoir construit (M, -, M) m’ sous espaces vectoriels de somme directe
R?, stables par les m matrices (Ey,--- , Ep) et ¢ une fonction a valeurs positives vérifiera les

m relations d’homogénéité simultanées et la condition (8.3.5).

Le champ gaussien réel { X (z)}ern de représentation harmonisable donnée par
est bien a accroissements rectangulaires stationnaires suivant les directions My, -+ , My, et
vérifie simultanément les m relations d’autosimilarité .

Preuve. En effet, du fait que la condition est vérifiée, le champ de représentation
harmonisable donnée par ’équation est bien défini pour tout (x,y) € (R)2.

On remarque ensuite que par le corollaire 6.3.2 de [ST94], considéré dans le cas particulier
des variables aléatoires gaussiennes

X1 = Re (/Rd hl(g)d/W§> , Xo = Re </Rd hg(f)dW§> ,

E(X1X2) = Re </Rd hl(f)hz(f)d§> -

Il suffit donc de montrer que le champ gaussien {Y (z)},cpe de représentation harmonisable,

que,

Y () = /R [L(e=¢ — Do(©)dive.
=1

vérifie bien les propriétés voules.

Les propriétés d’homogénéité de la fonction ¢ vont alors bien entrainer sur le champ
{Y(x)},cra les propriétés d’autosimilarité voulues.

En effet, par stabilité des directions (My, -+, M,,/) par les matrices E1,- -+ , Ep,,
Pour tout j de {1,--- ,m}, pour tous réels positifs ai,- - , an,, pour tous vecteurs x et y de
Rd

E(Y(ZL‘)Y(y)) _ /Rd H(ei<(afjx)g,f> _ 1)(e—i<(aij)27£> _ 1)|¢(£)|2d£
(=1

s ’i<anJ?g£> —i<a-Ejyg§> 2
= [ (e —1)(e ST — 1)|g(€) Pdg
/=
1 .

- / TL(ewen™e — (e <™ _ 1)j(e)Pde
(=1

~Tr(EY) m e » _gt
= 0, [T = (e~ njota; P
(=1

L’homogénéité de la fonction ¢ permet alors de conclure.
Enfin, le champ {Y (z)},cra est bien & accroissements rectangulaires stationnaires sui-
vant les directions My, - - - , M, car, si  est un vecteur de R, (hy, -+, ) € My X+ X My,
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(k)l,"',k}m/)GMlX'--XMm/,

ml

E(Apy o, Y (2)Dpy o g Y (2)) = / [[(e<"%> — 1) (e <Fes> —1)|g(&) PPde.

(=1

Cette expression étant indépendante du vecteur x choisi, on obtient bien le résultat
souhaité. ]

On illustre cette proposition en explicitant la construction du champ présenté dans l'intro-
duction. :

Exemple 8.3.6 On rappelle que l’on veut, pour (Hy, Hy) € (0,1)? et

1 -1 0 0 10
0 0 O 0 01

définir un champ
{X("E)}CEERS = {X($1, L2, t)}(xl,xg,t)€R3a

anisotrope tel que :

(8.3.6) Pour tout réel positif a1 = {X(a™ )} eps © {af' X (2)} yers
et
(8.3.7) Pour tout réel positif ay = {X(ab?x)},cps & {af2 X (2)} eps

Pour cela, si on utilise la proposition précédente, on peut définir { X (x1,22,1)} (4, 20,4)cr3 PAT
X(xl, x2’t) _ / (ei(méés,;-i-mﬁgsp) _ 1)(eit£tps _ 1)¢(§ispagzsp>£tps)dwé
R3
Pour avoir les propriétés d’autosimilarité voulues il faut que ¢ vérifie la propriété d’ho-
mogenéiteé :
Pour tous réels positifs a1, ay et pour tout & = (&L, &2, Eips)

¢(&)

—E! —F} 51+%TT(E1)GSQ+%TT(E2)
2

pla; tay *E) = a;

et la condition (\ﬁesp\Q = \felsp\Q + ‘ggsp‘Q)

[ min(L € min(L [ 2)10() Pl < 26,

d’existence du champ.
On chotsit alors comme fonction ¢

¢(£;sp7 gegsp’ ftemps) _ kgsp COS(]Og(‘fespD + 10g(’5tps‘)) - ggsp COSSIOg(’fespD + log(lftps‘)”
’fesp’H1+1’€tpS‘H2+§

On vérifie que ¢ a bien les propriétés voulues.

On va maintenant préciser les résultats d’existence démontrés dans ce chapitre.
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8.4 Présentation des résultats obtenus

Avant de présenter le résultat que ’on a obtenu, on aura besoin de faire des hypotheses
sur les matrices (E1,-- -, Ep,). On pourra ensuite énoncer le résultat voulu.

8.4.1 Rappels sur la décomposition de Jordan additive complete

Pour expliciter les hypotheses faites sur les matrices E1,---,FE,, on va utiliser un
outil assez classique dans ce type de probleme, (voir par exemple [HM82] ou [MSO1]) : la
décomposition de Jordan additive complete.

La décomposition de Jordan additive complete dans M, (R) est définie a partir de la
proposition suivante qui est une simple version additive du lemme 7.1, chap 9 de [Helg7§] :

Proposition 8.4.1 Toute matrice M de M,(R) s’écrit de maniere unique,
M=D+5+N,

ot les trois matrices D, S, N commutent deux a deux et ou D est une matrice diagonalisable
dans Mp(R), S une matrice diagonalisable dans My, (C) a spectre imaginaire pur, N une
matrice nilpotente.

Notation 8.4.2 La matrice D sera appelée la partie diagonalisable réelle de M, S sa partie
semi-simple tmaginaire, et N sa partie nilpotente.

Donnons quelques exemples de calculs de la décomposition de Jordan additive compléte
d’une matrice réelle. Tous les coefficients ci dessous sont supposés réels

A 0
1. Si B = .
0 A
Dans ce cas X est 'unique valeur propre de FE et,
A 0
D= ,85=0,N=0.
0 A
. Al
2. Si E = 0 A/

Dans ce cas X est 'unique valeur propre de E et,

po (D). sm0n=(0 ).
. a O
3. SlE:(_ﬁ a>'

La matrice F est alors une matrice diagonalisable dans M4(C) ayant pour valeurs com-

plexes conjuguées
M=a+1i8, da=a—1i0

(a0 (0 B _
o3 )54 )

Dans ce cas,
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a B 1 0

| -8 a 0 1

4. F = 0 0 o 3
0 0 -0 «

La matrice E est alors une matrice trigonalisable dans M;(C) ayant pour valeurs propres
complexes conjuguées

)\1:Oé+7;ﬁ, )\2:a—i,8

Dans ce cas,

a 00 0 0 8 0 0 0010
o a0 0 -0 0 o0 (o001
D=1o 0 a0l 0o 0o 0o s]'Y |ooo0 o0

00 0 a 0 0 -8 0 0000

Par la réduction de Jordan réelle, on peut remarquer que toute matrice M a coeflicients
réels est (& un changement de base pres) une matrice diagonale par blocs, chaque bloc étant
de 'un des quatre types ci dessus.

C’est cette remarque qui permet d’aboutir & la décomposition de Jordan additive
complete d’une matrice a coefficients réels.

Pour plus de détails sur cette décomposition, qui est une conséquence de la décomposition
de Dunford dans My(R), on pourra se reporter a ’annexe

On dispose maintenant des outils nécessaires pour expliciter les hypotheses faites sur
les matrices Eq,--- , Ep,

8.4.2 Les hypotheses faites sur les matrices F,,--- , E,,

On fait donc les hypotheses suivantes :

Hypothese 8.4.3 On supposera que :

1. Les matrices E1,--- , E,, commutent deux a deuz.

2. 8i Dy,---, Dy, désignent les parties diagonalisables réelles respectives de E1,--- , En
on supposera que,

(8.4.1) La famille (D1, -+, Dy,) est libre .

Remarque 8.4.4 L’hypothése (8.4.1) implique notament que la famille (Ey,--- , Ey,) est
libre ce qui signifie que les m relations d’autosimilarité que l’on veut imposer sont en
quelque sorte linéairement indépendantes.

Moyennant ces hypotheses, on sera alors capable de construire un champ vérifiant les
propriétés recherchées.
C’est ce théoreme d’existence qui est le résultat central de ce chapitre :

Théoréme 8.4.5 Supposons que les hypothéses[8.4.3 soient vérifiées. Il existe une certaine
constante Cy inférieure a 1 ne dépendant que des matrices E1,--- , By, telle que si pour tout
¢ de{l,---,m},

(8.4.2) 0< Hy < Copmin(Eg)
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il existe alors un entier m’ > m, m’ sous espaces vectoriels My, --- , M, de R* en somme di-
recte et un champ gaussien {X (x)},cre @ accroissements rectangulaires stationnaires
suivant les directions My, - -+ , M, et vérifiant simultanément les m relations d’autosi-
milarité matricielle :

(X(@ ) eps © {alX(2)}pepo

(8.4.3) V(ai, - ,am) € (RL)™, :
(£) H

{X(afa)ere = {ap X (2)}oep

Remarque 8.4.6 L’entier m’ peut étre supérieur a m. En effet si on considére le cas m = 1

et que la matrice E = E1 a a la fois des valeurs propres positives et négatives, la démarche

va consister a considérer que (4 une matrice de passage pres)

+
E= E O_ .
0 F
ET étant une matrice a spectre positif et E~ une matrice a spectre négatif. On construit alors

(par produit tensoriel de covariance) un champ & accroissements rectangulaire stationnaires
satisfaisant a

<E+ 0) (o 0)
o
X ' Y T o = (0l X (@)}

Ainsi ce procédé de construction meéne bien a considérer m’ =2 > m = 1.

Avant de démontrer ce résultat, on va remarquer que le probleme considéré peut se réecrire
en termes d’autosimilarité par rapport a un groupe ce qui va permettre d’utiliser la
théorie des groupes localement compact et notament la notion de mesure de Haar.

Pl

8.5 Réecriture du probleme considéré

8.5.1 Notion d’autosimilarité par rapport a un groupe

On remarque que le probleme posé peut s’exprimer en terme d’autosimilarité par rap-
port a un groupe. S. Kolodynski et J. Rosinski dans [KR03|, ont en effet défini dans un cadre
treés général la notion de champ aléatoire autosimilaire par rapport a4 un groupe A.
On adapte cette définition au probleme considéré :

Définition 8.5.1 Soit A un sous groupe matriciel du groupe linéaire Glg(R) et x une appli-
cation continue de A dans R’
On dira que le champ aléatoire {X (z)},cpa est A-autosimilaire de coefficient x si,

(8.5.1) VA € A, {X(A0)}pepe 2 (A X ()} ocpa.

On peut remarquer, comme cela est fait dans [KR03], que le coefficient d’autosimilarité d’un
champ gaussien non trivial est nécessairement un homomorphisme :

Lemme 8.5.2 Soit A un sous groupe matriciel du groupe linéaire Glg(R). Si Uapplication
continue x de A dans R est le coefficient d’autosimilarité d’un champ gaussien non trivial
{X () },erd, alors x est nécessairement un homomorphisme de A dans R,
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Preuve. Soient A et A’ deux matrices de A. Par I’équation (8.5.1) on a :

(X(AA)}yeps © (A X (2)} e,

et
(L) L)
{X(AA0)}pepa = {(X(A)X (A7) }pcpe = {X(A)X(A) X (2)}sepa-
En passant aux variances des champ gaussiens considérés, et en utilisant le fait que le
champ gaussien est non trivial on peut alors conclure. ]

Le probleme que 'on souhaite résoudre peut donc se réexprimer en termes d’autosimi-
larité par rapport a un groupe a m parametres.

8.5.2 Réecriture du probleme a ’aide de la notion d’autosimilarité par
rapport a un groupe

Soit (E1q,--- , Ep,) une famille de m matrices vérifiant les hypotheses (8.4.3]). On définit
A le sous groupe a m parametres du groupe linéaire Gly(R) suivant,
(852) A= {alEl e arEnmv (ala T 7am) € (R*—f—)m}7
On peut alors dire que

Proposition 8.5.3 Les deux problemes sont équivalents :

1. Trouver des conditions suffisantes, sur les réels positifs Hy,--- , Hy, d’existence d’un
champ gaussien réel {X ()}, cpa vérifiant simultanément les m relations .

2. Trouver des conditions suffisantes, sur I’homorphisme x, d’existence d’un champ gaus-
sien réel { X (x)},ecra A-autosimilaire de coefficient x.

L’implication est évidente car les m relations (8.1.2)) sont bien équivalentes a

VA € A, {X(A0)}pept 2 {(A)X (@)} pepa-

Ey

avec pour A = aj" ---abm

m

X(A) = x(ay" - agr) = ag" - ap,

qui est bien un homomorphisme de A dans R
La réciproque découle de deux résultats. Le premier résultat est que si ’hypothese(8.4.3
est vérifiée le groupe A est isomorphe a (R%)™. Cette proposition est démontrée en annexe

Bl
Proposition 8.5.4 Si ’hypothese est vérifiée, l'application

(ala"' aam)Hafl"'aima

est un isomorphisme bicontinu de (R% )™ dans A.
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Remarque 8.5.5 L’application

(ala"' 7am)'_>a1E1'“a7€bma

est toujours un homomorphisme continu et surjectif de (R% )™ dans A, mais cette application
peut ne pas étre injective.
C’est par exemple le cas si on considére le groupe a un parameétre A,

A={0F 0 R} avec E = ((1) _01>,

qui n’est rien d’autre que le groupe orthogonal Oz (R).
Ici la matrice E a une partie diagonalisable réelle nulle et donc I’hypotheése n’est
pas vérifiée. Dans ce cas particulier, le groupe A n’est pas isomorphe a R’ .

On peut alors classer tous les homomorphismes continus d’un groupe A vérifiant I'hy-
pothese (8.4.1) et donc tous les coefficients d’autosimilarité continus possibles d’un champ
gaussien A-autosimilaire. La proposition suivante est aussi démontrée en annexe

Proposition 8.5.6 Soit A un sous groupe de Glg(R) a m paramétres de la forme . On
suppose que I’hypotheése est vérifiée.
Pour tout homomorphisme continu x de A dans R?_, il existe un unique m-uplet (Hy,--- , Hy,)

de Téels tels que,
Em H, Hp,
X(a’l am) Ay =y

pour tout (a1, ,am) € (RL)™.

Ceci implique bien que tout champ gaussien A-autosimilaire de coefficient y, ou x est
une application continue de A dans R* , est forcément un champ vérifiant,

(a1, -+ am) € (RY)™, {X (a7 - ap2)}aepe = {a1" - ap" X (2)}pepa

On a donc nécessairement m relations d’autosimilarité matricielle simultanées du type,

Va; € Ry, {X(a52)}pepa 2 {a" X ()} pepa

et on en déduit bien I’équivalence énoncée en proposition [8.5.3

Exemple 8.5.7 Tous les exemples présentés en section [8.9 peuvent se reformuler via la no-

tion d’autosimilarité par rapport a un groupe ¢ m parameétres :

1. Dans le cas du Champ Brownien Fractionnaire, A = {ald}sery, x(ald) = al.

2. Dans le cas du Drap Brownien Fractionnaire d dimensionnel, A est le groupe a d pa-
rameétres des matrices diagonales a coefficients positifs, et
A1 0
. H Hy
X( - )= AT AT
0 An
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3. Dans le cas des champs stables par autosimilarité matricielle
A= {d” a >0}, x(a¥) = a’.

Exemple 8.5.8 Dans l’exemple présenté en section de relations d’autosimilarité
matricielles toutes découplées, le champ est aussi autosimilaire par rapport a un groupe
a m parameétres avec

afl 0
'A:{ 7(a17"'7am)€(Rj—)m}a
0 alm
alors que
afl 0
X( ) =ai---afim.
0 alm

On est maintenant en mesure de s’intéresser au probleme de la construction du champ
recherché.

8.6 La construction du champ recherché

On va pour cela suivre la démarche présentée en section On s’intéressera notament
aux deux points essentiels intervenant dans la construction,

1. La définition d’une densité spectrale.

2. La construction de directions de renormalisation My, --- , M,,, basée sur la réduction
simultanée des matrices Fq, -+, Ep,.

On vérifiera, ensuite que la démarche utilisée permet bien d’aboutir et que ’on a bien défini
un champ vérifiant les propriétés recherchées.

8.6.1 La définition d’une densité spectrale

On commence par réexprimer avec le formalisme de la section précédente, les propriétés
que l'on cherche & imposer a la densité spectrale :

Proposition 8.6.1 Soit ¢ une fonction définie sur R%a valeurs positives.
Les deux propriétés sont équivalentes :
1. La fonction |¢(&)|? vérifie les m relations d’homogénéité suivantes :
Pour tous réels positifs a1, - , am, pour presque tout & de R?,
-E 2H+Tr(E
[$(ar )2 = ai T g 6 2
(8.6.1) :

(B(amPme)[? = ammHTTE ()2
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2. La fonction |p(€)|? est A homogéne de coefficient x*(-)| det(-)| ce qui signifie :

(8.6.2) VA €A ppg € R, [6((A)'Q = [x(A)| det(A)l|6(¢)*,
avec x(aft - aBm) = ol .. gHim,

Dans cette section, on va alors expliquer comment construire une densité spectrale
vérifiant la relation d’homogénéité [8.6.2

Pour cela, on va définir la fonction ¢ a partir de p 4 mesure de Haar quelconque du
groupe A.
On commence par faire quelques rappels sur cette notion.

8.6.1.1 Mesure de Haar d’un groupe commutatif a m parameétres

On donne tout d’abord la définition suivante

Définition 8.6.2 SiH est un groupe localement compact, on appelle mesure de Haar a gauche
sur H toute mesure de Radon non nulle p, invariante par translation a gauche, c’est a dire
vérifiant,

VB € B(H),Vh € H,pu(h* B) = p(B).

De maniere générale, tout groupe localement compact possede une mesure de Haar a
gauche. De plus deux mesures de Haar a gauche sur un groupe localement compact donné
sont proportionnelles.

On définit de méme la notion de mesure de Haar a droite de H, comme étant une mesure
de Radon non nulle sur H, invariante par translation a droite.

On rappelle que dans le cas d’'un groupe commutatif, mesure de Haar a droite et a
gauche coincident.

Pour plus de détails sur la notion de mesure de Haar d’un groupe localement compact,
on pourra se reporter a I’annexe
On sait expliciter une mesure de Haar d’un groupe a m parametres de la forme :

Proposition 8.6.3 Soit A un groupe a m paramétres de la forme[8.5.9, vérifiant I’hypothése
alors il existe une constante positive C telle que pour toute fonction continue a support
compact sur A a valeurs positives,

[y = [ pabakn T 2,
A

(Ri)m aq (0759

la mesure p 4 désignant une mesure de Haar quelconque sur le groupe A.

Preuve. La démonstration découle du changement de variable

A:afl---aﬁm,

et du fait que, par ’hypothese, le groupe A est isomorphe a (R )™.
Pour plus de détails se reporter a I’annexe ]
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Remarque 8.6.4 Ce résultat est fauz si l’hypothése[8.4.1 n’est pas vérifiée. Considérons par

exemple la matrice E,
0 1
= (40)

A={0F g R},

et le groupe a un parameétre

qui est le groupe des rotations Oz(R).

La mesure — n’est alors pas une mesure de Haar de O2(R). En effet ce n'est pas une
mesure finie. Or le groupe O2(R) est compact, ce qui est contradictoire.

Ici la proposition ne s’applique pas car, le groupe A n’est pas isomorphe a R .

On peut maintenant définir une densité spectrale du champ recherché.

8.6.1.2 Définition d’une densité spectrale

On définit alors
(8.6.3) B = /,4 XAV | det (A)[(—A'6) Pdua(A),

oi1 ¢ est une fonction de H™+1(R?) avec
H™(RY) = {f € L*(RY), [¢]™*' f € LP(R)}.

Ce procédé permet alors bien, de définir de maniere adéquate une fonction vérifiant les
bonnes propriétés d’homogénéité.

Proposition 8.6.5 La fonction |¢(€)|? définie par l’équation est bien une fonction A'
homogéne de coefficient

X2 ()] det ()]

Remarque 8.6.6 On ne sait pas a ce stade si la fonction |¢(€)|? définie par l’équation
est finie presque partout.

Ce que lon va montrer dans la suite, c’est que cela est bien le cas. Ce sera une
conséquence de l’existence de la fonction de covariance du champ gaussien recherché.

Preuve. On utilise pour cela la propriété d’invariance par translation de toute mesure de
Haar d’un groupe localement compact.

Soit en effet, Ay une matrice de A.
|6((A5) ) = /AX(A)2| det(A)|[P(—A'(Ah) ) Pdpua(A)
=/AX(A)2!det(A)lI@Z(—At(AE)_lﬁ)IQduA(A)

On fait alors dans la derniere intégrale, le changement de variable

Al = A A,
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ce qui induit,
6((AD)IOP = /AX(AOA,)2|det(AOA,”|@Z(_(A/)t£)‘2dﬂA(A,)a
= Idet(Ao)\x(Ao)z/Ax(A')Qldet(A')IIJ(—(A')%)IQCIMA(A')-

la derniere égalité découlant du fait que x(.) et det(.) sont deux homomorphismes. O

A ce stade, on a donc donné un procédé de construction d’une densité spectrale du
champ recherché. On s’intéresse maintenant a une deuxieme étape, qui va consister a construire
des directions de renormalisation.

8.6.2 Construction de directions de renormalisation

On va ici suivre la démarche présentée en section On rappelle que :

1. On cherche a construire m’' directions remarquables Mj,---, M, en somme
directe, appelées les directions de renormalisation, stables par les matrices E1,--- , E,
et donc par les matrices du groupe A, telles que les hypothéses de la proposition [8.3.5
soient vérifiées.

La proposition assure alors I'existence d’un champ gaussien vérifiant les propriétés
recherchées.

2. On sait définir ces directions de renormalisation lorsque

a 0
(8.6.4) A={ a1, am) € (RY)™,
0 alm
les m matrices (E1,- -, En) de My, (R) x---x M, (R), étant toutes a spectre de partie

réelle positive.

C’est le cas présenté en section ou les m relations d’autosimilarité matricielle sont
toutes découplées.

On peut alors prendre comme directions de renormalisation

My =R% x - x {0}, , My, = {0} x --- x R%m,

On va essayer de se ramener & un cas proche de ce cas la. On aura besoin de la définition
suivante.

Définition 8.6.7 La partie hyperbolique du groupe matriciel A, qui sera noté Ap, est le
groupe suivant

Ap ={D, D est la partie diagonalisable réelle d’une certaine matrice E du groupe A}.
Lemme 8.6.8 Dans le cas ot le groupe A est donné par l'équation on a
AD = {a‘lDl e a]ﬁm’ (a17 e ’am) - (Ri)m}’

ot les matrices
Dla e 7D’m

sont les parties diagonalisables réelles respectives des matrices Ev,--- , E,,.
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Le point essentiel de cette section est que la construction de directions de renormali-
sation d’un champ gaussien A autosimilaire ne dépend pas du groupe A en lui méme
mais uniquement de sa partie hyperbolique.

Cela signifie que le choix de directions de renormalisation d’un champ gaussien vérifiant
simultanément les m relation d’autosimilarité matricielle (8.1.2)) ne dépend que des ma-
trices Dy, , Dy,.

Pour construire ces directions on va diagonaliser de maniere simultanée les matrices

Dq,---, Dy, ce qui est possible par la proposition suivante :
Proposition 8.6.9 Si Ey,--- , E,, sont m matrices de My(R) commutant deux a deux et que
D1, , Dy, désignent leurs parties diagonalisables réelles respectives alors,
1. Les matrices D1, -+ , D, sont elles aussi m matrices commutant deux d deux. Les ma-
trices D1, -+ , Dy, sont donc simultanément diagonalisables.
2. De plus les matrices E1,--- , By, sont toutes dans le commutant des matrices Dy, -+, Dy,.
Preuve. Cette proposition est démontrée en Annexe [A] O
Par la proposition [8.6.9] les matrices Dy, -+, Dy, sont donc bien simultanément dia-

gonalisables. On va alors en déduire que les matrices du groupe Ap, sont simultanément
diagonalisables. Les directions recherchées seront alors liées a cette réduction simultanée des
matrices du groupe Ap.

Proposition 8.6.10 Supposons que I’hypothése[8.].1] soit vérifiée. Il existe alors une matrice
inversible P telle que

+
a’ 0
alAl
AD:{PX . o~ XP—I,(alv"' ’am)e(Ri)m}
agm
asm
m—+1 m
0 a?l .aﬁmﬂ
ou
+
1. Pour tout k de {1,--- ;m}, Ay = Ag 07 )
0 A
2. Pour tout k de {1,--- ,m}, les matrices A ( resp A, , DJ"™) sont des matrices diago-

nales a coefficients positifs (resp négatifs, quelconques) de Mdz (R) (resp Md/? (R),Mg,, ,(R)).

3. Les matrices Az existent toujours pour tout k de {1,--- ,m}.

. Les matrices A D ! euvent éventuellement ne pas exister pour certaines valeurs
k>’ Y4 p p p
de k ou de /.
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Preuve. Cette proposition est démontrée en section [8.7.1
O

La proposition [8.6.10] permet d’avoir pour le groupe Ap une forme proche de celle
présentée a la section [8.3.1] En effet :

Proposition 8.6.11 Si on utilise les notations de la proposition précédente on a

Ay
aj 0

Ap = {P x - e x P7Y (a1, ,am) € (RZ)™}

m+1
Dl

Dm+1
0 al e amm

On illustre la proposition précédente sur un exemple.

Exemple 8.6.12 On considére donc l'exemple suivant

1 0 O 2 0 0
A={af"a? (a1,a9) € (R%)*}, avec By =Dy = [0 —2 0| ,Ea=Dy= [0 —4 0
0 0 5 0 0 1

Ici, on a choisi pour plus de simplicité de prendre A = Ap. De plus, les matrices Dy et Do
sont diagonales : P = Id.
On a alors,

A0 2A 0 1 0
Vect<D1,D2>—Vect<(O 5>,<0 1) >, cwecA-(O _2>.

L’hypothése se traduit ici par le fait que la famille (D1, D2) est libre ce qui est équivalent

a dire que la famille 2 , ! est libre. On a donc
5 1

2 1 1 0
Vect < <5> , <1) >= Vect < (O> , <1> >
ce qui tmplique que
A 0 2A 0 A 0 0 0
Vect<(0 5),<0 1>>—Vect<(0 0),<0 1>>.

On a donc une paramétrisation du groupe A de la forme :

al 0 0
A= { 0 GIQ 0 7(a17a2) S (Ri)Q}
0 0 a9

St on suit les notations de la proposition|8.6.10, on a ici
AF = (1).A7 = (-2).A7 = (2).

A la paramétrisation du groupe Ap donnée par la proposition [8.6.10} il correspond la
paramétrisation du groupe A suivante :
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Proposition 8.6.13 Les notations sont celles de la proposition |8.6.10. Le groupe a m pa-
rameétres A est de la forme

A= {Paf1 cealm P (a1, Lan) € (R)™},
ot pour tout £, la matrice Fy a pour partie diagonalisable réelle la matrice :

dlag(()? o 707AZ505 to ’D2n+1).

Preuve. Démonstration faite en section [R.7.2 O

Conséquence : définition de directions de renormalisations

On définit alors les sous espaces vectoriels suivants pour tout ¢ de {1,--- ,m} :

(8.6.5) W, =RY, W, =RU W,y = Rém+,

Les directions de renormalisation sont alors définies pour tout ¢ de {1,--- ,m} par

(8.6.6) V, =P WV = PW Vi = P Wiy

qui sont bien stables par les matrices E1,--- , Ep,. On peut remarquer que parmi ces 2m + 1

sous espaces, certains peuvent étre réduits a {0}.

Notation 8.6.14 On note My,--- , M, les m' sous espaces vectoriels non réduits a {0}
parmi les espaces V1+7 eV VT Vo Vingr. Les sous espaces My, -+, My, sont donc
appelés les m' directions de renormalisation non triviales.

Exemple 8.6.15 On reprend l'exemple précédent. Ici les trois directions de renormalisation
sont les sous espaces vectoriels

M =R x {0} x {0}, M; = {0} x R x {0}, Mj” = {0} x {0} x R.

La difficulté consiste maintenant a justifier cette démarche et a montrer qu’elle est
valide. C’est I'objet de la section suivante.

8.6.3 Construction d’un champ gaussien a accroissements rectangulaires
stationnaires 4 autosimilaire de coefficient y

Muni de ces outils on peut maintenant revenir au probléme qui nous intéresse : la
construction de champs gaussiens 4-autosimilaires & accroissements rectangulaires station-
naires. Supposons que

1. La fonction |¢(€)|? est définie par
B = / N2 (A det(A)|[§(— %) 2djua(A),

ot 9 est une fonction de I’espace de Sobolev H™1(R?).

2. Les directions de renormalisation My, - - - , M, sont celles définies dans la section précédente.
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On cherche alors des conditions suffisantes sur ’homomorphisme y pour que (condition (8.3.5))
de la proposition |8.3.5))

v e Y, [ o) [Jomin(1,| < &0 > )€ < +oc.
/=1

On fait tout d’abord la remarque suivante (les notations sont celles des propositions
[8.6.10] et [8.6.13]) :

Lemme 8.6.16 Soit Ap le groupe a m paramétres défini par

AP _ P—lAP — {afl ...aFm (al’... ,am) € (Ri)m},

m

et xp ’homorphisme défini pour toute matrice Ap de Ap par

xp(Ap) = x(PApP™").

La conditionm est vérifiée si et seulement si pour tout vecteur x de R? Uintégrale que l’on
notera Ip(x)

(8.6.7) /]R N in(L ] <2y, ¢> P)min(L | < 2y, ¢> ) op (O dC
l
est finie avec pour tout ¢ € R
69 (QF = [6(P'OF = [ b (Ap)| det(Ap) [0~ 45O diap (Ap).

et Yp(C) = Y(PC).

Remarque 8.6.17 Dans la démonstration de l’existence du champ, il est donc équivalent
de remplacer, par changement de variable, A par Ap, x par xp et Y par Pp.

Preuve. Le lemme découle des changements de variable
¢ =P'¢, Ap = PAP L.

O

Suite au lemme [8.6.16| et a la remarque on s’intéressera dans un premier temps
au probleme de Pexistence, pour tout € R¢ de I'intégrale I p(x).
On a donc le résultat suivant.

Proposition 8.6.18 On reprend les notations de la proposition |8.6.15. Si pour tout i de
{1, ,m}

_pmin(Ai_) < Hz/ < pmin(Az—"—)
(avec la convention pmin(A; ) =0 si la matrice A, n'existe pas), alors la condition est
bien vérifiée pour ’homomorphisme xp défini de Ap dans RY par

i gt
-
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Preuve. Démonstration en section [R.7.3 O

On en déduit alors le résultat d’existence voulu :

Proposition 8.6.19 Supposons que les hypothéses soient vérifiées. Il existe une cer-
taine constante Cy inférieure a 1 ne dépendant que des matrices Ey,--- , E,, telle que si pour
tout ¢ de {1,--- ,m}

(8.6.8) 0< Hy < Copmin(Eg)

il eziste alors un entier m’ > m, m’' sous espaces vectoriels M, --- , M, de R en somme di-
recte et un champ gaussien {X(z)},cre @ accroissements rectangulaires stationnaires
sutvant les directions My, --- , My, et vérifiant simultanément les m relations d’autosi-
mizlarité matricielle :

(L)
{(X(a'®)}byepe = {a"X(2)},epa
(869) V(ab T 7am) € (R:—)ma
(£)
{(X(ahmo)}pere = {alim X (2)}sera
Preuve. Démonstration en section [R.7.41 O

8.7 Démonstrations

8.7.1 Démonstration de la proposition [8.6.10
La proposition [8.6.10| découle directement du lemme suivant :

Lemme 8.7.1 Supposons que I’hypothése soit vérifiée. Il existe alors une matrice in-
versible P telle que

)\1A1 0

Vect < Dy,--- , Dy >={P1

o,
+
1. Pour tout k de {1,--- ,m}, Ax = A 0_ )
0 A
2. Pour tout k de {1,--- ,m}, les matrices A} ( resp A, DE”H) sont des matrices diago-
nales a coefficients positifs (resp négatifs, quelconques) de Md; (R) (resp Md; (R),Mg,, . (R)).

3. Les matrices A; existent toujours pour tout k de {1,--- ,m}.

4. Les matrices A, Dlm+1 peuvent éventuellement ne pas exister pour certaines valeurs

de k ou de /.
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Preuve. Les matrices D1, -+ , D, étant simultanément diagonalisables, il existe une matrice
inversible P telle que
D, =P 'D,P.

On a alors
Vect < Di,--- ,Dp, >= P~ Wect < D},---,D. > P.

Les matrices D}, -, D] sont m matrices diagonales de la forme

apldg, 0
D, :

0 a? Idg,

Par I’hypothese la famille (D1,---, D},) est libre. Ceci implique que la matrice
L = ()¢, est de rang m.

On peut donc en extraire une matrice inversible A = (ozé’“) ok = (BF)ex de taille m. On
définit alors,

LE={(s,0) € {1,-- ,m} x R (a5, -+ ,a5,) = 8(a, -+, aik)} = {(s{ 1,01 ), -+ (kd+’5l—:d+)}

I]; = {(575) € {1, am} X R*_,(Ofi,"' y & ): (O&k"" ,Oéj-,’%)} = {(Skyla(sk,l)a"' ( k,d;’ék,d;)}

Remarquons que [, peut étre vide. Par contre I, ,j' est forcément non vide car (ig, 1) €
_l’_
I,
Posons (quitte & permuter certaines lignes et/ou colonnes de la matrice P et donc a
supposer que la matrice L = () 4,5)e(1,-.,m}2 st inversible),

+ —_
5k,1ldds+ 0 5k,1ldds— 0
k,1 k,1

0 (5kd+1dd+ . 0 5k,d;1dds— i

"k k,nk

Comme par construction si (s,0) € I,j Ul , (af, - ,a5,) = 5(04;’“, oL alk) on a
a{Af 0
a{Af
D) =
y4
oA,
s,
0 AZYL—H
ce qui implique bien le résultat voulu. ]

8.7.2 Démonstration de la proposition 8.6.13

Par la proposition 2), les matrices E; = PE,P~! sont diagonalisables par blocs
de partie diagonalisable réelle D,
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De plus, (on utilise les notations de la preuve de la proposition [8.6.10, si A~ = (,uf;),
et si pour tout k, Fj désigne la matrice,

l

la partie diagonalisable réelle de Fj est bien
k
Z M Déa
¢
ce qui, par définition de la matrice A, est exactement le résultat désiré.

8.7.3 Démonstration de la proposition 8.6.18

On aura besoin dans ce qui suit des notations suivantes :

Notation 8.7.2 On notera Bp, la base (Fy,--- , Fy,) définie dans la proposition|8.6.15. Pour
tout i de {1,--- ,m} on définira alors,

F;7+ = F@’Wi+,Fg’_ = FK‘WZ—
~ Remarquons alors que pour tous (£,4) € {1,--- ,m}? , la partie diagonalisable réelle de
Fg’+ (resp Fg’Jr) est 5&,‘AZ (resp 8¢, ). Ceci implique en particulier, que
(871) Pmin(FZ7+) = 6€,ipmin(Ag+)a pmzn(Fg’i) = 5é,zpmzn(AZ)

En utilisant I'expression de ¢p et le changement de variable

—F} —Ft
f = aq o Cv

on voit qu’il suffit de montrer que l'intégrale,

/(HI ING >|77/)P( )‘2dC,

R V=1
est finie, avec, pour tout %
Ii(zi, () =
+oo
/ min(1,| < Tyy+s a;Flt Ry, ’t”C >)]2) min(1,| < Ty (K;l)taIFlt . _Ft m( >)\2 2H; = dai.
a;=0

Majorons alors successivement l'intégrale I;(x;, () en 0 puis a Uinfini.
Commencons par majorer U'intégrale I;(z;,(, Kp) en 0.

_t _ ot 1_
/)mﬂKL|<$wﬁ#hF“‘ ap ¢ )P min(L, | < 2,0y ap ¢ >)2a T day

a;=0

—F! _pt 2H/—1
< / \<xW;,a1 Leantme > Pal T day

—_FY~ 2H!—
< [y @ @) G > Pl

ai:0
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la derniere inégalité découlant de la définition des FZ’f et du fait que les sous espaces
W1+ S, JWE W, sont en somme directe orthogonale et tous stables par les matrices
des groupes Ap.

Or si € est un réel positif fixé,

1
e _ i 201
[ 1< @ @) G > Pl
a;=0

1
_ _ —(Fb) _(Fh—yt o 2H'—1
<ClaPI P [ a5 P e,
a;=0

1
: (A7) da;
<Cl(e, By, -, En)|z|?|C[2 / g2 g -ame g2omin(87) 44i
ai:O
= C(e, By, Ep)|22C12Ji(e, E1, -+, Eny)

a;

la deniere inégalité découlant des résultats d’estimation de norme matricielle de la proposition

et de I'équation [B.7.1

On a de méme a 'infini la majoration suivante

Ft 9 2H!—1
: “a;

+oo
_Ft 3
/ min(L, | < @y, ay Mg Fn¢ >)) min(1, | < Ty, Oy apPn¢ ) da;
v 1
a;=1
+o0 p
; —2pmin(AT) da;
<Cle Eq,--- aEm)|$|2|C|2 / a?H’a;r2m€ai 2pmin (4] )7'1
K
ai:I

= C(Ea E1> e ,Em)|l”2|<|2Ki(€,E1, o 7Em)
Or, si pour tout i,
_pmin(Ai_) < Hz/ < pmin(Az—"—)
on peut choisir un réel positif ¢ tel que J;(eg, E1,- -, Ep) et Ki(eo, Er,- -+, Ep) existent
simultanément (avec la convention ppmn(A; ) = 0si A; n’existe pas).

Dans ce cas, on en déduit alors que, si € RY,

Ip(2) < Cleo, B, -+, Eun)af? / T10: + Kol 19 () de.
Rd ©

Si on suppose que, de plus ¢ € H™+1(R?), on obtient bien le résultat souhaité.

8.7.4 Démonstration de la proposition 8.6.19

Les notations sont celles des sections [B.7.1] et [8.7.2] Il s’agit de trouver le lien entre
H{,---  H) et Hy,--- , Hpy.
On rappelle que pour tout k, élément de {1,--- ,m}

m
Fy = Z i Ey
=1

On commence par démontrer le lemme
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Lemme 8.7.3 Si on note M la matrice a coefficients réels définie par M = (ﬁ]g)(g’k)e{17... m}2s
on a alors :

H H,
=M
H/, H,,
Preuve. En effet si A = afl ~-akmalors

A = exp(log(ai)Fy + -+ log(am)Fn)
= exp() _log(ax) > i Ey)
k=1 =1

E E!
— al 1., amm
avec pour tout ¢
LI
— Hi
a =] o
k=1
Comme,
F F Hj H] H H
XP(all"'amm):all 'amm:all U™ s
on a bien par unicité le résultat soouhaité. O

En effet, il découle directement de ce lemme le résultat suivant :
Lemme 8.7.4 Supposons que pour tout £, :

‘ | Inzln(pmzn(EZ))
Hy| < ———7—
[AflooIA™ oo

Alors on a bien pour tout i,

_pmln(AZ_) < Hz/ < pmin(A;—)



Annexe A

Décomposition de Jordan additive
complete dans M, (R)

A.1 Définition de la décomposition de Jordan additive complete
dans M, (R)

La décomposition de Jordan additive complete dans M, (R) est définie a partir de la
proposition suivante qui est une simple version additive du lemme 7.1 chap 9 de [Helg78] :

Proposition A.1.1 Toute matrice M de M, (R) s’écrit de maniére unique,
M=D+S+N

ot les trois matrices D, S, N commutent deux & deux et ou D est une matrice diagonalisable
dans My(R), S une matrice diagonalisable dans My, (C) a spectre imaginaire pur, N une
matrice nilpotente.

Notation A.1.2 La matrice D sera appelée la partie diagonalisable réelle de M, S sa partie
semi-simple itmaginaire, et N sa partie nilpotente.

Remarque A.1.3 On remarque que,

exp(D)est une matrice hyperbolique c’est a dire une matrice semi-simple a spectre positif,
exp(S) est une matrice elliptique c’est a dire une matrice semi-simple a spectre de module 1,
exp(N)est une matrice unipotente, c’est a dire somme de la matrice identité

et d’une matrice nilpotente.

On peut montrer par ailleurs (voir [Helg78]) que toute matrice inversible s’écrit de
maniere unique comme produit de trois matrices, commutant deur a deux, respectivement
hyperbolique, elliptique et unipotente : c’est la version multiplicative de la proposition.
L’écriture

exp(M) = exp(D).exp(S).exp(N),
est alors ce que ’on appelle la décomposition de Jordan multiplicative compléte de la
matrice inversible exp(M ) ([Helg78]).

On calque la preuve sur celle du lemme 7.1 chap 9 de [Helg78].
Ceci est détaillé dans la section suivante.

254
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A.2 Démonstration de la proposition

Cette proposition peut étre vue comme une simple conséquence de la décomposition de
Jordan dans M, (R). On rappelle en effet que (voir par exemple [LT85]),

Proposition A.2.1 (Réduction de Jordan dans M, (R)) Soit M une matrice de Mp(R).

Il existe alors une matrice inversible & coefficients réels P telle que P™YMP est une matrice
diagonale par blocs,
J1 0

P MP =
0 Jmim

(m1, ma étant deux entiers non simultanément nuls)

avec,
Ay 1 0
Ve € {1, ,ma}, Jo, = A Id ou Jy, = REEEY .t
0 Ao,
e, est alors une valeur propre réelle de M,
et,
Ay, I
AéQ 0 Lo 2 0
Vly € {1, ma}, Iy e, = ou Iy 10, = h - )
0 A I
1) 0 AZQ
avec Ay, = < Ly BZQ) 7
_BZQ afz

oy, + i3, et ap, — 15, sont alors deux valeurs propres complexes de M.
Ceci permet d’en déduire (voir par exemple [MTS80]),

Proposition A.2.2 (Décomposition de Dunford dans M,(R)) Toute matrice M de M, (R)
s’écrit de maniére unique,
M=A+N,

ot A est une matrice diagonalisable dans My,(C), N une matrice nilpotente et AN = NA.

Les matrices A et N sont de plus a coefficients réels.

Remarque A.2.3 Une matrice A a coefficients réels diagonalisable dans M, (C) est aussi
appelée une matrice semi-simple.

Notation A.2.4 Si M est une matrice a coefficients réels et si les notations sont celles de
la proposition[A.2.3, A s’appelle la partie semi-simple de M, N sa partie nilpotente.

La décomposition de M sous la forme
M=A+ N,

s’appelle la décomposition de Dunford de M.
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On en déduit alors le résultat souhaité :
Proposition A.2.5 Soit M une matrice de My (R).
1. La matrice M peut s’écrire , de maniére unique,

M=D+S+N,

ot les matrices D, S, N commutent deux a deux , D étant une matrice diagonalisable
(réelle) dans M,(R), S une matrice semi-simple a spectre imaginaire pur et N une
matrice nilpotente.

2. De plus, commutant deux a deux, les matrices D, S, N admettent une réduction si-
multanée, ce qui signifie qu’il existe une matrice inversible a coefficients réels P telle
que,

— P'DP est diagonale réelle.

— P~1SP est diagonale par blocs, les blocs étant tous de la forme,

0 B
(0)0u<_ﬂ 0).

~ P7INP est triangulaire supérieure stricte.

Preuve. Soit M une matrice a coefficients réels.
Existence.
On utilise la réduction de Jordan de la matrice M et les notations de la proposition

Pour tout ¢; de {1,---,m1}, on note,

Dy, = N, Id, S¢; =0, Nyy = Jo, — Ag, Ld.

Pour tout ¢5 de {1,---,ma}, on note,
Ay, 0
Doy, = cw,Id; S0, = —Dipy 1, Ny, = Jmy+6, =Dy 0, = Sy +65-
0 Ay,

On définit alors,
la matrice diagonalisable réelle D par
Dy 0
D =P x L x P71
0 Dy tms
la matrice semi-simple a spectre imaginaire pur S par :

S1 0
S =P x x P71,
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la matrice nilpotente N par :

Ny 0
N=Px L x P71,
0 Ny tms
On vérifie alors que D, S et N satisfont bien aux propriétés demandées.
Unicité
On suppose qu’il existe deux décompositions de M sous la forme demandée :

M=D+S+N=D+5+ N

On remarque que que N et N’ sont deux matrices nilpotentes. De méme, A = D + S
et A’ = D'+ 5’ sont deux matrices semi-simples, car (c’est la définition) diagonalisables dans
M, (C).

Par l'unicité de la décomposition de Dunford (voir la proposition [A.2.2)), cela signifie
que,
A=A et N=N".

Il suffit donc de montrer 'unicité de 1’écriture
A=D+ S,

pour toute matrice semi-simple A.
On note D et S les matrices issues de la décomposition de Jordan. Supposons donc qu’il
existe une autre décomposition de A
A=D+9,
avec D, D’ deux matrices diagonalisables dans M, (R), S,S" deux matrices semi-simples &
spectre imaginaire pur et D'S'=S'D’.

Remarquons qu’alors D', 5", A commutent. Ainsi tout sous espace du type Ker(P(A)),
ol P est un polynome A coefficients réels, est stable par D’ et S.

Ceci implique que P~'D’'P, P~1S’P sont diagonales par blocs et commutent donc avec
D (et A), donc S.

En résumé, D, S, D', S" sont des matrices a coefficients réels commutant deux & deux,
diagonalisables dans M,,(C), donc simultanément diagonalisables dans M,,(C). De plus

D-D=5§5-5.

Il suffit alors de diagonaliser simultanément ces quatre matrices et de remarquer que le
spectre de D' — D est réel et que celui de S — S’ est imaginaire pur pour conclure. O

A.3 Un résultat de réduction simultané

Proposition A.3.1 Si Eq,---, E,, sont m matrices de M,(R) commutant deuzr a deur et
que Dy,--+ Dy, (resp S1,-++ ,Sm, N1, , Ny, ) désignent leurs parties diagonalisables réelles
(resp semi-simples imaginaires, nilpotentes) respectives alors,
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1. Les matrices D1, , Dy, sont elles aussi m matrices commutant deux o deux. Les ma-
trices Dy, --- , Dy, sont donc simultanément diagonalisables.

2. De plus les matrices Ey,--- ,Ep, (resp S1,-++ ,Sm, N1, ,Ny) sont toutes dans le
commutant des matrices Dy, , Dp,.

Pour démontrer cette proposition on va démontrer le lemme suivant,

Lemme A.3.2 Si M et M' sont deux matrices de M, (R) qui commutent, alors leurs parties
diagonalisables réelles, semi-simples imaginaires et nilpotentes commutent toutes deuz a deux.

Preuve. La démonstration se fait en deux étapes
1. La partie semi simple A =D + S de M et M’ commutent
Montrons que A et M’ commutent.

On écrit C™ comme somme directe des sous espaces caractéristiques de M, qui sont par
ailleurs stables par M.

Sur chaque sous espace caractéristique, A est une homothétie donc commute avec M.

Par somme directe A commute donc avec M’. Ceci implique aussi que N commute avec
M.

2. Les matrices D et S commutent avec M’

On réduit A sous forme réelle de Jordan et on utilise les notations de la proposition
[A.2.5]; On remarque que les sous espaces propres de D, Vi, - -+, V,, correspondent tous
a des sommes directes du type :

Vi = @pes Ker(M? — 20y M + (af + Bi1)1d)" @ Ker(M — a;Id)"

stables donc par M’.

En restreignant M’ et D & chaque espace propre de D on voit bien que M’ et D
commutent.

Comme A et M’ commutent, c’est alors aussi le cas pour S et M.



Annexe B

Rappels sur la mesure de Haar

Tous les résultats rappelés ici sont assez classiques (voir par exemple [Nach68] ou
[Fol95]).

B.1 Quelques définitions

Définition B.1.1 Si H est un groupe localement compact, on appelle mesure de Haar a
gauche sur H toute mesure de Radon non nulle p, invariante par translation a gauche, c’est
a dire vérifiant,

VB € B(H),Vh € H,u(h* B) = u(B).

De maniere générale, tout groupe localement compact posseéde une mesure de Haar a
gauche. De plus deux mesures de Haar & gauche sur un groupe localement compact donné
sont proportionnelles.

On définit de méme la notion de mesure de Haar a droite de H, comme étant une mesure
de Radon non nulle sur H, invariante par translation a droite.

En pratique pour montrer qu’une mesure donnée est une mesure de Haar a gauche sur
un groupe localement compact donné, on utilise la caractérisation suivante, rappelée dans
[Fol95] (Proposition 2.9 (b)) :

Proposition B.1.2 La mesure uy est une mesure de Haar a gauche sur le groupe localement
compact H ssi,

Pour toute fonction f continue a support compact sur H, a valeurs positives et tout hg de H :
[ o s ) = [ £ a0,

Remarque B.1.3 On a un énoncé similaire en ce qui concerne les mesures de Haar a droite
sur un groupe localement compact donné.

Remarque B.1.4 En toute généralité, les notions de mesure de Haar a gauche et de mesure
de Haar a droite d’un groupe localement compact ne coincident pas.

Lorsque toute mesure de Haar a gauche est une mesure de Haar a droite (I'inverse est
alors aussi vrai), le groupe est dit unimodulaire.
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Exemple B.1.5 Les groupes commutatifs sont unimodulaires.

Par exemple, le groupe (R ,x) est unimodulaire. On peut montrer par la proposition

da
B.1.2 que — est une mesure de Haar de ce groupe.
a

Tout groupe compact est lui aussi unimodulaire.

B.2 Un lemme de changement de variable

On utilisera le lemme de changement de variable que I'on rappelle :

Lemme B.2.1 Soient ‘Hi et Ho deux groupes localement compact. Soit ¢ un isomorphisme
bicontinu du groupe Hi dans le groupe Ha.

St f est une fonction intégrable sur Ho, alors f o ¢ est intégrable sur Hy et il existe une
certaine constante positive C indépendante de la fonction f choisie telle que,

J(h2)dps,(he) = C | (f o @)(h1)dp, (hr).
Ha Ha

Remarque B.2.2 Ce lemme va ici servir a expliciter une intégrale de Haar d’un groupe a
m parametres. Il sera aussi utile lors de la construction proprement dite du champ recherché.

B.3 Mesure de Haar d’un groupe commutatif a m parametres

B.3.1 Isomorphisme entre groupe commutatif & m parametres et (R*)™
Proposition B.3.1 Si l’hypothése est vérifiée, lapplication

(al’... 7am)}_>alE‘1...aim’

est un isomorphisme bicontinu de (R%)™ dans A.

Remarque B.3.2 L’application

by

(ala"' 7am)'_>a1 "'aEm

m
est toujours un homomorphisme continu et surjectif de (R*%.)™ dans A, mais cette application
peut ne pas étre injective.

C’est par exemple le cas si on considére le groupe a un parameétre A,

A=1{07 0 c R} avec E = (? _01> ,
qui n'est rien d’autre que le groupe orthogonal Oa(R).
Ici la matrice E a une partie diagonalisable réelle nulle et donc Uhypothése [8.4.1] n’est
pas vérifiée. Dans ce cas particulier, le groupe A n’est pas isomorphe a R .
Les résultats que [’on va énoncer permettant de classer tous les homomorphismes conti-
nus d’un groupe A vérifiant [’hypotheése et l'expression que l’on va donner de la mesure
de Haar d’un tel groupe A me vont donc pas étre valables dans ce cas particulier.
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Preuve. Il s’agit tout d’abord de montrer 'injectivité de ’application,

(a1, ,am) € (R})" — af .. aBm = exp(log(a1) By + - - - + log(am) Em).
Comme la famille (Eq,--- , Ey,) est libre, cela revient a montrer I'injectivité de I'application
exponentielle,

exp: VeV —expV) e A

Soient donc V et V' deux matrices de V telles que exp(V) = exp(V’). Notons Dy et
Dy les parties diagonalisables réelles respectives de V et V/. Comme

exp(V) = exp(V’),

par unicité de la décomposition de Jordan multiplicative compléte d’une matrice ([Helg7g|),
les parties hyperboliques exp(Dy ) et exp(Dy) respectives des matrices exp(V') et exp(V’)
sont égales,

(B.3.1) exp(Dy ) = exp(Dyr).
Comme les matrices E,--- , E,, commutent deux & deux, V et V’ commutent, donc

Dy et Dy aussi.

L’équation devient :
exp(DV - DV’) = Id.

Or Dy et Dy sont co-diagonalisables dans M, (R). Donc
Dy — Dy = PDP~!,

avec D diagonale, pour une certaine matrice P a coefficients réels. La relation exp(D) = Id
implique donc D = 0, soit Dy = Dy.
On conclut alors en utilisant 'unicité de la décomposition de Dy dans la base (D1, - -+, Dyy).

On remarque que si
V=ME1+ -+ \nEm

on a
Dy = Dy + -4+ ApDpy

L’unicité de la décomposition de Dy dans la base (Dy, - - , D,;,) implique donc "unicité
de la décomposition de V' dans la base (E1,- -, Ep,).

L’application

(a17... 7am)|_>a1E1...a7€Lm

est donc un isomorphisme, trivialement de classe C*°. Par un théoreme d’inversion globale
elle est alors bicontinue. ([l
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B.3.2 Intégration sur un groupe a m parametres A

Soit A un groupe a m parametres de la forme vérifiant ’hypothese B.4.1] On
sait par la proposition que ce groupe est isomorphe a (R* )™ ce qui va permettre d’en
expliciter une mesure de Haar.

Commencons tout d’abord en appliquant la proposition a expliciter une mesure
de Haar du groupe ((R%)™, x),

daq danm,

Qg (@, o) = T2 x 2
m

On peut alors en déduire 'expression de l'intégrale d’une fonction intégrable sur le
groupe A en appliquant le lemme de changement de variable Cela permet d’en déduire,

Proposition B.3.3 Soit A un groupe a m paramétres de la forme[8.5.3, vérifiant I’hypothése
alors il existe une constante positive C telle que pour toute fonction continue a support
compact sur A a valeurs positives,

/ﬂ@@MMZC FlaBr - qBmy P dam
A

R%)™ ai am
la mesure p 4 désignant une mesure de Haar queconque sur le groupe A.

Remarque B.3.4 Ce résultat est fauz si ’hypothése|8.4.1| n’est pas vérifiée. Considérons par

exemple la matrice F,
0 1
= (40)

A={0F 0 R},

et le groupe a un paramétre

qui est le groupe des rotations Oz(R).

do
La mesure i n’est alors pas une mesure de Haar de Oz(R). En effet ce n’est pas une
mesure finie. Or le groupe O(R) est compact, ce qui est contradictoire.

Ici la proposition ne s’applique pas car, le groupe A n’est pas isomorphe a R* .

Preuve. La démonstration découle directement de la proposition [B:3.1} O



Annexe C

Estimations de normes matricielles

C.1 Un lemme d’estimation dans le cas des groupes a un pa-
rametre
On rappelle tout d’abord la notion de rayon spectral d’une matrice :

Définition C.1.1 Soit M une matrice de M,(R), on définit le rayon spectral de la matrice
M que l'on note p(M) par,

p(M) = sup{|A[, A € Sp(M)}.

On peut ensuite énoncer la proposition suivante qui est une reformulation d’un résultat assez
classique (Proposition 2.1 de [MM94], voir aussi la version plus précise de [BLOT]) :

Proposition C.1.2 Soit E une matrice de M,(R), de partie diagonalisable réelle D, et un
réel positif €.

Il existe || - ||,z norme matricielle subordonnée de R™, dépendant de € et E, Cy(¢) et Ca(e),
des constantes positives ne dépendant que de € telle que :
Va € R}, Ci(e)p(a”) min(a®,a™%) < [[a¥|lep < Ca(e)p(a”) max(a®,a™%)

(p(M) désigne ici le rayon spectral de la matrice M)

Remarque C.1.3 Ce lemme signifie que lorsqu’on considére un groupe & un parameétre A,
la norme (bien choisie) de toute matrice a¥ du groupe A , est a peu de chose prés , de Uordre
du rayon spectral de sa partie hyperbolique a® :

E D
la™][ = p(a™),

pour tout réel positif a.

L’évolution de la norme de a® en fonction de a dépendra donc du signe des parties
réelles des valeurs propres de E.
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C.2 Le cas des groupes a m parametres

Lorsqu’on va étudier le cas ou A est un groupe & m parametres, on a une proposition
similaire & la proposition

Proposition C.2.1 Soit E1,--- , E, m matrices a coefficients réels, de parties diagonali-
sables respectives Dy, -+ , Dy,.
Si||-|| est une norme d’algébre sur M, (R), alors pour tout réel positif ¢ il existe une constante
C(e, B, -+, Ep) ne dépendant que des matrices Eq,--- | Ep, et du réel € telle que pour tous
réels positifs a1, ,Qm :
m
Ha?l T afzm H < C(E, E17 U ’Em) H p(afe) max(a? a[—s)
/=1
Preuve. La norme | - || étant une norme d’algebre on a :
m
E Em E
(C.2.1) lag™ -~ apm il < TT llag"l
=1
Or pour tout ¢, la norme || - || est équivalente & la norme || - ||; g, issue du lemme ??, donc il

existe une constante K (g, Ey) ne dépendant que de € et de Ej :
E, E, E, e e
(C2:2) laZ )| < K (e, E)lla |e.s, < C(e, Eo)pmax(al®) max(af, ;)

La combinaison des équations et permet d’en déduire le résultat désiré. O
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Quelques notions d’irrégularité uniforme et ponctuelle : le point de vue
ondelettes

Résumé : Le but de cette these est de définir puis d’étudier différentes notions d’irrégularité
uniforme ou ponctuelle permettant de traduire le fait qu'une fonction peut avoir des 'grands
accroissements’ a toutes les échelles. Pour cela on ’inverse’ les notions de régularité Héldérienne
usuelles. L’objectif principal du travail est ensuite de relier ces différentes notions a la théorie
des ondelettes. Les criteres ondelettes établis vont ainsi permettre de définir des fonctions
ou des champs aléatoires dont le comportement est différent suivant la gamme d’échelles
considérée. Par ailleurs, si on se place du point de vue ponctuel, une question naturelle est
celle de la définition d’une analyse multifractale—dite faible— liée a la notion d’irrégularité
ponctuelle. Les ondelettes vont alors permettre de définir des séries d’ondelettes multifrac-
tales pour l'irrégularité ponctuelle. Enfin, nous étudions des exemples de champs aléatoires
ol des propriétés de régularité directionelle apparaissent. Nous nous sommes ainsi centré sur
I’étude d’un modele de champ aléatoire gaussien particulier vérifiant une relation d’autosimi-
larité matricielle. Nous avons ensuite généralisé ce modele et introduit des champs gaussiens
autosimilaires par rapport a un groupe.

Mots clés : irrégularité uniforme, fonctions anti-Holdériennes, ondelettes, Mouvement Brow-
nien Fractionnaire lacunaire, analyse multifractale faible, champs aléatoires gaussiens aniso-
tropes, autosimilarité matricielle, autosimilarité par rapport a un groupe.

Different concepts of uniform and pointwise irregularity : The wavelet point of
view

Abstract : The main purpose of this thesis is the definition and the study of different concepts
of uniform or pointwise irregularity which enable one to account for the fact that a function
may have ’large increments’ at any scales. To this end, we ’'invert’ the usual notions of Holde-
rian regularity. The main goal is then to relate these different concepts to wavelet theory. The
wavelet criteria supplied enable to define functions or random fields the behavior of which
differ with respect the family of scales chosen. Moreover, if we consider the pointwise point
of view, a natural question is that of the definition of a weak multifractal analysis related
to pointwise irregularity. Finally, we study examples of random fields with some properties
of directional regularity. Thus we focus on the study of a special model of operator scaling
Gaussian field. We then extend this model and introduced group self-similar Gaussian fields.
Keywords : uniform irregularity, anti-Holderian functions, wavelets, lacunary Fractional
Brownian Motion, weak multifractal analysis, anisotropic Gaussian random fields, operator
scaling random fields, group self-similarity.
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