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INTRODUCTION

La résolution de I'équation de Calabi-Yau sur une variété kihlérienne compacte de dimen-
sion 2m , peut étre vue comme |'extraction de la racine m -iéme positive d'une forme volume
prescrite, dans des classes de cohomologie fixées (par la donnée de la structure kihlérienne).
Elle se traduit par une équation de Monge-Ampére complexe de type elliptique, soluble globa-
lement.

S. Donaldson et M. Gromov se sont intéressés a la possibilité d'étendre cette extraction de
racine aux structures presque-kadhlériennes, ot le probléme peut encore étre formulé. Mais, en
présence de torsion, Ph. Delanoé [DEL96] a construit un contre-exemple global, en dimension
(réelle) 4, a savoir une forme volume ne pouvant étre I'image d'aucun potentiel qui soit ellip-
tique pour I'EDP non-linéaire considéreée.

Le projet initial de ma thése était, aprés avoir étudié les résultats précédents, de chercher
une variante non-obstruée du susdit probléme sur les variétés presque-kahlériennes compactes.
Mais deux preprints sortis de I'école de Harvard consacrés a la méme question ont été déposés
sur le serveur arXiv fin Mars 2007 [TWYO07], [WEIO7]. Nous avons donc réorienté |'axe de mes
recherches.

Dans cette thése, on étudie des équations hessiennes complexes elliptiques totalement non
linéaires traduisant un probléme de prescription sur certaines variétés kahlériennes compactes ;
ces équations sont plus difficiles a résoudre que I'équation de Calabi-Yau. Il s'agit de la pres-
cription, sur une variété kihlérienne compacte connexe de dimension 2m et pour tout entier
1 <k <m, de la k-ieme fonction symétrique élémentaire des valeurs propres d'une 2-forme de
type (1 —1) supposée k-positive et cohomologue a la forme de Kahler, relativement a cette
forme de Kahler. On suppose (comme jadis, Th. Aubin pour k =m [AUB70] p.408) que la
variété est a courbure bisectionelle holomorphe non-négative, cette hypothése étant requise
seulement pour établir un pincement a priori de valeurs propres.

Les cas extrémes sont résolus : en effet le cas k =m correspond au Théoréme de Calabi-
Yau tel qu'obtenu dans la thése d'Aubin [AUB70] sous I'hypothése de courbure mentionnée;
par ailleurs, le cas k =1 se résoud trivialement (équation linéaire en laplacien).



La faisabilité de ce projet était étayée par |'existence d'un travail antérieur concernant
le probléme de Dirichlet pour des équations "plates" analogues posées sur certains domaines
bornés de C" [VIN8S8], [LI0O4]. Du point de vue EDP, le cadre kdhlérien compact était tout
a fait naturel pour tenter de généraliser le précédent travail; toute la difficulté venait de la
courbure, comme signalé auparavant.

Le résultat principale de cette thése est le suivant :

THEOREME.O.1 (Equation o) Soit (M,J,g,w) une variété kihlérienne compacte connexe
de dimension complexe m =3 a courbure bisectionnelle holomorphe positive ou nulle, et
2 <k <m —1 un entier naturel fixé. Si f : M — R est une fonction de classe C*™ vérifiant

f m _ m m . . . . . o0 .
ew = . w" ,alors il existe une unique fonction ¢ : M — Rde classe C~" telle que :
M M

1. f po" =0
M
f

. _ e
2. (Uk Aw™ k= ma)m (Ey)
k

En outre la solution ¢ est k-admissible.

Un probléme analogue dans le cas euclidien a été traité dans la thése de M. Hossein,

étudiant de Ph. Delanoé [HOS09]. Une théorie des solutions faibles des équations dégénérées
correspondantes, paralléle a celle de Bedford-Taylor pour I'équation de Monge-Ampére com-
plexe, est abordée dans [BLOO5].
Grace a Julien Keller, que nous remercions, nous avons récemment pris connaissance d'un
travail indépendant (mais incomplet) de [HOUO8] visant au méme résultat que le nétre, avec
une estimation de gradient différente et une estimation de valeurs propres similaire, mais sans
preuve donnée pour |'estimée C2.

Quelques mots sur le plan de la thése. Nous commencons par détailler la preuve du théo-
réme de Calabi-Yau, jusqu'a |'obtention de I'estimation uniforme du laplacien (désormais clas-
sique). A ce stade, et a la différence de la preuve classique, on établit une estimation C?,
et on conclut par la théorie d'Evans-Trudinger (chapitre |). Dans les chapitres suivants, on
établit le principal résultat de cette thése, énoncé plus haut. Au chapitre I, on reformule le
probléme en termes EDP et on prouve I'unicité. Ensuite nous mettons en place la méthode de
continuité pour la preuve de |'existence d'une solution au chapitre Ill. Suit |'exposé de |'estimée
a priori €% (chapitre V), du pincement uniforme des valeurs propres et de I'estimée clé C?
(étape ignorée dans [HOUO08]) (chapitre V) puis de I'estimée C** (chapitre VI, déduite par la
théorie d'Evans-Trudinger) requise par la méthode. Enfin, une série de résultats auxiliaires et
de preuves techniques sont rassemblés en Annexes.



Les résultats de cette thése ont été annoncés dans une Note aux Comptes Rendus de
I'Académie des Sciences de Paris acceptée le 19 Novembre 2009 [JBI10].






Chapitre 1

L’équation de Calabi-Yau






I.1 Enoncé du théoreme de Calabi-Yau et méthode de résolution

I.1 Enoncé duthéoréeme de Calabi-Yau et méthode de résolu-

tion

I.1.1 Le théoréeme

Toutes les variétés considérées sont connexes.
Soit (M ,J) une variété complexe compacte connexe de dimension complexe m =2, fixée.
On suppose que M admet des métriques kahlériennes compatibles avec la structure complexe
J fixée au départ.

DEFINITIONI.1.1 (premiere classe de Chern) Si (M,J,g,w) est une variété kiihlérienne et

X sa forme de Ricci, la premiere classe de Chern de M, notée C{(M), est la classe de coho-

R
mologie de de Rham de la 2-forme réelle 2— (CiM) € H§R(M,[R2)). Elle ne dépend pas de la
T

métrique kdhlérienne choisie.

Si g est une métrique kihlérienne sur M et Z la forme de Ricci associée, alors Z est une
forme de type (1 —1) fermée et [Z] =2nC (M) € H‘%R(M,[R). [l est naturel de se demander
quelles sont les formes fermées de type (1 —1) qui peuvent étre la forme de Ricci d'une certaine
métrique kahlérienne sur M. La conjecture de Calabi répond a cette question.

THEOREMEIL.1.1 (Théoréemede Calabi-Yau) Soitcune classe de cohomologie dans H;R (M ,R)
contenant au moins une forme de Kihler J-compatible (une telle classe de cohomologie est
dite classe de kdhler).

On note & I'ensemble des 2-formes de Kihler appartenant a la classe ¢, et & I'’ensemble des
2-formes X réelles fermées de type (1 —1) telles que [] =2nC(M).

Lapplication €al : & — &, qui a w associe %, la forme de Ricci associée, est bijective.
Autrement dit pour toute 2-forme & réelle fermée de type (1 — 1) appartenant a 2xC{(M),
il existe une unique forme de Kéihler w dans la classe de Kidhler ¢ dont elle soit la forme de
Ricci.

Cette conjecture a été posée par Calabi en 1954 et a été prouvée par Yau en 1977 dans
son article [YAU78]. Entretemps Aubin avait fait des progreés significatifs autour de la preuve
dans ses articles [AUB70], [AUB76] et [AUB78]. Pour prouver la conjecture, on commence
par reformuler son énoncé en une équation aux dérivées partielles nonlinéaire elliptique en une
fonction réelle ¢. Et ce a I'aide du lemme dd¢ global suivant :

LEMMEL. 1.1 (Lemme dd‘ global) Soit M une variété kihlérienne compacte. Soit @ une 2-
forme réelle de type (1 —1) sur M. a est exacte siet seulement si il existe ¢ : M — R de classe
C™ telle que @ = i00¢p = Edd"(p. Une telle fonction ¢ est unique a une constante additive

pres.



I Léquation de Calabi-Yau

COROLLAIREI.1.1 Soit M est une variété kihlérienne compacte.

Siaet fsontdeux2-formes fermées réelles de type (1—1)danslaméme classe de cohomolo-
giei.e [a] =[] € HjR(M,IR), alors il existe une fonction f : M — Rde classe C°° unique a une
constante additive pres telle que f= @ +i00f ce qui s’écrit localement B ; =a_; +i0 ;f .

On fixe g une métrique kahlérienne dont la forme de Kahler w appartient & la classe
¢ : [w] =c. On note %, sa forme de Ricci. Par définition de la premiére classe de Chern,
(R,] =2nC(M). Soit #e€ F. R et R, sont deux 2-formes réelles fermées de type (1—1) et
[R] = [R] =27C1 (M) donc par le lemme dd° global il existe f : M — R de classe C* unique
a une constante additive prés telle que

(I.1.1) R =R, —i00f

Et on sait qu'on a méme une équivalence : les 2-formes de & sont exactement les %, —i 30y
avec ¥ € C°(M,R).
On effectue une premiére normalisation : on choisit f telle que

(N1) f el o™ :f ™
M M

[@] =[w] (1)

Ro = (2)
Toujours par le lemme dd® global la condition (1) est équivalente a |'existence d'une fonction
¢ :M — R de classe C* unique a une constante additive prés telle que

On cherche une forme de Kahler @ telle que

(I1.1.2) ®=w+iddp

LEMMEL. 1.2 La forme w+i00¢ est de Kihler si et seulement si elle est définie positive. On
dit alors que @ est admissible pour la métrique g.

On effectue a présent une deuxiéme normalisation : On choisit ¢ vérifiant

(N2) f o™ =0
M

N

Ainsi, notre probléme se raméne a chercher une fonction ¢ € C*°(M,R), admissible pour g,
d'intégrale nulle pour g, telle que (2) soit vérifiée. Or

(I.1.3) Ry =—100Logdet(g) et Ry=—-i00Logdet(g)
donc (2) s'écrit
(I.1.4) —i00Logdet(§)=—i00Logdet(g)—id0f

Les trois fonctions étant a valeurs réelles de classe C? sur (M, J,g) kahlérienne compacte, le
lemme suivant s'applique :



I.1 Enoncé du théoreme de Calabi-Yau et méthode de résolution

LEMMEIL.1.3 Si (M,J,g) est une variété kidhlérienne compacte, et f : M — R de classe c?
telle que d0f = 0. Alors f est constante.

Preuve : cf. Annexes. [ |

De ce lemme on déduit que :

Q) Logdet(g)=Logdet(g)+f +%€ € constante réelle

det(g)
oo =t y" € constante réelle

LEMMEIL.1.4 f&)m:f o™
M M

Preuve : Rappelons que m = 2. [@] = [w] donc il existe une 1-forme réelle sur M telle que
O=w+da

€ constante réelle

" =(w+da)" = Z (’Z )wm KAda) (A*M est commutatif)
k=0

Z(m
=" + ) 0" FAda)f T Ada
k=1 k
Par ailleurs si B estune p-forme fermée alors (-1’ fAda=d(BAa)—(dB)Aadonc
BAada=(-1Yd(BAa)estexacte. Orpour 1 <k <m, " ¥ Ada) ! estune (m —1)-forme

fermée (car w est fermée ) donc " * A(da) ™' Ada est exacte. Ainsi [@" ] = [w™] d’ou le
résultat par Stokes. u

Par la premiére normalisation (N1), le lemme 1.1.4 et (2) on déduit que
f ™ :f o™ :e(gf el " :e(gf w™ d'otu € =0. Ainsi, sous la condition (1), la condi-
M M M M

tion (2) est équivalente a |'équation
(1.1.5) " =el "

On est donc ramené a chercher une fonction ¢ € C®°(M,R), admissible pour g, d'intégrale
nulle pour g, vérifiant

(CY) (W+i00p)" =e! W™
Cette équation est dite I'équation de Calabi-Yau.

LEMMEIL.1.5 Sig@e€ C?*(M), les assertions suivantes sont équivalentes :

1. @estadmissible



I Léquation de Calabi-Yau

d | 00
et(w+i00¢p) 0
det ()

Preuve : Si ¢ est admissible alors clairement .#(¢) > 0. Réciproquement, supposons que

2. M(p):=

A (@) >0 et vérifions que ¢ est admissible i savoir que w +id0¢ est définie positive.

La fonction ¢ est continue sur la variété compacte M donc atteint son minimum en un point
mo €M ,lamatrice hessienne complexe de ¢ au pointm ¢ a savoir [Gijr(p(m 0)]1=i j=m estdonc
positive. En outre, dans une carte g-normale g-adaptée en mo, on a [g,;(mo)]i<ap<m =
diag(1+0,19(my),...,1 + 0,5 P(m)). Donc du fait que 0,;¢p(m ) = 0 pour tout 1 <i <m,
on déduit que 1 +0,7¢(m o) =1>0pour tout I <i <m, ce qui montre que w +i0dp(m () est
définie positive.

On note 7 := {P EM/w+ iaa(p(P) est définie positive}. Lensemble 7 est non vide car
contient le point m ¢. En outre, 7 est ouvert comme image réciproque d’un ouvert par une
application continue. Montrons que 7 est fermé : soit (P;);en une suite d’éléments de ¥ qui
converge vers P € M.On apourtouti eNettoutl <a <m, A, (w+i65(p)(P,-) >0 (a-ieme va-
leur propre) donc par passage a la limite, on obtient A, (w+id0@)(P) =0 pourtout 1 <a <m.
Or, on a par hypothése det(w +i00@)(P) = Ai(w +i00@)(P) X ... X Ay, (W +i00¢)(P) > 0, par
conséquent, A, (w+id0¢@)(P) >0 pour tout 1 <a <m, et donc w+id0¢@(P) est définie posi-
tive, ce qui prouve que 7 est fermé.

Finalement, on déduit par connexité de M que ¥ = M, donc w +i00¢(P) est définie positive

pour tout P € M, autrement dit la solution ¢ est admissible. |

On déduit de ce lemme que notre probléme est ramené a chercher une fonction
@ € C®°(M ,R) d'intégrale nulle pour g vérifiant (CY) : (w+id0¢p)" =’ ™.

THEOREMEIL.1.2 (Equation de Calabi-Yau) Soit (M,J)est une variété complexe compacte
connexe de dimension complexe m =2 quiadmet des métriques kihlériennes compatibles

avec la structure complexe J fixée au départ. Si w est une forme de Kihleret f : M — R de
classe C™ telle que (N1) :f el W™ =f w™ alors il existe une unique fonction @ : M — R de
M M

classe C™ telle que :
1. (N2):f pw™ =0
M
2. (CY): (w+i00p)" = e/ ™
En outre, la solution ¢ est admissible.

Sous cette forme, la résolution de I'équation de Calabi-Yau peut &tre vue comme |'ex-
traction de la racine m-iéme "positive" d'une forme volume prescrite, dans des classes de
cohomologie fixées. L'équation de Calabi-Yau s'écrit aussi

_det@ _
det(g)

(CY) A(P):

10



I.1 Enoncé du théoreme de Calabi-Yau et méthode de résolution

C'est une EDP non linéaire du second ordre elliptique (I'ellipticité de I'équation sera justifiée
aprés le calcul du linéarisé). Il s'agit d'une équation de type Monge-Ampére complexe. La preuve
de I'existence de solutions se fait par la méthode de continuité (voir la section : Mise en place
de la méthode de continuité). On commence par prouver I'unicité.

I.1.2 Lunicité

Ici, on expose |'argument de [YAUT78], [Sém78]. Soient ¢, et ¢, deux solutions de (CY)
telles que w; =w +i00¢| et wr =w+i00¢@, = w| +idd(P, — ;) sont définies positives et

f(pla)’”:f @,0" =0. On note p =, — ;. On a:
M M

(1.1.6) det(gr)=e¢'det(g)=det(g)
On en déduit le lemme suivant :
LEMMEL.1.6 A, ¢ <0 (ici Ag, désigne le laplacien réel pour la métrique g1).

Preuve : Soit x € M. On se place sur une carte gl—unitaire en x, gz—diagonale en x i.e une

carte telle que galg(x) =0, et [gjg(x)]lsa’bs,n est diagonale. Ainsi, vu que wy = w; +i0(_3(p on
déduit que la matrice [0,; P(x)]1<q p<m €st diagonale. On note 0,q¢(x) = A,.

m
En x, I’égalité (1.1.6) : det(g2) =det(g) s’écrit : H(l +A,)=1.0rpourtoutl <a<m,
a=1
141, >0car [825]15a,b5m =[04p(14+A0)]124 p<m estdéfinie positive. Donc I'inégalité arithmético-

géométrique s’applique (cf. Annexes) et on obtient :
m

m 1 1 1
1= 1+ A,)m < — 1+A,)=1+—
(a[[l(+ ) <maZ:1<+ ) +ma

m
Aq d’ol Z A, =0.Doncen x,
1 a=1

(L1.7) Agp=-280 ;p=-2Y A, <0
m

Par ailleurs, M est compacte et ¢ est C™ sur M, il existe donc une constante C >0 telle
que ¥ =C +¢ =0 partout sur M. En outre, par le Théoréme d'intégration par parties sur une

variété riemanienne compacte (cf. [HEB97] page 163), on a f |dw|§1 Ve, :f YA Wvy,.
M M

Or Ay, w=2A,, <0 par le lemme |.1.6 et ¢ =0 on déduit donc que fM ldy @1 v, =0. Ainsi,
dy =0 sur M or M est connexe donc 1 est constante sur M, par conséquent ¢ est constante
sur M. Et comme f @pve =0, il en résulte que ¢ =0 sur M, ce qui démontre I'unicité de la

M
solution du théoréme 1.1.2 (Equation de Calabi-Yau).

11



I Léquation de Calabi-Yau

I.1.3 Mise en place de la méthode de continuité

On considére la famille 3 un paramétre d'équations :

_det@ o Juvs
(CY,) )= S (—fMeffvg) t€10,1]
———

=:A;

Par |'unicité juste démontrée, pour chaque ¢ € [0,1], il existe au plus une solution de (CY,)
vérifiant (N2).

. : det(g . N
L'équation de Calabi-Yau (CY) : detig; =¢’/ correspond a t =1 vu la premiére normalisation
erg
' . det(g) : . : .
(N1). Et I'équation (CYy): Jer (o) =1 admet la solution triviale ¢ =0 qui est admissible et
erg

d'intégrale nulle.

On FIXE un entier r €N tel que r =5 et un réel 0 <a < 1. On considére
(1.1.8) Ay g = {r €10,1)/(CY,)admet une solution(pEC”“(M)f P :0}
M

Le but est de montrer que 1 € &/, . (cf. Annexes pour la définition de I'espace C"*(M)).

.14 </, ,ouvertde [0,1]

Ceci résulte du Théoréme d'inversion locale et du fait qu'on sait résoudre un certain
probléme linéaire. On note,

(1.1.9) E.q:=3@0eC "*M) w" =0p et Q,4:=3¢@€E, admissible pour g
, 4 M(l’ , ® ,

E, o est un espace vectoriel et Q, , est un ouvert de E, 4.

det(g)
det(g)

sa différentielle en un point 9 € Q, o, d My € fﬁ(Ew,Cr_z’“(M)), vaut :

LEMMEIL.1.7 Lopérateur A : Q4 — Cr_z’a(M),(p — M (p) = , est différentiable et

d My=—M(P) A“g?
Ag désigne icile Laplacien complexe correspondant a la métrique g,; =g,; +0,;¢.

12



I.1 Enoncé du théoréeme de Calabi-Yau et méthode de résolution

Preuve : Soit 9 €Q, get Y €E, 4.

d My = (a%(¢+tw>)

d (def(g<p+tu/))

lr=0

“dr\det(y) i
= detl(g) x j—t(det([gal; +aal;(P+taaEW]ISa,bSm))lt:0
= detl(g) x abi %([gag]ISa,bSm) x j—t(gaz; +t5051//)|t:0
B detl(g) Xa,jzzl éijf)([gGE]‘S”’bsm) *Oai¥
- detl(g) Xajzzlcof(g”b)xa

(I.1.10)

On note Com (g) la comatrice de la matrice [¢,;]i<q,p<m (c’estla matrice des cofacteurs). On

sait que 'Com (g)=det(g) x g‘l, donc:

dlly = (Com<g)x[ w]1<ab<m)
ZZE? tr(g_l x [5a51//]15a,b5m)
=J%((P)Xlr(t[§al;]15a,b5m x [aa;;W]lsa,bSm)
= M () % i 0,5y
(L1.11) = — M () g_

ce quiacheve la preuve.
On déduit immédiatement du lemme précédent 1.1.7 le corollaire suivant :
COROLLAIREL.1.2 Lopérateur non linéaire ./ est elliptique sur , 4.

LEMMEI.1.8 Lapplication

det(@) _

F:Q,0—E 4 @— F(Q)=M(p)—1=
@ 2.0, P (@) (@) der(2)

est bien définie différentiable de différentielle d Fy = — M () Ag €EL(E;a.Er-2.4)



I Léquation de Calabi-Yau

Soit 19 € & 4. Soit ¢y € Q, o la solution de (CY,,): M (o) = et‘)fAt0 correspondante. On
écrit cette équation differemment :

(CYy,) F(po)=e" Ay —1
LEMMEL.1.9 dFy,:E;,q — E;—2qestunisomorphisme.

Preuve : dFy, = — A (po) Ag ou Ai,; désigne le Laplacien complexe correspondant a la mé-
trique §,; =g ,; +0,590- On note :

(1.1.12) E,_Zﬂ::{(peCr_z’“(M)f ™ = }
M

Ag B E,_z’a estun isomorphisme : en effet par la théorie de Schauder on sait que si

v E Cr_z’“(M) avec f Wvg =0 alors il existe une unique fonction u € C"*(M) d’intégrale
M

nulle (f uvg =0ce qui fixe la constante) dépendant continiment de ¥ telle que Aqg;u =v.
M

En outre, 'application u : E,_z,a — E; 2. ¥ — M(Po)y est clairement un isomorphisme.

Ainsid Fyp, = ,UOA;(;: estun isomorphisme. |

On déduit donc par le Théoréme d'Inversion Locale qu'il existe U un ouvert de Q, , conte-
nant ¢o et V un ouvert de E,_, o contenant F(¢y) tels que F :U — V est un difféeomorphisme.
On considére a présent un ¢ € [0,1] trés proche de 7y et on montre qu'il reste dans <7, 4 : Si
|t —10 1< € est suffisament petit alors [[(e'/ A, —1)—(e" A, — Dllcr-2aa) est assez petit de
sorte que ¢’/ A, —1 €V donc il existe p €U € Q, 4 telle que F(¢) =e'/ A, —1 donc il existe
@ e C"%M) d'intégrale nulle pour g solution de (CY,). Ce qui prouve que t € &, 4. On conclut
donc que &, 4 est un ouvert de [0,1].

I.1.5 Schéma de la preuve pour </, , fermé de [0, 1]

Cette partie est basée sur ce qu'on appelle des estimées a priori. Ce sont des estimées qui
disent a I'avance qu'une solution doit satisfaire certaines bornes. Trouver ces estimées est la
partie la plus difficile de la preuve. La plus grande contribution de Yau fut de trouver |'estimée
C°, Aubin ayant obtenu les autres [AUB70], [AUB76], [AUB78]. On rappelle que :

(1.1.13) ,er,a::{z €[0,1)/(CY,)admet une solution(pECr’“(M)fM(pwm :o}

Soit (¢;)ien une suite d'éléments de <. o qui converge vers 7 €[0,1]. Soit (¢;,);en la suite de
fonctions correspondante : ¢, est C"* sur M, admissible d'intégrale nulle, solution de :

(CY,,) M) =e"T A,

Notre but consiste & montrer que 7 € &/, 4.

Voici le schéma de la démonstration :
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I.1 Enoncé du théoreme de Calabi-Yau et méthode de résolution

1. Réduction a une estimée C>P(M) : Si {¢p;;,1 € N} est bornée dans un Cc>P(M) avec
0< B <1, l'inclusion Cc*P(M)c C*(M,R) étant compacte, on déduit que quitte a extraire
(¢1,)ien converge dans C*(M,R) vers ¢, € C*(M,R). On montre par passage a la limite
que ¢ est solution de (CY;) (elle est donc admissible par le lemme 1.1.5), d'intégrale
nulle pour g. On montre finalement par un théoréme de régularité nonlinéaire 1.1.3 que
pr €C®(M,R) (cf. [BES87] p. 467). Ce qui nous permet de déduire que 7 € o, 4. Ce
qui achéve la preuve du théoréme 1.1.2 (Equation de Calabi-Yau).

2. On montre que (¢;,);en est bornée dans c’(M ,R) : on démontre tout d'abord un lemme
de positivité 1.2.1 pour I'équation (CY,) (cf. [DEL96] p. 843); on déduit de ce lemme
une inégalité fondamentale 1.2.1 (Proposition 7.18 de [AUB98] p. 262); la suite de la
preuve se poursuit par la méthode d'itération a la Moser.

3. On établit I'estimée a priori C2.

4. L'ellipticité uniforme étant acquise a I'étape précédente, on obtient I'estimée C>A(M)
recherchée par la théorie d'Evans et Trudinger (cf. Annexes théoréeme VI1.6.1).

I[.1.6 Réduction de la preuve a l’estimée a priori c*P

Supposons que (¢;,)ien est bornée dans C*P(M) avec 0 < B <1, et montrons qu'alors le
théoréme 1.1.2 (Equation de Calabi-Yau) est démontré.
L'inclusion CQ’ﬁ(M) c C*(M,R) étant compacte, on déduit que quitte a extraire on peut sup-
poser que (¢, )ieN converge dans CZ(M,IR) vers @ € CZ(M,IR{). On commence par montrer
par passage a la limite que ¢; est solution de (CY;). La quantité .#(¢) étant intrinséque, il
suffit d'effectuer le passage a la limite aux centres de cartes g-unitaires. Soit P € M fixé, et
soit (U,¢) une carte g-unitaire en P. Dans cette carte, on a pour tout i e N :

(CYy) M(Py,) =

det(gal;(p>+aa5<pti(P>>:et,.f(m(fM#)
det(ga[;(P))

La fonction e’/ A, est clairement continue en ¢, donc le second membre e"'f(P)Atl. converge
vers eTf(P)AT quand i tend vers +oo . Pour montrer que M (@;;) converge vers A (¢p;) on
montre que 8,;@;,(P) tend vers 8 ; @, (P). Si v € C*(M,R), en regardant Vv comme tenseur
complexe on a en P dans la carte (U, ) :

(1.1.14)

— - m
V20 (P) =28 g7 (V5v Veav +Vaqv Vv )(P)=2 Y (Iaa,;v(P) 2+ 1V,,v(P) |2)
a,b=1

15



I Léquation de Calabi-Yau

donc [0,;v(P)|<| V2 (P) ;. Ainsi, dans la carte (U,¢) :

0

2
10,5 (01, — )P I V(s — )P o= Y sup |V (e, —pr) o=y, — Prllczom w

=0 M i—+00

(cf. Annexes pour la définition des normes C” sur M)

d'ot 0 _;¢;,(P)

0,;¢:(P), on déduit donc par passage a la limite dans (CY,,) que :

i—+00

det(g,;(P)+0_ ;@ (P :
e (gab( ) ab(pT( )):eTf(P)AT

CY; M(Pr) =
(CY7) () det(s.(P))

ce qui prouve que @, est solution de (CY7).
Veérifions que ¢, est d'intégrale nulle pour g. La suite de fonctions (¢;,);en converge vers ¢
dans C*(M,R), donc en particulier elle converge uniformément vers ¢, sur M, on en déduit

i—+00

donc que f Pr, Vg —»f ¢rvg. Or pour tout i €N, f @;; vy, =0, ce qui montre que
M M M
P:ve =0.
M

Montrons finalement par un théoréme de régularité que ¢, est en fait dans C*°(M,R). On
utilise le théoréme de régularité suivant (cf. [BES87] page 467) :

THEOREMEIL.1.3 (Régularité nonlinéaire) Soit QQ un ouvert de R". Soit F(x,D?v) = 0 ou
x € Qune équation nonlinéaire d’ordre p (p entier = 1). Si la fonction F(x,r) est de classe
C™ en toutes ses variables pour x € Q et pour tout r, et si v € C”(,R) est une solution
elliptique de I’équation F(x,D”v) =0, alors v € C*(Q,R).

Montrer que ¢, € C*°(M,R) revient a montrer que (p,oqb_l € C*(¢pU),R) pour toute
carte (U,¢) de M. Nous allons montrer cela en vérifiant sur U les conditions d'applicabilité
du théoréme précédent. Soit (U, ¢) une carte holomorphe de M fixée. L'équation (CY;) s'écrit
sur I'ouvert ¢p(U) < R*™ comme suit
(CY7) B 5 B

F(x,[D;j(pr 0¢_1)(x)]lsi,j52;n) = detlgay o0 () 5 (Prog” )) -

Age™ 970 =g
det[g,; 04~ (x)]

Vu que 0, 7 = ;‘ (Dab +Dasmyp+m) T iDap+m)—iD@+myp) on déduit que la fonction F(x,r)

s'écrit :

(1.1.15) 1

Flx.r)= det[g ;o0 (x)+ 3 Fab + Fasm)b+m) FiTaem) =i Fa+mp)] _
det[g ;o™ (x)]

La fonction F(x,r) est clairement C*™ en toutes ses variables.
Par ailleurs, la fonction ¢ o0¢™' € C2(¢p(U),R) et est solution elliptique de I'équation nonlinéaire

Ay et P
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1.2 Estimée C°

du second ordre F(x,D?v) =0. On sait bien que cette solution est elliptique puisque .4 |'est en
@+ et que I'ellipticité est conservée par changement de carte, mais on effectue ici la vérification
pour notre solution (on dit aussi que I'opérateur nonlinéaire F(x,D?v) est elliptique pour la
fonction ¢; o~ ")(cf. [BES87] pages 462-463). Ceci consiste a montrer que le linéarisé en
@ro¢p~! de I'opérateur nonlinéaire F(x,D?v) est elliptique sur I'ouvert ¢(U). Le linéarisé en
@pro¢p~! de F(x,D?v) est |'opérateur linéaire :

d
(1.1.16) Py = EF(x,Dz((pTO(/)_l +tv)) v €CX(PU),R)
t=0
det[g ;007 (x)+0, =(prodp™ ! +1
Ainsi 2v = i( t[845 09" () + 05 (Pr0¢ V)(X)]) . Le méme calcul que dans la
dt det[g ;007" (x)] li=o

preuve du lemme [.1.8 montre que :
(L1.17) Py == M)~ (X)) x AL (vod) (P~ (x) x €PU)

or ¢ est solution de (CY;) donc J%((p,)((,b_l(x)) = A,e’f"‘l’_l()‘), et en particulier, 4 (@) >0
donc par le lemme 1.1.5 on déduit que ¢, est admissible donc que g, est une métrique (cf.
lemme 1.1.2). Ainsi,

(I.1.18) Py = Arerfogb‘l(x) %

a

g8 (¢7' ()0, 5 ()

1

s

et la matrice [g:},f (0" ()], <, est définie positive pour tout x € ¢(U). Donc le linéarisé P
est elliptique sur ¢p(U). Le théoréme de régularité nonlinéaire 1.1.3 s'applique donc et montre
que @ro0¢p 1 € C®(P(U),R). Ceci vaut pour toute carte (U,¢), on déduit donc que :

(1.1.19) ¢p; €C®(M ,R)

Ainsi T € o, 4, ce qui achéve la preuve du fait que o, 4 est un fermé de [0,1]. On conclut
ensuite par connexité de [0,1]; I'ensemble non vide o7, , est a la fois ouvert et fermé dans
[0,1] donc :

(1.1.20) Ayq=10,1]

En particulier, 1 € o, 5 ce qui veut dire que |'équation de Calabi-Yau (CY) admet une solu-
tion ¢ € C"%(M,R) vérifiant f pw™ =0. Comme précédemment pour ¢, |'application du

M
théoréme de régularité nonlinéaire 1.1.3 montre que ¢ € C*°(M,R), ce qui achéve la preuve du
théoreme 1.1.2 (Equation de Calabi-Yau) donc celle du théoréme 1.1.1 (Théoréme de Calabi-
Yau).

1.2 Estimée C’
Nous suivons ici la méthode de [AUB78] et [AUB9S|.
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I Léquation de Calabi-Yau

[.2.1 Lemme de positivité

On commence par prouver un lemme technique qui nous servira & établir par la suite
I'inégalité fondamentale de la proposition 1.2.1 sur laquelle repose I'estimée C°.

LEMMEIL.2.1 (Lemme de Positivité) Siaestune 1-formeréelle sur M etk € {1,...,m —1}alors

la fonction f : M — R définie par fo™ ="JaAraAw™ F A®* est positive ou nulle.

Preuve : Soit x € M.On se place en x,dans une carte g-unitaire en x (i.e telle que la matrice
(8,5 () ]1a,p<m =1) vérifiant :
(1.2.1)

dq *

[£,; ) 1apem = ' “|,d;=0Vie{l,..m -1} et = en x

dm—l |C¥|g \/5

* e *

Lexistence d’une telle carte est prouvée en Annexe (cf. Annexes, lemme VI[.2.4). En x,on a:

2 (12

a ) _
Jana=—2CJdz" +'Jdz2"YAd7" +d7") = —F

> (Gdz™ —idz"YAdZ7" +d7™)

=— S Gdz™ Adz™ —id7™ AdzZ™)
(122)  =ilal,d" Adz"
Par ailleurs,en x on aw=idz% Adz%. On pose g =m —1—k,ainsitoujoursen x :

Tananw? n@d* = Y P al} (d2" Ad "IN A TN LA 2 Ad 20 A"
at,...,ag€{l,-,m—1}

2a2#

Or @ modulo (ar,....,aq,m)vaut:

@ mod(ay,....az,m)= Y i*dy, dy (dzZP NdZPYA A (A2 Ad 2
biysbi €l m =1\ ay,ay )
2a2#
s Nt ~k _ +1+k 2
dout "Jananw! A®" = Z i? laly dp,---dp,

7" AdZ"YAdz NdZTYA A2 NdZOYA D2 AdZPY A A d 2P Ad 2P
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1.2 Estimée C°

Oray,..,aq4,by,....b; sontm — 1 entiers 2 a 2 distincts de {1,---,m —1}et les 2-formes com-
mutent donc :

"Jananw?! Ae* = > dp,

coedp | lall i™dz Adz A ndZ™ nd 2"

a1y €1, m —112227
biveb €11 m =1 May,..a, 222
(1.2.3) =(m — 1=Kk (d1sondm-) |@ P i"dz A2 A AdZ" A"
™ 7 = i i
Par ailleurs, — :imdet(gal;)dzl/\dzll\.../\dzm Adz™ =i"dz ' Ndz ' N AdZ" AT ce

m .
quipermet de déduire que :

m—1-k)lk!
(1.2.4) t]a/\a/\wq/\d)k:%Uk(dl,...,dm_l) |Oé|§ w™
:=}r20
et acheve la preuve du lemme de positivité. |

I.2.2 Linégalité fondamentale
L'estimée a priori C° repose sur |'inégalité fondamentale suivante :

PROPOSITIONI.2.1 Si/(t)estune fonction de classe C! croissante sur R, alors toute fonc-
tion ¢ de classe C? admissible vérifie :

1 / 2
| 1—@|n@yvez o [ w19k v,

m
Preuve : Vu que I’élément de volume vaut v, = —,on déduit que :
— m!

I
(12.5) f -t @) h@yv, = —'f h(@)(w" —a™)
M m:Jm

Par ailleurs, par commutativité de A’Mona:
" —0" = (@-)A " +0" TPAD+ .+ AD" P+ ), ainsi @ —w" =i00¢ AQ,

'

d’ou :

1 ] 1 |
(1.2.6) f [1—%((p)]h((p)vg:——'f h(@iddpnQ=——— | dd o (h(@)Q)
M m!Jy 2 M

m!

Ord (d‘“(p/\h((p)Q) —dd @ AR(@Q+(~1)'d pAd (h ((p)Q), et

d (h((p)Q) = h'((p)d(p ANQ+ (—I)Oh((p)dQ, mais d ) =0 car les 2-formes w et @ dont fermées,
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I Léquation de Calabi-Yau

par conséquent dd @ Ah(@)Q=d @ Ah' (9)dp NQ+d(qqchose). En outre, le théoréme de

Stokes assure que | d(ggchose)=0,ce quientraine :
M

1
f [1—M<w)]h<w>vg:—2—,f W(@)dprdpaQ
M m!Jy

1 : ml ,
1.2.7) :—(f (@ (=d“ondpne™ ' + Y | K@) (—dprdpro™ ' rna*
2m I\ Jum , k=19M

v [ J/
v~

Ty T

Dans ce qui suit, on établit en utilisant le lemme de positivité 1.2.1 que la quantité 7’ satisfait

T, =0,eton montre que T =(m — 1)!th'((p) | Vo Ii, Vg.

En effet, le lemme de positivité 1.2.1 appliqué a la 1-forme réelle d ¢ affirme que la fonction

f:M —Rdéfinie par f™ ="JdoAdpAw™ ' F A@F est positive ou nulle. Or ' Jd @ = —d ¢

et h est croissante, ce quientraine que 7, =0.

A présent, calculons la quantité 7. Soit x € M, on se place en une carte g-unitaire en x
dep  dz" +dz"

ldel, - V2

toujours en x, la 2-forme w vaut w = idz* Adz% et'JdopAd@ =i |dg |§ dz™ Adz™ (méme

calcul que la formule (VI.2.35)),d’ou :

vérifiant en x (cf. Annexes pour l'existence d’une telle carte); ainsi,

Jdpndpno™ = > i"ldel; (dz" AdZ" YAz AdZTYA LA Ad )
Ayl —1€{1,-,m =1}
2a2#
= Y H1deli"(@dz' Adz YA A@d" AdZ™)
A,y —1€{1,-;m —1}222#
(1.2.8) —m D de P = m 1)1 Ve P
2. =(m ! (pgm!—m HVel, v,

Ce quiprouve que le terme 7| vaut 7| = (m — 1)![ h'((p) | Vo |§ vg,etacheve la preuve de la
M

proposition. u

I.2.3 Méthode d’itération de Moser

Appliquons la proposition .2.1 a ¢,, dans le but d'obtenir une inégalité cruciale (inégalité
(IN1) ci-aprés) qui va nous permettre d'obtenir une estimée a priori de [, l|co.
Soit p un réel vérifiant p = 2. La fonction ¢,, est de classe C? admissible, on considére la
fonction particuliereu EeR— h(u):=u |u | =2 cette fonction est de classe C! et sa dérivée vaut
') =|u P2 +u(p —=2)u |u |P=4= p-1lu IP=2>0, donc h est croissante et la proposition
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1.2 Estimée C°

[.2.1 s'applique et entraine :

1 '
_f h ((Pt,-)|V(Pt,- |2 Vg Sf [1 _‘/%((pti)]h((pti)vg
M M

. -1 _ _
129) e T g, p v, vgsf (1=t @) @i 1y 1772
M

2m
Par ailleurs, on a :
> . » v
VI, 1217 =280, 1 ¢, 17 05 | @y, |2:28ab( @i 1@y, ka 2)? 041,051,
p?
(1.2.10) = los =2 Ve, |

En combinant (1.2.9) et (I1.2.10) on obtient :

f [1 _%(wti)] O, | @y, P2y

(IN1) f|V|<p 1712 v, < —L
M ti 720 -1 Ju

Démontrons dés maintenant (a partir de l'inégalité (IN1)), une inégalité (inégalité (IN4)) qui
nous servira dans la démonstration du lemme 1.2.3.

V. . . 2m_ N e, ., .
L'inclusion continue de Sobolev HIZ(M) c Ln-1(M) entraine |'inégalité suivante :

m—1

IN2) 1 Pl = 1% 1 scwe(f VI 52+ [ 1 1 )

ol Cste est indépendante de p.
Par ailleurs, . (¢p,,) est bornée uniformément, en effet :

(IN3) (i) |= o' YLD 20l s < 21 leo
Jue'lvg
2
Par les résultats (IN1), (IN2) et (IN3), et vu que 20D <p on déduit que :
D -
(IN4) I, 171l <Cste'xp (f L, 1P +f | s, |p) (P =2)
m M M

ol Cste' est indépendante de p. On suppose que Cste’ > 1.

A partir de |3, on montre le lemme suivant :

2m
m—1

LEMMEIL.2.2 Ilexiste une constante k telle que pourtoutl <¢g < ,

o llg <k
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I Léquation de Calabi-Yau

Preuve : Mestriemannienne compacte et ¢, estde classe C?,donc parlaformule de Green :

1
1.2.11 (x)=— dv+ | Gx,y)A@. (y)d
( ) @, (x) Vol(M)j;/p” v fM (x, A, (y)dv(y)
=0
ouG(x,y) EOetf G(x,y)dv(y)estindépendante de x,on en déduit que |y, |1 =C [|Ag;, |l1.
M
Orlanorme L' vaut ||A(Pt,~||1:f A(p::-f-A(pt_l_,en outref A(p,i:f A(p:—A(p;:Ocequi

entraine A, |l1 = f A(p, Par ailleurs, ¢;, est admissible donc A@,;, <m d’ou A(pt <m.
Ainsi [[A@;, l1 <2m Vol(M). On en déduit que [|¢, |1 <2m CVol(M) (i.e ¢, |1 est unifor-

mément bornée). Aprésent, prenons p =2 dans I'inégalité (IN2) :

(12.12) 10 1% _Csre(f Vg | +f o | )

m—1

Par ailleurs, ¢;, € HIZ(M) d’intégrale nulle, donc par I'inégalité de Sobolev-Poincaré on a :

(1.2.13) o ll2=AlVey, 2

En outre, | V| ¢;, ||=| V¢;, | presque partout, donc [[¢;, ||2L1 <Cste|V | |ll2. En prenant
p =2 dans I'inégalité (IN1) et en utilisant le fait que .#(¢,,) est uniformément bornée on
obtient :

(1.2.14) IV, |I3<Cstellg, |l <Cste’

On déduit donc que [l¢;, || 2n < Cste.
m—1

Soita présent 1 < g < =:26. Par I'inégalité de Holder, on a :

m —
q
g 2.2\ 4
(1.2.15) I 5= [ 11112 U i, 1975 ) Vol(M)' =%
M M
d’ou :
1_1
(1.2.16) o lly =VolM)a 2 @y, ll2s
1_1 1 1 siVol(M) <1
or [|¢;; l.s < Cste et Vol(M)d 2 = e(q Zﬁ)ln(VOZ(M)) { ] (M) ,ce qui
Vol(M)'~ % siVol(M)=1
prouve que |l ll; <k :=Cste x max(l Vol(M) ) k est évidemment indépendante du
réel g, ce quiacheve la preuve. |

On suppose sans restriction de généralité que la constante k du lemme 1.2.2 vérifie k > 1.
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1.2 Estimée C°

LEMMEIL.2.3 Ilexiste une constante Y, telle que pour tout p =2,

—m

. llp <72 (6" "'Cp) 7,

m
ou b = 1 etC = Cste'(l +m ax(l,Vol(M)%)) > 1, Cste’ étant la constante apparaissant
m —

dans I'inégalité (IN4).

Preuve : On va démontrer ce lemme par récurrence : on commencera par montrer qu’il est

vérifié pour2<p <26 = ,ensuite il s’agira de montrer que si I'inégalité est vraie pour

m —
p alors elle I'est pour Op. On pose :

1.2.17) Yy =k e
Pour2<p <26,o0n a ¢, , =k,donc il suffit de vérifier que k < yg(ém_le) " Cette der-

niere inégalité est équivalente 2 6™ " ~DC™ ¢ ¢ (5’" _le) " =1donc équivaut a I'inégalité

m 1 m 1
(6’”(’"‘”c’")e7 > (6" =Dem)rpr. Orsix = 1alors x 2 x? (carp 2 1), et 8" ™ Dc™ > 1

1
7 m Inp m
(carC=1,m =1etd=1),donc """ D" > (5’”(’"_1)C’")p .Parailleurs,p? =e" 7 <e-,

ce qui acheve la vérification.

Aprésent fixons un réel p =2, supposons que |l¢, [, =2 (5'" _le) " etmontrons que

—m

- b o ST
s llsp <72 (6'" 1C5p) " .On amontré précédemment I'inégalité suivante :

(IN4) I, I” ||5SCst€'><p(f s |P“+f o, l") =2
M M

ol Cste' estindépendante de p, autrement dit :

-1
(IN4) i, Iy, = Cste' s p (I, 1071 + o, I )

1

Or1<p—1<p doncparl'inégalité¢ de Holder,on a: |l¢;,[l,-1 = Vol(M)r-!

=

s ll,,d ot :

1 -1
(1.2.18) s, Iy, <Cste’x p (VouM)p e I~ + llpr, ||Z)

1 .
— Si [l ll, =1, alors [l¢, IIQI7 <C x p donc ¢, llsp =(Cp)r. Vérifions que

1 _ S L . . . :
(Cp)r <7 (5'" 1C5p) " Cette dernidre inégalité est équivalente a I'inégalité

Logym - _1y m —m _ 1 m . .
pp(1+6)§k6m(m DA=) e ™ "o P,or1+E:m donc elle est équivalente a

m _ _1y m _1 m m _ _1
pr <k TV ™) orpr <ee et k™™ VYY) > 1 donc il suffit d’avoir

-1 . e g,
Cm( ») >1,etceciest vérifié carC = 1.
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I Léquation de Calabi-Yau

— Si @, ll, =1, on déduit que ¢, |I§p <Cple, |I§, ce qui entralne par hypothese de
- l-m -m
= —,o0n
p op

1 1 1 e
récurrence que ¢y, lls, <C7 p? llg, ll, <(Cp)?ya (6’"‘1019) " or
%

—m?2 —m
déduit donc que @y, lls, <20 % (Cp)% =7y, (6’” _1C5p)

A partir du lemme 1.2.3, on déduit facilement I'estimée C° recherchée :

COROLLAIREI.2.1
||(Pt,- lco <72
(72 est définie en (1.2.17))

—m
—m

Preuve : Par le lemme précédent 1.2.3, on a [l [, <72 (6m_1C) g p P pour tout p =2,

—-m Inp

-1 T —m —-m —=
or [6™ C) letpr =e =~ » ——1,de plus . . car ;. est
( p—+o00 P p —+oo p ||(Pt, ”p p —+00 ”(pt’ ”CO P
continue sur M compacte, d’ou le résultat par passage a la limite. ]

1.3 Estimée C? par estimation uniforme du Laplacien

Si ¢ est une fonction de classe C° admissible pour g, solution de I'équation de Calabi-Yau
(CY) : M(p)=e’ (f €C?) avec :

(L3.1) f<Fy et Af<F, (ouF,etF; sontdes constantes)

alors de telles estimées donnent des estimées a priori sur Ag. Afin d'alléger les notations, on
notera dans cette section A le Laplacien complexe relatif a la métrique g, et A le Laplacien
complexe relatif a la métrique g. Tout d'abord, on dispose de facon simple d'une borne sup a
priori de Ag.

PROPOSITIONI.3.1 Si @ estune fonction de classe C? admissible pour g alors :

Ap<m

Preuve : En effet, Ap = —g??0 ;= —g"% (3.5 —g,5) =tr(g 'g)—tr(g"'&)=m —tr(g”'d).
—_——

>0
|

Il est plus difficile d'obtenir une borne inf a priori de Ag. Sous les hypothéses citées
initialement (1.3.1), on commence par montrer le lemme suivant :
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1.3 Estimée C> par estimation uniforme du Laplacien

LEMMEIL.3.1 Ilexiste une constante ¢ dépendant de la courbure (de g) et des constantes A,
BetCavecC>0dépendantde m,Fy,F; etde la courbure telles que :

(n —59) A[Logm = Ap)=cp) < A+Bn —Ag) = Clm ~ Ag)i*T

Preuve : Localement I’équation de Calabi-Yau s’écrit :

det(g) _
S Log(d )=Log(der(g))—Log(der<g))=f
et(g)
0;(d
On différentie une premiere fois, on a : 0; (Log(det(g))) = k( et(g))’ or
det(g)

0r(det(g))=d(det(g)).0; = (d(det)g oazg).a,E =d(det),.0; g (dans ce dernier calcul de dif-

férentielles on identifie TC a C), ce qui entraine que :
(13.2) 0;(det(g))=det(g)tr(g '0;¢)

Par conséquent, 0; (Log(det(g))) = tr(g_lalgg) = g“galggal; d’ou :

(1.3.3) 0rf =8 0r8,5—8" 05805 = (8" —2"") 08,5 + 8" 0p 5

On différentie une deux1eme fois :

0;if =(0;8" =0, 0r 8,5+ (2" —8°7)0,78,5 +0;8°" 0z 50+ 2" 07,50, done
134 ] ] -

j ~ab b ~ab by jk ik 5 ~ab ~ab _jk
Af=-g"(0,8" -0;8"")08,5— (8" —8"")8" 0,58, — 87" 0,8 O 50— 3" " 0,150
Soit x € M. En x dans une carte g-normale ’expression précédente se réduit a :

b jgab+ Z ajgaa Zan j_ E(p_zgal;ajj_al;(p

m

Z

=1 Jj.a=l1 j=1 j=1
m
2

~ab b

(13.5) “ (ajfga,;+ajfa5<p) Zlaugw Za,g“ 0705 P
j.a

Par le lemme VII25(cf Annexes) : 6Jg -§9%g lbajgls,donc en x dans la carte g-normale
considérée, ajg -§%%3 lbaj“(p, d’oti un premier résultat :

“ ~ab C a5 ~1b
(1.3.6) Af:—zé’a (ajfgaﬁ"l'ajfal;(p) Z 0;78aa+ Zgasg ajli(paj_al}(p

j=1 j.a=1 j=1

ce quis’écrit a 'aide de la courbure (en utilisant le lemme VII.2.7 de I’Annexe ) :

m - m m - i
(137) Zg b( jjab+ajjab(p) ZlejTad-i-Zlg’abglb a]lf(paj_ag(p
=1 J.a= j=
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I Léquation de Calabi-Yau

Calculons a présent la quantité AA@.On a A@ = —g“50a5<p donc:

Anp=g" 0, (0,59

~jk

(I.3.8) =g

Or Ojgag = —gaigl};djglg (cf. Annexes lemme VIL.2.5), d’ou (3j-gal;

g-normale,etde méme on a Glggab =0. Ainsi, en x, carte g-normale :

(1.3.9) ANp=3

h (51128“5 0a5¢+§0jéaa¢)

Par ailleurs, en dérivant ’égalité Olzgab

=g o; (a/zgab aaz;</’+8ab5/zaz;<l’)

(ajkgab aab(p+6kgab ajab(p+al gﬂb akah(p+gab ajlga};(p)

=-g“¢'0; g/5, on obtient que

=0en x dans notre carte

Oj,;galj = —Ojgas_g”;(?,;gls——g056]-glbalzgls——gas_gll;aj,;glg,donc en x,dans notre carte g-normale
Oj,;gab = —Oj,;ghd =—Ritpa (cf. Annexes lemme VII.2.7), d’olt un second résultat :
m _ m _
~ ~'k k
(1.3.10) Arp=-=Y g'"R,.0.;¢ Z :

m -
~ab ik
Af+AA(,0 Z Rjjaa_z ¢ Rjj_al; Z gj
J.a=1 j ab=1 j=1
(I.3.11) + 1 ”al;(p
a= :
0

Or, en x toujours dans notre carte g-normale : 0,5 =@, 0159 = @5 et 0z, 5 = @75 (cf.

[Sém 78] page 155),donc:

(13.12) Af+AA@p= ) R;:
j.a=1

.

m -
~ab _
jjaa Zg Rjj_ab
j=1

~~

=

Les deuxtermes de I’égalité sont des quantités intrinseques, donc ’égalité est vraie partout.

On se place a présent, en une carte g-normale en x diagonalisant ¢ en x. En x, g et g sont
1

diagonales donc la matrice [@,;]1<q,p<m €St diagonale aussi, et §%% =

8a
m m 1 m Pad m Pua
.d: R-T — —_ R — R
J'»azil e ja=1 1+ ®aa Jjad aj=1 119;; Jjaa j,céll"‘(l’aa‘
Pjj~Paa
(1.3.13) = Z jiaa Paa

j.a=1 (1+(pad)(1+(pjj_)
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1.3 Estimée C> par estimation uniforme du Laplacien

En échangeant j et a, et en utilisant la symétrie de la courbure : Riipa=Ryzj5-0n obtient :
& Paa =P
(1.3.14) A=Y /]

& g il T g+ g

20. -0 — 02 — 2
: . u PjjPaa =P~ Paa

En sommantles égalités (I1.3.13) et (I1.3.14) on aboutita : 2.a/ = E Rjj’aa
Pt (1+ @)1+, 7)

’

donc:
2 s s 2
1 & (@5~ Paa) 1 (87— 8aa)
(@3.15) A== )3 Rjj_““_(l oo+ p.) 2 2 (Rjjua) =
ja=l1 Paa Pjj jAa€ll,m ) 8;;8aa

Ainsi,en x dans une carte g-normale diagonalisant ¢ on a :

(85— 8aa)”

(1.3.16) oA =
| 28jj8aa

infjtaeq,. .m }( uaa

j a

(g”__gaa) mn g“ ~a mn g]j n =
_ 2 _ ~ ~ 2
En outre, E —_—=) ( _1)_(§ i )—m _(_Zlgaagjj)_m ’
j.a=1 j.a=

jlas1 28;78aa 28aa 2g,] jia=18aa

ce quientraine que :

(1.3.17) o >

infj;éae{l,,..,m}( jjaa ] (( i: g dg J_)_ 2)

En combinant (I.3.12) et (I.3.17), on obtient :

(1.3.18)
. m
Arp=-Af+) 3" (pjba(p]ab+ infizaett .m)(=R;jaz)
j:1 ~ -

~~ o TV
T, I

Pour finir, on calcule A(Log(m - A@) —c(p) ou ¢ >0 estune constante qu’on choisira ulté-

rieurement.
(Log(m A(ﬂ)—cw) o (Log(m Aw)—ap) = —gj’gaj(—(m —Aw)‘lazz(Aw)—cag«p))
= _gjk‘(_(m —29)' 0, (AP +(m —A(p)_z(—d,-(A(p))O,;(A(p)—caj,;(cp))
(13.19) = —(m -~ Ap) " A(Ap) —c Ap+(m — Ap) 2§77 0;(A9) (L)

d’olu en x,dans une carte g-normale diagonalisant g :
(1.3.20) )
(m —Aw)A(Log(m —Ap) —c<p) =~AAp—cAp(m — D) +(m —2p) ™ §770;(Ap)05(Ap)

=%

27



I Léquation de Calabi-Yau

m

m
Or dans une telle carte Ag = Z O0uap=— Z ( ad — 1) =m — Z Zaa,donc:
a=1 a=1

(1.3.21) m—AQ=Y gaa

a=1

en outre, 0;(Ag) = Gj(—gabdal;(p) = —g”baja,;(p = - Z‘lajag(p, et Gjr(A(p) = 0;(Ag) (car ¢
a=
donc A est a valeurs réelles), ce qui entraine que :

Zm 1g“ IZ jad(p|2 Zm 1g” |Z 1(\/ a]aa(p)(\/ gaa)|

(1.3.22) B = -
Z’Z;:]gaa' Za ]gaa

Par inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que :

S (T 1 VE0jaa P ) % (202 | VEaa P

(1.3.23) B < =
Z?:lgad
Par conséquent :
L Kk
(1.3.24) Z 3773910, 0ap P< Z g5 10,507 (car ¥ 2 0)
a=1 j.a,b=1
Or,
< ~bb ~
Z g”gaa|ajba(p| - Z g“gaaajba(pajba(p_ Z 8 aaabja(pabju(p
j.ab=1 j.a,b=1 j.a,b=1
m -
(1.3.25) = Y §"8°70;a9055,0 Z & PivaPiap =T
j.a,b=1 j=1

caren x,dans notre carte 0,59 = @54 (cf. [Sém78] page 155), ce qui montre que :

(1.3.26) B=T

Par ailleurs, A(p——g”au(p— Zg”(g”-—l)— Z(l ”J)—Zg”—m ainsi, en x dans

j=1 Jj=1
notre carte g-normale dlgonahsant g on a en combinant (1.3.20), (I.3.18), (1.3.26) et cette

derniere égalité :

(m —Aq))A(Log(m —A(p)—c(p)) <Af-T, —Tz(( Y g”gﬁ)—mz) —c(ngf—m)(m —Ap)+T)
= j=1

(13.27) < (Af +m>Ty) +em(m — Ap)—(c+T2)(m - Ap) (Y §77)
j=1

28



1.3 Estimée C> par estimation uniforme du Laplacien

1 T
Ilreste a minorer le terme Z g’/ ,pour cecion utilise le lemme VIL.1.2 (cf. Annexes). En effet,
j=1

en appliquant ce lemme aux gff on obtient :

1

m—1
) =(n = Ag)aTe T T

i < 1 2z ml—l i 1
(1.3.28) > g = .Z_.Z(ngf) (H—

j=18;j

det(g =
f_ (&) _ H g.7en x,dans notre carte g-normale diagonalisant g.

puisque e

On note %,(M)’ensemble des bases unitaires de TfM, alors (M) =U% (M) est un
U (C)-fibré principal de base M, ott %a,, (C) := {A € M5, (C)/ A" A = I}est le groupe unitaire
d’ordre 2m . % (M) est une variété compacte. Par ailleurs, 'application :

UM)—C

est continue, donc T, est bornée sur (M), en particulier il existe ¢ > 0 et d > 0 tels que
en chaque point et pour tout choix de base unitaire 7o >1—ci.e. (c+7T2)>1etTp <d, par

conséquent :

(1.3.29) (m —Aq))A(Log(m —A(p)—c(p)) < (Af +m?T2)+ em (m —A(p)—é(m — Ap)nT

[
A, B Cy

Ay etC,sontdes fonctionsen x € M. Parailleurs, Af <FetT),<d doncA, <F;+m 2d = A,
-f -F,
et f <Fpdoncemn-1 > et :=C >0,0n en déduit que :

(1.3.30) (m —AQD)A(LOg(m —A(P)—C(p) <A+B(m —A@)—C(m —Ap)n—T

A dépend de Fy,m etde la courbure, B dépend de m et de la courbure, et C dépend de F et

de m ;ce quiprouve le lemme. ]

Ce lemme permet de trouver une borne inf a priori de A ; en effet on montre a partir de
ce résultat la proposition suivante :

PROPOSITIONI.3.2 Si ¢ est une fonction C> admissible pour g, solution de I’équation de
Calabi-Yau (CY) : A (p) = ef (f € C3) avec f < Fypet Af < Fy, alors on dispose de I'estimée
a priori suivante de A¢ : il existe une constante ¢ >0 dépendant de la courbure (pour g) et

une constante C; >0dépendantde m,Fy,F; et de la courbure telles que :

m —CpeSSUPP=ini®) < A < m
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Preuve : On se place en un point xg € M ou la fonction Log(m — A@)—c@, quiest continue

sur M compacte, atteint son maximum, on a donc A(Log(m - Ap) —c(p)(xo) =0, ce qui

entraine par le lemme 1.3.1 que A+ B (m — A@p(x9))—C(m — A(p(xo))# = 0. Par ailleurs, la
fonction p :]0,+oo[— R,x — A +Bx — Cx# est continue et tend vers —oo lorsque x tend
vers +oo (car C > 0), il existe donc C; >0 (dépendant de A, B et C,donc de m,Fy,F; etde la
courbure) telle que p(x) <0 pour tout x = C. Or m — A@(xg) >0 et Q(m — A(p(xo)) =0, par
conséquent m — A@(xg) = Ci,mais Log(m —A@)—cp <Log(m — Ap(xg)) —c @(xg), ainsien
passant a exponentielle on déduit que m — A < Cje“P™P00) < €,C6uP9=inf ) (¢ > (), ce
quipermet de conclure que A@ =m —CeCUPP=In ¢, [

Vu qu'au centre d'une carte normale A@ =m —a(A), |'estimation uniforme du laplacien
(proposition 1.3.2) nous fournit immédiatement un pincement uniforme des valeurs propres :

COROLLAIREL.3.1 Ilexiste une constante Y3 >0ne dépendant que de m , ||f lloo, Il f [l -2, de la

courbure de g et de ¥, (la constante de ’estimée CO) telle que :
YPeM, Vie{l,.,m}, 0<A;(P)<7Y3

A partir de |3, on obtient par le méme raisonnement que pour les équations plus générales
(Ex) (cf. théoréme du chapitre Il), dont I'équation de Calabi-Yau (CY) est un cas particulier,
I'estimation C? recherchée (cf. Chapitre V : Estimée C?). Soulignons que ce raisonnement ne
fait usage d'aucune hypothése sur la courbure.

1.4 Estimée C>P

La méthode d’Evans-Trudinger

On suppose qu'il existe y4 >0 telle que pour tout i €N on ait ¢, llc2( g) < Y4 Dans la
suite, on ne notera plus l'indice i de ¢,, afin d'alléger les notations. Dans le but de construire
une estimée C># avec 0 < B < 1, on va se mettre dans les conditions d'application du théoréme
VIL.6.1 (cf. Annexes).

La famille d'équations de la méthode de continuité correspondant a I'équation de Calabi-Yau
s'écrit :

, (dEI[gaI; +aa5(Pz]15a,b5m

(CYy)
! det[gag]ISa,bSm

| =17+

Le lemme VII.2.2 nous dit que pour tout P € M il existe Up un ouvert de M contenant P et
une fonction ¢" :Up — R de classe C* dite potentiel kihlérien local telle que w =iddy” sur
Up. Quitte a considérer pour tout P l'intersection avec un ouvert de carte en P, on obtient
(Up,¢p)pem un recouvrement ouvert de M par des cartes sur lesquelles on a un potentiel
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kahlérien (on continue a noter |'ouvert obtenu Up), or M est compacte, on peut donc extraire
de (Up)pem un recouvrement fini; on obtient ainsi Z = (U;,¢;)1<j<y un recouvrement fini de
M par des cartes et une famille de fonctions (1’ :Uj = R)i<j<n telles que :

1 . _ .
(1.4.1) Yjefl,.,m), wziddcwf =00y’ surU;.

Soit 22 = (0;)1<j<ny une partition de l'unité de classe C* subordonnée au recouvrement
%:(Uj,(/)j)lsjsN-

On se fiie une carte (U;,¢;) de ce recouvrement. Par (1.4.1), les coefficients de la mé-

trique s'écrivent sur la carte (U;,¢;) g,; = 6a51/fj pour tous a,b €{l,...,m }, donc sur (U;,¢;)
I'équation de Calabi-Yau s'écrit :

cv/)

N (del[aa];(l//j +(Pt)(P)]15a,bSm

det[g,;(P)izap J=tr@®)+man Peu,
ab <a,b<m

donc s'écrit sur ¢;(U;) :

;)

oy +pog')
07,07

In (det [ (x)] ISa,bSm) =ff °</)]-_1(X) +In(A;)+1In (def[gaz; °¢;1(X)]15a,b5m1

v~

::v{(x)

1

_ 32,05, 4
des dérivées réelles.

Par ailleurs, on a (Dab +D(a+m)(b+m)+iDa(b+m)—iD(a+m)b) ou les D, désignent

oW’ +¢o¢;!)
| ~P: -1
0z,0z) (0 I<absm [g“l;((pj (X))]

est définie positive pour tout x € ¢;(U;); mais rien ne dit que les matrices symétriques

Dz((u/j +(p,)ocpj_1(x)) = [Dab ((wj +(pt)o¢>;1(x)] avec x € ;(U;) soient définies po-

1<a,b<2m

Remarque : La matrice hermitienne

1<a,b<m

sitives.

IRZm x2m (

On désigne par respectivement R>" **" ) |'ensemble des matrices carrées réelles

symétriques de taille 2m (respectivement celles qui sont en plus définies positives); et par
C"*™ (respectivement CT ™) I'ensemble des matrices carrées complexes hermitiennes de
taille m (respectivement celles qui sont en plus définies positives). On considére |'application

oo : 1
linéaire continue P :RZm xam c" Xm,}" — _[rab +r(a+m)(b+m)+ira(b+m)—ir(a+m)b] ,
4 l<a,b<m

et on note 22> :=p 1 (C1 ") (c'est donc un ouvert de R*" **" ).

Remarque : [Ri’ﬁxzm c P etDz((wj +(pt)oqu_1(x)) e P pour tout x € p;(U;).
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Ainsi I'équation (CYtj) sur ¢;(U;) s'écrit sous la forme :
/) F(DX (@ +goog; ")) =v] sur ¢;wp<Rr™, o

1 . .
(L42) F: P —>Rr—F(r)=F, [Z(rab +r(a+m)(b+m)+lra(b+m)_lr(a+m)b)]

1<a,b<m

(1.4.3) et F,=Indet:C"}™ —R,B—Indet(B)

(L4.4) Onnote: ) :=(y/ +¢)o¢;"

Pour tout j € {1,..,N }, on considére Q; un domaine borné de R>™ strictement inclus dans

¢;WU;) :

(1.4.5) Qjccg;Uj)

La notation S’ cc S signifie que S’ est strictement inclus dans S & savoir que S’ S . On
expliquera ultérieurement comment ces domaines Q; sont choisis. On a F €eCX (P R), v{ €
Cz(Qj,IR) et la solution w{ € C4(Qj,IR2) car le potentiel kihlérien 9/ est C*™ sur Uj et ¢, €
C"*(M) avec r = 5. L'équation (CYtj) sur Q; c ¢;(U;) est a présent écrite sous la forme
correspondante au théoréme VI1.6.1 (cf. Annexes), il reste a vérifier les hypothéses du théo-
réme sur Q;, a savoir :

1. F:2°" R est uniformément elliptique par rapport a la solution w{ sur Q; i.e il existe
deux réels A;, A; >0 tels que :

VEER™ VxeQ; A; [EP<Fi (D2 (x)&E, <A 1EP

On s'imposera, en outre, de trouver des réels A;, A; indépendants de ¢.

2. F est concave par rapport a 1[/{ sur Q; i.e F est une fonction concave sur |'image de Q;
par Dzwi. Vu que F est de classe C? sur I'ouvert 22" de R*"*?"  cette condition de
concavité est équivalente a :

VEERM™ ™ Yx €Q  Figus(D*Y] ) iglis <O

Une fois ces deux hypothéses vérifiées, le théoréme VI1.6.1 nous permet de déduire I'exis-
1
tence de deux réels B; €]0,~] et Cste; >0 ne dépendant que de m, A;, A; et | By |, donc en

particulier B; et Csre; ne dépendent pas de 7 tels que :
Jj Jj Jj 2
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Choix de Q;
On note K; le support de la fonction 6; ogbjT1 :

(14.7) Kj:=supp@;o¢;')=¢;(supp ;) c¢;U;)

L’ensemble K; est un compact inclus dans I'ouvert ¢; (U ;) de R>™ et R*™ est séparé localement
compact, donc par le théoréme d'intercalation d’ouverts relativement compacts, appliqué deux
fois, on déduit I'existence de deux ouverts relativement compacts Q; et Q' tels que :

(1.4.8) K; cQjccQ;ccd;U;)

On aimerait que Q; soit connexe : pour cela, il suffit que K; soit connexe; quitte a se res-
treindre 8 une composante connexe dans Q; d'un point de K; ; en effet, cette composante
connexe est un ouvert de Q; vu que Q; est localement connexe (au titre d’ouvert de R*"),
elle est en outre bornée vu que Q; est.

Application du théoréme
Soit B:=minp;, la norme |.|l-2p est sous-multiplicative (cf. [ZQ95]) donc :

N
Il sy, = 2 10007 x (@ o) ) e
j=1
u 1 1
(1.4.9) <) 16007 hpa X 190d; hpal
j=1

Par ailleurs, vu que Q} cc Q;, on obtient par I'inégalité (VIL.5.19) en notant §; := dist(Q},OQj),

. 2 — —1 % '~
(1.4.10) m1n(1,5j+/3) @07 g <l 0§73 g, d'ol,
N 10007 L go
R,P J N -1
(14.11) lo 1755 <> lpiod; 1) 50
L min(l,af.*ﬁ) ;b
=V p

Or, l'inégalité (1.4.6) s'écrit :

j -1 —1 % j -1 —1 % J (2
| v ocl)j +(p,og[)j |2,ﬁj;QjSCSt€j(|w Od)j +(,0t°(,bj |2;Qj+|vt |2;Q_j

avec v{ =tf o(,b;l +In(A;)+1n (det[gaE o(;b;l]ISa,bSm)v donc :
(1.4.12) .
B ~ j -1 % i =1 —1 % 2
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I Léquation de Calabi-Yau

avec Cstej =max(1,Cste;) d'ou :

=
=

* —1 | *
”(pt ”Czﬁ(M) Z ] B |(pt O(P |2,ﬁ§QjS Zivj’ﬁ |(Pt O(Pj |27ﬁj§Qj

=z

14.13) =Y vipCste; (190 55 0 +1¥ 0 B, +10i00) g, +1v] 15 )
j=1

(2) —1 * H Z ] . . 2 .
Il reste & majorer | v |2Q et | @, ogbj |2;Q_,- indépendamment de . Par |'estimation C~ uniforme,

on a |(,Dt°¢>j IZ;Qj_Cste x4, par ailleurs :
(1.4.14) |v |(2 _;|f ¢ (2) +|1n(A)|(2) +|ln(det[ga[;o¢j_ li<a.b <m)|(2)

fM"g

Sellflloo, dou :
fM"thg

Or [1n(4)) 15 = (sup e, (@) IIn(a,) | et e Ml <4, =

(1.4.15) (A7) 15, < sup e, (d0)? If oo
Ce qui donne une estimation indépendante de ¢ :

(14.16)  |v] 59 <If o) 15 +supca, @ If oot IIn (detlg ;007 Tisanen | 5

On obtient par conséquent 'estimation C># recherchée.
Passons a la vérification des hypothéses 1 et 2 ci-dessus.

Lellipticité uniforme de F sur ();

Soient x € Q; et { e R™™.

.2m1 Fig (D?W] ()€1 €y =d s (M) avec M = (& hisi jzm €S2 (R
e

=d(Fy 0p) (D)

- (d En )y 02 *4P D2y o) | M)
(1.4.17) = dEn) g = ()l zpzn P M)
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ici les g”(pé sont exprimés dans la carte (U;,¢)).
a

~ 1 . . .
On note M =pM)= [Z(Mls +M([+m )(s+m) +1M[(s+m) _lM(€+m)s)]ISl,sSm . Ainsi :

1
[_(ffés + €£+m 5s+m + i&[fs+m _i6€+m fx)]ls[,sSm

M =
4
1
= [1(58 - i€[+m )(fs + i€s+m )]lsﬁ,sSm
—_——
=:s.r
1= .
(1.4.18) =l Soss)li<t.s=m

Par le méme calcul que dans la preuve du lemme 1.1.7, on obtient :

2m .
Y. Fig(DPl0)éi g, =n(§;}<¢;‘<x>)w

i,q=1

1
(1.4.19) =

e

PRI EN IR
a,b=1

ot & =&, +iéyem pour tout a € {1,..,m}. On note &:=(§},....&,) € C™. Ainsi, I'ellipticité
uniforme de F par rapport a la solution 7] sur Q; est ramenée a |'existence de deux réels
Aj, Aj >0 indépendants de ¢ tels que :

(1.4.20) VEeC" VxeQ; A 1EPs Y @ 0nE & <A 1EP
a,b=1

On considére la forme hermitienne A sur 71 définie par :
(L4.21) hU,V)=gW.,vV) YU,veT'?
Elle s'écrit localement :
(1.4.22) h(U.V)=g,,UVP YU =U"8,V=v'0,eT"" abefl,.m)

. . . P * . .
La forme hermitienne 7 sur T'° induit une forme hermitienne 2* sur T'°" qui s'exprime
localement comme suit :

(1.4.23) 1,0 =gy, 0, Yy=7Yadz*.0=0,dz"eT™" abe(l, .m}

De méme, la forme hermitienne ﬁ(p; sur 710 définie a partir de la métrique g,,, induit une
- ~ *
forme hermitienne h;;t sur 71O

Soient € C™" et x € Q;. Dans ce qui suit, on note P = cp;l(x). On considére le covecteur

~ * ~
e T;,’0 dont les composantes dans la carte (U;,¢;) sont les ¢; :

(1.4.24) F=&dz' +..+&,dz"  dansla carte(U;, ;)
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I Léquation de Calabi-Yau

Donc montrer |'inégalité (VI.2.12) revient & montrer que :
(14.25) A 1EPs (g, ) @ &=a,1Ep

Dans ce qui suit, et afin d'alléger les notations on ne notera plus I'indice P de 1, et de (fz(’;t) .
P

On note A} I'unique endomorphisme de T;’O* tel que :
(1.4.26) Ry (1.0)=h*(y.A30) Vy.0eT)

A}, est un endomorphisme autoadjoint/hermitien de |'espace hermitien (T;’O*,h*) (ses valeurs
propres sont donc réels). On désigne par 1,1, (A}) (respectivement A,,,,(A})) la plus petite
(respectivement la plus grande) valeur propre de I'endomorphisme Ay. Par le principe du
min-max appliqué au produit hermitien fz(*pl relativement au produit hermitien 2* on a :

LEMMEIL.4.1 (min-max principle)

10{(nalX E(*p,(e’e) :Amax(A;)
0eT " h*0.6)=1

10£nin ﬁ;;f(@,e) = Amin(Ap)
0eT " h*0.6)=1

Remarque : Les valeurs propres de A; sont par définition les valeurs propres du produit

hermitien ﬁ(’;t relativement au produit hermitien 4 *.
Par le lemme 1.4.1 on déduit que :
(1.4.27) Amin(AR)R*(E*,E*) <h gy (E*,8%) < Amax(Ap) h*(E*, &)

L'étape suivante consistera a contréler les valeurs propres A, i, (A}) €t Ay ax(Ap) indépen-
demment de ¢ et de P. Il suffit d'effectuer le contréle dans une carte spéciale. Par un calcul
simple on montre que |'endomorphisme A} s'écrit :

* . 1,0% 1,0%
Ap:T)"" —T),
(1.4.28) 0udz” — (Ap); 0adz” = g ;(P) 35T (P)0ad 2"

On se place, a présent, dans une carte g-unitaire en P, g, -adaptée en P. Dans une telle carte,
la matrice de I'endomorphisme A} est

(1.4.29) (AP Ni<abem = [8ealP) L (P i<apem = diag(@L (P, g™ (P)
7 1
Or ASp,(P)==g“"(P)3,50,(P)= =Y duapi(P) = = X_ (g2(P) = 1) =m - oy S
a a a S,

I'estimation uniforme du laplacien (proposition 1.3.2), il existe un réel ys >0 indépendant de ¢
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tel que [[Ay¢;lloo <75, ainsi :

1 1
< gaa ~bb
(P) b &g, (P)

1
=m —EAgcpt(P)Sm +Agpilloosm +ys Vae(l,.,m}

RN ~aa 1 : .
d'on “(P)= VYa€{l,..,m}, cequiprouve que :
m

+)/5

1.4.30 Amin(AR) =
( ) (Ap) —_———

Pour majorer ﬂmax(A_;) indépendamment de P et de ¢, on applique le lemme VII.1.2 (cf.
Annexes) aux a; :g(’;t(P) >0,i€{l,...m}(on a bien m =2), ce qui s'écrit :

m m—l mo m
(1.4.31) ( | gi"j._’ (P)) > ( 28y, (P)) ( I1 g (P))

Z % (Py=m Ac(p,(P) et H ~(’)’(P) =det gy, (P) —detg(P)xetf(P)A par I'équation
i=1 ll N——

=1
(CY,), en outre, A, > ¢ "Il donc -

m

g;f(P)_(Z~”(P))<e ff<P>Al (m =25, P)" ™! < eVl (m +y5)" ™' Ya e {1,..,m ), d'ou

(1432) A/m ax(A;) Sez||f"oo (m +,y5)m—1

Par les inégalités (1.4.27), (1.4.30) et (1.4.32), on déduit que :

(1.4.33) h*(E* 8 < fl(’;f (&, &) < 2 oo (1 +ys)" L X (E

+’)/5
Il reste & contréler la quantité h *(&*,&*) indépendamment de P en fonction de €= | &, |
a

Cette quantité s'écrit :

(1.4.34) W& E) =g (P)E, &, dans la carte (U}, )

Par le principe du min-max appliqué sur C" a la forme hermitienne < X,Y >,p)= g‘”;(P)XaY_,7
relativement a la forme hermitienne canonique sur C”, on obtient :

(1435) VX €C™ Apinl€“(P)izapem | X PS<X,X >2)< Amax[8°C (P)izapm | X
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En particulier pour & on a :

(1.4.36) Aminl8P P izapem |EP<H*EE) < M arl8P(P)i<apem 1€

Or les fonctions P — /lmm[g“b(P)]lsa,bSm et P— A, ax[gab(P)]ISa,bSm sont continues sur
ngTl(Qj) cU; qui est compact car c'est un fermé de la variété compacte M (cf. (V1.2.2) pour
le choix des domaines Q;), donc sont bornées et atteignent leurs bornes, d'ou :

(1.4.37)

min Amin[g"B(Q)]lsd,bSm)x 1 EP<h* (&) < (m ax Amax[g“5<Q>]15a,b5m)x |E 7
0ed;'(Q)) 0ed;'(Q))

Par les inégalités (1.4.33) et (VI.2.18), on déduit que :

(14.38) Aj1EP<hy (&8 <A; 1EP

] -
avec A;:= (min Amin[g“b(Q)]ga,bSm)
Y Lgepr @)

et Aji=e?Wlom +y5m! (m ax /lmax[g“b(Q)]lsa,bSm)
0ed; Q)

AJ’ dépend de m, Ys, &, (Uja(,bj) et Qj. Aj dépend de If Nloos M, Y5, & (Uj,(pj) et Qj. En
outre, les réels 1; et A; ne dépendent pas de 7, x et &; ce qui prouve I'ellipticité uniforme.

La concavité de I

Vérifions a présent que F est concave par rapport a 1//{ sur 2; a savoir que F est une
fonction concave sur I'image de Q; par Dzw{. On va montrer, en fait, que F est concave sur
P, (faisons remarquer que cet ensemble 2, est convexe au titre d'image réciproque du
convexe C ™ par |'application linéaire p). L'application F s'écrivant F = F,, op ol p est une
application linéaire, la preuve de cette concavité de F est réduite a prouver que la fonction
Fy =Inder :C}[™ — R est concave sur le cdne convexe C} " (on dit que le déterminant est
log concave sur les matrices hermitiennes définies positives). On suit ici la preuve de [BVO04]
page 74 pour la log concavité du déterminant sur les matrices symétriques définies positives,
I'idée étant d'utiliser le critére de concavité sur les lignes VII.4.1 (cf.Annexes).

Soient Z e C'} ™ et V € C"*™. On considére la fonction :

(1.4.39) fzv@)=Fy,(Z+tV)=Indet(Z+1tV)

On restreint f7 v a un intervalle de valeurs 7 telles que Z +¢V € C"' . La matrice Z e C7' "
v ++ ++
donc elle admet une matrice racine carrée :

(1.4.40) B eC" ™/ Z=B2 onnote: B=Z22
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La matrice racine carrée Z 2 e, elle est donc inversible, ainsi :
fry®=IndetZ+1V)=Indet(Z:(1+127VZ7)Z7]
~In (det(1+tZ_71VZ_7])Xdet(Z))
(14.41) =Inder(I+1Z2VZT)+Indet(Z)
Par ailleurs, la matrice Z_TIVZ_Tl est hermitienne, donc par le théoréme spectral :
(1.4.42) APeUm) P NZZVZZ)P=diag(Ai,..hy) A €R
Ainsi,

—1 -1 -1 =1
det+1Z2VZ73)=det P_1(1+tZTVZT)P)

det(l+tdiag(/1],...,7tm))
dei

t diag(l+t7t1,...,1+t/lm))

(L4.43) ﬁ(l +tA)
i=1

-1 -1 . .
Or pour tout i € {l,...,m}, 14+tA; >0 car I+1Z2VZ72 e C! ™ (on vérifie en effet tres
facilement que cette matrice hermitienne est définie positive), par conséquent en utilisant
(VI.2.26) et (VI.2.28) on obtient :

(1.4.44) fzv(@®) =) In(1+tA;)+Indet(Z)
i=1

Ainsi,

(1.4.45) ’ (t)—i A )= i -(A)?

o 2y =R 2y S+ T

ce qui prouve que la fonction f7 y est concave sur son domaine de définition. En conclusion, on
déduit par le critére de concavité sur les lignes VI1.4.1 (cf.Annexes), que la fonction F,, =In det
est concave sur C/["™".

Remarque : Cette preuve de concavité de F peut étre faite par un calcul élémentaire (cf.
proposition 11.4.1). On peut par ailleurs la voir comme une conséquence d’un résultat plus
général (cf. théoreme VIL.4.2 et corollaire VII.4.30).
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Chapitre 11

L’équation de la k-ieme fonction
symétrique élémentaire des valeurs
propres prescrite






II.1 Introduction

II.1 Introduction

Sur une variété kahlérienne compacte connexe de dimension 2m, w étant la forme de
Kahler, Q une forme volume donnée dans [w]™ et k un entier 1 <k <m , on cherche a résoudre
de facon unique dans [w] |'équation @ Aw™ % = Q en utilisant une notion de k-positivité pour
@ € [w] (les cas extrémes sont résolus : k =m par Yau, k =1 trivialement). Nous résolvons par
la méthode de continuité I'équation hessienne d'ordre k complexe elliptique correspondante
sous |'hypothése que la variété est a courbure bisectionelle holomorphe non-négative, ici requise
seulement pour établir un pincement a priori de valeurs propres.

II.2 Le théoreme

Soit (M, J,g,w) une variété kihlérienne compacte connexe de dimension complexe m = 3.
Fixons un entier 2<k <m —1.
Soit ¢ : M — R une fonction lisse, on considére la (1,1)-forme @ = w +i0d¢ et le 2-tenseur
associé g défini par §(X,Y)=a(X,JY ) pour tout X,Y € TM . On considére en outre les formes
sesquilinéaires a symétrie hermitienne i et i sur 70 définies par :

(IL.2.1) h(U,V)=gU,V) et hU,V)=gW,v) YU,veT"

On désigne par A(g "' g) le vecteur des valeurs propres de la forme sesquilinéaire i relativement
a la forme hermitienne 1. Ce sont par définition les valeurs propres de |'unique endomorphisme
A de T'0 tel que :

(I1.2.2) h(U,V)=hU,AV) YU,VeT'®
Un calcul facile montre que cet endomorphisme A s'écrit :
A . TI,O - T 1,0
. : . .Z - .
U'G,- -—»AfU‘Gj :gj gier'Gj
A est un endomorphisme autoadjoint/hermitien de I'espace hermitien (7'°, ), par conséquent
Mg~ 'g)eR™ . On considére le cone Ty = {/16 R"/V1<j<k, ojd) >O}, ou o désigne la
j-iéme fonction symétrique élémentaire.
DEFINITIONIL.2.1 On dit que @ (resp. @) est k-admissible (resp. k-positive) si /1(g_1g~) ely.
Notre résultat consiste en le théoréme suivant :

THEOREMEIL.2.1 (Equation o) Soit(M,J,g,w)une variété kihlérienne compacte connexe
de dimension complexe m =3 a courbure bisectionnelle holomorphe positive ou nulle, et
2 <k <m —1 un entier naturel fixé. Si f : M — R est une fonction de classe C vérifiant

f m _ m m . . . . . 00 .
elw = . w" , alors il existe une unique fonction ¢ : M — Rde classe C~ telle que :
M M
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f po" =0
M
k

1.
2. @ A"k = (fn)w’" (Ep)
k

En outre la solution ¢ est k-admissible.

L'hypothése de courbure intervient seulement a la section : Pincement des valeurs propres,
dans I'estimation a priori sur A(g ~'g), comme elle le faisait dans la premiére résolution de la
conjecture de Calabi [AUB70] p. 408 et il faudrait la lever si possible (comme Aubin I'a fait
avec k =m dans [AUBT76]).

Le probléme de Dirichlet posé dans un ouvert borné convenable de C" a été résolu pour I'ana-
logue de (E;) [L104, VIN88] et dans ce cadre, une théorie des solutions faibles des équations
dégénérées correspondantes, paralléle a celle de Bedford-Taylor pour |'équation de Monge-
Ampére complexe, est abordée dans [BLOO5].

Grace a Julien Keller, que nous remercions, nous avons récemment pris connaissance d'un
travail indépendant (mais incomplet) de [HOUO8] visant au méme résultat que le nétre, avec
une estimation de gradient différente et une estimation sur A(g ~'g) similaire, mais sans preuve
donnée pour |'estimée C2.

Notons que la fonction f apparaissant au second membre de |'équation (E;) satisfait
nécessairement la condition de normalisation :

L)L
M k| Ju

Ceci résulte en effet du lemme suivant :

LEMMEIL.2.1 f @ Aw™F = f "
M M

Preuve : On a [@] = [w], il existe donc une 1-forme réelle a telle que @ = w +d &, par consé-
k(K ko (k

quent @ =(@+da) =Y (g) da) no* Cetd no™ ™t =0" + ) (B) da) "Aw" N a.
/=0 /=1

Or la forme (d @)’ ™' Aw™ ¢ est fermée donc la forme (da)' ™' Aw” ¢ Ada est exacte, d’ot
[@* Aw™ %] =[w™]. Le résultat se déduit par le théoréme de Stokes. [ |
Remarque : 1. Le cas k =m correspond a I’équation de Calabi-Yau :

(En) 0" =el o™

!

1 € m . 4
= —w estjusteune €qua-
m

2. Le cas k =1 est trivial. En effet, 'équation (E;) @A™~

tion en Laplacien :

(ED) Ajp=m—e/ avecici (N):f (m —ehHw™ =0
M
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Dans ce qui suit, on exprime |'équation (Ey) differemment. On va en effet changer cette
équation portant sur les formes en une équation portant sur les fonctions, et ce par le lemme
suivant :

o (Me7'9))
LEMMEIL2.2 @ A" = ——0u "0
(¢)
Preuve : Soit P € M. Il suffit de prouver I’égalité en P dans une carte g-normale g-adaptée
z centrée en P. Dans une telle carte g;7(0) = bij et §:7(0) = 6;jAi(0), donc en z =0, on a

m

w=idz" ANdz% et ®@=iM1,(0)dz° Adz°, par conséquent :

&F A"k (i ila(0)dz® /\dz‘i)k /\(i idz” /\a’z’;)m_k
=1 h=1

= > i" Ay (0)+++Ag, (0)

(at,....ar)E{l,--,m }distincts

(b1yeeeshyy i )E{L, - ;m Nay,...,ay }distincts
dzANdZ"YA A @2 ANdZPYANdZP ANdZP YA A d P Ad P

Oray,...,ay,by,....,b,, - sont m entiers distincts de {1,---,m }et les 2-formes commutent, par

conséquent :
o no" = y Ay 02, ) i"(dz' AdzD) A A@2" NdZ")
(at,....ar)e{l,-,m }distincts ::u;"l
(D1yeeshyy —1)E{L,-.m NMay,...,ay }distincts
wm
= ( )y m =) Ay ()10, (0))
(ap,....ap)E{l,-,m }distincts )
—k)! o(Mg7'g
MmO, (/11(0),...,/1m (0)) W" = ae(Me'2) "

m!

(%)

Par le lemme 11.2.2, on déduit que |'équation (E}) s'écrit :
(Ep) or (Mg D)=

L’endomorphisme A étant hermitien, on dispose par le théoréme spectral d'une base de 7',
h-orthonormée de vecteurs propres ey,...,e,, : Ae; = A;e; pour tout i € {1,---,m }. Par k-
admissibilité de la fonction ¢, on a A =(A4,...,A,,) €T. Soit P € M, en P dans une carte 7 la

.....

o1 (MAP)) = 01 (AIAL@)lii j=m)). En outre,
(I1.2.3) Al = gjzg-z = gjz(g,-z +0,79) = 5{ + gjiaizf‘l’

1 4
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Par conséquent, I'équation s'écrit localement :
(Ex) Ok (A([éi +gjéai[7(p]lsi,j5m)) =el

Vérifions dés a présent qu'une solution de I'équation (E;) est nécessairement k-admissible :

PROPOSITIONIL.2.1 Soit ¢ : M — R une fonction de classe c? si ¢ est une solution de

I’équation (Ey): 0y ()l([ﬁ{ +gj26i,;(p]15,-7j5m )) =¢/ alors @ est k-admissible.

Preuve : Vérifions que ¢ est k-admissible, a savoir que Ua/l(g_lg) >0 pourtoutl <a =<k.

Ceciest vérifié pour k puisque @ est solution de (E) et el >0.

La fonction ¢ est continue sur la variété compacte M donc atteint son minimum en un point
mo € M, la matrice hessienne complexe de ¢ au point m¢ a savoir [Oif(p(m o)li<i,j<m est
donc positive. En outre, dans une carte g-normale g-adaptée en mg, on a /l(g_lg)(m 0) =
(1+0,79(m),....,1 +0,,m (m)). Donc du fait que 0,;¢(m ) =0 pour tout 1 <i <m, on dé-
duit que /L(g_lg)(m 0)=1>0pourtoutl <i <m,ce quimontre que /l(g_lg)(m 0)€eTly.

Soit Uy, , un ouvert contenant mg sur lequel V1 <a <k, Ua/l(g_lg) > 0 (un tel ouvert existe
par continuité), donc VYm € U,,,, A(g_lg)(m )eTI',.On note M := {P EM/ /l(g_lg)(P) € Fk}.
Lensemble ./ estnon vide car contient 'ouvert U,, ,. En outre, ./ est ouvert car c’est 'image
réciproque de 'ouvert I, par une application continue. Montrons que 4 est fermé : soit
(P;)ien une suite d’éléments de .4 qui converge vers P € M. On a pour tout i € N et tout
l<a<k-1,0,Mg '§)(P;)>0donc par passage 2 la limite, on obtient o,A(g " '§)(P) =0
pour tout 1 <a <k —1. En outre, 0 /l(g_lg)(P) =e/®) > 0. Par conséquent, les inégalités de
Maclaurin (cf. Annexes lemme VII.8.1) s’appliquenteton a:

(I1.2.4)

o1 Mg EP) _ >(ak_1A(g—1§><P>)k+l> aM(g—lg)(P))%
(7) (%)) ()

>0

J

On déduit donc que V1 <a < k,auﬂt(g_lg)(P) > 0 a savoir que A(g_lg)(P) € I'y, ce qui
prouve que # est fermé.
Finalement, on déduit par connexité de M que .4 = M, a savoir que A(g_lg)(P) € I'y pour

tout P € M, autrement dit la solution ¢ est k-admissible. |

PROPOSITIONIIL.2.2 Lensemble des fonctions k-admissibles est convexe (comme pour le
cask =m).

Preuve : Ils’agitd’'une conséquence immédiate du corollaire VII.4.2, voir Annexes. ]

De facon équivalente |'équation (Ey) s'écrit :
(Ex) oy (A(I6] + 270, jpli<i jem ) | = f
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On définit fy : #,, (C) — R par fr(B) =0y ()L(B)) et Fp : A7\ (Ty) € A, (C) — R par

F.(B)=In 0, ()L(B)) ol

(I1.2.5) AN T :={B € #, (CY AMB)eT} )}

Cet ensemble A™!(I;) est convexe (cf. Annexes corollaire VI1.4.2).
La fonction f; est un polyndme en les variables BZ, plus précisément :

(IL.2.6) fi(B)= ) Bj

1=k
(somme des mineurs principaux d'ordre k de la matrice B).
Ainsi, |'équation (Ey) s'écrit :
(Ep) Fi (167 + 870, =i jem ) = f

Il s'agit d'une EDP non linéaire du second ordre elliptique (I'ellipticité de I'équation sera
justifiée au chapitre Il aprés le calcul du linéarisé). C'est une équation du type hessienne
complexe. On prouve |'existence d'une solution k-admissible en utilisant la méthode de conti-

nuité (cf. chapitre Ill).

II.3 Dérivées de F;

I1.3.1 Calcul des dérivées en une diagonale

Les dérivées premiéres du polynéme symétrique o sont données par : V1 <i <m,
0o N . .
ﬁ(/l) = 0k-1,i(A) ol 0y_1;(A) :=0k_1 |a,=0- Pour 1 <i #j <m, on pose 0y_»;;(A):=
1
Ok-2 2,=1;=0 €t 0x—2i(A) =0. Les dérivées secondes du polyndme o} sont données par :
020'k
0A;0A;

(A =0k_2,;;(A).

Dans cette section, on va calculer les dérivées de la fonction Fy : A™N(T}) € A, (C) —
R,B — In 0, A(B) en des matrices diagonales. Pour cela, on commence par calculer les dérivées
de la fonction f; : #6, (C) — R,B — 0, A(B) en des matrices diagonales.

fi(B)=0 AB)=)_ B

1=k
— Lo(1) ig(k)
(IL3.1) = Y €@)B;"..BS
1<i|<..<ip <m €S}
1 i1 pJl Jk
(I1.3.2) =0 2 g Bl B
1<iqyeensifsf1seeenjl =M
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1 Siii,..,i; distincts et ji,...,jx permutation paire de iy,...,ix

ou £j11 jkk =4 -1 siiy,..,i; distincts et ji,...,jx permutation impaire de iy,...,ij

0 sinon

Soit B une matrice diagonale réelle : B =diag(by,....,b,) Soient 1 <i,j <m.

9k gy L )y gt i(B!'1 ...B!'k)
OB{ kY i i T ii<m e Jk OBI.] " &
1 i1ig pJi Js—1 pJs+1 Jk
(I1.3.3) =5 > e Bll..B"'B[". B!

1<it,cifsf1seerjp <m

avec ds,iy=i et j;=j

— CAS 1:i#j.Danslecasouj,..,j; est une permutation de i;...iy, cette permutation

o est différente de l'identité car iy =i et iy =js =j #i. Or B est diagonale, donc
ofc .
——(B) =0 dans ce cas.
0B/

— CAS 2 : i =j. Les termes non nuls de la somme (11.3.3) correspondent au cas ou
(j1s-jx) =(i1..-ix) (donc a la permutation identité), donc dans ce cas :

bi . .b;

s+l Tk

0 1 i
gy Ly iy
o) k!

is—1
1<i{,..iy<m

avec ds,ig=i

= Z bil“'bis—lbis+l“'bik
1<i|<..<ig<m

avec ds,i =i

Oak
(I1.3.4) :a_/l'(bl’---abm):O-k—l,i(bl’---’bm)
1
Calculons a présent les dérivées secondes de f; en des matrices diagonales.
Soient i,j,q,0 €{l,....m}. Par (I1.3.3), on a :
0fk 1 1.0k pjl Js=1pJs+1 Jk
(IL3.5) —B)= > el Bll..B"'B/". B!
i 1<it,ifsflseerjp <m

avec ds,i;=i et j;=j

donc :

52fk 1 Q1. 0 J1 Js—1 pJs+1 Jk
(IL3.6) — ()= S ent o (B]lB] Bl B
o0 ! s— s+ ¢
anaBi q

LSigpeip o f 1 Sm

avec ds,ig=i et jy=j
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62
— CAS 1 : g =i.Dans ce cas, on trouve lj(B) =0.
o
OBi OBl.
— CAS 2: g #i.
2
6 fk (B):l Z £lllk 6 (BJ] Bjs—]BjS+]
oAp/ k! Jiejie 9RO\ it T it Ty T
0B 0B; TS T T IO a
avec ds,ig=i et jo=j
et Ar#s,i;=q et j;=o
1 i1dg i /J\s /]\t Jk
(11.3.7) = > el Bll..B]"..B]"..B

I<ip,nif o jlsemjr<m
avec ds,ig=i et jy=j

et Ar#s,i;=q et j,=o

Jk
Bik )

— Sous-cas1:{qg.,i}# {o,j}. Alors dans le cas ol ji...j; est une permutation de i;...ix,

cette permutation vérifie : 3r ¢ {s,1}/ j, #i,, or B est diagonale, donc

dans ce cas.
— Sous-cas 2 : {q,i}#{o,j }.

0% fi

-(B)=0

0B gaB:’
l

— i/ : Si g =0, alors la seule permutation donnant un terme non nul est I'identité et

0% fi

aBgaB;( )

(I1.3.8)

" 0M0A,

1 — —
=3 Y. bibib by

1<i{,...iy<m
avec ds,iy=i

et dr#s,i;=q

Y bi,..bi ..b; .b;
1<i|<..<ip<m
avec ds,i =i
et Jt#s,ir=q

Ozak
(bl,...,bm) = Uk—Z,iq(bla-~-

—ii/ : Si ¢ =, alors la seule permutation donnant un terme non nul est celle qui
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échange s et t, et

2
Of =L S by

ot ) 1 b
g7 1<if,nip<m
avec ds,ig=i
et Ar#s,i;=q
=- Y bi,...bi ..b;, .b;,
1<i|<..<ig<m
avec ds,ig=i
et Jr#s,i;=¢q
(I1.3.9) __Pa Broobm) = =0k 250 (B1sesbm)
. = 6ﬂlaﬂq 1sees Dy ) = k=2,ig\D15.--,0m
Récapitulons ces résultats :
0 0 sii#j
(IL.3.10) e (diag(bysombm)) = VA
OBI.J Ok-1,i(D1,.sby) Sli=]
R oy .
Sii #j —=—(diag(b1,...bm)) = 0k-2i;(b1,.cbm)
0B 0B,
0% fi .
(I1.3.11) ——(diag(by,...bm)) =—=0k-2i;(b1,csb)
0B.0B]

et toutes les autres dérivées secondes de f; en diag(by,...,b,,) sont nulles.

On calcule a partir de 13 les dérivées secondes de F; =In f; : A"1(I'y) = R,B — In 0, A(B)

en des matrices diagonales diag(A1,...,A,) avec A = (Ay,...,A,,) € T;. On trouve le résultat
suivant :

0 sii#j
OF,
(I1.3.12) —AdiagAy,.An)) =3 i)
0B’ —— Sli=]j
i o ()
62F Ok—2iij A
si#) 2T (diag (s Ay) = — L2
0B'0B] o (A)
o (diagis i) = Ok-2,j(A) B Ok-1,i(M)og-1,; (1)
0B 9B o o (M) (0 (1)?
0%F L)
(IL3.13) —k .(diag(Al,...,Am)):—M
GBIFGBZF (gk(A))
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et que toutes les autres dérivées secondes de Fy, en diag(Ay,...,A,,) sont nulles.

I1.3.2 DLinvariance de F; et de ses différentielles premieére et seconde
F : A7 (T,) — R est invariante par similitude unitaire :
(11.3.14) VB eA\(T}), YU €U, (C), F.(B)=F,(UBU)

En différentiant la formule d'invariance (I1.3.14), on montre que la différentielle et la
différentielle seconde de F; sont aussi invariantes par similitude unitaire au sens suivant :
(I13.15) VB €A™ (T}), V{ € #,,(C),YU €U,,(C), (dFy)p.{ =(dFy ),UBU.(’E(U)

et VBeA™'(I't), V(€ H#,(C), VO € H#, (0),

(I1.3.16) YU €U, (C), (d*F,)p.((,0)= (szk)rUBU.(tE(U,IEQU)

Ces formules d'invariance nous permettent de nous ramener au cas diagonal, quand cela est
utile.

II.4 Concavitéde F, =lno; A

PROPOSITIONII.4.1 La fonction :

F: AT —R
(IL.4.1) B — F(B)=1In 0y (A(B))

(I1.4.2) ot AN () = {C € 7, (C) MC)e Ty},
est concave (ceciest valable pour toutentier k € {1,...,m }).

Remarque : On montre en Annexes la concavité des fonction u oA et plus généralement
uolg lorsque u € Th(R™) et est symétrique (voir le théoréme VIL.4.2), ce qui fournit en
particulier la concavité des fonctions F; =In o A (corollaire VIL.4.30) et plus généralement
Ino, Ag (corollaire VII.4.29). Dans cette section, on démontre d’une fagcon élémentaire la
concavité de la fonction Fy =ln oy A: AN ) € A, (C) — Rsur A7 ().

Preuve : F; étant de classe C?, cette concavité est équivalente a I'inégalité suivante :

m azF .
(I1.4.3) VB e AN(T}), V(e #,(C) Y B/ <0
i.j.rs=10B}0B
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Soient B € A_](Fk) et { € A, (0C). Soit U € U, (C) telle que '"UBU = diag(Ay,..,A,).On a
A=(A,...,A,) €Ty puisque B € AN (T). On note { = tﬁ{U € S, ().
m OZF]( .
Si= ) ~(B); ¢
i,j,r,s=1 OBfaBl
=(d?F)p.((,{) donc par la formule d’invariance (I1.4.1)

@*F)—. (U, Ut

UBU
n 0°Fy _ i
= ~(diag(A.. An NG
i.jr.s=1 0B 0B;
mo gr_rii(A) . mo(gp i (A Ok i NO—1 ;A o i I (Op—1 (A
_  Ok-2.ij g ey k=2ij (A Ok-1,i kzl,] o _(op-1.i( i) @)
iz=r kD) T L ok (ox (V) = (o)
={] =ci)
(IL4.4)
noooOk-2ij A i, B P
=2 —— 10+ Y ;G
i,j2=:1 o (L) l i,jX::1 1
0*(no .. m .
Orc¢;; = M(A), et . € R, donc Z ¢ij(; {’ <0 par concavité de Inoy en A € Iy (cf.
| 6/1,6/1J ! =1 Ly
mo o gr_sii(l) .
[CNS85] page 269). En outre, ;3 ;;(A1) >0 puisque A € I';, donc Z —% I(f 1’<o0,
ij=1 Ok
ce qui montre que S <0etacheve la preuve de la concavité de Fy sur A_I(Fk). [ |

II.5 Preuve de ’unicité

Nous donnons ici une preuve n'utilisant pas la convexité de |'ensemble des fonctions k-
admissibles (cf. proposition 11.2.2, celle-ci découle du corollaire VI1.4.2, voir Annexes). Nous
vous renvoyons a la remarque plus bas pour une simplification significative de la preuve, lorsque
la proposition 11.2.2 est utilisée.

Soient g et ¢ deux solutions k-admissibles lisses de |'équation (E;) d'intégrales nulles :

f Pow" :f @1 ™ =0. Pour tout ¢ €[0,1], on considére la fonction :
M M

(IL5.1) Qr=tPr+-1)po=@o+1¢

avec @ = @1 — ¢@o. Désormais, et dans le but d’alléger les notations, on notera [6{ +gj’76i,z(p1]
au lieu de [6? +g”0ilz<p1]15,~,j5m. Soit PEM,en P ona:

(115.2) fi 167+ 871 P13 101 (PY1) = £i (18] + 87713 100 (PY]) = O
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On note h,’:(t) = fx ([5{ +ng(P)6i,z(p,(P)]), ainsi, I'égalité précédente s'écrit hf(l)—hf(O) =0

Ldn?
ce qui équivaut a —~dt=0.0r
0
dhy  m8f (i g mo
—E = Y =E(18] +71P)o, 0, (P (ng (P)a,-mP))
dt ij=10B] /=1

m m a ) - ]
i,jZ=1 (gzzl 63%([5{ +gj£(P)6l.g(p,(P)])g’f (P)) 0, 7p(P)

~ J

'

=il (P)

(11.5.3) (d(?(p,.q))(P) avec G(@) = fi [5{ +gjza,~z<ﬂ]

(Cette quantité est en particulier intrinséque). Par conséquent, on obtient :

m 1
(I1.5.4) LyP):= Z a,-j(P)al.]r(p(P):O avec a,-j(P):f alfj(P)dt
0

ij=1

LEMMEILS.1 La matrice [a;;(P)]i<i j<m €st hermitienne.

1
Preuve : On aa;;(P) =f af.j(P)dt, donc il suffit de prouver que pour tout ¢ € [0,1], la ma-
- 0

trice [a,t'j(P)]lsi,jSm est hermitienne. On fixe t € [0,1], pour prouver que [a;j(P)]lsi,jSm est
hermitienne, il suffit de vérifier cet énoncé dans une carte particuliere. Or en P dans une
carte g-unitaire g, -adaptéeen P :

aUk _ aO'k -

' g 99k 1- 99k 1s

(IL5.5) [ (PY1<i,jm =diag| on, A& Ep)(P).. o (Al g )P)))

est hermitienne, ce qui acheve la preuve. ]

La fonction ¢ est continue sur la variété compacte M donc atteint son minimum en un
point my € M ; la matrice hessienne complexe de ¢ au point m( a savoir [0; ;p(m o)1= j<m
est donc positive.

LEMMEIL.5.2 Pourtoutz €[0,1],ona A(g_lg(pt)(m 0) €'y, autrement dit les fonctions (¢;);e0.1]
sont k-admissibles au point m g.

Preuve : Onnote # :={t €[0,1)/ /l(g_lg(pt)(m 0) €T }.Cetensemble # estnon vide, il contient
en effet 0; et c’est un ouvert de [0, 1]. Soit ¢ le plus grand réel de [0,1] tel que [0,¢[< # . Sup-

posons que t <1 et montrons qu’on aboutit alors 2 une contradiction.

Soit 1 =g <k, on note hy () = £, (187 +&/*(m )0, 7ps(m 1), on a :

rdh)

N

ds

M56) 0 (Mg 8p)0m0)) -0y (Mg Gp)m ) =Ry (1) =k O(0) = fo
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I LCéquation de la k-ieme fonction symétrique élémentaire des valeurs propres prescrite

dhm | _ dhg”
>0 pour tout s € [0,7[. Soit s € [0,7[, la quantité

Montrons que est intrinséque
donc il suffit de prsouver I’énoncé dans une carte particuliere en m . En 1510 dans une carte
g-unitaire g, -adaptée en mo,on a:
dh;no { J il
- Z[ ([6 +870n 00,79, 0m 0)1) 87 0.0, 7p(m o)

i,j
(I1.5.7) Z (A(g '8 )(m o)) 0,:(m o)

Or A(g_]g%)(m 0) €Ty I’y puisque s € [0,¢[c#,donc :

oo,
(I1.5.8) %, — L (Mg gp)m)>0 Yi<is<m
Par ailleurs, Gil-(p(m 0) =0 vu que la matrice [Oij-(p(m 0)li<i j<m estpositive, ce qui permet de
mo

= 0. Par conséquent, on a 0y (/l(g_lg(p,)(m 0)) =0, (A(g‘lg%)(m 0)) >0

(puisque @q est k-admissible). Ceci vaut pour tout 1 < g <k, ainsi A(g‘lg(p,)(m 0) €Iy, cequi

déduire que

prouve que t € # :c’estune contradiction,donc # =0, 1]. [ |

LEMMEIL.5.3 La matrice hermitienne [a;;(mo)]i<; j<m est définie positive .

Preuve : Il suffit de prouver que pour tout ¢ € [0, 1], la matrice hermitienne [aﬁj (mo)li<i j<m
est définie positive. Soit 7 € [0,1], au point m ¢ dans une carte g-unitaire gy, -adaptée en my,

oo 00y
[} ;(mo)i<i.j<m :diag((M (Mg ™' gp,)(m ), . ¥ —(Ag ' gp)(m ). Or parle lemme pré-
00y
cédent I1.5.2,0n a /1(g_ g, )mo) €Ty d’olr ﬁ(/l(g_lg(pt)(m 0)) >0 pourtoutl <i <m,ce
quiacheve la preuve. |

LEMMEIIL.5.4 Il existe une boule ouverte B,,, centrée en m telle que pour tout P € B, la

matrice hermitienne [a;;(P)]1<i j<m est définie positive .

Preuve : Soit (U ,,¥u,) une carte centrée en m (. Capplication

P €Up, = aij(P) = f ( e (18] +87 P10, (P ff(P))

410

est continue sur U, , par conséquent, 'ensemble :
V.= {P €U,/ la;j(P)li<i j<m est définie positive}
={P € Upy/ Allasj(P)isi jm ) € T}
={Pe Umo/fs([a,-j(P)]ls,-,jSm) >0 Vi<s<m}

est un ouvert qui contient m . Il existe donc une boule ouverte B,,, centrée en m telle que
By, V. u
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II.5 Preuve de 'unicité

On déduit de ce lemme que I'opérateur £ est elliptique sur la boule ouverte B,,,. Or la
fonction ¢ est C, atteint son minimum en m( € B,,, et vérifie Z¢ =0, donc par le principe
du maximum de Hopf (cf. [HEB97]), on déduit que ¢(P) = ¢(m ) pour tout P € B,,,. On
note :

(IL.5.9) F={P eM/pPP)=(mo)}

Cet ensemble est non vide et fermé. Montrons que . est ouvert. Soit m un point de ., donc
@(m) = @(m) ainsi la fonction ¢ atteint son minimum au point m . Par conséquent, le méme
raisonnement que pour m montre |'existence d'une boule ouverte B,, centrée en m telle que
@(P) = @(m) pour tout P € B,,, ce qui entraine que @(P) = ¢(m o) pour tout P € B,, et permet
de conclure que B,, <.%, ce qui prouve que . est un ouvert. Par connexité de la variété M,
on déduit que ¥ =M autrement dit :

(11.5.10) YPeM @(P)=q@(mg)

Par ailleurs, f @™ =0, on déduit donc que ¢ =0 sur M a savoir que @ = @, sur la variété
M
M, ce qui achéve la preuve de I'unicité.

Remarque : Notons que,sil’on utilisait la convexité de I'’ensemble des fonctions k-admissibles,
la preuve précédente serait simplifiée : m ¢ serait un point fixé quelconque de M, et seuls les

lemmes II.5.1 et II.5.3 subsisteraient.
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Chapitre III

Méthode de résolution






III.1 Mise en place de la méthode de continuité

III.1 Mise en place de laméthode de continuité
On note &, |'opérateur non linéaire correspondant a |'équation (Ey) :

(IIL1.1) Filpl:= Fe(16] + 270,501 j=m

Et on considére la famille a un paramétre d'équations (E; ), t €[0,1] :

('Z)wa’”)

Ju e o"
——

A

(Ex,i) Filpl=tf +1n

La fonction ¢y =0 est une solution k-admissible de I'équation (Ey o) :

i

et vérifief pow™ =0. En outre, pourt =1, A; =1 donc (E; 1) n'est autre que |'équation (E).
M

(Ex0) In oy (/1([5{ +gjga,-2§00]1si,j5m)) =1In

On fixe £eN, =5 et 0<a<1, et on considére I'ensemble non vide (contenant 0) :
(IIL.1.2)

Tt.a:= {t €[0,1)/(Ex;)admet une solution k-admissiblep € ch% M) telle que/ po" = 0}
M

Les normes C* et C%® sur la variété compacte M sont définies en Annexe. Notre but consiste
a prouver que 1 € Iy 4. Pour cela, on montre par connexité de [0,1], que Iy 4 =1[0,1].

.2 9, ,estunouvertde [0,1]

Ceci résulte du théoréeme d'inversion local et du fait qu'on sait résoudre un certain pro-
bléme linéaire. Considérons les ensembles suivants :

Spa:= {(pecé’“(M),fM(pwm :0}

Sta:= {(p € S¢.q, k-admissible pour g}

Sy.o est un espace vectoriel et Sy 4 est un ouvert de Sy 4. En outre, avec ces nouvelles notations
I'ensemble T 4 s'écrit :

(I1.2.1) Tpq = {z €10,1)/3¢ € S ¢ solution de(Ek’t)}
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IIT Méthode de résolution

LEMMEIIL2.1 Lopérateur % : Spq — CU2%M), @ — Fi[p] = Fy ([5{ +87%0. ;0 11<i j<m )

est différentiable et sa différentielle en un point 9 €Sy 4, d F € $(§g’a,C€_2’“(M)), vaut :

iFigy= 3 2 " T (18] +87%0,001) 87 0,00 Wy eSea

i,j=1

Preuve : Soit €Sy etye 54,0[.

dgk(pw— (9/([(!"”1//])

lr=0

= ;_t(Fk ([5; +gj56i5((/)+ tW)li<ij<m ))

t=0

_4 (Fk ([5j +87 059 +187% 0i5Wi<i j<m ))

d_ ! ’ |t:0
OoF mo
(IL.2.2) = Z oB I; [6j +g]o ioPli<i Jjsm % ( Z gjoaiﬁuj)
i,j=1 o=1

PROPOSITIONIIL.2.1 Lopérateur non linéaire % est elliptique sur Sy 4.

Preuve : Soit ¢ € Sy, une fonction fixée. Vérifions que 'opérateur non linéaire % est el-
liptique pour cette fonction @(cf. [BES87] pages 462-463). Ceci consiste a montrer que le
linéarisé en ¢ de I'opérateur non linéaire % est elliptique. Par le lemme II1.2.1, le linéarisé
en @ de F; est 'opérateur linéaire :

(I11.2.3) dFipv =), (Z £ [6’ +87% 01501 j<m * &’ )Giav
i,o=1\j 163

Pour montrer que cet opérateur est elliptique, il suffit de lire I’ellipticité dans une carte
particuliere, par exemple au centre d’une carte g-normale, g, adaptée. Au centre d’une telle

carte :

. (0F;

dFpv = Z ( > (dlag/l(g g)))

i,o=1 aB

mogr_1iMgT'g
(I11.2.4) = kl’l—(ifg) i

. or-1iMg™'d) 1 .
Or pour touti € {l,....,m }on a W >0sur M,car AM(g &) €Iy, ce quiprouve que
O Mg

Iopérateur linéarisé est elliptique et acheéve la preuve. |
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1.2 Iy 4 estun ouvertde [0,1]

On note §; I'opérateur :
(I11.2.5) Belol = fi (16 + 8770, 7@l jem

De méme que F, I'opérateur ; : Spq — C'72%M) est différentiable elliptique sur S 4
de différentielle :

asipv= 3 2 > (157 +57%0,001) 8 0,0 VweSia

i,j=1

On calcule ce linéarisé d’'une maniere différente, et ce en utilisant |'expression (I1.3.1) de
fx- On note a,, la matrice [65 +gj£6[,z(p]15,~,j5m. Cette notation combinée a la formule (I1.3.1)
nous permet d'exprimer 'opérateur §; d'une facon différente :

l .
(I11.2.6) Belpl = felag) = — > €1 (ag)]! . (ag)!
k! 1<it,sifsflseenji <m
Ainsi :
d
dgk(p'v = _(Sk[(p"'tv])
dt |t=0
d (1 l] g J
=== X (@i (@gen))]
dtikl o i iesm S )20
1 . . - . ;
= o Z 81111111; (ghsailfv)(a(p){zz...(a(p)lJ:
S e g s J e f g ST |
1 _ .
Y o) et
S e g s J e f g ST
1 11 Ak Jk—-1 Jis
F oo +ﬁl<i1 i% e "} (a (p) w(ag); 1( aikﬁv)
SlseenslfsJ 1o ]k S
1 11 A Jrk—1 Jis P
= i; - it (a q,,) (ag)” 1( aikgv) par symétrie
Silseenlp o]l Jk =
n 1 iedp—11 J1 Jk-1 J
(I11.2.7) =3 Py Y el ()] (ag)t | Vv
i,j=1 ( _1)‘1Sil,...,ik_l,jl,..,,jk_lSm
=€ (ay)

Montrons & partir de |3 la proposition suivante :

PROPOSITIONIIL.2.2 Le linéarisé d §; de 'opérateur §; est de type divergence :
ATy =Vi (%;'(a(,,)vf)

61



IIT Méthode de résolution

Preuve : Par (IIl.2.7) on a :

m ) .
dSkpv = Z ng{(a(p)vlj.v

ij=1
(II1.2.8) =)V, ( )b (a(,,)va) -y (Z \ (cgjf'(a(,,)))vf'v
i=1  \j=1 j=1\i=1
En outre :
< rcpi iedg—1i J1 Jk-1
;VZ(ng(G"’)) Z;V ((k—l)’l i XJ:‘ i Eitiie 11( ¢, (@ ('o)lk 1)
1= 1 <i =1 sJ1seesf—1=mM
1 < i1edf—1l j
(I11.2.9) =% > > gt lll(a¢)f‘ (ag) 2V ((a(p)“ 11)
'i:1ISil,...,ik_l,jl,...,jk_|Sm

OrV; ((aw){:‘:) =V, (65}’:‘1' +V{:"(p) Jk ! ' ¢, donc:

1

m m
' _ i1ig-i J1 ik g
(I1.2.10) ) Vi(6i(ay) = T > Y el (ag)! . ag)] VI
i=1 CE= Sy of 1k 1 S
La. quantité Vj’f_l (@ étant symétrique en i.ix_; (en effet, Vj’?_ll<p {: lll(p = ifl_kl leq) et
;fl"k' =0 car g est kihlérienne), et 8” lj" _”j antisymétrique en i,i;_1, on déduit que :
(II1.2.11) Zvi(%j(a(p)) =0
i=1
Par conséquent :
m m . .
(I11.2.12) dSppv = Zvi(Z%j(a(,,)v-’v)
i=1  \j=1
ce qui montre que d&k(p estde type divergence. |

COROLLAIREIIL.2.1 Lapplication

~ m
F3S€,a_’Sf—z,a’(P'_’F((P):Sk[(p]_(k)

estbien définie différentiable de différentielle d Fp = d §y p = V; (ng’ (ayp) Vj) € z(Sg’a,Sg_z,a).

Preuve : Ce corollaire découle de la proposition II1.2.2. Il reste juste a vérifier que F est a
valeurs dans S;g_z’a. Soit €Sy q,0naFrlPl€Crpq(M)et:

f&[q)]w’":f Ok/l(g_lg)wm:f (m)d)k/\wm_k parle lemme I1.2.2
M M M\ k

(111.2.13) = (m ) f o™ parlelemme I1.2.1
k| Ju
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III.3 Schéma de la preuve de Iy 4 fermé

d’oﬁf F(p)w™ =0. [
M

Soit a présent 1o € Ty.q €t o € Sy une solution de I'équation (Ey ;) : Sk [@ol = et(’fAto
correspondante. On écrit cette équation différemment :

— ,lof n
(Ek,l()) F((PO)—e Alo_(k )

LEMMEIIL.2.2 dFy,:8¢q— S¢-24estun isomorphisme.

Preuve : Soit ¢ € Cé_z’a(M) avec fM Yve =0.0n considere 'équation :

(I11.2.14) \7 (%} (a(,,o)vfu) =y

. ) . i 0 o
On a €;(agp,) € C“2%(M) et la matrice [€; (ap)]i<ij<m = [ij(mf +g‘1[0i(7(ﬂ0])

0B

]lsi,jSm
l
est définie positive (puisque §; est elliptique en ¢p), donc par le théoreme 4.7 page 104 de

[AUBO98] sur les opérateurs de type divergence, on déduit qu’il existe une unique fonction

u e C“‘(M) d’intégrale nulle (| uvg =0ce quifixe la constante) solution de (II1.2.14), donc
M

solution de : d Fp,u = . Ainsi, 'application linéaire continue d F, :Sg,a — gg_z,a est bijec-

tive, son inverse est continu par le théoréme de 'application ouverte [RUD75], ce quiacheve

la preuve. ]

On déduit donc par le Théoréme d’Inversion Locale qu'il existe U un ouvert de Sy, conte-
nant ¢ et V un ouvert de S,_, o contenant F(¢y) tels que F:U — V est un difféeomorphisme.
On considére a présent un ¢ €[0,1] trés proche de #y et on montre qu'il reste dans Iy 4 : Si

refe)-aefi)

tit de sorte que ¢’/ A, — (n]: ) €V donc il existe p € U =Sy, telle que F(p)=e'/ A, — ’Z donc

|t —to |< € est suffisament petit alors est assez pe-
p p

Cf*Z,a(M)

il existe ¢ € C**M) d'intégrale nulle pour g solution de (Ex.1). Ce qui prouve que t € Iy 4.
On conclut donc que 97 4 est un ouvert de [0,1].

III.3 Schéma de la preuve de 9, , fermé

Schéma de la preuve

Cette section est basée sur les estimées a priori. Construire ces estimations sera la partie
la plus difficile de la preuve (objet des chapitres IV, V et VI).
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IIT Méthode de résolution

Soit (74)sen une suite d'éléments de Iy, qui converge vers 7 € [0,1], et soit (¢, )sen la
suite de fonctions correspondante : pour tout s € N, la fonction ¢, est une solution cle,

k-admissible, d'intégrale nulle de I'équation :

(Ek r,)

Frli 1=t,f +In(A;)

Montrons que T € 9y 4.

Voici le schéma de la preuve :

1.

Réduction a une estimée C>A (M) : si (1, )sen st bornée dans un C*P(M) avec 0 < p<1,
I'inclusion C*P(M) < C*(M,R) étant compacte, on déduit que quitte a extraire (1, )seN
converge dans C3(M,R) vers ¢, € C*(M,R). On montre par passage a la limite que ¢
est une solution de (E; ;) (elle est donc k-admissible par la proposition 11.2.1), d'intégrale
nulle pour g. On montre finalement par le théoréme de régularité nonlinéaire 1.1.3 que
pr € CP(M ,R) (cf. [BES87] p. 467). Ce qui nous permet de déduire que 7 € Iz 4 (fait
dans la suite de ce chapitre).

On montre que (¢;,)sen est bornée dans c®(M ,R) : on démontre tout d'abord un lemme
de positivité 1V.1.4 pour I'équation (Ey ), inspiré de celui de [DEL96] p. 843 (ou k =m ),
mais avec une preuve nouvelle, requise car la k-positivité de @,, est plus faible avec k <m ,
en utilisant une méthode de polarisation de [BLOO05] p. 1740 (cf. IV.1.2) et I'inégalité
de Gérding IV.1.3; on déduit de ce lemme une inégalité fondamentale 1V.2.1 & l'instar
de la Proposition 7.18 de [AUB98] p. 262 (cf. proposition 1.2.1); la suite de la preuve se
poursuit par la méthode d'itération a la Moser exactement comme pour |'équation de
Calabi-Yau (voir Chapitre 1). Cette estimation C° est traitée au chapitre IV.

. On montre le point clé de la preuve a savoir une estimée a priori C? (cf. Chapitre V).

L ellipticité uniforme étant acquise a I'étape précédente, on obtient I'estimée C>P(M)
recherchée par la théorie d'Evans et Trudinger (cf. Annexes théoréme VI1.6.2). Cette
estimation C>? est prouvée au chapitre VI.

III.4 Réduction de la preuve a I’estimée a priori c?h

Supposons que (¢, )sen est bornée dans C*P(M) avec 0 < B <1, et montrons qu'alors

notre

théoréme 11.2.1 est démontré.

L'inclusion CZ’ﬁ(M) c C*(M,R) étant compacte, on déduit que quitte a extraire, on peut

supposer que la suite (@, )sen coONnverge dans CZ(M,R) vers @; € CZ(M,[R). Montrons par
passage a la limite que ¢, est une solution k-admissible de I'équation (Ey ;), d'intégrale nulle
pour g. La quantité o, A(g ™' ) étant intrinséque, il suffit d’effectuer le passage a la limite aux
centres de cartes g-unitaires. Soit P € M fixé et soit (U,¢) une carte g-unitaire en P. Dans

64



III.4 Réduction de la preuve a ’estimée a priori c>P

cette carte, on a pour tout s eN :
(Ex,) O A[16] 40,501, (PYizi jom | =" A,

La fonction e’/ ™) A, est clairement continue en ¢, donc le second membre e“’f(P)AtS converge
vers e P A, quand s tend vers +oo . Pour montrer que oy A([6{ +6ij(p,s(P)]15[,j5m) converge
Vers oy, /l([éf +0ij-(pT(P)]15,v,j5m ) on montre que dij(pts(P) tend vers di]r(pT(P). SivecC*M,R),

en regardant V?y comme tenseur complexe on a en P dans la carte (U, ¢) :
(IIL.4.1)

V20 (P) 2=28C g7 (V5v Veqv + Vaqv Vv )(P) =2 Y. (|aa,;v(P) 24| V,v(P) |2)
a,b=1

donc |6l.]rv(P) |<| V2v(P) . Ainsi, dans la carte (U,¢) :
2 2 '
| aif((pts —@)P) | I V(@ —p)(P) | < Z sup | V/ (@i, —90) lg= gy, _(Pr”cZ(M,[R) T
S0 M s—+00

(cf. Annexes pour la définition des normes C” sur M)

d'on 0,791, (P) —+>6if<pT(P), on déduit donc par passage a la limite dans (Ey ;) que :
- §—T00

(Ex,7) kal([(S{ +aif(pT(P)]lsi,jsm) =P 4.

ce qui prouve que @ est solution de (Ej ;). Il en résulte en particulier que ¢ est k-admissible
par la proposition 11.2.1.

Veérifions que ¢, est d'intégrale nulle pour g. La suite de fonctions (¢;,)sen converge vers ¢
dans C2(M,R), donc en particulier elle converge uniformément vers ¢, sur M, on en déduit

§—+00

donc que f P, Vg —>f @;vg. Or pour tout s €N, f @:;,vg =0, ce qui montre que
M M M
Prvg =0.
M

Montrons finalement par un théoréme de régularité que ¢, est en fait dans C*°(M,R).
Pour cela, on utilise le théoréeme de régularité nonlinéaire 1.1.3 (cf. [BES87] page 467).
Montrer que ¢, € C®°(M,R) revient & montrer que (pTO(/)_1 € C®(¢p(U),R) pour toute carte
(U,¢) de M. Soit (U, ¢) une carte holomorphe de M fixée. L'équation (Ej ;) s'écrit sur |'ouvert
¢U)c R>™ comme suit :

(Exr) G(x,IDij(pr o(p_l)(x)]lsi,jSZm)
=0} A(18] +¢77 047 ()0 £ (9r o™ )<t jom | =T/ 07 (1) =In A, =0
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IIT Méthode de résolution

1 . .
Vu que 0,z = 1 (Dab +Datmyp+m) FiDaprm)—iDa+my») on déduit que la fonction G(x,r)
s'écrit :
(111.4.2)

e 1 . . _
G(X,r)zlﬂUkﬂ(W?"‘g]OO(P I(X)Z(rio+r(i+m)(0+m)+lri(0+m)_lr(i+m)0)]1$i,j$m)_Tfocp '(x)-In A,

La fonction G(x,r) est clairement C™ en toutes ses variables.

Par ailleurs, la fonction ¢ o0¢p™' € C3(¢p(U),R) et est solution elliptique de I'équation nonlinéaire
du second ordre G(x,D?v) = 0. On sait bien que cette solution est elliptique puisque Z; |'est en
@+ et que I'ellipticité est conservée par changement de carte, mais on effectue ici la vérification
pour notre solution (on dit aussi que I'opérateur nonlinéaire G(x,D?v) est elliptique pour la
fonction ¢, o¢p~")(cf. [BES87] pages 462-463). Ceci consiste a montrer que le linéarisé en
@ro¢p~ ! de I'opérateur nonlinéaire G(x,D?v) est elliptique sur I'ouvert ¢p(U). Cette vérification
s'effectue de la méme maniére que pour les preuves du lemme 111.2.1 et de la proposition I11.2.1.
En effet, comme le lemme [11.2.1, le linéarisé en @, o0¢~! de G(x,D?v) est 'opérateur linéaire :

P = G[e.DNgrog +i0)] v eCHPULB)

m m aF . L L
43y =Y (Z;ﬁ.[al{+gjo((f)_l(x))aio'(pr((,b_l(x))]lsi,jSm x g%~ (x))|0,,zv (x)
i.o=1\j=10B;

En outre, dans une carte g-normale, g, adaptée en P =¢~'(x), on a (a l'instar de la propo-
sition [11.2.1) :

m (oF,
Py(x)= ( ~
i,;l 0B;
2 Ok-1,i(MP))
111.4.4 _y TkotilM)) o
( ) ,; o (AP))

Ok -1,i(A(P))

o (AP))
que |'opérateur linéarisé & est elliptique en x € p(U). Ceci valant pour tout x, on déduit que

2P est elliptique sur ¢p(U).

diagMg ') P~ |0,z (x)

azmv ()

Or pour tout i € {1,....m }on a >0, car A(P) := A(g_lg)(P) e I'y, ce qui prouve

Le théoreme de régularité nonlinéaire 1.1.3 s'applique donc et montre que @,o0¢p™ ! €
C®(¢pU),R). Ceci vaut pour toute carte (U,¢), on déduit donc que :

(111.4.5) @ €CP(M,R)

Ainsi T € Iy 4, ce qui achéve la preuve du fait que I 4 est un fermé. On conclut ensuite par
connexité de [0,1], I'ensemble non vide 7 4 est a la fois ouvert et fermé dans [0, 1] donc :

(I11.4.6) Tv,a =10,1]
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III.4 Réduction de la preuve a ’estimée a priori c>P

En particulier, 1 € I 4 ce qui veut dire que |'équation (E; ) admet une solution k-admissible ¢ €
c®*M ,R) vérifiant | @w™ =0. Comme précédemment pour ¢, |'application du théoreme

M
de régularité nonlinéaire 1.1.3 montre que ¢ € C®°(M,R), ce qui achéve la preuve de notre

théoréme 11.2.1 (Equation oy ).
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IV.1 Lemme de positivité

IV.1 Lemme de positivité
Nos quatre premiers lemmes sont basés sur les idées de [BLOO5] section 2.

LEMMEIV.1.1 Si 7 est une (1 — 1)-forme réelle, elle s’écrit donc 7 =ip ; dz /\dz[;, avec
P ,; =P (04,0;) ol p estle tenseur symétrique p(U,V)=m(U,JV);alors :

Vi m_[:ﬂ(m—f)'

Vl<m 7n°Aw Og(ﬂt[g_lp])wm

m!

o (Mg 9)

()

m—k: m

Preuve : Celemme se démontre exactement comme la formule @ Aw

dulemme I1.2.2.

On considére pour 1 < ¢ <m |'application fy =0gp0A: A, — R ot S, désigne le R-
espace vectoriel des matrices carrées hermitiennes de taille m . fy est un polynéme réel de
degré ¢ de m? variables réelles. En outre, il est hyperbolique I (cf. [GAR59] pour la preuve)

. g m L~ :
et il vérifie fp(I)=0,(1,-++,1) = (g) > 0. Soit f, la forme totalement polarisée de f,. Cette

forme polarisée f;: H, x -+ x £, — R est caractérisée par les propriétés suivantes :

Cfois
— fy est (-linéaire.
— fo est symétrique.
— VYBeFH, fiuB,--,B)=fy(B).
En utilisant ces notations, on déduit du lemme [V.1.1 qu’au centre d'une carte g-unitaire
(ceci garantit que la matrice g ~'p est hermitienne), on a :

e _ Lm = 0)!

(IV.1.1) Ao
m!

-1
fe(g™'p)o”
Par passage a la forme polarisée dans cette égalité on obtient le lemme suivant :

LEMMEIV.1.2 Soient_l <fl<metmny,..mpdes (1 —1)-formes réelles. Ces formes s’écrivent
Ta=i(pa),zdz"” AdzP, avec (Pa)yj =P a(04,05) ol p gy estle tenseur symétrique
paU,V)=m,U,JV). Alors, au centre d’une carte g-unitaire on a :

0 _ ('(m —[)' ~

_ -1 -1
7'[1/\"'/\7'[[/\(1)’” —Tf((g P15, 8 p()wm

Preuve : Soientx € M et ¥ une carte g-unitaire centrée en x. On pose :

4

Iv1.2) TN AT A"~ :'(,Ux(g_lpl,...,g_lpg)a)m enx V,:H, —R
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.. , . -1 L.
En x,dans notre carte g-unitaire centrée en x, les matrices g~ p; s’écrivent :

¢ i =10, thisrszm =P rslizrsem donc W (P Drs o (P1)rs) @™ = T A AT AG™ 7

ici (p;),5 désigne la matrice [(p;)r5]i<r.s<m - Soit {€C,on a:
Ya (@ Drss s C@Drs + Bidrssees @ O)rs) " =T A AT +T) A AT Q™ -t

-/ m—{

={M AN AT A" "+ TN AT N ANTp AW

= (ij ((p Drsses (D [)rf) ™ T Yy ((P Drss s (Pi)rssees (D [)rf) ™

ce qui prouve que ¥, est £-linéaire. Par ailleurs,

¢
Vi (P o(1)rss oo Poe)rs) 0" =gy A+ Aoy A"

=M A ATy A" ~¢ carles 2-formes commutent

=Yy ((P 1)”-,...,(Pl)r§) "

. P m 14 m—_0 Cim = 0)! m
cequiprouve que ¥, estsymetrlque.Orl//x((p),g,...,(p)rg)w =7 AW = —‘f[(prg)w
m!

ll(m —0)!
par le lemme IV.1.1, donc y, ((p ),s—,...,(p)rs—) = (m—')fg(prs—), et par conséquent, on dé-
m!
. , ll(m —0)! . . .
duitqu’en x on a ¥, ((pl)”—,...,(pg)”—) = Tf[((p Drss---»(Pe)rs),ce quiacheve la preuve.

|
Le théoréme 5 de Garding (cf. [GAR59]) s'applique a fr avec2<fl<m :
LEMMEIV.1.3 (Inégalité de Garding pour fy) Soit2<¥¢ <m,pourtout yl,...,yf el(fy,1),
ey = o o)

Rappelons que T'(f¢,1) est la composante connexe de {y € ./, / fo(y) > 0} contenant 1.
La méme preuve que dans [BAY01] pages 129-130, assure que :

F(fg,[):{y €F, INI<i<l fi(y)>0}:{y lem/A(y)erg}
(IV.1.3) =A"(Ty) (cf. corollaire VII.4.1)

Remarque : Par passage a la limite, on voit que I'inégalité de Garding (lemme IV.1.3) est
valable sur :

(IV.1.4) f(fg,]):{y €A, INI<i</l f,-(y)ZO}

Appliquons a présent les lemmes précédents dans le but d'établir le lemme de positivité
suivant :

LEMMEIV.1.4 (Lemme de positivité) Soient & une 1-forme réelle sur M et j € {1,....,k — 1}
alors la fonction f : M — Rdéfinie par fo™ ="JaraAw™ '™/ A@' est positive ou nulle.
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IV.2 Linégalité fondamentale

Preuve : Soit1 <j<k—1,donc2=<¢=j+1<k.Soitaune 1-forme réelle, elle s’écrit donc

a=a,dz* +a,dz". Soit m; ="Ja A a, alors :
71(04,05) = a(J0,) a(0;) — a(J0;) a(0,) =i ag ap — (—i) @) @y = 2i @, @y, de fagon similaire,
on prouve que 71(0,4,0;,) = m1(05,0;) =0, par conséquent :

(IV.1.5) M =i2a,a,dz" ndz”
——
=Pab
Par ailleurs, on pose My = ... =mjy =0 =ig, ;dz" Adz". Soient a présent, x € M et ¢ une

carte g-unitaire centrée en x. Parle lemme IV.1.2, on déduit qu’en x dans la carte ¢ :

i (m—j-=-DIG+D! - _ 1. 1.
m=G+D = — fivi(g ' pog g g O™

"Janand aw™ VD =i ALAT G Aw
Or en x, g_lg =g € I'(fj+1.1) et g_lp =pE€ f(fj+1,1). En effet, /l(g_lg) € I'y puisque ¢
est k-admissible et I'y < T'j, . En outre, la matrice hermitienne [2a,Qp]i<q p<m €St pOsitive
m - m
puisque pour tout{ € C",on a Z 2a,ap & 8L =2 Z @,&, 1°=0, 0on déduit donc que pour
g’b:[ a=1

toutl<i<j+1l,onaenx,fi(g ' p)=0;Ag 'p))=0.

Finalement, on déduit par I'inégalité de Garding (lemma IV.1.3) qu’en x dans la carte ¢pon a:

1

T U . e
(IV1.6) fi+1e7 .87 88T D) 2 fi1(87 P fiaa (87 )T 20

ce quiprouve le lemme de positivité . |

IV.2 DLinégalité fondamentale

L'estimée a priori C° repose sur I'inégalité fondamentale suivante :

PROPOSITIONIV.2.1 Soit 4 (t) une fonction croissante de classe c! définie sur R, et soit ¢

une fonction de classe C2, k-admissible définie sur M, alors I'inégalité suivante est vérifiée :

[ 17 ]-ne o ]r@aem =" | [ i@1veR o
m L\ k " 2m \ k| Ju §

P . [ m _ -1~ ] m _ ™M m _ ~k m —k :
reuve : On a fi(g &) | h(pw™ = h((p)[a) " \Nw ).Par ailleurs, vu
M\ k k| Ju

que A’M est commutatif, on a :

1
IV21) 0" =@ A" F =@=-@)A (0" T 0" P A+ 0" /\(I)k_l) =-3dd‘pnQ

. ~
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1
ainsi, f [(m ) — (g_lg)]h((p) " = ——(m ) f dd g A (h(p)Q). Or par différentiation exté-
M k 2\ k M

rieure d (A P AR (9)Q) =dd P Ah(P)Q—d P Ad(h(9)Q) et d(h(P)Q)=h'(p)dp AQ (car Q
est fermée), donc dd“@Ah(P)Q=d pAh'(P)d @ AQ+d(qqchose). Par ailleurs, le théoréme

de Stokes assure que | d(ggchose) =0, parconséquent:
M

f [m —fk(g‘1§>]h(qo)w’":—l " fh'((p)dccp/\d(p/\Q
M k 2\ k M

1 (m , . I c m—1=j r =j
(Iv2.2) :5 L (f h(p)(=d"p)ndphw +Z h(p)(—d"p)rndphw N @
M — L, j=1oM

1
Montrons que T, = 0 (et ce par le lemme IV.1.4), et que T} = —f h'(@p) | Vo |§: o™ . Lap-
m Jm

plication du lemme de positivité IV.1.4 & d ¢ assure que : pour tout 1 <j <k —1, la fonction
f:M — Rdéfinie par fo™ ='JdpAdp Aw™ '/ A&’ est positive ou nulle. Or ' Jd ¢ = —d ¢
et h est une fonction croissante, donc 7, = 0. )
Calculons 2 présent le terme T;. On pose 7o :='Jd@Ad@.On a my =i 20,90, dz" Adz”
—_——
=:(Po),p
(voir la preuve du lemme de positivité IV.1.4), donc par le lemma IV.1.1, on déduit qu’en x,

dansune carte g-unitaire centrée en x on a :

1(m —1)!

m!

m—1 m—1 _

"Jdondpno™ ™ =1y Aw U](ﬂ[g_lpo])a)m

= mial (/1[26a(pM]15a,b5m ) w”
= mLtrace([Zaa(p@]lsa,bSm)

m

(IV2.3) = 210,91
=1

1
m a

— m 1
Or | Vo |§:2g“h6a(p05(p =2 Z | 0, 1> donc Ty = —f h'(p) | Ve Ié ™ . Par conséquent,
m Jm

a=1

f [ " _fk(g_lg)]h(@wm > Lfm T, = Ly f h'(@) | Vo |2 @™, ce qui acheve la
M\ k “ 21k 2m \ k | Ju g
[ |

preuve de la proposition.

La proposition 1V.2.1, analogue pour k <m de la proposition 7.18 p.262 de [AUB93],
étant acquise, nous allons pouvoir suivre dans ses grandes lignes la preuve de I'estimée C°
préconisée par Aubin [AUB98] (celle de Yau est différente [YAUT78]).
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IV.3 Méthode d’itération de Moser

Appliquons la proposition 1V.2.1 a ¢;,, ceci nous permettra en effet d'établir une inéqua-
lité fondamentale (I'inégalité (In1) ci-dessous) delaquelle on déduira une estimée a priori de
llp; llco. Soit p =2 un réel. La fonction ¢,, est C?, k-admissible. On considére la fonction
particuliére h(u):=u |u |”2: R — R. Cette fonction est de classe C! et sa dérivée vaut
R@)=lu P2 +u-2ululP =@ -1)|u|P"?=0, la fonction i est donc croissante. Par
conséquent, on déduit par la proposition précédente 1V.2.1 que :

T [ w0 1e o< [T D @ e
2m \k [ S 70 T e Ty Lk " '

—1|m _ m 1. _
(IV3.1) p—( )f L., IP 2| Ve, I* vgsf [( )—fk(g 1g)]<st|<p,S P2 v,
k| Ju w U &

2m

Par ailleurs, on a :
(IV.3.2)

2 2
L h 2 1 h|P L_ p -
VI, 1717=28"0, 191,17 05 | g1, |2=2g“b(5<ﬂzs 1, 12 2) 0utpr, 0501, == |1, "1 Vg,

Donc I'inégalité précédente (IV.3.1) s'écrit :

2
L) mp miy - -1~ p—2
(In1) fM|V|(Pts|2| VgEZ(p—l)('Z)fM[(k) fr(g g)](p,_vl(p,sl Ve

Dérivons dés a présent de cette inégalité (In1) une autre inégalité (I'inégalité (In4) ci-

aprés) requise pour la suite de la preuve. L'inclusion continue de Sobolev HZ(M) cLun-T1(M),

assure que

p . L o5 Lo
(In2) I, 17 Il =11, |2 50 =Cste MIVIQD;XIZI + MI(,DtXIZ'

m—1

Cste ne dépend pas de p. Par ailleurs, fi(g7'g) est uniformément bornée, en effet

(R)vel) (m m
(In3) I fi(g &) I=e e, -k e 1€
p2
On déduit des inégalités (In1), (In2), (In3) et <p que:
2p -1
(In4) el =cstesp [ 1o 07+ [ 1or] @22
" M M

Cste' ne dépend pas de p. Supposons que Cste’ = 1.
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IV Estimée C°

Remarque : On pourrait mettre la constante Cste’ sous la forme :

L

(%)

2m
ot Cste” ne dépend que de m et de la constante de Sobolev de I'inclusion H]2(M) cLn-1(M).

(IV.3.3) Cste' =Cste” x

LOO

Démontrons a présent le lemme suivant :

2m
LEMMEIV.3.1 Ilexiste une constante u telle que pourtout1 <g < T
m —

e llg <

Preuve : Dans ce qui suit, et afin d’alléger les notations, on note A le Laplacien réel.

M estune variété riemannienne compacte et ¢; € C?,donc par la formule de Green, on a :
1
v3.4 =— dv+ | Gx,y)A d
(IV3.4) 0,0)= e | gndv+ [ 680,010 ()
——
=0
ouG(x,y) ZOetf G(x,y)dv(y)nedépendentpasde x,on déduitdonc que ||¢; [I1 =C [[Ap; ;.
M

Or A, IIh :f Ap; + Mg, etf Ay, :f Ap; —Agp, =0donc A, :2f Ag; . Par
M M M M

ailleurs, A¢@; <2m puisque @, est k-admissible : en effet, en x dans une carte g-normale
g-adaptée c’est-a-dire une carte telle que g,; = 84p, §,; = OapAa et Ovg,; = 0 pour tout
l<ab<m,ve{l,..m,1,. i} onaAg 'g)=A1, ., dp)donc A=(Ay,..; ) €T puisque

@;, est k-admissible. Dans cette carte :
l_; m m
(IV3.5) A, =-28"0 50, =-2) 0uapr, =2 ) (1= A,)=2m —201(A)
a=1 a=1

Or 01(A) >0 vu que A € I'; ce qui prouve que Ag,, < 2m, par conséquent, A(p;rs <2m et
|A@; lli <4m Vol(M).On déduit donc que ||, [l; est uniformément bornée :

(IV3.6) g, Iy <4m CVol(M)

Par ailleurs, par I'inégalité (In2) pourp =2

(IV3.7) e, 1% SCsre(f Ivlcpfxl|2+f | s, IZ)
m—1 M M

En outre ¢, € le(M), et elle est d’intégrale nulle, donc par I'inégalité de Sobolev-Poincaré
@i llz = IV Nl2. Or |V | [I=] Ve, | presque partout, donc [l || 2n = Cste V], 2.

m—1

En utilisant 'inégalité (In1) pour p =2 et le fait que la quantité fk(g_lg) est uniformément
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IV.3 Méthode d’itération de Moser

bornée, on obtient que ||V | ¢, | II% < Cstell@; Il < Cste', ce qui prouve que lps Il 2m_ est
m—1
uniformément bornée.

Soitl =g < m 1 =:20. Par I'inégalité de Holder, on a :

q

(IV3.8) Iy, I fm . 1< f |, 5Vol(M)1_

insi gy, I, = Vol ()™ g, Iog. Or Vol(u)s H = { | sVl =1
aimsi1 ) =Vo q . T [0 q = , €
Prslla Prsfo Vol(M)' ™% siVol(M)=1

s llos <Cste,donc [l |l; < p:=Cste x max(l,Vol(M)l_%), pune dépend pasde g. |
On suppose sans perte de généralité que u=1.

LEMMEIV.3.2 Ilexiste une constante Cyp telle que pour tout p =2,

—-m
p

. ll, <Co(6"'cp) ",

1
avec 0 = etC = Cste'(l +max(1,Vol(M)7)) > 1ol Cste' estla constante de I'inégalité

(In4).

Preuve : La preuve de ce lemme se fait par récurrence : on vérifie en premier lieu que 'in-

égalité est vérifiée pour2 <p <26 = ,ensuite on montre que sil'inégalité est vraie pour

p alors elle est vérifiée pour dp aussi. On pose :

(IV.3.9) Co=pudmm=Dcm e

Pour2<p <26ona|¢; |, <u,doncilsuffitde vérifier que ,LL<C0(5m 1Cp) .Cette inéga-
m 1
lité est équivalente a ™ ~Dc™ e%(5m_1Cp) " >1donca (6’" (m_l)Cm)e? > (5’" <m_1)Cm)p pr.
1
Orsix =1 alors x = x7? (car p = 1), et 5™ DC™ =1 (puisque C = 1,m =1etd = 1),
Inp m

1
ainsi 8™ ~Dem > (5’" (m=Dcm )p .En outre,p?» =" 7 <e«,ce quiprouve I'inégalité pour
2<p <26.

—m

Fixons a présent un réel p =2, supposons que [l¢; ||, < Co(5m_1Cp) " et montrons que

—m_

s, llsp <Co (5’" 1C5p) .Rappelons I'inégalité (In4) prouvée précédemment :

(In4) Iy 17 |I5$Cste'><p(f |(pt5|p_1+f thslp) (rz2)
M M
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IV Estimée C°

Cste' ne dépend pas de p, cette inégalité se réécrit llp:, |I§p <Cste' xp (||(p,s ||§:i + ||(p,5||§).
11
Or1<p—-1<p,donc par I'inégalité de Holder on a [, |,-1 = Vol(M)r-' » |, |l,, par

conséquent :

L -1
(IV3.10) i, I, <Cste’ x p (Vol)7 llgs,Ip ™" + g, Il )

1
— Si llg;ll, =1, alors |y, III;p <Cxp dou [l¢;llsp =(Cp)r,lapreuve estdonc ramenée

—m

5 —m
a vérifier que (Cp)r < C0(5m_1C5p) " Cette inégalité est équivalente a I'inégalité

1 m — Ly m _m 1 . m .
p y(1+%) < 'ué‘m(m bd P)e e xC" o b ,mais 1+ g =m, elle est donc équivalente a
m _ _1y m _1 . m m _ _1 .
pr <ud" (m=DA=30e% x ™70 Par ailleurs, pr <ecetud" (m=D1-3) > 1 donc il

_1
suffit de vérifier que cm7) > 1, et ceciest vrai puisque C = 1.
— Si |l ll, =1, 0on déduit que [l¢;, III(;p =Cxp e, ||§,donc par hypothese de récurrence

> l-m  -m o
. Or = —, d’ou I'inégalité
p op

1 1 1 -
e, sy < C7 x p7 Nl ll, < (Cp)7Co (6™ ')
2 —-m

recherchée ||, lls, < Co 5o (Cp)% =Cy (6’" _1C5p) o

COROLLAIREIV.3.1
o llco < Co

—m

Preuve : Par le lemme précédent IV3.2, on a |l¢; Il, < Co (6’”_1C) g p > pour tout p = 2,

Inp

-1 % —m -m
or [6™ C) letp? =¢ 7P ——1,de plus car est
( —— letp —— 1. de plus gy, I, —— llgu,lco car @,

continue sur la variété compacte M, ce qui prouve le corollaire par passage a la limite. |

Remarque : On a vu dans une remarque précédente que la constante Cste’ de I'inégalité

];—k (cf. (IV.3.3)), or par (IV.3.9)
(k ) Lo°

Co=pdmm-bem e'e,en outre C = Cste'(l +max(1,Vol(M)%)) >1,on déduitdonc que ’es-

(In4) pouvait étre mise sous la forme Cste' =Cste x ||1 -

timée C° du corollaire IV.3.1 peut étre mise sous la forme :

m

Tk
(¥)

1—

(IV3.11) g, llco < Co x

LOO
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V.1 Stratégie

V.1 Stratégie

Nous allons chercher, en premier lieu, un majorant uniforme des valeurs propres A(g~'g).
On montrera, en effet, un pincement uniforme de ces valeurs propres sous |'hypothése que
la variété est a courbure bisectionelle holomorphe non-négative. Cette hypothése de courbure
intervient seulement dans la preuve de ce pincement, comme elle le faisait dans la premiére
résolution de la conjecture de Calabi [AUB70] p. 408 et il faudrait la lever si possible (comme
Aubin I'a fait avec k =m dans [AUB76]). On en déduira ensuite I'ellipicité uniforme de I'équa-
tion de continuité et une estimation uniforme du gradient.
Pour 1<j<m et z€C", on note u; = Re(z;) et ujim = Sm(z;). L'exemple y(z) :=

1 m
2 2 T . .
EK Zi[(uj) —(uj+m)71, qui vérifie Oj]rt// =0 pour tout 1 <j <m, mais Gujujw =K>>1
j:
arbitraire, illustre la difficulté rémanente a ce stade de la preuve. L'étape finale, ignorée dans
[HOUO8], consiste a estimer lollc2ary- Pour cela, on commence par montrer que trouver une
estimée C? se réduit a majorer uniformément une certaine quantité 8, = (Vz(p)pl(cfl,(fl), puis

on majore uniformément cette quantité (cette partie de la preuve ne requiert pas I'hypothése
de positivité de la courbure bisectionelle holomorphe).

V.2 Pincementuniforme des valeurs propres

V.2.1 Lafonctionnelle B

Soient 1 € Iy 4 et ¢, : M — R une solution c%®, k-admissible de I'équation (Ex ;) telle que

f @: 0™ =0. On considére la fonctionnelle suivante :
M

B:UT" -R
(P.§) = B(P.&) = hp(&,8) =@, (P)
ot UT "0 est le fibré unitaire associé a (T'"*,1), et § est reliee a g par : @ = w +idd¢p, (voir
début du chapitre 11). B est continue sur le compact UT ', elle atteint donc son maximum en
un point (Pg,&y) € UT 0. Par ailleurs, pour P e M fixé, é€ UT}I,’O — hp(&,§) est continue sur
le compact UTIi’0 (la fibre) ; par conséquent elle atteint son maximum en un vecteur unitaire

&p €UT1[1,’0 et d'apres le principe du min-max on peut choisir comme ¢p "la direction" de la
plus grande valeur propre de Ap, A, 4x(Ap). Plus précisément, on a :

LEMMEV.2.1 (principe du min-max)

hp(&p,Ep) =  Mmax hp(&,&)
£eT 0 p(Ed)=1

= /lm ax(Ap)
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V Estimée C?

Preuve : Par le théoréeme spectral, il existe ef,...,ep une base hp-orthonormée de (Tl’o,hp)

m

constituée de vecteurs propres de Ap,donc:

(V2.1) Matyr php=Mat,e pAp=diag(Ai,...An)

m
avec (Aq,., )€l et Ay =...=2A,,. Tout{ € T}l,’0 telque hp(¢,&) =1s%écrit § = Z cf’ef avec
i=1

i(&i)z =letona:

i=1

(V2.2) hpO =Y E&iplel.ef) =Y &6 =Y Li(E)’ = Amax(Ap)
i=1

i,j=1 i,j=1

Soit {p :ef la direction de la plus grande valeur propre : A; = A, 4x(Ap), Ap(Ep) = A ax(Ap)Ep,
ainsi hp(Ep,Ep)=1et hp(Ep,Ep) = Amax(Ap), ce qui prouve le lemme.
|

Pour P fixé, on a . 1&%;( 1B(P,:f) =B(P,&p) = Ay ax(Ap)—@,(P), on déduit par conséquent
p(5.6)=
que max B(P,{)=maxB(P,{p)=B(Py,¢{o) <B(Po,¢p,), dou :
PHEU T PeM

(V2.3) max B(P,§) =B(Py,{p,) = Amax(Apy) — @ (Po)
(PEEUTO

Py

. P . 1,0 -
Au point Py, on considere ¢|°,...,e,’ une base & p -orthonormée de (TPO ,h p,) constituée

de vecteurs propres de Ap, et qui en outre est :
1. hp,-orthonormée : [h;;(Po)li<i,j<m =Im
2. hp,-diagonale : [h;j(Po)i<i jem =MatAp,=diag(di,.. An) ATy
3. Amax(Ap,) est atteint dans la direction efo =¢p, A savoir :
Apy(&py) = Amax(Ap)ép, = AiCp, et A1 = ... 2 A,y
Autrement dit, c'est une base telle que :
L [g;;(PO)i<ij<m =1Im
2. [&;7(Po)i<i,j<m =MatAp, =diag(Ay,...An) A€y
3. Apax(Ap))=A1=2...2 Ay

Soit (Uy, ) une carte holomorphe normale centrée en Py telle que wo(Py) =0 et 0; |p,=
ef)o i =1..m (I'existence d'une telle carte est démontrée en Annexe). On se placera désor-

mais, sur cette carte (Ug, W) ainsi construite en Py.
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V.2 Pincement uniforme des valeurs propres

V.2.2 Lafonctionnelle auxiliaire locale B;

La fonction P — g,7(P) est continue sur Uy et vaut 1 en Py, il existe donc un ouvert
Uy cUy tel que : g,7(P)>0 pour tout P € U;. Soit B; la fonctionnelle :

B]2U1—>|R
g]I(P)
P—B|(P)="—"———¢,(P
(PY=" 5, )

Cette fonctionnelle By atteint un maximum local en Py. En effet, pour tout P €U on a :

g§11(P)  §p(01,07) hp(01,01) - 01 0y
(V.2.4) = = =h > = /1m ax(A )
g1i(P) gp(01,07) hp(0:,01) P(|51 lhy 101 |/1p) d

(cf. lemme V.2.1), donc B{(P) < Ay ax(Ap) = 9/ (P) < Ay ax(Ap,) — @ (Po) = B1(Py).

V.2.3 Différentiation de I’équation

Afin d'alléger les notations, on cachera désormais |'indice ¢ de ¢, . Différentions |'équation
(Ex.:) en P, dans une carte z :
(V2.5)

_ J 0 _ i 0
tan - aT (Fk ([6[ +gJ aiZ(p]lSi,jSm )) =dFy [6{+ng(P)ai[(P(P)]lsi,an1 ‘[ai(gj aii(p)]lsi,jSm

m OF

avec 05 (g“ﬂa ) =078’ 6[(p+gj[61 o, or dFy [b = > —k([ ’])bj donc :
i,j=1 OB

(V2.6) o r=3 2 ([5’+ 16,71 x (01877 0,70+ 87 01,700

i,j= 168

En différentiant une deuxiéme fois, on obtient :

t01f = Z 04 35 ([5]"'8][5,4(.0])) (angza,-z(P"'gjzai,i(P)

i,j=1

OFc i iz U i
Ei([ahg”a,-zw]) al(aig"f?,-z<p+g”5w"’)

m 0%F,
= 2

1,j,r,s= 1OBSOB]

([5j + gjéazz(ﬂ]) (518S6 0,50 +8" alro“P) (6igjgaiz(l’ +gj?61i[7<p)

~vV27) o+ Z ([5]+ i, 1791) (aligjiaii(l’+aigjza1i2¢+algjiaiilf¢+gjialii2‘l’)

ljl

On se place a présent dans la carte (U1,¥0), par normalité au point Py on a : gfi =6/¢,
0ag;7=0 et o8'" =0. Par ailleurs, [6] + 790, ;01 = [6] + 0,701 =[§;71 =diag(Ai....An), ce
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qui permet de simplifier |'expression précédente (V.2.7), on obtient en effet en Py, dans la carte
U1,%0) que :

m 2
tanf—”; 08" aB] (dlag(/ll, o m)) 01r59 01,7
(V2.8) + i OF (dlag(ﬁl, . )) (aligj{aif(ro+alii7(/))
i,j= 16B ’

Or 8,18'" = 05 (dlg/"_) = 61(—gj§g"’701g0§), donc toujours par normalité, on obtient en P
que : 0,78’ =—g’"¢”" 011805 = —0y18,7 —Ry1;j, par conséquent :

t0if = Z (dlag(/ll,..., )) (511if<P—RlTif6i{‘P)

lj]
o 0%F
i,j,r,s= 1085631

(V2.9) + (dlag(/ll,---, m)) 0115901, ;¢

V.2.4 Usage de la concavité

On montre ici que le deuxiéme terme du second membre de I'égalité (V.2.9) est négatif.
Remarquons que la matrice [({]lsi,jSm =10y;;¢li<i,j<m n'est pas hermitienne, donc le fait
que ce terme soit négatif n'est pas une conséquence directe de la concavité de la fonction
Fy : A" NTy) € #, (C) — R. Mais une déemonstration similaire a celle de la concavité de F, est
nécessaire (voir la preuve de la proposition 11.4.1). En effet, par concavité de la fonction In o
(cf. [CNS85]), on obtient le lemme suivant :

LEMMEV.2.2
m 02
S = j(dlag(/ll,..., Am)) 01,5 01,79 <0
i,j,r,s= 163 OB
Preuve : On a:
(210 A Moy (A A A
—0)-2,;(A) noOk-2,ij(M)or(A)—0)—1,;(M)T)-1,;(A)
s= —/1|61ji‘90|2+ > 2 0790179
1<izj=m  Ok(A) =1 (0: (V) T
::Cij
Ok—-2,ij(A) . )
Or AeTly,donc —————>0pourtout 1 <i #j <m, par conséquent :
o ()
m —
(V2.11) S< ) ¢;ZiZ;
ij=1
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V.2 Pincement uniforme des valeurs propres

Le nombre complexe Z; s’écrit Z; =a; +ib; avec a;,b; € Retla matrice réelle [¢;;]1<; j<m €st

symétrique donc :

m m
Z CijZiZj: Z C,‘j(Z,'Zj-I-ZjZl')-i-ZC,‘,‘lZi |2
ij=1 I<i<j<m i=1
\ 2 2
= Z c,-j2(a,-aj+bl-bj)+2c,-,-((a,-) +(bi) )
I<i<jsm i=1
m m
(V.2.12) = Z cijaiaj+ Z C,'jb,'bj
ij=1 ij=1
. 0*In oy .
Par ailleurs, ¢;; = ———(A) et par concavité de Ino; en A € I'; (cf. [CNS85]),on a :
0A;0A;
(V2.13) VEeR" i 621“‘”@):5 <0
L. i6j=
ii=1 0A;0A;
m m
Par conséquent, Z cijajaj =0et Z cijbibj =0,ce quimontre que § <0. [ |
ij=1 ij=1

Finalement, I'équation (V.2.9) combinée au lemme V.2.2 donne ['inégalité :

(V2.14) 10,1f < ZU" 1D

=5 ( 11ii"l’_R1Ti{ai{(P)

V.2.5 Différentiation de la fonctionnelle B,

On différentie deux fois la fonctionnelle B; :

§11(P)
Bi(P)=1 =~ (P)
g11(P)
0:811 £1197811
0:B) = i811 811 lg211_ai_(p
g (&)
0,787 0i8110;8,1+0:8,10;811+8110;,7811 2811081107811
3.:B = ii811  Yi81197811 T YigI ;gll 119811 2811 18113,811_0i{(p
811 (811) (811)

Par conséquent, on obtient au point Py, dans la carte (U1, ¥() que :

(V2.15) 0,7B1=0;;(g11+0,10) 110,781 = 0,790 =R,1;7 +0,1,7¢0 — M R ;7 = 0,7
On définit :
(V2.16) = Z [5’ +¢7%0, ;00 1<i j<m ) V!
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On a doncen Py :

n. OF
LB)= Y. ([6J+gjfal[(p]1<”<m)6 B,
i,j= 108
O-k—ll(/l)
v2.17 =y T s (1= ADR i~ 0,
( ) ,; O'k(l) ( 1111(p+( 1) 11ii ll(p)

En combinant cette derniére égalité (V.2.17) avec l'inégalité (V.2.14), on obtient :
(V2.18)

2 Ok-1,i(A) 2 Ok-1,i(A)
0,if-LB))<) ———|0,7::¢0—R,7.:0.:¢0|— Y —————[0,7.+ 1—A)DR,:,7—0.-
! llf ( 1)<l; O'k(A) ( 1111(10 11ii u(p) ,; O'k(l) (11”(,0+( 1) 117 ll(p)
Les dérivées 4iémes se simplifient, d'ou :
< i(A) & Ok-1,i(A)
aif —LBH<Y TR (5 i -1 LS
t 11f ( 1) l; (/1) llll( 11(p+ 1 )+i=1 O'k(/l) ll(p
2 Ok-1,i(A) & Ok-1,i(A)
V2.19 A =12, +1 2L (A -1
( ) l; o) (/1) llll( 1 + )+l; O-k(ﬂ«) ( )
Or B, atteint son maximum en Py, donc :
2 Ok-1,i(A) k-1, (M)
(V.2.20) 0=LB)=Y ——L (—R) (A =A) =Y =2 (A - 1) +10);
Ce qui donne au final I'inégalité suivante en Py :
Ok-1i(D) 1,i(A) 2 Ok-1,i(A) Or-1i(A) 11(/1)
(V221) 0= Ry (M=) =Y —A 10,7

Hypothése de courbure : Désormais, on suppose que la courbure bisectionnelle ho-
lomorphe (cf. Annexes) est positive ou nulle en tout point P € M. Ainsi, dans toute carte
holomorphe normale centrée en P on a :

(V2.22) R, ;,;(P)<0 Va,befl,---,m}

Ceci vaut en particulier en P dans la carte .

Revenons a présent a l'inégalité (V.2.21), on a 04 (1) >0 et 041 ,;(1) >0 puisque A €T, de
plus pour tout i € {2,-+-,m }on a (=R,1;;) =0 sous notre hypothése de courbure. Par ailleurs,
Ai <Ay pour tout i € {1,---,m }, ainsi :

2 O-1,i(A)
V.2.23 _
( ) ,; o (M)

(—=Ri7) (M -Ai) =0

Ce qui nous permet de nous débarrasser des termes de courbure dans l'inégalité (V.2.21), et
donne finalement ['inégalité :

& Of-1,i(A) 2 Ok-1.i(A)

(V.2.24) 0=-)

—— A + +103
= (b ; o (d) i/
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V.2 Pincement uniforme des valeurs propres

V.2.6 Majoration de la plus grande valeur propre A,

On utilise dans cette section quelques identités élémentaires (cf. [LT94]) satisfaites par les
Oy A savoir :

LEMMEV.2.3 V1</l=m o0¢A)=0¢;(A)+A;0¢-1;(A)

LEMMEV.2.4 V1<{<m )Y op_1;(MA =Lae(A),
i=1
LLIe A i A
donc en particulier : Z kl—() =

i=1 Ok (A)
Preuve : Soit 1 < ¢ <m.Le polyndme o, est homogene de degré ¢, donc vérifie I'’équation
m o doy

d’Euler :
uler ,; an,

M A =l |

En combinant les lemmes V.2.3 et V.2.4, on obtient le corollaire suivant :

COROLLAIREV.2.1 V1<{/<m 00, (A)=(m —€)oe(A),
i=1
Yy ) Or-1(1)
donc en particulier : ——=(m —k+1)
P Lo o (M)

Par conséquent, l'inégalité (V.2.24) s'écrit :

(m —k +1) 0,1 (1)

V.2.25 0=—-k+k +1 0,7
( ) k ar(A) i/
soit encore :
m—-k+1)o,_1(1) t
V.2.26 = <1-——0,:
( ) qk . o) . 1S
1
et donc, gy 51+E 0,17/ 1. Or en Py :
(V227) VP R=2g g (V5 f Veaf +Vaaf Vs f ) =2 Y. (10,57 P +10uf 1)
a,b=1

1 L. .
donc | 0,1f I<| V2 |, par conséquent g4 <1 +E If lc2ary =: Ci. Autrement dit, il existe une

constante C; ne dépendant que de k et ||f |2 telle que :
(V.2.28) qr =Ci

Pour déduire de l'inégalité (V.2.28) une majoration uniforme de la plus grande valeur
propre A, on utilise les inégalités de Newton (cf. Annexes lemme VI1.8.2). On utilise en effet
ces inégalités pour relier g, a 0.
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Pour tout 2 < ¢ <k et AeTy, on a gp(A)>0,00-1(1) >0 et ap_(A) >0 (0p(A) =1 par
convention), donc par les inégalités de Newton (lemme VI11.8.2) :

m —€+2) 0V _(m —€+1) 001 (A)

(V.2.29) <
-1 o) 4 a¢(A)

ou encore :
(V.2.30) qe-1=4q¢
par conséquent :

(m —1)o1(A)
V2.31 >qp_1=2.2¢qy=——m——
( ) 9k Zqk-1 q2 20.0h)

Ce qui permet de déduire par récurrence que :

| — |
(V2.32) V2</l<k Ul(ﬂ)SMUg(/l)(qg)g_l
(m —1)!

et en particulier :

k\(m —k)! _
(V.2.33) 01(1)5%@(1) (q2)"™"

m wm m
Or o4 (L) = '/ (F0) ("){L < e2”f”°°( , donc en combinant I'inégalité (V.2.33) avec cette
fM el wm k

derniére estimation et avec |'estimation (V.2.28), on obtient en Py :
(V2.34) g(M) sm Wkt = c,
ce qui donne lieu au théoréme suivant :

THEOREMEV.2.1 Il existe une constante C, > 0 ne dépendant que de m ,k,|If lloo €t [If 2
telle que :
Vi<sis=m MN=C,

(ici A = A(Py))

En combinant ce résultat avec |'estimée a priori c?, lp:llco < Co, on obtient immédiate-
ment le théoréme plus général suivant :

THEOREMEV.2.2 Ilexiste une constante Cé >0 ne dépendant que de m ,k, [ f |2 et Cp telle
que :
YPeM,Yie{l,..m}, A(P)<C,

Preuve : Pour P € M,on a Apax(Ap) — @;(P) < Amax(Ap,) — ¢:(Po) donc
Amax(Ap) < Amax(Apy) + @ (P) — @;(Pg) < C2 +2|l¢;llo ce qui, combiné avec 'estimée c”,
donne Apax(Ap) <Cy +2Co =:C5,. u
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V.3 Lellipticité uniforme de I'équation de continuité Ey ,

V.2.7 Pincement uniforme des valeurs propres

PROPOSITIONV.2.1 On dispose du pincement suivant des valeurs propres :
Vie(l,,m), —(m—-1)Cr<A; <Cy,
ot A= A(Py) et Cp estla constante du théoréeme V.2.1.
Preuve : Ona (1) =01,;(1)+A; >0puisque A€}, donc A; >—01;(M)=z—(m —1)C,. W
De facon similaire, on montre la proposition plus générale suivante :
PROPOSITIONV.2.2
YPeM, VYie{l,.,m}, —(m—1)Cy<A(P)<C}

ol Cé est la constante du théoreme V.2.2

V.3 Dellipticité uniforme de I’équation de continuité E; ;

PROPOSITIONV.3.1 Tlexiste des constantes 0 <E < F ne dépendant que de m ,k, ||f |loo €t C2

telles que :
E<op_ 1 M) =201 m(W)SF
ol A = A(Py).
0 0 -1 _
Preuve : Onal;=..=1,, d’ou 6;;]; = o-k—l,l(A) <..= % =0k—-1,m ) =< (YZ 1 )(Cz)k ! = F,

la constante F ainsi définie ne dépend que de m ,k et C,. Cherchons a présent un minorant
uniforme de 04— ;(A), et ce en utilisant I'identité : o4 (1) = A1 0% -1 1(A) + 04 1(A). On dis-

tingue deux cas :

o (M)
M

— Cas1:0% 1(A)<0.Danscecason a 0y (1) <A 0;-11(A)d’ot 04— 1 (A) =

(IZ).[M w" > o~ 2lf oo (m )

,Or :
V.3.1 O )= etJ( 0) =
( ) ) j}wetfa)m k

¢ 21 llew (M)
et0< A =Cy,donc o;-1 (1) =2 c
2

- Cas 2:0¢,1(A) >0.Pour tout 1 <j <k —1,0n aoc;(A2,...,Ay,) =0;1(A) >0 puisque
Jj+1<ketAely. Parailleurs, ox(A2,...., Ay ) = 0 1(A) > 0 par hypothese, d’ou :

(V3.2) (2o A ) €4y = {,Be R"/V1<j<k, o;(B) >0}
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On déduit par conséquent par les inégalités de Maclaurin (lemme VIL.8.1) que :

<

(V3.3)

(ak(ﬂtz,...,am))%
"
Uk,l(/l))kl - (Uk—l,l(ﬂ)

(") (i)

(Uk_l(/lz,...,/lm ))lel
(i)

1

1
k=1
) d’ou O-k,l()") = (

ou €ncore ( , par

m —1)(@_1,1(&))“ﬁ
k =y
conséquent :

m — 1)((71<—1,1(/1))1+ﬁ

k (i2)
(mk_l)(gk—l,l(/l))ﬁ]

(D A ()

oxk V)= 0k-1.1 (V) +0, 1 (M) = Ay 0k—1,1(1)+(

(V3.4) SO'k_l,l(A) A+

Ace stade, on distingue deux sous-cas du cas 2 :

m
- Siog-11(A) > (k { ) alors on a le minorant uniforme recherché.

1
-1 Or—1.1(A)\*T
— Sinon 0-11(1) = (m ), donc (kml—_ll()) <1,d’ou
k-1 (k_l)
(") m
/11+W] =0)-1.1(A) ()Ll+;—1),ce quientraine la minoration
k-1
M+E—-1" G+ -1
N (O
C k-1

or(A) = 0r-11(A)

Ok-1,1(1) =
e =2 les ()

TG+ -1

Par conséquent, on a 04— ;(A) = min { } et finalement :

=20 flloo (M

m—1)| e (k)

3, (M) =mi - Wil_.g
(V3-5) 7k ]’](A)>mm{(k—l)’ c2+%—1}

La constante E ainsi définie dépend uniquementde m ,k, ||f oo et C». [ |
On prouve de facon similaire la proposition plus générale suivante :

PROPOSITIONV.3.2 Ilexiste des constantes 0 < Ey < Fy ne dépendant que de m ,k, ||f |lco €t
C5 telles que :
VPeM,Vi<ism, Ey<oy_1,;(MP))<Fy

Preuve : Avec exactementla méme preuve que la proposition , on trouve :

=2 f lloo (™
m —1 k-1 . {m—l e (k)}
Fy= C) et g =min ,———————— .
’ (k—l () ° (k—l cl+m -1
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V.4 Estimation uniforme du gradient

La variété M est riemannienne compacte et ¢, € C*(M), donc par la formule de Green :

1

(V4.1) ¢(P)=

ol G(P,Q) est la fonction de Green du Laplacien A. En différentiant cette égalité (V.4.1)
localement sous le signe intégral, on obtient :

(V4.2) aui(ﬂz(P)=fMA(Pz(Q) x (0,))pG(P,Q)dv¢(Q)
On déduit donc qu'on a dans une carte holomorphe centrée en P :
(V4.3) 10,i@:(P) ISfM | A@(Q) I VpG(P,Q) |dve(Q)
et :

(V4.4) ((Vgor =V [ 180:@)11V6G(P.0) v, (©)

(cette derniére expression est intrinséque).

Montrons le lemme suivant :
LEMMEV.4.1 Ilexiste une constante C3 >0ne dépendant que de m et Cé telle que :
IA@:lloom = C3

Preuve : Au point Q € M,dans une carte holomorphe g-normale g adaptée,on a:

(V4.5) A@,(0)=-28""(0)0,;¢0:(Q) = =23 04201 (Q) = 23 (Aa(@)-1) =2m =2 Y 1,(Q)

=1

(on utilise ici le Laplacien réel), ce qui entraine le résultat par le pincement uniforme des

valeurs propres (proposition V.2.2). ]

En combinant |'équation (V.4.4) au lemme V.4.1, on déduit que :
(V4.6) [(Vop)p |=vV2m C3 f |VPG(P,Q) [dv,g(Q)
M

Par ailleurs, on sait classiquement (cf. [AUB98], p.109), I'existence de constantes € et €’
telles que :

(V4.7) IVPG(P,Q)|< dvg(Q) <€’

_C and f;
dy(P.0) ! m dg(P.Q)" !

On obtient par conséquent le résultat suivant :
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PROPOSITIONV.4.1 Ilexiste une constante C5 >0 ne dépendant que de m ,Cé et (M,g)telle
que :
VPeM |(Vo)pl|=Cs

Plus précisément, on peut prendre Cs = V2m C3€ €.

V.5 Estimation des dérivées secondes

Notre équation est de la forme :

(&) F(P’[auiuj(p]lsi,jSZm) =v PeM

V.5.1 Lafonctionnelle ®
On considére la fonctionnelle suivante :
O:UT —- R

1
(PO = (VpE.O+ 2 1 (Ve I

ol UT est le fibré en sphére unité associé au fibré tangent (TM,g). @ est continue sur le
compact UT, elle atteint donc son maximum en un point (P{,&1)€UT.

V.5.2 Réduction de la preuve a la majoration de (Vz(p,)pl(cfl,cfl)

Si on trouve un majorant uniforme de la quantité (V2<p)p1(61,61), on en déduit aisément
(vu que | V@ |o< Cs) I'existence d'une constante C¢ >0 telle que :

(V5.1) (V2p)p(E,6)<Cs Y(PEOEUT

Fixons P € M. Soit (Up,p) une carte holomorphe g-normale g-adaptée centrée en P a savoir
une carte satisfaisant [g; :(P)li=i j=m =l 0¢8;7(P) =0 et [Z;5(P)i=i jm =diag(Ai(P),... An (P)).

Onald,l,= v/2, on obtient donc 0,j.ipP)= 2(V2<p)p( ) <2Cg et de facon similaire

N
V2'V2

0,
> )<2C6 pour tout 1 <j <m . Par ailleurs, on a:

V2 V2

(V5.2) 0,1 PP+, (P) =40, 7p(P) = 4 (A;(P) 1] = =4 | m = 1)C} + 1

0,7 ,i P(P) = 2<v2<p>p(

par conséquent, on obtient :

(V53) 0,,ipP)=~4|(m —1)Cy+1|=2Cs=:=C7 et 0,;,;@(P)=-C; Vje{l,...m}
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V.5 Estimation des dérivées secondes

Bornons a présent les dérivées secondes mixtes 0,r,s¢@,(P) : Soient 1 <r #s<2m, on a
|0yr £ 0,5 | =2, par conséquent :

’

ax’iaxs axriaxs)_la (P)+16 (P)"'la (P)=sC
2 y )T O AU T O PUE) =5 Oxras PUE) = S6

2
V54 (Vx| ;

ce qui entraine £0,r,s@(P)<2Cg — %axrxup(P) - %axsxup(P), d'otl |0yrys;(P)|<2Ce+C7.
On prouve de fagon similaire qu'au point P, dans la carte wp on a :
(V5.5)

|0yrys@(P)|<2C6+C7 Vr#sefl,..m} et [0y y@P)|<2C6+C7 Vr,sefl,..m}

ainsi :
(V5.6) Vi<i,j<2m 10,i,¢(P)|<2Cs+Cy

On déduit par conséquent que :

1 2
(V5.7) (PoP k=7 Y (00 sm?(2Cs+C7)?
1=i,j<2m

THEOREMEV.5.1 (Estimée uniforme des dérivées secondes) 1l existe une constante Cg >0
ne dépendant que de m ,Cé et Cg telle que :
YPeM | (V)pl,<Cs

Ce qui permet de déduire I'estimée C? uniforme recherchée :

(V.5.8) lollc2m my = Co+Cs+Cs

V.5.3 Choixde la carte

Pour P € M fixé, la fonction £ € UTp — (V2)p(&, &) est continue sur le compact UTp (la
fibre), elle atteint donc son maximum en un vecteur unitaire ¥ € UTp. Par ailleurs, (V:¢)p
étant une forme bilinéaire symétrique sur TpM , le principe du min-max assure que :

2 P P\ _ 2 _
(V5.9) (Vop)p (& .¢ )—&TPAIRgaé,f)zl(V PP(S.6) = Pmax(P)

ol B ax(P) désigne la plus grande valeur propre de (VZ¢)p relativement a gp, on peut en
outre choisir comme & "la direction" de la plus grande valeur propre B, 4x(P). Pour P fixé,
on a donc :

(V5.10)

_ P\ _ 2 P Py, L 2_ 1 2
g 2% RO =OPE) = (V@) 5+ S 1 TP = Buax(P) 451 (Tgip I}
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V Estimée C?

d'ou :

(V.5.11) max DPE) = maxq)(Pf )—(D(P1,§1)<CD(P1,§P'
PHEUT

et par conséquent :

(V5.12) max D(P,E) = D(Py, &M )—ﬁmax(P1)+—|(V<p)p.|

Au point Py, on considére 611)1,...,8;1}1 une base (réelle) de (Tp, M, gp,) satisfaisant les conditions
suivantes :

— [gij(PD]i=ij<om = lom

- [(V2<P)ij(P1)]1si,jszm =diag(P1,.... Bom)

= B1=Pnax(P1)ZP2=... = Pon.

Soit (U,w) une carte réelle C*°, g-normale en P obtenue a partir d'une carte holomorphe
2\ ...z™ en posant ', u?my = (xl,...,x’",yl,...,ym) ot z/ =x/ +iy’ (3 savoir une carte
telle que [g;;(PDli<ij<om =ITom, Y1 <i,j,l <2m 0,1g;; = 0) satisfaisant y,(P;) =0 et
0, plzefl . Ainsi 0,1 |p, est la "direction" de la plus grande valeur propre B, 4x (P1).

ui |

V.5.4 Lafonctionnelle auxiliaire locale ®,

Désormais, on travaillera dans la carte réelle (U{,w) construite ci dessus en P;. Soit
U, cUj un ouvert tel que : YPeU, g11(P)>0, et soit @; la fonctionnelle :
(D] : U2 —R

N%m@>
P— (P _— \Y
1(P) = e (P) 2|( )P|

La fonctionnelle @, atteint son maximum en P;. En effet :

Vo) (P) _ (V29)p(8,1,0,1)  _, (%1 mn)
= = V 5 =< max P
gll(P) gP(aul’aul) ( )P |au1|8 |6Ml|g ﬁ ( )
ainsi,
(V.5.13) q)l(P)<ﬁmax(P)+_|(V(p)P |g—,6max(P1)+_|(V(p)P1| =®y(Py)

ce qui achéve la vérification.

On différentie a présent I'équation (E) deux fois dans "la direction réelle" 9,1 :

(E) F(R[auiuﬂp]lsi,szm):V
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V.5 Estimation des dérivées secondes

Au point P, dans une carte u on obtient :

OF m - OF
(V5.14) 0,v=——=lpl+ Y —I910,1,1,i¢

Ou ij=1 Or,-j

En différentiant une deuxiéme fois, on aboutit a :

0’F n §’F
0 = + a .
ululv aulaul[(p] l’jzlal]a 1[(p] u ul(p
2m aZF 2m 02F

+ + —_—
i;l Gularij [QD] e,sZ:l 6r650r,-j

[(p]aulueus(p 6 1 luj(p

(V5.15) + Z 10,1141 P

i,j= larl]

Or au point Py, pour notre fonction

Y . .
F(P,r):Fk[5lJ~ +Zgj[(P)(ri[+r(i+m)(€+m)+lri(€+m)_lr(i+m)€)]lsi,j5m ona:

2
V.5.16 =0
(V5.16) iy
En effet :
0’F n. 9 (OF, 1
W(Psr) = Z la_{aBli [61 + 4g (P)(rl!+r(t+m)([+m)+lrt([+m)_lr(1+m)[)]
i 0,5,q= )
(V:5.17) X 5 Tog + rosm)q+m) +iTo(q+m) _ir(0+m)l])} x0,18"7(P)
et 0,1g°7(P;)=0. Ainsi, on obtient :
(V5.18)
62 2m 2 2m oF
aululv = W[(p]i’j,; 16 esar” — ] aulueus(p au u_/(p+iJZ:1 E[([)] aululuiuj(p
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V.5.5 Usage de la concavité

La fonction F est concave en la variable r. En effet :

i1 . .
F(P,F)ZFk[5,j~+Zg"[(P)(rié+r(i+m)(£+m)+lri(£+m)—lr(i+m)é)]1si,j5m

_ . - 1 ) .
=Fi(g"'(P)F) ouF =[g,-j‘(P)+Z(i’ij+V(i+m)(j+m)+”’i(j+m)—l”(i+m)j)]1si,j5m
T
=Fi(g 2 (P)ig 2(P))
—_——
€76, (C)
(V5.19)

R B -1 -1 . .
=Fy [5f +Z Y (g 2 (P)){(g 2 (P)) (Tes T r@em)s+m) i o(s+m) ~EF@+m)s) =i j=m
l,s=1 ! SJ

~ J

=:pp(r)

or, pour P fixé r € S5, (R) — pp(r) € 76, (C) est affine (ici Sy, (R) désigne I'ensemble des
matrices symétriques de taille 2m ), en outre, Fj est concave sur AN T) € A, () (cf. pro-
position 11.4.1), on déduit donc que la composée F(P,.) = F; o pp est concave sur |'ensemble

{r €Som (R pp(r)e A" NI} = p;l(it_l(l"k)). Ce qui montre que F est concave en la variable

r. Ainsi, vu que [0,1,i,Pli<i j<m €St une matrice symétrique, on obtient que :

2m azF
V520 U — 6 e, s a i,,7 SO
( ) i,j;ZI aresarij [(P] ulueusP ulu uf(p

Par conséquent, on obtient |'inégalité suivante :

2m
(V5.21) 0,1,V = 0,1, Flpl< Y
i,j=10Tij

[QD] aululuiuj(p

Calculons a présent la quantité d,1,1F[¢] (en P;). On a:

0’°F mo 9 (0F, . 1 .; , ,
W(P,r)= Z W{am [6{+Zgjl(P)(ri€+r(i+m)(€+m)+lri(€+m)_lr(i+m)[)]}
0,5,q=1 0

7o . .
Xaulgsq(P) Z(roq +r(0+m)(q+m)+lr0(q+m)_lr(o+m)q)

& 0F o 1 e . .
Yo =8 =g P rio+ ey FiFi0em) = TG m)0)]
0,s,q=1 aBo 4
G 1 . .
(V5.22) x aululgsq(P) Z(roq T o+m)g+m) T1lo(g+m) _lr(0+m)q)
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V.5 Estimation des dérivées secondes

Or 8,187 (P;)=0 donc :

2 m
2 _ 5§ _
5igy T 1D ePD) —Zl o A (PN % 0,118 (P1) Os5p(P1)
2 Ok—1.s(AP -
(V5.23) DB 5,167 (P1) Dusp(P)

= o (MP))

Oren Py, 0,1,18" = —gs’qus_aululgq,; et [gij]]sl‘,jgm =21, donc 8,1,18" =—40,1,1g, d'ol
aululgss :_aululgss_aululg(s+m)(s+m)'
De pIUS ona FZ;u‘ = E(aujgos'i'au“'goj _au(’gjs)gory ainsi :

1
.1"’4, R = —(auiujgrs+auiusgrj _auiurgjs)

(V.5.24) 9, T
2
De facon similaire, on a en Py :

o1
(V5.25) 0,1, ==(0,i,i8rs+0,i,r8sj —0yins&ir)

ubt iy 5
Par conséquent, on déduit que :

(V.5.26) auiujgrs:a i, s+auiFZjuf

U= ylu

Ainsi, on a en Py :

s+m

(V.5.27) 0,1,18° 2—26 IF 1, ,—20, 1F”] ctm
. 1 . " )
Par ailleurs, 03¢ = Z(ausus<p+0us+mus+m @), ce qui entraine qu'en Py :

< Of-1 Y(A/(Pl)) s s+m 1
VS 28 6 F = _— —26 ru 20 Fu + - ausus aus+mus+m
( ) wlu! [(P] S:ZI O’k(ﬂ(Pl)) X( uld  1,s 1 1,s m) 4( P+ (P)

Par conséquent, I'inégalité (V.5.21) devient :

2m GF
01,1V SUX_"]?[(/)] 6ululuiuj(p
Ok—1,s(AMP1)) stm
V.5.29 - — 0, F” 0, F” wm | [ Ousys Oy 5+m ys+m
( ) ; O'k(A,(Pl)) ( 1 1 3+ 1 1 us )( (p+ (p)
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V.5.6 Différentiation de la fonctionnelle @,

On différentie deux fois la fonctionnelle @, :

(V@)1 (P) 1

®|(P)=————+—|(V 2
1(P) e (P) +2|( P)p g
0, (V)1 (V2)110,,811(P) 1 2
4, ®(P)=-* - - +-0,; |(Vo)p |
o g11(P) guPy 2o
8, (V> d ;(V? 0, P
0. ®y(P) = W VO 0, (V) uzgll( )
g1 (P) g1(P)
0,i(V)110,811(P) + (V)11 (P)0,1,1811(P)
gu(P)?
2 1 2
(V5.30) —(V <P)11(P)5u.f811(P)5ui(m—P)2) +50u;uj | (Vo)p [
Ainsi, en Py dans la carte y; on obtient :
1
(V5.31) 0,11 ®1 =01, (V)11 = (V)11 (P1) 1,1 811 5 0uiui | (V)P I3 (P1)

Calculons a présent les différents termes (en Py dans la carte y) :

0,is (V2)11 =01, (Oulul(p—FZiul Gus(p)

(V5.32) =0 19 =0,i, T 109 =0, T 10,15 —0,iT") 0,7,

uiujulu

. 1 1 .
Par ailleurs, ona I?; | =~ (aujgsl +0,18sj —ausgjl)g“, on déduit par conséquent que :

2
ul 1 sl 1
(V5.33) auil"ujul = E(Ouiujgsl +6u,«u1gsj —auiusg.,-l)g +0= Eauiujgll
a savoir que :
1
(V.5.34) 0,i,ig11=20,iT"; |

En outre, on a en Py :

2m
0yini | (V)p |§:auiuj( > g”aurq)aus(p)

r,s=1

2m
:aui( Z au_,‘grsaur(paus(p—l—grsaujur(paus(p—l—grsaur(p6’””5(‘0
r,s=1

2m

= Z auiujgrsaur(pau“(P-i_g”auiuju’(pau‘v(p-i_g”auju’(pauiu‘(p

r.s=1

+g”6u"u"(paufu5¢+grsau’(pauiuju5(p

2m 2m 2m
(V.5.35) =) 0,8 0ur @O P+2 Y Byiyins P OusP+2 ) 015 P 0,5 P

r.s=1 s=1 s=1
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V.5 Estimation des dérivées secondes

OrenPy,0,i,i8"" =—0,i,i8rs. de plus par (V5.26)onaen Py :0,i,i8gs = duirl’j;us+0uil“5ju,
Ainsi, on obtient en P dans la carte v :
(V.5.36)
5 2m 2m
Ouiuj | (Vp)p |g -2 Z 6 Ful Sa r 6u3<p+2 Zauiujus(p aus(p+2 Zauiuup Ou_/usq)
r,s=1 s=1 s=1
Désormais, et afin d'alléger les notations, on notera d; au lieu de 0, et Ffj au lieu de FZ;MJ.,
on a donc :

0ij®1 =019 —0;; T}, 0, =0, T}, 01,0 = 0; T}, 8590 —20: T (V:p)11(P1)

2m 2m 2m
(V5.37) ~ ) 0T} 0,000+ 0ijsp 050+ ) 0isp 05
s=1 s=1

r,s=1

Considérons a présent |'opérateur linéaire du second ordre :

2m
(V.5.38) Z —[<p] 0ij
Puisque la fonctionnelle @; atteint son maximum au point Py, on a L(®;) <0 en P; dans la
carte v, . Par ailleurs, en combinant I'inégalité (V.5.29) avec |'égalité (V.5.37) on obtient :

2L(Dl —011v = Z 4’][ ,jll(l’—aijrilas(ﬂ—ajrinaii(P—airilajj(P—Zair_}](V2<P)11(P1)
50 i,j=1
2m 2m . )
- Zlair;sar(pas(l)+ ;aijs(,oas(p‘i'6?(aii(.0) —5111';(,0]
Ok—-1,s(AMP1))

o (A(P))) (alris + alri(ﬁm)) (ass‘P+a(s+m >(s+m)(P)

(V.5.39) - Z

s:1

Les dérivées quatriémes se simplifient. En outre, on a en P :

OF m  AF
(V5.40) Ogv = =1l + .Zl o1, 91059
1,]= l
OF L) 5
avec —(P1 D p(P))) = Y 3 A[dlag(/ll(Pl) m (P1)]x 0,18 (P1) Og5(P1) =0
s=1 B N e’

=0
ce qui entraine :

2m 2m . )
02611V+Zas\/as(p+ 26,-1“]1.1(Vz(p)”(P])—a,-F’Uajj(p—ajl“’”6,-,~<p
s=1 i,j= 1
_Zaljrll s — ZGF ar(pas(p"‘a{(aii(l))zl
r,s=1
1 & 0k-1,5(AP1)) +

V5.41 A — 011 0. ass as m)(s+m
(el 24 o) <[0T+ TS, ) (000 + 0o )
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A présent, exprimons les quantités 0; 1“]1,6 FJII,GT"II,G,-F;S et 9;;T], en fonction des

composantes de la courbure de Riemann (et ce toujours au point P; dans la carte normale
¥1). Par le corollaire VII.7.2 on a :

1
airjl'l (Rj11L+lell) jlll
~——
=0
a.rj_l - = 2Ry
it11— (R1]11+Rlllj)_ lell
3 3
;2
0;Ty =3 Riin,j
1
al—‘r _3( jrsl+lear)

1
0,17, =§(R1s51 +Ri155) = §R1ss1
=0

1
0 izrsnlm) :§Rl(s+m Ys+m)l

1 1
0;;T', =1 (ViRij1s + ViRis1j + ViR + VRyi1s) _E(VSRlilj +ViR1j1i)

1 1
=5 (ViRis1; + V;Ri51i) — gvsRlilj

On obtient donc :

m - OF -2 2 2
0=0;v+) 0,vo,p+ ) ar—[q?] _lelz(v P 11(P1)— = Rl]llaj](p ij 0ii ¢
s=1 i,j=1
1
—Z( ViR += VRlslz_gvsRlilj)as(p
| J 2
- _lg(Rjrsi+Rjisr)ar(pas(/)+5l~(aii(p)
1 & ok-15(APy)) 1
(V'5-42) +ES; W X g(Rlssl + Rl(s+m )(s+m)1) (ass(p+a(s+m )(s+m)(p)

V.5.7 Majoration uniforme de 8, = (V>@)p,(£1,¢))

Par |'estimation uniforme du gradient on a :
(V.5.43) Vi<j<2m |0;¢,1<Cs
En outre, on a en P; dans la carte y :
(V.5.44) [(V2@)ij(PDi<i j<am = [0; ;P 1< j<om =diag(Pi,.... Bam)
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V.5 Estimation des dérivées secondes

Par conséquent :

m - oF 2 2 2
0=0;v+) 0,vo,p+ Y y[‘ﬂ i (Bi) 1111131——1?1]11 B — ij Bi
s=1 ij=197ij
1 2m 1 2m 1
_5 Zl(Rjrsz +R]zsr)a (pas(p_z Z] (ViRlslj +ijlsli _gvsRlilj)as(p
r,s S=

1 & 0k-1,i(AMP1))

gi:l o (A(Py)) X(le-i_Rl(Hm)(Hm)l) (ﬁi+ﬁi+m)

- Y . 1 .
Or pour F[¢] :Fk([5f +g1[6i,z(p]15,-,j5m) puisque 0,5¢ = Z(Ousus + 0, 5+m ,s+m ) on obtient en

P, dans la carte v, que :

OF n OF 1 0(rgs +7(s4m)(s+m))
V.5.45 — d AP
(V5.45) 5 101= SZIOBV( fag ey 3
donc :
OF
Vi<i#j<2m —1[¢]=
orjj
OF OF 1 OF 1 0k—1; (APD))
Vi<i<zm - = diag(AP _—
l arll[ vl= a”(l+m)(l+m)[(p] 4631( rag (M 1))) 4 O'k(/l(Pl))
—————
>0 car A(P1)el’
Ainsi :

(V.5.46) o>611v+26v6 <p+Z—[<p] (B’ += le(ﬁl 2B:)

s=1 i= 10}”
1 2m 2m
_5 Z (Rzrsz +Rzlsr)a (pa Y- ) Z (viRlsli +viRlsli _gvsRlili)as(p]
r,s=1 s=1

=
+l 2 Ok-1,i(MP1))
6= or(APY))

1

x (Ruu + Rl(i+m)(i+m)1) (ﬁi +,3i+m)

A savoir :

(V5.47) o>611v+26v6 ¢+Zy[(p] (Bi)*+= le(ﬁl 2B:)
s=1 i=1

1 2m
+§ Z Rzrzsa <P5s(P Z VRlslz_gV Rlzlz)as(p]

rs=1 s=1
I & 0k-1i(AMPL)
+gi=]W(Rliil‘i‘Rl(Hm)(Hm)l) ([5,-+/3,~+m)
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2m
2 i bj 2
Or en Py dans la carte v, IR =g“¢" ¢ ¢ RapcaRijrs= Y. (Rabea)
a,b,c,d=1
donc | R peq |1 IRl pour tout a,b,c,d €{1,...,2m }, par conséquent :

(V548) |7 Y Riyis0rp Ospl= 3 Y ||R||g(cs>2=§(2m ) ||R||é,,(cs>2=ng<65>2 IR,

r,s=1 r,s=1
Par ailleurs, en P dans la carte yy, on a:

2m
(V5.49) IVRIZ =g 8" 8" ¢ g" VeRapca ViRijrs = 3.  (VeRapea)®
e,a,b,c,d=1
donc | V.R,pca IS IIVRIlg pour tout e,a,b,c,d €{1,...,2m }, donc :

2m 1 2m 7 7 7
(V5.50) |- Zl (ViRisii = 2 VsR1i11) 05 = Zl ¢ IVRIlg Cs =2m 2 IVRIlg Cs = 2m Cs VRl

ainsi en Py dans la carte g on obtient :

2m

2m oOF
(V551) —t611f—t Zasfas(p>z—[(,0] [(ﬁz) += thll(ﬁl 2ﬁ1)]

= Orii
Z

Ok -1, (MP1))
6/ or(A(P1)) (Rlii1+R1<i+m)<i+m)1) (ﬁi+ﬁi+m)

Zf aF[ ])
o X
i 0ri v
Or en Py dans la carte vy, |011f (P1) I= I1f lc2any, | 0sf (PO I= N f llc2ary €t 10590 |< Cs pour
tout s donc :

+ —3m (Cs) IIRIIg—gm Cs VR

2m
(V5.52) —10nf —1 ) 0sf 059 = IIf 2y (1 +2m Cs)
s=1
par ailleurs :
. 9F n. QF oF no1 01 (AMP1)) 1 ok (MPY)
Y. 5 —lpl= [p] + )= 3 Lot (P0) 1 ok (AP)
i=10rii i1 0rii OF (i +m )i +m) Zi4 o(MPy) 4 o (M)
1 (AP
(V5.53) _Z(Tk i (APD)
24 or(APD)
Par conséquent, on obtient :
OF 22 QF
(V5.54) If llc2ny(1 +2m Cs) = —[<P](,51)2+§ ZKUP]Ruu(ﬁl —-2pi)
i=10Tii

O - lz(/l(Pl))
,Zi o (A(PY)) (Rlii1+R1(i+m)(i+m)1)(,6,-+,6,~+m)
(3 -1 (MPD)

: )x[—fm%csfnleu L csivel
= o (APD) 3 £ 3 ¢

2
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V.5 Estimation des dérivées secondes

Estimons a présent les | B; | pour 1 <i <m a I'aide de ;. On suit la méme méthode que
pour la preuve du Théoréme V.5.1. Pour tout couple (P,&) €UT, on a I'inégalité (V,)p(&,&) <

B1 +5(C5)2, donc en P dans une carte holomorphe g-normale g-adaptée wp a savoir une

carte telle que [g;7(P)]i<i j<sm =1Im, 018;7(P)=0 et [, ;(P)li<i j<m =diag(M(P),.... A\ (P)),
on déduit pour tout j € {1,...,m } que :
(V.5.55)

0., P:(P)=2(V w,)p( 2B1+(Cs)*

a0, 5 6 6

Nk \/-) <2B1+(Cs)° et By, ¢i(P)=2(Ve)p (\/_ \/_)

Puisque A;(P)=—(m —1)Cj avec C; =(C, +2Cp) on déduit les inégalités suivantes :
Vi€ (lm) i (P)= =4 |0n ~1)Ch+1] =261 = (Cs et

(V5.56) 0,19/ (P)= =4 |(m = 1)C} +1] =21 = (C5)?
Par conséquent :

(V5.57) Y1<i,j<2m  10,1,0:(P)I<4B1+2(Cs)*+4[m =1)Cj+1]  dans la carte

-

=:Cy

Ainsi on déduit que :

2m

1 2
(V5.58) | (V2,)p |§,:Z Y (Ou,-u,-(pt(P))Zsz[4ﬁ1+2(C5)2+C9] VP
ij=1

2m

2m
Or en P, dans la carte 1, | (Vi,)p, |§: Y (0, u,go,(Pl)) Y (Bi)*, par conséquent on
i=1 =

aboutit a :

(V.5.59) Vi<i<2m |Bilsm (4/31 +2(c5)2+c9)

Donc :

(VS.60) IR (Br =2 1= Rizii | (181142 1B 1) <3m IRl (481 +2(C5)* +Co)
En outre :

| (Riiin + Rigi+myi+mn) (Bi + Bivm) 1 < (1R 1ii1 |+ I R1G+mym1 1) Bi I+ 1 Bism 1)

(V5.61) <4m IRl (481 +2(C5)* +Co)
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Ainsi :
(V5.62)
lo AP 2 (¥ OF
If ez (1+2m Cs) = %wg(z y[w])(%m VRN (481 +2(C5)+Co
i=1097Tii

1 (2 oy (AP
(Z M) x (—4m) IR llg (481 +2(C5)*+ o)

65 ou(AP)
(& ak_l,,-(ﬂt(Pl)))[ 4 5 7 }
r—F 1= Rlg—= VR
2(2} oeapn) )73 € IRl =3 m CsIVRI
a savoir :
(V.5.63)
or-1.1(AMPY)) ) (’" o1 (AP 1))) 5
>z —m) R, |4B1+2
e o F T i P ¥y srryd (R I (481+2(C5)+Co)
& Ok-1,i A(Pl)))( 2 ) )
- = R, |4 2
(; L P
2 Uk—l,i(ﬂ(Pl)))[ 7 2, 5 ]
————— || —=m Cs5||VR|l, — = c R
+(Zl e e ) | T8 CoIVRIs =3 m €9 IR,
donc :
(V5.64)

1 ok-11(APD) . (m ok_l,i(MPl)))( 5 ) )
1+2 > — - _|-= R, |4 2(C C
IF ez (1+2m C5) 2 3 = =0 o= (B +| X === | (=5 | I (481+2(C5)+Co)

" o1, (APY)) 7 2 5, ]
P | RO LG

Or en utilisant I'ellipticité uniforme (Proposition V.3.2) et les inégalités

e_zufnoo(’:) <o (AP)) Sez”f”w(’;:) on obtient :

mn —1. /,1,P 2||f”ooF
(V5.65) 5 % 1i(AP) _me .

= oaAen) (%)
(AP 2 lloo
(V5.66) or—1,1 (A 1))26 _ Ey
o (APD) (%)
Donc en Py dans la carte 9 on a :
1 e 2Wlleop 20 lleo 7
(V5.67) 02 0B+ u( m)ang (4B1+2(C5)? + )
4 (%) (%)
m 2l 2 L,
A [gm CsIVR]lg + 3" (Cs) ”R”g] = f 2@y (1 +2m Cs)
k
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V.5 Estimation des dérivées secondes

L'inégalité précédente signifie qu'un certain polynéme du second degré en f; est négatif :

1 e 2Wleop m eZIIfllooFO 20
(V5.68) 0=~— % (B1)> —( )IIRII B
a0 (%) 3
m e oo 2, 5 )
BN g M CsIVRIg+3m = (Cs)” IR+ m IRl (2(C5)"+Co) | =IIf Ncaqpry(1+2m Cs)
k
ou encore :

80
02(;31)2—; 2 4”f”°° ||R|| B

0 Fo [7 2 5
—4m2e““f”°°E— < Cs ||vze||g+§m<cs>2 ||R||g+§(2<cs>2+cg) ||R||g]
0

42 oo

(V5.69) - kE—O 1/ 2y (1 +2m Cs)

On pose :

80
1;:?m2 4“f"°° ||R||

4 Fo 7 2 5
J::4m2e4”f“°°E— cCsIVRIlg +2m (Cs)* ||R||g+§(2(cs)2+cg) IRl

0
421 o
+ — . If Nlc2ary(1+2m Cs) >0
0

I'inégalité précédente s'écrit donc :
(V.5.70) (B> =11 —J<0

Le discriminant de ce polynéme du second order vaut A =I%+4J >0, par conséquent ce
polyndme admet deux racines réelles distinctes r; <r, et on a donc :

(V.5.71) ﬁl =r
c'est le majorant qu’'on recherchait.
Par conséquent :
1,1
(V5.72) B Smln(—ECS —ZC9,r2) = Cro

Notre majorant Cyo dépend de m ,k,Cs,Cs,Eo,Fo. |lf lloos If lc2ar): IR Il €t IVR]l,.
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VI.1 Stratégie

VI.1 Stratégie

On déduit de I'estimée C? (V.5.8), une estimée C>P par un théoréme classique d’Evans-
Trudinger (théoréme VI11.6.2), ce qui achéve la preuve du Théoréme 11.2.1.

VI.2 Réduction de la preuve a I’estimée a priori C*

La méthode d’Evans-Trudinger

On suppose qu'il existe C1; >0 telle que pour tout i €N on ait ¢y, 2y &) < C11. Dans la

suite, on ne notera plus l'indice i de ¢,, afin d'alléger les notations. Dans le but de construire
une estimée C>P avec 0 < B < 1, on va se mettre dans les conditions d'application du théoréme
VII.6.2 (cf. Annexes).
Soit Z = (Uj,¢;)1<j<y un recouvrement fini de la variété compacte M par des cartes et
soit 2 = (0)1<j<y une partition de l'unité de classe C* subordonnée a ce recouvrement.
La famille d'équations de la méthode de continuité correspondant a I'équation de la k-iéme
fonction symétrique élémentaire des valeurs propres s'écrit :

(Ex.1) Fi(16] +870(P)0, 70 (P i< jom | 1/ (P)=Tn(A) =0 PeM

donc dans la carte (U, ¢p;) ol 1 <5 <N est un entier fixé, cette équation s'écrit :
(Ek.t)
F(16] + 7095 (0 20200
62,‘02[
1

07,07, 4
des dérivées réelles, donc notre équation est de la forme :

(Olisijen | =1f 047 (0 =In(4) =0 x € p,(U) <R

Par ailleurs, on a

(Dab +D(a+m)(b+m)+iDa(b+m)_iD(a+m)b) ou les D,y désignent
(Ex.) G(x,DZ((p, o¢;‘)) =0 xedy(U,)R™ avec,

T Uy S . .
G(x,r)=F ([55 + Zé’][(d)s l(x))(rié+7’(i+m)(é+m) +iri+m) _lr(i+m)[)]lsi,j5m)

—tf o (x)—In(A)).
(VL.2.1)

Ainsi, de méme que I'application F intervenant dans I'estimation C? (cf. (V5.19)), G est
concave en la variable r (plus précisément, pour tout x fixé de ¢5(U;), G(x,.) est concave sur

Pk (V7 @) e 520 ®) ),
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Pour tout s € {1,..,N }, on considére Q; un domaine borné de R*" strictement inclus dans

$s(Uy)

(VL.2.2) Qg ccp(Uy)

La notation S’ cc S signifie que S’ est strictement inclus dans S a savoir que S’ S . On
expliquera ultérieurement comment ces domaines Q; sont choisis. L'application G est de classe
C? et la solution ¥ := ¢, o' € C*(Q,R) car ¢, € c%*M) avec ¢ = 5. L'équation (Ex.r)
sur Qp < ¢,(Uy) est a présent écrite sous la forme correspondante au théoréme VI1.6.2 (cf.
Annexes), il reste a vérifier les hypothéses du théoréme sur Q;, a savoir :

1. G est uniformément elliptique par rapport a v = ¢, 0¢; ! i.e il existe deux réels A;, As >0
tels que :

Vx €Q, VEER™, A 1EP<Gj(x,DX(x)) & < A 1EP

On s'imposera, en outre, de trouver des réels A, A; indépendants de ¢.

2. G est concave par rapport a ¥ en la variable r. Vu que G est de classe C?, cette
condition de concavité est équivalente a :

Vx € Qy, YEER™ ™™ Gy o, D> W)(0)) i Cke <0

Ceci a déja été vérifié.
3. Les dérivées G,, G,, Gy, et G,, sont controlées (ces quantités étant évaluées en
(x, DX (Y})(x))).
Une fois ces trois points vérifiés, et vu qu'on a une estimation C? de ¢, par Cy;, le théoréme
VI1.6.2 nous permet de déduire que pour tout ouvert Q) cc Q il existe deux réels B, €10, 1] et
Cstes >0 ne dépendant que de m , Ay, A, dist(Q),0Q;), de 'estimation uniforme de | v} b
et des estimations uniformes des quantités G,, G,, G, et G, ; donc en particulier B, et Cste;
ne dépendent pas de ¢, tels que :

(V1.2.3) [D*(y)]p,.qf < Cstey

Choix de Q; et Q'
On note K; le support de la fonction ,0¢;" :

(VI.2.4) K := supp(QSO(ps_l):(ps(supp 05) cps(Uy)

L'ensemble K est un compact inclus dans I'ouvert ¢, (U,) de R*™ , et R*™ est séparé localement
compact, donc par le théoréme d'intercalation d’ouverts relativement compacts, appliqué deux
fois, on déduit I'existence de deux ouverts relativement compacts Q; et Q! tels que :

(VL.2.5) K, c Q! ccQ, cc ¢y (Uy)
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VI.2 Réduction de la preuve a I’estimée a priori c?

On aimerait que Q; soit connexe : pour cela, il suffit que K soit connexe et ce quitte a se
restreindre 3 une composante connexe dans Q, d'un point de K ; en effet, cette composante
connexe est un ouvert de Qg vu que Q; est localement connexe (au titre d'ouvert de R>™ ),
elle est en outre bornée vu que Q I'est.

Application du théoréme
Soit B:=min By, la norme ||.|l-25 est sous-multiplicative (cf. [ZQ95]) donc :

N
eI san, = X1 009 x (@:0, ) by

N
(VI.2.6) <Y 10,00, hpa x|V} o

s=1
Or par (VI.2.3) on a |y} | g = W] Lo +[Dz(wf)]ﬁs;gg <y Lo +Cstes < Cste] ou Cste;
ne dépend que de m, Ay, Ay, dist(Q,0Q), C1; (la constante de I'estimée C?) et des esti-

mations uniformes des quantités G, G,, G., et G,,. On obtient par conséquent |'estimation
C%P recherchée :

N
R,P -
(VI.2.7) el 50, = Y 16,07 | por xCstey=:Cia
s=1
Passons a la vérification des hypothéses 1 et 3 ci-dessus.

Lellipticité uniforme de G sur Qg

Soient x € Q, et & e R*™.

2m

Y Gijlx.r)& =d(Gx,0) (M) avec M =[Ei&;Ti<i jm € Son )

i,j=1 r

:d(Fk op(p;l(x))r(M)
(VI.2.8) =d(Fip, 1, 01 (p¢;1(x))r(M)
i1 -1 -1 . .
Rappelonsque ,OP(T”): 5li+_ Z (g 2 (P)) (g 2 (P)) V(r€0+r([+m)(0+m)+lr[(o+m)_lr([+m)0)
4, it 0j I<i,j<m

,0=1

(cf. (V5.19)), on obtient par conséquent :

(VL.2.9)
2m 1 -1 _ =1 _
i;lGij (x,Dz(U/})(x)) ¢i¢ :d(Fk)p(p;l(x)(Dz(wf)(x)). L—W’OZZI (g 2 (¢p; l(x)))w(g 2 (] l(x)))oj

Mo +Mpimyorm)yTiMeorm)y—iMom )a)]

1<i,j<m
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VI Estimée C>P

. - 1 _ _ .
Dans ce qui suit, on note M := [Z(Mgs +M prmys+m) FIM p(semy = IM 0+mys)]i1<,s<m - AnSi

- 1
M = [Z(é‘('fs + €[+m 6s+m +i£[‘fs+m _i£€+m gs)]lsf,sSm € L;gm ©
1
= [Z(gﬁ -1 6€+m )(6? +i é‘x+m )]lsl,sSm
—_—
=G5

1= .
(VI.Z.lO) = [Z 6[ és)]ls[,sim

Of-1, [/1(8_167% ((Ps_l(x))) y |
et g2 au lieu de gT((,bs_l(x)) afin d'al-

Notons par ailleurs d; =

ot | Mg, (0 )

leger les formules. On obtient par la formule d'invariance (I1.3.15) que :

2m L .
> Gij(x,Dz(U/f)(x))fifj =d(Fy) - I -([g]TM[g]T)

=t (817 &g, 1817
t— =1 ~ i § N
:d(Fk)diag(/ll,...,/lm)-( Ulgl?M[g]-> U) ou U €U, (C) avec
Ulgl™ &4,[g17 U =diag(My,...An) on est au point ¢7'(x)

=Y d; (tﬁ[g]‘?lM[g]‘T'U)u

Il
=
&
-~
—_
oQ
Nl"_
=
N —
=
—_
oQ
ol
=
N
h‘;/

1 m
(VI.2.11) :szi | a; I?

m

k

) <0 (Mg gy, (P))) < &2 ]l (': ) on

Or par la proposition V.3.2 et les inégalités e‘z”f”m(
a de méme qu’en (V.5.65) :

W, VIR,

(VI.2.12) ——— <d; < ——
() ()
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VI.2 Réduction de la preuve a I’estimée a priori c?

En combinant (VI.2.11) et (VI.2.12), on obtient :

1 —2||f||ooE m 2m 1 2||f||ooF m
(V1.2.13) —em—‘)(Zmuz)sZGi,-(x,Dzwf)(x))é,-fjs—e,n—O( |a,~|2)
4 )\ 52 4 () 5
Or :
YlaP=Y 1Y &7 v) P
i=1 i=1 j=1 J1i
S (Eawr) )(La(eo),)
i=1\j=1 it =i li
= {Z([g]%y)“([g]zy) }613
j.0=1 li=1 Ji !
m _ t - —
(VI.2.14) =) (([g]ZU)x ([gm])) &
jf=1 jl

t t

Or (1517 U) x (1g17U) =1g17 U'T [g17 =1g]? [g]7 =[g]7 [g]7 =[g]™", donc:

(VI.2.15) YolaiI*= ). ([g]‘l) E&=Y gY@ néé,

i=1 j.l=1 je j.l=1
Ainsi, et vu que | & |*=| & 2, la vérification de I'hypothése d'uniforme ellipticité du théoréme
VII.6.2 (cf. Annexes), est ramenée a trouver deux réels 19, AY >0 tels que :

(VI.2.16) VxeQ,vEeC", A01EP< Y gY@ & <A |EP
j.f=1

Par le principe du min-max appliqué sur C" a la forme hermitienne < X,Y > (o ()= gal;((l)s_l(x))Xa Y,
relativement a la forme hermitienne canonique sur C", on a :
(VI.2.17)
- m _ —_ _
Amin [ (@7 D lizapzm 18P Y, 8 @7 00)8a &y < Amax[g® @7 D izabem 1€

a,b=1

Or les fonctions P — Amin[gaE(P)]ISa,bSm et P— A, ax[g“B(P)]lsa,bSm sont continues
sur ¢;1(Q,) €U, qui est compact car c'est un fermé de la variété compacte M (cf. (V1.2.2)
pour le choix des domaines ), donc sont bornées et atteignent leurs bornes, d'ou :
(VI.2.18)

- m _ —_ _
min_ Aminl@PPizapem | ¥ 1EFS Y @7 0NEE, < [max  Apaxlg® P)licapem | ¥ 1E
Pedp;1(Qy) a,b=1 Pedp;1(Qy)

J

- -

—. 30 —.AO
=7 =AY
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Par les inégalités (V1.2.13) et (VI.2.18), on déduit que :

2m
(V1.2.19) A 1EP< Y Gij(e, DX (w)(0)) &y < Ay |EP
ij=1
1 e 2l
avec As::—em—o/lgf
4 (7)
1 2l
et Agi=——— 0N
4 (%)

Les réels A; et Ay dépendent de k, m, ||fllco, Eo, Fo, g, (Us,s) et Qg et ne dépendent pas
de 7, x et &; ce qui achéve la preuve de I'ellipticité uniforme globale.

Estimation uniforme de G,,G,, G, et G,

Dans cette sous-section on estime uniformément les quantités G, G,, Gy, et G, (rap-
pelons que ces quantités sont évaluées en (x,Dz(l//f)(x))) et ce par la méme technique utilisée
dans la sous-section précédente pour la preuve de I'ellipticité uniforme (VI.2.19).

Rappelons que (cf. (VI.2.1)) :

Gx,r) = Fi (18] + 8705 N (it omyeom) HiTicesmy =i smy i jom |~ f oy (1) =In(A,)

4
on a .
2m
(V1.2.20) |G P=I[Gy, Tisi<om 7= Y_1Gy, I oUG,, = S )(x))
i=1 i
de méme que (V1.2.9), on obtient :
Gy, = 0—(x,D (y)(x))
X
(VL.2.21)
a(g4’ o ; of o)
=dFg-1g,, @7 o1 ([Z £ </> L x)0, 71 (b (x))] <oq<m)_t%(x)

J

-

=M?
et A l'instar de (VI.2.11), on obtient donc par la formule d'invariance (11.3.15) que :

(V1.2.22) G, =Y d, (’EM"U) —t—f(gbs (x))
= y

JJ

114



VI.2 Réduction de la preuve a I’estimée a priori c?

Ok-1,i [A(g_lg(p, (‘Ps_l(x)))

ol U €U, (C) telle que 'Tlg ™' gy, (07 cNIU =diag(Ay,.... Am) et d; =

ot A8, (97 )

On peut donc écrire :

B
Z djU,jUqiMy, tgf,.w);l(x»

J.p.q=1

m _ m a ql7
> deijq,f(Z%@zkx))ap,ﬂpfw;‘(x»)—z—<</)s (x)) d'on

J.p.g=1 /=1
(V.2.23)
n 2 e, ab
|Gy, | < Z —_— |Upj Ug; | ( max max | " (P) |) lo:llc2on my + 1L et ar my-
ipat=1 (k) ISabsm 1<i<m pey-Tio ) Ox

~ J

Al
Or U €U, (C) donc |U,j I<1 pour tout 1 <g,j <m, par conséquent :

20f oo

e F()

(V1.2.24) |Gy I=sm* ———A;  Nodemr  +1f e m
7) N

k
<Cy; (estimée Cz)

ce qui donne I'estimation uniforme recherchée pour G,
o21f oo

()

De maniére similaire :

(V1.2.26) |G, P=11Gpqlizp.g=om I'= 2f |Gy 1> 0UG,y = D2y
pg=1 Tpq
etona:
Gy =~ (x. D))
0rpg !
(V1.2.27) =d(F)g-1g, ¢ 0o Zg’f«m ) (Epg);z

1<i,j<m
L. 7

=:M1
ou E,, est la matrice carrée de taille m dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient
. . ~ . - 1
pq quivaut 1, et la matrice (E,,) est obtenue a partir de E,,, par la formule : M := [Z(Mgs-l-
M(€+m Ys+m) + iM!(S+m) - iM(l+m )s)]le,sSm ) ainsi :

m
(VL.2.28) Gpg=Y d; (tUMlU) ot U et d; sont comme avant pour G,
= i
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De méme que pour G,, et vu que I(E;,q)l.[; |<1 pour tout 1 <i,¢ <m, on obtient :

20/ oo 7
(VI.2.29) |Gy l=m* O A2

)

ol Af max ~ max | g?°(P) |, ce qui donne I'estimation uniforme recherchée pour G,
1<a,b<m Peg; (Q )
s

20/ oo
(VI.2.30) 1G, |<2m 35S0 p2

N
(¥)
Pour ce qui est de G, on a :

2

0x,0x,4

2m
(VI.2.31) |Gy |2:| [prxq]ISp,qSZm |2: Z |prxq |2 ou prxq = (x,D (1[/[)()6))

p.q=1
Un calcul montre que :

62
Gy = e g (D () ()

02 7
_ f -1 & OF 1~ g]
= G @ 2 2ol (L8 ™80, @7 0N 3= 0,70 (5 (0))
(V1.2.32)
m 2
+ —(1g 730, (05" (x))]) Pl >> <</>s ) Bpunpr (b5 (1)) 9, 70 (7 (1))

i,j,l,lh,0,v= 16306 ]

J

g

Tous les termes sont uniformément bornés, il reste a bien justifier que le terme en dérivée
seconde & |'est.

0*Fy L
&:=———(1g " (@] )
0B},0B;
:d2(Fk)[g71§w @'y (EposEij) donc par la formule d'invariance (I1.3.15)
(V1.2.33)

m 2

= 2

W[dmg(al,, )](IUEWU)
a,b,c,d=1

(tﬁEijU) ou U €U, (C) est comme avant

ab cd
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VI.2 Réduction de la preuve a I’estimée a priori c?

Or on connait les dérivées secondes de F; en une diagonale par (11.3.13), rappelons ce résultat :

| or 024 (A)
SIli # ] os! 011;] (dzag(/h,...,/lm)):_%
62 (0} —,i'(/l) g —,i(A)O' _,'(/1)
(diagA..hp)) = — 23 oM
aB aBl o (L) (6e ()
2 i iA )
o -(diag(/ll,...,/lm)):_u
%: %8, (ox (W)

et toutes les autres dérivées secondes de F; en diag(Ai,...,A, ) sont nulles.

Ok-1i() _ e? Il F
o (7

il reste donc uniquement a contréler les quantités | o _,;;(A) | avec i #j pour prouver que &

est uniformément bornée.

Or puisque A €T, on a 0x_;;(A)>0. En outre, par le pincement des valeurs propres V.2.2

on déduit automatiquement que :

Par ailleurs, on a 0 < par (VI.2.12), et vu que e 2”f"°°(k ) <o (L),

m—2

k-1
(VI.2.34) Ok—2ij(A) = (k _2)(05) = F
ce qui achéve la vérification du fait que G,, est uniformément borné.

On établit de méme une estimation uniforme de G, a partir du calcul :
26

Gxo,pq Ox a
Tpq

——— (. D*(y)(x))

2 OF 1. gJ€
- GB ([g g(p’(('bs (X))) ((ps (X)) (E q)lj
i,j,0=1 ;
(VI.2.35)
m 62Fk i jé
+ aBHa J(g g(Pt(()bs (.X))]) ((ps (X))avy(pt(d)s (X))g ((Ps (-x))(qu)l[
i,j,[,V,/J,)/zl

ce qui achéve la preuve de I'estimée C>¥.
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VILI.1 Quelques inégalités

VIL.1 Quelques inégalités
On pourra se reporter par exemple au livre [HLP94].

LEMMEVIL. 1.1 (Inégalité arithmético-géométrique) Sixi,...,x, sontm réels =0 alors :
m 1 ym ox
(H X, ) < Za=174
a=1 m
LEMMEVII.1.2 Soitm €N,m =2.Siay,...,a,, >0 alors:
m 1 m m 1 1
> —=(2a) 7 ([]— -
i=14i i=1 i=1 al

Preuve : Parrécurrence. |

VII.2 Géométrie kihlérienne

VII.2.1 Lemmes kihlériens

LEMMEVIL.2.1 Si (M,J,g,w) est une variété kdhlérienne compacte et f : M — R est une
fonction de classe C? telle que 00f =0, alors fest constante.

Preuve : Pour prouver ce lemme on utilise le lemme bien connu : Si (M,g) est une variété

riemannienne compacte orientée et f : M — R une fonction de classe C? telle que A, f =0,

alors fest constante.

En effet, (M, g)esten particulier une variété riemannienne compacte orientée, et le laplacien

réelde f, A f =2 (—g“?0,;f) =0carddf =0, ;fdz" Adz” =0. [
—_—

Laplacien complexe

LEMMEVIL.2.2 (Potentiel kiihlérien local, cf. [BES87] p.85) La forme de kihler d'une va-

: . . 1 = .
riété kihlérienne s’écrit localement —dd“f =i00f ou f est une fonction a valeurs réelles

définie localement de classe C™. f est déterminée a une fonction pluriharmonique (locale)
pres.

VIL.2.2 Bonnes cartes en géométrie kihlérienne

Soit (M, J,g,w) une variété kihlérienne compacte connexe de dimension complexe m = 2.
On commence par prouver le fait standard suivant :

P

LEMMEVIIL.2.3 Soient Po e M et efo,... " une base de T M Alors il existe une carte ho-
P

lomorphe normale (Ug,wy) en Py telle que wo(Po) =0et 0; Ipo— e’ 1= l..m.
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Preuve : Soit ¥ : Pp € U — C" une carte holomorphe normale en Py telle que w(Py) =0
(une telle carte existe vu que la variété (M,J,g,w) est kihlérienne). Soit B : C" — C™ un

isomorphisme de C". Vu que B est holomorphe, I'application Boy : U — C™ est aussi une

0
carte holomorphe. On note F] la base de T relative a la carte ¥ et 0; la base de T!0
2
relative a la carte Bowy. Soitv :M —R,on a:
dvoBoy)™) Eowoy ! aB~"y
0z, = 0z 0z,

LI
VIL.2.1 =Y — @3B!
( ) ; P (

car Best holomorphe
)’
J

_1; 0 _
d’ou 0; = Z(B i — . Par conséquent, Mat, o s (01,....,0,,) =B ! (ceci vaut en tout
: J aZl (611 ~~~~~ 61”’)

point de U ). On choisit maintenant I'isomorphisme B de C" dont la matrice dans la base

canonique vaut :
(VIL2.2) B=[B'1=Mat r, », (—
J e e 7

La base de T ' relative 2 la carte Yo := B oy vérifie la condition recherchée a savoir

0; lpy= ef)o. Cette carte est par ailleurs clairement normale en Py et satisfait yo(Pg) =0. |

On montre a présent |'existence de cartes trés particuliéres et ce en tout point de notre
variété kihlérienne M (ces cartes sont utilisées dans la preuve du lemme de positivité 1.2.1).

LEMMEVIIL.2.4 Soit @ une 1-forme réelle sur M. En tout point x € M ol a, #0, il existe une
carte g-unitaire en x (i.e telle que la matrice [g,;(x)]1<q,p<m = 1) vérifiant :

di *

- : a
18,5 () 1apzm = d;=0Yie(l,..m—1} et = en x

dm—l |a|g \/E

* e *

1| @ oo - . .
Preuve : Soit le champ de vecteurs réel e, =i, l(l | ) ol i, est I'isomorphisme (point
a
g

par point) iy : TM — T*M,X — g(X,.). Je,, est aussi un champ de vecteurs réel unitaire,

en effet g(e,,,en) =g(Je, ,Je,, ) =1.0n considere en outre le champ de vecteurs complexes

e, —ilJe ey +tile _
%ETI’OM et son conjugué €, =2 " 7% On ag(€,,en)= Eg(em —

€ =
iJey,en +iJem)=5(1+1+O)=1.

Soit & le sous-espace vectoriel complexe de T*M engendré par €, et €, (on raisonne point

par point), et soit Fte I'orthogonal de & dans M pour la métrique g. On affirme que :

(VIL.2.3) Fte =(FLnT" " Mye (FrenT M)
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. I X—-iJX X+iJX . X —-iJX
En effet, soit X € ¢, il s’écrit X = 3 + 3 .On a clairement g T,em =0
——— —

€T 0M €Ty
par J-compatibilité, par ailleurs :

X—iJX 1 _ i, i —
(VIL.2.4) g(Tﬁm):Eg(Xﬁm)—Eg(JXﬁm)=0—5g(J X,E)=—Eg(—X,—l€m)=0

X —iJX

S L 1,0 " L. X +iJX
ainsi, T eZFNT "M.De méme, on vérifie que ———

eFltent® M. Enfin, la

somme est directe car T "M et T'M sont en somme directe.
Soit f1,...,fm -1 une base de FrenT"OM. f1s.esfm—1 est alors une base de FrnT% M, et
B = (f1 e fin 1515 -r fi—1,Em »E ) une base de T"M .

Les matrices des métriques g et ¢ dans cette base sont de la forme :

0 A 0

(VIL.2.5) Mggtg = 'A 0 0
0 0 94

0 %

0 B D

0%

(VIL.2.6) Mggztg = ‘g 0 .
% 0

00 * ek 0 *

* ok 0.0 *x 0

ou A et B sontdes matrices hermitiennes définies positives.
Par le théoréeme de diagonalisation simultanée des matrices hermitiennes (on diagonalise la

matrice hermitienne B dans une base A-orthonormée), il existe une matrice Q € GL,, _1(C)

telle que :
1 dy
onan gae=| o | e @re=| . | dem =0
1 dm—l
Ainsi :
1
(VIL.2.8) — = | 1
ojo|lAalo]|o]o .
1
dy
rr — — 0 .
(VIL2.9) o | 2lo|lols][elo|_ _ duy
olo || B|o]|[0]0 1 .
.'dmﬂ
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On note P := [i‘i
0|0

,eton considere a présent la nouvelle base de TM -

(VI1.2.10)
t
, - _ — | PO
‘% :(61’-”76}71—13617~~-9€m—17€m96771)::(fla"'vfm—lvfla"'7fm—17€m3€m) O 10
01
On adonc:
1
0 0
; .
(VIL2.11) Marg= |t Naarg |- || 1
- A R E b s IC ET  E CR
1
0o | 0 |7,
dy
0 *
(VIL2.12) et Mat§ [ O \pmarg|-LL0 di st
L. c a = a =
@ 8 S 170 39 . 0 *
dm—l
" ERET
On considere finalement la base B” = (€1,....€m —1,Em +E1s--esEm —1,Em ), ON A
d * ]
0 1
dpm_1 0 -
~ _ Kk e ek —
(VIL.2.13) M@c/l/tg— 7 - et M@cll,tg— I
. 0
0 1
dp_1
X eee -
0
On se place en une carte holomorphe en x, telle que €; = —— pour tout l<k=m.
o a dz™ +dz™
Il reste a vérifier que = enx.Ona:
lal, V2
(VIL2.14) ¢ e .(6m+§) 1[.(0)+.(0)]
L. — =1,\€ =1 —_— | = —= |1 l -
lal, " U2 vz L #\ozm) 8\
. K 0 ;0 0 k k — 1t N
OrsiX eTM,X =X"—+X —_,alorsg(—,x):x g(en.€)+ X g6, €)= X" d’on
Ozk azk OZ’”
(0 - .. (0 m L e
lg(az’" ) =dz" .Deméme lg(az_”_’) =dz" ,ce quiacheve la vérification. [ |
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VIL.2.3 Quelques propriétés des métriques kihlériennes

LEMMEVIIL.2.5 Dansune variété complexe,

ajgab — _gafgébajgﬁf
Preuve : S’obtient en dérivant I’égalité matricielle (g“];)t (g,5)=1 [ |
LEMMEVII.2.6 Dansune variété kihlérienne,

s _ U5 ~ s _ st ~

I =8 "0ags et Iy =g¢"048;7

Preuve : On démontre la premiere identité, la deuxieme s’obtient alors par conjugaison.On
_ 1 -

¢ sz

a Fii/é =38 (0285, + 05840 — 0087 ), or 8,7 =0 eten outre dz8;, = 0;gar Vu que la variété

est kihlérienne, d’ou le résultat. [ |

LEMMEVIIL.2.7 Dansune variété kihlérienne,on aen tout pointx,dansune carte g-normale

centrée en x :

Ritva =0ji8&a

Preuve : En x,dans une carte g-normale en x i.e une carte telle que g,,; = 8,5, 0rg,; =0et

0;8,; =0enx,ona:

(VIL2.15) Rigpq = 8i5RY,, = 815 (0575, ~0a Iy +0)
0

(les dérivées premicres de g sont nulles en x pour cette carte). On obtient par conséquent
que Rz, = gj50p (8[56673?12 = gjgg[§6bagllg = Ob‘;gﬂg, et on conclut par symétries du ten-
seur de courbure queRj,;bd:Rbdﬂgzaﬂggbﬁ. [ |

VIL.2.4 Lacourbure bisectionnelle holomorphe

Soit P € M. Etant donnés deux plans J-invariants 7 et #’ dans TpM, la courbure bisec-
tionnelle holomorphe au point P, H (s, n') est définie par (cf. [GK67]) :

(VIL.2.16) H(m,a)=R(X,JX,X',JX"

ol X (respectivement X') est un vecteur unitaire du plan 7 (respectivement 7'). Au point P,
dans une carte holomorphe normale, on a [g; i li<i,j<m =1Inm - On désigne par 7 et 71” les plans
suivants de TpM :

(VIL2.17) n’ =Vect(Oya,0ya) et 7’ =Vect(8,.0,)
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Ces plans sont J-invariants puisque JO, ¢ = d,c. On a:
(VIL.2.18) | e |5 = g(0ya,0ra) = g (0 + 03,04 +05) =28(04,04) =2

donc [0y [g= V2, par conséquent :

O (Opay Or (Dua
H(n“,nb):R(\/E,J(E),E,J(ﬁ))

1
= ZR(axa,ayll,axh,ayb)

1
= ZR(da +04,~1(0a = 0,),0 + 05, ~i (05— 3y
1
= —ZR(Ga +05,0; —0,4,0) +65,65 —0p)

1
= _Z [R(da,ad,db,al;)+R(0a,65,65,—6b)+R(05,—6u,6b,65)+R(65,—0a,65,—6b)

(VIL.2.19)

= _RadbE

VIL.3 Valeurs B-propres et inégalité de Ky Fan généralisée

Valeurs B-propres

Soit B € #,(C), on impose de plus que B soit définie positive. Rappelons que pour
B € ., (C) fixée, pour tout C € 4, (C), on dit que A € C est une valeur B-propre de C s'il
existe x non nul dans C" tel que Cx = ABx, x est alors appelé vecteur B-propre de C.

PROPOSITIONVIIL.3.1 SiC € ./, (C) alors :
1. Le spectre de B~lc (i.e le B-spectre de C) est entierement réel.

2. La plus grande valeur propre de B lc (i.e la plus grande valeur B-propre de C) est

) N <Cu,u >
égale a sup ————.
uz0 <Bu,u >

3. B lCest diagonalisable.

Preuve : La méme preuve que pour les matrices symétriques (cf. [HUO9] page 32) fonc-

. . .. -1 L, .
tionne dans le cas des matrices hermitiennes. Le spectre de B C est constitué des racines

de la fonction polynéme caractéristique P(A) = det(B_IC —Al,), or:

det(B'C=Al,)=0det(B"2C—ABZ)=0
(VIL3.1) odet(BT2CB 7 =M, )=0
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donc le spectre de B~'C (ou encore le B-spectre de C) est le spectre de la matrice hermi-

_1 1, N .
tienne B 2CB 2,ilest donc entierement réel.

De plus, par la caractérisation variationnelle de la plus grande valeur propre d’'une matrice
hermitienne,on a :

1 1 1 <B_%CB_%x,x>
/1m ax(B C)= Am ax(B 2CB Z)=sup
x#0 <X,x >

<B_%Cu,3%u> <Cu,u >
(VIL.3.2) =sup A 1 =sup —————
w0 <Bru,Biu >  u#0 <Bu,u>

ce quiprouve le second point de la proposition.
Soit finalement, U € U, (C) telle que :

1 1
(VH33) U_I(B_ECB_Z)U :diag(/ll,...,ﬂlm) (iciles A; sont les valeurs B-propres de C)
1
donc P =B 2U diagonalise B~!C:

P B 'c)P=U"'B2(B"'C)B"2U =U"'B"2CB":U
(VI1.3.4) —diag,.. Ay)

Remarque : — Deméme que dans le cas symétrique, si C est semi-définie positive (resp.

1 1
définie positive),ilen est de méme de B 2CB 2, et le spectre de B lC Gele B-spectre
de C)est alors constitué de réels =0 (resp. > 0).

-1 -1
— Ilrevientau méme dans la preuve de la proposition précédente de considérer B"2CB ™ 2
ou bien la réduction de la forme quadratique associée a C dans I’espace hermitien

(C",<.,.>p)avec <u,v >g:=<Bu,v >.

Inégalité de Ky Fan généralisée

On expose ici une généralisation d'une inégalité dite de Ky Fan (cf. [BLOO] et [BV04]) en
termes de valeurs B-propres qu'on a été amené & prouver dans le cadre de notre exploration
des fonctions B-spectrales (cf. Théoréme VI1.4.2). La preuve qu'on présente ici est une géné-
ralisation de la preuve suggérée par [BLOO] (voir pages 17-18 et exercice 12 page 20). Cette
preuve fait appel aux lemmes suivants :

THEOREMEVIL.3.1 (Birkhoff) Toute matrice bistochastique est une combinaison convexe
de matrices de permutation.

PROPOSITIONVIL.3.2 (Hardy-Littlewood-Polya [HLP94]) Pourtoutcouplede vecteurs x,y €
R™, I'inégalité suivante est satisfaite :

xy <'[x]ly]
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ol ici [x]désigne le vecteur de R™ ayantles mémes composantes que le vecteur x ordonnées
dans 'ordre décroissant (i.e [x]; =... = [x],).

Voici |'énoncé de I'inégalité de Ky Fan généralisée qu'on démontre :
THEOREMEVIL.3.2 (J, Inégalité de Ky Fan généralisée) Pourtoute matrice hermitienne dé-

finie positive B d’ordre m , I'inégalité suivante est vérifiée :

VC,S € #,(C), tr(CS)= i Ai(CS) = i Agi(C)Ag-1,;(S)
i=1 i=1

ol Ag,1(C) = ... = A, (C) désignent les valeurs B-propres de C et Ag-1,(S) = ... = Ag-1,(S)
désignent les valeurs B_l—propres de S.

Preuve : Soit Bune matrice hermitienne d’ordre m définie positive fixée. Soient C,S € A, (C).

Par la précédente sous-section sur les valeurs B-propres, on sait qu’il existe deux matrices
U,UyeU, (C)etdeuxvecteurs x,y € R" tels que :

(VIL3.5) UTY B ICB U  =diag(x) avec [x]=Ap1(C)sosdgm(C))
(VIL3.6) U \(BISB)Uy=diag(y) avec [yl=(Ag-1 (S):.sdpin(S))
ainsi :

tr(CS)=1r(B2Udiag(x)U; "B x B 2Usdiag(y)U; 'B™7)
=tr(diag()U Usdiag(y)U; ' B 2B2U))
=tr(diag(x)U 'diag(y)U) avec U=U;'U; €U, (C)
(VIL3.7)
=<< diag(x),U_ldiag(y)U > ol <K ..>» désigne le produit de Schur (cf. (VIL.4.7))
par conséquent :
. f— . . t— .
tr(CS)=tr(diag(x) Udlag(y)U):Zdlag(x),-j( Udiag(y)U);;
i.j
r— . r— .
=Y % (Tdiag)Uyi =Y xi (L(Udiagy);U;i)
i i j
=) xi (Z(Zﬁsidiag()’)sj)l]ji) :in(ﬁjiyj)Uji
i i i.j
=> |Uji 1* xiy;
i.j

(VIL.3.8) ='xZy avec Z=(Zihsijem =Uji Pi<ijem
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La matrice Z est bistochastique (i.e a coefficients =0, et toutes ses lignes et colonnes sont de
somme 1) car la matrice U est unitaire, donc par le théoréme de Birkhoff VIL.3.1, on sait que

Z estune combinaison convexe de matrices de permutation :
N N

(VIL.3.9) Z = Z BiPi, PBi=0, Z Bi =1, P; matrice de permutation
i=1 i=1

Ainsi :

N N
tr(CS)="xZy="x()_BiPi)y=)_ PBi'xPiy
i=1 i=1

(VIL.3.10)

N
< it[x][P,-y] ar I'inégalité de Hardy-Littlewood-Polya (proposition VII.3.2)
p g y ya (prop
i=1

N
Or [P;y]=[y] pour toute matrice de permutation et Z Bi =1,d’ou le résultat :

i=1

(VIL3.11) tr(CS)<'[x1ly]1=)_ Agi(C)Ag-1,(S)

i=1

VII.4 Concavité

VIL.4.1 Critére de concavité d’une fonction F: C"" - R

Soit U un ouvert convexe de C" et soit f :U — R,(z1,...,2,) — f(21,...,2,) une fonction
de classe C%. On note zj=xj+iy;, x; €R, y; €R. On voit plutét f comme fonction en la
variable (u1,...,tt20) = (X1,eesXns V1seesYn) €U < R
La fonction f étant de classe C2, sa concavité est équivalente a la condition suivante

2n 02
V U, V = 5eees n RZH D =
(%) Z € Y=1,Y2m) € /(@) i;I Ou;Ou j

(2)yiv; =0

Si £ e C" on pose :

9 .
0z

9
az_j

(VIL4.1) De=Y & &
j=1
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Soit z€U, on a:

no9 —0
Def(z)= Zéja—f f
j=1 9%j

.(z)+€j£_j(z)
=Df;.¢ ou Df, €Lr(C",R)
= 26,1 (z)+<f,2—f(z) o & =& ik
(VIL4.2) =D5f(z) ol f=<51,1,...,5n,1,£1,z,...,£n,z>eR2”
Ainsi :
Dsgf(z):ngf(Z)
= Y fG&+ Y fEE+ Y fikiEi+ Y fii&iE

ij=1 ij=1 ij=1 ij=1
n . n
(VIL4.3) =2 ) fiiGi&i+2R| ) fijficfj)
ij=1 ij=1
\ O *f ) " »
ol on note f;; := 3200 5z - fi= pRrS ...etc. Par conséquent la condition de concavité de la
i iULj

fonction f:U cC" - R de classe C? s'écrit

(% %) VieU, VE=(@1..&)eC" Y fi:()&E +R

ij=1

> fij(Z)fifj) <0

ij=1

En particulier, soit F:C"*" — R de classe C* ou C"*" désigne les matrices carrées com-
oF

plexes hermitiennes de taille n. On note [r, Pli<ij=n € C"™" la variable de F, Fii: =5 et
riz
0°F _ . .
F.-, ;.= ————. La fonction F est concave si et seulement si :
PR W
ijo ke

Vr :[rij_] ec'™", V(:[(ij_]ecnxn’

(VIL4.4) SO(r):= i LF_(F)CTEHR i OF —— ;¢ <
i,j,k,é:larifarkt7 Y ijk,0= ) Or; ]—6 1% '
LEMMEVIIL.4.1
OF  OF
Or,; Ory

Preuve : On note r,z =xg; +iyg avec xgi,yer €ER,on a

OF 1/0F _OF )
:—( )par défini-

—1
Orgp 2\0xp  Oyp
ti 0 T j L +iyl, d’ol oF L(9F +1i oF oF , OF
1on.Orr ;=rp =Xpk—iym =x Ly ou —:_( ) ( )_
K =Tk k k Orez  2\ox), 0yl 2 0x g ayék
OF [ |
ar(]g ’
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n aZF n aZF n 62
Ainsi —(r)(; C- ()€ = QIFHY?
ukzilar 70 g ke kzla arék J>ek zjkzila aké JokE
_ n 62F
ce qui prouve au passage que Z —(r)(l (,7ER, d'ou :
ijk, b= 1a 7Or 7
n 0°F
(VIL4.5) SOry=2 Y, =)y

ijk 0= 10 F0r, g

On déduit donc qu'une fonction F :C"*" — R de classe C? est concave si et seulement si :

(VIL4.6)  Vr =[r;;lisijn €C"7", V{=[{;7l1<ij<n €C"" > Fireo(r)56,7=0
ik 0=1

VII.4.2 Critere de concavité surles lignes

THEOREMEVIIL.4.1 (Critére de concavité sur les lignes, cf.[BV04]p.81) Une fonction
f:R" — Rest convexe si et seulement si sa restriction a toute ligne qui intersecte son do-
maine est convexe. En d’autres termes, une fonction f : R" — R est convexe si et seule-
ment si pour tout x € dom f (le domaine de définition de f) et pour tout v, la fonction
fxv(@)=f(x +tv)estconvexe sur son domaine de définition {t eER/x +tv e domf}.

VII.4.3 Concavité de u o Ap

On a démontré au chapitre Il et d'une fagon élémentaire (cf. proposition 11.4.1) la conca-
vité de la fonction Fy =ln oy A: A~ N(T}) € 7, (C) — R sur A~ 1(Ty).
On montre dans cette section la concavité des fonctions u oA et plus généralement u o Ap
lorsque u satisfait certaines conditions (voir le théoréme VI1.4.2), ce qui fournit en particulier
la concavité des fonctions F;, =In o A (corollaire VI1.4.30) et plus généralement In o4 Ag (co-
rollaire VI11.4.29).

La preuve exposée ici est plus simple que celle de [CNS85] page 277. La présente preuve
est basée sur la théorie des fonctions spectrales et la conjugaison de Legendre-Fenchel, il s'agit
d'une généralisation de la preuve du probléme VI1.20 du recueil d'exercices d'optimisation et
d'analyse convexe de J-B. Hiriart-Urruty [HUO09] page 300 sur |'espace des matrices réelles
symétriques.

Soit E := 4, (C) I'ensemble des matrices carrées complexes d'ordre m hermitiennes. E est
structuré en espace euclidien a l'aide du produit scalaire :

(VIL4.7) «<A,B>=1tr(AB)=1r(AB) YA,B€E

Ce produit scalaire est dit produit de Schur. On note I'h(R") I'ensemble des fonctions
u :R™ — RU {+00} qui sont convexes, semi-continues inférieurement sur R™, et finies en au
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moins un point de R" .
Etant donné u € To(R™) symétrique et B € #,, (C) définie positive fixée, on définit :

VE.E:=7,(C)— RU {+oo)
(VIL4.8) C—VEC):=uNp1(C),.... Ag.m (C))

ol Ap 1(C) = Apo(C) = ... = A, (C) désignent les valeurs B-propres de C. (Rappelons que
pour B € ./, (C) fixée, pour tout C € 4, (C), on dit que A € C est une valeur B-propre de C
s'il existe x non nul dans C" tel que Cx = ABx, x est alors appelé vecteur B-propre de C)(voir
la section : Valeurs B-propres et inégalité de Ky Fan généralisée, dans les Annexes).

On appellera de telles fonctions V.?, fonctions de valeurs B-propres ou fonctions B-
spectrales.

Notre premier but sera de déterminer la conjuguée de V7 en fonction de la conjuguée de
u. Rappelons que la conjuguée ou transformée de Legendre-Fenchel de u est la fonction
u*:R" — RU {+oo} définie par :

(VIL.4.9) VseR™, u”(s)=sup {<s,x >—u(x)}

xeRm

<.,.> désignant le produit scalaire sur R™ .

Remarque : Cette définition s’étend sans difficulté aux u définies sur un espace euclidien
(E,< .,.>)auquel cas u ™ est définie sur E* représenté par E via < .,.>>.

On prouve ici le théoréme important et général suivant :
THEOREMEVIL.4.2 (J, Conjugaison des fonctions de valeurs B-propres) Siu € I'o(R") est
symétrique alors :

1. Laconjuguée u” (€ o(R™)) est également symétrique.

2. Lesfonctions de valeurs B-propres VMB et Vf* (définies comme ci-dessus)appartiennent
-1
alo(FE)avec VMB* = (VMB)*, donc en particulier la fonction de valeurs B-propres VMB est

convexe semi-continue inférieurement.

Preuve : Soit 0 une permutation de {1,...,m }. Soit s e R",

U (Sg(1)s s Sa(m)) = SUP { <(Sg(1)s--sSa(m))»X > —U (X)}
x eR™M

= sup {< (Sa(1)s s Sa(m))» (Xa(1)s s X a(m)) > —M(xoa),n-,xa(m))}
x eR™

= sup { <S$,X>-uU (x)} par symétrie de u
xeRm

(VIL.4.10) =u"(s)
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ce quiprouve que u* (€ To(R™))est également symétrique.
Ilest donc possible, comme cela a été fait pour u, de définir la fonction de valeurs B-propres
vE.
Pour prouver le second point du théoreme VII.4.2, on montre que :
(VIL4.11) VCeE, VE(C)=sup {zr(CS) — 1 (Ager 1 (8)s oo Ayt (S))}
SEE
Soit C € E,on commence par prouver I'inégalité < dans (VIL.4.11) : Rappelons que les valeurs
B-propres de C sont les valeurs propres de B~!C et sont aussi les valeurs propres de la ma-
1 1
trice hermitienne B~ 2CB ™2 (cf. Annexes).
Soit U € U,, (C) telle que :

(VIL4.12) UB 2CB U™ =diag(Ap1(C),s Agm (C))
donc C :B%U_ldiag(AB,l(C),...,/lB,m (C))UB%. Soit S € E,on a donc:

(1r(CS)=tr(B2U 'diag(Ap1(C),. Ag.m (CHUBZS)

(VIL4.13) = 1r(diag(Ap.1(C)ys Apm (CHUB2SBIU ™)

d’ol :

sup {zr(CS) — 1 (Ager 1 (S). oo Mgt (S))}

SEE

(VIL4.14) = sup {tr(diag(AB,l(C),...,AB,m (CHUBZSBIU ™) =u*(Ag=1 1(S)s s Agei (S))}
SeE

1 1 ~ 1 1
or l'application £ — E,S — UB2SB2U ! est bijective. En posant § = UB2SB2U ! on ob-
tient :

sup {7(CS) = u"(Ago1 (8), Ayt (S} = sup {17 (diag(Ap 1(C),... Ay (CDS)
SEE SeE

(VIL4.15) —u *(/13-1,1(B_%U_lgUB_%),...,AB—l’m (B_%U_IS:UB_%))}

Or les valeurs B_l—propres de B_%U_ISUB_% sont les valeurs propres de U~'SU donc sont
les valeurs propres de S, ainsi :
(VIL.4.16)

sup {17(CS) =" (Ag1,1 (5w Ag-1 1y (N} = sup {t7(diag(Ap (€)oo Ap m (CNE) =" Mr(S), o A S |
SEE SeE

En se restreignant aux matrices diagonales, on déduit que :

sup {zr(CS) —u* (At 1(S)s e Mgty (S))}
SEE

(VIL4.17)

> sup Y Api©si—u G = 4 A a(C), dp (O))

(S1eenSm JER™ %=1

=u(Ag.1(C)eApm (CN=V,F(C)  caru€lp(R™)
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Prouvons a présent l'inégalité = dans (VIL.4.11) : Soient C,S € E, par I'inégalité de Ky Fan

généralisée (théoréme VII.3.2) mise au point dans une annexe précédente,on a :

tr(CS)=Y Ai(CS)< Y Api(C)Ag-1,(S)
i=1 i=1

donc:

11 (CS) = u*(Ag-11(S)s s Ag-1,, (5))

< Y A (C)Ag1;(S) = u*Ag-11(S), s Ag1 y (5))

i=1
m
VIL418) = sup LY Api(O)si—u" (1) =1 (A5 1(C), s Apw (CN) = VE(C)
i=1
Ce quiacheve la preuve de I’égalité (VIL.4.11). Cette égalité dit exactement que :

(VIL4.19) VEC) =sup{<C.5>-VE )} = (Vf*_l)*(C)
S€EE

,1 *
Ainsi, Vf = (Vf* ) ce quipermetde déduire que VMB e I'g(E) (elle est convexe semi-continue
inférieurement car c’est une conjuguée, elle est en outre finie en au moins un point car u

’est). La conjuguée u ™ étant a son tour une fonction symétrique de I'o(R™), ce dernier ré-
_ *
sultat appliqué a u ™ affirme que Vf* € Io(E) et Vf = (VMB 1) , ce qui acheve la preuve du
théoreme VIL.4.2. ]
COROLLAIREVII.4.1 La fonction :
FP: 76, (C) = RU {+oo)
. “Ino, (AB(C)) $iC eA; ()
(VIL.4.20) C—F (C)=

+00 sinon
(VIL.4.21) ou )Lgl(l“k) ={CeAfA, (O Ag(C)ET} ),

est convexe (ceciest valable pour tout entier k € {1,...,m }). (Rappelons que B est une matrice

hermitienne de taille m définie positive fixée.)
Preuve : Soitk € {l,...,m }, on considere la fonction :
u:R" - RU {+o0}

—Inoy(x1,....,x;,) sixel
(VIL4.22) X = (X s X ) — U (X) = A e tm k
+00 sinon

Rappelons que I'; est le cone convexe ouvert :
(VIL.4.23) It =(AeR"/V1<j<ko;l)>0}

Cette fonction u est symétrique et appartient a Io(R™), en effet :
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Elle est clairement symétrique.

Elle est finie en au moins un point de R” car I'; est non vide.

— Elle est convexe, car la fonction (O'k)kl :T'x — Restconcave (cf. [CNS85] page 269).

— Elle est semi-continue inférieurement. En effet, soit ¢ €R, on consideére ’ensemble :

xXeR"/ +oo=u(x)>cl=fx el /u(x)>culx €T/u(x)>c)

(VIL.4.24) :{xEFk/—lnak(x)>c}U(IRm\Fk)

Par continuité, I'ensemble {x € I';/ —Ino;(x) > c}est un ouvert de I';, c’est donc un
ouvert de R™ puisque I'; est un ouvert de R” . En outre, le cone 'y est aussi un fermé
de R™ (au titre de composante connexe),donc ’ensemble R \T'; est un ouvert de R™ .
Par conséquent, {x € R"/ +oo=u(x)>c}estun ouvert de R". Ceci étant valable pour
tout ¢ €R, on déduit que u est semi-continue inférieurement.

Ainsi, par le théoréme VII.4.2 de conjugaison des fonctions de valeurs B-propres, on déduit

que la fonction B-spectrale VMB = F,f est convexe. ]

Remarque : Laméme technique permet de prouver par exemple que les fonctions

V(C):=plus grande valeur B-propre de C et
(VIL.4.25) V4 (C):=somme des s plus grandes valeurs B-propresde C avec se€{l,...m},

sont convexes sur #, (C) (ici B est une matrice hermitienne de taille m définie positive

fixée).

COROLLAIREVIL.4.2 Si T est un convexe fermé (non vide) symétrique de R", alors 'en-
semble /1;;1(1“) :={C € 4, (C)/ Ag(C) € '} est un convexe fermé de A, (C). En particulier,
Agl(ﬁ) estun convexe fermé de A5, (C).

Preuve : Soit fy:= It la fonction indicatrice de I’ensemble I :

foZ:IrZRm — RU{+o00}

0 sixeTl
(VIL.4.26) X=(X1,..xy)—Ir(x) =
+00 sinon

De par les hypotheses faites sur I, fo € [o(R™) et est symétrique, en effet :
— Cette fonction est clairement finie en au moins un point car I' est non vide.
— Linégalité IT(tx + (1 —t)y) < tIr(x)+ (1 —t)I(y) est vérifiée pour tout x,y € R” et tout
t €[0,1],puisquesix,y €l'alorstx+(1—t)y € I'parconvexité de I'et lesdeuxmembres
de I'inégalité de convexité valent O dans ce cas. Par ailleurs, six ou y n’appartient pas a
I' alors le membre de droite de I'inégalité vaut +oo et I'inégalité est donc vérifiée dans

ce cas aussi, ce qui prouve que It est convexe.
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— Iy est semi-continue inférieurement car pour a € R™ :sia =0 alors ’ensemble
x eR"/ +oo=1Ir(x)>a}=R"\Testouvert car I"est fermé ;etsia <0,
x eR™/ +oo=Ir(x)>a}=R" est ouvert aussi.
Ainsi, par le théoréme de conjugaison des fonctions B-spectrales VII.4.2, on déduit que la
fonction de valeurs B-propres Vﬁ eTo(R™),doncen particulier Vlli estconvexe semi-continue
inférieurement. Or :

VP 76,(C) =~ RU {+o0)

0  siCeAz (D)

(VIL4.27) C—VEC) = =11y (©)

+00 sinon

Ainsi, la fonction indicatrice I;L—l(r) est convexe semi-continue inférieurement. Par consé-
B

quent, AEI(F) est un convexe fermé (non vide) de A&, (C). En effet :
- }LEI(F) est convexe carsiC,D € A;I(F) etz €[0,1],on a par convexité de 1/151(”,

(VIL.4.28) IA;‘(F)(tC +(1—-t)D)<t IAEI(F)(C)'F(I - t)IAEI(r)(D)
=0 =0
donc nécessairement I;L;l(r)(tC +(1-=t)D)=0doutC+(1-t)D € Agl(r).
- }LEI(F) est fermé car ’ensemble M € A, (C)/ +oo = IAEI(F)(M) >0}= A, (O)\ AEI(F)
est ouvert puisque 11;1<F) est semi-continue inférieurement.

Par le corollaire VI1.4.1, et vu que A;'(T;) est convexe (corollaireV1l.4.2), on sait donc
que :

COROLLAIREVII.4.3 La fonction :
—F2 A5 (T —R
(VIL.4.29) C—FF(C)=Ino, (AB(C))

est concave (ceciest valable pour tout entier k € {1,...,m }). (Rappelons que B est une matrice
hermitienne de taille m définie positive fixée.)

Donc en particulier, pour B =1 on obtient :
COROLLAIREVII.4.4 La fonction :
Fy=-F:A7' Ty —R
(VIL.4.30) C — F,(C)=1n 0, ()L(C))
(VIL4.31) ot A7N(T}) = {C € 7, (C)] M(C) €T} ),

est concave (ceciest valable pour tout entierk € {1,...,m }).
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VIL.S Les espaces C'(M,R)etC"%(M)

VIL.5.1 Lespace C'(M,R)

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. Pour tout entier positif » on considére sur
I'espace C"(M,R) la norme suivante (cf. [HEB97] page 213) :

(VIL5.1) If llernmy =) sup |V (P) g
j=0PeM

On définit, par ailleurs, une autre norme sur I'espace C"(M,R) en utilisant une partition de
I'unité. Si Q est un ouvert de R" on notera Cj(Q,R) I'espace des fonctions de C"(Q,R)
qui sont a support compact dans Q. Si on fixe Z = (U;,$;)1<i<y un recouvrement fini de
M par des cartes et & = (0;)1<i<y une partition de l'unité de classe C* subordonnée 3
ce recouvrement, alors le support de 6; oqbl._l, supp(6; ogbi_l) est égal a ¢p;(supp0;) (car
¢; est un homéomorphisme et supp@; c U;) or supp@; est compact (car c'est un fermé
de la variété compacte M) on en déduit alors que vy; :=6; O(l)i_l € Co°(¢i(U;),R) donc que
0:f)op; ! € Cl(:i(U;),R). On posera donc pour f €C"(M,R) :

N N
R.P - - -
(VIL5.2)  If gy gy = 2 1607 ) x (f 0 Dllicrguwnm = 2 1O f) o7 s, wnm
i=1 i=1
ot pour Q un ouvert de R" et ¢ € Cj(Q,R),

(VIL5.3) l¢lcscm =Y sup sup [ DPg|
j=o0lpl=j Q

R, P

ce qui définit une norme sur C"(M,R). (C"(M,R), ”'”cr(M R)

[BCP68] page 379).

) est un espace de Banach.(cf.

Remarque : Lespace vectoriel C" (M ,R) sera toujours munide la topologie d’espace de Fré-
R,

Cr(M Ry’
pas du systeme £, = (U;,¢;,0;)1<i<n choisi et que cette topologie est aussi définie par la

chet Banachisable définie par la norme ||.|| On note que cette topologie ne dépend

norme ||.|lcrm ry définien (VILS.1).

VIL.5.2 Lespace C"%*(M)

Pour les espaces de Holder, on suit les notations de Gilbarg-Trudinger (cf. [GTO01] pages
53, 61 et 90). Soient Q un ouvert de R" non nécessairement borné, a €]0,1] et r € N. On note
C"(Q,R) I'espace des fonctions f : Q — R dont toutes les dérivées d'ordre <r sont continues
sur Q, et on note C"(Q,R) I'espace des fonctions f € C"(Q,R) dont toutes les dérivées d'ordre
< r sont bornées sur Q et ont des prolongements continus sur Q.
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Remarque : - {f :QQ — R, uniformément continues surQ} CCO(ﬁ,R) c CO(Q,IR)

— Lorsque Qestborné, {f :QQ — R, uniformément continues surQ} = Co(ﬁ, R) c CO(Q,IR)

On désigne par C"%(Q) le sous-espace de C"(Q,R) constitué des fonctions f € C"(Q,R)
telles que :

B _pbBb
(VIL.5.4) VB.1Bl=r [DPfleq= sup |IDPf(x)=DPf(y)] < oo
x#£yeQ ”x —yllo‘

Et on désigne par C"%(Q) le sous-espace de C"(Q,R) constitué des fonctions f € C"(Q,R)
telles que :

DP _ph
(VIL55) VB, |Bl=r VKcompactdeQ [DPflay= sup ot DD |
x#yek [lx —y||“

Remarque : C"%*(Q)c C"%*(Q)

On introduit les quantités suivantes :

(VIL5.6)  [flr0:0=ID"f loo=sup sup |IDPf | et [fl.aq=I[D"flaq=sup[DPflaq
[Bl=r Q |Bl=r

On définit en premier lieu des normes (globales) sur les espaces C”(Q,R) et C"%(Q) comme
suit :

r r r
(VIL5.7)  f lerp =1 f lr=If lroo= Y [f o= 2. 1D/ f loq = 3 sup sup | DPf |

j=0 j=0 j=0lBl=j Q
(VII58) ”f ”Cr,a(ﬁ) :| f |r,a;Q:| f |r;Q +[f]r,a:;Q :| f |r;Q +[Drf]a;Q
" DB _ph
(VIIS9) = Z sup sup |Dﬁf | + sup sup | f(X) af(y) |
j=0lBl=j @ |Bl=r x#yeQ lx =yl

Si Q est borné et d =diam Q, on dispose des normes suivantes :

r r
(VIL5.10) 1£ 1 g =1/ ha= 2@’ ID/f log = Y d’ sup sup | DPr |
’ j=0 j=0 1Bl=j Q
(VIL5.11) 1 Iai, =1 =l g+ lraa =1 f g +d" "D flaa

(VIL5.12)

-~ DP .y >Y:
=Y d’ supsup |DPf | +d"** sup sup DT (x) af(y)|
j=0 1Bl=j Q |Bl=r x#yeQ llx =yl
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On dispose par ailleurs de normes intérieures. Si Q est un ouvert propre de R" (i.e Q est
strictement inclus dans R"), dy =dist(x,0Q) et dy, =min(d,,d,). On définit les quantités
suivantes :

(VIL.5.13) [f]r(,Q [f1 . = sup supd IDﬁf(x)I r=0,1,2.. pourf eC (Q,R)
|Bl=r xeQ

Brx)y—DP
(VIL5.14) 1 aa=sup sup dr+ya|D f@)=DPf(y)]

\Bl=r x£y€Q lx =yl

pour f € C"%(Q)
On définit a partir de |3 les normes intérieures suivantes :

(VIL5.15) | f o=l f Foa= ZLf],Q—Zsupsupdleﬁﬂxn r=0,1,2.
j=01Bl=j x€Q

Ceci est une norme sur le sous-espace de C”"(Q2,R) constitué de fonctions f € C" (2, R) vérifiant
| f |;‘;Q< +00.

(VIL5.16) | f |:‘706;Q =|f |:‘;Q +[f]:<,a;£2
- ; DF Y
(VIISl7) = Z sup sup d; |D'Bf(.X) | +sup sup d;-;a | f(x) af()’)|
j=01Bl=j xeQ |Bl=r x#y€Q ’ |x —y||

C'est une norme sur le sous-espace de C"%*(Q) constitué de fonctions f € C"%(Q) vérifiant
| f 1) q.q< +o00.
— Si Q est borné et d =diam Q alors

(VIL5.18) 1f 1 qosmax(1,d"™ ) | f |r.a:0
-SiQ ccQetd=dist(Q,0Q) alors
(VIL5.19) min(1,8" ") | f |, < f | 4q

Quand on contréle la norme intérieure * sur Q, on contrdle la norme globale sur tout
ouvert intérieur a Q. (C'est pour cela que les normes = sont dites intérieures).

On dispose de normes intérieures plus générales. Soit v € R. Toujours pour Q un ouvert
propre de R", d, =dist(x,0Q), on introduit les quantités suivantes :

(VIL5.20) 1% [f](” =supsupd" "V |DPf(x)| r=0,1,2.. pourfeC (QR)
|Bl=r xeQ

D DF
(VIL.5.21) [f]g";g =sup sup min (dr+a+v dr+a+v) | f(x) F

ourf eC"*(Q
o oS T poury € ()
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On définit a partir de |a les normes intérieures suivantes :

(VIL5.22) 1 10= Z[f W) = Z sup sup &7V |DPFx)l r=0,1,2..
’ j=01pl=j x€Q

Ceci est une norme sur le sous-espace de C”"(Q,R) constitué de fonctions f € C" (2, R) vérifiant
| £ 1)< +oo.

(VIL5.23) F =1 110+ e
(V11524) :Z sup sup d<){+v |Dﬁf(x)|
j=01pI=j x€Q

DF DP
+sup sup min(d; ", d; YY) | DPf(x) =D f ()]
Pl=rvea lx =yl

C'est une norme sur le sous-espace de C"%(Q) constitué de fonctions f € C"*(Q) vérifiant

| £ 1) o< +00.

Remarque : Pour v =0, on retrouve les normes intérieures étoile : | . 1O=| * et [ =[.1".

(C"*(Q), Il cracg) €st un espace de Banach. On note Cg’“(ﬁ) I'ensemble des fonctions de
C"%(Q) qui sont a support compact dans Q, et on note C{°(Q,R) I'ensemble des fonctions de
C*(Q,R) qui ont a support compact dans Q.

On considére a présent (M,g) une variété riemannienne compacte. On désignera par
C"*(M) le sous-espace vectoriel de C"(M,R) formé des fonctions f € C"(M,R) telles que :

(VIL5.25)
V(U,p)carte de M, fodp™' e C(PWU)R) et wx(fop He Co(pU)) YyeCFPpU),R)

Si on fixe Z = (U;,¢;)1<i<y un recouvrement fini de M par des cartes et 2 = (0;)1<i=<n
une partition de I'unité de classe C™ subordonnée a ce recouvrement, alors le support de
0, o</);1, supp(0; o</),.‘1) est égal a ¢;(supp0;) or suppb; est compact, on en déduit alors que
W, =000 €C(¢i(U;),R). On posera donc pour f € C"*(M) :

N N
(VIL5.26)  F I, = 2 1@ o) x (F 09 Dl craggmy = 2 N0if) ol craigrars,

i=1 i=1
ce qui définit une norme sur C"*(M). (C"*M),|. ”C’“(M)) est un espace de Banach.(cf.

[BCP68] page 473).

Remarque : Lespace vectoriel C"%(M) sera toujours muni de la topologie d’espace de Fré-

chet Banachisable définie par la norme ||. || On note que cette topologie ne dépend

C’“(M)
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pas du systtme £,2 = (U;,$;,0;)1<i<ny choisi et que sur CO’“(M), cette topologie est aussi

définie par la norme :

(VIL5.27) If lcoary = If looms + su —lf(X)_f(z)l
xX#yEM dg(x’y)

VIL.6 Estimées de Holder pourles dérivées secondes

Dans cette section, on expose et on détaille les pages 453-456 de [GTO1] pour prouver
le théoreme VI1.6.1. Ce premier théoréme nous servira a déduire une estimée C>P a partir de
I'estimée C? pour |'équation de Calabi-Yau.

Soit Q un domaine (i.e ouvert connexe) borné de R", n >2.

On s'intéresse ici aux équations de la forme :

(E) F(D*u)=f FeC*R"™,R) feC*QR) ueC' QR
M nxXn Lt . 2 P P . . aF
lci R désigne les matrices carrées réelles symétriques de taille n. On note F;; := F et
rij
— 0*F
ijks = Orijarks'

On suppose que |'équation (E) admet des solutions. Soit u une solution fixée de (E), on
suppose que la fonction F vérifie les deux hypothéses suivantes :

1. F est uniformément elliptique par rapport a u i.e il existe deux réels A, A >0 tels que :
(VIL6.1) VEER, YxeQ AIEIP<F;(DPux))&é < AEF

2. F est concave par rapport a u i.e F est une fonction concave sur I'image de D%u. Vu
que F est de classe C2, cette condition de concavité est équivalente a :

(VIL6.2) V(ER ™, ¥x €Q  Fijss(D2u(x))ijlis <0
Soit y € R", |lyll = 1. On différentie I'équation (E) deux fois dans la direction y :

Dyf =Dy(F(D*u)) =F;j(D*u)Dy(D;ju) = F;j(D*u)D; jyu
2
Dyyf =Dy(Fij(D*u)Dijyu)
(VIL6.3) =F;j(D*u)D;jyytt + Fyy;j(D*u)Dysyu D jyu

Or st,ij(Dzu)Dksyu D;jyu <0 par concavité de F, donc :
(VIL6.4) Dyyf <F;j(D*u)Dijw surQ ol w =Dyyu
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Soient B, Bog et B3p trois boules ouvertes concentriques de |'ouvert Q de rayons respectifs
R, 2R et 3R, et soient M :=supw m,:=infw s=1,2. On a donc:

BsR Br
2
(VIL6.5) Fij(D*u)D;j(My—w)<—Dyyf surQ

LEMMEVIL.6.1 (Inégalité faible de Harnack, par Krylov et Safonov) Soit L un opérateur
différentiel linéaire d’ordre 2 défini sur un ouvert Q de R" :

Lv :aij(x)Dijv +bi(x)D,~v +c(x)yv atl =all

— uniformément elliptique i.e il existe des réels A, A >0 tels que
VEER", VxeQ AlEP=sa(x)éEE s AIEP
— acoefficients b et c bornés sur 'ouvert ), ce quinous permet de fixer des réels ,v >0

tels ueé< et(m)2m<v
auey=net\r) o =Y

Soit v € H; () une fonction positive ou nulle sur une boule ouverte Bog(y) < Q et vérifiant
Lv < fo sur Q pour une certaine fonction fy € L"(Q). On note Bog = Bag(y), Bk = Br(y) et
| Bg | le volume de la boule ouverte Bg. Alors il existe des constantes p,C >0 dépendant de
n,net VR? tels que

( 1 p);<C('f+RIIfII
v <C|infv +— n
| Br | JBg Bg A OB
Preuve : Voir le théoréme 9.22 a la page 246 du livre [GTO1] pour la preuve. |

On considére |'opérateur différentiel linéaire d'ordre 2 : Lv :Fij(Dzu)(x)Dijv défini sur I'ou-
vert B3g. L est uniformément elliptique car F |'est par rapport a u :

(VIL6.6) VEER",Vx €Bag AlEPSF (DM u)(x)éEE < AEP

et les coefficients b et ¢ de L sont nuls. Par ailleurs, M, —w € H’ (B3g) car My —w est de classe
C? sur le compact Bag, Ma—w est positive ou nulle sur la boule Bog < Bag, Dyyf €L"(B3g)
car elle est continue sur le compact Bsg et L(My—w) < —Dyyf sur Bsg . Donc par le lemme
VI1.6.1 (Inégalité faible de Harnack) on déduit I'existence de constantes p,Cy >0 dépendant

A
den et n tels que :

1

2 . R
(Mz—W)p) SCO(mf(MZ_W)"'_”Dyyf”L”(BZR))
Br A

(|BR| B
(VIL6.7) <C (Mz —Mi+R|[Dyyf ”L”(BZR))
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C; dépend de n, A et A. On considére | D% f 0:8, := sup sup IDﬁf | (cette norme est finie car
|Bl=2 Bar

f est de classe C? sur le compact Bag ).

n
IDyyfllr oy =11 Y Yi¥iDijf lir B
ij=1

n
= Z Lyi 1y LD fller Bag)

ij=1

n
1
S( Yo odyilly; | )|D2f l0:B,z | B2r |”

i,j=1

1({ & 1
E(Z l-|2+m|2)2R|Bl|n|sz|o;32R
i,j=1
1
(VIL6.8) <n x2R | By |"|D*f lo,, carllyl=1

1
.1 2 L 1
Ainsi (R_"f (M2_W)p) SC]|B]|1’ (Mz—M1+2I’l|Bl|'ll R2|D2f|0;32R)donc:
Bg

(VIL.6.9) R7 IMy—=wllr ) < Ca (Mz —M+R* |D*f loop )
C, dépend den, A, A et |B;|.

Par ailleurs, si x,y € Q on a par concavité de F par rapport a u,
F(D?u () = F(D?u()) < DF(D*u(»).(D?u(x) = D?u(y)) c'est-a-dire

n
(VIL6.10) f@=fo= Y Fij(D*u) x (Diju) - Diju()
ij=1

LEMMEVIIL.6.2 (Résultat matriciel) Si0 < A < A, on note S[A,A] 'ensemble des matrices
définies positives de R" ™" (i.e des matrices carrées réelles symétriques définies positives de
taille n) dont les valeurs propres appartiennent a I'intervalle [A, A]. Alors, il existe un nombre
fini de vecteurs unitaires yq,....,yy € R" et des nombres 0 < AF < A", yl,...,yN,/l*,A* ne dé-
pendantque de n, Aet A;tels que toute matrice A = [aij]lsi,an € S[A,A] s’écrit de la forme :

N
ij _ N * *
a’ =Y Beyveivk, ou ATsPis<A
k=1
et (Yxi)i<i<n désignentles coordonnées du vecteur ¥y dansla base canonique ey, ...,e, de R".

De plus, on peut choisir que les directions yy,...,Yny contiennent les directions coordonnées
e; + €;j

V2

e;,i =1,..,n etles directions J<].

143



VII Annexes

Preuve : Voir Proofofthe Lemma 17.13 a la page 462 de [GTO1] pour la preuve de ce résultat

matriciel. [ |

Appliquons ce lemme point par point a la matrice [Fij(Dzu)]lsi’an. Soit x € Q, la matrice

[Fi;(D?u(x))]1<i j<n est réelle symétrique. Si a est une valeur propre de [F;;(D*u (x))]1<i j<n
n

et & un vecteur propre associé i.e un vecteur non nul tel que Z Fij(Dzu(x))éj = a; pour tout

j=1
i €{1,...,n}, alors on déduit par uniforme ellipticité de F que :

(VIL6.11) AMEPS Y | Y Fij(Du@)E & =alEP<AlEP

i=1\j=1
Ainsi 0 < A < a < A, en particulier la matrice [F,‘j(Dzu(x))]lsi’an est définie positive. On

conclut donc que [F,-j(Dzu(x))]ls,-,an € S[A,A] . Par le lemme précédent, il existe des vecteurs
unitaires y1,...,yn €R" et des nombres 0 < A* < A* ne dépendant que de n, A et A tels que :

N

(VIL6.12) VxeQ Fij(D*ux)= B yiivs; 0<A*<Br(x)<A*
k=1

Ainsi (VIL.6.10) s'écrit :

n N
(VIL6.13) Y Y B Yaivej (Diju () =Diju o) < f )~ f ()
i,j=lk=1

n
Or Z )/k,-)/ijiju :Dykyku donc :
i,j=1

N
(VIL6.14) D B [we =Wk () Sf I =F @) o W=Dy, pu
k=1

On pose M, :=supwy; et my :z}ignfwk s=1,2 k=1,..,N. Chaque fonction w satis-
BSR sR

fait (VIL.6.9) ce qui s'écrit :

1 P
(VIL6.15) (R—n ) (Mzk—ww") < Co (Mo =My +R? | D2F losyy )
R

C, dépend de n, A, A et | By |; elle est par ailleurs indépendante de k.

144



VII.6 Estimées de Holder pour les dérivées secondes

Soit g € {1,...,N } fixé, en additionnant les inégalités (VIL.6.15) pour k # g on obtient :

1 r % —n
—fB (Z(MZk_Wk)) ] =R7 | ). My —wllr sy

R™ JBr “izg k#q
<Y R7 Mo —willr )
k#q
<) ¢ (M2k —M 1 +R* | D*f lopyg )
k#q
<C (Z(MZk ~M )+ (N —DR* | D*f |o;BzR)
k#q
(VIL6.16) <C; (Z(Mzk —M i) +R? | D*f |0;32R)

k#q

Cz dépend den, A, A, N et |B;| doncden, A, A et |B;]|. On note :

N N
(VIL6.17) W(sR):= ) oscpawi =Y (Mg —mg)
k=1 k=1
N N
ona wR)—w(R) =Y Moy —My)+ ) (myx—moy)= Y (Mo —Myy) d'ou
k=1 k=1 k#q
1
1 plr
(VIL6.18) [— (Z(MM —wk)) <C; (w(2R)—w(R)+R2 | D2f |0;32R)
R" Bg k#q

Par ailleurs, par (VIL.6.14) : si x € Bop et y € Bg,

By (w0 =w @) < f =10+ T B [wi @) =wi(»)

k#q
<IDf lopaglx =y 1+ X B (Mo —wic )
k#q
(VIL6.19) <3RIDS lops +A° Y (Mo —wi(0)
k#q

En passant a la borne supérieure en x € Bz on déduit que :

(VIL6.20) By (w0 =2y | 3R IDS lomy +A" Y (Mox =wi(y)
k#q

1
Or By (») 2 A" >0 donc 0 < wy(y) =m2 <3+ [3R DS losa +A" ) (Mo _Wk()’))] ainsi,
k#q

- 3 |_n 1 A*
RP lwyg—mogllerey < —-5R 7 IDf logy| BRI? +—R 7 || Z (M2k _Wk)”LP(BR)
A A k#q
E3

3 1 A .
(VIL6.21) =5 |B1 17 RIDf lo:8,p + 0 (w(2R)—w(R)+R2 ID2f l0:85 ) d’ou,
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(VIL622)  R7 lwy—magllrsy <Ca (w(zm ~WR)+R D lopy +R* | D*f lopay )

C4 dépend de n, A, A et | By |. Par ailleurs, on dispose de I'inégalité (VI1.6.15) pour k =q
(VIL.6.23) R7 Moy —wyllLrg) < C2 (qu —Myy, +R* |D*f |0:B2¢ )

En sommant (VIL.6.22) et (VIL.6.23) on obtient :

R7 Moy =m gl <Cs  (Mag =Mig +@QR) = 0(R)+ R DS lomy +2R* | DX losy |

o 1
Cs dépend den, A, Aet |B;|. OrR» ||qu —Mmay e BR) =| B1 |? (Mpy —moy) et
qu _Mlq Squ—qu donc :

(VIL6.24) My, —m o, <Cg (qu — 2y +WQR) = W(R)+R | Df lo:5,, +R* | D*f lo:5,0 )

C¢=1 dépend de n, A, A et | By |. En sommant sur g on obtient :

1
(VIL625) = w(R) Sw(2R)+N (w(2R)—w(R))+NR IDf lopog +NR® | D2 Lo,
6
D'ou :
2”2 N N +1 1
(VIL6.26)  0(R)<OWQR)+R DS losy +R* 1D7f oy, 00 §:= — = = >0
6

Ainsi, si Bg, est une boule de Q et si pour R <R( on note Br et Bg les deux boules de
2

: R :
rayons respectivement 5 et R concentriques de Bg, alors :

2

::;(R)

R R RV
(VIL.6.27) VR<Ry 5 s6w(R)+E|Df |0;BR0 +|=| ID°f |0;BR0

LEMMEVIIL.6.3 Siwestune fonction croissante sur un intervalle ]0,R] satisfaisant :
VR=Ry wW(@R)=Yw(R)+0o(R)

ou o estune fonction croissante, Yy >0et 7 <1, alors:

R\ -
VHED Il YR=Ry w(R)=C ||| o(Ro)+o(R'Ry ™)
0

ou C estune constante >0 dépendantde yet T;et a est une constante >0 dépendantde v,
Tet U
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Preuve : Voir la page 201 de [GTO1], preuve du lemme 8.23. ]

. 1
Par le lemme précédent, on déduit pour u= 5 due:

.0. = = w + : + :
0 Ro 0 AV 0 0;Bg,, Ro 0 0:Bg,

. 1
ol C et a sont des constantes >0 dépendant de n, A, A et | By |. Soit f=min (E,a), on a
donc :

R\P
(VIL.6.29) VR<Ry w(R)=<C (R_) [w(RO) +Ro|Df |0;BR0 +RS |D2f |0;BR0
0

A partir de |3, on se propose de montrer que :
(VIL6.30) July pa=Cste(1u3q+1 1133

(voir la section intitulée : L'espace C"*(M), pour les définitions des différentes normes : | . |”.q,

! !
|.|:‘,ﬁ;Q, et ||5"2) pour Q un ouvert propre de R" ; et I g |.|”6;Q pour Q un ouvert borné

de R").

2 .
On rappelle que : |u |5.0=)  sup di|D%(x)|
T j=0xeQal=2
D“ -D¢
lu 1y po=lu 3o+ sup df;z' u) =D U] oy m a(xv,00), dyy = min(dad,y)
. U xyeQial=2 |x—yl|P
2
2
et|f |(22;22: Z sup d£+ IDf(z)].

j=0z€Q,|al=j
On commence par montrer que si Br,(x0) € B3g,(xp) € Q alors :
! !/ 2 !
(VIL6.31) [ 1) .3y (20 = C 5T ('” 2.3k, vy TRO LS |2;33R0<xo>)
Cste; dépend den, A, A et | By |, en particulier elle est indépendante de x( et Ry. On rappelle

2
que : [u lyp . o= 2 (6RoY  sup  [D%u|
j=0

B3g,y(x0).lal=j

2 ; | D% (x)—D%(y)|

et lulypp =2 2RoY sup D% |+(2Ro)**P sup m .
0 i=0 Bry(xo)lal=j |a|=2,x #y B, (x0) lx =yl

Soient x,y € Br,(x0). On a Bjx_y|(x) C Bag,(x) € B3g,(x9) = Q donc :

|D;ju(x)—D;ju(y)|< sup Dj;u— inf Dju
Ble—y|(x) Blx—y|(x)

sw(lx -y I) donc par (VIL.6.29)

Ix—yl)/j
2Ro

(VIL6.32) <C (

®(2R0) +2R0 | Df l0:8,,0) +(2R0)* | D> £ Loy, vy | d'o00,
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246l Diiu(x)=Diiu(y) |
|x —y|P

(VIL6.33) (2Ry) <C [(2R0)2w(2R0)
+(2R0)2(2R0|Df l0:82¢, (x) +(2R0)* | D*f |o;32R0(x))]

Par ailleurs si z € Byg,(x),

(VIL.6.34) (2R0) |Dykyku(z)|< Z |Yszk] |(4R0) |Dllu(z)|<( Z |Ykl7/k] |)|M |232R (x)

i,j=1 i,j=1
2 .
car |u lyp ()= Y (4RpY  sup  |D%|, donc:
0 j=0 Bogy(x).lal=j

(VIL.6.35)

) 5 N n N
(2R0)> W(2R0) = (2R0)> )_ | sup Dy,y,u — inf Dy yu ) (Z Z | Yei Ve | )Iu 1380z ()

k=1 \Bagy(x) Bapy(x) Cilk=1 0

J

=
2 2 ..
En outre, 2R() |Df |0;BzR0(x) +(2R0) |D f |0;BzR0(x)S|f |,2;32R0(x)5|f |,2§B3R0(X0)' ainsi :

206 Diiu(x)=Diju(y) |

l 2 l
(VIL6.36) (2Ry) P <CY {10 By v ROV By
C{ dépend de n, A, A et | By |, en particulier indépendant de R. Par ailleurs, pour i # j et k
e; +€j 1 1
tel que YkZT,D,‘j:Dykyk—EDii—z jir donc :

(VIL.6.37)

IDiju(x)=D;ju(y)|< sup D;ju— inf D;;u
Bly—y|(x) Blx—y(x)

S( sup DYkYk”_Bmf Dy, y,u )
Bly—y|(x) le—yl(x)

+| sup Dj;ju— inf D,~,~u)+( sup Djju— inf D; u)
Bly—y|(x) Bx—y|(x) By (x) Bx—y|(x)

(VIL6.38) <o(lx-yl)
Ainsi de méme que pour D;;, on a :

2+ﬁ|Diju(x)—Diju(y)| -

" 2 I
(VIL.6.39) (2Rgp) <C,|lu |2;B3R0(X0) +Ry | f |2;B3R0(x0)

|x—y P

C{ dépend de n, A, A et | By |, en particulier indépendant de Ry, d'ou I'inégalité (VIL6.31).
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Montrons a présent |'inégalité (VIL.6.30). Si I'une des deux normes a droite est infinie alors
I'inégalité est trivialment vérifiée. Sinon, soient x,y € Q, on suppose que d, <d, et on note

1 T
R = de. On a Br(x) € B3r(x) <, et pour toute dérivée d'ordre 2 :

2481 D*u(x)=D%u(y)|
X,y

(4R)2+ﬁ

(VIL.6.40) d Y.

< @R PID%up gy +

; (1D 1+ D))
[x—yl

Le premier terme est un majorant lorsque y € Br(x), le deuxiéme terme l'est si y € Br(x). Or
pour toute dérivée d'ordre 2 on a (4R)? | D%u(x) I:df |D%u(x)|<|u I;;Q,

@R | D*u(y) |I=d} | D u(y)|<lu l3q et QRY*PID ulppyce) <lulh pg (y, donc :

24 D2u(x)—D?u(y)|

(VIL6.41) dyy

! !/ *
Ix—y|P 5C2(|”|2,ﬁ;BR(x>+|”|2;Q)

C5 constante. Ainsi par l'inégalité (VI1.6.31) on déduit que :

241 D*u(x)—D?u(y)|
X,y

!/ !/ 2 !/
d = C5 (10 by 10 T30 #R7 18 Lo )

|x—ylP

C; dépend de n, A, A et | By |. Par ailleurs, si z € B3g(x) alors d, = d, —-3R =R donc

R | D% (z)|< sup d; |ID%(z)| d'ou R’ sup ID% ()< sup d; D% (z) |
ZE€B3R(x) Z€B3R(x),lal=j Z€B3R(x),|al=j

N / 2 * 2 * PN .
d'ou |u B )=S0 1t 15 )= 67 Uy De méme :

2
2 2 +2
R |f|/2;BSR(X)S6 ZRJ+ sup .lDafl
i=0 B3r(x),lal=j
2
2 j+2 2 2
<@y s dPIDY@II=EI71G,
j=0 zEB3r(x),|al=j

(VIL6.42) <621 £ 13, ainsi,

24| D2u(x)=D?u(y)|

(VIL6.43) ;)

x—y P <Ci{lulza+1f 150

C, dépend de n, A, A et | By |. Et par conséquent :
| u I’Zk,ﬁ;QS Cste ( | u |;;Q +|f I(Zzgz)
Nous avons démontré donc le théoréme suivant :
THEOREMEVIIL.6.1 SiQestun domaine (i.e ouvert connexe) borné de R",n =2.
(E) F(D*u)=f FeC*®R"™,R) feC*QR) ueCQR)

Ici R"*" désigne les matrices carrées réelles symétriques de taille 7.
Siu estune solution de (F) fixée et si ’'application F vérifie les hypotheses suivantes :
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1. Festuniformément elliptique par rapport a u i.e il existe deuxréels A, A >0 tels que :
VEER", VxeQ AIEIPP<F;;(D*u(x))&E < A&

2. F est concave par rapport a 4 i.e F est une fonction concave sur 'image de D?u. Vu

que F est de classe C?, cette condition de concavité est équivalente a :

VER ™ Vx€Q Fijio(D*u(x))ijlir <0

1
Alors il existe f (—:]0,5] et Cste >0, fet Cstene dépendantque den, A, Aet|B; |, tels que :

2
| u I;’ﬁ;QS Cste(lu IZ;Q+ | f |(2;22)

Pour déduire une estimée C># a partir de I'estimée C? pour I'équation de la k-iéme fonc-
tion symétrique des valeurs propres, on utilise plutdt le théoréme 17.14 de [GTO01] page 461.

THEOREMEVIL.6.2 Soit Q un domaine (i.e ouvert connexe) borné de R",n =2.0n désigne
par R"*" I’ensemble des matrices carrées réelles symétriques de taille n. Si u € C*HQ,R) est
une solution de :

(E") Glul=G(x,D*u)=0surQ,

ouGE CZ(Q x R"*" R) est elliptique par rapport a u et satisfait les hypothéses suivantes :

1. G estuniformément elliptique par rapport a u i.e il existe deux réels A, A >0 tels que :
VxeQ VEER", AIEP<Gij(x,D?u(x))&&; < A&

2. Gestconcave parrapportau en la variable r. Vu que G est de classe C?, cette condition

de concavité est équivalente a :
Vx € QVEER™, Gijrs(x,Du(x))(ij¢ks <0
Alors pour tout Q' cc Q, on a l'estimée intérieure suivante :
[Dzu]ﬁ;gf <C

ou f €]0,1] ne dépends que de n, A et A;et C >0 ne dépends que de n, A, A, | u |rq,
dist(Q,0Q),G.,G,, Gy, et G,,.

Rappelons queicilanotation G,, désigne lamatrice G,y = [G;j x,li j.¢=1., évaluéeen (x,Dzu (x)).
De méme pour les notations G, G, et G, (cf. [GTO1] page 457).
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VILI.7 Développementd’une métrique Riemannienne au centre

d’une carte normale

Soit (M, g) une variété Riemannienne.

LEMMEVIL.7.1 (¢f. [CAR46]p.243) Six estun systeme de coordonnées normales sur M cen-
tré en P et vérifiant x(P) =0 alors les développements limités des composantes du tenseur
métrique rapporté aux coordonnées normales x sont données par :

1 1
gij=0ij _gRirjsxrxs - gvéRirjsxgxrxs +o(llx[)

ot o(Jlx|I*) désigne une fonction f sur M telle que lim ACY

———— =0. (attention, les R; j;¢ de
o-P |lx(Q)II?

Cartan sont €gauxanos —R;jx¢).
On en déduit le corollaire suivant :
COROLLAIREVIIL.7.1 Au centre du systeme de coordonnées normales x on a bien slr
gij(P)=0;;et0d,g;j(P)=0,eten outre :
-1
arsgij(P) = ?(Rirjs +Risjr) et

-1
0¢rs8ij(P) = 3 (VeRirjs+ViRigjs+VsRirjo+VeRisjr +VsRigjr +V,Risi0)

Remarque : Une identification du type O,Sgij(P) = —%R,-rjs est fausse. En effet, cette for-
mule impliquerait que R;, ;5 = R;sj, en P. Or la premicre identité de Bianchi s’écrit R;, ;¢ +
Risrj+Rijsr =0,eton aR;js =Risjr = —Rjgj,d’0uR;j5, =0 VI<i,j,r,s<nenP cequi
est absurde. De m&me, une identification du type 6g,sg,-j(P) = —V¢R,,js est fausse pour les

mémes raisons de symétrie.

Preuve : Le développement du lemme VIL.7.1 implique qu’au centre d’'un systeme de coor-

données normales, les égalités suivantes sont vérifiées :

(VIL7.1)
2
Y 0,58 X" X =Y SR XX et Y 0,8 XIXTX ==Y VeRij XX X®
r,s r,s 3 l,r,s l.r,s

et ce quels que soient les réels X' et pourtout 1 <i,j <n (ce sontdes égalités de polyndmes

homogeénes). La premiere égalité des formules (VIL.7.1) implique

1 1
ZarsginrXS = _Z_RirjerXs _Z_RiSerer donc :
r.s r,s 3 .S 3
FoyS N 1
(VIL.7.2) ZaijrsX X =0 ou aijrs:arsgij*‘g(Rirjs'*'Risjr)
r,s
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Montrons a partir de I'égalité (VIL7.2) que a;j,s, =0 V1<i,j,r,s<n.

En prenant x¢= 0¢, on obtient ajjrr =0 V1<i,j,r <n.Soientl<r #s<n,en prenant
xX‘=0 Vlg{r,s}et X" =X°=1o0n obtient Aijrr+Qijrs+aijsr+aijss=0010ajrr =a;js5=0
eta;jsr =ajjrsd’ou2a;j,ys=0,cequiacheve la vérification.

De méme, la deuxieme égalité des formules (VIL.7.1) implique :

-1
(VIL7.3) Y 0pr08i; X X" X* = = Y (VeRirjs+V,Ripjs+VsRirj0
l.r,s l.r,s

+VoRiyjir +ViRigir + V. Riyie) X X" X* donc,

Cyryvs N 1
(VIL7.4) Y bijers X°X"X =0 ol bijérszaérsgij+g(v£Rirjs+eri€js + ViR je
.S

+V¢Risjr +VsRigjr +V,Risi0)

Montrons a partir de I'égalité (VIL.7.4) que b;jsrs =0 V1<i,j,f,r,s <n.En prenant X’ =
5pgc;n obtientb;jppr =0 V1<i,j,¢<n.Soientl</¢#s<n,enprenantX’” =0 Vp ¢{/,s}
et X" =X"=1lonobtienth;jrrr+bijros+bijose+bijess+bijsee+bijses+bijse+bijssg=0o0r
bijeve =bijsss =0etbijors =bijose =bijsee d’0U 3bijpps+3bijs0 =0donc bjjops = —bjjsse-
Par ailleurs, en prenant X” =0 Vp € {¢,s}, X! =1et X*=—1on obtient
Dijeee—bijees—bijese+Dijoss—bijser+Dijses+bijssoe—bijsss=0d00 =3b;ipps+3bijse0 =0
i.e bjjoos =bjjsse. Ainsi, on déduit que b oo, =0 VI < i,j,¢,s <n.Soient maintenant
1<l#r#s<n.Enprenant X =0 Vp Q’{Z,r,s}etX[:Xr =X* =1 on obtient
bijoeo+bijoer+bijees+bijore+bijorr+bijors+bijose+bijosr+bijrss+bijree+bijrer+bijros+
bijrrf‘l'bijrrr +bijrrs+bijrsf+bijrsr +bijrss +bijs€€+bijslr+bijs€s+bijsr€+bijsrr +bijsrs+
bijss['i'bijssr +bijsss =0,

donc par symétrie 6b;;¢,; =0. Ainsion conclutque b;¢,, =0 V1< i,j,0,r,s<n. [ |

COROLLAIREVIIL.7.2 Au centre du systeme de coordonnées normales x on a :

1
0,7, = 3 Risjr +Rirjs) et

' 1 1
0,17, = 1 (VeRirjs +VeRisjr +V,Rigjoe+ViRigjs) - ' (VsRirje+VsRigjr)
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VII.7 Développement d’'une métrique Riemannienne au centre d’une carte normale

Preuve : Au centre du systeme de coordonnées normales x :

s sl sl
arr,‘j:ar(g Fi[j):g arri€j+ozarrisj
1
= E(Origsj +arjgsi _arsgij)

I (-1
=—X (—) (Rsrji +Rsijr +Rsrij +stir _Rirjs _Risjr) par le corollaire VI1.7.1

2 3
-1
= ?(_Rsrij ~Risjr +Ryrij —Rirjs—Rirjs —Risjr)
-1
= ?(_ZRisjr _ZRirjs)
1

= 3 (Risjr +Rirjs)

ce quiprouve la premiere formule. Démontrons a présent la deuxieme formule :
a[rrgj :aﬂr(gspripj) = a[(argsp 1—‘ipj +g°f arripj)

=g 0, Tipj =00 Tiy;
1
:5 (a[rigsj +0£rjgsi _a!rsgij)

1 -1
=3 (?) (VéRsrji +VeRsijr +ViRspji + Vi Rsijo +ViRspjr + ViR jo

+ VZRsrij + vZstir + erslij + ersjiZ + ijs&'r + ijsril

—V¢Rirjs—V¢Risjr —V,Ripjs— V,R,-sjg—VsR,-gjr—VsRi,jg) par le corollaire VI1.7.1

12 (
+ViRsrjr —=VsRi¢jr + ViR jr —VsRiyjo +ViRgpir + Vszriﬁ)

Zletr]s zv[Risjr _2erisj€_2eri€js

Or par la deuxieme identité de Bianchion a:
ViRjrs¢ = VsRjrie = =VeRjris 5 ViRjosy =ViRjrir = =ViRjpis

ijirs! = _vsRir[j _vairjs et ijifsr = _vsRifrj _eri[js

-1
d’ou aérri 12( 2v€Rzrjs 2V€Risjr_Zerisjf_zeri[js

- V¢R jris VRJ&S VsRirfj_VZRirjs_vsRi[rj_eriéjs)

12
1
:Z (VlRirjs + vZRisjr +erisjl +eri€js) - E (vsRirjé +vsRi€jr)

( 3V[erji' 3v€Risjr _3VrRist_3eri€js +VsRirj[+vsRi[jr)

ce quiacheve la preuve. |
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VIL.8 Quelques propriétés desfonctions symétriques élémen-

taires
Rappelons des inégalités classiques (cf. [HLP94], [LT94]).

LEMMEVIL.8.1 (Inégalités de Maclaurin) Pourtout A €T} := {/1 eER"/Vi<sj<kojd)= O}

on a:

) <o)

LEMMEVIIL.8.2 (Inégalités de Newton) Pourtout £ =2etpourtout AER™ ona:

Vi<g=<s (

@-Dim —-£+1)
bm —0+2)

0¢(A) 0p2(A) < (o))

VIL.9 Inégalité de Garding

VIL.9.1 Polynomes hyperboliques

DEFINITIONVIL.9.1 Soit P € R[Xy,...,X, ] un polyndme homogene de degré m = 1. P est dit
hyperbolique selon a € R" sipour tout x €R", P(sa +x)=0a exactement m racines réelles.

PROPOSITIONVIIL.9.1 1. SiPetQ sonthyperboliques selon a € R, alors PQ I'est aussi.
n

opP
2. Si P est hyperbolique selon a € R", et de degré m =2, alors Q = Z a; ™ est hyperbo-

i=1
lique selon a.

3. Si P est hyperbolique selon a € R", alors les polyndmes Pq,...,P,, définis par I’égalité
m

P(sa+x)= Z s™ 7' P;(x) sont hyperboliques selon a.
i=0

Preuve : Voir [GARS59]. |

La précédente proposition permet de construire une large classe de polynémes hyperboliques.
Exemples :

— Sim =1 alors P est hyperbolique selon tout a € R" tel que P(a) #0.

— Le polyndme P = X7 - X7 —...— X2 est hyperbolique selon (1,0, ...,0).

— Le polynéme P = X X, ... X,, est hyperbolique selon tout a € R" tel que P(a) #0.
Les polynémes symétriques élémentaires 0,07,,...,0, sont hyperboliques selon (1,...,1) €

R" (ceci découle immédiatement de I'application du point 3. de la proposition VI1.9.1
au polynéme P =X X,...X,, pour a =(1,...,1)).
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VIL.9 Inégalité de Garding

VIL.9.2 Cones de positivité et inégalité

DEFINITIONVIL.9.2 Si P est hyperbolique selon a € R", le cOne de positivité de P selon a
est:

I'(P,a) =1a composante connexe contenant a de {P >0}

C’est un cone de sommet 0.

Exemple fondamental : Soit k € {1,...,n}. Le céne de positivité du polyndme hyperbolique
P =0y selon (1,...,1) e R" est :

(VIL9.1) Fk:{)LEIR{”/Vlsj <k, aj(ﬂt)>o}

LEMMEVIL. 9.1 (Inégalité de Garding) Si P est hyperbolique selon a € R", de degré m =2,
et M estla forme totalement polarisée de P (c’est 'unique forme m -linéaire symétrique telle
que M (x,...,.x)=P(x) pour tout x € R"), alors pour tout x',..,x™ € ['(P,a),

M x™) = Py - P(x™ )

Preuve : Voir [GARS9]. [ |
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Equations hessiennes complexes sur des variétés kiihlériennes compactes.

Résumé : Sur une variété kiihlérienne compacte connexe de dimension 2m, w étant la
forme de Kiihler, Q une forme volume donnée dans [w]" et k un entier 1 <k <m, on
cherche a résoudre de facon unique dans [w] I’équation @ Aw™ ¥ = Q en utilisant une
notion de k-positivité pour @ € [w] (les cas extrémes sont résolus : kK = m par Yau, k = 1
trivialement). Nous résolvons par la méthode de continuité ’équation hessienne d’ordre
k complexe elliptique correspondante sous ’hypothése que la variété est a courbure bi-
sectionelle holomorphe non-négative, ici requise seulement pour établir un pincement a
priori de valeurs propres.

Mots-clés : Equations hessiennes complexes, Estimation a priori, Méthode de continuité,
Equations non linéaires elliptiques, Variétés kihlériennes compactes, Courbure bisection-
nelle holomorphe, Valeurs propres, Fonctions symétriques.

Complex Hessian equations on some compact Kiihler manifolds.

Abstract : On a compact connected 2m -dimensional Kiihler manifold with Kihler form
w, given a volume form Q € [w]" and an integer 1 <k < m, we want to solve uniquely in

[w] the equation & A @™ %

=, relying on the notion of k-positivity for @ € [w] (the ex-
treme cases are solved : kK =m by Yau, & =1 trivially). We solve by the continuity method
the corresponding complex elliptic k£ -th Hessian equation under the assumption that the
holomorphic bisectional curvature of the manifold is non-negative, required here only to

derive an a priori eigenvalues pinching.

Keywords : Complex Hessian equations, A priori estimates, Method of continuity, Nonli-
near elliptic equations, Compact Kiihler manifolds, Bisectional holomorphic curvature,
Eigenvalues, Symmetric functions.
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