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Résumé

L’objectif de cette thèse est d’étendre une méthode d’estimation des paramètres d’une
loi stable dans Rd aux lois à queue régulière dans un cône arbitraire. La méthode d’échan-
tillonnage par paquets est modifiée afin d’optimiser la vitesse de convergence des esti-
mateurs. Un nouvel estimateur de la masse totale de mesure spectrale est proposé. Des
résultats sur les statistiques d’ordre des lois à queue régulière dans un cône et la loi des
grands nombres pour le schéma triangulaire sont établis. La consistance et la normalité
asymptotique des estimateurs sont démontrées. La performance des estimateurs est étu-
diée par simulation. On compare ces estimateurs avec quelques estimateurs connus. Les
tableaux de performance sont fournis. La méthode de noyau est utilisée pour estimer la
densité d’une mesure spectrale absolument continue d’une loi à queue régulière. On prouve
la consistance de l’estimateur dans notre cas particulier. Pour augmenter le nombre de
points utilisés dans l’échantillon, on propose une méthode d’estimation utilisant les permu-
tations aléatoires de l’échantillon. La variation régulière a la propriété d’être préservée par
plusieurs opérations et transformations. On considère trois sortes de transformations. Des
conditions suffisantes pour cette préservation sont proposées et quelques contre-exemples
sont présentés.

Les modèles de lois stables et de lois à queue lourde sont très utilisés dans plusieurs
domaines d’application. On considère deux jeux de données réelles : les cours des 30
valeurs de l’indice DJIA et les perturbations planétaires des comètes du nuage de Oort.
En appliquant la méthode d’estimation présentée on obtient des descriptions statistiques
de ces données.

Abstract

The objective of this thesis is to extend an estimation method of parameters of a
stable distribution in Rd to the regularly varying tail distributions in an arbitrary cone.
The sampling method of regrouping is modified to optimize the rate of convergence of
estimators. A new estimator of total mass of the spectral measure is proposed. Some results
about order statistics of regularly varying tail laws in a cone and the strong law of large
numbers on the triangular schema are established. The consistency and the asymptotic
normality of estimators are proved. The performance of proposed estimators is studied by
simulation. We compare these estimators with some known estimators. The performance
tables are provided. The kernel density estimation is used to estimate the density of
an absolutely continuous spectral measure of a regularly varying tail law. We prove the
consistency of the estimator in our particular case. To increase the number of points
used in the sample, an estimation method using the random permutations of sample is
proposed. The property of regular variation can be preserved by several operations and
transformations. We consider three kinds of transformations. The sufficient conditions for
this preservation are proposed and some counter-examples are presented.

The models of stable distributions and heavy tailed distributions are widely used in
several application areas. We consider two sets of real data : the prices of 30 stocks of the
DJIA index and the planetary perturbations of comets of the Oort cloud. By applying the
estimation method presented previously we obtain some statistical descriptions of these
data.
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Introduction

La variation régulière des mesures boréliennes est une propriété qu’on rencontre dans de
nombreux domaines de la théorie des probabilités et ses applications. Un vecteur aléatoire
(v.a.) X à valeurs dans Rd a une loi à queue régulière d’exposant caractéristique α > 0 si
il existe une mesure finie σ sur la sphère unité Sd−1 telle que ∀B ∈ B(Sd−1) et σ(∂B) = 0,

lim
x→∞

xα

L(x)
P

{
X

‖X‖ ∈ B, ‖X‖ > x

}
= σ(B), (1)

où L est une fonction à variation lente, i.e. L(λx)
L(x)

→ 1 quand x → ∞, ∀λ > 0. Cette
condition apparaît souvent dans les études sur le comportement asymptotique des sommes
partielles d’éléments i.i.d. (le théorème central limite général, voir [Rva62]), des maxima
partiels et des processus ponctuels (la théorie des valeurs extrêmes, voir [Res87]).

La propriété de variation régulière peut être définie dans un espace plus général où
l’addition des éléments et la multiplication par des nombres réels positifs sont bien défi-
nies, i.e. dans un espace qui a la structure d’un cône. Pour les mesures dans un espace
métrique général, la notion appropriée de convergence et les résultats de base (théorème
de portemanteau, théorème de convergence d’une fonction d’un élément aléatoire et ca-
ractérisation de la compacité relative) sont présentés dans [HL06].

La propriété de variation régulière est liée étroitement avec la caractérisation des do-
maines d’attraction des lois stables d’indice de stabilité α et de mesure spectrale σ. Un
v.a. X à valeurs dans un espace de Banach a une loi strictement α-stable (StαS) si pour
tous a, b > 0

a1/αX1 + b1/αX2
L
= (a+ b)1/αX, (2)

où X1, X2 sont des copies indépendantes de X, et
L
= représente l’égalité en loi. Cette

définition a un sens dans tous les cônes convexes. Quel que soit le choix du cône, l’étude
de la loi stable dans ce cône ramène toujours à la propriété de variation régulière. Dans Rd

la convergence (1) avec α ∈ (0, 2) est nécessaire et suffisante pour que X appartienne au
domaine d’attraction d’une loi α-stable de mesure spectrale σ, ce que nous noterons "X ∈
Dom(α, σ)". Dans un cône général muni d’une norme sous-invariante cette convergence
avec α ∈ (0, 1) est suffisante pour que X ∈ Dom(α, σ) (voir Th. 4.7 [DMZ08]).

Les lois stables ont été proposées comme modèle pour de nombreux types de systèmes.
Dans Rd sauf les lois normales pour lesquelles α = 2, les lois stables sont leptokurtiques et
à queue lourde. Elles donnent souvent un très bon ajustement par exemple pour certaines
bruits de télécommunication [SK74] [NS95] et pour les rendements des actifs financiers
[AB88] [MR93]. Bien qu’il existe d’autres lois à queue lourde - la loi t, la loi log-normale

1



2 Introduction

ou la loi de Paréto - il y a au moins une bonne raison d’utiliser le modèle de lois stables : le
théorème central limite généralisé dit que la seule limite possible non triviale des sommes
normalisées des v.a. i.i.d. est une loi stable. De nombreuses quantités observées sont l’effet
cumulé de plusieurs petits facteurs comme les cours de la bourse ou le bruit de communi-
cation, de sorte que le modèle de lois stables peut être utilisé.

Une des difficultés techniques dans l’étude des lois stables est que, sauf pour quelques
cas particuliers, il n’y a pas de formule explicite pour la densité. D’ailleurs une loi stable
multivariée est définie par l’indice de stabilité α ∈ (0, 2] et la mesure spectrale σ qui est
une mesure finie sur la sphère unité Sd−1. Le problème d’estimation de la mesure spec-
trale est de nature non-paramétrique. Plusieurs méthodes d’estimation des paramètres des
lois stables sont disponibles dans la littérature : méthode du maximum de vraisemblance
[DuM71] [DuM73], méthode des moments [Zol86], méthode des quantiles [FR68] [FR71]
[McC86], méthode de la fonction caractéristique empirique [Pre72b] [NPM01], etc.. Néan-
moins, ces méthodes ont toutes le même inconvénient : elles sont valides si les données
constituent un échantillon de loi stable. Si les données proviennent d’une loi différente,
l’inférence sur l’indice de queue peut être fortement trompeuse. Dans la pratique, par
précaution, on estime d’abord l’indice α en utilisant les méthodes d’estimation des lois
à queue lourde, par exemple [Hil75]. Si la valeur estimée de α se trouve entre 0 et 2, les
données seraient considérées comme un échantillon de loi stable, et les méthodes d’estima-
tion présentées auparavant pourraient être utilisées pour estimer les autres paramètres.
Remarquons que les lois α-stables de mesure spectrale σ sont des lois à queue régulière
d’indice caractéristique α et de même mesure spectrale σ. Sous l’hypothèse que les don-
nées proviennent d’une loi à queue régulière, une fois que les paramètres sont estimés, les
résultats contiennent en même temps l’indice de queue d’une loi stable ou d’une autre loi à
queue lourde, et la mesure spectrale correspondante. Dans cette circonstance, l’estimation
des lois à queue régulière devient intéressante.

On sait que la variation régulière multivariée est équivalente à la convergence des
processus ponctuels empiriques vers un processus ponctuel poissonnien qui possède des
propriétés très intéressantes et dont la mesure d’intensité a une forme particulière. Ce
résultat est généralisé pour les processus ponctuels dans un cône [DMZ08]. Davydov et
Paulauskas (voir [DP99] et [DPR00]) ont proposé une méthode pour estimer l’indice α et
la mesure spectrale σ d’une loi stable dans Rd en utilisant le lien entre les lois stables et les
processus ponctuels. L’avantage principal de cette méthode est la simplicité d’usage de ces
estimateurs et l’indépendance de leur expression par rapport à la fonction caractéristique.
Le but de ce travail est de généraliser cette méthode aux lois à queue régulière dans
un cône arbitraire. En ajoutant certaines conditions supplémentaires, nous prouvons la
normalité asymptotique des estimateurs. La performance des estimateurs est étudiée par
simulation.

Une autre partie de notre travail consiste à étudier quelques transformations des lois
à queue régulière. La variation régulière a la propriété importante d’être préservée par
plusieurs opérations et transformations. Ces propriétés des transformations sont utiles
pour les simulations de vecteurs appartenant au domaine d’attraction d’une loi stable
ayant une mesure spectrale donnée. Nous considérons trois sortes de transformations. Des
conditions suffisantes pour cette préservation sont proposées et quelques contre-exemples
sont présentés.
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Les modèles de lois stables et de lois à queue lourde sont très utilisés dans plusieurs
domaines d’application. Les méthodes d’estimation classiques fonctionnent souvent sous
l’hypothèse de stabilité ou de queue lourde. La méthode développée dans cette thèse est
valable sous l’hypothèse plus générale de variation régulière. Les résultats d’estimation
nous donnent en même temps l’indice de queue qui distingue la loi stable des autres lois
à queue lourde, et aussi la mesure spectrale correspondante. Nous appliquons dans le
dernier chapitre cette méthode sur deux jeux de données réelles : les cours des 30 valeurs
de l’indice DJIA et les perturbations planétaires des comètes du nuage de Oort.

Plan de la thèse

Chapitre 1

Nous commençons par un résumé des définitions et théorèmes de base concernant les
cônes convexes et les semigroupes. Nous donnons dans la sous-section 1.1.2 plusieurs dé-
finitions équivalentes de la variation régulière d’une mesure dans un cône. L’équivalence
entre la variation régulière multivariée et la convergence des processus ponctuels empi-
riques vers un processus ponctuel poissonnien est généralisée dans un cône [DMZ08]. On
obtient le théorème central limite pour une suite d’éléments aléatoires i.i.d. dans un cône :
la somme normalisée d’éléments aléatoires converge faiblement vers une représentation
de type de LePage de la loi stable correspondante. Nous discutons ces résultats dans les
sous-sections 1.1.3 et 1.1.4. Un exemple de loi max-stable multivariée par simulation des
processus ponctuels correspondants est donné à la fin de la section 1.1.

Dans la section 1.2 nous étudions la préservation de régularité par des transformations.
Les transformations sphériques, radiales et les projections sont considérées respectivement
dans les sous-sections 1.2.1, 1.2.2 et 1.2.3. Des conditions suffisantes pour cette préserva-
tion sont proposées et quelques contre-exemples sont présentés.

La section 1.3 contient des exemples de données simulées qu’on utilise pour tester la
performance des estimateurs. Vu la difficulté de simulation des v.a. α-stables en haute
dimension surtout dans le cas où la mesure spectrale est absolument continue, nous si-
mulons les v.a. StαS en utilisant la série de LePage. C’est une méthode de simulation
directe, mais la convergence de la série est lente si la mesure spectrale n’est pas symé-
trique. Ce phénomène est montré dans la sous-section 1.3.1 par simulation de lois stables
unidimensionnelles. Des v.a. appartenant au domaine d’attraction d’une loi StαS sont
simulés dans la sous-section 1.3.2 par la transformation d’une loi StαS de mesure spec-
trale uniforme, car, pour cette loi le problème de simulation a été parfaitement résolu.
Des données suivant une loi max-stable sont aussi simulées en utilisant la série de LePage
dans la sous-section 1.3.3.

Chapitre 2

Dans la section 2.1 nous généralisons la méthode d’estimation des paramètres des lois
stables dans Rd ([DP99] et [DPR00]) aux lois à queue régulière dans un cône arbitraire.
La méthode d’échantillonnage par paquets présentée dans [DP99] et [DPR00] est modifiée
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afin d’optimiser la vitesse de convergence des estimateurs. Un nouvel estimateur de la
masse totale de la mesure spectrale est proposé sous la condition que la loi appartienne
au domaine d’attraction normal d’une loi StαS. D’abord, des résultats auxiliaires sur
les statistiques d’ordre des lois à queue régulière dans un cône, ainsi que la loi forte des
grands nombres pour un schéma triangulaire sont établis dans la sous-section 2.1.1. Ensuite
la consistance des estimateurs est présentée dans la sous-section 2.1.2. En ajoutant des
conditions asymptotiques du second ordre sur la loi marginale, nous prouvons la normalité
asymptotique des estimateurs dans la sous-section 2.1.3.

L’estimateur de la mesure spectrale d’une loi à queue régulière proposé auparavant
nous permet d’obtenir la fonction de répartition de la mesure spectrale. Pour estimer la
densité d’une mesure spectrale absolument continue, l’estimation par la méthode du noyau
de la densité d’un v.a. sur la sphère peut être utilisée. La difficulté dans notre cas est que
la densité à estimer est la limite des densités marginales. La convergence des densités
marginales est démontrée dans la sous-section 2.2.1. La consistance de l’estimateur de la
densité est prouvée dans la sous-section 2.2.2.

D’après les études de performance précédentes, on constate que notre méthode est
fiable asymptotiquement, mais qu’elle se détériore pour les petites tailles d’échantillon.
Pour augmenter le nombre de points utilisés dans l’échantillon on propose une méthode
d’estimation utilisant les permutations aléatoires d’échantillon dans la section 2.3.

La performance des estimateurs proposés est étudiée par simulation dans la section
2.4. Les données simulées dans la section 1.3 sont utilisées. Des résultats d’estimation en
utilisant l’échantillonnage par paquets optimisé sont présentés dans la sous-section 2.4.1.
Ensuite, en changeant la façon de former les paquets nous montrons l’influence du regrou-
pement dans la sous-section 2.4.2. La vitesse de convergence des estimateurs est illustrée
dans la sous-section 2.4.3. Quelques méthodes connues pour estimer les paramètres des
lois α-stables sont présentées dans la sous-section 2.4.4. Nous comparons ces méthodes
avec notre méthode sur des échantillons de taille différente et de différentes valeurs des
paramètres. Les tableaux de performance sont fournis à la fin.

Chapitre 3

Ce chapitre commence par présenter une famille de lois à queue régulière qui est al-
ternative aux lois stables et leurs statistiques d’ordre. Ces deux outils seront très utilisés
pour nos problèmes suivants.

Dans la section 3.2 un jeu de données des cours des 30 valeurs de l’indice Dow Jones
Industrial Average (DJIA) est considéré. Cet ensemble de données a été traité par Nolan
dans [Nol05] pour tester si il est approximativement sous-gaussien et ensuite estimer ses
paramètres. Dans la sous-section 3.2.1 nous effectuons la procédure d’estimation des pa-
ramètres des lois à queue régulière sur chaque composante. Nous comparons les résultats
obtenus avec ceux obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance pour les lois
stables. En prenant quelques combinaisons des composantes nous formons des ensembles
de données multivariées et nous étudions la structure de leur mesure spectrale. Les résul-
tats sont montrés et discutés dans la sous-section 3.2.2. La distribution de la norme des
données est étudiée à la fin.

Dans la section 3.3 des perturbations planétaires des comètes du nuage de Oort sont
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considérées. Nous donnons dans cette section une description statistique de ces pertur-
bations. La sous-section 3.3.2 présente la compilation des données. Le modèle de lois à
queue régulière présenté dans le chapitre 1 s’adapte particulièrement à notre situation, car
il prend en compte en même temps l’état d’engraissement de la queue et l’asymétrie de la
loi. Les lois stables et une famille alternative de lois à queue régulière d’indice de queue
α ≥ 2 sont proposées pour modéliser les données. Les résultats obtenus sont montrés et
interprétés dans la sous-section 3.3.3.
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Chapitre 1

Lois à queue régulière et lois stables

dans un cône convexe

Dans ce chapitre nous présentons d’abord des résultats connus sur la variation régulière
d’une mesure, les lois StαS et les processus ponctuels dans un cône abstrait. Ce sont des
études nécessaires pour généraliser une méthode d’estimation des paramètres d’une loi
stable dans Rd aux lois à queue régulière dans un cône. Ensuite nous considérons trois
sortes de transformations par lesquelles la propriété de régularité est préservée. Cette
préservation est utile pour simuler des données appartenant au domaine d’attraction d’une
loi StαS. A la fin quelques exemples de simulation des v.a. de loi à queue régulière sont
donnés.

1.1 Préliminaires

1.1.1 Cônes convexes

Nous résumons des définitions et théorèmes de base concernant les cônes convexes et
les semigroupes. Pour la présentation plus détaillée nous renvoyons le lecteur à l’article
[DMZ08].

Définition 1.1.1. Un semigroupe abélien topologique est un espace topologique IK muni
de l’opération binaire commutative et associative. Il est supposé que IK possède l’élément
neutre e satisfaisant x+ e = x pour tout x ∈ IK.

Définition 1.1.2. Un cône convexe IK est un semigroupe abélien topologique, supposé
complet et séparable, avec une opération de multiplication par des scalaires positifs, (x, a) →
ax, continue pour x ∈ IK et a > 0 tel que les conditions suivantes sont remplies :

1) a(x+ y) = ax+ ay, a > 0, x, y ∈ IK

2) a(bx) = (ab)x, a, b > 0, x ∈ IK

3) 1x = x, x ∈ IK

4) ae = e, a > 0, e est l’élément neutre de IK.

7
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IK s’appelle cône pointé si il y a un élément unique 0 dit l’origine tel que ax→ 0 quand
a ↓ 0 pour tout x ∈ IK \{e}.

Remarquons qu’ici la condition de distributivité suivante n’est pas nécessaire

(a+ b)x = ax+ bx, a, b > 0, x ∈ IK. (1.1.1)

On appelle (1.1.1) la seconde loi de distributivité. Cette condition n’est pas satisfaite pour
le cône des sous-ensembles compacts de l’espace de Banach avec l’addition de Minkowski,
c’est-à-dire

A+B := {a+ b : a ∈ A, b ∈ B},
pour A,B ∈ K(B) où K(B) est la famille des sous-ensembles non-vides compacts de
l’espace de Banach séparable B. Cette condition n’est pas satisfaite non plus pour le cône
R+ = [0,∞) avec l’opération d’addition définie par le maximum ou le minimum.

Le lemme suivant montre que l’élément neutre ne coïncide pas nécessairement avec
l’origine.

Lemme 1.1.1. Soit IK un cône pointé.

1) Si la seconde loi de distributivité a lieu, alors e = 0.

2) Si il existe l’élément x 6= e qui possède l’inverse (−x), i.e. x+(−x) = e, alors e = 0.

Définition 1.1.3. Un élément z ∈ IK est α-stable avec α 6= 0, si

a1/αz + b1/αz = (a+ b)1/αz

pour tout a, b > 0.

Dans la suite on note IK(α) l’ensemble des éléments α-stables de IK. Il est clair que
e,0 ∈ IK(α) pour tout α 6= 0.

Définition 1.1.4. Le cône IK s’appelle un cône normé si IK est métrisable par une dis-
tance d qui est homogène à l’origine, i.e. d(ax,0) = ad(x,0) pour tout a > 0 et x ∈ IK.
La valeur ‖x‖ = d(x,0) s’appelle la norme de x.

Dans les sections suivantes on suppose que IK est un cône normé. Il est clair que
‖x‖ = 0 si et seulement si x = 0. De plus si e 6= 0, alors la propriété 4) de la définition
1.1.2. implique que ‖e‖ = d(e,0) = ∞. Il est donc essentiel d’admettre que d peut prendre
la valeur infinie. Par exemple, si IK est le cône R+ = [0,∞] où l’opération d’addition est
définie par le minimum, noté (R+,∧), alors la distance euclidienne d’un élément non-zéro
x ∈ R+ à ∞ (étant l’élément neutre) est infinie.

La boule ouverte de rayon r centrée au point 0 est notée par

Br = {x ∈ IK | ‖x‖ < r}.

L’intérieur de son complément est noté par

Br = {x | ‖x‖ > r}.
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L’ensemble
S = {x | ‖x‖ = 1}

s’appelle la sphère unité. Remarquons que S est complète par rapport à la topologie
induite par la distance d sur IK. L’existence d’une origine implique que ‖x‖ < ∞ pour
tout x ∈ IK \{e}, ainsi IK admet la décomposition polaire. Cette décomposition est réalisée
par la bijection x↔ (‖x‖, x/‖x‖) entre

IK′ = IK\{0, e}

et (0,∞) × S.
En plus de l’homogénéité de la distance, on a parfois besoin de la propriété suivante

d(x+ h, x) ≤ d(h,0) = ‖h‖, x, h ∈ IK. (1.1.2)

Alors la distance (ou la norme) dans IK est dite sous-invariante. Si IK est un groupe, alors
une distance invariante (donc aussi sous-invariante) existe toujours, c’est-à-dire (1.1.2) a
lieu avec l’égalité. Cette contrainte n’est pas triviale, par exemple le cône (R+,∧) avec la
distance euclidienne ne vérifie pas cette propriété.

Lemme 1.1.2. Si IK a une norme sous-invariante, alors 0 = e, et pour tout α ∈ (0, 1),
e est l’élément unique de norme finie qui appartient à IK(α).

Les exemples typiques de cônes qui possèdent ces propriétés sont les espaces de Banach
ou les cônes convexes dans l’espace de Banach ; la famille des sous-ensembles compacts
(ou compacts convexes) d’un espace de Banach avec l’addition de Minkowski [DPR00]
[GH85] [GHZ82] ; la famille des ensembles compacts dans Rd avec l’opération d’addition
définie par l’union [Mol05] ; la famille des mesures finies avec l’addition conventionnelle et
la multiplication scalaire [DVJ03] [Rac91]. Un autre exemple typique est l’espace R+ =
[0,∞) avec l’opération d’addition définie par le maximum, i.e. x+ y = x∨ y = max(x, y).
Plus d’informations sur ces exemples et d’autres peuvent être trouvées dans [DMZ08].

1.1.2 Variation régulière

La notion de variation régulière est un des concepts de base qui apparaît de façon
naturelle dans des différents contextes de la théorie des probabilités et ses applications. On
donne ici la définition de la régularité pour l’élément aléatoire dans un cône IK. Rappelons
d’abord la définition d’une fonction à variation régulière. On dit que L est une fonction
à variation régulière d’indice α à l’infini (respectivement à l’origine) et on note L ∈ Rα

(respectivement L ∈ Rα(0+)) si

L(λx)

L(x)
→ xα, quand x→ ∞ (x→ 0) pour tout λ > 0.

En particulier, si α = 0 la fonction L est dite fonction à variation lente.
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Définition 1.1.5. La loi de l’élément aléatoire (e.a.) X dans IK ′ est dite à queue à
variation régulière s’il existe une mesure finie σ sur la sphère unité S, un nombre α > 0
(resp. α < 0) et une fonction L à variation lente tels que

lim
x→∞

xα

L(x)
P

{
X

‖X‖ ∈ B, ‖X‖ > x

}
= σ(B), (1.1.3)

(
resp. lim

x→0+

xα

L(x)
P

{
X

‖X‖ ∈ B, ‖X‖ < x

}
= σ(B),

)
(1.1.4)

pour tout B ∈ B(S) avec σ(∂B) = 0 ; ici ‖ · ‖ est la norme correspondante dans IK.

On appelle σ la mesure spectrale de X, et α s’appelle exposant de variation régulière.
Le fait que X admet une queue à variation régulière d’indice α et de mesure spectrale
σ sera dans la suite noté par l’écriture "X ∈ VR(α, σ)". Pour simplifier on dit aussi
X a une loi à queue régulière. La condition que X est à valeurs dans IK ′ assure que
0 < ‖X‖ <∞ presque sûrement. Remarquons qu’il est facile de déduire (1.1.4) de (1.1.3)
ou en sens inverse en utilisant la transformation d’inverse X 7→ X/‖X‖2. Dans la suite
on ne considère que le cas où α > 0.

Il est clair que sans perdre de généralité on peut considérer σ comme une mesure nor-
malisée, c’est-à-dire σ(S) = 1. En prenant B = S dans (1.1.3), on déduit immédiatement
que

xα

L(x)
P{‖X‖ > x} → 1, x→ ∞, (1.1.5)

c’est-à-dire que ‖X‖ est une variable aléatoire positive de loi à queue régulière.
Les relations (1.1.3) et (1.1.5) donnent

P

{
X

‖X‖ ∈ B

∣∣∣∣ ‖X‖ > x

}
→ σ(B), x→ ∞,

pour tout B ∈ B(S) avec σ(∂B) = 0, ce qui signifie que la loi conditionnelle de
X

‖X‖
sachant {‖X‖ > x} converge faiblement vers σ.

Il existe différentes caractérisations de la propriété X ∈ VR(α, σ) (voir, par exemple,
Mikosch [Mik03]). On n’en donne ici que deux.

1) L’e.a. X ∈ VR(α, σ) si et seulement si il existe une fonction L̃ à variation lente telle
que pour tout r > 0 et B ∈ B(S) avec σ(∂B) = 0

lim
n→∞

nP

{
X

‖X‖ ∈ B, ‖X‖ > rbn

}
= σ(B)r−α, (1.1.6)

où bn = n1/αL̃(n).

2) Pour formuler le deuxième critère on passe aux coordonnées polaires et on identifie
IK′ avec le produit (0,∞)× S. On introduit les mesures Qn et Q sur B((0,∞)× S)

Qn((r,∞) ×B) = nP

{
X

‖X‖ ∈ B, ‖X‖ > rbn

}
, (1.1.7)
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Q = mα × σ, (1.1.8)

où mα(dr) = αr−α−1dr. Soit C la famille des fonctions continues bornées f : IK → R

pour lesquelles il existe un nombre r > 0 tel que f(x) = 0 pour tout x ∈ Br.

Alors X ∈ VR(α, σ) si et seulement si
∫
fdQn →

∫
fdQ, n→ ∞ (1.1.9)

pour toute f ∈ C.

Remarquons que la convergence (1.1.9) est équivalente à la convergence vague pour IK
localement compact.

On renvoie le lecteur aux monographies de Feller [Fel71], de Araujo & Giné[AG80], de
Resnick [Res87] et de Bingham et al. [BGT87] pour la présentation exhaustive de la notion
de variation régulière. Elle est liée étroitement avec la caractérisation des domaines d’at-
traction des lois stables multidimensionnelles (voir Araujo et al. [AG80], Samorodnitsky
et Taqqu [ST94] et Davydov et al. [DMZ08] ). On trouve plusieurs informations sur les
propriétés et les applications dans les articles récents de Mikosch [Mik03], Basrak et al.
[BDM02] et Jacobsen et al. [JMRS07].

1.1.3 Processus ponctuels dans un cône

Considérons un cône normé IK muni de la σ-algèbre borélienne B(IK). Une mesure de
comptage est une mesure qui peut être représentée par

m = δx1 + δx2 + · · · =
∑

i

δxi

où δx représente la mesure de Dirac au point x ∈ IK et {x1, x2, . . .} est un ensemble de
points dénombrable au maximum. Soit M0 (respectivement M) la famille des mesures
de comptage m sur B(IK) telles que m(Br) < ∞ (respectivement m(Br) < ∞) pour
tout r > 0. Pour couvrir ces deux cas avec la même notation, on note Ar au lieu de Br

(respectivement Br) dans le cas où l’on considère les mesures dans M0 (respectivement
M). Alors nous avons toujours m(Ar) < ∞, c’est-à-dire seulement un nombre fini de
points xi du support de m se situent dans Ar.

Un processus ponctuel µ est une application mesurable d’un espace de probabilité à
M0 (ou M) muni de la σ-algèbre engendrée par les ensembles des mesures m ∈ M0 (ou
m ∈ M) telle que m(B) = n pour les ensembles boréliens B ⊂ IK et n ≥ 0.

Soit Λ une mesure sur IK qui est finie sur Ar pour tout r > 0. Un processus ponctuel
π est un processus poissonnien de mesure d’intensité Λ, si pour toute famille d’ensembles
boréliens disjoints F1, . . . , Fn, les variables aléatoires π(F1), . . . , π(Fn) sont indépendantes
mutuellement et distribuées suivant les lois de Poisson d’espérance Λ(F1), . . . ,Λ(Fn) res-
pectivement.

Définition 1.1.6. (Processus ponctuel poissonnien stable πα,σ) Soit Λα,σ une mesure sur
IK ′ définie par mα × σ où σ est une mesure finie sur B(S) et mα est une mesure sur
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(0,∞) telle que pour α 6= 0 on a

{
mα((r,∞)) = r−α si α > 0,
mα((0, r)) = r−α si α < 0,

r > 0. (1.1.10)

Le processus ponctuel poissonnien stable est un processus poissonnien de mesure d’inten-
sité Λα,σ, noté πα,σ.

La mesure σ s’appelle la mesure spectrale. L’importance du processus πα,σ vient du fait
qu’il est stable par rapport à l’addition appliquée aux mesures de comptage correspon-
dantes (Th. 3.2 [DMZ08]). En effet, soient π′α,σ et π′′α,σ des copies indépendantes de πα,σ,
alors pour tous a, b > 0,

Da1/απ′α,σ +Db1/απ′′α,σ
L
= D(a+b)1/απα,σ (1.1.11)

où Da est un automorphisme continu défini par Da : x 7→ ax. Ici Daπ représente la mesure
image de π, i.e. (Daπ)(A) = π(D−1

a A) = π(Da−1A) pour tout ensemble borélien A. En
fait l’égalité (1.1.11) est équivalente à

a1/αsupp(π′α,σ) ∪ b1/αsupp(π′′α,σ)
L
= (a+ b)1/αsupp(πα,σ).

Cela signifie que supp(πα,σ) est un ensemble fermé aléatoire union-stable, i.e. un e.a. StαS
dans le cône des ensembles fermés avec l’opération d’addition définie par l’union.

Pour tout α 6= 0, πα,σ a la représentation suivante (Th. 3.3 [DMZ08]) :

πα,σ
L
=
∞∑

k=1

δ
cΓ

−1/α
k ǫk

(1.1.12)

où {λk, k ≥ 1} et {ǫk, k ≥ 1} sont deux suites indépendantes de variables aléatoires i.i.d.
et Γk = λ1 + · · ·+ λk, k ≥ 1. Les variables aléatoires λk ont la loi exponentielle standard,

les e.a. ǫk sont de même loi σ̃(·) =
σ(·)
σ(S)

et c = σ(S)1/α.

Soit {ξk, k ≥ 1} une suite d’e.a. i.i.d. à valeurs dans IK. Un processus ponctuel empirique
est défini par

βn =
n∑

k=1

δξk/bn , n ≥ 1, (1.1.13)

où {bn, n ≥ 1} est une suite de constantes de normalisation telle que bn → ∞. On va
montrer plus tard (voir (2.1.11)) que pour avoir de bonnes propriétés, les constantes bn
doivent avoir la forme suivante

bn = n1/αL(n), n ≥ 1, (1.1.14)

avec α 6= 0 et L(n) une fonction à variation lente à l’infini.
Le processus poissonnien πα,σ est la limite faible du processus empirique βn si la loi

des ξk a la queue à variation régulière [Res87]. On donne ici ce résultat sous la forme de
[DMZ08].
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Théorème 1.1.3. Soient ξ, ξ1, ξ2, . . . des e.a. i.i.d. à valeurs dans IK ′. Alors βn ⇒ πα,σ

quand n → ∞ pour α > 0 si et seulement si ξ ∈ VR(α, σ), c’est-à-dire s’il existe une
mesure finie σ sur B(S) telle que la convergence (1.1.6) a lieu pour tout r > 0 et B ∈ B(S)
avec σ(∂B) = 0.

Remarque 1. La condition (1.1.6) est typique pour les théorèmes limites de sommes
d’éléments aléatoires, voir [Res87] page 154 et [AG80] page 167. Il existe un résultat
similaire pour α < 0 (Cor. 4.4 [DMZ08]).

Ce résultat qui s’appelle parfois la transformation de Poisson [Res06] montre que la va-
riation régulière multivariée a une équivalence probabiliste exacte en terme de convergence
des mesures empiriques vers une mesure aléatoire poissonnienne limite.

1.1.4 Lois StαS, série de LePage et domaines d’attraction

Un e.a. X dans IK a une loi strictement α-stable (StαS) s’il vérifie la condition (2) de
l’introduction avec les opérations d’addition et multiplication définies sur IK. Le théorème
ci-dessous donne une famille riche de lois StαS par leur décomposition en série.

Théorème 1.1.4. (Th. 3.6 [DMZ08]) Soient {λk, k ≥ 1} et {ǫk, k ≥ 1} deux suites
indépendantes de variables aléatoires i.i.d.. Les variables aléatoires λk ont la loi exponen-
tielle standard, les e.a. ǫk sont de même loi σ̃(·) qui est une mesure finie normalisée sur
S. Notons Γk = λ1 + · · ·+ λk, k ≥ 1. Si la valeur principale de l’intégrale

∫
xπα,σ̃(dx) est

finie, i.e.
∫

Ar
xπα,σ̃(dx) < ∞, avec probabilité 1, alors pour tout z ∈ IK(α) et c ≥ 0, la

série

ξα,σ = z + c
∞∑

k=1

Γ
−1/α
k ǫk (1.1.15)

converge presque sûrement (p.s.) et ξα,σ admet une loi StαS sur IK. Le paramètre α s’ap-
pelle l’exposant caractéristique et la mesure σ(·) = cασ̃(·) s’appelle la mesure spectrale.

Si la norme de IK est sous-invariante, alors la somme infinie (1.1.15) converge abso-
lument p.s. pour tout α ∈ (0, 1).

Définition 1.1.7. Un e.a. X à valeurs dans IK appartient au domaine d’attraction d’un
e.a. StαS, noté ξα,σ, si pour {Xn, n ≥ 1}, une suite de copies indépendantes de X, on a

b−1
n (X1 + · · · +Xn) ⇒ ξα,σ, (1.1.16)

où {bn, n ≥ 1} est une suite de constantes de normalisation positives et ⇒ signifie la
convergence faible des e.a. à valeurs dans IK.

Le fait que l’e.a. X appartient au domaine d’attraction de ξα,σ sera noté par l’écriture
“X ∈ Dom(α, σ)”. Le théorème suivant montre qu’avec une condition supplémentaire sur
IK la condition X ∈ VR(α, σ) implique X ∈ Dom(α, σ) pour 0 < α < 1.

Théorème 1.1.5. (Th. 4.7 [DMZ08]) Supposons que IK a la norme sous-invariante. Si
X ∈ IK ′ satisfait la condition (1.1.6) avec α ∈ (0, 1), alors X appartient au domaine
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d’attraction d’un e.a. StαS, noté ξα,σ, qui admet la représentation de type de LePage
suivante

ξα,σ
L
= c

∞∑

k=1

Γ
−1/α
k ǫk, (1.1.17)

où Γk, ǫk et c sont définis comme dans le théorème 1.1.4..

Idée de la démonstration : Il suffit de montrer la convergence du genre de (1.1.16)
vers la somme c

∑∞
k=1 Γ

−1/α
k ǫk. La somme normalisée b−1

n (X1+· · ·+Xn) peut être interpré-
tée comme l’intégrale

∫
xβn(dx), et la somme c

∑∞
k=1 Γ

−1/α
k ǫk peut être écrite aussi comme∫

xπα,σ(dx). Donc pour prouver X ∈ Dom(α, σ) il suffit de montrer la convergence faible
de la fonctionnelle f(βn) vers f(πα,σ) où f(µ) =

∫
xµ(dx). Pour cela on a besoin de la

convergence βn ⇒ πα,σ et

lim sup
n

P

{∥∥∥∥
∫

Br

xβn(dx)

∥∥∥∥ ≥ ε

}
→ 0 quand r → 0 (1.1.18)

pour tout ε > 0 (voir [DMZ08] Lemme 4.5).
D’après la convergence de la somme des points ordonnés du support de βn vers celle

de πα,σ on peut montrer
∥∥∥∥
∫

Br

xβn(dx)

∥∥∥∥ ≤
∫

Br

‖x‖βn(dx) →
∫

Br

‖x‖πα,σ(dx) (1.1.19)

quand n → ∞ avec probabilité 1. Puisque la norme de IK est sous-invariante l’intégrale∫
‖x‖πα,σ(dx) converge presque sûrement pour tout α ∈ (0, 1). La convergence (1.1.18) a

lieu d’après (1.1.19) et le lemme de Fatou. ✷

Le résultat précédent confirme que la condition suffisante pour qu’un v.a. dans Rd

appartienne au Dom(α, σ) est aussi valable dans le cône convexe.
On résume les relations entre les processus ponctuels et la convergence des sommes des

e.a. par le diagramme suivant.

∀B ∈ B(S), σ(∂B) = 0,

nP
{

ξ
‖ξ‖ ∈ B, ‖ξ‖ > rbn

}
→ σ(B)r−α

❄

✻

βn =
n∑

k=1

δξk/bn Πα,σ
L
=
∞∑

k=1

δ
Γ
−1/α
k ǫkc

=⇒

❄ ❄

f(βn) = b−1
n (ξ1 + · · · + ξn) f(πα) = c

∞∑
k=1

Γ
−1/α
k ǫk=⇒

f(µ) =
∫
xµ(dx) f(µ) =

∫
xµ(dx)
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L’existence de la mesure spectrale d’une loi StαS est connue dans un espace de Banach
séparable. Afin de prouver l’existence de la représentation de LePage dans un semigroupe
plus général, la technique de l’analyse harmonique des semigroupes est utilisée [DMZ08],
et les e.a. StαS sont caractérisés. On donne ici un exemple de loi StαS dans IK = (Rd

+,∨).

Exemple 1. Notation : Les vecteurs dans Rd
+ = [0,∞)d sont notés par x = (x1, . . . , xd).

Les relations et opérations sont définies par composante, c’est-à-dire pour x,y ∈ Rd
+

x < y signifie xi < yi, i = 1, . . . , d,

x 6 y signifie xi 6 yi, i = 1, . . . , d.

L’addition et la multiplication par des scalaires sont définies par

x + y := x ∨ y = (x1 ∨ y1, . . . , xd ∨ yd),

ax := (ax1, . . . , axd), a > 0.

Les rectangles sont notés par

(a,b) = {(x1, . . . , xd) | a1 < x1 < b1, . . . , ad < xd < bd},

[a,b] = {(x1, . . . , xd) | a1 6 x1 6 b1, . . . , ad 6 xd 6 bd}.
Prenons la L∞-norme, i.e. ‖x‖ = max(x1, . . . , xd). La sphère unité dans cette norme
{x | ‖x‖ = 1} est notée par Sd−1

∨ .

a) Prenons d’abord la mesure spectrale définie par

σ(·) =
d∑

i=1

piδei
(·),

où ei = (e
(1)
i , . . . , e

(d)
i ), e(j)i =

{
1, i = j
0, sinon

et
d∑

i=1

pi = 1, pi ≥ 0, i = 1, . . . , d.

La mesure σ est concentrée sur les points où les axes et la sphère unité se croisent. La
série de LePage dans ce cas converge absolument presque sûrement pour tout α > 0. Elle
produit un v.a. max-stable. Définissons un v.a. par

ξα,σ
L
=
∞∨

k=1

Γ
−1/α
k ǫk (1.1.20)

où Γk est la somme des k variables aléatoires i.i.d. exponentielles standards, ǫk, k =
1, 2, . . ., sont les v.a. i.i.d. de loi σ et les deux suites {Γk} et {ǫk} sont indépendantes. En
notant

ǫk = (ǫ
(1)
k , . . . , ǫ

(d)
k )

on a

ξα,σ
L
=

( ∞∨

k=1

Γ
−1/α
k ǫ

(1)
k , . . . ,

∞∨

k=1

Γ
−1/α
k ǫ

(d)
k

)
= (Γ−1/α

τ1
, . . . ,Γ−1/α

τd
),
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où τi = min{k | ǫ(i)k = 1}, i = 1, . . . , d. Pour chaque i, {ǫ(i)k } est une suite de variables aléa-
toires i.i.d. à valeurs dans {0, 1} de la loi σ(i)(·) = pi1I{1}(·). En notant ξα,σ = (ξ

(1)
α,σ, . . . , ξ

(d)
α,σ)

considérons les lois marginales

P{ξ(i)
α,σ ≤ xi} = P{Γ−1/α

τi
≤ xi}

=
∞∑

k=1

P{Γ−1/α
k ≤ xi}P{τi = k}

=
∞∑

k=1

∫ ∞

x−α
i

tk−1e−t

Γ(k)
dt(1 − pi)

k−1pi

=

∫ ∞

x−α
i

e−tpie
t(1−pi)dt

= e−pix
−α
i . (1.1.21)

D’un autre côté définissons le processus ponctuel poissonnien

πα,σ(·) =
∞∑

k=1

δ
Γ
−1/α
k ǫk

(·). (1.1.22)

La mesure d’intensité est mα × σ où mα est la mesure sur R1
+ telle que mα((r,∞)) = r−α

pour tout r > 0. On en déduit la fonction de répartition de ξα,σ, pour x > 0

P{ξα,σ ∈ [0,x]} = P{πα,σ([0,x]∁) = 0}
= exp(−mα × σ([0,x]∁))

= exp

(
−

d∑

i=1

pix
−α
i

)
.

La formule (1.1.21) peut être aussi déduite en utilisant le processus ponctuel associé

πα,σ(i) =
∞∑

k=1

δ
Γ
−1/α
k ǫ

(i)
k
, i = 1, . . . , d. (1.1.23)

Par la théorie de processus d’amincissement (voir par exemple [Res92]), les processus
πα,σ(i) sont indépendants et poissonniens de mesure d’intensité mα × σ(i) respectivement.
Alors les probabilités marginales de ξα,σ sont

P{ξ(i)
α,σ ≤ xi} = P{πα,σ(i)((xi,∞)) = 0} = exp(−pix

−α
i ).

En conclusion, le v.a. max-stable ξα,σ a ses composantes indépendantes si la mesure
spectrale est concentrée sur l’intersection des axes et la sphère unité. C’est un résultat
connu qu’on peut trouver par exemple dans [Res87] (Cor. 5.25). La colonne de gauche de
la Figure 1.1 présente les courbes de niveau de la densité de loi max-stable bivariée et
les simulations des processus ponctuels βn et πα,σ avec α = 0.75 et σ concentrée sur les
points ei, i = 1, 2.
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b) Cette fois-ci la mesure spectrale σ est uniforme sur Sd−1
∨ .

Le v.a. ξα,σ et les processus ponctuels πα,σ et πα,σ(i) sont définis comme avant par

(1.1.20) (1.1.22) et (1.1.23). On montre d’abord que dans ce cas la loi des ǫ(i)k , i = 1, . . . , d
est

σ(i)(·) =
1

d
1I{1}(·) + µ(·)1IB([0,1))(·), (1.1.24)

où µ est une mesure sur [0, 1) absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue

λ de densité
d− 1

d
, i.e. dµ/dλ =

d− 1

d
.

Notons
Si = {x |xi = 1,x ∈ Sd−1

∨ }, i ∈ I = {1, . . . , d}.
En fait pour chaque i l’ensemble Si est une face de la sphère unité. La mesure de Lebesgue
sur Rd−1 est notée λd−1. Alors on a

Sd−1
∨ =

d⋃

i=1

Si, λd−1(Si) = λd−1(Sj), i 6= j,

et pour l’ensemble A ⊂ I et A 6= ∅

λd−1

( ⋂

i∈A⊂I

Si

)
= λd−1({x |xi = 1, i ∈ A,x ∈ Sd−1

∨ }) = 0.

Donc

λd−1(Sd−1
∨ ) =

d∑

i=1

λd−1(Si).

On en déduit

P
{
ǫ
(i)
k = 1

}
= P{ǫk ∈ Si} =

λd−1(Si)

λd−1(Sd−1
∨ )

=
1

d
. (1.1.25)

Puisque ǫk est un v.a. uniforme sur Sd−1
∨ , pour i 6= j la loi P{ǫ(i)k ∈ · | ǫk ∈ Sj} est la

mesure de Lebesgue sur l’intervalle [0, 1]. Donc pour l’ensemble B ∈ B([0, 1))

P
{
ǫ
(i)
k ∈ B

}
=

∑

j∈I\{i}
P{ǫ(i)k ∈ B | ǫk ∈ Sj}P{ǫk ∈ Sj}

=
d− 1

d
λ(B). (1.1.26)

Les égalités (1.1.25) et (1.1.26) impliquent (1.1.24).
Considérons les probabilités marginales de ξα,σ

P{ξ(i)
α,σ ≤ xi} = P{πα,σ(i)((xi,∞)) = 0}

= exp(−mα × σ(i)((xi,∞)))

= exp

(
− α+ d

(α+ 1)d
x−α

i

)
.
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En effet en notant η la variable aléatoire de loi mα, on a

mα × σ(i)((xi,∞)) = P{ηǫ(i)k > xi}
= P{η > xi, ǫ

(i)
k = 1} + P{ηǫ(i)k > xi, ǫ

(i)
k ∈ [0, 1)}

=
1

d
(xi)

−α +

∫ ∞

xi

∫ ∞

x

αt−α−1d− 1

d
/tdtdx

=
α+ d

(α+ 1)d
x−α

i .

De manière analogue on déduit la fonction de répartition de ξα,σ, pour x > 0

Fξα,σ(x) = P{ξα,σ ∈ [0,x]} = P{πα,σ([0,x]∁) = 0} = exp{−Λα,σ([0,x]∁)},

où Λα,σ est la mesure d’intensité d’un processus poissonnien. Dans le cas où d = 2 l’ex-
pression de la loi précédente est

Fξα,σ(x1, x2) = exp

(
− 1

2(α+ 1)
(αx(1)x

−α−1
(2) + (α+ 2)x−α

(1) )

)
,

où x(1) = x1

∧
x2 et x(2) = x1

∨
x2. La colonne de droite de la Figure 1.1 présente les

courbes de niveau de la densité de loi max-stable bivariée et les simulations des processus
ponctuels βn et πα,σ avec α = 0.75 et σ uniforme.
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Fig. 1.1: Courbes de niveau des densités max-stables bivariées (en haut) et les simulations du
processus ponctuel empirique βn (au milieu) et du processus ponctuel poissonnien
πα,σ (en bas), α = 0.75, la taille d’échantillon N = 1000. Colonne de gauche : σ est
concentrée sur deux points (1, 0) et (0, 1) de probabilités p = q = 0.5. Colonne de
droite : σ est uniforme sur la sphère unité S1

∨.
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1.2 Transformations des lois à queue régulière

La variation régulière a la propriété importante d’être préservée sous plusieurs opéra-
tions et transformations qu’on utilise souvent en pratique. Une large collection de résultats
de ce type est présentée dans le survey de Jessen et Mikosch [JM06]. Le but de notre travail
dans cette section est de compléter les investigations dans cette direction. On considère
ici trois sortes de transformations. Premièrement, on étudie le passage de l’e.a. initial X

à l’e.a. Y = ‖X‖f
(

X
‖X‖

)
où f est une application de S dans S. Dans le deuxième cas on

transforme la partie radiale de X, plus exactement on s’intéresse à la variation régulière

de l’e.a. Y = Xf
(

X
‖X‖

)
, où la fonction f cette fois-ci est une application de S dans R+.

Supposons que X est un v.a. dans Rd. Nous considérons dans le troisième cas les projec-
tions du v.a. Xdans l’espace Rk, k < d. On propose des conditions suffisantes et on donne
des exemples qui montrent que ces conditions ne pourront être affaiblies sensiblement. En
conclusion remarquons que les propriétés des transformations présentées ici seront utiles
pour les simulations des vecteurs appartenant au domaine d’attraction d’une loi stable
ayant une mesure spectrale donnée. Dans ce contexte on peut mentionner les articles de
Chambers et al. [CMS76] et de Modarres et al. [MN94].

1.2.1 Transformations sphériques

Soit X un e.a. dans IK′ ayant une queue à variation régulière et
(
‖X‖, X

‖X‖

)
sa décom-

position polaire. On va d’abord s’intéresser aux transformations qui ne changent que la
partie sphérique de X. Plus exactement on prend une application mesurable f : S → S

et on définit le nouveau vecteur Y = ‖X‖f
(

X
‖X‖

)
. Il est clair qu’en coordonnées polaires

Y =
(
‖X‖, f

(
X
‖X‖

))
. Sous quelles conditions Y reste-t-il encore un vecteur aléatoire

à queue régulière ? Quelle est la mesure spectrale de ce nouveau vecteur ? Le théorème
suivant répond à ces questions.

Théorème 1.2.1. Soit X un e.a. dans IK ′ et X ∈ VR(α, σ). Soit f une application σ-
p.p. continue sur S à valeurs dans S, et µ la mesure image définie par µ = σf−1. Alors

l’e.a. transformé Y =
(
‖X‖, f

(
X
‖X‖

))
a la queue à variation régulière de même exposant

que X et de mesure spectrale µ, c’est-à-dire Y ∈ VR(α, µ).

Démonstration: Prenons B ∈ B(S) tel que µ(∂B) = 0. Alors ∀r > 0,

xα

L(x)
P

{
Y

‖Y ‖ ∈ B, ‖Y ‖ > x

}
=

xα

L(x)
P

{
f

(
X

‖X‖

)
∈ B, ‖X‖ > x

}

=
xα

L(x)
P

{
X

‖X‖ ∈ f−1(B), ‖X‖ > x

}
.

Pour que le dernier terme converge vers µ(B)r−α, il suffit d’assurer grâce à (1.1.5.) que
σ(∂f−1(B)) = 0. Notons D l’ensemble des discontinuités de f , alors σ(D) = 0. On va
montrer que

∂f−1(B) ⊂ f−1(∂B) ∪D. (1.2.1)
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Si x ∈ ∂f−1(B)\D alors f est continue en x. Comme x ∈ ∂f−1(B), il existe deux suites
xn ∈ f−1(B) et yn ∈ f−1(B)∁, n = 1, 2, . . ., telles que xn → x et yn → x. On en déduit

f(xn) → f(x), f(xn) ∈ B

et
f(yn) → f(x), f(yn) /∈ B.

Cela implique f(x) ∈ ∂B, ainsi x ∈ f−1(∂B) d’où (1.2.1). Puisque µ(∂B) = σf−1(∂B) =
0, on en déduit

σ(∂f−1(B)) ≤ σf−1(∂B) + σ(D) = 0

qui complète la démonstration. ✷

Corollaire 1.2.2. Soit X un vecteur aléatoire dans R2 et X ∈ VR(α, σ). On identifie
S1 avec l’intervalle [0, 2π) et on suppose que la mesure spectrale de X est uniforme,
c’est-à-dire dσ/dθ = 1/2π, θ ∈ [0, 2π). Soit µ une mesure de probabilité sur S1 avec la
fonction de répartition F (x) = µ([0, x]), x ∈ [0, 2π). Si Y est un vecteur aléatoire défini

par Y =
(
‖X‖, F−1

(
X

2π‖X‖

))
où F−1 est la fonction de quantile correspondant à F , alors

Y ∈ VR(α, µ).

Remarque 2. Ce corollaire montre avec évidence l’utilité des applications du théo-
rème 1.2.1. au problème de simulation.

Remarque 3. La condition de continuité de f σ-p.p. est importante. L’exemple sui-
vant montre que le résultat du théorème 1.2.1. n’est plus vrai si l’on omet cette condition.

Exemple 2. Soient F1 et F2 deux lois définies sur R+ telles que

1) la loi Fi n’a pas de queue à variation régulière, i = 1, 2,

2) la loi F = 1
2
(F1 +F2) a la queue à variation régulière d’exposant α et de constantes

de normalisation bn.

Soient {1/n} et {−1/n} deux suites des points sur la sphère unité S1 = (−π, π], notées
{x+

n } et {x−n }. Soit l±n la demi-droite sortant de 0 et passant par le point x±n . Définissons
deux suites des segments {∆+

n } et {∆−n } par ∆±n = l±n ∩ ((−π, π]× [n, n+1)). Soit P la loi
sur (−π, π] × (R+\{0}) définie de la façon suivante : son support est la réunion de tous
les intervalles ∆±i , i = 1, 2, . . ., et la restriction de P sur

⋃∞
i=1 ∆+

i (respectivement sur⋃∞
i=1 ∆−i ) coïncide avec 1/2F1 transférée sur l+n (respectivement avec 1/2F2 transférée sur

l−n ). Soit X un v.a. de loi P. On vérifie facilement que P est la loi ayant la queue régulière
avec bn comme les constantes de normalisation dont la mesure spectrale est σ = δ{0}.

Si l’on définit f : (−π, π] → (−π, π] par

f(x) =





π
2

x > 0,
0 x = 0,
−π

2
x < 0,
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on obtient que σf−1 = σ tandis que Y = (‖X‖, f( X
‖X‖)) n’a pas de queue régulière.

Réellement, par exemple, on a pour ε > 0

nP

{
Y

‖Y ‖ ∈
(π

2
− ε,

π

2
+ ε
)
, ‖Y ‖ > rbn

}
= nP

{
X

‖X‖ ∈ (0, π], ‖X‖ > rbn

}

= n(1 − F1(rbn))

qui ne converge nulle part par le choix de F1.

1.2.2 Transformations radiales

On considère maintenant les transformations ne modifiant que la partie radiale de
l’élément initial. Etant donné une fonction h : S → R+ on définit le nouvel e.a. Y =

Xh
(

X
‖X‖

)
=
(
‖X‖h

(
X
‖X‖

)
, X
‖X‖

)
. Le résultat suivant donne des conditions sous lesquelles

la propriété de régularité de queue est préservée.

Théorème 1.2.3. Soit X un e.a. dans IK ′ et X ∈ VR(α, σ). Soit h une fonction σ-p.p.
continue et bornée sur S à valeurs dans R+, µ une mesure finie sur S de densité h(x)α

par rapport à σ. Alors l’e.a. Y =
(
‖X‖h

(
X
‖X‖

)
, X
‖X‖

)
∈ VR(α, µ).

La démonstration est reportée dans la section suivante.
Les deux contre-exemples ci-dessous montrent que la condition que h est σ-p.p. continue

et bornée est réellement importante pour préserver la régularité. L’exemple 3 présente une
fonction h σ-p.p. continue mais non-bornée pour laquelle le résultat du théorème 1.2.3.
n’a pas lieu, tandis que la fonction h de l’exemple 4 sera bornée mais non σ-p.p. continue.

Exemple 3. Définition de X. Soit τ une mesure discrète sur S1 définie par

τ({bk}) = qk =
1

k(k + 1)
, bk = π − π

2k−1
, k = 1, 2, . . . .

Il est clair que
∞∑

k=1

qk = 1 et bk ∈ [0, π). Notons Lk la demi-droite sortant de 0 et passant

par le point bk, i.e. Lk = {cbk, c > 0}. Soit Qk une mesure sur Lk dont la fonction de
répartition est définie par

Fk(x) =

{
0 0 < x < 1
1 − k−νx−α x ≥ 1

où ν > 0, k = 1, 2, . . .. Supposons que X soit un v.a. dans R2 de loi P définie par :

P(A) =
∞∑

k=1

qkQk(A ∩ Lk), A ∈ B(R2).

Définissons la mesure σ sur S1 par

σ(B) =
∑

{k|bk∈B}
qkk
−ν , B ∈ B(S1). (1.2.2)
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Cette mesure est bien définie car
∞∑

k=1

qkk
−ν < 1. Maintenant pour tous B ∈ B(S1) avec

σ(∂B) = 0 et ∀r > 1 on a

rαP

{
X

‖X‖ ∈ B, ‖X‖ > r

}
=

∑

{k|bk∈B}
rαP

{
X

‖X‖ = bk, ‖X‖ > r

}

= rα
∑

{k|bk∈B}
qk(1 − Fk(r))

= rαr−α
∑

{k|bk∈B}
qkk
−ν

= σ(B). (1.2.3)

Cela signifie que X a la loi à queue régulière d’exposant α et de mesure spectrale σ.
On passe à la construction de notre fonction h. Prenons les intervalles Ik, k = 1, 2, . . .

sur S1 = [0, 2π)

I1 =

(
7π

4
, 2π

)
∪
[
0,
π

4

)
, Ik =

(
bk −

π

2k+1
, bk +

π

2k+1

)
, k ≥ 2.

Puisque la distance entre bk et bk+1 est
π

2k
, les intervalles I1, I2, . . . sont disjoints et bk ∈ Ik

pour chaque k. Notre fonction h est définie par

h(x) =
∞∑

k=1

kβ1IIk
(x), (1.2.4)

où β est tel que 1
α
< β < 1+ν

α
. Évidemment h est σ-p.p. continue et non-bornée. Si

Y = Xh( X
‖X‖), alors pour ∀r > 1

rαP

{
Y

‖Y ‖ ∈ S1, ‖Y ‖ > r

}
= rαP

{
‖X‖h

(
X

‖X‖

)
> r

}

= rα

∞∑

k=1

P

{
X

‖X‖ = bk, ‖X‖ > r

kβ

}

≥ rα
∑

{k| r

kβ <1}

1

k(k + 1)

≥ rα

r1/β + 1
,

d’où suit la convergence vers l’infini quand r → ∞ du terme de droite, ce qui n’aurait pas
lieu si le théorème 1.2.3. était applicable.

Exemple 4. Définition de X. On considère la fonction g(x) sur R+

g(x) =
∞∑

k=0

1

2k
1I(k,k+1](x).
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Notons son graphe par Dg :

Dg = {(x, y)|y = g(x), x > 0}.
Soit Q une mesure sur R+ dont la fonction de répartition est définie par

FQ(x) = 1 −G(x) = 1 − 1 ∧ x−α.

L’application π de R+ à R2 définie par

π : r 7→ (r, g(r))

transforme Q en mesure image Qπ−1 qui sera concentrée sur Dg.
Supposons que X est un v.a. dans R2 de loi P suivante :

P(A) =
1

2
Qπ−1(A ∩Dg) +

1

2
Q(A ∩ E), A ∈ B(R2),

où E = {(x, 0)|x > 0}. On vérifie que X satisfait la condition (1.1.6). Prenons d’abord
B = [a, 2π), a ∈ (0, 2π). Notons ka = min{k | 1

2k ≤ a}, alors

((ka,∞) ×B) ∩Dg = ∅.
Donc pour tout r > ka on a

rαP

{
X

‖X‖ ∈ B, ‖X‖ > r

}
= 0. (1.2.5)

Ensuite, si B = [0, a), pour ∀r > ka

rαP {(r,∞) ×B} = rαP{(r,∞) × (0, a)) ∪ ((r,∞) × {0}})

= rα

(
1

2
Qπ−1(((r,∞) × (0, a)) ∩Dg) +

1

2
Q((r,∞))

)

= rαG(r)

= 1. (1.2.6)

Les relations (1.2.5), (1.2.6) donnent (1.1.3) avec σ = δ{0}.
Définition de h. On pose h(x) = 1I(0,2π)(x). Alors l’ensemble des discontinuités de h

sera {0} et puisque σ(∂{0}) = σ({0}) = 1, la fonction h n’est pas σ-p.p. continue.

Par les arguments analogues aux précédents on trouve que le vecteur Y = Xh
(

X
‖X‖

)

satisfait la condition de régularité avec la mesure spectrale µ = 1
2
δ{0}. Par conséquent

dµ/dσ 6= h.

Si les variables aléatoires X
‖X‖ et ‖X‖ sont indépendantes il y a une condition moins

forte sur h telle que la régularité soit préservée sous la transformation.

Théorème 1.2.4. Soit X un e.a. dans IK ′ et X ∈ VR(α, σ), h une fonction définie sur
S à valeurs dans R+ telle que

∫
S
hα+εdσ <∞ pour un ε > 0. Si les variables X

‖X‖ et ‖X‖
sont indépendantes, alors l’élément transformé Y = Xh

(
X
‖X‖

)
=
(
‖X‖h

(
X
‖X‖

)
, X
‖X‖

)
∈

VR(α, µ) où µ a la densité dµ/dσ = hα.
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Remarque 4. Dans l’espace Rd en représentant Y sous la forme Y = ‖X‖Z, où

Z = X
‖X‖h

(
X
‖X‖

)
, on remarque que le résultat suit directement du Th. 4.15 [RW91]. En

connections de ce résultat on peut mentionner [Bre65] (pour d = 1) et [DE00], Lemme
3.9.

La démonstration est reportée dans la sous-section 1.2.4.
En randomisant la fonction h, on déduit immédiatement du théorème 1.2.4. le corollaire

suivant.

Corollaire 1.2.5. Supposons que X ∈ VR(α, σ). Soit {Z(θ), θ ∈ S} un processus sto-
chastique indépendant de X dont les trajectoires sont presque sûrement positives et σ-p.p.
continues. Si pour un ε > 0

∫

Sd−1

E(Zα+ε(θ))σ(dθ) <∞

alors le vecteur Y = XZ
(

X
‖X‖

)
∈ VR(α, µ) où µ a la densité dµ/dσ = E(Z(θ))α.

Remarque 5. En vu du théorème 1.2.4. on pourrait penser que la condition suivante
et moins restrictive

∃δ > 0 tel que
∫

S1

hα+δdσ <∞

sera suffisante pour préserver la régularité de queue. Notre exemple montre que ce n’est
pas le cas. Réellement, si δ est suffisamment petit,

∫

S1

hα+δ(θ)σ(θ) =
∞∑

k=1

k(α+δ)β−νqk ≤
∞∑

k=1

k(α+δ)β−ν−2 <∞.

1.2.3 Projections

Dans cette sous-section on discute deux genres de projections d’un v.a. à queue régulière
dans Rd. Soit x = (x1, . . . , xd) un vecteur dans Rd. La norme de x est définie par

‖x‖ =
√
x2

1 + · · · + x2
d.

Pour un nombre entier k, 1 ≤ k < d, notons

xk = (x1, . . . , xk)

et
‖xk‖ =

√
x2

1 + · · · + x2
k.

La première projection est définie par

Λk : Rd\{x | x1 = · · · = xk = 0} → Rk,

x 7→ xk

‖xk‖
‖x‖. (1.2.7)
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En notant

Υk : Sd−1\{x | x1 = · · · = xk = 0} → Sk−1,

x 7→ xk

‖xk‖
, (1.2.8)

on a la proposition suivante.

Proposition 1.2.1. Soit X un v.a. à valeurs dans Rd et X ∈ VR(α, σ). Alors pour un
nombre entier k, 1 ≤ k < d, on a Λk(X) ∈ VR(α, σk) où σk = Υk(σ).

Démonstration: Prenons l’ensemble B ∈ B(Sk−1) et σk(∂B) = 0. Par la continuité
de Υk, on peut prouver que

∂Υ−1
k (B) ⊂ Υ−1

k (∂B). (1.2.9)

En effet ∀x ∈ ∂Υ−1
k (B), on peut trouver deux suites {xn} ∈ Υ−1

k (B) et {yn} /∈ Υ−1
k (B)

telles que
xn −−−→

n→∞
x et yn −−−→

n→∞
x.

Puisque Υk est continue sur Sd−1, on en déduit que

Υk(xn) −−−→
n→∞

Υk(x) et Υk(yn) −−−→
n→∞

Υk(x).

Ainsi Υk(x) ∈ ∂B d’où vient (1.2.9). On déduit de (1.2.9) l’inégalité suivante

σ(∂Υ−1
k (B)) ≤ σ(Υ−1

k (∂B)) = σk(∂B) = 0. (1.2.10)

Il est clair que

P{Λk(X) ∈ (x,∞) ×B} = P{X ∈ (x,∞) × Υ−1
k (B)}. (1.2.11)

Par la régularité de X et (1.2.10) on a

lim
x→∞

xα

L(x)
P{X ∈ (x,∞) × Υ−1

k (B)} = σ(Υ−1
k (B)). (1.2.12)

En considérant (1.2.11) et (1.2.12) et la définition de σk on obtient

lim
x→∞

xα

L(x)
P{Λk(X) ∈ (x,∞) ×B} = σk(B).

✷

Considérons maintenant le cas où la mesure spectrale σ est uniforme. C’est-à-dire si
e est un v.a. à valeurs dans Sd−1 de loi σ, alors quelle que soit la rotation vectorielle
d-dimensionnelle, notée Ud, on a

Ud(e)
L
= e.

D’après la proposition 1.2.1. la loi du v.a. Λk(X), 1 ≤ k < d est la loi à queue régulière
d’indice α et de mesure spectrale σk = Υk(σ). Pour la rotation k-dimensionnelle Uk,
définissons la rotation d-dimensionnelle Ud,k par

Ud,k(x) = (Uk((x1, . . . , xk)), xk+1, . . . , xd). (1.2.13)
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Ainsi pour tout Uk, on a

Uk(Υk(e)) = Uk

(
e1

‖ek‖
, . . . ,

ek

‖ek‖

)

= Υk(Uk((e1, . . . , ek)), ek+1, . . . , ed)

= Υk(Ud,k(e))
L
= Υk(e).

Donc Υk(e) est un v.a. à valeurs dans Sk−1 de loi uniforme, c’est-à-dire σk est uniforme.
On en déduit la proposition suivante.

Proposition 1.2.2. Soit X un v.a. à valeurs dans Rd et X ∈ VR(α, σ) où la mesure
spectrale σ est uniforme sur Sd−1, alors pour un nombre entier 1 ≤ k < d, on a Λk(X) ∈
VR(α, σk) où σk est uniforme.

La deuxième projection est définie par

Tk : Rd\{x | x1 = · · · = xk = 0} → Rk,

x 7→ xk. (1.2.14)

Proposition 1.2.3. Soit X un v.a. à valeurs dans Rd et X ∈ VR(α, σ). Alors pour un
nombre entier k, 1 ≤ k < d, la loi du v.a. Tk(X) a la queue à variation régulière d’indice
α.

Démonstration: C’est un résultat direct du lemme 4.6 de [JM06] appliqué à la
matrice

A =




1 0 · · · 0 · · · 0
0 1 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 1 · · · 0




k×d

.

✷

Remarquons que cette proposition ne donne pas la forme de la mesure spectrale du
v.a. Tk(X). Soit X un v.a. à valeurs dans Rd et X ∈ VR(α, σ). Considérons le cas où σ
est uniforme. Supposons que Tk(X) ∈ VR(α, σ∗) où σ∗ dépend de α et σ. Notons Uk la
rotation sur l’espace Rk. Il est clair que

Uk(Tk(X)) ∈ VR(α, Uk(σ
∗)). (1.2.15)

D’ailleurs puisque σ est uniforme, quelle que soit la rotation d-dimensionnelle, notée Ud,
on a

Ud(X) ∈ VR(α, σ). (1.2.16)
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Ainsi pour tout Uk, on a

Uk(Tk(X)) = Uk

(
X(1), . . . , X(k)

)

= Tk(Uk((X
(1), . . . , X(k))), X(k+1), . . . , X(d))

= Tk(Ud,k(X)), (1.2.17)

où Ud,k est défini par (1.2.13). D’après (1.2.16) et (1.2.17) on a Uk(Tk(X)) ∈ VR(α, σ∗).

En considérant (1.2.15) et l’unicité de la mesure spectrale, on obtient Uk(σ
∗)
L
= σ∗, ∀Uk,

c’est-à-dire σ∗ est uniforme.

Proposition 1.2.4. Soit X un v.a. à valeurs dans Rd et X ∈ VR(α, σ) avec la mesure
spectrale σ uniforme sur Sd−1, alors pour le nombre entier 1 ≤ k < d, on a Tk(X) ∈
VR(α, σ∗) où σ∗ est uniforme.

1.2.4 Preuves

Démonstration du théorème 1.2.3. Rappelons que Qn, Q sont les mesures asso-
ciées avec X et définies par (1.1.7) et (1.1.8). Soit Q̃n, Q̃ les mesures associées avec le
vecteur Y = Xh( X

‖X‖) et définies de même façon, c’est-à-dire

Q̃n((r,∞) ×B) = nP

{
Y

‖Y ‖ ∈ B, ‖Y ‖ > rbn

}
, Q̃ = mα × µ, (1.2.18)

où B ∈ B(S), σ(∂B) = 0, et r > 0, bn est le même que dans (1.1.7). Définissons la famille
des fonctions f : IK → R

C = {f | f est continue bornée et f(x) = 0 pour tous x ∈ (r,∞) × S, r > 0}.
Pour démontrer le théorème, il nous suffit d’établir la convergence

∫
fdQ̃n →

∫
fdQ̃, n→ ∞, (1.2.19)

pour toute f ∈ C. Définissons l’application ϕ par

ϕ : R+ × S → R+ × S,

(ρ, θ) 7→ (ρh(θ), θ).

On remarque que Y = ϕ(X), et

Qnϕ
−1((r,∞) ×B) = nP

{
Y

‖Y ‖ ∈ B, ‖Y ‖ > rbn

}
,

Qϕ−1((r,∞) ×B) = Q{(ρ, θ)|θ ∈ B, ρh(θ) ∈ (r,∞)}

=

∫

B

∫
1I(r,∞)(ρh(θ))mα(dρ)σ(dθ)

=

∫

B

σ(dθ)α

∫
1I(r,∞)(ρh(θ))ρ

−α−1dρ

= µ(B)r−α.
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Par conséquent, ∫
fdQ̃n =

∫
(f ◦ ϕ)dQn,

∫
fdQ̃ =

∫
(f ◦ ϕ)dQ.

La fonction f ◦ ϕ est bornée et Q-p.p. continue grâce à Q-p.p. continuité de ϕ. De plus,
f ◦ ϕ ∈ C puisque h est supposée bornée. En effet si h ≤ M et supp(f) ⊂ (r,∞) × S,
alors supp(f ◦ϕ) ⊂ (r/M,∞)× S. Car X a la queue régulière d’exposant α et de mesure
spectrale σ, grâce à la convergence équivalente (1.1.9), on a pour toute f ∈ C

∫
(f ◦ ϕ)dQn →

∫
(f ◦ ϕ)dQ

ce qui donne (1.2.19). ✷

Démonstration du théorème 1.2.4. En représentant Y sous la forme Y = ‖X‖Z,
où Z = X

‖X‖h(
X
‖X‖), on remarque que le résultat découle directement du Th. 4.15 [RW91].

En connection de ce résultat on peut mentionner [Bre65] (pour d = 1) et [DE00], Lemme
3.9. Ici on donne une autre démonstration.

Par la définition de variation régulière nous avons la condition (1.1.3) pour tous r > 0
et B ∈ B(S) avec σ(∂B) = 0. Sans perdre la généralité on suppose que σ(S) = 1. Puisque

X
‖X‖ et ‖X‖ sont indépendantes, en posant B = S on déduit de (1.1.3) que la loi de X

‖X‖
est σ et que

lim
r→∞

rα

L(r)
P{‖X‖ > r} = 1. (1.2.20)

Nous allons montrer que pour tous B ∈ B(S) avec µ(∂B) = 0

lim
r→∞

rα

L(r)
P

{
Y

‖Y ‖ ∈ B, ‖Y ‖ > r

}
=

∫

B

hαdσ = µ(B). (1.2.21)

On a besoin d’un résultat bien connu sur les fonctions à variation lente (voir [DE00] lemme
3.11).

Lemme 1.2.6. Soit L une fonction à variation lente, alors il existe une constante C > 0
telle que pour tout δ ∈ (0, 1] et une constante Tδ l’inégalité suivante a lieu :

1

C
ψ−δ(x) ≤ L(Tx)

L(T )
≤ Cψδ(x), T > Tδ, x ≥ Tδ

T
,

ici ψ(x) = max{x, 1
x
}.
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Soit δ1 ∈ (0,min{δ, α}), Tδ1 la constante du lemme 1.2.6. correspondant à δ1. Alors

p(1)(r) =
rα

L(r)
P

{
Y

‖Y ‖ ∈ B, ‖Y ‖ > r, h(
X

‖X‖) >
r

Tδ1

}

=
rα

L(r)
P

{
X

‖X‖ ∈ B, ‖X‖h( X

‖X‖) > r, h(
X

‖X‖) >
r

Tδ1

}

≤ rα

L(r)

E|h( X
‖X‖)|α+δ

rα+δ
Tα+δ

δ1

=
1

L(r)rδ

∫

Sd−1

h(θ)α+δσ(dθ)Tα+δ
δ1

.

Par conséquent,
lim
r→∞

p(1)(r) = 0. (1.2.22)

Maintenant on a

p(2)(r) =
rα

L(r)
P

{
X

‖X‖ ∈ B, ‖X‖h( X

‖X‖) > r, h(
X

‖X‖) ≤ r

Tδ1

}

=
rα

L(r)

∫

B

1I(0, r
Tδ1

)(h(θ))P

{
‖X‖ > r

h(θ)

}
σ(dθ)

=

∫

B

L( r
h(θ)

)

L(r)
1I(0, r

Tδ1
)(h(θ))h(θ)

αΨ(r, θ)σ(dθ),

où Ψ(r, θ) = ( r
h(θ)

)α(L( r
h(θ)

))−1P{‖X‖ > r
h(θ)

}. Grâce à (1.2.20) pour tout θ, Ψ(r, θ) → 1
quand r → ∞. De plus cette fonction est bornée. Le lemme 1.2.6. nous montre que

∣∣∣∣∣
L( r

h(θ)
)

L(r)

∣∣∣∣∣ ≤ Cmax{h(θ)δ1 , h(θ)−δ1}

si r > Tδ1 et h(θ) ≤ r
Tδ1

. On a donc le droit d’appliquer le théorème de convergence
dominée qui donne

lim
r→∞

p(2)(r) =

∫

B

h(θ)ασ(dθ) = µ(B).

✷

Dans le théorème 1.2.3. la famille des fonctions définies sur S à valeurs dans R+, σ-
p.p continues est considérée. On va présenter une famille des fonctions équivalente. Cette
équivalence nous donne une autre démonstration du théorème 1.2.3.. De manière plus
générale, supposons que S est un espace métrique, S est la σ-algèbre engendrée par les
ensembles ouverts de S. Soit σ une mesure finie sur (S,S). Notons L la famille des fonctions
définies sur S positives et σ-p.p. continues, i.e.

L = {f | f est positive et σ − p.p. continue}.
Définition 1.2.1. La fonction f est σ-approximable si pour tout ε > 0 il existe deux

fonctions en escaliers f−ε et f+
ε définies par f±ε =

∞∑
i=1

r±i 1IIi
où r±i ≥ 0 et {Ii}, i = 1, . . .

est une partition de S telle que
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1) σ(∂Ii) = 0, i = 1, . . . ;

2) 0 ≤ f−ε (x) ≤ f(x) ≤ f+
ε (x),∀x ∈ S ;

3) f+
ε (x) − f−ε (x) < ε,∀x ∈ S.

Proposition 1.2.5. Soit U la famille des fonctions positives et σ-approximables, i.e. U =
{f | f est positive et σ − approximable}, alors L = U.

Remarque 6. Le théorème 1.2.3. est une conséquence directe de cette proposition.
Supposons que les conditions du théorème 1.2.3. sont remplies, alors pour tout ε > 0 il
existe deux fonctions en escaliers h−ε et h+

ε qui satisfont les conditions 1), 2) et 3) de la
proposition 1.2.5. telles que

∫

B

h−ε (θ)ασ(dθ)r−α =
∞∑

i=1

σ(B ∩ Ii)(r−i )αr−α ≤ Q̃n((r,∞) ×B)

≤
∞∑

i=1

σ(B ∩ Ii)(r+
i )αr−α

=

∫

B

h+
ε (θ)ασ(dθ)r−α,

où B ∈ B(S), σ(∂B) = 0 et r > 0, Q̃n((r,∞) ×B) est défini par (1.2.18).

Démonstration: On montre d’abord L ⊂ U. Les points a dans R+ tels que
σ(f−1(a)) 6= 0 sont au maximum dénombrables. Parce qu’avec les valeurs différentes de a
on a des points disjoints f−1(a) dans S, comme σ est finie sur S ces points qui ont la mesure
positive sont au maximum dénombrables. Notons D = {a | a ∈ R+, σ(f−1(a)) 6= 0}.

On construit maintenant les fonctions en escaliers. Pour tout ε > 0 on définit une par-
tition de demi-droite R+ par deux étapes : premièrement on prend une suite de constantes
croissantes {a0, a1, . . .} comme suit

a0 = 0, ai = ai−1 + ε/2, i = 1, . . . .

Deuxièmement si il y a un ai défini comme avant qui appartient à D, on remplace ai par
a′i tel que a′i ∈ (ai−ε/4, ai +ε/4)\D, note encore par ai. Après cette procédure la distance
entre ai et ai+1 est toujours inférieure à ε. De plus σ(f−1(ai)) = 0, i = 0, . . .. Notons
Iε,i = f−1([ai−1, ai)), i = 1, . . .. Construisons deux fonctions en escaliers suivantes :

f−ε =
∞∑

i=1

ai−11IIε,i
, f+

ε =
∞∑

i=1

ai1IIε,i
.

Notons T l’ensemble des discontinuités de f , alors σ(T ) = 0. On va montrer que

∂f−1([ai−1, ai)) ⊂ f−1(∂[ai−1, ai)) ∪ T, i = 1, . . . .

Si x ∈ ∂f−1([ai−1, ai))\T alors f est continue en x. Comme x ∈ ∂f−1([ai−1, ai)), il existe
deux suites xn ∈ f−1([ai−1, ai)) et yn ∈ f−1([ai−1, ai))

∁, n = 1, 2, . . ., telles que xn → x et
yn → x. On en déduit

f(xn) → f(x), f(xn) ∈ [ai−1, ai)
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et
f(yn) → f(x), f(yn) /∈ [ai−1, ai).

Cela implique f(x) ∈ ∂[ai−1, ai), ainsi x ∈ f−1(∂[ai−1, ai)). Par conséquent,

σ(∂Ii) = σ(∂f−1([ai−1, ai))) ≤ σ(f−1(ai−1)) + σ(f−1(ai)) + σ(T ) = 0.

Il est clair que 0 ≤ f−ε (x) ≤ f(x) ≤ f+
ε (x), pour tout x ∈ S. De plus

f+
ε (x) − f−ε (x) =

∞∑

i=1

(ai − ai−1)1IIε,i
(x) < ε, ∀x ∈ S.

Maintenant on vérifie que U ⊂ L. Si f ∈ U, alors il existe une suite des fonctions en

escaliers fn définie par fn =
∞∑
i=1

rn,i1IIn,i
telle que

sup
x∈S

|f(x) − fn(x)| −−−→
n→∞

0,

et

σ

( ∞⋃

n,i=1

∂In,i

)
= 0.

Prenons un point x0 6∈
∞⋃

n,i=1

∂In,i. Pour ∀ε > 0 il existe n0 tel que

|f(x) − fn0(x)| < ε, ∀x ∈ S.

Comme x0 6∈
∞⋃
i=1

∂In0,i et x0 ∈
∞⋃
i=1

In0,i = S, il existe i0 unique tel que x0 ∈ I◦n0,i0
. Donc il

existe un voisinage de x0 noté Vx0 tel que Vx0 ⊂ In0,i0 . Alors pour ∀x ∈ Vx0 , on a

|f(x0) − f(x)| ≤ |f(x0) − fn0(x0)| + |fn0(x0) − fn0(x)| + |fn0(x) − f(x)| < 2ε.

Par conséquent, f est continue sur x0. ✷
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1.3 Simulation des vecteurs aléatoires à queue régulière

Dans cette section nous présentons quelques exemples de lois à queue régulière et des
résultats de simulation. Les lois α-stables et les lois max-stables sont considérées. Ces deux
familles de lois apparaissent souvent dans les domaines d’application des événements rares
et en particulier des valeurs extrêmes. Pour les lois stables, des spécifications différentes
ont amené des paramétrisations différentes dans les littératures. Nous commençons dans la
première sous-section par préciser la paramétrisation et rappeler des propriétés principales
de lois stables. Ensuite nous simulons des v.a. de loi stable en utilisant la représentation
de LePage. En utilisant la propriété de préservation de régularité par des transforma-
tions, nous pouvons aussi simuler des v.a. appartenant au domaine d’attraction d’une loi
stable. Pour les lois max-stables, nous choisissons quelques exemples particuliers tels que
l’expression de la fonction de répartition peut être déduite.

1.3.1 Lois α-stables

Paramétrisation et propriétés de base

Il existe plusieurs définitions équivalentes de lois stables ainsi que plusieurs paramétri-
sations. Nous présentons ici trois définitions équivalentes.

Définition 1.3.1. Un v.a. X dans Rd a une loi stable si pour tout a, b ∈ R+ il existe
c ∈ R+ et un vecteur D ∈ Rd tels que

aX1 + bX2
L
= cX +D, (1.3.1)

où X1 et X2 sont des copies indépendantes de X.

Le nombre c dans (1.3.1) vérifie cα = aα+bα pour un nombre 0 < α 6 2 (voir [Fel71] section
VI.1 pour la démonstration). La loi de X est dite α-stable. Si D = 0 on dit que X est
strictement α-stable, et la condition (1.3.1) devient (2) dans l’introduction. Remarquons
que si X est de loi gaussienne N (µ, σ2), alors les termes de gauche dans (1.3.1) sont
respectivement N (aµ, (aσ)2) et N (bµ, (bσ)2), et le terme de droite est N (cµ+D, (cσ)2).
Si on prend c2 = a2 + b2 et D = (a+ b− c)µ, l’égalité (1.3.1) est établie, c’est-à-dire que
les lois normales sont 2-stables.

La difficulté technique dans l’étude de lois α-stables est que, sauf dans les cas particu-
liers (α = 0.5, 1 et 2), il n’y a pas de forme explicite pour la densité. Les seules informations
utilisables pour les v.a. α-stables sont leur fonction caractéristique.

Définition 1.3.2. La fonction caractéristique d’un v.a. α-stable (0 < α < 2) dans Rd

s’exprime par l’expression suivante :

φα,σ(t) = exp

(
− 1

Cα

∫

Sd−1

ψα(〈t, s〉)σ(ds) + i〈δ, t〉
)
, (1.3.2)
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où Sd−1 = {x ∈ Rd | ‖x‖ = 1}, σ est une mesure finie sur la sphère unité Sd−1, δ est un
vecteur dans Rd, 〈t, s〉 représente le produit scalaire,

Cα =

{ 1−α
Γ(2−α) cos(πα/2)

, α 6= 1,
2
π
, α = 1,

(1.3.3)

et

ψα(x) =





|x|α
(
1 − i sign(x) tan

πα

2

)
, α 6= 1,

|x|
(
1 + i

π

2
sign(x) ln |x|

)
, α = 1.

Cette définition montre que la loi stable dans Rd est spécifiée par un nombre α entre 0
et 2, indice de stabilité, une mesure finie σ sur Sd−1 dite mesure spectrale et un vecteur
δ dans Rd. L’expression (1.3.2) est déduite de la fonction caractéristique d’une loi infini-
ment divisible (voir par exemple XVII [Fel71] et [AG80]). Pourtant la densité de la loi
stable existe, on peut obtenir une formule intégrale par la transformée de Fourier inverse.
Il existe des méthodes numériques pour obtenir la densité et la fonction de répartition
approximatives d’une loi stable [Nol97].

Dans le cas unidimensionnel la sphère unité ne contient que deux points, i.e. S0 =
{−1, 1}. La mesure spectrale σ se réduit à deux valeurs σ(−1) et σ(1). La fonction carac-
téristique peut être écrite comme suit

φα,σ(t) =





exp
(
− γ

Cα
|t|α
(
1 − iβ sign(t) tan

πα

2

)
+ iδt

)
, α 6= 1,

exp
(
− γ

Cα
|t|
(
1 + iβ

π

2
sign(t) ln |t|

)
+ iδt

)
, α = 1,

où γ = σ(1) + σ(−1) et β = (σ(1) − σ(−1))/γ. La loi stable unidimensionnelle est
déterminée par quatre paramètres : α ∈ (0, 2], β ∈ [−1, 1], γ > 0 et δ ∈ R1. Le paramètre
β contrôle l’asymétrie. La loi est dite biaisée totalement vers la droite si β = 1 et biaisée
totalement vers la gauche si β = −1. Si β = 0 la densité est symétrique par rapport à δ.
Les paramètres γ et δ sont les paramètres d’échelle et de position.

Les paramétrisations qu’on rencontre le plus souvent en pratique sont celles de Samo-
rodnitsky et Taqqu [ST94] notée (S) et de Zolotarev [Zol86] notée (Z). La différence entre
notre paramétrisation et la paramétrisation (S) concerne la masse totale de la mesure spec-
trale σ. Notons σs le paramètre d’échelle et la mesure spectrale dans la paramétrisation
(S). Dans le cas unidimensionnel

γ = Cασ
α
s ,

et dans le cas multidimensionnel

σ(·) = Cασs(·),

où Cα est définie par (1.3.3).
Nous utilisons la notation Sd(α, σ, δ) pour la loi α-stable d-dimensionnelle. Si d ≥ 2, σ

représente une mesure finie sur Sd−1. Si d = 1, la mesure spectrale σ est remplacée par
un couple (β, γ), c’est-à-dire on utilise la notation S1(α, (β, γ), δ). Le fait que X a la loi
Sd(α, σ, δ) est noté par l’écriture “X ∼ Sd(α, σ, δ)”. La Figure 1.2 présente l’influence des
paramètres sur la forme de la densité d’une loi stable.

Nous présentons maintenant quelques propriétés des lois α-stables.
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Fig. 1.2: Influence des paramètres sur la forme de la loi stable. Les densités de la loi
S1(1.5, (β, 1), 0) β = −1, 0, 1 (a) et de la loi S1(α, (0, γ), δ) (b).

Propriété 1. Si X ∼ Sd(α, σ, δ) avec 0 < α < 2 alors

E‖X‖p <∞ pour tout 0 < p < α,

E‖X‖p = ∞ pour tout p > α.

Propriété 2. Si 1 < α ≤ 2, le paramètre de position δ est égal à l’espérance.

Propriété 3. Le v.a. X est StαS dans Rd avec 0 < α ≤ 2 si et seulement si

(a) α 6= 1, δ = 0,

(b) α = 1,
∫

Sd−1 s
(k)σ(ds) = 0, pour k = 1, 2, . . . , d.

Propriété 4. Le v.a. α-stable est symétrique si et seulement si δ = 0 et σ est une mesure
symétrique sur Sd−1, i.e. σ(A) = σ(−A) pour tout ensemble borélien A dans Sd−1.

La troisième définition montre que les lois α-stables sont la seule limite possible non-
triviale des sommes normalisées des v.a. i.i.d..

Définition 1.3.3. Un v.a. X dans Rd a une loi stable s’il possède un domaine d’attrac-
tion, i.e. s’il existe une suite de v.a. i.i.d. Y1, Y2, . . . dans Rd, une suite de nombres positifs
{bn} et une suite de vecteurs réels {an} telles que

Y1 + Y2 + · · · + Yn

bn
+ an ⇒ X, (1.3.4)

où ⇒ représente la convergence faible.

La loi de Yi est dite appartenant au domaine d’attraction d’une loi α-stable de mesure
spectrale σ, notée par “Yi ∈ Dom(α, σ)”. Si bn = n1/α la loi de Yi est dite appartenant au
domaine d’attraction normal d’une loi α-stable. Un v.a. stable appartient à son propre
domaine d’attraction normal. Si X est une variable aléatoire gaussienne et si les Yi sont
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des variables aléatoires i.i.d. de variance finie, alors (1.3.4) est le théorème central limite
ordinaire. En général, bn = n1/αL(n) où L(x) est une fonction à variation lente. La condi-
tion de variation régulière de la queue (1.1.6) est nécessaire pour que X ∈ Dom(α, σ) avec
0 < α < 2.

Théorème 1.3.1. (Cor. 6.20 [AG80]) Soit X un v.a. dans l’espace Rd et X ∈ Dom(α, σ),
0 < α < 2, avec les nombres de normalisation bn. Alors pour tout r > 0 et B ∈ B(Sd−1)
avec σ(∂B) = 0 on a (1.1.6).

Remarque 7. La condition (1.1.6) est aussi suffisante pour que X appartienne au
domaine d’attraction d’une loi strictement stable (Th. 7.11 dans [AG80] page 167).

Remarque 8. Ce théorème montre que dans Rd la famille de lois appartenant au
domaine d’attraction d’une loi α-stable avec α < 2 est un sous-ensemble des lois à queue
régulière.

Définissons pour (r, s) ∈ R+ × Sd−1 = Rd\{0} la mesure µ par

µ{0} = 0, dµ(r, s) = dσ(s)dr/r1+α.

La mesure µ est la mesure de Lévy associée à la loi stable. Si X est un v.a. α-stable non-
gaussien, alors X ∈ Dom(α, σ) avec bn = n1/α. On en déduit la condition de régularité

lim
r→∞

rαP

{
X

‖X‖ ∈ B, ‖X‖ > r

}
= σ(B), (1.3.5)

pour tout r > 0 et B ∈ B(S) avec σ(∂B) = 0.

Il y a plusieurs paramétrisations pour les lois stables. Beaucoup de confusions ont été
provoquées par ces différentes paramétrisations. La variété des paramétrisations vient de
l’évolution historique, ainsi que des nombreux problèmes qui ont été analysés à l’aide des
formes spécifiques des lois stables. Il y a de bonnes raisons pour utiliser les différentes
paramétrisations en fonction des situations : le travail numérique, l’étude des propriétés
algébriques ou l’étude des propriétés analytiques, etc.. L’avantage de notre paramétrisa-
tion est que la mesure spectrale d’une loi stable définie par sa fonction caractéristique
(1.3.2) coïncide avec celle qui apparaît dans la propriété de régularité (1.1.6). Dans le cas
unidimensionnel la condition (1.3.5) devient :

{
lim

x→∞
xαP{X > x} = σ(1),

lim
x→∞

xαP{X < −x} = σ(−1).
(1.3.6)

Les relations des paramètres sont

σ(1) =
(1 + β)

2
γ, σ(−1) =

(1 − β)

2
γ.

Les preuves de (1.3.5) et (1.3.6) peuvent être trouvées dans [ST94], page 16 et 197. La
Figure 1.3 présente le log-log graphe de la queue de lois stables.

Les v.a. sous-gaussiens stables jouent un rôle important dans la famille des lois stables.
La proposition suivante donne la définition et des propriétés de la loi sous-gaussienne
stable.
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Fig. 1.3: Log-log graphe de P{X > x} où X ∼ S1(α, (0, 1), 0), α = 0.5, 1, 1.5 et 2.

Proposition 1.3.1. ([ST94] Prop. 2.5.2) Soit X un v.a. dans Rd, G = (G1, . . . , Gd)
un vecteur gaussien de loi N (0, R) où R = (Ri,j)d×d = (EGiGj)d×d est la matrice de
covariances de G, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) X est sous-gaussien α-stable de vecteur gaussien sous-jacent G, i.e. X
L
= A1/2G où

A ∼ S1(α/2, (1, Cα(cos πα
4

)2), 0), A et G sont indépendants.

(b) La fonction caractéristique de X est

E exp(i〈u,X〉) = exp

(
−
∣∣∣∣
1

2
uRuT

∣∣∣∣
α/2
)
.

(c) X est de contour elliptique autour de l’origine.

Le caractère principal est que toutes les lois sous-gaussiennes stables d-dimensionnelles
sont caractérisées par l’indice α et une matrice d × d symétrique définie positive. Il y a
1 + d(d + 1)/2 paramètres au total. Le problème d’estimation est donc essentiellement
différent du cas général. Au lieu d’estimer une mesure finie sur la sphère Sd−1, il suffit
d’estimer une matrice d×d. Par ailleurs le problème de simulation se réduit à simuler une
variable aléatoire stable unidimensionnelle et un vecteur aléatoire gaussien. Chambers
et al. [CMS76] ont proposé une méthode pour simuler les variables aléatoires stables
unidimensionnelles générales. En utilisant cette méthode pour engendrer la variable stable
positive A et la méthode standard pour engendrer le vecteur gaussien G, tous les vecteurs
sous-gaussiens stables peuvent être simulés. Les v.a. appartenant au domaine d’attraction
d’une loi α-stable de mesure spectrale donnée peuvent être simulés par transformation
d’une loi α-stable de mesure spectrale uniforme qui caractérise un cas particulier de la
famille des lois sous-gaussiennes stables.



38 Lois à queue régulière et lois stables

Proposition 1.3.2. ([ST94] Prop. 2.5.5) Soit X un v.a. α-stable symétrique dans Rd,
alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) X est sous-gaussien α-stable avec le vecteur gaussien sous-jacent G ayant les compo-
sants i.i.d. N (0, σ2), i.e. G = (G1, . . . , Gd), Gi ∼ N (0, σ2), les variables aléatoires
Gi sont indépendantes, i = 1, . . . , d.

(b) La fonction caractéristique de X est

E exp(i〈u,X〉) = exp(−2−α/2σα‖u‖α),

i.e. elle ne dépend que de la norme du vecteur u = (u1, . . . , ud).

(c) La mesure spectrale de X est uniforme.

La loi StαS de mesure spectrale uniforme s’appelle α-stable isotropique.

Proposition 1.3.3. Soit X un v.a. de loi α-stable isotropique, alors les variables aléa-
toires ‖X‖ et X

‖X‖ sont indépendantes.

Démonstration: D’après la proposition 1.3.2. on a

X
L
= A1/2G = (A1/2G1, . . . , A

1/2Gd),

où A est une variable aléatoire α/2-stable totalement biaisée vers droite et Gi sont i.i.d.
de loi N (0, σ2). Ainsi

‖X‖ L= A1/2‖G‖ et
X

‖X‖
L
=

(
G1

‖G1‖
, . . . ,

Gd

‖Gd‖

)
.

Il suffit de montrer que ‖G‖ et G
‖G‖ sont indépendants. La densité de G est

f(x) =
1

(2π)d/2σd
exp

(
−1

2

(‖x‖
σ

)2
)
.

C’est-à-dire en coordonnées polaires la densité de G sur le point x ne dépend que de la
norme ‖x‖, donc elle est uniforme par rapport aux coordonnées angulaires, les variables
aléatoires ‖G‖ et G

‖G‖ sont indépendantes. ✷

Données α-stables simulées

Il existe des méthodes connues pour simuler les v.a. stables. Chambers et al. [CMS76]
ont proposé une méthode pour simuler les variables aléatoires stables unidimensionnelles
arbitraires. Plus récemment une technique précise a été construite dans [Wer96] en uti-
lisant une transformation non-linéaire d’une paire des variables aléatoires indépendantes
de loi uniforme et de loi exponentielle. Une méthode pour simuler les vecteurs aléatoires
stables basée sur la discrétisation de la mesure spectrale a été présentée par Modarres et
Nolan [MN94]. Ici on simule les données stables en utilisant la représentation de série de
LePage d’une loi stable.
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Soient {λk, k ≥ 1} et {ǫk, k ≥ 1} deux suites indépendantes de variables aléatoires
i.i.d.. Les variables aléatoires λk sont de loi exponentielle standard, les v.a. ǫk sont de loi
σ̃(·) qui est une mesure finie normalisée sur Sd−1. Notons Γk = λ1 + · · ·+λk, k ≥ 1, c une
constante positive. D’après le Théorème 1.1.4., si la série

ξα,σ
L
= c

∞∑

k=1

Γ
−1/α
k ǫk (1.3.7)

converge p.s. alors ξα,σ a la loi StαS sur Rd de mesure spectrale σ(·) = cασ̃(·). Remarquons
que si α < 1 ou si ǫk a une loi symétrique, alors la série (1.3.7) converge p.s. d’après
le théorème des trois séries appliqué conditionnellement étant donnée la suite {Γk}. Ce
résultat peut être trouvé dans [LWZ81], théorème 3.

Théorème 1.3.2. ([LWZ81], Th. 3) La série définie par (1.3.7) avec α < 1 ou σ symé-
trique a la loi StαS.

Donc on peut simuler un v.a. StαS noté ξ, satisfaisant la condition du théorème
précédent en utilisant la somme partielle de la série de LePage, i.e.

k∑

i=1

cΓ
−1/α
i ǫi (1.3.8)

où Γi, ǫi et c sont définis comme avant. Cette somme donne une bonne approximation
si la loi est symétrique. Dans le cas non-symétrique, l’erreur est grande pour une va-
leur de k petite. Deux exemples unidimensionnels S1(0.75, (0.5, 1), 0) (non symétrique)
et S1(0.75, (0, 1), 0) (symétrique) sont considérés. On simule les variables aléatoires en
utilisant la somme (1.3.8) avec différentes valeurs de k. Quand le nombre de termes k
augmente, on constate que la densité empirique approche beaucoup plus rapidement vers
la densité réelle dans le deuxième exemple que dans le premier exemple, voir la Figure
1.4.

Dans la suite les v.a. 2-dimensionnels de lois 0.75 et 1.5-stables isotropiques sont simu-
lés. La taille d’échantillon N = 107 et le nombre de termes k = 10. On calcule la densité
réelle en utilisant la fonction Matlab “mvstablepdf” dans le package appelé “STABLE”
obtenu sur demande au site http://www.RobustAnalysis.com/. Les courbes de niveau des
densités réelles et empiriques sont présentées dans la Figure 1.5. On simule ensuite les v.a.
StαS symétriques de mesures spectrales σ1, σ2 et σ3 dont les densités sont définies par

f1(θ) =

{
1
π
, θ ∈ [0, π

2
) ∪ [π, 3π

2
),

0, sinon,
(1.3.9)

f2(θ) =

{
1
2
cos(2θ), θ ∈ [−π

4
, π

4
) ∪ [3π

4
, 5π

4
),

0, sinon,
(1.3.10)

f3(θ) =
1

4
| cos(2θ)|, θ ∈ [0, 2π). (1.3.11)

Le package de programmes qu’on utilise ne permet pas de calculer la densité d’une
loi stable de mesure spectrale absolument continue. Nous présentons ici seulement les

http://www.RobustAnalysis.com/
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Fig. 1.4: Densités des lois S1(0.75, (0.5, 1), 0) (gauche) et S1(0.75, (0, 1), 0) (droite) simulées par
la somme partielle de série de LePage avec différentes valeurs de k, la taille d’échan-
tillon N = 107.

courbes de niveau des densités empiriques dans la Figure 1.6. Les lois S2(0.75, σi, 0) et
S2(1.5, σi, 0), i = 1, 2, 3 sont considérées.

Un des usages de ces données est de tester la robustesse des procédures statistiques
multivariées : engendrer aléatoirement l’ensemble de données et évaluer les statistiques par
la procédure considérée. Un autre usage possible est de calculer la probabilité P{X ∈ A}
pour l’ensemble A ⊂ Rd où X est le v.a. qu’on simule. En général le calcul numérique de
ces probabilités est difficile, voir par exemple [NR95] et [Nol97]. On peut les estimer par
la méthode standard de Monte Carlo une fois que nous savons générer les vecteurs de loi
prescrite. Mais le calcul de simulation devient coûteux si on prend le nombre de termes
k grand. Donc cette méthode n’est applicable que dans le cas où la mesure spectrale
possède une symétrie radiale. Le troisième usage de ces vecteurs est la simulation dans les
domaines d’application, par exemple l’analyse du portefeuille stable [Pre72a].

1.3.2 Lois appartenant au domaine d’attraction d’une loi StαS

Pour simuler les v.a. appartenant au domaine d’attraction d’une loi StαS, on applique
les transformations présentées dans la section 1.2 aux v.a. α-stables isotropiques. Soit X
un v.a. dans R2 et X ∈ VR(α, σ) de mesure spectrale σ uniforme. On identifie la sphère
unité S1 avec l’intervalle [0, 2π). Alors dσ/dθ = 1/2π, θ ∈ [0, 2π). Soit µ une mesure de
probabilité sur S1. Sa fonction de répartition (f.d.r.) est notée par F (x), x ∈ [0, 2π). Si Y
est un v.a. défini par

Y = ‖X‖F−1

(
X

2π‖X‖

)
=

(
‖X‖, F−1

(
X

2π‖X‖

))
, (1.3.12)

où F−1 est la fonction de quantile correspondante de F , alors d’après le corollaire 1.2.2.
on a Y ∈ VR(α, µ). On appelle cette transformation “sphérique”.

Supposons que la mesure µ est absolument continue par rapport à la mesure de Le-
besgue de densité f p.p. continue et bornée. D’après le théorème 1.2.3., le v.a. défini
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Fig. 1.5: Courbes de niveau des densités réelles (gauche) et empiriques (droite) de lois α-stables
isotropiques bivariées, α = 0.75 (a), 1.5 (b), k = 10, N = 107.
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Fig. 1.6: Courbes de niveau des densités empiriques des lois S2(α, σi, 0), i = 1, 2, 3, où les
densités de σi sont définies par (1.3.9), (1.3.10) et (1.3.11), α = 0.75 (en haut), 1.5
(au milieu) et les graphes des densités de la mesure spectrale correspondante (en bas),
k = 10, N = 107.
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par

Z = X

(
2πf

(
X

‖X‖

))1/α

=

(
‖X‖

(
2πf

(
X

‖X‖

))1/α

,
X

‖X‖

)
. (1.3.13)

a une queue à variation régulière de mesure spectrale µ, i.e. Z ∈ VR(α, µ). On appelle
cette transformation “radiale”. Puisque dans Rd la condition de variation régulière d’un
v.a. est nécessaire et suffisante pour que ce v.a. appartienne au domaine d’attraction d’une
loi StαS, on a Y ∈ Dom(α, µ) et Z ∈ Dom(α, µ).

Prenons les mesures spectrales σi, i = 1, 2, 3 dont les densités fi sont définies par (1.3.9)
(1.3.10) et (1.3.11) comme µ. On transforme les données simulées de loi 0.75 et 1.5-stable
isotropique par (1.3.12) et (1.3.13). Les résultats sont présentés dans les Figures 1.7 et
1.8.
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Fig. 1.7: Courbes de niveau des densités empiriques des lois appartenant au Dom(α, σi), i =
1, 2, 3, α = 0.75 (en haut), 1.5 (en bas), simulées par transformations sphériques
(1.3.12) d’une loi α-stable isotropique, N = 107.

1.3.3 Lois max-stables

On considère maintenant les lois stables dans l’espace (Rd
+,∨). Notons Sd−1

∨ la sphère
unité de l’espace (Rd

+,∨), i.e. Sd−1
∨ = {x | ‖x‖ = 1} où ‖ · ‖ est la norme L∞. La définition

de loi max-stable est déduite de la définition de loi StαS générale (2) en remplaçant
l’addition par le maximum. Un v.a. X = (X(1), . . . , X(d)) admet une loi strictement max-
stable si pour tout a, b > 0

(
a1/αX

(1)
1

∨
b1/αX

(1)
2 , . . . , a1/αX

(d)
1

∨
b1/αX

(d)
2

)
L
= (a+ b)1/α(X(1), . . . , X(d))

où X1, X2 sont des copies indépendantes de X.
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Fig. 1.8: Courbes de niveau des densités empiriques des lois appartenant au Dom(α, σi), i =
1, 2, 3, α = 0.75 (en haut), 1.5 (en bas), simulées par transformations radiales (1.3.13)
d’une loi α-stable isotropique, N = 107.

La série suivante converge absolument p.s. pour tout α > 0

ξα,σ
L
=
∞∨

i=1

cΓ
−1/α
i ǫi (1.3.14)

où c > 0, Γi =
∑i

j=1 λj, {λj} est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle
standard, ǫi est une suite de v.a. i.i.d. dans Sd−1

∨ de loi σ̃, λj et ǫi sont indépendants.
Le résultat direct du Théorème 7.15 dans [DMZ08] montre que tous les v.a. strictement
max-stables sans composante gaussienne admettent la représentation de LePage (1.3.14).
Donc la série (1.3.14) produit un v.a. strictement max-stable déterminé par l’indice α et
la mesure finie σ = cασ̃(·) sur Sd−1

∨ .

Définition 1.3.4. Un v.a. X à valeurs dans Rd
+ appartient au domaine d’attraction maxi-

mum d’un v.a. strictement max-stable, noté ξ, si pour une suite {Xn, n ≥ 1} de copies
indépendantes de X on a

b−1
n

(
n∨

i=1

X
(1)
i , . . . ,

n∨

i=1

X
(d)
i

)
⇒ ξ, (1.3.15)

où {bn, n ≥ 1} est une suite de constantes de normalisation positives.

On peut montrer que si {Xi, i ≥ 1} est une suite de v.a. i.i.d. telle que la suite{
b−1
n max

i∈{1,...,n}
Xi, n ≥ 1

}
converge en loi pour une suite appropriée bn > 0 vers une li-

mite non triviale, c’est-à-dire vers un v.a. non constant, alors la limite est une loi max-
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stable. Dans la suite on utilise l’écriture “X ∼ MSd(α, σ)” pour indiquer que X a une loi
strictement max-stable d-dimensionnelle d’indice α et de mesure spectrale σ.

On simule les données de loi MSd(α, σ) en utilisant la somme partielle de la série
(1.3.14), i.e.

ξ̂k
L
=

k∨

i=1

Γ
−1/α
i ǫi =

(
max
1≤i≤k

Γ
−1/α
i ǫ

(1)
i , . . . , max

1≤i≤k
Γ
−1/α
i ǫ

(d)
i

)

où ǫi = (ǫ
(1)
i , . . . , ǫ

(d)
i ) ∼ σ sont v.a. i.i.d. sur la sphère Sd−1

∨ , Γi sont définis comme dans
(1.3.14). On discute d’abord l’erreur de simulation. Pour chaque ǫi une de ses coordonnées
ǫ
(j)
i est égale à 1. Supposons que

P{ǫ(j)i = 1} = pj > 0, j = 1, . . . , d.

Définissons le moment d’arrêt τ (j) = min{n | ǫ(j)n = 1}. La loi de τ (j) est géométrique

P{τ (j) = n} = P{ǫ(j)1 < 1, . . . , ǫ
(j)
n−1 < 1, ǫ(j)n = 1} = (1 − pj)

n−1pj.

La représentation de LePage (1.3.14) peut être écrite comme suit

ξα,σ
L
=

(
max

1≤i≤τ (1)
Γ
−1/α
i ǫ

(1)
i , . . . , max

1≤i≤τ (d)
Γ
−1/α
i ǫ

(d)
i

)
.

Donc

P{ξ̂k 6= ξα,σ} = P{∃j tel que τ (j) > k} ≤
d∑

j=1

P{τ (j) > k} =
d∑

j=1

(1 − pj)
k.

Cette inégalité montre que la probabilité que ξ̂k ne soit pas max-stable peut être suffisam-
ment petite pour la valeur de k acceptable.

Dans l’espace (R+,∨) la f.d.r. de loi MS1(α, σ) est exp(−x−ασ(1)α).
Dans la suite on considère deux exemples de lois MS2(α, σ).

Exemple 5. La mesure spectrale est uniforme.
Cet exemple est étudié dans l’Exemple 1 b) de la section 1.1. Les courbes de niveau de

la densité empirique sont présentées dans la Figure 1.9 b).
On discute ici la régularité de la queue de cette loi. Soit ξα,σ un v.a. max-stable dans R2

défini par (1.3.14) de mesure spectrale σ uniforme. Utilisons les notations de l’Exemple 1
de la section 1.1. Le processus ponctuel poissonnien πα,σ est défini par (1.1.22). Sa mesure
d’intensité est σ × m où m est la mesure sur R1

+ telle que m((r,∞)) = r−α pour tout
r > 0. En prenant l’ensemble B = [(1, 0), (1, t)] ou B = [(0, 1), (t, 1)], 0 6 t 6 1 on a
∀r > 0

I1 = P{πα,σ(B × (r,∞)) 6= 0, πα,σ(B∁ × (tr,∞)) = 0} ≤ P{ξα,σ ∈ B × (r,∞)}
≤ P{πα,σ(B × (r,∞)) 6= 0} = I2,

où

I1 = (1 − exp(−σ(B)r−α)) exp(−σ(B∁)(tr)−α) et I2 = 1 − exp(−σ(B)r−α).
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On en déduit l’équivalence

P{ξα,σ ∈ B × (r,∞)} ∼ σ(B)r−α quand r → ∞. (1.3.16)

Donc la loi de ξα,σ vérifie la condition de variation régulière.

Exemple 6. La mesure spectrale est concentrée sur deux points.
Notons

σ(·) = pδe1(·) + qδe2(·) (1.3.17)

où e1 = (1, a), e2 = (b, 1), 0 ≤ a, b ≤ 1 et p + q = 1. Il est facile de voir que le v.a. a ses
valeurs dans la région entre deux rayons sortant du point zéro vers les points e1 et e2. On
en déduit la f.d.r.

P{ξ ∈ [0,x]} =





exp(−px−α
1 − qx−α

2 ), a < x2/x1 < 1/b,
exp(−(paα + q)x−α

2 ), x2/x1 < a,
exp(−(p+ qbα)x−α

1 ), x2/x1 > 1/b.

En notant le moment d’arrêt τ = min{i | ǫi = e2}, considérons les probabilités que le v.a.
ait ses valeurs dans l’ensemble {e1 × (0,∞)}

P{ξα,σ ∈ e1 × (0, r)} =
∞∑

i=2

P{ǫ1 = e1, τ = i,Γ
−1/α
i < aΓ

−1/α
1 ,Γ

−1/α
1 < r}

=
∞∑

i=2

pi−1qP

{
λ2 + · · · + λi

λ1

> a−α − 1, λ1 > r−α

}

=

(
p− pq(1 − aα)

q + paα

)
exp(−(p+ qa−α)r−α).

De manière analogue on a

P{ξα,σ ∈ e2 × (0, r)} =

(
q − pq(1 − bα)

p+ qbα

)
exp(−(q + pb−α)r−α).

Cela signifie que plus a et b sont proches de 1, plus il est possible que ξ tombe sur les deux
lignes du bord. Si a = b = 0 alors ξ a ses valeurs strictement à l’intérieur d’un quart de
plan R2 et ses composantes sont indépendantes. Cela coïncide avec l’Exemple 1 a) dans
la section 1.1. Les Figures 1.9 et 1.10 présentent l’influence des paramètres σ et α pour la
densité de MS2(α, σ) avec σ définie par (1.3.17).

Etudions la régularité de cette loi. Définissons deux v.a.

ǫ(1) ∼ pδe1 , ǫ(2) ∼ qδe2 .

Notons ǫ(i)1 , ǫ
(i)
2 , . . . i = 1, 2 des copies indépendantes de ǫ(i). D’après la théorie des processus

d’amincissement (voir par exemple [Res92]), les processus π1 et π2 définis par

πi =
∞∑

j=1

δ
Γ
−1/α
j ǫ

(i)
j
, i = 1, 2
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sont indépendants et poissonniens. Les mesures d’intensités sont respectivement pm et
qm. Prenons l’ensemble

B = [(1, s), (1, t)], 0 ≤ s < a < t ≤ 1.

Il est facile de voir que ∀r > 0

I1 = P{π1(e1 × (r,∞)) 6= 0, π2(e2 × (tr,∞)) = 0} ≤ P{ξα,σ ∈ B × (r,∞)}
≤ P{π1(e1 × (r,∞)) 6= 0} = I2,

où
I1 = (1 − exp(−pr−α)) exp(−q(tr)−α) et I2 = 1 − exp(−pr−α).

Ces deux termes sont équivalents à pr−α quand r → ∞, ainsi on obtient

P{ξα,σ ∈ B × (r,∞)} ∼ pr−α quand r → ∞.

De même manière, pour B = [(s, 1), (t, 1)], 0 ≤ s < b < t ≤ 1 on a P{ξα,σ ∈ B×(r,∞)} ∼
qr−α quand r → ∞.
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Fig. 1.9: Courbes de niveau des densités réelles (gauche) et empiriques (droite) de la loi
MS2(0.75, σ), σ est uniforme (a), σ est définie par (1.3.17) avec p = q = 0.5, a = b = 0
(b), a = b = 0.2 (c), a = b = 0.5 (d), N = 107.



1.3 Simulation des vecteurs aléatoires à queue régulière 49

a. 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

b. 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

c. 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Fig. 1.10: Courbes de niveau des densités réelles (gauche) et empiriques (droite) de la loi
MS2(α, σ) où σ est définie par (1.3.17) avec p = q = 0.5, a = b = 0.5, α = 0.75 (a),
α = 1.5 (b), α = 3 (c), N = 107.
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Chapitre 2

Estimation des paramètres des lois à

queue régulière

Nous présentons dans ce chapitre une méthode d’estimation des paramètres des lois
à queue régulière dans un cône arbitraire. Nous prouvons d’abord la convergence des
statistiques d’ordre de lois à queue régulière dans un cône. Ce résultat nous permet de gé-
néraliser une méthode d’estimation des paramètres de lois stables dans Rd aux lois à queue
régulière dans un cône. Un nouvel estimateur de la masse totale de la mesure spectrale est
proposé en supposant que la loi marginale appartienne au domaine d’attraction normal
d’une loi stable. Pour prouver la normalité asymptotique d’estimation, deux conditions
du second ordre sont présentées. La vitesse de convergence des estimateurs dépend de
l’exposant du second ordre et de la façon de former l’échantillon en paquets.

Si la mesure spectrale σ d’une loi à queue régulière est absolument continue par rap-
port à la mesure de Lebesgue, nous cherchons à estimer la densité de σ. La méthode
d’estimation de noyau pour les données directionnelles est utilisée.

La méthode d’estimation présentée se détériore pour les petites tailles d’échantillon.
Pour résoudre ce problème, nous proposons une méthode de type bootstrap pour augmente
la taille de l’échantillon utilisé.

La performance des estimateurs proposés est étudiée à l’aide de simulation. Quelques
méthodes connues d’estimation des paramètres des lois stables sont comparées avec notre
méthode sur des échantillons de différentes tailles et de différentes valeurs de paramètres.
Les tableaux de performance sont fournis à la fin.

2.1 Estimation de l’indice de queue et de la mesure
spectrale

Soit ξ1, ξ2, . . . , ξN des e.a. i.i.d. dans IK, d’une loi ayant une queue régulière de paramètre
inconnu α et de mesure spectrale inconnue σ. Notre but est d’estimer α et σ à partir de
cet échantillon. Une méthode basée sur les statistiques d’ordre de loi stable dans Rd a été
introduite dans [DP99] (voir aussi [DPR00]). On généralise cette méthode aux lois à queue
régulière dans un cône convexe. La sous-section 2.1.1 contient quelques résultats auxiliaires
concernant les statistiques d’ordre d’une loi à queue régulière et la loi forte des grands
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nombres pour un schéma triangulaire. La sous-section 2.1.2 présente les estimateurs de
l’exposant caractéristique α et de la mesure spectrale σ. Ces estimateurs sont consistants.
Sous certaines conditions supplémentaires, nous prouvons la normalité asymptotique des
estimateurs dans la sous-section 2.1.3. Comme cette méthode est souvent mentionnée dans
la suite, nous résumons les résultats principaux dans l’annexe A.

2.1.1 Résultats auxiliaires

Soit X un e.a. dans IK′ qui satisfait la condition de variation régulière (1.1.6). Notons
Y = ‖X‖ et G(x) = P{Y > x}. On a donc

nG(bnx) → σ(S)x−α, quand n→ ∞, pour tout x > 0. (2.1.1)

Pour x positif fixé, choisissons n le plus petit nombre entier tel que bn+1 > x. Alors
bn ≤ x < bn+1 et pour la fonction non-croissante G on a

G(λbn+1)

G(bn)
≤ G(λx)

G(x)
≤ G(λbn)

G(bn+1)
, pour tout λ > 0.

Selon (2.1.1) nG(bn) → σ(S), on a donc

G(λx)

G(x)
→ λ−α, quand x→ ∞ pour tout λ > 0.

On en déduit que G ∈ R−α, cela nous permet d’écrire l’expression asymptotique

G(x) ∼ x−αL(x), (2.1.2)

où L(x) est une fonction à variation lente.
Rappelons un résultat connu sur l’inverse asymptotique d’une fonction à variation

régulière.

Théorème 2.1.1. ([BGT87] Th. 1.5.12) Soit f ∈ Rα avec α > 0, alors ∃g(x) ∈ R1/α

telle que la relation suivante a lieu

f(g(x)) ∼ g(f(x)) ∼ x quand x→ ∞. (2.1.3)

Ici g (l’inverse asymptotique de f) est déterminé uniquement par rapport à l’équivalence
asymptotique, et une version de g est

f←(x) = inf{y : f(y) ≤ x}.

Notons

f(x) =
1

G(x)
∼ xα 1

L(x)
, (2.1.4)

alors f(x) ∈ Rα avec α > 0. En appliquant le théorème précédent, on obtient l’inverse
g ∈ R1/α de la forme suivante :

g(x) = x1/αL♯(x)
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où la fonction à variation lente L♯ vérifie les relations suivantes

L(x)−1/αL♯(f(x)) → 1, (2.1.5)

et
L(g(x))−1L♯(x)α → 1, x→ ∞. (2.1.6)

D’après (2.1.3) et (2.1.4) on obtient

G

(
g

(
1

x

))
∼ x, x→ 0. (2.1.7)

Définissons l’inverse généralisée

G−1(x) := inf{y : G(y) < x},

on va montrer que
G(G−1(x)) ∼ x, x→ 0. (2.1.8)

Pour cela choisissons λ > 1, A > 1, δ ∈ (0,∞), alors d’après le théorème de Potter (Th.
1.5.6 [BGT87] page 25) il existe u0 telle que

A−1λ−α−δG(v) ≤ G(u) ≤ Aλα+δG(v), ∀v ∈ [λ−1u, λu], u ≥ u0.

Prenons x assez petit tel que G−1(x) ≥ u0, alors par définition de G−1 il existe y ∈
[λ−1G−1(x), G−1(x)] tel queG(y) ≥ x, et il existe y′ ∈ [G−1(x), λG−1(x)] tel queG(y′) < x.
En prenant G−1(x) comme u, y et y′ comme v, on obtient

A−1λ−α−δG(y) ≤ G(G−1(x)) ≤ Aλα+δG(y′).

Donc les lim sup et lim inf de G(G−1(x))/x se trouvent entre Aλα+δ et A−1λ−α−δ quand
x→ ∞. En prenant A, λ ↓ 1, on obtient G(G−1(x))/x→ 1.

Alors les relations (2.1.7) et (2.1.8) nous donnent immédiatement

G−1(x) ∼ g(1/x), x→ 0.

On en déduit donc l’expression équivalente de l’inverse de G(x) :

G−1(x) ∼ x−1/αL♯(1/x) ∈ R−1/α(0+). (2.1.9)

Lemme 2.1.2. Soit X un e.a. dans IK ′, G(x) = P{‖X‖ > x}. Si G(x) satisfait la
condition (2.1.1), alors pour chaque i = 1, 2, . . . ,

b−1
n G−1

(
Γi

Γn+1

)
−−−→
n→∞

σ(S)1/αΓ
−1/α
i avec probabilité 1, (2.1.10)

où Γi est la somme de i variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle standard.
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Démonstration: La condition (2.1.1) implique

G(xn) ∼ σ(S)

n

(
bn
xn

)α

, n→ ∞

où xn = bnx, xn → ∞, quand n → ∞. En remplaçant l’expression gauche de la formule
précédente par (2.1.2), on obtient une expression équivalente de bn en terme de L(x) :

bn ∼
(
nL(xn)

σ(S)

)1/α

, n→ ∞. (2.1.11)

En considérant (2.1.9), on a une expression équivalente avec probabilité 1 pour chaque
i fixé :

G−1

(
Γi

Γn+1

)
∼
(

Γi

Γn+1

)−1/α

L♯

(
Γn+1

Γi

)
, n→ ∞ (2.1.12)

où L♯ vérifie (2.1.5) qui signifie ici

L(xn)−1/αL♯

(
Γn+1

Γi

)
→ 1, n→ ∞. (2.1.13)

De (2.1.11)-(2.1.13) on déduit qu’avec probabilité 1

b−1
n G−1

(
Γi

Γn+1

)
∼ σ(S)1/α

(
Γn+1

nΓi

)1/α

L(xn)−1/αL♯

(
Γn+1

Γi

)
∼
(
σ(S)

Γi

)1/α

,

quand n→ ∞, puisque Γn+1/n
p.s.−−−→

n→∞
1 ; ce qui complète la démonstration. ✷

Soient Y1, Y2, . . . des variables aléatoires i.i.d. suivant la loi 1−G. Les variables aléatoires
Yn,1, Yn,2, · · · , Yn,n, Yn,1 ≥ Yn,2 ≥ · · · ≥ Yn,n, représentent les statistiques d’ordre de
Y1, Y2, . . . , Yn. Il est bien connu que (voir, par exemple, [Bre68] Section 13.6)

(Yn,1, . . . , Yn,n)
L
=

(
G−1

(
Γ1

Γn+1

)
, . . . , G−1

(
Γn

Γn+1

))
. (2.1.14)

Lemme 2.1.3. Le vecteur b−1
n (Yn,1, . . . , Yn,n, 0, 0, . . .) converge faiblement dans R∞ vers

σ(S)1/α(Γ
−1/α
1 ,Γ

−1/α
2 , . . .).

Démonstration: C’est un résultat qui découle directement de (2.1.10) et (2.1.14). ✷

Proposition 2.1.1. Soient {Xm,i, 1 ≤ i ≤ n} des variables aléatoires réelles i.i.d. pour
chaque m. Supposons que les indices n et m vérifient les relations suivantes

n ∼ N r, m ∼ N1−r quand N → ∞ (2.1.15)

où 0 < r < 1 est une constante et N ∈ N. S’il existe un nombre réel k > 2
r

et une constante
M > 0 tels que E|Xm,1|k ≤M <∞, alors

1

n

n∑

i=1

Xm,i − EXm,1
p.s.−−−→

N→∞
0. (2.1.16)
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Remarque 9. Ceci est une variante de la loi forte des grands nombres pour un
schéma triangulaire. En fait la convergence (2.1.16) reste vraie si l’on remplace la condition

E|Xm,1|k ≤M , k > 2
r

par une hypothèse moins restrictive
∞∑

m=1

m−
kr

2(1−r)E|Xm,1|k <∞.

Démonstration: Notons Ym,i = Xm,i−EXm,1, alors les variables aléatoires {Ym,i, 1 ≤
i ≤ n} sont i.i.d. et centrées. On a

E|Ym,1|k ≤ E(|Xm,1| + |EXm,1|)k ≤ E(2k−1(|Xm,1|k + |EXm,1|k)) ≤ 2kE|Xm,1|k.

Il est connu (voir [Ros70]) que pour k ≥ 2 on a

E

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Ym,i

∣∣∣∣∣

k

≤ c(k)nk/2E|Ym,1|k,

où c(k) est une constante positive qui ne dépend que de k. On déduit de la condition
(2.1.15) qu’il existe une constante C > 0 telle que n ≥ CN r. Ainsi pour tout ε > 0 on a

P

{∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

Ym,i

∣∣∣∣∣ > ε

}
≤

E

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Ym,i

∣∣∣∣∣

k

nkεk
≤ 2kc(k)E|Xm,1|k

C
k
2N

kr
2 εk

=
c0

N
kr
2 εk

,

où c0 = 2kc(k)M/C
k
2 . Puisque kr

2
> 1, on peut trouver un nombre positif suffisamment

petit ε′ tel que kr
2
− ε′ > 1. En prenant ε = εN = N−

ε′

k et en appliquant le lemme de
Borel-Cantelli, on obtient qu’avec probabilité 1 et pour N suffisamment grand

∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

Xm,i − EXm,1

∣∣∣∣∣ ≤ N−
ε′

k ,

d’où vient la convergence (2.1.16). ✷

2.1.2 Définition et consistance des estimateurs

On divise l’échantillon ξ1, ξ2, . . . , ξN en n groupes disjoints Gm,1, . . . , Gm,n, chacun
contient m éléments. En pratique on choisit d’abord m et on pose n = [N/m] ([a]
représente la partie entière d’un nombre a positif). Quand N tend vers l’infini on a
nm = [N/m]m ∼ N . De plus on demande n,m→ ∞ quand N → ∞.

On estime d’abord le paramètre α. Posons

M
(1)
m,i = max{‖ξ‖ | ξ ∈ Gm,i}, i = 1, . . . , n, (2.1.17)

c’est-à-dire M (1)
m,i est la plus grande norme dans le groupe Gm,i. Notons ξm,i tel que

‖ξm,i‖ = M
(1)
m,i, (2.1.18)
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et
M

(2)
m,i = max{‖ξ‖ | ξ ∈ Gm,i\{ξm,i}}, i = 1, . . . , n, (2.1.19)

M
(2)
m,i est alors la deuxième grande norme dans le même groupe.
D’après le lemme 2.1.3., il est clair que pour chaque i

(
M

(1)
m,i

bm
,
M

(2)
m,i

bm

)
⇒ c(Γ

−1/α
1 ,Γ

−1/α
2 ) quand m→ ∞, (2.1.20)

où bm est défini par (1.1.14) et c = σ(S)1/α. Ici Γi =
i∑

j=1

λj, et λ1, λ2, . . . sont des variables

aléatoires i.i.d. suivant la loi exponentielle standard, i.e. E(λi) = 1. En posant

κm,i =
M

(2)
m,i

M
(1)
m,i

, Sn =
n∑

i=1

κm,i (2.1.21)

on construit un estimateur du paramètre α comme suit,

α̂N =
Sn

n− Sn

. (2.1.22)

On va prouver que cet estimateur est consistant, c’est-à-dire

α̂N
p.s.−−−→

N→∞
α. (2.1.23)

Théorème 2.1.4. Soient ξ1, . . . , ξN des e.a. i.i.d. à valeurs dans IK ′ tels que pour tout
x > 0 on a

nP(‖ξ1‖ > bnx) ∼ σ(S)x−α quand n→ ∞. (2.1.24)

Si Sn est défini par (2.1.21) avec n ∼ N r, 0 < r < 1, alors

1

n
Sn

p.s.−−−→
N→∞

α

1 + α
. (2.1.25)

Remarque 10. Cela signifie que la quantité Sn
n− Sn

donne un estimateur consistant

du paramètre α.

Démonstration: D’après (2.1.20), on obtient pour tout i, 1 ≤ i ≤ n,

κm,i ⇒
(

λ1

λ1 + λ2

)1/α

quand m→ ∞.

Comme 0 ≤ κm,i ≤ 1, on a pour tout k entier

Eκk
m,i −−−→

m→∞
E

(
λ1

λ1 + λ2

)k/α

. (2.1.26)
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Un calcul simple nous donne la formule suivante

E

(
λ1

λ1 + λ2

)1/α

=
α

α+ 1
. (2.1.27)

Les variables aléatoires κm,1, . . . ,κm,n sont i.i.d. et 0 ≤ κm,i ≤ 1. En utilisant la proposi-
tion 2.1.1., on obtient que

1

n
Sn − Eκm,1

p.s.−−−→
N→∞

0. (2.1.28)

Ceci avec (2.1.26) et (2.1.27) impliquent (2.1.25), ce qui complète la démonstration du
théorème. ✷

Maintenant on considère l’estimation de la masse totale σ(S). Remarquons qu’en pre-
nant B = S dans (1.1.3) on a (1.1.5) qui implique que la norme de ξ est une variable
aléatoire positive ayant une queue à variation régulière d’indice α. La mesure spectrale
de cette variable aléatoire, notée σ∗, est une mesure concentrée sur un seul point 1 et
σ∗(1) = σ(S). Donc le problème d’estimation de la mesure spectrale de ξ se réduit à l’es-
timation du paramètre d’une loi à queue régulière unidimensionnelle. Par ailleurs d’après
le lemme 2.1.3., on a b−1

n ‖ξ‖N1 ⇒ σ(S)1/αΓ
−1/α
1 où ‖ξ‖N1 représente la plus grande norme

parmi ξ1, . . . , ξN . Donc la valeur de σ(S) dépend de la suite de constantes de normalisation
bn. L’estimation de bn est discutée dans [RS97] et [Res06]. Si l’échantillon est issu d’une
loi stable dans Rd, prenons v un vecteur dans Rd, alors la projection 〈ξ, v〉 est de loi stable
dans R1. Dans ce cas la masse totale σ(S) est en fonction du vecteur v et le paramètre
d’échelle de la loi de variable 〈ξ, v〉 qui peut être estimé par la méthode des moments.

Ici on propose un estimateur de σ(S) sous l’hypothèse que l’e.a. ξ satisfait la condition
(1.1.6) avec bn = n1/α. Cela signifie que ξ appartient au domaine d’attraction normal
d’une loi stable. Un exemple typique est la loi StαS. Notons

qm,i =
M

(1)
m,i

m1/α
(2.1.29)

où M (1)
m,i est défini par (2.1.17). L’estimateur qu’on propose est défini par

σ̂(S)N =

(
1

nΓ(1 − t
α
)

n∑

i=1

qt
m,i

)α
t

, t > 0. (2.1.30)

Lemme 2.1.5. Si l’e.a. ξ satisfait la condition (2.1.24) avec bn = n1/α, alors pour un
nombre réel 0 < t < α il existe une constante C > 0 telle que pour tous m et i

Eqt
m,i ≤ C <∞. (2.1.31)

Démonstration: On déduit de la condition (2.1.24) et bn = n1/α l’équivalence sui-
vante

P{‖ξ‖ > x} ∼ σ(S)x−α quand x→ ∞.
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Alors il existe δ > 0 et une constante M > 0 telle que pour x > δ on a

P{qt
m,i ≥ x} = P{M (1)

m,i ≥ m1/αx1/t}
= 1 − (P{‖ξ‖ ≤ m1/αx1/t})m

≤ mP{‖ξ‖ > m1/αx1/t}
≤ Mx−α/t.

Ainsi en prenant x0 > δ et C = x0 +Mx
1−α/t
0

α
α−t

on a

Eqt
m,i =

∫

{x<x0}∪{x≥x0}
xdPqt

m,i
(x)

≤ x0 + x0P{qt
m,i ≥ x0} +

∫ ∞

x0

P{qt
m,i ≥ x}dx

≤ x0 +Mx
1−α/t
0 +

∫ ∞

x0

Mx−α/tdx

= C.

✷

Théorème 2.1.6. Supposons que l’e.a. ξ satisfait la condition (2.1.24) avec bn = n1/α,

l’estimateur σ̂(S)N est définie par (2.1.30) avec n ∼ N r, 0 < r < 1. Alors pour 0 < t < αr
2

on a

σ̂(S)N − σ(S)
p.s.−−−→

N→∞
0. (2.1.32)

Démonstration: Il suffit de montrer la convergence suivante

1

n

n∑

i=1

qt
m,i − Γ

(
1 − t

α

)
σ(S)

t
α

p.s.−−−→
N→∞

0. (2.1.33)

En considérant (2.1.20) on a pour chaque i = 1, . . . , n

qt
m,i ⇒

σ(S)t/α

Γ
t/α
1

quand m→ ∞.

En prenant t = αrδ
2

avec 0 < δ < 1 et k = 2δ′

r
avec 1 < δ′ < 1

δ
, on a 2t < tk < α, ainsi il

existe une constante C telle que Eqtk
m,i ≤ C < ∞ d’après le lemme 2.1.5.. Puisque k > 2

r
,

d’après la proposition 2.1.1. on obtient la convergence (2.1.33). ✷

Dans la suite nous supposons que la mesure spectrale σ est normalisée, c’est-à-dire
σ(S) = 1. Notons

θm,i =
ξm,i

‖ξm,i‖
, i = 1, . . . , n, (2.1.34)

où ξm,i est défini par (2.1.18). Les e.a. θm,1, . . . , θm,n sont i.i.d. à valeurs dans S.
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Lemme 2.1.7. Soient ξ1, . . . , ξN des e.a. i.i.d. à valeurs dans IK ′ tels que la condition
de régularité (1.1.6) est satisfaite. Si θm,i est défini par (2.1.34), alors

θm,i ⇒ σ quand m→ ∞ (2.1.35)

pour chaque i.

Démonstration: En prenant un ensemble borélien B sur la sphère unité S tel que
σ(∂B) = 0, on a

P{θm,i ∈ B} = P{ξm,1/‖ξm,1‖ ∈ B}

=
m∑

k=1

P{ξm,1/‖ξm,1‖ ∈ B, ξm,1 = ξk}

= mP{ξm/‖ξm‖ ∈ B, ξm,1 = ξm}
= mP{ξm/‖ξm‖ ∈ B, ‖ξm‖ ≥ ‖ξk‖,∀k = 1, . . . ,m− 1}
= mP{ξm/‖ξm‖ ∈ B, ‖ξm‖ ≥ bmτm−1}

=

∫
mP{ξm/‖ξm‖ ∈ B, ‖ξm‖ ≥ bmx}Pτm−1(dx).

où Pτm−1 est la loi de τm−1 = max
1≤k≤m−1

(‖ξk‖b−1
m ).

D’après (1.1.6) et le lemme 2.1.3. le dernier terme converge vers
∫
σ(B)x−αP

Γ
−1/α
1

(dx) = σ(B)E(Γ
−1/α
1 )−α = σ(B).

✷

Ainsi pour chaque ensemble borélien B sur la sphère unité S tel que σ(∂B) = 0, on a

1IB(θm,i) ⇒ 1IB(η) quand m→ ∞,

où η est un e.a. de loi σ. Cela implique

E1IB(θm,i) −−−→
m→∞

σ(B). (2.1.36)

S’il existe une constante r > 0 telle que n ∼ N r, en appliquant la proposition 2.1.1. au
schéma triangulaire des variables aléatoires 1IB(θm,1), . . . , 1IB(θm,n), on obtient que pour
chaque B ∈ B(S), σ(∂B) = 0 fixé,

1

n

n∑

i=1

1IB(θm,i) − E1IB(θm,1)
p.s.−−−→

N→∞
0. (2.1.37)

En considérant (2.1.36) et (2.1.37) on obtient le résultat suivant,

Théorème 2.1.8. Soient ξ1, . . . , ξN des éléments aléatoires i.i.d. à valeurs dans IK ′ tels
que la condition de régularité (1.1.6) est satisfaite. Si θm,i est défini par (2.1.34) avec
n ∼ N r, 0 < r < 1, alors la loi empirique basée sur l’échantillon θm,1, . . . , θm,n est un
estimateur consistant de la mesure spectrale σ, c’est-à-dire ∀B ∈ B(S) tel que σ(∂B) = 0,

σ̂N(B) =
1

n

n∑

i=1

1IB(θm,i)
p.s.−−−→

N→∞
σ(B). (2.1.38)
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C’est un résultat sur les ensembles fixés. D’après la proposition suivante on a une
convergence plus forte.

Proposition 2.1.2. Soit (S,S) un espace métrique séparable et complet. Soit {σn} une
suite des mesures de probabilité aléatoires sur S. Si σ est une mesure de probabilité sur
(S,S) telle que pour chaque ensemble B ∈ B(S) et σ(∂B) = 0 on a la convergence

σn(B)
p.s.→ σ(B), alors

σn
p.s.⇒ σ quand n→ ∞.

Démonstration: Notons la famille des ensembles de σ-continuité

Dσ = {B | B ∈ B(S), σ(∂B) = 0}.

Comme S est séparable, il existe un ensemble dénombrable et dense dans S noté W :

W = {x1, x2, . . .}, xi ∈ S, i = 1, 2, . . . .

Notons les voisinages des boules pour les points dans W

V (xi, r) = {x | x ∈ S, ‖x− xi‖ < r}.

Puisque pour chaque xi ∈ W les frontières ∂{V (xi, r)} ⊂ {x | ‖x−xi‖ = r} sont disjointes
pour les r différents, ainsi au maximum des ensembles dénombrables d’entre eux peuvent
avoir σ-mesure positive. Par conséquent, il existe une suite de nombres positifs ri

k ↓ 0
quand k → ∞ pour chaque xi telle que

Li = {V (xi, r
i
k), k = 1, 2, . . .} ⊂ Dσ.

On obtient alors une famille dénombrable L =
⋃

xi∈W

Li. Il est clair que pour chaque xi ∈ W ,

la famille Li est une base locale au point xi pour la topologie S. Puisque W est dense
dans S, L est une base de S. La tribu engendrée par L, notée σ(L), est égale à la tribu
borélienne B(S).

Maintenant on élargit L en ajoutant des intersections finies des membres de L :

L = L ∪
{⋂

i∈I

Vi

∣∣∣∣∣ Vi ∈ L, I ⊂ N, card(I) <∞
}
.

Il est clair que L est encore dénombrable et σ(L) = B(S), de plus L ⊂ Dσ. Puisque
σn(B)

p.s.→ σ(B) pour tout B ∈ B(S) et σ(∂B) = 0, donc ∀V ∈ L, ∃ΛV ⊂ Ω et P(ΛV ) = 0,
tel que ∀ω ∈ Λ∁

V on a
σn(ω, V ) → σ(V ). (2.1.39)

Si on note Λ =
⋃

V ∈L
ΛV , alors P(Λ) = 0. De plus ∀ω ∈ Λ∁ on a toujours la convergence

(2.1.39) pour tout V ∈ L. La famille L est fermée sous l’opération d’intersection finie.
Grâce au théorème 2.2 dans [Bil68] (page 14) on obtient σn ⇒ σ, ∀ω ∈ Λ∁, ce qui implique
σn

p.s.⇒ σ. ✷
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Corollaire 2.1.9. Soit σ̂N défini comme dans le théorème 2.1.8., alors

σ̂N
p.s.⇒ σ quand N → ∞.

Démonstration: C’est un résultat direct du théorème 2.1.8. et de la proposition
précédente. ✷

2.1.3 Normalité asymptotique

Notre but est de choisir n etm d’une manière telle qu’avec une normalisation appropriée
les lois des estimateurs α̂N , σ̂(S)N et σ̂N soient asymptotiquement normales. Cela nous
donne l’idée sur la vitesse optimale de convergence des estimateurs.

Supposons que ξ appartient au domaine d’attraction normale d’une loi StαS, c’est-
à-dire la condition de régularité (1.1.6) est satisfaite avec bn = n1/α. Dans ce cas on en
déduit

lim
x→∞

xαG(x) = σ(S),

où G(x) = P{‖ξ‖ > x}. Ici on suppose une condition plus forte appelée la relation
asymptotique du second ordre

G(x) = c1x
−α + c2x

−ρ + o(x−ρ), x→ ∞, (2.1.40)

avec 0 < α < ρ ≤ ∞, où c1 = σ(S). Cette relation est connue dans Rd. Fristedt [Fri72] a
donné un développement asymptotique pour la loi de la norme d’un v.a. StαS dans Rd

G(x) = c1x
−α + c2x

−2α +O(x−3α), quand x→ ∞, (2.1.41)

c’est-à-dire ρ = 2α. Si ρ = ∞, G(x) est la loi de Paréto. Mais dans le cas de cône, la
situation est beaucoup plus compliquée, cette relation n’est plus évidente.

Théorème 2.1.10. Supposons que l’e.a. ξ satisfait la condition (2.1.40). Soit Sn défini
par (2.1.21). Si on choisit

n = N2ζ/(1+2ζ)−ε, m = N1/(1+2ζ)+ε, (2.1.42)

où ζ = (ρ− α)/α et ε est une constante strictement positive et suffisamment petite, alors

√
n

(
1

n
Sn − α

α+ 1

)

(
1

n

n∑

i=1

κ2
m,i −

(
1

n
Sn

)2
)1/2

⇒ N (0, 1). (2.1.43)

Remarque 11.

1) Comme α̂N est construit en utilisant les normes d’échantillon, la propriété de α̂N

reste la même comme celle dans Rd. Donc la démonstration de ce théorème ressemble
à celle du Théorème 1 dans [Pau03].
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2) Si l’expression de gauche de (2.1.43) était remplacée tout simplement par

√
n

(
1

n
Sn − α

α+ 1

)
,

la loi normale limite aurait la variance

σ2 = α((α+ 1)2(α+ 2))−1.

C’est-à-dire que la loi limite dépendrait du paramètre inconnu α. Cette forme n’est
pas pratique pour les applications. C’est pourquoi on considère la somme de type
auto-normalisé au lieu de la forme habituelle.

3) Dans le cas où l’échantillon vient d’une loi stable dans Rd, le résultat de Fristedt
(2.1.41) implique ρ = 2α. Cela nous permet de choisir n = N2/3−ε,m = N1/3+ε,

alors E

(
1

n
Sn − α

α+ 1

)
= o(n−1/2) = o(N−1/3+ε/2). Donc la vitesse de convergence

d’estimateur dans L1 s’approche de N1/3.

Démonstration: D’après la démonstration du théorème 2.1.4., notons

am = Eκm,1 =
α

α+ 1
+ rm

où rm → 0 quand m→ ∞. Puisque

√
n

(
1

n
Sn − α

α+ 1

)
=

1√
n

n∑

i=1

(κm,i − am) +
√
nrm,

il est facile de voir que (2.1.43) aura lieu si on a les trois relations suivantes :

1√
n

n∑

i=1

(κm,i − am) ⇒ N (0, σ2), (2.1.44)

√
nrm → 0, (2.1.45)

1

n

n∑

i=1

κ2
m,i −

(
1

n
Sn

)2
P−−−→

N→∞
σ2. (2.1.46)

Puisque 0 < κm,i ≤ 1, les variables aléatoires {κm,i − am, 1 ≤ i ≤ n} sont i.i.d. et
uniformément bornées. Supposons que |κm,i − am| ≤M <∞. La variance limite est

σ2
m := E(κm,i − am)2 → σ2 = α((α+ 1)2(α+ 2))−1. (2.1.47)

Cette relation est une conséquence de (2.1.26) où la valeur limite est obtenue par l’éva-
luation de E(λ1/(λ1 + λ2))

2/α. Considérons la condition de Lindeberg : pour tout ε > 0,

lim
n→∞

1

nσ2
m

n∑

i=1

∫

{|κm,i−am|>ε
√

nσm}
(κm,i − am)2dP

≤ lim
n→∞

M2

σ2
m

P{|κm,1 − am| > ε
√
nσm}

= 0. (2.1.48)
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La relation (2.1.44) découle du théorème central limite appliqué au schéma triangulaire
{κm,i − am, 1 ≤ i ≤ n}.

Comme la suite des variables aléatoires {κm,i, 1 ≤ i ≤ n} est uniformément bornée, le
moment Eκ2k

m,i existe pour tout k > 0, et pour tous m et i. En appliquant la proposition
2.1.1. au schéma triangulaire {κ2

m,i, 1 ≤ i ≤ n}, on a

1

n

n∑

i=1

κ2
m,i − Eκ2

m,i

p.s.−−−→
N→∞

0.

D’après (2.1.28) on a (
1

n
Sn

)2

− a2
m

p.s.−−−→
N→∞

0.

Donc
1

n

n∑

i=1

κ2
m,i −

(
1

n
Sn

)2

− (Eκ2
m,i − a2

m)
p.s.−−−→

N→∞
0,

en considérant (2.1.47) on obtient (2.1.46).
Maintenant (2.1.44), (2.1.47) et le Théorème 3.2 de [Bil68] impliquent la convergence

des lois jointes :
(

1√
n

n∑

i=1

(κm,i − am),
1

n

n∑

i=1

(κm,i − am)2

)
⇒ (N(0, σ2), σ2).

Ainsi il reste à vérifier la convergence (2.1.45). Sous la condition (2.1.40) on a |rm| ≤
Cm−ζ où ζ = (ρ − α)/α et C dépend de c1, c2, α et ρ (voir [Pau03], Lemma). Donc en
prenant

n = N2ζ/(1+2ζ)−ε,m = N1/(1+2ζ)+ε

où ε est une constante suffisamment petite, on obtient
√
nrm → 0. ✷

En utilisant la Delta-method on obtient un théorème central limite ayant la forme plus
commode pour les applications.

Corollaire 2.1.11. Supposons que les hypothèses dans le théorème 2.1.10. sont toutes
remplies, alors

√
n

(
Sn

n− Sn

− α

)

(α+ 1)2

(
1

n

n∑

i=1

κ2
m,i −

(
1

n
Sn

)2
)1/2

⇒ N (0, 1). (2.1.49)

Remarque 12. En considérant (2.1.46) et (2.1.47) on obtient que la variance asymp-
totique de l’estimateur α̂N est α(α+1)2

α+2
. Cela signifie que les intervalles de confiance aug-

mentent avec α.

Démonstration: Prenons la fonction f(x) = x
1−x

, alors

Sn

n− Sn

− α = f

(
Sn

n

)
− f

(
α

α+ 1

)
= f ′(τn)

(
Sn

n
− α

α+ 1

)
(2.1.50)
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où τn est un réel positif compris entre Sn

n
et α

α+1
. La convergence (2.1.25) implique

τn
p.s.−−−→

N→∞

α

α+ 1
.

Puisque f ′(x) = 1
(1−x)2

est continue en α
α+1

, on a

f ′(τn)
p.s.−−−→

N→∞
f ′(

α

α+ 1
). (2.1.51)

Les convergences (2.1.43) et (2.1.51) et l’égalité (2.1.50) implique (2.1.49) ✷

Dans la suite on va discuter la normalité asymptotique de l’estimateur de la masse
totale défini par (2.1.30).

Théorème 2.1.12. Supposons que l’e.a. ξ satisfait la condition (2.1.40) avec ρ > α+ 1,
la quantité qm,i est définie par (2.1.29) avec n ∼ N r, 0 < r < 1. Choisissons

r =
3α− 4(ρ− 1) +

√
16(ρ− 1)2 − 8α(ρ− 1) − 7α2

2α
− ε, si ρ ≤ 11

8
α+ 1,

r =
1

2
− ε, si ρ >

11

8
α+ 1, (2.1.52)

où ε est une constante suffisamment petite. Alors dans deux cas

a) 0 < t <
αr

4
∧ 1 si α+ 1 < ρ ≤ 11

8
α+ 1 ou ρ ≥ 3

2
α+ 1,

b) 0 < t <
3α+ 2 − 2ρ

2
∧ 1 si

11

8
α+ 1 < ρ <

3

2
α+ 1,

(2.1.53)

on a
√
n

(
1

n

n∑

i=1

qt
m,i − Γ

(
1 − t

α

)
σ(S)t/α

)


 1

n

n∑

i=1

q2t
m,i −

(
1

n

n∑

i=1

qt
m,i

)2



1/2
⇒ N (0, 1). (2.1.54)

Remarque 13. Dans le cas où l’échantillon est issu d’une loi stable dans Rd, on a
ρ = 2α d’après le résultat de Fristedt (2.1.41). Les conditions du théorème sont satisfaites
si α > 1. En prenant n = N r, on a E

(
1
n

∑n
i=1 q

t
m,i − Γ

(
1 − t

α

)
σ(S)t/α

)
= o(n−1/2) =

o(N−r/2). Donc la vitesse de convergence d’estimateur dans L1 peut atteindre à N1/4−ε/2

si α > 8/5.

Démonstration: Notons Xm,i = qt
m,i, µm = Eqt

m,i, σ
2
m = Var(Xm,i) et rm = µm −

Γ(1 − t/α)σ(S)t/α. Ainsi la convergence (2.1.54) aura lieu si on a les trois relations sui-
vantes :

1√
n

n∑

i=1

(Xm,i − µm) ⇒ N (0, σ2) (2.1.55)
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1

n

n∑

i=1

X2
m,i −

(
1

n

n∑

i=1

Xm,i

)2

P−−−→
N→∞

σ2. (2.1.56)

et √
nrm → 0 (2.1.57)

D’après le lemme 2.1.5., les moments {EX4
m,i} sont uniformément bornés. On a donc

la convergence suivante

σ2
m := EX2

m,i − (EXm,i)
2 → σ2 = σ(S)2t/α(Γ(1 − 2t/α) − (Γ(1 − t/α))2), (2.1.58)

et la condition de Lindeberg, c’est-à-dire pour tout ε > 0

lim
n→∞

1

nσ2
m

n∑

i=1

∫

{|Xm,i−µm|>ε
√

nσm}
(Xm,i − µm)2dP

= lim
n→∞

1

σ2
m

∫

{|Xm,1−µm|>ε
√

nσm}
(Xm,1 − µm)2dP

≤ lim
n→∞

1

σ2
m

(E(Xm,1 − µm)4)1/2(P{|Xm,1 − µm| > ε
√
nσm})1/2

= 0.

La convergence (2.1.55) découle du théorème central limite appliqué au schéma triangu-
laire {Xm,i, 1 ≤ i ≤ n}. D’après la proposition 2.1.1. et le lemme 2.1.5., pour obtenir les
convergences suivantes

1

n

n∑

i=1

X2
m,i − EX2

m,i

p.s.−−−→
N→∞

0 (2.1.59)

et
1

n

n∑

i=1

Xm,i − µm
p.s.−−−→

N→∞
0, (2.1.60)

il suffit de prendre 0 < t < αr
4

. On en déduit

1

n

n∑

i=1

X2
m,i −

(
1

n

n∑

i=1

Xm,i

)2

− (EX2
m,i − µ2

m)
p.s.−−−→

N→∞
0,

en considérant (2.1.58) on obtient (2.1.56). Maintenant il reste à vérifier (2.1.57).

Lemme 2.1.13. Si ξ satisfait la condition (2.1.40) avec ρ > α+ 1 et 0 < t < 1, alors

|rm| ≤ Cm−ζ (2.1.61)

où ζ = min(1
2
, t+ρ−α−1

α
) et C ne dépend que de c1, c2, α, ρ et t.
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Démonstration: D’après la relation (2.1.40) si x est suffisamment grand on a

G(x) = c1x
−α + c2x

−ρ + o(x−ρ),

où c1 = σ(S). Il est possible d’écrire la fonction réciproque quand x est assez petit,

G−1(x) = σ(S)1/αx−1/α + bxs +O(xs+(ρ−α)/α) (2.1.62)

avec b = α−1c2σ(S)(1−ρ)/α et s = (ρ − α − 1)/α. On en déduit que pour δ > 0 petit et
0 < x < δ

G−1(x) − σ(S)1/αx−1/α = xs(b+O(x(ρ−α)/α)).

Choisissons δ tel que |O(x(ρ−α)/α)| ≤ |b| (cela nous donne δ = o(|b| α
ρ−α )), alors on peut

écrire
|G−1(x) − σ(S)1/αx−1/α| ≤ 2|b|xs. (2.1.63)

Notons
Rm+1

+ = {x̄ = (x1, . . . , xm+1) : xi ≥ 0, i = 1, . . . ,m+ 1},
Σm = x1 + · · · + xm,

A =

{
x̄ ∈ Rm+1

+ :
x1

Σm+1

≥ δ

}
, A∁ = Rm+1

+ \A,

où δ est choisi pour que (2.1.63) ait lieu. D’après sa définition et la relation (2.1.14) la
variable aléatoire qm,i = M

(1)
m,i/m

1/α est de loi

G−1

(
Γ1

Γm+1

)/
m1/α

alors

|rm| =

∣∣∣∣∣E
(
G−1

(
Γ1

Γm+1

))t/
mt/α − E

(
σ(S)

Γ1

)t/α
∣∣∣∣∣ ≤ I1 + I2 + I3 + I4, (2.1.64)

où

I1 =

∫

A

m−t/α

∣∣∣∣∣

(
G−1

(
x1

Σm+1

))t
∣∣∣∣∣ exp(−Σm+1)dx̄,

I2 =

∫

A∁

m−t/α

∣∣∣∣∣

(
G−1

(
x1

Σm+1

))t

−
(

x1

Σm+1

)−t/α

σ(S)t/α

∣∣∣∣∣ exp(−Σm+1)dx̄,

I3 =

∫

A∁

m−t/ασ(S)t/αx
−t/α
1

∣∣∣Σt/α
m+1 −mt/α

∣∣∣ exp(−Σm+1)dx̄,

et

I4 =

∫

A

σ(S)t/αx
−t/α
1 exp(−Σm+1)dx̄.

Puisque dans A on a G−1(x1/Σm+1) ≤ G−1(δ), ainsi pour tout τ1 > 0 (qui sera choisi plus
tard)

I1 ≤ m−t/α(G−1(δ))tP

{
Γ1

Γm+1

≥ δ

}
≤ m−t/αC1E

(
Γ1

Γm+1

)τ1

(2.1.65)
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où C1 = (G−1(δ))tδ−τ1 . De même manière, on a pour tout τ2 > 0,

I4 ≤ σ(S)t/α(EΓ
−2t/α
1 )1/2

(
P

{
Γ1

Γm+1

≥ δ

})1/2

≤ C2E

(
Γ1

Γm+1

)τ2

(2.1.66)

où C2 = σ(S)t/α(Γ(1 − 2t/α))1/2δ−τ2 . La fonction f(x) = xt, 0 < t < 1 est Lipschitz
continue sur [0, δ). En considérant (2.1.63) on a

I2 ≤
∫

A∁

m−t/αC3

∣∣∣∣∣G
−1

(
x1

Σm+1

)
−
(

x1

Σm+1

)−1/α

σ(S)1/α

∣∣∣∣∣ exp(−Σm+1)dx̄

≤ 2|b|C3m
−t/α

∫

A∁

(
x1

Σm+1

)s

exp(−Σm+1)dx̄

≤ 2|b|C3m
−t/αE

(
Γ1

Γm+1

)s

(2.1.67)

où C3 = t(min(G−1(δ), δ−1/ασ(S)1/α))t−1. Il est connu (voir par exemple [Bre68]) que le

v.a. m-dimensionnel

(
Γ1

Γm+1

, . . . ,
Γm

Γm+1

)
a la même densité que le vecteur des statistiques

d’ordre des variables aléatoires uniformes sur [0, 1). En particulier la variable aléatoire
Γ1

Γm+1

a la densité suivante (on suppose que m ≥ 2)

g(x) =

{
m(1 − x)m−1, si 0 ≤ x ≤ 1,
0, sinon.

Donc

E

(
Γ1

Γm+1

)s

= m

∫ 1

0

xs(1 − x)m−1dx = mB(s+ 1,m) ≤ 4Γ(s+ 1)m−s. (2.1.68)

Par l’inégalité de Cauchy Schwarz on a

I3 ≤ m−t/ασ(S)t/α(EΓ
−2t/α
1 )1/2(E(Γt/α

m −mt/α)2)1/2. (2.1.69)

Il reste à évaluer

E(Γt/α
m −mt/α)2 =

Γ(m+ 1 + 2t/α)

Γ(m+ 1)
− 2mt/α Γ(m+ 1 + t/α)

Γ(m+ 1)
+m2t/α.

En utilisant l’approximation de la fonction gamma

Γ(x) =
√

2πxx−1/2e−x

(
1 +

1

12x
+

1

288x2
+ o

(
1

x2

))
, x→ ∞,

on obtient

E(Γt/α
m −mt/α)2 = Am(m+1+2t/α)2t/αH1−2Bmm

t/α(m+1+t/α)t/αH2+m
2t/α, (2.1.70)
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où

Am =

(
1 +

2t/α

m+ 1

)m+1(
1 +

2t/α

m+ 1

)−1/2

e−2t/α,

Bm =

(
1 +

t/α

m+ 1

)m+1(
1 +

t/α

m+ 1

)−1/2

e−t/α,

H1 = 1 − t

6αm2
+ o

(
1

m2

)
et H2 = 1 − t

12αm2
+ o

(
1

m2

)
. (2.1.71)

Par un calcul simple on obtient les développements suivants

Am = 1 −
(
t

α
+

2t2

α2

)
1

m+ 1
+ o

(
1

m

)
, (2.1.72)

Bm = 1 −
(
t

2α
+

t2

2α2

)
1

m+ 1
+ o

(
1

m

)
. (2.1.73)

En considérant (2.1.70) (2.1.71) (2.1.72) et (2.1.73) on a

E(Γt/α
m −mt/α)2 =

t2

α2
m2t/α−1 + o(m2t/α−1).

Ainsi on déduit de (2.1.69) qu’il existe une constante positive C4 telle que

I3 ≤ C4m
−1/2. (2.1.74)

En considérant les estimations (2.1.65)-(2.1.74) et en choisissant τ1 = (ρ − α − 1)/α
et τ2 = (t + ρ − α − 1)/α dans (2.1.65) et (2.1.66), on obtient l’estimation (2.1.61) avec
C = C(α, ρ, c1, c2, t). Le lemme est prouvé. ✷

Ayant l’estimation de rm, et en prenant n ∼ N r avec r < 2ζ
1+2ζ

on obtient
√
nrm → 0.

D’après un calcul simple on obtient les relations (2.1.52) et (2.1.53). ✷

Maintenant nous considérons les propriétés asymptotiques de l’estimateur σ̂N défini
dans le Théorème 2.1.8.. On est toujours sous l’hypothèse que ξ appartient au domaine
d’attraction normale d’une loi StαS. On présente maintenant une relation plus forte :
∀B ∈ B(S) tel que σ(∂B) = 0,

P

{
ξ

‖ξ‖ ∈ B, ‖ξ‖ > x

}
= σ(B)x−α + Cx−ρ + o(x−ρ) quand x→ ∞, (2.1.75)

où ρ > α > 0. Remarquons que cette condition implique les conditions (1.1.6) et (2.1.40).
Notons σ(B) = b, 1IB(θm,i) = ηm,i, i = 1, 2, . . . , n. Alors

Zn = σ̂N(B) − σ(B) =
1

n

n∑

i=1

(ηm,i − σ(B)),

√
nZn =

1√
n

n∑

i=1

(ηm,i − σ(B)) =
1√
n

n∑

i=1

(ηm,i − Eηm,1) +
√
n(Eηm,1 − σ(B)),
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Un =
1√
n

n∑

i=1

(ηm,i − Eηm,1), rm = Eηm,1 − σ(B).

On pose

TN =

√
nZn

 1

n

n∑

i=1

η2
m,i −

(
1

n

n∑

i=1

ηm,i

)2



1/2
,

alors le résultat de propriété asymptotique de σ̂N peut être écrit comme suit :

Théorème 2.1.14. Si ξ satisfait la condition (2.1.75) et

n = N2ζ/(1+2ζ)−ε, m = N1/(1+2ζ)+ε,

où ζ = min(ρ−α
α
, 1) et ε est une constante strictement positive et arbitrairement petite,

alors

TN ⇒ N (0, 1). (2.1.76)

Remarque 14.

1) Si on écrit tout simplement
√
nZn dans le côté gauche de (2.1.76), la variance de la

loi limite devient σ(B)(1 − σ(B)) qui dépend d’un paramètre inconnu σ(B).

2) Rappelons qu’il y a une expansion asymptotique (2.1.41) pour la distribution stric-
tement α-stable dans Rd, c’est-à-dire ρ = 2α [Fri72]. Dans ce cas on prend n =
N2/3−ε,m = N1/3+ε, donc la vitesse de convergence de σ̂N(B) dans L1 est proche
de N1/3.

Démonstration: Notons c2 = b(1− b). Pour prouver (2.1.76) il suffit de montrer les
relations suivantes :

Un
D−−−→

N→∞
N (0, c2), (2.1.77)

√
nrm → 0, (2.1.78)

1

n

n∑

i=1

η2
m,i −

(
1

n

n∑

i=1

ηm,i

)2

P−−−→
N→∞

c2. (2.1.79)

Puisque 0 < 1IB(θm,i) ≤ 1, les moments E|1IB(θm,i) − E1IB(θm,i)|k sont uniformément
bornés pour tout k > 0. De manière similaire à (2.1.48) on a la condition de Lindeberg
pour le schéma triangulaire {1IB(θm,i) − E1IB(θm,i)} dont la variance est

c2m := E(ηm,1 − Eηm,1)
2 = Eη2

m,1 − (Eηm,1)
2 = b+ rm − (b+ rm)2 → c2,

si on a (2.1.78). La relation (2.1.77) découle du théorème central limite appliqué au schéma
triangulaire {1IB(θm,i) − E1IB(θm,i)}.
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Il est facile de voir qu’en appliquant le lemme 2.1.1. on a (2.1.79). Afin de prouver le
théorème, il reste à établir la relation (2.1.78). En fait, on a |rm| ≤ Cmax(m−1,m−(ρ−α)/α)
d’après le lemme suivant. En prenant une constante positive arbitrairement petite ε et

n = N
2ζ

1+2ζ
−ε, m = N

1
1+2ζ

+ε,

on obtient
√
nrm → 0, le théorème est prouvé. ✷

Lemme 2.1.15. Si la condition (2.1.75) est satisfaite, alors

|rm| ≤ Cmax(m−1,m−(ρ−α)/α). (2.1.80)

Démonstration: Pour prouver (2.1.80), il suffit de montrer que

P{θm,i ∈ B} = σ(B) +Rm, (2.1.81)

avec le résiduel Rm = O(max(m−1,m−(ρ−α)/α)). Notons

Gm(x) = P

{
max

1≤i≤m−1
‖ξi‖ ≤ x

}
.

En utilisant la définition de θm,i, il n’est pas difficile de voir que

P{θm,i ∈ B} = m

∫ ∞

0

P

{
ξ1

‖ξ1‖
∈ B, ‖ξ1‖ > r

}
Gm(dr).

Notons G̃m(x) = Gm(xm1/α). L’hypothèse (2.1.75) implique (rappelons que σ(S) = 1)
pour s assez grand,

P{‖ξ‖ > s} = s−α + Cs−ρ + o(s−ρ). (2.1.82)

Ainsi, il est facile de voir la relation

lim
m→∞

G̃m(x) = G0(x) =

{
exp(−x−α), x > 0,
0, x ≤ 0.

En utilisant (2.1.75) et le fait que
∫∞

0
y−αdG0(y) = 1, on a (2.1.81) avec Rm =

∑4
i=1Rm,i,

où

Rm,1 = m

∫ s

0

P

{
ξ1

‖ξ1‖
∈ B, ‖ξ1‖ > r

}
dGm(r),

Rm,2 = −σ(B)

∫ s′

o

y−αdG0(y),

Rm,3 = σ(B)

∫ ∞

s′
y−αd(G̃m(y) −G0(y)),

Rm,4 = Cm−(ρ−α)/α

∫ ∞

s′
y−ρdG̃m(y).
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Ici s′ = sm−1/α et nous allons choisir s plus tard. Il est facile de voir que

Rm,1 ≤ m(1 − P{‖ξ1‖ > s})m = m(1 − hm−1)m ≤ me−
1
2
h,

où h = h(m, s) = mP{‖ξ1‖ > s} ≥ 1
2
ms−α. Nous avons utilisé (2.1.82) pour la dernière

inégalité. Alors, si on choisit

s =
( m

K lnm

)1/α

,

avec K suffisamment grand, on obtient

Rm,1 = o(m−1). (2.1.83)

Un calcul simple nous donne
Rm,2 = o(m−1). (2.1.84)

Le terme résiduel principal est Rm,3. Pour estimer ce terme on doit estimer d’abord la
différence G̃m(y) − G0(y). Un développement assez simple de la fonction logarithmique
donne une estimation suffisante pour nous.

Lemme 2.1.16. Soient ξi, i ≥ 1 les e.a. i.i.d. satisfaisant la condition (2.1.82). Alors
pour y > cm−1/α

|G̃m(y) −G0(y)| ≤ C(α, ρ) exp(−y−α)(m−(ρ−α)/αy−ρ +m−1y−2α) (2.1.85)

et
sup

y
|G̃m(y) −G0(y)| = C(α, ρ) max(m−1,m−(ρ−α)/α). (2.1.86)

Démonstration: Pour prouver (2.1.85) on écrit

ln G̃m(y) = m ln(1 − P{‖ξ1‖ > m1/αy}),

puis on utilise (2.1.82) et l’expansion de la fonction logarithmique. Après un calcul assez
simple, on obtient (2.1.85). Puisque pour 0 < y < cm−1/α, les termes G̃m(y) et G0(y) ont
de l’ordre o(m−1), la relation (2.1.86) vient de (2.1.85). Le lemme est prouvé. ✷

Maintenant on peut estimer le terme Rm,3. En intégrant par partie on obtient

|Rm,3| = σ(B)(R
(1)
m,3 +R

(2)
m,3), (2.1.87)

où
R

(1)
m,3 = s′−α|G̃m(s′) −G0(s

′)|,

R
(2)
m,3 = α

∫ ∞

s′
|G̃m(y) −G0(y)|y−α−1dy.

Comme s′ = (K lnm)−1/α > Cm−1/α, on peut utiliser (2.1.85) pour estimer les deux
quantités R(i)

m,3, i = 1, 2. Par quelques calculs simples, on a

R
(1)
m,3 = o(m−1),
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R
(2)
m,3 ≤ C(α, ρ) max(m−1,m−(ρ−α)/α).

De façon similaire on estime Rm,4 :

Rm,4 = Cm−(ρ−α)/α

∫ ∞

s′
y−ρdG̃m(y) = Cm−(ρ−α)/α(R

(1)
m,4 +R

(2)
m,4), (2.1.88)

où

R
(1)
m,4 =

∫ ∞

s′
y−ρdG0(y),

R
(2)
m,4 =

∫ ∞

s

y−ρd(G̃m(y) −G0(y)).

Il est facile de voir que
R

(1)
m,4 ≤ C(α, ρ) (2.1.89)

et R(2)
m,4 peut être estimé de façon similaire à Rm,3 :

R
(2)
m,4 ≤ C(α, ρ) max(m−1,m−(ρ−α)/α). (2.1.90)

En collectionnant les estimations (2.1.83), (2.1.84), et (2.1.87)-(2.1.90) on obtient (2.1.80).
✷

Un résumé des résultats principaux des estimateurs α̂N σ̂(S)N et σ̂N peut être trouvé
dans l’annexe A.

2.2 Estimation de la densité de mesure spectrale

Dans cette section nous supposons que la mesure spectrale σ est normalisée, i.e. σ(S) =
1, et absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue λ avec la densité p.
On considère le problème d’estimation de la densité de la mesure spectrale à partir de
l’échantillon ξ1, . . . , ξN .

Rappelons d’abord les propriétés d’estimateur σ̂n présentées dans la sous-section 2.1.2
(voir aussi l’annexe A) :

(Lemme 2.1.7., Corollaire 2.1.9.) Si ξ satisfait la condition de régularité alors pour
chaque i on a

θmi ⇒ σ, m→ ∞ (2.2.1)

et
σ̂n

p.s.⇒ σ, n→ ∞. (2.2.2)

L’estimateur naturel de p est

p̂k,n(x) =
k∑

i=1

σ̂n(Ak,i)

λ(Ak,i)
1IAk,i

(x) (2.2.3)

où Ak = {Ak,i, i = 1, . . . , k} est une partition de la sphère unité telle que σ(∂Ak,i) = 0
pour tout i et le diamètre maximal de Ak,i, noté dk, tend vers 0 quand k → ∞.
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Lemme 2.2.1. Soit p la densité de loi σ, p̂k,n l’estimateur de p défini par (2.2.3). Alors
pour x un point de continuité de p on a

lim
k→∞

lim
n→∞

|p̂k,n(x) − p(x)| = 0, p.s.. (2.2.4)

Démonstration: Notons Ak,i(x) l’ensemble dans la partition Ak et i(x) l’indice i tel
que x ∈ Ak,i(x). On a

|p̂k,n(x) − p(x)| =
1

λ(Ak,i(x))
|σ̂n(Ak,i(x)) − λ(Ak,i(x))p(x)|

≤ 1

λ(Ak,i(x))
|σ̂n(Ak,i(x)) − σ(Ak,i(x))|

+

∣∣∣∣
σ(Ak,i(x))

λ(Ak,i(x))
− p(x)

∣∣∣∣
= I1 + I2. (2.2.5)

D’après (2.2.2) pour k fixé, quel que soit ε > 0, ∃n(k) tel que pour tout n > n(k)

I1 =
1

λ(Ak,i(x))
|σ̂n(Ak,i(x)) − σ(Ak,i(x))| < ε, p.s.. (2.2.6)

Puisque x est un point de continuité de p, si k est suffisamment grand on a

I2 < ε. (2.2.7)

Les inégalités (2.2.5), (2.2.6) et (2.2.7) impliquent (2.2.4). ✷

Remarque 15. L’ordre de deux limites dans la convergence (2.2.4) est important.
Considérons pour n fixé

p̂k,n(x) =
σ̂n(Ak,i(x))

λ(Ak,i(x))
=

n∑
j=1

1IAk,i(x)
θmj

nλ(Ak,i(x))
.

La variable aléatoire X =
n∑

j=1

1IAk,i(x)
θmj est de loi binomiale de paramètres n et σm(Ak,i(x))

où σm représente la loi de θmi. Quel que soit ε > 0 on peut trouver une suite des partitions
Ak telle que pour k suffisamment grand nλ(Ak,i(x))ε < 1 et σm(A∁

k,i(x)) > (1 − k−1−ε)1/n.
Ainsi

P{p̂k,n(x) > ε} = P{X > nλ(Ak,i(x))ε} = 1 − (1 − σm(Ak,i(x)))
n ≤ k−1−ε.

On en déduit pour n fixé
lim
k→∞

p̂k,n(x) = 0, p.s., (2.2.8)

donc
lim

n→∞
lim
k→∞

p̂k,n(x) = 0, p.s..



74 Estimation des paramètres des lois à queue régulière

La convergence (2.2.8) signifie que pour le nombre des points du support de σ̂n fixé,
la densité estimée tend vers zéro presque partout quand on augmente le nombre des
ensembles de la partition. En effet cet estimateur est l’histogramme des points du support
de σ̂n.

Avant de présenter l’estimation de la densité de σ par la méthode de noyau, on discute
d’abord les propriétés de la densité des v.a. i.i.d. θmi.

2.2.1 Convergence de la densité de θmi

Proposition 2.2.1. Soient ξ1, . . . , ξN des v.a. i.i.d. dans Rd. Si la loi des ξi est absolu-
ment continue par rapport à la mesure de Lebesgue λ, alors la loi des v.a. i.i.d. θmi est
absolument continue par rapport à λ.

Démonstration: Soient ξ1, . . . , ξm des v.a. i.i.d. dans le premier paquet Gm1 de la
partition de l’échantillon. Notons Rd×m = Rd × · · · ×Rd, le produit de m fois l’espace Rd,
Πm l’ensemble des permutations sur {1, . . . ,m}. Le v.a. θm1 peut être exprimé par

θm1 =
ξπ(1)

‖ξπ(1)‖
, (2.2.9)

où π est l’élément dans Πm tel que ‖ξπ(1)‖ ≥ ‖ξπ(2)‖ ≥ · · · ‖ξπ(m)‖.
L’élément dans Rd×m est noté par x = (x1, . . . , xm) avec xi ∈ Rd. Définissons les

ensembles
E = {x | ‖x1‖ > ‖x2‖ > · · · > ‖xm‖, x ∈ Rd×m},

Eπ = {x | ‖xπ(1)‖ > ‖xπ(2)‖ > · · · > ‖xπ(m)‖, x ∈ Rd×m}, π ∈ Πm.

L’ensemble Eπ est un cône, c’est-à-dire ∀a > 0, ∀x ∈ Eπ, on a ax ∈ Eπ. Il est clair que
Card(Πm) = m! et

Rd×m =

( ⋃

π∈Πm

Eπ

)⋃
∆

où ∆ est un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. Définissons les applications

fπ : Eπ → E

(x1, . . . , xm) 7→ (xπ(1), . . . , xπ(m)),

g : Rd×m → Rd

(x1, . . . , xm) 7→ x1,

et

h : Rd → Sd−1

x 7→ x

‖x‖ .

Par l’indépendance, le m-uplet (ξ1, . . . , ξm) a la densité pm par rapport à λm dans l’espace
Rd×m. Donc (ξ1, . . . , ξm) ∈ ⋃

π∈Πm

Eπ, λm-p.p.. D’après la définition de θm1 (2.2.9) on a

θm1 = h ◦ g ◦ fπ(ξ1, . . . , ξm), λm − p.p.. (2.2.10)
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Si x,y ∈ Eπ et ax + by ∈ Eπ avec a, b les nombres réels, alors fπ(ax + by) = afπ(x) +
bfπ(y). Cela signifie que l’application fπ est linéaire dans Eπ. On en déduit que la loi
de fπ(ξ1, . . . , ξm) est absolument continue par rapport à λ de densité notée qm. Ainsi la
densité du v.a. g ◦ fπ(ξ1, . . . , ξm) est la densité marginale de qm, notée q.

Notons x = (θ, r) la décomposition polaire d’un vecteur dans Rd. Soit X le v.a. dans
Rd de densité q. En notant Y = X

‖X‖ , on a pour toute fonction f positive définie sur Sd−1

Ef(Y ) =

∫

Rd

f

(
x

‖x‖

)
q(x)dx

=

∫

Sd−1

∫ ∞

0

f(θ)rd−1q(θ, r)drdθ

=

∫

Sd−1

f(θ)

∫ ∞

0

rd−1q(θ, r)drdθ. (2.2.11)

Les égalités (2.2.10), (2.2.11) et la linéarité de fπ impliquent l’existence de la densité de
θm1. ✷

Notons la loi de θm1 par σm, la densité de θm1 par pm. On va montrer que sous la

condition (FVR) (voir (2.2.14)) on a pm
L1−→ p quand m→ ∞.

On associe aux v.a. ξ1, . . . , ξm le processus empirique

βm =
m∑

i=1

δξi/bm ,

où {bm} est une suite de constantes de normalisation telle que bm → ∞. Rappelons que
la condition de variation régulière (1.1.6) est équivalente à la convergence

βm ⇒ πα,σ, m→ ∞,

où πα,σ est le processus ponctuel poissonnien de mesure de contrôle

mα = µα × σ,

où µα est une mesure σ-finie sur (0,∞) de densité dµa(x)/dλ(x) = αx−1−α. Notons F la
loi de ξi. En notant

µm(A) = mF (bmA), A ∈ B(Rd\{0}), (2.2.12)

la condition (1.1.6) peut être écrite sous la forme suivante

µm((r,∞) ×B) → mα((r,∞) ×B), m→ ∞, (2.2.13)

pour tout B ∈ B(Sd−1) avec σ(∂B) = 0 et ∀r > 0.
Soit µ une mesure définie sur Rd, A l’ensemble borélien dans Rd. La notation µ|A

représente la restriction de la mesure µ sur A. On présente une condition appelée la
condition forte de variation régulière (FVR) :

Pour la mesure µm définie par (2.2.12), la convergence en variation a lieu sur B(0, ε)∁,
si ∀ε > 0

µm|B(0,ε)∁

var−→ mα|B(0,ε)∁ , (2.2.14)
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où B(0, ε) est la boule ouverte de centre 0 et de rayon ε dans Rd.

Remarque 16. La condition (2.2.14) entraîne la condition (2.2.13). En effet (2.2.14)
implique une convergence plus faible

mF (bmA) → mα(A), A ∈ B(B(0, ε)∁).

Remarque 17. Il est bien connu, voir [Rei93], que la condition (2.2.14) est équi-
valente à la convergence forte des lois des restrictions des processus βm : pour chaque
D ⊂ B(0, r)∁

Lβm|D

var−→ LΠα|D
. (2.2.15)

Théorème 2.2.2. Soit ξ1, . . . , ξm des v.a. i.i.d. dans Rd de loi F . Si F vérifie la condition
(FVR), alors

pm
L1−→ p, m→ ∞, (2.2.16)

où p est la densité de la mesure spectrale σ, pm est la densité de θm1.

Démonstration: Notons η un v.a. dans Sd−1 de loi σ. Pour montrer (2.2.16) il suffit
de montrer

‖Lθm1 − Lη‖var −−−→
n→∞

0. (2.2.17)

Rappelons que le processus ponctuel poissonnien πα,σ peut être représenté en loi comme
suit :

πα,σ
L
=
∞∑

i=1

δ
Γ
−1/α
i ǫi

,

où ǫi sont des v.a. i.i.d. sur Sd−1 de loi σ et Γi =
∑i

j=1 λj où λj sont des variables i.i.d.
de loi exponentielle standard, les suites de v.a. {ǫi} et {λj} sont indépendantes.

Notons Y1 et Zm1 les éléments dont la norme est la plus grande dans la configuration
de πα,σ et de βm, i.e.

Y1 = Γ
−1/α
1 ǫ1, Zm1 = ξm1/bm.

Pour tout ε > 0 notons les ensembles

Dε = {Γ−1/α
1 ǫ1,Γ

−1/α
2 ǫ2, . . .} ∩B(0, ε)∁,

Dε,m = {ξm1/bm, . . . , ξmm/bm} ∩B(0, ε)∁.

Les éléments dont la norme est la plus grande dans les restrictions des processus πα,σ et
βm sont notés respectivement par

Y ε
1 =

{
Y

∣∣∣∣ ‖Y ‖ = max
Yi∈Dε

(‖Yi‖), Y ∈ Dε

}
,

Zε
m1 =

{
Z

∣∣∣∣ ‖Z‖ = max
Zi∈Dε,m

(‖Zi‖), Z ∈ Dε,m

}
.
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Ainsi

‖LY ε
1
− LY1‖var ≤ 2P{Y1 6= Y ε

1 } = 2P{Γ−1/α
1 ≤ ε} = 2 exp(−ε−α). (2.2.18)

D’après le lemme 2.1.3. on a

‖LZε
m1

− LZm1‖var ≤ 2P{‖Zm1‖ ≤ ε} −−−→
m→∞

2P{‖Y1‖ ≤ ε} = 2 exp(−ε−α). (2.2.19)

La condition de (FVR) donne la convergence

‖LZε
m1

− LY ε
1
‖var −−−→

m→∞
0. (2.2.20)

En considérant les inégalités (2.2.18)-(2.2.20) on a

‖LY1 − LZm1‖var ≤ ‖LY ε
1
− LY1‖var + ‖LZε

m1
− LZm1‖var + ‖LZε

m1
− LY ε

1
‖var,

d’où
‖LY1 − LZm1‖var −−−→

n→∞
0,

ce qui implique (2.2.17). ✷

2.2.2 Estimation de la densité de σ par la méthode de noyau

Il y a beaucoup d’études concernant l’estimation non-paramétrique de la fonction de
densité de probabilité d’un v.a. directionnel par la méthode de noyau. On considère l’es-
timateur de noyau proposé dans [BRRZ88],

p̂n(x; y1, . . . , yn) =
C(hn)

nhd−1
n

n∑

i=1

K

(
1 − xTyi

h2
n

)
, x, yi ∈ Sd−1, (2.2.21)

où hn > 0, C(hn) > 0, K(·) est une fonction non-négative définie sur [0,∞) telle que

hd−1
n

C(hn)
=

∫

Sd−1

K

(
1 − xTy

h2
n

)
λ(dy). (2.2.22)

Ici cette intégrale est indépendante de x. En utilisant le résultat (2.2.2) dans [Wat83] page
11, l’intégrale (2.2.22) peut être écrite comme

(C(hn))−1 =
2π

d−1
2

Γ(d−1
2

)

∫ 2

h2
n

0

K(v)v
d−3
2 (2 − vh2

n)
d−3
2 dv.

Si hn −−−→
n→∞

0 et

(C1) 0 <

∫ ∞

0

K(v)v
d−3
2 dv <∞

alors d’après le théorème de convergence dominée

lim
n→∞

(C(hn))−1 =
(2π)

d−1
2

Γ(d−1
2

)

∫ ∞

0

K(v)v
d−3
2 dv. (2.2.23)
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Quelques exemples de densité de noyau sont

K(v) = e−v (loi de Von Mises),

K(v) =

{
1 si v < 1
0 sinon

(loi uniforme).

Soit η1, . . . , ηn des v.a. i.i.d. de loi σ. Notons l’estimateur défini par (2.2.21) avec yi = ηi

par
p̂n(x; η). (2.2.24)

Alors p̂n(x; η) est un estimateur de la densité de σ. Nous résumons des résultats connus
sur l’estimateur p̂n(x; η) présentés dans [BRRZ88]. Nous commençons par énoncer des
conditions sur K(·) et {hn},

(C2) K est bornée sur [0,∞),

(C3) lim
v→∞

K(v)v
d−1
2 = 0,

(C4) lim
n→∞

hn = 0,

(C5) nhd−1
n / log n −−−→

n→∞
∞,

(C6) nhd−1
n −−−→

n→∞
∞.

Les propriétés de p̂n(x; η) sont les suivantes :
• (Lemma 5. [BRRZ88]) Si les conditions (C1)-(C4) sont remplies alors pour x un

point de continuité de p
|Ep̂n(x; η) − p(x)| −−−→

n→∞
0. (2.2.25)

• (Theorem 1. [BRRZ88]) Si les conditions (C1)-(C5) sont remplies alors pour x un
point de continuité de p

p̂n(x; η)
p.s.−−−→

n→∞
p(x). (2.2.26)

• (Theorem 2. [BRRZ88]) Si les conditions (C1), (C4) et (C5) sont remplies, p est
continue sur Sd−1 et K est intégrable au sens de Riemann sur tout intervalle fini
dans [0,∞) avec

∫ ∞

0

sup{K(u) | |√u−√
v| < 1}v d−3

2 dv <∞, (2.2.27)

alors
sup

x
|p̂n(x; η) − p(x)| p.s.−−−→

n→∞
0. (2.2.28)

• (Theorem 3. [BRRZ88]) Si les conditions (C2), (C4) et (C6) sont remplies alors

∫

Sd−1

|p̂n(x; η) − p(x)|λ(dx)
p.s.−−−→

n→∞
0. (2.2.29)

La difficulté dans notre cas est que l’échantillon θm1, . . . , θmn sur lequel on estime la
densité de σ n’est pas de loi σ. Les convergences de la loi et de la densité de θmi sont données
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par (2.2.1) et (2.2.16). Dans cette sous-section on discute les propriétés de l’estimation de
la densité de σ à partir des v.a. θmi, i = 1, . . . , n.

Notons
p̂n(x; θ), (2.2.30)

l’estimateur de p défini par (2.2.21) avec yi = θmi. Pour simplifier la notation, on utilise
θni au lieu de θmi car m dépend de n. Pour montrer les consistances de l’estimateur on a
besoin de quelques lemmes.

Lemme 2.2.3. Soient ξi, . . . , ξn des variables aléatoires indépendantes telles que E(ξi) =
0 et Var(ξi) = σ2

i , i = 1, . . . , n. Si il existe une constante positive b telle que P{|ξi| ≤ b} =
1, i = 1, . . . , n, alors quel que soit ε > 0 et pour tout n, on a

P

{∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

ξi

∣∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤ 2 exp

(
− nε2

2σ2 + bε

)
, (2.2.31)

où σ2 = n−1(σ2
1 + · · · + σ2

n).

Pour la démonstration voir [Hoe63]. Le lemme suivant est une généralisation du Lemma
3. dans [Dev83].

Lemme 2.2.4. (L’inégalité de loi multinomiale). Soit (X1, . . . , Xk) un v.a. de loi mul-
tinomiale (n, pn1, . . . , pnk). Pour tout ε ∈ (0, 1) et pour tout k tel que k/n ≤ ε2/20, on
a

P

{
k∑

i=1

|Xi − EXi| > nε

}
≤ 3 exp

(
−nε

2

25

)
. (2.2.32)

Démonstration: D’après le Lemme 3 dans [Dev83], si (X1, . . . , Xk) est de loi mul-
tinomiale (n, p1, . . . , pk), on a (2.2.32). Remarquons que le terme de droite de l’inégalité
(2.2.32) ne dépend pas de pi. Donc ce résultat peut être généralisé directement dans notre
cas. ✷

Soient ξ1, . . . , ξN des v.a. i.i.d. suivant la loi F à queue régulière de mesure spectrale
σ. Supposons que σ est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue avec la
densité p.

Lemme 2.2.5. Si la loi F vérifie la condition (FVR) et que les conditions (C1)-(C4)
sont remplies, alors pour x un point de continuité de p on a

|Ep̂n(x; θ) − p(x)| −−−→
n→∞

0, (2.2.33)

où p̂n(x; θ) est l’estimateur de p défini par (2.2.30).
Si p est continue sur Sd−1, alors

sup
x

|Ep̂n(x; θ) − p(x)| −−−→
n→∞

0. (2.2.34)
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Démonstration: En notant la loi de θni par σn, et

Kn(x) =
C(hn)

hd−1
n

K(x),

on a

|Ep̂n(x; θ) − p(x)| ≤ |Ep̂n(x; θ) − Ep̂n(x; η)| + |Ep̂n(x; η) − p(x)|
= R1 +R2.

D’après (2.2.25), R2 converge vers 0 quand n→ ∞. On ne considère que le terme R1.
D’après la condition (C2) ∃M < ∞ tel que K(x) < M, ∀x ∈ [0,∞). Pour chaque n

définissons une suite de constantes croissante {ai, i = 0, . . . , n} par

a0 = 0, ai+1 = ai +
M

n
, i = 0, . . . , n− 1.

En notant In,i = K−1( hd−1
n

C(hn)
[ai, ai+1)), i = 0, . . . , n− 1 on construit la fonction en escaliers

K∗n(x) =
n−1∑

i=0

ai1IIn,i
(x).

Alors on a 0 ≤ Kn(x) −K∗n(x) < M/n. Considérons

R1 =

∣∣∣∣
∫

Sd−1

Kn

(
1 − xTy

h2
n

)
σn(dy) −

∫

Sd−1

Kn

(
1 − xTy

h2
n

)
σ(dy)

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫

Sd−1

Kn

(
1 − xTy

h2
n

)
−K∗n

(
1 − xTy

h2
n

)
σn(dy)

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫

Sd−1

K∗n

(
1 − xTy

h2
n

)
σn(dy) −

∫

Sd−1

K∗n

(
1 − xTy

h2
n

)
σ(dy)

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫

Sd−1

K∗n

(
1 − xTy

h2
n

)
−Kn

(
1 − xTy

h2
n

)
σ(dy)

∣∣∣∣
= R11 +R12 +R13.

Il est clair que R11 < M/n et R13 < M/n. Notons

∆n,i(x) =

{
y

∣∣∣∣
1 − xTy

h2
n

∈ In,i, y ∈ Sd−1

}
.

On a

R12 =

∣∣∣∣∣
n−1∑

i=0

ai(σn(∆n,i(x)) − σ(∆n,i(x)))

∣∣∣∣∣

≤ M
n−1∑

i=0

|σn(∆n,i(x)) − σ(∆n,i(x))|

≤ M‖σn − σ‖var.
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D’après le théorème 2.2.2., ‖σn−σ‖var → 0, ce qui complète la démonstration de (2.2.33).
La convergence (2.2.34) peut être prouvée de manière similaire si p est continue. ✷

On considère d’abord la consistance forte de p̂n(x; θ) pour les points fixés.

Théorème 2.2.6. Si la loi F vérifie la condition (FVR) et que les conditions (C1)-(C5)
sont remplies, alors pour x un point de continuité de p

p̂n(x; θ)
p.s.−−−→

n→∞
p(x). (2.2.35)

Démonstration: D’après le lemme 2.2.5. on a

lim
n→∞

Ep̂n(x; θ) = p(x).

Alors pour avoir la convergence (2.2.35) il suffit de montrer que

|p̂n(x; θ) − Ep̂n(x; θ)| p.s.−−−→
n→∞

0. (2.2.36)

D’après la condition (C2) ∃M < ∞ tel que K(x) < M,∀x ∈ [0,∞). La loi de θni est
notée par σn. Notons

ξi =
C(hn)

hd−1
n

(
K

(
1 − xT θni

h2
n

)
− EK

(
1 − xT θni

h2
n

))

alors les variables aléatoires ξ1, . . . , ξn sont i.i.d. et

Eξi = 0, |ξi| ≤ 2h1−d
n C(hn)M,

Eξ2
i ≤ C2(hn)

h
2(d−1)
n

∫

Sd−1

K2

(
1 − xTy

h2
n

)
σn(dy)

≤ MC2(hn)

h
2(d−1)
n

∫

Sd−1

K

(
1 − xTy

h2
n

)
σn(dy).

D’après (2.2.23) et le lemme 2.2.5., on peut trouver les constantes a > 0 et a(x) > 0 telles
que

|ξi| ≤ ah1−d
n , Eξ2

i ≤ a(x)h1−d
n .

D’après le lemme 2.2.3.

P{|p̂n(x; θ) − Ep̂n(x; θ)| ≥ ε} = P

{∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

ξi

∣∣∣∣∣ ≥ ε

}

≤ 2 exp

(
− nε2

2a(x)h1−d
n + ah1−d

n ε

)

= 2 exp

(
− nhd−1

n ε2

2a(x) + aε

)
.
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D’après la condition (C5)

∞∑

n=1

P{|p̂n(x; θ) − Ep̂n(x; θ)| ≥ ε} <∞,

ceci implique (2.2.36). ✷

Ensuite nous établissons la consistance forte de p̂n(x, θ) dans la norme L1 sous certaines
conditions.

Théorème 2.2.7. Supposons que les conditions (C1), (C4) et (C6) sont remplies. Sup-
posons aussi que les densités pn de θni sont équicontinues, c’est-à-dire

sup
n
ωpn(δ) → 0, δ → 0, (2.2.37)

où ωpn(δ) = sup
|x−y|≤δ

|pn(x) − pn(y)|.

Alors pour ε > 0 donné, il existe une constante c > 0 telle que

P

{∫

Sd−1

|p̂n(x; θ) − pn(x)|λ(dx) ≥ ε

}
≤ e−cn. (2.2.38)

Démonstration: Notons

Kn(x) =
C(hn)

hd−1
n

K(x),

alors

p̂n(x; θ) =
1

n

n∑

i=1

Kn

(
1 − xT θni

h2
n

)

et ∫

Sd−1

Kn

(
1 − xTy

h2
n

)
λ(dy) = 1. (2.2.39)

Considérons
∫

Sd−1

|p̂n(x; θ) − pn(x)|λ(dx) ≤
∫

Sd−1

|Ep̂n(x; θ) − pn(x)|λ(dx)

+

∫

Sd−1

|p̂n(x; θ) − Ep̂n(x; θ)|λ(dx)

= I1 + I2. (2.2.40)

D’après (2.2.39)

I1 ≤
∫

Sd−1

λ(dx)

∫

Sd−1

Kn

(
1 − xTy

h2
n

)
|pn(y) − pn(x)|λ(dy). (2.2.41)
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Notons Mn = sup{pn(x), x ∈ Sd−1} et ∆n(x) = {y ∈ Sd−1 | 1 − xTy > ρh2
n}. Prenons ρ

suffisamment grand tel que
∫

Sd−1

λ(dx)

∫

∆n(x)

Kn

(
1 − xTy

h2
n

)
|pn(y) − pn(x)|λ(dy)

≤ Mn

∫

Sd−1

λ(dx)

∫

∆n(x)

Kn

(
1 − xTy

h2
n

)
λ(dy)

≤ Mn
(2π)

d−1
2 hd−1

n

Γ(d−1
2

)

∫

Sd−1

λ(dx)

∫ ∞

ρ

Kn(v)v
d−3
2 λ(dy)

<
ε

4
. (2.2.42)

D’après la condition d’équicontinuité de pn (2.2.37) et la condition (2.2.39), on a pour n
suffisamment grand

∫

Sd−1

λ(dx)

∫

Sd−1\∆n(x)

Kn

(
1 − xTy

h2
n

)
|pn(y) − pn(x)|λ(dy)

≤ ε

4λ(Sd−1)

∫

Sd−1

λ(dx)

∫

Sd−1\∆n(x)

Kn

(
1 − xTy

h2
n

)
λ(dy)

<
ε

4
. (2.2.43)

D’après (2.2.41)-(2.2.43) pour n suffisamment grand

I1 <
ε

2
. (2.2.44)

Prenons la fonction en escaliers

K∗(x) =
k∑

j=1

αj1IAj
(x) ≥ 0,

où A1, . . . , Ak sont les ensembles disjoints dans [0,∞), telle que

C(hn)(2π)
d−1
2

Γ(d−1
2

)

∫ ∞

0

|K(v) −K∗(v)|v d−3
2 dv <

ε

6

et posons

p̂∗n(x; θ) =
C(hn)

nhd−1
n

n∑

i=1

K∗
(

1 − xT θni

h2
n

)
.

D’après (2.2.23) on a
∫

Sd−1

|p̂n(x; θ) − p̂∗n(x; θ)|λ(dx)

≤ C(hn)

nhd−1
n

n∑

i=1

∫

Sd−1

∣∣∣∣K
(

1 − xT θni

h2
n

)
−K∗

(
1 − xT θni

h2
n

)∣∣∣∣λ(dx)

<
ε

6
(2.2.45)
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et ∫

Sd−1

|Ep̂n(x; θ) − Ep̂∗n(x; θ)|λ(dx) <
ε

6
. (2.2.46)

D’après (2.2.40) et (2.2.44)-(2.2.46) pour avoir (2.2.38) il suffit de prouver que pour tout
ε1 > 0 il existe une constante positive c telle que

P

{∫

Sd−1

|p̂∗n(x; θ) − Ep̂∗n(x; θ)|λ(dx) ≥ ε1

}
≤ e−cn. (2.2.47)

Sans perdre la généralité on peut prendre ici K∗(x) = 1I[a,b)(x).
Pour x = (x1, . . . , xd)

T ∈ Sd−1 on peut représenter x en coordonnées polaires par

x1 = cosφ1

x2 = sinφ1 cosφ2

· · · (2.2.48)

xd−1 = sinφ1 · · · sinφd−2 cosφd−1

xd = sinφ1 · · · sinφd−1

avec 0 ≤ φi ≤ π, i = 1, . . . , d− 2 et 0 ≤ φd−1 ≤ 2π. Cette représentation est unique dans
l’ensemble H ⊂ Sd−1 avec λ(H) = 1. Pour L > 0, prenons

J
(j)
ij

= {x = x(φ1, . . . , φd−1) ∈ H |L−1hn(ij − 1) ≤ φj < L−1hnij},

ij = 1, . . . , u− 1 = [h−1
n Lπ], j = 1, . . . , d− 2,

id−1 = 1, . . . , v − 1 = [h−1
n 2Lπ],

J (j)
u = {x = x(φ1, . . . , φd−1) ∈ H | (u− 1)L−1hn ≤ φj < π},

j = 1, . . . , d− 2,

J (d−1)
v = {x = x(φ1, . . . , φd−1) ∈ H | (v − 1)L−1hn ≤ φd−1 < 2π}

et

Ji1,...,id−1
=

d−1⋂

j=1

J
(j)
ij
, i1, . . . , id−2 = 1, . . . , u; id−1 = 1, . . . , v.

Tous les ensembles Ji1,...,id−1
constituent une partition Ψ de H.

En notant la loi des v.a. θn1, . . . , θnn par σn, la loi empirique de θn1, . . . , θnn par σnn,
les ensembles

A∗(x) =

{
y ∈ H

∣∣∣∣
1 − xTy

h2
n

∈ [a, b)

}
, x ∈ H,

on a
∫

Sd−1

|p̂∗n(x; θ) − Ep̂∗n(x; θ)|λ(dx) =
C(hn)

hd−1
n

∫

Sd−1

|σnn(A∗(x)) − σn(A∗(x))|λ(dx).
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Bai et al. dans [BRRZ88] ont montré que

P

{
C(hn)

hd−1
n

∫

Sd−1

|σnn(A∗(x)) − σn(A∗(x))|λ(dx) ≥ ε1

}

≤ P

{∑

J∈Ψ

|σnn(J) − σn(J)| ≥ ε1

3c

}

où c est une constante positive. En appliquant le lemme 2.2.4. sur le terme de droite dans
l’inégalité précédente, on obtient (2.2.47). ✷

Corollaire 2.2.8. Si la loi F vérifie la condition (FVR) et que les conditions (C1), (C4)
et (C6) sont remplies, les densités de θni, notées pn, satisfont la condition d’équicontinuité
(2.2.37), alors ∫

Sd−1

|p̂n(x; θ) − p(x)|λ(dx)
p.s.−−−→

n→∞
0. (2.2.49)

Démonstration: C’est une conséquence immédiate des théorèmes 2.2.2. et 2.2.7..
✷

2.3 Estimation basée sur l’échantillon permuté

D’après les résultats de normalité asymptotique des estimateurs présentés dans la sous-
section 2.1.3, la valeur optimale de r est 2/3. C’est-à-dire qu’étant donné N données issues
d’une loi à queue régulière, nous en utilisons donc 2× [N2/3] entre eux pour estimer les pa-
ramètres. D’après des expériences sur des données simulées, nous avons besoin d’au moins
5000 données pour avoir un résultat d’estimation fiable. Puisqu’en pratique nous n’avons
pas toujours autant de données, les résultats d’estimation ne sont pas satisfaisants. Pour
résoudre ce problème nous proposons une méthode de type de bootstrap pour augmenter
le nombre des points utilisés dans l’échantillon.

Soit ΣN = {π1, . . . , πN !} l’ensemble des permutations de {1, . . . , N}, Π l’élément aléa-
toire uniformément réparti sur ΣN , c’est-à-dire

P{Π = πi} =
1

N !
, 1 ≤ i ≤ N !.

Pour chaque πi la permutation de l’échantillon ξπi(1), . . . , ξπi(N) est aussi un échantillon
i.i.d. issu de même loi que ξ1, . . . , ξN . Nous présentons des estimateurs des paramètres α
et σ basés sur la permutation de l’échantillon.

Notons

un,πi
=
Sn,πi

n
et αn,πi

=
un,πi

1 − un,πi

, 1 ≤ i ≤ N !,

où Sn,πi
est défini pour la permutation πi de l’échantillon, noté ξπi(1), . . . , ξπi(N) (voir

l’annexe A pour la définition de Sn). Pour n fixé les variables aléatoires un,πi
sont de

même loi. C’est-à-dire
un,πi

L
= un,πj

, i 6= j.
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D’après le théorème 2.1.4., pour chaque πi ∈ ΣN , on a

un,πi

p.s.−−−→
n→∞

α

1 + α
, (2.3.1)

d’où
αn,πi

p.s.−−−→
n→∞

α. (2.3.2)

Puisque 0 ≤ un,πi
≤ 1, ∀n, i, d’après le théorème de convergence dominée, on a pour

chaque πi ∈ ΣN

E

∣∣∣∣un,πi
− α

1 + α

∣∣∣∣→ 0, n→ ∞. (2.3.3)

Ensuite notons

un,Π =
Sn,Π

n
, αn,Π =

un,Π

1 − un,Π

,

où Sn,Π est défini sur la permutation aléatoire Π de l’échantillon, noté ξΠ(1), . . . , ξΠ(N). La
loi de la variable aléatoire un,Π est la loi marginale de la loi jointe du vecteur aléatoire
(un,Π,Π). Ainsi pour tout ensemble borélien B ⊂ [0, 1] on a

P{un,Π ∈ B} =
N !∑

i=1

P{un,Π ∈ B | Π = πi}P{Π = πi} = P{un,π1 ∈ B} (2.3.4)

d’où
un,Π

L
= un,π1 et αn,Π

L
= αn,π1 . (2.3.5)

Ainsi d’après les convergences (2.3.1), (2.3.2) et (2.3.3) on a

un,Π
P−−−→

n→∞

α

1 + α
, (2.3.6)

αn,Π
P−−−→

n→∞
α, (2.3.7)

où
P−−−→

n→∞
représente la convergence en probabilité, et

E

∣∣∣∣un,Π − α

1 + α

∣∣∣∣→ 0, n→ ∞. (2.3.8)

Soient Π1, . . . ,Πk une suite des copies indépendantes de Π. En notant

un,k =
1

k

k∑

i=1

un,Πi
,

définissons deux estimateurs de α

α̂
(1)
n,k =

un,k

1 − un,k

et α̂
(2)
n,k =

1

k

k∑

i=1

αn,Πi
. (2.3.9)
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D’après (2.3.5) et les convergences (2.3.6)-(2.3.8) on a pour k fixé

un,k
P−−−→

n→∞

α

1 + α
,

un,k
L1−−−→

n→∞

α

1 + α
,

α̂
(1)
n,k

P−−−→
n→∞

α,

et
α̂

(2)
n,k

P−−−→
n→∞

α.

Pour l’estimateur de la masse totale de la mesure spectrale σ(S), prenons

σ̂(S)n,k =

(
1

nΓ(1 − t
α
)

n∑

i=1

ωk,i

)α
t

avec ωk,i =
1

k

k∑

j=1

(q
Πj

mi)
t, (2.3.10)

où qΠj

mi est défini sur la permutation de l’échantillon ξΠj(1), . . . , ξΠj(N) (voir l’annexe A pour
la définition de qmi). De manière analogue à (2.3.4) on peut déduire que

qΠ
mi
L
= qπ1

mi, (2.3.11)

où Π est un élément aléatoire uniformément réparti sur ΣN et π1 est un élément dans ΣN .
Supposons que le v.a. ξ vérifie la condition (1.1.6) avec bn = n1/α. D’après le théorème
2.1.6. (voir aussi l’annexe A), on a pour 0 < t < αr

2

1

n

n∑

i=1

(qπ1
mi)

t − Γ

(
1 − t

α

)
σ(S)

t
α

p.s.−−−→
N→∞

0.

En considérant (2.3.11) on obtient pour k fixé

1

n

n∑

i=1

ωk,i
P−−−→

n→∞
Γ

(
1 − t

α

)
σ(S)

t
α ,

d’où
σ̂(S)n,k

P−−−→
n→∞

σ(S).

Maintenant considérons l’estimateur de la mesure spectrale σ. Notons θΠj

m1, . . . , θ
Πj
mn les

v.a. sur la sphère définis pour la permutation aléatoire Πj de l’échantillon, ξΠj(1), . . . , ξΠj(N)

(voir l’annexe A pour la définition de θmi). Les v.a. {θΠj

mi, i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , k} sont de
même loi. De plus pour tout ensemble borélien B sur la sphère unité S tel que σ(∂B) = 0
on a

P{θΠ1
m1 ∈ B} =

N !∑

j=1

P{θπj

m1 ∈ B}P{Π1 = πj} = P{θπ1
m1 ∈ B}.
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C’est-à-dire
θ

Πj

mi
L
= θπ1

m1, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ k.

D’après le théorème 2.1.7. on a pour chaque i et j

θ
Πj

mi ⇒ σ, m→ ∞. (2.3.12)

Pour chaque j en appliquant la proposition 2.1.1. sur les variables aléatoires {1IB(θ
Πj

mi), i =
1, . . . , n}, on obtient pour ∀B ∈ B(S) tel que σ(∂B) = 0,

1

n

n∑

i=1

1IB(θ
Πj

mi)
P−−−→

n→∞
σ(B). (2.3.13)

Définissons l’estimateur de σ par

σ̂n,k =
1

nk

n∑

i=1

k∑

j=1

δ
θ
Πj
mi

. (2.3.14)

La convergence (2.3.13) implique que pour k fixé et ∀B ∈ B(S) tel que σ(∂B) = 0,

σ̂n,k(B)
P−−−→

n→∞
σ(B).

Supposons que σ est absolument continue avec la densité p. Définissons l’estimateur de
p par

p̂n(x; θ
Πj

m1, . . . , θ
Πj
mn, j = 1, . . . , k) =

C(hn)

nkhd−1
n

k∑

j=1

n∑

i=1

K

(
1 − xT θ

Πj

mi

h2
n

)
. (2.3.15)

C’est-à-dire qu’on utilise n×k points pour estimer la densité de σ. Pour simplifier, on utilise
la notation p̂n,k(x; θ) pour l’estimateur de p défini par (2.3.15). Les v.a. {θΠj

m1, . . . , θ
Πj
mn}

sont i.i.d. pour chaque j. Si les conditions du théorème 2.2.6. sont remplies, alors pour x
un point de continuité de p on a

C(hn)

nhd−1
n

n∑

i=1

K

(
1 − xT θ

Πj

mi

h2
n

)
P−−−→

n→∞
p(x),

d’où
p̂n,k(x; θ)

P−−−→
n→∞

p(x).

On illustre l’amélioration de l’estimation de la densité de σ basée sur l’échantillon
permuté dans la Figure 2.1. Les lois S2(0.75, σi, 0), i = 1, 2, 3 avec σi définis par (1.3.9),
(1.3.10) et (1.3.11) sont considérées. La taille d’échantillon N = 105. Les résultats d’es-
timation par la méthode de noyau basée sur l’échantillon initial sont présentés dans la
colonne de gauche. Ensuite on permute l’échantillon 100 fois aléatoirement, i.e. k = 100.
L’estimateur défini par (2.3.15) est utilisé. Les résultats obtenus sont présentés dans la
colonne de droite. On constate que les densités estimées par (2.3.15) sont plus proches des
densités théoriques.
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Fig. 2.1: Densités empiriques de mesures spectrales des lois S2(0.75, σ) estimées par la méthode
de noyau. Les densités de σ sont définies par (1.3.9) (a), (1.3.10) (b) et (1.3.11) (c),
N = 105. Estimation sur l’échantillon initial (gauche), permuté (droite), k = 100.
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2.4 Performance des estimateurs

Afin de vérifier les propriétés des estimateurs présentés auparavant, nous avons écrit le
programme MATLAB “mvrfit.mat”. Ce programme permet d’estimer l’indice caractéris-
tique α et la mesure spectrale σ d’une loi à queue régulière dans l’espace Rd, d ≤ 30. La
performance des estimateurs est étudiée en utilisant des données simulées dans la section
1.3. Des résultats d’estimation sur les échantillons de taille fixe sont présentés dans la
sous-section 2.4.1. Nous montrons l’influence du regroupement d’échantillon dans la sous-
section 2.4.2. La vitesse de convergence des estimateurs est illustrée dans la sous-section
2.4.3. Nous présentons brièvement des méthodes connues pour estimer les paramètres des
lois α-stables dans la sous-section 2.4.4. Elles sont comparées avec notre méthodes en
utilisant des données simulées.

2.4.1 Résultats d’estimation

Nous résumons l’algorithme et des propriétés principales des estimateurs dans l’annexe
A. Le programme est présenté dans l’annexe B. Les données simulées dans la section 1.3
sont utilisées pour évaluer les statistiques. Les mesures spectrales qui apparaissent dans
cette section sont normalisées, c’est-à-dire σ(S) = 1.

Les résultats d’estimation des paramètres des lois α-stables sont présentés dans les
Tableaux 2.1 et 2.2. Les f.d.r. empiriques de la mesure spectrale sont présentées dans la
Figure 2.2. Les résultats d’estimation des paramètres des lois appartenant au domaine
d’attraction d’une loi StαS sont présentés dans le Tableau 2.3. Les f.d.r. empiriques de
la mesure spectrale correspondante sont présentées dans les Figures 2.3 et 2.4.

Les résultats d’estimation des paramètres des lois max-stables sont présentés dans les
Tableaux 2.4 et 2.5. Pour dessiner la f.d.r. de mesure spectrale d’une loi MS2(α, σ), nous
identifions la sphère unité S1

∨ avec l’intervalle [−1, 1]. Soit θ = (θ(1), θ(2)) le point dans S1
∨.

Définissons la bijection

Π : S1
∨ → [−1, 1],

θ 7→ sign(θ(1) − θ(2))(1 − θ(1) ∧ θ(2)). (2.4.1)

Sous cette bijection la loi uniforme sur S1
∨ devient la loi uniforme sur l’intervalle [−1, 1].

La mesure concentrée sur deux points (1, a) et (b, 1), 0 ≤ a, b ≤ 1, devient la mesure
concentrée sur les points (1−a, 0) et (b−1, 0). Les f.d.r. empiriques de la mesure spectrale
estimée sont présentées dans la Figure 2.5.

Dans les tableaux suivants on observe que le paramètre σ(S) est mal estimé à chaque
fois que le paramètre α correspondant n’est pas bien estimé, par exemple dans le cas
S2(1.5, σ, 0) où σ est uniforme. Ce phénomène montre la dépendance entre l’estimateur
de σ(S) et celui de α. On observe aussi que les longueurs des intervalles de confiance de
α sont plus grandes pour α = 1.5 que pour α = 0.75.
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α̂ β̂ σ̂
S1(0.5, (0.5, 1), 0) 0.46 0.57 0.73

(+0.10/-0.09) (± 0.13) (+0.16/-0.14)
S1(1.5, (−0.5, 1), 0) 1.57 -0.30 1.45

(+0.30/-0.25) (± 0.15) (+0.30/-0.25)

Tab. 2.1: Paramètres estimés des lois α-stables unidimensionnelles. Les valeurs dans les paren-
thèses sont les intervalles de confiance 95%, N = 5000.

S2(0.75, σ, 0) S2(1.5, σ, 0)

σ α̂ σ̂(S1) α̂ σ̂(S1)
uniforme 0.71 0.82 1.35 0.66

(+0.07/-0.06) (+0.09/-0.08) (+0.11/-0.10) (+0.07/-0.07)
f1 0.79 1.24 1.46 1.00

(+0.08/-0.07) (+0.14/-0.13) (+0.13/-0.11) (+0.11/-0.10)
f2 0.69 0.76 1.49 0.99

(+0.07/-0.06) (+0.09/-0.08) (+0.13/-0.12) (+0.11/-0.10)
f3 0.74 0.99 1.46 1.06

(+0.07/-0.07) (+0.13/-0.11) (+0.13/-0.12) (+0.13/-0.12)

Tab. 2.2: Paramètres estimés des lois α-stables bivariées où les densités de mesure spectrale
fi, i = 1, 2, 3 sont définies par (1.3.9), (1.3.10) et (1.3.11). Les mesures spectrales
estimées correspondantes sont présentées dans la Figure 2.2. Les valeurs dans les
parenthèses sont les intervalles de confiance 95%, N = 5 × 104.

Dom(0.75, σ) Dom(1.5, σ)

σ α̂ σ̂(S1) α̂ σ̂(S1)
f1 0.73 0.87 1.57 1.26

(+0.07/-0.06) (+0.10/-0.09) (+0.14/-0.12) (+0.14/-0.13)
Y f2 0.79 1.27 1.50 1.13

(+0.07/-0.07) (+0.14/-0.13) (+0.13/-0.12) (+0.13/-0.12)
f3 0.70 0.78 1.43 0.85

(+0.07/-0.06) (+0.09/-0.08) (+0.12/-0.11) (+0.09/-0.08)
f1 0.76 2.11 1.59 2.87

(+0.07/-0.07) (+0.24/-0.22) (+0.14/-0.13) (+0.32/-0.29)
Z f2 0.77 2.15 1.54 2.48

(+0.07/-0.07) (+0.24/-0.22) (+0.13/-0.12) (+0.27/-0.25)
f3 0.70 0.72 1.54 1.14

(+0.07/-0.06) (+0.08/-0.07) (+0.14/-0.12) (+0.12/-0.11)

Tab. 2.3: Paramètres estimés des lois appartenant au domaine d’attraction d’une loi StαS
simulées par les transformations d’une loi stable isotropique. Les transformations Y

et Z sont définies par (1.3.12) et (1.3.13). Les densités de mesure spectrale fi, i =
1, 2, 3 sont définies par (1.3.9), (1.3.10) et (1.3.11). Les mesures spectrales estimées
correspondantes sont présentées dans les Figures 2.3 et 2.4. Les valeurs dans les
parenthèses sont les intervalles de confiance 95%, N = 5 × 104.
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MS2(0.75, σ)

σ α̂ σ̂(S1
∨)

uniforme 0.78 1.19
(+0.08/-0.07) (+0.14/-0.12)

1
2
(δ(1,0) + δ(0,1)) 0.71 0.81

(+0.07/-0.06) (+0.09/-0.08)
1
2
(δ(1,0.2) + δ(0.2,1)) 0.74 0.92

(+0.07/-0.07) (+0.10/-0.09)
1
2
(δ(1,0.5) + δ(0.5,1)) 0.73 0.90

(+0.07/-0.07) (+0.10/-0.09)

Tab. 2.4: Paramètres estimés des lois max-stables bivariées d’indice α = 0.75. Les mesures
spectrales estimées correspondantes sont présentées dans la Figure 2.5. Les valeurs
dans les parenthèses sont les intervalles de confiance 95%, N = 5 × 104.

α̂ σ̂(S1
∨)

MS2(1.5, σ) 1.53 0.98
(+0.14/-0.12) (+0.11/-0.10)

MS2(3, σ) 2.91 0.85
(+0.24/-0.22) (+0.09/-0.08)

Tab. 2.5: Paramètres estimés des lois max-stables bivariées d’indice α = 1.5, 3, la mesure spec-
trale est définie par σ = 1

2(δ(1,0.5) + δ(0.5,1)). Les valeurs dans les parenthèses sont les
intervalles de confiance 95%, N = 5 × 104.
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Fig. 2.2: F.d.r. empiriques des mesures spectrales des lois S2(0.75, σ) (gauche) et des lois
S2(1.5, σ) (droite), σ est uniforme (a), les densités de σ sont définies par (1.3.9) (b),
(1.3.10) (c) et (1.3.11) (d), N = 5 × 104.
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Fig. 2.3: F.d.r. empiriques des mesures spectrales des lois appartenant au domaine d’attraction
de la loi S2(0.75, σi) (en haut), et de la loi S2(1.5, σ) (en bas), simulées par trans-
formation (1.3.12), les densités de σi, i = 1, 2, 3, sont définies par (1.3.9), (1.3.10) et
(1.3.11), N = 5 × 104.
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Fig. 2.4: F.d.r. empiriques des mesures spectrales des lois appartenant au domaine d’attraction
de la loi S2(0.75, σ) (en haut), et de la loi S2(1.5, σ) (en bas), simulées par transfor-
mation (1.3.13), les densités de σi, i = 1, 2, 3, sont définies par (1.3.9), (1.3.10) et
(1.3.11), N = 5 × 104.
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Fig. 2.5: F.d.r. empiriques des mesures spectrales des lois MS2(0.75, σ), où σ est uniforme
(a), σ est définie par (1.3.17) avec p = q = 0.5 et a = b = 0 (b), a = b = 0.2 (c),
a = b = 0.5 (d), N = 5 × 104.
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2.4.2 Influence du regroupement d’échantillon

Les propriétés asymptotiques des estimateurs dépendent de la façon de former les
paquets. On va étudier l’influence du regroupement d’échantillon par simulation. Cela nous
permet non seulement de constater l’effet du regroupement sur les résultats d’estimation,
mais aussi d’avoir une idée de choix pour n quand la taille d’échantillon est petite.

Pour le v.a. StαS dans Rd on a une relation asymptotique du second-ordre avec ρ = 2α
(voir (2.1.41)). Dans ce cas d’après les théorèmes 2.1.10. et 2.1.14. (voir aussi l’annexe A)
si on choisit

n = N2/3−ε, m = N1/3+ε,

où ε est une constante strictement positive et arbitrairement petite, alors on a une conver-
gence du type théorème central limite pour les estimateurs α̂N et σ̂N . C’est-à-dire la vitesse
de convergence des estimateurs dans L1 peut atteindre

√
n ∼ N1/3−ε/2. Les propriétés

asymptotiques de σ̂(S)N sont plus compliquées car cet estimateur dépend de l’indice α.
On estime les paramètres de N -échantillon issu d’une loi stable unidimensionnelle en

changeant l’indice de regroupement r. Les estimateurs α̂N , σ̂(S)N et β̂N sont définis par
(2.1.22), (2.1.30) et (2.1.38) (voir aussi l’annexe A). Les procédures d’estimation sont
répétées 50 fois sur des échantillons indépendants. La moyenne des valeurs obtenues est
prise comme la valeur estimée. Notons s = 1− r. Les graphes des points (s, α̂N) et (s, β̂N)
sont présentés dans la Figure 2.6. Il semble que la valeur optimale de s soit autour de 0.4
qui est plus grande que la valeur théorique 1/3. Cela peut être expliqué, pour une valeur
petite de N , le rôle de constante ε devient important.

2.4.3 Illustration de la convergence des estimateurs

Pour étudier la convergence de l’estimateur de la mesure spectrale, nous avons besoin
de choisir une métrique appropriée pour mesurer la distance entre deux mesures. Nous
considérons ici les lois à queue régulière dans l’espace R2, la mesure spectrale est donc sur
la sphère S1. Soient θ1 et θ2 deux variables aléatoires à valeurs dans S1. Notons F1 et F2

les f.d.r. des θ1 et θ2. Il est connu que la métrique de Lévy définie par

L(θ1, θ2) := inf{ε > 0 |F1(x− ε) − ε ≤ F2(x) ≤ F1(x+ ε) + ε}.

est une métrique de la convergence faible, c’est-à-dire si L(θn, θ) → 0 quand n → ∞,
alors θn ⇒ θ. Le calcul de cette métrique n’est pas facile. Comme la sphère unité est un
espace compact, il est préférable d’utiliser une autre distance plus simple pour mesurer la
distance entre les mesures. Rappelons que la distance de L1 entre deux fonctions F1 et F2

est définie par

‖F1 − F2‖1 =

∫

S1

|F1 − F2|λ(dx),

où λ est la mesure de Lebesgue sur R1. Soient {Fn} une suite de f.d.r., F une f.d.r. dans

S1. La convergence Fn
L1−→ F a lieu si et seulement si ‖Fn − F1‖1 → 0.

Proposition 2.4.1. Soient σn, σ des lois de probabilité sur la sphère unité S1 avec les
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Fig. 2.6: Résultats d’estimation des paramètres α (gauche) et β (droite) de loi
S1(1.75, (0.5, 1), 0) en prenant les différentes valeurs de l’indice r. L’axe x représente
s = 1 − r. La ligne au milieu représente la valeur réelle.
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f.d.r. Fn et F . On a la convergence faible σn ⇒ σ, n → ∞ si et seulement si Fn
L1−→ F ,

n→ ∞.

Démonstration: La nécessité est triviale. Supposons que Fn
L1−→ F quand n → ∞.

Puisque la sphère est compacte, la famille {σn} est tendue ainsi relativement compacte.
C’est-à-dire quelle que soit une suite {σn′} ⊂ {σn}, il existe une sous-suite {σn′′} ⊂ {σn′}
telle que σn′′ ⇒ µ où µ est une mesure définie sur Sd−1 avec la f.d.r. notée G. Notons
Fn′′ la f.d.r. de σn′′ . Ainsi on a Fn′′(x) → G(x) sur tous les points de continuité de G. On

déduit Fn
L1−→ G du fait que la f.d.r. est càdlàg (continue à droite avec limite à gauche).

Par l’unicité de la limite dans L1, F et G coïncident. Par conséquent σ = µ, d’où vient la
convergence σn ⇒ σ. ✷

Nous étudions la convergence des estimateurs à l’aide d’une simulation de la loi
S2(0.75, σ, 0) où σ a la densité définie par (1.3.11). La procédure d’estimation des para-
mètres est effectuée pour des échantillons de taille N variée de 500 à 5×106. La Figure 2.7
présente le graphe des paramètres α et σ(S) estimés en fonction de la taille d’échantillon.
La dépendance entre le paramètre de masse totale et le paramètre α peut être observée en
comparant les deux premiers diagrammes de cette figure. Le dernier diagramme présente
les distances de L1 entre les f.d.r. empiriques et réelles de mesure spectrale en fonction de
la taille d’échantillon. On constate que la convergence de σ̂(·) est assez lente.

Ensuite la procédure d’estimation sur k = 100 échantillons indépendants issus de la
même loi qu’avant est effectuée. La taille d’échantillon varie de 500 à 105. On obtient donc
les valeurs estimées des paramètres pour chaque échantillon, notées α̂N,i, σ̂(S)N,i et σ̂N,i,
i = 1, . . . , k. Pour chaque taille on calcule les moyennes des distances

d̄α,N =
1

k

k∑

i=1

|α̂N,i − α| (2.4.2)

d̄σ(S),N =
1

k

k∑

i=1

| ˆσ(S)N,i − σ(S)| (2.4.3)

d̄σ,N =
1

k

k∑

i=1

∫

S1

|Fσ − Fσ̂N,i
|dθ. (2.4.4)

Les graphes des points (N, d̄α,N), (N, d̄σ(S),N) et (N, d̄σ,N) sont présentés dans la Figure

2.8. La vitesse de convergence de σ̂(S)N est beaucoup plus lente que celles de deux autres
estimateurs. Cela peut être observé par l’échelle des valeurs de distance.
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Fig. 2.7: Graphes des points (N, α̂N ) (en haut), (N, σ̂(S)N ) (au milieu) et (N, ‖Fσ − Fσ̂N
‖1)

(en bas). Les données simulées sont de loi S2(0.75, σ, 0) où σ a la densité définie par
(1.3.11). La ligne horizontale représente la valeur réelle.
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Fig. 2.8: Graphes des points (N, d̄α,N ) (en haut), (N, d̄σ(S),N ) (au milieu), (N, d̄σ,N ) (en bas).
Les données simulées sont de loi S2(0.75, σ, 0) où σ a la densité définie par (1.3.11).
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2.4.4 Comparaison par simulation avec d’autres méthodes

Ces dernières, on s’est beaucoup intéressé aux lois α-stables multivariées dans une va-
riété de problèmes pratiques. La mesure spectrale d’une loi stable porte les informations
sur la structure de dépendance du vecteur. Un vecteur α-stable a ses composantes indépen-
dantes si et seulement si sa mesure spectrale est discrète et concentrée sur les intersections
des axes et la sphère. Nous présentons ici brièvement deux méthodes d’estimation de la
mesure spectrale d’une loi stable proposées par Nolan, Panorska et McCulloch [NPM01].
Ces méthodes sont basées sur la discrétisation de la mesure spectrale. Il existe d’autres
méthodes d’estimation, voir par exemple [RX93] [CR95] et [Nag01].

Méthode de la fonction caractéristique empirique

L’idée principale consiste à minimiser la distance entre la fonction caractéristique empi-
rique et la fonction caractéristique réelle par une norme appropriée. L’idée de la méthode
vient de la correspondance bijective entre la f.d.r. et sa transformée de Fourier. La méthode
générale peut être décrite de façon suivante.

Soit X1, . . . , Xn un n-échantillon issu d’une loi d-dimensionnelle de fonction caractéris-
tique

Φ(t) = E exp(i〈X, t〉) = exp(−I(t)), (2.4.5)

où X = (X(1), . . . , X(d)) est un vecteur aléatoire stable, t = (t(1), . . . , t(d)), et la fonction
d’exposant I est donnée par

I(t) =

∫

Sd−1

ψα(〈t, θ〉)σ(dθ)

où

ψα(x) =





|x|α
(
1 − i sign(x) tan

πα

2

)
, α 6= 1,

|x|
(
1 + i

π

2
sign(x) ln |x|

)
, α = 1.

Soit Φ̂n(t) la fonction caractéristique empirique et În(t) la fonction d’exposant empirique,
i.e.

Φ̂n(t) =
1

n

n∑

i=1

exp(i〈Xi, t〉), În(t) = − ln Φ̂n(t).

Étant donné une grille t1, . . . , tk ∈ Sd−1, În = (În(t1), . . . , În(tk))
T est l’estimateur de

I(·). Considérons l’approximation discrète de σ,

σ∗ =
k∑

j=1

sjδθj

où sj = σ(Aj), j = 1, . . . , k, est le poids, et θj est un point dans Aj. En général les Aj

sont les éléments d’une partition de la sphère unité Sd−1 de "centre" θj. Dans ce cas
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I(t) =
∑k

j=1 ψα(〈t, θj〉)sj. Définissons la matrice k × k

Ψ = Ψ(t1, . . . , tk, θ1, . . . , θk) =




ψα(〈t1, θ1〉) . . . ψα(〈t1, θk〉)
. . . . . . . . .

ψα(〈tk, θ1〉) . . . ψα(〈tk, θk〉)


 ,

alors (s1, . . . , sk)
T = Ψ−1În est une approximation des masses des éléments contenant

θj, j = 1, . . . , k. Pour plus de détails voir [NPM01].

Méthode de projection

Cette méthode est une généralisation de la méthode de McCulloch [McC00]. Elle est
basée sur les projections unidimensionnelles. SoitX un v.a. α-stable de fonction caractéris-
tique définie par (2.4.5), alors pour tout t ∈ Sd−1, la projection unidimensionnelle 〈t, X〉
est une variable aléatoire α-stable de fonction caractéristique Φt(u) = E exp(iu〈t, X〉).
Ses paramètres d’échelle et de symétrie sont donnés par

σt =

∫

Sd−1

|〈t, θ〉|ασ(dθ),

βt =

∫
Sd−1 |〈t, θ〉|αsign(〈t, θ〉)σ(dθ)∫

Sd−1 |〈t, θ〉|ασ(dθ)
.

Considérons l’échantillon X1, . . . , Xn. Fixons la grille t1, . . . , tk ∈ Sd−1 et estimons les
paramètres de la loi de 〈t, X〉 pour chaque direction t par les méthodes unidimensionnelles.
On obtient un estimateur de În = (În(t1), . . . , În(tk))

T . Ensuite la procédure est la même
que celle de la méthode de la fonction caractéristique empirique.

Performance des estimateurs

Les méthodes d’estimation de mesure spectrale présentées auparavant, méthode de la
fonction caractéristique empirique (f.c.e.) et méthode de projection (proj.), sont comparées
à l’aide d’une étude de simulation avec notre estimateur basé sur les propriétés des proces-
sus ponctuels poissonniens (p.p.p.). Les données α-stables simulées dans la sous-section
1.3.1 sont utilisées. L’estimation par les méthodes de la f.c.e. et de proj. est effectuée
en utilisant la fonction MATLAB “mvstablefit” dans le package “STABLE” obtenu sur
demande au site http://www.RobustAnalysis.com/.

Les estimateurs de mesure spectrale de f.c.e. et de proj. dépendent du paramètre α. En
pratique ce paramètre est calculé par des méthodes d’estimation unidimensionnelles. Plus
précisément, en appliquant une certaine méthode unidimensionnelle, on estime d’abord
les paramètres αi, i = 1, . . . , d, pour chaque dimension des données. Ensuite la moyenne
1
d

∑d
i=1 αi est prise comme paramètre α. Pour cette raison la comparaison des méthodes

d’estimation de lois stables multivariées est composée de deux parties. Premièrement nous
comparons trois méthodes d’estimation de mesure spectrale en utilisant les mêmes valeurs
estimées de α. Remarquons que notre estimateur de mesure spectrale ne dépend pas de l’in-
dice α. Deuxièmement nous comparons les paramètres α et σ(S) estimés sur des données
stables bivariées en utilisant notre méthode et deux autres méthodes unidimensionnelles.

http://www.RobustAnalysis.com/
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Il n’est pas facile de comparer ces estimateurs de mesure spectrale, car dans les mé-
thodes de la f.c.e. et de proj., il s’agit de choisir une grille de la sphère unité sur laquelle
on estime les masses, tandis que le nombre de points du support de mesure spectrale
estimée par la méthode de p.p.p. est fixé par rapport à la taille d’échantillon. Ici on prend
simplement le nombre de points de grille pour les méthodes de la f.c.e. et de proj. égal au
nombre des paquets pour la méthode de p.p.p..

D’abord l’estimation de mesure spectrale sur des échantillons issus de huit lois stables
bivariées de taille N = 3 × 104 est effectuée. Les méthodes de la f.c.e. et de proj. sont
appliquées en utilisant les mêmes valeurs estimées de α. La méthode unidimensionnelle
utilisée pour estimer le paramètre α est la méthode de la f.c.e.. Les f.d.r. empiriques de
mesure spectrale obtenues sont présentées dans les Figures 2.9 et 2.10.

Ensuite nous étudions la convergence des estimateurs des paramètres des lois stables
bivariées. Nous prenons des échantillons issus de deux lois stables bivariées de taille variée
de 500 à 3.5×104. Les lois S2(0.75, σ3, 0) et S2(1.5, σ1, 0) où σ3 et σ1 ont les densités définies
par (1.3.11) et (1.3.9) sont considérées. La procédure d’estimation précitée est répétée sur
k = 100 échantillons indépendants pour chaque taille. Nous calculons les moyennes des
valeurs estimées ᾱN et σ̄(S)N ainsi que les moyennes des distances des mesures spectrales
d̄σ,N définies par (2.4.4). Les graphes des points (N, ᾱN), (N, σ̄(S)N) et (N, d̄σ,N) sont
présentés dans la Figure 2.11. Dans les diagrammes concernant les résultats d’estimation
des paramètres α et σ(S), aux deux premières lignes de la Figure 2.11, nous observons
que la méthode de la f.c.e. sous-estime toujours les paramètres. Les résultats obtenus par
cette méthode ne dépendent presque pas de la taille d’échantillon. Dans le cas α > 1
un biais important est observé. La méthode de p.p.p. sous-estime les paramètres dans le
cas α < 1 et surestime les paramètres dans le cas α > 1. Ces graphes montrent que les
convergences des résultats obtenus par la méthode de p.p.p. ont une vitesse plus lente que
celles obtenues par la méthode de la f.c.e.. Dans les diagrammes concernant les résultats
d’estimation des mesures spectrales, à la dernière ligne de la Figure 2.11, nous observons
que la vitesse de convergence de l’estimateur de p.p.p. est entre celles de l’estimateur de
f.c.e. et de proj..

A la fin nous comparons des résultats d’estimation des paramètres α et σ(S) des lois
stables en utilisant la méthode de p.p.p., la méthode de la f.c.e. et la méthode du maximum
de vraisemblance (m.v.). Les échantillons issus de huit lois stables bivariées de taille N =
7000 sont utilisés. La procédure d’estimation est répétée k = 100 fois sur des échantillons
indépendants de même loi. La moyenne, le minimum, le maximum et la moyenne d’erreur
quadratique, i.e.

MEQθ =
1

k

k∑

i=1

(θ̂i − θ)2,

de α̂ et σ̂(S) sont calculés. Les résultats obtenus sont présentés dans le Tableau 2.6. La
dernière colonne de ce tableau présente les moyennes du temps de calcul correspondantes.
Nous observons toujours les sous-estimations des estimateurs de f.c.e. et de m.v.. Les
moyennes d’erreur quadratique de notre méthode sont beaucoup plus élevées que celles
des autres méthodes. Néanmoins nous avons un avantage évident par rapport au temps
de calcul.
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Fig. 2.9: F.d.r. empiriques de mesure spectrale des lois S2(0.75, σ, 0) (gauche) et S2(1.5, σ)
(droite), σ est uniforme (a), la densités de σ est définie par (1.3.9) (b), N = 3 × 104.
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Fig. 2.10: F.d.r. empiriques de mesure spectrale des lois S2(0.75, σ, 0) (gauche) et S2(1.5, σ)
(droite), la densité de σ est définie par (1.3.10) (a) et (1.3.11) (b), N = 3 × 104.
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Fig. 2.11: Comparaison des convergences des estimateurs différents. Les échantillons viennent
des lois S2(0.75, σ3, 0) et S2(1.5, σ1, 0), où σ3 et σ1 ont les densités définies par (1.3.11)
et (1.3.9). Graphes des distances entre les paramètres estimés et réels en fonction
de la taille d’échantillon, i.e. (N, d̄α,N ) (en haut), (N, d̄σ(S),N ) (au milieu), (N, d̄σ,N )
(en bas).
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méthode ᾱ αmin αmax MEQα σ(S) σ(S)min σ(S)max MEQσ temps de calcul (en seconde)
S2(0.75, σ, 0) isotropique

p.p.p. 0.731 0.573 0.925 4.28e-003 0.963 0.417 2.309 1.167e-001 1.870e-002
f.c.e. 0.746 0.712 0.788 1.52e-004 0.999 0.944 1.043 2.774e-004 1.550e-001
m.v. 0.748 0.730 0.769 7.21e-005 0.997 0.963 1.025 1.616e-004 3.207e+001

S2(1.5, σ, 0) isotropique
p.p.p. 1.587 1.341 1.881 1.18e-002 1.419 0.817 3.777 1.852e-001 3.812e-002
f.c.e. 1.416 1.366 1.459 3.42e-004 0.850 0.819 0.883 1.951e-004 1.727e-001
m.v. 1.397 1.362 1.439 2.07e-004 0.847 0.819 0.877 1.701e-004 2.981e+001

S2(0.75, σ1, 0)
p.p.p. 0.740 0.598 0.899 3.62e-003 0.976 0.469 2.027 8.830e-002 1.653e-002
f.c.e. 0.748 0.712 0.789 2.02e-004 0.998 0.952 1.037 3.273e-004 1.628e-001
m.v. 0.749 0.729 0.774 7.40e-005 0.995 0.963 1.031 1.995e-004 3.500e+001

S2(1.5, σ1, 0)
p.p.p. 1.571 1.337 1.962 1.73e-002 1.386 0.733 3.728 2.664e-001 5.699e-002
f.c.e. 1.416 1.385 1.454 2.36e-004 0.851 0.819 0.898 2.388e-004 2.836e-001
m.v. 1.398 1.366 1.424 1.46e-004 0.851 0.815 0.889 2.121e-004 3.307e+001

S2(0.75, σ2, 0)
p.p.p. 0.745 0.565 0.972 4.28e-003 1.035 0.421 2.947 1.475e-001 1.613e-002
f.c.e. 0.748 0.722 0.776 1.67e-004 0.998 0.967 1.048 2.862e-004 1.660e-001
m.v. 0.748 0.725 0.777 8.18e-005 0.996 0.970 1.031 1.868e-004 3.519e+001

S2(1.5, σ2, 0)
p.p.p. 1.573 1.236 1.993 1.42e-002 1.398 0.569 3.098 1.872e-001 3.256e-002
f.c.e. 1.412 1.360 1.459 4.42e-004 0.851 0.811 0.901 3.880e-004 2.092e-001
m.v. 1.395 1.360 1.423 2.10e-004 0.854 0.816 0.903 3.190e-004 3.390e+001

S2(0.75, σ3, 0)
p.p.p. 0.733 0.581 0.877 4.18e-003 0.967 0.437 1.907 1.086e-001 1.840e-002
f.c.e. 0.747 0.710 0.791 1.45e-004 1.000 0.933 1.041 2.705e-004 1.558e-001
m.v. 0.748 0.728 0.771 6.61e-005 0.997 0.954 1.027 1.785e-004 3.190e+001

S2(1.5, σ3, 0)
p.p.p. 1.582 1.280 1.908 1.41e-002 1.429 0.643 2.983 1.991e-001 3.157e-002
f.c.e. 1.406 1.357 1.460 3.19e-004 0.853 0.805 0.898 3.024e-004 1.699e-001
m.v. 1.393 1.352 1.434 2.34e-004 0.849 0.805 0.887 2.675e-004 2.887e+001

Tab. 2.6: Tableau de performance des estimateurs des paramètres des lois α-stables bivariées, N = 7000,r = 0.6, k = 100.
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Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre, les lois à queue régulière sont utilisées pour étudier deux jeux de
données. La première section présente l’étude d’un jeu de données financières avec 30
composantes. Nous comparons les résultats d’estimation de notre méthode avec ceux ob-
tenus par la méthode du maximum de vraisemblance pour les lois stables [Nol05]. En
choisissant quelques composantes représentatives nous formons des jeux de données mul-
tivariées, et nous étudions la structure de leur mesure spectrale. Le comportement de la
queue de l’amplitude des données est étudié à la fin. Cette étude sert également à mettre
en évidence deux perspectives importantes liées à ce travail.

Dans la deuxième section, nous travaillons sur un jeu de données provenant de l’as-
tronomie. Ces données représentent les perturbations induites par les grandes planètes à
la dynamique des comètes. Nous commençons par une analyse exploratoire basée sur les
statistiques d’ordre. Les résultats empiriques nous suggèrent des lois à queue lourde. Les
lois stables et une famille alternative de lois à queue régulière d’indice α ≥ 2 sont propo-
sées pour la modélisation. Des tests statistiques sont également effectués pour vérifier les
choix de cette modélisation.

3.1 Quelques outils

Avant de commencer la présentation des applications, nous présentons deux outils très
utiles pour nos problèmes : une famille de lois à queue régulière et la statistique d’ordre.
La famille de lois à queue régulière que nous présentons sera utilisée comme alternative
aux lois stables. La statistique d’ordre nous permettra de mettre en place des tests pour
les résultats de nos estimations ou de construire quelques outils d’analyse exploratoire.

Rappelons la définition de la régularité d’une loi unidimensionnelle qui peut être déduite
de la définition 1.1.5.. La variable aléatoire X dans R1 a une loi à queue régulière si il
existe les constantes α > 0, p, q ≥ 0 telles que





lim
x→∞

xα

L(x)
P{X > x} = p,

lim
x→∞

xα

L(x)
P{X < −x} = q,

(3.1.1)

où L(x) est une fonction à variation lente. Ce modèle décrit non seulement la vitesse de
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décroissance de la queue, mais aussi la symétrie de la loi. La flexibilité de cette famille de
lois s’adapte particulièrement à notre cas. Les paramètres qu’on va estimer sont

α, β =
p− q

p+ q
et γ = p+ q.

Le paramètre α contrôle le kurtosis, β contrôle la symétrie, γ contrôle l’échelle. La méthode
d’estimation présentée dans le premier chapitre est mise en place. L’algorithme et le
programme sont présentés dans les annexes A et B. Une famille importante de lois à queue
régulière est celle de lois α-stables, présentée dans la sous-section 1.3.1. La condition de
régularité (1.3.6) est un cas particulier de la condition (3.1.1) avec L(x) = 1. Pour α ≥ 2,
nous proposons une famille de lois dont la densité est définie par

f(z) =
Cκ,α

1 + κ|z − ω|α+1
, (3.1.2)

où Cκ,α est une constante de normalisation, κ est le paramètre d’échelle, ω est le paramètre
de position et α est l’indice de queue. Cette famille de lois a une queue régulière d’indice
α, i.e.

P{|X| > x} ∼ Cx−α, quand x→ ∞.

Cette équivalence est un cas particulier de la condition (3.1.1) avec p = q = C, L(x) =
1. Comme ces lois sont symétriques par rapport à ω, elles peuvent être utilisées pour
modéliser les données issues d’une loi à queue régulière dont le paramètre de symétrie β
est proche de 0. Les moments d’ordre un et deux existent si α ≥ 2. Soit X une variable
aléatoire à densité définie par (3.1.2). En posant

C1 =

∫ ∞

0

1

1 + xα+1
dx, C2 =

∫ ∞

0

x2

1 + xα+1
dx,

des relations entre les paramètres et les moments de X sont les suivantes

Cκ,α =
κ

1
α+1

2C1

, EX = ω, VarX =
C2

C1κ
2

α+1

.

L’estimation des paramètres de ces lois est effectuée en plusieurs étapes. Tout d’abord,
l’indice de queue α est estimé par l’algorithme précédent. Ensuite le paramètre de position
ω est estimé par la moyenne empirique d’échantillon. A la fin, la constante de normalisation
Cκ,α et le paramètre d’échelle κ sont estimés en utilisant la méthode des moments.

Soit Z1, . . . , Zn une suite de variables aléatoires i.i.d. et F (z) = P{Z ≤ z}, z ∈ R, la
fonction de répartition correspondante. Considérons aussi Σn, l’ensemble des permutations
sur {1, . . . , n}. La statistique d’ordre de l’échantillon (Z1, . . . , Zn) est représentée par les
éléments de cet échantillon arrangés en ordre croissant et on les note par (Z(1,n), . . . , Z(n,n)).
Ainsi Z(1,n) ≤ . . . ≤ Z(n,n) et il existe une permutation aléatoire σn ∈ Σn telle que

(Z(1,n), . . . , Z(n,n)) = (Zσn(1), . . . , Zσn(n)). (3.1.3)

Dans la suite, quelques résultats classiques de la littérature sont présentés [Dav81,
DJ06]. Si F est continue, alors Z(1,n) < . . . < Z(n,n) presque sûrement et la permutation
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σn de la définition (3.1.3) est unique. Si Z1 a la densité f , alors la densité de la loi commune
des statistiques d’ordre est donnée par

n!1I{z1 < . . . < zn}f(z1) . . . f(zn).

La statistique d’ordre permet de déterminer la plupart des caractéristiques de la loi
d’où est issu l’échantillon. En particulier pour définir la fonction de répartition empirique,
il suffit d’ordonner l’échantillon par valeurs croissantes. Pour un nombre réel q ∈ (0, 1),
la statistique Z([nq]+1,n) (où [nq] désigne la partie entière de nq) s’appelle le quantile em-
pirique d’ordre q de l’échantillon. Nous présentons deux résultats importants concernant
le quantile empirique.

Supposons que F est continue et qu’il existe une solution unique zq pour l’équation
F (z) = q avec q ∈ (0, 1). La solution zq est appelée le q−quantile de F . Ainsi soit
{k(n), n ≥ 1} une suite des entiers telle que 1 ≤ k(n) ≤ n et lim

n→∞
k(n)

n
= q. Alors la suite

des quantiles {Z(k(n),n), n ≥ 1} converge presque sûrement vers zq. Ce premier résultat
montre que le quantile empirique est un estimateur du quantile théorique.

Si la densité de Z1, notée f , est continue et strictement positive, alors {Z([nq]+1,n)}
converge en loi vers zq :

√
n(Z([nq]+1,n) − zq)

L→ N
(

0,
q(1 − q)

f(zq)2

)
. (3.1.4)

Ce deuxième résultat permet de calculer des intervalles de confiance et construire des tests
d’hypothèses. D’un point de vue pratique, une analyse basée sur les quantiles empiriques
permet d’examiner la queue, la symétrie et la structure générale spatiale de la loi des
données. D’un point de vue théorique, les mathématiques sur lesquelles cet outil est basé
permettent une analyse des données rigoureuse.

3.2 Première application : étude des cours des 30 va-
leurs de l’indice DJIA

Les cours ajustés de clôture quotidiens pour les 30 valeurs de l’indice Dow Jones Indus-
trial Average (DJIA) ont été enregistrés entre le 3 janvier 2000 et le 31 décembre 2004. Ils
sont transformés séparément pour chaque titre par yt = ln(xt+1/xt), étant donnéN = 1256
valeurs de cours par titre. Nous obtenons un ensemble de données 30-dimensionnelles de
taille 1255. Cet ensemble de données a déjà été traité dans [Nol05], l’auteur proposant
des lois sous-gaussiennes stables pour la modélisation. Ici nous utilisons des lois à queue
régulière pour modéliser ce jeu de données.

Nous commençons par un ajustement de loi à queue régulière unidimensionnelle sur
chaque dimension des données en utilisant la méthode d’estimation présentée dans la sec-
tion 2.1 (voir aussi l’annexe A). Si les paramètres caractéristiques α sont significativement
différents entre eux, alors ces données ne sont pas issues d’une loi à queue régulière mul-
tivariée. Si les paramètres d’asymétrie β ne sont pas tous proches de 0, alors la loi n’est
pas symétrique et la mesure spectrale du vecteur aléatoire ne devrait pas être uniforme.
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Ensuite nous prenons trois composantes de l’indice DJIA pour étudier le comporte-
ment de la mesure spectrale. La mesure spectrale contient des informations essentielles
sur le vecteur, en particulier sur la structure de dépendance entre les titres individuels
qui composent l’indice DJIA. Supposons que X est un vecteur aléatoire d-dimensionnel
et X ∈ VR(α, σ) avec σ uniforme. D’après la proposition 1.2.4. toute projection k-
dimensionnelle de X, 1 ≤ k < d, forme un vecteur aléatoire de loi à queue régulière
de mesure spectrale uniforme. Donc on peut étudier l’uniformité de la mesure spectrale
des données multivariées en examinant les lois bivariées. Si on ne peut pas le faire pour
toutes les projections, on peut vérifier quelques paires visuellement. C’est-à-dire que nous
estimons d’abord les mesures spectrales des données de petite dimension formées par les
composantes choisies. Ensuite nous comparons ces mesures spectrales estimées avec la me-
sure uniforme sur la sphère unité en regardant les nuages ou les histogrammes des points
du support de mesure correspondante.

A la fin de cette section nous considérons la loi d’amplitude du vecteur aléatoire, i.e.
la loi de la norme des données. Soit X un v.a. de loi à queue régulière. D’après (1.1.5)
la norme ‖X‖ a une loi à queue régulière de même indice caractéristique. Nous utilisons
le paramètre α estimé du vecteur 30-dimensionnel comme indice de la queue de la loi
de ‖X‖. La loi de type Paréto est utilisée pour ajuster la distribution des normes des
données.

3.2.1 Données unidimensionnelles

Nous effectuons la procédure d’estimation des paramètres des lois à queue régulière
unidimensionnelles sur chaque composante de l’indice DJIA pour obtenir

Θ̂i = (α̂i, β̂i, σ̂i), i = 1, . . . , 30.

Puisque les données sont considérées comme des échantillons de variables aléatoires i.i.d.,
la permutation des données est aussi i.i.d.. On répète la procédure d’estimation k = 1000
fois sur les données permutées aléatoirement pour obtenir

Θ̂ij = (α̂ij, β̂ij, σ̂ij), i = 1, . . . , 30, j = 1, . . . , k.

Alors

Θ̄i = (ᾱi, β̄i, σ̄i) =
1

k

k∑

j=1

Θ̂ij

donnent une estimation des paramètres α, β et σ. Les propriétés de ces estimateurs sont
présentées dans la section 2.3.

Les résultats d’estimation des paramètres pour chaque composante de l’indice DJIA
sont présentés dans le Tableau 3.1. La Figure 3.1 présente les valeurs obtenues de ᾱi en
comparant avec les résultats d’estimation de α par la méthode du maximum de vraisem-
blance (m.v.) sous l’hypothèse que les données viennent d’une loi α-stable. Notons ces
valeurs par αi,stab, i = 1, . . . , 30. Les valeurs de ᾱi sont toutes plus grandes que αi,stab.
Il y a une corrélation entre ces deux résultats. Le manque de données pourrait être la
cause de ce phénomène. Nous avons observé dans la sous-section 2.4.4 que la méthode
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proposée surestime le paramètre α, tandis que la méthode du m.v. sous-estime α dans
le cas où α > 1. Malgré ces différences les résultats indiquent que les lois des données
pour chaque composante ont des indices de queue voisins l’un de l’autre. Dans ce cas
l’ensemble de données 30-dimensionnelles peut être considéré comme un échantillon de loi
à queue régulière multivariée. Les résultats d’estimation des paramètres β sont présentés
dans la Figure 3.2. La plupart des valeurs sont autour de 0. Cependant il existe des points
qui s’éloignent de 0. Cela indique que les lois de chaque composante ne sont pas toutes
symétriques.

Pour vérifier ces résultats, les tests statistiques des quantiles q0.99 et de Kolmogorov-
Smirnov (KS) ont été construits. Le test sur les quantiles vérifie si les quantiles empiriques
ẑ0.99 de chaque composante viennent d’une loi de type Paréto ou d’une loi stable avec les
paramètres correspondants. En même temps le test KS est déterminé plus par le corps
de la distribution que par la queue. Les hypothèses nulles sont respectivement que les
données sont issues d’une loi dont la densité est définie par (3.1.2) ou d’une loi stable.
En conclusion, dans la plupart des cas, les deux approches sont validées par les tests
statistiques mis en place. Nous sommes devant la première perspective mentionnée au
tout début du chapitre : quel est le meilleur choix du modèle pour un jeu de données ? A
priori, pour les données présentées, le maximum de vraisemblance pour les lois stables a des
“meilleurs” résultats aux tests que notre méthode. Les différences entre ces deux méthodes
pourraient être expliquées par le fait que notre modèle ne prend pas en compte l’asymétrie.
Néanmoins, ce que nous proposons est un modèle ayant une densité de probabilité simple
avec des résultats aux tests statistiques au moins comparables.
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Fig. 3.1: Les paramètres α estimés pour les données de 30 composantes de l’indice DJIA. L’ordre
est donné dans le tableau 3.1. Les lignes droites horizontales représentent les moyennes
des α estimées de modèle de loi à queue régulière (q.r.) (en pointillés) et de modèle de
loi stable utilisant la méthode d’estimation du maximum de vraisemblance (en tirets).
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Fig. 3.2: Les paramètres β estimés pour les données de 30 composantes de l’indice DJIA. L’ordre
est donné dans le tableau 3.1. Les lignes droites horizontales représentent les moyennes
des β estimées de modèle de loi à queue régulière (q.r.) (en pointillés) et de modèle de
loi stable utilisant la méthode d’estimation du maximum de vraisemblance (en tirets).
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code ᾱ αstab β̄ βstab σ̄ σstab δ̄ δstab q0.99 KS
1 AA 3.37 1.86 0.03 0.20 2.62e-006 6.11e-005 -1.25e-004 3.14e-005 0.60 0.74 0.02 0.41
2 AIG 2.90 1.70 0.02 0.07 5.54e-006 1.34e-004 -3.10e-005 4.98e-005 0.84 0.68 0.05 0.28
3 AXP 3.15 1.72 0.01 0.02 4.14e-006 1.52e-004 9.04e-005 2.56e-004 0.18 0.29 0.02 0.17
4 BA 3.01 1.82 0.00 -0.03 5.32e-006 6.91e-005 2.66e-004 5.06e-004 0.27 0.84 0.57 0.75
5 BAC 2.76 1.59 0.01 -0.05 8.37e-006 2.45e-004 6.85e-004 5.07e-004 0.77 0.46 0.04 0.53
6 C 2.91 1.71 0.03 0.04 6.87e-006 1.50e-004 2.89e-004 3.93e-004 0.44 0.48 0.39 0.61
7 CAT 3.26 1.83 0.11 0.31 2.17e-006 5.70e-005 6.65e-004 8.68e-004 0.86 0.78 0.32 0.74
8 CVX 2.98 1.77 -0.05 -0.10 2.02e-006 4.92e-005 3.17e-004 2.21e-004 0.24 0.74 0.31 0.94
9 DD 2.89 1.69 0.15 0.29 5.53e-006 1.41e-004 -9.61e-005 3.07e-004 0.64 0.27 0.00 0.65

10 DIS 2.91 1.81 0.09 0.17 9.43e-006 8.95e-005 -1.90e-005 2.01e-004 0.28 0.76 0.32 0.81
11 GE 2.95 1.73 0.05 0.11 5.93e-006 1.23e-004 -1.68e-004 -5.59e-005 0.80 0.85 0.02 0.49
12 GM 2.94 1.72 0.06 0.12 6.84e-006 1.45e-004 -3.29e-004 -5.25e-005 0.54 0.47 0.20 0.97
13 HD 2.80 1.66 0.05 0.03 1.49e-005 2.58e-004 -3.12e-004 -1.08e-004 0.99 0.68 0.07 0.45
14 HPQ 2.80 1.69 0.03 0.05 2.59e-005 3.02e-004 -5.66e-004 -4.08e-004 0.60 0.50 0.11 0.42
15 IBM 2.69 1.61 0.02 0.01 1.37e-005 2.52e-004 -1.04e-004 -1.67e-004 0.81 0.50 0.01 0.16
16 INTC 2.84 1.75 0.03 0.05 2.77e-005 2.40e-004 -4.81e-004 -3.04e-005 0.47 0.63 0.28 0.96
17 JNJ 3.14 1.77 0.02 0.04 1.29e-006 5.43e-005 3.17e-004 4.31e-004 0.08 0.37 0.02 0.16
18 JPM 2.88 1.68 0.04 0.01 1.18e-005 2.34e-004 -2.54e-005 -2.79e-004 0.91 0.75 0.05 0.06
19 KO 2.70 1.63 0.02 0.01 7.35e-006 1.58e-004 -1.75e-004 -1.40e-004 0.47 0.40 0.08 0.61
20 MCD 2.75 1.69 -0.00 -0.03 8.55e-006 1.42e-004 -1.19e-004 -9.57e-005 0.25 0.43 0.06 0.46
21 MMM 2.76 1.70 0.14 0.28 5.70e-006 1.03e-004 5.24e-004 7.33e-004 0.93 0.57 0.09 0.69
22 MRK 2.75 1.73 -0.03 -0.08 8.29e-006 1.05e-004 -4.46e-004 -2.84e-004 0.12 0.51 0.23 0.83
23 MSFT 2.68 1.66 0.02 0.02 1.92e-005 2.45e-004 -5.25e-004 -3.08e-004 0.12 0.16 0.06 0.45
24 PFE 3.22 1.78 0.02 0.01 2.06e-006 8.26e-005 -7.74e-005 1.07e-004 0.10 0.33 0.11 0.37
25 PG 2.24 1.56 0.05 0.10 2.96e-005 1.95e-004 1.05e-004 7.43e-004 0.15 0.16 0.01 0.70
26 T 3.03 1.72 0.04 0.03 5.40e-006 1.49e-004 -3.33e-004 -3.25e-004 0.40 0.50 0.08 0.61
27 UTX 3.06 1.79 0.02 -0.01 3.93e-006 7.92e-005 4.58e-004 6.74e-004 0.31 0.99 0.00 0.19
28 VZ 3.01 1.79 0.06 0.14 4.53e-006 8.05e-005 -1.70e-004 -9.75e-005 0.37 0.73 0.05 0.56
29 WMT 2.71 1.67 0.06 0.11 1.15e-005 1.73e-004 -1.62e-004 -5.13e-005 0.88 0.76 0.05 1.00
30 XOM 3.04 1.80 -0.11 -0.25 1.81e-006 4.48e-005 3.10e-004 4.67e-005 0.05 0.99 0.25 0.77

Tab. 3.1: Résultats d’estimation et des tests pour les 30 composantes de l’indice DJIA. Les graphes des valeurs des ᾱ, αstab, β̄ et βstab

avec les titres correspondants sont dans les Figures 3.1 et 3.2.
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3.2.2 Données tri-variées

Nous choisissons trois composantes représentatives, AIG, C et DIS, qui ont les va-
leurs de ᾱi très proches de la moyenne. Notons XA XC et XD les variables aléatoires
correspondantes. Supposons que le vecteur (XA, XC , XD) forme un v.a. de loi à queue
régulière. Considérons les v.a. 2-dimensionnels (XA, XC), (XA, XD) et (XC , XD). Ce sont
des projections du v.a. (XA, XC , XD) transformées par T2 définie par (1.2.14), i.e.

Tk : Rd\{x | x1 = · · · = xk = 0} → Rk,

x 7→ xk.

Ici d = 3, k = 2. D’après la proposition 1.2.3. chaque projection suit une loi à queue
régulière de même indice α que celui de (XA, XC , XD). Les valeurs de paramètre estimées
sur les combinaisons des données bivariées et tri-variées sont présentées dans le Tableau
3.2. Les paramètres α sont plus élevés que ceux estimés sur les données unidimension-
nelles. D’après les exemples présentés dans le deuxième chapitre, nous avons besoin d’un
plus grand échantillon pour estimer les paramètres d’une loi multidimensionnelle. Sinon
l’estimateur proposé a toujours une tendance à surestimer le paramètre α. Néanmoins les
valeurs de α estimées sur les données ayant la même dimension sont proches les unes des
autres. Cela indique que ces trois composantes forment un vecteur aléatoire de loi à queue
régulière.

Un avantage de notre méthode est que l’estimateur de la mesure spectrale ne dépend
pas de α. Donc les résultats d’estimation de mesure spectrale donnent des informations
significatives malgré les différences entre les paramètres α estimés sur des données ayant
la dimension différente. Notons les mesures spectrales estimées sur les données bivariées
respectivement par σ̂A,C , σ̂A,D et σ̂C,D. La Figure 3.3 présente les graphes des nuages
des données bivariées et les histogrammes des points du support de la mesure spectrale
correspondante. Nous observons que ces mesures spectrales sont loin d’être uniformes. Le
graphe des données tri-variées est présenté dans la Figure 3.4 a). Les diagrammes b) et
c) présentent le graphe de nuage et les histogrammes des points du support de la mesure
spectrale estimée. Les histogrammes sont en coordonnées sphériques : θ ∈ [0, π] représente
le zénith, φ ∈ [0, 2π) représente l’azimut. Soit σ une mesure uniforme sur la sphère unité
S2. La densité de σ en coordonnées sphériques est f(θ, φ) = sin θ

4π
. Le diagramme d) dans la

Figure 3.4 présente la densité de σ, qui nous indique ainsi que la mesure spectrale du v.a.
(XA, XC , XD) n’a pas l’allure d’une loi uniforme. Cela coïncide avec les résultats sur les
données bivariées. La structure de mesure spectrale présentée ici exclut le modèle de lois
avec mesure spectrale uniforme. Donc les lois stables isotropiques ne sont pas applicables
pour modéliser ces données multidimensionnelles ainsi que leur norme, malgré le fait que
le modèle de lois stables est validé par les tests dans le cas unidimensionnel. Dans ce cas
nous n’avons pas une loi simple pour la norme du vecteur aléatoire. Ce problème est étudié
dans le paragraphe suivant.

3.2.3 Amplitude des données

Si nous considérons nos données comme 1255 réalisations d’un vecteur aléatoire 30-
dimensionnel, alors nous obtenons 1255 réalisations de la norme du vecteur.
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code α σ δ
(AIG, C) 4.07 1.61e-006 (-0.31, 2.89)e-004
(AIG, DIS) 3.75 3.48e-006 (-0.31, -0.19)e-004
(C, DIS) 3.43 9.27e-006 (2.89, -0.19)e-004
(AIG, C, DIS) 3.84 5.93e-006 (-0.31, 2.89, -0.19)e-004

Tab. 3.2: Résultats d’estimation des paramètres des lois à queue régulière pour les données de
trois composantes de l’indice DJIA : AIG, C et DIS.
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Fig. 3.3: Comparaison deux par deux des données de AIG, Citigroup et DIS, (AIG, C) (a),
(AIG, DIS) (b) et (C, DIS) (c). Les nuages de données bivariées (gauche), les histo-
grammes des points du support de la mesure spectrale estimée correspondante σ̂A,C ,
σ̂A,D et σ̂C,D (droite).
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Fig. 3.4: Résultats d’estimation de la mesure spectrale des données 3-dimensionnelles de AIG,
Citigroup et DIS. Le nuage des données 3-dimensionnelles (AIG, C, DIS) (a), le sup-
port de la mesure spectrale estimée (b), les histogrammes des points du support de
la mesure spectrale estimée en coordonnées sphériques (c), la densité d’une mesure
uniforme sur la sphère S2 en coordonnées sphériques (d).
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Soit X = (X(1), . . . , X(d)) un v.a. d-dimensionnel. L’amplitude de X est définie par

R = ‖X‖ =
√

(X(1))2 + · · · + (X(d))2.

Si X a une loi α-stable isotropique, alors R2 L
= AT où A ∼ S1(α/2, (1, γ), 0) et T est

une variable aléatoire de loi de χ2 de degré de liberté d. Dans ce cas on peut déduire une
forme explicite pour la fonction de répartition de R. Ce modèle est utilisé dans [Nol05].
Par rapport au résultat précédemment obtenu nous ne pouvons pas appliquer le modèle
de lois stables : la mesure spectrale n’étant pas uniforme, ceci implique que même si le v.a.
X est stable il n’est pas isotropique, donc R n’a pas une forme simple pour la fonction de
répartition, raison pour laquelle nous n’utilisons pas le modèle de lois stables dans cette
situation.

Par ailleurs si X est un v.a. à queue régulière, alors R = ‖X‖ est une variable aléa-
toire positive de loi à queue régulière de même indice caractéristique d’après (1.1.5).
Nous estimons les paramètres d’une loi 30-dimensionnelle à queue régulière d’où est issu
l’échantillon, et nous utilisons ces paramètres pour modéliser l’amplitude des données. Les
résultats d’estimation sont ᾱX = 4.46 et σ̄X = 4.93 × 10−5.

Nous testons les queues de distribution pour l’amplitude. La loi de type Paréto tronquée
est utilisée. Les résultats dans le Tableau 3.3 montrent que la loi de type Paréto est
souhaitable pour les queues de la distribution de ce jeu de données. Mais cette loi ne
donne pas le corps de distribution.

La famille de lois stables non gaussiennes est un sous-ensemble des lois à queue régulière
ayant l’indice de queue α inférieur à 2. Si la valeur estimée de α est supérieure à 2, le
modèle de lois stables n’est plus applicable. C’est-à-dire que l’approche développée dans
cette thèse nous aide à diagnostiquer le caractère stable ou non-stable d’une distribution
ajustable à un jeu de données. Dans ce cas où α > 2 nous ne sommes capable de fournir
que des informations concernant uniquement la queue de la distribution. Nous sommes
donc devant la deuxième perspective annoncée au commencement du chapitre : selon le
problème, trouver la loi à queue régulière qui ajuste au mieux un jeu de données.

modèle q0.9 q0.95 q0.99

Paréto 0.589 0.718 0.661

Tab. 3.3: Les p−valeurs obtenues du test des quantiles pour l’amplitude des données.
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3.3 Deuxième application : étude des perturbations pla-
nétaires des comètes du nuage de Oort

3.3.1 Introduction

Le mouvement des comètes est l’un des phénomènes les plus difficiles à modéliser dans
la mécanique céleste. Il est connu que cette dynamique est fortement chaotique. Il s’agit
là, d’un cas particulier du problème des N -corps. Nous considérons ici six corps célestes,
le Soleil, les planètes Jupiter, Saturne, Uranus et Neptune et une comète. Les trajectoires
des comètes sont influencées par les perturbations planétaires au cours des "rencontres
proches" avec les planètes. Ces perturbations constituent le mécanisme principal qui in-
fluence les trajectoires des comètes. L’intégration numérique directe de ce problème n’est
pas possible à cause du temps de calcul.

A la recherche d’une approche alternative, nous pouvons profiter du fait que les per-
turbations planétaires sur les comètes du nuage de Oort sont non corrélées. En fait, les
périodes orbitales de telles comètes sont beaucoup plus grandes que celles des planètes,
ainsi lorsque la comète retourne, les phases des dernières peuvent être prises au hasard.
Par conséquent, il est intéressant de modéliser ces perturbations d’une manière statisti-
quement fiable et moins coûteuse en temps de calcul.

Nous donnons dans cette section une description statistique d’un grand ensemble des
perturbations planétaires calculées numériquement [RVF02]. Un modèle de lois à queue
régulière est proposé pour la modélisation. Ce modèle peut être utile pour une meilleure
compréhension du comportement des perturbations planétaires dans notre système solaire.
Il peut également servir à économiser le temps de calcul de simulation de la dynamique des
comètes. La sous-section 3.3.2 présente la compilation des données. Les résultats obtenus
sont présentés et interprétés dans la sous-section 3.3.3.

3.3.2 Données

Les données des perturbations planétaires qu’on utilise ici sont obtenues par des mé-
thodes numériques [RVF02]. La Figure 3.5a présente le mouvement képlérien elliptique
d’une comète Pk par rapport au soleil P0. La notation a représente le demi-grand axe. La
notation q représente la distance du périhélie au soleil. Les éléments orbitaux sont présen-
tés dans la Figure 3.5b. La direction du périhélie −→u0 et la direction du centre de gravité−→
G/G sont reliées par −→v0 =

−→
G/G∧−→u0. Les notations i, ω et Ω représentent respectivement

l’inclinaison, l’argument du périhélie et la longitude du noeud. Ces trois angles dépendent
évidemment du choix du repère orthonormé. Ainsi la dynamique d’une comète est décrite
par le vecteur de paramètres suivant (z, q, cos i, ω,Ω)T où z représente − 1

a
.

Les perturbations planétaires sont données par la variation des paramètres orbitaux
d’une comète entre les valeurs qu’ils ont avant d’entrer dans la région des planètes du sys-
tème solaire (zi, qi, cos ii, ωi,Ωi)

T et les valeurs finales (zf , qf , cos if , ωf ,Ωf )
T quand la co-

mète est de retour sur l’orbite barycentrique képlérienne. Ainsi la perturbation planétaire
est (∆z = zf − zi,∆q = qf − qi,∆ cos i = cos if − cos ii,∆ω = ωf − ωi,∆Ω = Ωf − Ωi)

T .
L’étude présente admet que ces perturbations dépendent principalement de qi et cos ii
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a. b.

Fig. 3.5: a. Ellipse du mouvement képlérien. b. Éléments d’orbite.

[Fer81], ainsi chaque perturbation est associée au couple (cos ii, qi). De plus, puisque l’éner-
gie orbitale est la quantité principale qui est influencée par les perturbations planétaires,
on considère ici seulement ce genre de perturbation.

Par conséquent, nos données sont composées par un ensemble des triplets (cos ii, qi,∆z).
Nous considérons ces perturbations comme des données spatiales. Les points (cos ii, qi)
dans l’espace K = [−1, 1] × [0, 32] représentent les positions des données. Les valeurs
∆z dans R1 représentent les marques attachées à chaque emplacement. Dans la suite on
appellera ∆z tout simplement la marque des perturbations.

3.3.3 Résultats

Quantiles empiriques

L’absence de stationnarité des marques des perturbations impose la partition de l’es-
pace des positions en un nombre fini de cellules. Considérons la partition K =

⋃n
i=1Ki en

cellules Ki disjointes et de même volume. La taille du volume doit être assez grande pour
contenir assez de perturbations. En même temps, le volume doit être suffisamment petit
pour admettre les hypothèses de stationnarité des marques des perturbations à l’intérieur
de la cellule. Après plusieurs essais nous avons opté pour une partition en cellules carrées,
ayant toutes le même volume de 0.1 × 0.1 UA, telle que chaque cellule contienne environ
1500 perturbations.

Nous nous sommes intéressés à trois questions concernant la loi des marques des per-
turbations. Les deux premières sont liées à la queue et à la symétrie des lois des données.
La troisième question est liée à un problème plus délicat. Il est connu que les positions des
perturbations suivent la loi uniforme dans K. Les valeurs des perturbations dépendent
beaucoup de leurs positions. Néanmoins, on a très peu de connaissances sur la loi spatiale
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des perturbations. Ainsi, la troisième question est la suivante : existe-t-il une structure
spatiale soulignée par les marques des perturbations ?

L’analyse exploratoire que nous proposons pour les données des perturbations est basée
sur le calcul de quantiles empiriques. Il existe plusieurs raisons qui motivent un tel choix.
Premièrement, il n’y a pas beaucoup de connaissances à priori concernant ces perturba-
tions. Nous savons seulement qu’elles sont distribuées autour de zéro et qu’elles se situent
de manière uniforme dans K. Cela implique que très peu d’hypothèses par rapport aux
données peuvent être faites. Pour appliquer une telle analyse, la seule hypothèse nécessaire
concerne les conditions de validité du théorème central limite.

A cet effet, les q-quantiles empiriques sont calculés dans chaque cellule. Les calculs des
q-quantiles centraux indiquent que les marques des perturbations sont distribuées autour
de l’origine, et qu’aucune structure spatiale particulière n’est observable dans l’espace des
positions des perturbations.

En revanche, la situation est complètement différente pour les q-quantiles extrêmes :
q0.01, q0.05, q0.95, q0.99. Nous observons que ces quantiles prennent des valeurs importantes
autour du demi-grand axe de chaque planète. Afin de vérifier si ces valeurs peuvent in-
diquer des distributions à queue lourde, les différences ẑq − n̂q sont calculées. Le premier
terme de cet indicateur représente le q-quantile empirique. Le deuxième terme est le q-
quantile théorique de la loi normale avec la moyenne et l’écart-type donnés respectivement
par ẑ0.50 et (ẑ0.84 − ẑ0.16)/2. Ainsi pour les q-quantiles extrêmes, la différence ẑq − n̂q peut
indiquer une distribution à queue lourde.

La Figure 3.6 présente les différences entre les valeurs estimées de ẑ0.99 et n̂0.99. On
observe que cette différence prend des valeurs importantes pour les perturbations qui se
situent autour d’une orbite de planète et quand le cosinus de l’angle d’inclinaison est
proche de 1. Toutes ces valeurs forment une structure spatiale en forme de flèche. Cette
forme se situe autour de l’orbite de planète, pointe de la droite vers la gauche et disparaît
lorsque le cosinus de l’angle d’inclinaison s’approche de −1. La netteté de cette flèche
dépend de la taille de la planète la plus proche : plus la planète est grande, plus nette est
la forme de la flèche. Cela peut être observé par le changement des valeurs de l’indicateur
de différence par rapport à la taille de la planète. Ces observations correspondent dans
un certain sens à nos attentes : les perturbations sont plus importantes quand la comète
traverse l’orbite d’une planète géante.

Puisque ces phénomènes sont observés pour les q-quantiles extrêmes, ils indiquent que
les queues de la loi sont une caractéristique importante des données. Ainsi le modèle
statistique pour les données doit être capable de capturer ces caractéristiques des marques.

Les quantiles empiriques peuvent être également utilisés comme un indicateur simple de
la symétrie de la distribution des données. Si la différence ẑq−|ẑ1−q| tend vers 0, alors cela
indique plutôt la symétrie. La Figure 3.7 présente le résultat de ces différences calculées
autour de Jupiter. Les valeurs obtenues sont assez faibles dans les régions considérées.
Néanmoins, il existe certaines régions, notamment autour de l’orbite de la planète où
nous pouvons supposer que les lois des données sont légèrement asymétriques. Cependant,
les perturbations ont des valeurs numériquement assez faibles. Ainsi l’évaluation de la
symétrie utilisant l’indicateur proposé doit être effectuée avec prudence.

Il est raisonnable d’espérer une réponse plus fiable à cette question en utilisant un
modèle statistique. Manifestement, un tel modèle devrait aussi être capable de capturer
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Fig. 3.6: Différences des quantiles empiriques ẑ0.99 − n̂0.99 pour les perturbations autour des
grandes planètes : a) Jupiter, b) Saturne, c) Uranus et d) Neptune. Pour chaque
diagramme l’axe des ordonnées représente la distance initiale du périhélie (UA), et
l’axe des abscisses représente le cosinus de l’angle d’inclinaison. Les demi-grands axes
des quatre planètes géantes sont : aJ = 5.2 UA, aS = 9.6 UA, aU = 19.2 UA,
aN = 30.1 UA.
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la symétrie de la distribution des données.
Le théorème central limite pour les statistiques d’ordre permet de construire des tests

d’hypothèses. Puisque notre analyse nous amène vers le modèle des lois à queue lourde,
avant toute chose, nous souhaitons écarter l’hypothèse la plus simple, c’est-à-dire la norma-
lité. L’essai a été effectué pour les données de chaque cellule, en considérant les moyennes
et les écart-types empiriques comme paramètres de la loi normale. Les p-valeurs ont été
calculées en utilisant la loi de χ2. Dans ce contexte, l’hypothèse de normalité locale des
marques des perturbations est globalement rejetée.

La Figure 3.8 présente le résultat des tests de normalité du quantile empirique ẑ0.95

calculé autour de l’orbite de Jupiter. Nous observons qu’il y a des régions où la normalité
ne peut pas être rejetée. Néanmoins, les régions où cette hypothèse est rejetée indiquent
que la normalité ne peut être assumée en totalité. Par conséquent, un modèle statistique
paramétrique doit être capable de tenir compte de cette situation, aussi.
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Fig. 3.7: Analyse de la symétrie en utilisant la différence des quantiles ẑ0.99 − |ẑ0.01| pour les
marques des perturbations autour de Jupiter.

Le seul paramètre utilisé dans cette analyse exploratoire est la partition du domaine des
positions K. Une question se pose : les résultats obtenus dépendent de la structure induite
par les données, ou bien ils ne sont que la conséquence de la partition en cellules ? Pour
répondre à cette question, une procédure de type bootstrap et un test de permutation ont
été mis en oeuvre [DH97].

L’échantillon de bootstrap est pris aléatoirement en choisissant de manière uniforme
20% dans l’ensemble de données initiales. Les différences ẑ0.99−n̂0.99 ont été calculées pour
cet ensemble de données. Cette opération a été répétée 100 fois. A la fin de la procédure,
les moyennes empiriques de ces différences ont été calculées. Les résultats sont présentés
dans la Figure 3.9 a). Comme attendu, la même structure que celle de la Figure 3.6 a).
est obtenue.

Le test de permutation suit les mêmes étapes que la procédure de bootstrap sauf que les
perturbations sont préalablement permutées. Cette transformation se passe comme suit :
pour chaque perturbation, sa marque est conservée, tandis que sa position est échan-
gée avec la position d’une autre perturbation choisie au hasard. Cette procédure devrait
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Fig. 3.8: p-valeurs obtenues pour le test de normalité des quantiles empiriques ẑ0.95 autour de
l’orbite de Jupiter.

détruire toute structure existante dans les données. Dans ce cas, nous espérons que la
procédure de type bootstrap ne montrera pas la présence d’une structure spatiale. La
Figure 3.9b) montre le résultat de ce test effectué dans le voisinage de l’orbite de Jupiter.
Après la permutation, une procédure de type bootstrap est appliquée pour estimer les
moyennes des indicateurs de différence ẑ0.99 − n̂0.99. Le résultat confirme nos attentes :
aucune structure particulière n’est observée. Cela indique que les résultats de l’analyse
sont dus principalement à la distribution des données et ne dépendent pas de la partition
en cellules du domaine des positions des perturbations.

En même temps, la permutation est également un test de vérification de la méthodologie
exploratoire proposée. Cette méthodologie permet de caractériser la structure spatiale
induite par les données, en fonction d’un paramètre de précision. Quand une telle structure
n’existe pas, la méthode ne détecte rien.

Inférence statistique en utilisant les lois à queue régulière

Les observations empiriques des lois des marques des perturbations indiquent une loi
à queue lourde avec une asymétrie parfois non réglable. Le caractère leptocurtique des
lois des perturbations a été observé surtout dans les voisinages des orbites des planètes.
Pour répondre à cette évidence empirique, des lois à queue régulière sont choisies pour la
modélisation.

La même partition en cellules que pour l’analyse exploratoire est utilisée. L’algorithme
présenté dans l’annexe A est effectué pour les données dans chaque cellule.

Les résultats d’estimation des paramètres α et γ sur les données des perturbations
autour de l’orbite de quatre planètes sont présentés dans les Figures 3.10 et 3.11. Nous
observons dans la Figure 3.10 des régions formées par les cellules avec une valeur estimée
de α inférieure à 2. Ce type de région se situe autour de l’orbite de chaque grande planète.
La forme de cette région est moins pointue que la région obtenue à l’aide des quantiles
empiriques. Pourtant, il y a une corrélation entre les deux résultats. Ces deux résultats
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Fig. 3.9: Validation de l’analyse basée sur l’indicateur de différence ẑ0.99 − n̂0.99 calculé autour
de l’orbite de Jupiter : a) procédure de bootstrap, b) test de permutation.

indiquent que le caractère de type queue lourde de la loi des perturbations présente une
forme spatiale. Cette forme spatiale se situe autour de l’orbite des grandes planètes. Le
paramètre d’échelle γ indique le “poids” des queues des distributions. Dans la Figure 3.11 il
peut être observé que les valeurs les plus importantes forment une forme spatiale similaire
à celle formée par l’indice de queue, c’est-à-dire une bande autour de l’orbite de la grande
planète correspondante.

La symétrie de la distribution des données peut être analysée en examinant les résul-
tats d’estimation du paramètre β présentés dans la Figure 3.12. Les résultats obtenus
n’indiquent pas la présence de symétrie ou d’asymétrie en tant que caractéristique domi-
nante ou sous-entendant une structure spatiale.

Les résultats d’estimation des paramètres de position δ sont présentés dans la Fi-
gure 3.13. Ce paramètre représente l’espérance de la loi des perturbations. Ici on utilise
tout simplement la moyenne empirique comme estimateur. Les résultats indiquent qu’une
translation des perturbations est possible autour de l’orbite des grandes planètes corres-
pondantes.

Afin de vérifier ces résultats, un test statistique en utilisant le théorème central limite
des statistiques d’ordre a été construit. La Figure 3.14 présente le résultat du test qui
vérifie bien que les quantiles ẑ0.99 autour de l’orbite de Jupiter viennent d’une loi stable
avec le paramètre α correspondant, tandis que les quantiles en dehors de cette région
viennent d’une loi de type Paréto. Il peut être observé que des valeurs élevées pour les
p-valeurs sont réparties sur l’ensemble de la région : pour 81.5% des cellules, nous ne
pouvons pas rejeter l’hypothèse nulle. Ce résultat montre une meilleure caractérisation
des queues des lois des perturbations que le test de l’hypothèse de normalité effectué
dans la sous-section précédente. Le test précédent indique que les lois des perturbations
présentent un comportement de type stable ou de type Paréto. Si les perturbations sont
proches de l’orbite d’une grande planète, elles ont plutôt un comportement stable. La
Figure 3.15 présente les p-valeurs du test de χ2 mis en oeuvre pour les perturbations
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Fig. 3.10: Résultats d’estimation de l’indice de queue α sur les marques des perturbations
autour des grandes planètes : a) Jupiter, b) Saturne, c) Uranus et d) Neptune.
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Fig. 3.11: Résultats d’estimation du paramètre d’échelle γ sur les marques des perturbations
autour des grandes planètes : a) Jupiter, b) Saturne, c) Uranus et d) Neptune.
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Fig. 3.12: Résultats d’estimation du paramètre β sur les marques des perturbations autour des
grandes planètes : a) Jupiter, b) Saturne, c) Uranus et d) Neptune.
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Fig. 3.13: Résultats d’estimation du paramètre de position δ sur les marques des perturbations
autour des grandes planètes : a) Jupiter, b) Saturne, c) Uranus et d) Neptune.
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Fig. 3.14: Les p−valeurs calculées autour de l’orbite de Jupiter pour le test des quantiles em-
piriques ẑ0.99 des lois à queue régulière.

avec α < 2. Dans ce cas, nous modélisons en utilisant les lois stables. Ce test permet
de vérifier les perturbations non seulement pour la queue, mais aussi pour le corps de
leurs distributions. Nous observons que dans presque toutes ces régions, l’hypothèse de
loi stable n’est pas rejetée.
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Fig. 3.15: Les p-valeurs du test statistique de χ2 pour les perturbations autour des grandes
planètes avec α < 2 : a) Jupiter, b) Saturne, c) Uranus et d) Neptune.

Pour les perturbations avec α ≥ 2, nous considérons la famille des distributions dont la
densité est définie par (3.1.2). Le test statistique du χ2 est appliqué pour les perturbations
avec α ≥ 2. L’hypothèse nulle est que les perturbations proviennent d’une loi donnée par
(3.1.2). Les p-valeurs obtenues sont présentées dans la Figure 3.16. On constate que pour
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la majorité des cellules concernées cette hypothèse n’est pas rejetée.
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Fig. 3.16: Les p-valeurs du test statistique de χ2 pour les perturbations autour des grandes
planètes avec α ≥ 2 : a) Jupiter, b) Saturne, c) Uranus et d) Neptune.



Conclusion et perspectives

Nous avons présenté dans cette thèse une méthode pour estimer l’indice caractéris-
tique et la mesure spectrale d’une loi à queue régulière dans un cône abstrait. C’est une
application statistique utilisant le lien entre la variation régulière et la représentation de
LePage d’un élément aléatoire stable dans un cône. Elle nous amène des méthodes d’es-
timation des paramètres pour des différentes familles de lois. Les lois α-stables et les lois
max-stables sont des exemples typiques. Un des points forts de cette méthode est que
l’estimateur de la mesure spectrale normalisée ne dépend pas de l’indice de la queue.
Nous avons prouvé que les estimateurs proposés ont une loi asymptotiquement normale.
La vitesse de convergence dépend des exposants de premier et second ordre de la queue
de la loi marginale. Par exemple pour estimer les paramètres des lois α-stables dans Rd, la
vitesse de convergence optimale peut atteindre N1/3 pour les estimateurs de l’indice α et
de la mesure spectrale normalisée, et N1/4 pour l’estimateur de la masse totale de mesure
spectrale, où N représente la taille d’échantillon.

Nous avons proposé un nouvel estimateur de la masse totale de mesure spectrale sous
l’hypothèse que l’échantillon est issu d’une loi appartenant au domaine d’attraction normal
d’une loi stable. On souhaite affaiblir cette hypothèse afin de donner un estimateur général
pour la masse totale de la mesure spectrale d’une loi à queue régulière.

Dans le cas où la mesure spectrale est absolument continue par rapport à la mesure
de Lebesgue, une estimation de sa densité peut être obtenue par la méthode de noyau
appliquée à une suite de vecteurs aléatoires i.i.d. dont la loi commune converge vers la
mesure spectrale. La consistance de cet estimateur est démontrée sous la condition forte
de variation régulière. On souhaite trouver la vitesse de convergence pour un choix de
fenêtre optimal.

Nous avons effectué la mise en oeuvre de l’algorithme d’estimation précité dans le
langage de programmation MATLAB. Trois différentes méthodes d’estimation des pa-
ramètres des lois stables ont été comparées par l’étude de simulation. Les estimateurs
proposés sont asymptotiquement sans biais, et ils ont l’avantage évident sur le temps de
calcul. Il est clair que dans un cadre paramétrique, les estimateurs développés dans cette
thèse n’avaient “aucune chance” face à un estimateur paramétrique comme le maximum
de vraisemblance. Pour compléter cette étude de simulation, on pourrait comparer avec
d’autres estimateurs non-paramétriques sur des données issues d’une loi à queue régulière.

Nous avons étudié trois sortes de transformations par lesquelles la propriété de va-
riation régulière est préservée. Des conditions suffisantes pour cette préservation ont été
présentées. Ces transformations ont été utilisées pour simuler des vecteurs aléatoires ap-
partenant au domaine d’attraction d’une loi stable. Les propriétés des projections ont été
utilisées pour étudier le comportement de la mesure spectrale d’une loi à queue régulière
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multivariée.
La famille de lois à queue régulière peut être utilisée dans de nombreux domaines

d’application des événements rares ou des valeurs extrêmes. Nous avons présenté dans
le dernier chapitre deux applications de modèles de lois à queue régulière en utilisant
la méthode d’estimation proposée. Une direction intéressante est d’améliorer cette mé-
thode afin de pouvoir donner une description plus complète pour les données réelles. En
moyennant les résultats d’estimation sur des permutations aléatoires des échantillons on
améliore numériquement la convergence des estimateurs. Il serait intéressant de démontrer
théoriquement cette amélioration.

Dans la partie d’application, une autre question ouverte devant nous est de trouver
une alternative aux lois stables pour α > 2 qui ajuste au mieux un jeu de données. Cette
question peut être considérée aussi dans le cas multidimensionnel.



Annexe A

Bilan sur les estimateurs

Le tableau suivant forme l’algorithme de l’estimation des paramètres des lois à queue
régulière présentée dans la section 2.1. Nous résumons ensuite des résultats principaux
concernant la consistance et la normalité asymptotique des estimateurs.

A.1 Liste des variables et calcul des estimateurs

Variables et notations
ξ1, . . . , ξN une suite des e.a. i.i.d. de loi

satisfaisant la condition de VR(α, σ)
N la taille d’échantillon
r ∈ (0, 1) le rapport de regroupement
n = [N r] le nombre des groupes
m = [N1−r] la taille des groupes
Gm,i = {ξ(i−1)m+1, . . . , ξim} le ième groupe, i = 1, . . . , n

M
(1)
m,i = max{‖ξ‖ | ξ ∈ Gm,i} la plus grande norme dans

le ième groupe
ξm,i : ‖ξm,i‖ = M

(1)
m,i l’élément dont la norme est la

plus grande dans le ième groupe
M

(2)
m,i = max{‖ξ‖ | ξ ∈ Gm,i\{ξm,i}} la deuxième grande norme

dans le ième groupe
Estimateurs

α̂N =
Sn

n− Sn

où Sn =
n∑

i=1

M
(2)
m,i

M
(1)
m,i

σ̂(S)N =

(
1

nΓ(1 − t
α
)

n∑

i=1

qt
m,i

)α
t

où qm,i =
M

(1)
m,i

m1/α
et 0 < t <

αr

2

ˆ̃σN(·) =
1

n

n∑

i=1

δθm,i
(·) (cas multidimensionnel) où θm,i =

ξm,i

‖ξm,i‖

β̂N =
2

n

n∑

i=1

1I{1}θm,i − 1 (cas unidimensionnel)
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A.2 Consistance

Condition de régularité (1.1.6) :
L’e.a. ξ satisfait la condition de régularité si ∀λ > 0 et pour tout B ∈ B(S) avec

σ(∂B) = 0

lim
n→∞

nP

{
ξ

‖ξ‖ ∈ B, ‖ξ‖ > λbn

}
= σ(B)λ−α.

• (Théorème 2.1.4.) Si ξ satisfait la condition de régularité alors on a

α̂N
p.s.−−−→

N→∞
α quand N → ∞.

• (Lemme 2.1.7.) Si ξ satisfait la condition de régularité alors on a pour chaque i

θm,i ⇒ σ quand m→ ∞.

• (Corollaire 2.1.9.) Si ξ satisfait la condition de régularité alors on a

ˆ̃σN
p.s.⇒ σ̃ quand N → ∞.

• (Théorème 2.1.6.) Si ξ satisfait la condition de régularité avec bn = n1/α, alors pour
0 < t < αr

2
on a

σ̂(S)N − σ(S)
p.s.−−−→

N→∞
0 quand N → ∞.

A.3 Normalité asymptotique

Relation asymptotique du second ordre (2.1.40) :
L’e.a. ξ satisfait la relation asymptotique du second ordre si

P{‖ξ‖ > x} = σ(S)x−α + cx−ρ + o(x−ρ) quand x→ ∞,

avec 0 < α < ρ ≤ ∞ où c est une constante.

• (Théorème 2.1.10.) Si la loi de ξ satisfait la condition de régularité (1.1.6) et la
relation asymptotique de second ordre (2.1.40) et si on choisit

n = N2ζ/(1+2ζ)−ε, m = N1/(1+2ζ)+ε,

où ζ = (ρ−α)/α et ε est une constante strictement positive et arbitrairement petite,
alors on a √

n

(
1

n
Sn − α

α+ 1

)


 1

n

n∑

i=1

(
M

(2)
m,i

M
(1)
m,i

)2

−
(

1

n
Sn

)2



1/2
⇒ N (0, 1).
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• (Théorème 2.1.12.) Si la loi de ξ satisfait la condition de régularité (1.1.6) et la
relation asymptotique de second ordre (2.1.40) avec ρ > α+ 1. Si on choisit

r =
3α− 4(ρ− 1) +

√
16(ρ− 1)2 − 8α(ρ− 1) − 7α2

2α
− ε, si ρ ≤ 11

8
α+ 1,

r =
1

2
− ε, si ρ >

11

8
α+ 1,

où ε est une constante suffisamment petite, alors dans deux cas

0 < t <
αr

4
∧ 1 si α+ 1 < ρ ≤ 11

8
α+ 1 ou ρ ≥ 3

2
α+ 1,

0 < t <
3α+ 2 − 2ρ

2
∧ 1 si

11

8
α+ 1 < ρ <

3

2
α+ 1,

on a
√
n

(
1

n

n∑

i=1

qt
m,i − Γ

(
1 − t

α

)
σ(S)t/α

)


 1

n

n∑

i=1

q2t
m,i −

(
1

n

n∑

i=1

qt
m,i

)2



1/2
⇒ N (0, 1).

Relation forte du second ordre (2.1.75) :
L’e.a. ξ satisfait la relation forte du second ordre si ∀B ∈ B(S) tel que σ(∂B) = 0

P

{
ξ

‖ξ‖ ∈ B, ‖ξ‖ > x

}
= σ(B)x−α + cx−ρ + o(x−ρ) quand x→ ∞,

avec 0 < α < ρ ≤ ∞ où c est une constante.

• (Théorème 2.1.14.) Si la loi de ξ satisfait la relation forte du second ordre (2.1.75)
et si on choisit

n = N2ζ/(1+2ζ)−ε,m = N1/(1+2ζ)+ε,

où ζ = min(ρ−α
α
, 1) et ε est une constante strictement positive et arbitrairement

petite, alors ∀B ∈ B(S) tel que σ(∂B) = 0

√
n(σ̂N(B) − σ(B))


 1

n

n∑

i=1

(1IB(θm,i))
2 −

(
1

n

n∑

i=1

1IB(θm,i)

)2



1/2
⇒ N (0, 1).
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Annexe B

Programmes MATLAB

Nous fournissons ici le code des fonctions qui est utilisé dans les sections 1.3 et 2.1
pour simuler les données des lois α-stables et max-stables, et pour estimer les paramètres.
Les fonctions sont : “mvrfit.m”, “stabsym1d.m”, “stabiso2d.m”, “maxstabuni.m” et “maxs-
tab2p.m”. Le texte commencé par % est considéré comme le commentaire.

B.1 Programme pour estimer les paramètres : mvrfit.m

% Fonction qui estime les paramètres des données provenant d’une loi à
% queue régulière multivariée en utilisant l’algorithme présenté dans la
% section 2.1. La dimension maximale admissible est 30.

% Les sorties sont :
% alpha : nombre réel positif,
% masse : nombre réel positif,
% sigma : matrice n×dim qui contient les coordonnées des points du support
% de la mesure spectrale estimée,
% delta : vecteur 1×dim qui contient les coordonnées de la moyenne des
% données.

% L’argument obligatoire est la matrice A.
% Les arguments optionnels sont :
% ispara1 : la paramétrisation de [Samorodnitsky 94],
% ismax : la norme définie par le maximum des coordonnées du vecteur.

% Les variables sont :
% N : la taille d’échantillon,
% ddim : la dimension des données,
% r : le rapport de regroupement,
% n : le nombre des groupes,
% m : la taille des groupes,
% delta : la moyenne des données,
% nnorme : la norme du vecteur,
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% s : Sn,
% ma : M (1)

m,i,
% sigma : la mesure spectrale estimée, dans le cas unidimensionnel sigma
% apporte la valeur du paramètre d’asymétrie β,
% alpha : l’indice de la queue,
% t : 0 < t < min(αr/2, 1).

function [alpha,masse,sigma,delta] = mvrfit(A,varargin)

para = 0 ; % Paramétrisation par défaut
ismax = 0 ; % Norme par défaut
nvarargin = size(varargin,2) ;
for i = 1 :nvarargin

% Si l’utilisateur précise la paramétrisation
if strcmp(varargin{i},’ispara1’)

para = 1 ;
end
% Si l’utilisateur précise la norme
if strcmp(varargin{i},’ismax’)

ismax = 1 ;
end

end

[N,ddim] = size(A) ;
if ddim > 30

error(’The dimension must be less than 30.’)
end
r = 0.6 ;
n = floor(Nˆr) ;
m = floor(N/n) ;
if m < 2

error(’The size of sample is too small.’)
end
delta = mean(A) ;
if ismax == 1

nnorme = max(A’)’ ;
else

nnorme = sqrt(sum(A.ˆ2,2)) ;
end
s = 0 ;
ma = zeros(1,n) ;
sigma = zeros(n,ddim) ;
for j = 0 : n-1

% Ordonner les éléments dans le groupe j+1
[v,pos] = sort(nnorme(j*m+1 :(j+1)*m)) ;
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sigma(j+1, :) = A(j*m+pos(m), :)/nnorme(j*m+pos(m)) ;
s = s+v(m-1)/v(m) ;
ma(j+1) = v(m) ;

end
alpha = s/(n-s) ;

% Centrer les données et répéter la procédure d’estimation, si la valeur de
% α pré-estimée est plus grande que 1
if alpha>1

if ismax == 1
nnorme = max((A-ones(N,1)*delta)’)’ ;

else
nnorme = sqrt(sum((A-ones(N,1)*delta).ˆ2,2)) ;

end
s = 0 ;
ma = zeros(1,n) ;
sigma = zeros(n,ddim) ;
for j = 0 : n-1

[v,pos] = sort(nnorme(j*m+1 :(j+1)*m)) ;
sigma(j+1, :) = A(j*m+pos(m), :)/nnorme(j*m+pos(m)) ;
s = s+v(m-1)/v(m) ;
ma(j+1) = v(m) ;

end
alpha = s/(n-s) ;

end

t = min(alpha*r/2-0.0001,0.9999) ;
q = sum((ma/(mˆ(1/alpha))).ˆt)/n ;
masse = (q/gamma(1-t/alpha))ˆ(alpha/t) ;

if ddim == 1
sigma = length(find(sigma>0))*2/n-1 ;

end

if para == 1 && alpha < 2
if alpha == 1

ca = 2/pi ;
else

ca = (1-alpha)/(gamma(2-alpha)*cos(pi*alpha/2)) ;
end

if ddim == 1
masse = (masse/ca)ˆ(1/alpha) ;

else
masse = masse/ca ;
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end
end

B.2 Programmes pour simuler les vecteurs aléatoires

B.2.1 stabsym1d.m

% Fonction qui simule n données de loi stable symétrique unidimensionnelle de
% paramètres (alpha, masse) en utilisant la série de LePage. Cette fonction
% est utilisée dans la sous-section 1.3.1 pour simuler les lois S1(0.75, (0.5, 1), 0)
% et S1(0.75, (0, 1), 0).

% La sortie est le vecteur qui contient n données simulées y.

% L’argument optionnel est :
% ispara1 : la paramétrisation de [Samorodnitsky 94],

function y = stabsym1d(alpha,masse,n,varargin)

para = 0 ; % Paramétrisation par défaut
% Si l’utilisateur précise la paramétrisation
if strcmp(varargin{1},’ispara1’)

para = 1 ;
end

nn = 50 ; % Nombre de termes de la somme partielle
if para == 0

c = masseˆ(1/alpha) ;
else

if alpha == 1
ca = 2/pi ;

else
ca = (1-alpha)/(gamma(2-alpha)*cos(pi*alpha/2)) ;

end
c = caˆ(1/alpha)*masse ;

end
p = 1/2 ;
r = zeros(n,1) ;
xx = zeros(n,1) ;

for i = 1 :nn
ra1 = rand(n,1) ;
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ra2 = rand(n,1) ;

lambda = -log(1-ra1) ;
r = r+lambda ;

e = -sign(ra2-p) ;

xx = xx+r.ˆ(-1/alpha).*e ;
end
y = c*xx’ ;

B.2.2 stabiso2d.m

% Fonction qui simule n données de loi alpha-stable isotopique bivariée en utilisant
% la série de LePage. Cette fonction est utilisée dans la sous-section 1.3.1 pour
% simuler les lois 0.75 et 1.5-stables isotopiques.

% La sortie est le vecteur 2×n qui contient n données simulées xy.

function xy = stabiso2d(alpha,n)
xy = zeros(2,n) ;
nn = 10 ; % Nombre de termes de la somme partielle
r = zeros(n,1) ;
xx = zeros(n,1) ;
yy = zeros(n,1) ;

for i = 1 :nn
ra1 = rand(n,1) ;
ra2 = rand(n,1) ;

lambda = -log(1-ra1) ;
r = r+lambda ;

ex = cos(ra2*2*pi) ;
ey = sin(ra2*2*pi) ;

xx = xx+r.ˆ(-1/alpha).*ex ;
yy = yy+r.ˆ(-1/alpha).*ey ;

end
xy(1, :) = xx’ ;
xy(2, :) = yy’ ;
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B.2.3 maxstabuni.m

% Fonction qui simule n données de loi max-stable bivariée de mesure spectrale
% uniforme en utilisant la série de LePage. Cette fonction est utilisée dans l’exemple 1
% de la sous-section 1.1.4 et l’exemple 5 de la sous-section 1.3.3.

% La sortie est le vecteur 2×n qui contient n données simulées xy.

function xy = maxstabuni(alpha,masse,n)
xy = zeros(2,n) ;
nn = 30 ; % Nombre de termes de la somme partielle

for j = 1 :n
ra1 = rand(1,nn) ;
ra2 = rand(1,nn) ;

lambda = -log(1-ra1) ;

ey = ones(1,nn) ;
ex = ra2*2 ;

pos = find(ex>1) ;
ey(pos) = 2-ex(pos) ;
ex(pos) = 1 ;

px = find(ex == 1) ;
py = find(ey == 1) ;

x = zeros(1,nn) ;
y = zeros(1,nn) ;

for i = 1 :px(1)
x(i) = sum(lambda(1 :i))ˆ(-1/alpha)*(masseˆ(1/alpha))*ex(i) ;

end

for i = 1 :py(1)
y(i) = sum(lambda(1 :i))ˆ(-1/alpha)*(masseˆ(1/alpha))*ey(i) ;

end

xy( :,j) = [max(x) ;max(y)] ;
end
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B.2.4 maxstab2p.m

% Fonction qui simule n données de loi max-stable bivariée de mesure spectrale
% concentrée sur deux points (1,a) et (b,1) de masse p et q en utilisant la série
% de LePage. Cette fonction est utilisée dans l’exemple 1 de la sous-section 1.1.4
% et l’exemple 6 de la sous-section 1.3.3.

% La sortie est le vecteur 2×n qui contient n données simulées xy.

function xy = maxstab2p(alpha,a,b,p,q,n)

xy = zeros(2,n) ;
nn = 30 ; % Nombre de termes de la somme partielle
masse = p+q ;
p1 = p/masse ;

for j = 1 :n
ra1 = rand(1,nn) ;
ra2 = rand(1,nn) ;

lambda = -log(1-ra1) ;

ex = ones(1,nn)*b ;
ey = ones(1,nn) ;

pos = find(ra2<p1) ;
ex(pos) = 1 ;
ey(pos) = a ;

px = find(ex == 1) ;
py = find(ey == 1) ;

x1 = sum(lambda(1 :px(1)))ˆ(-1/alpha)*(masseˆ(1/alpha))*ex(px(1)) ;
y1 = sum(lambda(1 :px(1)))ˆ(-1/alpha)*(masseˆ(1/alpha))*ey(px(1)) ;

x2 = sum(lambda(1 :py(1)))ˆ(-1/alpha)*(masseˆ(1/alpha))*ex(py(1)) ;
y2 = sum(lambda(1 :py(1)))ˆ(-1/alpha)*(masseˆ(1/alpha))*ey(py(1)) ;

xy( :,j) = [max(x1,x2) ;max(y1,y2)] ;
end
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