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Résumé

Cette these se consacre a l’estimation non paramétrique pour les modeles autorégressifs.
Nous considérons le probleme de ’estimation d’une fonction inconnue en un point fixe a
I’aide de données régies par des modeles autorégressifs. Pour définir le risque associé a
I’emploi d'un estimateur et ainsi mesurer la qualité de celui-ci, nous utilisons la fonction
de perte liée a 'erreur absolue. Le travail de cette these suit I'approche minimax dont
I'objectif est de trouver une borne inférieure asymptotique du risque minimax puis de
construire un estimateur, dit asymptotiquement efficace, dont le risque maximal atteint
asymptotiquement cette borne.

Pour un modele autorégressif non paramétrique ot la fonction autorégressive est sup-
posée appartenir a une classe Holdérienne faible de régularité connue, nous montrons qu’un
estimateur a noyau est asymptotiquement efficace. Lorsque la régularité de la fonction au-
torégressive est inconnue, nous obtenons la vitesse de convergence minimax adaptative
des estimateurs sur une famille de classes Holdériennes.

Mots-clés : Efficacité asymptotique, Autorégression non paramétrique, Minimax, Es-
timateur a noyau, Estimation adaptative, Estimation séquentielle

Abstract

This thesis is devoted to nonparametric estimation for autoregressive models. We consider
the problem of estimating an unknown function at a fixed point using data governed by
autoregressive models. To define the risk associated with the use of an estimator and thus
measure the quality of it, we use the loss function related to the absolute error. The work
of this thesis follows the minimax approach for which the goal is to find a lower bound
of the asymptotic minimax risk and then to construct an estimator, said asymptotically
efficient, for which the maximum risk reaches asymptotically this bound.

For a nonparametric autoregressive model where the autoregressive function is sup-
posed to belong to a weak Holder class with known regularity, we show that a kernel
estimator is asymptotically efficient. When the regularity of the autoregressive function
is unknown, we get the minimax adaptive convergence rate of estimators on a family of
Holderian classes.

Key words : Asymptotical efficiency, Kernel estimates, Minimax, Nonparametric au-
toregression, Adaptive estimation, Sequential estimators.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Problématique

1.1.1 Description générale

La tradition de considérer le probleme de l’estimation statistique comme celui d’es-
timation d’un nombre fini de parametres remonte a Fisher. Les modeles statistiques qui
expliquent plus profondément les données sont d’habitude plus complexes : les inconnues
de ces modeles sont, en général, des fonctions possédant certaines propriétés de régularité.
Le probleme de l’estimation non paramétrique consiste a estimer, a partir des observa-
tions, une fonction inconnue, élément d’une certaine classe fonctionnelle assez massive.

La théorie de l'estimation non paramétrique s’est développée considérablement ces
deux dernieres décennies, en se fixant pour objectif quelques themes principaux, en parti-
culier, ’étude de 'optimalité des estimateurs et I'estimation adaptative. Ces deux themes
occuperont la place centrale de cette these. En particulier nous nous intéresserons a 1'op-
timalité des estimateurs lorsque la taille de ’échantillon tend vers 'infini. De tels esti-
mateurs seront appelés asymptotiquement efficaces. De nombreux problemes d’efficacité
asymptotique ont été étudiés ces trente dernieres années aussi bien dans un cadre pa-
ramétrique que non paramétrique (voir par exemple Ibragimov et Has'minskii [1981]).
Nous nous sommes attachés dans cette these a montrer l'efficacité asymptotique de cer-
tains estimateurs a noyau pour les modeles autorégressifs non paramétriques.

Le modele autorégressif non paramétrique considéré est le suivant. On dispose de n
observations (yx)1<k<n régies par :

yr = S(xp)yp—1 +&, 1<k<n, (1.1)

ou S(+) : R — R est la fonction inconnue a estimer a partir des observations, yo étant une
constante. Les variables aléatoires (§;)1<k<n sont indépendantes, centrées, identiquement
distribuées et de variance 1. Ce modele est a pas fixe car nous supposerons que zj = k/n
pour tout k=1,...,n.

Pour ce modele, on se propose d’estimer la fonction inconnue S en un point fixe zg en
supposant qu’elle appartienne a une classe Holderienne, puis on définit le risque associé a

9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

cette classe. Enfin, dans 'optique de 'efficacité asymptotique, on suit ’approche minimax
décrite ci-apres.

1.1.2 Approche minimax

Avant de décrire cette approche, donnons la définition d’un estimateur pour le modele
considéré.

Définition 1.1.1 Pour le modele autorégressif (1.1), un estimateur de S au point zy est
une variable aléatoire w +— S, (20) = Sn(20,Y1,---,Yn) mesurable par rapport a la tribu
engendrée par yi, ..., Yn.

On définit le risque d’un estimateur S, d’une fonction S appartenant & la classe fonc-
tionnelle H pour un z, fixé par Eg|S,(2) — S(2)], ott Eg désigne I'espérance quand 1’aléa
est déterminé par le modele (1.1).

Le risque minimax sur une classe fonctionnelle H est donné par

R;, = inf sup ¢, Eg| S, (20) — S(z0),
Sn SeH

I'infimum étant pris sur tous les estimateurs et la famille (¢, )nen+ €st composée de réels
strictement positifs (¢, — 400, quand n — +00).

L’objectif premier de I'approche minimax est de trouver un estimateur S, dont le risque
maximal est égal au risque minimax. Un tel estimateur est dit minimax. Un estimateur
S, est dit asymptotiquement minimax si

Ru(Sy) ~ inf R, (S,,),
Sn

lorsque la taille de I’échantillon n tend vers I'infini.

De nombreux travaux ont été fait pour les modeles de régression dans le cadre de
I’estimation non paramétrique en un point fixe. Par exemple pour estimer une fonction
de régression lipschitzienne, Sacks et Ylvisaker [1978] ont fourni un estimateur minimax
parmi tous les estimateurs linéaires, mais qui se révele ni minimax, ni asymptotiquement
minimax (cf. Sacks et Strawderman [1982]). Par ailleurs, pour 'estimation d’une densité
quasi Holdérienne en un point fixe avec la perte quadratique, Sacks et Ylvisaker [1981] ont
exhibé une suite d’estimateurs a noyau asymptotiquement minimax parmi les estimateurs
a noyau. Puis Donoho et Liu [1991] ont montré que cet estimateur est asymptotiquement
minimax parmi les estimateurs affines et le rapport du risque maximal de cet estimateur
par le risque minimax est asymptotiquement majoré par 5/4.

On est donc amené a s’intéresser au comportement asymptotique du risque minimax.
Dans notre cadre on considére le cas pour lequel le risque maximal d'un estimateur S,
est défini par

Rn(gn) = 216172 ©On Eslgn(zo) — S(20)].
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Le but de l'approche est ainsi de trouver un estimateur S, des familles ¢, et des
constantes ¢ > 0 et C' < oo telles que

limsup R, (S;,) < C et liminf R} > c. (1.2)

n—o0o n—0oo

Définition 1.1.2 La famille (¢, )nen+ est dite vitesse de convergence minimaz des esti-
mateurs sur H si (1.2) est vérifiée.

Définition 1.1.3 Un estimateur S} vérifiant ¢ < liminf R; < limsupR,(S;) < C, ou
n—oo n—o0o

(¢n)nen+ est la vitesse de convergence minimaz et ¢ > 0 et C' < oo sont des constantes,
est dit estimateur optimal en vitesse de convergence sur H.

Remarque 1.1.4 Pour montrer qu’un estimateur est asymptotiquement efficace, il suf-
fira d’obtenir une borne inférieure et une borne supérieure égales (C' = ¢ dans la Définition
1.1.3).

Définition 1.1.5 Un estimateur S est dit asymptotiquement efficace sur 'H lorsque

lim le.

1.1.3 Approche minimax adaptative

L’approche minimax est dite adaptative lorsqu’un des parametres définissant la classe
fonctionnelle H considérée est supposé inconnu, par exemple la régularité de la fonction
autorégressive S dans le modele (1.1). Notons alors H® la classe fonctionnelle, on 3 € B,
B étant un intervalle quelconque et

R(Sns da(B)) = sup  éa(8) Es|Su(20) — S(20)],

ScHB)

avec S, un estimateur et (¢n(B))nen+ une suite de réels strictement positifs tendant vers
+00.

La question que 'on se pose est 'existence d’un estimateur optimal adaptatif en
vitesse de convergence, c¢’est-a-dire un estimateur indépendant de § € B qui converge a
cette vitesse sur chaque classe H®. Plus précisément :

Définition 1.1.6 Un estimateur S}, indépendant de 3 € B, est dit optimal adaptatif en
vitesse de convergence sur la famille {H(B)}Bes s’il existe une constante C' > 0 telle que :

lim sup sup R3(S;, pn(06)) < C.
n—oo (eB

ot 0, (B) est la vitesse de convergence minimaz sur la classe H®).
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Puis, comme pour I"'approche minimax non adaptative, on cherche un estimateur adap-
tatif (toujours indépendant de 5 € B) asymptotiquement exact, de méme que la borne
asymptotique exacte du risque minimax adaptatif

inf sup Rg(gn, on()).

Sn peB
Définition 1.1.7 Un estimateur S optimal adaptatif en vitesse de convergence est appelé
adaptatif asymptotiquement exact sur la famille {H(ﬁ)}ﬂes s’il vérifie :

lim infsup R(Sn, ¢n(0)) = lim sup Rs(Sy, on(0))-
n—0o 5, BeB 0 pe
Cependant, des estimateurs optimaux adaptatifs en vitesse de convergence n’existent
pas toujours. En effet, Lepskii [1990] montre qu’il n’en existe pas pour 'estimation
en un point fixe, dans un modele de bruit blanc gaussien, d’une fonction Hoéldérienne
appartenant a la classe ¥(L,3), 8 € B C RY définie en (1.3) et B contenant au moins
deux éléments. Néanmoins, il se peut qu’on ait une relation du type

lim sup sup R(S;, No(8)) < C,

n—oo [BeEB

pour un certain estimateur S¥, alors que N,,(3) n’est pas la vitesse de convergence minimax
sur H®).

Définition 1.1.8 La famille (N, (3))nen+ est dite vitesse de convergence minimazx adap-
tative des estimateurs sur la famille de classes (H®))gep si
— pour un certain estimateur S;. et une constante C' > 0, on a :

lim sup sup R(S;, Nn(8)) < C;

n—oo (BeB

— 1l existe une constante ¢ > 0 telle que :

lim inf inf sup Rg(S,, Na(5)) > c.

n—ee Sn peB

Un estimateur S} vérifiant le premier point précédent, avec N, () la vitesse de conver-
gence minimax adaptative est dit adaptatif en vitesse de convergence sur la famille (H(ﬁ))geg.

Définition 1.1.9 Soient L > 0 et > 0. La classe de Holder (L, 3) est définie par
S(L,B) = {S:R—>R: S (2) = f™(y)| < Lz —y* " Yo,y € R}, (13)
ot m = || désigne le plus grand entier strictement plus petit que le Téel (.

Remarque 1.1.10 Un probleme plus délicat est la recherche d’un estimateur adaptatif
en vitesse de convergence pour lequel les bornes inférieure et supérieure asymptotiques du
risque coincident.
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1.2 Description des résultats obtenus

1.2.1 Cas non adaptatif

On considere le modele autorégressif non paramétrique (1.1), la fonction autorégressive
étant a estimer en un point fixe zy. Les résultats du Chapitre 2 sont dans le prolongement
de ceux obtenus par Galtchouk et Pergamenshchikov [2006a] et font 1'objet d'un article
Arkoun et Pergamenchtchikov [2008].

Le probleme de ’estimation asymptotique efficace, pour lequel la fonction S appartient
a la classe Héldérienne stable H?) (z,, K, ¢) de régularité 3 = 1+, « €]0;1] définie par

H (2, K, ¢) = {S cT.: |IS| <K et sup [S(2) = S(20)| < K}

z€[0,1] |23 - Zo’a
avec ’ensemble de stabilité du modele (1.1) par rapport a S

F.={5eC01]:[IS<1—e} ou [S][= sup [S(z)],

0<a<l

reste ouvert. Dans notre cas, on étudie le risque minimax pris sur une classe plus large
qu'une classe de Holder, appelée classe Holdérienne faible au point z, et définie, pour
d €]0; 1], par

1
U (zg,) = {s el |IS| <6 et ’/1(S(zo+uh) — S(z0)) du| < (mg} . (1.4)

ott le parametre 3 est supposé connu et h, = n~ /D p étant le nombre d’observations
dans notre modele (1.1).

Remarque 1.2.1 Remarquons que

/_11 (S(20 4+ hyu) — S(20))du = /_11 (/Z:O+Uhn(5(t) — S’(zo))dt> du, (1.5)

de sorte que si S est Holdérienne, S € HW (2, K,e) avec K < 6% et 2K/(B(8 +
1)) < § alors S € U(Fn)(zo,s). Mais Uéi)(zo,g) contient aussi des fonctions qui ne sont
pas Holdériennes. C’est la raison pour laquelle la classe L{éﬁ)(zo,a) est appelée classe
Holdérienne faible.

On donne un exemple de fonctions appartenant a L[éﬁ)(zo, g). Pour cela considérons une
famille de fonctions (S,,0 < v < 1/4) o,

S, (z) = ¢V, (”7 ; ZO) :
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avec @, = n/CHD et b, = n~ V1) On définit la fonction V, comme suit

o) = [ Qutug (“ - ) du,

14

Qv(u) =Iju<i—20) + 2L —ovpui<i—vt, (1.6)

et g est une fonction paire positive, infiniment différentiable telle que g(z) = 0 pour |z| > 1
et fjl g(z) dz = 1. 1l est facile de voir que pour tout 0 < v < 1/4

V,(0)=1 et /1 V,(z)dx = 2.

1
Alors .
/ (S, (20 + hntr) — S, (20))du = 0.

1
Puisque

X — 2

1S, (@) = gt b |V

1
S @ Tl e = 2/ |g(u)dul,
-1

la fonction S, € Z/{éi)(zo, e), si on choisit n > 1 tel que

n~ @D, < 5L de n > (6ct ) @D/

)

On peut remarquer que la constante de Holder pour cette famille de fonctions (S,,0 <
v < 1/4) de régularité 3, est donnée par

. . L .o —z Y — 2
|SV(I)_SV(y)|:S0n1hn1 VV( h 0)_VV( h 0)
ol =2, o y—2 . x—y
:hn Vy( - 0>_Vu( - 0) 1xy|>hn+hn\V,,(9)\‘ A )‘ 1\xfy\§hn
SK;’$_y’a7

ol (. —z0)h;t <0< (y—z0)hn—1 et K =2max |V, ()| —|—I‘n|ax IV,,(2)]. Donc par (1.6),
<1 z|<1

|2
K* ~ v7? — oo quand v — 0. Ce qui veut dire qu’il n’existe pas de classe de Holder
HP) (2, K, €), contenant cette famille de fonctions (5,0 < v < 1/4).



1.2. DESCRIPTION DES RESULTATS OBTENUS 15

Le risque d’un estimateur S, de S(zo) est défini par

Rn<‘§n7 S) = sup ES,pygn(ZO) - S('ZO)’ )

PEP*

ou Eg , est 'espérance calculée par rapport a la loi Pg,, correspondant a la fonction S
dans le modele (1.1) avec p la densité des variables aléatoires & prise dans 1’ensemble P,
qu’on définira plus tard. Soulignons le fait que ce risque est robuste par rapport au bruit
puisque on prend le supremum sur la famille de densité P,«.

Dans le cas d’'un modele de régression avec un bruit gaussien, c’est-a-dire quand
& ~ N(0,0%) et pour S € C*([0;1]), Galtchouk et Pergamenshchikov [2006a] ont ob-
tenu la borne asymptotique inférieure exacte du risque minimax ainsi qu’un estimateur
asymptotiquement efficace.

Théoréme 1.2.2 Galtchouk et Pergamenshchikov [2006a]
Pour tout § €]0;1[, on a :

lim inf inf R., 5,(S,) = Eln|, 1~ N(0,0%/2).
n—oo g,

ot Rzo,E,n(gn> représente le risque maximal de l’estimateur S‘n défini sur une classe fonc-
tionnelle semblable a (1.4).

Théoréme 1.2.3 Galtchouk et Pergamenshchikov [2006a]
Soit Q = l[_y,1). Alors lestimateur a noyau Q) défini par

- (Se () Se (™) w

est asymptotiquement efficace car il vérifie la relation

~

lim sup lim sup Rzo,é,n(sn) < Eln, nn~ N(07 02/2)'

6—0 n—oo

Précisons que la borne inférieure a été obtenue en considérant la famille 3, composée

des fonctions
.0 = (T30,

ou

Vi(z) = V_l/z Qu(u)g (u;x> du,

Qu(u) = Ijuy<i-2vy + 2Ln-2vui<i-v},
9(2) = cexp (=(1=2%)7") Ly,
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1
avec 0 < v < 1/4 et ¢ la constante de normalisation telle que / g(z)dz = 1.
-1

La constante de Holder des fonctions V,, est de l'ordre de v~2 quand le parametre v tend
vers 0. Il n’existe donc pas de classe de Holder H(ﬂ)(zo, K, ¢e) contenant toute la famille
PINS

Une démarche pour obtenir la borne inférieure du risque minimax nécessite dans Galt-
chouk et Pergamenshchikov [2006a] de faire tendre la constante de Holder des fonctions

considérées vers l'infini (quand v — 0).

1
La constante § majorant I’expression ¢, / (S(xg + uhy) — S(xg)) du| dans la définition

1
de Lléfl) (29, €), appelée constante Holdérienne faible, est amenée a tendre vers 0. Cette pro-
priété nous permet d’atteindre la borne supérieure exacte avec un estimateur a noyau.

Par ailleurs la procédure décrite ci-dessus est robuste par rapport au bruit. En effet,
notons P, 1, 'ensemble des lois de probabilité de moyenne nulle et de variance 1 et telles
que E[¢]?T¢ < L si € suit cette loi (avec L suffisamment grand pour que la loi normale
standard y figure). On suppose que les variables aléatoires i.i.d. (&) du modele (1.1)
suivent une loi appartenant a P, ;. On définit alors le risque robuste d’un estimateur gn
par

Rn(sn) = Sup sup - ¥n ES,p|§n(ZO) - S<Z0)’ ’ avec  ©n
pepe,L Seuzo,é,n

_ /2641

Dans ce cas, la borne inférieure du risque minimax correspondant se déduit immédiatement
du Théoréme 1.2.2. Pour tout ¢ €]0;1[, on a :

lim inf ipfﬁzw&n(gn) > Eln|, n~N(0,0%/2).

n—oo
n

Finalement, Galtchouk et Pergamenshchikov [2006a] montrent que la borne supérieure du
risque maximal de l'estimateur (1.7) est identique :

Théoréme 1.2.4 Galtchouk et Pergamenshchikov [2006a]

lim sup lim sup R, 50(Sn) < Elnl, 7~ N(0,0%/2).

6—0 n—o00

Nous allons maintenant décrire les résultats obtenus pour le modele autorégressif (1.1)
qui sont l'objet des théoremes suivants démontrés au Chapitre 2.

En premier lieu on démontre que la suite ¢,, définie ci-dessus est une vitesse de conver-
gence optimale pour une classe Holderienne H?) (29, I(, €). Concernant la bonne inférieure,
on a:

Théoréme 1.2.5 Pour tout K >0et0<e<1

liminf inf sup  @aR.(S,,5) >0, (1.8)
n—oo S, SEHP) (24,K )
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ot linfimum est pris sur tous les estimateurs S,,.

On obtient également une borne supérieure pour l'estimateur a noyau (2.2).

Théoréme 1.2.6 Pour tout K > 0 et 0 < ¢ < 1 l'estimateur a noyau (2.2) avec les
parameétres (2.4)—(2.6) satisfait l'inégalité suivante

lim sup sup ©nR,(S,,5) < 0. (1.9)
n—00  SeHB)(zy,K,e)

Les Théoremes 1.2.5 et 1.2.6 impliquent que la suite ¢,, est une vitesse de convergence
optimale (minimax) pour toute classe de Holder stable de régularité 3, i.e. 'estimateur
(2.2) vérifiant les relations (2.4)—(2.6) est optimal en vitesse de convergence par rapport
a la classe fonctionnelle (2.9).

L’objectif est d’atteindre la constante asymptotique exacte avec cette vitesse ¢,. On
suppose seulement que (3 €]1;2] car si § > 2 on devrait utiliser un noyau @ d’ordre |f|
ie. tel que [wW/Q(u)du = 0 pour j = 1,2,..., (3] et [ Q(u)du < oo, o |a] désigne le
plus grand entier strictement plus petit que a.

Maintenant on va étudier les propriétés d’efficacité asymptotique pour I'estimateur
optimal en vitesse de convergence. Pour cela comme dans Galtchouk et Pergamenshchikov
[2006a] nous utilisons la famille Holderienne faible stable L{(S(’i)(zo, g) au point z,.

De plus, on pose

7(S) =1 - 5%(2). (1.10)

Grace a cette fonction nous décrivons la borne inférieure pour le risque minimax .

Théoréme 1.2.7 Pour tous d >0 et <e <1

liminf inf  sup 7 V3(S) ¢, Rn(gn, S) > Eln|, (1.11)

n—oo g Seuéi)(zma)
ou 1 est une variable aléatoire gaussienne de parametres (0,1/2).

Théoreme 1.2.8 L'estimateur a noyau Q = 1j_11) (2.2) vérifiant les relations (2.4)-
(2.5) satisfait l'inégalité suivante

limsup limsup  sup 7 Y2(S) g R, (Sn. S) < Eln),

020 m=o0 5ey(P)(z.0)

ou 1 est une variable aléatoire gaussienne de parametres (0,1/2).

Les théoremes 1.2.7 et 1.2.8 impliquent que l'estimateur (2.2) est asymptotiquement effi-
cace.



18 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.2.2 Cas adaptatif

Dans cette partie, on suppose la régularité de la fonction autorégressive S inconnue,
et on se place sur la classe Holdérienne forte H(ﬁ)(zo, K, ) correspondant a la vraie valeur
du parametre 5 qu’on situe dans un segment [3,; 3*] connu. Les résultats présentés ici
seront démontrés au Chapitre 3 et sont relatés dans Arkoun [2009].

Le risque d’un estimateur S, de S (z0) est défini par

RH(S’”) = sup sup N(B) ES|§n(z0) — S(20)] 5
BE[B,:8*] SEHB) (2y,K )

olt N(3) = (n/Inn)?@ ),

Pour montrer que N(f3) est la vitesse de convergence minimax adaptative des estima-
teurs sur la famille de classe (H(ﬁ)(ZO,K , 5)) sefpapp OO0 donne une borne inférieure du
risque minimax adaptatif. 7

Théoreme 1.2.9 Le risque minimax adaptatif admet la borne inférieure suivante

liminf inf R, (S,) >

n—oo Sn

AN,

ot linfimum est pris sur tous les estimateurs S,,.

Afin de construire un estimateur adaptatif en vitesse de convergence, nous ne pouvons
plus considérer 'estimateur a noyau (2.2)

* 1 ~ T — 20 n Tk — 20 )
Sh = An(h) ; Q < h ) Yk—1Yg l(An(h)Za*)’ An(h’) = ; Q ( 3 ) Y1

car sa fenétre h = h,, dépend de la régularité g € [5,; %] C]0; 1] désormais inconnue. C’est
pourquoi on procede suivant la méthode de Lepskii [1990]. On partitionne l'intervalle
[B.; B*] de la maniére suivante :

ﬁ _ﬁ*’ m:[lndn]—i—l, ]{:O"._’metdnzl7
m Inn

Br =B+ k
ou [a] désigne la partie entiere du réel a.
A ces valeurs, on associe les fenétres correspondantes
hi, = d; Y/ PHD) et les vitesses Ny = dO+/ (20D,

4
Finalement, pour A > K +¢e,/4 + ———, on pose

26, + 1
(h) = max (|57 =S |- 2
U _olgk;{j by Thl N
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pour définir I'indice optimal de la fenétre comme

~ A
=1 <7< : N> — 5 — 1. .
k = inf {0_] <m w(hj) > Nj} 1 (1.12)

L’estimateur utilisé sera alors §n =57 avec h= hs .
Théoreme 1.2.10 Pour tout 0 <e <1, on a

limsup R, (S,) < oo,

n—oo

ce qui fait que l’estimateur S, est adaptatif en vitesse de convergence.
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Chapitre 2

Modeles autorégressifs : cas non
adaptatif

2.1 Introduction

On considere le probleme de 'estimation de la fonction S en un point fixe z, €]0; 1],
ou 'on dispose des observations régies par le modele autorégressif suivant

yp = S(ri)ye—1 +&,  1<hk<n, (2.1)

les régresseurs x;, = k/n étant déterministes, yo étant une constante et les variables
aléatoires & indépendantes, identiquement distribuées, avec E¢, = 0 et E€Z = 1.

Le modele (2.1) est une généralisation du processus autorégressif du premier ordre.
De tels modeles sont utilisés dans les séries temporelles et leurs applications. L’intérét
des séries temporelles peut apparaitre dans différents domaines : par exemple en fi-
nance pour décrire les prix d’actifs risqués et des indices, pour des processus de type
GARCH, ARCH(1) et pour des modeles bilinéaires et ARMA (Embrechts, Kluppel-
berg et Mikosch [1997]). Un autre domaine d’application des modeles autorégressifs est
I’économétrie avec les modeles a décalages temporels. En effet la théorie économique pos-
tule couramment non pas des effets synchrones mais des effets retardés et les modeles
autorégressifs peuvent décrire des variables retardées, aussi bien des variables endogenes
que des variables exogenes (Goldfeld et Quandt [1972]). On trouve aussi des applications
des modeles autorégressifs en biologie. par exemple des études au sein du laboratoire de
génétique moléculaire, évolutive et médicale (LGMEM) de L'INSERM de la faculté de
médecine Necker a Paris ont permis a Guyon [2007] d’élaborer un modele qui permet
la détection du vieillissement cellulaire. En utilisant le Théoreme central limite et la loi
des grands nombres pour un processus stochastique il arrive a détecter le vieillissement
cellulaire d’une bactérie ” cherichia coli” grace aux données expérimentales collectées dans
le LGMEM et étudie la bifurcation des modeles autorégressifs.

Les processus autorégressifs ont été considérés aussi bien dans le cadre paramétrique
que non paramétrique. Par exemple le probleme de ’estimation de fonctions paramétriques

21
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a été étudié dans Dahlhaus [1996b] ou I'auteur s’est intéressé au comportement de Iesti-
mateur du maximum de vraisemblance Gaussienne pour les séries temporelles qui ont un
comportement localement stationnaire.

De plus, Dahlhaus [1996b] étudie les propriétés spectrales du processus stationnaire
(2.1) avec la fonction non paramétrique S.

Ce chapitre traite I'estimation non paramétrique de la fonction autorégressive S en
un point zg, ou la régularité de S est supposée connue. Pour ce probleme nous utilisons
I'estimateur a noyau modifié

. ] —
Sul20) = - > Qur) Y1 Y La, 50y (2.2)

nog=1
ou Q(+) est la fonction noyau,

n
A, = Qur)yi_, avec uy =
k=1

T — 20

hy

a* et h, étant des parametres positifs.

On suppose d’abord que la fonction inconnue S appartient a la classe Holderienne
locale stable au point z, avec une régularité connue 3 €]1, 2]. Cette classe sera définie par
la suite. On trouve une borne inférieure asymptotique positive (quand n — oo) pour le
risque minimax avec le coefficient de normalisation

5
©, = NP . (2.3)

Pour obtenir cette vitesse de convergence on utilise dans (2.2)
hy=n"77 et o = K, nhy (2.4)

ou la suite de nombres positifs (k,,),>1 vérifie

nh—{go k,=0 et Jirgoﬁ =0. (2.5)
Pour la fonction noyau on suppose que
1 1
Q(z)dz >0 et / 2Q(z)dz =0. (2.6)
~1 ~1

Dans ce chapitre on prouve que lestimateur (2.2) avec les relations (2.4)—(2.6) est
asymptotiquement minimax, i.e. on démontre que la borne supérieure asymptotique du
risque maximal de celui-ci par rapport a la classe Holderienne est finie.

En deuxieme lieu on étudie les propriétés asymptotiques pour l'estimateur minimax
(2.2). Pour cela, comme dans Galtchouk et Pergamenshchikov [2006a] on introduit la
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classe Holderienne faible locale stable. Dans ce cas nous obtenons une borne asymptotique
inférieure strictement positive pour le risque minimax avec la vitesse de convergence ,,.
Par ailleurs, on démontre que pour 'estimateur (2.2), avec les relations (2.4)—(2.5) et la
fonction noyau @) = 14 la borne supérieure asymptotique du risque maximal coincide
avec la borne inférieure, i.e. dans ce cas 'estimateur est asymptotiquement efficace.

Ce probleme d’estimation a été étudié dans le cas d’une fonction de régression Holdéri-
enne et cette derniere a été étudiée par de nombreux auteurs. Par exemple Sacks et Ylvi-
saker [1981] ont montré que I'estimateur linéaire minimax est un estimateur a noyau. Do-
noho et Liu [1991] ont ensuite obtenu des noyaux optimaux pour des classes Holdériennes.
En ce qui concerne 'estimation de la fonction ou de ses k-iemes dérivées avec la perte
globale associée a la norme sup, Korostelev [1993] et Donoho [1994a] ont montré qu'un
certain estimateur a noyau est asymptotiquement efficace.

Un exemple pour lequel le comportement asymptotique exact du risque minimax a été
découvert est 'estimation de fonctions Holdériennes avec le risque L. En effet, Korostelev
[1993] fournit la borne asymptotique exacte du risque minimax ainsi qu'un estimateur
asymptotiquement efficace d’une fonction de régression appartenant a (L, 3), 5 €]0;1].
Par la suite, toujours pour l'estimation d’une fonction de (L, 3), 8 > 0, ou de ses dérivées
en norme L, Donoho [1994a] dans un modele de bruit blanc gaussien puis Korostelev
et Nussbaum [1999] dans un modele de densité obtiennent des résultats similaires. En
s’intéressant a ’estimation d’une fonction de régression Holdérienne de régularité 5 €]1; 2|
avec le risque lié a la fonction de perte absolue, Galtchouk et Pergamenshchikov [2006a]
ont établi l'efficacité asymptotique d’un estimateur a noyau et la borne asymptotique
exacte du risque minimax sur une classe Holdérienne plus faible, la vitesse de convergence
optimale étant n?/(2A+1),

Un autre exemple de comportement asymptotique exact du risque minimax provient
de l'estimation de fonctions de régression analytiques (cf. Golubev et al. [1996]) ou d'une
densité analytique (cf. Golubev et Levit [1996]) avec le risque L*. Ces résultats ont été
étendus par Guerre et Tsybakov [1998] au modele de bruit blanc gaussien avec le risque
LP p e [1;00].

Belitser [2000b] considere le modele précédent avec des conditions lipschitziennes.
L’auteur propose un estimateur récursif pour le probleme de I'estimation de la fonction
autorégressive. Avec le risque quadratique, Belitser [2000b] établit une vitesse de conver-
gence sans démontrer son optimalité.

Moulines et al. [2005] démontrent que la vitesse de convergence est optimale pour le
risque quadratique en utilisant des méthodes récursives pour le modele autorégressif non
paramétrique d’ordre d > 1. Notons que dans ce chapitre nous établissons une vitesse de
convergence optimale mais le risque considéré est différent de celui utilisé dans Moulines
et al. [2005], et les hypotheses y sont plus faibles.

On traite ici de 'estimation non paramétrique d’une fonction autorégressive appar-
tenant a une classe Holdérienne faible. Le risque d’un estimateur est basé sur la perte
associée a l’erreur absolue. L’objectif est de trouver un estimateur asymptotiquement ef-
ficace. Dans ce but, on utilise la méthode développée par Galtchouk et Pergamenshchikov



24 CHAPITRE 2. MODELES AUTOREGRESSIFS : CAS NON ADAPTATIF

[2006a] qui ont introduit les classes Holdériennes faibles pour définir le risque d’un esti-
mateur. On travaille donc sur les classes Méfb)(zo, £) qui autorisent les fonctions a posséder
une dérivée arbitrairement grande mais qui contraignent ces fonctions a une condition
Hoéldérienne basée sur une constante Holdérienne faible tendant vers zéro (voir (2.12)).

Puis on définit le risque robuste Ry (S, S) d'un estimateur S, de S(z) et le risque mini-
max inf R, (S,,S) (voir (2.7)).
3

n

La prochaine section présente le probleme dans le cas de bruits de loi inconnue, les
hypotheses requises et tous les objets mathématiques nécessaires. La borne inférieure
asymptotique du risque minimax et un estimateur asymptotiquement efficace sont ob-
tenus a la Section 3. Enfin ’Annexe A contient des résultats techniques utiles dans les
démonstrations.

2.2 Description du probleme

En premier lieu on suppose que le bruit dans le modele (2.1) est de loi inconnue, plus
précisement les variables aléatoires (&)<, sont supposées indépendantes identiquement
distribuées selon une densité p (par rapport & la mesure de Lebesgue) appartenant a la
classe fonctionnelle P,« définie par

+00 oo
Py ::{pEO:/ p(r)de =1, / zp(r)de =0,

e¢] o0

“+oo +0o0
/ ?p(r)dr =1 et / lz|* p(x) dz < o }

[e.9] o0

avec o* > 3. Notons que la densité de la loi gaussienne standard appartient a P,«. Dans
la suite on note cette densité par p,.

Le probleme est d’estimer la fonction S(-) en un point fixé zy €0, 1], i.e. la valeur S(z).
Pour ce probleme nous utilisons le risque proposé dans Galtchouk et Pergamenshchikov
[2006a]. En effet pour tout estimateur S, = S, (zo) (i.e. toute fonction mesurable par
rapport aux observations (Yx),<p<,), O1l Pose

R,(Sn. S) = sup Eg,|S,(20) — S(z0)|, (2.7)

pepo*

ot B, est I'espérance prise par rapport a la distribution Pg , du vecteur (yi, ..., y,) dans
(2.1) correspondant a la fonction S et la densité p de Ppx.

Pour obtenir la stabilité (uniformément par rapport a la fonction S) du modele (2.1)
on suppose (voir Dahlhaus [1996a] et Dahlhaus [1996b]) que pour un certain 0 < & < 1
fixé la fonctions inconnue S appartient a 1’ensemble stable

I.={5€C0,1] : IS <1—¢}, (2.8)
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ot [|S|| = supyg,«i [S(x)|. Ici C,[0,1] est 'espace de Banach des fonctions contintiment
différentiables [0, 1] — R. Pour une constante fixé K > 0 et 0 < a < 1 on définit la classe
Holdérienne stable correspondante au point z, comme

HO) (2, K, ) = {S el S| <K et 9z, 9) < K} (2.9)
avec f =14 a et ‘ .
Q*<ZO,S) = sup |S(ZE)_— 5(50>| )
z€[0,1] |z — 2

Tout d’abord on démontre que la suite ¢, est une vitesse de convergence optimale pour
la classe fonctionnelle H¥(z,, K, ¢).
Commencons par la borne inférieure.

Théoréme 2.2.1 Pour tous K >0 et <e<1

liminf inf sup 0. R, (S,,5) >0, (2.10)
e Sn SeHB) (2y,K €)

ou linfimum est pris sur tous les estimateurs.

Ensuite, nous obtenons une borne supérieure du risque pour l'estimateur a noyau .S,,.

Théoreme 2.2.2 Pour tous K > 0 et 0 < ¢ < 1 ['estimateur a noyau S, vérifiant les
relations (2.4)—(2.6) satisfait l'inégalité suivante
lim sup sup en R, (5., 8) < 0. (2.11)
n—00  SeHP)(z,K,e)

Les Théoremes 2.2.1 et 2.2.2 impliquent que la suite ¢,, est une vitesse de convergence
optimale (minimax) pour la classe de Holder stable de régularité 3, i.e. I'estimateur S,
est optimal en vitesse de convergence sur cette classe.

En deuxieme lieu on étudie 'efficacité de I'estimateur Sn

Dans le cas ou S appartient a la classe de Holder H(ﬁ)(zo, K, ¢) le probleme de 'estima-
tion asymptotiquement efficace reste ouvert. En conséquence on travaille avec un risque
minimax pris sur une classe plus large, appelée classe Holdérienne faible. Pour I’estimateur
5’”, de la méme maniere que dans Galtchouk et Pergamenshchikov [2006a] nous utilisons
la famille des classes Holdériennes faibles locales stables en un point z,. Ainsi pour tout
0 > 0 on définit une telle classe par

UD (z9,2) = {5 e, : ISl <6 et |Q(z,8)] < 5h§} , (2.12)
ou

Q, (2,5) = / (S(z0 + uhy,) — S(z0)) du

1
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et h, est donné par (2.4). Précisons que la régularité 5 de la fonction S est supposée
connue dans tout ce chapitre.
On définit
7(S) =1 - 5%(2). (2.13)

Grace a cette fonction, nous obtenons une borne inférieure pour le risque minimax.

Théoréme 2.2.3 Pour tous d >0 et0<e <1

liminf inf  sup 7 V3(S) ¢, Rn(gn, S) > Eln|, (2.14)

n—oo g Seuéi)(zma)
ou 1 est une variable aléatoire gaussienne de paramétres (0,1/2).

Théoréme 2.2.4 L’estimateur S, a noyau Q(z) = 11,1 vérifiant les relations (2.4)-
(2.5) satisfait l'inégalité suivante

limsup limsup  sup 7 Y3(S) oo R, (Sn. S) < Eln],

0=0 n=o0 5P (zh0)

ot n est une variable aléatoire gaussienne de paramétres (0,1/2).

Les Théoremes 2.2.3 et 2.2.4 impliquent que 'estimateur gn(zo) est asymptotiquement
efficace.

Remarque 2.2.5 On peut démontrer que pour tous 0 < d <1 etn >1
HP) (29,8,2) C U (2,¢).

Cela veut dire que le coefficient de normalisation "naturel” pour la classe fonctionnelle
L{éﬂn (29,€) n'est autre que la suite ¢,. On remarque qu’on conserve la méme vitesse de

convergence ,, sur la classe HP)(z,,8,€) et sur Z/{éfl)(zo, £).

2.3 Bornes asymptotiques pour des bruits de loi in-
connue

On donne dans ce paragraphe la borne inférieure du risque minimax et on montre que
I'estimateur a noyau S, (zp) est asymptotiquement efficace.

2.3.1 Borne inférieure

Preuve du Théoreme 2.2.1
Pour démontrer (2.10) il suffit de prouver que

liminf inf  sup Eg, Un(Sn, ) >0, (2.15)
n—oo g SeHB) (29,K €) o
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ol
Un (S, S) = nlSn(z0) — S(20)] -
Nous utilisons une méthode similaire a celle proposée par Ibragimov et Has'minskil

[1981] pour obtenir une borne inférieure pour le probleme de 'estimation d’une densité.
D’abord nous choisissons la famille paramétrique correspondante dans H(ﬂ)(zo, K, ¢). Soit

V' une fonction contintiment différentiable telle que f_ll V(2)dz > 0 et V(z) = 0 pour tout

|z] > 1. On définit

u T — 2

S =V 2.16
)= (hn), (2.16)

ol ¢, et h, sont définies dans (2.3) et (2.4).
Il est clair que pour tout zg — h, < x < 2o + hy,,

. . U . T — z .
) = Sl = 7 (£2) = V0
< R < et

ot V! = max; 1 |V (2)]. Donc, pour tout 0 < u < u* = K/V! on obtient

wp 15u0) = S

< K.
Iy
20—hn<x<zo+hn |£C - ZO’

De plus, par la définition (2.16) pour tout x > z, + h,

S, (z) = 8,(2y + hn) =0

u

et pour tout = < 2, — h, ‘ )
S, (x) =S,(zg— hn) =0.

u

Donc la derniere inégalité implique que

sup 2%(z,,5,) < K,

lu|<u*

ou la quantité Q*(z,, S) est définie par (2.9).
Cela veut dire qu'il existe ng_ > 0 tel que S, € HP) (2, K, ) pour tous |u| < u*

et n > ny .. Donc pour tout n > ny . et pour tout estimateur S, on peut écrire les
minorations suivantes

sup Eg,, ¢n(§n,S) > sup Esmpown(gn,su)

SGH(B)(ZO,K,E) ‘U‘S’u*
1 /b ~
Z 2_b . ESu,pOwn<Sn7 Su)du = In(b7 U) (217)
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pour tout 0 < b < u*.

Notons que pour tout S la mesure Pg,, est equivalente a la measure Po’po, ou Py, est
la distribution du vecteur (y1,...,¥y,) dans le modele (2.1) correspondant a la fonction
S = 0 et a la densité p, du bruit est gaussienne standard, i.e. les variables aléatoires
(y1, ..., Yn) sont gaussiennes standard indépendantes identiquement distribuées par rapport
a la mesure P, 0.9, . Dans la suite on note Py, par P. Il tres facile de voir que dans ce cas
la dérivée de Radom- Nikodym peut s’écrire comme

dPg

pn(“) d];po (yla s ;yn>
= exp {—% Z ((yk — Su<l’k)yk_1)2 — yi) }
k=1

G
= €exXp | USpMn — Egn >

ou
n

= —Z VE(u)yer et na = Z V(uk) Y1 Y

#n k=1 SnPn 4

En utilisant la loi des grands nombres on obtient

P— lim ¢ lim

. 2 2 — d:2
n—>oon n—>007’LnZVYUk§k1 / ()u a

ol
k.= [nzo —nh,| +1 et k™ =[nz+ nh,]. (2.18)

Ici [a] désigne la partie entiere de a.
Par le théoreme central limite pour les martingales (voir Helland [1981] et Rebolledo
[1980]), il est facile de voir que sous la mesure P

n. = N(0,1) quand n — oo.

Ainsi on réécrit la densité de Radom-Nikodym sous la forme asymptotique

uo?
pn(u) = exp (wnn -5t rn) :

ou r, converge en P-probabilité vers zéro.
En notant E I'espérance correspondant a la mesure de probabilité P, on a

1/ .
I,(bo) > %/ Elg,0,(Sn, Su)on(w)du + 0,,(b, o) =: J,,(b,0) + 6,(b, 0), (2.19)
b
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ol
By = {|na] <d} et d=o(b—Vb),b>1,
u?c?
on(u) = exp <u077n - ) :
I .
On(b,0) = % Elp,1n(Sn, Su)0n(u)du,
b
On(u) = pu(u) — on(w).
Remarquons que p,(u) £, Poo(u) = exp (uan - “22"2>. On montre aisément que

Eps(u) = 1 et on a aussi Ep,(u) = 1 car p,(u) est une densité. Donc, en utilisant le
Lemme 2.4.4, {p,(u),n > 1} est uniformément intégrable. Comme g,(u) est borné sur
By, on obtient I'intégrabilité uniforme de la famille {Ig,1,,(S,, Su)0,(u), n > 1}.

Ecrivons désormais 6,,(u) = exp <ua,,nn - “22“2> (e —1) et notons que exp <ua77n — #)
est bornée sur B, et que e — 1 2 0. En conséquence on a
n—oo
5 P

Puis il s'en suit : I, (Sn, Su)fn(1) —— 0 et Bl tn(Sn, Su)fn (1) — 0.

Finalement, par convergence dominée, il vient sup |d, (b, 0)] —— 0 dans (2.19).
S,n n—oo
Intéressons-nous maintenant au terme J,, (b, o) dans (2.19). Réécrivons d’abord g, (u) =

_ 2 -1 2 2 ~ n . .
Cue~ 7 (W)°/2 gyec (, = e™/? et 7, = —~. on obtient successivement
o

1/t .
Jn(ba U) = 2_b bE]IBdwn(Sn:Su)Qn(u)du
1 b 0.2
= Elp,(,— — ——(u — 7)?
Bdc”Qb /_b|u cn|exp( 5 (u— 1) )du

1 [bin i o2,
= E]IBan%/ ) |t — cn + 7| exp (—?t>dt

1 \/l; 0_2 )
Z E]IBdCH%/\[|t_Cn+ﬁn|eXp (_ 9 t ) dt,
Vb

ou ¢, = gpngn. En utilisant 'inégalité d’Anderson (voir le Lemme 2.4.5) on aura

1 Ve o?
Jn(b,0) = Elp,(— |t|exp [ ——=t* ) dt.
2b J_p 2
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Ainsi, en utilisant le fait que Elp,¢ = 20(b — v/b)/v/2, il vient

b—b [V 2
liminf inf 7,,(b, o) > 7 \/_/ |t] exp (—U—tQ) dt =: A(b,0), (2.20)
o 3, N - 2
cette derniere quantité étant strictement positive, on en déduit le théoreme. O

Preuve du Théoréme 2.2.3
De fagon similaire a la preuve du Théoreme 2.2.1 on choisit la famille fonctionnelle
paramétrique S, (-) correspondant a la forme (2.16) avec la fonction V' =V, définie

comme suit .
Vi) =v [ Qg (“ - ) du,

v

ol @,,(u) = Lqu<i—201 + 21 ou<ju<i—v} avec 0 < v < 1/4 et g est une fonction paire
positive, infiniment différentiable telle que g(z) = 0 pour |z| > 1 et f_ll g(z) dz = 1.
Soient b > 0 et § €]0; 1[. Notons, pour z € R et u € [—b;b], Sy, (x) =: uS,(x). D’apres
le Lemme 2.4.6, il existe un entier n. = n(b,d,v) > 0 tel que S, , € Z/{éfg(zo, €) pour tous
n > n, et u € [—b;b]. Par conséquent, si S, est un estimateur de S(z), on a pour n > n,,

oo sup T VHSR,(S,,S) = sup T VAS)Eg, ¥a(S.,S)
SeU?) (zq.¢) SeU?) (zq.¢)

n

I ~
> Tx (n7 b) % /b ESu’u,pOwn(Sm Su,u)du :

ol
7.(n,b) = inf T’l/Q(Su’V).

|u|<b

Les définitions (2.13) et (2.16) impliquent que pour tout b > 0

lim sup |7(S,,) —1] = 0.

n—00 |y|<b

Donc, de la méme maniere que dans la démonstration du Théoreme 2.2.1 on obtient que
pour tous b >0et 0 <v <1/4

liminf inf  sup 7 Y2(S) pn R, (S,,5) > A(b,0,), (2.21)

e Sy, SEU;%B(ZO,E)

ott la quantité A(b, 0,) est définie dans (2.20) avec o = [, V2(u) du. 1l est facile de voir

que 05 — 2 quand v — 0. En passant a la limite b — oo puis ¥ — 0 dans (2.21) on

trouvera l'inégalité (2.14), ce qui conclut la démonstration du Théoreme 2.2.3 . O
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2.3.2 Borne supérieure

Preuve du Théoréme 2.2.2
On rappelle que

3

An = Q(uk)yk—l
k=1
et on note A ]
A, = 80_; et A, = T LA oy (2.22)
ou pour l'estimateur (2.2) on écrit 'erreur d’estimation comme
A 1 ~ 1 ~

avec

1 1

G = o > Qurys1& et B, = o > Quy) (S(ww) = S(20))wi—r
" k=1 " k=1

Notons que le premier terme dans la quantité de droite de (2.23) est étudié dans le lemme
2.4.3.
Pour estimer le second terme nous utilisons le lemme 2.4.2 qui implique directement

lim sup sup sup Eg CZ < 00
n—00  SeHP)(zy,K,e) peP

et, donc par (2.35) du Lemme 2.4.3 nous obtenons

lim sup sup sup Es,p |;{\n| |Gul < 00
n—00  SeHP)(z,,K,c) peP

Estimons maintenant le dernier terme de droite de (2.23). Pour ce dernier on a besoin de
démontrer que

lim sup sup Eg B> < 0. (2.24)
0 SeHB) (2y,K ) PEP 7
Pour commencer, posons 1, = S(xx) — S(20) — S (z0)(z — 20). Par la formule de Taylor
on réécrit B, comme
hy « o~ N
B = —S(Zo)Bn + —B,,

n
n n

ol B, = Z Q(up) uy yi_, et B, = Z Q(u) rx yi_,. On rappelle que par la condition
k=1 k=1

(2.6), f_ll u@(u)du = 0. Donc par le Lemme 2.4.2 on obtient

2
n

lim — sup sup Eg Bz =0.
o0 Ph SeHB) (25,K ,e) pEP
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De plus, pour toute fonction S € HW(z,, K, ¢) et pour k, < k < k* (k, et k* sont donnés

dans (2.18))
/ b ()~ 5(z0) )

20

7] = < Klog — 2/ <KW =Kg ',

par conséquent B\n < gonEH. Donc, par le lemme 2.4.2, il vient

. 1 ~
lim sup sup —QESprL < 00,
0 SeH ) (zy,K ) pEP P

ce qui implique (2.24). D’ou le Théoréme 2.2.2. O
Preuve du Théoréeme 2.2.4

Suivant la démonstration du Lemme A.2 de Galtchouk et Pergamenshchikov [2006a]
et en utilisant les deux lemmes 2.4.1 et 2.4.2 on démontre que

7(S)

5 ¢ = N(0,1) quand n — oo

uniformément en S € I'_ et p € P. Donc, par le lemme 2.4.2 nous obtenons le résultat de
convergence uniforme en S € I'_ et p € P

7_1/2(3)121\”@1 = N(0,1/2) quand n — co.

Par ailleurs, en utilisant I'inégalité de Burkholder et le lemme 2.4.2 pour la martingale ¢,
on déduit que

lim sup sup Eg Cﬁ < 00.

7O SeHB) (zy,K ) PEP
Donc, I'inégalité (2.35) implique que la suite (En (,))n>1 est uniformément intégrable. Cela
veut dire que -

lim  sup  sup | V3(S)Eg, |4, G, — Elnl| =0,

0 SeHB) (2y,K ) PEP
ou 7 est une variable aléatoire gaussienne de parametres (0,1/2). Pour finir cette preuve
il nous reste a démontrer que

lim limsup ~ sup  sup Eg, Bz =0. (2.25)
=0 nooo geyP) (s 0) PEP

En effet, en posant fq(u) = S(z0 + h,u) — S(2p) nous réécrivons B, comme suit

k*

By=or 3 fslwuta = enenlfs: ) + (7 0, 5). (2.26)

—Rx
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ou

0.(f.8) = Zk:l J;(;Lk)yk—l _ 7-(15> /_1 F(u)du

et Q, (%, 5) est définie dans (2.12). La définition (2.13) implique que pour tout S € I',

e2<7(8)<1. (2.27)
Ainsi par la définition (2.12) nous obtenons

)

De plus, pour tout S € Uéi)(zo, e) la fonction fg satisfait l'inégalité suivante

Fsl+ 1 fsll < 67" b

Notons aussi que ¢, h? — 0 quand n — oo. Donc, en utilisant le Lemme 2.4.2 avec
R = h,,/0 nous obtenons (2.25) et ainsi le Théoreme 2.2.4. O
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2.4 Annexe A

Dans ce paragraphe nous étudions les propriétés des distributions des processus sta-
tionnaires (2.1).

Lemme 2.4.1 Pour tout 0 < € < 1 les variables aléatoires dans le modéle (2.1) satisfont
I'inégalité suivante
m* =sup sup sup sup Espy: < 0. (2.28)
n>1 0<k<n Sel', peP

DEMONSTRATION:On peut rééerire les y, du modele (2.1) comme suit

koK
vo [T SG) + > I St
=1 1=it1

Nous pouvons en déduire avec S € I', que pour tout 1 <k <n

4 4
k

k
yp < [ (L =2)flyol + Y (=) lgl | <8yp+8( D (11—

j=1 7j=1
Par 'inégalité de Holder avec ¢ =4/3 et p =4

k

<8|y0| + Z k 35

Donc, pour tout p € P
8
ES,p y: S 8 |y0|4 + go-*'
D’ou le lemme 2.4.1. O
Maintenant pour tous K > 0 et 0 < £ < 1 notons

Ox.={Sel.: |5 <K} (2.29)

Lemme 2.4.2 Soit f une fonction deuz fois continiment dérivable dans [—1,1], tel que
f(u) =0 pour |u| > 1. Alors

1
limsup sup ~——5 sup sup supEg o (f, S) < o0, (2.30)
n—oo  R>0 (Rhn) IfIl;<R S€OK . peP

ou || flly = IfIl+ I/1l et 0,(f.S) est défini dans (2.26).
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DEMONSTRATION: Premierement, notons
n
S flu)yi =T, +a,. (2.31)
k=1

ou
k*

T,= 3 fu)y? et a,= 3 (Flw) = Flup ) g2, — Flue) vl

avec k* et k, définis dans (2.18). De plus, le modele (2.1) donne

+Zka xkyk 1+MTL7
k=kx

ou
k,*

= Z flug) et M, = Z f(ue) (25 (@k) Yo—1 & + M)

k=k. k=k.
avec 1y = £ — 1. On note aussi

k*

"
Co=> (S*(z) = S*(20)) flur) yi_y et Dp=>_ fluw)(yi_s — vp)-

k=F. k=F.
Tenant compte également du fait que 4,0121 = nh,, on obtient

1 1L (f) 1 A,
nh, ™ 7(S) nh, +T(S) nhy (2:32)

avec A, = M+ C, + 5%(z) D,,. On obtient

/f dt+2/ fukdt—/f
_Z/ ))dt+/%_l t)dt — /f

Rappelons que ||| + || f|]| < R. Donc

1« ! R
o 2 Jw) = [ o <

En considérant ce résultat dans (2.32) et la borne inférieure pour 7(.5) donnée par (2.27),

on obtient
T 1 ! 1 (R M C D
— - t)dt n n n) 2.33
e 5 ], 70 ‘ (nh + hn+nhn+nhn) (2:33)
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On note que M,, est le dernier terme d’une martingale (G ), <j<x+ de carré intégrable, ou
J
Gj = Z flur) (28(n) yr—1 &k + M) -

k=k.

Donc

nh, nhy,)
- AR? (4v/m* + o)

nh,

2 K
Eg, ( 1 M) = (%Es,p Z Fur) 28 (zn) yeor & + )
p—

ot m* est donné par (2.28). Or, pour tout S € O on a [S(zy) — S(20)| < Klzp — 20| et
comme k* — k, < 2nh,, il vient
pR

D (82 (@n) = S2(0)) £ (ur) Es iy

nh
" k=k,

< 16 R*K*m*h?.

1
(nhn)2

2
ES,p On S

Considérons maintenant le dernier terme de la quantité de droite dans I'inégalité (2.33).
Pour cela nous réécrivons D, comme

k*

Dy =Y ((flu) = f(ue—)) U7y + f(ur—1) U7, 1 — f(up) 3o

k=k.

Dong, sachant que ||f|| + || f]| < R, on obtient

k*

2 ‘
E;, D} < 3R’Eg, (W D v+ +y,‘§*1> <18 R*m*.
" k=k.

De la méme maniere nous estimons le second terme de la quantité de droite de (2.31), ce
qui prouve le Lemme 2.4.2.
O

Lemme 2.4.3 Les suites (/Z[n)nzl et (En)ng definies dans (2.22) satisfont les propriétés
suivantes

1 -
limsup -5 sup sup Py, (4, <k,) < o0 (2.34)
n—oo hn SeOk . peP ’
et R
limsup sup sup Eg, Ai < 0. (2.35)

n—oo SE@K@ PEP,*
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DEMONSTRATION:1I est clair que 'assertion (2.34) découle du Lemme 2.4.2. Nous vérifions
maintenant Passertion (2.35). On note v, = =2 fjl Q(u)du et on obtient

B, Al =4 / PP, (Zn <t A > mn> dt
0
—1

S 4/ ’ t3PS,p (Qn(QvS) +P}/* S t_l) dt
0

2\" 1
<(2) +5Ps (@912
En utilisant le Lemme 2.4.2 avec la condition (2.5) on obtient l'inégalité (2.35). O

Lemme 2.4.4 [Billingsley, 1999, Théoréme 3.6, p. 32]
Si X et X, n € N, sont des variables aléatoires positives et intégrables telles que

X, —£5 X et E(X,) — E(X)

n—oo n—oo

Y

alors la famille (X, )nen est uniformément intégrable.

Lemme 2.4.5 [Ibragimov et Has’'minskii , 1981, Lemme 10.2, p. 157]

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R de loi symétrique possédant une densité
par rapport a la mesure de Lebesque sur RY. Soit | une fonction définie sur R?, positive
satisfaisant aux conditions

1(0)=0 et l(x)=1(—z) pour tout z € RY,

et telle que pour tout ¢ > 0, Uensemble {x € R : [(z) < c} soit conveze et EI(X +y) < oo
pour tout y € R
Alors pour tout y € RY, on a

El(X +y) > EI(X).

Lemme 2.4.6 Soient 6 €]0;1] et v €]0;1/4[. Alors il existe un entier ns, > 0 tel que si
n=mns,, onasS, € Lléfl)(zo, £).

1
DEMONSTRATION: Puisque V,,(0) =1 et / V,(2)dz = 2, il est clair que
-1

/1 (S, (z0 + uhy) — S,(z0)) du = 0.

1

Par ailleurs, on a de suite

1S,(z)| = o' hyt

Y T — %20 < n—/2B+1)g,,—1 ' / d
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Donc S, € Uéi)(zo, £) pour

9 1 (26+1)/a
n> (—‘S / |g'<z>|dz) |
vJa

D’ou le lemme. O

Lemme 2.4.7 [Freedman, 1971, pp. 90-91]
Soient 6 €]0;1] et r > 0. Supposons que (ug)r>o est une "martingale difference” par

oo
rapport a la filtration (Fi)kso telle que |ug| < 0 pour tout k et Z E(ui|Fr1) >,
k=1

Soit T = inf {n ; ZE(uﬂfk_l) >r
k=1

Alors il existe une fonction p : |0;+oo[— [0;2], qui ne dépend pas de la distribution de la
"martingale difference”, telle que hH(l) p(x) =0 et
r—

sup
z€eR

< p(6//r),

P <iuk < :L‘) — ®(x/\/1)

ou @ est la fonction de répartition de la loi gaussienne standard.




Chapitre 3

Modele autorégressif : cas adaptatif

3.1 Introduction

Notre probleme est maintenant le suivant. Supposons qu’on observe des données a
partir du modele :

e = S(TE)Yk—1 + &, 1<k<n, (3.1)

ot o = k/n, (§k)keqr,..ny sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées selon la loi gaussienne standard. On s’intéresse a l’estimation de la fonction
autorégressive S en un point fixe zy €]0; 1].

On suppose que la fonction S appartient a une classe Holdérienne forte mais sa
régularité 3 est inconnue. L’objectif est de trouver une vitesse de convergence adaptative
et pour celle-ci de construire un estimateur séquentiel adaptatif . Parce que 3 est inconnu,
cette vitesse differera ici de la vitesse de convergence obtenue dans le cas contraire.

De nombreux travaux ont été consacrés a la recherche de la vitesse optimale de conver-
gence ou d'un estimateur asymptotiquement efficace lorsqu’un ou plusieurs parametres
du modele sont supposés inconnus, en particulier la régularité de la fonction a estimer.
Ce cas, dit adaptatif, a engendré des premiers résultats sur la vitesse de convergence mi-
nimax adaptative comme dans Efroimovich et Pinsker [1984] pour un modele de bruit
blanc gaussien, Hérdle et Marron [1985] pour un modele de régression et Efroimovich
[1985] pour 'estimation d’une densité.

Belitser [2000a] considere le modele (3.1) avec des conditions lipschitziennes, pro-
pose un estimateur récursif et étudie le probleme d’estimation non adaptative. En utili-
sant le risque quadratique, 'auteur établit la vitessse de convergence. Dans Galtchouk
et Pergamenshchikov [2005b] les auteurs décrivent une méthode séquentielle pour le
probleme d’estimation non paramétrique du processus de la dérive du coefficient de dif-
fusion. Dans Lepskii [1990] 'auteur considere le probleme adaptatif, dans un modele
de buit blanc gaussien, de I'estimation d'un signal appartenant a une classe Holdérienne
donnée ¥(m + «, L), ot m + « et L sont des constantes connues. Fourdrinier, Konev et
Pergamenchtchikov [2009] proposent une procédure séquentielle tronquée qui permet de

39
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considérer le probleme de 'estimation du parametre du processus autorégressif du premier
ordre avec bruit dépendant.

Enfin Galtchouk et Pergamenshchikov [2001] obtiennent la vitesse de convergence
minimax adaptative ainsi qu’un estimateur adaptatif en vitesse de convergence de la
dérive d’une diffusion, appartenant a une classe Holdérienne.

Dans ce chapitre on considere le cas adaptatif avec [ inconnu. Notre construction
est basée sur celle que I'on peut trouver dans Lepskii [1990] et Galtchouk et Perga-
menshchikov [2001] pour I'estimation séquentielle adaptative du coefficient de dérive d'un
processus de diffusion. Comme dans le chapitre précédent, pour définir le risque d’'un esti-
mateur, on suit la méthode proposée par Galtchouk et Pergamenshchikov [2006a] dans le
cas d'un modele de régression homoscédastique et non adaptatif. L’approche séquentielle
c’est celle qu’on trouve dans Borisov et Konev [1977] mais dans le cas paramétrique. La
procédure de Lepskii s’applique a des estimateurs pour lesquels la queue de la distribution
a le méme comportement asymptotique qu’'une variable aléatoire gaussienne, usuellement
cette procédure s’utilise dans le cas i.i.d gaussien. Pour notre probleme l'estimateur a
noyau non séquentiel ne possede pas cette propriété, par contre ’approche séquentielle
aboutit dans le cadre du modele (3.1) en réalisant la procédure adaptative de Lepskii.

On s’intéresse a 'estimation de la fonction autorégressive S en un point fixé zo €]0; 1].
Nous supposons que la fonction S appartient a une classe Holdérienne mais la régularité
[ reste inconnue. Dans le chapitre précédent on s’est intéressé au cas non adaptatif, pour
ce probleme on a utilisé 'estimateur a noyau modifié. On réduit le dénominateur de
I'estimateur défini dans (2.2) par la constante H > 0, tel que pour 0 < ay <1

Ty—1

Z Q(uy) 9]2'—1 +ay Q(UTH> ?/iH,l =H,

j=1

ou 7y est le temps d’arrét défini comme suit

Mw

g=mf{l1<k<n: Quj)y;_y > H}. (3.2)

Jj=1

Notons
Tj— 20

k
g Q(u; ) yj 1 avec uj = ——
j=1 "

Ainsi I'estimateur a noyau s’écrit sous la forme suivante

Tr—1
St (20) = T (Z Quj) yj—1y; + agQu, )y, yTH> Ly >m) (3:3)

j=1

ou le noyau Q(-) est la fonction indicatrice de I'intervalle [—1; 1]. Un tel estimateur s’avere
trées commode pour calculer la quantité E[S7, , (z0) — S(20)|-
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Nous décrivons en détail le probleme et les hypotheses formulées dans le prochain
paragraphe. Nous donnons ensuite une borne inférieure asymptotique du risque minimax
adaptatif. Puis nous obtenons une borne supérieure asymptotique du risque de ’estima-
teur a noyau (3.3)

3.2 Description du probleme

Le probleme est d’estimer la fonction S en un point fixé z, €]0,1], i.e. la valeur
S(z,). Pour ce probleme nous utilisons le risque proposé dans le chapitre 2. En effet, pour
tout estimateur S, = S, () (i.e. toute fonction mesurable par rapport aux observations
(Yk)1<p<n), le Tisque est défini sur le voisinage H¥(z,, K, ) par

Rn(gn) = sup sup N(pB) ES|‘§”(ZO) — S(z0)|, (3.4)
BE[B,:B*] SEHB) (24,K &)

n \B/(26+1)

o N(8) = ()
Inn

teurs sur la classe ’H(ﬁ)(zo, K, e). Ici E4 dénote toujours l'espérance prise par rapport a la
distribution Pg du vecteur (yi, ..., y,) dans (3.1) correspondant a la fonction S.

On considere le modele (3.1) ou S € C,([0,1],R) est la fonction inconnue . On veut

estimer la fonction autorégressive S au point fixé z,. On obtient la stabilité (uniformément

par rapport a la fonction S) du modele (3.1) en supposant que pour un certain 0 < ¢ < 1

fixé la fonction inconnue S appartient a I’ensemble stable

I.={SeC(0,1,R): |5 <1—¢}, (3.5)

correspond a la vitesse de convergence adaptative des estima-

ott ||S]| = suppc,; |S(x)]. Iei C(([0, 1], R) est I'espace de Banach des fonctions contintiment
différentiables de [0, 1] dans R. Pour des constantes fixées K > 0 et § € [5,; %] C]0;1] on
définit la classe Holdérienne stable correspondante au point z, par

HD (2, K,e) ={S €T, : Q*(2,5) <K} (3.6)

avec

(. §) — wup 1) = S()|
we01] [T — %l
La régularité /3 est supposée inconnue mais 'intervalle [(3,; 3*] est considéré comme connu.
En premier lieu on donne la borne inférieure pour le risque minimax. On montre
qu’avec la vitesse de convegence N (), la borne inférieure pour le risque minimax est
strictement positive.

Théoreme 3.2.1 Le risque adaptatif admet la borne inférieure suivante

~ 1
liminf inf R,(S,) >

n—oo g, — 4 '

o linfimum est pris sur tous les estimateurs S,,.
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Maintenant on donne la borne supérieure pour le risque maximal de ’estimateur
séquentiel adaptatif défini dans (3.3). Tenant compte du fait que  est inconnu, on ne
peut pas utiliser cet estimateur tel quel car la fenétre h,, dépend de 3. C’est la raison pour
laquelle on partitionne I'intervalle [3,; 3*] pour suivre une procédure de Lepskii. Pour cela
posons

1\ 21
d,=n/lnn et h(B) = (d_) : (3.7)
On définit la grille sur U'intervalle [, ; 5*] par les points :
koo
B, =0, + E(ﬁ -B,), k=0,...,m avec m=]|lnd,]|+1. (3.8)
On note
N, =N(B,) et h,=h(3),
et aussi

* * A
w(h;) = max <|Shj - Shk| - Nk+1)

0<k<j

pour définir I'indice optimal de la fenétre comme

~ A
k=inf0<j5< cwlh,)> — 53 —1. 3.9
m{_j_m w(])_Nj} (3.9)
Si ’ensemble ci-dessus est vide, on pose l%\ =m — 1.
On remarque que w(h,) = —A/N;, donc k > 0. Le parametre positif A est choisi tel que
4

A> K 4 )
+e +25*+1

L’estimateur adaptatif est maintenant défini comme
Sn=15y; avec h=hg. (3.10)

Le résultat suivant donne la borne supérieure pour le risque maximal de l’estimateur
séquentiel adaptatif ci-dessus.

Théoreme 3.2.2 Pour tout 0 < e <1, on a

limsup R, (S,) < oo, (3.11)

n—oo

donc S, est un estimateur adaptatif en vitesse de convergence.



3.3. BORNE INFERIEURE 43

3.3 Borne inférieure

On montre qu’avec la vitesse N (), la borne inférieure du risque minimax est stricte-
ment positive.

Preuve du Théoreme 3.2.1
Afin de simplifier les notations on note N(3,) = N,, N(5*) = N* et h(S.) = h..

On note
1 Y—=0
Sy)=—V

ou V est une fonction de classe C* a support compact [—1, 1] telle que

/_11 V3 (u) du =

V(0)=1et V(u) =0 pour |u] > 1.

On montre aisément que pour un réel K suffisamment grand, S € H%)(z,, K, ¢).
Notons que pour tout S la mesure Pg est équivalente a la mesure P, ou Py est la
distribution du vecteur (yi,...,y,) dans (3.1) correspondant a la fonction Sy = 0. Il est
facile de voir que dans ce cas la densité de Radom-Nikodym peut s’écrire

ﬂ*_ﬁ*

avec 3 = 26+ 1)(26. + 1)

|

dP,
Prn i = E(yl, "7y71)
I,
= exp —5 (yk - (yk - S(Ik)yk—l) )
k=1
(o= 3%)
=exp | —nhn — §§n )
avec
1 < Tp — 2 1 - LTy — 2
2 _ v (Ee— 20 o b o, = V[ 220 L&
" b, ,; he )0 S T, kz:; ho )

D’apres le Lemme 3.5.2 il vient

. dy . 1 < T — 20
Ps—Jl_{ilo XCZ :PS—nlLIEO (nh* 1 v? ( I )?ﬁ%—l)
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1
N2’
De plus, en utilisant un théoréme central limite pour les martingales (cf. le Lemme
3.5.6), il est facile de voir que sous la mesure Pg

car 7(S) =1 — S%(z) =

m = N(0,1) quand n — co.

En effet, on peut réécrire n,, sous la forme suivante :

n
n Gk
N = =5 Z Uk ns
dn G k=1

1 Tr — 2o
n — V _ .
Uk, o /nh. ( I, > Yr—1 &k

Intéressons-nous a la premiere condition du Lemme 3.5.6. Pour la vérifier il suffit de
montrer

avec

Es Y Eg(tf 1 (ugn>e) Fi-10) —— 0.

k=1
On a
ES Z ES(uz,n]‘(‘uk,n|>a)|'7:k—1,n) = Z ES (uz,nl(‘uk,nb&)) (312)
k=1 k=1
c* nh kzk: Ve ( ) Es(yz—lgil(luk,nlx))a
avec

Es(57-1 &1 (uenl>) < /B 01 B &l V/Ps(lual > )

< \/ Eg yk 1ES§k ES ukn

8. Esyi_1€%< Cy
SOy nh. N

ou C et Cy sont des constantes indépendantes de n. Donc le terme (3.12) est majoré par

k*
Cs 1
EZ “kn ‘ukn‘>5’fk 1n) < N E

ol Cj5 est une nouvelle constante, ce dernier terme tendant alors vers zéro quand n — oo.



3.3. BORNE INFERIEURE 45

I1 est tres facile de voir pour la deuxieme condition que

u 1 . Tr — 2o
E 2 Fo L) = V2 E 2 2 .
;1 S(uk,n| k—1,n) 2nh, ;1 (—h* ) (Y1 &gl Fr-1,n)

1 - Tr — 2o
- h Z V2 ( h* ) yl%—l
k=1

~3n
2
dn n Pg
= ———— —> 1
n ¢2 n—oo

En notant 6, = N,|S, |, on a
R.(S,) > max (ESO N*|S. |, Eq N.|S, —S(z0)|>

N*
— max (s, 3 601 B 1~ )

%E (N* 0, \dPO( )+ \1—eny> (3.13)

v

*

. on peut minorer (3.13) de la maniére suivante :

En posant v, =

—_

Rn(‘gn) >~ Eg (%z Pn |9n| + ‘1 - 0n|)'

[\]

Soient B,, = {n, < 0} et C,, = {%= ¢ < B}. Il est clair que lorsque B, N C,, est réalisé, on

a
_ Bn
> Ind, — =—
Yo Pn = exp{f Ind, an}’

cette derniere expression tendant vers co quand n tend vers co. Ce qui veut dire que pour
n suffisamment grand

1

Rn(gn) > éES 1BnﬂCn(7n Pn |9n| + |1 - Hnl)
1
> LB 100, (00 + 1~ 16,])
1
= EPs(Bnan)- (3.14)

Or,
P,(B,NC,) =PyB,) —PyB,NCy)
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et
d, —
Py(B,NCy) <Pg(Cr) = (g > f3).
Comme _
dn Ps B
—Sp — =,
n n—oo 2
il vient

Puisque P¢(B,,) = 1/2, on en déduit que P¢(B, N C,,) —— 1/2.

En passant a la limite quand n — oo dans (3.14), on obtient le Théoreme. O

3.4 Estimation séquentielle adaptative (borne supérieure)

Preuve du Théoréme 3.2.2
On procede suivant une méthode basée sur 'analyse séquentielle. En premier lieu,
nous réécerivons l'erreur de 'estimation sous la forme suivante :

. 1

ou

= (Z Quy) (S(a;) — S(20)) vy + g Qlu, ><s<x7,,>—s<zO>>yiH1>

et
1 Ty—1
Cy(h) = NG (; Quj) yj—1& + ay Q(UTH)CUTH1§TH> :

Notons que le premier terme dans la quantité de droite de (3.15) est étudié dans le Lemme
3.5.3. On peut montrer directement que pour tout S € H(ﬂ)(zo, K,e)

|B,(h)| < KRh° (3.16)
et aussi, en utilisant le lemme 3.5.5 on a

sup sup By |(h)] < oo, (3.17)
n>1 h,<h<h*

ou h, = h(B,) et h* = h(5*). Maintenant on choisit H = nh et

L=inf{k>0:3,>p}—1.
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Ce qui veut dire
ﬁL < ﬁ < /6L+1 et hL < h(ﬁ) < hL-i—l :

Dorénavant, on notera S} (z9) = S}, , (20). On a maintenant

1
1S5 (20) = S(20)| < L(a, (nynny T K (h(B)) + = S ()]

\/nb
et

* 1
|ShH(Zo) — S(z)| < 1(An(hb_1)<nhb_1) + K(h(@—ﬁ)ﬂ + \/TH |Crr (1)l -
L’inégalité (3.17) implique

limsup sup N(fB) sup E w(t,zy) < oo, (3.18)
n—oo B,<BIB* SEHP) (2y,K )

ou

D(120) = |5}, (20) = S(z)| + IS, (20) — S(z0)].
Maintenant en considérant ’estimateur §n, on peut écrire
|§n(ZO) =Sz <L+ L+ (e 2) s (3.19)

ou
I = [Sn(20) — S(%)H{EZLH} et I, =[Su(z) — S(Zo)|1{£gb—2}‘

Occupons-nous d’abord du premier terme dans cette inégalité. On a

[8n(z0) = S(20) L is,i1y < 155(20) = Sy (20) [Lpzsasny + 155, (20) = S(z0) L sy -

De plus,
* * )\
157(20) = 5, (2ol Lziz iy = W),y + N,
< A 1~ n A < 2\ < 2\
B N/l; th2ut1} NL+1 N NL+1 N N(ﬂ)
Ce qui implique directement
limsup sup N(5) sup E I, <. (3.20)

n—oo [3,<B<B* SEHB) (24,K €)

Ensuite majorons le second terme dans (3.19) :

I, < (1(An(h1;)<nhl;) + K(h(ﬁ,;))ﬁ +
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ol
* — . 21
¢" = max [Cy, (hy)l (3.21)
Notons que
{(k<.—2} = U{w ) > AN}
J=1
De plus,

iy =3/ = U {155 (20) = S5, (20)] = AN, + A/ Ny |

U( 1S5 (20) = S(z0)| 2 AN} U8} () = S(z0)| 2 AN }) -

(3.22)
On note que pour j <¢—1
Ind
N.(h.)? < S ——— |
(b)) < expl— ) <

Pourl<.—1 o

n n
et

> exp{— Doy _ o
I+1

Dans le premier terme de (3.22), par le Lemme 3.5.2 on prouve que pour n suffisamment

d et A> K 4
grand et pour +e +2ﬂ*+1

{157, (20) — Szl = AN} € {KW O E A/N]}
< {leuu)l = vk (3~ 8" )

J

1l suffit juste de remarquer que (1/d,)??5+Y) \/nh = \/n/d, et cette derniere inclusion
devient

{15, () = S(z0)| 2 MN;} € {r<n<hj>| > (A~ K) dﬁ}

De la méme maniere pour le second terme dans (3.22) on aura

{17, (20) = S(z0)| = ANy} € {|¢n<hl>| > (- K)/e dﬁ} |
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Finalement,

{k<u—2} C{¢" > M /n/d,},
avec A; = (A — K)/e. Ainsi

K 1 .
Iy < Ya,n)<nh;) + N(3) + nh*c 1{<*2>\1 YIRS (3.23)

En utilisant le Lemme 3.5.2 pour ¢ > 2, on peut facilement estimer le premier terme
de cette inégalité par

P (A, (b)) < nhy, k=1)

NE

Po(An(hy) < nhi) =

N
Il
R

NE

Ps(An(hl) < nhl)

~

1

I
NE

P, (T<15) /_11 Q(w)du + A (Q, hy) < 1)

~

1

P, (AH(Q, h) < 1— %)

P (JAL(Q, M) > 1)

I
NE

=1

<

NE

~

1

Eg A2(Q, ) < ([Ind,) + 1) C; R* (h*)*°.

A
NE

~

1

Intéressons-nous désormais au dernier terme du membre de droite de I'inégalité (3.23) :
+o0
Es (" 1{(*2)\1 Vinn} — /O Pg(¢” 1{(*2)\1 Vinn} > z)dz

= /+OO P ("> 2,(" >\ Vinn)dz
0
+o00
=\ VInnPy((* > A\, Vinn) +/ P,(C" > 2)dz.

A Vi
En utilisant (3.21) et le Lemme 3.5.5, on a

Py(¢" > 2z) = Pg( max |Cn(hg)| > z)

1<5<m o
=" Py([¢a(hy]) > 2)
j=1

< 2me /8,
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Donc

+oo
EgC* 1igeny vimm < 2mA Vinne s 4 2m e /3 dz
° = \/17} ' A Vinn
+o0
< 2m)\1 \/lnne_%A? Inn +92m Ze—z2/8 dz

A Vinn
< ()\1 Vinn + 4> 2mn /8,

Ce qui implique 'inégalité (3.11) puis le Théoreme 3.2.2. O
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3.5 Annexe B

Dans cette section on étudie les propriétés du processus stationnaire dans le modele
(3.1).

Lemme 3.5.1 Pour toutt € N* et 0 < e < 1, les variables aléatoires dans (3.1) satisfont
[inégalité suivante
r* =sup sup sup Eg yit < 00. (3.24)
n>1 0<k<n SeT,

DEMONSTRATION:On suppose pour ce Lemme que yo = 0 et les yp du modele (3.1) de-
viennent

2t

2t—1

2t
Yi

VAN AN
VRS
(ORI
v M
g —~
| [
—
|
o
. SN—
- T
—~ =
[u—
|
m
S~—
x>~
J
T ™
o+ —~
—_
|
[Q}
N—
ES
d
AN
54

Il s’en suit que

D’ou le Lemme 3.5.1. O

Introduisons la notation suivante

1

AR =22 3 fluits = = [ fwan
k=1 -

ou

7(S) =1 — S*(2). (3.25)
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Lemme 3.5.2 Soit f une fonction deuz fois continiment différentiable dans [—1,1], telle
que f(u) =0 pour |u| > 1. Alors pour tout t € N*

1
limsup sup sup sup sup AQt( f,h) <Cy, (3.26)
n—oo  h,<h<h* R>0 R2p20 Ifll.<R SeHA(z0,K,€) “

o ||flly = IFI + I et Oy =2"K>(r")>.

DEMONSTRATION: Premiérement réécrivons

S flu)yi =T, +a,. (3.27)
k=1
ol
k;*
T,=> flu)y] et a,= Z Flu )i = Flue) i

k=k«

*

les entiers k* et k, étant définis dans (2.18). L’écriture du modele (3.1) nous donne

+quk (€)Yi—1 + My,

k=k.
ol
k* k*
=3 flw) et My=>" flur) (2S(@) yo-1 & + )
k=k. k=kx
avec 1, = & — 1. En notant
k* k*
Cr= Y (S%(ax) = 5*(20) Flu) vi_1 et Dp=Y flun)(Wi— 7).,
k=k. k=k.

on obtient ()
1 1 I, 1 H,
wh 0 = 708) nh T RSk (3.28)

avec H, = M, + C, + S*(z9) D,,. De plus, il est facile de voir que

/f dt+2/u fukdt_/f

=Z/u:l(f( 0 - f())dt+/%_l dt—/ 0

k=k«
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On rappelle que ||f|| + || f|| < R. Donc

k* R

=3 s~ [ sl <

nh
k=F.

En tenant compte de (3.27) et de la borne inférieure pour 7(5) donnée dans (2.27), on
prouve que

e2 E—Fnh nh+n_h

On note que M,, est le dernier terme d’une martingale (G )k, <j<k+ de carré intégrable, ou

(3.29)

T, 1 (! 1 (R M, C, D,
sy o] < (G T )

Gi=> flu) (2S(@e) yer & + m)-

k=k«

Donc en appliquant 1'inégalité de Burkholder, il vient

1 2t A2t k* ) 9 '
E, (EMN) < (nTz)tQtES (Z [ (ur) (25(xr) Yp—1 &k + M) )
A2t Rt l 25 2t
DGR Z (k) Yp_1 &k + 77k)

k=k«

< o (5 (2 + 5) +1)

ot A,, = 18(2t)*2/(2t — 1)'/? et r* est donné dans (3.24). Or, |S(z) — S(z)| <
Klxy, — 2|° pour tout S € HP(2y, K,¢). En appliquant alors I'inégalité de Holder pour
p=2tet g=2t/(2t — 1), on obtient

k*

k* 2t/q
1 1
(b s O < (nh)2 (;;; (5% () = 52(20))|q1Uk|sl> > P w) Egyyt,

k=k.

S 24t R2t K2t (T’*)Q h2tﬂ )

Considérons maintenant le dernier terme du membre de droite de I'inégalité (3.28). Pour
cela on représente D, comme

D=3 ((flug) = fluy_y)) v, + fwe) v, — flug) v

k=k«

Donc, puisque || f|| + || f|| < R on a
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k*

- 1 .

Eg D* < 2472 R¥Eg (E DA T +y,§j_1)> < 2" R (1),
k=kx

De la méme fagon on majore le second terme de droite dans l’expression (3.26). D’ou le
Lemme 3.5.2. 0

Lemme 3.5.3 Le temps d’arret Ty défini dans (3.2) satisfait la propriété suivante, pour
H =nh
Pg(ry > n) < C,(Rh)*

ou C| est défini dans (3.26).

DEMONSTRATION: En tenant compte du fait que 7(S) < 1 on obtient
1 H
P >n)=Py(— 2 < —
S(TH n) S(nh;Q(uk‘) Yk—1 nh)

_p, (% /_11 Q(w)du+ A (Q, h) < 1)

2
=P, AL(Q,h) <1 — ——
’ ( @ r(S))
<Py (|A0(Q. ) > 1) S EgAY(Q.h) < C, R b7
cette derniere inégalité provient du Lemme 3.5.2 .

Afin de prouver le Lemme 3.5.5, nous avons besoin du Lemme suivant montré dans
Liptser et Shiryaev [1978] p.234-235.

Lemme 3.5.4 Soit le processus de Wiener W = (W;, F;),t > 0, donné sur un espace
probabilisé et soit un processus aléatoire f = (fi, Fy), t > 0, tel que :

T
(1) P(/ ffdt<oo):1, 0<T< o0,
0

(2) P(/OOO ffdt:oo>:1.

Alors le processus aléatoire z = (z,, ), s > 0, avec z, = fOTS JedWy, 'y = F., ot

s

T, =1inf(t: [ f2du > s), est un processus de Wiener.
Lemme 3.5.5 Pour tout z > 2,

Po(|Cu(h)] > 2) < 2e7/5, (3.30)
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DEMONSTRATION: Le mouvement brownien (W;);>¢ est un processus stochastique dont les
accroissements disjoints sont indépendants et tel que Wy, s — W, suit une loi normale de
moyenne nulle et de variance s. Donc dans notre cas on peut écrire

§ =Wy, —Wir ~N(0,1).
On rappelle que

Tr—1
1 H
Cp=—F= (Z Quj) yj—1§ + ag Qu,, )y, 1§, > La >my-
\/ﬁ = H H H z
Ainsi
Ps(ICyl > 2 1(An2H)) = Pg(|Cy| > 2, 1(AnzH)) = PS(|§H| >z, 1(An2H))a

ou

i | (Ta

h)=— Ok + - 07 & |,

Cu(h) NG (; ke + Qs H5H>

et

Tg—1

Y o+ a, 62 =H,
H H
k=1
avec O = Q(ur) Yr—1 1 pepmy T Lpnpe) €1
k
Fy=inf{k >1:) 6> H}.

=1
7’:H
/ f,dw,
0

On peut voir que

-2).

Py(1Cy (k)] > =) = Py (%ﬁ

ou -
fr=2_ 01 ,(®)
j=1
avec
5; =4 Gz 5@1 J=Ty (3.31)
0 J>Ty
En effet,

o o g
/ frdw, = Z / frdw, = Z 5; [w; —w;_4]
0 j=1 71 i=1
Fry—1

=D 05 = ) 0§+ Gx, 05, &,
=1 =1
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En posant

avec

il vient,
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=> 071y 5(t)
j=1

d; J<Ty
07 =9 00 1= (3:32)
0 J> Ty,

Par le lemme 3.5.4, on obtient

Or,

N

IA

IA

IN

1 [T
77 \/H/O gt t ( )

1 T
PS _H ; ft th > Z)
1 H z 1 H z
P — d — P — — —
S /0 n Wt > 2> +FPg (\/ﬁ /0 (ft gt) > 2)

(
(

Py (0l > 3) + Py (7 1y, = a6, 6,1 > 5)
( e g b 16, > )
(
(

)+v: (7
Py ([n] > g) + Py (% Qz, EH 53}1 42>
)+

+Py (& >Z—). (3.33)



3.5. ANNEXE B o7

Comme 7 est une variable aléatoire gaussienne standard on peut écrire pour tout z > 2

Py |77| > \/7/ e~ P2 dt
/2
\/7/ te V2qt = \/2622/8.
m

On peut écrire le second terme de (3.33) comme

(g >—> ZPS( —Q,TH:z)
+00 2 -1 l
:ZPS<§§>%,25§<H,Z(5§?ZH)
=1 Jj=1 Jj=1
+oo e
=" Ps(lal > 3) Psliu =1
=1

2 2 g v 2 2
< —2%/8 P.(7, =) = \/> —2°/8
= \/;e ?:1: s(Ty =1) ¢

Donc pour tout z > 2, (3.33) implique
z) <2 ﬁe—zz’/?
T

1 H
PS (\/—_ A ft dwt >
Lemme 3.5.6 [Helland , 1981, pp. 80-82]
Soient (ugn)1<k<n une "martingale difference” définie sur un espace probabilisé (2, F,P)
et des filtrations {Fin, k € N} de F, n € N* telles que ug,, est Fyn-mesurable. On sup-
pose que les deux conditions suivantes sont satisfaites :

n
Z E(uj o L(jug o 156)| Frm1,n) 2,0, pour tout >0,
’ ’ n—00
k=1

n

STE@} | Fiin) —— 1.

n—00
k=1

Alors .
Z Uk,n = N(O, 1)
k=1
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Conclusion

— Dans le cas non adaptatif, on a développé I’approche robuste pour les modeles
autorégressifs. On a aussi construit une procédure minimax pour trouver une vitesse
de convergence minimax pour les classes Holdériennes fortes. Et on a montré que
I'estimateur a noyau rectangulaire est asymptotiquement efficace.

— Puis on a suivi une procédure adaptative sur la base des estimateurs séquentiels qui
nous fournit la vitesse de convergence adaptative.

— Enfin tous les résultats obtenus sont illustrés par les simulations numériques ef-
fectuées.
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Chapitre 4

Simulations numeériques

4.1 Cas non adaptatif

4.1.1 Résultats

On illustre dans ce chapitre les résultats obtenus au Chapitre 2. Les fonctions et les
procédures utilisées ont été programmées sous Scilab et leurs codes sont donnés dans la
prochaine section.

On se propose d’estimer en 2y la fonction S définie sur [0; 1] par S(z) = |z — 2|°?/1000.
On vérifie que cette fonction appartient & H(d, 61, 3) lorsque 3/1000 < & < 1000/ .

On estime S(zp) par le méme estimateur considéré au chapitre 2 construit a 'aide des
observations {y;,7 = 1,...,n} avec différents noyaux :

— notre estimateur a noyau

gn _ (1/An)iQ (xkh— 20
k=1 "

— le méme estimateur avec le noyau d’Epanechnikov

) Ye—1YeL(A,>a%),

~ - T — %
Su=(1/B))Y K ( ’“h 0) Y1 UkL(B,>a),
k=1 n

— le troisieme avec le noyau gaussien

S =(1/C) Y. T (xkh_ =
k=1 "

) Ye—1 YeL(cp>a),

ou

Tp=—~, h,=n"Y® " =g nh, et r,=1/lnn,

k
n

3
Q=11,, K(u) = 1 max(0,1 —u?)1_1y(u) et T(u)=1/v2rexp(—u®/2),
61
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g ), — 20
An = Q ( > ylz—la
1

hy,
k=
Bn - K (xkh_ ZO) ylz—la
k=1 n
et
- T — 20
OT’L - T ( hn ) ]%71
k=1

Les résultats numériques approximent les risques asymptotiques des trois estimateurs
utilisés du fait du calcul d’'une espérance (on effectue une moyenne pour M = 200 si-
mulations) et du nombre fini d’observations n. Ici on calcule pour chaque estimateur la

M
quantité % Z 150 (20) — S(20)|. On a choisi zy = 0.8 et 3 = 1.30. Précisons aussi que
k=1

pour différentes valeurs de n, les simulations sont réinitialisées et donc ne courent pas sur
les mémes premiers aléas.
Pour des variables aléatoires {&;,i = 1,...,n} i.i.d gaussiennes standard, on a obtenu :

n | S, | S | s
10 | 0533|0454 | 0.326
100 | 0.581 | 0.605 | 0.512
1000 | 0.525 | 0.607 | 0.428
5000 | 0.536 | 0.551 | 0.410
10000 | 0.584 | 0.639 | 0.452

Pour des variables aléatoires {{;,i = 1,...,n} ii.d réduites a partir de variables
aléatoires uniformes sur [—1; 1], on a obtenu :

n | S, | S, | S
10 | 0.608 | 0.604 | 0.400
100 | 0.642 | 0.672 | 0.521
1000 | 0.588 | 0.639 | 0.475
5000 | 0.567 | 0.612 | 0.432
10000 | 0.589 | 0.564 | 0.395

Pour des variables aléatoires {&;,i = 1,...,n} i.i.d centrées et réduites a partir de
variables aléatoires exponentielles de parametre 1, on a obtenu :
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10 | 0.559 | 0.389 | 0.215
100 | 0.597 | 0.636 | 0.489
1000 | 0.557 | 0.599 | 0.458
5000 | 0.539 | 0.597 | 0.395
10000 | 0.573 | 0.572 | 0.423

4.1.2 Programmes
Les fonctions et les procédures implémentées en Scilab sont données en italique :
— la fonction ”S” :
function|y] = S(x, 20, betal)
y = (1/1000) * (abs(xz — 20)) " betal
endfunction

— les fonctions noyaux considérées :

function[y] = noyau(x)
if((x > 1)|(x < —1)) then y=10

else y=1
end
endfunction

function[y] = noyaul(x)
y = 0.75 % max(0,1 — z"2);
endfunction

function[y] = noyau(z)
= 1/sqrt(2 « %pi) * exp(—x " 2/2);
endfunction

— la procédure donnant pour chaque estimateur le calcul de la quantité
M
% 15, (20) — S(20)|, pour des bruits gaussiens :
k=1
n = input(” Rentrer la wvaleur de n:”);
20 = 0.8; M = 200; betal = 1.30 : 7);
y0 = 0; X0 = linspace(0,1,n+1); X = X0(2:n+1);
phi =n" (betal/(2 % betal + 1)); h =n"(—1/(2 % betal 4 1));
kappa = 1/log(n);a” x = kappa % n * h;
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for simulation =1 : M
X1 = grand(1,n,'nor’,0,1);
Y (1) = S(X(1), 20, betal) * y0 + X 1(1);

for k=2:n
Y (k) = S(X(k), 20,betal) x Y (k — 1) + X I(k);
end,

0(stmulation) = 0;
S1(simulation) = 0;
2(simulation) = 0
An(simulation) = 0;
Bn(simulation) = 0;
Cn(simulation) = 0;

I

S0(simulation) = SO0(simulation) + noyau((X (
S1(simulation) = S1(simulation) + noyaul((X
S2(simulation) = S2(simulation) + noyau2((X

1) —20)/h) * y0 x Y (1);
(1) = 20)/h) * y0 * Y (1);
(1) = 20)/h) * y0 % Y (1);

An(simulation) = An(simulation) + noyau((X (k) — 20)/h) * y0 " 2;
Bn(simulation) = Bn(simulation) + noyaul((X (k) — 20)/h) * y0~ 2;
Cn(simulation) = C'n(simulation) + noyau2((X (k) — 20)/h) * y0 " 2;

fork=2:n

S0(simulation) = SO(simulation) + noyau((X (k) — 20)/h) * Y (k — 1) * Y (k);
An(simulation) = An(simulation) + noyau((X (k) — 20)/h) x Y (k — 1) " 2;
S1(simulation) = S1(simulation) + noyaul((X (k) — 20)/h) * Y (k — 1) * Y (k);
Bn(simulation) = Bn(simulation) + noyaul((X (k) — 20)/h) * Y (k — 1) " 2;
S2(simulation) = S2(simulation) + noyau2((X (k) — 20)/h) * Y (k — 1) * Y (k);
Cn(simulation) = An(simulation) + noyau2((X (k) — 20)/h) * Y (k — 1) " 2;

end;(fin de la boucle k=2 :n)

if (An(simulation) >= a” %) then SO0(simulation) = S0(simulation)/An(simulation);
else SO(simulation) = 0;
end,

if(Bn(simulation) >= a" %) then S1(simulation) = S1(simulation)/Bn(simulation);
else S1(simulation) = 0;
end,

if (Cn(simulation) >= a"*) then S2(simulation) = S2(simulation)/Cn(simulation);
else S2(simulation) = 0;
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end,
end; ( fin de la boucle k=1 :M )

Risquel = phi * mean(abs(S0))
Risque2 = phi * mean(abs(S1))
Risque3 = phi * mean(abs(S2))

En ce qui concerne les autres lois des bruits, il faut remplacer la ligne
XI = grand(1,n,’nor’,0,1);

par
XI=grand(1,n,’exp’,1)-1;

pour des lois exponentielles recentrées, et par

XI=sqrt(3)*gqrand(1,n, unf’,-1,1);

pour des lois uniformes réduites.

4.2 Cas adaptatif

4.2.1 Résultats

On illustre les résultats obtenus au Chapitre 3. Les fonctions et les procédures utilisées
ont été programmées sous Scilab et leurs codes sont donnés dans la prochaine section.

On se propose d’estimer en z la fonction S définie sur [0; 1] par S(z) = |z — 2/?. On
vérifie que cette fonction appartient a H(B)(zo, K,¢e) lorsque K > 1. On prend toujours
zo = 0.8, puis B, = 0.6 comme valeur inférieure de la régularité et g* = 0.8 comme valeur
supérieure.

On a simulé n données a partir de la fonction S(z) = |z — 2|? pour 8 = 0.7. On a
obtenu une estimation en construisant Uestimateur S, défini en (3.10) par la procédure
de Lepskii qui nous fournit la fenétre optimale par lindice k défini en (3.9).

En faisant varier le nombre d’observations n, on obtient différentes estimations répertoriées
dans le tableau suivant :

n | 1000 | 5000 | 10000 |{ 30000 | 50000 | 100000
Sy | 0.180 | 0.086 | 0.103 | 0.090 | 0.039 | 0.05

En effectuant ces simulations on a remarqué que 'indice k donné par la procédure de
Lepskii valait toujours m — 1 qui est le nombre de points sur la grille [3,, 5*] hormis les
extrémités. Cette particularité était attendue puisqu’il faut a priori un tres grand nombre
d’observations pour que cet indice soit strictement inférieur a m — 1 d’apres la définition
(3.9).
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4.2.2 Programmes

Les fonctions et les procédures implémentées en Scilab sont données en italique :
— la fonction ”S” :

function[y] = S(x)
y = (abs(x — 20)) " betal
endfunction

— les noyaux et quelques fonctions auxiliaires :

function[y] = noyau(z)
if((x>1)|(x <—1)) then y=0

else y=1
end
endfunction

function[y] = D(n)

y = n/log(n);
endfunction

function[y] = H(betal);
y=(1/D(n)) " (1/(2 * betal + 1));
endfunction

function[y] = N (betal);
y = (D(n))" (betal /(2 * betal +1));
endfunction

function[y| = betaf(k);
y = betainf + (k/m) * (betasup — betainf);
endfunction

— la procédure donnant l'indice optimale k et Pestimateur séquentiel S, :

n = input("entrer la valeur de n:");

M =1; 20 =0.8; epsilon = 0.2; betal = 0.7;(le beta choisi dans la fonction S)
betainf = 0.6; betasup = 0.8; y0 = 0;

A = zeros(1,n); m = floor(log(D(n))) + 1;

X0 = linspace(0,1,n+1); X = X0(2:n+ 1);

lambda0 = (1 + epsilon) + exp(1) x sqrt(4 + 4/(2 * betainf + 1));

X1 = grand(1,n,’nor’,0,1);
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Y(1)=S(X(1)) «y0+ XI(1);

for k=2:n
Y(k)=S(X(k))*xY(k—1)+ XI(k);
end

~ le calcul de k :

SS = zeros(1,m + 1);
lambda = lambda0;

for kk=0:m
h0 = H(betaf(kk));
HO = n * ho;

— calcul de 7y :
tauH = n;
A(1) = noyau((X (1) — 20)/h0) x y0 " 2;
if(A(1) >= HO) then tauH =1,
alphaH = HO/A(1);

else

for j=2:n

A(j) = A(j — 1) + noyau((X(j) — 20)/h0) * Y (j — 1) " 2;
if(A(j) >= HO) then tauH = j;

alphal = (HO — A(j — 1))/(A() — A(j — 1);

break; end;

end,

end,

if (tauH <=1) then S0=0
else S0 = 0;

for k=2:tauH — 1
S0 = S0 + noyau((X (k) — 20)/h0) « Y (k — 1) x Y (k);

end,

S0 = S0+ alphaH * noyau((X (tauH) — 20)/h0) x Y (tauH — 1) * Y (tauH );
end (condition sur 7p)

S0 = S0/HO;
SS(kk +1) = S0;

67
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for jj=0:m
vals = zeros(1,jj + 1);

for E=0:77
vals(k + 1) = abs(SS(jj + 1) — SS(k + 1)) — lambda/N (betaf(k + 1));
end; fin de calcul

W(jj+ 1) = maz(vals);
end; (fin de boucle pour les W)
end (fin de la boucle kk=1 :m)

kchapeau = m — 1;

for 7=0:m

if(W(j+ 1) >=lambda/N (betaf(j))) then kchapeau = j — 1;
break;

end; end;

Estimation = SS(kchapeau + 1)
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