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THÈSE DE DOCTORAT
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à mes parents,



”Toute avancée des connaissances génère autant

d’interrogations qu’elle apporte de réponses”

Pierre Joliot





Table des matières

1 Introduction 11

1.1 Motivations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2 Principaux résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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2.3.2 Présentation de la méthode de l’application de Poincaré
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au modèle d’une voiture à deux rapports de transmission 185
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Chapitre 1

Introduction

Les systèmes dynamiques hybrides (s.d.h.) peuvent être définis comme des

systèmes où dynamiques continues et discrètes interagissent. De nombreux

auteurs venant de différents horizons scientifiques comme de l’automatique,

des mathématiques appliquées ou encore de l’informatique, ont introduit et

formalisé cette notion de s.d.h. [67], [80], [85].

L’intérêt porté à ce type de systèmes a grandi ces dernières années du fait de

leur présence dans un nombre important de domaines d’application comme,

par exemple, ceux de l’aéronautique et spatial [9], de la thermique [18], [45],

des systèmes de transport [12], [77], de la robotique [8], [16] ou encore de la

biologie [1]...

Nos travaux portent plus particulièrement sur une classe de systèmes hybrides

à commutations autonomes, ces dernières étant engendrées par un phénomène

d’hystérésis.

Systèmes

dynamiques

hybrides

Systèmes

affines par

morceaux

Systèmes

à sauts ou

commutations

contrôlés

Systèmes

à sauts ou

commutations

autonomes
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12 Chapitre 1. Introduction

1.1 Motivations

Les systèmes dynamiques hybrides ouvrent de nombreuses pistes de re-

cherche. Les principaux thèmes, généralement étudiés, sont répertoriés sur le

schéma suivant.

Systèmes

dynamiques

hybrides

Simulation

Commande

Stabilisante

Robuste

Optimisante

Prédictive

Contrôle

de chaos

Identification

Analyse

Stabilité

Equations

de cycles

Atteigna-

bilité

Bifurcations

et chaos

Robustesse

Modélisation
Systèmes

d’équations

différentielles

ou aux

différences

Réseaux

de Petri

hybrides

Automates

hybrides

Equations

aux

dérivées

partielles

Les bulles dans lesquelles le texte est blanc correspondent aux différents points

que nous aborderons dans ce mémoire.

En effet, nous considérons ici des s.d.h. de dimension N , N ≥ 1, régis par un

système d’équations différentielles où la variable discrète, qui suit un phénomène

d’hystérésis, apparâıt dans la matrice du système homogène et/ou dans le se-

cond membre du système différentiel.

Ce modèle est tout d’abord intéressant du point de vue des applications. En

effet, non seulement il modélise des systèmes réels existant dans différents do-

maines (thermique, électronique, automobile...) mais surtout il présente l’avan-

tage de posséder des applications de toute dimension (dès la dimension un).
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Ainsi, ceci nous donne la possibilité d’augmenter progressivement la complexité

du système (en ajoutant une dimension à chaque fois) et également d’établir

des résultats pour les systèmes de petite dimension (un ou deux) en espérant

pouvoir les généraliser à ceux de plus grande dimension.

De plus, trouver des phénomènes relativement complexes, comme des multi-

cycles, des bifurcations ou encore du chaos, n’était a priori pas garanti du

fait de la ”simplicité” du modèle. C’est pourquoi cette démarche présentait

un intérêt. Pour ce faire, les méthodes numériques et de simulation proposées

dans [10], [84], [86] ont été utilisées. D’autres ont été mises en place et sont

exposées dans ce mémoire. Aussi, pour approfondir cette étude, des résultats

théoriques ont également été apportés.

Enfin, ce modèle et surtout ses applications nous incitent à nous poser certains

problèmes d’optimisation paramétrique (et de commande optimale appliquée

à l’optimisation) présentant non seulement un intérêt mathématique mais sur-

tout un intérêt industriel pour, notamment, l’économie d’énergie.

Ainsi, cette classe particulière de s.d.h., bien qu’ayant un modèle relativement

simple, soulève des questions dans les principaux thèmes de recherche liés aux

s.d.h. (modélisation, analyse, simulation, optimisation) et permet alors une

étude relativement complète.

1.2 Principaux résultats

De tels systèmes, globalement non linéaires, peuvent admettre des cycles

comme solutions [33], [86]. Grâce à notre modèle relativement simple, leur

détermination est réduite à la résolution d’un système d’équations implicites

à solution souvent unique ce qui donne l’existence de cycles de période 1

[63]. Mais, parfois, ces systèmes peuvent également admettre simultanément

deux solutions ou plus ce qui se traduit généralement par l’existence de cycles

de période supérieure à 1 [61]. Dans le but de généraliser ces résultats, une

méthode, différente de celle proposée dans [86], est donnée pour déterminer les

équations de cycles de période k, k ≥ 1 [57] (paragraphe 2.2.1). Elle présente

l’avantage de fournir des équations qui sont plus rapides à manipuler que celles

de [86] avec le calcul formel et notamment le logiciel Maple.

De plus, des conditions sur les paramètres du système sont établies dans le

but de pouvoir choisir des valeurs numériques garantissant l’existence de com-

mutations sur les seuils (paragraphe 2.4). Elles ne s’appliquent pour l’instant
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qu’aux systèmes de dimensions un (et deux en cours) mais les résultats obtenus

semblent (par simulation numérique) pouvoir se généraliser à n’importe quelle

dimension N , N ≥ 1.

Puis, dans la partie bifurcations et chaos (paragraphe 3.2), nous nous

intéressons plus particulièrement au phénomène de bifurcation de type double-

ment de période (passage d’un cycle de période 1 à un cycle de période 2 à l’aide

de la variation d’un paramètre du système). Pour prouver de façon théorique

l’existence de ce type de bifurcation, une généralisation du théorème de [65],

introduit pour les systèmes unidimensionnels, est réalisée pour les systèmes

de dimension quelconque N , N ≥ 1 [60]. La démonstration du théorème est

également donnée en s’apuyant sur les indices fournis dans un exercice proposé

dans [65]. Ce résultat est nouveau, la recherche bibliographique approfondie

que nous avons menée n’ayant rien donné. Il permet ainsi de compléter l’étude

sur les bifurcations qui n’est généralement basée que sur des outils graphiques

(diagramme de bifurcations) [10], [53], [86]. Ce théorème, appliqué ici à deux

systèmes [57], pourrait également permettre, par la suite, de prévoir la (ou les)

valeur(s) du paramètre variable pour laquelle (lesquelles) il existe ce type de

bifurcation.

Enfin, concernant la partie optimisation paramétrique et plus particulièment

la partie commande optimale appliquée à l’optimisation, nous retrouvons les

résultats de [15] sur le problème d’optimisation des surfaces de commutation

pour les s.d.h. à l’aide d’une autre méthode basée sur le calcul variationnel

[17]. Cette dernière présente l’avantage, par rapport à celle de [15], de mon-

trer clairement la signification de l’état adjoint dans le cadre de la commande

optimale et également d’étendre les résultats aux surfaces de commutation mo-

biles. Ainsi, elle permet d’obtenir un algorithme d’optimisation des surfaces de

commutations fixes ou mobiles [42] (paragraphe 4.3). Ce dernier est intéressant

puisqu’il permet de résoudre des problèmes de différentes natures comme par

exemple, le ”design” par optimisation des cycles limites pour un thermostat à

résistance d’anticipation, l’optimisation des temps de commutations pour une

voiture devant se rendre à deux endroits successivement et ce, dans un mini-

mum de temps, ou encore, l’optimisation des règles de commutation pour un

robot devant éviter un obstacle mobile pour atteindre une cible fixe [58].
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1.3 Plan du mémoire

Le chapitre 2 présente l’analyse de la classe de s.d.h. étudiée. Le modèle

mathématique étant introduit et les applications présentées (paragraphe 2.1),

une méthode de détermination des équations de cycles de période k, k ≥ 1 est

proposée et appliquée aux exemples du thermostat à résistance d’anticipation

et à celui du convertisseur statique (paragraphe 2.2). Puis, deux méthodes

équivalentes pour l’étude de la stabilité des cycles sont données (paragraphe

2.3). Il s’agit de la méthode des transformations ponctuelles d’Andronov [49]

et de celle de l’application de Poincaré adaptée aux systèmes hybrides [54],

[33]. Enfin, des conditions d’existence de commutations sur les paramètres du

système sont établies pour le modèle en dimension un. Leur généralisation

semble possible pour le modèle de dimension deux (paragraphe 2.4).

Le chapitre 3 s’intéresse à deux types de bifurcation : bifurcations nœud

selle et bifurcations doublement de période [10], [65], [86] (paragraphes 3.1 et

3.2). De plus, l’existence de propriétés caractéristiques des systèmes chaotiques

comme la sensibilité aux conditions initiales est mise en avant (paragraphe 3.3).

La chapitre 4 est consacré à l’optimisation paramétrique et à la commande

optimale appliquée à l’optimisation [17], [20], [78]. Après avoir optimisé la

puissance délivrée par la résistance d’anticipation (paragraphe 4.1) et les seuils

de commutation du thermostat (paragraphe 4.2), un algorithme est proposé

pour l’optimisation des surfaces de commutation fixes ou mobiles (paragraphe

4.3) et appliqué à trois exemples de natures différentes.

Enfin, le chapitre 5 conclut ce mémoire (paragraphe 5.1) et propose quelques

pistes de recherche (paragraphe 5.2).
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Chapitre 2

Analyse d’une classe
particulière de s.d.h. à

commutations autonomes

2.1 Présentation du modèle mathématique étudié

2.1.1 Présentation générale

Dans R
N , nous considérons une base qui est en pratique, soit la base ca-

nonique, soit une base de vecteurs propres généralisés ou non. Relativement à

cette base, nous considérons le système dynamique hybride (s.d.h.) d’ordre N

suivant :

(2.1)

{

Ẋ(t) = A
(

q(ξ(t))
)

X(t) + V
(

q(ξ(t))
)

,

ξ(t) = cste−WX(t),

où A est une matrice carrée d’ordre N , V et X sont des matrices colonnes

d’ordre N et W est une matrice ligne d’ordre N , toutes ces matrices étant

supposées à valeurs réelles. Enfin, cste est une constante appartenant à R.

De plus, nous supposons que la matrice A possède uniquement des valeurs

propres dont la partie réelle est strictement négative et que X et donc ξ sont

continues.

Dans ce modèle, la variable discrète est q, qui peut prendre deux valeurs u1, u2

selon ξ en suivant un phénomène d’hystérésis décrit sur la figure 2.1 tracée dans

un repère quelconque. Si ξ atteint son seuil inférieur S1 par valeur décroissante

alors q passe de la valeur u1 à la valeur u2. De même, si ξ atteint son seuil

17
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supérieur S2 par valeur croissante alors q passe de la valeur u2 à la valeur u1.

Dans ces conditions, la multifonction q(ξ) est donnée explicitement par :

(2.2)







q(ξ(t)) = u1 si ξ(t−) = S2 et q(ξ(t−)) = u2

q(ξ(t)) = u2 si ξ(t−) = S1 et q(ξ(t−)) = u1

q(ξ(t)) = q(ξ(t−)) sinon.

q

S1 S2

u1

u2

Fig. 2.1 – Phénomène d’hystérésis suivi par la variable discrète q

Dans les deux premiers cas de (2.2), t est appelé instant de commutation et par

là même, S1 et S2 sont respectivement appelés plus précisément seuil inférieur

et seuil supérieur de commutation.

2.1.2 Exemples étudiés

A. Thermostat à résistance d’anticipation

La première application que nous considérerons tout au long de l’exposé

de notre travail est celle d’un thermostat à résistance d’anticipation qui com-

mande un convecteur situé dans une même pièce [18]. Le processus thermique

est présenté sur la figure 2.2 (à gauche) et la représentation de ce système en

circuit électrique est donnée par la figure 2.3.

Nous noterons x la température du thermostat, y, celle de la pièce et z, celle

du convecteur. Le principe de fonctionnement d’un tel thermostat est le sui-

vant : les puissances Pc du convecteur et Pth du thermostat sont actives quand

q = 1 et inactives quand q = 0. Si initialement nous chauffons, c’est-à-dire

q = 1, du fait que la puissance du thermostat Pth est active, la température
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Température du 
thermostat : x
Puissance : Pth

Température du 
convecteur : z
Puissance : Pc

Température de 
la pièce : y

Température 
extérieure : e

Fig. 2.2 – Processus thermique étudié et phénomène d’hystérésis pour le ther-
mostat

désirée est atteinte d’abord par la température du thermostat x avant la

température de la pièce y ce qui fait passer q de 1 à 0. Ainsi, l’amplitude

de variation de la température de la pièce se trouve réduite avec l’introduction

de la résistance d’anticipation dans le thermostat. Cependant, la température

peut éventuellement continuer de monter du fait de l’inertie thermique du

fluide de la pièce. Ce phénomène est illustré sur la figure 2.4 ; ceci présente un

intérêt du point de vue économie d’énergie.

La loi de Fourier et un bilan de puissance [66] donnent le système différentiel

suivant de dimension trois :

(2.3)



















mthCthẋ = −x−y
Rth

+ q(x)Pth

mpCpẏ = −y−x
Rth

− y−z
Rc

− y−θe
Rm

mcCcż = −z−y
Rc

+ q(x)Pc,

où les coefficients Rth, Rc, Rm (exprimés en K.W−1) sont les résistances ther-

miques, Cth, Cp, Cc (exprimés en J.kg−1.K−1) sont les chaleurs massiques et

mth, mp, mc (exprimés en kg) sont les masses selon les indices th, p, c et m

qui correspondent respectivement au thermostat, à la pièce, au convecteur et

au mur de la maison. De plus, Pth et Pc (exprimés en W) représentent respec-

tivement les puissances du thermostat et du convecteur et θe (exprimé en K)

correspond à la température extérieure.

Le système (2.3) est donc de la forme de (2.1) puisqu’il peut s’écrire de la façon

suivante :

(2.4)

{

Ẋ(t) = AX(t) + q(ξ(t))B + C,

ξ(t) = LX(t),
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1

0

1

Pth

Pc

0 q

0 d 0 

0 0 e

(1 0 0) 

q

q

1

0

1 2

-a

A =

a 0

0

0

-(b+d+e) b

c -c 

e

Fig. 2.3 – Circuit électrique équivalent au modèle du thermostat à résistance
d’anticipation

avec A qui ne dépend pas ici de q(ξ(t)), V
(

q(ξ(t))
)

= q(ξ(t))B + C, B et

C étant deux matrices colonnes de dimension trois, cste = 0, W = −L. Les

matrices A, B, C et L sont alors données par :

A =





−a a 0
e −(b+ d+ e) b

0 c −c



 , B =





pth
0
pc



 , C =





0
d.θe
0



 , L =





1
0
0





T

,

et a = 1
mthCthRth

, b = 1
mpCpRc

, c = 1
mcCcRc

, d = 1
mpCpRm

, e = 1
mpCpRth

, pth =
Pth

mthCth
, pc = Pc

mcCc
.

Ici, la variable discrète q suit plus précisément le phénomène d’hystérésis décrit

sur la figure 2.2 (à droite) où u1 = 0, u2 = 1, S1 = θ1, S2 = θ2 par rapport à

la figure 2.1.

Remarque 2.1.1

Notons ici que nous avons considéré, pour ce modèle de dimension trois,

une homogénéité de la température de l’air de la pièce et un convecteur de

type ”radiateur électrique à accumulation”.
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Fig. 2.4 – Simulations avec les mêmes valeurs numériques pour le cas du ther-
mostat seul (à gauche) et le thermostat à résistance d’anticipation (à droite).
Les variations de la température de la pièce sont plus faibles (environ 0.5 K)
avec la résistance que sans (plus de 1.5 K)

B. Convertisseur statique DC/DC

La seconde application étudiée, plus classique, est celle d’un convertisseur

statique DC/DC [86], [46]. Le circuit électrique équivalent au système étudié

est donné par la figure 2.5.

Ce circuit comporte un convertisseur à générateur de tension continue et deux

filtres LC (un d’entrée et un de sortie). La tension de sortie du circuit, donnée

par σU1, 0 < σ < 1, avec σ le gain du capteur, va être comparée au signal de

référence Uref (en V ). La différence de ces deux quantités, notée ξ = Uref−σU1

et appelée signal de déviation, est appliquée à l’élément de relais à hystérésis

décrit sur la figure 2.6 pour former des créneaux dans le but de contrôler les

éléments de commutation du convertisseur.

Ici, u1 = 1, u2 = −1, S1 = −χ0, S2 = χ0.

Remarque 2.1.2

Comme expliqué dans [86], nous notons que dans la plupart des cas, le

retour inclura un circuit correcteur comme par exemple un compensateur PI

(proportionnel intégral) ou un compensateur PID (proportionnel intégral

dérivé) afin de satisfaire des conditions de précision mais que la figure 2.5

montre seulement un exemple de convertisseur à retour proportionnel.

A partir de là, les lois de l’électronique (lois des noeuds, lois des mailles)
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Fig. 2.5 – Circuit équivalent au convertisseur statique DC/DC étudié

donnent le système différentiel suivant :

(2.5)































C0U̇0 + iTC = i0

L0i̇0 +R0i0 + U0 = E0

C1U̇1 + U1

RL
= i1

L1i̇1 +R1i1 + U1 = UTC ,

où les coefficients L0 et L1 (exprimés en H) sont les valeurs d’auto-inductance

des bobines d’inductance, C0 et C1 (exprimés en F) sont les capacités des

condensateurs, R0, R1 et RL (exprimés en Ω) sont les résistances. De plus, i0

et i1 (exprimés en A) sont les courants qui passent respectivement dans les

bobines d’inductance à coefficients L0 et L1. Les valeurs U0 et U1 (exprimées

en V) sont les tensions aux bornes des condensateurs de capacités C0 et C1

respectivement selon les indices 0 et 1 qui représentent respectivement les

éléments du filtre d’entrée et du filtre de sortie. Enfin, E0 (en V) est la tension

d’entrée.

Ici, nous avons aussi :

UTC =

{

U0 si q = 1
0 si q = −1

et iTC =

{

i1 si q = 1
0 si q = −1,

d’où :

UTC =
1

2
(1 + q(ξ(t)))U0 et iTC =

1

2
(1 + q(ξ(t)))i1.
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Fig. 2.6 – Phénomène d’hystérésis pour l’application du convertisseur statique

A partir de ces relations, le système (2.5) devient :

(2.6)



































i̇0 = −R0

L0
i0 − 1

L0
U0 + E0

L0

U̇0 = 1
C0
i0 − 1+q(ξ(t))

2C0
i1

i̇1 = 1+q(ξ(t))
2L1

U0 − R1

L1
i1 − 1

L1
U1

U̇1 = 1
C1
i1 − 1

C1RL
U1.

Puis, introduisons comme dans [86] les notations suivantes :

x1 =
R0i0

E∗
, x2 =

U0

E∗
, x3 =

R0i1

E∗
, x4 =

U1

E∗
,

où E∗ est une tension qui nous permet de travailler avec des variables adimen-

sionnelles ; nous la choisirons ici égale à un.

En utilisant ces nouvelles notations dans le système (2.6), nous obtenons le

système différentiel final suivant :

(2.7)































ẋ1(t) = η(−x1(t) − x2(t) + Ω)

ẋ2(t) = γ(x1(t) − 1
2
(1 + q(ξ(t)))x3(t))

ẋ3(t) = µ
2
(1 + q(ξ(t)))x2(t) − νx3(t) − µx4(t)

ẋ4(t) = λ(x3(t)
α

− x4(t)
β

),
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où η = R0

L0
, Ω = E0

E∗ , γ = 1
C0R0

, µ = R0

L1
, ν = R1

L1
, λ = 1

C1R∗ , β = RL
R∗ , α = R0

R∗ avec

R∗ qui joue le rôle de résistance de normalisation et qui sera choisi ici égale à

un.

Le système (2.7) est bien de la forme de (2.1) puisqu’il peut s’écrire de la façon

suivante :

(2.8)

{

Ẋ = A
(

q(ξ(t))
)

X(t) + V,

ξ(t) = Uref − UX(t),

où V ne dépend plus de q(ξ(t)), W = U , cste = Uref . Les matrices A
(

q(ξ(t))
)

,

V et U sont données par :

A(q) =









−η −η 0 0
γ 0 −γ

2
(1 + q) 0

0 µ
2
(1 + q) −ν −µ

0 0 λ
α

−λ
β









, V =









ηΩ
0
0
0









, U =









0
0
0

σE∗









T

.

2.1.3 Autres applications possibles

La liste des autres applications possibles pour ce système général (2.1) n’est

bien sûr pas exhaustive. Cependant, elle donne un aperçu global de la grande

richesse d’applications possibles et ce, dans diverses dimensions.

A. Convecteur seul

Une application de dimension un pour notre système général (2.1) est celle

d’un convecteur seul en échange thermique direct avec le fluide extérieur. La

température du convecteur est notée z (et est exprimée en Kelvin (K)) et la

température extérieure est notée θe (en K).

Cet exemple n’est pas très réaliste mais a l’avantage d’être très simple pour

déterminer des conditions de commutation sur les seuils et son cas sera traité

de façon détaillée dans le paragraphe 2.4.1.

De même que pour l’application du thermostat à résistance d’anticipation, un

bilan de puissance et la loi de Fourier conduisent à l’équation différentielle

suivante :

(2.9) mcCcż(t) =
−1

Rc
z(t) + q(z(t))Pc +

θe

Rc
,

qui s’écrit sous la forme de (2.1) de la façon suivante :

(2.10)

{

ż(t) = −az(t) + q(z(t))b+ c,

ξ(t) = z(t),
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avec a = 1
RcmcCc

, b = Pc
mcCc

, c = θe
RcmcCc

, Rc (en K.W−1) étant la résistance

du convecteur, mc (en kg) étant sa masse, Cc (en J.kg−1.W−1) représentant sa

chaleur massique et enfin Pc (en W) sa puissance.

La figure 2.7 est une simulation de l’évolution de la température du convecteur

par rapport au temps réalisée avec Matlab pour un ensemble de paramètres

fixés. Ici, il apparâıt une suite (infinie) de commutations et nous verrons dans

le paragraphe 2.4.1 que ce n’est pas toujours le cas.
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Fig. 2.7 – Exemple de comportement de la température du convecteur dans
le cas en dimension 1 d’un convecteur seul

B. Thermostat et convecteur seuls

Une application possible en dimension deux pour le système général (2.1)

est celle d’un thermostat seul (sans résistance d’anticipation) commandant un

convecteur. La température de la pièce est notée y et celle du convecteur est

notée z.

Le principe de fonctionnement est le suivant : la puissance du convecteur Pc

est active quand q = 1 (c’est-à-dire jusqu’à ce que la température de la pièce

atteigne le seuil supérieur du thermostat) et inactive quand q = 0 (jusqu’à ce

que la température de la pièce atteigne le seuil inférieur du thermostat).

Toujours de la même façon, un bilan de puissance et la loi de Fourier donnent



26 Chapitre 2. Analyse de s.d.h. à commutations autonomes

le système différentiel de dimension deux suivant :

{

mpCpẏ = −y−z
Rc

− y−θe
Rm

mcCcż = −z−y
Rc

+ q(y)Pc,

qui s’écrit sous la forme de (2.1) de la façon suivante :











Ẋ(t) =

(

ẏ

ż

)

=

(

−(b+ d) b

c −c

)(

y

z

)

+ q(y)

(

0
pc

)

+

(

d.θe
0

)

,

ξ(t) = LX(t)

avec b = 1
RcmpCp

, c = 1
RcmcCc

, d = 1
RmmpCp

, pc = Pc
mcCc

, L = (1 0) et où les

coefficients Rc, Rm (en K.W−1) sont les résistances thermiques, Cc, Cp (en

J.kg−1.K−1) sont les chaleurs massiques et mc, mp (en kg) sont les masses

selon les indices c, p, m qui représentent respectivement le convecteur, la pièce

et le mur de la maison. De plus, Pc (en W) est la puissance du convecteur et

θe (en K) est la température extérieure.

La figure 2.8 est une simulation des températures de la pièce et du convecteur

réalisée à l’aide du logiciel Matlab, les grandes variations représentant les va-

riations de la température du convecteur et les petites celles de la température

de la pièce.
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Fig. 2.8 – Exemple de comportement des températures du convecteur et de la
pièce dans le cas en dimension 2 d’un thermostat seul
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Comme pour le cas de la dimension 1 présenté ci-avant, nous verrons dans le

paragraphe 2.4, que pour certaines valeurs de paramètres, il n’existe qu’une

seule ou aucune commutation sur les seuils.

C. Thermostat à résistance d’anticipation contrôlant un convecteur
situé dans une autre pièce

En plus du système du convertisseur statique présenté au paragraphe 2.1.2,

une deuxième application possible en dimension quatre est celle d’un thermo-

stat à résistance d’anticipation (température x1), qui est situé dans une autre

pièce (notée pièce n̊ 2 et dont la température est notée x2) que le convecteur

(température x4) qu’il contrôle . De plus, le fluide de cette pièce n̊ 2 échange

de la chaleur à travers une cloison de séparation (résistance thermique Rs)

avec le fluide de la pièce n̊ 1 (température x3) où se situe le convecteur. Nous

noterons également que les deux pièces sont aussi en échange thermique avec

l’extérieur par un mur (résistances thermiques Rm1 etRm2). Une représentation

du modèle physique est donnée par la figure 2.9.

Pièce n°1 Pièce n°2 

Rs

x3 x2

Thermostat x1

Convecteur x4

Rc

Rth

Rm1

Rm2

e
e

Fig. 2.9 – Représentation du thermostat à résistance d’anticipation qui com-
mande un convecteur situé dans une autre pièce

Le système différentiel qui régit ce modèle physique est alors :


















mthCthẋ1 = −x1−x2

Rth
+ q(x1)Pth

mp2Cp2ẋ2 = −x2−x1

Rth
− x2−θe

Rm2
− x2−x3

Rs

mp1Cp1ẋ3 = −x3−θe
Rm1

− x3−x2

Rs
− x3−x4

Rc

mcCcẋ4 = −x4−x3

Rc
+ q(x1)Pc,
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qui s’écrit sous la forme de (2.1) de la façon suivante :







ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4






=







−a a 0 0
d −(b + c + d) c 0
0 e −(e + f + g) f

0 0 h −h













x1

x2

x3

x4






+q(x1)







pth

0
0
pc






+







0
b.θe

g.θe

0






,

avec a = 1
RthmthCth

, b = 1
Rm2mp2Cp2

, c = 1
Rsmp2Cp2

, d = 1
Rthmp2Cp2

, e = 1
Rsmp1Cp1

,

f = 1
Rcmp1Cp1

, g = 1
Rm1mp1Cp1

, h = 1
RcmcCc

, pth = Pth
mthCth

et pc = Pc
mcCc

. Les

coefficients Rth, Rm1 , Rm2 , Rs, Rc (en K.W−1) sont les résistances thermiques,

Cth, Cp1, Cp2, Cc (en J.kg−1.K−1) sont les chaleurs massiques et mth, mp1,

mp2 , mc (en kg) sont les masses selon les indices th, m1, m2, s, p1, p2, c qui

représentent respectivement le thermostat, le mur séparant la pièce n̊ 1 de

l’extérieur, le mur séparant la pièce n̊ 2 de l’extérieur, la pièce n̊ 1, la pièce n̊ 2

et le convecteur. Les puissances du thermostat, du convecteur et la température

extérieure sont, comme l’exemple en dimension trois, notées respectivement

Pth, Pc et θe.

La figure 2.10, obtenue à l’aide de Matlab, nous donne un exemple de compor-

tement des différentes températures pour un jeu de valeurs de paramètres. Sur

cette figure, les grandes variations représentent les variations de la température

du convecteur, les variations tracées en gras représentent les variations de la

température de la pièce n̊ 1, les variations tracées avec un trait fin sont celles

de la température de la pièce n̊ 2 et les autres sont celles de la température du

thermostat.
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Fig. 2.10 – Simulations des températures du convecteur, du thermostat et des
deux pièces avec un zoom sur les trois dernières à droite
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D. Chaudière individuelle

La dernière application du système général (2.1) introduite dans ce para-

graphe est celle d’une chaudière individuelle classique au fioul qui permet de

chauffer l’eau qui passe dans les radiateurs d’une maison. Le modèle est aussi

de dimension quatre et nous nous appuyons ici sur [45]. La figure 2.11 donne

une représentation du modèle physique étudié.

Chaudière Radiateur 

Circuit aller 

Circuit retour Brûleur

Fig. 2.11 – Représentation d’une chaudière individuelle au fioul

Les principaux composants d’une telle chaudière, qui sont mis en évidence sur

la figure 2.11 à gauche, sont détaillés ci-dessous :

– un brûleur où le fioul est brûlé pour faire de la chaleur,

– un tunnel le long duquel la flamme perd de la chaleur et refroidit,

– une carcasse intérieure qui sépare la flamme des réservoirs d’eau,

– des réservoirs d’eau où l’eau est chauffée,

– une carcasse extérieure qui isole l’eau de la température ambiante,

– du matériel d’isolation et une jaquette qui recouvre le tout.

Le principe de fonctionnement de cette chaudière est le suivant : un aquas-

tat, qui mesure la température de l’eau située à l’intérieur des réservoirs, va

déclencher la mise en marche (q = 1) ou l’arrêt (q = 0) du brûleur selon cette

température d’eau voulue.

Ici, nous nous retreignons, comme dans [45] au fonctionnement de la chaudière

seule mais une autre application en dimension six cette fois-ci du modèle

général (2.1) pourrait être par exemple, celle d’une chaudière située dans un

sous-sol qui chaufferait l’eau destinée à aller dans un radiateur situé dans une

autre pièce de la maison. Les deux variables supplémentaires seraient alors

la température du radiateur et celle de la pièce avec une seconde variable
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d’hystérésis qui pourrait commander le robinet thermostatique du radiateur

selon la température de la pièce chauffée.

Le système différentiel qui modélise le fonctionnement de la chaudière seule

est :














mciCciẋ1 = −x1−x2

Rci
+ q(x2)Pb

meCeẋ2 = −x2−x1

Rci
− x2−x3

Re
− ṁceρe(Tes − Tee)

mceCceẋ3 = −x3−x2

Re
− x3−x4

Rce

miCiẋ4 = −x4−x3

Re
− x4−T0

Ri

qui s’écrit de la forme de (2.1) de la façon suivante :









ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4









=









−a a 0 0
b −(b+ c) c 0
0 d −(d+ e) e

0 0 f −(f + g)

















x1

x2

x3

x4









+q(x2)









p

0
0
0









+









0
h

0
gT0









avec a = 1
RcimciCci

, b = 1
RcimeCe

, c = 1
RemeCe

, d = 1
RemceCce

, e = 1
RcemceCce

,

f = 1
RcemiCi

, g = 1
RimiCi

, h = ṁceρe
meCe

, p = Pb
mciCci

. Les variables x1, x2, x3 et x4

représentent respectivement les températures de la carcasse intérieure, de l’eau

des réservoirs, de la carcasse extérieure et du couple isolation + jaquette. Les

coefficients Rci, Re, Rce, Ri (en K.W−1) sont les résistances thermiques, Cci,

Ce, Cce, Ci (en J.kg−1.K−1) sont les chaleurs massiques, mci, me, mce, mi (en

kg) sont les masses selon les indices ci, e, ce, i qui correspondent respective-

ment à la carcasse intérieure, à l’eau des réservoirs, à la carcasse extérieure et

au couple isolation + jaquette. De plus, ce (en J.m−3.K−1), ρe (en m3.kg−1)

représentent respectivement la chaleur volumique et le volume massique de

l’eau, ṁ (en kg.s−1) est le débit de l’eau, Tes, Tee, T0 (en K) sont respective-

ment les températures du circuit aller, du circuit retour et de la pièce où est

située la chaudière.

Une illustration des variations des différentes températures pour un certain jeu

de valeurs des paramètres est donnée par la figure 2.12. Les variations de la

température la plus basse, tracées d’un trait épais, représentent les variations

de la température de l’isolation, celles de la deuxième température la plus

basse, tracées d’un trait plus fin, sont celles de la température de la carcasse

extérieure. Enfin, les deux températures qui sont très proches l’une de l’autre

sur la figure 2.12 correspondent aux variations de la température de la carcasse

intérieure (trait fin sur la figure agrandie) et de l’eau qui est située dans les

réservoirs (trait gras sur la figure agrandie).
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Fig. 2.12 – Simulations des températures de la carcasse intérieure, de l’eau,
de la carcasse extérieure et de l’isolation pour l’exemple de la chaudière indi-
viduelle

2.2 Détermination des équations de cycles

En partant du système général (2.1), comme nous avons ξ(tn) = S1 ou S2

(tn étant le n-ième instant de commutation en supposant qu’il existe, S1 et

S2 correspondant respectivement aux seuils inférieur et supérieur de commu-

tation), la trajectoire tend vers un cycle par construction. Il est alors naturel

de se poser la question de l’existence de cycles limites pour le système général.

De plus, cette idée est renforcée par le fait que de tels systèmes, globalement

non linéaires, peuvent admettre des cycles limites comme solutions comme cela

a été montré dans [86], [33] entre autres.

2.2.1 Equations de cycles de période k, k ≥ 1

Nous généralisons ici le travail commencé dans [63], [61] en donnant une

méthode générale pour obtenir les équations de cycles de toute période k,

k ≥ 1 pour le système (2.1). Notons que cette méthode est différente de celle

proposée dans [86], bien que conduisant aux mêmes résultats bien sûr, et qu’elle

possède l’avantage, par rapport à cette dernière, d’obtenir des équations plus

”simples” à manipuler avec le calcul formel. Ainsi, par exemple, elle demande

moins de temps de calcul ; pour donner un ordre d’idée, il faut environ 12

minutes à Maple, avec cette méthode, pour tracer les surfaces correspondant

aux équations de cycles et il lui en faut environ 21 pour le faire avec celle de

[86].
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Considérons t0 un instant initial donné et t1 < t2 < . . . < tn < tn+1 < . . . la

suite croissante d’instants de commutation successifs sur [t0,+∞[, nécessairement

distincts puisque la définition de q(ξ(t)) implique ξ(tn) 6= ξ(tn−1).

Hypothèse 2.2.1

Supposons que l’instant tn de la n-ième commutation existe et soit fini.

Pour simplifier par la suite les notations, posons qn , q(ξ(tn)) et nous avons

q(ξ(t)) = qn sur l’intervalle [tn, tn+1[. De la même manière, posons ξn , ξ(tn),

An , A(qn), Vn , V (qn). Une intégration classique du système différentiel

général (2.1) donne alors sur l’intervalle [tn, tn+1[ :

(2.11) X(t) = e(t−tn)AnΓn − A−1
n Vn,

où Γn ∈ R
N correspondent aux constantes d’intégration, fonctions de n.

De là, en introduisant la notation σn = tn − tn−1 > 0, ∀n ≥ 1, (σn corres-

pond alors à la durée entre deux instants de commutation successifs) et en

considérant l’hypothèse de continuité de l’état à l’instant de commutation tn,

nous obtenons :

(2.12) ∀n ≥ 1, Γn = eσnAn−1Γn−1 + A−1
n Vn − A−1

n−1Vn−1.

De plus, la constante Γ0 est donnée par l’équation (2.11) pour le cas où n = 0

et t = t0, par l’expression suivante :

(2.13) Γ0 = X(t0) + A−1
0 V0.

Posons ∀n ≥ 1, ξn = f(S1, S2, qn−1, qn), où f est une fonction de R
4 à valeurs

dans R qui traduit le fait qu’à tout instant de commutation tn, ξn est soit égal

au seuil inférieur de commutation S1, soit égal au seuil supérieur de commu-

tation S2 selon la variable d’hystérésis q. Nous avons également par définition,

∀n ≥ 1, ξn = cste−WX(tn) = cste−W (Γn−A−1
n Vn). En combinant ces deux

relations pour ξn, nous obtenons finalement l’équation suivante :

(2.14) ∀n ≥ 1, cste−W (Γn − A−1
n Vn) − f(S1, S2, qn−1, qn) = 0.

La résolution du système (2.1), (2.2) aux inconnues X(t), (tn)n∈N est ramenée

à celle du système (2.12), (2.14) aux inconnues (Γn)n≥1, (σn)n≥1. Si nous savons

calculer σn en fonction de Γn−1 à partir de (2.14) (après substitution de Γn

donné par (2.12) dans (2.14)), alors l’équation (2.12) donne Γn en fonction de



2.2. Détermination des équations de cycles 33

Γn−1. Cependant, il est en général difficile de résoudre explicitement (2.14) de

façon théorique, voir [41], [86]. Nous nous contenterons donc par la suite d’une

résolution numérique.

De plus, de tels systèmes globalement non linéaires, peuvent admettre aucune

(dans le cas où l’hypothèse 2.2.1 n’est pas satisfaite), une ou plusieurs solu-

tions. Comme nous l’avons expliqué dans le paragraphe d’introduction de cette

partie, l’équation ξn = S1 ou S2 suggère de chercher des solutions éventuelles

sous forme de cycles correspondant donc à des suites (σ2n,Γ2n, σ2n+1,Γ2n+1)n∈N

périodiques de période k, k ≥ 1. Par exemple, un cycle de période 1, caractérisé

par l’existence de deux durées différentes entre les instants de commutation suc-

cessifs, correspond à une suite (σ2n,Γ2n, σ2n+1,Γ2n+1) constante. En revanche,

un cycle de période 2, caractérisé par l’existence de quatre durées entre les

instants de commutation, correspond à une suite (σ2n,Γ2n, σ2n+1,Γ2n+1) qui

alterne entre deux quadruplets possibles différents.

A partir des équations (2.12), (2.14), nous allons pouvoir proposer une

méthode pour déterminer les équations de cycles de toute période k ≥ 1. Pour

cela, introduisons la notation suivante pour toute suite (Un)n∈N :

(2.15) U i
n = U2kn+i , n ≥ 0,

pour i = 1, . . . , 2k avec k ∈ N
∗ qui correspond à la période du cycle.

La suite des instants de commutation successifs est notée (σ1
n, σ

2
n, . . . , σ

2k−1
n , σ2k

n )n∈N

et celle des constantes d’intégration est notée (Γ1
n,Γ

2
n, . . . ,Γ

2k−1
n ,Γ2k

n )n∈N. Po-

sons alors :

(2.16) Rn , (σ1
n,Γ

1
n, . . . , σ

2k
n ,Γ

2k
n ).

Le système d’équations (2.12), (2.14), ∀n ≥ 1 est équivalent au système

H(Rn, Rn+1) = 0, ∀n ≥ 0, où H = (H1, . . . , H4k)
T est une fonction que nous

définissons pour i = 1, . . . , 2k par :

(2.17)
{

Hi(Rn, Rn+1) = Γin+1 − eσ
i
n+1Ai−1Γi−1

r − A−1
i Vi + A−1

i−1Vi−1 = 0,
H2k+i(Rn, Rn+1) = cste−W (Γin+1 − A−1

i Vi) − f(S1, S2, qi−1, qi) = 0,

avec r = n si i = 1, r = n+ 1 sinon, Γ0
n = Γ2k

n ,

Ai =

{

A0 si i est pair
A1 si i est impair

, Vi =

{

V0 si i est pair
V1 si i est impair

, qi =

{

q0 si i est pair
q1 si i est impair.
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Supposons maintenant que Rn ait une limite R = (σ1,Γ1, . . . , σ2k,Γ2k). Dans

ces conditions, R est solution du système (2.17) c’est-à-dire satisfait ∀ i =

1, . . . , 2k :

(2.18)

{

Hi(R,R) = Γi − eσ
iAi−1Γi−1 − A−1

i Vi + A−1
i−1Vi−1 = 0,

H2k+i(R,R) = cste−W (Γi − A−1
i Vi) − f(S1, S2, qi−1, qi) = 0,

avec Γ0 = Γ2k.

A partir de chacune des 2k premières équations Hi, i = 1, . . . , 2k de (2.17) et

en utilisant les 2k−1 premières équations restantes, nous pouvons déterminer,

à l’aide d’une récurrence, les Γi, i = 1, . . . , 2k, uniquement en fonction des σi,

i = 1, . . . , 2k. Cela se fait de la façon suivante :

Γi = eσ
[i]Ai−1Γ[i−1] + A−1

i Vi −A−1
i−1Vi−1 = eσ

[i]Ai−1eσ
[i−1]Ai−2Γ[i−2]

+(IN − eσ
[i]Ai−1)(A−1

i Vi − A−1
i−1Vi−1) = · · ·

= eσ
[i]Ai−1eσ

[i−1]Ai−2 . . . eσ
[i−(2k−1)]Ai−2kΓ[i−2k] + (IN − eσ

[i]Ai−1 + eσ
[i]Ai−1eσ

[i−1]Ai−2

+ . . .+ (−1)2k−1eσ
[i]Ai−1eσ

[i−1]Ai−2 . . . eσ
[i−(2k−2)]Ai−(2k−1))(A−1

i Vi −A−1
i−1Vi−1)

= eσ
[i]Ai−1eσ

[i−1]Ai . . . eσ
[i−(2k−1)]AiΓ[i−2k] + (IN − eσ

[i]Ai−1 + eσ
[i]Ai−1eσ

[i−1]Ai

+ . . .+ (−1)2k−1eσ
[i]Ai−1eσ

[i−1]Ai . . . eσ
[i−(2k−2)]Ai−1)(A−1

i Vi −A−1
i−1Vi−1),

puisque A2k = A2k−2 = · · · = A2 = A0 et A2k−1 = A2k−3 = · · · = A3 = A1.

Remarque 2.2.2

Pour réduire les notations, nous avons utilisé ici [j] = j mod (2k). De

plus, si [j] = 0, nous admettons que Γ[j] = Γ2k et que σ[j] = σ2k.

Nous obtenons alors finalement :

(2.19)

Γi = (IN−
2k
∏

m=1

D(i−m+1)mod(2k))
−1(IN+

2k−1
∑

j=1

(−1)j(

2k−j
∏

l=1

D(i−l+1)mod(2k)))(A
−1
i Vi−A−1

i−1Vi−1),

avec Dm = eσ
mAm−1 , m = 1, . . . , 2k et en posant D0 = D2k.

Remarque 2.2.3

Notons que si les matrices Am, m = 1, . . . , 2k commutent entre elles alors :
∏2k

m=1D(i−m+1)mod(2k) =
∏2k

m=1Dm.

En remplaçant les Γi, i = 1, . . . , 2k ainsi obtenus dans les 2k dernières équations

H2k+i, i = 1, . . . , 2k du système (2.18), nous pouvons déduire, pour i =
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1, . . . , 2k, le système suivant de 2k équations pour 2k inconnues, les 2k in-

connues étant les σi, i = 1, . . . , 2k :

(2.20)

Fi = −W ((IN −
∏2k

m=1 D(i−m+1)mod(2k))
−1(IN +

∑2k−1
j=1 (−1)j(

∏2k−j
l=1 D(i−l+1)mod(2k)))

(A−1
i Vi − A−1

i−1Vi−1) −A−1
i Vi) − f(S1, S2, qi−1, qi) + cste = 0.

Comme dans [63], nous avons alors le théorème suivant :

Théorème 2.2.4

Soit q0 ∈ {u1; u2} fixé. Supposons que le système (2.20) admette une ou

plusieurs solutions (σ1, . . . , σ2k). Soit σ̃1 = t1 − t0 un paramètre arbitraire

positif non nul, soient Γ1, Γ2,. . . , Γ2k−1, Γ2k des constantes données par

(2.19) et soit la constante Γ0(σ̃
1) définie à l’aide de (2.12) et donnée par :

(2.21) Γ0(σ̃
1) = e−σ̃

1A0(Γ1 − (A−1
1 V1 − A−1

0 V0)).

La suite (Γn)n∈N telle que Γ0 = Γ0(σ̃
1) et Γn = Γi, si n = 2kl + i, l ∈ N,

i = 1, . . . , 2k et la suite (σn)n≥1 telle que σ1 = σ̃1 et σn = σi, n = 2kl + i,

l ∈ N, i = 1, . . . , 2k (sauf éventuellement pour n = 1 si σ1 6= σ̃1 = σ1)

définissent par rapport à l’équation (2.11) et en considérant tn = σn+ tn−1,

une trajectoire X(t) du s.d.h. (2.1) qui est un cycle de période k - ou orbite

périodique de période k - pour t ≥ t1 = t0 + σ1 ; ce cycle est précédé par

une portion de trajectoire définie sur l’intervalle [t0, t1[ avec pour condition

initiale X(t0) la fonction paramétrée par σ̃1 > 0 et donnée par :

(2.22) X(t0) = Γ0(σ̃
1) − A−1

0 V0.

Pour les deux applications détaillées qui vont suivre, le système (2.20) sera

résolu de façon uniquement numérique, soit par une méthode originale basée

sur l’utilisation conjointe du calcul formel et plus particulièrement du logi-

ciel Maple et de l’analyse par intervalles avec le logiciel Proj2D, soit par une

méthode classique utilisant un algorithme de Newton et le logiciel Matlab.

2.2.2 Application Numérique : Thermostat à résistance

d’anticipation

Nous reprenons le modèle du thermostat à résistance d’anticipation intro-

duit au paragraphe 2.1.2 et nous nous restreignons aux cas particuliers des
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cycles de période 1 et 2. Adaptons pour cela les notations utilisées dans le cas

général à cet exemple thermique :

– ∀i ∈ 1, . . . , 2k, Ai = Ai−1 = A car dans ce modèle, la variable d’hystérésis

q n’apparâıt pas dans la matrice de l’équation homogène et donc A est

une matrice à valeurs réelles constantes,

– ∀i ∈ 1, . . . , 2k, Vi = qiB +C, qi = q1 = 1− q0 si i est impair et qi = q0 si

i est pair,

– cste = 0, −W = L,

– f(S1, S2, qi−1, qi) = f(θ1, θ2, qi−1, qi) = qiθ1 + qi−1θ2.

Le système (2.20) est alors équivalent, ∀ i = 1, . . . , 2k à :

F̃i = L(IN −
∏2k

m=1D(i−m+1)mod(2k))
−1((IN +

∑2k−1
j=1 (−1)j(

∏2k−j
l=1 D(i−l+1)mod(2k)))

(A−1(qiB + C) −A−1(qi−1B + C)) −A−1(qiB + C)) − qiθ1 − qi−1θ2 = 0,

soit, écrit autrement ∀i = 1, . . . , 2k :

(2.23)

F̃i = ∆qiL(IN −∏2k
m=1 D(i−m+1)mod(2k))

−1(IN +
∑2k−1

j=1 (−1)j(
∏2k−j

l=1 D(i−l+1)mod(2k)))

A−1B − LA−1(qiB + C) − qiθ1 − qi−1θ2 = 0.

Or, ∆qi = qi − qi−1 = ±1 = −∆qi−1 = (−1)2∆qi−2 = . . . = (−1)i−1∆q1.

Nous obtenons alors finalement comme système pour un cycle de période 1 :

(2.24)























F̃1(σ
1, σ2) = ∆q1L(IN − e(σ1+σ2)A)−1(IN − eσ

1A)A−1B

−LA−1(q1B + C) − q1θ1 − q0θ2 = 0

F̃2(σ
1, σ2) = −∆q1L(IN − e(σ1+σ2)A)−1(IN − eσ

2A)A−1B

−LA−1(q0B + C) − q0θ1 − q1θ2 = 0.

Nous préférerons pour l’étude numérique qui suit, le système équivalent à (2.24)

suivant, obtenu en posant K1 = F̃1, K2 = F̃1 − F̃2 (au facteur ∆q1 près) :

(2.25)























K1(σ
1, σ2) = ∆q1L(IN − e(σ1+σ2)A)−1(IN − eσ

1A)A−1B

−LA−1(q1B + C) − q1θ1 − q0θ2 = 0

K2(σ
1, σ2) = L(IN − e(σ1+σ2)A)−1(IN − eσ

1A)(IN − eσ
2A)A−1B

+θ2 − θ1 = 0.
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De la même façon, à partir de (2.23), nous obtenons pour un cycle de période

2 le système :

(2.26)


































































F̃1(σ
1, σ2, σ3, σ4) = ∆q1L(IN − e(σ1+σ2+σ3+σ4)A)−1(IN − eσ

1A + e(σ1+σ4)A

−e(σ1+σ3+σ4)A)A−1B − LA−1(q1B + C) − q1θ1 − q0θ2 = 0

F̃2(σ
1, σ2, σ3, σ4) = −∆q1L(IN − e(σ1+σ2+σ3+σ4)A)−1(IN − eσ

2A + e(σ1+σ2)A

−e(σ1+σ2+σ4)A)A−1B − LA−1(q0B + C) − q0θ1 − q1θ2 = 0

F̃3(σ
1, σ2, σ3, σ4) = ∆q1L(IN − e(σ1+σ2+σ3+σ4)A)−1(IN − eσ

3A + e(σ2+σ3)A

−e(σ1+σ2+σ3)A)A−1B − LA−1(q1B + C) − q1θ1 − q0θ2 = 0

F̃4(σ
1, σ2, σ3, σ4) = −∆q1L(IN − e(σ1+σ2+σ3+σ4)A)−1(IN − eσ

4A + e(σ3+σ4)A

−e(σ2+σ3+σ4)A)A−1B − LA−1(q0B + C) − q0θ1 − q1θ2 = 0,

et nous étudierons dans l’application numérique suivante, un système équivalent

à ce dernier système (2.26) obtenu en posant K1 = F̃1 − F̃4, K2 = F̃3 − F̃2,

K3 = F̃2 − F̃4, K4 = F̃1 (au facteur ∆q1 près) :

(2.27)










































































K1(σ
1, σ2, σ3, σ4) = L(IN − e(σ1+σ2+σ3+σ4)A)−1(IN − eσ

1A)

(IN − eσ
4A + e(σ3+σ4)A − e(σ2+σ3+σ4)A)A−1B + ∆θ = 0

K2(σ
1, σ2, σ3, σ4) = L(IN − e(σ1+σ2+σ3+σ4)A)−1(IN − eσ

3A)

(IN − eσ
2A + e(σ1+σ2)A − e(σ1+σ2+σ4)A)A−1B + ∆θ = 0

K3(σ
1, σ2, σ3, σ4) = L(IN − e(σ1+σ2+σ3+σ4)A)−1(eσ

2A(IN − eσ
1A + e(σ1+σ4)A)

−eσ
4A(IN − eσ

3A + e(σ2+σ3)A))A−1B = 0

K4(σ
1, σ2, σ3, σ4) = ∆q1L(IN − e(σ1+σ2+σ3+σ4)A)−1(IN − eσ

1A + e(σ1+σ4)A

−e(σ1+σ3+σ4)A)A−1B − (1 − q0)LA
−1B − LA−1C − (1 − q0)θ1

−q0θ2 = 0.

Cycles de période 1

Intéressons nous d’abord aux cycles de période 1 et résolvons pour cela le

système (2.25) pour les valeurs numériques des paramètres données dans le

tableau 2.1, du même ordre de grandeur que celles proposées dans [18].

Nous fixons les trois valeurs initiales des températures à 283 K et celle de q0 à 1

(donc nous commençons par mettre en marche le thermostat). Une simulation

à l’aide du logiciel Matlab donne la figure 2.13 (temps en abscisses (en s)
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Rth Rc Rm Qth Qc Qp Pth Pc θe θ1 θ2
2 0.5 0.2 200 1500 18000 1 75 283 293 294

Tab. 2.1 – Valeurs numériques pour un cycle de période 1 pour l’application
thermique avec les Ri, i = th, c,m en K.W−1, les Qi = miCi, i = th, c,m en
J.K−1, les Pi, i = th, c en W, θi, i = e, 1, 2 en K

et températures en ordonnées (en K)). Les petites variations représentent les

variations de la température de la pièce, les moyennes représentent celles de

la température du thermostat et les grandes sont celles de la température du

convecteur.
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Fig. 2.13 – Illustration d’un cycle de période 1 pour l’application du thermo-
stat à résistance d’anticipation

La figure 2.14 est le portrait de phase dans l’espace de dimension trois (x, y, z).

Le système ici ne fait qu’une seule rotation pour revenir au point initial et se

répéter identique à lui-même. Ces deux figures confirment ainsi, de manière

graphique, l’existence de cycles de période 1 pour cette application thermique.

Pour résoudre de façon numérique le système (2.25) aux deux inconnues σ1

et σ2, nous utilisons une méthode originale basée conjointement sur les outils

graphiques de Maple et sur l’analyse par intervalles. Le principe est le suivant :

– Première étape : D’abord, avec le logiciel Maple, nous traçons dans

l’espace des coordonnées (σ1, σ2, z), les deux surfaces z = K1(σ
1, σ2),

z = K2(σ
1, σ2). Puis, en faisant varier la fenêtre, nous recherchons le

point d’intersection de ces deux surfaces avec le plan z = 0. Ceci permet
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Fig. 2.14 – Portrait de phase dans le plan (x, y, z) pour un cycle de période 1
pour l’application thermique

alors de trouver des valeurs limites d’un rectangle [σ1
1, σ

1
2] × [σ2

1 , σ
2
2] qui

contient la solution recherchée.

Cette étape permet également de conclure sur l’existence ou non de so-

lutions et de prévoir aussi leur nombre grâce à la régularité des surfaces

explorées graphiquement.

La figure 2.15 donne une illustration de la première partie de la méthode

que nous venons d’expliquer. La surface en noir correspond à z = K1(σ
1, σ2),

celle en gris clair correspond à z = K2(σ
1, σ2) et le plan z = 0 est tracé

en blanc.
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Fig. 2.15 – Illustration de la première étape graphique de la méthode de
résolution du système pour les cycles de période 1

– Seconde étape : Puis, nous utilisons le rectangle obtenu comme inter-

valles de départ pour le logiciel d’analyse par intervalles Proj2D. Cet outil
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numérique nous donne la possibilité d’affiner le résultat jusqu’à obtenir

les premières décimales de la solution avec une bonne précision (pour

cet exemple, douze chiffes après la virgule). En effet, l’analyse par inter-

valles sert ici à déterminer l’ensemble des points dont les images par Ki,

i = 1, 2 sont nulles. Le logiciel Proj2D utilise pour cela trois couleurs : le

bleu pour les bôıtes ne contenant pas de solution, le rouge pour les bôıtes

contenant des solutions certaines et le jaune pour les bôıtes contenant

des solutions possibles.

Ici, nous n’obtenons que des bôıtes jaunes (en gris clair sur la figure 2.16)

et bleues (en gris foncé sur la figure) mais la première étape réalisée avec

Maple permet de garantir les résultats trouvés.

Fig. 2.16 – Illustration de la seconde étape graphique de la méthode de
résolution du système pour les cycles de période 1

Remarque 2.2.5

Comparée à [33], après être revenus à X(t0) par (2.22), cette approche

formelle rend plus facile la recherche de conditions initiales proches d’un

cycle limite que la recherche de bonnes conditions initiales par simulation

avec Matlab par exemple.

Pour les valeurs du tableau 2.1, nous obtenons par la méthode qui vient

d’être présentée, les valeurs suivantes pour les deux inconnues du système

(2.25) σ1 et σ2 :

σ1 ≃ 603.559315507893, σ2 ≃ 381.3634413489532.

A l’aide de ces deux valeurs, nous pouvons alors calculer les valeurs numériques
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pour les Γi, i = 1, 2 à l’aide de (2.19) ce qui donne :

Γ1 ≃





13.014
3.567
−5.581



 , Γ2 ≃





−8.449
−2.821
4.070



 .

Enfin, à partir de (2.11), nous pouvons calculer les valeurs de cycles Xinf

(valeurs minimales des températures obtenues aux instants de commutation

pairs) et Xsup (valeurs maximales des températures obtenues aux instants de

commutation impairs) :

Xinf ≃





293
292.316
309.385



 , Xsup ≃





294
292.359
320.659



 .

Ces valeurs de cycle sont en accord avec celles obtenues de façon indépendante

par simulation sous Matlab. En effet, nous obtenions par simulation pour ces

valeurs :

Xinf ≃





293
292.316
309.386



 , Xsup ≃





294
292.358
320.661



 .

Remarque 2.2.6

Il faut souligner ici que la méthode utilisée (Maple+Proj2D) n’est pas ga-

rantie. En effet, Proj2D ne calcule pas les exponentielles de façon garantie.

Il est ainsi arrivé que Maple indique l’existence d’une solution mais que

Proj2D ne la trouve pas. Cette limitation est liée à la version de Proj2D

utilisée puisqu’il est possible en théorie de calculer ces exponentielles de

façon ”garantie”, c’est-à-dire marge d’erreur comprise.

Cycles de période 2

Etudions maintenant la possibilité d’existence de cycles de période 2 pour

cette application du thermostat à résistance d’anticipation. Pour cela, choisis-

sons les valeurs numériques des paramètres présentées dans le tableau 2.2 qui

permettent d’obtenir par simulation sous Matlab (figure 2.17) un comporte-

ment qui semble être un cycle de période 2.

Nous choisissons comme températures initiales pour le thermostat, la pièce et

le convecteur, 292 K et comme valeur initiale pour q0, 1.
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Rth Rc Rm Qth Qc Qp Pth Pc θe θ1 θ2
1.5 2 1 50 800 5000 0.8 50 281 293 294

Tab. 2.2 – Valeurs numériques choisies pour un cycle de période 2 pour l’ap-
plication thermique
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Fig. 2.17 – Illustration d’un cycle de période 2 pour l’application du thermo-
stat

Le portrait de phase dans l’espace (x, y, z) présenté sur la figure 2.18 semble

confirmer l’existence de cycles de période 2. En effet, le système doit effectuer

deux tours complets avant de se répéter ce qui est la caractéristique des points

2-périodiques.

Vu que le système à résoudre (2.27) est un système de quatre équations pour

quatre inconnues σ1, σ2, σ3, σ4, la méthode utilisée pour les cycles de période 1

n’est plus utilisable dans la mesure où nous ne pourrons pas tracer les surfaces

dans un espace de dimension cinq (σ1, σ2, σ3, σ4, z).

Nous utilisons alors dans ce cas une méthode plus classique faisant intervenir

un algorithme de Newton avec gradient (qui pourra être calculé à l’aide du

calcul formel par Maple) [24]. Les simulations à l’aide de Matlab permettent

de déterminer une approximation des durées σ1, σ2, σ3, σ4, ce qui nous donne

des valeurs initiales pour l’algorithme suffisamment proches de la solution pour

attendre une convergence plus ou moins rapide selon la précision requise. Ici,

la condition d’arrêt choisie est KTK < 10−15, K = (K1, K2, K3, K4)
T et le

nombre d’itérations maximal est fixé à 1000.

La seule restriction de cette méthode par rapport à la méthode utilisant le
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Fig. 2.18 – Portrait de phase pour un cycle de période 2 pour l’application
thermique

calcul formel et l’analyse par intervalles vient du fait que nous ne pouvons pas

ici prévoir le nombre de solutions, ce qui était possible avec l’étude graphique

et Proj2D. 1

Pour les valeurs du tableau 2.2, l’algorithme de Newton converge au bout

de quatre itérations pour nous donner finalement les valeurs numériques sui-

vantes :

σ1 ≃ 139.574990621150s, σ2 ≃ 563.561226066455s,

σ3 ≃ 146.356308575764s, σ4 ≃ 360.388097618754s.

De la même façon que pour les cycles de période 1, à l’aide de ces résultats

numériques et de l’équation (2.19), nous calculons les valeurs pour Γi, i =

1, . . . , 4 :

Γ1 ≃





16.1185
1.0284
−4.1469



 , Γ2 ≃





−50.5320
−1.2116
11.7436



 ,

Γ3 ≃





15.8950
1.0434
−3.9384



 , Γ4 ≃





−50.2475
−1.2040
11.4515



 ,

1Cette restriction finalement n’en est plus une puisque la dernière version de Proj2D

accepte maintenant quatre équations et il est donc possible, grâce à ce logiciel, de localiser
les différentes solutions possibles pour le système.
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et à l’aide de (2.11), nous obtenons les valeurs de cycles suivantes :

Xinf1 ≃





293
292.9735
312.5562



 , Xinf2 ≃





293
292.9790
314.2227



 ,

Xsup1 ≃





294
292.9999
320.8019



 , Xsup2 ≃





294
292.9757
319.5850



 ,

qui sont en accord avec celles de la simulation de la figure 2.17 obtenues de

façon indépendante avec Matlab.

2.2.3 Application Numérique : Convertisseur statique

Nous reprenons dans cette section le modèle électronique introduit au para-

graphe 2.1.2. De même que pour l’application au thermostat à résistance d’an-

ticipation, seuls les cyles de périodes 1 et 2 feront l’objet de l’étude numérique

qui suit. Adaptons cette fois-ci les notations du modèle général (2.1) à cet

exemple du convertisseur statique :

– ∀i ∈ 1, . . . , 2k, Ai = A(qi) =

{

A0 = A(q0) si i est pair,
A1 = A(q1) si i est impair,

– ∀i ∈ 1, . . . , 2k, Vi = Vi−1 = V car dans ce modèle, la variable d’hystérésis

q n’apparâıt que dans la matrice de l’équation homogène A(q) et V est

une matrice colonne de dimension quatre à valeurs réelles constantes,

– cste = Uref , W = U ,

– f(S1, S2, qi−1, qi) = f(−χ0, χ0, qi−1, qi) = 1
2
(qi−1S1 + qiS2) = 1

2
(−qi−1χ0 +

qiχ0) = 1
2
∆qiχ0.

Le système (2.20) est alors équivalent ∀ i = 1, . . . , 2k à :

(2.28)

Ki = −U((IN −∏2k
m=1 D(i−l+1)mod(2k))

−1(IN +
∑2k−1

j=1 (−1)j(
∏2k−j

l=1 D(i−l+1)mod(2k)))

(A−1
i V −A−1

i−1V ) −A−1
i V ) − 1

2
∆qiχ0 + Uref = 0.

Or, ∆qi = qi − qi−1 = ±2 = −∆qi−1 = (−1)2∆qi−2 = . . . = (−1)i−1∆q1. Nous

obtenons finalement le système suivant pour un cycle de période 1 :

(2.29)






















K1(σ
1, σ2) = Uref − U((IN − eσ

1A0eσ
2A1)−1(IN − eσ

1A0)(A−1
1 − A−1

0 )V − A−1
1 V )

−1
2
(q1 − q0)χ0 = 0,

K2(σ
1, σ2) = Uref − U((IN − eσ

2A1eσ
1A0)−1(IN − eσ

2A1)(A−1
0 − A−1

1 )V − A−1
0 V )

−1
2
(q0 − q1)χ0 = 0
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De manière identique, à partir de (2.28), nous obtenons le système suivant à

résoudre pour un cycle de période 2 :

(2.30)






































































































K1(σ
1, σ2, σ3, σ4) = Uref − U((IN − eσ

1A0eσ
4A1eσ

3A0eσ
2A1)−1

(IN − eσ
1A0 + eσ

1A0eσ
4A1 − eσ

1A0eσ
4A1eσ

3A2)(A−1
1 − A−1

0 )V −A−1
1 V )

−1
2
(q1 − q0)χ0 = 0,

K2(σ
1, σ2, σ3, σ4) = Uref − U((IN − eσ

2A1eσ
1A0eσ

4A1eσ
3A0)−1

(IN − eσ
2A1 + eσ

2A1eσ
1A0 − eσ

2A1eσ
1A0eσ

4A1)(A−1
0 − A−1

1 )V −A−1
0 V )

−1
2
(q0 − q1)χ0 = 0,

K3(σ
1, σ2, σ3, σ4) = Uref − U((IN − eσ

3A0eσ
2A1eσ

1A0eσ
4A1)−1

(IN − eσ
3A0 + eσ

3A0eσ
2A1 − eσ

3A0eσ
2A1eσ

1A0)(A−1
1 − A−1

0 )V −A−1
1 V )

−1
2
(q1 − q0)χ0 = 0,

K4(σ
1, σ2, σ3, σ4) = Uref − U((IN − eσ

4A1eσ
3A0eσ

2A1eσ
1A0)−1

(IN − eσ
4A1 + eσ

4A1eσ
3A0 − eσ

4A1eσ
3A0eσ

2A1)(A−1
0 − A−1

1 )V −A−1
0 V )

−1
2
(q0 − q1)χ0 = 0.

L’utilisation des outils graphiques et du calcul formel à l’aide du logiciel

Maple pour les deux systèmes obtenus (2.29) et (2.30) est rendue plus difficile

que dans le cas du thermostat à résistance d’anticipation. En effet, pour l’ap-

plication thermique, il suffit de choisir une base de vecteurs propres pour la

matrice A, de calculer tous les éléments dans cette nouvelle base et alors, les

matrices A, A−1 et surtout eAσ
i

, i = 1, . . . , 2k qui pouvaient poser problème,

deviennent des matrices diagonales qu’il est très simple d’utiliser.

En revanche, pour le cas du convertisseur statique, il existe deux matrices A0 et

A1 qui ne possèdent pas, bien sûr, les mêmes éléments propres et qui, de plus,

sont non commutatives. Pour simplifier quand même certains calculs, nous

nous plaçons dans une base de vecteurs propres de A0. Cependant, même avec

cette nouvelle base, les calculs formels de matrices comme eA1σi , i = 1, . . . , 2k,

prennent du temps et, par exemple, en utilisant la même méthode pour les

cycles de période 1 que pour le thermostat (Maple+Proj2D), le temps de

calcul pour tracer les surfaces z = K1(σ
1, σ2), z = K2(σ

1, σ2) dans l’espace

(σ1, σ2, z) est long. Malgré tout, notons que les temps de calcul, même longs

(environ 12 minutes), sont beaucoup plus rapides que ceux que nous obtenons

pour les équations de cycles présentées dans [86] (environ 21 minutes).
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Cycles de période 1

Traitons d’abord le cas des cycles de période 1 et pour cela, résolvons le

système (2.29) pour les valeurs numériques des paramètres données dans le

tableau 2.3.

R1 RL R0 R∗ L0 L1 C0 C1 E0 E∗ Uref σ χ0

2.1 80 0.5 1 10−4 0.8 3.10−3 2.5.10−5 200 1 2.4 0.1 0.25

Tab. 2.3 – Valeurs numériques pour un cycle de période 1 pour l’application
électronique avec les Ri, i = 1, L, 0, ∗ en Ω, les Li, i = 0, 1 en H, les Ci, i = 0, 1
en F et Uref , E0, E

∗, χ0 en V

Nous fixons à 5, 20, 5 et 20 (sans unité par définition des xi, i = 1, . . . , 4)

les valeurs initiales respectivement pour x1, x2, x3 et x4 et la variable q est

initialisée à q0 = −1. Une simulation à l’aide de Matlab donne le comportement

du signal de déviation ξ = Uref − UX sur la figure 2.19 (temps en abscisses

(s), tension du signal de déviation en ordonnée (V )) et une autre donne le

comportement des quatre variables d’état xi en fonction du temps (figure 2.20).

Les courbes tracées d’un trait fin, d’un trait gras, en pointillés et avec des tirets

correspondent respectivement aux variations de x1, de x2 de x3 et de x4. Le

fait que les variations soient plus importantes sur la figure 2.19 qu’elles ne

devraient (c’est-à-dire d’amplitude supérieure à |S1 − S2| = |2χ0|), doit être

dû à l’inertie du système.

Pour résoudre de façon numérique le système (2.29) aux deux inconnues σ1 et

σ2, nous utilisons la seconde méthode proposée dans le paragraphe 2.2.2 qui

fait intervenir un algorithme de Newton classique. Nous abandonnons ici l’idée

d’utiliser la première méthode (Maple + Proj2D). En effet, les expressions

de K1 et de K2 sont tellement longues même numériquement, qu’il est plus

compliqué de vouloir les rentrer dans un fichier texte pour lancer le logiciel

Proj2D que d’utiliser un algorithme de Newton directement.

Déjà, la première étape graphique avec Maple qui donne la figure 2.21 est

obtenue après plusieurs minutes de calcul. Cette figure est malgré tout utile ici

puisqu’elle nous donne la possibilité de conclure sur l’existence et l’unicité de

la solution (toujours grâce à la régularité des surfaces explorées) et constitue

une autre méthode que la simulation pour obtenir des valeurs initiales pour

l’algorithme de Newton suffisamment proches de la solution recherchée. Notons

que la surface noire représente z = K1(σ
1, σ2), la surface tracée en gris clair
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Fig. 2.19 – Illustration d’un cycle de période 1 pour le convertisseur statique :
simulation du signal de déviation

correspond à z = K2(σ
1, σ2), et le plan z = 0 est tracé en blanc.

Avec les mêmes conditions d’arrêt pour l’algorithme que dans le paragraphe

2.2.2, en choisissant σ1 = 0.00845 s et σ2 = 0.00146 s comme valeurs initiales

obtenues par la figure de droite 2.21, l’algorithme de Newton converge au bout

de sept itérations pour donner finalement les valeurs numériques suivantes,

solutions de (2.29) :

σ1 ≃ 0.0084730503, σ2 ≃ 0.0014703221.

A l’aide de ces valeurs et de l’équation (2.19), nous déduisons les valeurs pour

Γi, i = 1, 2 :

Γ1 ≃









−1.2104
1.2105
−1.1076
−172.2046









, Γ2 ≃









0.1141
−0.1339
0.2651
64.45









.

Enfin, avec (2.11), nous obtenons les valeurs de cycles des xi, i = 1, ..4 :

Xinf ≃









0.000206
199.99982
0.10302
21.450









, Xsup ≃









0.11407
199.86611
0.26515
26.450









,
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Fig. 2.20 – Illustration d’un cycle de période 1 pour le convertisseur statique :
simulation des quatre variables xi i = 1, ..4 avec à droite un zoom sur x1 et x3
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Fig. 2.21 – Surfaces z = K1(σ
1, σ2) et z = K2(σ

1, σ2) tracées à l’aide de Maple

pour la première étape de résolution du système (2.29)

qui sont en accord avec les valeurs obtenues de façon indépendante par simu-

lation.

Cycles de période 2

Résolvons à présent le système (2.30) obtenu pour les cycles de période 2.

Fixons pour cela toutes les valeurs des paramètres du système avec les valeurs

numériques présentées dans le tableau 2.4 :

Les figures 2.22, 2.23 présentent respectivement les simulations du comporte-

ment du signal de déviation Uref−UX et celles des quatre différentes variables

d’état xi, i = 1, . . . , 4. Sur la figure 2.23 située à gauche, les variations tracées
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R1 RL R0 R∗ L0 L1 C0 C1 E0 E∗ Uref σ χ0

2 80 5 1 0.2 0.08 3.10−6 2.5.10−5 200 1 2.4 0.1 0.25

Tab. 2.4 – Valeurs numériques pour un cycle de période 2 pour l’application
électronique

en gras représentent les variations de x4, celles tracées d’un trait fin sont les

variations de x3 et les autres sont les variations de x1.
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Fig. 2.22 – Illustration d’un cycle de période 2 pour l’application électronique :
simulation du signal de déviation

Nous résolvons le système (2.30) à l’aide d’un algorithme de Newton comme

pour les cycles de période 1. Les simulations à l’aide de Matlab nous donnent

des valeurs pour xi, i = 1, . . . , 4 pour initialiser l’algorithme suffisamment

proche de la solution. Après 94 itérations, l’algorithme de Newton converge

vers les valeurs suivantes des σi, i = 1, . . . , 4 :

σ1 ≃ 0.0028334655, σ2 ≃ 0.0027644440

σ3 ≃ 0.0034944624, σ4 ≃ 0.0018815105.

De la même façon que pour les cycles de période 1, à l’aide de ces valeurs

numériques et de l’équation (2.19), nous pouvons déduire les valeurs des Γi,
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Fig. 2.23 – Illustration d’un cycle de période 2 pour l’application électronique :
simulation de x1, x3, x4 (à gauche) et de x2 (à droite)

i = 1, . . . , 4 qui sont alors :

Γ1 ≃









−16.174
37.100
−12.545
−162.408









, Γ2 ≃









3.981
−50.208
9.029
26.50









,

Γ3 ≃









−13.132
−171.294
−13.758
−162.408









, Γ4 ≃









3.986
−146.541
5.471
26.500









,

et à l’aide de (2.11), nous obtenons les valeurs de cycles suivantes :

Xinf1 ≃









−4.680
225.606
−1.051
21.500









, Xinf2 ≃









−1.638
17.211
−2.264
21.500









,

Xsup1 ≃









3.981
149.792
9.029
26.500









, Xsup2 ≃









3.986
53.459
5.471
26.500









,

qui sont en accord avec les valeurs obtenues, de façon indépendante, à chaque

commutation par simulation avec Matlab.
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2.3 Etude de la stabilité des cycles limites

Deux méthodes pour étudier la stabilité des cycles limites pour le système

dynamique hybride considéré sont présentées de façon détaillée dans ce cha-

pitre : il s’agit de la méthode des transformations ponctuelles d’Andronov [5]

et de la méthode, version hybride, de l’application de Poincaré [39], [74]. De

plus, une application de ces deux méthodes aux cycles limites de périodes 1

et 2 trouvés pour les deux exemples thermique et électronique introduits aux

paragraphes 2.2.2 et 2.2.3 est également proposée.

2.3.1 Présentation de la méthode des transformations
ponctuelles d’Andronov

La méthode des transformations ponctuelles d’Andronov, relativement an-

cienne et exposée dans [49], est une des possibilités pour étudier la stabilité

des cycles limites pour les systèmes dynamiques hybrides. Donnons le principe

de cette méthode pour un cycle de période k quelconque.

D’un point de vue analytique, une trajectoire est caractérisée par le fait que

le système, en amorçant son mouvement à partir d’une certaine surface de

l’espace de phases, revient régulièrement sur cette même surface aux instants

t1, t2,. . . ,tn... Soient αn = (α1
n, . . . , α

m
n ) les m composantes de αn qui définissent

la position du point à la surface de l’espace des phases à l’instant tn. De plus,

supposons qu’il existe une relation connue entre ces coordonnées αn et celles

αn+1 = (α1
n+1, . . . , α

m
n+1) à l’instant tn+1 :

(2.31) fi(α
1
n, . . . , α

m
n , α

1
n+1, . . . , α

m
n+1) = 0, i = 1, . . . , m.

Un m-cycle correspond au cas particulier où :

(2.32) αi = αin = αin+1, ∀ i = 1, . . . , m,

donc (2.31) devient alors :

(2.33) fi(α
1, . . . , αm, α1, . . . , αm) = 0, i = 1, . . . , m.

Ce système permet de calculer les paramètres du cycle. Il reste alors à étudier

sa stabilité. Pour cela, il faut étudier le comportement de αn à l’infini. Dans le

but de linéariser le système (2.31), nous supposons que αn ne diffère de α que

d’une petite quantité βn ce qui se traduit par :

βn = αn − α.
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Le principe de stabilité est alors le suivant : si βn tend vers 0 quand n tend

vers l’infini, alors le cycle est stable. Dans le cas contraire, le cycle ne peut être

stable.

Supposons à présent que les fonctions fi, i = 1, . . . , m soient suffisamment

régulières et qu’un théorème de conditions de linéarisation comme celui de

Hartman-Grobman [36] puisse s’appliquer ici. Alors, le développement en série

de Taylor des fi, i = 1, . . . , m à l’ordre 1 au voisinage de α donne pour i, j =

1, . . . , m :

(2.34)
fi(α

1
n, . . . , α

m
n , α

1
n+1, . . . , α

m
n+1) = fi(α

1, . . . , αm, α1, . . . , αm)

+
∑m

j=1
∂fi
∂αjn

|αjn=αj ,αjn+1=α
jβ

j
n +

∑m
j=1

∂fi
∂αjn+1

|αjn=αj ,αjn+1=α
jβ

j
n+1 + o(βn, βn+1) = 0.

A partir de (2.33), en introduisant les notations suivantes, et si l’on admet que

la condition de stabilité est préservée par approximation au premier ordre,

nous avons :

(2.35)
∂fi

∂α
j
n

|αjn=αj ,αjn+1=αj = aij,
∂fi

∂α
j
n+1

|αjn=αj ,αjn+1=α
j = bij ,

l’équation (2.34) devient alors pour i, j = 1, . . . , m :

(2.36)
m
∑

j=1

aijβ
j
n +

m
∑

j=1

bijβ
j
n+1 + o(βn, βn+1) = 0.

De là, en considérant les βjn comme les échantillons de la fonction βj[n] et en

utilisant la transformation discrète en z, l’équation (2.36) peut alors s’écrire :

m
∑

j=1

aijβ
j
z +

m
∑

j=1

zbij(β
j
z − βj [0]) + o(βz) = 0, i = 1, . . . , m,

c’est-à-dire :

(2.37)
m
∑

j=1

(z−1aij + bij)β
j
z =

m
∑

j=1

bijβ
j[0] + o(βz), i = 1, . . . , m,

avec βjz représentant la transformée en z de βj[n].

L’équation (2.37) peut également s’écrire sous forme matricielle de la façon

suivante :

Mβz = Nβ[0] + o(βz),
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avec

M =











z−1a11 + b11 z−1a12 + b12 . . . z−1a1m + b1m
z−1a21 + b21 z−1a22 + b22 . . . z−1a2m + b2m

...
...

. . .
...

z−1am1 + bm1 z−1am2 + bm2 . . . z−1amm + bmm











,

N =











b11 b12 . . . b1m
b21 b22 . . . b2m
...

...
. . .

...
bm1 bm2 . . . bmm











, βz =







β1
z
...
βmz






, β[0] =







β1[0]
...

βm[0]






.

En supposant que la matrice M soit inversible, nous obtenons :

βz =
1

detM
comTM.N.β[0] + o(βz),

puis en posant detM = ∆, comTM.N = S = (sij), et ∆j =
∑m

j=1 sijβ[0], nous

avons alors :

(2.38) βjz =
∆j

∆
.

Rappelons ici que la condition de stabilité du cycle est :

(2.39) β[n] −→ 0 quand n −→ ∞.

Finalement, pour que cette condition (2.39) soit satisfaite, il faut et il suffit

que l’équation caractéristique :

(2.40) ∆ = 0

ait toutes ses racines à l’intérieur du disque unité ouvert.

2.3.2 Présentation de la méthode de l’application de

Poincaré étendue aux systèmes hybrides

La seconde méthode proposée utilise l’idée classique de l’application de

Poincaré étendue aux systèmes dynamiques hybrides [39], [33], [74]. Son prin-

cipe est le suivant : l’étude de la stabilité d’un cycle revient, avec cette méthode,

à chercher les valeurs propres de la matrice jacobienne de l’application de Poin-

caré dans le cas d’un cycle de période 1 et de la matrice jacobienne de la

composée de l’application de Poincaré avec elle-même dans le cas d’un cycle

de période 2. Notons J cette matrice jacobienne. Il faut ensuite appliquer le

théorème suivant [33] :
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Théorème 2.3.1

Soient λj , j = 1, . . . , N les valeurs propres de J , matrice évaluée en un

point fixe :

– si pour tout j ∈ 1, . . . , N , |λj| < 1 alors le cycle est stable,

– s’il existe j′ ∈ 1, . . . , N tel que |λj′| > 1 alors le cycle n’est pas stable,

– s’il existe j′ ∈ 1, . . . , N tel que |λj′| = 1 et pour tout j 6= j′, |λj| ≤ 1,

alors nous ne pouvons pas conclure quant à la stabilité du cycle.

Remarque 2.3.2

Le cas limite |λj′| = 1, |λj| ≤ 1, ∀j 6= j′, n’apparâıt pas dans la première

méthode exposée au paragraphe 2.3.1 du fait de l’hypothèse d’équivalence

par approximation au premier ordre.

Rappel : Application de Poincaré pour les systèmes dynamiques

Soit γ une orbite périodique de période k du système dynamique de dimen-

sion N régi par le système différentiel suivant ẋ = f(x). Soit W un hyperplan

transverse à γ au point xT . L’application de Poincaré ou application de premier

retour associée à W et à xT est une application notée P qui à tout z ∈ W au

voisinage de xT fait correspondre P (z), première intersection de la trajectoire

avec l’hyperplan W . La figure 2.24 illustre le principe.

Notons également que dans ce cas, le résultat énoncé dans le théorème 2.3.1 est

indépendant du choix de l’application de Poincaré, c’est-à-dire que le résultat

ne dépend ni de l’hyperplan (variété) transverse W ni du point xT .

Application de Poincaré hybride associée au système (2.1)

Définissons l’application de Poincaré associée à notre système dynamique

hybride général (2.1).

Pour cela, considérons d’abord les deux écritures différentes suivantes pour

ξ(tn) = ξn données par le système suivant :
{

ξn = f(S1, S2, qn−1, qn),

ξn = cste−WX(t−n ) = cste−W (eσnAn−1Γn−1 − A−1
n−1Vn−1)

et qui conduisent à l’équation :

(2.41) cste−W (eσnAn−1Γn−1 − A−1
n−1Vn−1) − f(S1, S2, qn−1, qn) = 0.
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W

xT = P(xT) z
P(z)

Fig. 2.24 – Application de Poincaré pour un système dynamique

Sous l’hypothèse 2.2.1, la durée σn, n ≥ 1, implicitement donnée par l’équation

obtenue (2.41), définit, pour n ≥ 1, une fonction ψqn de Γn−1 telle que :

(2.42) σn = ψqn(Γn−1), ∀n ≥ 1.

De plus, l’équation (2.12), introduite au paragraphe 2.2, définit pour n ≥ 1

une fonction gqn de σn et de Γn−1 telle que :

(2.43) Γn = gqn(σn,Γn−1), ∀n ≥ 1.

Posons à présent :

(2.44)

{

∀n ≥ 1, Gqn(.) , gqn(ψqn(.), .),

∀n ≥ 2, hqn , Gqn ◦Gqn−1(.).

Comme qn = q0 si n est pair et qn = q1 si n est impair, nous obtenons alors

hqn , hq0 si n est pair et hqn , hq1 si n est impair (n ≥ 2). Notons alors la

fonction :

(2.45)

h : R
N −→ R

N

Γ 7−→
{

hq0(Γ) si n est pair

hq1(Γ) si n est impair.
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La fonction h ainsi définie par (2.45) correspond à l’application de Poincaré

associée à notre système hybride. Les cycles de période 1 sont ainsi construits

à partir des points fixes Γ2 pour hq0 et Γ1 pour hq1. Un cycle de période 2

correspondra alors à un point 2-périodique Γ4 pour hq0 et Γ1 pour hq1 ca-

ractérisés par hq0(Γ
4) = Γ2, hq1(Γ

1) = Γ3 et hq0 ◦ hq0(Γ4) = h2
q0(Γ

4) = Γ4,

hq1 ◦ hq1(Γ1) = h2
q1 = Γ1.

Remarque 2.3.3

Dans ce dernier cas, Γ2 et Γ3 sont aussi des points 2-périodiques respecti-

vement pour hq0 et hq1 .

Donnons ici, en utilisant les notations générales, l’expression de la matrice

jacobienne de hqn(Γn−2). Nous pourrons alors, dans les paragraphes qui suivent,

l’appliquer plus particulièrement aux exemples du thermostat à résistance

d’anticipation et du convertisseur statique.

La matrice jacobienne de hqn(Γn−2) = Gqn ◦ Gqn−1(Γn−2) en Γn−2 est donnée

par :

(2.46)
Dhqn(Γn−2) = DGqn(Gqn−1(Γn−2))DGqn−1(Γn−2)

= DGqn(Γn−1)DGqn−1(Γn−2).

Il faut donc exprimer DGqn(Γn−1). Par définition (2.44) de l’application Gqn,

la jacobienne de Gqn en Γn−1 est donnée par :

(2.47) DGqn(Γn−1) =
∂gqn
∂σn

(σn,Γn−1)
∂ψqn
∂Γn−1

(Γn−1) +
∂gqn
∂Γn−1

(σn,Γn−1).

Les calculs de ∂gqn
∂σn

(σn,Γn−1) et de ∂gqn
∂Γn−1

(σn,Γn−1) s’obtiennent facilement en

dérivant le second membre de l’équation (2.12) respectivement par rapport à

σn et à Γn−1 ce qui donne :

{ ∂gqn
∂σn

(σn,Γn−1) = An−1e
σnAn−1Γn−1

∂gqn
∂Γn−1

(σn,Γn−1) = eσnAn−1 .

De plus, le calcul de ∂ψqn
∂Γn−1

(Γn−1) est obtenu en différentiant l’équation implicite

donnée par (2.41) par rapport à Γn−1 avec σn = ψqn(Γn−1), ce qui donne :

−WAn−1e
σnAn−1Γn−1

∂ψqn
∂Γn−1

(Γn−1) −W eσnAn−1 = 0.
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Si −WAn−1e
σnAn−1Γn−1 6= 0, ce que nous supposons, alors nous pouvons

déduire :

(2.48)
∂ψqn
∂Γn−1

(Γn−1) =
−W eσnAn−1

WAn−1eσnAn−1Γn−1
.

Nous pouvons finalement écrire :

(2.49) DGqn(Γn−1) =

(

IN − An−1e
σnAn−1Γn−1W

WAn−1eσnAn−1Γn−1

)

eσnAn−1 ,

et en déduire l’expression de Dhqn(Γn−2) par (2.46).

Remarque 2.3.4

D’après l’équation (2.14) que nous rappelons ci-dessous :

cste−W (Γn − A−1
n Vn) − f(S1, S2, qn−1, qn) = 0,

nous avons −WDΓn = 0 i.e. −WDGqn(Γn−1) = 0, par définition de Gqn.

Ceci signifie donc que −W est un vecteur propre à gauche de DGqn(Γn−1)

associé à la valeur propre 0 et donc également de Dhqn(Γn−2). Ainsi, la

valeur 0 est toujours valeur propre de Dhq0(Γ
2) et aussi alors de Dh2

q0
(Γ2).

2.3.3 Equivalence des deux méthodes

Le systèmeH(Rn, Rn+1) = 0 donné par (2.17) est déduit du système suivant

(2.50) construit à partir de (2.12) et de (2.41) :

(2.50)
{

H̃i(Rn, Rn+1) = Γin+1 − eσ
i
n+1Γi−1

r − A−1
i Vi + A−1

i−1Vi−1 = 0,

H̃2k+i(Rn, Rn+1) = cste−W (eσ
i
n+1Ai−1Γi−1

r − A−1
i−1Vi−1) − f(S1, S2, qi−1, qi) = 0,

avec r = n si i = 1, r = n + 1 sinon, Γ0
n+1 = Γ2k

n+1. Cela se fait par la trans-

formation linéaire donnée par ∀i = 1, . . . , 2k, Hi(Rn, Rn+1) = H̃i(Rn, Rn+1),

H2k+i(Rn, Rn+1) = H̃2k+i(Rn, Rn+1) −WH̃i(Rn, Rn+1). Ainsi, la linéarisation

de H(Rn, Rn+1) au voisinage de (R,R) est équivalente à celle de H̃(Rn, Rn+1).

En supposant que les hypothèses du théorème des fonctions implicites soient

satisfaites en (R,R), les équations implicites H̃2k+i(Rn, Rn+1), i = 1, . . . , 2k,

de (2.50) donnent au voisinage de Γi−1
r , i = 1, . . . , 2k, σin+1 = ψqi(Γ

i−1
r ) avec

ψqi =

{

ψq0 si i est pair,
ψq1 si i est impair

, r = n si i = 1, r = n + 1 sinon, Γ0
n+1 = Γ2k

n+1.
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Ceci est obtenu sous l’hypothèse :

(2.51)
∂H̃2k+i

∂σin+1

(R,R) = −WAi−1e
σiAi−1Γi−1 6= 0.

En incluant les expressions pour σin+1 ainsi obtenues dans H̃i(Rn, Rn+1), i =

1, . . . , 2k du système (2.50), nous avons, avec les notations (2.44) :

(2.52) H̃i(Rn, Rn+1) = Γin+1 −Gqi(Γ
i−1
r ) = 0

avec Gqi =

{

Gq0 si i est pair,
Gq1 si i est impair

, r = n si i = 1, r = n+1 sinon, Γ0
n+1 = Γ2k

n+1,

et alors, nous obtenons :

(2.53) Γin+1 = Gqi ◦Gqi−1
(Γ(i−2)mod(2k)

r ) = hqi(Γ
(i−2)mod(2k)
r ),

avec hqi =

{

hq0 si i est pair,
hq1 si i est impair

, r = n si i = 1 ou 2, r = n + 1 sinon,

Γ0
n+1 = Γ2k

n+1.

De plus, pour le calcul des différentielles de Gqn, le théorème des fonctions

implicites renvoie à la linéarisation de H̃2k+i(Rn, Rn), i = 1, . . . , 2k au voisinage

de (R,R). En conséquence, sous l’hypothèse (2.51), la linéarisation du système

H(Rn, Rn+1) = 0 (2.17) au voisinage de (R,R) est équivalente à celle de (2.53)

au voisinage de Γ(i−2)mod(2k), i = 1, . . . , 2k. Cette dernière conduit précisément

à l’étude de la stabilité par la méthode de l’application de Poincaré hybride

présentée au paragraphe 2.3.2. De là, il y a donc bien équivalence entre cette

méthode de Poincaré et la convergence de la suite (Rn)n∈N vers R pour le

problème linéarisé (2.34) qui correspond à la méthode des transformations

ponctuelles d’Andronov.

2.3.4 Application aux cycles de périodes 1 et 2 pour le
thermostat à résistance d’anticipation

Appliquons à présent les deux méthodes, présentées aux paragraphes précé-

dents, aux cycles de périodes 1 et 2 trouvés pour l’exemple du thermostat à

résistance d’anticipation. Commençons par exemple par utiliser la méthode

des transformations ponctuelles d’Andronov.
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Application de la méthode des transformations ponctuelles d’Andro-
nov

Soit Rn = (σ1
n,Γ

1
n, . . . , σ

2k
n ,Γ

2k
n ) le 4k-uplet qui définit les paramètres du

cycle. Le système (2.31) à linéariser au voisinage deR donné parR = (σ1,Γ1, σ2,Γ2)

pour un cycle de période 1 et R = (σ1,Γ1, σ2,Γ2, σ3,Γ3, σ4,Γ4) pour un cycle

de période 2, correspond au système (2.17), qui pour cet exemple thermique

s’écrit pour i = 1, . . . , 2k :

(2.54)

{

Hi(Rn, Rn+1) = Γin+1 − eσ
i
n+1AΓi−1

r + (−1)i∆q1A
−1B = 0,

H2k+i(Rn, Rn+1) = L(Γin+1 − A−1(qiB + C)) − qiθ1 − qi−1θ2 = 0,

avec r = n si i = 1, r = n+1 sinon, qi = q0 si i est pair, qi = q1 = 1−q0 si i est

impair. La linéarisation de ce système (2.54) au voisinage de (R,R) donne :

(2.55)
∂H

∂Rn
(R,R)(Rn − R) +

∂H

∂Rn+1
(R,R)(Rn+1 −R) = 0.

Posons maintenant U1 , ∂H
∂Rn

(R,R) et U2 , ∂H
∂Rn+1

(R,R), Tn = Rn−R, Tn+1 =

Rn+1−R. En appliquant la transformée en z sur (2.55), nous obtenons U1T
∗+

zU2(T
∗−T0) = 0 avec T ∗ qui représente la transformée en z de la suite (Tn)n∈N

et donc T ∗ = (z−1U1 + U2)
−1U2T0.

L’équation caractéristique ∆ introduite au paragraphe 2.3.1 par (2.40) devient

dans cet exemple ∆ , |z−1U1+U2| ce qui donne également ∆ , 1
z|W | |U1+zU2|,

W = 2k(N + 1), k étant la période du cycle et N la dimension du système.

Pour un cycle de période 1, nous obtenons :

|U1 + zU2| =

∣

∣

∣
−zAeσ

1AΓ2 zIN 0 −eσ
1A

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 −zeσ2A −zAeσ

2AΓ1 zIN

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 zL 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 0 0 zL

∣

∣

∣

d’où finalement :

(2.56)
|U1 + zU2| = zN+3 ·

∣

∣

∣
−Aeσ

1AΓ2 IN 0 −eσ
1A

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 −eσ

2A −Aeσ
2AΓ1 zIN

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 L 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 0 0 L

∣

∣

∣

= zN+3∆1.
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De même, pour un cycle de période 2, nous avons :

|U1 + zU2| =

∣

∣

∣
zM2 zIN 0 0 0 0 0 M1

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 zM3 zM4 zIN 0 0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 0 0 zM5 zM6 zIN 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 0 0 0 0 zM7 zM8 zIN

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 zL 0 0 0 0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 0 0 zL 0 0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 0 0 0 0 zL 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 0 0 0 0 0 0 zL

∣

∣

∣

avec M1 = −eσ
1A, M2 = −Aeσ

1AΓ4, M3 = −eσ
2A, M4 = −Aeσ

2AΓ1, M5 =

−eσ
3A, M6 = −Aeσ

3AΓ2, M7 = −eσ
4A, M8 = −Aeσ

4AΓ3 et donc finalement :

(2.57)

|U1 + zU2| = z3N+5 ·

∣

∣

∣
M2 IN 0 0 0 0 0 M1

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 M3 M4 IN 0 0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 0 0 M5 M6 IN 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 0 0 0 0 M7 M8 zIN

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 L 0 0 0 0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 0 0 L 0 0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 0 0 0 0 L 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 0 0 0 0 0 0 L

∣

∣

∣

= z3N+5∆2.

La valeur 0 est donc racine de |U1 + zU2|. Il reste donc à chercher les racines de

∆1 et de ∆2 pour conclure sur la stabilité ou non des cycles limites trouvés selon

l’appartenance de ces racines au disque unité ouvert. D’abord, remarquons que

les coefficients associés à zN dans ∆1 et ∆2 sont nuls donc ∆1 et ∆2 sont des

polynômes de degré au plus N − 1.

Pour le cycle de période 1 présenté au paragraphe 2.2.2 avec les valeurs

numériques du tableau 2.1, nous obtenons pour ∆1 une racine conjuguée

z1,2 ≃ −0.056679 ± 0.361446 i. Toutes ces racines ont clairement des modules
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strictement inférieurs à un donc nous pouvons alors conclure que ce cycle de

période 1 est stable.

De la même façon, pour le cycle de période 2 présenté au paragraphe 2.2.2

avec les valeurs numériques du tableau 2.2, nous obtenons pour ∆2 comme

racines z1 ≃ 0.774463 et z2 ≃ 0.002573 qui sont également toutes à l’intérieur

du disque unité ouvert (tout comme 0, autre racine de |U1 + zU2|). Ce cycle de

période 2 est donc stable d’après la méthode des transformations ponctuelles

d’Andronov.

Application de la méthode de l’application de Poincaré hybride

Pour mettre en œuvre la méthode de l’application de Poincaré hybride, il

faut appliquer l’expression générale de la jacobienne de hqn(Γn−2), introduite

au paragraphe 2.3.2, à l’exemple du thermostat à résistance d’anticipation.

L’équation (2.49) devient alors :

(2.58) DGqn(Γn−1) =

(

I3 −
AeσnAΓn−1L

LAeσnAΓn−1

)

eσnA,

ce qui donne plus particulièrement pour un cycle de période 1 :











DGq0(Γ
1) =

(

I3 − Aeσ
2AΓ1L

LAeσ2AΓ1

)

eσ
2A

DGq1(Γ
2) =

(

I3 − Aeσ
1AΓ2L

LAeσ1AΓ2

)

eσ
1A,

et pour un cycle de période 2 :







































DGq0(Γ
1) =

(

I3 − Aeσ
2AΓ1L

LAeσ2AΓ1

)

eσ
2A

DGq0(Γ
3) =

(

I3 − Aeσ
4AΓ3L

LAeσ4AΓ3

)

eσ
4A

DGq1(Γ
2) =

(

I3 − Aeσ
3AΓ2L

LAeσ3AΓ2

)

eσ
3A

DGq1(Γ
4) =

(

I3 − Aeσ
1AΓ4L

LAeσ1AΓ4

)

eσ
1A.

Ainsi, l’équation (2.46) devient pour un cycle de période 1 :

(2.59)















Dhq0(Γ
2) =

(

I3 − Aeσ
2AΓ1L

LAeσ2AΓ1

)

eσ
2A
(

I3 − Aeσ
1AΓ2L

LAeσ1AΓ2

)

eσ
1A

ou

Dhq1(Γ
1) =

(

I3 − Aeσ
1AΓ2L

LAeσ1AΓ2

)

eσ
1A
(

I3 − Aeσ
2AΓ1L

LAeσ2AΓ1

)

eσ
2A,



62 Chapitre 2. Analyse de s.d.h. à commutations autonomes

et pour un cycle de période 2 :

(2.60)























































Dhq0(Γ
2) =

(

I3 − Aeσ
4AΓ3L

LAeσ4AΓ3

)

eσ
4A
(

I3 − Aeσ
3AΓ2L

LAeσ3AΓ2

)

eσ
3A

ou

Dhq0(Γ
4) =

(

I3 − Aeσ
2AΓ1L

LAeσ2AΓ1

)

eσ
2A
(

I3 − Aeσ
1AΓ4L

LAeσ1AΓ4

)

eσ
1A

ou

Dhq1(Γ
1) =

(

I3 − Aeσ
3AΓ2L

LAeσ3AΓ2

)

eσ
3A
(

I3 − Aeσ
2AΓ1L

LAeσ2AΓ1

)

eσ
2A

ou

Dhq1(Γ
3) =

(

I3 − Aeσ
1AΓ4L

LAeσ1AΓ4

)

eσ
1A
(

I3 − Aeσ
4AΓ3L

LAeσ4AΓ3

)

eσ
4A.

Comme nous l’avons remarqué précédemment, un cycle de période 2 corres-

pond à quatre points 2-périodiques Γ2 et Γ4 pour hq0 , Γ1 et Γ3 pour hq1

tels que hq0(Γ
2) = Γ4, hq0(Γ

4) = Γ2, hq1(Γ
1) = Γ3, hq1(Γ

3) = Γ1 et donc

hq0 ◦ hq0(Γ2) = Γ2, hq0 ◦ hq0(Γ4) = Γ4, hq1 ◦ hq1(Γ1) = Γ1, hq1 ◦ hq1(Γ3) = Γ3.

Ainsi, il faut rechercher pour un cycle de période 2, les valeurs propres des

jacobiennes de hq0 ◦ hq0 = h2
q0

et de hq1 ◦ hq1 = h2
q1

, matrices qui sont données

par :























Dh2
q0

(Γ2) = Dhq0(hq0(Γ
2))Dhq0(Γ

2) = Dhq0(Γ
4)Dhq0(Γ

2)

Dh2
q0(Γ

4) = Dhq0(Γ
2)Dhq0(Γ

4)

Dh2
q1(Γ

1) = Dhq1(Γ
3)Dhq1(Γ

1)

Dh2
q1(Γ

3) = Dhq1(Γ
1)Dhq1(Γ

3).

Le nombre de jacobiennes à étudier pour les valeurs propres peut être réduit

de moitié grâce au lemme suivant :

Lemme 2.3.5

Soient u, v des endomorphismes de E. Alors u ◦ v et v ◦ u ont mêmes

valeurs propres.

Numériquement, nous obtenons, pour le cycle de période 1 présenté au

paragraphe 2.2.2, pour les valeurs numériques du tableau 2.1, les mêmes valeurs

propres pour Dhq0(Γ
2) et Dhq1(Γ

1) qui sont les suivantes : z1 = 0 (d’après

la remarque 2.3.4), z2,3 ≃ −0.056679 ± 0.361446 i ayant toutes un module

strictement inférieur à 1. Notons que nous obtenons effectivement les mêmes

valeurs pour les valeurs propres de Dhqn que pour les racines de ∆1 donné par

la méthode des transformations ponctuelles d’Andronov. Ceci confirme ainsi

numériquement l’équivalence des deux méthodes.



2.3. Etude de la stabilité des cycles limites 63

De même, nous obtenons pour le cycle de période 2 présenté au paragraphe

2.2.2 pour les valeurs numériques du tableau 2.2, les mêmes valeurs propres

pour Dh2
q0

(Γ2),Dh2
q0

(Γ4),Dh2
q1

(Γ1),Dh2
q1

(Γ3) à savoir z1 = 0 (remarque 2.3.4),

z2 ≃ 0.774463, z3 ≃ 0.002573. Ces valeurs propres ont toutes des modules

strictement inférieurs à 1 ce qui confirme la stabilité de ce cycle de période

2. Nous remarquons que nous avons exactement les mêmes valeurs pour les

valeurs propres de Dh2
q0

et de Dh2
q1

que pour les racines de ∆2 obtenues par la

méthode des transformations ponctuelles d’Andronov. Ceci confirme de façon

numérique l’équivalence des deux méthodes pour l’étude de la stabilité des

cycles limites.

2.3.5 Application aux cycles de périodes 1 et 2 pour le
convertisseur statique

Appliquons maintenant les deux méthodes aux cycles de périodes 1 et 2

trouvés pour l’exemple du convertisseur statique. Reprenons le même schéma

que précédemment et appliquons d’abord la méthode des transformations ponc-

tuelles d’Andronov.

Application de la méthode des transformations ponctuelles d’Andro-
nov

SoitRn le 4k-uplet défini comme précédemment. Le système (2.31) à linéariser

au voisinage de R (R = (σ1,Γ1, σ2,Γ2) pour un cycle de période 1 et R =

(σ1,Γ1, . . . , σ4,Γ4) pour un cycle de période 2 correspond au système (2.17)

qui s’exprime pour i = 1, . . . , 2k de la façon suivante pour le cas du convertis-

seur statique :

(2.61)

{

Hi(Rn, Rn+1) = Γin+1 − eσ
i
n+1Ai−1Γi−1

r − (A−1
i − A−1

i−1)V = 0,

H2k+i(Rn, Rn+1) = Uref − U(Γin+1 − A−1
i V ) − 1

2
∆qiχ0 = 0,

avec r = n si i = 1, r = n+1 sinon, Γ0
n+1 = Γ2k

n+1, qi = q0 si i est pair et qi = q1

si i est impair.

La linéarisation de ce système (2.61) au voisinage de (R,R) et le passage à

la transformée en z s’exécutent de façon identique à ce qui a été présenté au

paragraphe 2.3.4 pour l’application du thermostat à résistance d’anticipation.

En utilisant les mêmes notations introduites au paragraphe 2.3.4, l’étude de

la stabilité des cycles limites à l’aide de la méthode des transformations ponc-

tuelles d’Andronov revient à chercher les racines de l’équation caractéristique
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|U1 + zU2| (U1 , ∂H
∂Rn

(R,R), U2 , ∂H
∂Rn+1

(R,R)) donnée pour un cycle de

période 1 par :

(2.62)

|U1 + zU2| = zN+3 ·

∣

∣

∣
−A0e

σ1A0Γ2 IN 0 −eσ
1A0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 −eσ

2A1 −A1e
σ2A1Γ1 zIN

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 −U 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 0 0 −U

∣

∣

∣

= zN+3∆1,

et pour un cycle de période 2 par :

(2.63)

|U1 + zU2| = z3N+5 ·

∣

∣

∣
M2 IN 0 0 0 0 0 M1

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 M3 M4 IN 0 0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 0 0 M5 M6 IN 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 0 0 0 0 M7 M8 zIN

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 −U 0 0 0 0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 0 0 −U 0 0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 0 0 0 0 −U 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣
0 0 0 0 0 0 0 −U

∣

∣

∣

= z3N+5∆2,

avec M1 = −eσ
1A0 , M2 = −A0e

σ1A0Γ4, M3 = −eσ
2A1, M4 = −A1e

σ2A1Γ1,

M5 = −eσ
3A0 , M6 = −A0e

σ3A0Γ2, M7 = −eσ
4A1 , M8 = −A1e

σ4A1Γ3.

La valeur 0 est également toujours racine de |U1+zU2|. Il reste donc à chercher

les racines des équations caractéristiques ∆1 et ∆2 qui sont, pour la même

raison qu’au paragraphe précédent, des polynômes de degré au plus N − 1.

Pour le cycle de période 1 présenté au paragraphe 2.29, pour les valeurs

numériques du tableau 2.3, nous obtenons comme racines pour ∆1, z1 ≃
0.0067439, z2 ≃ 0.0003799 et z3 ≃ 0. Toutes ces racines ont clairement des

modules strictement inférieurs à un donc nous pouvons conclure que ce cycle

de période 1 est stable.

Numériquement, pour le cycle de période 2 présenté au paragraphe 2.2.2 pour

les valeurs numériques du tableau 2.4, les racines de ∆2 sont z1 ≃ 0.00416706,
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z2,3 ≃ 0.05852533 ± 0.75537726 i qui sont bien toutes à l’intérieur du disque

unité ouvert. Ce cycle est donc également stable.

Application de la méthode de l’application de Poincaré hybride

Le but ici pour appliquer cette méthode de l’application de Poincaré hy-

bride, est de calculer les jacobiennes de hq0 et de hq1 pour le cycle de période

1 et celles de h2
q0

= hq0 ◦ hq0 et de h2
q1

= hq1 ◦ hq1 pour le cycle de période 2.

Pour cela, reprenons l’expression de la jacobienne de Gqn, n ≥ 1, trouvée pour

le système général (2.1) au paragraphe 2.3.4, et donnée par l’équation (2.49) :

DGqn(Γn−1) =

(

IN − An−1e
σnAn−1Γn−1W

WAn−1eσnAn−1Γn−1

)

eσnAn−1 .

Appliquons à présent cette équation au cas du convertisseur statique. L’équation

(2.49) devient alors :

(2.64) DGqn(Γn−1) =

(

IN − An−1e
σnAn−1Γn−1U

UAn−1eσnAn−1Γn−1

)

eσnAn−1,

ce qui donne plus particulièrement pour un cycle de période 1 :











DGq0(Γ
1) =

(

I4 − A1eσ
2A1Γ1U

UA1eσ
2A1Γ1

)

eσ
2A1

DGq1(Γ
2) =

(

I4 − A0eσ
1A0Γ2U

UA0eσ
1A0Γ2

)

eσ
1A0,

et pour un cycle de période 2 :







































DGq0(Γ
1) =

(

I4 − A1eσ
2A1Γ1U

UA1eσ
2A1Γ1

)

eσ
2A1

DGq0(Γ
3) =

(

I4 − A1eσ
4A1Γ3U

UA1eσ
4A1Γ3

)

eσ
4A1

DGq1(Γ
2) =

(

I4 − A0eσ
3A0Γ2U

UA0eσ
3A0Γ2

)

eσ
3A0

DGq1(Γ
4) =

(

I4 − A0eσ
1A0Γ4U

UA0eσ
1A0Γ4

)

eσ
1A0.

Ainsi, les jacobiennes de hq0 et de hq1 respectivement appliquées aux points

Γ2, Γ4 et Γ1, Γ3, sont alors données pour un cycle de période 1 par :

(2.65)











Dhq0(Γ
2) =

(

I4 − A1eσ
2A1Γ1U

UA1eσ
2A1Γ1

)

eσ
2A1

(

I4 − A0eσ
1A0Γ2U

UAeσ
1A0Γ2

)

eσ
1A0

Dhq1(Γ
1) =

(

I4 − A0eσ
1A0Γ2U

UAeσ
1A0Γ2

)

eσ
1A0

(

I4 − A1eσ
2A1Γ1U

UA1eσ
2A1Γ1

)

eσ
2A1,
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et pour un cycle de période 2 par :

(2.66)







































Dhq0(Γ
2) =

(

I4 − A1eσ
4A1Γ3U

UA1eσ
4A1Γ3

)

eσ
4A1

(

I4 − A0eσ
3A0Γ2U

UA0eσ
3A0Γ2

)

eσ
3A0

Dhq0(Γ
4) =

(

I4 − A1eσ
2A1Γ1U

UA1eσ
2A1Γ1

)

eσ
2A1

(

I4 − A0eσ
1A0Γ4U

UAeσ
1A0Γ4

)

eσ
1A0

Dhq1(Γ
1) =

(

I4 − A0eσ
3A0Γ2U

UA0eσ
3A0Γ2

)

eσ
3A0

(

I4 − A1eσ
2A1Γ1U

UA1eσ
2A1Γ1

)

eσ
2A1

Dhq1(Γ
3) =

(

I4 − A0eσ
1A0Γ4U

UAeσ
1A0Γ4

)

eσ
1A0

(

I4 − A1eσ
4A1Γ3U

UA1eσ
4A1Γ3

)

eσ
4A1.

De plus, la méthode de l’application de Poincaré hybride conclut sur la stabilité

des cycles de période 2 en étudiant les valeurs propres de la jacobienne de

la composée de l’application de Poincaré par elle-même car ces cycles sont

construits à partir de points 2-périodiques. Cette jacobienne est donnée par :























Dh2
q0

(Γ2) = D(hq0 ◦ hq0)(Γ2) = Dhq0(Γ
4)Dhq0(Γ

2)

Dh2
q0

(Γ4) = Dhq0(Γ
2)Dhq0(Γ

4)

Dh2
q1

(Γ1) = Dhq1(Γ
3)Dhq1(Γ

1)

Dh2
q1

(Γ3) = Dhq1(Γ
1)Dhq1(Γ

3).

Ainsi, pour l’étude numérique de la stabilité du cycle de période 1 du

paragraphe 2.29 pour les valeurs numériques du tableau 2.3, nous trouvons

les mêmes valeurs propres pour Dhq0(Γ
2) et Dhq1(Γ

1) (lemme 2.3.5) à savoir

z1 ≃ 0.0067439, z2 ≃ 0.0003799, z3 ≃ 0 et z4 = 0 (remarque 2.3.4). Ces

racines, qui appartiennent au disque unité ouvert, confirment par la méthode

de Poincaré cette fois-ci, que ce cycle de période 1 est stable. L’équivalence

des deux méthodes pour l’étude de la stabilité est là encore mise en avant

numériquement puisque nous obtenons une fois de plus les mêmes valeurs pour

les valeurs propres de Dhq0 et Dhq1 (méthode de l’application de Poincaré) que

pour les racines de ∆1 (méthode des transformations ponctuelles d’Andronov).

De même, pour le cycle de période 2 du paragraphe 2.2.2, l’application de la

méthode de Poincaré nous permet de retrouver les mêmes valeurs pour les

valeurs propres de Dh2
q0

et de Dh2
q1

et pour les racines de ∆2 obtenues par

la méthode d’Andronov (z1 ≃ 0.00416706, z2,3 ≃ 0.0585233 ± 0.75537726 i,

z4 = 0). Ceci permet de converger vers la même conclusion à savoir que ce

cycle de période 2 est stable.
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2.4 Détermination de conditions d’existence

des commutations

2.4.1 Cas de la dimension un

Nous reprenons ici le modèle unidimensionnel du convecteur seul en rela-

tion directe avec le fluide extérieur de la pièce, modèle qui a été introduit au

paragraphe 2.1.3.

Comme nous l’avions évoqué alors, pour certaines valeurs de paramètres, il y

a parfois absence de commutation. En effet, à partir de certaines conditions

initiales, la température du convecteur ne parvient pas à atteindre son seuil

supérieur ou inférieur de commutation (voir figure 2.25 à gauche). De plus,

dans certains cas, une seule commutation a lieu c’est-à-dire que la température

du convecteur atteint une première fois son seuil supérieur (ou inférieur) de

commutation mais sans jamais par la suite pouvoir atteindre son seuil inférieur

(ou supérieur) (voir la figure 2.25 de droite).
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Fig. 2.25 – Illustration dans le cas de la dimension 1 de la possibilité d’absence
de commutation (à gauche pour les valeurs Rc = 10, Qc = 100, θe = 273, Pc =
5 ; θ1 = 320, θ2 = 330, z(t0) = 280) et de l’existence d’une seule commutation
(à droite pour les valeurs Rc = 8, Qc = 1000, θe = 293, Pc = 9, θ1 = 290,
θ2 = 340, z(t0) = 280)

La suite de ce paragraphe a pour objectif de dégager certaines conditions sur les

seuils et les paramètres pour éviter les deux cas que nous venons de présenter

et ainsi pour garantir l’existence de commutations.

En dimension un, et en posant L = 1, A = −a, B = b, C = c, Γn = γn, le
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système (2.17) est équivalent pour n ≥ 0 à :

(2.67)



























γ1
n+1 − e−aσ

1
n+1γ2

n + ∆q1a
−1b = 0,

γ2
n+1 − e−aσ

2
n+1γ1

n+1 − ∆q1a
−1b = 0,

γ1
n+1 + a−1(q1b+ c) − q1θ1 − q0θ2 = 0,

γ2
n+1 + a−1(q0b+ c) − q0θ1 − q1θ2 = 0.

Les commutations existent si la première commutation et les σ1
n+1, σ

2
n+1, n ≥ 0,

durées entre les différents instants de commutation, existent.

Etudions d’abord les conditions sur l’existence des σin+1, i = 1, 2, n ≥ 0. A

partir des deux premières équations du système (2.67), nous pouvons déduire

les expressions suivantes pour σ1
n+1 et σ2

n+1 :











σ1
n+1 = −1

a
ln
(

γ1
n+1+∆q1a−1b

γ2
n

)

σ2
n+1 = −1

a
ln
(

γ2
n+1−∆q1a−1b

γ1
n+1

)

.

Nous pouvons alors conclure que σ1
n+1 et σ2

n+1, qui doivent être des quantités

strictement positives, existent si :

(2.68)







0 <
γ1
n+1+∆q1a−1b

γ2
n

< 1,

0 <
γ2
n+1−∆q1a−1b

γ1
n+1

< 1.

En utilisant alors les relations pour γ1
n+1, γ

2
n+1 données par les deux dernières

équations du système (2.67), le système (2.68) devient ainsi :







0 < −a−1(q0b+c)+q1θ1+q0θ2
−a−1(q0b+c)+q0θ1+q1θ2

< 1

0 < −a−1(q1b+c)+q0θ1+q1θ2
−a−1(q1b+c)+q1θ1+q0θ2

< 1,

ce qui peut également s’écrire :

(2.69)







0 < 1 + ∆q1(θ1−θ2)
−a−1(q0b+c)+q0θ1+q1θ2

< 1

0 < 1 − ∆q1(θ1−θ2)
−a−1(q1b+c)+q1θ1+q0θ2

< 1.

Distinguons à partir de là les deux cas possibles :

– Cas 1 : q0 = 1, q1 = 0, ∆q1 = −1 < 0,

– Cas 2 : q0 = 0, q1 = 1, ∆q1 = 1 > 0.
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1. Cas 1

Le système (2.69) devient alors :

(2.70)

{ −1 < θ2−θ1
−a−1(b+c)+θ1

< 0

−1 < −(θ2−θ1)
−a−1c+θ2

< 0.

– Vu que θ2 − θ1 > 0, pour que les hypothèses θ2−θ1
−a−1(b+c)+θ1

< 0 et
−(θ2−θ1)
−a−1c+θ2

< 0 soient vérifiées, il faut que :

{

θ1 < a−1(b+ c)

θ2 > a−1c.

– Alors, vu que θ2 − θ1 > 0 et qu’il faut que −a−1(b + c) + θ1 < 0,

l’hypothèse θ2−θ1
−a−1(b+c)+θ1

> −1 est vérifiée si :

a−1(b+ c) − θ1 > θ2 − θ1

autrement dit si :

θ2 < a−1(b+ c).

– Enfin, vu que −(θ2 − θ1) < 0 et qu’il faut que −a−1c + θ2 > 0, l’hy-

pothèse −(θ2−θ1)
−a−1c+θ2

> −1 est vérifiée si :

−a−1c+ θ2 > θ2 − θ1,

autrement dit :

θ1 > a−1c.

2. Cas 2

Le système (2.69) devient dans ce cas particulier :

(2.71)

{ −1 < θ1−θ2
−a−1c+θ2

< 0

−1 < −(θ1−θ2)
−a−1(b+c)+θ1

< 0.

Ce système est le même que (2.70) du premier cas donc la conclusion est

identique.

Ces conditions sont des conditions nécessaires pour l’existence des σin+1, i =

1, 2, n ≥ 0. Il reste maintenant à rechercher des conditions pour garantir

l’existence de la première commutation.
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La première commutation existe si et seulement si t1 existe et autrement

dit si et seulement si σ1 = t1 − t0 existe. Or, d’après les équations (2.12) et

(2.14) appliquées en n = 1 et pour le cas de la dimension un, nous avons :

(2.72)

{

γ1 = e−aσ1γ0 − ∆q1a
−1b

γ1 = −a−1(q1b+ c) + q1θ1 + q0θ2.

De plus, la constante d’intégration γ0 est donnée par l’équation (2.13) qui

s’écrit dans le cas de la dimension un :

(2.73) γ0 = z0 − a−1(q0b+ c),

où z0 est la valeur au temps t0 de la température du convecteur.

A partir de (2.72), nous obtenons :

σ1 = −1

a
ln

(−a−1(q0b+ c) + q1θ1 + q0θ2

z0 − a−1(q0b+ c)

)

.

La durée σ1 existe si :

(2.74) 0 <
−a−1(q0b+ c) + q1θ1 + q0θ2

z0 − a−1(q0b+ c)
< 1.

Distinguons encore les deux mêmes cas que précédemment.

1. Cas 1

La condition (2.74) devient dans ce cas :

(2.75) 0 <
−a−1(b+ c) + θ2

z0 − a−1(b+ c)
< 1.

En prenant en compte les conditions trouvées précédemment a−1c < θ1,

θ2 < a−1(b+ c) pour l’existence des σin+1, i = 1, 2, n ≥ 0, nous concluons

que (2.75) est vérifiée si :

z0 < θ2 < a−1(b+ c).

2. Cas 2

La condition (2.74) devient dans ce cas :

(2.76) 0 <
−a−1c+ θ1

z0 − a−1c
< 1,

qui est satisfaite si :

z0 > θ1 > a−1c.
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Finalement, si la condition nécessaire pour l’existence de σin+1, i = 1, 2,

n ≥ 0 à savoir a−1c < θ1 < θ2 < a−1(b + c) est satisfaite et si de plus, la

condition de première commutation donnée par :

q0 = 1 et z0 < θ2 < a−1(b+ c) ou q0 = 0 et z0 > θ1 > a−1c

est aussi satisfaite, alors le système hybride ż(t) = −az(t)+ qb+ c, q = q(z(t))

défini par (2.2), a pour unique solution un cycle. L’examen du raisonnement

suivi montre que les conditions nécessaires trouvées sont également suffisantes.

À présent, illustrons numériquement ce qui vient d’être montré théoriquement.

Pour cela, reprenons les valeurs numériques de la figure 2.25 de gauche par

exemple que nous plaçons dans le tableau 2.5.

Rc Qc Pc θe θ1 θ2 z0 q0
10 100 5 273 320 330 280 1

Tab. 2.5 – Valeurs numériques de la figure 2.25 de gauche pour illustrer l’ab-
sence de commutation

Pour ces valeurs, nous avons vu par simulation avec Matlab qu’il n’y avait pas

de commutation. Cela se traduit de façon analytique par le fait qu’il n’existe

aucune solution pour le système (2.25) appliqué en dimension un comme le

confirme graphiquement la figure 2.26 sur laquelle sont tracées les surfaces

y = K1(σ
1, σ2), y = K2(σ

1, σ2) et le plan y = 0 respectivement en gris, en noir

et en blanc.

De plus, les calculs de a−1c et de a−1(b+ c) qui donnent numériquement :

a−1c = 273, a−1(b+ c) = 323,

montrent que la condition d’existence des σin+1, i = 1, 2, n ≥ 0 et la condition

de première commutation ne sont pas satisfaites puisque θ2 = 330 > a−1(b+c).

Pour garantir l’existence de commutations, choisissons alors pour ces mêmes

valeurs numériques un seuil supérieur θ2 qui satisfasse simultanément les deux

conditions comme par exemple : θ2 = 322 K.

Une simulation sous Matlab (voir la figure 2.27 à gauche) confirme maintenant

l’existence de commutations qui se traduit par le fait qu’il existe une solution

au système (2.25) (voir la figure 2.27 à droite).

Nous pouvons également constater que pour θ2 = 323 K ou θ1 = 273 K, le

système ne commute pas. De même, si nous choisissons par exemple θ2 = 322 K
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Fig. 2.26 – Illustration graphique de l’absence de commutation qui correspond
à une absence de solution du système K1(σ

1, σ2) = 0, K2(σ
1, σ2) = 0

qui satisfait x0 < θ2 < a−1(b+ c) et θ1 = 271 K qui ne satisfait pas θ1 > a−1c,

alors on est dans le cas où il n’existe qu’une seule commutation (ce qui ce

confirme par le fait que la condition d’existence de la première commutation

est vérifiée mais pas celle de l’existence des σin+1, i = 1, 2, n ≥ 0). Tous ces

résultats numériques confirment les conditions d’existence de commutations

explicitées ci-avant.

2.4.2 Cas de la dimension deux

Ici, nous nous plaçons en dimension deux et pour cela, nous considérons le

système du thermostat seul que nous avons introduit au paragraphe 2.1.3.

Comme pour le cas de la dimension un, pour certaines valeurs de pa-

ramètres, le système ne commute pas (voir figure 2.28 à gauche) ce qui se

traduit ici par le fait que la température de la pièce n’atteint jamais le seuil

supérieur (ou inférieur selon la valeur de q0) de commutation. Pour d’autres

valeurs numériques, le système peut ne commuter qu’une seule fois (voir figure

2.28 à droite), ce qui illustre le fait que la température de la pièce atteint une

première fois son seuil supérieur (ou inférieur) de commutation mais qu’ensuite,

elle n’atteint jamais son seuil inférieur (ou supérieur).

La démarche pour déterminer des conditions sur les seuils et les paramètres

est identique à celle expliquée au paragraphe 2.4.1. La seule différence qui

introduit plus de difficultés, vient du fait que chaque composante de Γin+1,

i = 1, 2, n ≥ 0, notée Γijn+1, j = 1, 2, ne peut plus être exprimée uniquement
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Fig. 2.27 – Illustration du fait que quand toutes les conditions sont satisfaites
alors il y a bien commutations. À droite, les surfaces y = K1(σ

1, σ2), y =
K2(σ

1, σ2) et le plan y = 0 tracés respectivement en gris, en noir et en blanc

en fonction des paramètres du système contrairement à la dimension un.

Soit V, une base de vecteurs propres de la matrice A. La matrice de passage

P et son inverse P−1 sont données par :

P =

(

c+A1

c
1

1 c
c+A2

)

, P−1 =

(

c
A1−A2

− c+A2

A1−A2

− c+A2

A1−A2

(c+A1)(c+A2)
c(A1−A2)

)

,

avec Ai, i = 1, 2, qui correspondent aux valeurs propres de A, A1 = −1
2
(b +

c+ d−
√

∆) < 0, A2 = −1
2
(b+ c+ d+

√
∆) < 0, ∆ = (b+ c+ d)2 − 4cd. Dans

cette base, le système en dimension deux d’écrit : Ẋ = AX + qB + C avec :

A =

(

A1 0
0 A2

)

, B =

(

B1

B2

)

=

(

−pc(c+A2)
A1−A2

(c+A1)(c+A2)pc
c(A1−A2)

)

,

C =

(

C1

C2

)

=

(

cdθe
A1−A2
−(c+A2)dθe
A1−A2

)

, L = ( c+A1

c
1) = (L1 L2).

Le système (2.18) s’écrit alors de façon explicite de la façon suivante :

(2.77)














































Γ11 − eA1σ1
Γ21 − ∆q1A

−1
1 B1 = 0

Γ12 − eA2σ1
Γ22 − ∆q1A

−1
2 B2 = 0

Γ21 − eA1σ2
Γ11 + ∆q1A

−1
1 B1 = 0

Γ22 − eA2σ2
Γ12 + ∆q1A

−1
2 B2 = 0

L1Γ
11 + L2Γ

12 −A−1
1 L1(q1B1 + C1) − A−1

2 L2(q1B2 + C2) − q1θ1 − q0θ2 = 0

L1Γ
21 + L2Γ

22 −A−1
1 L1(q0B1 + C1) − A−1

2 L2(q0B2 + C2) − q0θ1 − q1θ2 = 0.
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Fig. 2.28 – Illustration dans le cas de la dimension deux de la possibilité
d’absence de commutation (à gauche pour les valeurs Rc = 2, Rm = 0.9,
Qc = 1000, Qp = 1000, Pc = 30, θe = 283, θ1 = 282, θ2 = 311, X0 = [300; 300])
et de l’existence d’une seule commutation (à droite pour les mêmes valeurs de
paramètres avec θ2 = 309)

A partir des quatre premières équations de (2.77), nous pouvons écrire :







































σ1 = 1
A1

ln
(

Γ11−∆q1A
−1
1 B1

Γ21

)

σ1 = 1
A2

ln
(

Γ12−∆q1A
−1
2 B2

Γ22

)

σ2 = 1
A1

ln
(

Γ21+∆q1A
−1
1 B1

Γ11

)

σ2 = 1
A2

ln
(

Γ22+∆q1A
−1
2 B2

Γ12

)

.

Nous concluons alors que les σi, i = 1, 2 existent si :

(2.78)































0 <
Γ11−∆q1A

−1
1 B1

Γ21 < 1

0 <
Γ12−∆q1A

−1
2 B2

Γ22 < 1

0 <
Γ21+∆q1A

−1
1 B1

Γ11 < 1

0 <
Γ22+∆q1A

−1
2 B2

Γ12 < 1.

Seize possibilités se dégagent alors en combinant tous les cas possibles suivants :

1a







L1Γ
11 − ∆q1L1A

−1
1 B1 > 0,

L1Γ
21 > 0,

L1Γ
11 − ∆q1L1A

−1
1 B1 < L1Γ

21,

ou 1b







L1Γ
11 − ∆q1L1A

−1
1 B1 < 0,

L1Γ
21 < 0,

L1Γ
11 − ∆q1L1A

−1
1 B1 > L1Γ

21,
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2a







L2Γ
12 − ∆q1L2A

−1
2 B2 > 0,

L2Γ
22 > 0,

L2Γ
12 − ∆q1L2A

−1
2 B2 < L2Γ

22,

ou 2b







L2Γ
12 − ∆q1L2A

−1
2 B2 < 0,

L2Γ
22 < 0,

L2Γ
12 − ∆q1L2A

−1
2 B2 > L2Γ

22,

3a







L1Γ
21 + ∆q1L1A

−1
1 B1 > 0,

L1Γ
11 > 0,

L1Γ
21 + ∆q1L1A

−1
1 B1 < L1Γ

11,

ou 3b







L1Γ
21 + ∆q1L1A

−1
1 B1 < 0,

L1Γ
11 < 0,

L1Γ
21 + ∆q1L1A

−1
1 B1 > L1Γ

11,

4a







L2Γ
22 + ∆q1L2A

−1
2 B2 > 0,

L2Γ
12 > 0,

L2Γ
22 + ∆q1L2A

−1
2 B2 < L2Γ

12,

ou 4b







L2Γ
22 + ∆q1L2A

−1
2 B2 < 0,

L2Γ
12 < 0,

L2Γ
22 + ∆q1L2A

−1
2 B2 > L2Γ

12.

Pour simplifier, restreignons la rédaction au cas q0 = 1, q1 = 0. Le cas q0 = 0,

q1 = 1 est traité de façon similaire et donne exactement les mêmes résultats.

Sur les seize combinaisons, certaines ne sont pas possibles. Détaillons cela.

D’abord, montrons que les cas 1a et 2a ne pourront jamais se présenter en-

semble. En effet, d’après le cas 1a, nous avons :

0 < L1Γ
11 + L1A

−1
1 B1 < L1Γ

21.

De même, à partir du cas 2a, nous pouvons écrire :

0 < L2Γ
12 + L2A

−1
2 B2 < L2Γ

22,

ce qui nous permet de conclure que :

L1Γ
11 + L2Γ

12 + L1A
−1
1 B1 + L2A

−1
2 B2 < L1Γ

21 + L2Γ
22.

A partir de là, en utilisant les deux dernières équations du système (2.77), nous

obtenons :

LA−1(B + C) + θ2 < LA−1(B + C) + θ1, soit θ2 < θ1,

ce qui est impossible compte tenu que θ2 est le seuil supérieur de commutation.

En raisonnant de la même façon, nous obtenons également cette contradiction

en couplant les cas 3b et 4b, les cas 1a et 4b ainsi que les cas 2a et 3b.

De plus, les cas 1a et 3a sont également incompatibles puisque la troisième

inéquation de 1a est en contradiction avec celle de 3a. Les mêmes remarques
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1a 1b 

2b 2b2a

3a 3b 3a

4a 4b 4a 4b 4a 4b 4a 4b 4a 4b 4a 4b

3b 3a 3b 

4a 4b 4a 4b

2a

3a 3b 

peuvent être faites avec les cas 2a et 4a, les cas 1b et 3b ainsi qu’avec les cas

2b et 4b.

Ainsi, en retirant toutes ces incompatibilités, nous pouvons éliminer treize

des seize possibilités de combinaison et sa schématisation sous forme d’arbre

devient :

avec les combinaisons en gris qui représentent des combinaisons impossibles et

celles en noir les combinaisons possibles. Il ne reste alors que trois possibilités

données par :

– 1a-2b-3b-4a,

– 1b-2a-3a-4b,

– 1b-2b-3a-4a.

Ces remarques ont été réalisées indépendamment des valeurs des paramètres

du système. Pour continuer à restreindre le nombre de combinaisons possibles

entre ces différents cas, montrons que B2 = −L1B1 < 0. Rappelons que B2 =
(c+A1)(c+A2)pc

c(A1−A2)
. Nous savons déjà que pc

c(A1−A2)
> 0, donc, il reste à étudier le

signe de (c+ A1)(c+ A2) :

(c+ A1)(c+ A2) = c2 + c(A1 + A2) + A1A2.

Or :

A1A2 =
1

4
((b+ c+ d)2 − ∆) = cd et A1 + A2 = −(b+ c+ d).

D’où finalement :

(c+ A1)(c+ A2) = −c(b+ d) + cd = −bc
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ce qui permet de conclure que B2 < 0.

À partir de là, le cas 1a implique L1Γ
11 > −L1A

−1
1 B1 = L2A

−1
1 B2 > 0 donc le

cas 3b n’est pas compatible avec le cas 1a (car ce dernier implique L1Γ
11 < 0).

De même, le cas 2b implique L2Γ
12 < −L2A

−1
2 B2 < 0 donc ce cas n’est pas

compatible avec le cas 4a (car ce dernier donne L2Γ
12 > 0).

Ces deux dernières remarques nous permettent alors de supprimer encore deux

combinaisons pour ne nous donner, finalement, qu’une seule combinaison pos-

sible qui est 1b-2a-3a-4b.

À partir de cette combinaison, il semblerait que l’on retrouve les mêmes

conditions de commutation que celles trouvées pour la dimension un, c’est-à-

dire :

q0 = 1 et LX0 < θ2 < −LA−1(B + C) ou q0 = 0 et LX0 > θ1 > −LA−1C

pour la condition de première commutation et :

−LA−1C < θ1 < θ2 < −LA−1(B + C),

pour l’existence des σin+1, i = 1, 2, n ≥ 0.

Cependant, cette conclusion n’est pas directe. Il faut encore, pour y aboutir,

considérer des sous-cas. C’est l’objectif de notre recherche actuelle.
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Chapitre 3

Bifurcations et chaos

L’étude des cycles de période 1 et 2 ainsi que celle de leur stabilité sont des

résultats indispensables pour l’analyse des bifurcations.

De nombreux auteurs (voir notamment [86], [65], [10], [35], [43]) se sont

intéressés à ces phénomènes mais la plupart s’est arrêtée à une analyse numérique

et graphique.

Ici, en considérant les résultats déjà trouvés au chapitre précédent, nous propo-

sons d’apporter quelques éléments théoriques. Ainsi, par exemple, la démonstra-

tion de la non existence de bifurcation pour le modèle de dimension deux

du thermostat seul est établie. Ce résultat permet de compléter l’analyse du

système dans cette dimension déjà réalisée (équations de cycles, conditions de

commutation). En particulier, par le calcul explicite et littéral des deux valeurs

propres de la jacobienne de l’application de Poincaré associée au système, il

permet également de conclure, de manière générale, sur la stabilité des cycles.

De plus, une généralisation à la dimension N quelconque, N ≥ 1, du théorème

de bifurcation doublement de période, introduit dans [65] pour les systèmes

de dimension un, est proposée et démontrée. C’est une des contributions de

ce mémoire, aucune référence présentant déjà ce résultat n’ayant été trouvée.

Ce théorème donne la possibilité de prouver, de façon théorique, l’existence de

bifurcations doublement de période et constitue donc un élément d’étude plus

fort que la simple observation du phénomène sur un diagramme de bifurcation.

Il semblerait enfin que ce résultat puisse nous aider à déterminer les valeurs

de paramètres pour lesquelles ce type de phénomène apparâıt.

Pour ce chapitre, nous étudions la dynamique d’un système différentiel à

un paramètre variable, proche d’un cycle limite en considérant son application

de Poincaré notée fµ(x) = f(x, µ), avec µ ∈ R et x ∈ R
N , N ≥ 1.

79
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3.1 Bifurcations de type nœud selle

3.1.1 Présentation générale

La variation d’un paramètre µ peut mettre graphiquement en évidence

l’existence d’une bifurcation nœud selle. Cette dernière apparâıt en (x0, µ0)

lorsque :

– d’un côté du plan µ = µ0, il n’y a pas de point fixe pour fµ, c’est-à-dire

qu’il n’existe pas de cycle solution,

– de l’autre côté de µ = µ0, il existe deux points fixes pour fµ, l’un attractif,

l’autre répulsif, ce qui se traduit par l’existence de deux cycles solutions,

l’un stable et l’autre instable.

De plus, au point x0 pour la valeur µ = µ0, la matrice jacobienne de l’applica-

tion de Poincaré Dfµ0(x0) a une valeur propre égale à 1. La figure 3.1 illustre

ce phénomène.

x

x0

µµ0

Stable

Instable

Fig. 3.1 – Schéma représentant une bifurcation nœud selle

3.1.2 Théorème de bifurcation nœud selle

Les auteurs de [65] ont présenté et démontré en dimension N , N ≥ 1 quel-

conque, un théorème permettant de prévoir et de conclure de façon théorique

à l’existence d’une bifurcation de type nœud selle (théorème 3.1.1).
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Théorème 3.1.1

Soit f : R
N ×R −→ R

N , une fonction de classe C2. Posons fµ(x) = f(x, µ)

et supposons que fµ satisfasse les conditions suivantes :

1. Il existe une valeur µ0 du paramètre µ pour laquelle fµ0 a un point

fixe x0 c’est-à-dire f(x0, µ0) = x0,

2. La matrice jacobienne de fµ0 en x0 notée Dfµ0(x0) a pour valeurs

propres λ1 = 1 et λj , j = 2, . . . , N telles que |λj| 6= 1.

De plus, soient v1 et w1 les vecteurs propres à droite et à gauche

respectivement de Dfµ0(x0) associés à la valeur propre λ1 = 1,

3. La dérivée seconde de w1fµ0 dans la direction v1 est non nulle i.e. :

w1[D2(fµ0(x0))(v
1, v1)] 6= 0,

4. La dérivée partielle par rapport au paramètre µ de w1fµ est non nulle

i.e. :

w1

(

∂f

∂µ
(x0, µ0)

)

6= 0.

Alors, il existe une bifurcation de type nœud selle en (x0, µ0). Plus parti-

culièrement, il est possible de paramétrer µ = m(s) et x = h(s) tels que

m(0) = µ0, h(0) = x0, h
′(0) = v1 et f(h(s), m(s)) ≡ h(s).

La démonstration de ce théorème est donnée de façon détaillée dans [65] avec

deux méthodes possibles : la première utilise une variété centrale alors que

la seconde se fait par la méthode de Lyapunov Schmidt et l’utilisation du

théorème des fonctions implicites.

3.1.3 Exemple en dimension un

Pour illustrer ce théorème de façon simple, étudions l’application de Poin-

caré de dimension un suivante :

fµ(x) = f(x, µ) = µ+ x(1 − x).

Pour cela, regardons les points fixes donnés par x = ±√
µ. Nous concluons

que :

– pour µ < 0, il n’existe pas de point fixe pour fµ,

– pour µ = 0, il existe un unique point fixe x0 = 0,
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– pour µ > 0, il existe deux points fixes x0 = ±√
µ, l’un stable, l’autre

instable (puisque Dfµ0(x0) = 1 ± 2
√
µ).

Considérons alors µ0 = 0 et x0 = 0 et appliquons le théorème 3.1.1 en dimen-

sion un :

1. La première condition est clairement satisfaite : f(0, 0) = 0,

2. Calculons ensuite f ′
µ0

(x0) : f ′
µ0

(x0) = 1 − 2x0 = 1 ce qui vérifie la

deuxième condition,

3. Puis, f”µ0(x0) = −2 6= 0,

4. ∂f
∂µ

(x0, µ0) = 1 6= 0.

Les quatre conditions du théorème sont satisfaites donc il existe bien une bi-

furcation de type nœud selle en (x0, µ0).

La figure 3.2 illustre graphiquement ce qui vient d’être démontré de façon

théorique.
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4

 Diagramme de bifurcation noeud selle

µ

x

Fig. 3.2 – Diagramme de bifurcation nœud selle pour l’exemple en dimension
un f(x, µ) = µ+ x(1 − x)

3.1.4 Non existence de bifurcation nœud selle pour l’exemple

du thermostat de dimension deux

L’objectif de ce paragraphe est de montrer qu’il n’existe pas de bifurcation

de type nœud selle pour le modèle du thermostat seul, présenté au paragraphe
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2.1.3. Pour cela, commençons par donner une formule explicite des valeurs

propres de la matrice jacobienne de l’application de Poincaré hqn associée à

notre système, application que nous avons introduite au paragraphe 2.3.2.

Restreignons-nous à l’étude de hq0, dans le cas où n est pair puisque, d’après

le lemme 2.3.5 énoncé au paragraphe 2.3.4, Dhq0(Γ
2) et Dhq1(Γ

1) possèdent

les mêmes valeurs propres. Notons la matrice jacobienne Dhq0(Γ
2) de la façon

suivante :

Dhq0(Γ
2) =







∂h1
q0

∂Γ21
n−1

(Γ2)
∂h1

q0

∂Γ22
n−1

(Γ2)

∂h2
q0

∂Γ21
n−1

(Γ2)
∂h2

q0

∂Γ22
n−1

(Γ2)






.

Nous avons alors :

det(Dhq0(Γ
2) − zI2) = z2 − zTr(Dhq0(Γ

2)) + det(Dhq0(Γ
2)).

La remarque 2.3.4 du paragraphe 2.3.2, appliquée ici au modèle du thermostat

seul, montre que 0 est toujours valeur propre de Dhq0(Γ
2). La deuxième valeur

propre est ainsi donnée par z = Tr(Dhq0(Γ
2)). Donnons en alors une expression

littérale explicite. Nous savons que :

(3.1) Tr(Dhq0(Γ
2)) =

2
∑

i,j=1

∂Gi
q0

∂Γ1j
n

(Γ1)
∂Gj

q1

∂Γ2i
n−1

(Γ2).

De même qu’au paragraphe 2.4.2, plaçons-nous dans une base de vecteurs

propres de A et optons également pour les mêmes notations à savoir :
{

Ẋ = AX + qB + C

ξ = LX,

avec :

A =

(

A1 0
0 A2

)

, B =

(

B1

B2

)

, C =

(

C1

C2

)

, L = (L1 L2).

Les jacobiennes DGq0(Γ
1) et DGq1(Γ

2) ont été explicitement calculées au pa-

ragraphe 2.3.2. Elles nous permettent d’obtenir les expressions de
∂Giq0
∂Γ1j

n

(Γ1) et

de
∂Giq1
∂Γ2j

n−1

(Γ2), i, j = 1, 2, suivantes :

(3.2)







































∂G1
q0

∂Γ11
n

(Γ1) = eA1σ2
(

1 − A1Γ11L1eA1σ
2

L1Γ11A1eA1σ
2
+L2Γ12A2eA2σ

2

)

∂G1
q0

∂Γ12
n

(Γ1) = − A1Γ11L2e(A1+A2)σ2

L1Γ11A1eA1σ
2
+L2Γ12A2eA2σ

2

∂G2
q0

∂Γ11
n

(Γ1) = − A2Γ12L1e(A1+A2)σ2

L1Γ11A1eA1σ
2
+L2Γ12A2eA2σ

2

∂G2
q0

∂Γ12
n

(Γ1) = eA2σ2
(

1 − A2Γ12L2eA2σ
2

L1Γ11A1eA1σ
2
+L2Γ12A2eA2σ

2

)

.
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Nous obtenons, par symétrie, les expressions de
∂Giq1
∂Γ2j

n−1

(Γ2), i, j = 1, 2, en rem-

plaçant dans (3.2) σ2 par σ1 et σ1 par σ2.

De plus, les expressions des Γ1i, Γ2i, i = 1, 2, sont fournies par la relation (2.19)

du paragraphe 2.2.1. Elles donnent plus particulièrement ici :

(3.3)











































Γ11 = (1 − 2q0)
B1(1−eA1σ

1
)

A1(1−eA1(σ1+σ2))

Γ12 = (1 − 2q0)
B2(1−eA2σ

1
)

A2(1−eA2(σ1+σ2))

Γ21 = −(1 − 2q0)
B1(1−eA1σ

2
)

A1(1−eA1(σ1+σ2))

Γ22 = −(1 − 2q0)
B2(1−eA2σ

2
)

A2(1−eA2(σ1+σ2))
.

Ainsi, en remplaçant Γ1i, Γ2i, i = 1, 2 par les expressions (3.3) dans (3.2), nous

avons finalement :

(3.4)










































∂G1
q0

∂Γ11
n

(Γ1) = B2L2e(A1+A2)σ2
(1−eA2σ

1
)(1−eA1(σ1+σ2))

B1L1eA1σ
2
(1−eA1σ

1
)(1−eA2(σ1+σ2))+B2L2eA2σ

2
(1−eA2σ

1
)(1−eA1(σ1+σ2))

,

∂G1
q0

∂Γ12
n

(Γ1) = − B1L2e(A1+A2)σ2
(1−eA1σ

1
)(1−eA2(σ1+σ2))

B1L1eA1σ
2
(1−eA1σ

1
)(1−eA2(σ1+σ2))+B2L2eA2σ

2
(1−eA2σ

1
)(1−eA1(σ1+σ2))

,

∂G2
q0

∂Γ11
n

(Γ1) = − B2L1e(A1+A2)σ2
(1−eA2σ

1
)(1−eA1(σ1+σ2))

B1L1eA1σ
2
(1−eA1σ

1
)(1−eA2(σ1+σ2))+B2L2eA2σ

2
(1−eA2σ

1
)(1−eA1(σ1+σ2))

,

∂G2
q0

∂Γ12
n

(Γ1) = B1L1e(A1+A2)σ2
(1−eA1σ

1
)(1−eA2(σ1+σ2))

B1L1eA1σ
2
(1−eA1σ

1
)(1−eA2(σ1+σ2))+B2L2eA2σ

2
(1−eA2σ

1
)(1−eA1(σ1+σ2))

.

Ici également, nous obtenons par symétrie les expressions de
∂Giq1
∂Γ2j

n−1

(Γ2), i, j =

1, 2 en remplaçant dans (3.4) σ2 par σ1 et σ1 par σ2.

En considérant (3.1) et (3.4), nous obtenons pour la trace de Dhq0(Γ
2) :

(3.5)

Tr(Dhq0(Γ
2)) =

B2
2L

2
2e(A1+A2)(σ1+σ2)(1−eA2σ

1
)(1−eA2σ

2
)(1−eA2(σ1+σ2))2

V1V2

+B1B2L1L2e(A1+A2)(σ1+σ2)(1−eA1σ
1
)(1−eA2σ

2
)(1−eA1(σ1+σ2))(1−eA2(σ1+σ2))

V1V2

+B1B2L1L2e(A1+A2)(σ1+σ2)(1−eA2σ
1
)(1−eA1σ

2
)(1−eA1(σ1+σ2))(1−eA2(σ1+σ2))

V1V2

+
B2

1L
2
1e(A1+A2)(σ1+σ2)(1−eA1σ

1
)(1−eA1σ

2
)(1−eA1(σ1+σ2))2

V1V2
,

avec :

{

V1 = B1L1e
A1σ2

(1 − eA1σ1
)(1 − eA2(σ1+σ2)) +B2L2e

A2σ2
(1 − eA2σ1

)(1 − eA1(σ1+σ2))

V2 = B1L1e
A1σ1

(1 − eA1σ2
)(1 − eA2(σ1+σ2)) +B2L2e

A2σ1
(1 − eA2σ2

)(1 − eA1(σ1+σ2)).
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En remarquant que, dans la base de vecteurs propres, L1B1 = ( c+A1

c
)(−pc(c+A2)

A1−A2
) =

−L2B2 et en factorisant le numérateur, la relation (3.5) devient, après simpli-

fications :

(3.6) Tr(Dhq0(Γ
2)) = e(A1+A2)(σ1+σ2)

(

T1(σ
1, σ2)T2(σ

1, σ2)

T3(σ1, σ2)T4(σ1, σ2)

)

,

avec :



























T1(σ
1, σ2) = −(1 − eA1σ1

)(1 − eA2(σ1+σ2)) + (1 − eA2σ1
)(1 − eA1(σ1+σ2))

T2(σ
1, σ2) = −(1 − eA1σ2

)(1 − eA2(σ1+σ2)) + (1 − eA2σ2
)(1 − eA1(σ1+σ2))

T3(σ
1, σ2) = −eA1σ1

(1 − eA1σ2
)(1 − eA2(σ1+σ2)) + eA2σ1

(1 − eA2σ2
)(1 − eA1(σ1+σ2))

T4(σ
1, σ2) = −eA1σ2

(1 − eA1σ1
)(1 − eA2(σ1+σ2)) + eA2σ2

(1 − eA2σ1
)(1 − eA1(σ1+σ2)).

Or, nous avons :

T1(σ
1, σ2) = −4e

A1σ
1

2 e
A2(σ1+σ2)

2 sinh(A1σ1

2
) sinh(A2(σ1+σ2)

2
)

+4e
A2σ

1

2 e
A1(σ1+σ2)

2 sinh(A2σ1

2
) sinh(A1(σ1+σ2)

2
)

= 4e
(A1+A2)(σ1+σ2)

2 (−e−
A1σ

2

2 sinh(A1σ1

2
) sinh(A2(σ1+σ2)

2
)

+e−
A2σ

2

2 sinh(A2σ1

2
) sinh(A1(σ1+σ2)

2
))

= 4e
(A1+A2)(σ1+σ2)

2 (− sinh(A2(σ1+σ2)
2

)(sinh(A1σ1

2
) cosh(A1σ2

2
)

− sinh(A1σ1

2
) sinh(A1σ2

2
)) + sinh(A1(σ1+σ2)

2
)(sinh(A2σ1

2
) cosh(A2σ2

2
)

− sinh(A2σ1

2
) sinh(A2σ2

2
))),

et :

T3(σ
1, σ2) = −4eA1σ1

e
A1σ

2

2 e
A2(σ1+σ2)

2 sinh(A1σ2

2
) sinh(A2(σ1+σ2)

2
)

+4eA2σ1
e
A2σ

2

2 e
A1(σ1+σ2)

2 sinh(A2σ2

2
) sinh(A1(σ1+σ2)

2
)

= 4e
(A1+A2)(σ1+σ2)

2 (−e
A1σ

1

2 sinh(A1σ2

2
) sinh(A2(σ1+σ2)

2
)

+e
A2σ

1

2 sinh(A2σ2

2
) sinh(A1(σ1+σ2)

2
))

= 4e
(A1+A2)(σ1+σ2)

2 (− sinh(A2(σ1+σ2)
2

)(sinh(A1σ2

2
) cosh(A1σ1

2
)

+ sinh(A1σ1

2
) sinh(A1σ2

2
)) + sinh(A1(σ1+σ2)

2
)(sinh(A2σ2

2
) cosh(A2σ1

2
)

+ sinh(A2σ1

2
) sinh(A2σ2

2
)))
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D’où, nous pouvons conclure :

T1(σ
1, σ2) + T3(σ

1, σ2) = 4e
(A1+A2)(σ1+σ2)

2 (− sinh(A2(σ1+σ2)
2

) sinh(A1(σ1+σ2)
2

)

+ sinh(A2(σ1+σ2)
2

) sinh(A1(σ1+σ2)
2

)) = 0,

et ainsi montrer que : T1(σ
1, σ2) = −T3(σ

1, σ2).

De la même façon, nous obtenons également : T2(σ
1, σ2) = −T4(σ

1, σ2).

Finalement, la relation (3.6) donne pour la seconde valeur propre de Dhq0(Γ
2) :

z = e(A1+A2)(σ1+σ2)

avec (σ1, σ2) ∈ R
+∗ × R

+∗

De plus, la matrice A étant supposée stable, nous avons A1 < 0, A2 < 0 donc

sur R
+∗ × R

+∗, nous concluons finalement que 0 < z < 1.

Ainsi, la jacobienne Dhq0(Γ
2) possède deux valeurs propres connues, à savoir 0

et e(A1+A2)(σ1+σ2), toutes deux appartenant au disque unité ouvert, quelles que

soient les valeurs des paramètres du système. Ceci nous permet de conclure, à

l’aide du théorème 2.3.1 énoncé au paragraphe 2.3.2, que pour cette application

du thermostat et du convecteur seuls, il n’existe que des cycles limites stables

i.e. tout point fixe de l’application de Poincaré hq0 est attractif.

Or, une bifurcation de type nœud selle implique, entre autre, l’existence de

deux points fixes, l’un attractif et l’autre répulsif.

L’application de Poincaré associée à notre modèle n’ayant pas de point fixe

répulsif, il ne peut exister de bifurcation de type nœud selle pour cette appli-

cation en dimension deux du thermostat et du convecteur seuls.

Remarque 3.1.2

Il semblerait également qu’il n’existe pas de bifurcation de type nœud selle

pour le modèle en dimension trois du thermostat à résistance d’anticipation.

En utilisant les mêmes notations et la même démarche que précédemment,

cette hypothèse serait confirmée si :

f(σ1, σ2) = Tr(Dhq0(Γ
2)) − ∂hq01

∂Γ21
n+1

(Γ2)
∂hq02
∂Γ22

n+1
(Γ2) − ∂hq01

∂Γ21
n+1

(Γ2)
∂hq03
∂Γ23

n+1
(Γ2)

− ∂hq02
∂Γ22

n+1
(Γ2)

∂hq03
∂Γ23

n+1
(Γ2) +

∂hq01
∂Γ22

n+1
(Γ2)

∂hq02
∂Γ21

n+1
(Γ2) +

∂hq01
∂Γ23

n+1
(Γ2)

∂hq03
∂Γ21

n+1
(Γ2)

+
∂hq02
∂Γ23

n+1
(Γ2)

∂hq03
∂Γ22

n+1
(Γ2) − 1 6= 0 ∀ (σ1, σ2) ∈ R

+∗ × R
+∗.

L’étude de cette fonction à deux variables présente quelques difficultés

puisque contrairement au cas de la dimension deux, nous n’avons pas d’in-



3.2. Bifurcation de type doublement de période 87

dication précise sur les relations de grandeur entre les trois valeurs propres

Ai, i = 1, . . . , 3 de A ou encore entre les trois quantités LiBi, i = 1, . . . , 3.

Ainsi, de nombreux cas sont à envisager.

Le travail réalisé pour l’instant montre que :

lim
σ1→+∞, σ2∈R+∗

f(σ1, σ2) = lim
σ2→+∞, σ1∈R+∗

f(σ1, σ2) = −1,

lim
σ1→0+, σ2∈R+∗

f(σ1, σ2) < 0, lim
σ2→0+, σ1∈R+∗

f(σ1, σ2) < 0.

Il reste alors à étudier les points singuliers de la fonction f en calculant

son gradient. Si cette dernière n’a pas de point singulier ou si tous ses

points singuliers sont strictement négatifs alors nous pourrons conclure de

façon théorique sur la non existence de cette bifurcation nœud selle pour

le modèle du thermostat à résistance d’anticipation.

Ce dernier point est relativement complexe puisque l’expression littérale

de la fonction f est très longue et donc le calcul du gradient ainsi que sa

réduction pour pouvoir conclure posent pour l’instant quelques problèmes.

Remarque 3.1.3

Dans le paragraphe qui suit, nous nous intéressons aux bifurcations de type

doublement de période qui apparaissent lors de la perte de stabilité d’un

cycle de période k, k ≥ 1 et l’apparition d’un cycle stable de période 2k,

k ≥ 1 lors de la variation d’un paramètre. Là encore, les cycles pour l’appli-

cation du thermostat et du convecteur seuls étant stables pour n’importe

quelles valeurs des paramètres, il ne peut exister de bifurcations de type

doublement de période pour ce système.

3.2 Bifurcation de type doublement de période

3.2.1 Présentation générale

Lorsqu’un cycle de période k, k ≥ 1, stable pour les valeurs du paramètre

µ variable µ < µ0, perd sa stabilité en µ = µ0 (une des valeurs propres de la

jacobienne de l’application de Poincaré associée au système est égale à −1) et

lorsqu’un cycle de période 2k, k ≥ 1 stable apparâıt en µ = µ0, alors on parle

de bifurcation de type doublement de période ou bifurcation de type fourche.
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La variation du seul paramètre µ du système sur un intervalle plus grand peut

mettre en évidence ce phénomène plusieurs fois de suite : c’est ce qu’on appelle

alors une cascade de bifurcations de type doublement de période.

La figure 3.3 représente des diagrammes de bifurcation et illustre ce type de

bifurcations.

Fig. 3.3 – Illustration d’une bifurcation doublement de période avec le pas-
sage d’un 1-cycle à un 2-cycle (à gauche) et d’une cascade de bifurcations
doublement de période (à droite)

3.2.2 Théorème de bifurcation doublement de période
pour des systèmes unidimensionnels

Comme pour les bifurcations de type nœud selle, les auteurs de [65] ont

proposé et démontré en dimension un un théorème de bifurcation doublement

de période qui permet de démontrer et de prévoir ce phénomène pour des

systèmes unidimensionnels. Reprenons ce résultat :

Théorème 3.2.1

Soit f : R×R −→ R une fonction de classe Cp, p ≥ 3, telle que f satisfasse

les conditions suivantes. De plus, posons fµ(x) = f(x, µ).

1. Le point x0 est un point fixe pour µ = µ0 i.e. f(x0, µ0) = x0.

2. La dérivée de fµ0 appliquée au point x0 est égale à −1 i.e. f ′
mu0

(x0) =

−1. Puisque cette dérivée n’est pas égale à 1, il existe une courbe de

points fixes notée x(µ) pour µ proche de µ0.

3. La dérivée de f ′
µ(x(µ)) par rapport au paramètre µ est non nulle (la
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dérivée varie le long de la famille de points fixes) i.e. :

α =
∂2f

∂µ∂x
(x0, µ0) +

1

2

∂f

∂µ
(x0, µ0)

∂2f

∂x2
(x0, µ0) 6= 0.

4. La composée de fµ0 par fµ0 notée f 2
µ0

a son coefficient associé au

terme cubique non nul i.e. :

β =
1

3!

∂3f

∂x3
(x0, µ0) +

(

1

2!

∂2f

∂x2
(x0, µ0)

)2

6= 0.

Alors, il existe une bifurcation de type doublement de période en (x0, µ0).

Plus particulièrement, il existe une courbe différentiable de points fixes

x(µ), passant par x0 en µ0 et la stabilité de ces points fixes change en µ0

(le côté du plan µ = µ0 pour lequel le cycle est stable dépend du signe de

α). De plus, il existe une courbe différentiable γ passant par (x0, µ0) telle

que γ\{(x0, µ0)} soit l’union des cycles de période 2. Cette courbe γ est

tangente à la droite R×{x0} en (x0, µ0) donc γ est le graphe d’une fonction

de x, µ = m(x) avec m′(x0) = 0 et m”(x0) = −2β
α
6= 0. La stabilité ou la

non stabilité de ces cycles de période 2 dépend du signe de β.

La démonstration de ce théorème est également donnée dans [65].

3.2.3 Exemple en dimension un : la fonction logistique

Un exemple classique en dimension un est la fonction logistique donnée

par :

(3.7) f(xn) = xn+1 = rxn(1 − xn),

où xn ∈ [0, 1], r > 0. Il fut introduit par Pierre François Verhulst [81] comme un

modèle démographique puisqu’ici, xn représente la population durant l’année

n, x0 représente la population initiale et r est une quantité prenant en compte

le taux de fécondité et de mortalité (maladies, famine...).

Même si cet exemple est classique puisqu’employé par de nombreux scienti-

fiques (voir notamment [86], [10], [71], [84]), il est intéressant ici de l’étudier

pour une application simple du théorème.

D’abord, déterminons une valeur du paramètre r pour laquelle il y a possibilité

d’existence de bifurcation doublement de période. Pour cela, recherchons les
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points fixes de la fonction f :

f(xn) = xn ⇔ rxn(1 − xn) = xn ⇔ xn =
r − 1

r
ou xn = 0.

Remarque 3.2.2

Ici, nous recherchons une bifurcation doublement de période avec le passage

d’un cycle de période 1 à un cycle de période 2. Cependant, nous aurions

pu rechercher une bifurcation doublement de période avec le passage d’un

cycle de période 2 à un cycle de période 4 ou encore avec le passage d’un

cycle de période 4 à un cycle de période 8... Pour cela, il faudrait chercher

les points fixes de f ◦ f = f 2 ou de f ◦ f ◦ f ◦ f = f 4.

De plus, nous savons qu’au point de bifurcation doublement de période, la

dérivée de f par rapport à la variable d’état est égale à −1. Cette condition

nous permet de repérer alors une valeur possible, en considérant x0 = r−1
r

. En

effet :

f ′(x0) = −1 ⇔ r − 2rx0 = −1 ⇔ r − 2(r − 1) = −1 ⇔ r = 3.

Nous avons alors le point (2
3
, 3) qui satisfait les deux premières conditions du

théorème 3.2.1. Vérifions les deux dernières :

1. Troisième hypothèse

α = (1 − 2x0) +
1

2
(x0(1 − x0)(−2r)) = −1 6= 0.

2. Quatrième hypothèse

β = (
1

2
(−2r))2 = 9 6= 0.

La fonction f vérifie au point (2
3
, 3) toutes les conditions du théorème 3.2.1

ce qui prouve de façon théorique l’existence d’une bifurcation doublement de

période en ce point.

La figure 3.4 illustre l’existence de cette bifurcation et montre également une

cascade de bifurcations doublement de période. Tous ces points de bifurcation

peuvent être facilement retrouvés avant de faire la simulation numérique à

l’aide du théorème et de la méthode que nous venons d’employer.
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Fig. 3.4 – Diagramme de bifurcation associé à la fonction logistique

3.2.4 Généralisation du théorème du bifurcation dou-
blement de période en dimension N , N ≥ 1

Dans [65], le théorème de bifurcation doublement de période est limité

puisqu’il ne s’applique qu’à des systèmes unidimensionnels. Dans le but de

prévoir et de démontrer de façon théorique l’existence de bifurcations de type

doublement de période pour nos applications thermique de dimension trois

et électronique de dimension quatre, nous proposons une généralisation du

théorème 3.2.1 en dimension N quelconque N ≥ 1, ainsi que sa démonstration.

Pour cela, nous nous aidons des indices fournis dans un exercice de [65].

Théorème 3.2.3

Soit f : R
N × R → R

N une fonction de classe Cr, r ≥ 3. Nous écrirons

fµ(x) = f(x, µ). Supposons que f satisfasse les conditions suivantes :

1. Le point x0 est un point fixe de fµ pour la valeur du paramètre µ = µ0

i.e f(x0, µ0) = fµ0(x0) = x0.

2. La jacobienne de fµ0 en x0 que l’on notera Dfµ0(x0), a pour valeurs

propres λ1(µ0) = −1 et λj(µ0), j = 2, . . . , N avec |λj(µ0)| 6= 1.

Soit v1 un vecteur propre à droite de Dfµ0(x0) associé à la valeur

propre λ1(µ0). Posons F =< v1 >. Soient v2, . . . , vN , N − 1 vec-
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teurs qui forment une base de E ′, somme directe des sous-espaces ca-

ractéristiques (à droite) de Dfµ0(x0) autres que F . Nous avons alors

notamment F
⊕

E ′ = R
N .

3. Soit x(µ) la courbe de points fixes de fµ au voisinage de x(µ0). Notons

λj(µ), j = 1, . . . , N , les valeurs propres de la matrice des dérivées

premières de fµ par rapport à x, ∂xfµ(x(µ)). Nous avons :

α =
d

dµ
λ1(µ)|µ0 6= 0.

4. Soit :

(3.8)
β = 1

3!
w1D3fµ0(x0)(v

1, v1, v1) + 1
4
w1D2fµ0(x0)(v

1, (Dfµ0 + IdRN )U)

+1
4
w1D2fµ0(x0)(v

1, D2fµ0(x0)(v
1, v1)) 6= 0,

avec

U =

(

0

−
[

(

ΠDfµ0
(x0)

(

v2 . . . vN
))2 − IdE′

]

−1

Π(Dfµ0
(x0) + IdRN )D2fµ0

(x0)(v
1, v1)

)

,

et Π qui correspond à la projection de R
N sur E ′ =< v2 . . . vN >

parallèlement à F =< v1 >,

Alors, il existe une bifurcation de type doublement de période en (x0, µ0).

Plus précisément, il existe une courbe de points fixes x(µ), passant par x0

en µ0 telle que la stabilité du point fixe change en µ0 (dépend du signe de

α). De plus, il existe aussi une courbe différentiable γ passant par (x0, µ0)

telle que γ\(x0, µ0) est l’union des orbites de période 2. La courbe γ est

tangente à < v1 > ×{µ0} en (x0, µ0) donc γ est le graphe d’une fonction

de x, µ = m(x) avec m′(x0) = 0 et m′′(x0) = −2β
α

6= 0. Enfin, les orbites de

période 2 sont d’un seul côté de µ = µ0 et leur stabilité dépend du signe

de β.

Remarque 3.2.4

Lorsque le paramètre µ est fixé à µ0, la fonction fµ0 ne dépend alors unique-

ment que de x. C’est pourquoi, nous nous permettons la notation Dfµ0(x)

et nous appelons cette matrice, jacobienne de fµ0 .

En revanche, si µ n’est pas fixé, nous préférerons noter ∂xfµ(x) et appeler

cette matrice, matrice des dérivées premières de fµ par rapport à x.
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Démonstration : Par hypothèse, la jacobienne de fµ0 en x0, notée Dfµ0(x0)
n’a pas la valeur 1 comme valeur propre donc, en appliquant le théorème des
fonctions implicites, nous pouvons résoudre t(x, µ) = f(x, µ)−x = 0 en x au
voisinage de (x0, µ0) ce qui donne l’existence de x(µ), ensemble des points
fixes de fµ proches de µ0 avec plus particulièrement x(µ0) = x0. De plus, en
différentiant t, nous obtenons :

(∂xfµ(x) − IdRN ) dx +
∂f

∂µ
(x, µ)dµ = 0,

ce qui nous permet alors de calculer x′(µ) = dx
dµ(µ) :

(3.9) x′(µ) = − (∂xfµ(x) − IdRN )−1 ∂f

∂µ
(x, µ).

Plutôt que d’utiliser par la suite une variété centrale pour réduire le
problème à une dimension, nous choisissons d’utiliser pour cette démonstration
le théorème des fonctions implicites et plus précisément une méthode appelée
réduction de Lyapunov-Schmidt.

Soit v1(µ) un vecteur propre à droite de ∂xfµ(x(µ)) associé à la valeur
propre λ1(µ) avec plus particulièrement v1 = v1(µ0) associé à λ1 = λ1(µ0) =
−1. Posons F (µ) =< v1(µ) > et E′(µ) la somme directe des sous-espaces
caractéristiques de ∂xfµ(x(µ)) autres que F (µ). Soit B′

µ = (v2(µ), . . . , vN (µ))

une base de E′(µ) adaptée à sa décomposition. Nous avons donc R
N =

F (µ)
⊕

E′(µ) et Bµ = (v1(µ), . . . , vN (µ)) est une base de R
N . Enfin, soient

Π(µ) la projection sur E′(µ) parallèlement à F (µ) et p(µ) = Π(µ) ◦ fµ|E′(µ)
.

Nous notons plus particulièrement v2(µ0) = v2, . . . , vN (µ0) = vN , F (µ0) =
F , E′(µ0) = E′, Π(µ0) = Π et p(µ0) = p.

La matrice des dérivées premières de fµ par rapport à x s’écrit alors relati-
vement dans cette base Bµ de la façon suivante :

MatBµ(∂xfµ(x(µ))) =











λ1(µ) 0 . . . . . . . . . . . . 0
0
... MatB′

µ
(Dp(µ))

0











.

En effet, soit {wj(µ)}j=1,...,N la base duale de {vj(µ)}j=1,...,N . Pour R
N ,

l’espace dual peut être vu comme l’espace des vecteurs lignes et nous avons
par définition [26] :

wi(µ)(vj(µ)) = wi(µ)vj(µ) = δij =

{

1 si i = j

0 sinon.

Ainsi, w1(µ) représente ici un vecteur propre à gauche pour ∂xfµ(x(µ)) as-
socié à la valeur propre λ1(µ) (ainsi, w1(µ)∂xfµ(x(µ)) = λ1(µ)w1(µ)) et
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w1(µ) ∈ E′(µ)⊥. Nous avons donc :

MatBµ(∂xfµ(x(µ))) =







w1(µ)
...

wN (µ)






∂xfµ(x(µ))

(

v1(µ) . . . vN (µ)
)

=















λ1(µ)w1(µ)v1(µ) . . . λ1(µ)w1(µ)vN (µ)

λ1(µ)w2(µ)v1(µ) . . . w2(µ)∂xfµ(x(µ))vN (µ)

...
. . .

...

λ1(µ)wN (µ)v1(µ) . . . wN (µ)∂xfµ(x(µ))vN (µ)















.

Finalement, nous avons :

MatBµ(∂xfµ(x(µ))) =















λ1(µ) 0 . . . 0

0 w2(µ)∂xfµ(x(µ))v2(µ) . . . w2(µ)∂xfµ(x(µ))vN (µ)

...
...

. . .
...

0 wN (µ)∂xfµ(x(µ))v2(µ) . . . wN (µ)∂xfµ(x(µ))vN (µ)















=













λ1(µ) 0 . . . 0

0
... MatB′

µ
(Π(µ)Dfµ(x(µ)))

0













.

Par la suite, nous appellerons x0B la matrice colonne du vecteur x0 = x(µ0)
écrite dans la base B = Bµ0 avec x0B = (x1

0B
, . . . , xN0B)T = (w1 . . . wN )Tx0

et xBµ(µ) la matrice colonne du vecteur x(µ) écrite dans la base Bµ avec
xBµ(µ) = (x1

Bµ
(µ), . . . , xNBµ(µ))T = (w1(µ) . . . wN (µ))Tx(µ) où x0 et x(µ)

sont considérés relativement à la base canonique.

De même, nous noterons fµBµ =
(

f1
µBµ

. . . fNµBµ

)T
, la matrice colonne du

vecteur fµ = (f1
µ . . . fNµ )T écrite dans la base Bµ et nous avons aussi fµBµ =

(w1(µ) . . . wN (µ))T fµ.

Ensuite, définissons la fonction Ψ suivante :

(3.10)
Ψ : R

N × R −→ R
N−1

(x, µ) 7−→ Π(µ)(f2
µ(x) − x),

avec f2
µ qui correspond à la composée de fµ par elle-même. Nous avons alors,

au voisinage de µ = µ0, Ψ(x(µ), µ) = 0 car, par hypothèse, x(µ) est l’en-
semble des points fixes de fµ au voisinage de µ = µ0.
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De plus :

∂Ψ
∂x2

Bµ
...xNBµ

(x(µ), µ)

= Π(µ)

[

(

∂fµBµ
∂x1

Bµ
...xNBµ

(x(µ))

)

Bµ

(

∂fµBµ
∂x2

Bµ
...xNBµ

(x(µ))

)

Bµ

−
(

0 . . . 0
IN−1

)

Bµ

]

,

d’où :

(3.11)
∂Ψ

∂x2
Bµ

. . . xNBµ
(x(µ), µ) =

(

∂f2
µBµ

. . . fNµBµ

∂x2
Bµ

. . . xNBµ
(x(µ))

)2

B′
µ

− IdE′(µ).

Comme λj(µ0) 6= 1 ∀j ≥ 2, nous pouvons donc conclure que, dans un voisi-
nage de µ0,

∂Ψ
∂x2

Bµ
...xNBµ

(x(µ), µ) est une matrice inversible. De là, pour µ fixé

dans ce voisinage, le théorème des fonctions implicites s’applique au voisi-
nage de x(µ) et nous pouvons résoudre Ψ(x, µ) = 0 en termes de x1

Bµ
. En

effet, il existe alors une fonction ϕµ définie au voisinage de x1
B1

(µ) telle que :

ϕµ : R −→ E′(µ)

x1
Bµ

7−→ (x2
Bµ

, . . . , xNBµ)B′
µ
,

et :
(x2

Bµ . . . xNBµ)
T = ϕµB′

µ
(x1

Bµ) = (ϕ2
µB′

µ

(x1
Bµ) . . . ϕNµB′

µ

(x1
Bµ))

T ,

avec

(3.12) Ψ((x1
Bµ , ϕµB′

µ
(x1

Bµ))Bµ , µ) ≡ 0.

De plus, notons que :
(3.13)
∂Ψ

∂x1
Bµ

(x, µ) +
∂Ψ

∂x2
Bµ

. . . xNBµ
(x, µ)

∂ϕµ

∂x1
Bµ

(x1
Bµ) = 0, en x = (x1

Bµ , ϕµB′
µ
(x1

Bµ))Bµ ,

et que :
∂Ψ

∂x1
Bµ

(x(µ), µ) =
∂

∂x1
Bµ

(Π(µ)(fµ(fµ(x(µ)) − x(µ)))

= Π(µ)























∂xfµBµ (x(µ))
∂fµBµ

∂x1
Bµ

(x(µ)) −











1
0
...
0





















Bµ













=











(

0
∂f2

µBµ
. . . fNµBµ

∂x2
Bµ

. . . xNBµ
(x(µ))

)











λ1(µ)
0
...
0





















Bµ

= 0E′ ,
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en utilisant l’écriture de ∂xfµ(x(µ)) dans la base Bµ.
Ainsi, comme ∂Ψ

∂x2
Bµ
...xNBµ

(x(µ), µ) est inversible au voisinage de µ0, nous pou-

vons déduire à l’aide de (3.13) :

∂ϕµ

∂x1
Bµ

(x1
Bµ(µ)) = 0E′ .

Par la suite, dans le but d’obtenir 0 comme point fixe au voisinage de tout
µ, nous introduisons, dans la base Bµ, la fonction φµ suivante au voisinage
de (0, µ0) :

(3.14) φµ(y) =

(

x1
Bµ

(µ) + y

ϕµ(x
1
Bµ

(µ) + y)

)

Bµ

.

Nous avons alors :

(3.15)

{

φµ(0) = x(µ)

∂φµ
∂y (0) = v1(µ).

À présent, introduisons la fonction g de la façon suivante :

(3.16) g(y, µ) = w1(µ) [fµ(φµ(y)) − φµ(y)] .

Nous avons alors :

g(0, µ) = w1(µ) [fµ(φµ(0)) − φµ(0)] = w1(µ) [fµ(x(µ)) − x(µ)] = 0,

car x(µ) est un point fixe de fµ et φµ(0) = x(µ).

Puisque :

∂g
∂y (0, y) = w1(µ) (∂xfµ(x(µ)) − IdRN )

∂φµ
∂y (0)

= w1(µ)∂xfµ(x(µ))v1(µ) − w1(µ)v1(µ) = λ1(µ) − 1,

le calcul de ∂2g
∂µ∂y (0, µ) permet d’étudier le changement de stabilité des points

fixes le long de la courbe des points fixes. En effet, nous avons au voisinage
de µ0 :

∂2g

∂µ∂y
(0, µ) =

dλ1

dµ
(µ) 6= 0 d’après la troisième hypothèse du théorème,

ce qui confirme que le signe de α = dλ1
dµ (µ0) détermine de quel côté du plan

µ = µ0, le point fixe va être attractif (α < 0) ou au contraire répulsif (α > 0).

Soit la fonction h définie par :

(3.17) h(y, µ) = w1(µ)
[

f2
µ(φµ(y)) − φµ(y)

]

,
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où f2
µ correspond à la composée de fµ par elle-même. Notons que nous avons :

h(0, µ) = w1(µ) [fµ ◦ fµ(x(µ)) − x(µ)] = w1(µ) [fµ(x(µ)) − x(µ)] = 0,

car φµ(0) = x(µ) et x(µ) est un point fixe de fµ.

Nous cherchons ici y non nul solution de h(y, µ) = 0 ce qui nous donnera
un point fixe φµ(y) autre que φµ(0) = x(µ) pour f2

µ. En effet, f2
µ(φµ(y)) =

φµ(y) découle de (3.17) (projection sur E′(µ)⊥) et de (3.12) qui s’écrit ici
Π(µ)(f2

µ(φµ(y)) − φµ(y)) = 0 (projection sur E′(µ)). Pour cela, introduisons
la fonction M de la façon suivante :

(3.18) M(y, µ) =







h(y,µ)
y si y 6= 0

limy→0
h(y,µ)
y = ∂h

∂y (0, µ) si y = 0.

Calculons M(0, µ0) = 0 :

M(0, µ) =
∂h

∂y
(0, µ) = w1(µ)

[

(∂xfµ(x(µ)))2 − IdRN

] ∂φµ

∂y
(0)

= λ1(µ)w1(µ)∂xfµ(x(µ))v1(µ) − w1(µ)v1(µ) = λ2
1(µ) − 1.

Ceci permet de conclure que M(0, µ0) = 0 car λ1(µ0) = −1 d’après la
deuxième hypothèse du théorème.

Calculons ensuite les dérivées partielles de M .

1. Calculons d’abord Mµ(0, µ0) = ∂M
∂µ (0, µ0) :

(3.19)

Mµ(0, µ0) =
d

dµ
(M(0, µ))|µ=µ0 = 2

dλ1

dµ
(µ0)λ1(µ0) = −2

dλ1

dµ
(µ0) 6= 0,

d’après la troisième hypothèse du théorème 3.2.3.

2. Puis, intéressons nous à My(0, µ0) = ∂M
∂y (0, µ0). Notons que, par définition

de la dérivée partielle considérée et compte tenu de (3.19) :

My(0, µ0) = lim
y→0

h(y, µ0)

y2
.

De plus, un développement limité de h au voisinage de y = 0 donne :

h(y, µ0) = h(0, µ0) +
∂h

∂y
(0, µ0)y +

1

2!

∂2h

∂y2
(0, µ0)y

2 + O(y3),

donc finalement au voisinage de y = 0, nous avons :

h(y, µ0) =
1

2!

∂2h

∂y2
(0, µ0)y

2 + O(y3),

ce qui nous permet de conclure :

My(0, µ0) =
1

2

∂2h

∂y2
(0, µ0).
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Il reste alors à calculer la dérivée seconde de h par rapport à y. Déjà,
nous savons :

∂h

∂y
(y, µ0) = w1 [Dfµ0(fµ0(φµ0(y)))Dfµ0(φµ0(y)) − IdRN ]

∂φµ0

∂y
(y).

De là, nous pouvons déduire en dérivant h une seconde fois par rapport
à y et en appliquant en y = 0 :
(3.20)
∂2h
∂y2

(0, µ0) = w1 ∂
∂y [Dfµ0(fµ0(φµ0(y)))] |y=0Dfµ0(x0)v

1

+w1Dfµ0(x0)
∂
∂y [Dfµ0(φµ0(y))] |y=0v

1 + w1(Dfµ0(x0))
2 ∂

2φµ0
∂y2

(0) − w1 ∂
2φµ0
∂y2

(0),

car φµ0(0) = x0,
∂φµ0
∂y (0) = v1(voir(3.15)) et fµ0(φµ0(0)) = fµ0(x0) =

x0.

De plus :

w1(Dfµ0(x0))
2 ∂2φµ0

∂y2
(0)−w1 ∂2φµ0

∂y2
(0) = w1 ∂2φµ0

∂y2
(0)−w1 ∂2φµ0

∂y2
(0) = 0,

car w1 est un vecteur à gauche de Dfµ0(x0) associé à −1.

De même, nous avons :

w1 ∂
∂y [Dfµ0(fµ0(φµ0(y)))] |y=0Dfµ0(x0)v

1 + w1Dfµ0(x0)
∂
∂y [Dfµ0(φµ0(y))] |y=0v

1

= −w1D2fµ0(x0)(Dfµ0(x0)v
1, v1) − w1D2fµ0(x0)(v

1, v1)

= w1D2fµ0(x0)(v
1, v1) − w1D2fµ0(x0)(v

1, v1) = 0.

Ceci nous permet de conclure que ∂2h
∂y2

(0, µ0) = 0 et donc finalement

que My(0, µ0) = 0.

Puisque Mµ(0, µ0) 6= 0, le théorème des fonctions implicites s’applique, ce
qui nous donne alors l’existence d’une fonction différentiable µ = m(y), µ0 =
m(0) telle que M(y,m(y)) ≡ 0 au voisinage de (0, µ0). Ainsi, φm(y)(y) est un
point fixe de période 2 de fµ. En différentiant la fonction M , nous obtenons :

My(0, µ0) + Mµ(0, µ0)m
′(0) = 0,

et donc :

(3.21) m′(0) = −My(0, µ0)

Mµ(0, µ0)
= 0,

car My(0, µ0) = 0.

Ainsi, la courbe de m, que nous noterons γ, est tangente à < v1 > ×{µ0} en
(x0, µ0). Enfin, comme :
(3.22)

µ = m(y) = m(0) + m′(0)y +
1

2!
m”(0)y2 +O(y3) = µ0 +

1

2!
m”(0)y2 +O(y3),
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nous concluons alors qu’une condition suffisante pour que γ ne soit que d’un
seul côté du plan µ = µ0 est que m”(0) 6= 0. Pour calculer la dérivée se-
conde de m(y) en 0, différentions une nouvelle fois l’équation My(y,m(y)) +
Mµ(y,m(y))m′(y) = 0. Nous obtenons alors :

Myy(y,m(y))+2Mµy(y,m(y))m′(y)+Mµµ(y,m(y))(m′(y))2+Mµ(y,m(y))m”(y) = 0.

En évaluant cette dernière relation en y = 0 et en utilisant le calcul précédent
pour m′(0) (3.21), nous avons finalement pour la dérivée seconde de m en 0 :

(3.23) m”(0) = −Myy(0, µ0)

Mµ(0, µ0)
.

Le dénominateur ayant été calculé précédemment avec (3.19), il ne reste plus
qu’à calculer le numérateur. Pour cela, donnons le développement limité à
l’ordre 3 de h(y, µ0) au voisinage de y = 0 :

h(y, µ0) = h(0, µ0) + ∂h
∂y (0, µ0)y + 1

2!
∂2h
∂y2 (0, µ0)y

2 + 1
3!
∂3h
∂y3 (0, µ0)y

3 + O(y4)

= 1
3!
∂3h
∂y3

(0, µ0)y
3 + O(y4)

et :

M(y, µ0) = M(0, µ0)+My(0, µ0)y+
1

2!
Myy(0, µ0)y

2+O(y3) =
1

2!
Myy(0, µ0)y

2+O(y3),

d’où :

(3.24) Myy(0, µ0) =
1

3

∂3h

∂y3
(0, µ0).

Or, nous avons trouvé précédemment :






∂h
∂y (y, µ0) = w1R(y, µ0)

∂φµ0
∂y (y)

∂2h
∂y2

(y, µ0) = w1 ∂R
∂y (y, µ0)

∂φµ0
∂y (y) + w1R(y, µ0)

∂2φµ0
∂y2

(y),

avec R(y, µ0) = Dfµ0(fµ0(φµ0(y)))Dfµ0(φµ0(y)) − IdRN .

Ainsi, en dérivant ∂2h
∂y2 (y, µ0) par rapport à y une nouvelle fois et en appliquant

en y = 0, nous obtenons :

(3.25)

∂3h
∂y3

(0, µ0) = w1 ∂2R
∂y2

(0, µ0)
∂φµ0
∂y (0) + 2w1 ∂R

∂y (0, µ0)
∂2φµ0

∂y2
(0)

+w1R(0, µ0)
∂3φµ0
∂y3

(0).

Pour alléger les écritures, étudions chacun des trois termes de ∂3h
∂y3 (0, µ0)

donnés dans (3.25) séparément. Calculons d’abord le premier terme, à savoir :

w1 ∂2R
∂y2

(0, µ0)v
1 =

w1 ∂
∂y

[

D2fµ0(fµ0(φµ0(y)))
(

Dfµ0(φµ0(y))
∂φµ0
∂y (y),Dfµ0(φµ0(y))v1

)]

+w1 ∂
∂y

[

Dfµ0(fµ0(φµ0(y)))D2fµ0(φµ0(y))
(

∂φµ0
∂y (y), v1

)]

,
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avec la convention pour toute fonction f et tout vecteur u1 et u2 ∈ R
N :D2f(x)(u1, u2) =

D2f(x)(u2, u1) =
∑

i,j
∂2f

∂xi∂xj
(x)ui1u

j
2. D’où :

w1 ∂2R
∂y2 (0, µ0)v

1 = w1D3fµ0(x0)
(

Dfµ0(x0)
∂φµ0
∂y (0),Dfµ0(x0)

∂φµ0
∂y (0),Dfµ0(x0)v

1
)

+w1D2fµ0(x0)
(

D2fµ0(x0)
(

∂φµ0
∂y (0),

∂φµ0
∂y (0)

)

,Dfµ0(x0)v
1
)

+w1D2fµ0(x0)
(

Dfµ0(x0)
∂2φµ0
∂y2

(0),Dfµ0(x0)v
1
)

+2w1D2fµ0(x0)
(

Dfµ0(x0)
∂φµ0
∂y (0),D2fµ0(x0)

(

∂φµ0
∂y (0), v1

))

+w1Dfµ0(x0)D
3fµ0(x0)

(

∂φµ0
∂y (0),

∂φµ0
∂y (0), v1

)

+w1Dfµ0(x0)D
2fµ0(x0)

(

∂2φµ0
∂y2

(0), v1
)

,

ce qui donne :

w1 ∂2R
∂y2

(0, µ0)v
1 = w1D3fµ0(x0)

(

−v1,−v1,−v1
)

+ 3w1D2fµ0(x0)
(

−v1,D2fµ0(x0)
(

v1, v1
))

+w1D2fµ0(x0)
(

Dfµ0(x0)
∂2φµ0

∂y2
(0),−v1

)

− w1D3fµ0(x0)
(

v1, v1, v1
)

−w1D2fµ0(x0)
(

∂2φµ0
∂y2 (0, µ0), v

1
)

.

Finalement, nous obtenons :
(3.26)

w1 ∂2R
∂y2 (0, µ0)v

1 = −2w1D3fµ0(x0)
(

v1, v1, v1
)

− 3w1D2fµ0(x0)
(

v1,D2fµ0(x0)
(

v1, v1
))

−w1D2fµ0(x0)
(

v1, (Dfµ0(x0) + IdRN )
∂2φµ0
∂y2

(0)
)

.

Puis étudions le deuxième terme de (3.25) :

w1 ∂R
∂y (0, µ0)

∂2φµ0
∂y2

(0) = w1D2fµ0(x0)
(

Dfµ0(x0)
∂φµ0
∂y (0),Dfµ0(x0)

∂2φµ0
∂y2

(0)
)

−w1D2fµ0(x0)
(

∂φµ0
∂y (0),

∂2φµ0

∂y2
(0)
)

,

ce qui donne :

(3.27)

w1 ∂R
∂y (0, µ0)

∂2φµ0
∂y2 (0) = −w1D2fµ0(x0)

(

v1,Dfµ0(x0)
∂2φµ0
∂y2 (0)

)

−w1D2fµ0(x0)
(

v1,
∂2φµ0
∂y2 (0)

)

.

Enfin, calculons le dernier terme de (3.25) :
(3.28)

w1R(0, µ0)
∂3φµ0

∂y3
(0) = w1((Dfµ0(x0))

2−1)
∂3φµ0

∂y3
(0) = w1 ∂3φµ0

∂y3
(0)−w1 ∂3φµ0

∂y3
(0) = 0,
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car w1(Dfµ0(x0))
2 = w1, w1 étant un vecteur propre à gauche de Dfµ0(x0)

associé à la valeur propre −1.

Finalement, en regroupant les trois expressions pour les termes de (3.25)
données par (3.26), (3.27) et (3.28), nous concluons :
(3.29)
∂3h
∂y3 (0, µ0) = −2w1D3fµ0(x0)

(

v1, v1, v1
)

− 3w1D2fµ0(x0)
(

v1,D2fµ0(x0)
(

v1, v1
))

−3w1D2fµ0(x0)
(

v1, (Dfµ0(x0) + IdRN )
∂2φµ0
∂y2

(0)
)

.

L’objectif à présent est d’écrire Myy(0, µ0) = 1
3
∂3h
∂y3

(0, µ0) uniquement en

fonction de fµ0(x0), c’est-à-dire, il faut trouver une relation entre
∂2φµ0

∂y2
(0)

et fµ0(x0). Pour cela, différentions une seconde fois la fonction Ψ donnée par
(3.10) par rapport à x1

Bµ
. Nous obtenons :

(3.30)

∂2Ψ

∂x12
Bµ

(x, µ) + 2 ∂2Ψ
∂x1

Bµ
∂x2

Bµ
...xNBµ

(x, µ)
∂ϕµ
∂x1

Bµ

(x1
Bµ

) + ∂2Ψ
(∂x2

Bµ
...xNBµ)2

(x, µ)

(

∂ϕµ
∂x1

Bµ

(x1
Bµ

)

)2

+ ∂Ψ
∂x2

Bµ
...xNBµ

(x, µ)
∂2ϕµ

∂x12
Bµ

(x1
Bµ

) = 0,

en x satisfaisant Ψ(x, µ) = 0, c’est-à-dire x = (x1
Bµ

, ϕµB′
µ
(x1

Bµ
))Bµ .

Appliquée en (x0, µ0), la relation (3.30) devient :

∂2Ψ

∂x12

B

(x0, µ0) +
∂Ψ

∂x2
B . . . xNB

(x0, µ0)
∂2ϕµ0

∂x12

B

(x1
0B) = 0.

Comme nous l’avons noté précédemment, ∂Ψ
∂x2

B...x
N
B

(x0, µ0), donnée par (3.11),

est une matrice inversible donc il reste à calculer ∂2Ψ

∂x12
B

(x0, µ0). Nous avons :

∂2Ψ

∂x12

B

(x0, µ0) =
∂

∂x1
B

[

Π

(

Dfµ0(fµ0(x))
∂fµ0

∂x1
B

(x)

)]

= Π

[

D2fµ0(x0)

(

∂fµ0

∂x1
B

(x0),
∂fµ0

∂x1
B

(x0)

)

+ Dfµ0(x0)
∂2fµ0

∂x12

B

(x0)

]

= Π

[

D2fµ0
(x0)(v

1, v1) + Dfµ0
(x0)

∂2fµ0

∂x12

B

(x0)

]

= Π
[

(Dfµ0
(x0) + IdRN )D2fµ0

(x0)(v
1, v1)

]

,

car, par définition,
∂2fµ0

∂x12
B

(x0) = D2fµ0(x0)(v
1, v1).

Ceci nous permet d’écrire finalement :
(3.31)
∂2ϕµ0

∂x12
B

(x1
0B

) =

−
[

(

ΠDfµ0(x0)(v
2 . . . vN )

)2 − IdE′

]−1
Π(Dfµ0(x0) + IdRN ) D2fµ0(x0)(v

1, v1).
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Finalement, nous pouvons trouver une expression de
∂2φµ0
∂y2 (0) uniquement en

fonction de fµ0(x0) à savoir :

∂2φµ0

∂y2
(0) =







0

∂2ϕµ0

∂x12
B

(x1
0B

)







B

avec
∂2ϕµ0

∂x12

B

(x1
0B) donnée par (3.31).

Nous concluons ainsi, à l’aide de (3.8) et de (3.29), que ∂3h
∂y3

(0, µ0) = 3Myy(0, µ0) =

−12β 6= 0 (d’après la quatrième et dernière hypothèse du théorème) et donc
que :

(3.32) m”(0) = −Myy(0, µ0)

Mµ(0, µ0)
= −−4β

−2α
= −2

β

α
6= 0,

ce qui confirme que γ, courbe des points fixes 2-périodiques, ne soit que d’un
seul côté µ = µ0.

Il ne reste plus qu’à étudier la stabilité du cycle de période 2. Pour cela, il
faut étudier la fonction ∂h

∂y (y,m(y)) au voisinage de y = 0 et de µ = µ0.

Utilisons alors le développement limité de ∂h
∂y (y,m(y)) :

(3.33)

∂h
∂y (y,m(y)) = ∂h

∂y (0, µ0) + ∂2h
∂y2 (0, µ0)y + ∂2h

∂µ∂y (0, µ0)(µ − µ0)

+ 1
2!
∂3h
∂y3

(0, µ0)y
2 + O(y3) + O((µ − µ0)

2) + O(y2(µ − µ0)).

Nous savons déjà que :






























∂h
∂y (0, µ0) = 0,

∂2h
∂y2

(0, µ0) = 0

∂2h
∂µ∂y (0, µ0) = Mµ(0, µ0) = −2dλ1

dµ (µ0) = −2α,

∂3h
∂y3

(0, µ0) = 3Myy(0, µ0) = −12β.

Nous avons également :

∂2h
∂µ∂y (0, µ0)(m(y) − m(0)) = Mµ(0, µ0)(

1
2m”(0)y2 + O(y3))

= −1
2Mµ(0, µ0)

(

Myy(0,µ0)
Mµ(0,µ0)

)

y2 + O(y3)) = 2βy2 + O(y3)).

Ainsi, l’expression (3.33) devient :

∂h

∂y
(y,m(y)) = 2βy2 − 6βy2 + O(y3)) = −4βy2 + O(y3)).

Ceci confirme la dernière donnée du théorème c’est-à-dire que la stabilité du
cycle de période 2 dépend du signe de β (si β > 0 alors le cycle est stable et
si β < 0 le cycle est instable).
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Appliquons à présent ce théorème, dans un premier temps, à l’application

de Poincaré associée au système du thermostat à résistance d’anticipation et,

dans un second temps, à celle associée au système du convertisseur statique.

Ceci permettra de démontrer de façon théorique l’existence de bifurcations

doublement de période pour ces systèmes et ainsi d’aller plus loin que la seule

observation de ces bifurcations sur les diagrammes de bifurcation.

3.2.5 Application du théorème doublement de période

au modèle du thermostat à résistance d’anticipa-
tion

Le but de cette partie est de prouver théoriquement, à l’aide du théorème

doublement de période pour les systèmes en dimension N , N ≥ 1 (théorème

3.2.3), l’existence d’une bifurcation de type doublement de période pour les

valeurs numériques des paramètres fixes du tableau 3.1 lorsque nous faisons

varier le paramètre Rc, résistance du convecteur [60], [57].

Rt Rm Qth Qc Qp Pth Pc θe θ1 θ2
1.5 1 50 800 5000 0.8 50 281 293 294

Tab. 3.1 – Valeurs numériques choisies pour illustrer le doublement de période
pour le modèle du thermostat à résistance d’anticipation, Rc étant le paramètre
variable

Ainsi, cette application du théorème doublement de période permettra également

de confirmer les observations réalisées sur le diagramme de bifurcation de la

figure 3.5.

Cette dernière a été obtenue à l’aide du logiciel Matlab de la façon suivante :

1. Pour chaque valeur du paramètre variableRc, nous lançons un algorithme

de Newton classique [69] pour résoudre le système de quatre équations

à quatre inconnues σi, i = 1, . . . , 4 donné par (2.20) et appliqué au

modèle du thermostat, que nous avons obtenu au paragraphe 2.2.1 pour

la détermination des équations de cycles de période 2,

2. Puis, dans un plan où Rc est sur l’axe des abscisses et σ2 et σ4 sont sur

l’axe des ordonnées, nous traçons après chaque convergence de l’algo-

rithme de Newton, les valeurs de σ2 et σ4 correspondantes à la valeur de

Rc. Il est naturel, d’après les définitions des σi, i = 1, . . . , 4, de dire que
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Fig. 3.5 – Diagramme de bifurcation lors de la variation du paramètre Rc pour
le modèle du thermostat à résistance d’anticipation

si σ2 et σ4 d’une part et σ1 et σ3 d’autre part, ont des valeurs égales,

alors l’algorithme de Newton converge vers un cycle de période 1. Sinon,

il converge vers un cycle de période 2.

Remarque 3.2.5

– Nous choisissons ici de tracer les valeurs de σ2 et de σ4 qui corres-

pondent aux durées entre une commutation impaire et une commu-

tation paire successives. Nous aurions pu tout aussi bien opter pour

les valeurs de σ1 et σ3 (durées entre une commutation paire et une

commutation impaire successives). Le choix a été fait ainsi pour ob-

tenir une meilleure visibilité de la bifurcation sur la figure car pour

ces valeurs de paramètres en effet, la différence |σ2 − σ4| est beau-

coup plus importante que celle |σ1 − σ3| quand les cycles de période

2 apparaissent.

– Nous avons également fait le choix de tracer cette figure 3.5 en gar-

dant les valeurs des σi, i = 1, . . . , 4 alors que généralement dans la

littérature [10], [86], [84], les diagrammes de bifurcation font interve-

nir en ordonnée les variables d’état (ici x, y et z). Nous aurions pu

revenir à ces valeurs des variables d’état comme nous l’avons expliqué
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au paragraphe 2.2.2 à l’aide de l’équation (2.19) pour obtenir les va-

leurs correspondantes des Γi, i = 1, . . . , 4 et de (2.11) pour remonter

aux valeurs des variables d’état.

C’est à partir de la valeur Rc = Rc0 ≃ 1.5453923 que σ2 et σ4 commencent à

prendre des valeurs numériques différentes et donc que l’algorithme de Newton

commence à converger vers des cycles de période 2 alors que pour Rc ≤ Rc0 , il

convergeait vers des cycles de période 1. La figure 3.6 illustre ce phénomène à

l’aide des simulations réalisées avec Matlab, l’une (à gauche), pour une valeur

de Rc ≤ Rc0 et l’autre (à droite), pour une valeur de Rc > Rc0.
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3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

x 10
4

295

300

305

310

315

320

Temps (s)

T
e

m
p

é
ra

tu
re

s
 (K

)
 Simulations : thermostat (x), convecteur (+), pièce (*)

Fig. 3.6 – Différents comportements selon la valeur Rc pour les températures
du thermostat (variations moyennes), de la pièce (petites variations) et du
convecteur (grandes variations) : un cycle de période 1 (à gauche) pour Rc <

Rc0 et un cycle de période 2 pour Rc > Rc0 (à droite).

Pour l’application du théorème de bifurcation doublement de période, nous

avons besoin des valeurs numériques de σi et de Γi, i = 1, 2 pour Rc = Rc0.

Les durées σi, i = 1, 2 sont donc calculées à l’aide de l’algorithme de Newton

et du système (2.20) et les constantes d’intégration Γi, i = 1, 2, sont calculées

à partir des σi, i = 1, 2 et de l’équation (2.19). Nous avons ainsi :

σ1 ≃ 144.473853, σ2 ≃ 466.851260,

Γ1 =





15.172083
1.049091
−3.221174



 Γ2 =





−47.749927
−1.221632
8.971559



 .
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À partir de ces valeurs, nous pouvons appliquer le théorème 3.2.3 à l’application

de Poincaré associée au système du thermostat à résistance d’anticipation et

donnée par :

hqn : R
N × R −→ R

N

(Γn−2, Rc) 7−→
{

hq0(Γ
2
n−1, Rc) = hq0Rc

(Γ2
n−1) si n est pair

hq1(Γ
1
n−1, Rc) = hq1Rc

(Γ1
n−1) si n est impair.

Remarque 3.2.6

Nous considérons dans ce paragraphe des notations légèrement différentes

pour l’application de Poincaré de celles utilisées au paragraphe 2.3.2 puisque

Rc devient ici variable de cette application.

Nous restreignons ici l’application du théorème au cas où n est pair c’est-à-

dire à hq0Rc (Γ
2
n−1). Le cas n impair et l’application du théorème à hq1Rc (Γ

1
n−1)

donnent les mêmes résultats. Vérifions alors les quatre conditions du théorème

de bifurcation doublement de période.

Première condition

Par construction de l’application de Poincaré introduite au paragraphe

2.3.4, Γ2 est un point fixe pour Rc = Rc0 . En effet :

hq0Rc0
(Γ2) = Gq0Rc0

◦Gq1Rc0
(Γ2) = Gq0Rc0

(Γ1) = Γ2,

ce qui satisfait la première condition.

Deuxième condition

Pour vérifier cette seconde condition, le paramètre Rc est ici fixé à Rc0 et ne

joue plus aucun rôle. C’est pourquoi, dans le but d’alléger les notations, nous

l’omettrons pour la vérification de cette condition. À partir de là, l’application

de Poincaré peut être vue comme une fonction uniquement de Γ2
n−1 ce qui nous

ramène alors aux notations du paragraphe 2.3.2.

Ainsi, nous pouvons appeler à nouveau jacobienne de hq0Rc0
(Γ2) = hq0(Γ

2), la

matrice Dhq0(Γ
2) = ∂Γ2

n−1
hq0Rc0

(Γ2) et rappeler les expressions de DGqn(Γn−1),

n ≥ 1, obtenues au paragraphe 2.3.4 par (2.58) à savoir :

DGqn(Γn−1) =

(

I3 −
AeσnAΓn−1L

LAeσnAΓn−1

)

eσnA.
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Comme Dhq0(Γ
2) = DGq0(Γ

1)DGq1(Γ
2), nous avons dans la base de vecteurs

propres de A :

Dhq0(Γ
2) =

(

I3 −
Aeσ

2AΓ1L

LAeσ2AΓ1

)

eσ
2A

(

I3 −
Aeσ

1AΓ2L

LAeσ1AΓ2

)

eσ
1A.

Numériquement, nous obtenons :

Dhq0(Γ
2) ≃





−1.8419626299 0.4499899352 −0.8182826401
−0.0011184622 0.0097398043 0.0174088456
1.8430810922 −0.4597297396 0.8008737945



 ,

qui possède les trois valeurs propres suivantes :

λ1 = −1, λ2 = 0, λ3 ≃ −0.031348.

La jacobienne Dhq0(Γ
2) a bien une valeur propre égale à −1 et les deux autres

valeurs propres ont un module différent de 1. Ainsi, la deuxième condition du

théorème doublement de période est également vérifiée.

Troisième condition

Soit xf (Rc), la courbe des points fixes de hq0Rc (qui existe car, d’après la

deuxième hypothèse, la jacobienne Dhq0Rc0
(Γ2) n’a pas 1 comme valeur propre)

avec, en particulier, xf (Rc0) = Γ2. La matrice des dérivées premières de hq0Rc
par rapport à Γ2

n−1 en xf(Rc) prend alors la forme suivante ∀n ≥ 1 :

(3.34) ∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf (Rc)) =

(

∂hiq0Rc

∂Γ2j
n−1

(xf (Rc))

)

i,j=1,...,3

=





a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3



 ,

où Γ2j
n−1, j = 1, . . . , 3 représente la j-ième composante du vecteur Γ2

n−1 et hiq0Rc
,

i = 1, . . . , 3 représente la i-ème composante de hq0Rc . Notons que les ai, bi, ci,

i = 1, . . . , 3 sont choisis pour alléger les notations.

Ainsi, pour trouver les valeurs propres de ∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf (Rc)), nous résolvons

l’équation suivante :

det(∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf (Rc)) − zI3) = −λ3 + λ2(Tr(∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf (Rc))))

−λTr(com(∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf(Rc)))) + det(∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf (Rc))) = 0,

où nous avons utilisé la notation, pour toute matrice M , com(M) qui corres-

pond à la comatrice de la matrice M .
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Or, d’après la remarque 2.3.4 énoncée au paragraphe 2.3.2, zéro est toujours

valeur propre de ∂Γ2
n−1
hq0Rc

, donc det(∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf (Rc))) = 0. Ainsi, il reste

à résoudre pour obtenir les deux autres valeurs propres :

(3.35) −λ2 + λ(Tr(∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf (Rc)))) − Tr(com(∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf (Rc)))) = 0,

avec :
{

Tr(∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf (Rc))) = a1 + a2 + a3,

Tr(com(∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf(Rc)))) = b2c3 − b3c2 + a1c3 − a3c1 + a1b2 − a2b1.

Si λ1(Rc) (avec λ1(Rc0) = −1) est valeur propre de ∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf (Rc)), alors

λ1(Rc) vérifie l’équation (3.35), c’est-à-dire :

(3.36)

−λ2
1(Rc)+λ1(Rc)(Tr(∂Γ2

n−1
hq0Rc

(xf (Rc))))−Tr(com(∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf (Rc)))) = 0.

De là, en dérivant (3.36) par rapport au paramètre Rc, puis en appliquant cette

dérivée en Rc = Rc0, nous obtenons :

−2λ′1(Rc0)λ1(Rc0) + λ′1(Rc0)(Tr(∂Γ2
n−1
hq0Rc0

(Γ2)))

+λ1(Rc0)
∂
∂Rc

(Tr(∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf (Rc))))|Rc=Rc0

− ∂
∂Rc

(Tr(com(∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf (Rc)))))|Rc=Rc0
= 0.

Il vient alors pour l’expression de λ′1(Rc0) = dλ1

dRc
(Rc0) :

(3.37)

λ′1(Rc0) =

∂
∂Rc

(

Tr(∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf (Rc))) + Tr(com(∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf (Rc))))
)

|Rc=Rc0
(

2 + Tr(∂Γ2
n−1
hq0Rc0

(Γ2))
) ,

avec :






































































Tr(∂Γ2
n−1
hq0Rc0

(Γ2)) = a1|Rc=Rc0
+ b2|Rc=Rc0

+ c3|Rc=Rc0

∂
∂Rc

(

Tr(∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf (Rc)))
)

|Rc=Rc0

= a′1|Rc=Rc0
+ b′2|Rc=Rc0

+ c′3|Rc=Rc0

∂
∂Rc

(

Tr(com(∂Γ2
n−1
hq0Rc

(xf (Rc))))
)

|Rc=Rc0

= b′2|Rc=Rc0
c3|Rc=Rc0

+ b2|Rc=Rc0
c′3|Rc=Rc0

−b3|Rc=Rc0 c
′
2|Rc=Rc0

− b′3|Rc=Rc0
c2|Rc=Rc0

+ a′1|Rc=Rc0
b2|Rc=Rc0

+ a1|Rc=Rc0
b′2|Rc=Rc0

−a′2|Rc=Rc0
b1|Rc=Rc0

− a2|Rc=Rc0
b′1|Rc=Rc0

+ a′1|Rc=Rc0
c3|Rc=Rc0

+ a1|Rc=Rc0
c′3|Rc=Rc0

−a′3|Rc=Rc0
c1|Rc=Rc0

− a3|Rc=Rc0
c′1|Rc=Rc0

.
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Les dérivées premières de hq0Rc0
par rapport à Γ2

n−1 ayant déjà été calculées lors

de la vérification de la seconde condition, il reste ainsi à calculer les dérivées

de
∂hiq0Rc
∂Γ2

n−1
(xf (Rc)), i = 1, . . . , 3 par rapport au paramètre Rc (i.e a′i, b

′
i, c

′
i,

i = 1, . . . , 3). Notons alors que pour i, j = 1, . . . , 3, n ≥ 1 :

(3.38)

∂
∂Rc

(

∂hiq0Rc
∂Γ2j

n−1

(xf (Rc))

)

|Rc=Rc0

=
∂2hiq0Rc
∂Rc∂Γ2j

n−1

∣

∣

∣

Rc=Rc0

(Γ2) +
∑3

k=1

∂2hiq0Rc0
∂Γ2k

n−1∂Γ2j
n−1

(Γ2)
dxkf
dRc

(Rc0),

où xkf (Rc), k = 1, . . . , 3 représente la k-ième composante de xf (Rc).

De plus, pour calculer x′f(Rc0) =
dxf
dRc

(Rc0), reprenons le même raisonnement

que celui expliqué au début de la démonstration du théorème 3.2.3. Puisque

Dhq0Rc0
(Γ2) n’a pas 1 comme valeur propre (d’après la deuxième condition), le

théorème des fonctions implicites s’applique et permet de résoudre t(Γ2
n−1, Rc) =

hq0Rc
(Γ2

n−1) − Γ2
n−1 = 0 en Γ2

n−1 au voisinage de (Γ2, Rc0) ce qui donne l’exis-

tence de xf (Rc), courbe de points fixes de hq0 pour Rc proche de Rc0 et :

(3.39) x′f (Rc0) =
(

Dhq0Rc0
(Γ2) − I3

)−1 ∂hq0Rc
∂Rc

∣

∣

∣

Rc=Rc0

(Γ2).

Remarque 3.2.7

Pour alléger la rédaction pour l’application du théorème de bifurcation dou-

blement de période, le détail des calculs de
∂2hiq0Rc
∂Rc∂Γ2j

n−1

(xf (Rc)),
∂2hiq0Rc

∂Γ2k
n−1∂Γ2j

n−1

(xf (Rc))

et
∂hq0Rc
∂Rc

(xf (Rc)), i, j, k = 1, . . . , 3, nécessaires ici pour obtenir la valeur de

λ′1(Rc0), est donné dans l’annexe B.

Finalement, à partir des calculs de Dhq0Rc0
(Γ2) donné par (2.59) au paragraphe

2.3.4 (qui permet d’obtenir les valeurs de ai, bi, ci, i = 1, . . . , 3 en Rc = Rc0),

de x′f (Rc0) donné par (3.39), de
∂2hiq0Rc
∂Rc∂Γjn−1

∣

∣

∣

Rc=Rc0

(Γ2), i, j = 1, . . . , 3 explicité au

paragraphe B.1 de l’annexe B, de
∂2hiq0Rc0

∂Γkn−1∂Γjn−1

(Γ2), i, j, k = 1, . . . , 3, explicité au

paragraphe B.2 de l’annexe B et de
∂hq0Rc
∂Rc

∣

∣

∣

Rc=Rc0

(Γ2) donné au paragraphe B.3

de l’annexe B (qui permettent d’obtenir des valeurs pour a′i, b
′
i, c

′
i, i = 1, . . . , 3

en Rc = Rc0), l’équation (3.37) donne numériquement :

(3.40) λ′1(Rc0) =
dλ1

dRc
(Rc0) ≃ 16.9072 6= 0,
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ce qui vérifie la troisième condition du théorème 3.2.3.

Quatrième condition

Pour vérifier la quatrième et dernière condition du théorème 3.2.3, il faut

calculer β donné dans le théorème de bifurcation doublement de période par

(3.8). Comme pour la deuxième condition, nous omettrons volontairement dans

les expressions qui suivent le paramètre Rc et sa valeur au point de bifurcation

Rc0 puisqu’il ne joue aucun rôle dans la vérification de cette ultime condition.

Pour cela, le calcul des dérivées seconde et troisième de hiq0 , i = 1, . . . , 3 est

nécessaire. Dans cette partie, nous ne rentrerons pas dans le détail des calculs

puisque nous les présentons explicitement dans l’annexe B mais nous donnons

la formule générale de ces dérivées en fonction des dérivées seconde et troisième

de Gi
q0, G

i
q1, i = 1, . . . , 3. Nous avons au premier ordre, ∀ i, j = 1, . . . , 3 :

∂hiq0

∂Γ2j
n−1

(Γ2
n−1) =

3
∑

k=1

∂Gi
q0

∂Γ1k
n

(Gq1(Γ
2
n−1))

∂Gk
q1

∂Γ2j
n−1

(Γ2
n−1).

D’où, au second ordre, nous obtenons ∀ i, j, l = 1, . . . , 3 :

(3.41)
∂2hiq0

∂Γ2l
n−1∂Γ2j

n−1

(Γ2
n−1) =

∑3
k=1

(

∑3
m=1

∂2Giq0
∂Γ1m

n Γ1k
n

(Gq1(Γ
2
n−1))

∂Gmq1
∂Γ2l

n−1
(Γ2

n−1)
)

∂Gkq1
∂Γ2j

n−1

(Γ2
n−1)

+
∑3

k=1

∂Giq0
∂Γ1k

n
(Gq1(Γ

2
n−1))

∂2Gkq1
∂Γ2l

n−1∂Γ2j
n−1

(Γ2
n−1).

Et finalement, au troisième ordre, nous avons ∀ i, j, l, p = 1, . . . , 3 :

(3.42)
∂3hiq0

∂Γ2p
n−1∂Γ2l

n−1∂Γ2j
n−1

(Γ2
n−1) =

∑3
k=1

(

∑3
m=1

(

∑3
r=1

∂3Giq0
∂Γ1r

n ∂Γ1m
n ∂Γ1k

n
(Gq1(Γ

2
n−1))

∂Grq1
∂Γ2p

n−1

(Γ2
n−1)

)

∂Gmq1
∂Γ2l

n−1
(Γ2

n−1)
)

∂Gkq1
∂Γ2j

n−1

(Γ2
n−1)

+
∑3

k=1

(

∑3
m=1

∂2Giq0
∂Γ1m

n Γ1k
n

(Gq1(Γ
2
n−1))

∂2Gmq1
∂Γ2p

n−1Γ2l
n−1

(Γ2
n−1)

)

∂Gkq1
∂Γ2j

n−1

(Γ2
n−1)

+
∑3

k=1

(

∑3
m=1

∂2Giq0
∂Γ1m

n Γ1k
n

(Gq1(Γ
2
n−1))

∂Gmq1
∂Γ2l

n−1
(Γ2

n−1)
)

∂2Gkq1
∂Γ2p

n−1Γ2j
n−1

(Γ2
n−1)

+
∑3

k=1

(

∑3
m=1

∂2Giq0
∂Γ1m

n Γ1k
n

(Gq1(Γ
2
n−1))

∂Gmq1
∂Γ2p

n−1

(Γ2
n−1)

)

∂2Gkq1
∂Γ2l

n−1Γ2j
n−1

(Γ2
n−1)

+
∑3

k=1

∂Giq0
∂Γ1k

n
(Gq1(Γ

2
n−1))

∂3Gkq1
∂Γ2p

n−1∂Γ2l
n−1∂Γ2j

n−1

(Γ2
n−1).
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Puis, pour la deuxième condition, nous avons montré que Dhq0(Γ
2) possède

trois valeurs propres distinctes notées λi, i = 1, . . . , 3. Ainsi, nous choisissons

une base de vecteurs propres à droite de Dhq0(Γ
2), (v1 v2 v3) telle que vi

soit associé à λi, i = 1, . . . , 3 avec, en particulier, v1 associé à la valeur propre

−1. Nous avons numériquement :
(3.43)

v1 ≃





1
0.018670
−1.018670



 , v2 ≃





1.037479− 0.297064i

0.811752− 0.232431i

−1.849231 + 0.529494i



 , v3 ≃





0.870614− 0.066942i

1.816933− 0.139705i

−0.960593 + 0.073860i



 .

De même, nous prenons comme base duale {wj}j=1,...,3 de {vj}j=1,...,3, les vec-

teurs propres à gauche de la matrice Dhq0(Γ
2, Rc0) associés respectivement aux

trois valeurs propres λi, i = 1, . . . , 3 tels que wivj = 1 si i = j et wivj = 0

sinon. Nous obtenons ainsi numériquement :
(3.44)

w1 ≃





1.885527
−0.448237
0.861079



 , w2 ≃





−1.237960− 0.354468i

−0.049794− 0.014257i

−1.216183− 0.348232i



 , w3 ≃





0.575651 + 0.044262i

0.575651 + 0.044262i

0.575651 + 0.044262i



 .

Le calcul de β est alors possible en utilisant les expressions données dans

l’annexe B, les équations (3.41), (3.42) ainsi que les valeurs numériques des

vecteurs vi, wi, i = 1, . . . , 3. Nous obtenons alors :

(3.45) β ≃ 0.7049 6= 0,

ce qui vérifie enfin la quatrième et dernière condition du théorème.

Ces quatre conditions prouvent alors, d’après le théorème doublement de période

3.2.3, qu’il existe pour Rc ≃ Rc0 ≃ 1.5453923 et les valeurs numériques du ta-

bleau 3.1, une bifurcation doublement de période qui met en évidence au point

de bifurcation, la perte de stabilité d’un cycle de période 1 stable et l’apparition

d’un cycle de période 2 stable.

3.2.6 Application du théorème doublement de période
au modèle du convertisseur statique

Plusieurs auteurs (voir [86], [46]) se sont intéressés au problème des bifurca-

tions doublement de période pour cette application électronique. En revanche,

souvent, seuls des diagrammes de bifurcation sont venus appuyer la possibilité

d’existence de tels phénomènes.

Ici, nous proposons également un diagramme de bifurcation pour mettre

graphiquement en évidence le passage d’un cycle de période 1 à un cycle de
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période 2 en faisant varier un paramètre. De plus, une de nos principales contri-

butions ici est de démontrer de façon théorique, l’existence de ce type de bi-

furcation en appliquant, comme nous venons de le faire pour le système du

thermostat à résistance d’anticipation, le théorème de bifurcation doublement

de période 3.2.3 en dimension 4 [57].

Nous choisissons pour le système du convertisseur statique présenté au para-

graphe 2.1.2, les valeurs numériques du tableau 3.2 pour les paramètres fixes

du système.

R1 R0 RL L1 C0 C1 Uref σ χ0 E0

2 5 80 0.09 3.10−6 2.10−5 2.4 0.1 0.25 200

Tab. 3.2 – Valeurs numériques choisies pour l’application du théorème dou-
blement de période pour le cas du convertisseur statique

La même méthode que celle employée pour le système du thermostat à résistance

d’anticipation est appliquée. En effet, l’utilisation d’un algorithme de Newton

classique pour résoudre le système (2.30) pour un cycle de période 2 en faisant

varier la valeur d’inductance du filtre d’entrée L0 après chaque convergence,

nous permet d’obtenir le diagramme de bifurcation de la figure 3.7.

0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18 0.19 0.2 0.21 0.22 0.23

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

3.2

x 10
−3 Diagramme de bifurcation

L0

x
2
 e

t 
x
4

Fig. 3.7 – Diagramme de bifurcation pour le modèle du convertisseur statique
en faisant varier le paramètre L0

C’est à partir de la valeur L0 ≃ L00 ≃ 0.1888073 que σ2 et σ4, qui représentent
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les durées entre une commutation impaire et une commutation paire successives

(c’est-à-dire les intervalles de temps pendant lesquels q = 1), commencent à

prendre des valeurs différentes. La figure 3.8 illustre le fait qu’en choisissant

une valeur pour L0 inférieure à L00 , l’algorithme de Newton converge vers

un cycle de période 1 alors qu’en choisissant une valeur L0 supérieure à L00 ,

l’algorithme converge vers un cycle de période 2.
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Fig. 3.8 – Différents comportements possibles selon les valeurs de L0 pour
le signal de déviation Uref − σU1 : un cycle de période 1 (à gauche) pour
L0 < 0.1888073 et un cycle de période 2 (à droite) pour L0 > 0.1888073

Pour l’application du théorème, il faut les valeurs numériques de σi et de Γi,

i = 1, 2 pour L0 = L00 . Comme pour l’application thermique, les σi, i = 1, 2

sont calculés à l’aide de l’algorithme de Newton et du système (2.30), et les

constantes d’intégration Γi, i = 1, 2 sont calculées à partir des valeurs de σi,

i = 1, 2 et de l’équation (2.19). Nous avons :

σ1 ≃ 0.0030227, σ2 ≃ 0.0023804,

Γ1 =









7.690463 + 1.156466i
−54.176424− 386.422063i
6.198726 + 3.877207i
−81.201023− 55.028682i









Γ2 =









−2.266522 + 0.741791i
−38.350035 + 113.343947i
−3.089738 + 0.286197i
13.249970 + 39.465776i









.

A partir de là, regardons si les quatre conditions du théorème 3.2.3 sont

vérifiées pour l’application de Poincaré associée à notre système hq0L0
(comme

pour l’application thermique, nous vérifierons les conditions pour le cas n pair,

le cas n impair donnant les mêmes résultats).
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Première condition

Comme pour le cas du thermostat à résistance d’anticipation, la première

condition est vérifiée par construction de l’application de Poincaré associée à

notre système définie par (2.45).

Deuxième condition

Comme pour l’application thermique, pour cette condition, le paramètre L0

est fixé à L00 et ne joue donc aucun rôle dans la vérification. Aussi, l’application

de Poincaré peut à nouveau être vue uniquement comme une fonction de Γ2
n−1.

A l’aide des valeurs numériques du tableau 3.2 et de celles de σi et de Γi,

i = 1, 2, nous calculons numériquement la matrice jacobienne de hq0 en Γ2 et

L00 donnée par (2.65) et nous avons :

Dhq0(Γ
2) ≃

(

−0.3194 − 0.2921i 0.0048 − 0.0027i 0.1451 − 0.0027i 0.0165 − 0.0074i
12.0276 + 6.8908i −0.3194 + 0.2921i 8.0084 + 9.1076i 0.0673 + 1.1643i
0.49640 + 0.1299i 0.0091 + 0.0046i −0.3067 − 0.0494i −0.0126 − 0.0194i
4.2869 − 5.3865i 0.1065 − 0.0865i −2.2699 + 3.4955i −0.3067 + 0.4939i

)

.

Cette matrice possède quatre valeurs propres distinctes λ1 = −1, λ2 = 0,

λ3 ≃ 0.079202 et λ4 ≃ −0.331416. Une de ces valeurs est bien égale à −1 et

les autres ont toutes des modules strictement inférieurs à 1, donc la deuxième

condition est satisfaite.

Troisième condition

Soit xf(L0) la courbe des points fixes de hq0L0
. La matrice des dérivées

premières de hq0L0
par rapport à Γ2

n−1 en xf (L0) s’écrit alors pour le système

du convertisseur statique :

∂Γ2
n−1
hq0L0

(xf (L0)) =

(

∂hiq0L0

∂Γ2j
n−1

(xf(L0))

)

i,j=1,...,4

=









a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3 b4
c1 c2 c3 c4
d1 d2 d3 d4









.

Nous adoptons ici les mêmes notations ai, bi, ci, di, i = 1, . . . , 4 que celles uti-

lisées pour l’application thermique, toujours dans le but d’alléger les écritures.

Puis, pour calculer λ′1(L00) = dλ1

dL0
(L00), nous procédons de la même façon que

pour calculer λ′1(Rc0) de l’application thermique. En effet, nous développons

là encore l’équation det(∂Γ2
n−1
hq0L0

(xf (L0))−λI4) = 0 et nous la simplifions en

utilisant le fait que zéro soit toujours valeur propre de ∂Γ2
n−1
hq0L0

(xf (L0)) (voir

remarque 2.3.4). En supposant que λ1(L0) avec, en particulier, λ1(L00) = −1,
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soit valeur propre de ∂Γ2
n−1
hq0L0

(xf (L0)), nous obtenons :

(3.46)
λ3

1(L0) − λ2
1(L0)(Tr(∂Γ2

n−1
hq0L0

(xf (L0)))) + λ1(L0)M1(L0)

−Tr(com(∂Γ2
n−1
hq0L0

(xf(L0)))) = 0,

avec :


























































Tr(∂Γ2
n−1
hq0L0

(xf(L0))) = a1 + b2 + c3 + d4

M1(L0) = a1b2 − a2b1 + a1c3 − a3c1 + a1d4 − a4d1 + b2c3 − b3c2 + b2d4

−b4d2 + c3d4 − c4d3

Tr(com(∂Γ2
n−1
hq0L0

(xf (L0)))) = a1b2c3 + a1b2d4 + a1c3d4 + b2c3d4 + b3c4d2

+b4c2d3 + a2b4d1 + a3b1c2 + a3c4d1 + a4b1d2 + a4c1d3 + a2b3c1 − a1b4d2

−a1c4d3 − a1b3c2 − b2c4d3 − b3c2d4 − b4c3d2 − a3c1d4 − a4b2d1 − a4c3d1

−a3b2c1 − a2b1c3 − a2b1d4.

La dérivée de (3.46) par rapport au paramètre L0 donne, en L0 = L00 , l’ex-

pression suivante pour λ′1(L00) :

(3.47)

λ′1(L00) =

∂
∂L0

�
Tr(∂

Γ2
n−1

hq0L0
(xf (L0)))+M1(L0)+Tr(com(∂

Γ2
n−1

hq0L0
(xf (L0))))

�
|L0=L00

(3+2Tr(∂
Γ2
n−1

hq0L00

(Γ2))+M1(L00 ))
.

Ainsi, comme pour l’application thermique, le calcul de λ′1(L00) ne nécessite

que les valeurs de
∂hiq0L00

∂Γ2j
n−1

(Γ2) (i.e de ai|L0=L00

, bi|L0=L00

, ci|L0=L00

, di|L0=L00

,

i = 1, . . . , 4) et celles de ∂
∂L0

(

∂hiq0L00

∂Γ2j
n−1

(xf(L0))

)

|L0=L00

, i, j = 1, . . . , 4 (i.e de

a′i|L0=L00

, b′i|L0=L00

, c′i|L0=L00

, d′i|L0=L00

, i = 1, . . . , 4).

Les premières sont données par (2.65) au paragraphe 2.3.5. Enfin, les secondes

sont calculées à partir des formules explicitées dans l’annexe B et adaptées

aux notations du convertisseur statique. Plus précisément, le paragraphe B.1

permet le calcul de
∂2hiq0L0

∂L0∂Γ2j
n−1

∣

∣

L0=L00

(Γ2), i, j = 1, . . . , 4, le paragraphe B.2 per-

met celui de
∂2hiq0L00

∂Γ2k
n−1∂Γ2j

n−1

(Γ2), i, j, k = 1, . . . , 4. Enfin, la valeur de x′f (L00) est

obtenue en adaptant la formule (3.39) de l’application thermique, à savoir :

(3.48) x′f (L00) =
(

Dhq0L00

(Γ2) − I4

)−1 ∂hq0L0

∂L0
∣

∣

L0=L00

(Γ2),
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avec
∂hq0L0

∂L0

∣

∣

L0=L00

(Γ2) fourni dans l’annexe B au paragraphe B.3.

Ces calculs étant effectués, nous obtenons numériquement :

(3.49) λ′1(L00) ≃ 376.77 + 48.85i 6= 0,

ce qui satisfait donc la troisième condition du théorème 3.2.3.

Quatrième condition

Pour vérifier la dernière condition du théorème 3.2.3, il faut calculer β

donné par (3.8). Pour cela, nous utilisons les expressions des dérivées première,

seconde et troisième de hiq0L0

, i = 1, . . . , 4 données respectivement par (2.65),

(3.41) et (3.42). Les expressions (3.41) et (3.42) ayant été présentées pour le

modèle thermique, nous les adaptons au modèle du convertisseur en sommant,

non plus de k = 1 à 3 mais de k = 1 à 4. De plus, nous utiliserons les résultats

obtenus dans l’annexe B en dimension quatre.

Ainsi, il ne reste plus ici qu’à donner une base de vecteurs propres à droite

et à gauche de Dhq0L00

(Γ2). Pour la base de vecteurs propres à droite, nous

choisissons (v1 v2 v2 v4) avec vi associé à λi, i = 1, . . . , 4 avec, en particulier,

λ1 = −1. Nous obtenons numériquement :

(3.50)

v1 ≃









1
−11.442836 + 48.851737i
−0.426519 − 1.349074i
−18.867917 − 2.085051i









, v2 ≃









0.5166742− 0.78824872i
17.01036378 + 44.12314420i
0.65810329 − 0.22792681i
9.27738581 + 1.11320087i









v3 ≃









0.01119889 − 0.01608901i
0.52509800 + 0.08316542i
0.01236110 + 0.00503187i
0.12880400 − 0.12438117i









, v4 ≃









0.01627771− 0.18549512i
2.81524460 + 8.90855146i
0.05802415 + 0.01511695i
0.50027614− 0.62998584i









.

De même, nous prenons comme base duale {wj}j=1,...,4 de {vj}j=1,...,4 les vec-

teurs propres à gauche de Dhq0L0
(Γ2) associés aux valeurs propres λi, i =
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1, . . . , 4 avec wivj = 1 si i = j et wivj = 0 sinon. Nous avons numériquement :

(3.51)

w1 ≃









−6.00780496 + 3.31230746i
−0.10257727 − 0.09040793i
−0.65155347 − 1.40122597i
−0.10158624 + 0.05428312i









, w2 ≃









0
0

0.45187014 + 0.88898172i
0.04698337− 0.05759709i









,

w3 ≃









−0.15269597 − 0.97827008i
−0.007293202 − 0.01833645i
0.44704526 + 0.83019484i

−0.026511494 + 0.06508790i









, w4 ≃









50.68797524− 15.97723598i
1.02351719 + 0.27277622i
0.82854165− 35.60644916i
−0.93039774 + 2.48628517i









.

Finalement, nous trouvons comme valeur de β :

(3.52) β ≃ 0.076 − 0.13i 6= 0,

ce qui vérifie alors la dernière condition.

Les quatre conditions du théorème 3.2.3 étant satisfaites, ce dernier s’ap-

plique et permet de démontrer l’existence d’un point de bifurcation pour

L0 = L00 . Il confirme ainsi les observations réalisées sur le diagramme de

bifurcation de la figure 3.7.

Remarque 3.2.8

Il est parfois difficile de trouver des valeurs numériques des paramètres

pour lesquelles il existe une bifurcation de type doublement de période.

Par exemple, l’utilisation de simulations numériques en faisant varier cer-

taines valeurs de paramètres et en observant le comportement du système

est une possibilité pour trouver une bifurcation de type doublement de

période. Cependant, la ”méthode” n’est pas garantie et la recherche peut

être longue.

Pour se donner plus de chance, au moins deux autres moyens peuvent

être employés. Donnons-en le principe en se basant sur l’application du

thermostat à résistance d’anticipation :

1. Une méthode graphique avec la variation de deux paramètres (ici,

la résistance du convecteur Rc et sa puissance Pc) : nous lançons un

algorithme de Newton pour résoudre le système (2.27) d’équations de

cycles de période 2, initialisé avec les conditions initiales trouvées par

simulation. Puis, nous traçons, dans le plan (Pc, Rc), en gris foncé les
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valeurs de Rc et de Pc pour lesquelles l’algorithme converge vers un

cycle de période 1 et en gris clair, celles pour lesquelles l’algorithme

de Newton converge vers un cycle de période 2. Nous obtenons ici la

figure 3.9.

En prenant les valeurs de Rc et de Pc à la limite d’une zone en gris

clair et gris foncé, nous obtenons une approximation pour le passage

d’un cycle de période 1 à un cycle de période 2. Ceci peut nous aider

dans la recherche de bifurcations doublement de période.

2. Une méthode par résolution d’équations : nous prenons en compte

le fait que s’il y a une bifurcation de type doublement de période,

alors nous savons que la jacobienne de l’application de Poincaré hq0
possède −1 comme valeur propre. Ainsi, en développant l’expression

det(∂Γ2
n−1
hq0Rc

(Γ2)− zI3), en la simplifiant du fait que 0 est toujours

valeur propre (voir au paragraphe 2.3.2) et enfin, en remplaçant z

par −1, nous obtenons une équation à deux inconnues Γ2 et Rc. Or,

comme Γ2 est fonction de σ1 et de σ2 avec (2.19), nous avons une

équation à trois inconnues σ1, σ2 et Rc. Pour obtenir un système

résolvable, nous ajoutons à cette équation le système (2.25), obtenu

au paragraphe 2.2.2 en faisant apparâıtre Rc comme une variable. Ce

système ainsi obtenu de trois équations à trois inconnues ne peut être

résolu que numériquement. Pour cela, nous utilisons un algorithme

de Broyden. La limite de cette méthode vient du fait que pour que

l’algorithme converge, il faut l’initialiser très proche de la solution re-

cherchée. Pour éviter ce problème, il serait intéressant d’abord d’uti-

liser l’analyse par intervalles et le logiciel Proj2D pour localiser les

intervalles de solutions possibles.

Une fois le système résolu, il ne resterait plus qu’à appliquer le théorème

3.2.3 en vérifiant les autres conditions.

L’enchâınement répété de bifurcations doublement de période est une des

façons pour un système dynamique à transiter vers un régime chaotique [25].

3.3 En route vers le chaos

Il est difficile de donner une définition exacte du terme chaos [10], [84],

[38], [70], [53]. Cependant, cet état particulier du système possède des ca-
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Fig. 3.9 – Variations de deux paramètres et illustration des comportements
du système (en gris clair, les cycles de période 2, en gris foncé, ceux de période
1)

ractéristiques bien précises (voir [10], [34], [84], [86]) comme :

– la présence d’un nombre infini d’orbites périodiques instables,

– l’existence de trajectoires qui bougent apparemment aléatoirement entre

ces orbites sans jamais être capables de s’installer de façon permanente

sur l’une d’entre elles (ergodicité ou transitivité),

– la sensibilité aux conditions initiales.

Les systèmes pouvant présenter, pour un certain jeu de valeurs de paramètres,

des mouvements chaotiques sont fréquents et interviennent dans de nombreux

domaines [50], [34], comme :

– la météorologie : il est impossible de prévoir le temps à plus de six ou

sept jours [72],

– la finance et l’économie avec la bourse [34],

– l’astrophysique du système solaire [54] et l’existence de mouvements

chaotiques pour les comètes, les astéröıdes et les planètes,

– la médecine : par exemple, R. Cohen [75], cardiologue et physicien,

en réalisant sur ordinateur une simulation des rythmes cardiaques, a

découvert que le doublement de période est la clé de l’apparition d’une

crise cardiaque. De plus, d’autres études, sur les comportements épileptiques

notamment, font intervenir des applications chaotiques dans le but de di-

minuer le risque de crises,

– la biologie : par exemple, la création de systèmes nerveux artificiels pour
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simuler le comportement du cerveau [2].

Le but ici est de montrer que le modèle étudié en dimension trois, avec l’ap-

plication du thermostat à résistance d’anticipation, possède des caractéristiques

de systèmes chaotiques. Ainsi, cela confirmerait qu’une grande complexité peut

apparâıtre à partir de systèmes relativement simples.

Nous étudions dans ce paragraphe l’application thermique en ”délaissant”

le système du convertisseur statique car la dimension est plus petite pour

le thermostat et le modèle est donc plus simple. De plus, pour l’applica-

tion électronique, l’existence de comportements chaotiques a déjà été mise

en évidence par plusieurs auteurs [46], [86].

Etudions alors ici la sensibilité aux conditions initiales du système, de deux

façons différentes :

1. à l’aide d’une méthode graphique qui souligne que les variations des

conditions initiales conduisent le système à adopter des comportements

différents,

2. à l’aide du calcul du plus grand exposant de Lyapunov, qui mesure le

taux de convergence ou de divergence de deux trajectoires possédant des

conditions initiales très proches. La positivité de cet exposant caractérise

la sensibilité aux conditions initiales du système.

3.3.1 Mise en évidence graphique de la sensibilité aux

conditions initiales du système

Considérons ici le modèle en dimension trois du thermostat à résistance

d’anticipation présenté au paragraphe 2.1.2. A partir du système (2.27), définissant

les équations d’un cycle de période 2, nous pouvons émettre deux remarques :

1. Si nous intervertissons les valeurs de σ1 et de σ3 d’une part, et celles de

σ2 et de σ4 d’autre part, le système (2.27) reste inchangé à la valeur près

de l’état discret initial q0.

De là, reprenons les valeurs numériques du tableau 2.2, choisies pour

illustrer l’existence de cycles de période 2 pour l’application thermique au

paragraphe 2.2.2. Nous concluons que σ1 ≃ 146.35631, σ2 ≃ 360.38810,

σ3 ≃ 139.57499, σ4 ≃ 563.56122 représentent aussi une solution du

système (2.27). Notons que cette solution décrit, dans le portrait de

phases, le même cycle de période 2 stable que la solution proposée au

paragraphe 2.2.2.
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2. De plus, si maintenant, nous posons σ1 = σ3 d’une part, et σ2 = σ4

d’autre part, le système (2.27) est réduit à deux équations K1 = 0, K4 =

0 pour deux inconnues σ1, σ2 (puisque K2 devient la même équation

que K1 et K3 est réduite à zéro). La résolution de K1 = 0, K4 = 0

donne σ1 = σ3 ≃ 142.27154, σ2 = σ4 ≃ 459.83169, qui est donc aussi

une solution du système (2.27). Notons ici que cette solution décrit un

cycle de période 1. L’étude de sa stabilité par les méthodes proposées

au paragraphe 2.3, montre que ce cycle de période 1 est instable (par

exemple avec la méthode des transformations ponctuelles d’Andronov,

les racines de ∆1 sont λ1 ≃ −1.0567, λ2 ≃ −0.0472).

Comme nous l’avons démontré au paragraphe 3.2.5, en gardant les mêmes

valeurs numériques que celles du tableau 2.2 et en ne faisant varier que le

paramètre Rc, il y a un doublement de période en Rc0 ≃ 1.5453923, avec du

côté droit du plan Rc = Rc0, l’existence de cycles de période 2 stables et

de cycles de période 1 instables. Les deux remarques précédentes confirment

également ce phénomène.

Ainsi, avec les conditions initiales choisies au paragraphe 2.2.2, l’algorithme de

Newton converge vers une des solutions du système (2.27) qui décrit le cycle

de période 2 stable. Néanmoins, avec d’autres conditions initiales, l’algorithme

peut converger vers l’une ou l’autre des autres solutions présentées ci-avant de

ce système.

C’est cette sensibilité aux conditions initiales que nous allons à présent mettre

en valeur de façon graphique [86], [10]. Pour cela, il est intéressant de loca-

liser toutes les valeurs initiales σi, i = 1, . . . , 4 pour lesquelles l’algorithme

de Newton converge vers un même zéro du système (2.27). Nous utilisons ici

le logiciel Matlab et nous choisissons de tracer avec la même couleur tous les

points initiaux pour lesquels l’algorithme converge vers un même zéro. Pour

une question de temps de calcul et de représentation graphique, nous fixons

les valeurs initiales de σ1 et de σ3 pour ne faire varier que celles de σ2 et de σ4.

Nous obtenons ainsi dans le plan (σ2, σ4) les figures 3.10 obtenues pour deux

valeurs initiales différentes de σ1.

Les ensembles gris clair et noir représentent tous les points initiaux pour σ2 et

σ4 conduisant, au bout de quelques itérations, à la convergence de l’algorithme

de Newton vers le cycle de période 2. Notons que nous avons distingué le zéro

σ1 ≃ 139.57499, σ2 ≃ 563.56122, σ3 ≃ 146.35631, σ4 ≃ 360.38810 (gris clair),

du zéro σ1 ≃ 146.35631, σ2 ≃ 360.38810, σ3 ≃ 139.57499, σ4 ≃ 563.56122



122 Chapitre 3. Bifurcations et chaos

Fig. 3.10 – Illustration de la sensibilité aux conditions initiales pour les valeurs
initiales fixes σ1 = σ3 = 142 (à gauche) et σ1 = 130, σ3 = 142 (à droite)

(noir). Enfin, l’ensemble des points en gris foncé correspond aux valeurs ini-

tiales de σ2 et σ4 pour lesquelles l’algorithme de Newton converge vers le cycle

de période 1. Ces deux figures mettent ainsi en évidence les différents bassins

d’attraction et la sensibilité aux conditions initiales du système principalement

à la frontière de ces différents bassins, appelée séparatrice.

De plus, à partir des valeurs des durées σi, i = 1, . . . , 4, nous pouvons, à l’aide

de (2.19) et de (2.11), calculer les valeurs de cycle pour le cycle de période 1

et pour le cycle de période 2. En choisissant par la suite ces dernières comme

conditions initiales pour les trois températures x, y et z, nous obtenons la

figure 3.11 avec à gauche, la simulation de la température du convecteur en

partant des valeurs de cycle du cycle de période 1 et à droite, celle en partant

des valeurs de cycle du cycle de période 2. A gauche, nous remarquons que le

système suit le cycle de période 1 jusqu’à un certain temps t puis, à cause de

l’instabilité de ce dernier, se replace progressivement sur le cycle de période 2

stable.

3.3.2 Calcul du plus grand exposant de Lyapunov

Les exposants de Lyapunov mesurent le taux de convergence ou de di-

vergence exponentielle de deux trajectoires initialement très proches l’une de

l’autre [10], [46], [40], [84]... Un système de dimension N possède N expo-

sants de Lyapunov et chacun d’entre eux mesure le taux de convergence ou de

divergence suivant un des axes du système.
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Fig. 3.11 – Simulation de la température du convecteur en partant des valeurs
de cycle du cycle de période 1 (à gauche) et en partant des valeurs de cycle du
cycle de période 2 (à droite)

Si nous considérons le système de dimension N suivant :

(3.53) Ẋ = f(X),

et si nous notons F (X) = Df(X), la jacobienne de la fonction f , alors les N

exposants de Lyapunov λi, i = 1, . . . , N sont donnés [46] par :

λi = limt→∞

(

1

t
ln(vpi)

)

,

où les vpi, i = 1, . . . , N correspondent aux valeurs propres de la matrice eF (X)t.

Le calcul du plus grand exposant de Lyapunov est le plus intéressant ici à

effectuer. En effet, une valeur strictement positive pour cette quantité est

généralement signe d’existence de chaos [10], [51], [86]...

Au moins trois méthodes existent pour calculer cet exposant : la méthode

des séries temporelles utilisant des suites de points obtenues par mesures

expérimentales, la méthode de la différence calculant deux trajectoires par

intégration numérique et la méthode variationnelle prenant en compte une pe-

tite perturbation pour une trajectoire initiale. Dans [46], une comparaison de

ces trois méthodes est réalisée et conclut que pour des systèmes présentant des

discontinuités, la méthode variationnelle est la plus adaptée. Introduisons ici

cette méthode.

Pour cela, appliquons au système (3.53) une petite perturbation qui donne :

d

dt
(X + δX) = f(X) + F (X)δX.
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En considérant (3.53), il vient :

(3.54)
d

dt
(δX) = F (X)δX.

Ceci linéarise f(X) en chaque point le long de la trajectoire de référence X(t).

Après un temps T suffisamment long, le plus grand exposant de Lyapunov

prend la forme :

(3.55) λmax ≃
1

T
ln

( ||δX(T )||
||δX(0)||

)

,

où ||.|| représente la norme 2 pour un vecteur.

La méthode ici consiste à résoudre simultanément les systèmes (3.53) et (3.54)

en formant le système augmenté suivant de dimension 2N :

(3.56)
d

dt

(

X

δX

)

=

(

f(X)

F (X)δX

)

.

Enfin, de nombreux auteurs ont proposé des algorithmes visant à calculer le

plus grand exposant de Lyapunov [27], [40], [73], [83] mais en ne considérant

que des systèmes lisses. Dans [51], un algorithme de calcul de cet exposant pour

des systèmes dynamiques non linéaires avec des discontinuités est présenté. Il

fait intervenir à chaque itération de l’algorithme une condition de transition

sur l’état prenant en compte les discontinuités.

C’est donc ici cet algorithme de Müller que nous allons pouvoir appliquer au

modèle hybride du thermostat à résistance d’anticipation.

A. Présentation de l’algorithme de Newton

Nous nous appuyons ici sur les travaux [51] repris par [46]. Le principe est

d’appliquer une méthode variationnelle au système (3.56) en considérant les

discontinuités du système à l’aide d’une condition de transition. C’est cette

dernière que nous allons présenter ici.

Pour cela, nous considérons un système dynamique non linéaire avec des dis-

continuités [31]. Nous supposons que le système subit une discontinuité à l’ins-

tant t = t1 et les équations du système peuvent alors être écrites de la façon

suivante :

(3.57) (t0 ≤)t < t1 : Ẋ = f1(X), X(t0) = X0, f1 ∈ C1,
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(3.58) t = t1 : 0 = h(X(t1)), h ∈ C1,

(3.59) X(t+1 ) = g(X(t−1 )), g ∈ C1,

(3.60) t1 < t : Ẋ = f2(X), X(t1) = X(t+1 ), f2 ∈ C1,

Les signes − et + indiquent les valeurs respectives juste avant et après l’ap-

parition de la discontinuité. Nous supposons qu’entre deux instants où il y a

discontinuité, le système est lisse. La fonction h est appelée fonction indica-

trice et définit, à l’aide de (3.58), l’instant où intervient la discontinuité. La

condition de transition du système en t = t1 est donnée par la relation (3.59).

Le détail de la démarche aboutissant à l’algorithme est exposé dans [51]. Nous

ne donnerons ici que la version finale. Soit H(X) = Dh(X) la jacobienne de

la fonction h et G(X) = Dg(X), celle de la fonction g. Comme dans [46],

l’algorithme de Müller peut être résumé de la façon suivante :

Algorithme de Müller

Le but ici est de résoudre le système (3.56) en considérant les relations

(3.57), (3.58), (3.59), (3.60) et donc les discontinuités existantes. Pour cela, il

faut :

1. détecter les occurences des discontinuités à l’aide de la fonction h(X),

2. localiser l’instant ti précis pour lequel h(X) = 0,

3. trouver les valeurs du vecteur d’état X− et du vecteur de perturbation

δX− en t−i ,

4. résoudre l’équation suivante dans le but d’obtenir la valeur de δt :

(3.61) H(X−)[δX− + f1(X
−)δt] = 0,

5. calculer δX+ à partir de :

(3.62) δX+ = G(X−)δX− + [G(X−)f1(X
−) − f2(X

+)].

L’application de cet algorithme pour un temps suffisamment long, permet de

calculer finalement le plus grand exposant de Lyapunov.
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B. Application de l’algorithme de Müller au modèle du thermostat
à résistance d’anticipation

Pour utiliser l’algorithme de Müller dans le but de calculer le plus grand ex-

posant de Lyapunov pour l’application thermique, nous choisissons les valeurs

numériques du tableau 3.3.

Rth Rc Rm Qth Qc Qp Pth Pc θe θ1 θ2
10−4 0.01 0.01 5 700 0.02 0.1 1430 280 293 294

Tab. 3.3 – Valeurs numériques choisies pour le calcul du plus grand exposant
de Lyapunov pour le modèle thermique

La figure 3.12 présente une simulation des trois températures (à gauche, la

température du thermostat et du convecteur, à droite, la température de la

pièce) toutes initialisées à 292 K. Il semble ici que la trajectoire se comporte

de manière aléatoire.
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Fig. 3.12 – Simulations des températures du thermostat (la plus petite), du
convecteur (à gauche) et de la pièce (à droite)

La figure 3.13 confirme cette observation. En effet, cette dernière représente la

superposition des variations de la température du convecteur pour des condi-

tions initiales différentes mais très proches les unes des autres : 292 K pour

x, y, z pour la courbe en gras et 292 + 10−10 pour x, y, z pour la courbe

tracée d’un trait fin. Nous remarquons que cette infime différence au début de

la simulation entrâıne, malgré tout, le système à se comporter de façon très

différente.
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Remarque 3.3.1

Nous nous limitons ici, pour la superposition des deux courbes, aux va-

riations de la température du convecteur et sur un intervalle de temps

restreint. Ceci a été choisi dans le but d’obtenir une meilleure visibilité sur

la figure et en prenant soin de zoomer après un temps assez conséquent.
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Fig. 3.13 – Simulation des variations de la température du convecteur pour
des conditions initiales égales à 292 K pour les trois températures (courbe en
gras) et égales à 292 + 10−10 K (courbe tracée d’un trait fin)

Nous allons à présent pouvoir appliquer l’algorithme de Müller. Le système

(3.56) devient pour l’application thermique :

(3.63)

(

Ẋ

δẊ

)

=

























ẋ

ẏ

ż

δẋ

δẏ

δż

























=

























−ax + ay + qpth

ex− (b+ d+ e)y + bz + θe

cy − cz + qpc

−aδx+ aδy

eδx− (b+ d+ e)δy + bδz

cδy − cδz

























.

Les discontinuités apparaissent dans ce modèle lors des commutations sur les

deux seuils du thermostat. Il y a ici deux seuils donc deux fonctions indicatrices

signalant l’occurence d’une commutation :

{

h1(X) = LX − θ2,

h2(X) = LX − θ1.
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Les vecteurs g1 et g2 correspondants sont donnés par :

{

g1(X) = (θ2 y z)
T

g2(X) = (θ1 y z)
T .

Nous pouvons alors calculer leurs jacobiennes et obtenir :



















H1 = (1 0 0), H2 = (1 0 0),

G1 =





0 0 0
0 1 0
0 0 1



 , G2 =





0 0 0
0 1 0
0 0 1



 .

La résolution de l’équation (3.61) permet de fournir une expression pour δt :

(3.64)

{

δt = −δx−

−ax+ay+pth
pour la fonction indicatrice h1

δt = −δx−

−ax+ay
pour la fonction indicatrice h2.

À partir de là, l’expression de δX+ donnée par (3.62) s’écrit :

(3.65)














































δX+ =







−(−ax + ay)δt

δy−

δz− + pcδt






pour la fonction indicatrice h1

δX+ =







−(−ax + ay + pth)δt

δy−

δz− − pcδt






pour la fonction indicatrice h2.

La résolution du système (3.63) se fait à l’aide de Matlab en considérant (3.64)

et (3.65). La figure 3.14 donne le calcul du plus grand exposant de Lyapunov en

fonction du temps. Pour un temps t assez grand, cette quantité tend clairement

vers une valeur strictement positive.

La sensibilité aux conditions initiales du système thermique est également ici

mise en avant. Tous ces résultats sont donc encourageants dans l’idée qu’il

existerait bien des phénomènes chaotiques pour notre modèle relativement

simple du thermostat à résistance d’anticipation.

Remarque 3.3.2

Pour vérifier de façon expérimentale la bonne application de l’algorithme

de Müller, nous l’appliquons pour un autre jeu de valeurs qui conduisent à
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Fig. 3.14 – Comportement du plus grand exposant de Lyapunov pour le
modèle du thermostat à résistance d’anticipation et les valeurs du tableau
3.3

un cycle de période 1. Nous savons que le plus grand exposant de Lyapunov

pour un cycle limite est égal à zéro [51]. La figure 3.15 confirme que nous

trouvons bien pour cet exposant une valeur qui tend vers zéro au fur et à

mesure du temps.
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Fig. 3.15 – Plus grand exposant de Lyapunov pour un cycle limite

L’existence de certains phénomènes comme les bifurcations de type dou-

blement de période et la vérification de certaines propriétés caractéristiques

des systèmes chaotiques ont été établies dans ce chapitre. Ces travaux laissent

ainsi penser qu’il exsiterait bien du chaos pour ce système de dimension trois,

relativement simple, du thermostat à résistance d’anticipation. Pour conclure,

il faudrait approfondir notre étude en vérifiant notamment que notre système

satisfasse d’autres propriétés comme l’ergodicité et la transitivité. Ceci sera

une de nos pistes de recherche pour le futur.
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A Annexe : classification des points singuliers

dans le plan

L’étude de la dimension deux va nous permettre de définir les cas et le

vocabulaire utilisés pour les systèmes d’équations différentielles non linéaires

[23]. Considérons le système de dimension deux suivant :
(

ẋ

ẏ

)

= Ẋ = AX.

Le point (0, 0) est solution et point d’équilibre du système. Nous allons étudier

à présent le comportement des trajectoires autour de ce point dans le plan de

phases. Pour cela, considérons le polynôme caractéristique de la matrice A :

PA(λ) = λ2 − Tr(A) + det(A),

où Tr(A) et det(A) correspondent respectivement à la trace et au déterminant

de la matrice A. Son discriminant est Tr(A)2 − 4 det(A). Les différentes possi-

bilités sont les suivantes :

Det(A) < 0 

Tr(A)  0
2 v.p. réelles de signes contraires.  

point col 
ou

point selle 

Tr(A) = 0
2 v.p. imaginaires pures  

centre

Det(A) > 0 

Tr(A)2  4det(A)
2 v.p. de même signe que Tr(A)

Nœud attractif Nœud répulsif 

Tr(A) < 0 Tr(A) > 0 

Tr(A)2 < 4det(A)
2 v.p. complexes de partie réelle Tr(A)/2 et 

de 

Foyer attractif Foyer répulsif 

Tr(A) < 0 Tr(A) > 0 

Det(A) = 0 Tr(A)  0 : Nœud col ou nœud selle 

v.p. : valeur propre 

Det(A) > 0 

Dans le plan (Tr(A), det(A)), les différents cas possibles sont représentés par :
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det(A)

Tr(A)

Centre

Nœud attractif Nœud répulsif

Foyer attractif Foyer répulsif

Col Col

Tr(a)2=4det(A)

Nœud-ColNœud-Col Nœud-ColNœud-Col

Nœud attractif

Im

Re

Im

Re

Re

Im

Im

Re Re

Im Im

Re

Im

Re

Im

Re

Im

Re

B Annexe : détail des calculs pour l’applica-

tion du théorème de bifurcation doublement

de période

Cette annexe a pour but de détailler tous les calculs utilisés dans les para-

graphes 3.2.5 et 3.2.6 pour l’application du théorème de bifurcation doublement

de période 3.2.3 à l’exemple du thermostat à résistance d’anticipation et à celui

du convertisseur statique.

Les deux principales différences pour ces deux applications viennent de la di-

mension (trois pour le thermostat à résistance d’anticipation et quatre pour

le convertisseur statique) et de la notation du paramètre variable (Rc pour

le thermostat à résistance d’anticipation et L0 pour le convertisseur statique).

Ainsi, pour éviter les répétitions inutiles, nous donnerons les formules générales

pour des systèmes en dimension N , N ≥ 1, qui possèdent une application de

Poincaré hqnµ , n ≥ 1 (hq0µ quand n est pair et hq1µ quand n est impair) avec

un point fixe Γ (Γ2 quand n est pair et Γ1 quand n est impair) pour la valeur

du paramètre variable µ, µ = µ0.

Commençons ici par détailler le seul calcul non effectué aux paragraphes

3.2.5 et 3.2.6 pour conclure dans la vérification de la troisième condition du
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théorème 3.2.3, c’est-à-dire le calcul de ∂
∂µ

(

∂hq0µ

∂Γ2j
n−1

(xf (µ))

)

|µ=µ0

, j = 1, . . . , N

donné par (3.38).

B.1 Calcul de
∂2hi

q0µ

∂µ∂Γ2j
n−1

∣

∣

µ=µ0

(Γ2), i, j = 1, . . . , N

Ces dérivées d’ordre deux interviennent dans la vérification de la troisième

condition du théorème de bifurcation doublement de période. Nous avons par

construction et en faisant apparâıtre le paramètre variable µ : hiq0µ (Γ
2
n−1) =

Gi
q0µ

◦ Gq1µ (Γ
2
n−1). Alors, en dérivant une première fois cette expression par

rapport à Γ2j
n−1, j = 1, . . . , N , nous obtenons ∀ i, j = 1, . . . , N :

(3.66)
∂hiq0µ

∂Γ2j
n−1

(Γ2j
n−1) =

N
∑

k=1

∂Gi
q0µ

∂Γ1k
n

(Gq1µ (Γ
2
n−1))

∂Gk
q1µ

∂Γ2j
n−1

(Γ2
n−1),

et ainsi, nous avons finalement en dérivant par rapport au paramètre µ et en

appliquant en Γ2 et µ0, ∀ i, j = 1, . . . , N :

(3.67)
∂2hiq0µ

∂µ∂Γ2j
n−1

∣

∣

µ=µ0

(Γ2) =
∑N

k=1

∂Giq0µ0

∂Γ1k
n

(Γ1)
∂2Gkq1µ

∂µ∂Γ2j
n−1

∣

∣

µ=µ0

(Γ2)

+
∑N

k=1

[

∂2Giq0µ
∂µ∂Γ1k

n

∣

∣

µ=µ0

(Γ1) +
∑N

l=1

∂2Giq0µ0

∂Γ1l
n ∂Γ1k

n
(Γ1)

∂Glq1µ
∂µ
∣

∣

µ=µ0

(Γ2)

]

∂Gkq1µ0

∂Γ2j
n−1

(Γ2).

1. Calculs de
∂Giq0µ0

∂Γ1j
n

(Γ1) et de
∂Giq1µ0

∂Γ2j
n−1

(Γ1), i, j = 1, . . . , N

Les jacobiennes de Gq0µ0
(Γ1) et de Gq1µ0

(Γ2) ont déjà été calculées au pa-

ragraphe 2.3.2 et sont données par (2.58) pour le modèle du thermostat à

résistance d’anticipation et par (2.64) pour le modèle du convertisseur sta-

tique.

2. Calculs de
∂Giq0µ
∂µ
∣

∣

µ=µ0

(Γ1) et de
∂Giq1µ
∂µ
∣

∣

µ=µ0

(Γ2), i, j = 1, . . . , N

D’après la relation (2.43) et en faisant apparâıtre le paramètre variable µ,

la fonction Gqnµ , n ≥ 1, est donnée par :

(3.68) Gqnµ (Γn−1) = gqnµ (ψqnµ (Γn−1),Γn−1) ∀ n ≥ 1.
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Ainsi :

(3.69)
∂Gqnµ

∂µ
(Γn−1) =

∂gqnµ

∂µ
(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)+

∂gqnµ

∂σn
(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)

∂ψqnµ

∂µ
(Γn−1),

ce qui donne plus particulièrement pour Gq0µ :

(3.70)
∂Gq0µ

∂µ
∣

∣

µ=µ0

(Γ1) =
∂gq0µ

∂µ
∣

∣

µ=µ0

(σ2,Γ1) +
∂gq0µ0

∂σ2
n

(σ2,Γ1)
∂ψq0µ

∂µ
∣

∣

µ=µ0

(Γ1).

La dérivée de
∂Gq1µ
∂µ
∣

∣

µ=µ0

(Γ2) est déduite directement de l’équation (3.70) en

remplaçant Γ1 par Γ2, σ2
n par σ1

n, σ
2 par σ1, gq0µ par gq1µ et ψq0µ par ψq1µ .

Pour poursuivre les calculs, rappelons que la fonction ψqnµ , n ≥ 1, a été

construite au paragraphe 2.3.2 en appliquant le théorème des fonctions im-

plicites à l’équation :

(3.71)

Hn(σn,Γn−1, µ) = ct−W (µ)(eσnAn−1(µ)Γn−1−A−1
n−1(µ)Vn−1(µ))−f(S1, S2, qn−1, qn) = 0,

et que la fonction gqnµ , n ≥ 1, est donnée par :

(3.72)
Γn = gqnµ (σn,Γn−1) = gqnµ (ψqnµ (Γn−1),Γn−1)

= eσnAn−1(µ)Γn−1 + A−1
n (µ)Vn(µ) −A−1

n−1(µ)Vn−1(µ).

Ainsi, nous obtenons à partir de (3.72) :

(3.73)


















∂gqnµ
∂σn

(σn,Γn−1) = An−1(µ)eσnAn−1(µ)Γn−1

∂gqnµ
∂µ

(σn,Γn−1) = A′
n−1(µ)σne

σnAn−1(µ)Γn−1 + A−1
n (µ)(V ′

n(µ) − A′
n(µ)A−1

n Vn(µ))

−A−1
n−1(µ)(V ′

n−1(µ) − A′
n−1(µ)A−1

n−1(µ)Vn−1(µ)),

où A′ et V ′ représentent respectivement les dérivées de A et de V par rapport

à µ.

De plus, en dérivant l’équation Hn(ψqnµ (Γn−1),Γn−1, µ) donnée par (3.71) par

rapport à µ, nous avons :

(3.74)
∂Hn

∂µ
(σn,Γn−1, µ) +

∂Hn

∂σn
(σn,Γn−1, µ)

∂ψqnµ

∂µ
(Γn−1) = 0,

ce qui implique :

(3.75)
∂ψqnµ

∂µ
(Γn−1) = −

∂Hn
∂µ

(σn,Γn−1, µ)
∂Hn
∂σn

(σn,Γn−1, µ)
,
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avec :

(3.76)














∂Hn
∂µ

(σn,Γn−1, µ) = −W ′(µ)(eσnAn−1(µ)Γn−1 − A−1
n−1(µ)Vn−1(µ))

−W (µ)(A′
n−1(µ)σne

σnAn−1(µ)Γn−1 + A−1
n−1(µ)(A′

n−1(µ)A−1
n−1(µ)Vn−1(µ) − V ′

n−1(µ)))

∂Hn
∂σn

(σn,Γn−1, µ) = −W (µ)An−1(µ)eσnAn−1(µ)Γn−1.

Pour l’application du thermostat à résistance d’anticipation, nous nous

plaçons dans une base de vecteurs propres de la matrice A. Le système s’écrit

alors :
{

Ẋ = AX + qB + C

ξ = LX,

avec :

A =





A1 0 0
0 A2 0
0 0 A3



 , B =





B1

B2

B3



 , C =





C1

C2

C3



 , L = (L1 L2 L3).

Le système (3.72) devient :

(3.77)



















∂gqnRc
∂σn

(σn,Γn−1) = A(Rc)e
σnA(Rc)Γn−1

∂gqnRc
∂Rc

(σn,Γn−1) = A′(Rc)σne
σnA(Rc)Γn−1

+∆qnA
−1(Rc)(B

′(Rc) −A′(Rc)A
−1(Rc)B(Rc)). =,

où A′, B′ correspondent aux dérivées de A et de B par rapport à Rc.

Plus particulièrement, nous avons :

(3.78)



























∂gq0Rc0
∂σ2
n

(σ2,Γ1) = A(Rc0)e
σ2A(Rc0 )Γ1

∂gq0Rc
∂Rc

∣

∣

Rc=Rc0

(σ2,Γ1) = A′(Rc0)σ
2eσ

2A(Rc0 )Γ1

−∆q1A
−1(Rc0)(B

′(Rc0) −A′(Rc0)A
−1(Rc0)B(Rc0)).

Nous déduisons ces mêmes dérivées pour la fonction gq1Rc à partir de (3.78) en

remplaçant σ2 par σ1, Γ1 par Γ2, −∆q1 par ∆q1.

De même, le système (3.76) devient :

(3.79)


























∂Hn
∂σn

(σn,Γn−1, Rc) = L(Rc)A(Rc)e
σnA(Rc)Γn−1

∂Hn
∂Rc

(σn,Γn−1, Rc) = L′(Rc)(e
σnA(Rc)Γn−1 −A−1(Rc)(qn−1B(Rc) + C(Rc)))

+L(Rc)(A
′(Rc)σne

σnA(Rc)Γn−1 + A−1(Rc)A
′(Rc)A

−1(Rc)(qn−1B(Rc) + C(Rc)))

−L(Rc)A
−1(Rc)(qn−1B

′(Rc) + C ′(Rc)),
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ce qui implique plus particulièrement :

∂ψq0Rc
∂Rc

∣

∣

Rc=Rc0

(Γ1) = −
∂H0

∂Rc
(σ2,Γ1, Rc0)

∂H0

∂σ2
n
(σ2,Γ1, Rc0)

,

avec :

(3.80)


























∂H0

∂Rc
(σ2,Γ1, Rc0) = L(Rc0)A(Rc0)e

σ2A(Rc0 )Γ1

∂H0

∂Rc
(σ2,Γ1, Rc0) = L′(Rc0)(e

σ2A(Rc0 )Γ1 −A−1(Rc0)(q1B(Rc0) + C(Rc0)))

+L(Rc0)(A
′(Rc0)σ

2eσ
2A(Rc0 )Γ1 + A−1(Rc0)A

′(Rc0)A
−1(Rc0)(q1B(Rc0) + C(Rc0)))

−L(Rc0)A
−1(Rc0)(q1B

′(Rc0) + C ′(Rc0))).

À partir de là, il ne reste plus qu’à effectuer les calculs de A′ = A′(Rc), de

B′ = B′(Rc), de C ′ = C ′(Rc), et de L′ = L′(Rc). Ces dérivées sont données

plus précisément par :

(3.81)

A′ =





A′
1 0 0

0 A′
2 0

0 0 A′
3



 , B′ =





B′
1

B′
2

B′
3



 , C ′ =





C ′
1

C ′
2

C ′
3



 , L′ = (L′
1 L

′
2 L

′
3).

Les expressions littérales des Ai, i = 1, ..., 3 sont très longues à écrire explicite-

ment. C’est pourquoi, pour le calcul de leurs dérivées par rapport au paramètre

Rc, nous préférons utiliser le calcul formel à l’aide du logiciel Maple. À partir

de ces valeurs notamment, nous pouvons ensuite donner les expressions des B′
i,

C ′
i, L

′
i, i = 1, ..., 3.

Pour cela, considérons la matrice de passage P (Rc) suivante :

P (Rc) =









1 1 1

a+A1

a
a+A2

a
a+A3

a

c(a+A1)
a(c+A1)

c(a+A2)
a(c+A2)

c(a+A3)
a(c+A3)









et son inverse donné par :

P−1(Rc) =











− (a+A2)(a+A3)(c+A1)
(a−c)(A3−A1)(A2−A1)

a(c+A1)
(A3−A1)(A2−A1)

a(c+A3)(c+A2)(c+A1)
c(a−c)(A3−A1)(A2−A1)

(a+A3)(a+A1)(c+A2)
(a−c)(A3−A2)(A2−A1)

− a(c+A2)
(A3−A2)(A2−A1)

− a(c+A3)(c+A2)(c+A1)
c(a−c)(A3−A2)(A2−A1)

− (a+A2)(a+A1)(c+A3)
(a−c)(A3−A2)(A3−A1)

a(c+A3)
(A3−A2)(A3−A1)

a(c+A3)(c+A2)(c+A1)
c(a−c)(A3−A2)(A3−A1)











.
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Alors, dans cette base de vecteurs propres de A, nous avons :

B(Rc) =





B1(Rc)
B2(Rc)
B3(Rc)



 =











(c+A1)(apc(c+A2)(c+A3)−cpth(a+A2)(a+A3))
c(a−c)(A3−A1)(A2−A1)

(c+A2)(cpth(a+A1)(a+A3))−apc(c+A1)(c+A3)
c(a−c)(A3−A2)(A2−A1)

(c+A3)(apc(c+A1)(c+A2)−cpth(a+A1)(a+A2))
c(a−c)(A3−A2)(A3−A1)











,

C(Rc) =





C1(Rc)
C2(Rc)
C3(Rc)



 =











a.d.θe(c+A1)
(A3−A1)(A2−A1)

− a.d.θe(c+A2)
(A3−A2)(A2−A1)

a.d.θe(c+A3)
(A3−A2)(A3−A1)











,

L(Rc) = (L1(Rc) L2(Rc) L3(Rc)) = (1 1 1) .

Ainsi, en dérivant par rapport au paramètre Rc les expressions pour B, C et

L, nous obtenons :

(3.82) B′(Rc) =







B′
1

B′
2

B′
3






,

avec :


























































































B′
1 = B1

(

c′+A′
1

c+A1
−
(

c′(a−2c)(A3−A1)(A2−A1)+c(a−c)[(A′
3−A

′
1)(A2−A1)+(A3−A1)(A′

2−A
′
1)]
)

c(a−c)(A3−A1)(A2−A1)

)

+
(c+A1)

(

apc[(c′+A′
2)(c+A3)+(c+A2)(c′+A′

3)]−c′pth(a+A2)(a+A3)−cpth[A
′
2(a+A3)+A′

3(a+A2)]
)

c(a−c)(A3−A1)(A2−A1)

B′
2 = B2

(

c′+A′
2

c+A2
−
(

c′(a−2c)(A3−A2)(A2−A1)+c(a−c)[(A′
3−A

′
2)(A2−A1)+(A3−A2)(A′

2−A
′
1)]
)

c(a−c)(A3−A2)(A2−A1)

)

+
(c+A2)

(

−apc[(c′+A′
1)(c+A3)+(c+A1)(c′+A′

3)]+c
′pth(a+A1)(a+A3)+cpth[A

′
1(a+A3)+A′

3(a+A1)]
)

c(a−c)(A3−A2)(A2−A1)

B′
3 = B3

(

c′+A′
3

c+A3
−
(

c′(a−2c)(A3−A2)(A3−A1)+c(a−c)[(A′
3−A

′
2)(A3−A1)+(A3−A2)(A′

3−A
′
1)]
)

c(a−c)(A3−A2)(A3−A1)

)

+
(c+A3)

(

apc[(c′+A′
1)(c+A2)+(c+A1)(c′+A′

2)]−c′pth(a+A1)(a+A2)−cpth[A
′
1(a+A2)+A′

2(a+A1)]
)

c(a−c)(A3−A2)(A3−A1)

(3.83)

C ′(Rc) =















a.d.θe

(

(A3−A1)(A2−A1)(c′+A′
1)−[(A′

3−A
′
1)(A2−A1)+(A3−A1)(A′

2−A
′
1)](c+A1)

)

(A3−A1)2(A2−A1)2

−a.d.θe

(

(A3−A2)(A2−A1)(c′+A′
2)−[(A′

3−A
′
2)(A2−A1)+(A3−A2)(A′

2−A
′
1)](c+A2)

)

(A3−A2)2(A2−A1)2

a.d.θe

(

(A3−A2)(A3−A1)(c′+A′
3)−[(A′

3−A
′
2)(A3−A1)+(A3−A2)(A′

3−A
′
1)](c+A3)

)

(A3−A2)2(A3−A1)2















,
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car a, d, θe ne dépendent pas de Rc et avec c′ = − 1
R2
cQc

, Qc = mcCc et les A′
i,

i = 1, ..., 3 donnés par Maple.

Enfin, nous avons :

(3.84) L′ = (0 0 0) .

Remarque B.1

Nous avons volontairement omis les Rc entre parenthèses pour alléger les

notations.

Finalement, les systèmes (3.78) et (3.80) permettent, à l’aide de (3.70), le calcul

de
∂Gq0Rc
∂Rc

∣

∣

Rc=Rc0

(Γ1) pour l’exemple thermique et donc aussi par symétrie, le

calcul de
∂Gq1Rc
∂Rc

∣

∣

Rc=Rc0

(Γ2).

Remarque B.2

Pour ne pas alourdir cette annexe, nous ne détaillerons les calculs que pour

l’exemple du thermostat à résistance d’anticipation, ceux pour l’exemple du

convertisseur statique ayant été obtenus exactement de la même manière.

3. Calculs de
∂2Giq0µ

∂µ∂Γ1j
n

∣

∣

µ=µ0

(Γ1), de
∂2Giq1µ

∂µ∂Γ2j
n−1

∣

∣

µ=µ0

(Γ2), i, j = 1, . . . , N

Pour ces calculs, reprenons l’expression de
Gqnµ
∂µ

(Γn−1) donnée par (3.69) et

dérivons-la par Γjn−1, j = 1, . . . , N . Nous obtenons ∀ i, j = 1, . . . , N :

(3.85)

∂2Giqnµ

∂µ∂Γjn−1

(Γn−1) =
∂2giqnµ

∂µ∂Γjn−1

(σn,Γn−1)

+

[

∂2giqnµ
∂µ∂σn

(σn,Γn−1) +
∂2giqnµ
∂(σn)2

(σn,Γn−1)
∂ψqnµ
∂µ

(Γn−1)

]

∂ψqnµ

∂Γjn−1

(Γn−1)

+
∂2giqnµ

∂Γjn−1∂σn
(σn,Γn−1)

∂ψqnµ
∂µ

(Γn−1) +
∂giqnµ
∂σn

(σn,Γn−1)
∂2ψqnµ

∂µ∂Γjn−1

(Γn−1),
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ce qui donne plus particulièrement pour Gq0µ et appliqué en Γ1, µ0, ∀ i, j =

1, . . . , N :

(3.86)

∂2Giq0µ

∂µ∂Γ1j
n

∣

∣

µ=µ0

(Γ1) =
∂2giq0µ

∂µ∂Γ1j
n

∣

∣

µ=µ0

(σ2,Γ1)

+

[

∂2giq0µ
∂µ∂σ2

n

∣

∣

µ=µ0

(σ2,Γ1) +
∂2giq0µ0

∂(σ2
n)2

(σ2,Γ1)
∂ψq0µ
∂µ
∣

∣

µ=µ0

(Γ1)

]

∂ψq0µ0

∂Γ1j
n

(Γ1)

+
∂2giq0µ0

∂Γ1j
n ∂σ2

n

(σ2,Γ1)
∂ψq0µ
∂µ
∣

∣

µ=µ0

(Γ1) +
∂giq0µ0

∂σ2
n

(σ2,Γ1)
∂2ψq0µ

∂µ∂Γ1j
n

∣

∣

µ=µ0

(Γ1).

De la même façon que précédemment, nous pouvons déduire de (3.86), la valeur

de
∂2Giq1µ

∂µ∂Γ2j
n−1

∣

∣

µ=µ0

(Γ2), i, j = 1, . . . , N en remplaçant gq0µ par gq1µ , ψq0µ par ψq1µ ,

Γ1 par Γ2, σ1 par σ2...

Les expressions de
∂ψqnµ
∂µ

(Γn−1) et de
∂gqnµ
∂σn

(ψqnµ (Γn−1),Γn−1) ayant déjà été

données par (3.75) et par la première relation de (3.73), il reste alors à calculer
∂2gqnµ
∂µ∂σn

(ψqnµ (Γn−1),Γn−1),
∂2gqnµ
∂(σn)2

(ψqnµ (Γn−1),Γn−1),
∂2gqnµ

∂Γjn−1∂σn
(ψqnµ (Γn−1),Γn−1),

∂ψqnµ

∂Γjn−1

(Γn−1), et
∂2ψqnµ

∂µ∂Γjn−1

(Γn−1), j = 1, . . . , N .

Déjà, à partir de (3.73), nous avons :

(3.87)























∂2gqnµ
∂µ∂σn

(σn,Γn−1) = (A′
n−1(µ) + An−1(µ)A′

n−1(µ)σn)e
σnAn−1(µ)Γn−1

∂2gqnµ
∂(σn)2

(σn,Γn−1) = A2
n−1(µ)eσnAn−1(µ)Γn−1

∂2gqnµ
∂Γn−1∂σn

(σn,Γn−1) = An−1(µ)eσnAn−1(µ).

De plus, en dérivant l’équation Hn(ψqn(Γn−1, µ),Γn−1, µ) donnée par (3.71) par

rapport à Γn−1, nous obtenons :

(3.88)
∂Hn

∂Γn−1
(σn,Γn−1, µ) +

∂Hn

∂σn
(σn,Γn−1, µ)

∂ψqnµ

∂Γn−1
(Γn−1) = 0,

ce qui implique :

(3.89)
∂ψqnµ

∂Γn−1
(Γn−1) = −

∂Hn
∂Γn−1

(σn,Γn−1, µ)
∂Hn
∂σn

(σn,Γn−1, µ)
,

avec :

(3.90)

{

∂Hn
∂Γn−1

(σn,Γn−1, µ) = −W (µ)eσnAn−1(µ)

∂Hn
∂σn

(σn,Γn−1, µ) = −W (µ)An−1(µ)eσnAn−1(µ)Γn−1.
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Enfin, pour le calcul de
∂2ψqnµ
∂µ∂Γn−1

(Γn−1), dérivons (3.88) par rapport à µ ce qui

donne :

∂2Hn
∂µ∂Γn−1

(σn,Γn−1, µ) + ∂2Hn
∂σn∂Γn−1

(σn,Γn−1, µ)
∂ψqnµ
∂µ

(Γn−1)

+
(

∂2Hn
∂µ∂σn

(σn,Γn−1, µ) + ∂2Hn
∂(σn)2

(σn,Γn−1, µ)
∂ψqnµ
∂µ

(Γn−1)
)

∂ψqnµ
∂Γn−1

(Γn−1)

+∂Hn
∂σn

(σn,Γn−1, µ)
∂2ψqnµ
∂µ∂Γn−1

(Γn−1) = 0.

Nous obtenons ainsi :

(3.91)

∂2ψqnµ
∂µ∂Γn−1

(Γn−1) = −
∂2Hn

∂µ∂Γn−1
(σn,Γn−1,µ)+ ∂2Hn

∂σn∂Γn−1
(σn,Γn−1,µ)

∂ψqnµ

∂µ
(Γn−1)

∂Hn
∂σn

(σn,Γn−1,µ)

−

�
∂2Hn
∂µ∂σn

(σn,Γn−1,µ)+ ∂2Hn
∂(σn)2

(σn,Γn−1,µ)
∂ψqnµ

∂µ
(Γn−1)

�
∂ψqnµ

∂Γn−1
(Γn−1)

∂Hn
∂σn

(σn,Γn−1,µ)
,

avec :

(3.92)










































∂2Hn
∂µ∂Γn−1

(σn,Γn−1, µ) = −(W ′(µ) +W (µ)A′
n−1(µ)σn)e

σnAn−1(µ)

∂2Hn
∂σn∂Γn−1

(σn,Γn−1, µ) = −W (µ)An−1(µ)eσnAn−1(µ)

∂2Hn
∂µ∂σn

(σn,Γn−1, µ) =

−(W ′(µ)An−1(µ) +W (µ)A′
n−1(µ) +W (µ)An−1(µ)A′

n−1(µ)σn)e
σnAn−1(µ)Γn−1

∂2Hn
∂(σn)2

(σn,Γn−1, µ) = −W (µ)A2
n−1(µ)eσnAn−1(µ)Γn−1,

et
∂ψqnµ
∂µ

(Γn−1) et
∂ψqnµ
∂Γn−1

(Γn−1) respectivement donnés par (3.75) et (3.89).

Pour l’application thermique, le système (3.73) devient :

(3.93)























∂2gqnRc
∂Rc∂σn

(σn,Γn−1) = (A′(Rc) + A(Rc)A
′(Rc)σn)e

σnA(Rc)Γn−1

∂2gqnRc
∂(σn)2

(σn,Γn−1) = A2(Rc)e
σnA(Rc)Γn−1

∂2gqnRc
∂Γn−1∂σn

(σn,Γn−1) = A(Rc)e
σnA(Rc).

De même, l’expression pour
∂ψqnµ
∂Γn−1

(Γn−1) donnée par (3.89) devient également :

(3.94)
∂ψqnRc
∂Γn−1

(Γn−1) = −
∂Hn
∂Γn−1

(σn,Γn−1, Rc)

∂Hn
∂σn

(σn,Γn−1, Rc)
,

avec :

(3.95)

{

∂Hn
∂Γn−1

(σn,Γn−1, Rc) = L(Rc)e
σnA(Rc)

∂Hn
∂σn

(σn,Γn−1, Rc) = L(Rc)A(Rc)e
σnA(Rc)Γn−1.
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Enfin, le système (3.92) s’adapte au modèle du thermostat à résistance d’an-

ticipation de la façon suivante :

(3.96)






























∂2Hn
∂Rc∂Γn−1

(σn,Γn−1, Rc) = (L′(Rc) + L(Rc)A
′(Rc)σn)e

σnA(Rc)

∂2Hn
∂σn∂Γn−1

(σn,Γn−1, Rc) = L(Rc)A(Rc)e
σnA(Rc)

∂2Hn
∂Rc∂σn

(σn,Γn−1, Rc) = (L′(Rc)A(Rc) + L(Rc)(A
′(Rc) + A(Rc)A

′(Rc)σn))e
σnA(Rc)Γn−1

∂Hn
∂(σn)2

(σn,Γn−1, Rc) = L(Rc)A
2(Rc)e

σnA(Rc)Γn−1.

Ainsi, les systèmes (3.93), (3.95) et (3.96) ainsi que (3.75) et (3.73) permettent,

à l’aide de (3.85) le calcul de
∂2GiqnRc
∂Rc∂Γjn−1

(Γn−1), i, j = 1, . . . , 3, n ≥ 1 et donc de

∂Giq0Rc
∂Rc∂Γ1j

n

∣

∣

Rc=Rc0

(Γ1) et de
∂Giq1Rc
∂Rc∂Γ2j

n−1

∣

∣

Rc=Rc0

(Γ2), i, j = 1, . . . , 3.

4. Calculs de
∂2Giq0µ0

∂Γ1j
n ∂Γ1k

n

(Γ1) et de
∂2Giq1µ0

∂Γ2j
n−1∂Γ2k

n−1

(Γ2), i, j, k = 1, . . . , N

Pour le calcul des hessiennes de Gi
q0µ

et de Gi
q1µ

, i = 1, . . . , N , dérivons une

première fois par rapport à Γjn−1, j = 1, . . . , N , la fonction Gqnµ donnée par

(3.68). Nous avons ainsi pour i, j = 1, . . . , N :

(3.97)

∂Giqnµ

∂Γjn−1

(Γn−1) =

∂giqnµ

∂Γjn−1

(ψqnµ (Γn−1),Γn−1) +
∂giqnµ
∂σn

(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)
∂ψqnµ

∂Γjn−1

(Γn−1).

Puis, en dérivant (3.97) par Γkn−1, k = 1, . . . , N , nous obtenons alors pour

i, j, k = 1, . . . , N :

(3.98)

∂2Giqnµ

∂Γkn−1∂Γjn−1

(Γn−1) =
∂2giqnµ

∂Γkn−1∂Γjn−1

(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)

+
∂2giqnµ

∂Γjn−1∂σn
(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)

∂ψqnµ
∂Γkn−1

(Γn−1)

+
∂2giqnµ

∂Γkn−1∂σn
(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)

∂ψqnµ

∂Γjn−1

(Γn−1)

+
∂2gqnµ
∂(σn)2

(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)
∂ψqnµ
∂Γkn−1

(Γn−1)
∂ψqnµ

∂Γjn−1

(Γn−1)

+
∂giqnµ
∂σn

(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)
∂2ψqnµ

∂Γkn−1∂Γjn−1

(Γn−1).
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Les calculs de
∂2giqnµ
∂(σn)2

(σn,Γn−1) et
∂2giqnµ

∂Γjn−1∂σn
(σn,Γn−1), i, j = 1, . . . , N , sont

respectivement donnés par la deuxième et troisième équations du système

(3.87),
∂gqnµ
∂σn

(σn,Γn−1) est donné par la première relation de (3.73) et enfin,
ψqnµ
∂Γkn−1

(Γn−1), k = 1, . . . , N , a été calculé par (3.89) et (3.90).

Il reste alors à calculer
∂2giqnµ

∂Γkn−1∂Γjn−1

(σn,Γn−1) et
∂2ψqnµ

∂Γkn−1∂Γjn−1

(Γn−1), i, j, k = 1, . . . , N .

Déjà, comme nous savons que
∂gqnµ
∂Γn−1

(σn,Γn−1) = eσnAn−1(µ), nous concluons

alors ∀ i, j, k = 1, . . . , N :

∂2giqnµ

∂Γkn−1∂Γ
j
n−1

(σn,Γn−1) = 0.

Enfin, en dérivant l’équation (3.88) par rapport à Γkn−1, k = 1, . . . , N , nous

obtenons ∀ j, k = 1, . . . , N :

(3.99)
∂2Hn

∂Γjn−1∂Γkn−1

(σn,Γn−1, µ) + ∂2Hn
∂Γjn−1∂σn

(σn,Γn−1, µ)
∂ψqnµ
∂Γkn−1

(Γn−1)

+
(

∂2Hn
∂Γkn−1∂σn

(σn,Γn−1, µ) + ∂2Hn
∂(σn)2

(σn,Γn−1, µ)
∂ψqnµ
∂Γkn−1

(Γn−1)
)

∂ψqnµ

∂Γjn−1

(Γn−1)

+∂Hn
∂σn

(σn,Γn−1, µ)
∂2ψqnµ

∂Γjn−1∂Γkn−1

(Γn−1) = 0,

ce qui nous permet finalement d’écrire ∀ j, k = 1, . . . , N :

(3.100)

∂2ψqnµ

∂Γjn−1∂Γkn−1

(Γn−1) = −
∂2Hn

∂Γ
j
n−1

∂Γk
n−1

(σn,Γn−1,µ)+ ∂2Hn

∂Γ
j
n−1

∂σn
(σn,Γn−1,µ)

∂ψqnµ

∂Γk
n−1

(Γn−1)

∂Hn
∂σn

(σn,Γn−1,µ)

−

�
∂2Hn

∂Γk
n−1

∂σn
(σn,Γn−1,µ)+ ∂2Hn

∂(σn)2
(σn,Γn−1,µ)

∂ψqnµ

∂Γk
n−1

(Γn−1)

�
∂ψqnµ

∂Γ
j
n−1

(Γn−1)

∂Hn
∂σn

(σn,Γn−1,µ)
,

avec pour j, k = 1, . . . , N , ∂2Hn
∂Γjn−1∂Γkn−1

(σn,Γn−1, µ) = 0, ∂2Hn
∂σn∂Γjn−1

(σn,Γn−1, µ)

et ∂2Hn
∂(σn)2

(σn,Γn−1, µ) calculés respectivement par la deuxième et la dernière

relations du système (3.92). De plus,
∂ψqnµ

∂Γjn−1

(Γn−1), j = 1, . . . , N est donné par

(3.89) et (3.90).

Pour l’exemple du thermostat à résistance d’anticipation, les systèmes

(3.93), (3.77), (3.94) et (3.96) nous donnent la possibilité d’obtenir numériquement
∂2Giq0Rc0
∂Γ1j

n ∂Γ1k
n

(Γ1) et par symétrie
∂2Giq1Rc0

∂Γ2j
n−1∂Γ2k

n−1

(Γ1), i, j, k = 1, . . . , 3.

Finalement, les quatre points traités au cours de ce paragraphe B.1 conduisent
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aux valeurs de
∂2hiq0Rc0
∂Rc∂Γ2j

n−1

(Γ2), i, j = 1, . . . , 3 et par symétrie, également aux va-

leurs de
∂2hiq1Rc0
∂Rc∂Γ1j

n
(Γ1), i, j = 1, . . . , 3.

B.2 Calcul de
∂2hi

q0µ0

∂Γ2k
n−1∂Γ2j

n−1

(Γ2), i, j, k = 1, . . . , N

En dérivant
∂hiq0µ

∂Γ2j
n−1

(Γ2
n−1), i, j = 1, . . . , N donné par (3.66) par rapport à

Γ2k
n−1, k = 1, . . . , N , nous obtenons ∀ i, j, k = 1, . . . , N :

(3.101)

∂2hiq0µ

∂Γ2k
n−1∂Γ2j

n−1

(Γ2
n−1) =

∑N
l=1

∂Giq0µ
∂Γ1l

n
(Gq1µ (Γ

2
n−1))

∂2Glq1µ

∂Γ2j
n−1∂Γ2k

n−1

(Γ2
n−1)

+
∑N

l=1

[

∑N
m=1

∂2Giq0µ
∂Γ1l

n ∂Γ1m
n

(Gq1µ (Γ
2
n−1))

∂Gmq1µ
∂Γ2k

n−1
(Γ2

n−1)

]

∂Glq1µ

∂Γ2j
n−1

(Γ2
n−1).

Les dérivées premières et secondes de Gq0µ et de Gq1µ étant données par (2.49)

et (3.98), le calcul de
∂2hiq0µ0

∂Γ2k
n−1∂Γ2j

n−1

(Γ2), i, j, k = 1, . . . , N est possible sans calcul

supplémentaire.

B.3 Calcul de
∂hq0µ

∂µ
∣

∣

µ=µ0

(Γ2)

La dérivée de hq0µ (Γ
2
n−1) = Gq0µ ◦Gq1µ (Γ

2
n−1) en (Γ2, µ0) s’écrit :

(3.102)
∂hq0µ

∂µ
∣

∣

µ=µ0

(Γ2) =
∂Gq0µ

∂µ
∣

∣

µ=µ0

(Γ1) +DGq0µ0
(Γ1)

∂Gq1µ

∂µ
∣

∣

µ=µ0

(Γ2).

Le calcul des dérivées premières de Gqnµ , n ≥ 1 étant donné par (2.49) et

celui de
∂Gqnµ
∂µ

(Γn−1), n ≥ 1 par (3.69), nous pouvons alors calculer, pour les

modèles du thermostat et du convertisseur, les valeurs de
∂hq0Rc
∂Rc

∣

∣

Rc=Rc0

(Γ2) et

∂hq0L0

∂L0

∣

∣

L0=L00

(Γ2). Ainsi, nous calculons, à l’aide de (3.9), les valeurs de x′f (Rc0)

pour le système thermique et x′f(L00) pour le système électronique.

Finalement, les valeurs de
∂2hiq0µ

∂µ∂Γ2j
n−1

∣

∣

µ=µ0

(Γ2), i, j = 1, . . . , N , dans la par-

tie B.1, de
∂2hiq0µ0

∂Γ2k
n−1∂Γ2j

n−1

(Γ2), i, j, k = 1, . . . , N , dans la partie B.2 et enfin de
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∂hq0µ
∂µ
∣

∣

µ=µ0

(Γ2), dans la partie B.3, nous donnent la possibilité de conclure sur

la valeur de ∂
∂µ

(

∂h1
q0µ

∂Γ2j
n−1

(xf (µ))

)

|µ=µ0

, utilisée pour la vérification de la troisième

condition du théorème 3.2.3.

Poursuivons cette annexe en détaillant les calculs nécessaires pour la vérification

de la dernière condition du théorème 3.2.3. Rappelons d’abord :

w1D2hq0µ0
(Γ2)(v1, v1) =

∑

i,j,k

w1i∂2hiq0µ0

∂Γ2j
n−1∂Γ

2k
n−1

(Γ2)v1jv1k.

Remarque B.3

La valeur du paramètre µ étant fixée à µ0 pour la vérification de cette

condition, la fonction hq0µ0
peut à nouveau être considérée uniquement

en fonction de Γ2
n−1. C’est pourquoi nous nous autorisons à reprendre les

notations Dhq0µ0
pour la jacobienne et D2hq0µ0

pour la hessienne de cette

application.

Les valeurs de
∂2hiq0µ0

∂Γ2j
n−1∂Γ2k

n−1

(Γ2), i, j, k = 1, . . . , N , ayant été obtenues dans la par-

tie B.2, et celles de w1 et de v1 ayant été calculées pour chaque application aux

paragraphes 3.2.5 et 3.2.6, le calcul de w1D2hq0µ0
(Γ2)(v1, D2hq0µ0

(Γ2)(v1, v1))

devient alors possible.

De plus, la jacobienne de hq0µ0
, Dhq0µ0

(Γ2), est donnée par (2.49) et les va-

leurs de wi, vi, i = 1, . . . , N sont données numériquement par (3.43), (3.44)

pour le thermostat à résistance d’anticipation, et par (3.50), (3.51) pour le

convertisseur statique. Ainsi, nous obtenons le calcul du vecteur U , donné

dans le théorème 3.2.3. Ceci permet également de calculer numériquement

w1D2hq0µ0
(Γ2)(v1, (Dhq0µ0

(Γ2) + IN )U).

Pour conclure sur la valeur de β donnée par (3.8), il reste alors à calculer

w1D3hq0µ0
(Γ2)(v1, v1, v1).
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B.4 Calcul de w1D3hq0µ0
(Γ2)(v1, v1, v1)

Par définition, nous avons :

(3.103) w1D3hq0µ0
(Γ2)(v1, v1, v1) =

∑

i,j,k,l

w1i∂3hiq0µ0

∂Γ2j
n−1∂Γ

2k
n−1∂Γ

2l
n−1

(Γ2)v1jv1kv1l.

Il reste alors à donner une expression des dérivées d’ordre trois de hiq0µ0
, i =

1, . . . , N . Pour cela nous dérivons
∂2hiq0µ0

∂Γ2j
n−1∂Γ2k

n−1

(Γ2
n−1), i, j, k = 1, . . . , N , exprimé

par (3.101), par rapport à Γ2l
n−1, l = 1, . . . , N . Nous obtenons ∀ i, j, k, l =

1, . . . , N :

(3.104)
∂3hiq0µ0

∂Γ2j
n−1∂Γ2k

n−1∂Γ2l
n−1

(Γ2) =

∑N
m=1

(

∑N
p=1

(

∑N
r=1

∂3Giq0µ0

∂Γ1m
n ∂Γ1p

n ∂Γ1r
n

(Γ1)
∂Grq1µ0

∂Γ2l
n−1

(Γ2)

)

∂Gpq1µ0

∂Γ2k
n−1

(Γ2)

)

∂Gmq1µ0

∂Γ2j
n−1

(Γ2)

+
∑N

m=1

(

∑N
p=1

∂2Giq0µ0

∂Γ1m
n ∂Γ1p

n
(Γ1)

∂2Gpq1µ0

∂Γ2k
n−1∂Γ2l

n−1
(Γ2)

)

∂Gmq1µ0

∂Γ2j
n−1

(Γ2)

+
∑N

m=1

(

∑N
p=1

∂2Giq0µ0

∂Γ1m
n ∂Γ1p

n
(Γ1)

∂Gpq1µ0

∂Γ2k
n−1

(Γ2)

)

∂2Gmq1µ0

∂Γ2j
n−1∂Γ2l

n−1

(Γ2)

+
∑N

m=1

(

∑N
p=1

∂2Giq0µ0

∂Γ1m
n ∂Γ1p

n
(Γ1)

∂Gpq1µ0

∂Γ2l
n−1

(Γ2)

)

∂2Gmq1µ0

∂Γ2j
n−1∂Γ2k

n−1

(Γ2)

+
∑N

m=1

∂Giq0µ0

∂Γ1m
n

(Γ1)
∂3Gmq1µ0

∂Γ2j
n−1∂Γ2k

n−1∂Γ2l
n−1

(Γ2).

Les dérivées premières et secondes de Gq0µ0
et de Gq1µ0

étant données par

(2.49) et (3.98), il faut à présent calculer leurs dérivées d’ordre trois.

Calculs de
∂3Giq0µ0

∂Γ1j
n ∂Γ1k

n ∂Γ1l
n

(Γ1) et de
∂3Giq1µ0

∂Γ2j
n−1∂Γ2k

n−1∂Γ2l
n−1

(Γ2), i, j, k, l = 1, . . . , N

D’une façon plus générale, calculons
∂3Giqnµ

∂Γjn−1∂Γkn−1∂Γln−1

(Γn−1), i, j, k, l = 1, . . . , N ,

n ≥ 1. Pour cela, dérivons l’expression (3.98) une nouvelle fois par rapport à
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Γln−1, l = 1, . . . , N . Nous aboutissons, pour i, j, k, l = 1, . . . , N et n ≥ 1, à :

∂3Giqnµ

∂Γjn−1∂Γkn−1∂Γln−1

(Γn−1) =
∂3giqnµ

∂Γjn−1∂Γkn−1∂Γln−1

(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)

+
∂3giqnµ

∂Γjn−1∂Γkn−1∂σn
(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)

∂ψqnµ
∂Γln−1

(Γn−1)

+
∂3giqnµ

∂Γjn−1∂Γln−1∂σn
(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)

∂ψqnµ
∂Γkn−1

(Γn−1)

+
∂3giqnµ

∂Γjn−1∂(σn)2
(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)

∂ψqnµ
∂Γln−1

(Γn−1)
∂ψqnµ
∂Γkn−1

(Γn−1)

+
∂2giqnµ

∂Γjn−1∂σn
(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)

∂2ψqnµ
∂Γkn−1∂Γln−1

(Γn−1)

+
∂3giqnµ

∂Γkn−1∂Γln−1∂σn
(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)

∂ψqnµ

∂Γjn−1

(Γn−1)

+
∂3giqnµ

∂Γkn−1∂(σn)2
(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)

∂ψqnµ
∂Γln−1

(Γn−1)
∂ψqnµ

∂Γjn−1

(Γn−1)

+
∂2giqnµ

∂Γkn−1∂σn
(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)

∂2ψqnµ

∂Γjn−1∂Γln−1

(Γn−1)

+
∂3giqnµ

∂Γln−1∂(σn)2
(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)

∂ψqnµ
∂Γkn−1

(Γn−1)
∂ψqnµ

∂Γjn−1

(Γn−1)

+
∂3giqnµ
∂(σn)3

(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)
∂ψqnµ
∂Γln−1

(Γn−1)
∂ψqnµ
∂Γkn−1

(Γn−1)
∂ψqnµ

∂Γjn−1

(Γn−1)

+
∂2giqnµ
∂(σn)2

(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)
∂2ψqnµ

∂Γln−1∂Γkn−1
(Γn−1)

∂ψqnµ

∂Γjn−1

(Γn−1)

+
∂2giqnµ
∂(σn)2

(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)
∂ψqnµ
∂Γkn−1

(Γn−1)
∂2ψqnµ

∂Γjn−1∂Γln−1

(Γn−1)

+
∂2giqnµ

∂Γln−1∂σn
(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)

∂2ψqnµ

∂Γkn−1∂Γjn−1

(Γn−1)

+
∂2giqnµ
∂(σn)2

(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)
∂ψqnµ
∂Γln−1

(Γn−1)
∂2ψqnµ

∂Γkn−1∂Γjn−1

(Γn−1)

+
∂giqnµ
∂σn

(ψqnµ (Γn−1),Γn−1)
∂3ψqnµ

∂Γjn−1∂Γkn−1∂Γln−1

(Γn−1).

Comme
∂2gqnµ

∂Γjn−1∂Γkn−1

(σn,Γn−1) = 0, i, j, k = 1, . . . , N , nous concluons directe-

ment, ∀ i, j, k, l = 1, . . . , N :

(3.105)











∂3giqnµ

∂Γjn−1∂Γkn−1∂Γln−1

(σn,Γn−1) = 0,

∂3giqnµ

∂Γjn−1∂Γkn−1∂σn
(σn,Γn−1) = 0.

De plus, les dérivées première et seconde de ψqn par rapport à Γn−1 sont res-

pectivement données par (3.94) et (3.100). Enfin, nous connaissons également
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les expressions de
∂giqnµ
∂σn

(σn,Γn−1),
∂2giqnµ
∂(σn)2

(σn,Γn−1) et de
∂2giqnµ

∂Γjn−1∂σn
(σn,Γn−1),

i, j = 1, . . . , N grâce respectivement à la première relation de (3.73), à la

deuxième et à la troisième relations du système (3.87).

Il reste alors à calculer
∂3giqnµ

∂Γjn−1∂(σn)2
(σn,Γn−1),

∂3giqnµ
∂(σn)3

(σn,Γn−1) et

∂3ψqnµ

∂Γjn−1∂Γkn−1∂Γln−1

(Γn−1), i, j, k, l = 1, . . . , N . A partir de (3.87), nous concluons :

(3.106)







∂3gqnµ
∂Γn−1∂(σn)2

(σn,Γn−1) = A2
n−1(µ)eσnAn−1(µ),

∂3gqnµ
∂(σn)3

(σn,Γn−1) = A3
n−1(µ)eσnAn−1(µ)Γn−1.

Enfin, la dérivation de l’équation (3.99) conduit, ∀ j, k, l = 1, . . . , N à :

∂3Hn
∂Γjn−1∂(σn)2

(σn,Γn−1, µ)
∂ψqnµ
∂Γln−1

(Γn−1)
∂ψqnµ
∂Γkn−1

(Γn−1)

+ ∂2Hn
∂Γjn−1∂σn

(σn,Γn−1, µ)
∂2ψqnµ

∂Γln−1∂Γkn−1
(Γn−1) + ∂Hn

∂σn
(σn,Γn−1, µ) ∂3Hn

∂Γjn−1∂Γkn−1∂Γln−1

(σn,Γn−1, µ)

+ ∂3Hn
∂Γkn−1∂(σn)2

(σn,Γn−1, µ)
∂ψqnµ
∂Γln−1

(Γn−1)
∂ψqnµ

∂Γjn−1

(Γn−1)

+ ∂3Hn
∂Γln−1∂(σn)2

(σn,Γn−1, µ)
∂ψqnµ
∂Γkn−1

(Γn−1)
∂ψqnµ

∂Γjn−1

(Γn−1)

+ ∂2Hn
∂(σn)2

(σn,Γn−1, µ)
∂2ψqnµ

∂Γln−1∂Γkn−1
(Γn−1)

∂ψqnµ

∂Γjn−1

(Γn−1)

+ ∂3Hn
∂(σn)3

(σn,Γn−1, µ)
∂ψqnµ
∂Γln−1

(Γn−1)
∂ψqnµ
∂Γkn−1

(Γn−1)
∂ψqnµ

∂Γjn−1

(Γn−1)

+
(

∂2Hn
∂Γln−1∂(σn)2

(σn,Γn−1, µ) + ∂2Hn
∂(σn)2

(σn,Γn−1, µ)
∂ψqnµ
∂Γkn−1

(Γn−1)
)

∂2ψqnµ

∂Γln−1∂Γjn−1

(Γn−1)

+ ∂2Hn
∂Γln−1∂σn

(σn,Γn−1, µ)
∂2ψqnµ

∂Γjn−1∂Γkn−1

(Γn−1)

+ ∂2Hn
∂(σn)2

(σn,Γn−1, µ)
∂ψqnµ
∂Γln−1

(Γn−1)
∂2ψqnµ

∂Γjn−1∂Γkn−1

(Γn−1) = 0,

puisque ∂3Hn
∂Γjn−1∂Γkn−1∂Γln−1

(σn,Γn−1, µ) = 0, ∂3Hn
∂Γjn−1∂Γkn−1∂σn

(σn,Γn−1, µ) = 0, ∀ j, k, l =

1, . . . , N . Il vient alors pour j, k, l = 1, . . . , N :

(3.107)

∂3ψqnµ

∂Γjn−1∂Γkn−1∂Γln−1

= −

 
∂3Hn

∂Γ
j
n−1

∂(σn)2

∂ψqnµ

∂Γl
n−1

∂ψqnµ

∂Γk
n−1

+ ∂2Hn

∂Γ
j
n−1

∂σn

∂2ψqnµ

∂Γl
n−1

∂Γk
n−1

!
∂Hn
∂σn

+

 
∂3Hn

∂Γk
n−1

∂(σn)2

∂ψqnµ

∂Γl
n−1

+ ∂3Hn
∂Γl
n−1

∂(σn)2

∂ψqnµ

∂Γk
n−1

+ ∂2Hn
∂(σn)2

∂2ψqnµ

∂Γl
n−1

∂Γk
n−1

+ ∂3Hn
∂(σn)3

ψqnµ

∂Γl
n−1

ψqnµ

∂Γk
n−1

!
ψqnµ

∂Γ
j
n−1

∂Hn
∂σn

+

�
∂2Hn

∂Γk
n−1

∂σn
+ ∂2Hn
∂(σn)2

∂ψqnµ

∂Γk
n−1

�
∂2ψqnµ

∂Γl
n−1

∂Γ
j
n−1

+ ∂2Hn
∂Γl
n−1

∂σn

∂2ψqnµ

∂Γ
j
n−1

∂Γk
n−1

+ ∂2Hn
∂(σn)2

∂ψqnµ

∂Γl
n−1

∂2ψqnµ

∂Γ
j
n−1

∂Γk
n−1

∂Hn
∂σn

.
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Remarque B.4

En omettant (σn,Γn−1, µ) pour Hn et (Γn−1) pour ψqnµ dans (3.107), nous

avons fait un abus de notation volontaire dans le but d’alléger l’écriture

pour
∂3ψqnµ

∂Γjn−1∂Γkn−1∂Γln−1

(σn,Γn−1), j, k, l = 1, . . . , N , n ≥ 1.

Dans (3.107), les dérivées d’ordres un et deux de ψqnµ , n ≥ 1, par rapport à

Γn−1 sont connues (voir (3.94) et (3.100)). De plus, les dérivées Hn
∂σn

(σn,Γn−1, µ),
∂2Hn
∂Γjn−1

(σn,Γn−1, µ), j = 1, . . . , N et ∂2Hn
∂(σn)2

(σn,Γn−1, µ) sont respectivement données

par (3.76) et (3.92). Enfin :

(3.108)







∂3Hn
∂Γn−1∂(σn)2

(σn,Γn−1, µ) = −W (µ)A2
n−1(µ)eσnAn−1(µ)

∂3Hn
∂(σn)3

(σn,Γn−1, µ) = −W (µ)A3
n−1(µ)eσnAn−1(µ)Γn−1.

Pour l’application thermique, le système (3.106) devient, pour n ≥ 1 :

(3.109)











∂3gqnRc
∂Γn−1∂(σn)2

(σn,Γn−1) = A2(Rc)e
σnA(Rc)

∂3gqnRc
∂(σn)3

(σn,Γn−1) = A3(Rc)e
σnA(Rc)Γn−1.

De même, le système (3.108), adapté au thermostat à résistance d’anticipation,

s’écrit :

(3.110)







∂3Hn
∂Γn−1∂(σn)2

(σn,Γn−1, µ) = LA2(Rc)e
σnA(Rc)

∂3Hn
∂(σn)3

(σn,Γn−1, µ) = LA3(Rc)e
σnA(Rc)Γn−1.

Ceci permet alors le calcul final de w1D3hq0µ0
(Γ2)(v1, v1, v1) pour les deux

applications et par là même, le calcul final de β. Ce calcul vérifiera alors la

dernière condition du théorème 3.2.3.
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Chapitre 4

Optimisation paramétrique

Ce chapitre est consacré à l’optimisation de certains paramètres du système.

En effet, les applications liées au modèle mathématique étudié, comme le

thermostat à résistance d’anticipation, se prêtent à la résolution de certains

problèmes d’optimisation d’intérêt industriel et notamment d’un point de vue

économie d’énergie. Il est ainsi intéressant, par exemple, d’optimiser certains

paramètres du système comme la puissance délivrée par la résistance d’an-

ticipation ou les seuils de commutation pour obtenir une température de la

pièce la plus proche possible de celle désirée. Pour étendre nos résultats, des

problèmes liés à des applications d’autres natures (transport, robotique) sont

également traités.

Dans ce chapitre, nous négligerons dans le modèle du thermostat à résistance

d’anticipation (paragraphe 2.1.2), le terme e = 1
RthmpCp

qui représente la cha-

leur que le thermostat dégage dans la pièce à chauffer. Cette quantité est donc

petite (environ dix à cent fois plus petite que les valeurs des autres termes

a, b, c, d pour l’exemple numérique traité au paragraphe 2.2.2). Plus parti-

culièrement, dans le cas où l’état converge vers un cycle limite de période 1

(ce que nous supposerons tout au long de cette partie), elle ne modifie pas le

comportement du système.

En effet, par exemple, reprenons les valeurs numériques du tableau 2.1, choisies

pour illustrer les 1-cycles pour le modèle thermique (paragraphe 2.2.2). La

figure 4.1 montre que le comportement du système avec le terme e (à gauche)

et sans le terme e (à droite) est le même.
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Fig. 4.1 – Variations des températures du convecteur, du thermostat et de la
pièce en considérant le terme e (à gauche) et en le négligeant (à droite)

De plus, nous avions obtenu comme valeurs de cycle avec le terme e :

Xinf ≃





293
292.316
309.385



 , Xsup ≃





294
292.359
320.659



 ,

et nous avons sans le terme e :

Xinf ≃





293
292.306
309.631



 , Xsup ≃





294
292.347
320.904



 ,

ce qui confirme que les valeurs de cycle sont très proches les unes des autres.

Enfin, ce choix de négliger le terme e nous permet alors de travailler avec des

expressions littérales pour les racines de A beaucoup plus simples et ainsi de

mener jusqu’au bout des calculs dont nous aurons besoin de façon explicite,

sans avoir à utiliser le logiciel Maple. En effet, A devient :

A =





−a a 0
0 −(b + d) b

0 c −c





qui possède comme valeurs propres :






A1 = −a
A2 = −1

2
(b+ c+ d−

√
∆)

A2 = −1
2
(b+ c+ d+

√
∆),

avec ∆ = (b+ c+ d)2 − 4cd.
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Remarque 4.0.5

Nous pouvons ici nous permettre de négliger le terme e car nous nous

intéressons au comportement standard du système (quand celui-ci suit un

cycle de période 1). En revanche, quand nous étudions des comportements

plus complexes, comme nous l’avons fait au chapitre précédent, avec l’ap-

parition de cycles de période 2 notamment, le terme e ne peut plus être

négligé car il joue un rôle sur la réponse du système.

En effet, par exemple, prenons les valeurs numériques du tableau suivant.

Rth Rc Rm Qth Qc Qp Pth Pc θe θ1 θ2
1.5 1.35 0.9 50 732.5 5000 0.8 50 281 293 294

La figure 4.2 donne la simulation des températures du convecteur, du ther-

mostat et de la pièce en considérant le terme e (à gauche) et en le négligeant

(à droite).

Nous constatons qu’ici, le système se comporte différemment selon la prise

en compte ou non du terme e. En effet, en négligeant le terme e (figure 4.2

à droite), nous obtenons un cycle de période 2 alors qu’en le considérant

(figure 4.2 à gauche), nous avons un cycle de période 1.

C’est pourquoi, nous avons pris soin, tout au long de ce chapitre, de vérifier,

avec les valeurs numériques choisies, que le fait de négliger le terme e n’a

pas de conséquence sur le comportement du système.
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Fig. 4.2 – Variations des températures du convecteur, du thermostat et de la
pièce en considérant le terme e (à gauche) et en le négligeant (à droite)
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4.1 Optimisation de la valeur de la puissance

délivrée par la résistance d’anticipation

4.1.1 Méthode générale et principe

Nous reprenons ici le modèle du thermostat à résistance d’anticipation in-

troduit au paragraphe 2.1.2 en négligeant le terme e. Nous nous plaçons dans

le cadre d’une réponse standard pour ce s.d.h., c’est-à-dire, dans le cas où l’état

converge vers un cycle limite de période 1.

Le premier problème d’optimisation auquel nous nous intéressons est directe-

ment lié à ce système thermique [62]. En effet, nous pouvons considérer que ce

dernier a pour entrées les deux seuils de commutation du thermostat et la puis-

sance délivrée par la résistance d’anticipation, et pour sortie, la température

de la pièce [18], [19].

Comme nous l’avons précisé au paragraphe 2.1.2, si initialement q = 1, du fait

de la présence de la puissance Pth délivrée par la résistance d’anticipation, le

seuil supérieur de commutation θ2 est atteint par la température du thermostat

x avant celle de la pièce y, ce qui fait passer q de la valeur 1 à la valeur 0.

Cependant, la température de la pièce y peut éventuellement continuer de

crôıtre (du fait de l’inertie thermique du convecteur) pendant un temps s

jusqu’à une température désirée θd puis décrôıt. Ainsi, θd est ici un maximum

pour la température y.

De là, la question d’intérêt industriel qui se pose est de savoir comment nous

pouvons commander ce maximum θd. Puisque la différence entre les deux seuils

de commutation ∆θ = θ2 − θ1 est généralement fixée par la technologie [21],

deux paramètres de commande sont possibles : le seuil inférieur de commuta-

tion θ1 et la puissance Pth délivrée par la résistance d’anticipation. De plus,

le seuil θ1 étant le paramètre que l’utilisateur aura à ajuster pour réguler la

température de la pièce, il est pratique de supposer que θ1 est une fonction

connue de θd, par exemple θ1 = θd + cste. Ainsi, considérons Pth comme le

paramètre de commande du maximum θd de y.

En revanche, au voisinage de ce maximum, le seuil supérieur θ2 venant d’être

atteint, la puissance délivrée par la résistance d’aniticipation est inactive et

donc, le problème est plus complexe. Ainsi, nous préférons par la suite étudier

le problème contraire pour lequel Pth est active (q = 1) c’est-à-dire le problème

de trouver la durée s et la puissance Pth qui déterminent le minimum θd pour
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la température de la pièce.

Pour cette application, le système (2.3) est considéré dans une base initiale

notée Bi. Nous faisons donc l’hypothèse suivante :

Hypothèse 4.1.1

Le système (2.3) a pour réponse un cycle de période 1 dont la composante

y, qui correspond à la température de la pièce, atteint son minimum θd aux

instants τn ∈]tn−1, tn[, définis par l’une ou l’autre des conditions suivantes :

1. il existe s1, 0 < s1 < σ1, tel que les instants τn soient donnés pour n

impair et τn = tn−1 + s1,

2. il existe s2, 0 < s2 < σ2, tel que les instants τn soient donnés pour n

pair et τn = tn−1 + s2.

Il résulte de la régularité de y sur ]tn−1, tn[ que τn vérifie les conditions nécessaires

suivantes :

(4.1)

{

y(τn) = θd,

ẏ(τn) = 0.

Nous verrons également en (4.23) que (4.1) donne des conditions suffisantes

de température minimale pour y sur ]tn−1, tn[. Nous nous limitons par la suite

au cas n impair. Le cas où n est pair pourra être directement déduit du cas n

impair par symétrie des notations.

Commençons par donner une expression de ẏ(tn−1 + s1) = 0.

Pour simplifier les calculs, nous choisissons une base Bf de R
3 qui diagonalise

la matrice A de (2.4) en négligeant le terme e. Tous les éléments de Bi écrits

dans Bf garderont les mêmes notations mais avec un soulignement en plus.

Par exemple, A devient A, B devient B... La matrice de passage de Bi à Bf
est donnée par :

P =





1 e(c,δ)
e(a,δ)

e(c,−δ)
e(a,−δ)

0 e(c, δ) e(c,−δ)
0 1 1



 ,

où δ =
√

∆ avec ∆ = (b + c + d)2 − 4cd = (c − d)2 + b2 + 2b(c + d) > 0,

e(c,±δ) = 1 − µ(±δ)
c

, e(a,±δ) = 1 − µ(±δ)
a

et µ(δ) = 1
2
(b+ c+ d− δ) > 0.

Nous pouvons également calculer le déterminant et l’inverse de la matrice P
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ce qui donne :


























det(P ) = δ
c
,

P−1 =









1 −(1−c/a)
e(a,δ)e(a,−δ)

b
ae(a,δ)e(a,−δ)

0 c
δ

− c
δ
e(c,−δ)

0 − c
δ

c
δ
e(c, δ)









.

Ainsi, nous obtenons dans la nouvelle base Bf : A = P−1AP , B = P−1B,

C = P−1C, L = LP , X = P−1X. De plus, si D est une matrice diagonale

quelconque dans la base Bf notée D = diag(D1, D2, D3), alors D s’écrit D

relativement à la base Bi, à l’aide de la relation D = PDP−1, c’est-à-dire :

(4.2)







D1 D12 D13

0 D22 D23

0 D32 D33






.

Pour la suite, seules les expressions de D23 et de D33 seront utiles. Explicitons-

les :

(4.3)

{

D23 = − c
δ
e(c, δ)e(c,−δ)(D2 −D3) = b

δ
(D2 −D3)

D33 = − c
δ
(e(c,−δ)D2 − e(c, δ)D3).

Puis, posons Y = (0 1 0) relativement à la base initiale Bi. D’après le système

(2.4), ẏ(tn−1 + s1) = 0 est équivalent à :

(4.4) Y AX(tn−1 + s1) + dθe = 0.

À l’aide de (2.15) et de (2.11), l’équation (4.4) devient :

(4.5) Y A(es
1AΓ2 − A−1(q0B + C)) + dθe = 0.

À partir de là, pour simplifier les notations, posons :

(4.6)














Σ1(σ1, σ2) , ∆q1(I3 − e(σ1+σ2)A)−1(I3 − eσ
1A) − q1I3

Σ2(σ1, σ2) , −∆q1(I3 − e(σ1+σ2)A)−1(I3 − eσ
2A) − q0I3

Σ3(σ1, σ2) = Σ1(σ1, σ2) − Σ2(σ1, σ2) = ∆q1(I3 − e(σ1+σ2)A)−1(I3 − eσ
1A)(I3 − eσ

2A).

Ainsi, les équations des systèmes (2.24) et (2.25) s’écrivent, en utilisant (4.6) :

(4.7)















J1(σ
1, σ2) , LΣ1(σ1, σ2)A−1B − LA−1C − q1θ1 − q0θ2 = 0,

J2(σ
1, σ2) , LΣ2(σ1, σ2)A−1B − LA−1C − q0θ1 − q1θ2 = 0,

J3(σ
1, σ2) , LΣ3(σ1, σ2)A−1B + ∆q1∆θ = 0,
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avec ∆q1 = q1 − q0 et ∆θ = θ2 − θ1.

Également, avec ces mêmes notations et en utilisant (2.19) adapté au modèle

tridimensionnel du thermostat, Γ1 et Γ2 s’écrivent :

(4.8)

{

Γ1(σ1, σ2) , (Σ1(σ1, σ2) + q1I3)A
−1B

Γ2(σ1, σ2) , (Σ2(σ1, σ2) + q0I3)A
−1B.

De là, à l’aide de l’expression de Γ2 fournie par (4.8) et compte tenu de Y C =

dθe, l’équation (4.5) devient :

(4.9) Y S2B = 0,

avec :

(4.10)

S2 , (Σ2 + q0I3)e
s1A − q0I3 = −∆q1(I3 − e(σ1+σ2)A)−1(I3 − eσ

2A)es
1A − q0I3.

Si nous écrivons la matrice S2 dans la base Bf , alors cette dernière est diagonale

et de la forme S2 , diag(S2
1, S

2
2, S

2
3). Ainsi, avec (4.2) et (4.3), nous calculons :

(4.11) Y S2B = pcS
2
23 = pc

b

δ
(S2

2 − S2
3),

où S2
23 correspond à l’élément situé sur la deuxième ligne et la troisième colonne

de S2.

Ainsi, (4.9) donne la condition suivante, équivalente à ẏ(tn−1 + s1) = 0 :

(4.12) S2
23 = 0, c’est-à-dire S2

2 = S2
3.

De la même façon, la deuxième condition y(tn−1 + s1) = θd, i.e. Y X(tn−1 +

s1) = θd, donne, à l’aide des expressions (4.8), (2.11) et (4.10) :

(4.13) Y A−1S2B − Y A−1C = θd.

Notons que dans la base initiale Bi, l’inverse de la matrice A est donnée par :

A−1 =





−1
a

−1
d

− b
cd

0 −1
d

− b
cd

0 −1
d

− (b+d)
cd



 .

Ainsi, avec (4.2) et (4.3), nous concluons :

y(tn−1 + s1) = −(
1

d
S2

23 +
b

cd
S2

33)pc + θe.
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Avec (4.12), nous déduisons :

(4.14) y(tn−1 + s1) = − b

cd
pcS

2
2 + θe = θd,

ce qui donne finalement :

(4.15) S2
2 = S2

3 = − cd

bpc
(θd − θe).

De plus, l’expression (4.10) relativement à la base Bf , s’écrit :

es
1A = diag(−as1,−µ(δ)s1,−µ(−δ)s1) = (Σ2 + q0I3)

−1(S2 + q0I3).

Les deuxième et troisième éléments diagonaux de cette relation entre matrices

diagonales donnent deux expressions pour s1 à partir desquelles nous pouvons

déduire les conditions suivantes, équivalentes à (4.15) :

(4.16) J0 , (Σ2
2 + q0)(Σ

2
3 + q0)−

(

− cd

bpc
(θd − θe) + q0

)2(
Σ2

3 + q0

Σ2
2 + q0

)

b+c+d
δ

= 0,

(4.17) s1 = − 1

µ(δ)
ln

((

1

Σ2
2 + q0

)(

− cd

bpc
(θd − θe) + q0

))

.

Comme les durées entre les instants de commutation σ1 et σ2 sont positives et

que la matrice A est diagonale avec des valeurs propres strictement négatives,

la relation (4.6) montre que Σ2
2+q0 et Σ2

3+q0 appartiennent à l’intervalle ]0, 1[.

Ainsi, d’après l’équation (4.17), s1 existe si :

(4.18) θd < θe + q0pc
b

cd
.

Posons à présent :

E(δ) =
e(c,−δ)

−δ

(

c

a

e(c, δ)

e(a, δ)
+
c

d
e(c, δ) +

b

d

)

=
b

δ
(

1

ae(a, δ)
+
µ(−δ)
cd

).

Le calcul LA−1C = LA−1C = −θe et la relation LA−1DB = LA−1DB où nous

remplaçons successivement D, donné par (4.2), par Σ1, Σ2, Σ3, conduisent pour

J1, J2, J3 définies par (4.7), aux expressions :

(4.19)






















J1 = −
(

pth + b
a

1
e(a,δ)e(a,−δ)

pc

)

Σ1
1

a
− pc(E(δ)Σ1

2 + E(−δ)Σ1
3) − q1θ1 − q0θ2 + θe

J2 = −
(

pth + b
a

1
e(a,δ)e(a,−δ)

pc

)

Σ2
1

a
− pc(E(δ)Σ2

2 + E(−δ)Σ2
3) − q0θ1 − q1θ2 + θe

J3 = −
(

pth + b
a

1
e(a,δ)e(a,−δ)

pc

)

Σ3
1

a
− pc(E(δ)Σ3

2 + E(−δ)Σ3
3) + ∆q1∆θ.
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Le calcul de K0 = Σ1
1J2 − Σ2

1J1 permet d’éliminer pth et donne :

(4.20)
K0 = (θe − q0θ1 − q1θ2)Σ

1
1 − (θe − q1θ1 − q0θ2)Σ

2
1 + pcE(δ)(Σ2

1Σ
1
2 − Σ1

1Σ
2
2)

+pcE(−δ)(Σ2
1Σ

1
3 − Σ1

1Σ
2
3).

Enfin, la relation J3 = 0 permet de déduire l’expression suivante pour pth :

(4.21) pth = ∆q1∆θ
a

Σ3
1

− pc
b

e(a, δ)e(a,−δ) − pcaE(δ)
Σ3

2

Σ3
1

− pcaE(−δ)Σ
3
3

Σ3
1

.

Le système formé des équations (4.20), (4.21) est équivalent au système K1 = 0,

K2 = 0 donné par (2.25) pour la détermination des équations de cycles de

période 1.

Ainsi, la résolution du système J0 = 0 (4.16), K0 = 0 (4.20) permet de calculer

les durées σ1 et σ2. Puis, à partir de ces valeurs, nous pouvons calculer les

valeurs de s1 à l’aide de (4.17) sous la condition (4.18) et pth à l’aide de (4.21)

pour déduire par la suite Pth = Qthpth. Tout ceci n’a de sens que si toutes ces

valeurs sont positives et si, de plus, s1 < σ1.

Pour renforcer les conditions (4.1), étudions le signe de la dérivée seconde

ÿ(τn). Pour cela, restons dans le cas n impair. En considérant le système (2.4),

nous avons :

ÿ(τn) = Y Ẍ(tn−1+s
1) = Y AẊ(tn−1+s

1) = Y A2X(tn−1+s
1)+q0Y AB+Y AC.

Nous savons alors que Y A = (0 − (b+d) b), Y AB = bpc, Y AC = −(b+d)dθe,

Y A2 = (0 (b+ d)2 + bc − b(b+ c+ d)). Comme à cet instant, y(τn) = θd, nous

pouvons écrire :

(4.22) ÿ(τn) = ((b+d)2+bc)(q0θ1+q1θ2)−b(b+c+d)z(τn)+q0bpc−(b+d)dθe.

Comme, d’après (2.3), nous avons :

ẏ(τn) = −(b+ d)y(τn) + bz(τn) + dθe,

nous concluons avec (4.1) :

z(τn) = θd +
d

b
(θd − θe).

Ainsi, la relation (4.22) devient après simplifications :

(4.23) ÿ(τn) = q0pcb− cd(θd − θe).

La condition (4.18) permet de conclure ÿ(τn) > 0 et donc que (4.1) donne

également des conditions suffisantes de température minimale pour y sur ]tn−1, tn[.
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Remarque 4.1.2

Les résultats ont tous été obtenus pour n impair. Ceux pour n pair peuvent

être déduits de la même façon en gardant les expressions pour K0 et pth,

puis en remplaçant respectivement s1, q0, q1, Σ2 par s2, q1, q0, Σ1 dans les

expressions (4.16), (4.17) et (4.23) de J0, s
1 et ÿ(τn).

4.1.2 Application numérique

Illustrons cette méthode d’optimisation de la puissance Pth pour les valeurs

numériques des paramètres du tableau 4.1.

Rth Rc Rm Qth Qc Qp q0 Pc θe θ1 θ2
2 0.5 0.2 200 300 16600 1 120 283 293 294

Tab. 4.1 – Valeurs numériques choisies pour l’optimisation de la puissance Pth

Le but de cette application est de calculer la valeur Pth pour laquelle la

température de la pièce y a comme minimum fixe θd, choisi ici égal à 291 K.

Nous vérifions d’abord que cette valeur de θd satisfait la condition d’existence

de s1 (4.18) (θd est effectivement ici strictement inférieur à θe + q0pc
b
cd

= 307).

Puis, nous calculons, à l’aide des méthodes introduites au paragraphe 2.2.2 et

des équations (4.16), (4.20), les valeurs de σ1 et de σ2. Nous obtenons ainsi :

σ1 = 83.904625547816,

σ2 = 166.397392972872.

Remarque 4.1.3

Nous prenons soin ici de donner une grande précision pour les valeurs de σ1

et de σ2 car ces dernières sont utilisées par la suite pour d’autres calculs.

A partir de ces valeurs et de la relation (4.17), nous pouvons alors calculer la

valeur de s1 et trouver :

(4.24) s1 = 31.9677168890229,

qui satisfait bien s1 < σ1. De même, avec (4.21), nous avons :

pth = 0.0181849797399928,

et ainsi :

(4.25) Pth = Qthpth = 3.63699594799856.
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Avec ces valeurs et en considérant les relations (2.19) et (2.11), nous déduisons

les valeurs des températures de cycle :

Xinf ≃





293
291.0177
301.4975



 , Xsup ≃





294
291.0384
322.7106



 .

Nous choisissons ici d’arrondir à quatre chiffres après la virgule, la précision

étant suffisamment significative. Notons aussi que le cycle décrit par ces va-

leurs est stable (par exemple, avec la méthode des transformations ponctuelles

d’Andronov introduite au paragraphe 2.3.1, ∆1 a pour racines λ1 ≃ 0.2467 et

λ2 ≃ 0.6741).

De plus, la relation (4.23) donne ÿ(τn) ≃ 3, 2.10−5. De là, θd est bien un

minimum pour y et n est nécessairement impair (le premier instant pour lequel

le minimum θd peut éventuellement être atteint, est sur l’intervalle ]t2, t3[).

La figure 4.3 est une simulation de la température de la pièce avec les valeurs

du tableau 4.1 et la valeur de Pth donnée par (4.25). Les points sur la courbe

marquent les valeurs de y aux instants de commutation. Cette dernière est en

accord avec les résultats trouvés.
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Fig. 4.3 – Variations de la température de la pièce avec Pth calculé pour lui
donner un minimum θd = 291

De plus, par simulation, nous obtenons, après seulement quelques commuta-

tions :

σ1 ≃ 83.984, σ2 ≃ 166.695,
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et en zoomant fortement sur chaque courbe, nous avons :

Xinf ≃





293
291.0044
301.4574



 , Xsup ≃





294
291.0815
322.6560



 , s1 ≃ 31.

Toutes ces valeurs sont relativement proches de celles obtenues par le calcul.

En conclusion, cette méthode est satisfaisante car il y a une bonne harmonie

entre la méthode théorique (et les résultats calculés à partir de celle-ci) et la

simulation (et les valeurs numériques obtenues avec cette dernière).

Remarque 4.1.4

Nous ne pouvons pas ici comparer nos résultats avec ceux obtenus dans

[18], [19] puisque leurs données numériques de départ ne satisfont pas la

condition (4.1).

Il reste à considérer le cas où les instants τn auxquels y atteint son minimum

θd sont des instants de commutation i.e τn = tn−1 avec n toujours pair ou n

toujours impair. Supposons par exemple n impair. La considération de s1 et

de (4.12) qui définit s1 n’ont alors pu lieu d’être. La relation y(tn−1) = θd sous

la forme (4.14) est conservée. Il apparâıt que pth n’intervient pas dans cette

expression. Ainsi, dans ce cas, pth n’est pas un paramètre de commande pour

y(τn) = θd et le problème posé n’a pas de sens.

4.2 Optimisation de cycles limites

Le deuxième problème d’optimisation que nous allons résoudre ici [59],

s’inspire d’un résultat assez récent de commande optimale des surfaces de

commutation d’un s.d.h. proposé dans [16]. Il s’agit ici d’étendre ce résultat et

de proposer une méthode d’optimisation du ”design” des cycles limites. Plus

précisément, nous montrons comment une composante de l’état du système

obéissant à un phénomène d’hystérésis peut être choisie pour qu’une autre

composante du système approche au mieux des valeurs limites désirées.

Tout ceci est, comme dans 4.1, directement lié à l’application du thermostat à

résistance d’anticipation introduite au paragraphe 2.1.2. Là encore, nous nous

plaçons dans le cadre d’une réponse standard pour ce s.d.h., c’est-à-dire dans

le cas où l’état converge vers un cycle de période 1 et nous négligeons le terme

e présent dans la matrice A.
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4.2.1 Présentation et résolution du problème

Le problème considéré est le suivant : les seuils θ1, θ2 de commutation du

thermostat n’étant plus fixés a priori (et donc leur écart également), comment

les choisir pour qu’aux instants de commutation, la température de la pièce soit

la plus proche possible des températures θl (seuil inférieur), θu (seuil supérieur)

désirées ?

De plus, nous imposons la contrainte suivante, nécessaire sur le plan technolo-

gique :

(4.26) θ2 − θ1 ≥ δ,

où δ est une constante positive non nulle.

Le critère à minimiser par rapport à θ1 et θ2, pour résoudre ce problème, est

alors le suivant :

(4.27) J(θ1, θ2) =
1

2K

4K
∑

n=2K+1

(yn − βn)
2, avec βn = qnθl + qn−1θu,

et où yn = y(tn) correspond à la température de la pièce au temps de com-

mutation tn. Notons que l’entier K est choisi suffisamment grand pour que

les valeurs de yn soient considérées proches de celles du cycle limite. Si par

exemple, q0 = 1, c’est-à-dire, si initialement nous chauffons, le critère J de-

vient plus précisément :

J =
1

2K

2K
∑

n=K+1

((y2n − θl)
2 + (y2n−1 − θu)

2).

De plus, la surface de commutation peut être exprimée de la façon suivante :

gn(X) = LX − αn, avec αn = qnθ1 + qn−1θ2.

En posant Xn = X(tn), nous avons donc gn(Xn) = 0. Maintenant, si nous sup-

posons tn−1, qn−1, Xn−1 = X(tn−1) donnés, l’état Xn est fonction de l’instant

tn, qui est lui-même fonction du paramètre αn. Nous avons alors, en regardant

J comme une fonction des αn, n ≥ 1 :

(4.28)

{

∂gn
∂X

dXn
dtn

dtn
dαn

+ ∂gn
∂αn

= 0,

∂J
∂αn

= ∂J
∂Xn

dXn
dtn

dtn
dαn

,
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autrement dit :

(4.29)

{

L(AXn + qnB + C) dtn
dαn

− 1 = 0,

∂J
∂αn

= (0 (yn−βn)
K

0)(AXn + qnB + C) dtn
dαn

.

De plus, admettons que la trajectoire X(t) ne soit jamais tangente à la surface

gn(X) = 0, i.e. ∂gn
∂X

dXn
dtn

= L(AXn + qnB + C) 6= 0. En posant : Y = (0 1 0),

nous pouvons ainsi déduire :

(4.30)
∂J

∂αn
=

1

K
(yn − βn)

Y (AXn + qnB + C)

L(AXn + qnB + C)
.

Comme dJ =
∑4K

n=2K+1
∂J
∂αn

dαn, dαn = qndθ1+qn−1dθ2 et en tenant compte que

qn = qn−2 = q0 ou q1, avec (q0, q1) = (1, 0) ou (0, 1), nous trouvons finalement

pour le gradient du critère :

(4.31)































∂J
∂θ1

= q0
1
K

∑2K
n=K+1(y2n − θl)

Y (AX2n+q0B+C)
L(AX2n+q0B+C)

+q1
1
K

∑2K
n=K+1(y2n−1 − θl)

Y (AX2n−1+q1B+C)
L(AX2n−1+q1B+C)

,

∂J
∂θ2

= q1
1
K

∑2K
n=K+1(y2n − θu)

Y (AX2n+q0B+C)
L(AX2n+q0B+C)

+q0
1
K

∑2K
n=K+1(y2n−1 − θu)

Y (AX2n−1+q1B+C)
L(AX2n−1+q1B+C)

.

Ces résultats sont obtenus en supposant que l’instant tn de la n-ième commu-

tation existe et soit fini et sous l’hypothèse L(AXn + qnB + C) 6= 0 pour les

indices n concernés.

À partir du gradient du critère (4.31), nous pouvons appliquer une méthode

de descente [55] pour déterminer une solution optimale des valeurs des seuils

θ1 et θ2, sous la contrainte linéaire (4.26).

4.2.2 Application numérique

Pour l’application au modèle du thermostat à résistance d’anticipation,

nous choisissons les valeurs des paramètres du tableau 4.2.

Rth Rc Rm Qth Qc Qp Pth Pc θe
1 0.5 0.19 1000 860 7104.2 1 150 273

Tab. 4.2 – Valeurs numériques choisies pour l’optimisation des cycles limites
pour l’application du thermostat à résistance d’anticipation
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De plus, nous prenons comme valeurs initiales pour les variables d’état X0 =

(290 290 290)T et nous initialisons les deux seuils avec θ1 = 291.5 K et θ2 = 292

K. La figure 4.4 correspond à la simulation des variations de la température du

thermostat (courbe en gras) et de la température de la pièce (courbe tracée d’un

trait fin) pour ces valeurs numériques. Notons que les signes + et ∗ marquent

respectivement les valeurs de la température du thermostat et de celle de la

pièce aux instants de commutation.
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Fig. 4.4 – Variations de la température du thermostat (en gras) et de la pièce
pour les valeurs numériques du tableau 4.2, θ1 = 291.5 K, θ2 = 292 K avant
optimisation

De plus, nous choisissons θl = 291.5, θu = 292 ainsi qu’une valeur de K égale

à 10 et nous imposons la contrainte linéaire δ = θ2 − θ1 = 0.1.

À partir de là, l’emploi de la fonction fmincon de Matlab avec pour valeurs

initiales (θ1, θ2) = (291.5, 292), aboutit, au bout de quatorze itérations, à la

sortie de la boucle d’optimisation. Nous obtenons ainsi la figure 4.5 et les

valeurs optimales suivantes :















(θ1, θ2) = (292.7954, 292.8954),

J = 2.1708,
(

∂J
∂θ1
, ∂J
∂θ2

)

= (−3.6921, 3.3243).

La comparaison des figures 4.4 et 4.5 permet de visualiser le résultat d’optimi-

sation. De plus, la simulation avant optimisation donnait comme valeurs pour

la température de la p̀ıèce aux instants de commutation y(t2k+1) = 296.2736



164 Chapitre 4. Optimisation paramétrique

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

x 10
4

286

288

290

292

294

296

298

 Simulation après optimisation : thermostat (+), pièce (*)

Temps (s)

T
e

m
p

é
ra

tu
re

s
 (

K
)

θ
u

θ
l

Fig. 4.5 – Variations de la température du thermostat (en gras) et de la pièce
après optimisation pour θl = 291.5 K et θu = 292 K

K, y(t2k) = 288.5243 K, k ≥ 1. Après optimisation, nous avons y(t2k+1) =

294.5316 K, y(t2k) = 289.9918 K, k ≥ 1, ce qui met en évidence que l’al-

gorithme d’optimisation nous a permis d’obtenir une température de la pièce,

aux instants de commutation, plus proche des valeurs θl = 291.5 K et θu = 292

K désirées.

Nous remarquons également ici que la valeur optimale trouvée rend la contrainte

linéaire θ1+δ = θ2 active ce qui semble intuitif du fait de l’importance de l’am-

plitude des variations de la température de la pièce au regard de la différence

entre θ2 et θ1 qui est seulement de 0.5 K (voir figure 4.4) pour ces valeurs de

θl et de θu.

En revanche, un autre choix de θl et de θu peut conduire à une conclusion

différente. Par exemple, si nous voulons que la température de la pièce, aux

instants de commutation pairs, se rapproche du mieux possible de la valeur

θl = 288 K, et aux instants de commutations impairs, de la valeur θu = 296 K,

alors l’algorithme d’optimisation fournit après treize itérations la figure 4.6 et

les valeurs optimales suivantes :















(θ1, θ2) = (292.5243, 293.5530),

J = 3.10−3,
(

∂J
∂θ1
, ∂J
∂θ2

)

= (1.46.10−6, 2.33.10−8).

Dans ce cas, les valeurs de la température de la pièce aux différents instants de
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Fig. 4.6 – Variations de la température du thermostat (en gras) et de la pièce
après optimisation pour θl = 288 K et θu = 296 K

commutation, atteignent bien les valeurs désirées θl et θu. De plus, la contrainte

θ1 + δ = θ2 n’est pas active pour la valeur optimale (θ1, θ2) trouvée.

4.2.3 Conclusion

Pour l’application numérique, les valeurs choisies sont d’un réalisme limité.

En effet, comme nous l’avons mis en avant au paragraphe 2.1.2, les variations

de la température de la pièce sont en réalité d’une amplitude inférieure à celle

du thermostat du fait de la présence de la résistance d’anticipation. Cependant,

ce choix a été fait dans un but illustratif et pour une meilleure visibilité des

contraintes sur les figures.

Il est intéressant de comparer ce résultat d’optimisation avec celui du para-

graphe 4.1 précédent. On voit sur les figures 4.5 et 4.6 que les températures de

la pièce minimisées aux instants de commutation inférieurs ne sont effective-

ment pas les températures minimales de cycle. C’est ce que nous avons appelé

effet d’inertie thermique.

L’idée d’optimiser un critère par rapport à des surfaces de commutation

paramétrées pour un s.d.h. vient du résultat proposé dans [16]. Toutefois, leurs

auteurs considèrent un critère différent du nôtre, de la forme :

J =

∫ T

0

L(X)dt.

Le calcul du gradient, sensiblement plus complexe que celui que nous avons
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présenté ici, passe par la résolution d’un système adjoint. L’application considérée

pour illustrer leur résultat est d’ordre académique.

Sans chercher la plus grande généralité, nous avons développé nos calculs sur

l’exemple du thermostat à résistance d’anticipation, d’intérêt industriel, et

pour lequel nous disposons de quelques éléments d’analyse qualitative (réponse

standard de type cycle limite de période 1), cruciaux pour guider le choix

du critère à optimiser. Une présentation plus globale gagnerait à intégrer

les résultats de [16]. Par exemple, pour notre application thermique, il serait

intéressant de prendre en compte le critère suivant :

(4.32) J(θm) =
1

T

∫ 2T

T

(y − yd)
2dt,

où yd représente la température moyenne désirée pour la pièce, T est un instant

choisi, θm = 1
2
(θ1 + θ2) avec un écart ∆θ = θ2 − θ1 > 0 fixé. Toutefois, la

minimisation de ce critère d’une seule variable θm n’en fait pas un exemple

représentatif de la théorie développée. Ce serait par contre le cas d’un critère

combinant les expressions (4.27) et (4.32). C’est ce que nous avons considéré

dans une étude de synthèse ultérieure [42], [58] et c’est ce qui sera présenté

dans la partie suivante.

4.3 Commande optimale appliquée à l’optimi-

sation des surfaces de commutation fixes

ou mobiles d’un s.d.h.

En se basant sur [17], nous retrouvons par une méthode différente et généra-

-lisons les résultats proposés dans [16] pour l’optimisation des surfaces de com-

mutation d’un s.d.h. [42].

La méthode que nous employons ici utilise le calcul variationnel avec un

critère augmenté. Nos résultats sont plus généraux que ceux obtenus dans [16],

puisqu’ils prennent en compte la mobilité des surfaces de commutation et les

termes spécifiques aux instants de commutation dans le critère.

Cependant, contrairement à [16] où la démonstration est donnée dans un

cadre rigoureux et se rapproche dans l’esprit de celle du principe du maximum

établi par [56], nous ne donnons pas, pas plus que dans [17], de conditions

précises de régularité du problème pour la validité des résultats trouvés (voir

le paragraphe 4.3.6 pour une illustration de cette limitation). Une approche
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proposée dans [44] pourrait alors être mieux adaptée. C’est ce que nous pour-

rons étudier dans un prochain travail.

Nous allons donc, dans un premier temps, poser le problème et introduire

les notations dont nous aurons besoin par la suite. Puis, nous rappellerons le

calcul des variations dans le cas sans commutation [17]. Enfin, nous traite-

rons le cas général en faisant intervenir des commutations et en présentant

une détermination originale des expressions connues du Hamiltonien et des

sauts de l’état adjoint. Ceci fournira une méthode pour le calcul du gradient

du critère et un algorithme de plus forte descente pourra être alors appliqué

pour résoudre le problème. Trois applications viendront, à la fin, illustrer ces

résultats théoriques [58].

4.3.1 Présentation du problème d’optimisation

Soient t0, x0 = x(t0) ∈ R
n un instant et un état initiaux donnés. Soit

t1, . . . , tN , tN+1 une suite croissante d’instants dont le processus de détermination

sera donné plus loin, spécialement par l’hypothèse 4.3.1 ci-après. Le s.d.h.

considéré subit des commutations telles que, pour i = 1, . . . , N +1, l’état xi =

x(ti) appartient à une surface mobile, paramétrée par ai ∈ R
ri, d’équation :

(4.33) ψi(xi, ti, ai) = 0,

avec ψi de classe C1 à valeurs dans R.

De plus, l’instant tN+1 correspond à l’instant final et ψN+1, à la contrainte

finale. Pour déterminer un élément à l’instant final, nous utiliserons soit l’indice

N + 1, soit l’indice F . Par exemple, tN+1 = tF , ψN+1 = ψF , aN+1 = aF . . .

Notons également que sur l’intervalle [ti−1, ti], i = 1, . . . , N + 1, l’état x(t)

satisfait le système différentiel :

(4.34) ẋ = fi(x, t),

avec fi, i = 1, . . . , N + 1 de classe C1 à valeurs dans R
n. Puis, faisons les deux

hypothèses suivantes :

Hypothèse 4.3.1

Pour i = 1, . . . , N+1, si les paramètres a1, . . . , ai−1 sont fixés alors ti est le

plus petit instant t, t > ti−1 tel que ẋ(t) = fi(x(t), t) et ψi(x(t), t, ai) = 0.

Ceci définit ti comme une fonction de a1, . . . , ai. De plus, nous supposons
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qu’une telle suite t1, . . . , tN+1 existe pour tout (N +1)-uplet (a1, . . . , aN+1)

appartenant à un ensemble ouvert de R
r1 × . . .× R

rN+1 .

Hypothèse 4.3.2

Pour i = 1, . . . , N + 1, si les paramètres a1, . . . , ai−1 sont fixés alors ti,

vu comme une fonction partielle de ai, est de classe C1 et obtenu par

application du théorème des fonctions implicites aux contraintes ẋ(ti) =

fi(x(ti), ti), ψi(x(ti), ti, ai) = 0. La différentielle de ψi donne :

0 = dψi =
∂ψi

∂xi
dxi +

∂ψi

∂ti
dti +

∂ψi

∂ai
dai,

avec dxi = fi|ti
dti. Ainsi, en particulier, nous avons :

(4.35)
∂ti

∂ai
= −

(

∂ψi

∂xi
fi|ti

+
∂ψi

∂ti

)−1
∂ψi

∂ai
,

où ∂ψi
∂xi
fi|ti

+ ∂ψi
∂ti

6= 0.

Remarque 4.3.3

Pour les hypothèses 4.3.1 et 4.3.2, le cas où ψi = ti − cste est possible.

Notation 4.3.4

1. Dans la relation (4.35), le terme fi|ti
, i = 1, . . . , N + 1, correspond à

la valeur de fi en x(ti) et ti soit fi(x(ti), ti). Cette notation est moins

ambigüe que celle qui consiste à noter fi(ti).

2. Comme les intervalles [ti−1, ti], i = 1, . . . , N+1 sont variables avec les

paramètres ai, il serait plus approprié de noter xi(t) ou x(t, i) plutôt

que x(t), une solution du s.d.h. ẋ = fi(x, t), i = 1, . . . , N + 1 comme

dans [13]. Cependant ici, nous choisissons d’utiliser xi pour désigner

soit une variable libre, soit x(ti) selon le contexte dans lequel nous

nous trouverons.

Le critère J0 à optimiser est alors de la forme :

J0 = J0(x0, . . . , xN+1, t0, . . . , tN+1, a1, . . . , aN+1) =
N+1
∑

i=1

J0
i (xi−1, xi, ti−1, ti, ai),

où J0
i (xi−1, xi, ti−1, ti, ai) = φi(xi, ti, ai) +

∫ ti
ti−1

Li(x, t)dt, avec φi et Li, i =

1, . . . , N + 1, fonctions de classe C1.
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Le problème d’optimisation considéré est le suivant : en supposant les hy-

pothèses 4.3.1, 4.3.2 satisfaites, considérons ti, i = 1, . . . , N + 1, comme une

fonction des paramètres a1, . . . , ai, i = 1, . . . , N + 1. La trajectoire x et, en

particulier x1, . . . , xN+1, est alors déterminée par (4.33) et (4.34). L’objectif

est de trouver les valeurs de a1, . . . , aN+1 qui optimisent le critère J0.

Par la suite, nous nous restreignons à la recherche d’une méthode de calcul

pour la variation dJ0 =
∑N+1

i=1
dJ0

dai
dai. Ici, la notation dJ0

dai
, i = 1, . . . , N + 1,

prend en compte de façon directe, la variation de J0 par rapport à ai, à savoir
∂J0

∂ai
, mais aussi, de façon indirecte, les variations de J0 par rapport à tj et à

xj = x(tj), j = i, . . . , N+1. L’utilisation d’un algorithme classique de descente

[55], permet de poursuivre la résolution.

4.3.2 Rappel du calcul des variations dans le cas où il

n’existe pas de commutation

Dans le cas sans commutation (N = 0), le calcul de
dJ0
F

daF
est assez direct.

C’est ce que nous montrerons plus loin par la méthode directe, c’est-à-dire sans

introduction du critère augmenté.

Cependant, pour préparer le cas général avec commutations que nous trai-

terons dans le prochain paragraphe, et en suivant [17], nous allons introduire

les paramètres de contrôle λF (t) et νF . Ainsi, il s’agit ici de faire un calcul de

variations pour le critère augmenté correspondant afin d’obtenir une expression

pour dJ . Cette dernière correspondra à celle donnée par la formule (2.8.8) de

la page 87 de [17] à la différence près qu’une erreur aura été corrigée (le terme

−LF|t0
dt manquait), que le contrôle u apparaissant dans le système à résoudre

en temps croissant et dans le Lagrangien aura été supprimé et qu’enfin, un

paramètre aF ∈ R
rF aura été ajouté dans la contrainte finale (qui prend alors

la forme ψF (xF , tF , aF ) = 0.

Soient :

(4.36)

{

λF (t),

HF = LF + λTFfF ,

l’état adjoint et le Hamiltonien du système. Avec νF ∈ R, nous définissons le

coût final augmenté ΦF de la façon suivante :

(4.37) ΦF = φF + νFψF .
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Par la suite, dans le but d’alléger les notations, l’indice F sera omis dans les

termes de (4.36), de (4.37) et pour aF , en les conservant cependant pour tF et

xF . Ainsi, les contraintes (4.33), (4.34) prennent la forme :

(4.38) ψ(xF , tF , a) = 0,

(4.39) ẋ = f(x, t).

Puisque nous sommes dans le cas N = 0, cette simplification est aussi valable

(voir paragraphes 4.3.1 et 4.3.3) pour J0
F = J0, J1

F = J1 et le critère augmenté

JF = J définis par :















J0 = φ(xF , tF , a) +
∫ tF
t0
L(x, t)dt,

J1 = νψ(xF , tF , a) +
∫ tF
t0
λT (f(x, t) − ẋ)dt,

J = J0 + J1.

Nous pouvons récrire plus précisément :

(4.40) J = Φ(xF , tF , a, ν) +

∫ tF

t0

(H(x, t, λ) − λT ẋ)dt.

Calculons à présent, de façon directe, dJ0

da
. Pour cela, considérons t0 et x0

donnés. La résolution du système (4.39) donne xF = x(tF ). A l’aide de cette

valeur, la relation (4.38) permet de trouver implicitement tF = t(a). Nous

pouvons alors déduire :

dJ0

da
=
dφ

da
+ L|tF

dtF

da
=
∂φ

∂a
+

(

∂φ

∂xF

∂xF

∂tF
+
∂φ

∂tF
+ L

)

|tF

dtF

da
,

et donc, en considérant (4.35), il vient :

(4.41)
dJ0

da
=
∂φ

∂a
−
(

∂φ

∂xF
f +

∂φ

∂tF
+ L

)

|tF

(

∂ψ

∂xF
f +

∂ψ

∂tF

)−1

|tF

∂ψ

∂a
.

Notons que si tF est fixé, i.e. ψ = tF − cste, la relation (4.41) devient :

(4.42)
dJ0

da
=
dφ

da
=
∂φ

∂a
.

Cette méthode directe est donc rapide pour obtenir le calcul de dJ0

da
. Cependant,

elle ne pourra pas se généraliser au cas avec commutations. C’est pourquoi ici,
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nous introduisons un autre raisonnement pour retrouver l’expression de dJ0

da

(4.41). Pour cela, calculons dJ . À partir des contraintes (4.38), (4.39) et pour

les variations δx, δẋ =

.

δx
⌢ 1, dt0, dtF , dx0, dtF (t0, x0 variables a priori), nous

calculons :

(4.43)

dJ =
∂Φ

∂xF
dxF+

∂Φ

∂tF
dtF+

∂Φ

∂aF
daF+L|tF

dtF−L|t0
dt0+

∫ tF

t0

(

∂H

∂x
δx− λT δẋ

)

dt.

Dans [17], nous avons δxF = dxF − ẋ(tF )dtF ce qui signifie que la variation

totale dxF résulte des variations de trajectoire δx et du temps final dtF sous la

contrainte (4.39). En intégrant par parties l’intégrale de (4.43), nous trouvons :

∫ tF

t0

(

∂H

∂x
δx− λT δẋ

)

dt =

∫ tF

t0

(

∂H

∂x
+ λ̇T

)

δxdt− [λT δx]tFt0 ,

et ainsi :

(4.44)

dJ =
(

∂Φ
∂xF

− λT
)

|tF

dxF +
(

∂Φ
∂tF

+ L+ λTf
)

|tF

dtF + ∂Φ
∂a
da+ λT (t0)dx0

−(L+ λTf)|t0dt0 +
∫ tF
t0

(

∂H
∂x

+ λ̇T
)

δxdt.

Puis, contraignons λ(t) à suivre le système dynamique :

(4.45)
∂H

∂x
+ λ̇T = 0,

et λ(tF ), ν, à travers Φ, à satisfaire la condition limite suivante :

(4.46)

(

∂Φ

∂xF
− λT

)

|tF

= 0.

De plus, si la contrainte finale (4.38) correspond à un problème avec un instant

final non fixé, i.e. si ψ 6= tF − cste, alors choisissons aussi la condition :

(4.47)

(

∂Φ

∂tF
+H

)

tF

= 0.

1Remarque : cette précision signifie que la variation δẋ n’est pas libre mais contrainte
par la relation suivante, déduite de la linéarisation de (4.34) :

.

δx
⌢

=
∂fi

∂x
(x, t)δx.
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Sinon, si ψ = tF − cste, comme dtF = 0, il n’y a pas besoin de choisir la

condition (4.47). Dans ce cas, nous choisirons à la place ν = 0 comme condition

(4.47). Par ce choix, la relation (4.37) devient Φ = φ et donne un critère J

dont la variation est en accord avec la relation (4.44).

Remarque 4.3.5

Notons que si t0, x0 ne sont pas fixés, à partir de la relation (4.44), nous

avons :

(4.48)
∂J

∂x0 |t0

= λT (t0),

(4.49)
∂J

∂t0 |t0

= −H|t0
.

Si maintenant, nous fixons t0 et x0, les choix (4.45), (4.46) et éventuellement

(4.48) si tF est libre, conduisent à :

(4.50) dJ =
∂Φ

∂a
da.

À présent, nous allons expliquer comment le calcul de la variation dJ (4.50)

permet de retrouver l’expression obtenue (4.41) pour dJ0

daF
.

Si t0, x0 et a sont fixés, les (2n+ 2) inconnues x(t), λ(t), ν, tF (2n inconnues

x(t), λ(t) si tF est fixé) sont généralement données par les 2n équations des

systèmes (4.39), (4.45) auxquelles nous adjoignons les 2n conditions aux bornes

issues de (4.46), t0, x0 donnés et par les deux conditions (4.38), (4.47) (que

nous n’ajoutons pas si tF est fixé).

Ainsi, nous pouvons résoudre ce système de (2n + 2) équations à (2n + 2)

inconnues (ou de 2n équations à 2n inconnues), qui inclut les contraintes, de

la façon suivante. D’abord, à partir des conditions intiales données t0, x0, le

système (4.39) peut être résolu en temps croissant, ce qui nous permet d’obtenir

x(t). Les conditions finales tF , xF peuvent être calculées à l’aide de la relation

(4.38). Puis, les équations (4.46) et (4.47) fournissent les valeurs de ν et de

λ(tF ). De là, nous pouvons résoudre en temps décroissant le système (4.45),

qui donne λ(t).

Les conditions, qui rendent ces calculs possibles, correspondent à la notion de

contrôlabilité [17]. Pour nous, elles prennent la forme des hypothèses 4.3.1 et
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4.3.2. En outre, comme nous sommes en train de le voir, l’absence de terme

de contrôle instantané u(t) avant le temps final nous permet d’améliorer cet

algorithme en calculant ν et λ(tF ).

Supposons que tF n’est pas fixé. Une combinaison des relations (4.46), (4.47)

donne :
((

∂Φ

∂xF
− λT

)

f +
∂Φ

∂tF
+H

)

|tF

= 0,

c’est-à-dire, en sachant que H = L+ λTf :
(

∂Φ

∂xF
f +

∂Φ

∂tF
+ L

)

|tF

= 0.

Comme Φ = φ+ νψ, nous obtenons :
(

∂φ

∂xF
f +

∂φ

∂tF
+ L

)

|tF

+ ν

(

∂ψ

∂xF
f +

∂ψ

∂tF

)

|tF

= 0.

Sous les hypothèses (4.3.1), (4.3.2), il vient :

(4.51) ν = −
(

∂φ

∂xF
f +

∂φ

∂tF
+ L

)

|tF

(

∂ψ

∂xF
f +

∂ψ

∂tF

)−1

|tF

.

Les relations (4.46) et (4.51) donnent :

(4.52) λT (tF ) =
∂φ

∂xF
−
(

∂φ

∂xF
f +

∂φ

∂tF
+ L

)

|tF

(

∂ψ

∂xF
f +

∂ψ

∂tF

)−1

|tF

∂ψ

∂xF
.

Remarquons que, quand tF est fixé, la relation (4.46) avec Φ = φ, c’est-à-dire

ν = 0, donne explicitement λ(tF ) sans aucune autre condition de contrôlabilité

que l’hypothèse 4.3.1. Ceci veut simplement dire que l’instant tF est atteignable

pour le système (l’hypothèse 4.3.2 est également satisfaite).

Grâce à l’équation (4.52), nous pouvons retrouver l’expression (4.41) de dJ0

da
.

Pour cela, posons F (x(t), t) = f(x(t), t) − ẋ(t). Les contraintes (4.38), (4.39)

donnent ψ = 0, dψ = 0, F = 0, dF = 0. Nous pouvons alors déduire la

variation de J1 = νψ +
∫ tF
t0
λTFdt :

dJ1 = dνψ + νdψ + λTF|tF
dtF − λTF|t0

dt0 +

∫ tF

t0

(dλTF − λTdF )dt = 0.

De là, nous avons dJ0 = dJ − dJ1 = dJ . Pour des conditions initiales t0, x0

données, la variation dJ est donnée par (4.50). Donc, nous avons ici dJ0 =
∂Φ
∂a
da, avec :

∂Φ

∂a
=
∂φ

∂a
+
∂ν

∂a
ψ + ν

∂ψ

∂a
=
∂φ

∂a
+ ν

∂ψ

∂a
.
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Ainsi, si tF n’est pas fixé, la relation pour ν (4.51) donne :

(4.53)
dJ0

da
=
∂φ

∂a
−
(

∂φ

∂xF
f +

∂φ

∂tF
+ L

)

|tF

(

∂ψ

∂xF
f +

∂ψ

∂tF

)−1

|tF

∂ψ

∂a
.

Si tF est fixé, avec ν = 0, Φ = φ, la relation (4.53) devient :

(4.54)
dJ0

da
=
∂φ

∂a
.

Ainsi, nous avons retrouvé la relation (4.41). Même si la méthode utilisée ici

qui conduit à la relation (4.41) est plus compliquée que la méthode directe

que nous avions employée avant, c’est par ce moyen que nous pouvons trouver

une généralisation pour le cas avec commutations. Notons que, lorsqu’il n’y a

pas de commutation (N = 0), la détermination de l’état adjoint λ(t) par la

résolution de (4.45), (4.52) n’est pas nécessaire pour obtenir (4.53). Ce ne sera

pas le cas lorsqu’il y a des commutations.

Remarque 4.3.6

La condition :

(4.55)
dJ0

da
= 0,

explicitée par (4.41), est une condition nécessaire d’optimalité. Cependant,

trouver tF , xF , a avec les relations (4.38), (4.55) et le système (4.39), t0, x0

étant donnés, est une tâche difficile en général. C’est pourquoi une méthode

d’optimisation est proposée ici.

4.3.3 Calcul des variations dans le cas général avec com-
mutations

Pour i = 1, . . . , N+1, nous définissons le critère augmenté Ji = Ji(xi−1, xi, ti−1, ti, ai)

par Ji = J0
i + J1

i où J0
i et J1

i sont donnés de la même façon qu’au paragraphe

précédent 4.3.2 en remplaçant respectivement f , ψ, L, φ, λ, ν, H , Φ par fi, ψi,

Li, φi, λi, νi, Hi, Φi et t0, tF , x0 = x(t0), xF = x(tF ) par ti−1, ti, xi−1 = x(ti−1),

xi = x(ti). Le critère augmenté s’écrit :

(4.56) Ji(xi−1, xi, ti−1, ti, ai) = Φi(xi, ti, ai) +

∫ ti

ti−1

(Hi − λTi ẋ)dt,



4.3. Optimisation des surfaces de commutation 175

où xi et ti sont tous les deux liés à la fois à xi−1 et à ti−1 par la contrainte

ẋ = fi(x, t) sur [ti−1, ti].

Nous définissons le critère augmenté global J par J =
∑N+1

i=1 Ji. De même,

nous avons J0 =
∑N+1

i=1 J0
i , J

1 =
∑N+1

i=1 J1
i , ce qui donne alors J = J0 + J1.

L’intégration de la contrainte ẋ = fi(x, t) sur [ti−1, ti] avec Ψi(xi, ti, ai) = 0

définit, sous les hypothèses 4.3.1 et 4.3.2, les valeurs finales xi = x(ti), ti comme

des fonctions de xi−1, ti−1, ai, soit :

(4.57) xi , xi(xi−1, ti−1, ai), ti , ti(xi−1, ti−1, ai).

Ainsi, Ji donné par (4.56) est aussi une fonction de xi−1, ti−1, ai, que nous

notons :

J∗
i (xi−1, ti−1, ai) = Φi(xi(xi−1, ti−1, ai), ti(xi−1, ti−1, ai), ai) +

∫ ti

ti−1

(Hi−λT ẋ)dt.

Remarque 4.3.7

Nous omettons, dans la première partie de ce paragraphe, les paramètres

a1, . . . , aN+1 qui ne jouent aucun rôle dans les prochains calculs.

Pour i = 1, . . . , N + 1, définissons J̃i(xi−1, xi, ti−1, ti) = J̃∗
i (xi−1, ti−1) par les

relations de récurrence décroissante suivantes :

(4.58) J̃N+1(xN , xN+1, tN , tN+1) = JN+1(xN , xN+1, tN , tN+1),

et ∀ i ≤ n :

(4.59)

{

J̃i(xi−1, xi, ti−1, ti) = Ji(xi−1, xi, ti−1, ti) + J̃∗
i+1(xi, ti),

J̃∗
i (xi−1, ti−1) = J̃i(xi−1, xi, ti−1, ti).

De plus, introduisons Φ̃i, pour i = 1, . . . , N + 1, de la façon suivante :

Φ̃i(xi, ti) = Φi(xi, ti) + J̃∗
i+1(xi, ti).

L’équations (4.56) peut se récrire

(4.60) J̃i(xi−1, xi, ti−1, ti) = Φ̃i(xi, ti) +

∫ ti

ti−1

(Hi − λTi ẋ)dt.

De là, l’application de (4.48), (4.49) à J̃∗
i+1 sur [ti, ti+1] donne les relations

suivantes :

(4.61) λTi+1(ti) =
∂J̃∗

i+1

∂xi
(xi, ti),
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(4.62) Hi+1|ti
= −∂J̃

∗
i+1

∂ti
(xi, ti).

Notons que la considération de J̃i+1 au lieu de J̃∗
i+1 n’aurait pas permis de tenir

compte de la dépendance de xi+1, ti+1 en xi, ti pour ces dérivées partielles.

Remarque 4.3.8

Si ti est fixé alors nous obtenons la même conclusion mais sans la relation

(4.62).

De plus, les relations (4.45), (4.46), (4.47), dans le cas particulier i+1 = N+1,

appliquées à J̃N+1 = JN+1 sur [tN , tN+1], conduisent à :

(4.63)
∂HN+1

∂x
+ λ̇TN+1 = 0, pour tN ≤ t ≤ tN+1,

(4.64)

(

∂ΦN+1

∂xN+1

− λT
)

|tN+1

= 0,

(4.65)

(

∂ΦN+1

∂tN+1
+H

)

|tN+1

= 0.

Comme nous l’avons noté au paragraphe précédent, la dernière relation (4.65)

est remplacée par νN+1 = 0 (4.65) si tN+1 est fixé.

De la même façon, les relations (4.45), (4.46), (4.47), appliquées à J̃i sur

[ti−1, ti], compte tenu de (4.60), donnent :

(4.66)
∂Hi

∂x
+ λ̇Ti = 0, pour ti−1 ≤ t ≤ ti,

(4.67) λTi (ti) =
∂Φ̃i

∂xi
(xi, ti) =

∂Φi

∂xi
(xi, ti) +

∂J̃∗
i+1

∂xi
(xi, ti),

(4.68) Hi|ti
= −∂Φ̃i

∂ti
(xi, ti) = −∂Φi

∂ti
(xi, ti) −

∂J̃∗
i+1

∂ti
(xi, ti).

Puis, la comparaison de (4.61), (4.67) d’une part et de (4.62), (4.68) d’autre

part, conduit aux relations suivantes :

(4.69) λTi (ti) = λTi+1(ti) +
∂Φi

∂xi
(xi, ti),
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(4.70) Hi|ti
= Hi+1|ti

− ∂Φi

∂ti
(xi, ti),

pour i = 1, . . . , N .

Notons également que si ti est donné alors les relations (4.68), (4.70) sont

remplacées par νi = 0 (4.70).

Les formules (4.69), (4.70) ainsi obtenues, posent toutefois un problème. En

effet, considérons (4.66), (4.67), (4.68) à l’ordre supérieur qui donne λi+1 sur

[ti, ti+1] par application de (4.45), (4.46), (4.47) à J̃i+1. Cela définit λi+1(ti),

Hi+1|ti
que nous ne pouvons pas identifier de façon nécessaire aux expressions

correspondantes données par (4.61), (4.62). En effet, ces dernières ont été obte-

nues par application de (4.48) et de (4.49) sur [ti, ti+1] à un critère J̃∗
i+1 différent

de J̃i+1. C’est pourquoi faire cöıncider ces deux expressions est un postulat, et

non pas un résultat. Mais ce postulat a du sens puisqu’il repose sur le résultat

d’existence et d’unicité pour le problème de Cauchy associé à une équation

différentielle avec une condition au bord fixée [64]. Cela motive la définition

suivante de l’état et des paramètres adjoints :

Définition 4.3.9

Nous considérons le problème d’optimisation posé au paragraphe 4.3.1.

Soient a1, . . . , aN+1 des paramètres fixés et t0, x0 des conditions initiales

données.

Nous définissons l’état adjoint λi sur l’intervalle [ti−1, ti], i = 1, . . . , N + 1,

et les paramètres adjoints νi, i = 1, . . . , N + 1 de la façon suivante :

1. Nous résolvons le système en temps croissant (4.34) pour i = 1, . . . , N+

1. Dans le même temps, les suites ti, xi, i = 1, . . . , N+1, sont calculées

par les contraintes (4.33).

2. Puis, à partir de tN+1, xN+1 obtenus, le système formé des équations

(4.63), (4.66) est résolu en temps décroissant pour i = N, . . . , 1. En

même temps, les suites νi, λi(ti), i = N+1, . . . , 1, données par (4.64),

(4.65) et par les conditions de saut (4.69), (4.70) peuvent être cal-

culées.

Cette définition est conforme aux expressions données dans [17], [28]. Ici, l’ori-

ginalité est l’interprétation récursive du résultat classique exposé au para-

graphe 4.3.2 qui permet l’introduction a priori des conditions de saut (4.69),

(4.70).

À présent, pour montrer clairement l’intérêt de la définition 4.3.9 pour la
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résolution de notre problème d’optimisation, explicitons la variation dJ0 =
∑N+1

i=1
∂J0
i

∂ai
dai.

Pour cela, considérons t0 et x0 des conditions initiales données. Les mêmes

calculs que ceux présentés dans le cas sans commutation au paragraphe 4.3.2

donnent dJ1 = 0 et donc dJ0 = dJ − dJ1 = dJ .

En adaptant l’équation (4.44) au cas pour lequel il existe des commutations,

nous obtenons l’expression suivante de la variation dJ en x(t), donnée par la

définition 4.3.9 :

dJ =
∑N+1

i=1 dJi =
∑N+1

i=1 [
(

∂Φi
∂xi

− λTi

)

|ti

dxi +
(

∂Φi
∂ti

+Hi

)

|ti

dti +
∂Φi
∂ai
dai

+λTi (ti−1)dxi−1 −Hi|ti−1
dti−1 +

∫ ti
ti−1

(

∂Hi
∂x

+ λ̇Ti

)

δxdt]

=
∑N+1

i=1

(

(

∂Φi
∂xi

− λTi

)

|ti

dxi +
(

∂Φi
∂ti

+Hi

)

|ti

dti +
∂Φi
∂ai
dai +

∫ ti
ti−1

(∂Hi
∂x

+ λ̇Ti )δxdt

)

+
∑N

i=0

(

λTi+1(ti)dxi −Hi+1|ti
dti

)

= λT1 (t0)dx0 −H1|t0
dt0

+
∑N

i=1

(

(

λTi+1(ti) − λTi (ti) + ∂Φi
∂xi

)

dxi −
(

Hi+1|ti
−Hi|ti

− ∂Φ
∂ti

)

dti +
∂Φi
∂ai
dai

+
∫ ti
ti−1

(∂Hi
∂x

+ λ̇Ti )δxdt) +
(

∂ΦN+1

∂xN+1
− λTN+1(tN+1)

)

dxN+1 +
(

∂ΦN+1

∂tN+1
+HN+1|tN+1

)

dtN+1

+
∫ tN+1

tN
(∂HN+1

∂x
+ λ̇TN+1)δxdt.

À partir de là, en prenant en compte les relations (4.63), (4.64), (4.65) et

(4.66), (4.69), (4.70), il vient :

(4.71) dJ0 = dJ =

N+1
∑

i=1

∂Φi

∂ai
dai, et donc :

dJ0

dai
=
dJ

da
=
∂Φi

∂ai
,

où la dérivée d
dai

est à comprendre au sens précisé à la fin du paragraphe 4.3.1.

De là, puisque Φi = φi+νiψi, i = 1, . . . , N +1 et à l’aide de (4.33), nous avons

pour i = 1, . . . , N + 1 :

dJ0

dai
=
∂φi

∂ai
+ νi

∂ψi

∂ai
+
dνi

dai
ψi =

∂φi

∂ai
+ νi

∂ψi

∂ai
.

L’existence des suites νi, λi(ti), i = 1, . . . , N +1 dans la définition 4.3.9 est liée

aux conditions de contrôlabilité citées au paragraphe 4.3.2. Comme mentionné

dans [17], la détermination de ces suites est essentielle pour assurer l’efficacité

de l’algorithme donné dans 4.3.9 ce qui est une difficulté en général. Dans notre

cas, l’absence de terme de contrôle instantané u(t), en dehors des instants de
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commutation, nous permet d’obtenir νi, λi(ti), i = N+1, . . . , 1 et les conditions

de contrôlabilité et donc, rend l’algorithme efficace.

Pour νN+1, λN+1(tN+1), les mêmes calculs que ceux effectués au paragraphe

4.3.2 donnent les relations suivantes. Si tN+1 n’est pas fixé, i.e. ψN+1 6= tN+1−
cste, alors, nous avons :

(4.72)

νn+1 = −
(

∂φN+1

∂xN+1
fN+1 +

∂φN+1

∂tN+1
+ LN+1

)

|tN+1

(

∂ψN+1

∂xN+1
fN+1 +

∂ψN+1

∂tN+1

)−1

|tN+1

.

En revanche, si tN+1 est fixé, i.e. ψN+1 = tN+1 − cste, alors nous remplaçons

(4.72) par νN+1 = 0 (4.72). Dans tous les cas, λN+1(tN+1) est donné par (4.64),

à savoir :

(4.73) λTN+1(tN+1) =
∂φN+1

∂xN+1
+ νN+1

∂ψN+1

∂xN+1
.

De plus, pour i = N, . . . , 1, une combinaison des relations (4.69), (4.70) en ti,

xi = x(ti), donne :

λTi fi −Hi = λTi+1fi −Hi+1 +
∂Φi

∂xi
fi +

∂Φi

∂ti
.

Puisque Hi = Li + λTi fi, Φi = φi + νiψi, il vient :

Li − Li+1 + λTi+1(fi − fi+1) +
∂φ

∂xi
fi +

∂φi

∂ti
+ νi

(

∂ψi

∂xi
fi +

∂ψi

∂ti

)

= 0.

Sous les hypothèses 4.3.1, 4.3.2, nous pouvons déduire pour i = N, . . . , 1 :

(4.74)

νi = −
(

Li − Li+1 + λTi+1(fi − fi+1) +
∂φ

∂xi
fi +

∂φi

∂ti

)(

∂ψi

∂xi
fi +

∂ψi

∂ti

)−1

en ti, xi.

Cette expression est valable pour ti libre i.e. ψi 6= ti − cste. Sinon, si ti est

fixé, i.e. ψi = ti − cste, alors (4.74) est remplacé par νi = 0 (4.74). Dans tous

les cas, λi(ti) est donné par (4.69), à savoir, pour i = N, . . . , 1 :

(4.75) λTi (ti) = λTi+1(ti) +
∂φi

∂xi
+ νi

∂ψi

∂xi
.

Ainsi, les relations (4.72), (4.73), (4.74), (4.75) et une récurrence décroissante,

nous permettent de déterminer νi, λ
T
i+1(ti), i = N+1, ..1 en utilisant (4.66) pour

calculer λTi+1(ti) à chaque itération. Tout ceci est obtenu sous les hypothèses

4.3.1, 4.3.2 qui sont des conditions suffisantes de contrôlabilité.

Nous concluons finalement :
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Théorème 4.3.10

Nous considérons le problème d’optimisation posé au paragraphe 4.3.1.

Soient a1, . . . , aN+1 des paramètres initialisés et t0, x0 des conditions ini-

tiales données. Supposons également les hypothèses 4.3.1, 4.3.2 satisfaites.

L’algorithme de calcul pour la variation :

dJ =
N+1
∑

i=1

dJ0

dai
dai

en a1, . . . , aN+1, où le symbole d
dai

indique qu’il faut tenir compte des

dépendances directes et indirectes, est le suivant. Nous obtenons x(t),

λ(t) avec la définition 4.3.9. Dans cette résolution, les suites ti, xi, i =

1, . . . , N + 1 des états et instants de commutation sont calculées et la

détermination des suites νi, λi(ti), i = N + 1, . . . , 1 est rendue plus fa-

cile si les relations (4.72), (4.73), (4.74), (4.75) sont utilisées. Alors, nous

pouvons déduire :

(4.76)
dJ0

dai
=
∂φi

∂ai
+ νi

∂ψi

∂ai
, i = 1, . . . , N + 1.

Enfin, à l’aide de ce gradient du critère, nous appliquons une méthode de

descente pour obtenir les résultats optimaux.

Ce résultat, obtenu en s’appuyant sur [17], généralise ce qui est donné dans

[16] où les auteurs n’ont traité que le cas ẋ = fi(x), ψi(xi, ai) = 0, J0
i =

∫ ti
ti−1

Li(x)dt et où l’interprétation de l’état adjoint λ(t) n’était pas clairement

donnée en terme de contrôle (le critère augmenté J n’est pas considéré).

De plus, ce résultat est intéressant dans la mesure où une grande diversité

d’applications peut venir illustrer cette théorie.

Par la suite, nous proposons trois applications plus ou moins classiques [58] :

1. l’optimisation de cycles limites pour le thermostat à résistance d’antici-

pation introduit au paragraphe 2.1.2,

2. l’optimisation d’instants de commutation pour un problème de minimi-

sation de temps pour une voiture à deux rapports de transmission [32],

[37],

3. l’optimisation de règles de commutation pour un problème d’obstacle

mobile à éviter pour un robot [8], [28].
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4.3.4 Optimisation de cycles limites : application au

modèle du thermostat à résistance d’anticipation

A. Présentation du problème d’optimisation

Pour l’application de l’algorithme du théorème 4.3.10, nous choisissons les

valeurs numériques du tableau 4.3 en négligeant toujours le terme e de la

matrice A.

a = 1
RthQth

b = 1
RcQp

c = 1
RcQc

d = 1
RmQp

pth = Pth
Qth

pc = Pc
Qc

θe

10−3 2.81.10−4 11.10−3 2.10−5 3.5.10−3 10−1 274

Tab. 4.3 – Valeurs numériques choisies pour l’application de l’algorithme
donné dans le théorème 4.3.10 au modèle du thermostat à résistance d’an-
ticipation

Ici, nous considérons deux modes de chauffage : par exemple, un de jour et un

de nuit. Chacun de ces modes possède son propre seuil inférieur (θ1 pour le

jour, θ3 pour la nuit) et son propre seuil supérieur (θ2 pour le jour, θ4 pour la

nuit). Le passage du mode jour au mode nuit s’effectue au temps t = 20000 s.

La figure 4.7 correspond à la simulation des variations de la température du

thermostat (les plus grandes) et de la température de la pièce. Elle a été obte-

nue à l’aide de Matlab, pour t0 = 0, et pour les valeurs initiales des variables

d’état X(t0) = (288 288 288)T et des seuils de commutation θ1 = 293 K,

θ2 = 294 K, θ3 = 290 K, θ4 = 291 K.

Le problème d’optimisation est le suivant : comment peut-on choisir les seuils

de commutation du thermostat (supposés non fixés) θi, i = 1, . . . , 4 pour ob-

tenir :

1. aux instants de commutation impairs (représentés par les étoiles les plus

hautes sur la figure 4.7), une température pour la pièce la plus proche

possible des températures désirées θu1 = 293 K (pour le jour), θu2 = 290.5

K (pour la nuit),

2. dans le même temps, une température moyenne pour la pièce aussi proche

que possible de la température moyenne désirée θd1 = 292.5 K (pour le

jour), θd2 = 290 K (pour la nuit) ?
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Fig. 4.7 – Simulation de la température du thermostat et de la pièce pour les
valeurs du tableau 4.3 avant optimisation

B. Calcul du gradient - Minimisation du critère

Ici, d’après l’analyse réalisée dans la partie 2.2 et la figure 4.7, la trajectoire

X(t) semble converger vers un cycle limite. De plus, en utilisant les notations

du paragraphe précédent, nous considérons le critère augmenté suivant J =
∑N+1

i=1 Ji avec :

Ji = qi
α

N + 1
(Y Xi − θuj )

2 + νi
1

N + 1
(DXi − aij) +

1

tN+1

∫ ti

ti−1

(Hi − λTi Ẋi)dt,

où :

– qi = 0 si i est pair et qi = 1 si i est impair,

– D = (1 0 0), Y = (0 1 0),

– aij =























θ1 si i est pair et j = 1

θ2 si i est impair et j = 1

θ3 si i est pair et j = 2

θ4 si i est impair et j = 2

– Hi = Li + λTi fi où Li = β(Y Xi − θdj )
2, fi = AXi + qiB + C,

– α + β = 1, α > 0, β > 0,

– j = 1 si ti < 20000 et j = 2 si ti ≥ 20000.

Ainsi, J est vu comme une fonction des seuils θ1, θ2, θ3, θ4. Nous pouvons, à

partir de là, appliquer l’algorithme du théorème 4.3.10 :
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1. Dans un premier temps, nous résolvons, en temps croissant, le système

différentiel Ẋ = f(X, t) donné au paragraphe 2.1.2 par (2.3). En même

temps, nous calculons les instants de commutation ti, les valeurs des

variables d’état en ti, ainsi que le temps et l’état finaux.

2. Puis, nous résolvons le système (4.66) en temps décroissant donné expli-

citement ici, pour i = N + 1, . . . , 1, par :

λ̇i
T

= −λTi A− (0 2β(YXi − θdj ) 0),

avec j = 1 si ti < 20000 et j = 2 si ti ≥ 20000. Dans le même temps,

nous pouvons définir νi, λi(ti), i = N+1, . . . , 1, à l’aide de (4.72), (4.73),

(4.74), (4.75) qui correspondent ici à :






































νN+1 = − N+1
DfN+1

(

qN+1
2α
N+1

(Y XN+1 − θuj )Y fN+1 + β(Y XN+1 − θdj )
2
)

νi = −N+1
Dfi

(β((Y Xi − θdj )
2 − (Y Xi+1 − θdk)

2) + λTi+1(fi − fi+1)

+qi
2α
N+1

(Y Xi − θuj )Y fi),

λTN+1(tN+1) = qN+1
2α
N+1

(Y XN+1 − θuj )Y + νN+1
D

N+1

λTi (ti) = λTi+1(ti) + qi
2α
N+1

(Y Xi − θuj )Y + νi
N+1

D,

où k = 1 si ti+1 < 20000, k = 2 sinon.

3. De là, à partir de (4.76), nous pouvons calculer :

dJ0

dai
= − νi

N + 1
, i = 1, . . . , N + 1.

En regroupant ces termes selon les valeurs des instants de commutation

ti, i = 1, . . . , N et selon la parité de i, nous obtenons le gradient du

critère. Ceci nous donne alors la possibilité d’appliquer une méthode de

descente pour déterminer une solution optimale à notre problème.

L’utilisation de Matlab, et plus particulièrement de la fonction fmincon, pour

appliquer notre algorithme en partant des valeurs initiales α = β = 0.5, θ1 =

293 K, θ2 = 294 K, θ3 = 290 K, θ4 = 291 K, donne à la sortie de la boucle

d’optimisation, après treize itérations, les valeurs optimales suivantes :
{

(θ1, θ2, θ3, θ4) = (292.32, 293.744, 290.149, 291.249),

J0 = 18.5046.

La figure 4.8 met en évidence les variations des températures du thermostat

(les plus grandes) et de la pièce après optimisation.

Initialement (figure 4.7), nous avions :
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Fig. 4.8 – Simulation des températures du thermostat et de la pièce après
optimisation

– |Y Xi − θu1 | ≃ 0.2872, |Y Xi − θu2 | ≃ 0.1378,

– |θm1 − θd1 | ≃ 0.4371, |θm2 − θd2 | ≃ 0.0132,

avec θm1 et θm2 qui correspondent respectivement aux moyennes de la température

de la pièce pour t < 20000 et pour t ≥ 20000.

Après optimisation (figure 4.8), nous obtenons :

– |Y Xi − θu1 | ≃ 0.0222, |Y Xi − θu2 | ≃ 0.0865,

– |θm1 − θd1 | ≃ 0.0362, |θm2 − θd2 | ≃ 0.2058.

Seul ce dernier résultat n’est pas amélioré, ce qui peut s’expliquer par le fait

qu’il y a deux demandes pour l’optimisation, l’une portant sur la température

de la pièce aux instants de commutation impairs, et l’autre portant sur sa

moyenne. Ainsi, l’amélioration d’une de ces demandes peut se faire au détriment

de l’autre.

De plus ici, numériquement, avec les simulations, nous n’avons pas rencontré de

problème de discontinuité au moment du passage du mode de chauffage de jour

à celui de nuit. Cependant, il faudrait peut-être étudier de plus près ce qu’il

se produit vraiment, de façon théorique, à cet instant [31]. En effet, la faible

amélioration ici de l’objectif est peut-être liée à la discontinuité et le résultat

peut alors être faussé. C’est pourquoi il serait intéressant de comparer cet

exemple avec celui où nous ne considérerons plus qu’un seul mode de chauffage.

Ceci pourra être fait lors de prochains travaux.
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4.3.5 Optimisation des instants de commutation. Appli-

cation au modèle d’une voiture à deux rapports de
transmission

A. Présentation du problème d’optimisation

Pour cette application plus classique, nous nous appuyons sur [37] et considérons

le modèle d’une voiture à deux rapports de transmission régi par le système

suivant :

(4.77)











ẋ1 = x2

ẋ2 = 1
m

(−cx2 + kx3)

ẋ3 = −x2
gq
k
u,

où q = 1, 2. Dans [37], les auteurs montrent que le problème pour trouver

l’accélération optimale u ∈ [−0.1, 1.1] est essentiellement un modèle de type

bang-bang, ce que nous supposons ici. Nous choisissons ainsi u ∈ {−0.1, 1.1}.
De plus, les trois états continus du système représentent respectivement la

position de la voiture (x1), la vitesse de la voiture (x2) et le déplacement

angulaire de son arbre de transmission (x3). La fonction gq, tracée sur la figure

4.9, correspond à l’efficacité de la vitesse q. Enfin, les constantes m (masse de

la voiture), c (amortissement dû aux frottements) et k (constante de l’arbre

de transmission) sont prises égales à 1 sans perte de généralité.
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Fig. 4.9 – Comportements de g1 (trait plein) et de g2

Le problème d’optimisation que nous voulons résoudre, est ici le suivant.

D’abord, contrairement à [37], nous imposons des règles naturelles pour l’évolution

de la voiture qui sont répertoriées dans le tableau ci-après.
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[t0, t1[ [t1, t2[ [t2, t3[ [t3, t4[
[t4, t5[ [t5, t6[ [t6, t7[ [t7, t8[

Action Accélération Accélération Freinage Freinage
Vitesse 1ère 2nde 2nde 1ère

Ici, l’objectif est d’optimiser les temps de commutation ti, i = 1, . . . , 7 et

le temps final t8 pour, dans un premier temps, arrêter la voiture aussi près

que possible d’une première destination choisie (x1 = 0), puis, dans un se-

cond temps, après un nouveau démarrage, pour arrêter la voiture aussi près

que possible d’une seconde destination choisie (x1 = 5) et ce, dans un temps

minimum.

B. Calcul du gradient - Minimisation du critère

Nous considérons le critère augmenté J =
∑N+1

i=1 Ji, N = 7, avec :

Ji =
α

N + 1

(x2

δ
− vgi

)2

+ νi
ti − ai

N + 1
+

∫ ti

ti−1

(Hi − λTi Ẋ)dt,

avec :

– δ = 50 est l’amplitude de changement tolérable,

– vgi =























0.8 pour i = 1, 5

1.2 pour i = 2, 6

0.2 pour i = 3, 7

0 pour i = 4, 8
où les vgi, i = 1, . . . , 8 correspondent aux vitesses recommandées pour

passer de la première à la seconde ou de la seconde à la première.

– ai = ti, i = 1, . . . , 8,

– Hi = Li + λTi fi où Li = β(x2
1(t) + x2

2(t)), i = 1, . . . , 4, Li = β((x1(t) −
5)2 + x2

2(t)), i = 5, . . . , 8, fi = AXi avec :

A =





0 1 0
0 −1 1
0 −gqu 0





avec u = 1.1 pour i = 1, 2, 5, 6, u = −0.1 pour i = 3, 4, 7, 8, gq = g1 pour

i = 1, 4, 5, 8, gq = g2 pour i = 2, 3, 6, 7,

– α + β = 1, α, β > 0.

Ainsi, comme pour le problème lié au thermostat à résistance d’anticipation,

nous appliquons l’algorithme du théorème 4.3.10.
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1. Dans un premier temps, nous résolvons le système (4.77) pour définir les

états et les instants de commutation ainsi que l’état et l’instant finaux.

2. Puis, nous résolvons en temps décroissant, à partir de t8, le système

adjoint (4.66) qui est donné plus précisément ici par :

λ̇Ti = −λTi A− (2β(x1(t) − d) 2βx2(t) 0),

où t ∈ [ti+1, ti[, d = 0 pour i = 1, . . . , 4, d = 5 pour i = 5, . . . , 8.

Dans le même temps, nous calculons les suites νi, λi(ti) données par

(4.72), (4.73), (4.74), (4.75), ce qui donne ici pour i = N, . . . , 1 :











































νN+1 = −8
(

(0 α
4
(x2(tN+1)

50
− vg8) 0)fN+1 + β((x1(tN+1) − 5)2 + x2

2(tN+1))
)

νi = −8(β((x1(ti) − d)2 + x2
2(ti) − (x1(ti+1) − d2)

2 − x2
2(ti+1))

+λTi+1(fi − fi+1) + (0 α
4
(x2(ti)

50
− vgi) 0)fi)

λTN+1(tN+1) = (0 α
4
(x2(tN+1)

50
− vgN+1

) 0)

λTi (ti) = λTi+1(ti) + (0 α
4
(x2(ti)

50
− vgi) 0),

où d = 0 pour i = 1, . . . , 4, d = 5 pour i = 5, . . . , 8, d2 = 0 pour

i = 1, . . . , 3, d2 = 5 pour i = 4, . . . , 7.

3. Alors, nous pouvons déduire, à l’aide de (4.76) :

dJ0
i

dai
= −νi

8
, i = 1, . . . , 8,

qui est le gradient du critère.

De là, nous appliquons une méthode de descente pour déterminer la solution

optimale. Nous utilisons là encore Matlab et la fonction fmincon avec les valeurs

initiales α = β = 0.5 et les valeurs des ti, i = 1, . . . , 8 du tableau ci-après.

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8
1.6 4.4 6.4 8.5 10.6 13.1 14.3 15.8

L’algorithme converge après dix-sept itérations et donne finalement les valeurs

optimales suivantes :

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 J0

1.26 4.77 6.43 8.28 10.09 13.21 14.32 15.81 71.358
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Fig. 4.10 – Trajectoire optimale (trait plein) et trajectroire initiale pour la
voiture à deux rapports de transmission

La figure 4.10 montre la trajectoire de la voiture dans le plan de phases de

x1 et de x2 avant optimisation (courbe tracée en pointillés) et après optimi-

sation (courbe tracée d’un trait plein). Les étoiles indiquent les instants de

commutation et l’instant final.

Le temps ici n’est pas réduit par rapport au temps final initial mais l’optimisa-

tion permet, pour un laps de temps similaire, d’emmener la voiture plus proche

des deux destinations x1 = 0, x1 = 5 souhaitées. En effet, avant optimisation,

la voiture s’arrête une première fois en x1 = −0.128 (|0+0.128| = 0.128), puis

une seconde fois en x1 = 4.587 (|5 − 4.587| = 0.413). Après optimisation, la

voiture s’arrête une première fois en x1 = −0.042 (|0 + 0.042| = 0.042) et une

seconde fois en x1 = 5.303 (|5 − 5.303| = 0.303).

Outre l’hypothèse que nous avons faite qui simplfie le problème à propos

du contrôle u de type bang-bang, cet algorithme est numériquement moins

coûteux que celui utilisé dans [37].
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4.3.6 Optimisation de règles de commutation. Applica-

tion à la robotique

A. Présentation du problème d’optimisation

Nous nous appuyons ici sur [16] et considérons le système :

(4.78)















ẋ = v cos(Ω)

ẏ = v sin(Ω)

Ω̇ = ω,

où (x, y) est la position du robot, Ω est son orientation, ω et v sont respective-

ment les vitesses angulaire et de translation contrôlées. De plus, nous supposons

que le robot peut bouger selon deux modes : un, que nous appelerons le mode

”approche de la cible” (Mode 1), l’autre que nous appelerons le mode ”obstacle

à éviter” (Mode 2). Ces deux modes sont respectivement donnés par :

Mode 1 :

{

v = 1

ω = C1(Ωc − Ω), avec Ωc = arctan
(

yc−y
xc−x

)

,

Mode 2 :

{

v = 1

ω = C2(Ω − Ωo), avec Ωo = arctan
(

yo−y
xo−x

)

.

Le point (xc, yc) définit la position de la cible que le robot doit atteindre et

(xo, yo) définit la position de l’obstacle que le robot doit éviter. Ici, contraire-

ment à [16], nous choisissons un obstacle mobile qui suit le cercle d’équation :

(xo − 1)2 + (yo − 1)2 − (0.3)2 = 0,

où xo et yo sont donnés en fonction du temps par :
{

xo(t) = 0.3 cos(t) + 1

yo(t) = 0.3 sin(t) + 1.

Le passage entre les deux modes se fait en définissant, pour chaque position

de l’obstacle, deux surfaces de commutation d’équations :

ψi(x, y, ai) = (x− xo)
2 + (y − yo)

2 − a2
i , i = 1, 2.

D’abord, le robot évolue en mode 1 jusqu’à ce qu’il atteigne la surface de

commutation de rayon a1. Alors, il passe en mode 2. Il suit ce mode jusqu’à

ce qu’il franchisse la surface de rayon a2 et là, revient en mode 1.
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Le problème d’optimisation à résoudre est alors le suivant : comment pouvons-

nous choisir les rayons a1, a2 pour que le robot atteigne la cible fixe en mini-

misant la distance parcourue tout en évitant l’obstacle ?

B. Calcul du gradient - Minimisation du critère

Toujours en suivant [16], nous considérons le critère augmenté J =
∑N+1

i=1 Ji,

N = 2, avec :

Ji = νi
(

(x− xo)
2 + (y − yo)

2 − a2
i

)

+

∫ ti

ti−1

(Hi − λTi Ẋ)dt,

où Hi = Li + λTi fi avec Li = (xc − x)2 + (yc − y)2 + βe−α((xo−x)2+(yo−y)2),

fi = (v cos(Ω) v sin(Ω) ω)T .

De plus, nous choisissons les valeurs numériques suivantes : α = β = 10,

C1 = 1.2, C2 = 0.5, (xc, yc) = (3.5, 2.5).

À partir de là, comme pour le modèle du thermostat à résistance d’anticipation

et pour celui de la voiture à deux rapports de transmission, nous pouvons

appliquer l’algorithme du théorème 4.3.10.

1. Premièrement, résolvons en temps croissant le système (4.78) pour déterminer

les états et les instants de commutation ainsi que l’état et l’instant finaux.

2. Puis, résolvons le système adjoint (4.66) en temps décroissant qui est

donné ici par :

λ̇Ti = −λTi
∂fi

∂X
−
(

∂Li

∂x

∂Li

∂y
0

)

avec :
{

∂Li
∂x

= 2((x− xc) + αβ(xo − x)e−α((xo−x)2+(yo−y)2))

∂Li
∂y

= 2((y − yc) + αβ(yo − y)e−α((xo−x)2+(yo−y)2)),

où, si le robot opère en mode 1 :

∂fi

∂X
=









0 0 C1
yc−y

(xc−x)2+(yc−y)2

0 0 −C1
xc−x

(xc−x)2+(yc−y)2

−v sin(Ω) v cos(Ω) −C1









T

,

et si le robot suit le mode 2 :

∂fi

∂X
=









0 0 −C2
yo−y

(xo−x)2+(yo−y)2

0 0 C2
xo−x

(xo−x)2+(yo−y)2

−v sin(Ω) v cos(Ω) C2









T

.
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Dans le même temps, calculons les suites νi, λi(ti), i = 3, . . . , 1, données

par (4.72), (4.73), (4.74), (4.75). Nous obtenons :


























































ν3 = −((xc − x3)
2 + (yc − y3)

2 + βe−α((xo(t3)−x3)
2+(yo(t3)−y3)

2))

(2v cos(Ω3)(x3 − xo(t3)) + 2v sin(ΩN+1)(y3 − yo(t3)))
−1

∀i = 1, 2, νi = −((xc − xi)
2 + (yc − yi)

2 + βe−α((xo(ti)−xi)
2+(yo(ti)−yi)

2)

−(xc − xi+1)
2 − (yc − yi+1)

2 − βe−α((xo(ti+1)−xi+1)
2+(yo(ti+1)−yi+1)

2)

+λT
i+1(fi − fi+1).

.(2v cos(Ωi)(xi − xo(ti)) + 2v sin(Ωi)(yi − yo(ti)) − 2(x − xo)x
′

o(ti) − 2(y − yo)y
′

o(ti))
−1,

λT
3 (t3) = 2ν3((x3 − xo(t3)) (y3 − yo(t3)) 0)

∀i = 1, 2, λT
i (ti) = λT

i+1(ti) + 2νi((xi − xo(ti)) (yi − yo(ti)) 0).

3. Enfin, l’équation (4.76) conduit ici à :

dJ0
i

dai
= −2νiai,

qui est le gradient du critère.

De là, nous appliquons une méthode de descente pour déterminer la solution

optimale à notre problème. Nous initialisons a1 et a2 respectivement à 1.08

et 1.30. Après trente-deux itérations, l’algorithme converge vers la solution

optimale et donne finalement :










a1 = 1.1227

a2 = 1.3227

J0 = 22.9423.

Les figures 4.11 illustrent, à gauche, la trajectoire du robot avant optimisation

et à droite, la trajectoire du robot après optimisation. L’algorithme a permis

de rapprocher le robot de la cible. Numériquement, nous obtenons comme

ordonnée finale pour le robot y(t3) = 2.6476 avant optimisation et y(t3) =

2.5895 après optimisation.

La mobilité de l’obstacle nous empêche de comparer nos résultats à ceux de

[16]. Par la suite, il serait intéressant, pour cette application par exemple, de

considérer une trajectoire plus complexe pour l’obstacle et également, d’étudier

le cas où la cible n’est plus fixe mais est aussi mobile.

C. Remarque

Cette application à la robotique est l’occasion de souligner une limitation

théorique pour l’algorithme proposé dans le théorème 4.3.10. En effet, celui-
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Fig. 4.11 – Trajectoires initiale (à gauche) et optimale (à droite) du robot
devant éviter un obstacle mobile pour atteindre une cible fixe

ci a été obtenu sous l’hypothèse 4.3.2 qui suppose ∂Ψi
∂xi
fi|ti

+ ∂Ψi
∂ti

6= 0, ce qui

revient à dire que la trajectoire x(t), solution de (4.34) ne tangente pas la

surface mobile (4.33) à l’instant du contact. Cette situation correspond à une

discontinuité du critère relative à la séquence des commutations considérées.

En effet, d’un point de vue numérique, une commutation peut être ”manquée” :

la trajectoire x(t) qui tangente Ψi = 0 peut ”traverser” cette surface de façon

fortuite, par exemple, par dépassement de la précision numérique retenue, ce

qui revient à ne pas détecter la condition de commutation.

L’algorithme d’optimisation des surfaces de commutations fixes ou mobiles

et l’utilisation d’une méthode de descente ont permis d’obtenir des résultats

relativement satisfaisants pour nos problèmes. Cependant, l’usage de méthodes

de tir et d’algorithmes dits de ”détection” [47] pourrait nous donner la possi-

bilité d’améliorer encore l’efficacité algorithmique et la précision.

Aussi, la comparaison des deux méthodes numériques et l’application de métho-

des de tir sont des pistes de recherche pour la suite.



Chapitre 5

Conclusion et perspectives

5.1 Conclusion

Les paragraphes 2.1.2 et 2.1.3 ont eu pour but de répertorier, de façon non

exhaustive, quelques applications liées au modèle mathématique général étudié

et présenté au paragraphe 2.1.1. Ils soulignent ainsi la richesse des applications

existant dans différents domaines industriels (thermique, électronique) et sur-

tout étendus à plusieurs dimensions (ici, de la dimension un à la dimension

six par exemple). Nous avons choisi, tout au long de l’exposé, l’application,

assez originale et de dimension trois, du thermostat à résistance d’anticipa-

tion et celle, plus classique et de dimension quatre, du convertisseur statique.

L’analyse de cette classe particulière de s.d.h. a été réalisée suivant le schéma

5.1.

Ainsi, après avoir introduit le modèle mathématique général, une méthode,

différente de celle de [86], a été proposée pour la détermination des équations

de cycles de n’importe quelle période k, k ≥ 1 (paragraphe 2.2.1). Elle semble

posséder l’avantage, sur la méthode présentée en [86], de prendre moins de

temps avec le calcul formel et le logiciel Maple.

De plus, deux méthodes équivalentes (paragraphe 2.3.3) pour l’étude de la

stabilité des cycles ont été présentées : la méthode de l’application de Poincaré

adaptée aux systèmes hybrides, qui revient à calculer les valeurs propres de

la matrice jacobienne de l’application de Poincaré [23], [33] (paragraphe 2.3.2)

et la méthode des transformations ponctuelles d’Andronov [49], qui revient,

quant à elle, à calculer les racines d’un polynôme (paragraphe 2.3.1).

À partir de là, deux directions différentes ont été étudiées : d’une part celle

des bifurcations et du chaos (chapitre 3), d’autre part, celle de l’optimisation
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Modèle mathématique général 
+ exemples d’applications 

Détermination des équations  
de cycles de période k, k 1
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par la résistance 
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Optimisation 
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Optimisation 
des surfaces de 

commutation 

Fig. 5.1 – Schéma suivi lors de l’étude de la classe de s.d.h. régis par le système
différentiel (2.1)

paramétrique (chapitre 4).

La première a permis de souligner l’existence de bifurcations pour le modèle

mathématique étudié (paragraphes 3.1, 3.2) et aussi de vérifier certaines pro-

priétés des systèmes chaotiques (paragraphe 3.3) comme la sensibilité aux

conditions initiales (paragraphes 3.3.1 et 3.3.2).

La seconde nous a donné la possibilité de résoudre des problèmes d’optimisa-

tion d’intérêt industriel. Ainsi, une recherche des valeurs optimales de la puis-

sance délivrée par la résistance d’anticipation (paragraphe 4.1) et des seuils de

commutation du thermostat (paragraphe 4.2) a été réalisée. De plus, un algo-

rithme d’optimisation de paramètres de contrôle de surfaces fixes ou mobiles a

été développé (paragraphe 4.3). Il a ensuite pu être appliqué à l’optimisation

des seuils du thermostat pour un mode de jour et un mode de nuit (para-

graphe 4.3.4), à l’optimisation des temps de commutation pour une voiture à
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deux rapports de transmission devant atteindre deux destinations différentes à

la suite, en s’arrêtant à chaque fois, et ce en un minimum de temps (paragraphe

4.3.5). Enfin, la dernière application concerne l’optimisation des rayons d’un

cercle, ce dernier étant la trajectoire d’un obstacle qu’un robot doit éviter en

vue d’atteindre une cible fixe (paragraphe 4.3.6).

Ces travaux montrent donc l’intérêt de l’étude de cette classe particulière de

s.d.h. en pointant le fait que, malgré une certaine simplicité du modèle, le

système peut avoir des caractéristiques de systèmes chaotiques et également,

faire l’objet de nombreux problèmes d’optimisation, intéressants d’un point

de vue industriel et notamment, d’un point de vue économie d’énergie. Ces

travaux offrent également de nombreuses pistes de recherche.

5.2 Perspectives

– Concernant la partie analyse, les conditions d’existence de commu-

tation sur les seuils (paragraphe 2.4) semblent pouvoir être généralisées

aux systèmes de dimension N , N ≥ 2. Ceci permettrait de choisir, avant

toute simulation, des valeurs numériques appropriées pour les paramètres

et les seuils. De plus, il serait intéressant par la suite, de rechercher des

cycles possédant une période supérieure à deux pour trouver, par exemple

et si elles existent, des cascades de bifurcations de type doublement de

période qui conduiraient le système à transiter vers une régime chaotique.

Nous pourrions également réaliser une étude plus approfondie des bifur-

cations (par exemple, la recherche d’un troisième type de bifurcation,

celle de Hopf-Andronov pourrait être faite) et du chaos (par exemple,

certaines caractéristiques du système comme la transitivité ou l’ergodi-

cité pourraient être mises en avant). Enfin, il serait aussi intéressant de

confronter le système étudié, et en particulier celui du thermostat, à la

réalité pratique en considérant cette fois-ci des perturbations et des in-

certitudes paramétriques (par exemple, une température extérieure non

constante, des incertitudes sur les résistances).

– Concernant la partie optimisation paramétrique, en ce qui concerne

l’optimisation des surfaces de commutation mobiles et son application au

thermostat (paragraphe 4.3.4), il faudrait s’intéresser, de façon théorique,

à la discontinuité à droite qui apparâıt lors du passage du mode de chauf-

fage de jour à celui de nuit et qui ne présente a priori pas de problème



196 Chapitre 5. Conclusion et perspectives

avec la simulation numérique. Ceci pourrait être fait en s’appuyant sur

les travaux de [31]. Pour l’application du robot devant éviter un obstacle

(paragraphe 4.3.6), l’algorithme d’optimisation pourrait être relancé mais

cette fois-ci, en considérant une trajectoire plus complexe que celle d’un

cercle pour l’obstacle et une cible, non plus fixée, mais également mo-

bile. De plus, refaire le travail d’optimisation en utilisant cette fois-ci

des algorithmes dits de ”détection” [47] et des méthodes de tir pour-

raient permettre de comparer l’efficacité de chacune des méthodes et

ainsi d’améliorer la précision des résultats. Enfin, d’autres problèmes de

contrôle optimal pourront être posés comme par exemple, le contrôle de

chaos [70], et un supplément de théorie pourrait être apporté en se pen-

chant notamment sur les travaux de [44], [52] et en adaptant les versions

hybrides du principe du maximum de [4], [76] à nos problèmes.

Tous ces résultats et ceux présentés tout au long de cet exposé pourront trou-

ver application sur d’autres systèmes industriels plus complexes que ceux du

thermostat ou du convertisseur statique comme par exemple, le modèle du

moteur pas à pas [3].
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