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Introduction

0.1 Généralités

L’analyse statistique, prise au sens large, est centrée sur la description,
et, lorsque les circonstances le permettent, la modélisation quantitative, des
phénoménes observés, pour peu que ces derniers possédent une part d’incer-
titude, et donc, qu’ils soient soumis aux lois du hasard. Dans cette activité
scientifique, le plus grand soin doit étre apporté a la wvalidation des hypo-
théses de modélisation, nécessaires a l'interprétation des résultats. Ce prin-
cipe général s’applique d’ailleurs a toutes les sciences expérimentales, et tout
aussi bien aux sciences humaines (en psychologie), qu’en économie, et dans
bien d’autres disciplines. Une théorie scientifique repose, au départ, sur des
hypothéses de modélisation, qui sont ensuite soumises a 1’épreuve de 'expé-
rimentation. Celle-ci est basée sur le recueil de données, dont il est nécessaire
de décider la nature, compatible ou non, avec les modéles choisis, aboutissant,
soit au rejet, soit a I'acceptation, de ces derniers. La statistique a développé,
dans ce but, une technologie basée sur les tests d’hypothéses, dont nous nous
abstiendrons ici de discuter les bases et les fondements. Dans cette thése, nous
aborderons I'étude de certains tests d’ajustement (dits, en Anglais, "tests of
fit"), de nature paramétrique et non paraméltrique. Les aspects techniques de
ces tests d’hypotheéses ont été abordés, dans le contexte particulier de notre
étude, en particulier par [33], pour les tests de type Cramér-von Mises. On
ne manquera pas de citer 'approche de [34], initialement utilisée pour les
tests de type Kolmogorov-Smirnov. Enfin, 'ouvrage de [74] est une référence
de base particulierement adaptée & la nature de notre recherche.

L’objectif principal de notre thése est d’évaluer la puissance asymptotique
de certains tests d’ajustement, relevant de la catégorie générale des tests
de Cramér-von Mises. Nous évaluerons cette puissance, relativement a des
suites convenables d’alternatives locales, qui seront décrites plus loin. Le
présent travail a pour objet secondaire de compléter des recherches récentes
de P.Deheuvels et G.Martynov (voir [30]), qui ont donné I’expression ezplicite
des fonctions propres et valeurs propres des développements de Karhunen-
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Loéve de certains ponts browniens pondérés a ’aide de fonctions de Bessel.

La suite de notre introduction est composée de deux paragraphes. Dans
le premier, nous exposons les fondements des développements de Karhunen-
Loéve |D.K.L|, ainsi que les applications qui en découlent en probabilités et
statistiques. Le deuxiéme paragraphe est consacré & un exposé de la compo-
sante de la théorie des tests d’hypothéses adaptée a la suite de notre mémoire.
Dans ce méme paragraphe, nous montrons l'intérét qu’apporte une connais-
sance explicite des composantes d’'un développement de Karhunen-Loéve, en
vue de I’évaluation de la puissance de tests d’ajustement basés sur les statis-
tiques de type Cramér-Von Mises qui sont liées a ce D.K.L.

0.2 Développements de Karhunen-Loéve d’un
processus gaussien

Les bases de la théorie générale correspondant a ces développements sont
dues, pour 'essentiel, aux travaux initiateurs de Karhunen, Loéve, Kac et
Seigert (voir ([57], [58], [62], [63], [64], [54] et [55]).

Soit X = (X (¢))er un processus gaussien centré défini sur un pavé 7' C
R? (p > 1), muni d’une mesure positive bornée p. Notons

K(s,t) =E(X(s)X (), s,t €T

la fonction de covariance du processus X (-). La théorie générale des dévelop-
pements de Karhunen-Loéve montre que, sous la condition :

[ K s)duts) < o

la fonction K(.,.) peut s’écrire, pour tout s,t € T, sous forme d’une série
convergente dans L*(T, i),

t) = ZAjej(s)ej(t), (0.2.1)

ou les couples {(\;,e;(.)) : j > 1} représentent les valeurs propres et les
fonctions propres normalisées de 'opérateur intégral

T:L%T,u) — LZ(T )

/ /K du(s)



associé au noyau K(.,.). Les valeurs propres, (\;);>1, sont nécessairement
positives ou nulles. Avec les fonctions propres, (e;(.));>1, elles vérifient, pour
tout 7,7 > 1,

/qus, e )du(s) = i), (0.2.2)

(1 sii=j,
[ e = {5 5
Le processus X = (X(t))ier peut alors se décomposer presque sirement

en un développement de Karhunen-Loéve (ou de Kac-Seigert), noté D.K.L.,
comme suit

X(t) = i VAEe(t), teT, (0.2.3)

ol {§; : j > 1} est une suite de variables i.i.d N(0,1).

Lorsqu’un tel processus est défini sur un espace compact T, et que sa
fonction de covariance y est continue, le D.K.L. (0.2.3) est un résultat clas-
sique obtenu a ’aide du théoréme de Mercer, et démontré dans de multiples
ouvrages (voir par exemple [65] paragraphe 37.5 page 143-144, [73] proposi-
tion 3.11 p. 49 et |3] le paragraphe 4.6 p. 198 etc). Mais, malheureusement,
un grand nombre de processus d’intérét statistique sont définis sur des es-
paces non-compacts (comme 'intervalle (0, 1) pour le processus d’Anderson-
Darling [5], et 'intervalle (0, 1] pour certaines valeurs du paramétre, dans le
cas des ponts browniens pondérés étudiés par Deheuvels et Martynov [30]).
La non-compacité de T nécessite des preuves spécifiques (voir ainsi [3] le
paragraphe 4.6 p. 198 et [87] théoréme 2 p. 210).

Pour certains processus gaussiens, les valeurs propres \; et les fonctions
propres associées e;(.) dans le D.K.L (0.2.3) s’obtiennent a partir de fonc-
tions spéciales, en particulier les fonctions trigonométriques, les fonctions de
Legendre et les fonctions de Bessel (voir [1] et [95]).

Rappelons que le pont brownien standard B = {B(t) : t € [0,1]}, est un
processus gaussien centré, a trajectoires continues (p.s.), tel que B(0) =
B(1) =0, et ayant une fonction de covariance donnée par

E(B(s)B(t)) =min(s,t) — st ¥V s,t€[0,1].

Pour ce processus, nous avons le D.K.L

B(t) =Y (mj)"'&{V2sin(mjt)}  Vte[0,1].

00
J=1



Pour le processus d’Anderson-Darling, nous avons sur I'intervalle (0, 1)

\/t 1—tPMﬁ—1

1

(t1—t¢) B

Ejvﬁj+ yﬁj+

ol PJ/ est la dérivée du polynome de Legendre P; (voir 'annexe A).

Un autre processus récent dont le D.K.L s’écrit comme suit, a fait 'objet
d’une étude par Deheuvels et Martynov [30].

Pour9>0,ﬁ>—%(9+1) etU:ﬁ,

) = 32 e (Vi () gy

j=1 Zv,j (Zv—l,J

ot J,(.) est la fonction de Bessel de premiére espéce d’indice v (voir 'annexe
A).

La convergence des séries (0.2.1) et (0.2.3) a lieu dans différents espaces,
notés G et H, et pour différentes normes, qui seront étudiés en détail au
premier chapitre du présent mémoire. L’expression explicite de ces séries
permet de nombreuses applications dans I’étude probabiliste des processus
correspondants. Par exemple, ’étude des grandes déviations de ces processus,
relativement & la norme L2, fait intervenir des probabilités de la forme

IP’(/ X?(t)dp(t) > 2°)  lorsque x — oc.
T

L’évaluation de celles-ci peut étre faite selon un procédé unifié pour la plu-
part des processus gaussiens. On fait usage a cet effet d’un résultat de Zo-
lotarev [99], qui montre que cette probabilité peut étre évaluée a partir de
la connaissance du D.K.L du processus X. A 'opposé, la probabilité des
"petites boules", faisant intervenir les probabilités

P(/ X?(t)du(t) < e*)  lorsque € — 0,
T

donne lieu a des comportements trés variables, d’un processus gaussien a
I’autre. De ce fait, ces probabilités de "petites boules" sont souvent trés dif-
ficiles & étudier. A ce sujet, on pourra consulter [30], [96] et [97] qui donnent
de nombreuses références et applications. La connaissance du D.K.L du pro-
cessus (X (t))er se révéle ici encore d’une grande utilité, grace a des résultats



comme le Théoréme 1.4 Page 63 de [30] que nous reverrons au chapitre sui-
vant. Les résultats concernant les grandes déviations ont a leur tour des ap-
plications statistiques, notamment en permettant d’obtenir des lois du loga-
rithme itéré pour certains processus empiriques. Ces résultats seront discutés
en fin de chapitre.

Dans la suite, nous discuterons tout particulierement les D.K.L. de pro-
cessus, s’écrivant dans un intervalle ' C R, sous la forme

X(t) = VaO)B(p(t)), (0.2.4)

ou p: T — [0,1] est une fonction de classe C! strictement monotone ; et ¢
est une fonction positive (dite fonction de poids) définie sur T'. Ces fonctions
seront supposées telles que

2 2

(i) im (p(1))

in q(t) = lim (1-p(t))

in o) =0 (i) [ pl)(1=plt)at)at < o

(0.2.5)
Comme ces conditions permettent & la fonction ¢ de n’étre ni continue ni
sommable sur le compact [0, 1], le D.K.L. du processus (0.2.4) devient plus
difficile & établir, car ne relevant plus d’une conséquence directe du théoréme
de Mercer. C’est pourquoi, une partie importante du chapitre suivant de notre
thése sera consacrée a la démonstration d’une généralisation du théoréme de

Mercer, sous des conditions permettant la résolution de ce probléme.

La connaissance ezplicite des composantes du D.K.L (0.2.3) a de nom-
breuses applications statistiques. Un bon nombre d’entre elles sont discutées,
par exemple, dans [87] au chapitre 5. Nous verrons, dans le paragraphe sui-
vant, certaines de ces applications, dans le cadre de 1’évaluation de la puis-
sance de tests d’ajustement basés sur la statistique de type Cramér-von Mises
associée a ce D.K.L. Avant d’en entamer un exposé détaillé, il est nécessaire
de définir, comme de décrire, dans leurs grandes lignes, la structure de ces
tests.

0.3 Puissance d’un test d’ajustement de type
Cramér-Von Mises

La théorie des tests d’hypothéses a fait I'objet d’innombrables travaux.
Dans la perspective qui est la notre, on pourra citer, tout particuliérement, le
traitement des tests du Khi-deux par [33|, approche du test de Kolmogorov-
Smirnov par les principes d’invariance (voir [34]), sans oublier de mentionner
I'approche de Neyman-Pearson (voir |75]).
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Le principe de base des tests d’hypothése consiste a formuler deux hy-
pothéses alternatives, désignées par Hy et H,, entre lesquelles un choix dé-
cisionnel sera pris sur la base de la réalisation (xy,...,x,) d’un échantillon
(X1,...,X,). Ilest classique de supposer que les variables aléatoires X, ..., X,
sont indépendantes et identiquement distribuées [i.i.d.|, & valeurs dans R, et
ayant une fonction de répartition commune F(z) = P(X; < z) continue.
Dans un cadre paramétrique, F'(z) est supposée dépendre d’un paramétre 6,
réel ou multidimensionnel. Notons F l’ensemble de toutes les distributions
continues. Alors F' € F, et 'ensemble F est supposé décomposé en deux
sous-ensembles disjoints, Fy et F; tels que

./T:.’Iton.l et foﬂ.ﬂ:@.

Sous ces hypothéses, le probléme de test s’énonce comme suit. La fonction
F, inconnue, appartient-elle & Fy ou & F; 7 Il est possible de formuler deux
hypotheéses :

Hy: F € Fy a tester contre 'alternative H, : ' € F;.

En statistique, Hy s’appelle 'hypothése nulle ou privilégiée. Une hypothése
est dite simple si elle se réduit & un seul élément ; dans le cas contraire elle
est dite multiple. Dans la suite, nous ne nous intéresserons qu’aux tests d’hy-
pothéses simples. En fait, les tests que nous allons considérer ici se raménent
a des procédures de décision, basées sur des statistiques de la forme géné-
rale T,,(X) = T'(Xy, Xs, ... X,,), et qui nous permet de choisir entre les deux
hypothéses Hy et H,, exclusives I'une de l'autre.

Région critique du test

La description générale d'un test se raméne a la caractérisation des réali-
sations x = (x1, 3, ..., x,) pour lesquelles la décision du rejet Hy sera prise.
Celles-ci constituent la région critique du test. Dans le cas ou le test est as-
socié & une statistique 7,,(x), il est classique d’utiliser des régions critiques
de la forme

fx: T(x) = o},

oll ¢ est une constante réelle donnée, parfois appelée niveau de signification.

Nous décrivons la taille et la puissance du test en faisant usage des défi-
nitions suivantes.

Taille et puissance du test

Un test constitue une procédure de décision basée sur un échantillon aléa-
toire. Par ce fait méme, il n’est généralement pas possible de prendre des



décisions ayant une probabilité d’erreur nulle. Ceci est une conséquence na-
turelle du fait qu’on ne dispose, par I’observation d’un échantillon aléatoire,
que d’une information partielle de la structure du phénomeéne étudié. Toute-
fois I'utilisation d’échantillons aléatoires nous permet de quantifier, en termes
de probabilistes, les risques d’erreur associés aux décisions prises. On mesure
ainsi la puissance du test.

Soit Pr la loi associée a la fonction de répartition F. Lors du jugement,
deux types d’erreur peuvent étre commis. Nous les décrivons ci-dessous dans
le cadre d’hypothéses simples. Au vu de la réalisation (zq,zs,...,7,) de
I’échantillon (X7, Xo, ..., X,,), on a décidé de rejeter Hy, alors que Hy devait
étre admise. Le rejet & tort de Hy est qualifié d’erreur de premiére espéce.
Au vu de la méme réalisation, on a décidé d’accepter Hy, alors que Hj est
fausse. L’acceptation a tort de Hy est qualifiée d’erreur de deuxiéme espéce.
Alors, chacune de ces erreurs, est associée a une probabilité. On désigne ainsi
par risque d’erreur de premiere espéce, noté «, la probabilité de rejeter a tort
HQ :

a =P(T,, > c¢|Hy est vraie).

De maniére duale, on désigne par risque d’erreur de deuziéme espéce, noté
(1, la probabilité d’accepter a tort Hy :

B = P(T,, < ¢|Hy est fausse ).
A partir de ces erreurs, nous donnons les définitions suivantes.
Définition 0.3.1 ( Taille d’un test )

La taille d’un test est définie par

sup {Pr(T, > o)},
FeFo

On dit qu’un test est de niveau o, si sa taille est inférieure ou égale a o.
Définition 0.3.2 (Fonction puissance d’un test )
La fonction puissance d’un test est une application définie comme suit
P: F —][0,1]
F —Pp(T,>c)=1- 0. (0.3.6)
On dit qu’un test est puissant suivant la statistique T, si sa taille est faible
et sa puissance est forte.

Le calcul de 31 est un élément crucial dans I’analyse des performances d’un
test. Nous verrons que, sous certaines alternatives bien précises, nous pouvons
évaluer asymptotiquement cette quantité. Ceci sera I'une des préoccupations
essentielles de la suite de cette thése.
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Statistiques et tests de type Cramér-Von Mises

Supposons qu’on veuille tester ’hypothése simple
Hy: F=FeF,

ou F(z) = P(X; < ) est une fonction de répartition continue provenant de
variables aléatoires réelles i.i.d X, ..., X,,. Notons FF,, la fonction de réparti-
tion empirique associée a ces variables. Donc

1
Fn<l‘> = EZ ]I{Xigx} Vel

i=1

Pour tester Hy, de nombreuses statistiques «historiques» basées sur la diffé-
rence {IF,,— Fy} ont été suggérées (voir par exemple [59] et [21]). La statistique

W2 = [T q(Fo(2)) [Fa(z) — Fo(2)]*dFRy(z) ¢>0  (0.3.7)

a été suggérée par Cramér [20] p.145-147 et Von Mises [94] p 316-335 (voir
aussi [93]). Si on suppose que la distribution F' & tester appartient & une
famille paramétrique, un choix judicieux de la fonction ¢ permet parfois
d’obtenir un test d’efficacité asymptotique optimale au sens de Bahadur.
La référence de base concernant la notion d’efficacité au sens de Bahadur
est [12]|. L’application de cette notion aux tests de type Cramér-Von Mises
est abordée par exemple dans [74]. Smirnov a démontré dans [89] que, sous
I’hypothése Hy, la distribution asymptotique de Wiq est indépendante de
Fy. L'utilisation des statistiques de type Cramér-Von Mises dans le cas pa-
ramétrique avec paramétres estimés a partir de ’échantillon est exposée au
chapitre 3 ol 'on trouvera également d’autres références bibliographiques
sur le sujet.

Sous I’hypothése nulle, les variables U; := Fy(X;) (i = 1,...,n) sont
uniformément réparties sur (0,1) et on peut toujours se ramener a tester
I’hypothése

(Hy): G=1I, (0.3.8)

ou G(t) = F(F;'(t)), Fy '(t) = { : Fo(z) > t} est la fonction de quantile
et I est 'application identité.

Dans la suite, nous chercherons a tester I’hypothése nulle (0.3.8). A cet
effet, nous introduisons le processus empirique uniforme

an(t) == v/n(G,(t) —t) Vtelo,1], (0.3.9)

11



ou G, est la fonction de répartition empirique associée a I’échantillon Uy, ..., U,
définie par

1
=1

Ainsi, a,(.) est un processus stochastique sur [0, 1] décrivant ’écart entre la
fonction de répartition empirique G, (.) et la fonction de répartition d’une loi
uniforme sur [0, 1]. Ce processus a été abondamment étudié dans la littérature
scientifique. Son intérét statistique est évident, et de nombreuses statistiques
s’expriment en fonction de celui-ci. Doob [36] et Donsker [35] ont montré que
sous 'hypothése (Hy) nous avons

ay, Tt B, (0.3.10)
ot la convergence faible est définie comme dans Billingsley [15|. Araujo et
Giné ont donné dans [6] p. 205, ex. 14 une méthode pour avoir la convergence
faible. Certaines propriétés asymptotiques se déduisent donc des propriétés
du pont brownien B(-). Dans ce cas, de nombreuses applications statistiques
possibles portent sur des processus empiriques de la forme

X,(t) = Vat)a,(p(t)), teT.

En particulier, pour p(t) = ¢, nous définissons les statistiques

1 .
w?, ::/O g(t)a2(t)dt = W2, (0.3.11)

ol g est une fonction positive (dite fonction de poids) vérifiant

/l t(1 —t)q(t)dt < co. (0.3.12)

La condition nécessaire et suffisante sur ¢ pour avoir la convergence faible du
processus {\/q(t)B(t) : t € T} se trouve dans [76].

Pour ¢ = 1 nous retrouvons la statistique de Cramér-Von Mises. Pour le cas
<historique» ¢(t) = (¢(1 — t))_1 nous obtiendrons la statistique introduite
par Anderson et Darling dans [3] et [5]. D’autres exemples de statistiques
de type de Cramér-Von Mises ont été étudiées par Rodriguez-Viollaz dans
81] avec q(t) = (1 — 1)~ et g(t) = (¢(2 — 15))_1 et par Scott dans [86] avec
q(t) = t~1. Deheuvels et Martynov ont généralisé dans [30] la statistique de
Scott en prenant ¢(t) = t** pour les réels 3 > —1. Nous reviendrons plus loin
sur cette généralisation.
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En termes de processus, le raisonnement est le suivant. La convergence

faible (0.3.10) implique que, sous 'hypothése (Hy), la statistique wiq converge

en loi vers la variable .
wy = /0 q(t)B2(t)dt

qui est presque sirement finie sous la condition (0.3.12). Or le D.K.L. du
pont brownien pondéré {\/q(t)B(t) : 0 < ¢t < 1} nous permet d’en déduire
aisément que

lot s
=3 NG (0.3.13)
j=1

et la fonction caractéristique de cette somme pondérée de variables x3 est
donnée par

Pg(u) = et H (1 — 2iul)) 3 VueR
7=1

Smirnov a montré dans [89] et [91] que l'inversion de cette fonction caracté-
ristique nous permet de trouver la fonction de répartition de wg. Sa formule,
établie dans le cas ot les valeurs propres de 'opérateur de Fredholm associées
au processus gaussien limite sont distinctes (ce qui revient & supposer que
les \; = 1/v; de (0.3.13) sont distincts), montre que, pour tout z > 0
0o Vo _tx
P(w? <z)=1- 1 Z(_l)jﬂ/ Yoo (0.3.14)
T m vaj 1 U/ [F(T)]

j=1
ou les v; sont les valeurs qui annulent le déterminant de Fredholm

oo

Fv) = [J(1 - 2)

I/A
j=1 J

associé au noyau
Ky(s,t) = v/q(s)q(t)(min(s,t) — st), Vs, t€(0,1].

Pour ¢ = 1 nous avons v; = (jm)? et nous connaissons donc théoriquement
la distribution asymptotique correspondante (dite de Cramér-Von Mises)

1
w? ::/ o2 (t)dt.
0
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Plus généralement, si X,, est un processus empirique qui converge faible-
ment (ou, de maniére moins restrictive, en norme L?(7T), 1)) vers un processus
gaussien centré X, dont le D.K.L est donné par (0.2.1), nous avons

X2dp(t) 12 / X2du(t) €
/ z

et la fonction caractéristique de cette somme pondérée de variables x? est

donnée par

o0
1

=J[(1—2u))™? VueR

j=1
L’inversion de cette fonction conduit & une probabilité de type (0.3.14) et
la distribution de la variable aléatoire [, X?dpu(t) constitue, pour n assez
grand, une approximation de celle de la statistique fT X2du(t). On peut
ainsi appliquer ces résultats pour développer des tests d’ajustement.

Le développement suivant de la statistique w? o tel qu’elle est définie dans
(0.3.11), se trouve étre trés utile dans la pratique. Il sera justifié au troisiéme
chapitre du présent mémoire.

Proposition 0.3.3

Soit (Uqy, - - -, Uy ) la statistique d’ordre associée a Iéchantillon (U, ..., U,)
telle que
U =0< Uy < ... <Up) < Upgr) =1

Alors, w? , beut s’écrire comme suit

n

2, =23 a(lip) - 5 D27 = DunlUip) +n [ (1= 0Pt

J=1

ol 7 et Yy sont deux fonctions définies par

Pi(t) = /th(U)du et y(t) = /Ot uq(u)du.

En particulier, pour ¢(t) = 2, avec 8 > —1 tel que 3 # —2, nous obtenons

1
wh = / 202 (t)dt
0

_ 1 _ o511, N(26+1) 2500
= n(25+1)j21{(1 2006+ =577 Yo }

n

S 228+3)(B+1)

14




et, pour [ = —%,
S (- 3)
w? g = = +2Y {Uy - ogUp ).

C’est la statistique w?w (en particulier wiﬁ) que nous étudierons dans notre
travail. Deheuvels et Martynov ont donné expression ezplicite (voir [30]) des
fonctions propres et valeurs propres du D.K.L du processus {t’B(t) : 0 < t <
1} a laide de fonctions de Bessel. On ne manquera pas, non plus, de citer
la généralisation de ce D.K.L effectuée par P. Deheuvels dans |31] en prenant
T = R%. Nous avons pour tout s,t € (0,1] et 3 =5 —1> —1 (ou v > 0),

(st)’g(min(s t) — st) Z)\ e;(s)e;(t

et
tﬁB Z VAj&e;(t)  presque sirement.
j=1
Ici, les variables aléatoires {&; : j > 1} sont ii.d., chacune, de la loi nor-

male centrée réduite N (0, 1), et les valeurs propres et les fonction propres du
développement sont données par

2v

A= (

Ainsi

Jo (20135 ,
(20,512 ))}, ji>1, te(0,1].

2 11
t e;(t) = tT*{—
) € 6]( ) 2 2 \/EJU_l(ZU’j

2v,j

o

_ 1 b 1 sii=g,
;Aj_z(ﬁﬂ)(zﬁﬂa) et /06”<t>€ﬂ(t)dt_{o sii# j.

Décomposition orthogonale en composantes principales

La décomposition orthogonale en composantes principales des statistiques
de type Cramér-Von Mises sert a évaluer asymptotiquement la puissance des
tests d’ajustement. Nous trouvons des exemples de cette décomposition pour
le processus empirique uniforme a,,(t) et le processus empirique d’Anderson-
Darling (¢(1 — t))_lozn(t) dans [40] et [43] respectivement. Cette technique
est basée sur le fait que les fonctions {e;(.),j > 1} du D.K.L (0.2.3) forment
un systéme orthogonal dans L?(T, i), ce qui implique que, pour tout j > 1,
la convergence en loi

lim [ X, ( \/_5]

n—oo T
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La variable aléatoire du membre de droite suit une loi N (0, );), ce qui nous
permet, ici, encore, de construire un test d’ajustement pour chaque choix de
Jj=>1

Puissance du test relative a4 une suite d’alternatives locales

Supposons que l'’hypothése (Hj) ne se tienne pas et que les variables
aléatoires Uy,...,U, sont indépendantes et équidistribuées de fonction de
répartition G (.) vérifiant, pour 8,(t) := /n(G"™(t) —t), la condition

/01 q(t) (6. (t) — 5(t))2(t)dt — 0 lorsque n — oo, (0.3.15)

ot §(.) est une fonction telle que

1
/ G(H)52(t)dt < 0. (0.3.16)
0
Nous considérons alors la suite d’alternatives locales
(H,):G=G".

Cette modélisation des hypothéses alternatives a été discutée, en particulier,
par Chibisov dans [18]. Sous les conditions (0.3.15) et (0.3.16) et 'alterna-
tive (H,), le processus empirique uniforme a,,(.) converge faiblement vers le
processus limite B(.) 4+ d(.), et nous avons

1
loi 2
w2, = /0 J(&)[B() + 5(1)) . (0.3.17)
Donc, 'hypothése (Hp) est rejetée pour un risque o € (0,1) si I'inégalité
w?%q > w, est vraie pour n assez grand. La constante w, s’obtient a partir
de I’égalité

1

]P(/ q(t)B*(t)dt > wa> =a.

0
Pour ¢(t) = t*° et une selection de valeurs 3 > —1, une tabulation numérique
des quantiles w, pour a =10%, 5%, 1%, 0.5%, 0.1% est mentionnée dans

|30]. Donc la puissance asymptotique du test basé sur la statistique wiq,
sous l'alternative locale (H,), est donnée par

P(utsy > wa) = lim P(u2, > walM,). (0.3.18)

n—oo
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Le calcul de cette probabilité est, comme on pourrait s’y attendre, trés déli-
cat. Dans ce qui suit, en faisant usage du D.K.L (0.2.3), et de sa décompo-
sition orthogonale, nous allons présenter une nouvelle méthode pour évaluer
asymptotiquement cette probabilité. Pour simplifier les notations, nous po-

SV NP S O]

1 1
7o ::/ s(1 — s)q(s)ds, 9 ;:/ g(t)e;(t)dt, pour tout j > 1.
0 0

En utilisant le D.K.L de la page 6, nous obtenons les expressions suivantes

o0

A = /1 [/19(5)1( (s, t)dsrdt = 2_(jgi)”

j—l

D? = // (s, t)dsdt = Z)‘Jgﬂ’

T = / q(t)B*(t)dt — 19 = Z)\f — Tp presque stirement,
0

[e.o]

1
S = /g(t)\/q(t)B(t)dt:Z\/)\_jgjfj presque strement.
0

j=1

Nous remarquons que la variable aléatoire S suit la loi normale N(0, D?). A
I’aide de ces expressions, nous pouvons réécrire la variable w( deﬁme dans
(0.3.17) comme suit

wisg =T 425 +we — 2. (0.3.19)

Cette égalité joue un role trés important pour évaluer asymptotiquement la
probabilité (0.3.18). Le résultat principal concernant cette évaluation sera
résumé dans le théoréme suivant. Soit ¢ (respectivement @) la densité (resp.
la fonction de répartition) de la loi normale N(0,1). C’est a dire

1 a2 z
P == F e 0 - / Ty
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Théoréme 0.3.1 (Puissance asymptotique du test de type Cramér-von Mises)

Nous avons

<I>(77)+1Zk:(_1)m am—l{ (x)IE(T’”|S )} + ex(n)
=)+ = — =z €
D) "D £yl 9 \F\D ey
ou le reste g (.) vérifie
C
Sup ler(2)| £ ————z1, (0.3.20)
re 2
(-8
et C' est une constante ne dépendant que de k et ¢ définie par
3 5
M I3 23R 5
C = { (s LTk +2) ),
D\ 2 ke Y
avec
k+3 _1
PET(5Y) (- M) FVE Ay
M = 2 ( ) Ik7
(27r) A2k+3
ou

oo 00 . s
I, ::/ H [1 + (2uaj)2} ‘I‘du et aj:= L7 , Vi32>22k+4.
o At — A
J=2k+4

Cas pratiques

1) Pour k = 1, nous obtenons

A n n
2 < o (L) 2] Ay = .
P(Why < wa) =@ (55) + 555 (1 = (5] (55) + a0
2) Si nous remplagons §(.) par ad(.) (avec a > 0) dans la condition (0.3.16),

nous avons

sup |ex(z)| = o(a_%) lorsque a — 0. (0.3.21)
r€R
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Chapitre 1

Développement de
Karhunen-Loéve d’un processus
gaussien et applications
statistiques

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats généraux concernant les
processus gaussiens et certains processus empiriques. Le résultat principal
qui retient notre intérét est le théoréme 1.6.1, page 36, qui porte sur le dé-
veloppement de Karhunen-Loéve d’un processus gaussien centré. Lorsqu’un
tel processus est défini sur un espace compact T', et que sa fonction de cova-
riance y est continue, le théoréme 1.6.1 est un résultat classique, conséquence
directe du théoréme de Mercer, et démontré dans de multiples ouvrages. On
consultera, par exemple, [65] paragraphe 37.5 p. 143-144, [73] Proposition
3.11 p.49 et 2] Théoréme 3.16 p.75. Malheuresement, de nombreux proces-
sus d’intérét, en statistique, sont définis sur des espaces non-compacts. Il en
est ainsi pour le processus d’Anderson-Darling, ou 7" = (0, 1), et pour le pro-
cessus étudié par Deheuvels et Martynov [30], pour lequel T' = (0, 1]. Dans
ces cas particuliers, il existe, bien str, des résultats spécifiques. On citera, par
exemple, dans 3| le paragraphe suivant la relation (4.6) p. 198, ou, dans |87/,
le théoréme 3 p. 210. Mais de tels résultats nécessitent, dans chacun des cas
étudié, de faire appel aux propriétés particuliéres des noyaux de covariance
et n’ont pas été systématiquement développés dans un cadre général.

Le théoréme 1.6.1, page 36, de ce document ne fait intervenir que deux
hypothéses, assez faibles et simples, portant sur la fonction de covariance
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(voir (1.5.20) et (1.5.21) page 33). Celles-ci sont satisfaites dans I'immense
majorité des cas intéressants en statistiques, ce qui justifie leur intéreét.

Donnons un exemple , pour illustrer 'utilité d’un tel résultat. Un des sous-
produits des D.K.L concerne le calcul des puissances des tests. Ce dernier
fait un appel privilégié a la théorie des fonctions spéciales. La résolution de
I'équation intégrale (0.2.2) permet alors d’obtenir un développement du type
(0.2.1) fournissant, par contre-coup, des égalités intéressantes.

Les fonctions de Bessel (voir 'annexe A) joue un role privilégié dans le
D.K.L. des ponts browniens et processus de Wiener pondérés. Par exemple
pour le paramétre 3 = % —1>—-1,0ona

(st)’(min(s,t) — st) = Z Aje;j(s)ej(t) pour s, t e (0,1], (1.1.1)

ou les valeurs propres, \;, et les fonctions propres, e;(.), sont données par

2 Jo (20417
A= (22 et ety = et JedEeal™)

Zjv \/BJU—I(ZUJ).

En particulier, pour = 0, nous obtenons le développement associé au pont
Brownien standard. Celui-ci fait intervenir les fonctions trigonométiques

(1.1.2)

oo . ( . ) . ( t)
min(s,t) — st = 2 Z SIS Sl;l . (1.1.3)
‘= (77)
Le domaine de définition du pont Brownien standard est 'intervalle compact
T = [0,1], et le théoréme de Mercer garantit, dans ce cas, la convergence
uniforme dans (1.1.3). Plus généralement, par une extension directe de ce
résultat, il est possible d’établir, sans hypothése additionnelle, la convergence
de la série (1.1.3), dans L*(T x T). La convergence uniforme de cette méme
série a lieu, lorsque la fonction de covariance est continue sur le compact T'xT.
Cette propriété n’est plus satisfaite, en général, dans (1.1.1), lorsque 7" n’est
plus compact. On peut, néanmoins, pour chacune de ces séries, affirmer que
la convergence est ponctuelle sur tout ouvert, et uniforme sur tout compact.

Les fonctions de Legendre (voir 'annexe A) ont été utilisées par Pyke [80]
pour trouver le développement suivant : Pour tout a € R et s,¢ € (0,1), nous
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min(s,t) — st a
Vsl —s)t(l—t)
= a (2a 4+ 2i — 1)['(2a + 1)
— (a+i—1)(a+1) (i —1)!

J]=

Prfia(2s =P (2t —1).

{

Pour le cas particulier a = 1, nous retrouvons le développement introduit par
Anderson-Darling [87].

Nos démonstrations, présentées par la suite, reposent sur les propriétés des
espaces gaussiens, et de leurs noyaux auto-reproduisant associés, dont nous
rappelons les propriétés plus loin. Un résultat clé dans la suite de cet exposé
est la proposition 1.3.1. Les derniers paragraphes de ce chapitre énoncent
diverses propriétés asymptotiques du processus empirique uniforme, dont une
loi du logarithme itéré pour le pont brownien pondéré.

En préambule, nous rappelons certaines notions de base sur les processus
gaussiens, et donnons une série de définitions utiles.

1.2 Définitions

La notion de mesure gaussienne s’étend aux espaces vectoriels topolo-
giques localement convexes. Dans cette thése, nous nous limitons au cas des
espaces d’Hilbert.

Définition 1.2.1 (Processus stochastique)

Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé. On appelle processus stochastique indexé
par un espace métrique T, toute famille (mesurable) de variables aléatoires
réelles définies sur 2 x T

Définition 1.2.2 (Processus Gaussien)

On appelle processus Gaussien (resp. Gaussien centré) indexé par T, tout
processus (X (t))ier tel que, pour toute famille finie (¢1,...,t,) des points
de T, le vecteur aléatoire (X(t1),...,X(t,)) suit une loi Gaussienne (resp.
Gaussienne centrée) dans RP.

Définition 1.2.3 (Semi-métrique intrinséque)
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Soit (X (t))ier un processus tel que
X (t) € L*(P), pour tout t € T.

On définit la semi-métrique sur ’ensemble T" par

2
ox(s,1) = VE(X(s) - X(1))".
Définition 1.2.4 (Modification d’un processus)

Soit (X ())ter un processus défini sur I'espace probabilisé (2,.4,P). On dit
qu'un processus (Y (t))er est une modification de (X(¢));er si, pour tout
s,teT,ona

X(t) =Y(t) presque stirement.

(Remarquons que deux processus modifient I'un de I'autre ont la méme semi-
métrique).

Définition 1.2.5 (Processus séparable)

On dit qu’'un processus (X (t))er indexé par un espace métrique (7', ].|) est
séparable il existe un sous ensemble dénombrable T' C T tel que, pour tout
ouvert O de (T].|), on a

sup X (t) = sup X(t) avec probabilité 1.
teo teonT’

Définition 1.2.6 (Mesure Gaussienne)

Soit (E, || . ||) un espace d’Hilbert. On dit qu'une mesure de probabilité n
sur les boréliens de (F, || . ||) est une mesure Gaussienne lorsque toute forme
linéaire continue sur (E,|| . ||) suit une loi Gaussienne sous 7. On dit que

la mesure Gaussienne 7 est centrée lorsque toute forme linéaire continue sur
(E,] .||) suit une loi centrée sous 7.

Définition 1.2.7 (Mesure de Radon)

On dit qu'une mesure de probabilité n définie sur un espace topologique
(E,O) est de Radon, lorsque pour tout borélien B de (E,Q), et pour tout
e > 0, il existe un compact C' de (F, Q) inclus dans B vérifiant

n(B) <n(C) +e.

Les propriétés de linéarité des mesures Gaussiennns nous permettent de dé-
finir les notions suivantes.
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Définition 1.2.8

Soit 7 une mesure Gaussienne centrée sur un espace d’Hilbert (E, || . ||).
Nous notons E le dual topologique de (E,| . ||), et, comme E' C L?(n),
nous définissons £* comme la fermeture de £ dans I'espace d’Hilbert L?(n).

Définition 1.2.9 (Espace auto-reproduisant)

On appelle espace auto-reproduisant d’une mesure Gaussienne (noté H,)
I’adhérence de I'image de E* par I’application g — z,.

Proposition 1.2.10

Pour tout élément g € E*, il existe un unique élément de E, noté z, tel que,
pour tout f € E* on a

f(zg) = Ey(f9). (1.2.4)

L’application g — z, est linéaire injective et est L?(n)—continue sur E*.

1.3 Espaces d’Hilbert associés a un processus
gaussien

1.3.1 Notations

Soient p > 1 un entier et un pavé 7' = Ty x ... x T, C RP, ou pour
1 = 1,...,p, T; est un intervalle de R. Nous notons par 7 la tribu des
boréliens de T' pour la topologie induite par la topologie usuelle de R?. Soit
4 une mesure de Radon positive sur 7" absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue, notée (dt). Nous désignons m/(.) sa densité, de sorte
que nous avons du(t) = m(t)dt. Nous munissons 'espace L?(T, i) par (.].) et
|| . ||2 respectivement le produit scalaire et la norme définis par :

(flg) = / FOg@)du(t) et || f o= (flg)t ¥ f.g € LX(T, ).

Soit X = {X(t) : t € T} un processus gaussien réel centré défini sur 'espace
probabilisé (€2, A,P). La fonction de covariance K(.,.) du processus X est
définie pour tout couple (s,t) € T' x T par

K(s,t) = B(X(s)X(1)).
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Elle est telle que la matrice { K (¢;,¢;) : 1 <1i,j < N} est symétrique positive,
pour tout N-uplet {¢1,...,txy} C T. De plus,

K(s,s) >0, (1.3.5)
K(s,t) = K(t,s), (1.3.6)
K?(s,t) < K(s,8)K(t,1). (1.3.7)

Pour la démonstration des propriétés suivantes, nous nous référons a [73],
chapitres 1-3. En résumant, nous pouvons toujours associer a un processus
gaussien X de fonction de covariance K(.,.) deux espaces d’Hilbert qui seront
notés respectivement G et H.

L’espace gaussien G est la fermeture dans L?(2, A, P) de 'espace vectoriel
de variables aléatoires gaussiennes qui s’écrivent sous la forme

ou pour tout 0 < i <n et n € N* le couple (ay,t;) € R x T.
L’espace G est muni du produit scalaire défini par :
(91 ] 92)c = E(g192)  pour tout  g1,92 € G.

Ensuite, l'espace d’Hilbert H introduit par Aronszajn (voir [7]) est défini
comme suit. On part de 'espace Hy(X) de fonctions réelles h(.), définies sur
T, par

h(s) = ZaiK(ti, s), (1.3.9)

ou pour tout 0 <i < netn e N* letriplet (ay,t;,8) € Rx T xT.

Cet espace est muni du produit scalaire (. | .)y, défini pour deux fonctions

par

n m

(hy | he)y = Z aho(t;) = Zﬁjhl(tj) =3 Y Kt t;).  (1.3.10)

i=1 j=1
Pour toute fonction h € Hy(X ), nous avons la propriété, dite d’auto-reproduction,

h(t) = (h| K(t,.))m pour tout t € T. (1.3.11)
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[’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit donc, pour tout (¢,h) € T x H, sous la
forme

h(t)=(h| Kt )u <V (h]| eV K(tt). (1.3.12)

Nous déduisons de tout ceci une norme, en posant

17 fla= /(7| B)u. (1.3.13)

L’espace d’Hilbert H auto-reproduisant, associé au processus gaussien X, est
donc le complété de Hyo(X) pour cette norme.

Nous avons donc I'isomorphisme d’espaces d’Hilbert

. G—H
g E(gX()).

En vertu de I'isomorphisme précédent, nous avons, pour tout g, g» € G,

(911 g2)e = (91| g2)m = (t(g1) | t(g2))m-

Si les espaces G et H sont séparables, alors, ils admettent des bases ortho-
normales hilbertiennes de méme cardinal fini ou infini, noté ny. Dans ce cas,
grace a la proposition 1.3.1 qui suit, nous avons un premier résultat utile,
pour le développement de X en série de variables aléatoires gaussiennes or-
thogonales. Pour démontrer cette propriété, nous aurons besoin du lemme
suivant.

Lemme 1.3.1

Soit (2,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, symétriques a
valeurs dans un espace de Banach réel F, muni de la topologie induite par
la norme correspondante. Posons s, = Y ., z;. Alors s, converge presque
stirement, si et seulement si, il existe une variable aléatoire s & valeurs dans
F, telle que pour tout s* appartenant au dual topologique de F, nous ayons
la convergence en probabilité suivante : s*(s,) — s*(s).

Preuve. Ce lemme est cité dans [2] lemme 3.9 p. 71 et démontré dans [52]
théoréme 4.1 p. 40.00
Proposition 1.3.1

Soit X = {X(¢) : t € T} un processus gaussien centré¢ de fonction de co-
variance K(.,.), dont Pespace gaussien G, et 1'espace auto-reproduisant H,
associés sont séparables. Si nous désignons par {& : 1 < i < nx}, une base
orthogonale de G, et par {e;(.) = ¢(&) : 1 < i < nyx}, la base orthonormée
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de H, qui lui correspond par I'isomorphisme ¢, alors, nous avons, pour tout
teT

nx
X(t) = Z@ei(t) dans (G, || . ||g) presque sirement , (1.3.14)
i=1

nx

K(t,)=> e(t)e;() dans (H]|. [u), (1.3.15)

i=1

et, pour tout (s,t) € T x T,

K(s,t) = Zei(s)ei(t). (1.3.16)

La série (1.3.16) est absolument convergente. Si, de plus K{(.,.) est continue

sur T'x T, alors, elle est uniformément continue sur T, xT., pour tout compact
T.CT.

Preuve. Mise a part la convergence presque sire dans (1.3.14), et la conver-
gence absolue dans (1.3.16), cette proposition découle de 73] proposition 3.7
p. 42. Pour la convergence presque stre dans (1.3.14), nous appliquons le
lemme 1.3.1, avec les choix particuliers de F' = G, Z; = &ei(s) et S, =
Y Z;. Comme tout élément du dual topologique de G est de la forme
E(g.), avec g € G, nous obtenons que, d’aprés la premiére assertion dans
(1.3.14),

E(gS,) — E(¢gX(s)) presque sirement lorsque n — oc.

Ceci signifie que, pour tout s € T, la suite .S,, admet une limite presque siire
S(s). La convergence a, bien str, également lieu en probabilité. Nous nous
référons a [73], lemme 1.5 p. 16. Pour une telle suite gaussienne, la conver-
gence en probabilité implique la convergence en moyenne quadratique. Donc,
cette convergence a bien lieu, relativement a la norme || . ||g . Or pour cette
norme, S, converge vers X (s), comme conséquence de la premiére assertion
dans (1.3.14). L’unicité de la limite nous garantit 1'égalité S(s) = X (s). Par
conséquent, la convergence presque siure dans (1.3.14) est établie. Quant a
la convergence absolue de la série (1.3.16), elle est une conséquence de sa
convergence simple. En effet, solent s,¢ € T et £ > 0, les séries > ¥ eZ(s)

(2

et Y "X e?(t) convergent respectivement vers K(s,s) et K(¢,t). Donc, il

existe un entier NV assez grand tel que, pour tout p,q > N, nous ayons



Alors, nous déduisons de I'inégalité de Cauchy-Shwarz que
q q q
> le(s)e®)] < [ )]y el )z <e.
i=p i=p i=p
Le résultat cherché en découle naturellement.[]

On a, de plus, le résultat additionnel suivant pour les processus a trajectoires
presque slirement continues.

Lemme 1.3.2

Si le processus X a des trajectoires presque stirement continues, la conver-
gence de la série (1.3.14) est presque stirement uniforme sur tout compact
T.CT.

Remarque 1.3.1

Dans [2] théoréme 3.8 p. 71, nous trouvons un énoncé similaire aux résul-
tats précédents, mais sans la restriction que le processus est défini sur un
ensemble compact. Dans ce théoréme, T' est supposé compact. En effet, si
nous ignorons la compacité, nous perdons le sens de la convergece uniforme
presque stre dans (1.3.14) comme le montre le contre-exemple du processus
d’Anderson-Darling que nous allons étudier dans la suite. Pour la preuve
du lemme 1.3.2 dans le cas général, nous reprenons la démonstration du
théoréme 3.8 p.71 dans [2], en adaptant au cas on T n’est pas compact. La
premiére étape consiste a reformuler le lemme 3.10 p. 71 dans [2], sur laquelle
cette démonstration s’appuie. Ce lemme s’énonce comme suit.

Lemme. Si {e;(.) : ¢ > 1} est une base orthogonale de ’espace H, alors la
série .-, €7 (s) est convergente uniformément sur T vers K(s, s).

Ce lemme est établi sous 'hypothése que T' est compact. Lorsque cette
condition n’est pas satisfaite, le résultat n’est plus valable, comme le montre
le contre-exemple suivant, construit a partir du développement D.K.L. du
processus d’Anderson-Darling (ot B(-) est un pont brownien)

B(t)
V(1 —s)t(1 —t)
Supposons que nous ayons la convergence uniforme du D.K.L. de ce pro-
cessus. Il suffit, dans ce cas, de prendre pour chaque ¢ > 1, la fonction de

Legendre P '(2t — 1), continue sur le compact [0, 1] et qui s’annule en ¢ = 0.
Donc, sous ’hypothése d’une convergence uniforme de la série, nous aurions

lim B{)
=0 \/s(1 — s)t(1 —t)

=0 presque sirement.
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Autrement dit, pour ¢ = %, il existerait un n > 0, tel que pour tout t < 7,

nous aurions, presque sirement ;
B(t) 1 EB?(t)
<o =
Vs(l—s)t(1—1t) ~ 2 s(1—s)t(l —1t)

Ce qui est manifestement impossible.

-1<

1
5

Lorsque T n’est pas compact, I'application du théoréme du Dini nous
permet d’énoncer le lemme suivant.

Lemme 1.3.3

La relation (1.3.16) implique la convergence simple de )., e7(s) sur T vers

K(s,s), ainsi que la convergence uniforme de cette série sur tout compact
T.CT.

Nous utiliserons ce résultat dans notre démonstration.

Preuve du lemme 1.3.3. D’aprés ([2] p. 72), si le processus X est a tra-
jectoires presque stirement continues, alors X est continu en moyenne qua-
dratique, ce qui implique que sa fonction de covariance est continue. Donc,
les fonctions de base {e;(.) : i > 1} sont aussi continues (voir [2]| proposition
3.6 p. 40). Soient T. C T un compact et F. I’espace de Banach des fonctions
réelles continues sur 7;. Notons par X et €i(.) les restrictions respectivement
de X et e;(.) sur le compact T.. 1l est clair que X et Z; = &ie;(.) sont des
variables aléatoires dans F.. De plus, tout élément p* du dual topologique de
F_ est une mesure borélienne signée finie sur 7. Rappelons S, = """ | Z,
NOUS avons

Bl (5,) — 1 (X = E [ 15,0~ Kol ()
</ IS (1) ~ X (0 (1)

< [ {®18.0) - X)Ppiaw o)

< [ 13 @i

€ i>n+1

ou |p*|(.) désigne la variation totale de la mesure p*. La convergence uniforme
de .., €2(t) vers 0 obtenue au lemme 1.3.3 et I'inégalité de Tchebicheff
nous permettent de conclure que p*(S,) tend en probabilité vers 0 quelle
que soit p*. Finalement, le lemme 1.3.1 nous assure que .S,, converge presque

sirement vers X pour la norme || . ||o .0
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1.4 Conditions sur la fonction de covariance K

Dans ce paragraphe, nous allons introduire deux conditions importantes,
notées C'1 et C2, sur la fonction de covariance (ou noyau) K (.,.). Avant tout,
en utilisant la définition 1.2.3, nous rappelons qu’un processus gaussien X est
continu en probabilité au point ¢ € T si et seulement si lim,_; ox(s,t) = 0
(voir 73], proposition 3.6 p. 40).

Nous pouvons aisément montrer que
K(t,t) + K(s,8) —2K(s,t) = 0%(s,1).

Soient maintenant les conditions :

C1: Pour tout t € T, la fonction s — 0%(s,t) est u-presque continue.
C2: [, K(s,s)du(s) < co.

La condition C1 est équivalente & la continuité en probabilité du processus
gaussien X, p-presque partout sur 7. Nous nous référons a [47] théoréme
1 p. 219, et & la remarque 1, p. 221 de [47|, pour montrer Pexistence d’un
processus )?, séparable au sens de la définition 1.2.5 et qui modifie X, au
sens de la définition 1.2.4. On a, en d’autres termes,

P(X(t) = )?(t)) =1 pour tout t € T.

Nous concluons donc que, sous la condition C'1, nous aurons deux implica-
tions. La premiére est que le processus de départ X est séparable. Quant &
la deuxiéme, les deux fonctions (s,t) — K(s,t) et t — K(t,t) sont continues
p-presque partout respectivement sur 7' x 1" et T

En effet, nous pouvons observer que
ry — ZoYo = (x — o) (Y — Yo) + (x — o)yo + (¥ — Yo)To
Pour tout (s,t), (so,to) € T?, nous avons
[K(s,t) — K(so,to)| = [E[X ()X () — X(s0) X (0)]]

< E[(X(s) — X (80))(X(t) — X (t0))]]| + [E(X(s) — X (s0))X (o)
+E(X(t) — X(t0)) X (s0)]
< ox(s;50)0x(t to) + 0x(s,50) || X(to) [l2 +ox(t,t0) || X(s0) [[2 . (1.4.17)

En conséquence, sous la condition C'1, le membre droit de (1.4.17) tend vers 0
lorsque (s,t) — (s, to). Ceci implique la continuité de K (.,.) sur T?. Concer-
nant la continuité de t — K(¢,t), il suffit de prendre s =t et sy = to.0J
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Lemme 1.4.1

Si le noyau K(.,.) vérifie C'1 et C2, on a
1) HC L¥(T, i)
2) Pour tout h e H, || b |3<|| A 15 [ K (¢, t)dul(t).

Preuve. D’aprés I'inégalité (1.3.12), pour tout ¢ € T, nous avons
R2(t) <|| b |l K(t,1).

En intégrant sur 7" par rapport a u, sous C'2, nous obtenons

/T RA(du(t) <[ b | / K(t, 0)du(t) < oo.

Le lemme en découle.l]
Proposition 1.4.1

Les conditions C'1 et C'2 impliquent les propriétés suivantes.
1: [ K*(s t)d,u( Ydu(t) < oo;

R2: E [, X?(s)d = [ K(s,s)du(s);

R3: [, X?(t)du(t ) < 00 presque strement.

Preuve. Sous C'1, nous avons vu que le noyau K(.,.) est continu sur 772, et
donc, mesurable. Par I'inégalité (1.3.7) page 24, et, faisant usage du théoréme
de Fubini, nous obtenons que

K2(s, t)u(s)dp(t) < K(s,8)K (t, t)u(s)dp(t)

TXT TXT

= / K (s, $)dp(s)?

On en déduit le résultat R1. Pour les résultats R2 et R3, il suffit de remarquer
que P'opérateur intégral fT est une application linéaire. Donc, nous obtenons
aisément que

E/XQ(S)CZM(S) :/EX2 /K s, 8)du(s
T
Ce qui implique que
/Xz(s)d,u(s) < 00  presque stirement.
T
Le lemme est ainsi démontré.[]

30



1.5 Endomorphisme associé au noyau K

Dans ce paragraphe, nous supposerons que le noyau K satisfait la condi-
tion R1 de la proposition 1.4.1. Sous cette condition, il existe un endomor-
phisme continu Z(.) de L*(T, 1) sur lui-méme, défini par

FeLXT.p) —If = /TK(S,.)f(s)du(s) € I2(T, ). (15.18)

On consultera, a ce sujet, et pour plus de détails, par exemple, [50] chapitre
3. L’application Z est bien définie par (1.5.18). En effet, pour tout t € T', et
pour tout f € LQ(T, [t), NOUS avons

(Zf)(t) = / K (s,£) f(s)du(s) < | / K (s, )dp(s)? | f 2. (15.19)

Donc, sous R1, nous avons la relation

[ @want < [ KA s | 1 3< o
T TXT
Tout ceci montre que I'endomorphisme de (1.5.18) est bien défini, et continu,
d’aprés (1.5.19).0

L’opérateur 7 est symétrique (i.e Vf,g € L*(T,u), (Zf | g9) = (9 | Zf))
et compact (I'image de la boule unité a une adhérence compacte). Nous nous
référons a (|46, chapitres 4 et 5), pour la justification des propriétés suivantes.

— 11 existe une base orthogonale de L?(T, u) formée de fonctions propres
de 7 ;

— La valeur 0 est le seul point d’accumulation possible pour ’ensemble
des valeurs propres de 7 ;

— L’espace propre associé¢ & une valeur propre non nulle est de dimension
finie ;

— Deux fonctions propres associées a deux valeurs propres distinctes sont
orthogonales.

Rappelons aussi qu'un endomorphisme A est dit positif si pour tout f €
L*(T,p), on a (Af | f) > 0, et si de plus il est symétrique compact, il est
équivalent de dire que toutes ses valeurs propres sont positives ou nulles. Nous
allons utiliser ces propriétés pour obtenir une décomposition de L?(T, 1) en
somme directe de sous espaces propres de 7.

Nous résumons comme suit l’essentiel de ces propriétés, en disant que, si K
vérifie les conditions C'1 et C'2, alors, nous pouvons lui associer ’endomor-
phisme (ou l'opérateur) Z défini dans (1.5.18)-(1.5.19). Cet endomorphisme
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est symétrique et compact. Le lien entre cet endomorphisme et I’espace auto-
reproduisant associé au processus gaussien X est maintenant établi, dans le
lemme suivant.

Lemme 1.5.1

Soit K(.,.) vérifiant les deux conditions C1 et C2. Alors, pour tout f €
L*(T,p),ona ZfeH et pour tout h € H

<m%m:¢ij=uw.

Preuve. Dans la démonstration qui suit, les résultats R1, R2 et R3 de la
proposition 1.4.1 jouent un role essentiel. On sait que X (.) € L*(T, ). Donc
pour tout f € L*(T, j1), nous pouvons définir une forme linéaire continue sur
G de la maniére suivante :

ffr G —R
gFﬁEMAXﬁﬁ@wwH=MﬂMﬁ}

Remarquons que, pour tout t € T, f*(X(t)) = [, K (s)du(s) = (Zf)(t).
La forme f* est un élément du dual topologlque G* de l espace d’Hilbert G.
En effet, la continuité de f* s’obtient facilement d’aprés le calcul suivant :

E{g(X|)} < {E(g)}2{E(X|f)*}?
{E@)E | X 3] f13}2
1514 [ Ko} 1 s

<
<

Par conséquent, d’aprés la proposition 1.2.10 page 23, il existe un unique
¢lément g € G tel que, pour tout g € G, nous avons f*(g) = E(ggs). En
particulier, pour le processus X (.), nous obtenons

(X)) =E(X()gr) = tlgy) =Tf € H.

De plus, pour tout ¢t € T, nous avons

(THE () = uwn< D = (971X (8))
- /Kst dyu(s) = (FIE(.1)).
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Soit maintenant h € Hy(X). Cette fonction se décompose nécessairement
sous la forme h(.) = > ", a;K(t;,.). Nous pouvons écrire, en conséquence,
que

(Zflh)a = Z%(IﬂK(tz‘, e = Zai(f’K(tu D = (flh).

Comme les deux formes linéaires h — (Zf|h)g et b — (f|h) sont continues
et coincident sur Pespace Hy(X), qui est dense dans H, nous en déduisons
qu’elles coincident sur H tout entier. Nous avons donc

(Zf[h)m = (flh) VheH.
La continuité des formes linéaires découle du lemme 1.4.1.00

Corollaire 1.5.1

Si le noyau K vérifie les conditions C'1 et C'2, alors 'endomorphisme 7 est
positif.

Preuve. On sait que 'endomorphisme Z est symétrique compact, donc il
suffit de montrer que ses valeurs propres sont positives ou nulles. Soient \
une valeur propre non nulle de Z et f € L*(T, i) la fonction propre non nulle
associée. Suivant le lemme 1.5.1, nous avons \f = Zf € H donc f € H et
par conséquent (Zf|f)m = (Af|f)m = (f]f). Ce qui implique la positivité de
la valeur propre A\ = % > (. De plus 0 est le seul point d’accumulation
pour toutes les valeurs propres possibles.[]
Soient Ay > Ay > ... > 0 les valeurs propres non nulles de Z. Prenons pour
chaque espace propre E), (i = 1,2...,) une base orthonormale B), et n, =
> ;s dim Ey, (éventuellement fini ou infini). Les E, étant orthogonaux, alors
il existe un systéme de fonctions {e; : i = 1,...,n\} C L*(T, ) tel que pour
tout 4,7 =1,..n)

Te; = \e;, (1.5.20)
et

1 sii=y,

ele) = [ etesoiu ={ § 510 (15.21)

Nous avons donc (voir [50] chapitre 3, théoréme 14 p. 63) dans 'espace L*(T x
T, n® p) Pégalité suivante :

K(s,t) = i)\iei(s)ei(t) Vi(s,t)eT xT (1.5.22)
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et nous obtenons, en conséquence, que

TxT

K2(s,t)du(s)du(t) = Z A2, (1.5.23)

Notons P,, = Vect(e;)i<i<n, le sous espace vectoriel de L*(T,u) engendré
par le systéme (e;)1<i<n,. Posons ¢ (f) = (fle;) pour tout f € L*(T, u) et

Proposition 1.5.2
Soit Py la projection orthogonale de L?(T, p) sur le sous espace P,,. On a

Pry @ P, = L*(T, ), ainsi que

Prf = Zci<f)ei ‘= Sn
i=1

et
nt U =g o=l f = s lla=1 S 112 - > (@) (1.5.24)
A =1

Preuve. Remarquons que pour tout i = 1,...,ny, ¢;(f) = (fle:) = (snlei).
Donc (f—sy|e;) = 0. Autrement dit, f—s,, € Pni. Comme f = s,+ f—s, avec
$n € L*(T, p) nous déduisons P,, NP, = {0}. D’ou L*(T, p) = Pn, & P,
Puisque s, et f — s, sont orthogonaux, alors Py f = s, et

Isu 5+ 1 F = s 3= £ 115 -
Par ailleurs, pour tout g € P,,, nous avons
If=glla=llf=sntsa—gla=ll f=sullz+ I sn =g 2] f=sall3-
D’ou I'égalité (1.5.24).00

La formule (1.5.24) montre que la série > * (¢;(f))? est convergente car

o

S () <l f 3= (1) = / 2(s)dp(s) < oo

i=1
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Remarque 1.5.1
L’égalité (1.5.20) signifie que, pour tout f € L*(T,pu) et t € T
Zf(t) = Nei(t) p-presque siirement

Si K est continue sur 7' x T, alors les fonctions du systéme {e; : k =
1,...,ny} sont continues (voir [83| p. 350). Comme dans ce cas la fonction
t — [ K(s,t)f(s)du(s) est également continue, nous avons

Zf(t) = Nei(t) pour toutt eT.
Lemme 1.5.2

Si K vérifie les conditions C'1 et C2, nous avons
P, =Vect{er: k=1,...,n\} CH,

et 'orthogonal du systéme {ej, : k = 1,...,n,} dans H est réduit a la fonction
nulle.

Preuve. Soient i € {1,...,ny\} et h € {ex : k = 1,...,ny}*. La fonction
e; est un vecteur propre de Z, donc d’aprés le lemme 1.5.1, e; € H. Ainsi
P,, C H. Ensuite, en utilisant I’égalité (1.5.22), nous obtenons

—~ Th=0= (Th/h)s = (hh) =0
= h=0.0

Nous concluons que, si K vérifie les conditions C1 et C2, alors la famille
{\/Xek . k = 1,...,n,\} constitue une base orthonormale de H. Ceci nous

permet de dire
dim L*(T, 1) = dim H = ny = nx.

Rappelons que nous sommes toujours dans le cas ot les espaces G et H
sont séparables. Dans le paragraphe suivant, nous allons énoncer un théoréme
fondamental sur la décomposition de Karhunen-Loéve.

1.6 Théoréme sur la décomposition de Karhunen-
Loéve

Des résultats précédents, en particulier de la proposition 1.3.1 page 25 et
du lemme 1.3.2 page 27, découle le théoréme suivant.
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Théoréme 1.6.1

Soit X = {X(f) : t € T} un processus gaussien centré dont la fonction
de covariance K vérifie la condition C'1. Alors K est mesurable, et a une
équivalence prés, X est mesurable et séparable.

Si K veérifie en outre la condition Cy, alors X € L?(T, 1) presque stirement
et les espaces associés G et H sont séparables. De plus, il existe une famille

{<)‘176L) i1 S i S n)\} g (07 OO) X L2<T7 M)
vérifiant les relations (1.5.18)-(1.5.21) ci-dessus et telle que le systéme

{Vhei:1<i<ny}

constitue une base orthonormale de I'espace H. Il existe également une suite
{& : 1 <i < ny} de variables aléatoires (i.i.d), chacune de loi normale centrée
réduite N (0, 1), formant une base orthonormale de G, et telle que, pour tout
t € T, nous ayons, presque stirement

X(t) = i VA&iei(t)  dans G. (1.6.25)

Si, de plus, X a des trajectoires presque sirement continues, alors, la série
(1.6.25) converge presque stirement uniformément sur tout compact 7. C T
et nous avons

K(s,t) = HZA)\iei(s)ei(t) V (s,t) e T xT. (1.6.26)

La série (1.6.26) converge absolument, et, si, de plus, K est continue sur
T x T, alors, elle converge uniformément sur tout compact 7. x T, C T x T.

De P’égalité (1.6.25), nous déduisons que

X :z/TXQ(t)d,u(t) :i/\i@?. (1.6.27)

Nous donnons dans la proposition suivante, la moyenne, la variance et la
fonction caractéristique de la variable aléatoire Xj.
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Proposition 1.6.2

Sous les conditions du théoréme 1.6.1, nous avons

E(X,) = HZA _ / K (t, )du(t) < oo, (1.6.28)

Var(Xo) = QZ)\Q = 2/ K?(s,t)du(t)du(s) < oo, (1.6.29)

=1
et, pour tout u € R,
nx
Eexp(iuXo) = [J(1 — 2iuA;)~2. (1.6.30)
j=1

Preuve. Rappelons que si une variable aléatoire y suit la loi normale centrée
réduite N (0, 1), alors son carré y? suit la loi de x2. Donc E(y?) = 1, Var(y?) =
2, et la fonction caractéristique de y? est donnée par

E exp(iuy?®) = (1 — 2iu) 2. (1.6.31)
La condition C’Q, et le théoréme de la convergence monotone appliqués a la

série > \e?(t) = K (t,t), nous permettent d’obtenir 'égalité (1.6.28).

L’égalité (1.6.29) découle de 'indépendence des &; et du fait que &; suit
la loi normale centrée réduite.

Quant a la fonction caractéristique (1.6.30), il suffit de remplacer u par
Aiu dans (1.6.31).00

Le lemme suivant illustrera I'influence de la premiére valeur propre du
D.K.L d’un processus gaussien dans la théorie des grandes déviations.

Lemme 1.6.1

Soit X un processus gaussien satisfaisant la décomposition de Karhunen-
Loéve décrite dans le théoréme 1.6.1. Si A\; désigne la premiére valeur propre
associée a cette décomposition, alors

1

1.6.32
IV (1.6.32)

r—00

lim —logIP’/X2 Ydu(t) >x)}—

Preuve. 1l suffit de prendre les logarithmes dans [99], relation (6).00

Pour écrire le D.K.I. d’'un processus gaussien X, nous utiliserons la notation
o0
= Z Vi &ieil.)
i=1

37



Le terme de gauche de &; correspondra toujours a la racine carrée d’une valeur
propre. Quant au terme de droite, c’est la fonction propre normalisée associée
a la valeur propre. La nature de la convergence est précisée dans le théoréeme
1.6.1.

1.7 Convergence en norme > du processus em-
pirique pondéré

Dans ce paragraphe, nous établissons un résultat concernant la conver-
gence en norme d’un processus empirique pondéré. Ce résultat trouvera son
utilité dans le domaine des tests d’ajustement. Nous parlerons de 1’hypothése
nulle pour le processus empirique uniforme «,,, lorsque ce processus est, ef-
fectivement, construit a partir d’une suite de v.a.i.i.d. uniformes sur (0, 1).
L’alternative correspond au cas ou ces v.a. sont de loi commune quelconque.

Proposition 1.7.1

Soit p : T — [0,1], une fonction, de classe C! et strictement monotone. Soit
¢, une fonction de pondération, p et ¢ étant définies sur 7', et telles que

/Tq(t)p(t)(l — p(t))du(t) < oo. (1.7.33)

Alors, sous I’hypothése nulle, nous avons la convergence en loi suivante :

lim [ q(t)aq (p(t))dp(t) Z/Q(t)BQ(p(t))du(t)- (1.7.34)

Si de plus il existe un réel v € [1,2) tel que

/a ’ { / $q(t)p(t)du(t)}”p’(x)dm < 00 (1.7.35)
et
/ab { /:q(t)(l - p(t))du(t)}”p'(x)dx < o0, (1.7.36)

alors il existe une constante C(p, ¢, ) telle que, pour tout x > 0, n > 1, nous
avons

VD, 0,7) = ’IF”(/Tq(t)Oéi(p(t))du(t) < x) —P</Tq(t)32(p(t))du(t) < :1:)’

< C(p,q,’y)'

nY—1

(1.7.37)
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De plus
1

ny—1

Tn(p: ¢, 7) = o(—=) (1.7.38)

Preuve. Pour p(t) = 1, les relations (1.7.33) et (1.7.34) sont équivalentes
(voir par exemple [22| théoréme 3.3 p. 325). Le cas général s’y raméne par le
changement de variable u = p(t). Remarquons que nous pouvons écrire, en
notant m la densité de p (i.e du(t) = m(t)dt),

P(/Tq(t)oz (p(t))dpu(t) / Qu)a;(u)du < ), (1.7.39)

P( [ a®)Bp(0)dn) < ) = B( / QB wdu <), (17.40)
ou @ est une fonction définie sur [0, 1] par

O(u) :{ (L) op~(u) siu€ (p(a),p(b)),
0 siu g (pa)p(b)).
D’aprés le théoréme 1.4 p. 89, de [78], (1.7.37) et (1.7.38) seront établis, dés
que nous aurons prouvé les trois inégalités

/ Qu)u(l —u)du < oo, (1.7.41)
/O {/0 uQ(u)du da < o, (1.7.42)
/01 { /x1<1 - U)Q(U)du}vdx < 0. (1.7.43)

Nous avons, tout d’abord,

p(b)

[ atowa=pe)mvyae~ [ (T op (u)du = | wt-w@ud

Donc (1.7.41) découle de 'inégalité (1.7.33). Ensuite, nous pouvons écrire

/1{/IUQ(u)du}7dx:/1 {/w uQ(u)du}"dx

:/p(b {/(a uQ(u)du}'dz + (1 —p {/p(b u)du}?

_ /pj(j / m(t)dt) dz + (1 — p(b)){ / Bdu(t)}
= [ sy was+ oot [ sy,
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Sip(b) = 1, le terme de droite dans la somme ci-dessus disparait. Sinon, nous
avons la majoration

b 1 b
/a OP(OIu) < T / a(Op() (1 = p(t))da(t)

par (1.7.37) et donc la condition (1.7.35) implique (1.7.42). De méme, (1.7.36)
implique (1.7.43).00

Cas particulier. Si nous prenons 7" = (0, 1), p la mesure de Lesbsque et,
pour un paramétre 6 > 0,

p(t) =17, q(t) =1°. (1.7.44)
Les conditions (1.7.33), (1.7.36) et (1.7.37) sont remplies dés que

fo 9t (1 — t%)dt < oo,
fo { fo tetﬁdt}m" ldr < oo,
fo {f (1 — t)tPdt} 2% tdx < oo.
Autrement dit
0+p3>—1,
@+B+1)y+0—1> -1,
B+1)y+60—-1>—1.
Ces relations sont satisfaites pour v > 1 dés que l'inégalité suivante sera
vérifiée.
0+5+1>0. (1.7.45)

1.8 Une loi du logarithme itéré du type Chung-
Mogulski

Proposition 1.8.1

Soient p : T — [0, 1], une fonction de classe C' strictement monotone, et g,
une fonction de poids, définie sur 7. Supposons ces fonctions telles que

| w1 = ) du(t) < . (1.8.46)
T
Supposons que pour la suite {)\ : j > 1} des valeurs propres du D.K.L du
processus X (¢ \/_B ), il existe deux constantes ¢ > 0 et d € R
telles que
> e+ d)*A; — 1] < oo, (1.8.47)
7j=1
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Alors, sous ’hypothése nulle, nous avons presque siirement

lim inf(log, n) /Tq(t)ai(p(t))du(t) = W—z (1.8.48)

n—00 8c
Preuve. Posons ky = inf{k > 1: k +d > 0}. Nous avons donc
ko—14d>—1
et la condition (1.8.47) implique
i lc(5 + d)*)\; — 1] < 0.
i=ko

En utilisant le théoréme 2 page 3 dans |96], nous avons lorsque x — oo,

& 2
Z)\S < 2? H{c)\ (j+d) }NP(Z T < z?).

j=ko Jj=ko

En prenant les logarithmes dans l’équivalence ci-dessus et en utilisant le
corollaire 4 p. 12 puis la formule (3.4) p. 14 dans [96] (ce qui est légitime
puisque ko — 1+ d > —1), il vient successivement

logP( Y N& <a?) ~ logP( ) NEE < a?)
Jj=1 Jj=ko

00 2

~ logP I < P

owP(3 g <)

~ logP( Y St < z?)

1 C(]+l€0+d—1)
7T2
T8z

Finalement, nous pouvons écrire

™

logIP’(/TX2(t)du(t) <a?) ~— = —g(x). (1.8.49)

8x2c

La fonction inverse de g est donnée par




Nous pouvons utiliser [72], théoréme 1 dont les hypothéses (2-1)-(2-4) p
400-401 sont vérifiées vu les relations (1.7.34), (1.7.37), (1.8.49) et (1.6. 32)
respectivement. Nous obtenons presque stirement,

(fTX2 )dp(t ))1

lim inf =1,
n—o9 (bgz n)
ot le processus X,,(t) = v/q(t)a,(p(t)), n € N. Comme la fonction x — 22

est continue, nous en dedu1sons alsement (1.8.48).0
Corollaire 1.8.2

Soient 6 et 3 deux paramétres tels que 8 + 3+ 1 > 0. Alors, sous ’hypotheése
nulle, nous avons presque sirement

1immf(1og2n)/ P2 (t")dt = o 0 (1.8.50)
0

n—00 O+ 05+1)%

Preuve. Prenons l'intervalle 7" = (0,1) muni de la mesure de Lebesgue dt.
Pour le processus th(te), nous avons (voir [30]), pour tout j > 1,

40 0
= —— avec V= ————
T022 0+0+1

ol z,; est la j-iéme racine de la fonction de Bessel J,(.) (voir 'annexe A)
vérifiant, lorsque j est assez grand,

1 1 4v? — 1 1
={yt+tz(v—2)tm— — +0O(—=).
Ut s - O
Donc
v 1 1 {j+%—3iltm 1
C’est a dire
i+ Y- ) 1
{0—4)} =1+0(5 :>Z| — )"\ — 1] < oo
2. = 4
La condition (1.8.47) est satisfaite pour
o (0 + [+ 1) v 1
= = t d=—-—-.
‘T 16 ‘ 21
D’or,
2 467> 0

8¢ 8(0+p3+1)2m2 20+3+1)2
Ainsi, le corollaire est prouvé.[]
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Chapitre 2

Le processus empirique uniforme
sur [0, 1]

2.1 Introduction

Dans toute la suite du chapitre, les variables considérées sont définies sur
un espace probabilisé (2, B,P), ou B est une tribu borélienne d’événements,
() un ensemble d’événements élémentaires, et P une probabilité sur (B, P).
Nous considérons ici des tests d’ajustement destinés a tester ’hypothése nulle

Hy:G()=1I(.) contre lalternative H, : G(.) = G (), (2.1.1)

ol I(t) = t désigne 'application identité, et G(™(.) est une suite de fonctions
de répartition, vérifiant, lorsque n — oo,

sup |G () —t| — 0 et O,(t) = \/H(G(”)(t) —t) —0(t). (2.1.2)

te[0,1]
Les conditions précises imposées sur les fonctions d,(.) et d(.), ainsi que sur
la convergence (2.1.2), seront détaillées par la suite. Nous débutons le présent
chapitre par I’énoncé d’un ensemble de résultats utiles, concernant le compor-
tement asymptotique presque siir, lorsque n — 00, du processus empirique
uniforme «,,. Aprés pondération, ce processus prend ses valeurs dans des es-
paces, désignés par Dy[0, 1] et Hy[0, 1]. L’étude de cette convergence nous
meéne a la description d’une famille générale de statistiques qui s’expriment
a partir de fonctionnelles continues ¢(«,) du processus empirique uniforme
a, sur [0,1]. Dans le cas précis de notre étude de tests d’ajustement, nous
montrerons que, sous des hypothéses convenables, lorsque n — oo,

Llp(owm)|Ho] — L[¢(B)], (2.1.3)
et
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Lld(an)|Ha] — L[S(B + ). (2.1.4)

Ici, B désigne un pont Brownien, et la notation L[X] désigne la loi de la
variable aléatoire X (voir [60], [77] et [44]). Le formalisme décrivant les limites
(2.1.3) et (2.1.4) a été utilisé & maintes reprises dans la littérature scientifique
pour I’étude des perfomances de certaines familles de tests d’ajustement (voir
[4]). Cependant, les conditions de validité justifiant ces convergences n’ont
pas toujours systématiquement été éudiées dans leurs details. Au cours du
présent chapitre, nous nous pencherons sur ce probléme, afin de fournir des
conditions simples justifiant leur validité.

2.2 Comportement asymptotique des processus
empiriques uniformes pondérés

Soit (U,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées [i.i.d.| de loi uniforme sur [0, 1]. Pour tout n > 1, le
processus empirique uniforme basé sur Uy, ..., U, est défini sur [0, 1] par

an(t) = Vn(Gn(t) —t) Vtel0,1],

ou .
Gu(t) :=n"">  Mw,<sy,
i=1
désigne la fonction de répartition empirique associée a Uy, ..., U,. Ce pro-

cessus a été abondamment étudié dans la littérature scientifique. De nom-
breuses statistiques d’intérét ont des expressions simples a partir de celui-ci.
Nous sommes ici, plus spécifiquement intéressés par le cas des statistiques
du type de Cramér-Von Mises. Toutefois, bien d’autres tests d’ajustement
partagent cette propriété (voir [74]), comme, par exemple, la statistique de
Kolmogorov-Smirnov (voir [34]). Ces propriétés sont décrites, de maniére
approfondie, entre autres dans les ouvrages de Shorack-Wellner [87], Csorgo-
Révész 23] et Nikitin |[74]. Par application des principes d’invariance forts
de Komlos, Major et Tusnady (voir [59]), nous pouvons supposer, sans perte
de généralité, que l'espace de probabilités orginal (2, B,P), éventuellement
élargi par produits, supporte les variables aléatoires {U; : i > 1} ainsi qu’une
suite de ponts Browniens {B,;n > 1}, vérifiant, pour des contantes univer-
selles positives C', K, A convenables, pour tout n > 1 et x > 0, 'inégalité

Cl
P( sup Jan(t) — Bu(t)] > 2T

0<t<1 = Jn ) < K exp(—Ax). (2.2.5)
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Cette inégalité, permet, dans une large mesure, de ramener I'étude de o, a
celle de B,,. Ainsi, par application de cette inégalité et du lemme de Borel-
Cantelli, nous obtenons que, presque sirement

sup |a,(t) — Bu(t)| = O

0<t<1

logn
O

Les meilleurs choix possibles des constantes C, K, A dans U'inégalité (2.2.5)
sont inconnues. On sait, cependant (voir [16]) que les choix suivants

) lorsque n — oo. (2.2.6)

C =12, K=2 et )\:é,

sont possibles.
Les théorémes suivants sont déja prouvés dans [24]. Cependant, ils ont des
conséquences importantes pour étudier les processus empiriques pondérés.

Théoréme 2.2.1

Dans un espace probabilisé suffisamment élargi (Q*, A*,P), nous pouvons
trouver une suite {U, },, de variables aléatoires i.i.d sur (0, 1) et une suite de
processus pont Brownien {B, }, vérifiant, pour tout d > 0,

P(v/n sup |a,(t) — Bu(t)] > Clogd + ) < K exp (—Az), (2.2.7)

o<t<d
—_ —n

P(v/n sup |a,(t) — Bu(t)] > Clogd + z) < K exp (—Az), (2.2.8)

1-4<i<1
4<t<
ou C, K et X\ sont des constantes positives.

Ces inégalités ont des applications importantes concernant le comporte-
ment asymptotique des processus empiriques pondérés. Maintenant, nous ver-
rons comment la construction de [24] et les inégalités (2.2.7)-(2.2.8) peuvent
étre employées pour donner le comportement asymptotique du processus «,,
pondérés.

Théoréme 2.2.2

Dans un espace probabilisé suffisamment élargi (Q*, A*, P), nous pouvons
trouver une suite de ponts Browniens (B,,),, vérifiant

logn
sup |a,(t) — B,(t)| = O
s Jou(t) - Bu(1)] = O

) presque stirement (2.2.9)
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et

1
= Op(1) pour tout 0 < v < 3 et A > 0.

(2.2.10)
Preuve. En utilisant (2.2.7) avec d = n et & = 2 log n, nous obtenons que

B( sup fan(t) = Ba(t)| > W

En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, nous en déduisons facilement 1’égalité
(2.2.9). Quant a I’égalité (2.2.10), nous la prouvons tout d’abord pour le cas
A =1, et nous déduisons, ensuite, de ce premier résultat, la forme générale
pour un A\ quelconque.

1
)Sﬁ-

Pour tout 0 < v < %, nous notons

o up o) = B0
Lo tv
b g |9 = Bal0)
0<t<1-1 I t)v

Montrons alors que A,,; = Op(1) (pour ¢ = 1,2,). Fixons tout d’abord
0 < e <d < oo et définissons les éléments suivants

di:{ id sii=1,2, .. ip_1,

n  sii=1i, =max{j:d;_; <n},

et

| sii=2,.. 0,

Donc

P{Anp1 > (C+1logd} < P{o,1 > n~2(C + 1) log d}
+ ZIP’{&M >n"2(C + 1)logdy ) = Z]P’m
En utilisant (2.2.7) et le fait que d?_; > log d, nous avons pour d assez grand,
P,1(d) < K exp(—Alogd) = Kd™*
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P,i(d) < Kexp(—Ad¥ ;) < K((i — 1)d)™?

o0

1 1 1
ZIPM(CZ) Kd/\ + Kd2 — — 0, lorsque d — oo.

Ceci implique que A, ,,; = Op(1) pour A = 1.

Pour tout 0 < A < 1, nous constatons que [2,1] C [0,1] et nous avons donc

la relation
1, | (t)]

n2 sup
Ayl [
n— —n

<A MGL(5) +1) = 0s(1)

Comme la variable aléatoire nG,, (1) converge faiblement vers une variable
suivant la loi de Poisson, I'inégalité suivante en découle
B(t
nz " sup [Bu(t)] < An2 sup | Bn(t)]

y =
A1t 1 o<i<i
n— —n n

ot _ 1
9N sup [W(t) — W (n)| = Op(1).0

0<t<1
Théoréme 2.2.3 (Birnbaum-Marshall)

Soit {|St|, F: }o<t<e une sous-martingale, continue & droite, et admettant une
limite & gauche. Supposons que Sy = 0 et v(t) = E(S?) < oo sur [0, 6]. Soit
g > 0 une fonction croissante et continue a droite sur [0, 6]. Alors,

P{ sup |—| >
0<t<6 g

Preuve. Voir I'inégalité 4 page 873 dans [88|.0

Puisque

{(f"_(tz 0<t<1}

est une martingale, nous obtenons a l’aide de ce théoréme la proposition
suivante.
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Proposition 2.2.1

Soit ¢ > 0 une fonction symétrique par rapport a 'axe t = %, croissante et
continue sur [0, 6] (pour tout ¢ € [0, 1]). Alors, pour tout z > 0,

t 1?1
P{sup\o‘"()|zx}g—/ dt.
0

o<t<o 4(t) 22 Jo *(t)
Preuve. En effet, pour tout « > 0, nous définissons la fonction
zq(t)
t) =
9(t) =7
Nous avons donc¢ pour la martingale al"—_(? 10 <t <1}, 0(t) =15 En

utilisant le théoréme de Birnbaum-Marshall, nous obtenons que

P G129 = gt = ), a0

1 [ 1
= = / —dt.0
z? Jo ¢*(t)

Cette proposition a un intérét pour donner un résultat sur la convergence en
probabilité du processus «,, suivant la norme sup :

o [

Théoréme 2.2.4

Soit g une fonction strictement positive, symétrique par rapport a 'axe t = %,

croissante sur [0, 1] et vérifiant

)
1
1
/ 5 dt < oo.
0 Q(t)

Alors, il existe un espace probabilisé suffisamment élargi (%, A*, IP) sur lequel
est basé un processus de pont Brownien B tel que

o, — B

||i> 0, lorsque n — oo.
q

Preuve. Voir le théoréme 1 page 140 dans [88].0J
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Définition 2.2.2

On dit qu’une fonction réelle [ définie sur [0,1] est C.A.R.L.A.G, lorsqu’elle
est continue o droite en tout point de [0,1] et admet une limite a gauche en
tout point de [0,1].

Notons
FCy: = {q: infl g>0 VY &>0, qgne décroit pas au voisinage de 0},
0<t<35
i 2
Epet = / s~3q(s) exp(—c” (8))ds,
0 s
1
21 ¢*(s)
I,.: = - — ds,
a /0 . exp(—c . )ds
FCyi: = {fest CARLA.G telle que 5<1r<1{ 5f(t) >0 Vd>0}

Lemme 2.2.1

Soit ¢ € FCy. Alors
(i) si I, < o0, alors E, g <oo Vd>c et lim @ = 0.
(ii) si B, < oo et limy g % = oo, alors I, < oo.

Preuve. La propriété (ii) est facile a établir. En effet, considérons la constante

~—

q(t

1
C=inf{l0<t<-:—=—=>0
qui est strictement positive. Alors
E,.>Cl,,.

Pour prouver (i), nous remarquons tout d’abord que si I,., < oo, alors
I, ., < oo pour tout ca > ¢;. Par conséquent, nous pouvons considérer ¢ > 1.
Soit € > 0 tel que la fonction ¢ ne décroit pas sur l'intervalle (0,¢]. Alors,
pour tout ¢ € (0, £], nous avons

/:t éexp (- CQQES))ds > /:t Sexp (- qu(S))dS




. s s o8 T t
Par conséquent, cette inégalité conduit a lim,_,q % = 00, et nous avons, pour

tout d > ¢,
(t ¢ (t)

t
/O%(%)GXP(_dqt(t))dtS/o %exp(—cqit))dt.

Ceci compléte la démonstration du lemme.[]

~—

LS

<exp ((d—c) ) Vite (0.

S|

D’ou

Lemme 2.2.2

1
Soit ¢ € FCy telle que f? q2—1(t)dt < oo. Alors, pour tout ¢ > 0, on a I, . < 0.
Preuve. On sait que pour tout z,c > 0, nous avons x exp ( — cx) < 1. En

2
t
prenant donc z = qT(), nous obtenons

1

/:%exp(_cq Lft))dt—/; q;(t)qgt) exp (— ¢ it))dt < /02 q21(t)dt'D

Les lemmes ci-dessus nous seront trés utiles pour établir les théorémes qui
vont suivre.

Nous récapitulons, dans le corollaire suivant, les conséquences les plus utiles
des résultats ci-dessus, pour caractériser la norme sup de || B/q |-

Corollaire 2.2.3

Soit ¢ € F'Cy ;. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) supge;q |%| < 00 presque sirement.

(ii) il existe ¢ > 0 vérifiant

.= 1L€X —Cﬂ S o
[“'_/05(1—3) Pyt <o

— S

(iii) limg o \/% = lim;_,; j((ﬁt) =1, et il existe ¢ > 0 vérifiant,

E,. = /0 (s(1- s))_%q(s) exp (— c%)ds < 0.

A T’aide de ce corollaire, nous pouvons démontrer les théorémes de Chibisov-
O’Reilly. Nous renvoyons a [33] pour le détail de leurs démonstrations.
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Théoréme 2.2.5 (Comportement asymptotique suivant la norme sup)

Soit ¢ € F'Cy ;. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) il existe une suite de ponts Browniens {B,(t) : 0 <t < 1} telle que

|an(t) — Ba(t)]
oilgl q(t)

= O[p:(l).

(ii) il existe ¢ > 0 tel que

1 2
> 1 q°(s)
I,.:= P E— —c————)ds < o0.
7 /0 S(l_s)exp( c8<1_8)) 5 < 00
Théoréme 2.2.6 (Loi asymptotique suivant la norme sup)

Soit ¢ € F'Cy ;. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) t B(t
sup o (O] 101, sup [B®I
o<t<1 q(t) o<t<1 q(t)

(ii) il existe ¢ > 0 tel que

~ 1 1 q2( )
I - N )
g,c /0 s(1—s) exp ( c 1 )ds < o0

2.3 La convergence faible du processus empi-
rique uniforme avec des parameétres estimés

Une étude générale de la convergence faible du processus empirique estimé
a été effectuée par Durbin dans [42]|. Dans cette section, nous présentons une

approche nouvelle de ces résultats, basée sur des approximations fortes.

Soit X7i,..., X, une suite de variables aléatoires réelles (i.i.d) dont la
fonction de répartition F(z,0) = P(X; < z), continue en z € R, dépend
d’un paramétre multidimensionnel € qui appartient & un sous-ensemble © de

R*. Notons
F:={F(,0):0¢c06}.

Introduisons le processus empirique avec parameétres estimés

ozf:"(x) = Vn(F,(z) - F(x,an)) VzeR,
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oll @L est une suite d’estimateurs de 6 vérifiant
~ 1 &
\/ﬁ(en - 9) == Z<X17 9) + OIP’(l)?

ou [(X1,0) := (ll(Xl,Hl), o ,lk(Xl,Hk)) est une fonction centrée, ayant des
moments d’ordre 2 finis.

Exemple. Supposons que F(z,0)(c F) ait une densité f(z,0) = 5-F(x,0)
vérifiant £ log f(z.6)
0g J\Z, _

/_Oo S ar(r,6) =0

et
o 0log f(x,0), Dlog f(x,0) 7 T 9% log f(x,0)
[ Oy e e Oy gy gy = [ TR
= 1(0).

Choisissons alors 6,,, comme 'estimateur du maximum de vraisemblance as-
socié a la fonction

= log f(X;,0).
=1

On a donc

" dlog f(x,0) " 02log f(x,0)
"6) = —_— t "(6) = —_—
v'(6) ; 50 e v"(0) ; 520
Par une application directe de la loi des grands nombres, nous obtenons que,

presque slirement

Loy — —1(0).

n

Un développement de Taylor de v" au voisinage de 6 donne alors les relations
suivantes :

0@ =) = LV OVEE )+ oel)

— IOV (B. — 0) + ox(1).

3

Puisque v’ (@L) = 0, ceci implique donc que
~ 1 <
V0, —0) = —= > 1(X;,0) + op(1),
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o dlog f(z,6)
1 0log f(z,
O

Il est clair que cette fonction vérifie les identités

/+OO [(z,0)dF(x,0) =0

—00

/_ " 1, 0)) 1 0)] T dF (2,0) = 1(6) " 1(0)1(6) " = 1(6) .0

o0

Posons maintenant, pour tout ¢ € [0, 1],
OF (F~1(t,9),0)
00

Ici, F71(t,0) = {z : F(x,0) > t} désigne la fonction de quantiles associée a
F(z,0).

A Taide du processus empirique uniforme a,(.), tel qu’il est défini dans

H(t,0) =

et L(t,0):=1(F'(t,0),0).

le paragraphe précédent, nous obtenons un estimateur de o’ (z), en écrivant

~

ol (x) = Va(Fu(x) = F(z,0)) = Va(F(z,6,) - F(z,0))
= 0 (F.0) - LED 5@ ) o)

= Ozn(F(l',e)) - aFgZ’ 9) % ZZ(X“@) +0]}D(1)

= o, (F(z,0)) - % / Ool(x, 0)doy, (F(x,0)) + op(1)

—00

1

= o, (F(z,0) — H(F(m,@),@)T/ L(t,0)da,(t) + op(1)

0

= 0, (F(z,0)) + op(1),

ou le processus empirique uniforme estimé ,(t) est défini par
1
Gn(t) = an(t) — H(t,0) / L(s,0)dan(s) Vie[0,1.  (23.11)
0

Nous rappelons ici que (voir [87]), pour n’importe quelle fonction h continue
sur [0, 1], nous avons l'identité

/O h(s)dB(s) = — /0 B(s)dh(s), (2.3.12)
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ou B(.) est un pont brownien. De plus U'intégrale stochastique fo s)dB(s)
est une variable aléatoire gaussienne centrée de fonction de covariance donnée

par
1

Var(/olh(s)dB(s)> :/01 h2(s)ds — (/0 h(s)ds)’.

En se basant sur le résultat (2.3.12), nous obtenons alors que

1
[ #6)n(s) — [ W) < sup el — Bt [ (o)
0 0<t<1

B, (.) est suite de ponts browniens.
Nous pouvons résumer, maintenant, I’essentiel des arguments précédents,
dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.1

Si H(t,0) et L(t,0) sont continues sur [0,1]. Alors, on peut définir un pro-
cessus empirique uniforme «,, et une suite de ponts browniens B, (.) vérifiant
presque slrement

N ~ logn
sup |a,(t) — B,(t)| = O
MEI‘ (1)~ Bult) = O

ou B,(t) := B,(t fo (s,0)dB,(s) est un processus gaussien centré
avec la fonction de covariance

),

K(s,t) = min(s,t) — st — H(t,0)" /S L(z,0)dx — H(s,0)" /tL(:E,H)d:L'

+ His, Q)T[/Ul L(z,0)L(z, Q)de] H(t,0). (2.3.13)

Si 6, désigne l'estimateur de maximum de vraisemblance de 6, alors cette
fonction de covariance se réduit a

~

K(s,t) = min(s,t) — st — H(t,0)"1(0) ' H(t,0).

Dans ce dernier cas, cette fonction de covariance peut s’exprimer sous la
forme

k
K (s,t) = min(s, t) — st — Z oi(s)pi(t
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ou les fonctions ¢; sont bien déterminées (voir I’'exemple suivant). Une étude
trés compléte du développement de Karhunen-Loéve des processus gaussiens
ayant ce type de fonction de covariance a été effectuée dans [92].

Exemple. Soit G(.) une fonction de répartition dont la densité est notée go.
Considérons le cas ot F est donné par F = {Go(=F) : 0 = (p,0) € R xR }.
Alors

H(t,0) = —%90(G51(t)) {Gal(t)}

et

go(x)da: fa:go(x)da: ]

1
[<9) _ [ 90( ,J0 (x)
&(x) HED)
o? f:v“g]g(m)dx fngg(m)da: -1

Nous pouvons donc écrire

[(9)71 — o2 {0-11 0'12:| ’

021 022

ol les éléments o0;; ne dépendent que de Gy, et non pas de i, ou de 0. Nous
avons alors

K(s,t) = min(s, t) — st — ¢1(s)61(£) — da(s) s (t),

ou

o2

d1(t) = =/ (011 — =2) 90 (Gg (1))

022
et
012

\/_90< o (1) = Vo2go (G ' (1) Gy (1)

Dans le cas particulier out Go(.) est la fonction de répartition de la loi normale
N(0,1), nous obtenons les relations

1) =02 [(1) g] :

Pa(t) =

Ainsi, 011 = 1, 099 = %, 019 = 091 — 0 et
K(s,t) = min(s,t) — st — go(Gg'(5)) 90 (Gy (1))
1 _ _ _ _
- 590 (Go 1(5))G0 1(5)90 (Go 1(t))Go 1(t)~

25



Dans le cas gaussien précédent, et bien que la fonction L ne soit pas bornée sur
[0,1], nous obtenons que @,(.) converge faiblement, dans D0, 1] et L?[0, 1],
vers le processus limite défini par

@0k > {50+ 0(6:'0) [ (65 +

1

390G )60 [ (G592 = Do)} 0

2.4 Rappels concernant la théorie de la mesure

Nous poursuivons ici le but de donner un cadre théorique suffisant pour
nos besoins, portant sur la convergence faible (et en loi) de lois de probabili-
tés, définies sur des espaces métriques, tels que ceux que nous verrons dans la
suite. Avant d’aborder un exposé plus détaillé de ces notions, nous rappelons
quelques définitions et résultats classiques de la théorie de la mesure.

Dans ce qui suit, nous aurons besoin des notions suivantes.

Soit (E, &, p) un espace métrique, muni de sa tribu borélienne £, et d’'une
métrique spécifiée p.

2.4.1 Notations et définitions

Notons par g, (fin)n, v et (v,), une suite de mesures définies sur £. Ici,
Py et Eqy (respectivement Py et E;) désignent la probabilité et 1’espérance
mathématique sous 'hypothése Hy (resp. sous Hy).

Posons également

A: = {h:[0,1] — [0,1] telle que h soit continue et croissante},
D[0,1]: = {f:]0,1] — R telle quef est C.A.R.L.A.G},
| f1l: = sup |f(t)| désigne la norme sup usuelle,
0<t<1
A ={z e E: irelgp(x,y) < e}, VAe&, Ve>0, (2.4.14)
v

d(f.g) = infmax{ || f=goh|,lh=T|}, V¥ fgeD[1. (2415

Plus loin, F désignera un espace métrique de fonctions définies sur le
compact [0,1]. La mesure (u,),>1 désignera, pour n = 1,2,..., la loi du
processus empirique «,, sous Hy, notée

o, = Lo, |Hy.
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La mesure p désignera la loi du pont brownien B, et sera également notée
p = L[B].

La suite de mesures (v,),>1 sera associée aux lois du processus empirique
uniforme «,, sous H,, et sera notée

Up = Loy, /Hy).

La mesure v désignera la loi du processus B + 0 := {B(t) + 6(t) : t € [0,1]},
et sera notée
v = L[B+90].

En fait, pour que la mesure p ait un sens, il est nécessaire de supposer que
I’espace E est séparable, et que ses ouverts sont mesurables, relativement a
la tribu engendrée par les ensembles de la forme :

{f<e:i=1,...k}.

Pour permettre 'existence de la mesure u,, il nous faut supposer que la
métrique p rende 'application

(Uy,...,U,) — ay
mesurable.

Définition 2.4.1 (Convergence au sens de Skorokhod)

On dit qu'une suite (f,),>1 de fonctions réelles définies sur [0, 1] converge
vers f au sens de Skorokhod, s’il existe une suite de fonctions (hy,),>1 de A
vérifiant h,(0) =0, h,(1) =1 et

lim sup {|fu(ho(u)) = f(w)| + |hy(u) —u|} = 0. (2.4.16)

n—00 )<u<1
Définition 2.4.2 (Convergence faible)

On dit que la suite de mesures (i, ),>1 converge faiblement vers la mesure i,
(notée p, = p), si pour toute fonction réelle continue et bornée f définie
sur F/, on a

n—oo

lim fdun:/fdu.
E E
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Définition 2.4.3 (Convergence en loi)

On dit que (fin)n>1 converge en loi vers p, si pour tout ensemble B € £ tel
que u(0B) =0, on a
limsup p,(B) = p(B).

n—-+00

Ici OB désigne la frontiére de B.
Définition 2.4.4

Soient p; et po deux mesures définies sur €. La distance entre py et po est
définie par :
L(/l,l, /Lz) = max(alg, 821), (2417)

ol pour tout fermé F' € &,
€12 = inf{&? . MQ(F) S ,ul(FE) + 8} et €91 = inf{&t . ,ul(F) S MQ(FE> +€}

Nous rappelons maintenant quelques résultats bien connus concernant la
convergence faible,
Un = [ et v, = 1,

dans 'espace métrique (E, &, p).
Théoréme 2.4.5

Les propositions suivantes sont équivalentes :

P1) La suite (p,)n>1 converge faiblement vers p :
M == [
P2) Pour tout ensemble fermé F' € £, on a

lim sup g, (F) < pu(F)

n—-4o00o

P3) Pour tout ensemble A € & tel que u(0A) =0, on a

lim sup 1,(A) = i(A)

n—-—+00
P4) Pour toute fonction f continue sur F a valeurs dans E, on a

ph = u',

o8



ot pf et p/ désignent les mesures images respectivement de ju, et u par la
fonction f.

Preuve. Voir [15|.00
Théoréme 2.4.6

Si l'espace métrique (F, p) est complet et séparable alors, lorsque n — oo,
on a |’équivalence suivante :

L(pn, p) — 0 <= i, = pu.
Preuve. Voir le théoréme 1.11, et le lemme 1.2 de [77] .00
Théoréme 2.4.7
Soit f une fonction mesurable définie sur F a valeurs dans E telle que
w{z : p(f(z),z) >0} <e pour tout 6 >0 et e > 0.
Si 'espace métrique (F, p) est complet et séparable, alors
L(p!, 1) < max(e, 6). (2.4.18)

Preuve. Voir le théoréme 1.11, et le lemme 1.2 de [77] .0

2.5 Propriétés des espaces vectoriels D,[0, 1] et
1,0, 1]

Dans ce paragraphe, nous allons définir deux espaces particuliers sur les-
quels nous étudions la nature des convergences (2.1.3) et (2.1.4). Ces résultats
sont trés importants pour la suite de notre travail. Pour cette raison, nous
donnerons le détail des démonstrations correspondantes.

Commencons par rappeler certaines propriétés concernant I'espace métrique
(D[0,1],d), en renvoyant a [77| pour les démonstrations correspondantes. Ici,
nous ne rentrerons pas dans les détails, en nous limitant a I’énoncé de trois
propriétés essentielles (voir par exemple [87] et [88]).

— L’espace (D]0,1],d) est complet et séparable.

— La convergence d’une suite de fonctions (f,,),>1 vers une fonction conti-
nue f, relativement a la métrique d, est équivalente & la convergence
uniforme de ces fonctions vers leur limite.
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— La convergence dans l'espace (D]0,1],d) est équivalente a la conver-
gence au sens de Skorokhod.

Ainsi, les conditions d’existence des mesures u et p, mentionnées plus haut
sont justifiées. La convergence faible de ces mesures est également caractéri-
sée dans [77]. En fait, I'espace (D[0,1],d) fournit la base essentielle pour la
construction des espaces vectoriels suivants.

2.5.1 Définition de ’espace vectoriel D0, 1]

Soit ¢ une fonction positive, bornée sur tout intervalle |7,1 — 7[ (7 > 0)
et vérifiant les conditions suivantes :

Il existe un réel uy > 0 tel que pour tout u €]0, ug|,

1 1
Y(u) < Pi(u) = NORO) et (1 —u) <holu) = NOEOk (2.5.19)
ou les fonctions hq(u) et ho(u) vérifient

lim 150 gy Pethw) 0, (2.5.20)
u—0 hl(u) u—0 hg(U)

et pour une constante [ > 0,
uo
/ ulexp{ — Phi(u)}du < oo pouri=1,2. (2.5.21)
0

Remarque 2.5.1
Les conditions (2.5.20) et (2.5.21), nous donnent presque sirement

iii% Yi(uw)|B(u)] =0, pouri=1,2. (2.5.22)
Ce résultat peut étre démontré a I'aide du lemme 2.2.1 de la page 49.
Définition 2.5.1 (I’espace vectoriel Dy[0,1])

Soit ¢ une fonction vérifiant (2.5.19). L’espace métrique (Dy[0,1],dy) est
alors défini comme suit :

f € Dyl0,1] siet seulement si ¢ f € D0, 1]

et
dy(f,9) =d(f,1bg) V f,g € Dyl0,1]. (2.5.23)

Cet espace est complet et séparable. Ainsi, I'existence des mesures u et pu,
est justifiée. Leur convergence faible découle du théoréme 2.6.1, dans le cas
particulier § = 0 (voir la page 62).
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2.5.2 Définition de ’espace de Hilbert H[0, 1]

Soit 1 une fonction strictement positive vérifiant

1
/ u(l —uw)(u)du < oo. (2.5.24)
0
Définition 2.5.2

Soit ¢ une fonction satisfaisant (2.5.24). L’espace de Hilbert (Hy[0,1], || . ||4)
est alors défini comme suit :

f € Hyl0,1] siet seulement si ¢ f € L?[0,1]
et .
| £ o=l Vof b= / () £2 ()] . (2.5.25)

Cet espace est complet et séparable. Ainsi, I'existence des mesures u et fi,,
ainsi que leur convergence faible, sont bien justifiées (voir par exemple, dans
[77], 1e § 1.6 et Pexemple 1).

2.6 Convergence en loi sous H, dans D0, 1]

L’objectif de ce paragraphe est de caractériser la convergence faible (ou
en loi) des mesures v, et u,, telles qu’elles sont définies, dans la page 56 du
présent mémoire. Dans ce qui suit, nous supposerons, bien évidemment, que
ces mesures sont défines sur les boréliens de l'espace (Dy[0,1],dy).

Nous rappelons la définition du test d’ajustement décrit dans la page 43,
et nous posons

7 = dy(dy, ).
Théoréme 2.6.1
Soit dy une fonction, positive et continue sur [0, 1], telle que
lii%?/}(t)(;o(t) =0 =i g%@/z(t) = 00, (2.6.26)

et
lim v(£)3o(6) = 0 si lim (1) = oc. (2.6.27)

Alors, en posant S := {d : [6(¢)] < & (t),Vt € [0,1]}, nous avons, dans
Pespace (Dyl0,1],dy),

L(vp,v) — 0 lorsque n — oo et supr, — 0.
0es
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Preuve. La preuve de ce théoréme s’obtient directement a I'aide des lemmes
suivants.[]

Lemme 2.6.1

La mesure v, coincide avec la loi du processus a,, (G™(.)) + 6, sous I'hypo-
thése Hy. En d’autres termes,

Vn = L[ (G™)/Hy| + 6.

Preuve. Puisque la fonction de répartition G (.) est continue, alors, sous
H,, les variables aléatoires {G(”)(Ui)}1 <i<p, Sont uniformément équidistri-
buées sur [0, 1] et nous avons I'égalité en loi

L[Ga()/Ho] = LG (G () /Hy).
Par conséquent,

ve = Llan/H,) = L[VA(G, — 1) /H,]
= L[Vn(G,(G™) —G™)/Hy| + vn(G™ —1I)
= L[on(G™)/Hp) + 5.

Ceci suffit & démontrer le lemme.[
Lemme 2.6.2

Soit 1 une fonction telle que

lim¢(t) = oc.

t—0

Alors, pour tout couple e, > 0, il existe 7,7 > 0 et ng € N, tels que, si
SUpseg n < 7', alors, pour tout n > ng,

Pl{oiltlg Y(t)|an(t)| > n}t <e. (2.6.28)

Preuve. Compte tenu du lemme 2.6.1, on constate que I'inégalité (2.6.28)
est équivalente a

P, { sup ¥(t)]a, (t + On(?)

0<tsr Jn ) o> 77} <e. (2.6.29)
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Fixons 0 < A < n/2. Alors la condition du théoréme ( lim;_ ¢ (t)do(t) = 0)
nous permet de déterminer deux constantes, 7, et ry, strictement positives,
et telles que, lorsque r,, < 7y,

sup ¥(1)|0,(t)] < X < g

0<t<Ty

Notons

On(t
11:—{0<t§r:t2%} et I:=(0,7] - I,.
Compte tenu de ces relations, pour établir (2.6.29), il suffit de démontrer que
les relations
On(t

P, {sgpw(tﬂan(t—i— %)\ > g} < % pour i = 1,2 (2.6.30)
sont satisfaites, lorsque 7 < 7, et 7’ < ry. En effet, commencons par fixer
t € I. Nous voyons alors (voir [18|) que, si ¢, vérifie la condition (2.5.19),
nous avons la relation

lim Py { sup U1 (t)]an(t)] > 5} =0 Ve>0. (2.6.31)

7—0, n—oo 0<t<rt

Posons

[

St
o(t) = t+ NG pour t € Iy,
2t pour t € I.

Cette fonction est croissante, et telle que, pour tout ¢ €]0, 7|, v(t) < 2t. De
plus, les conditions (2.5.19)-(2.5.20) impliquent que

Pu(t/2)
Y1 (t) V2

Donc, pour tout ¢ > /2 et ¢ suffisamment petit, cette égalité se raméne a :

DT (1) < hi(vTH() < cthi(t).
Cette derniére relation implique que

On t) n} { 77}
Py < su Da,(t+ —F—)|> =7 <P sup cy(t)|a, ()] > = ».
{swp v+ 2> 1 <m0 { sup el > ]
En faisant tendre 7 vers 0, et a l'aide de (2.6.31), nous déduisons aisément
I'inégalité (2.6.30) pour le cas ¢ = 1.

lim
t—0
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Pour le cas i = 2, nous fixons t € [,. Alors, s :=t + 5”—\/%0 > 2t et nous
avons, lorsque 7 < Ty et r, <1y,
A A 2\

YO <T0 T Va0 sy

Ainsi, en posant 7, := 7 + 5’\1(;), nous obtenons que

(5n(t))‘ -

(0% (07
n( \/ﬁ = 02s<rn S\/_| n

Or, lorsque s est suffisamment petit, le processus a,(s) a le méme compor-
tement que le processus

sup (1) (s)]-

tels

n(s) :=v/n (2@ - s) :

ol p(s) est un processus de Poisson homogéne de paramétre 1 (voir [18],
lemme 3). De plus, pour 7,(s), nous avons presque stirement

p(t)
t

sup s)| <2\ sup | — 1| < o0.

2 ()
O<s<m ST n T 0<t<oo

Finalement, en faisant tendre A\ vers 0, nous obtenons (2.6.30) pour i = 2.
Ceci achéve la démonstration du lemme.[]

Dans la suite, pour simplifier les notations, nous poserons, pour tout f,g €
DJo, 1],
d(f.g) =
=p(f,9) == sup |f(O)—g(®)] et w(f ,7):= sup [ f(t2)—f(t1)]-

0<t<1 0<ty<ta<t1+r<1
Lemme 2.6.3
Pour tout f,g € DJ0, 1], nous avons

d< (1+2\/§)p<4p et p < d+min{w(f,d),w(g,d)}.
Preuve. Ces inégalités s’obtiennent a 1’aide de la définition de d (Voir [77]).00
Lemme 2.6.4

Si la fonction 1) est bornée sur le compact [0, 1], alors la topologie définie par
la métrique dy, est plus faible que la topologie définie par la métrique d.

Preuve. Ce résultat découle de I’équivalence entre la convergence relative a
la métrique d, et la convergence au sens de Skorokhod (Voir |77]).0
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Corollaire 2.6.2
Si la fonction ¢ est bornée sur le compact [0, 1], alors, lorsque n — oo,
pn = p1 dans Dyl0, 1].

Preuve. En effet, d’aprés le lemme 2.6.4, il existe une constante Cy > 0
telle que d,, < Cpd. Ceci signifie que la convergence faible dans l'espace
(D[0,1],d) implique la convergence faible dans (D,[0,1],dy).0

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme 2.6.1. La dé-
monstration comprend deux parties. Dans la premiére, nous supposons que
la fonction 1) est bornée. Dans la seconde, nous traitons le cas ol 1 est non
bornée au voisinage de 0, et bornée au voisinage de 1.

Commencgons par étudier le cas ot ¢ est bornée sur [0, 1]. Il existe alors
une constante positive C' telle que

sup ¥(t) < C.

0<t<1

En utilisant le lemme 2.6.1, et le théoréeme 2.4.7 de la page 59, nous obtenons,
dans ce cas, que

L(u,, ) — 0 lorsque n — oo et supr, — 0, (2.6.32)
ses

ol 1/, désigne la loi du processus a, (G™) dans 'espace Dy[0,1]. En effet,
puisque la fonction dy est continue sur le compact [0, 1], alors elle est bornée
sur [0, 1]. Par conséquent, la suite des fonctions §,, est uniformément bornée
sur [0, 1]. Donc, il existe une constante k > 0 telle que

sup |0,(t)] <k VneN.

0<t<1
Cette inégalité implique que, pour tout entier n > f—z, et tout t € [0, 1],

|0, (2)]
NG

A laide du lemme 2.6.3, nous obtenons donc que

<.

dy (an(G(”)), ozn) < A4Cw(ap, T).

Puisque la fonction z — w(z, T) est p-presque siirement continue, alors par
une application du corollaire 2.6.2, et du théoréme 2.4.5, nous en déduisons,
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que, pour tout 7 > 0, la loi de w(ay,, T) converge faiblement dans D, [0, 1]
vers la loi de w(B, 7). Or, puisque w(B,7) — 0 p-presque strement lorsque
7 — 0, nous déduisons du théoréme 2.4.7, la convergence (2.6.32) recherchée,
pour le cas ou v est bornée.

Si maintenant, nous supposons que ¢ n’est pas nécessairement bornée au
voisinage de 0, tout en demeurant bornée au voisinage de 1, la démonstration
de (2.6.32) se déduit du cas précédent, au prix des modifications suivantes.
Posons

- pour toute fonction f et pour tout 7 > 0,

N (D) pour 7 <u <1,
f(u)_{() O0<u<r.

- notons 7 la loi de probabilité image de v par la fonction f7.

Nous obtenons alors que
L(vp,v) < L(vy,v))+ Ly, v7) + L(v7, v).

A Taide de la remarque 2.5.1 de la page 60 et les lemmes 2.6.2 et 2.6.3, la
condition du théoréme : ¥(t)do(t) — 0 (lorsque ¢ — 0), nous permet de
trouver des constantes 7,7 > 0 et ng € N telles que, pour tout n > ny,
SUpscg Tn < 1’ implique que

P1<dw(a;,an) > f) << et P(dw(BTJr(ST,BJr(S) > g) <

3 3 Ve>0.

Nous obtenons donc, grace au théoréme 2.4.7,

L(vy,v)) <

n

et L, v)<

w | M
Wl M

Et si, nous notons par L” la distance entre deux mesures de 'espace Dy- |0, 1],
nous avons

L(vy,v") = L7 (v, v).

Puisque la fonction 9" est bornée, selon la premiére partie de la démons-
tration, alors il existe r” > 0 et n{, € N tels que, si supsegrn, < 7" pour
tout n > ng, nous avons L7(v,,r) < 5. Par conséquent, si 7, < min(r’, ")
pour tout n > max(ng,ng), nous obtenons L(v,,v) < e. Ceci conclut la
démonstration du théoréme.[]
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2.7 Convergence en loi sous H, dans ’espace
de Hilbert H,[0, 1]

Dans ce paragraphe, nous étudions, dans I'espace de Hilbert (H[0, 1], ||
. |l), la convergence faible des mesures v, et v, telles qu’elles sont définies
dans la page 56 du présent document. Dans toute la suite, nous noterons
T =|| 8, — 0 ||y, et poserons, pour tout dy € Hy[0, 1],

S:= {6 18(t)] < |6o()], ¥ ¢ € [0,1]}.
Théoréme 2.7.1
Soit dg € Hy 0, 1]. Alors,

L(vp,v) — 0 lorsque n — oo et supr, — 0.
ses

Preuve. La démonstration de ce théoréme est trés semblable a celle du
théoréme 2.6.1, & un changement notable prés. Dans le cas présent, nous
essayons de montrer, tout d’abord, que, lorsque n — oo et supscg 7y, — 0,

Ly, ) — 0,

ou u! désigne la loi de probabilité du processus {a,(t + Wy . ¢ e 0,1}

Posons maintenant
1
My, ::/ Sn(uyp(u)du et s, = &, |7 - (2.7.33)
0

Il est alors clair que

1 5n(t) 2 _ My S
E, /0 ontt + 22 = 0, 0)] w(e)it = 3 (2.7.34)

En effet, nous avons les relations

IEO/O1 [an(t—l— 5:/%)) _an(t)r@b(t)dt . /01 [an&%))rw)dt
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Sous les conditions du théoréme, I'intégrale m,, peut étre infinie. Si c’est le
. , / . .
cas, nous pouvons construire un autre processus, noté «,(t), qui coincide,
presque sirement sous H,, avec le processus «,, et tel que son intégrale
., / s
associée, m,,, vérifie
/

Tn o1
— orsque n — et supr, — 0.

Vn ses

Finalement, la preuve du théoréme découle de cette relation, en combinant
(2.7.34), pour o, avec I'inégalité de Chebyshev et le théoréme 2.4.7.

Pour établir ceci, posons, pour tout € > 0,
' M) > 251 7 (n) 2
tp :=inf{t : G (t) > —}, t,:=inf{t:G"V(1-1t)<1-—}
n n

€ — . = €
t* = min(t,,—), t := th, —).
s min(t, O), T, = min(f,, )

Définissons des variables aléatoires (V;)1<;<n, €t une suite de fonctions (A, ),>1,
comme suit :

U; si o <U; <1—14,,
Vi={ 6 s U<t
1—-% si U>1-1,.
0n(t) pour tout 5 <t <t
An(t) :=< —ty/n pour tout 0 <t <tr,

(1—t)y/n pourtout 1, <t<1.

Les variables (V;)1<i<, sont indépendantes, et sous H,, ont comme fonction
de répartition :

An(t)

N

Notons a/,(.) le processus empirique uniforme associé¢ aux variables (V;)1<;<n,
et posons v, = L[al,/H,]. Nous avons alors, pour ce processus, les inégalités

H,(t)=t+

Py (a,(t) # an(t)) < n{Pl(Ui < %)+ Py(U; > z;)} < de.
En utilisant le théoréme 2.4.7, nous obtenons que

L(vy, ) < 4e.

n

De plus, il est clair que, lorsque n — oo et r, — oo,
1
= / (An(t) = () (t)dt — 0.
0
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Fixons n > 0. Alors, en utilisant (2.5.21), page 60, et la condition du
théoréme, nous montrons l'existence d’'un 7 > 0, tel que

/OT tp(t)dt < 1, /Ii (1 — t)(t)dt <1

T 1
/5§(t)1/1(t)dt<%n, /1 5§¢(t)dt<%n.

0 -7
Choisissons maintenant un r > 0, tel que l'inégalité r,, < r implique que
< 5. Nous obtenons alors que

1

/T)\i(t)w(t)dt<gn ot / X2 (B)b(t)dt < e, (2.7.35)

0 1—7

Posons m!, = fol |An(t)|Y(t)dt. Nous obtenons la relation

1

m = /OT|)\n(t)\¢(t)dt+/lT|)\n(t)\w(t)dt+/1 (Ot (2.7.36)

-7

Montrons maintenant que, lorsque n — oo, % — 0. Fixons sg >|| do [y - 11
découle des relations précédentes que, lorsque 7, est suffisamment petit,

sup |An(u)| < so.
0<u<l1

A Tlaide de Iinégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons les inégalités

%/Tl_T|>\n(t)|¢(t)dt < %{/H /\i(t)@b(t)dt/Tl_Tw(ﬂdt}l/?

T

1-7
< %(/T t(1— t)w(zf)dt)l/2 — 0 lorsque n — oo. (2.7.37)

D’autre part, si nous posons
Sp={0<t<7: M) >¢e/vn} et Sy:=1[0,7] — S,

nous obtenons, a aide de la premiére de (2.7.35), que

1 1 1 [7
o= [ ol <2 [ Rwuod < [ X <g. @739
Vv Js, £Js € Jo
Puisque, pour tout ¢t € S, \/iﬁMn(t)] < £ <, on en déduit que
1 T
— Antwtdtg/tz/;tdt<n. 2.7.39
7 52| @)]e(t) i (t) ( )
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En procédant d’une maniére analogue sur I'intervalle [1 —7, 1], nous obtenons
I'inégalité
1
\/ﬁ 1-7

I1 découle donc de (2.7.36)-(2.7.40), que, lorsque n — oo, ”\}—% — 0.0

()] (8)dt < . (2.7.40)

2.8 Convergence en loi sous H, dans un espace
métrique (£, p)

L’objectif de ce paragraphe est d’obtenir des conditions nécessaires pour
que la convergence faible de u, et v, reste valable dans un espace métrique
(E,p), pourvu que la métrique p vérifie les conditions introduites dans le
paragraphe 2.4.1, page 56. Ici, d,, 0 sont des fonctions absolument continues
vérifiant 0,,(0) = 6(0) = 0,,(1) = 6(1) = 0. Les fonctions A,, et A représentent
respectivement la dérivée de 6, et 0. Soit s :=|| A ||3< oo et notons

re =] Ap — A 2= /0 (AL () — A1) dt.

Dans ce paragraphe, nous adoptons les notations suivantes. On pose

1
g = {oer’p] :/ o(t)dt = 0},
0
= {g € J : ¢ continue et bornée},

Y o= {5 :{A:6 € X} := 8 est un compact de L*[0, 1]}

Nous nous référons a [22| pour constater que 1’ensemble M est dense dans
I’ensemble 7.

Supposons que :
(a) p, converge faiblement vers la mesure p dans (E,p) : p, = p.
(b) Pour tout h € M, la métrique p rend 'application

feE— / R, (2.8.41)

continue.

70



Théoréme 2.8.1

Soit. A un borélien de E tel que u(0A) = 0. Alors, sous les conditions (a) et
(b) ci-dessus, on a

vn(A) — v(A) lorsque n — oo et supr, — 0.
0

Remarque 2.8.1

Si || A ||3< oo, la mesure v est absolument continue par rapport & u (voir
2.8.42) et on a v(0A) = 0.

Preuve. La preuve de ce théoréme est basée sur le théoréme de Hajek-Shepp,
et les lemmes suivants que nous démontrerons ultérieurement.[]

Théoréme 2.8.2 (Hajek-Shepp)

Soit 0y € L2[0,1] telle que &y := fol do(u)du = 0. Alors, en posant A(t) :=
fot do(u)du, la loi vy := L[B + A] est absolument continue par rapport a u,
et on a

dI/A o L 1 ! 9

Preuve. Voir le théoréme 5, pp 157, de [87].00

Il découle du théoréme précédent que la densité gﬁ

fonction du processus «,,, de la maniére suivante. On a

peut s’exprimer, en

dvn

i, = fulan).

Lemme 2.8.1

Sous les hypothéses du théoréme 2.8.1, on a

1 1 /!
log fn(an) = / An<t)dan(t) — 5/ A2(t)dt + Kn,
0 0
ou, pour tout n > 0,

Po(|kn] > 1) — 0 lorsque n — oo et supr, — 0.
0ex

Compte tenu de tout ce qui précéde, on constate que la densité f := %,

dp
vérifie la relation
1 1
log f(B(.)) :/0 A(t)dB(t)—%/O A% (t)dt. (2.8.42)

71



Par ailleurs (voir [87]), le processus stochastique fol A(t)dB(t) suit une loi
normale N (0, || A ||3), et on a, pour tout g € M,

/01 g(t)dB(t)dt = — /01 B(t)dg(t) = — /01 B(t)g'(t)dt. (2.8.43)
Lemme 2.8.2

Soient € > 0 et n > 0. Alors, ils existe un k > 0, et un entier ng, tels que, si
A € S et g € M vérifient

1
/ [g(t) = A@)Pdt <k et 1,<Kk ¥V n>n,
0

alors, pour tout n > ng, on a

tnf[fulam) — h(B)| > e} <, (2.8.44)

ou h désigne la fonction définie par

hz) = exp{ - /01 2(£)g' (t)dt — %/Olgz(t)dt} Vre B (2.845)

Remarque 2.8.2

Si A désigne la loi du processus B + [; g(u)du, alors les relations (2.8.42) et
(2.8.43) impliquent que A est absolument continue relativement a p, et vérifie

A

4 = ),

Notons, pour tout v > 0,

w(y)= sup v(A) et  wu(y)= sup vu(A).
A:p(A)<y Arpn(A)<y

Lemme 2.8.3

Soient A et v deux mesures (positives), absolument continues relativement a
1, et telles que

dv dA
_Yo, 2 —hl>e) <A
Alors,
1
sup [v(A) — A(A)| = 3 / |f — hldp < e+ w(y). (2.8.46)
A:ACE
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Lemme 2.8.4

Soit h(.) une fonction positive sur E telle que

Nn(‘fn —h| > 5) < Tn.

Alors, en posant H, := {z € F : h(x) < z}, on a les relations

/ |fn — h|d,un < (1 — / hd,un) + 2 + 2N~,. (2.8.47)
Hy

HN*E

Lemme 2.8.5

Soient A un borélien de E tel que u(0A) = 0, et h(.) une fonction, continue
et bornée sur A. Alors, lorsque n — o0,

/hdunﬁ/hdu. (2.8.48)
A A

Preuve du théoréme 2.8.1. Nous sommes maintenant en mesure de dé-
montrer le théoréme 2.8.1. Posons

F.={zeE: f(x) <=z}

A Paide de (2.8.42), et, en utilisant le fait que le processus fol A(t)dB(t) suit
une loi normale N (0, s), nous obtenons que

log z + 2
(——)

u(F.) =@ S

(2.8.49)
et

log z — s
WF) = [ fdp=o(—=—2

F,

), (2.8.50)

ot d(.) est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite N (0, 1).
En faisant usage du lemme de Neyman-Pearson (voir [74]), nous en déduisons
que

w(y) =v(F;) =1-®(u, — s). (2.8.51)

Ici, A¢ désigne le complémentaire de A, et les constantes u, et z, s’obtiennent
a partir des égalités :

Dluy) =1—7 et p(F)="r.

Le fait que I'ensemble S soit un compact borné implique 'existence d’une
constante sg vérifiant

s <sup || A 3< /50,
AeS
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Cette inégalité implique que, lorsque v — 0,
w(y) <1—¢(uy, —sg) = wo(y) — 0. (2.8.52)
Soient €, > 0, et N € N, tels que wy(y) < e et u(F5_;) <. Alors,
v(Fy_ ) <e et v(Fn_1) >1—¢.

Par application du lemme 2.8.2, nous pouvons donc trouver un entier ng € N,
et une constante x > 0, dépendant de ¢ et 7 := min(5,7) tels que les
propriétés suivantes soient satisfaites. Puisque S est un compact de 7, et du
fait que M est dense dans 7, il existe une famille finie d’ensembles K,, C M
telle que, pour tout A € S, il existe g € K, vérifiant || A — g ||3< &. Ceci
implique que, si pour tout n > ng, r, < k, alors, nous avons l'inégalité

(| fr — h| >¢€) <n, (2.8.53)

ot h est la fonction définie dans (2.8.45). Donc, d’aprés le lemme 2.8.3, nous
avons

1
sup | | fdu— / hdp| = 5/ |f — hl|du < 2e. (2.8.54)
A A E

ACE

En particulier, si nous posons H, = {x : h(z) < z}, alors, pour tout € < %,

e
H¢ H

c
N-1/2 N-1/2—¢

< 5+5—|—/ fdp+ 2¢
{lf=h|>e}

< e (2.8.55)

(f —i—a)d,u—i—/ hdp
{If—h|>e}

Soit A C Hy tel que u(0A) = 0. Nous avons l'inégalité
vn(A) —v(A)] <

[ 1gu= bl [ 1= bldu | [ ha [ ndul. @856
Hy FE A A

A laide du lemme 2.8.4, nous obtenons donc que

/ |fo — hldu, < (1—/ hd/m)jL2€~l—2N><i
Hy Hy_1/2 N

< (1—/ hdpn) + K, + de
Hy_1/2

< 9+ K, (2.8.57)
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ol x,, est une constante donnée par

Ky o= | hdpi, —/ hdp.
HN—1/2 HN—1/2

Comme la fonction h(.) est continue (voir (2.8.41)), et du fait que z — p(H,)
définit également une fonction continue (parce qu’elle peut s’exprimer d’une
maniére analogue a (2.8.49)), alors, pour tout z > 0, u(0H,) = 0. En utilisant
le lemme 2.8.5, nous obtenons donc que

ki — 0 lorsque n — oo et sup r, — 0.
geK,

Ainsi, nous en déduisons que
hd,, — hdu| — 0,  lorsque n — oo et sup 7, — 0.
| / 1
A A geKy

Par conséquent, en utilisant les inégalités (2.8.54), (2.8.56) et (2.8.57), nous
constatons que, pour tout A C Hy,

lvn(A) — v(A)| < 13e + vi(rp, n), (2.8.58)

ot v1(rp,n) — 0 lorsque n — oo et r,, — 0.

D’autre part, en utilisant les deux inégalités (2.8.54) et (2.8.55), nous
obtenons l'inégalité

v(Hy) = fdu > / hdu — 2 > 1 — Te. (2.8.59)
Hy Hy
Ceci implique que
v(HY) < 7e 4 vy(rn, n), (2.8.60)

ol vy(ry,n) — 0 lorsque n — oo et r, — 0.

Nous utilisons maintenant le fait que pu(0H,) = u(0HS) = 0, et les inéga-
lités (2.8.58)-(2.8.60). Nous déduisons de tout cela que

vn(A) = v(A)] < |vn(Hy) = v(Hy)| + [vn(HY) — v(Hy)| < 27e + 0(ry, 1),

ot v(ry,n) — 0 lorsque n — oo et r, — 0. Puisque € > 0 peut étre choisi
arbitrairement, nous complétons donc par ces relations la démonstration du
théoréme 2.8.1.01

Nous allons maintenant donner les démonstrations des lemmes 2.8.1,
2.8.2, 2.8.3, 2.8.4 et 2.8.5.
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Preuve du lemme 2.8.1. Rappelons tout d’abord que la densité de la
variable aléatoire Uy, sous ’hypothéses Hy et H,, est donnée, respectivement,
par
A, (u)

e
A Taide d’un développement limité de Taylor-Lagrange a l'ordre 3, nous
obtenons que, pour un ¥; € (0, 1),

go(u)=1 et g(u)=1+

log fn(a,) = % Zlog(l - A\n/(ﬁu))

n

_ %ZAH(UZ») S mw) (2.8.61)

=1
R 9N (U;)
—§:A3 U (1 + Zientidy-s
+3n3/2 — n( )( + \/ﬁ )

Puisque fol Ay (u)du = 0,(1) — ,(0) = 0 (voir [87]), le premier terme de
(2.8.61) peut s’écrire sous la forme :

%ZAH(UZ) :/0 A, (w)day, (u). (2.8.62)

Nous nous intéressons maintenant au second terme de (2.8.61). Choisissons
un € > 0, et un ensemble fini K. C M, tels que, pour tout A(.) € S, il
existe une fonction g € K vérifiant || A — g ||3< . Comme I’ensemble S est
compact (et borné), il existe une constante sy vérifiant

so>sup || A 3.
AeS
Du fait que les variables aléatoires U; sont indépendantes et identiquement

distribuées, d’espérance finie, la loi des grands nombres implique que, pour
tout n > 0,

geKe n

1 0
maXIP’O{|— Zgz(Ui) - / g (u)du| > n} — 0 lorsque n — oo. (2.8.63)
i=1 1
Supposons maintenant r, < e, de sorte que

Bl L 3 (820 - 2 0) < Bal(830) - 200 (28.0)

=1

= Eo|(80(02) = 9(U) | |(2a(0) + 9(U1) )| < 4s0e.
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A Tlaide de I'inégalité de Chebyshev, nous en déduisons que
P {| ! Z (A?(U) - 2(U-))| > } < 502 (2.8.65)
0 n - n\Y1 g i n n 1O
Nous procédons d’une maniére analogue a (2.8.63), pour obtenir que

/0192<“)d“ - /1 A*(u)du < 2s¢e. (2.8.66)

0

Puisque r, est suffisamment petit, il existe un ny € N tel que, pour tout
n > ng, et || A, |[3< s, nous ayons

1 n n
— Y AN 2} Fo3 (M) - W) (2sen
i=1 i=1
D’ou, en utilisant (2.8.63) et (2.8.65)-(2.8.67), nous en déduisons que

1« !
— Z A2(U;) i / A*(u)du  lorsque n — oo et supr, — 0. (2.8.68)
nz 0 AeS

Considérons maintenant le troisiéme terme de (2.8.61). Montrons tout
d’abord que

AL (U;
max | ( )] 0 lorsque n — oo et supr, — O. (2.8.69)

1<i<n' +/n AES

Soit g € M telle que || A, — g ||3< 2¢. La fonction g est bornée, posons donc

Yo = 52?(}(0@3?1 lg(u)l-

Ainsi,
P0<|A U)] > z) <

Po(ja
o s 1>} <o { ”>mf} W=

Puisque le choix de € > 0 est arbitraire, nous obtenons donc (2.8.69).

Il est clair que

1 - ﬁlAn(Uz) -3
W;Ai(Ui)(1+—\/ﬁ ) <



1<i<n' /n NZD

Donc, puisque le premier facteur de cette inégalité tend vers 0, le second vers
1 et le dernier vers fol A%(u)du, nous constatons que

1 n
1 B 2N AU
| X max (1 + ) xn; 2 (Ui)

1 - 3 ﬂiAn(Ui) -3 P
WZAn(Ui)(1+T) — 0  lorsque n — oo et r,, — 0.
i=1
Ceci compléte la démonstration du lemme 2.8.1.0]

Preuve du lemme 2.8.2. Avant de prouver ce lemme, justifions tout d’abord
la propriété suivante : Soient X, Y deux variables aléatoires telles que EX? <
52, et q(.) une fonction continue. Pour tout £, > 0, posons § := §(s,&,1) > 0.

Si P(IX-Y|>¢d)<d alors P(g(X)—qY)|>e)<n.

En effet, d’aprés I'inégalité de Chebyshev, la condition EX? < s? implique
que P(|X| > s\/%) < 2. Comme la fonction ¢(z) est uniformément continue
sur tout intervalle borné, il existe donc une constante 7, > 0, telle que, si

|21 — 29| <o, |z1| < s\/%, alors, nous avons

lq(z1) — q(22)| <e.

Prenons en particulier 6 = min(e, 7, 2), donc si P(|g(X) — q(Y)| > d) < 4,
alors

B(lg(X) — q(Y)| > ) < P(X —Y|>m)+B(X]|> s\/;
< P(X —Y|>0)+P(X]| > sy/2/n) <n.O

Si nous prenons X = logh(ay,),Y = log fu(an),q(z) = €* et P = p,, les
conditions de la propriété précédente sont vérifiées d’aprés le lemme 2.8.1 et
I'égalité (2.8.42) de la page 71. Ceci compléte la démonstration du lemme
2.8.2.04

Preuve du lemme 2.8.3. Fixons ¢ > 0, et posons
D.={x € E:|f(x)—h(z)| <e}.

Nous avons

/|f—h|du§ \F — Bldp + fdu+/ h. (2.8.70)
E D, D¢ Dg
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Nous obtenons, sous la condition pu(DS) < 7,

fohlduze [ fdn=vD2) <w()
D De
et
[ omdu=1= [ hauzi- [ (-ausi-[-w) o =) +e
Pa; conséquent, E 6
5 [ 17 = hdn < wi) 4=

D’ot, la preuve du lemme 2.8.3. [
Preuve du lemme 2.8.4. Posons

D,.={z € E:|f.(z)—h(z)| <z}, Fo.={zr€FE: f,(z) <z} (28.71)

Sous la condition p,(DS.) < 7y, nous avons les inégalités

/rfn—huun:(/ +/ +/ fo — hldu,
Hy DnenHy  JDyMDg.NHNy  JDSNHYN

Donc
Hy F,.CLNOHN
= e+ Ny, +1— / frndpty,. (2.8.72)
F,NUHS,
Or, puisque
FnNUHIC\] DpeNHN ¢
> [ wdn- | hdjin —
HN*E HN*EQD%E
> / hdp, — (N — &)y, — ¢, (2.8.73)
HN—E

nous en déduisons, par (2.8.72) et (2.8.73), que
| 1= bl <24 N+ 0= [ b
Hp Hyn_¢
Nous obtenons donc le résultat du lemme 2.8.4.0]
Preuve du lemme 2.8.5. La preuve de ce lemme s’obtient a partir de
I’observation que I’ensemble des fonctions étagées est dense dans ’ensemble

des fonctions continues. Autrement dit, toute fonction étagée est une limite
d’une suite de fonctions continues.[]
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2.9 Conditions nécesssaires pour qu’une statis-
tique ¢(«ay,) converge en loi sous H,

Dans ce paragraphe, nous étudions le comportement asymptotique de la
statistique ¢(cv,) sous les hypothéses Hy et H,. Nous nous plagons sous les
hypothéses et notations utilisées dans le paragraphe précédent. Nous établis-
sons le théoréme suivant.

Théoréme 2.9.1

Soit (E, p) un espace métrique, défini a 'aide d’une distance p, satisfait les
conditions du théoréme 2.4.7 page 59. Soit ¢ une fonction vérifiant

Llo(a,)/Ho| — L[p(B)]  lorsque n — oo.

Supposons, de plus, que, pour tout € > 0, il existe un ny € N, et une fonction
o<, p-presque continue, de telle sorte que

P{[¢(B) = ¢(B)| > e} <,

et
Po{|p(cwn) — d=(a)| > €} <& pour tout n > ny.

Alors, nous avons la convergence en loi
Llp(a,)/Hy] — L[p(B +0)] lorsque n—ocet r, —0.
Preuve. Ce théoréme se déduit des lemmes 2.9.1, 2.9.2 et 2.9.3 ci-dessous.[]
Lemme 2.9.1
Pour tout v € [0,1] et § € 3, nous avons
wn(7) = w(y) lorsque n — oo, et 1, — 0.

(Les définitions de w, () et w(y) sont données dans le lemme 2.8.3 page 72).

Preuve. En rappelant les notations D,,., F,,., D., F, et H,, introduites dans
le paragraphe précédent, nous posons

T2(2) = p(Frz),  T°(2) = u(FY),

To(2) = vp(Fr.), T(2)=v(F,),
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les fonctions T°(z) et T(z) étant définies, respectivement, par les égalités
(2.8.49) et (2.8.50). Montrons maintenant que

T.(2) = T(2) et T2z)—T°%) lorsque n — oo et r, — 0.

Fixons ¢ > 0. Alors, par application du lemme 2.8.2, on obtient 'existence
d’un ng € N, d’une constante x = . > 0, et d’un 7 := min(e, ;57), tels que,
pour tout g € M, on ait

0
/ (A(u) — g(u))*du < k.
1
On a donc, pour tout n > ng, et r, <k,

pnd|fn —h| >c} <n et p{|fn —h|>e} <n,

ou la fonction h est définie dans (2.8.45). Nous obtenons donc les inégalités

Fnz

Frn-NDne Fn.NDS,

< / (h+e)dpu, + 2zn
Hers

< / hdji, + 2. (2.9.74)
HZ+€

Puisque p(0H,..) = 0, a Paide du lemme 2.8.5, nous obtenons que
lim hdp, = / hdp
n—oo Hz+s Hz+s

- / hdp + / hdp
H, -ND¢ HZ+5ﬂD§

< / (f+e)du+(z+e)n
Fz+25

< / fdp+2e=T(z+2¢)+ 2. (2.9.75)
Foq26

De ceci et des relations (2.9.74) et (2.9.75), nous déduisons que

To(2) > T(z — 2¢) — 2e.
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Ceci implique que
T.(z) = T(z) lorsque n—o0 et 7r,—0.

Finalement, si nous prenons en particulier, dans (2.9.74) et (2.9.75), f, =
f = h =1, nous obtenons aisément que

T°(2) = T°(z) lorsque n—oo et 7, —0.

Par ces relations, et au vu des définitions de w, () et w(7), nous avons bien
démontré le résultat annoncé.[]

Lemme 2.9.2

Si une suite d’ensembles mesurables A,, C E vérifie
tn(A,) — 0 lorsque n — oo,

alors,

Un(A,) — 0 lorsque n—oo et supr, — 0.
I

Preuve. Ce lemme est une conséquence directe du lemme 2.9.1.0]
Lemme 2.9.3
Si une suite de fonctions ¢, (.) vérifie la condition
Pof{|¢pn(an)| > n} — 0 lorsque n — oo
alors,

Pi{|¢n(cn)| >n} — 0 lorsquen — oo et supr, — 0.
0EX

Preuve. Ce lemme est une conséquence directe du lemme 2.9.2.0]

En conclusion de ce paragraphe, on constate bien que le théoréme 2.9.1 se
déduit directement des lemmes précédents, et plus spécifiquement, du lemme
2.9.3.

82



Chapitre 3

Illustrations

Les principes généraux relatifs a la construction et aux caractéristiques
d’un test d’hypothése ont été rappelés au chapitre 1. Nous reprenons ici la
méme démarche dans le cadre de tests non-paramétriques d’ajustement.

Les tests paramétriques supposent d’admettre a priori que la loi de pro-
babilité des observations appartient a une famille spécifiée de distributions,
indexée par un paramétre variant dans un espace de dimension finie. Les
tests non paramétriques admettent des familles plus générales de lois de pro-
babilités. Ceci les rend plus flexibles et plus fiables, lorsqu’on n’a peu de
renseignements sur la répartition des observations.

3.1 Tests non-paramétriques d’ajustement

Soit un échantillon (Xi,...,X,) de la variable aléatoire X, de fonction
de répartition F'(x) = P(X < z) continue. Nous nous intéressons, dans ce
qui suit, a des tests de 'hypothése simple

H()ZF:F(),

ou Fy est une fonction de répartition continue donnée, contre 'alternative
que F' # Fy. Soit ¢ une fonction positive et continue sur (0,1) vérifiant les
conditions

(i) Umt*)(t) = im(1—t)*p(t) =0 et (i) /0 t(1—t)(t) < co. (3.1.1)

10 t11

Pour tester 'hypothése (Hy) contre Palternative que F' # F,, nous ferons
usage de statistiques de type Cramér-Von Mises, de la forme

W2, = [T29(F(x)) [Fulz) — Fo(a)] dFo(x).
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Il est facile de vérifier, a 1'aide de la transformation de quantiles que, sous
Hy, la distribution asymptotique de Wiw est indépendante de Fj, et ne dé-
pend que des variables réduites U; := Fy(X;) (i = 1,...,n), elles-méme,
uniformément réparties sur [0, 1]. On peut toujours donc se ramener a tester
I’hypothése

(Hp): G=1, (3.1.2)
contre P'alternative que G # I. Ici, on pose G(t) = F(F; '(t)), et on désigne
par I Papplication identité. Nous notons Fy '(t) = {z : Fy(x) > t} la fonction
de quantile associée a Fy.

Dans la suite, nous chercherons a tester I’hypothése (Hp), réduite sous la
forme (3.1.2). A cet effet, nous ferons usage du processus empirique unuiforme

1 n
an(t) = —=> (Wy<y —t) =V (Gu(t) — ).
(=
Sous I'hypothése (Hp), on a l'identité en loi
loi !
Wk, = [ uadna,
et la statistique wj, , converge en loi vers la variable

wy, = /0 Y(t)B3(t)dt,

ou B(-) est un pont brownien. On remarquera que l'intégrale wi, ci-dessus,

est presque stirement finie sous la condition (3.1.1). A partir du D.K.L du
pont brownien pondéré {\/¢(t)B(t) : 0 <t < 1} (dont on ne fait usage que

des valeurs propres A\; > Ay > -+ > 0), on déduit aisément de ces relations
que
o0
2 loi 2
Wy, = Z Ai&5 -
=1

La fonction caractéristique de cette somme pondérée de variables x? est alors
donnée par

[e.9]
2

V() = E(e™?) = J](1 - 2iur) 72, VueR.

j=1

Smirnov a donné, dans [89] et [91], des formules explicites d’inversion de cette
fonction caractéristique, permettant une évaluation numérique (relativement)
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simple de la fonction de répartition de wi. Sa formule de base est établie dans
le cas ou les valeurs propres A\; > Ay > --- > 0, de I'opérateur de Fredholm
associé au processus gaussien limite {4/1(¢)B(t) : 0 < t < 1}, sont distinctes.
On obtient alors que, pour tout x > 0,

1 & e 8
Plw? <z)=1-= (—1)J+1/ —__dt,
(w5 < ) T Z SEENO]

ot les y; = 1/A; pour j > 1, sont les valeurs qui annulent le déterminant de
Fredholm

o0

Fiv) =] -2

j=1 i

associé au noyau de covariance Ky (s,t) = E(\/¢(s) B(s)\/¥(t) B(t)). Ce

dernier est donné, explicitement, par la relation

Ky(s,t) = /¥(s)y(t)(min(s, t) — st), Vs, te(0,1).

Le développement suivant de la statistique wfw nous sera utile dans la suite
de notre exposé.

Proposition 3.1.1

Soit (Uny, - - -, Ugmy) la statistique d’ordre associée a 'échantillon (Uy, ..., U,),
vérifiant les inégalités

U =0<Uy < ... <Up) < Upgr) =1

Alors, wzw peut se décomposer sous la forme

n 1

wto= Y {2ati) + 2w} [ - ot

j=1 0

ou les fonctions ¢, et ¥y sont définies par les relations

Uni(t) = /0 tw(u)du et (t) = /Otuw(u)du.

En particulier, pour ¢ (t) = t?%, avec 3 > —1 tel que 3 # —%, nous obtenons

1
wh = / 202 (t)dt
0

B 1 (2041, P26+ 1) 0500
= WZ{“—?J)UM +ﬁ%+}

J=1
n

S 228+3)(B+1)
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et pour = —%,

3 & |~ 3
R D S I}

g
|

Preuve. Rappelons que, pour tout ¢ € [0, 1], nous avons

Gn(t) = {

Nous avons

si 0<t< U(l)
sit e [U(j),U(jJrl)[a ]: 1,...,7’L—1
Si U(n) Stf 1.

—3 e O

n U+ ;
2 _ J e
ity = [ oG -0 03 ) o -
UG+1) ] j
- n V() [(Z)* —2(= )t+t2 dt
Z/ E |

(J+1)

(J+1)
_ n/ow t_QZ/ t)dt + — Z]/ t)dt
— n/o t2¢(t)dt—2[2j¢2(U(j+1>)—ZJ%(UU))]
=1 j=1
+ %[Zjle(U(jJrl)) - Zjle(U(j))}
j=1 Jj=1

= n/oltZw(t)dt—2[§(j—1w2 ZWQ ]
+ i[gjlu—l )" (U ZJ (U }

1
- n/ £2(t)dt — 2nay(1 +22¢2 Gy) + (1)
0

1 n
+ 23 (1= 2)U)
j=1

. n/ol (12 — 2t + 1)p(t)dt + 22%(%’)) + % > (1=2)(U).O

j=1
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En particulier, lorsque ¥ (t) = t2° (pour 3 # —%), nous avons

v 1 “ 1
u) = 28 dt = —uwH, U ——/ IR | "y
wi = [ 26+1 =, 26+ 2

et

1 1
/ (1—t)*y(t)dt = / (t* — 2t + 1)t*dt
0 0
1 2 1 1

T 2343 2042 2341 223433+ 1)

Le développement annoncé de w?% 5 découle de ces trois égalités, ce qui achéve
la démonstration de la proposition, lorsque 3 # —%.

Dans le cas ou 3 = —%, nous faisons usage du procédé suivant. Il est clair
que

1
w? :n/ (G, (t) — t)*dt
’ 0

1
2

Uy ¢2 nl UG 1 g Utn+1)
= n/ t—dt+nZ/ l(l—t)thjLn/ %(1—t)2dt

Ulo) j=1 YUy t'n Un)
n—1 U, . . . U,
n._ o (3+1) J 21 2] (n+1) 1
= §U(1)+nZ/ {(E)g—g—kt}dtvtn [¥+t—2]dt.
j=1 YU Utn)
Or, puisque
Um+1) 11 12 Utn
/ [—+t—2}dt:[logt—l———2t} e
U2 ) U2
= [bg Un+1) + (HTH - 2U(n+1)] — [bg Un) + (Tn) - 2U(n)]
3 Ut
= 2 = [log Uy + —22 = 20|,
5 [ 08 Ym) + = (n)
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n—1 Uit 1 n—1 . n—1
J J\2
IyeZgr = IV 1og Uppry — S (L
[ S ) og Uy~ 32
j=1 () j=1 7=1
. n—1 .
J J
= D () logUy - ¢
=1 j=1

="
"1
= Z ( )IOgU(j)+10gUn),
j=1
n UGi+1) 2] n—1 2] n—1 2j
[ = v - YDy
j=1 7V =1 =1
n—1

et

j=1 7Yy

S
o
|
[
I
|
ol
] M 3
—_
—~

Ceci achéve la démonstration de la proposition.[]
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On constatera ici que, sous les conditions (i) — (i7), les processus «,(.)
et B prennent leurs valeurs dans l'espace de Hilbert séparable L*((0,1),1),
composé de 'ensemble des fonctions réelles f, telles que

1
1712 [ w0 <o,

0

cet espace étant muni de la norme

If o=l VOS2 -

Avec ces notations, on peut écrire que w; , =[ @, |3 . La convergence
en loi de w? , vers wj n’est alors rien d’autre qu’une convergence faible
(désignée par ma suite par le symbole "w" pour I’anglais emphweak) de lois
de probabilité dans un espace de Banach. Le résultat suivant sera, a cet effet,
particuliéerement utile.

Théoréme 3.1.1 (Araujo et Giné, 1980) Dans L*((0,1),%), on a
1
ap — B <= (ii) : / tH(1 —t)(t)dt < oo.
0

Dans ce cas, on a sous (HO)7
1 s fe'e)
wny — | B [[= /0 P B ()dt Y e
j=1

Donc, P'hypothése (Ho) est rejetée si I'inégalité w? , > w, est satisfaite. Ce
test posséde un risque tendant vers a € (0,1), lorsque n — oo, si on choisit
w, par l'identité

]P’(/Ol Y(t)B(t)dt > wa> = a

Pour ¢(t) = t? et une sélection de valeurs de 3 > —1, une tabulation
numeérique des quantiles w, pour a =10%, 5%, 1%, 0.5%, 0.1% est donnée
dans [30].

3.2 Evaluation de la puissance relativement aux
suites d’alternatives locales

Nous supposons maintenant que ’hypothése (Hy) n’est pas satisfaite, et
que, pour chaque n > 1, les variables aléatoires Uy, . . ., U, sont indépendantes
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et équidistribuées, de fonction de répartition G™(.), vérifiant la condition,
lorsque n — oo,

| G™ — T ||= sup |[G™(t) —t| — 0. (3.2.3)
0<t<1

Supposons, de plus, que, lorsque n — 0o, la fonction 4§, (t) := \/H(G(”) (t) —t)
converge, dans L%([0, 1],1), vers une fonction 4, de sorte que

| 0, — 6 |ly— O. (3.2.4)
Considérons alors la suite d’alternatives locales :
(H,) : G(t) = G (t) =t +n"Y%5,(t) pour teR.

Il sera commode, dans la suite, de poser

=\/U(t)d(t), 7o ::/O Kw(s,s)ds:/o s(1— s)(s)ds
a—To— fo

1
n == .G 22/ g()e;(t)dt, v j=>1.
0

La propriété suivante s’obtient aisément, & I’aide du théoréme de la conver-
gence monotone, compte tenu du fait que les fonctions {e;(.),j > 1} du
|[D.K.L.] forment un systéme orthonormal dans L?[0, 1], et en faisant usage
du théoreme du Mercer.

Propriété 3.2.1

Si ¢ est prolongeable par continuité sur [0, 1], nous obtenons a l'aide du
|D.K.L.],

A = /1 [/1 ($)Ku(s. t)ds]zdt: i“jgﬂ)2>

j=1

/ / ) Ky(s, t)g(t)dsdt = N;g?,

j=1

/ W(t)B2(t) dt—TO—Z)\f
s = [ oOVImBOEE S Vo

Ici, la suite {&; : j > 1} est composée de variables i.i.d., de méme loi normale
centrée réduite N(0,1).
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Remarque 3.2.1

— Ces quatres séries sont convergentes. De plus les séries T" et S sont (p.s)
uniformément convergentes sur [0, 1].
— La variable aléatoire S suit la loi normale N (0, D?).

Sous les conditions (3.2.3)-(3.2.4) et 'alternative locale (H,), nous avons dans

L(0.1).1) : .
o, — B+ 6.

Alinsi,
1
wh .y ——| B+6|5= /0 V() [B(t) + §(t)]*dt == w%&w).

Donc, la puissance asymptotique du test basé sur la statistique wiﬂl}, sous
(H,), est donnée par

2 : 2
]P)(w((w) > wa) = JLH;OIp(wnW > wa|Ha>. (3.2.5)
Le calcul exact de cette probabilité est, généralement, trés délicat. Dans ce
qui suit, en faisant usage de techniques basées sur les [D.K.L.] et les décom-
positions orthogonales associées, nous allons présenter une nouvelle méthode,
permettant d’évaluer cette quantité.

A Daide de la propriété (3.2.1), nous pouvons décomposer la variable w%&w)
de (3.2.5) en
w(2(5,1,/1) =T+ 25 +wy — 2.

Cette égalité jouera, dans la suite, un role trés important pour évaluer la
probabilité (3.2.5). Le résultat principal concernant ce probléme sera résumé
dans le théoréme ci-dessous.

Dans la suite, nous noterons ¢ (resp. ®), la densité (resp. la fonction de
répartition) de la loi normale centrée réduite N(0,1). De maniére explicite,

p@)= % et B(x) = / o(y)dy.

Théoréme 3.2.1 (Puissance asymptotique)

Supposons que 1 est prolongeable par continuité sur [0, 1], et que la premiére
valeur propre A;, liée au [D.K.L.| du processus {/¢(t)B(t) : 0 < t < 1},
vérifie :

M >V2N Vi=5,6,... .
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Alors, pour tout entier k =1,2...,
P(wsy) < wa) =

B2y L IR e (1 5=

m=1

r=

+ Ek(n)v
n

ot le reste g (.) vérifie (voir les expressions de D? et A dans la page 90)

C
su}g ler(2)| £ ————z1, (3.2.6)
FAS 2
(-4
et C est une constante définie par
3 5
M N30 28R 5
C = {2 LT(k+2)},
(k= 1! Lot=2) (4 1) (2) T (ke + 2)
avec )
PET(E) (0~ M) FVE Ay e
M = . ( ) I,
(27r) A2k+3
ot
400 @ X ) 1 >\1)\j -
I ::/ H [1+(2ua;)?] *du<oo et a;:= SV Vi > 2k+4.
0 j=2k+4 L=

Cas pratiques

1) Pour k = 1, nous obtenons

P(utior < va) =@ (5) + 5[t = (e () +r00)

2) Si nous remplacons 4(.) par ad(.), (avec a > 0), nous avons

),
k1
2

sup ex(z)] =o(a™ 2 ) lorsque a — oo. (3.2.7)

IS

Exemple 3.2.1

La fonction de pondération ¢ (t) = t* (3 > 0) remplit toutes les conditions
souhaitées.

La preuve de ce théoréme sera donnée dans le paragraphe suivant.[]
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3.3 Preuve du théoréme 3.2.1.

La preuve du théoréme 3.2.1 repose sur les lemmes suivants. Ici, nous
reprenons les notations des éléments définis dans les paragraphes précédents
(voir la page 90).

Lemme 3.3.1

Soit n € N*. La variable aléatoire X = (&,,S) suit la loi binormale de
moyenne

[o : : _ L vV Angn
W= [ 0 } et de matrice de variance X = Vg, D?

La loi de &,/S = s est une loi normale d’espérance

VAnGn P
Dz’

E[gn/s - 3] = D

et de variance
Varl, /S = 8] = (1— ).

Nous déduisons de ceci que la densité conditionnelle de &, sachant S = s est
donnée par

fs(t) = ——= p{— } VteR.

1
\/1 —p%/ﬂ

Preuve. Soit n € N* fixé, on a (voir 'annexe B)

X = [fm S]

k#n

- [ \/A_lngn (1) } [ 2kt g\/n>\_k9k§k } '

Or, puisque les variables aléatoires &, et Zk?én vV Argré&r sont normales et

. €n -
indépendantes, alors le vecteur ~— est gaussien. De plus, en

. . 1
remarquant que le déterminant de la matrice [ Now } est non nul, nous

Angn 1
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en déduisons que [, S] suit la loi binormale de moyenne p = [ 8 1 et de
matrice de covariance
o 1 Va1 0 Vo wSs |
N V )\ngn D2 0 Zk;ﬁn )\kglz \% )‘ngn D2

L Vg |
{W_ngn D? ]

Ainsi, par identification selon 'annexe B, nous obtenons

_ VAugn
D

. ElG/S]=5S et Varle,/s] = (1-p).

Par conséquent, la densité conditionnelle de &, sachant S = s peut s’écrire

fs(t) = ——= p{— )} VteRO

1
V1= p2x/27r
Lemme 3.3.2

Désignons par p(t,s) la fonction densité jointe du vecteur aléatoire (T, 5).
Alors, pour tout £k =1,2..., on a

oF M t+ 7
sup|—kp(t, )] < ——5 VvVt +T0exp ( — 0) Vit>—1.
sek Os (D2_)\A) 2 2\
1

Preuve. La preuve de ce lemme sera reportée ultérieurement.l]

Nous sommes en mesure de prouver le théoréme 3.2.1. En rappelant la
forme de w(25 1> OUS avons

P(w?g,w) < wa> = IP’(%T < 77—5) = %/JFOO]P(%T <n—s|S = s)gp(%)ds.

—00
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Par changement de variable u = n — s, nous pouvons écrire

1 [t /1 —u
P(wlsy < wa) = 5/ IP —T<u|S:77—u>g0(77D )du

- D/ T<u|S n—u)w(%)du—k
+o0 _
5/ IP’ —T<u|S:n—u>g0(nDu)du
n—u
= D/ T<u|S n—u)gp(T)du+
+oo 1 n—u
E/ 1—P(§T2u|5:n—u>}gp( o) )du
= D/ T<u]S—7]—u>g0(nl_)u)du—
+oo
o n—u
5/0 IP’ §T2u|5—77 u)gp( o) )du
n 0 2u
= @(5)+/ / p(t,n — u)dtdu (3.3.8)

+oo  ptoo
/ / p(t,n — u)dtdu.
0 2u

Puisque la fonction x — p(t, x) est de C*° sur R, en posant a =n, b=n—u
et pm(t,n) = Z=p(t, x)|x:n, nous obtenons a I’aide de la formule de Taylor
avec reste intégral

o

— (—u)”

(—w)* /1 k—1
p(t,n —u) = pm(t,m) + 1—0)""pr(t,n —ub)db.
= = 32 S ) + gy [ 00 )
(3.3.9)
D’aprés (3.3.8)-(3.3.9), nous constatons que
Ui
]P’(w(QM) < Wq) = (D<5>+
k—1 m 0 2u —+00
(=1 U™ pry (t, )t — (t,n)dtd
— pm(t,m)dtdu . u" pp(t, n)dtdu p +ex(n),
m=0 —o0 J—
(3.3.10)
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ot le reste g4 (.) est donné par

2u
€k(77) = 0 1(k91k : / / pk; t , N — u@)dtdu—
+oo +oo
/ / Veon(t,n — ue)dtdu}de (3.3.11)

Considérons p(t|n) la densité conditionnelle de la variable aléatoire T sachant
S =n. Nous avons donc

L n
t = —p(=)p(tn).
p(t.n) = 5 e(5)e(tn)
En utilisant le lemme 3.3.2, 'intégration par partie et la dérivation sous

signe intégral, nous obtenons, aprés une simplification, le calcul des intégrales
figurant dans (3.3.10)

0 2u 1 0
m - m+1
/_w /_oo Wb mdtdu = = G /_oo W™ (1, ) du

B 1 om N
- T e H) [ )|

(3.3.12)

et

+00 1 +oo
m - - m+1 d
/0 /2u u™ pm(t, m)dtdu Qmﬂ(mH)/O u™" pp(u, m)du

. (3.3.13)

T=n

1 om xy [T
— 2m+1(m+1)D8$m{(’0(5)/0 U +1p(u|x)du}

En remplacant (3.3.12) et (3.3.13) dans (3.3.10), nous obtenons aisément

P(w?&w) < wa> =
k

D)+ 5> o {e(5)E(rmls =)}

m=1

+ exr(n).

z=n
Pour le cas particulier (k = 1), nous obtenons

P(w?w) < wa> - @(%) - %gp(%)lﬁz(ﬂs - n) Yen).  (3.3.14)
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Or, d’aprés le théoréme de la convergence monotone, nous obtenons
E(T|S =n) Z)\]E |S:77)—7'0.

Puisque la variable &;|S = 7 suit la loi normale (voir le lemme 3.3.1) d’espé-
rance mathématique
VAigj Ai9;°
p2 "

et de variance 1 — D2

nous obtenons pour tout j =1,2,...,

EE@S=n) = Var(gls=n) + [E(glS =)’

Nigi® | Aigs” 2

= 1= D2 D2

C’est-a-dire

E(T|S=1n) = Z)\jE(gﬂS =n) -1

j=1
= f})\j[l—)\]b—%?—l—)\]b—%n?} — T

j—
-1

Si nous remplagons cette derniére égalité dans (3.3.14), nous obtenons la
formule paticuliére du théoréme.[]

On s’occupe maintenant du reste €;(n) défini dans (3.3.11). Nous avons

sup ‘/ / pk t M — u@)dtdu—
L oero,]

+o0o +oo
/ / ) pr(t,m — u@)dtdu‘ (3.3.15)

A Taide du lemme 3.3.2 et le fait que p(t,n) = 0 pour tout ¢ < —7,, nous
obtenons aprés une petite simplification

2u t+ 7
24(n)] < / [ o R e (-
(k—1)! ( 2\

[ (n)] S

97



+oo too k t—i-To
+ U \/t—l—ToeXp(— o\ )dtdu}.
0 2u 1

En utilisant I'intégration par partie de ces deux intégrales, nous obtenons,

0 2u t+ 719
/ / (—u)*\/t + 19 exp(— Ydtdu =
,7'70 —70 2)\1

3
1 ™ L t FARRD Y 3

_ —1 +1 t ——\dt < #I’ —).

2Lk + 1)/0 (o=t Ve (=5t < e ey ) 2

Et

+00 +o00 N t+ 7o
u®\/t + T exp(— ) )dtdu =
0 2u 1

1 oo ¢ 23 A3 5
_ t — 70)F ! ——)dt < L_T(k+2).
sy (g < S )

Ces deux inéqualités nous permettent donc d’avoir aisément I'inégalité (3.2.6) ;
et nécessitent la constante

C:

3 5
M rARS VSR N SV 5
{ r )}.

hd Tk + 2
(= DI\ 96=D (k4 1) Q)+ Th+3

Enfin, le théoréme 3.2.1 est complétement prouvé.[]

Preuve du lemme 3.3.2. Pour démontrer ce lemme, nous utiliserons le
théoréme de dérivation sous signe intégral. Pour cela nous essayerons de
trouver une fonction intégrable A telle que, pour tout s € R et k € N,

k

+oo +oo
|5kt s)] < / / A(t,u,v)dudv < a une constante bien déterminée.
as —0oQ —0oQ

Ici, k(t,s) désignera la densité jointe du vecteur aléatoire
(To, S) = (T + 70, S)
Dans un premier temps, nous remarquons que p(t,s) = k(t + 79, s) et nous

reprendrons la méthode utilisée par Zolotarev (voir [99]). Pour tout z,y € C,
nous considérons la transformation de Laplace

+o0o “+oo
Eexp(—aTy — yS) = / / exp(—xt — ys)k(t, s)dtds = exp (2/}(3(3, y)),
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ou
Tk
= —- ) log (1+2z))) 2 L
Zog 2 +y21+m

La formule d’inversion de la transformation de Laplace dans R? nous permet
d’écrire, pour tout ci,co, s € Ret t > 0,

c1+1i00 co+100

k(t, s) exp tx + sy + ¢¥(x, y))dxdy.
27TZ c1—100 Cc2—100
En particulier, pour ¢; = 0, ¢g = —ﬁ + %, T = cy + % et y = v, nous
obtenons
(t.5) t! {1 t } y
K(t,s) = expy = — —
’ 2m2 “P12 7 2x

Bl RN P B
/_Oo /_OO exp {zu—i—zsv — §jzlloguj(t,u) —|—h(t,u,v)}dudv,

ou

o0

Aj A 2u) 1 g2
(tou)=1—"2 4+ 2 +i= " ot h(t =—-0?) —_ (3.3.16
u](,u) )\1+ t + t e (7”?”) QU jzzluj@’u) ( )

La fonction complexe u;(t,u) peut s’écrire sous la forme

D=

ui(t,u) = (tu)2 e

exp <z arctan (

avec
A A 2u\; A 2u\
Gty = (1= 224 20y (A2 < (14 2y (2222 (33.17)
A t t t t
Donc
0 2ul\;
Zlogu] (t,u) Zlogé t,u) —|—zZarctan (M%ﬁ) (3.3.18)
1 t

et la partie réelle de h(t,u,v) s’écrit

Ay A } (3.3.19)

Re(h(t,uv :——1}22)\]9]{ tu}_ [1—)\——1—7]
1
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Notons par Y(t,s,u,v) la dérivée partielle d’ordre k& € N par rapport a
I'argument s de la fonction située a l'intérieur de U'intégrale de x(t,s). Soit
donc

t! 1t
Y(t,s,u,v):= —Qexp{— — —}

(27) 2 2N
1 o0
(iv)" exp {zu +isu— 5 JEZI log u;(t,w) + h(t, u, v)} (3.3.20)

En passant au module de la fonction complexe Y(t, s, u, v), nous obtenons a
'aide de (3.3.18) et (3.3.19),
-1 {1 t }x
2 PG T o)

t
|Y(t,s,u,v)| = o

[o]* exp { _ i i log ¢;(t, u)} exp {Re(h(t, u, v))}

1

- (s zil){w wp

lo__O[ 4(t, } "exp {Re(h(t,uw))}. (3.3.21)

7j=2

N

\_/

Posons, pour j =2,3...,

i _1—)\— et rj(t,u)::[(l—l—ﬁ)Q*'(

3.3.22
Al n;t ( )

Puisque la suite (7;); est croissante et converge vers 1 (car ();); est décrois-
sante et converge vers 0), alors

_% A1 d _% —% d
{ﬁl(t,u)} < (71) et H{Ej(t,u)} <y Hrj(t,u).
=2 =2
Ainsi
|T(t,s,u,v)| < A(t,u,v),
ol




772_% Hrj(t, u)|v|" exp {Re(h(t, u,v)) } (3.3.23)

j=2

o= g)\jg?{ﬁj(t,u)}l [1 - i\—i %]

Alors, Re(h(t,u,v)) = —Zv?, et a 'aide de (3.3.17), nous obtenons

Posons

o> [(1 + %)2 + (21?1)2} B (D2 - %) (3.3.24)

Cest-a-dire

+o0 +oo o
/ lv|* exp (Re(h(t,u, U)))dv = 2/ " exp(—§v2)dv
0

—00

= QTF( 5 )0'_ 2
o k41 Aive | 2uh 0, AN
< 2 F(T)[(HT) + (5 2l (p _A1> (3.3.25)

En posant a; := %, nous remarquons que, pour tout 2 < j < 2k + 3,
J
0t > s et A > Aopys.
A Taide des définitions de n; et 7;(t,u) dans (3.3.22), nous obtenons

aj > agkrs et it u) <ropps(t,u) V2<j5<2k+3.

Donc k43
+ o0
[Irtwy =11 rtw [T mtw
=2 j=2 j=2k+4
< [o e ] T e 207 a0
- t t j=2k+4 ! ;

En utilisant (3.3.25) et (3.3.26), nous avons la majoration suivante

+o0  ptoo O
/Oo /Oo HTj(t,U)|v|k exp <Re(h(t,u,v))>dudv <

2k+1F u 40 k41 [ee) 2 ) 1
Z2rCe) 2)/ (wtw) * TT [+ 22 au 33.27)
(D2 - AAl) 2 e j=2k+4 t
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ou la fonction
(t+ A)% + (2u)?

(t + agkys)? + (2uagry3)?

w(t,u) :=

Cette fonction vérifie, sous la condition du théoréme : A\; > \/5)\]-, pour tout

J =0,
A A
wlt,u) < ()2 < (22
A2k+3 Aok+3
Cette inégalité implique que, en posant
+oo X 1
I, = / H [1+ (2ua;)?] *du < oo,
0 j=2kt4a

/_+°° (“(W))k;l ﬁ [H(zuaj)?riduszt( M ykg

o0 j=2k+4

Finalement, d’aprés (3.3.23)-(3.3.29), nous concluons que

sup [T(t, 5, u,v)| < A(t, u, v)
seR

+oo oo M t
/ / A(t, u,v)dudv < D e A ———Vtexp(———) < .

) 2\

La constante M est déterminée donc par

M =22 m = (CED) (0 ) e

A2k+3
Enfin, comme

k

5t )| =

ek / Y(t,s,u,v)dudv|
s

IN

IN
\\\\

Y(t, s, u,v)|dudv

IA

A(t, u,v)dudv

/ sup | Y(t, s, u, v)|dudv
oo SER
M

t
—  Vtexp(——) <
<Dz—%>’@1f“p( o) <

IN

(3.3.28)

(3.3.29)

(3.3.30)

(3.3.31)



alors
L —
sup | =—«(t, s -
SE]II{? sk o (DQ—)\A)%

t
\/%eXp(_2_)\1> < 0.

Conclusion : puisque p(t,s) = I{(t + 7o, s) pour tout t > —7g, alors le lemme
est complétement prouvé.l]
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Annexe A

Résultats fondamentaux sur
quelques fonctions spéciales

Dans cet annexe, nous présentons les résultats les plus utiles que nous
avons exploités dans cette thése.

A.1 Fonctions de Legendre

L’équation différentielle homogéne

T;) =0 (A.1.1)

posséde les solutions particulieres B" et D" dites fonctions de legendre de
premiére et de seconde espéce respectivement. Lorsque la variable z appar-
tient & l'intervalle (0, 1), on note ces fonctions P (fonction de premiére es-
péce) et Q™ (fonction de seconde espéce). Elles vérifient, pour tout = € (0, 1),
I’équation différentielle :

) =0. (A.1.2)

1 — a2
Une expression explicite de P (voir Robin (1959) formule (91) page 52 ou
Magnus et al. (1966) page 166-174) est donnée par :

(z) = { I'(1 - m)il(}t_i)iF(_”, 1+n,1-—m, I_Tm), sim#1,2, ..

(=1)™(1 = a*)2 Z5P(2), sim=1,2,..

dx™

Pm

n

ou F désigne la fonction Hypergéometrique

= a)r(b)k k
F(a,b,c,z):kz_o%z,
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ou (), =z(x 4+ 1)...(x + k — 1) désigne le symbole de Pochhammer.
Pour tout x € (0,1) et k=0, 1, ..., posons
m d*
3
dxk

- (—1)* 2 2\mtk
P = 1-— 1 — x*)™t", A13
Les fonctions du systéme {P " : k= 0,1,...} sont orthogonales et vérifiant
la relation suivante (voir Robin (1959) formule (357) page 183) :

L pem 0 si k£ 1,
/ B (@) P (z)de = { 2k! Gik—1 (A.1.4)
-1 (2m+2k+1)T'(2m~+k+1)

A.2 Fonctions de Bessel

Pour une consante v € R, nous désignons par J,(.) (respectivement Y, (.))
la fonction de Bessel de premier ordre (respectivement de deuxiéme ordre )
d’indice v. Nous rappelons quelques propriétés importantes de ces fonctions
(voir [60] et [95] pour plus en détails). L’équation différentielle suivante

22+ zy + (22 -0y =0 (A.2.5)

admet des solutions fondamentales sur |0, co[ de la forme

y(r) = Cx" Z apx®,

k>0

ou C et ay sont des constantes réelles. Nous référons a [1], ces solutions sont
proportionnelles aux fonctions de Bessel J,(.) et Y,,(.) que nous allons définir
explicitement. Pour tout v € R, nous avons

(%a:)“ 1, 1 (—ixz)k
— 2 pu+l, -2 = (Za)
Tolw) = gl + L =770 =G ]; Twtk+D(kt1)
- (A.2.6)
ou la fonction Hypergéométrique Fi(.,.) définie par
F(bz)—ziz—k VbeR,zeC (A.2.7)
1\Y, - £~ (b)k k" ) ; sL

avec (b L= 1,
{ ) =bb+1).(b+k—1), k> 1.

Remarque A.2.1
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Pour v > 0 et z > 0, la fonction de Bessel J,(.) est bornée et vérifie I'inégalité
suivante (voir théoréme 8, p. 21 dans [82]) :

(3)"
Jy(z)] < min{l, —2F—
9,(a)] < mind1, 77 2
De plus, si la constante v # n n’est pas entier, les deux fonctions J,(.) et
J_,(.) sont linéairement indépendantes et solutions de 'équation (A.2.5).
Dans le cas ot v = n est un entier, J,(.) et J_,(.) sont linéairement dépen-
dantes vérifiant la relation suivante :

Ton(z) = (=1)"Ju (). (A.2.9)

1. (A.2.8)

A.3 Quelques fonctions de Bessel particuliéres

Nous donnons quelques formes explicites pour les fonctions de Bessel

Jm+%(.), ou l'entier relatif m = —1,0,1, ...
Pour m = —1, nous avons
J_y(@) = /== cosa), Jy(a) = |/ == sin(a) (A.3.10)
1 (z) = 4/ — cos(x x) =/ — sin(x). 3.
T2 T » s T
Pour m > 0,
2 0™ sin(x)

(

2 Tx 0x™ " x

). (A.3.11)

En général, pour tout entier m > —1, la fonction Jm+%(.) peut s’écrire sous
la forme :

2 1, . 1
EJm+%(x) = Qm(g) sin(x) — Pm(E) cos(x), (A.3.12)
ou les polynomes @Q,,(.) et P,(.) vérifient les relations de récurrence sui-
vantes :
P,1<U> = —1, Q71<U> = O,PU(U) = O, QQ(U) = 1, (A313)
Qmi1(w) = 2m + DwQp(w) — Qp-1(w), (A.3.14)
Prii(w) = (2m+ DwP,(w) — Pp_1(w). (A.3.15)

Maintenant, nous nous intéressons a la définition de la fonction Y, (.) (voir
th. 8, pp. 21 [82]).

Si I'indice v # n n’est pas un entier relatif, pour tout x > 0, nous avons
Jy(x) cos(vm) — J_p(x)

sin(v)

Yy(x) =
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Si l'indice v = n est un entier naturel, nous avons

Vi) =ty PDED 2l 25 0y oDl
n’“n— LD I [P (R A ”*’”1 "1
Z@ e ZO'(—+ 2, kzza

ou v = 0.577215... désigne la constante d’Euler.
Au voisinage de zéro, pour tout v > 0, la fonction Y, (.) s’écrit
(iz)~" ['(v) 1

I'(1 —2v)sz'n(v7r) = (14o(1) m (ﬁx)_v lorsque | 0,
(A.3.16)

Yo(z) = (14 0(1))

ou la fonction Gamma vérifie I'(v)I'(1 — v) = 7/sinvm.
D’aprés (A.2.6) (voir aussi [60]), nous avons, pour tout v > 0, la relation de
récurrence suivante :

2
Joia(z) = —UJ (2) — Jo_1(z) ¥V z € R. (A.3.17)
Nous dérivons (A.2.7), nous obtenons
0 N 1
—Fi(bx) = — = -Fi(b+1,2). A3.18
g 1(0:2) ;(b)k(k—n! plilb+12) ( )
Nous aurons donc, pour tout x € R*,
0 v v
%qu(l’) = EJU(.T) — Jv+1($) = Jv_l(fl,’) — EJU(SL’) (A319)

1
= 5 1Jo-1(2) = Joa(2)}-
En particulier, nous remarquons que, pour tout z > 0
Jo(2) =0<= J, 1(x) = —Jp1(x) = J (x) (A.3.20)

et
T(2) = 0= Jy_1(z) = Jyp1(z) = g]v(x). (A.3.21)

Pour v > —1, (voir [95], p. 479) I'équation J,(z) = 0 admet une infinité de
solutions positives croissantes, notées 0 < z,1 < 2,2 < ... . Ces racines sont
intercalées avec celles de ’équation J,1(z) = 0 de la maniére suivante :

0< 2ol < 2ol < 2p2 < Zpt12 < Zp3--- - (A322)

Par exemple, pour v = :F%, nous avons

1
Z1.=1T] etZ1 j— —=)m pour tout j =1,2....
2

1
5]
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Proposition A.3.1

Les racines z, ; vérifient les propiétés suivantes.
a) La fonction v — 2, ; est continue et croissante sur 'intervalle | — 1, +o0.

b) Lorsque j — 0o, nous avons

1 1 4% —1 1
= {i+50—3)jr - ———+0(5). (A323)
8{J+§(U—§)}W J
c) En particulier,
2y > zv,l\/§ pour tout j > 5. (A.3.24)

Preuve. voir [95] chapitre 5, page 478-521 et [60] page 96 .OJ
Pour tout z > 0, il y a une autre expression pour la fonction J,(.) qui
vérifie les équalités suivantes (voir [95], p. 498) :

Ju(2) % H{1 - (A.3.25)

k>1

et

Joir(2) = —2 () m Sy (a3

E>1 >1 Z“’k(z + Z“’k)

Soient a, b > 0 (a # b) et v > —1, nous avons toujours

/0 1 ta(at) g (bt)dt = 207 4(a22__b6‘5;f<am+l<b) (A.3.27)
_ Pl 1) = )
a0 (@) @)
et h
/0 1 tJ?(at)dt = %{Jf(a) — Jo_1(a)Jyi1(a)} (A.3.28)
= (20 + 2s(a) %”J (@)J1(a)}
2v
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Lemme A.3.1

Soit v > —1. Alors, pour tous entiers 7, 7 € N, nous avons

1
/ ty(t2y) Jou(tzy,)dt =0, sii # j (A.3.29)
0

et
1 1
/ t I3tz )dt = / I (tz,;)dt (A.3.30)
0 0

1 1
= §J3+1(Zv,j) = §J3—1(ZU,J’)-

Remarquons que les deux fonctions v/tJ,(z,t) et v/tJ, (2, t) (i # j) sont
orthogonales dans L?[0, 1].

Preuve. Soient ¢, € N. Prenons a = z,; > 0 et b = 2, ; > 0. Nous savons
que Jy(zpx) = Ju(zug) = 0. Donc, selon (A.3.27)-(A.3.28), nous obtenons
aisément le lemme 1 .[]

Soient v > 0 et § > 0 deux constantes données. Alors, I’équation différentielle

Y + 2Py =0 (A.3.31)

admet comme solutions sur |0, co[ les fonctions suivantes :

B+1 X B+1
VT e gy (M (A.3.32)

1
r2J 1 ( D ﬂ—i—l

2(8+1)

Ces deux solutions sont linéairement indépendentes. Ce qui signifie que la
solution générale de I’équation différentielle (A.3.31) est donnée par :

\/71’6*1
( g+1

Vi ), (A.3.33)

1
Bz2Y.
)+ By (T

2(8+1)

y(zr) = Az

__1
2(8+1)

ol A et B sont des constantes réelles.
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Annexe B

(zénéralités sur les vecteurs
aléatoires réels

B.1 Changement de variables dans une densité

Soient X = (Xy,...,X,) et Y = (Y1,...,Y,) deux vecteurs aléatoires
réels. On désigne par f la densité de X. Effectuons le changement de variables

aléatoires défini par :
}Q :Iq%()(l,...,)(p)

Les fonctions ; telles que le passage de (Xi,...,X,) a (Y1,...,Y},) est C*-
difféeomorphisme. Nous désignerons, en abrégé, par ¢ la transformation :

XY Y =pX).
La densité du vecteur Y s’obtient alors par la formule :

fle ' (y)

ou det J, appelé Jacobien de la transformation, est tel que :

Ay 9yp
oxr1 77 0x
detJ =| ... . et det(J) ' =det(J ).
oy 9yp
Ooxp 77 Oxp

La démonstration de cette propriété figure dans tous les ouvrages consacrés
a l'intégration (changement de variable dans les intégrales multiples).

Si la transformation ¢ est linéaire de matrice A constante, Y = AX (A
doit étre réguliére) on a det J = |A|. En particulier, si A est orthogonale le
Jacobien vaut 1.
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B.2 Fonction caractéristique

Soit a un vecteur non aléatoire de composantes (aq, ..., a,).
Définition B.2.1

On appelle fonction caractéristique du vecteur aléatoire X la fonction définie
par :
¢x(a) =Eexp(iad’X) = Eexp (i(a1 X1 + ... + a,X,)).

Théoréme B.2.1

Les composantes Xy, ..., X, de X sont indépendantes si et seulement si la
fonction caractéristiques de X est égale au produit des fonctions caractéris-
tiques de ses composantes :

p

'25'¢ (CL) = H @Xi(ai)'

=1

Ce théoréme signifie que la loi de X est entiérement déterminée par celles de
toutes les combinaisons linéaires de ses composantes.

Définition B.2.2

On dit que le vecteur X est gaussien a p dimensions si toute combinaison
linéaire de ses composantes a’' X suwit une loi normale a une dimension.

On remarquera que la normalité de chaque composante ne suffit nullement
a définir un vecteur gaussien.

La fonction caractéristique de X dont la matrice de covariance X se déduit
aisément (on supposera ici que X est centré ce qui ne nuit pas a la généralité)
comme suit :

1
px(a) = exp(—5a'%a).

B.3 Espérance et matrice de covariance
Définition B.3.1
Si p; désigne E(X;), on appelle par définition espérance de X = (Xy,...,X,)

le vecteur
H

Hp



La matrice de covariance, notée X, de X est définie par

o? cov(Xy,X2) ... cov(Xy, X))
2
5= 72 ' ' = E(XX') — !
%

c’est une matrice carrée symétrique d’ordre p.
Si les variables X; sont réduites, X s’identifie avec la matrice de corréla-
tion :
1 P12 --- Pip

B.4 Transformations linéaires

Effectuons un changement de variable linéaire Y = AX ou A est une
matrice quelconque de constantes (pas nécessairement carrée), alors :

wy = Ap et Yy = AY A
En particulier, si A est une matrice uniligne, Y est alors une variable aléatoire
unidimensionnelle. Si a’ désigne cette ligne,

P
Y = Z a;X; et V(Y) = a'3a.
i=1

On a donc pour tout a, a’>¥a > 0. Car une variance est toujours positive.

B.5 Densité de la loi normale & p dimensions

En général, on notera N,(u, X) la loi normale a p dimensions d’espérance
1 et de matrice de variance 2. Celle-ci n’existe que lorsque X est réguliére.

Théoréme B.5.1

Soit X = (Xy,...,X,) une variable aléatoire gaussienne dont lespérance est
égale o 1 et la matrice de covariance est égale a . Supposons que X soit
réquliere. Alors, X admet pour densité :

1 1

flze,...,2p) = me}(p{ — 5(35_#)/2_ (x—p)}.

112



En effet, Y = X2 (X — ) est alors un vecteur gaussien dont les composantes
sont centrées réduites et indépendantes. Donc, Y a pour densité :

9(y) = U \/%7 eXp(—%yf) = (271)5 exp (- % Z v;).

Il suffit alors d’appliquer la formule du changement de variable; le jacobien
J vaut ici

) = det(2)z # 0

D=

det(X

ce qui établit le résultat.

B.5.1 Cas particulier de la loi normale & deux dimen-
sions

Ici, on réduit la variable aléatoire X = (Xi, X5) a deux dimensions. Si
I'on introduit p coefficient de corrélation linéaire entre les deux variables
aléatoires réelles X7 et X5, on peut partitionner

2

o PO102

= (my,m et Y= ! .
p= (m, me) [ poioy 05 }

D’ou
det S = (0102)*(1 —p°) et X7'= 1 o3 —pO102
v det ¥ | —poi02 o? :
Dans ce cas, X admet pour densité
1
f x,Y) = X
( ) 2mo1094/1 — p?
1 T — M. 9 (:E—ml)(y—m2) Y — Ma. s
i - I}
exp{ 2(1 — p?) ( o ) P 109 + ( p )

B.5.2 Loi conditionelle

Si 'on cherche la loi du X; conditionnée par Xs, notée X;/X,, on a les
résultats suivants (voir par exemple Filler [45]).

Théoréme B.5.2

La loi de X /X5 est une loi normale & une dimension :
— d’espérance : E[X,/X5] = my + peL (Xo —mys);

o
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— de variance : Var[X;/X,] = oi(1 — p?).
On constate que la variance conditionnelle ne dépend pas des valeurs prises
par Xo.

La densité conditionnelle de X; sachant Xy, = x5 est donnée donc par

sz (xl) =

1 <ZE1 —my — pgt(zs — m2)>2}

eyl e
expy — =
o1V 2my\/1 — p? P 2 o1/ 1 — p?
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Abstract. We consider in this paper goodness-of-fit tests of the
null hypothesis that the underlying d.f. of a sample F(.), belongs
to a given family of distribution functions. We propose a me-
thod for deriving approximate values of the power of a weighted
Cramér-von Mises type test of goodness of fit. Our method re-
lies on Karhunen-Loéve [K.L| expansions on (0, 1) for weighted
Brownian bridges.

Résumé. Nous proposons dans ce document une méthode pour
calculer approximativement, sous certaines suites d’alternatives
locales, la puissance d’'un test non paramétrique d’ajustement
basé sur une statistique de Cramér-von Mises pondérée. Notre
méthode repose sur le développement de Karhunen-Loéve [K.L]
sur (0,1) d’un pont brownien pondéré.

Mots clés : Tests de type Cramér-von Mises, Tests d’ajustement,
Puissance d’un test, Processus empirique, Convergence faible et
en loi, Processus GGaussien, Développement de Karhunen-Loéve.
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