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✏▼❛r❝❤❡ ❛✈❡❝ ❞❡s s❛♥❞❛❧❡s ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡
❧❛ s❛❣❡ss❡ t❡ ♣r♦❝✉r❡ ❞❡s s♦✉❧✐❡rs✳✑
❆✈✐❝❡♥♥❡✱ ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡ ❡t ♠é❞❡❝✐♥ ♣❡rs❛♥✱ ■❳è♠❡ s✐è❝❧❡✳

❆ ❆♥❛ïs✱
❆ ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱
❆ ♠♦♥ ❢rèr❡ ❡t ♠❛ s♦❡✉r✳

✐✈



✈



❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❈❘❊❆❚■❙ ❡t ❧❡ ❧❛❜♦✲
r❛t♦✐r❡ ❆♠♣èr❡✳ ❏❡ t✐❡♥s ❞♦♥❝ à r❡♠❡r❝✐❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ▼❛❞❛♠❡ ■s❛❜❡❧❧❡ ▼❛✲
❣♥✐♥ ❡t ▼♦♥s✐❡✉r ▲❛✉r❡♥t ◆✐❝♦❧❛s✱ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱
♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐✳

◗✉❡ ▼♦♥s✐❡✉r ❘é♠② Pr♦st✱ r❡ç♦✐✈❡ t♦✉t❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♣r♦♣♦sé ❝❡ s✉❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t s♦♥ ❞②♥❛♠✐s♠❡ ❡t s❡s ❝♦♠✲
♣ét❡♥❝❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ▼♦♥s✐❡✉r ◆♦ë❧ ❇✉r❛✐s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❜✐❡♥ ✈♦✉❧✉ ❛❝❝❡♣t❡r
❞✬êtr❡ ❧❡ ❝♦✲❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ▼♦♥s✐❡✉r❖❧✐✈✐❡r ❉❡✈✐❧❧❡rs✱ ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❘❡✲
❝❤❡r❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ●❊❖▼❊❚❘■❈❆✱ à ❧✬■◆❘■❆✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ▼♦♥s✐❡✉r ❨✈❡s ▼❛ré✲
❝❤❛❧✱ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❏♦s❡♣❤ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ●✷❊❧❛❜✱
q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❥✉❣❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❞✬❡♥ êtr❡ ❧❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs✳

❏❡ t✐❡♥s é❣❛❧❡♠❡♥t à r❡♠❡r❝✐❡r ▼♦♥s✐❡✉r ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❈❤❛ss❡r②✱ ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡
❘❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ▼♦♥s✐❡✉r ❋ré❞ér✐❝ ❚r✉❝❤❡t❡t✱ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬■❯❚✱ ❞✉ ❧❛❜♦r❛✲
t♦✐r❡ ❞✬➱❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ■♠❛❣❡✱ ❛✉ ❈r❡✉s♦t✱ q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣tés✱ r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t✱ ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r ❡t ❞❡ ♣rés✐❞❡r ❛✉ ❥✉r② ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♠❡s ❞❡✉① ❝♦✲❡♥❝❛❞r❛♥ts✱ ❙é❜❛st✐❡♥
❱❛❧❡tt❡ ❡t◆✐❝♦❧❛s ❙✐❛✉✈❡ q✉✐ ♠✬♦♥t ❞♦♥♥é s❛♥s ❝♦♠♣t❡r ❧❡✉r s❝✐❡♥❝❡ ❡t ❧❡✉r t❡♠♣s✳

❆ ❧✬❤❡✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ✷✵ ❛♥♥é❡s ❞❡ s❝♦❧❛r✐té✱ ❞❡s ❡♥s❡✐❣♥❛♥ts ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ♠❡
r❡✈✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✿

• à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❘♦✉❡♥✱ ▼♦♥s✐❡✉r ❚❤✐❡rr② P❛q✉❡t✱ ▼♦♥s✐❡✉r ▲❛✉r❡♥t
❍❡✉tt❡✱ ▼♦♥s✐❡✉r ❙té♣❤❛♥❡ ◆✐❝♦❧❛s✱ ▼♦♥s✐❡✉r ❨✈❡s ▲❡❝♦✉rt✐❡r ❡t ▼❛✲
❞❛♠❡ ❈❤r✐st❡❧❧❡ ▲❡❝♦♠t❡✳

• à ❧✬■❯❚ ❞❡ ❘♦✉❡♥✱ ▼♦♥s✐❡✉r ❆tt✐❧✐♦ P❛✈❛♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ▼♦♥s✐❡✉r P❤✐❧✐♣♣❡
❊✉❞❡❧✐♥❡✳

• ❛✉ ▲②❝é❡ ❈❧é♠❡♥t ❆❞❡r✱ ▼♦♥s✐❡✉r P❤✐❧✐♣♣❡ ❋♦✉r♥✐❧ q✉✐ ♠✬❛ ❞♦♥♥é ❧❡ ❣♦✉t
à ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡t à ❧✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t✳

❏✬❛❞r❡ss❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ♠❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞❡ ❜✉r❡❛✉ ✿❆❞r✐❡♥ ▼❛✲
r✐♦♥✱ ❈❛r♦❧❡ ❋r✐♥❞❡❧ ❡t ❲❛❧❧✐❞ ❆♦✉❞✐ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❡t ❧❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts
♣❛ssés ❡♥s❡♠❜❧❡✳

✈



✈✐



❯♥ ❣r❛♥❞ ▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t à t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ♣❛rt✐❝✐♣é à r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡
❞❡ ✈✐❡ s✐ ❛❣ré❛❜❧❡ ✿ ❇❛s♠❛ ❚♦✉✐❧✱ ❙❛♥❞r✐♥❡ ❚♦♠❡ï✱ ❉❡❧♣❤✐♥❡ ❈❤❛r♣✐❣♥②✱ ❙t❛✲
♥✐s❧❛s ❘❛♣♣❛❝❤✐✱ P✐❡rr❡ ●✉❡t❤✱ ❏♦ë❧ ❙❝❤❛❡r❡r✱ ❇❡rtr❛♥❞ ❉❡❧❤❛②✱ ❖❧✐✈✐❡r
❇❡r♥❛r❞✱ ❆r♥❛✉❞ ●❡❧❛s✱ ❙✐♠♦♥ ▼❛r❛❝❤❡✱ ❍❡r✈é ▲✐❡❜❣♦tt✱ ❯rs✉❧❛ ▼❛①✱
❋❛t② ❇❡r❦❛✐✱▼❛r✐♦♥ ▲✐ss❛❝✱●✇é♥❛ë❧❧❡ P❡q✉❛②✱ ❋❛❜r✐❝❡ ❇❡❧❧❡t✱ ❏❡❛♥✲♣✐❡rr❡
❘♦✉①✱ ❊❞✉❛r❞♦ ❉❛✈✐❧❛✱ P✐❡rr❡ ❋❡rr✐❡r ❡t ❏érô♠❡ ❇❛r❛t✳

❏❡ ❝♦♥❝❧✉r❛✐s ❝❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ❡♥ ❛❞r❡ss❛♥t ♠❡s ♣❧✉s s✐♥❝èr❡s s❡♥t✐♠❡♥ts à ♠❛
❢❛♠✐❧❧❡ q✉✐ ♠✬♦♥t s♦✉t❡♥✉ ❡t q✉✐ ♦♥t ❢❛✐t ❞❡ ♠♦✐ ❝❡ q✉❡ ❥❡ s✉✐s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✬❤✉✐✳ ❏❡
♥✬❛✐ ♣❛s ♣✉ t♦✉s ✈♦✉s ❝✐t❡r ♠❛✐s s♦②❡③ t♦✉s r❡♠❡r❝✐és ❞❡ ♠❛ ♣❛rt✳ ❏❡ ✈♦✉s s♦✉❤❛✐t❡
✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❧❡❝t✉r❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡

✈✐✐



✈✐✐✐



❘és✉♠é
❉❛♥s s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t q✉♦t✐❞✐❡♥✱ ❧✬❤♦♠♠❡ ❡st ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ♦✉ ✐♥✈♦❧♦♥t❛✐✲

r❡♠❡♥t ❡①♣♦sé à ❞❡s ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s r❛❞✐♦❢réq✉❡♥❝❡s✳ ▲❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬é❧é✈❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❝❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❛♥❛t♦♠✐q✉❡ ♠❛✐❧❧é✱ ❞é♣❡♥❞ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧
♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s tétr❛é❞r✐q✉❡s ❜❛sé❡ s✉r
❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❈❡♥tr♦ï❞❛✉① ❡t ❧❡✉r ❞✉❛❧✱ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ tr❛✐t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ✈♦①❡❧s s❡❣♠❡♥tés✱ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ■❘▼ ♦✉ ♣❛r t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❳✱ s❛♥s ♣❛ss❡r
♣❛r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝✐q✉❡✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s✱ ♥♦♥ ♣❧✉s ✉♥✐❢♦r♠❡s
♠❛✐s ❛❞❛♣tés à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛♥❛t♦♠✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ❯♥❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❛✈❡❝ tr♦✐s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱
♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥str✉✐t ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡
♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ q✉❛❧✐té ❞é❝♦✉❧❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❧❛ t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ré❞✉✐t✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t ❧❡ ♣♦✲
t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ t②♣❡ ✏❱♦r♦♥♦ï✲❉❡❧❛✉♥❛②✑ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡s tétr❛é❞r✐q✉❡s✳

❆❜str❛❝t
■♥ ❤✐s ❞❛✐❧② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ♠❛♥ ✐s ✈♦❧✉♥t❛r✐❧② ♦r ✐♥✈♦❧✉♥t❛r✐❧② ❡①♣♦s❡❞ t♦

❘❛❞✐♦✲❋r❡q✉❡♥❝② ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❋✐❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢❡rr❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
r✐s❡ ❜② t❤✐s r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♠❡s❤❡❞ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱
❞❡♣❡♥❞s ❛ ❧♦t ❢r♦♠ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉s❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s✉r❢❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❲❡ s❤♦✇
t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✉r❢❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡s❤✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈❡♥tr♦✐❞❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❉✐❛❣r❛♠
❛♥❞ t❤❡✐r ❞✉❛❧✱ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ tr❡❛ts ❞✐r❡❝t❧② ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✈♦①❡❧s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
▼❘■ ♦r ❜② t♦♠♦❣r❛♣❤② ❳✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ♠❡s❤❡s✱ ❡✐t❤❡r ✉♥✐❢♦r♠ ❜✉t ❛❞❛♣t❡❞ ❛t t❤❡
❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝❛♣t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t②
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s
♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜✉✐❧❞s t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢ ❜❡tt❡r
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝r✐t❡r✐❛✳ ❖❢ t❤✐s q✉❛❧✐t② ❡♥s✉❡s ❛ ❜❡tt❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥
♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ♦✉r ❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t②♣❡ ✏❱♦r♦♥♦ï✲❉❡❧❛✉♥❛②✑ ❢♦r t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

✐①



①



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈

❘és✉♠é ✐①

❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ①✐

❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ①✈✐

▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ①①✐✐

▲✐st❡ ❞❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s ①①✈

▲✐st❡ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ①①✈✐✐

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t t❤❡r♠✐q✉❡ ✺

❘és✉♠é ✼

✶ ❖♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❡t s❛♥té ✾
✶✳✶ ❘❛②♦♥♥❡♠❡♥ts é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❡t ❡①♣♦s✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✶✳✷ ❊✛❡ts ❇✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✸ ◆♦r♠❡s ❡t r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✶✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠é❞✐❝❛❧❡ ✿ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s t✉♠❡✉rs ❝❛♥❝ér❡✉s❡s

♣❛r ❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷ ➱q✉❛t✐♦♥s ré❣✐ss❛♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ✶✼
✷✳✶ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✷✳✷ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ P❡♥♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✷✳✶ ❇✐❧❛♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✷✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s t❤❡r♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✷✳✷✳✸ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❝❤❛❧❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

①✐



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✸ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❊✳❉✳P ✷✸
✸✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✸✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✸✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ✜♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✸✳✷✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✸✳✷✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✷✼

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✷✾

■■ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ✸✶

❘és✉♠é ✸✸

✹ ●é♦♠étr✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡t ✐♠❛❣❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✸✺
✹✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✹✳✷ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✹✳✷✳✶ ❘é♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✹✳✷✳✷ ❊s♣❛❝❡ ❡t ♦❜❥❡ts ❞✐s❝r❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✹✳✷✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❡t r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✹✳✸ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✈♦❧✉♠étr✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✹✳✹ ❉é✜♥✐t♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
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❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s ♥♦r♠❛❧✐sés✱ Q3 à Q6✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✶✵✳✸ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❛❥♦✉t ✉♥ à ✉♥ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s é❧é♠❡♥ts s❡❧♦♥ ❧❡ ❝r✐tèr❡ Q1

♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡rr❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ Errormax ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥tr❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✶✵✳✹ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts s✉r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
s✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ST ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✶✶✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s✉r ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ ✶✺✶
✶✶✳✷ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s S1✱ S2 ❣é♥érés ❛✈❡❝

❆▼■❘❆ ❡t ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ S3 ♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ✭Q1✲Q4✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
✶✶✳✸ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❛ss♦❝✐és ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ S3 ✐ss✉ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣✲

♣r♦❝❤❡ ❡t ❛✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s S4✱ S5 ❣é♥érés✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❚❡t●❡♥
❡t ●❍❉✸❉ ♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ✭Q1✲Q4✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✶✶✳✹ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♦❜t❡♥✉s ❡♥tr❡ ❆▼■❘❆✱
●❍❙✸❉ ❡t ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✶✶✳✺ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s C1✱ C2 ❣é♥érés r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❆▼■❘❆ ❡t ●❍❙✸❉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡
❡t ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ C3 ♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ✭Q1✲Q4✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✶✶✳✻ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡t r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ♣❛✲
t✐❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

✶✶✳✼ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❙❆❘ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t✳✶✺✽

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ①✐①



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

✶✶✳✽ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ❡①tr❛✐t❡s ❞❡s
♠❛✐❧❧❛❣❡s ✐ss✉s ❞❡ ❆▼■❘❆ ❡t ❚❱❈✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✶✶✳✾ ▼❡s❤✈✐❡✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

①① ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



①①✐



①①✐✐



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✾✳✶ ❈r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✾✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ét❛♣❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✏❆r♠❛✲

❞✐❧❧♦✑✱ ✏❙t❛♥❢♦r❞ ❜✉♥♥②✑ ❡t ✏❱❡♥✉s❜♦❞②✑✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✾✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ét❛♣❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳ ✳ ✶✹✶
✾✳✹ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✶✶✳✶ ◗✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ▼❊❋ ❡♥
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✭✶✮ ❡t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭✷✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✶✶✳✷ ◗✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ S ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❣é♥ér❡r C1 ❡t C2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺
✶✶✳✸ ◗✉❛❧✐té ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s C1✱C2 ❡t C3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺
✶✶✳✹ ◗✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ▼❊❋ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭✶✮ ❡t t❤❡r♠✐q✉❡✭✷✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

①①✐✐✐



①①✐✈



▲✐st❡ ❞❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s

❇❍❚❊ ❇✐♦ ❍❡❛t ❚r❛♥s❢❡rt ❊q✉❛t✐♦♥
❇✲❘❡♣ ❇♦✉♥❞❛r② ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❈❆❖ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❆ss✐sté❡ ♣❛r ❖r❞✐♥❛t❡✉r
❈▲❆ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ▲✐♠✐t❡s ❆❜s♦r❜❛♥t❡s
❈▲P ❈♦♠♣❧❡①❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ▼♦r❝❡❛✉①
❈❚ ❈♦♠♣✉t❡r ❚♦♠♦❣r❛♣❤②

❉❆❙ ❉❡♥s✐té ❞✬❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❙♣é❝✐✜q✉❡
❉❱ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï

❉❱❈ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❈❡♥tr♦ï❞❛❧
❊❉P ❊q✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
❊❊● ❊❧❡❝tr♦✲❊♥❝❡♣❤❛❧♦❣r❛♠♠❡
❊▲❋ ❊①tr❡♠❡❧② ▲♦✇ ❋r❡q✉❡♥❝②
❋❆ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛❧ ❆♥✐s♦tr♦♣②

❋❊❇ ❋réq✉❡♥❝❡ ❊①trê♠❡♠❡♥t ❇❛ss❡
●❈ ●r❛❞✐❡♥t ❈♦♥❥✉❣✉é

●❱❉ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❉✐s❝r❡t
■❈◆■❘P ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ♦♥ ◆♦♥✲■♦♥✐s✐♥❣ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ Pr♦t❡❝t✐♦♥

■❘▼ ■♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r ❘és♦♥❛♥❝❡ ▼❛❣♥ét✐q✉❡
▲❋❙ ▲♦❝❛❧ ❋❡❛t✉r❡ ❙✐③❡
▼❆ ▼❡❞✐❛❧ ❆①✐s

▼❊❋ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s ❊❧é♠❡♥ts ❋✐♥✐s
▼❊● ▼❛❣♥❡t♦✲❊♥❝❡♣❤❛❧♦❣r❛♠♠❡
▼❖ ▼✐❝r♦✲❖♥❞❡s

❖❊▼ ❖♥❞❡ ❊❧❡❝tr♦✲▼❛❣♥ét✐q✉❡
P▲❈ P✐❡❝❡✇✐s❡ ▲✐♥❡❛r ❈♦♠♣❧❡①

❘❉▼❆ ❘❡❞✉❝❡❞ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❡❞✐❛❧ ❆①✐s
❘❋ ❘❛❞✐♦✲❋réq✉❡♥❝❡s

❙❆❘ ❙♣é❝✐✜❝ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❘❛t❡
❙❙❖❘ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ❖✈❡r ❘❡❧❛①❛t✐♦♥
❚❱❈ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❈❡♥tr♦ï❞❛✉①

①①✈



①①✈✐



▲✐st❡ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s

B ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♠❛❣♥ét✐q✉❡
Ḃ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t❤❡r♠✐q✉❡ é✈❛❝✉é❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛s❝✉❧❛r✐s❛t✐♦♥
Bi ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci

Ci ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï
ct ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡
D ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡
E ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡

FAi ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❢r❛❝t✐♦♥❡❧❧❡
H ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡

❍(g) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡
Je ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ ❝♦✉r❛♥t é❧❡❝tr✐q✉❡
Jm ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ ❝♦✉r❛♥t ♠❛❣♥ét✐q✉❡

k ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡
K̇ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t❤❡r♠✐q✉❡ tr❛♥s❢éré❡ ❞❛♥s ❧❡s t✐ss✉s ♣❛r ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥
qe ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝❤❛r❣❡ é❧❡❝tr✐q✉❡
qm ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡

Qm ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ♠ét❛❜♦❧✐q✉❡ t♦t❛❧❡
Q1 ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✐è❞r❡ ♠✐♥✐♠❛❧
Q2 ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✐è❞r❡ ♠❛①✐♠❛❧
Q3 ❈r✐tèr❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬▲✐✉ ✾✹❪
ρt ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡s t✐ss✉s

ρ(x) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❛ss♦❝✐é❡
Ṡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t❤❡r♠✐q✉❡ st♦❝❦é❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ t✐ss✉
T ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡
Ta ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡s ❛rtèr❡s

V (zi) ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞❡ zi

(x, y, z) ❘❡♣èr❡
x ❉✐r❡❝t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡
y ❉✐r❡❝t✐♦♥ ❛①✐❛❧❡
z ❉✐r❡❝t✐♦♥ ❛③✐♠✉t❛❧❡
zi ❧❡ s✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï
α ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❣r❛❞✉❛t✐♦♥
γ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ LFS
Γ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s
Ω ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ à ♠❛✐❧❧❡r
ωb ❧❡ ❞é❜✐t s❛♥❣✉✐♥
∂O ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ✐♥t❡r♥❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ à ♠❛✐❧❧❡r
∂Ω ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ à ♠❛✐❧❧❡r
Ψ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡
ρ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té
µ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡
Θ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s

①①✈✐✐





■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s r❛❞✐♦✲❢réq✉❡♥❝❡s ♦✉ ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠é❞✐❝❛❧✱ ✐♥❞✉str✐❡❧✱ ♦✉ ❞❛♥s
♥♦tr❡ ✈✐❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡✳ ▲❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s♦❝✐été✱ ❢❛✐✲
s❛♥t ♥❛îtr❡ ❞❡s ✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥s s✉r ❧❡✉rs ❡✛❡ts s✉r ❧❛ s❛♥té✳ ▲❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❝❤❛♠♣s
é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s s✉r ❧✬êtr❡ ❤✉♠❛✐♥✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ t❤❡r♠✐q✉❡ r❡st❡♥t ♠é✲
❝♦♥♥✉s✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s❡ ré✈è❧❡♥t
❞✐✣❝✐❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✐r❡❝t❡s✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t
❞❡s s♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥✱ s♦♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ s✉❢✲
✜s❛♥t❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ③♦♥❡s ❞✐✣❝✐❧❡s ❞✬❛❝❝ès✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s s♦♥❞❡s
♣❡rt✉r❜❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞❡ ♠❡s✉r❡
♥♦♥ ✐♥tr✉s✐❢s ♥❡ ❞✐s♣♦s❡♥t ♣❛s✱ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱ ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡✳ ◗✉❡ ❝❡ s♦✐t
❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❜❛sés s✉r ❧✬❡①♣♦s✐t✐♦♥ à ❝❡s ♦♥❞❡s✱ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡ t❤ér❛♣❡✉t✐q✉❡ ❡♥ ♦♥❝♦❧♦❣✐❡✱ ♦✉ ♣♦✉r ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡
❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❡✛❡ts ✐♥❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✱ ❧❛
❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ s❡ t♦✉r♥❡ ✈❡rs ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡s
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛❜s♦r❜é❡ ❡t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
❞❡ tr❛♥s❢❡rt t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s
é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❡t t❤❡r♠✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✜❛❜❧❡s ❞✉
❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❡ss❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ rés✐❞❡
❞❛♥s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s é♥✉♠ér♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥
tr♦✐s ét❛♣❡s ✿

• ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s s✉r ❧❡ ❝♦r♣s
❤✉♠❛✐♥ ❡t ❧❡✉r ❛♥❛❧②s❡ ❀

• ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❡st ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✷❉✴✸❉ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts ❛♥❛✲
t♦♠✐q✉❡s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❀

• ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞✐s❝rét✐s❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠é✲
r✐q✉❡s✳

❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ♣❛r❢♦✐s ❧♦✉r❞ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝♦ût❡✉①
❡♥ t❡♠♣s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ r❡♥❞✉ ♣❡r❢♦r♠❛♥t ♣❛r ❞❡s ♣r♦❝é❞és ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♦✉ s❡♠✐ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❬❇✐❞❛❧ ✵✷❪✳

▲❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✬❛♣♣✉✐❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ✭r❛❞✐♦❣r❛♣❤✐❡s✱ s❝❛♥♥❡r ✸❉✱ ■❘▼ ✸❉✱ ❝♦✉♣❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ✳✳✳✮
♦✉ ❡♥❝♦r❡ s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ré❛❧✐sé❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ ✭❜✐♦♠étr✐❡✱
s❝❛♥♥❡r ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✭✸❉✮✱ ✳✳✳✮✳

✶
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▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉t❡s ❡st ❛❧♦rs s♦✉✈❡♥t ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❞❡s ❡①♣❡rts ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ ♠é❞✐❝❛❧ ✭❛♥❛t♦♠✐st❡s✱ ❝❤✐r✉r❣✐❡♥s✱ ✳✳✳✮✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡s é❧é♠❡♥ts à ♠♦❞é❧✐s❡r✳
❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❛✉ss✐ ✏s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✑✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ✐s♦✲❝♦♥t♦✉rs
✭♦✉ ✐s♦✲s✉r❢❛❝❡s✮ ♦✉ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ✭♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s✱ t❡①t✉r❡✮✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❬❈♦❝q✉❡r❡③ ✾✺❪✳ ▲❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥èr❡ ✉♥ ✜❝❤✐❡r
✐♠❛❣❡ ✭✷❉✱ ✸❉✮ ❜✐♥❛✐r❡ ♦✉ ❧❛❜❡❧❧✐sés✳

▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✸❉ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛✈❛♥✲
❝é❡s✳ P❛r♠✐ ❡❧❧❡s✱ ❝✐t♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❬❇♦✐s✲
s♦♥♥❛t ✾✷✱ ●❡♦r❣❡ ✾✼❜❪✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✐♠✲
♣❧❡①❡s ❬❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ✾✼❪ ❡t ❡♥✜♥ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ♠❛r❝❤✐♥❣
❝✉❜❡ ❬▲♦r❡♥s❡♥ ✽✼❛❪✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ s✬❡✛❡❝t✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r
❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ ♣❧✉s ✜❞è❧❡♠❡♥t
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛t♦♠✐q✉❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❤é✲
♥♦♠è♥❡s ré❛❧✐st❡s✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st t♦✉t ❛✉ss✐ ❞é❧✐❝❛t❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡
♥é❝❡ss✐t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤♦✐① ❝r✉❝✐❛✉① ❞♦♥t ❞é♣❡♥❞ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈❡ ❝❤♦✐①
❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ t②♣❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ tr✐❛♥❣❧❡s ♦✉ q✉❛❞r❛♥❣❧❡s ✭❡♥ s✉r❢❛❝✐q✉❡✮✱ tétr❛è❞r❡s
♦✉ ❝✉❜❡s ✭❡♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✮ ❡t ❧❛ ✏q✉❛❧✐té✑ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ▲❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✱ ❧❡✉rs ❛♥❣❧❡s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ♠❛①✐♠❛❧ ❡t
❧❡✉rs ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ✭❧♦♥❣✉❡✉r✱ ❧❛r❣❡✉r✱ é♣❛✐ss❡✉r✮✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts
rés✉❧t❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

▼❡s tr❛✈❛✉①✱ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ❈❘❊❆❚■❙ ❡t ❆♠♣èr❡✱ ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡
♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s s❡❣✲
♠❡♥té❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ rés✐❞❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡
❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♠❛✐❧❧é❡s ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ❞✉ ❝♦r♣s ❤✉✲
♠❛✐♥✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♣❛rt ❞✬✐♠❛❣❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s s❡❣♠❡♥té❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r s✉r❢❛❝❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛✐❧❧é❡ ✭♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ❡t ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✮ ♠✉♥✐❡
❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ♣♦✉r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣ré❝✐s ❡t r❛♣✐❞❡ ♣❛r ❧❛ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s ❊❧é♠❡♥ts
❋✐♥✐s ✭▼❊❋✮✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❥❡t ❆◆❘ ❇✐♦❘❋▼♦❞✱ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ ❧♦rs ❞❡ s♦♥ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ à ✉♥ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t
é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✿ r❛❞✐♦✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦✉ ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡ ❡t ❧❛ ré❣✐♦♥ ❘❤ô♥❡ ❆❧♣❡s✱ ❈❧✉st❡r
✷ ■❙▲❊✱ PP✸✱ s♦✉s✲♣r♦❥❡t ❙■▼❊❉ ✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ■♠❛❣❡r✐❡ ▼❊❉✐❝❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❉✐❛❣✲
♥♦st✐❝ ❡t ❧❛ ❚❤ér❛♣✐❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡st ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡
s♣é❝✐✜q✉❡ à ✉♥ ♣❛t✐❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐s❡s ♣❛r t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ♦✉
♣❛r rés♦♥♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s q✉✐ ❣é♥èr❡♥t ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✭❝♦♥st✐t✉é ❞❡ tétr❛è❞r❡s✮ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ tr✐❛♥✲
❣✉❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♠❛❣❡s s❡❣♠❡♥té❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞✐s❝r❡t ❞♦♥t ❧❡ ❞✉❛❧ ❡st ✿ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛✐❧❧é❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡
✭✐♥tér✐❡✉r ❡t ❡①tér✐❡✉r ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s✮✳ ❈❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞❡ t❤ès❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ q✉❛tr❡
♣❛rt✐❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉✳

✷ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥é✲
t✐q✉❡ ❡t t❤❡r♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ♣✉✐s ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r ▼❊❋✳ ❈❡s ❛s♣❡❝ts s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts ❡t ❞♦✐✈❡♥t êtr❡
♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥❡r♦♥s ❝❡tt❡
♣❛rt✐❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❆◆❘ ❇✐♦❘❋▼♦❞ ♣♦✉r
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é✲
✜♥✐t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ◆♦✉s ❢❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡r❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡
❡♥s✉✐t❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✷❉ ❡t ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s ❡♥ ✸❉✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦r✐❣✐✲
♥❛❧ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s❡r❛ ❛✉ss✐ ♣rés❡♥té✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥
q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞✐t ✏❛❞❛♣t❛t✐❢s✑ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
str✐❝t❡♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ s❡r❛ ❛❧♦rs ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s
❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❝♦♥tr❛✐♥ts✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s✱ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❘❉▼❆ ❬❈♦❡✉r❥♦❧❧② ✵✼❛❪ ❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐✈✐té ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

❉❛♥s ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡
à ♣❛rt✐r ❞✬✐♠❛❣❡s s❡❣♠❡♥té❡s ✸❉ s❡r❛ é✈❛❧✉é❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉① rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉r ❞✐✛ér❡♥ts ✈♦❧✉♠❡s s❡❣♠❡♥tés ❛✈❛♥t ❞❡ ❞r❡ss❡r ✉♥ ❜✐✲
❧❛♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❡✉r
❡t ❧❡s ♠❛✐❧❧❡✉rs ❝♦♠♠❡r❝✐❛✉① ✏❆▼■❘❆✑ ❡t ✏●❍❙✸❉✑✱ ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❡✉r ❧✐❜r❡ ✏❚❡t●❡♥✑✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ♠♦♥tr❛♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r ❧❛
♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ▼❊❋ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❣é♥é✲
r❡r♦♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs str✉❝t✉r❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ❡t ♥♦✉s
♣r♦❝é❞❡r♦♥s à ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ▼❊❋ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡✳

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉r♦♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❜✐❧❛♥ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s✱
❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣t❛t✐❢s✱ q✉✬❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
❞❡ ❧❡✉r q✉❛❧✐té s✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❛r ▼❊❋✳ ◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r♦♥s ❡♥✜♥
♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✸
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✹ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t
t❤❡r♠✐q✉❡

✺





❘és✉♠é

▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✱ t❛♥t ❞♦♠❡st✐q✉❡s q✉❡ ♣r♦❢❡s✲
s✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡ à ❝❡s ❝❤❛♠♣s ❡st ✉♥ s✉❥❡t ❞✬❛❝✲
t✉❛❧✐té✳ ❈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣♦s❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❧✐❝❛t ❞❡s é✈❡♥t✉❡❧s ❡✛❡ts
♥♦❝✐❢s s✉r ❧❛ s❛♥té ❞❡ ❧✬❤♦♠♠❡✱ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ r❛②♦♥♥é✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❧✬❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡ t❤ér❛♣❡✉t✐q✉❡✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✱
❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛♥❝❡rs✳

▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡♥ ❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡ ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡♥
❞❡✉① ét❛♣❡s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡ ❞é♣ôt ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❝♦r♣s ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝❤❛✉✛❛❣❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡s t✐ss✉s ❡t ❞❡ ❧❛
❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ s❛♥❣✉✐♥❡✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ❡✛❡ts t❤❡r♠✐q✉❡s ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s t✐ss✉s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡
à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❞✐t ❞❡ ❜✐♦❝❤❛❧❡✉r✳ ❆✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬❆◆❘ ❇✐♦❘❋▼♦❞✱ ✉♥ ♠♦✲
❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t t✐ss✉s ✈✐✈❛♥ts
✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ❡✛❡ts t❤❡r♠✐q✉❡s ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❖✉tr❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s
♣♦✉r ❝ré❡r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ t✉♠❡✉rs ❝❛♥❝ér❡✉s❡s ♣❛r ❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡✱
✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉rr❛✐t s❡r✈✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❡✛❡ts
t❤❡r♠✐q✉❡s ❞❡s té❧é♣❤♦♥❡s ♣♦rt❛❜❧❡s✳

❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t t❤❡r✲
♠✐q✉❡✱ ❡①♣♦s❡r❛✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❉❛♥s ❧❡
s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡r♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡t ❞❡ P❡♥♥❡s ♣♦✉r ♠♦❞é✲
❧✐s❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t t❤❡r♠✐q✉❡ ✐♥❞✉✐ts ❞❛♥s
❧❡ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉✲
♠ér✐q✉❡ s❡r♦♥t ❞é❝r✐t❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ♦♥❞❡s
é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ r❛❞✐♦✲❢réq✉❡♥❝❡ s❡r❛ ♣rés❡♥té❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✼



✽ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❖♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❡t s❛♥té

✶✳✶ ❘❛②♦♥♥❡♠❡♥ts é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❡t ❡①♣♦s✐t✐♦♥s

❇✐❡♥ q✉✬✐♥✈✐s✐❜❧❡✱ ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♦♠♥✐✲
♣rés❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s r❛②♦♥♥❡♠❡♥ts ♥❛t✉r❡❧s ❞❡s r❛②♦♥✲
♥❡♠❡♥ts ❛rt✐✜❝✐❡❧s ✿

• ▲❡s r❛②♦♥♥❡♠❡♥ts ♥❛t✉r❡❧s s♦♥t ❝réés ♣❛r ❧❡ s♦❧❡✐❧✱ ❧❛ t❡rr❡✱ ♣❛r s♦♥ ❝❤❛♠♣
♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ♦✉ ♣❛r ❧✬❛❝t✐✈✐té ❞❡s ♦r❛❣❡s✳ ▲❡ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ ❧✉✐ ♠ê♠❡ ♣r♦❞✉✐t
❞❡s r❛②♦♥♥❡♠❡♥ts é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞❡ ♣❛r s♦♥ ❛❝t✐✈✐té ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✭❝÷✉r✱
♠✉s❝❧❡✱ ❛❝t✐✈✐té ❝éré❜r❛❧❡ ✳✳✳✮✳ ■❧s s♦♥t ❞❡ très ❢❛✐❜❧❡ ✐♥t❡♥s✐té✳

• ▲❡s r❛②♦♥♥❡♠❡♥ts ❛rt✐✜❝✐❡❧s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t♦✉r ❞❡ ♥♦✉s✱ ✐❧s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t
❞❡s ❝✐r❝✉✐ts é❧❡❝tr✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ✿ ❝✉✐s✐♥✐èr❡s✱ r❛❞✐❛t❡✉r é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❛♣✲
♣❛r❡✐❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❛♥s ✜❧ ✳✳✳ ▼ê♠❡ ❡♥ ✈❡✐❧❧❡✱ ❝❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s é♠❡tt❡♥t
❞❡s ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✳

❆✈❡❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝❡s s♦✉r❝❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s
❞❡♣✉✐s ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬é✈❛❧✉❡r
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥✳ ▲❛ ❞ét❡r♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❡t t❤❡r♠✐q✉❡s ✐♥❞✉✐t❡s ✐♥tr❛ ❝♦r♣♦r❡❧❧❡s ❡st
❞❡✈❡♥✉❡ ✉♥ ❡♥❥❡✉ s♦❝✐ét❛❧ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧✳

✾
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❉❛♥s s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t q✉♦t✐❞✐❡♥✱ ❧✬❤♦♠♠❡ ❡st ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ♦✉ ✐♥✈♦❧♦♥t❛✐✲
r❡♠❡♥t ❡①♣♦sé à ❞❡s r❛②♦♥♥❡♠❡♥ts ❛rt✐✜❝✐❡❧s ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶ ❡t ✶✳✷✮ ✿

• ▲❡s ❡①♣♦s✐t✐♦♥s ✈♦❧♦♥t❛✐r❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠é❞✐❝❛❧❡s ❡♥ ❞✐❛❣✲
♥♦st✐❝ ✭■❘▼ ✿ ■♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r ❘és♦♥❛♥❝❡ ▼❛❣♥ét✐q✉❡✮ ❡t ❡♥ t❤ér❛♣✐❡ ✭❤②♣❡r✲
t❤❡r♠✐❡✱ ♣❤②s✐♦t❤ér❛♣✐❡✱ ✳✳✳✮✳

• ▲❡s ❡①♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥✈♦❧♦♥t❛✐r❡s s♦♥t ❞✉❡s à ❧❛ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡
✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr✐❝✐té ❡t ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣r♦✲
❢❡ss✐♦♥♥❡❧ ✭s♦✉❞❡✉s❡✱ ❢♦✉r à ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❝✉✈❡ à é❧❡❝tr♦❧②s❡ ✳✳✳✮ ❡t ❞♦♠❡st✐q✉❡
✭té❧é♣❤♦♥✐❡ s❛♥s ✜❧✱ ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡s✱ rés❡❛✉ ✇✐✜✱ ✳✳✳✮✳

❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭s♦✉r❝❡ ✿ ❤tt♣ ✿✴✴❝r❡❛❧❛❜✳✐♥❢♦✴✮✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥q✉✐ét✉❞❡ ❣r❛♥❞✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡✛❡ts
❞❡s ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr✐q✉❡s ❡t ♠❛❣♥ét✐q✉❡s
❞❡ ❋réq✉❡♥❝❡ ❊①trê♠❡♠❡♥t ❇❛ss❡ ✭❋❊❇ ♦✉ ❊▲❋ ✿ ❊①tr❡♠❡❧② ▲♦✇ ❋r❡q✉❡♥❝②✮✱ ❧❡s
❘❛❞✐♦✲❋réq✉❡♥❝❡s ✭❘❋✮ ♦✉ ❧❡s ▼✐❝r♦✲❖♥❞❡s ✭▼❖✮✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ❙♦✉r❝❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ✏♣♦❧❧✉❛♥t❡s✑ ✿ ✭❛✮ ♣✐st♦❧❡t ❞❡ s♦✉❞❛❣❡ à ❧✬❛r❝ ✭❜✮
❛♥t❡♥♥❡ r❡❧❛✐s

✶✵ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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✶✳✷ ❊✛❡ts ❇✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s

▲❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ✐♥t❡r❢èr❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬♦r❣❛♥✐s♠❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s
♣r♦❝❡ss✉s é❧❡❝tr♦✲♣❤②s✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❝♦✉r❛♥ts é❧❡❝tr✐q✉❡s ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡✳ ❆ ❝❡ ❥♦✉r✱ ❞❡✉① ❡✛❡ts ❞❡s ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s s✉r ❧✬♦r❣❛♥✐s♠❡ s♦♥t
r❡❝♦♥♥✉s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s s❡✉✐❧s ❞✬❡①♣♦s✐t✐♦♥ r❡❝♦♠♠❛♥❞és ✿

• ❧❡s ❝♦✉r❛♥ts ✐♥❞✉✐ts ❝✐r❝✉❧❛♥t ❞❛♥s ❧✬♦r❣❛♥✐s♠❡ ✭é♠✐ss✐♦♥ ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✮✱

• ❧✬é❝❤❛✉✛❡♠❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡ ✭é♠✐ss✐♦♥ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡✮✳

▲❡s ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr✐q✉❡s✱ ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❡t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s r❛②♦♥♥❡✲
♠❡♥ts ❞✐ts ✏♥♦♥ ✐♦♥✐s❛♥ts✑ ✿ ✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t é♥❡r❣ét✐q✉❡s ♣♦✉r é❥❡❝t❡r ✉♥
é❧❡❝tr♦♥ ❞✬✉♥ ❛t♦♠❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ✭♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① r❛②♦♥♥❡♠❡♥ts ✐♦♥✐s❛♥ts
t❡❧s q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s r❛②♦♥s ❳✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❢♦r♠❡
❧❡ s♣❡❝tr❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❈❡ s♣❡❝tr❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ t❛♥t ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ✐♦♥✐s❛♥t q✉❡
♥♦♥✲✐♦♥✐s❛♥t✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣❤♦t♦♥✐q✉❡✳ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✸✮✳ ■❧ r❡st❡
à ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ❡✛❡ts ♥♦♥ ✐♦♥✐s❛♥ts ❞❡ ❝❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ é♥❡r❣✐❡ ✭♦♥❞❡s ❜❛ss❡s ❢ré✲
q✉❡♥❝❡s✱ ♦♥❞❡s r❛❞✐♦ ❡t ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡s✮✱ ❝❛r ❝❡ s♦♥t ❡❧❧❡s q✉✐ ♥♦✉s ❡♥t♦✉r❡♥t ❡♥ ♣r❡♠✐❡r
❧✐❡✉✳

❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❡✛❡ts ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ✭s♦✉r❝❡ ✿
❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❧❡s♦♥❞❡s❡♥q✉❡st✐♦♥s✳❢r✮

❈❡s ❡✛❡ts s♦♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♠é❝♦♥♥✉s ♠❛✐s s✉s❝✐t❡♥t ❧❡ ✈✐❢ ✐♥térêt
❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s tr❛♥s♣♦rt❡♥t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞♦♥t ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❡st tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝❤❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ✈✐✈❛♥t❡ ✭❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡
r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ ▼❍③✮✳ ❈❤❡③ ❧✬❛♥✐♠❛❧✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✹W/kg✮ ♣r♦✈♦q✉❛✐t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✶
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❝♦r♣♦r❡❧❧❡ ✭❡♥tr❡ ✵✱✺ ❡t ✶◦C✮ ❡t ❞❡s tr♦✉❜❧❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❬❙t✉❝❤❧② ✾✵✱ ❙❛♥❞❡r ✽✷❪✳ ❈❡s ❡✛❡ts t❤❡r♠✐q✉❡s ❝♦♥st❛tés ❝❤❡③ ❧✬❛♥✐♠❛❧
♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❉❡♥s✐té ❞✬❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❙♣é❝✐✜q✉❡ ✭W/kg✮ ✭❉❆❙ ♦✉ ❙❆❘ ✿
❙♣é❝✐✜❝ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❘❛t❡✮ ❝❤❡③ ❧✬❤♦♠♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r
✺✵✳ ▲❛ ❉❆❙ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦r♣s ❡♥t✐❡r ❝❤❡③ ❧✬❤♦♠♠❡ ❛ ❞♦♥❝ été ✜①é à ✽✵ mW/kg✳ ❈❡tt❡
✈❛❧❡✉r r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬■❈◆■❘P ✭■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ♦♥ ◆♦♥✲
■♦♥✐s✐♥❣ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ Pr♦t❡❝t✐♦♥✮ ❬■❈◆■❘P ✾✽❪✳ ▼❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ s❛✈♦✐r q✉✬✐❧ r❡♣rés❡♥t❡
✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ❡t q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛❜s♦r❜é❡ ❧✬❡st ❞❡ ❢❛ç♦♥ très
✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣s à ❧✬❛✉tr❡✳

✶✳✸ ◆♦r♠❡s ❡t r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥s

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① r❛♣♣♦rts ❡t r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥s ♦♥t ❛❧♦rs ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r ❬▲♦rr❛✐♥ ✵✷✱
❆r❛♥ ✵✸❪✳ ▲❛ r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥ ❡✉r♦♣é❡♥♥❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s ❡✛❡ts ✐♠♠é❞✐❛ts ❞❡s
❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✱ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❤❛♠♣s ✲ t✐ss✉s
❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ✈✐✈❛♥ts ❢❛✐s❛♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❝♦♥s❡♥s✉s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ✿

• ❡♥ ❜❛ss❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❝♦✉r❛♥ts ❞❛♥s ❧✬♦r✲
❣❛♥✐s♠❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞❡♥s✐té ❏ ✭mA/m2✮✱

• ❡♥ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ❡✛❡ts t❤❡r♠✐q✉❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♣ré♣♦♥❞ér❛♥ts ❡t s♦♥t
❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬❛❜s♦r❜t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ ✭W/kg✮✱ q✉✐ ❞♦✐t r❡st❡r
✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉✳

▼❛❧❣ré ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s ré❛❧✐sé❡s à ❝❡ ❥♦✉r✱ ✐❧ ② ❛ ❡♥❝♦r❡ ♣❡✉ ❞✬❛✈❛♥❝é❡s
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ s✉r ❧❡
❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❧♦✐♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
❝♦♥❝❧✉r❡ ❛✈❡❝ ❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡✉r ✐♥♥♦❝✉✐té ♦✉ ❧❡✉r ♥♦❝✐✈✐té✳ ❙❡✉❧❡s ❝❡rt❛✐♥❡s ♥✉✐s❛♥❝❡s✱
t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❝♦✉r❛♥ts é❧❡❝tr✐q✉❡s ✐♥❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ ♣❛r ❧❡s
❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❤✉♠❛✐♥❡s ❧✐é❡s ❛✉① ❝♦✉r❛♥ts ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❡t ❧❡s ❡✛❡ts
t❤❡r♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s t✐ss✉s ♣r♦✈♦q✉és ♣❛r ❧❡s ❤❛✉t❡s✲❢réq✉❡♥❝❡s✱ s♦♥t s❝✐❡♥t✐✜q✉❡♠❡♥t
r❡❝♦♥♥✉s✳ ▲❡s ♥♦r♠❡s ✜①é❡s ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ❞é❝r❡t ✭ré❢ér❡♥❝❡ ✿ ✷✵✵✷✲✼✼✺✮ ❞✉ ✸ ♠❛✐
✷✵✵✷ ♣ré❝♦♥✐s❡♥t ✉♥ ❉❆❙ ✐♥❢ér✐❡✉r à ✽✵ mW/kg ♣♦✉r ❧❡ ❝♦r♣s ❡♥t✐❡r ❡t ✷W/kg ♣♦✉r
❧❛ têt❡ ❡t ❧❡ tr♦♥❝✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s✐t✉♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❤❛✉t❡s ❢ré✲
q✉❡♥❝❡s ❝♦✉✈r❛♥t ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶MHz à ✸GHz ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ♦♥❞❡s
♥♦♥ ✐♦♥✐s❛♥t❡s ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡✛❡t t❤❡r♠✐q✉❡✳ ◆♦tr❡ ét✉❞❡ ♣♦rt❡r❛
s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ❧❡ r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡s ✸❉ s♣é❝✐✜q✉❡s ❛❞❛♣✲
tés ❛✉ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♥❞✉✐t❡
❧♦rs ❞❡ s♦♥ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡ ♦✉ ✐♥✈♦❧♦♥t❛✐r❡ à ✉♥ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t r❛❞✐♦❢réq✉❡♥❝❡
♦✉ ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡✳

✶✷ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✶✳✹✳ ❊❳❊▼P▲❊ ❉✬❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ▼➱❉■❈❆▲❊ ✿ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ❚❯▼❊❯❘❙ ❈❆◆❈➱❘❊❯❙❊❙ P❆❘
❍❨P❊❘❚❍❊❘▼■❊✳

✶✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠é❞✐❝❛❧❡ ✿ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s
t✉♠❡✉rs ❝❛♥❝ér❡✉s❡s ♣❛r ❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡✳

▲✬❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡ à ❜✉t t❤ér❛♣❡✉t✐q✉❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣é✲
r❛t✉r❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❛♥❝ér❡✉s❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s ❞étr✉✐r❡ ♦✉ ❞❡ ❧❡s ❛✛❛✐❜❧✐r✱ s❛♥s
❧és❡r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s❛✐♥❡s ❛✈♦✐s✐♥❛♥t❡s✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡s t✐ss✉s à ✉♥❡ t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡ ♠♦❞éré♠❡♥t é❧❡✈é❡ ✭❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ✹✷ ❡t ✹✺◦C✮ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ très ❧♦♥❣✉❡
❞✉ré❡ ✭✸✵ à ✻✵ ♠✐♥✮ ❬❑❛❛t❡❡ ✾✼❪✳ ▲✬❛❜❧❛t❤❡r♠✐❡ ♣❛r r❛❞✐♦❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ♦✉ ❧❡ ❝❤❛♠♣ r❛❞✐♦❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ❞é❧✐✈ré ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ t✐ss✉ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s
❞✬✉♥❡ ❛✐❣✉✐❧❧❡✲❛♥t❡♥♥❡ ❡t ❞✬✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❍❋ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✹✮✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s
❞❡str✉❝t✐♦♥s t✐ss✉❧❛✐r❡s✳ ▲❛ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ♥é❝r♦s❡ ♣r♦✈♦q✉é❡ ♣❛r
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉❜✐t❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ✶✳✹ ✕ ❉✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡ ✐♥t❡rst✐t✐❡❧ ✿ ✉♥ ❛♣♣❧✐❝❛t❡✉r ❡①t❡r♥❡ ✭❛✮ ❡t ❧❡ ❣é♥ér❛✲
t❡✉r ❍❋ ✭❜✮ ✭s♦✉r❝❡ ✿ ❉❡♣t ♦❢ ◆❡✉r♦s✉r❣❡r②✱ ❇r❛✐♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ■♥st✐t✉t❡✱ ◆✐✐❣❛t❛
✉♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏❛♣♦♥ ✮✳

▲✬❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡ t❤ér❛♣❡✉t✐q✉❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡ ❡♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛
r❛❞✐♦t❤ér❛♣✐❡✳ ❙♦✉♠✐s à ❝❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❧❡s t✐ss✉s ❝❛♥❝ér❡✉① s♦♥t ❛❧♦rs ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡s
❛✉① r❛②♦♥♥❡♠❡♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ sé❧❡❝t✐✈❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s t✉♠♦r❛❧❡s✳
▲✬❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡ r❡♥❢♦r❝❡ ❛✉ss✐ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠é❞✐❝❛♠❡♥t ❛♥t✐❝❛♥❝ér❡✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞✬✉♥❡ ❝❤✐♠✐♦t❤ér❛♣✐❡✳ ▲✬é❧é✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r
❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ✶✵ MHz ❡t
✷✳✹✺ GHz✳ ▲❡s ♣r♦❣rès t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ré❝❡♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s t✉♠❡✉rs ♣r♦✲
❢♦♥❞❡s ♣❛r ❞❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ■❘▼ ♦✉✈❡rt❡s ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r
❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❬❘♦♥❦❛✐♥❡♥ ✵✻❪✳ ❊♥ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❡t ❡♥ ❍♦❧❧❛♥❞❡✱ ❧✬❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡ ❡st ✉♥
st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛♥❝❡rs ❞✉ ❝♦❧ ✉tér✐♥ ❡t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s s❛r❝♦♠❡s✳ ❊♥
❋r❛♥❝❡✱ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t ♣❡✉ ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ▲❡s s❡✉❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s❡
❧✐♠✐t❡♥t à ❧✬❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡ ♣❛r ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡s✱ à ❧✬❛❜❧❛t❤❡r♠✐❡ ♣❛r r❛❞✐♦❢ré✲
q✉❡♥❝❡s ♦✉ ♣❛r ✉❧tr❛s♦♥s ❢♦❝❛❧✐sés✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧✬❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❬▼❛r ✵✸❪✳ ▲✬✉♥
❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❧✐♠✐t❛♥t ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛r ❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡ ❡st ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❝❤❛✉❞s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞♦✉❧♦✉r❡✉① ❡t ❞❛♥❣❡r❡✉① ♣♦✉r ❧❡ ♣❛t✐❡♥t✳ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés r❡♥❝♦♥tré❡s ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r
❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s t✉♠❡✉rs s♦♥t s✐t✉é❡s ❡♥

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✸
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♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳ ❊❧❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛t✐❡♥t q✉✐ ✈❛r✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t✉♠❡✉r✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛t✐❡♥t✳

▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❧❛ ♠❛îtr✐s❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡①♣♦s✐t✐♦♥
s♦♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s✳ P♦✉r ❡①♣ér✐♠❡♥t❡r✱ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡s
♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡t ❞❡s t✐ss✉s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ✉♥❡ ❞♦s✐♠étr✐❡
❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ▲❛ ❞♦s✐♠étr✐❡ ét❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
❝❤❛♠♣s ❡t ♣✉✐ss❛♥❝❡s ✐♥❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s t✐ss✉s✳ ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❡♥ ❥❡✉① q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ é❧❡❝tr♦♠❛✲
❣♥ét✐q✉❡ ❡t✴♦✉ t❤❡r♠✐q✉❡✳ ■❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✸❉ ❞❡
♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
s♣é❝✐✜q✉❡s ❞✉ ♣❛t✐❡♥t✳ ❉❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r ♦♣t✐✲
♠✐s❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ♣❤❛s❡✱ ❞❡s s♦✉r❝❡s r❛❞✐♦❢réq✉❡♥❝❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡ ❝❤❛✉✛❡ ❛✜♥ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♣❛t✐❡♥t✳

❯♥ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✸❉ ❜❛sé s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✬❛rêt❡s ❛ été ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ♣❛r ❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡ ❬❙✐❛✉✈❡ ✵✹❪✳
❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ ❉é❜✐t ❞✬❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❙♣é❝✐✜q✉❡ ✭❉❆❙
♦✉ ❙❆❘ ✿ ❙♣❡❝✐✜❝ ❆❜s♦r❜t✐♦♥ ❘❛t✐♦✮ ✭W/kg✮✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s
❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❚♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ t❤ér❛♣✐❡ ♣❛r ❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡ rés✐❞❡ ❡♥ ❧❛
❜♦♥♥❡ ❢♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✐♥❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♦r❣❛♥❡s✱ ❞♦♥❝ ❞✉ ❝❤❛♠♣
é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✜♥❛❧ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡
✐♥❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st s♦✉♠✐s à ✉♥ ❝❤❛♠♣ r❛❞✐♦❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛✐❧❧é❡ ❞❡✈r❛ ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❛❞❛♣té❡s à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❡t t❤❡r♠✐q✉❡s
♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡✱ r❛♣✐❞❡ ❡t
r♦❜✉st❡✱ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦①❡❧s✱ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ■❘▼ ✭❋✐❣✳
✶✳✺✭❛✮✮ ♦✉ ♣❛r t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❳✱ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛✐❧❧é❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ✭❜✮✳
❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛✐❧❧é❡ ✭❜✮ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣
é❧❡❝tr✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❧♦rs ❞❡ s♦♥ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ à ❞❡s ❝❤❛♠♣s r❛❞✐♦✲❢réq✉❡♥❝❡s
♦✉ ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡s ✭❝✮✳ ▲❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t❡✉rs ✭♠♦❞✉❧❡ ❡t ♣❤❛s❡✮ ♠❛✐s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t❡✉rs ❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t❡✉r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❛❧♦rs ré❛❧✐sés ✭❞✮ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✭❝✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t
♣❛r ❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡✳

✶✹ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❍❨P❊❘❚❍❊❘▼■❊✳

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✳ ✶✳✺ ✕ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛r ❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡ ✿ ✭❛✮ ❡①❛♠❡♥ ■❘▼ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ✭❜✮
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✸❉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ✭❝✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛
♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ✭❞✮ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳
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✶✻ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

➱q✉❛t✐♦♥s ré❣✐ss❛♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ❧❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡

✷✳✶ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧

❚♦✉t❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣❡✉t ❝ré❡r ❞❛♥s s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡✱
✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♦✉ ✉♥ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉①✱ ❝❤❛♠♣s
q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬♦♥❞❡ ♥♦♥ ✐♦♥✐s❛♥t❡✳ ❈❡s ❝❤❛♠♣s s❡ ❝❛✲
r❛❝tér✐s❡♥t ♣❛r ❧❡✉r ❢réq✉❡♥❝❡ ✭❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❤❡rt③✱ ✭Hz✮✮ ♦✉ ❧❡✉r ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ✭❡♥
♠ètr❡✱ ✭m✮✮✳ ❯♥❡ ❖♥❞❡ ❊❧❡❝tr♦✲▼❛❣♥ét✐q✉❡ ✭❖❊▼✮ ❡st ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣
é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✐♥✉s♦ï❞❛❧✱ E✱ ❡t ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ H✱ s✐♥✉s♦ï❞❛❧ ❞❡
♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t✳

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳

✶✼



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱◗❯❆❚■❖◆❙ ❘➱●■❙❙❆◆❚ ▲❆ P❘❖P❆●❆❚■❖◆ ❊❚ ▲✬➱◆❊❘●■❊ ❉❊❙ ❖◆❉❊❙
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▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡✳ ❈❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts t❤é♦rè♠❡s ✭●❛✉ss✱ ❆♠♣èr❡✱ ❋❛r❛✲
❞❛②✮ q✉✐ ré❣✐ss❛✐❡♥t ❧✬é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡✳ ▼❛①✇❡❧❧ ❧❡s ❛ ré✉♥✐s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
✐♥té❣r❛❧❡s✳ ❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣
é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧
s♦✉s ❧❡✉r ❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∇× H =
∂D

∂t
+ Je , ∇× E = −∂B

∂t
− Jm ✭✷✳✶✮

∇.D = qe , ∇.B = qm ✭✷✳✷✮

♦ù E ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭V/m✮✱
D ❡st ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭C/m2✮✱
B ❡st ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭T ✮✱
H r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭A/m✮✱
Je ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ ❝♦✉r❛♥t é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭A/m2✮✱
Jm ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ ❝♦✉r❛♥t ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱
qe ❡t qm r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝❤❛r❣❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭C/m3✮ ❡t ♠❛✲
❣♥ét✐q✉❡✳

❯♥❡ ♦♥❞❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡
tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té σ✱ ❧❛ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té é❧❡❝tr✐q✉❡ ǫ ❡t ❧❛ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té
♠❛❣♥ét✐q✉❡ µ✳ ❆ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠✐❧✐❡✉①✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❝❡s
r❡❧❛t✐♦♥s s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❛✐♥s✐ ✿

D = ǫE, B = µH, Je = σ E ✭✷✳✸✮

❛✈❡❝ ǫ ❧❛ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té ✭F/m✮✱
µ ❧❛ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té ✭H/m✮✱
❡t σ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ✭S/m✮✳

❊♥ ré❣✐♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ω✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥é✲
t✐q✉❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡st s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡✱ ∂

∂t
❡st ❛❧♦rs r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r jω✳

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿

∇× H = jωǫE + Je , ∇× E = −jωµH − Jm

∇.D = qe , ∇.B = qm ✭✷✳✹✮

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞♦s✐♠étr✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❛ ♣❡r♠é❛✲
❜✐❧✐té µ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té ❞✉ ✈✐❞❡✳ ◆♦✉s

✶✽ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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s♦♠♠❡s ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ ✈✐❞❡ ♦✉ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❡t ❞❡ ❝♦✉r❛♥t✱
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♣r❡♥♥❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∇× H = jωǫE + Je , ∇× E = −jωµ0H

∇.D = 0 , ∇.B = 0 ✭✷✳✺✮

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡♥
❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✿

∇×∇× E − ω2µ0ǫE = −jωµ0Je

∇×∇× E − k2
E = −jωµ0Je ✭✷✳✻✮

❛✈❡❝
k2 = ω2µ0ǫ ✭✷✳✼✮

♦ù k r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ r❡❧❛✲
t✐✈❡ à ✉♥ ♠✐❧✐❡✉✳

P♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❡✛❡ts t❤❡r♠✐q✉❡s ❡t ❧✬❡①♣♦s✐t✐♦♥ à ✉♥ r❛②♦♥♥❡✲
♠❡♥t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❧❡ ❉❆❙ ❛ été ❞é✜♥✐✳ ■❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❞✐ss✐♣é❡ ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡ t✐ss✉s✳ ▲❡ ❉❆❙ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❣râ❝❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣
é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭✷✳✽✮ ♦✉ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✭✷✳✾✮✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s
❛✈❡❝ ❞❡s s♦♥❞❡s r❡st❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡s✳ ❯♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❉❆❙ s♦♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿

• ❧❡ ❉❆❙ ❝♦r♣s ❡♥t✐❡r✱ ♠♦②❡♥♥é s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞✉ ❝♦r♣s✳

• ❧❡ ❉❆❙ ❧♦❝❛❧✐sé✱ ♠♦②❡♥♥é s✉r ✶✵ ❣r❛♠♠❡s✳

▲❡ ❉❆❙ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✿

• ❧❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡s ❡✛❡ts ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳

• ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦r♠❡s ❞✬❡①♣♦s✐t✐♦♥✳

▲❛ r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥ ❡✉r♦♣é❡♥♥❡ q✉✐ s❡rt ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ st✐♣✉❧❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐✲
♠❛❧❡ ❞✉ ❉❆❙ ✐♥té❣ré ❞❛♥s ✶✵ g ❞❡ t✐ss✉ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❡①❝é❞❡r ✷ W/kg✳ ▲❛ ♥♦r♠❡
❛♠ér✐❝❛✐♥❡ ✜①❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ❉❆❙ ✐♥té❣ré ❞❛♥s ✶ g ❞❡ t✐ss✉ à ✶✱✻ W/kg✳

▲❡ ❉❆❙ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ E ✿

DAS =
1

2

σ|E|2
ρ

✭✷✳✽✮

♦✉ s♦✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✿

DAS = ct
∂T

∂t
✭✷✳✾✮

♦ù σ ❡st ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞✉ t✐ss✉ ✭S/m✮✱ ❡t ρ s❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡
(kg/m3)✳ ct ❡st ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ (J/(kg.◦C))✱ T ✱ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✭◦C✮ ❡t t ❡st
❧❡ t❡♠♣s ✭s✮✳ ❉❛♥s ❬●❛❜r✐❡❧ ✾✻❪✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞✉ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥
s♦♥t ❞é❝r✐t❡s✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✾
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✷✳✷ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ P❡♥♥❡s

▲✬é❧é✈❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ♣❡✉t êtr❡
❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r P❡♥♥❡s ✭❇❍❚❊ ✿ ❇✐♦ ❍❡❛t ❚r❛♥s❢❡rt ❊q✉❛t✐♦♥✮✳
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ré♣♦♥s❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡s t✐ss✉s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ♣❡r❢✉sés
s♦✉♠✐s à ✉♥ ❛♣♣♦rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡①t❡r♥❡ ❬P❡♥♥❡s ✹✽❪✳

✷✳✷✳✶ ❇✐❧❛♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥

▲❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s t✐ss✉s ✈✐✈❛♥t ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝✲
t✐♦♥✱ ❧❡ ♠ét❛❜♦❧✐s♠❡ ❜❛s❛❧ ❡t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ♣❤❛s❡ q✉✐ s♦♥t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✬✉♥❡
s✉❜st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ t❤❡r♠♦✲
ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✿ ❧❛ t❤❡r♠♦✲❣❡♥ès❡ ✭♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ❝❤❛❧❡✉r✮ ❡t ❧❛ t❤❡r♠♦❧②s❡ ✭♣❡rt❡ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r✮✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✈♦♥t ❞é♣❡♥❞r❡
❞❡ ❞✐✈❡rs ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①tér✐❡✉rs✱ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❤②s✐♦♣❛t❤♦❧♦✲
❣✐q✉❡s ✭❥❡û♥❡✱ ❡①❡r❝✐❝❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛❣❡♥ts ✐♥❢❡❝t✐❡✉① ✳✳✳✮✳

▲❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✱ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦r✲
❣❛♥❡s ❡t ❧✬❛❝t✐✈✐té ♠✉s❝✉❧❛✐r❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ❞é♣❡♥s❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡✳ ❈❡tt❡
é♥❡r❣✐❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐♦✲❝❤✐♠✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡st tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ❝❤❛❧❡✉r
❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t ❡♥ tr❛✈❛✐❧ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳ ❆ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥✱ ❧❡ s❛♥❣ ❛ss✉r❡ ❧❛
ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❡t ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝♦r♣s✳ ❯♥
❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s✬ét❛❜❧✐t ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉✳
▲❛ ❝❤❛❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t❡ ❡st ❛❧♦rs é❝❤❛♥❣é❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❞✐✈❡rs ♠♦❞❡s ❞❡
tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡r♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥ t✐ss✉ ✈✐✈❛♥t ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s
❞❡ tr❛♥s❢❡rts ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ❡t ❧❡ ❞é❜✐t s❛♥❣✉✐♥ ✭s♦✉r❝❡ ✿ ❬❘♦✉ss❡❧ ✾✾❪✮✳

✷✵ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✷✳✷✳ ➱◗❯❆❚■❖◆ ❉❊ P❊◆◆❊❙

✷✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s t❤❡r♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❤✉✲
♠❛✐♥

▲❡s é❝❤❛♥❣❡s t❤❡r♠✐q✉❡s rés✉❧t❡♥t ❞❡ q✉❛tr❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡s ✿

• ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ♠ét❛❜♦❧✐s♠❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✱

• ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ t✐ss✉ ❧♦rs ❞❡s ré❣✐♠❡s t❤❡r♠✐q✉❡s tr❛♥✲
s✐t♦✐r❡s✱

• ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ♣❛r ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✱

• ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ♣❛r ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱ ré❛❧✐sé ♣❛r ❧❛ ♣❡r❢✉s✐♦♥ t✐ss✉✲
❧❛✐r❡✳

▲❡s é❝❤❛♥❣❡s t❤❡r♠✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✐s✉❛❧✐sés ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡
❝♦♥trô❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳

Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ♠ét❛❜♦❧✐q✉❡

▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ♠ét❛❜♦❧✐q✉❡ t♦t❛❧❡ Qm ✭W ✮ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ s♦♠✲
♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ té♠♦✐♥ V ✭m3✮ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠ét❛❜♦❧✐q✉❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿

Qm =

∫

v

ρtqm.dv ✭✷✳✶✵✮

❛✈❡❝ ρt✱ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡s t✐ss✉s ✭kg/m3✮ ❡t qm✱ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠ét❛❜♦❧✐q✉❡
♠❛ss✐q✉❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ✉s✉❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬❋♦st❡r ✵✹❪ ♣♦✉r ✉♥ ❤♦♠♠❡ ❛✉
r❡♣♦s s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❲❛tt ♣❛r ❦✐❧♦❣r❛♠♠❡✳

➱♥❡r❣✐❡ t❤❡r♠✐q✉❡ st♦❝❦é❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ t✐ss✉

▲✬é♥❡r❣✐❡ t❤❡r♠✐q✉❡ st♦❝❦é❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡
❧❛ ❝❛♣❛❝✐té t❤❡r♠✐q✉❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡✳ ❘❛♠❡♥é❡ ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s✱ ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ❡st
r❡❧❛t✐✈❡ à ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ Ṡ ✭W ✮✳

Ṡ =

∫

v

ρtct
∂T

∂t
.dv ✭✷✳✶✶✮

♦ù ct ❡st ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ ❞✉ t✐ss✉ ✭J/(kg.◦C✮✳

❊❝❤❛♥❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ♣❛r ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t❤❡r♠✐q✉❡ tr❛♥s❢éré❡ ❞❛♥s ❧❡s t✐ss✉s ♣❛r ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ K̇ ✭W ✮ ❡st
❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞✬é❝❤❛♥❣❡ S ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ té♠♦✐♥ V ✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ −→n ✳

K̇ =

∫

S

kt∇T.−→n .ds ✭✷✳✶✷✮

❛✈❡❝ kt✱ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡s t✐ss✉s ✭W/m.◦C))✮✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✷✶



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱◗❯❆❚■❖◆❙ ❘➱●■❙❙❆◆❚ ▲❆ P❘❖P❆●❆❚■❖◆ ❊❚ ▲✬➱◆❊❘●■❊ ❉❊❙ ❖◆❉❊❙
➱▲❊❈❚❘❖▼❆●◆➱❚■◗❯❊ ❊❚ ▲❆ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆ ❚❍❊❘▼■◗❯❊

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❖str♦❣r❛❞s❦②✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

K̇ =

∫

v

∇(kt∇T ).dv ✭✷✳✶✸✮

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ kt ❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s
t✐ss✉s s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t ✐s♦tr♦♣❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ é❝r✐r❡ ✿

K̇ = ∇.(kt∇T ) ✭✷✳✶✹✮

❚r❛♥s❢❡rt t❤❡r♠✐q✉❡ ♣❛r ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ s❛♥❣✉✐♥❡

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛
♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ t❤❡r♠♦✲ré❣✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♠♣❡♥s❡ ❛✉ ♠♦✐♥s
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡ ♣r♦✈♦q✉é❡ ♣❛r ❧❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✳ ■❞é❛❧❡✲
♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s❛♥❣✉✐♥ q✉✐ ✐rr✐❣✉❡ ❧❡s t✐ss✉s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡✱
❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❍✳❍✳ P❡♥♥❡s ❬P❡♥♥❡s ✹✽❪✳ ❊❧❧❡ é♥♦♥❝❡ q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r
✈♦❧✉♠✐q✉❡ q✉✐tt❛♥t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ té♠♦✐♥ ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❞✉
❝♦♥t❡♥✉ ❛rtér✐❡❧ ♠♦✐♥s ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ✈❡✐♥❡✉① é✈❛❝✉é❡ ♣❛r ❧❡ ❞é❜✐t s❛♥❣✉✐♥
❧♦❝❛❧✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t❤❡r♠✐q✉❡ Ḃ ✭W ✮ é✈❛❝✉é❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛s❝✉❧❛r✐s❛t✐♦♥
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Ḃ =

∫

v

cbωb(T − Ta).dv ✭✷✳✶✺✮

♦ù ωb ❡st ❧❡ ❞é❜✐t s❛♥❣✉✐♥ (kg/(m3.s))✱
Cb ❡st ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ ❞✉ s❛♥❣ ✭J/(kg.◦C)✮✱
Ta ❡st ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡s ❛rtèr❡s (◦C)✳

P✉✐ss❛♥❝❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡

Qem ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡
E✳ ❊❧❧❡ ✈❛✉t ✿

Qem =

∫

v

DAS.ρt.dv ✭✷✳✶✻✮

✷✳✷✳✸ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❝❤❛❧❡✉r

▲❡s t❡r♠❡s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s♦♥t r❛ss❡♠❜❧és ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✱ ❛♣✲
♣❧✐q✉és ❛✉ t✐ss✉s✱ ❛♣♣❡❧é éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P❡♥♥❡s ♦✉ ❞❡ ❜✐♦❝❤❛❧❡✉r✱ ❡①♣r✐♠é❡ ✐❝✐ ❡♥ W ✿

ρtct
∂T

∂t
= ∇.(kt∇T ) − Cbωb(T − Ta) + Qem + Qm ✭✷✳✶✼✮

P♦✉r ❝❡s ét✉❞❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ♠✐❧✐❡✉ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♣❤②s✐q✉❡s q✉✐
❧✉✐ s♦♥t ♣r♦♣r❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té ǫ ✭A.s.V −1.m−1✮✱ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té é❧❡❝tr✐q✉❡ σ
✭S/m✮✱ ❧❛ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té µt ✭V.s.A−1.m−1✮✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ρ ✭kg/m3✮✱ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝✲
t✐✈✐té t❤❡r♠✐q✉❡ λt ✭W.m−1.K−1✮ ❡t ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ Ct ✭J.K−1.kg−1✮✳

✷✷ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

▼ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❊✳❉✳P

❆ ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ très s✐♠♣❧❡ ❡t s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱
✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s
✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

✸✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ s❡ s♦♥t ✐♠♣♦sé❡s
❞❡ ♣❛r s❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❡t s❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✱ s♦✉s ❧❡✉r ❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r tr♦♥q✉é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s♦✉❤❛✐té✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à
rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡♥ ❞✐s❝rét✐s❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ét✉❞✐é ♣❛r ❛♣♣♦s✐t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞♦♥t ❧❛ ✜♥❡ss❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ét✉❞✐é✳ ❊♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r✮✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st t♦✉t❡❢♦✐s ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ q✉✬à ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s à ❣é♦♠étr✐❡ s✐♠♣❧❡
✭r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❡t ♥❡ s✬❛❞❛♣t❡ q✉❡ très ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t à ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
à ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭♥é❝❡ss✐t❡ ❛❧♦rs ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥t é❧❡✈é ♣♦✉r ❞✐s❝rét✐s❡r ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡✮✳ P♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s❡♠❜❧❡
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ❡t ♣❧✉s ♠❛♥✐❛❜❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ t♦✲
♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t ✭❛✮ ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡
✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ✭❜✮ ❡t ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✭❝✮✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é ❡t ♥❡ s✉❜✐t ♣❛s
❞✬❡✛❡t ✏♠❛r❝❤❡ ❞✬❡s❝❛❧✐❡r✑✳

✷✸
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✐s❝r❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❡t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✿ ✭❛✮ ❝♦✉♣❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐s❝rét✐sé ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ✭❜✮ ❡t ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✭❝✮✳
▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ❡t ♥❡ s✉❜✐t ♣❛s
❞✬❡✛❡t ✏♠❛r❝❤❡ ❞✬❡s❝❛❧✐❡r✑✳

✸✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s

▲❛ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s ❊❧é♠❡♥ts ❋✐♥✐s ✭▼❊❋ ♦✉ ❋❊▼ ✿ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞✮ ❡st
❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❈❡tt❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❝♦✉♣❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ét✉❞✐é ❡♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ❛♣♣❡❧és é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱
s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ♣❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛✲
t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

• ❊❧❧❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛r✲
t✐❡❧❧❡s✱

• ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✛❡❝t❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✐✛ér❡♥t❡s à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ♠❛✐❧❧é✱

• ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛❞❛♣té ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✱

• ❊❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ❞✉
❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥✳

▲❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s rés✐❞✉s ♣♦♥❞érés✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à
✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❝❛r✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
❧❡✉r ❢♦r♠❡ ❡t ❧❡✉r ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠♦❞✐✜és✳ ▲❡s ❜❛s❡s ♠❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❊❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✈✉❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡t ❝♦♥s✐st❡ à
❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ sm ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭✸✳✾✮ ❡t ✭✸✳✶✺✮ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ Ω✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ sm ❞❡ s s❡r❛ ❛❧♦rs ❞✬❛✉t❛♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ Ωm s❡r❛ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ Ω✳ ◆♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ réé❝r✐t
❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✿

❚r♦✉✈❡r sm ∈ Ωm t❡❧ q✉❡

a(sm, em) = l(em) ∀em ∈ Ωm ✭✸✳✶✮

♦ù Ωm ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ Ω ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ◆✳ ■❧ ♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r t♦✉t em ∈ Ωm ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡

✷✹ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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✭α1, ...., αN✮ ❞❡ Ωm✳ ■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs à r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t sm ∈ Ωm s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ sm(x) =

∑N
i=1 siαi(x) ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r a ♣❛r r❛♣♣♦rt à

s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

❚r♦✉✈❡r (s1, ...., sN) ∈ R t❡❧ q✉❡

∑

i=1

N
sia(αi, αj) = l(αj) ∀j = 1, ....., N ✭✸✳✷✮

❆✐♥s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N × N ✿

AX = B ✭✸✳✸✮

♦ù A = (a(αi, αj)) , 1 6 i, j 6 N ✱ B ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s l(αi)
❡t X ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts si ❞❡ sm ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (α1, ...., αN)
❞❡ Ωm✳ ■❧ r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Ωm ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
Ω✳ ❈✬❡st à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✳

✸✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ✜♥✐

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st très r❛r❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r r❡♣rés❡♥t❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ❞✐s❝ré✲
t✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ét✉❞✐é ❡♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ✭s❡❣♠❡♥ts
❞❡ ❞r♦✐t❡✱ tr✐❛♥❣❧❡s✱ q✉❛❞r❛♥❣❧❡s✱ tétr❛è❞r❡s✱ ❡t❝✳✮ ❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ✿ ❧❡s é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❡st ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧é❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t✳
▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡✳ ◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s q✉✐ ❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
à rés♦✉❞r❡✳ ▲❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❡♥ t❤❡r♠✐q✉❡✱ s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❡♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡✳

✸✳✷✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡t ❞❡ P❡♥♥❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ ❊♥
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∫

v

W [∇×∇× E − k2
E].dv = −jωµ0

∫

v

WJe.dv ✭✸✳✹✮

♦ù ❲ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s✳

P✉✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∇× (ΨA) = ∇Ψ × A + Ψ∇× A ⇒ Ψ∇× A = ∇× (ΨA) −∇Ψ × A ✭✸✳✺✮

❛✈❡❝ Ψ = W ❡t A = ∇× E✱ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ✿
∫

v

∇× W ×∇× E.dv =

∫

s

n × W ×∇× E.ds ✭✸✳✻✮

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✷✺
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▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧❡❝✲
tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♦✉✈❡rt ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡
❢r♦♥t✐èr❡ ✜❝t✐✈❡✳ ▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡①tér✐❡✉r ❡st ❛❧♦rs ré❛❧✐sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s
❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ▲✐♠✐t❡s ❆❜s♦r❜❛♥t❡s ✭❈▲❆✮ ❬❇❛②❧✐ss ✽✵❪✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s ❈▲❆ ❛✈❡❝
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❝♦♥s✐st❡ à s✉❜st✐t✉❡r ❧❡ t❡r♠❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✸✳✻✮ ♣❛r ✿

n ×∇× E = gABC(E) = jk0Et ✭✸✳✼✮

♦ù Et r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ t❛♥❣❡♥t✐❡❧ ❡t ❛✈❡❝ k0 = ω2µ0ǫ0✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t ✜♥✐s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡st ❛✐♥s✐
♦❜t❡♥✉❡ ✿

−
∫

v

∇W ×∇×E.dv−
∫

v

Wk2
E . dv +

∫

Sext

gABC(E).ds = −jωµ0

∫

τ

WJe.dv ✭✸✳✽✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞✉ t②♣❡ ✿

[A]. {X} = {B} ✭✸✳✾✮

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧❡❝tr♦♠❛✲
❣♥ét✐q✉❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❉❆❙ à ♣❛rt✐r ❞❡ E ❡t
❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t❡r ❝♦♠♠❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ t❤❡r♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s à
♣rés❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ t❤❡r♠✐q✉❡✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P❡♥♥❡s ✷✳✶✼✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r ❧❡
✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ Φi ✿

∫

v

∇(λt∇T )Φi.dv −
∫

v

Cbωb(T − Ta)Φi.dv −
∫

v

ρtCt
∂T

∂t
Φi.dv +

∫

v

QemΦ.dv +

∫

v

QmΦi.dv = 0 ✭✸✳✶✵✮

❆♣rès ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ é❝r✐t ✜♥❛❧❡✲
♠❡♥t ✿

∫

v

λt∇TΦi.dv +

∫

v

Cbωb(T − Ta)Φi.dv −
∫

v

ρtCt
∂T

∂t
Φi.dv +

∫

v

QemΦ.dv +

∫

v

QmΦi.dv =

∫

s

λt
−→∇T.−→n Φi.ds ✭✸✳✶✶✮

❖♥ ❡①♣r✐♠❡ ❛❧♦rs ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
Φj ✿

T (x, y, z) =
N

∑

j=1

TjΦj(x, y, z)

∂T

∂t
(x, y, z) =

N
∑

j=1

∂Tj

∂t
Φj(x, y, z) ✭✸✳✶✷✮

✷✻ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ t❡r♠❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ tr❛♥s❢❡rt t❤❡r♠✐q✉❡ ✿

∫

v

∇(
N

∑

j=1

TjΦj).∇Φidv +

∫

v

Cbωb.(
N

∑

j=1

TjΦj).Φidv +

∫

v

ρtCt(
N

∑

j=1

∂Tj

∂t
Φj).Φidv =

∫

v

QmΦidv +

∫

v

QemΦidv +

∫

V

CbωbTaΦidv +

∫

s

λt
−→∇(

N
∑

j=1

TjΦj).
−→n Φi.ds✭✸✳✶✸✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞✉ t②♣❡ ✿

[A]. {T} + [B].
{

Ṫ
}

= {C} ✭✸✳✶✹✮

❛✈❡❝ ♣♦✉r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✿



















Ai,j =
∫

v
λt.∇Φj.∇Φi.dv +

∫

v
Cbωb.ΦjΦidv

Bi,j =
∫

v
ρtCt.ΦjΦidv

Ci =

∫

v

(CbωbTa + Qem + Qm).Φidv +

∫

s

λt
−→∇(

N
∑

j=1

TjΦj).
−→n Φi.ds

✭✸✳✶✺✮

♦ù [A] ✭W/K✮✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té t❤❡r♠✐q✉❡✱ [B] ✭J/K✮✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝❛♣❛❝✐té t❤❡r♠✐q✉❡✱ {C}✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✢✉① ♥♦❞❛✉①✱ {T}✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡s
♥♦❞❛❧❡s✳

✸✳✷✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛r✲
t✐❡❧❧❡s

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ●r❛❞✐❡♥t ❈♦♥❥✉❣✉é ✭●❈✮ ❡st ✉♥ ♣r♦❝é❞é ✐tér❛t✐❢ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Ax = b✱ ♦ù A ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n × n
s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭AT = A ❡t xT Ax > 0✱ ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r x ∈ R

n ♥♦♥
♥✉❧✮ ❡t b ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✳ ❖♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés✐❞✉ r = Ax − b ❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t Ax = b✳

■❧ ❛rr✐✈❡ ♣❛r❢♦✐s q✉❡ ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t cond(A) = |λmax/λmin| ❞❡ t❡❧❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
s♦✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ tr♦♣ é❧❡✈é ✭✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡s✮✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ♣ré❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ré❣✉❧✐èr❡ C ∈ Mn(R) ❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡
s②stè♠❡ ✿

C−1Ax = C−1b ⇔ Ax = b ✭✸✳✶✻✮

t❡❧ q✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ C−1A ❛✐t ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❆✱ ♣✉✐s ❛♣✲
♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ C−1Ax = C−1b✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡r❛
♣♦✉r C ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❆✱ ❢❛❝✐❧❡ à ✐♥✈❡rs❡r ❬●❛r❞❛♥ ✽✼❪✳ Pré❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❛✐s ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ♣❧✉s
❝♦ût❡✉s❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿

g = C−1 × r ✭✸✳✶✼✮

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✷✼
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▲✬✐♥térêt ❞✉ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ C ❡st ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡✱ C−1A
❛♣♣r♦①✐♠❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐té✱ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿

x ≈ C−1b ✭✸✳✶✽✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t C ❞♦✐t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡ à ❝♦♥str✉✐r❡✱ à st♦❝❦❡r ❡t
à ✐♥✈❡rs❡r✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

Pré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐❛❣♦♥❛❧

▲❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r ♠❛tr✐❝❡ C ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡
❞❡ A ✿

Ci,j =

{

Ai,j si i = j
0 sinon

✭✸✳✶✾✮

▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✬✉♥ t❡❧ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r s♦♥t ❧❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞❡ s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t
❧❡ ♣❡✉ ❞✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉✬✐❧ ♦❝❝✉♣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉rs q✉✐
❛♣♣♦rt❡♥t ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈✬❡st
❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❙❙❖❘✳

Pré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❙❙❖❘ ✭❙②♠♠❡tr✐❝ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ❖✈❡r ❘❡❧❛①❛t✐♦♥✮

❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

A = L + D + LT ✭✸✳✷✵✮

♦ù L ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ à ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡t D r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛
❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ A✳ ▲❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❙❙❖❘ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r ♠❛tr✐❝❡ ✿

C = (
D

ω
+ L)

ω

2 − ω
D−1(

D

ω
+ LT ) ✭✸✳✷✶✮

♦ù ω ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r
q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ●❈ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é s♦✐t ❛ss✉ré ❡st ❞❡ ✜①❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ω
❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]0, 2[✳

✷✽ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲❡s tr❛✈❛✉① ♠❡♥és ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉✲
♠ér✐q✉❡ ♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t t✐ré ♣r♦✜t ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡
st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés à ❝❡tt❡ ✜♥ r❡✲
♣♦s❡♥t ❡♥❝♦r❡ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡
❞✉ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st q✉❡ ♥✐ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡s ♦r❣❛♥❡s✱
♥✐ ❧❡✉r ❣r❛♥❞❡ ❤étér♦❣é♥é✐té ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥é✲
t✐q✉❡s ❡t t❤❡r♠✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥✬❡st s♦✉✈❡♥t
♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✣♥❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ❥✉❣é❡s
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s s❛♥s ❡♥tr❛î♥❡r ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s tr❛✐t❡♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦✲
♠è♥❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ ❬❙❤❛✇ ✾✶✱❙❤❡❧❧♦❝❦ ✵✵✱❙✐❛✉✈❡ ✵✺✱❈❡✲
♣❡❞❛ ✵✽❪✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ▼❊❋ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭✷✳✻✮
❡t t❤❡r♠✐q✉❡ ✭✷✳✶✼✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❊❋ ❞✉ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ s❡s ❞✐✈❡rs ♦r❣❛♥❡s ❡t s❛ str✉❝t✉r❡
❝♦♠♣❧❡①❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✷✾
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■■ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s

✸✶





❘és✉♠é

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s s✐♠♣❧❡s✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é❧é✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥é✲
t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ❡st tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ❞❛♥s ❧❛
♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❡st ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡✳

❆✈❡❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ s②stè♠❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡✱ ✐❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✸❉ ✭✈♦①❡❧s✮ ❞❡s ♦r❣❛♥❡s q✉❛s✐♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳ ❈❡s
❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞✬✐s♦s✉r❢❛❝❡s
❞❡ ❝❡s ✈♦❧✉♠❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés✳ ▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✱ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ✈♦①❡❧s✱ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s été ❡①♣❧♦ré❡✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳
❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡✳

❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳ ▲❡
q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦rt❡ s✉r ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐tés ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡t s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s
♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ▲❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡r❛ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳ ▲❡ s✐①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡r❛ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡✱ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ✈♦①❡❧s s❡❣♠❡♥té❡s✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✸✸
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹

●é♦♠étr✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡t ✐♠❛❣❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s

✹✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✸❉✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s✳ ❈❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✉
✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✱ ❡t ❝❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❝q✉ér✐r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳
▲✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡✱ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ✐♥❞✉str✐❡❧ ♥♦♥
❞❡str✉❝t✐❢ ❡t ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s ❞❡ sé❝✉r✐té ❞❡s tr❛♥s♣♦rts ❞❡ ♠❛r❝❤❛♥❞✐s❡s✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
s♦♥t ❞✐t❡s ✏t♦♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✑✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥❝❤❡s ✭❝♦✉♣❡s✮
s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ t♦♠♦❞❡♥s✐t♦✲
♠étr✐❡ ♣❛r r❛②♦♥s ❳ r❡❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ tr❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♣❛r ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥
❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ✐♥❝✐❞❡♥t s✉✐✈❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥❣❧❡s ❡t ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❈✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s
❞❡s s❝❛♥♥❡rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶ ✭❛✮✮✳ ❊♥ r❛②♦♥ ❳✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ✈r❛✐❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❝♦♥✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❬❋❡❧❞❦❛♠♣ ✽✹❪✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❝♦♥str✉✐s❡♥t ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝✉❜❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛✛❡❝tés
❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡ ✿ ❧❡s ✈♦①❡❧s✳ ▲❡ ✈♦①❡❧ ❡st ❛✉① ✐♠❛❣❡s ✸❉ ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♣✐①❡❧ ❡st
❛✉① ✐♠❛❣❡s ✷❉✳

▲✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞✬♦❜❥❡ts s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s❝❛♥✲
♥❡rs ❧❛s❡rs ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶ ✭❜✮✮✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡
❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣♦❧②❣♦♥❛✉① q✉✐ s♦♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s
à ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s✳

✸✺



❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ●➱❖▼➱❚❘■❊ ❉■❙❈❘➮❚❊ ❊❚ ■▼❆●❊❙ ◆❯▼➱❘■◗❯❊❙

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ s❝❛♥♥❡r✲❝t ❡t ❝❛♣t❡✉r ❧❛s❡r ❝♦♠♠❡r❝✐❛✉①✳

✹✳✷ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♦❜❥❡t s♦✉s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✷✮✱ q✉✐
s♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡s ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈❡tt❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦✐t r❡✢ét❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ très
❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ❊♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s✱ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s à ♠❛✐❧❧❡r s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❡✉rs ❢r♦♥t✐èr❡s✳ ❈❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✭✐s♦s✉r❢❛❝❡✮
♦✉ ❞✐s❝rèt❡ ✭♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ✐♠❛❣❡ ✷❉ ❡t ✸❉✮✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❉✐✈❡rs❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✏❙t❛♥❢♦r❞ ❇✉♥♥②✑ ✿ ✭❛✮ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭❜✮
♠❛✐❧❧❛❣❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭❝✮ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✭✈♦①❡❧s✮ ✭■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❆♥❞r❡✇ P✳ ❱❛♥
P❡r♥✐s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈❧❡♠s♦♥✮✳

✸✻ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✹✳✷✳ ▼❖❉➮▲❊❙ ❉❊ ❉■❙❈❘➱❚■❙❆❚■❖◆

✹✳✷✳✶ ❘é♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡

❉❛♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st ❞é✜♥✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡
♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐s♦s✉r❢❛❝❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞é✜✲
♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ t②♣❡ f(p) = c✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥ ♣♦✐♥t p(x, y, z) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ♦✉ à ❧✬❡①✲
tér✐❡✉r ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ f(p)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✸❉
✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❬❆♠❡♥t❛ ✾✽❛✱❆♠❡♥t❛ ✾✽❜✱●❡❧❛s ✵✻❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐s❝rèt❡s✱ t❡❧❧❡s q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs
♦❜t❡♥✉s ♣❛r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡s ❈❚✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t
❞❡ ❜♦♥s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ♥❛t✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳

✹✳✷✳✷ ❊s♣❛❝❡ ❡t ♦❜❥❡ts ❞✐s❝r❡ts

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t✐♦♥s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✐s❝rèt❡
♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ❬❑♦✈❛❧❡✈s❦② ✽✾❪ ❡t ❬❈♦❡✉r❥♦❧❧② ✵✼❜❪✳ ❖♥ ♥♦♠♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ✉♥ ♣❛✈❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r ❞❡ R

n✳ ❙✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♣♦❧②❣♦♥❡s ré❣✉❧✐❡rs✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡st r❡str❡✐♥t ✿ ❡♥ ✷❉✱ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ♣❛✈és ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥✈❡♥✐r
✭✜❣✉r❡ ✹✳✸ ✿ ❝❛rré ✭❛✮✱ ❤❡①❛❣♦♥❡ ✭❜✮✱ tr✐❛♥❣❧❡ éq✉✐❧❛tér❛❧ ✭❝✮✮ ❡t ✉♥ s❡✉❧ ❡♥ ✸❉ ✭❧❡
❝✉❜❡✮✳ ▲❡ ♣❛✈é ❡st ♣♦s✐t✐♦♥♥é ♣❛r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦♥ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té✱ q✉✐
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❛♥s Z

n✳ ❊♥ ✷❉✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣❛✈é ❝❛rré
✭é❧é♠❡♥t ♣✐①❡❧❧✐q✉❡✮ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé ❝❡❧❛ ét❛♥t ❧✐é à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s
❝❛♣t❡✉rs ❡t à ❧❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞❡ ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❡t ❞❡ ❧❡ st♦❝❦❡r✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛✈❛❣❡s ré❣✉❧✐❡rs ✷❉ ✭✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬❈♦❡✉r❥♦❧❧② ✵✼❜❪✮✳

❯♥ ♣❛✈❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ❬❑♦✈❛❧❡✈s❦② ✽✾❪ ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❯♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ C = (E,B, dim) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞✬é❧é✲
♠❡♥ts✱ ❛♣♣❡❧és ❝❡❧❧✉❧❡s✱ éq✉✐♣é❡s ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ✐rré✢❡①✐✈❡✱ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ❡t
tr❛♥s✐t✐✈❡ B ⊂ E ×E✱ ❛♣♣❡❧é❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ♦✉ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ dim : E → N t❡❧❧❡ q✉❡ dim(e) < dim(e′) ♣♦✉r t♦✉s (e, e′) ∈ B✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s ✶✱ ✷ ❡t ✸✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✸✼
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✶✱ ✷ ❡t ✸✳

❉❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐s❝rèt❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❞✉ ♣❛✈❛❣❡ ❞❡ Z

n ✭✜❣✉r❡ ✹✳✺✮✳ ❊♥ ✷❉✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♣♦❧②❣♦♥❡ ❞✉ ♣❛✈❛❣❡ s♦♥t ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✵✱ ♦✉ ♣♦✐♥t❡❧s✱ ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❧❡s
❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✶✱ ♦✉ ❧✐❣♥❡❧s✱ ❡t ❡♥✜♥ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ✭♦✉✈❡rt✮ ❞✉ ♣♦❧②❣♦♥❡ ❡st ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✱ ❛ss✐♠✐❧é❡ ❛✉ ♣✐①❡❧✳ ❊♥ ✸❉✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ❧❡s ♣♦✐♥t❡❧s
❡t ❧❡s ❧✐❣♥❡❧s s♦♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❝✉❜❡✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✷ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s s✉r❢❡❧s ✭❢❛❝❡ ❞✉ ❝✉❜❡✮ ❡t ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ❡st
❧❡ ✈♦①❡❧✳ ❈❡s ♥♦t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣❛✈❛❣❡
ré❣✉❧✐❡r✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ❡t ❞✬✉♥ ✈♦①❡❧ ✭✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬❈♦❡✉r❥♦❧❧② ✵✼❜❪✮✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s
❞❡ ♣✐①❡❧s✱ ♠❛✐s ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♦✉ ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ét❛❜❧✐s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ✷❉✱ ♣❛r ❞❡s ❡♥✲
s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡❧s ♦✉ ❞❡ ❧✐❣♥❡❧s✳ ▲✬✐♥térêt ♠❛❥❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s
♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❝♦❤ér❡♥t❡ s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞✐s❝rèt❡s✳ ❉❛♥s ❬❑♦✈❛❧❡✈s❦② ✽✾❪✱ ❱✳ ❑♦✈❛❧❡✈s❦② ♣r♦♣♦s❡
✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♦✉✈❡rts ❧✐é❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥❞✉✐r❡ ✉♥❡
t♦♣♦❧♦❣✐❡ s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞✐s❝rèt❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❙♦✐t ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ C = (E,B, dim)✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
S ⊂ E ❡st ❛♣♣❡❧é ♦✉✈❡rt ❞❡ C✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t e ∈ S✱ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S
q✉✐ s♦♥t ❜♦r♥é❡s ♣❛r e s♦♥t ❞❛♥s C✳

✸✽ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♦✉✈❡rts ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ st❛♥❞❛r❞✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st
é❣❛❧❡ à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥♦t✐♦♥ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s
♦✉✈❡rts ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✵✱✶✱✷ ❡t ✸ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✶✱ ✷ ❡t ✸✳ ❑♦✈❛❧❡✈s❦② ❛ ❛✉ss✐ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❢♦r♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r
❞é✜♥✐r ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ♣♦✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✳

❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♦✉✈❡rts ♣♦✉r ❖✲✱ ✶✲✱ ✷✲ ❡t ✸✲❝❡❧❧✉❧❡s ✭e0✱e1✱e2✱e3✮
❞❛♥s ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✶✱ ✷ ♦✉ ✸ ✭c1✱c2✱c3✮ ✭✐♥s♣✐ré ❞❡
❬❑♦✈❛❧❡✈s❦② ✽✾❪✮✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✸✾



❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ●➱❖▼➱❚❘■❊ ❉■❙❈❘➮❚❊ ❊❚ ■▼❆●❊❙ ◆❯▼➱❘■◗❯❊❙

✹✳✷✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❡t r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❡t ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ✭❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✮ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s❛✈♦✐r s✐
❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts s♦♥t ✈♦✐s✐♥s ♦✉ ♥♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
s❡❣♠❡♥té❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣✐①❡❧❧✐q✉❡ ♦✉ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞✐s❝r❡t ❝♦♥st✐t✉é ❞✬é❧é♠❡♥ts
✈♦①❡❧❧✐q✉❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡✮ s❡❣♠❡♥té❡ ❡st ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✭r❡s♣✳
✉♥ ✈♦❧✉♠❡✮ ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ❛ttr✐❜✉é ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ✭r❡s♣✳ à ❝❤❛q✉❡ ✈♦①❡❧✮✳ ▲❡s
♣✐①❡❧s ✭r❡s♣✳ ✈♦①❡❧s✮ q✉✐ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ét✐q✉❡tt❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥❡ ♠ê♠❡ ré❣✐♦♥ ❞❡
❧✬♦❜❥❡t ❞✐s❝r❡t✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡✮ ❛ été s❡❣♠❡♥té❡ ❡♥ ré❣✐♦♥s✱ ♥♦✉s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ❝♦♥t♦✉rs ❞✐s❝r❡ts ✭r❡s♣✳ ❛✉① s✉r❢❛❝❡s ❞✐s❝rèt❡s✮ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❈❡s
❝♦♥t♦✉rs ✈♦♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡r ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s r❡❧❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s
ré❣✐♦♥s ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❛✐♥s✐ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ✹✳✼ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✿ ✭❛✮ ✹✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡♥ ✷❉ ✭❜✮ ✽✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡♥ ✸❉✳

❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ P ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ N ⊂ P × P
✐rré✢❡①✐✈❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ N ❡st ❞✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡t s♦♥ ❣r❛♣❤❡
❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ✭❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✮✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t ✷❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ♣❛✈és✳ ▲❡ ✹✲✈♦✐s✐♥❛❣❡
❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ♣❛r ❛rêt❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t ✭✜❣✉r❡
✹✳✼ ✭❛✮✮✳

❊♥ ✸❉✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ s♦♥t ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❞❡ ✻✲✱ ✶✽✲ ♦✉ ✷✻✲✈♦✐s✐♥❛❣❡
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❛❧♦rs ❧❡s ❛❞❥❛❝❡♥❝❡s✱ ♣❛r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ s♦♠♠❡ts✱ ❛rêt❡s ❡t ❢❛❝❡s
✭✜❣✉r❡ ✹✳✽✮✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ✹✳✽ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥❝❡s ♣♦✉r ✉♥ ✈♦①❡❧ ✿ ✭❛✮ ♣❛r s♦♠♠❡ts✱ ✭❜✮ ♣❛r ❛rêt❡s ✭❝✮
♣❛r ❢❛❝❡s✳

✹✵ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ N ✲✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ n =✻✱ ✶✽ ♦✉ ✷✻ ❞✬✉♥ ✈♦①❡❧✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦①❡❧s q✉✐
❧✉✐ s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts✳

❙✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ✸❉ ❧❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ✻✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✿ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❀
✕ ✶✽✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✿ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❀
✕ ✷✻✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✿ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ s♦♠♠❡t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❀
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✐s❝r❡t Ω ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts

Oi ✿

Ω = ∪i Oi ✭✹✳✶✮

❯♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ✭r❡s♣✳
✈♦①❡❧s✮ ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ A ✈♦✐s✐♥s ❞❡s ♣✐①❡❧s ✭r❡s♣✳ ✈♦①❡❧s✮ ❞❡s ré❣✐♦♥s B✱ C✱ ❡t❝✳ ◆♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✐s❝r❡t ♣❛r ∂O ✿

∂O = ∂Ω ∪
[

∪i,j ∂Oi,j

]

✭✹✳✷✮

♦ù ∂Ω r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ∂Oi,j
✱ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts Oi ❡t

Oj✳
❆ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡✮ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

♣✐①❡❧ ✭r❡s♣✳ ✈♦①❡❧✮✱ ✉♥ s♦♠♠❡t ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é ❡t ❧❡s ♣✐①❡❧s ✭r❡s♣✳ ✈♦①❡❧s✮ ✈♦✐s✐♥s s♦♥t
❝♦♥♥❡❝tés ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❬❑♦✈❛❧❡✈s❦② ✽✾❪ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✾✮✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ✹✳✾ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♣r✐♠❛✐r❡ ✭❛✮ ❡t ❞✉❛❧ ✭❜✮

❈❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❞✐t ♣r✐♠❛✐r❡ ♦✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ❡st ♥♦té G = (V, E)✳ ❖ù V ❡t E s♦♥t✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ▲❡ ❞✉❛❧
❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ G r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❛rêt❡s ✐♥t❡r✲♣✐①❡❧s ❡t ❧❡s s♦♠♠❡ts ✐♥t❡r✲♣✐①❡❧s✳ ▲❛ ♥♦✲
t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✲♣✐①❡❧ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥♦♥ ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✭✐❝✐ ✷❉✮ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❞✐s❝r❡ts✳ ❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦✐♥t❡❧s✱ ❧✐❣♥❡❧s ❡t s✉r❢❡❧s ❛♣♣❛r✲
t❡♥❛♥t ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✉❛❧ s❡r♦♥t ❛❧♦rs ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡
❣r❛♣❤❡ ♣r✐♠❛✐r❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✹✶
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✹✳✸ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✈♦❧✉♠é✲
tr✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✈♦❧✉♠étr✐q✉❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉r❢❛❝✐q✉❡
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦①❡❧s
♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠✐❧✐❡✉① ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✐s❝r❡t✳ ❈❡s
♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✸❉ ❜✐♥❛✐r❡s ♦✉ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥té❣ré❡ ♣❛r s✐♠♣❧❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡
ré❣✉❧✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡✱ ❞é♥♦té
P✭①✱②✱③✮✳ ❈❡ ❝❤❛♠♣ ❡st s✉♣♣♦sé êtr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ tr✐❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❞♦♥♥é❡s ❛✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ π✱ ❛♣♣❡❧é ✐s♦✲
✈❛❧❡✉r ✭❝✬❡st ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ▲✬✐s♦✲s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♠♣ ♦✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ P ❡st
❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts t❡❧s q✉❡ P✭①✱②✱③✮ ❂ π✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❡①tr❛✐t❡ ♣❛r
❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ❢♦r♠é❡ ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s✱ ❞♦✐t ❛❧♦rs ❛♣♣r♦❝❤❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧✬✐s♦✲s✉r❢❛❝❡ ❞❡
❝❡ ❝❤❛♠♣✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉ ❡st ❧❡ ✏▼❛r❝❤✐♥❣✲❝✉❜❡s✑ ❬▲♦r❡♥s❡♥ ✽✼❜❪✳ ■❧
✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ❜❧♦❝s ❞❡ ❤✉✐t ✈♦①❡❧s ❡t ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs
tr✐❛♥❣❧❡s à ❝❡ ❜❧♦❝✳ ▲❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❝❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❢♦r♠❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ tr✐❛♥❣✉❧é❡ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐s♦✲s✉r❢❛❝❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ▲❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ✶✹ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✮ ♣❡r♠❡t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝✳
▲❡ s❡✉✐❧ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞é✜♥✐t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ▲❡s ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❣r✐s ♥❡ s♦♥t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐sés q✉❡ ♣♦✉r ❧✐ss❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ♥♦r♠❛❧❡s ♣❛r
❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳

✹✳✹ ❉é✜♥✐t♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡

❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts r❡❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① ♣❛r ❞❡s ❛rêt❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ✿

• ❙✐ ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t t♦✉s s✐t✉és ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ♣❧❛♥✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s❡r❛ ✷❉✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝❡ s❡r❛ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✸❉✳

• ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡❣rés✳ ❙✐ t♦✉s ❧❡s é❧é✲
♠❡♥ts s♦♥t ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❛❧♦rs ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❙✐ t♦✉s ❧❡s
é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡s tétr❛è❞r❡s✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❞✐t tétr❛é❞r✐q✉❡✳

• ▲❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞é✜♥✐t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ s❡s é❧é♠❡♥ts✳
❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st str✉❝t✉ré s✐ s❛ ❝♦♥♥❡①✐té ❡st ✜①❡ ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
é❧é♠❡♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ♥♦♥✲str✉❝t✉ré s✐ s❛ ❝♦♥♥❡①✐té ❡st q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡✳

✹✷ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✹✸
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▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿

• ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✿ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s s♦♠♠❡ts

• ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝✬❡st à
❞✐r❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❞✬♦ù ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❞✉✐t❡s t♦✉t❡s
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts✳

❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡ ♣♦ssè❞❡ tr♦✐s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✿ s♦♠♠❡ts✱ ❛rêt❡s✱
tr✐❛♥❣❧❡s ❡t tétr❛è❞r❡s✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✵✱ ✶✱ ✷
❡t ✸ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✮✳

❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ✕ Pr✐♠✐t✐✈❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s ✿ s♦♠♠❡t✱ ❛rêt❡✱ tr✐❛♥❣❧❡ ❡t tétr❛è❞r❡ s♦♥t ❧❡s
s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✵✱ ✶✱ ✷✱ ✸✳

✹✹ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s

✺✳✶ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ♥♦♥ str✉❝✲
t✉rés

▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥ str✉❝t✉rés ❛ été ét✉❞✐é❡ ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡✉r✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t tr♦✐s
❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❝ré❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡ ✿ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢r♦♥t❛❧❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❜❛sé❡s s✉r ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❡t ❝❡❧❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ P♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡s s✉r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❧❡
❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r à ❬❇❡r♥ ✾✷❪✱ ❬❖✇❡♥ ✾✽❪ ♦✉ ❬❋r❡② ✵✼❪✳

✺✳✶✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ❢r♦♥t❛❧❡s

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❬▲♦ ✽✺❪ à ❧❛ ♠ê♠❡ é♣♦q✉❡ q✉❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ❊❧❧❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
é❧é♠❡♥t ♣❛r é❧é♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✮ ❡♥ ❝ré❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♥÷✉❞s ❡t
❡♥ ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞é❥à ❝réés ❬❈❤♦✐ ✵✸✱❲✉ ✵✺❪✳ ❯♥ ❢r♦♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❢♦r♠é
♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✭❛rêt❡s ❡♥ ✷❉ ♦ù ❢❛❝❡s ❡♥ ✸❉✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❢r♦♥t✐èr❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡✳ P❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ❡st ❝❤♦✐s✐ ♦✉
❝♦♥str✉✐t ♣✉✐s ❝♦♥♥❡❝té ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✭tr✐❛♥❣❧❡ ♦ù tétr❛è❞r❡✮✳
▲❡ ❢r♦♥t ❡st ❛❧♦rs ♠✐s à ❥♦✉r ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ♣♦✉rs✉✐✈✐ t❛♥t q✉❡ ❧❡ ❢r♦♥t
♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✳

✹✺
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✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢r♦♥t❛❧❡ ✿ ✭❛✮ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ❣é♥ér❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ ✭❜✮ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t ✭❝✮ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧
é❧é♠❡♥t ✭✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬❘❛♣♣❛③ ✾✽❪✮

▲❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ▲❡ ❢r♦♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳

• ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞✉ ❢r♦♥t✱
❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥÷✉❞ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❈❡t é❧é♠❡♥t ♥❡ ❞♦✐t
♣❛s ✐♥t❡rs❡❝t❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞é❥à ❝♦♥str✉✐t✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢r♦♥t
❡t ♦♥ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡ t❛♥t q✉❡ ❧❡ ❢r♦♥t ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✳

▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés r❡♥❝♦♥tré❡s ♣❛r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ❝♦♠♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❄

• ❝♦♠♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r ♦ù ♣❧❛❝❡r ❧❡ ♥÷✉❞ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❄

• ❝♦♠♠❡♥t s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐♥t❡rs❡❝t❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❄

❙✐ ❧❡ ❢r♦♥t ♣❡✉t ♣r♦❣r❡ss❡r ❧✐❜r❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❞ér♦✉❧❡ s❛♥s ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r✈✐❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡♥❝♦♥tr❡ ❞✉ ❢r♦♥t ❛✈❡❝
❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❤❡✉rt❡ ❛❧♦rs à ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❞❡✉①
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❝❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♦♥t ♣❡✉ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡t ❢❛❝✐❧❡s à rés♦✉❞r❡✳ ❊♥ tr♦✐s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t très ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❡ ❢r♦♥t ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r ❝❤❛♦t✐q✉❡ ❡t
t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❥❡tés ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s ✭s❛✉❢
❡♥ ✷❉✮✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡t r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r✳ ▲❡ ♣♦❧②è❞r❡
❞❡ ❙❤ö♥❤❛r❞t ❬❙❝❤ö♥❤❛r❞t ✷✽❪ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝❛r ✐❧ ♥✬❡st
♣❛s ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s❛♥s ❛❥♦✉t ❞❡ ♣♦✐♥ts ✐♥t❡r♥❡s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✷✮✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♠❛✐s ♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés✱ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

✹✻ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ▲❡ ♣♦❧②è❞r❡ ❞❡ ❙❝❤ö♥❤❛r❞t ❬❙❝❤ö♥❤❛r❞t ✷✽❪ ✿ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✉♥
♣r✐s♠❡ ré❣✉❧✐❡r ♣♦ss✐❜❧❡ s❛♥s ❛❥♦✉t ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭❡♥ ❤❛✉t✮ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♠✲
♣♦ss✐❜❧❡ à tr✐❛♥❣✉❧❡r s❛♥s ❛❥♦✉t ❞❡ ♣♦✐♥t ✐♥t❡r♥❡ ✭❡♥ ❜❛s✮ ✭✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬●❡♦r❣❡ ✾✽❪✮✳

✺✳✶✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡

■♥tr♦❞✉✐t❡s ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✈✐♥❣t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s ❬❨❡rr② ✽✸❪✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r
✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✭♦✉ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✮ s♦♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❛❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ✸❉ ❬❚❝❤♦♥ ✵✸❪✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ❬▲❛❜❡❧❧❡ ✵✼✱ ▼✐t❝❤❡❧❧ ✵✵❪✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✐♥❝❧✉s
❞❛♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝✉❜✐q✉❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s✳ ❈❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s♦♥t s✉❜❞✐✈✐sé❡s ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❛✜♥ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ♦✉ s❛t✐s❢❛✐r❡
✉♥ ❝r✐tèr❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❯♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt s✐♠♣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ♥÷✉❞✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ à ♠❛✐❧❧❡r
s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ❛r❜r❡ ❛♣♣❡❧é q✉❛❞tr❡❡ ❡♥ ✷❉ ❡t ♦❝tr❡❡ ❡♥ ✸❉✳
▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s r❡st❛♥t❡s s♦♥t ❞é❝♦♠♣♦sé❡s ❡♥ tétr❛è❞r❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s tétr❛è❞r❡s
❢♦r♠❡r❛ ❛❧♦rs ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ❡st ❞✐s❝rét✐sé ♣❛r ✉♥ ❛r❜r❡ q✉❛t❡r♥❛✐r❡ ✭❛✮✳
▲❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ré❣✉❧❛r✐sé❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
✭❜✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❣é♥éré ✭❝✮✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé s✉r ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✿ ✭❛✮ ❞✐s✲
❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❛r ✉♥ ❛r❜r❡ q✉❛t❡r♥❛✐r❡ ✭❜✮ rééq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
✭❝✮ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬❘❛♣♣❛③ ✾✽❪✮✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✹✼
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❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ❉é✜♥✐r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♠èr❡ ✭✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❡♥ ✷❉✱ ✉♥ ♣❛r❛❧❧é❧é♣✐♣è❞❡ ❡♥ ✸❉✮
❡♥❣❧♦❜❛♥t ❧✬♦❜❥❡t à ♠❛✐❧❧❡r✳

• ❉é❝♦♠♣♦s❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✭♣❛rt✐t✐♦♥✮ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ♥÷✉❞s ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ♠ê♠❡s t❛✐❧❧❡s✳

• ❙✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳

• ❚r✐❛♥❣✉❧❡r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♥÷✉❞✱ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞♦♥♥é❡✳

• ❊❧✐♠✐♥❡r✱ ❞❛♥s ❝❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❡①tér✐❡✉rs ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳

• ❚r✐❛♥❣✉❧❡r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈✐❞❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡✉rs s♦♠♠❡ts ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♥÷✉❞s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛r❜r❡ q✉✐ ❡st très ✉t✐❧❡✳
❊❧❧❡ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s r❛♣✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

▲❡s ❞és❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t ✿

• ▲❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛✐s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳

• ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té s♦♥t ❣é♥érés ♣rès ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ♦ù ✉♥❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t s♦✉❤❛✐té❡✳

✺✳✶✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ✏❉❡❧❛✉♥❛②✲❱♦r♦♥♦ï✑

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡ttr❡
♦❡✉✈r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡✳

✺✳✶✳✸✳✶ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❡t tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❉♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦✉✈❡rt Ω ❞❡ E
d✱ ❡t n ❞✐✛ér❡♥ts s✐t❡s ✭♦✉

❣r❛✐♥❡s✮ zi;i=0,1,...,n−1✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ n ❝❡❧❧✉❧❡s
❞✐st✐♥❝t❡s ✭♦✉ ré❣✐♦♥s✮ Ci t❡❧s q✉❡ ✿

Ci = {w ∈ Ω|d(w, zi) < d(w, zj)j = 1, 2, . . . , n, j 6= i} ✭✺✳✶✮

♦ù d ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❝♦♠♠❡ ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n s✐t❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ E
d✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡

s✐t❡ zi ❞❡ S✱ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï V (zi) ❞❡ zi ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ E
d q✉✐

s♦♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ zi q✉❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s s✐t❡s ❞❡ S✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï
❞❡ S ❡st ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ E

d ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞❡s s✐t❡s✳

▲❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n ♣♦✐♥ts ❞❡ E
d✳ ▲❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②

❞❡ S ❡st ❧❡ ❞✉❛❧ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞❡ S ✿ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ S s♦♥t
r❡❧✐és ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❛♥s ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡✉rs ❝❡❧❧✉❧❡s
s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞❡ S✳

✹✽ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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▲❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② s❛t✐s❢❛✐t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ✐♥❞✐q✉❡
q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ ♥÷✉❞ ❞❛♥s ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t à ❝❤❛q✉❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s ✭r❡s♣✳ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ à ❝❤❛q✉❡ tétr❛è❞r❡✱ ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹✳ ❈r✐tèr❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✿ ❙♦✐t ❙ ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡t ❚ ✉♥❡ tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❙✱ ❚ ❡st ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❞❡ ❙ s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥
♥÷✉❞✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t T1 ♥❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣❛s ❧❡ ❝r✐tèr❡
❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✿ ❧❡ ♣♦✐♥t P ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❝❡r❝❧❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t ❛✉ tr✐❛♥❣❧❡ T1 ✭❛✮ ❡t ✉♥❡
s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡ ❝r✐tèr❡ ✭❜✮✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ✺✳✹ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✿ ✭❛✮ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡
❉❡❧❛✉♥❛② ❡st ✈✐♦❧é✳ T1 ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✿ ❧❡ ♣♦✐♥t P ❛♣♣❛r✲
t✐❡♥t ❛✉ ❝❡r❝❧❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t ❛✉ tr✐❛♥❣❧❡ T1 ✭❜✮ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s
✈ér✐✜❛♥t ❝❡ ❝r✐tèr❡✳

❊♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❉❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♠♠és ✏s❧✐✈❡rs✑ ✭tétr❛è❞r❡s ♣❧❛ts✮
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝réés✱ ❝❡✉①✲❝✐ ♦♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❬❈❤❡♥❣ ✾✾❪✳ ▲✬✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡
✏❉❡❧❛✉♥❛②✑ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t à ♠❛✐❧❧❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❛r❡♠❡♥t à ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡
❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ♣♦✐♥ts✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ♣✉✐s ❧❡ ♠♦❞✐✜❡r ❡♥s✉✐t❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
❡t s❡ ♥♦♠♠❡ ✏❜♦✉♥❞❛r② r❡❝♦✈❡r② ♣r♦❜❧❡♠✑✳ ■❧ ❡st ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡
❉❡❧❛✉♥❛② ❝❛r ❡❧❧❡s ♥❡ t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✳ P♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❛✐♥s✐ ♣rés❡r✈❡r
❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ✏❉❡❧❛✉♥❛②✑ ✉t✐❧✐s❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❞✬❛rêt❡ ✭♦✉ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡♥ ✸❉✮ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ❈❡s ❛rêt❡s ✭♦✉ tr✐❛♥❣❧❡s✮
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t
❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② t❡♥t❡♥t ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❛✉ ♠✐❡✉①✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✹✾



❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❊❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚ ❉❊ ▲❆ ❈❖◆❙❚❘❯❈❚■❖◆ ❉❊ ▼❆■▲▲❆●❊❙ ❱❖▲❯▼■◗❯❊❙

❉❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡s ❬❇♦r♦✉❝❤❛❦✐ ✾✼❪ ✿

• ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐t❡ ✏❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡❣r✐t②✑ ✿ ❡❧❧❡ r❡❞é✜♥✐t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛ ♣r✐♦r✐
❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❡♥ s♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✳

• ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐t❡ ✏❜♦✉♥❞❛r② r❡❝♦✈❡r②✑ ✿ ❡❧❧❡ tr❛✐t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ✏❉❡❧❛✉♥❛②✲❱♦r♦♥♦ï✑ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✺✮ s❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡♥t ❞♦♥❝ s❡❧♦♥
❧❛ str❛té❣✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ✭❝✮ ❢♦r❝❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ à r❡❝♦✉✈r✐r ❧❡ ❜♦r❞ ♣❛r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❧♦❝❛❧❡s✱ s❛♥s ❛❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣♦✐♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡
❉❡❧❛✉♥❛② ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ✭❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② r❡❝♦✈❡r②✮✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✭❞✮ r❡✲
❝♦♥str✉✐t ❧❡ ❜♦r❞ ❡♥ ✐♥sér❛♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❡t ❡♥ r❡✲tr✐❛♥❣✉❧❛♥t ✭❝♦♥❢♦r♠✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r②
r❡❝♦✈❡r②✮✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✳ ✺✳✺ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✿ ✭❛✮ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬♦❜❥❡t ✭❜✮ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✭❝✮ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❈♦♥tr❛✐♥t❡
✭❞✮ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡t r❡✲tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

✺✳✶✳✸✳✷ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ❞❡ ✏r❛✣♥❡♠❡♥t✑ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts à ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r
q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❞♦♥♥é✱ ❡t ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❧✉s ✜♥ ❬●❡♦r❣❡ ✾✽✱❋r❡② ✵✶❪✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❣r♦ss✐❡r ❞♦♥♥é ♣❡✉t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈♦✐r été ❝♦♥str✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛♣♣❡❧és ✏❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✑✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✏❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐s✑ ❞❛♥s ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡
❉❡❧❛✉♥❛② ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ▲❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❡st ❞❡✈❡♥✉ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r
❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡st t♦✉❥♦✉rs s✉✐✈✐❡
❞✬✉♥ ♣♦st tr❛✐t❡♠❡♥t ✭♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✮ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ✏s❧✐✈❡rs✑✱ s❡✉❧❡ ❝❛té❣♦r✐❡
❞❡ tétr❛è❞r❡s ♠❛❧ ❢♦r♠és q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s é❧✐♠✐♥és ♣❛r ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✳
P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥str✉✐t ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ✏❉❡❧❛✉♥❛②✑
❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✐tér❛t✐✈❡ q✉✐ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ✐♥sér❛♥t ❞❡s
♣♦✐♥ts ✐♥t❡r♥❡s ❡t ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✳ ❈❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❛♣♣❡❧és ♣♦✐♥ts
❞❡ ❙t❡✐♥❡r✳

✺✵ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣♦rt❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐✣❝✉❧tés ✿

• ♣❡♥❞❛♥t t♦✉t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❡t r❛②♦♥s ❞❡s
❜♦✉❧❡s ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡s✳ P♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ✐❧ ❢❛✉t rés♦✉❞r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

• ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝ré❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♥♦✲
t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❡t ❧❡s r❛②♦♥s ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❝✐r✲
❝♦♥s❝r✐t❡s ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

• ❡♥ ✷❉✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s sûr ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞✬✐♠♣♦✲
s❡r ❧❡s ❢❛❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✉ ❞é♣❛rt✮ ❝❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡ ❞✬❛rêt❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ ✈✐s✐t❡r t♦✉t❡s ❧❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❡♥ ✸❉✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s
❧❡ ❝❛s ❡t ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ♦❜t❡♥✐r✳

• ❡♥ ✸❉✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❡✉r ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡
q✉❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❧❡s ✏s❧✐✈❡r✑ ✭✈♦❧✉♠❡ q✉❛s✐✲♥✉❧✱
❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✮ q✉✐ s♦♥t ❞é❣é♥érés ❡t q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t
♣♦✉rt❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡
❉❡❧❛✉♥❛② ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ♦♣t✐♠❛❧✳

✺✳✶✳✸✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ✏❉❡❧❛✉♥❛②✲❱♦r♦♥♦ï✑✱ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s
♣r♦♠❡tt❡✉s❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❈❡♥tr♦ï❞❛✉①
✭❉❱❈✮✱ ❞♦♥t ❧❡s ❞ét❛✐❧s s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❬❉✉ ✾✾❪✳ ■❧ ❛ été ♣r♦✉✈é q✉❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❉❱❈ ❣é♥èr❡ ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s Vi ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

f =
∑

i

∫

Vi

φ(x)||x − zi||2dx ✭✺✳✷✮

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡s ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ s♦♥t
très ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ q✉❛❧✐té ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❣é♥érés✳ ❉❛♥s ❬❆❧✲
❧✐❡③ ✵✺❪✱ ✐❧ ❡st ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s tétr❛é❞r✐q✉❡s✳ ▲❡ ❝÷✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦♣t✐♠✐s❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❡t ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡
à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❛ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t
t❤é♦r✐q✉❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❣é♥érés ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣tés✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞♦✐t êtr❡ ♠♦❞✐✜é ♣♦✉r
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥❡ ❝❛rt❡ tr❛❞✉✐s❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts à ❛❞❛♣t❡r ♦✉ ❣é♥ér❡r✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ♣♦✉r é❧❛❜♦r❡r ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥t❡ ❛✉ss✐ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝ré❡r
❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❆❧❧✐❡③ ❡t ❛❧✳ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t
❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡
❉❡❧❛✉♥❛②✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♠♦♥tré q✉✬✐❧s é✈✐t❡♥t ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ✏s❧✐✈❡rs✑ ❞❛♥s ❧❡✉rs
♠❛✐❧❧❛❣❡s✳ ❉❡r♥✐èr❡♠❡♥t✱ ❚♦✉r♥♦✐s ❡t ❛❧✳ ❬❚♦✉r♥♦✐s ✵✾❪ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s tétr❛é❞r✐q✉❡s ✐s♦tr♦♣❡s ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✸❉ ❜♦r♥és ♣❛r
❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❧✐ss❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠❜✐♥❡r r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡
❉❡❧❛✉♥❛② ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s t♦✉t
❡♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✺✶
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q✉❡ ❧❡✉r ♣r♦❝é❞é ❡st ✭❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✮ ♣❧✉s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉① ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ ❙t❡✐♥❡r q✉❡ ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t s❡✉❧✱ ❡t ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té q✉❡
❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❯♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st ré✲
s❡r✈é à ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❜♦r❞s ❡t ❞❡s ❛rêt❡s ✈✐✈❡s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér✐q✉❡
♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳

✺✳✷ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

■❧ ❢❛✉t s♦✉✈❡♥t ❛❥♦✉t❡r✱ ❛✉① tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱
✉♥❡ ét❛♣❡ ✜♥❛❧❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❣é♥érés✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssés ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té✲
❣♦r✐❡s s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s♦✐❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♦✉ ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♠♦❞✐✜❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✭♣❛r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ s♦♠♠❡ts ♦✉ ❢✉s✐♦♥✮ ♠♦❞✐✜❡♥t ❧❛ ♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❡t✴♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❝❤❛♥❣é❡✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡r ✉♥ ♦✉ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs s♦♠♠❡ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡t
♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❢♦♥t ❛♣♣❡❧
à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❣é♦♠étr✐q✉❡s à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠é✲
r✐q✉❡✳ ▲❡s ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s q✉❛♥❞ ❡❧❧❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡
♣r♦❝❡ss✉s ❬❑❧✐♥❣♥❡r ✵✼❪✳ ▲❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ❧♦❝❛❧❡s✱ s✐❣♥✐✜❛♥t q✉❡
s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❡st ❝❤❛♥❣é ♣❛r ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❬❙❤❡✇✲
❝❤✉❦ ✵✷❛❪✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s m − n ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s à
❧✬♦r✐❣✐♥❡ m ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s à ❧✬❛rr✐✈é❡ n✳

❊♥ ✷❉✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✏❜❛s❝✉❧❡✑ ✭✢✐♣✮ ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à é❝❤❛♥✲
❣❡r ❧❡s ❞❡✉① ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❢♦r♠é ❞❡ ❞❡✉① tr✐❛♥❣❧❡s✳ ❊♥ ✸❉✱ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✸❉ ❞❡ ❧✬❛rêt❡
❡st ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞✉ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡st ❧✬❤❡①❛è❞r❡ à ❢❛❝❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳ ❯♥ ❤❡①❛✲
è❞r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ tétr❛è❞r❡s ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✻✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦✉♣❡r ❧✬❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛r ❧❛ ❢❛❝❡tt❡ ✐♥t❡r♥❡ F (s2, s3, s4)✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❞❡✉① tétr❛è❞r❡s T1(s1, s2, s3, s4) ❡t T2(s2, s3, s4, s5)✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡
❢❛✐t ♣❛ss❡r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛✲
❝❡tt❡ ✐♥t❡r♥❡✳ ▲❡s tr♦✐s tétr❛è❞r❡s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t T3(s1, s2, s5, s3)✱ T4(s1, s2, s5, s4) ❡t
T5(s1, s3, s5, s4)✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❜❛s❝✉❧❡ ❡♥ ✷❉✱ ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✢✐♣✮ ❡♥ ✸❉ ❡t ❝♦♥s✐st❡ à ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡tt❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐ ❧✬❤❡①❛è❞r❡ ❡st ❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦✲
❣✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ ✈✐s❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛
q✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✏♦❜❥❡❝t✐❢✑ ♣❡✉t êtr❡ ét❛❜❧✐❡ ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ ♣r♦❝❡ss✉s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s❡❧♦♥
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡❝t✐❢ s♦✉❤❛✐té❡✳ ❙✐✱ ❛♣rès ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
m− n✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r❡✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✐♥♦♥ ❡❧❧❡ ❡st
r❡❥❡té❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝❤❡r❝❤❡r❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❛♠é❧✐♦r❡r❛ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s s✬❛rrêt❡ q✉❛♥❞ ❛✉❝✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥❡ ♣❡✉t q✉❡ s✬❛♠é❧✐♦r❡r✳

✺✷ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✺✳✸✳ ◗❯❆▲■❚➱ ●➱❖▼➱❚❘■◗❯❊ ❊❚ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ◆❯▼➱❘■◗❯❊

❋✐❣✳ ✺✳✻ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ à ❢❛❝❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡♥ ✷ ♦✉ ✸
tétr❛è❞r❡s✳

✺✳✸ ◗✉❛❧✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

▲♦rs ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡s ❞✐✈❡r✲
❣❡♥❝❡s ❡t ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡✳ ❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❝❡s ♣❤é♥♦✲
♠è♥❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳
❖♥ ❞é✜♥✐ ❧❛ ✏q✉❛❧✐té✑ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝r✐tèr❡s q✉✐ ♠❡s✉r❡♥t ❝❡tt❡ q✉❛❧✐té✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧❡
r❛♣♣♦rt ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t✴♦✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❖♥ ❡ss❛✐❡r❛ ❛✐♥s✐ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts
tr♦♣ ✜♥s ♦✉ ét✐ré❡s✱ ♣♦✉r ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✐ts ✏ré❣✉❧✐❡rs✑✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❡t
♥♦✉s é♥✉♠ér♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ✐ss✉s ❞❡ ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ▼❊❋✳

✺✳✸✳✶ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s tétr❛è❞r❡s

▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ▼❊❋ s♦♥t ❧✐é❡s ❛✉① ♣r♦✲
♣r✐étés ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❣é♥ér❡r✱ ✈❛❧✐❞❡r ♦✉ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ✐❧
♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ q✉❛❧✐t❛t✐❢✱ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❛❧✐té✳ ❉✬❛♣rès ❬●❡♦r❣❡ ✾✽❪✱ ♦♥ ♣❡✉t ré♣❡rt♦r✐❡r ❤✉✐t t②♣❡s ❞❡ tétr❛è❞r❡s✳
❖♥ ♣❡✉t ❧❡s ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ✏t②♣❡✑ ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❡✉rs
❢❛❝❡s ❡t à ❧❡✉r ✈♦❧✉♠❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✺✸
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❆✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s tétr❛è❞r❡s✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r tr♦✐s t②♣❡s
❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✸✳✶✮ ✿

• ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✏❛❞♠✐ss✐❜❧❡✑ ✭❛✮ ✿ ❧❡s tr♦✐s ❝ôtés ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ s♦♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✱ ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r s❡s ❛♥❣❧❡s✳

• ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❛✐❣✉ ✭❜✮ ✿ ✉♥ ❝ôté ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s✱ ❝❡
q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉✬✉♥ ❞❡ s❡s ❛♥❣❧❡s ❡st ✏❢♦rt❡♠❡♥t✑ ❛✐❣✉✳

• ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ♦❜t✉s ✭❝✮ ✿ ✉♥ ❝ôté ❛ s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s✱ ❝❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ✏❢♦rt❡♠❡♥t✑ ♦❜t✉s✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ✺✳✼ ✕ ▲❡s tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❤✉✐t t②♣❡s ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✽ ✿

❛ ▲✬é❧é♠❡♥t ❡st ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té ✿ ❧❡s q✉❛tr❡ ❢❛❝❡s s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❡t s♦♥ ✈♦❧✉♠❡
♥✬❡st ♣❛s ❢❛✐❜❧❡✳

❜ ❙❡✉❧ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ❧❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s s♦♥t ❛✐❣✉❡s✳

❝ ▲❡s q✉❛tr❡ ❢❛❝❡s ❞✉ tétr❛è❞r❡ s♦♥t ❛✐❣✉❡s✳

❞ ❉❡✉① ❞❡s ❢❛❝❡s ❞✉ tétr❛è❞r❡ s♦♥t ❛✐❣✉❡s✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ét❛♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳

❡ ▲❡ tétr❛è❞r❡ ❛ ❞❡✉① ❢❛❝❡s ❛✐❣✉❡s ❡t ❞❡✉① ❢❛❝❡s ♦❜t✉❡s✳

❢ ▲❡s q✉❛tr❡ ❢❛❝❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ s♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ♣r❡sq✉❡ ♥✉❧ ❡t
✉♥ ❞❡ s❡s s♦♠♠❡ts ❡st ✈♦✐s✐♥ ❞✉ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡s ❢❛❝❡s✳

❣ ❚r♦✐s ❞❡s ❢❛❝❡s ❞✉ tétr❛è❞r❡ s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❡st ♦❜t✉❡✳

❤ ▲❡s q✉❛tr❡ ❢❛❝❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ♠❛✐s s♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡st très ♣r♦❝❤❡
❞❡ ③ér♦ ✿ ♦♥ ♥♦♠♠❡ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❝❡t é❧é♠❡♥t ✏s❧✐✈❡r✑✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮ ✭❣✮ ✭❤✮

❋✐❣✳ ✺✳✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s tétr❛è❞r❡s✳

❉✬❛✉tr❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ❬❈❤❡♥❣ ✾✾❪✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❡st q✉❛❧✐t❛t✐✈❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✈♦✐r ❞❡s ❝r✐tèr❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r
❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

✺✹ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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✺✳✸✳✷ ◗✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t t❤❡r♠✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ▼❊❋✱ ✐❧
❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s tétr❛é❞r✐q✉❡s ✐s♦tr♦♣❡s✳ ■❞é❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♦♣t✐♠✐s❡r❛✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té
à ♣❛rt✐r ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐st❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡st ♦♣t✐♠✐sé s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝r✐tèr❡s s♦♥t ❞✐s✲
♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧❡s s✐① ❝r✐tèr❡s ❧❡s ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t
❝✐tés ❬❙❤❡✇❝❤✉❦ ✵✷❜❪ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡ ✐s♦✲
tr♦♣❡✳ ▲❡s ❝r✐tèr❡s Q1 ❡t Q2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✐è❞r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡t ♠❛①✐♠❛❧✳ ■❧s
s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

Q1 = αmin = min(αi,j) ✭✺✳✸✮

❡t

Q2 = αmax = max(αi,j) ✭✺✳✹✮

♦ù αi,j ❡st ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✐è❞r❡ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ❢❛❝❡s ✈♦✐s✐♥❡s à ❧✬❛rêt❡ ei,j q✉✐ ❡st ❝♦♥♥❡❝té❡
❛✉① s♦♠♠❡ts vi ❡t vj✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✉♥ tétr❛è❞r❡ ré❣✉❧✐❡r ♣♦ssè❞❡ s✐① ❛♥❣❧❡s ❞✐è❞r❡s q✉✐
✈❛❧❡♥t arccos(1/3) s♦✐t ✼✵◦✱✺✳ ❈❡t é❧é♠❡♥t ❡st ✐❞é❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ♥❛t✉r❡ ✐s♦tr♦♣❡✳

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝r✐tèr❡ Q3 ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬▲✐✉ ✾✹❪ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Q3 =
12

l
. (3 . V )2/3 ✭✺✳✺✮

♦ù l ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ tétr❛è❞r❡ ❡t V s♦♥ ✈♦❧✉♠❡✳
▲❡ ❝r✐tèr❡ Q4 ❬❈❛✈❡♥❞✐s❤ ✽✺❪ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡

✐♥s❝r✐t❡ rin ❡t ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ rout ✿

Q4 =
3rin

rout

✭✺✳✻✮

▲❡ ❝r✐tèr❡ Q5 ❡st ❞é✜♥✐t ♣❛r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡t ♠❛①✐✲
♠❛❧❡s ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ tétr❛è❞r❡✳

Q5 =
lmin

lmax

✭✺✳✼✮

▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝r✐tèr❡ Q6 ❡st ❞é✜♥✐t ♣❛r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛s♣❡❝t s✉✐✈❛♥t ✿

Q6 =
12√

6

3V

lmax

∑

Ai

✭✺✳✽✮

♦ù Ai ❡st ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ i ❞✉ tétr❛è❞r❡ ❡t V s♦♥ ✈♦❧✉♠❡✳
▲❡s ❝r✐tèr❡s Q3 à Q6 s♦♥t ♥♦r♠❛❧✐sés ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✶✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵ s✐❣♥✐✜❡

✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ tétr❛è❞r❡ ré❣✉❧✐❡r✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✺✺
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✺✳✸✳✸ ■♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st ❝r✉❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s
▼❊❋ ❬❙❤❡✇❝❤✉❦ ✾✽❪✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✱
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s à rés♦✉❞r❡✱ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡♠❡♥t✳ ■❧ ❞♦✐t êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ❛✛❡❝t❡
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❧❡ r❛❧❡♥t✐ss❛♥t ✭❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✮
❡t ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ rés✉❧t❛t ✭❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
❡rr❡✉rs s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛rr♦♥❞✐s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✮✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ♠❛✐s à ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❛✐❣✉s ♣é♥❛❧✐s❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❧❡s
❛♥❣❧❡s ♦❜t✉s ✭s❡✉❧s✮ ♥❡ ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❡♥t ♣❛s✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❡t ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
✭❊❉P✮ q✉✐ ❡st rés♦❧✉❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞✐s❝rét✐s❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡✳
▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥♥é ♥❡ ♣❡✉t êtr❡
é✈❛❧✉é❡ q✉✬❛✉ ❝❛s ♣❛r ❝❛s✳

▲✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❊❉P
❡t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
❡st très ❧✐é❡ ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s✳ ❈❡s ❡rr❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛tté♥✉é❡s ♣❛r
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❡t ❧❡s t❛✐❧❧❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳

❊♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❇❛❜✉s❦❛ ❡t ❆③✐③ ❬❇❛❜✉s❦❛ ✼✻❪ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡
❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ s❡ ❞é❣r❛❞❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s s✬❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❞❡
✶✽✵◦✳ ▼❛✐s✱ q✉❛♥❞ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵ ◦✱ t❛♥t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s
❛♥❣❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s tr♦♣ ❣r❛♥❞s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ s❡ ❞é❣r❛❞❡ ♣❛s✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣✉
❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❢❛✐❜❧❡s ♥❡ s♦♥t ♥✐ ❞é❧étèr❡s ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱
♥✐ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ❛ été ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❢❛✐❜❧❡s
♣é♥❛❧✐s❡♥t ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳

❊♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡ ❡t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s é❧é✲
♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❛♠❡♥❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥❝♦rr❡❝ts ❡t ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❉❡s
é❧é♠❡♥ts ❞é❣é♥érés✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s q✉❛s✐✲♥✉❧s ❡t ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞✐è❞r❡s ❢❛✐❜❧❡s✱ ♣❡✉✈❡♥t
♠❡♥❡r à ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❡rr❡✉rs ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❉❡s ❛♥❣❧❡s ❞✐è❞r❡s
❢❛✐❜❧❡s ♦♥t ✉♥ ❡✛❡t ♥é❣❛t✐❢ s✉r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❞❡s
❛♥❣❧❡s ❞✐è❞r❡s é❧❡✈és ❝❛✉s❡♥t ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❛❜♦✉✲
t✐t à ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à rés♦✉❞r❡ ✭♠❛tr✐❝❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❞✬é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞✐❝té ♣❛r ❧❛ ♥é❝❡s✲
s✐té ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❉❡s ❜♦r♥❡s
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛✉ss✐ ♣❧❛❝é❡s ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❞✐t ❞❡ ✏❜♦♥♥❡✑ q✉❛❧✐té✳

✺✻ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✺✳✹✳ ❉■❙❈❯❙❙■❖◆

✺✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
♠♦♥tr❡♥t✱ q✉✬❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ❡t ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉t❡s ❝❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s s♣é❝✐✜q✉❡s q✉❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❢♦rt❡s s✉r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
✉t✐❧✐sé❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② s♦♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡s
à ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❧✐ss❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t
s♦✉♠✐s à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦rt❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♠❛✐s ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦s✲
sè❞❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣♦✉r
❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t ✉♥
♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥ ✿ ❡❧❧❡s ❝♦♥str✉✐s❡♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
s✉r❢❛❝✐q✉❡✳ ❈❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✐✣❝✐❧❡s à s❛t✐s❢❛✐r❡
❧♦rsq✉❡ ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s s♦♥t ✈♦✐s✐♥❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s✳ ❊♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡✱ ❧❛
q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ♦r❣❛♥❡s ❛✛❡❝t❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❡t ❡♥❣❡♥❞r❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts tétr❛é❞r✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ✭♣❧❛ts ❡t✴♦✉ ❛✈❡❝ ❞❡s
❛♥❣❧❡s ❛✐❣✉s✮ ♣é♥❛❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ▼ét❤♦❞❡ ♣❛r ❊❧é♠❡♥ts
❋✐♥✐s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡t ré❞✉✐r❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▼❊❋✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞✬❛s♣❡❝ts r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ♣❛ss❡
♣❛r ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦ù ❧❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ♦♥t ✉♥ ♠❛✉✈❛✐s r❛♣♣♦rt ❞✬❛s♣❡❝t
s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❡st ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❝r✐tèr❡
❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❉❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❞✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡s ❝✐tés s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❣é♥ér❡r✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦s❡
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✿

• ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ❡t ❞❡
❧✐❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳

• ▲❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡✳

• ▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣rés❡♥t❡♥t s♦✉✈❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ❞❡ s♦♠♠❡ts✳ ❈❡❧❛ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡✱ ❡t ✐♠♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞é❝✐♠❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠✲
♠❡ts✳

❊♥ rés✉♠é✱ ❝❡t ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❡t q✉❡ ♣❡✉t ❞❡ tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t
♣❡♥❝❤és✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ s✉r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✐t❡ ✏❞✐r❡❝t❡✑✳ ◆♦tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✉ ♣❧✉s ♣rès ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❡♥ ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
s❛ str✉❝t✉r❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ♣❛✈❛♥t
❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t ♦r❣❛♥✐sés s❡❧♦♥ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✳

◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉✲
♠✐q✉❡ s❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥térêt ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✺✼
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❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❈❡♥tr♦ï❞❛❧✳ ▲❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✭❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✮ ❡st
❝♦♥str✉✐t ❡t ❡❧❧❡ ❡st s✉✐✈✐t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❛s ❞❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡✱
à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦①❡❧s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✾✮✱ s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
✐s♦✲s✉r❢❛❝❡ ❬▲❛❜❡❧❧❡ ✵✼❪✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ✺✳✾ ✕ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✿ ✭❛✮ ❝♦✉♣❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s s❡❣♠❡♥té❡s ❞✉ ♣r♦❥❡t ✏❱✐✲
s✐❜❧❡ ❍✉♠❛♥✑ ✭❜✮ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭❝✮ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡
✭❜✮

✺✽ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡
❱♦r♦♥♦ï ❈❡♥tr♦ï❞❛✉①

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❚r✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❈❡♥tr♦ï❞❛✉① ✭❚❱❈✮✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s
❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥s ♣ré❛❧❛❜❧❡s ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐é ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ✭✈♦①❡❧s✮✳ ◆♦✉s ❛♣♣r♦❝❤♦♥s ✉♥ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❈❡♥tr♦ï❞❛❧
♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ P✉✐s ✈✐❡♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣r♦♣r❡♠❡♥t
❞✐t❡✱ ♣❛r ❞✉❛❧✐té✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t rés♦✉❞r❡ ❧❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❞✉❡s à ❧✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❝❡♥tr♦ï❞❛❧ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❝réé✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
♣♦✉✈❛♥t ❧✉✐ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ s❡r❛ ❡①♣♦sé✳

✻✳✶ ❈♦♥t❡①t❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞✬♦❜❥❡ts ❞✐s❝r❡ts r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✸❉ s❡❣♠❡♥té❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡s
✐♠❛❣❡s s♦♥t très ❢réq✉❡♥t❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ❡t s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❛♣rès ❧❛ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s t♦♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ♦✉ ■❘▼ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t✳ ▲✬✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥té❡ r❡♣rés❡♥t❡
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❛ttr✐❜✉t s♣é❝✐✜q✉❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✈♦①❡❧s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❛ttr✐❜✉t ❝♦♥st✐t✉❡ ❞é❥à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r❡t✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✱ ❝✬❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡
s✉✣s❛♥t✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡
✈♦①❡❧❧✐q✉❡ ❡♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ tétr❛é❞r✐q✉❡✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
✈♦❧✉♠✐q✉❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛✐❧❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✸❉ s❡❣♠❡♥té❡✳

✺✾
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P❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ♥♦s tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♦r✐❡♥tés ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s tétr❛é❞r✐q✉❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ r❡♠♣❧✐ss❛♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s
s✉✐✈❛♥ts ✿

• ❊tr❡ ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♦✉ ❧❛❜❡❧❧✐sé❡s✳

• ❖❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ❝♦❤ér❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s✳

• ❆✈♦✐r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ✐♥❞✐s♣❡♥✲
s❛❜❧❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡ ♥♦s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡st ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✐s❝r❡ts✳ ▲❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❞❡s✲
t✐♥és à êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ▼❊❋✳ ▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ✜①❡
❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡ ❞✐r❡❝✲
t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✸❉ ❄ P♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❝✐tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬❡①♣❧♦r❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉✐
❝♦♠❜✐♥❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❈❡♥tr♦ï❞❛✉① ✭❉❱❈✮ ❡t ♣❛r
❞✉❛❧✐té✱ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❡♥
❝♦♠❜✐♥❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❡r ✉♥ ❉❱❈ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❡ ❞✉❛❧ ❞✉ ❉❱❈ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳

◆♦s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ▲❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ✏❉❡❧❛✉♥❛②✲❱♦r♦♥♦ï✑ s♦♥t
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳

• ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡ ❡t ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ❜❛s❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s s♦❧✐❞❡s✳

• ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ✏❱♦r♦♥♦ï✲❉❡❧❛✉♥❛②✑ s❡ ♣rêt❡♥t à ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥
✸❉✳

• ❉❡ ♣❛r s❛ ♥❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡✳

▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t s❡ rés✉♠❡r ❛✐♥s✐✳ ◆♦✉s ❞✐str✐❜✉♦♥s ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ N ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✐s❝r❡t Ω ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s
❡♥ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ✉♥ ❉❱❈✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣❛rt✐t✐♦♥♥♦♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❛✈❡❝
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ♣rés❡r✈❡r ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ♦❜t❡♥✉
♣❛r ❞✉❛❧✐té✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞✉ ❉❱❈✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ✿ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❈❡♥tr♦ï❞❛❧ ✭❚❱❈✮✳ ▲❡s ♦r✐❣✐♥❛❧✐tés ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ rés✐❞❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ s❛ ♥❛t✉r❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞✐s❝rèt❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s
✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❡ q✉✐ ♦✛r❡ ❞❡s ❧✐❜❡rtés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡
❧❡s tétr❛è❞r❡s✳ ▲❛ ❝♦♥❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ s♦✉❧è✈❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs q✉❡st✐♦♥s
✐♠♣♦rt❛♥t❡s ✿

• ❈♦♠♠❡♥t ❡①tr❛✐r❡ ❡t ❞é✜♥✐r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞✐s❝r❡t ❄

• ❈♦♠♠❡♥t ré❛❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❄

• ❈♦♠♠❡♥t ❡①tr❛✐r❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ❞✉❛❧✐té ❄

✻✵ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✻✳✷✳ ◆❖❚❘❊ ❆PP❘❖❈❍❊

✻✳✷ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ rés✉♠❡ ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ s✉r ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ✷❉✳ ◆♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ (a)✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ (b)
❡st ❝réé❡✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ρ tr❛❞✉✐s❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s
s♦✉❤❛✐té❡ (c)✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❈❡♥tr♦ï❞❛❧ (d) ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
(a) ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ρ(x) ✐ss✉s ❞❡ (c)✳ ▲❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡st
❝♦♥str✉✐t (e) ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❧❛rté✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡
❞❡ ❞❡♥s✐té ρ(x) ✭ét❛♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛✉① ✐♠❛❣❡s (b) ❡t (c)✮ s❡r❛ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛
tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❣é♥érés ♣❛r ♥♦tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮

❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✷❉ ✿ ❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥
✭❜✮ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❛✮ ✭✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬❆❧❧✐❡③ ✵✺❪✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ✭❝✮ ❯♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té
❡st ❛❧♦rs ❡st✐♠é❡ ✭❞✮ ❯♥ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❈❡♥tr♦ï❞❛❧ ❞❡ ✭❛✮ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é
❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✭❝✮✳ ✭❡✮ ▲❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡t ❝♦♥st✐t✉❡
♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✻✶



❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❚❘■❆◆●❯▲❆❚■❖◆ ❇❆❙➱❊ ❙❯❘ ▲❊❙ ❉■❆●❘❆▼▼❊❙ ❉❊ ❱❖❘❖◆❖Ï ❈❊◆❚❘❖Ï❉❆❯❳

✻✳✷✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐s❝rèt❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❛♣♣❡❧é ❝❡rt❛✐♥❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t✐♦♥s ❞❡ t♦♣♦✲
❧♦❣✐❡ ❞✐s❝rèt❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✱ ❞❡
❣r❛♣❤❡ ♣r✐♠❛✐r❡ ❡t ❞✉❛❧✱ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❑♦✈❛❧❡✈s❦② ❬❑♦✈❛❧❡✈s❦② ✽✾❪✳ ❈❡s ♥♦t✐♦♥s ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ♦✉ ❞❡ ✈♦①❡❧s✳ ❉❛♥s
♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✉❛❧ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞✐s❝rèt❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ✸❉ ♣❛r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✐♥t❡r✲✈♦①❡❧s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✸❉ ❜✐♥❛✐r❡ ♦✉
❧❛❜❡❧❧✐sé❡ ❡t r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✸❉ ❞✉❛❧❡ ❧❛❜❡❧❧✐sé❡✱ ♦ù ❧❡s ✈♦①❡❧s ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡t
❧❡s ✈♦①❡❧s ✐♥t❡r♥❡s ♦✉ ❡①t❡r♥❡s à ❧✬♦❜❥❡t s♦♥t ét✐q✉❡tés ❛✈❡❝ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞✐✛ér❡♥ts
✭✜❣✉r❡ ✻✳✷✮✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞✐✛ér❡♥ts ❛ttr✐❜✉ts s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ r❡♥❝♦♥tré ❞❛♥s
❧✬✐♠❛❣❡✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✐s❝rèt❡ ✿ ✭❛✮ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ têt❡
❤✉♠❛✐♥❡ ✭❜✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ✸❉ ✭❝✮ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
❞✐s❝rèt❡ ✭❡♥ ❜❧❡✉✮ ❀ ❧❡s ♣✐①❡❧s ✐♥t❡r♥❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ❜❧❛♥❝ ❀ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡st ❛❥♦✉té s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ❡♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ♣❛r
❧❛ ▼❊❋✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞♦✐t êtr❡ ❜♦r♥é ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐✲
♠✐t❡s ❛❜s♦r❜❛♥t❡s ✭❈▲❆✮✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ✭❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥✮ ❞♦✐t
êtr❡ ♣❧❛❝é ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✐t❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t❡✳ ▲❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ♥♦s ❞♦♥♥é❡s ✭✐♠❛❣❡s t♦♠♦❣r❛✲
♣❤✐q✉❡s ♦✉ ■❘▼✮ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳
❉❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❧♦rs ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣rés❡r✈❡r
❝❡tt❡ ❣é♦♠étr✐❡✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
∂Ω✱ s♦♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡♣t✳ ❆ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✱ ❞❡✉① ❛ttr✐❜✉ts s❡✉❧❡♠❡♥t s♦♥t
✉t✐❧✐sés ❝♦✉r❛♠♠❡♥t✳ ▲❡s ♦r❣❛♥❡s ❞✉ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ ♥❡ ♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦✐♥s ♦✉ ❞❡s ❛rêt❡s ✈✐✈❡s à ♣rés❡r✈❡r✳ ❈❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
s♦♥t s♦✉✈❡♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣✐è❝❡s ♠❛♥✉❢❛❝t✉ré❡s ♠♦❞é❧✐sé❡s ❡♥ ❈❆❖✳ ▲❡s ♦r✲
❣❛♥❡s ❝♦♠♣♦rt❡♥t ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✏❧✐ss❡✑✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡✉r
❛ss♦❝✐❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s✐ ♥♦✉s ❡♥ ❛✈♦♥s
❜❡s♦✐♥✳

✻✷ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✻✳✷✳ ◆❖❚❘❊ ❆PP❘❖❈❍❊

◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡s ✼ ❛ttr✐❜✉ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ♣rés❡r✈❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡
❜♦r❞s ✿

• C0 r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❝♦✐♥✳

• C1X r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❛rêt❡ ✈✐✈❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❳✳

• C1Y r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❛rêt❡ ✈✐✈❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❨✳

• C1Z r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❛rêt❡ ✈✐✈❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❩✳

• C2X r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❳✳

• C2Y r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❨✳

• C2Z r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❩✳

❈❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s✐t❡s ❧♦rs ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳
▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳
▲✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✐s❝r❡t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❢❛❝❡ ♦✉ à ✉♥❡
❛rêt❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❈❡tt❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❡
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ s✐t❡ zi✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✳ ✻✳✸ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❛✮✱ ❛✉① ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♣rès✱ ♣♦✉r ♣ré✲
s❡r✈❡r ❧❡s ❝♦✐♥s C0 ✭❜✮✱ ❧❡s ❛rêt❡s C1 ✭❝✮ ❡t ❧❡s ❢❛❝❡s ❡①t❡r♥❡s C2 ✭❞✮✳

✻✳✷✳✷ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❈❡♥tr♦✐❞❛✉①

❯♥ ❝❤♦✐① ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥♦♥ str✉❝t✉ré ❡st ❧❛ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❝❡tt❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❣é♥érés✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s✱ q✉❡
♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✐s❝rèt❡ Ω✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞✐str✐❜✉és ❞❡ ❢❛ç♦♥ q✉❛s✐✲✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡
✸❉ t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✭❞✐s❝rèt❡✮ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à ♠❛✐❧❧❡r ∂Ω✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❉❱❈ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✻✸
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❯♥ ❉❱❈ ❡st ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ♦ù ❧❡s s✐t❡s s♦♥t ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡
❧❡✉rs ré❣✐♦♥s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳ ❖ù ❝❤❛q✉❡ s✐t❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï zi ✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❢✉t✉r❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✮ ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡ s❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✿

zi =

∫

Ci
x.ρ(x)dx

∫

Ci
ρ(x)dx

✭✻✳✶✮

▲❡s ❉❱❈ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✉✐✈❛♥t ✿

EV =
n

∑

i=1





∑

pj∈Ci

∫

pj

ρ(x)‖x − zi‖2dx



 ✭✻✳✷✮

♦ù x ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ρ(x) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❛ss♦❝✐é❡ ❡t Ci ❡st ✉♥❡
❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✳

❈❡ t❡r♠❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ EV ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳
▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❡✉t s✬❡✛❡❝t✉❡r ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❑✲♠❡❛♥s
❬▼❛❝◗✉❡❡♥ ✻✼❪ ♦✉ ♣❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❧②♦❞ ❬▲❧♦②❞ ✽✷❪✱ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✻✳✶✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✶ ✿ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❧♦②❞
❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ N s✐t❡s zi ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ Ω
❘és✉❧t❛t ✿ ▲❡s N s✐t❡s ❡t ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐sé
❞é❜✉t

t❛♥t q✉❡ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥♦♥ ❞ét❡❝té❡ ❢❛✐r❡
❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï s✉r Ω ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s s✐t❡s zi ❀
❉é♣❧❛❝❡r ❝❤❛q✉❡ s✐t❡ zi à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡
❱♦r♦♥♦ï ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡❀

✜♥
✜♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s✱ ✉♥ t❡r♠❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡✱ ❢❛✈♦r✐s❛♥t
❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬❱❛❧❡tt❡ ✵✽❪✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❢❛✈♦r✐s❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r
❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❣é♥érés✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✐tér❛t✐✈❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡❝t✐❢✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❞❡s
♣❛rt✐t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ♣❛r ❞❡s t❡sts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✹✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈✐s✐t❡ ❧❡s
❢r♦♥t✐èr❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥
♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ❯♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
t❡sts ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧♦❝❛✉① ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✹ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✷✮✳ ▲❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡t
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✐♠♣❧✐✜é✳

✻✹ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✻✳✷✳ ◆❖❚❘❊ ❆PP❘❖❈❍❊

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ✻✳✹ ✕ ❚❡st é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï Vk ❡t Vl ✿ ✭❛✮ ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✭❜✮ Vk ❣r❛♥❞✐t ❡♥ ❛❜s♦r❜❛♥t ❧✬é❧é♠❡♥t
Cn ❡t Vl rétré❝✐t ✭❝✮ Vk rétré❝✐t ❡t Vl ❣r❛♥❞✐t ❡♥ ❛❜s♦r❜❛♥t ❧✬é❧é♠❡♥t Cm✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✷ ✿ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐sé ❬❱❛❧❡tt❡ ✵✽❪
❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✈❡❝ N s✐t❡s
❘és✉❧t❛t ✿ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐sé ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ N ♣❛rt✐❡s
❞é❜✉t

t❛♥t q✉❡ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥♦♥ ❞ét❡❝té❡ ❢❛✐r❡
♣♦✉r ❈❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ej ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐t✐♦♥s ❢❛✐r❡

❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s tr♦✐s t❡r♠❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ Einit✱ E1 ❡t E2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉① tr♦✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✹✮ ❀
▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① tr✐❛♥❣❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t t❡r♠❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❀

✜♥
✜♥

✜♥

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✻✺
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◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r r❡❣r♦✉♣❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣✉✐s ❢♦r♠❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❧❡ ❞✉❛❧ ❞✉ ❉❱❈✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ EV ✭éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✷✮✱ ♣♦✉r ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✱ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❡♥ ✿

F =
n

∑

i=1





∑

pj∈Ci

ρjzi
T (zi − 2 γj)



 ✭✻✳✸✮

❛✈❡❝

ρj =

∫

pj

ρ(x)dx ✭✻✳✹✮

❡t

γj =
1

ρj

∫

pj

x . ρ(x)dx ✭✻✳✺✮

♦ù pj ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✉❛❧ G✱ G ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ G ✭❣r❛♣❤❡
♣r✐♠❛✐r❡ ♦✉ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✮✱ ρj ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐é à pj✱ γj r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡
pj✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s❝rèt❡s ✭✈♦①❡❧s✮ ❡♥ N
❝❡❧❧✉❧❡s Ci ❡♥ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ✉♥ ❉❱❈✳ ❈❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❞és✐ré❡ ρ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ♣❧❛❝❡r ❝♦rr❡❝✲
t❡♠❡♥t ❧❡s s✐t❡s zi ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s
∂Ω✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❡ s✐t❡ zi ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞✐s❝rèt❡✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ρ ❡st ♣ré❝✐sé ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ▲❡s
♠❛✐❧❧❛❣❡s ❣é♥érés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s ❝❛r ρj = 1✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s s✐t❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛ss♦❝✐és

▲❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s s✐t❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❡st ✉♥ ❡♥❥❡✉ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣rés❡r✈❡r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✐s❝rèt❡s ∂Ω ❞é✜♥✐❡s ♣ré✲
❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✺✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s✱ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱
❛✉① ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♣rès✱ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ✈♦♥t ♣rés❡r✈❡r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ✻✳✺ ✕ ▲❡s tr♦✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❛✉① ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♣rès✱ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ✭❛✮ ❧❡s ❝♦✐♥s✱ ✭❜✮ ❧❡s ❛rêt❡s ❡t ✭❝✮ ❧❡s ❢❛❝❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✳

✻✻ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✻✳✷✳ ◆❖❚❘❊ ❆PP❘❖❈❍❊

◆♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ s♦♥t ❧✐é❡s à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
❞✐s❝r❡t✳ ❙✐ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci ❝♦✉♣❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✐s❝rèt❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s♦♥ s✐t❡ zi s❡r❛
♠♦❞✐✜é s❡❧♦♥ ❧✬❛ttr✐❜✉t ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t q✉✐ ❛ été ❛❜s♦r❜é✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❢✉t✉r ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Bi ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥ ❞❡
❱♦r♦♥♦ï ♣❛r ✿

Bi = Ci ∩ ∂O ✭✻✳✻✮

▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s✐t❡s zi ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❙✐ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci ♥❡ ❝♦✉♣❡ ♣❛s ∂O ✭Bi = ∅✮✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥

❝♦♥tr❛✐♥t✳ ◆♦✉s ✜①♦♥s zi ❛✉ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✿ zi = Gi✳

zi = Gi =

∑

Ci

ρj . γj

∑

Ci

ρj

✭✻✳✼✮

✕ ❙✐ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Oi
m,n

✭Bi 6= ∅✮✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐♥t ❡t ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❡st ✜①é ❛✉ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✿

zi =

∑

Bi

ρj . γj

∑

Bi

ρj

✭✻✳✽✮

❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♥♥é ❞✬é❧é♠❡♥ts✱
✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ s✐t❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳
◆♦✉s ❡♥r❡❣✐str♦♥s ❡t ♠❡tt♦♥s à ❥♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣t❡✉rs s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞✬❛ttr✐❜✉t
❛❜s♦r❜é ♦✉ r❡st✐t✉é ♣❛r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧❡
♠❡✐❧❧❡✉r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ s✐t❡ ❞♦♥♥é ❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ Ev✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ q✉❛♥❞ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥
❛ttr✐❜✉t✱ ❧❡ s✐t❡ zi ❡st ♣❧❛❝é ♣♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❢r♦♥t✐èr❡ Bi t♦✉t ❡♥
♦♣t✐♠✐s❛♥t✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r q✉✬✉♥❡
❝❡❧❧✉❧❡ ♣❡✉t é✈♦❧✉❡r ❞❡ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥t❡ à ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❞✉r❛♥t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ▲❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s✐t❡ s❡r❛ ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ♦✉ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❤♦✐s✐ s❡❧♦♥ ❧❡✉rs ❛ttr✐❜✉ts✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✻✼



❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❚❘■❆◆●❯▲❆❚■❖◆ ❇❆❙➱❊ ❙❯❘ ▲❊❙ ❉■❆●❘❆▼▼❊❙ ❉❊ ❱❖❘❖◆❖Ï ❈❊◆❚❘❖Ï❉❆❯❳

❋✐❣✳ ✻✳✻ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s✐t❡ ✿ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ C1 ❡st ❞✐t❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ▲❡ s✐t❡ z1 ❡st ❡st✐♠é à ♣❛rt✐r ❞❡ ∂O1

1,2
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ C1✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ C2 ❡st ❞✐t❡ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s
❧✐é❡ à ✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡✳

▲✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞♦✐t êtr❡ ♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✐s❝rèt❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ✷❉
❞✬✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥❣❡♥❞r❡r ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦✲
♥é❡✳ ❙✐ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐❧❧✉stré❡ ❡♥ ✭❛✮ ♣❡✉t
s❡ ré❛❧✐s❡r✳ ▲❡ s✐t❡ z1 ❛ été ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✐s♣♦s❛♥t ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❛ttr✐❜✉t
s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ s✐t❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡✱ ❡st ✐♥❝♦rr❡❝t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭❝✮ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✳ ▲❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐❧❧✉stré❡ ❡♥ ✭❜✮ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡
♣❧❛♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s s✐t❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✐t❡s ✏❝♦♥tr❛✐♥t❡s✑ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭❞✮ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❡t ❞♦♥♥❡✱ ♣♦✉r
❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t

▲❡ t❡r♠❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ EV ♣❡✉t êtr❡ ♠✐♥✐♠✐sé ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢✳ ■❧ ♠❡t
à ❥♦✉r ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❞❡s t❡sts s✉r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❧✐❣♥❡❧ ❢r♦♥t✐èr❡ li,j ✭✉♥❡ ❛rêt❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣✐①❡❧s✮
❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s Ci ❡t Cj✱ li,j ❡st ❛❞❥❛❝❡♥t ❛✉① é❧é♠❡♥ts Va ❡t Vb ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à Ci ❡t Cj✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧❡r tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r Ev ✿

• Finit ✭❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✮ ✿ Va ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Ci ❡t Vb ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Cj✳

• F1 ✭Ci ❣r❛♥❞✐t ❡t Cj rétré❝✐t✮ ✿ Va ❡t Vb ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à Ci✳

• F2 ✭Ci rétré❝✐t ❡t Cj ❣r❛♥❞✐t✮ ✿ Va ❡t Vb ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à Cj✳

▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ t❡r♠❡
é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr❡ Finit✱ F1 ❡t F2✳

❊♥ ✐tér❛♥t s✉r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❝❡❧❧✉❧❡s✱ ♥♦✉s ♠✐♥✐♠✐s♦♥s EV ✳ ▼✐♥✐♠✐s❡r EV ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐té
❞❡s ré❣✐♦♥s ❬❱❛❧❡tt❡ ✵✽❪✳

✻✽ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✻✳✷✳ ◆❖❚❘❊ ❆PP❘❖❈❍❊

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✳ ✻✳✼ ✕ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✿ s✐ ❧✬♦r✐❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐❧❧✉stré❡ ❡♥ ✭❛✮ ♣❡✉t s❡ ré❛❧✐s❡r✳
▲❡ s✐t❡ z1 ❛ été ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✐s♣♦s❛♥t ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❛ttr✐❜✉t s❛♥s
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ s✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ ❡st ✐♥❝♦rr❡❝t✳ ✭❜✮ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✳ ▲❛ ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥ ✐❧❧✉stré❡ ❡♥ ✭❝✮ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♣♦✉r ✉♥❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s s✐t❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❛♣♣❛r✲
t❡♥❛♥t à ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✐t❡s ✏❝♦♥tr❛✐♥t❡s✑ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡✳ ✭❞✮ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❡t ❞♦♥♥❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✻✾



❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❚❘■❆◆●❯▲❆❚■❖◆ ❇❆❙➱❊ ❙❯❘ ▲❊❙ ❉■❆●❘❆▼▼❊❙ ❉❊ ❱❖❘❖◆❖Ï ❈❊◆❚❘❖Ï❉❆❯❳

❯♥ ♣r❡♠✐❡r ✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✸✮ ✈✐❡♥t ❞❡ s❛ ♠✐♥✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s t❡sts ❧♦❝❛✉① ✭❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✽ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✸✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✐♥✐t✐❛✉①✳ ❯♥ s❡❝♦♥❞ ✐♥térêt ❡st q✉❡ ❧❡
t❡r♠❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦s✐t✐❢✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❣❛r❛♥t✐❡✳
P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡t ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ EV ✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ré❡❧❧❡♠❡♥t
❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❣❧♦❜❛❧❡s ❞❡ F à ♣❛rt✐r ❞❡s tr♦✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés
Finit✱ F1 ❡t F2✱ ❧♦rs ❞✬✉♥ t❡st é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❥✉st❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s
✈❛❧❡✉rs F1 + F2 ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s q✉✐ ♦♥t été ♠♦❞✐✜é❡s✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ✻✳✽ ✕ ❚❡sts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿ ✭❛✮ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡✲
♠❡♥t✱ ❧❡ ❧✐❣♥❡❧ l1,2 ❡st ✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s C1 ❡t C2✳ ✭❜✮ C1 ❣r❛♥❞✐t
❡t C2 rétré❝✐t✳ ✭❝✮ C1 rétré❝✐t ❡t C2 ❣r❛♥❞✐t✳

❆✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝✲
t✉♦♥s ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝ré❡r ❧❡ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ♥✬❛❥♦✉t❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ❞✐str✐❜✉❡r
❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ▲❡ s✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r r❛♣♣♦rt à s♦♥
❜❛r②❝❡♥tr❡✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♣r❡♥❞ ✜♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à
❝♦♥✈❡r❣❡r✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ♣rés❡r✈❡r ❧❡s
❢r♦♥t✐èr❡s ✭❞✐s❝rèt❡s✮ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡ s❝❤é♠❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✺✵ %✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ét❛♥t ♣❧✉s ❝♦✉t❡✉① ❧♦rs ❞❡
❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✾ à
❞✐✛ér❡♥t❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❡♥ ✭❛✮ ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✳ ▲❡ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ✐❧❧✉stré ❞❡ ✭❜✮ à ✭❡✮ ❡t ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✭❢✮ à ✭✐✮✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉✬❡♥tr❡ ✭❡✮ ❡t ✭❢✮✱ s❡✉❧s ❧❡s s✐t❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ❝♦✉♣❛♥t
❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ s♦♥t ♠♦❞✐✜és✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✬❛❥✉st❡♥t ❧♦rs
❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❧♦②❞ ✿

• ◆♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ✉♥ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
s✐♠♣❧❡ q✉❡✉❡ ❋■❋❖ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡❧s ✭❛rêt❡s✮ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡
❧❛ ❜♦✉❝❧❡ s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❢r♦♥t✐èr❡s ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✳

• ◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
q✉❛♥❞ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♣rès ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❜♦r❞s ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✱ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❡st ♠♦❞✐✜é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s
❝❡❧❧✉❧❡s ♦♥t ❞é❥à ❛tt❡✐♥t✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡✉r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡
❜♦✉❝❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s q✉✐ ♦♥t été ♠♦❞✐✜é❡s ♣❡♥❞❛♥t
❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬é✈✐t❡r ❞✬é✈❛❧✉❡r ✉♥ ❧✐❣♥❡❧
❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r s✐ ❧❡s ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s ♥✬♦♥t ♣❛s été ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
❝❤❛♥❣é❡s✳ ❈❡ t❡st ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ✐♥✉t✐❧❡s ❡t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳

✼✵ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✸ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❉♦♥♥é❡s ✿ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t Ω
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐sé ❞♦té ❞❡ N s✐t❡s q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s

❢r♦♥t✐èr❡s ❞✐s❝rèt❡s ∂O

❞é❜✉t
❊t❛❜❧✐r ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥
é❧é♠❡♥t ❛ss♦❝✐é ❀
❘❡♠♣❧✐r ❧❛ q✉❡✉❡ Queue1 ❛✈❡❝ ❧❡s ❧✐❣♥❡❧s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s
❞✐s❝rèt❡s ∂O❀
❱✐❞❡r ❧❛ q✉❡✉❡ Queue2❀
ré♣ét❡r

▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❂ ✵❀
t❛♥t q✉❡ Queue1 ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❢❛✐r❡

Pr❡♥❞r❡ ✉♥ ❧✐❣♥❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t l ❞❡ Queue1❀
s✐ ❧❡ ❧✐❣♥❡❧ l ❡st ❢r♦♥t✐èr❡ à ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s i ❡t j ❡t q✉✬✐❧ ♥✬❛ ♣❛s
❡♥❝♦r❡ été t❡sté ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜♦✉❝❧❡ ❛❧♦rs

Ci ❡t Cj s♦♥t ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧❧❡s li,j ❡st ❢r♦♥t✐èr❡❀
♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✽✮ ❢❛✐r❡

♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s Ci ❡t Cj✱ ❝❛❧❝✉❧❡r zi ❡t zj ❢❛✐r❡
s✐ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦✉♣❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂O ❛❧♦rs

▲❡ s✐t❡ zk ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ k ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
é❧é♠❡♥ts ❢r♦♥t✐èr❡s Bk❀

✜♥
s✐♥♦♥

▲❡ s✐t❡ zk ❡st ✜①é ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡❀

✜♥
✜♥
❈♦♠♣❛r❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs Fi + Fj ❡♥tr❡ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s❀
s✐ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛❧♦rs

▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r
❧✬é♥❡r❣✐❡❀
▼❡ttr❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡❧s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♠♦❞✐✜é ❞❛♥s ❧❛ queue2❀
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✰✰❀

✜♥
s✐♥♦♥

▼❡ttr❡ ❧❡ ❧✐❣♥❡❧ l ❞❛♥s ❧❛ queue2
✜♥

✜♥
✜♥

✜♥
P❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ Queue1 ❡t Queue2❀

❥✉sq✉✬à ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❂❂ ✵ ❀
✜♥

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✼✶
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

✭❣✮ ✭❤✮ ✭✐✮

❋✐❣✳ ✻✳✾ ✕ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ✿ ✭❛✮ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✭✭❜✮ ✲ ✭❡✮✮
é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✭❢✮ ✲ ✭✐✮✮ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳

❱❛❧✐❞✐té ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ré❛❧✐sé✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ s✐t❡ ❡t
❝❡ s✐t❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡t ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r
❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❛♣rès ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❡st ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡
♥❡tt♦②❛❣❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛②❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❡t ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧✬ét❛♣❡
❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✏♥❡tt♦②❛❣❡✑ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
ré♣été❡s ❥✉sq✉✬à s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳

✼✷ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❉❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é✲
♠❡♥ts ♠♦❞✐✜és ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡❧s ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ✵✳✶ %✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ✻✳✶✵ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ✏♥❡tt♦②❛❣❡✑ s✉r ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦r✲
t❛♥t ✉♥ ❞é❢❛✉t ✭❛✮✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❜❧❡✉❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s✳ ▲✬ét❛♣❡
❞❡ ♥❡tt♦②❛❣❡ ✭❜✮ ❡♥❧è✈❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❜❧❛♥❝✱
❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ❛✛❡❝té❡ à ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ❆♣rès ♣❧✉s✐❡✉rs ✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♠✐✲
♥✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞é❝♦♥♥❡❝té❡ ❛ été ❛❜s♦r❜é❡ ♣❛r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ q✉✐ ❧✬❡♥❣❧♦❜❡
✭❝✮✳

❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✕ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ♥❡tt♦②❛❣❡ ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✿ ✭❛✮ ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦ssè❞❡
✉♥ ❞é❢❛✉t✱ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❜❧❡✉ ♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ✭❛✮ ✉♥❡ ét❛♣❡
❞❡ ♥❡tt♦②❛❣❡ ❡♥❧è✈❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❜❧❛♥❝✱
❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ❛✛❡❝té❡ à ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✭❝✮ ❆♣rès ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞é❝♦♥♥❡❝té❡ ❛ été ❛❜s♦r❜é❡ ♣❛r ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡ q✉✐ ❧✬❡♥❣❧♦❜❡

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ N s✐t❡s ❛✜♥ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ✉♥ ❉❱❈✳ ❯♥❡ ét❛♣❡ ❞✬✐♥✐✲
t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛ss♦❝✐❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t
à ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❢♦✉r♥✐r à ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣r❡♥❛♥t s❡s N s✐t❡s✳ ◆♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❛❧é❛t♦✐✲
r❡♠❡♥t N ❣❡r♠❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t Ω✳ ❈❤❛q✉❡ ❣❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs à ✉♥❡
❝❡❧❧✉❧❡ ❞✐st✐♥❝t❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❝♦♥♥❡①❡s✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts r❡st❛♥ts
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❛✉❝✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❛ss♦❝✐❡r ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s
✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✈✐❞❡✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t Ω✱ à ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ♣♦ssè❞❡ N +1 ❝❡❧❧✉❧❡s ✿ N ❝❡❧❧✉❧❡s
❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❣❡r♠❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥t V ❝♦♥♥❡①❡✱ ❡t ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
♥✉❧❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉
♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✏❣❧♦✉t♦♥✑✱ ❡st
✉t✐❧✐sé❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣❡r♠❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❧✐❜r❡ V ✭✉♥
é❧é♠❡♥t q✉✐ ♥✬❛ été ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛ss♦❝✐é à ❛✉❝✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✮ ❡t ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ V ❡♥ ❛❜s♦r❜❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❧✐❜r❡s q✉✐ s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥❝❡r✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡❧ l✱ ❛❞❥❛❝❡♥t
à ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s Ci ❡t Cj✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥ t❡st ❛✈❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡s
tr♦✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ s✐ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✈✐❞❡✱
❡❧❧❡ ❡st ❛ttr✐❜✉é❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t à ❧✬❛✉tr❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ s❛♥s ❛✉❝✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✼✸



❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❚❘■❆◆●❯▲❆❚■❖◆ ❇❆❙➱❊ ❙❯❘ ▲❊❙ ❉■❆●❘❆▼▼❊❙ ❉❊ ❱❖❘❖◆❖Ï ❈❊◆❚❘❖Ï❉❆❯❳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛❞❛♣t✐❢✱ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ρ(x) ❡st ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✳
▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞♦✐t ❛❧♦rs êtr❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳

❆♣rès ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té é❧❡✈é❡✱ ❞❡✲
✈r❛✐❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r ♣❧✉s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s q✉❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐té ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ P♦✉r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r
❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❞❡♥s✐té ρ(x)✳

❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞❡♥s✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✿

D =
1

N

∑

j=1

N
ρj ✭✻✳✾✮

♦ù N ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❞és✐rés✳ ❈❡tt❡ ❞❡♥s✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞❡♥s✐té
♠♦②❡♥♥❡ ❛❝❝✉♠✉❧é❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✹ ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡tt❡ ❞❡♥s✐té✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t
❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❞❡♥s✐té s♦✉❤❛✐té❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ Ω ♣❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❉❱❈✳ ▲❡s N ❢✉t✉rs✱ s♦♠♠❡ts
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐str✐❜✉és✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ♦✉ ❛❞❛♣tés ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥
❝♦♠♣t❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ρ(x)✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡
s✉✐✈❛♥t❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✹ ✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ N ❝❡❧❧✉❧❡s✳
❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t Ω ❡t N ❝❡❧❧✉❧❡s à ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ N + 1 ❝❡❧❧✉❧❡s
❞é❜✉t

❈♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞✬❛❝❝ès ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❀
❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ρ❀
t❛♥t q✉❡ ❚♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♥✬♦♥t ♣❛s été ✈✐s✐tés ❡t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
♥✬♦♥t ♣❛s été ❡♥❣❡♥❞ré❡s ❢❛✐r❡

❈❤♦✐s✐r ✉♥ é❧é♠❡♥t ✏❧✐❜r❡✑ V ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡❀
♣♦✉r V ❢❛✐r❡

❈❡t é❧é♠❡♥t ❞❡✈✐❡♥t ❧❡ ❣❡r♠❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci❀
❈❡tt❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❣r❛♥❞✐t ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞és✐ré❡ ❡♥
❛❜s♦r❜❛♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✏❧✐❜r❡s✑ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts à V ❀

✜♥
✜♥
s✐ ✐❧ r❡st❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥♦♥ ❡♥❣❡♥❞ré❡s ❛❧♦rs

❈❤♦✐s✐r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉✐ ❡st ❛ttr✐❜✉é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡
♥♦♥ ❡♥❣❡♥❞ré❡✳❀

✜♥
✜♥

✼✹ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✻✳✷✳ ◆❖❚❘❊ ❆PP❘❖❈❍❊

✻✳✷✳✸ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❉❱❈ ❛♣♣r♦❝❤é✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
❈❡tt❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡♥tr❡
✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❡t ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r r❡❣r♦✉♣❡r ❞❡s ✈♦①❡❧s ♣❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦✲
r♦♥♦ï ❈❡♥tr♦ï❞❛❧ ❞✐s❝r❡t ♣✉✐s ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t
❧❡ ❞✉❛❧✳ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ ❞✉❛❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïtés ❧✐é❡s ❛✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡✲
♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡
❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿

• ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ❉❱❈✳

• Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

• ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❞✉❡s ❛✉ ❉❱❈ ❞✐s❝r❡t✳

❆♠❜✐❣✉ïtés ✐♥❤ér❡♥t❡s ❛✉ ❉❱❈ ❞✐s❝r❡t

◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝ré❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡
❱♦r♦♥♦ï ♠❛✐s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïtés ✐♥❤ér❡♥t❡s ❛✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡
❞✐s❝r❡t s♦♥t ❛❧♦rs r❡❝❡♥sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ◗✉❛tr❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✹ ❡t ❛✉❝✉♥ ❝②❝❧❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r ✸✳

• ◗✉❛tr❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✹ ❡t ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ✐♥✲
t❡r♥❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✸✳

❈❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés s♦♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❛✉ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉ ♦ù ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï
s♦♥t ❝♦❝②❝❧✐q✉❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♠❜✐❣✉ïté ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ✐♥s✉✣s❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s
❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✉♥ s✉r♣❧✉s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✶✮✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡r❛ ✉♥ ♠❛♥q✉❡ ♦✉ ✉♥ s✉r♣❧✉s
❞❡ tétr❛è❞r❡s ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïtés ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣é♥éré✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❝❡s
❛♠❜✐❣✉ïtés ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈♦✐s✐♥❡ ❡t ❞♦♥♥❡r ❞✬❛✉tr❡ ❝❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïtés✳ ▲❡s s✐t❡s zi

❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï Ci ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ ❞❡s
tétr❛è❞r❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳

❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s
Γ✳ ▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ Γ ♥é❝❡ss✐t❡ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿

• ❈ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ Ψ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ❉❱❈✳

• ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ Ψ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❢❛❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s Θ✳

• ❈ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s Γ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Θ✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ Ψ ♣♦rt❛♥t
s✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ❉❱❈✳ ❈❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ✈♦❧✉♠❡
❞✐s❝r❡t Ω ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✺✮✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✼✺
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ✻✳✶✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♠❜✐❣✉✐tés ✸❉ ✿ ✭❛✮ ◗✉❛tr❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥✲
❣✉❡✉r ✹ ❡t ❛✉❝✉♥ ❝②❝❧❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✸✱ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♠❜✐❣✉ïté ♣r♦❞✉✐t
✉♥❡ ✐♥s✉✣s❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ✭❜✮ ◗✉❛tr❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r ✹ ❡t ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ✐♥t❡r♥❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✸✱ ❝❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ❛♠❜✐✲
❣✉ïté ♣r♦❞✉✐t ✉♥ s✉r♣❧✉s ❞✬❛rêt❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✺ ✿ ❈ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ Ψ ♣♦rt❛♥t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉
❉❱❈
❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❉❱❈ ❞✐s❝r❡t ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ N s✐t❡s zi

❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ Ψ(V, E) ❞✉ ❉❱❈ ❞✐s❝r❡t
❞é❜✉t

❈ré❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts v ❞✉ ❣r❛♣❤❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s s✐t❡s zi ❞✉ ❉❱❈❀
♣♦✉r ❈❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✉❛❧ G ❢❛✐r❡

❖❜t❡♥✐r ❧❡s ♣♦✐♥t❡❧s pa ❡t pb ❞❡ ❧✬❛rêt❡❀
■❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡s ♣♦✐♥t❡❧s ia ❡t ib❀
s✐ ia! = ib ❡t ❧✬❛rêt❡ ea,b ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❛❧♦rs

❈ré❡r ❧✬❛rêt❡ ea,b ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ Ψ❀
✜♥

✜♥
✜♥

✼✻ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ Ψ(V, E)✳ V ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡t
E ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝②❝❧❡ ✏♠✐♥✐♠✉♠✑ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Ψ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛❝❡s
♣♦ss✐❜❧❡s Θ✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳ ❯♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s
{e1, ..., en} ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡✉① à ❞❡✉①✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ∀i✱ ∃u v w✱ t❡❧ q✉❡ ei = (u, v) ❡t ei+1 =
(v, w)✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧é ❧❡s ❛rêt❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢❡r♠❡t✉r❡
❞✉ ❝❤❡♠✐♥✱ e1 = (u, v) en = (w, x) → x = u

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞✐t ✏♠✐♥✐♠❛❧✑ ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉✐ ♥❡ r❡♣❛ss❡ ♣❛s
❞❡✉① ❢♦✐s ♣❛r ✉♥ ♠ê♠❡ s♦♠♠❡t ✭s❛✉❢ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✉ ❝②❝❧❡✮✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♦❜t❡♥✐r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ♠✐♥✐♠❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Ψ✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k
❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ P❧❛ç♦♥s ♥♦✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ✿

• ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k✳
• ❈❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿ ✐❧ ♥❡ r❡♣❛ss❡ ♣❛s ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❛r ✉♥ ♠ê♠❡ s♦♠♠❡t

♦✉ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❞❡✉① ❢♦✐s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❛rêt❡✳
❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s

❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡s✳ ❙♦✐t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ Ψ(V, E) ✱ ♦♥ ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡
A(i,j)∈{1...V }✳ Ai,j = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (i, j) ∈ E✳ P♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ M = A2✱ ♦♥
s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ Mi,j ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡✉① ❡♥tr❡ i ❡t j✳

❊♥ ❡✛❡t✱

Mi,j =
∑

k=0

V
Ai,k × Ak,j ✭✻✳✶✵✮

❖r Ai,k × Ak, j ✈❛✉t ✶ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Ai,k ❡t Ak,j ✈❛❧❡♥t ✶✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡
(i, j, k) ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✷ ❞❡ i à j✳ ❉♦♥❝ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❡s ❝❤❡♠✐♥s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s k ❢♦✐s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❝♦✉♣❧❡ (i, j)✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k q✉✐ r❡❧✐❡♥t i à j✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✈❡❝
❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♦♥ ♥✬♦❜t✐❡♥t ♣❛s ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s
♦❜t❡♥✉s ♣❡✉✈❡♥t r❡♣❛ss❡r ♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s s♦♠♠❡ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ à ✉♥❡ ét❛♣❡✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t Mi,i = 1✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ r❡t♦✉r s✉r i ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k✳ ❆
❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s✱ ét❛❜❧✐s ♣♦✉r ❛❧❧❡r ❞❡ i à ❝❡s ✈♦✐s✐♥s✱ s❡r♦♥t ❞❡s
❝❤❡♠✐♥s q✉✐ ❜♦✉❝❧❡♥t s✉r i✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❡st ♠✐s❡ à ③ér♦✳ ❈❡❧❛ é✈✐t❡ ❞❡ r❡♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t✳ ❉❛♥s ❬❩✇✐❝❦ ✾✼❪✱ ❧❡s
❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ k✲❝②❝❧❡✳ ■❧s ❞é♠♦♥tr❡♥t ❛✉ss✐ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❞❡ O(m2− 2

k ) ♣♦✉r ❞❡s ❝②❝❧❡s ♣❛✐rs
❡t O(m2− 2

k+1 ) ♣♦✉r ❞❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♠♣❛✐r❡✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝❧és ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿

• ❈❤❡r❝❤❡r t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❧♦♥❣❡✉r k ❡t k + 1✳
• ❯t✐❧✐s❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s s♦✉s✲❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ✿ ❝ré❡r ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s

q✉✐ s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉① s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞é♣❛rt s✬✐♥t❡r✲
s❡❝t❡♥t✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s q✉✐ ♥✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t
q✉✬❡♥ ❧❡✉r ❡①tré♠✐tés✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ❝②❝❧❡s ♣❛r r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✼✼
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❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♠✐♥✐♠❛✉①
❞✉ ❣r❛♣❤❡✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♦❜t❡♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s Γ à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Θ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡r ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s Θ✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ Γ ❞♦♥♥❡✱
♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛❝❡ f ✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ tétr❛è❞r❡✳ ❙✐ ❧❡ ❉❱❈
♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïtés✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡st é❣❛❧ à ❞❡✉① ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛❝❡
✐♥t❡r♥❡ ❡t à ✉♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡①t❡r♥❡✳ ❯♥❡ ❢❛❝❡ ❡①t❡r♥❡ ❡st ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω✳ ❯♥❡ ❢❛❝❡ ✐♥t❡r♥❡ ❡st s✐t✉é à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
❧❡ ❉❱❈ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st
s✉♣ér✐❡✉r à ✉♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡①t❡r♥❡ ❡t à ❞❡✉① ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ✐♥t❡r♥❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ Ψ ✭❛✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s
Θ ✭❜✮ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s Γ ✭❝✮✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé
♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r
❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✳

❙tr✉❝t✉r❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡

●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✱ ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s
s♦♥t ♣rés❡♥ts s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✿

• ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❢♦♥❞✳

• ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✳

▲❡s ❞❡✉① s♦♥t str✉❝t✉rés à ❧✬✐❞❡♥t✐q✉❡✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣rès ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❢♦♥❞ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✉
❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s Γ✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥
❝♦✉rs ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts
✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉① s✐t❡s ❞✉ ❉❱❈✮ ❡t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡
s♦♠♠❡ts ✭❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ❉❱❈✮✳ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

• ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡t ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

• ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① tr♦✐s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

• ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭❧❡✉rs q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts✮✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s
✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❢♦♥❞✳

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✏❣❧♦✉✲
t♦♥✑✮ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s tétr❛è❞r❡s ❞❡ Γ✳ ❉❡✉① tétr❛è❞r❡s
❛❞❥❛❝❡♥ts s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ Γ s❛♥s ❛♠❜✐❣✉ïté✳ ▲❡ ❢r♦♥t ❡st ❝réé
❛✈❡❝ ❧❡s ❢❛❝❡s ❡①t❡r♥❡s ❞❡s ❞❡✉① tétr❛è❞r❡s ❝♦♥str✉✐ts✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s
tétr❛è❞r❡s ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❢r♦♥t ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ∂Ω✳

❈r✐tèr❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ✿ ❈❡s ❝r✐tèr❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥❢♦r♠✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
à ❝❤❛q✉❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ é❧é♠❡♥t✳

✼✽ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✳ ✻✳✶✷ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✿
✭❛✮ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ Ψ ✭❜✮ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s Θ ✭❝✮ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s tétr❛è❞r❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s Γ✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥❡ ❛♠❜✐❣✉ïté q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t
♣❛r ✉♥❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡ s✉r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✐t❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✼✾
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❋✐❣✳ ✻✳✶✸ ✕ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✿ ❊♥ tr❛✐t ♣❧❡✐♥✱ ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❛✉
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ❊♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✱ ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❛✉① str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❢♦♥❞ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳ ❯♥ tétr❛è❞r❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t r❡♠✲
♣❧✐❡s ✿

✶✳ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ tétr❛è❞r❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❀

✷✳ ❧❡ tétr❛è❞r❡ ♥✬✐♥t❡rs❡❝t❡ ♣❛s ❧❡ ❢r♦♥t ❀

✸✳ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ tétr❛è❞r❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥ ♣♦✐♥t ❀

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✶ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢❛❝❡s ét❛♥t ❛ss✉ré❡s
♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✷ s❡ rés✉♠❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❛rêt❡s ❝réé❡s ♥✬✐♥t❡r✲
s❡❝t❡♥t ❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t ✈♦✐s✐♥✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❢❛❝❡s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés
♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥séré❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✸ ♥✬❡st ♣❛s à ✈ér✐✜❡r ❝❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s s✐t❡s zi ❞✉ ❉❱❈✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✹ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✳

❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés

❆♣rès ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡ ❉❱❈ ♦♥t ❝ré❡s
❞❡s ❧❛❝✉♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✺✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡st✐♠é ❝❡ ❞é✜❝✐t à
✶✵% ❞✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ tétr❛è❞r❡s✳ ◆♦✉s ❞ét❡❝t♦♥s ❝❡s ❛rt❡❢❛❝ts ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❡s
❢❛❝❡s ✐♥t❡r♥❡s ♥❡ ♣♦ssé❞❛♥t q✉✬✉♥ s❡✉❧ tétr❛è❞r❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❞❡
✻ ❢❛❝❡s ♦✉ ♣❧✉s✱ ✈♦✐s✐♥❡s ❝❛r ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ✏❣❧♦✉t♦♥✑ ♣♦✉r ❞✐ss♦❝✐❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❣r♦✉♣❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r
❧❡s tr✐❛♥❣✉❧❡r✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t✴♦✉ ✉♥❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳

✽✵ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✻ ✿ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡
❉♦♥♥é❡s ✿ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s Γ ❡t ❧❡ ❉❱❈
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✐s❝r❡t Ω
❈ré❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts v ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s s✐t❡s zi ❞✉ ❉❱❈❀
♣♦✉r ❈❤❛q✉❡ ❢❛❝❡ f ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s Γ
❢❛✐r❡

s✐ ❉❡✉① tétr❛è❞r❡s s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts à f ❛❧♦rs
❈ré❡r ❧❡s ❞❡✉① tétr❛è❞r❡s❀
❘❡♠♣❧✐r ❧❛ q✉❡✉❡ Front ❛✈❡❝ ❧❡s ❢❛❝❡s ❡①t❡r♥❡s ❞❡s ❞❡✉① tétr❛è❞r❡s
❝♦♥str✉✐ts❀
t❛♥t q✉❡ Front ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❢❛✐r❡

Pr❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ f ❞❡ Front❀
s✐ ❧❛ ❢❛❝❡ f ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❛✉❝✉♥❡ ❛♠❜✐❣✉ïtés ❡t ❝❡tt❡ ❢❛❝❡
♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à ❞❡✉① tétr❛è❞r❡s ❛❧♦rs

❚❡st❡r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❢✉t✉r tétr❛è❞r❡❀
s✐ ❧❡ ❢✉t✉r tétr❛è❞r❡ ❡st ❛❞❥❛❝❡♥ts à f ❛❧♦rs

❈ré❡r ❧❡ tétr❛è❞r❡❀
❘❡♠♣❧✐r Front ❛✈❡❝ ❧❡s ❢❛❝❡s ❡①t❡r♥❡s ❞✉ tétr❛è❞r❡
❝♦♥str✉✐t❀

✜♥
✜♥

✜♥
✜♥

✜♥

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✽✶
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❋✐❣✳ ✻✳✶✹ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛✲
❣❡tt❡✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡tt❡✱ ❧✬❛✈❛♥❝❡✲
♠❡♥t ❞✉ ❢r♦♥t✳

✽✷ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ✻✳✶✺ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❞✉❡s à ✉♥ ❉❱❈ ❞✐s❝r❡t ✿ ✭❛✮ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t
✭❜✮ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ✭❝✮ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés✳

❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛tr♦♥s ❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉
é❣❛❧❡ à s✐①✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ tétr❛é❞r✐q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ ♣❛tr♦♥s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✻ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣❛tr♦♥s ✉t✐❧✐sés✳ ▲♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❣é♥érés s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡
❞❡ q✉❛❧✐té ❞♦♥♥é✳

❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡st
s✉♣ér✐❡✉r à s✐①✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉✲
❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❈♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❈❡tt❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣r♦♣♦sé ♣❛r ❙✐ ❡t ●ärt♥❡r ❬❙✐ ✵✺❛❪✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❧❛❝✉♥❡s q✉✐ ♦♥t ♣❧✉s ❞❡ s✐① s♦♠♠❡ts✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ✐♠♣❧é♠❡♥té ♣❛r
❙✐ ❡t ●ärt♥❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❡ ❈✰✰ ✭❚❡t●❡♥✮✱ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✳

✻✳✷✳✹ ■♥té❣r✐té ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡

■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ ❛♣rès ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ■❧ ♣❡✉t s❡✉❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠✲
♠❡ts q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ♦✉ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ❞❡s
❛♠❜✐❣✉ïtés t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✼ ✐❧❧✉str❡ ✉♥❡ ❛♠❜✐❣✉ïté ✭✏✉♥
♣✐❝✑✮ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❢r♦♥t✳ ❯♥❡ ❛rêt❡ ✈♦✐s✐♥❡ à q✉❛tr❡ tétr❛è❞r❡s ❡st ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ à
❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❝❤❛q✉❡ tétr❛è❞r❡ ❡st ❛❧❧♦✉é à ✉♥ ♦❜❥❡t ❡♥ ❝♦♠♣t❛❜✐❧✐s❛♥t ❧❡s
✈♦①❡❧s q✉✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t✳ ❙✐ ❞❡s ✈♦①❡❧s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❧❡ tétr❛è❞r❡
❡st ❛❧❧♦✉é à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ rés♦✉❞r❡
❧❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ❞ét❡❝t❛♥t ❧❡s tétr❛è❞r❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t à
❞❡✉① ré❣✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❛❧♦rs à ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦✲
♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✷❉ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✽✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✽✸



❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❚❘■❆◆●❯▲❆❚■❖◆ ❇❆❙➱❊ ❙❯❘ ▲❊❙ ❉■❆●❘❆▼▼❊❙ ❉❊ ❱❖❘❖◆❖Ï ❈❊◆❚❘❖Ï❉❆❯❳

❋✐❣✳ ✻✳✶✻ ✕ P❛tr♦♥s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❧♦rsq✉❡ n ≤ 6

❋✐❣✳ ✻✳✶✼ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♠❜✐❣✉ïté t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡

✽✹ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✻✳✷✳ ◆❖❚❘❊ ❆PP❘❖❈❍❊

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮

❋✐❣✳ ✻✳✶✽ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ✿ ✭❛✮ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❞❡✉① ré❣✐♦♥s
✭❜✮ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❛♠❜✐❣✉ïté t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✿ ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s
t1 ❡t t2 ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ✭❝✮ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st
ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ✭❞✮ ❊♥ ✸❉✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s
❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ✭❡✮ ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✹✲✹ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✾✮✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✽✺



❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❚❘■❆◆●❯▲❆❚■❖◆ ❇❆❙➱❊ ❙❯❘ ▲❊❙ ❉■❆●❘❆▼▼❊❙ ❉❊ ❱❖❘❖◆❖Ï ❈❊◆❚❘❖Ï❉❆❯❳

✻✳✷✳✺ ◗✉❛❧✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❚✳❱✳❈

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ✏❱♦r♦♥♦ï✲❉❡❧❛✉♥❛②✑ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
s♦❧✐❞❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✏❜♦♥♥❡✑
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭tr✐❛♥❣❧❡s q✉❛s✐ éq✉✐❧❛tér❛✉①✮ s✐ ❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❜✐❡♥ ré♣❛rt✐s✳ ❊♥ tr♦✐s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦✉r ❧✬❛♥❣❧❡ s♦❧✐❞❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❢❛❝❡s✱ ♥✬❡st ♣❛s ✈é✲
r✐✜é ❡t ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t à ✉♥ ❜♦♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ EV ✭éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✷✮ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❛ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s
✐♥tér❡ss❛♥t❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t t❤é♦r✐q✉❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s é❧é✲
♠❡♥ts ❣é♥érés ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡
❧❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❞✉ ❉❱❈✱ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❉ès
❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✱ ❢♦r❝❡ ❡st ❞❡
❝♦♥st❛t❡r q✉✬✐❧ ❢❛✉t q✉✐tt❡r ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡t q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❧❛ts
✭s❧✐✈❡rs✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣é♥érés✳

✻✳✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥✲
t❡r s❛ q✉❛❧✐té✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛s à ❞❡s ✐♥s❡rt✐♦♥s ♦✉ s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ s♦♠♠❡ts✱
♠❛✐s ♥♦✉s ♠♦❞✐✜♦♥s ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❝❡s s♦♠♠❡ts ✭❜❛s❝✉❧❡s ❞✬❛rêt❡s ❡♥ ✷❉✮✳ ▲❡s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s 3 − 2 ❡t 2 − 3 s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❬❙❤❡✇❝❤✉❦ ✵✷❛✱●❡♦r❣❡ ✵✸❪✳ ❊♥
tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❛❥♦✉t❡r ♦✉ s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡s ❛rêt❡s ♦✉ ❞❡s ❢❛❝❡s
❡t ♣❡✉✈❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✾✮ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ m ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s à ❧✬❛rr✐✈é❡
n s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ m − n ✿

• ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✸✲✷ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r♠é❡ ♣❛r tr♦✐s tétr❛è❞r❡s
♣❛rt❛❣❡❛♥t ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❛rêt❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡
❣é♥ér❛❧✐sé❡ s✉r m tétr❛è❞r❡s ♣❛rt❛❣❡❛♥t ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❛rêt❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ ❝②❝❧❡
❞❡s tétr❛è❞r❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❛rêt❡ ❢♦r♠❡ ✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ q✉✐ ❡st ❡♥s✉✐t❡ tr✐❛♥✲
❣✉❧é✳ ▲❡s ❢❛❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧✬❛rêt❡
♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❞❡ 2m − 4 tétr❛è❞r❡s✳ ❈❡tt❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s✉♣♣r✐♠❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡t ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs
❢❛❝❡s ❬❙❤❡✇❝❤✉❦ ✵✷❛❪✳

• ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✷✲✸ ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✸✲✷✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡
❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ à s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡
à r❡❣❛r❞❡r s✐ ❧❡s tétr❛è❞r❡s ❞❡s ❢❛❝❡s ✈♦✐s✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❢♦r♠❡♥t ✉♥
♣♦❧②è❞r❡ ❝♦♥✈❡①❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s✉♣♣r✐♠❡ ✉♥❡
♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝❡s ❡t ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❛rêt❡ ❬❙❤❡✇❝❤✉❦ ✵✷❛❪✳

• ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✺✲✹ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ♠❛✉✈❛✐s é❧é♠❡♥ts ♥♦♠♠és
✏s❧✐✈❡rs✑✳ ❊❧❧❡ s✉♣♣r✐♠❡ ❧❡ tétr❛è❞r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❛✉① q✉❛tr❡ ❛✉tr❡s ❡t ❧❡s ♦r✐❡♥t❡
❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s✳ ❈❡tt❡ ❜❛s❝✉❧❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❈❡ t②♣❡
❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ rés✉♠❡r à ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✸✲✷ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts à ✉♥ tétr❛è❞r❡ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❧❛
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳

✽✻ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❋✐❣✳ ✻✳✶✾ ✕ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♥♦té❡s ✺✲✹✱ ✷✲✸ ❡t ✸✲✷

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✼ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳
❯♥❡ q✉❡✉❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té Q(i,qual) ❡st ❝réé❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts i
❡t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ q✉❛❧✐té qual ❛ss♦❝✐é à ❧✬é❧é♠❡♥t i ♦✉ ✉♥ é❧é♠❡♥t ✈♦✐s✐♥ ❞❡ i✳ ▲✬é❧é♠❡♥t
i ❝❤♦✐s✐ ét❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❝❡❧✉✐ ❛②❛♥t ❧❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡✳ ▲❛ q✉❡✉❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té
❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣❛s ❝❡ ❝r✐tèr❡✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts
♣❧❛❝és ❞❛♥s ❧❛ q✉❡✉❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té s♦♥t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s s❡❧♦♥ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ✿

• ■❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❢❛❝❡s ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✷✲✸✳

• ■❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❛rêt❡s ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✸✲✷✳

• ■❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① tétr❛è❞r❡s ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✺✲✹✳

▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s ❥✉sq✉✬à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té s♦✉✲
❤❛✐té❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞♦♥♥é✱ ♦✉ ❧♦rsq✉❡ ❛✉❝✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
♣❧✉s êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡✳

▲❡s q✉❛tr❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
q✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s❡r❛ ❞é♠♦♥tré ♣❛r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✐✈❡rs ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✽✼
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✼ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳
❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✐s❝r❡t Ω
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✐s❝r❡t Ω ♦♣t✐♠✐sé
❞é❜✉t

❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s tétr❛è❞r❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① é❧é♠❡♥ts i ✭❛rêt❡s ♦✉
❢❛❝❡s s❡❧♦♥ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮❀
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t i ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭❛rêt❡s ♦✉ ❢❛❝❡s s❡❧♦♥ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❢❛✐r❡

❚r♦✉✈❡r ❧❡ tétr❛è❞r❡ ❞❡ ♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❛❧✐té Told ♣❛r♠✐s ❧❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡
i❀
s✐ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ Told ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞és✐ré ❛❧♦rs

■♥sér❡r ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ q✉❡✉❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té Q(i,qual)❀
✜♥

✜♥
t❛♥t q✉❡ Q(i,qual) ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❢❛✐r❡

Pr❡♥❞r❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝❛♥❞✐❞❛t i ❞❡ Q(i,qual)❀
Qold ❂ qual❀
❆♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s tétr❛è❞r❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡
i❀
❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ q✉❛❧✐té Qnew ❞✉ tétr❛è❞r❡ ❞❡ ♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❛❧✐té Tnew

♣♦✉r ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❀
s✐ Qnew❃Qold ❛❧♦rs

❊✛❡❝t✉❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡❀
s✐ Qnew ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✜①é ❛❧♦rs

■♥sér❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Tnew ❞❛♥s Q(i,qual)❀
✜♥

✜♥
✜♥

✜♥

✽✽ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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✻✳✹ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ♠❛✐❧❧❡✉r

❖♥ rés✉♠❡ ✐❝✐ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✷✵✮ ✿

✶ ❈ré❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✉❛❧ ❡t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✐s❝r❡t Ω✳

✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ N s✐t❡s ♣❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❉❱❈ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

✸ ❈ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ❉❱❈✳

✹ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡✳

✺ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛❞✲
❥❛❝❡♥❝❡✳

✻ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✳
❚❛♥t q✉❡ ❧❡ ❢r♦♥t ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✱ ❝ré❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t ✿

• ❈❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ❢r♦♥t✳

• ❚❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❡t s✐ ✈❛❧✐❞✐té✱ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t✳

• ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❞✉ ❢r♦♥t✳

✼ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❡t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡✳

✽ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

✾ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✽✾
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❋✐❣✳ ✻✳✷✵ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ♠❛✐❧❧❡✉r

✾✵ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t t♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✳
▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉t s❡ ❤❡✉rt❡r à ❞❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✱ ♠❛✐s ❞❡s r❡♠è❞❡s ♦♥t été tr♦✉✈és✳ ❊♥✜♥✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡s ❉❱❈ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✏♦♣t✐♠❛❧✑ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t q✉❡
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝♦♥trô❧❡s s♦✐❡♥t ❡✛❡❝t✉és ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
♣♦✉r ❛ss✉r❡r s❛ q✉❛❧✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✐❧ ❡st s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❞✬❛❞❥♦✐♥❞r❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♣r♦♣♦sé❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✱
♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❞❡s ❝❛rt❡s ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥ ♣❧✉s ✉♥✐✲
❢♦r♠❡s ♠❛✐s ❛❞❛♣tés✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✷❉ ❛ été ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝♦❧❧♦q✉❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ●❘❊❚❙■
❬❉❛r❞❡♥♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❞❪✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣❧❡ts ♦♥t été ♣rés❡♥tés à ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡
❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✭❈●■✮ ❡t ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s ❧❛ r❡✈✉❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ✏❚❤❡
❱✐s✉❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ✑✱ ❬❉❛r❞❡♥♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t t❤❡r♠✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡
❣é♥ér❡r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✐s♦tr♦♣❡s✱ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡✱ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝r✐tèr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♦✉ ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥é✲
r❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐❞é❛❧✱ s❛♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✾✶
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✾✷ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



■■■ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s

✾✸





❘és✉♠é

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❊❉P✱ ❡♥ é❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ❡♥ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❝❛❧❝✉❧❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❡t
❧❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♥÷✉❞s✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡st ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞♦♥✲
♥é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦♣ ✜♥ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛❧♦rs
q✉❡ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ré❣✐♦♥s✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ tr♦♣ ❣r♦ss✐❡r ❡t ❛✐♥s✐ ❧❛✐ss❡r é❝❤❛♣♣❡r ❞❡s
❞ét❛✐❧s✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ r❡♣♦s❡ ❞♦♥❝ s✉r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
s♦✉❤❛✐té✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣ré❝✐✲
s✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦ût ❛✉ss✐ ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡r♠❡t
❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡✱ ♦♥ ❞✐t
q✉✬✐❧ ❡st ✏♦♣t✐♠❛❧✑✳ ▲✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❡st ❛tt❡✐♥t❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ❛ss✉r❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞❡s ❊❉P✳ P♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡ ❜✉t✱ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣ré✲
❝é❞❡♥t❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❣é♥ér❡r✱ ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s✱ ♠❛✐s ❞❡s
♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝
♣❛ss❡r ❡♥ r❡✈✉❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ▼❊❋✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✱ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡ s❡r❛ ❞é❝r✐t❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✾✺



✾✻ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡
❡t ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s à ❞❡s ✜♥s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t
❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s tétr❛é❞r✐q✉❡s✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡st
✉♥ ❛s♣❡❝t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬❛❞❛♣✲
t❛t✐♦♥✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✱ ♣❡✉t êtr❡ ✿

• ❧✐é❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ét✉❞✐é✳

• ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ✉♥ ❡①♣❡rt✳

• ❞❡ ♥❛t✉r❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❣♦✉✈❡r♥❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ét✉❞✐é✳ ❈❡ ❝❤❛♠♣
s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❡t✴♦✉ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❛❧♦rs ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✮ ❧✐é❡s✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
tr❛✐té ✈✐❛ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉rs ❛♣♣r♦♣r✐é ❡t✴♦✉✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ ♥❛t✉r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳

✼✳✶ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♣❤é✲
♥♦♠è♥❡ ét✉❞✐é

▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ét✉❞✐é
❡st ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧✲
t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❛❧♦rs ❣♦✉✈❡r♥é❡ ♣❛r ❝❡s rés✉❧t❛ts
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✏♠✐❡✉①✑ ❛❞❛♣té ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♠♦❞é❧✐sé✳
▲✬✐❞é❡ ❡st ❛❧♦rs ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✏❣♦✉✈❡r♥és✑ ❡♥ ❧❡s ✐♥sér❛♥t
❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❛r é❧é♠❡♥t ✜♥✐s✳ ❈❤❛q✉❡ ♣❛s
❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
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♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t✱ s✐
❜❡s♦✐♥ ❡st✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♠♣❧❡t ❡st ré♣été ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣ré✲
❝✐s✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r✮✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
♠❛✐❧❧❛❣❡ s❡❧♦♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦✉ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ✐♥❤ér❡♥ts à ❧❛ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞✐✜é✳ ❈❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡
❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✐♠✉❧é ♣♦✉r ❧❡ r❡♥❞r❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ✭❞❛♥s ❧❡ s❡♥s
♣❧✉s ♦♣t✐♠❛❧✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❈❡s r❛✣♥❡✲
♠❡♥ts s❡ ❢♦♥t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r✳ ❙✐
❧✬❡rr❡✉r ❞✉❡ à ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st st♦♣♣é ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s❡✳ ❙✐♥♦♥✱
♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t❡✳ ▲❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡
♦❜t❡♥✉ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ✐♥✢✉❡r s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭r✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥✮✱ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭h✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥✮ ♦✉
❡♥❝♦r❡ s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭p✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥✮✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s✱ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ét❛♥t ❧❡s str❛té❣✐❡s
hp ❡t hr✳

r✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ♣❛r r✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♥÷✉❞s
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ s❛♥s ❝❤❛♥❣❡r ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ ♥✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s✱ ♦✉ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲❡s ♥÷✉❞s ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♦♥t ❞é♣❧❛❝és ✈❡rs ❧❡s ③♦♥❡s
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ à ❢♦rt ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❞✬✐♥térêt ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡✳ ❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛
♣ré❝✐s✐♦♥ ✈♦✉❧✉❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r r✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ✿ hr✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳

h✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❆✈❡❝ ❧❛ str❛té❣✐❡ h−❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉✐ é✈♦✲
❧✉❡✳ ▲❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡t ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡r♠❡t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞✬❛✉❣✲
♠❡♥t❡r ❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st r❛✣♥é❡✱
✉♥❡ ♠❛✐❧❧❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉✐ ❝♦✉✈r❡♥t
❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✭❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t q✉❛♥❞
❞❡s ♠❛✐❧❧❡s s♦♥t s✐♠♣❧✐✜é❡s✮✳ ▲❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡
à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬é❧é♠❡♥ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és ✭r❛✣♥❡♠❡♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✮✳ ▲❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❛❥♦✉té ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t à ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❡①✐st❛♥t✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❤✐ér❛r✲
❝❤✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳

✾✽ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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p✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ♣❛r p✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❛✐❧❧❡✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❛r
♠❛✐❧❧❡ ♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss❡③ ♣ré❝✐s❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ ❈❡s ♣♦✐♥ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❡①❛❝t❡✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ ♠♦❞✐✜❡♥t ♣❛s ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉rs ♣♦✉r ❞❡s
❝❛❧❝✉❧s ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s♦♥t ❧✐és ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ h✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ h ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❛rêt❡ ❞✬✉♥ tétr❛è❞r❡✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋r❡② ❡t ❛❧ ❬❋r❡② ✵✶❪
❝♦♥❝❡r♥❡♥t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❛✈❡❝
✉♥❡ h✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❞♦✐t êtr❡ ❝réé ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳
❈❡t ❡st✐♠❛t❡✉r✱ ❧✐é ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ h✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛✲
é❞r✐q✉❡✱ ❧✬❡rr❡✉r ❧✐é❡ à ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t
❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ét✉❞✐é✳ ❉❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❏éré♠✐❡ P❡s❝❛t♦r❡ ❬P❡s❝❛t♦r❡ ✵✶❪✱
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✭❞❡ t②♣❡ h✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥✮ ❡st ♣rés❡♥té❡
♣♦✉r ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s tétr❛é❞r✐q✉❡s ❞❡s t✐ss✉s ❞❡ ❧❛ têt❡✳ ▲❡✉rs ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ à ♣❛r✲
t✐r ❞✬é❧❡❝tr♦✲❡♥❝é♣❤❛❧♦❣r❛♠♠❡ ✭❊✳❊✳●✮ ❡t ❧❛ ♠❛❣♥ét♦✲❡♥❝é♣❤❛❧♦❣r❛♠♠❡ ✭▼✳❊✳●✮✳
▲❡✉r ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ♣❡r♠❡t ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t
❛ ♣r✐♦r✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐r❡❝t
❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❤ér✐q✉❡✳

✼✳✷ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❛t✉r❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡

❉❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ✭à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥
♦❜❥❡t✮ ♦ù ❡♥ ❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s✳ ❊❧❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t
✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳ ❈❡tt❡
♠❡s✉r❡ ❞♦✐t r❡✢ét❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥✳
P❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❛rt❡ ❞❡
❞❡♥s✐té ♣♦✉r ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳ ◗✉❛❞r♦s ❡t ❛❧✳ ❬◗✉❛❞r♦s ✵✹❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡
♠é❞✐❛♥ s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❞❡ ❞❡♥s✐té✳ ❆❧❧✐❡③ ❡t
❛❧✳ ❬❆❧❧✐❡③ ✵✺❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❧♦❝❛❧❡ ✭▲❋❙✱ ▲♦❝❛❧ ❋❡❛t✉r❡ ❙✐③❡✮ ✐♥tr♦❞✉✐t❡
♣❛r ❬❆♠❡♥t❛ ✾✽❛❪ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❣é♥érés✳

▲❛ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ s✐③❡ LFS(x) ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t x ∈ S ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ LFS : S → R

q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ x ❡t ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ MA(S)✱ ✐✳❡✳ ✿

LFS(x) = miny∈MA(S)||x − y|| ✭✼✳✶✮

❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✳
❯♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❧❛ LFS ❡st q✉❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❡st très ✐♥st❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt

❛✉① ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣❡✉✈❡♥t

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✾✾



❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❊❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚ ❉❊ ▲✬❆❉❆P❚❆❚■❖◆ ●➱❖▼➱❚❘■◗❯❊ ❊❚ P❍❨❙■◗❯❊ ❉❊❙ ▼❆■▲▲❆●❊❙
❱❖▲❯▼■◗❯❊❙

❋✐❣✳ ✼✳✶ ✕ ❆①❡ ♠é❞✐❛♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❧❛r❣❡✉r ❧♦❝❛❧❡ ✭✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬❉❡✈✐❧❧❡rs ✵✽❪✮✳

❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ❛①❡s ♠é❞✐❛♥s très ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ♥❡ ❞❡✈r❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❝♦♠♣♦r✲
t❡r ❞❡ ❜r✉✐t ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ LFS✳ ◆♦✉s
❞♦♥♥❡r♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ◆♦✉s ❡✛❡❝t✉❡r♦♥s
❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳

✼✳✸ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s q✉❛r❛♥t❡ ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❛ été ✉♥ s✉❥❡t ❞❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ▲✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡
s❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ▲✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❛ été ♣r♦♣♦sé ❝♦♠♠❡
✉♥ ♦✉t✐❧ ❡♥ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡✱ ❡♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s
❛♥✐♠❛t✐♦♥s✱ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬❇♦♥✲
♥❛ss✐❡ ✵✶✱ ❏✐❛ ✵✼✱ ❈❤❛③❛❧ ✵✻✱❉❡❧❧❛s ✵✼❪✳ ❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♥❝✐s❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ✭♦✉
sq✉❡❧❡tt❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉✱ ❛ été ❞♦♥♥é ♣❛r ❇❧✉♠ ❬❇❧✉♠ ✻✼❪✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐
♣♦st✉❧❡ ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ✏♣r❛✐r✐❡ ❡♥ ❢❡✉✑ ✭❣r❛ss✜r❡ ❛♥❛❧♦❣②✮ ❬❆tt❛❧✐ ✵✼❜❪✳
▲✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❞é✜♥✐✱ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❡♥tr❡s
❞❡s ❝❡r❝❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s
s✉✐✈❛♥ts✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❜r❡❢ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡
♠é❞✐❛♥✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❞✐s❝r❡t✳ ❈❡t ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❡①❤❛✉s✲
t✐❢ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❝❧❛ssé❡s ❡♥ ✿

• ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✱

• ér♦s✐♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡✱

• ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ❱♦r♦♥♦ï✳

✶✵✵ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✼✳✸✳ ❊❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚ ❉❊❙ ▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉✬❆PP❘❖❳■▼❆❚■❖◆ ❉❊ ▲✬❆❳❊ ▼➱❉■❆◆

✼✳✸✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡

▲❡ ❧✐❡✉ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ D s♦♥t
❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t x ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ S ♣❛r ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❞✐st❛♥❝❡ à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ BS ✿

D(x) = min
x∈BS , y∈S

(d(x, y)) ✭✼✳✷✮

♦ù d ❡st ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ▲❡s ♠❛①✐♠✉♠s ❧♦❝❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❞✐st❛♥❝❡ ♦✉ ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥
❬●❡ ✾✻❪✳ ❉❛♥s ❬❈♦❡✉r❥♦❧❧② ✵✼❛❪✱ ❈♦❡✉r❥♦❧❧② ❡t ❛❧✳ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♣t✐♠❛✉①
❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❞✐s❝r❡t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳ ❯♥ ❧✐❡♥ ❡st ét❛❜❧✐ ❡♥tr❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✳

✼✳✸✳✷ ❊r♦s✐♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡

▲✬ér♦s✐♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ✏♣r❛✐r✐❡ ❡♥ ❢❡✉✑ ❡t ♦♣èr❡
s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱ ❥✉sq✉✬à
♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ♦✉ ❧✬ér♦s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❬❏✉ ✵✼❪✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞✬ér♦s✐♦♥ ♦♣èr❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✳ ■❧s ♦♥t été ✉t✐❧✐sés s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣✐①❡❧❧✐q✉❡s
❡t ✈♦①❡❧❧✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❡t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞✐s❝r❡t ♣❛r ❬◗✉❛✲
❞r♦s ✵✹❪✳

✼✳✸✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ❱♦r♦♥♦ï

■❧ ② ❛ ❛✉ss✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❬▼✐❦❧♦s ✵✼❪✳ ❯♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ✭❡t ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✮ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❙❤❡r❜r♦♦❦❡ ❡t
❛❧✳ ❬❙❤❡r❜r♦♦❦❡ ✾✺❪✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♣ô❧❡s✱ ❛
été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❈r✉st ❬❆♠❡♥t❛ ✵✶❪ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳ ❙♦✐t Vp ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t p ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ P ✳ ❆❧♦rs
❧❡ ♣ô❧❡ ♣♦s✐t✐❢ p+ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞❡ Vp ❧❡ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é ❞❡
p✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r pp+✱ ❛♣♣❡❧é ✈❡❝t❡✉r ♣ô❧❡✱ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡♥ p✳ ▲❡ ♣ô❧❡ ♥é❣❛t✐❢ p− ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡
❱♦r♦♥♦ï Vp ❧❡ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é ❞❡ p+ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦♣♣♦sé ❛✉ ✈❡❝t❡✉r pp+✳

▲❡s ♣ô❧❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ♣❛r P ✳ ▲✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ✭▼❆✱ ▼❡❞✐❛❧ ❆①✐s✮ ❡st r❡♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï Vp ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠✲
♣❛❝t B ❞❡ ♣♦✐♥ts s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ s♦♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
♣♦✐♥ts éq✉✐❞✐st❛♥ts à ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡t ❧❡✉r ✉♥✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡
✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✵✶



❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❊❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚ ❉❊ ▲✬❆❉❆P❚❆❚■❖◆ ●➱❖▼➱❚❘■◗❯❊ ❊❚ P❍❨❙■◗❯❊ ❉❊❙ ▼❆■▲▲❆●❊❙
❱❖▲❯▼■◗❯❊❙

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ❬❇r❛♥❞t ✾✷✱
❋❛❜❜r✐ ✵✷❪ ❡t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ❬❆♠❡♥t❛ ✵✶✱❉❡② ✵✸❪ q✉❡✱ s♦✉s ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ❡t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❡✱
❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❢r♦♥t✐èr❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t
❡①❛❝t❡♠❡♥t ✈❡rs ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❬❉❡② ✵✸❪✳ ▲❡ ❉✐❛❣r❛♠♠❡
❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❡st ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣✉✐s ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é
s✉r ❧❡ ❉❱ ♣♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ❉❡② ❛♥❞ ❩❤❛♦ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛rêt❡s ❡t ❞❡ ❢❛❝❡tt❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❧♦❝❛❧✐sé à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡t
ré❛❧✐s❡♥t ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ s✉r ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❡t ❞❡ ❧❡✉r é❧é♠❡♥ts ✐♥❝✐❞❡♥ts✳ ■❧s
✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❛s♣❡❝t ❡t ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t✳ ❯♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✳

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✳ ✼✳✷ ✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ❱♦r♦♥♦ï ✿ ✭❛✮ ❢♦r♠❡
✐♥✐t✐❛❧❡ ✭✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬❉❡✈✐❧❧❡rs ✵✽❪✮ ✭❜✮ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✭❝✮ s♦♥ ❞✉❛❧✱ ❧❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ✭❞✮ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❡t ❞❡s ♣ô❧❡s à ❡①tr❛✐r❡
à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✐s❝r❡t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ô❧❡s ❡①tr❛✐ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï
❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ❡st très ✐♥st❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✉✐t✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❈❤❛③❛❧ ❡t ▲✐❡✉t✐❡r ❬❈❤❛③❛❧ ✵✺❪✳ ■❧s ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ λ✲❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✜❧tr❡r ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞ét❛✐❧✳

✶✵✷ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✼✳✸✳ ❊❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚ ❉❊❙ ▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉✬❆PP❘❖❳■▼❆❚■❖◆ ❉❊ ▲✬❆❳❊ ▼➱❉■❆◆

❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❡st ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡ à ♣❛r✲
t✐r ❞✬✐♠❛❣❡ ✸❉✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦ût ❛✉ss✐
❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆ ❝❡t ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❛❞❛♣t❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡①✐st❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s
♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ssés à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❉❱❈
❝♦♥tr❛✐♥t ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ♥❛t✉r❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❣é♦♠é✲
tr✐q✉❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t✐♥✉✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥ ❉❱❈ ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✸❉✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ♣r♦♣♦✲
s♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❜❛sé❡ s✉r
❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❝❡♥tr♦ï❞❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♣rés❡♥t❡r ♥♦tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✵✸



❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❊❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚ ❉❊ ▲✬❆❉❆P❚❆❚■❖◆ ●➱❖▼➱❚❘■◗❯❊ ❊❚ P❍❨❙■◗❯❊ ❉❊❙ ▼❆■▲▲❆●❊❙
❱❖▲❯▼■◗❯❊❙

✶✵✹ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❚❱❈ ❛❞❛♣t❛t✐❢

◆♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❈❡♥tr♦ï❞❛❧ ♣❛r ✉♥
♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❈♦♥tr❛✐♥t ✭❉❱❈❈✮✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❡st
ré❞✉✐t❡ s✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡st ❜r✉✐té❡✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶ rés✉♠❡
♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿

✶ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❝❡♥tr♦ï❞❛❧ ✭❜✮ ❞❡ ✭❛✮ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✱ ❛✈❡❝✱ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ q✉❡ ❧❡s s✐t❡s s♦✐❡♥t ♣❧❛❝és
❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳

✷ ▲✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❡st ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦✲
s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✭❝✮✳ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞✐s❝r❡t ✭❞✮ ❡st ❡①tr❛✐t à ♣❛rt✐r ❞❡
✭❜✮ ♣❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

✸ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❡st ❝réé❡ ✭❢✮ ❡♥ ✜❧tr❛♥t ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✭❡✮✳

✽✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ✐♠❛❣❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s ❛❝q✉✐s❡♥t ♣❛r ✉♥ s❝❛♥♥❡r t♦♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣❛r r❛②♦♥ ❳ ♦✉
♣❛r ✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r rés♦♥♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ s♦♥t ❜r✉✐té❡s✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥
♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞❡♥s❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛
♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❛✈❡❝ ❝❡ t②♣❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✿

• ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❡st ❤❛✉t❡♠❡♥t s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ♣❡t✐ts ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡✱

• s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❡t ❧✬é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡st ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬❡♥tré❡✳

✶✵✺
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✳ ✽✳✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ✿ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠❡
❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❝❡♥tr♦ï❞❛❧ ❝♦♥tr❛✐♥t ✭❜✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♦r❣✐♥❛❧ ✭❛✮
✭✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬▼✐❦❧♦s ✵✼❪✮✳ ▲✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❡st ♠❡s✉ré❡ ♣❛r
✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✭❝✮✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞✐s❝r❡t ✭❞✮ ❡st
❡①tr❛✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭❜✮ ♣❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❡st ❝réé❡ ✭❢✮ ❡♥ ✜❧tr❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✭❡✮✳

✶✵✻ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✷ ✭❛✮✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
❜❛sé s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ✏❧❛ ♣r❛✐r✐❡ ❡♥ ❢❡✉✑✳ ▲❡ ❢r♦♥t ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❡♥
♠ê♠❡ t❡♠♣s ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ B✳ ■❧ ❛✈❛♥❝❡ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡
❝♦♥st❛♥t❡ ❡♥ ét❛♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡t ❧❡ ❧✐❡✉ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs
❢r♦♥ts s❡ r❡♥❝♦♥tr❡♥t ❞é✜♥✐s ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✷ ✭❝✮✱ ❞✉ ❜r✉✐t ❛ été ❛❥♦✉té
à ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡t s♦♥ ❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧✬❛①❡
♠é❞✐❛♥ ❡st très s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉ ❜r✉✐t ❡t q✉✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡s ✐♥tr♦✲
❞✉✐t ❞❡s ✏❜❛r❜❡s✑ s✉r ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♥é❝❡ss✐t❡♥t
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s❝rèt❡s✱ t❡❧ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❛❝q✉✐s❡♥t
❛✈❡❝ ❞❡s s❝❛♥♥❡rs ♠é❞✐❝❛✉①✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❛✉
❝❛s ❝♦♥t✐♥✉✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✷ ✭❝✮✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞✉
❜r✉✐t s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❡st r♦❜✉st❡ ❡t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ tr♦✉✈é❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ✭❞✮✳

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✳ ✽✳✷ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉ ✭✭❛✮✲✭❜✮✱ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❬❆tt❛❧✐ ✵✼❛❪✮ ❡t ❞✐s❝r❡t ✭✭❝✮✲✭❞✮✮✳

▲✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❡t ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
♦✉ ❞✐s❝rèt❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❡st ❛♣♣r♦①✐♠é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❱♦r♦♥♦ï ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞
❝❛s✱ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t
❜❛sé❡s s♦✐t s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♠✐♥❝✐ss❡♠❡♥t✱ s♦✐t s✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♠❛①✐♠❛ ❞❛♥s
❞❡s ❝❛rt❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
✉♥ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❉✐s❝r❡t ✭●❱❉✮✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s ❞❡
✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ●❱❉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ✽✳✸ rés✉♠❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ✭❛✮ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ❊♥ ✭❜✮✱ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✵✼
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❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡st ❞ét❡❝té❡✳ ❊♥ ✭❝✮✱ ♥♦✉s ❛♣♣r♦❝❤♦♥s ❧❡ ❉❱❈ ❝♦♥tr❛✐♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
▲✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ✭❞✮ ❡st ❡①tr❛✐t à ♣❛rt✐r ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❧❡s ❛rêt❡s
❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ✐♥t❡rs❡❝t❛♥t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡t s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛♥❣❧❡✳

❋✐❣✳ ✽✳✸ ✕ ✭❛✮ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♣r✐♠❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬❆tt❛❧✐ ✵✼❛❪✮ ✭❜✮ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❢r♦♥t✐èr❡
❞❛♥s s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✉❛❧ ✭❝✮ s♦♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❝❡♥tr♦ï❞❛❧ ❝♦♥tr❛✐♥t ✭❞✮
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❛♣rès s♦♥ ✜❧tr❛❣❡

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐s❝rèt❡ ✿ ❡❧❧❡ ❡st s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t
❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣✐①❡❧❧✐q✉❡s ❡t ✈♦①❡❧❧✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞✬✉♥ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❈❡♥tr♦ï❞❛❧ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧❡q✉❡❧ ❢♦✉r♥✐t
✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✉♥✐❢♦r♠❡ ♦✉ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳
◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ❡t étr♦✐t❡s ❞❡ ♥♦s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ❞❡♥s✐té ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ▲✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❬❆❧❧✐❡③ ✵✺❪ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠❛✐❧❧❡r ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t
❝❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♥❛t✉r❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❣é♦♠é✲
tr✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❛
▼❊❋✳

✶✵✽ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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✽✳✷ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❈❡♥tr♦ï❞❛❧ ❈♦♥tr❛✐♥t

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❛✉♣❛✲
r❛✈❛♥t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✳ ▲❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡
♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡❧s ét✐q✉❡✲
tés ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✉❛❧ G✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♠❛❥❡✉r ❛✈❡❝
❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✽✳✹ ✭❛✮✮ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ s✐t❡✳ ■❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✐❝✐ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❢r♦♥t✐èr❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
✭❜✮✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ✽✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✿ ✭❛✮ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭❜✮ ♣♦✉r
❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❡st é❧❡✈é✱ ✐✳❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐t❡s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❡t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❢r♦♥t✐èr❡s ❡st ❣r❛♥❞✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❧♦rs é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♦♣t✐♠❛❧
❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ❙✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❡✉ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡
❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❞❡s ✏❜❛r❜❡s✑ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡
s✉r ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶ ✭❜✮ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t
s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ✹✵✵ ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❣r❛♣❤❡s
❡①tr❛✐ts ❞✉ ❉❱❈❈✳ ▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❞✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❢r♦♥t✐èr❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ❉✉r❛♥t ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ét❛♣❡✱ ❧❡ ❉❱❈❈ ❞♦✐t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ✉♥ ❣r❛♣❤❡
❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞✐s❝r❡t✳

✽✳✸ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞✐s❝r❡t

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞✐s❝r❡t ✭●❱❉✮ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❞✬❛rêt❡s q✉✐
❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❉❱❈✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ●❱❉ s♦♥t ❧❡s ❧✐❡✉① ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❉❱❈
q✉✐ ♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s ♣✐①❡❧s ❛✈❡s ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❧❡s ❧✐❡✉①
❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ♣✐①❡❧s ❛✈❡❝ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✐s❝r❡t✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✧é❧é♠❡♥ts✧ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✱ ❧❡s ❛rêt❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s
❛✉① ♣✐①❡❧s ✭❧✐❣♥❡❧s✮ ✈❡♥❛♥t ❞✉ ❉❱❈✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ✸❉✱ ❧❡s ❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❛✉①
✈♦①❡❧s ✭s✉r❢❡❧s✮✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐été ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ■❧s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥❞✉✐ts ♣❛r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✵✾



❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ❚❱❈ ❆❉❆P❚❆❚■❋

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✺✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞❡
❱♦r♦♥♦ï ❡t ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✱ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❝♦♥t✐♥✉ ✭❛✮ ❡t ❞✐s❝r❡t ✭❜✮✳ ▲❡s s✐t❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï Zi s♦♥t ❥♦✐♥ts ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡
❉❡❧❛✉♥❛② s✐ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳ Ei,j ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❣r❛♣❤❡
❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞✐s❝r❡t ✭❝✮ q✉✐ ❡st ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï Ci ❡t Cj✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ✽✳✺ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞✐s❝r❡t ✿ ✭❛✮ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❡t s♦♥
❞✉❛❧✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉ ✭❜✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t ✭❝✮ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞✐s❝r❡t✳

✽✳✹ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡
❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❡st très s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ♣❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡t
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ❞é✜♥✐ ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ✏❜❛r❜❡s✑✳ ❬❈❤❛✲
③❛❧ ✵✺✱❍✉❧✐♥ ✵✻❪ ❡t ❬❆tt❛❧✐ ✵✼❛❪ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ s❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❝♦♥t✐♥✉✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❛✈❡❝ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡ ❡t ❞❡
❢❛❝❡tt❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✳ ✐✳❡ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥ s♦♠♠❡t ❞♦♥♥é ❛♣♣❛rt✐❡♥t ♦✉ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t
♣❛s à ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
✐ss✉s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✳

✽✳✹✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✿

❙✉✐✈❛♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï s♦♥t ❛❧❧♦♥❣é❡s ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❢r♦♥t✐èr❡s ❬❆♠❡♥t❛ ✾✽❛❪✳ ◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♠❡s✉r❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s✉r
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
❝❡❧❧✉❧❡ Ci✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Mi ❡t ❞é❞✉✐s♦♥s ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❧♦✲
❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❬❆❧❧✐❡③ ✵✼❪✳ Mi ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡
✉♥ t❡♥s❡✉r ✸ ① ✸✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❡t ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡✱ ❞é✜✲
♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❧♦♥❣✉❡✉rs ❡t ❛✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡s tr♦✐s
❛①❡s ❞✬✉♥ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬❛①❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ à
♣❛rt✐r ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ Mi✳

✶✶✵ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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▲✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ FAi ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❝❡❧❧✉❧❡ Ci ❬❇❛ss❡r ✾✻❪ ✿

FAi =

√
3√
2

√

(λ1
i − λi)2 + (λ2

i − λi)2 + (λ3
i − λi)2

√

(λ1
i
2
+ λ2

i
2
+ λ3

i
2
)

✭✽✳✶✮

❛✈❡❝ ✿

λi =
(λ1

i + λ2
i + λ3

i )

3
✭✽✳✷✮

♦ù λj, j=1,2,3
i s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Mi✱ ❛✈❡❝ λ1

i > λ2
i > λ3

i ✳

❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ✿

0 ≤ FAi ≤ 1 ✭✽✳✸✮

▲✬✐♥❞❡① FAi ❡st ♥✉❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ✐s♦tr♦♣✐❡ ✭✉♥❡ s♣❤èr❡✮ ❡t ✉♥✐t❛✐r❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ très ❢♦rt❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ✭❝②❧✐♥❞r❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✜♥✐❡✮✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ✈❛❧❡✉rs FAi ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ✭✜❣✉r❡
✽✳✻✮✳

❋✐❣✳ ✽✳✻ ✕ ❈❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❡①tr❛✐t❡♥t ❞✉ ❉❱❈ r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡✉rs ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡s éq✉✐✲
✈❛❧❡♥ts✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✼ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞✉ ❉❱❈ ❞✬✉♥❡ ❜♦✐t❡ ♦ù ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❝✉❜❡ ❞é✜♥✐❡ ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✼ ✭à ❞r♦✐t❡✮✱
❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r s♦♥ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ▲✬❛❧❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ❡❧❧✐♣✲
s♦ï❞❡s ♠♦♥tr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✳

P❛r❢♦✐s✱ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐s♦tr♦♣❡ ✭FAi ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵✮ ❡t s♦♥ ❛①❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡✳ ◆♦✉s ❞ét❡❝t♦♥s ❝❡s ❝❛s
❛✈❡❝ ❧❡ t❡st s✉✐✈❛♥t ✿

d(Ci, zi) > α . λ1
i ✭✽✳✹✮

♦ù λ1
i ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ Ci✱ Ci ❡st s♦♥ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❡t α ❡st ✉♥❡

❝♦♥st❛♥t❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✭❧♦rs ❞❡ ♥♦s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐
α = 0.6✮✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✶✶
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❋✐❣✳ ✽✳✼ ✕ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❝♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❝❡♥tr♦ï❞❛❧ ❝♦♥tr❛✐♥t ❞✬✉♥❡ ❜♦✐t❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ✶✵✵✵ ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r s♦♥ ❡❧❧ï♣s♦✐❞❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ▲✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ FAi ♠♦♥tr❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡
❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ Ci✳

▲♦rsq✉❡ ❝❡ t❡st ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡
♣❛r ✿

−→
Ni =

−−→
Ci zi

‖
−−→
Ci zi‖

✭✽✳✺✮

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✽ ✭❜✮✱ ❧✬❛①❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✭❡♥t♦✉ré✮ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡
❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❝❡tt❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❝✮✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ✽✳✽ ✕ ✭❛✮ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❈❡♥tr♦ï❞❛❧ ❝♦♥tr❛✐♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡
✽✳✶ ✭❜✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✭❝✮ ❛♣rès ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡♥t♦✉ré❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡st✐♠é ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳

✶✶✷ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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✽✳✹✳✷ ❈r✐tèr❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s ♣ô❧❡s

❈❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡
❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ∂o ❡t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡
❧♦❝❛❧❡✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ét✐q✉❡t❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞✉ ●❱❉ ✭❛rêt❡
♦✉ ❢❛❝❡tt❡✮ ❝♦♠♠❡ ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ♥é❣❛t✐❢✳ ❙✐ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ ♥❡
s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞✉ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡✱ ❝❡t é❧é♠❡♥t tr❛✈❡rs❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱ ✐❧
s✬❡♥s✉✐t q✉✬✐❧ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦♣♣♦sé✱ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡ s♦♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ❆♠❡♥t❛ ❡t ❛❧✳ ♦♥t été ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs
à ♣r♦♣♦s❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣ô❧❡s ❬❆♠❡♥t❛ ✾✽❜❪ ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭✏P♦✇❡r❝r✉st✑✮
❬❆♠❡♥t❛ ✵✶❪ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✏♠❛♥✐❢♦❧❞✑ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡
❞❡ ♣♦✐♥ts ✸❉✳ ◗✉❛♥❞ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡♥s❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P♦✇❡r❝r✉st
❣❛r❛♥t✐t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t
❝♦rr❡❝t❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧❧♦♥s q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣ô❧❡s ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts
❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✳ ❊♥ ✷❉✱ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❧✬❛①❡
♠é❞✐❛♥✳ ❊♥ ✸❉✱ ♣❛r❢♦✐s ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❧♦✐❣♥és
❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ♠❛✐s ❧❡s ♣ô❧❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❢r♦♥t✐èr❡
❡st ❛ss♦❝✐é à ❞❡✉① ♣ô❧❡s✱ ♥♦tés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r pi+ ❡t pi−✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣ô❧❡s s♦♥t ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❧❛ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é❡s✳ ▲❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉①
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣ô❧❡s ✿ ♣ô❧❡s ✐♥tér✐❡✉r ❡t ❡①tér✐❡✉r✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣ô❧❡s ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡
❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦r♠❛❧❡s✳ ◗✉❛♥❞ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣❡s✳ ❊❧❧❡s
s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡s à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✜❣✉r❡ ✽✳✾✮✳

❋✐❣✳ ✽✳✾ ✕ ❙✐ ∂Ω ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥❛t✉✲
r❡❧❧❡♠❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡s à ❧❛ ❢r♦♥✲
t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳

◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❱♦✲
r♦♥♦ï ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✐s❝r❡t Ei,j ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❛❞✲
❥❛❝❡♥ts ❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡s Ci ❡t Cj✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✵ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❡t ✉♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✶✸



❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ❚❱❈ ❆❉❆P❚❆❚■❋

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ✽✳✶✵ ✕ ✭❛✮ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ✭❜✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♥♦r♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ét✐q✉❡t❡r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢
♦✉ ♥❡❣❛t✐❢✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t Ei,j✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r f(i,j) ✿

f(i, j) =

{

i quand FAi > FAj

j quand FAj > FAi
✭✽✳✻✮

◆♦✉s ♥♦t♦♥s s♦♥ s✐t❡ ♣❛r zf(i,j) ❡t ❧✬❛①❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st✐♠é ♣❛r Nf(i,j)✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t
✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ Nf(i,j) à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡✳ P❛r ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥ s♦♠♠❡t ❝❛♥❞✐❞❛t v ∈ Ei,j ♣♦✉rr❛ êtr❡ ét✐q✉❡té ♣♦s✐t✐❢
♦✉ ♥❡❣❛t✐❢ s❡❧♦♥ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ Sf(i,j)(v) ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Sf(i,j)(v) = < −−−−→zf(i,j) v,
−−−→
Nf(i,j) > ✭✽✳✼✮

Sf(i,j)(v) ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r v ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ✿

Ei,j ∈ MA si Sf(i,j)(v1).Sf(i,j)(v2) ≥ 0, ✭✽✳✽✮

∀(v1, v2) ∈ (Ei,j ⊗ Ei,j)

❙✐ ✉♥ é❧é♠❡♥t Ei,j ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts v ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ Sf(i,j)(v) ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs
❞✉ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t ❝r♦✐s❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦♣♣♦sé✱ t♦✉s
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ♠ê♠❡ ❝ôté ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✈❡❝ ❝❡ ❝r✐tèr❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡st à ❧✬✐♥tér✐❡✉r
♦✉ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✶ ♠♦♥tr❡ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ♦ù E1,2 ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t
♣❛s à ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❡t ♦ù E1,3 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✷
✐❧❧✉str❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝r✐tèr❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣ô❧❡s✳

✶✶✹ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❋✐❣✳ ✽✳✶✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s ♣ô❧❡s ✿ ✉♥ s♦♠♠❡t ❝❛♥❞✐❞❛t v ∈ E1,3 ❀ E1,3 ♥❡
❝r♦✐s❡ ♣❛s ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡t s❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ét✐q✉❡tés ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡
s✐❣♥❡ ❀ E1,2 ❝r♦✐s❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡t s❡s s♦♠♠❡ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✉ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ E1,3 ∈ MA ❡t E1,2 /∈ MA;

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ✽✳✶✷ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝r✐tèr❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣ô❧❡s✳

✽✳✹✳✸ ❈r✐tèr❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❛♥❣❧❡ ✿

❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝r✐tèr❡✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❞❡s ✏❜❛r❜❡s✑ s✉r ❧✬❛①❡
♠é❞✐❛♥✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✜❧tr❡r✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❡t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r✲
♠❛❧❡ à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❡st✐♠é à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s✳ ❯♥
❝r✐tèr❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❛♥❣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ✏❜❛r❜❡s✑ ❞❛♥s ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳
❉❡② ❡t ❩❤❛♦ ❬❉❡② ✵✸❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦✉r r❡t❡♥✐r ❧❡s ❢❛❝❡tt❡s ❞✉
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳ ■❧s ❝♦♥s✐✲
❞èr❡♥t ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ à ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ✉♥❡
❛rêt❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✭❞✉❛❧ à ✉♥❡ ❢❛❝❡tt❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✮✳ ❙✐ ❧✬❛♥❣❧❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❛ ❢❛❝❡tt❡
❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ à ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ✭❞✉❛❧ à
✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✮ ❡t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ q✉✐ ❡st ❡st✐♠é ♣❛r
❧✬❛①❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✈♦✐s✐♥❡✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❢r♦♥t✐èr❡ ❝❛♥❞✐❞❛t Ei,j✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ✉♥ ❛♥❣❧❡ Θi,j✳

Θi,j = ∠Nf(i,j), Ni,j ✭✽✳✾✮

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✶✺
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▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ Θi,j ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ r❡q✉✐❡rt ❧✬❛①❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
Nf (i, j) ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✈♦✐s✐♥❡ ❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ Ei,j✱ ♥♦té Ni,j✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❛♥❣❧❡ ♣❛r ✿

Ei,j ∈ MA si Ai,j > γ , λ1
f(i,j) > β . λ3

i,j ✭✽✳✶✵✮

❛✈❡❝
Ai,j = | < Nf(i,j), Ni,j > | ✭✽✳✶✶✮

♦ù λ1
f(i,j) ❡t λ3

i,j s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ Cf(i,j) ❡t
❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ Ei,j✳ γ ❡t β s♦♥t ❞é✜♥✐s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ♥♦s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s γ = 0.8 ❡t β = 0.7✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✸ ♠♦♥tr❡ ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ♦ù ❧✬❛♥❣❧❡ Ai,j ❡st ❝❛❧❝✉❧é✳

❋✐❣✳ ✽✳✶✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❛♥❣❧❡ ✿ ▲✬❛♥❣❧❡ ❡♥tr❡ Nf(1,4) ❡t N1,4 ❞♦✐t êtr❡
❞❛♥s ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞♦♥♥é❡✱ ♦ù ❧✬é❧é♠❡♥t E1,4 s❡r❛ ✜❧tré✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞✐s❝r❡t ✷❉ ♦✉ ✸❉✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

✽✳✺ ❈❛rt❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥

▲❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s
❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❉❱❈ ❛❞❛♣t❛t✐❢✳ ❆✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s
ré❣✐♦♥s ❞❡ ❢♦rt❡ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❞❛♥s ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ♣❧❛t❡s✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r
✉♥❡ ❞❡♥s✐té ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✹ rés✉♠❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❊❧❧❡
❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ tr♦✐s ét❛♣❡s✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡
❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞✐s❝rèt❡ g ✭❜✮ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭❛✮✳ ◆♦✉s ❝❛❧✲
❝✉❧♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❍(g)✱ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t s❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳
✭❝✮ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❍(g)✳ ▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✶✸✮✮ ❡st
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ρ ✭❞✮✳

✶✶✻ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❝❡♥tr♦ï❞❛❧
❝♦♥tr❛✐♥t ✭❡✮ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ρ
✭❞✮✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ♥♦✉s ✜❧tr♦♥s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❝❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ✭❢✮✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ♥♦tr❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❝♦✉r✲
❜✉r❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ✽✳✶✷ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥
❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t (x) ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳

❍(g) =

(

gxx gxy

gyx gyy

)

✭✽✳✶✷✮

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳
▲❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ Mg ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé

❞❛♥s ❬❙❛✐t♦ ✾✹❪✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❡①❛❝t❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t
❡①tér✐❡✉r à ❧✬♦❜❥❡t ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❡t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✳
▲❡s ❝♦✉r❜✉r❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❧♦❝❛❧❡s λ1

j ❡t λ2
j ✭r❡s♣✳ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✮ s♦♥t ❧❡s

✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✭r❡s♣✳ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s✮ ❞❡ ❍✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ v1
j

❞é✜♥✐t ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ ❛✉ ♣✐①❡❧ pj ❞❡ g✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ cj

♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✶✸✮✳

cj =
√

λ1
j
2
+ λ2

j
2 ✭✽✳✶✸✮

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ♣♦✐❞s ρj✱ ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ j ❛✐♥s✐ ✿

s✐ cj 6= 0 ❛❧♦rs ρj = cj
2 s✐♥♦♥ ρj = β ✭✽✳✶✹✮

❉❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ β = 0.005✳ ◆♦tr❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❜♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s
❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❡t ❛✐♥s✐ ❞✬✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ●râ❝❡ à ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ré♣❛rt✐r N s✐t❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❝❤♦✐s✐❡ ρ s✉r
∂Ω✳ ❖ù ❝❤❛q✉❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ❉❱ ❝♦♥tr✐❜✉❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❛①❡
♠é❞✐❛♥✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✶✼
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✳ ✽✳✶✹ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ✿ ✭❛✮ ■♠❛❣❡
❖r✐❣✐♥❛❧❡ ✭❜✮ ✭✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬❆❧❧✐❡③ ✵✺❪✮ ❈❛rt❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞✐s❝rèt❡
g ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✳ ✭❝✮ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❍(g)✳ ✭❞✮ ▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✶✸✮✮ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ρ✳ ✭❡✮ ◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï
❝❡♥tr♦ï❞❛❧ ❝♦♥tr❛✐♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ✭❞✮ ❧❡q✉❡❧ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t
✜❧tré✳ ✭❢✮ ❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡✳

✶✶✽ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✽✳✻✳ ❘❊❙❯▲❚❆❚❙

✽✳✻ ❘❡s✉❧t❛ts

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ❛✈❡❝ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❘❉▼❆ ✭❘❡❞✉❝❡❞ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❡❞✐❛❧ ❆①✐s✮ ❬❈♦❡✉r❥♦❧❧② ✵✼❛❪ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❡①❛❝t ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳

✽✳✻✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ❛❞❛♣t❛t✐✈❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✻ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❉❱ ✭N = 350✮ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✽✳✶✺ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭❛✮ ❡t ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✭❝✮ ❡t ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❡✉rs ❛①❡s ♠é❞✐❛♥s
✭❜✮ ❡t ✭❞✮✳

❋✐❣✳ ✽✳✶✺ ✕ ■♠❛❣❡ ❜✐♥❛r✐sé❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ s♣❤✐♥①✳

◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡
♠é❞✐❛♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡st ♠♦✐♥s ❞ét❛✐❧❧é❡ ✭✭❜✮✱ ❧❛ q✉❡✉❡ ❞✉ s♣❤✐♥①✮✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✭❞✮ ♦ù ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r❡✳ ▲❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥
❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❥♦✉❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ss✐ ❞ét❛✐❧❧é❡
❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐str✐❜✉❡r ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❧✉s ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡
❱♦r♦♥♦ï✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
✶✺%✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✶✾
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❋✐❣✳ ✽✳✶✻ ✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❉❱ ✭N = 350✮ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✽✳✶✺ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭❛✮ ❡t ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✭❝✮ ❡t ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❡✉rs ❛①❡s
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✽✳✻✳ ❘❊❙❯▲❚❆❚❙

✽✳✻✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❘❉▼❆

▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✼ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ s✉r tr♦✐s ❝♦✉♣❡s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✸❉ ❞✬✉♥ ❝÷✉r s❡❣♠❡♥té❡✳

❋✐❣✳ ✽✳✶✼ ✕ ❚r♦✐s ❝♦✉♣❡s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✸❉ ❞✉ ❝÷✉r s❡❣♠❡♥té❡ ❡t ❧❡✉rs ❛①❡s ♠é❞✐❛♥s r❡s♣❡❝✲
t✐❢s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✽ ♠♦♥tr❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣❛r❛t✐❢s ❡♥tr❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❘❉▼❆ ❬❈♦❡✉r❥♦❧❧② ✵✼❛❪✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s
❞✬❡♥tré❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❘❉▼❆✳ ▲❛
tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
❧✐❣♥❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ❝♦✐♥s✳ ▲❛
s❡❝♦♥❞❡ ❧✐❣♥❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❝÷✉r ❤✉♠❛✐♥✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡
❧✐❣♥❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦✉♣❡ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞✉ ❜r✉✐t s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r
❝❧❛✐r❡♠❡♥t✱ q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❡st ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❝♦♥♥❡①❡ ♣♦✉r ❧❡s
tr♦✐s ❝❛s✳

◆♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✱ ❜❛sés s✉r ❧❡s ♣ô❧❡s
❡t ❧✬❛♥❣❧❡✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ♠♦♥tré ✉♥❡ ❢♦rt❡ rés✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❜r✉✐t✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✷✶



❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ❚❱❈ ❆❉❆P❚❆❚■❋

❋✐❣✳ ✽✳✶✽ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❘❉▼❆ ❬❈♦❡✉r❥♦❧❧② ✵✼❛❪✳ ❆
❣❛✉❝❤❡ ✿ ❢♦r♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ❆✉ ♠✐❧✐❡✉ ✿ ❘❉▼❆ ❀ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

✶✷✷ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✽✳✼✳ ❚❱❈ ❆❉❆P❚❆❚■❋

✽✳✼ ❚❱❈ ❛❞❛♣t❛t✐❢

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ρ
à tr❛✈❡rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✸ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥ ♣❧✉s ✉♥✐❢♦r♠❡s ♠❛✐s
❛❞❛♣tés✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❝t✉❡❧s ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ♣♦✉r ✐♠♣♦s❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❬❆❧❧✐❡③ ✵✺✱
◗✉❛❞r♦s ✵✹✱ ❚♦✉r♥♦✐s ✵✾❪✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❣é♥éré
❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❧♦❝❛❧❡ ✭LFS✱ ▲♦❝❛❧❡ ❋❡❛t✉r❡ ❙✐③❡✮ q✉✐ ❛
été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❬❆♠❡♥t❛ ✾✽❛❪✳ P♦✉r S✱ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐ss❡ ❞❛♥s R

3✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❧♦❝❛❧❡
♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t x ♥♦té LFS(x) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

LFS(x) = miny∈MA(S)||x − y|| ✭✽✳✶✺✮

❆♠❡♥t❛ ❡t ❇❡r♥ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ LFS ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✶✲❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ✿

LFS(x) ≤ LFS(y) + ||x − y|| ∀x, y ∈ S ✭✽✳✶✻✮

❉✬❛♣rès ❬❆♥t❛♥✐ ✵✼❪✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞♦✐t ♣♦ssé❞❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ❤❛✉t ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱

• ❧❛ ❣r❛❞✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦✐t êtr❡ ré❣❧❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱

• ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦✐t êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

✽✳✼✳✶ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❧♦❝❛❧❡

❉❡s tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts ♦♥t été ❝♦♥s❛❝rés à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉✈❛♥t ♦✛r✐r ❧❛ ❣é♥ér❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣t❛t✐❢s✳ ❆❧❧✐❡③ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ❛✐♥s✐ ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❧♦❝❛❧❡
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❬❆♠❡♥t❛ ✾✽❛❪ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❞❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ❬❆❧❧✐❡③ ✵✺❪✳ ▲❛
♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ♦✉ ❡st✐♠❡r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ré❣❧❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ■❧s ♦♥t ♠♦♥trés q✉❡ s✐ µ(x) ❡st
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ K✲▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✐ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ LFS(x)✱
❛❧♦rs µ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s µj✱ ❛ss♦❝✐é à Pj ❛✐♥s✐ ✿

µj = mini∈∂Ω
(α d(i, j) + LFS(i)) ✭✽✳✶✼✮

❖ù pi ∈ ∂Ω r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω ❡t d(i, j) ❡st ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ pi ❡t pj✳ α ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❣r❛❞✉❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳

❉❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡
µ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ρ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✸✮ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
t❛✐❧❧❡ µ s♦♥t ❧✐é❡s ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❬❉✉ ✵✻❪ ✿

ρj =
1

µj
d+2

✭✽✳✶✽✮

❖ù d ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✷✸
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❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✾ à ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❡♥ ✭❛✮ ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡
✭❜✮ à ✭❡✮ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❞❡ ✭❢✮ à ✭✐✮ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉✬❡♥tr❡ ✭❡✮ ❡t ✭❢✮ ✱ s❡✉❧ ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s s✐t❡s ❞❡s ❝❡❧✲
❧✉❧❡s ❝♦✉♣❛♥t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ s♦♥t ♠♦❞✐✜és✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s✬❛❥✉st❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

✭❣✮ ✭❤✮ ✭✐✮

❋✐❣✳ ✽✳✶✾ ✕ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✿ ✭❛✮ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✭✭❜✮✲✭❡✮✮
♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✭❢✮✲✭✐✮✮ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✵ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛♥t ✉♥ ✏❦✐✇✐✑✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦r✲

✶✷✹ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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t❛♥t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s étr♦✐t❡s ❡t ❞❡ ❢♦rt❡ ❝♦✉r❜✉r❡✳

❋✐❣✳ ✽✳✷✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ✏❦✐✇✐✑ ✭✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬❆❧✲
❧✐❡③ ✵✺❪✮ ✿ ✭❛✮ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❦✐✇✐ ✭❜✮ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡
♠é❞✐❛♥✳ ✭❝✮ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ρ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ LFS✳ ▲❡s ❝♦✉❧❡✉rs
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ✭❞✮ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣é♥éré ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ρ✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✶ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ✸❉ r❡♣rés❡♥t❛♥t
✉♥ ❝♦❡✉r ❤✉♠❛✐♥✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✷ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐✈✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠✲
♠❡ts ✜①és ✭N❂✶✵✵✵ s✐t❡s✮ ❛✈❡❝ α ❂ ✵✳✸✱ ✶ ❡t ✶✵✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✷✺
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❋✐❣✳ ✽✳✷✶ ✕ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❝♦❡✉r ❤✉♠❛✐♥✳ ❆✉ ♠✐❧✐❡✉ ✿ s♦♥ ❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✭✶✵✵✵✵ s♦♠♠❡ts✮✳
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✻

❏✉
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✭❛✮ α = 0.3

✭❜✮ α = 1

✭❝✮ α = 10

❋✐❣✳ ✽✳✷✷ ✕ ❈❛rt❡s ❞❡ ❞❡♥s✐té ❡t ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣t❛t✐❢s ✭N❂✶✵✵✵✮ ♣♦✉r α ❂ ✵✳✸✱ ✶ ❡t ✶✵✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✷✼
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✽✳✼✳✷ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❧♦❝❛❧❡

▲❛ ❧❛r❣❡✉r ❧♦❝❛❧❡ ❝❛♣t✉r❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❧♦❝❛❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
q✉✐ s♦♥t étr♦✐t❡s ♦✉ q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛✲
❧❡✉rs ❢❛✐❜❧❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ LFS✳ ■♥❝❧✉r❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✽✳✶✸
♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s ♣❡t✐t❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r
❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❧♦❝❛❧❡ ✭LFS✮ ❡t ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ❡t ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✱ λ
❡t γ✱ q✉✐ ❣♦✉✈❡r♥❡♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦✲
s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ µ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♣♦✐♥t pj ✿

µj = min
i∈∂Ω

(α d(i, j) + (LFS(i) + γ c(i))) ✭✽✳✶✾✮

α ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❣r❛❞✉❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳
γ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ LFS✳ ■❧ ❡st
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ LFS
r❡st❡♥t ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✸ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐✈✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ✜①és ✭N❂✺✵✵✵ s✐t❡s✮ ❛✈❡❝ γ ❂ ✵ ❡t ✵✳✺ ❛✈❡❝ α ❂ ✶✵✳

✽✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❛♣♣r♦①✐♠❡
❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✐s❝r❡ts ✷❉ ♦✉ ✸❉✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st
❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❉❱❈ ❝♦♥tr❛✐♥t ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✐t❡s ❞✐str✐❜✉é ❛✉t♦✉r
❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳ ▲✬✉♥ ❞❡s ❛s♣❡❝ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡st s❛ ♥❛t✉r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐s❝rèt❡✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ q✉✐ ❡st r♦❜✉st❡ ❛✉ ❜r✉✐t✳ ❈❡❧❛ ❡st très ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s
❬❉❛r❞❡♥♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❛❪✱ ❬❉❛r❞❡♥♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❡❪ ❡t ♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❬❉❛r❞❡♥♥❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✾❝❪✳

✶✷✽ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✽✳✽✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

✭❛✮ α = 10, γ = 0

✭❜✮ α = 10, γ = 0.5

❋✐❣✳ ✽✳✷✸ ✕ ▼❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣t❛t✐❢s ♣♦✉r γ ❂ ✵ ❡t ✵✳✺ ❛✈❡❝ α ❂ ✶✵✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✷✾



❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ❚❱❈ ❆❉❆P❚❆❚■❋

✶✸✵ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



■❱ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t
é✈❛❧✉❛t✐♦♥s

✶✸✶





❘és✉♠é

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣rés❡♥tés r❡❝♦✉✈r❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts
❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ✈❛r✐é❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❡✉r✳ ❉❛♥s ✉♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❡✉r s✉r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❞✐t❡ ✏s✐♠♣❧❡s✑✳ ◆♦✉s
♠♦♥tr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❡✉r ❡t ❧❡s ♠❛✐❧❧❡✉rs ❝♦♠✲
♠❡r❝✐❛✉① ✏❆▼■❘❆✑ ❡t ✏●❍❙✸❉✑✱ ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❡✉r ❧✐❜r❡ ✏❚❡t●❡♥✑✳ ▲❡s ♣❛rt✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s
s♦♥t ❞❡st✐♥é❡s à ♠♦♥tr❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❡✉r s✉r ❞❡s ❝❛s ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐✲
sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✏st❛♥❞❢♦r❞ ❜✉♥♥②✑ ♦✉ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✏❛r♠❛❞✐❧❧♦✑✳ ❉❛♥s
✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ str✉❝t✉r❡s
❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ❡t ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♠♦♥tr❛♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ▼❊❋ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❡♥s✉✐t❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs str✉❝t✉r❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ❡t ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s à ✉♥❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ▼❊❋ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✸✸



✶✸✹ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✾

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

✾✳✶ ❈r✐tèr❡s ❞❡ q✉❛❧✐té

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉t✐❢s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❧❡s ✏❜♦♥s✑ tétr❛è❞r❡s
s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞✉ tétr❛è❞r❡ éq✉✐❧❛tér❛❧ ✭t♦✉t❡s s❡s ❢❛❝❡s s♦♥t
❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s éq✉✐❧❛tér❛✉①✮✱ ❡t ❧❡s ✏♠❛✉✈❛✐s✑ tétr❛è❞r❡s s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡
s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s
♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ tétr❛è❞r❡✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✾✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝r✐tèr❡s
❞❡ q✉❛❧✐té ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳

❈r✐tèr❡
Q1 ✿ ♠✐♥ Q2 ✿ ♠❛① Q3 ✿

▲✳❏✳
Q4 ✿ ❘❛❞✐✉s Q5 ✿ ❊❞❣❡ Q6 ✿ ❆s♣❡❝t

✭❉❆✮ ✭❉❆✮ r❛t✐♦ r❛t✐♦ r❛t✐♦

❋♦r♠✉❧❡ αmin αmax
12

3
√

9V 2
P

li,j
2 3 rin

rout

lmin

lmax

12√
6

3V
lmax

P

Ai

❚❛❜✳ ✾✳✶ ✕ ❈r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té

❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✾✳✶✱ li,j ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ r❡❧✐é❡ à ❞❡✉① s♦♠♠❡ts i ❡t j✳
lmin ❡t lmax s♦♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡s✳ A ❡st ❧✬❛✐r❡
❞❡s ❢❛❝❡s ❞✬✉♥ tétr❛è❞r❡✱ rin ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ✐♥s❝r✐t❡✱ rout ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡
❝✐r❝♦♥s❝r✐t❡ ❡t V s♦♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ Q3 ❡st ❝✐té ❞❛♥s ❬▲✐✉ ✾✹❪✳ ▲❡s ❝r✐tèr❡s s♦♥t
♥♦r♠❛❧✐sés ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✶ ✭s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s Q1 ❡t Q2✮✱ ♦ù ✵ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠❛✉✈❛✐s
é❧é♠❡♥t ❡t ✶ ✉♥ tétr❛è❞r❡ éq✉✐❧❛tér❛❧✳

✶✸✺
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◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐✲
tèr❡s ♥♦r♠❛❧✐sés ✿

❱❛❧❡✉r ❞✉ ❝r✐tèr❡ ◗✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t
✶ éq✉✐❧❛tér❛❧

❊♥tr❡ ✵✳✼✺ ❡t ✶ ❊①❝❡❧❧❡♥t❡
❊♥tr❡ ✵✳✺ ❡t ✵✳✼✺ ❇♦♥♥❡
❊♥tr❡ ✵✳✷✺ ❡t ✵✳✺ ❈♦rr❡❝t❡
❊♥tr❡ ✵✳✶ ❡t ✵✳✷✺ P❛✉✈r❡
❊♥tr❡ ✵ ❡t ✵✳✶ ▼❛✉✈❛✐s❡

✵ ❉é❣é♥éré

❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ Q1✱

❱❛❧❡✉r ❞✉ ❝r✐tèr❡ ◗✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t
✼✵◦✱✺ éq✉✐❧❛tér❛❧

❊♥tr❡ ✻✾◦ ❡t ✼✵◦✱✺ ❊①❝❡❧❧❡♥t❡
❊♥tr❡ ✺✵◦ ❡t ✻✾◦ ❇♦♥♥❡
❊♥tr❡ ✸✵◦ ❡t ✺✵◦ ❈♦rr❡❝t❡
❊♥tr❡ ✶✵◦ ❡t ✸✵◦ P❛✉✈r❡
❊♥tr❡ ✵ ◦ ❡t ✶✵◦ ▼❛✉✈❛✐s❡

✵◦ ❉é❣é♥éré

❈❡s ❝r✐tèr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s
♠❛✐❧❧❛❣❡s ❣é♥érés ♣❛r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

✾✳✷ ●é♦♠étr✐❡ s✐♠♣❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r
❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❞✐t❡s ✏s✐♠♣❧❡s✑✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✾✳✶ ✭❛✮✮ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ s♣❤èr❡
♠❛✐❧❧é❡ ✭✶✺✵✵✵ s♦♠♠❡ts✮ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ▲✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ✭❜✮ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝r✐tèr❡ Q3✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s
✐♥t❡r♥❡s✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✻✵✵✵ s♦♠♠❡ts✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❝♦✐♥s ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❝✉❜❡ ✐♥t❡r♥❡ ✭❡♥ ❜❧❡✉✮ s♦♥t
♣rés❡r✈és✳

✶✸✻ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ✾✳✶ ✕ ✭❛✮ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ s♣❤èr❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✶✺✵✵✵ s♦♠♠❡ts ✭❜✮ ❧✬❤✐st♦✲
❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à Q3✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ✾✳✷ ✕ ✭❛✮ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✶✵✵✵✵ s♦♠♠❡ts ✭❜✮ ❝♦✉♣❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✭❝✮ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ✐♥t❡r♥❡ ♠❛✐❧❧é❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✸✼
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✾✳✸ ●é♦♠étr✐❡ ❝♦♠♣❧❡①❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r
❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❞✐t❡s ✏❝♦♠♣❧❡①❡s✑✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts à ♠❛✐❧❧❡r s♦♥t
❧❡s ♠♦❞è❧❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ✏❆r♠❛❞✐❧❧♦✑✱ ✏❙t❛♥❢♦r❞ ❜✉♥♥②✑ ❡t ✏❱❡♥✉s❇♦❞②✑ q✉✐ ♦♥t été
✈♦①❡❧❧✐sés ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛♥❛✲
t♦♠✐q✉❡s s❡❣♠❡♥té❡s ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

✾✳✸✳✶ ▼♦❞è❧❡s ✈✐rt✉❡❧s

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ✏❙t❛♥❢♦r❞ ❜✉♥♥②✑✱ ✏❆r♠❛❞✐❧❧♦✑ ❡t ✏❱❡♥✉s✲
❇♦❞②✑ ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❡✉r✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❝♦✉r❛♠♠❡♥t
✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ✏❙t❛♥❢♦r❞ ❜✉♥♥②✑ ❡t ✏❆r♠❛❞✐❧❧♦✑ r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ♥✉♠ér✐sé ♣❛r ✉♥ s❝❛♥♥❡r ✭❉❡♣❛rt❡♠❡♥t ❖❢
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❙t❛♥❢♦r❞✱ ❯❙❆✮✳ ◆♦✉s ✈♦①❡❧❧✐s♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
♠♦❞è❧❡s ❡t ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❡♥s✉✐t❡ à ❧❡✉rs tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✸❉ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❡✉r ✭✜✲
❣✉r❡ ✾✳✸ ✭✭❛✮✲✭❝✮✮✮✳ ▲❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té Q3 ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s
♠❛✐❧❧❛❣❡s ❣é♥érés s♦♥t ❞❡ très ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✾✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡
♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❈r✐tèr❡s
▼♦❞è❧❡s

❆r♠❛❞✐❧❧♦ ❙t❛♥❢♦r❞ ❜✉♥♥② ❱❡♥✉s ❇♦❞②

★ tétr❛è❞r❡s ✺✺✸✷✾ ✶✶✸✹✵✾ ✺✺✶✵✸

▼❛✐❧❧❛❣❡
✐♥✐t✐❛❧

< 6◦ ✹✵ ✾✾ ✸✸
< 12◦ ✶✸✽ ✸✺✽ ✶✶✸
< 18◦ ✸✻✹ ✻✺✹ ✷✷✻

❆♣rès
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

< 6◦ ✵ ✵ ✵
< 12◦ ✶ ✶ ✺
< 18◦ ✺ ✽ ✶✸

min(Q1) ✭◦✮ ✶✵✳✽✶◦ ✶✶✳✺✹◦ ✶✵✳✶✼◦

❚❛❜✳ ✾✳✷ ✕ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ét❛♣❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✏❆r♠❛❞✐❧❧♦✑✱ ✏❙t❛♥✲
❢♦r❞ ❜✉♥♥②✑ ❡t ✏❱❡♥✉s❜♦❞②✑✳

✾✳✸✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✱ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s s❡❣♠❡♥té❡s ♣♦✉r
❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❡✉r✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r
❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✿ ✉♥ ❢÷t✉s ✭❛✮ ❡t ✉♥ ❝÷✉r ✭❜✮✳ ▲❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ♠♦♥tr❡♥t
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ Q3 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tétr❛è❞r❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✺ ♠♦♥tr❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛✐❧❧é❡ ❞✬✉♥ ❝r❛♥❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝❡r✈❡❛✉ ❤✉♠❛✐♥
❛✈❡❝ ✺✷✶✸✷ ❡t ✸✽✷✶✷ tétr❛è❞r❡s✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✾✳✸ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s tétr❛è❞r❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s✳

✶✸✽ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❳
❊

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ✾✳✸ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♠❛✐❧❧é❡s ✿ ✭❛✮ ✏❆r♠❛❞✐❧❧♦✑ ✭❜✮ ✏❙t❛♥❢♦r❞ ❜✉♥♥②✑ ✭❝✮ ✏❱❡♥✉s❜♦❞②✑✳ ▲❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡
Q4✳

❏✉❧✐❡♥
❉
❛r❞❡♥♥❡

✶✸✾
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✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✳ ✾✳✹ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♠❛✐❧❧é❡s ❞✬✉♥ ❢÷t✉s ✭❛✮ ❡t ❞✬ ✉♥ ❝÷✉r ✭❜✮✳ ▲❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s
♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ Q3 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tétr❛è❞r❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳

✶✹✵ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❋✐❣✳ ✾✳✺ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛✐❧❧é❡ ❞✬✉♥ ❝r❛♥❡ ✭❛✮ ❡t ❞✬✉♥ ❝❡r✈❡❛✉ ❤✉♠❛✐♥ ✭❜✮

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❈r✐tèr❡s
▼♦❞è❧❡s

❢÷t✉s ❝÷✉r ❝r❛♥❡

★ tétr❛è❞r❡s ✸✷✽✻✼ ✹✺✻✵✷ ✺✷✶✸✷

▼❛✐❧❧❛❣❡
✐♥✐t✐❛❧

< 6◦ ✷✹ ✼✸ ✷✶
< 12◦ ✶✶✸ ✷✷✸ ✽✾
< 18◦ ✶✷✸ ✷✸✶ ✷✶✷

❆♣rès
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

< 6◦ ✵ ✵ ✵
< 12◦ ✵ ✶ ✹
< 18◦ ✹ ✺ ✾

min(Q1) ✭◦✮ ✶✷✳✷✽◦ ✶✶✳✾✽◦ ✶✵✳✾✸◦

❚❛❜✳ ✾✳✸ ✕ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ét❛♣❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✹✶
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▲❛ ✜❣✉r❡ ✾✳✻ ✐❧❧✉str❡ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ s❡❣♠❡♥té ♣❛r ❬❘♦s❡ ✵✼❪✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ r❡✐♥
❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r✐s ✭❛✮✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✭❜✮ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ✉♥✐❢♦r♠❡s✳ ✭❝✮
❡st ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❡t r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

✭❛✮

✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✳ ✾✳✻ ✕ ✭❛✮ ✈♦❧✉♠❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ r❡✐♥ ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r✐s ✭❜✮ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❞❡s
♣♦✐❞s ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭❝✮ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ✿ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s
❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✾✳✹ ré❢ér❡♥❝❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳
▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣♦rt❛❜❧❡ ❝❛❞❡♥❝é à ✷✳✺✸ ●❍③✱ ❛✈❡❝
✹●❇ ❞❡ ❘❆▼✳

★ ❱♦①❡❧s ★ ❙♦♠♠❡ts ❚❡♠♣s ✭s✮
❡♥ ❡♥tré❡ ❡♥ s♦rt✐❡ P❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

503 ✺✵✵ ✷✳✹✷ ✵✳✹✹ ✵✳✼✷
1003 ✹✵✵✵ ✸✹✳✶✸ ✹✳✸ ✻✳✵✷
2003 ✸✻✵✵✵ ✷✼✶✳✾✻ ✸✻✳✶✶ ✹✷✳✷✻

❚❛❜✳ ✾✳✹ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

✶✹✷ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵

■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ▼❊❋

❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ▼❊❋ ♣♦✉r ♥♦s ♣r♦❜❧è♠❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❡t t❤❡r♠✐q✉❡s✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ▼❊❋ ❡t ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s
❡✛❡❝t✉♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡
❞❡ q✉❛❧✐té ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ✐❞é❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét❛♣❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s
♣❛r❧♦♥s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝❛r ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳

✶✵✳✶ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❣é♥éré
♣❛r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ S3 ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✶✳ ▲✬❛♥❣❧❡ ❞✐è❞r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ❞❡ ✶✻✳✸✶ ◦✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ 5− 4 ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥✈❡rs❡
✭4 − 5✮ ♣♦✉r ✐♥sér❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❛❧✐té ❞❛♥s S3 ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✾✮✳ ▲❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ❆❥♦✉t ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♠❛✉✈❛✐s é❧é♠❡♥t✱ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r s♦♥ ❛♥❣❧❡ ❞✐è❞r❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱
♣♦✉r t❡st❡r ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡
❡t t❤❡r♠✐q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♣ré✲❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳

• ❆❥♦✉t ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s é❧é♠❡♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝r✐tèr❡s ♥♦r♠❛❧✐sés Q3 à Q6 ♣♦✉r
t❡st❡r ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✳

• ❆❥♦✉t ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s é❧é♠❡♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝r✐tèr❡ Q1 ♣♦✉r t❡st❡r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡
❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s t❤❡r♠✐q✉❡s✳

• ❆❥♦✉t ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s é❧é♠❡♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝r✐tèr❡ Q3 ♣♦✉r ✈♦✐r s✐ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
t❤❡r♠✐q✉❡✳

✶✹✸
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✶✵✳✶✳✶ ❊①♣ér✐❡♥❝❡ ✶ ✿

❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✶✳✶✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥sér❡r
✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ SE ♦✉ t❤❡r♠✐q✉❡ ST s❡❧♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡ ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✿

✕ PreDiagonale ✿ Pré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐❛❣♦♥❛❧✱
✕ PreGauss ✿ Pré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ●❛✉ss✱
✕ PreSSOR ✿ Pré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❙❙❖❘✳

❋✐❣✳ ✶✵✳✶ ✕ ❊✛❡t ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♠❛✉✈❛✐s tétr❛è❞r❡ s✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t t❤❡r✲
♠✐q✉❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳

▲❡s ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡ ❉✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ●❛✉ss ❡t ❙❙❖❘ ♣❡r♠❡tt❡♥t s♦✉s
❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ à rés♦✉❞r❡✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r ♣♦✉r ❧❡s ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡ ❉✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡t ●❛✉ss q✉❡
❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ♣❧❛t ✭✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵◦✮ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ❡♥ ST ❡t SE

♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❙❙❖❘ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ t❡♠♣s ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ s✐ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣❧❛ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ▲❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✐ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ♦♥t ✉♥
❛♥❣❧❡ ❞✐è❞r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉♣ér✐❡✉r à ✹◦✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ t②♣❡
❞❡ ♣ré✲❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡✉t ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛✐s q✉✬✉♥ s❡✉❧ ♠❛✉✈❛✐s
é❧é♠❡♥t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ q✉❛❧✐té ♣❡✉t ❞♦✉❜❧❡r ❝❡ t❡♠♣s✳

✶✹✹ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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✶✵✳✶✳✷ ❊①♣ér✐❡♥❝❡ ✷ ✿

❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✶✳✷✱ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥sér❡r ✉♥ s❡✉❧
é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❛❧✐té s❡❧♦♥ ❧❡s ❝r✐tèr❡s Q3 à Q6 ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡
ST ✳

❋✐❣✳ ✶✵✳✷ ✕ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ tétr❛è❞r❡ s✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts
❝r✐tèr❡s ♥♦r♠❛❧✐sés✱ Q3 à Q6✳

▲❡ ❝r✐tèr❡ Q5 ❞✬❛♣rès ❝❡ t❡st ❛♣♣❛r❛ît ✐♥s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ q✉❛✲
❧✐té ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧✬❛rêt❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ❧✬❛rêt❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ tétr❛è❞r❡✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝♦♠♣♦rt❛♥t
✉♥ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❛rêt❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ❡t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥ tétr❛è❞r❡ q✉✐ s❡r❛✐t ♣r♦❝❤❡ ❞❡
③ér♦✳ ❈❡s é❧é♠❡♥ts ét❛♥t ♣❛r ♥❛t✉r❡ ❧❡s ♣❧✉s ♣é♥❛❧✐s❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣❛r ▼❊❋✳ ▲❡s ❝r✐tèr❡s Q3 ❡t Q6 ♣♦ssè❞❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ✐rré❣✉❧❛r✐té❡s ♠❛✐s
❡❧❧❡s s❡♠❜❧❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à Q5✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ Q4 s❡♠❜❧❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ✐♥❞✐q✉❡r
♣♦✉r ❝❧❛ss❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣❡✉t ❞é❝♦✉❧❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s
❣❛♠♠❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ♥♦r♠❛❧✐sés Q3 à Q6✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❝r✐tèr❡s Q3✱
Q4 ❡t Q6 s❡♠❜❧❡♥t ♣❧✉s r♦❜✉st❡s q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ Q5✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✹✺
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✶✵✳✶✳✸ ❊①♣ér✐❡♥❝❡ ✸ ✿

❈❡tt❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✶✳✸✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à
✐♥sér❡r ✉♥ à ✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❛❧✐té ❞❛♥s ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❛❧❧❛♥t ❞❡ 0◦ à 6◦

s❡❧♦♥ ❧❡ ❝r✐tèr❡ Q1✱ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ST ❛✈❡❝ ✉♥ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡
t②♣❡ ❙❙❖❘ PreSSOR✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❡rr❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ Errormax

❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳

❋✐❣✳ ✶✵✳✸ ✕ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❛❥♦✉t ✉♥ à ✉♥ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s é❧é♠❡♥ts s❡❧♦♥ ❧❡ ❝r✐tèr❡ Q1 ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧✬❡rr❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ Errormax ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳

❈❡tt❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❡t s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬❊❉P✳ ❈❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✐❧❧✉str❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s
❡t ❧✬❡rr❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ST ✳

✶✹✻ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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✶✵✳✶✳✹ ❊①♣ér✐❡♥❝❡ ✹ ✿

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✶✳✹✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥sér❡r
✉♥ à ✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❛❧✐té ❞❛♥s ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❛❧❧❛♥t ❞❡ 0 à 0.3 s❡❧♦♥
❧❡ ❝r✐tèr❡ Q3✱ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ST ❛✈❡❝ ✉♥ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡
❙❙❖❘ PreSSOR✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ à
rés♦✉❞r❡✳

❋✐❣✳ ✶✵✳✹ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts s✉r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t s✉r ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ST ✳

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ST ✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té Q3 ❡t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r
❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳

✶✵✳✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❉✬❛♣rès ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ q✉❛✲
❧✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ▼❊❋ ✉t✐❧✐sé❡✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ Q5 ❡st ❜❛sé
s✉r ❧❡ r❛t✐♦ ❞❡s ❛rêt❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡s✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐s❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣❧❛ts ✭s❧✐✈❡rs✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡
❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✉t✐✲
❧✐sés ❡♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ❡♥ t❤❡r♠✐q✉❡✳ ◆♦s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s
tétr❛è❞r❡s✳ ❈❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉❣❣èr❡♥t ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣s ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❛♣♣r♦♣r✐é✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧❡ ❝r✐tèr❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✐è❞r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ Q1 ❡t ❧❡ ❝r✐tèr❡ Q3 ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t
❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✹✼



❈❍❆P■❚❘❊ ✶✵✳ ■◆❋▲❯❊◆❈❊ ❉❊ ▲❆ ◗❯❆▲■❚➱ ❉❯ ▼❆■▲▲❆●❊ ❙❯❘ ▲❆ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ P❆❘ ▲❆ ▼❊❋

✶✹✽ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r
❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❧✐❜r❡ ❚❡t●❡♥ ❡t ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❝♦♠♠❡r❝✐❛✉① ❆▼■❘❆ ❡t ●❍❙✸❉ ✭●❍❙✸❉✲
❚❊❚▼❊❙❍✮✳

❆▼■❘❆ ❆▼■❘❆ ❛ été ❝réé ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❩■❇ ✭❩✉s❡ ■♥st✐t✉t❡ ❇❡r❧✐♥✮✳ ■❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐sé ❡t ❞✐str✐❜✉é ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❱✐s❛❣❡ ■♠❛❣✐♥❣✳ ❆▼■❘❆ ❡st ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✸❉✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s à ♣❛rt✐r
❞✬✐s♦s✉r❢❛❝❡s✱ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ♦✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐s❝rèt❡s ❬❩❛❝❤♦✇ ✵✼❪✳

❚❡t●❡♥ ❚❡t●❡♥ ❡st ✉♥ ♠❛✐❧❧❡✉r ✏♦♣❡♥ s♦✉r❝❡✑ q✉✐ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❬❙✐ ✵✺❜❪✳ ■❧
r❡❣r♦✉♣❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❚❡t●❡♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r ❞❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❉❡✲
❧❛✉♥❛②✱ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✱ ❡t ❞❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❈♦♥tr❛✐♥t❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡ P▲❈✳ ▲❡ ❜✉t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❚❡t●❡♥ ❡st ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛♣♣r♦✲
♣r✐és ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s ❊❉P ♣❛r ❧❛ ▼❊❋✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡♥tr❡ ❚❡t●❡♥ ❡t
❞✬❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ✉♥❡ ❈❉❚ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ts q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ∂Ω✳ ▲❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡
❚❡t●❡♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❬❙❤❡✇❝❤✉❦ ✾✼❪✱ ✐❧
♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❡✉r ❚❡t●❡♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ✏❉❡❧❛✉♥❛②✑ q✉✐ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❬❙❤❡✇❝❤✉❦ ✾✽❪✳

●❍❙✸❉ ●❍❙✸❉ ❬●❡♦r❣❡ ✾✼❛❪ ❡st ✉♥ ♠❛✐❧❧❡✉r ❞❡ ❧✬■◆❘■❆ ✐ss✉ ❞✉ ♣r♦❥❡t ●❛♠♠❛
✭●é♥ér❛t✐♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ▼❛✐❧❧❛❣❡s ❡t ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❆❞❛♣t❛t✐♦♥✮✳ ❈❡ ♣r♦❥❡t ❡st
s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ❞é❞✐é à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r
é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✭❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s✮

✶✹✾
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❞❡ s❛ s✉r❢❛❝❡✳ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ✏●❍❙✸❉✲❚❡t♠❡s❤✑ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣❤❛r❡ ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ●❍❙✸❉ ❡st ❞é❥à ✐♥té❣ré ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s
❝♦❞❡s ❝♦♠♠❡r❝✐❛✉① ❡①✐st❛♥ts ♣r♦♣♦sés ♣❛r ❧❡s é❞✐t❡✉rs ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❡♥ ❈❋❆❖✳ ❈❡
♠❛✐❧❧❡✉r ❡st ❞❡ t②♣❡ ✏❉❡❧❛✉♥❛②✑✳ ■❧ ❣é♥èr❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈✐❞❡ ❡♥ tétr❛è❞r❡s ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♥str✉✐t ✭s❛♥s ♣♦✐♥t ✐♥t❡r♥❡✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
♥♦②❛✉ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✱ ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❡♥r✐❝❤✐ ♣❛r ❛❥♦✉t ❞❡ ♣♦✐♥ts
✐♥t❡r♥❡s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à s❛t✉r❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❡st ré♣été❡ ❥✉sq✉✬à
❝❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❛✐❡♥t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✉♥✳ ➚ ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r
❡♥ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té✳

❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♣♦rt❡r❛✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ s✉r ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ s♣❤ér✐q✉❡✳ P♦✉r
❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ t❤❡r✲
♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬❡rr❡✉r ♣♦✉r ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ▼❊❋✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥❡ ❣é♦✲
♠étr✐❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ♥♦✉s é✈❛❧✉❡r♦♥s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❣é♥érés✳

✶✶✳✶ ●é♦♠étr✐❡ s✐♠♣❧❡

◆♦✉s ❣é♥ér♦♥s✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❆▼■❘❆✱ ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s S1 ❡t S2✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✐s♦s✉r❢❛❝❡ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✈♦①❡❧s✳ ❯♥ tr♦✐s✐è♠❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥♦♠♠é S3 ❡st ❣é♥éré ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦①❡❧s
✭✜❣✉r❡ ✶✶✳✶✮✳ ❯♥ q✉❛tr✐è♠❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❣é♥éré à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❚❡t●❡♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡
❡♥tré❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ S3✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ S5 ❡st ❣é♥éré ❛✈❡❝
●❍❙✸❉ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ S3✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❝❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐❢ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s♣❤èr❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❞♦♥t ♥♦✉s
❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❬❚❤✐❡❧❡ ✵✷❪ ♣♦✉r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥
t❤❡r♠✐q✉❡ ❬✷✳✶✼❪ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❡st r❡❢r♦✐❞✐❡ ❞✬✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ T0 à
✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ Te ❬❉✉❜❜❡❧ ✾✾❪✳

▲❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ T (r, t) ♣♦✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

T (r, t) − Te

T0 − Te

=
∑

n=1,2,3,...

Bn
sin(ωnr)

ωnr
exp−ω2

nat ✭✶✶✳✶✮

❛✈❡❝

a =
k

ρC
, ωn =

ξn

R
, 1 − ξn

tan ξn

=
h.R

λ
✭✶✶✳✷✮

❡t

Bn = 2
sin ξn − ξn cos ξn

ξn − sin ξn cos ξn

✭✶✶✳✸✮

▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉ à ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ t❤❡r♠✐q✉❡✳

✶✺✵ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✶✶✳✶✳
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❖
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❚
❘
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❙
■▼
P
▲
❊

❋✐❣✳ ✶✶✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s✉r ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ s♣❤ér✐q✉❡ ✿ S1 ❡t S2 s♦♥t ❣é♥érés à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❆▼■❘❆✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✐s♦s✉r❢❛❝❡ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✈♦①❡❧s✳ S3 ❡st ❣é♥éré ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦①❡❧s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r S2✳ S4 ❡st ❣é♥éré à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❚❡t●❡♥ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✐ss✉ ❞❡ S3✳ S5 ❡st ❣é♥éré à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ●❍❙✸❉ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ S3✳

❏✉❧✐❡♥
❉
❛r❞❡♥♥❡

✶✺✶
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▲❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ ✸✼◦C✱ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡①tér✐❡✉r ❛ ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ✷✵◦C✳ ▲❛ s♣❤èr❡ ❛ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ✶✵✵✵ kg/m3 ❡t ✉♥ r❛②♦♥ ❘ ❂ ✷✵✵ ♠♠✳
λ ❡t C r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té t❤❡r♠✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡✳
T (r, t) ❡st ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❛✉ t❡♠♣s t ♣♦✉r ✉♥ r❛②♦♥ r✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t
✐♥s♣✐ré❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ têt❡✳

▼❛✐❧❧❡✉rs ❆▼■❘❆ ❆▼■❘❆ ❚❱❈ ❚❡t●❡♥ ●❍❙✸❉
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳
❳

❈r✐tèr❡s
▼❛✐❧❧❛❣❡s

S1 S2 S3 S4 S5

Q1 ✺✶✳✾✼◦ ✺✵✳✽✽◦ ✺✻✳✸✷◦ ✹✼✳✵✼✶✹✽◦ ✹✻✳✵✵◦

Q4 ✵✳✽✹✸ ✵✳✽✷✹ ✵✳✾✶✶ ✵✳✽✸✽ ✵✳✽✷✸
min(Q1) ✶✸✳✹✶◦ ✶✵✳✶✷◦ ✶✻✳✸✶◦ ✽✳✵✵◦ ✻✳✼✷◦

min(Q4) ✵✳✸✻✷ ✵✳✷✽✷ ✵✳✸✼✻ ✵✳✷✵ ✵✳✶✼✻✷✻✽
ǫmax ✭✶✮ ✵✳✵✸✺◦C ✵✳✵✾✹◦C ✵✳✵✹✼◦C ✵✳✵✼✺◦C ✵✳✵✸✸◦C
ǫrms ✭✶✮ ✵✳✵✶✵ ✵✳✵✻✶ ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✶✵
★ ❛rêt❡s ✶✵✵✽✼✺ ✶✵✷✷✼✹ ✶✵✶✵✷✼ ✶✵✵✾✼✷ ✶✵✶✵✶✹

★ ✐tér❛t✐♦♥s ✭✶✮ ✶✼✶ ✷✵✺ ✶✷✶ ✶✺✽ ✶✻✾
★ ✐tér❛t✐♦♥s ✭✷✮ ✺✵✵✷ ✺✵✵✹ ✹✵✵✹ ✹✾✼✵ ✺✵✵✶

❚❛❜✳ ✶✶✳✶ ✕ ◗✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ▼❊❋ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
t❤❡r♠✐q✉❡✭✶✮ ❡t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭✷✮✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✶✳✶ ❝♦♠♣♦rt❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ q✉❛❧✐té
Q1✱ Q4 ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❞❡ S1 à S5✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ǫmax ❡t ǫrms ❞♦♥♥❡♥t
❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✭r♠s✮ ❡♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ▼❊❋ ❬✷✳✶✼❪ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡①❛❝t❡✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t
q✉❡ ♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ S3 ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ S2 ❡t S4✳ ❈❡tt❡
❡rr❡✉r ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ S1 ❡t S5✳ ◆♦✉s ✐♥t❡r♣rét♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❛r
❧❡ rô❧❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ♦r ❞❛♥s S1 ❡t
S5✱ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡✳

◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛✉ss❞♦r❢ ♣♦✉r S2

❡t S3 ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ S1✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s S1 ❝❛r ✐❧ ❛ été ❣é♥éré à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ ✐s♦s✉r❢❛❝❡ q✉✐ ❡st ✐ss✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s❝rèt❡s s❡r✈❛♥t à ♠❛✐❧❧❡r S2 ❡t S3✳ ▲❛
❞✐st❛♥❝❡ ♠❡s✉ré❡ ✈❛✉t 0.31% ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✐t❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t❡ ♣♦✉r S2 ❡t 0.17%
♣♦✉r S3✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❡rr❡✉r ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❡♥✈✐r♦♥ ❞❡✉① ❢♦✐s ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❧✐❣♥❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❬✷✳✻❪ ❡t t❤❡r♠✐q✉❡s ❬✷✳✶✼❪✳ P♦✉r ❧❡s
❞❡✉① rés♦❧✉t✐♦♥s ♣❛r ▼❊❋✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ q✉❛❧✐té ❞❡s tétr❛è❞r❡s q✉✐
♣❡r♠❡t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✶✶✳✷ ❡t ✶✶✳✸ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ✭Q1 à Q4✮✱ ❞❡s
tétr❛è❞r❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s S1 à S5✳ P♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❝r✐tèr❡s✱ ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡s tétr❛è❞r❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❆▼■❘❆✱ ❚❡t●❡♥ ♦✉ ●❍❙✸❉✳

✶✺✷ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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❋✐❣✳ ✶✶✳✷ ✕ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s S1✱ S2 ❣é♥érés ❛✈❡❝ ❆▼■❘❆
❡t ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ S3 ♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ✭Q1✲Q4✮✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✺✸
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❋✐❣✳ ✶✶✳✸ ✕ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❛ss♦❝✐és ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ S3 ✐ss✉ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t
❛✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s S4✱ S5 ❣é♥érés✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❚❡t●❡♥ ❡t ●❍❉✸❉ ♣♦✉r ❧❡s
❝r✐tèr❡s ✭Q1✲Q4✮✳

✶✺✹ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡
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✶✶✳✷ ●é♦♠étr✐❡ ❝♦♠♣❧❡①❡

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❛t♦♠✐q✉❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝÷✉r
❤✉♠❛✐♥✳ ◆♦✉s ❣é♥ér♦♥s✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❆▼■❘❆✱ ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s C1 ❡t C2✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ S ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ à ♣❛rt✐r ❞❡
✈♦①❡❧s✳ ❯♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥♦♠♠é S3 ❡st ❣é♥éré ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦①❡❧s✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ C4 ❡st ❣é♥éré ❛✈❡❝ ●❍❙✸❉ à ♣❛rt✐r
❞❡ S✳ S ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

★ s♦♠♠❡ts ∠min ∠min Qmin Q
✼✼✾✸ ✷✷✳✹✺◦ ✹✾✳✷✾◦ ✵✳✹✹ ✵✳✽✻

❚❛❜✳ ✶✶✳✷ ✕ ◗✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ S ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❣é♥ér❡r C1 ❡t C2✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✶✳✸ ❝♦♠♣♦rt❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❣❛♠♠❡s ❞❡
✈❛❧❡✉r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ q✉❛❧✐té Q1 ❡t Q2

♣♦✉r ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s C1 à C3✳

▼❛✐❧❧❡✉rs ❆▼■❘❆ ❚❱❈ ●❍❙✸❉
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳
❳

❈r✐tèr❡s
▼❛✐❧❧❛❣❡s

C1 C2 C3

★ tétr❛è❞r❡s ✾✸✼✸✶ ✾✻✵✵✷ ✾✹✸✹✵

Q1

< 6◦ ✸✵ ✵ ✵
< 12◦ ✾✶✾ ✵ ✵
< 18◦ ✷✼✵✷ ✹✹ ✾

min(Q1) ✭◦✮ ✹✳✹✺◦ ✶✷✳✶✹◦ ✶✸✳✹✹◦

min(Q3) ✭◦✮ ✵✳✷✵ ✵✳✸✺ ✵✳✸✼
Q1 ✭◦✮ ✹✽✳✶✾◦ ✹✻✳✵✻◦ ✺✹✳✹✹◦

Q3 ✭◦✮ ✵✳✽✷ ✵✳✽✷ ✵✳✾✶

❚❛❜✳ ✶✶✳✸ ✕ ◗✉❛❧✐té ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s C1✱C2 ❡t C3✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✺✺



❈❍❆P■❚❘❊ ✶✶✳ ❈❖▼P❆❘❆■❙❖◆❙ ❆❱❊❈ ❉■❋❋➱❘❊◆❚❊❙ ❆PP❘❖❈❍❊❙

✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✳ ✶✶✳✹ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♦❜t❡♥✉s ❡♥tr❡ ✭❛✮ ❆▼■❘❆✱ ✭❜✮
●❍❙✸❉ ❡t ✭❝✮ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ Q3

✶✺✻ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✶✶✳✷✳ ●➱❖▼➱❚❘■❊ ❈❖▼P▲❊❳❊

❋✐❣✳ ✶✶✳✺ ✕ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s C1✱ C2 ❣é♥érés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❛✈❡❝ ❆▼■❘❆ ❡t ●❍❙✸❉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❡t ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ C3

♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ✭Q1✲Q4✮✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✺✼
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✶✶✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❡✉r ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡✱ ♥♦✉s
♠♦❞é❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ré❛❧✐st❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡
✐♥t❡rst✐t✐❡❧❧❡ ❬❙✐❛✉✈❡ ✵✻❪✳ ◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆▼■❘❆
❡t ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❣é♥érés ❡t ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ▼❊❋✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❛t✐❡♥t ❡st ❣é♥éré à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s t♦♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡s s❡❣♠❡♥té❡s ✭✜❣✉r❡ ✶✶✳✻✮✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é
❞❡ ✾ ♦r❣❛♥❡s ✿ ♠✉s❝❧❡✱ ❣r❛✐ss❡✱ ♦s✱ ✐♥t❡st✐♥✱ r❡✐♥s✱ ❢♦✐❡✱ ✈❡ss✐❡✱ ❛rtèr❡s ❡t t✉♠❡✉r✳

❋✐❣✳ ✶✶✳✻ ✕ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡t r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t✳

▲❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬❤②♣❡rt❤❡r♠✐❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❛♣♣❧✐❝❛t❡✉r ✐♥t❡rst✐t✐❡❧✱ ❞✐r❡❝t❡✲
♠❡♥t ♣❧❛❝é à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ t✉♠❡✉r✱ ❡t é♠❡tt❛♥t à ✹✸✸ ▼❍③✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✼ ✐❧❧✉str❡
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❙❆❘ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

❋✐❣✳ ✶✶✳✼ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❙❆❘ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t✳

◆♦✉s ❣é♥ér♦♥s✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❆▼■❘❆ ❡t ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✭❚❱❈✮✱ ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s
tétr❛è❞r✐q✉❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✽ r❡✲
♣rés❡♥t❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ❡①tr❛✐t❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✐ss✉s ❞❡ ❆▼■❘❆
❡t ❚❱❈✳ ▲❡s tétr❛è❞r❡s ❣é♥érés ♣❛r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❚❱❈ s♦♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té

✶✺✽ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



✶✶✳✹✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❆▼■❘❆✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✶✳✹ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ q✉❛❧✐té Q1✱ Q4 ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tétr❛✲
è❞r❡s ✐ss✉s ❞❡ ❆▼■❘❆ ❡t ❚❱❈✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❧✐❣♥❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❬✷✳✻❪
❡t t❤❡r♠✐q✉❡s ❬✷✳✶✼❪✳ ▲❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
❞❡ s✐① ♠✐♥✉t❡s ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❡st ❞❡ tr❡♥t❡ s✐①
♠✐♥✉t❡s✳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❈r✐tèr❡s
▼❛✐❧❧❡✉rs

❆▼■❘❆ ❚❱❈

Q1 ✹✻✳✸✷◦ ✺✷✳✷✽◦

Q4 ✵✳✽✵✹ ✵✳✽✻✷
min(Q1) ✵✳✶✾◦ ✶✵✳✵✶◦

min(Q4) ✵✳✵✸ ✵✳✷✼✽
★ ♣♦✐♥ts ✸✾✵✺✷ ✸✾✶✵✵

★ ✐tér❛t✐♦♥s ✭✶✮ ✶✻✻ ✶✷✽
★ ✐tér❛t✐♦♥s ✭✷✮ ✶✸✵ ✽✷

❚❛❜✳ ✶✶✳✹ ✕ ◗✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ▼❊❋ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭✶✮ ❡t t❤❡r♠✐q✉❡✭✷✮✳

P♦✉r ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ▼❊❋ ❝♦✉♣❧é❡✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥èr❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❞❡
très ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té ❝❡ q✉✐ ré❞✉✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

✶✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s très ❞✐✈❡rs ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛✐❧❧❡✉rs✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥❞✉✐t à
❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ très ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳ ▲❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s
❡st ♣❧✉s ❝♦✉rt q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ▼❊❋ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s✳
■❧ r❡st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t à ❝♦♠♣❧ét❡r ♥♦s tr❛✈❛✉① ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❡t ❡①t❡♥s✐♦♥s
q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣ré❝✐s❡r ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✺✾



❈❍❆P■❚❘❊ ✶✶✳ ❈❖▼P❆❘❆■❙❖◆❙ ❆❱❊❈ ❉■❋❋➱❘❊◆❚❊❙ ❆PP❘❖❈❍❊❙

❆▼■❘❆ ❚❱❈

❋✐❣✳ ✶✶✳✽ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ❡①tr❛✐t❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s
✐ss✉s ❞❡ ❆▼■❘❆ ❡t ❚❱❈✳

✶✻✵ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛✐t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥é✲
r❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s tétr❛é❞r✐q✉❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ rés♦✉❞r❡
❞❡s ❊✳❉✳P ✭❡♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❡t ❡♥ t❤❡r♠✐q✉❡✮ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❛❝t✉❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱
❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ♠❛✐❧❧é❡s ❞❡s ❞♦♥♥és ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣♦sés ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✏❊st✲✐❧ ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❄ ✑
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❛♣♣❡❧é ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❤②✲
s✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞r❡ssé ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s
❛ ❝♦♥❞✉✐t à ♥♦✉s ♦r✐❡♥t❡r ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ✏❱♦r♦♥♦ï✲❉❡❧❛✉♥❛②✑ ♣♦✉r tr❛✐✲
t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❡r♠❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s
❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❝❡♥tr♦ï❞❛✉①✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❞✉❛❧✱ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡✲
❧❛✉♥❛②✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s
✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✷❉ ♣✉✐s ✸❉✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré
q✉❡ ♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❡✉r ♣❡✉t rés♦✉❞r❡ ❧❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐s✲
❝r❡t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ à ♠❛✐❧❧❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❣é♥érés✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❛
été ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❝♦♥tr❛✐♥ts✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡
♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❜❛sé❡
s✉r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉✐ ♥❡ s❡r❛✐❡♥t ♣❛s ♣r✐s
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞ét❛✐❧❧é❡
❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❊❧❧❡ ❛ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t②♣❡
❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞é✲
♠♦♥tré ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❡✉r à ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ ❤❛✉t❡✲q✉❛❧✐té ♣♦✉r
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s❝rèt❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré ❧✬❛♣t✐t✉❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❡✉r à
❣é♥ér❡r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣t❛t✐❢s✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♦❜t❡♥✉s ❛ été ❝♦♠♣❛ré❡
à ❝❡❧❧❡ ❞❡ tr♦✐s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ◆♦s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s♦♥t ❞❡
❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ré♣♦♥❞ ❛✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s
✜①és ❡t ♣r♦❞✉✐t ❞❡ très ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳ ❊❧❧❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ s✬❛❞❛♣t❡
à ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❣r❛♥❞s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❡ ❜♦♥♥❡
q✉❛❧✐té✱ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r
❧❛ ▼❊❋✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ tétr❛✲
è❞r❡s ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❈❡s tétr❛è❞r❡s ♦♥t ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ❯♥ ❛✉tr❡

✶✻✶
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❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡ tr❛✐t❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✈♦①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✸❉ s❛♥s
♥é❝❡ss✐t❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐✲
✈✐té✱ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ♦✉ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s✮✱
♣❡✉t êtr❡ ♣✐❧♦té❡ ♣❛r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❧♦❝❛❧❡
❡t✴♦✉ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❡♥tr❡ ré❣✐♦♥s✳

▲❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ ❛♣♣♦rté❡s ❛✉ ❝♦❞❡ ❛❝t✉❡❧ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❛
q✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳

▲❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❡t ❞❡s é❧é✲
♠❡♥ts ❣é♥érés ♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s s✐t❡s ♣❡✉t ✐♥❝❧✉r❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉① t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ▼❊❋✳ P♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st
❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ s✉✐t✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❝❝r✉❡ ♣❛r ✉♥❡
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❡t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐sés✳

P♦✉r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❡♥ s♦rt❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s r✐❝❤❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣rét❡♥❞r❡ ❛✈♦✐r tr♦✉✈é ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♦♣t✐♠❛❧❡s ❡t ❞❡s ❡✛♦rts r❡st❡♥t ❡♥❝♦r❡ à ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s✳

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦✉✈r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r q✉❛tr❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣✐st❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ❛❥♦✉t❡r✱ à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦✲
♠étr✐q✉❡✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❧✐é à ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ❧❛ ▼❊❋✳ ▲❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té
ρ(x) s❡r❛✐t ❛❧♦rs ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✱ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ✈✐❛ ❧✬❡rr❡✉r✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❝❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ré❡❧❧❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❡t
❝✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❞❡ ♥♦✉s ♦r✐❡♥t❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛①❡ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❡st ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❝❝é❧ér❡r
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ▼❊❋ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t t❤❡r♠✐q✉❡ ❣râ❝❡ à ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❈❡t ❛①❡ ❞❡
tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❡♥❥❡✉ ❝❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t ❥♦✉❡r
✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s ❞✉ s✐♠✉❧❛t❡✉r✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❛♥t ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✲
♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛ss♦❝✐é✱ ❝♦♥s✐st❡ à ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤♦♠♠❡ ♠❛❝❤✐♥❡
❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠❛✐❧❧❡✉r✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞é❥à ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✶✶✳✾✮✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❡st ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛♥✐✲
s♦tr♦♣❡s✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❛❧♦rs ❞✬❡st✐♠❡r
❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ré❣✐♦♥s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s✳

✶✻✷ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

❋✐❣✳ ✶✶✳✾ ✕ ▼❡s❤✈✐❡✇

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❛❝❝♦♠♣❧✐ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛ ❢❛✐t é♠❡r❣❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛s♣❡❝ts
♥♦✉✈❡❛✉① ❧✐és ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s❝rèt❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ♠✐s ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ t②♣❡ ✏❱♦r♦♥♦ï✲❉❡❧❛✉♥❛②✑ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s tétr❛é❞r✐q✉❡s✳ ❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été ❡①♣❧♦✐té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳

❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡ ✶✻✸



❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

✶✻✹ ❏✉❧✐❡♥ ❉❛r❞❡♥♥❡



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡

❘❡✈✉❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❛✈❡❝ ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡

❬❉❛r❞❡♥♥❡ ❛♥❞ ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪ ❏✳ ❉❛r❞❡♥♥❡✱ ❙✳ ❱❛❧❡tt❡✱ ◆✳ ❙✐❛✉✈❡✱ ◆✳ ❇✉r❛✐s
❛♥❞ ❘✳ Pr♦st✳ ✏▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✸❞ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ♣♦✉r
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t t❤❡r♠✐q✉❡✑✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❆❝❝❡♣té❡ ❡♥ ✷✵✵✾✳
❬❉❛r❞❡♥♥❡ ❛♥❞ ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪ ❏✳ ❉❛r❞❡♥♥❡✱ ❙✳ ❱❛❧❡tt❡✱ ◆✳ ❙✐❛✉✈❡✱ ◆✳ ❇✉r❛✐s
❛♥❞ ❘✳ Pr♦st✳ ✏❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐s❝r❡t❡ ✈♦❧✉♠❡
❞❛t❛✳✑ ❚❤❡ ❱✐s✉❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r✱ ❙♣❡❝✐❛❧ ✐ss✉❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ■♥t❡r♥❛t✐♦✲
♥❛❧ ✭❈●■✬✵✾✮✱ ❱♦❧✉♠❡ ✷✺✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣❛❣❡s ✹✵✶✲✹✶✵✱ ▼❛② ✷✵✵✾✳

❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❛✈❡❝ ❛❝t❡s ❡t ❛✈❡❝ ❝♦♠✐té
❞❡ ❧❡❝t✉r❡

❬❉❛r❞❡♥♥❡ ❛♥❞ ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❣❪ ❏✳ ❉❛r❞❡♥♥❡✱ ❙✳ ❱❛❧❡tt❡✱ ◆✳ ❙✐❛✉✈❡✱ ❘✳ Pr♦st
❛♥❞ ◆✳ ❇✉r❛✐s✳ ✏■♠♣❛❝t ♦❢ ❚❡tr❛❤❡❞r❛❧ ▼❡s❤ ◗✉❛❧✐t② ❢♦r ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞
❚❤❡r♠❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✑✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝✱ ❈❖▼P❯▼❆●✬✵✾✱ ❋❧♦r✐❛♥♦♣♦❧✐s✱ ❇r❛③✐❧✱
◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✾✳ ❆ ♣❛r❛îtr❡✳
❬❙✐❛✉✈❡ ❛♥❞ ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❢❪ ◆✳ ❙✐❛✉✈❡✱ ❈✳ ▲♦r♠❡❧✱ ❘✳ ▼❛r✐♦♥✱ ❏✳ ❉❛r❞❡♥♥❡
❛♥❞ ❋✳ ❙✐①❞❡♥✐❡r✳ ✏❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❚✐ss✉❡s ✇✐t❤
P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✑✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡✲
r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝✱ ❈❖▼P❯▼❆●✬✵✾✱ ❋❧♦r✐❛♥♦♣♦✲
❧✐s✱ ❇r❛③✐❧✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✾✳ ❆ ♣❛r❛îtr❡✳
❬❉❛r❞❡♥♥❡ ❛♥❞ ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❡❪ ❏✳ ❉❛r❞❡♥♥❡✱ ❙✳ ❱❛❧❡tt❡✱ ◆✳ ❙✐❛✉✈❡✱ ❇✳ ❑❤❛❞✲
❞♦✉r ❛♥❞ ❘✳ Pr♦st✳ ✏❊①♣❧♦✐t✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ✇✐t❤
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝❡♥tr♦✐❞❛❧ ✈♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❞❛t❛✑✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡
■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ■❈■P✬✵✾✱ ❈❛✐r♦✱ ❊❣②♣t✱
◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✾✳ ❆ ♣❛r❛îtr❡✳
❬❉❛r❞❡♥♥❡ ❛♥❞ ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❛❪ ❏✳ ❉❛r❞❡♥♥❡✱ ❙✳ ❱❛❧❡tt❡✱ ◆✳ ❙✐❛✉✈❡ ❛♥❞ ❘✳
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❲❡✐❣❤t❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❉✐❛❣r❛♠s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ✶✻t❤ ■♥t✳ ▼❡s❤✐♥❣
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❉❡❧❛✉♥❛② ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳✱ ✈♦❧✳ ✶✾✺✱ ♥♦✳ ✶✱
♣❛❣❡s ✽✕✷✸✱ ✷✵✵✻✳

❬❉✉❜❜❡❧ ✾✾❪ ❍✳ ❉✉❜❜❡❧✳ ❚❛s❝❤❡♥❜✉❝❤ ❢ür ❞❡♥ ▼❛s❝❤✐♥❡♥❜❛✉✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✾✳

❬❋❛❜❜r✐ ✵✷❪ ❘✳ ❋❛❜❜r✐✱ ▲✳❋✳ ❊str♦③✐ ✫ ▲✳❋✳ ❈♦st❛✳ ❖♥ ❱♦r♦♥♦✐ ❉✐❛❣r❛♠s ❛♥❞
▼❡❞✐❛❧ ❆①❡s✳ ❏✳ ▼❛t❤✳ ■♠❛❣✐♥❣ ❱✐s✳✱ ✈♦❧✳ ✶✼✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡s ✷✼✕✹✵✱
✷✵✵✷✳

❬❋❡❧❞❦❛♠♣ ✽✹❪ ▲✳❆✳ ❋❡❧❞❦❛♠♣✱ ▲✳❈✳ ❉❛✈✐s ✫ ❏✳❲✳ ❑r❡ss✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♥❡✲❜❡❛♠
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❏✳ ❖♣t✳ ❙♦❝✳ ❆♠❡r✳ ❆❣✱ ✈♦❧✳ ✶✱ ♥♦✳ ✻✱ ♣❛❣❡s ✻✶✷✕✻✶✾✱
✶✾✽✹✳
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❬❋♦st❡r ✵✹❪ ❑✳❘✳ ❋♦st❡r ✫ ❊✳ ❆❞❛✐r✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ r❡♣♦♥s❡s ✐♥ ❤✉♠❛♥
s✉❜❥❡❝ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ r❛❞✐♦❢r❡q✉❡♥❝② ❡♥❡r❣②✳ ❇✐♦✲
♠❡❞✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❖♥❧✐♥❡✱ ✈♦❧✳ ✸✱ ♥♦✳ ✹✱ ✷✵✵✹✳

❬❋r❡② ✵✶❪ ❏✳ ❋r❡② ✫ ❋✳ ❆❧❛✉③❡t✳ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❢♦r ❈❋❉ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱
✈♦❧✳ ✶✾✹✱ ♥♦✳ ✹✽✱ ♣❛❣❡s ✺✵✻✽✕✺✵✽✷✱ ✷✵✵✶✳

❬❋r❡② ✵✼❪ P✳❏✳ ❋r❡② ✫ P✳▲✳ ●❡♦r❣❡✳ ▼❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥ts✳ ■❙❚❊✱ ✷✵✵✼✳

❬●❛❜r✐❡❧ ✾✻❪ ❙✳ ●❛❜r✐❡❧✱ ❘✳❲✳ ▲❛✉ ✫ ❈✳ ●❛❜r✐❡❧✳ ❚❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t✐ss✉❡s ✿ ■■✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ✶✵ ❍③
t♦ ✷✵ ●❍③✳ P❤②s✐❝s ✐♥ ▼❡❞✐❝✐♥❡ ❛♥❞ ❇✐♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✹✶✱ ♥♦✳ ✶✶✱ ♣❛❣❡s
✷✷✺✶✕✷✷✻✾✱ ✶✾✾✻✳

❬●❛r❞❛♥ ✽✼❪ ❨✳ ●❛r❞❛♥✳ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❝❛♦ ✿ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❜❛s❡✳ ✶✾✽✼✳

❬●❡ ✾✻❪ ❨✳ ●❡ ✫ ❏✳ ▼✳ ❋✐t③♣❛tr✐❝❦✳ ❖♥ t❤❡ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❦❡❧❡t♦♥s ❢r♦♠
❉✐s❝r❡t❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❉✐st❛♥❝❡ ▼❛♣s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧✳
▼❛❝❤✳ ■♥t❡❧❧✳✱ ✈♦❧✳ ✶✽✱ ♥♦✳ ✶✶✱ ♣❛❣❡s ✶✵✺✺✕✶✵✻✻✱ ✶✾✾✻✳

❬●❡❧❛s ✵✻❪ ❆✳ ●❡❧❛s✳ ❈♦♠♣❛❝t❧② s✉♣♣♦rt❡❞ r❛❞✐❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✿ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ♣❤❞❞♦❝t♦r❛t✱ ■◆❙❆ ▲②♦♥✱
♥♦✈ ✷✵✵✻✳

❬●❡♦r❣❡ ✾✼❛❪ P✳✲▲✳ ●❡♦r❣❡✳ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦♥ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❉❡s✐❣♥✱
✈♦❧✳ ✷✱ ♣❛❣❡s ✷✾✼✕✸✶✼✱ ✶✾✾✼✳

❬●❡♦r❣❡ ✾✼❜❪ P✳▲✳ ●❡♦r❣❡ ✫ ❍✳ ❇♦r♦✉❝❤❛❦✐✳ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❧❛✉♥❛② ❡t
♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ✶✾✾✼✳

❬●❡♦r❣❡ ✾✽❪ P✳✲▲✳ ●❡♦r❣❡ ✫ ❍✳ ❇♦r♦✉❝❤❛❦✐✳ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡✲
s❤✐♥❣✳ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❍❡r♠❡s✱ P❛r✐s✱ ✶✾✾✽✳

❬●❡♦r❣❡ ✵✸❪ P✳✲▲✳ ●❡♦r❣❡ ✫ ❍✳ ❇♦r♦✉❝❤❛❦✐✳ ❇❛❝❦ t♦ ❡❞❣❡ ✢✐♣s ✐♥ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
■♥ ❙❛♥❞✐❛ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r✐❡s✱ ❡❞✐t❡✉r✱ ✶✷t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ▼❡✲
s❤✐♥❣ ❘♦✉♥❞t❛❜❧❡✱ ♣❛❣❡s ✸✾✸✕✹✵✷✱ s❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✸✳

❬❍✉❧✐♥ ✵✻❪ ❏✳ ❍✉❧✐♥ ✫ ❊✳ ❚❤✐❡❧✳ ❈❤♦r❞❛❧ ❆①✐s ♦♥ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❉✐st❛♥❝❡ ❚r❛♥s✲
❢♦r♠s✳ ■♥ ✶✸t❤ ❉●❈■✱ ❉✐s❝r❡t❡ ●❡♦♠❡tr② ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ■♠❛❣❡✱ ✈♦✲
❧✉♠❡ ✹✷✹✺ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡s ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✷✼✶✕✷✽✷✱
✷✵✵✻✳

❬■❈◆■❘P ✾✽❪ ■❈◆■❘P✳ ●✉✐❞❡❧✐♥❡s ❢♦r ❧✐♠✐t✐♥❣ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝✱
♠❛❣♥❡t✐❝✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✭✉♣ t♦ ✸✵✵ ●❍③✮✳ ❍❡❛❧t❤ P❤②✲
s✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✼✹✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣❛❣❡s ✹✾✹✕✺✷✷✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✾✽✳

❬❏✐❛ ✵✼❪ ❏✳ ❏✐❛✱ ❩✳ ◗✐♥ ✫ ❏✳ ▲✉✳ ❙tr❛t✐✜❡❞ ❤❡❧✐① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❞✐❛❧✲❛①✐s✲
♣♦✐♥ts ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r ✸❉ ♠♦❞❡❧ r❡tr✐❡✈❛❧✳ ■♥ ▼■❘ ✬✵✼ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ♣❛❣❡s ✶✻✾✕✶✼✻✱ ✷✵✵✼✳

❬❏✉ ✵✼❪ ❚✳ ❏✉✱ ▼✳▲✳ ❇❛❦❡r ✫ ❲✳ ❈❤✐✉✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s❦❡❧❡t♦♥s
♦❢ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r s❤❛♣❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❆✐❞❡❞ ❉❡s✳✱
✈♦❧✳ ✸✾✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣❛❣❡s ✸✺✷✕✸✻✵✱ ✷✵✵✼✳
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❬❑❛❛t❡❡ ✾✼❪ ❘✳ ❑❛❛t❡❡✱ ❍✳ ❈r❡③❡❡✱ ❇✳P✳ ❑❛♥✐s ✫ ❏✳❲✳ ▲❛❣❡♥❞✐❥❦✳ ❙♣❛t✐❛❧ ❚❡♠✲
♣❡❛rt✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ✷✼ ▼❍③ ❈✉rr❡♥t ❙♦✉r❝❡ ■♥t❡rst✐t✐❛❧ ❍②♣❡rt❤❡r♠✐❛
❙②st❡♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ❚❤❡r❛♣❡✉t✐❝ ❘❛❞✐♦❧♦❣②
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■♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✻t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ▼❡s❤✐♥❣
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❬❑♦✈❛❧❡✈s❦② ✽✾❪ ❱✳❆✳ ❑♦✈❛❧❡✈s❦②✳ ❋✐♥✐t❡ t♦♣♦❧♦❣② ❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❈♦♠✲
♣✉t✳ ❱✐s✐♦♥ ●r❛♣❤✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✳✱ ✈♦❧✳ ✹✻✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡s ✶✹✶✕✶✻✶✱
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❬▲❛❜❡❧❧❡ ✵✼❪ ❋✳ ▲❛❜❡❧❧❡ ✫ ❏✳❘✳ ❙❤❡✇❝❤✉❦✳ ■s♦s✉r❢❛❝❡ ❙t✉✣♥❣ ✿ ❋❛st ❚❡tr❛❤❡❞r❛❧
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♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤❡s✳ ■♥ ■♥ ❯♥♣✉❜❧✐s❤❡❞
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❘és✉♠é ✿
❉❛♥s s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t q✉♦t✐❞✐❡♥✱ ❧✬❤♦♠♠❡ ❡st ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ♦✉ ✐♥✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ❡①♣♦sé à ❞❡s
❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s r❛❞✐♦❢réq✉❡♥❝❡s✳ ▲❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧é✈❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♥❞✉✐t❡
♣❛r ❝❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛t♦♠✐q✉❡ ♠❛✐❧❧é✱ ❞é♣❡♥❞ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛
q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s✉r❢❛✲
❝✐q✉❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s tétr❛é❞r✐q✉❡s ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡♥tr♦ï❞❛✉① ❡t ❧❡✉r ❞✉❛❧✱ ❧❛
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ tr❛✐t❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ✈♦①❡❧s s❡❣♠❡♥tés✱ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ■❘▼ ♦✉ ♣❛r t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❳✱ s❛♥s ♣❛ss❡r
♣❛r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝✐q✉❡✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s✱ ♥♦♥ ♣❧✉s ✉♥✐❢♦r♠❡s ♠❛✐s ❛❞❛♣tés
à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛♥❛t♦♠✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❛✈❡❝ tr♦✐s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥str✉✐t ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❞❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ q✉❛❧✐té ❞é❝♦✉❧❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣ré✲
❝✐s✐♦♥ s✉r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ré❞✉✐t✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♥♦tr❡
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