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IV.4 Opérateurs d’énergie de Teager-Kaiser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

IV.4.1 TKEO 1D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

IV.4.2 TKEO 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
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V.4.2.2 Images monocomposantes réelles . . . . . . . . . . . . . . . . 148
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Bibliographie 187





Liste des figures

I.1 Lena (a). Phase de Lena (b). Amplitude de Mandrill et phase de Lena (c).
Mandrill (d). Phase de Mandrill (e). Amplitude de Lena et phase de Mandrill (f) 5

I.2 Représentation du signal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

I.3 Comparaisons entre IMF et IMF obtenues avec l’approche par EDP. En vert :
composante haute fréquence exacte. En rouge : IMF1, premier mode obtenu
avec l’EMD classique. En bleu : premier mode obtenu avec l’EDP parabolique 8

I.4 Comparaisons entre IMF classiques et celles obtenues avec l’approche par EDP.
En vert : composante basse fréquence exacte. En rouge : IMF2, second mode
obtenu avec l’EMD classique. En bleu : second mode obtenu avec l’EDP para-
bolique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

I.5 Comparaison entre IMF obtenues avec l’EDP parabolique et l’EDP à frontières
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II.16 Comparaisons entre δ-IMF et modes obtenus avec (II.75). En vert : composante
basse fréquence exacte. En bleu : δ-IMF2, second mode obtenu avec la δ-EMD.
En rouge : second mode obtenu avec l’EDP à frontières libres (II.75) . . . . . 60
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2D δ-IMF1 (b). Deuxièmes modes : 2D IMF2 (c). 2D δ-IMF2 (d) . . . . . . . 102

III.23 Comparaison entre la BEMD et la 2D δ-EMD. Troisièmes modes : 2D IMF3
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les filtres de Gabor. 2eme ligne : Composantes Iσ

n avec les filtres de Gabor plus
filtrage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

IV.9 Image d’un mur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

IV.10 Image d’un autre mur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

IV.11 Une image de texture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

IV.12 Composantes dominantes de Fig. IV.9. Avec l’algorithme GGDA : AM (a).
Module FM (b). Avec l’algorithme G-DESA : AM (c). Module FM (d). . . . . 127

IV.13 Composantes dominantes de Fig. IV.10. Avec l’algorithme GGDA : AM (a).
Module FM (b). Avec l’algorithme G-DESA : AM (c). Module FM (d). . . . . 128

IV.14 Composantes dominantes de Fig. IV.11. Avec l’algorithme GGDA : AM (a).
Module FM (b). Avec l’algorithme G-DESA : AM (c). Module FM (d). . . . . 129

IV.15 Une autre image de texture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

IV.16 Barbara . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130



LISTE DES FIGURES xi

IV.17 Composantes dominantes de Fig. IV.15. Avec l’algorithme GGDA : AM (a).
Module FM (b). Avec l’algorithme G-DESA : AM (c). Module FM (d). . . . . 131

IV.18 Une plaque d’immatriculation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

IV.19 Composantes dominantes de Fig. IV.18. Avec l’algorithme GGDA : AM (a).
Module FM (b). Avec l’algorithme G-DESA : AM (c). Module FM (d). . . . . 132

IV.20 Lena . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

IV.21 Composantes dominantes de Fig. IV.20. Avec l’algorithme GGDA : AM (a).
Module FM (b). Avec l’algorithme G-DESA : AM (c). Module FM (d). . . . . 133

IV.22 Composantes dominantes de Fig. IV.16. Avec l’algorithme GGDA : AM (a).
Module FM (b). Avec l’algorithme G-DESA : AM (c). Module FM (d). . . . . 134
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� Concernant les opérateurs de Teager-Kaiser, on note par :
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Introduction

I.1 Contexte et objectifs

D
ans ce travail de thèse, on s’intéresse à l’étude des méthodes d’analyses non linéaires
de signaux, en proposant des modèles théoriques validés par des simulations
numériques. Ce travail est réparti en deux parties.

La première partie est consacrée à la décomposition modale empirique (EMD pour
Empirical Mode Decomposition), qui est une méthode d’analyse de signaux relativement
récente et qui succite beaucoup d’intérêts. Elle est introduite depuis plus de dix ans par
Huang et al. (1) afin de mieux analyser des séries temporelles non stationnaires et issues ou
non de systèmes non linéaires. L’EMD est initialement définie juste par un algorithme et sa
compréhension ne repose, en grande partie, que sur des simulations numériques intensives.
L’EMD considère le signal à traiter à l’échelle de ses oscillations locales et permet alors de
décomposer le signal en composantes élémentaires, communément appelées modes empiriques
ou fonctions intrinsèques (IMF pour Intrinsic Mode Functions). Les IMF ont la caractéristique
particulière d’être des fonctions de moyenne nulle et modulées en amplitude et en fréquence.
Ce sont des fonctions AM-FM monocomposantes au sens strict du terme (voir par exemple
(2 ; 3) pour de plus amples informations sur les notions de signaux monocomposants), et sont
générées de la plus haute fréquence du signal vers la plus basse fréquence. Ce comportement
en banc de filtres de l’EMD, confirmé par les travaux de Flandrin et Rilling (4), fait de la
méthode un outil très intéressant en analyse temps-fréquence (voir par exemple (1 ; 5 ; 6 ;
7 ; 8 ; 9)). L’étape qui permet d’extraire les IMF se déroule dans une boucle itérative de
l’algorithme EMD qu’on appelle processus de tamisage (SP pour Sifting Process).

L’EMD permet alors de reconstruire le signal comme la somme de ces IMF plus un résidu
qui est la tendance globale du signal. Une autre particularité de la méthode est que la
décomposition est faite de manière locale et est entièrement pilotée par les données. C’est ce
caractère auto adaptatif qui fait tout l’intérêt de la méthode. En effet, les IMF apparaissent
dans la décomposition comme des fonctions de « bases », et pourtant, la décomposition ne re-
pose sur aucun critère prédéfini, contrairement à une décomposition en ondelettes (WT) (10)
ou les représentations temps-fréquence de la classe de Cohen (2), nécessitant une ondelette
mère ou un noyau.

L’EMD est appliquée avec succès dans de nombreux domaines allant du cadre scientifique
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pur, à l’ingénierie (6 ; 11 ; 12 ; 13 ; 14 ; 15 ; 16 ; 17 ; 18). Cependant, l’absence de cadre
mathématique formel reste la principale critique de la méthode et un enjeu très important.
L’EMD donne de bons résultats pour une grande famille de signaux. Par contre, comment et
pourquoi marche-t-elle demeurent des questions sans réponses précises. Beaucoup de travaux
de simulations ont été menées concernant le comportement de l’EMD. On cite entre autres
les travaux de Flandrin et Rilling (4) et Flandrin et Goncalves (4 ; 19), qui montrent le
comportement en banc de filtres dyadiques et certaines propriétés similaires à la transformée
en ondelettes de l’EMD. Aussi, il y a quelques travaux relativement récents contribuant à son
formalisme théorique (20 ; 21 ; 22 ; 23).

L’EMD est récemment étendue pour les images (24 ; 25 ; 26 ; 27 ; 28). Les algorithmes
proposés en 2D sont des extensions directes du cas en 1D. Il y a beaucoup d’applications
de l’EMD 2D (voir par exemple (24 ; 29 ; 30 ; 31 ; 32 ; 33 ; 34)). Cela étant, à notre
connaissance, aucune étude théorique n’est actuellement faite.
L’objectif de la première partie de la thèse est de proposer des cadres théoriques à l’EMD
1D et 2D, d’apporter des justifications théoriques à beaucoup de notions relatives à l’EMD
et définies de manière très intuitive ou sur la base de simulations numériques, et enfin de
proposer de nouveaux algorithmes EMD 1D et 2D.

Les IMF générées par la décomposition par EMD sont des fonctions AM-FM (AM pour
Amplitude Modulation et FM pour Frequency Modulation). La tamisage 2D, étape à laquelle
les IMF 2D sont extraites, permet donc de générer des fonctions AM-FM bidimensionnelles.
Dans la deuxième partie du travail de thèse, on s’est intéressé aux modèles AM-FM et à
la démodulation d’images. En effet, les modèles AM-FM sont bien connus en traitement du
signal et présentent beaucoup d’intérêts en analyse temps-fréquence par exemple. Ils ont ini-
tialement été conçus pour le traitement des signaux et se sont révélés très efficaces pour le
traitement des signaux de la parole avec les travaux de Kaiser (35). Ils sont ensuite introduits
en traitement d’images par Maragos et al. (36) et offrent des possibilités intéressantes en
traitement d’images. En effet, la modélisation AM et FM a trouvé ces dernières années de
nombreuses applications en traitement d’images. Comme exemples, nous citons ses applica-
tions en analyse d’images et de séquences vidéo (37 ; 38 ; 39), en classification d’images (40),
en segmentation d’images (41 ; 42 ; 43), en analyse de texture (44), en imagerie médicale
(45) et pour le suivi d’objets (46 ; 47).

Nous illustrons sur la Figure I.1 les notions de phase et d’amplitude d’une image. On peut y
voir que l’information donnée par la phase est très pertinente en ce qui concerne les contours et
autres zones inhomogènes de l’image. Quant à l’amplitude (AM), elle nous renseigne beaucoup
plus sur les niveaux de gris l’image. La fréquence (composante FM) est donnée par le gradient
de la phase. Plus précisément, en suivant Havlicek et al. (48), on observe que :

1. La composante AM renseigne sur le niveau de contraste des textures, plus exactement,
sur la disparité en intensité entre les textures sombres et brillantes.

2. La partie FM permet de capturer l’orientation des textures locales, la granularité et les
contours de l’image.

En somme, ce qu’on recherche avec les modèles AM-FM, c’est de pouvoir décomposer toute
image en une composante qui regroupe les niveaux de gris des parties texturées de l’image
(AM) et une composante contenant la géométrie de l’image (FM). Ce type de décomposition
continue d’ailleurs d’intéresser les traiteurs d’images. Comme exemples, nous citons les
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modèles de Meyer (49), de Vese et Osher (50), de Osher et al. (51), et enfin ceux de Au-
bert et Aujol (52) et Aujol et al. (53). Nous insistons sur le fait que ces modèles proposent
une décomposition de l’image en une somme de telles composantes par approches variation-
nelles et équations aux dérivèes partielles. Dans cette deuxième partie, on s’est intéressé

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figure I.1: Lena (a). Phase de Lena (b). Amplitude de Mandrill et phase de
Lena (c). Mandrill (d). Phase de Mandrill (e). Amplitude de Lena et phase de

Mandrill (f)

aux modèles AM-FM et à la démodulation d’images. L’objectif étant de montrer comment
modéliser des images synthétiques et des images réelles et même de nature très complexe sous
la forme AM-FM, les démoduler et enfin de mettre en avant leurs intérêts en analyse et en
segmentation d’images.

I.2 Organisation du manuscrit

Le manuscrit est organisé en deux parties. La Partie I est consacrée à l’EMD 1D et 2D,
et la Partie II, aux modèles AM-FM.
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I.2.1 Partie I : Contributions aux formalismes théoriques de la
décomposition modale empirique 1D et 2D

Cette première partie comporte les Chapitres II et III consacrés respectivement à l’EMD
1D et 2D, et détaillés ci-après :

I.2.1.1 Une approche par EDP de l’EMD 1D (Chapitre II)

L’étape la plus importante de l’EMD est le tamisage (SP). C’est à ce stade de l’al-
gorithme que les IMF sont extraites. La formulation de la moyenne locale comme présentée
dans (1), fait qu’il est difficile de faire une analyse mathématique rigoureuse et de proposer un
modèle théorique de l’EMD. En effet, son calcul fait intervenir les enveloppes supérieures et
inférieures du signal. L’interpolation des extréma est la plus répandue des approches utilisées
pour estimer ces enveloppes. Malheureusement, cela ne change en rien la modélisation expli-
cite de ces dernières et, au contraire, elle est à la base des problèmes inhérents au tamisage
(problèmes de bords, overshoots, undershoots, . . .). Le tamisage est un processus itératif et
par conséquent, les erreurs créées avec les interpolations vont se cumuler au fur et à mesure
de l’extraction des modes. Dans ce Chapitre II, nous utilisons les filtres de rang continus,
sup et inf, pour réécrire de manière équivalente la définition de la moyenne locale. Avec cette
nouvelle formulation de la moyenne locale, nous montrons qu’on peut approcher les itérations
du SP par une EDP à frontières libres.

Il existe un modèle d’EDP concernant l’EMD 1D. En effet, Deléchelle et al. (20) ont proposé
des EDP pour estimer l’enveloppe moyenne. Le couple d’EDP qui y est proposé est de la
forme : 





∂s+

∂t
=−g+

(
∂s0
∂x

,
∂2s0
∂x2

)
∂4s+

∂x4

∂s−
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,
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)
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s(x, 0)= s0

(I.1)

s0 étant le signal à traiter et g± est une fonction positive. Typiquement, on a (20) :

g± =
1

3

[

|sign
(
∂s0
∂x

)

| ± sign

(
∂2s0
∂x2

)

+ 1

]

. (I.2)

s+∞ et s−∞ sont les solutions de (I.1) représentant respectivement l’enveloppe supérieure et l’en-

veloppe inférieure. L’enveloppe moyenne étant estimée par la moyenne des deux i.e.
s+∞ + s−∞

2
.

Il n’y a cependant pas de preuve que les EDP proposées par (I.1) sont bien posées et qu’elles
estiment réellement l’enveloppe moyenne. Aussi, aucun lien non plus n’est mis en évidence
entre les itérations du SP et ces EDP. Leur approche est toutefois validée par des simulations.

Dans ce travail, on utilise les itérations du SP pour aboutir à une EDP à frontières
libres. L’introduction des EDP dans le SP nous a permis de donner des caractérisations
mathématiques des modes empiriques qui, pour rappel, ne sont définis que de manière très
intuitive. Aussi, nous proposons un modèle particulier de cette EDP à frontières libres, don-
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nant lieu à une EDP parabolique qui peut être formulée comme une équation de la chaleur
rétrograde. Nous montrons l’existence et l’unicité de la solution de cette EDP parabolique
et faisons une étude numérique de l’EDP. Dans ce chapitre, nous montrons également que la
condition de moyenne nulle pour une IMF peut être très finement approchée à un ǫ près, ce
qui permet de donner une justification théorique des modes empiriques.

En plus des aspects théoriques que nous développons dans ce chapitre concernant l’EMD,
les modèles d’EDP que nous proposons nous libèrent en même temps des problèmes liés à
l’interpolation. En effet, on n’a plus besoin de détecter les extrema du signal, ni d’estimer
les enveloppes supérieures et inférieures par interpolation. Cela est très important, car cette
approche par EDP permet de réduire considérablement le temps de calcul pour estimer les
enveloppes, particulièrement, pour les espaces de dimension supérieure.

Enfin, nous résolvons numériquement l’EDP à frontières libres et l’EDP parabolique résultant.
Dans les deux cas, les résultats numériques montrent que notre approche par EDP améliore
beaucoup l’EMD classique, comme on peut le constater avec le signal de la Figure I.2. Les
résultats de la décomposition sont représentés sur les Figures I.3 et I.4 Les résultats obtenus

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

Figure I.2: Représentation du signal

avec l’EDP à frontières libres sont représentés sur les Figures I.5 et I.6.

Nous avons présenté les principaux résultats de cette étude dans (54 ; 55 ; 56).



8 INTRODUCTION

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

 

 
s1

EMD classic

PDE

Figure I.3: Comparaisons entre IMF et IMF obtenues avec l’approche par
EDP. En vert : composante haute fréquence exacte. En rouge : IMF1, premier
mode obtenu avec l’EMD classique. En bleu : premier mode obtenu avec l’EDP

parabolique

I.2.1.2 Une Formulation de l’EMD 2D par EDP (Chapitre III)

La plupart des algorithmes EMD 2D (24 ; 25 ; 26 ; 27 ; 28 ; 57) sont basés sur
un schéma identique au 1D, à savoir la détection des extréma, l’interpolation et le calcul de
l’enveloppe moyenne. Par conséquent, comme pour le cas 1D, la principale difficulté pour
trouver un modèle théorique de l’EMD 2D reste le calcul de cette enveloppe moyenne. Dans
les versions actuelles de l’EMD 2D, la construction des enveloppes supérieures et inférieures
est très importante. Elle intervient dans l’étape clé de la méthode, le tamisage en 2D (2D
SP), étape à laquelle les modes empiriques 2D (2D IMF) sont extraits.

L’EMD 2D est actuellement encore plus tributaire de l’interpolation que le cas 1D. En effet,
les algorithmes 2D qu’on rencontre dans la littérature ne diffèrent les uns des autres que par
les types d’interpolants utilisés pour la construction des enveloppes supérieures et inférieures
(25 ; 27 ; 28).
L’interpolation de surface nécessite beaucoup de temps de calcul. La complexité des algo-

rithmes proposés (24 ; 25 ; 26 ; 58 ; 59) est de l’ordre de
N4

100
pour une image de taille N2

(27). Le temps de calcul est un peu plus réduit avec la version 2D proposée dans (27). Comme
on l’avait précédemment souligné, l’interpolation crée de l’information supplémentaire qui est
une source d’erreur dans tous les cas. L’erreur devient de plus en plus importante si elle se
propage à travers un processus itératif comme le 2D SP.
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Figure I.4: Comparaisons entre IMF classiques et celles obtenues avec l’ap-
proche par EDP. En vert : composante basse fréquence exacte. En rouge :
IMF2, second mode obtenu avec l’EMD classique. En bleu : second mode

obtenu avec l’EDP parabolique

À notre connaissance, il n’y a pas encore de travaux théoriques concernant le formalisme
ou la compréhension du SP ou de l’EMD pour les images. C’est l’objectif principal de ce
Chapitre III. Pour ce faire, nous étendons l’approche que nous avons proposée dans (54 ; 55 ;
56) et développée au Chapitre II. De la même manière, nous approchons les enveloppes locales
supérieures et inférieures, respectivement avec les opérateurs continus sup et inf en 2D. Avec
cette nouvelle formulation de la moyenne locale, nous pouvons faire du calcul différentiel sur
les enveloppes, et par suite montrer que les itérations du 2D SP peuvent être approchées
par la résolution d’une certaine EDP. On se libére ainsi de la dépendance de l’interpolation
de l’EMD 2D et mieux, nous pouvons donner des justifications théoriques concernant les
modes empiriques en 2D et en proposer des caractérisations mathématiques. En effet, avec
le modèle d’EDP que nous proposons, nous montrons, comme dans le Chapitre II, que le
critère de moyenne nulle d’une 2D IMF peut être approchée de façon très fine à un ǫ près.
Ces résultats sont nouveaux, et comme pour le cas 1D, les IMF ne sont définies que de
manière très intuitive ou bien sur la base de simulations numériques. Enfin, nous montrons
que les résultats de décomposition d’images synthétiques et réelles obtenus avec cette nouvelle
approche de l’EMD 2D avec les EDP sont nettement meilleurs que ceux obtenus avec l’EMD
2D classique.

Les principaux résultats de ce travail sont présentés dans (60 ; 61).
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Figure I.5: Comparaison entre IMF obtenues avec l’EDP parabolique et
l’EDP à frontières libres. En vert : composante haute fréquence exacte. En
bleu : premier mode obtenu avec l’EDP parabolique. En rouge : premier mode

obtenu avec l’EDP à frontières libres

I.2.2 Partie II : Modèles AM-FM pour l’analyse d’images

L’objectif de cette seconde partie est de montrer comment modéliser des images
synthétiques et des images réelles et même de nature très complexe sous la forme AM-FM,
et de mettre en avant leurs intérêts en analyse et en segmentation d’images. Elle comporte
les Chapitres IV et V que nous allons maintenant examiner :

I.2.2.1 Démodulation d’images avec les opérateurs de Teager-Kaiser (Cha-
pitre IV)

Dans ce chapitre, on introduit les modèles AM-FM et les notions de démodulation
d’images. Nous exposons essentiellement deux grandes méthodes de démodulation d’images :
d’abord la méthode par image analytique (IA), basée sur la transformation de Hilbert en 2D
et introduite par Havlicek (62). La deuxième approche est initiée par Maragos et al. (63) avec
l’algorithme discret, le DESA (Discrete Energy Separation Algorithm), et sa version continue,
l’ESA (Energy Separation Algorithm), proposée par Maragos et Bovik (64). Le DESA comme
l’ESA sont basés sur l’opérateur d’énergie de Teager-Kaiser (TKEO), initialement introduit
comme un opérateur discret par Teager (65) et Teager et Teager (66), afin de pallier à
l’insuffisance d’une approche linéaire pour modéliser la parole. Le TKEO permet d’estimer
efficacement l’énergie nécessaire à la création d’un signal de parole à bande étroite et pour
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Figure I.6: Comparaisons entre IMF obtenues avec l’EDP parabolique et
avec l’EDP à frontières libres. En vert : composante basse fréquence exacte.
En bleu : second mode obtenu avec l’EDP parabolique. En rouge : second

mode obtenu avec l’EDP à frontières libres

lequel les fréquences instantanées sont concentrées autour de la fréquence de résonance (ou
formant) d’une porteuse sinusöıdale (voir (65 ; 66 ; 67 ; 68 ; 69)). Il sera ensuite introduit
dans la littérature en traitement du signal et développé de manière systématique par Kaiser
(35 ; 70).

Le DESA et l’ESA ne sont applicables que pour des images à bande étroite, ce qui est ra-
rement le cas des images réelles. La grande majorité des images naturelles contiennent des
informations très riches, et par conséquent, une approche monocomposante s’avère insuffi-
sante pour les modéliser. Bovik et al. (71 ; 72) ont montré qu’une approche multicomposante
permet de bien traiter les images naturelles, et même de nature complexe. Récemment, Hav-
licek et al. (48) ont proposé une méthode de démodulation d’images réelles avec une approche
multicomposante. Ils proposent alors une décomposition en sous bandes pour séparer chacune
des composantes de l’image avant de leur appliquer la méthode IA ou le DESA. Cependant,
l’application directe d’une méthode de démodulation monocomposante sur les parties ainsi
séparées crée des artefacts sur les composantes AM et FM. Cela est en grande partie dû aux
filtres de Gabor utilisés pour la décomposition en sous bandes. Pour y remédier, les auteurs
proposent des filtrages et autres post-traitements, à posteriori, sur les composantes AM et
FM (48). Le problème que cela pose est qu’il faut, en plus de trouver les fonctions AM et
FM, faire des traitements supplémentaires sur ces composantes.

Dans ce chapitre, nous proposons de faire un filtrage passe-bas en amont du processus
de démodulation. Cela compense très bien les dégradations générées par le banc de filtres de
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Gabor, et on n’aura plus besoin d’appliquer des post-traitements aux composantes AM et
FM de l’image.

Avec l’introduction du banc de filtres de Gabor, on se retrouve avecN composantes de l’image
réelle à analyser, où N est la taille du banc de filtres. Pour de meilleures analyse et extraction
des structures les plus pertinentes de l’image réelle, nous utilisons l’analyse par composante
dominante (DCA). Cela consiste à choisir, par un certain critère, pour chaque pixel celui qui
est le plus représentatif dans les N composantes. Ce pixel est dit dominant. Dans notre étude,
nous le choisissons par rapport à l’énergie de Teager-Kaiser du pixel. Nous faisons ensuite la
démodulation sur ces pixels dominants. L’algorithme que nous proposons est comparé à la
méthode proposée dans (48).

L’autre partie de ce travail est lié à la validité théorique du calcul de l’énergie de Teager-
Kaiser 2D des composantes filtrées de l’image. En effet, l’utilisation du TKEO 2D pour la
démodulation se base sur certaines d’approximations justifiées dans (73) pour des images
monocomposantes. Pour le cas multicomposant, Havlicek et al. (74) proposent une preuve
avec l’approche par IA avec les QEA (Quasi-Eigenfunction Approximations). Avec l’approche
par séparation d’énergie, une justification intuitive faisait état. Nous en proposons une preuve
dans ce chapitre.

Nous avons présenté l’essentiel de ce travail dans (75 ; 76).

I.2.2.2 Les opérateurs de Teager-Kasier d’ordres supérieurs pour la
démodulation d’images (Chapitre V)

L’objectif principal de la modélisation AM-FM est de s’affranchir des limites de la
transformée de Fourier afin d’obtenir une représentation capable de capturer l’information
pertinente dans une image avec tout juste un nombre réduit de fonctions AM-FM quasi-
sinusöıdales. L’algorithme que nous proposons dans le Chapitre IV repose sur une méthode
de démodulation monocomposante, le DESA, qui donne des approximations de l’amplitude
et des fréquences d’une image. Bien que les erreurs d’approximation des composantes AM
et FM soient petites avec le DESA, il est possible d’avoir des erreurs encore plus faibles, et
obtenir de la sorte une meilleure méthode de démodulation d’images.

Les opérateurs d’ordres supérieurs sont introduits pour les signaux 1D par Maragos et
Potamianos (77), constituant une généralisation de l’opérateur continu TKEO. Les auteurs
(77) désignent alors ces opérateurs par Higher Order Differential Energy Operators (HODEO)
et proposent alors un algorithme continu de démodulation de signaux basé sur les HODEO,
ainsi que des schémas de discrétisation des HODEO. Le TKEO 1D ou 2D utilise des dérivées
du signal (ou de l’image) jusqu’à l’ordre 2. Dans ce Chapitre V, on utilise les TKEO 2D
d’ordres supérieurs en généralisant l’ordre de dérivation à n’importe quel ordre, et on montre
alors que les composantes AM et FM sont approchées d’une meilleure manière que le DESA.
Nous allons aussi mettre en avant l’apport des ordres supérieurs dans la démodulation des
images, par rapport aux méthodes de démodulation basées sur le TKEO 2D classique ou la
transformée de Hilbert 2D. Pour ce faire, nous proposons un algorithme de démodulation
d’images monocomposantes et nous l’étendons pour des images réelles.
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Algorithme de démodulation d’images monocomposantes (DHODA) Il est impor-
tant de garder à l’esprit la nature discrète des images. L’interpolation va donc jouer un rôle
essentiel pour une bonne implémentation des algorithmes continus, le CHOEDA (Continuous
Higher Order Energy Demodulation Algorithm) proposé par Boudraa et al. (78), par exemple.
Les résultats de démodulation seront fortement dépendants des choix des interpolants. Nous
ne nous sommes pas intéressés ici à ces aspects du problème, nous proposons plutôt un algo-
rithme discret de démodulation d’images monocomposantes, basé sur les HODEO en 2D.

On considère une image discrète I définie par :

I(k, l) = a(k, l) cos [k·ω1(k, l) + l·ω2(k, l)] . (I.3)

L’algorithme DHODA (Discrete Higher Order Demodulation Algorithm) que nous proposons
estime l’amplitude a, les fréquences spatiales horizontale ω1 et verticale ω2 de I à partir des
HODEO 2D. Le DHODA est appliqué sur des images synthétiques pour lesquelles on obtient
une diminution importante des erreurs d’approximations commises sur les composantes AM et
FM. Les résultats obtenus sont comparés avec le DESA (36). Cette réduction quantitative des
erreurs d’approximations pour les images synthétiques va se traduire comme une information
supplémentaire permettant de capturer l’information pertinente dans les images monocom-
posantes réelles. En effet, les composantes AM permettent de segmenter, par exemple, les
ombres de mines dans les images Sonar (cf. Figure I.8-(c)). Cela présente beaucoup d’intérêts
pour des applications civiles et militaires. On peut remarquer que ni le DESA (cf. Figure I.8-
(a)), ni l’IA (cf. Figure I.8-(b)) n’arrivent à faire ressortir cette partie importante de l’image.
Il est important de préciser que le DESA et l’IA ne sont pas des méthodes de segmentation
d’images. Nous voulons juste mettre en avant l’information supplémentaire donnée avec les
HODEO en 2D, par rapport au TKEO en 2D et à la transformée de Hilbert 2D. La propriété
principale de la composante AM est de renseigner sur le niveau de contraste des textures,
plus précisément, sur la disparité en intensité entre les textures sombres et brillantes. Cela
est bien reflété par la composante AM donnée par le DHODA.

Figure I.7: Mine 1

Pour les composantes FM, nous utilisons une représentation sous forme de flèches. Cette
représentation reflète mieux la notion de fréquence d’une image. Ainsi, pour chaque pixel, on
trace une flèche dont l’origine est le pixel. La longueur de la flèche est inversement proportion-
nelle au module de la fréquence (composante FM en ce pixel). La flèche est orientée suivant
la direction du vecteur fréquence. Pour plus de détails voir dans (62 ; 48). Par conséquent,
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(a) (b) (c)

Figure I.8: Composantes AM de Mine 1. DESA (a). IA (b). DHODA (c)

plus la flèche est courte, plus la fréquence est grande, et inversement. Les hautes fréquences
représentent les transitions brusques des niveaux de gris de l’image, les contours, certaines
formes de textures, du bruit, . . . . Avec ce type de représentation, les notions de hautes et de
basses fréquences d’une image donnée par la composante FM ont beaucoup plus de sens (cf.
Figure I.9-(b)) que la transformée de Fourier discréte (DFT) (cf. Figure I.9-(a)).

(a) (b)

Figure I.9: Mine 1 : Transformée de Fourier (a). Module de la fréquence
(FM)

Ces travaux ont été présentés dans (79 ; 43).

Algorithme de démodulation d’images réelles et à bande large (MHODA) L’al-
gorithme DHODA présenté plus haut se limite à des images à bande étroite. Nous savons
que la plupart des images réelles sont en dehors de cette classe très limitée d’images. C’est la
raison pour laquelle nous proposons de l’étendre à une plus grande famille d’images réelles.
On considère alors un modèle AM-FM multicomposant pour les images réelles.
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Étant donnée une image réelle I définie sur un ouvert borné Ω, on modèlise I par :

I(x1, x2) =
N∑

n=1

an (x1, x2) cos [ω1,n(x1, x2)·x1 + ω2,n(x1, x2)·x2] (I.4)

=

N∑

n=1

an (x1, x2) cos [ϕn (x1, x2)] =

N∑

n=1

In (x1, x2) , (I.5)

On cherche alors à déterminer ∀ n = 1, . . . , N les fonctions AM an et FM ∇ϕn = [ω1,n, ω2,n] =
[Un, Vn].

Les fonctions de Gabor sont bien connues pour leurs bonnes propriétés de localisations
spatiales et spectrales (voir dans (80 ; 81 ; 2)). Avec un modèle multicomposant, nous
séparons les différentes composantes de l’image avec un banc de filtres de Gabor. Une fois
les composantes séparées, nous proposons de démoduler chaque partie monocomposante de
l’image avec le DHODA. La démodulation s’achève avec une analyse par composante domi-
nante (DCA) pour de meilleures analyse et extraction des structures les plus pertinentes de
l’image réelle. L’algorithme que nous proposons, le MHODA (Multicomponent Higher Order
Demodulation Algorithm), est illustré sur des images réelles (cf. Figure V.22).

(a) (b) (c)

Figure I.10: Image de texture (a). Composantes dominantes : AM (b). Mo-
dule FM (c)

Ce travail est présenté dans (82).

I.3 Contributions de la thèse

Ce travail de thèse a permis d’apporter de nombreux résultats nouveaux et impor-
tants. Dans la première partie, nous avons contribué au formalisme mathématique de la
décomposition modale empirique (EMD) et proposé de nouveaux algorithmes EMD en 1D
et en 2D. Comme premiers résultats, dans les algorithmes EMD 1D et 2D que nous avons
proposés, nous ne détectons pas les extréma des signaux ou des images et nous n’estimons
non plus l’enveloppe moyenne par interpolation des extréma, comme cela est classiquement
fait. Cela permet de réduire considérablement le temps de calcul, surtout pour les espaces
de dimension supérieure. Aussi, nous avons proposé des formulations du tamisage 1D et 2D
dans le domaine continu avec des approches par équations aux dérivées partielles (EDP), qui,
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pour rappel, sont initialement proposés en discret. Notre travail se démarque également des
études existantes sur l’EMD sur de nombreux points. En effet :

• Nous proposons des formulations plus explicites des enveloppes supérieures et
inférieures locales, en 1D comme en 2D.

• Nous proposons des formulations plus explicites de la moyenne locale, en 1D comme
en 2D.

• Nous exploitons les itérations du tamisage 1D et 2D pour en tirer ensuite des EDP,
dont leur résolution permet d’extraire les modes empiriques.

• Nous faisons des études théoriques et numériques des modèles par EDP proposés et
proposons des caractérisations analytiques des modes en 1D comme en 2D.

• Pour le cas 1D, nous proposons un modèle d’EDP dont la formulation peut se réécrire
comme l’équation de la chaleur retrograde.

• Nous apportons des justifications théoriques aux modes empiriques en 1D comme en
2D, qui, pour rappel, ne sont définis que de manière intuitive ou bien sur la base de
simulations numériques.

• Enfin, nous proposons de nouveaux algorithmes EMD en 1D comme en 2D donnant
de meilleurs résultats de décomposition que l’EMD classique 1D et 2D.

Dans la deuxième partie de cette thèse, nous avons montré comment modéliser des
images synthétiques et des images réelles et même de nature très complexe sous la forme
AM-FM, et avons mis en avant l’intérêt des modèles AM-FM en analyse et en segmenta-
tion d’images. Nous avons d’abord apporté des améliorations dans la démodulation d’images
réelles, qui sont dans leur grande majorité à bande large. En effet, nous avons proposé d’in-
clure un filtrage passe-bas en amont de la démodulation, afin de compenser les dégradations
causées par les filtres de Gabor, utilisés pour la décomposition en sous bandes des images
réelles. Aussi, nous avons apporté une justification théorique du calcul de l’énergie de Teager-
Kaiser des composantes de l’image réelle, obtenues par une décomposition en sous bandes.

De nombreux algorithmes de démodulation, de même que celui nous avons proposé
reposent sur l’opérateur TKEO 2D, qui utilise des dérivées de l’image jusqu’à l’ordre 2. Dans
un second temps, nous avons poussé cet ordre de dérivation en généralisant le TKEO 2D pour
explorer la démodulation des images avec les opérateurs de Teager-Kaiser d’ordres supérieurs
(HODEO 2D). Cela nous a permis de mettre en évidence l’apport des HODEO 2D par
rapport au TKEO 2D et à la transformée de Hilbert 2D dans la démodulation des images, en
proposant de meilleurs algorithmes de démodulation que ceux existants actuellement. Enfin,
nous avons montré une application pratique pour la segmentation d’images de l’algorithme
proposé, et son extension à une plus grande classe d’images réelles montre qu’une application
serait possible pour la classification de certaines textures.
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Le but de ce premier chapitre est de donner une approche mathématique de la
décomposition modale empirique (EMD) en proposant un modèle théorique validé par des
simulations numériques. Nous proposons de remplacer les itérations du tamisage par la
résolution d’équations aux dérivèes partielles (EDP). Nous faisons une étude théorique et
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numérique complète d’une EDP particulière et proposons des caractérisations mathématiques
des modes empiriques générés avec cette approche par EDP. Enfin, nous proposons un nouvel
algorithme EMD qui est comparé à l’EMD classique.

II.1 Introduction

L
a décomposition modale empirique (EMD pour Empirical Mode Decomposition) suc-
cite beaucoup d’intérêts depuis une dizaine d’années. Introduite par Huang et al.
(1) pour mieux analyser des séries temporelles non stationnaires et issues ou non de

systèmes non linéaires, sa compréhension ne repose, en grande partie, que sur des simula-
tions numériques intensives. L’EMD est initialement défini juste par un algorithme et permet
alors de décomposer un signal en composantes élémentaires, communément appelées modes
empiriques ou fonctions intrinsèques (IMF pour Intrinsic Mode Functions). Les IMF sont
des fonctions de moyenne nulle et modulées en amplitude et en fréquence. Ce sont des fonc-
tions AM-FM monocomposantes, et sont extraites dans l’étape clé de l’algorithme EMD, le
processus de tamisage (SP pour Sifting Process).

L’EMD considère le signal à traiter à l’échelle de ses oscillations locales. La
décomposition est faite de manière locale et est entièrement pilotée par les données. C’est ce
caractère auto adaptatif de la méthode qui en fait tout son intérêt. La décomposition ne repose
sur aucun critère prédéfini, contrairement à une décomposition en ondelettes (WT) (10) ou les
représentations temps-fréquence de la classe de Cohen (2) qui nécessitent une ondelette mère
ou un noyau. L’EMD décompose ainsi tout signal en une somme d’IMF et d’un résidu, qui,
par convention, représente la tendance globale du signal. Dans cette décomposition, les IMF
sont générées de la plus haute fréquence à la plus basse fréquence, permettant ainsi une ana-
lyse fréquentielle des signaux. D’ailleurs, une combinaison de l’EMD avec la transformée de
Hilbert ou le TKEO (cf. Définition IV.6) en fait un puissant outil d’analyse temps-fréquence
des signaux (1 ; 5 ; 6 ; 7 ; 8 ; 83).

Une critique majeure de la méthode EMD est l’absence de cadre théorique formel et
rigoureux. Beaucoup de questions demeurent sans réponses concernant le comportement de
la méthode, quand bien même elle a permis de résoudre de nombreux problèmes dans beau-
coup de domaines scientifiques. En effet, l’EMD est appliquée avec succès dans de nombreux
domaines allants du cadre scientifique pur, à l’ingénierie (6 ; 11 ; 12 ; 13 ; 14 ; 15 ; 16 ; 17 ;
18 ; 84). De plus, beaucoup de simulations ont été faites pour une meilleure compréhension
de la méthode (4 ; 19). On notera aussi qu’il y a eu quelques travaux relativement récents
concernant son formalisme mathématique (voir par exemple (20 ; 21 ; 22 ; 23)). Nous y
reviendrons dans la Section II.2

L’étape la plus importante dans l’EMD est le SP. C’est à ce stade de l’algorithme que les
parties oscillantes du signal, les IMF, sont extraites. La définition de la moyenne locale d’un
signal introduite dans (1) fait qu’il est difficile de faire une analyse mathématique rigoureuse
et de coller un modèle théorique sur l’EMD. Nous verrons cette notion plus en détails dans
la Section II.3. En effet, son calcul fait intervenir les enveloppes supérieures et inférieures
du signal. Le problème est de savoir comment les calculer explicitement d’une manière telle
qu’on puisse travailler dessus dans le SP. Nous verrons dans la Section II.2 que beaucoup de
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types d’interpolations ont été utilisés pour estimer ces enveloppes, mais cela ne change en rien
la modélisation explicite de ces dernières. Au contraire, celles-ci créent d’autres problèmes
concernant les bords du signal et autres problèmes plus connus sous overshoots, undershoots,
. . .. Les interpolations sont à la base des problèmes numériques inhérents au SP. Aussi, il
faut noter que les interpolations, quelles qu’elles soient, ajoutent des données au signal. Le
tamisage est un processus itératif ; par conséquent, les erreurs créées avec les interpolations
vont se cumuler au fur et à mesure de l’extraction des modes. Nous le verrons dans la Section
II.5 consacrée aux résultats numériques. Un autre problème relatif à l’interpolation est que,
selon le type d’interpolation, l’EMD peut donner des décompositions différentes. L’EMD est
donc tributaire de l’interpolation sauf dans la version proposée dans (22). D’ailleurs, la plupart
des versions en 2D de l’EMD ne diffèrent les unes des autres que par les types d’interpolations
utilisés (25 ; 27 ; 28). Le tamisage se réduit aux choix du type d’interpolation ; nous en
reparlerons dans le Chapitre III.

Nous signalons au passage que la méthode de décomposition de signaux, Intrinsic Time-
Scale Decomposition, proposée par Frei et Osorio (85), résout les problèmes précités sur
l’EMD et donne une meilleure analyse temps-fréquence que l’EMD, la transformée de Fourier
ou la WT.

Dans ce travail, nous réécrivons de manière équivalente la définition de la moyenne
locale. Pour ce faire, nous introduisons les opérateurs Sδ et Iδ pour calculer localement les
enveloppes supérieures et inférieures, respectivement. Le but recherché avec cette nouvelle
formulation de la moyenne locale est de pouvoir utiliser du calcul différentiel, et par suite,
aboutir à une EDP à frontières libres qui approche les itérations du SP. Cela nous permet en
outre d’introduire les notions de p δ−IMF et de H p δ−IMF , et que nous avons également
proposées dans (55 ; 56).
Nous montrons l’existence et l’unicité de la solution pour un cas particulier de cette EDP. Avec
cette approche, nous montrons que la condition de moyenne nulle pour une IMF peut être très
finement approchée à un ǫ près. Ce qui nous conduit à l’introduction des notions de δ−IMF ,
initialement présentées dans (54 ; 55 ; 56) et approchant très bien les différentes composantes
des signaux. Nous pouvons ainsi donner des caractérisations analytiques et des justifications
théoriques des IMF qui, pour rappel, ne sont définies que de manière très intuitive.

Cette approche par EDP nous libère totalement des problèmes liés aux interpolations.
En effet, on n’a plus besoin de calculer les enveloppes supérieures et inférieures. Cela est
très important, car cette approche par EDP permet en plus de réduire considérablement le
temps de calcul pour estimer les enveloppes, particulièrement, pour les espaces de dimension
supérieure. Les résultats numériques sont montrés aussi bien pour l’EDP à frontières libres,
que pour le modèle d’EDP particulier résultant. Dans les deux cas, notre approche par EDP
améliore beaucoup l’EMD classique.

Nota II.1. Par EMD classique, il faudra comprendre décomposition EMD pour laquelle
le tamisage est basé sur l’estimation de la moyenne locale, obtenue par interpolations des
enveloppes supérieures et des enveloppes inférieures.
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II.2 Positionnement de notre travail

Dans cette section, nous exposons d’abord quelques travaux faits sur l’EMD, afin de
bien positionner notre travail. Nous aborderons aussi bien ceux apportants des contributions
numériques sur la compréhension ou l’amélioration de l’EMD classique, que de ceux basés
sur une étude plus théorique.

Nous citons d’abord les importantes contributions apportées avec les travaux de Flan-
drin et Rilling (4) et Flandrin et Goncalves (4 ; 19). Il s’agissait d’étudier le comportement
de l’EMD sur des processus stochastiques pour lesquels il y avait du bruit gaussien frac-
tionnaire. En se basant sur des simulations numériques, l’analyse spectrale et les propriétés
statistiques des modes obtenus, les auteurs montrent que l’EMD a un comportement de banc
de filtres dyadiques et certaines propriétés similaires à la WT. Aussi, Flandrin et Goncalves
(19) montrent que l’EMD peut être un moyen pour estimer l’exposant de Hurst.

L’EMD classique présente beaucoup de problèmes, comme l’ont d’ailleurs faits remar-
quer beaucoup d’auteurs (86 ; 87 ; 88 ; 9). Il y a notamment ceux liés à l’interpolation des
enveloppes, les undershoots, overshoots, les problèmes concernant l’interpolation aux bords
du signal, le critère d’arrêt du SP, l’échantillonnage, le mixage des modes (mode mixing)
. . .. Tous les problèmes de l’EMD proviennent du fait que les IMF doivent être des signaux
AM-FM monocomposants. Malheureusement, il s’avère que pour beaucoup de signaux, les
critères que doivent remplir une IMF (cf. Définition II.1) sont insuffisants pour garantir la
notion de signal AM-FM monocomposant. Beaucoup de travaux ont été menés en ce sens
pour résoudre ces problèmes en améliorant l’EMD classique.

Huang et al. (86 ; 89) ont proposé une alternative aux problèmes de mixage des modes
et à l’intermittence. Il y a aussi le travail proposé par Deering et Kaiser (90), utilisant un
masque pour le signal.

Nous citons également l’apport du travail de Peng et al. (7). L’EMD classique y est
améliorée à l’aide de paquets d’ondelettes utilisés comme pré-traitement du signal. On force
ainsi les IMF obtenues à être nécessairement des signaux monocomposants.

Il y a aussi les travaux présentés par Xuang et al. (91), dans lequel les auteurs proposent
une amélioration de l’EMD classique en choisissant un critère d’arrêt du SP basé sur la
définition de largeur de bande d’un signal (voir par exemple (2)). Avec ce critère d’arrêt (91)
obtiennent des IMF à bande étroite.

Weng et Barner (92) ont proposé quant à eux une reconstruction optimale des signaux
basée sur les IMF. Pour cela, les auteurs ont minimisé l’erreur de reconstruction commise par
rapport au MSE.

Nous citons enfin le travail de Rilling et al. (93) dans lequel les auteurs proposent une
extension de l’EMD pour des signaux complexes.

La bibliographie est cependant moins importante en ce qui concerne une étude théorique
de l’EMD. Chen et al. (94) ont proposé une étude de l’EMD avec les fonctions splines. Les
auteurs utilisent les formulations des splines sur certains noeuds pour écrire l’interpolation
des enveloppes.
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Deléchelle et al. ont proposé une approche par EDP dans (20), afin d’estimer la moyenne
locale. Deux EDP d’ordre 4 sont proposées. Les solutions des EDP représentent respective-
ment les enveloppes supérieures et inférieures. Le couple d’EDP qui y est proposé est de la
forme : 
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(II.1)

s0 étant le signal à traiter et g± est une fonction positive. Typiquement, en suivant Deléchelle
et al. (20), on a :
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Les solutions de ces EDP, s+∞ et s−∞, sont respectivement l’enveloppe supérieure et l’enveloppe
inférieure. On souligne qu’une preuve que ces EDP admettent des solutions n’a pas été établie.
L’enveloppe moyenne étant estimée par la moyenne des deux.
Suivant toujours Deléchelle et al., deux autres EDP du même type sont également proposées,
estimant directement cette enveloppe moyenne :
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d’autre part. Aucune étude théorique ou numérique n’est cependant faite. Les EDP sont
définies de sorte que les solutions soient les points d’inflexion du signal (20). Pour toutes
ces EDP proposées dans (20), il n’y a cependant pas de preuve qu’elles sont bien posées et
qu’elles estiment réellement l’enveloppe moyenne. Aussi, aucun lien non plus n’est mis en
évidence entre les itérations du SP et ces EDP. Leur approche est toutefois validée par des
simulations pour l’EDP (II.1).

On peut également citer le travail Meigen et Perrier (22). Les auteurs y présentent une
autre approche pour calculer l’enveloppe moyenne (cf. Équation II.8), basée cette fois sur l’in-
terpolation avec des fonctions polynomiales cubiques continûment dérivables par morceaux.
Par contre, la moyenne locale est obtenue en résolvant un problème de programmation qua-
dratique. Les contraintes du système sont basées sur la symétrie des enveloppes imposée par
les auteurs. Aussi, ils imposent que le nombre de maxima des enveloppes supérieures soit égal
au nombre de minima des enveloppes inférieures. Il est également à souligner qu’on n’a pas
besoin de critère d’arrêt pour le SP.

Nous citons pour terminer les travaux de Sharpley et Vatchev (21) et Vatchev et Shar-
pley (23), qui ont proposé une étude mathématique rigoureuse des weak-IMF (cf. Définition
II.2). En se basant sur le nombre de passages par zéros et le nombre d’extréma d’une fonc-
tion, ils proposent une caractérisation des weak-IMF avec les systèmes de Sturn-Liouville.
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Ils montrent alors qu’une weak-IMF est solution d’une équation différentielle ordinaire. Dans
(21), les auteurs ont défini la notion de Hilbert− IMF pour que les weak-IMF aient un sens
physique par rapport à la transformation d’Hilbert. On notera là encore qu’aucun lien n’est
mis en évidence avec les itérations du SP qui permettent d’extraire les IMF.

Les modèles d’EDP que nous proposons sont à notre connaissance nouveaux, car ils sont
les seuls à utiliser explicitement les itérations du SP afin d’en déduire des modèles théoriques.
Nous les avons présentés dans (54 ; 55) et dans (56) pour une étude plus approfondie. Notre
approche diffère des autres méthodes proposées jusque là sur de nombreux points, à savoir :

1. Nous ne détectons pas les extréma du signal.

2. Nous ne calculons pas l’enveloppe moyenne du signal par interpolations des extréma,
comme cela est classiquement fait.

3. Nous proposons des formulations plus explicites des enveloppes supérieures et inférieures
locales.

4. Nous proposons une formulation plus explicite de la moyenne locale.

5. Nous exploitons les itérations du SP pour en tirer ensuite une EDP, dont la résolution
permet d’extraire les modes.

6. De plus, nous faisons une étude théorique complète de notre modèle et proposons des
caractérisations analytiques des modes.

II.3 La Décomposition modale empirique

Dans cette partie, nous rappelons le principe de l’EMD et les définitions associèes. Nous
terminons par l’algorithme EMD et discutons du critère d’arrêt du SP.

II.3.1 Idée générale

Étant donné un signal S(x), l’idée principale de l’EMD est de décomposer S(x) en
composantes constituées d’oscillations rapides (hautes fréquences) qui s’atténuent progres-
sivement vers les oscillations lentes (basses fréquences). Le signal S(x) est alors décomposé
comme la somme des contributions hautes fréquences et basses fréquences.

Pour illustrer la décomposition par EMD, on considère le signal S(x) = 2 sin

(
20

π
x

)

+

3 sin

(
2

π
x

)

représenté sur la Figure II.1. La décomposition de S(x) est représentée sur la

Figure II.2. Les étapes permettant d’extraire ces contributions correspondent au tamisage
(SP).

II.3.2 Définitions usuelles et remarques importantes

La décomposition par EMD repose essentiellement sur l’extraction des IMF. La
définition d’une IMF est cependant très intuitive et n’a pas de justification théorique. Elle
s’appuie principalement sur les propriétés de signal AM-FM moncomposant :
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Figure II.2: Décomposition par EMD. (a) En bleu : S(x) (Fig. II.1), en
pointillés noirs : enveloppes supérieures et inférieures interpolées, en rouge :

estimation de la moyenne locale
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Définition II.1. On dit qu’une fonction f est une IMF si et seulement si elle satisfait les
deux conditions suivantes :

(i) La moyenne locale (Équation II.8) de f est nulle

(ii) Entre deux extréma consécutifs de f , il y a obligatoirement un passage par zéro de f .

Remarque II.1. La condition (ii) revient à dire que le nombre d’extréma de f et le nombre
de passages par zéro doivent, au plus, être égaux à 1.

Remarque II.2. Nous ferons remarquer trois points essentiels concernant la définition d’une
IMF :

1. La condition (i) est pour s’assurer que la fréquence instantanée (FI) n’inclue pas les
fluctuations indésirables du signal, induites par les formes d’ondes asymétriques.

2. En suivant Huang et al. (1), la condition (ii) garantie alors le critère de bande étroite.
En effet, (95) ont définit la largeur de bande d’un signal avec les moments mk d’ordre
k du spectre du signal. Le nombre de passages par zéro par unité de temps du signal est
alors donné par :

N0 =
1

π

√
m2

m0
. (II.5)

Le nombre d’extréma du signal est calculé par :

N1 =
1

π

√
m4

m2
. (II.6)

La largeur de bande du signal, notée L, est finalement donnée par Rice (95) :

L = π
√

N2
1 −N2

0 =

√

m4m0 −m2
2

m2m0
. (II.7)

3. Les deux conditions(i) et (ii) suffisent pour que la notion de FI ait un sens physique.

La notion de weak-IMF a été introduite par Sharpley et Vatchev (21), en relaxant la
condition (i) de la Définition II.1. On a :

Définition II.2. Une fonction satisfaisant uniquement la condition (ii) de la Définition II.1
est appelée weak-IMF.

La notion de weak-IMF est bien étudiée dans (21 ; 23). En effet, les auteurs établissent
un lien entre les weak-IMF et les systèmes de Strurn-Liouville. On reviendra sur leurs travaux
dans la Section II.2.

II.3.3 Principe de l’EMD

L’EMD est initialement définie dans (1) comme étant un outil algorithmique. Étant
donné un signal réel S(x), l’EMD peut se résumer comme suit :

1. Trouver tous les extréma de S(x)
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2. Interpoler les maxima de S(x) (respectivement les minima de S(x)), Emax(x) (respecti-
vement Emin(x))

3. Calculer la moyenne locale définie par :

m(x) =
1

2
(Emax(x) + Emin(x)) (II.8)

4. Extraire le détail d(x) = S(x)−m(x)

5. Itérer le résidu m(x).

En pratique, cette procédure est affinée avec une boucle itérant les étapes (1) jusqu’à (4),
appelée tamisage. Donc, on itère sur le détail d(x) jusqu’à ce que la moyenne locale soit nulle,
pour ainsi obtenir une IMF (cf. Définition II.1). Le signal S(x) est donc d’abord décomposé
dans la boucle principale comme S(x) = d1(x) +m1(x). Le premier résidu m1(x) est ensuite
décomposé comme m1(x) = d2(x) +m2(x), et ainsi de suite. Finalement, L’EMD décompose
S(x) suivant :

S(x) =
K∑

k=1

dk(x) + r(x), (II.9)

avec dk représentant la kième IMF et r(x) le résidu. Par construction, le nombre d’extréma
décrôıt progressivement d’un résidu à l’autre, guarantissant que le nombre d’IMF total K est
fini. Typiquement, la complexité pour arriver K IMF est O(log2N) pour un signal de taille
N (voir (19)).

Pour plus d’informations sur l’EMD ainsi que certaines implémentations, le lecteur
pourra regarder les travaux proposés dans (1 ; 87 ; 8).

II.3.4 Algorithme EMD

Le tamisage (SP) constitue l’étape la plus importante de l’EMD. Nous rappelons que
c’est à ce stade que les IMF sont extraites. Il est important de noter qu’une condition d’arrêt
est nécessaire pour arrêter le processus du tamisage (boucle i). Une étape du SP pour le
signal S(x) (cf. Figure II.1) est représentée sur la Figure II.2-(a).

Le pseudo-code est représenté sur le Tableau II.1 pour une signal discret S[n] de taille
N . Un organigramme du pseudo-code est représenté sur la Figure II.3.

II.3.5 Critères d’arrêt du SP

La condition d’arrêt est donnée avec le test sur SD(i) (standard deviation) (cf. Tableau
II.1). Nous avons pris ici celle qui est donnée dans (1) pour le pseudo-code (Tableau II.1). On
peut voir ce critère d’arrêt comme une mesure de l’erreur relative en norme L2 sur l’IMFj .
Idéalement, on souhaiterait que cette erreur soit la plus petite possible. La valeur de ǫ est
choisie de manière empirique. Typiquement, Huang et al. (1 ; 89) ont suggéré de prendre
une valeur comprise entre 0.2 et 0.3.

Remarques II.1. Comme cela a été remarqué par Cexus (8), suivant les valeurs de ǫ, on
observe que :
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Tableau II.1: Pseudo-code de l’algorithme EMD

Étape 1 Fixer ǫ

Étape 2 Initialisations : j ← 1 (jième IMF) et

rj−1[n]← S[n]

Étape 3 Extraction de la jième IMF :

(a) Affectations : hj,i−1[n]← rj−1[n],

i← 1 (i, itération de la boucle de sifting)

(c) Calcul des enveloppes supérieures et inférieures, Uj,i−1[n] et

Lj,i−1[n], par interpolations des maxima locaux, respectivement

et des minima locaux de hj,i−1[n]

(d) Calcul de la moyenne local : mj,i−1[n] =
Uj,i−1[n] + Lj,i−1[n]

2

(e) Mise à jour : hj,i[n]← hj,i−1[n]−mj,i−1[n] et i← i+ 1

(f) Calcul du critère d’arrêt : SD(i) =
∑N

n=1

|hj,i−1[n]− hj,i[n]|2
|hj,i−1[n]|2

(g) Répétition des étapes (b)− (f) pour SD(i) < ǫ et

affectation IMFj ← hj,i

Étape 4 Mise à jour du résidu : rj [n]← rj−1[n]− IMFj [n]

Étape 5 Répétition de l’étape 3 pour j ← j + 1 jusqu’à obtenir

un nombre d’extréma de rj [n] < 2
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Initilisation:

r[n]             S[n]

Calcul de l'enveloppe

moyenne

Affectation:

h[n]          r[n]

Interpolations des enveloppes

U et L

Calcul des extrema de h[n]

Affectation:

h[n]          IMF[n]

Extraction IMF

r[n]      h[n]-IMF[n]

IMF

Fin de la décomposition ?

Estimation IMF

IMF[n]         h[n]-m[n]

Fin

Non

Oui

Non

Début

Figure II.3: Organigramme du pseudo-code de l’EMD (cf. Tableau II.1)
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1. si ǫ est trop grand, alors les modes ne sont pas bien séparés,

2. si ǫ est très petit, alors on a une sur décomposition du signal avec des IMF à amplitude
quasi constante, modulées par une unique fréquence.

Un autre critère d’arrêt est proposé dans (87). Il s’agit de la quantité :

σ(t) =
|Uj,i−1 + Lj,i−1|
|Uj,i−1 − Lj,i−1|

. (II.10)

Avec ce critère, il faut itérer jusqu’à obtenir σ(t) < θ1 pendant (1− α)t et jusqu’à σ(t) < θ2
pendant la durée restante, soit αt. Les auteurs ont suggéré les valeurs suivantes pour α, θ1
et θ2 : α ≈ 0.05, θ1 ≈ 0.05 et θ2 ≈ 10 θ1. Là encore, on a les mêmes remarques que celles
évoquées précédemment (i.e Remarques II.1).

Dans (91), il y est proposé un critère d’arrêt totalement différent et basé sur la largeur
de bande du signal. Pour plus d’information sur la notion de largeur de bande, voir (2 ; 3).
Il nous semble que c’est ce critère d’arrêt qui reflète le plus l’idée de base de la décomposition
par EMD. En effet, nous rappelons que les modes supposés être générés par l’EMD, doivent
être des signaux AM-FM monocomposants, et donc à bande étroite (cf. point (ii) de la
Définition II.1). Par conséquent, le fait de baser le critère d’arrêt là-dessus afin d’obtenir
des fonctions à bande étroite, est tout à fait plausible. D’ailleurs, avec ce critère d’arrêt, la
décomposition est nettement améliorée dans (91), en comparaison aux méthodes proposées
dans (1 ; 87).

Nous introduisons notre modèle dans la section qui suit.

II.4 Formulation par EDP du tamisage

Dans cette partie, nous commençons par construire une suite de fonctions représentant
le SP. Nous définissons ensuite les opérateurs Sδ, Iδ et mδ désignant respectivement les enve-
loppes supérieures et inférieures locales, et la moyenne locale. Grâce à une étude préliminaire
dans laquelle des résultats mathématiques sont démontrés, nous lions les itérations du SP à
une certaine EDP. L’existence et l’unicité des solutions de l’EDP sont également démontrées
pour un cas particulier. Dans cette section, nous proposons aussi des caractérisations analy-
tiques des modes et donnons des formulations plus explicites de leurs formes.

Nous avons présenté les principaux résultats de cette étude dans (54 ; 55 ; 56).

Dans tout ce qui va suivre, on désigne par S un signal continu, Ω est le domaine de S. On
suppose que Ω est ouvert borné de ❘.

II.4.1 Construction de suites

Dans cette partie, nous construisons une suite de fonctions (hn)n∈◆ pour modéliser le
SP. Nous rappelons que le processus du SP se déroule dans l’Étape 3 du Tableau II.1. La
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construction des (hn)n∈◆ est basée sur les sous-étapes (d) et (e) (cf. Tableau II.1).

Pour tout n ∈ ◆, nous notons par hˆn (respectivement hˇn ) l’interpolée continue des
maxima (respectivement des minima) de hn.

On définit alors la suite (hn)n∈◆ par :

{

hn+1=hn − 1
2

(

hˆn + hˇn

)

h0 = S.
(II.11)

Tout le SP est maintenant entièrement déterminé par la suite (hn)n∈◆ ainsi définie (Équation
II.11).

Notons par Φ l’opérateur défini ∀n ∈ ◆ par :

Φ(hn) =
1

2

(

hˆn + hˇn

)

. (II.12)

Soit Id : Ω −→ ❘ l’application identique. Alors, ∀n ∈ ◆, (II.11) devient :

hn = (Id − Φ)nh0. (II.13)

Désignons par fn l’application définie pour tout n par : fn := f ◦ f ◦ · · · ◦ f
︸ ︷︷ ︸

n fois

et f0 := Id.

Posons Ψ = Id − Φ. Alors ∀n ∈ ◆ (II.13) devient :

hn = Ψnh0. (II.14)

L’équation (II.14) montre que les IMF hn obtenues pour un certain n (cf. Définition II.1)
dépendent des interpolations utilisées pour la construction des enveloppes supérieures et

inférieures (hˆn et hˇn respectivement). L’EMD classique est donc totalement tributaire de
l’interpolation. Ceci nous conduit à introduire les opérateurs Sδ, Iδ et mδ qui calculent respec-
tivement les enveloppes supérieures et inférieures locales, et la moyenne locale. Ces opérateurs
présentent deux intérêts majeurs. D’abord, ils permettent d’éliminer la dépendance de l’EMD
par rapport à l’interpolation. Ensuite, nous pourrons faire du calcul différentiel et prouverons
alors que les itérations du SP pourront être approchées par la résolution de certaines EDP
que nous préciserons.

II.4.2 Étude préliminaire

Dans cette étude préliminaire, nous définissons les opérateurs Sδ, Iδ et mδ. Nous aurons
aussi besoin d’un certain nombre de résultats mathématiques que nous démontrons également.

II.4.2.1 Définitions des opérateurs Sδ, Iδ et mδ

Soit h : Ω −→ ❘ une fonction à valeurs réelles. Soit δ > 0.
Dans cette étude, on aura besoin des opérateurs Sδ, Iδ et mδ définis comme suit :
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Définition II.3. Pour toute fonction h ∈ L∞(Ω), on définit l’opérateur Sδ de L∞(Ω) dans
L∞(Ω) par :

Sδh(x) = sup
|y|≤δ

h(x+ y), ∀x ∈ Ω. (II.15)

Définition II.4. L’opérateur Iδ est défini de L∞(Ω) dans L∞(Ω) pour toute fonction h ∈
L∞(Ω) par :

Iδh(x) = inf
|y|≤δ

h(x+ y), ∀x ∈ Ω. (II.16)

Bien entendu, le sup et l’inf ci-dessus sont pris sur l’ensemble {y ∈ ❘, tels que x+ y ∈
Ω, |y| < δ}.
Définition II.5. Soit l’opérateur mδ de L∞(Ω) dans L∞(Ω) défini pour toute fonction h ∈
L∞(Ω) par :

mδh(x) =
Sδh(x) + Iδh(x)

2
, ∀x ∈ Ω. (II.17)

L’opérateur mδ ainsi défini (II.17) va remplacer la moyenne locale Φ dans l’équation
(II.13).

Les opérateurs sup et inf ont fait l’objet de nombreuses études. Voir par exemple dans
(96).

Nous allons maintenant annoncer quelques résultats préliminaires dont nous nous ser-
virons pour la suite.

II.4.2.2 Théorèmes

Nous utiliserons la norme usuelle ‖· ‖∞ définie par :

‖h‖∞ = sup
x∈Ω
|h(x)|, (II.18)

pour toute fonction h ∈ L∞(Ω).

Un premier résultat préliminaire concerne la fonction Sδ (cf. Définition II.3) et s’énonce
comme suit :

Théorème II.1. Soit h ∈ C3(Ω) telle que h′′′ soit bornée dans Ω. Pour tout δ > 0 petit, le
développement asymptotique de Sδ est donné par :

Sδh(x) = h(x) + sup
|z|≤1

Fx,δ(z) +O(δ3)‖h′′′‖∞ (II.19)

∀x ∈ Ω, où Fx,δ(z) = δzh′(x) +
δ2

2
z2h′′(x).

De plus, on a

sup
|z|≤1

Fx,δ(z) =







−1

2

(h′(x))2

h′′(x)
si |h′(x)| ≤ δ|h′′(x)| et h′′(x) < 0

δ|h′(x)|+ δ2

2 h
′′(x) sinon

(II.20)
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Preuve II.1. Soit x ∈ Ω et soit z ∈ Ω tels que |z| < 1 et x+ δz ∈ Ω.
Comme h ∈ C2(Ω), on peut écrire :

h(x+ δz) = h(x) + δzh′(x) +
δ2

2
z2h′′(x) +O(δ3)‖h′′′‖∞, (II.21)

pour δ petit.
Soit ǫ > 0. Donc, pour δ petit, on a :

−ǫδ3‖h′′′‖∞+h(x)+δzh′(x)+
δ2

2
z2h′′(x) < h(x+δz) < h(x)+δzh′(x)+

δ2

2
z2h′′(x)+ǫδ3‖h′′′‖∞.

(II.22)
En prenant les bornes supérieures, il vient :

− ǫδ3‖h′′′‖∞ + h(x) + sup
|z|≤1

Fx,δ(z) ≤ Sδh(x) ≤ sup
|z|≤1

Fx,δ(z) + h(x) + ǫδ3‖h′′′‖∞. (II.23)

x et ǫ sont arbitrairement choisis. D’où, ∀x ∈ Ω, on a :

Sδh(x) = h(x) + sup
|z|≤1

Fx,δ(z) +O(δ3)‖h′′′‖∞. (II.24)

Maintenant, nous allons explicitement calculer les valeurs de

sup
|z|≤1

Fx,δ(z). (II.25)

On a :

Fx,δ(1) = δh′(x) +
δ2

2
h′′(x) (II.26)

Fx,δ(−1) = −δh′(x) +
δ2

2
h′′(x). (II.27)

On considère les deux cas suivants :

• cas 1 : Si h′′(x) = 0.

Alors, on a :
Fx,δ(z) = δh′(x)z. (II.28)

Ce qui entrâıne alors que :

sup
|z|≤1

Fx,δ(z) = δ|h′(x)|. (II.29)

• cas 2 : Si h′′(x) 6= 0.

Désignons par F ′
x,δ la dérivée de Fδ par rapport à z. On a alors :

F ′
x,δ(z) = δh′(x) + δ2zh′′(x). (II.30)
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Il s’en suit alors que :

F ′
x,δ(z) = 0⇔ z = z0 = −1

δ

h′(x)
h′′(x)

. (II.31)

On a :

Fx,δ(z0) = −1

2

(h′(x))2

h′′(x)
, (II.32)

– Si |z0| > 1, i.e |h′(x)| > δ|h′′(x)|. Alors :

sup
|z|≤1

Fx,δ(z) = max {Fx,δ(−1), Fx,δ(1)} . (II.33)

D’où :

sup
|z|≤1

Fx,δ(z) = δ|h′(x)|+ δ2

2
h′′(x) (II.34)

– Si |z0| ≤ 1, i.e |h′(x)| ≤ δ|h′′(x)|. Alors :

∗ Si h′′(x) > 0, Fx,δ est alors convexe, et par suite encore :

sup
|z|≤1

Fx,δ(z) = δ|h′(x)|+ δ2

2
h′′(x) (II.35)

∗ Si h′′(x) < 0. Donc Fx,δ est concave, et par suite :

sup
|z|≤1

Fx,δ(z) = Fδ(z0) = −1

2

(h′(x))2

h′′(x)
. (II.36)

Le théorème suivant donne un résultat similaire pour Iδ (cf. Définition II.4) :

Théorème II.2. Soit h ∈ C3(Ω) telle que h′′′ soit bornée dans Ω. Pour tout δ > 0 petit, le
développement asymptotique de Iδ est donné par :

Iδh(x) = h(x) + inf
|z|≤1

Fx,δ(z) +O(δ3)‖h′′′‖∞ (II.37)

∀x ∈ Ω, où on pose encore : Fx,δ(z) = δzh′(x) +
δ2

2
z2h′′(x).

De plus, on a :

inf
|z|≤1

Fx,δ(z) =







−1

2

(h′(x))2

h′′(x)
si |h′(x)| ≤ δ|h′′(x)| et h′′(x) > 0

−δ|h′(x)|+ δ2

2 h
′′(x) sinon

(II.38)

Preuve II.2. En se basant sur ce qui a été déjà fait dans la preuve du Théorème II.1, on
montre facilement que :

− ǫδ3‖h′′′‖∞ + h(x) + inf
|z|≤1

Fx,δ(z) ≤ Iδh(x) ≤ inf
|z|≤1

Fx,δ(z) + h(x) + ǫδ3‖h′′′‖∞ (II.39)
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Il s’en suit que ∀x ∈ Ω :

Ix,δh(x) = h(x) + inf
|z|≤1

Fx,δ(z) +O(δ3)‖h′′′‖∞. (II.40)

On a les cas suivants :

• cas 1′ : Si h′′(x) = 0. Alors :

inf
|z|≤1

Fx,δ(z) = −δ|h′(x)|. (II.41)

• cas 2′ : Si h′′(x) 6= 0. Alors :

– Si |z0| > 1. Par suite, on obtient :

inf
|z|≤1

Fx,δ(z) = min {Fx,δ(−1), Fx,δ(1)} . (II.42)

D’où :

inf
|z|≤1

Fx,δ(z) = −δ|h′(x)|+ δ2

2
h′′(x). (II.43)

– Si |z0| ≤ 1, alors :

∗ Si h′′(x) > 0. Fx,δ est alors convexe, et donc :

inf
|z|≤1

Fx,δ(z) = Fx,δ(z0) = −1

2

(h′(x))2

h′′(x)
. (II.44)

∗ Si h′′(x) < 0. Alors Fδ est concave. D’où :

inf
|z|≤1

Fx,δ(z) = −δ|h′(x)|+ δ2

2
h′′(x). (II.45)

Nous définissons les sous-ensembles de Ω dépendants de h suivants :

Ωh,1 =
{
x ∈ Ω tels que h′′(x) = 0

}
(II.46)

Ωh,2 =
{
x ∈ Ω tels que h′′(x) 6= 0 et |h′(x)| > δ|h′′(x)|

}
(II.47)

Ωh,3 =
{
x ∈ Ω tels que h′′(x) 6= 0 et |h′(x)| ≤ δ|h′′(x)|

}
. (II.48)

Grâce aux Théorèmes II.1 et II.2 déjà démontrés plus hauts, nous obtenons le résultat suivant
pour mδ (cf. Définition II.5) :

Théorème II.3. Soit h ∈ C3(Ω) telle que h′′′ soit bornée dans Ω. Pour tout δ > 0 petit, le
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PARTIELLES DE LA DÉCOMPOSITION MODALE EMPIRIQUE 1D

développement asymptotique de mδ est donné par :

mδh(x) = h(x) +O(δ3)‖h′′′‖∞, si x ∈ Ωh,1 (II.49)

mδh(x) = h(x) +
δ2

2
h′′(x) +O(δ3)‖h′′′‖∞, si x ∈ Ωh,2 (II.50)

mδh(x) = h(x)− 1

4

[h′(x)]2

h′′(x)
+ sign(h′′(x))

δ

2
|h′(x)|+ δ2

4
h′′(x) +O(δ3)‖h′′′‖∞, si x ∈ Ωh,3

(II.51)

Preuve II.3. Soit x ∈ Ω. À l’aide des Théorèmes II.1 et II.2, on montre que :

• Si h′′(x) = 0, alors :
mδh(x) = h(x) +O(δ3)‖h′′′‖∞. (II.52)

• Si h′′(x) 6= 0. Alors :

– Si |z0| > 1, alors quelle que soit la monotonie de h, on a :

mδh(x) = h(x) +
δ2

2
h′′(x) +O(δ3)‖h′′′‖∞. (II.53)

– Si |z0| ≤ 1, alors :
∗ Si h′′(x) > 0. Alors Fδ est convexe et par suite, on a :

mδh(x) = h(x) +
δ

2
|h′(x)|+ δ2

4
h′′(x)− 1

4

(h′(x))2

h′′(x)
+O(δ3)‖h′′′‖∞. (II.54)

∗ Si h′′(x) < 0. Fδ est alors concave, et donc :

mδh(x) = h(x)− δ

2
|h′(x)|+ δ2

4
h′′(x)− 1

4

(h′(x))2

h′′(x)
+O(δ3)‖h′′′‖∞. (II.55)

Nous rappelons la suite (hn)n (cf. Équation II.13), où les hn sont de potentielles IMF :

hn = (Id − Φ)nh0.

Comme nous l’avions dit plus haut, l’idée principale est de remplacer Φ dans (II.13) par mδ.
Avec les résultats préliminaires obtenus dans ce paragraphe, nous proposons une formulation
par EDP du SP. Cela nous permet ainsi d’introduire de nouvelles notions d’IMF ; ce que nous
allons précisément examiner dans la partie qui va suivre.

Nota II.2. Le terme d’IMF « potentielle » fait ici référence à une candidate pour être une
IMF au sens classique du terme. Une potentielle IMF devient alors une IMF classique si elle
satisfait la Définition II.1.
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II.4.3 Notions de potential δ − IMF

Dans cette partie, nous introduisons les concepts de potential δ − IMF , que nous
noterons désormais, pour simplifier, par p δ − IMF . Pour cela, nous construisons la suite
(h̄n)n∈◆ définie pour tout n par :

{
h̄n+1=(Id −mδ)h̄n

h̄0 = S, ∀x ∈ Ω.
(II.56)

Nous voudrions maintenant appliquer le Théorème II.3 aux éléments h̄n de la suite (II.56).
Cependant, les hypothèses faites dans le théorème sont entre autres une régularité C3. Ri-
goureusement, il faudrait donc faire une régularisation après chaque itération de l’opérateur
Id −mδ. Si on désigne par ̺∗ cette régularisation, alors le procédé correct devrait s’écrire :

{
h̄n+1=(Id −mδ)̺ ∗ h̄n

h̄0 = S, ∀x ∈ Ω.
(II.57)

Nous reviendrons sur ce point un peu plus loin.

Supposons les h̄n suffisamment régulières, alors en vertu du Théorème II.3, nous
réécrivons (II.56). Ce qui donne :

– Si h̄′′n(x) = 0, alors :
h̄n+1(x) = O(δ3)‖h̄′′′n ‖∞. (II.58)

– Si h̄′′n(x) 6= 0 et |h̄′n(x)| > δ|h̄′′n(x)|, alors :

h̄n+1(x) = −δ
2

2
h̄′′n(x) +O(δ3)‖h̄′′′n ‖∞. (II.59)

– Si h̄′′n(x) < 0 et |h̄′n(x)| ≤ δ|h̄′′n(x)|, alors :

h̄n+1(x) = −δ
2

4
h̄′′n(x) +

δ

2
|h̄′n(x)|+ 1

4

[
h̄′n(x)

]2

h̄′′n(x)
+O(δ3)‖h̄′′′n ‖∞. (II.60)

– Si h̄′′n(x) > 0 et |h̄′n(x)| ≤ δh̄′′n(x), alors :

h̄n+1(x) = −δ
2

4
h̄′′n(x)− δ

2
|h̄′n(x)|+ 1

4

[
h̄′n(x)

]2

h̄′′n(x)
+O(δ3)‖h̄′′′n ‖∞. (II.61)

Nous avions mentionné plus haut qu’il fallait une régularisation de la suite (h̄n). Nous nous
préoccupons plus des termes O(δ3) faisant intervenir les normes ||(̺ ∗ h̄n)′′′||∞. Pour cela,
on supposera par exemple qu’après un prolongement en dehors de Ω, que le procédé de
régularisation se fait par une convolution ̺(./µ), où µ représente un paramètre petit. Il s’en
suit alors que :

||(̺(./µ) ∗ h̄n)′′′||∞ ≤ C
1

µ3
||h̄n||∞. (II.62)

On rappelle que les h̄n sont obtenus à la suite des itérations de l’opérateur Id −mδ sur S.
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PARTIELLES DE LA DÉCOMPOSITION MODALE EMPIRIQUE 1D

Par suite, il vient :

||(̺(./µ) ∗ h̄n)′′′||∞ ≤ C
1

µ3
||S||∞. (II.63)

Finalement, avec un certain abus d’écriture, on supposera dans les précédentes équations
que :

O(δ3)‖h̄′′′n ‖∞ =
1

µ3
O(δ3)||S||∞ (II.64)

(h dépendant du paramètre petit µ).

Soit τ > 0 fixé, τ petit. On définit la fonction h̃ pour tout x ∈ Ω et pour tout n ∈ ◆
par :

{
h̃ : Ω× {τ◆} −→ ❘

(x, nτ) 7−→ h̄n(x)
(II.65)

On considère une interpolée suffisamment régulière, que nous notons, par abus d’écriture,
encore par h̃.

Avec un développement de Taylor, on obtient :

h̄n+1(x) = h̃(x, nτ + τ) = h̃(x, nτ) + τ
∂h̃

∂t
(x, nτ) + o(τ2). (II.66)

Par suite, pour τ = δ2, il vient alors que :

– Si h̄′′n(x) = 0, alors :

∂h̃

∂t
(x, nτ) = − 1

δ2
h̃(x, nτ) +O(δ)/µ3. (II.67)

– Si h̄′′n(x) 6= 0 et |h̄′n(x)| > δ|h̄′′n(x)|, alors :

∂h̃

∂t
(x, nτ) = − 1

δ2
h̃(x, nτ)− 1

2
h̃′′n(x, nτ) +O(δ)/µ3. (II.68)

– Si h̄′′n(x) < 0 et |h̄′n(x)| ≤ δ|h̄′′n(x)|, alors :

∂h̃

∂t
(x, nτ) = − 1

δ2
h̃(x, nτ)− 1

4
h̃′′(x, nτ) +

1

2δ
|h̃′(x, nτ)|+ 1

4δ2

[

h̃′(x, nτ)
]2

h̃′′(x, nτ)
+O(δ)/µ3.

(II.69)
– Si h̄′′n(x) > 0 et |h̄′n(x)| ≤ δ|h̄′′n(x)|, alors :

∂h̃

∂t
(x, nτ) = − 1

δ2
h̃(x, nτ)− 1

4
h̃′′(x)− 1

2δ
|h̃′(x, nτ)|+ 1

4δ2

[

h̃′(x, nτ)
]2

h̃′′(x, nτ)
+O(δ)/µ3.

(II.70)
Les équations obtenues ci-dessus suggèrent donc naturellement l’introduction des sous-
ensembles de Ω, définis pour toute fonction fixée et suffisamment régulière h : Ω×❘+ → ❘,
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h = h(x, t), par :

Ω1(h) =

{

(x, t) ∈ Ω×❘ tels que
∂2h

∂x2
(x, t) = 0

}

(II.71)

Ω2(h) =

{

(x, t) ∈ Ω×❘ tels que
∂2h

∂x2
(x, t) 6= 0 et |∂h

∂x
(x, t)| > δ|∂

2h

∂x2
(x, t)|

}

(II.72)

Ω3(h) =

{

(x, t) ∈ Ω×❘ tels que
∂2h

∂x2
(x, t) 6= 0 et |∂h

∂x
(x, t)| ≤ δ|∂

2h

∂x2
(x, t)|

}

(II.73)

Ce qui nous conduit ainsi à la définition de p δ − IMF :

Définition II.6. On dit qu’une fonction k est une p δ − IMF si et seulement si :

{
k : Ω −→ ❘

x 7−→ k(x) = h(x, t0),
(II.74)

pour un certain t0 > 0 et où h solution de l’EDP à frontières libres :







∂h

∂t
+

1

δ2
h =0, sur Ω1(h)

∂h

∂t
+

1

δ2
h+

1

2
h′′ =0, sur Ω2(h)

∂h

∂t
+

1

δ2
h+

1

4
h′′ + signe(h′′)

1

2δ
|h′|+ 1

4δ2
(h′)2

h′′
=0, sur Ω3(h)

h(x, 0) = S(x) ∀x ∈ Ω

(II.75)

signe étant la fonction définie sur ❘ par :

signe(x) =

{
1 si x ≥ 0
−1 sinon

Nous aurons nécessairement besoin d’ajouter des conditions au niveau des bords ∂Ω
de Ω. Ces conditions dépendront donc du signal S. Si S = 0 sur ∂Ω, on prendra alors des
conditions de type Dirichlet. Par contre, si S′ = 0 sur ∂Ω, on prendra des conditions de type
Neumann, ou plus généralement des conditions mixtes de type Robbin.

On remarquera qu’on peut obtenir h par :

h(x, t) = e−
1

δ2
tH(x, t), (II.76)

où H est solution de :






∂H

∂t
=0, sur Ω1(H)

∂H

∂t
+

1

2
H ′′ =0, sur Ω2(H)

∂H

∂t
+

1

4
H ′′ + sign(H ′′)

1

2δ
|H ′|+ 1

4δ2
(H ′)2

H ′′ =0, sur Ω3(H)

H(x, 0) = S(x) ∀x ∈ Ω

(II.77)

Dans ce qui suit, nous proposons une formulation particulière des p δ-IMF en étudiant l’EDP
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(II.75) pour un cas particulier.

II.4.4 Un modèle particulier pour les p δ − IMF

Dans cette section, nous étudions un modèle particulier obtenu à partir de l’EDP (II.75).
Plus précisément, on considère que la seconde équation est vérifiée dans tout le domaine. On
montre que l’EDP qui en découle peut être formulée comme une équation de la chaleur
rétrograde et admet une unique solution. Nous introduisons en conséquence les notions de
Heat p δ − IMF (H p δ − IMF ) définies comme suit :

Définition II.7. On dit qu’une fonction k est une H p δ − IMF si et seulement si k est
définie de la manière suivante :

{
k : Ω −→ ❘

x 7−→ k(x) = h(x, t0),
(II.78)

pour un certain t0 > 0 et où h est la solution de l’EDP :

{
∂h

∂t
+

1

δ2
h+

1

2
h′′= 0, , sur Ω

h(x, 0) =S(x) ∀x ∈ Ω.
(II.79)

Nous aurons aussi besoin de conditions de bord comme on l’avait déjà évoqué un peu
plus haut. On prendra des conditions de type Neumann ou Dirichlet.

Le théorème qui suit montre que l’EDP (II.79) admet une solution et que cette solution
est unique :

Théorème II.4. Soit S ∈ C2(Ω) à bande limitée 1 et associée à la décomposition en fonctions
propres et en valeurs propres du Laplacien (avec des conditions de bord de type Dirichlet ou
Neumann et même périodique). Alors, (II.79) admet une unique solution.

Preuve II.4. Soit (uj)j∈◆ une suite de fonctions propres du Laplacien et soit (λj)j∈◆ la
suite de valeurs propres associées aux uj pour tout j ∈ ◆, avec des conditions de bord de type
Dirichlet ou Neumann. Donc, ∀j ∈ ◆, on a :

u′′j + λjuj = 0 dans Ω (II.80)

On pourra remarquer qu’il est possible de trouver h par :

h(x, t) = e−
1

δ2
tH(x, t), (II.81)

où H est la solution de l’EDP :

{
∂H

∂t
+

1

2
H ′′= 0,

H(x, 0) =S(x) ∀x ∈ Ω.
(II.82)

1un signal à bande limitée est un signal à support fréquentiel borné
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L’EDP (II.82) est l’équation de la chaleur avec un coefficient de diffusion négatif. C’est
l’équation de la chaleur rétrograde.

Posons Aj =
∫

Ω ujH dx. On cherche une solution de (II.82) sous la forme

H =
∑

j

Ajuj . (II.83)

Il s’en suit alors que :
∂

∂t
Aj −

λj

2
Aj = 0. (II.84)

Par suite :

Aj = exp

(
λj

2
t

)∫

Ω
Sujdx (II.85)

On note par Sj les coefficients de la donnée initiale, c’est-à-dire le signal S, dans la base
donnée par les fonctions propres du Laplacien. Il vient alors :

h(x, t) = e−
1

δ2
t
∑

j∈◆
e

λj
2

tSjuj(x). (II.86)

De plus, on a supposé que S est à bande limitée, par conséquent, il existe un certain j0 ∈ ◆
tel que :

h(x, t) = e−
1

δ2
t
∑

j≤j0

e
λj
2

tSjuj(x), (II.87)

h est donc bien définie.
On rappelle que la suite des valeurs propres tend vers ∞. Pour plus de détails, le lecteur peut
voir par exemple les travaux de (97).
Donc, le fait d’avoir supposé S à spectre borné entrâıne que la somme calculée plus haut est
finie.

Nous allons maintenant nous intéresser au critère de moyenne nulle nécessaire pour
obtenir une IMF (cf. Définition II.1) en proposant une preuve théorique pour cette dernière.
Nous établissons de la sorte une relation entre les IMF classiques et les p δ−IMF introduites
plus haut.

II.4.5 Critère de moyenne nulle pour les H p δ − IMF

D’après la Définition II.1, une IMF potentielle, h̃n pour un certain n, doit remplir la
condition de moyenne locale nulle pour être une IMF. C’est donc un point très important
dans l’EMD. Il n’y a cependant, à notre connaissance, pas de preuve analytique de cette
condition. C’est en grande partie dû au fait qu’il n’y a pas de modélisation explicite de la
moyenne locale. D’ailleurs, ce critère n’est pas tenu en considération dans (20 ; 21 ; 22 ;
23).

Nous avons vu au Paragraphe II.4.3 qu’une IMF potentielle pouvait être approchée avec
une p δ − IMF pour un certain t. Nous montrons dans cette partie que cette condition de
moyenne nulle peut être très finement approchée avec les H p δ − IMF pour une valeur
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adéquate de t. Ce résultat est énoncé avec la proposition suivante :

Proposition II.1. Soit h solution de l’équation (II.79) avec des conditions de bord de type
Neumann ou Dirichlet et même périodique. On suppose que h est à bande limitée comme pour
le résultat d’existence démontré plus haut. Alors ∀ ǫ > 0, ∃ T > 0, T dépendant de ǫ, tel que
∀ t > T , on ait : ∫

Ω
h(x, t) dx < ǫ (II.88)

Preuve II.5. •On fait d’abord la preuve pour des conditions de bord de type Neumann.
En prenant l’intégrale de (II.79) par rapport à la variable x ∈ Ω et en utilisant la formule de
Green, on obtient :

∂t

∫

Ω
h(x, t)dx+

1

δ2

∫

Ω
h(x, t)dx = 0. (II.89)

Par suite, du fait qu’on a supposé que S ∈ L2(Ω), on a alors :

∀t,
∫

Ω
h(x, t)dx = e−

1

δ2
t
∫

Ω
S(x)dx ≤ e−

1

δ2
t|Ω| 12 ||S||L2(Ω), (II.90)

Il est à remarquer que nous n’avons pas utilisé le fait que S soit à bande limitée pour obtenir
la majoration. C’est juste un argument formel. Nous utilisons maintenant la formule explicite
démontrée dans le Théorème II.4 :

h(x, t) = e−
1

δ2
t
∑

j≤j0

e
λj
2

tSjuj(x), (II.91)

où les uj représentent les fonctions propres normalisées du Laplacien avec des conditions de
bord de type Neumann sur Ω = (0, L). En suivant Pinchover (98), on a alors :

un(x) =
1

Cn
cos(

nπx

L
), λn = (

nπ

L
)2, n = 0, 1, · · · (II.92)

avec Cn étant une constante de normalisation. Comme
∫

Ω un(x)dx = 0 sauf pour n = 0, on
déduit alors que : ∫

Ω
h(x, t)dx = e−

1

δ2
t
∫

Ω
S0u0(x)dx. (II.93)

Dans notre cas, on a u0(x) = 1√
L

et S0 = 1√
L

∫ L
0 S(x)dx.

D’où, on a finalement que :

∫

Ω
h(x, t)dx = e−

1

δ2
t
∫ L

0
S(x)dx. (II.94)

Ce qui achève la preuve pour le cas Neumann.

Ce que nous venons de faire n’est plus valable pour des conditions de bord de type
Dirichlet. Nous considérons alors à nouveau la formule explicite (II.91) et intégrons par
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rapport à x ∈ Ω. En supposant toujours que Ω = (0, L), on a alors :

∫

Ω
h(x, t)dx = e−

1

δ2
t
∑

j≤j0

e
λj
2

tSj

∫

Ω
uj(x)dx. (II.95)

•Pour des conditions de bord de type Dirichlet, les fonctions propres non normalisées ainsi
que les valeurs propres du Laplacien sont données dans (98). On a alors :

vn(x) = sin
nπx

L
, λn = (

nπ

L
)2, n = 1, 2, · · · (II.96)

Si on pose Cn = ||vn||L2, les fonctions propres normalisées sont alors données par :

un(x) =
1

Cn
sin

nπx

L
. (II.97)

En calculant explicitement les Cn, on trouve :

C2
n =

∫

Ω
sin2 nπx

L
dx = L

∫ 1

0
sin2(nπx)dx = L

∫ 1

0

1− cos(2nπx)

2
dx =

L

2
. (II.98)

On peut alors calculer l’intégrale des un avec les Cn trouvés précédemment. Il s’en suit donc
que :

∫

Ω
un(x)dx =

L

Cn

[1− (−1)n]

nπ
=
√

2L
[1− (−1)n]

nπ
. (II.99)

On obtient finalement que :

∫

Ω
un(x)dx = 0 si n est pair,

2
√

2L

nπ
autrement. (II.100)

D’où : ∫

Ω
h(x, t)dx =

2
√

2L

π
e−

1

δ2
t

∑

j≤j0,j impair

e
λj
2

tSj

j
. (II.101)

En particulier, si le signal initial S n’a que des éléments pairs, alors sa moyenne est nulle.
Sinon, on a une majoration grossière de sa borne supérieure, donnée par :

∫

Ω
h(x, t)dx ≤ C 2

√
2L

π
e−

1

δ2
t||S||2L2(Ω)e

λj0
2

t. (II.102)

Un choix de δ tel que δ2 <
2

λj0

achève la preuve du cas de Dirichlet.

•Cas périodique :
Dans ce cas, les fonctions propres sont les exponentielles complexes et les coefficients de S
dans cette base sont les coefficients de Fourier. La formule explicite (II.87) devient alors :

h(x, t) = e−
1

δ2
t
∑

|i|≤i0

e
i2

2
tSje

−ijx. (II.103)



44
CHAPITRE II. UNE APPROCHE PAR ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES
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En prenant sont intégrale, il s’en suit alors :

∫

Ω
h(x, t)dx ≤ |

∫

Ω
h(x, t)dx| ≤ e−

1

δ2
t
∑

|i|≤i0

e
i2

2
tSi

i
|Ω|

≤ C ′|Ω|e−
1

δ2
t||S||2L2(Ω)e

i0
2

2 t, (II.104)

C ′ étant une constante. La preuve s’achève en prenant des valeurs de δ telles que δ <

√
2

i0

Remarque II.3. La Proposition II.1 montre que si h est solution de (II.79), alors on peut
choisir sa moyenne aussi petite que possible en prenant un t grand et δ suffisamment petit.

La précédente preuve peut être adaptée à plusieurs autres types de conditions de bord.
Il peut cependant être intéressant de regarder un autre type d’argument formel afin de voir
là où se trouvent les problèmes.

On considère une fonction positive et régulière φµ = φµ(x) sur Ω = (0, L), µ dépendant
d’un petit paramètre et µ << L, telle que φµ = 0 sur (0, µ

100), φµ = 0 sur (L − µ
100 , L) et

φµ = 1 sur ( µ
50 , L−

µ
50).

En appliquant deux fois la formule de Green, on a :

∂t

∫

Ω
(φµh)dx+

1

δ2

∫

Ω
(φµh)dx+

1

2

∫

Ω
(φµ)′′hdx = 0. (II.105)

Par une approximation très grossière, on peut obtenir :

∂t

∫

Ω
(φµh)dx+

1

δ2

∫

Ω
φµhdx ≃ 0. (II.106)

D’où : ∫

Ω
(φµh)dx ≃ e−

t

δ2

∫

Ω
φµS(x)dx (II.107)

On obtient à nouveau la condition de moyenne nulle en évitant les bords où certains problèmes
pourraient se révéler à cause de probables irrégularités de h.

Nous donnons à présent des caractérisations analytiques des IMF dans ce qui suit.

II.4.6 Caractérisations des modes

Dans cette partie, nous donnons des définitions explicites des modes avec l’introduction
de nouvelles notions que nous définissons ci-après. Nous rappelons que bien qu’elle est un sens
physique (cf. Remarque II.2), la définition d’une IMF (cf. Définition II.1) est très intuitive et
ne repose, à notre connaissance, sur aucun critère analytique. La définition d’une weak-IMF
(cf. Définition II.2) l’est tout autant, cependant, les travaux proposés dans (21 ; 23) ont
réellement contribué à une analyse mathématique.

Grâce à la Proposition II.1, nous pouvons introduire les caractérisations mathématiques
des modes. La définition a bien un sens au vu des résultats précédents :
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Définition II.8. On dit qu’une fonction h̄ = h̄(x) est une δǫ-IMF s’il existe une fonction
h = h(x, t) solution de (II.79) et un t0 > 0 tels que :

h̄(x) = h(x, t0) (II.108)

et ∫

Ω
h(x, t0)dx < ε. (II.109)

On définit aussi la notion de δ-IMF et qui ressemble plus à la notion d’IMF que nous
connaissons (cf. Définition II.1) :

Définition II.9. On dit qu’une fonction h est une δ-IMF si et seulement si :

1. h est une solution de l’EDP (II.79)

2. h(., T ) est une fonction à moyenne nulle pour une certaine valeur de T .

En pratique, on choisit la première valeur de t pour laquelle on a une moyenne très
proche de 0. En effet, à cause de l’exponentielle (Équation (II.87)), on décrôıt très vite vers
0 et dans ce cas, on pourrait avoir des amplitudes trop faibles.

Remarque II.4. Les δ − IMF sont extraites avec une erreur de l’ordre de o(1), ce qui est
relativement faible.

Une fois qu’on a extrait le premier mode, δ-IMF1, en résolvant l’EDP (II.79), on résout
à nouveau (II.79) en prenant comme condition initiale le résidu entre le signal S et δ-IMF1.
Cela permet d’extraire δ-IMF2, et ainsi de suite. Finalement, le signal sera décomposé comme
étant la somme des δ-IMF et d’un éventuel résidu.

Définition II.10. On appelle δ-EMD la décomposition pour laquelle on extrait les δ− IMF
suivant (II.79).

II.4.7 Quelques propriétés

Dans cette partie, nous donnons quelques propriétés relatives au modèle d’EDP para-
bolique étudié plus haut.

II.4.7.1 Linéarité

Considérons le signal S(x) = S1(x) + S2(x) défini sur Ω. Posons :

Sj = S1,j + S2,j ; avec S1,j =

∫

Ω
S1uj dx et S2,juj =

∫

Ω
S2uj dx, (II.110)
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où uj est la solution de u′′j + λjuj = 0 dans Ω. Avec la solution explicite (II.87), on a :

h(x, t) = e−
1

δ2
t
∑

j≤j0

e
λj
2

tSjuj(x) (II.111)

= e−
1

δ2
t
∑

j≤j0

e
λj
2

tS1,juj(x) + e−
1

δ2
t
∑

j≤j0

e
λj
2

tS2,juj(x). (II.112)

D’où la linéarité.

II.4.7.2 Offset

On considère le signal S(x) + c, où S est défini sur Ω et c est une constante dans ❘.

On a vu dans la section II.4.5 que la solution explicite de l’EDP (II.79) est donnée par :

h(x, t) = e−
1

δ2
t
∑

j≤j0

e
λj
2

tSjuj(x). (II.113)

Les coefficients de la donnée initiale par rapport à la base des fonctions propres du Laplacien
sont donnés par :

Sj =

∫

Ω
(S + c)uj dx =

∫

Ω
S uj dx+ c

∫

Ω
uj dx. (II.114)

D’où :

h(x, t) = e−
1

δ2
t
∑

j≤j0

e
λj
2

tSjuj(x) + c e−
1

δ2
t
∑

j≤j0

e
λj
2

tuj(x)

∫

Ω
uj dx. (II.115)

Nous examinons maintenant cette dernière équation selon qu’on a des conditions de bord de
type Neumann ou Dirichlet.

– Cas Neumann :
On avait par ailleurs montré à la section II.4.5 que :

∫

Ω un(x) dx = 0 sauf pour n = 0.
On obtient donc finalement que :

∫

Ω
h(x, t) dx = e−

1

δ2
t 1

L

∫ L

0
(S(x) + c) dx. (II.116)

La première δ − IMF est obtenue pour des valeurs adéquates de δ and t, i.e. pour
lesquelles l’intégrale ci-dessus est nulle (cf. Définition II.9). Ce qui entrâıne alors la
nullité du terme avec la constante c.

– Cas Dirichlet :
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En se basant sur qui a été fait dans la partie II.4.5, nous pouvons alors écrire :

∫

Ω
h(x, t) =

2
√

2L

π
e−

1

δ2
t

∑

j≤j0,j impair

e
λj
2

tSj

j
+

2
√

2L

π
e−

1

δ2
t

∑

j≤j0,j impair

e
λj
2

tc

∫

Ω
uj dx

(II.117)

=
2
√

2L

π
e−

1

δ2
t

∑

j≤j0,j impair

e
λj
2

t

(
Sj

j
+ 2
√

2Lc

)

. (II.118)

La décomposition est donc indépendante de l’offset.

II.4.7.3 Translation

Soit S(x) défini sur Ω = [0, L]. On considère maintenant le signal S(x+ a), avec a ∈ Ω
et a≪ L. Les coefficients de S sont alors donnés par :

Sj =

∫

Ω
S uj dx =

∫ L+a

a
S(x)uj(x− a) dx (II.119)

=

∫ L

(

1+
a

L

)

a
S(x)uj(x− a) dx ≃

∫

Ω
S(x)uj(x) dx, (II.120)

avec uj solution de u′′j + λjuj = 0 dans Ω. D’où :

h(x, t) = e−
1

δ2
t
∑

j≤j0

e
λj
2

tSjuj(x). (II.121)

On obtient donc la même décomposition pour une faible translation du signal.

II.4.7.4 Compression, dilatation

Soit S(x) défini sur Ω = [0, L].

Considérons le signal S
(x

α

)

où α ∈ ❘⋆
+. Ses coefficients dans la base des fonctions propres

sont alors donnés par :

Sj =

∫

Ω
S
(x

α

)

uj(x) dx = α

∫ L/α

0
S(x)uj(αx) dx, (II.122)

les uj étant solution de u′′j (x) + λjuj(x) = 0 dans Ω. D’où :

h(x, t) = αe−
1

δ2
t
∑

j≤j0

e
λj
2

t

(
∫ L/α

0
S(x)uj(αx) dx

)

uj(x). (II.123)
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II.4.8 Exemple

Nous commençons par faire une remarque importante qui nous permettra de calculer
plus simplement les modes :

Remarque II.5. A supposer qu’on cherche les solutions de (II.79) sous la forme :

h(x, t) = h(x)ϕ(t), (II.124)

telle que h soit une fonction propre du laplacien associée à la valeur propre λ i.e
h′′ + λh = 0, avec toujours des conditions de bords de type Dirichlet. En remplaçant h(x, t)
(Équation II.124) dans (II.79), il vient :

h(x)

[

ϕ′(t) +
1

δ2
ϕ(t)− λ

2
ϕ(t)

]

= 0. (II.125)

En supposant que h ne soit pas la solution triviale (pas beaucoup d’intérêts) (i.e h 6= 0), alors
on a :

ϕ(t) = ϕ(0) exp

(

−(
1

δ2
− λ

2
)t

)

, (II.126)

avec ϕ(0) =
S(x)

h(x)
. D’où :

h(x, t) = S(x) exp

(

−(
1

δ2
− λ

2
)t

)

, (II.127)

où les valeurs de h non normalisées et de λ sont données par (98) :







λ =
n2π2

L2
; n = 1, 2, · · ·

h(x)=sin
(nπx

L

)

; n = 1, 2, · · · .
(II.128)

avec x ∈ Ω = (0, L).
Cette dernière équation de h(x, t) montre que la valeur de δ doit être choisie avec beaucoup
de précautions.
Si S s’écrit sous la forme :

S =
∑

n

Sn, (II.129)

où les Sn sont les fonction propres associées aux valeurs propres λn, alors on a :

h(x, t) =
∑

n

Sn(x) exp

(

−(
1

δ2
− λn

2
)t

)

. (II.130)

Dans l’exemple qui suit, nous allons déterminer la forme explicite de δ-IMF1 :

Exemple II.1. Considérons le signal S défini sur Ω = [0, 3] par :

S(x) = S1(x) + S2(x) (II.131)
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Figure II.4: Premier mode obtenu avec la formule explicite (II.134) pour
T = 0.2 et δ = 0.223

S1(x) = 2 sin

(

2π· 10

π2
x

)

(II.132)

S2(x) = 3 sin

(

2π· 1

π2
x

)

. (II.133)

Avec la Remarque II.5, on obtient grâce à l’Équation (II.87), que :

h(x, t) = S1(x) exp

(

−(
1

δ2
− 200

π2
)t

)

+ S2(x) exp

(

−(
1

δ2
− 2

π2
)t

)

. (II.134)

δ-IMF1 est donnée de manière explicite par h(x, T ) (Équation II.134), en choisissant les
valeurs adéquates de T et δ. Pour cet exemple, on a numériquement trouvé les valeurs de t
et δ pour lesquelles l’intégrale de h (Éq. II.134) est nulle : T = 0.2 et δ = 0.223. Le mode est
représenté sur la Figure II.4.

Nous verrons dans la section II.5 qu’on aboutit au même résultat pour l’extraction de
δ-IMF1 avec l’implémentation des EDP (II.75) et (II.79). La condition initiale étant le signal
h0 (II.131).

Dans la partie qui suit, on s’intéresse aux résultats numériques obtenus avec la δ-EMD.
Les résultats obtenus sont comparés à l’EMD classique.
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II.5 Résultats numériques

Les EDP (II.75) et (II.79) sont résolues numériquement avec des schémas explicites.
Dans cette partie, nous examinons d’abord les conditions de stabilité numérique de (II.79)
avant d’examiner les résultats des implémentations.

Remarque II.6. Le « vrai » modèle est l’EDP à frontières libres (II.75) dont on ne connait
pas explicitement une solution. Une résolution numérique est alors une alternative afin d’en
approcher une solution. L’EDP (II.79) étant une partie de (II.75), on a alors également résolu
numériquement le modèle particulier (II.79). En réalité, l’EDP (II.79) aurait pu être résolue
explicitement, en utilisant simplement la formule explicite (II.87). Il aurait alors fallu calculer
les coefficients Sj, en utilisant une DFT ou une transformée de Fourier à court terme, par
exemple ; on aurait alors la solution exacte à l’approximation DFT près.

II.5.1 Condition de stabilité numérique

L’EDP (II.79) est implémentée avec un schéma explicite :

hn+1 = hn+ △ t·Fn(hn). (II.135)

La stabilité du schéma numérique est donnée par la proposition suivante :

Proposition II.2. Le schéma explicite (II.135) est stable pour la norme L2(Ω) avec la condi-
tion CFL 2 :

∆t ≤ 2δ2 ≤ ∆x2. (II.136)

Preuve II.6. Grâce à l’équation (II.135), on montre que :

hn+1(x) =

(

1− ∆t

δ2
+

∆t

∆x2

)

hn(x)− ∆t

2∆x2
(hn(x+ ∆x) + hn(x−∆x)) . (II.137)

Notons par ĥn+1, la transformée de Fourier (TF) de hn+1.
En appliquant la TF à (II.137), on obtient ∀k ∈ ❩ :

ĥn+1(k) =

(

1− ∆t

δ2
+

2∆t

∆x2
sin2(kπ∆x)

)

ĥn(k). (II.138)

Posons ∀k ∈ ❩ :

A(k) = 1− ∆t

δ2
+

2∆t

∆x2
sin2(kπ∆x). (II.139)

Donc ∀k ∈ ❩, on a :
ĥn(k) = A(k)· ĥ0(k) (II.140)

Pour la condition CFL (II.136), il en résulte ∀k ∈ ❩, que :

|A(k)| ≤ 1. (II.141)

2Acronyme de Courant, Friedrichs et Lewy, qui ont établit en 1928 une condition de stabilité des schémas

numériques
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En suivant Allaire (99), la condition de stabilité de Von Neumann est alors vérifiée avec les
équations (II.140) et (II.141).

Avec la formule de Plancherel, on a ∀ n :

‖hn‖2L2(Ω) =

∫

Ω
|hn|2 (II.142)

=
∑

k

|ĥn(k)|2 (II.143)

≤
∑

k

|ĥ0(k)|2 =

∫

Ω
|h0|2. (II.144)

D’où, ∀n :
‖hn‖2L2(Ω) ≤ ‖h0‖2L2(Ω). (II.145)

II.5.2 Résultats numériques

Nous montrons dans cette partie les résultats de l’implémentation de (II.79). Le pas
de temps est choisi par rapport à la condition CFL (II.136). Nous avons pris le pas de
discrétisation en espace au plus égal au pas d’échantillonnage des signaux à traiter.

Afin de mieux analyser les performances de la δ-EMD, nous la comparons à l’EMD
classique. Plus précisément, nous comparons les δ-IMF aux IMF classiques. Nous utilisons à
cet effet les codes disponibles dans (100). Nous avons également implémenté l’EDP à frontières
libres (II.75). Pour ce faire et afin de pouvoir calculer numériquement h dans le domaine
Ω1(h), nous avons utilisé la fonction ϕǫ définie par :

ϕǫ(x) =

{
1 si |x| ≤ ǫ (II.146)

0 ailleurs (II.147)

pour un ǫ > 0 petit.

II.5.2.1 Signaux stationnaires

On considère d’abord le signal défini sur Ω = [0, 10], par :

S = S1 + S2 (II.148)

S1(x) = cos

(

2π· 1

π2
x

)

(II.149)

S2(x) = cos

(

2π· f
π2
x

)

. (II.150)
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Le signal est représenté sur la Figure II.5 et ses composantes sur la Figure II.6. Les deux
premiers modes sont montrés sur les Figures II.7 et II.8, respectivement.
Pour ce premier exemple, les δ-IMF sont obtenues avec des conditions de bords de type Neu-
mann. Une première remarque concernant les résultats est que la δ-EMD se comporte comme
l’EMD classique en ce sens qu’elle sépare les composantes du signal de la plus haute fréquence
vers la plus basse fréquence. Les fréquences sont bien séparées avec notre approche. Cepen-
dant, on a une faible atténuation des amplitudes des δ-IMF par rapport aux composantes du
signal et par rapport aussi aux IMF.

Nous avons également comparé les δ-IMF aux modes obtenus en implémentant (II.75).
Les résultats obtenus sont montrés sur les Figures II.9 et II.10 pour ǫ = 10−5 dans (II.146).
Nous avons supposé que h(., T ) est de moyenne nulle pour un certain T . Comme on peut le
remarquer, il n’y a pas d’atténuation et les modes cöıncident presque parfaitement avec les
composantes du signal. Cela s’explique par le fait que l’EDP (II.75) prend en considération
les points où les dérivées première et seconde s’annulent, la concavité, la convexité, et le fait
que la dérivée première soit au dessus ou en dessous de la dérivée seconde.
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Figure II.5: Représentation du signal S donné par l’équation (II.148)

Le deuxième signal sur lequel on a testé cette nouvelle approche de l’EMD est défini sur
Ω = [0, 3], par :

S(x) = S1(x) + S2(x) (II.151)

S1(x) = 2 sin

(

2π· 10

π2
x

)

(II.152)

S2(x) = 3 sin

(

2π· 1

π2
x

)

. (II.153)
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Figure II.6: Composantes du signal S (Éq. II.148). Composante haute
fréquence S1 (Éq. II.149) (a). Composante basse fréquence S2 (Éq. II.150)

pour f = 0.5 (b)
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Figure II.7: Comparaisons entre IMF et δ-IMF. En vert : composante haute
fréquence exacte. En rouge : IMF1, premier mode obtenu avec l’EMD clas-

sique. En bleu : δ-IMF1, premier mode obtenu avec la δ-EMD
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Figure II.8: Comparaisons entre IMF et δ-IMF. En vert : composante basse
fréquence exacte. En rouge : IMF2, second mode obtenu avec l’EMD classique.

En bleu : δ-IMF2, second mode obtenu avec la δ-EMD
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Figure II.9: Comparaisons entre δ-IMF et modes obtenus avec (II.75). En
vert : composante haute fréquence exacte. En bleu : δ-IMF1, premier mode
obtenu avec la δ-EMD. En rouge : premier mode obtenu avec l’EDP à frontières

libres (II.75)

Le signal et ses composantes sont montrés sur les Figures II.11 et II.12, respectivement.
Les Figures II.13 et II.14 montrent les résultats de la décomposition. On s’attend à ce que
les premiers et seconds modes correspondent respectivement à S1 (Équation II.152) et à S2

(Équation II.153).
Les composantes du signal sont très bien séparées par la δ-EMD. On peut noter que δ-IMF1

et δ-IMF2 cöıncident respectivement avec S1 et S2. Pour l’EMD classique, on remarque
que l’IMF1 se superpose presque pratiquement à S1 sauf aux niveaux des bords (cf. Figure
II.13). Par contre, l’IMF2 est totalement différente de S2 (cf. Figure II.14). Les interpolations
pour le calcul des moyennes locales en sont l’explication. En effet, les données créées par les
interpolations vont générer des erreurs qui s’accumulent au fur et à mesure des itérations
dans le tamisage. L’erreur était petite pour l’extraction de l’IMF1. Cela s’est amplifiée pour
l’IMF2, et ainsi de suite. Pour cet exemple, les δ-IMF sont extraites avec des conditions de
bords de type Dirichlet.

Nous avons aussi fait des comparaisons entre les δ-IMF et les modes obtenus avec (II.75).
Les modes obtenus par les deux modèles d’EDP sont montrés sur les Figures II.15 et II.16
pour ǫ = 0.1 dans (II.146). Il n’y a encore aucune atténuation et les modes se confondent
presque avec les composantes du signal, pour les mêmes raisons expliquées précédemment.
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Figure II.10: Comparaisons entre δ-IMF et modes obtenus avec (II.75). En
vert : composante basse fréquence exacte. En bleu : δ-IMF2, second mode
obtenu avec la δ-EMD. En rouge : second mode obtenu avec l’EDP à frontières

libres (II.75)
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Figure II.11: Représentation du signal S donné par l’équation (II.151)
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Figure II.12: Composantes du signal S (Éq. II.151). Composante haute
fréquence S1 (Éq. II.152) (a). Composante basse fréquence S2 (Éq. II.153)

(b)
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Figure II.13: Comparaisons entre IMF et δ-IMF. En vert : composante haute
fréquence exacte. En rouge : IMF1, premier mode obtenu avec l’EMD clas-

sique. En bleu : δ-IMF1, premier mode obtenu avec la δ-EMD
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Figure II.14: Comparaisons entre IMF et δ-IMF. En vert : composante basse
fréquence exacte. En rouge : IMF2, second mode obtenu avec l’EMD classique.

En bleu : δ-IMF2, second mode obtenu avec la δ-EMD
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

 

 

s1

PDE−based sifting

PDEs−based sifting

Figure II.15: Comparaisons entre δ-IMF et modes obtenus avec (II.75). En
vert : composante haute fréquence exacte. En bleu : δ-IMF1, premier mode
obtenu avec la δ-EMD. En rouge : premier mode obtenu avec l’EDP à frontières

libres (II.75)

II.5.2.2 Signaux non stationnaires

On a également testé la δ-EMD sur le signal défini sur Ω = [0, 1], par :

S = S1 + S2 (II.154)

S1(x) = 4 sin

(

2π· 10

π2
x

)

· sin
(

2π· 0.1
π2
x

)

(II.155)

S2(x) = sin

(

2π· 5

π2
x

)

. (II.156)

Le signal est représenté sur la Figure II.17 et ses composantes sur la Figure II.18. Malgré
une légère atténuation de l’amplitude de δ-IMF2 (cf. Figure II.20), les Figures II.19 et II.20
illustrent clairement la pertinence et l’efficacité de cette nouvelle approche de décomposition.
Pour cet exemple, les δ-IMF sont extraites avec des conditions de bords de type Dirichlet.

Les δ-IMF sont également comparées aux modes obtenus avec (II.75) sur les Figures II.15
et II.16 pour ǫ = 10−3 dans (II.146).

Pour ce même signal (Équation II.154), (91) ont utilisé un critère d’arrêt du SP basé
sur la largeur de bande afin d’obtenir une bonne séparation des composantes par EMD.
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Figure II.16: Comparaisons entre δ-IMF et modes obtenus avec (II.75). En
vert : composante basse fréquence exacte. En bleu : δ-IMF2, second mode
obtenu avec la δ-EMD. En rouge : second mode obtenu avec l’EDP à frontières

libres (II.75)
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Figure II.17: Représentation du signal S donné par l’équation (II.154)
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Figure II.18: Composantes du signal S (II.154). Composante haute
fréquence S1 (Éq. II.155) (a). Composante basse fréquence S2 (Éq. II.156)

(b)
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Figure II.19: Comparaisons entre IMF et δ-IMF. En vert : composante haute
fréquence exacte. En rouge : IMF1, premier mode obtenu avec l’EMD clas-

sique. En bleu : δ-IMF1, premier mode obtenu avec la δ-EMD
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Figure II.20: Comparaisons entre IMF et δ-IMF. En vert : composante basse
fréquence exacte. En rouge : IMF2, second mode obtenu avec l’EMD classique.

En bleu : δ-IMF2, second mode obtenu avec la δ-EMD
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Figure II.21: Comparaison entre δ-IMF et modes obtenus avec (II.75). En
vert : composante haute fréquence exacte. En bleu : δ-IMF1, premier mode
obtenu avec la δ-EMD. En rouge : premier mode obtenu avec l’EDP à frontières

libres (II.75)

II.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons apporté un certain nombre d’éclaircissements sur des no-
tions et points essentiels relatifs à l’EMD, et qui n’étaient entre autres introduites que de
manière très intuitive. Nous avons ainsi apporté plusieurs contributions sur la compréhension
et le formalisme mathématique de l’EMD, et avons proposé un nouvel algorithme de
décomposition des signaux. Nous rappelons que malgré quelques travaux très récents, le
manque de bases théoriques demeure une des principales limites de la méthode EMD, quand
bien même elle est appliquée avec succès dans de nombreux domaines scientifiques.

Un premier résultat de cette étude découle de la modélisation de la moyenne locale
et que nous avons proposée. En effet, nous avons montré que l’on pouvait approcher les
itérations du SP par une EDP à frontières libres. Cela nous a permis d’introduire les notions
de p δ − IMF et de H p δ − IMF . Nous avons montré l’existence et l’unicité de la solution
pour un cas particulier de cette EDP. De plus, grâce à cette formulation faible, nous avons
montré que la condition de moyenne nulle pour obtenir une IMF peut être très finement
approchée à un ǫ près par les H p δ − IMF . On précise qu’à notre connaissance, il n’y a
pas de preuve analytique de cette condition. Nous avons ainsi pu introduire les notions de
δ−IMF , approchant très bien les composantes des signaux, et par conséquent, les IMF. Nous
avons de la sorte pu donner des caractérisations mathématiques des modes qui, pour rappel,
ne sont définis que de manière très intuitive. Enfin, nous avons fait une étude numérique
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Figure II.22: Comparaisons entre δ-IMF et modes obtenus avec (II.75). En
vert : composante basse fréquence exacte. En bleu : δ-IMF2, second mode
obtenu avec la δ-EMD. En rouge : second mode obtenu avec l’EDP à frontières

libres (II.75)

de l’EDP parabolique résultant de la formulation de l’EDP à frontières libres dans un cadre
particulier. Les résultats numériques obtenus en implémentants les EDPs ont montré que
notre approche améliore beaucoup l’EMD classique.

L’interpolation est l’une des causes des problèmes inhérents au tamisage et qu’on ne
pouvait résoudre. Avec l’approche par EDP que nous avons proposé, nous avons montré qu’on
peut se passer de l’interpolation des extréma pour le calcul de la moyenne locale. En effet, en
aucun moment nous ne calculons les extréma, ni ne faisons une quelconque interpolation. Ce
résultat est très important en termes de gain de temps de calcul pour les espaces de dimension
supérieure.

Dans cette étude, nous n’avons pas trouvé un critère optimal pour le choix du paramètre
δ. En effet, nous avons proposé une majoration par la plus grande valeur propre. Également,
nous avons fait l’hypothèse que O(δ)‖h′′′‖∞ = 0. Aussi, le critère d’arrêt reste un problème
lorsque le signal est à moyenne nulle.

Dans le chapitre qui suit, nous allons étendre cette approche par EDP pour les images.
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Dans ce chapitre, on s’intéresse au formalisme mathématique de l’EMD 2D, comme
nous l’avons fait au Chapitre II pour l’EMD 1D. Pour ce faire, nous formulons l’expression
de la moyenne locale d’une manière telle qu’on puisse faire du calcul différentiel et prouvons
alors que les itérations du tamisage 2D peuvent être approchées par une certaine équation
aux dérivées partielles. Dès lors, nous montrons qu’un formalisme analytique des modes em-
piriques 2D est possible et apportons également des justifications théoriques pour ces derniers.
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Enfin, nous montrons la pertinence du modèle proposé, validée numériquement aussi bien sur
des images synthétiques, que sur des images réelles.

III.1 Introduction

L
a décomposition modale empirique (EMD) continue de succiter beaucoup d’intérêts
depuis son introduction (1). Définie initialement comme un outil algorithmique pour
traiter des signaux non stationnaires et issues ou non de systèmes non linéaires, son for-

malisme théorique a fait l’objet de nombreuses études (20 ; 21 ; 22 ; 23). L’EMD décompose
ainsi les signaux en composantes élémentaires appelées modes empiriques ou fonctions in-
trinsèques (IMF), et sont extraites de la plus haute fréquence vers la plus basse fréquence
à travers un processus itératif, le tamisage. L’EMD permet alors de reconstruire le signal
comme une somme de ces IMF plus un résidu qui représente la tendance globale du signal.
L’EMD a récemment été étendue en 2D (EMD 2D) dans le but de décomposer des images
multicomposantes en une somme d’images empiriques AM-FM monocomposantes. Nous re-
viendrons, dans la deuxième partie du manuscript, sur les modèles AM-FM pour les images
et sur les aspects monocomposant et multicomposant. Comme nous le verrons également, les
images réelles sont en général de nature large bande.
Les versions actuelles de l’EMD 2D sont définies comme étant des extensions basiques du
1D, et cela sans pour autant qu’une analyse mathématique de la méthode n’ait été proposée.

Nota III.1. Nous sous entendons par le terme « basiques », le fait de trouver les extréma
de l’image, les interpolations des maxima et minima pour calculer la moyenne locale, . . . et
ainsi de suite, comme pour l’EMD en 1D.

Plusieurs versions de l’EMD 2D existent déjà (24 ; 25 ; 26 ; 27 ; 28 ; 57). Dans le Cha-
pitre II, nous avons montré qu’on peut approcher les itérations du tamisage 1D (1D SP) par
la résolution de certaines équations aux dérivées partielles (EDP). Nous avons aussi montré
l’existence et l’unicité de la solution pour un cas particulier de cette EDP, et avons aussi
proposé des caractérisations des modes. À notre connaissance, aucune étude mathématique
de l’EMD 2D n’est actuellement proposée. Malgré cette absence d’analyse théorique, l’EMD
2D est appliquée dans de nombreux et divers domaines du traitement d’images (24 ; 29 ;
30 ; 31 ; 32 ; 33 ; 34).

Comme pour le cas 1D, la principale difficulté à trouver un modèle théorique à l’EMD
2D est l’estimation ou le calcul de l’enveloppe moyenne pour les images. Dans les versions
actuelles de l’EMD 2D, la construction des enveloppes supérieures et inférieures est très
importante, comme pour le 1D. En effet, elle intervient dans l’étape clé de la méthode, le
tamisage en 2D (2D SP), étape à laquelle les modes empiriques en 2D (2D IMF) sont extraits.
Il est important de noter que presque tous les algorithmes 2D proposés actuellement sont
basés sur un schéma identique au cas 1D. C’est pour cette raison aussi qu’on retrouve en
2D les mêmes problèmes rencontrés dans le tamisage 1D, à savoir, les problèmes de bords
liés à l’interpolation et autres plus connus sous undershoots, overshoots, . . .. Il est également
important de faire remarquer que les algorithmes 2D qu’on rencontre dans la littérature ne
diffèrent, dans la grande majorité, les uns des autres que par les types d’interpolants utilisés
pour la construction des enveloppes supérieures et inférieures (voir par exemple les travaux
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de Nunes et al. (25), de Damerval et al (27), ou de Xu et al. (28)). On soulignera aussi
que l’interpolation de surface, sur laquelle est basée la plupart des algorithmes 2D, nécessite
beaucoup de temps de calcul. D’ailleurs, pour réduire justement ce temps de calcul pour la
construction des enveloppes, Bhuyan et al. (57) ont récemment proposé d’utiliser des filtres
de rang (order-statistics filters), à la place de l’interpolation de surface. Comme on l’avait
souligné et fait remarquer sur des applications pratiques au Chapitre II, l’interpolation crée
de l’information supplémentaire qui est une source d’erreur dans tous les cas, et cette erreur
devient de plus en plus importante si elle se propage à travers un processus itératif comme
le 2D SP.

L’objectif principal du Chapitre III est de proposer un modèle théorique de l’EMD
pour les images. Ce chapitre s’organise comme suit : dans la Section III.2, nous faisons une
étude bibliographique de l’EMD 2D dans laquelle nous positionnons notre travail. Dans la
Section III.3, nous rappelons l’EMD en 2D. Nous exposons le principe général de la méthode,
le schéma algorithmique le plus couramment utilisé et nous rappelons quelques définitions
usuelles. Notre approche de décomposition par EMD 2D avec les EDP est introduite dans
la Section III.4. Nous y proposons beaucoup de résultats mathématiques sur l’EMD 2D et
concernant aussi la validité de notre approche. Des caractérisations des modes en 2D avec
les EDP y sont également proposées. Nous montrons enfin les résultats de décomposition
d’images avec notre modèle dans la Section III.5.

III.2 Positionnement de notre travail dans la littérature

Il y a beaucoup plus d’applications de l’EMD 2D (24 ; 29 ; 30 ; 31 ; 32 ; 33 ; 34) que
de travaux concernant le formalisme et le principe même de l’algorithme. Il y a eu néanmoins
un certain nombre de travaux.

Linderhed est l’une des premières à proposer une extension en 2D de l’EMD initiée par
Huang et al. (1), en utilisant des interpolations avec les fonctions splines afin de construire
les enveloppes supérieures et inférieures (24 ; 26).

Dans (25 ; 58 ; 59), les auteurs utilisent des fonctions à bases radiales pour l’inter-
polation, à la place des splines. De plus, le calcul des extréma est fait avec des opérateurs
morphologiques. Cependant, la complexité des algorithmes proposés dans (24 ; 25 ; 26 ;
58 ; 59) est trop importante, même pour une image de petite taille. Elle est de l’ordre de
N4

100
pour une image de taille N2 (27).

Nous citons aussi le travail de Damerval et al. (27), qui proposent une décomposition
basée sur un maillage de surface de type Delaunay et une interpolation polynomiale cubique
par morceaux. Le temps de calcul est réduit par rapport à la méthode proposée dans (24).

Une version 2D de l’EMD basée sur les éléments finis et sur une interpolation par splines
bicubiques est proposée dans (28).

On remarquera que presque tous les travaux cités jusque là sont basés sur une interpo-
lation de surface.
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Liu et Peng (101) ont proposé une alternative aux problèmes d’effets de bords créés
par les interpolations. Les auteurs suggèrent de faire au préalable un traitement des bords
de l’image avant d’appliquer leur méthode, la BEMD-2. Le pré-traitement repose sur une
méthode de synthèse de texture basée sur un échantillonnage non paramétrique modifié. On
remarquera toutefois que c’est le premier travail vers une résolution des problèmes de bords,
et cela, malgré que l’efficacité de la méthode ne soit pas démontrée de manière quantitative,
comme l’ont d’ailleurs fait remarquer les auteurs. Il faudra aussi noter que la BEMD-2 (101)
nécessite un temps de calcul assez conséquent, même pour des images de petite taille. En
effet, l’algorithme proposé se fait ligne par ligne. Un travail un peu similaire est d’ailleurs
proposé dans (31 ; 34).

Récemment, Bhuiyan et al. (57) ont proposé une nouvelle approche différente des autres
extensions en 2D de l’EMD précédemment citées. Ils utilisent, à la place de l’interpolation
de surface, des filtres de rang (order-statistics filters). À l’aide de fenêtres glissantes, ils
obtiennent les extréma de l’image avec les opérateurs max et min. Les enveloppes supérieures
et inférieures sont enfin obtenues par moyennage des maxima et des minima, respectivement.
La taille des fenêtres dépend du type d’applications ou/et des caractéristiques recherchées
dans les modes.

L’idée d’utiliser ces opérateurs est proche de la notre et que nous allons présenter dans
la Section III.4. Le modèle que nous proposons est nouveau, car à notre connaissance, il est
le seul à utiliser une approche par EDP pour l’EMD 2D. Il diffère aussi des autres méthodes
sur de nombreux aspects, à savoir :

1. Nous n’avons pas besoin de détecter les extréma de l’image.

2. Nous n’avons besoin ni de fenêtre, ni de moyennage pour l’interpolation.

3. Nous ne calculons pas l’enveloppe moyenne de l’image, ni la moyenne locale.

4. Nous utilisons les versions continues des opérateurs max et min (i.e sup et inf) pour les
constructions respectives des enveloppes locales supérieures et inférieures.

5. Nous formulons différemment la moyenne locale et prouvons que les itérations du 2D SP
peuvent être approchées avec une certaine EDP.

6. Enfin, nous proposons des caractérisations analytiques des modes grâce à cette EDP.

III.3 La décomposition modale empirique pour les images

Dans cette partie, nous rappelons le principe de base de l’EMD 2D et quelques
définitions. Ensuite, nous exposons l’algorithme EMD 2D avec le schéma le plus utilisé.

III.3.1 Principe de l’EMD 2D

Les versions 2D actuelles sont des extensions du 1D initié par Huang et al. (1).
Étant donnée une image I(x) définie sur Ω, le principe de l’EMD 2D le plus utilisé dans la
littérature est le suivant :

1. Trouver les extréma de I(x)
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2. Interpoler les maxima de I(x) (respectivement les minima de I(x)), notés par Emax(x)
(respectivement Emin(x))

3. Calculer la moyenne locale m de I par :

m(x) =
1

2
(Emax(x) + Emin(x)) (III.1)

4. Extraire les détails d(x) = I(x)−m(x)

5. Itérer sur m(x)

La notion d’IMF en 2D définie dans (24 ; 25 ; 26) est calquée sur celle en 1D et n’a
actuellement, à notre connaissance, pas de justification théorique :

Définition III.1. On dit qu’une fonction f est une 2D IMF ssi les conditions suivantes sont
réalisées :

(i) La moyenne locale de f calculée suivant (III.1) est nulle

(ii) f s’annule entre deux extréma consécutifs.

En suivant Damerval et al. (27), on a une autre définition d’une 2D IMF, définie sur la
base de simulations numériques :

Définition III.2. On dit qu’une fonction f est une 2D IMF ssi les conditions suivantes sont
réalisées :

(i) La moyenne locale de f calculée suivant (III.1) est nulle

(ii) Les maxima de f sont positifs et les minima de f sont négatifs

(iii) Le nombre de maxima de f et le nombre de minima de f sont égaux.

Comme pour le cas 1D, la procédure est affinée avec une boucle itérant les étapes (1)
jusqu’à (4), appelée tamisage 2D. On itère donc sur le détail d(x) jusqu’à ce que la moyenne
locale soit nulle, pour ainsi obtenir une IMF 2D (cf. Définitions III.1 et III.2). Dans (27), par
exemple, on s’arrête après un certain nombre d’itérations.
L’image I(x) est donc d’abord décomposée dans la boucle principale comme I(x) = d1(x) +
m1(x). Le premier résidu m1(x) est ensuite décomposé comme m1(x) = d2(x) + m2(x), et
ainsi de suite. Finalement, I est décomposée suivant :

I(x) =
K∑

k=1

dk(x) + r(x), (III.2)

∀x ∈ Ω, où dk désigne la kième 2D IMF et r un éventuel résidu.

III.3.2 Algorithme de l’EMD 2D

Nous décrivons dans cette partie, l’algorithme EMD en 2D comme dans (24 ; 25 ; 26). Le
2D SP est l’étape pendant laquelle les 2D IMF sont extraites. Le pseudo-code est représenté
sur le Tableau III.1 pour une image discrète I(k, l) de taille M × N . Un organigramme du
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pseudo-code est représenté sur la Figure III.1. Comme pour le cas 1D, une condition d’arrêt
est nécessaire pour arrêter le processus du tamisage (boucle i). On note cependant que dans
(27), le critère d’arrêt est remplacé par le nombre d’itérations dans la boucle i.

Dans ce qui suit, nous proposons notre approche par EDP de l’EMD en 2D.

III.4 Un modèle d’EDP pour l’EMD 2D

Dans cette partie, nous introduisons notre modèle de l’EMD 2D avec les EDP. Nous
construisons d’abord une suite de fonctions pour le 2D SP. Nous aurons besoin de quelques
résultats mathématiques qui seront démontrés dans une étude préliminaire.

Dans tout ce qui suit, on considère que Ω est un ouvert borné de ❘2, de bord ∂Ω.

Soit I : Ω −→ ❘ l’interpolée continue de l’image.

III.4.1 Construction de suites

Avant d’introduire notre modèle d’EDP, nous commençons par construire une suite de
fonctions (hn)n∈◆. La suite (hn)n∈◆ est construite à partir des sous-étapes (d) et (e) (cf.
Tableau III.1).

Pour tout n ∈ ◆, on note par ĥn (respectivement ȟn) l’interpolée continue des maxima
(respectivement des minima) de hn.

On définit alors la suite (hn)n∈◆ par :

{
hn+1=hn − 1

2(ĥn + ȟn)
h0 = I.

(III.3)

Le processus du tamisage 2D est maintenant déterminé par la suite (hn)n∈◆.

Notons par Φ l’opérateur défini ∀n ∈ ◆ par :

Φ(hn) =
1

2
(ĥn + ȟn) (III.4)

Soit Id : Ω −→ ❘ l’application identique. Alors, ∀n ∈ ◆, (III.3) devient :

hn = (Id − Φ)nh0. (III.5)

Désignons par fn l’application définie pour tout n par : fn := f ◦ f ◦ · · · ◦ f
︸ ︷︷ ︸

n fois

et f0 := Id.

Posons Ψ = Id − Φ. Alors ∀n ∈ ◆ (III.5) devient :

hn = Ψnh0. (III.6)
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Tableau III.1: Pseudo-code de l’EMD 2D

Étape 1 Fixer ǫ

Étape 2 Initialisations : j ← 1 (jième 2D IMF) et

rj−1(k, l)← I(k, l)

Étape 3 Extraction du jième mode :

(a) Affectations : hj,i−1(k, l)← rj−1(k, l),

i← 1 (i, itération de la boucle de sifting)

(c) Calcul des enveloppes supérieures et inférieures, Uj,i−1(k, l) et

Lj,i−1(k, l), par interpolations des maxima locaux, respectivement

et des minima locaux de hj,i−1(k, l)

(d) Calcul de la moyenne local : mj,i−1(k, l) =
Uj,i−1(k, l) + Lj,i−1(k, l)

2

(e) Mise à jour : hj,i(k, l)← hj,i−1(k, l)−mj,i−1(k, l) et i← i+ 1

(f) Calcul du critère d’arrêt : SD(i) =
∑M

k=1

∑N
l=1

|hj,i−1(k, l)− hj,i(k, l)|2
|hj,i−1(k, l)|2

(g) Répétition des étapes (b)− (f) pour SD(i) < ǫ et

affectation IMFj ← hj,i

Étape 4 Mise à jour du résidu : rj(k, l)← rj−1(k, l)− IMFj(k, l)

Étape 5 Répétition de l’étape 3 pour j ← j + 1 jusqu’à obtenir un nombre

d’extréma de rj(k, l) < 2
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Initilisation:

r(k,l)             I(k,l)

Calcul de l'enveloppe

moyenne

Affectation:

h(k,l)          r(k,l)

Interpolations des enveloppes

U et L

Calcul des extréma de h(k,l)

Affectation:

h(k,l)          IMF(k,l)

Extraction IMF

r(k,l)          h(k,l)-IMF(k,l)

IMF

Fin de la décomposition ?

Estimation IMF

IMF(k,l)         h(k,l)-m(k,l)

Fin

Non

Oui

Non

Début

Figure III.1: Organigramme du pseudo-code de l’EMD 2D (cf. Tableau III.1)
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Nous avons vu au Chapitre II que l’EMD était tributaire de l’interpolation. Nous avons le
même problème pour le cas 2D. En effet, l’équation (III.6) montre que les 2D IMF hn obtenues
pour un certain n (cf. Définitions III.1 ou III.2) dépendent des interpolations utilisées pour la

construction des enveloppes supérieures et inférieures (hˆn et hˇn respectivement). D’ailleurs,
les algorithmes proposés dans (25 ; 27 ; 28) ne diffèrent en grande partie que des interpolants
utilisés. Pour pallier à cela, nous introduisons les opérateurs Sδ, Iδ et Mδ pour calculer
respectivement les enveloppes supérieures et inférieures locales, et la moyenne locale. Nous
verrons que ces opérateurs présentent deux intérêts majeurs. Premièrement, ils permettent
d’éliminer la dépendance de l’EMD 2D par rapport à l’interpolation. Ensuite, nous pourrons
faire du calcul différentiel et approcher alors les itérations du SP par la résolution d’une
certaine EDP. Les principaux résultats de ce travail sont aussi présentés dans (60 ; 61).

III.4.2 Étude préliminaire

Dans cette étude préliminaire, nous aurons besoin d’introduire certaines notions et aussi
de quelques résultats mathématiques.

III.4.2.1 Définitions des opérateurs Sδ, Iδ et Mδ

Soit h : Ω −→ ❘, h ∈ C1(Ω) telle que Dh(x) 6= 0.

On pose z0 =
Dh(x)

‖Dh(x)‖ , ‖·‖ représente la norme euclidienne dans ❘2. Soit δ > 0.

On pose : B = B(0, 1) ∩ B(z0, δ), où B(0, 1) désigne la boule ouverte dans Ω ⊂ ❘2 centrée
en 0 et de rayon 1, et B(z0, δ) représente la boule fermée toujours dans Ω de centre z0 et de
rayon δ.

On définit les opérateurs Sδ, Iδ et Mδ comme suit :

Définition III.3. Pour toute fonction h ∈ L∞(Ω), on définit l’opérateur Sδ de L∞(Ω) dans
L∞(Ω) par :

Sδh(x) = sup
z∈B

h(x+ δz), ∀x ∈ Ω. (III.7)

Définition III.4. Iδ est défini de L∞(Ω) dans L∞(Ω) tel que pour toute fonction h ∈ L∞(Ω),
on ait :

Iδh(x) = inf
z∈B

h(x+ δz), ∀x ∈ Ω. (III.8)

Bien évidemment, le sup et l’inf ci-dessus sont pris sur l’ensemble {z ∈ B, tels que x+
δz ∈ Ω}.

Définition III.5. L’opérateurMδ est défini de L∞(Ω) dans L∞(Ω) tel que pour toute fonc-
tion h ∈ L∞(Ω) on ait :

Mδh(x) =
1

2
(Sδh(x) + Iδh(x)) , ∀x ∈ Ω. (III.9)
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Les opérateurs inf et sup sont des filtres de rangs invariants par changements de
contraste. Ces opérateurs ont fait l’objet de nombreuses études, notamment, dans (102 ;
103 ; 104 ; 105). Leurs approches sont plutôt basées sur la généralisation du Théorème de
Mathéron, en considérant ces opérateurs comme des filtres morphologiques.

L’opérateur Mδ ainsi défini va remplacer la moyenne locale formulée par l’équation
(III.1). Nous reviendrons sur ce point après avoir examiné les résultats mathématiques dans
la section qui va suivre.

III.4.2.2 Résultats préliminaires

Le premier résultat concerne Sδ (cf. Définition III.3) :

Théorème III.1. Soit h ∈ C3(Ω) telle que Dh(x) 6= 0, ∀x ∈ Ω. Alors pour δ > 0 petit, le
développement asymptotique de Sδ s’écrit :

Sδh(x) = h(x) + δ‖Dh(x)‖+
δ2

2
D2h(x)

(
Dh(x)

‖Dh(x)‖ ,
Dh(x)

‖Dh(x)‖

)

+ o(δ2), (III.10)

pour tout x ∈ Ω.

Preuve III.1. Soit x ∈ Ω et soit z ∈ B.
Puisque h ∈ C3(Ω), on peut écrire :

h(x+ δz) = h(x) + δ ≺ Dh(x), z ≻ +
δ2

2
D2h(x)(z, z) + o(δ2), (III.11)

pour δ petit. ≺ ·, · ≻ est le produit scalaire dans ❘2.

Soit ǫ > 0. Donc pour un δ petit, on a :

−ǫδ2 + h(x) + δ ≺ Dh(x), z ≻ +
δ2

2
D2h(x)(z, z) < h(x+ δz) < h(x)+

δ ≺ Dh(x), z ≻ +
δ2

2
D2h(x)(z, z) + ǫδ2. (III.12)

On pose :

Fx,δ(z) = δ ≺ Dh(x), z ≻ +
δ2

2
D2h(x)(z, z). (III.13)

En prenant la borne supérieure, il vient :

− ǫδ2 + h(x) + sup
z∈B

Fx,δ(z) ≤ Sδh(x) ≤ sup
z∈B

Fx,δ(z) + h(x) + ǫδ2. (III.14)

Comme x et ǫ sont arbitrairement choisis, alors ∀x ∈ Ω, on a :

Sδh(x) = h(x) + sup
z∈B

Fx,δ(z) + o(δ2). (III.15)
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Dans ce qui suit, on explicite la valeur de :

sup
z∈B

Fx,δ(z). (III.16)

On a :

Fx,δ(z0) = δ‖Dh(x)‖+
δ2

2
D2h(x)

(
Dh(x)

‖Dh(x)‖ ,
Dh(x)

‖Dh(x)‖

)

. (III.17)

Comme ‖z0‖ = 1, on a alors :
Fx,δ(z0) ≤ sup

z∈B
Fx,δ(z). (III.18)

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, il s’en suit alors que :

sup
z∈B

Fx,δ(z) ≤ δ· sup
z∈B
≺ Dh(x), z ≻ +

δ2

2
· sup
z∈B

{
D2h(x)(z, z)

}

≤ δ‖Dh(x)‖+
δ2

2
· sup
z∈B

{
D2h(x)(z, z)

}
. (III.19)

D2h(x) est Lipschitz, car D2h(x) ∈ L
(
❘

2,L(❘2,❘)
)
, qui est canoniquement isomorphe à

L2(❘2,❘) (106). Donc, il existe une constante C > 0 telle que :

D2h(x)(z, z) ≤ D2h(x)(z0, z0)) + C‖z − z0‖2. (III.20)

Puisque z ∈ B = B(0, 1) ∩B(z0, δ), alors l’équation (III.19) devient :

sup
z∈B

Fx,δ(z) ≤ δ‖Dh(x)‖+
δ2

2

(
D2h(x)(z0, z0) + Cδ2

)

≤ Fx,δ(z0) + o(δ2). (III.21)

Avec les équations (III.18) et (III.21), on a :

sup
z∈B

Fx,δ(z) = Fx,δ(z0) + o(δ2), (III.22)

Finalement, en remplaçant (III.22) dans (III.15), on a ∀x ∈ Ω :

Sδh(x) = h(x) + Fx,δ(z0) + o(δ2). (III.23)

Nous aurons aussi besoin d’un résultat similaire pour Iδ (cf. Définition III.4). Le résultat
s’énonce comme suit :

Théorème III.2. Soit h ∈ C3(Ω) telle que Dh(x) 6= 0, ∀x ∈ Ω. Alors pour δ > 0 petit, le
développement asymptotique de Iδ s’écrit comme suit :

Iδh(x) = h(x)− δ‖Dh(x)‖+
δ2

2
D2h(x)

(
Dh(x)

‖Dh(x)‖ ,
Dh(x)

‖Dh(x)‖

)

+ o(δ2), (III.24)

pour tout x ∈ Ω.
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Preuve III.2. En se basant sur la preuve du Théorème III.1, on montre facilement que :

Iδh(x) = h(x) + inf
z∈B

Fx,δ(z) + o(δ2). (III.25)

On change maintenant h en −h dans les équations (III.22) et (III.17), puis on utilise les
propriétés entre la borne supérieure et la borne inférieure. Il vient alors :

Iδh(x) = h(x)− δ‖Dh(x)‖+
δ2

2
D2h(x)

(
Dh(x)

‖Dh(x)‖ ,
Dh(x)

‖Dh(x)‖

)

+ o(δ2). (III.26)

À l’aide des Théorèmes III.1 et III.2, on prouve le dernier résultat de cette étude
préliminaire concernantMδ (cf. Définition III.5). Il s’énonce comme suit :

Théorème III.3. Soit h ∈ C3(Ω) telle que Dh(x) 6= 0, ∀x ∈ Ω. Alors pour δ > 0 petit, le
développement asymptotique de Mδ s’écrit :

Mδh(x) = h(x) +
δ2

2
D2h(x)

(
Dh(x)

‖Dh(x)‖ ,
Dh(x)

‖Dh(x)‖

)

+ o(δ2), (III.27)

pour tout x ∈ Ω.

Preuve III.3. La preuve est immédiate en considérant les équations (III.10), (III.24) et
(III.9).

Nous rappelons que les potentielles 2D IMF sont les éléments de la suite (hn)n

(cf. Équation III.5) :
hn = (Id − Φ)nh0.

Comme nous l’avions mentionné plus haut, nous allons remplacer Φ dans (III.5) parMδ (cf.
Définition III.5). Avec les résultats préliminaires que nous venons d’établir, nous formulerons
le 2D SP par une EDP.

Nota III.2. Nous employons ici le terme de « potentielle » 2D IMF pour faire référence à
une candidate pour être une 2D IMF au sens classique du terme. Une potentielle 2D IMF
devient alors une 2D IMF classique si elle satisfait les Définitions III.1 ou III.2.

III.4.3 Notions de 2D potential δ − IMF

Afin d’introduire la notion de 2D potential δ − IMF , notée p δ − IMF , on considère
d’abord, comme pour le cas 1D, la suite (h̄n)n∈◆ définie pour tout n ∈ ◆ par :

{
h̄n+1=(Id −Mδ)h̄n

h̄0 = I.
(III.28)

L’étude de cette suite et les résultats établis avec le Théorème III.3 vont nous permettre
d’introduire les 2D p δ − IMF .
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Soit τ > 0, τ petit. On définit maintenant ∀x ∈ Ω et ∀n ∈ ◆ la fonction h̃, par :

{
h̃ : Ω× {τ◆} −→ ❘

(x, nτ) 7−→ h̄n(x)
(III.29)

On considère son interpolée suffisamment régulière, que nous notons, par abus d’écriture,
encore par h̃.

Avec un développement de Taylor, on obtient :

h̄n+1(x) = h̃(x, nτ + τ) = h̃(x, nτ) + τ
∂h̃

∂t
(x, nτ) + o(τ2) (III.30)

En reprenant l’équation (III.28) et grâce au Théorème III.3, on obtient :

h̄n+1(x) = −δ
2

2
D2h̃(x)

(

Dh̃(x)

‖Dh̃(x)‖
,
Dh̃(x)

‖Dh̃(x)‖

)

+ o(δ2). (III.31)

Il s’en suit alors pour τ = δ2, que :

∂h̃

∂t
(x, nτ) = − 1

δ2
h̃(x, nτ)− 1

2
D2h̃(x)

(

Dh̃(x)

‖Dh̃(x)‖
,
Dh̃(x)

‖Dh̃(x)‖

)

+ o(1) (III.32)

En négligeant le reste, les équations obtenues ci-dessus suggèrent donc naturellement l’intro-
duction, pour toute fonction suffisamment régulière h : Ω ×❘+ → ❘, h = h(x, t), telle que
Dh 6= 0, de l’EDP suivante :

∂h

∂t
= − 1

δ2
h(x, t)− 1

2
D2h(x)

(
Dh(x)

‖Dh(x)‖ ,
Dh(x)

‖Dh(x)‖

)

. (III.33)

On applique maintenant la méthode de quasi-reversibilité (QR) de Lattès et Lions (107) à
l’EDP (III.33), afin de s’assurer qu’elle est bien posée.
On rappelle qu’une EDP mal posée n’admet pas toujours de solutions. Et même si elle en
admettait une, cette dernière ne dépendrait pas de la condition initiale, de manière continue.
Ames et Payne (108) ont montré que l’approche QR appliquée au problème de Cauchy pour
l’équation de la chaleur rétrograde donne des solutions qui dépendent continûment du pa-
ramètre de perturbation.
La méthode QR est ainsi appliquée à (III.33), afin de contraindre les hautes fréquences spa-
tiales à décrôıtre très rapidement. L’EDP (III.33) devient alors :

∂h

∂t
− ǫ△2

xh = − 1

δ2
h(x, t)− 1

2
D2h(x)

(
Dh(x)

‖Dh(x)‖ ,
Dh(x)

‖Dh(x)‖

)

, (III.34)

où △x est le Laplacien par rapport à la variable x, △2
x = △x(△x) et ǫ est un nombre positif

petit. L’EDP (III.34) est de la forme est de la forme
∂h

∂t
−ǫ△2

xh = F (h,Dh,D2h), qui est une

EDP bien posée dans H2 avec des conditions de bord de type Neumann d’ordre 1 et d’ordre
2, et globalement en temps (109).

Nota III.3. H2(Ω) est un espace de Sobolev. C’est l’espace des fonctions dans L2(Ω) telles
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que leurs dérivées jusqu’à l’ordre 2 soient aussi dans L2(Ω). Les dérivées sont prises au sens
des distributions. Voir (110) pour plus de détails sur ces espaces de Sobolev.

Nous pouvons maintenant introduire la notion de 2D p δ − IMF comme suit :

Définition III.6. On dit qu’une fonction k est une 2D p δ − IMF si et seulement si :

{
k : Ω −→ ❘

x 7−→ k(x) = h(x, t0),
(III.35)

pour un certain t0 et où h représente la solution de l’EDP suivante :







∂h

∂t
+

1

δ2
h+

1

2
D2h(x)

(
Dh(x)

‖Dh(x)‖ ,
Dh(x)

‖Dh(x)‖

)

− ǫ△2
xh= 0

h(x, 0) =I(x),∀x ∈ Ω
∂h

∂n
= 0 sur ∂Ω

∂

∂n
△xh = 0 sur ∂Ω.

(III.36)

où n désigne la normale extérieure de ∂Ω, △x est le Laplacien par rapport à la variable x,
△2

x = △x(△x) et ǫ est un nombre positif petit.

Dans la partie qui suit, nous proposons une justification théorique de la condition de
moyenne nulle, nécessaire pour obtenir une 2D IMF (cf. Définitions III.1 et III.2). Cela nous
permettra d’établir un lien entre les 2D IMF classiques et les 2D p δ − IMF introduites
plus haut.

III.4.4 Condition de moyenne nulle pour les 2D p δ − IMF

Comme pour le cas 1D, une 2D IMF doit remplir le critère de moyenne nulle (cf.
Définitions III.1 et III.2). Il n’y a, à notre connaissance, pas de preuve théorique de cette
condition. Nous allons voir avec le modèle d’EDP que nous proposons, qu’on peut se rappro-
cher très finement de cette condition. Nous formulons ce résultat avec la proposition suivante :

Proposition III.1. Soit h solution de l’équation (III.36). Alors ∀ ǫ > 0, ∃ T > 0, T
dépendant de ǫ, tel que ∀ t > T , on ait :

∫

Ω
h(x, t) dx < ǫ. (III.37)

Preuve III.4. On pose H(x, t) = exp(
t

δ2
)·h(x, t).
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Alors, l’équation (III.36) devient :







∂H

∂t
+

1

2
D2H(x)

(
DH(x)

‖DH(x)‖ ,
DH(x)

‖Dh(x)‖

)

− ǫ△2
xH= 0

H(x, 0) =I(x),∀x ∈ Ω
∂H

∂n
= 0, sur ∂Ω

∂

∂n
△xH = 0, sur ∂Ω.

(III.38)

En prenant l’intégrale de (III.38), il vient :

∂

∂t

∫

Ω
H(x, t)dx+

1

2

∫

Ω
D2H(x)

(
DH(x)

‖DH(x)‖ ,
DH(x)

‖Dh(x)‖

)

dx− ǫ
∫

Ω
△2

xH dx = 0. (III.39)

Avec la formule de Green, on obtient :

∫

Ω
△2

xH dx =

∫

∂Ω

∂

∂n
△xH ds = 0. (III.40)

D’autre part, on a :

∫

Ω
D2H(x)

(
DH(x)

‖DH(x)‖ ,
DH(x)

‖Dh(x)‖

)

dx =
2∑

i=1

2∑

j=1

∫

Ω
∂2

i,jH· ∂iH· ∂jH·
1

‖DH(x)‖2 dx,

(III.41)

avec x = (x1, x2) ∈ Ω ⊂ ❘2 et ∀i, j = 1, 2, ∂iH =
∂H

∂xi
, ∂2

i H =
∂2H

∂x2
i

et ∂2
i,jH =

∂2H

∂xi∂xj
.

Comme
∂H

∂n
= 0 sur ∂Ω, on obtient alors avec la formule de Green que :

∫

Ω
∂2

i,jH· ∂iH· ∂jH·
1

‖DH(x)‖2 dx =− 1

2

∫

Ω
(∂jH)2· ∂2

i H·
1

‖DH(x)‖2 dx+

2∑

k=1

∫

Ω
(∂jH)2· ∂iH· ∂2

i,kH· ∂kH·
1

‖DH(x)‖4 dx.

(III.42)

Par suite, comme
∂H

∂n
= 0, (III.41) devient :

∫

Ω
D2H(x)

(
DH(x)

‖DH(x)‖ ,
DH(x)

‖Dh(x)‖

)

dx = −1

2

∫

Ω
△xH dx+

∫

Ω
△xH dx

=
1

2

∫

Ω
△xH dx = 0. (III.43)

Finalement, en remplaçant (III.40) et (III.43) dans (III.39), on aboutit à :

∂

∂t

∫

Ω
H(x, t)dx =

∂

∂t

∫

Ω
exp(

t

δ2
)·h(x, t) dx (III.44)

= 0. (III.45)
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Ce qui entrâıne donc qu’il existe une constante C ∈ ❘ telle que :

∫

Ω
h(x, t)dx = C· exp(

−t
δ2

) (III.46)

∀ t > 0. Soit ǫ > 0. Donc, il existe un T > 0, dépendant de ǫ tel que ∀ t > T , on ait :

∫

Ω
h(x, t) dx < ǫ. (III.47)

Remarque III.1. La Proposition III.1 reste aussi vraie en considérant l’EDP (III.36) avec
des conditions de bord de type périodique.

Remarque III.2. La Proposition III.1 stipule que si h est solution de (III.36), alors on peut
choisir sa moyenne aussi petite que possible. On peut alors se rapprocher de très près de 0.

Nous pouvons à présent donner des caractérisations plus explicites des modes en 2D.

III.4.5 Formulations analytiques des modes en 2D

La définition des modes empiriques 2D était jusque là très intuitive ou basée sur des
simulations (cf. Définitions III.1 et III.2). Les nouvelles notions de 2D p δ − IMF que nous
avons introduites permettent d’obtenir des caractérisations analytiques des 2D IMF.

En vertu de la Proposition III.1, les définitions suivantes ont bien un sens :

Définition III.7. On dit qu’une fonction h̄ = h̄(x) est une 2D δǫ-IMF s’il existe une fonction
h = h(x, t) solution de (III.36) et un t0 > 0 tels que :

h̄(x) = h(x, t0) (III.48)

et ∫

Ω
h(x, t0)dx < ε. (III.49)

La définition ci-après nous rapproche de celle que nous avions vue au début (cf.
Définitions III.1 et III.2) :

Définition III.8. On appelle 2D δ-IMF toute fonction h satisfaisant les conditions sui-
vantes :

(i) h est solution de (III.36),

(ii) h(., T ) est de moyenne nulle pour une certaine valeur de T .

En pratique, on choisit la première valeur de t pour laquelle on a une moyenne très
proche de 0.

Remarque III.3. La Proposition III.1 assure l’existence de T dans (ii) de la Définition
III.8.
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La première δ-IMF, notée δ-IMF1, est obtenue en résolvant (III.36). Pour obtenir δ-
IMF2 , il faudra résoudre à nouveau (III.36), mais cette fois la condition initiale est égale
à la différence entre l’image I et δ-IMF1. Les autres modes sont obtenus suivant le même
procédé.

Définition III.9. On appelle par 2D δ-EMD, la décomposition pour laquelle les modes 2D
du SP sont obtenus avec l’équation (III.36).

Dans (1), l’EMD décompose un signal en une somme de modes plus un résidu. Toutes
les versions actuelles du 2D suivent aussi ce schéma (cf. Équation III.2). Nous proposons,
pour les images réelles, une décomposition comme étant une combinaison linéaire des 2D δ-
IMF. Une fois qu’on obtient la première δ-IMF, notée I1, on trouve I2 avec comme condition
initiale I − α1I1, α1 étant un certain paramètre positif. La kième δ-IMF, Ik, est obtenue avec
comme condition initiale I −

∑k−1
p=1 αpIp. Finalement, nous obtenons une décomposition de

l’image I suivant :

I(x) =

K∑

k=1

αkIk(x) + r(x), (III.50)

∀x ∈ Ω, où Ik désigne la kième 2D δ-IMF et les αk sont des nombres réels positifs.
L’intérêt de (III.50) est que maintenant le niveau de détails dans la décomposition est contrôlé
par les paramètres αk. Les αk dépendent des caractéristiques de l’image, du niveau de détail
recherché, ou du type d’applications.

III.5 Résultats numériques

Dans cette partie, nous donnons quelques discrétisations et schémas numériques, avant
d’exposer les résultats numériques.

III.5.1 Schémas numériques et discrétisations

Les résultats numériques que nous présentons sont obtenus en implémentant l’équation
III.36). On a utilisé un schéma explicite :

hn+1 = hn+ △ t·Fn(hn). (III.51)

Nous donnons quelques schémas de discrétisation :

(
∂h

∂x

)

i,j

=
hi+1,j − hi,j

△x (III.52)

(
∂h

∂y

)

i,j

=
hi,j+1 − hi,j

△x (III.53)

(
∂h

∂x

)

i,j

=
hi+1,j − hi,j

△y (III.54)
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(△xh)i,j =
hi+1,j + hi−1,j − 2hi,j

(△x)2 (III.55)

(△yh)i,j =
hi,j+1 + hi,j−1 − 2hi,j

(△y)2 . (III.56)

Nous avons utilisé d’autres schémas de discrétisations, les résultats sont sensiblement les
mêmes. Pour d’autres schémas numériques relatifs aux EDP en traitement d’images, le lecteur
pourra voir par exemple (111).

Nous précisons quelques remarques d’ordre pratique par rapport aux résultats obtenus.
Pour éviter la division par 0 dans (III.36), on a ajouté un petit terme à ‖Dh(x)‖.

III.5.2 Images synthétiques

Pour examiner le comportement la 2D δ-EMD, on a d’abord appliqué l’algorithme sur
des images synthétiques. La première image synthétique est donnée par :

I = I1 + I2 (III.57)

I1(x, y) = A· cos (2πρ1(x cos(θ1)− y sin(θ1))) (III.58)

I2(x, y) = B· cos (2πρ2(x cos(θ2)− y sin(θ2))) . (III.59)

avec ρ1 < ρ2 et A,B > 0. L’image I est représentée sur la Figure III.2. Comme pour l’EMD
en 1D, on s’attend à ce que la 2D δ-EMD se comporte comme un banc de filtres qui sépare
l’image en des composantes allant de la plus haute fréquence vers la plus basse fréquence.
Concrètement, on voudrait que δ-IMF1 et δ-IMF2 cöıncident respectivement avec I2 (III.59)
et I1 (III.58). La décomposition de I avec notre approche est représentée sur la Figure III.3.

Nous avons comparé notre approche à l’EMD classique proposée dans (24 ; 25 ; 26 ;
59) et basée sur le calcul de l’enveloppe moyenne avec une interpolation surfacique. Les deux
premières 2D IMF sont représentées sur la Figure III.4.

On a également appliqué la 2D δ-EMD sur l’image J définie par :

J = J1 + J2 (III.60)

J1(x, y) = (sin(sin(
x

5
) + cos(

y

3
)))· cos(2πρ1(x cos(θ1)− y sin(θ1))) (III.61)

J2(x, y) = (sin(
x

5
) + cos(

y

3
))· cos(2πρ2(x cos(θ2)− y sin(θ2))) (III.62)

L’image J est représentée sur la Figure III.5 et sa décomposition sur la Figure III.6. Là
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Figure III.2: Image synthétique I (Éq. III.57) avec A = B = 1, ρ1 = 0.1,

θ1 =
π

7
, ρ2 = 0.5 et θ1 =

π

12

également, on s’attend à ce que δ-IMF1 et δ-IMF2 cöıncident respectivement avec J2 (Éq.
III.62) et J1 (Éq. III.61). La décomposition donnée par l’EMD classique est montrée sur la
Figure III.7.

On voit bien sur les Figures (III.3) et (III.6) le bon comportement en banc de filtres de la
2D δ-EMD. On peut remarquer quelques artefacts (pointillés noirs) sur les premières δ-IMF
(cf. Figures III.3-(c) et III.6-(c)). Cela est certainement numérique.
Pour les secondes δ-IMF , on peut cependant constater la très légère différence entre les
seconds modes générés avec notre approche et I2 d’une part (cf. Figures III.3-(b) et III.3-
(d)), et avec J2 d’autre part(cf. Figures III.6-(b) et III.6-(d)). Cela est principalement dû à la
méthode QR qui est appliquée dans l’équation (III.36). C’est comme si on avait appliqué un
filtrage sur les hautes fréquences. Par conséquent, les basses fréquences sont aussi affectées
à cause de l’équation (III.2). Toutefois, on a une meilleure séparation des composantes des
images I et J avec notre approche en comparaison à l’EMD 2D classique, comme on peut le
voir sur les Figures III.4 et III.7.

Nous allons maintenant quantifier cette faible dégradation des modes en calculant les
erreurs entre les modes extraits avec la 2D δ-EMD et les composantes exactes des images
synthétiques. Les erreurs sont mesurées en norme L2(❘2) et en calculant le Mean Squared
Error (MSE).

On a également utilisé une meilleure mesure de distorsion d’images, celle proposée dans
(112). La mesure est une combinaison de la perte de corrélation, de la luminance et des
distorsions entre les images. Wang et Bovik (112) ont montré que cette mesure donne une
meilleure évaluation entre des images que le MSE et autres analyses subjectives. Les valeurs
de cette mesure sont comprises entre −1, la plus petite valeur, et 1, la plus grande valeur. Bien
entendu, la valeur −1 implique une différence totale entre les images. Et la valeur 1 entrâıne
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(a) (b)

(c) (d)

Figure III.3: Composantes de l’image I (Éq. III.57). Composante haute
fréquence I2 (Éq. III.59) (a). Composante basse fréquence I1 (Éq. III.59) (b).
Modes obtenus avec la 2D δ-EMD : premier mode δ-IMF1 (c). deuxième mode

δ-IMF2 (d)
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(a) (b)

Figure III.4: Modes empiriques obtenus avec l’EMD 2D. Première 2D IMF
(a). Deuxième 2D IMF (b)

Figure III.5: Image AM-FM J obtenue avec l’équation (III.57) avec ρ1 = 0.1,

θ1 =
π

7
, ρ2 = 0.5 et θ1 =

π

12



86
CHAPITRE III. UNE FORMULATION DE LA DÉCOMPOSITION MODALE
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(a) (b)

(c) (d)

Figure III.6: Composantes de l’image J (Éq. III.60). Compsante haute
fréquence J2 (Éq. III.62) (a). Composante basse fréquence J1 (Éq. III.61) (b).
Modes obtenus avec la 2D δ-EMD : premier mode δ-IMF1 (c). deuxième mode

δ-IMF2 (d)
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(a) (b)

Figure III.7: Modes empiriques obtenus avec l’EMD 2D. Première 2D IMF
(a). Deuxième 2D IMF (b)

qu’il y a une correspondance et une ressemblance parfaites entre les images à comparer.

Pour une analyse plus fine des dégradations subies par les 2D δ-IMF par rapport aux
valeurs exactes des composantes des images, nous faisons le calcul de cette mesure par fenêtre
de taille 4× 4.

Soit Qi la valeur de cette mesure dans la iieme fenêtre. Soit Q la mesure de qualité dans
tout le domaine.

On calcule alors Q par :

Q =
1

Nw

Nw∑

i=1

Qi, (III.63)

où Nw est le nombre de fenêtres.

On a comparé les 2D δ-IMF à I1 et I2 d’une part, et à J1 et J2 d’autre part. Comme
le montre le Tableau III.2, les différentes erreurs commises entre les 2D δ-IMF et les valeurs
exactes sont relativement très faibles ; ce qui n’est pas du tout le cas en ce qui concerne l’EMD
2D.

III.5.3 Images réelles

Dans cette partie, on montre les résultats obtenus avec la 2D δ-EMD appliquée à des
images réelles. Les 2D δ-IMF sont obtenues en résolvant numériquement (III.36). Les images
sont décomposées suivant (III.2) au lieu de la méthode classique (III.2). Comme on l’avait
dit plus haut, la décomposition des images avec (III.50) donne plus de degrés de liberté sur



88
CHAPITRE III. UNE FORMULATION DE LA DÉCOMPOSITION MODALE
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Tableau III.2: Erreurs entre modes extraits avec l’EMD et la δ-EMD, et les
composantes exactes des images I et J

f I J

2D δ-EMD 2D EMD 2D δ-EMD 2D EMD

MSE(f2, δ-IMF f
1 ) 0.0319 0.2075 0.0383 0.2134

‖f2 − δ-IMF f
1 ‖L2(❘2) 53.6 136.6571 58.7 138.5962

Q(f2, δ-IMF f
1 ) 0.93 0.5247 0.71 0.5683

MSE(f1, δ-IMF f
2 ) 0.0319 0.1814 0.0383 0.2921

‖f1 − δ-IMF f
2 ‖L2(❘2) 53.6 127.7726 58.7 162.1362

Q(f1, δ-IMF f
2 ) 0.88 0.5042 0.73 0.3837

l’extraction du niveau des détails. Nous avons comparé notre méthode au Bidimensional EMD
(BEMD) proposé dans (27).

Nous précisons quelques remarques d’ordre pratique pour le cas des images réelles. Dans
(III.36), on peut remarquer l’opérateur △2

x qui implique de faire des dérivations sur l’image
jusqu’à l’ordre 4. Pour éviter alors des valeurs erronées des dérivées, on a appliqué un filtrage
passe-bas sur toutes les dérivées secondes.

Les résultats obtenus montrent tout d’abord que la 2D δ-EMD se comporte comme une
méthode d’analyse multi-échelle pour les images. On a vu que pour des images synthétiques
(cf. Section III.5.2), le premier mode représente la plus haute fréquence. Pour des images
réelles, la première 2D δ-IMF va alors correspondre aux zones inhomogènes, à certaines tex-
tures, aux contours, . . .. On constate sur les résultats obtenus que les détails dans les images
sont de moins en moins ressortis au fur et à mesure qu’on avance sur le rang des modes. On
peut aussi noter que les premières 2D δ-IMF (Figures III.9-(b), III.13-(b), III.16-(b), III.19-
(b) et III.22-(b)) sont plus riches en information que les premières 2D IMF obtenues avec
la BEMD (Figures III.9-(a), III.13-(a), III.16-(a), III.19-(a) et III.22-(a)). Aussi, contraire-
ment aux 2D δ-IMF, on voit que les structures les plus pertinentes des images disparaissent
totalement à partir des troisièmes 2D IMF.

Les résidus sont supposés contenir la tendance globale des images. On voit sur les
résultats que les résidus obtenus avec notre approche (Figures III.11-(b), III.14-(d), III.17-
(d), III.20-(d) et III.23-(d)) sont beaucoup plus proches de cette notion que ceux obtenus avec
la BEMD (Figures III.11-(a), III.14-(c), III.17-(c), III.20-(c) et III.23-(c)) qui ne représentent
rien par rapport aux images originales (Figures III.8, III.12, III.15, III.18 et III.21).
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Figure III.8: Yaye

III.6 Conclusion

Différentes versions de l’EMD 2D existent actuellement, sans qu’une analyse
mathématique de la méthode ne soit faite. Dans ce chapitre, nous nous sommes essentiellement
intéressés à cela et avons apporté des contributions théoriques importantes sur la question,
validées aussi numériquement. Nous avons également proposé un nouvel algorithme EMD
2D. Dans cette étude, nous avons proposé de calculer localement les enveloppes supérieures
et inférieures, respectivement avec les opérateurs continus sup et inf. Nous avons alors pro-
posé de calculer la moyenne locale 2D d’une manière différente par rapport à ce qui se fait
classiquement, mais équivalente dans un sens. L’intérêt majeur de cette approche étant de
pouvoir faire du calcul différentiel et ainsi montrer que les itérations du 2D SP peuvent
être approchées par la résolution d’une certaine EDP ; ce qui constitue un premier résultat
important.

Avec cette formulation par EDP, nous avons montré que la condition de moyenne nulle
pour obtenir une IMF 2D peut être très finement approchée à un ǫ près avec les notions
2D p δ − IMF que nous avons introduites. Cela nous a permis d’apporter des justifications
théoriques des modes empiriques 2D et d’en donner des caractérisations analytiques. Nous
insistons sur le fait que leurs définitions ne reposent que sur des critères intuitifs ou bien basés
sur des simulations (cf. Définitions III.1 et III.2). Cela constitue donc une autre contribution
importante de notre travail.

Comme nous l’avons vu à la section III.5, la résolution numérique du modèle d’EDP
proposé montre que les composantes des images synthétiques sont bien modélisées par les 2D
δ-IMF, malgré des erreurs très faibles (cf. Tableau III.2). Également, les résultats numériques
confirment bien le fait que la 2D δ-EMD proposée se comporte comme un banc de filtres,
et cela aussi bien pour des images synthétiques que réelles, comme pour le cas en 1D, en ce
sens qu’elle permet la séparation des composantes des images de la plus haute fréquence vers
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(a) (b)

(c) (d)

Figure III.9: Comparaison entre la BEMD et la 2D δ-EMD. Premiers
modes : 2D IMF1 (a). 2D δ-IMF1 (b). Deuxièmes modes : 2D IMF2 (c).

2D δ-IMF2 (d)
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(a) (b)

(c) (d)

Figure III.10: Comparaison entre la BEMD et la 2D δ-EMD. Troisièmes
modes : 2D IMF3 (a). 2D δ-IMF3 (b). Quatrièmes modes : 2D IMF4 (c). 2D

δ-IMF4 (d)
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(a) (b)

Figure III.11: Comparaison entre la BEMD et la 2D δ-EMD. Résidus :
BEMD (a). 2D δ-EMD (b)

Figure III.12: Cameraman
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(a) (b)

(c) (d)

Figure III.13: Comparaison entre la BEMD et la 2D δ-EMD. Premiers
modes : 2D IMF1 (a). 2D δ-IMF1 (b). Deuxièmes modes : 2D IMF2 (c).

2D δ-IMF2 (d)
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(a) (b)

(c) (d)

Figure III.14: Comparaison entre la BEMD et la 2D δ-EMD. Troisièmes
modes : 2D IMF3 (a). 2D δ-IMF3 (b). Résidus : BEMD (c). 2D δ-EMD (d)
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Figure III.15: Image de Texture

la plus basse fréquence. En plus de l’aspect théorique mis en avant dans cette étude, notre
approche par EDP de l’EMD 2D permet d’éliminer les problèmes d’interpolation surfacique,
utilisée jusqu’ici dans la plupart des versions 2D actuelles pour la construction des enve-
loppes supérieures et inférieures. Cela est d’autant plus important qu’il permet de réduire
considérablement le temps de calcul pour estimer les enveloppes, particulièrement, pour les
espaces de dimension supérieure. De plus, la 2D δ-EMD améliore l’EMD 2D classique et
donne plus de degrés de liberté sur l’extraction du niveau de détails pour les images réelles.
Dans ce travail, nous avons cependant négligé le reste dans le développement de Taylor, et le
paramètre δ est choisi empiriquement. Aussi, comme dans le cas 1D, le critère d’arrêt reste
un problème lorsque l’image est à moyenne nulle.

Nous avons proposé, dans cette première partie, beaucoup de résultats théoriques concer-
nant l’EMD en 1D et en 2D, contribuant de la sorte au formalisme mathématique et à la
compréhension de la méthode, définie initialement par un algorithme. Nous avons ainsi pu ap-
porter des justifications théoriques aux modes empiriques 1D et 2D, définis intuitivement ou
sur la base de simulations. Les modes empiriques générés par la décomposition par EMD sont
des fonctions AM-FM. Ce type de modèle est bien connu en traitement du signal et présente
beaucoup d’intérêts en analyse temps-fréquence par exemple. Il a récemment été étendu pour
le cas multidimensionnel et offre des possibilités intéressantes en traitement d’images. Nous
allons précisément étudier ces modèles AM-FM pour l’analyse d’images dans la deuxième
partie.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure III.16: Comparaison entre la BEMD et la 2D δ-EMD. Premiers
modes : 2D IMF1 (a). 2D δ-IMF1 (b). Deuxièmes modes : 2D IMF2 (c).

2D δ-IMF2 (d)
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(a) (b)

(c) (d)

Figure III.17: Comparaison entre la BEMD et la 2D δ-EMD. Troisièmes
modes : 2D IMF3 (a). 2D δ-IMF3 (b). Résidus : BEMD (c). 2D δ-EMD (d)
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Figure III.18: Image bathymétrique de fond marin
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(a) (b)

(c) (d)

Figure III.19: Comparaison entre la BEMD et la 2D δ-EMD. Premiers
modes : 2D IMF1 (a). 2D δ-IMF1 (b). Deuxièmes modes : 2D IMF2 (c).

2D δ-IMF2 (d)
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(a) (b)

(c) (d)

Figure III.20: Comparaison entre la BEMD et la 2D δ-EMD. Troisièmes
modes : 2D IMF3 (a). 2D δ-IMF3 (b). Résidus : BEMD (c). 2D δ-EMD (d)
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Figure III.21: Image sonar de fond marin
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(a) (b)

(c) (d)

Figure III.22: Comparaison entre la BEMD et la 2D δ-EMD. Premiers
modes : 2D IMF1 (a). 2D δ-IMF1 (b). Deuxièmes modes : 2D IMF2 (c).

2D δ-IMF2 (d)
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(a) (b)

(c) (d)

Figure III.23: Comparaison entre la BEMD et la 2D δ-EMD. Troisièmes
modes : 2D IMF3 (a). 2D δ-IMF3 (b). Résidus : BEMD (c). 2D δ-EMD (d)
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Dans ce chapitre, nous présentons les outils nécessaires à la compréhension de la
démodulation des images. Nous commençons par introduire les notions de modèles AM-FM
(AM pour Amplitude Modulation et FM pour Frequency Modulation) et de démodulation pour
les images. Dans un second temps, nous proposons une amélioration dans la démodulation des
images réelles avec l’opérateur d’énergie de Teager-Kaiser 2D et apportons une justification
théorique du calcul de l’énergie de Teager-Kaiser des composantes de l’image réelle, qui sont
obtenues par une décomposition en sous bandes avec des filtres de Gabor.
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IV.1 Introduction

L
es modéles AM-FM ont initialement été introduits par Kaiser (35) pour le traitement du
signal de la parole. Ils sont introduits en traitement d’images par Maragos et al. (36).
Afin de mieux cerner la démodulation des images, nous examinons deux méthodes de

démodulation d’images : nous exposons d’abord la méthode par image analytique (IA), basée
sur la transformation de Hilbert en 2D et introduite par Havlicek (62). La deuxième approche
est initiée par Maragos et al. (63) avec l’algorithme discret, le DESA (Discrete Energy Sepa-
ration Algorithme), et sa version continue, l’ESA (Energy Separation Algorithme), proposée
par Maragos et Bovik (64). Le DESA comme l’ESA sont basés sur l’opérateur d’énergie de
Teager-Kaiser (TKEO). Nous parlerons plus en détails de cet opérateur, sur lequel d’ailleurs,
l’algorithme de démodulation que nous proposons est basé. Ces deux méthodes ne sont ap-
plicables que pour des images à bandes étroites, ce qui est rarement le cas pour la plupart
des images réelles. Une extension est récemment proposée par Havlicek et al. (48) pour des
images réelles. Nous verrons que leur approche présente certaines insuffisances auxquelles
nous verrons comment y remédier.

Dans ce chapitre, nous définissons de nombreuses notions relatives à la démodulation
des images. Ces notions nous servirons aussi bien pour l’algorithme que nous allons présenter,
que pour le Chapitre V.
L’utilisation du TKEO pour la démodulation se base sur certaines d’approximations jus-
tifiées théoriquement dans Maragos et Bovik (73) pour des images monocomposantes. Pour
le cas multicomposant, une preuve est apportée par Havlicek et al. (74) avec l’approche
par IA avec les QEA (Quasi-Eigenfunction Approximations). Avec l’approche par séparation
d’énergie, une justification intuitive faisait état. Nous en proposons une preuve dans ce cha-
pitre. L’implémentation de certains algorithmes que nous présentons ici nous a amené à en
proposer une amélioration significative pour la démodulation d’images réelles. Pour terminer,
nous verrons comment cette modélisation AM-FM permet de faire une analyse des compo-
santes homogènes et même complexes des structures dans les images.

Le plan de ce chapitre est le suivant : dans la Section IV.2, nous définissons les notions
d’amplitude et de fréquence d’une image, et nous parlons de la modélisation AM-FM. Nous
exposons l’approche de démodulation par IA en continu et en discret dans la Section IV.3.
Les opérateurs TKEO sont introduits en 1D et 2D dans la Section IV.4. Cela nous permet de
présenter les méthodes de démodulation par séparation d’énergie, le DESA et l’ESA, dans la
Section IV.5. L’algorithme que nous proposons est introduit dans la Section IV.6. C’est aussi
dans cette partie que nous montrons les résultats numériques obtenus avec notre approche et
comparés à la méthode proposée par Havlicek et al. (48).

IV.2 Quelques notions et modélisation AM-FM d’une image

IV.2.1 Notions AM et FM d’une image

Nous commençons par illustrer les notions d’amplitude et de phase d’une image. Pour
ce faire on utilise les images de Lena (Figure IV.1-(a)) et de Mandrill (Figure IV.1-(b)).
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Pour mieux comprendre ces notions, nous allons les extraire pour chacune des images avec la

(a) (b)

Figure IV.1: Lena (a). Mandrill (b)

transformée de Fourier, puis les interchanger. Comme on le voit sur la Figure IV.2, on peut
noter que l’information donnée par la phase est plus pertinente en ce qui concerne les contours
et autres zones inhomogènes de l’image. La fréquence est donnée par le gradient de la phase.
Quant à l’amplitude, elle nous renseigne beaucoup plus sur les niveaux de gris l’image. Ce qui
nous amène aux propriétés de l’amplitude instantanée (AM) et de la fréquence instantanée
(FM) d’une image établies par Havlicek et al. (48), à savoir :

1. La composante AM renseigne sur le niveau de contraste des textures, plus précisément,
sur la disparité en intensité entre les textures sombres et brillantes.

2. La partie FM permet de capturer l’orientation des textures locales, la granularité et les
contours de l’image.

IV.2.2 Modèle AM-FM pour une image

Étant donnée une image discrète Id, désignons par I son interpolée continue.
Soit Ω un ouvert borné de ❘2, le domaine de l’image. En pratique, Ω est un carré ou un
rectangle.

Définition IV.1. On dit que I est une image AM-FM monocomposante si I peut se mettre
sous la forme :

I(x1, x2) = a(x1, x2) cos [ϕ(x1, x2)] ,∀(x1, x2) ∈ Ω, (IV.1)

où a(x1, x2) est une fonction positive à valeurs réelles et ϕ(x1, x2) une fonction de classe C1

dans Ω.

Dans ce cas, a est l’amplitude de I et ϕ désigne la phase de l’image I. Les fréquences
spatiales de I sont données par le gradient de la phase ϕ :
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(a) (b)

(c) (d)

Figure IV.2: Phase de Lena (a). Phase de Mandrill (b). Amplitude de Man-
drill et phase de Lena (c). Amplitude de Lena et phase de Mandrill (d)

Définition IV.2. Si I vérifie (IV.1), alors ∀(x1, x2) ∈ Ω les fonctions positives a(x1, x2)
représente la composante (ou fonction) AM de I et ∇ϕ(x1, x2) = [U(x1, x2) V (x1, x2)]

t où

U(x1, x2) =
∂

∂x1
ϕ(x1, x2) (IV.2)

V (x1, x2) =
∂

∂x2
ϕ(x1, x2) (IV.3)

représentent la composante (ou fonction) FM de I. Les fonctions U et V correspondent
respectivement aux fréquences instantanées spatiales horizontale et verticale.

Définition IV.3. On dit qu’une image quelconque I est démodulée si on peut trouvers
∀(x1, x2) ∈ Ω les fonctions positives a(x1, x2) et les fonctions U(x1, x2) et V (x1, x2) telles
que (IV.1) soit vérifiée.
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On voit donc bien que la question posée par la démodulation est donc un problème
mal posé. En effet, étant donnée I, il existe une infinité de fonctions a(x1, x2), U(x1, x2) et
V (x1, x2) vérifiant l’équation (IV.1). En général, uniquement un nombre restreint de couples
de fonctions a(x1, x2), ϕ(x1, x2 permet une interprétation physique de l’information qu’elles
véhiculent. Il y a deux approches différentes, mais équivalentes, pour résoudre ce problème : la
méthode par image analytique (IA) proposé par Havlicek (62), et la méthode par séparation
d’énergie, le DESA (Discrete Energy Separation Algorithm) de Maragos et al. (36) ou l’ESA
(Energy Separation Algorithm) de Maragos et Bovik (64).

En somme, ce qu’on recherche avec les modèles AM-FM, c’est de pouvoir décomposer
toute image en une composante qui regroupe les niveaux de gris des parties texturées de
l’image (AM) et une composante contenant la géométrie de l’image (FM). Ce genre de
décomposition continue d’ailleurs d’intéresser les traiteurs d’images. Comme exemples, nous
citons les modèles de Meyer (49), Vese et Osher (50), Osher et al. (51), et enfin ceux de
Aubert et Aujol (52) et Aujol et Aubert (53). Nous insistons sur le fait que ces modèles
proposent une décomposition de l’image en une somme de telles composantes par approches
variationnelles et équations aux dérivèes partielles.

La modélisation AM et FM a trouvé ces dernières années de nombreuses applications en
traitement d’images. Comme exemples, nous citons ses applications en analyse d’images et
de séquences vidéo (37 ; 38 ; 39), en classification d’images (40), en segmentation d’images
(41 ; 42 ; 43), analyse de texture avec (44), imagerie médicale avec (45) et pour le suivi
d’objets (46 ; 47).

La section qui va suivre a pour objet de montrer précisément comment trouver les
composantes AM et FM avec la méthode de démodulation d’images avec l’approche par IA.

IV.3 Méthode par image analytique

La méthode de démodulation par IA est introduite dans (62 ; 48). L’IA est une ex-
tension du signal analytique initié par Gabor (80) et Ville (81). Le signal analytique sert
principalement à la démodulation de signaux à bande étroite (voir (113), par exemple).

IV.3.1 Cas continu

Soit I une image continue définie sur Ω. En suivant Havlicek (62), l’image analytique
se définit comme suit :

Définition IV.4. L’image analytique, notée Ia, associée à I est définie ∀(x1, x2) ∈ Ω par :

Ia (x1, x2) = I (x1, x2) + jH [I (x1, x2)] (IV.4)

où H [I] est la transformée de Hilbert 2D de I.

En suivant Havlicek et al. (114 ; 115), H peut être calculée par H1 ou H2, définies
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CHAPITRE IV. DÉMODULATION D’IMAGES AVEC LES OPÉRATEURS DE
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respectivement par rapport aux axes de coordonnées x1 ou x2, par :

H1 [I(x1, x2)] =
1

π

∫

❘

I(x1 − ξ, x2)
dξ

ξ
(IV.5)

H2 [I(x1, x2)] =
1

π

∫

❘

I(x1, x2 − ξ)
dξ

ξ
(IV.6)

Propriétés IV.1. L’image analytique a les propriétés suivantes :

1. elle associe à l’image I, une unique paire de fontions AM-FM

2. le spectre de Fourier de I est redondant, car il est à symétrie hermitienne (i.e Î est
entièrement déterminée soit par ses valeurs positives, soit par ses valeurs négatives).
L’image analytique permet de réduire cette redondance. En effet :

Îa (ω1, ω2) =

{
2Î (ω1, ω2) si ω1 et ω2 sont positifs
0 sinon

(IV.7)

3. elle ne vérifie cependant pas les équations de Cauchy-Riemann comme ce qui est le cas
en une dimension.

Une fois que l’image analytique Ia est construite suivant (IV.4), on déduit alors
∀(x1, x2) ∈ Ω les uniques fonctions AM et FM (62) :

a (x1, x2) = |Ia (x1, x2) |. (IV.8)

∇ϕ (x1, x2) = Re

[∇Ia (x1, x2)

jIa (x1, x2)

]

. (IV.9)

L’intérêt de la méthode par image analytique est qu’elle donne des valeurs exactes des signes
des fréquences contrairement à la méthode par séparation d’énergie comme nous le verrons
dans la Section IV.5.

IV.3.2 Cas discret

Soit Id une image discrète de taille M ×N .

Définition IV.5. L’image analytique associée à Id est donnée par :

Ĩa(k, l) = Id(k, l) + jHd [Id(k, l)] ,∀(k, l) ∈ [0,M ]× [0, N ]. (IV.10)

où Hd [Id] est la transformée d’Hilbert discrète 2D de Id.

Notons par Îd la transformée de Fourier discrète (DFT) de Id, alors la DFT de Hd [Id]
de Id , notée Ĥd [Id], est déterminée par (48) :

Ĥd [Id(u, v)] =M(u, v)· Îd(u, v), (IV.11)
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où :

M(u, v) =







−j, u = 1, 2, . . . , M
2 − 1

+j, u = M
2 + 1, M

2 + 2, . . . ,M − 1

−j, u = 0, v = 1, 2, . . . , N
2 − 1

−j, u = M
2 , v = 1, 2, . . . , N

2 − 1

+j, u = 0, v = N
2 + 1, N

2 + 2 . . . , N − 1

+j, u = M
2 , v = N

2 + 1, N
2 + 2 . . . , N − 1

0 sinon

(IV.12)

En prenant la DFT de (IV.10) et en utilisant les équations (IV.11) et (IV.12), on peut alors
calculer la DFT de l’IA Ia. Ia est alors obtenue par DFT inverse. Une fois obtenue, les
composantes AM et FM sont données ∀(k, l) ∈ [0,M ]× [0, N ] par (48) :

a(k, l) = |Ĩa(k, l)| (IV.13)

|U(k, l)| ≈ arccos

[

Ĩa(k + 1, l)) + Ĩa(k − 1, l)

2Ĩa(k, l)

]

(IV.14)

signe (U(k, l)) ≈ signe
{

arcsin

[

Ĩa(k + 1, l))− Ĩa(k − 1, l)

2jĨa(k, l)

]}

(IV.15)

|V (k, l)| ≈ arccos

[

Ĩa(k, l + 1)) + Ĩa(k, l − 1)

2Ĩa(k, l)

]

(IV.16)

signe (U(k, l)) ≈ signe
{

arcsin

[

Ĩa(k, l + 1))− Ĩa(k, l − 1)

2jĨa(k, l)

]}

, (IV.17)

où signe est la fonction définie par :

signe(x) =

{
1 si x ≥ 0
−1 sinon

Dans la section qui suit, nous introduisons les opérateurs de Teager-Kaiser en une et deux
dimensions.

IV.4 Opérateurs d’énergie de Teager-Kaiser

L’objet de cette partie est d’introduire l’opérateur TKEO en 1D, puis sa version étendue,
le TKEO 2D.
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IV.4.1 TKEO 1D

L’insuffisance d’une approche linéaire pour modéliser la parole a conduit Teager (65 ;
66 ; 67 ; 68 ; 69) à introduire un opérateur discret qui estime efficacement l’énergie nécessaire
à la création du signal de parole à bande étroite et pour lequel les fréquences instantanées
sont concentrées autour de la fréquence de résonance (ou formant) d’une porteuse sinusöıdale.
Cet opérateur sera ensuite introduit dans la littérature en traitement du signal et développé
de manière systématique par Kaiser (35 ; 70).

Définition IV.6. Soit S[n] un signal discret. En discret, l’opérateur d’énergie de Teager-
Kaiser, noté ψd, est défini par :

ψd(S[n]) = (S[n])2 − S[n+ 1]·S[n− 1]. (IV.18)

Considérons le signal discret suivant :

S[n] = A· cos(ω·n+ θ), (IV.19)

avec A étant une constante réelle. En appliquant ψd à S[n], on trouve :

ψd(S[n]) = A2· sin2(ω). (IV.20)

Kaiser montre alors dans (35) que :

ψd(S[n]) ≈ A2·ω2, (IV.21)

avec une erreur d’approximation inférieure à 11% pour ω <
π

4
. Le terme énergie vient du

fait que le membre de droite (IV.21) approxime l’énergie nécessaire pour créer le signal S[n]
(Équation IV.19) (voir (35)). L’analogie se fait en considérant un système mécanique constitué
d’une masse et d’un ressort (Figure IV.3). Nous le verrons après avoir défini la version continue
du TKEO :

Définition IV.7. Soit S(x) un signal réel défini sur ❘ et de classe C2 dans ❘. En continu,
l’opérateur d’énergie de Teager-Kaiser, noté ψ, est défini par :

ψ[S(x)] =

(
dS

dx
(x)

)2

− S(x)
d2S

dx2
(x) (IV.22)

La version continue du TKEO a été beaucoup étudiée par Kaiser (70 ; 116) et Maragos
et al. (117 ; 118 ; 119).

Les versions continue et discrète du TKEO sont utilisées en analyse temps-fréquence
pour estimer les amplitude et fréquence instantanées des signaux (pour plus d’information,
voir (63 ; 119 ; 120 ; 121)).

Pour revenir au système masse-ressort dont a parlé plus haut, on considère le signal
continu :

S(x) = A cos(ωx+ θ). (IV.23)
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Masse mx

O

Ressort k

Figure IV.3: Système masse-ressort

On montre alors que :
ψ[S(x)] = A2ω2. (IV.24)

Si on prend S(x) comme étant l’allongement du ressort, alors d’après le principe fondamental
de la dynamique, S(x) est solution de l’équation différentielle ordinaire :

d2S(x)

dx2
+
k

m
S(x) = 0, (IV.25)

où k est la raideur du ressort et m la masse. La solution de (IV.25) est de la forme (IV.23),

où A désigne l’amplitude des oscillations, ω =

√

k

m
la pulsation propre et θ la phase initiale.

On peut alors calculer l’énergie E du système comme la somme des énergies cinétique et
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potentielle, soit :

E =
1

2

(

k (S(x))2 +m

(
dS(x)

dx

)2
)

=
1

2
mA2ω2

≈ A2ω2. (IV.26)

Les équations (IV.21), (IV.24) et (IV.26) justifient donc le terme énergie donné à l’opérateur
TKEO.

IV.4.2 TKEO 2D

L’extension du TKEO discret en 2D, noté Ψd, est faite par Yu et al. (122) pour la
détection de contours dans les images :

Définition IV.8. Étant donnée une image discrête I de taille M × N . On a ∀(k, l) ∈
[0,M ]× [0, N ] :

Ψd[I(k, l)] = 2 (I(k, l))2 − I(k − 1, l)I(k + 1, l)− I(k, l − 1)I(k, l + 1) (IV.27)

C’est une extension du TKEO discret pour les signaux, suivant les lignes et les colonnes.
Cet opérateur discret est aussi utilisé pour le débruitage d’images dans (123) et le rehaus-
sement de contraste (voir (124 ; 125 ; 126). Nous avons d’ailleurs présenté en Annexe A
un algorithme de rehaussement de contraste basé sur le TKEO 2D, également proposé dans
(127).

Étant donnée une image discrète I(k, l) = A cos(Ω1k + Ω2l), on montre que :

Ψd[I(k, l)] = A2
(
sin2(Ω1) + sin2(Ω2)

)
. (IV.28)

La version continue et étendue pour des signaux multidimensionnels a été introduite
par (36) :

Définition IV.9. Soit I l’interpolée continue d’une image discrète définie sur un ouvert
borné Ω de ❘2. On suppose que I est de classe C2 sur Ω. Alors, ∀x ∈ Ω, on a :

Ψ[I(x)] = ‖∇I(x)‖2 − I(x)△I(x), (IV.29)

où △ est l’opérateur Laplacien.

Pour une image I(x) = a(x) cos (φ(x)), Maragos et Bovik (73) montrent que :

Ψ[I(x)] ≈ [a(x)]2|∇φ(x)|2, (IV.30)

avec une erreur d’approximation relative <<1.
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Dans la section qui suit, nous parlons de la démodulation des images avec les opérateurs
TKEO en 2D ainsi définis.

IV.5 Méthode par séparation d’énergie

Dans tout ce qui va suivre, nous confondrons, pour des raisons de commodité, I et Id.
On les distinguera par rapport à leurs arguments : I(x1, x2) désigne l’image continue, et Ĩ(k, l)
l’image discrète.
Nous rappelons que l’objectif est de trouver ∀(x1, x2) ∈ Ω les fonctions a(x1, x2) (AM) et
∇ϕ(x1, x2) = [U(x1, x2) V (x1, x2)]

t (FM) telles que (IV.1) soit vérifiée. Nous exposons ici
deux algorithmes basés sur le TKEO 2D qui résolvent ce problème. Nous parlerons d’abord
de l’algorithme discret, le DESA proposé par Maragos et al. (36). Dans un second temps,
nous parlerons de la version continue, l’ESA proposé par Maragos et Bovik (64).

IV.5.1 Algorithme discret DESA

Les approximations respectives de la composante AM et des composantes horizontale
et verticale FM sont données par (36) :

a(k, l) ≈
√

Ψd[I(k, l)]

sin2(|U(k, l)|) + sin2(|V (k, l)|) (IV.31)

|U(k, l)| ≈ arcsin

√

Ψd[I(k + 1, l)− I(k − 1, l)]

4Ψd[I(k, l)]
(IV.32)

|V (k, l)| ≈ arcsin

√

Ψd[I(k, l + 1)− I(k, l − 1)]

4Ψd[I(k, l)]
. (IV.33)

Nous illustrons sur un exemple les notions AM et FM afin de mieux les comprendre. On
considère l’image synthétique I définie pour tout m,n = 1, . . . , 100 par :

I(k, l) = 0.5
[

1 + 0.5 sin
( π

30
k +

π

50
l
)]

sin
[π

3
k +

π

5
l + 2 cos

( π

30
k
)

+ cos
( π

50
l +

π

2

)]

(IV.34)

L’image I est montrée sur la Figure IV.4. Les résultats de la démodulation sont
représentés sur la Figure IV.5.

IV.5.2 Algorithme continu ESA

En continu, Maragos et Bovik (64) montrent qu’il est possible de séparer l’énergie de
l’image de ses composantes AM et FM avec l’ESA en 2D. Les composantes de l’amplitude
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Figure IV.4: Représentation 3D de I (cf. Équation (IV.34)) (a). I en niveau
de gris (b)

sont alors données par :

a(x1, x2) ≈
Ψ[I(x1, x2)]

√

Ψ

[
∂I

∂x1
(x1, x2)

]

+ Ψ[
∂I

∂x2
(x1, x2)]

(IV.35)

Les fréquences horizontales et verticales de la composante FM sont données respectivement
pour i = 1 et i = 2 par (64) :

| ∂ϕ
∂xi

(x1, x2)| ≈

√
√
√
√
√

Ψ[
∂I

∂xi
(x1, x2)]

Ψ[I(x1, x2)]
, (IV.36)

∀i = 1, 2.
Une étude systématique de la validité des approximations des équations (IV.31-IV.36) est faite
dans (64 ; 73). En somme, l’erreur d’approximation est faible en considérant que les amplitude
et fréquence instantanées de l’image ne varient pas beaucoup par rapport aux porteuses ; ce
qui est vérifié en pratique par beaucoup d’images monocomposantes. Les méthodes DESA
et ESA supposent que les images à démoduler sont à bande étroite. Pour des images large
bande, un filtrage passe-bande (filtres de Gabor, ondelettes, EMD 2D, · · · ) est nécessaire
avant l’application de ces méthodes.

IV.6 Démodulation d’images réelles

La plupart des images réelles contiennent des informations très riches. Une approche
monocomposante s’avère insuffisante pour les modéliser. On sait (71 ; 72) qu’une approche
multicomposante permet de bien traiter les images réelles simples et même complexes. Pour
plus d’informations sur les notions de modèles monocomposant et multicomposant, le lecteur
pourra consulter les travaux dans (2 ; 128 ; 129 ; 3).
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Figure IV.5: Composantes de l’image I (Équation (IV.34)). Amplitudes : a
réelle (a). a estimée (b). Fréquences : U réelle (c). U estimée (d). V réelle (e).

V estimée (f)
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Récemment, Havlicek et al. (48) ont proposé une méthode de démodulation d’images
réelles avec une approche multicomposante. Ils proposent alors une décomposition en sous
bandes pour séparer chacune des composantes de l’image avant de leur appliquer la méthode
IA ou le DESA. Nous avons d’ailleurs proposé une approche similaire dans (76) et montré
qu’on obtient qualitativement de meilleurs résultats de démodulation que le DESA et la
méthode IA, et que l’algorihme proposé est plus robuste au bruit. Cependant, comme nous
le verrons avec les résultats numériques obtenus, l’application directe d’une méthode de
démodulation monocomposante sur les parties ainsi séparées crée des artefacts sur les com-
posantes AM et FM. Cela est en grande partie dû aux filtres de Gabor utilisés pour la
décomposition en sous bandes. D’ailleurs, cela est bien mentionné dans (48). Pour y remédier,
les auteurs ont proposé des filtrages et autres post-traitements, à posteriori, sur les compo-
santes AM et FM. Le problème que cela pose est qu’il faut, en plus de trouver les fonctions
AM et FM, faire des traitements supplémentaires de ces composantes. Nous proposons de
faire un filtrage passe-bas en amont du processus de démodulation. Cela compense très bien
les dégradations causées par le banc de filtres de Gabor. Il n’y aura plus de post-traitements
à faire sur les composantes AM et FM, et ces dernières sont nettement améliorées. L’ap-
proche de la démodulation est présentée en détails, et les résultats obtenus sont comparés à
la méthode proposée dans (48).

IV.6.1 Algorithme de démodulation

Soit I une image réelle. On note par Ω le domaine de l’image. On suppose que Ω est un
ouvert borné.

Définition IV.10. On dit que I est une image AM-FM multicomposante si ∀(x1, x2) ∈ Ω
on peut mettre I sous la forme :

I(x1, x2) =

N∑

n=1

an (x1, x2) cos [ϕn (x1, x2)] , (IV.37)

où les an sont des fonctions positives et les ϕn sont de classe C1 dans Ω.

En suivant (48), on modélise I par une approche multicomposante, à savoir :

I(x1, x2) =

N∑

n=1

an (x1, x2) cos [ϕn (x1, x2)] =

N∑

n=1

In (x1, x2)

Objectif : On cherche à déterminer, pour chaque n = 1, . . . , N , les fonctions an et ∇ϕn =
[Un Vn]t telles que (IV.37) soit vérifiée.

Idée principale : Séparer les N composantes In de I. Cela est possible avec des filtres de
Gabor (voir par exemple les travaux de Bovik et al. (71 ; 72)).

Considérons un banc de filtres de Gabor bidimensionnels de réponses impulsionnelles
{gn}n=1,...,N et de réponses fréquentielles notées {Gn}n=1,...,N .
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Désignons par ∗ l’opérateur de convolution. Soit Ĩn la réponse du nieme filtre gn :

Ĩn = I ∗ gn. (IV.38)

Supposons pour un pixel (x1, x2) donné qu’on ait :

Ĩn(x1, x2) ≈ (In ∗ gn) (x1, x2), (IV.39)

au voisinage de ce pixel.

Soit g une gaussienne de variance σ et de réponse fréquentielle G.
On pose ∀n, Iσ

n = Ĩn ∗ g et gσ
n = gn ∗ g. Par suite, on a :

Iσ
n ≈ (In ∗ gn) ∗ g = In ∗ (gn ∗ g) = In ∗ gσ

n. (IV.40)

On peut remarquer que I ∈ L∞(Ω) ⊆ L2(Ω), puisque I est bornée dans Ω. De plus, les
fonctions de Gabor et la gaussienne sont de classe C∞

c (❘2). Alors, ∀n = 1, . . . , N et i = 1, 2,
on a :

∇i (In ∗ gσ
n) = In ∗ ∇igσ

n, (IV.41)

où ∇1 = ∇ est l’opérateur gradient et ∇2 = △ l’opérateur Laplacien.

Comme nous l’avons également démontré dans (75), toutes les dérivées s’opèrent main-
tenant sur les gσ

n, qui sont de classe C∞
c (❘2) . Cela aura comme conséquence une plus grande

robustesse au bruit.
On calcule maintenant l’énergie des Iσ

n en leur appliquant Ψ (Équation IV.29) :

Ψ (Iσ
n ) = ‖∇Iσ

n‖2 − Iσ
n△Iσ

n (IV.42)

= ‖I ∗ ∇gσ
n‖2 − (I ∗ gσ

n) · (I ∗ △gσ
n) (IV.43)

≈ ‖In ∗ ∇gσ
n‖2 − (In ∗ gσ

n) · (In ∗ △gσ
n). (IV.44)

La proposition suivante nous permet de calculer, pour tout n, l’énergie des composantes Iσ
n

(75) :

Proposition IV.1. Soit I(k, l) = A cos[2π(Uk+V l)] ; (k, l) ∈ ❩2, une sinusöıde 2D pure où
A est une constante. Soit h un filtre linéaire invariant par translation, de réponse fréquentielle
H. Alors, l’énergie de I est donnée par :

Ψd(I ∗ h) = Ψd(I) · |H(U, V )|2, (IV.45)

où Ψd est donnée par l’équation IV.8.

Preuve IV.1. Considérons I1(k, l) = A exp [2iπ(Uk + V l)].
h étant un filtre linéaire invariant par translation, donc le filtrage revient à une convolution



122
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TEAGER-KAISER

discrète. Posons g1 = I1 ∗ h. ∀(k, l) ∈ ❩2, on a :

g1(k, l) =
∑

p

∑

q

h(p, q)I1(k − p, l − q) (IV.46)

=
∑

p

∑

q

h(p, q)A exp [2iπ(U(k − p) + V (l − q))] (IV.47)

=
∑

p

∑

q

h(p, q)A exp [2iπ(U(k − p) + V (l − q))] (IV.48)

= A exp [2iπ(Uk + V l)] ·
∑

p

∑

q

h(p, q) exp [−2iπ(Up+ V q)] (IV.49)

= I1(k, l) ·H(U, V ), (IV.50)

En remarquant que I(k, l) = ℜ[I1(k, l)], où ℜ désigne la partie réelle, et en posant
g(k, l) = I ∗ h(k, l), il vient alors ∀(k, l) ∈ ❩2, que :

g(k, l) = ℜ [I1(k, l) ·H(U, V )] (IV.51)

= I(k, l) ·H(U, V ) (IV.52)

= A ·H(U, V )
︸ ︷︷ ︸

constante par rapport à k et l

· cos[2π(Uk + V l) (IV.53)

Il s’en suit, en tenant en compte l’équation (IV.28), que ∀(k, l) ∈ ❩2 :

Ψd [g(k, l)] = A2 · |H(U, V )|2
(
sin2(U) + sin2(V )

)
(IV.54)

= Ψd [I(k, l)] · |H(U, V )|2 (IV.55)

Soit maintenant une image AM-FM définie ∀(k, l) ∈ ❩2 par I(k, l) = a(k, l) cos(Uk+V l).
On suppose que a varie très peu dans le voisinage du pixel (k, l). On déduit grâce à la
Proposition IV.1 que :

Ψd [g(k, l)] ≈ Ψd [I(k, l)] · |H(U, V )|2 (IV.56)

Cette dernière relation nous permet de déduire ∀(k, l) ∈ ❩2 l’énergie de la composante Iσ
n

pour tout n donnée par :

Ψd [Iσ
n (k, l)] ≈ Ψd[In(k, l)]|Gn [∇ϕn (k, l)] |2|G [∇ϕn (k, l)] |2, (IV.57)

où ∇ϕn = [Un Vn]t. La démodulation se fait maintenant sur chacune des composantes à
bande étroite Iσ

n , en leur appliquant le DESA et en tenant en compte l’équation (IV.57).

Notons respectivement par Ûn et V̂n, les approximations des composantes fréquentielles
horizontales et verticales de la composante FM de l’image Iσ

n . On a alors ∀(k, l) ∈ ❩2 :

|Ûn(k, l)| = arcsin

√

Ψd[(I ∗ gn) ∗ g(k + 1, l)− (I ∗ gn) ∗ g(k − 1, l)]

4Ψd[Iσ
n (k, l)]

, (IV.58)
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|V̂n(k, l)| = arcsin

√

Ψd[(I ∗ gn) ∗ g(k, l + 1)− (I ∗ gn) ∗ g(k, l − 1)]

4Ψd[(Iσ
n (k, l)]

, (IV.59)

∀n = 1, . . . , N , où N est le nombre de filtres de Gabor.

Pour les composantes AM des Iσ
n , du fait que les Iσ

n sont modifiées à travers les filtres
gn et g, on obtients :

ân(k, l) =
1

|Gn[Ûn(k, l), V̂n(k, l)]||G[Ûn(k, l), V̂n(k, l)]|

√

Ψd[I
σ
n (k, l)]

sin2(|Ûn(k, l)|) + sin2(|V̂n(k, l)|)
(IV.60)

∀n = 1, . . . , N et ∀(k, l) ∈ ❩2.

On a maintenant les N composantes de l’image réelle. Pour une meilleure analyse et une
meilleure extraction des structures les plus pertinentes de l’image réelle, nous utilisons une
analyse par composante dominante (DCA). La DCA consiste à choisir, par un certain critère,
pour chaque pixel des différentes composantes de l’image, celui qui est le plus représentatif
dans les N composantes. Ce pixel est dit dominant. Dans notre étude, le pixel dominant est
choisi par rapport à l’énergie de Teager-Kaiser du pixel. Ainsi, pour chaque pixel (k, l), on
détermine le pixel dominant (k, l)D à travers le banc de filtres, par :

(k, l)D = arg max
1≤n≤N

Ψd [(I ∗ gn) ∗ g(k, l)] (IV.61)

= arg max
1≤n≤N

Ψd [Iσ
n (k, l)] . (IV.62)

Finalement, l’image réelle I est analysée par ses composantes dominantes âD(k, l), ÛD(k, l)
et V̂D(k, l). La Figure IV.6 illustre le processus de la démodulation ainsi présentée. Pour sim-
plifier, nous nous référerons à l’algorithme de démodulation donné par les équations (IV.58-
IV.61), par GGDA (Gabor Gauss Demodulation Algorithm) (75).

IV.6.2 Résultats numériques

Nous montrons dans cette partie les résultats de l’implémentation de l’algorithme
GGDA. Afin d’avoir une bonne répartition fréquentielle du banc, nous avons utilisé un banc de
63 filtres de Gabor, obtenus avec différentes orientations et fréquences radiales. Les réponses
fréquentielles de ce filtres sont montrées sur la Figure IV.7. L’influence du filtrage passe-bas
pour corriger les artefacts créés par les filtres de Gabor est mise en évidence avec la Figure
IV.8. On y montre quelques composantes Ĩn et Iσ

n de l’image Sonar d’un fond marin (cf. Figure
IV.25).

Nous avons comparé les résultats obtenus avec notre approche avec ceux obtenus avec
la méthode proposée dans (48). Pour simplifier, nous désignons par G-DESA (Gabor-DESA),
l’algorithme de Havlicek et al. (48). Le GGDA est appliqué sur plusieurs images de ca-
ractéristiques différentes. Sur la première image de mur (Figure IV.9), nous voyons la nette
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Figure IV.6: Diagramme de l’algorithme GGDA

Figure IV.7: Banc de filtres de Gabor
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Ĩ55 Ĩ40 Ĩ50 Ĩ60

Iσ
55 Iσ

40 Iσ
50 Iσ

60

Figure IV.8: Illustration du filtrage passe-bas supplémentaire sur les compo-
santes de l’image de la Figure IV.25. De haut en bas : 1ere ligne : Composantes
Ĩn obtenues avec les filtres de Gabor. 2eme ligne : Composantes Iσ

n avec les
filtres de Gabor plus filtrage

Figure IV.9: Image d’un mur
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Figure IV.10: Image d’un autre mur

Figure IV.11: Une image de texture

amélioration des résultats de démodulation (Figure IV.12) avec le GGDA (Figures IV.12-
(a)-(b)), en comparaison avec le G-DESA (Figures IV.12-(c)-(d)). En effet, les motifs et les
granularités sont beaucoup plus visibles avec notre approche. Il en est de même pour l’image
de la Figure IV.10 du même type, mais avec des orientations différentes.

Le GGDA donne encore de meilleurs résultats de démodulation sur des images de texture
(Figures IV.11 et IV.15) que le G-DESA. La texture est bien mise en évidence avec le GGDA
(Figures IV.14-(a)-(b)), résultats quasiment impossibles à obtenir avec le G-DESA, à cause
notamment des artefacts de bruit. De même pour l’image de texture plus complexe de la
Figure IV.15. Il est à noter que bien qu’on aurait pu avoir une meilleure segmentation des
parties texturées, le GGDA arrive quand même à séparer les différentes textures de l’image
(Figures IV.17-(a)-(b)), et cela d’une meilleure manière que le G-DESA (Figures IV.17-(c)-
(d)).

Les améliorations apportées par le GGDA se voient aussi à travers la démodulation de
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l’image de la plaque d’immatriculation (Figure IV.18). En effet, on arrive à lire facilement
les chiffres de la plaque d’immatriculation avec la composante dominante FM obtenue avec
le GGDA ; ce qui un peu plus difficile, voire impossible, avec le G-DESA (Figure IV.19-(d)).

Les Figures IV.21 et IV.22 montrent clairement l’apport du GGDA comparé au G-
DESA. Un autre exemple est celui du zèbre (Figure IV.23). Là encore le GGDA (Figures
IV.24-(a)-(b)) fait mieux ressortir les structures les plus pertinentes de cette image, que le
G-DESA (Figures IV.24-(c)-(d)). Par exemples, les rayures noires et l’herbe.

Pour terminer, on a appliqué le GGDA sur des images sonar bathymétriques de fonds
marins (Figures IV.25 et IV.27 ). Sur les résultats de démodulation (Figures IV.26-(a)-(b) et
IV.28-(a)-(b)), nous pouvons voir des crêtes, des rides, des mégarides (dunes)... ; ce qui n’est
pas évident avec la G-DESA (Figures IV.26-(c)-(d) et IV.28-(c)-(d)).

(a) (b)

(c) (d)

Figure IV.12: Composantes dominantes de Fig. IV.9. Avec l’algorithme
GGDA : AM (a). Module FM (b). Avec l’algorithme G-DESA : AM (c). Mo-

dule FM (d).
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(a) (b)

(c) (d)

Figure IV.13: Composantes dominantes de Fig. IV.10. Avec l’algorithme
GGDA : AM (a). Module FM (b). Avec l’algorithme G-DESA : AM (c). Mo-

dule FM (d).
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(a) (b)

(c) (d)

Figure IV.14: Composantes dominantes de Fig. IV.11. Avec l’algorithme
GGDA : AM (a). Module FM (b). Avec l’algorithme G-DESA : AM (c). Mo-

dule FM (d).



130
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Figure IV.15: Une autre image de texture

Figure IV.16: Barbara
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(a) (b)

(c) (d)

Figure IV.17: Composantes dominantes de Fig. IV.15. Avec l’algorithme
GGDA : AM (a). Module FM (b). Avec l’algorithme G-DESA : AM (c). Mo-

dule FM (d).

Figure IV.18: Une plaque d’immatriculation
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CHAPITRE IV. DÉMODULATION D’IMAGES AVEC LES OPÉRATEURS DE
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(a) (b)

(c) (d)

Figure IV.19: Composantes dominantes de Fig. IV.18. Avec l’algorithme
GGDA : AM (a). Module FM (b). Avec l’algorithme G-DESA : AM (c). Mo-

dule FM (d).

Figure IV.20: Lena
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(a) (b)

(c) (d)

Figure IV.21: Composantes dominantes de Fig. IV.20. Avec l’algorithme
GGDA : AM (a). Module FM (b). Avec l’algorithme G-DESA : AM (c). Mo-

dule FM (d).



134
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(a) (b)

(c) (d)

Figure IV.22: Composantes dominantes de Fig. IV.16. Avec l’algorithme
GGDA : AM (a). Module FM (b). Avec l’algorithme G-DESA : AM (c). Mo-

dule FM (d).

Figure IV.23: Zèbre
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(a) (b)

(c) (d)

Figure IV.24: Composantes dominantes de Fig. IV.23. Avec l’algorithme
GGDA : AM (a). Module FM (b). Avec l’algorithme G-DESA : AM (c). Mo-

dule FM (d).

Figure IV.25: Image bathymétrique de fond marin avec ombrage
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(a) (b)

(c) (d)

Figure IV.26: Composantes dominantes de Fig. IV.25. Avec l’algorithme
GGDA : AM (a). Module FM (b). Avec l’algorithme G-DESA : AM (c). Mo-

dule FM (d).

IV.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre de nombreuses de notions et outils nécessaires à
la compréhension des modèles AM-FM et à la démodulation des images. Aussi, nous avons
présenté différentes méthodes de démodulation. Il ressort de cette étude que l’approche AM-
FM multicomposante est bien adaptée aux images réelles et permet de faire une analyse des
structures pertinentes dans les images. L’approche qui était utilisée jusque là consistait à
séparer les composantes de l’image en sous-bandes avec les filtres de Gabor, pour ensuite
leur appliquer une méthode de démodulation de type monocomposant. Comme nous l’avons
vu avec les résultats numériques obtenus, cette approche présente certains inconvénients. En
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Figure IV.27: Image bathymétrique de fond marin sans ombrage

effet, il apparâıt des artefacts sur les composantes AM et FM, causés en grande partie par les
filtres de Gabor. Afin d’y remédier, nous avons proposé un nouvel algorithme améliorant cette
approche, en incluant un filtrage passe-bas en amont de la démodulation. Cette amélioration
est confirmée avec les résultats numériques obtenus, bien que cela soit basée sur des critères
qualitatifs. Une meilleure analyse des images réelles est alors possible à travers les compo-
santes dominantes AM et FM. Toutefois, il serait intéressant de quantifier cette amélioration
par des mesures de qualité adaptées aux images.

Dans ce travail, nous avons également apporté une justification théorique du calcul de
l’énergie de Teager-Kaiser des composantes de l’image réelle, obtenues avec une décomposition
en sous bandes via un banc de filtres de Gabor. Un résultat similaire est également obtenu
dans (74) avec l’approche par IA avec les QEA (Quasi-Eigenfunction Approximations).

L’algorithme que nous avons proposé repose sur une méthode de démodulation mono-
composante, le DESA qui donne des approximations de l’amplitude et des fréquences d’une
image. Bien que les erreurs d’approximation avec le DESA soient petites, il est possible d’avoir
des erreurs encore plus faibles, et obtenir de la sorte une meilleure démodulation. Le TKEO
2D utilise des dérivées de l’image jusqu’à l’ordre 2. Dans le chapitre qui suit, on utilise les
TKEO 2D d’ordres supérieurs en augmentant l’ordre de dérivation, et on montre alors que
les composantes AM et FM sont approchées d’une meilleure manière que le DESA.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure IV.28: Composantes dominantes de Fig. IV.27. Avec l’algorithme
GGDA : AM (a). Module FM (b). Avec l’algorithme G-DESA : AM (c). Mo-

dule FM (d).
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V.4 Algorithme de démodulation d’images monocomposantes basé
sur les HODEO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

V.4.1 Algorithme DHODA (Discrete Higher Order Demodulation Algorithm)144

V.4.2 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
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L’objectif principal de ce chapitre est de montrer l’apport des ordres supérieurs dans
la démodulation des images monocomposantes et réelles, par rapport aux méthodes de
démodulation basées sur le TKEO 2D classique ou la transformée de Hilbert 2D. Nous pro-
posons un algorithme de démodulation d’images monocomposantes et nous l’étendons ensuite
pour des images réelles. Aussi, nous quantifions les erreurs d’approximations commises sur
les composantes AM et FM, et montrons que l’approche de démodulation proposée donne de
meilleurs résultats que ceux obtenus avec le DESA et l’approche par image analytique.
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V.1 Introduction

N
ous avons vu dans le Chapitre IV les différentes méthodes de démodulation d’images
monocomposantes : l’approche par IA de Havlicek (62) avec la transformée de
Hilbert 2D, le DESA de Maragos et al. (36) et l’ESA de Maragos et Bovik (64),

utilisant le TKEO. Ces différentes méthodes imposent au signal, quelle que soit sa dimension,
d’être à bande étroite et à amplitude localement constante. Le TKEO 1D et sa version
étendue en 2D utilisent des dérivées du signal (ou image) jusqu’à l’ordre 2. Dans ce chapitre,
nous allons voir qu’on peut généraliser le TKEO à n’importe quel ordre. Dans (130), il est
montré que les TKEO d’ordres supérieurs se comportent mieux que le TKEO classique pour
des images issues de l’interférométrie optique. Ce résultat est comparé avec la méthode de
démodulation proposée dans (131). Dans ce chapitre, nous montrons l’apport des ordres
supérieurs dans la démodulation des images. Pour ce faire, nous proposons deux algorithmes
de démodulation : le premier concerne des images monocomposantes, le second est pour des
images réelles. Les résultats numériques obtenus sont comparés au DESA et à l’approche IA,
et montrent que notre approche donne de meilleurs résultats, aussi bien quantitativement,
que qualitativement.

Le plan de ce chapitre est le suivant : nous commençons par introduire les TKEO
d’ordres supérieurs en 1D dans la Section V.2. Dans la Section V.3, nous exposons leur
extension en 2D avec l’algorithme CHOEDA (Continuous Higher Order Energy Demodulation
Algorithm) proposé dans (78). C’est dans la Section V.4 que nous proposons l’algorithme
discret de démodulation d’images monocomposantes. Les résultats numériques sont montrés
aussi bien pour des images synthétiques que réelles (monocomposantes). Une application à
la segmentation d’ombres de mines dans des images sonar y est aussi présentée. L’algorithme
de démodulation que nous proposons est comparé au DESA et à l’IA. Nous étendons ensuite
cette approche pour des images réelles dans la Section V.5. Des résultats de démodulation
d’images réelles sont également montrés dans cette partie.

V.2 Opérateurs de Teager-Kaiser d’ordres supérieurs en 1D

Les opérateurs d’ordres supérieurs sont introduits pour les signaux 1D par Maragos et
Potamianos (77), constituant une généralisation de l’opérateur continu TKEO (cf. Définition
IV.7). Les auteurs (77) désignent alors ces opérateurs par Higher Order Differential Energy
Operators (HODEO) et proposent alors un algorithme continu de démodulation de signaux
basé sur les HODEO, ainsi que des schémas de discrétisation des HODEO.

Définition V.1. Soit un signal S(x) admettant des dérivées jusqu’à l’ordre k quelconque. Le
TKEO de S(x) d’ordre k, que nous notons par φk[S], est défini par (77) :

φk [S(x)] =
dS

dx
(x) · d

k−1

dxk−1
[S(x)]− S(x) · d

k

dxk
S(x) (V.1)

Remarque V.1. Pour k = 2, on retrouve l’opérateur TKEO (cf. Équation IV.22).

Les opérateurs d’ordres supérieurs représentent une généralisation du TKEO. On a une



V.3. L’ALGORITHME CONTINU DE DÉMODULATION CHOEDA (CONTINUOUS
HIGHER ORDER ENERGY DEMODULATION ALGORITHM) 141

relation récursive entre les ordres, suivant :

φk [S(x)] =
d

dx
φk−1 [S(x)]− φk−2

[
dS

dx
(x)

]

(V.2)

Pour une sinusöıde pure S(x) = A cos(ωx+ ϕ), Maragos et Potamianos (77) montrent que :

φk [S(x)] =

{

0 si k = ±1,±3, . . .

(−1)1+
k
2A2ωk si k = 0,±2,±4, . . .

(V.3)

Comme pour le DESA ou l’ESA, on considère que le signal S(x) est à bande étroite et que
son amplitude ainsi que sa fréquence ne varient ni rapidement, ni beaucoup par rapport à
la fréquence de la porteuse (73). L’algorithme de démodulation qui en découle repose sur la
combinaison des opérateurs d’ordres 2 (i.e TKEO) et 4. Les estimations de l’amplitude et de
la fréquence respectivement notées par Â et ω̂ sont données par (77) :

ω̂ =

√

−φ4 [S(x)]

φ2 [S(x)]
(V.4)

|Â| = φ2 [S(x)]
√

−φ4 [S(x)]
. (V.5)

Dans les parties qui suivent, nous ne parlerons que de la démodulation des images.

V.3 L’algorithme continu de démodulation CHOEDA (Conti-
nuous Higher Order Energy Demodulation Algorithm)

Une des limitations du DESA (36) ou de l’ESA (64) est que les composantes horizontale

et verticale de la composante FM doivent obligatoirement être comprises entre 0 et
π

2
. Cela

veut dire que les fréquences spatiales de l’image ne sont estimées, au plus, qu’au quart du
plan fréquentiel d’échantillonnage. La raison principale est que le TKEO 2D proposé est juste
une extension simple de l’opérateur en 1D suivant les directions verticale et horizontale. Par
conséquent, toutes les autres directions, par exemple les diagonales, ne sont pas prises en
compte. Cela nous amène donc à utiliser d’autres extensions du TKEO en 2D qui prennent
en considération ces directions, comme celle qui est proposée dans (78).

Soit I une image définie sur Ω et de classe C2. L’opérateur d’ordre 2 qu’on utilise est
maintenant défini par :

Φ2 [I(x1, x2)] =

[(
∂I

∂x1

)2

− I ∂
2I

∂x2
1

]

+

[(
∂I

∂x2

)2

− I ∂
2I

∂x2
2

]

︸ ︷︷ ︸

1erterme

+ 2

[(
∂I

∂x1

∂I

∂x2

)

− I ∂2I

∂x1∂x2

]

︸ ︷︷ ︸

2iemeterme

.

(V.6)

Remarques V.1. Il y a deux points essentiels à noter concernant l’équation (V.6) :

1. Le premier terme de cet opérateur (cf. V.6) représente le TKEO en 2D (cf. Définition
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IV.9).

2. Le second terme de (V.6) représente la différence majeure. Il mesure l’énergie d’interac-
tion entre les directions horizontale et verticale.

Posons Λ(I) =
∂I

∂x1
+

∂I

∂x2
. On note Λ2(I) = Λ(Λ(I)).

Nous pouvons réécrire l’équation (V.6) par :

Φ2 [I(x1, x2)] = {Λ [I (x1, x2)]}2 − I(x1, x2) · Λ {Λ [I (x1, x2)]} (V.7)

= {Λ [I (x1, x2)]}2 − I(x1, x2) · Λ2 [I (x1, x2)] (V.8)

Ainsi, à l’ordre 3, on aura :

Φ3 [I(x1, x2)] = Λ [I (x1, x2)] · Λ2 [I (x1, x2)]− I(x1, x2) · Λ3 [I (x1, x2)] (V.9)

Cela nous permet d’étendre la définition à tout ordre quelconque k :

Définition V.2. Soit I une image de classe Ck sur Ω. Le TKEO en 2D de I généralisé à
un ordre k quelconque, noté Φk[I], est donné par :

Φk [I(x1, x2)] = Λ [I (x1, x2)] · Λk−1 [I (x1, x2)]− I(x1, x2) · Λk [I (x1, x2)] (V.10)

On considère maintenant une image AM-FM I définie par :

I(x1, x2) = a(x1, x2) cos (ω1x1 + ω2x2) . (V.11)

En lui appliquant l’opérateur Φ2, on a :

Φ2 [I(x1, x2)] = [a(x1, x2)]
2 (ω1 + ω2)

2 + cos2(ω1x1 + ω2x2) · Φ2 [a(x1, x2)] (V.12)

Pour une sinusöıde 2D pure (i.e a(x1, x2) = cste), on montre que :

Φ2 [I(x1, x2)] = [a(x1, x2)]
2 (ω1 + ω2)

2 (V.13)

Toujours pour une sinusöıde pure, en suivant Yu et al. (122), on a alors :

Φ3 [I(x1, x2)] = 0 (V.14)

Φ4 [I(x1, x2)] = − [a(x1, x2)]
2 (ω1 + ω2)

4 (V.15)

Ainsi, pour démoduler des images AM-FM, on fait l’hypothèse qu’elles ont des amplitudes
localement constantes. De ce fait et avec les équations (V.13-V.15), on obtient une bonne
estimation â(x1, x2) de l’amplitude a(x1, x2) donnée par Boudraa et al. (78) :

|â(x1, x2)| =
Φ2 [I(x1, x2)]

√

−Φ4 [I(x1, x2)]
(V.16)

On montre aussi que :

Φ2 [∂1I(x1, x2)− ∂2I(x1, x2)] = [a(x1, x2)]
2 (ω1 − ω2)

2(ω1 + ω2)
2 (V.17)
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Φ2 [∂1I(x1, x2) + ∂2I(x1, x2)] = [a(x1, x2)]
2 (ω1 + ω2)

2(ω1 + ω2)
2, (V.18)

avec ∂iI(x1, x2) =
∂I

∂xi
(x1, x2), pour tout i = 1, 2.

En combinant les équations (V.13), (V.17) et (V.18), on obtient :

1(ω1 − ω2)
2 =

Φ2 [∂1I(x1, x2)− ∂2I(x1, x2)]

Φ2 [I(x1, x2)]
(V.19)

(ω1 + ω2)
2 =

Φ2 [∂1I(x1, x2) + ∂2I(x1, x2)]

Φ2 [I(x1, x2)]
(V.20)

Notons par ω̂1 et ω̂2 les estimations des fréquences ω1 et ω2. En utilisant les coordonnées
polaires (‖ω̂‖, θ̂) avec ω̂ = (ω̂1, ω̂2), on a :

{

ω̂1=‖ω̂‖ cos(θ̂)

ω̂2=‖ω̂‖ sin(θ̂).
(V.21)

On déduit finalement de (V.21), que (78) :

‖ω̂‖ =

√

Φ2 [∂1I(x1, x2)− ∂2I(x1, x2)] + Φ2 [∂1I(x1, x2) + ∂2I(x1, x2)]

2Φ2 [I(x1, x2)]
(V.22)

θ̂ =
1

2
arc sin

[
Φ2 [∂1I(x1, x2) + ∂2I(x1, x2)]− Φ2 [∂1I(x1, x2)− ∂2I(x1, x2)]

Φ2 [∂1I(x1, x2) + ∂2I(x1, x2)] + Φ2 [∂1I(x1, x2)− ∂2I(x1, x2)]

]

(V.23)

Les formules (V.16), (V.22) et (V.23) permettent de modéliser l’image I sous la forme AM-FM
donnée par l’équation (V.11).

Dans la partie qui suit, on présente l’algorithme discret de démodulation d’images mo-
nocomposantes.

V.4 Algorithme de démodulation d’images monocomposantes
basé sur les HODEO

L’objectif principal de la modélisation AM-FM est de s’affranchir des limites de la
transformée de Fourier afin d’obtenir une représentation qui soit capable de capturer l’infor-
mation pertinente dans une image, avec juste un nombre réduit de fonctions AM-FM quasi-
sinusöıdales. Il est important de garder à l’esprit la nature discrète des images. L’interpolation
va donc jouer un rôle essentiel pour une bonne implémentation des algorithmes continus, le
CHOEDA par exemple. Les résultats de démodulation seront fortement dépendants des choix
des interpolants. Nous ne nous sommes pas intéressés ici à ces aspects du problème, nous pro-
posons plutôt un algorithme discret de démodulation d’images monocomposantes, basé sur
les HODEO en 2D. Nous ferons ensuite la comparaison avec le DESA (36) et l’approche par
IA (62).
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V.4.1 Algorithme DHODA (Discrete Higher Order Demodulation Algo-
rithm)

L’écriture développée de l’équation (V.9) donne :

Φ3 [I(x1, x2)] =
[
∂1I(x1, x2)∂

2
1I(x1, x2)− I(x1, x2)∂

3
1I(x1, x2)

]

+
[
∂2I(x1, x2)∂

2
2I(x1, x2)− I(x1, x2)∂

3
2I(x1, x2)

]

+
[
∂1I(x1, x2)∂

2
2I(x1, x2) + 2∂2I(x1, x2)∂

2
12I(x1, x2)− 3I(x1, x2)∂

3
122I(x1, x2)

]

+
[
∂2I(x1, x2)∂

2
1I(x1, x2) + 2∂1I(x1, x2)∂

2
12I(x1, x2)− 3I(x1, x2)∂

3
122I(x1, x2)

]
,

(V.24)

où pour toute fonction f quelconque de classe Cm(❘2), on pose :

∂m
1p2qf(x1, x2) =

∂mf

∂xp
1∂x

q
2

(x1, x2) avec p+q = m. Cela nous permet de réécrire l’équation (V.9)

de manière plus simple :

Φ3 [I(x1, x2)] = ∂1 {Φ2 [I (x1, x2)]}+ ∂2 {Φ2 [I (x1, x2)]} (V.25)

De manière plus générale, on montre par récurrence que, pour tout k > 3 on a :

Φk [I(x1, x2)] = ∂1 {Φk−1 [I(x1, x2)]}+∂2 {Φk−1 [I(x1, x2)]}−Φk−2 [∂1I(x1, x2) + ∂2I(x1, x2)]
(V.26)

Pour tout (k, l) ∈ ❩2, on pose :

I1(k, l) =
1

2
[I(k + 1, l)− I(k − 1, l)] , (V.27)

I2(k, l) =
1

2
[I(k, l + 1)− I(k, l − 1)] , (V.28)

I12(k, l) =
1

2
[I2(k + 1, l)− I2(k − 1, l)] . (V.29)

L’opérateur (V.6) est alors discrétisé comme suit :

Φd
2 [I(k, l)] = 2 [I(k, l)]2 − I(k − 1, l) I(k + 1, l)− I(k, l − 1) I(k, l + 1)

︸ ︷︷ ︸

1erterme

+ 2 [I1(k, l) I2(k, l)− I(k, l) I12(k, l)]
︸ ︷︷ ︸

2iemeterme

, (V.30)

Remarques V.2. Comme pour le cas continu, on peut faire deux remarques intéressantes
concernant (V.30) :

1. Le premier terme de (V.30) correspond au TKEO discret en 2D de l’image I (cf.
Définition IV.8).

2. Le second terme mesure l’énergie d’interaction des pixels entre les lignes et les colonnes.

Considérons une image discrète I définie par :

I(k, l) = a(k, l) cos [k·ω1(k, l) + l·ω2(k, l)] (V.31)
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On suppose que l’amplitude de I est localement constante. En suivant Yu et al. (122), on
montre alors que :

Φd
2 [I(k, l)] ≈ [a(k, l]2 (sin(ω1) + sin(ω2))

2 (V.32)

Φd
3 [I(k, l)] = 0 (V.33)

Φd
4 [I(k, l)] ≈ − [a(k, l]2 (sin(ω1) + sin(ω2))

4 (V.34)

En suivant toujours (122), on montre aussi, sous des hypothèses tout à fait réalistes établies
dans (73), les relations suivantes :

Φd
2 [Ii(k, l)] ≈ [a(k, l]2 [sin(ωi)]

2 (sin(ω1) + sin(Ω2))
2 (V.35)

Φd
2 [I12(k, l)] ≈ [a(k, l]2 [sin(ω1)]

2 [sin(ω2)]
2 (sin(ω1) + sin(ω2))

2 (V.36)

Φd
4 [Ii(k, l)] ≈ − [a(k, l]2 [sin(ωi)]

2 (sin(ω1) + sin(ω2))
4 (V.37)

Φd
4 [I12(k, l)] ≈ − [a(k, l]2 [sin(ω1)]

2 [sin(ω2)]
2 (sin(ω1) + sin(ω2))

4 (V.38)

Notons par â(k, l), ω̂1(k, l) et ω̂2(k, l), les estimations respectives de l’amplitude, de la
fréquence horizontale et verticale de I. En combinant les équations (V.32-V.38), on obtient
finalement que :

|â(k, l)| =
√

Φd
2 [I1(k, l)] · Φd

2 [I2(k, l)]

−Φd
4 [I12(k, l)]

(V.39)

|ω̂1(k, l)| = arc sin

√

Φd
2 [I12(k, l)]

Φd
2 [I2(k, l)]

(V.40)

|ω̂2(k, l)| = arc sin

√

Φd
2 [I12(k, l)]

Φd
2 [I1(k, l)]

. (V.41)

Avec les équations (V.26) et (V.33), on trouve :

Φ4 [I(x1, x2)] = ∂1 {Φ3 [I(x1, x2)]}+ ∂2 {Φ3 [I(x1, x2)]} − Φ2 [∂1I(x1, x2) + ∂2I(x1, x2)]

= −Φ2 [∂1I(x1, x2) + ∂2I(x1, x2)]

Pour tout (k, l) ∈ ❩2, on pose :

I1
12(k, l) =

1

2
[I12(k + 1, l)− I12(k − 1, l)] ,

I2
12(k, l) =

1

2
[I12(k, l + 1)− I12(k, l − 1)] .

D’où (V.39) peut finalement se réécrire :

|â(k, l)| =
√

Φd
2 [I1(k, l)] · Φd

2 [I2(k, l)]

Φd
2

[
I1
12(k, l) + I2

12(k, l)
] . (V.42)
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Les formules (V.39-V.42) ainsi établies constituent l’algorithme DHODA (Discrete Higher
Order Demodulation Algorithm), qui est également présenté dans (79 ; 43).

V.4.2 Résultats numériques

Dans cette partie, nous montrons les résultats de l’implémentation de l’algorithme
DHODA. Il est appliqué sur des images synthétiques et réelles, et les résultats sont com-
parés au DESA et à la méthode IA.

V.4.2.1 Images synthétiques

Soit l’image synthétique I1 définie pour tout m,n = 1, · · · , 100, par :

I1(m,n) = 0.5(1 + 0.5 cos(m
π

30
+ n

π

50
)) cos(m

π

3
+ n

π

5
+ 2 cos(m

π

30
) cos(n

π

50
+
π

2
)) (V.43)

L’image I1 est représentée sur la Figure V.1. Les composantes AM et FM exactes et estimées
avec le DHODA sont montrées sur la Figure V.2.
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Figure V.1: Représentation 3D de I1 (cf. Équation (V.43)) (a). I1 en niveau
de gris (b).

Pour bien évaluer les performances du DHODA, nous l’avons aussi appliqué à l’image
synthétique I2 utilisée également comme image test dans (73) et définie pour tout m,n =
1, · · · , 100, par :

I2(m,n) = 0.5(1 + 0.5 sin(m
π

30
+n

π

50
)) cos(m

π

3
+n

π

5
+ 2 sin(m

π

30
) + sin(n

π

50
+
π

2
)) (V.44)

Nous obtenons qualitativement pour les images synthétiques I1 (Équation V.43) et I2 (V.44)
les mêmes résultats de démodulation avec le DESA (36). Afin de mieux évaluer les perfor-
mances du DHODA par rapport au DESA, nous calculons alors les erreurs d’approximations
commises sur les composantes estimées AM et FM des images synthétiques I1 et I2, avec les
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Figure V.2: Composantes de l’image synthétique I1 (Équation (V.43)). Am-
plitudes : a réelle (a). a estimée (b). Fréquences : ω1 réelle (c). ω1 estimée (d).

ω2 réelle (e). ω2 estimée (f)
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Tableau V.1: Erreurs d’approximation des composantes AM et FM de
l’image I1, obtenues avec le DHODA et le DESA.

MSE(a, â) ‖a− â‖2 var

(
a− â
a

)

MSE(ω1, ω̂1) ‖ω1 − ω̂1‖2

DESA 0.0119 10.9278 0.0415 0.0483 21.9681

DHODA 9.9617· 10−4 3.1562 0.0044 0.0092 9.5979

var

(
ω1 − ω̂1

ω1

)

MSE(ω2, ω̂2) ‖ω2 − ω̂2‖2 var

(
ω2 − ω̂2

ω2

)

DESA 0.0418 0.0164 12.8214 0.0387

DHODA 0.0093 0.0059 7.6501 0.0146

deux différentes méthodes de démodulation. Les erreurs sont calculées en norme L2, en MSE
(Minimum Squareds Error) et par rapport aux variances relatives. Le Tableau V.1 donne les
différentes erreurs commises pour I1 et le Tableau V.2 pour celles commises pour I2. Comme
on peut le noter, les erreurs commises avec le DHODA sont beaucoup plus faibles que celles
commises avec le DESA (73). La démodulation avec le DHODA donne quantitativement donc
de meilleurs résultats.

Dans cette première partie des résultats numériques, nous avons montré l’apport des
ordres supérieurs sur la précision de la démodulation. Cette réduction importante des er-
reurs d’approximations pour les images synthétiques va se traduire comme une information
supplémentaire permettant de capturer les informations pertinentes (zones d’intérêts) dans
les images réelles monocomposantes. C’est ce que nous allons examiner dans la partie qui
suit.

V.4.2.2 Images monocomposantes réelles

Dans ce paragraphe, nous présentons les résultats du DHODA appliqué à des images
réelles. Les résultats sont comparés au DESA et à lapproche par IA. Quelques remarques
d’ordre pratique sont à préciser. Donc, en plus des conditions de bande étroite et d’amplitude
localement constante, nous faisons aussi l’hypothèse de moyenne nulle pour les images. Ce
qui revient en pratique à soustraire de l’image sa moyenne.

Remarque V.2. L’énergie pour générer le signal image (Équation (V.32)) doit être positive.
Une étude concernant la positivité du TKEO est faite dans (132).
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Tableau V.2: Erreurs d’approximation des composantes AM et FM de
l’image I2, obtenues avec le DHODA et le DESA.

MSE(a, â) ‖a− â‖2 var

(
a− â
a

)

MSE(ω1, ω̂1) ‖ω1 − ω̂1‖2

DESA 0.0129 11.3444 0.0414 0.0452 21.2644

DHODA 0.0036 6.0368 0.0125 0.0098 9.9121

var

(
ω1 − ω̂1

ω1

)

MSE(ω2, ω̂2) ‖ω2 − ω̂2‖2 var

(
ω2 − ω̂2

ω2

)

DESA 0.0418 0.0160 12.6559 0.0386

DHODA 0.0084 0.0052 7.2412 0.0132

Comme il a aussi été souligné dans (73), il arrive, pour certains pixels de l’image, que
l’énergie soit négative. Dans (73), les AMauteurs proposent de mettre à zéro la valeur de
l’énergie du pixel pour lequel son énergie, donnée par l’équation (IV.27), est négative. Dans
cette étude, nous faisons un moyennage dans le voisinage 3 × 3 de chaque pixel pour lequel
l’énergie de Teager-Kaiser (cf. Équation (V.30)) est négative. Cela reflète mieux l’aspect
contextuel du pixel.

Nous faisons également des pré-traitement des images. Nous appliquons un filtre médian
comme pré-traitement des images avant de les démoduler. Il faut noter que cela a été aussi
dans (73). Bien entendu, nous le faisons aussi systématiquement pour les autres méthodes,
pour ne pas biaiser les comparaisons avec les autres algorithmes de démodulation.

Avec ces considérations faites, nous appliquons le DHODA sur l’image du Carré montré
sur la Figure V.3 et sur les images sonar d’ombres de mines montrées sur la Figure V.4. Nous
commentons d’abord les composantes AM, et en deuxième lieu, les fonctions FM obtenues.

- Composantes AM :

On s’intéresse ici uniquement aux composantes AM des images. On va voir qu’elles
peuvent être appliquées à la segmentation d’images. En particulier, nous verrons leurs ap-
plications pour la segmentation d’ombres de mines dans des images sonar. Cela présente
beaucoup d’intérêts pour des applications civiles et militaires.
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Figure V.3: Carré

(a) (b) (c)

Figure V.4: Images sonar. Mine 1 (a). Mine 2 (b). Mine 3 (c).

Le DHODA est d’abord appliqué sur l’image du Carré (Figure V.3). La composante
AM est représentée sur la Figure V.5. Comme nous pouvons le constater, le DHODA arrive
à bien segmenter le carré noir avec la composante AM (Figure V.5-(c)). Ce qui n’est pas le
cas pour les autres méthodes de démodulation, notamment le DESA (Figure V.5-(a)) et l’IA
(Figure V.5-(b)). Il est à préciser que ni le DESA, ni l’IA sont des méthodes de segmentation
d’images. Nous voulons juste mettre en avant l’information supplémentaire donnée avec les
HODEO 2D, par rapport au TKEO 2D et à la transformée de Hilbert 2D. Comme nous
l’avons vu au Chapitre IV, nous savons que la propriété principale de la composante AM
est sa capacité à renseigner sur le niveau de contraste des textures, plus précisément, sur
la disparité en intensité entre les textures sombres et brillantes. Cela est bien reflété par la
composante AM donnée par le DHODA. En se basant sur tout cela, nous pouvons dire que le
DHODA donne en plus qualitativement de meilleurs résultats de démodulation. Finalement,
un simple moyennage permet de parfaire la segmentation comme nous le voyons avec la Figure
V.6.
Nous avons aussi utilisé une méthode basique de segmentation basée sur le seuillage de

l’histogramme. L’histogramme de l’image du carré, ainsi que la segmentation sont représentés
sur la Figure V.7.

Nous appliquons maintenant le DHODA sur des images sonar d’ombres de mines (Figure
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(a) (b) (c)

Figure V.5: Composantes AM obtenues avec différentes méthodes de
démodulation : DESA (b). IA (c). DHODA (d).

Figure V.6: Segmentation du Carré avec la composante AM avec le DHODA
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Figure V.7: Histogramme du Carré (a). Segmentation basée sur l’histo-
gramme (b).
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V.4) qui ont des structures un peu plus complexes. Elles se composent de trois parties : un
écho, une réverbération et l’ombre de la mine. Bien entendu, la partie la plus importante reste
l’ombre de la mine. Le DHODA arrive à extraire ces parties dans ces images sonar, grâce aux
composantes AM (Figures V.8-(c), V.8-(f) et V.8-(i)). Comme nous l’avons précédemment
fait remarquer, ni le DESA (Figures V.8-(a), V.8-(d) et V.8-(g)), ni l’IA (Figures V.8-(b),
V.8-(e) et V.8-(h)) n’arrivent à faire ressortir ces parties importantes des images, même si ce
n’est pas l’objectif premier de ces méthodes de démodulation. Là encore, on peut constaté

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)
AM component

(g) (h) (i)

Figure V.8: Composantes AM obtenues avec différentes méthodes de
démodulation. De la gauche vers la droite : 1ere colonne : DESA. 2eme : IA.

3eme : DHODA
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l’importance des ordres supérieurs par rapport au TKEO 2D et à la transformée de Hilbert
2D. Un moyennage de fenêtre permet de parfaire les segmentations comme il apparâıt sur la
Figure V.9.

Figure V.9: Segmentations des ombres de mines avec les composantes AM
obtenues avec le DHODA

- Composantes FM :

Nous nous intéressons ici aux composantes FM des images du Carré (Figure V.3) et des
images d’ombres de mines (Figure V.4). Pour les afficher, nous utilisons une représentation
sous forme de flèches. Cette représentation reflète mieux la notion de fréquence d’une image.
Ainsi, pour chaque pixel, on trace une flèche dont l’origine est le pixel. La longueur de la
flèche est inversement proportionnelle au module de la fréquence (composante FM en ce
pixel). La flèche est orientée suivant la direction du vecteur fréquence. (Pour plus de détails,
le lecteur pourra regarder les travaux de Havlicek (62) et Havlicek et al.(48)). Par conséquent,
plus la flèche est courte, plus la fréquence est grande, et inversement. Les hautes fréquences
représentent les transitions brusques des niveaux de gris de l’image, les contours, certaines
formes de textures, du bruit, . . . . Avec ce type de représentation, les notions de hautes et de
basses fréquences d’une image donnée par la composante FM ont beaucoup plus de sens que
la transformée de Fourier (DFT) d’une image. Cela est bien illustré avec les DFT des images
de mines (Figure V.4) représentées respectivement sur la Figure V.11, et du Carré (Figure
V.3) représentée sur la Figure V.10.

La composante FM du Carré est représentée sur la Figure V.12 et celle des mines sur
la Figure V.13. Nous voyons bien la cohérence entre la composante FM et les images. Par
exemple, pour l’image du Carré, on a de petites flèches en dehors du carré noir. Cela traduit
de hautes fréquences sur cette zone ; ce qui est tout à fait logique au vu de la structure de
cette partie. Par contre, nous avons des flèches de longueur assez grande à l’intérieur du carré.
Ce qui est normal étant donné que c’est une zone plus tôt homogène. Ces informations sont
beaucoup plus riches pour la description de l’image du Carré que la DFT (Figure V.10).
Pour les images sonar, on peut faire les mêmes remarques que précédemment. Là aussi, les
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Figure V.10: Transformée de Fourier du Carré (Fig. V.3)

 

 

(a) (b) (c)

Figure V.11: Transformées de Fourier des images sonar (Fig. V.4)

composantes FM (Figure V.13) renseignent beaucoup plus que les DFTs (Figure V.11). On
peut aussi remarquer que les DFTs ont toutes le même aspect.

Dans la partie qui suit, nous étendons notre approche de démodulation à une plus large
classe d’images réelles.

Figure V.12: Module de la fréquence spatiale (FM) du Carré (Fig. V.3)
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(a) (b) (c)

Figure V.13: Module de la fréquence spatiale (FM) des images sonar (Fig.
V.4)

V.5 Algorithme de démodulation d’images réelles basé sur les
HODEO 2D

Dans cette partie, nous étudions l’apport des ordres supérieurs sur les images réelles.
L’algorithme que nous avons présenté dans la Section V.4 se limite à des images à bande
étroite. Cela étant, la plupart des images réelles sont plutôt large bande, et pour cette raison,
nous proposons d’étendre le DHODA à une plus grande famille d’images réelles.

Notre approche est similaire à celle développée au Chapitre IV, en considèrant un modèle
AM-FM multicomposant pour les images réelles. Par ailleurs, on sait (71 ; 72) qu’une ap-
proche multicomposante modélise bien les images réelles même très complexes. On sait aussi
que les fonctions de Gabor sont bien connues pour leurs bonnes propriétés de localisations
spatiale et fréquentielle (voir par exemple (80 ; 81 ; 2)). Ainsi, avec un modèle multicompo-
sant, nous séparons les différentes composantes de l’image avec un banc de filtres de Gabor.
Dans la Section V.4, nous avons montré que la démodulation avec le DHODA donnait de
meilleurs résultats que le DESA proposé dans (36) et l’IA (62) (cf. Tableaux V.1 et V.2). Une
fois les composantes séparées, nous proposons de démoduler chaque partie monocomposante
de l’image avec le DHODA.

V.5.1 Algorithme MHODA (Multicomponent Higher Order Demodula-
tion Algorithm)

Soit I une image réelle définie sur un ouvert borné Ω.
On considère l’approche multicomposante (cf. Définition IV.10). Pour tout (x1, x2) ∈ Ω, on
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se propose alors d’écrire I comme suit :

I(x1, x2) =
N∑

n=1

an (x1, x2) cos [x1·ω1,n(x1, x2) + x2·ω2,n(x1, x2)] (V.45)

=

N∑

n=1

an (x1, x2) cos [ϕn (x1, x2)] =

N∑

n=1

In (x1, x2) , (V.46)

où les an sont des fonctions positives et les ϕn sont de classe C1 dans Ω.

On cherche alors à déterminer ∀ n = 1, . . . , N les fonctions AM an et FM ∇ϕn = [ω1,n, ω2,n] =
[Un, Vn].

On considère le banc de filtres de Gabor {gn, n = 1, . . . , N} de taille N .
Notons par {Gn, n = 1, . . . , N} ses réponses fréquentielles respectives.
Désignons par Ĩn la réponse du filtre de Gabor gn d’ordre n. On suppose que :

Ĩn = (I ∗ gn) ≈ (In ∗ gn) , (V.47)

Pour mieux prendre en compte les voisinages des pixels, en particulier, les pixels diago-
naux, nous calculons l’énergie de l’image I par :

Φ2 [I(x1, x2)] =

[(
∂I

∂x1

)2

− I ∂
2I

∂x2
1

]

+

[(
∂I

∂x2

)2

− I ∂
2I

∂x2
2

]

+ 2

[(
∂I

∂x1

∂I

∂x2

)

− I ∂2I

∂x1∂x2

]

.

(V.48)
Avec la relation généralisée (V.10), on peut réécrire l’équation précédente par :

Φ2 [I(x1, x2)] = {Λ [I (x1, x2)]}2 − I(x1, x2) · Λ2 [I (x1, x2)] (V.49)

Nous voulons maintenant calculer avec Φ2 l’énergie de toutes les composantes Ĩn, ∀n =
1, . . . , N . On a alors :

Φ2(Ĩn) =
[

Λ(Ĩn)
]2
− Ĩn · Λ2(Ĩn)

= [Λ(I ∗ gn)]2 − (I ∗ gn) ·
[
Λ2(I ∗ gn)

]

≈ [(In ∗ Λ(gn)]2 − (In ∗ gn) ·
[
In ∗ Λ2(gn)

]
. (V.50)

En vertu de la Proposition IV.1, on peut calculer ∀n = 1, 2, . . . , N l’énergie des composantes
Ĩn de l’image par :

Φd
2

[

Ĩn

]

≈ Φd
2 [In] |Gn [∇ϕn] |2 (V.51)

Le banc de filtres de Gabor a séparé I en N parties monocomposantes Ĩn. On peut
maintenant appliquer le DHODA sur chacune de ces composantes.
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HODEO 2D 157

Pour tout (k, l) ∈ ❩2, on pose :

I1(k, l) =
1

2
[I(k + 1, l)− I(k − 1, l)] , (V.52)

I2(k, l) =
1

2
[I(k, l + 1)− I(k, l − 1)] , (V.53)

I12(k, l) =
1

2
[I2(k + 1, l)− I2(k − 1, l)] , (V.54)

I1
12(k, l) =

1

2
[I12(k + 1, l)− I12(k − 1, l)] (V.55)

I2
12(k, l) =

1

2
[I12(k, l + 1)− I12(k, l − 1)] . (V.56)

Soit Ûn et V̂n, les composantes estimées respectives de la fréquence horizontale et verticale.
∀(k, l) ∈ ❩2, elles sont alors données ∀n = 1, . . . , N par :

|Ûn(k, l)| = arc sin

√

Φd
2 [I12 ∗ gn(k, l)]

Φd
2 [I2 ∗ gn(k, l)]

(V.57)

|V̂n(k, l)| = arc sin

√

Φd
2 [I12 ∗ gn(k, l)]

Φd
2 [I1 ∗ gn(k, l)]

. (V.58)

On note par ân la composante estimée de l’amplitude. Il faut tenir en compte l’énergie des
Ĩn donnée par (V.51). ∀(k, l) ∈ ❩2, elle est finalement obtenue ∀n = 1, . . . , N par :

ân(k, l) =
1

|Gn[Ûn(k, l), V̂n(k, l)]|

√[
Φd

2 (I1 ∗ gn) (k, l)
]
·
[
Φd

2 (I2 ∗ gn) (k, l)
]

Φd
2

[(
I1
12 ∗ gn

)
(k, l) +

(
I2
12 ∗ gn

)
(k, l)

] (V.59)

Pour une meilleure analyse et une meilleure extraction des structures pertinentes de
l’image, nous appliquons une DCA afin de sélectionner les pixels dominants. Notre critère de
sélection est encore basée sur l’énergie Ψ2 des pixels. On le définit ∀(k, l) ∈ ❩2 par :

(k, l)D = arg max
1≤n≤N

Ψ2[(I ∗ gn)(k, l)]

= arg max
1≤n≤N

Ψ2[Ĩn(k, l)], (V.60)

La démodulation s’achève avec le calcul des composantes dominantes âD(k, l), ÛD(k, l) et
V̂D(k, l). Les formules (V.52-V.60) constituent l’algorithme de démodulation MHODA (Mul-
ticomponent Higher Order Demodulation Algorithm), que nous avons également présenté
dans (82).
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V.5.2 Résultats numériques

V.5.2.1 Préliminaires

Les résultats sont obtenus avec le même banc de filtres de Gabor que celui illustré par
la Figure IV.7. Nous avons représenté sur la Figure V.14 quelques composantes Ĩn de l’image
sonar (Figure V.31-(a)).

V.5.2.2 Remarques pratiques

Nous faisons quelques remarques d’ordre pratique concernant l’implémentation du
MHODA. D’abord, pour toutes les images que nous avons traitées, nous leur avons imposé
la condition de moyenne nulle. Aussi, on a remarqué que pour certains pixels, l’énergie Ψd

2

(cf. Équation V.30) était négative. Pour palier à cela, nous faisons un moyennage dans une
fenêtre 3× 3 de ce pixel.

V.5.2.3 Commentaires

Le MHODA est appliqué à plusieurs images de caractéristiques différentes. Comme on
peut le voir sur les résultats, l’algorithme donne de bons résultats pour les images réelles. Les
composantes AM (Figures V.16-(b), V.18-(b), V.20-(b), V.22-(b), V.24-(b), V.26-(b), V.28-
(b), V.32-(b) et V.34-(b)) capturent bien les parties texturées présentes dans les images.

Pour les composantes FM, nous avons utilisé une représentation sous forme de flèches
pour mieux mettre en évidence les notions de fréquences spatiales d’une image. Pour plus de
détails sur ce type de représentation, le lecteur pourra consulter (62 ; 48).
Pour les images que nous présentons, en particulier pour celles des Figures V.20-(a), V.22-(a)
et V.28-(a), on voit bien la cohérence entre les représentations des modules des composantes
FM (Figures V.20-(c), V.22-(c) et V.28-(c)) et les structures des images. Nous rappelons
que les longueurs des flèches sont inversement proportionnelles aux modules des composantes
FM. Par conséquent, pour les zones où il y a des irrégularités comme une brusque variation
du niveau de gris, des contours ou du bruit, on aura de petites flèches. Tandis que pour
des zones homogènes, on aura des flèches de longueur beaucoup plus grande. Cette forme de
représentation des FM peut être très utile pour une classification de texture (cf. Figures V.20-
(c), V.22-(c) et V.28-(c)). Les images des Figures V.16-(a), V.18-(a), V.24-(a) et V.26-(a) ont
par contre des textures beaucoup plus complexes. Les orientations des textures locales font
qu’il est plus difficile de faire une classification avec le modèle proposé, comme on le voit sur
les composantes FM avec les Figures V.16-(c), V.18-(c), V.24-(c) et V.26-(c).
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Ĩ1 Ĩ30

Ĩ40 Ĩ45

Ĩ50 Ĩ60

Figure V.14: Quelques composantes Ĩn de l’image sonar (Figure V.31), ob-
tenues avec différents filtres du banc
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Figure V.15: Barbara

(a) (b)

Figure V.16: Composantes dominantes : AM (a). Module FM (b)
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Figure V.17: Bâteau

(a) (b)

Figure V.18: Composantes dominantes : AM (a). Module FM (b)
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Figure V.19: Texture 1

(a) (b)

Figure V.20: Composantes dominantes : AM (a). Module FM (b)



V.6. CONCLUSION 163

Figure V.21: Texture 2

(a) (b)

Figure V.22: Composantes dominantes : AM (a). Module FM (b)

V.6 Conclusion

Nous avons exploré dans ce Chapitre la démodulation des images avec les opérateurs de
Teager-Kaiser d’ordres supérieurs (HODEO 2D). Nous avons présenté deux nouveaux algo-
rithmes de démodulation : un pour des images monocomposantes, le DHODA, et un pour une
plus large classes d’images réelles, le MHODA. Cette étude nous a permis de bien mettre en
évidence l’apport des HODEO 2D dans la démodulation des images, par rapport au TKEO
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Figure V.23: Lena

(a) (b)

Figure V.24: Composantes dominantes : AM (a). Module FM (b)
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Figure V.25: Mandrill

(a) (b)

Figure V.26: Composantes dominantes : AM (a). Module FM (b)
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Figure V.27: Texture 3

(a) (b)

Figure V.28: Composantes dominantes : AM (a). Module FM (b)
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Figure V.29: Texture 4

(a) (b)

Figure V.30: Composantes dominantes : AM (a). Module FM (b)
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Figure V.31: Image sonar de fond marin

 

 

(a) (b)

Figure V.32: Composantes dominantes : AM (a). Module FM (b)
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Figure V.33: Zèbre

(a) (b)

Figure V.34: Composantes dominantes : AM (a). Module FM (b)

2D et à la transformée de Hilbert 2D. Ainsi, comme on l’a vu avec les résultats numériques
obtenus, le DHODA donne de meilleurs résultats de démodulation que le DESA (36) et l’ap-
proche par IA (62). En effet, nous avons montré, sur des images synthétiques, que le DHODA
réduit de manière significative les erreurs d’approximation des amplitudes et des fréquences
spatiales (cf. Tableaux V.1 et V.2). Aussi, pour les images monocomposantes que nous avons
présentées, le DHODA permet de mettre en évidence l’information la plus pertinente avec
les composantes AM, d’une meilleure manière que le DESA et l’IA. Nous avons aussi vu
que l’algorithme proposé, le DHODA, pouvait être appliqué à la segmentation d’ombres de
mines dans des images sonar. C’est une étape très importante pour des applications civiles
et militaires.

Dans un deuxième temps, nous avons étendu notre approche à la démodulation d’une
plus grande classe d’images réelles avec le MHODA. Nous avons vu que l’algorithme proposé
pour les images réelles donne de bons résultats de démodulation. Aussi, les résultats obtenus
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sont très intéressants pour la classification de certaines textures.



Conclusion

Cette thèse a permis, dans un premier temps, d’apporter un certain nombre de réponses
aux questions relatives à la problèmatique posée par la décomposition modale empirique
(EMD), à savoir le manque de bases théoriques de la méthode. Avec ce travail de thèse, nous
avons proposé des cadres théoriques à l’EMD 1D et 2D, et avons apporté des justifications
théoriques à beaucoup de notions relatives à l’EMD et définies de manière très intuitive
ou sur la base de simulations numériques. Pour ce faire, nous avons formulé le calul de la
moyenne locale 1D et 2D d’une manière telle qu’on puisse faire du calcul différentiel sur
les enveloppes supérieures et inférieures locales. Cette nouvelle formulation du calcul de la
moyenne locale nous a permis d’éliminer l’interpolation dans le processus du tamisage (SP)
1D et 2D, qui est la principale cause des problèmes de l’EMD 1D et 2D. Cela est d’autant
plus important qu’elle permet de réduire considérable en temps de calcul des enveloppes
supérieures et inférieures, particulièrement, pour les espaces de dimension supérieure. Aussi,
elle nous a permis de montrer qu’on peut approcher les itérations du tamisage 1D et 2D par
la résolution de certaines équations aux dérivées partielles (EDP), pour lesquelles nous avons
aussi montré qu’elles sont bien posées. Avec l’approche théorique proposée et basée sur les
EDP, nous avons introduit de nouvelles notions telles que les p δ − IMF 1D et 2D, les H p
δ−IMF et les δ−IMF 1D et 2D, donnant ainsi des caractérisations beaucoup plus explicites
des modes empiriques 1D et 2D, que ceux extraits avec le SP 1D et 2D classiques. Nous
avons aussi proposé de nouveaux algorithmes EMD 1D et 2D, qui améliorent les algorithmes
EMD classiques 1D et 2D. De plus, pour le cas 2D, nous avons également proposée une
décomposition avec une combinaison linéaires δ − IMF 1D, donnant ainsi plus de degrés de
liberté sur l’extraction du niveau de détails pour les images réelles que l’EMD 2D classique.

Dans un second temps, nous avons exploré la démodulation des images avec les modèles
AM-FM. Cela nous a permis de montrer comment on peut modéliser des images synthétiques
et des images réelles et même de nature très complexe sous la forme AM-FM, et de mettre
en avant leurs intérêts en analyse et en segmentation d’images. Dans ce travail, nous avons
proposé plusieurs algorithmes de démodulation d’images. Nous avons d’abord apporté une
amélioration dans la démodulation des images large bande, en proposant un algorithme qui
repose sur le TKEO 2D et les filtres de Gabor, combinés avec un filtrage passe-bas en amont de
la démodulation. Nous avons ensuite exploré la démodulation des images monocomposantes et
multicomposantes avec les opérateurs de Teager-Kaiser d’ordres supérieurs 2D, en proposant
des algorithmes de démodulation basés sur généralisation du TKEO 2D à n’importe quel
odre de dérivation.
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Principales contributions

La Décomposition Modale Empirique 1D et 2D

Nous avons apporté de nouveaux résultats dans cette partie, en contribuant au for-
malisme mathématique de l’EMD et en proposant de nouveaux algorithmes EMD en 1D
et en 2D. Comme premiers résultats, dans les algorithmes EMD 1D et 2D que nous avons
proposés, nous ne détectons pas les extréma des signaux ou des images et nous n’estimons
non plus l’enveloppe moyenne par interpolation des extréma, comme cela est classiquement
fait. Cela permet de réduire considérablement le temps de calcul, surtout pour les espaces
de dimension supérieure. Aussi, nous avons proposé des formulations du tamisage 1D et 2D
dans le domaine continu avec des approches par EDP, qui, pour rappel, sont initialement
proposés en discret. Notre travail se démarque également des études existantes sur l’EMD
sur de nombreux points. En effet :

• Nous proposons des formulations plus explicites des enveloppes supérieures et
inférieures locales, en 1D comme en 2D.

• Nous proposons des formulations plus explicites de la moyenne locale, en 1D comme
en 2D.

• Nous exploitons les itérations du tamisage 1D et 2D pour en tirer ensuite des EDP,
dont leur résolution permet d’extraire les modes empiriques.

• Nous faisons des études théoriques et numériques des modèles par EDP et proposons
des caractérisations analytiques des modes en 1D comme en 2D.

• Pour le cas 1D, nous proposons un modèle d’EDP dont la formulation peut se réécrire
comme l’équation de la chaleur retrograde.

• Nous apportons des justifications théoriques aux modes empiriques en 1D comme en
2D, qui, pour rappel, ne sont définis que de manière intuitive ou bien sur la base de
simulations numériques.

• Enfin, nous proposons de nouveaux algorithmes EMD en 1D comme en 2D donnant
de meilleurs résultats de décomposition que l’EMD classique 1D et 2D.

Modèles AM-FM pour l’analyse d’images

Dans cette partie, nous avons apporté des contributions en introduisant de nouveaux
algorithmes. Nous avons montré comment modéliser des images synthétiques et des images
réelles et même de nature très complexe sous la forme AM-FM, et avons mis en avant l’intérêt
des modèles AM-FM en analyse et en segmentation d’images. Nous avons d’abord apporté
des améliorations dans la démodulation d’images réelles, qui sont dans leur grande majo-
rité à bande large. En effet, nous avons proposé d’inclure un filtrage passe-bas en amont de
la démodulation, afin de compenser les dégradations générées par les filtres de Gabor, uti-
lisés pour la décomposition en sous bandes des images réelles. Ainsi, il n’est plus nécessaire
d’appliquer des filtrages et autres post-traitements supplémentaires, à posteriori, sur les com-
posantes AM et FM, comme l’ont suggérés certains auteurs. Même si ces post-traitements
peuvent améliorer ces dernières, cela nécessite des algorithmes supplémentaires et pourrait
aussi leur enlever certaines informations. Nous avons également apporté une justification
théorique du calcul de l’énergie de Teager-Kaiser des composantes de l’image réelle, obtenues
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par une décomposition en sous bandes.

De nombreux algorithmes de démodulation et aussi celui nous avons proposé pour améliorer
la démodulation d’images large bande, reposent sur l’opérateur de Teager-Kaiser (TKEO
2D), qui utilise des dérivées de l’image jusqu’à l’ordre 2. Nous avons également apporté des
contributions en poussant l’ordre de dérivation et nous avons ainsi généralisé le TKEO 2D,
afin d’explorer la démodulation des images avec les opérateurs de Teager-Kaiser d’ordres
supérieurs (HODEO 2D). Cela a permis de mettre en évidence l’apport des HODEO 2D par
rapport au TKEO 2D et à la transformée de Hilbert 2D dans la démodulation des images, en
proposant de meilleurs algorithmes de démodulation que ceux existants actuellement, à savoir
le DESA et l’approche par image analytique avec la transformation de Hilbert 2D. Enfin,
nous avons montré une application pratique de l’algorithme proposé pour la segmentation
d’images, et son extension à une plus grande classe d’images réelles montre qu’une application
serait possible pour la classification de certaines textures.

Perspectives

Dans le travail proposé sur la décomposition modale empirique 1D et 2D, nous avons
négligé le reste dans le développement de Taylor, et aussi nous n’avons pas pu trouver un
critère pour choisir de manière optimale le paramètre δ. Il serait intéressant de trouver une
méthode automatique du choix du paramètre δ et d’examiner le cas où le reste de Taylor ne
serait pas négligeable. Une autre limite de cette étude concerne le choix du critère d’arrêt.
En effet, nous l’avons basé sur la condition de moyenne nulle, qui tombe à défaut si le signal
(ou l’image) à trâıter est lui-même à moyenne nulle. Un piste intéressante serait de travailler
avec d’autres types de normes, la norme BV par exemple.

L’étude de l’EDP à frontières libres proposée dans le cas 1D n’a pas été faite dans cette thèse,
et on a également supposé qu’il existe une valeur de t pour laquelle l’intégrale (moyenne) de la
solution est très petite, voire nulle. Par contre, cela est vérifié numériquement pour les signaux
qu’on a eus à traiter. Comme autres perspectives, on pourrait donc également s’intéresser à
l’étude de l’existence et de l’unicité de la solution de cette EDP à frontières libres, et ensuite
étudier le problème de la moyenne nulle.
Pour le cas 2D, on pourrait faire une étude de la stabilité numérique du schéma explicite
proposé pour la résolution de l’EDP 2D.

En ce qui concerne les modèles AM-FM, bien qu’on ait montré numériquement la
réduction très significative des erreurs d’approximation des composantes AM et FM estimées
avec les algorithmes qu’on a proposés, une perspective intéressante et nécessaire serait de me-
ner une étude mathématique approfondie afin de trouver les bornes supérieures des erreurs
d’approximations commises. Enfin, on pourrait développer une méthode de classification de
certaines textures, basée sur les modèles AM-FM.
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ANNEXE

A Rehaussement de
contraste dans les
images avec l’opérateur
de Teager-Kaiser

D
ans cette annexe, nous présentons un algorithme de rehaussement de contraste
d’images, basé sur le TKEO 2D (cf. Définitions IV.8 et IV.9). Nous avons présenté
ce travail dans (133).

A.1 Introduction

La plupart des images réelles auxquelles nous nous confrontons dans la réalité sont
faiblement contrastées. On peut citer entre autres, les images médicales, satellitaires, ou
issues de microscopes, ou mêmes d’appareils photographiques tout simplement. Il est donc
nécessaire de rehausser le contraste, avant de procéder à un quelconque traitement ou une
analyse des images.

Il existe dans la littérature plusieurs techniques de rehaussement de contraste ; la plus
connue étant la méthode d’égalisation d’histogramme (EH) de Gonzalez et Woods (134). La
critique majeure de cette approche est son effet global. En effet, l’égalisation se fait sur tout
l’histogramme de l’image, entrâınant une saturation de l’intensité du niveau de gris dans
certaines parties de l’image. Pour y remédier, Pizer et al (135), Caselles et al. (136) et Stark
(137) ont proposé de rendre la méthode EH plus adaptative et plus localisée. Ainsi, pour
chaque pixel, une fenêtre locale est considérée et le niveau de gris du pixel est calculé par EH
sur cette fenêtre. Différentes autres approches locales sont également proposées dans (138 ;
139 ; 140 ; 141).
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A.2 Algorithme de rehaussement de contraste

Le système visuel humain est très sensible à la notion de contours dans les images (135).
Nous allons donc exploiter cette information des contours et utiliser les approches proposées
par Dhawan et al. (138) et Beghdadi et Le Negrate (139), pour définir une nouvelle mesure
locale de contraste.

Une mesure locale du contraste au pixel (k, l) est donnée par :

C(k, l) =
|I(k, l)− Ē(k, l)|
|I(k, l) + Ē(k, l)| , (A.1)

où Ē(k, l) est calculé sur un voisinage ϑ(k, l) du pixel (k, l) par :

Ē(k, l) =

∑

(i,j)∈ϑ(k,l)

Ψ(i, j)I(i, j)

∑

(i,j)∈ϑ(k,l)

Ψ(i, j)
. (A.2)

– Si Ψ est l’opérateur Laplacien ou le filtre de Sobel, alors (A.1) est la mesure de
contraste proposée par Beghdadi et Le Negrate (139).

– Si Ψ est le module du gradient au pixel (k, l), alors (A.2) est le seuil proposé par
Kitler et al. (142).

Dans ce travail, nous prenons Ψ comme étant le TKEO 2D. Notre choix est motivé par
le fait l’activité des pixels est mieux reflétée par le TKEO que le module du gradient (143 ;
144).

Nous rappelons Ψd (cf. Définition IV.8) défini pour tout (k, l) ∈ Z
2 par :

Ψd [I(k, l)] = 2 [I(k, l)]2 − I(k − 1, l)I(k + 1, l)− I(k, l − 1)I(k, l + 1). (A.3)

Nous considérons aussi une autre extension possible du TKEO 2D, proposée par Mitra et al.
(124) :

Ψ2 [I(k, l)] = 2 [I(k, l)]− I(k − 1, l + 1)I(k + 1, l − 1)− I(k − 1, l − 1)I(k + 1, l + 1). (A.4)

L’énergie du pixel (k, l) peut alors être calculée, en suivant Cheikh et al. (143), par :

Ψ [I(k, l)] = max (Ψd [I(k, l)] ,Ψ2 [I(k, l)]) . (A.5)

Maintenant, pour chaque pixel (k, l), nous déterminons le niveau de gris moyen du pixel par :

Ē(k, l) =

∑

(i,j)∈ϑ(k,l)

(Ψ [I(i, j)])α · I(i, j)

∑

(i,j)∈ϑ(k,l)

(Ψ [I(i, j)])α
, (A.6)

α ∈ [0, 1] étant un paramètre déterminé de manière empirique ou par optimisation d’une
certaine mesure de qualité de l’image.
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Remarque A.1. Concernant les valeurs de α, on note que :

– Pour des valeurs petites de α, on obtient une image rehaussée lissée.
– En prenant des valeurs grandes de α, plus de poids est alors accordé aux pixels

d’énergie faible.

Nous calculons ensuite le contraste C du pixel (cf. Équation A.1) en remplaçant par
l’expression de Ē, donné par l’équation (A.6).

Pour mieux prendre en compte les pixels se trouvant sur les contours de l’image, nous
utilisons une fonction de contraste F telle que, pour tout pixel (k, l), on obtienne un nouveau
contraste C̃ en ce pixel, donné par :

C̃(k, l) = F [C(k, l)] . (A.7)

Des exemples de fonctions de contraste sont donnés par Dhawan et al. (138) :

F [C(k, l)] = 1− exp (β·C(k, l))
F [C(k, l)] = ln (1 + β·C(k, l))
F [C(k, l)] = tanh (β·C(k, l)) , (A.8)

avec comme valeurs optimales de β ∈ [2, 3].

En nous basant sur (138), on trouve finalement le niveau de gris rehaussé de l’image I,
noté Ic, en calculant pour chaque pixel (k, l) la quantité :







Ic(k, l)= Ē(k, l) · 1− C̃(k, l)

1 + C̃(k, l)
si I(k,l)≤ Ē(k, l)

Ic(k, l)=Ē(k, l) · 1 + C̃(k, l)

1− C̃(k, l)
si I(k,l)≥ Ē(k, l).

(A.9)

Nous désignons par TKIE (Teager-Kaiser Image Enhancement) (133), l’algorithme de rehaus-
sement de contraste ainsi établi avec l’équation A.9.

A.3 Résultats numériques

Nous montrons dans cette partie, les résultats obtenus avec le TKIE et que nous compa-
rons à l’EH et à la méthode proposée par Beghdadi et Le Negrate (139) et que nous notons,
pour simplifier, par BN.

Sur l’image du Bâtiment (Figure A.1-(a)), on peut bien voir l’effet global de la méthode
par EH (Figure A.1-(b)). Le TKIE (Figure A.1-(c)) et le BN (Figure A.1-(d)) donnent de
meilleurs résultats (qualitativement). Comme on l’avait dit plus haut, le TKEO donne plus de
poids aux pixels qui se trouvent au niveau des contours et aussi sur les zones de transition assez
brusque des niveaux de gris. On peut observer cela sur les résultats. En effet, les branches des
arbres et le poteau de la lampe sont mieux mis en évidence. Aussi, les façades de l’immeuble
sont mieux contrastées avec le TKIE. On peut voir cette redistribution des pixels de l’image
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en regardant les histogrammes (Figure A.2).

L’effet glogal de l’EH est plus marquée (cf. Figure A.3-(b)) avec l’image du Port (Fi-
gure A.3-(a)). Là également, les résultats sont meilleurs avec le TKIE (Figure A.3-(c)) et le
BN (Figure A.3-(d)). Toutefois, on peut remarquer les artéfacts avec le BN : points noirs et
dégradations au niveau des bords droit et gauche de l’image.

On peut finalement observer sur l’image du Plongeur (Figure A.4-(a)) que le contraste
est mieux rehaussé avec notre méthode (cf. Figure A.4-(b)). Le BN donne un niveau de
contraste assez correct, mais il y a cependant beaucoup d’artéfacts sur l’image rehaussée
(cf. Figure A.4-(d)). Quant à la méthode par EH, les résultats sont assez frappants comme
on pouvait s’y attendre du fait de son effet global. On peut voir la redistribution des pixels
de l’image en regardant les histogrammes (Figure A.5).

(a) (b)

(c) (d)

Figure A.1: Bâtiment (a). Images rehaussées avec : EH (b). TKIE (c). BN
(d)
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Figure A.2: Histogrammes

(a) (b)

(c) (d)

Figure A.3: Port (a). Images rehaussées avec : EH (b). TKIE (c). BN (d)
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(a) (b)

(c) (d)

Figure A.4: Plongeur (a). Images rehaussées avec : EH (b). TKIE (c). BN
(d)
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d’énergie,” in GRETSI’09, Dijon, France, September 2009.

[77] P. Maragos and A. Potamianos, “Higher order differential energy operators,” IEEE
Transactions on Signal Processing, vol. 2, no. 8, pp. 152–154, August 1995.

[78] A. Boudraa, F. Salzenstein, and J. Cexus, “Two-dimensional continuous higher-order
energy operators,” Optical Engineering, pp. 7001–7010, 2005.

[79] E. H. S. Diop, A. O. Boudraa, and F. Salzenstein, “Image demodulation based on
higher order teager-kaiser energy operators,” Transactions on Signal, Image and Video
Processing, October 2008, 20 pages. In revision.

[80] D. Gabor, “Theory of communication,” Institute of Electrical Engineering, Part III,
vol. 93, no. 26, pp. 429–457, November 1946.
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[106] A. Avez, calcul différentiel. Paris : Masson, 1983.

[107] R. Lattés and J. L. Lions, The Method of Quasireversibility, Applications to Partial
Differential Equations. New York : American Elsevier, 1969.

[108] K. A. Ames and L. E. Payne, “Continuous dependence on modeling for some well-posed
perturbations of the backward heat equation,” Journal of Inequalities and Applications,
vol. 3, pp. 51–64, 1999.

[109] M. E. Taylor, Partial Differential Equations III : Nonlinear Equations, J. Marsden,
L.Sirovich, and F. John, Eds. New York : Springer-Verlag, 1996, vol. 117.
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MODÈLES AM-FM ET APPROCHE PAR ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES 
PARTIELLES DE LA DÉCOMPOSITION MODALE EMPIRIQUE POUR 

L'ANALYSE DES SIGNAUX ET DES IMAGES

RESUME: 

Le  travail  de  thèse  traite  de  l'analyse  des  signaux  et  des  images  par 
décomposition  modale  empirique  (EMD)  et  par  modèles  AM-FM.  Dans  la 
première partie de cette thèse, nous apportons des cadres théoriques à 
l'EMD  1D  et  2D.  Nous  approchons  localement  les  enveloppes 
supérieures et inférieures, dans le processus de tamisage de l'EMD, par 
des  opérateurs  continus.  Par  suite,  nous  formulons  différemment  la 
moyenne locale et prouvons que les itérations du tamisage 1D et 2D 
peuvent  être  approchées  par  des  équations  aux  dérivées  partielles 
(EDP)  bien  posées.  Nous  apportons  des  justifications  théoriques  et 
proposons des caractérisations analytiques des modes empiriques 1D et 
2D. Ce travail a permis d'éclaircir de nombreux points et notions relatifs 
à l'EMD, et définis en 1D comme en 2D, que de manière très intuitive ou 
sur la base de simulations numériques contrôlées. Nous apportons de la 
sorte des contributions théoriques à l'EMD 1D et 2D, initialement définie 
par un algorithme et dont la principale limite est le manque de cadre 
théorique. Enfin, nous proposons de nouveaux algorithmes EMD 1D et 
2D, et résolvons numériquement les EDP proposées en 1D et 2D. Nous 
illustrons nos approches par EDP sur de nombreux signaux et images.

Dans la seconde partie, nous étudions les modèles AM-FM pour l'analyse 
d'images. Ces modèles se basent sur une décomposition des images en 
composantes regroupant les niveaux de gris des parties texturées (AM), 
d'une  part,  et  une  partie  contenant  la  géométrie  de  l'image  (FM), 
d'autre  part.  Nous  proposons  d'abord  une  amélioration  de  la 
démodulation  d'images large bande.  Dans un deuxième temps,  nous 
explorons  la  démodulation  d'images  avec  les  opérateurs  de  Teager-
Kaiser  d'ordres  supérieurs  (HODEO  2D),  en  proposant  de  meilleurs 
algorithmes de démodulation, basés sur les HODEO 2D. Nous proposons 
ensuite une application à la segmentation d'images sonar et illustrons 
nos approches sur de nombreuses images. Les résultats sont comparés 
à  ceux  obtenus  avec  l'algorithme  DESA  (Discrete  Energy  Separation 
Algorithm) et l'approche par image analytique.

Mots-clés: 

Décomposition  modale  empirique,  modes  empiriques,  équations  aux 
dérivées  partielles,   méthode  de  quasi-réversibilité,  analyse 
harmonique,  opérateur  Laplacien,  filtres  de  Gabor,  méthodes  par 
séparation d'énergie, modulation d'amplitude, modulation de fréquence, 
opérateurs de Teager-Kaiser, transformée de Hilbert.



A PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS - BASED APPROACH FOR 
THE 1D AND 2D EMPIRICAL MODE DECOMPOSITION, AND 

AM-FM MODELS FOR SIGNAL AND IMAGE ANALYSIS 

ABSTRACT: 

This work is dedicated to the analysis of signals and images based on 
the empirical mode decomposition (EMD) and AM-FM models. In the first 
part of the thesis, a theoretical study of the 1D and 2D EMD is proposed. 
In order to achieve this, upper and lower envelopes are locally modeled 
with  continuous  operators.  The  local  mean  of  envelopes  is  then 
computed in a more convenient way, such that we prove that 1D and 
2D sifting iterations are well approximated by the resolutions of  well 
posed  partial  differential  equations  (PDE).  We  provide  theoretical 
justifications  and carry out analytical characterizations of 1D and 2D 
empirical modes. This theoretical work enlightens important aspects of 
the EMD that were stated only in an intuitive way or based on controlled 
numerical  simulations.  In  that  way,  we  provide  mathematical 
contributions  on  the  method,  which  is  originally  defined  just  as  an 
algorithm,  and  for  which  the  main  criticism  remains  the  lack  of  a 
theoretical framework. Finally, new EMD algorithms are proposed and 
associated PDE are numerically solved, both in 1D and 2D. Our PDE-
based  approaches  are  illustrated  with  various  signal  and  image 
examples.

The  second  part  deals  with  AM-FM  image  modeling.  AM-FM  models 
decompose images into components. In one hand, we have the local 
texture contrast (AM). On the other, we have the image geometry (FM). 
We first propose some improvements in wideband image demodulation 
techniques. Secondly,  image demodulation based on 2D higher order 
differential  energy  operators  (2D  HODEO)  are  explored  and  better 
image demodulation algorithms are introduced. A practical application 
to sonar images' segmentation is also proposed. Our approaches are 
illustrated with various images and results are compared to the DESA 
(Discrete Energy Separation Algorithm) and the analytical image-based 
approach.

Keywords: 

Empirical  Mode  Decomposition,  intrinsic  mode  functions,  partial 
differential  equations,  quasi-reversibility  method,  harmonic  analysis, 
Laplacian operator, Gabor filters, energy separation methods, amplitude 
modulation,  frequency  modulation,  Teager-Kaiser  energy  operators, 
Hilbert transform.
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