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Résumé

L’intérét pour la modélisation et la commande des engins volants s’est accru
de maniére significative au cours de ces derniéres années. La complexité et les
possibilités des engins volants s’accroissent rapidement et la gamme des missions
qu’elles doivent réaliser se développe. Cependant afin que les drones puissent at-
teindre ce potentiel, certains défis techniques doivent étre surmontés, notamment
I’étude et l'intégration de la flexibilité structurelle, la prise en compte des phéno-
meénes aérodynamiques, et ’élaboration de stratégies de commandes adaptées.
Le travail présenté s’inscrit dans ce cadre et porte spécifiquement sur deux types
de drones :

-Les plus légers que 'air : Application & la modélisation et commande d’un diri-
geable souple.

-Les plus lourds que Dair : Application a la modélisation et commande d’un qua-
drirotor flexible : le XSF.

Nous présentons dans un premier temps un modéle global d’engins volants flexibles
autonomes. On admet que ces objets volants subissent de grands déplacements et
de petites déformations élastiques. Le formalisme utilisé est basé sur ’approche
de Newton-Euler, approche souvent utilisée dans le cas d’objets volants rigides.
Dans cette étude nous généralisons le formalisme de corps rigides existant en y in-
cluant 'effet de la flexibilité, sans pour autant détruire la méthodologie globale,
et ce au moyen d’une technique hybride lagrangienne-eulerienne. La flexibilité
apparait dans le systeme dynamique global par le moyen d’'un nombre réduit de
degrés de liberté supplémentaires issus d’une synthése modale. Cette technique
permet de faciliter par la suite I’élaboration d’algorithmes de commande et de
stabilisation.

Le phénomeéne des masses ajoutées est également pris en considération. Une mé-

thode originale de traitement analytique de ce phénomeéne a été établie pour



un corps flexible en grands mouvements. Elle est basée sur la notion de poten-
tiel flexible, et sur le développement de ’énergie cinétique du fluide sous 'effet
d’un mouvement global du corps flexible. Cette méthode a permis de mettre en
évidence le couplage rigide-flexible dans la matrice des masses ajoutées pour un
traitement global d’un dirigeable flexible. On présente aussi le modéle dynamique
et aérodynamique du quadrirotor flexible XSF concu au laboratoire IBISC et des-
tiné & un concours interuniversitaire sur les microdrones. Une technique robuste
" Backstepping " est réalisée pour la stabilisation du dirigeable flexible au voisi-
nage d’un point cible. Et une stratégie de controle de PID a été proposée pour la
stabilisation de I’XSF. La stratégie de commande est contrainte par 'impératif
d’optimisation du rapport précision/portabilité, pour que les algorithmes déve-
loppés puissent étre intégrés dans 'informatique embarquée de ces engins volants.
Une validation numérique est présentée a la fin du rapport.

Mots clés : Méthode hybride, modélisation dynamique, masses ajoutées, engins

volants flexibles, commande, stabilisation.



Abstract

The interest of dynamic modeling and control of the autonomous flying ob-
jects increased significantly during these last years. Complexity and capability of
these flying objects are expanding rapidly now, and the range of missions their
designed to support is growing. In order to fulfil this requirement, it is necessary,
in one hand, to introduce the effect of the structural flexibility and the aero-
dynamic phenomenon in the dynamic model, and in the other hand, to build a
suitable strategy of command and stabilization for these flying objects. The work
is registered within this framework, and relates two types of engines :

- Lighter than air vehicle : Application on the modelling and control of flexible
airship.
- Heavier than air vehicle : Application on the modelling and control of flexible

micro-drone.

We present a general model of autonomous flexible flying engine undergoing
great overall motion and small elastic displacements. The formalism used is based
on the Newton- Euler approach, which is frequently used for rigid flying objects.
In this study we generalize the existing formalisms for rigid bodies, by including
the effect of flexibility without destroying the total methodology. A modal syn-
thesis is used. A hybrid method based on the energetic principles and Lagrange
equations is presented. The phenomenon of the added masses is also taken into
account. In order to integrate the fluid-structure interaction of a flexible airship,
we develop an original analytical formulation of the problem using both the new
notion of flexible flow potential, and the development of the kinetic energy of
the air constrained by the motion and the vibration of the airship. This method
allows to put in an obvious place the coupling "overall motion - flexibility" in the

added mass matrix. We also present the dynamic and aerodynamic model of a



flexible quadrirotor called XSF, designed in the IBISC laboratory and intended
for an interuniversity competition for microdrones.

" control is realized to sta-

A robust methodology based on the " Backstepping '
bilize the airship around a desired position, and a PID controller is proposed to
stabilise the XSF. The strategy of command is compelled by imperative to opti-
mize the ratio precision/portability, to allow an easy insertion of the developed
algorithms in the embedded electronics. A numerical validation is presented in
the end of this report.

Key words : Hybrid method, dynamic modelling, added-masses, flexible flying

engines, control, stabilisation.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Introduction Générale

Les engins volants autonomes ou semi autonomes sont des véhicules capables d’ef-
fectuer des missions en vol sans présence humaine & bord. Ils sont aussi connus sous la

Unmanned Aerial Vehicles : UAV ".

dénomination "

On peut distinguer deux variétés d’engins volants autonomes :
-Les plus légers que air : tels que les dirigeables.

-Les plus lourds que l'air : tels que les drones-avions ou les drones-hélicoptéres.

L’intérét de la modélisation et commande de ces engins volants a augmenté de ma-
niére significative au cours de ces derniéres années. Le domaine d’application de ces
véhicules est gigantesque. Néanmoins il subsiste un certain nombre d’obstacles qui ra-
lentissent leur expansion. Les chercheurs et les concepteurs se sont alors penchés sur le
probléme de maniére intensive ces deux derniéres décennies pour essayer d’aplanir ces
obstacles. Cela concerne aussi bien le domaine de la conception mécanique et aérody-
namique que les domaines de 'automatique et de la commande.

Partant des formes simples aux plus complexes que peuvent avoir ces engins, plusieurs
modéles ont été concus et développés en industrie pour des missions qui peuvent s’avérer
difficiles & réaliser. La complexité et les possibilités des UAV s’est alors accru rapide-
ment et la gamme des missions qu’ils sont appelés & réaliser s’est développée aussi bien
dans les domaines civils que militaires. Cependant afin que ces UAV puissent atteindre

ce potentiel, certains défis techniques doivent étre surmontés. Un point important parmi
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ces défis est la flexibilité structurelle. L’intégration de la flexibilité dans ’analyse dyna-
mique est trés importante pour une modélisation fine de ces engins. Cependant elle est
encore a un stade embryonnaire et commence a peine a émerger.

Prenons l’exemple des dirigeables, la quasi-totalité des études préalables portent sur
I'hypothese de rigidité de ces engins [FOS96|, [BH00|, [Hyg03|. Les effets de flexibilité
sont parfois modélisés comme une perturbation.

Notons que la prise en compte de la flexibilité structurelle dans les systémes mécaniques
a connu un essor notable en robotique classique [SIM87], [B96]. Cependant pour les ro-
bots volants ou UAV on continue encore & privilégier 'hypothése des corps rigides pour

des raisons de simplicité, mais surtout car il est possible d’appliquer aisément des lois

de commande et de stabilisation efficientes pour ces modéles " rigides " et construire

ainsi des algorithmes rapides pouvant fonctionner en temps réel sur ces engins volants.

Néanmoins la tendance actuelle est la construction d’UAV légers ou comportant des
éléments élancés : négliger la déformation dans ce cas conduirait a un modéle mathé-
matique peu représentatif du systéme réel. Il est donc nécessaire d’élaborer un modéle

adéquat qui tient compte de la flexibilité de ces engins, tout en préservant la simplicité

des modéles " rigides

Nous essayons par cette étude de contribuer & ’étude de la flexibilité des engins vo-
lants en représentant 'effet de la flexibilité par des degrés de liberté supplémentaires non
commandés. La déformation de 'engin volant souple n’est pas considérée comme une
perturbation mais plutot comme agissant sur son mouvement. L’impératif de légereté
des modeéles développés est trés important dans cette démarche. Ceci permettrait de dé-
velopper des algorithmes de commande et de stabilisation adaptés pour étre implantés

sur I'informatique embarquée des engins volants, souvent de capacité et de taille réduite.

Deux applications ont été étudiées pour valider ce modéle. Un UAV plus léger que
I’air : un dirigeable ; et un autre " plus lourd que air " : un drone quadricoptére. Chaque
type d’'UAV posséde ses propres spécificités, complexités et points d’ombre. Nous es-
saierons de lever le voile sur ces points et contribuer a une meilleure compréhension des

phénomeénes inhérents.
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Un autre point qui freinait la prise en compte de la flexibilité pour les engins vo-

n n

lants " plus légers que lair ", est la prise en compte du couplage au niveau des masses
ajoutées entre la contribution de mouvement d’ensemble et la déformation. Les études
existantes concernaient exclusivement des simulations par des logiciels d’éléments finis.

Ce procédé nécessite des temps de calcul trés longs et inadaptés pour du temps réel.

Nous avons cherché a travers ce travail & élaborer une méthode analytique pour le
traitement de ce probléme, moyennant quelques hypothéses, afin de prouver la faisabi-
lité de la démarche, ainsi que la compatibilité du modéle mathématique établi avec le
calcul en temps réel.

Pour 1’¢élaboration des commandes de controle et stabilisation de ces modéles, nous
avons été guidé par la recherche du meilleur compromis précision/portabilité. Nous
avons pour cela développé, dans un premier temps, un algorithme de commande qui
stabilise localement et asymptotiquement le dirigeable au voisinage d’un point cible, en
utilisant la technique du Backstepping. Cette technique robuste nous a permis d’atté-
nuer les vibrations de ’engin volant flexible a travers les commandes du mouvement
rigide. Dans un deuxiéme temps, nous avons adopté une technique basée sur la méthode
des petites perturbations. Le modéle que nous obtenons est fortement non-linéaire,nous
utiliserons pour stabiliser ’engin, une méthodologie basée sur la linéarisation et nous

proposons un controleur PID pour le stabiliser.

1.2 Etat de Dart

On présentera ci-aprés les définitions nécessaires pour bien situer les engins volants
autonomes (UAV) ainsi que les principales études les concernant ayant fait Pobjet de
publications. Nous différentions pour cela par les UAV plus lourds que 'air de ceux qui

sont plus légers.

1.2.1 UAV plus lourds que l’air

Les UAV plus lourds que l'air sont souvent appelés drones. D’origine anglaise, le
mot "drone", qui signifie "bourdon", ou "bourdonnement", est communément employé

en Frangais en référence au bruit que font certains d’entre eux en volant !
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Le drone n’est en fait qu’un des éléments d’un systéme, congu et défini pour assurer
une ou plusieurs missions. C’est la raison pour laquelle les spécialistes parlent de "sys-

témes de drones'".

On distingue ainsi deux catégories de drones : ceux qui requiérent effectivement 1’as-
sistance d’un pilote au sol, par exemple pour les phases de décollage et d’atterrissage,
et ceux qui sont entiérement autonomes.

Cette autonomie de pilotage peut s’étendre a la prise de décision opérationnelle pour
réagir face a tout événement aléatoire en cours de mission ; elle constitue la deuxiéme

caractéristique essentielle des drones.

Engin volant
/R

Liaison des
données

Systéme
de Drone

Station sol

FIGURE 1.1: Systéme " drone "

Les drones ont été utilisés ces derniéres décennies pour des applications nombreuses
et variées. Ils sont trés largement utilisés dans le domaine militaire pour la reconnais-
sance, le renseignement, et comme relais de communication. Mais sont aussi utilisés
dans le domaine civil pour l'inspection d’ouvrages d’art, la surveillance du littoral ou
pour donner des informations précises sur les départs de feu ou de ’étendue des dégats

lors de catastrophes naturelles.
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Notre laboratoire IBISC est parmi les premiers en France a avoir investi le domaine
des engins volants autonomes. En effet, I’équipe VASCO s’est lancée depuis dix ans dans
ce domaine, dans un premier temps avec le laboratoire HEUDIASYC (Compiégne) dans
le cadre de la modélisation dynamique et le pilotage automatique d’engins volants a voi-
lures tournantes (hélicoptéres et X4-Flyer), puis avec le laboratoire LAAS (Toulouse)

et ’Ecole Polytechnique de Tunisie dans la modélisation fine d’engins volants.

Notre équipe participe a un concours lancé par 'ONERA et la DGA sur les drones
miniatures, avec un projet qui a été retenu par la commission du concours. Ce projet
intitulé XSF est un drone quadrirotors de faible dimension.

Les quadrirotors sont actuellement étudiés de maniére intensive par différents labora-
toires de part le monde, pour les particularités intéressantes qui les caractérisent et sont
appelés a un avenir trés prometteur.

Voyons d’abord comment est venue I'idée d’un hélicoptére a quatre hélices. Le premier
quadrirotor remonte & 1921. En effet, le corps de 'armée de I’air Américaine a attribué
un contrat au Dr. DE BOTHEZAT pour développer une machine & décollage verti-
cal. Ce dernier ont mis sur pied une machine volante de 1678 kg dont le fuselage est
congu sous forme de X. Chaque bras du fuselage était de 9m de longueur tenant a son

extrémité un rotor de diameétre environ 8m.

Cependant, bien que De Bothezat ait démontré qu’il était théoriquement possible
a son hélicoptere de voler et qu’il était théoriquement bien stable, ce quadricoptére n’a
pas pu réaliser les performances escomptées ; par exemple on lui demandait de voler &
une altitude de 100m alors que, pour cause de surpoids, l'altitude maximale qu’il a pu
atteindre était juste de Sm. Ainsi, suite a sa complexité mécanique et son manque de
puissance, cet hélicoptére & quatre rotors n’a pas pu satisfaire son cahier des charges,
et est rentré aux oubliettes.
Mais cette configuration est revenue a la mode lors de ces deux derniéres décennies,
en raison des avancées spectaculaires en électronique et automatique. Les chercheurs se

sont inspirés de ce géant quadrirotor et ont développé des drones lui ressemblant.

-Présentation :

Un quadrirotor est un appareil volant comportant 4 rotors pour sa sustentation. Les
4 rotors sont généralement placés aux extrémités d’une croix. On peut aussi placer les

rotors aux extrémités d’une structure en forme de X, mais le principe de base consiste
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a placer les 4 rotors aux 4 coins d’un carré, sur un méme plan horizontal.

FIGURE 1.2: Exemple de quadrirotor pour des applications hors du vent.

Un Quadrirotor peut étre trés manoeuvrable, il a le potentiel de planer et décoller,
voler et atterrir dans des emplacements limités et peut avoir des mécanismes simples
de commande |[AOMO2|. Il est mécaniquement simple et est controlable en changeant
seulement la vitesse de rotation des quatre moteurs. Et puisque le mouvement du lacet
est controlé en changeant seulement la vitesse des moteurs, le rotor de queue n’est pas
nécessaire pour commander le mouvement de lacet et toute la poussée peut étre fournie
pour le décollage.

Un Quadrirotor peut également voler sans crainte pour 'entourage contrairement aux
autres configurations conventionnelles d’hélicoptéres qui disposent d’'un grand rotor
[McKO04].

La dynamique de I'engin est bonne notamment en ce qui concerne le savoir-faire. Néan-

moins, la modélisation dynamique du Quadrirotor peut s’avérer étre une tache délicate.

-Principe du mouvement d’un quadrirotor :
A Dlinverse des hélicoptéres ou le pas variable est plus répandu, le quadrirotor se préte
mieux au pas fixe : les moteurs électriques procurent de nos jours toute la puissance
souhaitée et les hélices restent petites et légéres par rapport a la taille de I’appareil, ce
qui lui procure une bonne réactivité. Mais il n’est pas impossible d’imaginer un gros
quadrirotor équipé d’un unique moteur thermique et de 4 hélices a pas variable. Toute-
fois, nous allons nous focaliser ici sur le modéle & pas fixe, 2 hélices rotatives et 2 hélices

contrarotatives.

Voici comment se controle ce type de quadrirotor :
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FIGURE 1.3: Montée d’un Quadrirotor

- La montée s’obtient en augmentant le régime des quatre rotors.
- La descente s’obtient en diminuant le régime des rotors. La descente est toujours plus
délicate car le compromis entre la demande du pilote de descendre et le maintient de la

stabilité de I'appareil est plus difficile & obtenir.

FIGURE 1.4: Orientation des rotors

-Un virage & gauche sur 'axe de lacet se fait en augmentant la vitesse du couple
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d’hélice rotatif, et en diminuant la vitesse du couple contrarotatif.
- Le roulis et le tangage s’obtiennent en augmentant la vitesse d’une hélice, tout en

diminuant la vitesse de 'autre hélice du méme couple.

FIGURE 1.5: Mouvement de Roulis et de Tangage

-Drone XSF :

Comme illustration des drones quadrirotors nous présentons ci-aprés le drone XSF

développé au laboratoire IBISC.

Le XSF est un quadrirotor fabriqué sous forme de croix en fibre de carbone, d’en-
vergure 70 cm, de masse environ 2kg.
Au centre de la croix se trouve un cylindre central contenant :
- Une centrale inertielle
- Une batterie
- Des capteurs Ultrason

- Une station de base

Pour compenser les anti-couples des hélices entre elles et assurer la stabilité du drone
en lacet, les rotors 1 et 3 tournent dans le méme sens qui est en méme temps le sens
contraire de rotation des rotors 3 et 4.

De plus, pour avoir une plus grande maniabilité de mouvement, ce drone a la possibilité
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FIGURE 1.6: Quadrirotor :XSF (Version carénée)

de faire pivoter les axes portant les rotors 1 et 3 autour de ’axe de tangage. Ce pivote-
ment lui permet soit de faire un mouvement rectiligne horizontal soit un mouvement de
rotation autour de l'axe de lacet, soit la combinaison de ces deux mouvements, il s’agit

donc d’un virage |[ABDPOT7].

Cette option de pivotement des rotors renforce aussi la stabilité du drone face aux
rafales du vent possibles. En effet, lors de son mouvement horizontal , le drone garde
son attitude stable (position horizontale), ainsi sa résistance face aux rafales de vent

est plus importante que celle du drone quadri-rotor classique.

Plusieurs travaux, consacrés & la conception de ce type de modéle et de différentes
commandes, ont été publiés. Dans la littérature, pour aborder la modélisation de ces
engins volants, de nombreux travaux se sont inspirés de la dynamique d’un corps rigide
correspondant au fuselage auquel se rajoutent les forces aérodynamiques générées par
les rotors [CDLO04[, [MEGO06|, |CHIO1]|, [ER59], [BAAOGa]|.

Cette idée a été adoptée afin de pouvoir contourner la question de flexibilité de la
machine. Certaines propositions de modélisation du drone sont présentées dans la lit-
térature telles celles basées sur le formalisme de Newton [HMLOO02|, [CHIO1], [ABOS],
liées principalement au repére local, et celles basées sur le formalisme d’Euler- La-

grange [CDL04| liées au repeére global supposé fixe. En se basant sur le formalisme de
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Newton Euler, T.Hamel et al [HMLOO02|, ont établi la modélisation dynamique d’un
quadrirotor prenant en compte la dynamique de moteurs et les effets aérodynamique et

gyroscopiques des rotors.

D’autres ont considéré le drone comme un Multi-corps a composantes flexibles en
intégrant le phénomene d’aéroélasticité [MA06]. Dans ce travail, [MAO6| présente le mo-
déle dynamique complet d’un Hélicopteére flexible a quatre rotors ou drone Hélicoptére.
Il établit la dynamique du systéme mécanique en utilisant une approche Lagrangienne
du mouvement basée sur la méthode des coordonnées généralisées relatives. Une ana-
lyse du comportement vibratoire des hélices est faite en considérant le phénomeéne de

couplage aéroélastique.

Concernant la commande du drone, certains présentent des lois de commande basées

sur le systéme linéarisé des drones, alors que d’autres traitent le modéle en entier.

T.Hamel et al [HMLOO02| proposent aussi une nouvelle stratégie de commande pour
la stabilisation des conditions de vol quasi-stationnaires. L’approche adoptée implique
la séparation de la dynamique du corps rigide central & celle des moteurs. Dans cette
approche, T.Hamel et al développent une commande séparative basée sur les fonctions
de Lyapunov, et arrivent & borner les erreurs de perturbations afin de stabiliser le sys-
teme complet. En considérant une linéarisation du modeéle dynamique de leur quadri-
rotor [PMHRO2]|, P.Pound et Al présentent la conception, la fabrication et la modéli-
sation dynamique d’un quadrirotor. Ils proposent, aussi, une stratégie de commande
pour le mouvement de décollage vertical du quadrirotor "X4 flyer". Sans servo-motors
de commande ou de piéces mobiles autres que les rotors, la complexité de la mécanique
du dispositif est réduite au minimum. Un tel systéme a pour but de modifier la réponse
dynamique du systéme de maniére & le rendre plus facile & piloter. La réponse dyna-
mique du systéme doit étre modifiée pour se conformer & la dynamique VITOL d’un
avion. Néanmoins, il n’est pas nécessaire de stabiliser le systéme de controle, de fagon
autonome, et de prendre en compte la dynamique d’altitude.

Lozano et al [PCDO05] ont synthétisé et établi différentes études concernant la modélisa-
tion et commande d’engins volants tels que les hélicoptéres dans toutes leurs configura-
tions pour leur adaptabilité et leur manoeuvrabilité, les dirigeables et les quadrirotors.
Une méthode de stabilisation et de poursuite de trajectoire basée sur la notion de plati-
tude était congu dans [BAAO6a|. Cette méthode a été appliquée sur le systéme linéarisé

du quadrirotor classique X4. Elle a assuré la poursuite du drone vers une trajectoire
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planifiée.
Une configuration d’un quadri-rotors nommeé " OS4 " est présentée dans [BNS04].
Bouabdallah et al. [BNS04] présentent les résultats des deux modeéles & base de
techniques de controle appliquées & une autonomie de quatre micro-rotor d’hélicoptére
appelé Quadrirotor. Une approche classique (PID) a été appliquée pour une dynamique
simplifiée et une technique moderne (LQ) pour un modéle plus complet. Cette com-
mande présentée arrive a stabiliser le modéle entier, néanmoins elle est assez sensible
aux perturbations pouvant affecter le drone. Dans [CHO06|, Chen et Huzmezan ont ob-
tenu un modele linéarisé qui a été synthétisé pour un controleur H,. Ils ont testé leur
algorithme sur une plateforme pivotant librement.
En utilisant deux méthodes d’approches différentes, dans [MEGO06], K.Zamaleche a étu-
dié la stabilité pour deux quadrirotors différents, (X4 et XSF). En premier, il a combiné
la technique de backstepping a ’approche de Lyapunov. En second, une commande ba-
sée sur la théorie de la logique floue a été élaborée pour le modeéle Lagrangien du drone

XSF de notre Laboratoire.

Dans notre travail, on a établi une stratégie de stabilisation que ’ont peut présenter
ainsi. Vu que le modéle est Eulerien, et que les parameétres cinématiques et dynamiques
sont exprimeés dans le repére local, on a utilisé la méthode des petites [DEGO01| pertur-
bations pour linéariser le modéle. La méthode développée fournit un outil de stabilisa-
tion efficace, qui présente ’avantage de s’implanter aisément dans un micro-controdleur
embarqué. L’algorithme de stabilisation de ’XSFE a été testé dans différents cas de mou-
vements perturbés et plus précisément dans le mouvement de roulis et de tangage. Les

résultats obtenus sont satisfaisants et prouvent l'efficacité de la démarche.

1.2.2 UAV plus légers que lair :Dirigeables
1.2.2.1 Introduction

Les ballons dirigeables ont été les premiers aéronefs de 'humanité. Ils ont réalisé
avant tous les autres types d’aéronefs un grand nombre des exploits de I'aéronautique

civile et militaire :

- vol, vol motorisé avec retour au point de départ, traversée océanique, tour du



14 Introduction
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FIGURE 1.7: Dirigeable Zeplin

monde, bombardement, dépose de soldats dans un pays ennemi, photographies et ob-

servations aériennes...

Ces exploits ont été possibles car il n’y a pas de puissance minimale & embarquer
pour leur vol. Les qualités requises pour ’éventuel moteur d’aérostat sont donc moins

critiques, comparées avec celles des aéronefs "plus lourds que 1’air".

Comme leurs aspects fantasmatiques continuent d’alimenter des discussions, voyons

ce qu’il en est des ballons et dirigeables, et ce qu’il en sera dans l'avenir.

1.2.2.2 Historique des dirigeables

Les premiers essais, en 1783 menérent a une conception moderne du dirigeable par
le général Meusnier dont le ballon était de forme ellipsoidale muni d’un gouvernail,

mais a I’époque aucun moteur n’existait.
En 1900, on enregistre le premier vol du dirigeable allemand (rigide)"Zeppelin
LZ1"(Figure 1.7). Avec 'apparition des dirigeables rigides Zeppelin, plusieurs problémes

sont correctement posés puis résolus, notamment :

- la tenue mécanique de 1’enveloppe, dissociée de la tenue du gaz .
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- 'adaptation d’une propulsion convenable pour des engins aériens : on ne bricole

plus avec ce qu’on a sur I’étagére, mais on congoit des propulseurs pour la mission.

FIGURE 1.8: Incendie du dirigeable allemand

Cependant, en mai 1937 il y a eu 1’échec spectaculaire du dirigeable Heidelberg in-

venté par le comte VonZepplin et qui a causé la mort de 36 personnes (voir figure 1.8).

Il aura fallu plus de soixante ans au ballon dirigeable pour effacer dans les mémoires
la catastrophe de Heidenburg.
Actuellement, ces premiers échecs d’exploitation semblent étre oubliés et dépassés, pour
preuve 'avancement intensif des recherches en aéronautique et en robotique qui enva-

hissent actuellement ce domaine.

Un nouvel avenir est ouvert pour l'utilisation des dirigeables dans des applications



16 Introduction

civiles, et surtout écologiques. En effet, le dirigeable renait de ces cendres aprés la
création de plusieurs prototypes qui sont plus efficaces et plus surs.

Le dirigeable est aussi un mode de transport qui posséde une grande capacité de
déplacer de trés lourdes charges avec un minimum de risque de défaillances mécaniques

et qui sont moins critiques que pour un avion par exemple.

Un tel dirigeable pourrait apparemment servir a transporter directement certaines
charges encombrantes. Il pourrait transporter ces charges dans des lieux autrement
difficiles d’accés. Il remplacerait & lui tout seul I'avion et ’hélicoptére pour un coft
moindre, et il s’intégrerait bien dans un cadre de développement durable et de respect
de 'environnement.

De nouveaux projets de dirigeables ont vu le jour , plus grands, plus performants et

plus flexibles. Le projet allemand "Cargolifter" en est une belle illustration.

Dans ce travail, on s’est focalisé sur 1’étude des dirigeables flexibles, qui symbo-
liseraient trés probablement l'avenir des dirigeables, afin de les perfectionner en vue
d’une exploitation dans des domaines diverses tels que (transport de marchandises,

surveillance, affiches publicitaires...)

1.2.2.3 Principe Physique

Un dirigeable est fondamentalement une montgolfiere dotée d’un systéme de propul-
sion. Pour améliorer ses performances, la forme de la montgolfiére est considérablement
modifiée. Le principal changement consiste & donner & l'enveloppe, appelée également

caréne, une forme aérodynamique proche d’une forme ellipsoidale.

Tous les ballons utilisent le THEOREME D’ARCHIMEDE appliqué dans 'air :
"Tout corps immergé dans un fluide subit une force opposée au poids du fluide déplacé".
On nomme cette force "portance aérostatique" :(voir figure 1.9).

On note :

- F : Poussée d’Archimeéde
-M : masse du ballon
- G : centre de gravité, point d’application du poids M.g du ballon
- A : centre de la poussée d’Archimede

- g : accélération due a la gravité (dirigée vers le bas) [m/s2]
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Qj

FIGURE 1.9: Principe Physique du Dirigeable ( F' = —pgV )

Si la portance dépasse le poids du dirigeable, le ballon dirigeable monte pour at-
teindre Daltitude d’équilibre, et inversement. L’altitude d’équilibre est celle pour laquelle
la masse volumique de l'air réalise ’équation d’équilibre. La masse volumique de l'air

(et par voie de conséquence la portance) décroit en effet avec altitude.

1.2.2.4 Etat de l’art

Plusieurs projets ambitieux sont actuellement en cours afin de développer des plate-
formes dirigeables capables d’opérer en différents milieux notamment en stratosphere,
leur objectif est d’embarquer des équipements de communication ou d’observation mé-
téorologique.

Dans la plupart des applications existantes & ce jour, les dirigeables sont pilotés soit
par un pilote & bord soit par un opérateur humain via une liaison radio. En vue de don-
ner une autonomie & cette plateforme, il est nécessaire d’automatiser les fonctions de
pilotage et de planification de taches qui sont généralement basées sur la connaissance
a priori du modele dynamique du dirigeable. Des travaux ont porté sur la réalisation
d’un modele dynamique rigide [Hyg03], [KG99], qui s’est enrichi au fil des années pour
prendre en compte le vent [APRT01]. Les premiers travaux ont concerné principale-

ment la recherche d’un modeéle dynamique incluant notamment les principaux effets
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aérodynamiques pour les différents modes de vol et tenant compte du type d’action-
nement [BH00|. Selon le mode de propulsion, les modéles proposés, ont des propriétés
différentes qui correspondent & des systémes sous-actionnés. Ces travaux se sont aussi
portés sur la planification et génération de trajectoires d’un dirigeable rigide [HB03]|.
En considérant ’hypothése de rigidité de la caréne, des modeéles dynamiques qui in-
tégrent les phénomeénes mécaniques et aérodynamiques ont été établis dans beaucoup

de travaux notamment |Hyg03|, [BH00].

Dans le cadre d’un programme de développement de dirigeable gros porteur, cer-
taines études sur le comportement d’un écoulement non visqueux couplé & celui d’une
structure flexible d’un dirigeable ont été établies. Pour mener cette étude, Koobus et
al. [OEKAOQ5| ont opté pour un outil non linéaire qui modélise d’une part, les équa-
tions d’Euler instationnaires pour la partie fluide (I'air) et, d’autre part, les équations
élastodynamiques classiques qui gouvernent les déformations de la structure. Les équa-
tions associées a la structure sont discrétisées par la méthode des éléments finis dans
une formulation lagrangienne. Dans cette étude, Koobus et al. ont réalisé une série de
calculs d’écoulements non visqueux afin d’évaluer avec précision les coefficients aérody-
namiques globaux. Ils comparent en premier lieu les influences de différents raidisseurs
ajoutés a la structure initiale, dans le cas d’écoulements & incidence 0 ou 20°. Ensuite,
ils étudient l'influence de la dissipation numeérique ainsi que celle du préconditionne-
ment bas Mach. Ils observent - comme prévu - l'effet stabilisateur des raidisseurs, et
essentiellement celui des raidisseurs longitudinaux. Ils évaluent également l'impact po-
sitif du préconditionnement bas Mach sur les résultats, ainsi que celui de la diminution

de la dissipation numérique.

Par ailleurs, afin de vérifier I’hypothése de rigidité de la caréne, nous nous somimes
intéressés a I’étude des phénomeénes de flexibilité introduits par le tissu de cette derniére
[ABLO02|, [BAAO6D].

Si les dirigeables comme bon nombre d’engins volants ont donc été depuis longtemps
considérés comme des corps rigides, néanmoins, dans la littérature, plusieurs approches
ont été proposées afin d’étudier les problémes des corps flexibles dans ’espace, |[PAS91],

[SHASS|, |CN02|, [BQMO3|, [SCS06], [SIM87|. Les approches peuvent étre classifiées

dans deux groupes :

- Le premier groupe emploie la description de Newton-Euler [SHAS8S|, [GOLO1].

Cette méthode est intéressante eu égard au temps de calcul, cependant il n’est pas facile
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de ’appliquer dans le cas du corps flexible, sans procéder & des profondes transforma-
tions dans le formalisme destiné a I’étude des corps rigides [B96|. Nous nous sommes
attachés particuliérement & réaliser ces transformations dans le second chapitre de ce
rapport, en mettant I’accent sur la légéreté du formalisme afin qu’on puisse toujours s’y
appuyer dans ’étude de la stabilité et la commande des engins volants souples.

Dans une étude intéressante de Boyer et Khalil [BK99] une approche a permis d’étendre
les algorithmes arborescents "rigides" de Neton-Euler au cas des manipulateurs flexibles.
On notera dans ce cas une nette diminution des opérations de calcul. Cependant ces

algorithmes présentent généralement une grande sensibilité numérique.

-Le deuxiéme principal groupe d’études des corps flexibles utilise la méthode la-
grangienne, qui consiste & définir le mouvement relativement & une configuration fixe
de référence. Mais ce procédé meéne également a des relations complexes lors de la
description des déformations et des contraintes dans le corps flexible. Une Méthode La-
grangienne actualisée (U.L.M.) a été proposée par BATHE et al. [Ba75] et développée
pour les corps déformables qui subissent de grands déplacements de translation et de
rotation. La résolution du probléme dynamique est incrémentale. La configuration et le
mouvement du corps sont identifiés en utilisant une configuration de référence mobile
représentant la position du corps déformable dans le pas précédent. Azouz et Al [ABL02]
proposent comme configuration de référence, une configuration rigide du dirigeable qui
suit le mouvement du corps sans coincider avec lui. Cependant 'inconvénient de cette
approche est le temps de calcul qui parait important. Le modéle dynamique obtenu sera

difficile & commander.

D’un autre coté, le domaine de recherche concernant la commande des dirigeables
sous-actionnés est potentiellement intéressant. Dans une étude récente, une classe de
systémes autonomes sous-actionnés a été étudié par Beji, Abichou et Bestaoui |[BAB04].
Dans ce travail, Beji et al. établirent une loi feedback en temps-variables . La loi de
commande est déterminée par la théorie de 'homogénéisation. Ils ont aussi établi la
stabilisation asymptotique de la position et de 'orientation du dirigeable en utilisant
uniquement les trois entrées de commandes disponibles. Par ailleurs, Morin et Sam-
son [MS95] ont été appliqué avec succes les approximations homogeénes et le controle
par retour d’état a des systéemes sans dérive. Les auteurs ont présenté un retour d’état

continu et instationnaire qui stabilise asymptotiquement un satellite sous actionné.
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Pettersen et Egeland [PE96] ont prouvé qu’une large classe de véhicules sous-
actionnées ne peuvent pas étre stabilisée par un retour d’état continu ni par un retour
d’état discontinu. Ils ont considérés un systéme avec dérive (bateau) comme modeéle
d’étude et ils ont montré qu’une loi de retour d’état continue, périodique et instation-
naire peut le stabiliser. Certains auteurs ont traité avec succés la commande globale
d’un avion flexible |Tuz01|, cependant les travaux qui traitent ce probléme de couplage

pour les dirigeables flexibles sont quasiment inexistants.

1.2.2.5 Interaction-Air-Structure

Les engins volants plus légers que air (dirigeables) sont également régis par des
phénomeénes aérodynamiques qu’il est important de modéliser. La base pour analyser
le mouvement d’un corps rigide dans un fluide parfait a été établie au 19éme siécle et
décrite par Lamb |[LAM45|. Dans son travail, Lamb a considéré le cas du déplacement
simple dans une grande masse infinie de fluide, ot le mouvement de ce dernier est en-
tierement di au mouvement du solide. Le mouvement sera considéré irrotationnel. Il
montre que ’énergie cinétique du fluide peut étre exprimée comme une forme quadra-
tique des six vitesses de translation et de rotation du véhicule. Les dérivations données
par Lamb seront utilisées dans la description du dirigeable dans un milieu uniforme
stationnaire. Les termes provenant de 'accélération ou (masses ajoutées) viennent du
fait que le fluide considéré parfait est accéléré. Quand un ellipsoide se déplace dans un
fluide non visqueux incompressible et infini de sorte que le flux extérieur soit partout
irrotationnel et continu, ’énergie cinétique du fluide produit un effet équivalent & une
augmentation importante de la masse et des moments de l'inertie du corps [KG99].
Dans ce travail, l'analyse de l'interaction fluide-structure est intégrée d’une maniére
innovatrice dans le modéle Eulerien. On a pour cela utilisé une approche énergétique

pour intégrer ’effet du fluide dans notre formalisme Eulerien.

-Explication du Phénoméne des masses ajoutées : Dirigeables Rigides :

Le mouvement du dirigeable déplace un certain volume d’air préalablement en état
stationnaire. Pour permettre au véhicule de passer a travers le fluide, le fluide doit se
déplacer autour du dirigeable pour lui libérer le passage. Le fluide acquiére ainsi une

énergie cinétique.
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Ce phénomeéne est appelé dans la littérature, phénoméne de masses ajoutées ou vir-
tuelles [LAM45|, [FOS96] et [BHOO] .

On considére par exemple un corps ayant un volume important et de masse m , qui se
déplace dans I’air suivant 1’axe x avec une vitesse u. L’air opposant son inertie provoque
une force résistive instationnaire -Xyu avec X ’ensemble des forces extérieures appli-
quées sur le dirigeable, et Xy = %—’é la dérivée de ces forces par rapport a l'accélération
u (Xy > 0).

Par conséquent 1’équation de la dynamique suivant cette direction sera sous la forme :

mit = — Xt + X (1.1)

On peut dire donc qu’en présence du fluide, la dynamique du dirigeable suivant
I’axe x correspond a celle d'un corps de masse m + Xy, par suite I’équation dynamique

de 'ensemble dirigeable-air prend la forme :

(m + Xg)a = X (1.2)

a partir de ’équation 1.2, il résulte que, le corps voit sa masse augmenter par la
quantité Xy .
Cette quantité est identifiée comme une masse supplémentaire appelée masse ajoutée
ou encore masse virtuelle. Elle est proportionnelle & la masse volumique p du fluide.
Le coefficient de proportionnalité étant un volume de référence V multiplié par un

coefficient de masse ajoutée k.

Xo=kpV (1.3)

Par exemple, pour un ellipsoide parfait se déplagant selon un axe paralléle & son grand
axe (1.10), dans un fluide parfait de masse volumique p, le coefficient k peut s’exprimer

ainsi [FOS96] : X = 5 f‘oao PV = 5 plrab?

k

0
et si on introduit I’excentricité e =1 — (2)2, on aay= 2(1636 )(%Ln(% —e))

D’une maniére plus générale, dans le cas d’un ellipsoide rigide se déplagant dans un

liquide, I'équation 1.1 prend la forme suivante :
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e O
[ "

FI1GURE 1.10: Ellipsoide

(Mg + M,)p =F (1.4)

Ou Mp est la matrice de masse de I’éllipsoide, © la matrice colonne des accelerations

et F ’ensemble des forces appliquées au corps mobile.

Les masses ajoutées sont représentées par M, est une matrice de dimension 6x6.
Cette matrice a été calculée dans la littérature [LAMA45]. En effet, la matrice des masses

ajoutées peut étre exprimée sous la forme :

A ¢ B F F P
B A G G @&
M, — c H H H (1.5)
Sym P R Q
Q P
R

La matrice représentée dans 1.5 n’est pas symétrique dans le cas général. Néanmoins, sa

symeétrie est admise dans le cas d’un corps totalement immergé dans un fluide [FOS96|.

Phénoméne des masses ajoutées dans le cas de dirigeables Flexibles :
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L’étude de la masse ajoutée due au mouvement d’un corps déformable en grands
déplacement dans un fluide est encore dans un stade embryonnaire et s’appuie souvent

sur des codes de calcul numérique. En littérature, on peut répertorier deux groupes :

- Le premier groupe qui traite l'impact du mouvement en grands déplacements sur
le fluide [FOS96|, [Hyg03|, [LAM45]; dans ces études la matrice de masse ajoutée est
calculée a partir des équations de Kirshoff et de ’expression de I’énergie cinétique du

fluide. Ce travail est inspiré de I’étude des sous-marins.

- Le deuxieéme groupe traite l'impact des petites vibrations autour d’une position
d’équilibre sur le mouvement du fluide. Ce travail a été traité par plusieurs méthodes.
Ohayon et al. [HM95], par exemple, a utilisé la méthode de sous-structuration. Il a
ainsi défini une matrice de couplage entre le fluide et la structure. La matrice de masse

ajoutée a été calculée & partir de cette matrice de couplage.

La plupart des études utilisent la méthode des éléments finis [UE06], [Pao04],
[YTLO3], [SBLO6], [JMO06]. J. F. Sigrist [SBL06] présente une analyse modale d’une
structure industrielle couplée avec un fluide, en utilisant les techniques numériques de
calculs couplés fluide/structure. Compte tenu de la nature axisymétrique de la géomé-
trie de la structure étudiée et de la nature non axisymétrique des équations de couplage,
la modélisation du probléme est réalisée au moyen d’éléments finis axisymétriques dé-
veloppés en série de Fourier. Un code de calcul fat développé pour permettre ’analyse
modale de la structure.

Certains auteurs se sont focalisé sur la vibration de structures non-mobiles dans un fluide
aux caractéristiques les plus diverses tel que De Langre |Lan02]. Une méthodologie in-
téressante basée sur des modeéles numeériques a été développé par Combescure |[AC80].
Quelques études sur des bateaux flexibles commencent a traiter le probléme analytique-
ment sous des conditions particuliéres de houles sinusoidales [FC06], [WMO5].

L’originalité de notre travail est I’étude analytique des phénomeénes des masses ajoutées
pour un corps immergé flexible en grands déplacement et petites déformations, incluant
la prise en compte du couplage entre ces deux mouvements. Afin de mieux prendre en

considération la dépendance entre les forces aérodynamiques et 1’élasticité structurelle,
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la vitesse locale sur le véhicule déformé est utilisée dans le calcul des forces aérodyna-

miques.

1.3 Objectifs de la thése et présentation du mé-

moire

Cette theése s’inscrit dans une suite logique de travaux réalisés au laboratoire IBISC
concernant les engins volants autonomes. Elle concerne la modélisation et commande de
ces engins tenant compte de leur flexibilités structurelles. L’intégration de la flexibilité
structurelle représente une percée majeure dans la modélisation globale de ces engins
maniables. Elle souléve en méme temps un bon nombre de problémes nouveaux dont
nous essaierons de résoudre une partie au cours de ce travail de thése. Nous serons guidé
dans cette démarche par U'impératif d’optimisation du rapport précision/probabilité. Il
est en effet important d’avoir un modeéle dynamique qui allie la précision a la légéreté
pour qu’on puisse y intégrer des lois de commande er de stabilisation compatibles avec
le temps réel.

Certains problémes, tels que la modélisation dynamique, sont communs & différents
types d’engins volants flexibles d’autres sont plus spécifiques, comme 'aérodynamique
et la stabilisation, et nous distinguerons dans notre étude :

- Les plus légers que 'air : avec comme illustration le dirigeable flexible.

-Les plus lourds que I’air, avec comme illustration un drone quadricoptére.
Pour mener & bien cette étude, ce rapport sera structuré comme suit :

Chapitre 2
Dans ce chapitre, nous présentons le modele dynamique d’un engin volant a compo-
sants flexibles. Le modéle utilisé & cet effet est le modéle Eulérien. Pour cela, dans une
premiére approche, on considére un engin volant rigide afin d’établir le paralléle entre
les descriptions Eulerienne et Lagrangienne. On se propose, par la suite, d’étendre cette
technique aux corps déformables, sans pour autant détruire le formalisme général ob-
tenu pour les corps rigides. Et grace & un certain nombre de transformations, on établi

un modeéle dynamique hybride dédié aux corps volants flexibles.
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Chapitre 3
Dans ce chapitre, nous nous proposons d’expliciter le modéle dynamique et aérodyna-
mique d’un dirigeable flexible. On présente de maniére analytique le phénomeéne aé-
rodynamique qui agit sur le dirigeable flexible et en particulier sur son enveloppe. On
introduit le phénomeéne de masses ajoutées. L'effet de la flexibilité structurelle de ’enve-
loppe de I'engin se manifeste dans I’expression de I'énergie cinétique du fluide. A partir
de 'expression énergétique de l'air, et a travers l'introduction de la notion de potentiel
flexible de fluide (PFF), nous déterminons de maniére analytique linteraction de ce

dirigeable avec l’air environnant.

Chapitre 4
Ce chapitre propose I’élaboration d’une stratégie de commande et de stabilisation du
dirigeable flexible dont le modele a été défini dans le chapitre précédent. On entame la
stabilisation asymptotique de la plateforme au voisinage d’un point cible, en utilisant
la technique du " Backstepping ", ainsi on expose une loi de commande qui assure ’at-
ténuation des vibrations du dirigeable flexible & travers les commandes du mouvement

rigide.

Chapitre 5
Dans ce chapitre, une deuxiéme application du modéle eulérien est établie. On pré-
sente, dans une premiére partie, la modélisation du drone hélicoptére quadri-rotor XSF
flexible. Cette modélisation est établie en prenant en considération les forces aérodyna-
miques et les termes gyroscopiques. Dans une deuxiéme partie, on génére un algorithme
de commande permettant de stabiliser ’engin au voisinage d’un point cible. Nous avons

adopté pour cela une technique basée sur la méthode des petites perturbations.
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Chapitre 2

Modélisation d’un Engin Volant
Flexible

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons le modéle dynamique d’un engin volant a com-
posants flexibles. Ces engins volants ont souvent été assimilés & des corps rigides. Cette
hypothése permet de les modéliser de maniére simplifiée par la méthode de Newton-
Euler [DEGO1|, [SHAS88|, [B96|. Ceci a l'avantage de faciliter la mise en oeuvre d’al-
gorithmes de controle, de stabilisation ou de génération de trajectoires qui leurs sont

dédiés.

On se propose a travers ce chapitre d’étendre la technique de Newton-Euler aux
corps déformables, sans pour autant détruire le formalisme général obtenu pour les
corps rigides. Cependant, ceci nécessite au préalable une reformulation globale du com-
portement dynamique d’une structure flexible dans I’espace par une description Lagran-
gienne, puis I'application d’un certain nombre de transformations et la mise en oeuvre
d’une synthése modale. On réintroduit par la suite des parameétres Euleriens du mouve-
ment pour élaborer ainsi un systéme dynamique hybride présenté comme une extension
du modele Eulerien dédié aux corps rigides.

L’algorithme développé doit répondre a I'impératif d’optimisation du rapport préci-
sion/adaptabilité. Nous avons en effet cherché & intégrer la flexibilité des composants
du systéme, et le couplage inertiel entre la déformation et le mouvement d’ensemble,
tout en respectant les contraintes d’adaptabilité en vue d’une application aisée des lois

de commande ou de stabilisation.

27
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Dans un esprit de clarification de la démarche, on définira l'algorithme d’abord sur un

engin volant rigide avant de I’étendre aux corps flexibles.

2.2  Description Eulerienne : Engin Volant Rigide

2.2.1 Cinématique

On présente dans un premier temps la description Lagrangienne totale d’un corps
dans I'espace; ¢’est a dire 'analyse du mouvement par rapport & une référence fixe liée
au repere global.

On choisit un repére fixe lié a la terre Ro=(0, Xy, Yy, Zp) ; Porigine du repére peut étre
choisie d’'une maniére arbitraire comme par exemple la position initiale sur Terre de

Iengin. Ses axes sont choisis comme suit (voir figure 2.1).

X - dirigé vers le nord

OYp : dirigé vers 'Est

$Zy - dirigé vers le bas

On définit aussi un deuxiéme repeére, appelé repére mobile R,,=(G, X, Y, Zm)
fixé au centre de gravité de l’engin G ; ses axes sont les principaux axes inertiels, choisis
de la maniére suivante :

X axe longitudinal .

Y, Vaxe transversal.

O Zm Vaxe normal & (X, YVin).

-Un troisiéme repére intermédiaire paralléle au repeére fixe mais lié a 'engin et d’ori-

gine G : R,=(G, X,,Y,, Z,)

Le mouvement de I’engin est décrit par les parametres suivants :
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FIGURE 2.1: Définitions des repéres

m = [0, Y0, 20]" : matrice colonne position du repére mobile exprimé dans le repére
fixe Ro

N2 = [¢,0,v]T :matrice colonne d’orientation du repére mobile exprimé dans le re-

pere fixe Ry donné par les angles d’Euler.

n = [n1,n2]T matrice colonne attitude par rapport a Ry.
7) : matrice colonne vitesse par rapport & Ry exprimé dans Ry.

7] : matrice colonne accélération par rapport & Ry exprimé dans Ry.
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v1 = [u,v,w]” : matrice colonne vitesse local de translation par rapport a Ry ex-

primé dans R,,.

ve = [p,q,7]7 : matrice colonne vitesse local de rotation par rapport & Ry exprimé
dans R,,.

v = [v1, )T : matrice colonne vitesse local.
71 : matrice colonne des forces généralisées agissant sur le véhicule.
To : matrice colonne des moments généralisés agissant sur le véhicule.

T—|11,m2] : forces et moments généralisés agissant sur le véhicule.

2.2.1.1 Définitions des matrices de passage
Généralement, une paramétrisation en lacet, tangage et roulis est utilisée pour dé-

crire la position et 'orientation de l’engin dans le repére inertiel Ry.

La configuration de ’engin est décrite au moyen de trois rotations élémentaires dé-

finies par trois angles d’orientation @ savoir le lacet v, le tangage 6 et le roulis ¢ :

B(X,,Y,, Z,) —v B(U, 2, Z,) —1 B(X,n, Z1, W) —H¢ B(X,, Yo, Zm) (2.1)

Ou B(X,,Y,, Z,) est la base du repére global R,, B(X,, Y, Zn) la base du repére
local R, B(U, Z1,Z,) et B(Xyn, Z1, W) sont les bases intermédiaires et Hy, ,Hg et Hy

les matrices de rotation orthogonales.

La premiére rotation d’angle de lacet ¥, est comptée positivement dans le sens direct

par rapport a Z, (voir figure 2.2). Elle est représentée par Hy la matrice de passage
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FIGURE 2.2: Lacet

entre les bases B(X,,Y,, Z,) et B(U, Z1,Z,).

La deuxiéme rotation d’angle 8 décrit le tangage autour de I’axe Z; (voir figure 2.3)
et donne la matrice de passage Hy entre les bases B(U, Z1, Z,) et B(X,, Z1, W) donnée

par :

cosf 0 sinf
Hy= 0 1 0 dans la base (U, Z1, Z,)

—sinf 0 cos@

La troisiéme rotation d’angle de roulis ¢ s’effectue autour de 'axe X, de la nouvelle

base (voir fig 2.4) donnée par :

1 0 0
Hy =10 cos¢p —sind | dans la base (X, Z1, W)
0 sing cos¢

La matrice de rotation qui décrit la transformation entre le repére global Ry et le

repére local R, est donnée par :

Ji(n2)=HyHeH,

par conséquent :
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FIGURE 2.3: Tangage

FIGURE 2.4: Roulis

cospcos) —sincos@+ singcossinf  sin¢psiny + sin 6 cos P cos ¢
Ji(m2) = | cosfsinty  costcosd +sinfsinising  — cos)sin @ + cos ¢ sin 6 sin 1

—sinf cos f sin ¢ cos 0 cos ¢
(2.2)

telle que J1(7’]2)TJ1(7’]2) = J1(772)J1(7’]2)T = Id3

2.2.1.2 Transformation des vitesses de translation et de rotation

A Tlaide de la matrice de passage de changement de base Ji(72), la transformation

des composantes des vitesses de translation, par rapport a Ry est donnée par :

h = Ji(n2)v1 (2.3)
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Partant de la relation (2.1) la vitesse locale de rotation peut étre exprimée ainsi :

vo = VZo + 0Z1 + ¢Xim (2.4)

On peut alors exprimer le vecteur vitesse de rotation dans la base du repére mobile
B(X, Y, Z,) ainsi :

P 1 0 0 é—&sin@ q'ﬁ—zbsine
va=1q|=|0 cos¢ sing 9 = | Gcos ¢+ singcosd | (2.5)
r 0 —sing cos¢ ¥ cos b ¥ cosfcos — Osin g
d’ow :
D 1 0 —siné )
g| =10 cos¢ singcosh 9 (2.6)
r

0 —sing cos¢cosf ¥

On désigne par Jo(n2) la matrice de passage reliant les composantes des vitesses de

rotation dans le repére global & celles relatives au repére local.

Soit :
1 0 —sing \ 1 singtanf cos¢tané
Jo(n2) = |0 cos¢p singcosd =10 cos¢ —sin¢ (2.7)
0 —sing cos¢cosl 0 sin ¢ cos ¢

cos 6 cos 0
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D’ou la deuxiéme relation cinématique :

t2 = J2(n2)v2 (2.8)

Remarque2.1

On remarque que la paramétrisation par les angles d’Euler fait apparaitre une sin-

gularité en 0 = 7.

On retrouve ainsi ’expression cinématique de I'engin volant qui peut s’exprimer

comme suit :

(77'1) _ <J1(772) 0343 ) (Vl) (2.9)
P 0343  Ja(n2) ) \12

J(n2)

2.2.2 Paramétres d’Euler

Afin d’éviter la singularité de ’angle de tangage, on utilisera par la suite la méthode
des parametres d’Euler. Cette technique peut étre présentée ainsi : Toute rotation finie
dans ’espace peut étre exprimée comme une rotation d’angle § autour d’un axe de

rotation Z.

Quatre parameétres définissent ainsi la rotation : les composantes Z.,Z,, Z., de

l'axe Z et l'angle § de la rotation autour de cet axe (voir figure 2.5) avec |Z| =

\JZEAZ2+Z2=1; 6 €0,7]

Par suite, la matrice de rotation Ji(n2) peut étre exprimée comme suit :
Jr=[Is+ Z.Sinﬁ + 2Z2Sin2g] ot Z est la matrice du pré-produit vectoriel associé au

vecteur Z.
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2z

FIGURE 2.5: Rotation autour d’un axe

Les parameétres d’Euler peuvent étre définis comme suit :

ces parameétres satisfont la relation suivante :

S i =dq=Tlavecq=Ip @ ¢ ¢

Ainsi la matrice de rotation Ji(n2) peut étre exprimée en fonction des paramétres
d’Euler sous cette forme [SHAS8S|, [SHAS8I]| :

1-2(63+d3) 2(q192 — q093) 2(q092 + q103)
Jig = | 2(q1q2 + q0a3) 1 —2(af +@3) 2(q2a3 — q0q1) (2.10)
2(q193 — q0a2)  2(qoq1 +q2q3) 1—2(q} +q3)
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la relation entre les parameétres d’Euler et les angles d’Euler est donnée par cette

expression :

v o9 8 1

0
COS—COS—=COS— + SIN—SIN=SIN—

“ o8 b 5.8 3

T SIM—COS—COS— — COS—SiN—SiNn—

S B A 2
2 COS—SIN—=CO0S— + SIM—COS—SIN—
a3 cos%cosésin% — sin%sin%cos%
2 2 2 2 2 2

et inversement pour les angles d’Euler on aura :

2(qoq1 + Q2Q3))

1-2(qf + ¢3)

0 = arcsin(2(goq2 — ¢3q1)) (2.12)
2(qoqs + Q1Q2))

1—2(qf + ¢3)

¢ = arctang(

Y = arctang(

D’un autre coté, en utilisant les parameétres d’Euler, la matrice Jo(72) sera rempla-

cée par une matrice rectangulaire définie ainsi :

Jog=2| -2 —q3 @ @ (2.13)

La transformation des vitesses de rotation sera alors donnée par cette expression :

Vg = JQQq (2]_4:)



2.2. Description Eulerienne : Engin Volant Rigide 37

Km

FIGURE 2.6: Définition des vecteurs de position

2.2.3 [Etude mécanique de I’engin volant

Pour une meilleure clarté du formalisme développé pour le corps flexible, on déve-

loppe au préalable ’analyse d’un engin volant rigide.

On considére un engin, supposeé rigide, de masse m, auquel nous associons un repére
fixe lié a la terre Ry=(O, Xo, Yo, Zy) et un repére mobile R,,=(G, X,,,, Yy, Zp) ; notons

G le centre de gravité de ’engin.

Le mouvement de ’engin sera décrit tout d’abord par rapport au repére fixe Ry puis

par rapport au repére mobile R,,.
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2.2.4 Description Lagrangienne totale
2.2.4.1 Position d’un point arbitraire de ’engin volant

La position d’'un point p arbitraire de ’engin, exprimée dans le repere global, est
donnée par la relation vectorielle suivante (voir figure 2.6) :

OP = OG + GP (2.15)

ou encore :

r =1 + Jigue (2.16)

oll U, est le vecteur position locale du point P et Jig est la matrice de rotation

entre le repére local et le repére global.
Remarque2.2

Tant que 'hypothése du corps rigide implique que la distance entre deux points
arbitraire du corps reste constante, on peut conclure que la longueur du vecteur u,
reste constante et par suite ses composantes sont constantes par rapport au repére

local.

2.2.4.2 Vitesse d’un point arbitraire P de 1’engin volant

En dérivant I’équation 2.15 on retrouve l’expression suivante de la vitesse :

. dr . d(Jiguo)
- T 9 2.17
r i m + dt ( )
d’ou :
i =11 + Jiguo + Jig U (2.18)
0
on aura donc :
=11 + Jigue (2.19)

apres calculs, on aura (voir Annexe A (A.5)) :

leuo = JlQ(I/z VAN uo) = —JlQ(uo VAN 1/2) = —JlQlfoI/z = —JleOJQQ
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avec .
0 Uo3 —Up2
Up = —Uop3 0 Ul
U2 —Uol 0

la matrice antisymétrique du pré-produit vectoriel associée & u,.

Le vecteur vitesse s’écrira par la suite ainsi :

r=1 — JlengQq (2.20)

dans une forme plus compacte on aura :

t=[I3 — Jigu,Jag] | ™ (2.21)
C q
ou encore :
= (2.22)
avec 7= | M| et I3 la matrice identité.

q
2.2.4.3 Expression de I’énergie cinétique d’un point arbitraire P

L’énergie cinétique de ’engin volant rigide est donnée par cette expression générale :

1
E,= - / pil +dV (2.23)
2 )y

ou :
p : la densité volumique.

V : le volume du corps.
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I : le vecteur vitesse globale d’un point arbitraire P de I’engin.

En remplacant la vitesse par son expression dans 2.23, I’énergie cinétique prend la

forme suivante :

1 1
E, == / p(CHTCrdV = = / pi CTCTdV (2.24)
2 Jv 2 Jv
Comme le vecteur des vitesses généralisés 7 = U est supposé indépendant de la
q

position et la densité volumique, I’énergie cinétique prend, alors, la forme suivante :

B, = 5] / pCTCaV]i (2.25)
1%

sous une forme plus compacte :

1
E, = i Mt (2.26)

ou M est reconnue comme étant la matrice de masse symétrique et définie comme

suit :

M = / pCTCav (2.27)
14

dans une forme plus symbolique la matrice de masse s’écrira :
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M= (mTT mTR) (2.28)

mMmTR MMRR

ou :
mTT:/ pldV (2.29)
\%4

est la sous matrice du couplage du mouvement Translation-Translation.

mrg = / p(—J1QUoJ2q)dV = mpr (2.30)
v

est la sous matrice du couplage Translation-Rotation.

et :

mRR:/ p(—JlQTfOJQQ)T(—JleOJQQ)dV (2.31)
\4

est la sous matrice du couplage Rotation-Rotation.

Le terme myp, décrivant le mouvement de translation est invariant par rapport au
temps ; alors que les autres sous-blocs de la matrice dépendent des coordonnées géné-
ralisées de I’engin. Par conséquent, ces derniers sont fonctions implicites du temps.

Remarque2.3

En faisant coincider le centre de gravité de l'engin et le centre du repére mobile

on peut considérer dans ce cas que les deux sous-matrices extra-diagonales de M sont
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nulles (mrg).

D’ou la forme simplifiée de M :

M — <mTT 03*4> (2.32)
0443  mRR
Et celle de I’énergie cinétique :

1. . 1, .
E. = 5771TmTT?71 + §CleRRq (2.33)

2.2.5 Equations de Lagrange

Comme on est dans une approche Lagrangienne totale et on utilise les coordonnées
généralisées du systéme, on peut appliquer I’équation de Lagrange a I’énergie cinétique

donnée par :

d OB,
dt\ on

) — ajf =7 (2.34)

avec 7 : la matrice colonne des forces et des moments extérieurs généralisés.

Tout d’abord évaluons le premier terme %(%’%) ; d’aprés ’équation 2.31 on aura :

0F, ( )
oy \iTmrr ¢"meg

(2.35)
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en dérivant totalement par rapport au temps on aura :

d OFE,
— (=)= . .. T . 2.
dt( on ) (ﬁleTT (" mrr + quRR)) (2.36)
Et on pourra vérifier (Annexe A (A.3 et A.4)) les deux relations suivantes :
Jogd =0 (2.37)
Jagq = —Jaod (2.38)

D’autre part, l'inertie mpp est exprimée dans le repére fixe Ry. Si on désigne par
Irpr la matrice d’inertie dans le repére mobile R,,, et qui est constante, on aura la

relation suivante :

mrr = (J29)" IrrJog (2.39)

En utilisant les équations 2.32, 2.35 et 2.36 et en remplacant mprp par son expres-

sion 2.37 on aura :

& mrr = v2' InrJag (2.40)

en substituant ’équation précédente dans I’équation 2.33 on aura :
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(2.41)

.

d OE. - .
il mrr (G mer + v2’ Irrjag)

a'\an)

Le deuxieme terme de 1’équation de Lagrange, exprimant la dérivée de I’énergie ci-

nétique par rapport au vecteur coordonnées généralisées est :

=-5-(@"mprg) = (03 29 4T ; (2.42)
on  20n 2 0 (@ mgrrq)
ot 03" est le vecteur nul a trois dimensions.
En utilisant ’équation 2.37 on a :
O _ (o1 10 _ .
on (03 §a_n[qT(J2Q)TIRRJ2QQ] —\0f 2T IrpJag (2.43)

En reportant les précédents résultats dans ’équation 2.32 :

. _ T _T1T
<7?'1TmTT (E.leRR + 2V2TIRRJ2Q)> - [Tl T2 ] (2-44)

L’équation 5.6 peut étre écrite comme deux équations matricielles découplées; la
premiére équation matricielle est associée a la translation du corps et la deuxiéme a la

rotation d’ou :

.. - T
My = T2 — 2J2q IrrV: (2.46)
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ou sous forme compacte :

1

- T
T — 2J2Q IRRI/2

avec n = (771)
q

2.2.5.1 Description Eulerienne

(2.47)

Dans cette partie, on va définir le mouvement de l'engin volant rigide, a partir des

variables Euleriennes, pour présenter a la fin la corrélation entre le paramétrage La-

grangien et Eulerien.

Tout d’abord exprimons 77 dans le repére mobile R, ; on sait que 71 = OG (voir

figure 2.5). On a pu démontrer qu’en considérant le centre de gravité du repére G dif-

férent du centre du repére fixe, on a :

P0G,  OE|g, dOG

Wh{o =4 Ry + J1Q-V2 A 7|R0

Par conséquent : 71 = Jigr1 + Jigre A va.
Pour le passage Eulerien, tout d’abord considérons I’équation 2.46

o — 2(Jag) Irrva = (Jog) IrrJ2g 4
—_———

MRR

en multipliant les deux termes de I’équation ci-dessus par Jog on aura :

(2.48)
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JQQTQ - 2J2Q(j2Q)TIRRV2 = JQQ(JQQ)TIRRJQQq (2.49)

On démontre que le premier terme du second membre (voir Annexe A (A.1)) :

Joq ()" = 4ly (2.50)

par conséquent :

. - T
4IRRJ2Q(1 = JQQTQ - 2J2QJ2Q IRRVQ (2.51)

D’autre part, en dérivant I’équation 2.14 et en utilisant 1’égalité 2.38 on aura :

vy = Jogii (2.52)

De plus (voir Annexe A (A.2)) :

2J2QJ.2TQIRRV2 = 4uylpprs = 49 N Ipps (253)

avec vy est la matrice du préproduit vectoriel associé & vs.

En remplacant les équations 2.46, 2.48 et 2.50 dans l'expression du mouvement de

rotation on obtient :

Irrvo = Zp — 9 A (IRRVQ) (2.54)
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Le vecteur Zg représente la somme des moments appliqués sur ’engin rigide; et il

est donné par :

1
Zr =)™ (2.55)

2.2.5.2 Equation matricielle de Newton-Euler

Comme synthése de ’étude précédente, on voit que le mouvement est gouverné par
six équations différentielles, pouvant étre écrites par les deux équations matricielles sui-

vantes :

mpr = JlTQTl — mrrv2 N\ 117 (256)

IrpVs = Zp — o A (IRRV2) (2.57)
on retrouve le systéme classique suivant :
. 1ZWAN%
<mTT 0 ) <V1> o (258)
0 Irr Va Zr— vy A\ (IRR)VQ

d’ou :

Mgy =7+ Qve (2.59)
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Mg : matrice de masse relative & la description Eulerienne.
7 le vecteur des forces et moments généralisés.

QvE le vecteur des termes gyroscopiques et de coriolis.

On a ainsi défini le paralléle entre une description Lagrangienne 2.44 et une des-
cription Eulerienne 2.56 d’un engin volant rigide. Ce paralléle nous aidera a mieux

comprendre l'intégration de la flexibilité du corps dans un modéle Eulerien.

2.3 Description Eulerienne d’un corps flexible

Pour le cas flexible, I'analyse du mouvement sera comparable au cas de l’engin vo-
lant rigide, moyennant le rajout de d.d.l supplémentaires. En effet la flexibilité du corps
sera représentée par des modes de déformation, issues de la décomposition de Rayleigh-
Ritz [SHAS88|, [CN02|, [PASI1|, |B96|. La représentation de la flexibilité ne peut étre
définie de maniére adéquate directement sur le modéle Eulerien, on a donc décidé de
I'exprimer au travers d’une description Lagrangienne et de l'inclure par la suite dans le

modele Eulerien grace au paralléle établi en 2.2.

2.3.1 Position d’un point arbitraire d’un engin volant flexible

La position d’un point du solide est donnnée par (voir figure 2.6) :

OP’' = OG + GP + PP/ (2.60)

sachant que P’ est un point de la configuration déformée ; comme dans le cas rigide
on va commencer par une description Lagrangienne totale, par conséquent tous les
paramétres dynamiques seront exprimés dans le repére fixe R,.

D’ou :
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Xm
FIGURE 2.7: Définition des vecteurs de position
r=m+ Jig(uo + uq) (2.61)
U
d’ou :
r=m+JigU (2.62)

avec Jig est la matrice de rotation entre le repére fixe et le repére mobile.

2.3.2 Vitesse d’un point arbitraire

La vitesse d’un point arbitraire P’ de ’engin volant flexible est obtenue en dérivant

la relation 2.62 totalement par rapport au temps on aura :
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T =1+ W (2.63)
soit :
g =11+ JigU + JigU =11 +J1'QU+J1Q(\1?/+W) (2.64)
L’expression de la vitesse sera :
i =1y + JigU + Jigug (2.65)
Sachant que (voir Annexe A) :
J1QU = Jig(uU) = —Jig(U Ag) = —JigUvs = —J1oU Jagg
par conséquent la vitesse d’un point de l'engin sera :
i =i = J1QU Jaqd + Jigtig (2.66)

Le déplacement du a la déformation ug = uq(s,t) est fonction de l'espace (s) et du
temps (t). On utilisera une analyse modale pour le définir. L’analyse modale consiste
& déterminer les caractéristiques vibratoires, fréquences \; et les formes Xz des modes
propres de vibration obtenus en imposant certaines conditions aux limites au niveau de
I’arceau central du dirigeable. Cet arceau est supposé indéformable. La base des X(E) i
permet de décomposer les mouvements flexibles du dirigeable et d’introduire les ampli-

tudes modales associées. On remarque que la solution ne vérifie évidement pas a priori
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les mémes conditions aux limites que les modes : aussi, en toute rigueur elle ne peut
étre représentée sur cette base de modes propres. Cependant par approximation [PAS91|
on peut utiliser un nombre limité de ces modes représentant une bonne proportion de
sa base modale. Pour une meilleure précision de la solution, l'effet statique des modes
négligés peut étre introduit au niveau de I’arceau |Gib88|.

Dans notre cas on a utilisé des modes "encastré-libre". L’encastrement se situe au ni-

veau de ’arceau central. Le déplacement di & la déformation s’écrira alors ainsi :

n

ua(s, 1) = Y Yi(t)Xi(s) (2.67)

i=1

ou n représente le nombre de modes de déformations choisis. Notre choix sera de

deux modes de déformation (n=2) dans toute la suite.
X! représente le 7™ mode propre du solide

Ydi est 'amplitude modale associée

cette écriture peut étre condensée de la maniére suivante :

ug = SYg (2.68)

ot S représente les deux modes retenus et Yy la matrice colonne formée par les dif-

férents Ydi.

On désigne par :

n = 4 |la position d'un point arbitraire de I'engin volant flexible.
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FIGURE 2.8: Dirigeable+Arceau

Les modes de déformation S étant constants par rapport au temps, on peut donc

déduire de la relation 2.65 que :

g = SY; (2.69)

d’out la vitesse d’un point du solide :

P =1j1 — iU J2gq + 10 5Yq (2.70)
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en utilisant une forme plus condensée comme pour le cas rigide on aura :

1
F=1[I —JioUlJsg J105] | 4 (2.71)
© Ya
avec I :la matrice identité.
M
et 77 = ¢ |le vecteur vitesse totale d'un point arbitraire de I'engin volant flexible.
Yq
D’ou I'expression compacte de la vitesse :
r=Cn (2.72)

La forme de la vitesse retrouvée dans la relation précédente sera utilisée pour le

développement de I'énergie cinétique du corps déformable.

2.3.3 Expression de I’énergie cinétique de ’engin

L’énergie cinétique de ’engin volant flexible peut étre définie ainsi :

1
F.y=— / pirlidV (2.73)
2 )y

ol 7 est le vecteur vitesse globale d’un point arbitraire P” d’un engin volant.
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En utilisant 1’expression du vecteur vitesse de 1’équation 2.69, 1’énergie cinétique

s’exprime comime suit :

N |

Eoq = % / p(CHTCRHAV = / i CTCqdV (2.74)
\4 \%4

dans une forme plus compacte :

i M (2.75)

ou M est reconnue comme étant la matrice de masse symétrique et est définie comme

suit :

mrT MmTR mrp

M= r S (2.76)

mrp  ™MRR

ml, Mmrp MDD
dont les sous matrices sont :
myp = fV pldV mrrp = — fV leQﬁJQQdV
mrp = Jig [y, pSAV mpp = [, p(J20)TUTU (Jaq)dV
mpp = [y, p(Jog) UL J1gSAV | mpp = [, pSTSAV

Il est clair que les deux sous-matrices mprr et mpp associées respectivement a la
translation et aux coordonnées élastiques sont constantes. Les autres matrices dépendent
des coordonnées généralisées du systéme, et en conséquence elles sont fonctions impli-

cites du temps.

Remarque2.3
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En faisant coincider le centre de gravité de ’engin et le centre du repére mobile,
et en supposant que la position de ce dernier ne varie quasiment pas dans le repére
local en présence des petites déformations, on peut considérer dans ce cas que les deux

sous-matrices sur la diagonale de M sont nulles (mrg).

Par conséquent la matrice de masse sera :

T
mpr 0 ml
M - 0 MRR MRD (277)
mp m%D mpp

en remplacant M par la relation 2.74, I’énergie cinétique sera :

1, . . . = . ) . - =T —
Eeq = 5(771TmTT771 + 251 " mrpYa + ¢"mrrd + 2¢"mrpYy + Y4 mppYy)  (2.78)

2.3.4 Equation de Lagrange

Similairement aux développements réalisés dans le cas rigide, on utilisera les équa-

tions de Lagrange, que l'on applique & I’énergie cinétique, du solide comme suit :

i

4 )=y (2.79)

dt

8Ecd T _ aEcd

( on on

!
et le vecteur 7 est donné par

T =—Kn+71 (2.80)
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7 est la matrice colonne des forces et moments extérieurs généralisés. Elle est donnée

par :

T1
T=| 5

0

Et K est la matrice de raideur, donnée par :

0 0 0
K - 0 0 0 (281)
0 0 kpp

En utilisant ’écriture de I’énergie cinétique de 1’équation 2.75 on aura :

i aEcd

( aECd
dt* o7

an

)T — (T = M+ M7 — [ (=77 M)]” (2.82)

N —

(

S~

. .. T . .

posons la quantité — M7 + [a%(%ﬁ M)T = Q, avec @, est le vecteur vitesse qua-
dratique qui résulte de la dérivation de I’énergie cinétique par rapport au temps et par
rapport aux coordonnées généralisées du corps.

Ce terme contient les forces gyroscopiques et de Coriolis.

La relation 2.79 devient :

i(aEcd T a-Ecd
dt* on on

)Y = M) — Q. (2.83)
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L’équation dynamique du mouvement est donnée sous un forme compacte ainsi :

M+ Kn=1+Q,

ou sous forme développée comme suit :

mrT 0 mrp m 0 O 0 m T1
0 MRR MRD q t1o0 o 0 7 el
mL, mL, mpp Y, 0 0 kpp Yy 0
d’oul
0
Mﬁ:T_ 0 +Qv
kppYq

ou @, peut étre exprimé sous forme développée ainsi (voir Annexe A) :

QvT = _772J1Qn2 S

Qug = —2(J20) " Irrva — (J2q) IrpYa

Qua = —(JogIrp) iy + T} pJagd

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)
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2.3.5 Description Eulerienne

Remarque2.4

On établit ici le paralleéle avec la description Fulerienne en mettant en évidence

Ieffet de la flexibilité et le couplage existant avec le mouvement d’ensemble.

Partant de I’équation 2.82, et en remplagant Q7 par son expression on a :

mrrT 0 0 Ui T1
0 MRR  MRD i | — T2
0 mwmZ_  mpp v —Ky,Y,
RD 0 ddYd
(2.90)
0
+

—2(J2g)T Irpv2—(J2g)TIrD Yy

I pJ2qd

La transformation de cette équation par l'introduction de parameétres Euleriens

donne :
mrpr 0 0 "71 T1
0 (J2@)TIrrJ2qg  (J2@)TIRrD i |~ T2
0 IfpJ2q mpD 7 —KaqYy

(2.91)
0

+ —2(J20)T Irpva—(J20)TIrpYa

I pJ2qd

On obtient ainsi les trois équations suivantes :

- pour la translation :
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mrTn = T1 (2.92)

- pour la rotation :

(Jog) TrpJagi = 12 — 2(Jag) Irrve — (Jag) ' Trp Yy — (Jog)  IrDYa (2.93)

- pour la déformation :

mppYy = —KagaYa + IhpJagd — ThpJagd (2.94)

Remarque2.5
On pose It = mpr et Ipp = mpp

La transformation de ces relations par le biais des variables euleriennes nous permet

d’établir les équations suivantes :
L’équation 2.92 se transforme ainsi

Irpvh = Jigm — Irp(va Avy) (2.95)

e En ce qui concerne les variables d’orientation. Afin d’utiliser les variables eule-
riennes, on utilise les matrices de rotation entre les deux repéres.

On obtient l’expression suivante (voir Annexe A) :

Irrvo = ZJQQTQ — 12 A\ (IRRVQ) — s N\ (IRDYd) — IrpYy (2.96)
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e Pour la déformation on a :

IppYa = —KaaVa + ThpJaqd — ThpTagi (2.97)

On remarque que la flexibilité est définie en fonction de la vitesse de rotation du
corps rigide. Ceci met en évidence le couplage inertiel entre le mouvement de corps
rigide et la déformation.

L’écriture matricielle de ces équations donne :

Irr 0 0 2z T1 _ITT(q/\Vl)
0 Irr Irp v2 | T | $laqm T —vaA(Igrve)—v2A(IRpYq) (2.98)
0 I, Ipp ﬁ 0 —KaqaYa+1% 5 J2qd

On obtient ainsi un systéme dynamique analogue aux équations de Newton-Euler
régissant les corps rigides. Cette technique nous a permis d’intégrer les termes de flexi-
bilité dans le modéle dynamique Eulerien, pour obtenir ainsi un systéme dynamique au
nombre de d.d.] relativement réduit pouvant étre aisément utilisé pour la commande ou

la stabilisation.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a décrit le comportement dynamique d’un engin volant flexible
par une méthode eulerienne comme une extension de l'algorithme de Newton-Euler ap-
pliqué aux corps rigides.

La méthodologie utilisée repose sur le paralléle réalisé entre une description Lagran-
gienne totale, souvent utilisée pour décrire les corps flexibles dans ’espace, et une des-
cription Eulerienne.

L’exploitation des possibilités offertes par les parameétres d’Euler pour décrire les rota-

tions des corps dans ’espace a largement facilité la tache. La richesse de la modélisation
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adoptée a notamment permis de faire intervenir le comportement flexible d’un engin
volant de maniére aisée avec un minimum de degrés de liberté (8 en tout), tout en
faisant apparaitre le couplage inertiel entre le mouvement d’ensemble et la déformation
du corps.

L’impératif de sauvegarde de la légereté et la portabilité de 'algorithme Eulerien a été
respecté. Le traitement numérique des équations a été pour sa part facilité par la bonne

adaptation du conditionnement des systémes d’équations induit par la méthode.
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Chapitre 3

Application a la Modélisation d’un
Dirigeable Flexible : Interaction

Fluides-Structures

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous proposons d’expliciter le modéle dynamique et aéro-
dynamique d’un dirigeable flexible pour nous pencher par la suite sur l'interaction de
celui-ci avec l’air environnant.

En nous restreignons au cas des petites déformations, nous avons tout d’abord, au tra-
vers d’un bref rappel, précisé les équations du mouvement d’un dirigeable flexible dans

I’espace.

Dans une deuxiéme partie, nous présentons de maniére analytique un phénomeéne
aérodynamique qui agit sur le dirigeable et en particulier sur son enveloppe, et connu
sous le nom de phénoméne de masses ajoutées. Les fluides en écoulement, au contact
des structures, induisent des grandeurs ajoutées. L’effet de ces fluides est de rajouter de
la masse, et éventuellement de 'amortissement. Le comportement des structures telles
que le dirigeable est influencé par cette interaction fluide-structure, aussi bien dans le

cas rigide que dans le cas flexible.

Le phénomene de la masses ajoutées est mis en évidence essentiellement lorsque la

masse spécifique d’un corps est proche du celle du fluide dans lequel il se meut. Dans

63
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la plupart des applications en robotique, notamment les engins volants (avions, hélico-
ptéres...) ; cette masse est assez petite devant celle de ces engins, ce qui permet de la
négliger.

En revanche, la caréne du dirigeable est gonflée par un gaz plus léger que l'air, en ’oc-
currence I’hélium ceci induit que la masse du dirigeable est comparable avec celle de la

masse du fluide déplacé.

Dans le cas des mouvements de déformation, I'effet inertiel est sans doute le plus
immeédiatement sensible.
Il correspond simplement au fait que le mouvement de vibration de la caréne entraine
une certaine masse du fluide, ce qui augmente 1’énergie cinétique du systéme couplé

fluide-structure.

Aucune étude analytique n’a traité le probléme des masses ajoutées issues du mou-
vement d’un corps deformable en grands déplacement dans ’espace. L’originalité de ce
travail consiste donc a élaborer un modéle analytique permettant de définir les masses
ajoutées d’un corps massif en grands déplacements et petites déformations dans 'es-
pace. La méthode se base sur la définition de I’énergie du fluide et le calcul du potentiel
flexible des vitesses du fluide sous l'effet du mouvement d’ensemble ainsi que la défor-

mation du dirigeable.

3.2 Equations de mouvement du dirigeable

3.2.1 Dirigeable rigide

Nous appliquons ici la méthodologie Eulerienne présentée dans le chapitre précé-
dent. Les équations de mouvement du dirigeable rigide peuvent étre exprimées d’une

maniére compacte sous la forme suivante :

Mgy =74+ Q, (31)

ou
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air

0 sy

M rord)

A ez

FIGURE 3.1: Présentation des repéres du dirigeable

- Mg= (m s 0 >, la matrice de masse, symétrique définie positive du dirigeable
0 Igr

- T, est le vecteur des forces et moments extérieurs qui s’appliquent sur le dirigeable,

et que nous détaillons dans la sous-section suivante.

- @y, est le vecteur de Coriolis et de forces centrifuges s’exercant sur le véhicule.

En conséquence, la symétrie par rapport au plan (XZ) conduit aux simplifications

sulvantes :
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I.’I/‘IE 0 IZZ
Irr=10 1, o (3.2)

Izz 0 Izz

ou Ipp est la matrice d’inertie du dirigeable.

3.2.1.1 Synthése des Efforts Appliqués sur le dirigeable

Le dirigeable présenté ci-dessus est soumis aux hypothéses suivantes :

— Le dirigeable est supposé de masse constante. L’appareil étant a motorisation
électrique cela ne pose pas de probleme. Par contre si on envisage la présence de
ballonets au sein méme du dirigeable, le mouvement d’air dans ces ballonnets modi-
fie la répartition de la masse de 'appareil. Notons aussi que I’hélium contenu dans

I’enveloppe est soumis a la loi de la thermodynamique.

— Les masses ajoutées a I'intérieur de ’enveloppe, induites par les mouvements d’hé-

lium, sont négligées.

— Le centre de la poussée d’Archiméde est supposé confondu avec le centre volu-

mique de ’enveloppe.

— Lair est supposé étre au repos. Les parties d’air perturbées par le dirigeable ne

concernent que les zones avoisinantes au dirigeable.

FIGURE 3.2: Interaction air-structure
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L’effet d’une rafale de vent peut étre inclus au modeéle comme une perturbation.
Par suite, une premiére synthése du modéle dynamique du dirigeable peut étre donnée
en regroupant tous les efforts et moments :

~ T4 : le vecteur des forces et moments aérodynamiques (portance et trainée).

~ Tprop : le vecteur des forces et moments des actionneurs ou de propulsion.

— 74 le vecteur force de la gravité du dirigeable.

3.2.1.2 Hypothéses sur le fluide : I’air avoisinant le dirigeable

Nous présentons ici influence de l'air ambiant sur le comportement général du
mouvement du dirigeable. Nous considérons un modeéle dynamique simple de l’action
de lair sur un corps.

Le corps est immergé dans un fluide parfait (1’air). On admettra les hypothéses sui-

vantes :

- L’air est considéré comme un fluide incompressible, sa masse volumique pg;, = C*.

-1l obéit a I’équation de Laplace :

Ap =0 dans tout le domaine du fluide. (3.3)

ou ¢ est le potentiel des vitesses du fluide.

- I’écoulement est irrotationel ; par conséquent :

V Aup =0 (3.4)

La vitesse de l’air environnant est exprimée en fonction du potentiel des vitesses par :

u; = Vo (3.5)
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En utilisant les conditions aux limites, de glissement sur S surface extérieure du

corps, on retrouve la relation :

¢ _

o~ Un SuT S (3.6)

ou S est la caréne ou la surface d’interaction, et n étant le vecteur normal extérieur &
S,

¢(y,z) — 0 quand y— oo ou quand z— O (3.7)

3.2.1.3 Energie Cinétique de I’air mis en mouvement

Considérons un dirigeable rigide en mouvement quelconque, comprenant des trans-

lations et des rotations, et dont le vecteur vitesse local est v = (u, v, w, p, q,r)T.

L Y 9%
Ea—zu Myv = p//S(ﬁandS (3.8)

Afin de calculer I’énergie cinétique du fluide et d’en extraire les termes de la matrice

de masse ajoutée, on doit déterminer le potentiel des vitesses du fluide en mouvement.

3.2.1.4 Calcul du potentiel

Dans la suite de I’étude de ce probléme, il convient de suivre le modele Eulerien
introduit au Chapitre 2. Si le mouvement du dirigeable & un instant t est défini par
les vitesses angulaires (p,q,r) et les vitesses de translation (u,v,w), on peut écrire le

potentiel des vitesses du fluide pour un mouvement de corps rigide ainsi [LAM45] :
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O = Qrig = uP1 + vPa + wh3z + px1 + qx2 + rx3 (3.9)

On note ¢ri4 le potentiel des vitesses du mouvement rigide.

ou ¢1, P2, @3, X1, X2 et x3 apparaissent comme fonctions de x, y, z déterminées

exclusivement a partir de la géométrie du solide.

[,m et k indiquent les cosinus directeurs de la normale sortante vers le fluide en

tout point de la surface d’interaction S.

Les conditions aux limites sur la surface d’interaction S sont :

)
5_i =1l(u+qz—ry)+mv+re—pz)+k(w+ py — qz) (3.10)

Par conséquent en substituant ’équation 3.9 dans I’équation 3.8 on retrouve :

96 _ 7.9¢2 _ . O3 _
on _l78n =15 Bn =k

et M =ky —mz; 32 =1z —kx; 32 =mx —ly

L’énergie cinétique de 'air en mouvement peut étre écrite ainsi :

2F, = Au? + Bv? + Cw? + Pp?
+Qq* + Rr? 4 2A"vw 4 2B'wu + 2C"wv
+2P'qr + 2Q'rp + 2R'pq + 2p(Fu + Gv + Hw)
+2¢(F'u+ G'v+ H'w) + 2r(F’u+ G"v + H w)

(3.11)

Par identification, la matrice des masses ajoutées sera alors :
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A ¢ B F F F”
B A G G &

M, — cC H H H
Sym P R Q

Q P

R

(3.12)

et en identifiant 'expression 3.11 par ’expression de I’énergie cinétique du fluide 3.8

on retrouve (voir Annexe B) les termes de M, :

A=—p[ [(o1%kds=p [ [ élds
=—p[ [ 0252ds = p [ [, domds

C=-pf], ¢38¢3ds—pff5¢3nds

—30 [ [ (6252 + ¢352)ds
—50J [,(0152 + o3t )ds

—50 [ [(0152 + 152 ds

sont les termes de couplage Translation-Translation :

(3.13)

(3.14)
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—30 [ [(6152 + x2 %2 )ds
—30 [ [(6252 + X252 )ds
—30 [ [(6352 + x2 52 )ds
—30J [(61 5%+ xa Gt ds
“ar S e G (3.15)
= 3o [(63%L + x1923)ds
2Pff P15 6X3 8(1;11)‘15
2pff P27 6X3 8?12)‘13
2/’ff ¢38X3 aq:f)ds
les termes de couplage Translation-Rotation :
=—p [ [, 1% ds
= —p [ [, x2%2ds
= —p [ [, xs52ds
(3.16)

o [ L% + x322)ds

o [ L0028 4 X320 )ds

0 0
—30 ] [a g +xag)ds

les termes de couplage rotation-rotation.

Les éléments P, Q et R sont homogeénes a une inertie. L’expérience a démontré que les
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termes extra-diagonaux sont trés faibles par rapport & la diagonale. On supposera par

la suite qu’ils sont nuls.

3.2.2 Dirigeable Flexible

Le dirigeable souple ou flexible counstitue, a I’heure actuelle, la forme la plus cou-
rante. Il s’agit généralement d’un gros ballon & gaz dont la forme est maintenue par
la surpression interne. Les seules parties solides du dirigeable souple sont la cabine des
passagers et 'empennage. Tous les dirigeables actuellement utilisés pour la publicité et

les annonces commerciales sont de type souple.

i
Y0 {est] e
%0
{rord) -
20 (bas)

FIGURE 3.3: Dirigeable Flexible
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De point de vue structure, l'analyse du mouvement d’un dirigeable flexible sera
comparable au cas du dirigeable rigide (voir Chapitre 2), mais avec un nombre de d.d.1
plus important. En effet la flexibilité du corps sera représentée par des modes de défor-

mation issues d’une synthése modale.

Dans notre cas, par exemple, on aura au total 8 degrés de liberté (les 6 degrés de
liberté du mouvement rigide plus les deux degrés de liberté dus a la deformation). On
est dans le cas des petites déformations. Le centre de gravité reste quasiment invariant
ainsi que les axes du repere local au dirigeable.

On suppose qu’on a un arceau qui entoure la partie centrale du dirigeable par conséquent
ses extrémités subissent des déformations alors que sa partie centrale est considérée
rigide.

En appliquant la méme méthodologie que le chapitre précédent pour le cas d’un en-

gin volant flexible, on retrouve I’équation du dirigeable flexible sous sa forme compacte :

MEliz 7'/—|—le (317)
Irr 0 0 Jiom
) — ! __ ) « .
ot Mpr=| o 1pn Ipp | €67 = L o d’apreés le Chapitre 2.
0 1L, Ipp 0

Si on counsidére le cas d’'un dirigeable flexible, on a le couplage entre les grands
déplacements et les petites déformations. De ce fait, on considérera un écoulement per-
manent, autour duquel on explicitera I’énergie cinétique du fluide ainsi que le potentiel
des vitesses du fluide afin d’obtenir la matrice de masse ajoutée rigide et flexible.

Le potentiel des vitesses du fluide sera défini comme la somme de deux potentiels comme

suit :

¢ = gbm’g + ¢fle:c (318)

Par analogie a la décomposition utilisée dans I’équation 3.9 pour le cas d’un poten-
tiel de fluide issu du mouvement d’un corps rigide, on établit une relation permettant
d’exprimer le potentiel flexible en fonction de la vitesse modale Y4 et des fonctions

spatiales ¢, tels que :
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Oter =D Go;(5)Y 45 (t) (3.19)

La prise en compte du mouvement de flexibilité du dirigeable ainsi que son influence
sur le mouvement du fluide environnant, nous permet d’exprimer ’énergie cinétique du

fluide ainsi :

2F, = Au? + Bv? + Cw? + Pp?

+Qq* + Rr? 4+ 2A"vw 4 2B'wu + 2C"wv

+2P'qr +2Q'rp + 2R pq + 2p(Fu + Gv + Hw)

+2¢(F'u+ G'v+ H'w) 4+ 2r(F’u + G"v + Hw)

+D1Y2 + 25uYy (3.20)
YOV oY + 2WwYi + 2UqYa + 2LpYan

F2K Yy + DoV + 25UV + 2V 1Y,

+2W’wY§2 + 2U’qY22

2L Yy + 2K 1Yy

les deux derniers termes du potentiel global sont les potentiels des vitesses du mou-

vement de vibration du dirigeable dans le fluide.

D’ou I’apparition de nouveaux termes dans la matrice de masse ajoutée dus a la

prise en compte de la flexibilité :
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o[ [ (6122 + 6252 )ds

—50 [ [ (1% + G )ds

—50 [ [ (2550 + b1 G2 )ds

30 [ [ (022 + b8 ds

Lo [ [(3%821 + 1 903)ds

—30 [ [ (62552 + 0252 )ds
=50 [ [0 %t + baB)ds 2

_%pffs( 52 _|_¢823X2) ds

—30 [ [0 %t + 52 )ds

_%pffs(x 32 +¢s25><1) ds
— 30 [ [ + ¢ D2 )ds

—50 [ [0 %2 + 0252 )ds

Ces termes représentent les termes de couplage entre le mouvement rigide et flexible.

La matrice de masse ajoutée s’écrira alors ainsi :
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S 9
| A Vet
Bloc  Rigide ww’
M, = Z [Z (3.22)
K K’
S Vv W U L K D 0
s v w U’ L' K' 0 D,

Les termes extradiagonaux sont faibles par rapport a ceux de la diagonale.

Deux termes diagonaux de masses ajoutées représentant le couplage flexible-flexible

apparaissent dans la matrice des masses ajoutées M, :

D, = _pairffs gbslagrsll ds
(3.23)

Do = —pair ffs @szagflz ds

Nous nous focalisons sur ’étude & la mise en évidence de ces deux termes.

3.2.2.1 Calcul du potentiel du mouvement Flexible

Similairement au cas rigide et afin de calculer les termes D1 et Dy on doit calculer de
maniére analytique le potentiel des vitesses du mouvement flexible. Et vu la complexité
de la forme de l'engin on assimile comme premiére approximation le dirigeable & un
cylindre de hauteur H et de diameétre D (figure 3.4). Il s’agit d’analyser ’effet inertiel

du fluide sur les modes vibratoires de la coque.

Le probléme est tridimensionnel. Toutefois les effets visqueux étant négligés, le cou-
plage fluide-structure ne fait intervenir que le déplacement radial de la caréne.
Le déplacement sera noté W (x)cosn avec n € N.
Une section droite de la caréne ne subira sous l'effet de la déformation d’ensemble
qu’une simple rotation et une translation; par suite n = 1 et le développement radial

sera W (x)cosb.
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T
~ |

FIGURE 3.4: Cylindre immergé dans ’air

d’apres I’ équation 3.3 et en utilisant les coordonnées cylindriques, la composante

spatiale du potentiel flexible ¢ ¢, (7,6, x) obéira a ce systéme d’équations :

* Equation de Laplace qui est donnée par :

_ Po. 10, 18%, | 0%,

=52 "7 o —i—; 50° + 922 =0 dans le domaine fluide. (3.24)

A

* et les deux conditions aux limites du cylindre (r=R) et  — oo

%i |r = Wcosb

S
T

3.25
limy—oos(r) =0 ( )

ou R est le rayon du cylindre.

La partie centrale du cylindre flexible ne se déforme pas vu la présence de ’arceau.

La condition au limite au milieu (x=0) sera alors :
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¢s(x=0)=0 (3.26)
L’autre condition aux limites :
P H
93 (x = 5) =0 (3.27)

Dans la suite, on se propose d’effectuer une résolution analytique du systéme d’équa-

tions défini précédemment (3.25,3.26,3.27) afin de chercher une solution acceptable de

os(r,0, ).
La résolution sera établie en utilisant la méthode des séparation de variables.

¢s = A(r)B(0)C(x) (3.28)

En reportant I’expression 3.28 dans le Laplacien et en divisant le résultat par ABC,

on obtient le probléme a variables séparées :

PAr) | 9AM) | PBO)  9°C()
or? - or - 092 022 _
A(r) + r A(r)  r?2 B(9) + C(z) 0 (3.29)

Afin de résoudre cette équation on procéde par étapes :

* En multipliant ’équation 3.29 par C(x), celle-ci se transforme sous la forme sui-

vante :

0?C(z)

2
K*C(z) + 522

=0 (3.30)

avec K est une constante positive.

La solution de cette équation est donnée par ’expression suivante :
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C(z) = sin(Kx) (3.31)
Or d’apres la condition aux limites %@i(x = %) = 0 on retrouve K; = W(Q};Ll) avec

jeN.
On appelle Kj les différentes valeurs de la constante K qui satisfont I’équation 3.31.

Les différentes valeurs de C'(z) pour chaque j sont notées Cj(z) tels que :

Cj(x) = sin(K;zx) (3.32)

* En utilisant la condition aux limites quand (r=R), la fonction B(€) est nécessai-

rement sous la forme :

B(0) = cosb (3.33)

*En remplacant C(x)et B(f) par leurs expressions dans 3.29, on retrouve ’équation

radiale :

2 A(r r
Tty a0 A0 =0 e

L’équation 3.34 a la forme de I’équation de Bessel modifiée; la solution physique-
ment acceptable de A(r) au regard de 3.25 est la fonction modifiée de Bessel de second

espéece d’ordre 1,voir [ANGT70] :

Aj(?‘) = Kl(KjT) (335)



80 Application a la Modélisation d’un Dirigeable Flexible : Interaction

Fluides-Structures

ou Ky est la fonction de Bessel modifiée de second espéce d’ordre 1.

Le potentiel fluctuant ¢s qui vérifie les conditions aux limites homogeénes du pro-

bléme peut donc s’écrire sous la forme d’une série, comme suit :

¢s(r,0,x) = Z a; Ky (Kjr)cos(0)sin(Kjx) (3.36)
J

Par suite, il est possible de développer le déplacement radial W(x) en série de Fou-

rier sur 'intervalle [—%, %] en prenant sin(K,x) (p entier) comme fonctions de base :

2
W(x) = Bpsin(K,z) (3.37)
p=1

On vérifie aisément que ces fonctions sont orthogonales sur I'intervalle [—%, %] :

H
/2 sin(Kpz)sin(Kjz) =0 si p#j
H
-3
- sinon
Ce qui permet d’obtenir 3; = % (voir Annexe B). En partant de 1’équation 3.36, la

condition aux limites 3.25 s’écrira ainsi :

0o 0 ,
%H:R = E[EJI a;Kq (Kjr)cos(0)sin(Kjx)] = Weos (3.38)

En remplagant W par son expression 3.37 et en identifiant les termes, on obtient les

coefficients a; tels que :

1 H
Y R L

Ce qui nous permet d’avoir I'expression explicite de ¢
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HK;(Kjr)sin(K x)cost
bs(r, 0, 1) = Z ! .] K (JKj 5 (3.40)
i+ ) —

D’apres 'expression établie dans 3.41 le potentiel flexible ¢y, prend la forme :
Grex = $51(8)Y a1(t) + ¢s2(5)Y a2(t) (3.41)

Si on choisit les deux premiers modes de déformation pour décrire la flexibilité du

corps on aura :

Hsin(Kix)cosOKq (Kqr
Gs1(s)(r,0,2) = (6 ldﬂll(KlR)l( 17) (3.42)
wi

dr

et :

Hsin(Kox)cosKq (Kor
(;552(8)(7‘,9,33) = (1Oj_rd?K1(K2R)1( : ) (3'43)
dr

-Ainsi on retrouve le premier terme de la masse ajoutée (voir Annexe B) :

H3K, (K1 R)K,
Dy = maq1 = —pair (3.44)
187 (LR
et pour le second mode :
H3K,(K1R)K,
Dy = mgda2 = —Pair (345)
50 (Eallat)

avec K1 =3n/H et Ko =5m/H.

Par suite la matrice M, sera sous une forme diagonale en blocs.
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Ma — <Ma'rr Mard) (346)

Mard Madd

Finalement on arrive au modéle complet :

My =1+ Qg (3.47)

ou M' = Mg + M,; 1l faut cependant souligner qu’en toute rigueur, il faudrait
aussi tenir compte des termes d’amortissements ajoutés, et le couplage mouvement
rigide-déformation qui en découle. Ce volet sera abordé dans les perspectives.
Les forces non conservatives se déterminent ainsi :7,. = Byv ou B, est la matrice
d’amortissement.

T = Te + Tne : représente 'ensemble des forces conservatives et non conservatives.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre on a pu expliciter le couplage entre les grands déplacements et les
petites déformations d'un dirigeable flexible. Le point fort de ce travail réside dans 'iden-
tification du couplage aérodynamique, & travers des masses ajoutées, entre la contribu-
tion du mouvement d’ensemble et celle de la vibration du dirigeable dans l'air. En
explicitant le définition de ’énergie cinétique du fluide entourant le dirigeable, et aprés
avoir mis en évidence les potentiels de vitesses rigides et flexibles, nous avons établi
grace a des méthodes expertes, un algorithme pour 'obtention de ces contributions.
Cette méthode analytique nous a permis d’aboutir aux expressions des masses ajou-
tées explicitement. Ceci nous a aussi permis de définir a la fin, une matrice globale de
masses ajoutées intégrant la contribution du mouvement d’ensemble, celle des vibrations
du dirigeable flexible dans I’air, ainsi que le couplage entre ces deux mouvements. Dans
notre analyse, nous avons privilégié une étude analytique intégrale de ce phénomeéne

sous certaines hypothéses.



Chapitre 4

Stabilisation et Commande du

dirigeable flexible

4.1 Introduction

On se propose au cours de ce chapitre d’élaborer une stratégie de commande et de
stabilisation du dirigeable flexible dont le modéle a été défini dans le chapitre précédent.
Tres souvent dans la littérature [BA05|, [Hyg03], [SAL06], [BAB04], la flexibilité struc-
turelle des engins volants est considérée par les automaticiens comme étant une pertur-
bation. Cette hypothése permet une nette simplification des calculs, et permettrait de
se focaliser exclusivement sur le mouvement d’ensemble du dirigeable. Cependant cette
approximation occulte le couplage entre le mouvement d’ensemble et la déformation
ce qui ameénerait des dérives plus ou moins importantes par rapport au mouvement
réel de l'engin flexible. Certains auteurs ont traité avec succés la commande globale
d’un avion flexible [Tuz01]. Notons néanmoins que les travaux qui traitent ce probléme
de couplage pour les dirigeables sont quasiment inexistants. On prouvera a travers ce
chapitre que ce modéle complet est relativement simple & stabiliser malgré les degrés
de liberté supplémentaires dus a la flexibilité. On proposera pour cela un algorithme
de commande qui stabilise localement et assymptotiquement le dirigeable flexible, en

utilisant la technique du Backstepping.

83
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4.2 Stabilisation asymptotique du dirigeable flexible
au voisinage d’un point cible

Le dirigeable flexible étudié est régit par seize variables d’état. Du point de vue
commande ceci conduit a des lois de controle complexes conduisant & des programmes
informatiques assez lourds et inadaptés pour le temps réel ; contrairement a ce que ’on
observe dans I’étude des engins volants rigides.

Nous essayons a travers cette étude de passer outre cette difficulté et de s’appuyer sur
des techniques de découplage [Hyg03|, [BA05], utilisées sur des dirigeables rigides et qui
permettent de simplifier substantiellement la commande.

Ces techniques se basent sur le découplage entre le mode de vol latéral et le mode de
vol longitudinal. Ce qui, pour le cas de l'engin rigide, conduit & deux sous systémes de
dimension 6.

Dans le cadre de notre étude, nous considérons que le dirigeable posseéde deux nacelles
(en haut et en bas de I’arceau), ou on place dans chacune d’elle deux rotors orientables.
La technique des rotors orientables est une technique en vogue pour les dirigeables du

21™¢ giécle. Elle leur confére une plus grande maniabilité.

X &

& &

FIGURE 4.1: Dirigeable avec deux nacelles

Dans le dirigeable étudié, ces termes permettent un actionnement total de 1’engin.

Le modeéle dynamique du dirigeable nous permet d’en extraire six sous-systémes qui



4.2. Stabilisation asymptotique du dirigeable flexible au voisinage d’un point cible 85

correspondent respectivement a la dynamique de chaque mouvement :

- la dynamique du mouvement de translation du dirigeable qui fait I'objet de trois
sous-systémes déconnectés et n’ayant pas par hypothése de couplage avec la déforma-
tion.

Le mouvement est décrit par les composantes de déferlement u, de balancement v et
de la poussée w qui, rappelons le, correspondent a la vitesse en paramétres Euleriens.
On choisira par la suite les états définissant la position et la vitesse 71 = [z,v,2]7 et
vy = [u,v,w|T.

- la dynamique du mouvement de rotation couplée aux amplitudes modales de défor-
mation du premier et second mode de déformation Y g; et Ygo.

Les vibrations du dirigeable seront atténuées a travers la commande du mouvement
rigide de I’engin.

On se focalisera dans la suite & I'étude de la stabilisation du dirigeable au voisinage
d’un point désiré.

On présentera notamment, I’algorithme de commande permettant au dirigeable d’at-
teindre une position désirée avec une vitesse nulle.

L’obtention de la loi de commande stabilisante et la synthése des différentes étapes qui
ameénent & déterminer explicitement son expression, seront établies afin de stabiliser

asymptotiquement ’engin volant au voisinage d’un point désiré.

4.2.1 Description du modéle dynamique décrivant le mou-

vement du dirigeable flexible

D’apres les hypotheéses et les résultats établis dans le chapitre précédent on retrouve

la forme compacte du modéle flexible complet :

Mpv =1+ Qg (4.1)

ou Mg est la matrice masse du systéme (voir Chapitre 3).
Afin de stabiliser le systéme et comme la matrice de masse Mg est inversible, on réécrit

le modéle comme suit :

N
I
<

BT+ Q) (4.2)
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et I’équation cinématique :

dans une forme plus développée I’équation 4.2 s’écrira :

1 0 0 0 0 0 0 0
) m + Mgd,
D 0 1 0 0 0 0 0 0
W m + Medy
P 0 0 1 0 0 0 0 0
. = m =+ Mady Z
q
) 0 0 0 Ly 0 0 0
7
. 0 0 0 0 Iy 0 0 Ls
Ya 0 0 0 0 0 L; Lg O
Y &2 0 0 0 0 0 Ly L1 O
0 0 0 0 L 0 0 Ly
(4.4)
m(rv — qu) + Xyu
Ta m(pw — ru) + Y,
-
v m(qu — pv) + Zyw
le . .
T rqly — qrl. — ¢YuIrp, — rYa2IrD, + Lyp
avec /Z = |l + .
72, rpl, — rpl + pYar Irp, + Myq
73, -
0 qply — qply — pYaolrp, + Nyr
0 _Kddlfdl
—Kaq,Yao

avec Qi = Q¢ + B,7 (voir Chapitre 3 3.47).

Dans le tableau suivant on donne Iexpression des L; qui figurent dans l'inverse de

la matrice masse de (Mg)~! :
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Ipp, + Mad,2

L, =
2
IDDQIy + [ymadfz + Mad2Mad, + IRDl
L — Ipp, + mad,2
4= 2
IDDQIy + Iymadf2 + madf2mad1 + IRDl
Lo — Irp,
5= 2
Ipp, Ly + Iymad,2 + Igp,
L — Ipp, + Mad,2
= 2
Ipp,mads + L:mad,1 + MadsMade1 + Irp,
Irp,
Lio = Ls = 5
Ipp,mads + Lzmad;1 + Mad;Mad1 + Igp,
Iz + Mads
Ly = 5
IDDlmad5 + Izmadfl + madsmadfl + IRD2
_ Irp,
Lo = 2
IDDlmad5 + Izmadfl + madsmadfl + IRD2
I
y

Lz =

IDDQIy + [ymade + IJZ%Dl

Le modéle dynamique sous-actionné décrivant le mouvement du dirigeable flexible est

régit par :

U = m(% +m(rv — qw))
V= m(¢2 + m(pw — TU))
w = m(ws + m(qu — pv))

p=Li(y3+rqly—1.)— QTJIIRDQ — TTQIRDJ
i = La(s +rp(L: — L) + pYarIrp,) + Lats
7= L7(¢6 + qp(Iz — L) — pﬁzIRDl) + Lgtpr
Ya1 = Liovs + Lutr

Yaz = Luots + Lugts

(4.5)
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xo = cospcosbu + (—sinsing + cospsinfsing)v + (sinsing + cossinfcosp)w
Yo = sinsinfu + (coscosp + sinsinfsing)v + (—cospsing + sinpsinbcosp)w
2o = —sinfu + (singcosf)v + (cosbcosp)w

¢ = p + singtanfq + cosptanfr

6 = cospq — singr
= sing cosp

cost 9 cost

ou les variables ; sont définis comme étant :

Y1 = Tig + Xyu; Yo = 11y + Yyu5 Y3 = 11, + Zyw;

Yy = Tog + Lypp; Y5 = Toy + Myq; Y6 = T2, + Np1;

V7 = —KganYa1 ; vs = —KagoYao ;

Le probléme de base est de stabiliser asymptotiquement et localement le systéme
4.6 au voisinage d'un point désiré (24,0, z4,0,0,0,Y g = 0,Y 4o = 0).

Les forces et les moments de chaque mouvement sont déconnectés grace aux deux
nacelles munies de rotors orientables dont dispose le dirigeable.
En posant les erreurs £ = & — x4 et &2 = 2z — z4, on pourra alors subdiviser le systéme

dynamique en un ensemble de six systémes comme suit :

. 1
u = m(wl + m(rv — qw))
51 = cospcosBu + (—sinsing + cossinfsing)v (4.7)

+(sinysing + cospsinfcosp)w

. 1
v = m(¢2 + m(pw — ru))
y = sinysinfu + (coscosd + sinpsinfsing)v (4.8)

+(—cossing + sinysinfcosp)w

L N
. (Y3 +m(qu — pv)) (19)

£y = —sinbu + (sinpcosd)v + (cosbcosd)w
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Ces trois derniers systémes décrivent le mouvement de translation du dirigeable et

sont complétement déconnectés de la déformation.

p=Li(Ys+rq(ly — L) — q¥ a1 Irp, — 7Y a2lrD,)

_ (4.10)
¢ = p + singtanfq + cosgptanfr
( -
q= La(5 +1p(I> — 1) + pYarIrp,) + Lsis
.de = Li9tps + L13ys (4.11)
0 = cospq — singr
Yar =Ya
= L7(¢6 + qp(I: — L)) — pY a2Irp, ) + Lgibr
= Simﬁq n cosquT
~ cosb cost (4.12)
Ya = Lioths + Ltz
Ya=Ya

On distingue ici deux sous systémes décrivant le couplage 4.11 et 4.12 entre les
mouvement rigides de lacet et de tangage du dirigeable avec les mouvements flexibles

du premier et second mode.

Par conséquent on peut bien voir que les vibrations élastiques de ’engin sont atté-

nuées ou méme controlées a travers la commande du mouvement de rotation.

Le but de notre travail étant la stabilisation locale du dirigeable au voisinage d’un
point désiré, on propose ici, une linéarisation du systéme d’erreurs au voisinage de zéro.

On énoncera les définitions suivantes :

Définition 1 On appelle systéeme linéarisé tangent, ou encore approximation au pre-
mier ordre, du systéme dynamique © = f(x) au voisinage d’un point d’équilibre x. le

systéme linéaire
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T = Ax (4.13)
\ of o .
ot A= 8—(1‘6) est Uapplication linéaire tangente de f au point x.
x

Les systemes linéaires présentent une classe particuliére de systémes dynamiques,
on comience a voir dans quelle mesure le systéme approché " linéarisé tangent" res-
semble au systéme original au voisinage d’un point d’équilibre. Mathématiquement, on
va examiner 1’équivalence topologique, d’un systéme dynamique non linéaire & = f(x)
et de son linéarisé tangent au voisinage d’un point d’équilibre.

Pour cela il existe un résultat essentiel dit & Grobman et Hartman [ANL94| que l'on

énoncera ci-apres.

Définition 2 Un point d’équilibre d’un systéme dynamique tel que Uapplication linéaire
tangente en ce point n’a pas de valeur propre o partie réelle nulle est dit point hyperbo-

lique.

Théoréme 1 (Grobman et Hartman) :
Un systéme dynamique non linéaire & = f(x), est topologiquement équivalent a son

linéarisé tangent (4.13) au voisinage d’un point d’équilibre hyperbolique.

Il en découle que, le comportement d’un systéme dynamique non linéaire au voisi-
nage d’un point d’équilibre est connu & partir de son linéarisé tangent. On peut donc,
considérer que le systéme non linéaire représente une perturbation de son linéarisé tan-
gent. Plus précisément on a le théoréme de perturbation suivant, qui est un corollaire

du Théoréme 1.
Théoréme 2 (Théoréme de perturbation) :

Soit x. un point d’équilibre du systéme dynamique & = f(x).

1. St x. est asymptotiquement stable pour le linéarisé 4.13 alors il ['est aussi pour

le systéme original © = f(x).

2. St xe est instable pour le linéarisé 4.13 alors il [’est pour le systéme original

T = f(x).
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Afin de réduire la complexité des systémes d’erreurs (4.7...4.12) et par le procédé
du théoreme de perturbation on va limiter ’étude au linéarisé tangent au voisinage
d’un point d’équilibre Ops. Par suite, le linéarisé tangent du dynamique du dirigeable

au voisinage du point Ogs sera :

, 1
U=———9

M+ Mad (4.14)
S1=u
, 1
U= ——"—1y

M+ Madz (4.15)
y=v
, 1
W= ———1)3

M+ Mad3 (4.16)
SL=w

p = L1ys (4.17)

é=p

Et pour les deux sous-systémes décrivant le couplage entre le mouvement rigide de

rotation et les petites vibrations du dirigeable :

q = L5 + Lsi)g

Yar = Lisths + Liss (4.18)
0=q

Yo=Y

= L7v6 + Lgypr
Yar = Liovs + Lutr
p=r

Ya=Ya

(4.19)

L’objet de cette étude est basé sur 'approximation du modele (4.14..4.19) au voi-
sinage du point désiré. Donc pour établir explicitement les différentes expressions des

lois de commande, on se base sur le modéle linéariseé.
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Le probléme revient & construire pour chaque sous systéme une loi de commande qui le

stabilise assymptotiquement au voisinage respectivement du point 0gs

4.2.2 Stabilisation asymptotique du modéle d’étude au voi-
sinage du point désiré

Dans cette section, on va développer les lois de commande qui stabilisent asympto-
tiquement le linéarisé tangent de notre modele dynamique.
Il est clair que le systéme (4.14..4.19) a pu étre décomposé en six sous systémes qui sont

complétement déconnectés en terme de leurs variables.

4.2.2.1 Stabilisation du mouvement de translation suivant XX, YY
et Z7Z

Commencons par stabiliser le premier sous-systéme rigide 4.14.

On peut réécrire ce dernier sous cette forme :

X, . 1
m —+ Mead1 m —+ Maq1

Tix
(4.20)

T12
Si1=u
Pour commencer, nous remarquons que la dynamique de la variable &; est une dy-

namique autonome du reste du systeme.

La construction de la commande se fait en deux étapes : la premiére étape consiste
a étudier la commandabilité, c’est & dire; peut-on trouver une commande permettant
de passer d’un état & un autre pour un temps fixé ou arbitraire.
La deuxiéme étape consiste & construire la commande.
17¢ étape : Etude de la commandabilité
Avant de commencer la construction de la commande stabilisante, on va étudier la
commandabilité du sous-systéme en question.
Dans le cas des systémes linéaires stationnaires, il existe une caractérisation algébrique
de la commandabilité, due a Kalman, et dite critéere de commandabilité de Kalman,
[ANL94|, [COR99] :
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Théoréme 3 On dit que le systéme linéaire
&= f(z,u) = Az + Bu (4.21)

avec A est une application linéaire de IR™ dans IR™ et B une application linéaire de

IR"™ dans IR™ est commandable si et seulement si la matrice de commandabilité

C=(B AB .. A"'B) (4.22)

est de rang n. On dit que la paire (A, B) est commandable.

Ce sous-systéme prend la forme & = Az + B(712)" avec A est une application linéaire
de TR? dans IR? et z = [u  &;]* d’expression :

En calculant le rang de la matrice de commandabilité C' qui est définie par :

X
C =[B,AB] = M+ Mad
0 1

on trouve qu’il est égal & 2 (nombre de variables d’états) ce qui implique d’aprés Kal-
man, que le modele d’étude est commandable & 1’aide d’un retour d’état continue
stationnaire.

2me étape : Construction de la commande.

L’idée est la suivante : en désirant atteindre une position de référence x4. On pose Tf

comme une commande virtuelle intermédiaire, et on détermine sa valeur qui garantit
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la convergence de x vers la position & atteindre x4, autrement dit la convergence de &
vers (. Puis on retrouve la valeur de la commande 7.

Afin de mettre ce sous-systéme 4.20 sous forme de cascade, on pose comme nouvelle
X :
/
commande 7, = LG+ Tz
1
m + Mead1 m + Mad1

T12
sous cette condition 4.36 ce sous-systéme prend la forme suivante :

u:Tl

) (4.23)
Si=u
on obtient le systéme réduit ci-dessous, qui est obtenu en prenant TI comme com-

mande virtuelle :

”»

&L=1 (4.24)

En Choisissant comme expression d’entrée virtuelle : TI = —k1&1; avec k1 un gain
strictement positif.
Avant de commencer la preuve, on va énoncer la définition de la fonction de Lyapunov,
ainsi que le théoréme de la stabilité et de la stabilité asymptotique des systémes non

linéaire en utilisant la fonction de Lyapunov.

Définition 3 [H.K92] : Soit x = 0 un point d’équilibre du systéme & = f(z), 2(0) =
xg. Une fonction differentiable V de IR™ dans IR est appelée une fonction de Lyapunov

st elle satisfait :

« V(0) =0;
V(z) >0 pour zelIR™—{0};

*

x V(z) <0 pour zelR™
Théoréme 4 Posant x = 0 un point d’équilibre du systeme & = f(x), x(0) = xo.
S’il existe une fonction de Lyapunov V(z), alors l'origine x = 0 est stable. Si de plus

V(xz) <0 dans IR™ — {0}, alors x = 0 est asymptotiquement stable.

Preuve 1 :

Soit V' la fonction de Lyapunov candidate définie positive, d’expression :
V@gﬁ:%ﬁ>o

La dérivée de V est V(£1) = —k1&3 définie négative, pour ky > 0.
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Ce choix garantit la stabilisation asymptotique du systéme 4.14 au voisinage de 0.
Il en résulte que le sous systéme (4.20) est asymptotiquement stable au voisinage du
point (0,0) et
7 = —ka(u+ki&1);
avec ko un gain strictement positif et assez grand.

I’expression de la commande 71, sera ainsi :

Tie = —ko(m + mga1)(u + k1&1) — Xyu (4.25)

En remplacant & par son expression, on aura :

T = _kQ(m + madl)(u + kl(x - xd)) — Xyu (426)

k1 et ko sont des gains de stabilité, et sont positifs.

4.2.2.2 Choix des Gains

Dans ce paragraphe, on essaiera de déterminer le domaine du gain ks qui assure la
stabilité asymptotique du sous-systéme 4.14.

i .
En remplacant 7; par son expression 4.20 on aura :

0= —ky(u+ k161)& = u (4.27)
u —ky —kok
= 2 2 o1 (4.28)
él 1 0

Proposition 1 [ANL94/

Une matrice carrée A de dimension 2 est assymptotiquement stable si et seulement si :



96 Stabilisation et Commande du dirigeable flexible

Tr(A)<0 et Dét(A)>0

Donc pour que 4.28 soit asymptotiquement stable au voisinage de (0,0), il faut que

le systéme ci-dessous soit vérifié :(—ky < 0; koky > 0.

Ce qui implique qu’il faut choisir k1 et ko strictement positifs. L’étude de la com-
mandabilité ainsi que la construction de la commande sera la méme pour les systémes
non couplés a la déformation.

Pour le deuxieéme sous systeme du mouvement latéral :

Y, . 1
= v+ Tog
m —+ Mado m + Madz (4.29)

y=v

la commande qui stabilise ce sous systéme est donnée par :

Tiy = —ka(m + maa2) (v + k3y) — Yyu (4.30)

Le choix (k4 et k3) des gains sera pareil que pour le premier sous-systéme
Le mouvement d’altitude du dirigeable flexible est décrit par cette équation :
. Z . 1
w = - §o + T3z
m + Mads m + Mqd3 (4.31)

b=uw

la commande du sous systéme d’altitude est donné par 1’expression suivante :

71z = —ks(m + maas)(w + ke (2 — z4)) — Zyw (4.32)

Le choix des gains sera similaire & celui du le premier systéme.

4.2.2.3 Stabilisation du sous systéme du mouvement de Roulis

Le sous systéme de Roulis est décrit par son linéarisé suivant :
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D= Ll(T2:c + Lpp)

‘ (4.33)
p=p
la commande stabilisante de ce sous systéeme sera :
Tow = —kym(p + ks(¢ — ¢a)) — Lyp (4.34)

k7 et kg sont les gains de stabilité et sont strictement positifs.

Les quatres sous-systémes du mouvement de translation et du mouvement de roulis
qu’on a stabilisé dans la partie précédente sont déconnectés et n’ont aucun couplage
avec la déformation. Le point fort de ce modeéle flexible est ce couplage. On verra dans
la suite, qu’on arrive a controler ou plus exactement & atténuer les vibrations a travers

les variables d’états du mouvement rigide.

4.2.2.4 Stabilisation des systémes couplés a la déformation

Commencons tout d’abord par le premier sous-systéme qui sera défini comme suit :

0=q

G = Lymoy + LaMyq — L5 KoY 24
L ! (4.35)
Yog="Yoq

Yoq = Liamoy + L1aMy80 — Li3KaaY 24
Ce sous-systéme prend la forme & = Az + By,
avec A est une application linéaire de IR* dans IR* et 2 = 0 q Yoq Yoq)T dlex-

pression :

0 1 0 0

0 LiM, —LsKuz O
A=

0 0 0 1

0 LioMy; —Li3Kge 0
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et B une application linéaire de IR dans IR, de la forme :

En calculant le rang de la matrice de commandabilité C' qui est définie par :
C = [B,AB, A’B, A*B]

on trouve qu’il est égal & 4 ce qui implique d’aprés Kalman, que le modéle d’étude est

commandable & ’aide d’un retour d’état continue stationnaire.

La seconde étape consiste a construire la commande. Mais avant d’entamer cette
partie on fait appel au Théoréme du backstepping [COR99|, qui est appliqué & une

classe de systémes controlés, admettant la forme suivante :

1 = fi(z1,22)
Li’g = U (436)
ou l'état est x = (z1,22) € IR™ x IR™ = IR" et le controle u € IR™, et qui
correspond au théoréme suivant :

Théoréme 5 Soit f1 de classe C' et le systéeme controlé

1 = fi(x1,v) (4.37)

est globalement asymptotiquement stable par des lois de commande stationnaires de
classe C', o x1 € IR™ et le controle v € IR™. Alors, le systéme controlé (4.36) est

globalement asymptotiquement stable par des lois de commande continues stationnaires

La structure de notre systéeme ainsi dégagée suggére 1'utilisation de techniques ins-

pirées du backstepping pour calculer la commande de maniére recursive.
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Afin, de mettre le systéme 4.35 en cascade, on propose un changement de variable, qui

est un difféomorphisme global :

1 0 0 0
0 0

0 1 0 0
q q

= L o 10|| (4.38)
Y Ly Ya
Vi 0 L 0 1) \y,
Ly

Par suite le systéme prend la forme suivante :

0=gq
. Ly
G = Laps — L5 KgqqoY1 — L—L5Kdd29
L 4 (4.39)
Yi="
- Ly LisLi3 L7
Y1 = (—L13K459 — — L5 K, Y] — — =LK, 0
1 = (—L13Kgaz . s ad2)Y1 — ( T 72 5K qa2)

Afin de mieux visualiser le systéme en cascade, on considére la commande ¢} définie
Ly
par ¥y = Lyths — L5 KgqoY1 — L—4L5Kdd29

(4.40)

L
ou « et B sont des constantes, d’expressions o = (—L13K g0 — #Lg)Kddg) et
4
_ —LizLyy . L3y L5 K ga
Ly L?
afin d’améliorer ’écriture de ce systéme on pose : Yo = Y] le systéme deviendra

B

alors :
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(. ,

q:¢5

0—

i (4.41)
Vi— Y

kleaylﬂao

En appliquant la technique du Backstepping, on obtient le systéme réduit ci-dessous

qui est obtenu, en prenant v comme premiére commande virtuelle :

0=uv
Yi=Y, (4.42)
Yl = OéYl — 59

avec YL = —kio(q — v); ou kjp est un gain strictement positif assez grand.

En appliquant une deuxiéme fois la technique du backstepping, on obtient le systéme

réduit ci-dessous qui est obtenu, en prenant v; comme deuxiéme commande virtuelle :

Vi =Yy
_ (4.43)
Yy = oY1 + pfuy

avec v = —kj1(0 — v1) ou k11 > 0 assez grand.

En appliquant un autre backstepping, on obtient un nouveau systéme ci-dessous, en

prenant ve comme troisiéme commande virtuelle :

Y=Y
) (4.44)
Yo = w9

avec vy = aYj + Pvr; en appliquant la technique du backstepping, on obtient le

systéme réduit ci-dessous, formé d’une seule équation qui est obtenue, en prenant vs
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comme quatriéme commande virtuelle :

Y1 = v3 (4.45)

avec vg = —kio(Yy — v3) et k1o assez grand.
Finalement on a une équivalence entre la stabilisation asymptotique du sous-systéme
4.45 et celle de 4.18. Par conséquent on va restreindre l’étude & stabiliser asymptoti-
quement au voisinage de zéro le systéme 4.45.

On choisit comme expression de v3; v3 = —k13Y71; avec ki3 > 0.

Preuve 2 : Soit V la fonction de Lyapunov candidate définie positive, d’expression :

1 .
V= §Y12 > 0. La dérivée de V est V = —ki3Y# définie négative, pour kiz > 0.

Ce choix garantit la stabilisation asymptotique du systéme 4.45 au voisinage de zéro.

Par conséquent 4.18 est asymptotiquement stable au voisinage du point désiré Opa.

Afin d’obtenir I'expression explicite de la commande 79, on introduit ’expression
de vy dans v3 et celle de v3 dans vy et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on obtient ’expression

de la commande comme suit :

_  koki1LaB — Liokioki1ki2kis — Ligkiokna —LyMy — k1o
Toy = 0( Liﬁ ) + Q( L, )+
(4.46)
< LsKggB + kioki1ki2kis + kiokiio kiok11k12 < kiok11k12 | 4
Y Y o — (——=)0
a2 T3 )+ ( e )Yar — ( 12 )

Afin de stabiliser le systéme 4.12 on procéde de la méme maniére.
On pose Y3 =Y g — L—w?/) et Y3 = Yy, aprés avoir étudié la commandabilité du systeme
7

on retrouve le controle :

/ / / / / / / / / /
10k11L7B B Lloklokll 1213 — Llokloklla
L2ﬂ,

7

—L7N, — k
)+ r(— )+

T2z = ¢(

(4.47)
< LsKqa 8 + kigky Kiokis + Kok of
Ydl( L?ﬁ/

avec ki, ki1, ko, k13 les gains choisis.

k/10k/11k/12 Eva kiokllkﬁ ;
Ya — (F5 720
L?ﬁ/ ) dl ( L%ﬁ/ )

)+ (

1
La fonction de Lyapunov comme suit V = §Y32 > 0.
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L —Ly L L3, s K,
Et les constantes o = (—L11 Kgq1 — ﬁLstddl) et 3 = 110 210 82 dar,
L7 L7 L7

A la fin on intégre les controles trouvés dans le modéle complet afin de stabiliser tout

le systéme.

4.3 Simulations Numériques

Dans cette partie, nous présentons des simulations numériques confirmant la conver-
gence du dirigeable vers le point cible au moyen des commandes développées. Les ca-

ractéristiques du dirigeable seront données dans ce tableau :

Longueur du dirigeable 6 m

Diameétre du dirigeable 14 m

Volume du dirigeable 7.6 m?

Masse totale du dirigeable | 5.8 Kg

Densité de 'air 1.3 g/m?

Densité de I’hélium 0.3 g/m?

Accélération de la pesanteur|9.81 N/Kg

-Les coefficients aérodynamiques :

Xy=Yy=Zy=Ly=Ny=M,——10.

- les termes inertiels :

M+Maqa=1.675, Mm—+mgyq5=>53.8618, m+mg,q3=m—+mqq20=19.6928, m~+myq1=7.1892,
L1=0.597, L4=0.0215, Ls=1L15=0.1340,
L7=0.0186, Lg=L19=-0.0046, L11=—0.4763, L13=6.1657.

- les gains :
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Les simulations ont été effectuées en utilisant Matlab. Les commandes obtenues
pour le dirigeable flexible sont des lois polynomiales stationnaires de degré un. Le mou-
vement correspondant est représenté par une phase d’accélération puis une phase de

décélération. Le mouvement est continu en position et en vitesse.

4.3.1 Mouvement d’avancement

La courbe 4.2 représente le comportement du dirigeable selon 'axe des X afin d’at-
teindre une position désirée x4 ainsi que le comportement de la vitesse linéaire u associé

et la commande qui le stabilise.

o

x
o 4 —
=l
=4
8
3 5l i
o
2 L L L L
0 2 4 6 8 10 12
titempsens
30 ‘
20 : : -
o
8
10 —
0 L | | |
0 2 4 6 8 10 12
t:tempsens
3 T
2 -
El
1 -
0 I I I I I
0 2 4 6 8 10 12

titempsens

FIGURE 4.2: Mouvement d’avancement

Il est clair, dans la figure 4.2, que le dirigeable suit la commande assez rapidement
en moins de 3 secondes. Sachant qu’il part d’une position initiale x = 2m et atteint

Tq = bm.
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4.3.2 Mouvement d’altitude

La courbe 4.3 représente le comportement du mouvement d’altitude du dirigeable
afin d’atteindre une altitude désirée zy; = 5m ainsi que le comportement de la vitesse

linéaire w associée et la commande qui le stabilise.

45 B = 25 B =

N
(]
°
§ 35F — 215 —
]
=
2 |
|
|
|
3k / e 1 e
2.5 B 051 B
|
2 I I I I I 0 I I L I I
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

t:tempsens t:tempsens

FIGURE 4.3: Position et vitesse d’altitude

Il est clair, dans la figure 4.4, que la commande du mouvement suivant ’axe des Z

assure bien la stabilisation du dirigeable autour de l'altitude désirée dans moins de 3

secondes.
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30

251 : —

20 -
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laU3
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0 2 4 6 8 10 12
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FIGURE 4.4: Commande du mouvement d’altitude

4.3.3 Mouvement de Rotation Couplés a la déformation

Dans cette partie nous présentons le comportement du mouvement de tangage cou-

plé a la déformation élastique du deuxiéme mode Y 4o.

Nous remarquons que le vecteur commande élaboré dans cette partie (figure 4.6),
accomplit sa tache de convergence, néanmoins il géneére certaines oscillations. En effet,
nous constatons qu’au cours de leur convergence vers zéro, les variables d’état comme
lorientation 6 et le déplacement modal de déformation (voir figure 4.5) Ygo (qui part
d’une valeur initiale Yo = 0.1m) ont un comportement fortement oscillatoire di a la
présence de la déformation dans le systéme. Mais la commande arrive, a l'issue d’une
phase transitoire, a stabiliser le systéme et a atténuer ses vibrations. Ce qui prouve bien
I'impact de la flexibilité structurelle sur le mouvement rigide du dirigeable.

Ceci est bien mis en évidence, & partir de l'illustration de I’évolution du systéme d’erreurs

dans la figure 4.7.

Dans les figures 4.8, on présente le comportement du dirigeable dans son mouvement
de lacet autour de 'axe z couplé a la déformation élastique du premier mode Y4 afin
d’atteindre une orientation désirée g = 0 ainsi que le comportement de la vitesse r

associée et la commande 7¢ qui le stabilise. Nous partons de la méme condition initiale
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FIGURE 4.5: Angle de rotation et déplacement de déformation Y g

pour le déplacement de déformation Y g1 = 0.1m.

En présence de telles vibrations (pour le mouvement de lacet), plus ou moins atté-
nuées par rapport au mouvement de tangage, la commande 7 arrive "a& résister" et a
faire converger le dirigeable vers l'orientation désirée 14 = 0.

Néanmoins, cette convergence est assurée par des commandes oscillantes. Ainsi nous
concluons que la déformation élastique perturbe 'angle de tangage beaucoup plus que
I’angle de lacet mais cela n’occulte pas le fait que la flexibilité influe sur le comporte-
ment du mouvement rigide.

Ce test numérique nous prouve la robustesse des commandes trouvées. Ce qui nous incite

a réaliser des expériences pratiques afin de prouver réellement 'impact de la flexibilité.
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4.4 Conclusion

Dans ce chapitre on s’est intéressé a I’étude de la stabilisation asymptotique du diri-
geable flexible au voisinage d’un point donné. On a proposé un algorithme de commande
qui stabilise localement et asymptotiquement le dirigeable au voisinage d’un point cible,
en utilisant la technique du backstepping. Bien que les déformations élastiques avaient
été considérées comme des degrés de liberté non commandés, les commandes trouvées
ont assuré 'atténuation des vibrations élastiques du dirigeable flexible & travers celles
du mouvement rigide. On a prouvé, par des tests numériques I'impact de flexibilité

structurelle sur le mouvement d’ensemble ainsi que la robustesse de la commande.
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Chapitre 5

Modélisation et Commande d’un

Drone Flexible XSF

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on mettra en évidence une autre application de la modélisation
d’engins volants flexibles autonomes.
Précisément on se propose d’établir le modéle mathématique de la dynamique d’un
drone hélicoptére flexible a quatre hélices. Similairement & tous les engins volants
flexibles, le modeéle complet de la dynamique d’un tel drone est relativement difficile
a établir et nécessite une étude mécanique et aérodynamique assez poussée. Pour réali-
ser cette tache on s’appuiera notamment sur le modéle Eulerien établi dans le Chapitre
2. Cette étude se base sur 'hypothése de flexibilité de certains éléments de ’engin ainsi
que des couplages entre plusieurs phénomenes, a savoir la dynamique du fuselage, les

dynamiques des moteurs, les effets aérodynamiques et les effets gyroscopiques.

Nous commencons par présenter, tout d’abord, la dynamique eulerienne pour un
drone rigide capable de vol d’avancement rapide et de vol stationnaire ou quasi-stationnaire.
Un tel modele peut étre établi dans un repére local lié au drone.

Nous évoquons le modéle eulerien qui sera traité de point de vue commande en stabili-
sation et en poursuite. Beaucoup d’auteurs se sont inspirés de la dynamique d’un corps
rigide associé au fuselage pour aborder la modélisation. Nous citons dans ce sens les
travaux de Guenard et Hamel [NTE(06| sur les hélicoptéres ainsi que ceux de Lozano

Castello [CDLO04|, Beji et Azouz |[BAAO6a| concernant les quadrirotors.

111
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Ces études ont toutes été réalisées moyennant 1'usage d’une description Lagran-
gienne des corps volants rigides. Cette description conduit & des lois de commande
relativement aisées & expliciter, mais la mise en oeuvre pratique de ces lois est peu évi-
dente car les instruments et les capteurs embarqués ne délivrent que des données locales
comparables avec les variables Euleriennes. Ceci pourrait étre préjudiciable pour le suivi
de la commande, si on sait que ce type d’engins est trés sensible aux perturbations ex-
térieurs et que les paramétres dynamiques calculés dans la station sol peuvent différer
des parameétres réels de ’engin.

Le drone XSF qu’on étudie ici a été congu et fabriqué au laboratoire IBISC. 11 différe
des autres quadirirotors par ses deux rotors directionnels qui lui permettent entre autre
un mouvement de translation sans basculement de ’assiette. Nous présentons dans un
premier temps, sa modélisation dynamique et aérodynamique par une méthodologie

Eulerienne.

La seconde partie de I’étude, concerne la commande et la stabilisation de ce drone.
Pour cela nous avons adopté une technique basée sur la méthode des petites pertur-
bations. Le modeéle que nous obtenons est fortement non-linéaire,nous utiliserons pour

stabiliser ’engin, une méthodologie basée sur la linéarisation et le PID.

5.2 Caractéristiques et configurations du drone XSF

Le drone XSF (X4 Super Flyer) est un quadrirotor de 68 x 68 ¢m de dimension
globale, de masse 2kg capable d’emporter une petite charge utile avec une durée d’au-
tonomie en vol de 20 mén maximum. Il est conc¢u en forme de croix et réalisé en fibre de
carbone. Chaque bout de la croix dispose d’un rotor comprenant un moteur électrique
brushless et une hélice bipale. Au milieu se trouve un cylindre central contenant I’élec-
tronique embarquée, les caméras et les batteries. Le drone doit étre autonome pouvant
réaliser certains modes de vol, notamment ’atterrissage, le décollage ainsi que le vol
stationnaire ou de translation.

Le mode opératoire de ’XSF est le suivant : les rotors 1 et 3 (voir figure 5.1) tournent
dans le sens des aiguilles d’'une montre, alors que les rotors 2 et 4 tournent dans le sens
contraire pour garantir I’équilibre en lacet.

La particularité de ’XSF comparé aux quadrirotors existants est le pivotement des ro-

tors 1 et 3 autour de l'axe de leurs supports. Ce pivotement a pour finalité de permettre
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FIGURE 5.1: Représentation du XSF (Version Carénée)

I’avancement horizontal sans avoir & incliner ’assiette. Cette caractéristique est impor-
tante dans le cadre d’exercices de vol en extérieur. Le pivotement des rotors permet

aussi d’exécuter le mouvement de lacet ainsi que les virages.

Les différents repéres utilisés pour la modélisation du drone sont le repére local et
le repére inertiel (global). Le repére local (figure 5.2) Rg = {G, E{, E, EJ} est attaché
au centre de masse G du véhicule. Le centre de masse est situé dans 'intersection des
deux barres. Chaque barre porte deux moteurs. Les équipements, comme par exemple
les capteurs, les cartes des controleurs, etc ..., sont placées proches du centre de masse
G. Le repére inertiel (figure 5.2) est défini par Ro = {O, E,, Ey, E. } tel que la direction
verticale z est dirigée vers le bas. Considérons le vecteur n; = (z,y, z)T représentant la
position du centre de masse du véhicule dans le repére inertiel. Pour définir ’orientation
au cours du temps du repére drone par rapport au repére inertiel, on utilise les angles

d’Euler 7o = (0, ¢,4)T qui représentent respectivement le tangage, le roulis et le lacet.

L’équation cinématique est donnée par :

| _ | Ji(me) Oz i (5.1)

72 0343 Jo(n2) 2
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‘\\ - /I !
mg

FIGURE 5.2: Les deux repéres du drone inertiel et local.

5.3 Modéle dynamique du XSF "rigide"

Le drone XSF est modélisé en premiére approximation comme un solide indéfor-

mable.

Pour cela on adoptera le modéle compact suivant (chapitre 2 équation 2.58) :

mrr 0 2z _ JlTQTl —mrrn2 N\ (52)

0 Irr ) Zr — 1o A (IRR)I/Q

avec 11 et Zp les forces et moments extérieurs.

Sous une forme plus développée et sachant que les matrices de rotations entre les

deux repéres sont identiques & celle du dirigeable, et en posant v— (u v w)”, on

retrouve les équations suivantes :
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m(u+ qw —rv) = X —mgsind

m(0 4+ ru— pw) =Y + mgsingcost (5.3)

m(w + pv — qu) = Z 4+ mgcospcost

ou X,Y,et Z sont les forces appliquées au drone.

On a aussi pour la partie rotation :

Iop+ Ixy(q - pr) + I:cz(f +pQ) + Iyz(q2 - 7,2) + (Izz - Iyy)Tq =1L

Iyyq + I:cy(p - qr) + Iyz(f - pQ) + I:cz(T2 - p2) + (I:c:c - Izz)pT =M (5 4)

Lot + Lo (p — qr) + Luy(¢ + pr) + Ly (p* — ¢%) + (Iyy — Lux)pg = N

avec L, M, et N les moments appliquées.

En tenant compte du fait que les plans X-Z et Y-Z sont des plans de symétries de
I’XSF, on peut dire que les termes d’inertie Iy, I,. et I., sont nuls.

Par conséquent le systéme est simplifié sous la forme suivante :
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Imcp =L- (Izz - Iyy)rq

I,g=M — (Ipe — L.)pr
yy (5.5)

[zzr =N — (Iyy - I:c:v)pq

5.3.1 Les moments Gyroscopiques

La rotation des éléments tournant des moteurs brushless crée des effets gyrosco-
piques qui seront couplés aux rotations du XSF selon la procédure décrite ci-aprées. On
consideére I pw; le moment cinétique du rotor i, de composantes (hZ hé, R)T | ot w; est la

vitesse de rotation du rotor i. En injectant ces effets dans le modéle dynamique on aura :

Immp =L - (Izz - Iyy)rq - C]Z?:l hzz +r Z?:l h;/

LyGg=M — (Iyx — Lo)pr —r Z?:l ?c + ngl:l hi

L7 =N — ([yy — Lpz)pq — pZ?zl h; +4q Z?:l h;

Ou I désigne le moment d’inertie en rotation d’un moteur.

Ces effets peuvent étre sensibles particuliérement lors du pivotement des rotors ou

lors d’une turbulence du XSF en roulis.

5.3.2 Forces et Moments Aérodynamiques

On essaiera a présent de définir les caractéristiques des forces et couples aérodyna-

miques issue des pales. La pale se comporte comme une aile tournante. Chaque élément
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de la pale dr est en contact avec le flux d’air avec une vitesse linéaire Vi et selon un
angle d’attaque a. Dans le plan du propulseur, la pale est définie par sa longueur R et

le rayon du noyau R,.

Direction de
la poussée

Corde du
f profil e(r)
I ;
|
|
|

FIGURE 5.3: Description du fonctionnement d’une pale
On appelle profil, la section de pale par un plan normal & 'axe de pale Oy/.

Chaque section de pale de largeur élémentaire dr (voir 5.3) en contact avec l'air crée

une force de portance élémentaire dL et une force de trainée élémentaire dD telles que :

1
M:y@@ﬁ

N (5.7)
dD = 5pCDVI%dS

ot p désigne la masse volumique de 'air, Cf, et Cp désignent des coefficients adimen-
sionnels de portance et de trainée caractérisant le profil et dépendant principalement
de 'angle d’attaque « du profil considéré (« = v — ®). Compte tenu du vrillage de la
pale, et de la dépendance de la vitesse tangentielle Vi = w.r avec la position du profil
vis & vis de ’axe de rotation, cet angle o ne sera pas constant tout au long de l'axe Oy/

(a = a(r)), les coefficients C, et Cp seront donc des fonctions de r.
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En désignant par C la corde du profil, et en supposant que I’hélice a B pales, la
force de poussée de I’hélice du rotor i sera :

R
fi=9r [ Vetnouyar

5 fo (5.8)
= —pwg/ r2¢(r)CL(r)dr
2 Ro
ou tout simplement,
fi = Krw} (5.9)

Le calcul du coefficient de poussée kr est souvent complexe [ABO0S|. Il est ainsi
essentiel d’élaborer un processus expérimental, qui permet de déterminer avec précision

le coefficient K7 aussi bien que les limites de la validité de la relation.

FIGURE 5.4: Banc de test 4 axes pour l'analyse du mouvement du XSF

Le couple résistant, di a la trainée, est défini similairement comme suit :
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B R
Mp; = 5,0/ Vie(r)Cp(r)rdr
Ro

5.10
B, (" . (5.10)
= —pw; c(r)Cp(r)rodr
2 Ro
ou tout simplement,
Mp; = Kyw; (5.11)

La compensation de ce couple au niveau du centre de gravité G se réalise grace a la
contre rotation des rotors 1-3 et 2-4.

Avec Ky : constante & déterminer expérimentalement.

Comme précisé préalablement, afin de permettre le déplacement horizontal du drone
sans incliner ’ensemble, nous avons doté les supports des moteurs 1 et 3 de deux degrés
de libertés supplémentaires & et &3. Il s’agit de la rotation autour de l'axe EY (voir
figure 5.5). Les deux supports des moteurs peuvent, soit pivoter dans le méme sens
pour créer une composante horizontale susceptible de propulser le XSFE en translation,
soit pivoter en sens inverse pour créer un lacet sans translation. Les angles & et £3 sont
limités en butée & 20°. Cependant des angles intermédiaires entre 0 et 20° sont permis
pour créer le mouvement de virage (mouvement couplé déplacement horizontal-lacet).
Ce mouvement de pivotement est généré par deux servo-moteurs. Il est supposé se faire

a faible vitesse de rotation.

Y,

FIGURE 5.5: Pivotement des rotors 1 et 3

On désignera par E le point d’intersections des quatres supports, on note

(IEG])) = uc.
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On suppose que les forces Fy at F3 sont appliquées aux supports 1 et 3.

5.3.2.1 Modéle Complet

L’intégration des équations 5.9 et 5.11 nous permet d’écrire le modéle complet de

I’XSF ainsi :

Pour le mouvement de translation :

mi = m(—qw + v — gsind) — Kp(w?sin&; + w3sinés)
mo = m(—ru+ pw + gsingcosh) (5.12)

mw = —Kr(w?coséy + wd + wicosés + w3) + m(—pv + qu + gcospcost)

et pour le mouvement de rotation :

Luap = —lyKr(wicos&y — wicosés) — (L. — Lyy)rq — qIr(wicosés + wy + wscosés + wy)
Iyyg = leT(w% —w?) = (I — L)rp + KM(—w%sz'n& + w%sz’nfg)
—rIg(wisiné + wssinés) + ugKr(wsiné + wisings) + pIr(w?coséy + wi + wicosés + w?)

L.t = =, Kp(wising — wisings) — (Iyy — Le)pq + qIr(wising) + w3sinés)

+ Ky (—wicosé — wi + wicosés + wi)
(5.13)

ou sous forme compacte :

Mg =7+ Q¢ (5.14)

ou Z représente les forces extérieurs appliqués ("voir [ABO8|")
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— Kp(wising + wisings)
0
— K7 (wicosé) + w3 + wicosts + w?)

—leT(w%cosﬁl — w%cosﬁg) — qlr(w1cos&y + wa + wscosés + wy)

N
I

b Kr(ws —wi) + Ky (—wising + wisings)

—rIg(wisiné + w3sinés) + ugKr(w?siné; + w3sings) + pIr(w?coséy + wi + wicosés + w?)

—ly K (wising — wisings) 4+ qIp(wy siné| + wssings)

+ Ky (—wicoséy — w3 + wicosés + w?)

(5.15)
et @, représente les effets gyroscopiques :
m(—qw + rv — gsinf)
m(—ru+ pw + gsingcosh)
Q. = m(—pv + qu + gcospcost) (5.16)

—(L.. — Iyy)Tq

_(I:c:c - Izz)rp

_(Iyy - Im)pq

Nous avons ainsi explicité le modele dynamique Eulerien su drone XSF supposé rigide

comme premieére approche.

5.4 Intégration de la flexibilité dans le modéle de
I’XSF

Conformément a la démarche développée au Chapitre 2, la prise en compte de la
flexibilité peut étre introduite au modéle Eulerien au travers d’un nombre représentatif
de modes de déformations.

Le déplacement dia a la déformation ug sera séparé en deux fonctions de variables :
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- Yy(t) : les amplitudes modales dépendant du temps.

- S(s) : les matrices des modes propres de la croix flexible dépendants de 1’espace.
d’ou :

ug = S(s)Yqy(t).

Par conséquent le modéle complet sera :

Mgy =7+ Qu (5.17)

"

avec Vg— | 1y
Y4

la matrice de masse du XSF flexible sera donnée, d’aprés le Chapitre 2, ainsi :

mrrT 0 0
M=1 0 mgr mgp (5.18)

0 mrp mppD

Dans cette partie on n’a pas considéré la flexibilité des pales. Ce phénomeéne peut

étre adjoint au modele en y intégrant l'aéroélasticité.

5.5 Stratégie de Commande

Notre objectif & travers cette partie est d’établir une stratégie de commande pour
I’XSF, qui s’appuie sur le modéle eulerien précisément.
Le calcul du vecteur développé de commande doit étre peu cotliteux en temps de calcul,
condition sure qu’on a pour que cette commande puisse étre implantée sur le micro-
controleur embarqué.
Rappelons au passage que le micro-controleur agit sur la tension de courant délivrée

aux moteurs pour varier leurs vitesses et par la méme les forces de poussée de I'hélice
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correspondante, a titre d’exemple un différentiel de tension entre les moteurs 1 et 3
créera du roulis.
Le micro-controleur commandera aussi deux servomoteurs destinés & assurer l'orienta-

tion des rotors 1 et 3.

Bien qu’il dispose de six forces d’entrées (quatres forces du aux quatres rotors et
de actionneurs dus aux pivotement des deux rotors 1 et 3), la dynamique du véhicule
est sous-actionnée. Ce systéme est trés maniable et trés sensible aux conditions exté-
rieurs. Ceci nous impose de développer une commande robuste afin de simplifier les
expressions on utilise quelques notations intermédiaires. Les fondements de la stratégie
de commande proposée reposent sur les techniques de linéarisation, ainsi que sur la
méthode de PID.

Nous présentons ci-joint la démarche suivie :

U = —Kr(w?siné) + wisinés)
Us = —Kp(wicoséy + w3 + wicosés + w?)
Us = —l,Kp(wicos& — wicosEs)

(5.19)

Uy = leT(wg - wi) + UgKT(w%Sin& + w%sz’nﬁg)

Us = —lyKp(wising — wisins)

Us = Ky(—wicoséy — w3 + wicosés + w?)

Ug la distance entre le centre de gravité et 'intersection des deux barres.
avec &1 et &3 les deux angles de pivotement du rotor 1 et 3 respectivement.
On note f1 = KTw% ; fo= Kng; f3 = Kng et fi = KTwz.

les équations prennent par la suite la forme suivante :
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Uy = —fisin& — f3sings

Us = —ficos&1 — fo — f3cos&3 — f4

Us = Iy frcosér — by facos€s — M frsingy — B4 fysings

(5.20)

Uy = lp(f2 — fa) + Ug(frsin&i + fzsings)

Us = ly(fisin&1 — fzsings)

Us = BL(— frcos&i + f2 — facosés + fa)

Pour éviter d’inverser des matrices rectangulaires, on a dissocié les deux actionneurs
créant le lacet Us (da a Uinclinaison inverse des rotors) et Ug (da a l'anti-couple des

hélices)

Remarque

Comme le montre le systéme équivalent, on a six entrées de controle.
On pose U= (U1 U2 U3 U4 U5 U6)T

D’un autre coté, le vecteur d’accionnement d’entrée est composé de six actionneurs,

donnés par :

F=(fi fo f3 f1 sin& sing)T

On obtient ainsi la relation :

U=AF (5.21)
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oll A est la matrice de transformation :

0 0 0 0 -t et
—(1—(sin2)" )T -1 (1= (sin?&)" T -1 0 0
S| B GmayThE 0 b i) 0 et gt
0 Iy 0 Iy, Ugfi™' Ugfi?
0 0 0 00—t et
%(1 - (sz’n2§1)”_1)% If(—”;’ %(1 - (sinzfg)”_l)% % 0 0
(5.22)

On constate que ce systéme d’équations est fortement non linéaire (I’entier n désignera
le pas de temps dans 'algorithme numeérique avec lequel on calculera A par la suite).
On établira par la suite une méthodologie pour le résoudre afin d’expliciter les action-
neurs.

On présente la résolution de I’équation numérique plus tard.

5.5.1 Linéarisation des Equations

On considérera dans cette section, que les mouvements du XSF sont de faible am-
plitude autour d’un état d’équilibre (cette configuration est la plus critique et la plus
intéressante dans ’étude de la stabilité du quadrirotor).

Dans ces conditions, les équations du mouvement peuvent se linéariser. 'expérience a
montré que cette théorie simplifiée donne de bons résultats, notamment pour l’analyse
de la stabilité des états d’équilibre et de la réponse aux commandes. Dans un premier
temps, on décompose le mouvement entre I’état d’équilibre de référence et les écarts
par rapport a cet état [DEGO1] et [H.K92].

L’idée est de stabiliser I’XSF autour d’une position d’équilibre qui est définie comme

suit :
Ug=Vg=Wq=pd=0qd="4d="0q=¢a=0 (5.23)
la référence d désigne les parameétres désirés. Dans ces conditions, en négligeant

les termes quadratiques dans les écarts et en linéarisant les expressions trigonomé-

triques |ANL94|, |[E.D98|, les équations dynamiques deviennent :
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mAL = —mgAf + Uy

mAY = —mgA¢

mAw = —mg + Uy

I,Aj=U,

(5.24)

1 A7 =Us + Ug

¢ =Ap
6 = Ag
b= Ar

La méthode utilisée par 'obtention du systéme 5.24 est dite méthode des petites per-
turbations. Elle permet de linéariser les équations du mouvement de faibles amplitudes
autour d’un point d’équilibre [DEGO1].

en utilisant les conditions des paramétres désirés 5.23, on définit le systéme d’erreurs

sulvant :

Au=u Av=v Aw=w Ap=p Ag=q Ar=r

et pour les vitesses :
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Auv=u; Av=7; Aw=w Ap=p Aj=q Ar=r
La partie cinématique sera donnée par : Ap=¢ Ag=0 Ar =1

5.5.2 Construction de la Commande de I’XSF

Dans ce travail, nous avons développé un procédé original basé sur un modele dy-
namique Eulerien. Les variables Euleriennes sont plus réalistes, car elle correspondent
aux données fournies par les capteurs embarqués. Nous soulignons que certains degrés
de liberté telles que le roulis et le tangage sont particuliérement critiques pour la stabi-
lisation du quadrirotor. Une simple rafale de vent peut déstabiliser le drone et conduit &
son écrasement. Par conséquent il est important de stabiliser ces deux degrés de liberté.
Dans cette partie toutes les commandes sont déconnectées. Les différents mouvement
de translation et de rotation sont stabilisés par des commandes linéaires qu’on décrira
par la suite dans les tableaux(tabl-3).

Prenons 'exemple du mouvement de translation suivant ’axe X de 1’équation5.24 :
mAw =mi = —mgAfd + Uy (5.25)
En suite on tire 'expression de la commande :
Ui = mi + mgAé (5.26)
on choisit le gain k1 >0; on pose :
U= —ki(u—uq) (5.27)
on retrouve ’expression de la commande :
Uy = —mky(u — ug) + m(0 — 0,) (5.28)

Pour les mouvements de translation (avancement et altitude) on a stabilisé le mouve-
ment en variables euleriennes (en vitesse) (voir 5.5.2).
Prenons 'exemple du mouvement de rotation autour de ’axe des X, d’aprés ’équation

5.24 :
1
IZ'Z'

p= Ug (5.29)
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Pour des gains strictement positifs et assez grands k3 et kg, on pose :
p=—k3(p —pa) — ka(® — ¢a) (5.30)
Par la suite 'expression de la commande sera :
Us = —Ipz(ks(p — pa) + ka(¢ — ba)) (5.31)

On a stabilisé le mouvement de rotation en vitesse et en orientation. Ainsi on ré-
sume la stratégie de commande adaptée dans les tableaux suivants. Pour la relation

entre 'accélération et la commande on aura :

Translation XX{mu = —mg(0 — 04) + U;
Altitude mw =mg + Uy
Roulis p= ﬁUg
Tangage q= ﬁUﬂt
Lacet 7= i(U5 + Us)

Pout la relation entre la commande et la vitesse :

Translation XX] Uy = —mki(u —ug) +mg(0 — 04)
Altitude Uy = —mka(w — wq) — mg
Roulis Us = =Ly (ks(p — pa) + ka(¢ — ¢a))
Tangage Uy = —1Iyy(ks(q — qa) + ke(0 — 04))
Lacet Us = =1L ki(r—rq) et Us=—1Iks(p —1)q)

Et pour les expressions des différentes accélérations, on aura :

Translation XX] = —ki(u—ug)

Altitude w = —kao(w — wy)

Roulis  |p= —ks(p — pg) — ka(d — bq)

Tangage ¢ = —ks(q — qa) — ke(6 — 0q)

Lacet 7= —ky(r —rq) — ks(v — Yq)
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En intégrant les expressions de commandes suivantes dans le modéle dynamique on

retrouve le modéle complet :

U= —ki(u—uq)+ g0 —04) — gsinf — (qu — rv)

W = —ko(w — wq) — g + gcosgcost — (pv — qu)

(Izz - Iyy)
ILL‘Z‘

P = —k3(p—pa) — ka(¢ — ¢a) — rq — Q%(%COS& + wa + wscosés + wy)

. I:c:c _Izz
G = —ks(q — qa) — ke(6 — ba) — (17)

rp — r{—R(wlsz’nél + w3sinés)
vy vy

+pjr—R(w1COS£1 + wa + w3cosés + wa)
vy

. T,y — Lps . .
7= —ke(r —rq) — ks( —1g) — %qp + Q%(Wlszn& + w3sinés)

(5.32)
On a pu ainsi, en utilisant cette stratégie de commande, stabilisé le modéle eulerien
enu,w,p, o, q, 0, et .
Un important point important dans notre étude est la résolution de ’équation U = AF
a partir des commandes établies.
Des idées de stabilisation d’un quadritor par des commandes plus robustes ("Backs-
tepping") ont été développées par HAMEL [HMLOO2Jou par ALTUG [ALT03]; mais
ceux-ci se sont basés sur des modeles lagrangiennes. Dans ce travail, on a utilisé un
modeéle peu étudié en littérature (eulerien), Pavantage de ce modéle c’est qu’il est plus

réaliste et nous évite moins d’erreurs.

5.5.3 Calcul des Actionneurs

On s’attache dans cette partie & expliciter les actionneurs qui agissent sur le drone.

Il s’agit des quatres forces f; développées par les hélices ainsi que les angles £; et &3 qui



Uy
Us
Us
Uy
Us
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définissent 1’orientation des rotors 1 et 3.

Dans 'expression de commande, il est clair que le le systéme est non linéaire. Afin de
calculer la matrice colonne des actionneurs, on construit une matrice qui permet la
connection entre les actionneurs et les commandes. Cette matrice est calculée numeéri-

quement et elle est actualisée & chaque pas de temps.
tn—l

La matrice est donnée par exemple & l'instant ainsi :
0 0 0 0o -t
—(1—(sin®6)" 12 -1 —(1-(sin?&)" )2 -1 0 0
. _ 1+ L . 1\ 4 _
“(1= (si’6)" )7 0 B = (sin’€) T 0wy AT
= T
0 Iy 0 —lp Ugff_l Ugfg_l
0 0 0 0 —Lft et
_ . _ 1,1 — . _1\ L
Tt (L= (sin&)" )2 P SR - (sing)" )2 T 0 0
A
(5.33)

Par conséquent, en inversant cette matrice a chaque pas de temps on retrouve les ac-

tionneurs donnés par :

AT'U=F (5.34)

I’algorithme précédent est programmé numériquement en Matlab en différences finis.
A chaque pas de temps [t" "', et comme le pas de calcul est assez petit on ré-
actualise les forces et les angles de pivotement dans la matrice A qui sont définis par :
[ =0 i=13et sing] T = sing}; j=1,3

Le point fort de ce travail est le développement d’un algorithme numérique 5.33, trés
robuste, reliant les six actionneurs du drone aux commandes obtenues. La robustesse de

cette méthode sera prouvée par quelques tests numériques dans le paragraphe suivant.

5.6 Simulations Numériques

Pour démontrer 1'utilité de la procédure proposée précédemment, nous stabilisons
le systéme dans différentes configurations. Le systéme est plus réaliste. Notre préoc-

cupation est de connaitre la force maximale qui peut étre produite par un rotor (ce

i
f2
I3
fa
sing,

sinés
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qui signifie implicitement la saturation des moteurs), et ’angle maximal de pivotement
des rotors orientés. Nous montrons ci-dessous l'efficacité de l’algorithme au regard de

différents types de perturbations, introduites comme conditions initiales.

Les gains choisis sont identiques :

ky = ko = kg = ky = ks = ke = ky = kg = 10

5.6.1 Mouvement de Translation Horizontal

Dans la figure 5.6 on confére au drone une vitesse linéaire initiale v = 3m/s. On
remarque que la vitesse arrive a se stabiliser au voisinage de 0 au bout de 3 secondes.
Dans les figures 5.7 les forces des moteurs ne dépasse pas leurs valeurs maximales 7N.
Les angles de pivotement, dans la figure 5.8, sont égaux et arrivent a se stabiliser au
voisinage de 0; et ne dépassent pas leurs valeurs maximales de 0.35 rd ce qui prouve la

robustesse de la commande.

= N
o N ol

[

u : vitesse linéaire suivant (xx) en m/s

0.5

i i i i i i

4 6 8 10 12 14 16
t:itempsens

FIGURE 5.6: Vitesse linéaire Locale d’avancement
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5.4 5.2
5.3
5.2 5
= 51 o
5 4.8W{
4.9
0 10 20 30 40 4'60 10 20 30 40
t ;temps(s) t ;temps(s)
5.4 5.2
53
5.2 5.1
® 51 S
5 5
4.9
0 10 20 30 40 4'90 10 20 30 40
t :temps(s) t :temps(s)

FIGURE 5.7: Forces des moteurs

0.4

0.3 : : ' -

X|l
o
N

;

0.1F . . . i

0 L Il Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40

t :temps(s)

0.4

0.2 . . . i

X|3

0 L Il Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40

t :temps(s)

FIGURE 5.8: Angle de Pivotement du rotor 1

5.6.2 Mouvement de Translation Vertical

Afin que le drone XSF suit la commande, dans la figure 5.9, il est clair que la vi-

tesse du mouvement verticale atteint la vitesse désirée rapidement en 3 secondes. Dans
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N
3

N

w : vitesse linéaire suivant (zz) en m/s
|—\
[l (&)}
‘ :

It
2]
T

0 i i i
0 5 10 15

FIGURE 5.9: Vitesse linéaire Locale de

20

25

t:itempsens

fl

0 10 20 30
t ;temps(s)

40

3

0 10 20 30
t :temps(s)

40

f2

f4

30

35 40

mouvement verticale

0 10 20 30 40
t :temps(s)

0 10 20 30 40
t :temps(s)

FIGURE 5.10: Forces des Rotors du mouvement d’altitude

la figure 5.10, on constate que les actionneurs des 4 rotors, passent par une pahase

transitoire. Par suite, ils atteignent une valeur maximale de 7N sans la dépasser, ce qui

prouve la robustesse de la commande.
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5.6.3 Mouvement de Roulis et de Tangage

On introduit dans cette simulation, un mouvement couplé entre le Roulis et le Tan-
gage. Ces mouvements sont les plus critiques & stabiliser. Par suite il est nécessaire de
tester la robustesse des commandes obtenues. Ces résultats seront présentés dans les

figures suivantes :

15 1

0.5 b

p : vitesse de rotation autour de (xx) en m/s

5 10 15 20 25 30 35 40
t:tempsens

|
o
3

FIGURE 5.11: vitesse angulaire autour de I’axe des X

Nous constatons, dans les figures 5.11 et 5.12, que le drone XSF parvient & atteindre
sa vitesse désirée en tangage et en roulis. Et cela partant d’une vitesse égale & 3m/s.
De plus, on constate la convergence rapide des deux commandes (figures 5.13 et 5.14)

vers zéro.
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g : vitesse de rotation autour de (yy) en m/s

2.5

15

0.5

-0.5
0

10 15 20 25 30
t:tempsens

35

40

FIGURE 5.12: vitesse angulaire autour de ’axe des Y

0.1

-0.4

-0.5

10 15 20 25 30
t :time(s)

FIGURE 5.13: La Commande U3

35

40
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0.1
O L -
_01 - m
-0.2 i
>’ -0.3f .
_04 - .
-0.5 h
_06 - . . .
_07 1 1 1 1 1 1
0 10 15 20 25 30 35 40
t :time(s)
FIGURE 5.14: La Commande U4
6.5 6
. \
5
= 55 o
\ .
5
45 3
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
t :temps(s) t :temps(s)
6 7
5\ 6
) s
4 5 M
3 4
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
t :temps(s) t :temps(s)

FIGURE 5.15: Forces des Rotors pour le mouvement Couplé

Les forces, dans la figure 5.15, du mouvement couplé parviennent & se stabiliser &
7N et ne la dépasse pas ce qui prouve la robustesse des commandes. Nous remarquons,

dans 5.16 que les deux angles de pivotement passent par une phase transitoire, entre 0
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._H
< |
10 15 20 25 30 35 40
t :temps(s)
M
< |
10 15 20 25 30 35 40
t :temps(s)

FIGURE 5.16: Angles de Pivotement

et 5 secondes. Ce qui prouve qu’ils passent par une phase de saturation, et grace a la

robustesse des commandes et & la stabilité numeérique établie,ils arrivent & se stabiliser.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté dans une premiére partie le modéle dynamique
de ’XSF. Le modéle dynamique est exprimé en fonction des variables Euleriennes et
prend en compte les effets gyroscopiques et aérodynamiques des rotors. Une extension
du modéle rigide pour un modeéle flexible a été établie. Une stratégie de stabilisation est
présentée dans la deuxiéme partie. Partant du fait que la description est Eulerienne et
les parameétres cinématiques et dynamiques sont exprimés dans le repére local, on utilise
la méthode des petites perturbations pour linéariser le modéle. La méthode développée
fournit un outil de stabilisation efficace, qui présente I’avantage de s’implanter aisément
dans un micro-controleur embarqué. L’algorithme de stabilisation de 'XSF a été testé
dans différents cas de mouvements perturbés et plus précisément dans le mouvement
de roulis et de tangage. Les résultats obtenus sont satisfaisants et prouvent 'efficacité

de la démarche.
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Conclusion Générale

Cette étude se place dans le domaine de la modélisation et commande des véhicules

aériens autonomes sous-actionnés et flexibles.

Dans un premier temps, on a présenté la modélisation des engins volants flexibles.
Nous avons pour cela établi un modele général basé sur une description hybride la-
grangienne - eulerienne d’un corps volant peu déformable. L'impératif d’optimisation
du rapport précision /portabilité a été respecté. La richesse de la modélisation adoptée
a notamment permis de faire intervenir le comportement d’un engin volant flexible de
maniére aisée avec un nombre de degrés de liberté restreint, tout en faisant apparaitre
le couplage inertiel entre le mouvement d’ensemble et la déformation du corps. La mé-
thodologie adoptée a ainsi permis d’obtenir des résultats satisfaisants avec un temps de

calcul réduit.

Le modéle mis en place a été appliqué, comme premiére validation, sur un dirigeable
flexible. L’étude dynamique du dirigeable a mis a jour un probléme peu connu concer-
nant la détermination des masses ajoutées d’un corps flexible en grands déplacements
dans l'espace. Grace & un procédé original et moyennant certaines hypothéses, nous
avons résolu analytiquement ce probléme. Ceci a permis d’intégrer les masses ajoutées
dans le modeéle global sans risquer de ’alourdir, et autorise ainsi ’application de lois de
commande et de stabilisation au modeéle global du dirigeable flexible. L’approche doit
néanmoins étre testée sur des prototypes volants pour définir les limites de validité de

nos hypotheéses.

Pour le controle du dirigeable, on a proposé un algorithme de commande qui sta-
bilise localement et asymptotiquement le dirigeable flexible et atténue ses vibrations
au voisinage d’un point cible, en utilisant le backstepping. On a prouvé, par des tests

numeériques I'impact de flexibilité structurelle sur le mouvement d’ensemble ainsi que la

139
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robustesse de la commande.

Comme seconde validation du modéle dynamique, nous avons choisi un engin volant

flexible " plus lourd que l’air "

, représenté par un drone quadricoptére & composants
flexibles, développé au laboratoire IBISC dans le cadre d’'un concours sur les micro-
drones. Aprés Uintroduction des spécificités aérodynamiques de ’engin dans le modeéle
global nous avons établi sa stabilisation autour d’un point cible en utilisant la méthode
des petites perturbations et un controleur PID. Cet engin instable et trés maniable par
conception doit suivre des commandes robustes. Malgré les fortes nonlinéarités du mo-
deéle, on a pu extraire les actionneurs du drone a travers les commandes obtenues. Les
résultats numeériques sont satisfaisant et nous incitent & faire des tests pratiques en vol

de cet engin afin de valider les lois de commande appliquées ou d’en proposer d’autres

qui soient plus robustes.

Il est clair que ce travail ouvre plus de problémes qu’il n’en résout. Nombreux points
devraient étre approfondis dans le domaine de la modélisation et commandes des engins
volants flexibles afin que ceux-ci soient mieux guidés et qu’ils accomplissent au mieux les
taches qui leur incombent. Si la recherche sur la modélisation des drones-avions flexibles
est bien lancée, il n’est pas de méme pour d’autres types d’engins volants appelés a se
développer de maniére intensive au cours des prochaines années. Nous avons entrouvert
une porte & travers ce modeste travail. D’autres études sur ces UAV ne manqueront pas

de suivre ce chemin.



Annexe A

Dans cette Annexe nous présentons le calcul des termes du développement du mo-
déle Eulerien du Chapitre 2.

Tout d’abord revenons a l’équation 2.50 du chapitre 2 on aura :

—q1 —q2 —q3
—q1 9o q3  —q2
qgo —q3 —q2
T
J2QJ2Q 4 —q2 —qg3 Qo q1
q3 q0 —q1
—q3 G2 —q1 Qo
—q2 q1 q0

—q192 — 9093 + qoq3 + q192  —q193 + qoq2 + 9193 — q0q2

3
Yoai=1
k=0

—q192 — 9093 + qoq3 + q192 3 4293 — 92493 + 9091 — qoq1

0143 T qod2 + 4193 — 9092 gag3 — q2q3 + qoq1 — Goq

3
=1
k=0

= 413
(A1)
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Pour le calcul de I’équation 2.53 du Chapitre 2 on aura :

-g1 -2 —q3

) JQQ JZTQ —4 q0 —q3 q2

q290 — 9391 — qoq2 + q143

43  qo -G
-43 492 —-q1 qo
G2 41 qo
S —q3qo0 + q2q1 + G241 + 390
2> qrdr =0 b
k=0
—(—q3Go + q2¢1 + d2q1 + 43q0) 5.
b 2> qrdr =0
k=0
—(@290 — q3G1 — qod2 + q143)  —(—q1do + qod2 — q3d2 + G243)
v2 V1

Pour le calcul de I’équation 2.73 et 2.38 du Chapitre 2 on aura :

qo
—q1 qo 43 —G2 _
T q1
J204 =2 -2 —-43 qo 1
)
-3 G2 -¢1 Qo
q3

—q190 + G190 — 43G2 + q2q3 =0
=G240 + Gog2 — 43q1 + q1g3 =0

—q3q0 + Gog3 — G2¢1 + ¢2¢1 =0

—va

—q14o + qoq2 — G392 + 4243

v

3
2> qrdr =0
k=0

(A.2)

(A.3)
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q0
-1 qo 43 —Go
: q1
J. =2 . . ) .
209 —q2 —43 4o q1
q2
-43  q2  —-q1  qo
qs3
—q190 + q190 — 4392 + 243
—@2q0 + 4391 + Goq2 — 193
—q390 — Goq1 — 4192 + qoq3
4190 — 9190 — 4392 + G243
— Jogq = —2

Pour le calcul de

Par suite :

le = Gng + Glég or par un simple calcul on aura Gng = Glég donc :

Par conséquent :

G290 — 4391 — goq2 + 41G3
4390 + qoq1 + ¢192 — Goq3

cette équation du Chapitre 2 on aura :

—q1 40 —93 Q42
_ T T
Ne=G1Gy = | 4, ¢ q -q |72

-q3 —-q2 41 q0

Jig = 261G

leuo = 2J1QJ1TQG1G%1110 = 2J1QG2(G{G1)G%1110

On calcule le terme

(A4)

(A.5)
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—q1 —92 —43
—q1 40 —-93 Q2
T~ | 90 93 —42
GiGL= -2 @  qo Q1
—q2  qo q1
-q3 —-q2 41 q0
92 —q91 9o
—-q190 2 2 2 -q192 -q193
_ 9% +a+4¢ = (I — qq7)
—4290 —q2q1 @+ aqt+ —4392

par suite on aura :
2J1QG2(G{G1)G2TuO =2J19Ga(1s — qu)Gguo et comme :

Goq = 0 par suite on retrouve ’expression : leuO = 2J1QG2C'¥T2FuO et on sait que :

s’une part :

Gy = %JQQ donc Ggég = %JQQJ,QTQ =1y d’ou :
leuo = J1Q172u0 = JlQ(V2 A uo) = —JlQ(uo A 1/2).

Remarque2.4

Se basant sur le fait que cette analyse est destinée aux engins volants soumis a de
petites déformations , donc on va garder les mémes hypothéses que pour le cas rigide,
par conséquent les termes inertiels exprimés dans le repére mobile sont invariants.

Notations

on note Irp définie par mrpr = (JZQ)TIRRJQQ : la matrice d’inertie de rotation du

corps flexible :’(a)’

Irp défini par mrp = (Jg)TI rp terme de couplage inertiel rotation-déformation :

7(b)7
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Itp défini par mrp = JiglIrp terme de couplage inertiel rotation-déformation :’(c)’

Comme on ’a signalé au début on va supposer que ITp, Irp et Irr sont constantes

par rapport au temps vu les petites déformations.
Evaluons tout d’abord les composantes de @, :
© pour la premiére composante on a :

.5 0 1. - .
Qur = —mipYa+ (5 - (57 Mi]" = —mipY (A7)

0

Il est clair que %[(%ﬁTMﬁ)]T ne dépend pas de 7.

ona:mrp = q'Jng avec S = fV pSdV ou Jig est la dérivée partielle de Jig par
rapport a q d’ou :

Qur = —12J1Qn, S (A.8)

¢ pour le deuxieme terme (), on a

.. R 0 1.7 .
Quvqg = —mRr{ — MRrpYq + [8_q(§n Wil (A.9)
tout d’abord :
PRI
—mird = —(J20)" IrrJ2q (A.10)

avec Irpp la matrice d’inertie en rotation exprimée dans le repére mobile R,,.
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on aura :

—_ ‘
(J20)" TrrJ2q 4 = (J2q)" TrrVo (A.11)

puis pour le terme —mpzpYy , en utilisant (b) et la Remarque 2.4 on aura :

—mRD?d = —(JéQ)TIRD?d (A.12)
pour le terme :
(9 1;’]“ . 1 (9 .T .
— (=1 Mn) = -— Al
aq(277 n) 2aq(q MRR]) (A.13)

en utilisant 'expression (a)on aura :

M) = 5 5" (Uao@) T o 0))

N

)
8—q(
(A.14)

Par suite on retrouve :

g 1.7 . 10 . .
a—q(gﬂ Mmn) = 58—q(77§(J2Q)TIRRJ2QQ) (A.15)

d’ou :



147

0 1.7 . : .
8—q(§?7 M) = q" (Jag)" IrrJ2q (A.16)
ou encore :
0 1.7 . .
a—q(gﬁ M) = —v3 IrrJ2q(q) (A.17)
d’ou :
0 1.7 . .
[8_(](577 M)" = —(Jaq) TRV (A.18)
par conséquent :
Qug = —2(J2g) Trrva — (J20) TrDYq (A.19)

o pour la troisiéme composante on a :

YN (A.20)

. T LT
Qud TD RD G [8Yd(2

0

d’aprés la remarque 2.4 , par conséquent en utilisant les relations (a) et (b) on aura :

Qui = —mip T +mip’q = —(JagIrp) 1 + IEpJagd (A.21)
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Jog(J20) TrrJogis = JagTe

— 220 (Jag)  Trpva
e e (A.22)
— J2q(J2q)" (9)IrDY4
— J20(J20) " Irp Y4
et d’aprés A.2 et A.1 on sait que :
JQQ(JQQ)T = 41,
2Jo0(Jag)T = 4ui
d’ol on retrouve :
4IRRJ2QI/.2 == JQQTQ - 41]2]}331/2 - 41]2[31)?65 - 4IRD?d (A23)

ou encore :

1 o g e
[RRJQQq = ZJQQTQ e 2 NA (IRRVQ) — 19 A ([RDYd) —IppYy (A.24)



Annexe B

Dans cette Annexe on présente le calcul des différents termes du Chapitre 3. On a

I’expression du potentiel rigide est donné par :

O = Qrig = uP1 + VP2 + WPz + px1 + gx2 + rxs3 (B.1)

et I'énergie cinétique est :

2F, = Au? + Bv? + Cw? + Pp?
+Qq® + Rr? 4+ 2A'vw + 2B wu + 2C"uw
(B.2)

+2P'qr 4+ 2Q"rp + 2R'pq + 2p(Fu + Gv + Hw)

+2¢(F'u+ G'v+ H'w) + 2r(F?u+ G"v + H'w)

en remplacant cette expression dans 1’énergie cinétique on aura :

149
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o¢
—pJ Jo o5 ds

d(upr + voo + w3 + px1 + qx2 + 7Xx3) ds
on

—p [ [ (ug1 + véo + wes + px1 + qx2 + TX3)

of fongrids—p [ [ 05205 [ [t p [ [aSitas

093 a¢2 ))vwds+

-/, X2—q2d8— //X3—7’2d3—2 //¢2—+¢3

2g0 [ 0152+ entpwnds 250 [ [0 52 + 052 uvds

0 0
——p// ﬁ%— X375~ X2 qrds—|—2——p// ﬁ—i—Xg )T‘pds

1 0 0 0 0
+2(——p//(x ﬁ"‘Xl X2 ))pads + 2p( ——p//cblﬁJr X1 — ¢1 ))uds

oxa 8¢3 V)w)ds-+

——P//¢2%+ 18¢2 Juds + (— //(;53——1- X175
2030 [ [(0152 + o uds+
——P//cbz%Jr 2(%2 Juds + (— //¢3%+ 26(253 ))w)ds

(g0 [ [0 58 +xaGhuds
%))w)ds

0 0 0
Hoge [ [ agimis+ g0 [ 650 g
(B.3)
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en identifiant ’expression de ’énergie cinétique B.2 on retrouve les termes de la matrice
de masse ajoutée.

Pour le calcul du coefficient de fourier on a :

(B.4)

| =

1
Si j = p alors —
ij paorsH/

2mj H
sin(Kp:E)Sin(%)dt

vo|

et 0 sinon.

1
Par suite 8; = ~.

On présente dans cette partie le calcul du premier terme de la masse ajoutée du au
premier mode de déformation Yy
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s
D pazrff(bslqbl

Hsin(Kix)cosOKq(Kqr)

o (KR
B Hsm (Ki2)cosfKy (Kyr) 67 dr
= ~pair | ] 6. B (K1 R) ) or

dr

2sin?(K1x)cos* 0K, (K1) Ky dK; (K R)

= _pairffs

dK, (K| R) dr
2 1{A1 2
367 (7dr )
) H
H*K{(K\R)K
—Pair il](KllKlRl / /H sin K1$)00329d:nd0 (B.5)
H
H?K,(K,R)K, 1 — cos(2K1x) 1+ cos(26)
= ~Pair )( )d do
26 (d]Kl (K1R) ) % 2 2
dr 2
H?*K,(K1R)K,
= _pair 27TH
dK, (K, R)
2 1 1
36 (7(” )
o H*K; (K1 R)K;
awr K K
1871(761 1Eir1R))

On présente le calcul du deuxiéme terme de la masse ajoutée du au deuxiéme mode de

déformation Yy :
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09
D pazrff¢82 ¢2

o Hsin(Kyx)cosfKy (Kar) )
dK;(K2R)
Hsm (Kox)cosfKy (Kar) 107 T a
dK;(K3R) ) or
dr

= —Pair ff

107

2sin®(Kox)cos* 0K, (K17) Ko dK; (Ko R)
T SR) dr
dr

= _pairffs

1007%(

H
H?Ky(KoR) Ky [° [5 )
= —Pair ) dKl(KQR) /27T/ H s (KQZ?)COS Odxdo (BG)
1007 (— =) -5

H
H2K1(K2R K / / 1 — 608(2K23:))(1 + cos(26)
o 2 2

)dado

10073 ( dr ) o)

H*K,(KR)K>
= —Pair 100 (dKl(K2R))27TH
dr

H3K,(K1R)K>

= —Pair
dK, (K> R)
507 ( o )
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