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❯♥✐✈❡rs✐té ❏♦s❡♣❤ ❋♦✉r✐❡r✱ ●r❡♥♦❜❧❡
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❘♦✉t❛❣❡s ♦♣t✐♠❛✉① ✿ t♦✉rs✱ ✢♦ts ❡t ❝❤❡♠✐♥s

♣rés❡♥té❡ ♣❛r ●✉②s❧❛✐♥ ◆❛✈❡s

s♦✉t❡♥✉❡ ❧❡ ✶✶ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✶✵

❏✉r② ✿

◆❛❞✐❛ ❇r❛✉♥❡r ❱❡tt✐❡r ✭❯♥✐✈❡rs✐té ❏♦s❡♣❤ ❋♦✉r✐❡r✱ ●r❡♥♦❜❧❡✮✱ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r
❈❤r✐st♦♣❤ ❉ürr ✭➱❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❈◆❘❙✱ P❛❧❛✐s❡❛✉✮✱ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r
❏❡❛♥ ❋♦♥❧✉♣t ✭❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ✻✮✱ ❘❛♣♣♦rt❡✉r
❚❤♦♠❛s ▲✐❡❜❧✐♥❣ ✭➱❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❋é❞ér❛❧❡ ❞❡ ▲❛✉s❛♥♥❡✮✱ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r
❏❡♥s ❱②❣❡♥ ✭❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦♥♥✮✱ ❘❛♣♣♦rt❡✉r
❆♥❞rás ❙❡❜➤ ✭▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ●✲❙❈❖P✱ ❈◆❘❙✱ ●r❡♥♦❜❧❡✮✱ ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡
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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

▲❡ t❡♠♣s ❡st ✈❡♥✉ ❞❡ ❝❧♦r❡ ❝❡s ✈✐♥❣t ❛♥♥é❡s ❞✬ét✉❞❡s✱ ❡♥ r❡♠❡r❝✐❛♥t t♦✉s
❝❡✉① ❞♦♥t ❥✬❛✐ ❝r♦✐sé ❧❡ ❝❤❡♠✐♥✳ ▲❡ ♠✐❡♥ ❛ ✉♥❡ ♦r✐❣✐♥❡✱ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ❥✬❛✐ t♦✉❥♦✉rs tr♦✉✈é t♦✉t ❧❡ s♦✉t✐❡♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛✈❛♥❝❡r
s❡r❡✐♥❡♠❡♥t✳ ❏✬❛❝❝♦r❞❡ ✉♥❡ ♣❡♥sé❡ s♣é❝✐❛❧❡ à ❆❧❜❛♥✳

▼❡s ét✉❞❡s ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♦♥t ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❞é❜✉té à ❧✬➱❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡
❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❈❛❝❤❛♥✳ ❏✬② ❛✐ r❡♥❝♦♥tré ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞é❜♦r❞❛♥t ❞✬❡♥t❤♦✉✲
s✐❛s♠❡✱ r❡♥❢♦rç❛♥t ♠❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ❞❡✈❡♥✐r ❧✬✉♥ ❞✬❡✉①✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❍✉❜❡rt
❈♦♠♦♥✲▲✉♥❞❤ ❢✉t ❞✬✉♥ ❞é✈♦✉❡♠❡♥t ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡ ❡♥✈❡rs s❡s ét✉❞✐❛♥ts✱ ❝♦♥✲
s❛❝r❛♥t ♣♦✉r ♥♦✉s ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ♥✬❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ à ❍✉❜❡rt
q✉❡ ❥❡ ❞♦✐s ❞✬❛✈♦✐r r❡♥❝♦♥tré ❆♥❞rás✳ ❏✬❛✐ ❜é♥é✜❝✐é à ❈❛❝❤❛♥ ❞❡ ❧❛ s❛✐♥❡ é♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈✐✈✐❛❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♣❡t✐t❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ▲✐s❛✱ ▼❛t❤✐❧❞❡✱
❆r♥❛✉❞✱ ❇❛s✐❧❡✱ ❇r✉♥♦✱ ❈❧é♠❡♥t✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❡t ❚❤✐❜❛✉❞✳ ▼❡s é❝❤❛♥❣❡s ❛✈❡❝
❆r♥❛✉❞ ♥✬♦♥t ❢❛✐t q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦s
s✉❥❡ts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ❏✬❡s♣èr❡ q✉✬✐❧ ♠❡ ♣❛r❞♦♥♥❡r❛ ❞❡ ❧✬❛✈♦✐r ♠✐s ❡♥ r❡t❛r❞
❞❛♥s s❛ t❤ès❡ s✉✐t❡ ❛✉① très ♥♦♠❜r❡✉s❡s q✉❡st✐♦♥s q✉❡ ❥❡ ❧✉✐ ❛✐ ♣♦sé❡s✳

P❡♥❞❛♥t ♠❛ s❝♦❧❛r✐té à ❈❛❝❤❛♥✱ ❥✬❛✐ ❡✛❡❝t✉é ♣❧✉s✐❡✉rs st❛❣❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
▼❡r❝✐ ❛✉ ♣r♦❢❡ss❡✉r ▲✐❡❜❧✐♥❣✱ à P❛tr✐❝✐❛ ❇♦✉②❡r ❡t à ◆✐❝♦❧❛s ▼❛r❦❡② ♣♦✉r
✈♦tr❡ ❛❝❝✉❡✐❧ ❡t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♣r♦♣♦sé ❞❡s s✉❥❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ♠❡s ❣♦ûts✳
❈✬ét❛✐t ♣♦✉r ♠♦✐ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ r❡♥❝♦♥tr❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❢✉t✉rs ❝♦❧❧è❣✉❡s✳ ❍❡✉✲
r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❞é❝r♦✐s❡♠❡♥t ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ♣❛s ❛✉① ✈✐❡s ❤✉✲
♠❛✐♥❡s✱ ❝❡ s❡r❛ ✉♥ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ r❡✈♦✐r ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✳

❊♥ ❛rr✐✈❛♥t à ●r❡♥♦❜❧❡ ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❥❡ ❢✉s ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡✲
♠❡♥t ❛❝❝✉❡✐❧❧✐✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣❛r ◆❛❞✐❛ ❇r❛✉♥❡r q✉✐ s✬❡st ❡♠✲
♣r❡ssé❡ ❞❡ ♠❡ ❢❛✐r❡ rés♦✉❞r❡ s❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ▲✬❛♠❜✐❛♥❝❡ ❛♠✐❝❛❧❡ ❡t st✉❞✐❡✉s❡
❛ été ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳ ❨❛♥♥ ❑✐❡❢✲
❢❡r ♣❛rt❛❣❡ ♠❡s ❣♦ûts ♣♦✉r ❧✬❛s♣❡❝t ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ◆♦s
❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥t été très ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t❡s✱ ❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛
❞é❣✉st❛t✐♦♥ ❞❡s s✉s❤✐s✳

❱✐♥❝❡♥t ❏♦st ❛ q✉✐tté ●r❡♥♦❜❧❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❥✬❛rr✐✈❛✐s✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ♥♦✉s ❛ ♣❛s
❡♠♣ê❝❤é ❞❡ r❡❣❛r❞❡r s❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❢r❡❛❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❧❡s ❛♣✲
♣❡❧❧❡✳ ❏❡ ♥❡ ❧❡ r❡❣r❡tt❡ ♣❛s ♣✉✐sq✉❡ ♥♦tr❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛ été ❢r✉❝t✉❡✉s❡✱ ❡t
♥✬❡♥ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t q✉✬à s❡s ❞é❜✉ts✳ ❱✐♥❝❡♥t ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t
❧❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s q✉✬✐❧ ♠❡ ♠❛♥q✉❡ ✭❡t ✐❧ ② ❡♥ ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣✮✱ ♠❛✐s s✉rt♦✉t ❞❡
❣r❛♥❞❡s q✉❛❧✐tés ❤✉♠❛✐♥❡s✳

❆♥❞rás ♥✬❛ ♣❛s ❧❡ t❡♠♣s✳ ■❧ ❛ t♦✉❥♦✉rs ❝✐♥q ❛rt✐❝❧❡s ❡♥ r❡t❛r❞ ❛✉ ♠♦✐♥s✱
❞♦✐t ♠♦♥t❡r ❞❡s ♣r♦❥❡ts ❡t ❞✐s❝✉t❡r ❛✈❡❝ s❡s ✐♥✈✐tés✳ ■❧ ❛ ♣♦✉rt❛♥t ❢❛✐t ✉♥ ❣r❛♥❞
s❛❝r✐✜❝❡ ❡♥ ♠✬❛❝❝❡♣t❛♥t ❝♦♠♠❡ ét✉❞✐❛♥t✳ ❊t ✐❧ ❛ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛ss✉♠é s♦♥
rô❧❡✱ ♠❛❧❣ré ♠♦♥ ✐♠♣❛t✐❡♥❝❡✱ ♠❡s ❛tt❡♥t❡s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s ❡t ♠♦♥ ❝♦♥st❛♥t
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❞és❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❏❡ ❧✉✐ ❞♦✐s ♣r❡sq✉❡ t♦✉t ❝❡ q✉❡ ❥❡
s❛✐s ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❡t ✐❧ ♠✬❛ ❛✉ss✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣r✐s ❡♥ ❞❡❤♦rs
❞❡s ♠❛t❤s✳ ❏✬❡s♣èr❡ q✉✬✐❧ ♦s❡r❛ r❡♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ét✉❞✐❛♥ts ❛♣rès ♠♦✐✱ ❝❛r ❥✬❛✐
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣ré❝✐é s❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡✳

▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♥✬❛ ♣❛s q✉❡ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❧♦❝❛❧❡s ❀ ♥♦✉s ♥❡
s♦♠♠❡s ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝és ♣❛r ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉❡ ♥♦✉s r❡♥❝♦♥tr♦♥s✳
❏❡ ❞♦✐s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ▲ás③❧ó ▲♦✈ás③ ❡t s♦♥ ❧✐✈r❡ ❞✬❡①❡r❝✐❝❡s ❬✸✺❪✳
❏✬❛✐♠❡r❛✐s ❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s à ② ❝♦♥s❛❝r❡r✳ ❏✬❛✐ ❛✉ss✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣r✐s ❞❡
▲❡① ❙❝❤r✐❥✈❡r✱ ❆♥❞rás ❋r❛♥❦ ❡t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉tr❡s✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r② ♣♦✉r ❛✈♦✐r ré♣♦♥❞✉ à ♥♦tr❡ ✐♥✈✐t❛t✐♦♥
❡t ♣♦✉r ❧❡✉r ❝♦r❞✐❛❧✐té✳ ▲❡✉rs r❡♠❛rq✉❡s ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é❡ à ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❏❡ ♥❡ s❛✐s ♣❛s q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♠❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ♠❛✐s ♠♦♥
♣r♦❝❤❛✐♥ s♦♠♠❡t ❡st ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ▼❝●✐❧❧ ❞❡ ▼♦♥tré❛❧✳ ▼❡r❝✐ à ❇r✉❝❡ ❙❤❡♣✲
❤❡r❞ ♣♦✉r ❧✬✐♥✈✐t❛t✐♦♥✳



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

■ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ✢♦ts ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✶
✵✳✶ ●r❛♣❤❡s ❡t ❝♦♥♥❡①✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
✵✳✷ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✵✳✸ ❉✉❛❧✐té ❡t t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❡♥❣❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✵✳✹ ❯♥✐♠♦❞✉❧❛r✐té ❡t ♠❛①✲✢♦t✲♠✐♥✲❝♦✉♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✵✳✺ ▼✐♥❡✉rs ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

■■ ▼✉❧t✐✢♦ts ❡♥t✐❡rs ✷✸

✶ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✷✼
✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s✱ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✶✳✸ ❘é❞✉❝t✐♦♥s ❢♦❧❦❧♦r✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷ ❘♦✉t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés ❛❝②❝❧✐q✉❡s ✸✼
✷✳✶ ❙✐ G + H ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✷✳✷ ❙✐ G s❡✉❧❡♠❡♥t ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵
✷✳✸ ❙✐ G ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸ ❆✉t♦✉r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❖❦❛♠✉r❛✲❙❡②♠♦✉r ✺✺

✹ ❇✐✢♦t ♣❧❛♥❛✐r❡ ✻✶
✹✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✹✳✷ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✹✳✷✳✶ ❉é❝r♦✐s❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✹✳✷✳✷ ❙♦♠♠❡ts s❛♥s ❝r♦✐s❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✸ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❣❛❞❣❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✹✳✹ ●r❛♣❤❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹✳✹✳✶ ❆❣ré❣❛ts ❞❡ ❣❛❞❣❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✹✳✺ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
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✹✳✻ ◆♦♥✲❝❤❡♠✐♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✹✳✼ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ◆P✲❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

■■■ ❚♦✉rs ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡t ❡♥s❡♠❜❧❡s é❝❧❛t❛♥ts ✽✶

✺ ●é♥ér❛❧✐tés ✽✺
✺✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✺✳✷ ➱t✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✺✳✸ ▼✐♥❡✉rs ❞❡ s♦♠♠❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✺✳✹ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✻ ❚♦✉rs ❡t ❈♦❣r❛♣❤❡s ✶✵✸
✻✳✶ P❧✉s ❝♦✉rt t♦✉r ♣♦♥❞éré ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✻✳✶✳✶ ❊♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t ❞❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✻✳✶✳✷ ❈❛s ❣é♥ér❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✻✳✷ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✼ ❚♦✉rs ❡t ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✶✶✶
✼✳✶ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑❡✐❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
✼✳✷ P❛rt✐t✐♦♥s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵
✼✳✸ ■♥t❡r✈❛❧❧❡s ♦♣t✐♦♥♥❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✼✳✹ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

■❱ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✷✼

✽ ▲❛ ✜♥ ❞✉ ❞é❜✉t ✶✷✾



❆✈❛♥❝❡ s✉r t♦♥ ❝❤❡♠✐♥✱ ❝❛r ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉❡ ♣❛r t❛ ♠❛r❝❤❡✳

❙❛✐♥t ❆✉❣✉st✐♥

❧❡ ▼♦✐♥❡ ✿ ▲❡ ▼♦✐♥❡ ♠❡✉rt ♠❛✐s ♥❡ s✬❡♥❢✉✐t ♣❛s ✦

❈♦rt♦ ▼❛❧t❡s❡ ✿ ❉✬❛❝❝♦r❞✱ ❛❧♦rs ♠❡✉rs ✦

❧❡ ▼♦✐♥❡ ✿ ▲❡ ▼♦✐♥❡ ❢✉✐t ♠❛✐s ♥❡ ♠❡✉rt ♣❛s ✦

❈♦rt♦ ▼❛❧t❡s❡ ✿ ❉❛♠❡✱ ✐❧ ② ❛✉r❛✐t ❜✐❡♥ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ✳ ✳▼❡✉rs

à ♠♦✐t✐é✱ ❡t r❡♥❞s✲t♦✐ à ♠♦✐t✐é✳ ✳ ✳

▲❛ ❇❛❧❧❛❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡r s❛❧é❡✱ ❍✉❣♦ Pr❛tt





Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ✢♦ts ❡t

♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡





✸

❆✈❛♥t✲♣r♦♣♦s✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ❞❡✉① s✉❥❡ts✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❝ts✱ ❜✐❡♥ q✉❡ tr❛✐✲
t❛♥t t♦✉s ❞❡✉① ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té✳ ■❧s s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞✐s❝rèt❡s✳ ❈❡❧❛
♣❡✉t ❡①♣❧✐q✉❡r ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ✐♥❢♦r♠❛t✐❝✐❡♥ q✉❡ ♠❛❧❣ré ❧✬✐♥t✐t✉❧é ✏t❤ès❡ ❞✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐q✉❡✑ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❧✉s ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❡s ❛s♣❡❝ts ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s ❞❡s ♦❜❥❡ts q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s✱ q✉❡ ♣❛r ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡t
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ét❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐❝✐❡♥ ❞❡ ❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡st✐♠❡r q✉❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❢♦rt❡✲
♠❡♥t ✐♠♣ré❣♥é❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❈❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡
s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈❛st❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r s✉❥❡t ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ♠✉❧t✐✢♦ts ❡♥t✐❡rs✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ❡♥ ♣❛rt✐❡
ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❡ ❞✬❆♥❞rás ❙❡❜➤✱ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡ r❡❝❡♥s❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s
❛✈❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛♣♣♦rt ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜✐✢♦t ❡♥t✐❡r ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ s✉❥❡t t♦✉r♥❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ♣♦sé ♣❛r ❱✐♥❝❡♥t ❏♦st
❛✈❡❝ q✉✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✈❛✐❧❧é✱ s✉r ❧❡s t♦✉rs ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ◆♦s ré♣♦♥s❡s s♦♥t
❡♥❝♦r❡ ♠♦❞❡st❡s✱ ❡t ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦✉s ❧❛✐ss❡ ❡s♣ér❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts
très ✐♥tér❡ss❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ❛♥♥é❡s✳
❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s s✉❥❡ts ❡st tr❛✐té ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❢❛✐t ♣ré❝é❞❡r ❧❡ t♦✉t ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢ ❛♣♣♦rt❛♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s ❝♦♠✲
♠✉♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❧✐st❡r ❧❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t t❤é♦rè♠❡s ✉t✐❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❢éré ❧❡s ♠♦t✐✈❡r✱ ❡t ♣♦✉r ❝♦❧❧❡r
❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❝❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✢♦ts✳
▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✈❡rt✐ ♣♦✉rr❛ s✉r✈♦❧❡r ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐❡s✱ ❛✉ ❞❡♠❡✉r❛♥t ❛ss❡③ ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♥♦✈✐❝❡
❞❡✈r❛✐t✱ s♦✉❤❛✐t♦♥s✲❧❡✱ ② tr♦✉✈❡r ❧❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① r❡q✉✐s✳
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❊♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬✹✻❪✱ ♥♦✉s é❝r✐✈✐♦♥s à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ✢♦ts ✿

❚❤❡ ✜❡❧❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♦❧s ♦❢ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥✱ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ❛♥❞ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✶✳

◆♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣❛r ✉♥ é❝❧❛✐r❛❣❡ ♠✉t✉❡❧
❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✢♦ts✱ ✈♦✐r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té✱
❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ t♦✉t ❡♥ ♣r♦❝✉r❛♥t ❛✉ ❧❡❝t❡✉r
✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❡s♣ér♦♥s ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡t ✐♥tér❡ss❛♥t✳

❉❛♥s s♦♥ ❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st ❧❛
❜r❛♥❝❤❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✈♦✉é❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜✲
❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❈♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡

❊♥tré❡ ✿ H ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ E ✜♥✐✱ f : E → R ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡✳
❙♦rt✐❡ ✿ H ∈ H t❡❧ q✉❡ f(H) =

∑
e∈H f(e) ❡st ♠❛①✐♠❛❧✳

Pré❝✐s♦♥s q✉❡ H ♥✬❡st ♣❛s ❞♦♥♥é ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❧✐st❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✱
♠❛✐s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥❝✐s❡✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱
H s❡r❛ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡
♣r♦♣r✐été ♣ré❝✐s❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ ✉♥ st❛❜❧❡✱ ❧✬❡♥tré❡ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ❥✉st❡ ✉♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t
❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✿ s♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f à
✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t U ⊆ ❉♦♠(f)✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s f(U) =

∑
u∈U f(u)✳

❆✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡
❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L ⊂ Σ∗

s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✜♥✐ Σ✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝✬❡st ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❢♦r♠❡❧❧❡ ♣♦✉r ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✭✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✮✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣❛r ✉♥
❝❛❧❝✉❧ ✜♥✐ s✐ ✉♥ ♠♦t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞♦♥♥é w ∈ Σ∗ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à L✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té

✭❡♥ t❡♠♣s✮ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ♠♦t ❧❡ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❝❡ ♠♦t ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❡t ♥♦✉s
❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ♠♦ts✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉rs✳
❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✐ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❛✐♥s✐ ❜♦r♥é❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦✲

✶❈❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s✬❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣♦❧②é❞r❛❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
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❧②♥ô♠❡✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r♠❡♥t ♣❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té P✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❛♥s P
s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ rés♦✉❞r❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ◆P ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❡rt✐✜❛❜❧❡s ❡♥ t❡♠♣s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦t w ∈ Σ∗✱ w ∈ L
ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦t yw t❡❧ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❝❝❡♣t❡ ❧❡ ♠♦t (w, yw) ❡♥ t❡♠♣s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ w✳ ❊♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧✱ yw ❡st ✉♥ ❝❡r✲
t✐✜❝❛t✱ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ w ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❡t ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉rt❡✳ ❯♥❡ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s q✉❡st✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s ❡♥ ♠❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡s ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ P ⊆ ◆P ❡st ♣r♦♣r❡✳ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡st ♣❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❝♦◆P s✐ s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❞❛♥s ◆P✳
◆♦t♦♥s L(Π) ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ Π✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ Π ∈ ◆P ❡st
◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ s✐ t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ Π′ ❞❡ ◆P s✬② ré❞✉✐t ✿ ♣♦✉r t♦✉t w ∈ Σ∗✱ ✐❧
❡①✐st❡ y ∈ Σ∗ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t t❡❧ q✉❡ w ∈ L(Π′) ss✐ y ∈ L(Π)✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥
❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t s✬② ré❞✉✐t✳
❘❡t❡♥♦♥s q✉❡ P ❡st ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛❞♠✐s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❜✲
❧è♠❡s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts ♥❡ s♦♥t
♣❛s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ rés♦❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✮ ❡st
❝r✐t✐❝❛❜❧❡ ✭❡t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❝r✐t✐q✉é❡✮✱ ♠❛✐s ❡st ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s ❝ôtés s✉✣s❛♠✲
♠❡♥t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧✉✐ ❛❞♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❧é❣✐t✐♠✐té✳ ◆♦✉s ♠❡ttr♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s
✉♥ s❡♥s ♣❧✉s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s✉r ❝❡s ♥♦t✐♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❥✉st✐✜❛♥t ❧❡✉r rô❧❡
♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳
P♦✉r ❝❧♦r❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ t♦✉s ♥♦s ♣r♦❜❧è♠❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝r✐ts ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦ts
s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✭❝❛❧❝✉❧é❡ ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t✮ ❞❡s ♦❜❥❡ts ♠❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡s ét✉❞✐és✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❝❤♦✐s✐ ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ♠é♠♦✐r❡ à ❛❝❝ès

❞✐r❡❝t✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❛✐♥s✐ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳

❉é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ♦❜❥❡t ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ G =
(V,E) ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ s✐ V ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✱ ❡t E ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♣❛✐r❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ V ✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ V s♦♥t ❛♣♣❡❧és s♦♠♠❡ts✱ ❡t ❝❡✉①
❞❡ E s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❛r❝s✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s s♦♥t ❛✐sé♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s
❞❡ss✐♥s ✿ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t✱ ❡t ✉♥ ❛r❝ (u, v) ❡st
r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❞✉ ♣♦✐♥t r❡♣rés❡♥t❛♥t u ✈❡rs ❝❡❧✉✐ r❡♣rés❡♥t❛♥t v✳
P♦✉r ✉♥ ❛r❝ e = (u, v) ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ e ❡st ✉♥ ❛r❝ s♦rt❛♥t ❞❡ u✱ ❡t ✉♥ ❛r❝
❡♥tr❛♥t ❞❡ v✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts u ❡t v s♦♥t ❞✐ts ❛❞❥❛❝❡♥ts s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛r❝ (u, v)
♦✉ (v, u)✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t uv ♣♦✉r ❧✬❛r❝ (u, v)✳ ▲❡s ❛r❝s s♦rt❛♥ts
♦✉ ❡♥tr❛♥ts ❞❡ u s♦♥t ❞✐ts ✐♥❝✐❞❡♥ts à u✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s



✻

❣r❛♣❤❡s s❛♥s ❜♦✉❝❧❡ ✿ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t (v, v) ∈ E✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❣r❛♣❤❡

s✐♠♣❧❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s s❛♥s ❜♦✉❝❧❡ t❡❧s q✉❡ E ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✿ t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡
s♦♠♠❡ts ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s E✳ ■❧ ❛rr✐✈❡ s♦✉✈❡♥t q✉❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❛r❝ ♥✬❛✐t ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✿ G ❡st ❛❧♦rs ❞✐t ♥♦♥✲♦r✐❡♥té✱ ♣❛r
♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ♦r✐❡♥té ✭♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❛✉ss✐ ❞✐❣r❛♣❤❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés✮✱ ❡t
(u, v) ❡t (v, u) s♦♥t ❛❧♦rs ✐❞❡♥t✐✜és ✭❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ E ❛ s❡s é❧é♠❡♥ts
❞❛♥s

(
V
2

)
✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ V ✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té✱ ♥♦✉s

❛♣♣❡❧♦♥s ❛rêt❡s ❧❡s ❛r❝s ✭♣✐❝t✉r❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞❡ss✐♥♦♥s ❞❡s tr❛✐ts ❡t ♥♦♥ ❞❡s
✢è❝❤❡s✮✳ P♦✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ♦r✐❡♥té✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té s♦✉s✲

❥❛❝❡♥t à G ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❧❡s ❛r❝s ❞❡ G✳ G ❡st ❜✐♣❛rt✐ s✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ A, B ❞❡ V t❡❧ q✉❡ E ⊆ A×B✳
◗✉❡❧q✉❡s ❣r❛♣❤❡s ♥♦♥✲♦r✐❡♥tés ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s
♥♦t♦♥s Ki ❧❛ ❝❧✐q✉❡ à i s♦♠♠❡ts✱ Si ❧❡ st❛❜❧❡ à i s♦♠♠❡ts ❡t Ci ❧❡ ❝②❝❧❡ à i
s♦♠♠❡ts✱ ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

✕ Ki = (J1, nK, {uv : u, v ∈ V, u 6= v})✱
✕ Si = (J1, nK, ∅)✱
✕ Ci = (J1, nK, {1n} ∪ {(i, i + 1) : i ∈ J1, n− 1K})✱ ♣♦✉r i ≥ 3✳

▲❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ s✐♠♣❧❡ G = (V,E) ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G =

(V, {uv /∈ E})✳ Pr❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✿ G = G✳ ▲❡
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ Ki ❡st Si✳

▲✬✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s q✉❡st✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ♣♦s❡r ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✭❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té ♦r✐❡♥té✮✱ ❡t ❧✬✉♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣r♦❜❧è♠❡s
ét✉❞✐és ❞ès ❧❡ ❳❱■■■✐è♠❡ s✐è❝❧❡✱ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❧❧❡r ❞✬✉♥
s♦♠♠❡t à ✉♥ ❛✉tr❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❛r❝s✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ ❞✉ ❧❛❜②r✐♥t❤❡ ✿ ❝♦♠♠❡♥t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ✈❡rs ❧❛ s♦rt✐❡✱ ❡t s✐ ♣♦ss✐❜❧❡
✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❄ ❈❡❧❛ ✈❛ ❝♦♥st✐t✉❡r ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❡t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s
❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ P ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛r❝s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
u0u1, u1u2, . . . , un−1un✳ ❙✐ ❧❡s ❛r❝s s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥✳ u0

❡t un s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❡①tré♠✐tés ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✱ ❡t uiui+1, ui+1ui+2, . . . , uj−1uj ❡st
✉♥ s♦✉s✲❝❤❡♠✐♥ ❞❡ P ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦r✐❡♥té✱ u0 ❡st ❛♣♣❡❧é ♦r✐❣✐♥❡ ♦✉ s♦✉r❝❡

❞✉ ❝❤❡♠✐♥✱ ❡t un ❡st ❛♣♣❡❧é ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♦✉ ♣✉✐ts✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ (u, v)✲❝❤❡♠✐♥
✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ u ❡t ❞❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ v✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡st
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❝s ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t✳ ▲❡s ❛❞❥❡❝t✐❢s ❝♦✉rt ❡t ❧♦♥❣ ❢♦♥t ré❢ér❡♥❝❡ à
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s✳ ❯♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❡st ❢❡r♠é❡ s✐ s❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés s♦♥t
✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❙✐ ❡♥ ♣❧✉s ❝✬❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s P−1

❧❡ ❝❤❡♠✐♥ unun−1, . . . , u2u1, u1u0 ❞✉ ❣r❛♣❤❡
←−
G = (V, {uv : vu ∈ E(G)})✱

❡t s✐ Q = v0v1, . . . vp−1vp ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❛✈❡❝ v0 = un✱ PQ ❡st ❧❡ ❝❤❡♠✐♥



✵✳✶ ●r❛♣❤❡s ❡t ❝♦♥♥❡①✐té ✼

u0u1, . . . , un−1un, v0v1, . . . , vp−1vp✳ ❯♥ (A, B)✲❝❤❡♠✐♥✱ ♣♦✉r A, B ⊆ V ❡st
✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞♦♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à A ❡t ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ à B✳
P♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ H ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s✮✱
♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s V (H) ❡t E(H) ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❞✬❛r❝s r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t✱ ❝♦✉✈❡rts ♣❛r ❝❡t ♦❜❥❡t✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❧❛❜②r✐♥t❤❡ s✬é❝r✐t ✿

P❧✉s ❈♦✉rt ❈❤❡♠✐♥

❊♥tré❡ ✿ G ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ u ❡t v ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ G✳
❙♦rt✐❡ ✿ P ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt (u, v)✲❝❤❡♠✐♥ ❞❡ G

P❛r❢♦✐s✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ♥♦✉s s✉✣t✳
◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭tr♦✉✈❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥✮ ❡t
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ✭tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦ût ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ❧❛
❜♦r♥❡✱ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✢♦ts tr❛✐t❡ ❞✬✉♥ ❛s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s✱
❡t ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G ❡st ❞✐t ❝♦♥✲

♥❡①❡s s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts u ❡t v ❞❡ G✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ (u, v)✲❝❤❡♠✐♥
❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❞❡ G✱ ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡s s✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ (u, v)✲❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s G✳ ▲❛ ❝♦♥♥❡①✐té ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té ❡st ✉♥ ❛s♣❡❝t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧
❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ▼❛✐s ♥♦tr❡ ✐♥térêt ét❛♥t ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s✱ ❧❛
❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s❡ r❛♠è♥❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❡✉r ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ✿ ❧❡
❣r❛♣❤❡ ❞é✜♥✐ s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❧❡s ❛r❝s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳

■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ (s, t)✲✢♦t ✭❡♥t✐❡r✮ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ (s, t)✲❝❤❡♠✐♥s
❞✐s❥♦✐♥ts ✭❞✐s❥♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛r❝s ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❝❤❛q✉❡
❝❤❡♠✐♥ s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✮✳ s ❡st ❛♣♣❡❧é s♦✉r❝❡ ♦✉ ♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ✢♦t✱ ❡t t ❡st ❛♣✲
♣❡❧é ♣✉✐ts ♦✉ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s ❡st ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♥✬❡st q✉✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡
✢♦t✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡ s✉r ❧❡s ❛r❝s✱
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✭✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ♣❧✉tôt ❞✬✉♥ ❞é❜✐t ♠❛①✐♠❛❧✮
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛r❝✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ❛r❝ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛ss❡r ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s
q✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❡t ❛r❝✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✢♦t✳
❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t ♣r❡♥♦♥s s ❡t t ❞❡✉① ❞❡ s❡s s♦♠♠❡ts✳ ◆♦t♦♥s Pst ❧✬❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❞❡s (s, t)✲❝❤❡♠✐♥s ❞❡ G ✿



✽

❋❧♦t ❊♥t✐❡r ▼❛①✐♠✉♠

❊♥tré❡ ✿ G ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ s ❡t t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ G✱ c : E(G)→ N✳
❙♦rt✐❡ ✿ ▼❛①✐♠✐s❡r |P |✱ ♣♦✉r P ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ (s, t)✲❝❤❡♠✐♥s✱ t❡❧s q✉❡
t♦✉t ❛r❝ e ∈ E(G) ❡st ❞❛♥s ❛✉ ♣❧✉s c(e) ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ P ✳

❊♥ ♥♦t❛♥t ❧❡ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ χ ∈ N
Pst

s✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ Pst✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ é♥♦♥❝é❡ s✬é❝r✐t ✿

P♦✉r t♦✉t e ∈ E(G)✱
∑

e∈P∈Pst

χP ≤ c(e)

P❧✉s t❛r❞✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❡s ✢♦ts ♠✉❧t✐✲❝♦♠♠♦❞✐tés ✿ s♦✐❡♥t (s1, t1), . . . , (sk, tk)
♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛✐r❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G✳ ❯♥ ♠✉❧t✐✢♦t ❡♥t✐❡r ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s Ps1t1∪. . .∪Psktk ✱ t❡❧ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛r❝ e ❛♣♣❛rt✐❡♥t à
❛✉ ♣❧✉s c(e) ❞❡ ❝❡s ❝❤❡♠✐♥s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❡ ♣❛rt✐ ❞❡ tr❛✐t❡r
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ q✉❡s✲
t✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s H ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ❛r❝s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡s (si, ti)i ✿

▼✉❧t✐❢❧♦t ❊♥t✐❡r

❊♥tré❡ ✿ G ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ H ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ V (H) ⊆ V (G)✱ r : E(H) → N✱
w : E(G)→ N✳
❙♦rt✐❡ ✿ ❊①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ G ❝♦♥t❡♥❛♥t r(uv)
(u, v)✲❝❤❡♠✐♥s ♣♦✉r t♦✉t uv ∈ E(H)✱ t❡❧ q✉❡ t♦✉t ❛r❝ e ∈ E(G) ❡st ✉t✐❧✐sé
♣❛r ❛✉ ♣❧✉s w(e) ❞❡ ❝❡s ❝❤❡♠✐♥s ❄

✵✳✷ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥s

▲✬✉♥❡ ❞❡s ✐❞é❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❡♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❆✳ ❙❝❤r✐❥✈❡r ❞❛♥s s♦♥
❧✐✈r❡ ❬✺✼❪ ✿ ✏❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r♠s t❤❡ ❤✐♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✲
r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✑✷✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ très tôt ♣❛r ❍✐t❝❤❝♦❝❦ ❬✷✹❪ ♣♦✉r
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ tr❛♥s❜♦r❞❡♠❡♥t✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ✢♦t✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐✲
♥é❛✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ✈✐❡♥t✳ ❯♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❡st ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ R

n ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ P = {x : Ax ≤ b} ❛✈❡❝ A ♠❛tr✐❝❡ m× n

✷❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❧❛ ❝❤❛r♥✐èr❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡



✵✳✷ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥s ✾

❡t b ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m✳ ❯♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ax ≤ β ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r
P s✐ ❡❧❧❡ ❧✬❡st ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ P ✳ H = {x : ax ≤ β} ❡st ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥

s✉♣♣♦rt ❞❡ P s✐ ax ≤ β ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r P ❡t P ∩ H 6= ∅✳ ❯♥❡ ❢❛❝❡ ❞❡ P ❡st
❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ P ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡ s❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s s✉♣♣♦rt✳ ❙✐ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❝♦♥t✐❡♥t
✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❛♣♣❡❧é s♦♠♠❡t ❞❡ P ✳ ❯♥ ♣♦✐♥t ❡①trê♠❡ v ❞✬✉♥
❝♦♥✈❡①❡ Q ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦♥✈(Q−v)
❞❡s ❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ Q✳ ❯♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❡st ❞✐t ❞❡ ♣❧❡✐♥ r❛♥❣ s✐ s♦♥ ✐♥tér✐❡✉r ❡st
♥♦♥✲✈✐❞❡✳ ❯♥ ♣♦❧②t♦♣❡ ❡st ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ R

n✳ ▲❡s ♣♦❧②t♦♣❡s s♦♥t ❧❡s ♣♦❧②è❞r❡s ❜♦r♥és✳ ❯♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❡st ❡♥t✐❡r s✐
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❡s ❢❛❝❡s ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❡♥t✐❡r ✭à ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡♥t✐èr❡s✮✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ ♣♦❧②t♦♣❡ ❡♥t✐❡r ❡st ✉♥ ♣♦❧②t♦♣❡ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t
❡♥t✐❡rs✳ P♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t x0 ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞❡ {x : Ax ≤ b}✱ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s❡rré❡s

✭♦✉ ❛❝t✐✈❡s✮ s♦♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés aix ≤ bi ❞✉ s②stè♠❡ Ax ≤ b ❛tt❡✐♥t❡s ❛✈❡❝
é❣❛❧✐té ♣❛r x0✳ ▲♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛✉r❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✱ ♣♦✉r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡
c✱ ♥♦✉s ♦♠❡ttr♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❡❝t❡✉r ❧✐❣♥❡ cT ✱ ❡t
♥♦t❡r♦♥s ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡♠❡♥t c✳

❯♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈✲
❛♥t❡ ✿

max{cx : Ax ≤ b}

♦ù A ∈ R
m×n ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✱ b ∈ R

m ❡t c ∈ R
n s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs✳ x ❡st

✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥♥é❡✳ ●é♦♠étr✐q✉❡✲
♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥ ❞✬❤②♣❡r❡s♣❛❝❡s✮✱ q✉✐ s♦✐t ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧❡ ✈❡❝t❡✉r c✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡❧ ♣♦✐♥t ✭❝❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣♦❧②è❞r❡
♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✈✐❞❡ ♦✉ ✐♥✜♥✐✮✱ ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ ❞❡ s❡s ❢❛❝❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❋❧♦t ▼❛①✐♠✉♠ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é✱ ❧❡s ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ◆♦t♦♥s ♣r♦✈✐s♦✐r❡♠❡♥t P
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ G✱ ❡t réé❝r✐✈♦♥s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿

max 1x t❡❧ q✉❡ ✭✶✮
∑

P∈P,e∈P xP ≤ w(e) (∀e ∈ E(G))

xP ≥ 0 (∀P ∈ P)

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ✐♥❞✐✛ér❡♠❡♥t 1 ♣♦✉r ❧❡ ré❡❧ ♦✉ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
❞♦♥t t♦✉s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t 1✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ✭✶✮ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ x✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s



✶✵

♣r✐s✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✈❛✐❡♥t ❞é❥à été ❢♦r♠✉❧é❡s ❛✐♥s✐✱ s❡✉❧ ❡st ❛❥♦✉té ❧❛ ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té✱ ♣✉✐sq✉❡ χ ét❛✐t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐✲
❡♥s❡♠❜❧❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✶✮✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✿ ✐❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r❡❧❛①é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦t✱ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ré✲
s♦✉❞r❡✳ ❯♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ❡st ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❛✉q✉❡❧ ❡st ❛❥♦✉té ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧✐té ✿ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✐♥❝♦♥♥✉ ❡st ❝❤♦✐s✐
❡♥t✐❡r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ✢♦ts ✿

max 1x t❡❧ q✉❡ ✭✷✮
∑

P∈P,e∈P xP ≤ w(e) (∀e ∈ E(G))

x ∈ N
P

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❡♥t✐èr❡ ♦✉ r❡❧❛❝❤é❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❞✬✐♥❝♦♥♥✉s✮ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ (s, t)✲❝❤❡♠✐♥s✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡
très ❣r❛♥❞ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à s✐❣♥❛❧é✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞✬❡s♣ér❡r
tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ s✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❞é❥à tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✐❝✐✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t✮✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞♦♥s ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s
❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ❛r❝✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❡♥s✉✐t❡
❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✢♦t t❡❧ q✉✬❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❛r❝ ❡st ❜✐❡♥ ❞❛♥s
❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡①❛❝t ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ✢♦t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r ❛r❝✱ ❡t
♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ♥♦✉s
❛❥♦✉t♦♥s ✉♥ ❛r❝ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ts à E(G)✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❡r♦♥s h✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❝❛♣❛❝✐té ✐♥✜♥✐❡✱ ❡t ♥♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧♦♥s ❛r❝ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❡s (s, t)✲❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❝②❝❧❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r
❧✬❛r❝ h✳ ❯♥ ✢♦t ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ✭✉♥❡
❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✮✱ ❡t ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r h

◆♦✉s ♥♦t♦♥s δ+(X) ♣♦✉r t♦✉t X ⊆ V ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❝s uv ∈ E(G)
❛✈❡❝ u ∈ X✱ v /∈ X ❡t δ−(X) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❝s uv ∈ E(G) ❛✈❡❝ u /∈ X✱
v ∈ X✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s δ+(u) = δ+({u})✱ ❡t δ−(v) =
δ−({v})✳ δ+(X) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❝s s♦rt❛♥ts ❞❡ X✱ δ−(X) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❛r❝s ❡♥tr❛♥ts ❞❡ X✳ δ(X) = δ+(X)∪ δ−(X) ❡st ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ G ❡♥❣❡♥❞ré❡
♣❛r ❧❡ ❜♦r❞ X✳ ❙✐ X ⊂ V (G) ❝♦♥t✐❡♥t u ♠❛✐s ♣❛s v✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ δ(X) ❡st ✉♥❡



✵✳✷ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥s ✶✶

(u, v)✲❝♦✉♣❡✳ ❙✐ δ−(X) = ∅✱ δ+(X) ❡st ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ♦r✐❡♥té❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
δ(X, Y ) = {uv ∈ E(G) : u ∈ X, v ∈ Y } ❡t d(X,Y ) = |δ(X, Y )|✳ ▲❡ ✈♦✐s✐✲
♥❛❣❡ N(U) ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡st {v /∈ U : ∃u ∈ U/uv ∈ E(G)}✱
N(u) = N({u})✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ✿

max xh t❡❧ q✉❡∑
e∈δ+(u) xe =

∑
e∈δ−(u) xe (∀u ∈ V (G))

ce ≥ xe ≥ 0 (∀e ∈ E(G))

✭✸✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦rt❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦✉
❧♦✐ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✱ ♣❛r ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① ❧♦✐s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① é❧❡❝tr✐q✉❡s✱ q✉✐ s♦♥t
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✢♦ts✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✺✵❪✳ ❈❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①♣r✐♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s q✉✐ ❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ s♦♠✲
♠❡t ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s q✉✐ ❡♥ s♦rt❡♥t✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ (s, t)✲
❝❤❡♠✐♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❛✉ss✐ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❣❡♥r❡ ❞❡ t❤é♦rè♠❡ ❛♣♣ré❝✐é ❡♥ ♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦❜❥❡t ss✐ ✉♥ ❛✉tr❡ ♦❜❥❡t ♥✬❡①✐st❡
♣❛s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✷✳✶✳ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ s ❡t t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡

G✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ (s, t)✲❝❤❡♠✐♥ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ (t, s)✲❝♦✉♣❡
♦r✐❡♥té❡✳

▲❛ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✢♦ts ✿ s♦✐t C
✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ G✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t U ⊂ V (G)✱ |δ+(U) ∩ C| = |δ−(U) ∩ C|✳
❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t U ♣❛r ❧❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛
s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❧❡s ❝②❝❧❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ✢♦ts✳ ❘é✲
❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❡♥t✐❡rs ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ✭✸✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✷✳✷✳ ❙♦✐t x ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡ ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✸✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ (s, t)✲✢♦t P ❞❛♥s G t❡❧ q✉❡ x(e) = |{P : e ∈ P}|✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✷✳✶ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥
✢♦t ❡♥t✐❡r |P| ❞❛♥s (G, x)✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Gf ✱
♦❜t❡♥✉ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❞❡ G ❧❡s ❛rêt❡s e t❡❧❧❡s q✉❡ f(e) = 0✱ ❛✈❡❝ f(e) =
x(e) − |{P ∈ P : e ∈ P}| s✐ e ∈ E(G)✳ ◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs s♦✐t ✉♥
❝❤❡♠✐♥ s✐♠♣❧❡ à r❛❥♦✉t❡r à P✱ s♦✐t ✉♥❡ (s, t)✲❝♦✉♣❡ ♦r✐❡♥té❡ f(δ−(X)) = 0✱
♠❛✐s ♣✉✐sq✉❡ f ✈ér✐✜❡ ❛✉ss✐ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✢♦t✱ f(h) = 0 ❞♦♥❝
|P| = x(h)✳

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦❧②è❞r❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❉❛♥s



✶✷

❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✸✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é♣❡♥❞ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦♠✲
❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ R

E ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭r❡❧❛①é✮ ✭✸✮✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✈✐♦❧é❡✱ ❝❡ q✉✐ s✬❛♣♣❡❧❧❡ sé♣❛r❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡✳ ▲❛ ♠ét❤✲
♦❞❡ ❞❡s ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡s✱ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ♣❛r ●röts❝❤❡❧✱ ▲♦✈ás③ ❡t ❙❝❤r✐❥✈❡r ❬✷✷❪✱
♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ♥♦✉s ♣♦ssé❞♦♥s
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✢♦ts✱ ♥♦✉s ♣♦✉✲
✈♦♥s ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ❛✐♥s✐ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡❧❛①é✱ ♠❛✐s
♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❡♥t✐èr❡s ✿ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t
✐❞é❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉✈♦✐r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✸✮
s♦♥t ❡♥t✐❡rs ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦t
♠❛①✐♠✉♠✳

✵✳✸ ❉✉❛❧✐té ❡t t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❡♥❣❡r

❉❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✷✳✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ✿
s♦✐t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ (s, t)✲❝❤❡♠✐♥✱ s♦✐t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ (s, t)✲❝♦✉♣❡ U ❛✈❡❝ δ+(U) = ∅✱
❡t s❡✉❧❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡st ✈r❛✐❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥ (s, t)✲
❝❤❡♠✐♥ ❡t q✉✬✐❧ ♥✬❡♥ ❡①✐st❡ ♣❛s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ♥♦♥✲
❡①✐st❡♥❝❡✱ ♣❛r ✉♥❡ (s, t)✲❝♦✉♣❡ Y ❛✈❡❝ δ+(Y ) = ∅✳ ■❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡
♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✱ q✉❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r s♦♥ ✐♥❡①✐st❡♥❝❡✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r
❧✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❝❡t ♦❜❥❡t✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉t rés✉❧t❛t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬♦❜❥❡ts r❡✈êt ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ❱♦②♦♥s
✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s s✉❜t✐❧✱ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ❜✐❡♥ ❡♥ ❡①♣❧✐✲
q✉❡r ❧✬✐♥térêt✱ ❡t q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ■❧ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✢♦t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞♦♥♥é❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✶ ✭▼❡♥❣❡r✱ ✶✾✷✼✮✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ s ❡t t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts

❞❡ G✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ (s, t)✲❝❤❡♠✐♥s ❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥ts ❡st é❣❛❧ ❛✉

❝❛r❞✐♥❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥❡ (s, t)✲❝♦✉♣❡ s♦rt❛♥t❡✳

❘❡❢♦r♠✉❧♦♥s ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ k (s, t)✲❝❤❡♠✐♥s ❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥ts ss✐ ✐❧
♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ (s, t)✲❝♦✉♣❡ C ❛✈❡❝ δ+(C) < k✳ ❯♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♦❜❥❡t✱ ❡st
❛♣♣❡❧é ❜♦♥♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❊♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ♦❜❥❡t ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡
◆P∩ ❝♦◆P✱ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞✬êtr❡
✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡



✵✳✸ ❉✉❛❧✐té ❡t t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❡♥❣❡r ✶✸

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ✜♥❡ ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ét✉❞✐é✳ ❘❡✈❡♥♦♥s à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ✢♦t✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✱
♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t ✭s❛✉❢ s✐ P = ◆P✮ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❜♦♥♥❡
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✱ ♠❛✐s ♥♦✉s
❡♥ ❛✈♦♥s ✉♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

▲❡♠♠❡ ✵✳✸✳✷ ✭❋❛r❦❛s ❬✶✷❪✮✳ ❙♦✐t ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ P = {x ∈ R
n : Ax ≤ b}✱

❞é✜♥✐ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❆❧♦rs P ❡st ✈✐❞❡ ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r

y ∈ R
m
+ t❡❧ q✉❡ yA = 0 ❡t yb < 0✳

P♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝♦♠♠❡ ❝❡❝✐ ✿
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r k ss✐ ❧❡ ♣♦❧②è❞r❡ P = {x ∈ R

n : Ax ≤ b, cx ≥
k} ❡st ♥♦♥✲✈✐❞❡✳ ❘éé❝r✐✈♦♥s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ✭✶✮✱ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥ ✢♦t ❞❡ t❛✐❧❧❡ k ✿

∑

e∈P

xP ≤ ce (∀e ∈ E(G)) ✭✹✮

−xe ≤ 0 (∀e ∈ E(G)) ✭✺✮

−1 · x ≤ −k ✭✻✮

❉❡ ❝❡tt❡ é❝r✐t✉r❡✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✵✳✸✳✷✱ ❧❛ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ éq✉✐✈❛✉t
❞♦♥❝ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs y ∈ R

E
+✱ z ∈ R

Pst
+ ❡t w ∈ R t❡❧ q✉❡ ✿

{ ∑
e∈P ye ≥ w (∀P ∈ Pst)∑
e∈E ceye < kw

✭✼✮

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✭✼✮ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ w ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt (s, t)✲❝❤❡♠✐♥✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❡st ❞♦♥❝ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à kw✱ ♠❛✐s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞♦♥♥❡ ❥✉st❡✲
♠❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ kw s✉r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛r❝✱
♠✉❧t✐♣❧✐é❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s ❛r❝s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

kw ≤
∑

e∈E

xece ≤
∑

e∈E

yece < kw ✭✽✮

♣♦✉r t♦✉t ✢♦t x ❞❡ k ❝❤❡♠✐♥s✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧ q✉❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ y ❡t w ❡♠♣ê❝❤❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✢♦t ❞❡ t❛✐❧❧❡ k✱ ♠❛✐s ❧❛
ré❝✐♣r♦q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥t✉✐t✐✈❡✳
◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞♦♥♥é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠✉❧t✐✲
✢♦t ❡♥t✐❡r✳ P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠✱



✶✹

♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉r ❧❡s (si, ti)✲❝❤❡♠✐♥s✱
❡t ❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ❛r❝ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ◆♦t♦♥s ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ z s✉r ❧❡s ❛r❝s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ λz(u, v) = minP∈Puv z(P ) ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt (u, v)✲❝❤❡♠✐♥✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡
❧❡ ▲❡♠♠❡ ✵✳✸✳✷ ♥♦✉s ♦❜t✐❡♥❞r✐♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱ ♣♦♣✉❧❛r✐sé s♦✉s ❧❡ ♥♦♠
❞❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❏❛♣♦♥❛✐s ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✸ ✭❖♥❛❣❛✱ ❑❛❦✉s❤♦ ❬✹✽❪✮✳ ❙♦✐t (G, c, (si, ti)i∈I , (ri)i∈I) ✉♥❡

✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦t ❡♥t✐❡r ♥✬❛❞♠❡tt❛♥t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆❧♦rs✱

✐❧ ❡①✐st❡ z : E(G)→ R
+ t❡❧ q✉❡ ✿

∑

e∈E

ceze <
∑

i∈I

riλz(si, ti) ✭✾✮

▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st é✈✐❞❡♥t❡ ✿ s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r z :
E(G) → R+✱ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ (si, ti)✲❝❤❡♠✐♥s ❝❤❛❝✉♥ ♣❧✉s
❧♦♥❣ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ λz(si, ti)✱ ❞♦♥❝ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r
❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞r♦✐t ❞❡ ✭✾✮✳ ▲❡ ♠❡♠❜r❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r
t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés✳

❘❡✈❡♥♦♥s ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✵✳✸✳✷ ✿ {x : Ax ≤ b ∧ cx ≥ k} ❡st ✈✐❞❡ ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣♦s✐t✐❢ y t❡❧ q✉❡ yA = c ❡t yb < k✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
❡♥✈✐❡ ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r y ♠✐♥✐♠✐s❛♥t yb✱ ❝❛r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r❛✐t
❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ♥♦tr❡ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✉❛❧ ❞❡ max{cx : Ax ≤ b}
♣❛r ✿

min{yb : y ∈ R
+ ∧ yA = c} ✭✶✵✮

❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡❧❛ ♠è♥❡ à ✉♥ rés✉❧t❛t très ❢♦rt✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✸✳✹ ✭✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❬✻✷❪✱ ●❛❧❡✱ ❑✉❤♥ ❡t ❚✉❝❦❡r ❬✶✽❪✮✳ P♦✉r t♦✉t

A✱ c ❡t b ✿

max{cx : Ax ≤ b} = min{yb : y ∈ R
+ ∧ yA = c} ✭✶✶✮

♣♦✉r✈✉ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♦♣t✐♠✉♠s s♦✐t ✜♥✐✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s♦✐❡♥t x t❡❧ q✉❡ Ax ≤ b ❡t y ≥ 0 t❡❧ q✉❡ yA = c✱ ❛❧♦rs x ❡t y s♦♥t
❞❡s ♦♣t✐♠❛✉① ss✐ y(Ax− b) = 0✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s é❝❛rts ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳



✵✳✹ ❯♥✐♠♦❞✉❧❛r✐té ❡t ♠❛①✲✢♦t✲♠✐♥✲❝♦✉♣❡ ✶✺

❘❡♣r❡♥♦♥s ♥♦s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❞♦♥♥♦♥s ❧❡✉rs ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✉❛❧❡s✳
P♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

min y · c s✳t✳ ✭✶✷✮
∑

e∈P

ye ≥ 1 (∀P ∈ Pst)

ye ≥ 0 (∀e ∈ E(G))

❈✬❡st ❞é❧✐❝❛t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❝❡
♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ♠❛✐s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t ❡♥t✐❡r ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡ ❞é✜♥✐
♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ {e ∈ E(G) : ye ≥ 1} ✐♥t❡rs❡❝t❡ t♦✉s
❧❡s (s, t)✲❝❤❡♠✐♥s✱ ❞♦♥❝ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❛r❝s s♦rt❛♥ts ❞✬✉♥❡ (s, t)✲❝♦✉♣❡✳ ❉♦♥❝✱ ❧❡s
♣♦✐♥ts ❡♥t✐❡rs ♠✐♥✐♠❛✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s (s, t)✲❝♦✉♣❡s✳ ❙✐ ♥♦✉s ❛rr✐✈♦♥s
à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡ ♥♦s ❞❡✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✭♣r✐♠❛❧ ❡t ❞✉❛❧✮ s♦♥t
❡♥t✐❡rs✱ ♥♦✉s ♦❜t✐❡♥❞r♦♥s ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣♦♥❞éré❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❡♥❣❡r✳
▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉r ❧❡s ❛r❝s ❞♦♥♥❡ ✿

min y · c s✳t✳ ✭✶✸✮

ye ≥ 0 (∀e ∈ E(G) \ {h})

yuv = zu − zv (∀e = uv ∈ E(G) \ {h})

xs = 1 ∧ xt = 0

❇✐❡♥ sûr✱ ✐❝✐ ❛✉ss✐ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❡♥t✐❡rs r❛♠è♥❡ à ❞❡s (s, t)✲
❝♦✉♣❡s✳

❯♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❞❡ t❡♥t❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✿
ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ x ✭♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡✮✱
❡①♣r✐♠❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ~u✱
t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ε > 0✱ ❛✈❡❝ x + ε~u ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❡t cu ♣♦s✐t✐❢✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r✐♠❛❧❡✲❞✉❛❧❡✱ ❡t ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t
❞❡ ♥♦t❡r q✉✬❡❧❧❡ ❛ ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr❛♥s❜♦r❞❡♠❡♥t✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦t✳ ❊❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❛✉① ✢♦ts✱ ❞♦♥♥❛♥t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋♦r❞✲❋✉❧❦❡rs♦♥✳

✵✳✹ ❯♥✐♠♦❞✉❧❛r✐té ❡t ♠❛①✲✢♦t✲♠✐♥✲❝♦✉♣❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é q✉❡ s✐ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é✲
❛✐r❡ ❡t ❞❡ s♦♥ ❞✉❛❧ s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❡♥t✐❡rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝❛r❛❝tér✐✲



✶✻

s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té✳
❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ✉t✐❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❡st ❡♥t✐❡r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✐ t♦✉t❡s s❡s
❢❛❝❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❡♥t✐❡r✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣❡✉t êtr❡
❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❈r❛♠❡r✱ ❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡
❧❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ❞❡s ✢♦ts ❡st ❡♥t✐❡r✳
❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥t✐èr❡ A ∈ N

m×n ❡st ❞✐t❡ ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡ s✐ s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st
±1✱ ❡t t♦t❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡ s✐ t♦✉t❡ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞❡ A ❛ ❞ét❡r♠✐✲
♥❛♥t −1✱ 0 ♦✉ 1✳

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✹✳✶✳ ❙♦✐t P = {x : Ax ≤ b} ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡✱ ❛✈❡❝ A t♦t❛❧❡♠❡♥t

✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡t b ❡♥t✐❡r✳ ❆❧♦rs P ❡st ❡♥t✐❡r✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❡sq✉✐ss♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♣♦❧②è❞r❡ ❡st ❞❡ ♣❧❡✐♥
r❛♥❣✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧✬✐♥t❡rs❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡ n ❤②♣❡r♣❧❛♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉♣♣♦rts ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ A′ ❞❡ A✱ ❞❡ r❛♥❣ n✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ n ❧✐❣♥❡s ❞❡ A t❡❧❧❡ q✉❡
A′x = b ❡t det A′ 6= 0✳ ❉♦♥❝ x = A′−1b✱ ♦r ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❈r❛♠❡r✱ ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ A′−1 s♦♥t ❡♥t✐❡rs ♣✉✐sq✉❡ det A′ ∈ {−1, 1}✱ ❞♦♥❝ x ❡st ❡♥t✐❡r✳

❙♦✐t M ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s♦♠♠❡ts✲❛r❝s ❞❡ G✱ ✐✳❡✳ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

mw,uv =





1 s✐ v = w✱
−1 s✐ u = w✱
0 s✐♥♦♥✳

❙♦✐t P = {x : Mx = 0, x ≥ 0, x ≤ c} ❧❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ❞❡s ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ G✱
♦ù c ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té✳ ◆♦✉s r❡❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❞❛♥s Mx = 0 ❧❡s ❧♦✐s
❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s♦♠♠❡t v ❡st (χδ−(v) +
χδ+(v))x = 0✳ M ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡ ✿ ✉♥❡ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ G✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ M ❛ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❛♥s
{−1, 0, 1}✳ ❖r✱ s✐ G ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ✭♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♦r✐❡♥té✮✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
❡st ♥✉❧ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ♦♥t ✉♥❡ s♦♠♠❡ ♥✉❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
❝♦❡❡✜❝✐❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿ 1 s✐ ❧✬❛r❝ ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞✉ ❝②❝❧❡✱ −1 s✐♥♦♥✳ ❊t
s✐ G ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t s❡❧♦♥ ❧❡s s♦♠♠❡ts
❞❡ ❞❡❣ré 1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠ê♠❡ q✉❡ ✿




M
I
−I


 ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡✳



✵✳✹ ❯♥✐♠♦❞✉❧❛r✐té ❡t ♠❛①✲✢♦t✲♠✐♥✲❝♦✉♣❡ ✶✼

❉♦♥❝ s✐ c ❡st ❡♥t✐❡r✱ t♦✉t❡ ❢❛❝❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❡♥t✐❡r✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥✜r♠❡
❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞✉ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠✱ ❡t ❞❡ s♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✉❛❧✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s
❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✹✳✷ ✭▼❛①✲❋❧♦t✲▼✐♥✲❈✉t✮✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ (s, t)✲✢♦t ♠❛①✐♠✉♠

❞❡ G ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ❞✬✉♥❡ (s, t)✲❝♦✉♣❡
s♦rt❛♥t❡✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❡rré❡s
✭❛tt❡✐♥t❡s ❛✈❡❝ é❣❛❧✐té✮ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❡rré❡s ❡st ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r
❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞✉ s♦♠♠❡t✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❡♥✈✐❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉♥✐✲
♠♦❞✉❧❛r✐té t♦t❛❧❡✳ ❯♥ s②stè♠❡ Ax ≤ b ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡

✭▲❙❯✮ ❡♥ ✉♥ s♦♠♠❡t x0 s✐ ❧❛ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ❞❡ A ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s❡rré❡s ❡♥ x0 ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ n× n ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ±1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❞♦♥❝ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ❡♥t✐èr❡✱ s✐ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t ❡♥ ✉♥
s♦♠♠❡t ❡t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ Ax ≤ b ❡st ▲❙❯ ❡♥ ❝❡ s♦♠♠❡t✱ ❝❡ s♦♠♠❡t ❡st
❡♥t✐❡r✱ ♣❛r ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❛r❣✉♠❡♥ts✳

◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥ s②stè♠❡ Ax ≤ b ❡st t♦t❛❧✲❞✉❛❧ ❡♥t✐❡r ✭❚❉■✮ s✐ A ❡t b
s♦♥t r❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥t✐❡rs c✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✿

min{yb : y ≥ 0, yA = c}

❡st ❛tt❡✐♥t ♣❛r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ y ❡♥t✐èr❡✱ s✐ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ✜♥✐✳ ▲✬✐♥térêt rés✐❞❡
❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✹✳✸ ✭❊❞♠♦♥❞s ❡t ●✐❧❡s ❬✶✵❪✮✳ ❙✐ Ax ≤ b ❡st ❚❉■ ❡t b ❡♥t✐❡r✱

❛❧♦rs {x : Ax ≤ b} ❡st ❡♥t✐❡r✳

❙♦✐t Ax ≤ b ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t c ∈
Z

m t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✉❛❧ min{yb : yA = c, y ≥ 0} ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉✬✉♥❡ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ n× n ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲
♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ A ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥✲♥✉❧s ❞❡ y s♦✐t
t♦t❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡✳ ❆❧♦rs ❝❡ s②stè♠❡ Ax ≤ b ❡st ❚❉■✳ ❈❡❝✐ ❢♦✉r♥✐t
✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦✉r❛♥t ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ✿ ✐❧
s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ❞✉❛❧ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ✉♥❡
s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s s②stè♠❡s
❢♦rt❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡ ✭▲❙❚❯✮ ❡♥ ✉♥ s♦♠♠❡t s✐ ❧❛
s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❡rré❡s ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡✳ ❊♥ rés✉♠é ✿



✶✽

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✹✳✹ ✭❬✶✵❪✱ ❬✷✵❪✱❬✷✺❪ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ✈♦✐r ❬✺✸❪✮✳ ❙♦✐t S := Ax ≤ b
✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❡t s♦✐❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

(i) A ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡✱

(ii) S ❡st ▲❙❚❯ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t✱

(iii) S ❡st ❚❉■✱

(iv) S ❡st ▲❙❯ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t✱

(v) P = {x : Ax ≤ b} ❡st ❡♥t✐❡r✳

❆❧♦rs✱ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣❧❡✐♥ r❛♥❣✱ (i) =⇒ (ii)✱ (ii) =⇒ (iii)✱ (iii) =⇒
(iv) ❡t (iv) =⇒ (v)✳

◆♦t♦♥s q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ré❝✐♣r♦q✉❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ♥✬❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ s②s✲
tè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ♣❧❡✐♥ r❛♥❣✱ ❞❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❡①✐st❡♥t✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♣♦❧②é❞r❛✉① ❡♥ t❤é♦r✐❡
❞❡s ✢♦ts✳ ◆♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲✉❝❝❤❡s✐ ❡t ❨♦✉♥❣❡r ❬✸✻❪
q✉✐ s❡ ♣r♦✉✈❡ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐ ❡st ▲❙❚❯ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✹✳✺ ✭▲✉❝❝❤❡s✐ ❡t ❨♦✉♥❣❡r✮✳ ▲❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧

♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❝♦✉♣❡s ♦r✐❡♥té❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡

❝♦✉♣❡s ♦r✐❡♥té❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s✳

min{|E| : ∀U ⊂ V (G), δ−(U) = ∅ ⇒ δ+(U) ∩ E 6= ∅}

= max{|C| : C ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s ♦r✐❡♥té❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s} ✭✶✹✮

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r é❝r✐r❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❡♥t✐èr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❞❡ ❝♦✉♣❡s ✿

min c · x s✳t✳ ✭✶✺✮

xa ≥ 0
∑

a∈δ+(U)

xa ≥ 1 (∀U ⊂ V, δ−(U) = ∅)

▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❡♥t✐❡rs ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛r❝s ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ✜♥✐ ✭♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs s♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t t♦✉s ❛✉ ♣❧✉s 1✮✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞
t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ ♥♦♥✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❞❡ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs ❛✈❡❝ ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❝♦✉♣❡s ♦r✐❡♥té❡s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❞❡ ❝♦✉✈❡r✲



✵✳✹ ❯♥✐♠♦❞✉❧❛r✐té ❡t ♠❛①✲✢♦t✲♠✐♥✲❝♦✉♣❡ ✶✾

t✉r❡s ❞❡ ❝♦✉♣❡s ♦r✐❡♥té❡s✳ ➱❝r✐✈♦♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✉❛❧ ✿

max 1 · y s✳t✳ ✭✶✻✮

yU ≥ 0 (∀U ⊂ V, δ+(U) = ∅)
∑

U,e∈δ+(U),δ−(U)=∅

yU ≤ ce (∀e ∈ E)

■❝✐✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❡♥t✐❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡
♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦✉♣❡s ♦r✐❡♥té❡s✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛r❝
e ♣❡✉t êtr❡ ❞❛♥s ❛✉ ♣❧✉s ce ❞❡ ❝❡s ❝♦✉♣❡s✳ ❉♦♥❝✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t c = 1✱ ✐❧ s✬❛❣✐t
❞❡ ❝♦✉♣❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥t✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s à
✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s ♦r✐❡♥té❡s ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❡t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s ♦r✐❡♥té❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✶✺✮ ❡st ▲❙❚❯✳
❙♦✐t ❞♦♥❝ c ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♥❛t✉r❡❧s✱ ❡t y ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✶✻✮✳
◆♦t♦♥s F ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜♦r❞s ❞❡s ❝♦✉♣❡s ♦r✐❡♥té❡s U ⊆ V ❛✈❡❝ yU 6= 0
✭❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❡rré❡s ♣❛r y✮✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ F
♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❝♦♠♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❧❛♠✐♥❛✐r❡ ✿ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s U1 ❡t U2 s♦♥t
❝r♦✐sés s✐ U1∩U2✱ U1\U2 ❡t U2\U1 s♦♥t ♥♦♥✲✈✐❞❡s✳ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❧❛♠✐♥❛✐r❡ ❡st
✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡✉①✲à✲❞❡✉① ♥♦♥✲❝r♦✐sés✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡
F ✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❞é❝r♦✐s❡♠❡♥t ✿ s♦✐❡♥t U1 ❡t U2 ❞❡✉① ❝♦✉♣❡s
♦r✐❡♥té❡s ❝r♦✐sé❡s ❛✈❡❝ 0 < yU1

≤ yU2
✳ ❆❧♦rs ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ y′

❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ é❣❛❧❡ à y ❡♥ t♦✉s s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ s❛✉❢ ✿




y′U1∪U2
= yU1∪U2

+ yU1

y′U1
= 0

y′U2
= yU2

− yU1

y′U1∩U2
= yU1∩U2

+ yU1

✭✶✼✮

▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡s y ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é❡✱ ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱
❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ■❧ s✉✣t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ y′ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✿ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❛r❝ e ∈ E✱ s❡❧♦♥ ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡ e à δ+(U1)✱ δ+(U2)✱ δ+(U1 ∪ U2)
❡t δ+(U1 ∩ U2) ✭✐❧ ② ❛ 5 ❝❛s ❝❛r δ(U1 \ U2, U2 \ U1) ❡st ✈✐❞❡✮ ✿

∑

U,e∈δ+(U),δ−(U)=∅

y′U =
∑

U,e∈δ+(U),δ−(U)=∅

yU ≤ ce

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝r♦✐s❡♠❡♥t t❡r♠✐♥❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡

∑
U1,U2

yU1
yU2

♣r✐s❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❝r♦✐sés ❞é❝r♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❧❛♠✐♥❛✐r❡✳ ❖r✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❧❛♠✐♥❛✐r❡ ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✸✵❪✮✳
▲❡ s②stè♠❡ ❡st ▲❙❚❯✱ ❡t ❞♦♥❝ ❚❉■✳



✷✵

❋✐❣✳ ✶ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡
♣♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡✳ ▲❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ s♦♥t
❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é✳

✵✳✺ ▼✐♥❡✉rs ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t s♦♥t ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts✱ ❞♦♥❝
✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à rés♦✉❞r❡ ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡r✲
r♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦ts ❡♥t✐❡rs✱ ❡♥ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r ❞❡s
❝❛s ❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✐té✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✲
✈♦♥s êtr❡ ❛♠❡♥és à rés♦✉❞r❡ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣r♦♣r❡s✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞
❧é❣✐t✐♠❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳

P♦✉r r❡st❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✢♦ts✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s t❡♥tés ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣♦✉r
q✉❡❧s ❣r❛♣❤❡s ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ à ❧❛ ▼❡♥❣❡r ❡st ❝♦rr❡❝t❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé✲
♠❡♥t✱ ♣❧❛ç♦♥s✲♥♦✉s ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♥♦♥✲♦r✐❡♥tés✳ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬✉♥❡ ✐♥✲
st❛♥❝❡ (G, H, c, r) ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦t ❡♥t✐❡r ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡ s✐ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ❝♦✉♣❡ δ(U) ❞❡ G + H✱

∑
e∈E(G)∩δ(U) c(e) ≥

∑
e∈E(H)∩δ(U) r(e)✳ ▲❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦✉r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡
s✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ δ(U)✱ ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s E(H) ∩ δ(U) ♥❡
♣❡✉✈❡♥t t♦✉t❡s êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐✢♦t ❡♥t✐❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡
♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳

◗✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ❄
❇✐❡♥ sûr ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ❡t ♥♦✉s
♣♦✉rr✐♦♥s t❡♥t❡r ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❈❡s q✉❡st✐♦♥s ❛❞♠❡tt❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡
ré♣♦♥s❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡s ❣r❛♣❤❡s✱ s♦✐t ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤✲
♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❣r❛♣❤❡s s✐♠♣❧❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧❛
♣r♦♣r✐été ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❡r ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ ♣r♦✲
♣r✐été✱ s♦✐t ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s ♦❜str✉❝t✐♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡



✵✳✺ ▼✐♥❡✉rs ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ✷✶

♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♥❡ ✈ér✐✜❛♥t
♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❡st r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ét✉❞✐é✱ ❡t
❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥❡✉r✳

P♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t

❝♦♠♠❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ à ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡t ✉♥ s♦♠♠❡t x ∈ V ✱ ❛ss♦❝✐❡
❧❡ ❣r❛♣❤❡ (V \ {x}, {uv ∈ E : u 6= x 6= v})✱ ❡t ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡

❝♦♠♠❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ à ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡t ✉♥❡ ❛rêt❡ e ∈ E ❛ss♦❝✐❡
❧❡ ❣r❛♣❤❡ (V,E \ {e})✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❛ss♦❝✐❡ à G ❡t e = uv ❧❡
❣r❛♣❤❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧✬❛rêt❡ e ♣✉✐s ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t u ❡t v✳
❯♥ ❣r❛♣❤❡ H ❡st ✿

✕ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G s✐ H s✬♦❜t✐❡♥t ❞❡♣✉✐s G ♣❛r ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥
❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ s♦♠♠❡ts ♦✉ ❞✬❛rêt❡s✱

✕ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t✱ ♦✉ ✐♥❞✉✐t ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G s✐ H s✬♦❜t✐❡♥t ❞❡♣✉✐s G
♣❛r ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ s♦♠♠❡t✱

✕ ♠✐♥❡✉r ✭♦✉ ♠✐♥❡✉r ❞✬❛rêt❡✮ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G s✐ H s✬♦❜t✐❡♥t ❞❡♣✉✐s G ♣❛r
✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❞✬❛rêt❡✳

▲❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❞♦♥♥é ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✱ ♠❛✐s ❧❡s ❞é❢✲
✐♥✐t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ✐♥tr♦❞✉✐ts ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡

s✐❣♥é G = (V,E, Σ) ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Σ ⊆ E ❞✬❛rêt❡s ❡st
❞✐st✐♥❣✉é✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s s✐❣♥és s♦♥t ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ très ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡
❞❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❝♦❞❡r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♠✉❧t✐✲
✢♦ts ✿ ❧❡s ❛rêt❡s s✐❣♥é❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛❧♦rs ❛✉① ❛rêt❡s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡✳ ▲❡s
❣r❛♣❤❡s s✐❣♥és s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥tés ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡ ✿ (V,E, σ) ≡ (V,E, Σ′) s✐ Σ∆Σ′ ❡st ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ (V,E)✳ ❉❛♥s ✉♥
❣r❛♣❤❡ s✐❣♥é✱ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❡t ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ s♦♥t
❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❛rêt❡
e = uv ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ s✐❣♥é (V,E, Σ) ❡st (V ′, E′,Σ′) ❛✈❡❝ V ′ ❡t E′ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r
s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ e ❡t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ u ❡t v✱ ❡t ✿

✕ s✐ e ∈ Σ✱ Σ′ = Σ∆δ(u)✱
✕ s✐ e /∈ Σ✱ Σ′ = Σ✳

❯♥ ❣r❛♣❤❡ s✐❣♥é H ❡st ♠✐♥❡✉r ❞✉ ❣r❛♣❤❡ s✐❣♥é G s✐ H s✬♦❜t✐❡♥t ❞❡♣✉✐s G
♣❛r ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ s♦♠♠❡t ♦✉ ❞✬❛rêt❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s
❞✬❛rêt❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✐♠♣❛✐r✲Kn ❧❡ ❣r❛♣❤❡ s✐❣♥é (V (Kn), E(Kn), E(Kn))✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡ ●❡❡❧❡♥ ❡t ●✉❡♥✐♥ ❬✶✾❪ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ✭❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ❡st c(δ(v))
❡st ♣❛✐r ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V ✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✺✳✶ ✭●❡❡❧❡♥✱ ●✉❡♥✐♥✮✳ ❙♦✐t G = (V,E, Σ) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ s✐❣♥é
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s❛♥s ♠✐♥❡✉r ✐♠♣❛✐r✲K5✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té c : E → R
+✱

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐✢♦t r❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❙✐ ❡♥ ♣❧✉s

c ❡st ❡♥t✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠✉❧t✐✢♦t ❞❡♠✐✲❡♥t✐❡r✱ ❡t s✐ c ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❞✬❊✉❧❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠✉❧t✐✢♦t ❡♥t✐❡r✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❙❡②♠♦✉r q✉❡ ♥♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥❡r♦♥s
à ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✺✳✷ ✭❙❡②♠♦✉r✮✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ (V,E) ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♠✐♥❡✉r K5 ss✐

♣♦✉r t♦✉t Σ ⊂ E ❡t t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ c : E → R
+✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡

✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐✢♦t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s✐ c ❡st ❡♥t✐❡r✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❞❡ ❝♦✉♣❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐✢♦t ❞❡♠✐✲❡♥t✐❡r✱ ❡t s✐ ❡♥ ♣❧✉s c ✈ér✐✜❡

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐✢♦t ❡♥t✐❡r✳



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

▼✉❧t✐✢♦ts ❡♥t✐❡rs
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

❙✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ r❡♠♦♥t❡r ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s ✢♦ts ❛✉ ❳■❳❡✱ ❙❝❤r✐✲
❥✈❡r ❬✺✼❪ ❢❛✐t ❞é❜✉t❡r ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠✉❧t✐✢♦ts s❡✉❧❡♠❡♥t à ❧✬❡♥tr❡✲❞❡✉①✲❣✉❡rr❡s✱
à ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤ ❬✷✼❪ ❞❡ ✶✾✸✾✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ét❛✐t ❧❡ r♦✉t❛❣❡ ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✐♥s ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ rés❡❛✉ ❢❡rré✳ ❘❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❛♣♣❛r✉❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✭♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ r♦✉t❛❣❡s✮ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ♠✐❝r♦é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✭♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t✮✳ ❘é❝❡♠✲
♠❡♥t ❡♥❝♦r❡✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s s❡ ♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ♠✉❧t✐✢♦ts ❝♦♥tr❛✐♥ts✱
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✐és ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬■♥t❡r♥❡t✳
▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s ♣❛r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ t❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés q✉❡
♣❛r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❞ès ❧✬❡s✲
s♦r ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✼✵✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥t✐èr❡s ❛ été ❞é♠♦♥tré❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ✭♣❛r ❑♥✉t❤✱ ▲②♥❝❤✱
❑❛r♣ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ② r❡✈✐❡♥❞r♦♥s✮✳ P♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡❧❛✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❡st ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛✉ ✈✉ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♣r❛t✐q✉❡s ✭♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s ❛✉ ❞❡ss✐♥ ❞❡ ❝✐r❝✉✐ts é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✮ s❡♠❜❧❡ ❛ss❡③
♥❛t✉r❡❧ ✿ ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s✱ ❣r✐❧❧❡s✱ ❣r❛♣❤❡s sér✐❡✲♣❛r❛❧❧è❧❡s ✈✐❡♥♥❡♥t ♣r❡♥❞r❡
❧❡✉r ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❝❡ s❝❤é♠❛✳
▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦✉s ❛ ❛♠❡♥é à t❡♥t❡r ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦ts ❡♥t✐❡rs✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉
♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♠❡t ❡♥ ❛✈❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s
♦✉✈❡rts✱ ❛✉q✉❡❧s ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛tt❛q✉és✱ ♣❛r❢♦✐s ❛✈❡❝ s✉❝❝ès✱ ❡♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡s ✢♦ts à ❞❡✉① ❝♦♠♠♦❞✐tés ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ q✉✐ ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ◆♦✉s ❡s♣ér♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ t❛❜❧❡❛✉ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛r✐s❡r ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥❝♦r❡ ♦✉✈❡rts✳



✷✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❬✹✻❪✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦ts ❡♥t✐❡rs q✉✐ ♥♦✉s
♦♥t ✐♥tér❡ssés✳ ▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝♦♠✲
❜✐♥és ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡ ❞é❝❧✐♥❡r ❡♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✱ t❛♥t ❡t s✐ ❜✐❡♥
q✉❡✱ ♣❛r♠✐ ❧❛ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ✐❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ r❡♣ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥❝♦r❡ ♦✉✈❡rts✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉✱ ❛✈❡❝ ♣❛s ♠♦✐♥s ❞❡ 6 ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s✱ ♣♦✉r ré♣❡rt♦r✐❡r ❧❡ ♣❧✉s s♦✐❣♥❡✉s❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦✉s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s
❡t ❧❡✉rs ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ t✐❡♥t s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❛❣❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐✲
❞❡♥t✐✜❡r ❞✬✉♥ ❝♦✉♣ ❞✬÷✐❧ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦t ❛✈❡❝ ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞és✐rés✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❝❡✉① q✉✐ ♥♦✉s s❡♠✲
❜❧❛✐❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
s♦♠♠❡s r❡str❡✐♥ts à tr❛✐t❡r ❞✉ s❡✉❧ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦ts ❡♥t✐❡rs✱
❧❛✐ss❛♥t à ❞✬❛✉tr❡s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦ts✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷❪✳

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ♠♦✐♥s ❞❡ 189 ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❞♦♥t 21 s♦♥t
❡♥❝♦r❡ ♦✉✈❡rts✳ ❯♥❡ q✉✐♥③❛✐♥❡ ❞❡ t❤é♦rè♠❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t✱ ♣❛r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ré❞✉❝✲
t✐♦♥s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s 168 ♣r♦❜❧è♠❡s rés♦❧✉s✳
❈❡s t❤é♦rè♠❡s s❡r♦♥t r❛♣♣❡❧és ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❉❡♣✉✐s ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❛❜❧❡❛✉✱ 14 ❝❛s❡s ♦♥t ♣✉ êtr❡ ❝♦♠♣❧été❡s✱ ❣râ❝❡ ❛✉①
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❙❝❤✇är③❧❡r ❬✺✽❪ ❡t à ❝❡✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❊♥ ❛②❛♥t



✷✽ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥❝♦r❡ ♦✉✈❡rts✱ ♥♦✉s ❡s♣ér♦♥s q✉❡
♣r♦❝❤❛✐♥❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ s❡r❛ ❝♦♥✲
♥✉❡✳

♦r✐❡♥té ♦r✐❡♥té ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té

❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥t s♦♠♠❡t✲ ❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥t s♦♠♠❡t✲ ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥t s♦♠♠❡t✲

G |E(H)| r ❣❡♥ ❡✉❧ér✐❡♥ ❞✐s❥♦✐♥t ❣❡♥ ❡✉❧ér✐❡♥ ❞✐s❥♦✐♥t ❣❡♥ ❡✉❧ér✐❛♥ ❞✐s❥♦✐♥t

❣❡♥

❛r❜
❜✐♥ ◆P❈ ◆P❈

◆P❈
◆P❈ ◆P❈

◆P❈
◆P❈ ◆P❈

◆P❈✹

✉♥ ◆P❈ ◆P❈ ◆P❈ ◆P❈ ◆P❈ ◆P❈

✜①

❜✐♥ ◆P❈ ◆P❈

◆P❈

◆P❈ ◆P❈

P✷

◆P❈ ◆P❈

P✶✷
✉♥ ◆P❈ ◆P❈ ◆P❈ ◆P❈✶✾ ◆P❈ ◆P❈

✜① ◆P❈ ❄ ❄ ❄✸ P P P P

✷

❜✐♥ ◆P❈ P✶✵

◆P❈✷

◆P❈ P

P

◆P❈ P✶✸

P✉♥ ◆P❈ P ◆P❈✶ P ◆P❈✶ P

✜① ◆P❈ P P P P P

✷ ◆P❈✷ P P P P P

♣❧❛♥

❛r❜
❜✐♥ ◆P❈ ◆P❈

◆P❈
◆P❈ ◆P❈

◆P❈
◆P❈ ◆P❈

◆P❈✼

✉♥ ◆P❈ ◆P❈ ◆P❈✶✾ ◆P❈✷✶ ◆P❈✺ ◆P❈

✜①

❜✐♥ ◆P❈ ❄ ❄ ❄

P✶✹

◆P❈ ❄ ❄ ❄

P

◆P❈ ❄ ❄ ❄

P✶✺
✉♥ ◆P❈ ❄ ❄ ❄ ◆P❈✶✻ P✷✷ ◆P❈✶✻ ❄ ❄ ❄

✜① ❄ ❄ ❄ ❄ ❄ ❄ P P P P

✷

❜✐♥ ◆P❈ P

P

◆P❈ P

P

◆P❈ P

P✉♥ ◆P❈✾ P ◆P❈✶✶ P ◆P❈✶✶ P

✜① ❄ ❄ ❄ P P P P P

✷ ❄ ❄ ❄ P P P P P

❛r❜
❜✐♥ ◆P❈ ❄ ❄ ❄

◆P❈
P✻ P

◆P❈✷✵ ◆P❈ P✶✽

◆P❈✽

✉♥ ◆P❈ ❄ ❄ ❄ P P ◆P❈✽ P

✜①

❜✐♥ ◆P❈ ❄ ❄ ❄

P

P P

P

P✶✼ P

PG + H ✉♥ ◆P❈ ❄ ❄ ❄ P P P P

♣❧❛♥ ✜① ❄ ❄ ❄ ❄ ❄ ❄ P P P P

✷

❜✐♥ ◆P❈ P

P

P P

P

P P

P✉♥ ◆P❈✶✶ P P P P P

✜① ❄ ❄ ❄ P P P P P

✷ ❄ ❄ ❄ P P P P P

❚❛❜✳ ✶✳✶ ✕ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦ts ❡♥t✐❡rs✳



✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s✱ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✷✾

✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s✱ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉

P♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦ts ❡♥t✐❡rs
s❡r♦♥t ❡♥❝♦❞és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✳
▲✬✉♥ ❡st ♦r✐❡♥té s✐ ❧✬❛✉tr❡ ❧✬❡st✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t G
❡t q✉✐ s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ❣r❛♣❤❡ ❞✬♦✛r❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ r♦✉t❛❣❡
s✬❡✛❡❝t✉❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ H✱ ❛✈❡❝ V (H) ⊆ V (G)✱
❞é✜♥✐r❛ ❧❡s ❛r❝s ♦✉ ❛rêt❡s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✉ ♠✉❧t✐✢♦t✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❝❤❛❝✉♥
❞❡ s❡s ❛r❝s ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ♦r✐❣✐♥❡✲❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s
♣❡✉t✲êtr❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s s✉r s❡s ❛r❝s ♦✉ ❛rêt❡s✱ c : E(G)→ N

✭♣♦✉r ❝❛♣❛❝✐té✮ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧✬♦✛r❡✱ ❡t r : E(H)→ N ✭♣♦✉r r❡q✉êt❡✮
❞é✜♥✐t ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ✢♦t à r♦✉t❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡
♦r✐❣✐♥❡✲❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ r ❡t c ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣ré❝✐sé❡s✱ ♥♦✉s ❛❞♠❡ttr♦♥s
q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❛♥t 1 s✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡✳
◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡s✲❞✐s❥♦✐♥ts ✭♦✉ ❛r❝✲

❞✐s❥♦✐♥ts✮✳
P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ H ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ s♦♠♠❡t ✐s♦❧é✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ H s♦♥t
❛❧♦rs ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡s ❛rêt❡s ✭♦✉ ❛r❝s✮ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ❡t s♦♥t ❛♣♣❡❧és t❡r✲

♠✐♥❛✉①✳

✶❊✈❡♥✱ ■t❛✐ ❡t ❙❤❛♠✐r ❬✶✶❪✱ ✶✾✼✻
✷❋♦rt✉♥❡✱ ❍♦♣❝r♦❢t ❡t ❲②❧❧✐❡✱ ❬✶✹❪✱ ✶✾✽✵✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ G ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t |E(H)| ❜♦r♥é

✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✐té✳
✸P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r 3 ❛rêt❡s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ✭■❜❛r❛❦✐✱ P♦❧❥❛❦ ❬✷✻❪✱ ✶✾✾✶✮
✹❑❛r♣ ❬✷✽❪✱ ✶✾✼✺
✺❑r❛♠❡r ❡t ✈❛♥ ▲❡❡✉✇❡♥✱ ❬✸✶❪✱ ✶✾✽✹
✻▲✉❝❝❤❡s✐✲❨♦✉♥❣❡r✱ ❬✸✻❪✱ ✶✾✼✽
✼▲②♥❝❤❬✸✼❪✱ ✶✾✼✺
✽▼✐❞❞❡♥❞♦r❢ ❡t P❢❡✐✛❡r✱ ❬✹✶❪✱ ✶✾✾✸✱ ♠ê♠❡ ❡♥ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❧❡ ❞❡❣ré ♠❛①✐♠✉♠ à 3
✾▼ü❧❧❡r✱ ❬✹✷❪✱ ✷✵✵✺

✶✵❋r❛♥❦✱ ❬✶✻❪✱ ✶✾✽✾✱ ✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ◆❛s❤✲❲✐❧❧✐❛♠s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍✉ ❬✹✹❪✱ ✶✾✻✾
✶✶◆❛✈❡s✱ ❬✹✺❪✱ ✷✵✵✽
✶✷❘♦❜❡rts♦♥✱ ❙❡②♠♦✉r✱ ❬✺✶❪✱ ✶✾✾✵
✶✸❘♦t❤s❝❤✐❧❞✲❲❤✐♥st♦♥ ❬✺✷❪✱ ✶✾✻✻✳ ▲❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✐té ❡t ❧❛ s✉✣s❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡

❝♦✉♣❡ s✬ét❡♥❞❡♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù H ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ét♦✐❧❡s✱ K4 ♦✉ C5 ✭▲♦♠♦♥♦s♦✈ ❬✸✹❪✱ ✶✾✽✺✮
✶✹❙❝❤r✐❥✈❡r✱ ❬✺✻❪✱ ✶✾✾✷
✶✺❙❝❤r✐❥✈❡r ❬✺✺❪✱ ✶✾✾✵✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✐ ❧❡s t❡r♠✐♥❛✉① s♦♥t s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❜♦r♥é

❞❡ ❢❛❝❡s✳
✶✻❙❝❤✇är③❧❡r✱ ❬✺✽❪✱ ✷✵✵✼✱ ✈♦✐r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✵✳✶✶
✶✼❙❡❜➤ ❬✺✾❪✱ ✶✾✾✸
✶✽❙❡②♠♦✉r ❬✻✶❪✱ ✶✾✽✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s G + H s❛♥s ♠✐♥❡✉r K5✳
✶✾❱②❣❡♥ ❬✻✸❪✱ ✶✾✾✺
✷✵❱♦✐r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✶
✷✶■♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✱ P❢❡✐✛❡r ❬✹✾❪✱ ✶✾✾✵✱ ❡t ▼❛r① ❬✹✵❪✱ ✷✵✵✹
✷✷❱♦✐r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✽



✸✵ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠✉❧t✐✢♦t ❡♥t✐❡r ❝♦♥s✐st❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é G ❡t H✱
à tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s C ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G + H✱ ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉①
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

(i) ♣♦✉r t♦✉t C ∈ C✱ |C ∩ E(H)| = 1✱

(ii) ♣♦✉r t♦✉t e ∈ E(G)✱ ❛✉ ♣❧✉s c(e) ❝②❝❧❡s ❞❡ C ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t e✱

(iii) ♣♦✉r t♦✉t d ∈ E(H)✱ ❡①❛❝t❡♠❡♥t r(d) ❝②❝❧❡s ❞❡ C ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t d

P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✭❡t ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✮✱ ❧❡s
♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡s s❡r♦♥t ❝♦❞és ♣❛r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
♣♦✐❞s à ✈❛❧❡✉r ❡♥t✐èr❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ r❡t✐r❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧✐té r❡✲
✈✐❡♥t à ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠✉❧t✐✢♦t ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s
s♦♠♠❡t✲❞✐s❥♦✐♥ts✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés
❛✉① s♦♠♠❡ts✱ ❡t ✐♠♣♦s❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té
❞❡ ❝②❝❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ❝♦♥s✐❞ér❡♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡
s♦♠♠❡t ❛ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ 1 ✭❞♦♥❝ ❝✬❡st ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❝❤❡♠✐♥s s♦♠♠❡t✲❞✐s❥♦✐♥ts✮✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐ss②♠étr✐❡
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❞❡s ❛rêt❡s✱ ❧à

♦ù ❧✬♦✛r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① s♦♠♠❡ts✳ P♦✉r ② r❡♠é❞✐❡r✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s❡r
❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡♥ ❞❡✉①✱ ❝ré❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t ❞❡ ❞❡❣ré 2✱
q✉✐ ♣♦rt❡r❛ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ✭❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ ♣rés❡r✈❡ ♣❛s ❧❛ ♣❧❛♥❛r✐té ❞❡
G✱ s✐ G ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡ ♠❛✐s ♣❛s G+H✮✳ ❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t
❞♦♥♥é ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s s♦♠♠❡t✲❞✐s❥♦✐♥ts à t✐tr❡ ✐♥❞✐❝❛t✐❢✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s

❝♦♠♣❧❡①✐tés ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬❡sq✉✐ss❡r ♣♦✉r✲

r❛✐t ❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s✉❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❝❛r à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❝❡

❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♥✬❛ ♣❛s été ❝♦♥s✐❞éré ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✳

P♦✉r r❡♥tr❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❣❛r❞é ❝❡✉① q✉✐ ♥♦✉s ♣❛r❛✐ss❛✐❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧s à ✐♠♣♦s❡r s✉r ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ♠✉❧t✐✢♦ts ❡♥t✐❡rs✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
G ❡t H✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦r✐❡♥tés ♦✉ ♥♦♥✱ ❡t ❧♦rsq✉❡ G ❡st ♦r✐❡♥té✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡
❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t tr♦✐s ❝❛s✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s
✈❡rt✐❝❛❧❡s✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛s✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♠♠❡t✲
❞✐s❥♦✐♥ts ❡t ❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥ts ✭♦✉ ❛rêt❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥ts
✭♦✉ ❛rêt❡s✲❞✐s❥♦✐♥ts✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù G + H ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ♣♦✐❞s r ❡t c
❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❊✉❧ér✐❡♥✳ P❛r ❊✉❧ér✐❡♥✱ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s q✉✬✐❧s ✈ér✐✜❡♥t ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ✿

✕ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦r✐❡♥té✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❡t
r❡q✉êt❡s ❡♥tr❛♥t❡s ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❡t r❡q✉êt❡s s♦r✲



✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s✱ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✸✶

t❛♥t❡s ✭❧♦✐ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✮✱ ♣❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t v ✿
∑

e∈δ−
G

(v)

c(e) +
∑

d∈δ−
H

(v)

r(d) =
∑

e∈δ+

G
(v)

c(e) +
∑

d∈δ+

H
(v)

r(d) ✭✶✳✶✮

✕ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲♦r✐❡♥té✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❡t r❡q✉êt❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
s♦♠♠❡t ❡st ♣❛✐r❡✱ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t v ✿

∑

e∈δG(v)

c(e) +
∑

d∈δH(v)

r(d) ❡st ♣❛✐r ✭✶✳✷✮

❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦t ❡♥t✐❡r ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉✬✉♥ ♣❛❝❦✐♥❣ ❞❡
❝②❝❧❡s✱ ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❊✉❧ér✐❡♥✳ ❯♥ ❝♦✉♣ ❞✬÷✐❧ r❛♣✐❞❡ ❛✉ t❛❜❧❡❛✉
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡ ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣❧❛♥❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥✲
st❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧✬♦✛r❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡
♣❧❛♥❛✐r❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ à ❧❛r❣❡ é❝❤❡❧❧❡ ✭❱▲❙■✮✱ ❡t ❝❡❧✉✐ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s
s♣é❝✐❛❧✐sé ♦ù ❧✬✉♥✐♦♥ G+H ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ ✭é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
G ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡ ❛✉ss✐✮✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❛✉ t❛❜❧❡❛✉
❞❡s rés✉❧t❛ts très ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s s✐❣♥és ❞❡
❙❡②♠♦✉r ❬✻✵❪✱ ♦✉ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲✉❝❝❤❡s✐✲❨♦✉♥❣❡r ❬✸✻❪✱ q✉✐ tr♦✉✈❡ ✐❝✐ ✉♥❡
❜❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s✳ ▲♦rsq✉❡ s❡✉❧ G ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡✱ ❧❡s
♦✉t✐❧s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t à ❙❝❤r✐❥✈❡r ❬✺✺❪✱ ❬✺✻❪ ❞✬♦✛r✐r ❞❡✉① rés✉❧t❛ts
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦♠♠❡t✲❞✐s❥♦✐♥ts✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛✈♦✐r ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s
q✉✐ s❡ ❝r♦✐s❡♥t✳

❊♥✜♥✱ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣✉r❡♠❡♥t ❝♦♠♣t❛❜❧❡s ✈✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉✳
◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❝s ✭♦✉ ❛rêt❡s✮ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡
|E(H)|✱ ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❧❡s tr♦✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ♥♦♠❜r❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é
❞✬❛r❝s✱ ♥♦♠❜r❡ ❜♦r♥é ❞✬❛r❝s✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t 2 ❛r❝s✳ ■❧ s❡r❛✐t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❞❡ r❡t❡♥✐r ♣❧✉s ❞❡ ❝❛s ✿ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st✲❡❧❧❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r 3 ❛r❝s ❡t
♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①❡ ❞✬❛r❝s ❄ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❣é♥ér❛❧❡✱
♠❛✐s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛s✳

▲❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❛r❛♠ètr❡ ✉t✐❧✐sé✱ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡
❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✐❞s✱ ❛✈❡❝ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❝♦♥✲
séq✉❡♥❝❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡ ❝❛s ❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥t ✭♦✉



✸✷ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥t✮✱ ❞✉ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ♠✉❧t✐✢♦ts ❡♥t✐❡rs✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥s✐st❛♥t à r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❤❛q✉❡ ❛r❝ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❝s ♣❛r❛❧❧è❧❡s é❣❛❧ ❛✉
♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥ts
❞❡♣✉✐s t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦t ❡♥t✐❡r✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s
❛r❝s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❡st ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣♦✉r♠❛♥❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣❛r ❝❛♣❛❝✐té ✭❝❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛
♥♦t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✐té ✈❡rs✉s ◆P✲❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❢♦rt❡ ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❜✐♥ ✭♣♦✉r ❜✐♥❛✐r❡✮ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ♣❛r
❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣♦✐❞s✱
❛❧♦rs q✉❡ ✉♥ ✭♣♦✉r ✉♥❛✐r❡✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦❞és ♣❛r ❛r❝s ♣❛r❛❧❧è❧❡s
✭❞♦♥❝ ❡♥ ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣♦✐❞s✮✳ ❙✐ ❡♥
♣r❛t✐q✉❡ ✐❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ② ❛✈♦✐r ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s✳
❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s ❝❛s ❛✈❡❝ ✉♥❡ r❡q✉êt❡ t♦t❛❧❡ ❜♦r♥é❡
✭✜① ✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

∑
d∈E(H) r(d) ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞♦♥♥é❡✱

❡t ❧❡ ❝❛s très ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞✐s❥♦✐♥ts✳

❉✬❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✉r❛✐❡♥t ♣✉ r❡t❡♥✐r ♥♦tr❡ ❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥
❣r❛♣❤❡ G ♣❧❛♥❛✐r❡✱ ✐❧ ❡✉t été ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r à ♣❛rt ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❡s
t❡r♠✐♥❛✉① s♦♥t s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s
❣r❛♣❤❡s ♣♦✉✈❛♥t s❡ ♣❧♦♥❣❡r ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ q✉✬❡♥ ❡st✲✐❧ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s s✉r ❞❡s s✉r✲
❢❛❝❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❄ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡ s♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛rté ❡t ❞❡ ❝♦♥❝✐s✐♦♥
✐♠♣♦s❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❞✉✐t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡t ❝❡✉① r❡t❡♥✉s ♥♦✉s ♦♥t
s❡♠❜❧é êtr❡ ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t✱ ❞❡s ❝❛s s♣é❝✐❛✉① ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐
❜✐❡♥ êtr❡ ét✉❞✐és ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡t ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ❡♥ ♣r✐✈❡r♦♥s ♣❛s✳ P♦✉r ❝❡s
♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ♣❡r♠❡t t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❞♦♥♥❡r
✉♥❡ ♠❡s✉r❡✱ ❝❡rt❡s ❣r♦ss✐èr❡✱ ❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t✳

✶✳✸ ❘é❞✉❝t✐♦♥s ❢♦❧❦❧♦r✐q✉❡s

❆✜♥ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❤❛q✉❡ t❤é♦rè♠❡ ♣♦✉r r❡♠♣❧✐r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ré❞✉❝t✐♦♥s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ét❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡s
❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❞❡ ♣❛t❡r♥✐té à r❡✈❡♥❞✐q✉❡r✳

▲❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥✲♦r✐❡♥tés
❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♦r✐❡♥tés✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧❡ ❣❛❞❣❡t
✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣❧❛♥❛r✐té



✶✳✸ ❘é❞✉❝t✐♦♥s ❢♦❧❦❧♦r✐q✉❡s ✸✸

❞❡ G ❡t G + H✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦❜t❡♥✉ ♥✬❡st ♥✐
❊✉❧ér✐❡♥✱ ♥✐ ❛❝②❝❧✐q✉❡✳

<

❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ❛✉ ❝❛s ♦r✐❡♥té✳ ❉❛♥s ❧❡ ❣❛❞❣❡t ❞❡
❣❛✉❝❤❡✱ ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ♦r✐❣✐♥❛✉①✱
❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ♦✉ ❞❡ ❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡✳

P❛ss❡r ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦♠♠❡t✲
❞✐s❥♦✐♥ts s❡ ❢❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✭❧✐♥❡ ❣r❛♣❤✮✳ ▼❛❧✲
❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❧❛♥❛r✐té ❞❡ G ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥s❡r✈é❡✱ ♥✐ ❧✬❊✉❧ér✐❝✐té✱ ❝❡ q✉✐
❧✐♠✐t❡ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦r✐❡♥té✱ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛❞✲
❥♦✐♥t ♦r✐❡♥té ✭r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡t ❧❡✉rs ❛r❝s ✐♥❝✐❞❡♥ts ♣❛r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
❝♦♠♣❧❡ts ❜✐♣❛rt✐s✮ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♥♦♥✲♦r✐❡♥tés✱ ❧❡ ❞❡❣ré ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ G ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs
êtr❡ r❛♠❡♥é à 4 ✭♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❝♦❞é❡s ❡♥
❜✐♥❛✐r❡✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳ ❈❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛ ♣❧❛♥❛r✐té ❡t ❧✬❊✉❧ér✐❝✐té ❞❡ G+H✳ ❙✐ G+H ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡✱ ❧❡ ❞❡❣ré
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ G + H ♣❡✉t ♠ê♠❡ êtr❡ ré❞✉✐t à s❡✉❧❡♠❡♥t 3 ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡
r❡♠❛rq✉❡ ❞❡ ▼✐❞❞❡♥❞♦r❢ ❡t P❢❡✐✛❡r ❬✹✶❪✱ s❛♥s ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬❊✉❧ér✐❝✐té✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ s✐ G+H ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❢♦r♠❛♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉♣♣♦sés ♥♦♥✲❝r♦✐sés✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❞❡❣ré 4 ♣❡✉t êtr❡
r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 4✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts r❡✈✐❡♥t à tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s
s♦♠♠❡t✲❞✐s❥♦✐♥ts✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ré❞✉❝t✐♦♥ r❡♠❛rq✉é❡ ♣❛r ▼✐❞❞❡♥❞♦r❢ ❡t P❢❡✐✛❡r ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡
❛rt✐❝❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s s♦♠♠❡t✲❞✐s❥♦✐♥ts ❛✈❡❝
G+H ♣❧❛♥❛✐r❡✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ♠❛①✐♠✉♠ ❡st 3✱ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛✲
❥♦✉t❡r ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✐♥tr♦❞✉✐t ❝❡tt❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭q✉✬✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✱ ♠❛✐s t♦✉t ❝❡❧❛ r❡st❡
❜✐❡♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮✳ ▲✬✐♥térêt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❞❡ r❛♠❡♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦♠♠❡t✲
❞✐s❥♦✐♥ts ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❡❣rés s♦♥t ❛✉ ♣❧✉s



✸✹ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

<

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t q✉❡❧q✉❡s s♦♠♠❡ts ❜✐❡♥ ♣❧❛❝és✱ s❡❧♦♥ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝✐✲
❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ t♦✉t s♦♠♠❡t à ♠♦✐♥s ❞❡ 4✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ t♦✉s ❧❡s r♦✉t❛❣❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛rêt❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s s♦♥t
♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳

<

❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ❙✐ G+H ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r
❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré 4 ♣❛r ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré 3✱ ❝❛r s✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♥❡ s❡
❝r♦✐s❡♥t ♣❛s✳

✸ ✭s❛♥s ❝❛♣❛❝✐té✮✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✭s♦♠♠❡t✲❞✐s❥♦✐♥ts ❡st
❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts✮✳

P♦✉r ❝❧♦r❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s✱ r❛♣♣❡❧❧♦♥s ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❞✐❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❊✉❧ér✐❡♥✱ ❡t ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ❊✉❧ér✐❡♥✱ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐✲
❞❡♥❝❡ ♣❛r ❱②❣❡♥ ❬✻✸❪✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✸✳✶ ✭❱②❣❡♥✱ ✶✾✾✺✮✳ ❙♦✐t (G, H) ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✉❧✲

t✐✢♦t ❡♥t✐❡r ♦r✐❡♥té t❡❧❧❡ q✉❡ G + H ❡st ❊✉❧ér✐❡♥ ❡t G ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❙♦✐t

(G′, H ′) ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦t ❡♥t✐❡r ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛r✲

t✐r ❞❡ (G, H) ❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡

✉♥✲à✲✉♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ (G, H) ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ (G′, H ′)✳



✶✳✸ ❘é❞✉❝t✐♦♥s ❢♦❧❦❧♦r✐q✉❡s ✸✺

✳✳
✳ < ✳✳
✳

❋✐❣✳ ✶✳✹ ✕ ❙✐ G+H ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦♠♠❡t✲❞✐s❥♦✐♥ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ré❞✉✐r❡
❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♠♦✐♥s 4✱ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡
❞❡❣ré 3✱ ❛✉ ♣r✐① ❞❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ✭✐❝✐ ❡♥ t✐r❡ts✮✳ ■❧
❡st ❛✐sé ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❝❤❡♠✐♥ ❛✈❡❝ ❞❡s t❡r♠✐♥❛✉① ❡①tér✐❡✉rs
❛✉ ❣❛❞❣❡t ♣❡✉t ② ♣❛ss❡r✳



✸✻ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❘♦✉t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s

♦r✐❡♥tés ❛❝②❝❧✐q✉❡s

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦r✐❣✐♥❛✉① s✉r ❧❡s ❞✐❣r❛♣❤❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s
♣❧❛♥❛✐r❡s✳ ▲✬❛❝②❝❧✐❝✐té ❛♣♣♦rt❡ ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✐té ❡t ❞❡
❜♦♥♥❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✹✳✺ ❞❡ ▲✉❝❝❤❡s✐ ❡t ❨♦✉♥❣❡r ❬✸✻❪ tr♦✉✈❡
❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡✉r t❤é♦rè♠❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✵✳✷ ✭▲✉❝❝❤❡s✐ ❡t ❨♦✉♥❣❡r✱ ✶✾✼✽✮✳ ▲❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥

tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞❡s ❝♦✉♣❡s ♦r✐❡♥té❡s ❞✬✉♥ ❞✐❣r❛♣❤❡ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠

❞❡ ❝♦✉♣❡s ♦r✐❡♥té❡s ❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥t❡s✳

▲❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❝♦✉♣❡ ♦r✐❡♥té❡ ♣❛r
❝②❝❧❡ ♦r✐❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✉❛❧✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s❡ réé❝r✐t ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♣❧❛♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✵✳✸✳ ▲❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞❡s ❝②❝❧❡s ♦r✐✲

❡♥tés ❞✬✉♥ ❞✐❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝②❝❧❡s ♦r✐❡♥tés

❛r❝s✲❞✐s❥♦✐♥ts✳

❙✐ G + H ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡ ❡t G ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ H ❡st ✉♥ ❜❧♦q✉❡✉r ❞❡s ❝②❝❧❡s ♦r✐✲
❡♥tés✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❛❝❦✐♥❣ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ |H|✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st rés♦❧✉
♣✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝②❝❧❡ ✐♥t❡rs❡❝t❡r❛ H ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❜❧♦q✉❡✉r B ⊂ E(G) ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à H✱ ❝♦♥st✐t✉❛♥t
✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥✳

❯♥ ❛✉tr❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✐té ✐♥tér❡ss❛♥t s✉r ❧❡s ❞✐❣r❛♣❤❡s ❛❝②✲
❝❧✐q✉❡s ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❋♦rt✉♥❡✱ ❍♦♣❝r♦❢t ❡t ❲②❧❧✐❡ ❬✶✹❪✱ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡



✸✽ ❘♦✉t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés ❛❝②❝❧✐q✉❡s

❝❤❡♠✐♥s s♦♠♠❡t✲❞✐s❥♦✐♥ts✳ ▲❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧♦✐t❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❜❛sé s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❡st ✜①é✳
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▲♦rsq✉❡ G + H ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡✱ ❝❡s ❞❡✉① ♣ré❝é❞❡♥ts rés✉❧t❛ts ❧❛✐ss❡♥t ❡♥
s✉s♣❡♥s ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛s s♦♠♠❡t✲❞✐s❥♦✐♥ts ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✳ ▼✐❞❞❡♥❞♦r❢ ❡t P❢❡✐✛❡r ❬✹✶❪ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù G+H ♥✬❡st ♣❛s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡✉r ♣r❡✉✈❡ s❡ ❞ér✐✈❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
✈❡rs ❧❡ ❝❛s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✹✻❪✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s
✐❝✐ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s P❧❛♥❛r ✸✲❙❛t✱ q✉✐ ❡st ✸✲
❙❛t r❡str❡✐♥t ❛✉① ✐♥st❛♥❝❡s ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉①
❝❧❛✉s❡s ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡ ❬✸✸❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s s♦♠♠❡t✲❞✐s❥♦✐♥ts ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t

❞❛♥s ❧❡s ❞✐❣r❛♣❤❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✱ ♠ê♠❡ s♦✉s ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ G + H ♣❧❛♥❛✐r❡✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ré❞✉✐s♦♥s P❧❛♥❛r 3✲❙❛t à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
❞♦♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ (C, V, F ) ❛ss♦❝✐é ✭❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s V ❡t
❧❡s ❝❧❛✉s❡s C✱ ❧❡s ❛rêt❡s F ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s
✉♥❡ ❝❧❛✉s❡✮ ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❛r❛✐t ❛✉ ♣❧✉s tr♦✐s ❢♦✐s✱ ❞♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t✱
❡t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
◆♦✉s s✉❜❞✐✈✐s♦♥s ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ xc✱ ❛✈❡❝ c ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡t x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❛✲
r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❧❛✉s❡✱ ❡♥ ❞❡✉① ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t✱ ♥♦♠♠é
vcx✳ Pr❡♥♦♥s ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t r❡♠♣❧❛ç♦♥s
❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t c ❞❡ C ♣❛r ✉♥ ❣❛❞❣❡t✱ ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳
❙♦✐t z ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛✉s❡✱ x ❡t y ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s
❛✈❡❝ x < y ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ❝❤♦✐s✐✳ ◆♦✉s ❡♥❧è✈♦♥s c✱ ❡t ❛❥♦✉t♦♥s ❧❡ ❣❛❞❣❡t s✉r ❧❛
❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ❧✐❛♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts vxc✱ vyc ❡t vzc✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣❧❛♥❛r✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡
❞❡✉① ❞❡s ♣ré❝é❞❡♥ts s♦♠♠❡ts✱ ❞❡ vxc ✈❡rs vyc ✭❝❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♠♦♥✲
tr❡r ❧✬❛❝②❝❧✐❝✐té✮✳
◆♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t x ❞❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ ✿ ♥♦t♦♥s a ❡t b ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s x ❛♣♣❛r❛ît ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t✱ c ❝❡❧❧❡
♦ù ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t✳ x ❡st ❛❧♦rs r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❡ ❣❛❞❣❡t ❞✉ ❝ôté ❞r♦✐t
❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳ ❙✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❞❡✉① ❢♦✐s✱ ❧❡ s♦♠♠❡t vxb ❞❡
❧❛ ❋✐❣✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t✳
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vxc

vxb

vxa

vzc

vycvxc

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ▲❡ ❣❛❞❣❡t ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❡st à ❣❛✉❝❤❡✱ ❝❡❧✉✐ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st
à ❞r♦✐t❡✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ❡♥ ❣r❛s s♦♥t ❝❡✉① ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
❞❡s ❛rêt❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ▲❡s ❛r❝s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és s♦♥t ❞❡s ❛r❝s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡✳

❙♦✐❡♥t Gϕ✱ Hϕ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬♦✛r❡ ❡t ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐ts✳ ◆♦✉s
♣r♦✉✈♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s s♦♠♠❡t✲❞✐s❥♦✐♥ts ❞❛♥s (Gϕ✱
Hϕ) ss✐ ϕ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
❙♦✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡
❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥ ❣❛❣❞❡t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 3
✭♣❛ss❛♥t ♣❛s vxa ❡t vxb✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à x ❢❛✉①✮ ♦✉ 2 ✭♣❛r vxc✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à x ✈r❛✐✮✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐s ♠✐♥✐♠❛✉① ♣❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥
❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞❡♠❛♥❞❡s ❞✬✉♥ ❣❛❞❣❡t ❞❡ ❝❧❛✉s❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s q✉❡ s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s tr♦✐s s♦♠♠❡ts ❡♥ ❣r❛s
❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé ♣❛r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞♦♥t ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡st ❡①✲
tér✐❡✉r❡ à ❝❡ ❣❛❞❣❡t✳ ❈❡❝✐ s✬✐♥t❡r♣rèt❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦♥t ❧✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡
❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ■❧ r❡st❡ à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Gϕ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❣❛❞❣❡t ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ❞♦♥❝ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❝②❝❧❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❛ss❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❣❛❞❣❡ts✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❡t ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s❡✉❧ ❝❤❡♠✐♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣❛❞❣❡ts ❞❡ ❝❧❛✉s❡s
❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ♣❛rt❛❣és ♣❛r ❧❡ r❡st❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✭❧❡s s♦♠♠❡ts ❣r❛s✮✱ ❝❡
❝②❝❧❡ ❞♦✐t ♣❛ss❡r ♣❛r ❞❡s ❣❛❞❣❡ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s s❡❧♦♥
❧✬♦r❞r❡ q✉✐ ❛ été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥
❝②❝❧❡✳

❙❡❧♦♥ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❤♦✐s✐s ♣♦✉r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉✱ ❝❡ rés✉❧t❛t t❡r♠✐♥❡ ❧✬ét✉❞❡
❞✉ ❝❛s G + H ♣❧❛♥❛✐r❡✱ G ♦r✐❡♥té ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r t❤é♦rè♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❡



✹✵ ❘♦✉t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés ❛❝②❝❧✐q✉❡s

❜✐❡♥ sûr ❧❛ ◆P✲❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ♣♦✉r G ♣❧❛♥❛✐r❡ ♦✉ G q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

✷✳✷ ❙✐ G s❡✉❧❡♠❡♥t ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡

▲♦rsq✉❡ G s❡✉❧❡♠❡♥t ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉❣♠❡♥t❡
très ✈✐t❡✳ ❱②❣❡♥ ❬✻✸❪ ❛ ❛✐♥s✐ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠✉❧t✐✢♦t ❡♥t✐❡r ❞❛♥s
❧❡s ❞✐❣r❛♣❤❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ G ♣❧❛♥❛✐r❡✳ P❢❡✐✛❡r ❬✹✾❪✱
❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ▼❛r① ❬✹✵❪✱ ♦♥t ♠♦♥tré ❧❛ ◆P✲❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♠ê♠❡ ♣r♦❜✲
❧è♠❡✱ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡ G+H ❡st ❡♥ ♣❧✉s ❊✉❧ér✐❡♥✳ ▼ê♠❡
s❛♥s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❝❡s rés✉❧t❛ts ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♥♦♥ ❧✐♠✐té ❞✬❛r❝s ❞❡
❞❡♠❛♥❞❡✱ ❡t ❥✉sq✉✬à très ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ✜①❡ ❞✬❛r❝s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ r❡st❛✐t ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ❇✐❡♥ sûr✱ s✐ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡
t♦t❛❧❡ ❡st ❜♦r♥é❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❘♦❜❡rts♦♥ ❡t ❙❡②♠♦✉r ❬✺✶❪ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✐té✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝❛♣❛❝✲
✐tés s♦♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ré♣♦♥s❡ ❛ été é♥♦♥❝é❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r
❙❝❤✇är③❧❡r ❡♥ ✷✵✵✽✱ ❡♥ ré♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬❖❦❛♠✉r❛✲❙❡②♠♦✉r✳ ❙❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❛♣rès ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✐♥❡✉r❡✱ ♣❡r♠❡tt❛✐t
❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ◆P✲❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t 3 ❛r❝s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡✱
r❡♣♦✉ss❛♥t ❧✬✐♥❝♦♥♥✉ ❛✉ ❝❛s ♦ù s❡✉❧s ❞❡✉① ❛r❝s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ s✉❜s✐st❡♥t✳ ❱♦✐❝✐
❞♦♥❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡✉① ❛r❝s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡✱ q✉✐ r❡♥❢♦r❝❡ ❛✉ss✐ ✉♥ rés✉❧t❛t
❞❡ ▼ü❧❧❡r ❧♦rsq✉❡ G ♥✬❡st ♣❛s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦t ❡♥t✐❡r ❛✈❡❝ G ♣❧❛♥❛✐r❡ ♦r✐❡♥té

❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t H ré❞✉✐t à ❞❡✉① ❛r❝s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ré❞✉✐s♦♥s ❞❡♣✉✐s ❙❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té✳ ❙♦✐t C1, . . . Cn ✉♥❡ ❢♦r✲
♠✉❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t n ❝❧❛✉s❡s✱ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s {X1, . . . , Xp}✳ ❙♦✐t
G1 ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❛✈❡❝ n ❝♦❧♦♥♥❡s ❡t 2p ❧✐❣♥❡s✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st ✉♥
s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ s♣é❝✐❛❧✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭s❡ r❡♣♦rt❡r à ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮ ✿

✕ G1(2i− 1, j) ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❨❊❙ s✐ Xi ❛♣♣❛r❛ît ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s Cj ✱
✕ G1(2i, j) ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❨❊❙ s✐ Xi ❛♣♣❛r❛ît ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s Cj ✱
✕ G1(i, j) ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ◆❖ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✳
▲❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s s♦♥t ❝réé❡s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❛r❝s

❡♥tr❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❞✉ s♦♠♠❡t a′ ❞❡ G1(i, j) ✈❡rs a ❞❡ G1(i, j+1)✱
❞❡s s♦♠♠❡ts b′ ❡t c′ ❞❡ G1(i, j) ✈❡rs b ❡t c ❞❛♥s G1(i + 1, j) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱
♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦❤ér❡♥t❡s ❞❡ i ❡t j✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❧✐❣♥❡(i) ❧❡ s♦✉s✲
❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G1(i, j), j ∈ J1, nK✱ ❡t ❝♦❧(j)✱ ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡
✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G1(i, j), i ∈ J1, 2pK✳ ▲❛ k✐è♠❡ ❝♦✉♣❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣❛r δ(

⋃
i∈J1,kK ❧✐❣♥❡(i))✱ ❡t ❧❛ k✐è♠❡ ❝♦✉♣❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

δ(
⋃

j∈J1,kK ❝♦❧(j))✳



✷✳✷ ❙✐ G s❡✉❧❡♠❡♥t ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡ ✹✶

●r❛♣❤❡ ❨❊❙●r❛♣❤❡ ◆❖

c′b′

a′

cb

a

c′b′

a′a

cb

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❉❡✉① ❣❛❞❣❡ts ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s
❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❡ c ❡t b′✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❧✬❛✉t♦r✐s❡ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t
s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡s ❝❤❡♠✐♥s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ a ✈❡rs a′✳

❆✣r♠❛t✐♦♥ ✶✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❛♥s G1 t❡❧s q✉❡ ✿

✭✐✮ P♦✉r t♦✉t j ∈ J1, nK✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ Pj ❞❛♥s P ❞❡♣✉✐s c ∈ G1(1, j)
✈❡rs b′ ∈ G1(2p, j)✱

✭✐✐✮ P♦✉r t♦✉t i ∈ J1, pK✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ Qi ❞❛♥s P s♦✐t ❞❡♣✉✐s a ∈
G1(2i − 1, 1) ✈❡rs a′ ∈ G1(2i − 1, n)✱ s♦✐t ❞❡♣✉✐s a ∈ G1(2i, 1) ✈❡rs
a′ ∈ G1(2i, n)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ P ❡①✐st❡✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1, pK✱ s✐ Qi ❛ ♣♦✉r ❡①tré♠✐té
a ∈ G1(2i − 1, 1) ❡t a′ ∈ G1(2i − 1, n)✱ ❛❧♦rs ❛ss✐❣♥♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❢❛✉① à Xi✱
s✐♥♦♥✱ ❛ss✐❣♥♦♥s✲❧✉✐ ✈r❛✐✳ P♦✉r t♦✉t j ∈ J1, nK✱ ❧❛ j✐è♠❡ ❝♦✉♣❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡st
✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ♦r✐❡♥té❡✱ ❛✐♥s✐ t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ Qi✱ (i ∈ J1, pK) ♥❡ ♣❡✉t ✐♥t❡rs❡❝t❡r
q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❧✐❣♥❡✳ ❙②♠étr✐q✉❡♠❡♥t t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ Pj , j ∈ J1, nK ❡st ❝♦♥t❡♥✉
❞❛♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳ ❙♦✐t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ Pj , j ∈ J1, nK✱ s♦✐t i ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ t❡❧❧❡ q✉❡ Pj ♣❛ss❡ ♣❛r b′ ∈ G1(i, j)✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉
❣r❛♣❤❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ Pj s♦✐t ❧❡ s❡✉❧ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ ♣❛ss❡ ♣❛r G1(i, j)✱ ❡t
q✉❡ G1(i, j) s♦✐t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❨❊❙✳ ❙✐ i ❡st ♣❛✐r✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ X i

2

❛♣♣❛r❛ît
♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s Cj ❡t q✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ ✈❛❧❡✉r ❢❛✉①✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ Cj

❡st ✈❛❧✐❞é❡✳ ❙✐♥♦♥ X i+1

2

❛♣♣❛r❛ît ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s Cj ❡t ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛

✈❛❧❡✉r ✈r❛✐✱ ❧à ❡♥❝♦r❡ Cj ❡st ✈❛❧✐❞é❡✳ P✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝❧❛✉s❡✱ ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧✬❛ss✐❣♥❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ s❡ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t



✹✷ ❘♦✉t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés ❛❝②❝❧✐q✉❡s

❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▲❡s
❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① ♣❛ss❡♥t ♣❛r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❥✉sq✉✬à ❛rr✐✈é à ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❝❧❛✉s❡✱ ♣✉✐s r❡st❡♥t ❞✉ ❝ôté ❞r♦✐t✳

▲▲

❱❱❚❚

■❋

b

a1a2

b2

b1

a

b

a

b1

b2

a2a1

b

a1

a2

a

b2b1

b2

b1

a2a1

b

a

❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ◗✉❛tr❡ ❣❛❞❣❡ts✱ ❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s ❡t ❞❡ ❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ■❋✱ ▲▲✱
❚❚✱ ❱❱✳ ▲❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs✱ ❧❡s r♦✉t❡✉rs✱ ♣♦ssè❞❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✬✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❧✬✉♥ ❡♥tr❡ a ❡t ai✱ ❧✬❛✉tr❡
❡♥tr❡ b ❡t bj✱ ❛❧♦rs i = j✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ❱❱✱ ❛ss✉r❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✉♥
❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❛♥t ♣❛r a1 ❡t ✉♥ ❛✉tr❡ ❡♥tr❛♥t ♣❛r b2✳

■❧ ♥♦✉s s✉✣t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❢♦r❝❡r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s à s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r ❝♦♠♠❡ ❧❡
❞❡♠❛♥❞❡ ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (i) ❡st ❢❛✐❜❧❡✱♠❛✐s ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ (ii) ❞❡♠❛♥❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣❛❞❣❡ts✱ ❞é❝r✐ts ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❈❡s ❣❛❞❣❡ts
✈♦♥t êtr❡ ❛❥♦✉tés ❛✉t♦✉r ❞❡ G1✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❛❥♦✉ts ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ✿ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ✈♦♥t
tr❛♥s♣♦rtés ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❡t ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ G1✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ✈ér✐✲
✜❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (ii)✱ ❥✉sq✉✬à ✉♥ ❣❛❣❞❡t q✉✐ ♥❡ s❡r❛ r♦✉t❛❜❧❡ q✉❡ s✐ ❧❡s ✐♥❢♦r✲
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a′

c′

b′b

c

a

❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ ▲❡ ❣❛❞❣❡t ❖◆✱ q✉✐ ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ◆❖✱ ❡t ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ♠ê♠❡s
♣r♦♣r✐étés✳

♠❛t✐♦♥s ❡♥ q✉❡st✐♦♥ s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳ ▲❡s ❣❛❞❣❡ts ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ❛❣✐ss❡♥t
❝♦♠♠❡ ❞❡s r♦✉t❡✉rs✱ ❡♥ r❡❝❡✈❛♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝ôté✱ ❡t ❡♥ ❧❛ r❡tr❛♥s✲
♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❝♦❞é❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥✱ q✉✐ ♣❛ss❡ s♦✐t ❞✉
❝ôté ❞r♦✐t ❞❡ s❛ ❝♦❧♦♥♥❡✱ s♦✐t ❞✉ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡ ✭❤❛✉t ❡t ❜❛s s✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s✮✳ ▲❡s
❣❛❞❣❡ts ❖◆ ❡t ◆❖ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❝❡tt❡ ✏✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✑✳

❆✣r♠❛t✐♦♥ ✷✳ ❙♦✐t P1 ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ a ❡t ❧✬✉♥ ♣❛r♠✐ ai✱ i ∈ {1, 2}✱ ❡t s♦✐t
P2 ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ b ❡t ❧✬✉♥ ❞❡s bj ✱ j ∈ {1, 2}✱ ❞❛♥s ■❋✱ ▲▲ ♦✉ ❚❚✳ ❙✐ P1 ❡t
P2 s♦♥t ❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❛❧♦rs i = j✳

❆✣r♠❛t✐♦♥ ✸✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥ts ❞❛♥s ❱❱✱ t❡❧ q✉❡ ❧✬✉♥
✈❛ ❞❡ b2 à b ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ a1 à a✳

▲❡s ❆✣r♠❛t✐♦♥s ✷ ❡t ✸ s♦♥t tr✐✈✐❛❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❛✉ss✐ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡
❖◆ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠✲
♣❧èt❡✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ G✳ G ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ G1✱
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞é❝r✐t❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳ G ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s✱
❛✈❡❝ 2p + n ❝♦❧♦♥♥❡s ❡t 2p ❧✐❣♥❡s✳ ▲❛ s♦✉s✲❣r✐❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝♦❧♦♥♥❡s
p + 1 à p + n ❡t ❛✉① ❧✐❣♥❡s 1 à p ❡st ❞❡ ❢❛✐t G1✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s
❞❛♥s G1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ G✳ ▲❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s G(i, i)✱
G(p + 1 − i, n + p + i)✱ G(2p + 1 − i, i) ❡t G(p + i, n + p + i)✱ ♣♦✉r t♦✉t
i ∈ J1, pK✱ s♦♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ■❋✱ ❚❚✱ ▲▲ ❡t ❱❱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❚♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s
s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ♥♦♥✲❞é✜♥✐s s♦♥t ❞❡s ◆❖ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡s ❖◆✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ❚♦✉t
❝♦♠♠❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ G1✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❞❡s ❛r❝s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦♠✲
♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré 1 ❞❛♥s ❧❡s ❣❛❞❣❡ts ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s✱ ❝♦❧♦♥♥❡s ❡t ❝♦✉♣❡s
✈❡rt✐❝❛❧❡s ♦✉ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r G1✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ q✉❛tr❡ t❡r♠✐♥❛✉①✱ ✉♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝ôté ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✭s❡ ré❢ér❡r
à ❧❛ ✜❣✉r❡✮✳ ▲❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡✉① ❛r❝s✱ ❞❡ s1 à s2 ❛✈❡❝ r❡q✉êt❡ 2p✱
❞❡ t1 à t2 ❛✈❡❝ r❡q✉êt❡ 2p + n✳



✹✹ ❘♦✉t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés ❛❝②❝❧✐q✉❡s

t2

s2s1

t1

◆❖

◆❖◆❖

❱❱

❱❱

❱❱

▲▲

▲▲

▲▲

❖◆❖◆❖◆❖◆❖◆❖◆❖◆

❖◆❖◆❖◆❖◆❖◆

❖◆❖◆❖◆

◆❖

◆❖◆❖

❚❚

❚❚

❚❚

G1 ◆❖

◆❖◆❖◆❖◆❖

◆❖ ❖◆

❖◆❖◆

❖◆

❖◆❖◆

■❋

■❋

■❋

❋✐❣✳ ✷✳✺ ✕ ❙❝❤é♠❛ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✳ ▲❡s ❝♦✉♣❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s ❡t ✈❡r✲
t✐❝❛❧❡s s♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛❝②❝❧✐q✉❡s✳ ■❝✐✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t 3 ❝❧❛✉s❡s
s✉r 3 ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆✈❡❝ p ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t n ❝❧❛✉s❡s✱ ✐❧ ② ❛✉r❛✐t 2p + n
❝♦❧♦♥♥❡s ❡t 2p ❧✐❣♥❡s✱ ❡t ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ s❡r❛✐t 2p + n ❞❡ t1 ✈❡rs t2✱ ❡t
2p ❞❡ s1 ✈❡rs s2✳
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❆✣r♠❛t✐♦♥ ✹✳ G ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✳

■❧ s✉✣t ❞✬♦❜s❡r✈❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛r❝s ❡♥tr❡ ❧❡s ❣❛❞❣❡ts s♦♥t ♦r✐❡♥tés ✈❡rs
❧❛ ❞r♦✐t❡ ♦✉ ✈❡rs ❧❡ ❜❛s✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❣❛❞❣❡t ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✳

❆✣r♠❛t✐♦♥ ✺✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ G✱ ✐❧ ❡①✐st❡
❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s✱ ❡t q✉✐ ♥❡
tr❛✈❡rs❡ q✉❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡
G✳

Pr❡✉✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝♦✉♣❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s ❡t ✈❡rt✐❝❛❧❡s s♦♥t ♦r✐❡♥tés✱ ❡t ❧❡s
❝♦✉♣❡s {s1}✱ {s2}✱ {t1}✱ {t2} s♦♥t s❡rré❡s✳

▲✬❛✣r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡
♠♦♥tr❡r q✉✬❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (ii)✳

❆✣r♠❛t✐♦♥ ✻✳ ❙✐ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ q✉✐tt❡ G1 ♣❛r ❧✬❛r❝ ✐♥❢ér✐❡✉r ❞❡ s❛
❧✐❣♥❡ ✭❞❛♥s ❧❛ n + p✐è♠❡ ❝♦✉♣❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡✮✱ ❛❧♦rs✱ ✐❧ r❡♥tr❡ ❞❛♥s G1 ♣❛r ❧✬❛r❝
✐♥❢ér✐❡✉r ✭❞❛♥s ❧❛ p✐è♠❡ ❝♦✉♣❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡✮✳

Pr❡✉✈❡✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❖◆ ♦✉ ◆❖✱ ♣❛ss❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥
❞❡ b à b′ ♦✉ ❞❡ c à c′ ❡t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ a à a′✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ q✉✐tt❡
✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ■❋ ♣❛r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ss✐ ✐❧ ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣❛❞❣❡t ▲▲ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
❝♦❧♦♥♥❡ ♣❛r ❧❛ ❞r♦✐t❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ▲▲ ❡t ❱❱✱ ♦✉ ❡♥tr❡
G1 ❡t ■❋ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ❡♥tr❡ G1 ❡t ❚❚✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡st❡ ❛✉ ♠ê♠❡
♥✐✈❡❛✉✱ ❡t ❡♥tr❡ ❚❚ ❡t ❱❱✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ r❡st❡ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝ôté✳
❉✉ ❝♦✉♣✱ s✐ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐tt❡ G1 ♣❛r ❧✬❛r❝ ✐♥❢ér✐❡✉r ❞❡ s❛ ❧✐❣♥❡ ✭❧✐❣♥❡ i ∈
J1, pK✮✱ ❛❧♦rs✱✐❧ ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ G(i, 2p + n + 1− i) ♣❛r ❧❡ s♦♠♠❡t
b2✱ ❡t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ 2p + n + 1 − i q✉✐tt❡ ❞♦♥❝ ❝❡ ❣❛❞❣❡t
♣❛r ❧❡ s♦♠♠❡t a2✱ ♣❛r ❧✬❆✣r♠❛t✐♦♥ ✷✳ ❉♦♥❝ ❝❡ ♠ê♠❡ ❝❤❡♠✐♥ r❡♥tr❡ ❞❛♥s
G(2p+i, 2p+n+1−i) ♣❛r ❧❡ s♦♠♠❡t a1✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❧✬❆✣r♠❛t✐♦♥ ✸✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ 2p+1− i ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❛r❝s ❞✉ ❜❛s ❞❡ s❛ ❧✐❣♥❡ ❡♥tr❡ ▲▲ ❡t
❱❱✳ P❛r ❧✬❆✣r♠❛t✐♦♥ ✷✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ i ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ❛r❝s
❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡♥tr❡ ■❋ ❡t ▲▲✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ i ✉t✐❧✐s❡
❧❡s ❛r❝s ✐♥❢ér✐❡✉rs ❡♥tr❡ ■❋ ❡t G1✳

❆✣r♠❛t✐♦♥ ✼✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥ts
❞❛♥s (G, H) ss✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲✬❆✣r♠❛t✐♦♥ ✻ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s G1 s❛t✐s❢♦♥t ❛✉① ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❆✣r♠❛t✐♦♥ ✶ ✿ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s✱
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r G1 s✬ét❡♥❞ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à G✳

❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❑❛r♣ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s
❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥ts ét❛♥t ❞❛♥s ◆P✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ♣r♦✉✈é✳



✹✻ ❘♦✉t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés ❛❝②❝❧✐q✉❡s

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t❡r♠✐♥❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❡♥
✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts t1 ❡t s2 ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❧❡s s♦♠♠❡ts s1 ❡t t2 ❞✬❛✉tr❡
♣❛rt✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♠❛✐s ❧✬é♥♦♥❝é ❝❤❛♥❣❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦t ❡♥t✐❡r ❛✈❡❝ G ❞✐❣r❛♣❤❡✱ G + H
♣❧❛♥❛✐r❡ ❡t H r❡str❡✐♥t à ❞❡✉① ❛r❝s ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦♣♣♦sé❡ {st, ts}✱ ❡st ◆P✲

❝♦♠♣❧❡t✳

❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té s❡r❛✐t ❞❡ ♥❡ ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r q✉✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣♦✉r ❧❛
❞❡♠❛♥❞❡ t1t2✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❛r❝s ✐♥❝✐❞❡♥ts à t1 ❡t t2
♣❛r ✉♥ ❛r❝ ❡♥tr❡ ❧❡ ❜❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡t ❧❡ ❤❛✉t ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ à s❛ ❣❛✉❝❤❡✳
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❛❧♦rs ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❡ s1 ❡t s2✱ ♣❧✉s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡
❧❡ ❤❛✉t ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❧❛ ❜❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ q✉❡ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡r à s2 ❡t s1 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉①
❛r❝s ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ s❡rré❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✸✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦t ❡♥t✐❡r ❛✈❡❝ G ❞✐❣r❛♣❤❡✱ G + H
♣❧❛♥❛✐r❡✱ E(H) = {st, ts} ❡t r(st) = 1 ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❊✉❧ér✐❡♥s✳
❆✐♥s✐✱ s✉r ❧❡s ❞✐❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✱ ✐❧ r❡st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦t ❡♥t✐❡r ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❊✉❧ér✐❡♥
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❝s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡st ✜①❡✳ ▲❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❡
✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✳

✷✳✸ ❙✐ G ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s G ♣❧❛♥❛✐r❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ G + H ❊✉❧ér✐❡♥✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❝s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ✜①❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ♣s❡✉❞♦♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✮✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s
♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉❡ ❧❡s t❡r♠✐♥❛✉① ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s s♦♥t t♦✉s ❞✐st✐♥❝ts✱
❡t t♦✉s ❞❡s ♣✉✐ts ♦✉ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡❝✐ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❛✉❣♠❡♥t❡r G ❛✈❡❝ ❞❡s ❛r❝s ✈❡rs ♦✉ ❞❡♣✉✐s ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡
❞❡❣ré 1✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞é♣♦rt❡r ❧❡s t❡r♠✐♥❛✉① ✈❡rs ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s♦♠♠❡ts✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♦✉t✐❧s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳ ❙♦✐❡♥t e1, . . . , en ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ✐♥❞✐❝és ♣❛r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡
J1, nK✱ ei ❡t ej s♦♥t ❞✐ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s s✐ j = i + 1✱ ♦✉ ❜✐❡♥ s✐ i = n ❡t j = 1✳
P♦✉r tr♦✐s é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts a✱ b ❡t c ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ b ❡st ❡♥tr❡ a ❡t c s✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞✐st✐♥❝ts a = u1, u2, . . . uk = c t❡❧ q✉❡
b ❡st ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ b ❡st ❡♥tr❡ a ❡t c✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥tr❡



✷✳✸ ❙✐ G ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✹✼

c ❡t a✱ ❡t c ❡st ❡♥tr❡ b ❡t a✳ ❈❡❝✐ ❞é✜♥✐t ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥
♦r❞r❡ ❝②❝❧✐q✉❡✳ ❯♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts
❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ✭♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❝ts✮✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❣✉és s♦♥t ❧❡s
❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐st✐♥❝ts ❛②❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
❡①tré♠✐tés ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ▲❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡
❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳
▲✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ❛r❝s ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t v ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡
✐♥❞✉✐t ✉♥ ♦r❞r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❀ y ❡st ❡♥tr❡ x ❡t z s✐ x✱ y✱ z ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❝❡t
♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♣♦s✐t✐❢ ✭tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ♦✉ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ❛✐❣✉✐❧❧❡s ❞✬✉♥❡

♠♦♥tr❡✮ ❛✉t♦✉r ❞✉ s♦♠♠❡t v✳ ❉❡✉① ❛r❝s s♦♥t ❛❧♦rs ❝♦♥sé❝✉t✐❢s s✬✐❧s ❛♣♣❛rt✐✲
❡♥♥❡♥t à ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬♦r❞r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡s
❛r❝s ❡♥tr❛♥ts ♦✉ ❞❡s ❛r❝s s♦rt❛♥ts✳ ▲❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ♠ê♠❡s ❡①tré♠✐tés s❡r♦♥t
❝♦♥s✐❞érés ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ ❧❡✉r ♣r❡♠✐❡r ❛r❝ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡
❝❡s ❝❤❡♠✐♥s✱ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❛❞♦♣tés ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ r❡s♣❡❝t❡r♦♥t ❧✬♦r❞r❡ ❝②❝❧✐q✉❡s ✿
Pi ❡t Pi+1 s♦♥t ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✱ ❡t s✐ n ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ✐♥❞✐❝❡✱ Pn ❡t P1 s♦♥t
❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳

P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ❡t ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣s❡✉❞♦♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛r❝s ♦♥t t♦✉s
❝❛♣❛❝✐té 1✱ ♠❛✐s ❧❡s ❛r❝s ♠✉❧t✐♣❧❡s s♦♥t ♣❡r♠✐s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s
s♦♥t ❛r❝s✲❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s s✐♠♣❧❡s✳ ❙♦✐t
P ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡ s♦♠♠❡t v✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s P−

v ❧✬❛r❝ ❞❡ P ❡♥tr❛♥t
❞❛♥s v✱ ❡t P+

v ❧✬❛r❝ ❞❡ P s♦rt❛♥t ❞❡ v✱ s✬✐❧s ❡①✐st❡♥t✳
❙♦✐t P ❡t Q ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ♣❛ss❛♥t ♣❛r ✉♥ s♦♠♠❡t v✳ ◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ✿

✕ P ❡t Q s❡ ❝r♦✐s❡♥t ❡♥ v s✐ ❧❡s ❛r❝s ❞❡ δ(v) ∩ P ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❛✉
♠ê♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬❡①tré♠✐tés δ(v) ∩Q✳

✕ P ♣❛ss❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ Q ❡♥ v s✐ P ❡t Q ♥❡ s❡ ❝r♦✐s❡♥t ♣❛s✱ ❡t P−
v ❛♣♣❛r❛ît

❛✈❛♥t P+
v ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♣♦s✐t✐❢ ❛✉t♦✉r ❞❡ v ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ❛r❝ ❞❡ Q✳

✕ P ♣❛ss❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ Q ❡♥ v s✐♥♦♥✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ P ♣❛ss❡ à ❣❛✉❝❤❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❞r♦✐t❡✮ ❞❡ Q ss✐ P
♣❛ss❡ à ❣❛✉❝❤❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮ ❞❡ Q−1 ss✐ P−1 ♣❛ss❡ à ❞r♦✐t❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❞❡ Q✱ ❡t
q✉❡ P ❡t Q s❡ ❝r♦✐s❡♥t ss✐ Q ❡t P s❡ ❝r♦✐s❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r P,Q, v
❝♦♥s✐st❛♥t à s❛✈♦✐r s✐ P ❝r♦✐s❡✱ ♣❛ss❡ à ❞r♦✐t❡ ♦✉ ♣❛ss❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ Q ❡♥ v
❡st ❛♣♣❡❧é ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ❞❡ P ❡t Q ❡♥ v✳ ❯♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✐❞é❡s ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✱ ❡st q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❡♥ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t s✉✣t ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ♦r❞r❡ ❝♦❤ér❡♥t ✭♦✉ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✮ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té
❡st ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡✱ t❡❧ q✉❡ s✐ u ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t
q✉❡ v✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ v ✈❡rs u✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❛❞♠❡t ✉♥ ♦r❞r❡



✹✽ ❘♦✉t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés ❛❝②❝❧✐q✉❡s

❝♦❤ér❡♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♣r❡♠✐❡r s♦♠♠❡t

❝♦♠♠✉♥ ❞❡ P ❡t Q ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s♦♠♠❡t ❞❡ V (P ) ∩ V (Q) ✭✐❧ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❝❤♦✐s✐✮✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉✬✉♥ ♦r❞r❡ ❝♦❤ér❡♥t ♥♦✉s
❡st ❞♦♥♥é ✭❡♥ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛❝✐❧❡✮✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t P ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

❝❤❡♠✐♥s ❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ G✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ P ′ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛r❝✲

❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ ♠ê♠❡ ❡①tré♠✐tés q✉❡ P t❡❧ q✉❡ ✿

✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❝♦♠♠✉♥❡✱ ❝❡s ❞❡✉①

❝❤❡♠✐♥s ♥❡ s❡ ❝r♦✐s❡♥t ♣❛s✱

✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s s❡ ❝r♦✐s❛♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s s❡ ❝r♦✐s❡♥t

✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s s✉r ❧❡✉r ♣r❡♠✐❡r s♦♠♠❡t ❝♦♠♠✉♥✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐❡♥t P ✉♥ (s, t)✲❝❤❡♠✐♥ ❡t Q ✉♥ (s′, t′)✲❝❤❡♠✐♥ ❞✐st✐♥❝t ❞❡ P✱
u < v ∈ V (P ) ∩ V (Q)✱ t❡❧s q✉❡ P ❡t Q s❡ ❝r♦✐s❡♥t ❡♥ v✱ ♦✉ ❜✐❡♥ s❡ ❝r♦✐s❡♥t
s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ u ❡t v ❡st ❧❡✉r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ q✉✐ r❡♠♣❧❛❝❡ P ❡t P ♣❛r P ′ = Psu∪Quv∪Pvt ❡t Q′ = Qs′u∪Puv∪Qvt′ ✳
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞♦♥❝ à ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ♥✬❛❞✲
♠❡tt❛♥t ♣❛s ❞❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥ts✱ ❡♥ ♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
(c1, . . . , cn)✱ ❛✈❡❝ ci ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s s❡ ❝r♦✐s❛♥t ❞❛♥s ❧❡ i✐è♠❡

♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦♠♠❡t ❞❡ G
P♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥ts ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s
❞❛♥s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❛✉tr❡s q✉❡ u ❡t v✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♥✬② s♦♥t ♣❛s ♠♦❞✐✜és
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ❡t s✐ u ♦✉ v ❡st ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ P ❡t Q ♥♦♥ ♣❧✉s✳
❆♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ P ❡t Q ❡♥ u ❡t v
❞✐♠✐♥✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥ts ❞❡ t♦✉t ❛✉tr❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥ u ❡t v
♥❡ ♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r✱ ♣✉✐sq✉❡ s✬✐❧ ❝r♦✐s❛✐t ❧✬✉♥ ❞❡ P ❡t Q✱ ✐❧ ❝r♦✐s❡ ❛✉ss✐ ❧✬✉♥
❞❡ P ′ ❡t Q′✱ ❡t s✬✐❧ ♥❡ ❝r♦✐s❡ ♥✐ P ♥✐ Q✱ ✐❧ ♥❡ ❝r♦✐s❡ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s P ′ ❡t Q′✳ ▲❡s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐♠✐♥✉❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥ts✳

❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s G ♣❧♦♥❣é s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡✳ ❙♦✐t
❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s P ❡t Q ❞❡ ♠ê♠❡s ❡①tré♠✐tés ❞❛♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é❝r♦✐sé❡✳
P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s s♦♥t ❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥ts✱ PQ−1 ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡✱
s✐♠♣❧❡ à ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ♣rès✱ sé♣❛r❛♥t ❧❛
s♣❤èr❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❝♦♥♥❡①❡s ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s
✐♥tér✐❡✉r ❞❡ PQ−1 ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥♥❡①❡ t❡❧❧❡ q✉❡ PQ−1 ♣❛r❝♦✉rt s♦♥ ❜♦r❞ ❞❛♥s
❧❡ s❡♥s ♣♦s✐t✐❢✱ ❡t ❡①tér✐❡✉r ❧✬❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥♥❡①❡✳
❙✐ P ❡t Q s♦♥t ❡♥ ♣❧✉s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✱ ❛✉❝✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ♠ê♠❡s ❡①tré♠✐tés q✉❡ P
❡t Q ♥❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ PQ−1✱ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉s ❝❡s ❛✉tr❡s ❝❤❡♠✐♥s s♦♥t



✷✳✸ ❙✐ G ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✹✾

●❉

❉❉

●●

❉● ❈

❋✐❣✳ ✷✳✻ ✕ ▲❡s ❝✐♥q ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❛r❝s✲
❞✐s❥♦✐♥ts ❡♥ ✉♥ s♦♠♠❡t✳ G ❡t D ❞és✐❣♥❡ s✐ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛ss❡ à ❣❛✉❝❤❡
♦✉ à ❞r♦✐t❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❝❤❡♠✐♥✳

à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ PQ−1 à ❧❡✉r ♦r✐❣✐♥❡✱ ❡t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ♣❛ss❡r ❞❡ ❧✬❡①tér✐❡✉r
à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ PQ−1 s❛♥s ❝r♦✐s❡r P ♦✉ Q✳
❙♦✐t P1, . . . , Pk ❧❡s k = r(h) ❝❤❡♠✐♥s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ P ❞é❝r♦✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬❛r❝ ❞❡
❞❡♠❛♥❞❡ h✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧❛ s♣❤èr❡ ✭♠♦✐♥s ❝❡s ❝❤❡♠✐♥s✮
❡♥ k ré❣✐♦♥s✱ ❧❡s ✐♥tér✐❡✉rs ❞❡ PiP

−1
i+1 ♣♦✉r i ∈ J1, k − 1K ❡t ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡

PkP
−1✱ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Kh

i ✱ i ∈ J1, kK ✭❝❡❝✐ ✐♥❞✉✐t ❞♦♥❝
✉♥ ♦r❞r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❝♦♥s✐❞érés✮✳ ❍♦r♠✐s ❧❡s ❞❡✉①
❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬❛r❝ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ❡st
✈✐❞❡ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s✱ ❡t ❡st Pi+1 s✐ ❧❡s ❞❡✉①
ré❣✐♦♥s s♦♥t Kh

i ❡t Kh
i+1✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✷✳ ❙♦✐❡♥t t1s1, t2s2 ∈ E(H) ❞❡✉① ❛r❝s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✐st✐♥❝ts

❞❡ ❝❛♣❛❝✐té r❡s♣❡❝t✐✈❡ r1 ❡t r2✱ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é❝r♦✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞✉

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ P ❞❡ (s1, t1)✲❝❤❡♠✐♥s ❡t ✉♥ ✐♥t❡r✲

✈❛❧❧❡ Q′ ❞❡ (s2, t2)✲❝❤❡♠✐♥s t❡❧ q✉❡ P ❝r♦✐s❡ Q ss✐ P ∈ P ′ ❡t Q ∈ Q′✱ ♦✉ ❜✐❡♥

P /∈ P ′ ❡t Q /∈ Q′✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐❡♥t P1, . . . , Pr1
❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣♦✉r ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ h = t1s1✳ s2 ❛♣✲

♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ ré❣✐♦♥ Kh
i ✱ ❡t t2 à Kh

j ✱ ❛✈❡❝ i, j ∈ J1, r1K✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts s1✱ s2✱ t1 ❡t t2 s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts✳ P✉✐sq✉❡ ❛✉❝✉♥ (s2, t2)✲
❝❤❡♠✐♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ♣❛r s1 ✭q✉✐ ❡st ✉♥❡ s♦✉r❝❡✮ ❡t t1 ✭q✉✐ ❡st ✉♥ ♣✉✐ts✮✱
t♦✉t (s2, t2)✲❝❤❡♠✐♥s ❞♦✐t ❢r❛♥❝❤✐r ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ ré❣✐♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ❞❡ h✱ ❡t
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❢r❛♥❝❤✐r ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❡ ♠ê♠❡ ❜♦r❞ ♣❛r ❞é❝r♦✐s❡♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ✉♥
❜♦r❞ ❝♦♠♠✉♥ à ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ❡st ✉♥ (s1, t1)✲❝❤❡♠✐♥✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡
❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ h ét❛♥t ✉♥ ❝②❝❧❡✱ t♦✉t (s2, t2)✲❝❤❡♠✐♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ s✉✐✈r❡ ✉♥ ❞❡s
❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t s2 ❡t ❝❡❧❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t c2✱ ❝❡ q✉✐ ❞ét❡r✲



✺✵ ❘♦✉t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés ❛❝②❝❧✐q✉❡s

♠✐♥❡ P ❡t Q✱ ❡t Q ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ P❛r s②♠étr✐❡✱ P ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✸✳ ❙♦✐❡♥t P ❡t Q ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é❝r♦✐sé❡✱ u < v
❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ V (P ) ∩ V (Q)✳ ❆❧♦rs P ♣❛ss❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ Q ❡♥ v
ss✐ ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ t ❞❡ P s❡ tr♦✉✈❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ PuvQ

−1
uv ✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ P ❡t Q ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s s❡ ❝r♦✐s❡r ❡♥ v ♣❛r ❞é❝r♦✐s❡♠❡♥t✳
P✉✐sq✉❡ P ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝r♦✐s❡r C = PuvQ

−1
uv ❛♣rès v✱ P r❡st❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t à

❧✬✐♥tér✐❡✉r ♦✉ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ C ❛♣rès v✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ s♦♠♠❡t
s✉✐✈❛♥t v ❡t à s❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ P
♣❛r r❛♣♣♦rt à Q ❡♥ v✳

❈❡ ❧❡♠♠❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❡♥ ✉♥
s♦♠♠❡t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s♦♠♠❡t ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t✱ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r
❧❡s s♦✉s✲❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❡ ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t s♦♠♠❡t ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❡t ❝❡❧✉✐ ❝♦♥s✐❞éré✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❝②❝❧✐❝✐té✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ C s♦♥t ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❞❡♣✉✐s
❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ {w : vw ∈ E(G)} à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ✭♦✉ ❧✬❡①tér✐❡✉r✮ ❞❡ C✳ ■❧
s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐tr❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ❝❤❛q✉❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥
❡st ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s
❛✉tr❡s q✉❡ ♣r❡♠✐èr❡s✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✹✳ ❙♦✐❡♥t C ❡t D ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ❞✬✐♥tér✐❡✉rs ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❡t v ∈ V (C)
✉♥ s♦♠♠❡t ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s D✳ ❆❧♦rs D ♣❛ss❡ à ❣❛✉❝❤❡

❞❡ C ❡♥ v✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙✐ D ♣❛ss❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ C ❡♥ v✱ C ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ D✱ ❝♦♥tr❛✲
❞✐❝t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✺✳ ❙♦✐❡♥t P ❡t Q ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ♠ê♠❡s ❡①tré♠✐tés✱ ❡t P =
{P1, . . . , Pn} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ (s, t)✲❝❤❡♠✐♥s✱ ❛✈❡❝ s✱ t à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ C =
PQ−1 ❡t C ⊂ Kst

n ✱ t❡❧s q✉❡ ❝❡s ❝❤❡♠✐♥s ♥❡ s❡ ❝r♦✐s❡♥t ♣❛s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

❝❤❡♠✐♥s ❞❡ P q✉✐ ♣❛ss❡♥t à ❞r♦✐t❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❣❛✉❝❤❡✮ ❞❡ C ❡♥ ❧❡✉rs

♣r❡♠✐❡rs s♦♠♠❡ts ❝♦♠♠✉♥s ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐❡♥t i < j t❡❧ q✉❡ Pj ♣❛ss❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ C ❡♥ s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥ v ❛✈❡❝ C✳ ❙♦✐t u ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ Pi ❡t C ✭❡♥ ❛❞♠❡tt❛♥t
q✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡✮✳
❙✐ u = v✱ ♣✉✐sq✉❡ C ⊂ Kst

n ✱ Pi ♣❛ss❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ C ❡♥ v✳
❙✐♥♦♥✱ s♦✐t w ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s♦♠♠❡t ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ V (Pi) ∩ V (Pj) str✐❝t❡♠❡♥t
♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ u ❡t v✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝②❝❧❡ D ❞é✜♥✐ ♣❛r P ′

iP
′−1
j ✱ ❛✈❡❝ P ′

i

❡t P ′
j s♦✉s✲❝❤❡♠✐♥s r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡ Pi ❡t Pj ❡♥tr❡ s ❡t w✳ P✉✐sq✉❡ C ⊂ Kst

n ✱
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ D ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s C✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ D ♥❡ ♣❛ss❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s



✷✳✸ ❙✐ G ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✺✶

♣❛r u✱ ❝❛r s✐♥♦♥ Pj ♣❛ss❡ ♣❛r u ❡t ❧❡ ❝②❝❧❡ ❢♦r♠é❡ ♣❛r Pi ❡t P−1
j ❡♥tr❡ s ❡t

u ❝♦♥t✐❡♥❞r❛✐t C ❞❛♥s s♦♥ ✐♥tér✐❡✉r✳ ❉♦♥❝ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✹✱ Pi ♣❛ss❡ à
❣❛✉❝❤❡ ❞❡ D ❡♥ u✳
❊♥✜♥✱ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s Pk ❛✈❡❝ i < k < j ❞♦✐✈❡♥t ♣❛ss❡r ♣❛r u ♦✉ v✱ ❞♦♥❝
✐♥t❡rs❡❝t❡r C✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♣❛ss❛♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ C ❡♥ ❧❡✉r
♣r❡♠✐èr❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❙②♠étr✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡✉① ♣❛ss❛♥t à
❞r♦✐t❡✳

◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s s❝❤é♠❛ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s
❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❡♥ ❧❡✉r ♣r❡♠✐❡r s♦♠♠❡t✳ ◆♦t♦♥s
R = maxh∈E(H) r(h)✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✻✳ P♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ (G, H, r, c)✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❝❤é♠❛ ❞❡

r♦✉t❛❣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st ❛✉ ♣❧✉s O(((R + 1)4)|E(H)|2)✱ ❡t ❝❡s r♦✉t❛❣❡s ♣❡✉✈❡♥t

êtr❡ é♥✉♠érés ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t✳

Pr❡✉✈❡✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✷ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✺✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❛r❝s
(h1, h2) ∈ E(H)2✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❛tr❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ♣❛r♠✐
❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣♦✉r h1 ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ h1✲
❝❤❡♠✐♥ ❧♦rs ❞❡ s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ h2✲❝❤❡♠✐♥✳ ■❧ ② ❛ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t
♠♦✐♥s ❞❡ R4 t❡❧❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡
O((R4)|E(H)|2)✳

◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à t❡st❡r t♦✉s ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ♣♦ss✐❜❧❡s✳
P♦✉r ❝❤❛❝✉♥✱ ♥♦✉s r♦✉t♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t✱ ♣r✐s ❞❛♥s
✉♥ ♦r❞r❡ ❝♦❤ér❡♥t✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡ s♦♠♠❡t ❝♦♥s✐❞éré✳ ◆♦✉s ❝♦♥✲
♥❛✐ss♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s s✬✐♥t❡rs❡❝t❛♥t ❛✉ s♦♠♠❡t✱
s♦✐t ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ s♦✐t ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✸
✭❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦✉✈❛♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✮✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡❧❛ s✉✣t ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ✉♥✐q✉❡ r♦✉t❛❣❡ ♣❛r ❝❡ s♦♠♠❡t✱ ♦✉
❧✬✐♥❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ r♦✉t❛❣❡ s♦✉s ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥
❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❊✉❧ér✐❝✐té✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✼✳ ❙♦✐t v ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ G ❛✈❡❝ n ❛r❝s ❡♥tr❛♥ts ❡t n ❛r❝s s♦r✲

t❛♥ts✱ ❡t n ❝❤❡♠✐♥s ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❝❡ s♦♠♠❡t✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬❛r❝ s♦rt❛♥t ✉t✐❧✐sé ♣❛r

❝❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡s ❛r❝s ❡♥tr❛♥ts ✉t✐❧✐sés ♣❛r

❝❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ❡♥ v ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❡ ❡✉①✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐t P1 ✉♥ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❛♥ts ❞❛♥s v✳ ◆♦t♦♥s P2, . . . , Pn ❧❡s ❛✉tr❡s
❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❛♥ts ❞❛♥s v✱ ♣r✐s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❛r❝s ❡♥tr❛♥ts ❞❛♥s v✱
♥♦t♦♥s ai ❧✬❛r❝ ❡♥tr❛♥t ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ i✳ ◆♦✉s ♣♦s♦♥s an+1 = a1✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ❞❡ P1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à P2, . . . , Pn✳ ❙♦✐t i ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
✐♥❞✐❝❡ t❡❧ q✉❡ P1 ♣❛ss❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ Pi ✭i = 1 s✬✐❧ ♥✬❡♥ ❡①✐st❡ ♣❛s✮✱ ❡t s♦✐t j



✺✷ ❘♦✉t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés ❛❝②❝❧✐q✉❡s

❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✐♥❞✐❝❡ t❡❧ q✉❡ P1 ♣❛ss❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ Pj ✭j = n + 1 s✬✐❧ ♥✬❡♥ ❡①✐st❡
♣❛s✮✳ P1 ❞♦✐t s♦rt✐r ❞❡ v ♣❛r ✉♥ ❛r❝ ❡♥tr❡ ai ❡t an ✭à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ Pi✮✱ ❡t ❡♥tr❡
a1 ❡t aj ✭à ❞r♦✐t❡ ❞❡ Pj✮✱ ❞♦♥❝ i < j✱ ❡t P1 s♦rt ♣❛r ✉♥ ❛r❝ ❡♥tr❡ ai ❡t aj ✳
◆♦t♦♥s g ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡sq✉❡❧s P1 ♣❛ss❡ à ❣❛✉❝❤❡✳ P♦✉r t♦✉t ❛r❝
s♦rt❛♥t a ❡♥tr❡ ui ❡t uj ✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s c(a) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❛♥t
❡♥tr❡ a ❡t u1 q✉✐ ❝r♦✐s❡♥t P1✱ p(a) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❝s s♦rt❛♥ts ❡♥tr❡ u1 ❡t a✳
❆❧♦rs s✐ P1 s♦rt ♣❛r ❧✬❛r❝ a✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s s♦rt❛♥ts ♣❛r ✉♥ ❛r❝ ❡♥tr❡
u1 ❡t a ❡st g + c(a) = p(a)✳ ❖r✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té g + c(a) − p(a) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t
❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♣♦s✐t✐❢ ✭♣✉✐sq✉❡ c(a) ❞✐♠✐♥✉❡ ❡t p(a) ❛✉❣♠❡♥t❡✱
t♦✉s ❧❡s ❛r❝s ❡♥tr❛♥ts ❡♥tr❡ ui ❡t uj ❞❡✈❛♥t ❝r♦✐s❡r P1✮✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ❡♥
❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ❛r❝✱ ❧✬❛r❝ ♣❛r ❧❡q✉❡❧ s♦rt P1✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é
♣❛r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ P1 ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❛✉tr❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡t ❞❡s ❛r❝s ❡♥tr❛♥ts
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥✳
❙✐ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s✱ ❡❧❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉
str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♣♦✉r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛r❝ s♦rt❛♥t ❡♥tr❡
ai ❡t aj ✱ ♣♦✉r ❝❡t ❛r❝✱ g + c(a)− p(a) ❡st ♣♦s✐t✐❢✱ ❝♦♥tr❡❞✐s❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡
❝❤❡♠✐♥s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞♦♥♥é✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✽✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥ts ❛✈❡❝ G ♦r✐❡♥té

♣❧❛♥❛✐r❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ G + H ❡✉❧ér✐❡♥ ❡t |E(H)| = k ❡st ♣s❡✉❞♦♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✿

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té O(f(R)k2

k3n)✱ ♦ù f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ n = |V (G)| ❡t R = maxh∈E(H) r(h)✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à t❡st❡r t♦✉s ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ r♦✉t❛❣❡s ♣♦s✲
s✐❜❧❡s✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥✱ ♥♦✉s r♦✉t♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡♥ ❝❤❛q✉❡
s♦♠♠❡t ♣r✐s ♣❛r ♦r❞r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝r♦✐ss❛♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ s♦♠♠❡t v ❡st
tr❛✐té✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❛♥ts ❞❛♥s ❝❡ s♦♠♠❡t s♦♥t ❞é❥à ❝♦♥♥✉s✳ P✉✐sq✉❡ ♣❛r
❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✸ ❡t ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ r♦✉t❛❣❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❡✲
❧❛t✐❢ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡st ❝♦♥♥✉✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✼✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✐♥❞✉✐t ♣❛r ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té O(|δ−(v)|2) ❡t ❞♦♥❝ O(R2k2)✳ ❊♥
❝♦♠♣t❛♥t ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r♦✉t❛❣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱
❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❝♦❤ér❡♥t ❡t ❧❡ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ✭O(nk) tr✐✈✐❛❧❡✲
♠❡♥t✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ét❛♥t ♣❧❛♥❛✐r❡ |E| = O(n)✮ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❛✉①
❞❡st✐♥❛t✐♦♥s ❞❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ✭✈♦✐r ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t
❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✸✮✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ O(((R + 1)4)k2

R3k3n)✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❞♦♥♥é✱ ❧❡s é❝❤❡❝s ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t ❧✬✐♠✲
♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r♦✉t❡r ✉♥ s♦♠♠❡t s❡❧♦♥ ❧❡ r♦✉t❛❣❡ ❞❡♠❛♥❞é✱ ♦✉ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s
tr♦✉✈és ♥❡ ❢♦r♠❡♥t ♣❛s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❝❡rt❛✐♥s ❝❤❡♠✐♥s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬❛r❝s ❞❡
❞❡♠❛♥❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✮✳

◆♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s ♣❛s s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
P♦✉r r❡st❡r ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡



✷✳✸ ❙✐ G ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✺✸

❞❡ s❝❤é♠❛s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♣❡t✐t✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s ♣♦✉r ♥✬❡♥ t❡st❡r q✉✬✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ✭❝❡❧❛ ♥❡ s❡♠✲
❜❧❡ ♣❛s é✈✐❞❡♥t✮✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❛✉ss✐ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❡♥ ✉♥
s♦♠♠❡t✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ♥♦♥ ♣❛s ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s✱ ♠❛✐s ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡
❝❤❡♠✐♥s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❡t ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♥✬② ❡♥ ❛ ♣❛s tr♦♣ ✭❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s❡♠❜❧❡
♣❧✉s ré❛❧✐st❡✮✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ✉♥ s❡✉❧ s❝❤é♠❛ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❡st ♣♦s✲
s✐❜❧❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛✈❡❝ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r
G ❡t H✳ ❈✬❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✐♥s✐ q✉✬■❜❛r❛❦✐ ❡t ◆❛❣❛♠♦❝❤✐ ❬✹✸❪ rés♦❧✈èr❡♥t
❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡s ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s ❞❡s ❞❡♠❛♥❞❡s s♦♥t t♦✉t❡s s✉r ❧❡ ❜♦r❞
❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❡①t❡r♥❡✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts q✉✐
♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ r❡t✐r❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❡①tér✐❡✉r❡✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡♥ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t s✬✐❧ ❢❛✉t ♦✉ ♥♦♥ ❝r♦✐s❡r ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s✱ s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❢❛❝❡ ❡①t❡r♥❡✳



✺✹ ❘♦✉t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés ❛❝②❝❧✐q✉❡s



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❆✉t♦✉r ❞✉ t❤é♦rè♠❡

❞✬❖❦❛♠✉r❛✲❙❡②♠♦✉r

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦ts ❡♥t✐❡rs s♦♥t
❜✐❡♥ ❝♦♠♣r✐s ❧♦rsq✉❡ G + H ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❣râ❝❡ ❛✉① tr❛✈❛✉①
s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❡t ♠❛tr♦ï❞❡s s✐❣♥és✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ très ❣é♥ér❛❧✱
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ▲♦♠♦♥♦s♦✈ ❞✬✉♥ ❝ôté✱ ❡t ❞❡ ❘♦❜❡rts♦♥ ❡t ❙❡②♠♦✉r ❞✬✉♥
❛✉tr❡✱ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❝❛s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❧♦rsq✉❡ G ♣❡✉t êtr❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ◆♦tr❡ t❛❜❧❡❛✉ ❧❛✐ss❛✐t ♣♦✉rt❛♥t ❡♥tr❡✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❧❛❝✉♥❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù G ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡✳ ❊t ♠❛❧❣ré ❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s ré❛❧✐sé❡s ❞✉r❛♥t ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱
✐❧ r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ❝❛s❡s ✈✐❞❡s✳
P❧✉s✐❡✉rs ré♣♦♥s❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♦♥t été ❛♣♣♦rté❡s s✉r ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❖❦❛♠✉r❛
❡t ❙❡②♠♦✉r ❬✹✼❪ ♦♥t ❛✐♥s✐ ♣r♦✉✈é ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✵✳✾ ✭❖❦❛♠✉r❛✱ ❙❡②♠♦✉r✱ ✶✾✽✶✮✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡✱

♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳ ❙♦✐t H ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣♦✉r G✱ t❡❧ q✉❡ t♦✉s

❧❡s t❡r♠✐♥❛✉① s♦♥t s✐t✉és s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞❡ G✳ ❙♦✐t r ❡t c
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té t❡❧❧❡s q✉❡ (G, H, r, c) ❡st ❊✉❧ér✐❡♥✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡

♠✉❧t✐✢♦t ❡♥t✐❡r ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ss✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❡st

ré❛❧✐sé❡ s✉r ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡✳

❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✹✻❪✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡✱
q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞♦♥❝ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s s♦✐❡♥t ✏s✉r ✉♥❡ ❢❛❝❡✑ ❞❡ G✱ ❛ ❢❛✐t
❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥ts✳ ❙❝❤r✐❥✈❡r ❬✺✹❪ ❛ ♠♦♥tré q✉✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❡♥
❢❛✐t ❞❡♠❛♥❞❡r ❞❡ ♠❡ttr❡ ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s s✉r 2 ❢❛❝❡s✱ ♣✉✐s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s
❙❡❜➤ ❬✺✾❪ ❧✬❛ ♠♦♥tré ♣♦✉r 3 ❢❛❝❡s✳ ❋r❛♥❦ ❬✶✺❪ ❛ ♣r✐s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❡♥
♠♦♥tr❛♥t q✉✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❛✛❛✐❜❧✐r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❊✉❧ér✐❝✐té ✿



✺✻ ❆✉t♦✉r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❖❦❛♠✉r❛✲❙❡②♠♦✉r

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✵✳✶✵✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳ ❙♦✐t H
✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣♦✉r G✱ t❡❧ q✉❡ t♦✉s ❧❡s t❡r♠✐♥❛✉① s♦♥t s✐t✉és s✉r ❧❡

❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞❡ G✳ ❙♦✐t r ❡t c ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té t❡❧❧❡s

q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ ✭♣❛s s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❡①tér✐❡✉r❡✮ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

❑✐r❝❤❤♦✛ s♦✐t ✈ér✐✜é❡✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠✉❧t✐✢♦t

❡♥t✐❡r (G, H, r, c) ss✐ ✿

∑

X∈X

(c(δG(X))− r(δH(X))) ≥
q

2
✭✸✳✶✮

♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ X ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ ❛✈❡❝ q ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s K ❞❡ G−(
⋃

X∈X δ(X)) t❡❧❧❡s q✉❡ c(δG(K))+r(δH(K))
❡st ✐♠♣❛✐r✳

▲✬❛r❣✉♠❡♥t rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦t
❡♥t✐❡r ❧❛✐ss❡r❛ ✐♥✉t✐❧✐sé ✉♥ T ✲❥♦✐♥t ❞❡ G✱ ❛✈❡❝ T ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts
✐♠♣❛✐rs✳ ❈❡ T ✲❥♦✐♥t ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✐s❥♦✐♥ts ❝♦✉♣❧❛♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ T ✱
♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡s t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
r❡st❡ ❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t tr♦✉✈❡r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ r❡♥❞❛♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❊✉❧ér✐❡♥✱ s❛♥s
r♦♠♣r❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡✳

❉❛♥s ❬✺✼❪✱ ♣r♦❜❧è♠❡ 56✱ ❙❝❤r✐❥✈❡r ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❡♥ r❡t✐r❛♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❊✉❧ér✐❝✐té✳ ❙❝❤✇är❧③❡r ❬✺✽❪ ❛
ré❝❡♠♠❡♥t rés♦❧✉ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✷✵✵✼✱ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ◆P✲
❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ét♦♥♥❛♠♠❡♥t s✐♠♣❧❡✱ q✉❡ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ✐❝✐ ❡♥ ❡sq✉✐ss❛♥t ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣ré♣❛r❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳ ❙❝❤✇är③❧❡r ♥❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛s ❧❛ ✈❡r✲
s✐♦♥ ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t 3 ❛rêt❡s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✬♦❜t✐❡♥t
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ s❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✵✳✶✶ ✭❙❝❤✇är❧③❡r✱ ✷✵✵✼✮✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦t ❡♥t✐❡r ❛✈❡❝

❣r❛♣❤❡ ❞✬♦✛r❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♠ê♠❡ s✐ t♦✉s ❧❡s t❡r♠✐♥❛✉① s♦♥t s✉r

❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡✱ ❡t ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡st ❧✐♠✐té

à 3✳

Pr❡✉✈❡✳ ✭❡sq✉✐ss❡✮ ❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❞❡♣✉✐s ❙❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✲

✐té✱ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
à n ❝❧❛✉s❡s ❡t p ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥str✉✐t ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❣r✐❧❧❡✱
❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣❛r ❝❧❛✉s❡✳ ❙❡❧♦♥ ❧✬❛♣✲
♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡✱ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡
❝❧❛✉s❡✱ ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡t ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s tr♦✐s ❣r❛♣❤❡s ♣rés❡♥tés ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s
4 t❡r♠✐♥❛✉① ♣❛r ❝♦❧♦♥♥❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① q✉❛tr❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré 1
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X ∈ CX ∈ CX, X /∈ C

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛✉s❡✱ ❝❡❧✉✐ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ♣rés❡♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲
♠❡♥t✱ ❝❡❧✉✐ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣rés❡♥t❡ ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t✳

r❡st❛♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡✱ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡✱ 2 s♦♠♠❡ts s✉♣♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡s✱ ✉♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝ôté✱ r❡❧✐és ❛✉① ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❡①tré♠✐té✱
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳

❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ ✈❛ tr❛♥s✐t❡r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥✱
s♦✐t ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❤❛✉t ✭✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✐s❡ à ✈r❛✐✮✱ s♦✐t ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❜❛s
✭✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✐s❡ à ❢❛✉① ✮✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡✮✱ ❝❡
s♦♥t ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s q✉✐ ✈♦♥t ♣❛ss❡r✱ ❧✬✉♥ ❞✉ ❝ôté ❞r♦✐t✱ ❧✬❛✉tr❡ ❞✉ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s t❡r♠✐♥❛✉① ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s s♦♥t ✐♥✈❡rsés✱ ♣♦✉r ♦❜❧✐❣❡r ❝❡s
❝❤❡♠✐♥s à ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ❝ôté ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡ ❢♦✐s✱ ❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s✳
❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❝❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t
♥❡ ♣✉✐ss❡ s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✐❞❛♥t
❝❡tt❡ ❝❧❛✉s❡✳ ▲❡s ❞❡♠❛♥❞❡s s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐té❡s s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳
▲✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ t✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts✳ ▲❡s ❝♦✉♣❡s ❤♦r✲
✐③♦♥t❛❧❡s s♦♥t s❡rré❡s✱ ❞♦♥❝ ❝❤❛q✉❡ ❣❛❞❣❡t ✈♦✐t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✏♣❛ss❡r✑ ❞❡✉①
❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉①✳ ❈❤❛q✉❡ ❣❛❞❣❡t✱ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ 4 s♦♠♠❡ts✱ ❞é✜♥✐t
✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té 8✳ 4 ❞❡ ❝❡s ❛rêt❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐✲
❝❛✉①✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ♠♦♥tr❡r ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t q✉❡ 2 ❛✉tr❡s
s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ❡t ❧❡s ❞❡✉①
❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ✐♥✉t✐❧✐sé❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛r✲
q✉❡r q✉✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♥❡ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞✬❛rêt❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❝r♦✐s❡r q✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s
❛rêt❡s ❞♦✉❜❧❡s✳

❈❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♥♦♥✲❧✐♠✐té ❞❡ t❡r♠✐♥❛✉①✳ P♦✉r ❛tt❡✐♥✲
❞r❡ s❡✉❧❡♠❡♥t tr♦✐s t❡r♠✐♥❛✉①✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛st✉❝❡ s✉♣♣❧é♠❡♥✲



✺✽ ❆✉t♦✉r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❖❦❛♠✉r❛✲❙❡②♠♦✉r
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❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ (X ∨Y ∨¬Z)∧ (X ∨
¬Y ) ∧ (¬X ∨ Z)✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ss✐♥é ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✬♦✛r❡✱ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❛rêt❡s ❡♥tr❡ ✉♥ s♦♠♠❡t ♥♦♠♠é ❡t s❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣r✐♠❡✳
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UT

S′S

❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s t❡r♠✐♥❛✉①✱ ❡t ❞❡s ❛rêt❡s s❡ ❝r♦✐s❛♥t ✏❡♥ ❧✐❣♥❡
❞r♦✐t❡✑✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡st ré❞✉✐t à 3✳

t❛✐r❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t tr♦✐s
t②♣❡s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❤♦r✐③♦♥t❛✉①✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① q✉✐ ✈♦♥t
❞✉ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ ✈❡rs ❧❡ ❜❛s à ❣❛✉❝❤❡✱ ❡t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡
s❡♥s✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✉① ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s t②♣❡s ❞❡
❝❤❡♠✐♥s✱ ❧✐és ❛✉① ❛♥❝✐❡♥s t❡r♠✐♥❛✉①✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❧❛♥❛r✐té ♥✬❡st ♣❛s
❝♦♥s❡r✈é❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✳ ▼❛✐s ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t
❝r♦✐s❡r ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛rêt❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❛ss✉r❡r ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✈❡❝
❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥✲♣❧❛♥❛✐r❡✳ ▲❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❞✐s♣♦sé❡s très s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡
✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳

▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❥♦✉t ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t s✉✐✈❛♥t✳ ❚♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s
❞❡ T à T ′ ❞♦✐✈❡♥t ❝r♦✐s❡r t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ U à U ′✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ② ❛ n ❝❤❡♠✐♥s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦rt❡✱ ✐❧ ❢❛✉t n2 ❝r♦✐s❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ② ❡♥
❛✈♦✐r q✉✬✉♥ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s n ❝♦❧♦♥♥❡s✱ ✐❧ ❡♥ ❢❛✉t n(n − 1) ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✳
❈✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré 4 q✉✐ ♦♥t été ❛❥♦✉tés✳ ▲❡
r♦✉t❛❣❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s s♦♠♠❡ts ❡st ❞♦♥❝ é✈✐❞❡♥t✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ r❡♠❛rq✉♦♥s
q✉✬❛✈❡❝ ❝❡ r♦✉t❛❣❡✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣❛ss❡♥t ❜✐❡♥ ♣❛r ❧❡s t❡r♠✐♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✱
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

❇✐❡♥ sûr✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ s✐♠♣❧❡



✻✵ ❆✉t♦✉r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❖❦❛♠✉r❛✲❙❡②♠♦✉r

✢♦t✱ ❡t ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❞❡♠❛♥❞❡s ♠❛✐s ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❜♦r♥é❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❘♦❜❡rts♦♥ ❡t ❙❡②♠♦✉r ❬✺✶❪✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❞❡✉① ❛rêt❡s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡✱ s❛♥s ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ r❡q✉êt❡ t♦t❛❧❡✱
à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣❛rt✐❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❇✐✢♦ts ❡♥t✐❡rs ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥

❉❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✷✵✵✻✱ ▼ü❧❧❡r ❬✹✷❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r
❞❡✉① ✢♦ts ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ♣❧❛♥❛✐r❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ ❡t ♣♦s❡
❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡
q✉❡st✐♦♥✱ ❡♥ ♣r♦✉✈❛♥t ❧❛ ◆P✲❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✹✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✉t✐❧✐sé ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ❞❡♣✉✐s ✸✲❙❛t✱
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s✳ ❆✈❛♥t ❞✬é❝r✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞ét❛✐❧❧é❡✱ q✉✐ ❡st très t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❡♥t♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✐❞é❡s ❞❡
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳ Pr❡♥♦♥s ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❧❛✉s❡s✱ ❡t ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❞❡ ❧✐❣♥❡s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧
♥♦✉s s♦✐t ❞♦♥♥é ❞❡✉① s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈❤❛❝✉♥ ❛ ❞❡✉① s♦♠✲
♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré 1 à s❛ ❞r♦✐t❡ ❡t à s❛ ❣❛✉❝❤❡✱ 4 ❡♥ ❤❛✉t ❡t ❡♥ ❜❛s✳ ❚♦✉t ❝❤❡♠✐♥
r♦✉té ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞❡ s❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré 1✱ ❧✬❡st ❡♥tr❡ ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛
❞r♦✐t❡ ❡t ✉♥ ❞❡ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❞✉ ❤❛✉t ❡t ✉♥ ❞✉ ❜❛s ✭♦♥ r❡s♣❡❝t❡
❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❝♦♥st❛té ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✵✳✶✶✱
♥♦✉s s♦♠♠❡s ❜✐❡♥ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① ❡t ❤♦r✐③♦♥t❛✉①✮✳
❉❡ ♣❧✉s ♥♦s ❞❡✉① s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s✳ ▲❡ ♣r❡✲
♠✐❡r✱ ❛♣♣❡❧♦♥s✲❧❡ ❳❈❍✱ ❡st t❡❧ q✉❡ s✐ ✉♥ ♦✉ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ❡t
❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① ❧❡ tr❛✈❡rs❡♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① ✈♦♥t ✏❡♥
❞✐❛❣♦♥❛❧❡✑✱ ❞❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ ✈❡rs ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés
❡♥ ❜❛s à ❣❛✉❝❤❡✱ ♦✉ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡✳ ▲❡ s❡❝✲
♦♥❞ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡✱ ▲■❈ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐été s✐ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❤♦r✐③♦♥t❛✉①
❡t ✈❡rt✐❝❛✉① ❧❡ tr❛✈❡rs❡♥t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ s✐ ✉♥ s❡✉❧ ❝❤❡♠✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡t ❞❡✉①
❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① ❧❡ tr❛✈❡rs❡♥t✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ❡①✲



✻✷ ❇✐✢♦t ♣❧❛♥❛✐r❡

tré♠✐tés q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ▲❡s ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶ ❡t ✹✳✷ rés✉♠❡♥t ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✳

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ❘♦✉t❛❣❡s ♣❡r♠✐s ♣❛r ❧❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❳❈❍ ❡t ▲■❈✳ ❈❤❛q✉❡ ❢♦✐s✱
❧❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① ❝❤❛♥❣❡♥t ❞❡ ❝ôté✳

▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✏♥♦r♠❛❧✑ ❞❡ ❝❡s ❣❛❞❣❡ts ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❡s ❞❡✉①
❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① ❞❡ ❝ôté✳ ❖♥ ❞✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ ❧❡ ❣❛❞❣❡t ❞é❝❛❧❡ ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① ✈♦♥t t♦✉t ❞r♦✐t✱
♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ❣❛❞❣❡t ❣❛r❞❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s✳ ◆♦✉s ❡♥❝♦❞♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡

❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ❛✐♥s✐ ✿ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛ été ❣❛r❞é ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡ ❢♦✐s ❞❛♥s
s❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✭❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❡st ♣❛✐r✱
✐❧ ❛ ❞♦♥❝ été ❞é❝❛❧é ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡ ❢♦✐s✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛
s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡✱ r♦✉t❡r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞r♦✐t❡s ❞✉
❤❛✉t ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡t ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❣❛✉❝❤❡s ❞✉ ❜❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡✳
❇✐❡♥ sûr✱ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡❧❛ s♦✐t ❝♦rr❡❝t✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s s♦✐❡♥t ❣❛r❞és
s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝❧❛✉s❡✳ ◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s
❞❡ ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s ♣♦✉r ❡♥❝♦❞❡r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❝❡s ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s s♦♥t ♣r✐s❡s ❝♦♥✲
sé❝✉t✐✈❡s✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ② r♦✉t❡r tr♦✐s ❞❡♠❛♥❞❡s✱ q✉✐ ✈♦♥t ❞♦♥❝ s❡ r❡♣❛rt✐r
s♦✐t ❞❡✉① s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❡t ✉♥❡ s✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ s♦✐t ❧✬✐♥✈❡rs❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s à ❛ss✐❣♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✈r❛✐ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡
s❡❝♦♥❞ ❝❛s ❢❛✉①✳ P✉✐sq✉❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥ ❣❛❞❣❡t ❣❛r❞❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉①✱ ✐❧
❢❛✉t à ❧❛ ❢♦✐s q✉❡ ❝❡ s♦✐t ✉♥ ▲■❈ ❡t q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❝❤❡♠✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ② ♣❛ss❡✱ ✐❧



✹✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ✻✸

❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❘♦✉t❛❣❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❡r♠✐s ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ▲■❈✳
▲♦rsq✉✬✉♥ s❡✉❧ ❝❤❡♠✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❛ss❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐✲
❝❛✉① ♣❡✉✈❡♥t r❡st❡r ❞✉ ♠ê♠❡ ❝ôté✳

s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❣❛❞❣❡ts ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❙✐ ✉♥❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛✉s❡ ❡st ✉♥ ▲■❈✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♦♥
❝❤♦✐s✐t ❧✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ✈r❛✐ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❣❛r❞❡r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s
❞❛♥s ❝❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s
✉♥❡ ❝❧❛✉s❡✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛✉s❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡
❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ▲■❈✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ✉♥
❳❈❍✱ ❝❡ q✉✐ ♦❜❧✐❣❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s à êtr❡ ❞é❝❛❧és✳
▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
♣r♦✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❣❛r❞❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡

✭♥♦t♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❥✉st❡ ❣❛r❞❡r ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ♦ù ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ré✉♥✐❡s✱ ♣✉✐s
t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ❞é❝❛❧❡r ❡♥s✉✐t❡✮✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛❥♦✉t❡r q✉❛tr❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s♦♠♠❡ts✱ q✉✐
s❡r❛✐❡♥t ❧❡s t❡r♠✐♥❛✉① ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ✉♥❡ ❛rêt❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡
❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉①✱ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❤♦r✐③♦♥t❛✉①✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡✲
♠❡♥t✱ ❝❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ♥❡ ♣❛ss❡ ♣❛s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱
❝❛r ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❳❈❍ ❡t
▲■❈ t❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s é♥♦♥❝é❡s✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛rêt❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s✱ ❡t
s②♠étr✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛rêt❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s✳
▲à ♦ù ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤✇är③❧❡r✱ ❧❡s ❝♦✉♣❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s s♦♥t
s❡rré❡s✱ ❧❡s ♥ôtr❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❞✬❛rêt❡s ❞✬♦✛r❡ q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❡t
❧❡s ❝♦✉♣❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s❡rré❡s ♥♦♥ ♣❧✉s✳
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s ❞✐✣❝✉❧tés✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✳
Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s très ❢♦rt❡♠❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s✳ ❊♥



✻✹ ❇✐✢♦t ♣❧❛♥❛✐r❡

❡✛❡t✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ❣❛❞❣❡ts ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❧✐❜❡rté ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧❡ s✉r♣❧✉s ❞✬❛rêt❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉♣❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❛ss❡③ ❧✐♠✐té✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s ✭▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✺✮✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t

❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❧✐❣♥❡s✱ q✉✐ ✈♦♥t ❛✈♦✐r ❧❡ rô❧❡ ❞❡ t❛♠♣♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡

❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❝❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✈♦♥t r❡st❡r ❧♦❝❛❧❡s ❡t ♠❛✐tr✐s❛❜❧❡s✳ ❉❡✉①✲
✐è♠❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✏♣r❡sq✉❡✑ ❊✉❧ér✐❡♥✱ ❛✈❡❝ très ♣❡✉ ❞❡ s♦♠♠❡ts ✐♠♣❛✐rs✳ ❊♥ ét✉❞✐❛♥t
❧❡s ❛rêt❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✈❛ ♥♦✉s
♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ rét❛❜❧✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s ❝♦✉♣❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s ✭▲❡♠♠❡ ✹✳✻✳✷✮✳
❈❡❝✐ s❡ ré✈è❧❡r❛ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① ♥✬✉✲

t✐❧✐s❡♥t ♣❛s ❞✬❛rêt❡s ❞❡s ❝♦✉♣❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡❝✐ ♣r♦✉✈é✱ q✉❡❧q✉❡s
❧❡♠♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ♣❡r♠❡t✲
tr♦♥t ❞❡ t❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

✹✳✷ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❆✈❛♥t ♠ê♠❡ ❞❡ r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡✉①
❧❡♠♠❡s✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡s ❝❤❡♠✐♥s✱ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡ ❞❡❣ré s✉r ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳

✹✳✷✳✶ ❉é❝r♦✐s❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✳ ❙♦✐t (G, H) ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲

❞✐s❥♦✐♥ts ❛✈❡❝ G ♣❧❛♥❛✐r❡✳ ❆❧♦rs s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬✐♥st❛♥❝❡ (G, H)✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❡ ❝r♦✐s❡♥t

❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❡t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❝♦♠♠✉♥❡ ♥❡ s❡ ❝r♦✐s❡♥t

♣❛s✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞é❝r♦✐sé❡ ✭❞♦♥❝ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s s❡ ❝r♦✐s❡♥t ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s✮✱ ❡t ❝♦♥✲
st✐t✉é❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s s✐♠♣❧❡s✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❞é❝r♦✐s❡♠❡♥t q✉✐ s❡
ré✈è❧❡r❛ ✉t✐❧❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✷✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡✱ a✱ b✱ c ❡t d q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❞❡

❧❛ ❢❛❝❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞❡ G ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❝❡t ♦r❞r❡✳ ❙♦✐t P ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❞é❝r♦✐sé ❞❡ (a, c)✲❝❤❡♠✐♥s ❡t (b, d)✲❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts✳ ❆❧♦rs✱ t♦✉s ❧❡s

(a, c)✲❝❤❡♠✐♥s ❝r♦✐s❡♥t ❧❡s (b, d)✲❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡✳



✹✳✷ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✻✺

GvG

v
=⇒

❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ➚ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡ s♦♠♠❡t v ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ✈❡✉t ✐♥t❡r❞✐r❡
❧❡s ❝r♦✐s❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✳ ➚ ❞r♦✐t❡✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡✱
❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Gv✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❡s (b, d)✲❝❤❡♠✐♥s ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ✢♦t ❡♥tr❡ b ❡t d✱ ❞♦♥❝ ❝❡s ❝❤❡♠✐♥s ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❝r♦✐sés✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧❡s (a, c)✲❝❤❡♠✐♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝r♦✐sés✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ (b, d)✲❝❤❡♠✐♥✱ ❡t ✉♥ (a, c)✲❝❤❡♠✐♥ P ✳ ❙♦✐t Q ❧❡ ♣r❡✲
♠✐❡r ❝❤❡♠✐♥ ❝r♦✐sé ♣❛r P ❞❡♣✉✐s ❧✬❡①tré♠✐té a✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s (b, d)✲❝❤❡♠✐♥s
♥❡ s❡ ❝r♦✐s❡♥t ♣❛s✱ Q ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ♥♦♥✲❢❡r♠é❡ q✉✐ sé♣❛r❡ a ❞❡s ❛✉tr❡s
(b, d)✲❝❤❡♠✐♥s✳ ❉♦♥❝ t♦✉s ❧❡s (a, c)✲❝❤❡♠✐♥s ❝r♦✐s❡♥t Q ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✳ P❛r ✐♥✲
❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ (b, d)✲❝❤❡♠✐♥s✱ ❡♥ ❡♥❧❡✈❛♥t Q✱ ✐❧s ❝r♦✐s❡♥t ❛✉ss✐ t♦✉s
❧❡s ❛✉tr❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡✳

✹✳✷✳✷ ❙♦♠♠❡ts s❛♥s ❝r♦✐s❡♠❡♥ts

❈♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♦♥ ✈❛ ✈♦✉❧♦✐r s✬❛ss✉r❡r
q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❊✉❧ér✐❡♥✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ très ❢♦rt❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✵✳✶✵✮✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞✐✲
r❡❝t❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❧✉tôt ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t q✉❛s✐♠❡♥t t♦✉s ❧❡s
s♦♠♠❡ts s♦♥t ❞❡ ❞❡❣ré 4✱ ♠❛✐s ❡♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s s♦♠♠❡ts ❛✉✲
r♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s s❡ ❝r♦✐s❡r s✉r ❧✬✉♥
❞❡ ❝❡s s♦♠♠❡ts✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥❡ tr❛❤✐t ♣❛s ❧❛ ♥❛t✉r❡
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥ ♣❡t✐t ❣❛❞❣❡t ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❝❡tt❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s s♦♠♠❡ts ♣❛r ✉♥
❝②❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 4✱ ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t à ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉
s♦♠♠❡t r❡♠♣❧❛❝é ✭✈♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r s♦♥ éq✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

Pr♦❜❧è♠❡ ✹✳✷✳✸✳ ✭❈❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts ét❡♥❞✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✮

❊♥tré❡ ✿ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ G✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ H ❛✈❡❝ V (H) ⊆
V (G)✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ U ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ G✳

❙♦rt✐❡ ✿ ❊①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts



✻✻ ❇✐✢♦t ♣❧❛♥❛✐r❡

(G, H) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t u ∈ U ✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣❛ss❛♥t ♣❛r u ♥❡

s❡ ❝r♦✐s❡♥t ♣❛s ❄

◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❞ét❡r♠✐♥é ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
♥♦✉s r❡str❡✐♥❞r❡ à ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❞❡❣ré ♠❛①✐♠✉♠ 4✳ ❉❡ ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ s✐ U = ∅✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s
❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞é♠♦♥tr♦♥s ♣❛s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♣r♦✉✲
✈❛♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✹✳ ❙♦✐t (G, H, U) ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲

❞✐s❥♦✐♥ts ét❡♥❞✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳ ❙♦✐t v ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ G ❞❡ ❞❡❣ré 4✳ ❆❧♦rs ✐❧

❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (Gv, H, U) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (G, H, U ∪ {v})✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ét❡♥❞✉❡✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ❞❡
U s❡r♦♥t ❛♣♣❡❧és s♦♠♠❡ts s❛♥s ❝r♦✐s❡♠❡♥t✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ♥♦s
❣r❛♣❤❡s s❡r♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t s❛♥s ❝r♦✐s❡♠❡♥t✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❞❛♥s U s❡r♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ❣r♦s✱ ❡t s❡r♦♥t ❛♣♣❡❧és s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉✐ s✉✐t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥✐❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é✈❡♥t✉❡❧
✏t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋r❛♥❦✑✱ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✵✳✶✵✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ét❡♥❞✉✱ ♥♦tr❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t s✬❛❞❛♣t❡r ♣♦✉r êtr❡ ✐♥t❡r♥❡♠❡♥t ❊✉❧ér✐❡♥ ✭❡✉❧ér✐❡♥ ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts s❛✉❢ ❝❡✉① s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❡①tér✐❡✉r❡✮✳

✹✳✸ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❣❛❞❣❡ts

◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♥♦♥✲❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❡t ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts P✱ t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ P ❞❛♥s G✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✉♥ ♥♦♥✲❝❤❡♠✐♥ ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥t ❞❡ P✱ ♠❛✐s ♥✬❡st
♣❛s s♦✉♠✐s à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝r♦✐s❡r ❞✬❛✉tr❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❞❡s s♦♠♠❡ts
s❛♥s ❝r♦✐s❡♠❡♥t✳

✹✳✹ ●r❛♣❤❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

◆♦✉s ❡♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s
❞♦♥♥♦♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ▲■❈ ❡t ❳❈❍✱ ❡t ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡✉rs
♣r♦♣r✐étés✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ ❳❈❍ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♣rés❡♥té ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳ ❙❡s s♦♠♠❡ts
❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t s♦♥t a✱ b✱ c ❡t d✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s S = {s1, s2, s3, s4}✱ S′ =
{s′1, s

′
2, s

′
3, s

′
4}✱ T = {t1, t2} ❡t T ′ = {t′1, t

′
2}✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✳ ❙♦✐t P = {S1, S2, T1, T2} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é❝r♦✐sé ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s

❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ ❳❈❍✱ t❡❧s q✉❡ ✿



✹✳✹ ●r❛♣❤❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✻✼

d

cb

a

u12u11u10u9

u8u7

u6u5

u4u3u2u1

t′2

t′1

t2

t1

s′4s′3s′2s′1

s4s3s2s1

❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛❞❣❡t ❳❈❍✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥ts
s♦♥t ❧❡s q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❝❡♥tr❛✉①✱ a✱ b✱ c ❡t d✳ ❍♦r♠✐s ❧❡s 12 t❡r✲
♠✐♥❛✉① ✭❞❡ ❞❡❣ré 1✮✱ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❡ ❞❡❣ré 4✳

(i) S1 ❡t S2 s♦♥t ❞❡s (S, S′)✲❝❤❡♠✐♥s✱

(ii) T1 ❡t T2 s♦♥t ❞❡s (T, T ′)✲❝❤❡♠✐♥s✳

❆❧♦rs✱ S1 ❡t S2 s♦♥t ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ (s1, s
′
3)✲❝❤❡♠✐♥ ❡t ✉♥ (s2, s

′
4)✲❝❤❡♠✐♥✱ ♦✉ ❜✐❡♥

✉♥ (s3, s
′
1)✲❝❤❡♠✐♥ ❡t ✉♥ (s4, s

′
2)✲❝❤❡♠✐♥✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐t P t❡❧ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ ❧❡♠♠❡✳ ❈❤❛q✉❡ (S, S′)✲❝❤❡♠✐♥ ❞♦✐t
❝r♦✐s❡r ❝❤❛q✉❡ (T, T ′)✲❝❤❡♠✐♥s✱ ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉ ♠♦✐♥s 4 ❝r♦✐s❡♠❡♥ts✳ ❖r✱
❳❈❍ ♣♦ssè❞❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t 4 s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t✱ ❞♦♥❝ ❝❤❛❝✉♥ ❡st ❡✛❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ✉♥ ❝r♦✐s❡♠❡♥t✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ab ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à ✉♥ (T, T ′)✲❝❤❡♠✐♥✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛s
❞❡ u3a✱ bu7✱ u6c✱ cd ❡t du10✱ ❡t ❧❡s ❛rêt❡s u2a✱ ac✱ cu8✱ u5b✱ bd ❡t du11 ❛♣✲
♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉① (S, S′)✲❝❤❡♠✐♥s✳ ❉✉ ❝♦✉♣✱ ❧❡s (S, S′)✲❝❤❡♠✐♥s s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés
à s1✱ s2✱ s′3 ❡t s′4✳ ❙✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t✱ s✐ ab ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ (S, S′)✲❝❤❡♠✐♥✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❈❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡①✐st❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✷✳ ❙♦✐t P ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr♦✐s ❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ ❳❈❍✱

t❡❧ q✉❡ ✿



✻✽ ❇✐✢♦t ♣❧❛♥❛✐r❡

❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣r❡s❝r✐ts ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t
à ❝❡ q✉✬♦♥ ❛tt❡♥❞ ❞✉ ❣❛❞❣❡t ❳❈❍✳

(i) P ❝♦♥t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t 2 ({s1, s2}, S
′′)✲❝❤❡♠✐♥s✱ ❡t S′′ ❡st {s′1, s

′
2} ♦✉

{s′3, s
′
4}✱

(ii) P ❝♦♥t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t 1 (T, T ′)✲❝❤❡♠✐♥✳

❆❧♦rs✱ S′′ = {s′3, s
′
4}✳

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞é❥à ✐❝✐ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✶✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✉t s✉♣♣♦s❡r ❡♥ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① r❡♥tr❡♥t
❜✐❡♥ ❞✉ ♠ê♠❡ ❝ôté à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✱ s✬✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❝❤❡♠✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ❈♦♥✲
❝rèt❡♠❡♥t✱ ❝❡❝✐ s❡r❛ ❛ss✉ré ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❣❛❞❣❡t ❛✉✲❞❡ss✉s
❡t ❛✉✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛✉r♦♥t ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❤♦r✐③♦♥t❛✉①✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙✐♥♦♥✱ P ❝♦♥t✐❡♥❞r❛✐t ✉♥ (T, T ′)✲❝❤❡♠✐♥ Q✱ P1 ✉♥ (s1, s
′
1)✲❝❤❡♠✐♥✱ ❡t

P2 ✉♥ (s2, s
′
2)✲❝❤❡♠✐♥✳ ❈♦♠♠❡ Q ❞♦✐t ❝r♦✐s❡r ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❝❤❡♠✐♥s✱ t♦✉s

❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ P ♣❛ss❡ ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ s♦♠♠❡t ♣❛r♠✐ a✱ b✱ c✱ d✳ ❉♦♥❝ ❧❡s
❛rêt❡s u2a✱ u5b✱ u7b ❡t u10d s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s 5 ❢♦✐s ❡♥ t♦✉t✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛
❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s✳

❙♦✐t ▲■❈ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❡♥❝♦r❡ S = {s1, s2, s3, s4}✱
S′ = {s′1, s

′
2, s

′
3, s

′
4}✱ T = {t1, t2} ❡t T ′ = {t′1, t

′
2}✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✸✳ ❙♦✐t P ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts ❞❛♥s ▲■❈✱ t❡❧

q✉❡ ✿

(i) P ❝♦♥t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t 2 ({s1, s2}, S
′′)✲❝❤❡♠✐♥s✱ ♦ù S′′ ❡st s♦✐t {s′1, s

′
2}✱

s♦✐t {s′3, s
′
4}✱

(ii) P ❝♦♥t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t 2 (T, T ′)✲❝❤❡♠✐♥s✳

❆❧♦rs✱ S′′ = {s′3, s
′
4}✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ (S ∪ T, S′ ∪ T ′)✲❝❤❡♠✐♥

❞✐s❥♦✐♥t ❞❡ P✳



✹✳✹ ●r❛♣❤❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✻✾

d

cb

a

u12u11u10u9

u8u7

u6u5

u4u3u2u1

t′2

t′1

t2

t1

s′4s′3s′2s′1

s4s3s2s1

❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛❞❣❡t ▲■❈✳ ❍♦r♠✐s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝r♦✐s❡✲
♠❡♥ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ✐❧ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❳❈❍✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ S′′ = {s′1, s
′
2}✳ ◆♦t♦♥s Q ❧❡ (t2, T

′)✲
❝❤❡♠✐♥s✱ P1 ❧❡ (s1, s

′
1)✲❝❤❡♠✐♥ ❡t P2 ❧❡ (s2, s

′
2)✲❝❤❡♠✐♥✳ ❙♦✐t C ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞é✜♥✐❡

♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts {u7, u9, u10}✳ ❈❡s tr♦✐s ❝❤❡♠✐♥s ♣❛ss❡♥t ♣❛r C✱ q✉✐ ♥❡ ♣♦s✲
sè❞❡ ♣❛s ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ d(C) = 6✱ u5u7 ❡st ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❡
❝❤❡♠✐♥ Q✳ ◗✉❛tr❡ ❝❤❡♠✐♥s ♣❛ss❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts C ′ = {u1, u2, u5}✱
♦r d(C ′) = 6✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❉♦♥❝ S′′ = {s′3, s

′
4}✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ t♦✉t❡s ❧❡s

❛rêt❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à a✱ b✱ c ❡t d s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r P ✭❝♦✉♣❡s s❡rré❡s✮✱ ❡t u6u8

❡st ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❡ (t2, t
′
2)✲❝❤❡♠✐♥✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ② ❛✈♦✐r ❞✬❛✉tr❡s ❝❤❡♠✐♥s

❡♥tr❡ S ∪ T ❡t S′ ∪ T ′✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✹✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ▲■❈ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s

❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts ♣♦✉r ❝❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ✿

✶✳ s1s
′
1✱ s2s

′
2✱ t1t

′ ♣♦✉r t♦✉t t′ ∈ T ′✱

✷✳ s3s
′
3✱ s4s

′
4✱ tt′1 ♣♦✉r t♦✉t t ∈ T ✳

Pr❡✉✈❡✳ ❱♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳



❋✐❣✳ ✹✳✼ ✕ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣♦✉r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✹✳ ▲■❈ ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳

✹✳✹✳✶ ❆❣ré❣❛ts ❞❡ ❣❛❞❣❡ts

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❣ré❣❡r ❧❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ▲■❈ ❡t ❳❈❍ ❡♥ ❣r✐❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s
❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ❢❛✐t ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❣❛❞❣❡ts✱ ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré 1
q✉✐ s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉❡r ❝❡s ❣r✐❧❧❡s✱
❡t ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s à ♣rés❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s X
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s xi✱ X ′ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s x′

i✱ ♣♦✉r i ∈ J1, 4nK ❛✈❡❝ n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦❧♦♥♥❡s✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ Y ❡t Y ′ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s yj ❡t y′j ✱ ❛✈❡❝ j ∈ J1, 2pK✱ p
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✺✳ ❙♦✐t G ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1×3✱ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t

❞❡ ▲■❈✳ ❙♦✐t P ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✿

✕ A ❡t B ❞❡s (X, X ′)✲❝❤❡♠✐♥s✱

✕ C ✉♥ ({y1, y2}, y
′
1)✲❝❤❡♠✐♥✱

✕ D ✉♥ (y3, y
′
2)✲❝❤❡♠✐♥✱

✕ E ✉♥ (y4, y
′
3)✲❝❤❡♠✐♥✱

✕ F ✉♥ (y5, y
′
4)✲❝❤❡♠✐♥✱

✕ H ✉♥ (y6, y
′
5)✲❝❤❡♠✐♥✱

✕ I ✉♥ (X ′, y′6)✲❝❤❡♠✐♥✳

❆❧♦rs✱ ❞❛♥s G \ E(P)✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ({y1, y2}, X
′)✲♥♦♥✲❝❤❡♠✐♥s✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ r❡st❡ ✈r❛✐ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❝❡rt❛✐♥s ▲■❈ ♣❛r ❞❡s ❳❈❍✱
q✉✐ s♦♥t ♠♦✐♥s ♣❡r♠✐ss✐❢s✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♥✲❝❤❡♠✐♥ Q✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱
P ❡st s✉♣♣♦sé ❞é❝r♦✐sé✳
❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣❡s s❡rré❡s✱ M(1, 1) ❝♦♥t✐❡♥t C✱ M(1, 2) ❝♦♥t✐❡♥t E✱ ❛♥❞
M(1, 3) ❝♦♥t✐❡♥t H✳ ❉❛♥s M(1, 2)✱ E ♣❛ss❡ ♣❛r u6✱ ✭u3 ❡t u4 s♦♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts
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3
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2
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4
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3
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2
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4
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4
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3
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1
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4
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3
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2
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1
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4
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3

e1,1
2

e1,1
1

e2,0
4

e2,0
3

e2,0
2

e2,0
1

e1,0
4

e1,0
3

e1,0
2

e1,0
1

f1,3
2

f1,3
1

f1,2
2

f1,2
1

f1,1
2

f1,1
1

M(2, 3)M(1, 3)

M(2, 2)M(1, 2)

M(2, 1)M(1, 1)

x′

8
x′

7
x′

6
x′

5
x′

4
x′

3
x′

2
x′

1

y′

6

y′

5

y′

4

y′

3

y′

2

y′

1

y6

y5

y4

y3

y2

y1

x8x7x6x5x4x3x2x1

❋✐❣✳ ✹✳✽ ✕ ❯♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 × 3✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
❢♦♥t ré❢ér❡♥❝❡ à ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ✐❝✐✳
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A, B, I, Q

H

F

E

D

C, Q

I

H

F

E

D

C

A, B

❋✐❣✳ ✹✳✾ ✕ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts✱
♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ Q ♣❡✉t ❝r♦✐s❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧ s♦♠♠❡t✳
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s❛♥s ❝r♦✐s❡♠❡♥t✱ ❡t ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s A✱ B ♦✉ D ♣❛ss❡ ♣❛r ❝❡s s♦♠♠❡ts✮
❡t ✉t✐❧✐s❡ u6c ♦✉ u6u8✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ E ♣❛ss❡ ♣❛r u7 ❛♥❞ ✉t✐❧✐s❡ u7u5 ♦✉ u7b✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s M(1, 2) ❧❡s ❝♦✉♣❡s C1 := {u5u7, u5b, ab, ac, u6c, u6u8} ❡t
C2 := {u5u7, u7b, bd, cd, cu8, u6u8}✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝té ♣❛r 4 ❝❤❡♠✐♥s✳ E ❞♦✐t
✉t✐❧✐sé ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s ❛rêt❡s ❞❛♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦✉♣❡s✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥❡ ♣❛ss❡ ♥✐
♣❛r u10d ♥✐ ♣❛r au3✳ ❉♦♥❝ F ♥❡ ♣❡✉t ✐♥t❡rs❡❝t❡r C1✱ ♣r♦✉✈❛♥t q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t
❝r♦✐s❡r A ♦✉ B q✉✬❡♥ d ❞❛♥s M(1, 2)✳
P❛r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ❞❛♥s M(1, 3)✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t H ❡t ❧❡s ❞❡✉①
♠ê♠❡s ❝♦✉♣❡s ♣♦✉r M(1, 3) ✭♥♦t♦♥s✲❧❡s C ′

1 ❡t C ′
2✮✱ F ♣❡✉t ❝r♦✐s❡r A ❡t B

❡♥ a s❡✉❧❡♠❡♥t✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✷ ❡t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ s❡rré❡ ❡♥tr❡
M(1, 2) ❡t M(1, 3)✱ F ❝r♦✐s❡ A ❡♥ a ❞❛♥s M(1, 3) ♣✉✐s ❝r♦✐s❡ B ❡♥ d ❞❡
M(1, 2)✳ ❈♦♠♠❡ F ♥❡ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞✬❛rêt❡s ❞❛♥s C1 ❡t C ′

2✱ F ❞♦✐t tr❛✈❡rs❡r
d ❞❡ M(1, 2) ❡t a ❞❡ M(1, 3) ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ♦✉ ❞❡ ❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡ ❢♦✐s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❈❡ ❧❡♠♠❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t
♣❛s tr♦♣ ❞❡ ❧✐❣♥❡s✳ P♦✉r ✜♥✐r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❞❡r♥✐❡r ❧❡♠♠❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① s♦♥t ❜✐❡♥ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞é❝❛❧és ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
❣r❛♣❤❡s ▲■❈✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✻✳ ❙♦✐t G ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 × 3✱ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡✲

♠❡♥t ❞❡ ❳❈❍✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts

❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❝✐♥q (Y, Y ′)✲❝❤❡♠✐♥s✱ ✉♥ (x1, x
′
1)✲❝❤❡♠✐♥ ❡t ✉♥ (x2, x

′
2)✲❝❤❡♠✐♥✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐❡♥t L ❡t R t❡❧s q✉❡ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❵é♥♦♥❝é ❞✉ ❧❡♠♠❡✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡①✐st❡♥t✳ ❆♣♣❡❧♦♥s A ❧❡
(x1, x

′
1)✲❝❤❡♠✐♥✱ B ❧❡ (x2, x

′
2)✲❝❤❡♠✐♥✱ ❡t S1, . . . , S5 ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❤❡♠✐♥s✳ ❖♥

s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝❡s ❝❤❡♠✐♥s s♦♥t ❞é❝r♦✐sés✱ 10 ❝r♦✐s❡♠❡♥ts s♦♥t q✉❛♥❞ ♠ê♠❡
♥é❝❡ss❛✐r❡✳ P✉✐sq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ s❡✉❧❡♠❡♥t 12 s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t✱ ❡t q✉✬✉♥
❝❤❡♠✐♥ ♥❡ ♣❡✉t ❡♥ ❝r♦✐s❡r q✉✬❛✉ ♣❧✉s 2 ❛✉tr❡s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❣❛❞❣❡ts ✭❢❛❝✐❧❡
à ✈ér✐✜❡r✮✱ A ❡t B s♦♥t ♦❜❧✐❣és ❞❡ ♣❛ss❡r ♣❛r♠✐ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣❛❞❣❡t✳ ❉♦♥❝ |A ∩ (δ(R) ∪ δ(L))| ≥ 6 ❡t |B ∩ (δ(R) ∪ δ(L))| ≥ 6✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s Si ✉t✐❧✐s❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ δ(L) ❡t δ(R)✱ ❞♦♥❝
❛✉ ♠♦✐♥s 22 ❛rêt❡s s✉r 24 s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳ P❛r ♣❛r✐té✱ ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❛rêt❡s
s♦♥t ✐♥✉t✐❧✐sé❡s✱ ✉♥❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❡✱ ❡t |A ∩ δ(L)| = |B ∩ δ(R)| = 4✱
|A ∩ δ(R)| = |B ∩ δ(L)| = 4✳ ❉✉ ❝♦✉♣✱ |δ(L) ∩ E(M(1, 2)) ∩ (A ∪ B)| = 1
❡t |δ(R) ∩ E(M(1, 2)) ∩ (A ∪ B)| = 3✳ ❈♦♠♠❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛rêt❡ ❞❡ δ(L) ❡st
✐♥✉t✐❧✐sé❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ♣❛r♠✐ ❧❡s Si ♣❛ss❡♥t ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡
❝r♦✐s❡♠❡♥t ❞❡ M(1, 3)✱ ♠❛✐s ✉♥ s❡✉❧ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ♣❛r δ(R) ∩ E(M(1, 2))✱
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
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RL

s′s

x′
2x′

1

x2x1

❋✐❣✳ ✹✳✶✵ ✕ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts✱
❛✈❡❝ 5 ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ s à s′✱ ❝✬❡st ❝❡ q✉❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✻
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✹✳✺ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡

❙♦✐t ϕ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡✱ ❝❤❛q✉❡
❝❧❛✉s❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❞❡ 3 ❧✐ttér❛✉①✱ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t n ❝❧❛✉s❡s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
p′ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❡♥❝♦❞♦♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ Gϕ✱ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛r✲
t✐r ❞✬✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ à n ❝♦❧♦♥♥❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ 2 ❧✐❣♥❡s ♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ❡♥✲
tr❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❧✐❣♥❡s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❥♦✉t❡r ✉♥ t❛♠♣♦♥ ❞❡ q = 12n+4np′+2
❧✐❣♥❡s✳ ▲❛ ❣r✐❧❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ p = 2p′(1 + q) ❧✐❣♥❡s✳ ▲❛ i✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st
❡♥❝♦❞é❡ ❛✉ ❧✐❣♥❡s 1+2(i−1)(1+q) ❡t q+2+2(i−1)(1+q)✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❧✐❣♥❡s
s♦♥t ❝♦♠♣♦sé❡s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❳❈❍✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ 1+2(i−1)(1+q) ❝♦❞❡
❧✬❛ss✐❣♥❡♠❡♥t ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❛ i✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡t ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❝♦♠♣♦rt❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡
▲■❈ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s✱ ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❝❤♦✐s✐t ❡st ❳❈❍✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛
❧✐❣♥❡ q +2+2(i− 1)(1+ q) ❝♦❞❡ ❧✬❛ss✐❣♥❡♠❡♥t ❢❛✉① ♣♦✉r ❧❛ i✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡t
❞♦✐t ❞♦♥❝ ❝♦♠♣♦rt❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ▲■❈ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡
❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊♥ rés✉♠é✱ M(i, j) ❡st ✉♥ ▲■❈ ss✐ ✿

✕ s♦✐t j = 1 + 2(k − 1)(1 + q) ❡t ❧❛ k✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❛ j✐è♠❡ ❝❧❛✉s❡✳

✕ s♦✐t j = q+2+2(k−1)(1+q) ❡t ❧❛ k✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❛ j✐è♠❡ ❝❧❛✉s❡✳

❚♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❣❛❞❣❡ts s♦♥t ❞❡s ❳❈❍✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡✉① t❡r♠✐♥❛✉① ♣♦✉r ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉①✱ x ❡t x′✱ r❡❧✐és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à x4k+1 ❡t x4k+2✱ ❡t à x′

4k+3

❡t x′
4k+4 ♣♦✉r t♦✉t k ∈ J0, n− 1K✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡ p ❡st ♣❛✐r✱ ♦♥

❢♦r❝❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❣❛r❞és ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r
❞❡ ❢♦✐s✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❛✉ss✐ ❞❡s ❛rêt❡s x4k+3x4k+4 ❡t x′

4k+1x
′
4k+2 ♣♦✉r t♦✉t k✱

❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré ✐♠♣❛✐r✳
P♦✉r t♦✉t i ∈ J1, p′K✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① s♦♠♠❡ts wi ❡t w′

i✱ ❡t ❧❡s
❛rêt❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ wiyj ❡t w′

iy
′
j ♣♦✉r t♦✉t j ∈ J4(i− 1)(q +1)+1, 4(i− 1)(q +

1)+2q +4K✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡✉① t❡r♠✐♥❛✉① ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❤♦r✐③♦♥t❛✉①✱
y ❡t y′✱ ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ywi ❡t y′w′

i ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té 2q + 3 ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❞❡s ❛rêt❡s ❡♥tr❡ y ❡t t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ Y ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1✱ ❡t ❡♥tr❡ y′ ❡t
t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ Y ′ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ wi ❡t w′

i ❛ ✉♥❡
❛rêt❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té 2q +3 ❡t 2q +4 ❛rêt❡s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té 1 ✐♥❝✐❞❡♥t❡s✱ ❡t ❡st ❞♦♥❝
✐♠♣❛✐r✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❡♥tr❡ x ❡t x′ ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐té 2n✱ ❡t ❡♥tr❡
y ❡t y′ ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐té 2p− p′✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t Hϕ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❝♦✉♣❡s {x}✱
{y}✱ {x′} ❡t {y′} s♦♥t s❡rré❡s✱ ❡t s❡✉❧s ❧❡s s♦♠♠❡ts wi ❡t w′

i s♦♥t ✐♠♣❛✐rs✳ ▲❛
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ❞é❝r✐t ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s t❡r♠✐♥❛✉① ♣♦✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❤❡♠✐♥s ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ❝❡✉① ré♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ yy′✱ ❡t ✈❡r✲



t✐❝❛✉① ❝❡✉① ré♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ xx′✳ ❉❡✉① ❝❤❡♠✐♥s s♦♥t ❞✐t ♣❛r❛❧❧ê❧❡s
s✬✐❧s s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ❡t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡s s✐♥♦♥✳

✹✳✻ ◆♦♥✲❝❤❡♠✐♥s

❙♦✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ P ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts (Gϕ, Hϕ)✳
W ∪W ′ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ✐♠♣❛✐rs ❞❡ Gϕ+Hϕ✱ ❛✈❡❝ W = {wi : i ∈
J1, p′K} ❡t W ′ = {w′

i : i ∈ J1, p′K}✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ P ❝♦♠♠❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ Hϕ ❝❤❛❝✉♥✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❛♥s Gϕ + Hϕ \E(P) ♦♥t ♠ê♠❡ ♣❛r✐té q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡
Gϕ + Hϕ✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ P ❢♦r♠❡ ✉♥ W ∪W ′✲❥♦✐♥t Q
❞❛♥s Gϕ✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ Q s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ (wi, w

′
i)✲

❝❤❡♠✐♥s ♣❧✉s ❞❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ Gϕ✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✻✳✶✳ ❙♦✐t G ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n × p✳ ❙♦✐t P ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❞é❝r♦✐sé ❞❡ (X, X ′)✲❝❤❡♠✐♥s ❡t (Y, Y ′)✲❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s

q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ J2, p − 2K t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ J1, nK✱ M(i, j) ❡t M(i + 1, j)
s♦♥t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ①❝❤ ❡t q✉✬✐❧ ② ❛ ❡①❡❝t❡♠❡♥t q✉❛tr❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s

❞❡ P ❞❛♥s M(i, j) ❡t ❞❛♥s M(i + 1, j)✳ ❆❧♦rs ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♥♦♥✲❝❤❡♠✐♥

❡♥tr❡ ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ i− 1 ❡t ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ i + 2✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐t i ∈ J2, p− 2K t❡❧ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♥♦♥✲❝❤❡♠✐♥ Q ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s i − 1 ❡t i + 2✳ ❆❧♦rs Q ❞♦✐t ♣❛ss❡r ♣❛r u5u7

♦✉ u6u8 ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ M(j, i)✱ ❞✐s♦♥s u6u8 ♣❛r s②♠étr✐❡✱ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ♣❛rej,i
3 ✱

ej,i
4 ✱ ej+1,i

1 ♦✉ ej+1,i
2 ✭♣✉✐sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❛✉① a✱ b✱ c ❡t d s♦♥t

✉t✐❧✐sés ♣❛r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s✮✳
❙♦✐❡♥t P1✱ P2✱ P3✱ P4 ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s♣❛ss❛♥t ♣❛r cj,iuj,i

8 ✱ dj,iuj,i
11✱ aj,i+1uj,i+1

3 ✱
cj,i+1uj,i+1

6 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❝♦✉♣❡ C = δ(U)✱ ❛✈❡❝ U =

{uj,i
8 , uj,i

11, u
j,i
12, u

j,i+1
3 , uj,i+1

4 , uj,i+1
6 }✱ ✐♥t❡rs❡❝t❛♥t ❝❡s q✉❛tr❡ ❝❤❡♠✐♥s ❡t Q✳ P✉✐s✲

q✉❡ |C| = 8✱ ❛✉① ♣❧✉s q✉❛tr❡ ❝❤❡♠✐♥s ❡t ♥♦♥✲❝❤❡♠✐♥s ✐♥t❡rs❡❝t❡♥t C✳ P❛r
❞é❝r♦✐s❡♠❡♥t✱ P1 ❡t P2 s♦♥t ❞✐st✐♥❝t ❡t ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ P3 ❡t P4✳
■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❞❛♥s U ❞♦♥❝ P2 = P3✳ P❛r ❧❡
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✱ P1✱ P2 ❡t P4 s♦♥t ❝r♦✐sés ♣❛r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s q✉✐ ❧❡✉rs s♦♥t ♦r✲
t❤♦❣♦♥❛✉①✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡✱ ❞♦♥❝ P1 = P4✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬❛❧♦rs j 6= n✳
❙♦✐t U ′ = {uj+1,i

7 , uj+1,i
9 , uj+1,i

10 , uj+1,i+1
1 , uj+1,i+1

2 , uj+1,i+1
5 }✳ ❆✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥

❞❡ P1✱ P2 ❡t Q ❞♦✐t ♣❛ss❡r ♣❛r U ′✳ P❛r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ P ❝♦♥t✐❡♥t
❞❡s ❝❤❡♠✐♥s P ′

1 ♣❛ss❛♥t ♣❛r bj+1,iuj+1,i
7 ❡t uj+1,i+1

5 bj+1,i+1✱ ❡t P ′
2 ♣❛ss❛♥t

♣❛r dj+1,iuj+1,i
10 ❡t uj+1,i+1

2 aj+1,i+1✳ ❊①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ❝❤❡♠✐♥s ❝♦♥✲
s✐❞érés ❞♦✐t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡✉① ❛rêt❡s ♣❛r♠✐ uj,i

6 uj,i
8 ✱ uj+1,i

5 uj+1,i
7 ✱ uj,i+1

6 uj,i+1
8 ❡t
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2q
+

32q
+

3

✳✳
✳

✳✳
✳

✳ ✳ ✳

y′4q+4
y4q+4

y′2q+4

y′2q+3
y2q+4

y2q+3

y′1y1

❚❛♠♣♦♥ ❞❡ q ❧✐❣♥❡s

▲✐❣♥❡ q + 2✱ ❡♥❝♦❞❛♥t X1

❚❛♠♣♦♥ ❞❡ q ❧✐❣♥❡s

Pr❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡✱ ❡♥❝♦❞❛♥t X1

w′
1

w1

y′y

x

❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s
❧✐❣♥❡s✱ ❡♥❝♦❞❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❡ ❣r❛♥❞ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❣r✐sé s❡
ré♣èt❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳



✼✽ ❇✐✢♦t ♣❧❛♥❛✐r❡

uj+1,i+1
5 uj+1,i+1

7 ✱ ❞✐s♦♥s P1 ✭❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✮✳ ❆❧♦rs✱ ❝♦♥s✐❞✲
ér♦♥s ❧❡ ❝②❝❧❡ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❝❤❡♠✐♥ ❞❡ P1 ❡♥tr❡ cj,i ❡t cj,i+1✱ ❧❡s ❛rêt❡s
cj,i+1aj,i+1 ❡t cj,idj,i ❡t ❧❡ s♦✉s✲❝❤❡♠✐♥ ❞❡ P2 ❡♥tr❡ dj,i ❡t aj,i+1✳ P❛r ❧❡
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶✱ ❛✉❝✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♥❡ ♣❡✉t ❝r♦✐s❡r ❝❡ ❝②❝❧❡ ♠❛✐s s♦♥ ✐♥tér✐❡✉r ❝♦♥✲
t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❞❡s ❧✐❣♥❡s i ❡t i + 1✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✻✳✷✳ ▲❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛✐r❡ Q ❞❡ P ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ❝②❝❧❡s ❡t

❡♥ ✉♥ (wi, w
′
i)✲❝❤❡♠✐♥ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1, p′K✳

Pr❡✉✈❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t np ❣❛❞❣❡ts ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ❡①✲
❛❝t❡♠❡♥t 3n s♦♥t ❞❡s ▲■❈✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❡st 4np + 6n✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
✐❧ ② ❛ 2n ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉①✱ ❝r♦✐s❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❧❡s 2p−p′ ❝❤❡♠✐♥s ❤♦r✐③♦♥t❛✉①✳
❆✉ ♣❧✉s 2n(p′ +3) s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ♣❛r ❞❡s ❝r♦✐s❡✲
♠❡♥ts✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞✬✉♥ t❛♠♣♦♥ ❡st q = 4(p′ + 3)n + 2✱ ✐❧
② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡
❝r♦✐s❡♠❡♥ts s♦♥t ✉t✐❧✐sés✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉é ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✻✳✶ ✿ ✐❧
♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♥♦♥✲❝❤❡♠✐♥s tr❛✈❡rs❛♥t ✉♥ t❛♣♦♥ ❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s✳
❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡s s♦♠♠❡ts✱ G \ P ❡st ✉♥ W ∪W ′✲❥♦✐♥t✱
❡t ♣❡✉t ❞❡ ❝❝❡ ❢❛✐t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ ❝②❝❧❡s ❡t ❝❤❡♠✐♥s ❞✬❡①tré♠✐tés ❝♦✉✈r❛♥t
W ∪W ′✱ ♠❛✐s ❧❡s s❡✉❧s ❝❤❡♠✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t ❞❡s (wi, w

′
i)✲❝❤❡♠✐♥s✱ ♣✉✐sq✉❡

t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❤❡♠✐♥s tr❛✈❡rs❡r❛✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ t❛♠♣♦♥✳

❈❡❝✐ ❛ ♣♦✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✻✳✸✳ ❚♦✉t ❝❤❡♠✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳

Pr❡✉✈❡✳ 2p− p′ ❝❤❡♠✐♥s ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ❡tp′ ♥♦♥✲❝❤❡♠✐♥s s♦♥t r♦✉tés à tr❛✈❡rs
❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t 2p ❛rêt❡s ❝❤❛❝✉♥❡✳ ❉♦♥❝
❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ❛rêt❡s✳

✹✳✼ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ◆P✲❝♦♠♣❧ét✉❞❡

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✼✳✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts ❛✈❡❝ ❣r❛♣❤❡ ❞✬♦✛r❡

♣❧❛♥❛✐r❡ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❞❡♠❛♥❞❡s s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❡st ◆P✲

❝♦♠♣❧❡t✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✱ q✉✐ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r ❧❡ s❡♥s ❢❛❝✐❧❡ ✿ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛✲
t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❛♥t ϕ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts✳
❙♦✐t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X1, . . . , Xp′ ✳
◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ♣❛ss❡r ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❤♦r✐③♦♥t❛✉①✱ s❛✉❢ ❞❛♥s
❧❡s ❧✐❣♥❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
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✕ ❙✐ à Xi ❡st ❛ss✐❣♥é❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✈r❛✐✱ ✉♥ s❡✉❧ ❝❤❡♠✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ tr❛✈❡rs❡
❧❛ ❧✐❣♥❡ 2(q + 1)(i− 1) + 1✳

✕ ❙✐ à Xi ❡st ❛ss✐❣♥é❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❢❛✉①✱ ✉♥ s❡✉❧ ❝❤❡♠✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ tr❛✈❡rs❡
❧❛ ❧✐❣♥❡ 2(q + 1)(i− 1) + q + 2✳

▲❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ s♦♥t s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞é✲
❝❛❧és s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s✉✐✈❛♥t✳ ❙♦✐t i ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✐♥❞✐❝❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❛ss✐❣♥❛✲
t✐♦♥ ❞❡ Xi ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ k✱ ❡t s♦✐t j ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡
✭i = 2(q + 1)(j − 1) + 1 ♦✉ 2(q + 1)(j − 1) + q + 2✮✳ P✉✐sq✉✬✐❧ ♥❡ ♣❛ss❡ q✉✬✉♥
s❡✉❧ ❝❤❡♠✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❛r ❝❡tt❡ ❧✐❣♥❡ ❡t q✉❡ ❧❡ ❣❛❞❣❡t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ (k, j)
❡st ✉♥ ▲■❈✱ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✹ ❣❛r❛♥t✐t q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❡s ❞❡✉①
❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① à ❝❡t ❡♥❞r♦✐t✱ ❝✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ❢❛✐r❡✱ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡✳ ▲❡s ▲❡♠♠❡s ✹✳✹✳✶✱ ✹✳✹✳✷ ❡t ✹✳✹✳✸ ❛ss✉r❡♥t ❧❛ ♣♦s✐❜✐❧✐té ❞❡
r♦✉t❛❣❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❣❛❞❣❡t✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♥♦✉s ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❛ss❛♥t ♣❛r M(k, j) ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❡♥tr❡r ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❛rêt❡s ❞✉ ❜❛s✱
♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✹✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ M(k−1, j) ❡t M(k +1, j) ✭s✬✐❧s
❡①✐st❡♥t✮ s♦♥t ❣éré❡s ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✷✱ ✐❧ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s✬❡♥
❛ss✉r❡r✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s
✈❡rt✐❝❛✉① s♦♥t t♦✉s ❣❛r❞és ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ s♦✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ P✱ ❞é❝r♦✐sé❡✱ ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts ❞é✜♥✐ ♣❛r (Gϕ, Hϕ)✱ ♣r♦✉✈♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ϕ✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✻✳✷✱ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s Q1, . . . , Qp′ ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❝♦✉♣❡s ✈❡rt✐✲
❝❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ s♦♥t s❡rré❡s✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t 2p ❛rêt❡s ♣❛r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
♣❛ss❡♥t 2p− p′ ❝❤❡♠✐♥s✳ ❉♦♥❝✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r
❝❡s ❛rêt❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ♣❡✉✈❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡s ❝♦✉♣❡s
❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s✱ ♠❛✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡s ❧✐♠✐té❡s✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s
q✉❡ ❧❡s ♥♦♥✲❝❤❡♠✐♥s s❡ ❞é❝❛❧❡♥t ❞✬❛✉ ♣❧✉s 2 ❧✐❣♥❡s ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t ♦✉ ✈❡rs ❧❡ ❜❛s
❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡♣✉✐s ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❡s ♥♦♥✲❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❡
♣❛r ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ k ❡s♣❛❝és ❡♥tr❡ ❡✉① ♣❛r q − 2 > 3 ❧✐❣♥❡s ❛✉
♠✐♥✐♠✉♠✳ P✉✐sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❛rêt❡s ❞❡s ❝♦✉♣❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés✱
♠❛✐s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ♥❡ s❡ ❝r♦✐s❡♥t ♣❛s✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t ❥✉st❡
à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✺ ❡st s❛♥s s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝❡
q✉✐ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✳
P✉✐sq✉❡ ❧❡s ♥♦♥✲❝❤❡♠✐♥s s❡ ❞é♣♦rt❡♥t ❞✬❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s ♣❛r ❝♦❧♦♥♥❡✱
❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ♥❡ ♣❡✉t ❛♣♣r♦❝❤❡r à ♠♦✐♥s ❞❡ 3 ❧✐❣♥❡s q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s
♣♦ssé❞❛♥t ❞❡s ❣❛❞❣❡ts ▲■❈ ✭sé♣❛rés ♣❛r ❧❡s t❛♠♣♦♥s ❞❡ q > 2n + 5 ❧✐❣♥❡s✮✳
P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ♥♦♥✲❝❤❡♠✐♥ à ♣❧✉s ❞❡ 3 ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥
❣❛❞❣❡t ▲■❈ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛tt❡♥❞✉ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉①



✽✵ ❇✐✢♦t ♣❧❛♥❛✐r❡

✭à s❛✈♦✐r êtr❡ ❞é❝❛❧é ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡✮ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✻✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s
✈❡rt✐❝❛✉① ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r été ❞é❝❛❧é q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ✉♥ ♥♦♥✲❝❤❡♠✐♥ ♣❛ss❡ à
♣r♦①✐♠✐té ❞✬✉♥ ❣❛❞❣❡t ▲■❈✳ ▲❡ ♥♦♥✲❝❤❡♠✐♥ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❞✬❛ss✐❣♥❡r à
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✈r❛✐ ♦✉ ❢❛✉①✱ s❡❧♦♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ♣❛ssé à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡
❧❛ ❧✐❣♥❡ 2(q + 1)(i − 1) + 1 ♦✉ 2(q + 1)(i − 1) + 2q + 2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t
❧✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡ ❛✐♥s✐ ✈❛❧✐❞❡ ❜✐❡♥ ϕ✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s ✈❡rt✐❝❛✉① s♦♥t ❞é❝❛❧és ✉♥❡ ❢♦✐s✳



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❚♦✉rs ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡t ❡♥s❡♠❜❧❡s

é❝❧❛t❛♥ts





✽✸

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ✐ss✉❡ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❛✈❡❝ ❱✐♥❝❡♥t ❏♦st✱ s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛✐s ♣♦ssè❞❛♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❛♥❞ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ s✉✣t ♣♦✉r ❝❛r✲
❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ t♦✉r ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉s ❧❡s
s♦♠♠❡ts✳

▲✬✐❞é❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❋♦♥❧✉♣t ❡t ◆❛❞❞❡❢ ❬✶✸❪✱ ét✉❞✐❛♥t
❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡ s✉✣t ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s
t♦✉rs ❞❡ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡st ❞✐t é❝❧❛t❛♥t s✐
s❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡
♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❡t✐r❛♥t ❝❡s s♦♠♠❡ts✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥ t❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥❡ ♣❡✉t
♣♦ssé❞❡r ❞❡ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡st ❞✐t❡ ❝②❝❧❡✲t♦✉❣❤ s✐ ❧❛
ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ✈r❛✐✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ét❡♥❞r❡ ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❛♥❞ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ♠❛r❝❤❡ ❢❡r♠é❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r
t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ♣❛❝❦✐♥❣s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s
é❝❧❛t❛♥ts✳

▼❛❧❣ré ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ❞❡ q✉❡st✐♦♥s q✉❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡s✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s q✉❡ ❝❡ s✉❥❡t
♣✉✐ss❡ ❡♥❝♦r❡ ♥♦✉rr✐r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉①✱ ❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ♥ôtr❡s✳



✽✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

●é♥ér❛❧✐tés

✺✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s

❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ❝♦♥♥❡①❡✱ t♦✉s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s s❡r♦♥t s✉♣♣♦sés
❝♦♥♥❡①❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❯♥ t♦✉r ❞❡ G ❡st ✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ G ♣❛ss❛♥t ♣❛r
❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝②❝❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ♦✉ t♦✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ t♦✉t t♦✉r
❞❡ G ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♣♦ssè❞❛♥t
✉♥ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❡st ❞✐t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳

Pr♦❜❧è♠❡ ✺✳✶✳✶✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té✳ ❉é❝✐❞❡r s✐ G ❡st ❍❛♠✐❧✲

t♦♥✐❡♥✳

■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❬✷✽❪✳ ❉❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s ❡①✲
✐st❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥✱ ❞♦♥❝
❞✬✉♥ ❝❡rt✐✜❝❛t ❞✬✐♥❡①✐st❡♥❝❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ à ♠♦✐♥s
q✉❡ ◆P = ❝♦◆P ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡❧ ❝❡rt✐✜❝❛t ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t
❡s♣ér❡r ❡♥ tr♦✉✈❡r ♣♦✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❝❡rt✐✜✲
❝❛ts ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s é❝❧❛t❛♥ts✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s c(U) ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ U ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ G− U

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t ✭ s❝❛tt❡r✐♥❣ s❡t✮ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G
❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ U ⊆ V (G) ❞❡ s♦♠♠❡ts t❡❧s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

❞❡ G − U ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ U ✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱

c(U)− |U | > 0✳ P♦✉r t♦✉t U ⊆ V ✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ✭❞❡✜❝✐❡♥❝②✮ ❞❡ U ❡t

♦♥ ♥♦t❡ ❞❡❢(U) ❧❛ ✈❛❧❡✉r max{0, c(U)− |U |}✳



✽✻ ●é♥ér❛❧✐tés

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t U ✳ ❯♥ ❝②❝❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥
❞♦✐t ♣❛ss❡r ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ G − U ✱ ❡t ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡ à ❧✬❛✉tr❡✱ ❡st ❢♦r❝é ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ U ✳ ■❧ tr❛✈❡rs❡
❞♦♥❝ ❡♥ t♦✉t ❛✉ ♠♦✐♥s c(U) s♦♠♠❡ts ❞❡ U ✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡
❝②❝❧❡ ♣❛ss❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t✳ ◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✳ ❙✐ G ❡st ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ G ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡

é❝❧❛t❛♥t✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s é❝❧❛t❛♥ts ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉ss✐
❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ t♦✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ét❛♥t ◆P✲
❝♦♠♣❧❡t ❬✸✷❪ ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✺✳✶✳✹✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té✳ ❉é❝✐❞❡r s✐ G ♣♦ssè❞❡ ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✺✳✶✳✸ ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈r❛✐❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✭à
♠♦✐♥s q✉❡ ◆P = ❝♦✲◆P✮✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶
♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ♥♦♥✲❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s ❡t s❛♥s ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✳ ◆♦t♦♥s
q✉❡ ❝❡❝✐ ❛ ❛♠❡♥é ❈❤✈át❛❧ ❬✼❪ à ❞é✜♥✐r ❧❛ s♦❧✐❞✐té ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✭t♦✉❣❤♥❡ss✮ ✿
♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✉ r❛♣♣♦rt |U |/c(U) ♣r✐s s✉r t♦✉s
❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s U ⊂ V ♥♦♥✲tr✐✈✐❛✉①✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✐t k✲s♦❧✐❞❡ ✭k✲t♦✉❣❤✮
s✐ ❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à k✳ ■❧ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡sss❛♥t
❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s 1✲s♦❧✐❞❡s s♦✐❡♥t
❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s✱ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s 1✲s♦❧✐❞❡s ét❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s s❛♥s ❡♥s❡♠✲
❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✳ ❈❤✈át❛❧ ❬✻❪ ❝♦♥❥❡❝t✉r❛✐t ❡♥ ✶✾✼✸ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ t t❡❧❧❡
q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s t✲s♦❧✐❞❡s s♦♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s✳ ▲❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs
♦✉✈❡rt❡✱ ❡t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ s✐ t ❡①✐st❡✱ t ✈❛✉t ❛✉ ♠♦✐♥s 9

4 ✭✈♦✐r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶❪✮✳

❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❉❡✉① ❣r❛♣❤❡s 1✲s♦❧✐❞❡s ♠❛✐s ♥♦♥✲❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s✳

❯♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❧❡s ♣❧✉s ♠❛rq✉❛♥ts ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧❛ ré✲
❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✸ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦✲❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐té✳



✺✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✽✼

cb

a a

cb

❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ❉❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s tr✐♣❧❡ts ❛stér♦ï❞❛✉① a, b, c✳

▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐té s♦♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧✬♦r✐✲
❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✐❣r❛♣❤❡ tr❛♥s✐t✐❢ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡
♣❛rt✐❡❧✮✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦✲❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐té s♦♥t ❧❡✉rs ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✺ ✭❉❡♦❣✉♥✱ ❑r❛ts❝❤✱ ❙t❡✐♥❡r ❬✾❪✮✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦✲

❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐té 1✲s♦❧✐❞❡✱ ❛❧♦rs G ❡st ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳

❯♥ k✲❛r❜r❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ Kk ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✜♥✐ ❞❡ ❢♦✐s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ C ❞❡ t❛✐❧❧❡ k✱ ❡t
♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t ❝♦♥♥❡❝té à ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞❡ C✳ ▲❡s 1✲❛r❜r❡s
s♦♥t ❧❡s ❛r❜r❡s ✭♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✻ ✭❇r♦❡rs♠❛✱ ❳✐♦♥❣✱ ❨♦s❤✐♠♦t♦ ❬✹❪✮✳ ❙♦✐t G ✉♥ 2✲❛r❜r❡ 1✲
s♦❧✐❞❡ ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✸ s♦♠♠❡ts✳ ❆❧♦rs G ❡st ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳

▲❡s ♠ê♠❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r k > 2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s k✲❛r❜r❡s
♥♦♥✲❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s ♠❛✐s s❛♥s ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✳

❯♥ tr✐♣❧❡t ❛stér♦ï❞❛❧ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ tr♦✐s s♦♠♠❡ts
t❡❧ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❡st ❝♦♥♥❡❝té❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ é✈✐t❛♥t ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉
tr♦✐s✐è♠❡ s♦♠♠❡t✳ ❉❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡
❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ♣♦ssè❞❡♥t t♦✉s ❞❡✉① ❞❡s tr✐♣❧❡ts ❛stér♦ï❞❛✉①✳

▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s s❛♥s tr✐♣❧❡t ❛stér♦ï❞❛❧ ❝♦♥t✐❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡s
❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦✲❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐té✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✺✳✶✳✼ ✭❏♦st✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚♦✉t ❣r❛♣❤❡ s❛♥s tr✐♣❧❡t ❛stér♦ï❞❛❧ 1✲s♦❧✐❞❡
❡st ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳

▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐t❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❝♦♥s✐st❡
à tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t t♦✉r ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❡s ❛rêt❡s ♣♦ssè❞❡♥t
❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ l : E(G) → R

+✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t
♣❛ss❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ s♦♠♠❡t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ Pr♦❜❧è♠❡ ✺✳✶✳✶✳
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉r ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✉♥ t❡❧ t♦✉r✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s❡ ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥



✽✽ ●é♥ér❛❧✐tés

❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s é❝❧❛t❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❝❡rt✐✜❡r ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞✬✉♥ t♦✉r✳
P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t U ✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t♦✉r ❞♦✐t
♣❛ss❡r ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ c(U) ❢♦✐s ♣❛r U ✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥
♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs s✉✐✈❛♥t ✿

min x(V ) s✳t✳ ✭P✬✮

x(U) ≥ ❝(U) (U ⊆ V )

❙♦✐t xv ∈ N ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ♣❛r v ❞✬✉♥ t♦✉r ❞❡ G✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s x ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ tr❛♥s✐t ❞❡ ❝❡ t♦✉r✳ ❆❧♦rs x ∈ N

V (G) ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ♣♦❧②è❞r❡ ❞é✜♥✐
❞❛♥s ✭P✬✮✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r x ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ t♦✉r✱ ❞♦♥❝
❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r✳ ✭P✬✮ ❢♦✉r♥✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt t♦✉r✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t é❣❛❧✐té✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣rés❡♥tés ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s✱ ❡t
❛❝❝❡♣t❡♥t ♣♦✉rt❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥st❛♠♠❡♥t é❣❛❧ à 1 ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭P✬✮
✭♣✉✐sq✉✬✐❧s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s é❝❧❛t❛♥ts✮✳

▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ✭P✬✮ s✬é❝r✐t ✿

max
∑

U⊆V

yU❝(U) s✳t✳ ✭❉✬✮

∑

U∋v

yU = 1 (v ∈ V )

y ≥ 0

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝réé❡s✱ ❝❡ q✉✐
r❡✈✐❡♥t à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞é✜❝✐❡♥❝❡s✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ c(U) > |U |
♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ yU ❛❝t✐✈❡ ✿

∑

U⊆V

yU❝(U) =
∑

U⊆V

yU❞❡❢(U) +
∑

U⊆V

yU .|U |

=
∑

U⊆V

yU❞❡❢(U) +
∑

v∈V

∑

U⊆V,U∋v

yU

=
∑

U⊆V

yU❞❡❢(U) + |V |

❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡r❛ ❞♦♥❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❞❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s✱ ♣✉✐sq✉❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ✭♦✉ ♥✉❧❧❡✮ s❡r❛ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✱ q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥✉❧❧❡✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✿



✺✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✽✾

▲❡♠♠❡ ✺✳✶✳✽✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭❉✬✮ t❡❧❧❡ q✉❡

♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❝t✐✈❡ yU ✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ U1, . . . , Uk

❞❡ U t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

❞❡❢(U) ≤
k∑

i=1

❞❡❢(Ui)

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✶✳✾✳ ❉❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ s✐ yU ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❝t✐✈❡ ❛✈❡❝

|U | > 1✱ t♦✉t s♦♠♠❡t u ∈ U ❡st ❛❞❥❛❝❡♥t à ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s s♦♠♠❡ts ❞❛♥s

tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ G− U ✳

❆♣♣❡❧♦♥s λ(G) ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ t♦✉r ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ σ(G) ❧✬♦♣t✐✲
♠✉♠ ❡♥t✐❡r ❞❡ ✭P✬✮ ❡t π(G) ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❡♥t✐❡r ❞❡ ✭❉✬✮✱ σ∗(G) ❡t π∗(G) ❧❡s
♦♣t✐♠✉♠s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ▲❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s
s♦♥t ❛❧♦rs ✈r❛✐❡s ♣♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ G ✿

λ(G) ≥ σ(G) ≥ σ∗(G) = π∗(G) ≥ π(G) ✭✺✳✶✮

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♣r❡♥✲
❞r❡ ♣♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❯s✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
t♦✉r ❞❡ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡✱ ❝✬❡st ✉♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡ s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ q✉✐
❡st ✉t✐❧✐sé✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❛rêt❡s q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❧❡ t♦✉r✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t
❧❡s s♦♠♠❡ts✱ ♥♦✉s ♣❡r❞♦♥s ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✿ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐✲
♠❛❧❡ ❞❡ ✭P✬✮ ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t♦✉r ♦♣t✐♠❛❧✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡
λ(G) = σ(G)✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❞✬✉♥ t♦✉r ♦♣✲
t✐♠❛❧ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ é❣❛❧✐té ❡st ✈r❛✐❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ ✭P✬✮ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠♦✐♥s ❞✐✣❝✐❧❡ ✭♦✉ ❛✉t❛♥t✮
q✉❡ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ t♦✉r✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ♣♦✐❞s✱ q✉✐ ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❞✐s♣♦sés s✉r ❧❡s
❛rêt❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♠❛✐s s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts✱ w : V (G)→ N✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t♦✉r ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ t♦✉r ❛✈❡❝ ❝♦ût ❞❡ ♣❛ss❛❣❡
s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥
♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs s✉✐✈❛♥t ✿

min wx s✳t✳ ✭P✮

x(U) ≥ ❝(U) (U ⊆ V )



✾✵ ●é♥ér❛❧✐tés

❡t s♦♥ ❞✉❛❧ ✿

max
∑

U⊆V

yU❝(U) s✳t✳ ✭❉✮

∑

U∋v

yU = wv (v ∈ V )

y ≥ 0

◆♦✉s ♥♦t♦♥s λw(G) ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt t♦✉r ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬✉♥ t♦✉r ét❛♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

∑
v∈V wvs(v) ♦ù s(v) ≥ 1 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

❢♦✐s ♦ù ❧❡ t♦✉r ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❡ s♦♠♠❡t v✳ σw(v) ❞é♥♦t❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❡♥t✐❡r ❞❡ ✭P✮✱
❡t πw(G) ❝❡❧✉✐ ❞❡ ✭❉✮✳ ❆✈❡❝ ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✿

λw(G) ≥ σw(G) ≥ πw(G) ✭✺✳✷✮

✺✳✷ ➱t✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡

▲❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭P✮ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥t✐❡r✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳ ▲❡s ♦♣t✐♠✉♠s ❞✉ ♣r✐♠❛❧ ❡t
❞✉ ❞✉❛❧ ② ♦♥t ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r 21

2 ✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r✐♠❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ xu = 3
2

♣♦✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡①tér✐❡✉rs✱ xu = 1 ♣♦✉r ❧❡ s♦♠♠❡t ❞✉ ❝❡♥tr❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞✉❛❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s é❝❧❛t❛♥ts ❝♦♥str✉✐ts ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts
♥♦♥✲❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞✉ ❝②❝❧❡ ❡①tér✐❡✉r ❡t ❧❡ s♦♠♠❡t ❝❡♥tr❛❧✱ ❛✐♥s✐ ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ U ✱ c(U) = 4✳ ❊❧❧❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
U ✱ yU = 1

2 ✱ ❡t ❡♥ ❝♦♠♣❧ét❛♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ s♦♠♠❡t
❝❡♥tr❛❧✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
2n + 1✱ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ p− 1

n ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r p✱ ♠♦♥tr❛♥t
q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ 1

k ✲❡♥t✐èr❡✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t k✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ c t❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❝♦♥✲
♥✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✼❪ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✭r❛♣♣❡❧❧♦♥s q✉❡ d(A, B) ❡st
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ❡♥tr❡ A \B ❡t B \A✮ ✿

▲❡♠♠❡ ✺✳✷✳✶✳ P♦✉r t♦✉t A, B ⊆ V ✿

c(A) + c(B) ≤ c(A ∪B) + c(A ∩B) + d(A, B)

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✷✳ P♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❞❡ ❝❤❛✐s❡

✐♥❞✉✐t❡ ✭ ❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✮✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ✭P✮ ❡st ▲❙❚❯✳



✺✳✷ ➱t✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ✾✶

✶

✶

✶

✶

✶

✵

✵

✵

✵
✵

✸

❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ◆♦tr❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥t✐❡r s✉r ❝❡ ❣r❛♣❤❡✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t
❡st ✐♥❞✐q✉é ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐❡♥t G = (V,E) ✉♥ t❡❧ ❣r❛♣❤❡✱ w ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ❡♥t✐èr❡✱ ❡t
y ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞✉❛❧ ✭P✮✳ ❙♦✐t F ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝t✐✈❡s ❞✉ ❞✉❛❧ ✭✐✳❡✳ ❧❡s U t❡❧s q✉❡ yU 6= 0✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ F
♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧❛♠✐♥❛✐r❡✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s A ❡t B ❝r♦✐sés
❞❛♥s F ✱ A ∩ B, A \ B, B \ A 6= ∅✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✷✳✶✱ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s
❞✬❛rêt❡ ❡♥tr❡ A \B ❡t B \A✱ A ❡t B s❡ ❞é❝r♦✐s❡♥t ❡♥ A ∩B ❡t A ∪B✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❞♦♥❝ d(A, B) > 0✳
P♦✉r t♦✉t v ∈ A \B✱ v ❡st ❛❞❥❛❝❡♥t à tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ G−A
♣❛r ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✶✳✾ ✭s②♠étr✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r v ∈ B \ A✮✳ ❉✐st✐♥❣✉♦♥s ❧❡s
❞❡✉① ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ❈❛s ✶✳
❙✬✐❧ ❡①✐st❡ a ∈ A \ B✱ b ∈ B \ A ❡t u /∈ A ∪ B t❡❧ q✉❡ au, ab ∈ E ❡t
ub /∈ E✱ ❛❧♦rs b ❡st ❛❞❥❛❝❡♥t à ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ G − B✱
❧✬✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s ❝♦♥t✐❡♥t a ❡t u✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts
v ❡t w ❛❞❥❛❝❡♥ts à b✱ ♠❛✐s ♥✐ à a ♥✐ à u✱ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {a, b, u, v, w}
✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❝❤❛✐s❡✳

✕ ❈❛s ✷✳
❙✬✐❧ ❡①✐st❡ a ∈ A \ B✱ b ∈ B \ A ❡t u /∈ A ∪ B t❡❧ q✉❡ au, ab ∈ E ❡t
ub ∈ E✱ ❛❧♦rs a ❡st ❛❞❥❛❝❡♥t à ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ G − A✱
❧✬✉♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t u ❡t b✳ ❙✐ ❧✬✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s♦♠♠❡t b′ ❞❛♥s B\A✱



✾✷ ●é♥ér❛❧✐tés

❋✐❣✳ ✺✳✹ ✕ ▲❛ ❝❤❛✐s❡✳

a, b′, u ♥♦✉s r❡♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✶✳ ❙✐♥♦♥✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡s ❞❡✉①
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❢♦✉r♥✐t ✉♥ s♦♠♠❡t u′ ❤♦rs ❞❡ A∪B q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❥❛❝❡♥t
à b✱ ❡t ❞♦♥❝ a, u′, b ♥♦✉s r❛♠è♥❡ ❛✉ ❝❛s ✶ ❛✉ss✐✳

❚♦✉t ❝❡ q✉✬✐❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ a ∈ A \B✱ b ∈ B \A
❡t u /∈ A ∪ B ❛✈❡❝ ua✱ ab ∈ E ✭♦✉ s②♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t A ❡t B✮✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ◆♦♠♠♦♥s A′ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ A \ B
❛❞❥❛❝❡♥ts à B \ A✱ ❡t s②♠étr✐q✉❡♠❡♥t B′✱ ❛❧♦rs A′ ❡t B′ s♦♥t ♥♦♥✲✈✐❞❡s
♣✉✐sq✉❡ d(A, B) > 0✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ G−A ❛❞❥❛❝❡♥t❡s
à A′ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s |A′| + 2 ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✶✳✽ ✭❝❛r A′ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉
❞❛♥s A ♣✉✐sq✉❡ A∩B 6= ∅✮✱ ❡t ❛✉ ♣❧✉s |B′| ✭♣✉✐sq✉❡ A′ ♥✬❡st ❛❞❥❛❝❡♥t q✉✬❛✉①
s♦♠♠❡ts ❞❡ B ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ A✮✱ ❞♦♥❝ |A′|+2 ≤ |B′|✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣❛r s②♠étr✐❡✱
|B′|+ 2 ≤ |A′|✳ ❈♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
❉♦♥❝ F ♣❡✉t✲êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❧❛♠✐♥❛✐r❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ▲❙❚❯✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝❤❛✐s❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❣r✐✛❡ ✭❧❡ ❜✐♣❛rt✐ ❝♦♠♣❧❡t K1,3✮ ❡t ✉♥ P4✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷✳✸✳ P♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s s❛♥s ❣r✐✛❡s ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s s❛♥s P4✱

❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❚▲❙❯✳

✺✳✸ ▼✐♥❡✉rs ❞❡ s♦♠♠❡ts

❯♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ♥♦tr❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❝♦♥s✐st❡ à t❡♥t❡r ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ♣❛r ♠✐♥❡✉rs ❡①❝❧✉s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s
❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ ✭❉✮ ❡st ❡♥t✐❡r ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt t♦✉r
❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠✐♥❡✉rs✳
◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ H ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❞é❧ét✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ♦✉ s✉♣✲

♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡t ❞❡ G s✬✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ V (G) t❡❧ q✉❡ V (H) = V (G) \ {u}
❡t E(H) = E(G) \ δ(u)✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s H = G \ u ♦✉ H = G− u✳ H ❡st ❞♦♥❝
✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ❞❡ G s✬✐❧ s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥s
❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡♣✉✐s G✳
H ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ G s✬✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ V (G) t❡❧



✺✳✸ ▼✐♥❡✉rs ❞❡ s♦♠♠❡ts ✾✸

v
u

❋✐❣✳ ✺✳✺ ✕ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♠✐♥❡✉rs ❞❡ s♦♠♠❡ts s♦♥t ✐♥s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ♥♦tr❡
♣r♦❜❧è♠❡✳ ❙✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱
❞♦♥❝ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ♠❛✐s ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ u ❧❡
tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ s❛♥s ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✳ ▲❡
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✱ t❡❧ q✉❡ ❞✉♣❧✐q✉❡r
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ s♦♠♠❡t ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡♥❞ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳
P♦✉rt❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ v ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♠❛✉✈❛✐s ❣r❛♣❤❡✳

q✉❡ V (H) = V (G) \ {u} ❡t E(H) = (E(G) \ δ(u)) ∪ {vw : vw ∈ NG(u)}✱
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ G ♣❛r ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ s✉r s♦♥ ✈♦✐s✐✲
♥❛❣❡✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s H = G/u✳ H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❝♦♥tr❛❝té ❞❡ G s✬✐❧
s✬♦❜t✐❡♥t ❞❡♣✉✐s G ♣❛r ✉♥ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❞❡ s♦♠♠❡ts✳ H ❡st ✉♥
♠✐♥❡✉r ♣❛r s♦♠♠❡t ❞❡ G s✬✐❧ s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ✉♥ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞é❧ét✐♦♥s ❡t ❞❡
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ G✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✶✳ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❡t ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❞❡ s♦♠♠❡ts

❝♦♠♠✉t❡♥t✳

Pr❡✉✈❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ✭♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❛♣✲
♣❧✐q✉é❡s✮ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♥tr❛❝t❛♥t S ❡t
s✉♣♣r✐♠❛♥t T ❡st ✿ u ❡t v s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ u ❡t v
❞♦♥t t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ✐♥t❡r♥❡s s♦♥t ❞❛♥s S✳

■❞é❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✈♦✉❞r✐♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt t♦✉r ❡st é❣❛❧❡ à ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ ✭❉✮ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s✱ ❡st ❢❡r♠é❡ ♣❛r ♠✐♥❡✉rs ❞❡ s♦♠♠❡ts✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛
♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ♣❛r
♠✐♥❡✉rs ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
✏❢❛ç♦♥ ❙t❡✐♥❡r✑ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈✲
❛♥t ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✺✳✸✳✷✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ❝♦♥♥❡①❡✱ w : V (G) → R
+

❡t Ṽ ⊂ V (G) ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡s✳ ❚r♦✉✈❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r

♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥ t♦✉r ❞❡ G ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ Ṽ ✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s V \ Ṽ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♦♣t✐♦♥♥❡❧s✳ ❙♦✐t U ⊂ V
✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s c̃(U) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡



✾✹ ●é♥ér❛❧✐tés

✶ ✷✷

✶

❋✐❣✳ ✺✳✻ ✕ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡s ❡♥ ♥♦✐r✱ ♦♣t✐♦♥✲
♥❡❧s ❡♥ ❜❧❛♥❝✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt t♦✉r ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❝❤❛q✉❡
s♦♠♠❡t ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ❡st ✐❝✐ ❜✐❡♥ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱
❝ré❛♥t 6 ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ s♦♠♠❡t ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡✳

❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ G − U ✐♥t❡rs❡❝t❛♥t Ṽ s✐ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s
2✱ s✐♥♦♥ c̃(u) = 1 s✐ u ∈ Ṽ ✱ ❡t 0 ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✳ c̃(U) ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✐♠♣❧❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡s ❞❡ t♦✉t❡ ♠❛r❝❤❡ ❢❡r♠é❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ Pr♦❜❧è♠❡ ✺✳✸✳✷ ✭❞é✜♥✐r c̃ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✐♥t❡rs❡❝t❛♥t
Ṽ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s s✉✣✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥❡ ♣❛s ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
U s❛♥s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡✱ ❛②❛♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡s✮✳
❙✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t à ✭P✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❞♦♥♥❛♥t
✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

min wx s✳t✳ ✭P❙✮

x(U) ≥ c̃(U) (U ⊆ V )

❡t s♦♥ ❞✉❛❧ ✿

max
∑

U⊆V

yU c̃(U) s✳t✳ ✭❉❙✮

∑

U∋v

yU = wv (x ∈ V )

y ≥ 0 ✭✺✳✸✮

P♦✉r ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s tr❛✲
✈❛✐❧❧♦♥s s✉r tr♦✐s ♦❜❥❡ts ✿ ❧❡ t♦✉r ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r✐♠❛❧❡ ✭❞♦♥t ♥♦✉s
❡s♣ér♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ tr❛♥s✐t ❞✬✉♥ t♦✉r ♦♣t✐♠❛❧✮ ❡t ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉❛❧❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s é❝❧❛t❛♥ts✳ Pr♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à ✭P✮ ❡st ❚❉■ ♥❡ rés♦✉t ♣❛s ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣✉✐sq✉❡



✺✳✸ ▼✐♥❡✉rs ❞❡ s♦♠♠❡ts ✾✺

❝❡❧❛ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ r✐❡♥ s✉r ❧❡s t♦✉rs ♦♣t✐♠❛✉①✳ ❙✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲
❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❡t s❛♥s ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❡♥t✐❡r✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❛ ❝❧❛ss❡ C1 ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦tr❡
s②stè♠❡ ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s ❡st ❡♥t✐❡r✱ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ C2 ❞❡ ❝❡✉① ❞♦♥t ❧❡
t♦✉r ♦♣t✐♠❛❧ ❡st é❣❛❧ à ❧✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s é❝❧❛t❛♥ts ✭♣♦✉r
t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ❡♥t✐èr❡ ❡t t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡s
❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ C1 ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥❞✉✐t

♣❛r ✭P❙✮ ❡st ❚❉■ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ Ṽ ❞❡ s♦♠♠❡ts ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡s ❡st ❢❡r♠é❡

♣❛r ♠✐♥❡✉rs ❞❡ s♦♠♠❡t✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛✈❡❝ ✭P❙✮ ❚❉■ ♣♦✉r t♦✉t Ṽ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡✱
❡t s♦✐t H = G \ v ❝♦♥♥❡①❡✳ ❙♦✐t Ṽ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ H ❡t
w : V (H)→ N

+✳ ◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s w à G ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t wG ❛✈❡❝ wG(u) = w(u)
s✐ u 6= v ❡t wG(v) = +∞✳ P✉✐sq✉❡ ✭P❙✮ ❡st ❚❉■ ♣♦✉r (G, Ṽ , wG)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❡♥t✐èr❡ y✳ P♦s♦♥s y′V ′ = yV ′ + yV ′∪{v} ♣♦✉r t♦✉t V ′ ∈ V (H)✱
y′ ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞✉❛❧ ✭❉❙✮ ♣♦✉r H✱ ❡t ❡st ❞❡
♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r q✉❡ y✳ ❙♦✐t x ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭P❙✮ ♣♦✉r (G, Ṽ , wG)✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡
s♦♠♠❡t v ❡st ♦♣t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❞❡ ♣♦✐❞s ✐♥✜♥✐✱ ❡t q✉❡ G\{v} ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ xv = 0✱
❡t xV (H) ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r✐♠❛❧ ❞❡ H✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r q✉❡ y′✱
❞♦♥❝ y′ ❡st ♦♣t✐♠❛❧✳
❙♦✐t H = G/v✳ ❙♦✐t à ♥♦✉✈❡❛✉ Ṽ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ H ❡t
w : V (H) → N

+✳ ◆♦✉s ♣♦s♦♥s wG(u) = w(u) s✐ u 6= v✱ ❡t wG(v) = 0✳ ■❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❡♥t✐èr❡ y ♣♦✉r (G, Ṽ , wG)✱ q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ré❛❧✐s❛❜❧❡
❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r (H, Ṽ , w) ❡♥ ✐❣♥♦r❛♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t v✱
♣✉✐sq✉❡ wG(v) = 0✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ v ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝ré❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s✱ ❞♦♥❝ ♠♦❞✐✜❡r c̃✳ ❙♦✐t x ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉
♣r✐♠❛❧ ♣♦✉r (G, Ṽ , wG)✳ c̃ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ♠♦❞✐✜é❡✱ xV (H) ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

♣♦✉r ✭P❙✮ ❞❛♥s (H, Ṽ , w)✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r q✉❡ x ♣✉✐sq✉❡ wv = 0✱ ❝❡ q✉✐
♣r♦✉✈❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ y ❞❛♥s (H, Ṽ , w)✳

❆✈❡❝ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✉ss✐ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ C2 ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❡♥t✐❡r

❞❡ ✭❉❙✮ ❡st é❣❛❧ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt t♦✉r ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ Ṽ ❞❡

s♦♠♠❡ts ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡s ❡t t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ❡♥t✐èr❡ w✱ ❡st ❢❡r♠é❡ ♣❛r

♠✐♥❡✉rs ❞❡ s♦♠♠❡t✳

❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ❞❡s r❛✐s♦♥s q✉✐ ♥♦✉s ♣♦✉ss❡ à ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
❆❚✲❢r❡❡ ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ s❡s s♦✉s✲❝❧❛ss❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ✿
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✺✳ ▲❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❢❡r♠é❡s ♣❛r ♠✐♥❡✉rs

❞❡ s♦♠♠❡t ✿

(i) ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❆❚✲❢r❡❡✱

✭✐✐✮ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦✲❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐té✱

(iii) ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡st é✈✐❞❡♥t❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✳
(i) ❙♦✐t H ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ s♦♠♠❡t v ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡
❆❚✲❢r❡❡ G✳ ❙♦✐❡♥t a, b, c tr♦✐s s♦♠♠❡ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ H✳ P✉✐sq✉❡
(a, b, c) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ tr✐♣❧❡t ❛stér♦✐❞❛❧ ❞❡ G✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ✐❧
♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ (b, c)✲❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s G \ (NG(a) ∪ {a})✱ ❞♦♥❝ t♦✉t (b, c)✲
❝❤❡♠✐♥ P ❞❡ H ❞♦✐t ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ e ❝réé❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ v✱
♦✉ ♣❛r NH(a)✳ ❙✐ e ∈ P ✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t e = u1u2 ♣❛r
u1v✱ vu2 ❞❛♥s P ✱ ❡st ✉♥ (b, c)✲❝❤❡♠✐♥s ❞❡ G✱ ❞♦♥❝ ♣❛ss❡ ♣❛r N(a)∪{a}✳
❆❧♦rs✱ s♦✐t v ∈ NG(a)✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s u1, u2 ∈ NH(a)✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
s♦♠♠❡t ❞❡ P ❞❛♥s NG(a) ❞♦♥❝ NH(a)✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ (b, c)✲
❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s H \NH(a)✳

(ii) ❙♦✐t ≥ ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ V ❡t u ∈ V ✳ ❈♦♥tr❛❝t❡r u
❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦✲❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐té ✐♥❞✉✐t ♣❛r ≤ r❡✈✐❡♥t à s✉♣♣r✐♠❡r u
❡t r❡♥❞r❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❛✈❡❝ u ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❡♥tr❡
❡✉①✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ 4 ❡st ✉♥ ♦r❞r❡✱ ❛✈❡❝ ✿

v 4 w ⇔ v = w ∨ (v < w ∧ v ♦✉ w ❡st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à u✳) ✭✺✳✹✮

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❞✬é✈✐❞❡♥❝❡ ré✢❡①✐✈❡✳ ❙♦✐t v ❡t w t❡❧ q✉❡ v 4 w ❡t
w 4 v✳ ❆❧♦rs s♦✐t v ≤ w ❡t w ≤ v✱ s♦✐t v = w✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱
v = w✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ❡st ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✳
❊♥✜♥ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té✱ s♦✐t v 4 w ❡t w 4 x✱ v✱ w ❡t x ❞✐st✐♥❝ts✳
❆❧♦rs s♦✐t w ≤ u✱ ❞♦♥❝ v ≤ w ❡t w ≤ u ✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞❡ ≤
q✉❡ v ≤ u ❡t v ≤ x✳ ❉♦♥❝ v 4 x✳ ❙♦✐t s②♠étr✐q✉❡♠❡♥t u ≤ w ❡t ❞♦♥❝
v 4 x✳ ❙♦✐t ❡♥✜♥ u ❡t w s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❡t ❞♦♥❝ u ❡st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
à v ❡t x✱ ❡t v ≤ w ≤ x ❞♦♥❝ v 4 x ♣❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞❡ ≤✳

(iii) ❉❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❝♦♥tr❛❝t❡r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I r❡✈✐❡♥t à
r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts ♣❛r s♦♥ ✉♥✐♦♥ ❛✈❡❝ I ✭♦✉
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ I✮✱ ❧❡s ✉♥✐♦♥s ❞✬✐♥✲
t❡r✈❛❧❧❡s ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥ts ét❛♥t ❡✉①✲♠ê♠❡s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳

P♦✉r ✜♥✐r ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
♠✐♥✐♠❛✉① ♣❛r ♠✐♥❡✉rs ❞❡ s♦♠♠❡ts q✉✐ s♦♥t 1✲t♦✉❣❤ ♠❛✐s ♣❛s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s✳
❈❡tt❡ ❧✐st❡ ♥✬❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❣é♥éré❡ ♣❛r ♦r✲
❞✐♥❛t❡✉r✱ ❡♥ t❡st❛♥t t♦✉s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ✶✵ s♦♠♠❡ts ♦✉ ♠♦✐♥s✳



✺✳✸ ▼✐♥❡✉rs ❞❡ s♦♠♠❡ts ✾✼

❋✐❣✳ ✺✳✼ ✕ ▲✐st❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♠✐♥✐♠❛✉① ♣❛r ♠✐♥❡✉rs ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt t♦✉r ♥✬❡st ♣❛s ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
❡♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✳ ▲❡s ❛rêt❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡s s♦♥t ♦♣t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳



✾✽ ●é♥ér❛❧✐tés

✺✳✹ ❙é♣❛r❛t✐♦♥

❘éé❝r✐✈♦♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ✭P✮ ✿

min wx s✳t✳ ✭P✮

x(U) ≥ ❝(U) (U ⊆ V )

P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é✲
❛✐r❡ ✭♦✉ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥t✐❡r s✐ ❧❡ ♣♦❧②è❞r❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ❡♥t✐❡r✮✱ ✐❧ s❡r❛✐t
s✉✣s❛♥t ❞❡ s❛✈♦✐r sé♣❛r❡r s❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✭♣✉✐s ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
❡❧❧✐♣s♦ï❞❡s✮✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✈❡❝t❡✉r x✱ ❞é❝✐❞❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ U ⊆ V
t❡❧ q✉❡ x(U) < ❝(U)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
s✉✐✈❛♥t ✿

max
U

❝(U)− x(U) ✭✺✳✺✮

❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r✐s s✉r U ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ V (G)✳ P❧✉s
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ✐♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

max
S,U

y(S)− x(U) ✭✺✳✻✮

❛✈❡❝ S ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ G ❡t U ❜❧♦q✉❡✉r ❞❡s S✲
❝❤❡♠✐♥s ✭❝❤❡♠✐♥s ❞♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés s♦♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡
S✮✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r y ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥st❛♠♠❡♥t é❣❛❧ à 1✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ✭✺✳✻✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✺✮ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ S ♣❡✉t êtr❡ ✈✉
❝♦♠♠❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ♣❛r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ G − U ✳
P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠✱ ✐❧ ② ❡♥ ❛✉r❛ ❜✐❡♥ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ♣❛r
❝♦♠♣♦s❛♥t❡✱ ❞♦♥❝ |S| = c(U)✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t y(v) = 1 s✐ v ❡st ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡✱
y(v) = 0 s✐♥♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s sé♣❛r❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ✭P❙✮✳
P♦✉rq✉♦✐ ét✉❞✐❡r ❛✐♥s✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❝❡ q✉❡ ❞♦♥♥❡ ❞✐r❡❝t❡✲
♠❡♥t ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❄ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✭✺✳✻✮ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
❡t ❞✐✣❝✐❧❡s✳ ❊♥ ✜①❛♥t x = 0✱ ❝✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥
st❛❜❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ❙✐ S ❡st ✉♥ st❛❜❧❡ ❞❡ G✱ ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r
❢♦♥❝t✐♦♥ y ❞é✜♥✐❡ ♣❛r y(s) = ∞ ♣♦✉r s ∈ S✱ y(v) = 0 s✐ v /∈ S✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
r❡✈✐❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r x(U)✱ ♣♦✉r U ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❜❧♦q✉❛♥t ❞❡s
S✲❝❤❡♠✐♥s✱ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ♠✉❧t✐✲t❡r♠✐♥❛❧❡ ✭♠✉❧t✐✇❛②

❝✉t✮✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ♣♦✉r y = k ❡t x = 1✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ r❡✈✐❡♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st k✲s♦❧✐❞❡✱ ❝❛r ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s k.c(U) > |U | ♣♦✉r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ U ✱ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
♣♦✉r k = 1 ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✳
■❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ st❛❜❧❡ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s s❛♥s
tr✐♣❧❡t ❛stér♦ï❞❛❧ ❬✺❪✱ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t rés♦✉❞r❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡
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♠✉❧t✐t❡r♠✐♥❛❧❡ s✉r ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s q✉✬✐❧
❡st ❡♥ ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s s❛♥s ❆❚✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✐❞✐té✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s
❞❡ ❞é✜♥✐r ✿ ✭✺✳✻✮✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥❡r♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s
❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳

❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t S ⊂ V ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡
s♦♠♠❡ts ❞❡ G✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

x(P ) ≥ 1 ♣♦✉r t♦✉t S✲❝❤❡♠✐♥ P ✭✺✳✼✮

❯♥ ✈❡❝t❡✉r ❡♥t✐❡r ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ wx ❛✈❡❝ w ♣♦s✐t✐❢ ❡st
❞♦♥❝ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r 0✲1✱ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❜❧♦q✉❡✉r ❞❡s S✲❝❤❡♠✐♥s✳ ❯♥ ✈❡❝t❡✉r
❡♥t✐❡r ❞✉ ❞✉❛❧ ❞❡ ✭✺✳✼✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ♣♦s✐t✐✈❡ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✭♠✉❧t✐✲✮❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ S✲❝❤❡♠✐♥s s♦♠♠❡ts ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ◆♦✉s
s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❞é❝✐❞❡r q✉❛♥❞ ❧❡s ♦♣t✐♠✉♠s s♦♥t ❡♥t✐❡rs✱ ❞♦♥❝ ❧♦rsq✉❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ S✲❝❤❡♠✐♥s s♦✉s ❝❛♣❛❝✐té w ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠
❞✬✉♥ ❜❧♦q✉❡✉r ❞❡s S✲❝❤❡♠✐♥s✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ ✭✺✳✼✮ ❡st ❚❉■✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣❛❝❦✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ S✲❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▼❛❞❡r ❬✸✽❪ ❧✬❛ rés♦❧✉ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t
❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ◆♦t♦♥s B(U) = N(U) \ U ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✶ ✭▼❛❞❡r✱ ✶✾✼✽✮✳ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡t s♦✐t S ⊆ V
✉♥ st❛❜❧❡ ❞❡ G✳ ▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ S✲❝❤❡♠✐♥s ✐♥t❡r♥❡♠❡♥t s♦♠♠❡t✲❞✐s❥♦✐♥ts

❡st é❣❛❧ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡

|U0|+
n∑

i=1

⌊
|B(Ui) \ U0|

2

⌋

♣r✐s s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s U0, . . . , Un ❞❡ V \ S t❡❧❧❡s q✉❡ t♦✉t S✲❝❤❡♠✐♥

✐♥t❡rs❡❝t❡ U0 ♦✉ E(Ui) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ i✳

◆♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à t❡♥t❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢❛✐s❛♥t
s❡✉❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r U0 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ S ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡
✈♦✐s✐♥s ❝♦♠♠✉♥s✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥ t❡❧ s♦♠♠❡t s❡r❛✐t ❢♦r❝é♠❡♥t ♣r✐s ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s
❧❡ ❜❧♦q✉❡✉r✱ ❡t r♦✉t❡r❛✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 2 s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡
❣é♥ér❛❧✐té✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S✱ G\({s}∪N(s)) ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❝♦♥♥❡①❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ S✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ ♣❛ss❡
❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s ♣❛r N(s)✱ ❡t ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ♣❡✉t
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❛ttr✐❜✉❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥✉❧❧❡ à ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ❊♥✜♥✱ ♣❛r
✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐❣♥♦r❡r ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ E(N(s)) ♣♦✉r
t♦✉t s ∈ S✳
P♦✉r t♦✉t G = (V,E) ❡t S st❛❜❧❡ ❞❡ G✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✉①✐❧✐✲
❛✐r❡ GS ✱ ♣❛r ❞é❧ét✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡ ❞❡✉①
s♦♠♠❡ts ❞❡ S✱ ♣✉✐s ❡♥ ❝♦♥tr❛❝t❛♥t t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ V \ (S ∪N(S))✱ ❡t
❡♥✜♥ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ S ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ S✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ S✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❡♥❣❡r ✭♣♦✉r
❧❡q✉❡❧ |S| = 2✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✷✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡t S ⊂ V ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡

G✳ ❆❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ✭✺✳✼✮ ❡st ❚❉■ ss✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ GS ❡st ❜✐♣❛rt✐✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙✐ GS ♥✬❡st ♣❛s ❜✐♣❛rt✐✱ s♦✐t C ✉♥ ❝②❝❧❡ ✐♠♣❛✐r ❞❛♥s GS ✱ ❡t w ∈
{0, 1,+∞}V (G) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

w(u) =





1 s✐ u ∈ V (C)
0 s✐ u ∈ N(S) \ V (C)
+∞ s✐♥♦♥✳

✭✺✳✽✮

❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛rêt❡ e ∈ E(C) ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ G ❞❡ ♠ê♠❡ ❡①tré♠✐té✱
♥✬✐♥t❡rs❡❝t❛♥t N(S) q✉✬❡♥ s❡s ❡①tré♠✐tés✳ ❯♥ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ t❡❧ ❝❤❡♠✐♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡
e ∈ E(C)✱ ❡t ❡♥ ❧✬ét❡♥❞❛♥t ✈❡rs ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ S ❛❞❥❛❝❡♥ts à ❝❡s ❡①tré♠✐tés✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ |E(C)| ❝❤❡♠✐♥s✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❝❤❛❝✉♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐❞s
1
2 ✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧❛♥t |E(C)|

2 ✳
P✉✐sq✉❡ t♦✉s ❧❡s S✲❝❤❡♠✐♥s ❞♦✐✈❡♥t ♣❛ss❡r ♦✉ ❜✐❡♥ ♣❛r ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ N(S)\
V (C)✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ♣❛r ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ V (C)✱ ✉♥ ❜❧♦q✉❡✉r ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st
❞♦♥♥é ❡♥ ♣r❡♥❛♥t 1

2 s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ V (C)✱ 0 ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

❞❡ ✈❛❧❡✉r |E(C)|
2 ❛✉ss✐✱ ♣r♦✉✈❛♥t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥♦♥✲❡♥t✐èr❡s✱

❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❚❉■✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ GS ❡st ❜✐♣❛rt✐✱ ❞❡ ❝❧❛ss❡s A ❡t B✱ ❡t s♦✐t w ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ C
❞❡ G\ (S∪N(S))✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡st ❛❞❥❛❝❡♥t❡ ❛✉① ✈♦✐s✐♥❛❣❡s
❞❡ tr♦✐s s♦♠♠❡ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ S✱ ❛❧♦rs GS ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛s êtr❡ ❜✐♣❛rt✐ ❝❛r ✐❧
❝♦♠♣r❡♥❞r❛✐t ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡✳ ❉♦♥❝ C ❡st ❛❞❥❛❝❡♥t❡ à ❞❡✉① s♦♠♠❡t u ❡t v ❞❡ S✱
❡t s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ N(C) ∩ N(u) ⊆ A ❡t N(C) ∩ N(v) = B✳ ❉♦♥❝
t♦✉t S✲❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s G ✐♥t❡rs❡❝t❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t A ❡t B✳
❙♦✐t G′ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦❜t❡♥✉ ❞❡♣✉✐s G ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ S ❡t ❧❡s
❛rêt❡s ❞❡ E(N(s)) ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t s ✭♣✉✐sq✉❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱



✺✳✹ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ✶✵✶

❋✐❣✳ ✺✳✽ ✕ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡ ❣r✐✛❡✳

❛✉❝✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♥✬❡st r♦✉té ♣❛r ❝❡s ❛rêt❡s✮✱ ♣✉✐s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉①
s♦♠♠❡ts s ❡t t ❛❞❥❛❝❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ A ❡t B✳ ❆❧♦rs✱ ❡♥
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❡♥❣❡r ❞❛♥s G′, w ❡♥tr❡ s ❡t t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞✐s❥♦✐♥ts q✉✐ s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣❛❝❦✐♥❣ ❞❡
S✲❝❤❡♠✐♥s ✭❝❛r ❝❤❛❝✉♥ ✐♥t❡rs❡❝t❡ A ❡t B✮✱ ❡t ✉♥ ❜❧♦q✉❡✉r ❞❡s (s, t)✲❝❤❡♠✐♥s
❞❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✱ q✉✐ ❜❧♦q✉❡ ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❧❡s S✲❝❤❡♠✐♥s✳ ❈❡s s♦❧✉t✐♦♥s ét❛♥t
❡♥t✐èr❡s✱ ❡t ❝❡❝✐ ét❛♥t ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s w✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st
❚❉■✳

❆♣♣❡❧♦♥s ❧♦♥❣✉❡ ❣r✐✛❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ à ✻ s♦♠♠❡ts ♣rés❡♥té ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✳
◆♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ♠✐♥❡✉r ❡①❝❧✉ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ C
❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✺✳✼✮ ❡st ❚❉■✳ P❧❛ç♦♥s✲♥♦✉s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❝❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❚❉■✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ GS ♥✬❡st ♣❛s
❜✐♣❛rt✐✳ ■❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ❝②❝❧❡ s✐♠♣❧❡ ✐♠♣❛✐r C✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G′

♦❜t❡♥✉ ♣❛r s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❛②❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s S✱
♣❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ V (G)\ (S∪N(S))✱ ♣✉✐s ♣❛r s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s
s♦♠♠❡ts ❞❡ N(S)\C✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ V (G′) = S∪V (C)✱ ❡t G′ ❝♦♥t✐❡♥t C✳
❈♦❧♦r✐♦♥s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ S✱ ❡t ❛ttr✐❜✉♦♥s à ❝❤❛q✉❡
s♦♠♠❡t ❞❡ C ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ s♦♥ ✈♦✐s✐♥ ❞❛♥s S✳ ❚♦✉t s♦♠♠❡t ❞✉ ❝②❝❧❡ ❡st
✈♦✐s✐♥ ❞✬❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ S✳ ▲❡ ❝②❝❧❡ ❡st ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❝♦❧♦r✐é✱ ❡t ♥❡
♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦r❞❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r✳

❈❡❝✐ ♥♦✉s s✉❣❣èr❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❙♦✐t Ak ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
♣♦ssé❞❛♥t ✉♥ st❛❜❧❡ ❞♦♠✐♥❛♥t T ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ T ∪ N(T ) = V (G)✮✱ ❡t ✉♥❡
❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts t❡❧s q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ T s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐st✐♥❝t❡s✱
❡t ❧❡s ❛rêt❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐st✐♥❝t❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥
❝②❝❧❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ G\T ✳ G′ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❞♦♥❝ àA|C|✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡ ❣r✐✛❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t
à A3✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✸✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t T ✉♥ st❛❜❧❡ ❞❡ G✳ ▲❡ s②stè♠❡ x(P ) ≥
1 ♣♦✉r t♦✉t T ✲❝❤❡♠✐♥ P ❡st ❚❉■ ss✐ G ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ Ak ♣♦✉r

k ✐♠♣❛✐r ♣❛r ♠✐♥❡✉r ❞❡ s♦♠♠❡t✳

Pr❡✉✈❡✳ P❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ G✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r



✶✵✷ ●é♥ér❛❧✐tés

❋✐❣✳ ✺✳✾ ✕ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❛♣♣❡❧é ❢✉sé❡

❧✬❛✉tr❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ G ❞❡ Ak ❛✈❡❝ k ✐♠♣❛✐r✱ ❧❡
s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❚❉■✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❝♦♥st❛♠✲
♠❡♥t é❣❛❧ à 1 s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ x ❛ttr✐❜✉❛♥t 1

2 à ❝❤❛q✉❡

s♦♠♠❡t ❞✉ ❝②❝❧❡ ✐♠♣❛✐r C ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ |C|
2 ✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❝♦♥s✐st❛♥t

à ❝❤♦✐s✐r yP = 1
2 ♣♦✉r t♦✉t T ✲❝❤❡♠✐♥ P ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 3 ❞♦♥t ❧✬❛rêt❡ ❝❡♥tr❛❧❡

❡st ❞❛♥s C✱ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥t✐èr❡ ❝❛r |C| ❡st ✐♠♣❛✐r✳

◆♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t♦♥s ♣❛s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts✱ q✉✐ s❡r♦♥t
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ♠♦♥tr❡r q✉❡
A3 ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♠✐♥✐♠❛✉① ♣❛r ♠✐♥❡✉rs ❞❡ s♦♠♠❡ts✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✹✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t T ✉♥ st❛❜❧❡ ❞❡ G✳ ▲❡ s②stè♠❡ x(P ) ≥
1 ♣♦✉r t♦✉t T ✲❝❤❡♠✐♥ P ❡st ❚❉■ ss✐ G ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ A3 ♣❛r

♠✐♥❡✉r ❞❡ s♦♠♠❡t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✹✳✺✳ P♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ❆❚✲❢r❡❡ G ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✲

❞é♣❡♥❞❛♥t S ⊂ V (G)✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✺✳✼✮ ❡st ❚❉■✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❆❚✲❢r❡❡ s♦♥t ❢❡r♠és ♣❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞✬❛rêt❡ ♣❛r ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥✱ ❡t ♣❛r ♠✐♥❡✉rs ❞❡ s♦♠♠❡t ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✺✱ ♦r ❧❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s
♠✐♥✐♠❛✉① ❡①❝❧✉s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t t♦✉s ✉♥ tr✐♣❧❡t ❛stér♦ï❞❛❧ ❢♦r♠é ❞❡s r❡♣rés❡♥✲
t❛♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s q✉✬❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥
❞✬❛rêt❡s✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❡①❝❧✉r❡ ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡
s②stè♠❡ ✭✺✳✼✮ ❡st ❚❉■✳ ■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❢✉sé❡ ❞é❝r✐t ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✱ q✉✐
❛♣♣❛rt✐❡♥t à A5✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✻✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡ ❣r✐✛❡ ♥✐

❞❡ ❢✉sé❡ ♣❛r ♠✐♥❡✉r ❞❡ s♦♠♠❡t ❡t ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞✬❛rêt❡✱ ❡t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ G✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ✭✺✳✼✮ ❡st ❚❉■✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❚♦✉rs ❡t ❈♦❣r❛♣❤❡s

❯♥ ❝♦❣r❛♣❤❡ G ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ P4 ✐♥❞✉✐t✳ ▲❡s
❝♦❣r❛♣❤❡s ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s êtr❡ ✉t✐❧❡ ✿ ✉♥ ❝♦❣r❛♣❤❡
❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❡st ♥♦♥✲❝♦♥♥❡①❡ ♦✉ ❜✐❡♥ s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❡st ♥♦♥✲❝♦♥♥❡①❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝♦❣r❛♣❤❡s ét❛♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❢❡r♠é❡
♣❛r s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ✭❞❡ G ♦✉ ❞❡ s♦♥
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✮ ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✉♥ ❝♦❣r❛♣❤❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♥♦✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ✿ s♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ V (G) = {u1, . . . , un}✱
❡t H1, . . . ,Hn ❞❡s ❣r❛♣❤❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ G ♣❛r H1, . . . ,Hn✱
♥♦té❡ G[H1, . . . ,Hn]✱ ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡st (ui, v)
t❡❧ q✉❡ v ∈ V (Hi)✱ ❛✈❡❝ (ui, v) ❛❞❥❛❝❡♥t à (uj , w) s✐ uiuj ∈ E(G) ♦✉
(i = j ❡t vw ∈ E(Hi))✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦❣r❛♣❤❡s s♦♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ à ✉♥ s♦♠♠❡t ❡st ✉♥ ❝♦❣r❛♣❤❡✳
✕ ❙✐ H1, . . . ,Hn s♦♥t ❞❡s ❝♦❣r❛♣❤❡s✱ Sn[H1, . . . ,Hn] ❡t Kn[H1, . . . ,Hn]
s♦♥t ❞❡s ❝♦❣r❛♣❤❡s✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐❡r à t♦✉t ❝♦❣r❛♣❤❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❡s
♥÷✉❞s ✐♥t❡r♥❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ♦✉ ❞❡s st❛❜❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ é❣❛❧❡ à ❧✬❛r✐té
❞✉ ♥÷✉❞✱ ❡t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s s♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st
❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ G ✭❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ à t♦✉t ❣r❛♣❤❡✱ ❧❡s ❝♦❣r❛♣❤❡s ❛②❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ♥❡ ❢❛✐r❡
❛♣♣❡❧ q✉✬à ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❡t ❞❡s st❛❜❧❡s✮✳ ➚ t♦✉t ♥÷✉❞ ✐♥t❡r♥❡ N ❡st ❛ss♦❝✐é
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts V (N) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❢❡✉✐❧❧❡s ❞♦♥t ❝❡ ♥÷✉❞ ❡st
✉♥ ❛♥❝êtr❡✳

▲❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷✳✸ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❚❉■ s✉r
❧❡s ❝♦❣r❛♣❤❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥



✶✵✹ ❚♦✉rs ❡t ❈♦❣r❛♣❤❡s

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ t♦✉r ♦♣t✐♠❛❧ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ❡♥s❡♠❜❧❡s é❝❧❛✲
t❛♥ts ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣♦♥❞éré✱ q✉❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭✺✳✻✮✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞✉ ❝♦❣r❛♣❤❡✳

✻✳✶ P❧✉s ❝♦✉rt t♦✉r ♣♦♥❞éré

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝ ♣♦✉r ❧✬❍❛♠✐❧t♦♥✐❝✐té ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✻✳✶✳✶ ✭❉✐r❛❝✮✳ ❚♦✉t ❣r❛♣❤❡ à n s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣ér✐❡✉r

♦✉ é❣❛❧ à n
2 ❡st ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝②❝❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❛♥s ❝❡
❝❛s ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

✻✳✶✳✶ ❊♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t ❞❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡

▼♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♠♠❡♥t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t ❞❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡
♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❝♦❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛✈❡❝ ❛✉① ♠♦✐♥s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts✳ G s❡
❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ Kn[H1, . . . ,Hn]✱ ❛✈❡❝ H1, . . . ,Hn ❝♦❣r❛♣❤❡s s♦✐t ré❞✉✐ts à ✉♥
♣♦✐♥t✱ s♦✐t ♥♦♥✲❝♦♥♥❡①❡s✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐tés✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ |V (H1)| ≥

. . . ≥ |V (Hn)|✳ ❙✐ V (H1) ≤
|V (G)|

2 ✱ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ♦♥t ❞❡❣ré ❛✉ ♠♦✐♥s
|V (G)|

2 ✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✶✳✶✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♣❛s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t ❞❛♥s G✳
❙✐♥♦♥✱ V (H1) ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s s♦♠♠❡ts✳ ❚♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛✲
t❛♥t ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ n− 1 ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡
G✳ P♦✉r êtr❡ é❝❧❛t❛♥t✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❝♦♥t❡♥✐r

⋃n
i=2 V (Hi)✳ ◆♦✉s ❞é✲

❝♦♠♣♦s♦♥s H1 = Sp[G1, . . . , Gp]✳ ❙♦✐t S1, . . . , Sp ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s é❝❧❛t❛♥ts ❞❡
G, . . . , Gp r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ♦❜t❡♥✉ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ✭s✐
Gi ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ Si = ∅✮✳
❙♦✐t S =

⋃p
i=1 Si∪ (V (G)\V (H1))✳ ❙✐ S ❡st é❝❧❛t❛♥t✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

é❝❧❛t❛♥t ❞❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ♠❛①✐✲
♠❛❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S′ ♠❡✐❧❧❡✉r✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t V (G) \ V (H1)✳ S′ ✐♥❞✉✐t
❛❧♦rs s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s Si ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S′

i✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝réé❡s
♣❛r S ✭r❡s♣✳ S′✮ ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ✐♥❞✉✐ts
♣❛r Gi − Si ✭r❡s♣✳ Gi − S′

i✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ i ∈ J1, pK t❡❧ q✉❡ ❧❛
❞é✜❝✐❡♥❝❡ ❞❡ S′

i s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ Si ❞❛♥s Gi✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥✲
tr❡❞✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ Si✳ ❊♥✜♥✱ s✐ S ♥✬❡st ♣❛s é❝❧❛t❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡
é❝❧❛t❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥ ✿ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t ✐♥❞✉✐r❛✐t ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r
❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s Gi✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ t♦✉s ❧❡s Si s♦♥t ♠✐♥✐♠❛✉①



✻✳✶ P❧✉s ❝♦✉rt t♦✉r ♣♦♥❞éré ✶✵✺

♣❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ S ❛✉ss✐ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ ❞é✜❝✐❡♥❝❡✮✳
P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✻✳✶✳✷✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s é❝❧❛t❛♥ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ Kn[H1, . . . ,Hn] ❛✈❡❝ H1 =
Sp[G1, . . . , Gp] ❡t |V (H1)| ≥ . . . |V (Hn)|✱ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

S =

n⋃

i=2

V (Hi) ∪

p⋃

i=1

Si ✭✻✳✶✮

♦ù Si ❡st s♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✱ s♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t ❞❡ Gi✳ ▲❛ ❞é✜❝✐❡♥❝❡

❞❡ S ❡st ❛❧♦rs ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞é✜❝✐❡♥❝❡s ❞❡s Si✱ ♠♦✐♥s |
⋃n

i=2 V (Hi)|✳

❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s é❝❧❛t❛♥ts✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✻✳✶✳✸✳ ❚♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t ❞❡ G ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞✬✉♥

s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é T ′ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ T ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡✱ ❝♦♥str✉✐t

s❡❧♦♥ ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ N ❡st ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ❝❧✐q✉❡ à n ✜❧s q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à T ′✱

T ′ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s n− 1 s♦✉s✲❛r❜r❡s ✜❧s ❞❡ N ❡♥t✐èr❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❞é✜❝✐❡♥❝❡

❞✬✉♥ t❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦✉♣é❡s ✭❡♥tr❡ T ❡t T ′✮

♠♦✐♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ T ′✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t ❞❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡
tr♦✉✈é ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛♥s t♦✉t ❝♦❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛r ✐♥❝❧✉✲
s✐♦♥✱ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ✉♥✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✭❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡t✮ ❞✬✉♥ t♦✉r ♠✐♥✐✲
♠✉♠ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ V (G) ♣❧✉s ❧❛ ❞é✜❝✐❡♥❝❡
❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t ♠❛①✐♠❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t♦✉r
Ti s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s Gi✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r |V (Gi)|+ ❞❡❢Gi

(Si)✳ ❈❤❛q✉❡ t♦✉r Ti ♣❡✉t
êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ cGi

(Si) − |Si| ❝❤❡♠✐♥s s♦♠♠❡t✲❞✐s❥♦✐♥ts ✭❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t
t♦✉t❡s ❧❡s ♦❝❝✉r❡♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t s❛✉❢ ✉♥❡✮✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝∑p

i=1 cGi
(Si)−|V (H1)∩S| ❝❤❡♠✐♥s ❞✐s❥♦✐♥ts ❝♦✉✈r❛♥t V (H1)✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s

❛✉t❛♥t ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ V (H2) ∪ . . . ∪ V (Hn) ♣♦✉r ❝ré❡r ✉♥ t♦✉r ♣❛ss❛♥t ♣❛r
t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G✱ q✉✐ ❛✉r❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧♦♥❣✉❡✉r ✿

V (H1) + max{|V (H2) ∪ . . . ∪ V (Hn)|,

p∑

i=1

cGi
(Si)− |V (H1) ∩ S|}

= max{|V (G)|,

p∑

i=1

cGi
(Si)− |S|+ |V (G)|}

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ✿



✶✵✻ ❚♦✉rs ❡t ❈♦❣r❛♣❤❡s

▲❡♠♠❡ ✻✳✶✳✹✳ ❙✉r ❧❡s ❝♦❣r❛♣❤❡s ❝♦♥♥❡①❡s✱ λ(G) = π(G)✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r

❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✉♥ t♦✉r ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♠❛①✐♠✉♠✳

✻✳✶✳✷ ❈❛s ❣é♥ér❛❧

❙♦✐t T ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❝♦❣r❛♣❤❡ G✳ P♦✉r t♦✉t
♥÷✉❞ ❞❡ ❝❧✐q✉❡ A✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s µ(A) ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s
s♦♠♠❡t✲❞✐s❥♦✐♥ts s✉r ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ G ✐♥❞✉✐t ♣❛r V (A)✱ ❝♦✉✈r❛♥t t♦✉s
❧❡s s♦♠♠❡ts✱ ♣❧✉s ✉♥ s✐ A ❡st ❧❛ r❛❝✐♥❡✳ P♦✉r ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣❧✉s ❧❛ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s
♥÷✉❞s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡
✐♥❞✉✐t ♣❛r V (A) ✭✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ t♦✉r ❡♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s
❝♦✉✈r❛♥ts✱ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s ♦❝❝✉r❡♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡s s♦♠♠❡ts✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝
✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✻✳✶✳✹✮✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❧❛
s♦♠♠❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❞é✜❝✐❡♥❝❡s ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡
❝❡ ❣r❛♣❤❡✳
■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❡t s❛♥s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ❞❡ A ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣❧✉s ❞❡ µ(A) − 1 ❢♦✐s ♣❛r ✉♥ t♦✉r ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❝❛r µ(A) s✉✣t
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ A✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t
s♦♠♠❡t v ✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ µ(A) ♣♦✉r A ❝♦♥t❡♥❛♥t v ❜♦r♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣❛ss❛❣❡s ❞✬✉♥ t♦✉r ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❛r ❝❡ s♦♠♠❡t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ré♣❧✐q✉❡r ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
é❝❧❛t❛♥t ❞❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✱ ♣❡r♠❡t ❞❡
tr♦✉✈❡r ❧❡ t♦✉r ♠✐♥✐♠✉♠ ✭❡t ✉♥ ♣❛❝❦✐♥❣ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s é❝❧❛t❛♥ts ♠❛①✐♠✉♠✮✳
P❧✉s r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♥♦t♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ A ❡st
✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ❝❧✐q✉❡✱ B1, . . . , Bn ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ s❡s ✜❧s ❛✈❡❝ |V (B1)| ≥ . . . ≥
|V (Bn)|✱ ❡t C1, . . . , Cp ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡s ✜❧s ❞❡ B1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ s✐ R ❡st ❧❛
r❛❝✐♥❡ ✿

µ(❢❡✉✐❧❧❡) = 1 ✭✻✳✷✮

µ(A) = max{1, (

p∑

i=1

µ(Ci)−
n∑

i=2

|V (Bi)|} (A 6= R) ✭✻✳✸✮

µ(R) = max{1, (

p∑

i=1

µ(Ci)−
n∑

i=2

|V (Bi)|+ 1} ✭✻✳✹✮

❙♦✐t S ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❙♦✐t u ❧❡
s♦♠♠❡t ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s ❞❛♥s S✳ ❙♦✐t A ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ T ✱ ❛♥❝êtr❡ ❞❡ u✱
♠✐♥✐♠✐s❛♥t µ(A) ✭❡♥ ❝❛s ❞✬é❣❛❧✐té✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ A ❛✉ ♣❧✉s ♣rès ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✮✳
❉é✜♥✐ss♦♥s G′ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ré♣❧✐q✉❛♥t u ❡♥ µ(A) ❝♦♣✐❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s



✻✳✶ P❧✉s ❝♦✉rt t♦✉r ♣♦♥❞éré ✶✵✼

✭♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ u ♣❛r ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ Cu ❞❡ t❛✐❧❧❡ µ(A) ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡✮✱ t♦✉t❡s ❞❡ ♣♦✐❞s w(u)✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♣❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té
❞❡ S✱ µ(A) ≥ 2✱ ❝❛r s✐♥♦♥ S \ V (A) ❛ ♠ê♠❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ q✉❡ S✳ ❙♦✐t T ′ ❧✬❛r❜r❡
❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ G′✳ ❙♦✐t A′ ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ T ′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
A ✭V (A) \ {u} = V (A′) \V (Cu)✮✱ µ(A′) = 1✱ ❞♦♥❝ A′ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t ❞❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ G′✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ❛♥✲
❝êtr❡s ❞❡ A ♦♥t t♦✉s ♣❡r❞✉ µ(A)−1 ❡♥ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r µ ✭♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✸✮
❡t ✭✻✳✹✮✮✳
❉é♠♦♥tr♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ G q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞✉❛❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ S1 ⊃ . . . ⊃ Sk t❡❧ q✉❡ S1 ❡st ❧✬❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❞❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡t ✿

yS1
= min

v∈S1

w(v)

ySi
= min

v∈Si

w(v)− min
v∈Si−1

w(v)

y{v} = w(v)−
∑

Sj∋v

ySj

yU = 0 s✐♥♦♥✳

❙✐ A ❡st ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ T ✱ ❛❧♦rs k = 1 ❡t S1 = S ❝♦♥✈✐❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ t♦✉r ❞❡ ♣♦✐❞s w(V )+❞❡❢(S)w(u) = w(V )+(µ(A)−1)w(u)✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉ t♦✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ♦❜t❡♥✉ s✉r G′ ✭♣✉✐sq✉❡ G′ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✮✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❛ ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r ✿

w(u).c(S) +
∑

v∈V

w(v)−
∑

v∈S

w(u) = w(V (G)) + w(u)(c(S)− |S|)

= w(V (G)) + w(u)❞❡❢(S)

■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ é❣❛❧✐té✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s✳
❙✐ A ♥✬❡st ♣❛s r❛❝✐♥❡ ❞❡ T ✱ ❛❧♦rs s♦✐t S1, . . . , Sk ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
y′ ♣♦✉r G′ ✭♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❛r G′ ❛ ✉♥❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ❞❡
µ(A)− 1 à ❝❡❧❧❡ ❞❡ G✮✳

∑k
i=1 y′Si

.cG′(Si) +
∑

u∈V (G′) y′u ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♣♦✐❞s ❞✉
♣❧✉s ❝♦✉rt t♦✉r ❞❡ G′✱ q✉✐ ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ ❛✉ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt t♦✉r
❞❡ G✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ S1 = S \ V (A) ✭A ❛②❛♥t été ❝❤♦✐s✐ ❛✉ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛



✶✵✽ ❚♦✉rs ❡t ❈♦❣r❛♣❤❡s

r❛❝✐♥❡✱ ❝❡❧❛ s✉✐t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✸✮✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s S0 = S ❡t ✿

yS0
= w(u)

yS1
= min

v∈S1

w(v)− yS0
= y′S1

− w(u)

ySi
= min

v∈Si

w(v)− min
v∈Si−1

w(v) = y′Si

y{v} = w(v)−
∑

Sj∋v

ySj

yU = 0 s✐♥♦♥✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❡❢G(Si) = ❞❡❢G′(Si)✱ ❝❛r u /∈ Ci ⊆ C1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ S0 ⊃ S1 ⊃ . . . ⊃
Sk ❛✈❡❝ S0 ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t ❞❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳
■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ y ❞❛♥s G ❛tt❡✐♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r
q✉❡ y′ ❞❛♥s G′✳ ❆♣♣❡❧♦♥s ❖❜❥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r y✱ ❡t ❖❜❥′ ❧✬♦♣t✐♠✉♠
♣♦✉r G′ ❛tt❡✐♥t ♣❛r y′✳ ❙♦✐t u′ ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s S1 \ S0✳

❖❜❥ =
k∑

i=0

ySi
cG(Si) +

∑

v∈V (G)

y{v} ✭✻✳✺✮

=

k∑

i=2

y′Si
cG′(Si) + w(u)cG(S0) + (w(u′)− w(u))cG′(S1)

+
∑

v/∈S0\S1

y′v +
∑

v∈S0\S1

(y′v − w(u)) ✭✻✳✻✮

=

k∑

i=2

y′Si
cG′(Si) + y′S1

cG′(S1) + w(u)[cG(S0)− cG′(S1)]

+
∑

v∈V (G′)

y′v − w(u).|S0 \ S1| ✭✻✳✼✮

= ❖❜❥′ + w(u)[cG(S0)− cG′(S1)− |S0 \ S1| − µ(A)] ✭✻✳✽✮

= ❖❜❥′ ✭✻✳✾✮

▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ✭✻✳✼✮ à ✭✻✳✽✮ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ré♣❧✐q✉és ❞❡ u✳ P♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✭✻✳✾✮✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ cG(S0) = cG(S1)−1+d ♦ù d ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝réé❡s ♣❛r ❧❡ r❡tr❛✐t ❞❡ S0 ❞❛♥s A✱ ❡t ❞♦♥❝ d = µ(A)+1+|A∩S0|
❞♦♥❝ cG(S0) = cG(S1) + µ(A) + |S0 \ S1|✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞✉❛❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞és✐ré❡✱ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛tt❡✐❣♥❛♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥ t♦✉r✱
❞é♠♦♥tr❛♥t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡s ❞❡✉①✳ ❈❡❝✐ t❡r♠✐♥❡ ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✳



✻✳✷ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ✶✵✾

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✶✳✺✳ P♦✉r t♦✉t ❝♦❣r❛♣❤❡ G ❝♦♥♥❡①❡✱ λw(G) = σw(G) = πw(G)✳

◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ❝✐✲❞❡ss✉s ✉♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡ t♦✉r ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s
é❝❧❛t❛♥ts ♠❛①✐♠✉♠✳

✻✳✷ ❙é♣❛r❛t✐♦♥

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ t❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ré✲
s♦✉❞r❡ s✉r ❧❡s ❝♦❣r❛♣❤❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ t♦✉t st❛❜❧❡
❡st ✐♥❝❧✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡✱ ❡t t♦✉t ❜❧♦q✉❡✉r ❞✬✉♥ t❡❧ st❛❜❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t
t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ♣❧✉s ✉♥ ❜❧♦q✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥✲
t❡♥❛♥t ❧❡ st❛❜❧❡✳ ❙✐ G = K[G1, . . . , Gk]✱ ❡t Opti ❡st ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ♣♦✉r Gi✱ ❧✬♦♣✲
t✐♠✉♠ ♣♦✉r G ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é ♣❛r maxi∈J1,kK Opti + x(V (G)) − x(V (Gi))✳
◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❝✉rs✐❢✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❚♦✉rs ❡t ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

✼✳✶ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑❡✐❧

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G ❡st ✉♥
❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G ✈❡rs ✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ F ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s t❡❧❧❡ q✉❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts ❞❛♥s G ss✐
❧❡✉rs ✐♠❛❣❡s ❞❛♥s F s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡
❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ R ✭F ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ré❡❧s✮✳
P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
♣❛r ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❝❧✐q✉❡s✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ s❛♥s Ck ✐♥❞✉✐t
♣♦✉r k ≥ 4✳ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ ❝❧✐q✉❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞♦♥t ❧❡s
s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ G✱ ❞❡✉① ❝❧✐q✉❡s ét❛♥t ❛❞❥❛❝❡♥t❡s s✐
❧❡✉r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ sé♣❛r❛t❡✉r✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ♣♦✉r
❧❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és ❝♦♥♥❡①❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s
❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ s♦♠♠❡t ❞♦♥♥é ❡st ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡✳
▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s♦♥t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és✳ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ ❝❧✐q✉❡s ❞❡s
❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❬✷✶❪✱ ❡t s✬♦❜t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❇♦♦t❤
❡t ▲✉❡❦❡r ❬✸❪✳ ❉♦ré♥❛✈❛♥t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❛r❜r❡
❞❡ ❝❧✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❡①♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑❡✐❧ ❬✷✾❪
✭q✉✐ ❢✉t ❣é♥ér❛❧✐sé ♣❛r ❉❛♠❛s❤❦❡ ❬✽❪✮✱ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r s✐ G ❡st ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♠♦❞✐✜é ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✱
q✉✐ ❡st é❝❧❛t❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳

❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ❞♦♥♥é s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡
❝❧✐q✉❡ C1, . . . , Cp ✭❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✮✳ ◆♦t♦♥s Si = Ci ∩ Ci+1 ❧❡ i✐è♠❡
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sé♣❛r❛t❡✉r✳ ❚♦✉t s♦♠♠❡t ❞❡ G ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❞❡s ❝❧✐q✉❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ♣♦✉r
u ∈ V ✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ❞♦♥❝ l(u) ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✐♥❞✐❝❡ t❡❧ q✉❡ Ci ❝♦♥t✐❡♥♥❡ u✱ ❡t
r(u) ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞❡ ❝❡s ✐♥❞✐❝❡s✳ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ u � v ✭u ❡st ♣❧✉s ❝♦✉rt

q✉❡ v✱ ♦✉ v ❡st ♣❧✉s ❧♦♥❣ q✉❡ u✮ s✐ r(u) ≤ r(v)✱ � ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣ré♦r❞r❡ s✉r
V ✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝②❝❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ♦✉ ✉♥
❡♥s❡♠❜❡ é❝❧❛t❛♥t ❞❛♥s t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦♥♥❡①❡✳ P♦✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ P
❞✬❡①tré♠✐té s ❡t t✱ ❛✈❡❝ s � t✱ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❧♦♥❣❡r P
✈❡rs u ✭❛❞❥❛❝❡♥t à s✮ ✿ ❢♦r♠❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❡①tré♠✐té u ❡t t✱ ❡t ❝♦♥✲
t❡♥❛♥t P ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❝❤❡♠✐♥✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s P · u ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬❛❧❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ P ✈❡rs u

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ✭❞✐s♦♥s✮
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❝❧✐q✉❡s✱ ❡t ❞✬❛❥♦✉t❡r ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ❝ôté ♦✉
❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✳ ▲❡s ❝❤♦✐① s♦♥t ❡✛❡❝t✉és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ✿ ♥♦✉s
❛❥♦✉t♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❧❡s s♦♠♠❡ts s✉r ❧✬❡①tré♠✐té ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✱ ❡t
♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt s♦♠♠❡t ♣♦ss✐❜❧❡ à ❛❥♦✉t❡r✱ q✉✐ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡
❛❞❥❛❝❡♥t à ❧✬❡①tré♠✐té ❝♦✉rt❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✳

Pr♦✉✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts s✐♠♣❧❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❛❝❝ès à A(u)
♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s u✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❛♥s C1 \ C2

✭❝❛r G ♥✬❡st ❝♦♠♣❧❡t✮✱ ❥✉st✐✜❛♥t ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ P ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✳ ▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿

✭✐✮ P ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥✳

✭✐✐✮ ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ P s♦♥t ❞❛♥s Ci✳

✭✐✐✐✮ ❚♦✉t s♦♠♠❡t u t❡❧ q✉❡ r(u) < i ❡st ❞❛♥s V (P )✳

✭✐✈✮ P♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t u ❞❛♥s P ✱ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✺✱ s✐ u ∈ Si✱ A(u) ❡st ❞é✜♥✐✳

✭✈✮ max r(u) ♣♦✉r u ❡①tré♠✐té ❞❡ P ❝r♦ît ❞✉r❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

Pr❡✉✈❡✳ ✭✐✮ ❡t ✭✐✐✮ ❈✬❡st ✈r❛✐ à ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ P ✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥
s♦♠♠❡t u à ❧✬ét❛♣❡ i✱ u ∈ Ci ❞♦♥❝ ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és✳ ▲♦rs ❞❡
❧✬✐♥❝ré♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ i✱ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✺✱ ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés
s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❛♥s Ci+1✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✭✐✐✐✮ P❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✸✱ t♦✉t s♦♠♠❡t ❞❛♥s Ci \ Ci+1 ❡st ❜✐❡♥
❞❛♥s P ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ i ✈❡rs i + 1

✭✐✈✮ ❙✐ u ∈ Si ❡st ❛❥♦✉té à P ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ i✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❛❥♦✉té à ❧❛
❧✐❣♥❡ ✽✱ ❡t ❞♦♥❝ A(u) ❡st ❞é✜♥✐ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❛♣rès✱ ❞♦♥❝ s❡r❛ ❜✐❡♥
❞é✜♥✐ ❧♦rs ❞❡s ♣r♦❝❤❛✐♥s ♣❛ss❛❣❡s à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✺✳



✼✳✶ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑❡✐❧ ✶✶✸

❊♥tré❡ ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ G ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥ ❝♦♠♣❧❡t✱ ❞♦♥♥é ♣❛r s♦♥
❛r❜r❡ ❞❡ ❝❧✐q✉❡s C1, C2, . . . , Cp

❙♦rt✐❡ ✿ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t s✐♥♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿
✶✿ ❙♦✐t P ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ C1 \ C2✳
✷✿ ♣♦✉r i ❞❡ 1 à p− 1 ❢❛✐r❡
✸✿ t❛♥t q✉❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦♠♠❡t u ∈ Ci\(Ci+1∪V (P )) ❢❛✐r❡

✹✿ ❆❧❧♦♥❣❡r P ✈❡rs u
✺✿ t❛♥t q✉❡ ✉♥❡ ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ P ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s Ci+1

❢❛✐r❡
✻✿ s✐ Si \ V (P ) 6= ∅ ❛❧♦rs
✼✿ ❙♦✐t u ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt s♦♠♠❡t ❞❡ Si \ V (P )
✽✿ ❆❧❧♦♥❣❡r P ✈❡rs u
✾✿ s✐ Si ∩ V (P ) \ {u} 6= ∅ ❛❧♦rs
✶✵✿ s♦✐t v ❧❡ ❞❡r♥✐❡r s♦♠♠❡t ❛❥♦✉té à P ♣❛r♠✐ Si ∩

P \ {u}
✶✶✿ s✐ ❛✉❝✉♥ s♦♠♠❡t ♥✬❛ été ❛❥♦✉té à P ❛♣rès v ❡t

❛✈❛♥t u ❛❧♦rs
✶✷✿ A(u)← {u, v}
✶✸✿ s✐♥♦♥
✶✹✿ A(u)← A(v) ∪ {u}
✶✺✿ s✐♥♦♥
✶✻✿ A(u)← {u}
✶✼✿ s✐♥♦♥
✶✽✿ ❙♦✐t v ❧❡ ❞❡r♥✐❡r s♦♠♠❡t ❞❡ Si ❛❥♦✉té à P
✶✾✿ r❡t♦✉r♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t A(v)
✷✵✿ ❆❥♦✉t❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts ♠❛♥q✉❛♥t ❞❡ Cp \ P à P ✱ ❢❡r♠❡r P ❡♥

✉♥ t♦✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ ❧❡ r❡t♦✉r♥❡r

❆❧❣ ✶✿ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
é❝❧❛t❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳



✶✶✹ ❚♦✉rs ❡t ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

✭✈✮ P ❡st t♦✉❥♦✉rs ét❡♥❞✉ ♣❛r ❧✬❡①tré♠✐té ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡✳

▲❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛ss✉ré ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ❛❣r❛♥❞✐t P
à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ t❛♥t q✉❡✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡s
✐♥✈❛r✐❛♥ts ❡t ❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡st q✉❡ s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐t r❡t♦✉r♥❡r ✉♥ ❝②❝❧❡
❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳ ■❧ ❢❛✉t ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✶✾✱ ✐❧
s✬❛❣✐t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✳ ❈❡❝✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈✲
❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✷✳ ❙♦✐t u ✉♥ s♦♠♠❡t ❛❥♦✉té à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ i ❛✈❡❝ u ∈ Ci+1✳ ❆❧♦rs

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ V (P · u)− A(u) ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡

❞❡ G ✐♥❞✉✐t ♣❛r P · u ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s |A(u)| − 1✱ ❡t V (P · u) ∩ Si ⊆ A(u)✳

Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❛♥s P ✳ ❙♦✐t u t❡❧
q✉❡ A(u) ❡st ❞é✜♥✐✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s tr♦✐s ❝❛s ✿

✕ A(u) ❡st ❞é✜♥✐ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✶✻✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❡st é✈✐❞❡♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ |A(u)| = 1✱ ❡t V (P ) ∩ Si = {u} ⊆ A(u)✳

✕ A(u) ❡st ❞é✜♥✐ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✶✹ ♣❛r A(u)← A(v)∪ {u}✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥
i✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ v ❡st ❧❡ ❞❡r♥✐❡r s♦♠♠❡t ❛✉tr❡ q✉❡ u ❛❥♦✉té à P q✉✐
s♦✐t ❞❛♥s Si ∪V (P )✳ ❙♦✐t U ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❛❥♦✉tés ❛♣rès v ❡t
❛✈❛♥t u à P ✱ U 6= ∅ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✶✶✳ ❙♦✐t j ❧✬✐tér❛t✐♦♥
♣❡♥❞❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ v ❛ été ❛❥♦✉té à P ✳ P♦✉r t♦✉t w ∈ U ✱ w /∈ Si ❝❛r v
❡st ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛❥♦✉té ❞❛♥s Si ∪ V (P )✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ w ❡st ♣❧✉s ❝♦✉rt
q✉❡ v✱ ❞♦♥❝ w /∈ Sj ♣❛r ❝❤♦✐① ❞❡ v ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ j✳
❙♦✐t P ′ ❧✬ét❛t ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❛♣rès ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ v✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱
Si ∩ V (P · u) = Si ∩ (V (P · u)− U) ⊆ Si ∩ (V (P ′) ∪ {u})✱ ❞♦♥❝ V (P ·
u) ∩ Si ⊆ A(u)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t w ∈ U ✱ j < l(u) ≤ r(u) ≤ i✱ ❞♦♥❝
❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ U ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❛❞❥❛❝❡♥ts ❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝réés
♣❛r A(v) ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r P ′✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ V (P · u)−A(u) ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ G ✐♥❞✉✐t ♣❛r P · u
❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝réés ♣❛r A(v) ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡
✐♥❞✉✐t ♣❛r P ′✱ ♣❧✉s ✉♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r U ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
❞♦♥❝ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à |A(u)| − 1✳

✕ A(u) ❡st ❞é✜♥✐ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✶✷ ♣❛r A(u) ← {u, v}✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ i✳
■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ Si ∩ P = {u, v}✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡ u à P ❛ été
♣r♦✈♦q✉é ♣❛r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡①tré♠✐té w ❞❡ P ❥✉st❡ ❛✈❛♥t ❧✬❛❥♦✉t
❞❡ u✱ t❡❧❧❡ q✉❡ w ∈ Ci \ Ci+1✳ ❉❡ ♣❧✉s w ❛ été ❛❥♦✉té à P ❛✈❛♥t v✱
♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✶✶✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ (v) ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✱
t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❛❥♦✉tés ❛✈❛♥t v s♦♥t ♣❧✉s ❝♦✉rts q✉❡ w✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡
Si ∩ P = {u, v}✳



✼✳✶ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑❡✐❧ ✶✶✺

❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✳✸✳ ▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❡st ❝♦rr❡❝t✳

Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♠♠❡ r❡♠❛rq✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S = A(v) à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✶✾ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ i✱ S
❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✳ ❈♦♠♠❡ Ci \Ci−1 ❡st ♥♦♥✲✈✐❞❡ ✭C1 s✐ i = 1✮✱ ✐❧ ② ❛
❞❡✉① ❝❛s ✿

✕ v ❛ été ❛❥♦✉té à P ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐tér❛t✐♦♥ i✳ P❛r (v) ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✱
❛✉❝✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ P \ {v} ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t à Si✱ v ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❛rt✐❝✉❧❛✲
t✐♦♥✱ ❡t A(v) = {v}✳

✕ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ U ❞❡s s♦♠♠❡ts ❛❥♦✉tés ❛♣rès v à P ❡st ♥♦♥✲✈✐❞❡✳ ❈♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✷ ❛✉❝✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ U ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t à
Si ♣❛r ❝❤♦✐① ❞❡ v à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ i✱ ❞♦♥❝ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ U s♦♥t
str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦✉rts q✉❡ v✱ ❡t ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥ ❞✬❡✉① ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t à Sj ✱
❛✈❡❝ j ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ v ❛ été ❛❥♦✉té ❛✉ ❝❤❡♠✐♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦♠♠❡t w ∈ Cp \Cp−1✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ✐♥❞✉✐t❡s
♣❛r V (G) − S s♦♥t ❞♦♥❝ ❝❡❧❧❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r S ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡
G ✐♥❞✉✐t ♣❛r Pv✱ ♣❧✉s U ✱ ♣❧✉s ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t
Cp \ Cp−1✱ s♦✐t ❛✉ ♠♦✐♥s S + 1 ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✷✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✳✶✳✹ ✭▼❛♥❛❝❤❡r✱ ▼❛♥❦✉s✱ ❙♠✐t❤✱ ✶✾✾✻✮✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥✲

t❡r✈❛❧❧❡s ❝♦♥♥❡①❡✳ G ❡st ♥♦♥✲❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ss✐ G ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✳

▼❛♥❛❝❤❡r✱ ▼❛♥❦✉s ❡t ❙♠✐t❤ ❬✸✾❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡✱
q✉✐ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ U ✱ ❡t ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
é❝❧❛t❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t
❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s
✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛♥♥❡①❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✳ ❖♥ ♣♦✉r✲
r❛✐t ❛✉ss✐ ét❡♥❞r❡ ❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ❢❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦tr❡ ❛✜♥
❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s é❝❧❛t❛♥ts ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ◆♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
♣❛r❛✐t ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❍❛❜✐❜✱ ▼ö❤r✐♥❣ ❡t
❙t❡✐♥❡r ❬✷✸❪ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦✲❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐té✱ ❞♦♥t
❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳

▲❡s ❋✐❣✉r❡s ✼✳✶ à ✼✳✶✷ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ à 23 s♦♠♠❡ts✳ ▲❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥✲
té❡s ♣❛r ❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s ❣r✐s✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts ♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❝❡s
❝❧✐q✉❡s✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ♥♦✐rs s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ à P ✱ ❧❡s
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g ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ➱t❛t ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ✿ ♥❡❞❜❛❝❢❣q

❛
❜
❝

❞
❡

❢

✐
❦ ❧

♠

♥

♦
♣

q

❣ ❤
❥

r
s
t

✉
✈

✇

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C10 C11 C12C9

❋✐❣✳ ✼✳✻ ✕ ❉❛♥s C5✱ ♦♥ ❞♦✐t ♣❧❛❝❡r h✱ ♣✉✐s i✳ A(i) = A(q)∪{i} = {d, f, n, q, i}✳
h ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ➱t❛t ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ✿ ✐❤♥❡❞❜❛❝❢❣q



✶✶✽ ❚♦✉rs ❡t ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
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✐
❦ ❧

♠

♥
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q

❣ ❤
❥
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s
t

✉
✈

✇

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C10 C11 C12C9

❋✐❣✳ ✼✳✼ ✕ ❉❛♥s C6✱ ♦♥ ❞♦✐t r❡♠♣❧❛❝❡r i ♣❛r j✱ ♣✉✐s k✳ A(k) = A(q) ∪ {k} =
{d, f, n, q, k}✳ h, i, j ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ➱t❛t ❞✉
❝❤❡♠✐♥ ✿ ❦❥✐❤♥❡❞❜❛❝❢❣q
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❣ ❤
❥
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✉
✈

✇

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C10 C11 C12C9

❋✐❣✳ ✼✳✽ ✕ ❉❛♥s C7✱ ♦♥ ❞♦✐t r❡♠♣❧❛❝❡r k ♣❛r m✳ A(m) = A(q) ∪ {k} =
{d, f, n, q, m}✳ h, i, j, k ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ➱t❛t ❞✉
❝❤❡♠✐♥ ✿ ♠❦❥✐❤♥❡❞❜❛❝❢❣q

❛
❜
❝

❞
❡

❢

✐
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♠
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❣ ❤
❥
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✉
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✇

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C10 C11 C12C9

❋✐❣✳ ✼✳✾ ✕ ❉❛♥s C8✱ ♦♥ ❞♦✐t r❡♠♣❧❛❝❡r m ♣❛r l ♣✉✐s w✳ A(w) = A(q)∪{w} =
{d, f, n, q, w}✳ h, i, j, k, m, l ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ➱t❛t
❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ✿ ✇❧♠❦❥✐❤♥❡❞❜❛❝❢❣q



✼✳✶ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑❡✐❧ ✶✶✾

❛
❜
❝

❞
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❢

✐
❦ ❧
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♥
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♣

q

❣ ❤
❥
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s
t

✉
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✇

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C10 C11 C12C9

❋✐❣✳ ✼✳✶✵ ✕ ■❧ ♥❡ s❡ ♣❛ss❡ r✐❡♥ ❞❛♥s C9✳ ❉❛♥s C10✱ ♦♥ ♣❧❛❝❡ o✱ p✱ u ❞❛♥s ❝❡t
♦r❞r❡✳ A(u) = A(w) ∪ {u} = {d, f, n, q, w, u}✳ o, p ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ➱t❛t ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ✿ ✇❧♠❦❥✐❤♥❡❞❜❛❝❢❣q♦♣✉
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C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C10 C11 C12C9

❋✐❣✳ ✼✳✶✶ ✕ ❉❛♥s C11✱ ♦♥ ♣❧❛❝❡ r ♣✉✐s v✳ A(v) = A(u) ∪ {v} =
{d, f, n, q, w, u, v}✳ r ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ➱t❛t ❞✉
❝❤❡♠✐♥ ✿ ✇❧♠❦❥✐❤♥❡❞❜❛❝❢♥q♦♣✉r✈✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛tt❡✐♥t
❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❧✐q✉❡✱ ❧❡ ❝②❝❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ tr♦✉✈é ❡st ✇❧♠❦❥✐❤♥❡❞✲
❜❛❝❢❣q♦♣✉r✈st✇✳

t
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❋✐❣✳ ✼✳✶✷ ✕ ❙✐ s ❡t t s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❛❥♦✉t❡r s ❛♣rès v✱ ♣✉✐s ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡t r❡t♦✉r♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t
A(v) = {d, f, n, q, u, v, w}✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡st ❢♦r♠é❡ ♣❛r
s✱ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❛r t✳



✶✷✵ ❚♦✉rs ❡t ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

s♦♠♠❡ts r♦✉❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à A(u) ❛✈❡❝ u ❧❡ ❞❡r♥✐❡r s♦♠♠❡t ❛❥♦✉té à P ✳
▲❡s ❧❡ttr❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t s♦♥t ❡♥ ❜❧❡✉ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s♦♠♠❡t ❡st à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ P ✱ ❡t ❡♥ r♦✉❣❡ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ P ✳ ▲❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥
❡♥ ❜❧❡✉ ❡t ✈❡rt ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❝♦♥♥❡①❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r V (Pu)−A(u)✳

✼✳✷ P❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ❡♥s❡♠❜❧❡s é❝❧❛t❛♥ts

◆♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ λ(G) = π(G) ❧♦rsq✉❡ G ❡st ✉♥
❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❝♦♥ç✉ à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✱ q✉✐ tr♦✉✈❡ ✉♥ t♦✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❡t ✉♥❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ V (G) ❡♥ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞é✜❝✐❡♥❝❡s✱ q✉✐
s❡r❛ ❛❧♦rs é❣❛❧❡ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt t♦✉r✱ ❝❡ q✉✐ s❡r❛ s✉✣s❛♥t ❞✬❛♣rès
❧❡s ✐♥éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✮✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❧♦rsq✉✬✐❧ tr♦✉✈❡ ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✱ ❝♦♥tr✉✐t ❛✉ss✐ ✉♥ ❝②❝❧❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G ✭❧❡
❝❤❡♠✐♥ P ✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❢❡r♠é ❡♥ ✉♥ ❝②❝❧❡✮✳

❊♥tré❡ ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ G ❝♦♥♥❡①❡✳

❙♦rt✐❡ ✿ ❯♥ t♦✉r ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ G ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ V (G) ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s ❞é✜❝✐❡♥❝❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿
✶✿ s✐ G ❡st ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❛❧♦rs
✷✿ ❘❡t♦✉r♥❡r ✉♥ ❝②❝❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ ❡t {{v} : v ∈ V }
✸✿ s✐♥♦♥
✹✿ ❙♦✐t S ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t r❡t♦✉r♥é ♣❛r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✱ ❡t

C ❧❡ ❝②❝❧❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ U ⊆ V (G) ♦❜t❡♥✉✳
✺✿ ❙♦✐t u ✉♥ ♣❧✉s ❧♦♥❣ s♦♠♠❡t ❞❡ S
✻✿ ❚r♦✉✈❡r ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ✉♥ t♦✉r ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ P ′ ♦♣t✐✲

♠❛❧s ♣♦✉r G[(V (G) \ U) + u]
✼✿ ❋✉s✐♦♥♥❡r ❧❡ t♦✉r ❛✈❡❝ ❧❡ ❝②❝❧❡ C ♣❛r ❧❡ s♦♠♠❡t u
✽✿ ❘❡t♦✉r♥❡r ❝❡ t♦✉r ❡t ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ (P ′−{Pu})∪{Pu∪S}∪

{{v} : v ∈ U \S}✱ ♦ù Pu ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ P ′ ❝♦♥t❡♥❛♥t u✳

❆❧❣ ✷✿ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ t♦✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥✲
t❡r✈❛❧❧❡✳



✼✳✷ P❛rt✐t✐♦♥s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✶✷✶

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st é✈✐❞❡♥t❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t S ❡t ✉♥ t♦✉r ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ C1 ∪ . . .∪Ci = U ✭❧❡ i ét❛♥t
❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡✉①
❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ t♦✉r ❞❡ G ❧❡ s♦♠♠❡t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞❡ S✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥
✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ S ❞❡✈r❛ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❡t q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st
s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥♥❡❝t❡r ❧❡ r❡st❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ◆♦✉s ❛♣✲
♣❡❧♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t s✉r G′ = G[(V (G) \U) + u]✳ ▲❡ t♦✉r
❛✐♥s✐ tr♦✉✈é ♣❡✉t êtr❡ r❛❝❝r♦❝❤é ❛✉ t♦✉r ❞❡ U ♣❛r ❧❡ s♦♠♠❡t ❝♦♠♠✉♥ u✱ ❡t
❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❢✉s✐♦♥♥é ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ {S} ∪ {{u} : u ∈ U \S} ❞❡
U ✱ ❢♦r♠❛♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ V (G) ♥♦té❡ P✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s ❞é✜❝✐❡♥❝❡s ♣♦✉r P ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ 1 à ❝❡❧❧❡ ❞❡ P ′ ✭♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛
✉t✐❧✐sé u ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳✶✳ ❙♦✐t P ∈ P ′ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s u✱ ❛❧♦rs cG(P ) = cG′(P )✳

Pr❡✉✈❡✳ ❉❛♥s G′✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ G′−P ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s u ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
♣❛s ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡ s♦♠♠❡t ❞❛♥s N(u) \ P ✳ P✉✐sq✉❡ u ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣ s♦♠♠❡t
❞❡ U ✱ t♦✉t s♦♠♠❡t ❞❡ V (G′) ❛❞❥❛❝❡♥t à ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ Si ❡st ❛❞❥❛❝❡♥t à U ✱
❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ✐♥t❡rs❡❝t❡r U ✳

▲❡♠♠❡ ✼✳✷✳✷✳ ❞❡❢G(Pu ∪ S) = ❞❡❢G′(Pu) + 1

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❧❡ ❞é♠♦♥tr♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢✱ ❡♥
♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ P ∈ P✱ c(P )−|P | ≥
0✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s✱ ❡t r❡st❡ ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s
♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s u ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳✶✳ ◆♦✉s ❧✬✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ❧❛ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t u ❛✉❣♠❡♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t✱ ❞♦♥❝ ❡♥tr❡
❛✉tr❡s ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳

❞❡❢G(Pu ∪ S) = cG(Pu ∪ S)− |Pu ∪ S|

= cG′(Pu) + (cG(S)− cG′({u}))− (|Pu|+ |S| − 1)

= cG′(Pu)− |Pu|+ cG(S)− |S| − cG′({u}) + 1

= ❞❡❢G′(Pu) + (❞❡❢G(S)− cG′({u})) + 1

= ❞❡❢G′(Pu) + 1

❝❛r ❞❡❢G(S) = cG′({u})✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❡①❤✐❜é |S| ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡
G− S ❞❛♥s U \ S✳



✶✷✷ ❚♦✉rs ❡t ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✷✳✸✳ ▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❡st ❝♦rr❡❝t ✿ ❧❡ t♦✉r ❡t ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ r❡✲

t♦✉r♥és s♦♥t ♦♣t✐♠❛✉①✱ ❡t λ(G) = π(G)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙✐ G ❡st ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ ❧❛ ❞é✜❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ❞❡ 0✱ ❞♦♥❝
π(G) = |V | = λ(G)✳
❙✐ G ♥✬❡st ♣❛s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢✱ ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r l ❞✉ t♦✉r tr♦✉✈é ❡st é❣❛❧ à |V | ♣❧✉s ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞é✜❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐t✐♦♥✳

✼✳✸ ●r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❛✈❡❝ s♦♠♠❡ts ♦♣t✐♦♥♥❡❧s

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✉♥❡ ❧é❣èr❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✶ ❡t ✷
♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ s♦♠♠❡ts ♦♣t✐♦♥♥❡❧s✱ t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ❡♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡✱ s❛♥s ♦♣t✐♦♥♥❛❧✐té✱ ét✉❞✐é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ét❛✐t ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ c✳ ❆✈❡❝ ❧❡s s♦♠♠❡ts ♦♣t✐♦♥♥❡❧s✱ ❝✬❡st ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥
♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ c̃ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt t♦✉r✳ ▲❛
♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ♦♣t✐♦♥♥❡❧s ❡t s✉r ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡ G✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t♦✉r ❞❡s s♦♠♠❡ts ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡s ❡t
✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡s ❞✉ t♦✉r ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c̃G ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳
◆♦✉s ❡①é❝✉t♦♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❡♥ ✐❣♥♦r❛♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ♦♣t✐♦♥♥❡❧s✳ ❙✐ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ tr♦✉✈❡ ✉♥ t♦✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡
❧❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ é❝❤♦✉❡ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ i✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝②❝❧❡ C ❡t
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S′ = A(u) s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❛♥s Si ∩ Ṽ ✱ S′ = ∅ s✐♥♦♥✳
❉é✜♥✐ss♦♥s S = S′ ∪ (

⋃
j∈J1,iK Cj \ Ṽ )✱ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts ♦♣✲

t✐♦♥♥❡❧ à S′✳ ❆✐♥s✐✱ c̃G(S) ✈❛✉t ❛✉ ♠♦✐♥s |S′|+ 1✱ ♣✉✐sq✉❡ S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
é❝❧❛t❛♥t ❞❛♥s G \ U ✭❡t s✐ S′ = ∅✱ c̃G(S) ✈❛✉t ❛✉ ♠♦✐♥s 2✮✳
▲❛ ♠ê♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❛♥s s♦♠♠❡t ♦♣t✐♦♥♥❡❧ s❡ ré✈è❧❡ ❝♦rr❡❝t❡ ✿
♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥ s♦♠♠❡t u ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣❧✉s ❧♦♥❣s ❞❡ S✱ s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥ ♦❜❧✐✲
❣❛t♦✐r❡✳

❙✐ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t u ❡st ✉♥ s♦♠♠❡t ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡✱ ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥
✭❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t✮ s✉r G′ = G[(V (G)\(S∪V (C)))+u]✱
♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ✉♥ t♦✉r T ′ ❞❡ G′ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ P ′✳ T ′ ❡t C ♣♦ssè❞❡ ❧❡ s♦♠♠❡t
u ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞♦♥❝ ❧✐és ❡♥ ✉♥ t♦✉r T ❞❡ G✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥tr✉✐s♦♥s ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥
P ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ P ′ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s u ❡t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t S à
❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t u✱ ❧❡s ❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts ét❛♥t ❛❥♦✉tés ❝♦♠♠❡ s✐♥❣❧❡t♦♥s✳
❚♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ P ❞❡ P ′ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s u ✈ér✐✜❡ c̃G(P ) ≥ c̃G′(P )✱ ♣✉✐sq✉❡ u



✼✳✸ ■♥t❡r✈❛❧❧❡s ♦♣t✐♦♥♥❡❧s ✶✷✸

❡st ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ C✳ P♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ Pu ❝♦♥t❡♥❛♥t u✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡
S′ ❡st ❛❥♦✉té✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ Pu ❞❛♥s G′ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s✱ ❡t ❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ S ❞❛♥s G ❛✉ss✐✱ s❛✉❢ ❝❡❧❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t (Ci+1 ∪ . . . ∪ Cn) \ Si

❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st é❣❛❧ à c̃G(S′)− |S′| ≥ 1✳ ❆✐♥s✐ ✿

c̃G(Pu ∪ S) = c̃G′(Pu) + c̃G(S)− (c̃G(S)− |S′|) ✭✼✳✶✮

= c̃G′(Pu) + |S′| ✭✼✳✷✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ✭✼✳✷✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡s ❞❡ T ′ ♣❛r♠✐
❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ Pu✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡s ❞❡ C ♣❛r♠✐ ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❞❡ S✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ❝❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡s ❞✉ t♦✉r ♣❛r
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ P ❡st ❜✐❡♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c̃G s✉r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❝❡ q✉✐
t❡r♠✐♥❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✳

❙✐ u ❡st ✉♥ s♦♠♠❡t ♦♣t✐♦♥♥❡❧✱ ♥♦✉s r❡❧❛♥ç♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r (G, Ṽ ∪
{u})✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ♦♣t✐♦♥♥❡❧s
❛ ❞✐♠✐♥✉é✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t♦✉r T ❞❡ G ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ P ′ ❞❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✳
❙✐ ❧❛ ♣❛rt✐❡ Pu ❝♦♥t❡♥❛♥t u ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❛✉tr❡ s♦♠♠❡t✱ c̃G(Pu) ❛ ❧❛ ♠ê♠❡
✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡s Ṽ ♦✉ Ṽ +∪{u}✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ r✐❡♥ à
♣r♦✉✈❡r✳ ❙✐♥♦♥✱ Pu = {u}✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦♠♠❡t s ∈ S t❡❧
q✉❡ s ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s à ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❞❛♥s P ′✱ ♥♦t♦♥s T ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳ ❊♥
t❛♥t q✉✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é❝♦♥♥❡❝t❛♥t✱ T ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ sé♣❛r❛t❡✉r ♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ G✱
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ I ❞❡ J1, n− 1K t❡❧ q✉❡ T =

⋃
i∈I Si✳

P✉✐sq✉❡ u ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s T ✭❝❛r Pu = {u}✮✱ I ❡t Jl(u), r(u)−1K s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✳
◆♦t♦♥s T− :=

⋃
i∈I,i<l(u) Si ❡t T+ :=

⋃
i∈I,i≥r(u) Si✱ T+ ❡t T− ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡

♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ T ✭♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ u ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣ s♦♠♠❡t ❞❡ Si✮✳
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡s ❝♦♥t✐❡♥t u✱ ♦♥ ❛ c̃G(T+) + c̃G(T−) ≥
c̃G(T )+1 ❝❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t u ❡st ❝♦♠♣té ❞❡✉① ❢♦✐s✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥tr❡❞✐t
❧❛ ♠❛①✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ P ′✱ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣❛r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ T ✳
❆✐♥s✐✱ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S s♦♥t ❞❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s ❞❛♥s P ′✱ P❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ❡♥
r❡t✐r❛♥t ❝❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s ❡t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ S✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
♣♦✉r c̃G ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ P ′ ❛✈❡❝ u ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡✱
❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡t ❞✉ t♦✉r T ✳

❈❡❝✐ ❞é♠♦♥tr❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✸✳✶✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡t Ṽ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

s♦♠♠❡ts ❞❡ G✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥ t♦✉r ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts

♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡s ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ c̃G ♣r✐s s✉r t♦✉t❡s ❧❡s

♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ V (G)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❧❡ t♦✉r ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥
t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
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◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✺✳✻✮ ✿

max
S,U

y(S)− x(U)

❛✈❡❝ S ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s st❛❜❧❡s ❞❡ G✱ ❡t U ❜❧♦q✉❡✉r ❞❡s S✲❝❤❡♠✐♥s✱ ❛✈❡❝ x
❡t y ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ♣♦s✐t✐❢s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❛✉ss✐
❧❛ s♦❧✐❞✐té ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ st❛❜❧❡ ♠❛①✐♠✉♠✳
◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ♣r♦❝è❞❡ s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❝❧✐q✉❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s
q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ S, U ✱ U ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs sé♣❛r❛t❡✉rs ♠✐♥✐♠❛✉①
❝❛r x ❡st ♣♦s✐t✐❢✱ ❡t q✉❡ ❧❡s sé♣❛r❛t❡✉rs ♠✐♥✐♠❛✉① ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❛rêt❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❝❧✐q✉❡s✳ S ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥st✐t✉é✱ ❞✬❛✉
♣❧✉s ✉♥ s♦♠♠❡t ❡♥tr❡ ❞❡✉① sé♣❛r❛t❡✉rs ♠✐♥✐♠❛✉① ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s U ✱ ❝♦♥sé❝✉t✐❢s
❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❝❧✐q✉❡s✳ ❙♦✐t C1, C2 . . . , Cn ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ G✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡ Si✱ ♣♦✉r i ∈ J1, n − 1K✱ ❡st ❧❡ sé♣❛r❛t❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧ V (Ci) ∩ V (Ci+1)✱
❡t Gi ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r V (C1) ∪ V (C2) . . . ∪ V (Ci) ♣♦✉r i ∈ J1, nK✳ P❛r
❝♦♠♠♦❞✐té✱ ♦♥ ♣♦s❡ S0 = Sn = ∅✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ J1, nK✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡
♠❛①✐♠✉♠ M(i) ❞❡ y(S) − x(U) ❛✈❡❝ S ✉♥ st❛❜❧❡ ❞❡ Gi ❡t U ❜❧♦q✉❡✉r ❞❡s
S✲❝❤❡♠✐♥s ❝♦♥t❡♥❛♥t Si✱ ♠❛✐s ♣❛s Si+1, . . . , Sn−1 ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ U ❡t S s♦♥t
❞✐s❥♦✐♥ts✮✳
P♦✉r 0 ≤ i < j✱ ♥♦t♦♥s y(i, j) ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ {y(u) : u ∈ Ck, k ∈ Ji +
1, jK, u /∈ Si ∪ Sj}✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛tt❡✐♥t ♣❛r y s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts
str✐❝t❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡ i✐è♠❡ ❡t ❧❡ j✐è♠❡ sé♣❛r❛t❡✉r✱ ❡t 0 s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡❧
s♦♠♠❡t✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i < j ✿

M(i) = max{y(0, i)− x(Si), max
j∈J1,i−1K

M(j)− x(Si \ Sj) + y(j, i)} ✭✼✳✸✮

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r sé♣❛r❛t❡✉r Sj ♣r✐s✳
■❧ ② ❛ i − 1 sé♣❛r❛t❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♣❧✉s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣r❡♥❞r❡ ❞❡
sé♣❛r❛t❡✉r✳ ❙✐ j ❛tt❡✐♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ M(i)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡
❜❧♦q✉❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ M(i) ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t Si ❛✉ ❜❧♦q✉❡✉r ❞❡
M(j) ❡t ❧❡ st❛❜❧❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡ s♦♠♠❡t ❞é✜♥✐ss❛♥t y(j, i)✳

❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✹✳✶✳ P♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ M(n) ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠

❞❡ ✭✺✳✻✮✱ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

Pr❡✉✈❡✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ M(i) ❡st ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
y(S)− x(U) ❛✈❡❝ S ✉♥ st❛❜❧❡ ❞❡ Gi ❡t U ❜❧♦q✉❡✉r ❞❡s S✲❝❤❡♠✐♥s ❝♦♥t❡♥❛♥t
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Si ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♣rét❡♥❞✉✳ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r i✳ ❙♦✐t Opt ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠
♣♦✉r i✱ ❛tt❡✐♥t ♣❛s Sopt, UOpt✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ M(i) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❙✐ SOpt ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉✬✉♥ s❡✉❧ s♦♠♠❡t✱ Opt ❡st
tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t é❣❛❧ à y(0, i) − x(Si)✱ ❞♦♥❝ ♣✉✐sq✉❡ Opt ≥ M(i) ≥ Opt✱ M(i)
❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♦♣t✐♠❛❧✳
❙✐♥♦♥✱ s♦✐t j < i ♠❛①✐♠✉♠ t❡❧ q✉❡ Sj ⊆ UOpt✱ ❛❧♦rs SOpt \ (Cj+1 ∪ . . . ∪
Ci), Uopt \ (Si \Sj)) ❞é✜♥✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ r❛♥❣ j✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ✈❛❧❡✉r é❣❛❧❡
à M(j)✳ ❆❧♦rs ✿

Opt = M(j) + y(SOpt ∩ (Cj+1 ∪ . . . ∪ Ci))− x(Si \ Sj) ✭✼✳✹✮

≤M(j) + y(j, i) + x(Si \ Sj) ✭✼✳✺✮

≤M(i) ≤ Opt ✭✼✳✻✮

❉♦♥❝ M(i) ❡st ❜✐❡♥ ♠❛①✐♠✉♠✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❡st é✈✐❞❡♥t✳

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ y(j, i) ❡t x(Si \ Sj) s♦♥t ✐♥st❛♥t❛♥é❡s✱
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r M(n)✱ ♦♣t✐♠✉♠ r❡❝❤❡r❝❤é✱ ❡st ❡♥ O(n2)✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❧✬♦❜t❡♥✐r ❡♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧❛♥t y(j, i) ❡t x(Si \ Sj)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é✲
t❛✐❧❧❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✳ ◆♦✉s
❝♦❞♦♥s ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t u ♣❛r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ♠✐♥✐♠✉♠ ✭l(u)✮ ❡t ♠❛①✐♠✉♠ ✭r(u)✮
❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧✐q✉❡ Ci ♥♦✉s ❡st ❞♦♥♥é ❧❛
❧✐st❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✐♥❞✐❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ i ✭Ci \Si−1✮✱ ❡t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❡✉① ❞✬✐♥❞✐❝❡
♠❛①✐♠✉♠ i ✭Ci \ Si✮✳
❯♥ s♦♠♠❡t ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Si \ Sj ss✐ l(u) ≤ i < r(u) ≤ j✳ ❱ér✐✜❡r q✉✬✉♥
s♦♠♠❡t ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ sé♣❛r❛t❡✉r ❡st ❞♦♥❝ ✐♥st❛♥t❛♥é✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✈ér✐✜❡r
❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❧✬❡st ❛✉ss✐✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ J1, nK✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s
♣♦✉r t♦✉t j ∈ J1, i − 1K ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ x(Si \ Sj) ❡♥ t❡♠♣s O(|V |) ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✳ ◆♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❞❡ C1 à Cn ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡✱
❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣t❡✉r X ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♥✉❧✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ k✐è♠❡ ✐tér❛t✐♦♥✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t u ❞❡ (Ck \Sk−1)∩Si+1✱ X ❡st ❛✉❣♠❡♥té ❞❡ x(u)✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t u ❞❡ (Ck \ Sk) ∩ Si✱ ♥♦✉s r❡tr❛♥❝❤♦♥s x(u) ❞❡ X✳ P✉✐s ❧❛
✈❛❧❡✉r ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ X ❡st ❛✛❡❝té à x(Si \ Sj)✳ ❈❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ✈♦✐t s❛ ✈❛❧❡✉r
♣♦✉r x ❛❥♦✉té ❡t r❡t✐ré ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ i ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st O(|V |)✱ ♣♦✉r ✉♥ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞❡ O(n|V |)✳ ▲❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❞❡s y(j, i) ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ✿ à i ✜①é✱ ❧❡s ❝❧✐q✉❡s C1, . . . Ci s♦♥t ♣❛r❝♦✉r✉❡s
❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣t❡✉r Y ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t é❣❛❧ à −∞✳
▲♦rs ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝❧✐q✉❡ Ck✱ Y ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ Y ❡t
max y(u) : u ∈ Ck \ (Sk−1 ∪ Si)✱ ♣✉✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ Y ❡st ❛✛❡❝té à
y(k, i)✳ ▲❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ O(n|V |)✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✜♥❛❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡
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♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ O(n|V |)✳
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❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♦✉✈r❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❞❡ q✉❡st✐♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡♥ ❢❡r♠❡✳ ❙✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ♠✉❧t✐✢♦ts✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ♣r♦♣♦sé ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧✬❛♣♣ét✐t ❞❡s
❛♠❛t❡✉rs ♣❡♥❞❛♥t ❡♥❝♦r❡ q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s ❀ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✉❧t✐♠❡ s❡r❛ ❞❡ rés♦✉❞r❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛❧❧❡r✲r❡t♦✉r ❞❡ ❙❝❤r✐❥✈❡r✳ ▲❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✐té
❡t ◆P✲❝♦♠♣❧ét✉❞❡ r❡st❡ ❛ss❡③ ✢♦✉❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s ❝❛s✳ ❚r♦✉✈❡r ❞❡s
❝❤❡♠✐♥s ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s s❡♠❜❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❞ès
❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❝r♦✐s❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡♥té ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❙❝❤r✐❥✈❡r✱ q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡
✜①é❡s✱ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝r♦✐s❡♠❡♥ts✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝r♦✐s❡♠❡♥ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ♣s❡✉❞♦♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧✐té ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ❛ss❡③ ❝♦♥tr❛✐♥t✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉rr❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
s✬ét❡♥❞r❡ ✈❡rs ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❯♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛
❡st ❞✬❛♥❛❧②s❡r ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡t ❞❡ ♣✉✐ts ✭❧❡s
t❡r♠✐♥❛✉① ❞❡s ❞❡♠❛♥❞❡s✮✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ ♣❡t✐ts ❣r❛♣❤❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞✉
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ r♦✉t❛❣❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❛r❛♠étrés ❡✣✲
❝❛❝❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♥❢♦r❝é ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ◆P✲❝♦♠♣❧ét✉❞❡✱ ❡♥
♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t
❞❡✉① ❞❡♠❛♥❞❡s✳
❯♥❡ ❞❡s ❝❧és ♣♦✉r ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❝❛s ❡♥❝♦r❡ ♦✉✈❡rts s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧✬ét✉❞❡
❞❡s ❝r♦✐s❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧✬❛❧❧❡r✲r❡t♦✉r✱ ❡st✲✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦♠✲
♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❝r♦✐s❡r✱ ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❄ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ♠♦♥tré à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❧❡s ❝r♦✐s❡♠❡♥ts ❥♦✉❡♥t
✉♥ rô❧❡ ❞❛♥s ♥♦s rés✉❧t❛ts ❞❡ ◆P✲❝♦♠♣❧ét✉❞❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❝❡rt❛✐♥s
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s♦♠♠❡ts à ♥❡ ♣❛s ♣♦✉✈♦✐r ❝r♦✐s❡r ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs
♥♦✉✈❡❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣❡r♠❡tt♦♥s✲♥♦✉s ❞❡ ♣♦s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
s✉✐✈❛♥t ✿ q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ r♦✉t❛❣❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❛rêt❡✲❞✐s❥♦✐♥ts✱ ♦ù
t♦✉s ❧❡s t❡r♠✐♥❛✉① s♦♥t s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝♦♠♣❧èt❡✱ ♠❛✐s
♦ù ❧❡s ❝r♦✐s❡♠❡♥ts ♥❡ s♦♥t ❛✉t♦r✐sés q✉❡ s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣ré❝✐s ❞❡ s♦♠✲
♠❡ts ❄ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ◆P✲❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ❛rêt❡s
❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♥♦♥✲♦r✐❡♥tés ♣❧❛♥❛✐r❡s ♣❡✉t s✬❛❞❛♣t❡r ♣♦✉r
tr❛✐t❡r ❝❡ ❝❛s✱ ♠❛✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐✣❝✉❧tés t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥♦✉s ❜❧♦q✉❡♥t ❡♥❝♦r❡✳
P♦✉r ✜♥✐r s✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✐s❥♦✐♥ts✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ét✉❞✐és s♦♥t✱ ❡♥ ✉♥ s❡♥s✱ ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ✿ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❣❛r❞é q✉❡
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥❛t✉r❡❧s✱ ❡t ♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞é❝✐❞✲
❛❜✐❧✐té✳ ◆♦tr❡ ét✉❞❡ ❡st ❞♦♥❝ ✭✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t✮ très ❝✐❜❧é❡✱ ❡t ♣❡✉t s✬ét❡♥❞r❡
❞❛♥s ❞✐✈❡rs❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❛❜♦r❞é ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥✬✐♠♣♦s♦♥s r✐❡♥
s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ✢♦ts✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té✱ ♠❛✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①✲
✐❣❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❡♥ r❡str❡✐❣♥❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t
❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t♦✉rs ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡t ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s é❝❧❛t❛♥ts ♥♦✉s
s❡♠❜❧❡ très ♣r♦♠❡tt❡✉r✳ ◆♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❛✈❡❝ ❱✐♥❝❡♥t
❏♦st✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s é❧é❣❛♥t❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♣❛r❛ît êtr❡ à ❧❛ ❝r♦✐sé❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❡♥ ❧❡✉r ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ é❝❧❛✐r❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❧❛✐ss❡ ❡s✲
♣ér❡r ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ s♦✉♣ç♦♥♥✐♦♥s ♣❛s ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳
Pr♦✉✈❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❡♠♣✐❧❡♠❡♥ts ❞✬❡♥s❡♠✲
❜❧❡s é❝❧❛t❛♥ts ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛ êtr❡ q✉✬✉♥❡ ét❛♣❡✳ ■❧
❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ♥♦tr❡ ❜♦♥♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s
❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐té✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥✲
t❡r✈❛❧❧❡✳ ▲❡ ✈r❛✐ ❞é✜ ❡st ♣❧✉tôt ♣♦sé ♣❛r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s s❛♥s tr✐♣❧❡t ❛stér♦ï❞❛✉①✱
♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❤❛♠✐❧t♦♥✐❝✐té ❡st ♦✉✈❡rt✳ ■❧ ② ❛
♣♦✉rt❛♥t ❞❡ ❜❡❧❧❡s r❛✐s♦♥s ❞✬❡s♣ér❡r ❀ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡s ❣r❛♣❤❡s s✬❡st
✐♥t❡♥s✐✜é ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣✉✐s ❝❤❡r❝❤❡r q✉❡❧s ❣r❛♣❤❡s ♣♦ssè✲
❞❡♥t ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡♥ s♦✐t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝✐té ❝♦♠♠❡
s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❋♦♥❧✉♣t ❡t ◆❛❞❞❡❢ ❬✶✸❪✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s
❛❥♦✉t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ t♦✉t❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❛r❢❛✐ts✱ q✉✐ s♦♥t ❝❡✉①
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ❝❧✐q✉❡s✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡
✐❞é❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ s♦✉s✲❡①♣❧♦✐té❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✷ ❝♦♠✲
♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❣r❛♣❤❡s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹✳✶ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✲❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ ▼❛❞❡r
❛❞♠❡t ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ✐❝✐ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♥♦✉✲
✈❡❛✉ ❝❛s ❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✐té✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ♠♦✐♥s



✶✸✶

❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❡st q✉❡ s✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✱
tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✐s❥♦✐♥ts s❡ ré❞✉✐t à rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦t✱ ❡t
♥♦♥✲♣❧✉s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣♦♥❞éré✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡st
❞♦♥❝ ré❞✉✐t❡✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♠ê♠❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ êtr❡ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✈✐❛❜❧❡ ❡t ♣❧❡✐♥❡
❞✬✐♥térêt✱ ❡t ♥♦✉s rés❡r✈❛♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❥♦❧✐❡s s✉r♣r✐s❡s✳



✶✸✷ ▲❛ ✜♥ ❞✉ ❞é❜✉t



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❉✳ ❇❛✉❡r✱ ❍✳ ❇r♦❡rs♠❛ ❡t ❊✳ ❙❝❤♠❡✐❝❤❡❧ ✿ ❚♦✉❣❤♥❡ss ✐♥ ❣r❛♣❤s✕❛ s✉r✈❡②✳
●r❛♣❤s ❛♥❞ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s✱ ✷✷✭✶✮✿✶✕✸✺✱ ✷✵✵✻✳

❬✷❪ ❈✳ ❇❡♥t③ ✿ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡t ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦t

❡♥t✐❡r ❡t ❞❡ ♠✉❧t✐❝♦✉♣❡ ✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱
❈♦♥s❡r✈❛t♦✐r❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡s ❆rts ❡t ▼ét✐❡rs✱ ✷✵✵✻✳

❬✸❪ ❑✳❙✳ ❇♦♦t❤ ❡t ●✳❙✳ ▲✉❡❦❡r ✿ ❚❡st✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♦♥❡s ♣r♦♣❡rt②✱
✐♥t❡r✈❛❧ ❣r❛♣❤s✱ ❛♥❞ ❣r❛♣❤ ♣❧❛♥❛r✐t② ✉s✐♥❣ P◗✲tr❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ❙②st❡♠ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✶✸✭✸✮✿✸✸✺✕✸✼✾✱ ✶✾✼✻✳

❬✹❪ ❍✳ ❇r♦❡rs♠❛✱ ▲✳ ❳✐♦♥❣ ❡t ❑✳ ❨♦s❤✐♠♦t♦ ✿ ❚♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❝✐t②
✐♥ ❦✲tr❡❡s✳ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✸✵✼✭✼✲✽✮✿✽✸✷✕✽✸✽✱ ✷✵✵✼✳

❬✺❪ ❍❛❥♦ ❇r♦❡rs♠❛✱ ❚♦♥ ❑❧♦❦s✱ ❉✐❡t❡r ❑r❛ts❝❤ ❡t ❍❛✐❦♦ ▼ü❧❧❡r ✿ ■♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t s❡ts ✐♥ ❛st❡r♦✐❞❛❧ tr✐♣❧❡✲❢r❡❡ ❣r❛♣❤s✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤✳✱
✶✷✭✷✮✿✷✼✻✕✷✽✼✱ ✶✾✾✾✳

❬✻❪ ❱✳ ❈❤✈❛t❛❧ ✿ ❚♦✉❣❤ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝②❝❧❡s✳ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤✱
✺✿✷✶✺✕✷✷✽✱ ✶✾✼✸✳

❬✼❪ ❱✳ ❈❤✈át❛❧ ✿ ❚♦✉❣❤ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝✐r❝✉✐ts✳ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤❡✲

♠❛t✐❝s✱ ✸✵✻✭✶✵✲✶✶✮✿✾✶✵✕✾✶✼✱ ✷✵✵✻✳

❬✽❪ P✳ ❉❛♠❛s❝❤❦❡ ✿ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝✐r❝✉✐t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❝✐r❝❧❡ ❣r❛♣❤s ✐s
◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ▲❡tt❡rs✱ ✸✷✭✶✮✿✶✕✷✱ ✶✾✽✾✳

❬✾❪ ❏✳❙✳ ❉❡♦❣✉♥✱ ❑r❛ts❝❤ ❉✳ ❡t ❙t❡✐♥❡r ●✳ ✿ ✶✲t♦✉❣❤ ❝♦❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤s
❛r❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✶✼✵✭✶✲✸✮✿✾✾✕✶✵✻✱ ✶✾✾✼✳

❬✶✵❪ ❏✳ ❊❞♠♦♥❞s ❡t ❘✳ ●✐❧❡s ✿ ❆ ♠✐♥✲♠❛① r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r s✉❜♠♦❞✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s
♦♥ ❣r❛♣❤s✳ ■♥ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ■♥t❡❣❡r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥✲

st✐t✉t❡ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ❲♦r❦s❤♦♣✱ ❙♣♦♥s♦r❡❞ ❜② ■❇▼✱ ❯♥✐✈❡rs✐t②
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♥✉♠❡r♦✉s ❧♦❝❛❧✐t✐❡s✳ ❏✳ ▼❛t❤✳ P❤②s✳ ▼❛ss✳ ■♥st✳ ❚❡❝❤✱ ✷✵✿✷✷✹✕✷✸✵✱ ✶✾✹✶✳

❬✷✺❪ ❆❏ ❍♦✛♠❛♥ ✿ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛① ✢♦✇✖♠✐♥ ❝✉t✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✻✭✶✮✿✸✺✷✕✸✺✾✱ ✶✾✼✹✳

❬✷✻❪ ❚✳ ■❜❛r❛❦✐ ❡t ❙✳ P♦❧❥❛❦ ✿ ❲❡❛❦ ❚❤r❡❡✲▲✐♥❦✐♥❣ ✐♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❉❣r❛♣❤s✳
❙■❆▼ ❥♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✹✿✽✹✕✾✽✱ ✶✾✾✶✳



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊ ✶✸✺

❬✷✼❪ ▲✳ ❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤ ✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♦r❣❛♥✐s✐♥❣ ❛♥❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ✭tr❛♥s❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❡♣♦rt ✐♥ r✉ss✐❛♥✱ ❞❛t❡❞ ✶✾✸✾✮✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

❙❝✐❡♥❝❡✱ ✻✿✸✻✻✕✹✷✷✱ ✶✾✻✵✳

❬✷✽❪ ❘✳▼✳ ❑❛r♣ ✿ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜✲
❧❡♠s✳ ◆❡t✇♦r❦s✱ ✺✭✶✮✿✹✺✕✻✽✱ ✶✾✼✺✳

❬✷✾❪ ❏✳▼✳ ❑❡✐❧ ✿ ❋✐♥❞✐♥❣ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝✐r❝✉✐ts ✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❣r❛♣❤s✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

Pr♦❝❡ss✐♥❣ ▲❡tt❡rs✱ ✷✵✭✹✮✿✷✵✶✕✷✵✻✱ ✶✾✽✺✳

❬✸✵❪ ❇✳ ❑♦rt❡ ❡t ❏✳ ❱②❣❡♥ ✿ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✷✳

❬✸✶❪ ▼✳❘✳ ❑r❛♠❡r ❡t ❏✳ ✈❛♥ ▲❡❡✉✇❡♥ ✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✇✐r❡✲r♦✉t✐♥❣ ❛♥❞
✜♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❡❛ ❧❛②♦✉ts ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ❱▲❙■ ❝✐r❝✉✐ts✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥

❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤✱ ✷✿✶✷✾✕✶✹✻✱ ✶✾✽✹✳

❬✸✷❪ ❉✳ ❑r❛ts❝❤✱ ❏✳ ▲❡❤❡❧ ❡t ❍✳ ▼✉❧❧❡r ✿ ❚♦✉❣❤♥❡ss✱ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❝✐t② ❛♥❞ s♣❧✐t
❣r❛♣❤s✳ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✶✺✵✭✶✮✿✷✸✶✕✷✹✺✱ ✶✾✾✻✳

❬✸✸❪ ❉✳ ▲✐❝❤t❡♥st❡✐♥ ✿ P❧❛♥❛r ❢♦r♠✉❧❛❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ✉s❡s✳ ❙■❆▼ ❥♦✉r♥❛❧ ♦♥

❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✶✶✿✸✷✾✱ ✶✾✽✷✳

❬✸✹❪ ▼✳❱✳ ▲♦♠♦♥♦s♦✈ ✿ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♠✉❧t✐✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❉✐s❝r❡t❡ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✶✶✭✶✮✿✶✕✾✸✱ ✶✾✽✺✳

❬✸✺❪ ▲✳ ▲♦✈ás③ ✿ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❡①❡r❝✐s❡s✳ ❈❤❡❧s❡❛ P✉❜ ❈♦✱
✷✵✵✼✳

❬✸✻❪ ❈✳▲✳ ▲✉❝❝❤❡s✐ ❡t ❉✳❍✳ ❨♦✉♥❣❡r ✿ ❆ ♠✐♥✐♠❛① t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s✳
❏✳ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✱ ✶✼✭✷✮✿✸✻✾✕✸✼✹✱ ✶✾✼✽✳

❬✸✼❪ ❏✳❋✳ ▲②♥❝❤ ✿ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠✳ ❆❈▼ ❙■●❉❆ ◆❡✇s❧❡tt❡r✱ ✺✭✸✮✿✸✶✕✸✻✱ ✶✾✼✺✳

❬✸✽❪ ❲✳ ▼❛❞❡r ✿
✧❯❜❡r ❞✐❡ ▼❛①✐♠❛❧③❛❤❧ ❦r❡✉③✉♥❣s❢r❡✐❡r ❍✲❲❡❣❡✳ ❆r❝❤✐✈ ❞❡r ▼❛t❤❡✲

♠❛t✐❦✱ ✸✶✭✶✮✿✸✽✼✕✹✵✷✱ ✶✾✼✽✳

❬✸✾❪ ●✳❑✳ ▼❛♥❛❝❤❡r✱ ❚✳❆✳ ▼❛♥❦✉s ❡t ❈✳❏✳ ❙♠✐t❤ ✿ ❆♥ ♦♣t✐♠✉♠ t❤❡t❛✭♥ ❧♦❣
♥✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♣❛t❤ ❛♥❞ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝✐r❝✉✐t ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ▲❡tt❡rs✱
✸✺✱ ✶✾✾✵✳

❬✹✵❪ ❉✳ ▼❛r① ✿ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❞✐s❥♦✐♥t ♣❛t❤s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❣r✐❞ ❣r❛♣❤s ✐s ◆P✲
❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✶✹✸✭✶✲✸✮✿✸✸✻✕✸✹✶✱ ✷✵✵✹✳

❬✹✶❪ ▼✳ ▼✐❞❞❡♥❞♦r❢ ❡t ❋✳ P❢❡✐✛❡r ✿ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ♣❛t❤s
♣r♦❜❧❡♠✳ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝❛✱ ✶✸✭✶✮✿✾✼✕✶✵✼✱ ✶✾✾✸✳

❬✹✷❪ ❉✳ ▼ü❧❧❡r ✿ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ❞✐r❡❝t❡❞ ❡❞❣❡✲❞✐s❥♦✐♥t ♣❛t❤s
♣r♦❜❧❡♠✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✶✵✺✭✷✮✿✷✼✺✕✷✽✽✱ ✷✵✵✻✳
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❬✹✸❪ ❍✳ ◆❛❣❛♠♦❝❤✐ ❡t ❚✳ ■❜❛r❛❦✐ ✿ ▼✉❧t✐❝♦♠♠♦❞✐t② ✢♦✇s ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣❧❛♥❛r
❞✐r❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳✱ ✷✼✭✶✮✿✶✷✺✕✶✹✺✱ ✶✾✾✵✳

❬✹✹❪ ❈✳❙t✳❏✳❆✳ ◆❛s❤✲❲✐❧❧✐❛♠s ✿ ❊①❡r❝✐❝❡ 6.56 ✐♥ ❬✸✺❪✱ ✼✶✳✶❛ ✐♥ ❬✺✼❪✳

❬✹✺❪ ●✳ ◆❛✈❡s ✿ ❚❤❡ ❤❛r❞♥❡ss ♦❢ r♦✉t✐♥❣ t✇♦ ♣❛✐rs ♦♥ ♦♥❡ ❢❛❝❡✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❛❝❝❡♣t❡❞✮✱ ✷✵✶✵✳

❬✹✻❪ ●✳ ◆❛✈❡s ❡t ❆✳ ❙❡❜♦ ✿ ▼✉❧t✐✢♦✇ ❋❡❛s✐❜✐❧✐t② ✿ ❆♥ ❆♥♥♦t❛t❡❞ ❚❛❜❧❡❛✉✳
❘❡s❡❛r❝❤ ❚r❡♥❞s ✐♥ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✿ ❇♦♥♥ ✷✵✵✽✱ ♣❛❣❡ ✷✻✶✱
✷✵✵✽✳

❬✹✼❪ ❍✳ ❖❦❛♠✉r❛ ❡t P✳❉✳ ❙❡②♠♦✉r ✿ ▼✉❧t✐❝♦♠♠♦❞✐t② ✢♦✇s ✐♥ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s✳
❏✳ ❈♦♠❜✐♥❛t✳ ❚❤❡♦r②✱ ❙❡r✳ ❇✱ ✸✶✭✶✮✿✼✺✕✽✶✱ ✶✾✽✶✳

❬✹✽❪ ❑✳ ❖♥❛❣❛ ❡t ❖✳ ❑❛❦✉s❤♦ ✿ ❖♥ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ♠✉❧t✐❝♦♠♠♦❞✐t②
✢♦✇s ✐♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈✐r❝✉✐t ❚❤❡♦r②✱ ✶✽✭✹✮✿✹✷✺✕✹✷✾✱
✶✾✼✶✳

❬✹✾❪ ❋✳ P❢❡✐✛❡r ✿ ❩✉r ❑♦♠♣❧❡①✐t❛t ❞❡s ❉✐s❥✉♥❦t❡✲❲❡❣❡✲Pr♦❜❧❡♠s✳ P❤❉✳✱

❯♥✐✈❡rs✐t❛t ❇♦♥♥✱ ✶✾✾✵✳

❬✺✵❪ ❆✳ ❘❡❝s❦✐ ✿ ▼❛tr♦✐❞ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r②

❛♥❞ ✐♥ st❛t✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✽✾✳

❬✺✶❪ ◆✳ ❘♦❜❡rts♦♥ ❡t P✳❉✳ ❙❡②♠♦✉r ✿ ●r❛♣❤ ♠✐♥♦rs✳ ❳■■■✳ ❚❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ♣❛t❤s
♣r♦❜❧❡♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❚❤❡♦r②✱ ❙❡r✐❡s ❇✱ ✻✸✭✶✮✿✻✺✕✶✶✵✱
✶✾✾✺✳

❬✺✷❪ ❇✳ ❘♦t❤s❝❤✐❧❞ ❡t ❆✳ ❲❤✐♥st♦♥ ✿ ❋❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♠♦❞✐t② ♥❡t✇♦r❦
✢♦✇s✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ♣❛❣❡s ✶✶✷✶✕✶✶✷✾✱ ✶✾✻✻✳

❬✺✸❪ ❆✳ ❙❝❤r✐❥✈❡r ✿ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❲✐❧❡②✱ ✶✾✽✻✳

❬✺✹❪ ❆✳ ❙❝❤r✐❥✈❡r ✿ ❚❤❡ ❑❧❡✐♥ ❜♦tt❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐❝♦♠♠♦❞✐t② ✢♦✇s✳ ❈♦♠❜✐♥❛✲

t♦r✐❝❛✱ ✾✭✹✮✿✸✼✺✕✸✽✹✱ ✶✾✽✾✳

❬✺✺❪ ❆✳ ❙❝❤r✐❥✈❡r ✿ ❍♦♠♦t♦♣✐❝ r♦✉t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ P❛t❤s✱ ❋❧♦✇s✱ ❛♥❞ ❱▲❙■✲

▲❛②♦✉t✱ ♣❛❣❡s ✸✷✾✕✸✼✶✱ ✶✾✾✵✳

❬✺✻❪ ❆✳ ❙❝❤r✐❥✈❡r ✿ ❋✐♥❞✐♥❣ k ❉✐s❥♦✐♥t P❛t❤s ✐♥ ❛ ❉✐r❡❝t❡❞ P❧❛♥❛r ●r❛♣❤✳
❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✷✸✿✼✽✵✱ ✶✾✾✹✳

❬✺✼❪ ❆✳ ❙❝❤r✐❥✈❡r ✿ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✿ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✸✳

❬✺✽❪ ❲✳ ❙❝❤✇är③❧❡r ✿ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ❡❞❣❡✲❞✐s❥♦✐♥t ♣❛t❤s
♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❡r♠✐♥❛❧s ♦♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❜♦✉♥❞❛r②✳ ✷✵✵✾✳

❬✺✾❪ ❆✳ ❙❡❜➤ ✿ ■♥t❡❣❡r ♣❧❛♥❡ ♠✉❧t✐✢♦✇s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡♠❛♥❞s✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❚❤❡♦r② ❙❡r✐❡s ❇✱ ✺✾✭✷✮✿✶✻✸✕✶✼✶✱ ✶✾✾✸✳
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❬✻✵❪ P✳❉✳ ❙❡②♠♦✉r ✿ ▼❛tr♦✐❞s ❛♥❞ ♠✉❧t✐❝♦♠♠♦❞✐t② ✢♦✇s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s✱ ✷✭✸✮✿✷✺✼✕✷✾✵✱ ✶✾✽✶✳

❬✻✶❪ P✳❉✳ ❙❡②♠♦✉r ✿ ❖♥ ♦❞❞ ❝✉ts ❛♥❞ ♣❧❛♥❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♠♦❞✐t② ✢♦✇s✳ Pr♦❝❡❡❞✲
✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✸✭✶✮✿✶✼✽✱ ✶✾✽✶✳

❬✻✷❪ ❏✳ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ✿ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❏♦❤♥ ✈♦♥ ◆❡✉✲

♠❛♥♥✱ ❈♦❧❧❡❝t❡❞ ❲♦r❦s✱ ✻✿✽✾✕✾✺✳

❬✻✸❪ ❏✳ ❱②❣❡♥ ✿ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ s♦♠❡ ❡❞❣❡✲❞✐s❥♦✐♥t ♣❛t❤s ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❉✐s✲
❝r❡t❡ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✻✶✭✶✮✿✽✸✕✾✵✱ ✶✾✾✺✳
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❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ✐♥s✉✣s❛♥t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✶ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ✈❡rs ♦r✐❡♥té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✶✳✷ ❉❡❣ré r❡str❡✐♥t à ✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✶✳✸ ❉❡❣ré ♠❛①✐♠✉♠ 3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✶✳✹ ❉❡❣ré ♠❛①✐♠✉♠ ✸ ✭❜✐s✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✶ ●❛❞❣❡ts ♣♦✉r s♦♠♠❡t✲❞✐s❥♦✐♥t ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✷✳✷ ●❛❣❞❡ts ♦r✐❡♥tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✷✳✸ ▲❡s r♦✉t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✷✳✹ ●❛❞❣❡t ❖◆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✷✳✺ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✷✳✻ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✶ ●❛❞❣❡ts ❞❡ ❙❝❤✇är③❧❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✸✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✸✳✸ ❘é❞✉❝t✐♦♥ à 3 ❞❡♠❛♥❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹✳✶ ❳❈❍ ❡t ▲■❈ t❤é♦r✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✹✳✷ ▲■❈ t❤é♦r✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✹✳✸ ■♥t❡r❞✐r❡ ❧❡s ❝r♦✐s❡♠❡♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✹✳✹ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❳❈❍ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✹✳✺ ❘♦✉t❛❣❡ ❞❛♥s ❳❈❍ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✹✳✻ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▲■❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
✹✳✼ ❘♦✉t❛❣❡ ❞❛♥s ▲■❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✹✳✽ ◆♦t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❣r✐❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✹✳✾ Pr♦❜❧è♠❡ ✐♥s♦❧✉❜❧❡ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✹✳✶✵ Pr♦❜❧è♠❡ ✐♥s♦❧✉❜❧❡ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✹✳✶✶ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✺✳✶ ◆✐✲❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ ♥✐ é❝❧❛t❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻



✶✹✵ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

✺✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr✐♣❧❡ts ❛stér♦î❞❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✺✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ♥♦♥ ❚❉■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✺✳✹ ▲❛ ❝❤❛✐s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✺✳✺ ■♥s✉✣s❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✺✳✻ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✈❡rs✐♦♥ ❙t❡✐♥❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✺✳✼ ▼✐♥❡✉rs ❡①❝❧✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
✺✳✽ ▲♦♥❣✉❡ ❣r✐✛❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
✺✳✾ ▲❛ ❢✉sé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✼✳✶ ❊①❡♠♣❧❡✱ ét❛♣❡ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
✼✳✷ ❊①❡♠♣❧❡✱ ét❛♣❡ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
✼✳✸ ❊①❡♠♣❧❡✱ ét❛♣❡ ✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
✼✳✹ ❊①❡♠♣❧❡✱ ét❛♣❡ ✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✼✳✺ ❊①❡♠♣❧❡✱ ét❛♣❡ ✺ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✼✳✻ ❊①❡♠♣❧❡✱ ét❛♣❡ ✻ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✼✳✼ ❊①❡♠♣❧❡✱ ét❛♣❡ ✼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✼✳✽ ❊①❡♠♣❧❡✱ ét❛♣❡ ✽ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✼✳✾ ❊①❡♠♣❧❡✱ ét❛♣❡ ✾ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✼✳✶✵ ❊①❡♠♣❧❡✱ ét❛♣❡ ✶✵ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✼✳✶✶ ❊①❡♠♣❧❡✱ ét❛♣❡ ✶✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✼✳✶✷ ❊①❡♠♣❧❡✱ ét❛♣❡ ✶✶ ❜✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾





❘és✉♠é✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s✱ ✢♦ts ❡t ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❡st ✐♥t✐♠❡♠❡♥t
❧✐é❡ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❉❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts à ♣❛rt✐r ❞❡ rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❡t ❧❡s
❞❡✉① ❛✉tr❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❞❡✉①
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦ts ❡♥t✐❡rs✳ P❧✉s✐❡✉rs
♣❛r❛♠ètr❡s ♥❛t✉r❡❧s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t à ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❣é♥ér❛♥t ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❝❡♥✲
t❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛s✳ ❆♣rès ✉♥ r❛♣♣❡❧ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡
s②♥t❤ét✐q✉❡✱ ♥♦✉s rés♦❧✈♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s ♦✉✈❡rts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ tr♦✉✈❡r ❞❡✉① ✢♦ts ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❡st
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
♣♦✉r r♦✉t❡r ❧❡s ❞✐❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❡✉❧ér✐❡♥s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞✬❛r❝s ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡st ✜①é✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣❧✉s
❝♦✉rt❡ ♠❛r❝❤❡ ❢❡r♠é❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ❙♣é❝✐✜q✉❡✲
♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❞❡s ❡♠♣✐❧❡♠❡♥ts ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s é❝❧❛t❛♥ts✳ ◆♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥❛t✉r❡ ♣♦❧②é❞r❛❧❡✱ ♣✉✐s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
❝♦❣r❛♣❤❡s ❡t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳
▼♦ts✲❝❧és✳ ✢♦t✱ ♠✉❧t✐✢♦t ❡♥t✐❡r✱ ❝❤❡♠✐♥ ❞✐s❥♦✐♥t✱ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡✱ ❣r❛♣❤❡
❡✉❧ér✐❡♥✱ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ ❡♥s❡♠❜❧❡ é❝❧❛t❛♥t✱ s♦❧✐❞✐té✳

❖♣t✐♠❛❧ ❘♦✉t✐♥❣s ✿ ❚♦✉rs✱ ❋❧♦✇s ❛♥❞ P❛t❤s✳

❆❜str❛❝t✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ❝②❝❧❡s✱ ✢♦✇s ❛♥❞ ♣❛t❤s ✐♥ ❣r❛♣❤s ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡
❡①♣❧✐❝✐t t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜② ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♥❡①t ♣❛rts
❞❡✈❡❧♦♣s ♥❡✇ r❡s✉❧ts ✐♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳
❋✐rst✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐✢♦✇✳ ▼❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs
❝❛♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡♠✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❤❡② ②✐❡❧❞ ❛ ❤✉♥❞r❡❞ ❞✐s✲
t✐♥❝t ❝❛s❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✐♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦✈❡
s♦♠❡ ♥❡✇ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t ✢♦✇s
✐♥ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥
❛❝②❝❧✐❝ ❞✐❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ❊✉❧❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❞❡♠❛♥❞
✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s❤♦rt❡st s♣❛♥♥✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ ✇❛❧❦✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❤❡♥ ❞♦❡s t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛❞♠✐t ❛ ❣♦♦❞ ❝❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞
♦♥ ♣❛❝❦✐♥❣ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ s❡ts ❄ ❲❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐✲
❣❛t❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦❣r❛♣❤s ❛♥❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❣r❛♣❤s✳
❑❡②✇♦r❞s✳ ✢♦✇✱ ✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐✢♦✇✱ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤✱ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❣r❛♣❤✱ ❍❛♠✐❧t♦✲
♥✐❛♥ ❝②❝❧❡✱ s❝❛tt❡r✐♥❣ s❡t✱ t♦✉❣❤♥❡ss✳


