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Résumé

Cette thése est consacrée au développement de méthodesguasm@our la simula-
tion de plagues et coques fissurées. Pour ce probleme, Ieedeétclassiques sont basées
sur la Méthode des Elements Finis (MEF). En raison de la po&sd’une singularité en
fond de fissure, la MEF souffre de plusieurs défauts. Son dausonvergence n’est pas
optimal. De plus, en cas de propagation de la fissure, le denthit étre remaillé.

Une nouvelle méthode d’éléments finis, introduite en 199saptisée XFEM, permet
de s’affranchir de ces inconvénients. Dans cette méthadede éléments finis est enri-
chie par des fonctions de forme spécifiques qui représelatagparation du matériau et
la singularité de fond de fissure. Ainsi, domaine et fissunt solépendants et le taux de
convergence est optimal.

Dans cette thése, on développe deux formulations XFEM adagt un modeéle de
plagues minces. Ces méthodes ont pu étre implémentées dabbdtheque d’éléments
finis Getfem++, et testées sur des exemples ou la solutioctexst connue. L'étude
d’erreur montre que la méthode XFEM posséde un taux de ocgewee optimal, alors
gue la MEF montre une convergence plus lente.

L'autre contribution de cette thése concerne le calcul dreekas d’'Intensité de Con-
traintes (FIC) : ces grandeurs indiquent le risque de prdpagee la fissure. Nous pro-
posons deux méthodes de calcul originales, basées surmagldtions XFEM. La pre-
miere méthode utilise l'intégrale-J, et la deuxiéme fouume estimation directe, sans
post-traitement.



Abstract

This thesis is devoted to the development of numerical nusthor cracked plate
and shell computations. For this issue, classical methadbased on the Finite Element
Method (FEM). Due to the presence of a singularity near tlelctip, the FEM has
several drawbacks. Its convergence rate is not optimale®iar, if the crack propagates,
the domain must be remeshed.

A new finite element method, introduced in 1999 and called MFFEnables to avoid
these drawbacks. In this method, the finite element baserished by specific shape
functions which represent the discontinuity of the matearal the crack tip singularity.
In consequence, domain and crack are independent andéhef cainvergence is optimal.

In this thesis, we develop two XFEM formulations adaptechia plates. These me-
thods have been implemented in the finite element toolboXe®ett+, and tested on
benchmark problems where the exact solution is known. Thesuore of the error shows
that XFEM has an optimal rate of convergence, whereas the §iWs a lower conver-
gence.

The other contribution of this thesis deals with the Stragarisity Factors (SIF) : these
variables indicate the risk of propagation of a crack. Weppse two original computation
methods, based on our XFEM formulations. The first uses tiegral, and the other
provides a direct estimation, without post-treatment.
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Introduction

Contexte industriel

Les plaques et coques minces sont abondamment utilisé&s@raatique. En raison
des contraintes importantes que subit la structure d’usmesn vol, I'apparition de petites
fissures y est inévitable. Selon les situations, ces fissor@glus ou moins dangereuses.
Certaines fissures ne se propageront pas, d’autres présentesque important. 1l faut
donc maitriser ce risque.

Une fois qu’une fissure a été détectée, il faut savoir si elg ptre dangereuse ou pas.
La sureté des personnes impose évidemment de réparerdaustrdans le premier cas.
Mais il ne faut pas réparer toutes les fissures, car dans léeiea cas ou la fissure n’est
pas dangereuse, la réparer aura un colt important pour lpagprie aérienne, et causera
du retard pour les passagers.

Il faut donc savoir précisément si la fissure est dangereugms. En dehors de cas
extrémes (fissure trés petite ou tres grande), ce diagnustt pas facile a poser, car
méme une petite fissure peut se propager brutalement. llastqce I'accuité de ce
diagnostic est un enjeu important.

Mécanique de la rupture

Cette branche de la mécanique étudie I'apparition et la gatmn des fissures dans
les matériaux. Les travaux fondateurs de cette sciencedsisnd Griffith (1920), Irwin
et Rice (années 1950-1960). Cette théorie postule I'existdiune énergie de cohésion,
qui ne dépend que du matériau. Lorsqu’une fissure se propégergie libérée par la
structure est appelée taux de restitution d’énergie. Osidére qu'il y a rupture si le
taux de restitution d’énergie est supérieur a I'énergieateésion.

Des expériences de rupture seront toujours nécessairesipéualuer le risque. Mais
la mécanique de la rupture permet d’extrapoler les résuéigpérimentaux au cas de
structures aéronautiques, et donc de connaitre le risqpeog@gation de fissure. Avec
un certain succes : de nos jours les fissures ne sont plususssd’accident aérien.

En mécanique de la rupture, 'ensemble des matériaux eisteden 2 catégories.
Ceux dont la rupture est dite fragile, c’est-a-dire ceux damupture se produit pour

13



INTRODUCTION

une contrainte inférieure a celle de la limite d’élasticid®nc avant un certain nombre de
phénomenes non-linéaire comme la plasticité ou les gratéfesmations. L'étude des
matériaux fragiles s’appelle la mécanique linéaire de fdute. Les matériaux dont la
rupture n’est pas fragile sont dits ductiles.

Il peut sembler paradoxal de modéliser le comportementifraléa fissuration par un
modele linéaire. En effet, la présence de fissure impliglle daine singularité, aussi la
contrainte tend vers l'infini prés du fond de fissure. Or le Bledinéaire est obtenu en
faisant I'hypothése des petits déplacements et des paéfesmations, ce qui montre une
contradiction évidente. Cependant, cette théorie donneédefats intéressants, réalistes
et parfois suffisants selon le type d’application visée.

Le concept de Facteurs d’'Intensité de Contraintes (FIC) esdegmgnt une notion
importante de la mécanique de la rupture. Les FIC sont élgumitsaau taux de restitution
d’énergie, et donnent une information supplémentairesssollicitation mécanique de la
fissure. En outre, ils sont plus souvent utilisés que le tauwedtitution d’énergie.

La simulation numérique

A coté des expériences de ruptures, qui permettent de ¢onltzaiésistance des maté-
riaux, la simulation numérique apparait comme un outil dépoemier choix : elle permet
de réaliser autant d’expérience que voulu, et de modifiepdeametres physiques, dans
les seules limites du logiciel. Ainsi la simulation numéeggpermet de réduire le nombre
d’expériences nécessaires. Elle permet aussi parfoidréedias expériences qui seraient
trop colteuses, impossibles a réaliser, ou méme dangereuse

En calcul de structure, I'outil de base pour la simulatiom@uque est la méthode des
éléments finis. Introduite dans les années 50, elle a éténagt diffusée dans le monde
industriel dans les années 1960-70 grace a de nombreuxixrasitons notamment le
livre de Zienkiewicz. D’un autre coté, les travaux de norolsnmathématiciens ont permis
d’établir le formalisme mathématique nécessaire pouegrtthode. Citons notamment
les livres de Ciarlet [5] et Strang & Fix [44], parus pendarst dnées 1970. Tous ces
livres font encore office de références, de nos jours.

Modélisation numérique des plaques et coques (sans fis-
sure)

Les plaques et coques sont des structures tridimensiesriht I'épaisseur est mince
par rapport aux autres grandeurs caractéristiques. Cetstrs peuvent se déformer dans
les trois directions de I'espace. Or, des modeles mécasnioniecté developpés pour ra-
mener ces problemes a une étude bidimensionnelle sur lenpdgiian de la structure.
Pour les plaques citons les modéles de Mindlin-ReissnerrehKoff-Love, qui sont les
plus connus.
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La discrétisation numérique de ces deux modéles pose desltéfs particulieres,
de nature assez différentes. Le modele de Kirchhoff-Loveée discrétisé par un élé-
ment finiC! pour garder une méthode conforme. Ce type d’élément fini extidéré a
priori comme colteux. Quant au modéle de Mindlin-Reisshestisujet au phénomeéne
dit de "verrouillage numérique" : la solution numérique dentadéle est faussée pour
les plaques dont le rapport de I'épaisseur sur la longuduiadde. Des éléments sans
verrouillage ont été développés, et permettent de trast@hénomene. Dans les codes de
calcul industriels, parmi les deux modéles cités ici c’asisgue toujours le modele de
Mindlin-Reissner qui est choisi.

Pour les modeéles de coques, le plan moyen est courbe. Mdiljé@eraent, cela conduit
a poser le probleme sur une sous-variété différentiellé aspect ajoute une difficulté
significative dans la formulation et la résolution numéeqiu probleme. Ainsi, dans l'in-
dustrie, les coques sont modélisées selon une autre stratéagtructure est représentée
par une collection de facettes planes, qui suivent un matiejgdaque. Le raccord entre
chaque facette se fait grace au lien entre le déplacemeéimémnsionnel global, et les dé-
placements de membrane et de flexion, qui sont les grandeansriues dans les modeéles
de plaque.

Modélisation des fissures par la methode des eéléments finis

Avec cette méthode, le maillage doit tenir compte de la fessurelle-ci doit étre
positionnée sur des interfaces entre les mailles, et le éanélssure sur un noeud du
maillage. Au voisinage du fond de fissure, la mécanique depture prédit que le champ
de contrainte tend vers l'infini. Cette description est p&toe- discutable physiquement,
mais mathématiquement cela implique que le déplacemergrtesingulier prés du fond
de fissure.

Le taux de convergence d’'une méthode numérique dépendpaiement du degrés
des fonctions de forme utilisées et de la régularité de latisol exacte. Signalons que la
présence de cette singularité empéche généralement cuexled convergence optimal
de I'élément fini soit atteint. Par exemple, en élasticidirbensionnelle, avec des élé-
ments finisP;, une solution suffisament réguliére permet d’obtenir umeugren norme
de I'énergie homogene@(h) (ouh désigne le pas de maillage). La présence d’une fissure
fait descendre ce taux@(v/h).

Afin de représenter cette singularité le plus précisémessipte, il faut raffiner le
maillage autour du fond de fissure, ou utiliser un élémentiégée. Pour la deuxiéme
alternative, I'élément de Barsoum [45] est considéré commesbonne méthode. Il s’agit
de construire une "boite a fissure", constituée d’'un carréecamtt 8 €éléments triangu-
laires ayant chacun une pointe sur le fond de fissure voir Eigur ces triangles, un
élément spécifique est utilisé (Fig 2). Partant d’'un quagieaf),, la longueur d’'un des
cotés est mise a zéro, ce qui produit un triangle, avec tomsids confondus pres du fond
de fissure. Ensuite, sur les 2 cotés qui touchent le fond dedisdes noeuds médians sont
rapprochés du fond de fissure, d’'un quart de la longueur du cot
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Fic. 1 — Boite a fissure : les 8 éléments ont un sommet sur le fondsiedis

g

-

FIG. 2 — Transformation du quadrangdl®g en un triangle "Barsoum".

Dans un deuxieme temps, le déplacement du domaine estéabtid taux de resti-
tution d’énergie est déduit, en général au moyen d’'un pagetment. Si celui-ci dépasse
I'énergie de cohésion, et que la fissure doit étre propadrs, @ette opération est simulée
de maniére itérative.

Une loi de propagation indique de quelle longueur on prodédadissure (il peut aussi
étre question d’'un changement de direction). Il faut eegeitalculer le taux de restitution
d’énergie. Ce qui nécessite de remailler le domaine, et deramétjour le raffinement
prés du fond de fissure ou les éléments spécifiqgues de fondsdectiette opération
de remaillage est colteuse, et pas toujours facile a neitEssuite, il faut recalculer le
déplacement, puis le taux de restitution d’énergie. Taiit @st supérieur a I'énergie de
cohésion on répéte cette procédure.

Dans le codes industriel SAMCEF, le modeéle de Mindlin estsdtjlet pour le calcul
en domaine fissuré, la zéne qui entoure le fond de fissure #atlér, c’est-a-dire qu’un
maillage tridimensionnel est obtenu a partir du maillagdadelaque (ou de la coque).
Plusieurs couches d’éléments de Barsoum sont introdudege(kion tridimensionnelle
de ces éléments suit la méme construction que celle déouielp version bidimension-
nelle).

Le calcul du taux de restitution d’énergie ou des FIC se fagude au moyen de
post-traitements définis pour le modele d’élasticité mieinsionnelle.
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La méthode XFEM

La méthode des éléments finis n’est donc pas bien adaptée adéligation de la
propagation de fissure, puisque sa mise en oeuvre nécessitpdrations de remaillage
et de raffinement de maillage assez lourdes, qui peuventdétigles a maitriser (le
maillage automatique de domaines bidimensionnel comgleest pas évident).

La méthode des éléments finis étendue, désignée par le st Xdéveloppée par
Moés & co. [17], permet de s’affranchir de ces contrainteseffet, dans cette méthode, la
fissure est représentée indépendamment du maillage, paepnésentation explicite. Le
domaine est donc maillé sans tenir compte de la fissure, gumidggpendante du maillage.
On défini d’abord une méthode d’éléments finis classiquessmiillage. Sur les éléments
touchés par la fissure, la base élément fini recoit des degrébeité spécifiques pour
représenter les effets de la fissure :

— le long de la fissure, pour représenter la séparation duriaat®n multiplie les

fonctions de forme classiques par une fonction de Heaviside

— Sur I'élément contenant le fond de fissure, les fonctionfodme classique sont

multipliées par les singularités du modéle.
Signalons qu’un élément indispensable de la méthode XFENMhesconnaissance précise
précise et a priori des singularités du modele résolu.

L'introduction de la singularité exacte permet d’éviter @dfiner prés du fond de
fissure. De plus, en cas de propagation, il n’est pas nécessairemailler le domaine,
car le maillage n’est pas modifié : seuls les degrés de lilspééifiques qui représentent
la fissure et ses effets doivent étre mis a jour.

Autres méthodes

Dans la méthode XFEM, l'idée de I'utilisation de la fonctida Heaviside pour re-
présenter la fissure est quelque chose de nouveau et oiganadontre, I'idée d’enrichir
la base élément fini par la singularité n’est pas nouvelle.eRample, la méthode dite
de la singularité ("Singular Function Method") [44, 42] estéaieure a XFEM, et ap-
plique cette idée. C’est une simple méthode d’élément finiaosirigularité est ajoutée
dans la base. Cette méthode permet d’obtenir un taux de gamer optimal, au moins
en théorie.

D’autres méthodes dites "sans maillages" se rapprocheRERK La méthode GFEM
("Generalized Finite Element Method") permet d’enrichirdi@mnment la base élément fini
par un large type de fonction de forme spécifique.

Citons également la méthode PUFEM ("Partition of Unity Fiitement Method").
Cette méthode permet d’améliorer les propriétés des esp#esnts finis, en incluant
localement des connaissances a priori sur la solution qud#on résolue. L'espace élé-
ment fini construit reste conforme, grace a l'utilisationre partition de l'unité sur les
différentes parties du domaine. Signalons que cette métRodFEM a fortement inspiré
la formulation de la méthode XFEM.
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Cadre de I'étude

On se place dans le cadre de la mécanique linéaire de la eymiur correspond
au cas de mateériaux fragiles. Rappelons que le verre et lesaxibasse température
peuvent étre classés dans cette catégorie. Dans ce caaredéde de I'élasticité linéari-
sée est employé. Cette hypothése est d’ailleurs sous-adant les modéles de plaque
de Kirchhoff-Love et Mindlin-Reissner.

On suppose de plus que le matériau est homogene isotropee éegfissures sont
traversantes. Le front de fissure est supposé droit, peipéaide au plan moyen de la
plaque. L'évolution de la fissure est quasi-statique, afirpdevoir négliger les effets
d’inertie.

Objet de la these

On se propose de développer une méthode XFEM qui soit préaisen(t de calcul
raisonnable, et pour laquelle les post-traitements halsitde la mécanique de la rupture
soient pratiquables. Nous porterons une attention péieireuau fait que la méthode soit
précise jusqu’'a des rapports d’épaisseurs sur longuetufide En effet, cette gamme
de valeur n’est pas impossible a rencontrer en aéronaytiqud' épaisseur de tole peut
descendre jusqu’a 1.4 mm.

Dans le cas d’'un matériau homogéne isotrope, on verra qéglegions des modeéles
de plaques sont découplées : la détermination des déplatehe membrane et ceux
de flexion se fait en résolvant deux équations indépendaDte$a partie membrane est
identique au cas de I'élasticité bidimensionnelle, pogukle les références [15, 14]
permettent de dire que la méthode XFEM est maitrisée. C’esdisan pour laquelle
notre étude se restreint a la partie flexion du modele.

Au niveau des post-traitements de mécanique de la ruptarge dmite au calcul des
facteurs d’intensité de contrainte. On ne fera pas de paijmag car de nombreux criteres
existent déja. Ainsi, nous ne "propagerons" pas de fissure.

Plus généralement, on ne traite pas de matériau compositilaminage, de fissure
de fatigue.

Contributions de la thése

Cette these propose deux méthodologies numériques poplitagon de la méthode
XFEM aux plaques fissurées en flexion. Ces méthodologies saéel sur I'utilisation
du modéle de Kirchhoff-Love, dont la précision de la résolunumérique ne dépend
pas de I'épaisseur. Ces méthodologies ont été implémenddsdal bibliothéque de cal-
cul Getfem++ [9], et les résultats numériques montrent gulix de convergence est
optimal, dans le sens ou le taux de convergence de la métisbdeatique au cas d’'un
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probléme régulier (sans fissure). Le colt de calcul n’estéggrement supérieur a celui
d’un calcul sur une structure non-fissurée, mené avec le imdééMindlin-Reissner.

En se basant sur cette formulation, nous proposons enguiterdéthodologies pour
le calcul des FIC. Ces méthodes ont aussi été implémentéegéedesur des problemes
académiques. La précision obtenue est toujours inférialb®o, ce qui est une marge
d’erreur acceptable pour un grand nombre d’applicatiodsstrielles.

Pour finir, nous donnons quelques résultats préliminameaie de I'application d’X-
FEM au modele de Mindlin-Reissner. Il s'agit de deux solwiexactes singuliéres de
ce modele (en présence d’'une fissure), et d’'une étude dferiéisant ces solutions dans
une situation exempte de verrouillage numérique. Cettecgtedmet de valider le choix
des fonctions singulieres d’enrichissement.

Plan de la these

Les chapitres 1 et 2 rappellent les notions essentielleagitant de décrire les résul-
tats nouveaux de cette these. Ces résultats nouveaux sasésxghapitres 3 a 5.

Le premier chapitre regroupe toutes les notions liées aderétisation de plaques
fissurées en flexion avec la méthodes des éléments finis. $bastdécoupé en 3 par-
ties : la premiére décrit précisément les formulations dedéates de Kirchhoff-Love et
Mindlin-Reissner. Il apparait notamment que le premier nedboutit a une formulation
variationnelle posée darf$?, alors que pour le second modéle elle I'est dAnsDans la
deuxiéme sous-partie, nous passons en revue des méthétimetits finis pour les deux
modéles. Pour le modéle de Kirchhoff-Love, nous portonsaitention particuliére sur
les éléements HCT et FVS réduits. Pour le modele de MindlingReis les éléments preé-
sentés sont sans verrouillage numeérique, et quelquesiteatriqgues montrent la stabilité
de l'erreur relative en fonction de I'épaisseur. Ces élémdertMindlin sont considérés
comme la référence pour les codes de calcul industrielspoaenmt autant de degrés de
liberté que les éléments HCT/FVS réduits. La troisieme g@urte du chapitre expose
plusieurs notions de mécanique linéaire de la rupture itggirités et les FIC des deux
modeles, ainsi que les sollicitations mécaniques corretgues. Ensuite, on présente
I'intégrale-J pour le modeéle de Kirchhoff-Love, qui perndetcalculer les FIC.

Dans le second chapitre, on présente un état de I'art du dejeette thése. Dans
un premier temps on expose un certain nombre de travaux a@ssau probleme de
I'élasticité bidimensionnelle, mais qui s’adaptent diemgent au cas des plaques. Ces
contributions améliorent la précision ou la méthodologienarique, citons notamment
[15, 14], dans lesquels l'introduction d’une z6ne d’enisskement singulier de rayon fixe
permet d’obtenir un taux de convergence optimal. Rappeloasajpremiére formulation
XFEM [17] montre une amélioration de I'erreur mais pas dwtde convergence. Dans
un deuxiéme temps, on présente les travaux sur la méthodMXBREsacrés précisément
aux plaques et aux coques fissurées. Les travaux les plussabant [16], ou la méthodo-
logie XFEM utilise le modele de Mindlin-Reissner. Les réatdtnumériques y sont tres
intéressants. Cependant, malgré I'utilisation d’'un élémsans verrouilage numérique, la
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méthode XFEM montre une perte de précion sur les plaguedusspnces, indiquant
un verrouillage numérique résiduel.

Dans le troisieme chapitre (rédigé en anglais), on présinig formulations XFEM
originales, basées sur le modele de Kirchhoff-Love. La jp@eegrpartie est inspirée de la
méthode XFEM telle que présentée dans [15], ou chaque n@sdazéne d’enrichisse-
ment singulier recoit un jeux de degrés de libertés singgil@ans la deuxiéme méthode,
I'enrichissement est remplacé par un nombre réduit de ifometde forme singuliéres :
une par mode singulier, dont le support recouvre la zoneidegissement total. Pour ces
deux méthodes, des tests numériques montrent que le tawndergence est optimal,
identique a celui d’'un probléeme régulier sans fissure, biéargconditionnement relati-
vement éleveé soit mis en évidence.

Dans le quatrieme chapitre, on présente deux méthodes adscde FIC, leurs for-
mulations, ainsi que des références indiquant le type deecgance auquel on peut s’at-
tendre. Dans un second temps, on présente des résultatdoquesédle ces deux méthodes
sur deux cas-tests académiques, dont la taille de la fisstdifiérente. Les résulats nu-
mériques montrent que l'erreur globale est inférieure a M%naillages non-structurés,
et a 1 % en maillages structurés. Pour la premiere méthodaldel,cnous proposons
une regle pratique permettant de créer une maillage doafflaement est suffisant pour
obtenir une bonne valeur des FIC.

Le chapitre 5 est consacré a I'application de la méthode XHMhodéele de Mindlin-
Reissner. La difficulté principale pour réaliser cet obfeest de formuler des enrichis-
sements singuliers qui ne produisent pas de verrouillageéngue. Cette difficulté n’est
pas traitée dans cette these ; en revanche nous donnoner@sisréléments utiles en vue
de la validation d’'une telle formulation. Dans la premieegtig du chapitre, nous don-
nons deux solutions exactes du modéle de Mindlin-Reissn@résence d’une fissure.
Ces solutions sont inédites. Dans la seconde partie nousrpoés une étude d’erreur,
dans une situation exempte de verrouillage numérique. Eargal’'une méthode XFEM
standard utilisant les singularités du modele de Mindlims&eer, le taux de convergence
optimal (identique a celui d’'un probleme sans fissure) asirdt Ceci permet de valider
le choix des fonctions d’enrichissement.

20



Chapitre 1

Modélisation en éléments finis des
plaques fissurees

Une plaque est un solide tridimensionnel, dont I'épaissstibien plus petite que les
2 autres dimensions. En partant d’hypothéses adéquatasjmgrant dans I'épaisseur,
I'étude de cet objet se rameéne a celle d’'un probleme bidifoensl, ce qui la simplifie
considérablement.

Les deux modéles de plaques les plus utilisés sont les nwdeélKirchhoff-Love et
Mindlin-Reissner. lls sont obtenus en partant d’hypothé¢dssiques Iégerement diffe-
rentes, tout en suivant des méthodologies globalemeniagies.

Nous verrons que selon les modeéles, le probleme variatiaenu est assez diffé-
rent. Notamment, 'un est posé dafg, l'autre dansiH' (ces espaces sont définis dans
[1]). Et, naturellement, la résolution numérique par élétadinis se fait au moyen de
méthodes trés différentes :

— pour le modéle de Kirchhoff-Love (probléme posé daft3, il est indispensable
d'utiliser un élément finC!' pour garder une méthode conforme, ce qui peut étre
considéré comme codteux, numériguement.

— Les élémentg’ suffisent pour le modele de Mindlin-Reissner, mais ce modkle a
particularité d’étre sujet au phénomene de verrouillageéngue. Des méthodolo-
gies particuliéres existent pour traiter ce phénomene.

Nous passerons en revue quelques méthodes courantes degb@&sed nous verrons au
final gu’elles sont de codlt et de précision analogues.

En présence d’'une fissure, les solutions de ces modelemnfeasdes singularités.
Nous passerons en revue leurs expressions pour les deulesidti@pparaitra clairement
gue ces singularités empéchent les méthodes d’élémerststamdards d’atteindre leurs
taux de convergence optimal.

Nous présenterons enfin quelques notions de mécanique detlae, comme les
Facteurs d’Intensité de Contraintes (FIC), qui mesurentplaode des singularités. Les
FIC sont des grandeurs importantes du point de vue appplicati

Ce chapitre est donc découpé en 3 parties :
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CHAPITRE 1. MODELISATION EN ELEMENTS FINIS DES PLAQUES FISHRREES

1. Présentation des modeéles de Kirchhoff-Love et MindlinsReer
2. Quelques méthodes de discrétisation par éléments finis
3. Notions de mécanique de la rupture et singularités erepogde fissure.

1 Modeles de plaques

1.1 Généralités

Une plaque est une structure tridimensionnelle plane, H&pdisseur est trés faible
devant les autres dimensions. Pour fixer les idées, noumsemms que le plan moyen
de la plaque, que I'on désigne dar est inclus dans le plan d’altitude nulig = 0, voir
Fig. 1.1. Le déplacement inconnu est a 3 dimensions, comnédasticité 3D. Mais les
hypothéses physiques des modéles de plaque permettenhdeeaiace probléme tridi-
mensionnel & un probleme bidimensionnel, posé sur le plaremdCeci se fait en intée-
grant dans I'épaisseur. La dépendance gest donc explicite dans les modeles. Ainsi les
déplacements inconnus seront bidimensionels, ce quitelsples simple a étudier.

Le solide complef2x] — ¢, £ est noté)*. L'épaisseur de la plaque vaut doc Le
bord supérieur de la plaque est nbtg, et le bord inférieur™ . La tranche est notd¢, et
elle est partagée en 3 parties disjointesl’; et5, sur lesquelles la plaque est supposée
respectivement encastrée, en appui simple et libre.

X3

fbord supérieur

g R 2 7 ¢ epaisseur

X1

plan moyen Q

bord inférieur

FIG. 1.1 — Repérage de la plaque

Convention 1 Sauf indication contraire, nous utiliserons la conventid® sommation
implicite sur les indices répétés. Les indices en carastgrecs vont de 1 a 2, tandis que
les indices en caractéréatinsvontde 1 a 3.

Dans les deux modéles de plagues de ce chapitre, on se pteckedadre de I'élasti-
cité linéarisée, ce qui correspond a supposer que les défioms et les déplacements
sont petits. Le tenseur des déformations, qui dépend dwackEplent tridimensionnel
u = (uy, ug, ug), sera notéy;;(u).
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CHAPITRE 1. MODELISATION EN ELEMENTS FINIS DES PLAQUES FISHREES

Hypothése 1 (Elasticité linéarisée)Le tenseur des déformations est linéarisé. Son ex-
pression est :

Yij(u) = %(@‘Uj + Oju;) (1.1)

ou d; désignei.
ox;

7

On fait aussi I'hypothése dite des "sections planes" :

Hypothése 2 (Section planesiOn suppose qu’un segment normal au plan moyen reste
droit et de longueur constante aprés déformation, ce quaam notamment :

Ys3(u) = 0. (1.2)

1.2 Modéle de Kirchhoff-Love
Hypotheses physiques

Le modele de Kirchhoff-Love est parfois appelé dans larhtigre le modéle "clas-
sique" de plaque. On considere les deux hypothéses swyantelus des hypotheses
ci-dessus.

Hypothése 3 La déformation dite de "cisaillement transverse" est siggemulle :
fVaB(u) =0. (13)

Hypothése 4 Les contraintes de cisaillement transversg et celles de pincement;
sont supposées négligeables devant les contraintes ptane@mnais elles ne sont pas
supposeées identiquement nulles).

Au niveau géométrique, ces hypothéses se traduisent pait lguie la normale au
plan moyen reste orthogonale a la surface moyenne apréesyddion. Cette propriété
geometrique différencie le modele de Kirchhoff-Love daucde Mindlin-Reissner.

Expression du déplacement dans le modéle de Kirchhoff-Love

Les hypothéses physiques de ce modéle donnent une forneuparé au champ de
déplacement tridimensionnel :

{ Uo (21, T2, 03) = Uy (21, T2) — 3 Opus(w1, T2) (1.4)
us(xy, T2, x3) = us(wy, xa) '

Ainsi, la connaissance des 3 fonctioms u,, us permet de reconstituer le déplace-
ment total. Ces 3 fonctions inconnues ne dépendent que desableax, et x,, et la
dépendance er; est explicite.
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CHAPITRE 1. MODELISATION EN ELEMENTS FINIS DES PLAQUES FISHRREES

Les déplacements horizontaux et u, sont appelés les déplacementsaembrane
tandis que le déplacement vertieal est appelé ldleche Les fonctionsu, etw, s'inter-
prétent simplement comme les déplacements dans lgPlam;, x-) des points du plan
moyen(2. Il s’agit donc de son déplacement de membrane.

Notons que le terme 0, u3 correspond a la rotation des fibres verticales de la plaque.
Ce terme est couramment appelé "rotation de la normale”. Danedeéle de Kirchhoff-
Love, étant donné qu'il reste perpendiculaire au plan m@agras déformation, il est dé-
fini par le gradient de;. Mais ce n’est pas le cas dans le modéle de Mindlin-Reissaer, o
cette grandeur constitue une variable indépendante (etwwninconnue supplémentaire
du probleme).

On peut déduire I'expression du tenseur des déformatioasta ge I'équation (1.4).
C’est un tenseu? x 2 (carv,s3(u) = 0 dans le modéle de Kirchhoff-Love) :

1
Yap(u) = 5[3auﬂ+3ﬁua}
1

=3 [8a(gﬁ — x3 dgus) + Op(u, — 3 (%u;;)]

= Yap(u) — w3 825143 (1.5)

Loi de comportement

La loi de comportement relie la déformation a la contraifte.considere une loi de
comportement élastique linéaire ; la relation entre cex tknseurs est donc linéaire, de
la forme v, = Sapru Oaus OU Sapy, €St la restriction plane du tenseur de souplesse,
d’ordre 4. On cherche donc la loi qui donne la relation inggde la forme :

Oap = RapruVous (1.6)
en notantﬁam# I'inverse du tenseuf s, ..

Dans le cas homogeéne isotrope, on considere Spu;, la restriction plane de la loi

de Hooke : |+
1% 1%
YaB = T Oap — E O\ (Sag, (17)

ou é,4 désigne le symbole de Kroneckéy = 1 sia = 3, 0 sinon).
En inversant cette relation, on obtient donc la loi de cortgroent pour une plaque
de Kirchhoff-Love :
E

1— 12

Oap = [(1=v)Yap + v Yr0as] (1.8)

Formulation variationnelle

La formulation variationnelle du probleme de Kirchhoffueoconduit a séparer les
contraintes en deux parties : les efforts ditsdembranest ceux deflexion Les pre-
miers interviennent dans le déplacement tangentiel (csamiesu, etu,), les seconds
influencent le déplacement vertical (la composan)e
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Définition 1 L’effort de membrane (ou effort résultant) est défini par :

+e
Nag = / Oap d&?g. (19)

)

Définition 2 Le moment de flexion vaut :

+e
Mag :/ T3 00p dTs. (1.10)

£

Sous certaines hypothéses que nous détaillerons plusétia,séparation des contraintes
conduit a 2 problémes découplés : le premier ayant le déplacEw,, u,) comme in-
connu, le seconds.

Chargement Les forces volumiques appliquées sur la plague sont ngiée®n note
g; la force surfacique appliquée sur le bord supérieyr et g; la force appliquée sur
la partie inférieurd™ . On considére qu’il n’y a pas de force surfacique appliquédas
tranche de la plagque.

Pour écrire le principe des travaux virtuels (ou formulatrariationnelle), on part de
I'expression générique. En notamtet v des déplacements tridimensionnels de compo-
santes; etv;, on a la formulation :

Trouveru, tel que

/ Oap Yap(v) dr = [ fYv;do+ / g v; dx Y. (1.11)
€ Qe Te

+

On va faire apparaitre les déplacements de Kirchhoff-Ldeda forme du membre
de droite de (1.4). Dans le membre de gauche de (1.11), emgiésant/,,. en [, [,
et en transformant,s(v) selon I'expression (1.5), on fait apparaitre les tenseugset

mag -

/ Oap Yap(v) do = // Top [’}/ag(y> — T3 8551)3} dxs dS) (1.12)
€ QJ—¢
- / (/ Top dajg,) Yap (V) — (/ T3 Oag d:c3> 8251)3 ds2
Q —€ —€
nZg m‘;g

Rappelons que.s(v) etd?,vs sont indépendants de.

Le second membre sera nété) oul(v,, v3). Décomposons le chargement afin d’iso-
ler les contributions qui travaillent dans les différerépldcements,, vs, 0,v3. Pour cela
nous décomposons encofe en [, [ :
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ffode = //6 (1Y (vy — 23 0av3) + f3 v3] da5dS (1.13)
QJ—¢

= / ( 1Y d%) U, + (/ fs d903> vz — (/ xs fY d$3) Onvs | dQ
Q —€ —e A\ —€ g

g

Qe

/ giivi de = / [gff (v, — T3 0qv3) + ggivg] ds2 (1.14)
€ Q,:L‘;;::I:&‘

+

J/

= / {(92 +02) v+ (95 +035) vs—e (92 —92) aavg} dse1.15)
Q[ N——— \ ~

-~~~

En regroupant les contributions qui travaillent sur chages déplacements, on peut
donc exprimer le second membre en fonction des déplacemerikgchhoff-Love. Ces
contributions sont notées :

F, = [V dws 4+ g + g7 (1.16)

M, = / w3 Y das + < (g — g37) (1.17)

—€

Avec ces notations, on peut exprimer le second membre etidordev,,, vs, 0,v3 :

l(v)=l(ya,v3)=/Fayad9+/nggdﬂ—/Maaavng (1.18)
Q Q Q

Pour donner I'expression de la formulation variationnétia principe des travaux
virtuels), on noté/ I'espace des déplacemertts,, v3) de la forme (1.4) et vérifiant les
conditions aux limites du probléme.

Equation (Formulation variationnelle) Le probléme se formule : Trouvéi,, us3) € V,
tel quev(v,,v3) € V, on ait:

/ Nag Yap(v) dS2 — / Mag 826113 dQ =l(v,,vs). (1.19)
Q Q

Remarque 1 A propos de cette formulation (1.19) :
— le déplacementinconnu= (u,, u3) ne figure pas explicitement . Il faut donc expri-
mer les tenseurs, s etm,z avec la loi de comportement pour le faire apparaitre.
— Les notions introduites permettent de manipuler une ftatin qui fait appel a
des intégrales sur le plan moyén et non plus sur le volume complet. On est passé
d’un probleme tridimensionnel a un probléme bidimensibnne
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Expression du probleme en déplacement

Pour obtenir cette expression, on va introduire la loi de momement. On obtiendra
donc I'expression des tenseuts; etm,z en fonction dgu,, u3). Afin de formuler des
éguations valables pour toute loi élastique linéaire (pastiment homogéne istrope), on
introduira 3 tenseurf, s, Hagay €t Dagrp-

Calculons donc les expressions des tenseyf®tm, s en fonction dew etu; :

+e
Nes = / Oap dxs

£

+e
= / Rapau o (u) dis

3

+e
= / R (1au(w) — 3 8,2\Mu3) dxs

€

+e +e .
= (/ Rapau dxg) Vo) — (/ 3 Rogau d.Tg) af\uug (1.20)

3 3

cary,(u) et@iuuz), ne dépendent pas dg. De la méme maniére, on obtient :

+e . +e .
Mag = (/ x3 Rapay dxg) Y (w) — (/ T3 Rogau dacg) 8/2\Mu3 (1.22)

3 3

On introduit maintenant les 3 notations suivantes :

+€

Eopry = / Ropgau dzs (1.22)
o

Haﬁ)\,u == / T3 Rag,\udl’g (123)
Lo

Dag)\# = / l’% Ramudxg (124)

Et finalement, on obtient I'expression des tenseuet m en fonction du champ de
déplacement :

Nag = Ea,@)\u ’Y)\,u(ﬂ) - Ha,ﬁ’)\,u a)%uu?; (1 25)
mes = H, (w) — Dagr, 03 ,u '
af aBip Tap U aBip Oy, U3

Ce qui donne I'expression du probléme variationnel en déptant :
Equation (Probléme en déplacement)rouver le déplacement = (u, u3) € V, tel que
Vo= (05) € Vyonait: | (Bum, 10u(u) = Hapys By raal) 40
Q

- / (Haso "u(12) — Do 02413) 0 503 d2 = (v, v3) (1.26)
Q

avec :l(v, v3) donné par (1.18).
Faisons maintenant une remarque importante :
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Remarque 2 Si le matériau est homogene par rapport4 le tenseur g5, est nul, ce
qui a pour effet delécoupler le probléme variationnel en 2 sous-problémepiaadants
Ce sera le cas pour un matériau homogene isotrope, que natsisaen deétails.

Cas homogeéne isotrope Dans le cas d'un matériau homogéne, le tengeus,, ne
dépend pas des, donc les tenseurB,sy,, Hapaur Dapry (d€finis par(1.22), (1.23) et
(1.24)) valent :

_ 253_
Eaﬁ)\,u = 2€Raﬁ)\u ; Haﬁ)\,u =0 ) Daﬁ)\,u = TRaﬁ)\p (127)

Et ainsi, en utilisant I'expression de la loi de comportetr(@rB), et les expressions
(1.25) des tenseursg,g etm,g :

Nag = 12_7&;2 [(1 =) Yap(w) + v var(w) dag ] (1.28)
2R} )
Mapg = _3(T€1/2) [(1=v) B25(us) + v Aug 645 | (1.29)

Ainsi les expressions des formulations variationnellesgtebléemes de membrane et
flexion sont :

Equation (Probléme de membrane)lrouveru = (u,, u,) tel que :

2F¢
1—12

Vo, / (1 = 1)Yap(W)Vap (V) + ¥ Yoo w)yss(v) d2 = / Fou, d (1.30)
Q Q

avecF, = [ fYdrs + gt + g5

Equation (Probléme de flexion)Trouverus tel que :

2F&3
Vs, 3782 / [(1 — U)@Zﬂug 025113 + v Aus A’Ug} dQ = / F5v3 — M, 0,03 dQ)
(1—=22) Jg Q
(1.31)

avecFy = ['° fYdry + g + g5 etM, = (g} — g7) + [T a3 fY dxs.

Existence et unicité

Il existe une solution unigue aux problemes (1.30) et (1s8i)s deux conditions :

— Les mouvements de corps rigides sont bloqués, par exerapledqune partie du
bord du domaine, de mesure non-nulle, porte une conditigtimites d’encastre-
ment ou d’appui simple.

— Les solutions.,, etu; sont cherchées dans les espdéEy2)]” dansH?2 (), dont
la définition précise peut étre trouvée dans [1].
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Equations d’équilibre dans le cas homogéne isotrope

Apres avoir donné les expressions des formulations vanaélles dans le cas ho-
mogene isotrope, nous donnons les équations des problénsena "fort". Le bord du
domainef) est notél’, et on en fait une partition en 3 sous-domaingsl'y, I's, sur les-
guels la condition aux limites est respectivement un ens@&nt, un appui simple et un
bord libre. Le vecteur normal unitaire dirigé vers I'exéen est noté. On considere éga-
lement le vecteur tangent au bord, natéel que(b, a) soit un repére direct. Les dérivées
normales et tangentielles sont notéggt 0,,.

plan moyen

/Z bord libre

X2
encastremem/

X1

\ appui simple
Equation de membrane :

Ee
1—12

(1= )035u, + (1+1)02gus] = Fo sur Q
U, = 0 surl'gUIY

Ng bo =0 Sur I's.

(1.32)

L'équation sur peut également s’écrire en fonction de I'effort de membrane

— 0 nag = Fi. (1.33)

Les expressions de,s et F,, ont été données équations (1.28) et (1.16).
Equation de flexion :

( 2Ee*
WA U3:F3+8aMa sur €2
Us = 0 }
. Sur FO
Ous = 0 (1.34)
ug. = 0 Sur I’
magbabg =0 !
8a(ma5baag) + (8a mag)bg = — aba } sur FQ
L maﬂbabg =0
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L'équation sur) peut aussi s’écrire en fonction du moment de flexion :

— c%ﬁ Mmeas = F3 -+ 8aMa. (135)
Les expressions de,s et M, ont été données par (1.29) et (1.17).

Remarque 3 Le probléme de membrane posséde une seule condition atesligui est
vectorielle, alors que le probléme de flexion en posséde i2saqu scalaires. Ceci est
da au fait que le premier est un probleme vectoriel d’ordraldrs que le second est un
probléme scalaire d’ordre 4.

Contrainte de cisaillement transverse

L'une des hypothéses fondamentales du modéle de Kircllov-est de supposer
gue la contrainte de cisaillement transvessg est négligeable devant les contraintes
planeso,s. Cette hypothése conduit a negliger cette contrainte dales d& comporte-
ment.

Toutefois, les contraintes,; he sont pas nulles dans le modéle de Kirchhoff-Love.
Notamment, la contrainte de cisaillement transverse paugrjun réle important dans
I'évaluation des grandeurs significatives de la fissuratibast donc important de dis-
poser d’'une estimation de cette contrainte. Classiquerneli-ci s’obtient a partir des
équations d’équilibre tri-dimensionnelles.

Appliquons donc ces équations a la plaque, avec le chargatééni dans cette sec-
tion (forces volumiqueg)’, et surfaciqueg;” etg; surl'y etI*). On obtient :

Do = fV e
Lt o .39
La premiére éguation peut se décomposer selon :
O30i3 = —0a0ia — [ (1.37)
Remarquons que la condition de bord libre Barimplique ques;; = —g; surl=
(c’est-a-dire enx3 = —¢). Puis intégrons la derniére expression par rappost:a
e N (1.38)

On en déduit, pour le cisaillement transvesse :
T3 X3
ra=-g;~ [ 0o [ 1. (1.39)

On va maintenant expliciter cette expression. Dans le neadigKirchhoff-Love, les
contraintes planes,s s’expriment en fonction de la déformations(u) via la loi de
comportement :

Tas = Rapnu Tau(t) = Rapap [1au(w) — 3 03,,us] (1.40)
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Par ailleurs, on a établi les expressiondg etm,s, €équation (1.25). Pour simplifier,
on suppose que la plaque est homogéne dans I'épaisseurRdgycne dépend pas de
x3. Ceci simplifie 'expression (1.25) (en annulant le tenséys,,,), et on obtient :

Nag = 2e 5 Raﬁx\,u o (ﬂ) ( )
2e3 141
Mag = —? Raﬁ)\ﬂ 8§“u3

Ainsi, on en déduit I'expression de,z en fonction des grandeurs,s et m,gs, qui
sont indépendantes dg :

1

3
Oup = 5z (nag + 23 = ma5> (1.42)

Remplagong .z par son expression (1.42) dans I'expression (1.39) :

1 [*

3 s
Oa3 = —q, — P (8/3 N + 8 2 s mag) ds — / fads. (1.43)

L'équation d’équilibre du probleme de membrane a aussigigraée par-ds n.s =
F,, (1.33), oUF,, est la résultante des forcgd et g=. De plus, commen,; ne dépend
pas ders, on peut calculer facilement :

B _ T3+ € 3 (I’% — 62) z3
Oa3 = —0o + 5z F, s O Map 3 fads. (1.44)

Remarque 4 CommeF, = [*_fY dxs + g} + g, on peut voir ici que :
Ta3(+€) = g4, (1.45)

ce qui est consistant avec la condition tridimensionnedidodrd libre.

Définition 3 L'effort tranchantT,,, pour le modéle de Kirchhoff-Love, est défini par :

T, = aﬁ Map (146)

En intégrant la relation (1.44), on va montrer que l'intégdu cisaillement transverse
estliée dl, :

+€ € .
/ Ouzdrs = —2eg, + (/ :U52—|€- 5 dxg) .
€ 2 2 +€ 3
— (/ 3(23—8%8) dxg,) T, —/ (/ fa(x1, 29, 8) ds) dxs (2.47)

Cette équation (1.47) va se simplifier. D’abord, on a :
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puis en utilisant une intégration par partie, on obtient :

+e xs3 x3 € €
/ (/ fa(951,$275) dS) dxs [$3/ fa($17$275) ds] —/ T3 fo drs
= 5/ fadx3_/ l’gfadﬂf;g.

En regroupant, 'équation (1.47) devient :

£

+e €
/ Uagdx3:—25g;+5Fa+Ta—€/ fadw3+/ 23 fo dxs (1.48)

3 —&

En remplacant,, par sa valeur, on obtient :

+e €
/ oasdrs = (gt —g.) +/ 23 fo drs +T, (1.49)

3 —&

-~

M,

Le terme souligné a été défini, équation (1.17), comme ldtegga du moment appli-
quUéM,.
On obtient finalement la relation suivante :

+e
/ (0% dIg = Ta -+ Ma, (150)

£

qui montre un résultat important ; I'effort tranchahit, défini pards m,s, est homogene
a l'intégrale sur I'épaisseur du cisaillement transveosseduel/,, = 0.

1.3 Modele de Mindlin-Reissner-Naghdi
Hypothéses physiques

Dans ce modéele, en plus des hypothéses déja formulées daadi¢al.l, (élasticité
linéarisée, et hypothése dite des "sections planes"), ofhigiothese suivante :

Hypothese 5 la contrainteoss, dite de pincement, est négligeable devant les autresaiotes
0a3-
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Expression du déplacement dans le modéle de Mindlin-Reissner

Dans ce modéle, un segment normal au plan moyen peut ne pastkr orthogonal
apres déformation. Ainsi, leotation de la normalgnotéed,, est une inconnue supplé-
mentaire du probleme (dans le modéle de Kirchhoff-Love \@itd, = —0,u3).

Ainsi, dans le modele de Mindlin-Reissner, on considere Hamps de déplacements
de la forme :
U (T1, %2, 73) = U, (T1,72) + T3 04(71, T2)

1.51
Ug(ﬂil,iﬂz,xs) = U3(1’1,$2) ( )

Par conséquent, la déformation de cisaillement transveese pas nulle. Les termes
Yas (1) valent :

1 1
Yas (u) = 5 (aaU;g + agua) = 5 ((9au3 + Oa) 7é 0 (152)

Dans le modele de Kirchhoff-Love, ces termes étaient suéxposls.

A partir de (1.51), on peut déduire I'expression du tensegrdéformation. Comme
733 €St supposé nul, on présente séparément les composames-pla«) et celles de
cisaillement transverse,s(u) :

Yap(u) = % (Oaip + Optia) = Yap(w) + 3 Yap(0) (1.53)

Yaz(u) = % (Oqus + 6,) (1.54)

Loi de comportement

Par rapport au modéle de Kirchhoff-Love, on a en plus lesasuy et,,3 (rappelons
gue-yss est supposé nul, et qug; sera négligé devant les autres composantgsOn va
faire I'hnypothése des matériaux monocliniques (qui engligbcas homogéne isotrope),
ce qui signifie :

— les termes 3 ne dépendent pas dgs,

— et les termes,; ne dépendent ni de,s ni devyss.

On en déduit que la loi de comportement est de la forme :

O-Ocﬂ - Ea,@ku ’VA;L . _ 1 55
{ Ta3 = Raznz a3 + Razsy 130 = 2 Rasaz a3 ( )

Dans le cas homogéne isotrope, on utilise la loi de Hooker Rsutermess,z, la
relation est identique a celle obtenue dans le cas KircHimfe, équation (1.8) :
E

1_.2 [(1 =) Yap + v 720 Gas |- (1.56)

OaB =

Pour les termes,s3, un facteur de correction est souvant introduit. En prenant en
compte ce facteur, la loi de Hooke conduit a :
K

K
1+v
33

Yas- (1.57)

Oa3 =



CHAPITRE 1. MODELISATION EN ELEMENTS FINIS DES PLAQUES FISHRREES

Le coefficients est souvent pris égal?

Formulation variationnelle

Dans ce paragraphe, on va écrire le probleme variationnehallele de Mindlin,
d’abord indépendamment de la loi de comportement. Le chageest exprime de la
méme maniere gu’avec Kirchhoff-Love : des forces volumigfjé sont appliquées sur
la plaque, et des forces surfaciqugset g; sont appliquées sur les faces supérieure et
inférieure de la plague. Les conditions aux limites du med&int les méme que précé-
demment (encastrement, appui simple et bord libre).

En notantu et v deux déplacements tridimensionnels de composantesy;, I'ex-
pression du principe des travaux virtuels donne :

/ 04 Vi (v) dz = f s dx—i—/ gi v da V. (1.58)
€ Qg r

€
+

Pour obtenir la formulation variationnelle du probléme degpe, il faut ramener le
probléme sur le plan moyen, et I'exprimer en fonction desimzies de Mindlin-Reissner,
définies en1.51).

Dans l'intégrande du membre de gauche, on rempjg¢e) par son expression (1.53
- 1.54). De plusy est défini par un triplet des déplacements de Mindlin-Rerssizes

(yoﬂ Vs, ¢a) :

035 % (V) = 0ag Yap(V) + T3 Tag Yas() + oz (Oats + Va) (1.59)

Pour le terme cisaillement transverse, le factedans (1.54) disparait car la double
somme;; v;;(v) contiento s Yas(v) + 034 Y30 (v), QUi VaUL2 043 Yas(v).

On introduit cette expression dans (1.58), et en transfotijaen [, [°_, on obtient :

/ O-ij’yij (U)dQE

~ [([ o) oo ([ 000} sty ([ 0ua) (@ura ) a0 (1.60)

Nap Mag T,

De cette maniéere, on a mis en évidence 3 grandeurs impastams grandeurs,; et
mag, qui désignent les efforts de membrane et le moment de flesa@t définies comme
pour le modéle de Kirchhoff-Love, expressions (1.9) et@L.Définissons maintenant la
troisieme grandeur :

Définition 4 L’effort tranchant est défini par :

+e
Ta = / Oa3 dl’g (161)

)
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Passons maintenant au membre de droite. Par un calcul isév@laelui mené equa-
tions (1.13) a (1.18), on obtient I'expression du second brefren fonction des différents
déplacement&,,, vs, 1) (il suffit de remplacer-0,v3 pary,). Ensuite, les composantes
du chargemenf)” et g sont regroupées dans des résultantes globales, ngtéea/,,,
dont les expressions ont déja été données équations (1.(61€). Donc le membre de
droite peut s’écrire :

[(v) =l(ya,v3,%):/ﬂFaQadQ+/

Fyv3dQ + / M, 1), d© (1.62)
Q Q

En notaniV’ 'espace des déplacements admissibles de la forme (11/bpgwd écrire
I'expression de la formulation variationnelle :

Equation Trouver(u,, us,0,) € W, tel queV (v, vs, ,) € W, on ait :

/ s Yos () d2 + / Miags Yo (1) A2+ / To(Bavs + ) A2 = (v, 03, 0) (1.63)
(9] (9] Q

Cette formulation (1.63) est posée sur le plan moyen. Poug égiparaitre les incon-
nues(u,, us, ,), il faut calculern,, m.gs, etT, au moyen de la loi de comportement.

Expression du probléme en déplacement

Pour calculer les tenseurs,s, m.s €t7T,, on va suivre la méme démarche que pour
le modeéle de Kirchhoff-Love, et introduire les mémes tenséilgy,., Hapr, €t Dagay

+e
Eaﬂ)\u = / Ra5>\M dl‘g

€

+e
Ha,ﬁ’)\,u = / xs Raﬁku dl’g

3

+e
l)oég)\lu = / SL’% Rag,\u d$C3

€

De plus, on introduit ici le tenseur,,, :

Ga)\ = / 2Ea3)\3 dﬂ?g (164)

—€

Dans le cas du modéle de Kirchhoff-Love, les tenseurset m,z ont été calculés
equations (1.20) a (1.25). Il suffit de remplaced,uz par 6, dans ces équations pour
déduire les expressions g etm,; dans le modéle de Mindlin-Reissner. Ce qui donne :

Nag = Eapru Wau(w) + Haprg 12 (0) (1.65)
Mmaeg = Haﬁ)\u 7Au(ﬂ) + Daﬁ)\,u 'VALL(Q) (166)
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De la méme maniere, en utilisant I'expression (1.55), lseenl,, vaut :

€ e 1
Ta = / Oa3 dl’g = / 2Rag)\3 7,\3(u) dl’3 = QGQ)\ (a)\U3 + 9)\> (167)

—& —&

carv,3(u) ne dépend pas de;. En reprenant I'expression du principe des travaux
virtuels (1.63), on fait apparaitfe,, , us, 0, ainsi que la loi de comportement :

Principe des travaux virtuels Trouver(u,, ug, 0,) € W, tel queV(v,,, vs,¥,) € W, 0n
ait :

/Q [Eapru V() + Haprp Yau(0)] vap(w)
n / (Hosrg (1) + Do s(0)] 7 (1) (1.68)
+ /Q 5 Clor (Buty +00) (O +402) = 12,03,

L'expression du second membre a été donnée par I'équatiéa).1

Remarque 5 Comme dans le modele de Kirchhoff-Love, si le tengéuy,,, s’annule,
alors on peut découpler le probleme en deux sous-problentiaa dit de membrane,
l'autre dit de "flexion-rotation" (qui détermine les incomes(us, 6,,).

Cas homogene isotrope Dans ce cas, pour exprimer la formulation variationnelle, i
suffit d’expliciter les tenseurf, g ,, Haopau, Daprp €L Gan, PUiS de reporter ces expres-
sions dans les expressionsidg;, m.s et1,, équations(1.65), (1.66) et (1.67).

De la méme maniére qu’avec le modeéle de Kirchhoff-Love, douta facilement :

_ 253 _
Eopau = 2€ Rapay s Hapry =05 Dagrp = 5 Rogau (1.69)

CommeH,z,, est nul, le probleme de membrane sera découplé de celui denflex
De plus, comme les résultats sont identiques au cas Kirthlook, I'expression de:,s
sera identique, et celle de,s ne differera que par le changementajgu3 env,s(0) :

Napg = 12?; [(1 = v) Yap(w) + v yax(w) dagp] (1.70)
E 3
Moy = g [ (1= ) 200(6) + v 20a(6) 805 (L.71)

Le tenseulG,, se calcule facilement a partir de (1.55) :

R 2F
Ga)\ = / 2Ra3)\3 Cl$3 = ng, (172)
1+v

—&
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ce qui permet d’exprimef, :
2FE ke Erke

Ta: « ==
1+v Ve (1) 1+ v

(Dutts + ). (1.73)

Comme le tenseut,; possede la méme expression dans les 2 modeéles, le probleme
variationnel de membrane en Mindlin-Reissner est identiglexpression (1.30).

Le probléme de flexion-rotation sera lui assez différent :
Equation (Flexion-Rotation) Trouver(us, 6,) tel que :

3
Vo to)s g [ 10— )905(6) 20a(0) + 1 100 (6) 735(0)] a0
Eke
1 T /Q (aQUg), -+ 9a) (c%vg + ¢a> dQ = /Q (F3 (%] + Mawa) dQ (174)

avecFy = [° fYdrs + gf + g5 etM, = (gt — g5) + [T w3 fY dus.

Remarque 6 Dans cette formulation (1.74), on peut remarquer que le parae d’épais-
seure ne joue pas le méme réle dans les 2 termes : pour la flexion élesé au cube,
alors qu’il n"apparait qu’a la puissance 1 pour I'autre teemDans le cas os est petit, ce
déséquilibre est source de verrouillage numérique (cetetspera exposé dans la section
suivante).

Existence et unicité

Le probléme (1.74) admet une unique solution sous 2 comgitio

— Les déplacements de corps rigides sont bloqués (par ezampl partie du bord
du domaine, de mesure non-nulle, porte une condition dsrexaent ou d’appui
simple).

— Les fonctions inconnues,, us etd,, sont cherchées darg' () (espace défini dans

[1]).

Equations d’équilibre

Il'y a trois équations d’équilibre : I'équation de membracel|e de flexion et celle de
rotation. Celle de membrane, découplée des 2 autres, esifiger celle obtenue avec
le modéle de Kirchhoff-Love, voir équation (1.32). Les innoesu; etd,, sont couplées
dans les équations de flexion et de rotation.

De la méme maniere que dans le modele de Kirchhoff-Love,laale unitaire exté-
rieure est notég, et le vecteur tangent, de telle maniére qu@, a) soit un repére direct.
Equation de flexion dans le cas homogeéne isotrope

EFre

T+ V(aiaU:g + 8a Ha) = F3 sur

uz =0 surl'oUIy
Toboe =0 surls.
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avecrky etT, donnés par (1.16) et (1.73).
Equation de rotation dans le cas homogéne isotrope

Ee3 Ex

2 2 £
30112 (1 = 1) 33500 + (1 +v)02505] + H—y@“““f +0,) = M, surQ
0, = 0 surl
Mapg bﬁ = 0 surl’y Ul
(1.75)

Les expressions d¥,, etm,z ont eté donneées par (1.17) et (1.71).

Les deux équations sut de ces deux probléemes peuvent aussi s’écrire respective-
ment :

—0,To = Fy (1.76)
— M + Ty = M,. (1.77)
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2 Discrétisation par la Méthode des Eléments Finis (MEF)

Dans ce chapitre nous présentons quelques éléments slouedtachamp de dépla-
cement d’une plaque avec la méthode des éléments finis. Racuic des deux modéles
considérés, la discrétisation pose des difficultés spéeiiqg

Le modele de Kirchhoff-Love conduit a une formulation véidanelle posé dan&?.
Or, pour construire un espace d’approximation confornfagil un élément fin’'. Nous
passerons en revue quelques éléments, en terminant suénesnés HCT/FVS réduits,
dont le codt raisonnable et la bonne précision ont reterme Rdtention.

Le modele de Mindlin-Reissner pose des difficultés d’un tatiteagenre. Sa formu-
lation variationnelle est posée daHs, ce qui permet donc I'utilisation d'un élément fini
CY. Mais il est bien connu des numériciens que ce modéle de MiR#issner est sujet
au phénomene dit de "verrouillage numeérique". En effet, peaiplaques dont le rapport
épaisseur/longueur est faible, les élémentgriangulaires ou);-quadrangulaires, qui
auraient das étres suffisants, conduisent a des résultaishés d’erreurs. Beaucoup de
travaux ont été dédiés a cette difficulté, et de nombreux&tésont été développés qui
évitent ce phénomeéne, le plus célébre étant le QUAD 4. Nogsgpans en revue quelques
uns de ces éléments et les principes sous-jacents qui penmnd®viter le verrouillage
numerique.

2.1 Discrétisation du modeéle de Kirchhoff-Love en éléments fini€!

La formulation variationnelle du modéle de Kirchhoff-Lowst posée dang?, et elle
met en jeu des dérivées d’ordre 2. L'utilisation d’élémdis de continuité seulement
C° n'est donc pas adéquat, car la dérivée seconde de tellesofmma’est en général pas
L?, ce qui n'est pas utilisable dans un cadre standard.

Notre présentation des éléments fidisse restreint aux méthodes d’approximation
conforme : I'espace d’approximation est inclus d&fs L'essentiel de ce que nous pré-
sentons est issu de la référence [5].

L'exemple le plus célebre d’élément figt est le triangle d’Argyris. Ses fonctions de
forme sont des polyndme; sur chagque élément. Notols,;, a2, az) les sommets du
triangle, et(a;s, a13, as3) les milieux de ses cotés.

Y = {p(al)v alp(ai)a 02p(a'i)7 8%1}?(&1'), a%QP(ai)v a§2p(ai)v 1<:1<3
Onp(aiz), Onp(aiz), Onp(azs)}

La dimension de I'espack; est 21, et I'élément d’Argyris posséde 6 degrés de liberté
par noeud, plus un degré de liberté (ddl) sur chaque aréte.

Pour diminuer le co(t de calcul, il est possible de restrein@spacePs : on peut
ajouter la contrainte que la dérivée normale le long de tkas@it de degrés 3 seulement
(au lieu de 4), ce qui supprime les 3 ddl sur les arétes. Ceduiba I'élément dit de
Bell, ou Argyris réduit. La dimension de I'espafg réduit est 18.
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&
A3

&3
&

FIG. 1.2 — Schématisation des degrés de liberté de I'élémentiis

Cependant, il a pu étre prouvé qu’en prenant des fonctionympoliales par élément,
ce triangle de Bell est optimal : il n’est pas possible de aqoirst un élément finC!,
avec des fonctions polynomiales sur chaque triangle, godirhension soit inférieure
a 18. Donc pour réduire encore le colt de calcul, il fautadilides fonctions de forme
non-polynomiales.

Dans I'élément HCT (du nom de ses 3 concepteurs : Hsieh, Claufbceer), I'uti-
lisation de fonctions polynomiales par morceaux a permifagte baisser le colt. Dans
cet élément, le triangle est sous-divisé en 3 sous-triangtdes fonctions de forme sont
polynomiales par morceaux : ce sont des polyndiesur chacun des sous-triangles,
raccordés globalemedt sur tout I'élément. Pour ce raccord, il suffit d'imposer latio
nuité de la fonction et de ses dérivées au centre de I'éléfnetéa sur la figure 1.3), ainsi
que I'égalité de la dérivée normale au centre des 3 segmentg. Les 3 sous-triangles
sont notésys;.

FIG. 1.3 — Schématisation des degrés de liberté de I'élément HCT

Les 3 polynémes’; font 30 degrés de liberté. L'égalité de la fonction et de sgivées
en chaque noeud; induit 9 contraintes. Le racco@ au centre ajoute 6 contraintes, et
la continuité de la dérivée normale le long des segmienis;| ajoute aussi 3 contraintes.
Il reste donc 12 degrés de liberté : la fonction et ses 2 désie@ chaque noeud, ainsi que
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la dérivée normale le long des c6tés.

Px = {peC'(K); (K;), 1 <i <3} ; dim Pk =12
Yk = {p(ai), Owp(a:), 3210(%) 1<i<3
Inp(ai2), Onp(ais), Onplass)}

Ce nombre de 12 degrés de liberté est presque satisfaisasttelhcore possible de le
faire baisser, en appliquant I'idée de réduction qui a cdradutriangle de Bell. En effet,
on peut réduire I'espacEy des fonctions de forme du HCT, en imposant que la dérivée
normale ne soit qué’; (au lieu deP,) le long des bords. Ceci permet d’éliminer les 3
ddl de dérivée normale le long du bord, et on obtient un élé@&xdegrés de liberté par
noeud (la fonction et ses 2 dérivées).

Passer de 12 a 9 peut sembler une économie marginale. Ha,réalierme de nombre
total de ddl, I'impact est important. Dans le cas d’un mg#driangulaire structuré, le
nombre de ddl est presque divisé par 2. En effet, sur un dleagride N? carrés, avec
chaque carré divisé en 2 triangles rectangles isoceles( dmal)? noeuds, dong(N +
1)% ddl en HCT réduit. Passer en HCT complet ajoute 1 ddl par até&te,geut facilement
voir qu'ily a 3N? + 2N arétes. Asymptotiquement, le HCT complet double le nombre de
ddl.

L'élément HCT, réduit ou complet, posséde un équivalent eadgiatere, nommé
FVS (pour Fraejis de Veubeke et Sanders). Le quadrilatéréivesé en 4 triangles, voir
Fig 1.4. Comme pour le triangle HCT, les fonctions de forme sestpolynéme$>; sur
chague sous-triangle, raccord®s

FIG. 1.4 — Schématisation des degrés de liberté de I'élément FVS

En partant de 4 polynbmédg;, on a 40 ddl. L'égalité de la fonction et de ses dérivées
aux 4 sommets ajoute 12 contraintes. Les raccords de laéganrmale aux milieux des
4 segment$u, a;] ajoute 4 contraintes. Ensuite, il y a la continuité au cemtigui ajoute
3 contraintes, et la continuité des dérivées. A premiéreovugeut croire que ¢a ajoute 6
contraintes, mais en fait ¢ca n’en ajoute que 5. Ce qui conduit @40 — 24 = 16 ddls,
qui sont les valeurs et les dérivées en chaque noeud, pldsdésvées normales le long
des 4 cotés.
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De la méme maniére que pour le HCT, on peut réduire I'espacelgiagmes, pour
éliminer les 4 ddl le long des arétes, et retomber sur un &léen8 degrés de liberté par
noeud.

Précision des éléments et régularité minimale Dans les estimations d’erreur a priori
formulées dans [5], un principe est conservé : plus le degrfedpace de polynémes
est grand, et plus I'élément est précis. Mais, bien sur, [#l&ment est "précis”, plus la
solution exacte doit étre supposée réguliere pour quertiatibn d’erreur optimale soit
vérifiée.

Les données chiffrées sont résumées dans le tableau TABuitahs(ouh désigne
le pas de maillage, étu — u"||, désigne I'erreur en norm&? de la solution approchée
u" par rapport a la solution exactg.

Elément fini dimPg [lu —u"||, Régularité de:
Argyris 21 O(h*) u € H°
Bell 18 O(h?) u e Hb
HCT/FVS 12/16  O(h?) ue H
HCT/FVS réduit  9/12 O(h) ue H?

TaB. 1.1 — Précision des éléments figis

2.2 Traitement du verrouillage numeérique pour le modele de Mindlin-
Reissner

La formulation variationnelle du modéle de Mindlin-Reissest posée dans!, donc
des élément€® sont suffisants, en théorie, pour définir une méthode cordmatisfai-
sante. Par exemple des éléments fiRigriangulaires ou?);-quadrangulaires. Mais en
pratique, sur des plaques d’épaisseur faible, ces élément®nnent pas satisfaction :
plus I'épaisseur est mince, et plus les résultats sontégus® phénomene, connu depuis
longtemps, est appellé verrouillage numérique.

Nous présentons ce phénomene, et aussi quelques techogyedes permettant de
le traiter. Nous nous limitons a des éléments de bas degrésont les plus utilisés dans
les applications industrielles.

Les techniques qui permettent de traiter le verrouillagaénique ont permis de dé-
velopper des éléments dits sans verrouillage ("locking*jreCitons notamment :
— l'intégration réduite du terme de cisaillement transeegtilisée dans I'élément
QUAD 4),
— linsertion, au niveau discret, des relations de Kirclvhaive (éléments DKT/DKQ
et DST/DSQ),
— la projection sur des polynémes de plus bas degrés (élévtiéat 4).
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Remarque 7 En parlant du verrouillage numérique, le terme d"épaisSast en réalité
imprécis. C'est I'élancement, c’est-a-dire le rapport degaisseur sur une dimension ca-
ractéristique de la plaque qui conditionne le verrouillagemérique. Cette considération
se vérifie numériqguement. Néanmoins, dans cette sectiorgriargd’épaisseur car les
tests numériques ne mettent en jeu que des plaques carréesdk

Le verrouillage numérique

Nous avons évoqué ci-dessus la source de ce phénomeénegitildgd’influence de
I'épaisseur dans le probleme de flexion-rotation. Nous efpps que ce probleme peut
s’écrire :

Formulation variationnelle du probleme de flexion-rotation en homogéne isotrope
Trouver(us, 0,,) tel quev(vs, ¥, ), on ait :

3(%(5”2) /S; [(1 — I/) ”ya[g(ﬁ) ")/ag(w> +v 'Yaa(e) 755(1/})} ds
Eek
+1 +v /Q (Oatz + ba) (Oavs + Ya) d = 1(vs,Y0a)

Le terme de cisaillement transverse est fonction du paremgéalors que le terme de
flexion est fonction de®. Donc, plus I'épaisseur est faible et plus le cisaillemesans-
verse est prépondérant, ce qui se traduit par une pénatisadti terme de cisaillement
transverse. Le terme&,us + 0, a tendance a devenir trés petit, ce qui induit un couplage
indésirable entre; eté.

La conséquence est que les éléments finis de Bypmi (), ne sont pas du tout adap-
tés a ce type de résolution. Pour illustrer ce propos, noégseptons un exemple de ver-
rouillage numérique, en utilisant I'élémeiy.

Un exemple de verrouillage numérique

Le cas-test suivant sera utilisé tout au long de cette sediic’agit d’'une plaque
carrée de coté, d’épaisseu . Deux cotés opposés de la plague sont encastrés, avec une
condition de bord libre sur les deux autres, voir Fig. 1.5fd@e supérieure est soumise
a une pression uniforme perpendiculaire, ndtéé.e matériau est homogene et isotrope
de module d’Young¥ et de coefficient de Poissoen

On dispose de I'expression exacte de la solution dans leactisydier ou le coefficient
de Poisson est pris égal &. Dans ce cag), est nul, etus etf; ne dépendent pas de la
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X2

bord libre

bord

P bord
encastré

encastré

plaque

bord libre

FIG. 1.5 — Schéma du cas-test : plaque en flexion

variablex,. Voici I'expression de la solution exacte :

P
ug(zy) = T6ES x1(zy — L)(2] — Lo, — 8&?)
—p
91(1’1) = @ ZE1<2ZE% - 3Ll’1 + LQ)
02(1)1) =0

La longueur de la plaque est notéeet vautl dans les applications. Le déplacement
vertical est maximal em; = 1/2. La pressionP est choisie de maniére a normaliser le
déplacement par rapport a I'épaisseur. Ainsi, on pourrapewar I'erreur commise sur
cette valeur maximale en faisant varier I'épaisseur.

Utilisation des polyndmes();, sans traitement anti-verrouillage

Ce cas-test a été programmé dans la bibliotheque de calcelopgée dans notre
équipe, Getfem++ [9].

Sur un maillage structurks x 15, nous avons testé des valeurssdariant de de). 1
a0.01. La solution exacte étant monodimensionnelle, nous néseptons sur la Fig. 1.6
gu’une coupe longitudinale de la solution obtenue, poudiférentes valeurs de. On
peut constater que le déplacement maximal normalisé b@igaBerement aveg, au lieu
de rester proche de La solution numérique n’a progressivement plus rien a aeéc la
solution exacte.
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FIG. 1.6 — Coupe de la solution numérique, pour plusieurs valdeus

Interprétation mathématique du verrouillage, dans le cas @ I'élément P, -triangulaire

Dans le cas de I'élémett, on peut donner une interprétation simple du phénomeéne.
Le termed,usz + 6, étant pénalisé, il est trés petit. Dans le cas de polyndmes, us est
constant par élément. Commig ~ —0d,us3, on déduit que),, est constant par élément.
Or 6, est aussi continu, donc constant sur tout le domaine. Commartie du bord
est encastréd,, est globalement nul. Dong,u; I'est aussi. Ce qui implique que; est
constant suf2, et comme une partie du bord est encastigest également nul.

Dans ce cas, il y a verrouillage car I'élément fiRi n’est pas "assez riche" pour
représenter une solution vérifiantus + 6, ~ 0.

Quelques techniques classiques pour éviter le verrouillagnumeérique

Nous présentons trois technigues classiques permettaritat’le verrouillage numé-
rique. Ensuite, pour deux des méthodes, nous présentotestieslustrant leur efficacité.

Intégration réduite (QUAD 4)

Cette technique est trés souvent utilisée dans les codestiigdst Elle consiste a
utiliser un élément fini classique, comme I'éléméhtpar exemple. Mais dans I'assem-
blage du terme de cisaillement transverse, on utilise umaule d’intégration de degré
plus faible que celui qui est théoriquement requis pourrauoicalcul exact de la matrice
élémentaire.

Pour I'élément),, on peut utiliser par exemple une formule d’intégrationrdie 2,
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et une formule de degré 1 (a un seul point de Gauss) pour idaisant transverse. C’est
le principe de I'élément "QUAD 4".

La sous-intégration peut s’interpréter comme une maniereethxer la contrainte
O.uz + 0, ~ 0. Avec une formule d’intégration peu précise, on peut awinullité au
sens intégral, mais pas point par point, ce qui permet édélgtcouplage indésirable entre
aaU:g etd,,.

Méthodes discretes (DKT/DKQ et DST/DSQ)

Les initiales DKT/DKQ signifient "Discrete Kirchhoff Triahg/Quadrangle”, alors
gue DST/DSQ signifient "Discrete Shear Triangle/Quadrangleur ces éléments, des
versions pour triangle et quadrangle ont pu étre constraiieles mémes principes. Notre
présentation de ces méthodes est issue de [25, 26].

Eléments avec relation de Kirchhoff (DKT/DKQ) Lidée de base de ces éléments
est de partir du modele de Mindlin-Reissner, et de négligeelme de cisaillement
transverse. Ensuite, pour avoir un probleme bien posé,ldiae de Kirchhoff-Love
O,usz + 0, = 0 estimposée en un certain nombre de noeuds.

Voici, plus précisément, la maniere dont se construit fieét. La rotation de la nor-
male est définie aux sommets de I'élément et au milieu desesgighdonc représentée
en P, ou @,-incomplet (pour les triangles ou les quadrangles), et thélést prise efRs-
Hermite incomplet (3 ddI par noeud : un pour la valeurgleet deux pour les dérivées).

Ensuite, on impose plusieurs contraintes :

— Au milieu des arétes de I'élément, la combinaiggh, est réduite du degré 2 au
degré 1 (une contrainte par aréte),

— aux sommets, on imposkus + 6, = 0 (2 contraintes par sommet),

— au milieu des arétes, cette relation est imposée de fagmenéelle : (0, us +
0.)a, = 0, OUa, est latangente a l'aréte (1 contrainte par aréte).

Si on fait le bilan en terme de nombre de degrés de libertéptiard :

Triangle Quadrangle
6 x 2 ddl en rotation 8 x 2 ddl en rotation
3 x 3 ddl en fleche 4 x 3 ddl en fleche
- (3 + 6 + 3) ddI contraintes - (4 + 8 + 4) contraintes
9 ddl 12 ddl

Ce qui fait bien 3 ddl par noeud. Signalons pour finir que la tsmbunumérique
construite avec cet élément converge vers la solution duetaatk Kirchhoff-Love. Il
est donc préférable d'utiliser cet élément sur des plaguesas.

Représentation discrete du cisaillement transverse (DSTBQ) Signalons que cet
élément, en version quadrangle, est I'élément par défand lddogiciel SAMCEF (pour
les plaques en flexion). Nous n’en faisons ici qu’une pregent abrégée.
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Dans les éléments DKT/DKQ ci-dessus, le cisaillement trarse est néglige, ce qui
n’est pas toujours souhaitable. En se basant sur les idéBKTUDKQ), il a été possible
de construire des éléments possedant une représentatasadiement transverse, d’ou
'appellation DST/DSQ (Discrete Shear Triangle/Quadteng

Afin d’éviter le verrouillage numérique, la déformation dsaillement transverse est
remplacée par une expression qui est fonction du momentxderfle

1. On suppose d’abord que
ce qui a été exprimé par I'équation d’équilibre (1.77), amede moment appliqué
pres.

2. Ensuite, la relation (1.67) entre I'effort tranch&itet la déformation de cisaille-
ment transversé,us + 0, est inversible, d’ou :

Oatis + 0o =2 G s Ty = 2 G Oxmigy. (1.79)

3. Ainsi, le terme de cisaillement transvergeT,, (u)(d.v3 + 1) €st remplacé par :

/ (9,\ma,\ G;ﬁl 8um/3u- (180)
K

La rotation de la normale est représentéd’g(pour le DST) ou), incomplet (8 ddl,
pour le DSQ), et la fleche ef, ou Q). On impose une réduction de la rotation normale :
0,b, est pris linéaire, ce qui supprime 1 ddl par coté. Il restecdbddl| a supprimer sur
chaque aréte pour ramener la rotation a 2 ddl par noeud.

Remarquons que I'approximation numérique du terme (1.8Qnetra en jeu que
les fonctions de forme de degré 2 eMais surtout, la construction ci-dessus a fait
disparaitreus.

Pour éliminer le dernier ddl et retrouveg, on impose que la déformation de ci-
saillement transverse construite via la contraifitesoit reliée a la déformation standard
d.uz + 0,. On impose 'égalité des composantes tangentielles, asi isgdgral et sur
chaque bord :

1
/15(00/@ +0,)a, = /Z(Gaﬁlﬁumgu)aa, (1.812)

en notant,, le vecteur tangentiel au bord.

Cette contrainte permet donc de retomber sur un élément aggaddbeud (1 pour la
fleche, 2 pour la rotation de la normale).

L'élément MITC 4

Comme pour les autres éléments, le MITC 4 est basé sur umtiitespécifique du
terme de cisaillement transverse (le terme de flexion et treec I'élémeng); standard).
On introduit un opérateur de projection (dit aussi de rédagt notéR, 3, dans le terme
de cisaillement transversé,us + 6, est remplacé pal,us + R.z05.
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Cet opérateur?, s, appliqué &, projette les polynéme);]” sur I'espace des po-
lyndmes Qo1 x Q1 (0U Q;; désigne les polyndmes de degrés i en la premiére va-
riable et j en la deuxiéme). AinsiR,s transforme toute fonctiofy,,¢») de la forme

a; +bix + cy + dyvy a+ by 4

enR, = . Cet opérateur est donc une ap-
( as + box + coy + doy 59 c+dx P P
plication linéaire.

Plus précisément, I'opératefiy, ; est défini, pour toute fonction appartenant g, ]2,
par :

/Raﬂ@b@aa = /waaa V[ aréte du maillage (1.82)
l l

Une présentation plus précise, avec notamment I'expreggaérique de la matrice
R, s (valable pour des maillages non-structurés), est donnéermsxe.

Tests numériques

Nous avons testé le QUAD 4 et le MITC 4 sur le méme cas que peéuéent. Sur la
méme grille structurées x 15, plusieurs épaisseurs ont été testées. L'erreur en nilrime
est tracée en fonction de la demi-épaisseures résultats sont tres stables jusqu’a des
épaisseurs presque irréalisables. Nous représentonsf#seg de:; pours = 5.107%, en
QUAD 4 eten MITC 4.

Les méme tests ont ensuite été menés sur des grilles natdusées. Les résultats sont
satisfaisants, en particulier pour le MITC 4 dont I'erretaugmente presque pas.
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T 0 Stabilite de I'erreur du QUAD 4 (maillage 15 x 15)
o 10 T T T T
E
)
c
c
()
- -1
210 - - - = = o X~ E
[5] = -
2 T o=
< I
o R & ----- C-=-=-=0---=--3
o 10 E
= — © — maillage structure
g — * — maillage non-structure
5
g 10 ’ -6 ‘—5 ‘—4 ‘—3 ‘—2 -1
w 10 10 10 10 10 10

demi-epaisseur €

0.973

G.%g

1.001.00

FIG. 1.7 — En haut : erreur de I'élément QUAD 4. En bas : la solutiomérique pour
e = 5.107% (maillage structuré).
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T 0 Stabilite de I'erreur du MITC 4 (maillage 15 x 15)
<] 10 T T T T
g — © — maillage structure
c — * — maillage non-structure
5]
5 -1
210 E
[$]
Q
©
B ©:::::§:::::@::::%::::::@
he] -2
o 10 E
=
K|
[
S -3 L L L L
g 10 6 5 -4 3 2 1
w 10 10 10 10 10 10

demi-epaisseur €

0.973

0-8%0

1.001.00

FIG. 1.8 — En haut : erreur de I'élément MITC 4. En bas : la soluiamérique pour
e = 5.107% (maillage structuré).
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3 Meécanique de la rupture

La mécanique de la rupture a pour objet d’étudier et de prd@imorcage et la pro-
pagation des fissures. L'idée de base est la suivante : uneefiss propage si I'énergie
recue par le matériau dépasse son énergie de cohésion.

Dans cette discipline, 'ensemble des matériaux est dansZcatégories. Un matériau
est dit fragile si la rupture apparait sous une contrairféigure a sa limite d’élasticité.
Dans ce cas les phénomenes de rupture apparaissent notbavaehles phénomenes
de plasticité, ce qui signifie qu'il y a rupture alors que lenportement du matériau
reste élastique linéaire. Dans le cas contraire, si la rapga produit au-dela du seuil
d’élasticité, on parle de matériau ductile.

La branche qui étudie les matériaux fragiles s’appelle l@anigue linéaire de la
rupture. C’est le modele de rupture le plus simple a étudiais thapporte des renseigne-
ments intéressants et tres pertinents, qui peuvent p&treisuffisants selon I'application
mécanique étudiée. Le verre, et les aciers a basse termeesant des exemples de ma-
tériaux dits fragiles.

Concept de Taux de Restitution d’Energie Lorsqu’une fissure (ou plus généralement
un défaut) est présente dans un matériau, et lorsque ¢eltsollicitée, alors il se produit
une concentration des contraintes pres du défaut. Dansdelmbnéaire, cela se traduit
par I'apparition d’'une singularité du champ de contrainteglui-ci tend vers l'infini

a la pointe du fond de fissure. Or, une extension de la fissage@npagnerait d’'une
variation d’énergie élastique. Cette variation d’énergssociée a I'extension de la fissure,
a été définie par Griffith, comme le taux de restitution d’gre(TRE), noté&j. Dans la
mécanique de la rupture, on considére qu'il y a propagatetadissure si le TRE est
supérieur a I'énergie de cohésion du matériau, c’est@sdiile TREG atteint une valeur
critique G... Cette valeur est une constante caractéristique du matériau

3.1 Modes de rupture et facteurs d’intensité de contrainte (FIC)

Selon le type de structure (poutre, plaque...), 'expmssies singularités est diffé-
rente. Du point de vue mathématique, les modeles de plagéssmiés ici sont des pro-
blemes elliptiques. En domaine fissuré, leur solutiose décompose comme la somme
d’'une partie réguliere” et d’'une partie singuliere® (voir [10]). La partie singuliere est
composée d’'un nombre réduit de modes, définis a une constauttiplicative pres.

Ces constantes multiplicatives sont appelées Facteuedsiié de Contraintes (FIC),
et notéesk; et K, pour le modeéle de Kirchhoff-Love, &t;, K;;, K;;; pour celui de
Mindin-Reissner. Elles indiquent la présence ou non de lgutamité, et 'amplitude de
celle-ci. Elles ont donc une grande importance en pratigaeglles permettent d’inter-
préter le risque de propagation de fissure.

Les singularités du modéle de Kirchhoff-Love appartietiriel®/>="(Q)Vn > 0,
(voir [22, 10]), et comportent 2 modes singuliers (qui sotgranés en coordonnées po-
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laires, dans le repere indiqué Fig. 1.9) :

7 3 3 5 3
ug,KL<T7 @) = Ager r3? [Kl< v cos—gp—l—cosf) —|—K2< vt sin —¢ + sin —

)

3v—1) 2 2 3v—1) 2

(1.83)
V21— 12
2 Ee(3+v)

Pour les singularités du modéle de Mindlin-Reissner, qut sans H*/2(Q2), (voir
[37, 38]), on ne donne que les premiers termes du dévelopgemeuissance de pour
les 3 inconnues singulieré$, 05, us :

avecAg; =

3 5—3 3 5—3
gsME — \/F{KI(COS%D -1 : cos g) + KH(SiH%p EE Z) sing)} +O(r)

(1.84)
o3 T—-v . 3 T—v
Q;MR = \/?{KI(— sm?(p 175 smg) + KH(COS%O RS COS%) +O(r)
(1.85)
us™ = Koy \/Fsing +O(r),
(1.86)

la notationO(r) désignant un terme d’ordre

X2

r
I—C /{ Xy

FIG. 1.9 — Repére polaire, avec la fissure en trait gras.

=

FIG. 1.10 — Mode 1, dans les deux modelés et K7;).

Les deux modes singuliers du modéle de Kirchhoff-Love sohématisés Fig. 1.10

et 1.13. Les 3 modes singuliers du modéle de Mindlin-Reissma@rreprésentés Fig. 1.10,
1.11etl1.12.
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FIG. 1.11 — Mode 2 du modéle de Mindlin-Reissnéf;()

|

FIG. 1.12 — Mode 3 du modéle de Mindlin-Reissnéf;(;)

FIG. 1.13 — Mode 2 du modéle de Kirchhoff-Lov&Y).
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Les chargements de modes 2 et 3, dans le modele de MindlisfiReisonduisent
tous les deux au mode 2 dans le modeéle de Kirchhoff-Love. @hdailleurs remarquer
gue les modes 2 et 3 du modele de Mindlin-Reissner, de chargemiéérents, corres-
pondent a peu prés a la méme déformation. Le tableau 1.2u@djgel chargement fait
apparaitre chacun des modes.

Mode 1 : Flexion symétrique Ky, K;
Mode 2 : Flexion anti-symétrique K5, K;;
Mode 3 : Cisaillement Ky, K1

TAB. 1.2 — Sollicitation mécanique et FIC concerné

Remarqgue 8 En élasticité 3D, les modes ne correspondent pas aux méimtatbns.
Une comparaison numérique des singularités du modéleredsionnel avec celles des
modéles de Kirchhoff-Love et Mindlin-Reissner a été faitesdas].

3.2 Calcul de FIC par Intégrale-J

L'intégrale de contour dite "Intégrale-J", est un conceptalenEcanique de la rup-
ture, qui établit une équivalence entre le taux de restituti énergie et les FIC (voir par
exemple dans [27]). C’est donc une notion trés importantejugtifie I'utilisation des
FIC comme critére de propagation.

L'intégrale-J consiste en I'intégration d’une fonctideetnergie sur un contour fermé
entourant le fond de fissure. Son expression dans le cadredelede Mindlin-Reissner
peut étre trouvée dans [16]. Pour le modéle de Kirchhoffe,@lle est donnée dans [22].
Nous proposons ici un calcul différent de cette derniéréregfce, mais qui aboutit au
méme résultat.

Nous partons de I'expression de l'intégrale-J dans unsatidimensionnel (issue de
[22, 17]), pour la propagation d’une fissure dans la directip(S est une surface fermée
de normale unitaire exterieube)

1
J:—/O'Z'j’}/ijblds—/O'l'jbjaluids (187)
2 S S

ou u; représente les composantes du déplacement tridimensionne

Hypotheése 6 Dans un voisinage contenant le contour d’'intégration (ehate fond de
fissure), on suppose que les forces volumiques appligfiéest surfaciquesy;” sont
nulles.

Cette hypothese est standard. Par ailleurs, on ne consider&agartie flexion du
modele de Kirchhoff-Love (qui est indépendante de la pangenbrane dans le cas d’'un
matériau homogene isotrope).
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On part donc d¢1.87), et on décomposé en deux termes :

1
J:—/Uij%-jbldS—/JijbjaluidS.
\2 S , S

J/

-~ -

A B

CalculonsA :
1

1
A:—/Oij%jbldS:—/aag'yagbldS
2 S 2 S

carv;3 = 0 dans le modele de Kirchhoff-Love, selon (1.3). Ensuite, @op®se que la
surfaceS est un cylindre dans I'épaisseur de la plaque, dont le didjueersection avec
le plan moyen est not®. Le contour de ce disque est ndté Décomposonsi en une

somme de 3 intégrales : le bord du cylindre plus les 2 disquédéur et supérieur. Ainsi,
ona:

24 = / Oap Yas b1 dsS
S

€
= // 0a57a551 dS—f-/ Oaf Vap b dS—I—/ TaB Vap b1 dS.
rJ—¢ L, Y D,x3=—c¢ R D,x3=4¢

J/

-~ - -

Al AQ A3

Or,
1
Yop = B (Oaup + Opuy) = —x3 Onpus.

On en déduit :

A = _/ </ L3043 dx3> Onpus brdl = — / MagOapuiz bidl,
I —€ r

ou on a utilisé la définitiom,3 = f_f x3 0,3. Les termesi, et A; s’annulent, cab étant
vertical sur les 2 disques inférieurs et supérieurs, la azapteh; vaut0. Ce qui annule
les intégrales. Finalement, on a :

1
A=—3 / Mg Oagtis bydl (1.88)
I

CalculonsB. De la méme maniére que pour le calcul4leon décompose le domaine
S en 3 sous-domaines :

B = /JijbjﬁluidS
S

+e
== // Uij bj alui dS+/ Oij bj 81ui dS—i—/ Uij bj 81ui dS
R IJ—e D ,x3=—c¢ D, x3=+¢

N J/ N J/

" ~

TV
B B Bs
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Le long du cylindre, on &; = 0, donc :

+e
Bl = // gi3 bﬁ 81ui dS
I'J—e
+e +e
= // Oap bg alua dsS +// 033 bﬁ 81u3 dS
rJ—e IJ—¢
+e +e
= —/ (/ XT3 0a4 d(Eg) b@ 81QU3 dl —|—/ (/ 03p dl‘3> bﬁ 81U3 dl
r —€ r —€

= —/maﬁbﬁ alau;), dl +/Tﬁ b581u3dl. (189)
r r

L'effort tranchantT}; a été défini en (1.46) paf°_os3 dxs, et on a pu établir qué, =
Jsmag, €n (1.50), si le moment surfacique appliqug est nul (ce qui a été suppose ici
par hypothése).

Pour les terme®3; et B3 maintenant. Sur les 2 disques inférieurs et supérieurs, les
termesh; etb, sont nuls. Ainsi,B, se réduit a :

B2 = / ;3 bg 8111,1‘ ds.
D,x3=75

Orbs = —1, 033 est supposé nul, et, = —x3 d,u3. Donc, B, vaut :

BQ = —8/ 0a3 81a’U/3 ds.
D,r3=—¢

On a également remarqué, équation (1.45), gqué+e) = g=. Ceci permet de dire
gue B, s'annule, en raison de I'hypothése de nullité des forceog@ps. Le méme rai-
sonnement peut étre mené 4y, avec la méme conclusion.

Si on voulait prendrgs non nul (indépendamment de la validité physique du modéle)
il faudrait alors considérer les termes suivants :

B = —5/ g3 O1pusdS ; B3 = —i—a/ g4 O1auzdS. (2.90)
D,x3=—¢ D, x3=4¢
En conclusion, l'intégrale-J vaut :
1
J = —5 / Map (%gu;), bldl + / Map bﬁ 81au3 dl — / (%mag bﬁ 81U3 dl (191)
r I r
Cette expressiofi.91) est identique a celle obtenue dans [22].

3.3 Simulation numeérique de la propagation de fissure en MEF

Pour simuler numériqguement une propagation de fissurgriehe est itérative. On
considére une fissure d’'une certaine taille. Un chargenstrappliqué ayant pour effet
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de solliciter la fissure, et le déplacement du matériau éstiléaau moyen de la méthode
des éléments finis. On en déduit la valeur du TQRBu des FIC avec un post-traitement
(intégrale-J par exemple).

Sile TREG ou les FICK atteignent la valeur critique du critere de ruptgreou K.,
alors on étend la fissure d’un petit incrément (on peut égatiliser des critéres pour
déterminer la direction de propagation). La propagatioladissure modifie le domaine :
il faut donc le remailler, et en général raffiner prés du foadissure. On recalcule le dé-
placement puis le TRE ou les FIC, et si la valeur critique esbendépassée, on prolonge
a nouveau. Et ainsi de suite, jusqu’a ce que le TRE soit eredssie la valeur critique.

Algorithme :

1. Initialisation du domaine, de la fissure, et du chargement

2. Calcul du déplacement (résolution MEF), puis du TRE (p@stement).
3. SITREG > G. (ou K > K_.), retour a 2. Sinon, fin du calcul.

Conclusion du chapitre 1

Pour la simulation numérique de propagation de fissures éilnade des éléments
finis souffre de plusieurs défauts.

Probléme de précision Récapitulons la régularité des solutions exactes en domaine
fissurée, et comparons-les a la régularité requise pouregugéments HCT/FVS réduits
atteignent leur taux de convergence optimal :

Modéle Singularité  Régularité requise paur
convergence optimale

Kirchhoff-Love  u € H?/?™" u e H3

Mindlin-Reissner « € H3/?" u € H?

On voit que I'estimation d’erreur optimale n’est plus valjch cause d’'un défaut de
régularité, d'ordrd /2. Il est possible de prouver que le taux de convergence passa d

Vh.

Probleme de mise en oeuvre Le calcul par éléments finis d’'un domaine fissuré néces-
site un maillage conforme : la fissure doit étre localiséelesiinterfaces des éléments,
et le fond de fissure doit coincider avec un noeud du maillBgeplus, au niveau pra-
tique, il faut raffiner le maillage pres du fond de fissure aBrrebrésenter correctement
la singularité (& cause du taux de convergence gh

La simulation d’'une propagation de fissure étant itératpees une modification de
la fissure il est nécessaire de remailler le domaine, ce quinesopération couteuse en
temps de calcul et peut poser des problemes de précisiornrigumé
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Chapitre 2

Etat de I'art de la méthode XFEM
appliguée aux plagues fissurees en
flexion

La méthode des éléments finis étendue, aussi appelée XFEM'@sétended Finite
Element Method"), a été formulée pour la premiere fois a la éis @nnées 1990. L'ob-
jectif de ses auteurs était de s’affranchir des inconvésjeésentés en fin de chapitre
précédent, concernant la méthode des éléments finis ales@EF) sur les problémes
fissurés.

Bien que ce chapitre précédent soit consacré aux plaquésinsedes inconvénents

qui y sont mis en évidence sont en fait communs a tout typerdetste fissurée :

— probleme de précision : en raison de la singularité en fenflssure, le taux de
convergence n’est pas optimal (par exemple, pour un mathdemogéne isotrope,
en élasticité 2D, I'erreur de I'élémeiy est enO(+/1) au lien deO(h)).

— Contraintes au niveau du maillage : celui-ci doit étre confoa la fissure, qui doit
ainsi coincider avec les interfaces entre les mailles. hd fte fissure doit étre situé
sur un noeud du maillage.

Au niveau pratique, ces inconvénients conduisent lesatéurs de la MEF a devoir défi-
nir des maillages trés raffinés pres du fond de fissure, afiegtésenter la singularité le
plus fidelement possible. En cas de prolongement de la figstaat alors mettre a jour
le maillage, ce qui est une procédure lourde.

Historiquement, la méthode XFEM a d’abord été appliquéesgpdablémes d’élasti-
cité bidimensionnelle. Depuis le premier article sur cettghode [17], publié en 1999,
un grand nombre de travaux et développements ont été pmpugamment depuis 2005.
Il ne serait pas possible de tous les citer ici. Par contsegpgplications de cette méthode
aux plaques en flexion et aux coques ont suscité assez peavdexr

Ainsi, pour donner une bonne idée des travaux existantasuéthode XFEM appli-
guée aux plaques en flexion, ce chapitre est découpé en @sparti
— dans une premiére partie, nous exposons les notions qéiténntroduites pour
résoudre des problémes d’élasticité bidimensionnellgesont a la base de ce
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gue nous mettrons en oeuvre pour les plaques).
— Dans une seconde partie, nous présentons les articlemntrapécifiquement de
I'adaptation de XFEM aux plaques en flexion et aux coques.

1 Meéthode XFEM appliguée aux problemes d’élasticité
bidimensionnelle

Dans la méthode XFEM, le domaine est maillé sans tenir conbptea fissure, car
celle-ci est repérée indépendamment du maillage, voirZig.On pourra donc mettre a
jour la fissure sans avoir a remailler la piéce.

D’abord, on définit une méthode d’éléments finis classiquéesiomaine non-fissuré.
Puis, sur les éléments contenant la fissure, I'espace desdons de forme classique est
enrichi : on y ajoute des fonctions singuliéres pour repriesdes déplacements disconti-
nus a travers la fissure, ainsi que le déplacement singuiieuadu fond de fissure. Lors
de la propagation, il suffit de mettre a jour ces fonctionsatmeé.

fissure

FIG. 2.1 — A gauche, MEF classique : la fissure coincide avec tegates des mailles.
A droite, XFEM : la fissure est libre.

1.1 Premiere version de la méthode

Nous présentons d’abord la méthode telle qu'elle a été flerendans le premier ar-
ticle ayant introduit la méthode [17]. La solution discret développée sur une base
éléments finis classique, a laquelle on rajoute des degrifisede® spécifiques représen-
tant la fissure. Ces derniers sont de deux types.

Fonctions représentant la séparation du matériau Pour représenter la fissure, des
degrés de libertés (ddl) représentant le "saut" du déplatesoat ajoutés. Ces ddl sont
obtenus en multipliant une fonction de forme élément finssigue par une fonction de
type Heaviside, notéé/, et valant +1 ou -1 de part et d’autre de la fissure. Ce produit
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représente une fonction a support limité, et qui représbkigie une discontinuité a la
traversee de la fissure.

Pour chaque fonction de forme classique dont le supporta@spletement traversée
par la fissure, on ajoute une fonction de forme discontinag,kig. 2.2, ou les noeuds
enrichis de cette maniére sont marqués d’un carré.

Fonctions représentant le déplacement singulier dans le iginage du fond de fis-
sure Pour le probleme d’élasticité linéarisé bidimensionnahgile cas d’'un matériau
homogene isotrope, I'expression des modes singulieroasue explicitement. En coor-
données polaires (voir Fig. 1.9), celle-ci est :

L [T cos@/D6 —cosd)

Yr=1 27r(1 +) ( sin(¢/2)(6 — cos @) ) ’ (2.1)
1 sin(¢/2)(d + 2 + cos ¢)

=g ﬁ(l +v) ( cos(¢/2)(d — 2 + cos @) ) ’ (2.2)

ou 0 vaut3 — 4r en contrainte planes, et du et v désignent le module d’Young et le
coefficient de Poisson.

Sur le méme principe que pour le saut du déplacement, on pertiodes fonctions
de forme représentant la singularité de fond de fissure etiphamt les fonctions de
forme élément fini classique par la singularité ci-desslis précisément, cette singula-
rité est développée sur les 4 fonctions singulieres :

{FiYio1.a = {V7sin(9/2), V7 cos(9/2), v/rsin(9/2)sin(¢), Vi cos(6/2)sin(¢), } -

(2.3)
Ainsi, dans la méthode XFEM, pour chaque ddl classique dénfiént contenant le fond
de fissure, on rajoute un jeu de 4 degrés de liberté. Sur |2Fgles noeuds enrichis par
des degrés de liberté singuliers sont notés par un point noir

FiG. 2.2 — Noeuds enrichis.
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Dans [17], I'expression finale du déplacemehiapprochant la solution exacteest :

4
uh:Zuigoi—i-ijngj—l—Zgok <ZCiFl> (24)
i =1

jeJ keK

ou J désigne les indices des ddl a enrichir par des fonctidnst ou /i désigne ceux a
enrichir par les singularités. Les termes en gras désigrenguantités vectorielles.

Calculs de FIC et conclusions Les auteurs ont également proposé une méthodolo-
gie originale de calcul de FIC, via l'intégrale-J. Les réatdtnumériques de validation
consistent essentiellement en des tests de robustesse @ldels de FIC, dont 'erreur
est souvent inférieure a 2 %.

La méthode ainsi formulée peut étre étendue a d’autre typpsatbléemes, a condition
de connaitre I'expression précise des singularités.

1.2 Améliorations et contributions diverses

Bien qu’il ne soit pas possible de présenter tous les travangacrés a la méthode
XFEM, nous en évoquons un certain nombre qui ont permis dédi@ations substan-
tielles. Notamment a propos de la méthodologie numérigue éa précision de la mé-
thode XFEM.

Utilisation de level-set

Dans la version originale de la méthode, il faut une reprsiem explicite de la
fissure. Dans les articles [28, 29], les auteurs ont eu l'diéeoupler XFEM avec la
meéthode des level-set, ce qui est tres utile pour repérerattrara jour la position de la
fissure.

Intégration des fonctions de forme singuliéres par une forrale quasi-polaire

Il est crucial de disposer d’'une expression tres précissidgslarités pour que la me-
thode XFEM soit efficace. Dans le cas de I'élasticité lingei on dispose d’expressions
analytiques. Mais il convient aussi que I'intégration nuiauée soit elle aussi suffisament
précise.

Dans [17], les auteurs pratiquaient un sous-découpagdétasdts contenant les ddl
singuliers. Cette méthode a permis d’'atteindre une précioecte. Cependant, dans les
articles [15, 14], les auteurs proposent des formulesétjration dites "quasi-polaire”.

L'utilisation de fonctions singuliéres conduit a devoitatder, pour la matrice de ri-
gidité, des intégrales de la forme suivante :

| Fe) V(B . (2.5)
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ou 7" désigne un triangle du maillage. Le gradient des singékfi} est singulier en
r~1/2. Mais en exprimant cette intégrale en coordonnées pojdaegsansformation de
dz enr dr d¢ annule ces termes singuliers.

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] o —> o o ©®
[ ] [ ] [ ]

FiG. 2.3 — Transformation d’'une méthode d’intégration sur uméan une méthode dé-
finie sur un triangle.

L'élément contenant le fond de fissure est divisé en 3 soaseles, voir Fig. 2.4. La
singularité sera donc localisé sur un sommet de chaquetsangte. Pour avoir plus de
points d’intégration prés du fond de fissure, on introduitréamsformation géométrique

Suivante
- (m) _ (%%)7 (2.6)
I i)

qui transforme un carré en triangle (voir Fig. 2.3), et peraiesi de construire des
formules de quadratures sur un triangle a partir des forsnsiee le carré. Ces formules
auront donc plus de points prés du fond de fissure.

FIG. 2.4 — Sous-découpage de I'élément contenant le fond dedissu

Dans [15, 14], des tests numériques montrent que ces fosraatd plus précises que
la méthodologie classique de sous-découpage (qui corsistiiner plusieurs fois les
triangles en pointillés de la Fig. 2.4).
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Utilisation d’'une zone d’enrichissement de taille fixe

Des améliorations de la méthode XFEM ont été proposées darasticles [15, 14],
notamment sur le taux de convergence de la méthode et letmmmdiment du systéme
linéaire. Rappelons que le taux de convergence est le no@élre tel que||u — u"|| =
O(h*).

En éléments finis classiques, on sait que la présence d’'wuedientraine une baisse
du taux de convergence. Dans la méthode XFEM, comme la singuéxacte est ajoutée
dans la base élément fini, les auteurs de [15, 14] font rerearguon pourrait attendre de
cette méthode qu’elle reproduise sans erreur la singélddr conséquent, la singularité
étant exacte, I'erreur de la méthode XFEM devrait se lindgiteelle sur I'approximation de
la partie réguliére, qui est optimale vis-a-vis de la priécisie I'élément fini utilisé. Donc
la méthode XFEM devrait permettre d’obtenir un taux de cogeece optimal, c’est-a-
dire le méme que si le probléme était régulier (sans fissBa)exemple, I'élément fini
P, devrait permettre d’obtenir une erreur éxh), malgreé la fissure (pour la norme de
I'énergie).

Cependant, des tests numériques présentés dans [15, 14knanqte la méthode
XFEM, telle que formulée dans [17], ne réalise pas un tawodgargence optimal. Dans
ces deux articles, les auteurs mettent en cause la stratégrechissement singulier don-
née par (2.4), ou seul I'élement contenant le fond de fissstrereichi par des fonctions
singulieres. Cette stratégie n’est pas complétement aigtisite : en effet lorsque le pas
du maillage tend vers 0, le support de cette zone enricheeaassi vers 0.

Face a ce constat, il est proposé que la zone d’enrichissesimgulier soit de taille
indépendante du pas de maillage. Une zone de r&est définie, et chaque noeud du
maillage situé dans cette zone est enrichi par les fonctlerfsrme singuliére. Précisons
gueR est indépendant du pas de maillage. Cette méthode est nonXRE&M ‘with fixed
enrichment area” dans [15]. L'expression du terme d’emsggment singulier estle méme
gue celui dans [17], équation (2.4) :

> e (ngLF}) ,

keK

sauf que cette fois-ci 'ensembl€ peut contenir beaucoup plus de ddl que précédem-
ment; il s’agit des indices des ddl contenus dans la zonaidl@asement de taille fixe
R, voir Fig. 2.5.

Cet enrichissement modifié permet d’obtenir le taux de cgarare optimal. Cepen-
dant, les auteurs ont remarqué parallélement une augnoentigs importante du condi-
tionnement du systéme linéaire. Rappelons qu’un condiéorant trop éleveé peut dégra-
der la précision numeérique de la solution et rend difficileglsolution du systéme linéaire
par des méthodes itératives.
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FIG. 2.5 — Enrichissement XFEM, avec zone d’enrichissemenagenRk.

Une méthode pour corriger le conditionnement

Dans [14], afin de corriger le mauvais conditionnement defices du systeme
linéaire, les auteurs ont développé une méthode originalprdconditionnement, qui
consiste, en un certain sens, a orthogonaliser les forsctienforme singuliere. Cette
procédure n'empéche pas l'utilisation supplémentaire egnditionneurs classiques.
Avec cette procédure d’orthogonalisation, le conditioneat est du méme ordre que ce-
lui d’'une méthode d’élément fini classique (non-enrichie).

Fonction d’enrichissement global et raccord nodal

Les auteurs de [15] ont relevé que l'utilisation d’'une zorendchissement fixe pou-
vait augmenter fortement le nombre de ddl supplémentdieglus du colt numérique,
cette augmentation du nombre de ddl pourrait peser dargnfiantation du conditionne-
ment. lls ont alors proposé une modification de la méthodet &o gardant cette zone
d’enrichissement de taille fixe, 'ensemble des ddl sirggslisont remplacés par un seul
dd! pour chaque fonction singuliére : ces nouvelles fomgisingulieres ont donc pour
support la zone d’enrichissement globale. Comme les sintpdasont développées sur
une base de 4 fonctions singulieres, équation (2.3), cdiitrgue 8 fonctions singulieres
(4 par composantes du déplacement). L'expression dedleissement devient alors :

4
> ah. 2.7)
=1

OUC] € R2.

Une analyse a montré que la transition de la zone enrichie laveeste du domaine
devait étre gérée soigneusement. Les auteurs ont propaseacord nodal : I'inconnue
enrichie doit avoir la méme valeur que celle non-enrichielsueste du domaine, en
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chaque noeud situé a I'interface de la zone d’enrichisserfiatte méthode est nommeée
“XFEM with pointwise matching” dans [15].

Résultats de convergence

Pour clore cet apercu des développements sur la méthode XEiEs la publica-
tion récente de plusieurs résultats théoriques de conveeg@0, 31, 32]. Ces résultats
montrent que plusieurs formulations XFEM (dont celles d& [l4]) convergent avec un
taux de convergence optimal.
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2 Methode XFEM appliquée aux plaques en flexion

Nous passons maintenant en revue trois articles consadagsgpécation de la mé-
thode XFEM aux plaques et aux coques.

2.1 XFEM avec éléments finis MITC 4

Dans [16], paru en 1999, une méthode XFEM a été formulée pouptéle de plaque
de Mindlin-Reissner, de maniére assez proche de celle défamis [17] pour des pro-
blemes d’élasticité bidimensionnelle.

Formulation de la méthode

L'élément fini considéré est le MITC 4 (que nous avons briéxenprésenté dans le
chapitre précédent, page 47) : ses fonctions de forme st cei(); pour la flecheus.
Voici I'expression de son approximation XFEM :

Zazsamtzb H¢]+Zchzsosz7 (2.8)

jed keK =1

C’est le méme espace pour la rotation de la norrialenais dans le terme de flexion
seulement. Pour le terme de cisaillement transverse, tesiéms de forme dé, sont les
fonctions|Q,)? projetées sur I'espad@, ; x Q1. Si on note respectivement et g; les
fonctionsQ); et les fonctions projetées, I'expression de la solutiorregipéed”, dans le
terme de flexion s’écrit :

ZalmeZb H%+ZZCMM, (2.9)

jeJ keK =1

ou les ensembles et K sont définis de la méme maniére que dans I'équation (2.4).
Dans le terme de cisaillement transver#gs'écrit :

Zal%+zb HsoﬁZchkFl (2.10)

jeJ keK =1

Le choix de I'élément MITC 4 semble judicieux. L'élément QDA4 montre des
résultats aussi bons vis-a-vis du verrouillage numériquegs il ne peut pas étre utilisé
ici, car il conduit a pratiquer une sous-intégration. Ordegjularités doivent absolument
étre intégrées avec beaucoup de précision pour étre effieartgrises en compte dans la
méthode XFEM.
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Résultats obtenus

Si la méthodologie proposée ci-dessus parait intéressateeéintroduit potentiel-
lement un problémes de verrouillage numérique. Les termgsliers et ceux incluant
la fonction H ne sont vraissemblablement pas affectés par le verroeilfagnérique.
Mais comme aucun traitement n’est apporté aux singulagiééond de fissure, et que
la déformation de cisaillement transverse singuligres + 05 n’est pas nulle, le terme
d’enrichissement singulier peut tout a fait causer du vellege.

Dans [16], des tests numérigues mettent en évidence une genprécision sur le
cas-test dont I'épaisseur est la plus mince. Nous reprodsike graphique de ces tests,
Fig. 2.6. L'expérience numérique consiste en une comparals calcul du FICK; avec
la MEF classique et XFEM. Or, sur les plaques les plus mineadiscrétisation XFEM
devient moins précise que celle en MEF, alors qu’elle es plhe.

12
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FIG. 2.6 — Précision du FIE; en fonction de I'épaisseur, avec MEF (No Enrichment) et
XFEM (Enrichment).

La plague la plus mince correspond en fait a un rapport égaissur longueur de
1/2000 (le termer, en abscisse de la Fig. 2.6, est 20 fois plus petit que la kEungde
la plaque). Or, dans le test du MITC 4 présenté au chapiteédant, le verrouillage est
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correctement corrigé pour un tel élancement. Ceci nousdaitgr que ce résultat pourrait
étre améliore.

Signalons de plus que l'enrichissement singlierudene contient pas le terme de
premier ordre er/r, mais seulement les termes d’ordre suivant#h Ce terme négligé

est censé porter la singularité de mode 11l ; or justementtdéetests numériques montrent
gue le FICK;; n'est pas calculé aussi précisément que les deux autreKFEEK ;.

2.2 XFEM appliguée a un modéle de coque non-linéaire

Dans [33], une méthode XFEM est proposée pour des coquesfficalté particu-
liere du probleme des coques fissurées impose quelquestlong : I'expression des
singularités n’est pas connue, ni celle du taux de regsiiuiiénergie (sur une surface
non-plane).

Ainsi, la méthode XFEM proposée n'a pas d’enrichissemearguier. Seul I'enri-
chissement par la fonction H est utilisé, de maniére a gaffnir d’'un maillage construit
autour de la fissure.

Pour le probléme de la détermination des FIC, le déplacemanénque obtenu est
extrapolé jusqu’au fond de fissure. Par analogie avec legilsirités des modeles de
Mindlin-Reissner et d’élasticité bidimensionnelle, undeua du FIC est obtenue. Sur
les cas-tests présentés dans I'article, les valeurs desdfiCen accord avec des valeurs
de référence issues de la littérature.

Signalons aussi que, dans les tests de validation, le paraiépaisseur est fixe.
Donc vis-a-vis du probleme de verrouillage numérique, ljatun élément "sans ver-
rouillage" soit utilisé, il est difficile de se faire une idgeécise des performances de cette
méthode.

2.3 Couplage XFEM 3D / coque

Dans cet article [34], les auteurs ont couplé un code XFENin@nsionnel avec
un code d’élément fini standard pour coque. De cette mari@mne non fissurée est
traitée par un élément fini classique de coque, alors queste ty domaine entourant
la fissure est traité par une méthode XFEM tridimensionn&lanc les aspects XFEM
sont appliqués au modeéle tridimensionnel, et non pas aulmddéplaque/coque, ce qui
“sort” significativement du cadre de notre these (qui se@egtaux plaques en flexion, et
ne traite pas du modéle tridimensionnel).

La méthodologie numérique se fait en plusieurs étapes.

1. pour séparer le domaine en FEM/XFEM, une décompositictodeaine est faite,
gérée par l'algorithme FETI [35].

2. Ensuite, pour obtenir le maillage 3D : la zone contenafis$are est extrudée, puis
découpée en tétraedres. Il faut ensuite raffiner la ligneatd €le fissure.
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3. Latransition 2D/3D est gérée via la méthode dite de “Rispinent compatiblity”
[36].

Les tests numériques de validation montrent que les FICcabelés a moins de 5%
d’erreur (via I'intégrale-J en 3D).

Les points forts de cette méthode viennent naturellemetititiésation du modéle
3D, qui permet de représenter des fissures non-travers@egdus, le probleme de ver-
rouillage numérique lié aux singularités ne se pose pas.
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Chapitre 3

The eXtended Finite Element Method
for thin cracked plates with
Kirchhoff-Love theory

Abstract A modelization of cracked plates under bending loads in tREM fra-
mework is adressed. As it is well-suited for very thin platespmonly used in aircraft
structures, the Kirchhoff-Love model is chosen. Reduced HOF&S elements are used
for the numerical discretization of this model. Then, twalkiof strategies are proposed
for the enrichment around the crack tip with, for both of theamenrichment area of fixed
size (i.e. independant of the mesh size parameter). In gtefie, each degree of freedom
inside this area is enriched with the nonsmooth functions tlegcribe the asymptotic
displacement near the crack tip. The second strategy dsnsisntroducing these func-
tions in the finite element basis with a single degree of freefty each one. An integral
matching is then used in order to ensure tHecontinuity of the solution at the interface
between the enriched and the non-enriched areas. Finallpanical convergence results
for these strategies are presented and discussed.

1 Introduction

This paper deals with an adaptation of XFEM (eXtended Filement Method) to
the computation of thin plates, which present a throughhfekihess crack, as it may ap-
pear in aircraft structures. Let us recall that XFEM is a wantroduce the discontinuity
across the crack and the asymptotic displacement into tite @lement space. It has been
initially developed for plane elasticity problems (see,[18]) and is now the subject of a
wide literature (see for instance [19, 15, 14, 21, 2, 3)).

As far as we know, the unique attempt to adapt XFEM for platel@®is [16], in
which a Mindlin-Reissner model is used. However, in this pape important locking
effect for thin plate has been detected despite the use of stassical locking-free ele-
ments. This suggests that this locking effect is due to th&MFenrichment. In fact,
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to avoid locking, some special treatments are mandatoryeXample selective reduced
integration in the case of the QUAD 4 element (see [20]). Baséhtreatments are not
straightforwardly adaptable to an enrichment by singuliactions, which are not poly-
nomials.

Even if most of the industrial finite element codes use thediitimReissner model
to represent plates, another theory can also be convenikatKirchhoff-Love model,
which is not submitted to the so-called "shear locking” ptmeanon for the finite element
discretization, when the thickness becomes very smalk [Hsit theory has already been
used for the purpose of fracture mechanics (for instanee[2&). It provides a realistic
description of the displacement of thin plates, and espigeiary thin ones, since itis the
limit model when the thickness vanishes (see [4]). It is Wardticing that panels used in
aeronautic structures are about one millimeter thin foessdumeters long. Moreover, for
through the thickness cracks, the limit of the energy releate of the three-dimensional
model can be expressed with the Kirchhoff-Love model sotu{see [8] and [7]).

Now, let us emphasize on some particularities of the Kiréhbove model. First,
it corresponds to a fourth order partial differential equat Consequently, a conformal
finite element method needs the useCof(continuously differentiable) finite elements.
To avoid too costly elements, the reduced Hsieh-Clough-dottangle (reduced HCT)
and Fraejis de Veubeke-Sanders quadrilateral (reduced w8i® chosen (see [5]). They
lead to a satisfactory theoretical accuracy, with a reasenasomputational cost. Let us
also remark that, for this plate model, the crack tip asymnptoending displacement is
well-known for an isotropic plate : it corresponds to theplhcian problem one.

Then, let us move to the features of the specific XFEM enriaitma order to re-
present the discontinuity due to the crack, a “jump functi@n Heaviside function) is
used. Following the ideas already presented in [15], we gsegdwo strategies for the
crack tip enrichment. In both of them, an enrichment areaxefifsize is defined, cente-
red on the crack tip. In the first strategy, each node, coetkiimthe enrichment area, has
all its degrees of freedom which are enriched with the crgclsymptotic bending. For
the second strategy, the asymptotic bending displaceraemtstroduced in a global way.
Then a matching condition is needed in order to ensure thiencaty of the displacement
and its derivatives across the interface between the engnharea and the remaining
part of the domain.

This work was done in such a way that the numerical methogatogld be straight-
forwardly introduced in an industrial software. So we toakecto use the simplest features
we found ; we also payed attention to the computational costach as possible. In ad-
dition, along this paper, it will be underlined that our XFEMmulation presents a sense
of optimality, both about accuracy and computational cesice they are nearly equal
to those of a classical finite element method on a regularanacked problem. Finally,
to keep this paper in a reasonnable length, we have choselgssahe computation of
stress intensity factors in a forthcoming paper.

So, this paper is organized as follows. Section 2 descritgesibdel problem. Section
3is devoted to some aspects of the finite element discrietizat the Kirchhoff-Love mo-
del. In Section 4, the enrichment strategies are presentte\aluated on a test problem
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in Section 5.

2 The Model Problem

2.1 Notations and variational formulation

Let us consider a thin platée. a plane structure for which one dimension, called
the thickness, is very small compared to the others. Forkihi of structures, starting
from a priori hypotheses on the expression of the displacement field-ditwensional
problem is usually derived from the three-dimensionaltelag formulation by means of
integration along the thickness. Then, the unknown veaemblre set down on the mid-
plane of the plate. In all the following, this mid-plane wikk denoted by. It is an open
subset ofR?. So, in a three-dimensional cartesian referential, thie péathe set

{ (z1,22,33) € R®, (21,22) € Qandas € ]—¢; €] }

The z3 coordinate corresponds to the transverse direction. &lhtid-plane points have
their third coordinate equal tband the thickness i (see Fig. 3.1). Finally, we assume
that the plate has a through the thickness crack (see FigaBdithat the material, the
plate is made of, is isotropic, of Young’s moduli#sand Poisson’s ratio.

f top surface

il - ¢ thickness =2 €

X1 7

/

through crack

mid—plane Q

bottom surface

FiG. 3.1 — Cracked thin plate (the thickness is oversized for dglke sf clarity).

In plate theory, it is usual to consider the following appnoation of the three-dimensional
displacements fofz,, x2, x3) € Q x| —¢,¢|

ur (1, T2, x3) = (a1, x2) + x3 01(21,22)
ug(x1, T2, 23) = Ua(x1,x2) + x3 O2(z1,22) (3.1)
U3($1,$2,$3) = U3($1,5E2)

In these expressions; andu, are the membrane displacements of the mid-plane points
while us is the deflectiong; andd, are the section rotations. In the case of an isotropic
material, the variational plate model splits into two indegent problems : the first, called
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the membrane problem, deals only with the membrane displents, while the second,
called the bending problem, concerns the deflection anddtaions. The membrane
problem corresponds to the classical plane elasticitylproland has been already treated
in many references (see for instance [15, 14]). So, in thiepave shall only adress the
bending problem.

In industrial finite element codes, the most widely usedeptabdel is the Mindlin-
Reissner one, for which the displacement is given by (3.1yeNkeless, for reasons men-
tioned in the introduction, we chose here to work with theckiroff-Love model, which
can be seen as a patrticular case of (3.1), as it is obtainedtimgducing the Kirchhoff-
Love assumptions, which read as

91 == —81 Uus

Oy = —0yug ) (3'2)

HZ—V’Ug ~ {

where, as in the following, the notati@l, stands for the partial derivative with respect to
x4 (for a = 1, 2). A first consequence of this relation is that the transvehsar strain is
identically zero, which avoids the shear locking problensesond consequence of (3.2)
is that the section rotation only depends on the transvaesptadement. It means that this
displacement is the only unknown function for the bendingbpgm. For convenience,
it will be denoted byu all along the following of this paper. So, in the Kirchhoftte
framework and for a pure bending problem, the three-dinmgragidisplacement reads as

Ul(l'l,l'g,l‘g) = —XI3 81u(x1,x2) s
UQ([El,ZEQ,JJg) = —XI3 82u($1,:v2) 5
U3<$1,x2,$3) = U(fﬂl,l'g)

As far as boundary conditions are concerned, for the sakergfisity, we assume the
plate is clamped on its boundary, except along the crack.sdsluthe crack faces are
traction free. Then, the plate is subject to a volume forag ff coordinates f1, f2, f3),

and two surface forces, say andg—, applied on the top and bottom surfaces. The va-
riational formulation (or virtual work formulation) of thKirchhoff-Love model reads
as

Findu € HZ(Q) suchthatforany € HZ(Q)

3
/?)(QL (1 —v) 02gu + v Audag| 02gvde = /[F'U + Mo 9av] dx
o Q

1 —1v?)
(3.3)
where :
oF = / fadzs + gf + g5, whichis the resulting transverse loading,

—&
&g

oM, = / z3 fo drs + € (9] — g.), which is the resulting moment loading.

Moreoveré;; stands for the Kronecker’s symbol and the summation corueer re-
peated indices is adopted, Greek indices varyinglir2}. Finally, 72(€?) is the classical
Sobolev space, the definition of which can be found in [1] fatance.
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2.2 Asymptotic displacement near the crack tip and Fracture Modes

In the Kirchhoff-Love plate model, there are two fracturedes. Applying a symme-
tric bending leads to the first fracture mode, while applyangnti-symmetric bending or
a transverse shear, leads to the second one (see Fig. 3.2).

Mode | Mode I

FiG. 3.2 — Fracture modes for Kirchhoff-Love bending mode! (s the cracked part of
the boundary). Left : a symmetric bending leads to mode |. Riglshear bending leads
to mode 1.

To characterize them, let us recall that the governing eguatlated to the bending
variational problem (3.3) reads

2Fe3
A = F M, 4
50— %) u + 0.M, (3.4)
on the mid-plané). It is a bilaplacian problem for which the singularities arell-known
(see [10]). So, close to the crack tip, the displacement reayriiten asu = w, + u,,
whereu, stands for the regular part of the transverse displacenmeib@longs ta73(€2).
The singular part,, belongs toif°/2=7((Q2), for anyn > 0, and reads

0 0
us(r, §) = Ar/? {Kl <L7 cos §9—|—cos —> + K, (M sin §0—|—sin—)}

3(v—1) 2 2 3(v—1) 2 2
(3.
in polar coordinates relatively to the crack tip (see Fig).3Moreover, in the above equa-
. 2 1—1? . -
tion, we have setd = iiy Finally, the scalar coefficients; and K, are the
2 Ee(3+v)

so-called "Stress Intensity Factors". They are widely usédtture mechanics for crack
propagation.

Remark 1 Let us recall that the Kirchhoff-Love plate theory is the timof the three-
dimensional elasticity theory, when the thickness vanisth@sever, the modes we present
here are deduced from the Kirchhoff-Love theory, and not ttethree-dimensional elas-
ticity theory. The reader, who is interested by the link betwtbe singularities associated
with these two theories, is referred to [23].
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X2

r
M /{ .

FiG. 3.3 — System of polar coordinates relatively to the crapk(itne crack is in bold
line).

3 Finite element approximation of the Kirchhoff-Love mo-
del

3.1 Choice of the finite element discretization

Let us introduce now the finite element discretization ofthdational formulation
(3.3). As usual, a finite dimensional approximation sp&éeof the continuous space of
solutions is built. For the Kirchhoff-Love problem, thisstaspace ig73((2). In order to
have a conformal methode. V" C HZ(Q), the functions o’ must be continuously
differentiable, which needs to ugg finite elements. Among the available elements ha-
ving this regularity (see [5]), the reduced HCT triangles BN® quadrangles are of par-
ticular interest. For both of these elements, the triangisg. quadrangle) is divided into
three (resp. four) sub-triangles (see Fig. 3.4). The basistions of these elements drg
polynomials on each sub-triangle and matctiédcross each internal edge. In addition,
to decrease the number of degrees of freedom (dof), the hoengative is assumed to
vary linearly along the external edges of the elements @kssimption does not hold on
the internal edges). Finally, both for triangles and quagles, there are only three dof on
each node : the value of the function and its first derivati$es these elements have the
two following properties :

1. With the reduction, the computational cost is limitedhoee dof for each node of
the mesh, like a classical Mindlin-Reissner element for Wwigach node has also
three dof (the deflection and the two section rotations).

2. For regular problems (see [6]), the theoretical erroni®{h) for the energy norm
andO(h?) for thedisplacement norpwhereh stands for the mesh parameter.

Then, the reduced HCT or FVS elements and the standard Mieldiments have the
same features as far as numerical cost and accuracy areicedce

Remark 2 One can also notice that reduced HCT/FVS elements have the degnees
of freedom. Consequently, it is possible to use meshes matkngles and quadrangles
at the same time.
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external edges
e

%,

Q

%

R
LN, v/
internal edges internal edges

FiG. 3.4 — HCT triangle and FVS quadrangle. Location of degredseetilom and sub-
triangles.

3.2 Integral matching

As mentioned in the introduction, one of the strategiesctvhvill be presented fur-
ther, needs to match the enriched subdomain with the ndokel one. So we shall have
to carry out calculations in the case of a domain splittirtg two subdomains, including
anintegral matchingat the subdomains boundary.

Some theoretical results exist on the convergence of theammethods for fourth or-
der problems. For instance, in [12, 13], it is shown that theaf mortar methods with re-
duced HCT/FVS elements can achieve an err@¥(ih) /O(h?) for the energy/displacement
norms. Nevertheless, as far as we know, no numerical expatioghecking the accuracy
of such a method has been published. Moreover, we don't wsslgxhe method descri-
bed in [12, 13]. So, before introducing our enrichment sfyggton a cracked domain, it
appeared meaningful to test our integral matching conultiosst.

Let us consider the problem (3.4) without crack. The loadihig such that the exact
solution isu(zy, x2) = sinl0(x; + ). Let us observe that it also implies non-
homogeneous Dirichlet boundary conditions. In a first stegpcompute the solution of
this problem on structured and non-structured meshes,théheduced HCT/FVS ele-
ments. By the way, we can check also that the errors in enedygiaplacement norms
are in accordance with what is expected. It also establisheference error level which
will be compared to the mortar method one.

Then, we consider the domain is splitted into two subdomaag(2; and(2, , with
matching triangulations. It means that, on both sides obthendaryl” between the two
subdomains, the nodes are located at the same place, s&5Figis identical to the so-
called"mortar method with matching triangulationsih [12]. The matching conditions,
which involve the values of the unknowns, sgyon each par); , are introduced in order
to ensure the continuity of the function and its normal cexe. The following relations
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were chosen at this aim

/Ul/\: /UQ)\ ,\V//\GA,
r

r (3.6)

/8nu1u = /—&Lug,u , Yue M |
r r

whereA and M are appropriate multiplier spaces. Let us notice that tlzga of sign
in front of the normal derivativé, u; (second equation of (3.6)) is due to the fact that the
outside normal vector has an opposite sign whether it belemg, or €2, . In our nume-
rical experiments, the multipliers spacksnd M are spaces of piecewise polynomials of
degree andl, respectively.

I : boundary
between each domait

FIG. 3.5 — Matching decomposition of the domain

The numerical results for the mortar method, on structured;structured, triangular
and quadrangular meshes, are given Fig. 3.6, where theyaneared with the classical
method. It shows that our integral matching does not affexatcuracy : the convergence
curves are nearly identical in all cases.

4 XFEM enrichments

4.1 Basics

The means used to define XFEM enrichments are very close tohakalready been
presented in previous papers [17, 15, 14]. The displacedmgintinuity across the crack
is represented using a Heaviside-like function, which idtiplied by the finite element
shape functions. For the nonsmooth enrichment near th& tave suggest two main
strategies. In both of them, an enrichment area of fixed sidefined and the nonsmooth
functions are added inside this area. Then, the global wakrfanction may be written

as .
uh = ZCLZ‘QOZ' —+ ijHQOj + chfk )

i jeJ keK
where functionH is equal to+1 on one side of the crack andl on the other; and
p; stands for the reduced HCT/FVS shape functions. The/ si#notes the degrees of
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FIG. 3.6 — Comparison of the accuracy between classical FEM dagrad matching.
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freedom whose associated shape functions support is ctatyptzrossed by the crack
(see Fig. 3.7). The sét and functionsf, are connected with the crack tip enrichment;;
their exact meaning and expressions will be detailed furiéer next section dealing
with a numerical problem we met and the way we chose to ovezaom

FIG. 3.7 — Set of nodes to be enriched along the crack.

4.2 An incompatibility between H-enrichment and the FVS element

It appears a kind of numerical incompatibility between treatkiside-like enrichment
and the FVS element, reduced or not. If a straight crack esosgo adjacent edges of
a quadrangle, thenron-invertiblelinear system may result. The reason is there exists a
function, in the FVS functions space, that is completelypzer two adjacent sub-triangles
of the quadrangle and not on the two others (see Fig. 3.8).eqoesitly, if the quadrangle
is cut along those two sub-triangles (see Fig. 3.9, lefg,régular degrees of freedom
associated with the opposite node are linear combinatibtiseed? -enriched ones. This
is not a proof that the resulting matrix will be singular, laitleast an insight. In our
numerical applications, with not too coarse meshes, tleafisystem was always singular.
An example of such a mesh is given Fig. 3.10. In addition,ghiblem is independant of
the distance between nodes and crack : whether they are fent,athe non-invertibility
remains. Let us also remark that it is not particularly dugh fact that the mesh is
structured or not, even if, in our tests, the problem arisdggwith non-structured meshes.
By the way, in the case of a straight crack and structured nseshe quadrangles had
always three sub-triangles crossed by the crack (see Bigi@ht), which does not cause
any non-invertibility.

To solve this problem, several ideas were studied, like ngthe crack or the nodes.
However, they are not convenient. Moving the crack in ordeavoid to cross two sub-
triangles is quite complicated and, moreover, it may iniia significant error. If we
choose to move the nodes, it is mandatory to move almost elhtdes belonging to
cracked quadrangles and to line up them with the crack. Thibod can be considered as
a remeshing of a part of the domain. It is numerically expsnand in total contradiction
with the philosophy of XFEM. So we tried something else. t8tgrfrom the fact that this
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FIG. 3.8 — A particular FVS function : both this function and iexgatives are completely
zero on two adjacent sub-triangles.

FIG. 3.9 — Left : only two sub-triangles are crossed, which letada singular matrix.
Right : three subtriangles are crossed, which leads to arntibkeematrix.

[l

[]]

HRRRRIIEN

FiG. 3.10 — Left : example of mesh leading to a non-invertibledinsystem, with the
crack (in bold line). Right : zoom on the crack.

81



CHAPITRE 3. THE EXTENDED FINITE ELEMENT METHOD FOR THIN CRAKED
PLATES WITH KIRCHHOFF-LOVE THEORY

W L W W 4’_

[ ]
(T 7T ’ﬂ

FiG. 3.11 — Left : entire modified mesh (the straight line is theck). Right : zoom on
the crack.

incompatibility problem does not occur with the HCT trianglee idea is then to divide
each quadrangle crossed by the crack in two triangles (seraample Fig. 3.11). It is an
easy and quite cheap method, and we emphasize on the faitishait a remeshing : the
nodes of the "new" mesh are exactly the same as those of thediodd"

To conclude this section, let us notice that it may certa@Xigt other possibilities to
overcome this non-invertibility, for example, looking ftre "singular" degrees of free-
dom to eliminate them. This could be an area for further nretea

4.3 First enrichment strategy : adding degrees of freedom on each
node

This strategy is directly inspired from [14, 15] for planagicity problems. In these
two references, this method was denoted respectively "gemalenrichment” or "XFEM
with fixed enrichment area”. The main idea is that every nodeided in a fixed area will
be enriched with the singular functions (see Fig. 3.12).f&oeach enriched node, four
degrees of freedom are added for each degree of freedom ofatbscal finite element.
This enrichment is obtained by multiplying the nonsmoothctions with the finite ele-
ment shape functions. Then, the unknown reads

4
uh:Zaigoi+ijH¢j+ZZCsz% : (3.7)

i jed keEK 1=1
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where the nonsmooth functions are linked to the expresditireddilaplacian singularity
(3.5) and given by

0 0
Fi(r,0) = r*/? sin% . Fy(r,0) = 2 sin§ :
(3.8)
Fy(r,0) = r3/? COSB—; . Fy(r,0) = r3/? cosg ,

in polar coordinates relatively to the crack tip (see Fi@).3Moreover, K denotes the

set of degrees of freedom associated with the nodes thatsideithe enrichment zone :
they are indicated by a small circle on Fig. 3.12. As both ceduHCT and FVS elements
have three degrees of freedom at each node, the additiorunhfinsmooth functions
means that twelve additional degrees of freedom are useehfdr node included in the
nonsmooth enrichment area. Let us also remark that somes rmodesnriched both with
H and nonsmooth functions.

FIG. 3.12 — Set of nodes enriched by the nonsmooth functions.

4.4 Two dofs enrichment strategies

From [15], we know that a large number of additionnal degmafeseedom in the
enrichment area generally leads to a very high conditionbarrfor the associated linear
system. A first attempt in decreasing the number of singulackement dofs, and then
decreasing the condition number, is obtained by makingdheWfing modification in the
singular enrichment.

The asymptotic displacements near the cré&k) are function of the 2 unknown
stress intensity factor&’; an K. But, in the XFEM enrichmen(3.7), these functions are
developed on 4 degrees of freedom. So our idea is to devebopsymptotic displace-
ments on only 2 degrees of freedom. It means that thefdnctions are replaced by the
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two following ones, say,

_ 32 v+ T 3 4 _
Gi(r,0) = r <73(1/— D (30529 + cos o ;

(3.9)

Gao(r,0) = 132 (;Zj; sin 20 + sin%)

4 2
So the singular enrichment terE Z e F g becomesz Z e Gy ¢ in the ex-
keK =1 keK =1
pression (3.7) of the approximate solutieh. To conclude, let us just remark that this
idea is not new : it has been tested in several reference§l(Egfer instance).

4.5 Second enrichment strategy : global nonsmooth functions and
integral matching

The second strategy is inspired by the so called "XFEM dofegatg with pointwise
matching”, introduced in [15]. The idea of such method is tluce the number of degrees
of freedom that are introduced in the finite element basis.tkig, the support of the
singular added functions is the whole enrichment area (gge3F.3) and they are not
multiplied by the finite element basis functions. So, indted12 additional degrees of
freedom per node inside the enrichment area, there are aihgdlar degrees of freedom
for the whole system : they are associated with the funciibren by (3.8).

We introduce the boundary of the enrichment area, Isalf cuts 2 into two sub-
domains : the enrichment area, €@y, and the rest of?, say(2, (see Fig. 3.13). The
unknowns defined on each domatnare denoted by” and their expressions read

( 4

uiL = Zaigoi + ijHapj + ZciFi :
iEN ieJ i=1
€Ny Jeh (310)
ngzai%ﬂLzij% ;
\ 1€No JEJ2

whereN; andN; are the sets of degrees of freedom that are locat@¢ and(2, (N; N N,

is not empty : it corresponds to the set of nodes that are obdbadaryl’). In a same
way, J; are the sets of degrees of freedonydhat are located if; (J; N J5 is not empty
for the same reason). Naturally, a matching condition isladeat the interface between
the enrichment area and the rest of the domain, in order toenthe continuity of the
function and its derivatives. Instead of the pointwise rhitg introduced in [15], we use
the integral matching given by (3.6).

Remark 3 Like in the previous section, it is also possible to devel@psingularities on
the 2 dofs given by (3.9). This possibility will be considdtether.
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" : boundary
/_between each domaii

FIG. 3.13 — Set of elements which represents the support of thenmaoth functions (set
Q).

5 Numerical experiments

The numerical experiments that we present in this sectioa haen performed with
the open-source finite element library Getfem++ [9].

5.1 Test problem

We test the previous methods on a benchmark problem : a pitit@wtraight through
crack. The plate is a square of edgeand the material is assumed to be isotropic. In the
experiments, we took’ = 14.98 kPa for Young’s modulus and = 0.3 for Poisson’s
ratio. Moreover, half the thickness és = 0.045. However, let us recall that, for the
Kirchhoff-Love model, the thickness is irrelevant withpest to numerical accuracy. The
exact solution of the problem is the pure mode 1l (see Figd)3athich reads

1 3v+5 3 0
U(T, 0) = E T‘3/2 (3(]?71_1) Sin 50 + Sin 5) s (3.11)
. . , , , .. 2F¢&? 9
in polar coordinates. Itis quite easy to check this funcismsuch thath u=20,
— UV

and satisfies free-edge boundary conditions on the craek f&enally, let us just observe
that, for this test problem, there is no volume nor surfaceds : the loading is due to
non-homogeneous boundary conditions, given by (3.11).

5.2 Convergence curves

The classical and eXtended Finite Element Methods (FEM arEMN) were applied
to the previous problem. In particular, three XFEM stragésgvere investigated : they are
called XFEM 1 (first strategy with 4 singularities, see Sat#d.3), XFEM 1 bis (first stra-
tegy with 2 singularities, see Section 4.4) and XFEM 2 (sdcimtegy, see Section 4.5).
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ven Mises Stress (log scals)

FiG. 3.14 — Graph of the exact solution, with the Von Mises stoegeria.

The L? (displacement) andl? (energy) errors were measured, on triangular, quadrangu-
lar, structured and non-structured meshes. Let us notatettile coarsest meshes hild
elements on each edge of the domain, and the more refined ®hélshe enrichment area
diameter wa$.30.

The convergence curves are given Fig. 3.15 and Fig. 3.16; 3thaw the errors de-
crease when the mesh is refined. More precisely, we can fsstabthat the three XFEM
are more accurate than classical FEM. Among them, the mostate is the second en-
richment strategy (XFEM 2) and the less one is the first siyateith 2 singularities
(XFEM 1 bis). So it exhibits to use 4 numerical singularitiestead of the 2 asymptotics
singularities lead to more accurate numerical results.rm kif superconvergence beha-
viour also appears for XFEM 1, especially with quadrangutashes : thanks to it, its
accuracy reaches XFEM 2 for the thinnest meshes. Moredw&nibe noticed that, for
non-structured meshes and particularly for triangulasoetie displacement norm error is
quite "oscillatory". However, we can see that the error glpldakcreases. So, even though
this curve is less smooth than the others, the numericaltsesemain perfectible, but
satisfactory.

Then, the rates of convergence were carefully examinedus.eecall that, denoting
u andu” the analytical and numerical solutions, the so-called oftonvergence is the
numbera such that|u" — ully = O(h®). It also depends on the choice of spate-or
example, on regular problems, with reduced HCT/FVS elemevescan expecfiu” —
ullgz = O(h) and||u" — ul|r= = O(h?) (see [6]). So, the results we obtained are
summarized in Tab. 3.1. First, we observe that, for clab$iEdM, due to singularities,
the rates of convergence remain limited aroupi@in energy norm and in displacement
norm. Second, as expected, the XFEM rates of convergenadameto be optimal,e.
they are the same as those of a regular problem. Finallyuihersonvergence behaviour
of XFEM 1 clearly appears.
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Errors of FEM and XFEM (Triang. Struct. meshes)
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FiG. 3.15 — Convergence curves for FEM and XFEM on structunedhes. Top : trian-

gular meshes. Bottom : quadrangular meshes.
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Errors of FEM and XFEM (Triang. Non-Struct. meshes)
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Errors of XFEM (Quadr. Non-Struct. meshes)
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FiG. 3.16 — Convergence curves for FEM and XFEM on non-structureghes. Top :
triangular meshes. Bottom : quadrangular meshes.
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Struct. meshes || Non-Struct. meshes
H? norm | L? norm || H* norm | L? norm

FEM Tri. 0.51 0.95 050 | 0.94
FEM Quad. 0.51 0.94 Not tested

XFEM 1 bis Tri. 0.95 1.77 1.10 2.11
XFEM 1 bis Quad. 0.94 1.73 1.35 2.61
XFEM 1 Tri. 1.19 2.36 1.27 2.67
XFEM 1 Quad. 1.44 3.23 1.72 3.65
XFEM 2 Tri. 1.02 2.09 1.04 1.94
XFEM 2 Quad. 1.05 2.11 1.06 1.95

TaB. 3.1 — Rates of convergence for FEM and XFEM.

5.3 Condition number

It is well-known that the application of a finite element nedHeads to solve a linear
system. This one can be more or less well-conditioned. Busm deals with this point
in XFEM strategies framework. The numerical results arewgivig. 3.17 and 3.18.

The classical FEM is taken as a reference. It can be obsemagds condition num-
ber grows at a rate close to As expected, since XFEM uses additional singular shape
functions, its condition numbers are higher. More pregi9¢FEM 1 produces the more
ill-conditioned linear systems. It is close 16'¢ for the thinnest meshes. So this pheno-
menon could limitate the capabilities of such a method agome this value, a matrix
cannot be numerically inverted. Moreover, the rates of ginoave the hugest : between
6.7 and8.4. XFEM 2 and XFEM 1 bis produce better conditioned linear eyt since
their rate of growth remains close 4¢like the classical FEM.

Let us recall that the high condition number of XFEM 1 was adiy mentionned in
[15, 14]. So, to avoid this drawback, alternative enrichtregrategies were developed.
In [14], the authors introduced a numerical procedure thaiva, in a sense, to orthogo-
nalize the enrichment functions. Some key features of ouegial Matching" strategy
(XFEM 2) are directly inspired from [15] : the use of globalrehment functions ins-
tead of enriching each node decreases the number of dofdsantha condition number.
Hence, it is not surprising to observe that the condition benof XFEM 2 is significantly
lower than XFEM 1. However, what can be observed here is beatievelopment of the
singularities on 2 dofs, instead of 4, is also a very efficigay to reduce the condition
number, even if it leads to a slight loss of accuracy.

Remark 4 We also tested the singularities developed on 2 dofs fomttegial Matching
4

enrichment strategy. The singular enrichment teinck F;, of (3.10) is simply replaced

k=1
2

byz cr G , where functiongs,, are expressed in (3.9). With this modification, the errors
k=1
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Condition Number of FEM, XFEM 1 and XFEM 1 bis
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Y ~ N — ¥/ — XFEM 1 - tri non-struct (7.41)
\% - Q — XFEM 1 - quad non-struct (8.17)
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V\é \a —H— XFEM 1 bis - quad struct (4.89)
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FIG. 3.17 — Condition numbers of FEM and XFEM first strategy (witbr24 singular
dofs).

Condition Number of FEM and XFEM 2
10 T T
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e —H— XFEM 2 - quad struct (4.63)
1o T XFEM 2 - tri non-struct (4.90)
B L XFEM 2 - quad non-struct (4.51)|
XFEM I —&A— FEM - tri struct (3.96)

“.. | —#— FEM - quad struct (3.81)

Mesh parameter

FiG. 3.18 — Condition numbers of FEM and all XFEM.
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remain unchanged : their numerical values are exactly thees@n about 3 significant
figures. Hence the curves are the same as those of XFEM 2 irBHi§.and 3.16. It is
why we do not present any graphic here. The condition numbesiss|ightly decreased
compared to XFEM 2 : it is divided by a factor that varies betwéend 3 for most of

the meshes.

Concluding remarks

We presented the adaptation of XFEM to the Kirchhoff-Lovat@lmodel. Several
XFEM formulations have been presented and we stress thénitdhe features of these
methods make possible an implementation in an industribhace :

— for all formulations, it was shown that the accuracy waglgesqual to the one of

a classical finite element method on a regular non-cracketolgm ;

— the computational cost is nearly equal to the one of the MiriReissner model,

which is the reference model for plate problems in induksadtwares ;

— our formulation is not subject to numerical locking duehe enrichment, unlike

the Mindlin-Reissner model and the strategy presented ijx [16

The results of our numerical experiments recommend the tifged'Integral mat-
ching" formulation, which is the less costly and the moreuaate (especially on coarse
meshes), and which keeps a not too huge condition number.

Even if all these numerical tests seem to indicate that tlearacy of these XFEM
formulations is optimal, no mathematical proof of this opdiity result is given. However,
we think it could be possible to formulate one and such a rekeshould be a very
interesting complement to this work.
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Chapitre 4

Calcul de Facteurs d’Intensité de
Contrainte (FIC)

Introduction

Le concept de Facteur d’Intensité de Contrainte (FIC) estitmgsrtant dans les ap-
plications, car il intervient dans les criteres indiqualetsisque de propagation d’'une
fissure déja existante. En pratique, on calcule les FIC pgostitraitement, a partir du
déplacement de la structure fissurée (lui-méme obtenugiiéahent via une méthode
numeérique). Ces méthodes peuvent étre classées en deuarizgég

— les méthodes directes, qui comparent I'expression dagatyte la singularité avec

le déplacement élément fini,

— les méthodes globales, dont le calcul se fait sur une zare @l moins grande

entourant le fond de fissure.

Les méthodes globales sont plus utilisées dans l'industtiaotamment celles ba-
sées sur l'intégrale-J (présentée au chapitre 1 en (1.8@¢ p4). Une premiere méthode
consiste a estimer numériguement (1.87). Une deuxiémeoaétfintroduite dans [7])
consiste a transformer I'expression en une intégrale dacair

Dans ce chapitre nous proposons deux méthodes originakzdale de FIC définies
pour le modeéle de Kirchhoff-Love. La premiere se propos&pmlter 'une des caracté-
ristiques de la variante dite "global non-smooth functioms imtegral matching”, présen-
tée dans le chapitre précédent. La présence des singsilexaétes dans la base élément
fini permet de déduire une estimation des FIC. Cette méthogke simple, ne nécessite
pas de post-traitement. Cette méthode est locale, et nesitécagcun calcul.

La deuxieme méthode est basée sur I'intégrale-J. Le perespd’intégrer la solution
numérique obtenue via XFEM, sur une couronne d’élémentaiesnt le fond de fissure.

Signalons que le fait de développer des méthodes pour lelenddéirchhoff-Love
est assez différent de ce qui est utilisé dans les codestiresisPar exemple, dans le
code SAMCEF, le modéle de Mindlin est utilisé, et le fond deufieest modélisé locale-
ment par le modéle d’élasticité tridimensionnelle. Aimsg concepts de mécanique de la
rupture utilisés sont ceux définis sur ce modele, bien qotétjrale-J soit définie pour le
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modele de Mindlin-Reissner [38].

Plan du chapitre

Ce chapitre est découpé en deux sous-parties. Dans la peemigrméthodes de cal-
culs de FIC sont présentées. La seconde partie est consasrégpériences numériques.
Deux cas-tests sont présentés. Les résultats de nos metapplgquées a ces cas-tests
sont ensuites présentés et analyseés.

Cette partie sur les FIC présente plusieurs intéréts. Digbdest une application
des méthodes formulées au chapitre précédent. Il est taujoieressant de montrer les
développements d’'une méthode. Mais dans notre cas de fijast,aussi une maniére
de compléter I'exposé des méthodes XFEM que nous propoBensméme que le colt
de calcul et la précision ont été étudiées, nous tadchons aér@nonaintenant que nos
formulations permettent d’évaluer les FIC de maniére feadiante.

Un autre intérét de ce chapitre sur les FIC, est d’apporteéléesents de réponse a la
guestion de la taille qu’il faut donner au ray@de la zone d’enrichissement. C’est une
guestion récurrente sur les formulations XFEM ayant une zbenrichissement de taille
fixe, comme les méthodes proposées dans [14] et [15].

1 Méthodes de calcul

1.1 Premiere méthode : estimation directe
Description de la méthode

L'expression du déplacement singulier dans le modele dehKoff-Love (1.83) ou
(3.5) montre qu’en présence de fissure il 'y a que 2 modesitsing, dont la présence
est quantifiée par la valeur des FIG et K,. Or, dans la deuxieme formulation XFEM
proposée au chapitre précédent, nommée “global nonsmoottidns and integral mat-
ching”, il est possible de prendre comme enrichissemegusier les deux fonctionér,
(3.9), dont I'expression est identiqgue aux deux modes $iggu Ainsi, dans la partie du
domaine?; contenant le fond de fissure, la solution numérique est egaipar :

2
U?:Zai@i‘FijH@j‘}'ZClGl : (4.2)

i€ENT jen =1

On peut voir facilement que les coefficierispeuvent étre des approximations va-
lables des deux FIC, a un coefficient multiplicatif prés. Efetefdans le modéle de
Kirchhoff-Love, la définition mathématique des FIC est

K, = lim \/27“022(7",9 =0,x3=¢)
N (4.2)
K2 = lim _I_V\/?Olg(r,e:o, 1’326)

r—0 ]_
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Les contraintes singuliéres sont@nl /+/r) au voisinage du fond de fissure. Or, en calcu-
lant les contraintes,, et oy, associées au déplacemeditci-dessus, puis en multipliant
par./r et en passant a la limite, tous les termes réguliers s’anfjudene resterons que
les coefficients;, a un facteur multiplicatif pres. Ainsi ces coefficientsramident bien
avec la définition des FIC.

Il reste juste a évaluer le facteur multiplicatif. Faisoelcul en détail pouk’; (la
méme démarche est valable pdiig). Dans la formule (4.2), on remplaeg, par o,
que nous exprimons en fonction du deplacement approtli4.1). En combinant la loi
de comportement (1.8) du modele de Kirchhoff-Love aveqdfession du tenseur de dé-
formation (1.7), et en se restreignant au probleme de fldxipnomme seule inconnue),
la relation entrery, etus est :

E
099 = —I3 m [V@flu;z, + 0222U3} . (43)

On remplagant:; par sa fonction d’approximatiom! danso, puis en reportant dans
(4.2), on obtient :

Eev2

Kh=_2EV<2
1 1— 12

v llm\/_811u1 + hm\/_(922u1 (4.4)

ll l2

Les deux limites/; andl, existent, car la partie la plus singuliéres dg étant en
O(r®?), on a doncd2,u = O(r~'/?). A part sur la fissure, sur les bords des éléments
et sur le sous-découpage des éléments (liés a l'utilisatioHCT/FVS), les fonctions de
base de:{ sontC?, doncd? ;u existe, etona:

hm \Vr 0 ﬁul = hchl\/_ QMGZ (4.5)

carlim VT Oigpi = 0 et lim Vr 9350 H = 0. Le calcul des dérivées secondes des
fonctlonsGl est un peu Iong mals n'est pas difficile. On obtient :

1 -3
lim 7 O3,Gi(r,0) = S T T Gh(r0) = S
1iH(1)\/7_"8121G2(7"a0> =0 hf%\/FangQO"?O) =0

Ce calcul confirme qué&’, n'interviendra pas dans le calcul dé!. On en déduit
surtout qué; = ¢; I, = ¢; =3, et finalement :

Vl’

Ee(v+3)V2

KP=—
! 1—v2

C1. (4.6)

Le calcul deK; est mené de la méme maniere. La définition (4.2) fait intérven,
qui est homogéne &,us3, donc il faut calculer les dérivées croisées des fonctign©n
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obtient :
lim VT 0LGi(r,0) = 0
lim /1 05,Ga(r,0) = 24,
ce qui donne
E 3)V?2
Kh = _M Co. 4.7)
— UV

La valeur des coefficientg se trouve dans le vecteur solution du systeme linéaire
résultant du calcul de la solution approchéell n’y a donc aucun post-traitement néces-
saire pour obtenir 'approximatiof, K%) du couple de FIGK,, K,).

Taux de convergence attendu

Il n’existe pas résultat théorique de convergence poue eeéthode. Signalons tout
de méme trois référence significatives, dont les 2 derniévesernent le probleme de
I'élasticité bidimensionnelle.

La référence [42] montre la convergence théorique d’unéhau d’estimation de
FIC tres proche de la notre. Il s’agit de la méthode dite ded@ar Function Method",
introduite dans le courant des années 1970. C’est une singtlode d'élément fini clas-
sique, ou la base élément fini est enrichie par la singuldttprobleme traité. La diffé-
rence principale est que le support de la singularité stEtentout le domaine. la solution
numériqueu” s’écrit donc comme la somme

u = Zuz QOZ'—FZC]‘ S, (4.8)
i J

ou S; designe les singularites, @f designe les fonctions de forme de la base élément fini
classique.

Ainsi, apres résolution du systeme linéaire, les coefftsien approchent les FIC.
Or, dans [42], le cas d'un opérateur elliptique généraligppla un domaine présentant
un nombre arbitraire de coins est traité. Pour le cas dedaipér bilaplacien avec une
fissure (cas d’un coin d’ouvertuger), le résultat prouvé indique que 'erreur sur les FIC
ainsi calculés est e@(,/r). Cependant, a notre connaissance, il n’existe pas de résulta
numeérique illustrant cette estimation.

La référence [30] concerne le cas de I'élasticité bidimamselle. Une résultat théo-
rique de convergence y est donné, pour une méthode d’estimidirecte” de FIC relati-
vement proche de la notre. La formulation XFEM de [30] wtili;y degré de liberté avec
support global pour chaque singularité, multiplié par wrecfion dite “cutoff”, notéey,
tres réguliére. Cette fonction est définie par deux cercleaytmsr, etr, telle que :

x(r)=1sir <rg
x(r) €]0, 1[ sir €]rg, 1] . (4.9)
x(r)=0sir>rg
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Avec cette formulation, un résultat de convergence théerigst prouvé, énoncant
que |K" — K;| < C+v/h. De plus, dans [30], des tests numériques montrent que cette
convergence ew/h peut étre atteinte, bien que le taux effectivement attedpedde du
choix der etr;. Les résultats numériques montrent que plus la fonctioofioest “raide”,

c’est-a-dire avee( etr, proches, et moins le taux de convergence est bon (il peut méme

passer en dessous b&?). En revanche, pour un passage de trés progressif de d,&0 (
r, €éloignés), le taux de convergence dépdg2e Signalons tout de méme que le niveau
d’erreur reste toujours relativement élevé (de 8 % dans ldeuedes cas).

Dans [11], une méthode numérique assez proche de celle gqueepnoposons est
testée, sur un probleme d’élasticité bidimensionnelleteOm&thode utilise la variante
XFEM nommée “adding enrichment on each node” dans le clepitrcédent, (ou “geo-
metrical enrichment” dans [14] et “XFEM with fixed enrichmiearea” dans [15, 30]).
Sauf qu’au lieu de définir un zone d’enrichissement de rayxos fes auteurs selec-
tionnent de une a trois couches de noeud entourant le fondsiedi

Trois maillages sont utilisés, de pas de maillage divisédpaix a chaque fois. Pour
une seule couche de noeud enrichis, I'erreur sur les FlQeaditour de 15 %. Le raffine-
ment de maillage n’améliore pas significativement la préojscar I'erreur ne baisse pas
enO(v/h). En raffinant une deuxiéme couche d’élément, I'erreur togibbalement a 1
%, et avec la troisieme couche, au-dessous de 1 %. Toutefopeut nettement voir que
le raffinement de maillage n’assure pas une baisse stri¢trour. Ainsi, la convergence
de la méthode numérique n’est pas averee.

Les similitudes entre notre méthode et celles décrites d@j£t [30] nous font pen-
ser qu’on pourrait espérer une convergenc&én’s) pour notre méthode d’estimation
directe, bien que I'extension de ces résultats a notre rdétreste a prouver.

1.2 Deuxieme méthode : calcul par intégrale-J
Description et formulation de la méthode

Pour le modéle de Kirchhoff-Love, I'expression de l'intélgr-J a déja été établie en
(1.91), page 56. Toutefois, cette expression n’est pas qallest utilisée dans les calculs
numerigues, car elle ne permet pas de séparer les coraribude chaque FIC au taux de
restitution d’énergie. De plus, elle demande de pratigasiigtégrations sur des contours,
ce qui n'est pas trés pratique pour une solution issue d’'loukcé@léments finis.

La démarche standard permettant de réaliser des calcul€qgeécis via I'intégrale-J
est décrite dans [17]. Cette démarche est basée sur desxtdedl Destuynder, décrits
par exemple dans [7, 43].

Présentons maintenant la formulation adaptée au cas duemmglaque de Kirchhoff-
Love. Notre démarche suivra d’assez prés celle décrite[d@hgqui concernait le cas de
I'élasticité bidimensionnelle).
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L'intégrale-J (1.91) peut étre re-écrite ainsi :
1
J = /mag (alal@, bg — §8a5u3 b1> dl — / 8amaﬁ bﬂ (91u3 dl (410)
r r

Signalons aussi qu’on dispose d’un formule, établie daP [2liant cette intégrale-J
aux facteurs d’intensité de contraintes :

J=a (K} + K3), (4.11)

ola = é‘j;r((;jy”)). Le calcul de £.11) est décrit par les auteurs de [22] comme trés délicat,

et mené avec le logiciel de calcul formel mathematica.

A partir de maintenant, toujours en suivant la démarchetéatans [17], nous consi-

dérons 2 états. L'état (1()71;5, u31)) correspond a I'état de déformation présent c’est-a-

dire la solution numérique dont on souhaite calculer les Eiiat (2)( aﬁ, ug )) estun

état auxiliaire correspondant au déplacement asympttigunode | ou I, selon le FIC
gue I'on souhaite calculer. L'intégrale J pour la somme deXétats est :

1
Ja+2) /F(msﬁ) + mfﬁ)) {(éhaugl) + 81au§2)) bs — 2(8a5u3 - 8a5u3 )61 dl
/ (Ol + 0.mB) (D1 + 01ul?) by di (4.12)
I

En développant, on trouve :

JU2) — g 4 @ 4 112 (4.13)

ou I(12) représente I'intégrale d’intéraction suivante :

1
2 = /( Saoaus? +monus )by - §(m8/38aﬁugz) +m0asus” )byl
r
/ (Damindrus + 8am)onus) by di (4.14)
I

Sion re-écrit(4.11) pour la somme des 2 états, on trouve :

JU+2) — g 4 7@ 4 9, (Kl(l)K£2)+K§1)K§2)> (4.15)

Les seconds membres (le13) et (4.15) étant égaux, on en déduit la relation :

109 =20 (K"K + K K() (4.16)

Dans cette equation, il suffit que I'état 2 soit le mode | (aﬂé@ =1let Kf) nul),
pour déduire la valeur du FI&; en fonction de I'intégrale d’intéraction, car I'équation
précédente devient :

10 =24 K (4.17)

On peut calculefs, de la méme maniéere.
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Transformation en une intégrale de domaine

Ainsi, calculer l'intégrale d’intéractiofd.14) avec les champs asymptotiques permet
de déduire les valeurs des FIC. Cependant, dans 'optique Idul caumérique, l'inté-
grale d'intéraction est transformée en une intégrale deaitoen Nous suivons toujours la
démarche de [17].

Re-écrivons I'expressiofu.14) de lintégrale d'intéraction/*:? de maniére plus
compact :

142 = /F Agbs + Bbydl (4.18)
avec .
Az = (m, ) 81au3) —|—maﬂ 81au3 )—(aam(l) 81u3 + Oa m(Q) 81u§1))
B = ;( 0 0ugul +mE) dusus”)

Lavaleur de/ (-2 ne change pas si on multiplie I'intégrande par une fonctéguliére
¢, qui vautl sur un voisinage du fond de fissure recouvrant la zonelgdélimite, et0
sur un contour’y qui entourel’. Ainsi, si on suppose qu’il n'y a pas de force surfacique
appliquée sur le disqué délimité par le contou€, alorsI":?) peut s'écrire :

1(1’2) = / (.Ag Bﬁ + BBl) q dl (419)
C

ou le contourC' est la réunion des contou¢s=T"U C', U C_ U Cy, et B désigne la
normale extérieur & (voir Fig. 4.1). Ensuite, on utilise le théoreme de la diegrce, et on
fait tendre le contour vers I'origine(0, 0). Ainsi, I'intégrale de contour est transformeée
en une intégrale de surface, et le domaihdevient le disque complet entourant le fond
de fissure, délimité par,,. Et donc, on a :

2 = / 05 (Asq) + 01 (Bg) dA
A
= / (ag.Ag +01B) g+ Az Osq + B 01q dA
A

Par un calcul direct, il est possible de montrer @yels + 0,5 vaut0 (le calcul est
fait en annexe, page 135). Ainsi on obtient :

72 — / [( My alau@) + m((fﬁ) 81au§,1)) - (&Xmsﬁ) 81u§2) + &lmfﬁ) (91u§1))] 0sq
A
1
it e nast] v
(4.20)

Un derniére simplification. Montrons que) d.su” = m() dasus’. En effet :

mﬁfﬁ aoeﬁu:f) = —D[(1- V)aaﬁu + vAu® ap] 836“
= —D[(1 = v)2zuM 02 u® + vAu) Au®)]
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FiG. 4.1 — Contours d'intégration pour le calcul fé?.

Cette derniere expression étant totalement symétriquenaéduit le résultat. Ainsi,
I'expression finale de I'intégrale d’intéraction est :

[ / (B0 +mE) o1l = @m0 + 0.m 01)]| 930
A

- mfllﬁ) &mué?) 01q dA
(4.21)

Calcul numérique de l'intégrale d'intéraction 702

A partir de maintenant, on ne suit plus la démarche de [17hatre démarche devient
spécifiqgue au cas du modele de Kirchhoff-Love, traité avélément HCT/FVS réduit
(notre démarche est originale).

On s’intéresse au calcul numérique de 'intégrale d’intééoa 72, dans son expres-
sion (4.21). L'expression mathématique a déja été étabdiedolemment, et elle contient
trois termes. Les deux premiers peuvent étre approchésrigquament sans grande diffi-
culté, mais le troisieme pose probleme, en raison de lapcésse dérivées troisiemes.

D’abord, les fonctions que nous intégrons ne sont pas fazoédans??(2). De plus,
il n'est pas établi que la dérivée troisieme d’une fonctioi sorrectement approximée
par I'élément fini HCT/FVS réduit (on obtient une approximatiseulement jusqu’a la
dérivée seconde). Il faut donc transformer I'expressia@1(¥ipour éviter ces dérivées
troisiemes.

\oici I'expression du terme & approcher :

X—_ /A () 0y + e ) Dy Dsg (4.22)

On sépare l'intégrale en deux termes :

X =~ [ 9ami) 0iul? 05+ 0am) 01u’ 95q (4.23)
Ak ~~ > N ~~ o

X1 X2
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Le terme X, peut étre calculé sans difficulté particuliére, en caldules dérivées
troisemes des singularités (le calcul est direct). Dansrlaé X, on peut faire une inté-
gration par partie :

X, =— / 8amsg 81ué2) pq = / ms) 8a(81u§2) 03q) — / msg 81ué2) O3qba (4.24)
A A 0A

-~ -~

X11 X12

Le termeX;; se calcule sans probleme. Pour le terihg, dans le cas oﬂgf) est le

mode | exacte, on peut vérifier q@eu§2) s’annule le long du bord de la fissure (ce terme
s’annule erf = 7). Donc dans ce cas(;, S'annule.

Mais dans le cas du mode Il, le calcul dg, pose toujours probléeme. Signalons
toutefois que ce terme n’est non-nul que sur les bords dedarésoud;g est non-nul
(c’est-a-dire le long de I'intersection des bords de la fissavec la couronne d’intégra-
tion).

Dans les tests numériques, pour le mode Il, on négligeraroet&;,. Malgré cette
simplification, les calculs d&’; n'ont pas été moins précis que ceux/de

Taux de convergence attendu

Pour I'élasticité bidimensionnelle, la référence [43] tent des résultats théoriques
de convergence montrant que I'erreur sur les FIC es2@r), pour des éléments;, avec
une méthode d’éléments finis classique.

Dans [15], pour un probléme d’élasticité bidimensionnedles calculs de FIC via
l'intégrale-J ont été menés, sur des solutions calculéetapaéthode XFEM. Pour un
élémentP?, bien que I'erreur soit assez oscillante, la courbe d’ersemble converger
enO(h?). Le niveau d’erreur atteint est trés satisfaisant (de 3 %95 @).

Ainsi, pour notre formulation utilisant les éléments HCT&Yeduits dont I'erreur
en normel? est enO(h?), on pourrait aussi espérer atteindre un taux de convergence
O(h?) (si les résultats de [43] s'étendent au cas de I'opératéaplbcien avec I'élément
gue nous avons choisi).

Implémentation

Nous ne présentons que deux aspects particuliers de I'mgpitation. L'évaluation
numérique de l'intégrale d’intéractiait’? nécessite de définir explicitement la fonction
¢, qui vaut 1 a l'intérieur d’'une zone entourant le fond de fies0 a I'extérieur d’'une
zone entourant la premiere, et se raccorde continlbmenéedane a I'autre. Comme on
ne calcule que le gradient gecette fonction n’est non-nulle que sur l'intervalle entes
deux zones. Numériquement, on défini donc une couronnenaiéitentourant le fond de
fissure, et l'intégrale-J n’est évaluée que sur cette caweon

Dans nos tests numériques, nous nous sommes contentésct®saékr la collection
d’éléments situés a une certain ray®n du fond de fissure. La fonctionest représentée
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sur I'élément HCT/FVS réduit : les degrés de libertés assaces dérivées sont mis a 0.
Les valeurs nodales sont fixées a 1 sur le bord intérieur deusonne, et a O sur le bord

extérieur. Voir Fig. 4.2, le cas d’'un maillage régulier gboatit & une couronne en forme
de "cadre".

FiG. 4.2 — Couronne d’éléments entourant le fond de fissure.
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2 Reésultats Numériques

2.1 Description de I'étude numérique
Cas-tests étudiés

Deux cas-tests avec une fissure droite sont considéréseb@agrconsiste a prendre
la somme des deux modes singuliers comme solution exacte :

u =Gy + Gy (4.25)

Les bords de la fissure suivent une condition de bord librée stste du bord suit une

condition de Dirichlet non-homogene, ou la valeur imposstecelle deu®”. Ainsi, les
valeurs exactes d&; et K, sontl/ Ay, (ou.Ag,, défini équation (1.83), vaué2 Ei(*TfV)).
Dans les tests nous avons pris une plaque car@s, 0.5 x [—0.5, 0.5], avec le fond

de fissure a l'origine.

Le deuxieme cas-test est issu de [39]. Il s’agit d’'une placprece avec une fissure
centrale, droite, de longue@ra, et un moment\/, constant est appliqué sur les bords
paralléles a la fissure. Les dimensions de la plaque sor# ‘diténies”, ce qui signifie
que les valeurs de référence de FIC ne sont valables quessiadiest de petite taille par
rapport aux dimensions du domaine. Ces valeurs de référente s

3 Mya
 2g2

Pour les tests numériques, nous avons pris un plaque de,@téc une fissure de taille
2a = 0.2. Ce qui reste significatifs vis-a-vis de la référence [40],des calculs sont
menés ave@a = 0.18. Le probleme étant symétrique, nous ne calculons qu’unéiénoi
du domaine.

Objectifs de I'étude

L'objectif des expériences numériques est d’étudier derrcommise par nos mé-
thodes de calcul de FIC, en fonction des paramétres suivants :

— le pas de maillagé

— le rayon d’enrichissemef®

— le rayon de la couronne d’intégrati@; (pour I'intégrale-J seulement)

— la distorsion du maillage.

De plus, les résultats seront comparés avec ceux de la neéttesléléments finis
classique avec l'intégrale-J.

L'objectif des tests numériques est double. D’abord, tétde I'erreur et la validation
des méthodes, qui permettent d'illustrer l'intérét deshuodes présentées au chapitre
précédent. Mais aussi, comme on I'a déja souligné dansdduiction, d’apporter des
éléments de réponse a la question de l'influence des paesfiegt R ;, et de proposer
éventuellement des regles pratiques de choix de ces paesnén fonction dé.
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FIG. 4.3 — Schéma du second cas-test de plaque, avec une fisstredezesoumise a des
moments au bord.

Dans les références [14] et [15], la zone d’enrichissemstrdirculaire, de rayof.05
et0.1, respectivement. Dans nos tests numeériques du chapitédmét,R vaut0.15.

D’une maniere générale, il est probable que le choiRddépende du résultat que
I'on cherche a obtenir. Pour faire des courbes de conveegesur I'erreur en normg?
ou H?, et gqu’on cherche a mettre en évidence le taux de converggaticeal, prendrek
indépendant du pas de maillagest suffisant.

Toutefois, sur les maillages les plus raffinés, le choix@éxe conduit a enrichir
de nombreuses couches d’éléments, ce qui est peut-étrdlgigid’'on n’utilise qu’un
seul maillage. Ainsi, dans notre étude numérique, nousageons deux stratégies pour
le choix deR. D’abord, nous testons plusieurs valeursT€dixe. Dans un deuxiéme
temps, nous envisageons (Relépende dé et recouvre un certain nombre de couronnes
d’éléments. AinsiR vautk h, ouk est un nombre entier entre 1 et 5.

Notons aussi que prendre = h est trés proche de la premiere formulation XFEM de
[17, 16], ou seul I'élément contenant le fond de fissure étaiichi.

2.2 Estimation directe

Cette premiére méthode a été testée sur les deux cas-testies/maillages triangu-
laires et quadrangulaires, structurés et non-structetgsour différentes valeurs du pas
de maillage.

Sur le premier cas-test, ou la fissure mesubenous avons testR = 0.1, 0.15, 0.2,
0.25. Ensuite, nous avons tes&= k h, ouk varie de 1 a4 5.

Les résultats montrent que cette méthode donne une bommeagsh du FIC, toujours
a moins de 5 % d’erreur, et souvent a moins de 1 % d’erreur. bixdeR fixe ne donne
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pas des résultats significativement meilleurs qu'aRee k h. C’est donc ces résultats-ci
gue nous présentons, Fig. 4.4 et 4.5. Les graphesfve® sont disponibles en annexe,
pages 137 et 138, Fig. 5.6 et 5.7.

Notons que les courbes montrent que la méthode convergeetriesnent. Ceci est
peut-étre lié au conditionnement élevé de la méthode, tpinat0'! en maillages struc-
turés etl0'? en non-structurés.

Sur le second cas-test, la fissure est de taille 0.11 sur le demi-domaine (le rec-
tangle|0, 0.5] x [—0.5, 0.5]). Par rapport au cas-test précédent, la fissure est de plus pe
tite taille par rapport a 'ensemble du domaine. Or, la zoeartchissement ne doit pas
toucher le bord : vu que celui-ci porte une condition de symé&jue I'enrichissement
singulier ne vérifie pas, les singularités se verraient sepda condition de symétrie, ce
qui affecterait aux singularités des coefficients éléménts ¢; proches de zéro. Et les
valeurs des FIC seraient fausses.

Sur ce cas-test, nous utilisons des maillages de densitéaénte a ceux utilisés avec
le premier cas-test. Ceci conduit a une contrainte plus itapte sur le choix d&. Pour
R fixe, nous avons testé05, 0.075, 0.10. Pour la stratégi& variable, nous avons testé
les méme valeurs de Une grande valeur denécessite un niveau initial de raffinement
important. Ainsi, pourk = 5, le maillage le moins raffiné (en quadrangles structurés)
compte enviror0 x 60 éléments.

Quand ce niveau de raffinement minimum est atteint, I'erestimférieure a 5 %. Les
résultats sont présentés Fig. 4.6 et 4.7, en rayons "vaslaiéfixes".

Conclusions et regle de construction de maillage

Malgré sa convergence lente, cette méthode "estimationtdirprésente indéniable-
ment de l'intérét, de par sa simplicité et sa capacité a fodes résultats proches de la
valeur exacte.

Au vu des tests, augment®& améliore les résultats, et vu la convergence lente, ce
peut étre plus intéressant que raffiner le maillage. Danadeda rayon variable, on voit
gue prendrék = 5 h permet d’atteindre une précision satisfaisante. Ceci neusgt de
proposer une regle de construction pour un calcul numérigiaat donné une fissure de
taille a, le domaine doit étre maillé avec érminimum dea/5.

Cette regle indique que plus la fissure est petite, plus sa prisompte nécessite un
maillage raffiné. Ce qui est conforme a l'intuition : plus ursstire est petite par rapport
a la taille des mailles, moins elle a d'influence sur le dépaent global. Un maillage
raffiné est donc nécessaire pour en "capter” I'influence.

2.3 Intégrale-J

De méme que pour la méthode "Estimation directe”, nous tewstegiosieurs valeurs
pour le rayon de la zone d’enrichisseméut: des valeurs "fixes" et des valeurs "va-
riables". Le rayon de la couronne d’intégrati®n sera aussi testé.
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Estimation directe de FIC (Tri. Struct.) Estimation directe de FIC (Tri. Struct.)
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FIG. 4.4 — Calcul de FIC, estimation directe, premier cas-testigngles R variable).
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Estimation directe de FIC (Quad. Struct.) Estimation directe de FIC (Quad. Struct.)
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Valeur normalisée de K1

Valeur normalisée de K1

FIC par Estimation directe, Tri. Struct. FIC par Estimation directe, Tri. Non—Struct.
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FIG. 4.6 — Calcul de FIC, estimation directe, deuxieme cas-Tfedixg).
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FIG. 4.7 — Calcul de FIC, estimation directe, deuxieme cas-festafiable).
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Les résultats obtenus sont précis, et les valeurs sont gsaids valeurs exactes. Par
contre, d’'un maillage a l'autre, I'erreur n’est pas forcémedécroissante, en raison du
fait que la valeur approchée fournie par l'intégrale-J bs@utour de la valeur exacte.
Ainsi, il peut arriver qu’'un maillage donne une erreur légaent supérieure a celle d'un
maillage un peu plus grossier, mais I'erreur reste globafgrnonne.

Pour cette raison, nous ne donnerons des courbes de camvergee sur le premier
cas-test, et dans le cas de maillages structurés, qui dodegraleurs moins oscillantes.
Dans un deuxiéme temps, nous présenterons |'étude glaraleus basant sur les gra-
phigues de valeurs normalisées des FIC, en fonction @&etR ;.

Premier cas-test

Courbes de convergences Nous présentons des courbes de convergence dans le cas de
maillages structurés (triangulaires et quadrangulgiFeég)4.8 et 4.9. La méthode XFEM
utilise une rayon d’enrichissemeRtégal & 0.15. Sur ces cas particuliers, la comparaison
avec la Méthode des Eléments Finis (MEF) indique qu’ XFEMaoagtable d’améliorer
I'erreur et le taux de convergence, puisque les pentesutesti¢our de 1 en MEF, et sont
comprises entre 1.4 et 1.8 pour XFEM.

Convergence de K, Ry= 0.24 (Tri. Struct.) Calcul de K, Ry= 0.24 (Tri. Struct.)
10° : : 10° : :
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FIG. 4.8 — Convergence des FIC en intégrale-J, maillages triaings.

Graphes des valeurs de FIC normalisées Nos résultats montrent que I'erreur obtenue
est globalement inférieur a 5 %. Les maillages structurés@ient tres facilement d’at-
teindre une erreur inférieur a 1 %. C’est le cas en trianglas; p'importe quel maillage
avecR = 0.2 ou 0.25, ou pour n'importe quel rayon a partir d’'un maillage a paatr
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Convergence de K1’ RJ =0.19 (Quad. Struct.) Convergence de Kz’ RJ =0.19 (Quad. Struct.)
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FIG. 4.9 — Convergence des FIC en intégrale-J, maillages quguledres.

60 x 60. En quadrangles structurés, sauf p@&ue= h, I'erreur est inférieur a 1 %, et est
remarquablement stable vis-a-vis&g.

En maillages non-structurés, prendge= 3/ ou 0.2 suffit pour obtenir un erreur
inférieure ou égale a 5 %, sur tous les maillages. On peut gatentreR = h ou2h et
R = 3 hily a parfois une différence tres significative. On peut edudie que3 h est une
valeur minimale.

Indiquons aussi une limite de la méthode : sur les maillageplus grossiers, avec
R = hou0.1, I'erreur est souvent supérieur a 10 %.

Globalement, nos tests montrent des résultats relativiestedsies par rapport au rayon
de la couronn&R ;.

A part en triangles structurés, la stratégie de zone fixe magtepas d’atteindre une
précision significativement meilleur que la straté@le= & h. Nos résultats suggérent
donc que pour les maillages les plus raffinés, dans I'optajue calcul de FIC, il n’est
pas utile de prendr® plus grand que 5 couches d’éléments.

Nous présentons les résultats p@ur= & h en maillages triangulaires ou quadran-
gulaires, structurés ou non-structurés, Fig. 4.10 a 4.28IsSes résultats suk; sont

présentés (les courbes g, similaires, sont présentées en annexe, pages 140 a 143). Le

courbes d&R fixe sont également disponibles en annexe, pages 145 a 153.

Deuxiéme cas-test

Pour ce deuxieme cas-test, rappelons que la fissure estqiltestpille, ce qui limite
les choix deR et R ;. Comme pour la méthode "estimation directe", en rayon fixe nous
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Calcul de K1’ h = 0.090 (Tri. Struct.)
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Calcul de Kl, h = 0.066 (Tri. Struct.)
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Calcul de Kl, h =0.032 (Tri. Struct.)
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Calcul de Kp h =0.016 (Tri. Struct.)
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Calcul de Kl, h =0.009 (Tri. Struct.)
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FIG. 4.10 — Calcul du FIGx;, pourR = k h , en intégrale-J. Premier cas-test, maillages
triangles structurés.
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Calcul de Kl, h = 0.097 (Tri. Non—Struct.)
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Calcul de Kl, h =0.066 (Tri. Non—Struct.)
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Calcul de Kl, h =0.026 (Tri. Non-Struct.)
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Calcul de Kl, h =0.015 (Tri. Non-Struct.)
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Calcul de Ky h =0.007 (Tri. Non-Struct.)
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FIG. 4.11 — Calcul du FIQY;, pourR = k h , en intégrale-J. Premier cas-test, maillages
triangles non-structurés.
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Calcul de K1’ h =0.090 (Quad. Struct.)
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FIG. 4.12 — Calcul du FIGY;, pourR = k h, en intégrale-J. Premier cas-test, maillages
guadrangles structurés.
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FIG. 4.13 — Calcul du FIGx;, pourR = k h , en intégrale-J. Premier cas-test, maillages
guadrangles non-structurés.
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testonsk = 0.05, 0.075 et0.1. En rayon variable, nous testons toujol@s= k h, pourk
sz 1 ab5. Dans tous les cas la couronne d’intégreaflgmvarie de 0.05 a4 0.11 (la couronne
peut toucher le bord).

Sur nos résultats, on voit clairement que la précision ald@etepend principalement
du rayon de la couronrn® ;. A mesure quér ; grandi, le FIC approché se rapproche du
FIC exact, la meilleur valeur est obtenue p®&yy maximal. A part pour les maillages les
plus grossiers, la meilleur valeur est toujours inférieGr% (les maillages pour lesquels
la fissure s’étant sur moins de 2 mailles posent probléme).

Le choix d’un rayon fixe donne a peut prés la méme précisiorstfde= k h (la seule
différence notable concerne le fait gu’en rayon "variabéefdffinement minimal est plus
important pour que le rayoR ne touche pas le bord du domaine). De plus, les cas de
maillages structurés triangulaires et quadrangulaireségalement similaires.

Ainsi nous ne présentons gue les résultats en rayon "vatjasienaillages triangu-
laires structurés et non-structurés, et quadrangulaoesstructurés, Fig 4.14 a 4.16. Les
5 autres graphigues sont présentés en annexe, page 155 a 160.

En conclusion, sur ce deuxiéme cas-test, on voit que poumkghlages raffinés il
n'est pas indispensable d’enrichir tout le domaine. Patrepprobablement en raison de
la diminution de la taille de la fissure par rapport aux maitle domaine, il faut prendre
une couronne d’intégration maximale pour que le FIC soilug&vée plus précisément
possible.

Ainsi, la régle de construction que nous proposons est tosijde prendré = a/5,
pour une fissure de taille avec une intégrale-J de ray@®y maximale.
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Intégrale-J, 2e cas—test, h = 0.066 (Tri. Struct.) Intégrale-J, 2e cas—test, h = 0.047 (Tri. Struct.)

Jo11 11— a
i ren || 3
o 1.05 1.05 R=2h ®
Q Q
) 2
£ 1 1 £
o] 5]
c [
5 0.95 0.95 F 5
© ©
> 09 0.9 . p
0.05 0.1 0.15 0.2 0.05 0.1 0.15 0.2
R R
J J
Intégrale-J, 2e cas—test, h = 0.032 (Tri. Struct.) Intégrale-J, 2e cas—test, h = 0.022 (Tri. Struct.)
11 1.1 — . : S
K R=h R=h Qe
g 1.05 R=2h 1.05 R=2h 9
ki R =3h R =3h 2
g = S
e 1 1 R=4h g
2 2
= 0.95 0.95 =
> >
3 fﬁ 3
g 0.9 0.9 . . g
0.05 0.1 0.15 0.2 0.05 0.1 0.15 0.2
R R
J J
Intégrale-J, 2e cas-test, h = 0.016 (Tri. Struct.) |ntégrale-J, 2e cas-test, h = 0.012 (Tri. Struct.)
o 11 11— : : —
o R=h R=h X
° - N 2}
o 105 R=2h 1.05 R =2hash °
‘0 R=3h §
T R =4h 2
1 ]
£ 1 R=5h £
S 5]
S 095 0.95 c
[} =}
g 0.9 - : S
> 09 ' >
0.05 01 0.15 0.2 0.05 0.1 R 0.15 0.2
R J
J
Intégrale-J, 2e cas—test, h = 0.009 (Tri. Struct.) Intégrale-J, 2e cas—test, h = 0.008 (Tri. Struct.)
o 11 1.1 .
p R=h R=h X
® 1.05 R = 2h & 5h 105 R=2hash|| 8
g 1 1 T
5 £
c o
5 0.95 0.95 <
& g
© =
> 09 09— - - g
0.05 0.1 0.15 0.2 0.05 0.1 0.15 0.2
R, R,

FIG. 4.14 — Calcul de FIC, pouR = k h , en intégrale-J. Deuxiéme cas-test, maillages
triangulaires structurés. 117
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FIG. 4.15 — Calcul de FIC, pouR = k h , en intégrale-J. Deuxiéme cas-test, maillages
triangulaires non-structures.
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Intégrale-J, 2e cas-test, h = 0.090 (Quad. Non-struct.) Intégrale

-J, 2e cas-test, h = 0.066 (Quad. Non-struct.)
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FIG. 4.16 — Calcul de FIC, pouR = k h , en intégrale-J. Deuxiéme cas-test, maillages
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Chapitre 5

Travaux préliminaires pour
I'application de la méthode XFEM au
modele de Mindlin-Reissner

Pour décrire les plagues et coques fissurées, le modele diiMdReissner est égale-
ment tres intéressant. Par rapport au modéle de KirchrmféLil est plus souvent utilisé
dans les codes de calcul industriels, et il apporte unenmdition physique supplémentaire
(la déformation de cisaillement transverse).

Comme nous I'avons déja vu au chapitre 1, I'inconvénientgipal de ce modéle est
d’'étre sujet au phénomene de verrouillage numérique. Cempase d'utiliser un élément
fini spécifique permettant de corriger le phénomeéne.

La difficulté principale pour I'application de XFEM sera dode formuler des en-
richissements singuliers qui ne verrouillent pas. En efést traitements développés en
éléments finis classiques ne s’étendent pas aux fonctiogslgres d’enrichissement.
Par exemple, pour les éléments que nous avons présentémuechapages 45 a 47 :

— avec I'élément QUAD 4 il faut sous-intégrer le terme deillesaent transverse, or

les singularités doivent au contraire étre intégrées agaadpup de précision.

— les éléments DKT/DKQ et DST/DSQ, qui utilisent les relaiale Kirchhoff au
niveau discret sont basés sur des relations entre polyn@ueses fonctions non-
polynémiales ces relations ne sont plus applicables.

— Lélément MITC 4 utilise un opérateur de projection, quaesise le degré des poly-
ndmes des fonctions de forme. Pour la méme raison, cet epénatst pas facile
a définir sur les fonctions singuliéres.

Rappellons que le seul article a ce jour ou la méthode XFEM apgtiiquée au modele

de Mindlin-Reissner est [16], dont nous avons déja présentdmtenu au chapitre 2,
page 67. La formulation proposée dans cet article a étéetestédes calculs de facteurs
d’intensité de contraintes. L'erreur globale entre la 8otuexacte et celle donnée par la
méthode XFEM n’y est pas étudiée.

Dans ce chapitre, nous ne proposons pas une formulation XgtkNMenne compte du
verrouillage. Par contre, nous donnons les premiers élispenr la validation d’une telle
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formulation. Dans une premiére partie, nous donnons deluti@as exactes singulieres
du modele de Mindlin-Reissner, inédites a notre connaigsatcui permettent de tester
I'erreur d’'une formulation XFEM pour ce modele. Dans la sempartie, en utilisant une
formulation XFEM tirée de [15, 14], et en se placant dans uto@tson ou le verrouillage
numérique n’intervient pas, nous présentons une étudesdiepermettant de valider le
choix des fonctions d’enrichissement singulier.

1 Deux solutions exactes du modele de Mindlin-Reissner
avec fissure

On propose ici deux solutions exactes du modéle de Mindlprésence d’une fissure.
Ces solutions vérifient les équations (1.76) et (1.77) du heod®nnées page 38, ainsi
que les conditions de bord libre le long de la fissure (donadasméme page et sur la
page précédente). Ajoutons que ces solutions sont simgsiiée qui est indispensable
pour mettre en évidence le gain de précision apporté par XFEM

Premiére solution

Cette solution a été trouveée par Yves Renard, et nous I'expisrdans la base polaire
habituelle (voir Fig. 3.3, page 76).

2FE%et [20e? k(5 3 5
ug = /1 © [ c sin<f>—5krzsin<§>——( vt )rgsin(—gp)}

31+v)? |[1—v 2 1—v 2
(5.1)
. (P ov+3 (. Sy
o= () =i () oy (e 52)
O 3(1+v)? COS<£>+5U+3 Cos5—go
2 1—v 2

Les chargements qui donnent cette solution, nétést M, dans les équations (1.76)
et (1.77), sont nuls. Sur le bord du domaine (en excluantdari&y, on impose une condi-
tion de Dirichlet non-homogene égale a la solution exacte.

Signalons maintenant quelques particularités de cetigicol

Elle n’est singuliére qu’em, car I'expression de la rotation de la normale,éft,
est suffisamment réguliére. En effet, les singularités derioff-Love, aussi en*/?, sont
dansH®/>=" V¥n > 0. Or, une régularitéf? suffit pour que I'élémen), soit de précision
optimale. Dond n’est pas singuliere.

Cependant, des queest pris petit, le seul terme singulier dg qui est fonction de
20£?/(1—v), sera négligeable devant les deux autres termes régiidincsions des & et
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k(5v+3)/(1 —v). Rappelons que, le facteur de correction de cisaillement transverse,
est souvent pris égal#6.

Ainsi, quand:= devient petit, la solution de ce probléme tend a devenirliégu Ceci
indique que cette solution ne permettra de tester la pogcde I'enrichissement singulier
gue pour des épaisseurs relativement élevées.

Deuxieme solution

Cette deuxieme solution est aussi donnée en coordonnéagpala seule différence
est que la rotation de la normale est donnée dans la bassiearté.

us = /7 sin (g) , (5.3)
(6N (1 + ¢)sin (£> + cos (£> sin ()
’= ( 02 ) =Vr (1 —c¢)cos (%) + sin (%) sin(yp) ’ -4
avece — >V
1+v

Cette solution posséde les particularités de verdign,s(0) = Aug = 0. Ainsi,
pour obtenir les chargemenis et M, correspondant a cette solution, en partant des deux
équations (1.76) et (1.77), qui valent :

_aaTa = F3

—c%ma@ + T, = Ma,

on obtient queV/,, = T, et F3 = —d,0,. CommeT,, est homogene &,us + ,, on en
déduit queM,, = O(1/4/r), et pour la méme raison, comriig = O(,/r), on aurals =
O(1/+/r). Les deux chargements tendent ponctuellement vers l'ipfiéé du fond de
fissure, mais I'énergie associée a ce chargement restesh@agc cette solution est bien
utilisable, a condition d’intégrer le second membre suffisat précisément. Signalons
que sidiv(m(f)) ou Aus €était non-nul, alors I'un des chargements seraiO¢n3/2), et
son énergie ne serait plus bornée.

2 Etude d’erreur de la méthode XFEM, en I'absence de
verrouillage

Pour faire cette étude, on va définir une méthode XFEM, erergmt simplement la
méthode publiée dans [15, 14], intitulée respectivemeEM with fixed enrichment
area” et “XFEM with geometrical enrichment” dans les deugmrénces. Ensuite, on pro-
gramme les deux cas-tests liés aux solutions ci-dessuspeg¢sure I'erreur de la méthode
XFEM, ainsi que celle d'une méthode d’éléments finis classsg en fonction du pas de
maillage (notéy).
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2.1 Formulation XFEM utilisée

Les fonctions inconnues; et ¢, utilisent I'élément fini(); standard (sans sous-
intégration du terme de cisaillement transverse). Lesesgions approchée dg et

sont :
ngzai%-FijH%JrzckF%y (5.5)
i jeJ ek
4
ehzzaiWi_FijH@j_'_ZZcicﬂwka (5.6)
i jeJ keK =1

avecu;, bj, ¢, dansR, eta;, b;, ¢, dansR?. Les fonctions d’enrichissemeftet { F} },—1 4
valent :

F=r sing (5.7)
3

Fi=r sing . Fy =/rsin 790 (5.8)
3

Fy=r cosg . [y = /r cos 790, (5.9

conformément aux singularités du modéle, qui ont été ptéesmu chapitre 1, équations
(1.84) a (1.86), page 52.

La stratégie d’enrichissement est la méme que celles péepdans [15, 14] : pour
rappels, 'ensemble désigne les degrés de liberté (ddl) dont le support est ciampent
traversé par la fissure. Lensemtiiedésigne les ddl dont le noeud est situé a l'intérieur
du cercle de rayofR, centré sur le fond de fissure.

2.2 Expériences numeériques

Les expériences numeriques de ce chapitre ont été menéekdibliotheque Get-
fem++ [9]. Elles consistent simplement a mesurer les esraumériques des méthodes
d’element finis classique (FEM) et d’éléments finis étend{leEEM). Seuls des maillages
quadrangulaires structurés ont été utilisés. Le domainemesarré de coordonnéps0.5, 0.5]?,
la fissure est localisée €, z,) tels quer; < 0 etz est nul. L'élément fini utilisé est
le quadrangl&),, pourus et pour chacune des deux composantes Rour une solution
réguliére, c’est-a-dir¢us, 0) dans[H?]?, son taux de convergence théorique en normes
H'/L? estO(h)/O(h?) (voir [5]). Dans les tests numériques, le rayBndu disque de
convergence est pristal5.

Résultat sur la premiéere solution

Pour cette solution, trois épaisseurs ont été testées,dqaesuvaleurs de égales a
0.5, 0.1 et 0.05. La premiére valeur est tres élevée, et conduit a une épaisgale au
coté de la plaque : ce choix est imposé par le fait d’évitersiasations ou I'élément
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Q. verrouille. Il en résulte que pour cette valeur le cas-testailé n'est plus dans le
domaine de validité mécanique du modéle de plague. Malgtelgwritation, I'expérience
numerique permettra tout de méme de tirer des conclusions.

Les courbes d’erreur pour les 3 épaisseurs sont données Figt.5.2. Sur la premiére
figure, on peut voir que la méthode des éléments finis classitpiée "FEM" ne réalise
pas une erreur optimale. En norni&, le taux de convergence de I'erreur suy est
de 0.51, mais suf il est égal a 0.99 (c’est-a-dire optimal). En norhg les taux de
convergences sont proches de 1. La méthode XFEM donne desl¢éaconvergences
proche de ceux optimaux, de 1 et 2 en norhieet H' (signalons une Iégeére perte sur
Ierreur L? surd, a 1.68 au lieu de 2). Pour cette valeursgen voit clairement que la
méthode XFEM permet d’obtenir le taux de convergence optiguain’est pas atteint en
éléments finis classiques.

Pour les deux valeurs suivantes gdela singularité dansi; devient trés petite par
rapport aux parties régulieres. C’est la raison pour lague§ méthodes XFEM et FEM
donnent pratiquement la méme erreur en nofidedont le taux de convergence est op-
timal : la singularité ne I'altére plus. En nornig, la méthode XFEM donne des taux de
convergence quasi-optimaux. Par contre, pour la méthoB#"Fmalgré I'aspect négli-
geable de la singularité, le taux de convergence n’est paherde2, mais autour de.1
poure = 0.1 et del.5 poure = 0.05.

Malgré les épaisseurs élevées, il y a sans doute un peu adeiage numérigue dans
ces simulations. La présence de celui-ci est difficile aumrakcar la quantit® us + 6 dé-
pend des, et est differente a chaque épaisseur. Or 'amplitude etdplge de cette quan-
tité influencent le verrouillage. Néanmoins, peut 0.5 le verrouillage est certainement
guasi-inexistant.

Premiére solution, enrichissement partiel

Cette premiere solution n’étant singuliére qugn nous nous sommes demandés si
I'enrichissement singulier ef était nécessaire. Nous avons donc mené la méme expé-
rience numeérique que ci-dessus, pour les trois mémes épesssnais sans enrichisse-
ment singulier sup. Les résultats de cette méthode avec enrichissementéfastint
guasi-similaires a ceux avec enrichissement complet, jgsutrois valeurs de. C’est
pourguoi nous ne présentons que la courbe g€).5, Fig. 5.3.

Deuxiéme solution
Etude préliminaire du verrouillage numérique

L'expression de la deuxieme solution ne dépend pas.d&insi, en partant de la
valeure = 1, on peut obtenir le niveau d’erreur de I'élémeépt sans verrouillage. En
faisant baisset, le verrouillage apparait, et I'erreur augmente. Ceci pémheedonner
une idée du niveau de verrouillage. L'étude a été menée sumaillage 15 x 15, les
résultats sont donnés TAB. 5.1 et TAB. 5.2. Pour les courbesdeecgences de cette
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Comparaison FEM/XFEM, premiére solution, € = 0.5
107 g T T T — T

— — XFEM,u_, p=0.99] ]
— o —FEM,u, p=051 |

—6— XFEM, 6, p = 0.99
- © —FEM, 6, p=0.98

Erreur relative en norme H*

10 P P n n n n n n PR
-2 -1 0
10 taille du pas de maillage 10 10
~, 10° . . : e
2 o XFEM,u,, p=204
5 — o —FEM,u,,p=0.99
) 10 XFEM, 8, p=1.68 | |
S FEM, 6, p = 0.97
T -4
I 10 | R
5
g
|_|j 10_6 N R R R N | R R R —
1072 taille du pas de maillage 107! 10°

FIG. 5.1 — Précisions des méthodes XFEM et FEM, premiere salutie: 0.5.
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Comparaison FEM/XFEM, premiére solution, € = 0.1

o XFEM, u,, p=1.00|
— o — FEM, us, p = 0.93

—o— XFEM, 8, p = 0.97
- © —FEM, 6, p=0.97

Erreur relative en norme H*

10 10

8= =~

<

o— XFEM, U, p= 1.96
- o —FEM,u;,p=111

XFEM, 6, p = 1.81
FEM, 6, p = 1.07

10 L
10

~, 10° .

(]

£

(@]

c -2

= 10

o e O

=

8 .o o~

[ 10 &

5

o

0 10—
107

taille du pas de maillage

-1 0

10 10

10 —T

Erreur relative en norme H*

-3

10—

Comparaison FEM/XFEM, premiére solution, € = 0.05

— o XFEM, u,, p=1.00]
— o — FEM,u,, p=0.99

—6— XFEM, 6, p = 1.00
— 6 —FEM, 8, p=0.99

-2 -1 0
10 taille du pas de maillage 10 10
~, 10° : .
2 o XFEM,u,, p=1094
5 y ~ o —FEM.uyp=140 | |
S < XFEM, 8, p = 1.87
g FEM, 6, p = 1.37
ks i
o
5
o
u’j 10_6 1 1
1072 taille du pas de maillage 10t 10°

FIG. 5.2 — Précisions des méthodes XFEM et FEM, premiére salutie- 0.1 et0.05.

127



CHAPITRE 5. TRAVAUX PRELIMINAIRES POUR L'APPLICATION DE LAMETHODE
XFEM AU MODELE DE MINDLIN-REISSNER

Supression de I'enrichissement en 6, premiéere solution, € = 0.5

- T
o XFEM partiel, U, H

XFEM, u,, Ht

: 2
o XFEM partiel, U, L

XFEM, ug, L2

O XFEM partiel, , H*
XFEM, 6, H!
g XFEM partiel, 8, L2
XFEM, 6, L2

=
o

Erreur relative

_3>

[any
o

10k

-2
10 " taille du pas de maillage 10 10

FiG. 5.3 — Effet de la suppression de I'enrichissement singalied, = = 0.5.

étude, nous jugeons que le verrouillage est négligeablespew).5, et qu'il est faible et
acceptable pour = 0.1. Dans [26], par exemple, cette derniere épaisseur estd&Bei
comme faisant partie du domaine de validité mécanique dwehaatk plague de Mindlin-
Reissner.

e 1 0.5 0.1 0.05
[us — ul[z= | 0.001122 0.001129 0.001656 0.003537
lus — ul||;n | 0.074712  0.074713 0.075589 0.083144
16 — 6|2 | 0.004843 0.004924 0.014675 0.041107
16— 6" | 0.237375 0.237436 0.377132 1.023830

TAB. 5.1 — Erreur en fonction de I'epaisseur, XFEM, mailldgex 15.

Courbes de convergence

Pour nos courbes de convergence, nous utilisons les deexrsales citées ci-dessus.
Les résultats sont donnés Fig. 5.4 et Fig. 5.5.

Dans la cas ou vaut 0.5, les taux de convergence correspondent asseggréoent
a ce que I'on attend : une convergence(®it)/O(h?) pour les normeg/'/L?, avec la
méthode XFEM. Avec la méthode “FEM*, on obtient une convaageenO(v/h) /O(h).
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e 1 0.5 0.1 0.05
[us — ut|[;= | 0.017224 0.017665 0.024167 0.030959
lus — b | 0.271814 0.272118 0.288954 0.321644
16— 6"||;= | 0.050527 0.051688 0.136770 0.223830
16— 6" | 0.971461 0.975419 1.631990 3.119030

TAaB. 5.2 — Erreur en fonction de I'epaisseur, FEM, maillagex 15.

Le seul cas un peu différent est I'erreur en norbiesurus, dont le taux de convergence
est del .58, au lieu de la valeur optimale Nous pensons que cette valeurld&s pourrait
étre améliorée en prenant en compte le chargement plusesgigment. Rappelons qu'il
estenO(1/4/r), c’est-a-dire qu'il tend vers l'infini vers le fond de fissuBans nos tests
numeérigues, le chargement est interpolé sur un élémer@{ini

Le cas oue vaut0.1 présente des résultats globalement similaires, bien guialex
de convergences soient [égerement différents. Ainsi,esdeaxieme cas-test on constate
aussi que I'enrichissement XFEM permet de retrouver le @ixonvergence optimal
de I'élément;. Donc la singularité est bien prise en compte, ce qui vakdehbix des
expressions (5.7) et (5.8).

Comparaison FEM/XFEM, deuxieme solution, € = 0.5

[
o
o

o XFEM, u,, p=0.99) :
_ o _ FEM,u,p=051

—6— XFEM, 6, p = 1.09
- © —FEM, 6, p=0.50

Erreur relative en norme H*

10— : :
-2 -1 0
10 taille du pas de maillage 10 10
~10° . . - S —
2 o XFEM,u, p=158
= — 5 =
5 10_2 o e- o= 0 — o — FEM, us, p 0.99
S e 9=~ 5—>o XFEM, 6, p = 2.05
Q _e—° FEM, 6, p = 0.99
3 4 Wv
[ 10 | R
5
g
Lﬁ 10_6 sl . . . A | . . . P
1072 taille du pas de maillage 107! 10°

FiG. 5.4 — Précisions des méthodes XFEM et MEF, deuxiéme salutie: 0.5.
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Comparaison FEM/XFEM, deuxiéme solution, € = 0.1

— — XFEM,u_, p=1.00] ]
— o — FEM, U, p= 0.53

—6— XFEM, 0, p = 1.20
- © —FEM, 6, p = 0.66

Erreur relative en norme H*

10 taille du pas de maillage 10 10

i o XFEM,u,, p=189
N o= © =
o0 = o= © _ o —FEM,u,,p=0.92

XFEM, 6, p = 1.63
FEM, 6, p = 0.92

_4_

Erreur relative en norme L2

10 : '
102 taille du pas de maillage 107 10’

FiG. 5.5 — Précisions des méthodes XFEM et MEF, deuxiéme salutie 0.1.
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3 Conclusion du chapitre

Les résultats de ce chapitre montrent gu’en présence dingalarité, I'enrichisse-
ment singulier permet d’obtenir une erreur dont le taux devemence est optimal vis-
a-vis de I'élément utilisé, c’est-a-dire le méme taux quewuprobleme régulier sans
fissure. Ceci permet de conclure que les fonctions d’engehignt singulier utilisées
sont correctes. Rappelons qu’une telle étude n'avait jaétaistalisée.

Signalons que dans [16], les fonctions d’enrichissemergudieres deus; sont dif-
férentes de celle que nous avons choisi. Le déplacemerntalett y est enrichi par
'ensemble des fonctions suivantes :

3/2 0 . .3/2 0 30

r°/%¢in 5 r°/%sin 22
2 ’ 27

2o (5.10)

r2cost ; r3/2cos e,

2 ’
qui sont les termes d’ordre supérieuy/a sin g dans I'expression de la singularité exacte
de us (voir [38]). Remarquons aussi qu’elles sont égales aux fonstd’enrichissement
singulier du modéle de Kirchhoff-Love, équation (3.8), p&3.

Nous ne concluons pas pour autant que les fonctions chaoiares[16] sont inappro-
priées, car les expériences numeriques de validation teeréétrence sont différentes des
notres (il s’agissait de calcul de facteurs d’intensité aleti@intes). Nous pensons plutét
gue le choix des fonctions d’enrichissement pourrait ddpedu résultat gu’on cherche
a obtenir.

Ce chapitre constitue donc les premiers éléments en vue dcloggement d’'une
méthode XFEM appliquable au modeéle de Mindlin-Reissner. iffecaté suivante sera
de définir un enrichissement singulier sans verrouillageémngue.

Pour tenter de résoudre cette difficulté, I'approche démde dans [16] et décrite
au chapitre 2 page 67, consiste a remplacer les fonctionsrdeefde I'élément); par
celles de I'élément MITC 4. Ce qui ne produit aucun traitenparticulier sur les fonc-
tions d’enrichissement singulier : le résultat reproduit. 2.6 page 68 montre qu'il y a
du verrouillage, ce qui laisse a penser gu’un traitementiigée est nécessaire sur ces
fonctions.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése, nous avons proposé deux formulations Xb&ddes sur le modéle
de Kirchhoff-Love, puis deux méthodes de calcul de FIC atlpt ces formulations.
L'erreur de ces formulations présente un taux de convemggeptimal. Cette méthode
est fiable pour tout type d’épaisseur, et son colt de cal¢udiesnéme ordre que celui
du modéle de Mindlin-Reissner (qui est le modele de référdnos les codes de calcul
industriels).

Le chapitre sur le calcul de FIC montre que nos formulatiarg potentiellement
utilisables pour des applications industrielles. Pour &hade dite d’estimation directe,
nos tests numériques nous ont suggeres une regle simpleotedehrayon de la zone
d’enrichissemenRk et du pas de maillage. Une des limites de la méthode XFEM est la
difficulté a modéliser les fissures de trés petite tailleleseti ne sont modélisables qu’au
moyen de maillages trés raffinés. Pour la méthode d’intégratjuand la fissure est petite,
les tests suggerent de prendre une couronne d’intégragiosydn maximal.

Ce travail pourrait étre étendu de nombreuses manieres. &mug;ons des possibili-

tés par ordre de complexité croissant.

— une méthode dite de "raccord hybride" pourrait étre propokezone d’enrichisse-
ment utiliserait le modele de Kirchhoff-Love, et le restdalplaque serait modélisé
par le modéle de Mindlin-Reissner.

— L'étude théorique et la preuve mathématique de la conaergéhéorique de nos
méthodes augmenterait la confiance qu’on peut leur porter.

— Il serait intéressant aussi de formuler des enrichissesserguliers sans verrouillage
numérique, pour le modeéle de Mindlin-Reissner. Une prentiéméative pourrait
étre d’enrichir ce modele par les singularités de Kirchthaffe. En effet, les sin-
gularités de ce modéle sont sans verrouillage, et I'arfith montre que pour des
épaisseurs tres petite, les FIC de Kirchhoff-Love et MimdRieissner sont équiva-
lents.
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Annexes

Annexes du chapitre "Calcul de FIC"

Calcul de 93 Ag + 01 B =

Montrons que :
65Aﬁ + 0B =

On rappelle que :

As = (m,, v alau?,’ —i—maﬁ 81au3 ) (Oa mgﬁ) (91u3 + On m(z) 81u§1))
B = _mgjg Dy

Passons au calcul :

O Ag +0B = 8 maﬁ 81au3 + maﬂ O108U (2) o+ a m 8 augl) +ma2ﬁ) 0108 u:(gl)

-~ -~ -~

E4 Eo E3

— 9p0aml) uy) — duml) ogul — 950.m%) dul) — 0.m) Osul
—— ~—_——— N—— —_——
=div div m=0 Ey =div div m=0 Es3

(2)

-0 mag Ooplls — maﬁ 81a5u(2)

E>

= mfg alaﬁugl) — a1msg 8a5ug2)

Calculons les deux termes restants et montrons qu’ils scau>eg:ommem(” =
—D[@aﬂug + v Aul §,4], on peut directement les calculer :

am) dugu) = —D[Diapuy’ + v 0 AuM §,5] Dusu)
D[(’?lagugl)@agu?) + v AulV) Aug)]
mfﬁ) 81agugl) —D|[0npus @+ v A ) 6] alaﬁu(l)
—DIo, a5u3 01a5u3 + v Au® Ogqul)]

Ce qui conclut le calcul, et montre qag Az + 0,8 =
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Résultats de FIC en estimation directe, premier cas-test, pour fixe
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Estimation directe de FIC (Tri. Struct.) Estimation directe de FIC (Tri. Struct.)
1.01— - - : : : 1.01— - - : : :
—*%— R =0.10 —*—R=0.10
—*—R=0.15 ;‘ —*%—R=0.15
g R =0.20 ¢ R=0.20
< 1.005 \\ — % R=025|] & L1005¢ —%—R=0.25]]
© K ©
(] (]
Py ;
[ iy === e A N DR T
e ! e !
o o
c c
2 3
g 0.995¢ 18 0.995¢
0.99— : : : : 0.99— . : : : :
20 40 80 100 120 20 40 60 80 100 120

Nombre d’éléments sur un bord du maillage Nombre d’éléments sur un bord du maillage

Estimati

1.05

ion directe de FIC (Tri. Non—Struct.) Estimation directe de FIC (Tri. Non—Struct.)

Valeur normalisée de K1

*

0.95

1.05—

—*—R=0.10
—*—R=0.15

R =0.20
—k—R=0.25

—%—R=0.10
—*%—R=0.15
R =0.20

—+%—R=0.25

* 3
i
1432

Valeur normalisée de K2

20 40

80 100 120

20 40 60 80 100 120

Nombre d’éléments sur un bord du maillage Nombre d’éléments sur un bord du maillage

FIG. 5.6 — Calcul de FIC, estimation directe, premier cas-tedtiangles R fixe).
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Estimation directe de FIC (Quad. Struct.) Estimation directe de FIC (Quad. Struct.)

1.01— : 1.01—
— N X
X 1.005} X< 1.005 Sg’& 1
) [ A
© © K
() [}
N} \Q
R R
< s R R
£ e 1
2 —*—R=010| | 2 —%—R=0.10
5099 —*—R=015 3099 —%—R=0.15
< - - < -
g 099 R=020| | § 099 R =0.20
—*%—R=0.25 —+—R=0.25
0.99 — : : : : : 0.99 — ' : : : :
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
Nombre d’éléments sur un bord du maillage Nombre d’éléments sur un bord du maillage
Estimation directe de FIC (Quad. Non-Struct.Estimation directe de FIC (Quad. Non-Struct.)
1.05— : : - - - 1.05— : : - - -
—*%— R =0.10 —*—R=0.10
—*— R =0.15 —*%—R=0.15
% R=020|| ¢ R=0.20
() —*— R =0.25 ) —*—R=0.25
© ©
(] [}
(] ‘O
(2] R
=R = E
g 1 ) ¥ N g
o o
c c
5 5
Q Q
< <
> >
0.95— : : : : : 0.95 : : : : :
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120

Nombre d’éléments sur un bord du maillage Nombre d’éléments sur un bord du maillage

FiG. 5.7 — Calcul de FIC, estimation directe, premier cas-tesfjuadranglesR fixe).
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ANNEXES

Résultats en Intégrale-J, premier cas-test, pouf’,, en rayon "variable”

Pour le premier cas-test, défini en (4.25), nous présentolles irésultats qui concernent
le cas du rayon de la zone d’enrichissem&tariable. Les quatre graphes ci-aprés
montrent le FICK; normalisé (ces cas correspondent aux maillages triaggiadrangles
et structurés/non-structurés).

Dans le corps du texte, on avait présenté les 4 méme cas deegraqouri’; .
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Calcul de K2, h =0.090 (Tri. Struct.)
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| \_\_/ R =5h
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Calcul de K., h = 0.047 (Tri. Struct.)
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| - — —MEF
ﬂl ﬂu - = = R =2h|;
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L\F \j R =5h
01 0.2 03 04 05 0.6
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Calcul de K2, h =0.022 (Tri. Struct.)
R=h
————— R =2h, 3h
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Calcul de K2, h =0.012 (Tri. Struct.)
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Calcul de K2, h =0.066 (Tri. Struct.)
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Calcul de K, h = 0.032 (Tri. Struct.)
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Calcul de K2, h =0.016 (Tri. Struct.)
- - xN
| o
- — —MEF
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5
Q
— S
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Calcul de Kz' h =0.009 (Tri. Struct.)
XN
[}
°
M\W — — TMEF
A R=h
R = 2h, 3h, 4h, 5h
>
Q
—_ S
01 02 03 04 05 0.8

FIG. 5.8 — Calcul du FICK,, pourR = k h , en intégrale-J. Premier cas-test, maillages

triangles structurés.
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Valeur normalisée de K2 Valeur normalisée de K2 Valeur normalisée de K2

Valeur normalisée de K2

Calcul de K2, h =0.111 (Tri. Non-Struct.)
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Calcul de Kz’ h = 0.097 (Tri. Non-Struct.)
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Calcul de Kz’ h = 0.065 (Tri. Non-Struct.)
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Calcul de Kz’ h = 0.036 (Tri. Non-Struct.)
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Calcul de K2, h = 0.019 (Tri. Non—-Struct.)
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FIG. 5.9 — Calcul du FICK,, pourR = k h , en intégrale-J. Premier cas-test, maillages
triangles non-structurés.
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Valeur normalisée de K2 Valeur normalisée de K2 Valeur normalisée de K2

Valeur normalisée de K2

Calcul de K, h =0.090 (Quad. Struct.)
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FIG. 5.10 — Calcul du FIG¥,, pourR = k h , en intégrale-J. Premier cas-test, maillages

guadrangles structurés.
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Calcul de Kz’ h = 0.066 (quad. Non-Struct.)

1.1 r
R =2h
1.05 R =3h|]
/\ R =4h
1 p— Y \/’— R =5h ]
0.95 J\J
0.9
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
R,
Calcul de K2’ h = 0.032 (quad. Non-Struct.)
1.1 :
R =2h
1.05 R =3h|;
/F\{;\‘u\/_\/j R =4h
1tV R NAVAVN R =5h |
0.95
09— : : : :
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
R,
Calcul de K2, h =0.016 (quad. Non-Struct.)
1.1
R =h, 2h
1.05 w R = 3h,
4h, 5h
1
0.95
09— : : : :
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
R
J
Calcul de K2' h =0.009 (quad. Non-Struct.)
11— " " - -
R =h, 2h
1.05 R = 3h,
4h, 5h
1
0.95
09— : : : :
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
R

FIG. 5.11 — Calcul du FIG¥,, pourR = k h , en intégrale-J. Premier cas-test, maillages
guadrangles non-structurés.
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Résultats en Intégrale-J, premier cas-test, pouf;, en rayon "fixe"

Toujours pour le premier cas-test, défini en (4.25), nousam®ns ici les résultats qui
concernent le cas du rayon de la zone d’enrichissefRdike. Il y a 8 graphes :
— les quatre premiers correspondent au calculkgenormalisé, pour les cas des
maillages triangles/quadrangles et structurés/norcisings,
— les quatre suivants montrent les méme calculs, mais jggmormalisé.
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FIG. 5.12 — Calcul du FICK,, pourR fixe , en intégrale-J. Premier cas-test, maillages

triangles structurés.
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FIC en Integrale-J, h = 0.051 (Tri. Non—Struct.)
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FIG. 5.13 — Calcul du FICK, pourR fixe, en intégrale-J. Premier cas-test, maillages

triangles non-structurés.
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Calcul de Kl, h =0.090 (Quad. Struct.)
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FIG. 5.14 — Calcul du FICK, pourR fixe, en intégrale-J. Premier cas-test, maillages
guadrangles structurés.
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Calcul de Kl, h = 0.090 (quad. Non-Struct.)
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FIG. 5.15 — Calcul du FICK, pourR fixe , en intégrale-J. Premier cas-test, maillages

guadrangles non-structurés.
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Résultats en Intégrale-J, premier cas-test, pouf,, en rayon "fixe"
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FIG. 5.16 — Calcul du FICK,, pourR fixe , en intégrale-J. Premier cas-test, maillages

triangles structurés.
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FIG. 5.17 — Calcul du FICK,, pourR fixe, en intégrale-J. Premier cas-test, maillages

triangles non-structurés.
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FIG. 5.18 — Calcul du FICK,, pourR fixe, en intégrale-J. Premier cas-test, maillages

guadrangles structurés.
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Calcul de K2, h = 0.090 (quad. Non-Struct.)
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ANNEXES

Résultats en Intégrale-J, deuxiéme cas-test, en rayon "variable" (mdages
Quad. Struct.)
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Intégrale-J, 2e cas-test, h = 0.090 (Quad. Struct.)intégrale-J, 2e cas-test, h = 0.066 (Quad. Struct.)
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Résultats en Intégrale-J, deuxiéme cas-test, en rayon "fixe"
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Integrale J, 2e cas—test, h = 0.066 (Tri. Struct.) Integrale J, 2e cas—test, h = 0.047 (Tri. Struct.)
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FIG. 5.21 — Calcul de FIC, pouR fixe, en intégrale-J. Deuxieme cas-test, maillages
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Integrale J, 2e cas—test, h =0.072 (Tr| Non-struct.)
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FIG. 5.23 — Calcul de FIC, pouR fixe, en intégrale-J. Deuxieme cas-test, maillages

guadangles structureés.
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Intégrale-J, 2e cas—test, h = 0.066 (Quad. Non-stru

ct.) Intégrale-J, 2e cas-test, h = 0.047 (Quad. Non-struct.)
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Notations

Dérivée partielle dans la directian

Déplacement dans le modele élastique tridimensionnel
(avecus valable aussi en plaques)

Tenseur des déformations

Tenseur de contraintes

Déplacement membranaire (modéles de plaques)

Rotation de la normale (modele de Mindlin-Reissner)

Vecteur normal unitaire extérieur

Vecteur tangent unitaire extérieur, tel glea) soit une base directe
Tenseur de 'effort de membrane (modéles de plagues)

Tenseur du moment de flexion (modeles de plaques)

Effort tranchant (modéles de plaques)

Demi-épaisseur de la plaque

Module de Young

Coefficient de Poison

Plan moyen de la plaque, inclus dans le plan d’altitude nslle: 0

Domaine physique occupé par la plaquey., ;) € Q etxs €] — ¢, €]

Taux de restitution d’énergie

Facteur d’Intensité de Contraintes (FIC) pour le modele detfioff-Love
Facteur d’Intensité de Contraintes (FIC), pour le modéle dedhti-Reissner
Cordonnées polaires

Espace des fonctions polynomiales par morceaux, de degnésdes triangles

Espace des fonctions polynomiales par morceaux, produnisotiel de
fonctions monodimensionelles de degkésur des quadrangles)

Dimension de la zone d’enrichissement singulier (formatet XFEM)

Dimension de la couronne d’intégration de I'intégrale-J
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