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Résumé

Dans la première partie de cette thèse, on s’intéresse à la convergence
de certaines séries aléatoires. On détermine des conditions suffisantes sur la
suite (ak)k≥1 et sur les variables aléatoires indépendantes (Xk)k≥1, afin que
pour presque tout ω ∈ Ω, on ait la convergence uniforme ou pour presque
tout x de la série

∑
k≥1 akf(x·(X1+· · ·+Xk)(ω)) pour une certaine classe de

fonctions f . On trouve, aussi, des conditions suffisantes sur la suite (ak)k≥1

et sur les variables aléatoires indépendantes (Xk)k≥1, afin que pour presque
tout ω ∈ Ω, on ait la convergence dans L2(µ) ou µ-presque partout de la série∑

k≥1 akT
(X1+···+Xk)(ω)(g)(x) pour certaines classes de fonctions g ∈ L2(µ)

et de flot {T t, t ∈ G} d’opérateurs de L2(µ) dans L2(µ) (où G est un semi-
groupe de R).

La deuxième partie porte sur des propriétés de mesures : quasi-Bernoulli
et quasi-Bernoulli faible. On trouve notamment des conditions nécessaires et
suffisantes pour qu’une mesure de Markov inhomogène soit quasi-Bernoulli
ou quasi-Bernoulli faible. On caractèrise à l’aide de ces conditions les mesures
de Bernoulli qui sont quasi-Bernoulli ou quasi-Bernoulli faible. On prouve
que si une mesure de Bernoulli n’ayant que des probabilités non nulles est
quasi-Bernoulli faible alors elle est quasi-Bernoulli.

La dernière partie est consacrée à l’étude du problème du temps de retour
uniforme dans les systèmes exponentiellement mélangeant. Il s’agit d’avoir
un recouvrement aléatoire de l’espace engendré par un processus exponen-
tiellement mélangeant. Etant donné un recouvrement aléatoire, on obtient
une estimation du nombre de recouvrements en fonction de la dimension
maximale locale de la mesure.
Mots clés : séries aléatoires, transformée ergodique de Hilbert, mesures
quasi-Bernoulli et quasi-Bernoulli faible, temps de retour uniforme, système
exponentiellement mélangeant





Abstract

In the first part of this thesis, we study the convergence of two different
random series. We give some sufficient conditions on the sequence (ak)k≥1,
on the random independent variables (Xk)k≥1, such that for almost every
ω, to have the uniform convergence or almost everywhere convergence of∑

k≥1 akf(x · (X1 + · · ·+Xk)(ω)) for a certain class of functions f . We also
find some sufficient conditions on (ak)k≥1 and on on the random independent
variables (Xk)k≥1 to have a certain class of function g ∈ L2(µ) and a certain
class of operator {T t, t ∈ G} such that the series

∑
k≥1 akT

(X1+···+Xk)(ω)(g)(x)

converge in L2(µ) or for µ-almost every x.
In the second part, we prove some necessary and sufficient condition

for an inhomogeneous Markov measure to be a quasi-Bernoulli measure or
a weak quasi-Bernoulli measure. We apply this condition on the Bernoulli
measure. We proved that a Bernoulli measure which only has some non-
negative probability is a weak quasi-Bernoulli measure, then it is a quasi-
Bernoulli measure.

The last part is devoted to the study of a uniform hitting problem in an
exponentially mixing dynamical system. This is a random covering problem
driven by an exponentially mixing stationary process. For such a covering,
among others, we obtain a satisfactory estimation on the covering numbers.
Keywords : random series, ergodic Hilbert transform, quasi-Bernoulli mea-
sure, weak quasi-Bernoulli measure, uniform return times, exponentially
mixing dynamical system.
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Introduction

Plan général

Cette thèse est divisée en trois parties indépendantes. Dans la première
partie, on considère deux familles de séries aléatoires :

∑

k≥1

akf(x · (X1 + · · · +Xk)),

∑

k≥1

akT
X1+···+Xk(g)(x)

où (ak)k≥1 est une suite de nombres complexes, f : R → R une fonction
continue 1-périodique, g : E → R une fonction de carré intégrable définie
sur un espace mesuré (E,A, µ), {T t, t ∈ G} un flot discret ou continu
d’opérateurs de L2(µ) dans L2(µ) (où G est un semi-groupe de R) et (Xk)k≥1

une suite de variables aléatoires réelles indépendantes définies sur un es-
pace de probabilité (Ω,B,P). On détermine des conditions suffisantes sur
la suite (ak)k≥1 et sur les lois des Xk (k ≥ 1), afin que pour presque tout
ω ∈ Ω, on ait la convergence uniforme ou µ-presque partout de la série∑

k≥1 akf(x · (X1 + · · · + Xk)(ω)) pour une certaine classe de fonctions f .
De même, on trouve des conditions suffisantes sur la suite (ak)k≥1 et sur les
lois des Xk (k ≥ 1), afin que pour presque tout ω ∈ Ω, on ait la convergence
L2(µ) ou µ-presque partout de la série

∑
k≥1 akT

(X1+···+Xk)(ω)(g)(x) pour
une certaine classe de fonctions g. On traitera deux situations qui nécessitent
des techniques différentes : (Xk)k≥1 identiquement distribuées engendrant
une marche aléatoire homogène et un cas où les suites de variables aléatoires
ne sont pas identiquement distribuées fournissant ainsi une marche aléatoire
inhomogène.

La deuxième partie porte sur des propriétés de mesures : quasi-Bernoulli
et quasi-Bernoulli faible. On trouve notamment des conditions nécessaires et
suffisantes pour qu’une mesure de Markov inhomogène soit quasi-Bernoulli
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ou quasi-Bernoulli faible. Soit λ ∈ N∗, notons µ la mesure de Bernoulli
inhomogène définie sur {1, · · · , λ}N

∗
et pn(ǫ) la mesure de l’ensemble des

mots ayant ǫ en nième lettre, pour tout 1 ≤ ǫ ≤ λ. On démontre le Co-
rollaire 3.7 : si µ est une mesure quasi-Bernoulli alors il existe une mesure
de probabilité (p(ǫ))1≤ǫ≤λ sur {1, · · · , λ} telle que (pn(ǫ) − p(ǫ))n≥1 ∈ l1,
pour tout 1 ≤ ǫ ≤ λ. On démontre aussi que si une mesure de Bernoulli
n’ayant que des probabilités non nulles est quasi-Bernoulli faible alors elle
est quasi-Bernoulli.

La dernière partie est consacrée à l’étude du problème du temps de retour
uniforme dans les systèmes exponentiellement mélangeant. Il s’agit d’avoir
un recouvrement aléatoire de l’espace engendré par un processus exponen-
tiellement mélangeant. Etant donné un recouvrement aléatoire, on obtient
une estimation du nombre de recouvrements en fonction de la dimension
maximale locale de la mesure. Cette estimation généralise un résultat de
Fan, Schmeling et Troubetzkoy [30] pour l’application doublante sur l’inter-
valle unité.

Dans la suite, on développe ce plan et on énonce nos résultats principaux.
Les chapitres 1 et 2 proviennent notamment de ma collaboration avec

Dominique Schneider. L’article correspondant au chapitre 1 a été soumis au
bulletin de la SMF. Le chapitre 4 a été coécrit avec Ai Hua Fan et Bing Li,
il a été accepté au proceedings de Fractals and related fields.

Séries aléatoires

Considérons une suite de variables aléatoires (Yk)k≥1 définies sur un es-
pace de probabilité (Ω,B,P), à valeurs dans un espace de Banach B. L’espace
B peut être, par exemple, le corps des nombres complexes C, l’espace C(T)
des fonctions 1-périodiques, continues sur les réels à valeurs complexes ou
encore l’ensemble des fonctions de carré intégrable. Soit (ak)k≥1 une suite
de nombres complexes, on voudrait étudier la convergence de la série

∑

k≥1

akYk. (1)

Soit ξ une fonction positive définie sur Z. Désignons par A0(T, ξ) l’en-
semble des fonctions de C(T) telles que

f̂(0) = 0 et |||f ||| =
∑

j∈Z

|f̂(j)|ξ(j) < +∞

12



où f̂(j) désigne le jième coefficient de Fourier de f . Dans la première partie de
cette thèse, on s’intéresse au cas particulier B = A0(T, ξ). Soient f ∈ A0(T, ξ)
et (Sk)k≥1 une marche aléatoire définie sur (Ω,B,P), on considère

Yk(ω) : x 7→ f(xSk(ω)).

On cherche des conditions sur la suite (ak)k≥1, sur la fonction ξ et sur la
marche aléatoire pour que pour P-presque tout ω, pour toute fonction f
appartenant à A0(T, ξ), la série

∑

k≥1

akf(xSk(ω))

converge uniformément en x ou pour Lebesgue-presque tout x.
Maintenant, rappelons quelques exemples de séries de la forme (1), déjà

étudiés dans la littérature. Le premier exemple de telles séries aléatoires cor-
respond à une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées Yk = ±1 (équiprobable) et ak = λk (λ ∈]0, 1[). Notons νλ la me-
sure image de

∑
k≥1 Ykλ

k. Cette mesure, appelée convolution de Bernoulli,
a été étudiée en premier par Erdős dans [24, 25]. Il montre que si λ est
l’inverse d’un nombre de Pisot (voir [8] pour une définition), alors la mesure
νλ est singulière par rapport à la mesure de Lebesgue. Solomyak a prouvé
dans [85] que pour presque tout λ ∈]1/2, 1[, νλ est absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue et a une densité L2.

Paley et Zygmund [72] ont étudié des séries trigonométriques, qui sont
de la forme (1) avec Yk(ω) = ǫk(ω)eikx ou Yk(ω) = eikx+2iπφk(ω) où (ǫk)k≥1

et (φk)k≥1 sont deux suites de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées, ǫk valant ±1 de façon équiprobable (k ≥ 1) et (φk)k≥1

étant équirépartie dans [0, 1]. Ils ont prouvé notamment que ces séries trigo-
nométriques aléatoires représentent des fonctions de Lp avec une probabilité
(soit 0, soit 1) indépendante de p (1 ≤ p < +∞). Ils ont aussi donné des
conditions nécessaires ou suffisantes (améliorées plus tard par Salem et Zyg-
mund [78]) pour que ces séries représentent des fonctions bornées. Kahane
[49] a étudié différentes propriétés, d’un autre cas particulier de (1) : la série∑

k≥1Rk cos(kx + φk) où (Rk)k≥1 et (φk)k≥1 sont des variables aléatoires
indépendantes les unes des autres, respectivement strictement positives et
équiréparties sur [0, 2π]. Il a déterminé des conditions suffisantes portant sur
la loi de (Rk)k≥1, pour que la série aléatoire converge uniformément, pour
que la série représente une fonction continue ou lipschitzienne. Un autre
exemple est celui étudié par Fan et Schneider dans [31] : ak = 1 pour tout
k ≥ 1 et Yk(ω) = Xk(ω)f(λkx) où f ∈ A0(T, 1) (c’est-à-dire f est une
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fonction 1-périodique dont la série de Fourier est absolument convergente),
(Xk)k≥1 une suite de variables aléatoires complexes centrées indépendantes,
de carré intégrable et (λk)k≥1 une suite strictement croissante d’entiers po-
sitifs. Il a été démontré dans [31] que, si (Xk)k≥1 est une suite de variables
indépendantes et identiquement distribuées appartenant à L3(P) alors

∫

Ω
sup
N≥1

sup
x∈[0,2π]

∣∣∣∣∣∣

∑N
k=1Xkf(λkx)√
σ2
N log λN

∣∣∣∣∣∣
dP < +∞

où σ2
N =

∑N
k=1 E|Xk|2. Ce résultat a été généralisé par Cohen et Cuny dans

[17].
Mentionnons un dernier exemple de série de la forme (1) qui a été étudié

par Gaposhkin [41], où (ak)k≥1 est une suite de nombres positifs et Yk =∑k
i=1Xi où (Xk)k≥1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et

symétriques. Il a prouvé que si
∑

k≥1 ak < +∞ alors la série
∑

k≥1 ak
∑

i≥kXi

converge presque partout si et seulement si
∑

k≥1

∑
i≥k aiXk converge presque

partout. Si les variables (Xk)k≥1 sont de plus identiquement distribuées et à
valeurs dans un espace de Hilbert, Deo [20] a montré que la série

∑
k≥1 Yk/k

β

diverge presque partout si 0 ≤ β ≤ 3/2 et qu’elle converge presque partout
si β > 3/2 et E||X1||2 < +∞ où ||.|| désigne la norme hilbertienne.

Revenons maintenant à la série aléatoire étudiée dans la première par-
tie de cette thèse. Soient (ak)k≥1 une suite de nombres complexes, f une
fonction définie sur R à valeurs complexes et (Xk)k≥1 une suite de va-
riables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées. Notons
(Sk)k≥1 la marche aléatoire engendrée par la suite de variables (Xk)k≥1 :

Sk = X1 + · · · +Xk, k ≥ 1.

On s’intéresse à la série

∑

k≥1

akf(xSk(ω)). (2)

On aimerait savoir sous quelles conditions portant sur (ak)k≥1, sur (Xk)k≥1,
pour quelle classe de fonctions f appartenant à A0(T, ξ), on a pour P-presque
tout ω, la convergence uniforme en x ou pour Lebesgue-presque tout x de
la série (2) pour toute fonction f dans l’ensemble de classe de fonctions.

On traitera trois situations distinctes : le premier cas (3) qu’on appel-
lera non-arithmétique ”continu”, concerne la situation où la fonction ca-
ractéristique de X1 est non-périodique et la limite supérieure du module de

14



la fonction caractéristique est strictement inférieur à 1. Le deuxième cas (4),
appelé arithmétique, est quand X1 prend des valeurs dans une progression
arithmétique. Pour le dernier cas (5), appelé non-arithmétique ”discret” les
variables aléatoires sont discrètes et prennent au moins deux valeurs ration-
nelles et au moins une irrationnelle. Décrivons précisément nos hypothèses.
Soient (Ω,B,P) un espace de probabilité et (Xk)k≥1 une suite de variables
aléatoires non nulles, indépendantes et identiquement distribuées définies
sur cet espace. On suppose que X1 vérifie une des 3 conditions suivantes :

∀t 6= 0, |E(e2iπX1t)| < 1 et lim sup
|t|→+∞

|E(e2iπX1t)| < 1, (3)

∃(a, λ) ∈ R × Q∗, X1(Ω) ⊂ a+ λZ, (4)

X1 est discret, #(X1(Ω) ∩ Q∗) ≥ 2 et #(X1(Ω) ∩ I) ≥ 1 (5)

où # représente le cardinal et I est un ensemble presque partout égal à
R qui contient les irrationnels algébriques. Pour le définir, on introduit la
notion de type diophantien d’un nombre irrationnel. Un irrationnel x est dit
de type diophantien η si pour tout ǫ > 0, il existe une constante C(x, ǫ) > 0
telle que pour tout h ∈ N∗,

⌊hx⌋ ≥ C(x, ǫ)

hη+ǫ

où ⌊·⌋ est la distance au plus proche entier. Le théorème de Sprindžuk (voir
[5]) nous donne le résultat suivant : Lebesgue presque tout x ∈ R est de
type diophantien 1. Le théorème de Thue-Siegel-Roth donne des exemple
d’irrationels de type 1 : les irrationnels algébriques sont de type 1. L’ensemble
I est l’ensemble des irrationnels de type 1

Il est à remarquer que |E(e2iπX1t)| = 1 pour un t 6= 0 si et seulement
si il existe a ∈ R tel que pour presque tout ω, X1(ω) ⊂ 1

t (a + Z). Cela
est équivalent au fait que u 7→ |E(e2iπX1u)| est t-périodique. La condition
non-arithmétique ”continu” est trivialement satisfaite si X1 est une variable
aléatoire absolument continue et intégrable. Les conditions (3), (4) et (5) ne
regroupent pas toutes les variables aléatoires : une variable aléatoire telle
que X1(Ω) ⊂

√
2 +

√
3Z ne vérifie aucune des trois hypothèses. On ne sait

traiter que ces trois cas.
On aura besoin des conditions suivantes sur la suite (ak)k≥1 :

∃γ ∈]0, 1[,






∑
k≥2

√
k−1−γ∑

i≥k |ai|2 < +∞,

∑
k≥2 k

(γ−2)/4
√

log(k)

(∑
i≥k |ai|4

)1/4

< +∞.
(6)
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Si ak = O( 1
kβ ) avec β > 5

6 , alors la suite vérifie les deux conditions précédentes.

Soit f ∈ C(T). Notons f̂(j) =
∫ 1
0 f(t)e−2iπjtdt. Soit ξ une fonction définie

sur Z à valeurs réelles positives, on rappelle que l’espace A0(T, ξ) désigne
l’ensemble des fonctions f ∈ C(T) telles que

f̂(0) = 0 et |||f ||| =
∑

j∈Z

|f̂(j)|ξ(j) < +∞.

Notons, s’il y a convergence,

F (x, ω) =
∑

k≥1

akf(xSk(ω)).

Sous ces hypothèses, on obtient le résultat principal suivant :

Théorème 1. (Théorème 1.1) Supposons que la suite (ak)k≥1 soit décrois-
sante en module et vérifie l’ hypothèse (6) et X1 ∈ Lρ(P) pour un ρ > 0.

– Supposons que X1 vérifie (3). Pour presque tout ω, pour tout f ∈
A0(T,

√
log(| · | + 2)), la série F (·, ω) converge uniformément sur tous

les compacts de R∗.
– Supposons que X1 vérifie (4). Pour tout ǫ > 0, pour presque tout ω,

pour tout f ∈ A0(T, | · |1+ǫ), la série F (·, ω) converge presque partout
sur R. Quand f est un polynôme trigonométrique, F (·, ω) converge
uniformément sur les compacts de R \ 1

λndeg(f)!Z où n est un entier
non nul dépendant de X1.

– Supposons que X1 vérifie (5). Pour tout ǫ > 0, pour presque tout ω,
pour tout f ∈ A0(T, | · |1+ǫ), la série F (·, ω) converge presque partout
sur R. Quand f est un polynôme trigonométrique, F (·, ω) converge
uniformément sur les compacts de R∗.

On a aussi étudié un cas de marche aléatoire inhomogène. La loi des
incréments de la marche aléatoire dépend d’un système dynamique unique-
ment ergodique. Soit E un espace métrique compact et T une application
continue uniquement ergodique agissant sur E. Soit g une fonction continue
de E à valeurs dans ]0, 1[. Pour tout y ∈ E, on définit la suite de variables
aléatoires indépendantes (Xk)k≥1 telle que

P(Xk = 1) = g(T ky) = 1 − P(Xk = −1), k ≥ 1. (7)

On obtient, à l’instar du théorème précédent, le résultat suivant :

Théorème 2. (Théorème 1.11) Supposons que la suite (ak)k≥1 soit décroi-
ssante en module et vérifie l’ hypothèse (6). Soit y ∈ E, supposons que
(Xk)k≥1 vérifie (7). Alors pour tout ǫ > 0, pour presque tout ω et pour tout
f ∈ A0(T, | · |1+ǫ), F (·, ω) converge presque partout sur R.
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La méthode utilisée pour démontrer que la série (2) converge quand
(Xk)k≥1 vérifient (3), (4) et (5) (théorèmes 1 et 9) est standard. On prouve
que la série

∑

i≥1

∣∣∣∣∣∣

2i+1∑

k=2i+1

akf(xSk)

∣∣∣∣∣∣

converge uniformément sur tout compact de R ne contenant pas 0 dans le
cas (3) et presque partout pour les deux autres cas (4) et (5). Les oscillations

max
2i+1≤l≤2i+1

∣∣∣∣∣∣

l∑

k=2i+1

akf(xSk)

∣∣∣∣∣∣

tendent vers 0 quand i tend vers l’infini. Pour avoir une classe de fonctions
la plus large possible, on souhaite majorer l’estimation de

∑n
k=m akf(xSk)

par le produit entre la norme de f (notée |||f |||), et un terme indépendant
de f . Pour cela, on développe f en série de Fourier :

∣∣∣∣∣

n∑

k=m

akf(xSk)

∣∣∣∣∣ ≤
∑

l∈Z

|f̂(l)|
∣∣∣∣∣

n∑

k=m

ake
2iπlαSk(ω)

∣∣∣∣∣

et on cherche à majorer
∣∣∑n

k=m ake
2iπlαSk(ω)

∣∣ par le produit entre un terme
ξ(l) dépendant de l et un terme indépendant de l.

Pour majorer
∣∣∑n

k=m ake
2iπlαSk(ω)

∣∣, on commence par utiliser l’inégalité
de Van der Corput (Théorème 1.7), puis on cherche des majorants de

H∑

h=1

|Ee2iπlxX1 |h (8)

et
n∑

k=m

ak+hak

(
e2iπlx(Sk+h(ω)−Sk(ω)) − Ee2iπlx(Sk+h−Sk)

)
. (9)

On souhaite majorer (8) efficacement, c’est-à-dire obtenir un majorant
inférieur àH. Si on majore (8) parH, notre résultat ne serait pas efficace. En
effet il nous donnerait le critère de convergence suivant : si β > 1 alors la série∑

k≥1
1
kβ e

2iπxSk converge, ce qui est trivial. On cherche donc à différencier les

cas où x 7→ |Ee2iπlxX1 | peut être égal à 1 des autres. Si X1 vérifie l’hypothèse
non-arithmétique ”continu”, alors |Ee2iπlxX1 | < 1 pour tout x 6= 0 et tout
l ∈ Z∗. Si X1 est arithmétique, x 7→ |Ee2iπlxX1 | est une fonction périodique.
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On est amené à gérer des phénomènes d’uniforme distribution : on veut
éviter les points y ∈ {lx, l ∈ Z∗, x ∈ R} pour lesquels |Ee2iπyX1 | = 1.
On arrive à l’aide du théorème de Sprindžuk à donner une majoration de∑H

h=1 |Ee2iπlxX1 |h pour presque tout x et pour tout l ∈ Z∗. Le cas où X1 est
non-arithmétique ”discret” est traité de façon similaire.

Pour majorer (9), on se heurte à la dépendance des variables aléatoires
(Sk+h − Sk)k≥1. On partitionne alors l’ensemble des entiers de m à n en
sous-ensembles, inclus dans des progressions arithmétiques de raison h, sur
lesquels les variables aléatoires (Sk+h − Sk)m≤k≤n sont indépendantes. On
utilise ensuite un théorème de Cohen et Cuny [17] pour obtenir une majo-
ration de (9) uniforme en x.

Séries ergodiques aléatoires

Soient (E,A, µ) un espace de probabilité etD un semi-groupe inclus dans
R. Soient {T t, t ∈ D} un flot agissant sur E tel que pour tout t ∈ D, T t est
un opérateur sur L2(µ) (on précisera dans la suite ce point de définition).
Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité et (Yk)k≥1 une suite de variables
aléatoires à valeurs réelles définie sur cet espace. Soient (ak)k≥1 une suite de
nombres complexes et f une fonction appartenant à L2(µ) à valeurs réelles.
On se propose dans ce chapitre d’étudier la convergence L2(µ) ou presque
partout de séries du type ∑

k≥1

ak T
Yk(f). (10)

Ceci constitue l’objet du deuxième chapitre de cette thèse. En effet, on
considère un cas particulier de la série (10) : des séries ergodiques échantillo-
nées par une marche aléatoire : (Yk)k≥1 est une marche aléatoire à valeurs
dans D qui est égal à l’un des ensembles N, Z, R+ ou R. Pour tout t ∈ D,
T t est soit une contraction sur L2(µ) (si D est égal à N ou R+), soit un
opérateur unitaire sur L2(µ) (si D est égal à Z ou R).

Avant de détailler nos résultats, on donne une rapide présentation de
résultats existants dans ce domaine. Commençons par un cas dit ”détermi-
niste” : on dit que la suite d’entiers (uk)k≥1 est une bonne suite universelle
presque partout si pour tout système dynamique (E,A, µ, T ) (un espace de
probabilité muni d’une application T mesurable invariante par la mesure),
pour tout f ∈ L2(µ), la moyenne 1

n

∑n
k=1 f ◦ T uk converge µ-presque par-

tout. Bourgain dans [10] a donné des exemples de bonne suite universelle
presque partout : toute suite polynomiale de degré supérieur ou égal à 2 à
coefficients entiers (le coefficient du terme du plus haut degré étant positif)
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est une bonne suite universelle presque partout. Un autre résultat important
est celui de Wierdl dans [93] qui a montré que la suite croissante des nombres
premiers est une bonne suite universelle presque partout. Un autre exemple
de bonne suite universelle est celui des temps de retours. Dans [13], les au-
teurs prouvent qu’étant donné un système dynamique (X,A, µ, T ) ergodique
(un système dynamique est dit ergodique si pour toutA ∈ A avecA = T−1A,
µ(A) = 0 ou 1) et A ∈ A de mesure strictement positive, pour tout x ∈ X,
notons Λx = {n ∈ N, Tnx ∈ A}. La moyenne 1

n

∑n
k=1,k∈Λx

g ◦ Sk converge
ν-presque partout pour tout système dynamique (Y, C, ν, S) préservant la
mesure et pour toute fonction g ∈ L1(ν).

A partir d’une bonne suite universelle presque partout, on peut en ob-
tenir d’autre, c’est ce que nous énonce le théorème suivant de Guillotin-
Plantard et Schneider [43] : si une suite (uk)k≥1 est une bonne suite uni-
verselle presque partout, et (θk)k≥1 une suite croissante d’entiers telle que
θk = O(kǫ), pour un certain ǫ ∈]0, 1[. Alors la suite (uk+θk

)k≥1 est aussi une
bonne suite universelle presque partout. Lesigne [60] a amélioré ce théorème
en prouvant qu’il suffit d’avoir la condition θk = o(k). On peut aussi consul-
ter [47, 61] pour d’autres résultats.

Un moyen de généraliser ce problème est de remplacer les suites déterm-
inistes de bonnes suites universelles presque partout, par des suites de va-
riables aléatoires (Xk)k≥1 définie sur un espace de probabilité (Ω,B,P) et
d’étudier si pour P-presque tout ω, (Xk(ω))k≥1 est une bonne suite univer-
selle presque partout. On peut notamment citer les travaux de Durand et
Schneider [23] qui construisent des exemples de variables aléatoires qui sont
des bonnes suites universelles presque partout. Etant donnée une bonne suite
universelle presque partout : (uk)k≥1 vérifiant uk = O(2k

β
) (avec 0 < β < 1),

alors pour P-presque tout ω, (Xk(ω)uk + Yk(ω))k≥1 est une bonne suite
universelle presque partout si les variables aléatoires (Xk)k≥1, (Yk)k≥1 sont
à valeurs dans N, indépendantes, identiquement distribuées et intégrables.
Dans [57], Lacey, Petersen, Wierdl, Rudolph prouvent, en particulier, que
pour toutes suites de variables aléatoires (Xk)k≥1 indépendantes et iden-
tiquement distribuées à valeurs dans Z, d’espérance non nulle, de carré
intégrable ; la marche aléatoire définie par (Xk)k≥1 est pour presque tout
ω, une bonne suite universelle presque partout. Pour d’autres résultats sur
cette thématique, on peut consulter [42, 43, 59].

Dans ce chapitre, on étudie les séries ergodiques aléatoires suivantes :
∑

k≥1

akT
Sk(f) (11)

où (ak)k≥1 est une suite de nombres complexes, f une fonction de carré
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intégrable définie sur un espace de probabilité (E,A, µ). La suite (Sk)k≥1

est une marche aléatoire définie sur un espace de probabilité (Ω,B,P) à
partir d’une suite de variables aléatoires (Xk)k≥1 :

Sk = X1 + · · · +Xk, k ≥ 1.

On traite trois cas

(I) (Xk)k≥1 est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, iden-
tiquement distribuées, de moyenne non nulle et de carré intégrable
vérifiant

pour tout t 6= 0, |E(e2iπX1t)| < 1 et lim inf
|t|→+∞

|1 − E(e2iπX1t)| > 0,

(II) (Xk)k≥1 est une suite de variables aléatoires à valeurs entières indépen-
dantes, identiquement distribuées, de moyenne non nulle et de carré
intégrable vérifiant

E(e2iπX1t) = 1 ⇔ t = 0.

(III) (Xk)k≥1 est une suite de variables aléatoires indépendantes, à valeurs
dans {−1,+1} définie sur (Ω,B,P). Soit E un espace métrique compact
et g : E →]0, 1[ une fonction continue, τ : E → E une transformation
uniquement ergodique. Pour tout k ≥ 1, la loi de Xk est donnée par

P(Xk = +1) = g(τky) = 1 − P(Xk = −1) où y ∈ E est fixé.

Dans le cas (III), la châıne de Markov (Sk)k≥1 définie par Sk = X1+· · ·+Xk

(k ≥ 1) est inhomogène. Notons G le groupe Z ou R et S le semi-groupe
N ou R+. On dit que {T t, t ∈ G} est un opérateur unitaire si c’est un flot,
c’est-à-dire

T 0 = id, T s+t = T s ◦ T t pour tous s, t ∈ G,

si pour tout t ∈ G, l’adjoint de T t est T−t dans L2(µ) et si

pour tous f, g ∈ L2(µ), s 7→ 〈T sf, g〉 est une application continue.

On dit que {T t, t ∈ S} est une contraction c’est-à-dire un semi-flot :

T 0 = id, T s+t = T s ◦ T t pour tous s, t ∈ S,

si pour tous t ∈ S, f ∈ L2(µ) ,
∫
E |T tf |2dµ ≤

∫
E |f |2dµ et si

pour tous f, g ∈ L2(µ), s 7→ 〈T sf, g〉 est une application continue.
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La condition de continuité est triviale pour G = Z et S = N. Soit {T t, t ∈ G}
un flot agissant sur E (respectivement {T t, t ∈ S} un semi-flot agissant
sur E) tel que pour tout t ∈ G (respectivement t ∈ S) T t agit sur E
et préserve la mesure sur E c’est-à-dire pour tout t ∈ G (respectivement
t ∈ S), pour tout A ∈ A, µ((T t)−1(A)) = µ(A). Alors {T t, t ∈ G} induit
une contraction sur L2(µ) en posant pour tout t ∈ G (respectivement t ∈ S),
T tf = f ◦ T t. (E,A, µ, {T t, t ∈ G}) (respectivement (E,A, µ, {T t, t ∈ S}) )
est alors appelé un système dynamique.

Etant donnée une suite de variables aléatoires (Xk)k≥1, on utilisera la
notation suivante : T est une contraction (ou un opérateur unitaire) sur
L2(µ), pour dire que si pour tous k ≥ 1, Xk(Ω) ⊂ G, alors {T t, t ∈ G} est
un opérateur unitaire sur L2(µ) et si pour tous k ≥ 1, Xk(Ω) ⊂ S, alors
{T t, t ∈ S} est une contraction sur L2(µ).

Le lemme spectral permet de comparer la norme L2 d’une somme de
contraction à une norme L2 d’un polynôme trigonométrique par rapport à
une nouvelle mesure. On énonce le théorème pour l’espace de Hilbert L2(µ),
mais il est vrai sur tout espace de Hilbert.

Lemme 3 (Lemme 2.11). Soit {Vs, s ∈ S} une contraction sur L2(µ). Pour
tout h ∈ L2(µ), il existe une mesure µh, appelée mesure spectrale de V
au point h telle que pour tous nombres complexes a1, · · · , an , pour tous
éléments s1, · · · , sn de S, on a

∥∥∥∥∥

n∑

k=1

akVsk
(h)

∥∥∥∥∥

2

≤
∫

H

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

ake
2iπθsk

∣∣∣∣∣

2

dµh(θ)

où H est le groupe dual de S : H = R si S = R+ et ] − 1
2 ,

1
2 ] sinon.

Pour démontrer ce lemme, on commence par prouver le cas particulier
où les opérateurs {Ut, t ∈ G} sont des opérateurs unitaires sur L2(µ) (c’est
le théorème de Stone voir [74] chapitre 10). Pour les opérateurs unitaires,
on a unicité de la mesure spectrale et le groupe dual H de G est égal à
H = R si G = R et ] − 1

2 ,
1
2 ] sinon. Ce résultat s’étend aux contractions par

le théorème de dilation [74] (théorème principal de l’appendice) car toute
contraction {Vs, s ∈ S} d’un espace de Hilbert H est égal à la projection
orthogonale sur H d’un opérateur unitaire {Ut, t ∈ G} défini sur un espace
de Hilbert H′ contenant H. Dans le cas S = N, Krengel ([56] paragraphe
2.3) a montré qu’il existe une unique mesure spectrale. Mais quand S = R+,
on n’a pas nécessairement unicité d’une mesure spectrale.

Les résultats obtenus sur la série (11), proviennent de majoration de
polynômes trigonométriques. Avant d’énoncer cette majoration, on définit
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une classe de suites de nombres complexes. Soient e1, e2 ≥ 0, notons U(e1, e2)
l’ensemble des suites (ak)k≥1 telles que

(|ak|)k≥1 ց et
n∑

k=1

∣∣∣∣
ak+1 − ak

ak

∣∣∣∣ = O(ne1 loge2 n). (12)

Remarquons que pour tout δ > 0, la suite ( 1
kδ )k≥1 appartient à U(0, 1) et

pour tous α ∈]0, 1[ et σ > 0, la suite
(

exp(2iπkα)
kσ

)

k≥1
, appartient à U(α, 0).

Théorème 4. (Théorème 2.13) On suppose que (Xk)k≥1 vérifie (I) ou (II).
Soient e1, e2 ≥ 0 et (ak)k≥1 ∈ U(e1, e2). Il existe une variable aléatoire C
positive P-presque sûrement finie telle que pour presque tout ω, pour tout
réel θ et tous entiers n > m ≥ 2, on ait :

∣∣∣∣∣

n∑

k=m+1

ak(e
2iπθSk(ω) − Ee2iπθSk)

∣∣∣∣∣ ≤

C(ω) (log(|θ| + 2))
1
4 (logn)1+

e2
2 n

19
28

+
e1
2

(
n∑

k=m

|ak|4
) 1

4

où Sk = X1 + · · · +Xk, pour tout k ≥ 1.

Dans le cas où pour tout k ≥ 1, Xk(Ω) ⊂ R, on obtient une majoration
du polynôme trigonométrique

∑n
k=m+1 ak(e

2iπθSk−E(e2iπθSk)) avec un ordre
de grandeur sur le paramètre θ. Dans le cas où pour tout k ≥ 1, Xk(Ω) ⊂
Z, on obtient une majoration plus précise : on peut majorer le polynôme
trigonométrique indépendamment de θ, log(|θ| + 2) est remplacé par une
constante. Les techniques utilisées pour démontrer ce théorème sont exposées
dans le premier chapitre de cette thèse.

A l’aide du théorème précédent et du lemme spectral (Lemme 3), on
obtient le résultat suivant qui donne des conditions suffisantes assurant la
convergence dans L2(µ) de

∑

k≥1

ak[T
Sk(f) − ETSk(f)]. (13)

Théorème 5. (Théorème 2.3) Supposons que (Xk)k≥1 satisfasse la condi-
tion (I). Soit une suite (ak)k≥1 ∈ U(e1, e2) avec e1, e2 ≥ 0 telle que

ak = O

(
1

kτ

)
, τ >

39

42
+
e1
2
.
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Pour P-presque tout ω, pour toutes contractions T (ou opérateurs unitaires)
sur L2(µ), pour toute f ∈ L2(µ) telle que

∫

R

√
log(2 + |θ|)dµf (θ) < +∞ (14)

(où µf est une mesure spectrale de f), la série (13) converge dans L2(µ).

Si (Xk)k≥1 vérifie (II), le résultat du théorème reste vrai pour tout
f ∈ L2(µ) sans la condition spectrale (14).

Le théorème précédent se démontre en utilisant le théorème suivant por-
tant sur la convergence Lp d’une série de variables aléatoires.

Théorème 6. Soit 1 < p < +∞ et (Xk)k≥1 une suite de variables aléatoires
appartenant à Lp(P). Soit (αk)k≥1 une suite de nombres positifs et (Ak)k≥1

une suite de réels croissante non bornée avec A1 ≥ 1. Supposons qu’il existe
q > 0 tel que pour tous n > m ≥ 0,

∫ ∣∣∣∣∣

n∑

k=m+1

Xk

∣∣∣∣∣

p

dP ≤ An

(
n∑

k=m+1

αk

)q
. (15)

Alors ∑

k≥1

Xk converge dans Lp(P)

si la série
∑

n≥1

(
P

{k:Ak≥log2(n)} αk)q/p

n(logn)1−1/p converge.

Pour q = 1, la conclusion du théorème reste vrai si (Ak)k≥1 est bornée et∑
n≥1 αn log2(n) < +∞. Dans le cas où q ≥ 1, la relation (15) permet aussi

de conclure quant à la convergence µ-presque partout, via un théorème de
Móricz [66], c’est une partie du travail de Cohen et Cuny [19]. Mais dans
notre situation : p = 2 et q = 1

2 , on ne peut plus utiliser le théorème de
Móricz pour obtenir la convergence P-presque partout.

La convergence presque partout de (13) est plus délicate, on obtient des
conditions suffisantes de convergence presque partout pour une classe plus
restreinte d’opérateurs. Soit S = N ou R+, on dira que {T t, t ∈ S} est un
opérateur de Dunford-Schwartz si c’est un semi-flot, c’est-à-dire

T 0 = id, T s+t = T s ◦ T t pour tous s, t ∈ S,

si pour tous t ∈ S, f ∈ L1(µ),
∫
E |T tf |dµ ≤

∫
E |f |dµ, pour tout g ∈ L∞(µ),

||T tg||∞ ≤ ||g||∞ et si

pour tous f, g ∈ L2(µ), s 7→ 〈T sf, g〉 est une application continue.
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Un opérateur de Dunford-Schwartz est aussi une contraction sur Lp(µ)
(1 < p < +∞). Par abus de langage, on dira que T un opérateur de Dunford-
Schwartz en lieu et place de {T t, t ∈ S} est un opérateur de Dunford-
Schwartz. Pour plus de détails sur ces opérateurs, on peut consulter [56]
paragraphe 1.6.

Examinons maintenant la convergence presque partout de la série (13).

Théorème 7. (Théorème 2.5) Supposons que (Xk)k≥1 satisfasse à la condi-
tion (I). Soit une suite (ak)k≥1 ∈ U(e1, e2) avec e1, e2 ≥ 0 telle que

ak = O

(
1

kτ

)
, τ >

41

42
+
e1
6
.

Pour P-presque tout ω, pour tout opérateur T de Dunford-Schwartz, pour
toute fonction f ∈ L2(µ) avec

∫

R

√
log(2 + |θ|)dµf (θ) < +∞

(où µf est une mesure spectrale de f) alors la série (13) converge µ-presque
partout.

Ce théorème donne une condition plus contraignante sur la suite (ak)k≥1.
Ceci est du au contrôle d’oscillations qui est plus compliqué à mettre en
œuvre que dans le cas L2(µ). Pour τ = 1, les conclusions du théorème
restent vraies si T est une contraction positive (ou un opérateur unitaire
positif) à la place de prendre un opérateur de Dunford-Schwartz.

Pour étudier la convergence sur des séries ergodiques du type (11) dans
le cas (III) (c’est le cas où la châıne de Markov est inhomogène), on a besoin
d’une majoration d’un autre polynôme trigonométrique.

Théorème 8. (Théorème 2.15) Soit y ∈ E, supposons que (Xk)k≥1 vérifie
le cas (III). Soit 0 < γ < 1, il existe une variable aléatoire C positive P-
presque sûrement finie, telle que pour presque tout ω, pour tout ǫ > 0 et pour
tout entier n ≥ 2, on ait :

sup
θ∈F

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

e2iπθSk(ω)

∣∣∣∣∣ ≤ C(ω)

(
n3/4+γ/4

√
log n+ n1−γ/2 1

ǫ

)

où F = [ǫ, 1/2 − ǫ] ∪ [1/2 + ǫ, 1 − ǫ].

On en déduit alors le théorème suivant à l’aide du lemme spectral :
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Théorème 9. (Théorème 2.9) Soit y ∈ E, supposons que (Xk)k≥1 vérifie
le cas (III). Pour P-presque tout ω, pour toute f ∈ L2(µ) telle que

∫ 1/2

−1/2
log

∣∣∣∣∣
1

θ(θ2 − 1
4)

∣∣∣∣∣ dµf (θ) < +∞ (16)

(où µf est la mesure spectrale de f) et pour toute contraction positive T (ou
un opérateur positif unitaire) sur L2(µ), on a :

lim
n→+∞

1

n

n∑

k=1

TSk(f) = 0 µ-presque partout.

Ce résultat généralise un théorème de Guillotin-Plantard et Schneider
[42] qui se place dans le cadre d’une rotation irrationnelle sur le tore de
dimension supérieure ou égale à 1. Les auteurs de [42] ont aussi prouvé que
pour P-presque tout ω, pour n’importe quel système dynamique préservant
la mesure (E,A, µ, T ) il existe toujours une fonction g ∈ L1(µ) telle que
1
n

∑n
k=1 g(T

Sk) diverge µ-presque partout. On a maintenant une condition
suffisante pour la convergence µ-presque partout.

On étudie aussi, dans le deuxième chapitre de cette thèse, la transformée
ergodique de Hilbert qui est une série ergodique aléatoire particulière. Soient
T un opérateur sur L2(µ) et f ∈ L2(µ). La transformée ergodique de Hilbert
de f associée à T est la série

∑

k≥1

T k(f)

k
.

Elle a été en premier étudiée par Izumi dans [46] (dans le cas particulier
d’une application T préservant la mesure) qui a donné un critère pour que
la série converge presque partout. Halmos [44] a montré qu’en général, les
conditions d’Izumi ne sont pas satisfaites en prouvant que si µ est non-
atomique, alors il existe toujours une fonction f ∈ L2(µ) centrée dont la
transformée ergodique de Hilbert ne converge pas pour la norme L2(µ).
Gaposhkin dans [40] a étudié la convergence presque sûre de la transformée
ergodique de Hilbert associée à un opérateur unitaire U de L2(µ), il a obtenu
le résultat suivant. Soit f ∈ L2(µ) telle que

∫

|θ|<e−e

(
log

1

|θ|

)2(
log log log

1

|θ|

)2

dµf < +∞ (17)

où µf est la mesure spectrale de f , alors
∑

n≥1
Unf
n converge µ-presque

partout et pour la norme L2(µ).
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Dans cette thèse, on étudie la transformée ergodique de Hilbert échanti-
llonnée. Précisons ce point : on cherche des conditions sur la marche aléatoire
(Sk)k≥1, pour que pour P-presque tout ω, on ait la convergence µ-presque
partout de la série

∑

k≥1

TSk(f)

k
(18)

pour toute contraction T ou pour tout opérateur unitaire T et pour une
certaine classe de fonctions f . On ne se limite pas au cas où T est un flot
discret, on étudie aussi la transformée ergodique de Hilbert échantillonnée
dans le cas où T est défini à partir d’un flot continu. On trouve une condition
portant sur la mesure spectrale de f pour que la série (18) converge. Cette
condition ressemble à celle obtenue par Gaposhkin (17).

Théorème 10. (Théorème 2.8) Supposons que (Xk)k≥1 satisfasse à la condi-
tion (I) et que lim supx |Ee2iπX1x| < 1. Pour P-presque tout ω, pour toute
contraction positive T (ou tout opérateur positif unitaire sur L2(µ)) ou un
opérateur de Dunford-Schwartz, pour toute fonction f ∈ L2(µ) telle qu’il
existe ǫ > 0,

∫

R

√
log(2 + |θ|)

(
log

1

|θ|

)2(
log

∣∣∣∣log
1

|θ|

∣∣∣∣
)1+ε

dµf (θ) < +∞

(où µf est une mesure spectrale de f), alors la série

∑

k≥1

TSk(ω)(f)

k

converge µ-presque partout et dans L2(µ).

Les conclusions de ce théorème restent vraies si (Xk)k≥1 satisfait (II).
La condition spectrale devient

∫ 1
2

− 1
2

(
log

1

|θ|

)2(
log

∣∣∣∣log
1

|θ|

∣∣∣∣
)1+ǫ

dµf (θ) < +∞.

Pour prouver que la série (18) converge µ-presque partout, on commence
par utiliser le Théorème 7 pour obtenir la convergence presque partout de∑

k≥1
1
k

(
TSk(f) − (ETX1)k(f)

)
. Il suffit alors de prouver que la série

∑

k≥1

(ETX1)k(f)

k
(19)
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converge presque partout. Notons T̃ l’opérateur discret E(TX1) et

Ak(f) =
1

k

k∑

j=1

T̃ j(f), k ≥ 1.

Pour prouver la convergence de la série (19), il suffit de montrer que

lim
k→+∞

Ak(f) existe µ-presque partout et

∑

k≥1

Ak(f)

k + 1
converge µ-presque partout.

Pour montrer que (Ak(f))k≥1 converge µ-presque partout, il suffit de
prouver que

∑
k≥1(Ak(f)−Ak−1(f)) existe µ-presque partout. Pour étudier

la différence entre Ak(f) et Ak−1(f), on aimerait utiliser la méthode de
régularisation spectrale de Lifshits et Weber [63]. Commençons par utiliser
le lemme spectral pour obtenir l’inégalité suivante : pour tout n ≥ m,

∫

E
|An(f) −Am(f)|2 dµ ≤

∫

R

|Wn(θ) −Wm(θ)|2 dµf (θ).

Lifshits et Weber construisent explicitement une nouvelle mesure ν à partir
d’une mesure spectrale de T̃ au point f , ils obtiennent alors une majoration
de l’intégrale précédente : pour tout n ≥ m,

∫

E
|An(f) −Am(f)|2 dµ ≤ 2ν

([
1

n
,

1

m

])

où Wn(θ) = 1
n

∑n
k=1 e

2iπkθ. Cette inégalité nous permet de montrer que
(Ak(f))k≥1 est une suite de Cauchy dans L2(µ) puis qu’elle converge µ-
presque partout avec le Théorème 6 pour q = 1 et (An)n≥1 une suite bornée.
Cependant, on obtient ainsi un critère de convergence sur la mesure spectrale
de T̃ et on veut un critère de convergence sur une mesure spectrale de T . On
ne connâıt pas de lien entre les mesures spectrales des deux opérateurs T et
T̃ , elles peuvent ne pas avoir le même support (par exemple si {T t, t ∈ R}
est un opérateur unitaire).

Notre méthode permet d’étendre les résultats de Lifshits et Weber à
une nouvelle classe d’opérateurs. Soit Vn(θ) = 1

n

∑n
k=1 Ee2iπθX1 (n ≥ 1), on

construit une mesure ν1 (construite suivant le même procédé que Lifshits et
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Weber) et une mesure ν2 de support R \ [−1/2, 1/2] telles que

∫

E
|An(f) −Am(f)|2 dµ ≤ 2ν1

([
1

n
,

1

m

])

+

∫

R\[−1/2,1/2]
|Vn(θ) − Vm(θ)|2 dν2(θ), pour tout m ≤ n.

La mesure ν2 est la mesure spectrale de T au point f , restreinte à R \
[−1/2, 1/2]. De part la construction de ν1 et ν2, on détermine une condition
suffisante sur la mesure spectrale de T au point f pour que (Ak(f))k≥1

converge µ-presque partout.
La convergence de

∑
k≥1

Ak(f)
k+1 se traite avec les outils précédents.

Mesures quasi-Bernoulli

Le troisième chapitre est consacré à l’étude de deux propriétés de me-
sures : quasi-Bernoulli et quasi-Bernoulli faible. Soient λ ≥ 2 un entier et
A = {1, . . . , λ}. Une mesure de probabilité sur l’espace produit AN

∗
est dite

quasi-Bernoulli si pour tous cylindres I et J , on a

1

C
ν(I)ν(J) ≤ ν(IJ) ≤ Cν(I)ν(J) (20)

où C est une constante indépendante de I et J . Rappelons qu’un cylindre
de taille n est un ensemble de la forme

[ǫ1, . . . , ǫn] =
{

(ωn)n≥1 ∈ AN
∗
, ωi = ǫi pour tout 1 ≤ i ≤ n

}
,

et que si I = [ǫ1, . . . , ǫn] et J = [η1, . . . , ηm], IJ désigne le cylindre
[ǫ1, . . . , ǫn, η1, . . . , ηm]. On note Fn l’ensemble des cylindres de taille n. On
définit l’application décalage sur AN

∗
par σω = (ωn+1)n≥1 pour tout ω =

(ωn)n≥1 ∈ AN
∗
.

Pour une mesure m définie sur AN
∗
, on peut étudier pour tout α >

0, la dimension de Hausdorff de l’ensemble (noté dim, voir [26] pour une
définition)

Eα =

{
x ∈ AN

∗
, lim
n→+∞

log(m(In(x)))

−n log λ
= α

}

où In(x) est le cylindre de taille n contenant x. L’ensemble des valeurs α pour
lesquelles Eα est non vide est appelé domaine de spectre de m. Rappelons
que la transformée de Legendre d’une fonction réelle f est définie par

f∗(α) = inf
α∈R

(αx+ f(x)).
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On dit qu’une mesure m satisfait le formalisme multifractal si son domaine
de spectre est un intervalle et si

dim(Eα) = Dim(Eα) = τ∗(α), pour tout α > 0

où Dim est la dimension de packing (voir [89] pour une définition), τ∗ est la
transformée de Legendre de la fonction τ appelée spectre Lq et définie par

τ(q) = lim sup
1

n log λ
log

(
∑

I∈Fn

m(I)q

)
, pour tout q ∈ R.

Brown, Michon et Peyrière [14] ont introduit la notion de mesure quasi-
Bernoulli dans le but d’établir le formalisme multifractal. Ceci a été réalisé
car Heurteaux [45] a pu montrer que le spectre Lq d’une mesure quasi-
Bernoulli est dérivable et que cette mesure satisfait le formalisme multifrac-
tal :

dim(Eα) = Dim(Eα) = τ∗(α), pour tout α ∈] − τ ′(+∞),−τ ′(−∞)[.

Fan et Zhang [32] ont caractérisé les mesures quasi-Bernoulli parmi les pro-
duits de Riesz sur l’anneau des entiers p-adique Zp.

On va caractériser dans la troisième partie de cette thèse les mesures
quasi-Bernoulli parmi les mesures de Markov inhomogènes. Soient π =
(p0(1), . . . , p0(λ)) une mesure de probabilité sur A dite probabilité initiale,
Pk = (pk(ǫ, η))ǫ,η∈A (pour tout k ≥ 1) une suite de matrices de transition
sur A. La mesure de Markov (inhomogène) µ associée à π et (Pk)k≥1 est
définie par

µ([ǫ1 . . . ǫn]) = p0(ǫ1)p1(ǫ1, ǫ2) . . . pn−1(ǫn−1, ǫn),

pour tout cylindre [ǫ1 . . . ǫn].

Théorème 11. (Théorème 3.5) Soit µ la mesure de Markov associée à
une probabilité initiale π = (p0(1), . . . , p0(λ)) et à une suite de matrices de
transition Pk = (pk(ǫ, η))ǫ,η∈A, k ≥ 1. On suppose que le support de µ est
égal à AN

∗
. Alors µ est quasi-Bernoulli si et seulement si

∃δ > 0, δ ≤ pi(ǫ, η) ≤ 1 − δ, (∀ǫ, η ∈ A,∀i ≥ 1),

sup
ǫ∈AN∗

sup
n≥1,p≥2

∣∣∣∣∣

p∑

i=2

log

(
pi+n(ǫi, ǫi+1)

pi(ǫi, ǫi+1)

)∣∣∣∣∣ < +∞.
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En se basant sur ce théorème, on peut donner une condition nécessaire et
suffisante plus explicite pour qu’une mesure de Bernoulli ou qu’une mesure
de Riesz soit quasi-Bernoulli. Soit Pk = (pk(ǫ))ǫ∈A (k ≥ 1) une suite de
mesure de probabilité sur A, la mesure de Bernoulli µ définie par (Pk)k≥1

est donnée par : pour tout n ≥ 1, pour tout ǫ1, . . . , ǫn ∈ A,

µ([ǫ1, . . . , ǫn]) =

n∏

j=1

pj(ǫj).

Corollaire 12. (Corollaire 3.7) Soit µ la mesure de Bernoulli associée à
la suite de probabilité Pk = (pk(ǫ))ǫ∈A (k ≥ 1) sur A. On suppose de plus
que le support de µ est égal à AN

∗
. La mesure µ est quasi-Bernoulli si et

seulement si

∃δ > 0, δ ≤ pi(ǫ) ≤ 1 − δ, (∀ǫ ∈ A,∀i ≥ 1)

et qu’il existe une mesure de probabilité (p(ǫ))ǫ∈A sur A tel que pour tout
ǫ ∈ A, p(ǫ) ∈ [δ, 1 − δ] tel que

max
ǫ∈A

∑

j≥1

|pj(ǫ) − p(ǫ)| < +∞.

La convergence de pn(ǫ) provient du fait que le rapport µ([ǫ1,··· ,ǫn])
µ([ǫ1,··· ,ǫn−1]) est

indépendant de ǫ1, · · · , ǫn−1.
Soient D l’ensemble des nombres complexes de module inférieur ou égal

à 1 et {ak, k ≥ 1} ⊂ D. La mesure de Riesz µ associée à la suite (ak)k≥1 est
définie par

µ([ǫ1, . . . , ǫn]) = λ−n
n∏

j=1

(
1 + Re(aje

2πi
λ
ǫj )
)

pour n ≥ 1, ǫ1, . . . , ǫn ∈ A et où Re désigne la partie réelle. Les mesures de
Riesz sont des mesures de Bernoulli.

Pour la classe des mesures de Riesz, le critère de quasi-Bernoulli est
uniquement portée par la suite (ak)k≥1.

Corollaire 13. (Corollaire 3.9) Soit µ la mesure de Riesz définie par la

suite (ak)k≥1 ∈ D
N
∗
. On suppose de plus que la mesure µ de Riesz est de

support plein. La mesure µ est quasi-Bernoulli si et seulement s’il existe
δ > 0, tel que pour tout j ≥ 1, aj ∈ D(δ) et il existe a ∈ D(δ), tel que

∑

j≥1

|aj − a| < +∞

où D(δ) = D \ ∪λǫ=1B(eiπ−
2iπ
λ
ǫ, δ).
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Ce dernier corollaire est à mettre en relation avec le résultat de Fan et
Zhang [32] qui caractérise les mesures quasi-Bernoulli parmi les produits de
Riesz sur l’anneau des entiers p-adique Zp. Soit (an)n≥1 une suite de nombres
appartenant à D. La mesure appelée produit de Riesz sur Zp,

µ =
∏

n≥1

(1 + Re(anγn(x))) (21)

est bien définie, où γn est une suite dissociée de caractères. Sous l’hypothèse
|ak| < 1 pour tout k ≥ 1, Fan et Zhang ont montré que la mesure de Riesz
µ définie par (21) est quasi-Bernoulli si et seulement s’il existe un nombre
complexe a, tel que

|a| < 1,
∑

k≥1

|ak − a| < +∞.

Le cas des produits de Riesz sur Zp est plus délicat. On ne sait pas com-
ment supprimer la condition supplémentaire que |ak| < 1 pour tout k ≥ 1.
Contrairement à notre cas, pour la mesure de Riesz µ sur Zp, le rapport

µ([ǫ1, · · · , ǫn+1])

µ([ǫ1, · · · , ǫn])

n’est pas indépendant de ǫ1, · · · , ǫn.
Certaines mesures portées par les ensembles invariants des systèmes

itératifs ne sont pas quasi-Bernoulli, mais vérifient des propriétés proches
[65, 71, 90]. Ces mesures ont motivé Testud [86] à introduire une notion
plus générale que celle de quasi-Bernoullicité introduite par Brown, Michon
et Peyrière. Une mesure de probabilité µ est quasi-Bernoulli au sens faible
s’il existe une constante C > 0, six entiers naturels r1 ≤ r2, p1 ≤ p2, s1 ≤ s2
tels que pour tous entiers naturels n, p, on ait pour tous I ∈ Fn, J ∈ Fp,

1

C
ν(I)

r2∑

l=r1

ν(σ−lJ) ≤
p2∑

k=p1

ν(I ∩ σ−n−kJ) ≤ Cν(I)

s2∑

h=s1

ν(σ−hJ).

Une telle mesure admet un spectre Lq qui est dérivable sur R+ et elle vérifie
partiellement le formalisme multifractal au sens suivant :

dim(Eα) = Dim(Eα) = τ∗(α), pour tout α ∈] − τ ′(+∞),−τ ′d(0)[.

Une classe de mesures quasi-Bernoulli au sens faible a été étudiée (Théorème
2.2 de [86]). Soit l un entier naturel supérieur ou égal à 2, considérons N
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similitudes Si : [0, 1] → [0, 1] de rapport de contraction respectif l−αi ou
−l−αi avec αi ∈ N∗ et dont les images sont des réunions d’intervalles l-
adiques. On suppose de plus que [0, 1] = ∪iSi([0, 1]). Si µ est l’unique mesure
de probabilité vérifiant :

µ =

N∑

i=1

piµ ◦ S−1
i ,

alors µ est quasi-Bernoulli faible.
Soient p, q, n trois entiers avec p ≤ q (q valant éventuellement +∞) et ν

une mesure de probabilité sur AN
∗
, on définit la mesure νnp,q sur AN

∗
par

νnp,q(J) =

q∑

k=p

ν(σ−n−kJ)

pour tout cylindre J . La mesure νnp,q n’est pas une probabilité en général.
Soient µ, ν deux mesures, on note ν ≪ µ si ν est absolument continue par
rapport à µ. Pour tous n, k ∈ N∗, pour tous ǫ, η ∈ A, on définit qn+k

n (η, ǫ)
par le rapport

qn+k
n (η, ǫ) =

{
µ(σ−n+1[η]∩σ−n−k[ǫ])

µ(σ−n+1[η])
si µ(σ−n+1[η]) > 0

0 sinon

Parmi les mesures de Markov, on caractérise celles qui sont quasi-Bernoulli
faibles.

Théorème 14. (Théorème 3.10) Soit µ la mesure de Markov associée à
une probabilité initiale π = (p0(1), . . . , p0(λ)) et à une suite de matrices de
transition Pk = (pk(ǫ, η))ǫ,η∈A, k ≥ 1. Alors µ est quasi-Bernoulli faible si
et seulement si

1. il existe des entiers naturels r1 ≤ r2, p1 ≤ p2, s1 ≤ s2 tels que pour
tout n ≥ 0,

µr1,r2 ≪ µnp1,p2 ≪ µs1,s2 et (22)

pour tout η, ǫ ∈ A avec µr1,r2([ǫ]) > 0, pour tout n ≥ 1,

p2∑

k=p1

µ(σ−n+1[η] ∩ σ−n−k[ǫ]) = 0 ⇒ µ(σ−n+1[η]) = 0. (23)
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2. il existe une constante C > 0 tel que pour tous n, p ∈ N∗, pour tout J =
[ǫ1, · · · , ǫp] ∈ Fp avec µr1,r2(J) > 0, pour tout η ∈ A, avec µn−1([η]) >
0 il existe k entier dans [p1, p2], tel que µn+k(J) > 0 et pour tout l
entier dans [r1, r2] vérifiant µl(J) > 0 on ait

−C ≤
p−1∑

j=1

log
pj+n+k(ǫj , ǫj+1)

pj+l(ǫj , ǫj+1)
+ log qn+k

n (η, ǫ1) (24)

et pour tous n, p ∈ N∗, pour tout J = [ǫ1, · · · , ǫj ] ∈ Fp , pour tout
η ∈ A, avec

∑p2
k=p1

µ(σ−n+1[η] ∩ σ−n−kJ) > 0, il existe h entier dans

[s1, s2] avec µh(J) > 0, tel que pour tout k′ entier dans [p1, p2] vérifiant
µ(σ−n+1[η] ∩ σ−n−k′J) > 0 on ait

p−1∑

j=1

log
pj+n+k′(ǫj , ǫj+1)

pj+h(ǫj , ǫj+1)
+ log qn+k′

n (η, ǫ1) ≤ C. (25)

On énonce dans le chapitre 3, le corollaire pour les mesures de Bernoulli
qui vérifient la propriété quasi-Bernoulli faible. Donnons un cas particulier
de ce corollaire.

Corollaire 15. (Corollaire 3.13) Soit µ la mesure de Bernoulli définie par
Pk = (pk(ǫ))ǫ∈A, k ≥ 1 une suite de mesure de probabilité sur A vérifiant
pour tout ǫ ∈ A, pour tout k ≥ 1 pk(ǫ) > 0. Si la mesure µ est quasi-
Bernoulli faible, alors elle est quasi-Bernoulli.

Temps de retour uniforme

Le dernier chapitre est consacré à l’étude de temps de retour uniforme.
Soit (X,B, µ, T, d) un système métrique préservant la mesure, c’est-à-dire
(X, d) est un espace métrique muni d’une tribu B contenant les boréliens
et (X,B, µ, T ) est un système préservant la mesure. Si, de plus, (X, d) a
une base dénombrable, alors le théorème de Poincaré [38] implique que pour
µ-presque tout x,

lim inf
n→+∞

d(Tnx, x) = 0. (26)

Si de plus µ est ergodique, alors pour pour tout y ∈ X, pour µ-presque
tout x ∈ X, on a

lim inf
n→+∞

d(Tnx, y) = 0. (27)
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Boshernitzan [12] a amélioré (26) : s’il existe α > 0 tel que la mesure
de Hausdorff d’ordre α (notée Hα), est σ-finie sur X. Alors pour µ-presque
tout x ∈ X, on a

lim inf
n→+∞

n1/αd(Tnx, x) < +∞.

De plus, si Hα(X) = 0, alors pour µ-presque tout x ∈ X, lim infn→+∞
n1/αd(Tnx, x) = 0.

Il y a d’autres travaux sur la récurrence quantitative, parfois appelée
lemme de Borel-Cantelli dynamique ou problème de cible rétrécissante, on
peut consulter [1, 7, 11, 39, 67, 79]. Dans le dernier chapitre de cette thèse,
on prouve un résultat quantitatif de (27) pour tous les y ∈ X simultanément.

On se demande sous quelle condition on peut avoir l’existence de α > 0
tel que pour µ-presque tout x,

∀y ∈ X, lim inf
n→+∞

n1/αd(Tnx, y) < +∞.

Avant d’énoncer le théorème, on introduit deux quantités provenant des
dimensions locales de la mesure :

α∗ = sup
x∈X

lim inf
r→0

logµ(B(x, r))

log r
et αmax = lim sup

r→0
sup
x∈X

logµ(B(x, r))

log r

où B(x, r) la boule de centre x et de rayon r. On remarque que α∗ ≤ αmax.
On dit qu’un espace de probabilité (X,B, µ, T, d) préservant la mesure est
exponentiellement mélangeant s’il existe c > 0 et 0 < γ < 1 tel que

|µ(E|T−nF ) − µ(E)| ≤ cγn, pour tout n ≥ 1,

pour toute boule E et pour tout ensemble F ∈ B (où µ(E|F ) = µ(E ∩
F )/µ(F )). On obtient le résultat suivant

Théorème 16. (Theorem 4.1) Soit (X,B, µ, T, d) un espace métrique proba-
bilisé préservant la mesure. Supposons que le système soit de plus exponen-
tiellement mélangeant et αmax < +∞. Si τ < 1/αmax alors pour µ-presque
tout x ∈ X, on a

lim inf
n→∞

nτd(Tnx, y) = 0, pour tout y ∈ X. (28)

Si τ > 1/α∗, alors il existe y ∈ X tel que

lim
n→∞

nτd(Tnx, y) = ∞ (p. t. x ∈ X).
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Le Théorème 16 a été prouvé par Fan, Schmeling, Troubetzkoy [30] pour
les fonctions doublantes sur le tore et pour une mesure de Gibbs associée
à un potentiel hölderien. La méthode utilisée ici est différente de celle em-
ployée dans [30], mais elle est applicable à un grand nombre de systèmes
dynamiques tel que les β-décalage sur les réels, les systèmes de fraction
continue, les sous-décalages de type fini avec mesures de Gibbs.

La difficulté du théorème précédent se trouve dans l’uniformité en y de
(28). La seconde assertion est une application d’un lemme de Borel-Cantelli
dynamique. L’application du lemme de Borel-Cantelli et de l’utilisation du
théorème de Fubini prouvent la lim inf dans (28) est finie pour presque tout
y, l’uniformité est loin d’être évidente.

Le Théorème 16 se démontre à partir d’un théorème plus général. Avant
de l’énoncer on donne quelques définitions. Soit (ξn)n≥0 un processus sta-
tionnaire défini sur un espace de probabilité (Ω,A,P), prenant ses valeurs
dans un espace métrique (X, d). Soit µ la probabilité initiale définie sur les
boréliens de X par

µ(B) = P(ξ0 ∈ B),

pour tout borélien B de X. On suppose toujours que le support de la mesure
µ estX. Pour n ≥ 1, notons An pour la sous-σ-algèbre générée par (ξn+j)j≥0.
On dit que le processus (ξn)n≥1 est exponentiellement mélangeant s’il existe
deux constantes c > 0 et 0 < γ < 1 telles que

|P(ξ0 ∈ E|D) − P(ξ0 ∈ E)| ≤ cγn, pour tout n ≥ 1)

pour toute boule E de X et pour tout D ∈ An. On suppose que µ vérifie
l’hypothèse :

ϕ1(r) ≤ µ(B(x, r)) ≤ ϕ2(r) (∀x ∈ X, ∀r > 0) (29)

où ϕ1 et ϕ2 sont deux fonctions strictement croissantes satisfaisant
limr→0 ϕi(r) = 0 et ϕi(2r) ≤ Kϕi(r) pour i = 1, 2;K > 0 et r > 0.

Théorème 17. (Theorem 4.2) Supposons que (ξn)n≥1 soit un processus
stationnaire, exponentiellement mélangeant dont la probabilité initiale vérifie
(29). Soit (rn)n≥1 une suite strictement décroissante de nombres positifs
avec

lim
n→∞

log2 n

nϕ1(rn)
= 0.

Alors on a

pour presque tout ω lim inf
N→∞

min
y∈X

∑N
n=1 χB(y,rn)(ξn(ω))

∑N
n=1 ϕ1(rn)

> 0
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et

pour presque tout ω lim sup
N→∞

max
y∈X

∑N
n=1 χB(y,rn)(ξn(ω))

∑N
n=1 ϕ2(rn)

< +∞

où χE est la fonction indicatrice de E.

Le Théorème 16 est une conséquence de ce théorème appliqué à ϕ1(r) ≥
Ars et rn = B/nτ où A,B > 0 sont des constantes et τs < 1.

Le théorème précédent permet de montrer que pour P-presque tout ω, il
existe deux constantes C,C ′ > 0, telles que pour tout y ∈ X,les N premières
boules B(ξn, rn) recouvrent y au moins C

∑N
n=1 ϕ1(rn) fois y et au plus

C ′∑N
n=1 ϕ2(rn) fois. Quand la probabilité initiale µ satisfait (29) avec ϕ1 =

ϕ2, alors le nombre de recouvrement pour tous les y est du même ordre que∑N
n=1 ϕ1(n).
On peut aussi exprimer le Théorème 17 d’une façon différente. Considérons

une suite divergente de termes positifs
∑

n≥1 an. Soit Λ un sous-ensemble
d’entiers naturels. On dit que Λ est (an)-rare si

∑

n∈Λ

an < +∞.

Sinon, on dit que Λ est (an)-dense. Exprimons notre résultat en fonction de
l’(an)-densité d’un ensemble aléatoire :

Λω(y) = {n ∈ N, ξn(ω) ∈ B(y, rn)}.

Théorème 18. (Theorem 4.3) Soit (an)n≥1 une suite décroissante d’entiers
positifs et (rn)n≥1 une suite de réels. Sous les mêmes hypothèses que le
théorème précédent, on a

∞∑

n=1

anϕ2(rn) < +∞ ⇒ ω p.p.max
y∈X

∑

n∈Λω(y)

an < +∞.

∞∑

n=1

anϕ2(rn) = +∞ ⇒ ω p.p.max
y∈X

∑

n∈Λω(y)

an = +∞.
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Chapitre 1

Séries de fonctions le long de
marches aléatoires

1.1 Introduction et résultats principaux

Considérons (Ω,B,P) un espace de probabilité, (Xk)k≥1 une suite de
variables aléatoires réelles indépendantes définies sur cet espace et une suite
(ak)k≥1 de nombres complexes décroissante en module. On se demande sous
quelles conditions suffisantes, pour presque tout ω ∈ Ω on a la convergence
uniforme ou pour presque tout α ∈ R de

∑

k≥1

akf(α · (X1(ω) + · · · +Xk(ω)))

pour toute fonction f continue, 1-périodique, définie sur les réels et à valeurs
dans C.

Parmis les premiers à étudier les séries aléatoires Paley et Zygmund
[72] ont étudié les séries trigonométriques de la forme

∑
k≥1 ǫk(ω)eikt et∑

k≥1 ake
ikt+2πφk(ω). Les auteurs prouvent notamment que ces séries représen-

tent des fonctions de Lp avec une probabilité (soit 0, soit 1) indépendante
de p, si 1 ≤ p < +∞. Ils ont donné des conditions nécessaires et suffisantes
(améliorées plus tard par Salem et Zygmund [78]) pour que ces deux séries
représentent des fonctions bornées. Kahane [49] étudie différentes propriétés
de la série

∑
k≥1Rk cos(nt + φn) où (Rk)k≥1 et (φk)k≥1 sont des variables

aléatoires indépendantes les unes des autres, respectivement strictement po-
sitives et équiréparties sur [0, 2π]. Il trouve des conditions suffisantes portant
sur la loi de (Rk)k≥1, pour que la série aléatoire converge uniformément, soit
continue, ou encore soit lipschitzienne...
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Donnons maintenant des exemples de séries dont les variables aléatoires
ne sont plus identiquement distribuées. Dans [31], Fan et Schneider estiment
l’ordre de grandeur uniforme de série aléatoire de la forme

∑
k≥1Xkf(nkα)

où (Xk)k≥1 est une suite de variables aléatoires indépendantes, complexes
et centrées ; (nk)k≥1 une suite strictement croissante d’entiers positifs et f
une fonction 1-périodique dont les coefficients de Fourier sont sommables.
Dans [88], Tian et Ren prouvent que la série

∑
k≥1Xke

−λkz prend presque-
sûrement toutes les valeurs complexes dans un voisinage de z, où z ∈ C,
(Xk)k≥1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et (λk)k≥1 une
suite croissante de réels positifs. On peut encore citer, plus récemment, Co-
hen et Cuny [17] sur des séries aléatoires pondérées par des poids aléatoires.
Ils généralisent notamment le résultat de [31].

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux séries aléatoires dont l’aléa n’est ni
identiquement distribué, ni indépendant : on étudie la convergence d’une
série de Fourier dont la phase dépend d’une marche aléatoire. On détermine
un critère de convergence sur la suite (ak)k≥1 pour que la série :

∑
k≥1 ak

f(αSk) converge (où f est une fonction 1-périodique donc les coefficients de
Fourier sont plus que sommables et (Sk)k≥1 est une marche aléatoire). Pour
démontrer ce critère, on passe par des majorations en norme Lp et uniforme
de polynômes trigonométriques.

Enonçons maintenant nos hypothèses, avant de donner nos résultats de
convergence sur la série aléatoire

∑
k≥1 akf(αSk). Sur un espace de probabi-

lité (Ω,B,P), on définit une suite de variables aléatoires réelles (Xn)n≥1 non
nulles, indépendantes et identiquement distribuées vérifiant la condition de
moment :

∃ρ > 0,E|X1|ρ < +∞. (1.1)

On définit une marche aléatoire associée à ces variables

Sn = X1 + · · · +Xn, pour tous n ≥ 1.

Soient ξ une fonction positive définie sur Z et f : R → C une fonction
continue 1-périodique (c’est à dire appartenant à C(T)) telle que

|||f ||| =
∑

j∈Z

|f̂(j)|ξ(j) < +∞

où f̂(j) =
∫ 1
0 f(t)e2iπjtdt. Notons A0(T, ξ) l’ensemble des fonctions f ∈ C(T)

telles que |||f ||| < +∞ et f̂(0) = 0. Soit (ak)k≥1 une suite de nombres
complexes décroissante en module. On s’intéresse à la convergence de la
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série aléatoire suivante :

F (α, ω) =
∑

k≥1

akf(αSk(ω)),

pour une classe de fonction f fixée, on montre que pour presque tout ω ∈ Ω,
pour tout fonction f dans la classe de fonction, la série F converge.

Notons φX1(t) = E(e2iπX1t) la fonction caractéristique de X1. On sait
traiter trois cas : pour le premier cas, φX1 vérifie

∀t ∈ R∗, |φX1(t)| < 1 et lim sup
|t|→+∞

|φX1(t)| < 1. (1.2)

Un exemple de variable aléatoire satisfaisant ces deux conditions est une
variable dont la loi est celle d’une mesure absolument continue par rapport
à la mesure de Lebesgue et dont la densité est intégrable par rapport à cette
mesure.

Le deuxième cas est quand X1 prend ses valeurs dans une progression
arithmétique, c’est-à-dire

∃a ∈ R,∃λ ∈ Q∗, X1(Ω) ⊂ a+ λZ. (1.3)

La variable X1 vérifie cette condition si et seulement si φX1 est 1
λ -périodique.

Pour le dernier cas, X1 est discret et vérifie

#X1(Ω) ∩ (Q \ {0}) ≥ 2 et #X1(Ω) ∩ I ≥ 1 (1.4)

où # désigne le cardinal de l’ensemble et I (qu’on précise dans la partie
1.7) est un ensemble presque partout égal à Qc qui contient les irrationnels
algébriques.

Ces conditions ne regroupent pas toutes les variables aléatoires : une
variable aléatoire telle que X1(Ω) ⊂

√
2 +

√
3Z ne vérifie aucune des hy-

pothèses. En effet |E(e
2iπ√

3
X1)| = 1,

√
3 /∈ Q et (

√
2 +

√
3Z) ∩ Q = ∅.

On fera les hypothèses suivantes sur la suite (ak)k≥1

∑

n≥2

√
n−1−γ

∑

i≥n
|ai|2 < +∞, (1.5)

∃γ ∈]0, 1[,

∑

n≥2

n(γ−2)/4
√

ln(n)

(∑

i≥n
|ai|4

)1/4

< +∞. (1.6)

Si ak = O
(

1
kβ

)
avec β > 5

6 , alors la suite vérifie les deux conditions (1.5) et
(1.6).

Sous ces hypothèses, on obtient le résultat principal suivant :
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Théorème 1.1. Soient (ak)k≥1 une suite décroissante en module et vérifie
les hypothèses (1.5) et (1.6) et (Xk)k≥1 une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées telle que X1 vérifie la condition
(1.1).

– Supposons que X1 vérifie (1.2). Pour presque tout ω, pour tout f ∈
A0(T,

√
log(| · | + 2)), la série F (·, ω) converge uniformément sur tous

les compacts de R \ {0}.
– Supposons que X1 vérifie (1.3). Pour tout ǫ > 0, pour presque tout ω,

pour tout f ∈ A0(T, | · |1+ǫ), la série F (·, ω) converge presque partout
sur R. Quand f est un polynôme trigonométrique, F (·, ω) converge
uniformément sur les compacts de R \ 1

λndeg(f)!Z où n est un entier
dépendant uniquement de X1.

– Supposons que X1 soit discret et vérifie (1.4). Pour tout ǫ > 0, pour
presque tout ω, pour tout f ∈ A0(T, | · |1+ǫ), la série F (·, ω) converge
presque-partout sur R. Quand f est un polynôme trigonométrique,
F (·, ω) converge uniformément sur les compacts de R \ {0}.

Si ak = O
(

1
kβ

)
, on ne connâıt pas les valeurs de β en dessous desquelles

la série F ne converge pas uniformément dans le cas (1.2), et ne converge
pas presque partout dans les cas (1.3) et (1.4) .

Le Théorème 1.1 est une application des Théorèmes 1.2, 1.4, 1.5, présentés
ci-après, où on obtient des majorations de la norme L2 en α par rapport à
une mesure de probabilité quelconque d’un polynôme trigonométrique afin
d’en déduire une majoration de la norme infinie de

∑N−1
k=M ake

2iπαSk(ω), en

fonction des sommes
∑N−1

k=M |ak|2 et
∑N−1

k=M |ak|4. Ceci nous permet d’en
déduire des conditions suffisantes de convergence de la série F à partir de la
suite (ak)k≥1. On pourra ainsi déterminer des valeurs de γ pour lesquelles
la fonction α 7→∑

n≥1
1
nγ e2iπαSn est continue.

Pour estimer le polynôme trigonométrique, on utilise l’inégalité de Van
der Corput (Théorème 1.7). Elle permet de majorer une somme de termes
appartenant à un espace de Hilbert plus finement qu’en majorant par la
somme des normes, elle fait de plus apparâıtre des corrélations. On majore
la première somme suivant les hypothèses (1.2), (1.3), (1.4) prises surX1. On
utilise, ensuite, un théorème de Cohen et Cuny [19] afin de réussir à majorer
la seconde somme. Une autre méthode possible pour réussir à majorer ce
terme serait d’utiliser un procédé de randomisation gaussienne afin de relier
des estimations intégrales à des comportements asymptotiques de processus
gaussiens, puis se servir de résultats de Fernique [36, 34] concernant l’étude
des fonctions aléatoires gaussiennes. Cette méthode est moins précise : on
peut seulement prouver que si β > 7/8 alors F converge, contre 5/6 avec
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[19].
Ces deux méthodes se généralisent très bien en dimension supérieure (le

Théorème 1.9 dans [19] de Cohen et Cuny est énoncé en dimension d et le
lemme de Slépian dans [35] permet de passer de la dimension d à la dimension
1). La suite de variables aléatoires étant à valeurs dans Rd, d ∈ N∗, on peut
alors étudier la convergence de la série

∑
k≥1 akf(〈α, Sk〉) pour tout α ∈ Rd

(〈·, ·〉 désigne le produit scalaire sur Rd).
Dans la deuxième partie de ce chapitre, on donne des estimations de la

somme partielle
∑N

k=M akf(αSk), pour α non nul. Dans la partie trois, on
prouve les Théorèmes 1.2, 1.4, 1.5 de majorations des sommes partielles.
Dans la quatrième partie, on démontre le Théorème 1.1. Une variante est
considérée dans l’avant-dernière partie : on y établit une majoration de∑N

k=M akf(αSk(ω)), où (Xk)k≥1 n’est plus identiquement distribuée. Cette
suite est stationnaire et définie par un système dynamique qu’on suppose
uniquement ergodique. Plus précisément, notonsE un espace compact métri-
sable, T : E → E une application continue et g une fonction continue de
E dans ]0, 1[. On définit, sur l’espace de probabilité (Ω,B,P), une suite de
variables aléatoires indépendantes (Xk)k≥1 de la façon suivante : soit x ∈ E,
pour tout k ≥ 1,

P(Xk = 1) = g(T kx) = 1 − P(Xk = −1).

On obtient alors une condition suffisante de continuité sur F semblable au
Théorème 1.1. Dans l’avant-dernière partie, on énonce des majorations qui
permettent de savoir, uniformément en α, avec quelle rapidité la somme
partielle de la série converge vers son espérance. Dans cette situation, la
récurrence ou la transience de la marche aléatoire est cruciale. Pour finir, on
énonce le théorème de Sprindžuk qui nous sert à définir I dans l’hypothèse
(1.4).

1.2 Ordres de grandeur de
∑N−1

k=M akf(αSk(ω))

On énonce les estimations des sommes partielles dans les différents cas.

1.2.1 Cas où φX1 vérifie (1.2)

On commence par majorer la norme L2 de
∑N−1

k=M akf(αSk(ω)), qu’on
notera FNM dans la suite, ce qui permet de déterminer une estimation de
l’ordre de grandeur d’un polynôme trigonométrique le long de la marche
aléatoire (Sk)k≥1 dans le cas où f est une exponentielle complexe.
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Théorème 1.2. Soient (ak)k≥1 une suite de nombres complexes décroissante
en module et (Xk)k≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées telle que X1 vérifie la condition (1.1). Pour presque
tout ω, pour tout f ∈ A0(T,

√
log(| · | + 2)) de norme 1, pour R > η > 0,

pour tout N,M,H ∈ N∗ vérifiant N − M > H, pour toute mesure ν de
probabilité sur [−R,R], il existe une constante K > 0 telle que

∫ R

−R

∣∣∣∣∣

N−1∑

k=M

akf(αSk(ω))

∣∣∣∣∣

2

dν(α)

≤ 2
(N −M +H)(N −M)

(H + 1)(N −M −H)

(
N −M −H

N −M
+

1

inf |x|>η 1 − |φX1(x)|2

+
(H + 1)2

N −M
+ (H + 1)ν([−η, η])

) N−1∑

k=M

|ak|2

+K(N −M +H)
√
Hlog(N)

√
log(R+ 2)

(
N−1∑

k=M

|ak|4
)1/2

.

Remarque 1.3. La constante K dépend de ω et de la norme infinie de la
suite (ak)k≥1.

On applique ce théorème à la mesure de Dirac δα avec α non nul. Comme
l’estimation ci-dessus est indépendante de α, on a

Théorème 1.4. Soient (ak)k≥1 une suite de nombres complexes décroissante
en module et (Xk)k≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées telle que X1 vérifie la condition (1.1). Pour presque
tout ω, pour tout f ∈ A0(T,

√
log(| · | + 2)) de norme 1, pour R > η > 0,

pour tout N,M,H ∈ N∗ vérifiant N−M > H, il existe une constante K > 0
telle que

sup
R>|α|>η

∣∣∣∣∣

N−1∑

k=M

akf(αSk(ω))

∣∣∣∣∣

2

≤ 2
(N −M +H)(N −M)

(H + 1)(N −M −H)

(
N −M −H

N −M
+

1

inf |x|>η 1 − |φX1(x)|2

+
(H + 1)2

N −M

) N−1∑

k=M

|ak|2+K(N−M+H)
√
H log(N)

√
log(R+ 2)

(
N−1∑

k=M

|ak|4
)1/2

.
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1.2.2 Cas discret et φX1 vérifie (1.3) ou (1.4)

Dans le cas (1.3), |φX1 | est 1
λ -périodique. Dans le dernier cas (1.4), |φX1 |

est apériodique. En effet, si |φX1 | était périodique, alors il existerait un α
non nul tel que 1−|φX1 |2(α) = 0. Or 1−|φX1 |2(α) est égal à 0 si et seulement
si pour tout n ∈ N, xnα ∈ Z (où (xn)n≥0 sont les valeurs prises par X1).
Ceci signifie que α doit être à la fois rationnel et irrationnel.

On rappelle que dans le cas discret, la fonction ξ est définie par ξ(j) =
|j|1+ǫ.
Théorème 1.5. Soient (ak)k≥1 une suite de nombres complexes décroissante
en module et (Xk)k≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées telle que X1 vérifie la condition (1.1). Pour tout ǫ > 0,
pour presque tout ω, pour tout f ∈ A0(T, |.|1+ǫ) de norme 1, pour presque
tout α ∈ R, il existe une constante K > 0 telle que

∣∣∣∣∣

N−1∑

k=M

akf(αSk(ω))

∣∣∣∣∣

2

≤ K

[
(N −M +H)(N −M)

(H + 1)(N −M −H)

(
1 +

N −M −H

N −M
+

(H + 1)2

N −M

) N−1∑

k=M

|ak|2

+K(N −M +H)
√
H log(N)

√√√√
N−1∑

k=M

|ak|4
]

Remarque 1.6. La constante K dépend de ω, de α, de ǫ et de la norme
infinie de la suite (ak)k≥1.

1.3 Démonstrations des Théorèmes 1.2, 1.4 et 1.5

On commence par se ramener à un cas plus simple, le cas où f est la
fonction : α 7→ e2iπlα. En utilisant le développement de f en série de Fourier,
puis l’inégalité triangulaire dans L2(ν), on obtient :
(∫ R

−R

∣∣FN
M (α)

∣∣2 dν(α)

)1/2

≤
∑

l∈Z

|f̂(l)|
(∫ R

−R

∣∣∣∣∣

N−1∑

k=M

ake
2iπlαSk(ω)

∣∣∣∣∣

2

dν(α)

)1/2

.

Pour majorer le terme de droite de l’inégalité précédente, on majore la
norme L2 de la somme partielle par le produit de ξ(l) (intervenant dans la
norme de f) et d’un terme indépendant de l.

La première étape de la preuve du Théorème 1.2 consiste à utiliser
l’inégalité de Van der Corput afin d’obtenir une corrélation des (ak)k≥1.
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1.3.1 Partie commune des différents cas

On rappelle l’inégalité de Van der Corput.

Théorème 1.7 (Inégalité de Van der Corput). Soient M,N deux entiers
vérifiant M < N . Soient (un)M≤n≤N une famille finie de N−M+1 éléments
d’un espace de Hilbert qui est muni du produit hilbertien noté 〈·, ·〉 et de la
norme ‖ · ‖. Si H est un entier tel que H < N −M , on a :

∥∥∥∥∥

N−1∑

k=M

uk

∥∥∥∥∥

2

≤ N −M +H

H + 1

N−1∑

k=M

‖uk‖2

+ 2
N −M +H

(H + 1)2

H∑

h=1

(H + 1 − h)

∣∣∣∣∣

N−h−1∑

k=M

〈uk+h, uk〉
∣∣∣∣∣ .

On l’applique sur l’espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable
sur [−R,R] par rapport à la mesure ν avec la norme associée ‖ · ‖2,ν et à la
suite

(
ake

2iπlαSk
)
k≥1

ce qui donne :

∥∥∥∥∥

N−1∑

k=M

ake
2iπlαSk

∥∥∥∥∥

2

2,ν

≤ N −M +H

H + 1

N−1∑

k=M

|ak|2 + I

où

I = 2
N −M +H

(H + 1)2

H∑

h=1

(H + 1 − h)

∣∣∣∣∣

N−h−1∑

k=M

ak+hak

∫ R

−R
e2iπlαS

h
k dν(α)

∣∣∣∣∣ et

Shk = Xk+1 + . . . .+Xk+h.

On majore I par I1 + I2 (à partir de e2iπlαS
h
k = φSh

k
(lα) + (e2iπlαS

h
k −

φSh
k
(lα))) :

I1 = 2
N −M +H

(H + 1)2

H∑

h=1

(H + 1 − h)
N−h−1∑

k=M

∣∣∣∣ak+hak
∫ R

−R
φSh

k
(lα)dν(α)

∣∣∣∣ et

I2 = 2
N −M +H

(H + 1)2

H∑

h=1

(H+1−h)
N−h−1∑

k=M

∣∣∣∣ak+hak
∫ R

−R
e2iπlαS

h
k − φSh

k
(lα)dν(α)

∣∣∣∣ .

On majore I1, en utilisant la propriété d’indépendance et d’équirépartition
des (Xk)k≥1 (φSh

k
= φhX1

), on a alors I1 ≤ I1,1 + I1,2 où

I1,1 = 2
N −M +H

H + 1

H∑

h=1

H + 1 − h

N −M − h

∫ R

−R
|φhX1

(lα)|dν(α)
N−1∑

k=M

|ak|2
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et

I1,2 = 2
N −M +H

(H + 1)2

H∑

h=1

(H + 1 − h)(N −M)

N −M − h

∫ R

−R
|φhX1

(lα)|dν(α)
N−1∑

k=M

|ak|2.

On majore trivialement φX1 par 1 pour obtenir

I1,1 ≤ 2
H(N −M +H)

N −M −H

N−1∑

k=M

|ak|2.

La majoration de I1,2 se traite de différentes façons suivant la nature de X1.

1.3.2 Majoration de I1,2

Cas où φX1 vérifie (1.2)

Fixons η > 0. Pour majorer |I1,2|, on partitionne l’ensemble [−R,R] en
deux ensembles : Q1 = [−η, η] et Q2 = [−R,R] \Q1, on en déduit que

|I1,2| ≤ 2
(N −M +H)(N −M)

N −M −H

N−1∑

k=M

|ak|2ν(Q1)

+2
(N −M +H)(N −M)

(H + 1)(N −M −H)

N−1∑

k=M

|ak|2
∫

Q2

H∑

h=1

∣∣∣φhX1
(lα)

∣∣∣ dν(α).

Comme φX1 satisfait (1.2), on a (après avoir multiplié par 2
1+|φX1

(x)|) pour

tout α ∈ Q2,
H∑

h=1

|φhX1
(lα)| ≤ 2

inf |x|>η(1 − |φX1(x)|2)
.

On obtient ainsi une majoration de I1,2 :

I1,2 ≤ 2
(N −M +H)(N −M)

(H + 1)(N −M −H)
×

(
(H + 1)ν([−η, η]) +

1

inf |x|>η(1 − |φX1(x)|2)

) N−1∑

k=M

|ak|2. (1.7)

Pour les autres cas, on n’a pas le même type de contrôle uniforme sur
φX1 , on utilise à la place un argument de répartition diophantienne des réels.
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Cas discret et |φX1 | périodique

Définition 1.8. Soit Y une variable aléatoire définie sur (Ω,B,P), on définit
la symétrisée de Y comme la variable aléatoire définie sur le même espace de
probabilité par la différence entre Y et une variable aléatoire indépendante,
de même loi que Y .

Majorons I1,2 avec ν la mesure de Dirac en un point α non nul.

I1,2 ≤ 2
(N −M +H)(N −M)

(H + 1)(N −M −H)

N−1∑

k=M

|ak|2
H∑

h=1

∣∣∣φhX1
(lα)

∣∣∣ .

Comme X1 est discret, on note {xn, n ≥ 0} l’ensemble des valeurs non nulles
prises, avec les probabilités strictement positives {pn, n ≥ 0}, par la symétrisée
de X1. On a alors

1 − |φX1(α)|2 =
∑

n≥0

pn sin2(παxn) ≥ p0 sin2(παx0).

Pour tout α ∈
[
− 1

2x0
, 1

2x0

]
, on a :

1 − |φX1(α)|2 ≥ p0x
2
0α

2.

Notons par ⌊·⌋ la distance au plus proche entier. On a pour tout α ∈[
− 1

2x0
, 1

2x0

]
,

1 − |φX1(α)|2 ≥ p0⌊αx0⌋2.
Comme α 7→ sin2(παx0) est 1

x0
-périodique, on en déduit : pour tout

α ∈ R,
1 − |φX1(α)|2 ≥ p0⌊αx0⌋2.

On obtient en utilisant cette inégalité : pour tout α ∈ R\ 1
x0

Q, pour tout
l ∈ Z∗,

H∑

h=1

∣∣∣φhX1
(lα)

∣∣∣ ≤ 2

1 − |φX1(lα)|2 ≤ 4

p0⌊lαx0⌋2
. (1.8)

On prouve ainsi, en se servant du théorème de Sprindžuk (voir chapitre
1.7, que pour presque tout α ∈ R, il existe une constante C(α, ǫ) > 0, telle
que

H∑

h=1

|φhX1
(lα)| ≤ C(α, ǫ,X1)l

2+2ǫ.
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En utilisant cette inégalité, on peut en déduire une majoration de I1,2 (voir
(1.7) pour sa définition) qui est la suivante :

I1,2 ≤ C(α, ǫ,X1)
(N −M +H)(N −M)

(H + 1)(N −M −H)

N−1∑

k=M

|ak|2l2+2ǫ.

Pour conclure, il suffit de prendre ǫ/2 au lieu de ǫ. On a réussi à majorer
I1,2 par le produit d’un terme indépendant l et de l2+ǫ qui figure dans la
norme de f .

Dans le cas où f est un polynôme trigonométrique, on obtient le même
résultat pour tout α ∈ R \ 1

nλdeg(f)!Z. Dans le cas où f est un polynôme

trigonométrique, on note Z = 1
nλdeg(f)!Z, où nλ est une valeur non nulle prise

avec une probabilité non nulle par la symétrisée de X1. En effet, l’inégalité
(1.8) est vérifiée pour tout −deg(f) ≤ l ≤ deg(f) et tout α ∈ R tel que
⌊lαx0⌋ 6= 0, c’est-à-dire pour tout α /∈ 1

lx0
Z.

Cas discret et |φX1 | apériodique

La majoration de I1,2 (voir (1.7) pour sa définition) dans le cas apériodique
est très similaire au cas précédent. On rappelle que d’après (1.4), il existe
x0 ∈ Q et x1 ∈ I deux valeurs non nulles prises par la symétrisée de X1

(voir définition 1.8) avec des probabilités non nulles, respectivement p0, p1.
On donne une majoration pour tout α ∈ I et pour tout α ∈ Q. Comme I
est presque partout égal à R, on obtient une majoration presque partout en
α. Rappelons aussi que I est défini dans la dernière partie de ce chapitre.

On minore 1 − |φX1(lα)|2 par
∑

n≥0 pn⌊xnlα⌋2. Si α est rationnel (α =
p
q avec p et q premiers entre eux et q positif), on minore la somme par

p1⌊x1l
p
q ⌋2. Comme x1 appartient à I (voir la dernière partie), x1

q est de type
1 donc appartient à I. On applique le théorème de Sprindžuk (Théorème
1.17) : pour tout α ∈ R, il existe C(α, ǫ,X1) > 0 tel que

∑

n≥0

pn sin2(πynlα) ≥ p1
C(α, ǫ,X1)

l1+ǫ
.

Si α ∈ I , on minore la somme par p0⌊x0lα⌋2. Par le théorème de Sprindžuk,
il existe une constante C(α, ǫ,X1) > 0 telle que

∑

n≥0

pn sin2(πynlα) ≥ p0
C(α, ǫ,X1)

l1+ǫ
.
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On en déduit donc que pour Lebesgue presque tout α réel,

1 − |φX1(lα)|2 ≥ C(α, ǫ,X1)

l1+ǫ
,

ce qui nous permet de trouver une majoration de I1,2 presque partout en α :

I1,2 ≤ C(α, ǫ,X1)
(N −M +H)(N −M)

(H + 1)(N −M −H)

N−1∑

k=M

|ak|2l2+2ǫ.

Pour conclure, il suffit de prendre ǫ/2 au lieu de ǫ. On a réussi à majorer
I1,2 par le produit d’un terme indépendant l et de l2+ǫ qui figure dans la
norme de f .

1.3.3 Majoration de l’intégrale I2

Il ne reste plus qu’à majorer I2, on rappelle ci-dessous la valeur de cette
intégrale :

2
N −M +H

(H + 1)2

H∑

h=1

(H+1−h)
∣∣∣∣∣

N−h−1∑

k=M

∫ R

−R
ak+hak(e

2iπlαSh
k − φSh

k
(lα))dν(α)

∣∣∣∣∣ .

On commence par partitionner l’ensemble des entiers de M à N − h− 1 en
sous-ensembles. On partitionne {k ∈ N,M ≤ k ≤ N−h−1} en

⋃
0≤r≤h−1 I

h
r ,

où Ihr = [M,N − h − 1] ∩ {r + hq, q ∈ N}. Ainsi pour i, j ∈ Ihr , avec i 6= j,
Shi et Shj sont indépendants. I2 est alors majorée par :

2
N −M +H

H + 1

H∑

h=1

h−1∑

r=0

sup
N>M≥1

sup
l∈Z∗

sup
R≥1

max
α∈[−R,R]

∣∣∣∣∣∣

∑

k∈Ih
r

ak+hak(e
2iπlαSh

k − Ee2iπlαS
h
k )

∣∣∣∣∣∣
.

On note Q2 à la place de log(1 +R|l|) log(1 +HNρ)
∑

k∈Ih
r
|ak|4 et U2

h,r

pour

sup
N>M>1

sup
l,R

max|α|≤R |∑k∈Ih
r
ak+hak(e

2iπlαSh
k − Ee2iπlαS

h
k )|2

Q2
.

On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour majorer
N−M+H
H+1

∑H
h=1

∑h−1
r=0 Uh,rQ par
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N −M +H

H + 1

H∑

h=1

(
h−1∑

r=0

U2
h,r

)1/2(N−h−1∑

k=M

|ak|4
)1/2

√
log(1 +R|l|) log(1 +HNρ). (1.9)

Pour finir de majorer I2, montrons que

sup
h≥1

E

(∑h−1
r=0 U

2
h,r

h

)1/2

< +∞.

Pour cela, on va utiliser un théorème de Cohen et Cuny [19] :

Théorème 1.9. Soit (θn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes
définies sur (Ω,F ,P) à valeurs dans Rd (on note 〈·, ·〉 le produit scalaire sur
Rd). Soit φ une fonction positive, croissante sur R+, telle qu’il existe un
η > 0, φ(x) ≥ xη (pour tout x ≥ 0). Supposons qu’il existe δ > 0 tel que∑

n≥1 P(|θn| > φ(n)δ) < +∞. Soit (bn)n≥1 une suite de nombres complexes.
Alors il existe deux constantes universelles ǫ > 0 et C > 0 telles que

E

[
sup

N>M>1
sup
T≥1

exp

{
ǫ
max|t|≤T |∑N−1

k=M bk(e
2iπ〈θk,t〉 − Ee2iπ〈θk,t〉)|2

log(1 + T ) log(1 + φ(N))
∑N

k=M+1 |bk|2

}]
< C.

(1.10)

Fixons h un entier et 0 ≤ r ≤ h− 1. On applique ce théorème avec pour
tout k ≥ 2,

bk =

{
ak+hak si k ∈ Ihr
0 sinon

et

θk =

{
Shk si k ∈ Ihr
0 sinon

.

Soit φ la fonction définie par φ(n) = hnρ. Par l’indépendance et l’équidistribution
des (Xk)k≥1, on obtient

∑

n≥h+1

P(|θn| > φ(n)) =
∑

n∈Ih
r

P(|θn| > φ(n))

≤
∑

n≥1

P(|X1 + · · · +Xh+1| > φ(n))

≤ h
∑

n≥1

P(|X1| > nρ).
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D’après l’hypothèse (1.1), la somme
∑

n≥1 P(θn > φ(n)) est finie. Le Théorème
1.9 nous donne l’existence d’une constante C universelle indépendante de
(θn)n≥1 telles que

sup
h,r

E

[
sup

N>M>1
sup
l,R

max|α|≤R |∑k∈Ih
r
ak+hakak(e

2iπlαSh
k − Ee2iπlαS

h
k )|2

log(1 +R|l|) log(1 + φ(N))
∑

k∈Ih
r
|ak|4

}]
< C

ou encore
sup
h,r

EU2
h,r < C. (1.11)

On majore alors (1.9) par

2N
√
H
√

log(1 +R|l|) log(1 +HNρ)

(
N∑

k=M

|ak|4
)1/2

sup
H≥1

1

H + 1

H∑

h=1

(∑h−1
r=0 U

2
h,r

h

)1/2

.

On applique ensuite (1.11) pour en déduire que

sup
H≥1

1

H + 1

H∑

h=1

(∑h−1
r=0 U

2
h,r

h

)1/2

est une variable aléatoire presque-sûrement finie (notons la K), ce qui nous
donne

I2 ≤ 2KNH1/2
√

log(1 + |l|) log(1 +R) log(1 +HNρ)

(
N−1∑

k=M

|ak|4
)1/2

.

1.4 Preuve de la convergence de
∑

k≥1 akf(αSk(ω))

1.4.1 Majoration uniforme dans le cas discret

Pour réussir à montrer la convergence uniforme de la série
∑

k≥1 akf(αSk)
quand f un polynôme trigonométrique, il suffit d’obtenir une majoration
uniforme en α de la somme partielle

∑N
k=M ake

2iπαSk . On donne, dans la
suite, une majoration de I1,2 indépendante de α.

On rappelle la majoration de I1,2 :

I1,2 ≤ 2
(N −M +H)(N −M)

(H + 1)(N −M −H)

N−1∑

k=M

|ak|2
H∑

h=1

|φX1(lα)|h.
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On commence par étudier la convergence uniforme dans le cas (1.3). Soit
Γ un compact ne contenant pas de point de Z

nλdeg(f)! (qui sont les valeurs

pour lesquelles, 1 − |φX1(lα)| sont nulles voir partie 1.3.2). Comme φX1 est
continue sur Γ, on a supα∈Γ

1
1−|φX1

(lα)| < +∞ et

I1,2 ≤ 2
(N −M +H)(N −M)

(H + 1)(N −M −H)
sup
α∈Γ

1

1 − |φX1(lα)|2
N−1∑

k=M

|ak|2.

On a obtenu une majoration de I1,2 indépendante de α.
Pour le cas (1.4), 1 − |φX1(lα)|2 =

∑
n≥0 pn sin2(πynlα) est nul si et

seulement si pour tout n ≥ 0, ynlα ∈ Z, c’est à dire si α ∈ ⋂
n≥0

1
lyn

Z.
CommeX1 prend une valeur rationnelle non nulle et une valeur irrationnelle,
on en déduit que 1 − |φX1(lα)|2 n’est nul qu’en α = 0. Soit Γ un compact
de R \ {0}, on obtient donc l’inégalité suivante :

I1,2 ≤ (N −M +H)(N −M)

(H + 1)(N −M −H)
sup
α∈Γ

1

1 − |φX1(lα)|2
N−1∑

k=M

|ak|2 .

1.4.2 Convergence de la série

La démonstration de la convergence de la série se fait de la même manière
pour les trois cas (1.2), (1.3) et (1.4). Pour montrer que la série converge,
on montre que

2N−1∑

k=1

akf(αSk) converge et

que les oscillations

sup
2N≤j≤2N+1−1

∣∣∣∣∣

j∑

k=2N

akf(αSk)

∣∣∣∣∣

tendent vers 0 quand N tend vers l’infini.
Dans le cas (1.2), on va montrer qu’étant donné Γ un compact de R ne

contenant pas 0,

+∞∑

k=1

sup
α∈Γ

∣∣∣∣∣∣

2k+1−1∑

j=2k

ajf(αSj)

∣∣∣∣∣∣
< +∞ et (1.12)

lim
N→+∞

sup
α∈Γ

sup
2N≤j<2N+1

∣∣∣∣∣

j∑

k=2N

akf(αSk)

∣∣∣∣∣ = 0. (1.13)
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Dans le cas discret, il suffit de montrer que

+∞∑

k=1

∣∣∣∣∣∣

2k+1−1∑

j=2k

ajf(αSj)

∣∣∣∣∣∣
< +∞ et

lim
N→+∞

sup
2N+1≤j<2N+1

∣∣∣∣∣∣

j∑

k=2N+1

akf(αSk)

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Pour se faire, on va utiliser les majorations obtenues dans les Théorèmes
1.4, 1.5 et celles de la convergence uniforme des polynômes trigonométriques
dans le cas discret. On obtiendra finalement des conditions sur la suite
(ak)k≥1 pour que la série converge.

On détermine les conditions dans le cas (1.2). Dans le cas discret, les
majorations obtenues dans les Théorèmes 1.4 et 1.5 ne différent que d’un
terme qui disparâıt quand on prend α non nul. On applique le Théorème 1.4
avec M = 2k et N = 2k+1, pour que (1.12) soit vrai, il suffit d’avoir :

+∞∑

k=1

√√√√ 2k

Hk

2k+1−1∑

i=2k

|ai|2 < +∞, (1.14)

+∞∑

k=1

√√√√Hk

2k+1−1∑

i=2k

|ai|2 < +∞, (1.15)

+∞∑

k=1

H
1/4
k

√
2kk

( 2k+1−1∑

i=2k

|ai|4
)1/4

< +∞. (1.16)

On choisit de prendre Hk = 2kγ où γ ∈]0, 1[, (1.14) et (1.15) sont alors
symétrique. Pour que la suite (

∑2n

k=1 akf(αSk))n≥1 converge, il suffit donc
d’avoir : ∑

n≥2

√
n−1−γ

∑

i≥n
|ai|2 < +∞

et
∑

n≥2

n(γ−2)/4
√

ln(n)

(∑

i≥n
|ai|4

)1/4

< +∞.

Ces deux conditions sont vraies car on a supposé que (ak)k≥1 vérifie (1.5)
et (1.6).
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Il reste maintenant à montrer que

lim
N→+∞

sup
α∈Γ

sup
2N≤j<2N+1−1

∣∣∣∣∣∣

j∑

k=2N+1

ake
2iπSk

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Pour j = 2N +1 ou j = 2N +2, la somme ne contient qu’au maximum, deux
termes qui convergent vers 0 quand N tend vers +∞ car (ak)k≥1 tend vers
0 (à cause de (1.5)). Si j est maintenant différent de ces deux valeurs, on
utilise les Théorèmes 1.2, 1.5 avec M = 2N ,H = (j− 2N )γ (0 < γ < 1). Par
simple étude de fonction, on montre que x 7→ x+xγ

x−xγ est borné pour x ≥ 2, il
suffit alors de remarquer que :

√√√√((j − 2N )1−γ + (j − 2N )γ)

j−1∑

k=2N

|ak|2+

√√√√√(j − 2N )1+
γ
2 log(j)

(
j−1∑

k=2N

|ak|4
)1/2

≤

√√√√2N(1−γ)
2N+1−1∑

k=2N

|ak|2+

√√√√2Nγ
2N+1−1∑

k=2N

|ak|2+

√√√√√2N(1+ γ
2
) log(j)

(
j−1∑

k=2N

|ak|4
)1/2

.

Les trois derniers termes de l’inégalité précédente sont les termes généraux
des séries convergentes (1.14), (1.15), (1.16).

Soit ak = O( 1
kδ ), avec δ < 1. En comparant séries et intégrales et en

majorant, on obtient des conditions suffisantes, les conditions sur δ sont
alors les suivantes :

δ > 1 − γ

2

δ >
1 + γ

2

δ >
1

2
+
γ

4
,

ce qui donne après calcul que δ doit être supérieur strictement à 5
6 .

1.5 Cas où la marche aléatoire est non homogène
dans le temps

On s’intéresse, dans cette section, à un cas où la marche aléatoire, à
valeurs dans Z, est non homogène dans le temps. On donne une majo-
ration de polynôme trigonométrique et une condition suffisante pour que
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∑
k≥1 akf(αSk) converge. Soit E un compact métrisable, T : E → E une ap-

plication continue. Supposons que T soit uniquement ergodique, c’est-à-dire
qu’il existe une unique mesure ν invariante telle que pour toute application
continue f : E → C,

sup
x∈E

∣∣∣∣
1

n

n∑

k=1

f(T kx) −
∫

E
fdν

∣∣∣∣→ 0.

Pour plus de détails sur l’unique ergodicité, on peut consulter [91]. Un
exemple de système dynamique uniquement ergodique (tiré de [42]) est le
suivant : notons T1 le tore, β(T1) sa tribu, λ la mesure de Lebesgue sur le
tore. Soit Tα une rotation sur cet espace d’angle α, irrationnel.

Soit g une fonction continue de E dans ]0, 1[. Fixons y ∈ E. On définit,
sur l’espace de probabilité (Ω,B,P), une suite de variables aléatoires indépen-
dantes (Xk)k≥1 telle que pour tout k ≥ 1,

P(Xk = 1) = g(T ky) = 1 − P(Xk = −1). (1.17)

Théorème 1.10. Soient y ∈ E et T une application continue uniquement
ergodique définie sur un compact métrisable. Soit (Xk)k≥1 la suite de va-
riables aléatoires indépendantes définie par (1.17). Pour tout ǫ > 0, pour
presque tout ω, pour tout f ∈ A0(T, | · |1+ǫ) de norme 1, pour Lebesgue
presque tout α ∈ [−1

2 ,
1
2 ], il existe une constante K > 0 telle que

∣∣∣∣∣

N−1∑

k=M

akf(αSk(ω))

∣∣∣∣∣

2

≤ K

[
N −M +H

H + 1

N−1∑

k=M

|ak|2

+ (N −M +H)
√
H log(N)

√√√√
N−1∑

k=M

|ak|4
]

où le K est une constante dépendant uniquement de g et Sk = X1 + · · ·+Xk

pour tout k ≥ 1.

La différence par rapport à la démonstration du Théorème 1.2 se trouve
dans la majoration de I1. On rappelle que I1 vaut :

2
N −M +H

(H + 1)2

H∑

h=1

(H + 1 − h)

N−h−1∑

k=M

∣∣∣∣∣ak+hak
∫ 1

2

− 1
2

φSh
k
(lα)dν(α)

∣∣∣∣∣

où la mesure ν est la mesure de Dirac en un point non nul. Notons ∆ la
fonction définie sur [0, 1] par ∆ : x 7→ 4x(1 − x), cette fonction est surjective.
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Par l’indépendance des (Xk)k≥1, on a φSh
k
(lα) =

∏h
i=0 φXk+i

(lα). Comme

|φXk+i
(lα)|2 est égal à (1 − ∆(pk+i) sin2(2πlα)) (où pk = P(Xk = 1)), on en

déduit que pour presque tout α,

∣∣∣φSh
k
(lα)

∣∣∣
2

= exp

[ k+h∑

i=k

log

(
1 − ∆(pi) sin2(2πlα)

)]
.

On fait apparâıtre dans l’exponentielle précédente :

(h+ 1)

∫

E
log
(
1 − ∆(g(y)) sin2(2πlα)

)
dµ(y),

en l’ajoutant et le retranchant, puis on utilise l’hypothèse d’unique ergodi-
cité :

∣∣∣∣
h∑

i=0

log(1 − ∆(g(T i+kx))2 sin2(2πlα))

−(h+ 1)

∫

E
log

(
1 − ∆(g(y)) sin2(2πlα)

)
dµ(y)

∣∣∣∣ = o(h),

de plus le o ne dépend pas de k car la convergence est uniforme. On en
déduit qu’il existe une constante K > 0 telle que

∣∣∣φSh
k
(lα)

∣∣∣
2
≤ K exp

(
− (h+ 1) sin2(2πlα)

∫

E
∆(g(y))dµ(y)

)
.

Puis en faisant la somme, on trouve pour presque tout α :

H∑

h=1

(H+1−h)
∣∣∣φSh

k
(lα)

∣∣∣ ≤ 8H

[
1−exp

(
−1

2
sin2(2πlα)

∫

E
∆(g(y))dµ(y)

)]−1

.

Notons ⌊·⌋ la distance au plus proche entier. La fonction sin2(2π·) est 1-
périodique, on a alors l’égalité suivante :

[
1 − exp

(
− sin2(2πlα)

∫

E
∆(g(y))dµ(y)

)]−1

=

[
1 − exp

(
− sin2(π⌊2lα⌋)

∫

E
∆(g(y))dµ(y)

)]−1

.
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Comme E est un compact métrisable et g est une application continue de
E dans ]0, 1[, l’intégrale

∫
E ∆(g(y))dµ(y) est non nulle. Comme

[
1 − sin2(t) exp

(
−
∫

E
∆(g(y))dµ(y)

)]−1

∼t→0
1

t2
∫
E ∆(g(y))dµ(y)

,

on en déduit que

[
1 − sin2(2πlα) exp

(
−
∫

E
∆(g(y))dµ(y)

)]−1

≤ K

⌊lα⌋2 ,

où K est une constante dépendante de g. D’après le théorème de Sprindžuk,
pour presque tout α, on a pour tout ǫ > 0, il existe une constante C(α, ǫ) > 0
telle que

⌊lα⌋ ≥ C(α, ǫ)

l1+ǫ
.

On en déduit donc que α-presque-partout suivant la mesure de Lebesgue :

H∑

h=1

(H + 1 − h)φSh
k
(lα) ≤ C−1(α, ǫ)H|l|2+2ǫ.

Ce qui permet de majorer I1 par

2|l|2+2ǫN −M +H

H + 1

N−1∑

k=M

|ak|2.

Avec le système dynamique uniquement ergodique et les variables aléatoires
(Xk)k≥1 définies préalablement, on obtient le théorème suivant :

Théorème 1.11. Soient E un compact métrisable, y ∈ E, T une application
continue uniquement ergodique définie sur E, (Xk)k≥1 la suite de variables
aléatoires indépendantes définie par (1.17), β > 5/6, et la suite (ak)k≥1

vérifiant ak = O
(

1
kβ

)
.

Alors pour tout ǫ > 0, pour presque tout ω et pour tout f ∈ A0(T, | · |1+ǫ),
F (·, ω) converge presque partout sur R.

1.6 Les cas transient et récurrent

On dit que la marche aléatoire (Sk)k≥1 est transiente si E(Sk+1−Sk) 6= 0
(pour tout k ≥ 1)et récurrente sinon.

56



Définition 1.12. Soient e1 ≥ 0 et e2 ≥ 0. On note par U(e1, e2) l’ensemble
de toutes les suites (ak)k≥1 tel que

(|ak|)k≥1 est décroissante et

m∑

k=1

∣∣∣∣
ak+1 − ak
ak+1

∣∣∣∣ = O(me1 loge2(m)).

Pour tous δ > 0 et 0 < α < 1, ( 1
kδ )k≥1 et ( e

2iπkα

kδ )k≥1 appartiennent à
U(0, 1).

Rappelons les différentes hypothèses prise sur la suite de variables aléatoires
(Xk)k≥1. La variable aléatoire X1 vérifie (1.2) si

∀t ∈ R∗, |φX1(t)| < 1 et lim sup
|t|→+∞

|φX1(t)| < 1.

Le deuxième cas est quand la variable aléatoire X1 vérifie (1.3), c’est-à-dire

∃a ∈ R,∃λ ∈ Q∗, X1(Ω) ⊂ a+ λZ.

Pour le dernier cas, X1 est discret et l’inéquation (1.4) :

#X1(Ω) ∩ (Q \ {0}) ≥ 2 et #X1(Ω) ∩ I ≥ 1.

où # désigne le cardinal de l’ensemble et I (qu’on précise dans la partie
1.7) est un ensemble presque partout égal à Qc qui contient les irrationnels
algébriques.

Dans le théorème suivant, on donne une estimation uniforme de l’ordre
de grandeur de la somme partielle centrée qui dépend de la transience ou de
la récurrence.

Théorème 1.13. Soit (Xk)k≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées telle que EX2

1 < +∞.
– soit la variable aléatoire X1 vérifie (1.2),
– soit la variable aléatoire X1 vérifie (1.3) ou (1.4), prend la valeur non

nulle x0 avec une probabilité non nulle.
Soient e1, e2 ≥ 0 et (ak)k≥1 une suite appartenant à U(e1, e2) alors pour
presque tout ω, il existe une constante C > 0 telle que pour tout 1 > β > 1/2,
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pour tout 1 > γ > 0, pour tout entier N > M ≥ 2, on a :

sup
n−β≤|α|≤R

∣∣∣∣∣

N−1∑

k=M

ak
(
e2iπαSk − E(e2iπαSk)

)
∣∣∣∣∣

≤ C(ω) log1+e2(N)N1/2−γ/2+σ+e1/2

√√√√
N−1∑

k=M

|ak|2

+ C(ω) log(R+ 2)1/4 log(N)N1/2+γ/4

(
N−1∑

k=M

|ak|4
)1/4

.

σ est égal à β/2 si la marche est transiente, et β sinon, R = 1
2x0

si la
variable aléatoire vérifie (1.3) ou (1.4) et R > 0 sinon.

Remarque 1.14. Pour tenir compte de la transcience ou la récurrence
de la marche aléatoire, on est contraint ( par rapport aux cas traités dans
la deuxième partie) de prendre des hypothèses supplémentaires sur la suite
(ak)k≥1.

On ne peut pas donner de majoration uniforme en α de
∑N−1

k=M ake
2iπαSk

pour une fonction f appartenant à C(T), car il faudrait pouvoir mino-
rer |1 − φX1(lα)| pour tout l ∈ Z ce qui n’est pas possible avec les seules
hypothèses de transience et de récurrence. En effet pour minorer, il fau-
drait gérer des problèmes d’uniforme distribution ; c’est-à-dire majorer uni-
formément 1

|1−φX1
(lα)| . Pour se faire, on étudie la vitesse de convergence

de φX1(lα) vers 1 pour lα proches d’entiers ; cette vitesse de convergence
dépend, notamment, du type diophantien des α (voir la partie 1.7). En ef-
fet, deux α très proches l’un de l’autre n’entrâınent pas que les φX1(lα) soient
proches.

On a développé une méthode différente qui consiste à majorer la différence
entre la somme partielle et son espérance, pour les α petits et pour les α
suffisamment loin de zéro. Pour les petites valeurs de α, on utilise la loi du
logarithme itéré. Pour les grandes valeurs on réutilise l’inégalité de Van der
Corput (Théorème 1.7) pour poursuivre par les méthodes introduites dans
la partie 1.3. La démonstration complète fait partie du prochain chapitre.

En utilisant le théorème précédent et par une simple optimisation, on
obtient une classe de suite (ak)k≥1 pour lesquelles la série converge vers son
espérance.

Théorème 1.15. Soient e1, e2 ≥ 0 et (ak)k≥1 une suite appartenant à
U(e1, e2) tel qu’il existe δ > 0 vérifiant ak = O( 1

kδ ). Soit (Xk)k≥1 une suite
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de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées vérifiant
(1.2). Si la marche aléatoire définie par la suite Sk = X1 + · · · + Xk est
transiente alors pour tout δ > 19

22 + e1
11 , pour presque tout ω,

∑

k≥1

ak

(
e2iπαSk(ω) − E(e2iπαSk)

)

converge uniformément sur tout compact de R∗.

Remarque 1.16. – Si X1 vérifie (1.3), (1.4), les conclusions du théorème
restent vraies avec une convergence uniforme sur tous les compacts de
] − 1

2 ,
1
2 [\ {0}.

– Dans le cas où la marche aléatoire est récurrente, notre méthode est
inefficace : on obtient dans la convergence pour tout δ > 1 + e1

8 .

1.7 Le théorème de Sprindžuk

Introduisons tout d’abord la définition du type diophantien d’un nombre
irrationnel. Un irrationnel x est dit de type diophantien η si pour tout ǫ > 0,
il existe une constante C(x, ǫ) telle que pour tout h ∈ N,

⌊hx⌋ ≥ C(x, ǫ)

hη+ǫ

où ⌊·⌋ est la distance au plus proche entier. Le théorème de Sprindžuk (voir
[5] pour plus de détails) nous donne le résultat suivant :

Théorème 1.17. Presque tout x ∈ R est de type diophantien 1.

Thue, Siegel et Roth [4] ont prouvé que les irrationels algébriques sont
de type diophantien 1

L’ensemble des réels de type 1, noté I, est presque partout égal à R.
Pour tout entier k ≥ 1, on a I = 1

kI = kI.
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Chapitre 2

Séries avec poids de
transformations
échantillonnées

2.1 Introduction

In this article we study some random ergodic series. Let (ak)k≥1 be a se-
quence of complex numbers, (Xk)k≥1 be a sequence of independent random
variables defined on a probability space (Ω,F ,P). Let f be a square inte-
grable function defined on the probability space (E,A, µ), and {T t, t ∈ G}
be a flow, where G is a semi-group included in R and for each t, T t : L2(µ) →
L2(µ) be a transformation on L2(µ). We want to know the asymptotic be-
havior of the series ∑

k≥1

akT
Sk(ω)(f)(x) (2.1)

where Sk = X1+· · ·+Xk (k ≥ 1) is the random walk defined by (Xk)k≥1. We
determine conditions on (ak)k≥1, on the distribution of (Xk)k≥1 such that
for P-almost all ω ∈ Ω, for a class of functions f ∈ L2(µ), the previous series
converges in L2(µ) or µ-almost everywhere. We examine in more details, the
case where ak = 1

k . The series

∑

k≥1

TSk(f)

k

is called the sampled ergodic Hilbert transform. Remark that we study a
case where the random variables Xk (k ≥ 1) are not identically distributed.
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We also find some sufficient conditions to obtain the L2(µ) and µ-almost
everywhere convergence of

∑n
k=1 ak(T

Sk(ω)(f)−E[TSk(ω)](f)). The principal
difficulty is to obtain convergence results for P-almost all ω regardless of f
and T .

Lacey and al ([57]) proved that if {T t, t ∈ R} is a flow (i.e., ∀s, t ∈ R,
T t is a bijective measure preserving transformation, T s+t = T s ◦ T t, and
T 0 = id) and the random walk (Sk)k≥1 is stationary integrable and ergodic
then for P-almost every (a.e. for short) ω, for every measure preserving flow
(T t)−∞<t<+∞ on a measure space (E,A, µ), p ≥ 1 and f ∈ Lp(µ),

lim
n→+∞

1

n

n∑

k=1

f(TSk(ω)x) exists in Lp.

Let (Xk)k≥1 be a sequence of independent identically distributed square
integrable random variables with values in Z and Sk = X1+ · · ·+Xk (k ≥ 1)
then for a.e. ω, for every measure preserving transformation T on a measure
space (E,A, µ), p > 1 and for all f ∈ Lp(µ),

lim
n→+∞

1

n

n∑

k=1

f(TSk(ω)x) exists µ− a.e.

if and only if the random walk is transient.
In this paper, we examine some general series :

∑

k≥1

akT
Sk(f)

and we want to find assumptions for convergence of the series and the hypo-
thesis of the difference between the series and its expectation. It is interesting
to study this series because, if the series

∑
k≥1 akT

Sk(f) converges, then by
Kronecker’s lemma, we obtain the convergence of
an
∑n

k=1 T
Sk(f) to 0 when n goes to +∞.

In [42], Guillotin-Plantard and the second author studied a particular
case of non homogeneous Markov chains (Sk)k≥1 with values in Z. They
take τ the rotation on the d-dimensional torus associated with an irra-
tional vector (the coordinate of α are linearly independent over Q). It’s
proved that for every dynamical system (E,A, T, µ), for every g ∈ L2(µ),
limn→+∞ 1

n

∑n
k=1 g ◦ TSk exists in L2(µ). In the present paper, we give up-

per bound of the trigonometric polynomial
∑n

k=1 e
2iπθSk (Theorem 2.15). We

treat some cases where the trigonometric polynomial is not periodic, we have
to give upper bound which control θ. By which, we find a spectral condition
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(that mean a condition on a specific measure) to ensure the convergence of
the ergodic mean 1

n

∑n
k=1 T

Sk(f)(x) for µ-almost every x (see Theorem 2.9).
We give an application when T is uniquely ergodic which generalizes [42].

We also work on a particular ergodic series : the ergodic Hilbert trans-
form (EHT for short) which was first studied by Izumi in [46]. Let T be a
probability preserving transformation on (E,A, µ) and f ∈ L2(µ), he rai-
sed the question of the µ-almost-sure convergence of the ergodic Hilbert

transform
∑

k≥1
Tkf
k . Halmos ([44]) proved that Izumi’s conditions are in

general not satisfied and showed that on any atomic space there always
exists a f ∈ L2(µ) with zero mean such that the EHT fails to converge in
L2(µ) norm. Gaposhkin ([40]) studied the µ-almost surely convergence of
the EHT associated to T , a measure preserving transformation on L2(µ).
He obtained the following result : let (E,A, µ) be a probability space and T
be a bijection measure preserving transformation on L2(µ) with T−1 also a
measurable preserving transformation, let f ∈ L2(µ) such that

∫

|θ|<e−e

log2 1

|θ|

(
log log log

1

|θ|

)2

dµf < +∞.

Then
∑

k≥1
Tkf
k converges µ-almost surely and in L2(µ)−norm. Assani and

Lin in [3] found that if 1 < p < +∞, and T is a positive contraction, then
for all f ∈ Lp(µ), there exists C > 0 such that for all n > 0,

‖ 1

n

n∑

k=1

T kf‖p ≤
C

log1+α(1 + n)
,

which implies the EHT converges µ-almost surely and in Lp(µ)−norm. Cuny
proved in [18], the following fact. Let 1 < p < +∞, (E,A, µ) a σ-finite
measure space and T be a transformation induced on Lp(µ) (1 < p < +∞)
by a Dunford-Schwartz operator (a contraction of L1(µ) which contracts
also the L∞(µ)−norm), or a positive contraction of Lp(µ). Let f ∈ Lp(µ)

such that
∑

k≥1
f◦Tk

k converges in Lp(µ). Then Cuny showed that

∑

k≥1

f ◦ T k
k

converges µ-a.e.
Here we study a sampled ergodic Hilbert transform. Does the series∑
k≥1

f◦TSk

k converge a.e. ? We want to know if we can have the same hy-
pothesis for a.e. convergence like Gaposhkin in [40]. We obtain a sufficient
condition on f of the µ-almost everywhere convergence.
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Before giving some results, just precise all our assumptions. We suppose
that (Xk)k≥1 is a sequence of random variables defined on a probability
space (Ω,F ,P) and satisfies one of the conditions below.

(I) (Xk)k≥1 is a sequence of independent and identically distributed random
variables with non zero mean, square integrable, taking values in R

such that

∀x ∈ R∗, |1 − Ee2iπxX1 | > 0, lim inf
|x|→+∞

|1 − Ee2iπxX1 | > 0.

(II) (Xk)k≥1 is a sequence of independent and identically distributed ran-
dom variables with non zero mean, square integrable, taking values in
Z and (Sk)k≥1 is strongly aperiodic in the sense of Spitzer [84], i.e. for
every x ∈ Z, the subgroup generated by the set

{y ∈ Z : y = x+ z, where P(X1 = z) > 0}

is Z itself (a consequence of this definition is that Ee2iπxX1 = 1 if and
only if x = 0).

(III) (Xk)k≥1 is a sequence of independent random variables taking values
in {−1, 1}. Let E be a metric compact space, g : E → (0, 1) be a
continuous function and τ : E → E be a uniquely ergodic transforma-
tion : there exists a unique invariant measure ν on E such that for all
continuous function h : E → C,

lim
n→+∞

sup
x∈E

∣∣∣∣
1

n

n∑

k=1

h(τkx) −
∫

E
hdν

∣∣∣∣ = 0.

For more details, see the Walters’ book [91]. For every k ≥ 1, the law
of the random variable Xk is given by

P(Xk = +1) = g(τky) = 1 − P(Xk = −1) where y ∈ E is fixed.

Let G be either the group Z or R and S be either N or R+. We say that
{T t, t ∈ G} is an unitary operator if

T 0 = id, T s+t = T s ◦ T t ∀s, t ∈ G

and for all t ∈ G, the adjoint of T t is T−t and

s 7→ 〈T sf, g〉 is a continuous function for everyf, g ∈ L2(µ).
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We say that {T t, t ∈ S} is a contraction of L2(µ) if

T 0 = id, T s+t = T s ◦ T t ∀s, t ∈ S,

for all t ∈ S, for all f ∈ L2(µ),
∫
E |T tf |2dµ ≤

∫
E |f |2dµ and

s 7→ 〈T sf, g〉 is a continuous function for everyf, g ∈ L2(µ).

Recall that an operator on L2(µ) is a Dunford-Schwartz operator if it is a
contraction of L1(µ) which also contract the function in L1(µ) ∩ L∞(µ). A
Dunford-Schwartz operator is also a contraction of Lp(µ) (1 < p < +∞),
for more details on this operators see [56] paragraph 1.6. Remark that if
G = Z or S = N, the continuity assumption is trivial. Let {T t, t ∈ G} be
a flow on E (respectively {T t, t ∈ S} a semi-flow on E) such that for all
t ∈ G (respectively t ∈ S) T t : E → E and preserves the measure µ, then
{T t, t ∈ G} induce a contraction of L2(µ) by T tf = f ◦ T t, for all t ∈ G
(respectively t ∈ S). (E,A, µ, {T t, t ∈ G}) (respectively (E,A, µ, {T t, t ∈
S}) ) is a dynamical system.

Given a sequence of random variables (Xk)k≥1, when we write T be
a contraction (or an unitary operator), this means that if for all k ≥ 1,
Xk(Ω) ⊂ R, {T t, t ∈ G} is an unitary operator of L2(µ) and if for all k ≥ 1,
Xk(Ω) ⊂ R+, {T t, t ∈ S} is a contraction of L2(µ). In a similar way, when
we say that T is a Dunford-Schwartz operator, we say that {T t, t ∈ S} is a
Dunford-Schwartz operator of L2(µ).

We define now a class of C-valued sequences as follows :

Definition 2.1. Let U(e1, e2) be the set of all sequences (ak)k≥1 depending
on two parameters e1 ≥ 0 and e2 ≥ 0 such that

(|ak|)k≥1 is non increasing and
n∑

k=1

∣∣∣∣
ak+1 − ak

ak

∣∣∣∣ = O(ne1 loge2 n).

Remark 2.2. 1. The set U(0, 0) contains the constant sequence.

2. In the case when ak := f(k) where f is defined on R+ with values in C

such that f ∈ C1(R+), |f ′| is non increasing and |f ′|/|f | is monotone,
we have. If ∫ n

2

|f ′
(t)|

|f(t)| dt = O(ne1 loge2 n)

then (ak)k≥1 belongs to U(e1, e2). In particular, when f and f
′
have

constant signs then (ak)k≥1 belongs to U(e1, e2) with e1 and e2 such
that

| log |f(n)|| = O(ne1 loge2 n).
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Example. For any δ > 0 and σ > 0, (1/kδ)k≥1 and ( exp(2iπkα)
kσ )k≥1 belong

to U(0, 1).

The following theorem is the L2(µ) convergence of
∑

k≥1 ak(T
Sk(f) −

ETSk(f). Recall that when we write T be a contraction (or an unitary ope-
rator), this means that if for all k ≥ 1, Xk(Ω) ⊂ R, T is a unitary operator
and if for all k ≥ 1, Xk(Ω) ⊂ R+, T is a contraction.

Theorem 2.3. Assume that (Xk)k≥1 satisfies the condition (I). Let (ak)k≥1 ∈
U(e1, e2) for some e1, e2 ≥ 0 such that

ak = O

(
1

kτ

)
, τ >

13

14
+
e1
2
.

Then for P-almost every ω, for all contraction T (or an unitary operator)
of L2(µ),the series

∑

k≥1

ak(T
Sk(ω)(f) − E[TSk ](f)) converges on L2(µ)

for all f ∈ L2(µ) such that
∫

R

√
log(2 + |θ|)dµf (θ) < +∞

where µf is the spectral measure of f .

Remark 2.4. – If (Xk)k≥1 verifies (II), the conclusion of this theorem
is true for all f ∈ L2(µ) (with no spectral condition).

– This theorem is based on the theorems : the spectral inequality 2.11,
Theorem 2.13 and finally Theorem 2.26. To prove the convergence
of this series, we use a classical technics. We begin to prove that∑2n

k=1 ak(T
Sk(ω)(f) −E[TSk ](f)) converges when n tends to +∞. Then

we prove that the oscillations

sup2n≤l<2n+1−1

∣∣∣
∑l

k=2n ak(T
Sk(ω)(f) − E[TSk ](f))

∣∣∣ go to 0 when n goes

to infinity.

Now, we give a theorem to obtain the µ-almost everywhere convergence
of
∑

k≥1 ak(T
Sk(ω)(f) − E[TSk ](f)).

Theorem 2.5. Assume that (Xk)k≥1 satisfies the condition (I). Let (ak)k≥1 ∈
U(e1, e2) for some e1, e2 ≥ 0 with e1 <

1
28 such that

ak = O

(
1

kτ

)
, τ >

41

42
+
e1
6
.
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For P-almost every ω, for all Dunford-Schwartz operator T and f ∈ L2(P)
such that ∫

R

√
log(2 + |θ|)dµf (θ) < +∞

(where µf is the spectral measure of f), the series

∑

k≥1

ak(T
Sk(ω)(f) − E[TSk ](f)) converges µ-a.e.

Remark 2.6. – If 1
28 ≤ e1 <

1
21 , then the conclusion of the theorem is

always true with τ > 13
14 + 3e1

2 .
– If (Xk)k≥1 verifies (II), the theorem is true for all f ∈ L2(µ) (with

no spectral condition). The previous remark is also true in this case.
– This theorem is more difficult to prove than Theorem 2.3, because :

we can’t direct use Theorem 2.26. Theorem 2.26 proves that we just
have a µ-almost everywhere convergence on a particular index of the
series. Therefore we want to obtain a control on the oscillations. The
new method of control introduces the Dunford-Schwartz operator and
a bigger τ .

Theorem 2.5 is very useful when we know that
∑

k≥1 akE[TSk ](f) converges.
An consequence of Akcoglu’s ergodic theorem (Theorem 2.6 p 190 in [56]) is
the following. Let λ be the Lebesgue measure on [0, 1), and for every t ∈ R

define the rotation T t : [0, 1) → [0, 1) by T t(x) = x + t modulo 1. For any
f ∈ L2([0, 1), λ), we write its Fourier expansion f(x) =

∑
n∈Z

f̂(n)e2iπnx.
We have :

Theorem 2.7. Suppose that (Xk)k≥1 satisfies (I) with the uniform law on
[0, 1]. Then for P-almost all ω, for any f ∈ L2([0, 1), λ) such that∑

n≥2 |f̂(n)|2√log n < +∞,

1

n

n∑

k=1

TSk(ω)(f) converges λ− a.e.

In this case, we calculate the spectral measure (this give our condition∑
n≥2 |f̂(n)|2√log n < +∞).

When ak = 1
k , we obtain the following result.

Theorem 2.8. Assume that that (Xk)k≥1 satisfies (I) and
lim supx |Ee2iπX1x| < 1. Then for P-almost every ω ∈ Ω, for all Dunford-
Schwartz operator or positive contraction (or unitary positive operator) T of
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L2(µ), any f ∈ L2(µ) such that there exists ǫ > 0 with

∫

R

√
log(2 + |θ|)

(
log

1

|θ|

)2(
log

∣∣∣∣log
1

|θ|

∣∣∣∣
)1+ǫ

dµf (θ) < +∞,

the series ∑

k≥1

TSk(f)

k
converges µ-a.e. and on L2(µ).

Remarks that the conclusion of Theorem 2.8 is also true when (Xk)k≥1

satisfies (II). In this case, we do not need the hypothesis
lim supx |Ee2iπX1x| < 1 and the spectral condition become

∫ 1
2

− 1
2

log2 1

|θ|

(
log

∣∣∣∣log
1

|θ|

∣∣∣∣
)1+ǫ

dµf (θ) < +∞.

To prove this theorem, we use Theorem 2.5 and we show that
∑

k≥1
E[TSk ](f)

k

converges µ-almost everywhere. Denote by T̃ the discrete operator E(TX1)

An(f) =
1

n

n∑

k=1

(E(TX1))k(f), k ≥ 1.

To prove the µ-almost everywhere of
∑

k≥1
E[TSk ](f)

k , it is sufficient to prove
that

lim
k→+∞

Ak(f) exists µ-almost everywhere

and ∑

k≥1

Ak(f)

k + 1
converges µ-a.e.

To show that (Ak(f))k≥1 converges, we prove that
∑

k≥1(Ak(f)−Ak−1(f))
exists µ-almost everywhere. To study this difference, we would like to use
the spectral regularization method of Lifshits and Weber [63]. Let Wn(θ) =
1
n

∑n
k=1 e

2iπkθ. With the spectral lemma, we obtain for all n ≥ m,

∫

E
|An(f) −Am(f)|2 dµ ≤

∫

R

|Wn(θ) −Wm(θ)|2 dµf (θ).

Lifshits and Weber construct a measure with the spectral measure of T̃ at
point f and they obtain the following inequality for all n ≥ m,

∫

E
|An(f) −Am(f)|2 dµ ≤ 2ν

([
1

n
,

1

m

])
.

67



By use of Theorem 2.26 (when q = 1), we can obtain a criteria to have the
µ-almost everywhere convergence of (Ak(f))k≥1. But we obtain a criteria
on the spectral measure of T̃ and we don’t know any relation between the
spectral measure of T̃ and the spectral measure of T. Remarks that the
two operators can have some different supports. If T is a flow, its spectral
measure is defined on R, but the spectral measure of E(TX1) is defined on
[−1/2, 1/2).

Our method extends the results of Lifshits and Weber to a new class of
operators. Let Vn(θ) = 1

n

∑n
k=1 Ee2iπθX1 (n ≥ 1), we construct a measure ν1

(build like Lifshits et Weber) and a measure ν2 of support R \ [−1/2, 1/2]
such
∫

E
|An(f) −Am(f)|2 dµ ≤ 2ν1

([
1

n
,

1

m

])

+

∫

R\[−1/2,1/2]
|Vn(θ) − Vm(θ)|2 dν2(θ), for all m ≤ n.

By the definition of the two measures ν1, ν2, we obtain a sufficient condition
on the spectral measure of T at point f to have the µ-almost everywhere
convergence of (Ak(f))k≥1.

The µ-almost everywhere convergence of
∑

k≥1
Ak(f)
k+1 is proved with the

previous tools.
In the case where the random walk is non homogeneous, we prove that

the random mean converges to 0. This result generalizes a theorem of Guillotin-
Plantard and Schneider [42].

Theorem 2.9. Assume that (Xk)k≥1 satisfies (III). For P-almost every
ω, for all positive contraction T (or positive unitary operator) of L2 and
f ∈ L2(µ) (denote by µf the spectral measure of f) with

∫ 1/2

−1/2
log

∣∣∣∣∣
1

θ(θ2 − 1
4)

∣∣∣∣∣ dµf (θ) < +∞,

we have :

lim
n→+∞

1

n

n∑

k=1

TSk(ω)(f) = 0 µ-almost everywhere.

The paper is organized as follows. In the section 2, we give the spectral
lemma (Lemma 2.11), some useful upper bounds of trigonometric polyno-
mials and a theorem on Lp convergence. In section 3, we prove the po-
lynomials estimations. In section 4, we prove the L2 convergence and the
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µ-almost everywhere convergence. The last section of this paper is devoted
to the ergodic Hilbert transform and the specific results.

2.2 Preliminary facts

We give in this section the spectral lemma (Lemma 2.11), which permits
to compare

∑n
k=1 akT

k with a trigonometric polynomials and our estimation
of trigonometric polynomials.

2.2.1 Spectral lemma

Let G be the group Z or R and H be [−1/2, 1/2) or R (the dual group
of G). Let S be either semigroup N or R+.

A representation of R+ is a semi-flow and a representation of N is gene-
rated by a measure preserving transformation.

Now, by a classical generalization of Stone’s Theorem (see Riesz and
Nagy [74]) and the dilation theorem of Nagy and Foias [37], we know that
a unitary operator admits a spectral representation : for any h ∈ H, there
exists a positive finite measure µh on H (H is the dual group of G), such
that, for every g ∈ G,

< Ug(h), h >=

∫

H
e2iπgθdµh(θ).

The conclusion of this theorem is also true with two commuting contractions,
but not necessarily with three contractions.

Proposition 2.10. Let {Vs, s ∈ S} be a representation of S by contractions
on H. There exists a Hilbert space H′ ⊃ H and {Ug, g ∈ G} some unitary
operators on H′, such that, if P denotes the orthogonal projection from H′

onto H, then Vsh = PUsh for any s ∈ S and h ∈ H.

From this and the dilation theorem, we deduce this lemma :

Lemma 2.11 (Spectral Inequality). Let {Vs, s ∈ S} be some contractions
on a Hilbert space H. For any h ∈ H denote by µh the spectral measure
define on the dual group of S (denote by H) of V at point h. Let a1, · · · , an
be any complex numbers and let s1, · · · , sn be any elements of S. Then we
have ∥∥∥∥∥

n∑

k=1

akVsk
(h)

∥∥∥∥∥

2

≤
∫

H

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

ake
2iπθsk

∣∣∣∣∣

2

dµh(θ). (2.2)
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Remark 2.12. In general, we say that µh is the spectral measure of h. In
the discreet case : S = N or G = Z, the spectral measure is unique (see
paragraph 2.3 in [56]). But in the case where S = R+, we can have many
spectral measures.

2.2.2 Trigonometric polynomial estimates

Recall that the class of sequence U(e1, e2) is defined in Definition 2.1.

Theorem 2.13. Assume that (Xk)k≥1 satisfies the case (I). Let (ak)k≥1 be
a sequence which belongs to U(e1, e2) for some e1, e2 ≥ 0. Then there exists
a non negative random variable C with P(ω : C(ω) < ∞) = 1 such that for
P-almost everywhere ω, for every real θ and every integers n > m ≥ 2, we
have
∣∣∣∣∣

n−1∑

k=m

ak

[
e2iπθSk(ω) − Ee2iπθSk

]∣∣∣∣∣ ≤ C(ω)log(|θ| + 2)1/4log(n)1+
e2
2

n
19
28

+
e1
2

(
n−1∑

k=m

|ak|4
)1/4

.

Remark 2.14. In the case (II), the conclusion of the theorem is true and
log(|θ| + 2) can be replaced by the constant log(3).

This theorem is an estimation of the difference between a random trigo-
nometric polynomial and its expectation. The upper bound is obtained by
applying the Van der Corupt inequality. We decompose the interval ]−R,R[
into two subsets ]−n−β , n−β[ and ]−R,R[\]−n−β , n−β[ and we choose the
best β > 0.

In the case (III), we just give the estimation of
∑n

k=1 e
2iπθSk(ω).

Theorem 2.15. Let y ∈ E, assume that (Xk)k≥1 satisfies the case (III).
Let 0 < γ < 1. There exists a non negative random variable C with P(ω :
C(ω) < ∞) = 1 such that for P-almost everywhere ω, for all ǫ > 0, F =
[ǫ, 1/2 − ǫ] ∪ [1/2 + ǫ, 1 − ǫ] and for all integer n ≥ 2, we have

sup
θ∈F

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

e2iπθSk(ω)

∣∣∣∣∣ ≤ C(ω)(n3/4+γ/4
√

log(n) + n1−γ/2 1

ǫ
).

Remark 2.16. Since ǫ−1 → +∞ when ǫ goes to 0, we need an other upper
bound for the small θ which is more precise. Moreover the upper bound of
the previous theorem does not depend on y which is used to define the law
of X1.
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The upper bound, in the non homogeneous case, of |∑n
k=1 e

2iπθSk | is
also, in part, due to Van der Corput inequality. In this case the characteristic
function of (Sk)k≥1 is different : it is not the characteristic function of X1 to
the power k, due to the non homogeneous random walk. This special feature
forces us to give an upper bounds on a space strictly included in (0, 1).

2.3 Proof of our trigonometric polynomial esti-
mates

2.3.1 Proof of Theorem 2.13

The proof consists of two theorems. We give two uniform (on θ) upper
bound of the difference of the series

∑n
k=m ake

2iπθSk and its expectation.
First we deal with θ near from 0 and then the θ greater than some constant
(see Theorem 2.24).

Theorem 2.17. Let (Sk)k≥1 be a R−valued random walk defined on a pro-
bability space (Ω,F ,P) such that for every k ≥ 1, Sk = X1 + · · ·+Xk where
(Xk)k≥1 are some i.i.d real random variables and X1 ∈ L2(P). Let (ak)k≥1

be a complex sequence. Then there exists a non negative random variable
C with P(ω : C(ω) < +∞) = 1 such that for P-almost every ω, for every
β > 0, and every integer 2 ≤ m < n we have :

sup
|θ|≤n−β

∣∣∣∣∣

n−1∑

k=m

ak(e
2iπθSk − Ee2iπθSk)

∣∣∣∣∣ ≤ 2C(ω)n1−β

√√√√log(log n)

n−1∑

k=m

|ak|2.

Proof. For every θ such that |θ| ≤ n−β, we have

∣∣∣∣∣

n−1∑

k=m

ak(e
2iπθSk − Ee2iπθSk)

∣∣∣∣∣

2

≤
(
n−1∑

k=m

|e2iπθSk(ω) − φ(θ)k|2
)

n−1∑

k=m

|ak|2

≤ 4

(
n−1∑

k=m

|e2iπθSk(ω) − e2iπkθν |2 +
n−1∑

k=m

|e2iπkθν − φ(θ)k|2
)

n−1∑

k=m

|ak|2,

where ν stands for EX1, and φ is the characteristic function of X1.
From the iterated logarithm law, there exists Ω1 with measure equal to

1 such that for every ω ∈ Ω1, there exists a constant C(ω) > 0, for every
m ≤ k ≤ n− 1, we have

|Sk(ω) − kν| ≤ C(ω)(k log(log k))1/2.
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Thus, if |θ| ≤ n−β, then for every m ≤ k ≤ n− 1,

|e2iπθSk(ω) − e2iπkθν | ≤ 2π|θ||Sk(ω) − kν| ≤ 2πC(ω)n−β+1/2
√

log(log n).

The function φ is twice continuously differentiable since X1 admits finite
second order moment. Then for every θ small,

φ(θ) = 1 + 2iπνθ +O(θ2) and e2iπνθ = 1 + 2iπνθ +O(θ2).

Hence
|e2iπkθν − φ(θ)k| ≤ Cn|θ|2 = O(n1−2β)

since |θ| ≤ n−β. �

The conclusion of the theorem is not necessarily true in the case where
(Xk)k≥1 are not identically distributed. We can not apply the iterated loga-
rithm law, and the characteristic function Sk is not a power of φX1 .

Theorem 2.18. Let (Sk)k≥1 be a R−valued random walk defined on a pro-
bability space (Ω,F ,P) such that for every k ≥ 1, Sk = X1 + · · ·+Xk where
(Xk)k≥1 are some i.i.d. random variables. Moreover assume X1 ∈ L2(P).
Let (ak)k≥1 be a sequence in U(e1, e2) for some e1, e2 ≥ 0.

Then there exists a non negative random variable C with P(ω : C(ω) <
+∞) = 1 such that for P-almost every ω, for every R ≥ 1

2 > η > 0, all
integer n,m with m < n and any H with H < n−m we have :

sup
R≥|θ|>η

∣∣∣∣∣

n−1∑

k=m

ake
2iπθSk

∣∣∣∣∣

2

≤ C0
n−m+H

H + 1

ne1 log(n)e2

infR≥|x|>η |1 − Ee2iπxX1 |
n−1∑

k=m

|ak|2

+C(ω)(n−m+H)H1/2 log(n)
√

log(R+ 2)

√√√√
n−1∑

k=m

|ak|4

where C0 is an absolute constant depending only on the sequence (ak)k≥1.

Remark 2.19. 1. Assume that (Sk)k≥1 is Z−valued. We choose R =
1/2, because φ is a periodic function. If (Sk)k≥1 is transient (EX1 6= 0)
and X1 ∈ L1(P), then there exists a constant C1 > 0 such that

C1 inf
1/2≥|θ|>η

∣∣∣∣
1 − Ee2iπθX1

θ

∣∣∣∣ > 1.

If (Sk)k≥1 is recurrent (EX1 = 0), and X1 ∈ L2(P) then there exits a
constant C2 > 0 such that

C2 inf
1/2≥|θ|>η

∣∣∣∣
1 − Ee2iπθX1

θ2

∣∣∣∣ > 1.
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2. Assume that (Sk)k≥1 is R−valued and lim inf |θ|→+∞ |1−Ee2iπθX1 | > 0,
then

inf
R≥|θ|>η

|1 − Ee2iπθX1 | ≥ inf
|θ|>η

|1 − Ee2iπθX1 | > 0.

3. If we drop the condition that (ak)k≥1 ∈ U(e1, e2), for some e1 ≥ 0
and e2 ≥ 0. We just assume that (|ak|)k≥1 is non increasing, then
the expression |1 − Ee2iπθX1 | in the conclusion can be replaced by 1 −
|Ee2iπθX1 | with e1 = 0 and e2 = 0.

Recall a well-know inequality : the Van der Corput’s lemma.

Lemma 2.20 (Van der Corput). Let m and n be integers such that m < n.
Let (uk)m≤k<n be a finite sequence which takes values in C. Let H be a
integer such that H < n−m. Then

∣∣∣∣∣

n−1∑

k=m

uk

∣∣∣∣∣

2

≤ n−m+H

H + 1

n−1∑

k=m

|uk|2

+ 2
n−m+H

(H + 1)2

∣∣∣∣∣

H∑

h=1

(H + 1 − h)

n−h−1∑

k=m

uk+h · uk
∣∣∣∣∣ .

We’ll use an other lemma which is proved by Abel’s transformation.

Lemma 2.21. Let q be a complex number with |q| < 1, H ≥ 2 an integer
and (ch)h≥1 any sequence of complex numbers. We have

∣∣∣∣∣

H∑

h=1

(H + 1 − h)qhch

∣∣∣∣∣ ≤
1

|1 − q|

(
H−1∑

h=2

((H + 1 − h)|ch − ch−1| + |ch−1|)

+H|c1| + |cH |
)
.

The key of our proof of Theorem 2.18 is the following lemma.

Lemma 2.22. Let m,n ∈ N with n ≥ m + 3. Let Ihr be [M,N − h − 1] ∩
{r + hq, q ∈ N}. Assume X1 ∈ L2(P). Let (ak)k≥1 be a complex valued non
increasing sequence. Let H ∈ N∗ with H < n−m. For fixed 1 ≤ h ≤ H and
fixed R ≥ 1

2 denote by

Qh = log(h+ 2) log(n+ 2) log(R+ 2)
n−1∑

k=m

|ak|4.
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Let Kr,h be the random variable

sup
R≥1/2

sup
m≥3

sup
n>m+h

Q−1
h sup

|θ|≤R

∣∣∣∣∣

n−h−1∑

k=m

ak+h · ak(e2iπθS
h
k (ω) − φh(θ))χIh

r
(k)

∣∣∣∣∣

2

,

where χA is the characteristic function of the set A. We have

sup
h≥1

E

(∑h−1
r=0 Kr,h

h

)1/2

< +∞.

Proof. The proof is based on Cohen and Cuny’s theorem.

Theorem 2.23 ([19]). Let (θn)n≥1 be a sequence of independent random
variables, defined on (Ω,F ,P), with values in R. Let φ be some positive
non decreasing function on R+, satisfying that there exists η > 0, such
that φ(x) ≥ xη for every x ≥ 0. Assume that there exists δ > 0, such
that

∑
n≥1 P (|θn| > φ(n)δ) < +∞. Let (bn)n≥1 be a sequence of complex

numbers. Then there exist universal constants ǫ > 0 and C > 0, such that

E

[
sup

N>M>1
sup
T≥1

exp

{
ǫ
max|t|≤T |∑N

k=M+1 bk(e
2iπ〈θk,t〉 − Ee2iπ〈θk,t〉)|2

log(1 + T ) log(1 + φ(N))
∑N

k=M+1 |bk|2

}]
≤ C.

Fix two integers h and r with 0 ≤ r ≤ h− 1. We apply Theorem 2.23 to
M ≤ k ≤ N − h− 1,

bk =

{
ak+hak if k ∈ Ihr
0 else

and

θk =

{
Shk if k ∈ Ihr
0 else.

Let φ be the function defined by φ(n) = hn2. We have

∑

n≥h+1

P(θn > φ(n)) =
∑

n∈Ih
r

P(θn > φ(n))

≤
∑

n≥1

P(X1 + · · · +Xh+1 > φ(n)) ≤ h
∑

n≥1

P(X1 > n2).

Since X1 ∈ L2(P),
∑

n≥1 P(X1 > n2) is finite. Theorem 2.23 gives two
universal constants C and ǫ such that EKh,r < +∞, since C is independent
of r and h, we obtain

sup
h≥1

E

(∑h−1
r=0 Kr,h

h

)1/2

< +∞.
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Proof.[Proof of Theorem 2.18] Take uk = ake
2iπθSk . We obtain the follo-

wing inequality

∣∣∣∣∣

n−1∑

k=m

ake
2iπθSk

∣∣∣∣∣

2

≤ n−m+H

H + 1

n−1∑

k=m

|ak|2 + I1 + I2

where

I1 = 2
n−m+H

(H + 1)2

∣∣∣∣∣

H∑

h=1

(H + 1 − h)φh(θ)
n−h−1∑

k=m

ak+h · ak
∣∣∣∣∣ (2.3)

and

I2 = 2
n−m+H

(H + 1)2

∣∣∣∣∣

H∑

h=1

(H + 1 − h)
n−h−1∑

k=m

ak+h · āk(e2iπθS
h
k − φh(θ))

∣∣∣∣∣ ,

Applying lemma 2.21 to q = φ(θ), ch =
∑n−h−1

k=m ak+h · āk for fixed n and
m (n−m ≥ 3) and H < n−m, we obtain

I1 ≤ 2

[
n−m−H

(H + 1)2|1 − φ(θ)|
H−1∑

h=2

(H − h+ 1)|ch − ch−1|

+
2(n−m−H)

H|1 − φ(θ)|
n−1∑

k=m

|ak|2
]

Furthermore, by exchanging the summation symbols and using the non in-
creasing property of (ak)k≥1, we have

1

(H + 1)2

H−1∑

h=2

(H − h+ 1)|ch − ch−1|

≤ 1

H + 1

[
n−1∑

k=m

|ak|2
2n∑

h=2

|ah − ah−1|
|ah−1|

+

H∑

h=1

|an−h|2
]
.

Finally since (ak)k≥1 belongs to U(e1, e2) for some e1 ≥ 0 and e2 ≥ 0, there
exists a constant C > 0 such that

I1 ≤ C

(
n−1∑

k=m

|ak|2
)(

(n−m+H)ne1 log(n)e2

(H + 1)|1 − φ(θ)|

)
. (2.4)

75



Now we come back to I2 :

I2 ≤ 2
n−m+H

H + 1

H∑

h=1

√
Qh

(
h−1∑

r=0

Kr,h(ω)

)1/2

≤ 2
√
QH

n−m+H

H + 1

H∑

h=1

(
h−1∑

r=0

Kr,h(ω)

)1/2

.

Then by Kronecker’s lemma, we have

C(ω) := sup
H≥1

1

H

H∑

h=1

(∑h−1
r=0 Kr,h(ω)

h

)1/2

< +∞ P− a.s.

Hence

I2 ≤ 2C(ω)(n−m+H)H1/2 log(n)
√

log(R+ 2)

√√√√
n−1∑

k=m

|ak|4.

�

With this theorem, we obtain for H = Nγ , 0 < γ < 1, the following
theorem.

Theorem 2.24. Assume that the random walk (Sk)k≥1 is transient (EX1 6=
0) and X1 ∈ L2(Ω). Take R = 1/2, if (Sk)k≥1 is Z-valued, and R > 1/2
otherwise. Then there exist a constant C1 depending only on (ak)k≥1 and a
non negative random variable C with P(ω : C(ω) < +∞) = 1 such that for
P-almost every ω, for every R ≥ 1

2 , for every γ ∈ (0, 1) and all integers n,m
with n > m ≥ 2, we have

sup
R≥|θ|>n−β

∣∣∣∣∣

n−1∑

k=m

ak

[
e2iπθSk − Ee2iπθSk

]∣∣∣∣∣ ≤

C1 loge2/2(n)
(
n1/2−γ/2+β/2+e1/2

)(n−1∑

k=m

|ak|2
)1/2

+ C(ω) log(R+ 2)1/4 log(n)n1/2+ γ
4

(
n−1∑

k=m

|ak|4
)1/4

. (2.5)

Remark 2.25. A simple computation gives us the minimum is obtained
when γ = 5/7 and β = 4/7.

The proof of Theorem 2.18 gives an upper bound of
∑n−1

k=m akEe
2iπθSk .

Then we apply the triangular inequality and Theorem 2.18.
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2.3.2 Proof of Theorem 2.15

Recall that (Xk)k≥1 is a sequence of independent random variables taking
values in {−1, 1}. Let E be a metric compact space, g : E → (0, 1) be a
continuous function and τ : E → E be a uniquely ergodic transformation.
For every k ≥ 1, the law of the random variable Xk is given by

P(Xk = +1) = g(τky) = 1 − P(Xk = −1) where y ∈ E is fixed.

The proof of Theorem 2.15 is similar to that Theorem 2.18 except a term.
Proof.[Proof of Theorem 2.15] Let ǫ ∈ (0, 1/4) and F = [−1/2 + ǫ,−ǫ] ∪
[ǫ, 1/2 − ǫ]. In order to obtain an upper bound of our supremum, we follow
the proof of Theorem 2.18 with ak = 1. The only modification is on the term
I1 ((2.3) for the definition) because we just need the independence of Xn for
the upper bound of I2. In this case, I1 do not necessarily have a geometric
term, because the random variable Xk is not identically distributed. The
new I1 is the following :

I1 = 2
n−H

(H + 1)2

∣∣∣∣∣∣

H∑

h=1

(H + 1 − h)

n−h−1∑

k=1

h∏

j=1

φXj+k
(θ)

∣∣∣∣∣∣
.

Define ∆ by : ∆ : x 7→ 4x(1 − x). Remarks that ∆([0, 1]) ⊂ [0, 1]. The tri-

gonometric formula implies that
∣∣φXj+k

(θ)
∣∣2 is equal to (1−∆(pj+k) sin2(2πθ))

(where pk = P(Xk = 1)). We obtain for all θ,

∣∣∣∣∣∣

h∏

j=1

φXj+k
(θ)

∣∣∣∣∣∣

2

= exp

[ k+h∑

i=k

log

(
1 − ∆(pi) sin2(2πθ)

)]
.

The unique ergodicity gives :

∣∣∣∣∣

h∑

i=0

log(1 − ∆(g(T i+ky))2 sin2(2πθ))

−(h+ 1)

∫

E
log

(
1 − ∆(g(y)) sin2(2πθ)

)
dµ(y)

∣∣∣∣ = o(h). (2.6)

Furthermore o is independent of k because of the uniform convergence
property. Therefore, there exists a constant Υ > 0 such that

∣∣∣∣∣∣

h∏

j=1

φXj+k
(θ)

∣∣∣∣∣∣

2

≤ Υexp

(
− (h+ 1)

∫

E
∆(g(y))dµ(y) sin2(2πθ)

)
.
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Consequently, we obtain for almost every θ :

H∑

h=1

(H + 1 − h)

n−h−1∑

k=1

∣∣∣∣∣∣

h∏

j=1

φXj+k
(θ)

∣∣∣∣∣∣

≤ 8nHΥ

[
1 − exp

(
− 1

2
sin2(2πθ)

∫

E
∆(g(y))dµ(y)

)]−1

. (2.7)

Recall that g(E) ⊂ (0, 1), so
∫
E ∆(g(y))dµ(y) > 0. Notice that the func-

tion θ 7→ (1
2

∫
E ∆(g(y))dµ(y))−1

[
1 − exp

(
− 1

2

∫
E ∆(g(y))dµ(y)sin2(2πθ)

)]

is a continuous function on E which is equivalent to (2πθ)2 when θ → 0, to
4π2(θ + 1/2)2 when θ → −1/2 and to 4π2((θ − 1/2))2 when θ → 1/2. Then
for H = Nγ (0 < γ < 1), there exists a constant C > 0 (dependent of ω)
such that

sup
θ∈F

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

e2iπθSk

∣∣∣∣∣

2

≤ C(n3/2+γ/2 log(n) + n2−γǫ−2).

�

2.4 Proof of L2 and a.e. convergence

2.4.1 L2 convergence

The following theorem is very useful. It permits us to obtain a deter-
ministic criterion for convergence of a random series. We will use it in the
proof of Theorem 2.3.

Theorem 2.26. Let 1 < p < +∞ and (Xk)k≥1 be some random variables
defined on a probability space (Ω,F ,P) and belong to Lp(P). Let (αn)n≥1

be a sequence of non negative numbers and (An)n≥1 be an unbounded non
decreasing sequence with A1 ≥ 1. Assume that there exists q > 0 such that
for every n > m ≥ 0,

∫ ∣∣∣∣∣

n∑

k=m+1

Xk

∣∣∣∣∣

p

dP ≤ An

(
n∑

k=m+1

αk

)q
. (2.8)

Then the series ∑

k≥1

Xk converges in sense of Lp(P)

78



if the series
∑

n≥2

(
P

{k:Ak≥log2(n)} αk)q/p

n(logn)1−1/p converges.

When q ≥ 1, this theorem is a consequence of a theorem of Cohen and
Cuny [19] and a theorem of Móricz [66]. In the case where q ≥ 1, this
theorem gives also the µ-almost everywhere convergence with log(n) in the
right member of (2.8). If q = 1 and if we beside assume that (An)n≥1 is
bounded and

∑
n≥1 αn(logn)2 < +∞, then

∑
n≥1Xn converges P-almost

everywhere.
But we want to apply Theorem 2.26 with p = 2 and q = 1

2 , so the inequa-
lity (2.8) is inefficient (see [66]), therefore the almost everywhere convergence
will be more difficult.

The proof of Theorem 2.26 is based on the proof of Theorem 3.1 in [19].
Proof. Define two sequences (Nn)n≥1 and (ln)n≥1 by induction. Let N1 =
l1 = 0. Let ln+1 be the integer such that 2ln+1 ≤ ANn+1 < 2ln+1+1. Then
define Nn+1 = max{m ≥ Nn + 1 : 2ln+1 ≤ Am < 2ln+1+1}. Clearly, (Nn)n≥1

is not a bounded sequence by the unboundness and non decreasingness of
(An)n≥1. Moreover, (Nn)n≥1 is increasing. Now, for every n ≥ 1 we have




∫

Ω

∣∣∣∣∣∣

Nn+1∑

k=Nn+1

Xk

∣∣∣∣∣∣

p

dP




1/p

≤ (ANn+1)
1/p




Nn+1∑

k=Nn+1

αk




q/p

≤ 2
ln+1+1

2




∑

2ln+1≤Ak≤2ln+1+1

αk




q/p

.

Hence

∑

n≥1




∫ ∣∣∣∣∣∣

Nn+1∑

k=Nn+1

Xk

∣∣∣∣∣∣

p

dP




1/p

≤ 2
∑

n≥1

2n/p




∑

2n≤Ak≤2n+1

αk




p/q

.

The last series are smaller than
∑

n≥2

(
P

{k:Ak≥log2(n)} αl)
q/p

n(logn)1−1/p . Then (
∑Nn

k=1Xk)n≥1

converges in Lp(P). Now we prove that the oscillation goes to 0 when n goes
to +∞, that mean :

lim
n→+∞

sup
Nn<l≤Nn+1




∫ ∣∣∣∣∣∣

l∑

k=Nn+1

Xk

∣∣∣∣∣∣

p

dP




1/p

= 0.
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In fact, we have

sup
Nn<l≤Nn+1




∫ ∣∣∣∣∣∣

l∑

k=Nn+1

Xk

∣∣∣∣∣∣

p

dP




1/p

≤ A
1/p
l




l∑

k=Nn+1

αk




q/p

≤ ANn+1




Nn+1∑

k=Nn+1

αk




q/p

≤ 2
ln+1+1

2




∑

2ln+1≤Ak≤2ln+1+1

αk




q/p

.

The limit of the last term is 0 since it is the general term of a convergent
series.

�

Now, to prove Theorem 2.3, we apply the two Theorems 2.13 and 2.26.

2.4.2 Almost everywhere convergence

The µ-almost everywhere convergence is based on the following spectral
inequality.

Lemma 2.27. Assume that (Xk)k≥1 satisfies the condition (I). Let {T t, t ∈
G} be a contraction (or an unitary operator) of L2(µ), for all f ∈ L2(µ),
there exists a spectral µf measure define on the dual group H of G such that
for all (ak)k≥1 ∈ U(e1, e2) (for some e1, e2 ≥ 0), for all n > m ≥ 1 we have

∫

E

∣∣∣∣∣

n∑

k=m+1

ak(T
Sk(f) − E[TSk ](f))

∣∣∣∣∣

2

dµ

≤
∫

H

∣∣∣∣∣

n∑

k=m+1

ak(e
2iπθSk − Ee2iπθSk)

∣∣∣∣∣

2

dµf (θ).

We begin to prove it with T a unitary operator and extend it to contrac-
tion with the property 2.10.

Using this lemma and Theorem 2.13, we prove Theorem 2.5, recall it
before the proof.

Theorem 2.28 (Theorem 2.5). Assume that (Xk)k≥1 satisfies the condition
(I). Let (ak)k≥1 ∈ U(e1, e2) for some e1, e2 ≥ 0 with e1 <

1
28 such that

ak = O

(
1

kτ

)
, τ >

41

42
+
e1
6
.
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For P-almost every ω, for all Dunford-Schwartz operator T and f ∈ L2(P)
such that ∫

R

√
log(2 + |θ|)dµf (θ) < +∞

(where µf is the spectral measure of f), the series

∑

k≥1

ak(T
Sk(ω)(f) − E[TSk ](f)) converges µ-a.e.

Remark 2.29. – If 1
28 ≤ e1 <

1
21 , then the conclusion of the theorem

are always true with τ > 13
14 + 3e1

2 .
– If (Xk)k≥1 verifies (II), the theorem is true for all f ∈ L2(µ) (with

no spectral condition). The previous remarks is also true in this case.

Corollary 2.30. Assume that (Xk)k≥1 satisfies the condition (I). For P-
almost every ω, for all Dunford-Schwartz operator T and f ∈ L2(P) such
that ∫

R

√
log(2 + |θ|)dµf (θ) < +∞

(where µf is the spectral measure of f), then

1

n

n∑

k=1

TSk(ω)(f) converges µ-a.e.

Now, we give the proof of Theorem 2.5.
Proof. We apply Theorem 2.3, to prove that (

∑n
k=1 ak[T

Sk(f)−ETSk(f)])n≥1

converges in L2(µ). Then there exists a sub-sequence (Nn)n≥1 such that∑Nn
k=1 ak[T

Sk(f) − ETSk(f)] converges µ-almost everywhere. It suffices to
show that the oscillation :

lim
n→+∞

sup
Nn<l≤Nn+1

∣∣∣∣∣∣

l∑

k=Nn+1

ak
(
TSk(f) − ETSk(f)

)
∣∣∣∣∣∣
= 0 a.e.

By applying Abel’s summation method, we obtain with Tk(f) = TSk(f) −
ETSk(f) that

max
Nn+1≤l≤Nn+1

∣∣∣∣∣∣

l∑

j=Nn+1

ajTj(f)

∣∣∣∣∣∣
≤

Nn+1+1∑

j=Nn+1

|aj+1 − aj |
∣∣∣∣∣

j∑

k=1

Tk(f)

∣∣∣∣∣ (2.9)

+ max
Nn<l≤Nn+1

(
|al|
∣∣∣∣∣

l∑

k=1

Tk(f)

∣∣∣∣∣

)
.(2.10)
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By integrating the right member of (2.9), and using the Cauchy-Schwarz
inequality, we have

∫
(2.9)dµ ≤

Nn+1∑

j=Nn+1

|aj+1 − aj |




∫

E

∣∣∣∣∣∣

j∑

q=Nn+1

Tk(f)

∣∣∣∣∣∣

2

dµ




1/2

.

By the spectral lemma, Lemma 2.11, and Theorem 2.13, we deduce :

∫
(2.9)dµ ≤

Nn+1∑

j=Nn+1

|aj+1−aj |j13/14+e1/2 log(j)1+e2/2
(∫

R

√
log(|θ| + 2)dµf

)1/2

.

Then
∑

n≥1

∫
(2.9)dµ < +∞ if

∑

k≥1

|ak+1 − ak|k13/14+e1/2 log(k)1+e2/2 < +∞.

Using the Abel transformation, we have

n∑

k=1

|ak+1 − ak|k13/14+e1/2 log(k)1+e2/2

≤ |an|n13/14+e1/2 log(n)1+e2/2
n∑

k=1

∣∣∣∣
ak+1 − ak

ak

∣∣∣∣

+
n∑

k=1

(
|ak|k13/14+e1/2 log(k)1+e2/2 − |ak+1|(k + 1)13/14+e1/2 log(k + 1)1+e2/2

)

k∑

j=1

∣∣∣∣
aj+1 − aj

aj

∣∣∣∣ .

Like (ak)k≥1 ∈ U(e1, e2), there exists a constant K > 0 such that

n∑

k=1

|ak+1 − ak|k13/14+e1/2 log(k)1+e2/2

≤ K
(
|an|n13/14+3e1/2(logn)e2

+

n∑

k=1

(
|ak|k13/14+e1/2 log(k)1+e2/2 − |ak+1|(k + 1)13/14+e1/2 log(k + 1)1+e2/2

)

ke1(log k)e2) .
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Remark that

n∑

k=1

(
|ak|k13/14+e1/2 log(k)1+e2/2

−|ak+1|(k + 1)13/14+e1/2 log(k + 1)1+e2/2
)
ke1(log k)e2

≤
n+1∑

k=1

|ak|k13/14+e1/2 log(k)1+e2/2

(ke1(log k)e2 − (k + 1)e1(log(k + 1))e2) < +∞

because ak = O(k−τ ) and τ > 41
42 + e1

6 > 13
14 + 3e1

2 (e1 <
1
28). Therefore∑

n≥1

∫
(2.9)dµ < +∞ and limn→+∞(2.9) is equal to 0 µ-a.e. To prove that

limn(2.10) = 0 µ-a.e., it suffices to prove that

lim
n→+∞

|an|
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

Tk(f)

∣∣∣∣∣ = 0 µ-a.e.

Let γ > 21
1−7e1

> 0, n > 0 and N the unique integer such that ⌊Nγ⌋ ≤ n <
⌊(N + 1)γ⌋ where ⌊·⌋ denotes the integer part. Recall that (|an|)n≥1 is non
increasing, then

∣∣∣∣∣an
n∑

k=1

Tk(f)

∣∣∣∣∣ ≤ |a⌊Nγ⌋|

∣∣∣∣∣∣

⌊Nγ⌋∑

k=1

Tk(f)

∣∣∣∣∣∣
+ |a⌊Nγ⌋|

⌊(N+1)γ⌋∑

k=⌊Nγ⌋+1

|Tk(f)|. (2.11)

Remarks that

a⌊Nγ⌋N
γ( 13

14
+

e1
2

) = O(Nγ(−τ+ 13
14

+
e1
2

)),

τ > 41
42 + e1

6 and γ(−τ + 13
14 + e1

2 ) < −1. So the right first term of (2.11) tends
to zero , because of

∑

N≥1

|a⌊Nγ⌋|




∫ ∣∣∣∣∣∣

⌊Nγ⌋∑

k=1

Tk(f)

∣∣∣∣∣∣

2

dµ




1/2

≤ γ

(∫ √
log(|θ| + 2)dµf

)1/2 ∑

N≥1

a⌊Nγ⌋log(N)1+
e2
2 Nγ( 13

14
+

e1
2

) < +∞.
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Without loss of generality, we can assume f is positive. Set f = f1 + f2

where f1 = fχf≤
√
N and f2 = fχf>

√
N . As 1

2Tk is a L∞ contraction, we
have

|a⌊Nγ⌋|
⌊(N+1)γ⌋∑

k=⌊Nγ⌋
|Tk(f1)| ≤ 2|a⌊Nγ⌋|

(N+1)γ∑

k=⌊Nγ⌋+1

√
N

≤ 2C|a⌊Nγ⌋|Nγ−1
√
N →n→+∞ 0

because of the definition of γ and where C is such that ⌊(N +1)γ⌋−⌊Nγ⌋ ≤
CNγ−1 for all N ∈ N. Now consider f2. In order to prove that for µ-a.e. x,

lim
N→+∞

|a⌊Nγ⌋|
⌊(N+1)γ⌋∑

k=⌊Nγ⌋+1

|Tk(f2)(x)| = 0,

it is enough to prove that

∫

E
|a⌊Nγ⌋|

⌊(N+1)γ⌋∑

k=⌊Nγ⌋+1

|Tk(f2)|dµ

is the general term of a convergent series. By using the fact that T is a L1(µ)
contraction (it is a Dunford Schwartz operator),

∫

E
|a⌊Nγ⌋|

⌊(N+1)γ⌋∑

k=⌊Nγ⌋+1

|Tk(f2)|dµ ≤ 2C|a⌊Nγ⌋|Nγ−1

∫

E
f2dµ.

The Cauchy-Schwarz inequality gives

∑

N≥1

|a⌊Nγ⌋|Nγ−1

∫

E
f2dµ

≤




∑

N≥1

(|a⌊Nγ⌋|Nγ−1)2




1/2


∑

N≥1

(∫

E
fχf2>Ndµ

)2



1/2

≤
(∫

E
|f |2dµ

)1/2



∑

N≥1

(|a⌊Nγ⌋|Nγ−1)2




1/2


∑

N≥1

(µ{f2 > N})2



1/2

.

The series
∑

N≥1(|a⌊Nγ⌋|Nγ−1)2 is convergent because (|a⌊Nγ⌋|Nγ−1)2 =

O(N2γ(−τ+1)−2) and 2γ(−τ + 2) − 2 < −1. The last series converges as
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f ∈ L2(µ). �

Idea of the the proof of Corollary 2.30 In the above proof, we show that

lim
n→+∞

1

n

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

Tk(f)

∣∣∣∣∣ = 0 µ-a.e.

(recall that Tk(f) = TSk(f)−ETSk(f)). Like T is a positive contraction (or a

positive unitary operator) of L2(µ), for all ρ > 1, ( 1
⌊ρn⌋

∑⌊ρn⌋
k=1 E(TSk)(f))n≥1

converges to L by the Ackoglu’s theorem ([56], Theorem 2.6 p190). Applying
Lemma 2.31, we obtain the µ-almost everywhere convergence of

1

n

n∑

k=1

E(TSk)(f),

and this convergence is independent from ρ. Thus 1
n

∑n
k=1 T

Sk(f) converges
µ-almost everywhere.

2.4.3 Almost everywhere convergence in the non homoge-
neous case

In this subsection, we give the proof of the Theorem 2.9 . We will prove

that 1
⌊ρn⌋

∑⌊ρn⌋
k=1 T

Sk(f) converges when n tends to +∞ (where ⌊·⌋ design the

integer part). Then we conclude using a lemma.
Proof. Let ρ > 1. Denote by ⌊·⌋ the integer part. Prove that

∑

n≥2

∫

E

∣∣∣∣∣∣
1

⌊ρn⌋

⌊ρn⌋∑

k=1

f ◦ TSk

∣∣∣∣∣∣

2

dµ < +∞.

In fact, by the spectral inequality, the above series is bounded by

∑

n≥1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
1

⌊ρn⌋

⌊ρn⌋∑

k=1

e2iπθSk

∣∣∣∣∣∣

2

dµf (θ).

We use Chaslses’s relation. Let β > 0 (which will be precised), we in-
tegrate (for n greater enough) on

[
−1

2 ,−1
2 + ⌊ρn⌋−β

]
,
[
−⌊ρn⌋−β , ⌊ρn⌋−β

]
,[

1
2 − ⌊ρn⌋−β , 1

2

]
and

F =

[
−1

2
+ ⌊ρn⌋−β,−⌊ρn⌋−β

]
∪
[
⌊ρn⌋−β , 1

2
− ⌊ρn⌋−β

]
.
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We have

∑

n≥2

∫ ⌊ρn⌋−β

−⌊ρn⌋−β

∣∣∣∣∣∣
1

⌊ρn⌋

⌊ρn⌋∑

k=1

e2iπθSk

∣∣∣∣∣∣

2

dµf (θ) ≤
∑

n≥2

µf (
[
−⌊ρn⌋−β, ⌊ρn⌋−β

]
)

≤
∑

n≥1

kµf

(
[−⌊ρn⌋−β ,−⌊ρn+1⌋−β)

)

+
∑

n≥1

kµf

(
(⌊ρn+1⌋−β , ⌊ρn⌋−β]

)

≤ 2

β

∫ ⌊ρ⌋−β

−⌊ρ⌋−β

logρ

(
1

|θ|

)
dµf (θ).

In the same way, we have

∑

n≥2

∫ 1/2

1/2−⌊ρn⌋−β

∣∣∣∣∣∣
1

⌊ρn⌋

⌊ρn⌋∑

k=1

e2iπθSk

∣∣∣∣∣∣

2

dµf (θ)

≤ 2

β

∫ 1/2

1/2−⌊ρ⌋−β

logρ

(
1

|θ − 1/2|

)
dµf (θ)

and

∑

n≥2

∫ −1/2+⌊ρn⌋−β

−1/2

∣∣∣∣∣∣
1

⌊ρn⌋

⌊ρn⌋∑

k=1

e2iπθSk

∣∣∣∣∣∣

2

dµf (θ)

≤ 2

β

∫ −1/2+⌊ρ⌋−β

−1/2
logρ

(
1

|θ + 1/2|

)
dµf (θ).

Now we integrate on the set F . By Theorem 2.15, we obtain :

∑

n≥2

1

⌊ρn⌋2
∫

F

∣∣∣∣∣∣

⌊ρn⌋∑

k=1

e2iπθSk

∣∣∣∣∣∣

2

dµf (θ) ≤
∑

n≥2

(
1

H
+

√
H

⌊ρn⌋ +
⌊ρn⌋β
H

)
.

Choose H = ⌊ρn⌋γ with 0 < γ < 1, and β > 0 such that 2β − γ < 0, then

∑

n≥2

1

⌊ρn⌋2
∫

F

∣∣∣∣∣∣

⌊ρn⌋∑

k=1

e2iπθSk

∣∣∣∣∣∣

2

dµf (θ) ≤
∑

n≥2

(
⌊ρn⌋−γ + ⌊ρn⌋γ/2−1 + ⌊ρn⌋2β−γ

)
,
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where the previous sum is finite. Let us define a set Nρ = {⌊ρn⌋, k ∈ N}. We
have proved that for all ρ > 1, for µ-almost every x,

lim
n∈Nρ,n→+∞

∣∣∣∣∣
1

n

n∑

k=1

TSk(f)(x)

∣∣∣∣∣ = 0.

Let us give the following lemma (for a proof see Lemma 1.5 p. 17 of [76]).

Lemma 2.31. Let (fn)n≥1 be a sequence of measurable non negative func-
tions defined on a probability space (X, τ, µ). Assume that for all fixed ρ > 1,

µ

{
x ∈ X : lim

n∈Nρ→+∞
1

n

n∑

k=1

fk(x) exists

}
= 1.

Then for all ρ > 1, the limits are the same, which is denoted by L. Further-
more, we have

µ

{
x ∈ X : lim

n→+∞
1

n

n∑

k=1

fk(x) = L(x)

}
= 1.

Applying this lemma, we obtain that for every non negative function,
for µ-almost every x,

lim
n→+∞

∣∣∣∣∣
1

n

n∑

k=1

TSk(f)(x)

∣∣∣∣∣ = 0. (2.12)

�

2.5 Ergodic Hilbert Transform

In this section, we study the µ-almost everywhere convergence of

∑

k≥1

TSk(f)

k

for all f ∈ L2(µ). We will prove the following theorem

Theorem 2.32 (Theorem 2.8). Assume that that (Xk)k≥1 satisfies (I) and
lim supx |Ee2iπX1x| < 1. Then for P-almost every ω ∈ Ω, for all Dunford-
Schwartz operator or positive contraction (or positive unitary operator) T of
L2(µ), any f ∈ L2(µ) such that there exists ǫ > 0 with

∫

R

√
log(2 + |θ|)

(
log

1

|θ|

)2(
log

∣∣∣∣log
1

|θ|

∣∣∣∣
)1+ǫ

dµf (θ) < +∞,
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then the series

∑

k≥1

TSk(f)

k
converges µ-a.e and on L2(µ)

Remark that the conclusion of Theorem 2.32 is also true when (Xk)k≥1

satisfies (II). In this case, we do not need the hypothesis lim supx |Ee2iπX1x| <
1 and the spectral condition becomes

∫ 1
2

− 1
2

(
log

1

|θ|

)2(
log

∣∣∣∣log
1

|θ|

∣∣∣∣
)1+ǫ

dµf (θ) < +∞.

Theorem 2.5 gives to us a sufficient condition to obtain the µ-almost
everywhere convergence of

∑

k≥1

1

k

(
TSk(f) − E(TSk)(f)

)
.

Therefore we study the µ-almost everywhere convergence of

∑

k≥1

E(TSk)(f)

k
. (2.13)

2.5.1 Spectral regularization

We describe in this subsection a method which permits to give a criterion
for almost everywhere convergence of the series (2.13). Our method gene-
ralizes the method of the spectral regularization due to Lifshits and Weber
[63]. Start with recall their method. Let T be a contraction of L2(µ), define
for all f ∈ L2(µ), for all n ≥ 1,

Bn(f) =
1

n

n∑

k=1

T k(f),

Wn(θ) =
1

n

n∑

k=1

e2iπkθ.

The spectral lemma gives that for all n ≥ m

||Bm(f) −Bn(f)||22,µ ≤ ||Wm −Wn||22,µf
(2.14)
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where µf is the spectral measure of T on point f . The authors of [63] regu-
larize the measure µf in a new finite measure µ̂f such that we have for all
n ≥ m,

||Bm(f) −Bn(f)||22,µ ≤ 2µ̂f

(
[
1

n
,

1

m
]

)
.

The support of the measure µ̂f is
[
−1

2 ,
1
2

)
, the measure is defined by the

Lebesgue density of the function

x 7→
∫ 1/2

−1/2

(
|x|−3θ2χ|θ|<|x|(θ, x) + |θ|−1χ|x|<|θ|≤1/2(θ, x)

)
dµf (θ) (2.15)

and the measure µ̂f is finite.
If we use their method to prove the almost everywhere convergence of

the series (2.13), we will obtain a condition on the operator E(TX1) but not
on the operator T , because we don’t know if there exists a relation between
their spectral measures. Remarks that the two operators can have some
different supports. If T is a flow, its spectral measure is defined on R, but
the spectral measure of E(TX1) is defined on [−1/2, 1/2).

We generalize the method of Lifshits and Weber to a new class of opera-
tor. Their method works for all contractions on a Hilbert space, we extend it
on the operators (E(TX1+···+Xk))k≥1 with {T t, t ∈ S} a Dunford-Schwartz
operator or {T t, t ∈ S} a positive contraction (or positive unitary opera-
tor) and (Xk)k≥1 be a random variable which verifies either (I) or (II)
({T t, t ∈ S} may be a continuous flow).

Now we expose our method. Let φ(θ) = Ee2iπθX1 ,

Vn(θ) =
1

n

n∑

j=1

φj(θ)

and

An(f) =
1

n

n∑

k=1

(
E(TX1)

)k
(f).

By the spectral lemma (Lemma 2.11), it is natural to give an approach based
on a precise estimation of the following kernels : for all m ≥ n

||Am(f) −An(f)||22,µ ≤ ||Vm − Vn||22,µf
(2.16)

where µf is the spectral measure of T at the point f on [−1/2, 1/2) (if
{T t, t ∈ D} is a flow with D equal to N or Z) and on R if {T t, t ∈ D} is a
flow with D equal to R+ or R. Now, we study some properties of Vn which
will be used to obtain an upper bound of (2.16).
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Lemma 2.33. There exists a constant C > 0, such that for every θ ∈
[−1/2, 1/2) the following inequalities hold.

1. For all n ≥ 1, |Vn(θ)| ≤ min(1, 1/(nπ|θ|)),
2. For all n ≥ m ≥ 1, |Vn(θ) − Vm(θ)| ≤ (n−m)/n,

3. For all n ≥ m ≥ 1, |Vn(θ) − Vm(θ)| ≤ (n−m)|θ|.

Proof. 1. and 2. are trivial. To prove 3. denote for all θ ∈ R, ψ(θ) =
−i log φ(θ) where the determination of the logarithm is taken in [−π, π).

Now, for every real number x ≥ 1 set

Vx(θ) =
eixψ(θ) − 1

x(φ(θ) − 1)
.

Using a limited development, we have

ψ(θ) = θ(EX1) + iθ2V ar(X1)/2 +O(|θ|3).

Then there exists an absolute constant C > 0 such that if |xθ| ≤ π and
|θ| ≤ 1/2, ∣∣∣∣

∂

∂x
Vx(θ)

∣∣∣∣ ≤ C|θ|.

Hence 3. immediately follows. �

Let ν1 be the spectral measure µf of T at the point f restricted to
[−1/2, 1/2) and ν2 = µf − ν1, so we have µf = ν1 + ν2. We will apply the
method of [63] to ν1. Remarks that if (Xk)k≥1 satisfies (II), then ν2 = 0.
Let

Γ(θ, x) = |x|−3θ2χ|θ|<|x|(θ, x) + |θ|−1χ|x|<|θ|≤1/2(θ, x)

where χ is the indicator function. For the finite measure ν1 on [−1/2, 1/2)
define a measure ν̂1 by the Lebesgue density Γ̂ on [−1/2, 1/2) : for all |x| <
1/2,

Γ̂(x) =

∫ 1/2

−1/2
Γ(θ, x)dµ(θ) =

∫

|θ|<|x|
|x|−3θ2dν1(θ) +

∫

|x|<|θ|≤1/2
|θ|−1dν1(θ).

Remark that for all A ⊂ [−1/2, 0], ν̂1(A) = ν̂1({x,−x ∈ A}).

Lemma 2.34. Let a, b ∈ [0, 1) and a < b. Let

Q(a, b, θ) =






b−a
2a2b2

θ2 if |θ| < a
b−a
2b if |θ| ∈ [a, b]
b−a
|θ| else.
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Then

ν̂1([a, b]) ≥
∫ 1/2

−1/2
Q(a, b, θ)dν1(θ).

Proof. By Fubini’s theorem, we obtain

ν̂1([a, b]) =

∫ 1/2

−1/2

∫ b

a
Γ(θ, x)dxdµ(θ).

For |θ| < a, it follows that

∫ b

a
Γ(θ, x)dx =

∫ b

a
|x|−3θ2dx =

b2 − a2

2a2b2
θ2 ≥ b− a

2a2b2
θ2.

For |θ| ∈ [a, b], we have

∫ b

a
Γ(θ, x)dx =

∫ |θ|

a
θ−1dx+

∫ b

|θ|
x−3θ2dx =

3

2
−
(
a

|θ| +
θ2

2b2

)
.

On the interval [a, b], the function θ → a
|θ| + θ2

2b2
reaches its maximum in

θ = a. This maximum is greater than b−a
2b . For |θ| ∈ [b, 1/2], we have

∫ b

a
Γ(θ, x)dx =

∫ b

a
θ−1dx =

b− a

|θ| .

�

Lemma 2.35. Let m,n be two integers with n > m. Then for all θ ∈
[−1/2, 1/2), we have

|Vn(θ) − Vm(θ)|2 ≤ Q

(
1

n
,

1

m
, θ

)
.

For the proof, we apply Lemma 2.33. The next proposition is an imme-
diate consequence of Lemma 2.35 and Lemma 2.34.

Proposition 2.36. There exists an absolute constant C > 0 such that for
all integers n > m

||Vm − Vn||22,ν1 ≤ Cν̂1

(
(
1

n
,

1

m
]

)
.

Corollary 2.37. If ν1({0}) = 0 then for all m ≥ 1,

||Vm||22,ν1 ≤ Cν̂1

(
[0,

1

m
]

)
.
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2.5.2 EHT almost everywhere convergence

Now we treat the µ-almost sure convergence of the EHT sampled by
a transient random walk. We define T̃ = E[TX1 ], therefore for every f ∈
L2(µ), T̃ f = E[TX1 ](f) and for every integer k ≥ 1, T̃ k = E[TSk ] : for
all f ∈ L2(µ) T̃ kf = E[TSk ](f) = E[TX1 ] ◦ · · · ◦ E[TXk ](f). Theorem 2.3
gives a condition on the spectral measure of f to ensure convergence of∑

k≥1
1
k (T

Sk(f)−E[TSk ](f)). Therefore if we have a condition for the conver-

gence of
∑

k≥1
1
kE[TSk ](f), then we have on the convergence of the EHT.

The following theorem gives a condition on the spectral measure to obtain
µ-almost sure convergence of the series

∑

k≥1

T̃ k(f)

k
.

Theorem 2.38. Assume that (Xk)k≥1 satisfies (I) and lim supx |Ee2iπX1x| <
1. For P-almost every ω ∈ Ω, for all Dunford-Schwartz operator or any po-
sitive contraction (or any positive unitary operator) T of L2(µ) and any
f ∈ L2(µ), such that there exists ǫ > 0 with

∫

R

(
log

1

|θ|

)2(
log

∣∣∣∣log
1

|θ|

∣∣∣∣
)1+ǫ

dµf (θ) < +∞ (2.17)

where µf is the spectral measure of f . Then the series

∑

k≥1

T̃ k(f)

k

converges.

Remark that Theorem 2.38 is also true when (Xk)k≥1 satisfies (II). In
this case, we do not need the hypothesis lim supx |Ee2iπX1x| < 1. The spectral
condition is independent of the random walk. Similar Gaposhkin [40], we can

ask if
∫

R
log2 1

|θ|dµf (θ) < +∞, then the L2(µ) convergence of
∑

k≥1
Tk(f)
k

implies its µ-a.e. convergence.
Cohen and Lin, ([16]) studied another random ergodic Hilbert transform.

Let (nk)k≥1 be a strictly increasing sequence of positive integers with nk ≤
ckr for some r ≥ 1. Let T be a contraction of L2 and f ∈ L2. Take bk
some independent random coefficients (Theorem 13 for more details). The

authors of [16] obtain the almost everywhere convergence of
∑

k≥1
bkT

nk (f)
kγ

for γ > 3/4 .
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The rest of this subsection is devoted to the proof of Theorem 2.38. We
want to prove that

k∑

j=1

T̃ j(f)

j
(2.18)

converges a.e. Denote by

Ak(f) =
1

k

k∑

j=1

T̃ j(f),

Notice that for every integer k ≥ 1,

T̃ k+1(f)

k + 1
= Ak+1(f) −Ak(f) +

Ak(f)

k + 1
.

Then the series (2.18) converges if we have the two following conditions are
satisfied

lim
N→+∞

AN+1(f) exists -µ a.e. (2.19)

and ∑

k≥1

Ak(f)

k + 1
exists-µ a.e. (2.20)

The following property gives to us the convergence of (2.19). To prove it,
we use our method of regularization and the inequalities of the subsection
2.5.1.

Proposition 2.39. Assume that X1 satisfies (I) and lim supx |Ee2iπX1x| <
1 or (II). For any contraction (or any unitary operator) T of L2(µ), we
define T̃ as ETX1.

1. If the operator T̃ is a Dunford-Schwartz operator or a positive contrac-
tion (or any positive unitary operator), for all f ∈ L2(µ) then An(f)
converges µ-a.e.

2. If T̃ is a contraction, for all f ∈ L2(µ), such that

∫ 1/2

−1/2
log2

(
1

|θ|

)
dµf (θ) < +∞,

where µf is the spectral measure of T at point f , then An(f) converges
µ-a.e.

We will use the following theorem of Móricz [66]
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Lemma 2.40. Let (Yj)j≥1 be a sequence of non necessary dependent random
variables define on a probability space (Ω,A,P). Let S(n1, n2) =

∑
n1<j≤n2

Yj .
Assume that there exists a sequence of non-negative real numbers g(n1, n2)
such that both of the following conditions are hold

1. there exists p ≥ 1 such that for all integers n1 < n2

E|S(n1, n2)|p ≤ g(n1, n2),

2. if 1 < n1 < n2 < n3 then

g(n1, n2) + g(n2, n3) ≤ g(n1, n3).

Hence we have for all integers n1 < n2,

E max
n1<j≤n2

|S(n1, j)|p ≤ (log2 2(n2 − n1))
p g(n1, n2)

Proof. 1.If T is a positive contraction or a Dunford-Schwartz opera-
tor, 1

k

∑k
j=1 T

j(f) converges µ-a.e (in virtue of Ackoglu’s theorem (see [56],
Theorem 2.6 p190).

2.In the general case, we make two steps : the first is using of kernel
method, for the second we prove the convergence of a series µ-a.e. Denote
by Yk, the following difference : Ak(f)−Ak−1(f), for all k ≥ 1. Using (2.16)
and Proposition 2.36, we obtain for all i ≥ 1,

∫

E

∣∣∣∣∣∣

2i+1∑

k=2i+1

Yk

∣∣∣∣∣∣

2

dµ

≤ Cν̂1

(
(2−i−1, 2−i]

)
+

∫

|θ|>1/2
|V2i+1(θ) − V2i+1(θ)|2dν2(θ).

Remark that if (Xk)k≥1 satisfies (II), then ν2 = 0.
We give an upper bound of the previous integral when (Xk)k≥1 satisfies
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(I) and lim supθ |φX1(θ)| < 1.

1

2

∫

|θ|>1/2
|V2i+1(θ) − V2i+1(θ)|2dν2(θ)

≤
(

1

2i
− 1

2i+1

)2 ∫

|θ|>1/2

∣∣∣∣∣∣

2i+1∑

j=1

φjX1
(θ)

∣∣∣∣∣∣

2

dν2(θ)

+
1

22i+2

∫

|θ|>1/2

∣∣∣∣∣∣

2i+1∑

j=2i+1

φjX1
(θ)

∣∣∣∣∣∣

2

dν2(θ)

≤ 2

(
1

2i
− 1

2i+1

)2 ∫

|θ|>1/2




∑

j≥0

(
sup

|θ|>1/2
|φX1(θ)|

)j


2

dν2(θ)

≤ 2

(
1

2i
− 1

2i+1

)2



∫

E
|f |2dµ ·




∑

j≥0

(
sup

|θ|>1/2
|φX1(θ)|

)j


2

 .

Denote by K the constant
∫
E |f |2dµ

(∑
j≥0

(
sup|θ|>1/2 |φX1(θ)|

)j)2

. Re-

mark that sup|θ|≥1/2 |φX1(θ)| < 1 since lim supθ |φX1(θ)| < 1 and (Xk)k≥1

satisfies (I).
Applying Lemma 2.40 with

S(n1, n2) =

n2∑

k=n1

Yk

and

g(n1, n2) = 2ν̂1

(
(

1

n2
,

1

n1
)

)
+ 2K

(
1

n1
− 1

n2

)2

,

we have

∫

E
max

2i<l≤2i+1

∣∣∣∣∣∣

2i+1∑

k=2i+1

Yk

∣∣∣∣∣∣

2

dµ

≤ 2(i+ 1)2
(
ν̂1

(
(2i−1, 2i)

)
+ 2−2i−1K

)
.

If ∑

i≥1

(i+ 1)2(ν̂1(2
−i−1, 2−i) < +∞, (2.21)
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then
∑

i≥1 Yi converges µ-a.e, because

∑

i≥1

∫

E
max

2i<l≤2i+1

∣∣∣∣∣∣

l∑

k=2i+1

Yk

∣∣∣∣∣∣
dµ < +∞.

Remark that (2.21) is the integral of the square of the function log2 on
(−1/2, 1/2). Thus we have

∑

i≥1

(i+ 1)2(ν̂1(2
−i−1, 2−i) < +∞

because of
∫ 1/2
−1/2 log2

2

(
1
|θ|

)
dµf (θ) < +∞. Then (2.21) is true. �

With all these preliminaries, we can prove Theorem 2.8 :
Proof. Property 2.39 gives a condition to have (2.19).

Now we show that we have (2.20). First, we prove that
∑n

k=1
T̃k(f)
k is

a Cauchy sequence in L2 along a particular partial index (we prove that

(
∑2n

k=1
T̃k(f)
k ) is a Cauchy sequence). Second we show that the difference of

the series on the partial index and the series goes to zero when n goes to
infinity. Hence we will prove the convergence along the full index. Recall
that

Ak(f) =
1

k

k∑

j=1

T̃ j(f).

Let r ≥ 1 and n be two integers, we have for all ǫ > 0,

∣∣∣∣∣∣

n+r−1∑

j=n




2j+1∑

k=2j+1

Ak(f)

k





∣∣∣∣∣∣

2

≤




n+r−1∑

j=n

1√
j(log j)1+ǫ

√
j(log j)1+ǫ

∣∣∣∣∣∣

2j+1∑

k=2j+1

Ak(f)

k

∣∣∣∣∣∣




2

≤




∑

j≥n

1

j(log j)1+ǫ




∑

j≥1

j(log j)1+ǫ

∣∣∣∣∣∣

2j+1∑

k=2j+1

Ak(f)

k

∣∣∣∣∣∣

2

.

Since limn→+∞
∑

j≥n
1

j(log j)1+ǫ = 0, it suffices to prove

∑

j≥1

j(log j)1+ǫ
∫ ∣∣∣∣∣∣

2j+1∑

k=2j+1

Ak(f)

k

∣∣∣∣∣∣

2

dµ < +∞.
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In virtue of Cauchy-Schwarz’s inequality and the spectral lemma (Lemma
2.11), we have

∫ ∣∣∣∣∣∣

2j+1∑

k=2j+1

Ak(f)

k

∣∣∣∣∣∣

2

dµ ≤ 1

2j

2j+1∑

k=2j+1

∫
|Ak(f)|2dµ ≤ 1

2j

2j+1∑

k=2j+1

∫ 1/2

−1/2
|Vk(θ)|2dµf .

Therefore, it suffices to show that

∑

j≥2

j(log j)1+ǫ2−j
2j+1∑

k=2j+1

∫ 1/2

−1/2
|Vk(θ)|2dµf < +∞. (2.22)

Since the supporst of ν1, ν2 are disjoint, it suffices to prove that

∑

j≥2

j(log j)1+ǫ2−j
2j+1∑

k=2j+1

∫ 1/2

−1/2
|Vk(θ)|2dν1 < +∞ (2.23)

and

∑

j≥2

j(log j)1+ǫ2−j
2j+1∑

k=2j+1

∫

R\[−1/2,1/2]
|Vk(θ)|2dν2 < +∞. (2.24)

The Corollary 2.37 implies that (2.23) and (2.24) are true if we can prove
them for a fixed ǫ > 0. The sum (2.23) is finite if

∑

j≥2

j(log j)1+ǫ
2j+1∑

k=2j+1

1

k
ν̂1

([
−1

k
,
1

k

])

≤
∑

j≥2

j(log j)1+ǫν̂1

([
− 1

2j
,

1

2j

])

≤
∑

j≥2

j2(log j)1+ǫν̂1

([
− 1

2j
,− 1

2j+1

]
∪
[

1

2j+1
,

1

2j

])

≤ 1

log2(2)(log log 2)1+ǫ

∫ 1/2

−1/2
log2

∣∣∣∣
1

θ

∣∣∣∣
(

log log
1

|θ|

)1+ǫ

dν̂1(θ)

Therefore, (2.23) holds if

∫ 1/2

−1/2

(
log

1

|θ|

)2(
log

∣∣∣∣log
1

|θ|

∣∣∣∣
)1+ǫ

dν̂1(θ) < +∞.
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Now, we study (2.24) when (Xk)k≥1 satisfies (I) (else ν2 = 0). Since the
support of this measure is R \ [−1/2, 1/2), with the hypothesis we obtain

∑

j≥2

j(log j)1+ǫ
2j+1∑

k=2j+1

∫

|θ|≥1/2
|Vk(θ)|2dν2(θ)

=
∑

j≥2

j(log j)1+ǫ
∫

|θ|≥1/2

2j+1∑

k=2j+1

|Vk(θ)|2dν2(θ)

≤
∑

j≥2

j(log j)1+ǫ2−j
∫

|θ|≥1/2

2j+1∑

k=2j+1

1

k2

4

|1 − Ee2iπθX1 |2dν2(θ)

≤
∑

j≥2

j(log j)1+ǫ2−jK

where K is equal to (1 − lim sup |Ee2iπθX1 |)−2.
Second, we prove that the oscillation of the series goes to zero µ−almost

everywhere. Using Cauchy-Schwarz’s inequality, we have for all n ≥ m > 2,

∫
sup

m≤j≤n

∣∣∣∣∣

j∑

k=m

Ak(f)

k

∣∣∣∣∣

2

dµ ≤ log

(
log n

logm

) n∑

k=m

log k

k

∫
|Ak(f)|2dµ.

Now the spectral lemma, Lemma 2.11, and Corollary 2.37 deduce

m∑

k=n

log k

k

∫
|Ak(f)|2dµ ≤ C

m∑

k=n

log k

k
ν̂1

([
−1

k
,
1

k

])

+

m∑

k=n

log k

k

∫

|θ|≥1/2
|Vk(θ)|2dν2(θ).

Notice that

∑

j≥1

2j+1∑

k=2j+1

log k

k
ν̂1

([
−1

k
,
1

k

])
≤ C

∫ 1/2

−1/2
log2

(
1

|θ|

)
dν̂1(θ).

Furthermore, for all k ≥ 2, by the definition of Vk,

∫

|θ|≥1/2
|Vk(θ)|2dν2(θ) ≤ C

1

k2
.
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Finally, we have proved that
∑n

k=1
1
k T̃

k(f) is a Cauchy sequence of L2(µ)
if ∫ 1/2

−1/2
log2 1

|θ|

(
log

∣∣∣∣log
1

|θ|

∣∣∣∣
)1+ǫ

dν̂1(θ) < +∞.

This integral is finite because of (2.17) :

∫

R

log2 1

|θ|

(
log

∣∣∣∣log
1

|θ|

∣∣∣∣
)1+ǫ

dµf (θ) < +∞,

it is just a calculus by using the definition of Q. �
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Chapitre 3

Mesures quasi-Bernoulli et
quasi-Bernoulli faible

Soient λ ≥ 2 un entier et A = {1, . . . , λ}. Une mesure de probabilité sur
l’espace produit AN

∗
est dite quasi-Bernoulli si pour tous cylindres I et J ,

on a
1

C
ν(I)ν(J) ≤ ν(IJ) ≤ Cν(I)ν(J) (3.1)

où C est une constante indépendante de I et J . Rappelons qu’un cylindre
de taille n est un ensemble de la forme

[ǫ1, . . . , ǫn] =
{

(ωn)n≥1 ∈ AN
∗
, ωi = ǫi pour tout 1 ≤ i ≤ n

}
,

et que si I = [ǫ1, . . . , ǫn] et J = [η1, . . . , ηm], IJ désigne le cylindre
[ǫ1, . . . , ǫn, η1, . . . , ηm]. On note Fn l’ensemble des cylindres de taille n.

Pour une mesure m définie sur AN
∗
, on peut étudier pour tout α > 0, la

dimension de Hausdorff de l’ensemble

Eα =

{
x ∈ AN

∗
, lim
n→+∞

log(m(In(x)))

−n log λ
= α

}

où In(x) est le cylindre de taille n contenant x. L’ensemble des valeurs α pour
lesquelles Eα est non vide est appelé domaine de spectre de m. Rappelons
que la transformée de Legendre d’une fonction réelle f est définie par

f∗(α) = inf
x∈R

(αx+ f(x)).

On dit qu’une mesure m satisfait le formalisme multifractal si son domaine
de spectre est un intervalle et si

dim(Eα) = Dim(Eα) = τ∗(α), ∀α > 0
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où dim est la dimension de Hausdorff, Dim la dimension de packing et τ∗

est la transformée de Legendre de la fonction τ , appelée spectre Lq, définie
par

τ(q) = lim sup
n

1

n log λ
log

(
∑

I∈Fn

m(I)q

)
, ∀q ∈ R.

Brown, Michon et Peyrière [14] ont introduit la notion de mesure quasi-
Bernoulli dans le but d’établir le formalisme multifractal. Ceci a été réalisé
car Heurteaux [45] a pu montrer que le spectre Lq d’une mesure quasi-
Bernoulli est dérivable et que cette mesure satisfait le formalisme multifrac-
tal :

dim(Eα) = Dim(Eα) = τ∗(α), pour tout α ∈] − τ ′(+∞),−τ ′(−∞)[.

Fan et Zhang [32] ont caractérisé les mesures quasi-Bernoulli parmi les pro-
duits de Riesz sur l’anneau des entiers p-adique Zp.

On va caractériser dans la troisième partie de cette thèse les mesures
quasi-Bernoulli parmi les mesures de Markov inhomogènes. Soit π =
(p0(1), . . . , p0(λ)) une mesure de probabilité sur A dite probabilité initiale.
Soit Pk = (pk(i, j))i,j∈A (pour k ≥ 1) une suite de matrices de transition sur
A. La mesure de Markov (inhomogène) µ associée à π et (Pk)k≥1 est définie
par

µ([ǫ1 . . . ǫn]) = p0(ǫ1)p1(ǫ1, ǫ2) . . . pn−1(ǫn−1, ǫn)

pour tout cylindre [ǫ1 . . . ǫn]. On démontre le théorème suivant :

Théorème 3.1. Soit µ la mesure de Markov associée à une probabilité
initiale π = (p0(1), . . . , p0(λ)) et à une suite de matrices de transition Pk =
(pk(i, j))i,j∈A, k ≥ 1. On suppose de plus que µ est de support plein. Alors
µ est quasi-Bernoulli si et seulement si

∃δ > 0, δ ≤ pi(ǫ, η) ≤ 1 − δ, ∀ǫ, η ∈ A,∀i ≥ 1,

sup
ǫ∈AN∗

sup
n≥1,p≥2

∣∣∣∣∣

p∑

i=1

log

(
pi+n(ǫi, ǫi+1)

pi(ǫi, ǫi+1)

)∣∣∣∣∣ < +∞.

3.1 Mesure quasi-Bernoulli

3.1.1 Le cas général

On commence par énoncer une propriété sur le support (noté supp) d’une
mesure quasi-Bernoulli.
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Proposition 3.2. Soit µ une mesure sur AN
∗
. Si la mesure µ est quasi-

Bernoulli alors
supp(µ) = {ǫ ∈ A, µ([ǫ]) 6= 0}N

∗
,

La démonstration de cette propriété est une simple application de la
définition de mesure quasi-Bernoulli.

On peut exprimer de façon différente le support, à l’aide de la fonction
décalage qui est définie sur AN

∗
par σω = (ωi+1)i≥1 pour tout ω = (ωi)i≥1 ∈

AN
∗
.

Corollaire 3.3. Soit µ une mesure quasi-Bernoulli sur AN
∗
. Pour tout ǫ ∈

A tel qu’il existe m ∈ N avec µ(σ−m[ǫ]) = 0, alors on a

µ(σ−n[ǫ]) = 0, ∀n ∈ N.

Pour un souci de simplification, on supposera dans le reste de cette partie,
que les mesures sont de support égal à AN

∗
.

On définit une application sur les cylindres de mesure non nulle et de
taille fixée. Soit n ≥ 1, on définit Tn par

Tn(ǫ1, . . . , ǫn) =
µ([ǫ1, . . . , ǫn])

µ([ǫ1, . . . , ǫn−1])

où par convention, le cylindre vide est égal à AN
∗
.

Proposition 3.4. La mesure µ de support plein est quasi-Bernoulli si et
seulement si

∃C > 0,
1

C
≤

p∏

i=1

Tn+i(ǫ1, . . . , ǫn+i)

Ti(ǫn+1, . . . , ǫn+i)
≤ C, (3.2)

pour tous entiers n, p ≥ 1, pour tous ǫ1, . . . , ǫn+p ∈ A.

Démonstration de la proposition. La preuve dépend du fait suivant. Soit I =
[ǫ1, . . . , ǫn] et J = [ǫn+1, . . . , ǫn+p], on a

µ(IJ)

µ(I)µ(J)
=

µ([ǫ1, . . . , ǫn, ǫn+1, . . . , ǫn+p])

µ([ǫ1, . . . , ǫn])µ([ǫn+1, . . . , ǫn+p])

= Tn+1(ǫ1, . . . , ǫn+1)
µ([ǫ1, . . . , ǫn+p])

µ([ǫ1, . . . , ǫn+1])µ([ǫn+1, . . . , ǫn+p])

=

p∏

i=1

Tn+i(ǫ1, . . . , ǫn+i)
1

µ([ǫn+1, . . . , ǫn+p])

=

p∏

i=1

Tn+i(ǫ1, . . . , ǫn+i)

Ti(ǫn+1, . . . ǫn+i)
.
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On se sert de cette proposition pour donner, pour les mesures de Markov,
une condition simple pour que la mesure soit quasi-Bernoulli. On applique
ensuite cette condition aux mesures de Bernoulli et de Riesz.

3.1.2 Mesure de Markov inhomogène

Théorème 3.5. Soit µ la mesure de Markov associée à une probabilité
initiale π = (p0(1), . . . , p0(λ)) et à une suite de matrices de transition Pk =
(pk(i, j))i,j∈A, k ≥ 1. On suppose de plus que µ est de support plein. Alors
µ est quasi-Bernoulli si et seulement si

∃δ > 0, δ ≤ pi(ǫ, η) ≤ 1 − δ, ∀ǫ, η ∈ A,∀i ≥ 1, (3.3)

sup
ǫ∈AN∗

sup
n≥1,p≥2

∣∣∣∣∣

p∑

i=1

log

(
pi+n(ǫi, ǫi+1)

pi(ǫi, ǫi+1)

)∣∣∣∣∣ < +∞. (3.4)

Démonstration. On a juste à prouver que les conditions (3.3) et (3.4) sont
équivalentes à (3.2). Prenons p = 1 dans l’inéquation (3.2), on obtient : pour
tout ǫ, η ∈ A, pour tout i ≥ 1,

0 <
1

C
inf
ρ∈A

p0(ρ) ≤
p0(η)

C
≤ pi(ǫ, η).

Soit ǫ, η ∈ A, on ne peut pas avoir limi→+∞ pi(ǫ, η) = 1. Sinon, pour tout
ρ 6= η, limi→+∞ pi(ǫ, η) = 0 et on a µ([ρ]) = 0 par la quasi-Bernoullicité
de la mesure. Ceci n’est pas possible car le support de la mesure est plein.
La probabilité de transition pi(ǫ, η) est donc majoré uniformément en i par
un réel strictement inférieur à 1, A étant fini, la borne est uniforme pour ǫ
et η. On déduit l’équation (3.4) de l’application de (3.2) avec p ≥ 2 et de
l’utilisation de (3.3).

La réciproque est triviale.

La preuve du théorème est immédiate à partir de la proposition 3.4.

Remarque 3.6. La condition (3.4) n’est pas équivalente à la condition :

sup
ǫ∈AN∗

sup
n≥2,p≥1

∣∣∣∣∣

p∑

i=1

(
pi+n(ǫi, ǫi+1)

pi(ǫi, ǫi+1)
− 1

)∣∣∣∣∣ < +∞.
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Soient λ = 2, p0(1) = p1(1, 1) = 1
2 et pour tout i ≥ 2,

pi(1, 1) =
1

2
exp



−1 +
i∑

j=2

(−1)j
(

1√
j

+
1√
j − 1

)

 .

Le logarithme de pi+n(1, 1)/pi(1, 1) est égal à (−1)i+n
√
i+n

+ (−1)i
√
i

, la condi-

tion (3.4) est donc vérifiée, mais pas la condition précédente. En effet, un
développement limité nous montre que

pi+n(1, 1)

pi(1, 1)
− 1 =

(−1)i+n√
i+ n

− (−1)i√
i

+
1

2(i+ n)
+

1

2i
+O

(
1

i
√
i

)
.

3.1.3 Mesure de Bernoulli

Appliquons le Théorème 3.5 aux cas particuliers des mesures de Ber-
noulli. Soit Pk = (pk(ǫ))ǫ∈A une suite de mesure de probabilité sur A, pour
tout k ≥ 1. La mesure de Bernoulli définie par (Pk)k≥1 est donné par : pour
tout n ≥ 1, pour tout ǫ1, . . . , ǫn ∈ A,

µ([ǫ1, . . . , ǫn]) =
n∏

j=1

pj(ǫj).

Les mesures de Bernoulli sont des mesures de Markov particulières, en effet
pour tout j ∈ N∗, pour tout ǫ, η ∈ A, pj(ǫ, η) ne dépend pas de η.

Corollaire 3.7. Soit Pk = (pk(ǫ))ǫ∈A une suite de mesure de probabilité sur
A, pour tout k ≥ 1. Notons µ la mesure de Bernoulli définie par la suite de
probabilité (Pk)k≥1, supposons la, de plus, de support plein. La mesure µ est
quasi-Bernoulli si et seulement s’il existe δ ∈]0, 1/2] tel que pour tout ǫ ∈ A,
pour tout j ≥ 1,

δ ≤ pj(ǫ) ≤ 1 − δ (3.5)

et qu’il existe une mesure de probabilité (p(ǫ))ǫ∈A sur A tel que pour tout
ǫ ∈ A, p(ǫ) ∈ [δ, 1 − δ] tel que

max
ǫ∈A

∑

j≥1

|pj(ǫ) − p(ǫ)| < +∞. (3.6)

Avant de commencer la preuve du corollaire, on énonce le lemme suivant
qui se démontre par l’inégalité des accroissements finis.
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Lemme 3.8. Soit a, b > 0, on a

|a− b|
max(a, b)

≤
∣∣∣log

(a
b

)∣∣∣ ≤ |a− b|
min(a, b)

.

Preuve du corollaire 3.7. Il suffit de montrer que la condition (3.4) est équiva-
lente à (3.6). Fixons n, p ≥ 0 . Distinguons deux cas.

Premier cas : soit (ǫi)i≥1 ∈ AN
∗
tel que pour tout i ∈ {1, . . . , p}, pi+n(ǫi) ≥

pi(ǫi) (un tel (ǫi)i≥1 existe car sinon pour tout ǫ ∈ A, pi+n(ǫ) < pi(ǫ) et
1 =

∑
ǫ∈A pi+n(ǫ) =

∑
ǫ∈A pi(ǫ) ). Appliquons le lemme 3.8 et (3.5) :

0 ≤
p∑

i=1

(pi+n(ǫi) − pi(ǫi)) ≤ (1 − δ)

p∑

i=1

log

(
pi+n(ǫi)

pi(ǫi)

)
.

On en déduit par le Théorème 3.5 que
∑p

i=1(pi+n(ǫi) − pi(ǫi)) est finie
indépendamment de n, p, (ǫi)i≥1.

Second cas : prenons maintenant (ǫi)i≥1 ∈ AN
∗

quelconque. Notons

I+ = {1 ≤ i ≤ p, pi+n(ǫi) − pi(ǫi) ≥ 0} ,

et I−, les entiers compris entre 1 et p qui ne sont pas dans I+. Soit (ηi)i≥1 ∈
AN

∗
définie de la façon suivante : pour tout i ∈ I+, ηi = ǫi. Pour tout

i ∈ I−, on choisit ηi de la façon suivante : il existe ηi ∈ A tel que pi+n(ηi) ≥
pi(ηi) > 0 (de tel η existe, car sinon pour tout η ∈ A, pi+n(η) < pi(η) et
1 =

∑
η∈A pi+n(η) =

∑
η∈A pi(η)) . On a alors la majoration suivante :

0 ≤
∑

i∈I+
(pi+n(ǫi) − pi(ǫi)) ≤

p∑

i=1

(pi+n(ηi) − pi(ηi)) ,

on s’est ramené au premier cas.
On en déduit que

∑
i∈I+(pi+n(ǫi)−pi(ǫi)) est borné indépendamment de

n, p, (ǫi)i≥1, par la même méthode que
∑

i∈I−(pi+n(ǫi) − pi(ǫi)) est minoré
indépendamment de n, p, (ǫi)i≥1. On a donc

max
ǫ∈A

sup
n≥1

∑

i≥1

|pi+n(ǫ) − pi(ǫ)| < +∞. (3.7)

On déduit de la condition précédente que pour tout ǫ ∈ A, la suite (pi(ǫ))i≥1

est une suite de Cauchy dans [δ, 1− δ], ce qui en passant à la limite dans la
condition (3.7) donne les conditions nécessaires énoncées dans le corollaire.

Pour prouver la suffisance de la condition, on applique le lemme 3.8.
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3.1.4 Mesure de Riesz

On suppose dans cette partie λ ≥ 3 (pour le cas λ = 2, on ne peut rien
dire de plus précis que dans le cas de mesure de Bernoulli). On définit la
fonction argument, noté arg, comme la bijection de C sur ] − π, π], D est
l’ensemble des nombres complexes de module inférieur ou égal à 1. Pour tout
z ∈ C, Re(z) désignera la partie réelle de z.

Soit µ la mesure de Riesz définie à partir de la suite (ai)i≥1 ∈ D
N
∗
. Soient

n ∈ N∗, et ǫ1, . . . , ǫn ∈ A, on a

µ([ǫ1, . . . , ǫn]) = λ−n
n∏

j=1

(
1 + Re(aje

2πi
λ
ǫj )
)
. (3.8)

On déduit du corollaire 3.7 le résultat suivant :

Corollaire 3.9. Soient (ak)k≥1 une suite de nombres complexes de module
inférieur ou égal à 1 et µ la mesure de Riesz définie par la suite (ak)k≥1.
On suppose de plus que la mesure µ est de support plein. La mesure µ est
quasi-Bernoulli si et seulement s’il existe δ > 0, tel que pour tout j ≥ 1,
aj ∈ D(δ) et il existe a ∈ D(δ), tel que

∑

j≥1

|aj − a| < +∞

où D(δ) = D \ ∪λǫ=1B(eiπ−
2iπ
λ
ǫ, δ)

Ce dernier corollaire est à mettre en relation avec le résultat de Fan et
Zhang [32] qui caractérise les mesures quasi-Bernoulli parmi les produits de
Riesz sur l’anneau des entiers p-adique Zp. Soit (an)n≥1 une suite de nombres
appartenant à D. La mesure appelée produit de Riesz sur Zp,

µ =
∏

n≥1

(1 + Re(anγn(x))) (3.9)

est bien définie, où γn est une suite dissociée de caractères. Sous l’hypothèse
|ak| < 1 pour tout k ≥ 1, Fan et Zhang ont montré que la mesure de Riesz
µ définie par (3.9) est quasi-Bernoulli si et seulement s’il existe un nombre
complexe a, tel que

|a| < 1,
∑

k≥1

|ak − a| < +∞.
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Le cas des produits de Riesz sur Zp est plus délicat. On ne sait pas com-
ment supprimer la condition supplémentaire que |ak| < 1 pour tout k ≥ 1.
Contrairement à notre cas, pour la mesure de Riesz µ sur Zp, le rapport

µ([ǫ1, · · · , ǫn+1])

µ([ǫ1, · · · , ǫn])

n’est pas indépendant de ǫ1, · · · , ǫn.

Démonstration. De la condition (3.5) du Théorème 3.7, on déduit que pour

tous j ≥ 1, pour tout ǫ ∈ A, Re(aje
2iπ
λ
ǫ) > λδ − 1 > −1. Il existe alors une

constante indépendante de j et de ǫ telle que aj ne soit pas dans la boule

de centre eiπ−
2iπ
λ
ǫ et de rayon λδ ; on note encore la constante δ. Tous les aj

appartiennent donc à D(δ). La condition (3.6) du corollaire 3.7 donne dans
ce cadre particulier : cette mesure est quasi-Bernoulli si et seulement si

sup
(ǫn)∈AN∗

sup
n≥1

∑

j≥1

|Re((aj+n − aj)e
2iπ
λ
ǫj )| < +∞. (3.10)

Simplifions la série (3.10), pour cela on va minorer uniformément en

ǫ ∈ A, la quantité
∣∣∣cos

(
arg((aj+n − aj)e

2iπ
λ
ǫ)
)∣∣∣, on note ⌊.⌋ pour la partie

entière.

– Si λ est pair, il existe k ∈
[
⌊1−λ

2 ⌋, ⌊λ−1
2 ⌋ + 1

]
∩ N, arg(aj+n − aj) ∈

[πλ (2k − 1), πλ (2k + 1)[. Puis on choisit ǫj = λ
2 − k ∈ A.

– Si λ est impair, il existe k ∈
[
⌊−λ2 ⌋, ⌊λ2 ⌋ + 1

]
∩ N, arg(aj+n − aj) ∈

[2πλ k,
2π
λ (k + 1)[. Puis on choisit ǫj = λ−1

2 − k ∈ A.

On obtient
∣∣∣cos

(
arg((aj+n − aj)e

2iπ
λ
ǫ)
)∣∣∣ ≥ cos(π/λ). On en déduit alors de

(3.10) que :

sup
n≥1

∑

j≥1

|(aj+n − aj) cos(
π

λ
)| < +∞.

Comme D(δ) est un fermé, on en déduit l’existence de a ∈ D(δ) tel que∑
j≥1 |aj − a| < +∞. La réciproque est immédiate à l’aide du corollaire

3.7.

3.2 Mesure quasi-Bernoulli faible

Certaines mesures portées par les ensembles invariants des systèmes
itératifs ne sont pas quasi-Bernoulli, mais vérifient des propriétés proches
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[65, 71, 90]. Ces mesures ont motivé Testud [86] à introduire une notion
plus générale que celle de quasi-Bernoullicité introduite par Brown, Michon
et Peyrière. Une mesure µ est quasi-Bernoulli au sens faible s’il existe une
constante C > 0, six entiers naturels r1 ≤ r2, p1 ≤ p2, s1 ≤ s2 tels que pour
tous entiers naturels n, p, on ait pour tous I ∈ Fn, J ∈ Fp,

1

C
ν(I)

r2∑

l=r1

ν(σ−lJ) ≤
p2∑

k=p1

ν(I ∩ σ−n−kJ) ≤ Cν(I)

s2∑

h=s1

ν(σ−hJ). (3.11)

Une telle mesure a un spectre Lq qui est dérivable sur R+ et elle vérifie le
formalisme multifractal au sens suivant :

∀α ∈] − τ ′(+∞),−τ ′d(0)[, dim(Eα) = Dim(Eα) = τ∗(α).

Les mesures quasi-Bernoulli sont trivialement des mesures quasi-Bernoulli
faible. Une large classe de mesure quasi-Bernoulli faible est donné par le
Théorème 2.2 de [86] : considérons N similitudes Si : [0, 1] → [0, 1] de
rapport de contraction respectif ±l−αi où αi ∈ N∗ et dont les images sont
des réunions d’éléments de Fl (où Fl est l’ensemble des cylindres de taille
l). On suppose de plus que [0, 1] = ∪1≤i≤NSi([0, 1]). Alors l’unique mesure
de probabilité µ vérifiant :

µ =
N∑

i=1

piµ ◦ S−1
i ,

est quasi-Bernoulli faible.
Donnons quelques définitions, avant d’étudier les mesures de Markov

inhomogènes qui sont quasi-Bernoulli faible. Soient p, q, n trois entiers avec
p ≤ q (q valant éventuellement +∞) et ν une mesure sur AN

∗
, on définit la

mesure νnp,q définie sur AN
∗

par

νnp,q(J) =

q∑

k=p

ν(σ−n−kJ)

pour tout cylindre J , νp,q (respectivement νn) désignera la mesure ν0
p,q (res-

pectivement νn0,0). Soit µ et ν deux mesures définies sur AN
∗
, on note µ≪ ν

à la place d’écrire µ est absolument continue par rapport à ν. Pour tous
n, k ∈ N∗, pour tous ǫ, η ∈ A, on définit qn+k

n (η, ǫ) par

qn+k
n (η, ǫ) =

{
µ(σ−n+1[η]∩σ−n−k[ǫ])

µ(σ−n+1[η])
si µ(σ−n+1[η]) > 0

0 sinon
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3.2.1 Mesure de Markov inhomogène

Théorème 3.10. Soit µ la mesure de Markov associée à une probabilité
initiale π = (p0(1), . . . , p0(λ)) et à une suite de matrices de transition Pk =
(pk(ǫ, η))ǫ,η∈A, k ≥ 1. Alors µ est quasi-Bernoulli faible si et seulement si

1. il existe des entiers naturels r1 ≤ r2, p1 ≤ p2, s1 ≤ s2 tels que pour
tout n ≥ 0,

µr1,r2 ≪ µnp1,p2 ≪ µs1,s2 et (3.12)

pour tout η, ǫ ∈ A avec µr1,r2([ǫ]) > 0, pour tout n ≥ 1,

p2∑

k=p1

µ(σ−n+1[η] ∩ σ−n−k[ǫ]) = 0 ⇒ µ(σ−n+1[η]) = 0. (3.13)

2. il existe une constante C > 0 tel que pour tous n, p ∈ N∗, pour tout J =
[ǫ1, · · · , ǫp] ∈ Fp avec µr1,r2(J) > 0, pour tout η ∈ A, avec µn−1([η]) >
0 il existe k entier dans [p1, p2], tel que µn+k(J) > 0 et pour tout l
entier dans [r1, r2] vérifiant µl(J) > 0 on ait

−C ≤
p−1∑

j=1

log
pj+n+k(ǫj , ǫj+1)

pj+l(ǫj , ǫj+1)
+ log qn+k

n (η, ǫ1) (3.14)

et pour tous n, p ∈ N∗, pour tout J = [ǫ1, · · · , ǫj ] ∈ Fp , pour tout
η ∈ A, avec

∑p2
k=p1

µ(σ−n+1[η] ∩ σ−n−kJ) > 0, il existe h entier dans

[s1, s2] avec µh(J) > 0, tel que pour tout k′ entier dans [p1, p2] vérifiant
µ(σ−n+1[η] ∩ σ−n−k′J) > 0 on ait

p−1∑

j=1

log
pj+n+k′(ǫj , ǫj+1)

pj+h(ǫj , ǫj+1)
+ log qn+k′

n (η, ǫ1) ≤ C. (3.15)

On énonce deux lemmes qui serviront à la démonstration du théorème
précédent.

Lemme 3.11. Soient n ≥ 1 et (ui)1≤i≤n n nombres strictement positifs.
– S’il existe une constante C > 0 telle que 0 <

∑n
i=1 ui ≤ C alors pour

tout 1 ≤ i ≤ n, 0 < ui ≤ C.
– S’il existe une constante C > 0 telle que C ≤ ∑n

i=1 ui alors il existe
1 ≤ i ≤ n, C

n ≤ ui.

Lemme 3.12. Soient n ≥ 1 et (ui)1≤i≤n n nombres strictement positifs.
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– S’il existe une constante C > 0 telle que pour tous 1 ≤ i ≤ n, ui ≤ C
alors

∑n
i=1 ui ≤ nC.

– S’il existe une constante C > 0 telle qu’il existe 1 ≤ i ≤ n, C ≤ ui
alors C ≤∑n

i=1 ui.

Preuve du Théorème 3.10. Commençons par montrer que la condition est
nécessaire. On remarque qu’en sommant sur tous les I ∈ Fn dans (3.11), on
obtient la condition (3.12). On a de même (3.13) en sommant sur tous les
I ∈ Fn−1.

Remarquons que pour tout n, p ∈ N∗, pour tout I = [η1, · · · , ηn] ∈ Fn,
pour tout J = [ǫ1, · · · , ǫp] ∈ Fp,

p2∑

k=p1

µ(I ∩ σ−n−kJ) =

p2∑

k=p1

µ(I)qn+k
n (ηn, ǫ1)

p−1∏

j=1

pj+n+k(ǫj , ǫj+1).

Il suffit alors d’utiliser le Lemme 3.11 pour conclure que les conditions (3.14)
et (3.15) sont nécessaires.

Montrons maintenant que les conditions sont suffisantes. Il suffit de
vérifier que la mesure est quasi-Bernoulli faible (voir l’inéquation (3.11))
pour tout cylindre I de mesure nulle. Si µs1,s2(J) = 0 alors l’inégalité (3.11)
est triviale.

Supposons µr1,r2(J) > 0. On a alors par (3.14) :

p−1∏

j=1

pj+l(ǫj , ǫj+1) ≤ Cqn+k
n (ηn, ǫ1)

p−1∏

j=1

pj+n+k(ǫj , ǫj+1).

Comme µr1,r2(J) > 0, on a

µ(σ−lǫ1) > min{µ(σ−jη), r1 ≤ j ≤ r2, η ∈ A avec µ(σ−lη) > 0}.
Notons δ, ce minimum indépendant de J . On en déduit alors l’inégalité
suivante

µ(σ−lJ) ≤ δCqn+k
n (ηn, ǫ1)

p−1∏

j=1

pj+n+k(ǫj , ǫj+1).

En multipliant par µ(I) l’inégalité précédente et en utilisant le Lemme 3.12,
on obtient

µ(I)µr1,r2(J) ≤ C

p2∑

k=p1

µ(I ∩ σ−n−kJ).

Si µr1,r2(J) est nulle, l’inégalité est triviale.
L’autre inégalité de (3.11) se démonter de la même manière.
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3.2.2 Mesure de Bernoulli

Comme dans le cadre quasi-Bernoulli, on obtient un critère plus précis
avec les mesures de Bernoulli. On déduit du Théorème 3.10, le corollaire
suivant :

Corollaire 3.13. Soit Pk = (pk(ǫ))ǫ∈A (pour tout k ≥ 1) une suite de me-
sure de probabilité sur A de support plein. Notons µ la mesure de Bernoulli
définie par cette suite. Alors la mesure µ est quasi-Bernoulli faible si et
seulement si elle est quasi-Bernoulli.

Démonstration. Il existe δ > 0 tel que pour tout ǫ ∈ A, pour tout n ∈ N,

pn(ǫ) ∈ [δ, 1]. (3.16)

Sinon il existe deux suites (ǫm)m≥1 ∈ AN
∗

et (im)m≥1 ∈ N∗ telles que
pim(ǫm) → 0 quand m tend vers l’infini. Comme A est fini, on peut ex-
traire une sous-suite constante de (ǫm)m≥1, valant ǫ et une sous-suite de
(im)m≥1 (encore notée (im)m≥1) tel que pim(ǫ) → 0 quand m tend vers
l’infini. Considérons alors le cylindre J = [ǫ, · · · , ǫ] ∈ Fp2−p1+1. En faisant
tendre m vers l’infini, on en déduit que

lim
m→+∞

p2∑

k=p1

µ(σ−k−im+p1+1J) = 0.

Comme la mesure est quasi-Bernoulli faible, on en déduit que µr1,r2(J) est
nul. Ce qui est impossible car le support de la mesure est AN

∗
tout entier.

Remarquons aussi que, quitte à prendre un δ plus petit, pour tout ǫ ∈ A,
pour tout n ∈ N, pn(ǫ) ≤ 1 − δ. Sinon il existe ǫ ∈ A et une suite (im)m≥1

d’entiers tels que pim(ǫ) → 1 quand m tend vers l’infini. Par conséquent,
pour tout η 6= ǫ, pim(η) → 0 quand m tend vers l’infini, ce qui est encore
impossible car le support de la mesure est plein. Il existe donc 0 < δ < 1 tel
que pour tout n ∈ N∗, pour tout ǫ ∈ A,

pn(ǫ) ∈ [δ, 1 − δ]. (3.17)

Comme les mesures µr1,r2 , µ
n
p1,p2 sont de supports pleins, il existe d’après

le Théorème 3.10 une constante C > 0 telle que pour tout n, p ∈ N∗, pour
tout J = [ǫ1, · · · , ǫp] ∈ Fp, il existe k entier dans [p1, p2] et pour tout entier
l dans [r1, r2], il existe h entier dans [s1, s2], pour tout k′ entier dans [p1, p2]

p∑

j=1

log
pj+n+k′(ǫj)

pj+h(ǫj)
≤ C, (3.18)
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−C ≤
p∑

j=1

log
pj+n+k(ǫj)

pj+l(ǫj)
, (3.19)

où les termes qn+k
n (ǫ1) et qn+k′

n (ǫ1) ont été encadrés indépedamment de
n, k, k′ et ǫ1 à l’aide de (3.17). En réutilisant (3.17), on en déduit que pour
tout i, n ∈ N∗, pour tout ǫ ∈ A,

δ ≤ pi+n(ǫ)

pi(ǫ)
≤ 1

δ
.

En utilisant cette nouvelle inégalité et par changement d’indice, on obtient :
pour tout n ≥ max(r2, s2), l’inégalité (3.18) est équivalente à

p∑

j=1

log
pj+n+k′(ǫj)

pj(ǫj)
≤ C.

De même l’inégalité (3.19) est équivalente à

−C ≤
p∑

j=1

log
pj+n+k(ǫj)

pj(ǫj)
.

En prenant k′ = k, on obtient finalement l’existence d’une constante C > 0,
telle que pour tout p ∈ N∗, pour tout J = [ǫ1, · · · , ǫp] ∈ Fp, pour tout
n ≥ p2 + max(r2, s2),

∣∣∣∣∣∣

p∑

j=1

log
pj+n+k(ǫj)

pj(ǫj)

∣∣∣∣∣∣
< C. (3.20)

De l’inéquation (3.20) et l’équation (3.17), on en déduit d’après la démon-
stration du Corollaire 3.7 que la mesure est quasi-Bernoulli.

3.2.3 Mesure de Riesz

On suppose que λ ≥ 3. On obtient une condition pour que les mesures
de Riesz soit quasi-Bernoulli faible à l’aide du théorème précédent.

Corollaire 3.14. Soient (ak)k≥1 une suite de nombres complexes apparte-

nant à D \ {eiπ− 2iπ
λ
ǫ, ǫ ∈ A} et µ la mesure de Riesz définie par la suite

(ak)k≥1. La mesure µ est quasi-Bernoulli faible si et seulement si elle est
quasi-Bernoulli.
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(1998), no. 3, 309–338.

[5] B. Testud, Mesures quasi-Bernoulli au sens faible : résultats et
exemples. (French) [Weak quasi-Bernoulli measures : results and
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Chapitre 4

Temps de retour uniforme
dans les systèmes
exponentiellement
mélangeant

4.1 Introduction

Let (X,B, µ, T, d) be a metric measure preserving system (m.m.p.s.),
by which we mean that (X, d) is a metric space, B is a σ-field containing
the Borel σ-field of X and (X,B, µ, T ) is a measure preserving system with
µ(X) finite. Under the assumption that (X, d) has a countable base, Poincaré
recurrence theorem implies that µ-almost all x ∈ X is recurrent in the sense

lim inf
n→∞

d(Tnx, x) = 0 (4.1)

(for example, see [38]). If, furthermore, µ is ergodic, then µ-almost all x ∈ X
hit every fixed point y ∈ X in the sense

lim inf
n→∞

d(Tnx, y) = 0. (4.2)

In 1993, Boshernitzan ([12]) obtained the following quantitative impro-
vement of the above recurrence (4.1) : Let (X,B, µ, T, d) be an m.m.p.s.
Assume that, for some α > 0, the Hausdorff α-measure Hα is σ-finite on X.
Then for µ-almost all x ∈ X, we have

lim inf
n→∞

n
1
αd(Tnx, x) <∞. (4.3)
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If, moveover, Hα(X) = 0, then for µ-almost all x ∈ X,

lim inf
n→∞

n
1
αd(Tnx, x) = 0.

There were some subsequent works on the quantitative recurrence, so-
metimes referred to as dynamical Borel-Cantelli lemma or shrinking target
problem (see, for example, [1, 7, 11, 15, 39, 54, 64, 67, 79]). In the present
work, we would like to quantify the hitting property (4.2) for all y simul-
taneously. Let us first introduce some notation before stating our results.
Define the local lower and upper dimensions of µ at x ∈ X as follows

α(x) = lim inf
r→0

logµ(B(x, r))

log r
, α(x) = lim sup

r→0

logµ(B(x, r))

log r

where B(x, r) denotes the ball centered at x of radius r. Let

α∗ = sup
x∈X

α(x) and αmax = lim sup
r→0

sup
x∈X

logµ(B(x, r))

log r
.

It is evident that α∗ ≤ αmax so that 1
αmax

≤ 1
α∗ .

We say that an m.m.p.s. (X,B, µ, T, d) is exponentially mixing if there
exist two constants c > 0 and 0 < γ < 1 such that

|µ(E|T−nF ) − µ(E)| ≤ cγn (∀n ≥ 1) (4.4)

holds for any ball E and any measurable set F ∈ B with µ(F ) > 0. Here

µ(A|B) denotes the conditional probability µ(A∩B)
µ(B) . Sometimes we say µ is

exponentially mixing.

Theorem 4.1. Let (X,B, µ, T, d) be an m.m.p.s. Suppose that the system
is exponentially mixing and αmax <∞. If τ < 1/αmax, then for µ-almost all
x ∈ X, we have

lim inf
n→∞

nτd(Tnx, y) = 0 (∀y ∈ X). (4.5)

If τ > 1/α∗, then there exists y ∈ X such that

lim
n→∞

nτd(Tnx, y) = ∞ (a. e. x ∈ X). (4.6)

Theorem 4.1 was proved, among others, in [30] for the doubling map
Tx = 2x (mod1) on the interval [0, 1) and for Gibbs measures µ associated
to Hölder potentials. The method presented in the present paper, inspired
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from [28], is different from that in [30] and is applicable to a large class of
dynamical systems. The following are some systems to which Theorem 4.1
applies. Philipp [69] showed that for the β-shift Tβx = βx (mod1) on the
interval [0, 1), the Parry measure is exponentially mixing and that for the
Gauss map Sx = { 1

x} (mod1) on the interval [0, 1), the Gauss measure is
exponentially mixing. Pommerenke [70] showed that for the boundary map
of an inner function in the unit disk, the invariant harmonic measure is
exponentially mixing. In all these cases, we have α∗ = αmax = 1.

The crucial point of Theorem 4.1 is the first assertion (4.5) on the unifor-
mity on y. The second assertion of Theorem 4.1 is just a consequence of the
so-called dynamical Borel-Cantelli lemma (see Proposition 4.6). Although
the Borel-Cantelli lemma together with a Fubini argument shows that the
liminf in (4.5) is finite for almost all y, the uniformity is far from evident.

Theorem 4.1 will be proved as a consequence of Theorem 4.2, which
is valid in a probabilistic setting. This probabilistic setting will described
in Section 2. In Section 3, we will discuss the exponential mixing property
which will be first used to prove a weighted Borel-Cantelli lemma in Section
4. Sections 5 and 6 are devoted to the proof of the main result (Theorem
2.1). In the last section 7, we will give an application to the subshfits of
finite type.

4.2 Probabilistic setting

Let (ξn)n≥0 be a stationary process defined on a probability space (Ω,A,P),
taking values in a metric space (X, d). Let µ be the initial probability mea-
sure defined by

µ(B) = P(ξ0 ∈ B)

for any Borel set B in X. We always assume that X is the support of µ.
For n ≥ 1, let An be the sub-σ-field generated by (ξn+j)j≥0. We say that

the process (ξn) is exponentially mixing if there exist two constants c > 0
and 0 < γ < 1 such that

|P(ξ0 ∈ E|D) − P(ξ0 ∈ E)| ≤ cγn (4.7)

holds for any n ≥ 1, for any ball E in X and any D ∈ An.
An independent and identically distributed (i.i.d. for short) sequence

(ξn) is exponentially mixing. If (X,B, µ, T, d) is an exponentially mixing
m.m.p.s., then the process (ξn) defined by

ξn(x) = Tnx
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is an exponentially mixing process defined on the probability space (X,B, µ)
taking values in X.

Let us go back to a general stationary process (ξn). We always make the
following assumptions on the initial probability measure µ :

ϕ1(r) ≤ µ(B(x, r)) ≤ ϕ2(r) (∀x ∈ X, ∀r > 0) (4.8)

holds for two increasing functions ϕ1 and ϕ2 satisfying limr→0 ϕi(r) = 0 and
ϕi(2r) ≤ Kϕi(r) for i = 1, 2 (∃K > 0,∀r > 0). For a sequence of positive
number {rn}, we will also need the following condition

lim
n→∞

log2 n

nϕ1(rn)
= 0. (4.9)

We will use χE to denote the indicator function of a set E.

Theorem 4.2. Let (ξn) be an exponentially mixing stationary process whose
initial probability satisfies the assumption (4.8). Let (rn) be a decreasing se-
quence of positive numbers satisfying (4.9). Then

a.s. lim inf
N→∞

min
y∈X

∑N
n=1 χB(y,rn)(ξn(ω))

∑N
n=1 ϕ1(rn)

> 0. (4.10)

a.s. lim sup
N→∞

max
y∈X

∑N
n=1 χB(y,rn)(ξn(ω))

∑N
n=1 ϕ2(rn)

< +∞. (4.11)

Assume ϕ1(r) ≥ Ars and rn = B/nτ (A > 0, B > 0 being constant). If
τs < 1, we can apply Theorem 4.2 and we get Theorem 4.1.

There is another way to state the above result. Consider a divergent
series

∑∞
n=1 an of positive terms. Let Λ be a subset of natural numbers. We

say Λ is (an)-rare if
∞∑

n∈Λ

an < +∞.

Otherwise, we say Λ is (an)-dense. We are interested in (an)-density of the
random set

Λω(y) = {n ∈ N : ξn(ω) ∈ B(y, rn)}. (4.12)

Theorem 4.3. Let {an} be a decreasing non-negative sequence and (rn) be
a decreasing sequence of positive numbers with (4.9). We have

(i)

∞∑

n=1

anϕ2(rn) < +∞ ⇒ a.s. max
y∈X

∑

n∈Λω(y)

an < +∞.
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(ii)

∞∑

n=1

anϕ1(rn) = +∞ ⇒ a.s. min
y∈X

∑

n∈Λω(y)

an = +∞.

When (ξn) is an i.i.d. sequence of random variables uniformly distribu-
ted on the circle T := R/Z, the problem we study here was initiated by
Dvoretzky in 1956. The question was under what condition we have

a.s. T = lim sup
n→∞

B(ξn, rn).

In 1972, L. Shepp ([81]) gave a complete solution by finding a necessary and
sufficient condition ∞∑

n=1

1

n2
e2(r1+···+rn) = ∞.

See ([6, 27, 28, 52, 48, 50]) for more information on further development of
the subject.

4.3 On exponentially mixing property

We shall use the exponentially mixing property in the following form.

Proposition 4.4. Let (ξn)n≥0 be an exponentially mixing stationary process
with initial probability measure µ, taking values in a metric space X. Let n ≥
1 be an integer and Bi (1 ≤ i ≤ n) balls in X. Consider gi(x) = aiχBi(x)+bi
with ai, bi ∈ R. Then for any integer d ≥ 1, we have

E

n∏

i=1

gi(ξ(i−1)d) =

[
n∏

i=1

∫
gi(x)dµ(x)

][
n−1∏

i=1

(
1 +

O(aiγ
d)∫

gi(x)dµ(x)

)]

where 0 < γ < 1 and the constants involved in O are absolute constants.

Proof. The mixing property (4.7) may be stated as

P({ξ0 ∈ E} ∩D) = P({ξ0 ∈ E})P(D) +O(γd)P(D)

where E is a ball in X and D ∈ Ad. In other words,

E(χE(ξ0)h) =

(∫
χE(x)dµ(x) +O(γd)

)
E(h),
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where h is the characteristic function of D and µ = P ◦ ξ−1
0 . This equality

is actually valid for any bounded or non-negative Ad-measurable variable h.
Then, by the linearity of integral, for any function of the form g = aχE + b
(a, b ∈ R) we get

E(g(ξ0)h) =

(∫
g(x)dµ(x) +O(aγd)

)
E(h). (4.13)

Apply the equation (4.13) to g = g1 and h(ω) :=
n∏
i=2

gi(ξ(i−1)d(ω)), which is

Ad-measurable. Using the stationarity of the process, we get

E

n∏

i=1

gi(ξ(i−1)d) =

(∫
g1(x)dµ(x) +O(a1γ

d)

)
E

n−1∏

i=1

gi+1(ξ(i−1)d).

In this way, by induction on n, we get the result. �

Proposition 4.5. Let (X,B, µ, T, d) be a m.m.p.s.
(i) The system is exponentially mixing if there exist 0 < δ < 1 and an

integer w ≥ 1 such that for any n ≥ 1, any ball E and any measurable set
F , we have

µ(E ∩ T−wnF ) = (µ(E) +O(δn))µ(F ).

(ii) If the system is exponentially mixing, so is the process (Tnx)n≥0.

Proof. For any integer n ≥ 1 write n = wq + i (i, q integers and 0 ≤ i <
w). Then

µ(E ∩ T−nF ) = µ(E)µ(F ) + µ(F )O(δq) = µ(E)µ(F ) + µ(F )O(γn),

where γ = δ
1
2ω . This proves (i).

The exponential mixing property of the process ξn = Tnx is stated as

µ(E ∩D) = µ(E)µ(D) +O(γn)µ(D)

where E is a ball in X and D ∈ An. It suffices to notice that An = T−nB.
�

4.4 Weighted Borel-Cantelli lemma

The following is a weighted Borel-Cantelli Lemma.
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Proposition 4.6. Suppose that (ξn)n≥0 is an exponentially mixing statio-
nary process. Let (rn) be a decreasing sequence and (an) be a non-negative
bounded sequence. For any point y ∈ X,

(i)
∞∑
n=1

anµ(B(y, rn)) < +∞ ⇒ a.s.
∞∑
n=1

anχB(y,rn)(ξn) < +∞.

(ii)
∞∑
n=1

anµ(B(y, rn)) = +∞ ⇒ a.s.
∞∑
n=1

anχB(y,rn)(ξn) = +∞.

Proof. The conclusion (i) follows immediately from

E

( ∞∑

n=1

anχB(y,rn)(ξn)

)
=

∞∑

n=1

anµ(B(y, rn)) < +∞.

Let ZN =
∑N

n=1 anχB(y,rn)(ξn). Then

E(Z2
N ) =

N∑

n=1

a2
nµ(B(y, rn)) + 2

∑

1≤m<n≤N
amanE

(
χB(y,rm)(ξm)χB(y,rn)(ξn)

)
.

(4.14)
By Proposition 4.4, we have

E
(
χB(y,rm)(ξm)χB(y,rn)(ξn)

)
= µ(B(y, rm))µ(B(y, rn))+O(γn−m)µ(B(y, rn)).

(4.15)
Assume that the sequence (an) is bounded by M and the sequence
(
∑n−1

m=1 amO(γn−m)) is bounded by M ′. Combining (4.14) and (4.15) give

E(Z2
N ) = I + II + III,

where

I =
N∑

n=1

a2
nµ(B(y, rn)) ≤ME(ZN )

II = 2
∑

1≤m<n≤N
amanµ(B(y, rm))µ(B(y, rn)) ≤ E(ZN )2

III = 2
∑

1≤m<n≤N
amanO(γn−m)µ(B(y, rn)) ≤ 2M ′E(ZN ).

So, E(Z2
N ) ≤ (M + 2M ′)E(ZN ) + E(ZN )2. Then, using Paley-Zygmund in-

equality, for any λ > 0, we obtain

µ {ZN > λE(ZN )} ≥ (1 − λ)2
E(ZN )2

E(Z2
N )

≥ (1 − λ)2
E(ZN )

M + 2M ′ + E(ZN )
.

Let N → +∞ and λ→ 0, we get (ii). �
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4.5 Fundamental inequalities

4.5.1 Basic inequalities

For two positive integers p ≤ q, define the truncated sum

Sp,q(ω, y) =

q∑

n=p

χB(y,rn)(ξn(ω))

and its maximal and minimal values on y

SMp,q(ω) = max
y∈X

Sp,q(ω, y), Smp,q(ω) = min
y∈X

Sp,q(ω, y).

Let 0 < β < 1 < α. Define

Sp,q(ω, y) =

q∑

n=p

χB(y,αrn)(ξn(ω)), Sp,q(ω, y) =

q∑

n=p

χB(y,βrn)(ξn(ω)).

We will often write S(ω, y), SM (ω), Sm(ω), S(ω, y), S(ω, y) instead of
Sp,q(ω, y), S

M
p,q(ω), Smp,q(ω), Sp,q(ω, y), Sp,q(ω, y).

One key point to prove Theorem 4.2 is the following lemma. Its proof is
inspired from [28].

Lemma 4.7. For any fixed ω ∈ Ω and any integers p ≤ q, we have

µ
{
y ∈ X : Sp,q(ω, y) ≥ SM (ω)

}
≥ ϕ1 ((α− 1)rq) (4.16)

µ
{
y ∈ X : Sp,q(ω, y) ≤ Sm(ω)

}
≥ ϕ1

(
(1 − β)rq

)
. (4.17)

Proof. Let y0 be a maximal point such that S(ω, y0) = SM (ω). Then
there are SM (ω) integers n in the interval [p, q] such that y0 ∈ B(ξn, rn).
Thus, for such an n, y ∈ B(y0, (α− 1)rq) implies y ∈ B(ξn, αrn) just by the
triangular inequality :

d(y, ξn) ≤ d(y, y0) + d(y0, ξn) < (α− 1)rn + rn = αrn.

In other words, S(ω, y) ≥ SM (ω) for y ∈ B(y0, (α− 1)rq). Then

B(y0, (α− 1)rq) ⊂
{
y ∈ X : S(ω, y) ≥ SM (ω)

}
,

so we have proved (4.16). Similarly, we prove (4.17) by showing

B(y′0, (1 − β)rq) ⊂
{
y ∈ X : S(ω, y) ≤ Sm(ω)

}
,

where y′0 is a minimal point such that S(ω, y′0) = Sm(ω). �
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Lemma 4.8. There exist the positive constants M,B1, B2 such that for any
y ∈ X and any integers p ≤ q,

E exp
{

(log q)−1Sp,q(ω, y)
}
≤M exp

{
B1(log q)−1

q∑

n=p

ϕ2(rn)

}
(4.18)

and

E exp
{
−(log q)−1Sp,q(ω, y)

}
≤M exp

{
−B2(log q)−1

q∑

n=p

ϕ1(rn)

}
. (4.19)

Proof. Let F =
∑q

n=p ϕ1(rn) and G =
∑q

n=p ϕ2(rn). Let λ > 0 be a real
number which will be chosen later. Write

exp{λS(ω, y)} =

q∏

n=p

[
(eλ − 1)χB(y,αrn)(ξn) + 1

]
.

Let d ≥ 1 be an integer, which will be determined later. We divide the
integers between p and q into

Λi = {p ≤ n ≤ q : n ≡ i (mod d)} (0 ≤ i ≤ d− 1).

Notice that

[(eλ − 1)χB(y,αrn)(ξn) + 1]d = (edλ − 1)χB(y,αrn)(ξn) + 1.

Applying Hölder’s inequality to E
∏d−1
i=0

∏
n∈Λi

[
(eλ − 1)χB(y,αrn)(ξn) + 1

]
,

we get

E exp{λS(ω, y)} ≤
d−1∏

i=0

[
E
∏

n∈Λi

[
(edλ − 1)χB(y,αrn)(ξn) + 1

]] 1
d
.

Now choose λ = (log q)−1 and d = ⌊k0 log q⌋ with k0 > 1 large enough such
that eγk0 < 1, where ⌊x⌋ is the integer part of x. Applying Proposition 4.4
to each expectation in the above expression, we obtain

E
∏

n∈Λi

[
(edλ − 1)χB(y,αrn)(ξn) + 1

]
=
∏

n∈Λi

[C(dλ)µ(B(y, αrn)) + 1]

∏

n∈Λi

(
1 +

O
(
γd
)

C(dλ)µ (B(y, αrn)) + 1

)
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where 0 < C(dλ) = edλ − 1 ≤ ek0 − 1 := C(k0). So

E exp{λS(ω, y)} ≤Mp,q

[
q∏

n=p

[C(k0)µ (B(y, αrn)) + 1]

] 1
d

, (4.20)

where

Mp,q =

[
q∏

n=p

(
1 +

O
(
γd
)

C(dλ)µ (B(y, αrn)) + 1

)] 1
d

≤
[

q∏

n=p

(
1 + Cγd

)] 1
d

,

where C is the constant involved by O. Then Mp,q is bounded by a constant
M independent of p and q. Since µ(B(y, αrn)) ≤ ϕ2(αrn) ≤ Kαϕ2(rn) from
some constant Kα, from (4.20) we get

E exp{λS(ω, y)} ≤M exp

{
C(k0)Kα

d
G

}
.

Thus we have proved (4.18) with B1 = C(k0)Kα

k0−1 . Similarly, we write

E exp {−λS(ω, y)} = E

q∏

n=p

[
(e−λ − 1)χB(y,βrn)(ξn) + 1

]
.

Using similar skills to treat exp
{
−λS(ω, y)

}
, we can obtain

E exp {−λS(ω, y)} ≤M ′
p,q exp

{
e−dλ − 1

d

q∑

n=p

µ(B(y, βrn))

}
,

where

M ′
p,q = exp

{
q − p

d
O
(
(e−dλ − 1)γd

)}
.

We now choose λ = (log q)−1 and d = ⌊aλ−1⌋ with a > 0 small enough
such that (1 − e−a)/a > 0. It is true that M ′

p,q ≤ 1. Since µ(B(y, βrn)) ≥
ϕ1(βrn) ≥ Kβϕ1(rn), then

E exp {−λS(ω, y)} ≤M exp

{
e−dλ − 1

d
KβF

}
. (4.21)

Note that e−dλ − 1 < 0. Thus (4.19) is proved with B2 = (1− e−a)Kβ/a. �
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Proposition 4.9. Suppose that there exists a constant C1 > 0 such that

q∑

n=p

ϕ2(rn) ≥ C1log qmax {− logϕ1(rq), log q} . (4.22)

Then there exist absolute constants C > 0,M0 > 0 and C0 > 1 such that

P

{
ω : SM (ω) ≥ C

q∑

n=p

ϕ2(rn)

}
< M0q

−C0 .

Proof. Let G =
∑q

n=p ϕ2(rn). For any λ > 0, by Markov’s inequality, we
have

P
{
ω : SM (ω) ≥ CG

}
≤ exp {−λCG}E(eλS

M (ω)). (4.23)

We are thus led to estimate the Laplace transform of SM (ω). Fixing ω and
using Markov’s inequality with respect to y, we get

µ
{
y ∈ X : S(ω, y) ≥ SM (ω)

}
≤
∫
eλS(ω,y)dµ(y)

eλSM (ω)
.

Combining the inequality (4.16) in Lemma 4.7, we get

eλS
M (ω) ≤

∫
eλS(ω,y)dµ(y)

ϕ1 ((α− 1)rq)
≤
∫
eλS(ω,y)dµ(y)

Kαϕ1(rq)

for ϕ1((α− 1)rq) ≥ Kαϕ1(rq). Then

EeλS
M (ω) ≤ E

∫
eλS(ω,y)dµ(y)

Kαϕ1(rq)
. (4.24)

The Laplace transform of S̄(ω, y) with respect to the product measure P×µ
is easier to estimate. In fact, when λ = (log q)−1, by Fubini’s theorem and
the inequality (4.18), we have

E

∫
eλS(ω,y)dµ(y) =

∫
EeλS(ω,y)dµ(y) ≤M exp

{
B1(log q)−1G

}
.

Combining (4.24) and (4.23), we obtain

P
{
ω : SM (ω) ≥ CG

}
≤MK−1

α · exp
{

(B1 − C) (log q)−1G− logϕ1(rq)
}
.
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Using the assumption (4.22), we can choose C > 0 (independent of p, q)
large enough such that −C0 = (B1 − C + C−1

1 )C1 < −1. Let M0 = MK−1
α ,

we have

P
{
ω : SM (ω) ≥ CG

}
≤MK−1

α · exp
{(
B1 − C + C−1

1

)
(log q)−1G

}
≤ M0

qC0
.

�

Proposition 4.10. Suppose there exists a constant C2 > 0 such that C2 >
2B−1

2 and
q∑

n=p

ϕ1(rn) ≥ C2log qmax {− logϕ1(rq), log q} . (4.25)

Then there exist absolute constants C ′ > 0, Kβ > 0 and C0 > 1 such that

P

{
ω : Sm(ω) ≤ C ′

q∑

n=p

ϕ1(rn)

}
< K−1

β q−C0 . (4.26)

Remark that the condition (4.25) implies the condition (4.22) since ϕ2 ≥
ϕ1. Proof. Let F =

∑q
n=p ϕ1(rn). For λ > 0, by Markov inequality, we have

P
{
Sm(ω) ≤ C ′F

}
≤ exp(λC ′F )E(e−λS

m(ω)). (4.27)

By Markov’s inequality and the inequality (4.17) in Lemma 4.7, we obtain

e−λS
m(ω) ≤

∫
e−λS(ω,y)dµ(y)

ϕ1

(
(1 − β)rq

) ≤
∫
e−λS(ω,y)dµ(y)

Kβϕ1(rq)

for ϕ1((1 − β)rq) ≥ Kβϕ1(rq). Integrating with respect to ω, we get

E(e−λS
m(ω)) ≤ E

∫
e−λS(ω,y)dµ(y)

Kβϕ1(rq)
. (4.28)

Choose λ = (log q)−1. Combining Fubini’s theorem, the inequalities (4.27),
(4.28) and (4.19), we obtain

P
{
Sm(ω) ≤ C ′F

}
≤ K−1

β exp
{(

−B2 + C ′) (log q)−1F − logϕ1(rq)
}
.

By the condition (4.25), we can choose C ′ > 0 such that C0 := (B2 −C−1
2 −

C ′)C2 > 1, we have

P
{
Sm(ω) ≤ C ′F

}
≤ K−1

β exp
{
−(B2 − C ′ − C−1

2 )(log q)−1F
}

≤ K−1
β e−C0 log q = K−1

β q−C0 .

�
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4.6 Proofs of Theorems

Let m > 1 be an integer. Let Nj = mj . We write SMj (ω) and Smj (ω)

instead of SMNj ,Nj+1
(ω) and SmNj ,Nj+1

(ω).

4.6.1 Proof of Theorem 4.2

First we notice that, by the monotonicity of ϕ2 and of rn,

Nj+1∑

Nj+1

ϕ2(rn) ≥ (Nj+1 −Nj)ϕ2(rNj+1) ≥ (1 −m−1)Nj+1ϕ1(rNj+1).

Hence the condition (4.9) implies that for large j we have

Nj+1∑

Nj+1

ϕ2(rn) ≥ (logNj+1)
2, − logϕ1(rNj+1) ≤ logNj+1

which imply the inequality (4.22) with p = Nj + 1 and q = Nj+1 when
j is large enough. By Proposition 4.9 and Borel-Cantelli Lemma, we get

ω ∈ Ω, SMj (ω) ≤ C
∑Nj+1

Nj+1 ϕ2(rn) almost surely for some 0 < C(ω) < ∞.
Let N ≥ 1. Assume that Nk ≤ N < Nk+1. Then we have

max
y∈X

N∑

n=1

χB(y,rn)(ξn) ≤
k∑

j=0

SMj ≤ C

k∑

j=0

Nj+1∑

Nj+1

ϕ2(rn)

= C




Nk∑

n=1

ϕ2(rn) +

Nk+1∑

Nk+1

ϕ2(rn)



 .

Since Nk+1 −Nk = (m− 1)mk,

Nk+1∑

Nk+1

ϕ2(rn) ≤ (m− 1)mkϕ2(rNk+1) ≤ (m− 1)

Nk∑

n=1

ϕ2(rn).

We have thus proved (4.11).
The condition (4.9) also implies the inequality (4.25) with p = Nj + 1

and q = Nj+1 when j is large enough. So, we can use Proposition 4.10 to
prove (4.10). �
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4.6.2 Proof of Theorem 4.3

By Proposition 4.9, we know for almost all ω ∈ Ω, SM ≤ C
∑Nj+1

Nj+1 ϕ2(rn)

when j is large enough, where C is a constant. Since {an} is decreasing, then

max
y∈X

∑

n∈Λω

an ≤
∞∑

j=0

aNjS
M ≤ C

∞∑

j=0

aNj

Nj+1∑

Nj+1

ϕ2(rn). (4.29)

For #([Nj + 1, Nj+1]∩N) = mj(m− 1), where # is the cardinality of a set,
note that {ϕ2(rn)} is decreasing, we have

Nj+1∑

Nj+1

ϕ2(rn) ≤ (Nj+1 −Nj)ϕ2(rNj ) ≤ m

Nj∑

Nj−1+1

ϕ2(rn). (4.30)

Combining (4.29) and (4.30), by the increasing of {an}, we obtain

max
y∈X

∑

n∈Λω

an ≤ m
∞∑

n=1

anϕ2(rn).

Thus we can obtain the result (i) for the convergence of
∑∞

n=1 anϕ2(rn).
Similarly, combining Proposition 4.10, we know for almost all ω ∈ Ω,

Sm ≥ C ′∑Nj+1

Nj+1 ϕ1(rn) when j is large enough, where C is a constant. Since

{an} is decreasing, then

min
y∈X

∑

n∈Λω

an ≥
∞∑

j=0

aNj+1s
m ≥ C ′

∞∑

j=0

aNj+1

Nj+1∑

Nj+1

ϕ1(rn).

Note that
∑Nj+1

Nj+1 ϕ1(rn) ≥ 1/m
∑Nj+2

Nj+1+1 ϕ1(rn), so

min
y∈X

∑

n∈Λω

an ≥
∞∑

j=0

aNj+1

1

m

Nj+2∑

Nj+1+1

ϕ1(rn) ≥
1

m

∞∑

N1+1

anϕ2(rn).

Thus we can obtain the result (ii) for the divergence of
∑∞

n=1 anϕ1(rn). �

4.6.3 Proof of Theorem 4.1

The second assertion can be obtained by applying Proposition 4.6 to a
point y with α(y)τ > 1, rn = bn−τ with b≫ 1 and an = 1. Let us prove the
first assertion. By the definition of αmax, we have µ(B(x, r)) ≥ rαmax+ǫ for
any x ∈ X, any 0 < ǫ < 1/τ−αmax and small r. We take ϕ1(r) = rαmax+ǫ and
rn = 1/nτ . Then it is easy to check the condition (4.9) and the divergence
of the series

∑+∞
n=1 ϕ1(rn). The result follows from Theorem 4.2. �
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4.7 Gibbs measures on subshifts of finite type

Let m ≥ 2 be an integer and A be an m × m matrix of 0’s and 1’s.
Denote

ΣA =
{
x ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}N : Axixi+1 = 1

}

and define σ : ΣA → ΣA by σ(x)i = xi+1. Suppose A be primitive. Then
ΣA is topology mixing. For y = (yi)i≥0 ∈ ΣA, let Cn(y) := [y0, y1, · · · , yn−1]
denote the cylinder containing y of n := |Cn(y)|. Let d(x, y) be the distance
of x, y ∈ ΣA defined by d(x, y) = 1/mn−1, where n is the least integer such
that xn 6= yn. Let φ : ΣA → R be a α-Hölder potential, i.e.

[φ]α := sup
x,y∈P

A

|φ(x) − φ(y)|
d(x, y)α

< +∞.

The transfer operator associated to φ is defined as follows

Lφf(x) =
∑

σy=x

eφ(y)f(y).

We define the norm ‖f‖α = ‖f‖∞+[f ]α on the space of α-Hölder continuous
functions Hα. The well known Ruelle theorem ([77]) asserts that the spectral
radius λ > 0 of Lφ : Hα → Hα is an eigenvalue with an strictly positive
eigenfunction h and there is a probability eigenmeasure π for the adjoint
operator L∗

φ, i.e. L∗
φπ = λπ.

Choose h such that
∫
hdν = 1. Let P (φ) = log λ (called the pressure

of φ). The measure µ := hν is called the Gibbs measure associated to φ.
The function φ+ (log h ◦− log h)−P (φ) is the normalization of φ. We note
again this normalization φ, we have λ = 1, P (φ) = 0 and h = 1. The Gibbs
measure has the Gibbs property : there exists a constant γ > 1 such that

1

γ
eSnφ(x) ≤ µ(Cn(x)) ≤ γeSnφ(x)

holds for all x ∈ ΣA and all n ≥ 1 where Snf(y) :=
∑n−1

j=0 f(σjy). Denote

emin = min
ν∈M(ΣA,σ)

∫
−φdν and emax = max

ν∈M(ΣA,σ)

∫
−φdν

where M(ΣA, σ) is the set of invariant measures over
∑

A, the minimum
and maximum exists by the weak-∗ compactness of M(ΣA, σ). Note that
emin > 0.
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Proposition 4.11. For any 0 < δ < emin, there exists N(δ) > 0, such that
for any cylinder Cn (n ≥ N(δ))

γ−1e−n(emax+δ) ≤ µ(Cn) ≤ γe−n(emin−δ). (4.31)

Proof. Firstly, we prove

lim inf
n→∞

min
x∈ΣA

(−Snφ(x)

n
) ≥ emin. (4.32)

In fact, for any ǫ > 0, we have lim inf
n→∞

min
x∈ΣA

(−Snφ(x)
n ) ≥ emin − ǫ. Otherwise,

there exist infinitely times n, xn such that −Snφ(xn)
n < emin − ǫ. Consider

the measures µn = 1
n

∑n−1
j=0 δT jxn

. Let µ∞ be the limit of some subsequence
{µni}. Since

∫
−φdµni =

1

ni

ni−1∑

j=0

−φ(T jxni) = −Sniφ(xni)

ni
< emin − ǫ,

we get
∫
−φdµ∞ ≤ emin − ǫ, which contradicts with the definition of emin.

Letting ǫ → 0+, we obtain (4.32). Therefore, for any 0 < δ < emin, when

n is large enough, −Snφ(x)
n ≥ emin − δ for all x ∈ ΣA. For any cylinder Cn,

using the Gibbs property, when n is large enough, for any x ∈ Cn,

µ(Cn) ≤ γeSnφ(x) ≤ γe−n(emin−δ).

Similarly, we can prove lim sup
n→∞

max
x∈ΣA

(−Snφ(x)
n ) ≤ emax. Then using the

Gibbs property, we obtain µ(Cn(x)) ≥ γ−1e−n(emax+δ). �

Proposition 4.12. The system (ΣA, σ, µ) is exponentially mixing, i.e. there
exists 0 < δ < 1 such that for any cylinder E and measurable set F we have

µ(E ∩ T−nF ) = µ(E)µ(F ) + µ(F )O(δn)

for all n ≥ 1, where the constant involved by the O is absolute.

Proof. For any f ∈ L1(ΣA, µ) and g ∈ Hα,

∣∣∣∣
∫
f ◦ σngdµ

∣∣∣∣ ≤ E(|f |)θn‖g‖α, (4.33)

129



where 0 < θ < 1 is a constant (see for example [29]). First consider the case
E = Cn ( Cn being an n-cylinder). Let f = χF and g = χCn −µ(Cn). Apply
(4.33) to f, g, we obtain

|µ(Cn ∩ σ−ωnF ) − µ(Cn)µ(F )| ≤ µ(F )θωn (‖χCn − µ(Cn)‖∞ + [χCn ]α) .

We choose large enough ω such that δ0 := θωmα < 1
m . Since ‖χCn −

µ(Cn)‖∞ ≤ 1 and [χCn ]α ≤ mnα, for any n ≥ 0 we have

|µ(Cn ∩ σ−ωnF ) − µ(Cn)µ(F )| ≤ 2µ(F )δn0 . (4.34)

For an arbitrary cylinder E, we distinguish two cases.
Case 1. There exists a cylinder Cn such that E ⊂ Cn. By Proposition

4.11, we have µ(E) ≤ µ(Cn) ≤ γδn1 , where δ1 is a constant involved in (4.31).
So

|µ(E ∩ T−ωnF ) − µ(E)µ(F )| ≤ |µ(Cn ∩ T−ωnF ) − µ(Cn)µ(F )|
+ µ(Cn)µ(F ) + µ(E)µ(F )

≤ (2δ0
n + 2γδ1

n)µ(F ).

Case 2. E is union of at most mn n-cylinders C
(i)
n . Then

|µ(E ∩ σ−ωnF ) − µ(E)µ(F )| ≤
∑

i

|µ(C(i)
n ∩ σ−ωnF ) − µ(C(i)

n )µ(F )|

≤ 2µ(F )(mδ0)
n.

Let δ = max{δ1,mδ0}. We conclude that (
∑

A, σ, µ) is exponentially mixing
by Proposition 4.5. �

Let

D− = (logm)−1(emin − δ) and D+ = (logm)−1(emax + δ),

where 0 < δ < emin is an arbitrary number. Take ϕ1(r) = γ−1rD
+
, ϕ2(r) =

γrD
−
. Combining Proposition 4.11, Proposition 4.12, we can apply Theorem

4.2 to obtain

Theorem 4.13. If lim
n→∞

r−D
+

n log2 n/n = 0, then for µ-almost all x ∈ ΣA,

there exist 0 < A(x), B(x) <∞, such that

A(x)
N∑

n=1

rD
+

n ≤ min
y∈X

N∑

n=1

χB(y,rn)(σ
nx) ≤ max

y∈X

N∑

n=1

χB(y,rn)(σ
nx) ≤ B(x)

N∑

n=1

rD
−

n ,

when N is large enough.

For the Bernoulli measure with the probability vector (p, 1 − p) (0 <
p ≤ 1

2), we can choose ϕ1(r) = r− log p and ϕ2(r) = r− log(1−p). Notice that
αmax = α∗ = − log(1 − p)/ log 2.
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