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✺✳✶✳✶ ■♥t❡r♠✐tt❡♥t str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✶✳✷ ❋❧✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✺✳✷ ▼✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✿ s✉♠ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✺✳✷✳✶ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛ss✉♠✐♥❣ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❡✈❡♥ts✳✶✶✻

✺✳✷✳✷ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✺✳✸ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ t♦♦❧s t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✢♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✺✳✸✳✶ ❙t❛t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✺✳✸✳✷ ✷✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✺✳✸✳✸ ✹✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✺✳✹ ▲♦❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✺✳✹✳✶ ❚r❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✺✳✹✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✻ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ γ̇ 6= 0 ❛♥❞ T 6= 0✮ ✶✸✼

✻✳✶ ❘❤❡♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✻✳✷ ▼♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✻✳✸ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✺✾

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✽✵



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦rs Pr♦❢✳ ❏❡❛♥✲▲♦✉✐s ❇❛rr❛t ❛♥❞ ❉r✳ ❆♥♥❡ ❚❛♥❣✉②

❢♦r t❤❡✐r ❤❡❧♣ ❛♥❞ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ ♠② P❤❉ st✉❞②✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡♠ t❤✐s t❤❡s✐s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ P❡t❡r ❙♦❧❧✐❝❤ ✇❤♦ ❛❧s♦ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❡ ❞✉r✐♥❣ ♠②

st❛② ✐♥ ▲♦♥❞♦♥✳

■ ✇❛s ❤♦♥♦r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ Pr♦❢✳ ❨✈❡s ❇ré❝❤❡t✱ Pr♦❢✳ ▲✉❝❛ ❈✐♣❡❧❧❡tt✐✱ ❉r✳ ❉❛♠✐❡♥ ❱❛♥✲

❞❡♠❜r♦✉❝q ❛♥❞ Pr♦❢✳ P❡t❡r ❙♦❧❧✐❝❤ ❛s ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❥✉r② ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠②

P❤❉✳

■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❢❡❧❧♦✇ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❛t ▲P▼❈◆ ✐♥ ▲②♦♥ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❤❡❧♣❡❞

♠❡ ✇✐t❤ ✉s❡❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ♠② P❤❉ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ Pr♦❢✳ ❚❤✐❡rr② ❇✐❜❡♥✱ ❉r✳ ❆♥❛t♦❧✐

▼♦❦s❤✐♥✱ ❉r✳ ❙❛♠② ▼❡r❛❜✐❛✱ ❉r✳ ▲❛✉r❡♥t ❏♦❧②✱ ❉r✳ ❚r✐st❛♥ ❆❧❜❛r❡t✱ ❉r✳ ▼✐♥❛ ❚❛❧❛t✐✱

Pr♦❢✳ ▲②❞ér✐❝ ❇♦❝q✉❡t✱ ❉r✳ ❈❧❛✉s ❍❡✉ss✐♥❣❡r✱ ❉r✳ P✐♥❛❦✐ ❈❤❛✉❞❤✉r② ❛♥❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡ st❛✛

♦❢ t❤❡ ▲P▼❈◆✳

▼② t❤♦✉❣❤ts ❣♦ ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r✇♦r❧❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ♣❛st P❤❉ st✉❞❡♥ts ▼✐❝❤♦✱

❊♠♠❛♥✉❡❧✱ ❉✐❡❣♦✱ ❇♦r✐s✱ ❉❛✈✐❞✱ ❋é❧✐①✱ ❲❛❧t❡r✱ ❏éré♠✐❡✱ ❘❛♣❤❛❡❧✱ P❛tr✐❝❦✱ ❉❛♥✐❡❧✱ ◆✐❝♦❧❛s

❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❛❧❧ ♠② ❢r✐❡♥❞s ✇✐t❤ ✇❤♦♠ ■ s❤❛r❡❞ s♦♠❡ ♥✐❝❡ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ▲②♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧② ■

❛♠ ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ ♠② ❢❛♠✐❧② ✇❤♦ ❤❛✈❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ♠❡ ❝♦♥st❛♥t❧② t❤r♦✉❣❤♦✉t ❛❧❧ ♠② st✉❞✐❡s

❝✉❧♠✐♥❛t✐♥❣ ✐♥ ♠② s✉❝❝❡ss❢✉❧ P❤❉✱ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ♦❢ ♠② ♠♦t❤❡r ❉❛♣❤♥é✱ ♠② ❢❛t❤❡r ❨✐❛♥♥✐s✱ ♠②

❣r❛♥❞✲♣❛r❡♥ts ❏❡❛♥✐♥❡✱ ❚♦✉❧❛ ❛♥❞ ❉✐♥♦s ❛♥❞ s✐st❡r ❋❡②❛ ✐♥ ♠② ❛❜✐❧✐t✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡✳

■ ♠✉st ❛❧s♦ t❤❛♥❦ ❖❞❡tt❡✱ ❙t❛♠❛t✐✱ ■r✐♥✐✱ ▼❛r✐❛✱ ■♦♥❛✱ ❱❛ss✐❧✐✱ ◆✐❦♦s✱ ❨❛s♠✐♥✱ ❈♦♥st❛♥t✐♥✱

❆❧❡①❛♥❞r❛✱ ❆♥❞r❡❛s✱ ❉✐♠✐tr✐ ❜✉t ❛❧s♦ ❉✐♦♥✐s✐s ❛♥❞ ❏❡❛♥✲▲♦✉✐s✳ ❆t ❧❛st ■ ❝❛♥♥♦t ❢♦r❣❡t ♠②

♥❡✇ ❊♥❣❧✐s❤ ❢❛♠✐❧② ❍❛③❡❧✱ ❉❛✈✐❞✱ ❲❡♥❞②✱ ●❧❡♥❞❛✱ ❈②r✐❧✱ ❏♦❤♥✱ ▲✐s❡ ❛♥❞ ❊❧❛ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

▼♠❡ ❆t❤✐♥❛ ❢♦r ❝♦♦❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧✐❝✐♦✉s ❣r❡❡❦ ❜✉✛❡t ♦❢ ♠② ❞❡❢❡♥s❡✳

❉✉r✐♥❣ ♠② P❤❉ ■ ❛❧s♦ ❜❡❝❛♠❡ ❛ ❢❛t❤❡r t♦ ❧✐tt❧❡ ✭❜✐❣ ✦✮ ▼❛r✐✉s ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❢✉rt❤❡r ✐♥✲

s♣✐r❡❞ ♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t ✇r✐t✐♥❣ ✉♣ ♣❡r✐♦❞✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠②

♣❛rt♥❡r ❙❛r❛❤ ❢♦r ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❡r ❢❛✐r s❤❛r❡ ♦❢ ♥❛♣♣✐❡s ✐♥ ❤✐s ✜rst ✾ ♠♦♥t❤s ❛♥❞

❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ♠❡ ❤❛♣♣②✳

❊✉χαριστω ✦ ▼❡r❝✐ ✦ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ✦

✈



✈✐ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥t❡♥ts

✶✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t❡①t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✶✳✷ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s ✳ ✳ ✳ ✸

✶✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ✺

✶✳✹ ▼♦❞❡❧s ♦❢ r❤❡♦❧♦❣② ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✹✳✶ ▼❡❛♥ ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✹✳✷ ❙♣❛t✐❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t❡①t

❆❧t❤♦✉❣❤ ❣❧❛ss ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ②❡❛rs✶ ❛♥❞ ✐s ♥♦✇❛❞❛②s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥❞✉str✐❛❧

✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ q✉❡st✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✇❤❛t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ♥❛✐✈❡❧② ❛s ❛ ❢♦✉rt❤ st❛t❡

♦❢ ♠❛tt❡r✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ s♦❧✐❞✱ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❣❛s✱ ❛r❡ st✐❧❧ ♣✉③③❧✐♥❣ s❝✐❡♥t✐sts ❞❡s♣✐t❡ ❛ ❧❛r❣❡

❡✛♦rt ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ❛♥❞ s♦❢t ♠❛tt❡r ❝♦♠♠✉♥✐t② ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✳

❚❤❡ ✜rst ❣r❡❛t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ✐ts❡❧❢✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s

✇❤② ✇❤❡♥ ❛ ❧✐q✉✐❞ ✐s ❝♦♦❧❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛t ❢❛st r❛t❡ ♠♦st s✉❜st❛♥❝❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♦r❞❡r❡❞ ✜♥❛❧

st❛t❡ r❡♠❛✐♥ ✐♥ ❛ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡ ♣✉③③❧✐♥❣ ✐s t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧✐q✉✐❞ t♦ ❣❧❛ss ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥② s✐♠♣❧❡

str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚♦ t❤❡ ❜❛r❡ ❡②❡ ❛ s♥❛♣s❤♦t ♦❢ ❛ ❣❧❛ss ❧♦♦❦s ❡①❛❝t❧②

s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ s♥❛♣s❤♦t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐q✉✐❞✳ ❨❡t ♦♥❡ ❝❛♥ s♦♠❡❤♦✇ ❛r❜✐tr❛r② ❞❡✜♥❡

❛ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tg ❛s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞

❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ✶✸ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛

str✉❝t✉r❛❧ ♦♥❡ ✭✐♥ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✉♥❞❡r❣♦❡s ✐♥ r❡❛❧✐t② s♠♦♦t❤ ❛♥❞

✶❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ❣❧❛ss✲♠❛❦✐♥❣ s✐t❡s ✐♥ ❛♥❝✐❡♥t ❊❣②♣t ✇❛s ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ✷✵✵✺ ✐♥ t❤❡ ❡❛st❡r♥ ◆✐❧❡ ❉❡❧t❛

❛♥❞ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ❬✶❪ t❤❛t ❣❧❛ss ✇❛s ♠❛❞❡ t❤❡r❡ ♦✉t ♦❢ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛s ❡❛r❧② ❛s ✶✷✺✵ ❇❈✳

✶



✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✇❡❛❦ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮ ❜✉t r❛t❤❡r ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❞②♥❛♠✐❝❛❧

❛rr❡st✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s ❛♣♣❛r❡♥t ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡

✐s ❧♦✇❡r❡❞ t♦✇❛r❞s Tg ✭❛s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❛ ❵♥♦r♠❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✬✮✱ ❡✈✐❞❡♥❝❡s

♦❢ s✉❝❤ ❝❧✉st❡rs ♦r ❞♦♠❛✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞

♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t②

❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ✐♥t❡r✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❥✉st ❛❜♦✈❡ Tg✱ ✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞✳

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ❣❧❛ss ♥♦t

♦♥❧② t♦ t❤❡ ❤❛r❞✱ ❜r✐tt❧❡✱ tr❛♥s♣❛r❡♥t s✐❧✐❝❛t❡ ❣❧❛ss❡s ✉s❡❞ ✐♥ ✇✐♥❞♦✇s ❛♥❞ ❜♦tt❧❡s✱ ❜✉t t♦

❛♥ ❡♥t✐r❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❡①❤✐❜✐t t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❛rr❡st✳ ■♥ ❢❛❝t ❜② ❣❧❛ss ✇❡

♠❡❛♥ ❛ s②st❡♠ ✇❤♦s❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❞✐✈❡r❣❡ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s✉❝❤ ❛s ♣r❡ss✉r❡✱

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❞❡♥s✐t② ♦r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t✉♥❡❞✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤❡

❝❧❛ss ♦❢ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛s ❞✐✈❡rs❡ ❛s ❤❛r❞ ❣❧❛ss❡s s✉❝❤ ❛s s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss✱ ❛♠♦r♣❤♦✉s

s✐❧✐❝♦♥✱ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛♥❞ ♣♦❧②♠❡r✐❝ ❣❧❛ss❡s✱ s♦❢t ❣❧❛ss❡s s✉❝❤ ❛s ♣❛st❡s✱ ❝♦❧❧♦✐❞s✱ ❝❡❧❧s✱

❢♦❛♠s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s s✉❝❤ ❛s ❦❡t❝❤✉♣✱ ♠❛②♦♥♥❛✐s❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐t ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❛✐♠✐♥❣

t♦ ❞❡s❝r✐❜❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r❡❛t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r t❤❡s❡ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡✐r ♣❡❝✉❧✐❛r

♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢

♠❛t❡r✐❛❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❡✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ❛ ♣♦❧②♠❡r✐❝ s✉❜st❛♥❝❡

✇✐❧❧ ❤❛✈❡ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ✭r❡♣t❛t✐♦♥✱ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t✱✳✳✳✮ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥

❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s✱ s✐♠✐❧❛r❧② ❣r❛✐♥s ❤❛✈❡ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ✭❢r✐❝t✐♦♥✱ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱✳✳✳✮ t❤❛t

❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss✳ ❘❛t❤❡r ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t

❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♦r t❡♥❞✐♥❣ t♦✇❛r❞ ❛ ❣❧❛ss

tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t s✉❝❤ ❤✐st♦r② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥

❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s✳ ❆ ❝❧❡❛r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❛s t❤❛t s❤♦✇♥ ❜② ❋❛❧❦ ✐♥ ❬✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ Tg ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ q✉❡♥❝❤ ❤✐st♦r② ♦❢

t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❤✐st♦r② ❞❡♣❡♥❞❡♥t st❛t❡ ♦❢ ♠❛tt❡r ✐s

✐♥❤❡r❡♥t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ r♦✉❣❤ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❣❧❛ss✳ ■♥ t❤✐s ❡♥❡r❣②

❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♣✐❝t✉r❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛❣❡✐♥❣ ♦r ❡①t❡r♥❛❧❧② ❞r✐✈❡♥ ❣❧❛ss❡s ✐s q✉✐t❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡✳

❚❤❡ ❣❧❛ss ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ≃ d×N ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭♦r ❞✐st❛♥❝❡s✮✱ ✇❤❡r❡ d st❛♥❞s ❢♦r

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ N ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ✐s ✐♥ ❛ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ ❛ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤✐s st❛t❡ ❝❛♥ ❡✈♦❧✈❡ ❜② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

t❤❡r♠❛❧ ❣❧❛ss r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛t T ≃ Tg ✭❛❣❡✐♥❣✮ ♦r ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞r✐✈❡ ✐♥ ❛t❤❡r♠❛❧ q✉❛s✐✲st❛t✐❝

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❜♦t❤ s✐t✉❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❬✸✱ ✹✱ ✺✱ ✻✱ ✼✱ ✽❪ ♦r ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❛♥❞ ❧❡ss ❝♦♠♠♦♥❧② ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✾✱ ✶✵✱ ✶✶✱ ✶✷✱ ✶✸✱ ✶✹✱ ✶✺❪✳

❚❤❡s❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦❢t❡♥

✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦

❜❡ ✉s✉❛❧❧② ✈❡r② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦r ❤✉♥❞r❡❞s

♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r ❣r❛✐♥s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ♦♥ ❛ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦❢ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇

✐♥t❡r✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ❛❣❡✐♥❣ ❣❧❛ss❡s t❤❡② ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ s♣r✐♥❣ ❧✐❦❡

❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❝❤❛✐♥s ❬✶✻❪✱ ✐♥ s❤❡❛r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡② ❤❛✈❡ ✉s✉❛❧❧② ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❚✶



✶✳✷✳ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s ✸

❡✈❡♥ts ✭❢♦❛♠s✮✱ ♦r ❙❚❩ ✭♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s✮ ♦r q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❡✈❡♥ts ✭▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss❡s✮✳

❚❤❡s❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ♣♦st✉❧❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❣♦♦❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧

❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ ❜❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s

✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥ ❢❛❝t t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ ❝r②st❛❧s t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧

❡✈❡♥ts ❛r❡ ♥♦✇ t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t

✐♥ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ t❡r♠ ❛✐♠s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✮ ✐s t♦

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✉♥✐ts✱ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ✇❤❛t ✇❛s

✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② P❡✐❡r❧s✱ ◆❛❜❛rr♦✱ ❋r✐❡❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ✺✵✬s ❛♥❞ ♥♦✇ ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢♦r ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞

❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝r②st❛❧s✳ ❙✉❝❤ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r

❝♦❞❡s ❢♦r ❛ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s

♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ♠✐♥❞ ✇❡ s❡❡ ❤♦✇ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ st❛rt✐♥❣ ❛t t❤❡

❛t♦♠✐❝ ✭♦r ❣r❛✐♥✮ ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s ♦r

❆❜ ■♥✐t✐♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❡♠❡r❣❡✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ■ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ♦❢ t❤✐s t♦♣✐❝ ♦❢ t❤❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❛r❡ ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛s✐❞❡ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❛❣❡✐♥❣ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s ❛t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

♥❡❛r Tg✳

✶✳✷ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s

❋✐❣✳ ✶✳✶ ✿ ▲❡❢t ✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐❡♥t s❤❡❛r str❡ss σ(t) ❢♦r ❵❧✐q✉✐❞✲❧✐❦❡✬ ❛♥❞ ❵s♦❧✐❞✲❧✐❦❡✬ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r✲r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ♠✐❞❞❧❡ ✿ s❤❡❛r str❡ss σ ❛♥❞ r✐❣❤t ✿ s❤❡❛r ✈✐s❝♦s✐t② η(γ̇) ≡ σ/γ̇

❢♦r ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ❵❧✐q✉✐❞✲❧✐❦❡✬ ❛♥❞ ❵s♦❧✐❞✲❧✐❦❡✬ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❬✶✼❪

■♥ ❬✶✼❪ ▲❛rs♦♥ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❛ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡

❜❡t✇❡❡♥ ♣✉r❡ s♦❧✐❞s ❛♥❞ ♣✉r❡ ❧✐q✉✐❞s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ t❡r♠ ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s✳ ●❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s

❡♥t❡r t❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ❛♥❞ t❤❡ ❞✉❛❧ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✱ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ✈s ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s✱ ✐❧❧✉str❛t❡s

✇❡❧❧ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❣❧❛ss❡s ❛s s♦❧✐❞s ♦r ❛s ❧✐q✉✐❞s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❛ ✢✉✐❞ ✐s ❛♥② s✉❜st❛♥❝❡ t❤❛t ❞❡❢♦r♠s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✉♥❞❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥

❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ s❤❡❛r✐♥❣ str❡ss✱ ❛ s♦❧✐❞ ❤❛s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ s❤❡❛r r✐❣✐❞✐t② ❛♥❞ r❡t❛✐♥s

✐ts s❤❛♣❡ ✇❤❡♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐t ♦r r❛t❤❡r r❡t✉r♥s t♦ ✐t ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧



✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Strain
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

S
tr

es
s

1e-07 1e-06 1e-05 0.0001 0.001 0.01

Shear rate
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

S
tr

es
s

1e-05 0.0001 0.001 0.01

Shear rate
100

1000

10000

1e+05

V
is

co
si

ty

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✿ P❛r❛❧❧❡❧ t♦ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss s②st❡♠ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

▲❡❢t ✿ ❚r❛♥s✐❡♥t s❤❡❛r str❡ss σ(γ) ❛t ❛ s❤❡❛r r❛t❡ ♦❢ γ̇ = 10−3 ❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✵✵✵✵

♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r✲r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ♠✐❞❞❧❡ ✿ s❤❡❛r str❡ss σ ❛♥❞ r✐❣❤t ✿ s❤❡❛r ✈✐s❝♦s✐t②

η(γ̇) ≡ σ/γ̇ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss ❛t ✈❛r✐♦✉s s❤❡❛r r❛t❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵ t♦ 10−2✳ ❋♦r

♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❝❤❛♣t❡rs ✺ ❛♥❞ ✻✳

❢♦r❝❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✴r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✷ ♦❢ s♦❧✐❞s ♦r ❧✐q✉✐❞s ✐s

✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳ ❲❤✐❧❡ ❵s✐♠♣❧❡✬ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r ✈✐s❝♦s✐t②

❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ❵s✐♠♣❧❡✬ ❍♦♦❦❡❛♥ s♦❧✐❞s ❞♦ ♥♦t ✢♦✇ ❛♥❞ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞

❜② t❤❡✐r ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❝❧❡❛r❧② ❝❛♥♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ✈❛st ♥✉♠❜❡r

♦❢ s✉❜st❛♥❝❡s t❤❛t ♦❢t❡♥ s❤♦✇ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❵s♦❧✐❞ ❧✐❦❡✬ ❛♥❞ ❵❧✐q✉✐❞

❧✐❦❡✬ ♣r♦t♦t②♣❡s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❜♦t❤ ✈✐s❝♦✉s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❛t ✇❤✐❝❤

t❤❡② ❛r❡ ♣r♦❜❡❞✳✸ ❆♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ✜❣✉r❡ ✶✳✷ s❤♦✇s s✉❝❤ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡

r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦❧②✲❞✐s♣❡rs❡ ▲❡♥♥❛r❞✲●❧❛ss ♠❛✐♥❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥

t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❍❡r❡ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥

t❤❡ ❛t❤❡r♠❛❧ ❧✐♠✐t✱ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❡①❤✐❜✐t s❤❡❛r t❤✐♥♥✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ❛ ✢✉✐❞ ✇❤❡r❡

t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t②✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ str❡ss ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s❤❡❛r r❛t❡✱ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ s❤❡❛r

r❛t❡✳ ❆♥♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✱ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥ ♠❛♥② s♦❢t ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s ♣❛st❡s✱ ❞❡♥s❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✱

❢♦❛♠s ❛♥❞ ❣r❛♥✉❧❛r s②st❡♠s ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ②✐❡❧❞ str❡ss ❛♥❞ ♦❢ ❛ ♣❧❛t❡❛✉ str❡ss ❛t ❧♦✇

s❤❡❛r r❛t❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞s ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❧✐q✉✐❞✬s ◆❡✇t♦♥✐❛♥

❧❛✇✳ ■♥❞❡❡❞ ❧✐❦❡ ❦❡t❝❤✉♣ ♦r ♠❛②♦♥♥❛✐s❡ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s r❡q✉✐r❡ ❛ ✜♥✐t❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ❜❡❢♦r❡

t❤❡② ❜❡❣✐♥ t♦ ✢♦✇✳ ❚❤✐s ✐s ❥✉st ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t

❝♦♠♣❧❡① ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♦r ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ✢✉✐❞s ❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②

✐♥ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✭◆❊▼❉✮ t❤❡s❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s

❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s✳ ❋♦r ❡❛s✐❧② ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s✉❜st❛♥❝❡s ✭❵✢✉✐❞ ❧✐❦❡✬✮ ♦♥❡ ✉s✉❛❧❧②

❛♣♣❧✐❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛ s❤❡❛r✐♥❣ ✢♦✇ ❞r✐✈❡♥ ❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦r ❜② ❛ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ r❡❝♦r❞s

t❤❡ str❡ss ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ✢♦✇✳ ❋♦r ♠♦r❡ r✐❣✐❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✭❵s♦❧✐❞ ❧✐❦❡✬✮

✷❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ s♦❧✐❞s ♦♥❡ ✉s❡s ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ t❡r♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✢✉✐❞s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ t❡r♠ r❤❡♦❧♦❣②✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ✉s❡ ❜♦t❤

t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✳
✸◆♦t❡ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤❡ ❵s✐♠♣❧❡✬ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♦r ❍♦♦❦❡❛♥ s②st❡♠s ✐s ❛❧✇❛②s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ s♦♠❡

❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡



✶✳✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ✺

❢♦r❝❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ str❛✐♥s r❡❝♦r❞❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r t②♣❡

♦❢ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥s✐sts ♦♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② s❤❡❛r ✭str❛✐♥

γ(t) = γ0 sin(ωt)✮ ❛♥❞ r❡❝♦r❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t str❡ss ✭σ(t)✮✳ ❚❤❡s❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② t❤❡

❢♦r♠✉❧❛✹

σ(t) = γ0

[
G′(ω) sin(ωt) + G′′(ω) cos(ωt)

]
✱ ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♠♦❞✉❧✉s G′(ω) ✐s ✐♥ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡

t❡r♠ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t♦ t❤❡ ❧♦ss ♠♦❞✉❧✉s G′′(ω) ✐s ✐♥ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ str❛✐♥ r❛t❡ γ̇(t)✳ ❚❤❡

st♦r❛❣❡ ♠♦❞✉❧✉s r❡♣r❡s❡♥ts st♦r❛❣❡ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦ss ♠♦❞✉❧✉s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

✈✐s❝♦✉s ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣❧♦❜❛❧ r❤❡♦❧♦❣② ❛❧❧♦✇s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐③❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ st❛t✐♦♥❛r② ♦r ♦s❝✐❧❧❛t♦r② r❡❣✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧s

❬✶✽❪✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t ❛ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧✳

❖♥❡ q✉❡st✐♦♥ t❤❛t s♦♠❡♦♥❡ ♠✐❣❤t ❧❡❣✐t✐♠❛t❡❧② ❛s❦ ✐s ✐❢ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡s❡

❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s ♦r ✐❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r✲

✐♥❣ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧②

t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜❡❧❞ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❛❧❧ ♠✐❝r♦✲r❤❡♦❧♦❣② ♦r ♠✐❝r♦✲

♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭♥♦t❡ t❤❛t t♦❞❛② ✐♥ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ♠✐♥✐❛t✉r✐③❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ t❡r♠

♠✐❝r♦ ❜② ♥❛♥♦✮✳ ❲✐t❤♦✉t ❞❡t❛✐❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥❣❡♥✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦✈❡r t❤❡

❧❛st ②❡❛rs ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ✇❡ ❣✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡s

♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✢♦✇ ♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡♠

✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ st✐✛♥❡ss✳

✶✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s

r❡s♣♦♥s❡

❆t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ st✐✛❡st ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦♠❡ ✭❛♥❞ ❜② ❢❛r✮ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s✳

■♥ ❢❛❝t t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ✜rst ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❈❛❧✲

t❡❝❤✮ ❜② ❉✉✇❡③ ✐♥ ✶✾✻✵ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♣❡r❢❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ❡✈❡♥ ♦✉t❣r♦✇s t❤❡ ❤❛r❞❡st

❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❡t❛❧s✳ ❚❤✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❡✈❡♥ t❤❡

❧❛t❡st ❛❧❧♦②s ✐s ❢❛r ❜❡❧♦✇ t❤❡✐r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✮✱ t❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② st❡♠♠✐♥❣

♣r✐♠❛r✐❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts s✉❝❤ ❛s ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝

❣❧❛ss❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♥❛t✉r❡ s✉❝❤ str❡♥❣t❤ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❛❜s❡♥t

❛❧t♦❣❡t❤❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣r❡♠❛t✉r❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❧✐♣✱ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ♠❛② r❡❣✉❧❛r❧②

✹❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✶✽✻✼ ✇❤♦ ✇❛s t❤❡ ✜rst t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ✢✉✐❞s✳ ❍✐s ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ♣✉r❡❧② ❍♦♦❦❡❛♥

r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❵s✐♠♣❧❡ s♦❧✐❞s✬ t♦ t❤❡ ♣✉r❡❧② ◆❡✇t♦♥✐❛♥ r❡s♣♦♥s❡ ❵s✐♠♣❧❡ ✢✉✐❞s✬ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥✲

st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ γ̇ = σ̇/G + σ/η✱ ✇❤❡r❡ G ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s✱ η ✐s t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞ ♦♥❡

❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ = η/G✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

σ(t) = η/τ
R t

−∞
exp [−(t − t′)/τ ] γ̇(t′)dt′✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ σ(t) =
R t

−∞
G(t−t′)γ̇(t′)dt′

✇❤✐❝❤ ♣r❡❝✐s❡❧② ②✐❡❧❞s ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② s❤❡❛r str❛✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶



✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✶✳✸ ✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ②✐❡❧❞ ✭♠❡t❛❧s✱ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❛♥❞ ♣♦❧②♠❡rs✮

♦r ✢❡①✉r❛❧ str❡♥❣t❤ ✭❝❡r❛♠✐❝s✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧✉s✳ ◆♦t❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s

♠❡t❛❧s ✭❧✐❣❤t r❡❞✮ ♦✈❡r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❡t❛❧s ✭❧✐❣❤t ♦r❛♥❣❡✮✳ ❬✶✾❪ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ●r❡❡r❬✷✵❪✳

❋✐❣✳ ✶✳✹ ✿ ❙✉❜✲s✉r❢❛❝❡ s❤❡❛r ❜❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s r❡s✉❧t❛♥t t♦ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥✳ ✭❛✮ ❆s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❢♦r ❛ ❜✐♥❛r② ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss ✭r❡❞ ✐s 0% str❛✐♥ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ 40%✮

❬✷✶❪ ✭❜✮ ❆s ❝❛st Zr52.5Al10Ti5Cu17.9Ni14.6 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛♠♣❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬✷✷❪



✶✳✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ✼

❛♣♣r♦❛❝❤ 2%✱ t❤❡r❡❜② ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❤❛r❞♥❡ss ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤♦s❡

♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❡t❛❧s ✭✜❣✉r❡ ✶✳✸✮✳ ❋✉rt❤❡r t♦ s✉❝❤ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♠❡t❛❧❧✐❝

❣❧❛ss❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ ❢✉❧❧ r❛♥❣❡ ♦❢ t♦✉❣❤♥❡ss ✈❛❧✉❡s✱ ❧♦✇ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣✱ ❣♦♦❞ ❝♦rr♦s✐♦♥

r❡s✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❝♦❡r❝✐✈✐t② t♦ ❣✐✈❡ s✉♣❡r✐♦r

s♦❢t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❨❡t ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s ❡①❤✐❜✐t ❧✐tt❧❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r✐♦r t♦ ❝❛t❛str♦♣❤✐❝ ❢❛✐❧✉r❡ ❛♥❞ ❛r❡

✉s✉❛❧❧② r❡❧❛t✐✈❡❧② ❜r✐tt❧❡ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✺✱ s✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r s❡✈❡r❡❧② ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡✐r ❢✉♥❝✲

t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t ❧❛❝❦ ♦❢ t♦✉❣❤♥❡ss✱ t❤❡ ❜r✐tt❧❡ ♥❛t✉r❡

♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❧♦②s ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ❛r✐s❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❢r♦♠ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡

s✉❜s❡q✉❡♥t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ ✐♥t♦ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♣r❡♠❛t✉r❡ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❙✉❝❤ ✐♥✲

❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✢♦✇ ✇❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✹ ✭❛✮

❛♥❞ ✐♥ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✹ ✭❜✮✳

❋✐❣✳ ✶✳✺ ✿ ◆♦♠✐♥❛❧ str❡ss ✈s ♥♦♠✐♥❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❝❛r❜♦♥❛t❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❢✉❧❧ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ✭❜✮ s❤♦✇s ❛♥ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✈✐❡✇ ❛t

s♠❛❧❧ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s ❬✷✸❪✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡ str✉❝t✉r❛❧ ✉s❡✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s

♥❡❡❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ s❤❡❛r ❜❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❆

♣♦ss✐❜❧❡ r♦✉t❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s✴❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞

♣❧❛st✐❝✐t②✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡ ✐t r❡♠❛✐♥s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛t ❛ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧ t❤❡

♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s❤❡❛r ❜❛♥❞s✳

▲♦s✐♥❣ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ st✐✛♥❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t②♣✐❝❛❧ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s

✭❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❛❜♦✉t ∼ 1GPa ✈s > 100GPa ❢♦r ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s✮✱ ❛♥♦t❤❡r ❝❧❛ss ♦❢

♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥❞✉str✐❛❧❧②✱ ❛r❡ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❣❧❛ss❡s✳ ❍❡r❡ ✇❡ r❡str✐❝t t❤❡

❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣♦❧②♠❡rs ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss② st❛t❡ ✐✳❡✳ ❜❡❧♦✇ t❤❡✐r ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

✭Tg ∼ 100◦C ❢♦r ♣♦❧②♠❡t❤②❧ ♠❡t❤❛❝r②❧❛t❡ ✭P▼▼❆✮ ❛♥❞ Tg ∼ 150◦C ❢♦r ♣♦❧②❝❛r❜♦♥❛t❡

✭P❈✮✮ ✇❤❡r❡ t❤❡✐r ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ str❡♥❣t❤ ❛r❡ ❧♦st ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧②♠❡rs ❜❡❝♦♠❡ ♠❡❧t✲❧✐❦❡ ♦r✱ ✐❢

✺◆♦t❡ t❤❛t ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐♥ t❤❡✐r s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ st❛t❡✱ s♦♠❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛r❡ ❛♠❡♥❛❜❧❡ t♦

s✉♣❡r✲♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♣ t♦ 20000%



✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✶✳✻ ✿ ✭❛✮ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❝❛r❜♦♥❛t❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t❛❦❡♥ ❞✉r✐♥❣ st❛❣❡ ■■ ♦❢ t❤❡ ❞❡✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✭❜✮ ❬✷✸❪✳ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♥❡❝❦✐♥❣✱

♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣♦❧②❝❛r❜♦♥❛t❡✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❡♥s✐❧❡

str❡ss✳ ▼✐❝r♦❣r❛♣❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▼♦r❜✐t③❡r ❬✷✹✱ ✷✺❪❀ ✭❝✮ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡

♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ♦❢ ✭❛✮ ❬✷✻❪✳

t❤❡② ❛r❡ ❝r♦ss✲❧✐♥❦❡❞✱ t✉r♥ ✐♥t♦ ❛ r✉❜❜❡r✳ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦❧②♠❡r✐❝ s♦❧✐❞s ❛❧✇❛②s ✐♥❝❧✉❞❡✱

✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❛rt✱ ❛♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ✢♦✇✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ❛s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ r❡❝❡♥t

♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✼❪✱ t❤✐s ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ s❡ts ✐♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✇❤❡♥ ❛ s❛♠♣❧❡

✐s str❡t❝❤❡❞ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ✐♥t❡♥s✐✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❯♣♦♥ ❢✉rt❤❡r

❞r❛✇✐♥❣ t❤✐s str❛✐♥ s♦❢t❡♥✐♥❣ ✐s ♦❢t❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✭st❛❣❡ ❱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✮✱

✇❤✐❝❤ st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ str❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♣♦❧②♠❡rs ❛r❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ s♦❧✐❞s ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s str❛✐♥ r❛t❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡

✐♠♣♦rt❛♥t❧② t❤❡✐r str❡ss✲str❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ❣❧❛ss② ♣♦❧②♠❡rs ❛r❡ ♦❢

t✇♦ t②♣❡s✿ ❝r❛③✐♥❣✻ ❛♥❞ s❤❡❛r ②✐❡❧❞✐♥❣❀ ❤❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r✳ ❆s s❤♦✇♥

❜② ❘❛✈✐✲❈❤❛♥❞❛r ❡t ❛❧ ❬✷✸❪ ✐♥ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ s❤❡❛r ②✐❡❧❞✐♥❣ ♣♦❧②♠❡r ✭♣♦❧②❝❛r❜♦♥❛t❡✮✱

❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳

❲❤✐❧st t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ st❛❣❡ ♦♥❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✮ ✐s t♦ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

✭✐♥ ❢❛❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ♣❧❛st✐❝✐t② ❤❛s ❛❧r❡❛❞② st❛rt❡❞ ❛t ♥❛♥♦✲♠❡tr✐❝ ❧❡✈❡❧✱

✐✳❡✳ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❬✷✸❪✮✱ ✐♥ st❛❣❡ ✷ ♠✐❝r♦ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ♠❡❛s✉r✐♥❣

❛❜♦✉t 1µm ✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ 100µm ✐♥ ❧❡♥❣t❤ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡

s♣❡❝✐♠❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♥❡❛r s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢❡❝ts✳ ❘❡♠❛r❦❛❜❧② t❤❡✐r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❞✐❝t❛t❡❞

t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t ❜② t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss st❛t❡✳ ❆s t❤❡ ❧♦❛❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡

♠✐❝r♦ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ✐♥❝r❡❛s❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✱

t❤❛t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ st❛❣❡ ■■■ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✻ ✭❜✮✮✳

❖♥❝❡ ♠♦r❡ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ❜❛♥❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥

❤❛✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡✈❡♥ ✐♥ ❞❛✐❧② ❧✐❢❡✬s ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s ♣♦❧②✲❝❛r❜♦♥❛t❡s✳

■♥ ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s s❤❡❛r ❜❛♥❞✐♥❣ ✇❛s ✜rst ♦❜s❡r✈❡❞ ❬✷✼❪ ✇✐t❤ ♠✐❝❡❧❛r s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❛s

✻❈r❛③✐♥❣ ✐s ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤❛t ❢r❡q✉❡♥t❧② ♣r❡❝❡❞❡s ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥ s♦♠❡ ❣❧❛ss② t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ ♣♦❧②♠❡rs✳

❈r❛③✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ ❤②❞r♦st❛t✐❝ t❡♥s✐♦♥✱ ♦r ✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✈❡r② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ②✐❡❧❞✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s

t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r✲♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ♠✐❝r♦✲✈♦✐❞s ❛♥❞ s♠❛❧❧ ✜❜r✐❧s✳ ■❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t❡♥s✐❧❡ ❧♦❛❞ ✐s s✉✣❝✐❡♥t✱

t❤❡s❡ ❜r✐❞❣❡s ❡❧♦♥❣❛t❡ ❛♥❞ ❜r❡❛❦✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦✲✈♦✐❞s t♦ ❣r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❛❧❡s❝❡❀ ❛s ♠✐❝r♦✲✈♦✐❞s ❝♦❛❧❡s❝❡✱

❝r❛❝❦s ❜❡❣✐♥ t♦ ❢♦r♠✳



✶✳✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ✾

❋✐❣✳ ✶✳✼ ✿ ✭❛✮ ◆♦♥ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r ✇♦r♠❧✐❦❡ ♠✐❝❡❧❧❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ st❛❜❧❡

❜r❛♥❝❤❡s ❛t ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ s❤❡❛r r❛t❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ♣♦rt✐♦♥ ❬❆❇❪✳ ■♥ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉

r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ♠✐❝❡❧❧❛r s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♠✐①❡s ✐♥ ❜❛♥❞s ♦❢ s❤❡❛r r❛t❡ γ̇1 ❛♥❞ γ̇2 ✭❜✮ ❱❡❧♦❝✐t②✱ s❤❡❛r r❛t❡ ❛♥❞

s❤❡❛r str❡ss ♣r♦✜❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ s❤❡❛r ❜❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♦❢ ♥♦♥ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✢♦✇

❝✉r✈❡✳ ✭❝✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ❜❛♥❞✐♥❣ ❢♦r s②st❡♠ ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❛ s❤❡❛r ✐♥❞✉❝❡❞

✐s♦tr♦♣✐❝✲t♦✲♥❡♠❛t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

s✐♥❝❡ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥ ❡♥♦r♠♦✉s ✐♥t❡r❡st ❞✉❡ t♦ ♥✉♠❡r♦✉s ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✼ ❜✉t

❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ r❛✐s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s✳ ❆s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥

♥✉♠❡r♦✉s r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇s ❬✷✽✱ ✷✾✱ ✸✵✱ ✸✶✱ ✸✷✱ ✸✸✱ ✸✹❪✱ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❡♥♦r♠♦✉s ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡

✜❡❧❞✱ s❤❡❛r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✇♦r♠✲❧✐❦❡ ❛♥❞ ❧❛♠❡❧❧❛r s✉r✲

❢❛❝t❛♥ts✱ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ❧✐q✉✐❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣♦❧②♠❡rs✱ ✈✐r❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✱ t❡❧❡❝❤❡❧✐❝ ♣♦❧②♠❡rs✱ s♦❢t

❣❧❛ss❡s✱ ♣♦❧②♠❡r s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ ❛ s❡♥s❡ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✱

❣✐❛♥t ♠✐❝❡❧❧❡s✱ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ s❤❡❛r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s✳ ■♥✐t✐❛❧❧② ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ s✉r❢r❛❝t❛♥t s♦❧✉t✐♦♥s

s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ❝✉r✈❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♣❧❛t❡❛✉✲❧✐❦❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✼✮ ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡❞

s❤❡❛r r❛t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❙♣❛t✐❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❛t ❢♦r s❤❡❛r

r❛t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ str❡ss ♣❧❛t❡❛✉ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t❡s ✐♥ t✇♦ ❜❛♥❞s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t

s❤❡❛r r❛t❡s ✭✜❣✉r❡ ✶✳✼✮ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥

✐s♦tr♦♣✐❝ r❡❣✐♦♥✱ s✐♠✐❧❛r ✐♥ str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ str♦♥❣❧② ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥t

r❡❣✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐❝❡❧❧❡s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✢♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡

✶✳✼✮✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✽ ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❬✸✻❪✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ s♦♠❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✢♦✇✱

♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧❡✈❡r r✉❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❤❡❛r r❛t❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❜❛♥❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♠♦r❡

❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥t ♣❤❛s❡ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② r❡✈❡❛❧❡❞ str♦♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❬✸✼❪

❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❬✸✽❪ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❆ str✐❦✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥t ♣❤❛s❡ ❝♦♥s✐sts

✐♥ ❢❛❝t ♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s tr❛♥s✐❡♥t✱ ♥❛rr♦✇ ③♦♥❡s ♦❢ ✈❡r② ❧❛r❣❡ s❤❡❛r✳ ❚❤❡ t❡r♠ ❵✢✉✐❞ ❢r❛❝t✉r❡✬

✼✇♦r♠✲❧✐❦❡ ♠✐❝❡❧❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❡✈❡r②✲❞❛②✬s ❧✐❢❡✳ ❱✐s❝♦❡❧❛st✐❝ s✉r❢❛❝t❛♥t

♣❤❛s❡s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ ✐♥ ♦✐❧ ✜❡❧❞s ❛s ❢r❛❝t✉r✐♥❣ ✢✉✐❞s✱ ✐♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛s ❞r❛❣ r❡❞✉❝✐♥❣

❛❣❡♥ts ❛♥❞ ✐♥ ♠❛♥② ❤♦♠❡ ❛♥❞ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝❛r❡ ♣r♦❞✉❝ts✳
✽❍❡r❡ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✸✺❪✳



✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❬✸✾❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡✈❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥

❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♥❛❧ str✉❝t✉r❡s ✭❝♦♥✲

♥❡❝t❡❞ ♠✐❝r♦✲❡♠✉❧s✐♦♥s✱ ❝♦♣♦❧②♠❡r ❝✉❜✐❝ ♣❤❛s❡✮✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r✲❜❛♥❞✐♥❣

♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ❤❛s t❤✉s ❜❡❣✉♥ t♦ s❤✐❢t ❢r♦♠ ❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣✐❝t✉r❡ t♦ ❛ ❢r❛❝t✉r❡ ♣✐❝✲

t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐s ♥♦✇ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡✈❡♥ts ✭♠✐❝r♦ s❤❡❛r ❜❛♥❞s✱

q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❡✈❡♥ts✮ t❤❛t ✐♥✐t✐❛t❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆♥♦t❤❡r t❡r♠ ✉s❡❞ t♦ ❝♦✐♥ t❤✐s ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ str❡ss r❡s♣♦♥s❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐s ❵r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♦s✬ ♦r

s✐♠♣❧② ❵r❤❡♦❝❤❛♦s✬✱ ❛♥❞ ♠❛♥② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛r✲

❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✢♦✇✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✐♥ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✹✵❪✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❛r❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛t♦♠✐st✐❝ ✐♥s✐❣❤t ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ s♦♠❡ r❡❝❡♥t r❡s✉❧ts ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣

t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✮ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ❣❧❛ss② s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❡①❤✐❜✐t❡❞ t❤✐s ❵♣❡❝✉❧✐❛r✬

s❤❡❛r ❜❛♥❞✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳

❋✐❣✳ ✶✳✽ ✿ ✭❛✮ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✢♦✇ ❝✉r✈❡ ✭✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✇♦r♠❧✐❦❡ ♠✐❝❡❧❧❛r s②st❡♠ ❈❚❆❇ ❛t

20% ✇t✳ ✐♥ D2O✮ σ(γ̇) ❛t T = 41◦❈ ✉♥❞❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s❤❡❛r r❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ s❤❡❛r

str❡ss ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ✶✵✵ s ♦❢ ❡❛❝❤ st❡♣ ❬✹✶❪✳✭❜✮ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss s❤❡❛r str❡ss σ/G0 ✈❡rs✉s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss

γ̇τ0 ✭G0 = 500P❛✱ τ0 = 72♠s✮ ❢♦r ❛ tr❛♥s✐❡♥t ♣♦❧②♠❡r ♥❡t✇♦r❦ ❛t ✷✺ ❣✴▲ ❛t T = 5◦❈✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧

❜❛rs ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ str❡ss ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❤❡❛r r❛t❡✳ ❚❤❡ ❣r❡② r❡❣✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s

✇❤❡r❡ s❤❡❛r ❜❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ str❡ss❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❬✹✷✱ ✹✸❪✳✭❝✮ ❚r❛♥s✐❡♥t str❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ st❛rt✲✉♣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t ✈❛r✐♦✉s s❤❡❛r r❛t❡s✳ ✭t❡❧❡❝❤❡❧✐❝❤ ♣♦❧②♠❡r ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s❡❞

✐♥ ❬✸✾❪✮ ✭❞✮ ❚②♣✐❝❛❧ tr❛♥s✐❡♥t str❡ss r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞❡❞ r❡❣✐♠❡✱ ❛t ❛ st❡❛❞② s❤❡❛r r❛t❡ ♦❢ γ̇ = 1✱

♠❡❛s✉r❡❞ ❛t T = 10◦❈ ✭τ0 = 36♠s✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛t s❤♦rt t✐♠❡ s❝❛❧❡s ✭≃ τ0✮✱ ❛t t❤❡ st❛rt✲✉♣ ♦❢

t❤❡ s❤❡❛r ✢♦✇✱ t❤❡ str❡ss s❤♦✇s ❛♥ ♦✈❡rs❤♦♦t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ❤❡r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣❡r s❛♠♣❧✐♥❣

✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ 1s ≈ 30τ0 ❬✹✷✱ ✹✸❪✳



✶✳✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ✶✶

▲❡t ✉s ✜♥❛❧❧② ❞✐s❝✉ss t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❣❧❛ss②✾ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ♣r❡s❡♥t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② t♦

❤❛✈❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✉♥✐ts t❤❛t ❛r❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝✱ ♥❛♠❡❧② ❢♦❛♠s ❛♥❞ ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡

♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡✐r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✉♥✐ts ♠❛❦❡s t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡

t❤❡r❡❢♦r❡ ✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❞r✐✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t❧② ♦❢

t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡✐r ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s✐③❡ ✭❤✉♠❛♥ s❝❛❧❡✮ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❞✐r❡❝t ✈✐s✉❛❧

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❡♥❞s t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳

❋✐❣✳ ✶✳✾ ✿ ✭❛✮ ❙♥❛♣s❤♦t ♦❢ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢♦❛♠ ✇✐t❤ 16 × 48 ❜✉❜❜❧❡s✳ ❚❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ✐s 6%✳

❚❤❡ ❢♦❛♠ ❤❛s ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ① ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋✐❧♠s ❧❛②✐♥❣ ❛t ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r

❡❞❣❡s ❛r❡ ✜①❡❞❀ s❤❡❛r✐♥❣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡❞❣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ① ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ✭❜✮ ❊①❛♠♣❧❡

♦❢ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✭❚✶ ♣r♦❝❡ss✮ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❢♦❛♠ ✉♣♦♥ s❤❡❛r✐♥❣✳✭❝✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠

t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss✱ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚✶ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❣❛♣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ str❛✐♥ ❬✶✶❪✳

▲✐q✉✐❞ ❢♦❛♠s ❛r❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ♦❢ ❣❛③ ❜✉❜❜❧❡s ✐♥ ❛ ❧✐q✉✐❞ ♠❛tr✐①✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❣❛s ❝♦♥t❡♥t

♦❢ t❤✐s ❡♠✉❧s✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ✭t②♣✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ 70% ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡✮ t❤❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦❛♠s ❞❡✈✐❛t❡ str♦♥❣❧② ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡

✢✉✐❞s ♣❤❛s❡s ✭❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❣❛s✮ t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡♠✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r s❤❡❛r

♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ♦♥❧② ✢♦✇ ❛❜♦✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ②✐❡❧❞ str❡ss✱ ❜❡❤❛✈✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥ ❛ ❵s♦❧✐❞ ❧✐❦❡✬ ♠❛♥♥❡r✳

❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡✐r str✉❝t✉r❡ ♠❛❦❡s t❤❡♠ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ♠❛♥② ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❛❣r♦✲❛❧✐♠❡♥t❛r② ✐♥❞✉str② t❤❡② ❛r❡

✉s❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ✐❝❡ ❝r❡❛♠s ❛♥❞ s❛✉❝❡s ♠♦r❡ ♦♥❝t✉♦✉s✱ t♦ st♦♣ s❤❛✈✐♥❣ ❢♦❛♠s

❛♥❞ ❝❧❡❛♥✐♥❣ ♣r♦❞✉❝ts ❢r♦♠ ✢♦✇✐♥❣ t♦♦ q✉✐❝❦❧②✳ ▼❛♥② ♦t❤❡r ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡

❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐q✉✐❞ ❢♦❛♠s t❤❛t ❛r❡ ✜①❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ♦♥❝❡ ❢♦r♠❡❞✱ ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ✉s❡

♦❢ ♣♦❧②♠❡r ❢♦❛♠s ❢♦r ❝❛r s❡❛ts✱ ♥♦t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ✈❡r② ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s♦❧✐❞ ❢♦❛♠s✳ ■♥

❢♦❛♠s ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s s✐❣♥❛❧❧✐♥❣ s❤❡❛r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ♥♦t ❬✹✹❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t②♣❡ ❛♣♣❡❛rs ✉s✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
✾❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞ ❣❧❛ss② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❢♦❛♠s ❛♥❞ ❣r❛✐♥s r❡♠❛✐♥s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❞❡❜❛t❡✱ ❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ ✐t ✐♥

t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡ ♥♦♥ ❡r❣♦❞✐❝



✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♣r♦✜❧❡ ❬✶✵✱ ✹✺✱ ✹✻❪ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❡✐t❤❡r ❛ ❞r❛❣ ❡✛❡❝t ❬✹✼❪ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✜♥✐♥❣

♣❧❛t❡s ♦r t♦ str❡ss ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ r♦t♦r t❤❛t ❡①❝✐t❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡

❜✉❧❦ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡✱ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s✱ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ♦❜s❡r✈❡❞

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✉❜❧❡ r❛❢ts✶✵ ❬✶✷❪ ♦r ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦❛♠s✳ ❖♥❝❡ ♠♦r❡

✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❢♦❛♠s ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❛t ♣❧❛② ✐♥ t❤❡

❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ❛t ❧♦✇ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t❡s✳

❋✐❣✳ ✶✳✶✵ ✿ ✭❛✮ ❈♦♥t❛✐♥❡r ❝♦❧❧❛♣s❡ ❬✹✽❪✳ ✭❜✮ ▲❛✈❛ ✢♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❛ ✐♥ ▼♦♥ts❡rr❛t ✐s❧❛♥❞ ❬✹✾❪✳

❋✐❣✳ ✶✳✶✶ ✿ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞r② ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧ ❬✹✾❪ ❢♦r t✇♦

❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❡rt✐❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❛s I = γ̇
√

m
P ✱ ✭❛✮ I = 10−3✱ ✭❜✮ I = 10−1✳

◆♦♥✲❛✣♥❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ r❡❣✐♠❡ I = 10−3 ✭❝✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❣✐♠❡

I = 10−1 ✭❝✮✳

✶✵❆ ❜✉❜❜❧❡ r❛❢t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♦❢ ❜✉❜❜❧❡s ✢♦❛t✐♥❣ ♦♥ ❛ ✢✉✐❞ s✉r❢❛❝❡



✶✳✹✳ ▼♦❞❡❧s ♦❢ r❤❡♦❧♦❣② ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ✶✸

❆t ❧❛st ❧❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ✢♦✇s✶✶ ♦❢ ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢♦❝✉s

♦♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ❜❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ❛❧s♦✱ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞

t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ♦❢ ❡♥♦r♠♦✉s ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ✇✐t❤

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ st♦r❛❣❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✮✱ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❣r❛✐♥s t♦

t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❞✉♥❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ❧❛♥❞ s❧✐❞❡s

✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✮ ♦r ❡✈❡♥ ❡❛rt❤q✉❛❦❡s t♦ ♥❛♠❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❛t

✐♠♣♦s❡❞ str❡ss ♦r str❛✐♥ r❛t❡ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✹✾❪ ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t ♠❛♥② ❝♦♠♠♦♥

r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤ ♠✐❝❡❧❧❛r s②st❡♠s ♦r ❢♦❛♠s ✭❤②st❡r❡s✐s✱ ②✐❡❧❞ str❡ss s❤❡❛r ✢♦✇✱

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧② ❣r❛✐♥s s❤❛r❡ ♠❛♥② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡①

✢✉✐❞s ✭❛♥❞ ❡✈❡♥ s♦❧✐❞ ❣❧❛ss❡s✮ ✐♥ t❤❛t t❤❡② ❡①❤✐❜✐t ❛ ✢♦✇ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧②

❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ②✐❡❧❞ str❡ss✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡✐r ✢♦✇

✐s s❤❡❛r r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡s❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❡❧♣ t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡♠ ❛s ✈✐s❝♦✲♣❧❛st✐❝

♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❖♥ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s t❤❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ♠❛♥② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s

✐♥ t❤❡ ❧❛st t❡♥ ②❡❛rs ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s ✐♥ s❝❛❧❛r ❛♥❞ t❡♥s♦r✐❛❧ ❢♦r♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♣r♦♣♦s❡❞ ❬✺✵❪✳ ❨❡t t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ✉s q✉❛s✐st❛t✐❝ r❡❣✐♠❡✱ ❛❣❛✐♥ ❤❡r❡✱ ❛s ✇❡

❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❛♣♣❡❛rs s✐♥❣✉❧❛r✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡

t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛r❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ❛♣♣❡❛rs

✐♥t❡r♠✐tt❡♥t✱ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❜✉rst ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✶✮✱ ❛♥❞ t❤✐s

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ P♦✉❧✐q✉❡♥✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✢♦✇✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲st❛t✐❝

❧✐♠✐t✳ ❲❡ r❡❢❡r ❤❡r❡ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ P♦✉❧✐q✉❡♥ ❬✺✵❪✱ ❧❡t ✉s s✐♠♣❧② ♠❡♥t✐♦♥✱ t❤❡

❈♦ss❡r❛t t②♣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❛ r♦t❛t✐♦♥❛❧

❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s✱ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts✱ ❜✉t

❛❧s♦ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ s❧♦✇❧② s❤❡❛r❡❞ ❣r❛✐♥s ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✶✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❞❡s♣✐t❡

t❤❡s❡ ❡✛♦rts t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✢♦✇✐♥❣ r❡❣✐♠❡s r❡♠❛✐♥s ♦♣❡♥✳ ■♥

t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣② ♦❢ ❣❧❛ss❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡

❛r❡ ❛❧♠♦st ❛s ♠❛♥② ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣② ♦❢ ❣❧❛ss❡s ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥✶✷

❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✳

✶✳✹ ▼♦❞❡❧s ♦❢ r❤❡♦❧♦❣② ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s

◆♦♥✲❡r❣♦❞✐❝ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ♣r❡s❡♥t ❛s

✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✉♥✉s✉❛❧ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧✴♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤✐s ♣❡❝✉❧✐❛r ✢♦✇

r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣r♦❢♦✉♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✳ ❆t ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ✇♦r❦ ❜❛s❡❞

♦♥ ♠♦❞❡✲❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡♦r② ✭▼❈❚✮ ✐s r❡str✐❝t❡❞ ✭s♦ ❢❛r✮ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❣❧❛ss❡s

♥❡❛r ♦r ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ P✉r❡❧② ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤
✶✶❋♦r ❛ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇s ♦❢ ❞❡♥s❡ ❝♦❤❡s✐♦♥❧❡ss ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s s❡❡ ❬✺✵❪
✶✷■♥ ❢❛❝t ✈❡r② ♦❢t❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡r✐✈❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss r❤❡♦❧♦❣②✳



✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ str❡ss ♦r str❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ st❛t❡ ✐s s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❥✉st ♦♥❡ ♦r

t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❡✳❣✳ ❵✢✉✐❞✐t②✬✮ ❬✺✶✱ ✺✷✱ ✺✸❪ ❛r❡ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r ❜✉t ♦❢ r❛t❤❡r ❧✐♠✐t❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡

♣♦✇❡r✳ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t♦ t❤❡s❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦♥❡ ✜♥❞s ✈❛r✐♦✉s ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ♥♦✇ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✜rst t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞

t❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s✳

✶✳✹✳✶ ▼❡❛♥ ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❍✐st♦r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✿ ❊②r✐♥❣✬s ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♠❛❦❡s ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❢♦r t❤❡ r❛t❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ s❤❡❛r ②✐❡❧❞✐♥❣ ✐s t❤❡ r❛t❡✲st❛t❡ ❊②r✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❬✺✹✱ ✺✺✱ ✶✼❪ ♦❢ str❡ss✲❜✐❛s❡❞ t❤❡r♠❛❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

❛ s✐♥❣❧❡ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r ❊ t❤❛t ✐s ❧♦✇❡r❡❞ ♦r r❛✐s❡❞ ❧✐♥❡❛r❧② ❜② ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ str❡ss σ✳ ❚❤✐s

❞❡✜♥❡s tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✱

R+
−

= ν0 exp

[
− E

kBT

]
exp

[
+−

V∗σ
kBT

]
✱ ✭✶✳✷✮

✇❤❡r❡ ν0 ✐s ❛♥ ❛tt❡♠♣t ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ V∗ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❵❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡✬✳

■♥ ❣❧❛ss❡s✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛t❡s ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛t ③❡r♦ str❡ss✳ ❚❤✉s✱ ❛t ✜♥✐t❡ str❡ss ♦♥❡ ♥❡❡❞s

t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ r❛t❡ R+ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛✐❞❡❞ ❜② str❡ss✳ ❚❤❡ ♣❧❛st✐❝

str❛✐♥ r❛t❡ ε̇pl ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ R+✱ ε̇pl = cR+✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r t❤❡ str❡ss σ ✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

σ =
E

V∗ +
kBT

V∗ ln

[
ε̇pl

cν0

]
✳ ✭✶✳✸✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✸ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝ts ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t ②✐❡❧❞

str❡ss t❤❛t ✈❛r✐❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❤❛s ❛ ♣r❡❢✲

❛❝t♦r t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❉❡s♣✐t❡ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡

♦❢t❡♥ ✜tt❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✸✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ V∗ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ t②♣✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡ r❡q✉✐r❡❞

❢♦r ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s❤❡❛r r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳

▼♦❞❡r♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣❛② tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❣❧❛ss② s②st❡♠s

t❤r♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛t ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r

❢♦r r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐s ❛♥ ♦✈❡rs✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡

✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜❛rr✐❡rs ❛♥❞ ❛❞❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ s❝❛❧❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛♥② t❤❡♦r②

t❤❛t ❛tt❡♠♣ts t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛ ❢✉❧❧ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t

t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ♦r str❛✐♥✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r

❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡

✐❞❡❛s✳

❙♦❢t ❣❧❛ss② r❤❡♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❙●❘♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❇♦✉❝❤❛✉❞✬s

tr❛♣ ♠♦❞❡❧ ❬✺✻❪✳ ❚❤❡ ❣❧❛ss② ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ✐♥ ❇♦✉❝❤❛✉❞✬s ❛♣♣r♦❛❝❤

❜② ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠❛ ✭❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✮ t❛❦❡♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t❛✐❧



✶✳✹✳ ▼♦❞❡❧s ♦❢ r❤❡♦❧♦❣② ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ✶✺

ρ(E) ∼ exp (−E/xg)✱ ✇❤❡r❡ ❊ ✐s t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ tr❛♣ ❛♥❞ xg ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❆

st❡❛❞② st❛t❡ ✭✐❢ ✐t ❡①✐sts✮✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Peq(E) ∼ ρ(E) exp (E/x)✱ ✇❤❡r❡ ① ✐s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡s❡ t✇♦ t❡r♠s✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ρ(E) ❛♥❞ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❢❛❝t♦r exp (E/x)✱ ❡①❛❝t❧②

❝❛♥❝❡❧ ❛t t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♥♦r♠❛❧✐③❛❜❧❡

❛♥❞ ♥♦ st❡❛❞② st❛t❡ ❝❛♥ ❡①✐st ✿ ❢♦r x < xg t❤❡ s②st❡♠ ❛❣❡s ✐♥ t✐♠❡✱ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ ❞❡❡♣❡r ❛♥❞

❞❡❡♣❡r tr❛♣s✳

❚❤❡ ❙●❘ ♠♦❞❡❧ ❬✺✼✱ ✺✽❪ t❛❦❡s t❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t❡s ✐t ❢r♦♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ t♦

❛ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ♦♥❡ ✿ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ✐♥t♦ ♠❛♥② ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞

t❤❡ tr❛♣ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❆s

♥❡✇ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts t❤❡ ❙●❘ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② ✿

❞✉❡ t♦ ❞✐s♦r❞❡r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ♣♦ss❡ss ❛ ❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥ l✱ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡✐r

❧♦❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ s♠❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ ✇✐t❤

❛ r❛t❡ Γ0 exp
[
−(E − kl2/2)/x

]
✱ ✇❤❡r❡ l ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ ❛♥❞ k ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡

r♦❧❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❵♥♦✐s❡✬ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ x✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ s♣✐r✐t✳ ❆❢t❡r ②✐❡❧❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ✈♦❧✉♠❡

❡❧❡♠❡♥t✱ ❛ ♥❡✇ ②✐❡❧❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ρ(E) ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ l r✐s❡s ❛❣❛✐♥ ❢r♦♠ ✵

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❤❡❛r r❛t❡ γ̇✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ②✐❡❧❞ ❡♥❡r❣② ❊ ❛♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ l✱ P(E, l, t) ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱

∂P(E, l, t)

∂t
= −γ̇

∂P(E, l, t)

∂l
− P(E, l, t)

τ(E, l)
+

∫ ∞

0

P(E′, l′, t)ρ(E)

τ(E′, l′)
dE′dl′δ(l) ✱ ✭✶✳✹✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ τ(E, l) =
(
Γ0 exp

[
−(E − kl2/2)/x

])−1 t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡

s♣❡♥❞ ✐♥ ❛ tr❛♣ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❊✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s s✐♠♣❧❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢

❛♥ ❡①❛❝t ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥❦✐♥❣ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞

t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❢♦❛♠s✱ ❞❡♥s❡ ❡♠✉❧s✐♦♥s✱ ♣❛st❡s✱ ❛♥❞ s❧✉rr✐❡s ❜✉t ✐ts ❞♦✲

♠❛✐♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❤❡♦❧♦❣② ♦❢ ♦t❤❡r

❵❤❛r❞❡r✬ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s✳ ■t ❝♦✈❡rs ♥♦t ❥✉st ❧✐♥❡❛r ❜✉t ❛❧s♦ ♥♦♥❧✐♥✲

❡❛r r❡s♣♦♥s❡✱ ❛♥❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s♦❢t ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❙●❘ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r✐❝❤❡r

t❤❛♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❊②r✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♣s ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧

❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ❡①❤✐❜✐ts ❛❣❡✐♥❣ ❢♦r x < 1✳ ❆♥❛❧②s✐s ❤❛s ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥

t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t s❤❡❛r r❛t❡ γ̇✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✉s❡❞

t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦❢t ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❙❛❧✐❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡✿ ❛

◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇ σ ∝ γ̇ ❢♦r x > 2 ❛♥❞ ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ✢✉✐❞ σ ∝ γ̇τ−1 ❢♦r 1 < x < 2✳ ■♥ t❤❡

❣❧❛ss② ♣❤❛s❡✱ x < 1✱ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ −σy ∝ γ̇1−x ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ① ✭♥♦t t❤❡ tr✉❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛❝t♦r

Γ0 r❡♠❛✐♥ ❧❛r❣❡❧② ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞✳ ■♥ ❛ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r ❋✐❡❧❞✐♥❣ ❡t ❛❧ ❬✺✾❪ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t♦

❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❧❛r❣❡❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② ②✐❡❧❞ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥

❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t②✲❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❤❡❛r✲❜❛♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts r❡♣♦rt❡❞ r❡❝❡♥t❧② ✐♥ ❛ ✇✐❞❡



✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

r❛♥❣❡ ♦❢ s♦❢t ♠❛t❡r✐❛❧s ✭❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✮✳

❙❤❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋❛❧❦ ❛♥❞ ▲❛♥❣❡r✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦❜s❡r✈❛✲

t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛ t❤❡♦r② ♦❢ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝✐t②

❬✸❪ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❵s❤❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ③♦♥❡s ✭❙❚❩✮✱ ❜✐st❛❜❧❡ ✭♠❡s♦s❝♦♣✐❝✮ r❡✲

❣✐♦♥s t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠ ✉♥❞❡r s❤❡❛r ❜❡t✇❡❡♥ +− st❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❙❚❩ t❤❡♦r②

❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡❛r❧✐❡r ❞❡❢❡❝t✲✢♦✇ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❚✉r♥❜✉❧❧✱ ❈♦❤❡♥✱ ❆r❣♦♥✱ ❙♣❛❡♣❡♥ ❛♥❞ ♦t❤❡rs

❬✻✵✱ ✻✶✱ ✻✷✱ ✻✸❪✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❙❚❩ ♠♦❞❡❧ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❙❚❩

✇✐t❤ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② n ♦♥ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ r❛t❡

ε̇pl = A0 (R+n+ − R−n−) ✱ ✭✶✳✺✮

✇❤❡r❡ A0 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✇❡r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛t❡s R+
−
❢r♦♠ ❛ ✭✰✮❙❚❩ t♦ ❛ ✭✲✮❙❚❩ ❛♥❞

r❡❝✐♣r♦❝❛❧❧②✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❊②r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❢r❡❡✲✈♦❧✉♠❡ ✭❡♥tr♦♣✐❝❛❧❧②✮

❛❝t✐✈❛t❡❞ r❛t❤❡r t❤❛t t❡r♠❛❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ str❡ss ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✱

R+
−

= R0 exp

[
−v0 exp [σ/µ]

vf

]
✭✶✳✻✮

✇❤❡r❡ v0 ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢r❡❡ ✈♦❧✉♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ ❙❚❩ ✢✐♣ ❛♥❞ µ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

str❡ss s❝❛❧❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♣❧❛②❡❞ ❜②

❛ ❵❢r❡❡ ✈♦❧✉♠❡✬ vf ♣❡r ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♠♦t✐✈❛t❡ t❤✐s ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥ ❛

s♦❧✐❞ ❛t ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡r♠❛❧

❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ t❤✉s✱ ❛s ✐♥ ❣r❛♥✉❧❛r s②st❡♠s✱ t❤❡r♠❛❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡s❡ ❜❛rr✐❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡

♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❡✈♦❧✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱

n+
−

= R+
−
n+

−
− Rn + σε̇(Ac − Aan+

−
)✱ ✭✶✳✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❙❚❩✬s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ σε̇pl✳ ❇② ❛❞❞✐♥❣ s♦♠❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ✈♦❧✉♠❡

❬✻✹❪ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛

②✐❡❧❞ str❡ss✱ r❤❡♦✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s st✐❝❦✲s❧✐♣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞

❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❚❩ r❡♠❛✐♥s ❡❧✉s✐✈❡✳

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛✐♠ ❛t ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ❜❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ✭s❡❡ ✶✳✸✮✳

✶✳✹✳✷ ❙♣❛t✐❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♠♦❞❡❧s

❊❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❣❡♦♣❤②s✐❝s ❬✻✻❪ ❛♥❞ ❢r♦♠

♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❞❡❛s ❬✻✼❪✿



✶✳✹✳ ▼♦❞❡❧s ♦❢ r❤❡♦❧♦❣② ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ✶✼

❋✐❣✳ ✶✳✶✷ ✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❡❞✐❛✳ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✈✐❛ ❡❧❛st✐❝

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts✱ ❛♥❞ ♥♦♥❧♦❝❛❧ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ str❡ss✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②

tr✐❣❣❡r✐♥❣ ♦t❤❡r ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ❬✻✺❪✳

• t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ ♦r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝

r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts

• ❛ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t❤❛t ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞

• ❛ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠❡❞✐✉♠ t❤r♦✉❣❤ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❛✲

❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ♥❡✇ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts

❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦✲

❣❡♥❡✐t✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜r✐❝❦s✱ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❡❧❛st♦✲

♣❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢

t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❬✻✼✱ ✻✽✱ ✻✾✱ ✼✵❪✳

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ P✐❝❛r❞ ❡t ❛❧ ❬✻✼✱ ✼✶❪ ✭✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✐♥ s♣✐r✐t t♦ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❡①tr❡♠❛❧ ♠♦❞❡❧

♦❢ ❇❛r❡t ❡t ❛❧ ❬✻✽❪✮ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❡ t❤❡ s❤❡❛r r❛t❡

ε̇(r, t) ❛♥❞ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss σ(r, t)✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥tr♦❧❡❞ ❜② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❤❡❛r γ̇✳ ❚❤❡

❡❧❛st✐❝ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ♥♦t❡❞ µ✳ ❯♥❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❛♥

✐♥✜♥✐t❡ ♠❞✐✉♠ ❛♥❞ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s②♠♠❡tr② ❛s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❤❡r❡ ♣✉r❡ s❤❡❛r✮ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss ✜❡❧❞ σ(r, t)

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ εpl(r, t) ❛s✱

σ(r, t) = 2µ

∫
dr′G∞(r− r′)εpl(r′, t)✱ ✭✶✳✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱

G∞(r, θ) =
1

π

2

r2
cos(4θ)✳ ✭✶✳✾✮



✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲✐t❤ t❤❡s❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ str❡ss✱

∂σ(r, t)

∂t
= µγ̇ + 2µ

∫
dr′G∞(r− r′)εpl(r′, t)✱ ✭✶✳✶✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ str❛✐♥ γ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ t♦ t❤❡

♣❧❛st✐❝ s❤❡❛r✳

❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

ε̇pl✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s ❞②♥❛♠✐❝ ❛ ❧♦❝❛❧ ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ②✐❡❧❞

str❡ss σc ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①tr❡♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❇❛r❡t ❡t ❛❧ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s

❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✉♣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t✱ ✇❤❡r❡ s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡

♠❛t❡r✐❛❧ t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ✐s ❛tt❛✐♥❡❞✳ ❆t t❤✐s ✐♥st❛♥t ❛ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ t❤❛t r❡❧❛①❡s

t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✶✳✾✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡

❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ n(r, t) t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ✐❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❣✐♦♥ ❛t r ✐s ♣❧❛st✐❝ ♦r ✵ ✐❢ ✐t ✐s ♣✉r❡❧②

❡❧❛st✐❝✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✱

ε̇pl(r′, t) =
1

2µτ
n(r′, t)σ(r′, t) ✭✶✳✶✶✮

n(r′, t) : 0 ⇆ 1✳ ✭✶✳✶✷✮

❚❤❡ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✳✽✱ ✶✳✶✵ ❛♥❞ ✶✳✶✶ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡❛♥s ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ t❤❡

r❤❡♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss✳

❑✐♥❡t✐❝ t❤❡♦r② ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇✳ ■♥ ❛ ✈❡r② r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r ❇♦❝q✉❡t ❡t ❛❧ ❬✻✺❪✱ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛

❦✐♥❡t✐❝ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✭❑❊P✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❛s t❤❡ ❡①tr❡♠❛❧ ♠♦❞❡❧s

♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❑❊P ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ❡①t❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✜rst

♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍é❜r❛✉❞ ❛♥❞ ▲❡q✉❡✉① ✭❍▲✮ ❬✼✷❪ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♣❛t✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ ❙●❘ t❤❡② ❞✐✈✐❞❡✱ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧②✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥

♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❜❧♦❝❦s i t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ str❡ss Pi(σ, t)✳ ■♥ ❧✐♥❡

✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❇❛r❡t ❬✻✽❪ ♦r P✐❝❛r❞ ❬✼✶❪ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ Pi(σ, t) ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✿ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✉♥❞❡r t❤❡

❡①t❡r♥❛❧❧② ✐♠♣♦s❡❞ s❤❡❛r r❛t❡ γ̇0
i ✱ ❛ str❡ss r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts✱ tr✐❣❣❡r❡❞

❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ②✐❡❧❞ str❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ str❡ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ♦❝❝✉r✐♥❣ ✐♥

♦t❤❡r ❜❧♦❝❦s✱ ✈✐❛ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡❞ ❡❧❛st✐❝ ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷✮✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pi✱

∂tPi(σ, t) = − G0γ̇
0
i ∂σPi(σ, t) − Θ(|σ| − σc)

τ
Pi(σ, t)

+ Γi(t)δ(σ) + L(P,P)✱ ✭✶✳✶✸✮

✇❤❡r❡ γ̇0
i ✐s t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ s❤❡❛r r❛t❡✱ G0 ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✉s✱ Θ t❤❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts✱ Γi(t)✱ ✐s ✜①❡❞ ❜②

Γi(t) =

∫
Θ(|σ′| − σc

τ
Pi(σ

′, t)dσ′✳ ✭✶✳✶✹✮



✶✳✹✳ ▼♦❞❡❧s ♦❢ r❤❡♦❧♦❣② ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ✶✾

■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✸✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r L(P,P) ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ str❡ss r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡

❧♦♥❣✲r❛♥❣❡❞ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❜❧♦❝❦ j ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ♥♦♥❧♦❝❛❧ str❡ss r❡❧❛①✲

❛t✐♦♥ δσi ✐♥ ❜❧♦❝❦ i ❣✐✈❡♥ ❜② δσi = Πi,jδσj ✱ ✇✐t❤ Πi,j t❤❡ ❡❧❛st✐❝ str❡ss ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✭s❡❡ ❛❧s♦

✶✳✾✮✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✻✺❪✱ L(P,P) ✇r✐t❡s✱

L(P,P) =
∑

j 6=i

σ′Θ(|σ′| − σc)

τ

×
[
Pj(σ

′, t)Pi(σ + δσi, t) − Pj(σ
′)Pi(σ)

]
✳ ✭✶✳✶✺✮

❍❛✈✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t❤❡s❡ ❵♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝✬ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡r✐✈❡ ✐♥ ❬✻✺❪ t❤❡✐r ❝♦♥t✐♥✲

✉✉♠ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❧✐♠✐t ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ✢♦✇ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ♣❧❛st✐❝

✢♦✇✳ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❡s❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇r✐t❡✱

σ =
1

f
γ̇✱ ✭✶✳✶✻✮

∆f − 1

ξ
(f − fb) = 0✳ ✭✶✳✶✼✮

■♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✢✉✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐♥t✐♠❛t❡❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦

t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts✱ fb ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ✢✉✐❞✐t② t❤❛t s❛t✐s✜❡s✱ fb ∝ (σ−σd)
2 ❢♦r σ > σd ❛♥❞

✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ σd t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ②✐❡❧❞ str❡ss ❛♥❞ ξ ❛ ✢✉✐❞✐t② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②

t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛s✱

ξ ∝
√

1

|σ − σd|
∝ γ̇−1/4✳ ✭✶✳✶✽✮

❆❧s♦ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡

❢♦r♠✱

σ = σd + Aγ̇n✱ ✭✶✳✶✾✮

✇✐t❤ n = 1/2✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ r❡❝❡♥t ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥s ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❬✼✸❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✼✹✱ ✼✶✱ ✼✺✱ ✼✻✱ ✼✼❪✳

■♥ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡t t❤❡ s❝❡♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦

❛❞❞r❡ss ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②

✇❡ ✇✐❧❧ ✐❞❡♥t✐❢② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢

t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❣❧❛ss❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢

str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❤❡❛r ❜❛♥❞s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❧❡♠♠❛ ✇✐❧❧

❡♠❡r❣❡ ✿ ❝❛♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ ✐♥ ❣❧❛ss❡s ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦r✐❣✐♥ ✭✇✐t❤ s♦♠❡ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r

♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ✐t✮ ♦r ✐s ✐t ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ str✉❝t✉r❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ♦❢ ♣✉r❡❧② ❞②♥❛♠✐❝❛❧

♥❛t✉r❡ ❄



✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s str✉❝t✉r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ❝❡♥tr❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✐♥ t❤r❡❡ ♣❛rts✳ ❚❤❡

✜rst ♣❛rt ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t

❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ✭❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧✮ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣②

♦❢ ❣❧❛ss❡s ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦

r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣② ♦❢ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❝♦♥t❛✐♥s

❝❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ✹✳ ❚❤❡r❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧

❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r ❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s✱ ❛♥❞ r❡❧❛t❡ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r

t♦ t❤❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣❧❛ss✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✺ ❛♥❞ ✻✳ ❚❤❡r❡ ✇❡

t❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ str✉❝t✉r❡✱

t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡♥ s②st❡♠s✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r r❡s✉❧ts

❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ s♦♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✳



❈❤❛♣t❡r ✷

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

❈♦♥t❡♥ts

✷✳✶ ❈♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✷ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✸ ◗✉❛s✐st❛t✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧s ✲ P♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✹ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✺ ❆ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ✿ t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✻ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✶ ❈♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❈♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✼✽✱ ✼✾✱ ✽✵❪ ♣❧❛② ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ s❝✐❡♥❝❡ t♦❞❛②✳ ■♥ t❤❡

♣❛st✱ ♣❤②s✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡s ✇❡r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡♦r②✳

■♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛ s②st❡♠ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ r❡s✉❧ts✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝

❢♦r♠✱ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ t❤❡♦r②✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ✉s✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢

❛ s❡t ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡

s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❛ ❢❡✇ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❛s❡s✱ s✐♠♣❧❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ✐♥✈❛r✐❛❜❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞

♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✈❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ♣❛st✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s✐❧② t❡st❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ❛

❢❡✇ s✐♠♣❧❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳ ❙♦✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r ♣❤②s✐❝s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡s ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ♦r ✐♥

❛ ♣❡r❢❡❝t ✐♥✜♥✐t❡ ❝r②st❛❧✳ ❊✈❡♥ t❤❡♥✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♠❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ✐♥t❡r❡st ✭❜♦t❤ ❛❝❛❞❡♠✐❝

❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧✮ ❢❛❧❧ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢ t❤❡s❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ♦♥❡

❝♦✉❧❞ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❝❤❡♠✐str② ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✱ s✉r❢❛❝❡s✱ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ❛t♦♠s✱ ♦r❣❛♥✐❝

♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠❀ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❡♠✲

✷✶



✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

♣❡r❛t✉r❡ ❡✛❡❝ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝✐t✐❡s ❛♥❞ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s❀ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s ✐♥

❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❤❡r❡ s②♠♠❡tr② ✐s ♦❢ ♥♦ ❤❡❧♣ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t❀ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡ ❛❞✈❡♥t ♦❢

❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ❝♦♠♣✉t❡rs ✇❤✐❝❤ st❛rt❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✺✵s ❛❧t❡r❡❞ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣

❛ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥t r✐❣❤t ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡♦r②✿ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■♥ ❛

❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡♦r✐sts✱ ❜✉t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞

♦✉t ❜② t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ r❡❝✐♣❡ ✭t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣r♦✲

❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✮✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s②st❡♠s

❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛ r♦❛❞ t♦✇❛r❞s ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

◆❡❡❞❧❡ss t♦ s❛②✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛❧t❡r❡❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② t❤❡ tr❛✲

❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❖♥ ♦♥❡ s✐❞❡✱ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥s

♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❛✇✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❡st ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ♣❛ss ❛♥❞

❛ t❡st ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜r✐♥❣s t♦ ❧✐❢❡ t❤❡

♠♦❞❡❧s✱ ❞✐s❝❧♦s✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛r❡❛s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✉❣❣❡st✐♦♥s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r

s✐❞❡✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❝♦♠❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t

❝♦♠♣✉t❡r r❡s✉❧ts ❝❛♥ s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❲❤❡♥

t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ♥♦t ♦♥❧② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞

✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ st✉❞② r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡

♥♦t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ♦r ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ s✉❝❤ ❛s

✉♥❞❡r ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡✳ ▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ✐♥ t❤♦✉❣❤t

❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤✐♥❣s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❥✉st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞♦ ✐♥ r❡❛❧✐t②✱ ❜✉t ✇❤♦s❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❣r❡❛t❧②

✐♥❝r❡❛s❡s ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t♦ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞✳

❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡ ✺✵s ❛♥ ❡♥♦r♠♦✉s ❛♠♦✉♥t

♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✲

✉❧❛t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s s✉❜✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✭❆❜ ■♥✐t✐♦✱ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s✱ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✱ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❉②✲

♥❛♠✐❝s✱ ❊✈❡♥t ❉r✐✈❡♥ ❉②♥❛♠✐❝s✱ ▲❛tt✐❝❡ ❣❛s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥ts✱ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠s✳✳✳✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t

♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ♠♦❞❡❧✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ t✐♠❡

s❝❛❧❡✭s✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✭s✮ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠

♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧ ♦r✐❣✐♥

♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✭r❤❡♦❧♦❣②✱ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳✳✳✮ ❛♥❞ st❛t✐❝ ✭♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱

✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✱ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳✳✳✮ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡r❡❢♦r❡ r❡✲

q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s❝❛❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱

❢♦r❝❡s ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ t②♣✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ s❤❡❛r ❜❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥

❛♥❞ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t st❛❦❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❧❛ss❡s ✭s❤❡❛r ❜❛♥❞s

✐♥✈♦❧✈❡ ✉♣ t♦ ♦r ♠✉❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ♦✈❡r

✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ st✉❞② t❤❡ r❤❡♦❧♦❣②✴♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ✭t♦t❛❧ str❛✐♥s ♦❢

t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ε ∼ 400%✮ ♠❛❦❡s ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s✱ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉✲



✷✳✶✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✷✸

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣❧❛❝❡ ♦✉rs❡❧✈❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ r❛♥❣❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡

▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❍✳ ▼❡②❡r ❙tr❛s❜♦✉r❣✮✳

❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❡ ♦♥❧② ❛t♦♠✐❝ s❝❛❧❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧②

❢❡❛s✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❡r ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✭❆❜ ■♥✐t✐♦ ❝❛♥♥♦t r❡❛❝❤ ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ t✐♠❡

♦r ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ✇❤✐❧❡ ♠♦r❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

t❤❛t ✇❡ r❡q✉❡st✮✳ ❋♦r ✉s t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

♥❛t✉r❡ t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ♥♦♥ r❡❛❧✐st✐❝ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ t✐♠❡✳ ❆s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉✲

t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡ ✭str❛✐♥✮ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❛♥❞ ❤❛✈❡ r❡str✐❝t❡❞ ♦✉r st✉❞✐❡s t♦ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲✐t❤✐♥

♠♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜r❛♥❝❤ ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ◆♦♥✲❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②✲

♥❛♠✐❝s ✭◆❊▼❉✮ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧② ✼✵s✳ ❚❤✐s ❜r❛♥❝❤

♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛t ♣r❡s❡♥t ♥♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢

t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ❢❛r ❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❛t

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛t♦♠✐st✐❝ t❤❡♦r② ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❦✐♥❞ ♦❢ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❜✲

❧❡♠s✳ ◆♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤r❡❡ ✉s❡❢✉❧ r♦❧❡s t♦ ♣❧❛②✿ ✭✶✮

♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s

❛♥❞ ❣r❡❛t❡r ❛❝❝✉r❛❝② t❤❛♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✭✷✮ ❤❡❧♣✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②

❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ❝❛✉s❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥❛❧♦❣s ✐♥ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢❛r ❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ ✭✸✮

s✉❣❣❡st✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ tr❡❛t✲

♠❡♥ts ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡

s♣✐r✐t ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤✐s P❤❉ ✇❛s ✉♥❞❡rt❛❦❡♥✳



✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

✷✳✷ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s

❚❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✐s t❤❛t ✐t ♦✛❡rs ❛ r♦✉t❡ t♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡r✲

t✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✿ tr❛♥s♣♦rt ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡s♣♦♥s❡s t♦ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛♥❞

✈❛r✐♦✉s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠

♥♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛t ✜♥✐t❡ s❤❡❛r r❛t❡s

❛♥❞✴♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✻✮ ❛♥❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣❧❛ss ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ❛ ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❡r❡ ♣❡r✲

❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❆▼▼P❙ ✭▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ❆t♦♠✐❝✴▼♦❧❡❝✉❧❛r ▼❛ss✐✈❡❧② P❛r❛❧❧❡❧ ❙✐♠✉❧❛t♦r✮

❝♦❞❡ ✭❤tt♣✿✴✴❧❛♠♠♣s✳s❛♥❞✐❛✳❣♦✈✴✮ ❬✽✶❪✳ ■t ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡✱ r✐❝❤✱ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❢❛st s♦❢t✇❛r❡

♣❛❝❦❛❣❡✱ t❤❛t ♠❡t ✭♠♦❞✐✜❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r ♥❡❡❞❡❞✮ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❡❞s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳

❚❤❡ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ❧❛r❣❡❧② ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❝❧❛ss✐❝❛❧

s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭ 102 − 106✮✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✭❊❖▼✮ ♦❢ t❤❡

s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✐♥ t✐♠❡✳ ❍❡r❡

✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥❧② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ r❡♣♦rt t❤❡

✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✼✾✱ ✽✵❪ ❢♦r ✐♥ ❞❡♣t❤ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ◆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ♦❢

✈♦❧✉♠❡ V ≡ L1 × L2 × L3✳ ❚❤❡ ❊❖▼ ❢♦r t❤❡s❡ ◆ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥

❜② t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❧❛✇✿

❋i = mi
d2❘i

dt2
= −∇Φ(❘j) ❥❂✶✱✳✳✳✱◆ ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ ❘i ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠ ✐✱ mi ✐ts ♠❛ss✱ ❋i t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦♥ ❛t♦♠ ✐ ❛♥❞ ∇Φ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t

♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❘i t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ N− 1 ♦t❤❡r ❛t♦♠s ❥✳ ■♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✇❡ ✇✐❧❧ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ❊❖▼ ❢♦r ✐♥t❡r♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❢♦r❝❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡

r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ✭❛♥❞ ♥♦t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ t❤❡✐r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✮✳ ■♥ ▼❉✱ t❤❡ ❊❖▼

❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡

✈❛r✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❈P❯ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✳

■♥ ❛♥② ❝❛s❡ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠✉st ❝♦♥❢♦r♠ t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛t s❤♦rt

❛♥❞ ❧♦♥❣ t✐♠❡s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ t✐♠❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❛♠❡❞ ❵❱❡❧♦❝✐t②✲

❱❡r❧❡t✬ ❬✽✵✱ ✼✾❪ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❡♥❡r❣② ❞r✐❢t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛t

❧♦♥❣ t✐♠❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐t s❤♦✇s ❛ ✇♦rs❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛t s❤♦rt t✐♠❡s r❡❧❛t✐✈❡❧②

t♦ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ r✉❧❡✿

❱i(t) =
❘i(t + h) −❘i(t − h)

2h
✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ ❘i ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐ ❛t t❤❡ t✐♠❡ t = nh ✭❤ ✐s ❛ t✐♠❡ st❡♣ ❛♥❞ ♥ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✮✳

❋r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐ ❛t t❤❡ t✐♠❡

t + h✿

❘i(t + h) = ❘i(t) + h❱i(t) +
h2

2mi
❋i(t) ✭✷✳✸✮



✷✳✷✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s ✷✺

❱i(t + h) = ❱i(t) + h
h

2mi
[❋i(t + h) + ❋i(t)] ✭✷✳✹✮

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r ✐ts ❣r❡❛t st❛❜✐❧✐t② r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❧♦♦♣ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦❧❧♦✇s ❣♦❡s ✐♥ ❢♦✉r st❡♣s

❛s✿

✶✳ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❋i(t) ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❘i(t)

✷✳ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥s ❘i(t + h) ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✮

✸✳ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❋i(t + h) ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❘i(t + h)

✹✳ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❱i(t + h) ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✮

❚❤❡s❡ ✈❛r✐♦✉s st❡♣s ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ st❡♣s✱ ✇✐t❤ ♥ t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✉♣

t♦ 108 ✭❢♦r r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❈P❯ t✐♠❡✮✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣✱ ❢♦r t②♣✐❝❛❧ ▼❉ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ st❡♣s ♦❢ ❛❜♦✉t

τ = 10−15s✱ t♦ r❡❛❝❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦♥ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−8s✳ ■t ✐s ✐♠✲

♣♦rt❛♥t t♦ ❜❡ ❝♦♥s❝✐♦✉s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡s❡ s❤♦rt t✐♠❡ s❝❛❧❡s ❛r❡ ♦♥❧② ❜❛r❡❧② r❡❛❝❤❛❜❧❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❚❤❡ ▼❉ ❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡

◆❱❊✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❚ ♦r

t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t ✜①❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❱✳ ❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❉ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①t❡♥❞ ❡❛s✐❧②

t❤❡ ◆❱❊ ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦✇❛r❞s t❤❡ ◆❱❚ ♦r ◆P❚ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✭✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥

❣r❡❛t❡r ❞❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s t❤❛t ▼❉ ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶

♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✸✳✮✳ ■♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ❱ ❛♥❞ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ◆ ❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❚ ❛♥❞ ❤❛✈❡

t❤❡r❡❢♦r❡ ✇♦r❦❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ◆❱❚ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❚ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 〈K〉 ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✈✐❛ t❤❡ ❡q✉✐♣❛rt✐t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ❆♥❞ ♦♥❡ ✜♥❞s 〈K〉 = 〈
∑

i 1/2mi✈
2
i 〉 = NfkBT/2 ✇❤❡r❡ Nf st❛♥❞s ❢♦r

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❉❖❋✮ ❛♥❞ kB ❢♦r t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②

t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s Tins ≡ 2K/NfkB✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤✐s

✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧

t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥

♠✉st ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t

r❡s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❛t✐♦✿
(
✈new

✈old

)2

=
T

Tins
✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ ✈new ✐s t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ✈old ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❡❢♦r❡ r❡s❝❛❧✐♥❣✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ❬✽✷❪ t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ◆♦s❡✲❍♦♦✈❡r t❤❡r♠♦st❛t ✭✇❡ ✉s❡❞ ✐t

♣❛rt❧② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞✮✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②



✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

r❡s❝❛❧✐♥❣ t❤❡r♠♦st❛t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r r❡❧❛①✐♥❣ ❛ s②st❡♠ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱

❜✉t ♦♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣r♦❜❡ ❛ ❝♦rr❡❝t

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s②st❡♠ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ◆♦s❡ ❛♥❞

s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❍♦♦✈❡r ❬✽✸❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤❡❛t ❜❛t❤ ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧

♣❛rt ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜② ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❵♠❛ss✬ Q > 0

❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ✈❡❧♦❝✐t② s✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ◗ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r

❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ s②st❡♠ ❛♥❞ s♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡

s ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ t✐♠❡✲s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ t✐♠❡s❝❛❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞

s②st❡♠ ✐s str❡t❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r s ❛s d̃t = sdt✳ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥

❜♦t❤ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s✱ r̃ = r✱ ˙̃r = s̃−1ṙ✱ s̃ = s ❛♥❞ ˙̃s = s̃−1ṡ✳

❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s②st❡♠ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡✱

L =
∑

i

mi

2
s̃2 ˙̃r

2

i − U(r̃) +
1

2
Q˙̃s

2 − gkbT0 ln s̃ ✳ ✭✷✳✻✮

❚❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✉s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ❛r❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ s̃ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✇❤❡r❡ g = Ndf

✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭◆♦s❡✲❍♦♦✈❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠✮ ❛♥❞ g = Ndf + 1 ✭◆♦s❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠✮✱ ✇✐t❤

Ndf t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ◆♦s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱

¨̃ri =
F̃i

mis̃2
− 2˙̃s ˙̃ri

s̃
✱ ✭✷✳✼✮

¨̃s =
1

Qs̃

(
∑

i

mis̃
2 ˙̃r

2

i − gkbT0

)
✳ ✭✷✳✽✮

❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s❛♠♣❧❡ ❛ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s②st❡♠ ✭r̃, p̃, t̃✮✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t✳ ❆❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ s̃✱

❤❡❛t tr❛♥s❢❡rs ♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ ❤❡❛t ❜❛t❤✱ ✇❤✐❝❤ r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ s②st❡♠ t❡♠✲

♣❡r❛t✉r❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥✱ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ s❛♠♣❧❡ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥ t❤❡

r❡❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ◆♦s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛r❡ s♠♦♦t❤✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ t✐♠❡✲r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡q✉❛✲

t✐♦♥✱ ❤❡❛t ♠❛② ✢♦✇ ✐♥ ❛♥❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❢❛s❤✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♥❡❛r❧②

♣❡r✐♦❞✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ▲❆▼▼P❙ ❝♦❞❡ ❛♥ ♦♣t✐♦♥❛❧ ❞r❛❣ ❦❡②✇♦r❞ ✇✐❧❧

❞❛♠♣ t❤❡s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❛❞✲❤♦❝ ❢❛s❤✐♦♥✱ ❜② ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ◆♦s❡✴❍♦♦✈❡r ❡q✉❛t✐♦♥s s♦

t❤❛t t❤❡② ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡①❛❝t❧② s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✵ ✭♥♦ ❞r❛❣✮ ❧❡❛✈❡s

t❤❡ ◆♦s❡✴❍♦♦✈❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❆ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞s ❛ ❞r❛❣ t❡r♠❀ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡

✈❛❧✉❡ s♣❡❝✐✜❡❞✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❤♦rt r✉♥ ❛♥❞ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s t❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ t❤❡ ❞r❛❣ t❡r♠ ✐s ✇♦r❦✐♥❣✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② ❛ ✈❛❧✉❡

❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✷ t♦ ✷✳✵ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❛♠♣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ ♣❡r✐♦❞s✳

❚❤❡ str❡t❝❤❡❞ t✐♠❡s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ◆♦s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ✈❡r② ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛

tr❛❥❡❝t♦r② ❛t ✉♥❡✈❡♥ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐s r❛t❤❡r ✐♥♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② ◆♦s❡ ❛♥❞ ❍♦♦✈❡r✱ t❤❡ ◆♦s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s



✷✳✸✳ ◗✉❛s✐st❛t✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧s ✲ P♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✷✼

♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❛❧ s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s

❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✱ s = s̃✱ ṡ = s̃ ˙̃s✱ s̈ = s̃2¨̃s + s̃ ˙̃s
2
✱ r = r̃✱ ṙ = s̃ ˙̃r✱

r̈ = s̃2¨̃r + s ˙̃r
2
❛♥❞ ✇✐t❤ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ γ = ṡ/s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✱

r̈i =
Fi

mi
− γri ✱ ✭✷✳✾✮

γ̇ =
−kbNdf

Q
T(t)

(
g

Ndf

T0

T(t)
− 1

)
✳ ✭✷✳✶✵✮

■♥ ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s♦♠❡ ❝❛r❡ ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❝t✐♦✉s ♠❛ss ◗ ❛♥❞

❡①t❡♥❞❡❞✲s②st❡♠ ❡♥❡r❣② Ee ✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t♦♦ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ◗ ✭❧♦♦s❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✮ ♠❛②

❝❛✉s❡ ❛ ♣♦♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭◆♦s❡✲❍♦♦✈❡r t❤❡r♠♦st❛t ✇✐t❤ Q → ∞ ✐s ▼❉ ✇❤✐❝❤

❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛♥② ✜♥✐t❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ ♠❛ss ✐s s✉✣❝✐❡♥t

t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✐❢ ◗ ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡✱ t❤❡

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ✈❡r② ❧♦♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❤❛♥❞✱ t♦♦ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ✭t✐❣❤t ❝♦✉♣❧✐♥❣✮ ♠❛② ❝❛✉s❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s ♠❛② ♦s❝✐❧❧❛t❡ ❛t ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐t ✇✐❧❧ t❡♥❞ t♦ ❜❡ ♦✛✲r❡s♦♥❛♥❝❡ ✇✐t❤

t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡❝♦✉♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭s❧♦✇ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✮✳ ❆s ❛ ♠♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡

❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤✱ t❤❡ ◆♦s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✱

γ̇ = − 1

τNH

(
g

Ndf

T0

T(t)
− 1

)
✭✷✳✶✶✮

✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡

τ2
NH =

Q

NdfkbT0
✳ ✭✷✳✶✷✮

✷✳✸ ◗✉❛s✐st❛t✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧s ✲ P♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

❆t ✜rst s✐❣❤t ♦♥❡ ❝❛♥ ✇♦♥❞❡r ❤♦✇ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠✱ ❛❢t❡r ❛❧❧ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ✉♥✐q✉❡ st❛t❡✱ ❵❛

♠✐♥✐♠✉♠✬✳ ■t ✐s tr✉❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t✐♠❡ ✐s ♥♦t ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ✐❢ ✉s❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛

s②st❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t

✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ t❤❛t ❵♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ❝❤❡❛♣❡r

t❤❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s✬✳ ■♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s t❤❡ ❜❛s✐❝ q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s tr②

t♦ r❡s♣♦♥❞ t♦ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥

❢✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ♥❛♠❡❧② tr②✐♥❣ t♦ ✜♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦r

❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐s t♦ ❧♦❝❛t❡ s❛❞❞❧❡♣♦✐♥ts ❛♥❞

t❤✐s ✐s ❛❣❛✐♥ ❛♥♦t❤❡r ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❛s t♦ t❤❡ s❤❛♣❡

♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛✳ ❖♥❡ ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥



✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✭❛♥♦t❤❡r t❡r♠ ✉s❡❞ ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥s✮✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ♦♥❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ E(❘i) t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

d × N ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭✐♥ ❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ t❤❛t ❛r❡ ❢r❡❡ t♦ t❛❦❡ ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s t❤❡♥ t❤❡

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ✐❢ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♠✉st

s❛t✐s❢② s♦♠❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡② ♠✉st r❡♠❛✐♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s♣❛t✐❛❧

r❡❣✐♦♥ t❤❡♥ ♦♥❡ ✐s ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥

❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✉r✐♥❣

❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋r♦♠ s❧♦✇❡st t♦ ❢❛st❡st✱ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠

✭●❙▲ ❙❉✮ ❬✽✹❪✱ ❋❧❡t❝❤❡r✲❘❡❡✈❡s ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭●❙▲ ❋❘✮ ❬✽✹❪✱ P♦❧❛❦✲❘✐❜✐❡r❡ ❝♦♥✲

❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭●❙▲ P❘✮ ❬✽✹❪✱ ❜❧♦❝❦ tr✉♥❝❛t❡❞ ♥❡✇t♦♥ ✭❇❚◆✮ ❬✽✺❪✱ tr✉♥❝❛t❡❞ ♥❡✇t♦♥

✭❚◆✮ ❬✽✻❪✱ ❤❡ss✐❛♥ ❢r❡❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✭❍❋❚◆✮ ❬✽✼❪✱ tr✉♥❝❛t❡❞ ♥❡✇t♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ✭❚◆P❆❈❑✮ ❬✽✽❪✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐✲

♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡

t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s t❤❛t ✇❡ ❛♣♣❧② ✐t❡r❛t✐✈❡❧②✱

✶✳ ♠♦✈❡ ❛✣♥❡❧② ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❘i ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡r ▲❡❡s✲❊❞✇❛r❞s ❜♦✉♥❞✲

❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦r ♠♦✈❡ ❜② ❛ ✜①❡❞ ❛♠♦✉♥t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ✉♥❞❡r r✐❣✐❞ ✇❛❧❧

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✷✳ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ E(❘i) ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t❡ ❘i✳

❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜② ❑♦❜❛②❛s❤✐ ❡t ❛❧ ❬✽✾❪ ❛s ❛ ✇❛② t♦

❜②♣❛ss ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ r❡❛❝❤ ❧♦♥❣ t✐♠❡ s❝❛❧❡s

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧♦✇ s❤❡❛r r❛t❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s t②♣❡ ♦❢

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✭❉✮✱ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✭❙❉✮✱ s✐♠♣❧❡①

♠❡t❤♦❞s ✭❙✐✮✱ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✭❈●✮✱ ❞❛♠♣❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✭❉▼❉✮ ♦r

◆❡✇t♦♥✲t②♣❡ ♠❡t❤♦❞s ✭◆✮ ✭❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇ s❡❡ ❬✾✵❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡r❡ ✐s



✷✳✹✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ✷✾

♥♦t ♦♥❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ❵t❤❡ ❜❡st✬ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❧❛r❣❡❧② ♦♥ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② q✉❛❞r❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② t❤❡ ◆ ♠❡t❤♦❞s ✇✐❧❧

✜♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ ♦♥❡ st❡♣ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✐t ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ♣♦♦r❧②✳

❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡

♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❆❧s♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ t❤❡

str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❢t❡♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r

✐♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✱ ❛s ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②

♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❣❧❛ss s❛♠♣❧❡

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ✶✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s

r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❲❡ s❡❡ ✐♥ t❤✐s ✜❣✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ♣❡r❢♦r♠

❜❡st ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❚◆✮✳ ❚r✉♥❝❛t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞s

✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✶✾✽✵s ❬✾✶❪ ❛♥❞ ❤❛✈❡ s✐♥❝❡ ❜❡❡♥ ❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛r✐t②✳ ❚❤❡② ❛r❡

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛t ❡✈❡r② st❡♣ ✐s ✉♥♥❡❝❡ss❛r②

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✇❛st❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛ ❜❛s✐❝ ❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❆♥②

❞❡s❝❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ s✉✣❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛

❝♦♥✈❡① q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♥❞✱ ❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞✱ ♠♦r❡

❡✛♦rt ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❣✉❛rr❛♥t❡❞✳ ❚❤❡✐r ❛♣♣❡❛❧ t♦ s❝✐❡♥t✐✜❝

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣❧♦✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

✷✳✹ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❞r✐✈❡♥ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s

t❤❛t ✉s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡

s❛♠❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞

♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ st✐✛♥❡ss ♦r❞❡r✶✳

▼❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s✳ ❚❤❡s❡ ♥♦♥✲❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❜✉❧❦ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s

✭❇▼●✮ ❛❧❧♦②s✱ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st t✇❡♥t② ②❡❛rs✳ ■♥ ♦r❞❡r

t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❧✐♠✐t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ s❤❡❛r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢

♥❡❛r❧② ❛t♦♠✐❝❛❧❧② t❤✐♥ ❜❛♥❞s ❝❛❧❧❡❞ s❤❡❛r ❜❛♥❞s✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ▼✐❝❤❛❡❧ ❋❛❧❦ ✇❛s ♦♥❡ ♦❢

t❤❡ ✜rst t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡s❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♠♦❞❡s ✐♥ ▼❉ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✾✷❪ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡

❛♥❛❧♦❣ ♦❢ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✹ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ❝❤❛♣t❡r✮✳ ❋❛❧❦ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤

t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❑♦❜❛②❛s❤✐ ❡t ❛❧ ❬✽✾❪ ❛♥❞ ♦❢ ❉❡♥❣ ❡t ❛❧ ❬✾✸❪ ✉s❡❞ ❛ ❜✐♥❛r②

▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♠♦❞❡❧✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐✲

❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❇▼●s ✇✐t❤ s❡♠✐❡♠♣✐r✐❝❛❧ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❬✾✹❪ ♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❞✐✉♠

t❤❡♦r② ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❬✾✺❪✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❡r ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❡①♣❡r✐✲

✶❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ s✉❝❝✐♥❝t❧② ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞

t♦ t❤❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s✳



✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

♠❡♥t❛❧ ♦♥❡s✱ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❛t♦♠✐st✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✐❞s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②

❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❜✉t r❛t❤❡r ❛❧❧♦✇ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ str♦♥❣ ❤✐♥ts ❛s t♦ t❤❡ ♠❡❝❤✲

❛♥✐s♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❇▼●✳ ◗✉❛s✐st❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ ❜❛s❡❞

♦♥ ♦♥ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ r❡❝❡♥t❧② t♦ ♠♦❞❡❧ ❇▼●s ❬✾✻❪✳

▼✐♥❡r❛❧ ❣❧❛ss❡s✳ ▼✐♥❡r❛❧ ❣❧❛ss❡s s✉❝❤ ❛s s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss❡s ✭❛✲❙✐02✮ ♦r ❛♠♦r♣❤♦✉s s✐❧✐❝♦♥

✭❛✲❙✐✮ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ ◆❊▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❯s✐♥❣ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣♦t❡♥✲

t✐❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❱❛s❤✐s❤t❛ ❡t ❛❧ ❬✾✼❪✱ ❘♦✉♥tr❡❡ ❡t ❛❧ ❬✾✽❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t

❛♠♦r♣❤♦✉s s✐❧✐❝❛ ❞❡✈❡❧♦♣s ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛❢t❡r ❡①t❡♥❞❡❞ s❤❡❛r ♣❧❛st✐❝

✢♦✇✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ◆❊▼❉ ♦♥ ❛✲❙✐O2 ✐s t❤❛t ♦❢ ▲é♦♥❢♦rt❡ ❡t ❛❧ ❬✼✻❪ ✇❤❡r❡ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ✈❛♥ ❇❡❡st ❡t ❛❧ ❬✾✾❪ ✭❇❑❙ ♣♦t❡♥t✐❛❧✮ t❤❡② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤

▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

✉♥✐❛①✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✜❡❧❞ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵✵✵ ❛t♦♠s✮✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞

✐ts str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❢r❛❣✐❧❡ ♠♦❞❡❧ ❣❧❛ss✳

❉❡♠❦♦✇✐t③ ❛♥❞ ❆r❣♦♥ ✉s✐♥❣ ◆❊▼❉ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭P❊▼✮ s✐♠✉✲

❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s s✐❧✐❝♦♥ ✭❛✲❙✐✮ ❬✶✵✵✱ ✶✵✶✱ ✶✵✷❪ ✇✐t❤ t❤❡ ❙t✐❧❧✐♥❣❡r✲❲❡❜❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❛✈❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ ♦❢ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ t❤❡ ❡①✐s✲

t❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❧♦❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②

❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞s ❢♦r ❛✲❙✐ ❚❛❧❛t✐ ❡t ❛❧ ❬✽❪ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ q✉❛s✐st❛t✐❝❛❧❧② s❤❡❛r❡❞ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢

❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✲♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞❡❢❡❝t s✐t❡s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❋♦r

t❤❡ ❚❡rs♦✛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❙❲ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ ❞❡❢❡❝t s✐t❡s ♣r❡❢❡r

✺✲❢♦❧❞ ❞❡❢❡❝t s✐t❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❙t✐❧❧✐♥❣❡r✲❲❡❜❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉❝❤ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts

❝❤♦♦s❡ ✸✲❢♦❧❞ ❞❡❢❡❝t s✐t❡s✳

P♦❧②♠❡rs✳ ■♥ ❬✼❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ♣♦❧②♠❡r✐❝ ❣❧❛ss

✉♥❞❡r t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡② ✉s❡ ❛ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

♠♦♥♦♠❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛✐♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♠♦♥♦♠❡rs ♦❢

t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛✐♥ ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ str❛✐♥ ✐s ❤❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤r♦✉❣❤

❛♥ ❛t❤❡r♠❛❧ q✉❛s✐st❛t✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ t❤❡✐r st✉❞② r❡❧❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

❙♦❢t ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛♣❡rs ❬✶✵✸✱ ✶✵✹✱ ✶✵✺❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs

r❡♣r♦❞✉❝❡ ✐♥ ◆❊▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ②✐❡❧❞

str❡ss✱ ❤②st❡r❡t✐❝ ❡✛❡❝ts✱ s❤❡❛r ❜❛♥❞✐♥❣✳✳✳✮✱ s❤❛r❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s s♦❢t ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧ s✉❝❤

❛s ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s ❧✐❦❡ ♣❛st❡s✱ ❞❡♥s❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✱ ❢♦❛♠s✳✳✳ ❆❣❛✐♥ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡

❣❡♥❡r✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ ❛ ❜✐♥❛r② ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ▲❡♥♥❛r❞✲

❏♦♥❡s ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❙❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈❡rs❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦



✷✳✺✳ ❆ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ✿ t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss ✸✶

♠❛♣ t❤❡✐r r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss ♣❤②s✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥✳

❋♦❛♠s✳ ❉✐s♦r❞❡r❡❞ ❢♦❛♠s ❬✾❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st t❡♥ t♦ ✜❢t❡❡♥ ②❡❛rs✳ ❑❛✇❛s❛❦✐✬s ✈❡rt❡① ♠♦❞❡❧ ❬✶✵✻❪ ✇❛s t❤❡ ✜rst

t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ✐ts ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞r② ❢♦❛♠s✳ ❆t

❧♦✇ s❤❡❛r r❛t❡s✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❢♦❛♠ s❤♦✇s ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t ❡♥❡r❣② ❞r♦♣s ♦❢ t❤❡

t②♣❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✾ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❡❛✐r❡ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ❬✶✵✼❪ ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst

t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ✇❡t ❢♦❛♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡

❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❤❡❛r ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧

❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ tr❡❛t✐♥❣ ✇❡t✱ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❢♦❛♠s ❛t ♥♦♥③❡r♦ s❤❡❛r r❛t❡ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉✉r✐❛♥

❬✶✵✽❪✳ ❍✐s ♠♦❞❡❧ ♣✐❝t✉r❡s t❤❡ ❢♦❛♠ ❛s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❜✉❜❜❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ♦✈❡r❧❛♣✳

❚✇♦ ♣❛✐r✇✐s❡✲❛❞❞✐t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❜✉❜❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝

r❡♣✉❧s✐✈❡ ❢♦r❝❡ t❤❛t ♠✐♠✐❝s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜✉❜❜❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❢♦r❝❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦

t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❜✉❜❜❧❡s t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❞r❛❣ ❛♥❞

t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❛st ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ✈❡r② s❝❤❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❢♦❛♠ ❛♥❞ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ ✐♥

✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② t♦ ❛ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤♦✉t ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

♣♦t❡♥t✐❛❧✳

❚❤✐s ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❞r✐✈❡♥ ❣❧❛ss② s②st❡♠s s❤♦✇s t❤❛t ❛ ❣r❡❛t ✈❛r✐❡t②

♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ❞✐s♣❧❛② ❝♦♠♠♦♥ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ■♥ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✲

✐♠❛t✐♦♥ ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ✉s❡❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

✐s t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t♦ ✉s❡ s✉❝❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡

❞♦ ♥♦t ✐♥t❡♥❞ ❛♥ ❡①❛❝t ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t❛❧ s②st❡♠✱ ❜✉t r❛t❤❡r ✇✐s❤ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❣❡♥❡r✐❝ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡s❡ ❣❧❛ss②

♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t ✇❡ ❝❤♦♦s❡

❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s

❣❧❛ss❡s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✷✳✺ ❆ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ✿ t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss

❚❤❡ t✇♦ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ▲❏ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ t❤❡ ❜② ♥♦✇ st❛♥❞❛r❞ ✻✲✶✷

▲❏ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲❛♥ç♦♥ ✭❧❛t❡r ♣♦♣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② ❋❛❧❦✮ ❬✸❪ ❛♥❞ ❑♦❜ ❛♥❞ ❆♥❞❡rs❡♥

❬✶✵✾❪✱

Uαβ(r) = 4εαβ

[(σαβ

r

)12
−
(σαβ

r

)6
]

✱ ✭✷✳✶✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts α ❛♥❞ β ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♠❛❧❧ ✭❙✮ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ✭▲✮ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s

❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ③❡r♦✲❡♥❡r❣② ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s σαβ ❛♥❞ t♦

t❤❡ ❜♦♥❞ str❡♥❣t❤s εαβ ✱ ✇✐t❤ ✐♥ t❤❡ ▲❛♥ç♦♥ ✭❑♦❜✲❆♥❞❡rs❡♥✮ ♠♦❞❡❧ σSS = 2 sin (π/10)

✭σSS = 0.88✮✱ σLL = 2 sin (π/5) ✭σLL = 1✮✱ σSL = 1 ✭σSL = 0.8✮✱ εSS = 0.5 ✭εSS = 0.5✮✱



✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

εLL = 0.5 ✭εLL = 1✮✱ εSL = 1 ✭εSL = 1.5✮✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛r❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦✈❡r

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡✐♥❣ NL/NS = (1 +
√

5)/4 ✭NL/NS = 0.25✮✳ ❚♦ ❧♦✇❡r t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st t❤❡s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❛♥s s❤✐❢t❡❞ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ σc = 2.5σSL✳

❚❤❡ ♠❛ss❡s ❛r❡ ❛❧❧ t❛❦❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤✐s ❜✐❞✐s♣❡rs✐t② ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❥✉st✐✜❡❞

❜② t❤❡ ✇✐❧❧ t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r

t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❢r✉str❛t❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧ ❣❧❛ss❡s ❣✉❛r❛♥t✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛✈♦✐❞

❧♦❝❛❧ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✮ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♦❝❝✉r

✇✐t❤ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ s②st❡♠s✳ ❇♦t❤ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s ❛r♦✉♥❞ TG ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t

❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❍❡r❡ ♣❛rt❧② t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ♦♥ s❧✐❣❤t❧② ♣♦❧②✲

❞✐s♣❡rs❡ ❝♦❧❧♦✐❞s ❬✶✶✵❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✶✶✱ ✶✶✷❪✮ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ s♦♠❡✇❤❛t

s♠♦♦t❤ ♦✉t t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ s❤✐❢t❡❞ ▲❏ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❬✶✶✸✱ ✶✶✹✱ ✶✶✺✱ ✼✻❪ ❢♦r ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ◆❛t✉r❛❧ ▲❏ ✉♥✐ts ❛r❡ ✉s❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ s❡t t❤❡

❡♥❡r❣② ♣❛r❛♠❡t❡r ε ≡ 1✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛ss m ≡ 1✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐❛♠❡t❡r σ = 〈σi〉 ≡ 1✳

◆♦t❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛ss ✐s str✐❝t❧② ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡rs σi ❛r❡

❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✽ ❛♥❞ ✶✳✷✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ✐♥❞❡①

δσ/σ ≃ 0.12 ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r❡✈❡♥t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♦r❞❡r✳ ❲❡ ❞✐❞ ♥♦t ❛t✲

t❡♠♣t t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❢❡❛r✐♥❣ ❞❡♠✐①✐♥❣ ♦r s②st❡♠❛t✐❝ r❛❞✐❛❧

✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐s❦✲s❤❛♣❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❛ ❝✉t♦✛

❞✐st❛♥❝❡ rc s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❜✐♥❛r② ♠♦❞❡❧s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ s❤✐❢t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛t rc✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t②

♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ρ = 0.925 ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❬✶✶✹❪✳ ■♥ ✇❤❛t

❢♦❧❧♦✇s ❛❧❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▲❏ ✉♥✐ts✳ ❚❤❡s❡ ✉♥✐ts

❛r❡ σ ❢♦r t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ✉♥✐ts✱ ε ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ✉♥✐ts ❛♥❞ m ❢♦r t❤❡ ♠❛ss ✉♥✐ts✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡

t❤r❡❡ ✉♥✐ts ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ t✐♠❡ ✉♥✐t τ =
√

mσ2/ε ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✉♥✐t ε/kB✳

❲❤✐❧❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝❧❛✐♠ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥

✐t ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✉s❡❢✉❧ t♦ tr② ❛♥❞ ♣✉t s♦♠❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐✲

❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ✇❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t② t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ r❡❞✉❝❡❞ ✉♥✐ts ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❜❛❝❦ t♦ r❡❛❧

✉♥✐ts ❬✼✾❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥ r❡❛❧ ✉♥✐ts ❢♦r ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s ♦♥❡ ❤❛s ε ≈ 4× 10−20❏✱

σ ≈ 5➴✱ τ ≈ 2.5 × 10−12s ❬✶✶✻❪✳

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋✐rst ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❣❧❛ss② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞

s❡❝♦♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐♦✉s t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐ss✉❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❤❡❛r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡

t❤❛t ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss❡s✳
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❋✐❣✳ ✷✳✸ ✿ ▲❡❢t ✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ q✉❡♥❝❤ ♣r♦t♦❝♦❧ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲

❏♦♥❡s ❣❧❛ss s❛♠♣❧❡s✳ ❚✐♠❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ▲❏ ✉♥✐ts✳ ❘✐❣❤t ✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣

q✉❡♥❝❤ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

◗✉❡♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ q✉❡♥❝❤ ❣❡♥❡r❛❧❧② st❛rts ✇✐t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❛t s♦♠❡

✜①❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❡s❝❛❧✐♥❣ t❤❡r♠♦st❛t✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ♠♦st s❛♠♣❧❡s

❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❝♦♦❧ ❞♦✇♥ t❤❡ s②st❡♠ ❜② ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧

st❡♣s ❛t ❚❂✵✳✺✱ ✵✳✶✱ ✵✳✵✺✱ ✵✳✵✶✱ ✵✳✵✵✺✱ ✵✳✵✵✶✱ ✵✳✵✵✵✺ ❛♥❞ ✵✳✵✵✵✶ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✮✱ t❤❡ t❡♠♣❡r✲

❛t✉r❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r ❛ ✜①❡❞ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✶✵✵ ✉♥✐t t✐♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

st❡♣✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ▼❉ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡ q✉❡♥❝❤ t❤❡ s②st❡♠s ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥ t♦ ✐ts ❛t❤❡r✲

♠❛❧ ❧✐♠✐t ❜② ✐t❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❍❋❚◆ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✉♥t✐❧

t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s r❡❛❝❤ t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠❛✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ q✉❡♥❝❤❡s ❛t

✈❛r✐♦✉s q✉❡♥❝❤ r❛t❡s ❛♥❞ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡ ❢♦r q✉❡♥❝❤ r❛t❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ q̇ = 10−2

t♦ q̇ = ∞ t❤❡ s②st❡♠ ✇❛s ✐♥❞❡❡❞ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❣❧❛ss✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❧❛ss s❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ r❡♣♦rt t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ q✉❡♥❝❤ r❛t❡ t♦ ❢✉t✉r❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✜♥✐t❡✲s✐③❡ st✉❞②✱

✐✳❡✳ st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦① s✐③❡s ▲✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s q✉❡♥❝❤ ♣r♦t♦❝♦❧ ✷✹

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r sq✉❛r❡ s②st❡♠ s✐③❡s ▲❂✷✺✳✾✾✸✽✱ ✺✷✳✾✽✼✺ ❛♥❞ ✶✵✸✳✾✼✺✱ ✽ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢

s✐③❡ ▲❂✷✵✼✳✾✺ ❛♥❞ ♦♥❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ s✐③❡ ▲❂✺✵✵✱ ❛❧❧ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♥s✐t② ρ = 0.925✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ s❤♦✇s✱ ❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐③❡ ▲❂✶✵✸✳✾✼✺ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✵✵✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ♣r♦✲

❣r❡ss✐✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❘❉❋✮ ♦❢ t❤❡ ▲❏

s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❘❉❋ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❤♦✇♥ ✭❤❡r❡ ✵✳✵✵✺✮ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛ ❣❧❛ss

❢♦r♠❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜r♦❛❞ s❡❝♦♥❞ ♣✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡

✭❢♦r ❛ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ▲❏ ❣❧❛ss❡s ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡

❤❡①❛t✐❝ ♦r❞❡r✮✳

❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥

t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ▲❡❡s✲❊❞✇❛r❞s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭▲❊❇❈s✮ ♦r ✇✐t❤ t✇♦



✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

❋✐❣✳ ✷✳✹ ✿ ▲❡❢t ✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❬✶✶✼❪ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ s❤❡❛r✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ t✇♦

❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ✉♥❞❡r ❘❲❇❈s✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t♦♣ ✇❛❧❧s ❝♦♥t❛✐♥ ❤❡r❡ ❢r♦③❡♥ ▲❏ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ ① ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ♣❡r✐♦❞✐❝✳ ❘✐❣❤t ✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❊❇❈s✳

r✐❣✐❞ ✇❛❧❧s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ① ❛①✐s ❛s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ✭❘❲❇❈s✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

t❤❡ ❘❲❇❈s ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss b ❜② ❢r❡❡③✐♥❣ t✇♦ ❧❛②❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t yW

❛♥❞ −yW✳ ❋♦r t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ s✐③❡s ✷✺✳✾✾✸✽✱ ✺✷✳✾✽✼✺✱ ✶✵✸✳✾✼✺✱ ✷✵✼✳✾✺ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ yW ❛r❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✶✵✱ ✷✷✳✺✱ ✹✾ ❛♥❞ ✶✵✵✱ ✇✐t❤ ❛ ✇❛❧❧ ✇✐❞t❤ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

b = (Ly−2yW)/2✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧✇❛②s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷ ✇❤✐❝❤ ❣❛r❛♥t✐❡s t❤❛t ♥♦ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥

❜❡ ❧♦st t❤r♦✉❣❤ ✇❛❧❧s✳ ❚❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥

t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✳ ❚❤❡ ❘❲❇❈s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t

✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ❝♦♥✜♥❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛r❡❛ [−yW,+yW]✱

❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❝♦♠❡ ♥❡❛r t❤❡ r✐❣✐❞ ✇❛❧❧s ❛r❡ ♠❛❞❡ t♦ ❜♦✉♥❝❡ ❜❛❝❦ ✐♥s✐❞❡ t❤✐s ✈❡rt✐❝❛❧❧②

❧✐♠✐t❡❞ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐ts ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❛ ✇❛②

t❤❛t ♠❛❦❡s ❞✐✣❝✉❧t ❛♥② ✜♥✐t❡ s✐③❡ s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ▲❊❇❈s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❛❧❧♦✇

t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ❞✐✛✉s❡ ♦✈❡r ② ❞✐st❛♥❝❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦①✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡

✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❇r❛✈❛✐s ❧❛tt✐❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ▲❊ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✳ ■♥ ❛♥②

❝❛s❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✱ ❛❧♦♥❣ ② ❜✉t ❛❧s♦ ❛❧♦♥❣ ①✱ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥

t❤❡ ❣❧❛ss ♦♥ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦①✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛s

✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✺ ❛♥❞ ✻✱ s②st❡♠ s♣❛♥✐♥❣ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ✇✐❧❧ ❵❢❡❡❧✬ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❙❤❡❛r ♣r♦t♦❝♦❧ ❛t γ̇ = 0✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞

✐♥ ❣r❡❛t ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❬✶✶✹✱ ✶✶✺✱ ✶✶✽✱ ✺✱ ✶✶✼❪✳ ❚❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ s❤❡❛r ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡

q✉❡♥❝❤❡❞ ❣❧❛ss❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ❢♦r t❤❡ ❘❲❇❈s✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✉♥❞❡r ❘❲❇❈s

❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t st❡♣ δux ♦♥ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ t♦♣ ✇❛❧❧✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦

t❤❡ ① ❛①✐s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✇❛❧❧ t♦ r❡♠❛✐♥ ✜①❡❞✳ ❆

❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r✱ s❛② ♥✱ ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ st❡♣s ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡t✇❡❡♥

❡❛❝❤ s✉❝❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❧❡❢t t♦ r❡❧❛① t♦ ✐ts ♥❡❛r❡st ❧♦❝❛❧ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✉♠ ❜② t❤❡

❍❋❚◆ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t st❡♣ δux ❢♦r

❡❛❝❤ s②st❡♠ s✐③❡ ❛t yW ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ str❛✐♥ ♦❢ δεe =



✷✳✻✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ✸✺

δux/(2yW) = 5.10−5✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ str❛✐♥ ✇❛s s❤♦✇♥ ❬✺❪ t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ t♦ ❜❡

❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t δux → 0 ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢

t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t t❤✐s str❛✐♥ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❛s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥❞❡r

▲❊❇❈s✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❘❲❇❈s ❜✉t t❤✐s t✐♠❡ ❡❛❝❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧

st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛✣♥❡❧② s❤❡❛r✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✮ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r②

st❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t δεe = 5.10−5✳ ❚❤✐s q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s♦ ❞❡✜♥❡❞ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛❢t❡r ❛

❧♦❝❛❧ ❵❜♦♥❞✬ ❜r❡❛❦s✱ ♥❡✇ ❜♦♥❞s ❝❛♥ ❢♦r♠ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❆t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡

✭ρ = 0.925✮ t❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ✈❡r② ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦✉❧❞ ❢r❛❝t✉r❡✱ ❛t ❧❡❛st ✉♥❞❡r t❤❡

✈♦❧✉♠❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡✳ ❆ t♦t❛❧ str❛✐♥ εtot ♦❢ ❛❜♦✉t 200%

✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛❧❧ s✐③❡s ❛♥❞ ❢♦r ❜♦t❤ ▲❊❇❈s ❛♥❞ ❘❲❇❈s✳

❙❤❡❛r ♣r♦t♦❝♦❧ ❛t γ̇ 6= 0✳ ❆s ✷✐♥ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡♥❢♦r❝❡ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

s❤❡❛r ♠♦t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❡✐t❤❡r ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ r✐❣✐❞ ✇❛❧❧s ❛♥❞ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t②

tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s❛② ♦♥ t❤❡ t♦♣ ✇❛❧❧ ♦r ❜② ❞❡❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ s❤❡❛r r❛t❡✳

❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❘❲❇❈s ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t♦ t❤❡ ▲❊❇❈s✱ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s

❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▲❆▼▼P❙ ❬✽✶❪✳ ◆♦✇ t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤❡r♠♦st❛t ♠❡t❤♦❞ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞

❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦st r❡❛❧✐st✐❝ t❤❡r♠♦st❛t ✐s ♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❝❝✉rs ❢r♦♠ t❤❡

s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥

❬✶✵✹✱ ✶✶✾❪ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❵r❡❛❧✐st✐❝✬ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡❛❝❤ ✇❛❧❧ ❛t♦♠

t♦ ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❛tt✐❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣r✐♥❣✳ ❚❤❡♥ ❛s s❤❡❛r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡

♠❛t❡r✐❛❧ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✐t❡s ❛r❡ ♠♦✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛t♦♠s

❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♠♦✈❡ ✭t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢♦r❝❡s ❣❛r❛♥t② t❤❛t t❤❡ ✇❛❧❧ ❛t♦♠s ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡

t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②✮✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤❡r♠♦st❛t t❤❡ ✇❛❧❧s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢

t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①tr❛ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❧❡❛✈❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢

t❤❡ ❜✉❧❦ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❡st❛❜❧✐s❤❡s ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❢r♦♠

t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛❧❧s✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇♦r❦

❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❤❡❛t✱ σγ̇ = Q̇✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡r♠♦st❛tt✐♥❣ t❤❡

s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛❧❧s ✐s t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❤❡❛r r❛t❡ ❛♥❞

t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣r✐♥❣✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ s♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t kh✱ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

♣r♦✜❧❡ ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛❝r♦ss t❤❡ s②st❡♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✱

t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛❧❧s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❡ s②st❡♠ ✐s

t❤❡r♠♦st❛tt❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ s❤❡❛r r❛t❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡✛❡❝t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ kh

✐s t♦♦ s♠❛❧❧✱ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❛② ♣❡♥❡tr❛t❡ t❤❡ ✇❛❧❧s✳ ❆ s❛❢❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ kh ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ t❤❡ s♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▲❏ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ t❤❡

♦r❞❡r kLJ ≈ 60✳ ❆ s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❆▼▼P❙ ❝♦❞❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t s✉❝❤

t❤❡r♠♦st❛tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❱❛r✐♦✉s t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s t❤❡r♠♦st❛tt✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❤❛✈❡

✷■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ✜♥✐t❡ s❤❡❛r r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ st❛rt❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡r❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥

t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s❡ ✜♥✐t❡ γ̇

▼❉ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✻ ❛s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣ ❢✉rt❤❡r ✐♥ ❢✉t✉r❡

♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳



✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡

s❛♠♣❧❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤✐s ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡r❡✲

❢♦r❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ❞✐r❡❝t t❤❡r♠♦st❛tt✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ❛❧❧ s❤❡❛r r❛t❡s✳ ❋♦r t❤✐s

♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss Ly/10 ❛♥❞ r❡s❝❛❧❡ ♦♥❝❡ ❡✈❡r②

nT ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ st❡♣ t❤❡ ②✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛②❡r✱ s♦ ❛s t♦

✐♠♣♦s❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Ty = 0.5〈v2
y〉✳ ❙✉❝❤ ❛ ❧♦❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ✐s ♥❡❝❡s✲

s❛r② t♦ ❦❡❡♣ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ✇❤❡♥ ✢♦✇ ♣r♦✜❧❡s ❜❡❝♦♠❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳

❇② ❞♦✐♥❣ s♦ ✇❡ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❤❛✈✐♥❣ ❤❡❛t❡❞

t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ r❡❣✐♦♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ r❡s❝❛❧✐♥❣ ✐s ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥s t❤❛t

❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❤❡❛t❡❞ ✭❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈❡♥t✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✛❡❝t ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡

✭❛t❤❡r♠❛❧ ❧✐♠✐t✮✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T✳ ❆♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢

t❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥

♦❢ ♠♦✈✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠✐♥❣ ❣❧❛ss❡s ❛t ✈❛r✐♦✉s s❤❡❛r r❛t❡s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❛t❤❡r♠❛❧ ❧✐♠✐t ✐s

r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s❤❡❛r ❛♣♣❧✐❡❞

❛t s❤❡❛r r❛t❡ γ̇ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡✐r ❵❝❛❣❡✬✱ ❛ss✉♠❡❞

❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② q✉❛❞r❛t✐❝ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ kh ≈ 60✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡q✉❛❧✐t② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tc✱

√
kBTc

mω2
0

.
2πγ̇σ

ω0
✱ ✭✷✳✶✹✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ω0 =
√

kh/m ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❵❝❛❣❡✬✳

❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❧❡❛❞s t♦ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tc . 40γ̇2✱ ♥❛♠❡❧② Tc ≈ 4.10−3 ❛t γ̇ = 10−2 ❛♥❞

Tc ≈ 4.10−7 ❛t γ̇ = 10−4✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ✇❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞

✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥s ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜❡❧♦✇ Tc t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❤❡❛r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧

✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✇❤✐❧❡ ❢♦r T > Tc t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐t❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❤✐❞❡s

t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❤❡❛r✳ ❍❛✈✐♥❣ r❡❛❧✐③❡❞ t❤✐s✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♥♦✇ ✐s t♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡s❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛✲

t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✹ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❤♦✇ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✭♦r ✇✐t❤ ✇❤❛t ❞❛♠♣✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r

✷✳✶✷✮ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ r❡s❝❛❧❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❛t❤❡r♠❛❧ ❧✐♠✐t✳ ■♥

♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❢❛st❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡

✈❡❧♦❝✐t② r❡s❝❛❧✐♥❣ ❛t ❡✈❡r② ▼❉ t✐♠❡ st❡♣✳ ❋♦r ❛ t✐♠❡ st❡♣ ♦❢ τLJ = 0.01 t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ ❛ t❤❡r♠♦st❛tt✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ r = 100✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡ ✭✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ Ty = 5.10−8 ✐♥ t❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✻✮ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t② t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠♦st❛tt✐♥❣ ❤❛s tr❛♥s❢❡r❡❞ t♦

✸❆s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ st✉❞②✐♥❣ s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ str❛✐♥ ♦♥ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣② ♦❢

t❤❡ ❣❧❛ss❡s ✇❡ t✉r♥❡❞ t♦ ♦t❤❡r t❤❡r♠♦st❛tt✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦✳
✹❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ s❤❡❛r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✐♠❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② ❛ ❵r❡❛❧✐st✐❝✬

t❤❡r♠♦st❛t ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧s



✷✳✻✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ✸✼

t❤❡ ♦t❤❡r ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❤❡r❡ vx✮✱ ❛s t❤✐s ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♦❝❝✉rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②

❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ τVACF ❬✶✵✺❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ③❡r♦

tr❛♥s✈❡rs❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳





❈❤❛♣t❡r ✸

❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t②

❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

❈♦♥t❡♥ts

✸✳✶ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✶✳✶ ❆ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✶✳✷ ❚✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✷ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✶ ✿ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✷✳✶ ❚❡r♠s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✷✳✷ ❚❡r♠s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✳ ✳ ✹✻

✸✳✷✳✸ ▲✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✸✳✸ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✷ ✿ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✸✳✶ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✲ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥st❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✸✳✷ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✲ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥st❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✸✳✸✳✸ ❚❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✲ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥st❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✸✳✹ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✸✳✹ ▲♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✹✳✶ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✹✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞r❡ss t✇♦ ♠❛❥♦r ✐ss✉❡s✿ ❋✐rst✱ ❤♦✇ ❝❛♥ ♦♥❡ ❛♣♣❧② ❡✈❡r②t❤✐♥❣

♦♥❡ ❦♥♦✇s ❛❜♦✉t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s②st❡♠s ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ❄ ❙❡❝♦♥❞✱

✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ❄

■♥❞❡❡❞ ❢♦r ♠❛♥② ②❡❛rs t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❛s ♦♥❧② ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡✐r ♠❛❝r♦✲

s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❘❡❝❡♥t❧② ✐♥ ❛♥ ❡r❛ ♦❢ ♥❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ♠✐♥✐❛t✉r✐③❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ❤❛s

❜❡❡♥ ❛ s❤✐❢t ♦❢ ❢♦❝✉s t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧ s②st❡♠s✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣❧❡♥t✐❢✉❧ ✿ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ s♦❧✐❞ st❛t❡

♣❤②s✐❝s✱ ♠✐❝r♦ ❛♥❞ ♥❛♥♦✲❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐❝s ❛r❡ r❛♣✐❞❧② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ✜❡❧❞s✳ ■♥ ❛❞❞✐✲

t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣✉③③❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤②s✐❝s ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❵s♠❛❧❧✬ s②st❡♠s

t❤❡ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♠✐❝r♦ t♦ ♥❛♥♦s❝❛❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞

✸✾



✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s r❡♥❞❡rs t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❣♦♦❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♠✐❝r♦

t♦ ♥❛♥♦s❝❛❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥ ✉r❣❡♥t ✐♥❞✉str✐❛❧ ♥❡❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❤❡❧♣s ♦♥❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✜❡❧❞s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ t♦ ❡①t❡♥❞ ❛♥❞ t❡st t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s t♦ s♠❛❧❧❡r ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ✜♥❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳

■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤✐s✱ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s s②st❡♠s

❛t s♠❛❧❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡❧❛st✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥✳ ■♥❞❡❡❞ t❤✐s ✐s

❛♣♣❛r❡♥t ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡✐r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♦r t❤❡ ✇❛② ❢♦r❝❡s

♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ t❤❡s❡ s♦❧✐❞s✳ ▲✐tt❧❡ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r r✐❣✐❞✐t②✳

❚❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❡ st✉❞② ❤❡r❡ ♠❛❦❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢

t❤❡ t❡①t✲❜♦♦❦ t❤❡♦r② ♦❢ ▲❛tt✐❝❡ ❉②♥❛♠✐❝s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❇♦r♥ ❛♥❞ ❱♦♥ ❑ár♠á♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡

❧❛tt✐❝❡ s♦❧✐❞s ✐♥❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s ❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛t ❛❧❧ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥

♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠❡s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❡ r❡❧✐❡s ❤❡❛✈✐❧② ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡

♦♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ s♦♠❡ ♠♦r❡ s✉❜t❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡

❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❧✐♥❡❛r ❝♦♥t✐♥✉✉♠

❡❧❛st✐❝✐t② ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥ s♠❛❧❧ ♦r ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❤✐❧st ♦♥❡

✜♥❞s t❤❛t ❧✐♥❡❛r ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s ✈❛❧✐❞ ♦♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t

❛s t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r s❡ts ✐♥✳

✸✳✶ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

✸✳✶✳✶ ❆ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡

❖✉r✶ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ✐s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝✳ ❆ s♦❧✐❞ ❤❛s s❤❡❛r r✐❣✐❞✐t②✳ ■t r❡t❛✐♥s ✐ts

s❤❛♣❡ ✇❤❡♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐t ♦r r❛t❤❡r r❡t✉r♥s t♦ ✐t ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s

❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❧✐❞✳ ❆t ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝

s❝❛❧❡ t❤✐s r✐❣✐❞✐t② ♣❡rt❛✐♥s t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r✐❣✐❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✴❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ {❘1} =

{❘1,❘2...,❘i, ...} ✇❤❡r❡ t❤❡ ❘i✬s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✉♥✐ts ♦❢

t❤❡ s②st❡♠✱ ❜❡✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦r ♠♦r❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ str✉❝t✉r❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡

♦❢ s♦❧✐❞s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧② ✐t ✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝

r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡ ❬✶✷✶❪ ❛♥❞ ✐ts r✐❣✐❞ st❛❜✐❧✐t② ❬✶✷✷❪ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s♦❧✐❞ ❛♥❞

❛ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❤❡❧♣s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ♠❡❧t✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ▲✐♥❞❡♠❛♥♥

♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ♠❡❧t✐♥❣ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡

r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s r❡❛❝❤❡s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭δL✮ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ▲✐♥❞❡♠❛♥♥ ❬✶✷✸❪ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ δL ❛s ❛♣♣❧②✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡

❝r②st❛❧✱ ❜✉t ✐♥ ❛ ❧❛t❡r ✈❡rs✐♦♥ ✐t ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡✈❡♥ts ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

♦❢ ❛t♦♠✐❝ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r✳ ❇♦r♥✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣r♦♣♦s❡❞

t❤❛t ❛ ❵r✐❣✐❞✐t② ❝❛t❛str♦♣❤❡✬ ♦❝❝✉rs ✲ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❡❧❛st✐❝ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ✲ t❤❛t

❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❝r②st❛❧✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❝r②st❛❧
✶❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ r❡✈✐❡✇ ♦♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s ❢r♦♠ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❬✶✷✵❪



✸✳✶✳ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✹✶

♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤❛s s✉✣❝✐❡♥t r✐❣✐❞✐t② t♦ ✇✐t❤st❛♥❞ ♠❡❧t✐♥❣✱ s♦ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦

❛s ❵♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠❡❧t✐♥❣✬✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t t❤❡♦r✐❡s ❤❛✈❡ ❡❛❝❤ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡

❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✷✹❪✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ▲✐♥❞❡♠❛♥♥ ❛♥❞ ❇♦r♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②

✇❡❧❧ ❢♦r ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡

❝r✐t❡r✐❛ ♦♥❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❣❧❛ss ✐s ❥✉st ❛s s♦❧✐❞ ❛s ❛ ❝r②st❛❧✳

✸✳✶✳✷ ❚✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥s

❚❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❇♦r♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥

❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦❜✈✐♦✉s ♦❜st❛❝❧❡ ❛t ❛♣♣❧②✐♥❣

t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❇♦r♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡s✳ ❆♥❞ ✐♥❞❡❡❞ ✐t ❝♦♠❡s ❛s

❢♦❧❧♦✇s✳ ❖♥❡ ❡①♣❛♥❞s t❤❡ ♠❛♥②✲♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣② U({r}) ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡

♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✉i = ri −❘i

U({r}) = U({❘}) +

N∑

i=1

[
∂U

∂ri

]

{❘}
✉i +

1

2

∑

i,j

[
∂2U

∂ri∂rj

]

{❘}
✉i✉j + ❤✳♦✳t✳✱ ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✭✉i·∇i ✐s ❛ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② i✮✳ ❋♦r ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❢♦r❝❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s

✐s ③❡r♦ ✭∀i ∇iU = ✵✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠ ✐♥ ui✬s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❛♥❝❡❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ t❤❡

❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❤❛s s✐♠♣❧② δU = 1
2 [✉j ·∇j ]

2 U✳ ■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❡①♣r❡ss t❤✐s

❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✉1,✉2, ... ❛s ❛ N✲❝♦♠♣♦♥❡♥t

✈❡❝t♦r |✉〉✳ ❚❤❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ δU = −〈✉|H|✉〉✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

♠❛tr✐① ❍ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠❛tr✐① ❬✶✷✺❪✳ ❋♦r ❛ ✷✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧

✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✐t ✐s t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧ φLJ(rij) = 4ε

[(
σij

rij

)12
−
(

σij

rij

)6
]
✮ t❤❡ t♦t❛❧

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② U ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ ❛ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ❜♦❞② t❡r♠s ❛s U = 1
2

∑
i,j φLJ(rij) ❛♥❞

t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠❛tr✐① ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❡♥s♦r✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

Hiα,jβ =
1

2

Tij

rij
(δαβ − nαnβ) +

1

2
Kijnαnβ ✱ ❢♦r i 6= ❥✱

Hiα,iβ = −
∑

j

Miα,jβ ✱ ∀ ✐✱ ✭✸✳✷✮

♥ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞✱ Tij ≡ ∂U(rij)/∂rij t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞ ❛♥❞

Kij ≡ ∂2U(rij)/∂2rij t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐ ❛♥❞ ❥✳

❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠❛tr✐① ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❞✐❛❣♦✲

♥❛❧✐③❡ ✐t ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ N ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs

♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠❛tr✐① ❛r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s

❛r❡ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤

✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❵s♦❢t ♠♦❞❡s✬✳



✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

❍✐st♦r✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇♦r❦ ✭♠♦st❧② ✶✾t❤ ❝❡♥t✉r②✮ ♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② r❡❧✐❡❞ ❤❡❛✈✐❧② ♦♥

♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❝❧❛r✐❢②✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✜❡❧❞ ❝♦♥❝❡♣ts s✉❝❤ ❛s str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥✳ ■t ✇❛s

❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❛ s✉♠ ♦❢ t✇♦✲❜♦❞② ❝❡♥tr❛❧ ❢♦r❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

✭t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤✉s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♣♣❡❛r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ str❡ss ❛♣♣❡❛r❡❞ ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥ t❤❡

❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✉i✬s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❛s

♦♥❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❧❛t❡r ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❜② ❇♦r♥ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣ ❬✶✷✻❪✳ ■❢ t❤❡

❧❛tt❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✲ ♦♥❡ ❡①♣❛♥❞s ❞✐r❡❝t❧②

❛s ❛ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❛r♦✉♥❞ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✲ ✐t ❛❧s♦ ❧❛❝❦s ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♥t✉✐t✐✈❡ q✉❛❧✐t②✳

❚❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s ♥♦t s♦ ❛♣♣❛r❡♥t ❢♦r ❝r②st❛❧s ✇❤❡r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❡s ❛❧❧♦✇ ❢♦r

s✐♠♣❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❡✈❡♥ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ❜② ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♦❧❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ✇❡ ✇✐❧❧ ❣❡t s♦♠❡ s✐♠♣❧❡r ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✐♥s✐❣❤t ♦♥

t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② U ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ◆

♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s U({r})✳ ❊❧❡♠❡♥t❛r② ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s

s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ nind

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡ nind = N − nrig✱ nrig = 1
2d(d + 1) ❝♦✉♥ts t❤❡

r✐❣✐❞ ❜♦❞② ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ❛♥❞ N ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s

♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ◆ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t nind ✐s ❛❧✇❛②s ❢❛r s♠❛❧❧❡r t❤❛♥

t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭♣❛✐rs✮ ✐♥ ❛ s♦❧✐❞ ntot = 1
2N(N + 1)✱ ❛♥❞

t❤❛t ♦♥❧② nind ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡♣❛r❛♠❡tr✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❯ ♦♥❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ nind

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s U ≡ U({r}ind)✳ ❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❯ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧

r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ {R}ind ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s rij = ‖rij‖ = ‖ri − rj‖ ♥♦✇ r❡❛❞s✷

U({r}) = U({R})+
∑

(i,j)

[
∂U

∂rij

]

{R}
δrij +

1

2

∑

(i,j),(k,l)

[
∂2U

∂rij · ∂rkl

]

{R}
δrijδrkl +❤✳♦✳t✳✱ ✭✸✳✸✮

✷❍❡r❡ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ❵✐♥❞✬ ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞s✳

❚❤✐s ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✉s❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛

s❡t ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤✐s ✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s❝✐♦✉s ♦❢ t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ nbond > nind✱ t❤❡r❡ ❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t s✉r♣❧✉s ❜♦♥❞s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② U({r}bond) ✐♥ ✸✳✸ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ nbond ❜♦♥❞❡❞

❞✐st❛♥❝❡s {r}bond ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ ❡①♣r❡ss✐♦♥ bU({r}ind) ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣② ❜✉t ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥

t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡t nind ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s {r}ind✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ nbond < nind✱ t❤❡ ❜♦♥❞❡❞

❞✐st❛♥❝❡s ❛❝t ❛s ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜✉t ❝❛♥♥♦t ✜① ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❛

✉♥✐q✉❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❜♦♥❞❡❞ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✢♦♣♣②✳ ❋♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

♦❢ r✐❣✐❞✐t② t❤❡♦r② ✐♥ ❣❧❛ss② s②st❡♠s s❡❡ ❬✶✷✼❪✳



✸✳✶✳ ▼✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✹✸

✇❤❡r❡

δrij = rij − Rij ✳ ✭✸✳✹✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✶✷✵❪ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ δrij ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✉ij ≡ ✉i −✉j ✱

δrij = u′′
ij +

[
(u⊥

ij)
2/2Rij

]
+ ❤✳♦✳t✳✱ ✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡

u′′
ij = ✉ij · ❘̂ij ✱

u⊥
ij =

√
u2

ij − u′′
ij

2 ✭✸✳✻✮

❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ✉ij ✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r

t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❘ij ❛♥❞✱ ❛s ✉s✉❛❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❘ij = ❘i −❘j ❛♥❞ ❘̂ij =

❘ij/Rij ✳

❆s st❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✶✷✵❪ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥

✸✳✸ ♦✈❡r ✸✳✶✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❛t t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ✸✳✸ ❣✉❛r❛♥t❡❡s

t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ s②♠♠❡tr② ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛s ❛ ❧♦❝❛❧ s②♠♠❡tr②✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② str❡ss❡s ✐s s♦♠❡❤♦✇ ♦❜s❝✉r❡❞ ✐♥ ✸✳✶ ✇❤❡r❡

str❡ss t❡r♠s ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❡①♣❛♥❞s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ✉i✬s ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧

❧✐♥❡❛r t❡r♠s ♠✉st ✈❛♥✐s❤ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ ✸✳✸ ✲ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦

t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② ❧♦❝❛❧ str❡ss❡s ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❝♦♥❝❡r♥s ♠❛♥②✲

❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❡r♠s s✉❝❤ ❛s ✸✲❜♦❞② ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ✹✲❜♦❞② t✇✐st ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡

❦♥♦✇♥ t♦ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ♦♥ t❤❡ s❤❡❛r r✐❣✐❞✐t② ♦❢ s♦❧✐❞s ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞

✐♥ s♦♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ a−Si ❬✽❪ ♦r

a− Si02 ❬✼✻❪✮✳ ❆❣❛✐♥ t❤❡s❡ t❡r♠s ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ✉♣ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✇r✐t❡s t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝

❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✉i✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡

♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✸✳✸ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧ ♦r✐❣✐♥

♦❢ ❡❛❝❤ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♣❛ss❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝

❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐♠✐t ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❝✉t♦✛ Rc ∼ 2.5✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜♦♥❞s ✐♥ ✷❉ s❛t✐s✜❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

nbond = πR2
cN/2 ∼ 10N > 2N − 3 = nind✱ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♣❛② ❝❛r❡❢✉❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡

❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✸✳✸ ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐t ✐s ♥♦t s✐♠♣❧❡ t♦ ❝❤♦s❡ nind ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❡①♣❛♥❞ ✐♥ ❛❧❧ nbond ❞✐st❛♥❝❡s✱

❞♦✐♥❣ t❤✐s ✇❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② nbond − nind ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮

❡①tr❛ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s✳



✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

✸✳✷ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✶ ✿ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❤②♣♦t❤❡s✐s

✸✳✷✳✶ ❚❡r♠s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②

▲✐♥❡❛r t❡r♠ ❛♥❞ ✜rst ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r

❋r♦♠ ✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✺ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡s

t♦ t✇♦ t❡r♠s✱

∂U

∂rij
δrij = Tiju

′′
ij + Tij

(
u⊥

ij
2

2Rij

)
✭✸✳✼✮

r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ t❤❛t Tij ≡ ∂U(rij)/∂rij ✐s t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞ i − j✳ ■♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ r❡❢❡r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡

✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✉i t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✉(❘)✱ s✉❝❤ t❤❛t ∀i✱

✉(❘i) = ✉i✱ ❛♥❞✱

✉ij ≡ ✉i − ✉j = ✉(❘i) − ✉(❘j) ✱ ✭✸✳✽✮

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✉(❘) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✇❡ ❣❡t ❜② ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥✱

uα(❘i) = uα(❘j) +
(
Rβ

i − Rβ
j

)[ ∂uα

∂Rβ
j

]

❘

+ ❤✳♦✳t✳ ✭✸✳✾✮

❖❢t❡♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦

❜❡ ❝♦♥st❛♥t ✲ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛✣♥❡ str❛✐♥ ✲ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡ ♦r ♦✈❡r t❤❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦❢ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❡ t❤❡♥ ❤❛s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ♦r❞❡r ✐♥ ❣r❛❞✐❡♥t

❡①♣❛♥s✐♦♥ ✸✳✾✱

uijα ≃ uα(❘i) − uα(❘j) = Rβ
ij · ∂βuα ✱ ✭✸✳✶✵✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✉ij ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❘ij ✐s✱

u′′
ij = ✉ij · ❘̂ij ≃

Rα
ijR

β
ij

Rij
· ∂βuα =

Rα
ijR

β
ij

Rij
· 1

2
(∂βuα + ∂αuβ) =

Rα
ijR

β
ij

Rij
· ε(1)

αβ ✱ ✭✸✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ε
(1)
αβ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✲❙❛✐♥t ❱❡♥❛♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r str❛✐♥ t❡♥s♦r ❞❡✜♥❡❞ ❛s✱

εαβ =
1

2
(∂αuβ + ∂βuα + ∂α✉ · ∂β✉) ✭✸✳✶✷✮

❘❡♣♦rt✐♥❣ t❤✐s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥

✸✳✸ ❤❡❧♣s t♦ ✇r✐t❡ ❛ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ U1 t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② U ❛s✱

U1 =
∑

i

sαβ
i · ε(1)

αβ ✱ ✭✸✳✶✸✮



✸✳✷✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✶ ✿ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✹✺

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❵s✐t❡ str❡ss✬ t❡♥s♦r ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ i ❜②✸✱

sαβ
i =

1

2

∑

j

Tij

Rα
ijR

β
ij

Rij
✳ ✭✸✳✶✹✮

❖♥❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② s❡❡ t❤❛t t❤✐s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ t❡r♠ ❧❡❛❞s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐♠✐t t♦

❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

U1 −→ U1
continuum =

∫
❞r · σαβ(r) · ε(1)

αβ(r) ✱ ✭✸✳✶✺✮

✇❤❡r❡ σαβ(r) ❛♥❞ ε
(1)
αβ(r) ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ str❡ss ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r str❛✐♥ ❛t r ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ {❘}✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝❡❡❞✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐♠✐t ✐♥✲

✈♦❧✈❡s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✜rst ✐♥ ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✉(r) ✲

❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛r❡ s♠❛❧❧ ✲ ❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

♦❢ t❤✐s ✜❡❧❞ ✲ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠♦♦t❤✳ ■❢ t❤❡ ✜rst ❤②♣♦t❤❡s✐s r❡♠❛✐♥s

✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❞✐s♦r❞❡r ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧②

s♠❛❧❧ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ t❤❡

❧✐♠✐t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ ♠❡❛♥s ♦❢ ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤✐s

❧✐♠✐t✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ♣✉rs✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✸✳✸✱ ✐✳❡✳ t❤❡

s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✸✳✼✳

❚❤❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts ♦❢ str❡ss❡s

❇♦r♥ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣ ✐♥ t❤❡✐r s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ✭✶✾✺✹✮ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❵❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✬ s♦❧✐❞ ❛s ❛ s♦❧✐❞

✇✐t❤ ♥♦ str❡ss❡s ✐♥ ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✲ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♥❞

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❛❧❧ ❜✐♥❛r② ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ❛t t❤❡✐r ♠✐♥✐♠✉♠ ∂U/∂rij = Tij = 0✹ ✲ ❛♣♣❧✐❡s

r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ❢♦r ♠♦st ❝r②st❛❧❧✐♥❡ s♦❧✐❞s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ str❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❡❧❛st✐❝

♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s♠❛❧❧ ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ str❡ss❡s ❛r❡ ✐♥❡①✐st❛♥t ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡ ♦r ❧♦❝❛❧✐③❡❞

❛r♦✉♥❞ ❞❡❢❡❝ts ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ❧♦❝❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ■♥

❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ t❤❡ ❵✐♥✐t✐❛❧ str❡ss❡s✬ ❬✶✷✾❪ ♦r

❵❢r♦③❡♥ str❡ss❡s✬ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t s✐♠♣❧② ♥❡❣❧❡❝t t❤❡✐r

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞

t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ str❡ss❡s ❤❛s ❧♦♥❣ ❜❡❡♥ ❛❝❦♥♦✇❧❡❣❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢

t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ str❡t❝❤❡❞ s♣r✐♥❣s ♦r ❞r✉♠❤❡❛❞s ♦r ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❡❧❛st✐❝ st❛❜✐❧✐t② s✉❝❤

❛s ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ ❧♦❛❞❡❞ ❝♦❧✉♠♥s ❬✶✸✵❪✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ str❡ss❡s ❛♣♣❡❛r ❛s

✸◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 1

2
✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣

♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❛s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ✸✳✸ ♦r ✸✳✼ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ t❤❡

s✉♠ ✇❛s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ♦✈❡r ❜♦♥❞s ❛♥❞ ♥♦t ❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ s✉♠ r✉♥♥✐♥❣ ♦✈❡r ✐♥❞✐❝❡s ✐ ❛♥❞ ❥✳
✹❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐❢② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ✐♥ ❝r②st❛❧s ♦❢ ✐♥❡rt ❣❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜✐♥❛r② ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❞❡s❝r✐❜❡

s❛t✐s❢❛❝t♦r② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉rs t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤✐♥ ❛ ✈❡r②

s♠❛❧❧ ❡rr♦r t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② ✭▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s✮ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✶✷✽❪ ❛♥❞ ♦♥❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛s ❛ ❜♦♥❞

t❡♥s✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥❝❡❧s ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✭Tij = 0✮✳



✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢

t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱

U2
continuum =

∫
❞r · σαβ(r) · ε(2)

αβ(r) ✱ ✭✸✳✶✻✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ε
(2)
αβ ❛s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✲❙❛✐♥t ❱❡♥❛♥t str❛✐♥ t❡♥s♦r

✸✳✶✷✳ ■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ✸✳✸

✇❡ ✇✐❧❧ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡s❡ str❡ss ✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝

❡♥❡r❣②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐s♦❧❛t❡ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡✐r ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✐♥ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐♠✐t✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡

♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼ ❛♥❞ ❢♦r r❡❛s♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❝❧❡❛r ❧❛t❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡✇r✐t❡ t❤✐s t❡r♠

❛s✺✱

u⊥
ij

2

2Rij
=

(
u2

ij − u′′
ij

2
)

2Rij
✳ ✭✸✳✶✽✮

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐♠✐t ✐s ♥♦✇ s✐♠♣❧❡ t♦ t❛❦❡✳ ▲❡t ✉s ✜rst t❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐♠✐t ♦❢ u2
ij ✳

❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛✣♥✐t② ✸✳✾ ♦♥❡ ❤❛s✱

u2
ij = RijαRijβ∂αuγ∂βuγ ✱ ✭✸✳✶✾✮

✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✸✳✶✽ ②✐❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐♠✐t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣②

✸✳✶✻✱ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ❡✛❡❝t ♦❢ str❡ss ✲ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡✛❡❝t ♦❢ str❡ss

✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡r♠ u′′
ij ♦❢ ✸✳✶✽ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐♠✐t

s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡s ✸✳✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐t ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤✳

✸✳✷✳✷ ❚❡r♠s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②

■♥ t❤❡ ❇♦r♥ ❍✉❛♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ✲ ❛ s♦❧✐❞ ✇✐t❤ ♥♦ str❡ss❡s ✐♥ ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡ ✲ t❤❡

✜rst ♦r❞❡r t❡r♠s ♦❢ ✸✳✸ ❝❛♥❝❡❧s ♦✉t ❛♥❞ ♦♥❡ ✐s ❧❡❢t ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚♦

t❤❡ ♦r❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✲ q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✲ t❤✐s t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ r♦t❛t✐♦♥s ❛s✱
[

∂2U

∂rij · ∂rkl

]

{R}
δrijδrkl ≈

[
∂2U

∂rij · ∂rkl

]

{R}
u′′

iju
′′
kl ✳ ✭✸✳✷✵✮

✺❚♦ s❡❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ✲ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✲ ❧❡t ✉s r❡❝♦✈❡r t❤❡s❡ t✇♦ t❡r♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✸✳✶✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠

✐♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱

∂2U

∂ri∂rj
=

∂

∂rj

»

∂U

∂ri

–

=
∂

∂rj

"

X

k

∂U

∂rik

#

=
X

k

X

l

∂

∂rjl

»

∂U

∂rik

–

=
X

k

X

l

∂

∂rjl

»

rik

rik

∂U

∂rik

–

=
X

k

X

l

„

rik

rik

∂

∂rjl

»

∂U

∂rik

–

+
∂U

∂rik
·

∂

∂rjl

„

rik

rik

««

✱ ✭✸✳✶✼✮

✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ✲ ♦♥❝❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✉i✉j ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶ ✲ t❤❛t t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢

t❤❡ s✉♠ ✐♥ ✸✳✶✼✱ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✸✳✸ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ t✇♦

t❡r♠s ♦❢ ✸✳✶✽



✸✳✷✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✶ ✿ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✹✼

❲❡ s❡❡ ❤❡r❡ t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ t❤❛t ❡①♣❛♥❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ❤❡❧♣s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤

s✐♠♣❧② t❤r❡❡ ❝❛s❡s✳ ❋♦r ❛ ❈❛✉❝❤② t②♣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② U =
∑

Uij(rij) t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧②

t✇♦✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ♦♥❧② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ✸✳✷✵ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② t❤❡ t✇♦

s✐t❡ ✐♥❞✐❝❡s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ∂2U
∂r2

ij
✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤r❡❡✲❜♦❞② ✭❜❡♥❞✐♥❣✮

❛♥❞ ❢♦✉r✲❜♦❞② ✭t✇✐st✮ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧s♦

t❤❡ t❤r❡❡ ❛♥❞ ❢♦✉r s✐t❡ t❡r♠s✱ ∂2U
∂rij∂rik

❛♥❞ ∂2U
∂rij∂rkl

✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇♦r❦ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛✐♥❧②

❝♦♥s✐❞❡r ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t✇♦✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡

❇♦r♥ ❍✉❛♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡✻✱

1

2

∑
[

∂2U

∂r2
ij

]

{R}
u′′

ij
2 ✳ ✭✸✳✷✶✮

❚❤✐s t❡r♠ ✐s r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ str❡ss❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

♣❛r❛❣r❛♣❤ ✲ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ✲ t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❛s ✭s❡❡

❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✼ ❛♥❞ ✸✳✶✽✮✱

−
∑[

∂U

∂rij

]

{R}

u′′
ij

2

2Rij
✳ ✭✸✳✷✷✮

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ t❡r♠s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t u′′
ij ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❧t ✇✐t❤ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❆s ❛❧r❡❛❞②

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✷✳✶✱ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r u′′
ij ✸✳✶✶

✐♥ ✸✳✷✶ ❛♥❞ ✸✳✷✷ ♦♥❡ ❣❡ts t❤❡ s✉♠♠❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱

U3 =
∑ 1

2
(Kij − Tij/Rij)

Rα
ij · R

β
ij · R

γ
ij · Rδ

ij

R2
ij

ε
(1)
αβε

(1)
γδ ✭✸✳✷✸✮

✇❤❡r❡ Kij ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ s♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♦r t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞ i− j ❛♥❞ Tij

✐s t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❜♦♥❞✳ ❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✸ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ♣❛✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s

❛s✱

CBorn
αβγδ =

1

N

∑

i

C
(i)
αβγδ ✱ ✭✸✳✷✹✮

✇❤❡r❡

Ci
αβγδ =

∑

j

(Kij − Tij/Rij)
Rα

ij · R
β
ij · R

γ
ij · Rδ

ij

R2
ij

✳ ✭✸✳✷✺✮

❚❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✹ ❛❜♦✈❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ✉♥❞❡r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐♠✐t t❤✐s ❣✐✈❡s✱

U3 −→ U3
continuum =

∫
dr · Dαβγδ(r) · ε(1)

αβ(r) · ε(1)
γδ (r) ✱ ✭✸✳✷✻✮

✇❤❡r❡ ❜② ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✷✸ ❛♥❞ ✸✳✷✻ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r ❉ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str❛✐♥✳



✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✿ ▲❛♠é ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λ ✭s♣❤❡r❡s✮ ❛♥❞ µ ✭sq✉❛r❡s✮ ✈s s②st❡♠ s✐③❡ ▲✳ ❋✉❧❧ s②♠❜♦❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇❀ ♦♣❡♥ s②♠❜♦❧s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✉♣♣♦s✐♥❣ ❛✣♥❡ ❞❡❢♦r✲

♠❛t✐♦♥s ✭❇♦r♥ t❡r♠✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s②st❡♠ s✐③❡ ✐s ✇❡❛❦✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡

♥♦♥❛✣♥❡ ✜❡❧❞ ❞✐✛❡r ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ✷ ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ ♦♥❡s✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥♦♥❛✣♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s✳ ❋✐❣✉r❡

t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✶✽❪✳

✸✳✷✳✸ ▲✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡❧❛st✐❝✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s❝❛❧❡ ✐♥

t❤❡ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❧✐♠✐t ✲ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ str❡ss ❛♥❞

❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡s❡

❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t ❛t ❛ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❜✉t t❤❡✐r ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ❧❛r❣❡r s②st❡♠s r❡❧✐❡❞

❤❡❛✈✐❧② ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛✣♥❡ ✭❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✮ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

str✐❝❦❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❧② ❢♦r ♣❡r❢❡❝t ❧❛tt✐❝❡s ✲ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛t♦♠ ♣❡r ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ❚❤❡r❡

❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✣♥✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✈❡r✐✜❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t ♦♥❧② ✈❡r②

❢❡✇ ❇r❛✈❛✐s ❧❛tt✐❝❡s ✇✐t❤ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❜♦♥❞s ❛r❡ r✐❣✐❞ ✲ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧②

s❡❡ t❤❛t t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ sq✉❛r❡ str✉❝t✉r❡ ❤❛s ③❡r♦ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ✇❤✐❧st t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✉s ✲ ❛♥❞ t❤❡

♦♥❧② t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇r❛✈❛✐s ❧❛tt✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s r✐❣✐❞ ✇✐t❤ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s t❤❡

tr✐❛♥❣✉❧❛r ❧❛tt✐❝❡✳ ■♥ str✉❝t✉r❛❧ ❣❧❛ss❡s t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞

♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s ♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✲ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r ✲ ♦❢

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❧❛r❣❡❧② ❡rr♦♥❡♦✉s✳ ■♥ ❬✶✶✽❪ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ▲❛♠é ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λ ❛♥❞

µ ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣❧❛ss s❛♠♣❧❡s ✲ ❢♦r

t❤❡ s❛♠❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ❛♠♦r♣❤♦✉s✱ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s s②st❡♠ t❤❛t ✇❡ ❛♥❛❧②s❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s

✲ ✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r CBorn
αβγδ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✸✳✷✹ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞

✻▲❡t ✉s r❡♠✐♥❞ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡✳



✸✳✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✷ ✿ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✹✾

t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡①♣❧✐❝✐t❡❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦

t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❡①❛❝t❧② ❛s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧② t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s

♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❡♥❞s t♦ ❧♦✇❡r

t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s µ✱ ❛♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇❡

s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❇♦r♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❢r♦♠ t❤❡ ❛✣♥❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✲ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✲ ✇❤✐❝❤

st♦r❡s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ✜❡❧❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② s✉❜str❛❝t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡

❛❝t✉❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✣♥❡

❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s

❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡

✈❛❧✐❞✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✇❛②s t♦ ❡①t❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s✳

✸✳✸ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✷ ✿ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡

✸✳✸✳✶ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✲ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥st❛♥ts

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❛t❤❡r♠❛❧ s②st❡♠s ♦r ✇✐t❤ s②st❡♠s q✉❡♥❝❤❡❞ ❛t ✜♥✐t❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ❘❛② ❬✶✸✶❪ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ s✐♠✉✲

❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✼ s✉❝❤ ❛s t❤❡ str❡ss ♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t

♠♦❞❡❧ ♠❛t❡r✐❛❧s ✲ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛♠♦r♣❤♦✉s ✲ s❡❡♠s ❤❡r❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞ ❛s

✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ t❡r♠s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡

t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤✲

♦❞s ✐s ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ✲ ❞♦❡s ♥♦t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♠❛❦❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✣♥❡

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✲ ❛♥❞ ❜❡s✐❞❡s ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥✲

st❛♥ts ❛t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐t ❝❛♥ ✐❢ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧✐♠✐t ❣✐✈❡ ✉s ❛ ❜❡tt❡r

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ✜❡❧❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② st❡♣ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ✲ str❡ss✱ str❛✐♥✱ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥t ✲ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ t❤❛t t❤❡ ❝❧❡❛r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤❡r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝

✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ❞✐s❝✉ss ♦♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦

t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ t❤✐♥❦s ✉s✉❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❣❡♥❡r❛t❡s

✼❘❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ t❤❡r✲

♠♦❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❦❡ ❡♥❡r❣②✱ ♣r❡ss✉r❡✱ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ ✭♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤❡r♠❛❧

❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ ✈✐s❝♦s✐t②✳



✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ EVN ✐♥ r❡❛❧✐t② ♠♦st ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ❛r❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ ❛ ❝❡❧❧

❞❡s❝r✐❜❡❞ ♥♦t s✐♠♣❧② ❜② ✐ts ✈♦❧✉♠❡ V ❜✉t ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜② ❛ d × d ♠❛tr✐① ❤ ❢♦r♠❡❞ ❜②

t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❡❝t♦rs t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❡❧❧✳ P❛rr✐♥❡❧❧♦ ❛♥❞ ❘❛❤♠❛♥

✇❡r❡ t❤❡ ✜rst t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s

❝❡❧❧ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇❡❞ ❤ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ P❛rr✐♥❡❧❧♦✲❘❛❤♠❛♥ ❢♦r♠ ♦❢

♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ HtN ❡♥s❡♠❜❧❡ ✇❤❡r❡ t ✐s t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞

H t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣②✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡r❡❛❢t❡r t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛

❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts✳ ▲❛t❡r t❤❡✐r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞

♦♥ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❜② ❘❛② ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡s✽✳ ▲❡t ✉s ✜rst

✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts✳

❋✐rst t❤❡ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛♥② ♣♦✐♥t ❘ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✾

Rα = hαβXβ ✱ ✭✸✳✷✼✮

✇❤❡r❡ ❳ ✐s ❛ r❡s❝❛❧❡❞ ✈❡❝t♦r ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❧✐❡ ✐♥ [0, 1]✳ ■♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r ❘ ❝❛♥ ❜❡

❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r ❳ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❞❡t(❤)✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ V✳ ❚❤❡ ♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r ● ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❤ ❛s✱

● = ❤T · ❤ ✱ ✭✸✳✷✽✮

✇❤❡r❡ ❤T ✐s t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ ❤✳ ● ✐s ✉s❡❞ ✐♥ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❞♦t ♣r♦❞✉❝ts ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❈❛rt❡s✐❛♥ t♦ r❡s❝❛❧❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✱

RαR′
α = XαGαβX′

β ✳ ✭✸✳✷✾✮

❊❧❛st✐❝✐t② t❤❡♦r② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✲

✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ str❛✐♥ t❡♥s♦r✳ ❚❤✐s t❡♥s♦r ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r

❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❤0✱ t❤❡ str❛✐♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱

ε =
1

2

[(
❤T

0

)−1
❤T❤ (❤0)

−1 − ✶
]

=
1

2

[(
❤T

0

)−1 ·● · (❤0)
−1 − ✶

]
✳ ✭✸✳✸✵✮

❯s✉❛❧❧② t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❤0 ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ③❡r♦

❛♣♣❧✐❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ str❡ss✳ ■❢ ♦♥❡ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❝✉❜✐❝ ❝❡❧❧✱ ❤0 ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ε ❛♥❞ ● s✐♠♣❧✐✜❡s✳ ❚❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ t♦ t❤✐s str❛✐♥

t❡♥s♦r✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡

❢♦r♠

δW = V0tαβdεβα ✱ ✭✸✳✸✶✮

✐s t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ t❡♥s✐♦♥ t✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛ s❡❝♦♥❞ str❡ss t❡♥s♦r✳ V0 =

❞❡t(❤0) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❤❡r♠♦❞②✲

♥❛♠✐❝ t❡♥s✐♦♥ t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ✉s✉❛❧ ❈❛✉❝❤② str❡ss t❡♥s♦r σ t❤r♦✉❣❤
✽❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s②st❡♠ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ✽ s✉❝❤ ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❊❱◆✱ ❚❱◆✱ ❍P◆✱

❚P◆✱ ❙❱µ✱❚❱µ✱ ❙Pµ ❛♥❞ ❚Pµ ❡♥s❡♠❜❧❡s✳
✾❍❡r❡ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❜② ❇❛rr❛t ✐♥ ❬✶✸✷❪



✸✳✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✷ ✿ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✺✶

σ = V0❤ (❤0)
−1 t

(
❤T

0

)−1
❤T/V ✳ ✭✸✳✸✷✮

❚❤❡ t❡♥s✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ str❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈❛✉❝❤② str❡ss✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ str❛✐♥ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❈❛✉❝❤② str❡ss t❡♥s♦r ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❡♥t❡rs ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ ■r✈✐♥❣✲❑✐r❦✇♦♦❞

❢♦r♠✉❧❛✶✵ ❢♦r ♣❛✐r✇✐s❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❈❛✉❝❤② str❡ss ❤❛s ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

♠❡❛♥✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢♦r❝❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ t❡♥s✐♦♥ ✐s ❛ ♣✉r❡❧②

t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ q✉❛♥t✐t②✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ str❡ss

t❡♥s♦rs ✈❛♥✐s❤✳

❆r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✶✸✸✱ ✶✸✹✱ ✶✸✶✱ ✶✸✺❪ ✐♥ t❤❡ ThN ❡♥s❡♠❜❧❡ ✲ ♦♥❡ s♣❡❛❦s ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ ♦❢

t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥t❛♥ts ✲ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✱

exp(−βF) =

∫
d♣2Nd❘2Ne−H/kBT ✱ ✭✸✳✸✸✮

✇❤❡r❡ ❍ ✐s t❤❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡ ThN ❡♥s❡♠❜❧❡ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❧❛✇

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✱

dF = −SdT + V0tαβdeβα ✱ ✭✸✳✸✹✮

❛♥❞ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ t❡♥s✐♦♥ t ❛♥❞ t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t②

t❡♥s♦r ❈ ❛s ❬✶✸✻❪✱

tαβ =
1

V0

∂F

∂εαβ

∣∣∣∣
T

✱ ✭✸✳✸✺✮

Cαβγδ =
1

V0

∂2F

∂εαβ∂εγδ

∣∣∣∣
T

✳ ✭✸✳✸✻✮

❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✸✸ ❛♥❞ ✸✳✸✺ ♦♥❡ ❡❛s✐❧② r❡❝♦✈❡rs t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝

str❡ss t✱

V0tαβ =

〈
∂H

∂εαβ

∣∣∣∣
T

〉
− N

V
kBT

∂V

∂εαβ

∣∣∣∣
T

=
〈
tIKαβ

〉
− N

V
kBT

∂V

∂εαβ

∣∣∣∣
T

✱ ✭✸✳✸✼✮

✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ ❬✶✸✸✱ ✶✸✹✱ ✶✸✶✱ ✶✸✺❪ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ ∂H
∂εαβ

r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ■r✈✐♥❣ ❑✐r❦✇♦♦❞

❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ str❡ss✱

tIKαβ =
∑

i

piαpiβ/m +
1

2V

∑

i,j

Rijαfijβ ✳✭✸✳✸✽✮

❆ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ str❛✐♥ ②✐❡❧❞s✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡

❧✐♠✐t ♦❢ ③❡r♦ str❛✐♥✱ ❛❢t❡r ❛ s❧✐❣❤t❧② ❧♦♥❣❡r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✭✇❡ r❡❢❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ❢♦r t❤❡

✶✵■❢ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♣❛rt✱ t❤❡ ■r✈✐♥❣ ❑✐r❦✇♦♦❞ str❡ss ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✐t❡ str❡ss ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✸✳✶✹



✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✶✸✹✱ ✶✸✺❪✮✱

Cαβγδ =
V0

kBT

(
〈tIKαβtIKγδ 〉 − 〈tIKαβ〉〈tIKγδ 〉

)

−1

4

(
〈tIKβγ〉δαδ + 〈tIKαδ〉δβγ + 〈tIKβδ〉δαγ + 〈tIKγ 〉δβγ

)

+CBorn
αβγδ +

N

V
kBT (δαγδβδ + δαδδβγ) ✳ ✭✸✳✸✾✮

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s t❤❡ ❵✢✉❝t✉❛t✐♦♥ t❡r♠✬✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ str❡ss✱ t❤❡ t❤✐r❞

t❡r♠ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❵❇♦r♥ t❡r♠✬ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❤❡r❡ ❛s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ✸✳✷✺ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡

❵❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠✬✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ✇❛♥t t♦ s❡❡ ❤♦✇ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛t❤❡r♠❛❧

s②st❡♠✱ ❝❛s❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳ ❆ ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ s✉❝❤ s②st❡♠s ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st ✐♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡

❡♥❡r❣② ✲ t❤❛t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❛t❤❡r♠❛❧ ❧✐♠✐t ✲ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

str❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❙✉❝❤ ❛♥

❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ②✐❡❧❞ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❇♦r♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✸✳✷✺

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈❡s ✐♥ ❢❛❝t ❝♦♠♣❧❡t❡❧②

✐♥❝♦rr❡❝t ❢♦r ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s✱ ♦r ❡✈❡♥ ❢♦r ❝r②st❛❧s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡

✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ t❤❡ ❛t❤❡r♠❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② F ✐❞❡♥t✐✜❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❡♥❡r❣② U({Rij}, ε) ✲ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s {Rij} ❛♥❞ t❤❡ ●r❡❡♥ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t str❛✐♥ t❡♥s♦r ε ✲ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡

❡①♣❛♥❞❡❞ ❛s✱

dF = dU = tαβεαβ + Cαβγδεαβεγδ + h.o.t. ✳ ✭✸✳✹✵✮

❚❤❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞s ✐♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② U({Rij}, ε) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

str❛✐♥ ❛t ✜①❡❞ r❡s❝❛❧❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ❳✳ ■♥ ❛ r❡❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ❳ ❝❛♥ ❛❧s♦

❡✈♦❧✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ str❛✐♥ εαβ ❛♥❞ ♦♥❡ ♠✉st ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♥♦t ❛t ✜①❡❞

♣♦s✐t✐♦♥s ❳ ❜✉t r❛t❤❡r ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❢ ♦♥ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✲

✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠❛✐♥ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❛t❤❡r♠❛❧ ❧✐♠✐t✶✶✱

Cαβγδ =
∂2U

∂εαβ∂εγδ

∣∣∣∣
❢=✵

=
∂

∂εαβ

(
∂U

∂εγδ

∣∣∣∣
❳

+
∂U

∂❳i

∣∣∣∣
ε

∂❳i

∂εγδ

∣∣∣∣
❢=✵

)
✱ ✭✸✳✹✷✮

✶✶❍❡r❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✐❞❡♥t✐t✐❡s t❤❛t ❛♣♣❧② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡♥ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ① ❛♥❞ ②✱ ❛♥❞ ❛ t❤✐r❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦✱ ③✭①✱②✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ①

❛♥❞ ②✱ ❢✭①✱②✮✱ t❤❛t

∂f

∂x

˛

˛

˛

˛

z

=
∂f

∂x

˛

˛

˛

˛

y

+
∂f

∂y

˛

˛

˛

˛

x

∂y

∂x

˛

˛

˛

˛

z

✳ ✭✸✳✹✶✮

■♥ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ x ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ str❛✐♥ εαβ ✱ y t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ❳✱ z t❤❡ ❢♦r❝❡s ❢ t❤❛t ❛♣♣❧② ♦♥ t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ f t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❡♥❡r❣② U✳



✸✳✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✷ ✿ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✺✸

❛♥❞ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢i = ∂U
∂❳i

∣∣∣∣
ε

= ✵ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐s ❧❡❢t ✇✐t❤✱

Cαβγδ =
∂2U

∂εαβ∂εγδ

∣∣∣∣
❳

+
∂2U

∂εαβ∂❳i

∣∣∣∣
ε

∂❳i

∂εγδ

∣∣∣∣
❢=✵

✳ ✭✸✳✹✸✮

▼♦r❡♦✈❡r ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢i = ∂U
∂❳i

∣∣∣∣
ε

= ✵ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ str❛✐♥

♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✱
∂2U

∂εαβ∂❳i

∣∣∣∣
❳

+
∂2U

∂❳i∂❳j

∣∣∣∣
ε

∂❳j

∂εαβ

∣∣∣∣
❢=✵

= ✵ ✱ ✭✸✳✹✹✮

❛♥❞ r❡✐♥❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ∂❳j

∂εαβ

∣∣∣∣
❢=✵

s♦ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ✸✳✹✹ ✐♥ ✸✳✹✸ ♦♥❡ ❣❡ts✱

Cαβγδ = CBorn
αβγδ − Ξ ·❍−1 · Ξ ✱ ✭✸✳✹✺✮

✇❤❡r❡

Ξ =
∂2U

∂εαβ∂❳i

∣∣∣∣
ε

✱ ✭✸✳✹✻✮

❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❍ ✐s t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ❜②✱

❍ =
∂2U

∂❳i∂❳j

∣∣∣∣
ε

✳ ✭✸✳✹✼✮

◆♦t❡ t❤❛t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✸✳✹✺ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❡①✲

♣r❡ss✐♦♥ ✸✳✸✾ ❛s ✇❛s s❤♦✇♥ ✜rst ✐♥ ❬✶✸✹❪✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥

✸✳✹✺ ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t ❛s ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s

✈❡r② t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❙♦ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡

❛❝t✉❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ❡①✲

♣❧✐❝✐t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✲ ❡✐t❤❡r ❜② ❡♥❡r❣② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮ ♦r ❜② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✲ ❛♥❞

t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ❜② ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ■♥

❬✶✶✽❪ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s

t❤❡s✐s ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts

t❤❛t ♦♥❡ ❣❡ts ✉♥❞❡r t❤❡ ❛✣♥❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡♥ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✷✳✸

t❤❡ ❵r❡❧❛①❛t✐♦♥✲✢✉❝t✉❛t✐♦♥✬ t❡r♠ ✐♥ ✸✳✸✾ ♦r ✸✳✹✺ ❤❛s ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞

♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳

■❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❡❧♣s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s

❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❛✣♥❡ ✜❡❧❞ ✐t ✇❛s ♥♦t ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧

s②st❡♠ ✭r❛t❤❡r t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✲ ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❧✐♠✐t✮✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✇❡

♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✉♠

♠❡❝❤❛♥✐❝s ✜❡❧❞s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ♦❢

❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s✳



✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

✸✳✸✳✷ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✲ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥st❛♥ts

■t ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ t♦ s❡❡ t❤❛t ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ✜♥❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ♥♦t

❛❧✇❛②s ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❙♦ ✐♥ ♠❛♥② r❡❝❡♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s

♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✲str❛✐♥✱ str❡ss✱ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r✳✳✳✲ ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝

❧✐♠✐t ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ r❡♠❛✐♥ s♦ ❛t ♥❛♥♦♠❡tr✐❝ s❝❛❧❡s ✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧

❞✐s❝✉ss ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ❧❛t❡r t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ✐s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡

✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❛t ❛ ❧♦❝❛❧ ❛❝❝✉r❛t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✜❡❧❞s ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭str❛✐♥✱

str❡ss✱ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦r str❛✐♥ r❛t❡✱ str❡ss✱ ✈❡❧♦❝✐t②

✜❡❧❞s✱ ✈✐s❝♦s✐t② ✐♥ r❤❡♦❧♦❣②✮ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❤❡♦❧♦❣②✴♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ✈❛st ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛r❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r②

✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡♠❡♥t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡

❧❛✇s ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❝♦♠♣❧❡①

✢✉✐❞s ✭s❡❡ ❬✶✼❪✮✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✜rst s♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡

❧♦❝❛❧ str❛✐♥✱ str❡ss ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ❣r❡❛t❡r ❞❡t❛✐❧s ❛ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞

♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ❜② ●♦❧❞❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ●♦❧❞❤✐rs❝❤ ❬✶✸✼❪ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥

♦✉r ✇♦r❦✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ♠❡t❤♦❞ ♦✈❡r ❡❛r❧✐❡r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳

Pr❡✈✐♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥

▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❧♦❝❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♥❞ ♠♦st

❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ t❡♥s♦r ✐s t♦ ❛❞♦♣t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

♦❢ ❛✣♥✐t② ❛❧s♦ r❡❢❡r❡❞ t♦ ❛s ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ♦r ❱♦✐❣t ❬✶✸✽❪ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❡r❡❢♦r❡

t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣❧✐❡❞ str❛✐♥✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥

✇❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♠❛❞❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❛♥❞ ❧❡❛❞s ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t♦ ✐♥❝♦rr❡❝t ❡①♣r❡ss✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❡ ❝❛♥ ❤❡r❡ ♠❡♥t✐♦♥

t❤❛t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❞✐✉♠ t❤❡♦r② t❤❛t ❣✐✈❡s

❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❤❛r❞

s♣❤❡r❡s ❬✶✸✾❪✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ♦❢ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡

s♦❢t s♣❤❡r❡s✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✹✵❪ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❛✣♥❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r

❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝ts r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠♦❞✉❧✉s ✐t ❜r❡❛❦s

❞♦✇♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ✇r♦♥❣ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s✳

❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♦✈❡rs✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② st❡♣ ✐s t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡

❢♦r t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ t❡♥s♦r✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ✐❞❡❛s t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r

❢r♦♠ ❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡♠ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✶✹✶✱ ✶✹✷❪✳

❙tr❛✐♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✉♠✳ ■♥ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦♥❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡s ❧♦❝❛❧❧②

t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts t♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ●❛✉ss✲

❖str♦❣r❛❞s❦✐ t❤❡♦r❡♠ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts γαβ(V) ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❛ ❞♦♠❛✐♥



✸✳✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✷ ✿ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✺✺

♦❢ ✈♦❧✉♠❡ V ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ S ❛s✱

γαβ(V) =
1

V

∫

V

∂uα

∂xj
dV =

1

V

∫

S
uαnβdS ✭✸✳✹✽✮

❯s✐♥❣ s♦♠❡ s♦rt ♦❢ ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢

t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆s ❢♦r ❛♥② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❛r❜✐tr❛r✐♥❡ss ♦♥ ❤♦✇

t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✸✳✹✽✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞✐✛❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤

t❤❛t t❤❡② ✉s❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡② ♥♦t❡ ❞✉❡ t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢

t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ q✉♦t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s✱

❇❛❣✐ ❬✶✹✶❪ ✉s❡s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r

t❤❡ ♠❡s❤ ❝❡❧❧s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✸✳✹✽✱ ✈❛❧✐❞ ✐♥ ✷❉ ♦r

✸❉✳ ❑r✉②t ❛♥❞ ❘♦t❤❡♥❜✉r❣ ❬✶✹✸❪ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r t❤❡ ♠❡s❤ ♦♥❧② ❝❡❧❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥t❛❝t

♣❛✐rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡✐r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✐♥ ✷❉✳ ❑✉❤♥✬s ❬✶✹✹❪ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r

t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❜✉t ✉s❡s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t s✉♠♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞

✐♥ ✷❉✳ ❈❛♠❜♦✉ ❬✶✹✺❪ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡s t❤❡ s❛♠❡ ♠❡s❤ ❛s ❑r✉②t ❛♥❞ ❑✉❤♥ ❜✉t ❣✐✈❡s ❛♥♦t❤❡r

s✐♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ ✷❉ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ✸❉✳ ◆♦t❡

t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❑r✉②t✲❘♦t❤❡♥❜✉r❣

str❛✐♥✱ ♦❢ t❤❡ ❑✉❤♥ str❛✐♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❈❛♠❜♦✉ str❛✐♥ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❡ s❛♠❡

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡s❡ t❤r❡❡ str❛✐♥s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❛♥❞ ♦♥❧② ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦

❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s✉♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✸✳✹✽✶✷✳

❇❡st ✜t str❛✐♥s✳ ■♥ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜♥❞✐♥❣

t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s②st❡♠ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ V ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ S ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐st✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❡♥t❡rs✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts

❛t t❤❡ ❝♦♥t❛❝ts✱ ❡t❝✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛♥

❛✈❡r❛❣❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❜❡st✲✜t str❛✐♥s ❛r❡ ❣❛✐♥❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣

t❤❡ ❜❡st ✜t t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❡♥t❡rs ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ st✉❞✐❡❞✱

❈✉♥❞❛❧❧ ❛♥❞ ❙tr❛❝❦ ❬✶✹✻❪ ❣❛✈❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ str❛✐♥ ♦❢ t❤✐s ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❛ s✐♠♣❧❡

s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❑♦❡♥❞❡rs ❬✶✹✼❪ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t

t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞✐s♣❛❝❡♠❡♥t ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❜❡st ✜t

t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✲❖str♦❣r❛❞s❦✐ t❤❡♦r❡♠

❤❡ ❝♦♥✈❡rts t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s✉♠ ✐♥t♦ ❛ ✈♦❧✉♠❡ s✉♠✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t str❛✐♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲✐❛♦ ❡t

❛❧✳ ❬✶✹✽❪ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❧✐♥❡ ♦❢ t❤♦✉❣❤t✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ✐ts

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❛♥t✐t② ✐s t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥s✳ ❍❡r❡ t❤❡ str❛✐♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❛ ❜❡st ✜t t♦ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣♦✐♥t

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❈✉♥❞❛❧❧ ♦r ❑♦❡♥❞❡rs str❛✐♥ t❤❡ ▲✐❛♦ ❡t ❛❧✳ str❛✐♥ t❛❦❡s ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r♦t❛t✐♦♥s✳ ❆s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❈❛♠❜♦✉ ❬✶✹✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞

t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥t❛❝t✐♥❣ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭✐♥ t❤❡
✶✷❋♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ str❛✐♥s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞

r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ ❝✐t❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s



✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

❉❡❧❛✉♥❛② s❡♥s❡✮ ✐♥ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❧② ●✉❧❧❡tt ❡t ❛❧✱ ✐♥ ❛ r❡❝❡♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱

♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞

❧❡❛st sq✉❛r❡s ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ t✉♥❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t❡st ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ str❛✐♥s ✐s

t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ str❛✐♥ t❡♥s♦rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ t❡♥s♦r ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡

❛ss❡♠❜❧② ❬✶✹✸❪✳ ❆ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ♠❛❞❡ ✐♥

❬✶✹✷❪ ❢♦r ❛ ❜✐❛①✐❛❧ s❤❡❛r ♦❢ ❛♥ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ s♣❤❡r❡s ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ ❛ sq✉❛r❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥

❢♦✉r str❛✐❣❤t ✇❛❧❧s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❡①❝❡♣t ▲✐❛♦✬s ❛♥❞ ❈✉♥❞❛❧❧✬s ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s

♠♦st ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧② ❞❡✜♥❡❞ str❛✐♥s t❡♥❞ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ str❛✐♥ ✐❢ ❛✈❡r❛❣❡s ❛r❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t st✉❞✐❡s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡

❛❝❝✉r❛t❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛t❡r✐❛❧s ✉♥❞❡r ❡①✲

t❡r♥❛❧ ❧♦❛❞✳ ❖t❤❡r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ q✉❛♥t✐✜❡rs ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧♦❝❛❧❧② ❤❛✈❡

❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❢♦❛♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢❛❜r✐❝ t❡♥s♦r

✇❛s st✉❞✐❡❞✳ ❘❡❝❡♥t❧② ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ❛♥❛❧②s❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s

♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ▼✐♥❦♦✇s❦② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✹✾❪✮✱ t❤❛t

✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧② ♠❛r❦❡❞ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✐t② ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s♣❤❡r❡ ♣❛❝❦s ❛t

❞❡♥s✐t✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r❛♥❞♦♠ ❝❧♦s❡ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❧♦♦s❡ ♣❛❝❦✐♥❣✳

▲❡t ✉s ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② s❛②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉✛❡r ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ✜t ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s✲

♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛♥ ❛✣♥❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✭❡✈❡♥ ❛t ❛ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡

❡①❛❝t ❢♦r ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❝♦♥✲

t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r

s❤♦✉❧❞✱ t♦ ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r✱ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ str❛✐♥ t❡♥s♦r ✐✳❡✳✱ t❤❡ s②♠♠❡tr✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t

♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❬✶✺✵❪✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t str❛✐♥s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥❢♦r♠ t♦ t❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②

❛♥❞ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ s②st❡♠❛t✐❝

❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❜② ❛

✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ ❜② ●♦❧❞❡♥❜❡r❣

❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❬✶✸✼❪ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡✲

♠❡♥ts r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t

✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳

Pr❡✈✐♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss

▼❛♥② ❛✉t❤♦rs ❬✶✺✶✱ ✶✺✷✱ ✶✺✸❪ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ str❡ss t❡♥s♦r

✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝♦♥t❛❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢

t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ str❡ss t❡♥s♦r

♦❢ ❛♥ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ ❛ ✈♦❧✉♠❡ V ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ S ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦r t❤❡



✸✳✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✷ ✿ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✺✼

str❛✐♥ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ str❡ss t❡♥s♦r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ q✉❛♥t✐t✐❡s

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❡①❡rt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t❤❛t ❡♥❝❧♦s❡s t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢

♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❡q✉❛t❡s✱ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ●❛✉ss✬s t❤❡♦r❡♠ ✸✳✹✽✱ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s t♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✜rst st❡♣

✐s ❛ ♠✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ str❡ss t❡♥s♦r σxy(V) ✇❤✐❝❤ ❢♦r ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢

✈♦❧✉♠❡ V ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✱

σαβ(V) =
1

V

∫

V
σαβdV =

1

V

∫

S
xασνβnνdS ✱ ✭✸✳✹✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ α ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❙ ✇❛s s✐♠♣❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ σαβ =

∂νxασνβ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥tr❡❣r❛❧ ✇❛s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✬ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞

t❤❡ ❡q✉❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∂βσαβ = 0✳ ❚❤❡ t❡r♠ σνβnν ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ tr❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡

❡①❡rt❡❞ ✐♥ ♣♦✐♥t ① ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜② t❤❡ ❡①t❡r✐♦r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s

t♦ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✸✳✹✾ ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ✐♥ t❡r♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ✲ r❛t❤❡r

t❤❛♥ s✉r❢❛❝❡ ✲ ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ ❧❛t❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ V ❡♥❝❧♦s❡❞

❜② ❛ s✉r❢❛❝❡ S ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ■r✈✐♥❣✲❑✐r❦✇♦♦❞ ✸✳✸✽ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ✐♥

t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ✇❡r❡ t❤❡ s✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❜♦♥❞❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥

❝♦♥t❛❝t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s✮ ❧♦❝❛t❡❞ ❜♦t❤ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥

❢♦r ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ❛t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✸✳✸✳✶ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢

❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ❛❧s♦ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳

❍❡r❡ ♦♥❡ ♠✉st ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ str❡ss ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st

✇✐t❤ t❤❡ str❛✐♥ t❤❛t ✐s ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t② ✲ ❛s ✐t r❡q✉✐r❡s ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r

✐ts ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✲✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ✐s

❦♥♦✇♥ ✲ ♥♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛♥ ✐♥ ♠❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②

❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞s ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✐♠♣❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤♦✉❣❤ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ✭❧♦❝❛❧✮ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦♥❡

♥❡❡❞s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❧♦❝❛❧ str❡ss ✜❡❧❞ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧

str❡ss ✜❡❧❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❤♦✇ ♦♥❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❧♦❝❛❧ str❡ss ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦♥

t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐❢ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ str❛✐♥ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

■♥ ❢❛❝t t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②

❛s ✐♥ ✸✳✷ ❞❡r✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ ✐❢ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str❡ss

✭✇❡ r❡❢❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❑r✉②t✮✳

❆❣❛✐♥ ❛s ❢♦r str❛✐♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ ❤❡r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡s❡

♠❡t❤♦❞s ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ❛r❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ ✸✳✹✽ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ str❡ss ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

❛❜♦✈❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥❢♦r♠ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❧❡st♦♥❡s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐✳❡✳ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✳



✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

Pr❡✈✐♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞✉❧✐

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ❝♦♥st❛♥ts ✐s ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞

❛♥❞ ❤❛s ❧❡❛❞ t♦ ❛ s✉❜st❛♥❝✐❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝

❝♦♥st❛♥ts ✐s ❛ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ✜❡❧❞✳ ■♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❑❧✉❣❡ ❬✶✺✹❪ ❛♥❞ ❆❧❜❡r ❬✶✺✺❪ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t

s✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②

✐♥ ♠♦❞❡❧ ❝r②st❛❧ s②st❡♠s✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧② s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ s✐♠✐❧❛r ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢

❢♦r♠✉❧❛ ✸✳✸✾ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❬✶✺✻✱ ✼❪✱ ✐♥ ▲❡♥♥❛r❞✲

❏♦♥❡s ❣❧❛ss❡s ❬✶✺✼✱ ✶✺✽✱ ✶✺✾❪ ❛♥❞ ✐♥ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s ❬✶✻✵❪✳ ■♥ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❛✉t❤♦rs

❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❝❡❧❧s ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❝✉❜❡s✮ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s

❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✸✳✸✾ t♦ t❤❡s❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❛ s②st❡♠❛t✐❝

❝❡❧❧ s✐③❡ ❡✛❡❝t ✇❛s ♥♦t ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✸✳✹✳✷ ✇❡r❡ ✇❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐

t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❆♥♦t❤❡r st✉❞② ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ str❡ss❡s ✐♥ t❤❡

❤✐❣❤❧② str❡ss❡❞ r❡❣✐♦♥ ❜❡♥❡❛t❤ ❛ ♥❛♥♦✐♥❞❡♥t❡r ✇❛s ♠❛❞❡ r❡❝❡♥t❧② ❜② ❱❛♥❱❧✐❡t ❬✶✻✶❪ ❛♥❞

✉s❡❞ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧ t❡♥s♦r t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t t❤❡② ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t

✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✿ ▲❡❢t ✿ ❋♦r ❛♥ ❡❧❛st✐❝ t✇♦✲♣❤❛s❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✱ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ ❱♦✐❣t ❛♥❞ ❘❡✉ss ❝♦♠♣♦s✐t❡s

r❡♣r❡s❡♥t r✐❣♦r♦✉s ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥

♦❢ ♦♥❡ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ s❦❡t❝❤ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ t✇♦ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❱♦✐❣t ❛♥❞ ❘❡✉ss ❜♦✉♥❞s ❛r❡

❛tt❛✐♥❡❞✳ ❘✐❣❤t ✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t❡❞ s♣❤❡r❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ s♣❤❡r❡s ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡ ♦❢ ♦♥❡ ♣❤❛s❡✳ ❊❛❝❤ s♣❤❡r❡ ❤❛s ❛ ❝♦❛t✐♥❣ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ r❛❞✐✉s✳ ■♥

t❤✐s ♠♦r♣❤♦❧♦❣② t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❍❛s❤✐♥ ✲ ❙❤tr✐❦♠❛♥ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ❬✶✻✷❪✳

❍❛✈✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧♦❝❛❧ str❡ss

❛♥❞ str❛✐♥ ✜❡❧❞s ✐s ❛ ✜rst st❡♣✱ ❜✉t t♦ ❣♦ ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠

t❤✐s ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s

✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧ ✐s r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡ ♦♥❧② ❢♦r ✐❞❡❛❧ ❝r②st❛❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛t♦♠ ♣❡r ✉♥✐t ❝❡❧❧✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤✐s s✉❜❥❡❝t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✸ ❤♦✇

♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇♦r♥ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐



✸✳✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✷ ✿ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✺✾

✉♥❞❡r t❤❡ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ str❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s❛♠❡ t②♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ♠❛❦❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ str❡ss ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

❆ ♠♦r❡ s②st❡♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❡r♠✐t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢

t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❢♦r ❛♥ ❡❧❛st✐❝✱ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t✇♦✲♣❤❛s❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡

♠❛t❡r✐❛❧✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❱♦✐❣t ❛♥❞ ❘❡✉ss ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ ❛r❡ r✐❣♦r♦✉s❧②

❛tt❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ❢♦r t❤❡ ❱♦✐❣t ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✐s Ec = E1V1 + E2V2✱ ✐♥

✇❤✐❝❤ Ec✱ E1 ❛♥❞ E2 r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✱ ♣❤❛s❡ ✶ ❛♥❞ ♣❤❛s❡

✷✱ ❛♥❞ V1 ❛♥❞ V2 r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❛s❡ ✶ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✷ ✇✐t❤ V1 + V2 = 1✳

❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①❛❝t ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ❢♦r t❤✐s ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✭t❤✐♥❦ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② ♦❢ s♣r✐♥❣s ✐♥

♣❛r❛❧❧❡❧✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ❘❡✉ss ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✐s 1/Ec = V1/E1 + V2/E2 ✭t❤✐♥❦ ♦❢ t❤❡

❛♥❛❧♦❣② ♦❢ s♣r✐♥❣s ✐♥ s❡r✐❡s✮✳ ❆♥♦t❤❡r s✐♠♣❧❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧✉s ❝❛♥

❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①❛❝t❧② ✐s t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❛t❡❞✲s♣❤❡r❡s ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r s✉❝❤ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t❡s

t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❣✐✈❡♥ ❜② ❍❛s❤✐♥ ❛♥❞ ❙❤tr✐❦♠❛♥ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② ❛tt❛✐♥❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❛r❡ t✐❣❤t❡r t❤❛♥

t❤❡ ❱♦✐❣t✲❘❡✉ss ❜♦✉♥❞s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ✐♥ t❤✐s ❝♦♠♣♦s✐t❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ✜❧❧❡❞

✇✐t❤ s♣❤❡r❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡ ♦❢ ♦♥❡ ♣❤❛s❡❀ ❡❛❝❤ s♣❤❡r❡ ❤❛s ❛ ❝♦❛t✐♥❣ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ r❛❞✐✉s✱ ♠❛❞❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ♦♥❡

❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ♦♥❧② ❛♥ ❡①❛❝t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ♥♦t ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❈❤r✐st❡♥s❡♥ ❛♥❞ ▲♦ ❬✶✻✸❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦❛t❡❞✲s♣❤❡r❡s ♠♦❞❡❧✱

❛ ❵t❤r❡❡✲♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧✬✱ ❞♦❡s ♣❡r♠✐t ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s✳ ❖t❤❡r

❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ❣✐✈❡♥ ❜✉❧❦

❛♥❞ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t

❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✶✻✹✱ ✶✻✺❪✳

✸✳✸✳✸ ❚❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✲ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥st❛♥ts

■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ❜② ●♦❧❞❤✐rs❝❤ ❛♥❞ ●♦❧❞❡♥❜❡r❣ t❤❛t

♣r♦✈✐❞❡s ♣r❡❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝

✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛②✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝s✱ ❛♥❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡✐r ✇♦r❦ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧②

❛ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭❬✶✻✻❪✱ s❡❡

❛❧s♦✱ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ♦❜t❛✐♥❡❞

❛s ❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❚❤◆ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥ ✸✳✸✳✶✳✮✳ ❆s ■r✈✐♥❣ ❛♥❞ ❑✐r❦✇♦♦❞ ✐♥

❬✶✻✻❪✱ ●♦❧❞❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ●♦❧❞❤✐rs❝❤ ❬✶✸✼❪ ❜❛s❡ t❤❡✐r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧✲

❧♦✇✐♥❣ ✜❡❧❞s✱ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ρ✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡♥s✐t② p ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② e✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠

♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡s❡ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♥ ❛♥② t❡①t❜♦♦❦

♦♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ♠❛ss✱ t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ ❢♦r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♣♦rt ✭✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧



✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✮✶✸

∂ρ

∂t
= − ∂

∂xβ
(ρVβ) ✱ ✭✸✳✺✵✮

∂pα

∂t
= − ∂

∂xβ
(ρVαVβ − σαβ) ✱ ✭✸✳✺✶✮

∂e

∂t
= − ∂

∂xβ
(Vβe − Vασαβ + cβ) ✳ ✭✸✳✺✷✮

■r✈✐♥❣ ❛♥❞ ❑✐r❦✇♦♦❞ ✐♥ t❤❡✐r s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ❬✶✻✻❪ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t❤❡s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛✲

t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❜② ❞♦✐♥❣

s♦ ❢♦✉♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ str❡ss t❡♥s♦r ❛♥❞ ❤❡❛t

❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s✶✹ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱

ρ(r, t) =
∑

i

〈miδ(r− ri(t))〉 ✱ ✭✸✳✺✹✮

pα(r, t) =
∑

i

〈miviαδ(r− ri)〉 ✱ ✭✸✳✺✺✮

σαβ(r, t) = −
∑

i

〈mi (viα − Vα) (viβ − Vβ) δ(r− ri(t))〉

+
1

2

∑∑

j 6=k

〈RjkαRjkβ

Rjk
V′(Rjk){1 − 1

2
Rjkν∂xν ...

+
1

n!
(−Rjkν∂xν )n−1 + ...}δ(r− ri(t))〉 ✱ ✭✸✳✺✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ σV
αβ(r, t) ✐s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡s t♦ t❤❡ str❡ss

t❡♥s♦r ✭σV · d❙ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣ ❛❝r♦ss ❞❙ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦♥

♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡s ♦❢ ❞❙✮✱ ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② r❡❢❡r❡❞ t♦ ❛s ❵❝♦♥t❛❝t str❡ss✬ ♦r ❵❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ str❡ss✬✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ σK
αβ(r, t) ✐s ❛ ❦✐♥❡t✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✉s✉❛❧② ❝❛❧❧❡❞ ❵❦✐♥❡t✐❝✬ ♦r ❵str❡❛♠✐♥❣

str❡ss✬ ✭σV · d❙✱ ✈✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ♠♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✉✱ ✐s t❤❡

♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❛r❡❛ ❞❙✮✳

❚❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ r❡❝❡♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✶✸✼✱ ✶✺✵❪ ❢♦r ❛t❤❡r♠❛❧ ❞✐s♦r✲

❞❡r❡❞ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s ♦r ❣❧❛ss❡s✱ ✐♥ ❛ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✇❤❡r❡
✶✸❍❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜♦❞② ❢♦r❝❡s ❛♥❞ s♦✉r❝❡s ♦r s✐♥❦s✳
✶✹❲❡ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤❡❛t ❝✉rr❡♥t ❛s ❛ ❢♦♦t♥♦t❡ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❧♦♦❦ ❛t t❤❡r♠❛❧

♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ♠✉❝❤ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❬✶✻✻❪ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✱

qα(r, t)
X

i

〈mi2 | ✈−❱|2 (viα − Vα) δ(r− ri(t))〉 + uβ

2

4σV
αβ −

1

2

X X

j 6=i

〈V(Rij)δαβδ(r− ri(t))〉

3

5

+
1

2

X X

j 6=i

〈

»

V(Rij)δαβ −
V′(Rij)

Rij
RijαRijβ{1 + ... +

1

n!
(−Rjiν∂xν

)n−1 + ...}

–

viβδ(r− ri(t))〉 ✳✭✸✳✺✸✮



✸✳✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✷ ✿ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✻✶

t❤❡② ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✇❡r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ❢♦r s✐♥❣❧❡ r❡❛❧✐s❛✲

t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✸✳✺✹✱ ✸✳✺✺ ❛♥❞ ✸✳✺✻ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❜r❛❝❦❡ts✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐♥

t❤❡✐r tr❡❛t♠❡♥t ●♦❧❞❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ●♦❧❞❤✐rs❝❤ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ(❘) ✐♥

♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞

❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✺✵✱ ✸✳✺✶ ❛♥❞ ✸✳✺✷✳ ❚❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥❡❞ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ❣♦❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❧♦❝❛❧ ♠❛ss ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡♥s✐t②

✉s❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺✹ ✇❤❡r❡ δ((r − ri(t)) ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② φ((r − ri(t))✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s

t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥

❞❡✜♥❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥❡❞ ♠❛ss ❞❡♥s✐t②✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞s

❛s✱

ρ(r, t) =
∑

i

miφ(r− ri(t)) ✱ ✭✸✳✺✼✮

pα(r, t) =
∑

i

miviαφ(r− ri) ✱ ✭✸✳✺✽✮

❱(r, t) = ♣(r, t)/ρ(r, t) ✳ ✭✸✳✺✾✮

❯s✐♥❣ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❛♥ ✐♥ ❬✶✻✻❪✱ ●♦❧❞❡♥❜❡r❣ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❬✶✸✼✱ ✶✺✵❪✱ t❤❛t

❜② r❡♣♦rt✐♥❣ ✸✳✺✽ ✐♥ ✸✳✺✶ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥❡❞ str❡ss ❞❡♥s✐t② ❛s✶✺

σαβ(r, t) = −
∑

i

miv
′
iα(r, t)v′iβ(r, t)φ(r− ri)

− 1

2

∑

i,j

fijα(t)Rijβ(t)

∫ 1

0
dsφ(r− ri + srij) ✱ ✭✸✳✻✷✮

✇❤❡r❡ ●♦❧❞❡♥❜❡r❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐✱

✈′
i(r, t) = ✈i(t) −❱(r, t) ✳ ✭✸✳✻✸✮

❆❣❛✐♥ ❛s ✐♥ ✸✳✺✻ ✇❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ✐♥ ❵❦✐♥❡t✐❝ str❡ss✬ ❛♥❞

❵❝♦♥t❛❝t str❡ss✬✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ❛t❤❡r♠❛❧ ❧✐♠✐t ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ■t ✐s t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r

str❡ss ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ✸✳✸✳✷✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡

❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s✐✉♠✳

✶✺❙✐♠✐❧❛r❧② ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱

e(r, t) =
1

2

X

i

miv
2
i φ(r− ri) +

1

2

X

i6=j

V(Rij)φ(r− ri) ✱ ✭✸✳✻✵✮

✐♥t♦ ✸✳✺✷✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥❡❞ ❤❡❛t ✢✉①✱

cβ(r, t) =
1

2

X

i

v′
iβ

`

miv
′
i
2 + V(❘ij)

´

φ(r− ri) +
1

4

X

ij

fijαrijβ

`

v′
iα + v′

jα

´

Z 1

0

dsφ(r− ri + srij) ✳ ✭✸✳✻✶✮



✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r✳ ❋✐rst ❜②

♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✭▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✮ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② u(❘, t) = r(❘, t) −❘ ❝❛♥ ❜❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✸✳✺✾✱

✉(❘, t) =

∫ t

0
❱(❘, t′)dt′ =

∫ t

0

∑
i mi✈i(t

′)φ [r(❘, t′) − ri(t
′)]∑

j mjφ [r(❘, t′) − rj(t′)]
dt′ ✳ ✭✸✳✻✹✮

●♦❧❞❡♥❜❡r❣ ❡t ❛❧ r❡❡①♣r❡ss❡❞ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✱

✉(❘, t) =

∑
i mi✉i(t)φ [r− ri(t)]∑

j mjφ [r− rj(t)]
+

∫ t

0

1

ρ

∂

∂rβ

∑

i

miv
′
iβ(r, t′)u′

iα(r, t′)φ
[
r− ri(t

′)
]
dt′ ✱ ✭✸✳✻✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ulin(r, t) ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ str❛✐♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞

t❡r♠ ✐s ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥ str❛✐♥✳ ❙♦ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡

❧✐♥❡❛r str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛s✱

εlin
αβ(r, t) =

1

2

[
∂ulin

α (r, t)

∂rβ
+

∂ulin
β (r, t)

∂rα

]
✳ ✭✸✳✻✻✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r str❛✐♥ ✇❛s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ●♦❧❞❡♥❜❡r❣ ❬✶✺✵❪ ✐♥ ❛

s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ❝❤❛✐♥ ♦❢ ♣♦✐♥t ♠❛ss❡s ✇✐t❤ ❞✐s♦r❞❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s

♦❢ t❤❡ s♣r✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ s♣r✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r

str❛✐♥ ✇❛s t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ str❛✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷

❛♥❞ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜❡st ✜t str❛✐♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛

♣♦♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t str❛✐♥✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r str❛✐♥ r❡♠❛✐♥s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t

s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r str❛✐♥ ❛ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t♦r ❧♦❝❛❧ str❛✐♥s✳ ❆❣❛✐♥ ✐t ✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥

✸✳✻✻ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s

❣❧❛ss✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ❜❡❢♦r❡ ❧❡t ✉s ❞✐s❝✉ss ❜r✐❡✢② s♦♠❡

❧✐♠✐ts ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ♦❢ s♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t r♦✉t❡s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢

❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s✳

✸✳✸✳✹ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s

■♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❡♥t✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡✲

s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠❛♥②✲❜♦❞②

s②st❡♠✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❡♥t✐t✐❡s✱ ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✳

❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣♦♦❞ s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❵♠✐❝r♦✲

s❝♦♣✐❝✬ ❛♥❞ t❤❡ ❵♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝✬ s❝❛❧❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥

✇❤❡♥ s♠❛❧❧ s②st❡♠s ♦r ✜♥❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❡✈❡♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡

❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✺✵✱ ✸✳✺✶ ❛♥❞ ✸✳✺✷ ❜❡❝♦♠❡s ❞✉❜✐♦✉s ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ♣❛rts

♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆ tr✐✈✐❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ✐❞❡❛ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t

✐♥t❡r❛❝t ✉♥❞❡r ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❧❛✇✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r



✸✳✹✳ ▲♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ✻✸

✐s ❝♦♥st❛♥t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t✐♠❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧

✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ♦r t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛t ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦❢ t❤❡

s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s✮ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐✲

❛t❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞✴♦r

✐♥ s♣❛❝❡✳ ❙✉❝❤ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❤✐st♦r② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♥♦♥❧♦❝❛❧ ✭♦r

❣r❛❞✐❡♥t✮ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r✐❡s✱ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ ❛s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛t ❛ ♠❛t❡r✐❛❧

♣♦✐♥t ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❤✐st♦r② ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤

t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s✉❝❤ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✜❡❧❞s ✐♥

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡❢❡r❡❞ t♦ ❛s ♠✐❝r♦♣♦❧❛r ♦r ❈♦ss❡r❛t t②♣❡ ♠♦❞❡❧s

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ♦❢ ✜♥✐t❡ ✇✐❞t❤ ✐♥ ❣r❛♥✲

✉❧❛r ♠❡❞✐❛✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❧❡❛✈❡ ❛s✐❞❡ t❤❡s❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ♣✉rs✉❡ ✇✐t❤

t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✈❛❧✐❞ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❲❡ ✇✐❧❧

♣r♦♣♦s❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤✐s ❧♦❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t✳

✸✳✹ ▲♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s

✸✳✹✳✶ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡

◆♦✇ ❤❛✈✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ str❡ss ✸✳✻✷ ❛♥❞ str❛✐♥ ✸✳✻✻ t❡♥s♦rs ❧♦❝❛❧❧②

✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r ❛s

✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s✉♣♦s❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

❣✐✈❡♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ❛t ❛ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ■♥❞❡❡❞ ❣❧♦❜❛❧❧② t❤❡ ❡❧❛st✐❝

❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Cαβγδ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②

❞❡♥s✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✲❙❛✐♥t ❱❡♥❛♥t str❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❬✶✻✼❪ εαβ ✱

F − Fo

V
= Co

αβαβ +
1

2
Cαβγδεαβεγδ + ... ✱ ✭✸✳✻✼✮

♦r ❛s t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts σαβ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧

❧✐♥❡❛r str❛✐♥ ❬✶✻✽❪

σαβ = Co
αβ + C′

αβγδε
lin
γδ + ... ✱ ✭✸✳✻✽✮

✇✐t❤

σαβ =
1

V

∂F

∂εlin
αβ

✳ ✭✸✳✻✾✮

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥str❡ss❡❞ s♦❧✐❞✱ t❤❡ t✇♦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ str✐❝t❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❜✉t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛

s♦❧✐❞ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ str❡ss❡s ✭Co 6= 0 ❛s ✐♥ ♦✉r ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss❡s✮✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Cαβγδ ❛♥❞ C′
αβγδ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ q✉❡♥❝❤❡❞ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❞✉❡

t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ε ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ εlin ❬✶✻✼❪✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ♦♥❡ ❤❛s t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t❡♥s♦rs✱

C′
αβγδ = Cαβγδ −

1

2

(
2Co

αβδγδ − Co
αγδβδ − Co

αδδβγ − Co
βδδαγ − Co

βγδαδ

)
✳ ✭✸✳✼✵✮



✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✸✳✻✼✱

✸✳✻✽✱ ✸✳✻✾ ❛♥❞ ✸✳✼✵ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ❧♦❝❛❧❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❣❧❛ss s②st❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡

❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ q✉❡♥❝❤❡❞ str❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧

✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼✵ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦ C′
αβγδ = Cαβγδ✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♣♣❧② t❤❡

s❛♠❡ s②♠♠❡tr② ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛s❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r C′
αβγδ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r str❛✐♥ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱

❛♥❞ t❤❡ str❡ss ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t♦rq✉❡s t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st ✾ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ ✷❉✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✶✻✼✱ ✶✻✽❪ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❢✉rt❤❡r s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝

t❡♥s♦r ✿ Cαβγδ = Cγδαβ ✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥st❛♥ts t♦ ✻

✐♥ ✷❉✳ ❚♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ✻ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❧❛st✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s ❛t ❧❡❛st t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ♦♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡✳ ❊❛❝❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s t❤r❡❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r

t❤❡ ♠♦❞✉❧✐✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱

✉s✐♥❣ ❛ ❱♦✐❣t t②♣❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡s W✱ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ str❡ss

❛♥❞ str❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❛ ❣r✐❞✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s t❤❡ 3 ∗ 1

❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs T̂ ❛♥❞ Ê ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛s ✐♥ ✷❉ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ T̂ = ĈÊ t❤❛t ♠❡❛♥s✿



σxx

σyy√
2σxy


 =




Cxxxx Cxxyy Cxxxy

Cxxyy Cyyyy Cyyxy

Cxxxy Cyyxy Cxyxy







εxx

εyy√
2εxy


 ✭✸✳✼✶✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❤♦♠♦✲

❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✿




σxx

σyy√
2σxy


 =




λ + 2µ λ 0

λ λ + 2µ 0

0 0 2µ







εxx

εyy√
2εxy


 ✭✸✳✼✷✮

✇❤❡r❡ µ ✐s t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ λ t❤❡ ▲❛♠é ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭✭λ + µ✮ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡

❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ♠♦❞✉❧✉s ✐♥ 2D✮✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✷ s✉❝❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❧♦s❡s t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥s✱ ❣✐✈✐♥❣ ✻

❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ✻ ✉♥❦♥♦✇♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r

❡❧❛st✐❝✐t② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥✐❢♦r♠

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✱ t✇♦ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ① ❛♥❞ ② ❛①✐s ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡

s❤❡❛r ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ① ❛①✐s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s ✾ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧✐✳

❚❤❡ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡

❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻✷✳

❆s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t ❛ ❣✐✈❡♥

♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡ W ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡✱

∆✱ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡

♠❡❛s✉r❡❞ ♠♦❞✉❧✐ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡

❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s✮✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛❧s♦ t❤❡ ✸ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ci ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs Ei ❢♦r



✸✳✹✳ ▲♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ✻✺

i = 1, 2, 3 ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ t❡♥s♦r Ĉ✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✼✶ ❛♥❞ ✸✳✼✷ ✇♦✉❧❞

♣r♦✈✐❞❡ c1 = 2µ✱ c2 = 2µ ❛♥❞ c3 = 2(λ + µ) ✐♥ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ s②st❡♠✳ ❲❡

✇✐❧❧ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡ W✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❣♦❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❆♣♣❧② t❤❡ ❍❋❚◆ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤r❡❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡❢♦r♠❛✲

t✐♦♥s✱ t✇♦ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ① ❛♥❞ ② ❛①✐s ❛♥❞ ♦♥❡ s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r

♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ① ❛①✐s✳

✷✳ ❆♣♣❧② t❤❡ ❝♦❞❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥❡❞ ✜❡❧❞s ❡✐t❤❡r ♦♥ ❛ ❣r✐❞ ♦r ♦♥ t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳

✸✳ ❋❡❡❞ t❤❡ t❤r❡❡ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ ❛♥❞ str❡ss t❡♥s♦r ✜❡❧❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦❞❡ t❤❛t s♦❧✈❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✸✳✼✶ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧

❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ♦❢ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧

❣❧❛ss❡s✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s st✉❞✐❡❞ ✇❡r❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②✱ ❞✐✛❡r❡♥t

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ t❡st❡❞✱ ▲❡❡s✲❊❞✇❛r❞s ❛♥❞ ✜①❡❞ ✇❛❧❧s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠

s✐③❡s✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✻✷✺ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉♣ t♦ ✷✺✵✵✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❧✇❛②s ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ sq✉❛r❡ ❝❡❧❧s✳ ■♥

t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♠❛✐♥❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❡♥❝❤❡❞ ❣❧❛ss❡s ✉♥❞❡r

t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✷✳✻ ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡

s❛♠♣❧❡s✱ ✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡✲str❛✐♥❡❞ st❛t❡✱ εmacro = 0%✳ ❲❡ ♣♦st♣♦♥❡ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♦t❤❡r

❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ♦❢ t❤❡s❡ ❣❧❛ss❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦♦❧✐♥❣ r❛t❡✱ s❤❡❛r

r❛t❡✱ t♦t❛❧ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥✱ ❞❡♥s✐t②✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❤❛♣t❡rs ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s

♦r t♦ ❢✉t✉r❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✸✳✹✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s

❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❍♦♦❦❡s✬s ❧❛✇ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ W✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ∆✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ∆ ❣♦❡s ♣r♦❣r❡s✲

s✐✈❡❧② t♦ ③❡r♦✱ t❤✉s ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇ ❛t ❧❛r❣❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡s W✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❜❡②s ❛ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ∆ ∝ W−1.32 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦❡s♥✬t ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

s❝❛❧❡ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇ ✇♦✉❧❞ ❜❡ tr✉❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ t❤❛t

t❤❡ ❡rr♦r ∆ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❧❡ss t❤❛♥ 1% ❢♦r W > 5✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❜♦✈❡ W = 5✱ t❤❡ ❡rr♦r ♠❛❞❡

✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✉s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ❤✉♥❞r❡❞t❤ ♦❢

t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ str❡ss✱ t❤❛t ✐s ❢❛r s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ q✉❡♥❝❤❡❞ str❡ss❡s

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ♦❜❡②s ❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇ r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ♦♥

s❝❛❧❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ W = 5✳ ❇❡❧♦✇ t❤❛t s❝❛❧❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝t♦rs ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡

❢r♦♠ ❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣✳ ❇❡❧♦✇ W = 5 ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❛



✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

1 10 100w
0.0001

0.001

0.01

0.1

∆

N=2000 (10 confs.)
N=10000 (8 confs.)
N=10000 (LE - 1 conf.)
N=40000 (2 confs.)
N=216225
0.12 W

-1.35

❋✐❣✳ ✸✳✸ ✿ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ∆ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❲✳

❋♦r W > 5 ❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ 1% ❛❝❝✉r❛❝②✳

♣r❡✈✐♦✉s ♣❛♣❡r ❬✶✻✾❪ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ❣✐✈✐♥❣

r✐s❡ t♦ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✲

✉❧✐✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ ✐s ♥♦t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡

t♦ ❝♦♠♣✉t❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ ❧✐♥❡❛r str❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡sts ♦❢ t❤❡ ✉s❡

♦❢ ❛ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ✜❡❧❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣

✜❡❧❞ ❛♣♣❡❛rs t❤✉s ❛s ❛ ❵♥♦✐s❡ ✜❡❧❞✬✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str♦♥❣❧② ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ t❡r♠ s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡

t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r W < 5 ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r

♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❍♦♦❦❡s✬s ❧❛✇ ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡

✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✭♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❤❡r❡ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✜rst ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡r

♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❜✉t ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❡❧❛st✐❝✐t②

❬✶✼✵❪✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐✱ t❤✉s ✇❡ ✇✐❧❧ ❧❡❛✈❡ t❤❡s❡

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s✱ ❛♥❞ ❢♦❝✉s ♥♦✇ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ✐♥

t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t②✱ t❤❛t ✐s ❢♦r W > 5✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s < ci > ♦❢ Ĉ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡ W✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ c st❛♥❞s ❢♦r ❛ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡

s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❜r❛❝❦❡ts st❛♥❞ ❢♦r ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ♦♥ ❛ ❣r✐❞ ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts

♦❢ ✇✐❞t❤ ❲✴✷✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✲

❢♦r ❡❛❝❤ ❣✐✈❡♥ s✐③❡ L ✲ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❲❡ ❣❡t ✜rst t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡



✸✳✹✳ ▲♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ✻✼
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(b)

1 10 100
W
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π a

(C2-C1)/(2µ) Ν=40000
(C2/C1-1)      N=40000
(C2-C1)/(2µ) N=10000
(C2/C1-1)      N=10000
(C2-C1)/(2µ) Ν=2000
(C2/C1-1)      N=2000

1.5/W
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(c)

❋✐❣✳ ✸✳✹ ✿ ✭❛✮ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r ❛✈❡r❛❣❡❞ s♣❛t✐❛❧❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥ ❧❡♥❣t❤ ❲✳ ✭❜✮ ❧♦❣✲❧♦❣ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t

✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ s✐③❡✳ ✭❝✮ ❆♥✐s♦tr♦♣② ♣❛r❛♠❡t❡r πa ❛s ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡ W✳



✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

❋✐❣✳ ✸✳✺ ✿ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r ❢♦r ❛ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ W = 10 ♦♥ ❛

sq✉❛r❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐③❡ 500 × 500 ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✷✷✻✷✷✺ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✭❛✮ C1✱ ✭❜✮ ❈✷✱ ✭❝✮ C3✳

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ (L/(W/2))2 ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡

✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❛✮ s❤♦✇s ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❢♦r ❧❛r❣❡ ❲ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❧✐♥❡❛r

❡❧❛st✐❝✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ W✱ < c1 > ❛♥❞ < c2 > ❣♦ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ 2µ ≈ 22

♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❧s♦ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ < c3 > ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t✇✐❝❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② 2(λ + µ) ≈ 102

♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❜② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❬✶✶✹✱ ✶✶✺❪✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❤❡r❡ t♦

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r ❧❛r❣❡ W ❛♣♣❡❛rs t❤✉s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐ t♦ t❤❡✐r ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡ ✐s ✐♥✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❧❛t❡r❛❧ s✐③❡ L ❛s ❧♦♥❣ ❛s W < 0.5L✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r W✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭▲❡❡s ❊❞✇❛r❞s ♦r ✜①❡❞ ✇❛❧❧s✮ ♠❛② ❛✛❡❝t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝❛✉s❡ ✜♥✐t❡ s✐③❡

❡✛❡❝ts✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ ❞❡❝❛② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛s 1/Wα t♦ t❤❡✐r ❧✐♠✐t

✈❛❧✉❡✱ ✇✐t❤ α ≈ 0.87 ❢♦r c1 ❛♥❞ c2✱ ❛♥❞ α ≈ 2 ❢♦r c3✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❝♦♥✈❡r❣❡s

t❤✉s ❢❛r ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧② t♦ ✐ts ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡✱ t❤❛♥ t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✐✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢

ci ✭2µ ≈ 22 ✇❤✐❧❡ < c1(W = 5) >≈ 18 ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str❛✐♥

✜❡❧❞✳ ❇② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t (< C > −C∞)/C∞ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮✮✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❢♦r W > 5✱ t❤❡

❞✐s❝r❡♣❛♥❝② t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❧❡ss t❤❛♥ 1% ❢♦r < c3 >✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s

❧❡ss t❤❛♥ 10% ♦♥❧② ❢♦r W > 10✱ ❢♦r < c1 > ❛♥❞ < c2 >✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❢♦r 5 < W < 10

t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

❡❧❛st✐❝✐t② s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧✐ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r✲

❡♥t s❝❛❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❲❡ ❞✐❞ ♥♦t ✜♥❞ ❛♥② s♦❧✐❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♣♦✇❡r✲❧❛✇

❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✲

✐t② ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ W2✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✐

❝❧♦s❡r t♦ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❡✛❡❝t ∝ W✳ ❆s ❛ s✐❞❡ ♥♦t❡ ✇❡ s♣❡❝✉❧❛t❡ t❤❛t ✐♥ ✸❉ s❛♠♣❧❡s t❤❡s❡ ♣♦✇❡r

❧❛✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ∝ W3 ❛♥❞ ∝ W2 ✲ ✐✳❡✳



✸✳✹✳ ▲♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ✻✾

✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❡✛❡❝ts✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✐ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧✐♠✲

✐t✐♥❣ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❧❛r❣❡r✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❤❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

✇✐❧❧ ♥♦✇ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳

❚❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❝❛♥ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ (< c2 > − <

c1 >)/(2µ) t❤❛t ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❢♦r ❧❛r❣❡ W✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ✐t t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♣❛r❛♠❡t❡r πa✳ ■t ✐s

s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❝✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t c1 ❛♥❞ c2 ❛❧✇❛②s ♦❜❡② < c1 >6 2µ ❛♥❞

< c2 >> 2µ✱ s♦ πa > 0✳ ❚❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♣❛r❛♠❡t❡r πa ✭✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❝✮✮ ♦❜❡②s

❛❧s♦ ❛ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ∝ 1/W0.92✱ ❝❧♦s❡ t♦ 1/W✳ ❚❤❡s❡ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❞❡❝❛②s ♣r❡✈❡♥t ✉s t♦ ❞❡✜♥❡

♣r♦♣❡r❧② ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❝❛❧❡ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s

r❡❝♦✈❡r❡❞✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❝✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss t❤❛♥ 10%

❢♦r W > 20 ♦♥❧②✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❜❡❧♦✇ W = 20✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❧♦❝❛❧❧② ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞

❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s✳ ❆t t❤✐s s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥

t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

❚❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❧♦❝❛❧❧② ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs E1✱

E2 ❛♥❞ E3✳ ❊❛❝❤ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✸ ❞✐st✐♥❝t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ✷❉ str❛✐♥ t❡♥s♦r ✇❤♦s❡

❡✐❣❡♥❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡1 ❛♥❞ ❡2 ✭❡1 ❛♥❞ ❡2 ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✮ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❲❡ ♣❧♦t ♦♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✻

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ q✉❛♥t✐t② Si = (tr(Ei))
2 /2tr(E2

i )✱ t❤❛t t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵ ✐❢ t❤❡

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣✉r❡ s❤❡❛r ❛♥❞ ✶ ❢♦r ♣✉r❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ t✇♦

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❢ ♣✉r❡ s❤❡❛r t②♣❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡

t❤✐r❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣✉r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳
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❋✐❣✳ ✸✳✻ ✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ Ei ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② Si =

(tr(Ei))
2
/2tr(E2

i )✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♠♦r❡ ❞❡❡♣❧② t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ✐♥s✐❞❡ t❤❡

s②st❡♠✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ st✉❞② t❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ W✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡✐r s♣❛t✐❛❧



✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s
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❋✐❣✳ ✸✳✼ ✿ ❚❤❡ ✜❣✉r❡s ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ s❤♦✇✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❧♦✇❡st

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s c1✱ c2 ❛♥❞ c3 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤s W✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❣✉r❡ s❤♦✇ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s r❡s❝❛❧❡❞ ❜② W✳ ❋✐❣✉r❡ ✭❞✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣❡t ♥❛rr♦✇❡r ❛s W ✐♥❝r❡❛s❡s

t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ W✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❛r❡ ❛❧s♦ ♣❧♦tt❡❞✳ ❇♦t❤ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ W✳



✸✳✹✳ ▲♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ✼✶

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ c1✱ c2 ❛♥❞ c3 ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s W

❛♥❞ ❢♦r N = 216225✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❛t ③♦♥❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡

♠♦❞✉❧✐ ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✐❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡ W ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞

✐♥ ❬✶✺✻❪✳ ■t ✐s ♥♦t ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r s②st❡♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡

❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ t❤❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ r❡s❝❛❧✐♥❣

♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② W ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✸✳✼✳ ■t ✐s ✈❡r② ❣♦♦❞ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧②

❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ W ✭t②♣✐❝❛❧❧② W > 10✮✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

W ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✭❞✮✳ ■t ❞❡❝❛②s ❛s 1/W ❛♥❞ ✐s ❛❧✇❛②s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡✳ ■t ✐s t❤✉s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤s❝❛❧❡

❜② t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ ci✳

❚❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ∆c/ < c >∝ 1/W ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ W ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞

✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛ s✉♠ ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❜❡✐♥❣ ♥❡❛r❧② ❣❛✉ss✐❛♥✳ ❚❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t r❡s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛

s✉♠ ♦❢ s♣❛t✐❛❧❧② ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ t❤✐s r❛t✐♦ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❢♦r c3 ❢♦r

❡✈❡r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ W ✭∆c3/c3 < 0.01 ❢♦r W > 5✮✱ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ❢♦r c1 ✭∆c1/c1 > 10%

✇❤✐❧❡ W 6 15 ❢♦r N = 216225✮✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❢❛r ♠♦r❡

♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s c1 t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② c3✳ ❚❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢

c1✲♠♦❞✉❧✉s ✐s ❡✈❡♥ ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡❡♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇❤✐❧❡ W 6 15✳

❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡

t❤❛t ❛t ❛ s❝❛❧❡ W > 20 t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❝♦♠❡s r❡❛s♦♥❛❜❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❇❡❧♦✇

t❤✐s s❝❛❧❡✱ ✐t ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜✉t ♥♦t ②❡t ✐s♦tr♦♣✐❝ ❢♦r 15 < W < 20✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts

❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ♠✉st ❜❡ ♥✉❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡❞ ❛r❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ❛r❜✐tr❛r② ❛♥❞ s✐♠♣❧② r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦r❞❡rs ♦❢

♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ◆♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤s❝❛❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s

❝❤❡❝❦❡❞ ❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ W✳

❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❡❝❦❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧✐ ❞✉r✐♥❣ ❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞

❞✉r✐♥❣ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛ ♣❧❛st✐❝

r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❤❡r❡ ❛s

✐♥ ❬✺✱ ✻❪ ❜② t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ str❡ss ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ str❛✐♥✳ ❲❡ s❡❡

✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❞✐s♣❧❛❝❡❞ t♦ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r

♠♦❞✉❧✉s✱ ❜❡❢♦r❡ ✐t r❡❛❝❤❡s ❛ ♣❧❛st✐❝ ♣❧❛t❡❛✉✱ ❜✉t r❡♠❛✐♥s ❣❧♦❜❛❧❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧

t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣❡❛rs

♦♥ ❡①tr❡♠❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❇❡❢♦r❡ ❛ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❝❝✉rs✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ c1 ✭♦♣❡♥

❝✐r❝❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✽✮ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛❢t❡r t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rr❡❞ ✭❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡✮✳ ❚❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✉s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳✽



✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

❲ ✵ ✺ ✶✵ ✶✺ ✷✵

❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇ ◆❖ ❨❊❙ ❨❊❙ ❨❊❙ ❨❊❙

❍♦♠♦❣❡♥❡✐t②

〈c〉−2µ

2µ
< 10% ◆❖ ◆❖ ❨❊❙ ❨❊❙ ❨❊❙

∆c

〈c〉< 10% ◆❖ ◆❖ ◆❖ ❨❊❙ ❨❊❙

■s♦tr♦♣②

c2−c1
2µ

< 10% ◆❖ ◆❖ ◆❖ ◆❖ ❨❊❙

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❆♥❛❧②s✐s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❲✳

❋✐❣✳ ✸✳✽ ✿ ✭❛✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s c1 ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞

❢♦r t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❣✐♠❡✱ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❥✉st ❛❢t❡r ❛ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ■♥s❡t✿

❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

∆σxy,macro = µmacro∆εxy,macro✳ ✭❜✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ str❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s

♦❢ c1✳ ■♥s❡t✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✉s c1 ♦✈❡r

t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❣✐♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❥✉st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦❝❝✉r❡♥❝❡ ♦❢

❛ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t✳



✸✳✹✳ ▲♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ✼✸

❋✐❣✳ ✸✳✾ ✿ ▼❛♣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ❢♦r ❛ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❧❡♥❣t❤ W = 5 ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦rt✐♦♥

♦❢ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss✳ ✭❛✮ εxy = 0.27108% ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ❛ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t

❛♥❞ ✭❜✮ εxy = 0.2761% ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t✳

❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■t ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r ❜❡❢♦r❡ ❛

♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t t❤❛♥ ❛❢t❡r✶✻✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❛♥❛❧②s❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐

✐♥ ♦✉r s②st❡♠s✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ♠♦❞✉❧✉s c1 ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵

❢♦r ✈❛r✐♦✉s W ❛♥❞ N = 216225✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❣♦ t♦ ③❡r♦ ❛t ❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ■t

s❤♦✇s s♣❛t✐❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t❤❛t ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✇❤✐❧❡ W < 10✱ ❜✉t

t❤❛t ❞✐s❛♣♣❡❛r ❢♦r W > 10✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♠❛①✐♠❛ ✐s ❛❜♦✉t ❛ ❢❡✇ t❡♥s

✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❜✉t s❡❡♠s t♦ ❜❡ s✐③❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♦✉r ❞❛t❛ ❛r❡ ♥♦t

s✉✣❝✐❡♥t❧② ♣r❡❝✐s❡ t♦ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤✐s s✐③❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❋♦r r < 3W ♦♥❧②✱ t❤❡

s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ W✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✭❜✮✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ ❜② ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ∝ exp(−(r/W)2/1.7)✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s

❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ W✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲

❣r❛✐♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t s♠❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❜✉t ❞✐s♣❧❛②s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛t ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥

❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✭W < 10✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❛

❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ❛t s❝❛❧❡s W >> 10 ✇✐❧❧ ❧♦♦s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭♦♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱ ♦♥ t❤❡

s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳✮✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✇✐❧❧ t❤✉s

✉s❡ ♦♥❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡ W = 5 ❢♦r t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡✳

✶✻❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❛ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥t ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t

❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✳



✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ✿ ✭❛✮ ❙♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s c1✿ 〈(c1(0)−c1)(c1(r)−c1)〉✳
✭❜✮ ❙❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ W ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r✳



❈❤❛♣t❡r ✹

▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s

❈♦♥t❡♥ts

✹✳✶ Pr❡✈✐♦✉s ❛tt❡♠♣ts✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✹✳✶✳✶ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✹✳✶✳✷ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✹✳✷ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✷✳✶ ❍❡✉r✐st✐❝ ❛r❣✉♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✷✳✷ ❙tr✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✹✳✷✳✸ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞

t❤❡ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✹✳✷✳✹ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✹✳✸ ❘❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s♦❢t ♠♦❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ❞♦✇♥ t♦ ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛❜♦✉t ✜✈❡ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝

❞✐st❛♥❝❡s✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡

✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ♦♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡

❛ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ c1

♦❢ t❤✐s ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s✱ ❛s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❧♦❝❛❧

❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❞✐s♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss t♦ ✐ts ♦❜s❡r✈❡❞

❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♦t❤❡r ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❛❧

✐♥❞✐❝❛t♦rs ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♥❛❧②s❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡❣r❡❡ ♦❢

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ✉s❡ ♦❢

t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ❛♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ❡st✐♠❛t❡

t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢ s✐♠✐❧❛r st✉❞✐❡s ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ r❡❧❛t❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②✲

♥❛♠✐❝s ✐♥ st❛t✐❝ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞✶ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❬✶✼✷✱ ✶✻✱ ✶✼✸✱ ✶✼✹✱

✶✼✺✱ ✶✼✻✱ ✶✼✼❪ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ✭❢♦r ❡①❝❡❧❧❡♥t r❡✈✐❡✇s ♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

✶❍❡r❡ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ♠❛❞❡ ❜② ❇❡rt❤✐❡r ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❬✶✼✶❪

✼✺



✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s

✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬✶✼✽❪✮✱ ♦✈❡r ✭❡ss❡♥t✐❛❧❧②✮ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s✱ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s ♥❡❛r

t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ s❤♦✇ ♣❡❝✉❧✐❛r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s♣❛t✐❛❧❧②

❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞②♥❛♠✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❨❡t✱ t❤❡✐r str✉❝t✉r❡✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t✇♦✲♣♦✐♥t ❝♦r✲

r❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♣♣❡❛rs ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✉♥s♣❡❝t❛❝✉❧❛r✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

♣✐❝t✉r❡s t❤❛t tr② t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ✐t ✐s

t❡♠♣t✐♥❣ ✭❛♥❞ ♠❛②❜❡ ❢r✉✐t❢✉❧✮ t♦ tr② ❛♥❞ t❡st s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦

♦❢ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✴❞②♥❛♠✐❝s r❡❧❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞r✐✈❡♥ ❣❧❛ss❡s✳ ▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥ ❛

♣✐❝t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♦♥ ❬✶✼✾✱ ✶✽✵❪ ♦♥❡ ♣♦st✉❧❛t❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡

❛♥❞ ✐♠♠♦❜✐❧❡ r❡❣✐♦♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ str✉❝t✉r❛❧

♦r✐❣✐♥✳ ❋r✉str❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ t❤❡♦r✐❡s ❬✶✽✶❪ ✐♥❢❡r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡

♦❢ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❝♦♥♥❡❝t st❛t✐❝

❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥tr♦♣② ❬✶✽✷✱ ✶✽✸❪ t❤r♦✉❣❤ t✇♦✲♣♦✐♥t

❞❡♥s✐t② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❬✶✽✹❪✱ t❤r♦✉❣❤ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✶✽✺✱ ✶✽✻❪✱ ♦r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛

r♦✉❣❤ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❬✶✽✼✱ ✶✽✽❪✳

✹✳✶ Pr❡✈✐♦✉s ❛tt❡♠♣ts✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

■t ✐s ❛♥ ❛❧♠♦st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t❛s❦ t♦ tr② ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t ❛r❡

❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥

❢❛❝t ✇❤❛t ❛r♦✉s❡s t❤❡ ❝✉r✐♦s✐t② ✐s t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ♣❛r❛❞♦① ✇✐t❤ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡

❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ❤♦✇ ❝❛♥ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❧✐q✉✐❞ ❜❡❤❛✈❡

s♦ ❞✐✛❡r❡♥t❧② t❤❛♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❄ ■t ✐s t♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s ❝r✉❝✐❛❧ q✉❡st✐♦♥ t❤❛t s♦ ♠❛♥② ♣❛♣❡rs

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ tr② ❛♥❞ ❡①tr❛❝t s♦♠❡ ❤✐❞❞❡♥ str✉❝t✉r❛❧ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❣❧❛ss②

♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ✭t❤❡ ❧✐st ✐s ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s ❡①❤❛✉st✐✈❡✮ ♦❢ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r

♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❣❧❛ss❡s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❜❡❧♦✇ ❝♦♥❝❡r♥s

r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐t

r❡♠❛✐♥s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❧♦❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❛❧

❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✹✳✶✳✶ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs

▲♦❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ✐❞❡❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✭s❡❡ ❬✶✽✾❪ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✮ ✐s

t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ r❡❛rr❛♥❣❡✱ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢r❡❡ ✈♦❧✉♠❡

✐s ♥❡❡❞❡❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ ■♥ ❧✐q✉✐❞s ♦r s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛t

t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❬✶✽✾❪✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥

♦❢ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ r❛❞✐✉s ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡ ❜②

∆r ❜❡❢♦r❡ ❛ ✢♦✇ ❡✈❡♥t ❤❛s ❛ ❢❛✐r ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈❡s ✭♦♥ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✮ ❛s ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝



✹✳✶✳ Pr❡✈✐♦✉s ❛tt❡♠♣ts✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✼✼

♠❡❞✐✉♠✱ ✇✐t❤ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts G∞ ❛♥❞ K∞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✇♦r❦ W ♥❡❝✲

❡ss❛r② t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❧♦❝❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣

♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡✐♥❣ ♦❢ ♣✉r❡ s❤❡❛r t②♣❡ t❤❡ ✇♦r❦ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠♦❞✉❧✉s K∞ ❛♥❞

♦♥❡ ✜♥❞s W ∝ G∞Vc✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✈♦❧✉♠❡✳

❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞

t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❆rr❤❡♥✐✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✈✐s❝♦s✐t② ✐♥ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s✱

η = η0

[
∆F(T)
kBT

]
✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❣❧❛ss②

♠❛t❡r✐❛❧s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐❧❛t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛t❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢

❝♦♠♣❛❝t s♣❤❡r✐❝❛❧ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡s ✭✐♥✲

❝❧✉❞✐♥❣ ❢r❛❝t❛❧✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❤❛✈❡

❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ str✐♥❣ ❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s ❬✶✻❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛s

✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽ ✐♥ t❤❡ s❤❡❛r❡❞ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s

t❤❡s✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❜❡❢♦r❡✱ ❞✉r✐♥❣ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞♦❡s♥✬t ❞✐s♣❧❛②

❛♥② ❝❤❛♥❣❡✱ ❝♦♥tr❛st✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✳

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✿ ❆ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛r❦ s♣❤❡r❡s s❤♦✇✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✢♦✇

❡✈❡♥t✳ ❆ ✢♦✇ ❡✈❡♥t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❜r✐❡✢② ❡①♣❛♥❞s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✉❡ t♦ ❛ t❤❡r♠❛❧

✢✉❝t✉❛t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐s t❤❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡

✇♦r❦ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✜①❡❞ str✉❝t✉r❡ t♦ ❜r✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❬✶✽✾❪✳

❋✐rst ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞

t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❡♥t❡rs ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥

✈♦❧✉♠❡✳ ❯s✉❛❧❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡ t♦ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦♥❡ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡

❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ ❛t♦♠ i ❜❡✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts

❝❧♦s❡r t♦ i t❤❛♥ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ❛t♦♠ j ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦r s✉r❢❛❝❡

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ t❤✐s t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❞✐r❡❝t ♥❡✐❣❤❜♦rs ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡s ♦r ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❡❧❧s✳ ❲✐t❤✐♥

t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❞❡❢❡❝ts ✭❧❡ss ♥❡✐❣❤❜♦rs t❤❛♥ ❛✈❡r❛❣❡✮ ❛♥❞ t♦



✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s

tr② t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤✐s ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳

❘❡❝❡♥t❧② t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛❣✐♥❣ ♦r ❞r✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧

❜✐♥❛r② ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss❡s ❬✶✾✵✱ ✶✾✶❪ ❛♥❞ ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s s✐❧✐❝♦♥ ❬✶✵✶✱ ✽❪✳ ■♥ ♠♦❞❡❧ ❜✐♥❛r②

❣❧❛ss❡s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❞❡❢❡❝ts ❛❧❧♦✇❡❞ Pr♦❝❛❝❝✐❛ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡

❛t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢

❧✐q✉✐❞ ❧✐❦❡ ❞❡❢❡❝ts ✭❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛s t❤❡ ❝❡❧❧s ✇❤❡r❡ ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞

❜② s❡✈❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜② ✜✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

t②♣❡s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❛✉t❤♦rs t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❵st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✬

♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❞✐s♣❡rs❡ ❣❧❛ss ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✉♥✐ts ❬✶✾✷❪✳

❨❡t ♥♦ ❞✐r❡❝t ❧✐♥❦ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❤ str✉❝t✉r❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝

r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❛r② ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ s✐♠✐❧❛r ✜♥❞✐♥❣

❜② s✉♣❡r✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t

✐♥ ♦✉r q✉❛s✐st❛t✐❝❛❧❧② s❤❡❛r❡❞ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❣❧❛ss ✇✐t❤ ❛ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ✈♦r♦♥♦✐ ❞❡❢❡❝ts ❥✉st

♣r✐♦r t♦ t❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s❡❡♠s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛♠♦r♣❤♦✉s s✐❧✐❝♦♥

❣❧❛ss ✭✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ s✐♠♣❧❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss❡s ❛✲❙✐ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ❜♦♥❞❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞✲❧✐❦❡ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❢❛✈♦r❡❞✮ ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❬✽❪✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧② ✐♥ ❛✲❙✐ ❛ str✉❝t✉r❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ❛❧s♦ ❛t ❤✐❣❤❡st ♦r❞❡r ♥❡✐❣❤❜♦rs✳

❋✐❣✳ ✹✳✷ ✿ ✭❛✮ ❚❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ♣♦❧②❣♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss② st❛t❡ ❛t T = 0.1 ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝♦❧♦r❝♦❞❡✳ ❙♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ♣❡♥t❛❣♦♥s ✭❤❡♣t❛❣♦♥s✮ ❛r❡ ❧✐❣❤t ❣r❡❡♥ ✭❞❛r❦ ❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

✐♥ ♣❡♥t❛❣♦♥s ✭❤❡♣t❛❣♦♥s✮ ❛r❡ ✈✐♦❧❡t ✭♣✐♥❦✮✳ ◆♦t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✲❧✐❦❡ ❞❡❢❡❝ts✳ ✭❜✮ ❆

str❛✐♥❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❧♦st✱ δ = 3 × 103 ✳ ◆♦t❡ t❤❡ r❡❛♣♣❡❛r✲

❛♥❝❡ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✲❧✐❦❡ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s❤❡❛r ❬✶✾✵❪✳✭❝✮ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t

s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ✈♦r♦♥♦✐ ❞❡❢❡❝ts✳ ■♥ ❜r♦✇♥ ✭❤❡♣t❛❣♦♥s✮ ❛♥❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ✭♣❡♥t❛❣♦♥s✮✳ ◆♦ ❛♣♣❛r❡♥t

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✈♦r♦♥♦✐ ❞❡❢❡❝ts

❙❡❝♦♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛✲❙✐ ❤❛s

❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts s✐♠✐❧❛r ❢❡❛t✉r❡s ❛s ✇❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥

▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s s②st❡♠s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts t❤❛t t❤r♦✉❣❤ ❛♥



✹✳✶✳ Pr❡✈✐♦✉s ❛tt❡♠♣ts✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✼✾

❛✉t♦✲❝❛t❛❧②t✐❝ ♣r♦❝❡ss ❢♦r♠ ♠✐❝r♦ s❤❡❛r ❜❛♥❞s✳ ❨❡t✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss❡s✱

t❤❡ ❢❛✈♦r❡❞ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ ❝r②st❛❧ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❛t ❛ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❛✲❙✐

❛♥❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛✲❙✐ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r

❞✐st❛♥❝❡s t♦ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❜♦♥❞ ❛♥❣❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ s❤♦✇s t❤❡ t✇♦ t②♣✐❝❛❧ s✐❧✐❝♦♥ ❛t♦♠s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❘❉❋✮✳ ❉❡♠❦♦✇✐❝③ ❛♥❞ ❆r❣♦♥ ❬✶✵✶❪ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t tr❛♥s✐t✐♦♥s

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ st❛t❡s ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❘❉❋ ♦❢ t❤❡

❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉❧❦ ❘❉❋ t❤❡② s❤♦✇ t❤❛t

❛♥ ❵✐♥st❛❜✐❧✐t②✲♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❜♦♥❞✬ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸ ✭❜✮✮✳ ■♥ t❤❡✐r

st✉❞② t❤❡② ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛t♦♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡ ♥❡❛r❡st

♥❡✐❣❤❜♦r ❜♦♥❞ ❛♥❣❧❡s µ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸ ✭❝✮✮✱ ❛s ❧✐q✉✐❞✲❧✐❦❡ ♦r s♦❧✐❞✲❧✐❦❡✳

❋✐❣✳ ✹✳✸ ✿ ✭❛✮ ❆t♦♠✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ♦❢ ❜♦♥❞s t❤❛t

✉♥❞❡r❣♦ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ■P❇ ❧❡♥❣t❤ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❉❛r❦ ❛t♦♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢

❜♦♥❞s t❤❛t ✉♥❞❡r❣♦ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ t♦♣✱ t❤❡ ❜♦♥❞ ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡❧♦♥❣❛t❡s

❜❡②♦♥❞ t❤❡ ■P❇ ❧❡♥❣t❤ ✇❤✐❧❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✜❣✉r❡ ✐t ❝♦♥tr❛❝ts ❜❡❧♦✇ t❤❡ ■P❇ ❧❡♥❣t❤✳ ✭❜✮ ❚❤❡

r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❘❉❋✮ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❢r♦♠ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♠♦♥❣ ❛t♦♠s ❝♦♠♣r✐s✐♥❣

tr✐❣❣❡r✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ✭t❤✐❝❦ ❧✐♥❡✮ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❘❉❋ ❢♦r ❜✉❧❦ ❛✲❙✐ ✐♥ ❛ st❛t❡ ♦❢ st❡❛❞② ✢♦✇

✭t❤✐♥ ❧✐♥❡✮✳ ✭❝✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❉❋ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❆❉❋✮ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t

❛t♦♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♦❢ ❛✲❙✐ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❉❋ ❛♥❞ ❆❉❋ ♦❢ ❞✐❛♠♦♥❞ ❝✉❜✐❝ ❝✲❙✐ ❛♥❞ ♠♦❧t❡♥ ❙✐ ❛❧❧♦✇

t❤❡s❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❵s♦❧✐❞✲❧✐❦❡✬ ❛♥❞ ❵❧✐q✉✐❞✲❧✐❦❡✬ ❬✶✵✶❪✳

■♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s s②st❡♠s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣r❡❢❡rr❡❞

str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② s✐① ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤✲

❜♦rs✳ ❆s ❢♦r ❛✲❙✐ ♦♥❡ ❝❛♥ tr② ❛♥❞ tr❛❝❦ ❧♦❝❛❧❧② t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢

t❤❡ ❤❡①❛t✐❝ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❬✶✾✸❪ t❤❛t ♣r♦❥❡❝ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧

❤❛r♠♦♥✐❝s ❛♥❞ t❤❛t t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ 1 ✐❢ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ 0 ✐❢ ♣❡r❢❡❝t❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞✳

❙✉❝❤ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡❢♦r♠❡❞ r❡❝❡♥t❧② ♦♥ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡✱ ❜✐❞✐s♣❡rs❡ ❛♥❞ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡

▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s s②st❡♠s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❣❧❛ss❡s ❬✶✾✹✱ ✶✾✺❪ t❤✐s ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r

❛♥❛❧②s✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❛✉t❤♦rs t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ s❤❡❛r ✐♥❞✉❝❡❞

❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐t❡s ♦r ❵s♦❧✐❞✲❧✐❦❡ ❝❧✉st❡rs✬ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ ✜❣✲

✉r❡ ✹✳✹✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❝❧✉st❡r s✐③❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣r♦✇s ✇✐t❤ s❤❡❛r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✱ t♦

r❡❛❝❤ ❛ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✼✵ s♦❧✐❞ ❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s s✉❜s❡q✉❡♥t❧②



✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s

❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ❝r❡❛t❡❞ ❝❧✉st❡rs t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❤❡❛r✳ ❍❛♠❛♥❛❦❛

❛♥❞ ❖♥✉❦✐ ❬✶✾✻❪ ✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s

❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❜✐♥❛r② ♠✐①t✉r❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞

t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧

✭✜❣✉r❡ ✹✳✹✮✱ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❢♦r ❧♦✇ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❛♥❞✴♦r ❧♦✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢

❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ❛s t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛ s✐♠✐❧❛r

❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ❑❛✇❛s❛❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✼❪ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❣❧❛ss ❢♦r♠❡rs

✐♥ t❤❡✐r s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ st❛t❡✳ ❇② t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ❤❡①❛t✐❝ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ♦✈❡r t❤❡

r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss τα t❤❡② ✜♥❞ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ♦❜s❡r✈❡ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r

t❤❛t t❤❡② ❝♦✐♥ ❵♠❡❞✐✉♠✲r❛♥❣❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♦r❞❡r✬ ✭▼❘❈✵✮ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✹✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡s❡ ♦r✲

❞❡r❡❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❧❡ss ♠♦❜✐❧❡ t❤❛♥ ❧❡ss ♦r❞❡r❡❞ r❡❣✐♦♥s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ▼❘❈❖

♠❛② ❜❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❛ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞✳ ❚❤❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s

♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛✲❙✐ ❛♥❞ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss❡s✱ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠

✉♥❞❡r st✉❞② t❤❡ ❢❛✈♦r❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✈❛r②✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛r❡

s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❣r♦✉♥❞s✳

❋✐❣✳ ✹✳✹ ✿ ✭❛✮ ▼❛✐♥✿ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝❧✉st❡r ✈❡rs✉s t✐♠❡ ✐♥ ❛ s❤❡❛r❡❞ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ▲❡♥♥❛r❞✲

❏♦♥❡s ❣❧❛ss✳ ❇r♦❦❡♥ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✻✵✳ ❚❤❡ st✉❞② s❛♠♣❧❡ ✐s st✐❧❧ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✜❣✉r❡s✳ ■♥s❡t✿ ❚❤r❡❡ ❧❛r❣❡st ❝❧✉st❡rs ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛rr♦✇✳ ❚❤❡ s✐③❡s

♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ◆✶ ❂ ✶✼✼✱ ◆✷ ❂ ✶✸✵ ❛♥❞ ◆✸ ❂ ✶✷✻ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❬✶✾✺❪ ✭❜✮ ❉✐s♦r❞❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❉

✭♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ ❤❡①❛t✐❝ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✮ ❛t T = 0.2ε/kB ❛♥❞ φ = 0.9 ❢♦r ❛ ❜✐❞✐s♣❡rs❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s

❣❧❛ss✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦✈❡r ❛ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥

t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❧❛ss❡s τα ❬✶✾✻❪✳ ✭❝✮ ❙♥❛♣s❤♦t ♦❢ ❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠ ♦❢ φ = 0.631

❢♦r ♣♦❧②s✐❞♣❡rs✐t② ∆ = 9% ❬✶✾✼❪✳

✹✳✶✳✷ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs

●❧♦❜❛❧ ②✐❡❧❞ str❡ss ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞ ♦r s♦❧✐❞ ❣❧❛ss② ♠❛✲

t❡r✐❛❧ ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s ✐♥ t❤❡♦r② ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢



✹✳✶✳ Pr❡✈✐♦✉s ❛tt❡♠♣ts✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✽✶

❋✐❣✳ ✹✳✺ ✿ ✭❛✮ ❨✐❡❧❞ ♣♦✐♥ts ❢♦r ❜✐❛①✐❛❧ str❡ss st❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♣♦❧②♠❡r s②st❡♠ ❬✶✾✽❪✳

❚❤❡ ❡❧❧✐♣s❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❱♦♥✲▼✐s❡s ②✐❡❧❞ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s s❤♦✇

t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❚r❡s❝❛ ②✐❡❧❞ s✉r❢❛❝❡✳ ✭❜✮ ❨✐❡❧❞ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss✳ ◆♦r♠❛❧✲

✐③❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ str❡ss❡s σxx ❛♥❞ σyy ❛t ②✐❡❧❞ ✭σzz = 0✮ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐❛①✐❛❧

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❡sts✳ ❉❛t❛ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♦r♣❤♦✉s str✉❝t✉r❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✷✻✵✾ ❛♥❞

✷✼✽✶ ❛t♦♠s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ▼♦❤r✲❈♦✉❧♦♠❜ ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ♣❧♦tt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ α = 0.123 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❤❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✭❝✮✳

✭❝✮ ❖♥ t❤❡ t♦♣ ✜❣✉r❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❡❛r

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✶✾✾❪✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ✉♣♣❡r ✭❞❛r❦❡r✮ ❛t♦♠s ♠♦✈❡ ❛s ❛ ✉♥✐t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ ✜✈❡ ❧♦✇❡r ❛t♦♠s✱ ❛♥❞ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ♥♦r♠❛❧✲str❡ss σn ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤❡❛r

❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✜❣✉r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s❤❡❛r str❡ss τ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛t♦♠✐❝

s❤❡❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ τ ❛t σn = 0, τ0✳ ❚❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞

♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ✜❣✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

✈❛❧✉❡ ♦❢ τ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ s❤❡❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t♦♣ ✜❣✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞

❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡ss✳



✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s

❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ t♦ ❞❡❢♦r♠ ❛♥❞ ❛❜s♦r❜

❡♥❡r❣②✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈✐s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ②✐❡❧❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r

✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ◆❛t✉r❛❧❧② t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ✭❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r✮ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥

❛♥② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✹✳✺✮ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐❛✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡

❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡

str❡ss✲str❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ♦r st❛t✐♦♥❛r② ♣❧❛t❡❛✉ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②

♠♦r❡♦✈❡r ✐t ❛♣♣❡❛rs ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡①tr❛❝t ❵t❤❡✬ ②✐❡❧❞ str❡ss ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧s ❣✐✈❡ ♦❢t❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss s❡✈❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ❤❛✈❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ r♦❜✉st r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛st t❤r❡❡ ❝❡♥t✉r✐❡s✱ ❛ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t❤❛t ♣r❡❞✐❝t ✇❤❡t❤❡r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ str❡ss❡s ♦♥

❛ s♦❧✐❞ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✷✳ ❚❤❡ ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s

❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❡ss❡s ♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ str❡ss ✭♦r ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss✮ ✐♥✈❛r✐❛♥ts

✭❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇ s❡❡ ❬✷✵✵❪✮✳ ❆s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ❛t ❛ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧

✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❜r✐❡✢② t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❚r❡s❝❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ②✐❡❧❞ ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r

✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❤❡❛r str❡ss τT = 1
2 |σi − σj |max ✭❤❡r❡ σi ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❡ss❡s✮

✐s ❡q✉❛❧ t♦ s♦♠❡ ②✐❡❧❞ str❡ss✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❱♦♥✲▼✐s❡s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ②✐❡❧❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦❝✲

t❛❤❡❞r❛❧ ♦r ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss τVM = 1
3

[
(σ1 − σ2)

2 + (σ2 − σ3)
2 + (σ3 − σ1)

2
]1/2✳ ■♥ t❤❡s❡

t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛ t❤❡ ②✐❡❧❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s r❛t❤❡r ✇❡❧❧ ✈❡r✐✜❡❞

❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❛❧s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st ✐♥ ♣♦❧②♠❡rs ❣❧❛ss❡s ❬✶✾✽❪ ❛♥❞ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s ❬✶✾✾❪ ♣r❡s✲

s✉r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ▼♦❤r✲❈♦✉❧♦♠❜ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ♠♦r❡

s✉✐t❛❜❧❡✳ ❍❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❱♦♥✲▼✐s❡s ❝r✐t❡r✐♦♥ τy
VM = τ0✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♠♦❞✐✜❡❞

✈❡rs✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r❡ss✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛❧ s❤❡❛r str❡ss

τy
VM = τ0 + αp✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❚r❡s❝❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ r❡❛❞s τy

T = 3√
2
(τ0 + αp)✳

❚❤✐s ♣r❡ss✉r❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss

✐s ❧✐♥❡❛r❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♥♦r♠❛❧ ♣r❡ss✉r❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❛r❣✉♠❡♥t ❧✐❦❡ t❤❛t ✉s❡❞ t♦

♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❱♦♥✲▼✐s❡s ❝r✐t❡r✐♦♥✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❧♦❝❛❧ str❡ss ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡s❡ t②♣❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①tr❛♣✲

♦❧❛t❡❞ t♦ ❤♦❧❞ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣② ♦❢

❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✮ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❬✷✵✶✱ ✷✵✷✱ ✷✵✸✱ ✻✼❪

t♦ r❡❧❛t❡ ❧♦❝❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ str❡ss ❝r✐t❡r✐❛✳ ■♥ ❬✻❪✸ ✇❡

❤❛✈❡ ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥

✐♥ t❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s s②st❡♠ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❧❛t❡

t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts t♦ ❧♦❝❛❧ str❡ss ❝r✐t❡r✐❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡

❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t✱ ♦♥❡

✷❚❤❡ str❡ss ❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡

r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ t❡♥s♦rs✳
✸❍❡r❡ ✇❡ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❛❧♠♦st ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✺ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳



✹✳✶✳ Pr❡✈✐♦✉s ❛tt❡♠♣ts✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ✽✸
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❋✐❣✳ ✹✳✻ ✿ ✭❛✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss ✐♥ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✵ ✵✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ✷

❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ ♣❧❛t❡❛✉ ✭tr✐❛♥❣❧❡s✮✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥

✇✐t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❥✉st ❜❡❢♦r❡

t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❡✈❡♥t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✭sq✉❛r❡s✮✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✷✺✵✵ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝

✢♦✇ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡ ✸ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳ ✭❜✮ ❙❛♠❡ ❛s ✐♥ ✭❛✮✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝

str❡ss✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ♠♦r❡

♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ str❡ss❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

st❡♣ ❜❡❢♦r❡ ✐t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss σdev ≡ σ1 − σ2 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥

✜❣✉r❡ ✹✳✻✭❛✮✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡ ✐s st❛t✐♦♥❛r②✿

✐t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥❡ st❡♣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t✮ ❛♥❞ ✐♥

t❤❡ ❡♥❞ ✭❡✳❣✳ ♦♥❡ st❡♣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❧❛st ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t✮ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇✳ ■t ✐s r❡✲

♠❛r❦❛❜❧❡ t♦ s❡❡ ✐♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡

❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ✭♦♥❡ st❡♣ ❜❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣❧❛st✐❝

❡✈❡♥ts ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡

✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r

♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ✉♥r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss

❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞

②✐❡❧❞ str❡ss σY ✐♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ r❡❧❛t❡❞ ♦♥❧② t♦ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞

❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ str❡ss ❛♥❞ t♦ ✐ts ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t♦ ❛♥② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❧♦❝❛❧ str❡ss

t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ②✐❡❧❞ str❡ss ✐s ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧

②✐❡❧❞ str❡ss✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❝r✐t❡r✐❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚r❡s❝❛ ♦r ▼♦❤r✲❈♦✉❧♦♠❜ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡

♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ✐♥ ♦✉r

♥✉♠❡r✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ■t s❤♦✇s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❡♥❞❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ t♦ ❜❡ ❛✣♥❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦

t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss ✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t❡♥❞❡♥❝② ✐s s❤❛r❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s✳ ■t

t❤✉s ❛♣♣❡❛rs✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss❡s✱ t❤❛t ❛ ❣❧♦❜❛❧ ▼♦❤r✲❈♦✉❧♦♠❜ ❝r✐t❡✲

r✐♦♥✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✲❢♦r ✷❉ s②st❡♠s✲ ❛ ❚r❡s❝❛ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡✱

❜✉t ✐s ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧♦❝❛❧❧② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ♣❧❛st✐❝✐t②✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ s❤♦✇s t❤❡

s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s ❢♦r t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss❡s✿

✐t ♠❡❛♥s σdev(n + 1)− σdev(n)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ q✉❡♥❝❤❡❞ str❡ss❡s ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱



✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s

❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ str❡ss ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ str❡ss❡s ✐s ❛❧s♦ st❛t✐♦♥❛r②✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡

❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ✐s ❞✐s♣❧❛❝❡❞ t♦ ❧❛r❣❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss❡s✳ ❚❤✐s

♣♦✐♥t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜② ❘♦❜❜✐♥s ❡t ❛❧✳ ❬✺✺❪ ❛♥❞ ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜②

✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ str❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t♦t❛❧

str❡ss❡s t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ■t s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ str❡ss ∆σ ❝❛♥

❜❡ ❛ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ♣❧❛st✐❝ ♣✉r♣♦s❡s t❤❛♥ t❤❡ str❡ss σ ✐ts❡❧❢✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❜r♦❛❞✱ ❛♥❞ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ str❡ss❡s ✐s ♥♦t

✈❡r② s❡❧❡❝t✐✈❡✿ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡✈❡♥ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ t♦

t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss ✐s ♥♦t ♠❛①✐♠✉♠ ❜✉t ♠✐♥✐♠✉♠✳

❊❧❛st✐❝ ❈r✐t❡r✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ♠❛❦❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝s ❢r♦♠ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡

❛ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ r❡❝❡♥t❧② t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❝r②s✲

t❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✶✻✶✱ ✷✵✹❪✳ ■♥ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❱❛♥ ❱❧✐❡t ❡t ❛❧✳✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡

s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❵r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t✬ ✭❘❱❊✮✱ ✉s❡ ❧♦✲

❝❛❧❧② t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u(①)✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣

t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✸✳✶✻ ❛♥❞ ✸✳✷✻ t♦ ♦❜t❛✐♥✱

∆F =
1

2

∫

V(r)
drDαβγδ(r)uα,β(r)uγ,δ(r) ✱ ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ Dαβγδ = Cαβγδ + σαβδγδ✱ ✇✐t❤ Cαβγδ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❇♦r♥ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r ♦❢ ✸✳✷✹ ❛♥❞

σγδ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❈❛✉❝❤② str❡ss ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✶✹ ❛♥❞ ✸✳✶✺✳ ❘❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

❜② ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ uα(r) = wαei❦·r ❛❧❧♦✇ t❤❡♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ st❛❜✐❧✐t②

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❘❱❊✱

Λ(✇,❦) ≡ (Cαβγδwαwγ + σβδ)kβδ > 0 ✳ ✭✹✳✷✮

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✶✻✶✱ ✷✵✹❪ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ Λ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ ❋✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛✐r

♦❢ ✇✱ ❦ s✉❝❤ t❤❛t Λ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤✐s ❘❱❊ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❛♥❞

❞❡❢❡❝t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❢♦r♠ ✐♥t❡r♥❛❧❧②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❘❱❊

❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ Λ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✇ ❛♥❞ t❤❡

✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❦❀ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Λ✱ Λmin✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✲

st✐✛♥❡ss ❧♦❝❛❧❧②✱ ✇✐t❤ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ Λmin ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❆s ❛❧r❡❛❞②

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢

❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❛st✐❝✐t② t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧

❇♦r♥ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ str❡ss t❡♥s♦r ✉s❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞✐❡❞ ❤❡r❡ t❤✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤♦❧❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❢❛r ❢r♦♠ ❛♥② ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤❡

❝r②st❛❧ ❜✉t ✇♦✉❧❞ ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss

t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ✇❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✇❤❡r❡

✇❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ s♦❢t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t ❛ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❱❛♥ ❱❧✐❡t ❡t ❛❧✳ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ❧♦❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t②

❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ r❡❧❛t❡ ✐t t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t②✳



✹✳✷✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ✽✺

❋✐❣✳ ✹✳✼ ✿ ✭❛✮ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❢t❡r s❡✈❡r❛❧ ❞✐♣♦❧❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥

♦❢ ❛ s❤❡❛r ❜❛♥❞ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛❢t❡r t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❛✐rs t♦ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞

❝r②st❛❧❧✐♥❡ ✐♥t❡r✐♦r✳ ✭❜✮ ❆♣♣❧✐❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧♦❛❞ r❡s♣♦♥s❡ ✭❜❧✉❡✮ ♦❢ ▼❉ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜✉❜❜❧❡ r❛❢t✱

s❤♦✇✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❛❞ ❞r♦♣s ✇✐t❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡

♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ Λmin ✭r❡❞✮ t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ❢♦r t❤❡ ✜rst s❡✈❡r❛❧

♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts✳ ❆❧❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ♦❝❝✉r s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❬✶✻✶✱ ✷✵✹❪✳

✹✳✷ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s

✹✳✷✳✶ ❍❡✉r✐st✐❝ ❛r❣✉♠❡♥ts

❋✐❣✳ ✹✳✽ ✿ ✭❛✮ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥

t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❬✷✵✺❪✳ ✭❜✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡

♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❙❚❩ ✉♥❞❡r ❛♣♣❧✐❡❞ s❤❡❛r str❡ss✳ ❊①t❡r♥❛❧ s❤❡❛r str❛✐♥ ♦r str❡ss t✐❧ts t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② E∗

A ♦❢ ♣❧❛st✐❝ s❤❡❛r ❡✈❡♥ts ❬✷✵✻❪✳

❆ ❝♦♠♠♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❣❧❛ss② s②st❡♠s ✇✐❧❧ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥

❵✇❡❛❦✬ ③♦♥❡s✱ s♦♠❡❤♦✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛❜♥♦r♠❛❧❧② ❧♦✇ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞

♠♦❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ♣❛t❝❤✇♦r❦ ♦❢ ❵r✐❣✐❞✬ r❡❧❛t✐✈❡❧② str♦♥❣❧②

❜♦♥❞❡❞ ✭❜✉t ❛♠♦r♣❤♦✉s✮ ❞♦♠❛✐♥s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❵s♦❢t✬ r❡❣✐♦♥s ❤❛s ❧♦♥❣ ❜❡❡♥ ♣♦st✉❧❛t❡❞

❬✶✷✵❪ ❛♥❞ ✐s ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ ♠❛♥② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬✷✵✽❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r

✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❡♠♣t✐♥❣ t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♦❜s❡r✈❡❞

✐♥ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ♥❡❛r ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧❧② ✐♥❤♦✲

♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♥❡t✇♦r❦✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❣❧❛ss



✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s

❋✐❣✳ ✹✳✾ ✿ ✭❛✮ ■♥ ❧♦❣✲❧♦❣ s❝❛❧❡ ✭❛s ❛ ❣✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ❡②❡✱ t❤❡ t❤✐❝❦ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐s
√

γc − γ✮✱ 1/µ ✭❝✐r❝❧❡s✮✱

❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ✭sq✉❛r❡s✮✱ ♥❡①t s❡✈❡r❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♠✐♥✉s t❤❡✐r t❡r♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s

✭❞✐❛♠♦♥❞s✮ ❬✷✵✺❪✳ ✭❜✮ ❚♦♣✱ ∆U✱ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠✱ λ− = ∂2U
∂x2 |x

−

✱ ❢♦r t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❬✷✵✼❪✱ ❛s

❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ Fc −F ✇❤❡r❡ F ✐s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ Fc ✐s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

❛♥❞ ❜❛rr✐❡r ❝♦❧❧✐❞❡✳ ✭❝✮ ◆♦♥❛✣♥❡ ❡❧❛st✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ γ − γc ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❛str♦♣❤❡

❬✷✵✺❪✳

str✉❝t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✵✾❪ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ❬✷✶✵✱ ✷✶✶❪ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ ❛❝♦✉st✐❝❛❧ ✭❜♦s♦♥ ♣❡❛❦ ❬✷✶✷❪✮

❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✭s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❬✷✶✸✱ ✷✶✹✱ ✷✶✺❪✮ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣❧❛ss❡s✳ ▲❡t ✉s ❣✐✈❡

s♦♠❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ✇❤② t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❧♦❝❛❧

♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡ ❣r❡❛t s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

♣❛tt❡r♥s ✉♥❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❤❡❛r t❤❡ s✐♠♣❧❡st r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

✐s t❤❛t ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s❤❡❛r✐♥❣ ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛t♦♠s s❧✐❞✐♥❣ ♦♥

t♦♣ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❜❡✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ t❤✐s s❧✐❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❝❝✉rs ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧②

✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞❡❢❡❝ts ✭❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✮✹✳ ●❧❛ss② s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❛

s❡♥s❡ ❛s ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ✇✐t❤ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡② ❛r❡

t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛❞✐❣♠ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡✐r

♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❝r②st❛❧s t❤❛t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉st

♦❝❝✉r t❤r♦✉❣❤ s✉❝❝❡ss✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠❛ ♠✉st r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ❡✈❡♥ ❢♦r

❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✶✳✹ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❙♦❢t ●❧❛ss② ❘❤❡♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✇✐t❤ ❣❧❛ss❡s

✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛ss♦❝✐✲

❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡

♣✐❝t✉r❡ ❬✷✶✻✱ ✷✵✻✱ ✷✶✼❪ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ d × N ❞❡❣r❡❡s

♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♣❧✉s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭❡✳❣✳ str❛✐♥ ♦r str❡ss✮✳ ■♥ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ❛s

✹❚♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛ ❞❡❢❡❝t ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❛♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❜❛rr✐❡r ✭P❡✐❡r❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✮ ❜✉t t❤✐s ❡♥❡r❣②

❜❛rr✐❡r ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s❧✐❞❡ ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❋r♦♠ t❤✐s

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss σPN ✭P❡✐❡r❧✲◆❛❜❛rr♦✮ r❡q✉✐r❡❞

t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ■♥ r❡❛❧✐t② t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧s ✐s ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❜②

♠❡❝❤❛♥✐s♠s s✉❝❤ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦r ✇✐t❤ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥

♣♦❧②❝r②st❛❧s



✹✳✷✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ✽✼

t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✈❛r✐❡❞✱ ❛♥② ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✇✐❧❧ ✢❛tt❡♥ ♦✉t ✐♥ s♦♠❡

❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭t❤❡ s♦❢t ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss✮ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦❧❧✐❞❡s ✇✐t❤ ❛ ✜rst ♦r❞❡r s❛❞❞❧❡

♣♦✐♥t ✭✜❣✉r❡ ✹✳✽ ✭❛✮✱ ❬✷✵✺❪✮✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❦♥♦✇♥

❛s ❢♦❧❞ ❝❛t❛str♦♣❤❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ s❝❛❧✐♥❣s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛t❛str♦♣❤❡✳ ❲r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ x

✭✐✳❡✳ t❤❡ ❡✐❣❡♥❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❢t ♠♦❞❡✮ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❡①♣r❡ss❡❞ t♦

❧♦✇❡st ♦r❞❡r ✐♥ ❛ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛s U = −x3 − Bxδ✱ ✇❤❡r❡ x ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s②st❡♠✬s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦♥t♦ t❤❡ ③❡r♦ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭t❤❡ s♦❢t ♠♦❞❡✮ ❛♥❞ δ ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧

❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r♦♠ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡

❛❜♦✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❛❧✐♥❣s ❢♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐♥✐♠❛

✐♥ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ∆x ∝
√

δ✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡s ✐♥ ❜♦t❤ ♠✐♥✐♠❛✱ ∂2U
∂x2 |x+/−

∝
√

δ✱

❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r✱ ∆U ∝ δ3/2✳ ❆♥❞ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡s❡ s❝❛❧✐♥❣s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✭❛✮ ❬✷✵✼❪ ♦r ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♣r♦t❡✐♥

✜❣✉r❡ ✹✳✾✭❜✮ ❬✷✵✼❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✭❝✮ ❬✷✵✼❪✱ ✐♥ t❤❡s❡ ❛t❤❡r♠❛❧ ❣❧❛ss②

▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♠♦❞❡❧s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛t❛str♦♣❤❡ ✇❛s s❤♦✇♥

t♦ ❜❡ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❢❡✇ t❡♥s✮ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞

s❤❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ③♦♥❡s✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ▼❛②r ❬✷✵✻❪ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣❧❛ss✱ ❈✉✲❚✐✱ ❛♥❞

❉❡❧♦❣✉ ❬✷✶✽❪ ♦♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ◆✐✲❩r s❤♦✇❡❞ t❤❛t s♦❢t ♠♦❞❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r s♣❛t✐❛❧ ❡①t❡♥t ✇❡r❡

♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ δ3/2 ❜❛rr✐❡r s❝❛❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t ❛❧s♦ ❧❡❛❞ ❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞

❙❛♠✇❡r ❬✷✶✾❪ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛ T2/3 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s✳ ❚❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s str❛✐♥ ✭♦r str❡ss✮ ✐♥❞✉❝❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✲

✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❧❡❛❞ ✉s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡

❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞✉❧✉s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

❝❤❛♣t❡r✳ ❇② ❞♦✐♥❣ s♦ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

❡❛❝❤ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ r❡❣✐♦♥ t♦ ✐ts ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②

t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s♦❢t ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ♦♥

❤♦✇ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♠♣❛r❡✳

✹✳✷✳✷ ❙tr✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t

❡❧❛st✐❝ st✐✛♥❡ss✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t❤✐s ❡❧❛st✐❝ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❵❞②♥❛♠✐❝s✬

♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ q✉❛s✐st❛t✐❝✱ ♣❧❛st✐❝ s❤❡❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r c1 ❢♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r❡❞ s②st❡♠ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛♥

✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ str❛✐♥ ♦❢ ∆ε ≃ 5.10−5✱ ❞✉r✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s ❡❛❝❤ ✇✐t❤✐♥ ❛ t♦t❛❧ str❛✐♥ ♦❢

∼ 10% ✐♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦♥❡✱ ✉♥❞❡r r✐❣✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ∼ 6% ✐♥ ♣r♦t♦❝♦❧ t✇♦✱ ✉♥❞❡r

▲❡❡s ❊❞✇❛r❞s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡ W = 5 ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡

s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❛s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛t t❤✐s

s❝❛❧❡✱ < c1 > (W = 5) ≈ 18✳

❖♥❡ ❝❛♥ ✜rst q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭str❛✐♥✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞ c1 ❜②

❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧❧② ❛✈❡r❛❣❡❞ t✇♦ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ C(∆ε) = 〈c1(r, ε + ∆ε)c1(r, ε)〉
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❋✐❣✳ ✹✳✶✵ ✿ ❆✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ C(∆ε) = 〈c1(r, ε + ∆ε)c1(r, ε)〉 ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ c1(r, ε) ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠ t♦ t♦♣ t♦

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ c1(r, ε) ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡s ❬✺✲✼✱✺❪✱❬✼✳✺✱✶✵❪✱❬✶✵✱✶✷✳✺❪✱✶✷✳✺✱✶✺❪✱❬✷✵✲

✷✷✳✺❪✱❬✷✷✳✺✱✷✺❪✱❬✷✺✱✷✼✳✺❪✱❛♥❞ ❬✷✼✳✺✱✸✵❪ ❛s ♠❛r❦❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ c1✳

■♥s❡t✿ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ str❛✐♥ εrelax ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ r✐❣✐❞✐t② c1 ∼ C(0)1/2 ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡

str❛✐♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❞❡❝❛②❡❞ ❜② ❤❛❧❢✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ A st❛♥❞s ❢♦r ❛ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❜r❛❝❦❡ts

st❛♥❞ ❢♦r ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ str❛✐♥ ♦r✐❣✐♥s ε✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥

str❛✐♥ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r✐❣✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥t ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡❞ r✐❣✐❞✐t② c1

✇❡ ♣❧♦t t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ C(∆ε)/C(0)1/2✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥s C(∆ε)/C(0)1/2 t❡♥❞s ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❧❛r❣❡ str❛✐♥s t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✈❛❧✉❡ 〈c1〉✱ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s c1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❧❛st✐❝

✢♦✇ r❡❣✐♠❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s c1(r, ε+∆ε) ❜❡❝♦♠❡s ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡

str❛✐♥s ∆ε ❢r♦♠ ✐ts ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ c1(r, ε)✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❣❧❛ss t❤❡ ❧♦❝❛❧

❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ❞♦❡s ♥♦t ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t❡ ✐♥t♦ ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② r✐❣✐❞ ❛♥❞ s♦❢t r❡❣✐♦♥s ❜✉t r❛t❤❡r

❡✈♦❧✈❡s ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r s❤❡❛r✳ ■♥ t❤❡ ✐♥s❡t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡❞

r✐❣✐❞✐t② c1 ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ str❛✐♥ εrelax(c1) ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ str❛✐♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❛✉t♦✲

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❞❡❝❛②❡❞ ❜② ❤❛❧❢✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t εrelax(c1) ✐s ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r✐❣✐❞✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❛t s❛t✉r❛t❡s ❢♦r C(0)1/2 > 〈c1〉✳ ❲❡ s❡❡ ❛❧s♦ t❤❛t

s♦❢t❡r r❡❣✐♦♥s ✭C(0)1/2 < 〈c1〉✮ r❡❧❛① ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧② t❤❛♥ r✐❣✐❞ ♦♥❡s✳

❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤✐s r❡s✉❧t r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❧❡❛r

r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❛ ❣❧❛ss② s②st❡♠✳ ❚❤❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡



✹✳✷✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ✽✾

s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ✉♥❞❡r st✉❞②✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛s ❛ ❝♦♠✲

♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠❛❞❡ ♦❢ ❵s♦❢t✬ ❢❛st r❡❧❛①✐♥❣ ③♦♥❡s ✭❢♦r c1 6 c1✮ ❛♥❞ ♦❢ ❵r✐❣✐❞✬ st❛❜❧❡ ③♦♥❡s

✭❢♦r c1 > c1✮✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ t❤❡ str❛✐♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣✐❞ ❵s❝❛✛♦❧❞✐♥❣✬ ♦❢ t❤❡

♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ εrelax ≃ 1.5%✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ str❛✐♥

♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❢✉❧❧② ♣❧❛st✐❝ r❡❣✐♠❡ εplastic ≃ 2%✳ ❆s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✇❤❡r❡

t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❢t ③♦♥❡s ❡✈♦❧✈❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ s❤❡❛r str❡ss ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s

❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✭≈ 60%✮ ❜❡❢♦r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❡❡ t❤✐s t②♣✐❝❛❧

str❛✐♥ ❛s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② str❛✐♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ s♦❢t

③♦♥❡s✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s r✐❣✐❞ s❝❛✛♦❧❞✐♥❣ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❬✷❪✳
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❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s❤❡❛r str❡ss ✭t❤✐❝❦ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❢t ③♦♥❡s

✭r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts r ✇❤❡r❡ c1(r) < c1✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s❤❡❛r str❛✐♥✱ ✐♥ t❤ ♣❧❛st✐❝

✢♦✇ r❡❣✐♠❡✳

❚❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥ str❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 1.5% ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ str❛✐♥

s❡♣❛r❛t✐♥❣ t✇♦ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❬✺❪ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ∆εevent ∼ 0.1%✳ ❆♥ ❡st✐♠❛t❡

♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡♥❡✇ t❤❡ r✐❣✐❞ ❵s❝❛✛♦❧❞✐♥❣✬ ♦❢ t❤❡

♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s εrelax/∆εevent ≃ 15✱ ❤❡♥❝❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✶✺ ❡✈❡♥ts ❢♦r ❛

s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ 10000 ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐❣✐❞ s❝❛✛♦❧❞✐♥❣

♦✈❡r ❛ t♦t❛❧ str❛✐♥ ♦❢ ≃ 0.9%✳



✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s

✹✳✷✳✸ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞

t❤❡ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r r✐❣✐❞✲

✐t② ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❲❡ ✇❛♥t ♥♦✇ t♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ s❤❡❛r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ✐ts ❞②✲

♥❛♠✐❝s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ tr② t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ s♠❛❧❧

❧♦❝❛❧ ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡s❡ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❆ ✈❛st ❧✐t❡r❛t✉r❡

❤❛s ❣r♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✜✈❡ ②❡❛rs ♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞

❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ ❣❧❛ss ❢♦r♠❡rs✳ ❲❤✐❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❢❛✐❧❡❞

t♦ s✉♣♣♦rt s✉❝❤ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✭s✉❝❤ ❛s ❧♦❝❛❧ ❢r❡❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❧♦❝❛❧ ✐♥❤❡r❡♥t

st❛t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❞❡❢❡❝ts✱ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥✱ ❧♦❝❛❧ str❡ss ♦r str❛✐♥✳✳✳✮ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s✱

❍❛rr♦✇❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬✷✷✵❪ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❵❧♦❝❛❧ ❉❡❜②❡✲

❲❛❧❧❡r ✭❉❲✮ ❢❛❝t♦r✬ ✭❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥✲sq✉❛r❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦✈❡r ❛

t✐♠❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✵ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❧❡❝✉❧❡✮ ✐♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❧❛ss

❢♦r♠✐♥❣ ♠✐①t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ ♣❡r❢❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡♥s✐t②

t❤❛t r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❇❡rt❤✐❡r ❡t ❛❧✳

❬✶✼✶❪ ♣✉rs✉❡❞ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡ ♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ♠✉❝❤

str♦♥❣❡r ♦♥ ❧❛r❣❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s t❤❛♥ ♦♥ s❤♦rt❡r ♦♥❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲

❣r❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡✲❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝r✉❝✐❛❧✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♠❛❦❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤

t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r c1 ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤

❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❛ss❡rt✐♦♥ ❜② t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t c1 ❛♥❞ t❤❡ ❉❲ ❢❛❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r♦❜✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ st✐✛✲

♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ✐♥ ❛ q✉❛s✐st❛t✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t s✐♠♣❧② ♠❡❛s✉r❡ ❛

❧♦❝❛❧ ❉❲ ❢❛❝t♦r ♦♥ s❤♦rt t✐♠❡ s❝❛❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r c1 ✐s ❛ ❣♦♦❞ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡

st✐✛♥❡ss ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈♦♦♣❡r ❛♥❞ ❍❛rr♦✇❡❧❧ ✐♥ ❬✷✷✵❪ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ q✉❛s✐st❛t✐❝ ❛♥❛✲

❧♦❣✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡♥s✐t② ❛s 〈[ri(ε) − ri(0)]2〉 ✇❤❡r❡ ri(ε)−ri(0) ✐s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❛✣♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ε✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡♥s✐t② ✐♥ ❬✷✷✵❪ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s t❛❦❡♥ ❤❡r❡ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥

❛ ❣✐✈❡♥ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r c1 ❛♥❞ ♥♦t ♦✈❡r ❛♥ ✐s♦✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢

◆✲♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r c1 ✐s ✐♥❞❡❡❞ r❡❧❛t❡❞ t♦

t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ♣r♦♣❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❛t s♦❢t r❡❣✐♦♥s ✭c1 6 c1✮ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♥♦♥✲❛✣♥❡

♠♦❜✐❧✐t② ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♠♦r❡ r✐❣✐❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭c1 > c1✮✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❜✐❧✐t② ✭♣❧❛st✐❝✐t②✮ ❛♥❞ ❧♦✇ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡

✹✳✶✹ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❤♦✇ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥t♦

❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✭t❤❛t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧②

✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡✮ ❛♣♣❡❛rs t♦ ♥✉❝❧❡❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡ ♥❡❛r t❤❡ s♦❢t ③♦♥❡s ♦❢

t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t♦ ❣r♦✇ ✐♥ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r ✉♣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧

❢❛✐❧s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ s❤❡❛r ❜❛♥❞ ❛❝r♦ss t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✇❡

❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❢t ❛♥❞ r✐❣✐❞ ③♦♥❡s✳ ❚❤❡



✹✳✷✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ✾✶
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❋✐❣✳ ✹✳✶✷ ✿ ▼❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t 〈∆y2〉 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✲

✉❧✉s c1✳ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ c1 t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡s ❬✵✲✷✳✺❪✱❬✷✳✺✱✺❪✱❬✺✲

✼✳✺❪✱❬✼✳✺✱✶✵❪✱❬✶✵✱✶✷✳✺❪✱✶✷✳✺✱✶✺❪✱❬✷✵✲✷✷✳✺❪✱❬✷✷✳✺✱✷✺❪✱❬✷✺✱✷✼✳✺❪✱❛♥❞ ❬✷✼✳✺✱✸✵❪✳ ■♥s❡t✿ 〈∆y2〉 ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ c1 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ str❛✐♥s✳



✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s

❋✐❣✳ ✹✳✶✸ ✿ ❙❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ r✐❣✐❞ ✭c1 > c1✱ ❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ s♦❢t ③♦♥❡s ✭c1 6 c1✱ ✇❤✐t❡✮ ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥s✳ ❋✐❣✉r❡s ✭❛✮ t♦ ✭❢✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ♦❢ ✭❛✮2.5%✱

✭❜✮2.55%✱ ✭❝✮2.65%✱✭❞✮2.7%✱✭❡✮3.25% ❛♥❞ ✭❢✮3.4%✳



✹✳✷✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ✾✸

❋✐❣✳ ✹✳✶✹ ✿ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ✈❛❧✉❡s

❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✸✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡s❡

♠❛♣s ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✭❛✮✳ ❋✐❣✉r❡s ✭❛✮

t♦ ✭❢✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ♦❢ ✭❛✮2.5%✱ ✭❜✮2.55%✱ ✭❝✮2.65%✱✭❞✮2.7%✱✭❡✮3.25% ❛♥❞

✭❢✮3.4%✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ✜❡❧❞ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✸✵✵ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✭❜✮ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡

✈❡r② str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ❢♦r s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧

str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭❤❡r❡ 0.05%✮✳



✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s

♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞ ❢r♦③❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ s♦♠❡❤♦✇ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❜② t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡

tr❛♥s✈❡rs❡ ♥♦♥❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✿ ∆y > 0.02 ❢♦r ❛ t♦t❛❧ str❛✐♥ ♦❢ 1% ❛♥❞ ∆y 6 0.02

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s♦❢t ③♦♥❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② c1 6 c1 ❛♥❞ t❤❡ r✐❣✐❞ ③♦♥❡s ❜② c1 > c1✳ ■♥

✜❣✉r❡ ✹✳✶✺✱ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s

✭♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞ ❢r♦③❡♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ r✐❣✐❞ ❛♥❞ s♦❢t

♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹ t❤❛t ♠♦st

♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❢t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs❡❧② t❤❛t

♠♦❜✐❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ s♦❢t ③♦♥❡s✳
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❋✐❣✳ ✹✳✶✺ ✿ ✭❛✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❜✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❛✣♥❡ ✜❡❧❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ t♦t❛❧ str❛✐♥ ♦❢ 1% ❢♦r r✐❣✐❞ ❛♥❞ s♦❢t r❡❣✐♦♥s✳

❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❝❝✉rs ✐♥ s♦❢t ③♦♥❡s✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡

✹✳✶✹ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧ ✇✐t❤ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♠♦st

♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♦t❤❡rs t❤❛t r❡♠❛✐♥ q✉✐❡s❝❡♥t✳ ❚❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡

♦❢ ❜✉rsts ♦❢ ♠♦❜✐❧✐t② s❡❡♠s t❤❡r❡❢♦r❡ str♦♥❣❧② ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s

❡❧❛st✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡

❣❧❛ss ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳ ❆♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❡①t t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs✺

✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ♥♦✇ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤✐s ♠♦❜✐❧✐t②

✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡

❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛❣✐♥❣ ❬✷✷✶❪ ♦r s❤❡❛r❡❞ ❬✷✷✷✱ ✻✱ ✷✷✸❪ ❣❧❛ss② s②st❡♠s ✐s ❝♦♠♠♦♥❧②

q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ❛ ❢♦✉r✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

χ4(k, ε) =
1

N

[
〈Fs(k, ε)2〉 − 〈Fs(k, ε)〉2

]
✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ Fs(k, ε) ✐s t❤❡ s❡❧❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Fs(k, ε) =
∑

i

cos (k.(ri(ε) − ri(0))) . ✭✹✳✹✮

✺❋♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛♥❞ ❢♦✉r ♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✺✳✸✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸✳✷ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r

✺



✹✳✷✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ✾✺

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥

❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥ ❦✲s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❙■❙❋✮

Fs(k, ε)✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② ♦♥❡ ❤❛s ❛t t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✭kP✮ ♦❢ t❤❡ st❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥

str❛✐♥ ♦❢ Fs(kx = kP, ε) ♦❢ ❛❜♦✉t 0.2% ✇❤✐❧❡ ❢♦r Fs(ky = kP, ε) t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ str❛✐♥

✐s ♦❢ ❛❜♦✉t 1%✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ✐♥

♦✉r ♠♦❞❡❧ ❣❧❛ss✱ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ① ❛①✐s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❛❧♦♥❣

t❤✐s ❛①✐s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❡❡♠ ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❝❡♥t❧② r❡♣♦rt❡❞ s✐♠✐❧❛r st✉❞✐❡s ✐♥ ❛

♠♦❞❡❧ ❜✐♥❛r② s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r Fs(k, ε)✳ ■t

✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝❧❛r✐❢②✱ ✐❢ t❤❡s❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡r♠❛❧

❛❣✐t❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❬✷✷✸❪ ❛♥❞ ❛❜s❡♥t ✐♥ ♦✉r ❛t❤❡r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆❧s♦ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✭❛✮

✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❧❛t❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❙■❙❋ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r r✐❣✐❞✐t②✳ ❖♥❡ s❡❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✭❛✮ t❤❛t t❤❡

r❡❧❛①❛t✐♦♥ str❛✐♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❙■❙❋ ❣r♦✇s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s

❜❡❧♦✇ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ✭c1 6 c1 ≈ 18✮ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❛❝❤❡s ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ❛t ❛ ✈❛❧✉❡

♦❢ ❛❜♦✉t εrelax ∼ 0.85%✳ ❆❣❛✐♥ t❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝❧❡❛r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r c1 ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■t ❝✉ts t❤❡

s❛♠♣❧❡ ✐♥t♦ s♦❢t ✭c1 6 c1✮ ❛♥❞ r✐❣✐❞ ✭c1 > c1✮ ③♦♥❡s✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✭❜✮ ✇❡ s❡❡ ✐♥ χ4(ky = kP, t) t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ ❛

❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✇❛② ❣r♦✇s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ str❛✐♥ ❢r♦♠ ③❡r♦ t♦ ∼ 500 ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ▲❊ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ∼ 100 ❢♦r r✐❣✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■t ✐s ✐♥❞❡❡❞ s②st❡♠ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t

❛♥❞ ❡✈♦❧✈❡s ❛s N.f(ξ/L)✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✷✹✱ ✷✷✺✱ ✷✷✻❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s

t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t ❛ str❛✐♥ ♦❢ ε ∼ 2% ✐♥ t❤❡ ▲❊ ❝❛s❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥

t❤❡ r✐❣✐❞ ✇❛❧❧s ❝❛s❡✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✷✷✶❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❢♦❝✉s t❤❡✐r st✉❞✐❡s ♦♥ st❛t✐❝ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s ♥❡❛r

t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❲❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ♦♥❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ t♦ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ s♣❛t✐❛❧ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦❢t ③♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❧❡❛r

❢r♦♠ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ t②♣✐❝❛❧ str❛✐♥ ❛t ✇❤✐❝❤

t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② χ4(ky = kP, t) ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✭εmax ∼ 2%✮ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❧② t♦

t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ α✲r❡❧❛①❛t✐♦♥ str❛✐♥ εα < 1% ❞❡✜♥❡❞ ❛s Fs(ky = kP, εα) = 1/e ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r✱ ❜✉t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠s

st✉❞✐❡❞ ❤❡r❡✳

✹✳✷✳✹ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t②

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ s♦❢t ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ r❤❡♦❧♦❣② ✭♦r ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡✮ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ✜rst tr✐❣❣❡rs t❤❡

♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥ts ✭❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts✮ ❛t s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❤♦✇

t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥t❡r❛❝t ✐♥ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✳

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ❛♥❞



✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s
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Lees Edwards boundary conditions
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❋✐❣✳ ✹✳✶✻ ✿ ✭❛✮ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❙■❙❋✮ Fs(k, ε) ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❦= ky = kP ✭❞✐❛✲

♠♦♥❞s✮ ❛♥❞ ❢♦r r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❢t♥❡ss c1 ✭t❤✐♥ ❧✐♥❡s✱ ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠ t♦ t♦♣ t❤❡ r✐❣✐❞✐t② c1 ✐s

✐♥❝r❡❛s❡❞✮✳ ■♥s❡t ✐♥ ✭❛✮✿ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ str❛✐♥ ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❢t♥❡ss ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳

✭❜✮ ✹ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ▲❡❡s✲❊❞✇❛r❞s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❝✐r❝❧❡s✮✳ ❋♦r

s♠❛❧❧ str❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥ts t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮✳

t❤❡ ♥♦♥❛✣♥❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❝❧❛✐♠❡❞ t❤❛t✱ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ str❛✐♥✱ t❤❡ ♥♦♥✲

❛✣♥❡ ✜❡❧❞ ✭❢♦r ❡①❡♠♣❧❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹✮ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ✭♣❧❛st✐❝✮✳ ❲❡ ❝❤❡❝❦❡❞

t❤✐s ❛ss❡rt✐♦♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ t❤❡ t♦t❛❧ ♥♦♥❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

❛♥❞ t❤❡ ♣✉r❡❧② ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❡♠❡♥t❛r② str❛✐♥

✐♥❝r❡♠❡♥t δε ∼ 5.10−5 t❤❡ ❵✈✐rt✉❛❧✬ r❡✈❡rs❡ s❤❡❛r −δε ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋♦r ❛

♣✉r❡❧② r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤✐s ✜❡❧❞ s❤♦✉❧❞ ❝❛♥❝❡❧ ❡①❛❝t❧②✱ ❜✉t ❤❡r❡ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t✱

❢♦r ♠♦st ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st❡♣s✱ ❛ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

✜❡❧❞ ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❡ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐ ♦❢ t❤❡

s②st❡♠ t❤❡ ♣✉r❡❧② ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ∆ri

irrev
❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧ ♥♦♥❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

∆ri
na✳ ❍❡♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐ t❤❡ t♦t❛❧ ♥♦♥❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦✈❡r ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥

∆ε =
∑

n δεn ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ∆ri
na(∆ε) =

∑
n ∆ri

irrev
(δεn) +

∑
n ∆ri

rev(δεn)✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ‖∆ri
na(∆ε) − ∆ri

irrev
(∆ε)‖/‖∆ri

na(∆ε)‖ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s

♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ❧❡ss t❤❛♥ 5% ❝♦♥✜r♠s ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❧❛st✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡

❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛st✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤✐s

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ st✉❞② ❤❡r❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r✐❣✐❞✐t② c1 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡

♦✈❡r ❛ str❛✐♥ r❛♥❣❡ ♦❢ 10%✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ♠♦❞✉❧✉s c1 ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡

t❤❛t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ✭✐✳❡✳ t❤❛t r❡❛rr❛♥❣❡s ♦✈❡r t❤❡ str❛✐♥ r❛♥❣❡✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡

s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t② DBF ✲ ❇❋ st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r ❜❡st ✜t ✲ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡s

t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛✣♥✐t②✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡❧②

❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛st✐❝ ❧✐❦❡ ③♦♥❡ ✭DBF ∼ 1✮ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❡❧❛st✐❝ ③♦♥❡s ✭DBF < 10−4✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛♥t✐t② c1✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣❧❛st✐❝



✹✳✷✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ✾✼

0 2.5 5 7.5 10 12.5 15 17.5 20 22.5 25
c

1

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

P
la

st
ic

 a
ct

iv
ity

ε
 shift

  =  0  %
ε

 shift
  =  0.2  %

ε
 shift

  =  1  % 
ε

 shift
  =  4  %

ε
 shift

  =  15  %

(b)

❋✐❣✳ ✹✳✶✼ ✿ ✭❛✮✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ c1 ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ♣❧❛st✐❝ ③♦♥❡✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r DBF t❤❛t ♠❛r❦s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛✣♥✐t②✳ εshift ❛♥❞ εspan ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡

♣♦✐♥t ♠❛r❦❡❞ ✐♥ r❡❞✳ ✭❜✮✿ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ❢♦r εspan ∼ 0.5% ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢
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❋✐❣✳ ✹✳✶✽ ✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s ❛r♦✉♥❞ ❛ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❧❛st✐❝

❡✈❡♥ts✳ ✭❛✮ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s✱ ✭❜✮ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r str❡ss✱ ✭❝✮ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✭❞✮ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❱♦r♦♥♦✐

♥❡✐❣❤❜♦rs✳



✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s

❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ c1 s❤♦✇s t❤❛t ❜❡❢♦r❡ ❛ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t

♦❝❝✉rs ♦♥ t❤❡ s✐t❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s c1 ❞❡❝r❡❛s❡s ♦✈❡r ❛ t②♣✐❝❛❧ str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❛❜♦✉t 0.2%

t♦ ❜❡❝♦♠❡ ③❡r♦ ♦r ❡✈❡♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛t t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❡✈❡♥t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ✭DBF ∼ 1✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s r❡❧❛①❡❞ ❛♥❞ t❤❡

❧♦❝❛❧ ♠♦❞✉❧✉s ❣❡ts ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ✭c1 ∼ 18 ❛❢t❡r t❤❡ ❡✈❡♥t✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✈❛❧✉❡ c1 ∼ 18

✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡ ❢♦r 2µ ❜✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ c1 ♦❢

t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ W = 5 ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❏✉st ❜❡❢♦r❡ ❛ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧

s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ✐s ✈❡r② ❧♦✇ c1 << c1✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ c1 ❜❡❢♦r❡ ❛ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t ✐s

✜tt❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❜② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② t♦ ✐ts ❧✐♠✐t ✈❛❧✉❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❢♦r t❤✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✜t✳ ■t s❤♦✇s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ str❛✐♥ ∼ 0.2%✳

■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐♥ ♦✉r s②st❡♠ t❤✐s ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡

♣r❡❞✐❝t♦rs ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss

❬✷✵✶✱ ✻✽✱ ✻✼❪✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ str❛✐♥ ❬✺✼✱ ✷✷✼❪✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢r❡❡ ✈♦❧✉♠❡ ❬✸✱ ✷✷✽✱ ✷✷✾❪✱ ❝♦♦r✲

❞✐♥❛♥❝❡ ❞❡❢❡❝ts ❬✽✱ ✶✾✶❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦t❤❡r ❧♦❝❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝s

s✉❝❤ ❛s ❚r❡s❝❛ ❧♦❝❛❧ ②✐❡❧❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦r ❛ ❧♦❝❛❧ ▼♦❤r✲❈♦✉❧♦♠❜ ❬✶✾✽✱ ✶✾✾❪✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽ ✇❡

❤❛✈❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✜❡❧❞s ♠❡❛s✉r❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❣❧❛ss

❛t t❤❡ s✐t❡s t❤❛t ✉♥❞❡r❣♦ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❜❡❢♦r❡✱ ❞✉r✐♥❣ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥

t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ♦✈❡r t❤❡ str❛✐♥ st✉❞✐❡❞ ✭≈ 1000

❡✈❡♥ts✮✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡

♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t✳ ❚❤❡ s❤❡❛r str❡ss ✐s ❛✛❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s s✉❞❞❡♥❧② ❛❢t❡r t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t

♦❝❝✉rr❡❞❀ ❜✉t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r str❡ss ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ ♦♥ ❛

✈❡r② s♠❛❧❧ str❛✐♥✲r❛♥❣❡✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❛t t❤❡

❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s c1 ✐s t❤❡ ❜❡st ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss❡s✱ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ③♦♥❡s

t❤❛t ❛r❡ ❛❜♦✉t t♦ r❡❛rr❛♥❣❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ✐♥✐t✐❛❧ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s c1 << c1 ♦♥

t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡r str❛✐♥ s♣❛♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t②

A(i, εmacro; εshift, εspan✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❡❛❝❤ s✐t❡ i ❛♥❞ ❡✈❡r② st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥

εmacro ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r ❛ str❛✐♥ r❛♥❣❡ εspan ♦❢ t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❢❡✇ % ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧

q✉❛♥t✐t② DBF st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s❤✐❢t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ εmacro + εshift ❢r♦♠

t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t♦t❛❧ str❛✐♥ εmacro ✇❤❡r❡ c1 ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t εshift ❛♥❞ εspan

❛r❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✼ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ εspan ✐s t❤❡ r❛♥❣❡

♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ✐s r❡❝♦r❞❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡ ♦❢ εspan → ∞ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞

♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ❢♦r♠❡r✳ εshift ❛❧❧♦✇s t♦ s✉❜tr❛❝t ❛ s②st❡♠❛t✐❝

❜✐❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ❢♦r

❧♦✇ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ c1✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✼ ✇❡ ❛❧s♦ ♣❧♦t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ c1 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t εspan✳ ❚❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❛ ♥✉♠❜❡r t❤❛t ❝♦✉♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts✳ ■t ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ❜② ✶✱ ❛s s♦♦♥ ❛s DBF > 0.2✳ ■t ❛♣♣❡❛rs

t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❛ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t ✐s ❧❛r❣❡r ❢♦r ♦r✐❣✐♥❛❧❧② s♦❢t r❡❣✐♦♥s ✭c1 <



✹✳✷✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ✾✾

c1✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s♦❢t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦♥ t❤❡

s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ❢♦r♠❡r ❤♦❧❞s ❡✈❡♥ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ str❛✐♥ εshift ∼
4%✳



✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s

✹✳✸ ❘❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s♦❢t ♠♦❞❡s

❋✐❣✳ ✹✳✶✾ ✿ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ❛♥❞ s♦❢t ♠♦❞❡s ♦❢ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛t ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

str❛✐♥ ε = 0.2725% ❥✉st ♣r✐♦r t♦ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞

❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✿ ▲♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ❈✶ ❢♦r ❛ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ W = 5✱

♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ |❡ω(①)|2 ♦✈❡r t❤❡ ✸✵ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✱ ❛❝t✉❛❧ ♥♦♥✲❛✣♥❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ε = 0.2725% ❛♥❞ ε = 0.275%✱ ✜rst s✐①

❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❜❡❧♦✇ 0.4 ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✸✮✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✶✵✱ ✶✶✱ ✷✻✱

✷✽✱ ✷✾ ❛♥❞ ✸✹✳

❋✐❣✳ ✹✳✷✵ ✿ ▼❛♣ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✾

❢♦r t❤❡ ✶✵✱ ✸✵✱ ✺✵✱ ✼✺ ❛♥❞ ✶✵✵ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ♦❢

✜❣✉r❡ ✹✳✶✾✳



✹✳✸✳ ❘❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s♦❢t ♠♦❞❡s ✶✵✶

❋✐❣✳ ✹✳✷✶ ✿ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ❛♥❞ s♦❢t ♠♦❞❡s ♦❢ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛t ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

str❛✐♥ ε = 5.8625% ❥✉st ♣r✐♦r t♦ ❛ ❧❛r❣❡ s❤❡❛r ❜❛♥❞✳ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t

✿ ▲♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ❈✶ ❢♦r ❛ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ W = 5✱ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ |❡ω(①)|2 ♦✈❡r t❤❡ ✸✵ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✱ ❛❝t✉❛❧ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉r✐♥❣

t❤❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ε = 5.8625% ❛♥❞ ε = 5.875%✱ ✜rst s✐① ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❛

♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❜❡❧♦✇ 0.4 ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✸✮✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✾✱ ✶✵✱ ✶✶✱ ✶✷✱ ✶✺ ❛♥❞ ✶✻✳

❋✐❣✳ ✹✳✷✷ ✿ ▼❛♣ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✶

❢♦r t❤❡ ✶✵✱ ✸✵✱ ✺✵✱ ✼✺ ❛♥❞ ✶✵✵ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ♦❢

✜❣✉r❡ ✹✳✷✶✳



✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s

❋r♦♠ ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦ ❢❛r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ✇❤✐❧❡ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞

s♦♠❡ ❧♦❝❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❛t t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧✱ s✉❝❤ ❛s ✈♦r♦♥♦✐ ✈♦❧✉♠❡✱ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❞❡❢❡❝ts✱ ❡♥❡r❣②✱

s✐t❡ str❡ss✱ ❇♦r♥ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥t✱ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s t♦ t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ❢♦r

✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧♦❝❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦r ♣❧❛st✐❝✐t②✱ ❧♦❝❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ♦♥ ❛ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝❛❧ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ s❝❛❧❡✱

s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ s❡❡♠ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ r❛t❤❡r ✇❡❧❧ ✇✐t❤

✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧♦❝❛❧ ♠♦❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ❜② ❇❡rt❤✐❡r ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬✶✼✶❪ ✇❤❡r❡

✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡ ♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r ♦♥ ❧❛r❣❡ ❧❡♥❣t❤

s❝❛❧❡s t❤❛♥ ♦♥ s❤♦rt❡r ♦♥❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡✲

❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝r✉❝✐❛❧✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢

❛ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss✳ ■♥❞❡❡❞ ✐❢ ✐♥ t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦♥❡

tr✐❡s t♦ ❞✐s♣❧❛❝❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs ✜①❡❞ t❤❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐❧❧

❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ✐♥ ❛ st❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② st❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥ ❛♥ ✐♥st❛❜❧❡ st❛t❡ ❛♥❞ ✐s ❛❜♦✉t t♦ r❡❛rr❛♥❣❡ ❛❧♦♥❣ ❛

s♦❢t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡s ✭❛ s♦❢t ♠♦❞❡✮✳ ■♥ t❤❡♦r② t❤❡r❡❢♦r❡ t♦

♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ✐❞❡♥t✐❢②

t❤❡ s♦❢t ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜② ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠✳ ❖❢

❝♦✉rs❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t s♦♠❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s

t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② ✐s ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ▼❛②r ❬✷✵✻❪

s❤♦✇❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡

❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ s✉❝❤ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♣♣❡❛rs t♦ r❡❛❝❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝

❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s ✇❡ ✇❛♥t ❤❡r❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡

t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥❡❞ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ✇✐t❤ t❤❡ s♦❢t ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ❛♥❞ ❝❤❡❝❦

t❤❛t t❤❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝♦♥t❛✐♥ s✐♠✐❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡

❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛t s♦♠❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ✐s ❛ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r ♠❛♥② ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s

♦❢ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣② ♦❢ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ q✉❡st✐♦♥✳

❆♥❛❧②s✐s ♦❢ s♦❢t ♠♦❞❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss②

♠❛t❡r✐❛❧s ❬✷✵✺✱ ✶✶✹❪ ❛♥❞ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s ❬✶✽✻❪✱ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛♥❡

✇❛✈❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✲ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✲ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢

❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ ♣❛❣❡s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢

t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❢t ♠♦❞❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

s❤❡❛r❡❞ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❣❧❛ss ❛t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❛ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ■♥ ✜❣✉r❡s ✹✳✶✾ ❛♥❞ ✹✳✷✵

t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡

❛♥❞ t❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡s ✹✳✷✶ ❛♥❞ ✹✳✷✷ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

✐s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t ✐s t❤✐s t✐♠❡ ❛ ❧❛r❣❡ s❤❡❛r ❜❛♥❞ t❤❛t ❞✐✈✐❞❡s

t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✈❡rt✐❝❛❧❧②✳

■♥ ❜♦t❤ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✾ ❛♥❞ ✹✳✷✶ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t✇♦ ❧❛st r♦✇s s❤♦✇ t❤❡ ✜rst s✐① ❧♦❝❛❧✐③❡❞

❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s

t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡ ❬✶✶✼❪ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✱

P(ω) =

[
N

N∑

i=1

(
❡i

ω · ❡i
ω)2
)
]−1

✱ ✭✹✳✺✮



✹✳✸✳ ❘❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s♦❢t ♠♦❞❡s ✶✵✸

✇❤❡r❡ ω st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❡i
ω ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ i

♦❢ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡ ω✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s
∑N

i=1

(
❡i

ω · ❡i
ω) = 1 ✳

P(ω) t❛❦❡s s✐♠♣❧❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s✱ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡ ✇❤❡r❡

❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈❡ t♦❣❡t❤❡r P(ω) = 1 ✭s❡❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✸✮✱ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡

❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ P(ω) = 1/N ❛♥❞ ❢♦r ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ P(ω) = 2/3✳ ■♥ ✜❣✉r❡

✹✳✷✸ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ r❛t✐♦s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ✶✵✵ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣❧❛ss

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣❧♦t ❛♥❛❜❧❡❞ ✉s t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ s✐① ❧♦✇❡st ♠♦st ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s

✭P(ω) < 0.4✮ ❛♥❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡♠ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✹✳✷✵ ❛♥❞ ✹✳✷✷✳

❋✐❣✳ ✹✳✷✸ ✿ P❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✶✵✵ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ♦❢ ✭❛✮ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❣✉r❡

✹✳✶✾ ❛t ε = 0.2725%✱ ✭❜✮ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✶ ❛t ε = 5.8625%✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛t

P(ω) = 0.4 ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦s❡♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝

❡✈❡♥t ✭✜rst r♦✇ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✾ ❛♥❞ ✹✳✷✶✮ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞

❢❛❝t ❬✷✵✺❪ t❤❛t ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss❡s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡s❡ s♦❢t ♠♦❞❡s✳

▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♦♥❡ s❡❡s t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ✉♥❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢r♦♠

t❤❡ s♦❢t❡st ♠♦❞❡ ❛t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t② ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❬✷✵✺✱ ✻❪✱

t❤✐s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r s❤❡❛r ❜❛♥❞s✳ ■♥❞❡❡❞ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② ▲❡♠❛✐tr❡ ✐♥

t❤❡ ❧❛t❡r ❝❛s❡ t❤❡ s❤❡❛r ❜❛♥❞ ✐s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧

❧♦❝❛❧✐③❡❞ s♦❢t ♠♦❞❡ ✇❤♦s❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ❧♦st ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❘❡❝❡♥t❧②

❲✐❞♠❡r✲❈♦♦♣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✽✻❪ ❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✉♠

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥❤❡r❡♥t st❛t❡✱ ♦❢ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s ❛♥❞ ❤❛✈❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡

s♣✐r✐t ♦❢ ✇❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss❡s t❤❛t ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠

❧♦❝❛❧✐③❡❞ s♦❢t ♠♦❞❡s✳ ❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤✐s ❛ss❡rt✐♦♥ t❤❡② ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ✸✵ ❧♦✇❡st ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡

str✉❝t✉r❛❧ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s

❢♦r t❤❡ ❣❧❛ss ❜② ♣❧♦tt✐♥❣ ♦♥ ❛ ❣r✐❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ pi =
∣∣❡i

ω

∣∣2 ♦✈❡r t❤❡

✜rst ✶✵✵ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst r♦✇ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✾ ❛♥❞ ✹✳✷✶ ✐❧❧✉str❛t❡

t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t✇♦ s❛♠♣❧❡s st✉❞✐❡❞✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡ ❜❧✉❡ ③♦♥❡s ♦♥ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ❛❜♦✈❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❧♦❝❛❧✐③❡❞ s♦❢t ♠♦❞❡s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✸✳ ◗✉✐t❡ r❡♠❛r❦❛❜❧② ♦♥❡ s❡❡s t❤❛t t❤❡s❡ ♠❛♣s ❝♦rr❡❧❛t❡

✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s C1✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛♥



✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s

❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ❛ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ✐t ❵♠❛❦❡s

s❡♥s❡✬ t♦ ❞❡✜♥❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❧♦❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t

t❤❛t t❤✐s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st✉❞② ❝❧❛r✐✜❡s ✐s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t✱ ♠♦r❡

s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❝❛♥ ♦♥❡ ♣r❡❞✐❝t ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ r❡❧❛① ❜② ❛ ❧♦❝❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦r ✐s t❤❡

r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❣♦✐♥❣ t♦ tr✐❣❣❡r ❛♥ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ s❤❡❛r ❜❛♥❞✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦

❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♦r ♦❢ ❛ s❤❡❛r ❜❛♥❞ t❤❛t tr❛✈❡rs❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛❧❧

❛✈❛❧❛♥❝❤❡ s✐③❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✻ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❧❛t❡ t❤❡ t②♣✐❝❛❧

s✐③❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛st✐❝ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ s❤❡❛r

r❛t❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥

❢r❛❝t✐♦♥ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s❤❡❛r ❜❛♥❞ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✶ ✐t ✐s t❡♠♣t✐♥❣ t♦

r❡❧❛t❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❧❛r❣❡ ❝❛s❝❛❞❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s♦❢t r❡❣✐♦♥s s❡❡♠ t♦ ♣❡r❝♦❧❛t❡✱

✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤❡❛r ❜❛♥❞✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❨❡t ♠♦r❡ ✇♦r❦ ♥❡❡❞s t♦

❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ♣♦✐♥t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✇❡ ❧❡❛✈❡ ✐t ❤❡r❡ ❢♦r ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♦❢t ♠♦❞❡s ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇❡❧❧

✇✐t❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t❤❡ ❧♦❝❛❧

❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ r❡❧❛t❡s ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss✳ ❇② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ❛♥❛❧②s✐s

t♦ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛

♠❡s♦s❝♦♣✐❝ t✉♥❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡

✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞r✐✈❡♥ ❣❧❛ss❡s ♦r

♦❢ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s✳ ❲❡ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♦❢t♥❡ss ❛♥❞ r✐❣✐❞✐t②

♦❢ ❣❧❛ss② ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s s❤❡❞ s♦♠❡ ♥❡✇ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♦♣❡♥ ♥❡✇ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♥ t❤❡

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s♣❛t✐♦t❡♠♣♦r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢

t❤✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✳

✻❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻



❈❤❛♣t❡r ✺

❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛

s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✭γ̇ = 0 ❛♥❞ T = 0✮

❈♦♥t❡♥ts

✺✳✶ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✶✳✶ ■♥t❡r♠✐tt❡♥t str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✶✳✷ ❋❧✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✺✳✷ ▼✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✿ s✉♠ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✺✳✷✳✶ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛ss✉♠✐♥❣ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r

❡✈❡♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✺✳✷✳✷ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✺✳✸ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ t♦♦❧s t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✢♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✺✳✸✳✶ ❙t❛t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✺✳✸✳✷ ✷✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✺✳✸✳✸ ✹✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✺✳✹ ▲♦❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✺✳✹✳✶ ❚r❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✺✳✹✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

❲❤❡♥ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ s❧♦✇ ❞r✐✈✐♥❣ ♠❛♥② s②st❡♠s ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ✇✐t❤

t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ❡✈❡♥ts s♣❛♥♥✐♥❣ ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ s✐③❡s✳ ❙✉❝❤ ❛

s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❞r✐✈❡♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✱ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞

❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ❝r❛❝❦❧✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ✐♥ ♥❛t✉r❡ ✭❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇ s❡❡ ❬✷✸✵❪✮ ✇✐t❤

❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s ❡❛rt❤q✉❛❦❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ✭q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛♠♦✉s ●✉t❡♥❜❡r❣ ❛♥❞

❘✐❝❤t❡r ❧❛✇✮✱ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①t✐♥❝t✐♦♥s✱ ✢✉✐❞s ✐♥✈❛❞✐♥❣ ♣♦r♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥✈❛❞✐♥❣ ❢r♦♥ts✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs ❛♥❞ s✉♣❡r✢✉✐❞s✱ s♦✉♥❞ ❡♠✐tt❡❞

❞✉r✐♥❣ ♠❛rt❡♥s✐t✐❝ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦r ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧s✱ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡

st♦❝❦ ♠❛r❦❡t✱ t❤❡ ❜❛r❦❤❛✉s❡♥ ♥♦✐s❡ ❡♠✐tt❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤②st❡r✐s✐s ❧♦♦♣ ✐♥ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡ts ♦r

✶✵✺



✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✭γ̇ = 0 ❛♥❞ T = 0✮

❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝s✱ t❤❡ s❡rr❛t❡❞ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ✭P♦rt❡✈✐♥✲▲❡ ❈❤❛t❡r❧✐❡r ❡✛❡❝t✮ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡

♠❛t❡r✐❛❧s ❡①❤✐❜✐t ❛s t❤❡② ✉♥❞❡r❣♦ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳✳✳

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❇❛❦ ❬✷✸✶❪ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ❣r❡❛t ✈❛r✐❡t② t❤❡s❡ ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❡♥♦♠✲

❡♥❛ ✉s✉❛❧❧② s❤❛r❡ t❤r❡❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡s✱ ♥❛♠❡❧②✱ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts

s✐③❡s✱ t❡♠♣♦r❛❧ ❢♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ s♣❡❝tr❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ❛ ♣♦✇❡r α ✭✉s✉❛❧❧② 0 < α < 2✮

♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❢r❛❝t❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡

❡✈❡♥ts✳ ❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ s✉❝❤ ✉♥✐✈❡rs❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❇❛❦ ❡t ❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✭✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

♠♦st ❡✈❡r ❝✐t❡❞ ♣❛♣❡r ❬✷✸✷❪✮ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧✐t②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s

t❤❡♦r②✱ ❞r✐✈❡♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② r❡❛❝❤ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ st❛t❡ t❤❛t ✐s

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s✐❣♥❛❧✐♥❣ s❝❛❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳

❚✉r♥✐♥❣ ♥♦✇ t♦ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ✈❛r✐♦✉s s✉❝❤ s②st❡♠s ✭❣r❛♥✉❧❛r

♠❡❞✐❛ ❬✷✸✸✱ ✷✸✹❪✱ ❢♦❛♠s ❬✶✵✱ ✷✸✺❪✱ ❡♠✉❧s✐♦♥s ❬✺✸✱ ✷✸✹❪✱ ♠✐❝❡❧❧❡s ❬✷✸✻❪✱ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s ❬✷✸✼❪✳✳✳✮

❡①❤✐❜✐t ❛♥ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t str❡ss✲str❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ s❧♦✇❧② ❞r✐✈❡♥ ✭q✉❛s✐st❛t✐❝✮

r❡❣✐♠❡ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧✐t②

❞✐s♣❧❛②✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✇✐t❤ ❜r♦❛❞ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❛♥❞ ❢r❛❝t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✭s❡❡ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢♦❛♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❬✾❪✮✳ ❖♥

t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts s✐③❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡s✉❧t ❢r♦♠

s✐♠♣❧❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡❧❛st✐❝✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t

str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✜♥✐t❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s❤❡❛r r❛t❡s

❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧t❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t s✐③❡s✱ ❡♥❡r❣②

❞r♦♣s✱ str❡ss ❞r♦♣s ❛♥❞ str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❜② ❛ ❝❛r❡❢✉❧

❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❲❡ r❡❧❛t❡

t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ❆♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❛

s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ str❡ss ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝

r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳

✺✳✶ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡

✺✳✶✳✶ ■♥t❡r♠✐tt❡♥t str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡

■♥t❡r♠✐tt❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡s❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝✉t♦✛s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

♦❢ str❡ss ❞r♦♣s✱ ❡♥❡r❣② ❞r♦♣s ❛♥❞ str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ❞✉r✐♥❣ q✉❛s✐st❛t✐❝

s❤❡❛r ✲ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ▲❡❡s✲❊❞✇❛r❞s ❛♥❞ r✐❣✐❞ ✇❛❧❧s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✲ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t✇♦

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✐❧❧✉s✲

tr❛t❡s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s ✉♥❞❡r ▲❡❡s✲❊❞✇❛r❞s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r

t❤r❡❡ sq✉❛r❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✷✺✱ ✺✵ ❛♥❞ ✶✵✵ ▲❏❯✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ✭❛✈❡r❛❣❡❞✮ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

s❤❡❛r str❡ss ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♣❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ str❛✐♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳



✺✳✶✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ✶✵✼
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❋✐❣✳ ✺✳✶ ✿ ▲❡❢t ✿ ❙tr❡ss✲str❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤r❡❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s

❣❧❛ss ✉♥❞❡r ▲❡❡s✲❊❞✇❛r❞s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t sq✉❛r❡ ❝❡❧❧

♦❢ s✐③❡ ✷✺✱ ✺✵ ❛♥❞ ✶✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡rs✳ ❘✐❣❤t ✿ ❊♥❡r❣②✲str❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡

s❛♠♣❧❡s✳ ❍❡r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

❡♥❡r❣② ♣❡r ♣❛rt✐❝❧❡✳

❇♦t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❤❡❛r str❡ss ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛♥❝❡

♦❢ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❥✉♠♣s✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❧♦♣❡s t❤❛t ❛r❡ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡

❡✈❡♥ts✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ♦♥ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭❢♦❛♠s✱ ❣r❛♥✉❧❛rs✮✱ ❢❛r ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❣❧❛ss

tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬✶✷✱ ✶✹✱ ✷✸✽✱ ✷✸✾✱ ✾✱ ✷✹✵✱ ✶✸✱ ✶✵✱ ✶✶❪✱ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❡✈❡♥ts

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ str♦♥❣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s❤❡❛r

❜❛♥❞s ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠s✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡s✱ ✐♥

t❤❡ ❧❛st ✜✈❡ t♦ t❡♥ ②❡❛rs✱ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛s✐st❛t✐❝❛❧❧② s❤❡❛r❡❞ ♠♦❞❡❧

❣❧❛ss② s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜✉t ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡❞

❤❡❛t❡❞ ❞❡❜❛t❡s ✜rst ❛s t♦ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭P❊▼✮ ♠❡t❤♦❞

✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t② ♦❢ s❧♦✇❧② ❞r✐✈❡♥ s②st❡♠s ❛♥❞ s❡❝♦♥❞

❛s t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡

♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss ❛♥❞ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ r❡s♦❧✈❡

t❤❡ ✜rst ❝♦♥tr♦✈❡rs② ❜② s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ✜♥✐t❡ s❤❡❛r r❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ✭✈❡r②✮

❧♦✇ s❤❡❛r r❛t❡s ❞♦ ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

P❊▼ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞✇❡❧❧✐♥❣ ♦♥ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ✜♥❞✐♥❣s ❬✺❪ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡♥t

✇♦r❦ ♦❢ ▼❛❧♦♥❡② ❛♥❞ ▲❡♠❛îtr❡ ❬✷✵✺❪ ❛♥❞ ♦❢ ▲❡r♥❡r ❛♥❞ Pr♦❝❛❝❝✐❛ ❬✷✹✶❪ ✭t❤✐s ❧❛st ♣❛♣❡r

❛♣♣❡❛r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✮ ✇❡ tr② t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr♦✈❡rs②✳

■♥ ❢❛❝t t❤❡ ❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ s♥❛♣s❤♦ts ✭♦r ♠♦✈✐❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡

s❤❡❛r❡❞ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡❞ ❣❧❛ss❡s ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ str✐❦✐♥❣ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❛t str✉❝t✉r❛❧ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡

r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❤❛♣♣❡♥ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❜❡✐♥❣

t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❡✈❡♥t ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ✭t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❚✶ ❡✈❡♥t ✐♥ ❢♦❛♠s✮

❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ s♣❛♥♥✐♥❣ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧② t❤❡s❡ t✇♦ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡s



✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✭γ̇ = 0 ❛♥❞ T = 0✮

❤❡❧♣ ❛❧s♦ t♦ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ str❡ss ❞r♦♣s ✇✐t❤ s②st❡♠ s✐③❡

❬✷✵✺✱ ✺✱ ✷✹✶❪✳ ■♥❞❡❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❛r❡ s②st❡♠

s✐③❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② str❛✐♥ st❡♣ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❛s t♦

s✐♥❣❧❡ ♦✉t ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♣❧❛st✐❝ ✉♥✐t✶ t❤❡♥ ♦♥❡ ❡❛s✐❧② ✜♥❞s t❤❛t ❢♦r ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ str❡ss ❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ V ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❤✐❧❡

❢♦r s②st❡♠ s♣❛♥♥✐♥❣ s❤❡❛r ❜❛♥❞s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ str❡ss ❞r♦♣ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ L ♦❢ t❤❡

s②st❡♠s✳

40 20 0 20 40

40

20

0

20

40

40 20 0 20 40

40

20

0

20

40

❋✐❣✳ ✺✳✷ ✿ ▲❡❢t ✿ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❘✐❣❤t ✿ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞

✭×20✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠❛♥② ✈♦rt✐❝❡s✳

❆ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭P❉❋s✮ ♦❢ t❤❡ str❡ss✱ ❡♥❡r❣② ❛♥❞

str❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❢♦r♠ ✉s ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts✳

❖♥❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❡❝ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ str❡ss ❞r♦♣s 〈∆σ〉 t♦ s❝❛❧❡ ❛s 〈∆σ〉 ∝ N0.5 ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❡❞

❡✈❡♥ts ❛♥❞ 〈∆σ〉 ∝ N1 ❢♦r ❧✐♥❡❛r s❤❡❛r ❜❛♥❞s ✇❤✐❧❡ ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✭❢r❛❝t❛❧✮

♦r ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❛s❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦✇❡r ❡①♣♦♥❡♥t α ✈❡r✐❢②✐♥❣

〈∆σ〉 ∝ Nα✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼❛❧♦♥❡② ❡t ❛❧ ❬✷✵✺❪✮ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

❡♥❡r❣② ❞r♦♣ s❝❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s②st❡♠ s✐③❡✳ ■♥❞❡❡❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❞❞❡♥

❞r♦♣s ✐♥ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✺✳✶ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ ✐s ❡①❛❝t❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✇♦r❦

❞♦♥❡ t♦ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② ❧♦❛❞ t❤❡ ❣❧❛ss ✭✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡

❡q✉❛❧✐t② r❡❛❞s ❬✷✹✶❪ σY〈∆ε〉V = σY
〈∆σ〉

µ V = 〈∆U〉✱ ✇❤❡r❡ σY ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ str❡ss ✐♥ t❤❡

♣❧❛st✐❝ r❡❣✐♠❡ ♦r ②✐❡❧❞ str❡ss✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② s❝❛❧✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤✐s ❡q✉❛❧✐t②

❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛s 〈∆U〉 ∝ Nβ ✇✐t❤ α−β = 1✳ ❚❤❡ ✜rst ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t♦

r❡❧❛t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛st✐❝ ❥✉♠♣s 〈∆ε〉 t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ str❡ss ❥✉♠♣s

〈∆σ〉✱ t❤❡✐r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❣✉❛r❛♥t②✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s②st❡♠

s✐③❡ 〈∆ε〉 ∝ Nα✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❣❧❛ss

✶■❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② str❛✐♥ st❡♣ ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ♦❜s❡r✈❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t✇♦ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡✈❡♥ts

t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡♣❛r❛t❡❞ ✉♥❞❡r ❛ s♠❛❧❧❡r str❛✐♥ st❡♣✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ②✐❡❧❞ ❛ ✇r♦♥❣ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡

t②♣✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② str❡ss r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳



✺✳✶✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ✶✵✾

❋✐❣✳ ✺✳✸ ✿ ❚❤❡ t❤r❡❡ ✜❣✉r❡s ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ str❡ss ✐♥❝r❡✲

♠❡♥ts ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s✮ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s✐③❡s ✷✺✱ ✺✵ ❛♥❞ ✶✵✵ ❯▲❏ ❛♥❞ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳ ▲❡❢t ✿ P♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡✲

s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣❧❛ss❡s✳▼✐❞❞❧❡ ✿ ▲♦❣✲❧♦❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❉❋s ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ str❡ss ❞r♦♣s✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❣✉✐❞❡ ❢♦r t❤❡ ❡②❡s ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇s

∝ µ−2 ❛♥❞ ∝ µ−0.8✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ♦♥❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r ✻✷✺ ❛♥❞ ✷✺✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ t❤❡ P❉❋s

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ str❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r ♦♥❧② ♣❧❛st✐❝

str❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ✭s❡❡ t❡①t✮✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ s♠❛❧❧ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✜ts ♦❢

t❤❡ ❧❛r❣❡ str❡ss ❞r♦♣s✳ ❘✐❣❤t ✿ ▲♦❣✲❧✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ str❡ss ❞r♦♣s ✈❛❧✉❡s ♦❢

t❤❡ P❉❋s ❛♥❞ r❡s❝❛❧❡❞ s♦ t❤❛t ❛❧❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✜ts ❝r♦ss ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭✵✱✶✮✳

s②st❡♠s ❬✷✵✺❪ ❛♥❞ ❬✷✹✶❪ ❜✉t ❛❧s♦ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❧✐st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s

❬✷✸✼❪✳ ❲❤✐❧❡ ▼❛❧♦♥❡② ❡t ❛❧ ❢♦✉♥❞ s❝❛❧✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥ts α ∼ 0.5 ❛♥❞ β ∼ −0.5 ❝♦♥s✐st❡♥t

✇✐t❤ ❧✐♥❡s ♦❢ s❧✐♣ t❤❛t ❡①t❡♥❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ▲❡r♥❡r ❡t ❛❧ ✭α ∼ 0.37 ❛♥❞

β ∼ −0.63✮ ❛♥❞ ❇❛✐❧❡② ❡t ❛❧ ✭α ∼ 0.7 ❛♥❞ β ∼ −0.3✮ ✐♥ ✸❉ ❢♦✉♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s

t❤❛t t❤❡② ❛ttr✐❜✉t❡ t♦ ❛ ❢r❛❝t❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s s♦♠❡✇❤❡r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧✐③❡❞

❛♥❞ str✐♥❣ ❧✐❦❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ str✐♥❣ ❧✐❦❡ ❛♥❞ ♣❧❛♥❛r ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❍❡r❡ ✇❡ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ♦✉r ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s s②st❡♠✳ ❚♦ ❞♦ s♦ ✇❡

❣❡♥❡r❛t❡❞ ✷✹ sq✉❛r❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐③❡ ✭▲①✱▲②✮❂✭✷✺✱✷✺✮✱ ✽ ✭✺✵✱✺✵✮ ❛♥❞ ✽ ✭✶✵✵✱✶✵✵✮✳ ❲❡ t❤❡♥

♣r♦❝❡❡❞❡❞ t♦ ❛ 400% q✉❛s✐st❛t✐❝ s❤❡❛r ♦❢ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ▲❡❡s✲❊❞✇❛r❞s ❛♥❞

r✐❣✐❞ ✇❛❧❧s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② str❛✐♥ st❡♣ ♦❢ ∆γe = 10−4✳ ❲❡

❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② str❛✐♥ st❡♣ ✇❛s s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝

♣❡❛❦ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✸ ❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ P❉❋s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✸✮ ✇❡r❡ ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ str❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t

t❡♥ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r ∆γe = 10−5✳ ■♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❉❋s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ❛♥❞ ✜❣✉r❡

✺✳✹ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❣♥♦r❡❞ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t r❡❣✐♠❡ ✭ε . 2%✮✳ ❚❤❡

P❉❋s ♦❢ t❤❡s❡ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♥❞ ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♠✉❝❤

s♠❛❧❧❡r ❥✉♠♣s ✐♥ t❤❡ ♥♦✐s② ♣❧❛t❡❛✉ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✭t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ str❡ss ❥✉♠♣ t✐♠❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♠♣♦s❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ✐s t❤✉s ❜② ❛t ❧❡❛st

♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r ✐♥ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts

r❛t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s

❜❡✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t r❡❣✐♠❡ ❜② s♠❛❧❧ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts

✭❧✳❤✳s✳ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✮ ✇❤✐❧❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t ✭r✳❤✳s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✮



✶✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✭γ̇ = 0 ❛♥❞ T = 0✮

✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❣✐♠❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♠❡s ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡

str❡ss ✐♥❝r❡♠❡♥ts✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦♥❡ s❡❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ str❡ss❡s

✐s ♣❡❛❦❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s

µ ∼ 11.7 ❛♥❞ s❤♦✇s ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ✈❛❧✉❡ s♦❢t❡r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠♦r❡ r✐❣✐❞✱ st❡♣s t②♣✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ❛

❣❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■❢ ♦♥❡ ❧♦♦❦s ♦♥ t❤❡ s♦❢t❡r s✐❞❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❧❛r❣❡ str❡ss

❞r♦♣s ✐s ❛❝❝❡♥t✉❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s ✐♥ ❧♦❣✲❧♦❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤✐s

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❣✐♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛✈❡r❛❣❡❧② ❧❛r❣❡ str❡ss ❞r♦♣s −1000 < ∆σ/2δε < −1✳

❚❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝✉t♦✛ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s

❣✐✈❡s t❤❡ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇ r❡❣✐♠❡ ✭s❡❡ ❜❧❛❝❦ s❡❣♠❡♥ts ❢♦r ♣♦✇❡r ❧❛✇s

∝ µ−2 ❛♥❞ ∝ µ−0.8 ❛s ❛ ❣✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ❡②❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡♣❛r❛t❡❞ t❤❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ♣✉r❡❧② ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❢r♦♠ ❛❧❧ str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❍❡r❡ ❛ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛

str❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡❧② t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r

✇❛s ♠♦r❡ t❤❛t 1% ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❋✐♥❛❧② t❤❡ ✜❣✉r❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✺✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s

t❤❡ ❧❛r❣❡ str❡ss ❞r♦♣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝✉t♦✛s✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡

r❛✇ P❉❋s ✭✐♥s❡ts✮ ♦❢ t❤❡ str❡ss ❥✉♠♣s✱ ❡♥❡r❣② ❥✉♠♣s ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❲❡ ✜♥❞ ✐♥

❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ▼❛❧♦♥❡② ❡t ❛❧ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡s s❝❛❧❡ ✇✐t❤ s②st❡♠ s✐③❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣s

〈∆σ〉 ∝ 1
L ✱〈∆E〉 ∝ 1

L ❛♥❞ 〈∆γ〉 ∝ 1
L ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❡①♣♦♥❡♥ts α = 0.5 ❛♥❞

β = −0.5✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ s❡❡♠s t♦ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡

♣❧❛st✐❝ ✢♦✇✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❧✐♣ ❧✐♥❡s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✷ r✳❤✳s✳✮✳

❨❡t t❤✐s ❛ss❡rt✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♥✉❛♥❝❡❞ ❛s t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ✐s ✈❛❧✐❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝✉t♦✛s ♦❢

t❤❡ P❉❋s ❛♥❞ ❞♦❡s♥✬t ✇♦r❦ ❛s ✇❡❧❧ ❢♦r t❤❡ ❵♣♦✇❡r ❧❛✇✬ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥

❢❛❝t ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✻✷✺ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❛❜♦✉t 25% ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝

❡✈❡♥ts ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✮ t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s µ ❧❛r❣❡r t❤❛♥

1000 ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② str❡ss ❞r♦♣ ∆σ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 0.1✮ ✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝✉t♦✛ r❡❣✐♠❡✳

▼♦r❡♦✈❡r t❤❡s❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❢♦r ❛❜♦✉t 50% ♦❢ t❤❡ str❡ss r❡❧❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝

✢♦✇✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❢r♦♠ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♥tr❛r② t♦ ✇❤❛t ✐s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❬✷✹✶❪ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t

s✐♠♣❧② r✉❧❡ ♦✉t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡✈❡♥ts t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss✱

❛s ❛❜♦✉t 50% ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✐s ♥♦t s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s②st❡♠ s♣❛♥♥✐♥❣

s❤❡❛r ❜❛♥❞s✳ ■♥ ❢❛❝t t❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts

❞✉r✐♥❣ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② t❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ 25% ♦❢ ❧❛r❣❡ s②st❡♠ s♣❛♥♥✐♥❣

❡✈❡♥ts✳

▲❡t ✉s ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ❞✐s❝✉ss ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str❡ss ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡

❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❛t ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ♥♦✇ t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s

❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ P❉❋s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✜❡❧❞s ∆σ✱ ∆U t❤❡

P❉❋s ♦❢ t❤❡✐r ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ∆σW✱ ∆UW✱ ✇❤❡r❡ W ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦✈❡r

✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞

✹ ❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡s❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥❡❞ str❡ss❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡

✉s✉❛❧ ■r✈✐♥❣✲❑✐r❦✇♦♦❞ str❡ss ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ✸✳✸✽✮ ♦✈❡r ❝❡❧❧s ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r d = L/n ✇✐t❤ ♥

r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✸ t♦ ✷✻✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛t r❡❣✉❧❛r str❛✐♥



✺✳✶✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ✶✶✶
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❋✐❣✳ ✺✳✹ ✿ ❘❛✇ P❉❋s ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡ts ❛♥❞ r❡s❝❛❧❡❞ P❉❋ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛♥❡❧s✳ ▲❡❢t ✿ ❙tr❡ss ❞r♦♣s✳

▼✐❞❞❧❡ ✿ ❊♥❡r❣② ❞r♦♣s✳ ❘✐❣❤t ✿ ❙tr❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥ts✳

✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ∆ε = 5.10−4 ♦❢ ❛ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ♦❢ s✐③❡ 104 × 104 ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✵✵✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s

❢♦r ❛ t♦t❛❧ str❛✐♥ 5% < ε < 10%✳ ❚❤❡ P❉❋s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❧♦❣✲❧♦❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥

✜❣✉r❡ ✺✳✺ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡✈❡♥ P❉❋ ✇❤❡♥

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧ ✭❣r❡❡♥ ❝✉r✈❡✮ t♦ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ P❉❋ ✭❜❧❛❝❦

❝✉r✈❡✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝✉t♦✛ ❢♦r ❧❛r❣❡ str❡ss ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♣✉s❤❡❞ t♦ ❧♦✇❡r

❛♥❞ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ❛s t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆❧s♦ ♦♥ t❤✐s ✜❣✉r❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇ r❡❣✐♠❡

♦♥❧② ❜❛r❡❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ P❉❋ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✸✮ ✐s str♦♥❣❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✭❡①t❡♥❞✐♥❣

♦✈❡r ❛❧♠♦st t❤r❡❡ ❞❡❝❛❞❡s✮ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ P❉❋ ❛t t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❞❛s❤❡❞

❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ♣♦✇❡r ❧❛✇ ✐s r♦✉❣❤❧② ∝ ∆σ−1.7✳
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❋✐❣✳ ✺✳✺ ✿ ▲♦❣✲❧♦❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❉❋ ♦❢ t❤❡ str❡ss ❞r♦♣s ✇❤❡r❡ t❤❡ str❡ss ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

♦✈❡r ❝❡❧❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐❛♠❡t❡rs r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐③❡ 104 × 104 ✭♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

str❡ss✮ t♦ t❤❡ s✐t❡ str❡ss ✭str❡ss ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡✮ ❛♥❞ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❝❡❧❧s ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r

d = 104/3✱ 104/10 ❛♥❞ 104/26✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ ❢♦r ❛ t♦t❛❧ str❛✐♥

5% < ε < 10%✳ ▲❡❢t ✿ P♦s✐t✐✈❡ str❡ss ❥✉♠♣s✳ ❘✐❣❤t ✿ ◆❡❣❛t✐✈❡ str❡ss ❥✉♠♣s✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡

r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❣✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ❡②❡s ❢♦r ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ∝ ∆σ−1.7
xy ✳

✺✳✶✳✷ ❋❧✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s

❚❤❡ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✐s t❤❡ ♠❛❝r♦✲

s❝♦♣✐❝ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛s ✐❧❧✉s✲



✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✭γ̇ = 0 ❛♥❞ T = 0✮

❋✐❣✳ ✺✳✻ ✿ ❱❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s✳ ▲❡❢t ✿ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ① ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ r✐❣❤t ✿ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ② ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

tr❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ r❛t✐♦ τ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈❡♥t τ

❞❡✜♥❡❞ ❛s✱

τ ≡ 1

N
· (
∑

i un.a.(i)
2)2∑

i un.a.(i)4
✱ ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ un.a.(i) ✐s t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

❛❢t❡r ✐ts ✉s✉❛❧ ❛✣♥❡ s❤❡❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s❤❡❛r str❛✐♥✮ ❤❛s ❜❡❡♥

r❡♠♦✈❡❞✳ ❋♦r r❡❛rrr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠ τ ∼ 1 ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❧♦❝❛❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r

❡✈❡♥ts τ → 0✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡

s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ st✉❞② ✐♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞s✮ ✐♥❞✉❝❡❞

❜② t❤❡ t✇♦ ❧✐♠✐t✐♥❣ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛♥❞ s❤❡❛r ❜❛♥❞✳ ❋♦r

❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦♥❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❜②

s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛t

t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r str❡ss❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t s②♠♠❡tr② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

♦❢ ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✭♦r ❞✐♣♦❧❡ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✮✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✵✺✱ ✺✱ ✷✹✷❪ ❜② ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛

❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✭ρ, θ✮ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ♦♥t♦ ❝✐r❝✉❧❛r ❤❛r♠♦♥✐❝s ei.n.θ ♦♥❡ ❣❡ts t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✭✶✴r✮✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ cos(2θ) ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ❛❧s♦ ❝♦♥❢♦r♠

r❛t❤❡r ✇❡❧❧ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❊s❤❡❧❜② ❢♦r t❤❡ str❡ss r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

t♦ ❛ ♣❧❛st✐❝ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ❬✷✹✸✱ ✻✼❪

∆σxy ∝ cos(4θ)
r2 ✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❛❧✐♥❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ t❡♥s♦r✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts

❣❡♦♠❡tr② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣❧❛st✐❝ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦

❛♣♣❡❛r ❛s ❛ s❧✐♣ ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ① ❛♥❞ ② ❛①✐s✳ ❯♥❞❡r r✐❣✐❞

✇❛❧❧s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t y = +−H/2✱ ✇❡r❡ ❍ ✐s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢

t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡

❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ ▲❡❡s✲❊❞✇❛r❞s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙②st❡♠ s♣❛♥♥✐♥❣ s❤❡❛r ❜❛♥❞s t❤❛t ❛r❡

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s❧✐♣ ♦❢ ♦♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ① ❛♥❞ ② ❞✐r❡❝t✐♦♥s

❛r❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞ ❢♦r r✐❣✐❞ ✇❛❧❧s



✺✳✶✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ✶✶✸

t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ s②st❡♠ s♣❛♥♥✐♥❣ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ✇✐❧❧

♦♥❧② ❢♦r♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ① ❛①✐s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❯♥❞❡r

▲❡❡s✲❊❞✇❛r❞s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❧❡ss str✐♥❣❡♥t ❜✉t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧

s❤❡❛r ❜❛♥❞s ♠✉st ❝♦♥❢♦r♠ t♦ t❤❡ ❇r❛✈❛✐s ❧❛tt✐❝❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ s❤❡❛r ❜❛♥❞ ❤❛s ❢♦r♠❡❞ t❤❛t s❡❡♠s t♦ ❛❝❝♦♠♦❞❛t❡ t❤❡ ▲❡❡s✲❊❞✇❛r❞s

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥♦t str✐❝t❧② ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ✇✐t❤ s♦♠❡ s♦rt ♦❢ ❦✐♥❦

♥❡❛r t❤❡ t♦♣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✺✳✻ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧

t❤❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s✷ t♦✇❛r❞s t❤❡

❛✣♥❡ ❧✐♥❡❛r ❧✐♠✐t ✇✐t❤ str♦♥❣ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♥♦♥✲

❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ① ❛♥❞ ② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ 100 × 100 s❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡r ▲❡❡✲❊❞✇❛r❞s

❇❈ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 2.5% t♦ 25% ❜② str❛✐♥ st❡♣s ♦❢ 0.25%✳ ❊❛❝❤

✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ❛♣♣❧✐❡❞ str❛✐♥ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❡r ✉♥✐t str❛✐♥ st❡♣ δε = 0.0025%✳ ■t ✐s q✉✐t❡ str✐❝❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦✜❧❡s ✐s ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r 22.5% ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ ❤❡r❡ t❤❛t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡

② ❛①✐s ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛st❡r t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦✜❧❡ t❤❛♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ① ❛①✐s✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

t❤❛t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ❛r❡ ❢❛✈♦✉r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈❡rt✐❝❛❧ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

▲❡❡s✲❊❞✇❛r❞s ❇❈✸✳ ❆❢t❡r 22.5% ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥❡ s❡❡s ✐♥❞❡❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✺✳✻ t❤❛t t❤❡ t②♣✐❝❛❧

✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ① ❛①✐s ✭∆ux ∼ 10−4✮ ❛r❡ ❛❜♦✉t t❡♥ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ②

❛①✐s ✭∆ux ∼ 10−5✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥

t❤❡ ❢❛st❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ① ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳✸✳

❚♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ s❤❡❛r ❜❛♥❞✐♥❣ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✇♦r❦s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ❤❡r❡ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧

♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✹✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡

♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❡♥t❡r ❧✐♥❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ s♦ ❤✐❣❤ t❤❛t t❤❡② ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❵✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✬ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥✱ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡

❡❧❡♠❡♥t❛r② s❤❡❛r ❜❛♥❞s✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭❧♦❝❛t❡❞ ❛t

t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ ❛ s❤❡❛r ❜❛♥❞✮ ❝❛♥ r❡❛❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵ t✐♠❡s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♠♣♦s❡❞ ❛t t❤❡

✇❛❧❧✱ ✐✳❡✳ ✐t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳ ❍❡r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♠❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♥ ❢♦❛♠s ❬✷✹✹✱ ✷✹✺✱ ✷✹✻✱ ✷✸✽❪ ✇❡ s❡❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ t❤❛t t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❤❡❛r

❜❛♥❞s ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛♥②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡❧s❡✇❤❡r❡ ❛❧s♦ ♦♥ ❢♦❛♠s ❬✶✵❪✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦♥❝❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣

str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ♦♥ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s

❛♥❞ ✉♥❞❡r ▲❡❡s✲❊❞✇❛r❞s ❛♥❞ r✐❣✐❞ ❇❈s t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❝❡♥t❡rs ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✼✮ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤

✷❍❡r❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❡✐♥❣ q✉❛s✐st❛t✐❝ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣❧✐❡❞ str❛✐♥✳

❙✐♠✐❧❛r❧② ❜② ❵✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✬ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧
✸❖❢ ❝♦✉rs❡ ✉♥❞❡r r✐❣✐❞ ✇❛❧❧s ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ② ❛①✐s
✹❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛♣❡r ❬✺❪



✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✭γ̇ = 0 ❛♥❞ T = 0✮

❋✐❣✳ ✺✳✼ ✿ ❚♦♣ ❧❡❢t ✿ ❆✈❡r❛❣❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜✉t ❧❛r❣❡ ❡✈❡♥t✳ ❚❤❡

②✲♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢

t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❤❡❛r ❜❛♥❞✳ ❉✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❛✳ ❚♦♣

r✐❣❤t ✿ P♦s✐t✐♦♥ yB ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❤❡❛r ❜❛♥❞s ✭❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✮✱

❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ ✺✵✵✵ ✜rst st❡♣s✳ ◆♦ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭170%✱ ♥♦t

s❤♦✇♥ ❤❡r❡✮✳ ❇♦tt♦♠ ✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s δyB ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❤❡❛r

❜❛♥❞s ❢♦r Lx = 104✱ Ly = 100✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✜t ✐s ξ ∼ 30a✳ ■♥s❡t✿

s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st s②st❡♠ s✐③❡ Ly = 496✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ ξ✳



✺✳✶✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ✶✶✺

ξB ∼ 30a✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ s✐③❡✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✐③❡ ξ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧

str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✲

t✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❤❡❛r ❜❛♥❞s ✐♥ ♦✉r s②st❡♠ ✐s t❤✉s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡

✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❤❡❛r ❜❛♥❞ ✐ts❡❧❢✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♦♥❡ ❝❛♥ t❡♥t❛t✐✈❡❧② ♣r♦♣♦s❡

❛ ♣✐❝t✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ③♦♥❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠✲✇❛❧❦ ♠❛♥♥❡r

✇✐t❤ ❛ st❡♣ s✐③❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 30a✱ ❝♦♥✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❤❡❛r

❜❛♥❞s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✸✮ ✐s ❛❧s♦ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ lc✱ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ s✐③❡ ✭lc ∼ 0.13a ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r

t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤✐s ❧❡♥❣t❤ lc✱ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ✐t ❜② t❤❡ r❛❞✐✉s ξ/2 ♦❢ ❛ ✈♦rt❡①✳ ■❢ ✇❡

❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❵✇❡❛❦✬ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ξ/2✱ ❛♥❞ t❤❛t

t❤❡ s②st❡♠ ♦✉ts✐❞❡ t❤✐s s❤❡❛r ❜❛♥❞ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✉♥str❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐st❛♥❝❡

lc ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛❧❧ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❤❡❛r ❜❛♥❞s ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ 2lc/ξ ≃ 1% ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡

✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ t❤r❡s❤♦❧❞ εxy ❢♦r t❤❡ str❛✐♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r②

s❤❡❛r ❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❤❡❛r ❜❛♥❞s ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ s❡❡♥ ❛s ✇❡❛❦ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❛❧❧

t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ ✲❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✲ t♦ ❛ ❧❛r❣❡

♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t t❤❛t r❡❧❛①❡s ❛❧❧ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❤❡❛r ❜❛♥❞ ❡✈❡♥t

✐s s♣❛t✐❛❧❧② str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ξ✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧②

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ ❵✈❡❧♦❝✐t②✬ ♣r♦✜❧❡ ❛s ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r ❛

s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ tr❛♥s✈❡rs❡ s✐③❡ Ly✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛♥❞s t❤❛t ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ t♦t❛❧ str❛✐♥ ε

✐s εLy/lc = (εLy)/(εp
xyξ)✳ ■❢ t❤❡ ❜❛♥❞s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠❛♥♥❡r✱ ✇✐t❤

❛ t②♣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ξ✱ t❤✐s ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡s❡ ♣❧❛st✐❝

❡✈❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Deff = ξ2 × (Ly/εxyξ) ✭❤❡r❡ t❤❡ str❛✐♥ ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t✐♠❡✮✳ ❚❤❡

s❤❡❛r ✇✐❧❧ ❞✐✛✉s❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦✈❡r ❛ ❵t✐♠❡✬ s❝❛❧❡ Lyεxy/ξ✳ ❋♦r ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✇✐❞t❤

Ly ∼ 100a ❛♥❞ ✇✐t❤ ξ ≃ 30a t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str❛✐♥ ✐s s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇✐❧❧

❛❧♠♦st ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❧✐♠✐t s❤❡❛r ❜❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❚❤❡ s❤❡❛r ♣r♦✜❧❡ t❤❡♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❡ss❡♥✲

t✐❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ❆♥ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦✜❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

✇❤❡♥ t❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡♥s✐t② ❜❡❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡✱

✐✳❡✳ ε ∼ εp
xyξ/a✳ ■♥ ❛ ❧❛r❣❡r s❛♠♣❧❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ t✐♠❡

✭♦r str❛✐♥✮ s❝❛❧❡ ❢♦r ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦✜❧❡ ♠❛② ❜❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ ✐♥ ❢❛❝t ♣r♦♣♦r✲

t✐♦♥❛❧ t♦ s②st❡♠ s✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞ t❡♥❞❡♥❝② t♦✇❛r❞s s❤❡❛r

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢

❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❡✈❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡ ✭q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❤❡❛r ❜❛♥❞✮✱ ♦♥ t❤❡

❧♦❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

▲❡t ✉s s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡

st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

• ❋✐rst t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ str❡ss ❞r♦♣s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ s②st❡♠ s✐③❡ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t

t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ q✉❛s✐st❛t✐❝❛❧❧② s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss❡s ♦❝❝✉rs t❤r♦✉❣❤



✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✭γ̇ = 0 ❛♥❞ T = 0✮

♥♦♥❧♦❝❛❧ s②st❡♠ s♣❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❧✐♥❡❛r ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ t❤❛t

❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ t❤r♦✉❣❤ ♦t❤❡r ♠♦r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣❧❛st✐❝

r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✈❡r✐❢② t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s②st❡♠ s✐③❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡

♦t❤❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣②✳

• ❙❡❝♦♥❞ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ s♣❛✲

t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ξ✱ ❜✉t t❤❛t t❤✐s ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✭❞✐✛✉s❡✮

❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐s s♦♠❡❤♦✇ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ✜♥✐t❡ s✐③❡ ❡✛❡❝t ♠❛❦✲

✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ s♣❛t✐❛❧② r❛♥❞♦♠ ♦❝❝✉r❛♥❝❡s ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ✈❛❧✐❞ ❜❡②♦♥❞

❛ s❤♦rt ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ str❛✐♥ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 1%✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❛♥t ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢

❧✐♥❡❛r ❛✈❡r❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ s♠❛❧❧ s②st❡♠s ✇❤✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s

♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧② ♦♥ ❧❛r❣❡ s②st❡♠s ♦❢t❡♥ ❞✐s♣❧❛② ♣❡rs✐st❛♥t s❤❡❛r ❜❛♥❞✐♥❣✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛s ❛ ✜rst

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❡ss❡♥t✐❛❧② ♦❢ ✉♥❝♦rr❡✲

❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ❝♦♥❢r♦♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧

t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r

❡✈❡♥ts ✈s ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ✉♥✐ts ✭s❤❡❛r ❜❛♥❞s✮ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢

q✉❛s✐st❛t✐❝❛❧❧② s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss❡s✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜② ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss❡s ❛♥❞

❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✺✳✷ ▼✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✿ s✉♠ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s

✺✳✷✳✶ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛ss✉♠✐♥❣ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r

❡✈❡♥ts✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st ✐❢ t❤❡ str❡ss ❞r♦♣ P❉❋s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞

❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ Ne = 105 ♣❧❛st✐❝

q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❡✈❡♥ts✱ ✇✐t❤ ❛ str❡ss ✜❡❧❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ∆σxy(A) = Acos(4θ)
r2 ❛s s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡

✺✳✽✱ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♦♥ ❛ sq✉❛r❡ ❣r✐❞ ♦❢ s✐③❡ ▲✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❆ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s

❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ P❉❋ PE(A)✱

❛ ♥♦r♠❛❧ P❉❋ PN(A) ❛♥❞ ❛ P❛r❡t♦ P❉❋ PP(A) ❞❡✜♥❡❞ ❛s✱

PE(A) =
1

σA
exp

(−A

σA

)
✱ ✭✺✳✷✮

PN(A) =
1√

2πσA
exp

(−A2

2σ2
A

)
✱ ✭✺✳✸✮

PP(A) = c
dc

(d + A)c+1
✳ ✭✺✳✹✮

❲❡ t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ str❡ss ✐♥❝r❡♠❡♥ts P(∆σW) ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❝❡❧❧s ♦❢

✈❛r✐♦✉s ❧❡♥❣t❤s W ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ sq✉❛r❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳



✺✳✷✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✿ s✉♠ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ✶✶✼

❋✐❣✳ ✺✳✽ ✿ ❚②♣✐❝❛❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆ ✭❤❡r❡ A ∼ 0.25✮

❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ d = 4✳ ▲❡❢t ✿ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ str❡ss ❞r♦♣ ❛❧♦♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡

q✉❛❞r✉♣♦❧❡✳ ❘✐❣❤t ✿ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ str❡ss r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❞✐r❡❝t❧② t❡st t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ P❉❋s

♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss

✐♥❝r❡♠❡♥ts ∆σW ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❆ ♦❢

t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡

r❡❛❧✐st✐❝ ❣❧❛ss✳ ❖♥ t❤❡ ✜rst ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✜❣✉r❡s ✺✳✾✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ❢♦r

t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ✺✳✺ ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② r❡tr✐❡✈❡❞✳ ❋✐rst ❛s ✐s

t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❣❧❛ss t❤❡ ❧♦❝❛❧ P❉❋ ✐♥✐t✐❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ W ❜❡❝♦♠❡s

♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛s W t❡♥❞s t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝✉t♦✛ ✐s

r❡tr✐❡✈❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ str❡ss ❞r♦♣s ✭♦r ✐♥❝r❡♠❡♥ts✮ ❛♥❞ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦❛rs❡✲

❣r❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡s ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ str❡ss❡s ✇❤✐❧❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s

❛❣❛✐♥ ✐♥ ❛❝❝♦r❞ ✇✐t❤ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛♥❞ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧② t❤❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ P❉❋

✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ str❡ss ✈❛❧✉❡s ✭P(∆σ) ∝ ∆σ−1.8
xy r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛s❤❡❞

❧✐♥❡✮ ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❣❧❛ss ✭P(∆σ) ∝ ∆σ−1.7
xy ✮✳

❚❤❡ ♥❡①t ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✜❣✉r❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ P❉❋ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠

❡✈❡♥ts r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ P❉❋ PE(A) ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ P❛r❡t♦

PP(A) ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ PN(A) ❧❛✇s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧② ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮ ✐t

✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❡✈❡♥t t❤❛t

❞✐❝t❛t❡s t❤❡ ❧❛r❣❡ str❡ss ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❝✉t♦✛s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉t♦✛ ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss ❞r♦♣s✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ♠✐♥❞ ✇❡ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞

✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝

❡✈❡♥ts✳

✺✳✷✳✷ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳



✶✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✭γ̇ = 0 ❛♥❞ T = 0✮
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❋✐❣✳ ✺✳✾ ✿ ▲♦❣✲❧♦❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❉❋ ♦❢ t❤❡ str❡ss ❞r♦♣s ✇❤❡r❡ t❤❡ str❡ss ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

♦✈❡r sq✉❛r❡ ❝❡❧❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s L r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐③❡ 104 × 104 ✭♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

str❡ss✮ t♦ t❤❡ s✐t❡ str❡ss ✭str❡ss ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✮ ❛♥❞ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❝❡❧❧s ♦❢

s✐③❡s L = 6✱ 11✱ 21 ❛♥❞ 31✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r Ne = 105 ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞

q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❡✈❡♥ts ✳ ❚♦♣ ❧❡❢t ✿ P♦s✐t✐✈❡ str❡ss ❥✉♠♣s ❢♦r ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ PE(A) ♦❢

t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts✳ ❚♦♣ r✐❣❤t ✿ ◆❡❣❛t✐✈❡ str❡ss ❥✉♠♣s ❢♦r PE(A)✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞

❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❣✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ❡②❡s ❢♦r ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ∝ ∆σ−1.8
xy ✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✜t ∝ exp(−∆σxy/0.5)✳❇♦tt♦♠ ❧❡❢t ✿ ◆❡❣❛t✐✈❡ str❡ss ❥✉♠♣s ❢♦r PN(A)✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞

❧✐♥❡s ♠❛r❦s t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ P❉❋ ∝ exp(−∆σ2
xy/(2 · 0.52)✳ ❇♦tt♦♠ r✐❣❤t ✿

◆❡❣❛t✐✈❡ str❡ss ❥✉♠♣s ❢♦r PP(A)✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ♠❛r❦s t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡

P❉❋ ∝ ∆σ−2.5
xy ✳



✺✳✷✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✿ s✉♠ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ✶✶✾

❋✐❣✳ ✺✳✶✵ ✿ ▲❡❢t ✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r str❡ss r❡❧❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s✱ ❞✉r✐♥❣

❛ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t✳ ❚❤❡ ✜t ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ∆σ = 2✳❘✐❣❤t ✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P(∆σxy,∆n = 1) ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✜t ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢

t❤❡ ✜t ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❣❡♥❞ ❜♦①✳ ■♥s❡t✿ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ∆n✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧s

❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝✉r✈❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ∆n = 1✳ ■t ❛ss✉♠❡s ♥♦ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡✈❡♥ts✳

❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✺✱ ✇❡

t❛❦❡ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ✐s♦❧❛t❡❞ ❡✈❡♥t ❛s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ str❡ss❡s✮ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s

♦❢ r❛♥❞♦♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A✳

❲❡ ✜rst ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P(A) ✐♥ ♦✉r s②st❡♠✳ ❆s s❤♦✇♥ ❜② P✐❝❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹✼❪✱

❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❡✈❡♥t ✐♥✈♦❧✈❡s ✐♥ ✷❉ ❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ str❡ss❡s✱ ❞✉❡ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧

♣✉r❡ s❤❡❛r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str❡ss ❝❤❛♥❣❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✳

∆σxy(r, θ) ≡
{

A
r2
0

r2 ✱ ✐❢ r0 6 r 6 rmax

A ✱ ✐❢ 0 6 r 6 r0

}
✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡ r0 ❛♥❞ rmax ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ t②♣✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡

s②st❡♠✱ A ✐s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s✱ ❛♥❞ ∆σxy ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ s❤❡❛r

str❡ss✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

str❡ss ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐ts 1
r2 s♣❛t✐❛❧ ❞❡❝❛② ✻ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ P(A) ✐s ♠❡❛s✉r❡❞

✐♥ ♦✉r ❞❛t❛ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✮✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ str❡ss ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢

t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡✱ t❤❛t ✐s ❛t t❤❡ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t ✐s

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ ✇✐t❤ P(A) = 1
2σA

· exp(− |A|
σA

) ❛♥❞ σA = 2 ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❡✈❡♥t✳ ■t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ s✐③❡✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡

✺❚❤✐s ♣❛rt ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ♣❛♣❡r ❬✻❪✳
✻❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠❛✐♥❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ❜② ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ ❛♥❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ s♠❛❧❧ ∆σ ✐♥

❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✇❛② ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳ ❲❡ ❞❡r✐✈❡ t❤✐s r❡s✉❧t ✐♥ ✺✳✷✳✷ ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞ ❤❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡r

❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ②✐❡❧❞s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❝t r❡s✉❧ts✳



✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✭γ̇ = 0 ❛♥❞ T = 0✮

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss r❡❧❡❛s❡ t❤❛t ✐s ∝ 1/L ✭✜❣✉r❡ ✺✳✹✮✱ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ✜❣✉r❡

✺✳✶✵ s②♠♠❡tr✐❝✳ ■♥ r❡❛❧✐t② ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤✐s s②♠♠❡tr② t♦ ❛r✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s ✐♥

♣r❛❝t✐❝❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❡❧❡❝t ✐♥ ❛ r❡❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❡✈❡♥t✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s s❧✐❣❤t❧② ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s r ≃ r0 ♦❢

t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t ✇❡ ❡①♣❡❝t ✐♥❞❡❡❞ ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P(A)✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P(A) s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ P(∆σ = s,∆n = 1) ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ s❤❡❛r str❡ss ∆σxy ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡

✇❤♦❧❡ s②st❡♠✳ ◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ∆σxy ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✺✱ ✇❡ s❤♦✇

t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss

∆σxy ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ✇r✐t❡ PA(∆σxy)d∆σxy = P(r)dr✱ ✇✐t❤

P(r)dr = 2πr/Vdr✳ ❯s✐♥❣ ❊q✳✺✳✺✱ ✇❡ ❣❡t

PA(∆σxy) =
πAr2

0

V∆σ2
✭✺✳✻✮

✇✐t❤

|A| r2
0

r2
max

6 |∆σxy| 6 |A| ✭✺✳✼✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ A > 0✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡t✲

r✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ∆σxy < 0✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡✈❡♥ts ❝♦♥tr✐❜✉t❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pth(∆σxy) ✭❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ ♦r✐❣✐♥s✮✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥✲

❝r❡♠❡♥t❛❧ str❡ss ∆σxy ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r

❡✈❡♥ts

Pth(∆σxy) = c

∫ ∆σxy
r2
max
r0

∆σxy

PA(∆σxy)P(A)dA ✭✺✳✽✮

✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r c ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳

❚❤✐s ❣✐✈❡s

Pth(∆σxy) = c
πr2

0

2V

1

∆σ2
xy

((σA + ∆σxy)exp(−∆σxy/σA)

−(σA + σxy
r2
max

r2
0

)exp(−∆σxy.r
2
max/(σA.r2

0))) ✭✺✳✾✮

❲❡ s❤♦✇ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝✉t✲♦✛ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ exp(−∆σxy/σA) ❛♥❞

t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ ∆σ ❜❡❤❛✈✐♦r✼ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✜♥✐t❡ s✐③❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ exp(−∆σxy.r
2
max/(σA.r2

0))✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♣❧♦tt❡❞ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉✲

♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❲❡ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧t✱ ❢♦r σA = 2✱ rmax = L = 100

❛♥❞ r0 = 4✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r0 ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ✜t s✐♥❝❡ rmax s❝❛❧❡s ❧✐❦❡

t❤❡ s②st❡♠ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜tt❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r σA ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛✲

s✉r❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ P(A) ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✮✱ t❤✉s ❝♦♥✜r♠✐♥❣ ♦✉r s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧

✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r r0 s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣❧❛st✐❝ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞✳

✼✇✐t❤ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s❡❡ ✺✳✷✳✷✳



✺✳✷✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✿ s✉♠ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ✶✷✶

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P(∆σxy,∆n) ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✺✳✾✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r

Pth(∆σxy,∆n) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ TF−1(P̃th
∆n

(∆σ̃xy)) ♦❢ t❤❡

❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pth ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ∆n = 1✳ ❚❤✐s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

❛ss✉♠❡s t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ∆σxy✱ ❛s ✇✐❧❧

❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷ ✐s tr✉❡✳ ❲❡ s❡❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✱ t❤❛t ❜♦t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

❝✉r✈❡s ❛r❡ ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ∆n✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ❡✈❡♥

❜❡tt❡r ❢♦r ❧❛r❣❡ ∆n ✇❤❡r❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s

✜❣✉r❡ t❤✉s s✉♣♣♦rts str♦♥❣❧② ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ ∆n✳

❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♠❛✐♥❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ❜② ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ ❛♥❞ ❛✛❡❝ts t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ s♠❛❧❧ ∆σ ✐♥ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝

✇❛② ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤✐s r❡s✉❧t✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥✲

❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str❡ss ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ∆σxy ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥

✺✳✺ ✭❤❡r❡ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ✐♥❞❡①❡s ①②✮ ❜② ∆σ = ∆σA
max ·c✱ ✇❤❡r❡ ∆σA

max = A
(

r0

r

)2 ✭❛s

✐♥ ✺✳✺✮ ❛♥❞ c = cos(4θ)✳ ❆❧♦♥❣ s✐♠✐❧❛r ❧✐♥❡s ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ✇❤❛t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥

✺✳✻ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ P2(c) = 1
π

1√
1−c2

❛♥❞ P
(A)
1 (∆σmax) = 1

α2−1
A

∆σ2
max

✭α = rmax/r0✮✱

✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢②✱

P(A)(∆σ) =

∫ 1

−1
P2(c)P

(A)
1

(
∆σ

c

)
dc

c
✳ ✭✺✳✶✵✮

❋♦r ∆σ > 0 ✭t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ∆σ < 0✮ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r P(A) ②✐❡❧❞✐♥❣✱

P(∆σ) =

∫ 1

0

dc

π

c√
1 − c2

1

α2 − 1

1

d

∫ α2 ∆σ
c

∆σ
c

dAA exp

(−A

σA

)
✳ ✭✺✳✶✶✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥✱ ❛❢t❡r s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣❡❜r❛✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❡❞

❢♦r♠✱

P(∆σ) =
1

dπ

1

α2 − 1

d

∆σ

[
f

(
∆σ

d

)
− f

(
α2∆σ

d

)]
✱ ✭✺✳✶✷✮

✇❤❡r❡✱

x · f(x) =

∫ 1

0

dc√
1 − c2

exp

(−x

c

)[
x +

1

c

]
✳ ✭✺✳✶✸✮

❆❢t❡r ❛ r❛t❤❡r ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

I(x) = x · f(x)✱

I(x) = 1 +
x2

2
log(x) − (1 + 2 log(2) + 2c)

x2

4
+ o(x3) ✳ ✭✺✳✶✹✮

❘❡♣♦rt✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ✺✳✶✶ ❛♥❞ ❛❢t❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ∆σ → 0✱

P(∆σ) ∼ −α2 + 1

dπ
log(

∆σ

d
) ✳ ✭✺✳✶✺✮

❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✐♥ t❡r♠s ♦❢

❧♦❝❛❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡✈❡♥ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲

t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② r❛t❤❡r ✇❡❧❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✐t ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❧✐♠✐t❡❞



✶✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✭γ̇ = 0 ❛♥❞ T = 0✮

✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t✐♠❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✇❡

❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢

❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳

✺✳✸ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ t♦♦❧s t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✢♦✇

✺✳✸✳✶ ❙t❛t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✽♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞❡s❝r✐♣✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦st ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✷✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✱

g(−→r1 ,−→r2) =
P2

N(−→r1 ,−→r2)

P1
N(−→r1)P1

N(−→r2)
= V2P2

N(−→r1 ,−→r2) ✱ ✭✺✳✶✻✮

✇❤❡r❡ Pn
N(−→r1 , ...,−→rn) ✐s t❤❡ ♥✲❜♦❞② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛❧✐t② ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s②st❡♠ ✇❤❡r❡ s♣❛t✐❛❧

tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ✇r✐t❡ t♦ s✐♠♣❧✐❢② g(−→r1 ,−→r2) = g(−→r2 −−→r1)✳

❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛✉t♦❝♦rr❡✲

❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱

H(−→r ,
−→
r′ ) =

1

N
〈{ρ(

−→
r′ )− < ρ(

−→
r′ ) >}{ρ(

−→
r′ + −→r )− < ρ(

−→
r′ + −→r ) >}〉 ✱ ✭✺✳✶✼✮

✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ −→r ✐s ρ(−→r ) =
∑N

i=1 δ(−→r −−→ri )✳ ❋♦r ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

s②st❡♠ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡ H(−→r ,
−→
r′ ) ♦✈❡r

−→
r′ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥−→

r′ r❡❧❛t❡❞ t♦ g(−→r ) ❜②✿

H(−→r ) =
1

N

N∑

i

N∑

j 6=i

< δ(−→r + −→ri −−→rj > +δ(−→r ) − ρ = ρg(−→r ) + δ(−→r ) − ρ ✳ ✭✺✳✶✽✮

■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ g(r) ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❜♦①✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛t♦♠s ❛s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠s ✉s ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❞❡r✱

❛♥❞ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ❛ ❝r②st❛❧✱ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♣♣❛r❡♥t ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r

❛s ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r❣❛♥✐③❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✇❡

❝❛♥ ❛❧s♦ s❡❡ t❤❛t g(r) ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❣❧❛ss

tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞ ❝❤❛♥❣❡

❛❜r✉♣t❧② ✭❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

✽❚❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦♦❦ ❵❚❤❡♦r② ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❧✐q✉✐❞s✬ ❜② ❍❛♥s❡♥ ❛♥❞ ▼❝❉♦♥❛❧❞ ❬✷✹✽❪



✺✳✸✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ t♦♦❧s t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✢♦✇ ✶✷✸

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
r

0

1

2

3

4

g(
r)

❋✐❣✳ ✺✳✶✶ ✿ ❘❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❛ 104 × 104 s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ▲❡❡s ❊❞✇❛r❞s

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

t❤❡ st❛t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛ ❧✐q✉✐❞ ❢r♦♠

❛ ❣❧❛ss✳ ❚♦ ❣❛✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s

♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t✐♠❡ ❛♣♣❡❛rs ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳

✺✳✸✳✷ ✷✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚✇♦✲t✐♠❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✾✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✈❛r✐✲

❛❜❧❡s ❬✷✹✽❪ A(t) ≡ A[−→r N(t),−→p N(t)] ❛♥❞ B(t) ≡ B[−→r N(t),−→p N(t)] ✇r✐t❡s CBA(t, s) =<

B(t + s)A(s) > ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ <> ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❡✐t❤❡r ❛s ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛s✿

< B(t+s)A(s) >=

∫
B[−→r N(t+s),−→p N(t+s)]A[−→r N(s),−→p N(s)]fN

0 [−→r N(s),−→p N(s)]d−→r N(s)d−→p N(s) ✱

✭✺✳✶✾✮

✇❤❡r❡ fN
0 [−→r N(s),−→p N(s)] ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡♥s✐t② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❧❛ss❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

st❛t❡ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥✮✱ ❡✐t❤❡r ❛s ❛ s❧✐❞✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡✿

< B(t + s)A(s) >= lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0
B(t + s + t′)A(s + t′)dt′ ✳ ✭✺✳✷✵✮

■♥ t❤❡ t✐♠❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝❛s❡ CBA(t, s) ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s✱ ❛♥❞ t❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ st❛t✐♦♥❛r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s✳ ■♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

♦❢ CBA ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t B(t + s)A(s) ♦✈❡r ❛ ❣r❡❛t

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦r✐❣✐♥s s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛✐♥❧② ❧♦♦❦❡❞ ❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ρ(−→r , t) ❛♥❞

ρσ(−→r , t) = σxy(
−→r , t)✳ ❆❧s♦ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❡ s♣❛t✐❛❧❧② ❛✈❡r❛❣❡ t✇♦✲t✐♠❡s ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✿

C(dt, t) = 〈ρ(−→r , t + dt)ρ(−→r , t)〉 = C(dt) ✱ ✭✺✳✷✶✮
✾■♥ ♦✉r q✉❛s✐st❛t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t✐♠❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛♥❞ ♦♥❡ ♠✉st r❡♣❧❛❝❡ ✐♥ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ t❤❛t

❢♦❧❧♦✇s t✐♠❡ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st❡♣s ♦r str❛✐♥✳



✶✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✭γ̇ = 0 ❛♥❞ T = 0✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛❧✐t② ❛ss✉♠❡s t✐♠❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ A r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s♣❛t✐❛❧

❛✈❡r❛❣✐♥❣✳

■♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ s✐t❡ s❤❡❛r str❡ss σxy,i(t)
✶✵✭✇❡ ✇r✐t❡ ✐♥

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ σi(t) t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✮ t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ i ♦❢ t❤❡ s②st❡♠

❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✷ ✐s✶✶✿

100 1000 10000
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 (C(∆n)/C(0))

(∆n / 812)^0.7
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0.01 0.1 1
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∆y

1e-06

0.0001

0.01

1

100

P
(∆

y,
∆N

) 
=

 G
s(∆

y,
∆N

)

∆N = 1
∆N = 2
∆N = 4
∆N = 8
∆N = 16
∆N = 32
∆N = 64
∆N = 128
∆N = 256
∆N = 512
∆N = 1024
∆N = 2048
∆N = 4096

❋✐❣✳ ✺✳✶✷ ✿ ▲❡❢t ✿ ❆✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞

❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✭❛♣♣❧✐❡❞ s❤❡❛r str❛✐♥✮✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜ts ✐s

✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❣❡♥❞ ❜♦①✳ ■♥s❡t ✿ ▲♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss✱ ✐♥

❧♦❣✲❧♦❣ s❝❛❧❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str❡t❝❤❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ❘✐❣❤t

✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ P(∆y, ∆N) ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✈❛♥ ❍♦✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Gs(∆y, ∆N) ♦❢

t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ∆y ❢♦r ∆N = 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64...✳ ❚❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥ s❝❛❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❋✐❝❦✐❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡

✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✜t ❢♦r ❧❛r❣❡ ∆N ✇❤❡r❡ t❤❡ ❋✐❝❦✐❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞✳

C(dt) =
1

N
〈

N∑

i=1

N∑

j=1

ρi(0)ρj(t)δ(
−→ri (0) −−→rj (t))〉 ✱ ✭✺✳✷✷✮

✇❤❡r❡ ρj(t) = 1 ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞

ρj(t) = σj(t) ❢♦r t❤❡ str❡ss ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐t ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠

F(
−→
k , t) = 1

N〈ρ(
−→
k , t)ρ(−−→

k , 0)〉 ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✺✳✷✷ t❤❛t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤✐s

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✇❡ r❡♣♦rt ✐t ❢♦r ❜♦t❤

t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ str❡ss ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ s❡❧❢ ♣❛rt ♦❢

t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❤❡r❡ ❛s✱

Fs(
−→
k , t) =

1

N

∑

i

ρi(0)ρi(t) cos
[−→

k · (−→ri (t) −−→ri (0))
]

✭✺✳✷✸✮

❲❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡s❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t✐♠❡ ♦r✐❣✐♥s t ✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇✐♥❣

r❡❣✐♠❡ ✭✐✳❡✳ ❢♦r str❛✐♥s ε > 1%✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t✐♠❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s

✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t C(dt) ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶ ❢♦r t = 0

✶✵❲✐t❤ t❤❡ s✐t❡ str❡ss t❡♥s♦r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✸✳✶✹ ❬✶✷✵❪✳
✶✶◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❱❛♥ ❍♦✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✺✳✷✺ ❛♥❞ t❛❦❡♥ ❛t −→r =

−→
0



✺✳✸✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ t♦♦❧s t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✢♦✇ ✶✷✺

❜♦t❤ ❢♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ str❡ss t❡♥s♦rs✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ✇❤❛t ✐s ✉s✉❛❧❧②

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✷✹✾❪✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ♦♥ ❜♦t❤ ❝✉r✈❡s ❛ ✜rst ③♦♥❡ ✭❢♦r s❤♦rt

t✐♠❡s✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s s❧♦✇❧② ✶✷ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝❛②s

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② t♦ ③❡r♦ ♦♥❧② ❢♦r ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ N = 2000✳ ❚❤✐s ♣❧❛t❡❛✉

r❡❣✐♠❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s β r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s r❡❣✐♠❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ✐♥

t❡r♠s ♦❢ ❛ ❝❛❣✐♥❣ ❡✛❡❝t ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜② t❤❡✐r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛t♦♠s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s❧♦✇✐♥❣

❞♦✇♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❧♦♥❣

t✐♠❡s ♦♥❡ ✉s✉❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ❛❣✐♥❣ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ❛ ❑♦❤❧r❛✉s❝❤✲❲✐❧❧✐❛♠s✲❲❛tts str❡t❝❤❡❞✲

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ C(t) = Aexp(−(t/τ)β) ✇✐t❤ β 6 1✱ ❤❡r❡

t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞r✐✈❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ s❡❡♠s t♦ ❝❛✉s❡ ❛ ♣✉r❡❧② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥

❛t ❧♦♥❣ t✐♠❡s✳

❚❡♠♣♦r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ H(−→r ,
−→
r′ )✳ H(−→r ,

−→
r′ ) ❝❛♥ ❜❡

❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲t✐♠❡ ❞❡♥s✐t② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ G(−→r ,
−→
r′ , t) ❛s✿

G(−→r ,
−→
r′ , t) =

1

N
< ρ(

−→
r′ + −→r , t)ρ(

−→
r′ , 0) > ✳ ✭✺✳✷✹✮

❊①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r
−→
r′ ✭❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❤②♣♦t❤✲

❡s✐s✮ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ✈❛♥ ❍♦✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❬✷✹✽❪✿

G(−→r , t) =
1

N
〈

N∑

i=1

N∑

j=1

δ(−→r + −→ri (0) −−→rj (t))〉 =
〈ρ(−→r , t)ρ(

−→
0 , 0)〉

ρ
✳ ✭✺✳✷✺✮

❚❤❡ ✈❛♥ ❍♦✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✿

G(−→r , t) = Gs(
−→r , t) + Gd(

−→r , t) ✭✺✳✷✻✮

✇❤❡r❡

Gs(
−→r , t) =

1

N
〈

N∑

i=1

δ(−→r + −→ri (0) −−→ri (t))〉. ✭✺✳✷✼✮

G(−→r , t)d−→r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐ ❛t−→r ✇✐t❤✐♥ d−→r ❦♥♦✇✐♥❣

t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡ ❥ ✇❛s ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ −→r = 0 ❛t t✐♠❡ t = 0✳ Gs(
−→r , t)d−→r ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t

❛♥ ❛t♦♠ ❤❛s ♠♦✈❡❞ ♦❢ −→r ✇✐t❤✐♥ d−→r ❞✉r✐♥❣ ❛ t✐♠❡ t ❬✷✹✽❪✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ ✈❛♥ ❍♦✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦r ❤❡t❡r♦❣❡✲

♥❡♦✉s ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝✳ ❚♦ ❣❡t t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥❡ ♠✉st ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐st❛♥t ♣♦✐♥ts ♦❢

t❤❡ s②st❡♠✳ ❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡

t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ ✈❛♥ ❍♦✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r

✶✷■♥ ❧✐q✉✐❞s t❤✐s ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐s♣❧❛② ❛ ♣❧❛t❡❛✉✳



✶✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✭γ̇ = 0 ❛♥❞ T = 0✮

❛♥❞ t❤❛t t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳

✺✳✸✳✸ ✹✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♦❧❞ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡ ❛❜r✉♣t s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s ✐s ❧✐♥❦❡❞

t♦ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥✜r♠❡❞

✐♥ t❤❡ ❧❛st t❡♥ ②❡❛rs ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ❬✷✷✶❪✳

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♣♣❡❛rs ❤✐❣❤❧② ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ✇❤✐❧❡ ✐♥ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❞✐s♦r❞❡r❡❞✱ ✐♥ ♦t❤❡rs ✐t ❛♣♣❡❛rs ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥❡ s♣❡❛❦s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✭r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s

r♦✉❣❤❧② t❤❡ s❛♠❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡✮✳ ■♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ t❤❡ q✉❡st ❢♦r ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t②

❧❡♥❣t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s ❬✷✷✶✱ ✷✺✵✱

✷✺✶❪ ❤❛s ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ st❛t✐st✐❝❛❧ t♦♦❧s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ s✉❝❤ ❞②♥❛♠✐❝❛❧

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡s❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ ❛❣✐♥❣ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ✐t

❡♠❡r❣❡❞ ✐♥ ❛ r❡❝❡♥t st✉❞② ❬✺❪ t❤❛t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✐♥ ♦✉r s②st❡♠ ✉♥❞❡r s❤❡❛r

✐s ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✳ ■t s❤♦✇s ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝

r❡❣✐♠❡ ❛t ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡❀ ❢♦r ❧❛r❣❡r ❛♣♣❧✐❡❞ str❛✐♥s✱ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❣✐♠❡✱ ✐t s❤♦✇s

③♦♥❡s ♦❢ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♠♦❜✐❧✐t② ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❤❡❛r ❜❛♥❞s ❛♥❞ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞

q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❡✈❡♥ts✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ③♦♥❡s ♦❢ ❧♦✇ ♠♦❜✐❧✐t② ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡s❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❡✈❡♥ts

✭t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❝❛♥ ✈❛r② ❜② ♠❛♥② ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✮✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r

✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❣❧❛ss❡s✱ ❡✈❡♥ ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢

❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✭✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❤❡r❡ ✐s ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞✮ ❛♥❞ ✐t ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st

t♦ q✉❛♥t✐❢② ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ❞❡❣r❡❡ ♦r ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ❚♦♥✐♥❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳

❬✷✷✶❪ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ χ4 ❢♦✉r ♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆♥ ♦t❤❡r

♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐s t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ♥✉♠❜❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉♦❧✐✇❛ ❛♥❞ ❍❡✉❡r ❬✷✺✵❪✱

t❤❛t ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ t❤❡s❡ t✇♦ ✭❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞✮ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥

t❤❡ ❧❛st t❡♥ ②❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦

❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s t❛s❦✳

❈♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ♥✉♠❜❡r✳ ❋✐rst ❧❡t ✉s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ♥✉♠❜❡r Ncoop ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ ❬✷✺✵❪ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Ncoop
X ≡ Var[ΣXi]

ΣVar[Xi]
=

〈{
∑

i Xi − 〈
∑

i Xi〉}2〉∑
i{〈X2

i 〉 − 〈Xi〉2}
, ✭✺✳✷✽✮

✇❤❡r❡ Xi(t) = (σi(t + t′) − σi(t + t′))(σi(t) − σi(t)) ✐s ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞

t♦ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠♦✈❡♠❡♥t

✭〈XiXj〉 = 0✮ Ncoop = 1✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ❢♦r ❛ t♦t❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡s ✭Xi = Xj✮ ♦♥❡ ❣❡ts Ncoop = N✳ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦r L ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣r♦✉♣s ❡❛❝❤



✺✳✸✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ t♦♦❧s t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✢♦✇ ✶✷✼
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❋✐❣✳ ✺✳✶✸ ✿ ▲❡❢t ✿ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r str❡ss ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡rs✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

✇✐t❤ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❘✐❣❤t ✿ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ♥✉♠❜❡r ♦❜t❛✐♥❡❞

♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s r❡✢❡❝ts ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ str❛✐♥

✐♥t❡r✈❛❧✳

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ M ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s Xi ❛♥❞ ♦❢ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ✭N = L✮ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ♥✉♠❜❡r

r❡❛❞s

Ncoop = 1 +

∑
i6=j〈XiXj〉∑

〈X2
i 〉

= 1 +
1∑
〈X2

i 〉

N∑

i=1

M−1∑

j=1

〈X2
i 〉 = M. ✭✺✳✷✾✮

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ❵✹✲♣♦✐♥t✬ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐t❧❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥

❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ ❤❡r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤✐s ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ♥✉♠❜❡r✳ ■♥ ❢❛❝t ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t

♣❛r❛❣r❛♣❤ t❤❛t Ncoop(t) ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐t② χ4(t) ❝❛❧❧❡❞ ✹✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❡❧② ✉s❡s ❢♦✉r ♣♦✐♥ts ✐♥ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❬✷✺✷❪✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡❛❧✐③❡

t❤❛t Ncoop ✐s ❛ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭Ncoop(t)✮✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✺✳✷✾ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡

♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ ♦r✐❣✐♥s t′✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ Ncoop(t)✱ ❢♦r t❤❡ ❣❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣

✶✵✵✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉♥❞❡r r✐❣✐❞ ✇❛❧❧s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛✈❡r❛❣✐♥❣

♦✈❡r ✸✷✵✵✵ t✐♠❡ ♦r✐❣✐♥s ✭t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡✮ ❛♥❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s

❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭d > 20✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❝❛♥

❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✸✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ♥✉♠❜❡r ✐s str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❜❛♥❞s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧s ♣r❡s❡♥t

❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠❛r❦❡❞❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❞✳ ❚❤✐s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡

s②st❡♠ ✇✐t❤ ✇❛❧❧s ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

✇✐t❤✐♥ ❛ ❢❡✇ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧s ❛r❡ str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛❧❧s✳ ❚❤✐s

❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ♥✉♠❜❡r ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧s ✭Ncoop ∼ 200✮ ❛s ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

♠♦✈❡ r♦✉❣❤❧② ❛s ❛ ✉♥✐t ✐♥ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❋❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ♥✉♠❜❡r

✐s s♠❛❧❧❡r✱ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✸✺ t♦ ✹✺✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ 6× 6 ♦r 7× 7 ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t

♠♦✈❡ ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Ncoop ✐s ✈❡r② ❈P❯ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛s ♦♥❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡
∑

i Xi ♦❢ ✇❤✐❝❤

✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✇❡ s❤♦✇ Ncoop ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❞



✶✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✭γ̇ = 0 ❛♥❞ T = 0✮

✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② r❡❣✐♠❡ ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r 160% ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭32000

st❡♣s ♦❢ δε = 5 · 10−5✮✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥② ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦ ♥♦t

❛♣♣❡❛r ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✺✳✹✵✱ t❤✐s ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ χ4 t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡

♥♦✇✳

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ χ4(t)✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦r ❢♦✉r✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

χp
4(t) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

χp
4(t) =

1

N

∫
d−→r1d−→r2d−→r3d−→r4G4(

−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4 , t) ✱ ✭✺✳✸✵✮

✇❤❡r❡

G4(
−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4 , t) = 〈ρ(−→r1 , 0)ρ(−→r2 , t)δ(−→r1 −−→r2)ρ(−→r3 , 0)ρ(−→r4 , t)δ(−→r3 −−→r4)〉

− 〈ρ(−→r1 , 0)ρ(−→r2 , t)δ(−→r1 −−→r2)〉〈ρ(−→r3 , 0)ρ(−→r4 , t)δ(−→r3 −−→r4)〉,✭✺✳✸✶✮

❛♥❞ ✇❤❡r❡ ρ(−→r , t) r❡♣r❡s❡♥ts ✭t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢✮ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ q✉❛♥t✐t② ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡

t❤❡ str❡ss ❞❡♥s✐t② ρ(−→r , t) =
∑

i σi(t)δ(
−→r −−−→

ri(t)) ♦r s✐♠♣❧② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ρ(−→r , t) =∑
i δ(

−→r −−−→
ri(t))✮✳

❋r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❬✷✺✷❪ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s t❤❡ ✢✉❝t✉❛✲

t✐♦♥s ♦❢ ❛ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥t ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥❞❡❡❞ ♦♥❡ ❤❛s✱

χp
4(t) =

1

N
[〈Q2

p(t)〉 − 〈Qp(t)〉2] ✱ ✭✺✳✸✷✮

✇❤❡r❡

Qp(t) =

∫
d−→r1d−→r2ρ(−→r1 , 0)ρ(−→r2 , t)δ(−→r1 −−→r2) ✭✺✳✸✸✮

=

N∑

i=1

N∑

j=1

δ(
−−→
ri(0) −

−−→
rj(t)) ✐❢ ρ(−→r , t) ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t②✱ ✭✺✳✸✹✮

=
N∑

i=1

N∑

j=1

σi(0)σj(t)δ(
−−→
ri(0) −

−−→
rj(t)) ✐❢ ρ(−→r , t) ✐s t❤❡ str❡ss ❞❡♥s✐t②✳ ✭✺✳✸✺✮

❘❡❢❡rr✐♥❣ t♦ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛♥ ❍♦✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ✺✳✷✺ ✇✐t❤ 〈Qp(t)〉 = NG(
−→
0 , t)✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ρ(−→r , t) ✐s

t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t②✮ t❤❛t t❤✐s ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❵t❤❛t ❛r❡

♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✬ ❢♦r t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ t✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s✉s❝❡♣✲

t✐❜✐❧✐t② ❛❧❧♦✇s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r Qp(t)✳ ■♥ ♦t❤❡r

✇♦r❞s ✇❡ s❡❡ t❤❛t G4(
−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4 , t) ♣❧❛②s t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❡ ❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ t✇♦ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛✲

t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❢❡rr♦✲♣❛r❛

♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❛t ❤❡r❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✐ts❡❧❢ ❛ t✇♦✲t✐♠❡ q✉❛♥t✐t② Q(t′, t′+ t)

✭✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② 〈ρ(−→r1 , 0)ρ(−→r1 , t)〉✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐❢



✺✳✸✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ t♦♦❧s t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✢♦✇ ✶✷✾

❛t ♣♦✐♥t
−→
0 ❛♥ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rs ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❡✈❡♥t✮ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ str❡ss ♦r ❞❡♥s✐t② ♦✈❡r ❛ t✐♠❡ s❝❛❧❡ t✱ t❤❡ ✹✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ❡✈❡♥t ❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞ ❛t ♣♦✐♥t −→r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✭s✉♠ ♦❢ ❞✐r❛❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ❛♥❞ t❤❛t

✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐t ✐♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜② Q(t) t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Qp(t) ✇❤❡r❡ δ(−→r1 −−→r2)

✭✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✸✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② Wa(
−→r1 − −→r2) ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r t❤❡

❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ Wa✿

Wa(
−→r ) = exp(i

−→
k .−→r ) ✭✺✳✸✻✮

= exp(
−‖−→r ‖
2a2

) ✳ ✭✺✳✸✼✮

❆s ✇❛s ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ✈❛♥ ❍♦✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✻✮ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐♥ Q(t) t✇♦

♣❛rts Qs(t) ❡t Qd(t) t❤❛t ✇r✐t❡ ✭❤❡r❡ ❢♦r str❡ss❡s✮✿

Qs(t) =

N∑

i

σi(0)σi(t)Wa(
−−→
ri(0) −

−−→
rj(t)) ✭✺✳✸✽✮

Qd(t) =

N∑

i

N∑

j 6=i

σi(0)σj(t)Wa(
−−→
ri(0) −

−−→
rj(t)) ✳ ✭✺✳✸✾✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t♦ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✹✲♣♦✐♥ts ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

χ4(t) = χss(t) + χsd(t) + χdd(t)✳ ❆s ✇❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ▲❛❝❡✈✐❝ ✐♥ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s✱

t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ χss(t)
✶✸ ❞♦♠✐♥❛t❡s ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❞♦❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❬✷✺✷❪✳ ■♥ ♠♦st r❡s✉❧ts

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤✐s s❡❧❢✲s❡❧❢ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❍❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ♥✉♠❜❡r Ncoop(t) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲

✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❛s✱

Ncoop
X ≡ Var[ΣXi]

ΣVar[Xi]
=

〈{
∑

i Xi − 〈
∑

i Xi〉}2〉∑
i{〈X2

i 〉 − 〈Xi〉2}
✱ ✭✺✳✹✵✮

✇❤❡r❡ Xi(t) = (σi(t + t′) − σmoyen(t + t′))(σi(t) − σmoyen(t)) ✐s ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t②

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❲❡ s❡❡ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❛t t❤✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ Ncoop ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡❧②

r❡❧❛t❡❞ t♦ χss t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t② Qs =∑
wi ✇❤❡r❡ ❛s s❡❡♥ ❛❜♦✈❡ wi = σi(0)σi(t)Wa(

−−→
ri(0) −

−−→
ri(t))✳

▲❡t ✉s ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② s❛②✐♥❣ t❤❛t t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❛s ♠❡❛♥t ❛s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦♥

t❤❡ ✹✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❛t ♠♦st r❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐❧❧ ❜❡

s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳

✶✸✐ts ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s χss(t) =
P

i

P

j{〈σi(0)σi(t)σj(0)σj(t)Wa(
−−→
ri(0) −

−−→
ri(t))Wa(

−−−→
rj(0) −

−−→
rj(t))〉

− 〈
P

i σi(0)σi(t)Wa(
−−→
ri(0) −

−−→
ri(t))〉〈

P

j σj(0)σj(t)Wa(
−−−→
rj(0) −

−−→
rj(t))〉



✶✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✭γ̇ = 0 ❛♥❞ T = 0✮

✺✳✹ ▲♦❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❣♦✐♥❣ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❛♥❞ s♣❡❛❦ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❬✷✺✸✱ ✷✺✹❪✱ ♦❢

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦r ♥♦t✮✱ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜✉t ✐♥

r❡❛❧✐t② ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ s♣❡❛❦ ♦❢ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ t❤✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ P❉❋s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦

❞✐s❝✉ss ♥♦✇✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❡❧❢ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❛♥ ❍♦✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Gs(
−→r , t) ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥

❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✼ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ t✐♠❡✳✮

♠♦✈❡s ❞✉r✐♥❣ ❛ t✐♠❡ t ♦❢ −→r ✳ ■♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡ ♦♥❡ ❤❛s ❡①❛❝t❧② Gs(
−→r , t) = Gs(r, t) =

P(r, t) ✇❤❡r❡ P(r, t) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈❡s ♦❢ r ❞✉r✐♥❣ t✳

❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ P❉❋s✱ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭♦r ♦❢ t❤❡ str❡ss✮ ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ■t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②

✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲

✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ✐s tr❛♥s♣♦s❡❞ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱

q✉❛s✐st❛t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✻✮✱ ❡♥❛❜❧❡s t❤✐s ❜② tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡

♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❡❧❞s ✭str❡ss✱ ❡♥❡r❣②✳✳✳✮ ❛t ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❢♦r s✉❝❝❡ss✐✈❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ P❉❋s ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝ str❡ss ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❛♥❞

✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡s❡ P❉❋s ✐♥❢♦r♠s ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t

♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆❧s♦ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r

✶✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❡♥❛❜❧❡s

t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ P❉❋s P(σ, t) ✭♦r P(σ) ✐♥ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❝❛s❡✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

♦❢ t❤❡ P❉❋s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢

t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ♠♦❞❡❧s ♦r t❤❡ ❙♦❢t ●❧❛ss② ❘❤❡♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧✳
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❋✐❣✳ ✺✳✶✹ ✿ ▲❡❢t ✿ ❚r❛❥❡❝t♦r② ✭♥♦♥✲❛✣♥❡ ♣❛rt✮ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢♦r ❛ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ s❤❡❛r str❛✐♥

♦❢ 15%✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ L = 104 ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s a = 1✳

❘✐❣❤t ✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s❤❡❛r str❛✐♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜tr❛❝t❡❞✳



✺✳✹✳ ▲♦❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✶✸✶

✺✳✹✳✶ ❚r❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡

■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✶✹ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ t♦t❛❧ s❤❡❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

♦❢ ε = 25%✳ ❍❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✭t❤❡ ❛✣♥❡

❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞✮✳ ❖✉r ❛✐♠ ❤❡r❡ ✐s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤✐s ♠♦✈❡♠❡♥t ❬✺❪✳ ■t ✐s ❛ ❣❡♥✲

❡r❛❧ r❡s✉❧t t❤❛t ❛ s❡❧❢ s✐♠✐❧❛r r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ st❛t✐♦♥❛r② ✐♥❝r❡♠❡♥ts ✭❙❙❙■ s❡❧❢ s✐♠✐❧❛r

st❛t✐♦♥❛r② ✐♥❝r❡♠❡♥ts✮ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐ts ❡❧❡♠❡♥✲

t❛r② ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥❝r❡♠❡♥ts✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ✐s ♥♦t ✜♥✐t❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ t❤❡

❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ♦r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ t②♣❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❢❛♠♦✉s

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❡✐t❤❡r ✐♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

✇❛② ✉s✐♥❣ ❛ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛❝❦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✮✿

∂P(x0|x, t)

∂t
= D

∂2P(x0|x, t)

∂x2
✱ ✭✺✳✹✶✮

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❜②✱

P(x1, t1|x2, t2) =
1√

4πD(t2 − t1)
exp(− (x2 − x1)2

4D(t2 − t1)
) ✱ ✭✺✳✹✷✮

❡✐t❤❡r ❜② ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡

▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥❀
dx(t)

dt
= f(t) ✱ ✭✺✳✹✸✮

✇❤❡r❡ f(t) ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ✭❤❡♥❝❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✮ ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

〈f(t1)f(t2)〉 = Γδ(t1 − t2)✱ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ 〈f〉(t) = 0✳

❖♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s s♦ ❞❡✜♥❡❞ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✭❛s t✇♦ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s

✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦✉❣❤t t♦ ❜❡✮✳ ❖♥❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❡s ✇✐t❤ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡

♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥✴❋♦❦❦❡r✲P❧❛❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠

✇❛❧❦ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❤❡r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡

❞✐✛✉s✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s P(∆y, ∆N) ❛♥❞ ∆yP(∆y, ∆N) ✇❤❡r❡ ∆N ✐s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st❡♣s ✭❡❛❝❤ st❡♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② str❛✐♥ ♦❢ δε ∼ 0.01%✮✳

P(∆y, ∆N) ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛♥ ❍♦✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ t♦♦❧ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ❣❧❛ss❡s ❛♥❞ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞

❧✐q✉✐❞s✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ♦❢

s✐♠♣❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❨❡t ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ∆N → ∞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞✱

♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡r 〈∆y4〉/3〈∆y2〉2 − 1 ❣♦❡s t♦

③❡r♦ ✇❤❡♥ ∆N ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠ ✭✐♥❞❡❡❞

∆y(∆N = 16384) ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ✶✻✸✽✹ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ∆y(∆N = 1) ♦❢ ✜♥✐t❡

✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧s♦✱ ♥♦t s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺✱ t❤❛t

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ ♦❢ ③❡r♦ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ♦❢ ✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡

✶✹❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✺ ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬✺❪



✶✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✭γ̇ = 0 ❛♥❞ T = 0✮
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❋✐❣✳ ✺✳✶✺ ✿ ▲❡❢t ✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ P(∆y, ∆N) ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ∆y ❛❢t❡r ∆N st❡♣s ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ str❛✐♥

✐♠♣♦s❡❞ ❛ t t❤❡ t♦♣ r✐❣✐❞ ✇❛❧❧✳ ❊❛❝❤ st❡♣ ∆N = 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❡❧❡♠❡♥t❛r② str❛✐♥ ♦❢ δε = 0.005%✳

❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇ P(∆y) ∝ ∆y−1.4✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛

●❛✉ss✐❛♥ ✜t✳ ❘✐❣❤t ✿ ❙❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜✉t ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ∆y ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈❛♥ ❍♦✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛t ❧❛r❣❡ ∆N ❡✈♦❧✈❡s ✐♥

❛ ❞✐✛✉s❡ ♠❛♥♥❡r✳

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺✱ ✇❤❡r❡

P(∆y, 1) ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦❣✲❧♦❣ s❝❛❧❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ P❉❋✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ∆N✱ st❛rts ✇✐t❤ ❛

♣❧❛t❡❛✉✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❞❡❝r❡❛s❡ ❡♥❞❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝✉t♦✛ ❢♦r ❧❛r❣❡ ∆y✳ ■♥

❢❛❝t✱ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r❡ ♥♦t s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ✭✐✳❡✳ t❤❡②

❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡s❝❛❧❡❞ ✐♥ ❛ ❢♦r♠ f(∆y/∆Nβ) ❛♥❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ∆N✱ t❤❡ ❧♦♥❣✲❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❡✈♦❧✈❡s ❧❡ss r❛♣✐❞❧② ✇✐t❤ ∆N t❤❛♥ t❤❡ s❤♦rt✲❞✐st❛♥❝❡ ♣❛rt✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ✇❤② t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❧❛t❡❛✉✱ P(0,∆N)✱ s❤♦✇s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ∆N✱ ✭s❡❡

✜❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❛ r❛♣✐❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛t s♠❛❧❧ ∆N✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❧♦✇❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r ∆N ❛❢t❡r

t❤❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❞❡❝❛② ❤❛s ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺ ✭r✐❣❤t✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ∆yP(∆y, ∆N) ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ∆y✳ ■♥ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱

t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ∆y t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t❤❡ ♠♦st t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♣♣❡❛r ❛s ♣❡❛❦s✳

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✈❡r② s♠❛❧❧

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡s ❛s ∆N1✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡

❛❝t✉❛❧ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♣♣❡❛rs ❛t ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ ♦r❞❡r σ = 1✱ ❛♥❞ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s

❛s ∆N0.5 ✳ ❆s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② s❤✐❢ts ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❢r♦♠ t❤❡

✜rst ♣❡❛❦ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s✉♣♣♦rts t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥

♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❣❧❛ss❡s✱ ❡✈❡♥ ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬✷✺✺✱ ✷✺✻✱ ✷✺✼✱ ✷✺✽❪✳ ❆s ✇❛s

r❡❝❡♥t❧② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ▲❡♠❛îtr❡ ❛♥❞ ❈❛r♦❧✐ ✐♥ ❬✷✷✼❪ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦

♣❡❛❦s ✐s q✉✐t❡ ❝❧❡❛r✳ ■♥❞❡❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✷✷✼❪ ✐❢ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pplastic(∆y) ♦♥❧② ♦❢

t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ∆y ✭✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ∆y t♦ ❜❡ ❛ ♣❧❛st✐❝ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐❢ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛

❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ∆N✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✐t

❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡❛❦ ♦❢ ∆yP(∆y, ∆N)✱ ❝♦♥✈❡rs❡❧② t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

Pelastic(∆y) ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛st✐❝

❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ♣❡r♠✐ts ❛❧s♦ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡❛❦✱ t❤❛t ✐s



✺✳✹✳ ▲♦❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✶✸✸

❞♦✉❜❧✐♥❣ ✐♥ s✐③❡ ✇❤❡♥ ∆N ✐s ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ r❛♥❞♦♠ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts

✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❬✷✷✼❪✮✳ ❆❧s♦ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ▲❡♠❛îtr❡ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❛❧❧♦✇s t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢ Pelastic ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛st❡r ❝✉r✈❡ ✇❤❡♥ ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st

∆y/∆✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✷✷✼❪ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P(∆y, ∆N) ❝❛♥ ❜❡

❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ♣❛rts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs✿

• ❛ ♥❡❛r❧② ●❛✉ss✐❛♥ ❝❡♥t❡r r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛❝❝✉✲

♠✉❧❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ ♣✉r❡❧② ❡❧❛st✐❝ s❡❣♠❡♥ts✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②

❝♦♥✈❡❝t❡❞✱

• q✉❛s✐✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t❛✐❧s ❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ str❛✐♥ s❝❛❧❡s ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ♣❛r✲

t✐❝❧❡s ❜❡❝♦♠❡s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❥✉♠♣s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❡✈❡♥ts ♦r

s❤❡❛r ❜❛♥❞s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱

• ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ r❡❣✐♠❡ ❢♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ str❛✐♥s✳

0.0001 0.01 1

∆y

1e-06

0.0001

0.01

∆y
 . 

P
(∆

y)

0.0001 0.01 1

∆y/∆N

1e-06

0.0001

0.01

re
sc

al
ed

 ∆y
 . 

P
(∆

y)

❋✐❣✳ ✺✳✶✻ ✿ ▲❡❢t ✿ ❚♦t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ∆y · P(∆y, ∆N) ✭t❤✐❝❦ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

∆y · Pplastic(∆y, ∆N) ✭t❤✐♥ ❧✐♥❡s✮✳ P❧❛st✐❝ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♠❛❝r♦✲

s❝♦♣✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ str❡ss ❤❛s ♦❝❝✉r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ∆N✳ ❘✐❣❤t ✿ ❊❧❛st✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

Pelastic(∆y, ∆N) = P(∆y, ∆N)−Pplastic(∆y, ∆N) ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✈s

∆y/∆N✱ ❢♦r ∆N = 1, 2, 4, 8, 16, 32 ❛♥❞ 64✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✳

❚❤✐s ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t s♠❛❧❧ ✐♠♣♦s❡❞ str❛✐♥ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r

❛♠♦r♣❤♦✉s s②st❡♠s ❧✐❦❡ ❢♦❛♠s ❬✷✺✼❪✱ ♦r ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✷✺✽✱ ✷✺✾❪✳ ■♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❤♦✇✲

❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥ts✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❬✷✺✾❪ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡

❡①♣♦♥❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❤②♣❡r✲❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞r❛❣❣❡❞ ❜② t❤❡ ✈♦rt❡①

♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ s❡❡♠s t❤✉s t♦ ❜❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥

❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧✲str❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ③❡r♦

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐♥ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ st✉❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥ ❍♦✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s

❛❧s♦ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥ ❋✐❝❦✐❛♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❣❧❛ss② ♠❛t❡✲

r✐❛❧s ✭s❡❡ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇ ❬✷✻✵❪✮✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡s❡ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡



✶✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✭γ̇ = 0 ❛♥❞ T = 0✮

s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞ ❢r♦③❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❝❤❛♣t❡r

✹ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♠♦❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② s♦❢t❡r ③♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱

✇❤✐❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ♠♦r❡ r✐❣✐❞ ③♦♥❡s ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ✈❡r② ❧♦✇ ♠♦❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❞②✲

♥❛♠✐❝s ✇❛s r❡❝❡♥t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ✭❈❚❘❲✮

❬✷✻✵❪ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

P(∆y, ∆N) = Gs(∆y, ∆N) s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❤❡r❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ❛t

③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r ✐♥❤❡r❡♥t t♦ ❛♠♦r♣❤♦✉s s②st❡♠s ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝r❡❛t❡✱ ✉♥❞❡r

s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❡①t❡r♥❛❧ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ♠❛r❦❡❞ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s✲

t✐❝ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡✮✱ ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s

❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ♦t❤❡r ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❝❡ss❡s ✲ ❡✳❣✳ ♠♦❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r ❛♥

❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✲ ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s

❬✷✺✽✱ ✷✻✶❪✳

✺✳✹✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss
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❋✐❣✳ ✺✳✶✼ ✿ ▲❡❢t ✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ P(∆σxy,∆n) ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r str❡ss ∆σxy ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ∆n✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡

s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ♦r✐❣✐♥s✳ ❘✐❣❤t ✿ ❙❝❛❧✐♥❣ ♦❢ P(∆σxy,∆N) ∝ φ(∆σxy/∆N1/z) ✇✐t❤

z = α ❛♥❞ α = 0.7✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ✐s ✈❡r② ❣♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦r

s♠❛❧❧ ∆N < 64 ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝✉t✲♦✛ ❞♦❡s ♥♦t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡✳ ■♥s❡t✿ t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤ α = 1 = z✳

❚❤✐s ❡①♣♦♥❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳

❚♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❡❛r str❡ss ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✇❡ ✇✐❧❧

❡①❛♠✐♥❡ ♥♦✇ t❤❡ ❢✉❧❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ str❡ss ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s ✇❡ ❞✐❞ ❢♦r t❤❡

tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ∆y✳ ❚❤❡ ✶✺ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ s❤❡❛r str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱

❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

✭♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss✮✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r

str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ✉♣ t♦ ❛ t♦t❛❧ str❛✐♥ ♦❢ 25%✳ ❍❡r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s

♦❢ str❡ss❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐❢ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❇r♦✇♥✐❛♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤✐s

❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✼ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P(∆σxy,∆N) ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss

✶✺❚❤✐s ♣❛rt ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✸ ♦❢ ♦✉r ♣❛♣❡r ❬✻❪✳



✺✳✹✳ ▲♦❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✶✸✺

✐♥❝r❡♠❡♥ts

∆σxy(∆N,N) ≡ ( σxy(N + ∆N) − σxy(N + ∆N))

− (σxy(N) − σxy(N)) ✭✺✳✹✹✮

❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❜❡rs ∆N ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ s❤❡❛r st❡♣s ✭∆N = 1, 2, 4, 8, 16...✮✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r

t❤❡ ♦r✐❣✐♥s N ❛♥❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s P(∆σxy,∆N) ❛r❡ ❛❧❧ s②♠♠❡tr✐❝✱

✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥✳ ❋♦r ∆n → ∞ ♦♥❡ r❡❝♦✈❡rs ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t

✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t s♠❛❧❧ ✐♠♣♦s❡❞ str❛✐♥s✱ t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❛r❡ ♥♦t ●❛✉ss✐❛♥ ❛s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆ ✜♥❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥❝r❡♠❡♥ts P(∆σxy, ∆N = 1) ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✼ s❤♦✇s t❤r❡❡

③♦♥❡s✳ ❆t s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ str❡ss ❥✉♠♣s ∆σxy✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

❝♦♥st❛♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤♦s❡ ✇✐❞t❤ ❡✈♦❧✈❡s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ V ♦❢ t❤❡

s❛♠♣❧❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❞❡❝❛②✱ ✐♥ ❛ ③♦♥❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤r❡❡ ❞❡❝❛❞❡s

❢♦r 100/V 6 ∆σxy 6 10 ✇❤❡r❡ P(∆σxy,∆N = 1) ∝ 1/∆σα+1
xy ✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ❜② ❛♥

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝✉t✲♦✛ ✭❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❤❡❛r str❡ss ∆σxy ≈ 1.4✮✳ ❚❤✐s ✉♣♣❡r ❝✉t✲♦✛ ❛❧❧♦✇s ❢♦r

❛ ✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱

t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠✱ ✇✐t❤ ❛ s❝❛❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ■♥ t❤✐s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ str❡ss r❛♥❣❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ P(∆σxy,∆n) ✐s ✇❡❧❧ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t r❡❧❛t✐♦♥

P(∆σxy, ∆N) = ∆N−Hf(
|∆σxy|
∆NH

)

or

P(∆σxy, ∆ε) = ∆ε−Hf(
|∆σxy|
∆εH

) ✭✺✳✹✺✮

✇✐t❤

f(u) ∝
{

u0 ✱ ❢♦r u ≪ 1

u−α−1 ✱ ❢♦r 1 ≪ u ≪ cste.∆n−H

}
✭✺✳✹✻✮

■♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ str❡ss r❛♥❣❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s s❝❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r α =

0.7 ❛♥❞ H ≃ 1
α ✭♦♥❧② ❢♦r ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡ ∆N s✐♥❝❡ ❢♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ ∆N t❤❡ ✉♣♣❡r ❝✉t✲♦✛

❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t α

❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✭s❧♦✇✮ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❥✉♠♣s

P(∆σ = s,∆N = 1) ∝ s−α−1 ✭❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✼✮✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ❍ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss ❥✉♠♣s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s❤❡❛r str❛✐♥ ∆N✳ ■t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s

t❤❡ ∆N ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❛ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

✭❢♦r |∆σ| ≪ ∆NH✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇ r❡❣✐♠❡ ✭❢♦r |∆σ| ≫ ∆NH✮✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❍ ❛❧s♦

❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ t❡♠♣♦r❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❥✉♠♣s✳ ❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❚❛qq✉

❡t ❛❧✳ ❬✷✺✸❪ t❤❡ ♦♥❧② ♥♦♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ α − stable s❡❧❢ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ st❛t✐♦♥❛r②

✐♥❝r❡♠❡♥ts t❤❛t ✈❡r✐❢② H = 1
α ❛♥❞ ✇❤❡r❡ 0 < α < 1 ❛r❡ t❤❡ α − stable ▲é✈② ♠♦t✐♦♥s✳ ❆s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss ✐s t❤✉s ♦❢ ▲é✈② ✢✐❣❤t t②♣❡✱ ❜✉t ♦♥❧② ✐♥

t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ str❡ss ✭❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ str❛✐♥✮ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ▲é✈② ✢✐❣❤t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ❜②



✶✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❛ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ✭γ̇ = 0 ❛♥❞ T = 0✮

❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✜rst t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧ str❡ss ❥✉♠♣s ❞✉r✐♥❣ t❤❡

s❤❡❛r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ s❡❝♦♥❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛♥❣❡s ✐s ✐♥✜♥✐t❡ ✭❛s ❧♦♥❣ ❛s

t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝✉t✲♦✛ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✮✶✻✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st✉❞② ♦❢

t❤❡ ♣❞❢ P(∆y, ∆N = 1) ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❥✉♠♣s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❛t s❤♦✇❡❞

✐♥ ❝♦♥tr❛r② t❤❛t t❤❡s❡ ❥✉♠♣s ✇❡r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ❢♦r s♠❛❧❧ ✐♠♣♦s❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✺❪✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛

▲é✈② ✢✐❣❤t ♣r♦❝❡ss ❢♦r t❤❡ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥t σ✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠✱ ✐s

d(σ(i, ε) − σ(ε))

dε
= η(i, ε) ✭✺✳✹✼✮

✇❤❡r❡ η(i, ε) ✐s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ✇❤♦s❡ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ η(ε) ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ✐s ❡♥t✐r❡❧②

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛❜♦✈❡ ✭✐✳❡✳ ❜② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥❝r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡

♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts✮✱ ❛♥❞ ε ✐s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♠♣♦s❡❞ s❤❡❛r str❛✐♥✳

❋♦r s♠❛❧❧ ✐♠♣♦s❡❞ s❤❡❛r str❛✐♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥♦✐s❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ▲é✈② ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❋♦❦❦❡r✲

P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss σ ❛r❡ ♥♦♥ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❢♦r ❛❧❧ ♦r❞❡rs✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ∆ε✱ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ❜❡❝♦♠❡s ●❛✉ss✐❛♥✱ ❞✉❡ t♦

t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❝✉t✲♦✛ ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ η✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷

♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r str❡ss ✇❡r❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② t❤❡

s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s✳

✶✻■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ♦♥ t❤❡ ♣❞❢ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞

✭s❡❧❢ s✐♠✐❧❛r✐t②✱ α − stable ♣r♦❝❡ss✱ st❛t✐♦♥❛r② ✐♥❝r❡♠❡♥ts✮ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭α > 2✮ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❛

✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❡ H = 1/2✳



❈❤❛♣t❡r ✻

❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭✐♥✢✉❡♥❝❡

♦❢ γ̇ 6= 0 ❛♥❞ T 6= 0✮

❈♦♥t❡♥ts

✻✳✶ ❘❤❡♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✻✳✷ ▼♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✻✳✸ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡s✲

t✐❣❛t❡❞ t❤♦r♦✉❣❤❧② ❢♦r t❤❡ ♣❛st t❡♥ ②❡❛rs ✐♥ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s ♥❡❛r t❤❡✐r ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬✷✷✶❪✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ❤❛s ❜❡❡♥

st✉❞✐❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❢♦r s②st❡♠s ♥❡❛r t❤❡✐r ❥❛♠♠✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❬✷✻✷❪✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧②

s❛② t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❣r♦✇✐♥❣

❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r✐♥❣ s❤❡❛r r❛t❡ ✐♥ ❞r✐✈❡♥ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡

♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ✇❤❡r❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ s❤❡❛r r❛t❡s✳

✻✳✶ ❘❤❡♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss

❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s

♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛s t❤❡② ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧r❡❛❞② ✐♥

❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❣❧❛ss❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ❛t ✜♥✐t❡ s❤❡❛r r❛t❡s ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r

❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡

t❤❡r♠♦st❛t tr❛♥s✈❡rs❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ ✐s Ty = 5·10−8✳ ❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

❛♠♦✉♥t ♦❢ r✉♥s ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✉♥❞❡r t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ♥❛♠❡❧② r✐❣✐❞ ✇❛❧❧s

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❘❲❇❈s✮ ❛t y = +/−H/2✱ ✇❡r❡ ❍ ✐s t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢

✶✸✼
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❋✐❣✳ ✻✳✶ ✿ ▲❡❢t ✿ str❡ss str❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ❣❧❛ss s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✻✷✺ ♣❛rt✐❝❧❡s

s❤❡❛r❡❞ ✉♥❞❡r ❘❲❇❈s ❛t s❤❡❛r r❛t❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ γ̇ = 10−2 t♦ γ̇ = 10−5 ✭t❤✐♥ ❝♦❧♦r❡❞ ❧✐♥❡s

❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✱ γ̇ = 10−2 ✭❜❧❛❝❦✮✱ γ̇ = 5 · 10−3 ✭r❡❞✮✱ γ̇ = 2.5 · 10−3 ✭❣r❡❡♥✮✱ γ̇ = 10−3

✭❞❛r❦ ❣r❡❡♥✮✱ γ̇ = 5 · 10−4 ✭❜r♦✇♥✮✱ γ̇ = 2.5 · 10−4 ✭❣r❛②✮✱ γ̇ = 10−4 ✭✈✐♦❧❡t✮✱ γ̇ = 5 · 10−5

✭❝②❛♥✮✱ γ̇ = 2.5 · 10−5 ✭♠❛❣❡♥t❛✮ ❛♥❞ γ̇ = 10−5 ✭♦r❛♥❣❡✮✮✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ s❤❡❛r ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❘✐❣❤t ✿ ❩♦♦♠ ✐♥ ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱

✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss s✐❣♥❛❧❡❞

✐♥ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧ ❜② ❛♥ ❛❜r✉♣t str❡ss ❞r♦♣✳

t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ▲❡❡s✲❊❞✇❛r❞s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭♥♦t❡❞ ▲❊❇❈s✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ q✉❡♥❝❤❡❞

s❛♠♣❧❡s ❛s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❤❡r❡✱ ♥❛♠❡❧② ✷✹ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ✭✻✷✺ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ▲①❂✷✺✳✾✾✸✽✱

▲②❂✷✺✳✾✾✸✽✮✱ ✽ ✭✷✺✵✵✱✺✶✳✾✽✼✺✱✺✶✳✾✽✼✺✮ ❛♥❞ ✽ ✭✶✵✵✵✵✱✶✵✸✳✾✼✺✱✶✵✸✳✾✼✺✮ ❛❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

❛ ❞❡♥s✐t② ρ ♦❢ ρ = 0.925✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤❡❛r❡❞ ❛t ✜♥✐t❡ s❤❡❛r r❛t❡s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛❧s♦ ✶ ❧❛r❣❡r

s❛♠♣❧❡ ✭✹✵✵✵✵✱✷✵✻✳✾✺✵✱✷✵✻✳✾✺✵✮ t❤❛t ✇❛s ♥♦t s❤❡❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❋♦r

❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t ❞❛t❛ ♦✈❡r ❢♦✉r str❛✐♥ ✉♥✐ts ✭ε = 4✮ ❛♥❞ st♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ❛ r❡❣✉❧❛r str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ δε = 10−3✶✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

t❤❡r♠♦st❛ts ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ r✉♥s ✇❡ r❡❢❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦

❝❤❛♣t❡r ✷✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❛♠♣❧❡

❢♦r ❘❲❇❈s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s

✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ❧✐♠✐t ❛s t❤❡ s❤❡❛r r❛t❡ ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧②

r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ✢♦✇ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② t②♣❡ ✿ τ = τY + c1γ̇
β ✱

✇❤❡r❡ τY ✐s t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s str❡ss τV = τ − τY✳ ■♥

✜❣✉r❡ ✻✳✷ ✇❡ ❞r❛✇ t❤❡s❡ ✢♦✇ ❝✉r✈❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ s②st❡♠ s✐③❡s✳

❚❤❡ str❡ss✲str❛✐♥r❛t❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✷ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss

✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✻✳✶ ❢♦r str❛✐♥s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ε = 25%✱ ✐✳❡✳ ❞❡❡♣

✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ♦♥❝❡ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ✢♦✇✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ■♥❞❡❡❞ ✇❡

❤❛✈❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t ❛ ❧✐♥❡❛r ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ❢♦r t②♣✐❝❛❧

str❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ε ∼ 2.5%✳

✶❙✐❣♥✐✜❝❛♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥s ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜✉t ❛r❡ ♥♦t r❡♣♦rt❡❞

❤❡r❡ ❢♦r t✐♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❢✉t✉r❡ ♣✉❜❧✐❝❛✲

t✐♦♥✳



✻✳✶✳ ❘❤❡♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ✶✸✾
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❋✐❣✳ ✻✳✷ ✿ ❋❧♦✇ ❝✉r✈❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠ s✐③❡s✳ ❙♠❛❧❧ ♦♣❡♥ s②♠❜♦❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ ✜♥✐t❡ s❤❡❛r r❛t❡ ✈❛❧✉❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 10−5 t♦ 10−2✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r s♦❧✐❞ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧ γ̇ = 0✳ ▲❡❢t ✿ ❙❤❡❛r ✉♥❞❡r ▲❊❇❈s ✇✐t❤ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡r t♦

t❤❡ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇✱ τY ≃ 0.32✱ c1 = 7.2 ❛♥❞ β = 0.38✳ ❘✐❣❤t ✿ ❙❤❡❛r ✉♥❞❡r

❘❲❇❈s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② ✜t τ = τY + c1γ̇
β ✱ ✇✐t❤ τY ≃ 0.36✱

c1 = 7.4 ❛♥❞ β = 0.4✳

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ❧✐♠✐t✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜r✐❞❣❡

t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ q✉❛s✐st❛t✐❝ ❡♥❡r❣②

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ✜♥✐t❡ s❤❡❛r r❛t❡s ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ r❡s♦❧✈❡ t❤❡

❝♦♥tr♦✈❡rs② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ■♥❞❡❡❞ ❛s ✐s ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠

t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✻✳✶ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ❛♣♣❡❛rs ❛s

t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❤❡❛r r❛t❡s ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝

r❡s♣♦♥s❡ ✇✐t❤ t❤❡ γ̇ = 10−5 s❤❡❛r r❛t❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛❧♠♦st ♣❡r❢❡❝t ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ♣❛rts ♦❢

t❤❡ ❝✉r✈❡s ❜❡❢♦r❡ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞ ✐rr❡♠❡❞✐❛❜❧②✳ ❖♥❡ s❡❡s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ t❤❡

r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ ❤♦✇ ❡✈❡♥ ✈❡r② s♠❛❧❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥s ❛t ❛r♦✉♥❞ ε ∼ 3.2−3.4% ✐♥ t❤❡

q✉❛s✐st❛t✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✭❜❧❛❝❦ t❤✐❝❦ ❧✐♥❡✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st s❤❡❛r r❛t❡ ❝✉r✈❡s ✭②❡❧❧♦✇

❛♥❞ ♠❛❣❡♥t❛✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ s♠❛❧❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ✇♦✉❧❞

♥♦t ❜❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥♦✐s✐❡r str❡ss s✐❣♥❛❧✳

❚❤❡ ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥ ✜❣✉r❡s ✻✳✷ ✇❤❡r❡ ♦♥❡

❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ✜♥✐t❡ s❤❡❛r r❛t❡s ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t

✇✐t❤ t❤❡ γ̇ = 0 s❤❡❛r r❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✭✉♥❞❡r ❜♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s σxy(γ̇ < 10−5) ∼ 0.4✮✱

❛❣❛✐♥ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞✳

❉❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ✐♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✉♥✐ts✳ ■♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s❡r✐❡s ♦❢

♣❛♣❡rs ❬✹✱ ✷✵✺❪ ✐t ✇❛s r❡❝❡♥t❧② s❤♦✇♥ ❜② ▲❡♠❛îtr❡ ❛♥❞ ▼❛❧♦♥❡② t❤❛t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❞r✐✈❡♥ ❣❧❛ss❡s ♦❝❝✉rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛s❝❛❞❡s ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❡❧❡✲

♠❡♥t❛r② ✉♥✐ts ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❝❤❛♣t❡r ✺✮✳ ■♥ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡

✐♥ ✐ts s✉❜✉♥✐ts ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ st✉❞② ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ t✐♠❡ s❝❛❧❡ t♦ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② r❡❛rr❛♥❣✐♥❣



✶✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ γ̇ 6= 0 ❛♥❞ T 6= 0✮
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❋✐❣✳ ✻✳✸ ✿ P♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡ss✲str❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣

✶✵✵✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ s❤❡❛r❡❞ ✉♥❞❡r ▲❊❇❈s ❢♦r t✇♦ s❤❡❛r✲r❛t❡s✳ ▲❡❢t ✿ γ̇ = 10−5✳ ❘✐❣❤t ✿ γ̇ =

10−3✳

✉♥✐ts✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♦✈❡r❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✇❤❡r❡ t✐♠❡ ❛♣♣❡❛rs ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ✐♥ t✐♠❡✳ ❆s ✐s ❛♣♣❛r❡♥t ❛t ✜♥✐t❡ s❤❡❛r r❛t❡s ✐♥ ✜❣✉r❡s ✻✳✶ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥

✐s ♥♦t ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❞✉r✐♥❣ ❛ str❡ss ❞r♦♣ ❛♥❞ t❤✐s t②♣✐❝❛❧ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ✐s

tr❛♥s♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡s❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ♣♦rt✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡

s❧♦♣❡s t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ str❛✐♥ r❛t❡✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s

✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ s❝❛❧❡s

t❤❛t ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐t ✐s ❤✐❣❤❧② ✐♥str✉❝t✐✈❡ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ♠♦✈✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♥♦♥✲❛✣♥❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛tt❛❝❤❡❞✱ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ s✉❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t✇♦ ♠♦✈✐❡s ❛t ✜♥✐t❡ s❤❡❛r

r❛t❡s γ̇ = 10−3 ❛♥❞ γ̇ = 10−5 ❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✵✵✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❛t r❡❣✉❧❛r t✐♠❡

✐♥t❡r✈❛❧s δt = 1LJU ✐♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♣❧❛st✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t✳ ❚❤❡

t✇♦ ♣❛♥❡❧s ♦❢ ✜❣✉r❡s ✻✳✹ ❛♥❞ ✻✳✺ s❤♦✇ s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦✈✐❡s t❛❦❡♥ ❛t r❡❣✉❧❛r❧② s♣❛❝❡❞

str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❞ s②♠❜♦❧s ♦♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤✐s

❧❛st ✜❣✉r❡✱ ❢♦r t❤❡ s❧♦✇❡st str❛✐♥ r❛t❡ γ̇ = 10−5 t❤❡ str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ s♥❛♣s❤♦ts ✐s

δε = 2.5×10−3 ✭r❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❢❛st❡st str❛✐♥ r❛t❡ γ̇ = 10−3 ✐t ✐s δε = 1.25×10−2

✭r❡❞ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❲❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ t✇♦ ♣❛♥❡❧s ♦♥❡ ♠✉st ❜❛r❡ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡

s❧♦✇❧② s❤❡❛r❡❞ ❝❛s❡ t❤❡ t♦t❛❧ str❛✐♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ✜❣✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ✐s ❧❡ss t❤❛♥

1% ✐♥ t❤❡ ❢❛st ❝❛s❡ ✐t ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ 5%✳ ❆❧s♦ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

♦♥ ❡❛❝❤ s♥❛♣s❤♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉r✐♥❣ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ δt = 1LJU

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ str❛✐♥ ✐s δγ = γ̇ × δt ✐s ♦♥❡ ❤✉♥❞r❡❞ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r ❢♦r t❤❡ ❢❛st

s❤❡❛r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ s❧♦✇ s❤❡❛r✳ ■❢ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✇❡❛❦ tr✐❣❣❡r✐♥❣ ③♦♥❡s ♦❢

♣❧❛st✐❝✐t② ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❛ s❤❡❛r r❛t❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

❞❡♥s✐t② ♣❡r ✉♥✐t str❛✐♥ Ω t❤❡♥ ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts ❛❧s♦ t♦ s❡❡ ✶✵✵ t✐♠❡s ♠♦r❡ s✉❝❤ ♥✉❝❧❡✐ ♦❢ ♣❧❛st✐❝✲

✐t② ✐♥ t❤❡ ❢❛st ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t②

♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✭❜❧❛❝❦ ❛rr♦✇s✮ ♦♥ ♣❛♥❡❧ ✻✳✺ t❤❛♥ ♦♥ ♣❛♥❡❧ ✻✳✹ ✇❤❡r❡ ♦♥❧②

❛ ❢❡✇ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❧♦✇❧②



✻✳✶✳ ❘❤❡♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ✶✹✶

❋✐❣✳ ✻✳✹ ✿ ❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❞✉r✐♥❣ ✶ ▲❏❯ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r s②♠❜♦❧s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❚❤❡ s❤❡❛r✲r❛t❡ ✐s ❤❡r❡ γ̇ = 10−5✳



✶✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ γ̇ 6= 0 ❛♥❞ T 6= 0✮

❋✐❣✳ ✻✳✺ ✿ ❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❞✉r✐♥❣ ✶ ▲❏❯ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r s②♠❜♦❧s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❚❤❡ s❤❡❛r✲r❛t❡ ✐s ❤❡r❡ γ̇ = 10−3✳



✻✳✶✳ ❘❤❡♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ✶✹✸

❛♥❞ ❢❛st ❞r✐✈❡♥ r❡❣✐♠❡s ✐s t❤❛t ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛st ❝❛s❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❞♦ ♥♦t s❡❡♠ t♦ ♠❡r❣❡ ♦r

♣❡r❝♦❧❛t❡ ♦r ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠❛♥♥❡r ✐♥ t❤❡ s❧♦✇❧② ❞r✐✈❡♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s✷

s❤♦✇ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡

❢♦✉rt❤ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✻✳✹ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❛❜♦✉t ✺ s✉❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❧❛st✐❝ ✉♥✐ts ❢♦r♠✐♥❣ ❛

▲✲s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ❢♦✉r ❡✈❡♥ts ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛❧✐❣♥❡❞✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧② t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ♦♥ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✐s ❛❜♦✉t ξ ∼ 20LJU ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡

t❤❛t ❡♠❡r❣❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ✜❡❧❞ ✐♥ r❡❝❡♥t

st✉❞✐❡s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss❡s ❬✶✶✽❪✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

♦❢ s✐♠✐❧❛r ✇❡❛❦ ③♦♥❡s t❤❛t ❣r♦✇ ❛♥❞ tr✐❣❣❡r t❤❡ ✢✐♣ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ③♦♥❡s ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥

✜❣✳ ✶ ♦❢ ❬✷✷✹❪ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ s❧♦✇❧② ❞r✐✈❡♥ ❣❧❛ss②

♠❛t❡r✐❛❧s ❛s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts✳ ❇❡②♦♥❞ t❤✐s

❣❡♥❡r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛ ❝❛r❡❢✉❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ s✐❣♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❧♦✇

❞r✐✈❡ ✭γ̇ = 10−5✮ s❤♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ s❝❛❧❡s τ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ③♦♦❧♦❣② ♦❢ t②♣✐❝❛❧

s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts✳ ❋✐rst ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s s❤♦rt ❧✐✈❡❞ ❧♦❝❛❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s✱ t②♣✐❝❛❧❧② ✈✐s✲

✐❜❧❡ ♦♥❧② ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ s♥❛♣s❤♦t τe < 1LJU✱ ❛♥❞ t❤❛t ❞♦ ♥♦t tr✐❣❣❡r ❛ ❝❛s❝❛❞❡✳ ❙♦♠❡ ❧♦❝❛❧

r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❧♦❝❦❡❞ ❛♥❞ t♦ s✉r✈✐✈❡ ❢♦r ❧♦♥❣❡r t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢

τe ∼ 10− 100LJU✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t tr✐❣❣❡rs ✐♥ ✐ts ✈✐❝✐♥✐t② ✭✈❡rt✐❝❛❧❧②

♦r ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✮ s✉❜s❡q✉❡♥t s✐♠✐❧❛r ❡✈❡♥ts✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦♥ t❤❡ ❢♦rt❤ s♥❛♣s❤♦t

♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✹ t❤✐s ❝❛s❝❛❞❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ s♣❛♥♥✐♥❣ s❤❡❛r ❜❛♥❞✳ ❋✐♥❛❧❧②

♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛❧s♦ ❛ t✐♠❡s❝❛❧❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✸ ✇❤✐❝❤ ✐s

❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ s❧♦✇ s❤❡❛r r❛t❡ τc = γc/γ̇ ∼ 1000 ▲❏❯ ✭γc ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t♦t❛❧ str❛✐♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❞♦✇♥✇❛r❞ s❧♦♣❡s ✐♥ t❤❡

str❡ss✲str❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❢❛st❡st s❤❡❛r r❛t❡ τc ∼ 100 ▲❏❯✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s

♦❢ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥t✐r❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ♦♥❡

❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✳ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡ ♦♥❡ ❛❧s♦ s❡❡s t❤❛t ❢♦r ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ s❤❡❛r r❛t❡s

γ̇ < 10−4 t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤

✐s ♣r♦✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ str❡ss ❝✉r✈❡s ✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s❤❡❛r r❛t❡✳

❋♦r s❤❡❛r r❛t❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ γ̇ ∼ 10−4 t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ str❛✐♥ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t②♣✐❝❛❧

str❛✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r r❛t❡ ❛s

❛ ♠❛r❦ ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ r❤❡♦❧♦❣② ❛❧s♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ✐♠♣♦rt❛♥t

✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✳ ■t ✐s ✈❡r② str✐❦✐♥❣ t❤❛t

t❤❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r s❡❡♠s t♦ ❜❡ s♦♠❡❤♦✇ s❝r❡❡♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❤❡❛r✲r❛t❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❛❧s♦ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ✐♥ ❛t♦♠✐❝ s❝❛❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✷✷✹❪ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥

♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ②✐❡❧❞ str❡ss ♠♦❞❡❧s ❬✼✶❪ ❛♥❞ ❬✷✻✸❪✳ ❖♥❧② r❛r❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞r✐✈❡♥ ❣❧❛ss② ♠❛t❡✲

r✐❛❧ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♥❡❛r t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✐♥

t❤❡ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✷✻✹❪✮ ♦r ✐♥ s✐♠♣❧❡ ❧❛tt✐❝❡ ❣❛s ♠♦❞❡❧s

❬✷✻✺❪ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇ s❡❡

❬✷✻✻❪✮✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ s❤❡❛r t❤❛t ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❡s ♦♥ ❣❧❛ss② s②st❡♠s ❜r❡❛❦s t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢

✷❍❡r❡ ✇❡ ✉s❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ t❡r♠ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ str❡ss r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ❜✉t ❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠ ❞✐♣♦❧❡ ✐s ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❧♦♦❦s ❛t t❤❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳



✶✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ γ̇ 6= 0 ❛♥❞ T 6= 0✮

s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s ✭t❤✐s ✐s ❛♣♣❛r❡♥t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s

❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ s♣❛♥♥✐♥❣ s❤❡❛r ❜❛♥❞s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛①✐s

♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♣♣❧✐❡❞ str❛✐♥✳ ■♥ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts

❛r❡ ✐s♦tr♦♣✐❝✮ ❜✉t ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐t ❛♣♣❡❛rs t❡♠♣t✐♥❣ t♦ ✜♥❞✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s✱

❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡r ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡

❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ s❤♦✉❧❞

❤❡❧♣ t♦ ❞❡✈✐s❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❢♦r t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❆ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥

✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P✐❝❛r❞ ❡t ❛❧ ❬✼✶❪ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✶ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷ ❢♦r ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✮ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ❡♥❞

♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❡❧s ✻✳✹ ❛♥❞ ✻✳✺ ❧❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥

t❤❛t t❤❡s❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r r❛t❡ ❡♠✐t ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ s♦✉♥❞

✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛t ❛ t②♣✐❝❛❧ tr❛♥s✈❡rs❡ s♦✉♥❞ s♣❡❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s

❣❧❛ss ✭cs ∼
√

µ/ρ ∼ 3 − 4 ▲❏❯✮ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛s ❞❛r❦ r❡❣✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s♥❛♣s❤♦ts

♦❢ ♣❛♥❡❧ ✻✳✹ ❛♥❞ ✻✳✺✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ t✐♠❡s❝❛❧❡ τs = L/cs ∼ 10 ▲❏❯✱ ✐✳❡✳

❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❧✐❢❡ t✐♠❡ τe ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❢♦r ❛ s②st❡♠ ♦❢ s✐③❡

L = 50✳ ❚♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡♥ ❣❧❛ss❡s

✇❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ ✈❛r✐♦✉s t✇♦✲t✐♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✭♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✈❛♥ ❍♦✈❡ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳✳✳✮ ✇❤✐❝❤ ✐♥❢♦r♠s ♦♥ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s

❛♥❞ t❤❡✐r ❧✐♥❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s❤❡❛r r❛t❡✱ ✇❡ t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡♥ s②st❡♠s ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞✐✈❡r❣✐♥❣

❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❛s t❤❡ s❤❡❛r❡❞ r❛t❡ γ̇ t❡♥❞s t♦ ③❡r♦✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡

♣✐❝t♦r✐❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❛r r❛t❡s✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❞✐s❝✉ss

♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧

♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ②✐❡❧❞ str❡ss ♠♦❞❡❧✳

✻✳✷ ▼♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s

❚✇♦ t✐♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆s ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ t❤❡ st✉❞② ♦❢

t✇♦ t✐♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱✸ ❜❡s✐❞❡s ✐ts ❞✐r❡❝t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ❛❧❧♦✇s ❛❧s♦ t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣②

✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐t ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❛ss❡rt t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣② ✐♥

t❡r♠s ♦❢ ❧♦❝❛❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✮✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢

t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥ ❛♥ ❡q✉❛❧

❢♦♦t✱ t❤❡ s❡❧❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ Fs(❦, t) ✭❛❧r❡❛❞② s❡❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷ ♦❢ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✮✱

Fs(❦, t) =
1

N

∑

i

cos [❦ · (∆ri(t))] ✱ ✭✻✳✶✮

✸■♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ t✐♠❡ ✇❛s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② str❛✐♥✳



✻✳✷✳ ▼♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✶✹✺

❛♥❞ t❤❡ s❡❧❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❛s ✐♥ ❬✷✻✷❪ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✽ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✮

Qs(a, t) ❞❡✜♥❡❞ ❜②✱

Qs(a, t) =
1

N

∑

i

exp(−∆ri(t)
2

2a2
) ✱ ✭✻✳✷✮

✇❤❡r❡ ∆ri(t) = ri(t
′+ t)−ri(t

′) ✐s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✐t ✐s t❤❡ s♣❛t✐❛❧

❛♥❞ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s

✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ∆ri(t) ❜② ✐ts ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ∆rna
i (t) ✭♦r ❡✈❡♥

s✐♠♣❧② ❜② t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✮ ❞❡✜♥❡❞ r✐❣♦r♦✉s❧② ❜②✱

∆rna
i (t) = ri(t

′ + t) − γ̇

∫ t′+t

t
dt′′yi(t

′′)❡x − ri(t) ✱ ✭✻✳✸✮

❢♦r ❛ s❤❡❛r ✐♥ t❤❡ ① ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②

∆rna
i (t) = ri(t

′ + t)− γ̇yi(t
′)❡x − ri(t) ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ Qs ❜♦t❤ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ str❛✐♥✳ ❆❢t❡r ❛ s❧♦✇ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛t s♠❛❧❧ t✐♠❡s✴str❛✐♥s

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Qs ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❞❡❝❛② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ ε✱ Qs(a, ε) ∝ ε−β ✇✐t❤

β & 0.5 s✐❣♥❛❧✐♥❣ s❤❡❛r ✐♥❞✉❝❡❞ str✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❞❡❝❛② ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st

✇✐t❤ t❤❡ ♠♦r❡ ❵❝❧❛ss✐❝✬ s❡❧❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❡①❤✐❜✐ts ✭♥♦t s❤♦✇♥ ❤❡r❡✮ ❛

❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② Fs(ky, ε) ∝ exp(−(ε/εc)
β)✱ ✇✐t❤ β & 1.0✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡

Qs(a, ε) ∝ ε−β ❞❡❝❛② ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts P(∆y, ε) ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t 〈∆y2〉✳
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✻ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ❝✉r✈❡ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✇❤❡♥ Qs ✐s ♣❧♦tt❡❞

❛❣❛✐♥st str❛✐♥ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r r❛t❡ γ̇ . 10−4✳
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❋✐❣✳ ✻✳✻ ✿ ▲❡❢t ✿ ✷✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Qs(a, ε) =
∑

i exp(− (yi(ε)−yi(0))
2

2a2 ) ❛❣❛✐♥st str❛✐♥ ε

❢♦r ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ▲❊❇❈✳ ❚❤✐♥ ❧✐♥❡s ✭❝♦❧♦r ♦♥ ♣❞❢ ✈❡rs✐♦♥✮ ✿ ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ s❤❡❛r r❛t❡ ✈❛❧✉❡s

❛r❡ ✵✳✵✶✱✵✳✵✵✺✱✵✳✵✵✷✺✱✵✳✵✵✶✱✵✳✵✵✵✺✱✵✳✵✵✵✷✺✱✵✳✵✵✵✶✱✵✳✵✵✵✵✺ ❛♥❞ ✵✳✵✵✵✵✷✺✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✿ Qs(a, ε) ✈s

ε ❢♦r q✉❛s✐st❛t✐❝ s❤❡❛r✳ ❉♦t❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✴❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✶✴❡✲

r❡❧❛①❛t✐♦♥ str❛✐♥s ❛♥❞ t✐♠❡s✳ ❘✐❣❤t✿ Qs(a, t) ❛❣❛✐♥st t✐♠❡ t✳ ■♥ ❜♦t❤ ✜❣✉r❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a ✐s

❝❤♦s❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ 0.1✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✼ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s t1/e ✲ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❝✉r✈❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✻ ✈❡r✐❢②✐♥❣ Qs(a, t1/e) = 1/e ✲ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t



✶✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ γ̇ 6= 0 ❛♥❞ T 6= 0✮

s❤❡❛r r❛t❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠ s✐③❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ str❛✐♥s ❛♥❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s

❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ ε1/e = t1/e ∗ γ̇ ❛♥❞ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② r❡♣♦rt t❤❡

r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ■♥ ❬✷✻✼✱ ✶✹❪ s✐♠✐❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ ❢♦❛♠s ❛♥❞ ❝♦❧❧♦✐❞s✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ s❤❡❛r

r❛t❡ ✐♥ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s t❤❡② ❢♦✉♥❞ s❝❛❧✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t1/e ∝ γ̇−ν ✇✐t❤ ν ≃ 0.66 ✐♥ ❬✷✻✼❪ ❛♥❞

ν ≃ 0.8 ✐♥ ❬✶✹❪✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❬✶✵✺✱ ✶✶✻❪ ♦❢ s❤❡❛r❡❞ ▲❡♥♥❛r❞✲

❏♦♥❡s ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡s❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t❧②

✇r✐t✐♥❣ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦♥

s❤❡❛r r❛t❡✳
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❋✐❣✳ ✻✳✼ ✿ ▲❡❢t ✿ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ t1/e ✈s s❤❡❛r r❛t❡ γ̇ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✳ ❉♦tt❡❞ ❧✐♥❡

t1/e ∝ γ̇−1✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ t1/e ∝ γ̇−0.63✳ ❘✐❣❤t✿ ❘❡s❝❛❧❡❞ s❡❧❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Qs(a, t) ♦❢ ✜❣✉r❡

✻✳✻ ✇❤❡♥ t✐♠❡ ✐s r❡s❝❛❧❡❞ ❜② t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ t1/e✳ ❆❧❧ ❝✉r✈❡s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡ r❛t❤❡r ✇❡❧❧

♦♥ ❛ ♠❛st❡r ❝✉r✈❡ fs(a, t/t1/e)✳

❍❡r❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✼ ✇❡ ✜♥❞ t✇♦ r❡❣✐♠❡s ✿ ❢♦r ❤✐❣❤ s❤❡❛r r❛t❡s✱ γ̇ & 10−4✱ t❤❡

str✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❤❡❛r r❛t❡ ❛s t1/e ∝ γ̇−ν

✇✐t❤ ν ≃ 0.63✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❧♦✇❡r s❤❡❛r r❛t❡s✱γ̇ . 10−4✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s Qs(a, ε) r❡❛❝❤

❛ q✉❛s✐st❛t✐❝ ❧✐♠✐t str❛✐♥ ❧✐♠✐t ε1/e ∼ 0.04 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s

s❝❛❧❡ ❛s t1/e ∝ γ̇−µ ✇✐t❤ µ ≃ 1✳ ❚❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ❛♥❞ s❤❡❛r r❛t❡

❞♦♠✐♥❛t❡❞ r❡❣✐♠❡s ✐s s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❤❡❛r r❛t❡ γ̇c ❜❡✐♥❣ ❧♦✇❡r❡❞ ❛s

t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✭♥♦t s❤♦✇♥ ❤❡r❡✮✳ ❖✉r ❞❛t❛ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②

♣r❡❞✐❝t❡❞ ❵t✐♠❡✲s❤❡❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✬ ❬✷✻✽✱ ✷✻✾❪ ✿ ✇❤❡♥ t✐♠❡ ✐s s❝❛❧❡❞ ❜② t1/e t❤❡

r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠❛st❡r ❝✉r✈❡ fs(a, t/t1/e) ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✳ ■t ✐s t❡♠♣t✐♥❣ t♦ tr②

❛♥❞ r❡❧❛t❡ ❛s ✐♥ ❬✶✵✺✱ ✷✻✼✱ ✶✹❪ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t ν ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ t♦ t❤❡

s❝❛❧✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t β t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❍❡rs❝❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② t②♣❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇

❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤❡r❡ σ − σY ∝ γ̇β ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✮✳ ❚❛❦✐♥❣✱ ❛s ✐s ♦❢t❡♥ ❛ss✉♠❡❞ ❛♥❞

✈❡r✐✜❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❬✶✶✻❪✱ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ t1/e ❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ✈✐s❝♦s✐t②

♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ str❡ss σeff = µt1/eγ̇✱ ✇❤❡r❡ µ ✐s t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❤❡❛r

♠♦❞✉❧✉s✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧② r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ t1/e ✐♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥

✇❡ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ s❤❡❛r r❛t❡s γ̇ & 10−4 t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ str❡ss s❝❛❧❡s ✇✐t❤ s❤❡❛r r❛t❡



✻✳✷✳ ▼♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✶✹✼

❛s σeff ∝ γ̇1−ν ✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡

♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♦♥❡ ✜♥❞s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts β ❛♥❞ ν ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤

t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♠❛❞❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛s ✐♥❞❡❡❞ t♦ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ β = 1 − ν ❢♦r

❤✐❣❤ s❤❡❛r r❛t❡s✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ❢♦r ❧♦✇❡r s❤❡❛r r❛t❡s ✐♥ ❛ r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ s❤❡❛r

❜❛♥❞✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡

♣❛♥❡❧s ✻✳✹ ❛♥❞ ✻✳✺ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ s❤❡❛r r❛t❡s γ̇ = 10−5 ❛♥❞ γ̇ = 10−3✳

▼❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭▼❙❉✮✳ ❯s✉❛❧❧② t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡

❧❡✈❡❧ ♦♥❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ▼❙❉✳ ■♥ ♦✉r t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛❧♦♥❣

t❤❡ ① ❛♥❞ ② ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❤❡❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥

✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ t❤❡ ① ❛①✐s✮ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ s❤❡❛r✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ s❤❡❛r✲

❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭② ❛①✐s✮ ✐s ✉♥❛✛❡❝t❡❞✳ ❍❡r❡ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ▼❙❉ 〈∆y(t)2〉 ✐♥
t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r✐❣✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥

❛❧♦♥❣ t❤❡ ② ❛①✐s ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛❧❧s ❛♥❞ ♦♥❡ ♠✉st ❜❡ ❝❛✉t✐♦✉s t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ▼❙❉ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ s❤♦✇s t❤❡ t②♣✐❝❛❧

tr❛♥s✈❡rs❡ ▼❙❉ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✻✷✺ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉♥❞❡r ❘❲❇❈s ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛

t♦t❛❧ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ str❛✐♥ ♦❢ 200% ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ✷✹ ❣❧❛ss s❛♠♣❧❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞

❜♦✉♥❞❛r② ❡✛❡❝ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r ♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥✳

▲❛r❣❡r s❛♠♣❧❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ▲❊❇❈s ②✐❡❧❞ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❡s❡

❤❡r❡ ❢♦r ❝❧❛r✐t②✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡s ✻✳✽ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ▼❙❉ ❡①❤✐❜✐ts ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❜❛❧❧✐st✐❝

♠♦t✐♦♥ ❛t s❤♦rt t✐♠❡s ✭〈∆y2〉 ∝ t2✮ t♦ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ✭〈∆y2〉 ∝ t1✮ ❢♦r ❧❛r❣❡r t✐♠❡s✳

❋♦r ❤✐❣❤ s❤❡❛r r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ✭γ̇ & 10−4 ♦♥❡ ❝❛♥ r❡s❝❛❧❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ▼❙❉ ❝✉r✈❡s ♦♥ ❛ ♠❛st❡r

❝✉r✈❡ g(t/tMSD)✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r s♠❛❧❧❡r s❤❡❛r r❛t❡s t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❞♦❡s♥✬t ❤♦❧❞ ❢♦r s♠❛❧❧ t✐♠❡s✳ ❚❤❡

t✐♠❡s tMSD ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❤❡r❡ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❙❉ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❛ ❵▲✐♥❞❡♠❛♥♥✬ ❧✐❦❡

❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛t 〈∆y2〉 = 0.14 ❛s ✐♥ ❬✷✻✼❪✳ ❚❤❡ t✐♠❡ tMSD ✐s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

s❤❡❛r r❛t❡ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞ ❛s t1/e ❞❡✜♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✮✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛

s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t tMSD ∝ γ̇−ν2 ✱ ✇✐t❤ ν2 ∼ 0.5 ✭s❡❡ ❞♦t❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡t ♦❢ ✜❣✉r❡

✻✳✽✮✳

❉✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▼❙❉ ❝✉r✈❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❛r r❛t❡s ❛❧❧♦✇s t♦

✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② 〈∆y2〉 = 2Dyt✱

✇✐t❤ s❤❡❛r r❛t❡ γ̇✱ Dy ∝ 1/tMSD ∝ γ̇ν2 ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛✉s✐♦♥

✐♥ q✉❛s✐st❛t✐❝❛❧❧② s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss❡s ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ▲❡♠❛îtr❡ ❬✷✼✵❪ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t②

Deff (∆γ) = 〈∆y2〉/2∆γ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

t❤r♦✉❣❤ Deff = Dyγ̇✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✾ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Deff (∆γ)

❢♦r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s②st❡♠ s✐③❡s ❛♥❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✜♥✐t❡ s❤❡❛r r❛t❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✉♥❞❡r ❛ q✉❛s✐st❛t✐❝

♣r♦t♦❝♦❧✳ ❋♦r ❛❧❧ s②st❡♠ s✐③❡s ❛♥❞ s❤❡❛r r❛t❡s ✇❡ s❡❡ t❤❛t Deff (∆γ) ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ❛ ✜♥✐t❡

✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ✭t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❤❡❛r r❛t❡✮ t♦ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❧❛r❣❡

str❛✐♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐❡♥t str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♣♣❡❛rs ♥♦t str♦♥❣❧② s❤❡❛r r❛t❡ ♦r s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞

✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ εtransient = 0.25✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Deff ✭✇❡

✇✐❧❧ ❝❛❧❧ t❤✐s ❛s②♠♣t♦t❡ ❉ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✮ ♦♥ s❤❡❛r r❛t❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✾ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②s



✶✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ γ̇ 6= 0 ❛♥❞ T 6= 0✮
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❋✐❣✳ ✻✳✽ ✿ ▲❡❢t ✿ ❚r❛♥s✈❡rs❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭▼❙❉✮ 〈∆y2〉 ✈❡rs✉s t✐♠❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

s❤❡❛r r❛t❡s γ̇ ✭s❛♠❡ ❝♦❧♦r ❝♦❞❡ ❛s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✜❣✉r❡s✮✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ♠❛r❦s t❤❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦s❡♥

❞✐st❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛ ✈❡r✐❢②✐♥❣ a2 = 0.14 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❵▲✐♥❞❡♠❛♥♥✬ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡

▼❙❉ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❝✉r✈❡s ♠❛r❦s t❤❡ t✐♠❡s tMSD✳

❚❤❡ t✇♦ t❤✐❝❦ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇s t2 ❛♥❞ t1✱ ✐✳❡✳ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝

❛♥❞ ❞✐✛✉s✐✈❡ r❡❣✐♠❡✳❘✐❣❤t✿ s❛♠❡ ✜❣✉r❡ ✇❤❡r❡ t✐♠❡ ✐s r❡s❝❛❧❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡s tMSD✳ ❚❤❡s❡ ♣❧♦ts ❛r❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❘❲❇❈s ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s❛♠♣❧❡s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧s✳

❢♦r ❤✐❣❤ s❤❡❛r r❛t❡s ✭γ̇ & 10−4✮✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ Deff = Dyγ̇✱ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣

D ∝ γ̇ν2 ✭ν2 ∼ 0.5✮✳ ❋♦r ❧♦✇ s❤❡❛r r❛t❡s ✭γ̇ . 10−4✮ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉✲

s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s❛t✉r❛t❡s t♦ ❛ s❤❡❛r r❛t❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛❧✉❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s②st❡♠ s✐③❡ ❛s

s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✾✳
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❋✐❣✳ ✻✳✾ ✿ ▲❡❢t ✿ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡✜♥❡❞ ❛s Deff (∆γ) = 〈∆y2〉/2∆γ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

s❤❡❛r r❛t❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠ t♦ t♦♣ ❢r♦♠ γ̇ = 10−5 t♦ 10−5 ✭s❛♠❡ ❝♦❧♦r ❝♦❞❡ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s

✜❣✉r❡s✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ s❤❡❛r ♣r♦t♦❝♦❧ ✭❜❧❛❝❦ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ Deff ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r

s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✷✺✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉♥❞❡r ❘❲❇❈s✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✉✣❝✐❡♥t❧②

❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ r✐❣✐❞ ✇❛❧❧s t♦ ❛✈♦✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❡✛❡❝ts✳ ❘✐❣❤t✿ ❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✈❛❧✉❡s Deff ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞

❢♦r ✈❛r✐♦✉s s❤❡❛r r❛t❡s✱ s②st❡♠ s✐③❡s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ♠❛r❦s t❤❡ ♣♦✇❡r

❧❛✇ Deff ∝ γ̇−0.5 ❛s ❛ ❣✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ❡②❡s✳



✻✳✷✳ ▼♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✶✹✾

▲❡♠❛îtr❡ ❬✷✷✹❪ ✜♥❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❧✐♠✐t✐♥❣ s❝❛❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥t Deff ✳ ❋✐rst ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ s❤❡❛r r❛t❡ ❧✐♠✐t ♦♥❡ ❣❡ts ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣❧❛st✐❝

❡✈❡♥ts ❛♥❞

Deff ∝ ln(L) ✭✻✳✹✮

✇❤✐❧st ❛t ❧♦✇ s❤❡❛r r❛t❡s ▲❡♠❛îtr❡ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ❧✐♥❡❛r s❝❛❧✐♥❣

Deff ∝ L. ✭✻✳✺✮

❚❤✐s ❧✐♥❡❛r s❝❛❧✐♥❣ ✇❛s ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥ ❬✷✼✶❪✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r

s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ Deff ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐❢ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t

t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ s②st❡♠ s♣❛♥♥✐♥❣

s❧✐♣ ❧✐♥❡s✳ ❖♥❡ t❤❡♥ s✐♠♣❧② ❤❛s Deff = 〈∆r2/∆γ2〉 ≈ (∆γ/(a/L)) a2/12✱ ✇❤❡r❡ ❛ ✐s t❤❡

s❧✐♣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ∆γ ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ str❛✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ❛♥❞ a2/12 ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❧✐♣ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ str❛✐♥ ♦❢ ∼ a/L✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s✐③❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❛❧♦♥❡②✬s ❛♥❞ ▲❡♠❛îtr❡✬s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡

❧❛tt❡r ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❜❡ t❤❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s ♦❜s❡r✈❡❞

✐♥ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡ ❢♦r♠❡r ❜❡❧✐❡✈❡s t❤❛t ♦♥❡ ♠✉st t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡

❡♥t✐r❡ s②st❡♠ s♣❛♥♥✐♥❣ s❧✐♣ ❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s ❛s ❡❧❡♠❡♥t❛r②

❝♦♥st✐t✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣②✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦✉r r❡s✉❧ts ✭✜❣✉r❡ ✻✳✾✮ ❞♦ ♥♦t

❛❧❧♦✇ ✉s t♦ r❡s♦❧✈❡ ❝❧❡❛r❧② t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t r✉❧❡ ♦✉t t❤❡ t❤r❡❡

♠❛✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② ▲❡♠❛îtr❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡✐t❤❡r ❝♦♥✜r♠ t❤❡♠✳ ❋✐rst ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦

t❤❡ s②st❡♠ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❉ ❛t ❧♦✇ s❤❡❛r r❛t❡s ✇❡ ✐♥❞❡❡❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❉ ❣r♦✇s ✇✐t❤

s②st❡♠ s✐③❡ ❜✉t ♦✉r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜♦① s✐③❡s ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❉ st♦♣s

✉s ❢r♦♠ ❞❡s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ Deff ∝ ln(L) ♦r ❛ Deff ∝ L s❝❛❧✐♥❣✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛t ❤✐❣❤❡r

s❤❡❛r r❛t❡s✱ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧

q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ▲❡♠❛îtr❡ ♣r❡❞✐❝ts Deff ∝ ln(L)✳ ❚❤✐s s❡❡♠s ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s

✇❤❡r❡ Deff ❛t ❤✐❣❤ s❤❡❛r r❛t❡s s❡❡♠s s②st❡♠ s✐③❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✾ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡

✇✐t❤ ✜❣✉r❡ ✺ ✐♥ ❬✷✷✹❪✮✳ ❋✐♥❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r② ❧♦♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡

r✉♥s ❢♦r s❤❡❛r r❛t❡s ❜❡❧♦✇✹ γ̇ ≃ 10−5 ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡①tr❛❝t ❝❧❡❛r❧② t❤❡ s②st❡♠ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❤❡❛r r❛t❡ γ̇c s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ s✐③❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ r❡❣✐♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❤❡❛r r❛t❡

❞♦♠✐♥❛t❡❞ r❡❣✐♠❡✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✷✷✹✱ ✷✼✷✱ ✶✵✺❪✮

t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s②st❡♠ s✐③❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡

10−5 . γ̇ . 10−4✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣❧② ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s❤❡❛r r❛t❡

♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ ❛ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss t❤❡② ❛❧s♦ ❝❛❧❧ ❢♦r ❡①t❡♥❞❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥s✳ ■♥

t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✇❤❛t ✐s t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r

✹❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ ❛ r✉♥ ❛t γ̇ = 10−5 ❢♦r ❛ s②st❡♠ ♦❢ s✐③❡ L = 100 t❛❦❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❢❡✇

❞❛②s ❢♦r 400% str❛✐♥✳



✶✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ γ̇ 6= 0 ❛♥❞ T 6= 0✮

♥❛♠❡❧② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❛s t❤❡ s❤❡❛r✲r❛t❡

✐s r❡❞✉❝❡❞✳

✻✳✸ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s

q✉❛♥t✐✜❡❞ ✐♥ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s ♥❡❛r t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ✐♥ ❥❛♠♠❡❞

s②st❡♠s ♥❡❛r t❤❡ ❥❛♠♠✐♥❣ ♣♦✐♥t ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢♦✉r✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡

✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss❡s ✇❤❡r❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ T✱

t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ❧✐q✉✐❞s ♦r φ✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ✐♥ ❣r❛♥✉❧❛r

♠❛t❡r✐❛❧s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ γ̇ ❛s t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② r❡♠❛✐♥s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✇❡

t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡ t❤❡s❡ t♦♦❧s ✐♥ ♦✉r ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♣❛r❛❧❧❡❧s t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ❜② ▲❡❝❤❡♥❛✉❧t ❡t ❛❧ ✐♥ ❬✷✻✷❪ ♦♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❝❛❧✐♥❣s ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s

❞②♥❛♠✐❝s ♥❡❛r t❤❡ ❥❛♠♠✐♥❣✴r✐❣✐❞✐t② tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧✳

❆s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✺ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ✐s q✉❛♥✲

t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ t✇♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛s ❛ t✇♦ ♣♦✐♥t

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❛rt s❡❧❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✷✮ t❤❛t

✇❡ ❡①♣r❡ss ❤❡r❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ε ❛s✱

Qs(a, ε) =
1

N

∑

i

exp(−∆yi(ε)
2

2a2
) ✱ ✭✻✳✻✮

✇❤❡r❡ ❛ ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ♣r♦❜❡❞✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵

✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✭✐♥❞❡① ✐ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✮ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧✴str❛✐♥

✭✐♥❞❡① ε✮ ❛✈❡r❛❣❡ Q(a, ε) = 〈Qs(a, ε)〉i,ε ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛ ❛♥❞ t❤❡ str❛✐♥

✐♥t❡r✈❛❧ ε✱ ♦r r❛t❤❡r γ = ε/2✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❤❡r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❛ s❤❡❛r r❛t❡ ♦❢ γ̇ = 10−4 ❛♥❞

❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✷✺✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉♥❞❡r ❘❲❇❈s✳ Q(a, ε) t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡

❬✵✱✶❪✱ ✇✐t❤ Q ∼ 1 t②♣✐❝❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ ❛✱ ∆y ≪ a✱

❛♥❞ Q ∼ 0 ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ∆y ≫ a✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✷✻✷❪✱ ✇❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡ ✐♥

✜❣✉r❡ ✻✳✶✵ ♦♥ t❤❡ ❝♦❧♦r♠❛♣ ♦❢ ◗ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ▼❙❉✱ δ(γ, γ̇) =
√

∆y2(γ)✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❛s ❢♦r ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❥❛♠♠✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✇❡ s❡❡ t❤❛t

t❤❡ ▼❙❉ ❢♦❧❧♦✇s ✈❡r② ✇❡❧❧ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ Q(a, ε) ❛♥❞ t❤❛t ❤❡r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Q(a, ε) ❝❛♥

❜❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❢♦r ❛❧❧ s❤❡❛r r❛t❡s ❛s Q(a, ε) = Q′(δ(ε, γ̇)/a) s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ▼❙❉ ❞❡✜♥❡s t❤❡

♦♥❧② ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥t ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ str❛✐♥ ❛♥❞ s❤❡❛r r❛t❡✳

❚✉r♥✐♥❣ ♥♦✇ t♦ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❧❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Qs(a, ε) ✻✳✻ ✇❡ ❞❡✜♥❡

t❤❡ ❢♦✉r✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ4(a, ε) ❛s ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❝❤❛♣t❡r ✺✮✱

χ4(a, ε) = N
[
〈Qs(a, ε)2〉i,ε − 〈Qs(a, ε)〉2i,ε

]
✳ ✭✻✳✼✮



✻✳✸✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✶✺✶

❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✿ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣

✷✺✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ s❤❡❛r❡❞ ❛t γ̇ = 10−4 ✉♥❞❡r ❘❲❇❈s ❢♦r ❛ t♦t❛❧ str❛✐♥ εtot = 200%✳ ▲❡❢t ✿

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Qs(a, γ) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❛ ❛♥❞ t❤❡ str❛✐♥ γ ✐♥ ❛ ❧♦❣✲❧♦❣

❝♦❧♦r♠❛♣✳ ❘✐❣❤t✿ ❋♦✉r✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ4(a, γ) ✐♥ ❛ ❧♦❣✲❧♦❣ ❝♦❧♦r♠❛♣✳

❆❣❛✐♥ ✇❡ r❡♠✐♥❞ t❤❡ r❡❛❞❡r t❤❛t χ4(a, ε) ❣✐✈❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s

t❤❛t ♠♦✈❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡❧② ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❣❧♦❜❛❧ str❛✐♥ ε✳ ❲❡ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❤❡❛r r❛t❡ ♦❢ γ̇ = 10−4 ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛t

t❤✐s s❤❡❛r r❛t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✺ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆❣❛✐♥ ✐♥ ❧✐♥❡

✇✐t❤ ❬✷✻✷❪ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r✲

♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ4(a, ε) t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❛s χ4(a, ε) = h(γ̇, ε)χ′
4(δ(ε, γ̇)/a)

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ h(γ̇, ε) ❞❡♣❡♥❞s ❜♦t❤ ♦♥ s❤❡❛r r❛t❡ ❛♥❞ str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❋r♦♠ t❤✐s

✜❣✉r❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t ✭❧♦❣✭❛✮✱❧♦❣✭ε✮✮ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤✐s ♠❛♣

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ4(a, ε) ❛s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ▲❡❝❤❡♥❛✉❧t

❡t ❛❧✳ ❬✷✻✷❪ ♦r ✐❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ♣✉s❤❡❞ ❛t ♥♦♥✲✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s✳

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡

❞r✐✈❡♥ ❣❧❛ss❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶ s❤♦✇s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❛r r❛t❡s t❤❡ ❜✉✐❧❞ ✉♣ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ✐♥ ❛

❣❧❛ss s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✷✺✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s st❛rt ❢r♦♠ ❛ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ χ4(a, ε) ❛t ❧♦✇

str❛✐♥ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ χmax
4 (γ̇) ❛t ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str❛✐♥ εmax

χ4
(γ̇) ✭tmax

χ4
= εmax

χ4
/γ̇✮

❛♥❞ ❞❡❝❛② t♦ ③❡r♦ ❢♦r ❧❛r❣❡r str❛✐♥s✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❧♦❣✲❧♦❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s t♦ s❡❡ t❤❛t

t❤❡ ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤ str❛✐♥ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ χ4(ε) ∝ ε4 ❢♦r ❤✐❣❤ s❤❡❛r r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❧❡ t♦✇❛r❞s

t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ❧✐♠✐t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❤❛♥❣❡s t♦✇❛r❞ ❛ χ4(ε) ∝ ε1 ❣r♦✇t❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ε4

❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❜❛❧❧✐st✐❝ r❡❣✐♠❡ ✇❤✐❧❡ ε1 ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ r❡❣✐♠❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞

❜② ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✭s❡❡ ❬✷✷✶❪✮✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✶ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡①tr❛❝t

t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ tmax
χ4

✇✐t❤ s❤❡❛r r❛t❡ γ̇ ❛♥❞ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤✐s ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡t

♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✶✳ ❲❡ ✜♥❞ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ tmax
χ4

∝ γ̇−ν3 ✇✐t❤ ν3 ∼ 0.65✱ ❤❡♥❝❡ ✈❡r②

❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ν1 ∼ 0.63 ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ t1/e ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s Qs✳ ❚❤✐s t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❞✐✛❡rs ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ s❧✐❣❤t❧② ❢r♦♠

t❤❡ t✐♠❡ tMSD ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▲✐♥❞❡♠❛♥♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ν2 ∼ 0.5 ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✽✮✳



✶✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ γ̇ 6= 0 ❛♥❞ T 6= 0✮
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❋✐❣✳ ✻✳✶✶ ✿ ❋♦✉r✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ ε ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❛r r❛t❡s

✭s❛♠❡ ❝♦❧♦r ❝♦❞❡ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s ✜❣✉r❡s✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✷✺✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ s❤❡❛r❡❞

✉♥❞❡r ❘❲❇❈s✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ♦✈❡r ✶✺ s❛♠♣❧❡s ♦✈❡r ❛ t♦t❛❧ str❛✐♥ ♦❢ ε = 200% ♦♥ ❡❛❝❤

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥s❡rt ✿ ❙❤❡❛r r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ tmax
χ4

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ χ4✳ ❚❤❡

❞✐✛❡r❡♥t s②♠❜♦❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠ s✐③❡s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✽ ❢♦r

t❤❡ ❧❡❣❡♥❞✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇ γ̇−0.5 ❛♥❞ ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❣✉✐❞❡ t♦ t❤❡

❡②❡s✳



✻✳✸✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✶✺✸

1e-08 1e-07 1e-06 1e-05 0.0001 0.001 0.01

shear rate
0.1

1

10

100

χ 4m
ax

625 particles LEBCs
2500 particles LEBCs
10000 particles LEBCs
625 particles RWBCs
2500 particles RWBCs
10000 particles RWBCs

❋✐❣✳ ✻✳✶✷ ✿ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s χmax
4 ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r

r❛t❡ γ̇ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s s②st❡♠ s✐③❡s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇

∝ γ̇−µ✱ ✇✐t❤ µ = 0.6✳



✶✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ γ̇ 6= 0 ❛♥❞ T 6= 0✮

❆❣❛✐♥ ✐t ✐s s❛t✐s❢❛❝t♦r② t♦ ♦❜s❡r✈❡✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✶✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ χ4(a, ε) ❛ss♦❝✐✲

❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❤❡❛r r❛t❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉♥s t♦✇❛r❞s t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ❞❛t❛ ❛s t❤❡ t✇♦ s❡ts

♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❞❡s ❛♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❋♦r t❤❡

s②st❡♠ s✐③❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✭▲❂✺✵✮ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛

❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ χmax
4 ∼ 18 ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ r❡❣✐♠❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✷ ✇❡

❤❛✈❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ χmax
4 ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s②st❡♠ s✐③❡s✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞

s❤❡❛r r❛t❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t s❤♦✇s str✐❦✐♥❣❧② t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡

❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❤❡❛r r❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ s②st❡♠ s✐③❡s✳ ❚❤✐s ♣❧♦t ✐❧❧✉str❛t❡s ❛❣❛✐♥ ✭❛s

✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✢♦✇ ❝✉r✈❡ ♦r ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✮ t✇♦ r❡❣✐♠❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ❤✐❣❤

s❤❡❛r r❛t❡ r❡❣✐♠❡ ✭❛❜♦✈❡ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ s❤❡❛r r❛t❡ γ̇ & γ̇c✮ ✇❤❡r❡ χmax
4 ❣r♦✇s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

γ̇ ❛♥❞ ❛ ♣❧❛t❡❛✉ r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ χmax
4 s❛t✉r❛t❡s t♦ ❛ s②st❡♠ s✐③❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡

❞❛t❛ ❛r❡ st✐❧❧ q✉✐t❡ s❝❛tt❡r❡❞ t❤❡② ❛❧❧♦✇ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ t②♣✐❝❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t µ ❢♦r t❤❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ χmax
4 ♦♥ γ̇ ❛s χmax

4 ∝ γ̇−µ✱ ✇✐t❤ µ ∼ 0.4 − 0.6✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ χmax
4 ♦♥

s②st❡♠ s✐③❡ ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ r❡❣✐♠❡ ✐s t♦♦ ♥♦✐s② t♦ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ♣r❡❝✐s❡❧② ❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t

st❛❣❡ ♦❢ ♦✉r st✉❞②✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② χmax
4 ❣r♦✇s

✐♥ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ r❡❣✐♠❡ ✇✐t❤ s②st❡♠ s✐③❡ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡s ✜♥✐t❡ s✐③❡ ❡✛❡❝ts✳ ❲❡

✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t µ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ r❡❧❛t❡ ♦✉r

✜♥❞✐♥❣s ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❇✉t ❧❡t ✉s tr② ✜rst t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❡s

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❜✉✐❧❞ ✉♣ ♦❢ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❛s γ̇ → 0✳

❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✲ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❛s♣❡❝ts t❤❛t

✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤❡r❡✳ ❋✐rst ❤♦✇ ❞♦❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❜✉✐❧❞ ✉♣

❞✉r✐♥❣ t❤❡ str❛✐♥ ♦❢ ❛ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❧♦♦❦s ❛t s♣❛t✐❛❧ ♠❛♣s ♦❢

Qi
s = exp

(
−∆yi(ε)

2

2a2

)
❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ε✳ ❙❡❝♦♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②

✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ s❤❡❛r r❛t❡✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♣❧♦ts s♣❛t✐❛❧

♠❛♣s ♦❢ Qi
s ❛t εmax

chi4
❜✉t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❛r r❛t❡s✳ ❚❤❡ ♥❡①t t✇♦ ♣❛♥❡❧s ♦❢ ✻✳✶✸ ❛♥❞ ✻✳✶✹

✐❧❧✉str❛t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ exp
(
−∆yi(ε)

2

2a2

)
❛♥❞ exp

(
−∆ri(ε)

2

2a2

)
❢♦r

✈❛r✐♦✉s str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ✻✳✶✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ exp
(
−∆yi(ε)

2

2a2

)

❛t t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ4 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❛r r❛t❡s✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣

✜❣✉r❡ ✻✳✶✸ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✹ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Qi
s

t♦ ③❡r♦ ✐s ❢❛st❡r ✐♥ t❤❡ ① ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ② ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s ❤❡r❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞

❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛❧❧s ❜✉t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❛❧s♦ ✉♥❞❡r ▲❊❇❈s✳ ■t ✐s str✐❦✐♥❣ t♦ s❡❡ ✐♥

✜❣✉r❡ ✻✳✶✺ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❛s t❤❡ s❤❡❛r r❛t❡ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠

10−3 t♦ 10−5✳ ■♥❞❡❡❞ ♦♥❡ s❡❡s t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s❤❡❛r r❛t❡s

❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛s t❤❡ s❤❡❛r r❛t❡ ✐s ❧♦✇❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ❛t γ̇ = 10−5✱

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♠♦✈❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ a = 0.1

✭t❤❡ ✇❤✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✮ s❡❡♠s t♦ r❡❛❝❤ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠ s✐③❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❛❧❧

t❤❡s❡ ♠❛♣s t❤❡ ❝❧✉st❡rs s❡❡♠ t♦ ❢♦r♠ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ str✉❝t✉r❡s ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ② ❛①✐s✳ ❲❡

❛ttr✐❜✉t❡ t❤✐s ❛♥✐s♦tr♦♣② t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦rt✐❝❡s✳

▲❡t ✉s ✜♥❛❧❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t ❤❡❧♣s



✻✳✸✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✶✺✺

0.001 0.01 0.1 1
ε

0

1

2

3

4

5

χ 4

❋✐❣✳ ✻✳✶✸ ✿ ❚♦♣ ❧❡❢t ❝♦r♥❡r ✿ χ4(ε)✳ ❚❤❡ r❡❞ ♠❛r❦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛t ✇❤✐❝❤

t❤❡ ✜✈❡ s♣❛t✐❛❧ ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ s❡❧❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Qi
s(ε) = exp

(
∆yi(ε)

2

2a2

)
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❋r♦♠

t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ε = 10−2✱ε = 2 · 10−2✱ε = 4 · 10−2✱ε = 8 · 10−2✱ε = 16 · 10−2✳

❆❧❧ ✜❣✉r❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✵✵✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉♥❞❡r ❘❲❇❈s ❛♥❞ ❛t ❛ s❤❡❛r r❛t❡

♦❢ γ̇ = 5 · 10−4✳



✶✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ γ̇ 6= 0 ❛♥❞ T 6= 0✮

0.001 0.01 0.1 1
ε

0

1
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4

5

χ 4

❋✐❣✳ ✻✳✶✹ ✿ ❚♦♣ ❧❡❢t ❝♦r♥❡r ✿ χ4(ε)✳ ❚❤❡ r❡❞ ♠❛r❦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛t ✇❤✐❝❤

t❤❡ ✜✈❡ s♣❛t✐❛❧ ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ s❡❧❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Qi
s(ε) = exp

(
∆ri(ε)

2

2a2

)
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❋r♦♠

t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ε = 2.5 ·10−3✱ε = 2.5 ·10−3✱ε = 5 ·10−3✱ε = 10−2✱ε = 2 ·10−2✳

❆❧❧ ✜❣✉r❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✵✵✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉♥❞❡r ❘❲❇❈s ❛♥❞ ❛t ❛ s❤❡❛r r❛t❡

♦❢ γ̇ = 5 · 10−4✳



✻✳✸✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✶✺✼
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χ 4

❋✐❣✳ ✻✳✶✺ ✿ ❚♦♣ ❧❡❢t ❝♦r♥❡r ✿ χ4(ε)✳ ❚❤❡ r❡❞ ♠❛r❦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ str❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛t ✇❤✐❝❤

t❤❡ ✜✈❡ s♣❛t✐❛❧ ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ s❡❧❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Qi
s(ε) = exp

(
∆yi(ε)

2

2a2

)
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❋r♦♠

t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ γ̇ = 10−3✱γ̇ = 5 · 10−4✱γ̇ = 10−4✱γ̇ = 5 · 10−5✱γ̇ = 10−5✳ ❆❧❧

✜❣✉r❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✵✵✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❢♦r ❘❲❇❈s✳



✶✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ γ̇ 6= 0 ❛♥❞ T 6= 0✮

t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ✇✐t❤ s❤❡❛r r❛t❡✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t

❣♦❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦♥❡ t♦ ❢❛✐❧ ♣❧❛st✐❝❛❧❧② ✭✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡♠

t❤❡ tr✐❣❣❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts✮ ✉♥❞❡r s❤❡❛r ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss ❛♥❞ t❤❛t t❤❡

❞❡♥s✐t② ♣❡r ✉♥✐t str❛✐♥ ρte ✭t❡ st❛♥❞s ❢♦r tr✐❣❣❡r✐♥❣ ❡✈❡♥ts✮ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t t❤❛t

✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ str❛✐♥ r❛t❡✳ ❚❤❡♥ ❞✉r✐♥❣ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ t t❤❡r❡ ❛r❡ γ̇ × t× ρte tr✐❣❣❡r✐♥❣

♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ lte ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts t♦

❜❡ lte = (ρteγ̇t)−1/d✱ ✇❤❡r❡ ❞ ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛r❡ tr✐❣❣❡r✐♥❣

❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❡✈❡♥t t❤❛t ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ❢✉rt❤❡r

♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥ ✐ts ✈✐❝✐♥✐t②✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝❡s ❛

q✉❛❞r✉♣♦❧❛r r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss ✐♥ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ str❡ss ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ✐✳❡✳ ❛❧♦♥❣ t❤❡

✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡✈❡♥ts ✐s t❤❛t ✐t ♦❝❝✉rs t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✺✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ❧❡♥❣t❤

s❝❛❧❡ lD =
√

Dt✱ ✇❤❡r❡ ❉ ✐s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ◆♦✇ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤

s❝❛❧❡ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡s❡ t✇♦ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✱ lte = lD ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ tc✱

tc = ρ
−1

d/2+1 D
−1

1+2/d γ̇
−1

d/2+1 ✱ ✭✻✳✽✮

❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ s❝❛❧✐♥❣ ❛s✱

lc = ρ
−1

d+2 D
1

d+2 γ̇
−1

d+2 ✳ ✭✻✳✾✮

■♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣s tc ∝ γ̇−1/2 ❛♥❞ lc ∝ γ̇−1/4 ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤r❡❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts tc ∝ γ̇−2/5 ❛♥❞ lc ∝ γ̇−1/5✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❣✉❡ r❛t❤❡r ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❡❛r❧✐❡r ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t②

❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤✐s ❧❡♥❣t❤ s❤♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡①t❡♥t ♦❢

t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❝❛s❝❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ❧❡♥❣t❤✳ ■♥❞❡❡❞ ✇❤❡♥ lD

❜❡❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ tr✐❣❣❡r✐♥❣ ❡✈❡♥ts lte ❡❛❝❤ ♣❧❛st✐❝ ❝❛s❝❛❞❡ st❛rts

t♦ ❵❢❡❡❧✬ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❛s❝❛❞❡s ❛♥❞ ✐ts ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ✐s ♣❡rt✉r❜❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②

✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t −1/4 ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ✇❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥

✜❣✉r❡ ✻✳✶✷ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❑❊P ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷ ♦❢

t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✳

✺❖♥❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠♦r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♥ ❛ ❣r✐❞ ❛♥❞

tr②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢r♦♠ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛s D ∼ ξ2/τ ✱ ✇❤❡r❡ ξ ✐s t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛♥❞ τ ✐s t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t✳ ❋r♦♠

✜❣✉r❡ ✻✳✹ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ξ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ξ ∼ 20 − 30σ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② τ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥

♦❢ ❛ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥t τ ∼ τe ∼ 10 − 100✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s 1 . D . 100



❈❤❛♣t❡r ✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧❧② ❤❡t❡r♦✲

❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞r✐✈❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s

♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥ t❤r❡❡ ♣❛rts✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡

♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❣❧❛ss❡s✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡

s❡❡♥ t❤✐s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s

r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣❧❛ss❡s✱ ♠✐♥❡r❛❧ ❣❧❛ss❡s✱ ♣♦❧②♠❡r✐❝ ❣❧❛ss❡s t♦ ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞s✱ ❢♦❛♠s

❛♥❞ ❣r❛♥✉❧❛r ♠❡❞✐❛✳ ■♥ ❢❛❝t t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ s②st❡♠s ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦✲

❝❡ss❡s s✉❝❤ ❛s ❡❛rt❤q✉❛❦❡s ♦r s❡❛ ✐❝❡ r❤❡♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡

♦❢ ❣❧❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ❜r♦❛❞❡r q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛♥② ❝♦♠✲

♣❧❡① s②st❡♠ t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞r✐✈❡✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ t✇♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱

▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ q✉❛s✐st❛t✐❝ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ ♦✉r

✇♦r❦✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❜r✐❡❢ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❡❛r❧✐❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐✲

❛❧s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❥✉st✐✜❡❞ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

♠♦❞❡❧ ❣❧❛ss✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❣❧❛ss② ♥❛t✉r❡ t❤✐s s②st❡♠ ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r

♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s s❤❛r❡❞ ❜② ❵r❡❛❧✬ ❣❧❛ss❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛ ❣♦♦❞

♣r♦t♦t②♣❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ✇♦r❦ ♦♥✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❝♦♥t❛✐♥s ❝❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ✹ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥

❛tt❡♠♣t t♦ ✜♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡

▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss✳ ❚❤✐s ♣❛rt ✇❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ st❛rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣

❵❚❤é♦r✐❡ ❛♥❞ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✬ ❛t t❤❡ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ P❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ▼❛t✐èr❡ ❈♦♥❞❡♥sé❡ ❡t

◆❛♥♦str✉❝t✉r❡s ✭▲P▼❈◆✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s

❛t ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❢❡✇ ✐♥t❡r♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡s✳ ❖✉r ✐♥♣✉t ❤❛s ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛

♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ●♦❧❞❤✐rs❤ ❛♥❞ ●♦❧❞❡♥❜❡r❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞

❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❢

t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ❛❢t❡r r❡♠✐♥❞✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s

❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ●♦❧❞❤✐rs❤ ❛♥❞ ●♦❧❞❡♥❜❡r❣✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s

♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❡❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r

❡❧❛st✐❝✐t② ✭❧♦❝❛❧ ❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛ ❝❧❡❛r

✶✺✾



✶✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

♣✐❝t✉r❡ ❡♠❡r❣❡❞ ♦❢ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ str♦♥❣❧② s♣❛t✐❛❧❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❛st✐❝

♠♦❞✉❧✐ t❤❛t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s❛t✐s✜❡s ❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇ ❛t s❝❛❧❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤

s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✜✈❡ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❆t t❤✐s s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❣❧❛ss ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛

❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ r✐❣✐❞ s❝❛✛♦❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ♦❢ s♦❢t ③♦♥❡s✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ✉s❡❞

t❤✐s ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ r❡❧❛t❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss❡s✳ ❖♥❧②

r❡❝❡♥t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ str✉❝t✉r❡ ♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧

r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st♦♣❧❛st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❢♦r ❛ s♠❛❧❧

♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❤❡❛r str❛✐♥✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞

❛♣♣❡❛r ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r

♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❤❡❛r str❛✐♥ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ③♦♥❡s ♦❢ ❧♦✇ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♠♦st ♦❢

t❤❡ str❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❧♦❝❛❧

❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤

t❤❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❛s q✉❛♥t✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ t❤✐s ❧♦❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r

❛s ❛ ♣r❡❞✐❝t♦r ♦❢ s✉❜s❡q✉❡♥t ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ✇❛s ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤✐s

♣❛rt ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛♣s ✇✐t❤ ❛ s♦❢t ♠♦❞❡s ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t

t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♥t❛✐♥ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt✱ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ✺ ❛♥❞ ✻ ✇❡ t✉r♥❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦✲

❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② t❤❛t ❜✉✐❧❞s ✉♣ ✐♥ t❤❡ s❤❡❛r❡❞ ❣❧❛ss❡s✳ ■♥

❝❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ❛♥❞ ❛t❤❡r♠❛❧ ❧✐♠✐t ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✜rst t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥

♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡✱ ♥❛♠❡❧② ❛♥ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t str❡ss✲str❛✐♥

r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ❛t❤❡r♠❛❧

r❡❣✐♠❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s

♦❢ ✈❛r✐♦✉s s✐③❡s✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts t♦ s②st❡♠ s♣❛♥♥✐♥❣ s❤❡❛r

❜❛♥❞s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str❡ss ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts✳ ❲❡ t❤❡♥ t✉r♥❡❞

t♦ t❤❡ ❛t♦♠✐st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣❧❛ss ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞

str❡ss ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✈❛r✐♦✉s st❛t✐st✐❝❛❧

t♦♦❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❢♦✉r✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ♥✉♠❜❡r✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r

✻ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♦✉r st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❤❡❛r✲r❛t❡ ✭γ̇ 6= 0✮

❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛s❡ ✭T 6= 0✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❡ ❝❤♦s❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛t❤❡r♠❛❧ ❧✐♠✐t ✭T ∼ 0✮

❛♥❞ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s❤❡❛r r❛t❡ ♦♥ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♣r❡✲

✈✐♦✉s ✇♦r❦s ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r

♦❢ ❛ ②✐❡❧❞ str❡ss ✢✉✐❞ ✇✐t❤ ❛ ❍❡rs❤❡❧✲❇✉❧❦❧❡② r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✱ σ = σY + c1γ̇
β ✳ ❚❤❡

❣❧♦❜❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s ✇❛s s❤♦✇♥ t♦

❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t γ̇ → 0 t♦ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ❧✐♠✐t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

♣r♦t♦❝♦❧✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❛r r❛t❡s s❤♦✇❡❞

t❤❛t t❤❡ ❣❧❛ss ❢♦❧❧♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇ r❡❣✐♠❡s✳ ❆t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ s❤❡❛r r❛t❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

r❡s♣♦♥s❡ r❡❛❝❤❡s ❛ s❤❡❛r✲r❛t❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❣✐♠❡ t❤❛t ❡①❤✐❜✐ts ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡

q✉❛s✐st❛t✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✭✜♥✐t❡ s✐③❡ ❡✛❡❝ts✱ ❝❛s❝❛❞❡s ♦❢ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ②✐❡❧❞ str❡ss✳✳✳✮✳

❆t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❤❡❛r r❛t❡s t❤❡ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧❧②

❛♣♣❧✐❡❞ s❤❡❛r✲r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ ❧✐♠✐t✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛t ❤✐❣❤❡r



✶✻✶

s❤❡❛r r❛t❡s t❤❡ s②st❡♠ r❡❛❝❤❡s ❛ s❤❡❛r✲r❛t❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡ ❡①✲

✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ r❡❣✐♠❡s ✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝

♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❢r♦♠ t❤❡ s❤❡❛r✲r❛t❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛s✐st❛t✐❝ r❡❣✐♠❡ ✇❛s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② t❤❡ ❣r♦✇t❤

♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ξ t❤❛t ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❞✐✈❡r❣❡ ✇✐t❤ s❤❡❛r r❛t❡ ❛s

ξ ∝ γ̇−ν ✱ ✇✐t❤ ν ∼ 0.2 − 0.3✳ ❚❤✐s s❝❛❧✐♥❣ ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡

♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❡✈❡♥ts ✭❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❵✢✉✐❞✐t②✬

✐♥ t❤❡ ❑❊P ♠♦❞❡❧✮✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ✇♦r❦ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ♦✛❡rs s♦♠❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣

❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳ ❋✐rst t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ ✐s

❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ✭❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦❢ ❛♥② ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✲

✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ s♦rts ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❆ ❞✐r❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥

♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦♥ s♦♠❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❆♥ ✐♥✲

t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ t♦ ✜♥❞ ✐❢ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡

❧♦❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡r str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s st✉❞✐❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ s✐❧✐❝♦♥

s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ❧♦❝❛❧ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♦r❞❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦✉♥❞ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥

s❤♦✇♥ t❤❛t ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ✐s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞

✉♥✉s✉❛❧ ❛t♦♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ❣❧❛ss❡s✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r②

✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ✐❢ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ✇♦✉❧❞ ❜❡

❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ✐♥ ♦t❤❡r s②st❡♠s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❜♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛st✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ str✉❝t✉r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ♦♣❡♥s ♥❡✇ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s

✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❧❛ss❡s✳ ❋r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐ s❤♦✉❧❞

❛❧❧♦✇ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❧♦❝❛❧ ♣❧❛st✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❋r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱

t❤✐s st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✉s s❤♦✉❧❞

❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ t❡♥ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t

s❝❛❧❡s ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ◆❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❝❡♥t❧②

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♥❛♥♦♠❡t❡r s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s st✉❞② s❤♦✉❧❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡

❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✺ ❛♥❞ ✻ ❝❛❧❧ ❢♦r ♠❛♥②

❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② st✉❞✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ s❤❡❛r r❛t❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

✇❛s ♦♥❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ❛ ♣r❡❝✐s❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❡①t❡r♥❛❧

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡s❡ s②st❡♠s ✇❡r❡ s❤♦✇♥

t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r✐♥❣ s❤❡❛r r❛t❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛s❦

❤♦✇ t❤✐s ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❝♦♥✜♥❡❞ ❣❧❛ss② s②st❡♠s✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r②

r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ s✉r♣r✐s✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ❜✉t ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛♥② ❢✉rt❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✉♥s ❛t ✈❛r✐♦✉s

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ s❤❡❛r r❛t❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛♣♣r❡❤❡♥❞ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②

♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠ ❝❛❧❧ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧



✶✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❝❛s❡✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❛t t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❡①tr❡♠❛❧ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛♥

❡①t❡♥❞❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❧❛r❣❡r s②st❡♠ s✐③❡s ❛♥❞ ❧♦✇❡r s❤❡❛r r❛t❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②

♦✉r ✇♦r❦ ✐s ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s

♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣② ♦❢ ❣❧❛ss② ♠❛t❡r✐❛❧s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤

✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ♠❛♣ t❤❡

r❤❡♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❣❧❛ss❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ s❝❛❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦

❛ ❦✐♥❡t✐❝❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ❛♥❞ ✻ s❡❡♠s ✐♥❞❡❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
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❬✶❪ ❚✳ ❘❡❤r❡♥ ❡t ❊✳ ❇✳ P✉s❝❤ ✿ ▲❛t❡ ❜r♦♥③❡ ❛❣❡ ❣❧❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛t q❛♥t✐r✲♣✐r❛♠❡ss❡s✱

❡❣②♣t✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✵✽✿✶✼✺✻✱ ✷✵✵✺✳

❬✷❪ ❨✳ ❙❤✐ ❡t ▼✳ ▲✳ ❋❛❧❦ ✿ ❙tr❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ st❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥

❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✾✺✿✵✾✺✺✵✷✱ ✷✵✵✺✳

❬✸❪ ▼✳ ▲✳ ❋❛❧❦ ❡t ❏✳ ❙✳ ▲❛♥❣❡r ✿ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s

s♦❧✐❞s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❊✱ ✺✼✭✻✮✿✼✶✾✷✕✼✷✵✺✱ ❏✉♥ ✶✾✾✽✳

❬✹❪ ❈✳ ▼❛❧♦♥❡② ❡t ❆✳ ▲❡♠❛îtr❡ ✿ ❙✉❜❡①t❡♥s✐✈❡ s❝❛❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛t❤❡r♠❛❧✱ q✉❛s✐st❛t✐❝

❧✐♠✐t ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❛tt❡r ✐♥ ♣❧❛st✐❝ s❤❡❛r ✢♦✇✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✾✸✭✶✮✿✵✶✻✵✵✶✱ ❏✉❧

✷✵✵✹✳

❬✺❪ ❆✳ ❚❛♥❣✉②✱ ❋✳ ▲❡♦♥❢♦rt❡ ❡t ❏✳ ▲✳ ❇❛rr❛t ✿ P❧❛st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ✷❞ ❧❡♥♥❛r❞✲❥♦♥❡s

❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞✿ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛t ✈❡r② s❧♦✇ str❛✐♥

r❛t❡✳ ❚❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❊ ✲ ❙♦❢t ▼❛tt❡r✱ ✷✵✿✸✺✺✕✸✻✹✱ ✷✵✵✻✳

❬✻❪ ▼✳ ❚s❛♠❛❞♦s✱ ▼✳ ❚❛♥❣✉②✱ ❋✳ ▲é♦♥❢♦rt❡ ❡t ❏✳✲▲✳ ❇❛rr❛t ✿ ❖♥ t❤❡ st✉❞②

♦❢ ❧♦❝❛❧✲str❡ss r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✉r✐♥❣ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ♣❧❛st✐❝ s❤❡❛r ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❣❧❛ss✿ ❉♦

❧♦❝❛❧✲str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❄ ❚❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧

❊ ✲ ❙♦❢t ▼❛tt❡r✱ ✷✻✿✷✽✸✕✷✾✸✱ ✷✵✵✽✳

❬✼❪ ●✳ ❏✳ P❛♣❛❦♦♥st❛♥t♦♣♦✉❧♦s✱ ❘✳ ❆✳ ❘✐❣❣❧❡♠❛♥✱ ❏✳✲▲✳ ❇❛rr❛t ❡t ❏✳ ❏✳ ❞❡ P❛❜❧♦

✿ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ♣❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ♣♦❧②♠❡r✐❝ ❣❧❛ss❡s ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡❣✐♠❡✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❊✱

✼✼✿✵✹✶✺✵✷✱ ✷✵✵✽✳

❬✽❪ ▼✳ ❚❛❧❛t✐✱ ❚✳ ❆❧❜❛r❡t ❡t ❆✳ ❚❛♥❣✉② ✿ ❆t♦♠✐st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝

♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s✐❧✐❝♦♥✳ ❊✉r♦♣❤②s✳ ▲❡tt✳✱ ✽✻✿✻✻✵✵✺✱ ✷✵✵✾✳

❬✾❪ ❙✳ ❚❡✇❛r✐✱ ❉✳ ❙❝❤✐❡♠❛♥♥✱ ❉✳ ❏✳ ❉✉r✐❛♥✱ ❈✳ ▼✳ ❑♥♦❜❧❡r✱ ❙✳ ❆✳ ▲❛♥❣❡r ❡t ❆✳ ❏✳

▲✐✉ ✿ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ s❤❡❛r✲✐♥❞✉❝❡❞ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦❛♠✳

P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❊✱ ✻✵✭✹✮✿✹✸✽✺✕✹✸✾✻✱ ❖❝t ✶✾✾✾✳

❬✶✵❪ ●✳ ❉❡❜ré❣❡❛s✱ ❍✳ ❚❛❜✉t❡❛✉ ❡t ❏✳✲▼ ❞✐ ▼❡❣❧✐♦ ✿ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✢♦✇ ♦❢ ❛

t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦❛♠ ✉♥❞❡r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❤❡❛r✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✽✼✭✶✼✮✿✶✼✽✸✵✺✱ ❖❝t

✷✵✵✶✳

✶✻✸
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