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CHAPITRE 1

Introduction

Ce chapitre est consacré a la présentation des systemes étudiés dans cette these et aux
problemes qui leur correspondent. Dans la premiere partie, nous rappelons rapidement la
modélisation des équations générales du mouvement des fluides en rotation (I’équation de
Navier-Stokes avec un terme de force de Coriolis). Ensuite, nous présentons le probleme
des fluides géophysiques a grande échelle et nous insistons sur I'importance du nombre de
Rossby dans les systemes de fluides géophysiques quand la rotation est rapide. Dans la
troisieme partie, nous discutons, en quelques lignes, du role joué par la viscosité et donnons
une motivation de I’étude du cas d’une viscosité anisotrope, évanescente dans la direction
verticale. Dans la derniere partie, nous présentons de fagon simplifiée quelques systemes
plus complexes étudiés dans les chapitres suivants, a savoir le systeme des équations
primitives et le systeme des équations de la magnéto-hydrodynamique. Nous présentons
également un modele de fluides non-newtoniens que nous étudions au chapitre 6.

1.1 Equation du mouvement de fluides en rotation

L’histoire des équations du mouvement des fluides a commencé avec les travaux de
L. Euler et J. d’Alembert dans le cas d'un fluide “parfait” et avec ceux de L. Navier
pour un fluide visqueux. Dans cette section, nous allons rappeler de maniere succinte la
modélisation des équations du mouvement d’un fluide visqueux incompressible en rotation.
Des calculs détaillés et des explications physiques peuvent étre trouvés dans Pedlosky [88]
ou dans Cushman-Roisin [34].

1.1.1 Equations de Navier-Stokes

Avant de présenter les équations de fluides géophysiques étudiés dans le cadre de
ce mémoire, nous rappelons d’abord les équations modélisant le mouvement d’un fluide
général, dans un repere fixé (repere absolu). Considérons un fluide homogene, incompres-
sible de densité p, qui évolue dans le temps a vitesse u. La propriété d’incompressibilité
s’écrit

divu=V.u=0. (1.1)
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Supposons que le fluide évolue de maniere continue. Alors, la conservation de la masse
implique que
(9? +u.Vp+p(V.u) =0. (1.2)

Comme le fluide est homogene, p est constant en espace, et les équations (1.1) et (1.2)

0
impliquent que 8—'; = 0, c’est-a-dire, p = py. Donc la densité est également constante en

temps.

Maintenant, la seconde loi de Newton dit que le produit de 'accélération subie par
une unité de volume du fluide avec la densité du fluide est égal a la somme des forces
volumiques et des contraintes. L’accélération se calcule comme suit :

= —(z,t) + [u(z,t) - V]u(z,1).

Z ou(z,t) 8:(;2 ou
ox; ot ot

0

— |lu(x,t

5 (@, )] =
Alors, la seconde loi de Newton s’exprime par ’équation suivante

ou
—+u-Vu|=V.o+f, (1.3)
ot

ou o est le tenseur des contraintes et ou f = pyV¢ représente le terme des forces volu-
miques (telles que le potentiel de gravitation).

Dans le cadre de cette these, nous supposons que les fluides considérés sont newtoniens,
sauf dans le chapitre 6 ou nous étudions le systeme de fluides de grade deux. Nous pouvons
donc supposer que le tenseur des contraintes est une fonction linéaire du gradient de
vitesse, c’est-a-dire

o= —pl+2uD, (1.4)

ou la fonction scalaire p représente la pression, I = (d;;) est le tenseur identité, D le
tenseur des taux de déformation, défini par

1 /ou O
D= (D)= |= ,
(D) [2 (axj " axiﬂ
et ou p désigne la viscosité dynamique (ou la viscosité moléculaire) du fluide. On note que,

comme le fluide est homogene, la viscosité dynamique p est constante. En remplacant o
dans (1.3) par I'expression dans (1.4), pour tout i = 1,2,3, on a

po ( ot " Z 8:103 > Z 0z; o+ 2 Z oz, [1Dij(w)] + po 9z,

_ ou’ ¢
B /lz_: 0z (axj) ,uz_: ox; <8$Z> P 0w

Puisque la divergence de u est nulle, en regroupant le potentiel de gravitation avec le
gradient de la pression, on déduit des équations ci-dessus que, pour tout ¢ = 1,2, 3,

8ui+6_u"u‘ __8P A,
P\ ot T or,) T Tam

2
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ou bien encore

Po (% + u.Vu) = —VP + uAu, (1.5)

qui est le systeme bien connu des équations de Navier-Stokes.

1.1.2 Force de Coriolis

Considérons maintenant le mouvement d’un fluide en rotation rapide (un fluide sur la
Terre, par exemple). Si nous regardons le fluide & partir d’un repere fixé (absolu) qui n’est
pas lié la Terre (par exemple, un repere lié a une étoile qui est loin de la Terre), d’apres
le paragraphe précédent, nous pouvons décrire le mouvement du fluide par I’équation de
Navier-Stokes (1.5). Pourtant, il est plus commode d’observer le fluide dans un repere lié
a la Terre, qui tourne avec la vitesse angulaire € (orientée selon 1’axe des poles, dirigée du
sud vers le nord et supposée constante). Les évolutions d’un champ de vecteurs exprimées
dans les deux reperes sont liées par ’équation suivante :

(22) ~(22) ~ons "

Soit r le vecteur de position d'une particule de fluide. Alors, d’apres (1.6), on a

@ = @ + QAT
ot), \ot), ’

ug =ur + QAT

donc,

En appliquant (1.6) pour le champ de vitesse, on obtient

2u = 2u +QAu
a ), \at ), 4

:(%@m+QAm)-+QAwR+QAm
R

0 or
= (auz%)R—f-Q/\ (E)R-I—Q/\UR-FQ/\(Q/\T)
ot R

Le second terme du membre de droite représente l'accélération de Coriolis (que I'on appelle
aussi “la force de Coriolis” de fagon abusive), tandis que le troisiéme terme représente
laccélération centrifuge. Ce dernier terme peut s’écrire comme un terme gradient

1
QA (QAT)=-V (§|Q/\r|2),

donc il peut étre regroupé avec le gradient de la pression et le potentiel de gravitation.

Maintenant, en notant simplement ur par u et en remplacant ’expression de (%L—t“‘) "

obtenue par (1.7) dans I’équation de Navier-Stokes et en tenant compte du fait que

o ou
9 fute, ] = 24(0.6) + luta,t)- V] u(a ),
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on obtient ’équation suivante du mouvement du fluide dans le repere relatif

Ou

ot

qui est le systeme des équations de Navier-Stokes avec un terme de “force de Coriolis”.

+u.Vu+20QANu=—-Vp+ rvAu, (1.8)

Ici, le terme v = — est appelé viscosité cinématique (on reviendra a ce terme v dans la
Po
section 1.3).

1.2 Fluides en rotation rapide

1.2.1 Nombre de Rossby

La question que I'on peut se poser maintenant est la suivante. Quel est le role joué par
la force de Coriolis 7 Qu’advient-il quand cette force de Coriolis devient tres grande dans
I'équation du mouvement des fluides tournants (1.8) ? Pour répondre a cette question, on
introduira la notion de “fluides a grande échelle” et un parametre tres important, a savoir
le nombre de Rossby e.

Supposons maintenant que la vitesse du fluide est U. Alors le temps mis par un élément
du fluide pour parcourir la distance L est L/U. Lorsque ce temps est bien inférieur a la
période de rotation de la Terre, le fluide sent a peine I'influence de la rotation de la Terre
pendant la période L/U. Pour que la rotation joue un role “importante”, il faut que

L

= >0 1.9
=2 (19)
ou {2 est la vitesse angulaire de rotation de la Terre. Les fluides sont dits a grande échelle
s'ils satisfont (1.9).

Par exemple, la vitesse typique des courants océaniques est de 'ordre de quelques
metres par seconde et la taille typique d'un océan est de 'ordre de 5000 kilometres. Une
particule devrait donc mettre une cinquantaine de jours pour traverser ’océan et pendant
ce temps-la, la Terre ferait une cinquantaine de tours. La vitesse de rotation autour de
I’'axe de la Terre, et en particulier la force de Coriolis, sont donc bien plus importantes
que la vitesse du fluide. On peut considérer que c¢’est un mouvement a grande échelle.

Introduisons maintenant le nombre de Rossby (adimensionnel)

def U

= o7 (1.10)

Dans ce mémoire, on abordera le cas particulier des fluides a grande échelle quand le
nombre de Rossby devient vraiment petit (¢ < 1). Dans ce cas, on voit que la force de
Coriolis devient le facteur dominant parmi les forces considérées. On dit alors que les
fluides sont en rotation rapide. En réalité, il existe évidemment d’autres phénomenes phy-
siques qui sont également importants comme la variation de la température, la salinité,
la stratification, etc. ... Toutefois, la premiere étape est de bien comprendre le comporte-
ment des fluides en rotation rapide. En effet, de nombreux comportements des courants
océaniques peuvent s’expliquer par la rotation rapide : un modele aussi simple que le

4
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systeme de Navier-Stokes, auquel on a ajouté une grande force de Coriolis, peut décrire,
avec une bonne précision, des circulations océaniques a grande échelle. Il peut aussi ex-
pliquer le comportement de certains courants, comme par exemple le célebre Gulf Stream
pres du golfe de Mexique, le courant Kuroshio pres du Japon, etc. ...

Ces remarques montrent qu’il est pertinent de considérer simplement le systeme de
Navier-Stokes avec une force de Coriolis. Remarquons que 1'hypothese d’incompressibilité
des fluides est tout aussi raisonnable. En effet, a cette échelle, la vitesse de I'air ou de ’eau
est si petite par rapport a celle du son que I’on peut considérer que le nombre de Mach est
égal a zero, ce qui conduit a supposer que les fluides considérés sont incompressibles. Ces
considérations nous ameénent a étudier le systeme d’équations (adimensionnel) de fluides
en rotation rapide suivant

ou — vAu + u.Vu + u/;eg = —Vp+f
(RF?) divu = 0
u(0) = wup.

Dans ces équations, u désigne le champ de vecteurs de vitesse du fluide, p la pression
(ce n’est pas une pression au sens usuel car on a regoupé dans le terme Vp tous les termes
gradients, voir (1.8)), e3 = (0,0, 1) le vecteur unité dans la direction de x3 (on suppose
que la Terre tourne autour de 'axe Oz), et v la viscosité cinématique du fluide. Le terme
f désigne la force extérieure qui sera considérée nulle dans le cadre de cette these. La
rotation rapide correspond au régime ou ¢ est tres petit et tend vers 0. En réalité, il y a
un lien entre € et v quand ¢ tend vers 0 : v est de 'ordre de €. Dans le cadre de cette
these, on étudie le cas ou v est de 'ordre e* ou 0 < a < g avec « assez petit (dans un
sens qui sera précisé dans les chapitres suivants).

1.2.2 Théoreme de Taylor-Proudman

Dans cette partie, nous parlons d’un des effets majeurs de la force de Coriolis sur les
fluides en rotation rapide : elle force le fluide a avoir une certaine rigidité verticale, au sens
ou, lorsque le fluide tourne rapidement, on observe des “mouvements en colonnes”. Cette
propriété a été découverte par G. I. Taylor. Etant arrivé a cette conclusion uniquement par
des arguments théoriques et, croyant s’étre trompé, G. 1. Taylor a effectué des expériences
qui ont montré que cette observation théorique était vraie : quelques gouttes de colorant
dans un fluide tournant rapidement forment des trainées verticales, qui deviennent apres
quelques rotations des colonnes relativement a une spirale horizontale.

Remarquons aussi que la seule fagon d’équilibrer une grande force de Coriolis quand
e tend vers zero est de la compenser par le terme de pression et donc, a la limite, u A e3
doit étre un terme gradient

ulNes=Vo,
ou bien
—’LL2 = _61¢7
ul - _82¢a
0 == —83¢

ot
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En particulier, on trouve que la pression limite ¢ ne dépend pas de w3, donc u! et u? sont
également indépendants de x3. De plus, on a

81U1 + 82U2 = —6182¢ + 6182gz5 =0.

L’incompressibilité implique donc que dsu® = —du' — du? = 0. On trouve que u® ne

dépend pas non plus de 3 et que (u',u?) est un champ de vecteurs horizontal de di-
vergence (horizontale) nulle. Le comportement limite du fluide est donc celui d'un fluide
bidimensionnel avec trois composantes.

Du point de vue physique, les particules de mémes coordonnées z; et x5 ont la méme
vitesse. Le fluide se déplace donc en “colonnes verticales”, dites colonnes de Taylor. C’est
le théoreme de Taylor-Proudman, qui décrit l'effet principal de la rotation rapide. Dans
les fluides atmosphériques ou océaniques, un tel état de parfaite rigidité verticale n’est
pas réalisé, principalement parce que la rotation n’est pas assez rapide, et que la densité
n’est pas assez uniforme. Cependant, les mouvements dans I’atmosphere et dans les océans
montrent une forte tendance a cette répartition en colonnes : par exemple, on a pu observer
certains courants situés dans 1I’Atlantique Nord-Ouest qui s’étendent verticalement sur
4000m sans changement significatif d’amplitude ou de direction.

1.3 Quelques mots sur la viscosité

Retournons maintenant a 1’équation (1.5). En introduisant la viscosité cinématique v,

e % Lo .
définie comme v = —, on peut réécrire (1.5) comme suit :
Po

%jtu.Vu: —Vp+ I/Au—i—f (1.11)
Nous remarquons donc que c’est la viscosité cinématique qui joue un grand role dans
I’équation et non la viscosité dynamique. Par exemple, la viscosité cinématique de I'air
est presque 15 fois plus grande que celle de I'eau (a cause de sa faible densité), donc dans
I’équation (1.11), lair est bien plus visqueux que 'eau! Le tableau suivant, qui est extrait
de [38], donne quelques ordres de grandeurs de la viscosité. On voit bien a partir de ce
tableau que la viscosité cinématique v est de taille comparable au nombre de Rossby e
(~ 1077). Pour plus de détails, voir [19], [35] et [81].

Viscosité dynamique Viscosité cinématique
Mercure 1,43.107° kg.(m.s)™! 1,1.107" m?.s7!
Gallium  1,02.107% kg.(m.s)™! 1,710 " m2.s7!
Sodium  7,4.107* kg.(m.s)™! 7,4.1077 m?.s7!
Eau 1073 kg.(m.s)™! 1075 m?.s71
Air 1,85.107° kg.(m.s)™! 1,43.107° m2.s7!

Dans les situations réelles, pourtant, le fluide est turbulent et v n’est plus exactement
la viscosité cinématique moléculaire mais désigne plutot une viscosité “turbulente”. La
force de Coriolis crée une asymétrie entre le mouvement horizontal et le mouvement
vertical, le mouvement vertical étant limité quand la rotation est rapide. Cela induit une
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anisotropie dans le comportement du fluide : le mouvement dans la direction horizontale
est bien plus important que celui dans la direction verticale. Afin d’inclure cet effet dans
I'étude, il est raisonnable (et cela est fréquent en météorologie et en océanographie) de
remplacer la viscosité isotrope —vA par une viscosité anisotrope de la forme —vy, Ay, — v, 03
ot A, = 0% + 92, vy, est la viscosité horizontale et v, la viscosité verticale.

Il est évident que le systeme (RF*) avec une viscosité anisotrope est un modele simplifié
pour expliquer la turbulence. Des modeles plus compliqués pourraient étre considérés,
ol méme la géométrie du domaine dans lequel s’écoule le fluide serait prise en compte.
Dans le cadre de cette these, on ne s’intéresse qu’a des comportements vraiment liés a
la rotation rapide. On considere également la géométrie la plus simple, c¢’est-a-dire le
cas oil le fluide remplit tout I'espace R3. Apres avoir étudié ce modele, au chapitre 4, on
abordera un modele plus compliqué, & savoir les équations primitives anisotropes dans R?.
Dans ce modele, on prend en compte le role d’autres parametres tels que la stratification,
la salinité, et la variation de température. Pour traiter ce cas plus général, on essayera
d’adapter la méthode introduite pour (RF<). Dans le chapitre 5, un autre facteur sera
inclus dans les équations - le champ magnétique de la Terre - ce qui nous permet d’avoir
des résultats pour les fluides dans le noyau terrestre.

1.4 Quelques modeles plus complexes

1.4.1 Equations primitives

Dans la modélisation des fluides en rotation rapide faite précédemment, on a négligé
un effet important, a savoir la gravité de la Terre qui, dans certaines situations, a une forte
influence sur les fluides géophysiques. C’est la stratification qui apparait naturellement
lorsque I'on considere des fluides & densité variable (par exemple air chaud ou froid, eau
douce ou salée. .. ). Dans ce cas-la, la pesanteur joue un réle important puisqu’elle tend a
abaisser les fluides les plus lourds et a élever les fluides les plus légers. Le fluide est stratifié
et consiste en un empilement vertical de couches horizontales de méme densité ou la
densité décroit lorsque 'altitude croit. Les mouvements du fluide détruisent constamment
cet équilibre que la gravité s’efforcera de rétablir. Ces pertubations sont a l'origine des
ondes internes (par exemple les vents dominants dans ’atmosphere sont dus a la différence
de température pole-équateur).

On peut aussi évoquer les phénomenes dus a la stratification, qui ne peuvent pas
étre expliqués simplement par ’équation du mouvement de fluides en rotation rapide, et
qui sont observés par de nombeux océanographes. C’est le phénomene des “eaux mortes”
(pour une description, on renvoie le lecteur a [34]). Il arrive qu’un bateau subisse une forte
résistence dans son mouvement alors que ’eau en surface est apparemment tres calme.
La cause en est la présence d’ondes internes. Le bateau navigue sur une mince couche
d’eau relativement douce située sur une couche d’eau tres salée. Le bateau crée des ondes
internes sur l'interface, invisibles en surface mais de grande énergie, provoquant ainsi la
résistance au mouvement du bateau.

Pour modéliser le mouvement de fluides géophysiques a grande échelle, on considere
donc deux phénomenes tres différents : la rotation tendant a une répartition en colonnes
verticales, et la stratification, tendant a maintenir une répartition en couches horizontales

7



Chapitre 1. Introduction

de méme densité. En utilisant la conservation de la masse, de la quantité du mouvement,
I'approximation de Boussinesq (voir [11], [34]) et I'adimensionnement introduit par Majda
([43]), on obtient le systeme des équations primitives

ou u/lNes fes Vo
— . —vA — =
at—l—uVu vAu + . +F5 o
06 , u.e3

div u = 0,

ou u est le champ de vitesse, 6 la température potentielle, et ® la pression. Les parameétres
sont la viscosité cinématique v, la diffusivité thermique v/, le nombre de Rossby ¢ et le
nombre de Froude F'. Pour une modélisation plus détaillée, on renvoie le lecteur a [13], et
pour un historique complet du systéme des équations primitives, on renvoie a [11], [34] et
[88].

1.4.2 Equations de la magnéto-hydrodynamique en rotation ra-
pide

Un autre modele que 'on va étudier dans cette these est le systeme des équations
de la magnéto-hydrodynamique en rotation rapide. L’origine de ce modele est totale-
ment différente de celle du systeme des équations primitives présenté ci-dessus, mais il a
également des rapports étroits avec le systeme des fluides en rotation rapide. En effet, ce
systeme est le couplage entre le systeme des fluides en rotation rapide et 1’équation de
Maxwell, qui décrit le comportement des courants du magma dans le noyau de la Terre.

Dans le cadre de cette these, on prendra la modélisation faite par B. Desjardins, E.
Dormy et E. Grenier dans [36]. On renvoie aussi le lecteur a [38] pour une modélisation
détaillée du systeme de la magnéto-hydrodynamique. Plus précisément, on considere le
systeme suivant

( Ou + u.Vu + Vb EAU + 4 Aes _ _ é(culrl b) Nes+ M(Curl b) ANb
€ € £ € €
(MHD) Ob+ Vb = b.Vu — W n %
divu=divb =0
\ (U(O), b(())) = (u07 bo),

dans I'espace R?, avec comme parametres, le nombre d’Ekman E, le nombre de Rossby
g, le nombre d’Elsasser A et le nombre de Reynolds 6. Ici u et b décrivent le champ des
vitesses et le champ magnétique du fluide.

Dans le chapitre 5, pour le systeme (M HD) dans le cas anisotrope, nous montrons
des résultats d’existence analoques a ceux de Chemin, Desjardins, Gallagher et Grenier
dans [26]. Nous montrons ensuite qu’avec certains choix des parametres, nous pouvons
obtenir de bonnes propriétés de dissipation pour le systeme (M HD) et en utilisant les
estimations de Strichartz, nous montrons avec nos choix de parametres F, A et 0, que le
systeme (M HD) admet une unique solution globale pour des données grandes quand la
rotation est assez rapide.
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1.4.3 Equations des fluides de grade deux

Retournons a I’équation (1.3). Pour simplifier, nous supposons que la densité py = 1,
et donc la viscosité dynamique p et la viscosité cinématique v coincident. Comme nous
I’avons vu dans le premier paragraphe de ce chapitre, dans le cas d’un fluide newtonien
qui se déplace a vitesse u, le tenseur des contraintes o est une fonction linéaire du tenseur
des taux de déformation

oc=—pl+2vD,

ou p représente la pression, v est la viscosité cinématique et D le tenseur des taux de

déformation, défini par A _
1 /ou Oouw
D= (D)= |= :

L’eau, par exemple, est un fluide newtonien. Pourtant, il s’avére que cette hypothese n’est
pas vérifiée dans de nombreux cas, a savoir dans le cas des fluides non newtoniens, par
exemple le sable, le caoutchouc, . ...

Les fluides de grade deux appartiennent a une classe particuliere de fluides non-
newtoniens dits de type différentiel de Rivlin-Ericksen. Pour ces fluides, le tenseur des
contraintes ¢ s’écrit sous la forme

o=—pl +2vD + a; Ay + ongf,
ou Ay et Ay désignent les deux premiers tenseurs de Rivlin-Ericksen

A =2D,
8uk 6uk
Ay =(Ay) = | ODij + Djp— + Diyjo— | .
2 ( ]) < tHg Jkaxi kaxj
Dans cette these, nous utilisons le modele développé par Dunn et Fosdick [40], dans lequel,
la viscosité v est positive, et les constantes ay et aq satisfont aux conditions

041+062:O, ap > 0.
Si on pose a1 = «, on obtient le systeme suivant

Oi(u — alAu) — vAu +rot (u — alAu) Au+Vp=f, dans Ry x T
(FG2) divu =20 dans R, x T?,
u(0,x) = ug(x), dans T3,

ot T3 = R3 /2773 est le tore tridimensionnel ; u(t, z), f(t, ) et p(t, z) sont respectivement
la vitesse du fluide, la force extérieure et la pression.

Dans les systémes newtoniens considérés précédemment, il y avait d’effet régularisant
en temps fini di au terme visqueux —vAu (—vA,u dans le cas anisotrope), méme si cet
effet était faible dans le cas ou v = €%, a > 0, et € désigne le nombre de Rossby. Ici, pour
le systeme de fluides de grade deux, nous n’avons plus d’effet régularisant en temps fini.
En outre, le systeme (F'G2) est un systeme vraiment non-linéaire. Dans le chapitre 6, nous
allons nous intéresser a la propagation de la régularité analytique de la donnée initiale
par ce systeme. En utilisant une méthode récemment développée par Chemin [24], nous
montrons que si la donnée initiale est petite dans une classe de Gevrey, (FG2) admet une
solution globale qui reste dans une certaine classe de Gevrey pour tout temps positif.
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CHAPITRE 2

Historique des résultats et
Contributions de la these

Dans le cadre de cette these, nous nous intéressons principalement a trois systemes de
fluides géophysiques newtoniens, a savoir les équations des fluides en rotation rapide, les
équations primitives et les équations de la magnéto-hydrodynamique en rotation rapide.
Dans le dernier chapitre, nous considérons également un systeme de fluides non-newtoniens
- le systeme de fluides de grade deux - et nous étudions le probleme de propagation de
I’analyticité en temps positif.

On rappelle que dans le cas isotrope ou tous les termes de viscosité ainsi que la
diffusivité thermique pour les équations primitives et la diffusivité magnétique pour les
équations de la magnéto-hydrodynamique, sont positifs dans toutes les directions, on a
les résultats classiques de Leray et de Fujita-Kato, et on obtient I'existence globale d’une
solution faible au sens de Leray dans L?(R?) et I'existence locale (globale pour des données
petites) et 'unicité d’une solution classique dans Hz (R3).

Dans le cas anisotrope, ou la viscosité verticale est évanescente, I'existence de solutions
faibles au sens de Leray reste toujours ouverte. On se concentre donc sur 1’existence de so-
lutions fortes dans des espaces de Sobolev qui sont presque “optimaux”. On rappelle qu'un
espace est dit “optimal” (ou critique) s’il est invariant par changement d’échelles pour les
systemes considérés (on remarque donc que H%(R?’) est “optimal” pour les équations de
Navier-Stokes isotropes classiques). Ici, dans notre cas, ’espace “optimal” est HO3 2 (R3),
mais a cause des limitations des techniques utilisées, on se contentera de travailler dans
le cadre des espaces H*(R?) avec s > 1.

Une autre différence entre les trois modeles considérés et le systeme de Navier-Stokes

classique réside dans la présence du terme de force de Coriolis —u A e3 qui est du a la

rotation de la terre autour de 'axe Oz. Comme nous 1’avons déja f/u, cette force oblige en
général le fluide a avoir “un comportement bidimensionnel” selon le théoreme de Taylor-
Proudman. Dans le cas de 'espace entier R?, elle crée un effet dispersif pour la partie
du fluide appartenant & L?(R?) et la force & converger vers 0. Grace & ce phénomene de
dispersion, on peut obtenir des résultats d’existence de solutions fortes globales pour des
données initiales grandes.

11
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2.1 Fluides en rotation rapide

2.1.1 Existence locale des solutions

Avant de présenter les résultats de cette these, on commence par rappeler les résultats
fondamentaux d’existence et d’unicité connus pour les équations de Navier-Stokes et les
équations de fluides en rotation rapide en ’absence de termes de forces extérieures. On
remarque que tous les résultats d’existence locale (globale pour des données petites) s’ap-
pliquent aussi bien a des équations des fluides tournants qu’a des équations de Navier-
Stokes.

Cas isotrope

Dans ce paragraphe, les résultats rappelés concernent les équations de Navier-Stokes
isotropes. Pourtant, comme le terme de force de Coriolis n’a pas de contributions aux
estimations d’énergie, on a les mémes résultats pour les équations de fluides isotropes en
rotation rapide. On considere le systeme des équations de Navier-Stokes classique suivant

ou — vAu + u.Vu = —Vp,
(NVS) div u =0,

u’t:O = Uy,

ou u(t, x) est le champ de vecteurs de la vitesse, p(t, z) la pression et v désigne la viscosité
cinématique du fluide.

L’existence de solutions faibles globales en temps dans L?(R?), d = 2, 3 pour le systéme
(NS) a été démontrée par Leray en 1933 ([70]). L’'unicité de ces solutions n’est connue
qu’en dimension deux tandis qu’en dimension trois, 1'unicité et la régularité de ces solu-
tions faibles globales restent un probléme ouvert.

Une réponse partielle a la question de 'unicité et de la régularité des solutions en
dimension trois a été donnée en 1964 par Fujita et Kato [49]. Dans le cas ou le fluide
occupe 'espace R? entier, leur résultat implique que si la donnée initiale est dans H: (R3),
le systeme (NN.S) admet une solution (forte) unique, locale en temps

u € C([0,T], Hz(R*) N L2([0, T], H2 (R?)).

Cette solution est classique sur l'intervalle d’existence. Ici, 'espace de Sobolev homogene
H*(R?) est défini par la (semi-)norme

e = ([ 170

Lorsque la donnée initiale vérifie une condition de petitesse par rapport a la viscosité, la
solution construite est globale en temps.

Remarquons que les espaces H: (R3) sont critiques pour les équations de Navier-Stokes
(et les équations de fluides en rotation rapide), c¢’est-a-dire, invariants par le changement
d’échelle, au sens que, si u(t,z) est une solution de (NS), alors uy(t,z) = Au(A\*t, Az)
est aussi une solution de (N.S). Le résultat de Fujita et Kato a été ensuite étendu par
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Weissler [95] et Kato [65] & des données dans les espaces critiques plus grands L4(R?).
On peut aussi citer la généralisation de ces résultats dans des espaces de Besov critiques
d’indice de régularité négative par Cannone, Meyer et Planchon [12] ou dans des espaces
BMO™! par Koch et Tataru [68]. Enfin, on remarque que tous ces espaces sont inclus
dans l'espace de Holder-Zygmund C~!(R?) dans lequel, Chemin ([23]) a montré I'unicité
de la solution de (IV.S). Pour un historique plus complet, on renvoie le lecteur a [94], [33],

(73], [78] et [69].

Cas anisotrope ou la viscosité verticale est évanescente

Dans cette these, on s’intéressera principalement au cas anisotrope ou la viscosité ver-
ticale est nulle. Remarquons premierement que dans ce cas, le manque d’effet régularisant
dans la direction verticale empéche 1'utilisation de la méthode développée par Leray pour
les solutions faibles. L’existence de ces solutions faibles globales reste donc toujours ou-
verte. Rappelons a nouveau que les résultats de ’existence locale des solutions rappelés
dans ce paragraphe concernent le systeme de Navier-Stokes anisotrope, mais on a les
mémes résultats pour le systeme de fluides anisotropes en rotation rapide.

Le systeme de Navier-Stokes anisotrope (ou la viscosité verticale est nulle) a été étudié
pour la premiére fois par Chemin, Desjardins, Gallagher et Grenier dans [26]. Motivés par
I’étude des fluides tournants entre deux plaques, ils ont considéré les équations de Navier-
Stokes sans viscosité verticale suivante :

ou — vpApu + u.Vu = —Vp,
(NSh) divu =0,

u’t:O = U,

olt u(t,z) est le champ de vecteurs de la vitesse, p(t,z) la pression, A, = 9? + 02 et vy,
désigne la viscosité horizontale du fluide. D’apres la théorie des systemes hyperboliques,
ces systemes est localement bien posés quand la donnée initiale est dans des espaces de
Sobolev tres réguliers Hg+"(R3) pour tout n > 0. Dans le but d’obtenir le résultat le
plus proche possible de celui de Fujita et Kato, ils ont considéré les espaces de Sobolev
anisotropes suivants (pour plus de détails sur ces espaces, on renvoie a Iftimie [59])

B0 () < {u ¢ L) | lulhoy 2 ([ (116 06 ) } .

IIs ont obtenu des théoremes d’existence locale (globale pour des données petites) dans
des espaces H**(R3), sy > % et ont montré I'unicité quand la donnée initiale est aussi
dans H%*(R3), s > % en utilisant la théorie de Littlewood-Paley et la décomposition
du systeme en fréquences dans laquelle la variable verticale joue un role différent de la
variable horizontale. L’unicité dans H**(R?), s > % a été démontré plus tard par Iftimie

[62]. On peut donc énoncer le théoreme suivant

Théoréme 2.1.1 Soient so > 5 et ug € H>(R?). Alors, il existe un temps T et une

unique solutionu de (N Sy) tels que u € L>([0, T], H>*(R?)) et V,u € L2([0, T], H>*°(R?)).
En outre, il existe une constante c telle que si ||ug||go..y < cvp, alors la solution est globale.
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L’idée fondamentale de la démonstration est que I'on peut récupérer la viscosité man-
quante dans la direction verticale en utilisant le fait que le champ de vitesse est de di-
vergence nulle. On observe que toute dérivée verticale dans le terme non-linéaire u.Vu
est multipliée par la composante u? (ce sont les termes du type u30s.). Or, on s’apercoit
que la composante u? est plus réguliere que prévue dans la variable verticale compte tenu
de la relation Osu® = —0 ut — du? = —div,u”, et du fait que la présence de la viscosité
horizontale induit un effet régularisant sur les dérivées dans la variable horizontale.

Remarquons que l'espace invariant par le changement d’échelle pour ces équations
anisotropes est H%z (R®) qui contient tous les espaces HO* (R3) considérés dans le résultat
ci-dessus. Des raisons techniques ne permettent pas d’obtenir I'existence des solutions
fortes dans H%2 (R?). Suivant I'idée de [60] de travailler dans I'espace “un peu plus petit”
Bz (R3), qui est de type L? en la variable horizontale et de type Besov BQ%,1 en la variable
verticale et qui est également invariant par le changement d’échelle, Paicu ([84]) a montré
'existence locale (globale pour des données petites) en utilisant les estimations d’énergie
dans des espaces de Besov. Il a également prouvé 'unicité de cette solution dans HO3 (R3)
en montrant une inégalité doublement logarithmique et en appliquant le lemme d’Osgood.

Enfin, pour les domaines bornés, on renvoie le lecteur au travail de Paicu dans [83]
qui considere les équations de Navier-Stokes anisotropes sur le tore tridimensionnel et au
travail récent de Paicu et Raugel ([85]) qui considerent les équations de Navier-Stokes ani-
sotropes dans les domaines cylindriques. Pour le probleme dans un demi-plan, on renvoie
a Iftimie et Planas [63].

2.1.2 Existence globale de solutions fortes - Effet dispersif dans
le cas oul le domaine est R3

Considérons maintenant les systemes de fluides en rotation rapide isotrope

u N es

oyu — vAu + uNVu + = —Vp,
€
(RF*) divu = 0
u(0) = wp.
et anisotrope
u N e
ou — v Apu + uVu + 6 = —Vp,
(REF) divu = 0
u(0) = wug.

. ules . o
On observe d’abord que le terme de rotation ne contribue pas aux estimations

d’énergie. Donc, les théoremes de Leray et de Fujigta-Kato s’appliquent aussi au systeme
(RF*) et nous donnent l'existence globale de solutions faibles au sens de Leray et l'exis-
tence locale (globale pour des données petites) et I'unicité d’une solution classique au sens
de Fujita-Kato. A nouveau, ces résultats ne sont pas connus pour le systeme (REF}).

Cas d’un domaine périodique
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Bien que le terme de rotation n’ait pas de contribution dans les estimations d’énergie
dans He, il a des effets importants, comme 1’ont montré de nombreux auteurs. On peut
mentionner d’abord les travaux de Babin, Mahalov et Nicolaenko ([1], [5]) dans lesquels,
ils ont étudié le systeme (visqueux ou non visqueux) en rotation rapide dans des domaines
périodiques (non résonant ou résonant). Dans le cas visqueux, ils ont prouvé l'existence
globale (et I'unicité) de solutions régulieres quand € > 0 est petit. D’autre part, en utilisant
la méthode de Schochet ([92]), Grenier ([56]) s’est intéressé aux ondes induites par le terme
de rotation et les a filtrées grace a un groupe d’isométries. En utilisant aussi la méthode
de Schochet, Gallagher ([51]) a retrouvé les résultats de Babin, Mahalov et Nicolaenko
pour le systeme des fluides tournants et a généralisé ces résultats pour des équations
paraboliques plus générales.

Pour le cas anisotrope (sans viscosité verticale), Paicu [82] a démontré des résultats
d’existence de solutions fortes globales ou “presque globales” pour des données grandes
pour le systeme (RF}) sur les tores non-résonants et sur certains tores résonants. La
différence dans ce cas est que 'on n’a pas d’effet dispersif pour la solution linéaire des
ondes libres. Les ondes ne disparaissent pas mais persistent longtemps. Dans [82], Paicu a
utilisé la méthode de Schochet pour filtrer ces ondes, avec un groupe d’isométries comme
dans [56] ou [51].

Cas de R? tout entier - Effet dispersif et existence globale de solutions fortes
pour des données grandes

Le cas ot le fluide est en rotation rapide dans tout I'espace R? a été traité par Chemin,
Desjardins, Gallagher et Grenier dans [25], qui ont donné une illustration du théoreme
de Taylor-Proudman en utilisant 1'effet dispersif engendré par une grande force de Corio-
lis. Dans le cas isotrope (les viscosités sont positives dans toutes les directions), ils ont
démontré des estimations de Strichartz pour le systéme linéaire correspondant a (RF®);
ensuite, ils ont déduit que dans ce cas, la suite des solutions faibles converge vers zéro
dans L? (R, L4(R%)) (¢ €]2, 6]) si la donnée initiale est dans L*(R?) et vers la solution du
systeme de Navier-Stokes bidimensionnel avec trois composantes si la donnée initiale est
de type ug = Uy + wp avec Uy € L2(R?) et wy € L*(R3). En développant des estimations
de Strichartz anisotropes, il ont montré ([26]) que si la rotation est rapide, la solution
forte de (RF*®) devient globale en temps.

Dans le cas anisotrope ou la viscosité verticale est nulle et ou la viscosité horizontale
v, est positive et fixée, l'existence des solutions faibles de Leray est inconnue. L’idée
principale est donc de prouver 'existence globale de solutions fortes pour des données
grandes en mettant en évidence des phénomenes dispersifs “de type Strichartz” pour le
systeéme linéaire correspondant au systeme (RF}). On considere le systéme suivant
Owrp — VR Apwp + UJFT/\G?) = —Vpr,

(LRE) div wp = 0,

L’utilisation des effets dispersifs dans des équations aux dérivées partielles a commencé
par I’étude de I'équation des ondes avec la démonstration des estimations de Strichartz

(voir Strichartz [93] et les articles de Ginibre et Velo [53] et plus récemment, voir, par
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exemple, Keel et Tao [66]) ; ces estimations montrent que les solutions dispersent en temps
dans les normes LP(R?) avec p > 2 et donc induisent des effets “régularisants”. Ces effets
ont été utilisés dans de nombreux travaux (par exemple Klainerman et Machedon [67],
Bahouri et Chemin [7]) visant & améliorer les résultats classiques d’existence de solutions
globales.

Dans le cas du systeme (LRF}) avec une force extérieure f € L'(R,L*(R?)), dans
[25] et [26], Chemin, Desjardins, Gallagher et Grenier ont prouvé les estimations de type
Strichartz anisotropes suivantes

Théoreme 2.1.2 Pour toutes constantes positives r et R, il existe une constante Cy. p > 0
telle que si les supports des transformées de Fourier de wy et de f(t,.) sont localisés dans
{£eR3| |&] > et €] < R}, alors pour tout T > 0 et pour tout 1 < p < 400, on a

1
||wF||Lp([o,T],L°°L2(R3)) < Cype® HWOHLz(RS) + Hf||L1([0,T],L2(R3)) : (2.1)
h v

Ici, les espaces de Lebesgue anisotropes L' L% (R?)), avec ¢1,¢2 > 1, sont définis par la

norme
[/ ‘ |u(xn, 23)|* dxs
r? | JR,

Les estimations dispersives (2.1) permettent de prouver le théoréeme suivant, a savoir
I’existence de solutions fortes globales quand la donnée initiale est mal préparée.

a

1
def a2 dl’h] a1 .

HUHLZ}LZ?(RS) =

Théoréme 2.1.3 Soit uy = Uy + wy ot Uy € L%(R2) est un champ de vecteur bidimen-
sionnel avec trois composantes (c-a-d Uy ne dépend pas de x3) et wy € H*®, avec s > %
On suppose que les deux champs de vecteurs sont a divergence nulle. Alors, il existe g > 0
tel que, pour 0 < e < g, il existe une unique solution globale u du systéme (REFY),

we LR, HY) et Vyue LRy, HY).

De plus, lorsque € tend vers zéro, u—tu—wr — 0 dans L= (R, , H**) et V,(u—tu—wp) — 0
dans L2(Ry,H*®), ot U est solution des équations de Navier-Stokes bidimensionnelles
avec trois composantes

(9@ - I/hAhﬂ + E.Vhﬂ = —V]_9,

div Rl = 0,
Osu = 0,
E(O) - ﬂo,

et wr est la solution du systéme linéaire des ondes libres (LRF}) associé a (RFY).

2.1.3 Fluides en rotation rapide entre deux plaques horizontales
- Couches limites d’Ekman

Considérons maintenant le cas des fluides tournant rapidement entre deux plaques
horizontales paralleles (i.e. dans = €, x [0,1], ou €, est un domaine de R?). Nous
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présentons le systeme suivant avec les viscosités dites “turbulentes” qui s’écrivent sous la
forme v, Ay, + P03 :

( es N\ u’
o’ — v Apu® — ﬂsagua + u® - Vut + SBA% —Vp,
€
N
(NSC5) div u® =0,
uj,_, = Ug,
\ UTE)Q =

Dans ce cas, la friction pres du bord freine le fluide de telle sorte que la vitesse au bord
est nulle (condition de Dirichlet). Combinée avec la forte rotation, cette friction crée deux
situations différentes suivantes :

1. Pres du bord, la vitesse décroit rapidement vers zéro, le comprotement du fluide est
tres compliqué.

2. Loin du bord, le fluide a des comportements bidimensionnels (effet de la rotation
rapide).

Nous rappelons d’abord les travaux de Grenier et Masmoudi [57] sur ces phénomenes.
Ils ont considéré le cas ot Q; = T? (ou un domaine borné de R? avec le bord régulier)
avec la viscosité vy, fixé et v, tend vers zéro avec le nombre de Rossby (le cas le plus
intéressant est que v, = (e, avec § > 0 est une constante et £ le nombre de Rossby). Ils
ont explicité la partie “turbulente” de la vitesse dans les couches limites et ils ont montré
que quand ¢ tend vers 0, les solutions faibles du systeme (NSCj) tend vers la solution
d’un systeme de type Navier-Stokes (ou Euler) bidimensionnel avec une dissipation due a
la partie “turbulente” de la vitesse dans les couches limites (le pompage d’Ekman).

Théoreme 2.1.4 Soit u® une solution faible de (NSC5) de donnée initiale uj € L*(Q)
de divergence nulle telle que

lir%ugz(ﬂg,(]), dans L*(Q),

ot Ul (w1, x9) = (W (21, 72), W (21, 79)) est un champs de vecteurs bidimensionnel. Soit u
la solution globale du systeme (NS2DY, 5) suivant

Ot — VR Apu+ 1 - Vyu + /2010 = —V,,p,
divhﬂ = 0,
(%ﬂ - O,

H|t:o - (ﬂgv O)

(NS2D;, 5)

Alors, uf converge vers (u,0) dans LS, (Ry, L*(Q)) et Viu® converge vers (V,4,0) dans
LZ2OC (R-i-? LQ(Q))

Le cas ou vy, tend également vers zéro quand € — 0 a été traité plus tard par Masmoudi
dans [75] (pour des données bien préparées) et dans [76] (pour des données générales).
En utilisant le fait que le systeme limite de type Euler bidimensionnel dissipatif est bien
posé dans des espaces H? avec o > 2, il a montré la convergence de la famille u® vers
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la solution du systeéme limite sur tout intervalle de temps [0, 7] si la viscosité horizontale
v, > Ce ou C' > 0 est une constante dépendant de la donnée initiale.

Enfin, dans le cas ol ), = R2, la viscosité v, > 0 est fixée et la viscosité verticale
v, = fe, Chemin, Desjardins, Gallagher et Grenier [27] ont montré la convergence vers le
systeme limite de type Navier-Stokes bidimensionnel dissipatif pour toute donnée initiale,
en utilisant les estimations de Strichartz.

Théoréme 2.1.5 Soit ug un champ de vecteurs de L*(R? x [0,1]) de divergence nulle et
soit u® une solution faible de (NSC§) de donnée initiale ug. Soit u la solution globale du
systeme de (NS2D;, 5) avec donnée initiale

1
ﬂo(mh):/ ug(xh,xg)dxg.
0

Alors, pour tout temps T > 0 et pour tout compact K C R? x [0,1],

lim [us(t, x) — (T@(t, z4),0)|* dzpdes = 0.
=0 Ji0,1x K

2.1.4 Contribution de la these : Cas ou la viscosité horizontale
v, tend vers zéro avec le nombre de Rossby et la viscosité
verticale v, est nulle

Premier cas : La donnée initiale est purement tridimensionnelle

Dans la premiere partie du chapitre 3 de cette these, pour a > 0, on considere le
systeme suivant

8tu—saAhu+uVu+U/;€3 = —Vp,
(NSC:) divu = 0
u(0) = wy

Tout d’abord, on remarque que le théoreme 2.1.1 s’applique bien dans notre cas quand ¢
est fixé, et donne I'existence d'une unique solution forte locale, définie sur un intervalle de
temps qui dépend de €. On s’intéresse donc a l'existence globale de cette solution quand
€ est petit.

Observons que dans tous les résultats mentionnés ci-dessus, la viscosité horizontale
est toujours fixée (tandis que la viscosité verticale peut étre positive ou nulle). Dans
ce cas, la rotation rapide implique l'existence de solutions fortes globales. Par contre,
pour le systeme d’Euler en rotation rapide (sans le terme visqueux —vrA), la rotation
rapide n’implique que I'existence sur des intervalles de temps arbitrairement longs. C’est
ce qu'ont démontré Babin, Mahalov et Nicolaenko [1] et [4], dans le cas de T? et Dutrifoy
[42] dans le cas de R3. Donc la viscosité joue un role important dans I’étude des fluides en
rotation rapide. La question se pose alors de savoir quel est 'ordre de grandeur suffisant
pour pouvoir toujours démontrer 'existence globale de la solution quand la rotation est
rapide ?

18



Chapitre 2. Historique des résultats et Contributions de la these

Supposons maintenant que la viscosité horizontale ne soit plus fixée mais dépende du
nombre de Rossby ¢ : v, = &® avec a > 0. Une premiere difficulté surgit quand on veut
établir un résultat de dispersion du type (2.1) dans le théoreme 2.1.2. Les quantités C,. g
ne peuvent plus étre constantes, mais devraient a priori dépendre de ¢, c¢’est-a-dire C, g
pourrait tendre vers 'infini quand ¢ tend vers zéro. En outre, 'effet régularisant donné
par la viscosité horizontale est tres faible (de I'ordre de £*) quand le nombre de Rossby ¢
tend vers zéro. Cela entraine de grandes difficultés quand on veut utiliser les estimations
d’énergie pour montrer I'existence de solutions fortes globales. Dans le chapitre 3 de cette
these, on montre une estimation du type (2.1) pour le cas ou la viscosité horizontale est
de taille €*, en explicitant les relations entre C) r et r, R et ¢. Ensuite, on utilise un
argument de type “bootstrap” en ajustant les parametres r et R pour pouvoir compenser
le faible effet régularisant donné par la petite viscosité horizontale. Plus précisément, on
décompose le systeme (NSC;) en deux systemes : le systeme linéaire

o — oA+ S~ _vp
(LNSC) diva = 0
U |,eg = Uo,
et le systeme non-linéaire couplé
v —e*Apv +v.Vo+u.Vu+ov.Vu + Y /263 =—-Vp—u.Vu

(NNSC) dive =0
U],y = Vo = Up — Up,
ou Uy est une troncature en fréquences de ug dans le domaines

Crorn={(eR| |G| >r|&| > et [€| < R}.

La premiere étape consiste a établir des estimations de Strichartz pour le systéeme
linéaire (LNSC.). En exploitant I'idée de J.-Y. Chemin, B. Desjardins, I. Gallagher et
E. Grenier dans [26], on montrera le théoréme suivant

Théoréme 2.1.6 (Estimations de Strichartz) Soientp > 1 etr =R avec 3 > 1.
Supposons que la donnée uy de (LNSC.) appartient o L*(R?) et que le support de sa
transformée de Fourier est localisé dans C, g. Alors la solution w de (LN SC.) satisfait

_ 14p+38 1-3a
||U||Lp((0,+oo),L;l°°Lg)§CR roe [t

Ensuite, si on veut utiliser un argument de type “bootstrap” pour démontrer I’existence
de solutions fortes globales de (NSC.) dans H**(R?), s > £, on a besoin de contréler de
maniére précise la norme de vy par la norme de ug dans H%*(R?). Donc, on ne peut plus
choisir uy seulement dans H**(R?) mais il faut prendre uy dans un espace plus régulier.
Pour tout s > %, n>0et1<p<2, on introduit 'espace

Yonp = LiLL(R®) NLH(R?) N H™(R)
= {u €S :||u

Vons = S0 { Iullziy s lullpreg el b < 00
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olt les espaces de Sobolev anisotropes H”*™(R?) sont définis par la norme

ol 2 ([ @ +16)” (15 lef) o)

On obtient le théoréme suivant :

Théoreme 2.1.7 Soient n > 0, 1 < p < 2 et v, = €* avec a > 0. On peut choisir
ag > 0 de sorte que, pour tout 0 < a < v, pour tout s > % et pour tout ro > 0, il existe
go > 0 tel que, pour tout 0 < € < gy et pour tout champ de vecteurs a divergence nulle
ug € H*(R*)NY,, avec luolly,,, , < 7o, le systeme (NSC;) admet une (unique) solution
globale

u € C(Ry, H*(R?) NL®(R,, H>*(R?)) avec Vyu € L(R,, H*(R?)).

Comparons maintenant ce résultat au théoreme 2.1.3. On voit d’abord que l'on a ici
un résultat plus général que le théoreme 2.1.3 au sens ou 'on peut considérer le cas ou
la viscosité cinétique est variable et tend vers zéro (de maniere assez lente par rapport
au nombre de Rossby ¢) quand la rotation tend vers I'infini (ce qui est plus proche des
situations réelles). Ce que l'on perd est que 'on ne peut plus considérer des données
initiales de type 2D + 3D, i.e. de la forme ug = Uy + wg ot Uy € L*(R?) est un champ
de vecteurs bidimensionnel et wy € HY*(R?), avec s > % est un champ de vecteurs
tridimensionnel. En effet, dans notre résultat, on a utilisé le fait que le systeme limite est
zéro et donc 'effet dispersif du a la rotation rapide permet de compenser I'effet régularisant
tres faible da a la viscosité évanescente lorsque ¢ tend vers zéro. Si 'on considere une
donnée initiale de la forme 2D + 3D comme dans le théoreme 2.1.3, lorsque ¢ tend vers
zéro, la solution de (NSC.) approche la solution d’un systeme d’Euler bidimensionnel
avec trois composantes. Comme les estimations en norme H® connues pour la solution
du probleme d’Euler en dimension deux sont de 'ordre d'une double exponentielle en
temps, cette solution n’est pas intégrable en temps. Cela ne nous permet pas de montrer
'existence globale de solutions fortes pour (NSC.), mais seulement une existence sur un

grand intervalle de temps.

Finalement, remarquons que les résultats de cette these s’appliquent bien aux fluides
isotropes en rotation rapide avec viscosité petite dans toutes les directions (v, = v, =
e® avec @ > (). Ce cas est tres important dans 1’étude de différents fluides physiques
de grande densité ou la viscosité cinématique est beaucoup plus petite que la viscosité
dynamique (comme par exemple des fluides géophysiques dans les étoiles,. .. ).

Deuxiéeme cas : La donnée initiale est somme d’une partie bidimensionnelle
et d’une partie tridimensionnelle

Pour le cas ou la donnée initiale est somme d’une partie bidimensionnelle et d’une
partie tridimensionnelle, le systeme (NSC.) se décompose en deux parties : une partie
bidimensionnelle qui évolue selon une équation de type Euler bidimensionnelle avec trois
composantes, et une partie tridimensionnelle oscillante qui converge vers zéro d’apres les
estimations de Strichartz. La théorie des systéemes hyperboliques implique que la partie
bidimensionnelle existe globalement en temps dans des espaces H7(R?) avec o > 2 (mais
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on ne dispose que d’une estimation de la norme H? (R?) qui pourrait exploser exponentiel-
lement en temps a U'infini). Cette estimation, qui est du type d’une double exponentielle,
ne nous permet plus d’utiliser les arguments de la premiere partie pour montrer I’existence
globale de la solution forte du systeme (NSC;), car I'absence de l'intégrabilité en temps
ne permet pas d’utiliser le lemme de Gronwall.

L’idée de cette deuxieme partie est d’ajouter un terme dissipatif du type yu dans
le systeme (NSC.). Nous remarquons que ce nouveau terme de friction n’a aucun ef-
fet régularisant et contribue peu aux estimations de Strichartz. Le role de ce terme est
simplement de donner une dissipation en temps pour compenser la croissance peut-étre
exponentielle de la partie bidimensionnelle. Nous considérons donc le systeme suivant

EA
ot — v Apu® + yu® 4+ ut.Vu' + 4 5 % _ —Vp° dans R® x R,
(NSC:) divu® =0 dans R® x R,
ut|,_, = Ug dans R3,

dans le cas ou la donnée initiale ug = Uy + vg, ot Uy € L*(R}) et vy € L*(R?). Ici le
parametre 7 > 0 représente le coefficient de friction de Rayleigh.

Maintenant, grace au terme dissipatif yu, le systeme limite est du type Euler bidimen-
sionnel dissipatif avec trois composantes

U+~ u+T".Vyu=—Vp

dth =20
Ed2D
( ) Osu =0
U|,_o = Uo,

qui admet une unique solution globale en temps, si la donnée initiale est dans L*(R3?) avec
le rotationnel rot u, appartenant & L?(R?) N L>°(R?). De plus, les deux premieres compo-
santes de cette solution vérifient un vrai systeme d’Euler bidimensionnel dissipatif, donc
leurs normes L?, avec p > 2, décroissent exponentiellement en temps. Le seul probleme
vient de la troisieme composante, qui évolue selon une équation de transport.

Soit
Y, = H,"H;(R®) N LyH,"(R?) N H}HIT(R?),

ou les espaces H” et H" sont les espaces de Sobolev homogeénes et non homogenes usuels.
Dans le cas ou la troisieme composante est nulle, nous obtenons le théoreme suivant

Théoréme 2.1.8 (Cas semi-bien préparé) Soient~y > 0, n > 0. On peut choisir ag >
0 et a > 0 de sorte que, pour tout 0 < a < «p, pour tout s > % et pour tout ro > 0, il
eziste eg > 0 tel que, pour tout 0 < € < gq et pour toute donnée initiale uy = Uy + vg, de
divergence nulle satisfaisant
(i) Ty est un champ de vecteurs bidimensionnel de divergence nulle wy = (uy, uz,0)
avec Osul = 0, appartenant a H(R?), avec o > 2, tel que ||ﬂ0||HU(R%) < rg et tel
que Qo = ot} — 0112 € LA(R2) N L>(R2), ’
(ii) vo est un champ de vecteurs tridimensionnel de divergence nulle appartenant a
HO*(R?) N Y, tel que [[volly, < roe™7,
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le systéme (NSC. ) admet une (unique) solution globale

uf € C(R,, H**(R*)) NL®(R, H**(R?)) avec V,u € L*(R,, H**(R?)).

Dans le cas général, nous devons supposer que la viscosité horizontale ne tend pas vers
zéro trop rapidement, a savoir v, = L_ Nous considérons le systeme

" dlne’
1 EA
Opu® + M—Ahug + yu® 4+ ut.Vu© + AR —Vp° dans R® x R,
bis ne <
(NSCZT) div uf = 0 dans R? x R,
ut|,_, = Ug dans R?.

Nous obtenons le résultat suivant

Théoréeme 2.1.9 (Cas mal préparé) Soient v > 0, n > 0. Pour tout s > %, pour tout
0 < ;11 et pour tout rq > 0, il existe g > 0 tel que, pour tout 0 < ¢ < g et pour toute
donnée initiale ug = Uy + vo, de divergence nulle satisfaisant
(1) Ty est un champ de vecteurs bidimensionnel de divergence nulle avec O3ty = 0,
appartenant a H(R?), avec o > 2, tel que HEUHHU(Ri) <rg
(i1) vo est un champ de vecteurs tridimensionnel de divergence nulle appartenant a
H* NY;, tel que [volly,, < o,
le systéme (NSCY#) admet une (unique) solution globale

u® € Cy(Ry,H®) avec Vuu® € L*(R,, H”®).

Fluides en rotation rapide entre deux plaques infinies

Retournons maintenant au cas d’un fluide entre deux plaques infinies (on rappelle que
Q = R? x [0,1]). Regardons le théoréme 2.1.4 dans le cas ou la viscosité horizontale vy,
est égale a € avec a > 0, et ou les données initiales sont bien préparées. Comme dans
la démonstration du théoreme 2.1.8, les normes LF(R?), p > 2, de la solution du systeme
limite
Ou+T-Vu++/28u=—Vyp,
div pll = 0,
osu = 0,

E\z:o - (ﬂgv O)

(Ed2Dy)

décroissent exponentiellement en temps. Ceci implique une intégrabilité en temps des
normes L? des solutions de (Ed2Dg). Ceci nous aussi permet de construire des couches
limites d’Ekman dans le cas ou v, = € et de montrer la convergence uniforme en temps
des solutions faibles du systeme

( es A\ u®
Ot — vpApus — 658§u€ btV 4+ 2T —Vp,
€
(NSC5) div u® =0,
uj,_, = up,
\ uIEBQ = 07

vers la solution du systeme limite (Ed2Dg) quand € tend vers 0. Nous obtenons le théoreme
suivant :
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Théoréme 2.1.10 Soit 0 < o < } et soit u® une solution faible de (NSCE, ;) de donnée
initiale u§ € L2(Q) telle que hH(l) ug = (tp, 0) dans L2(Q), ou uy est un champ de vecteurs
e—

bidimensionnel tel que Uy € H°(R?), 0 > 2 et
Oy = oty — s € L2(R3) N L®(R3).
Supposons de plus que
lim e [Ju§ — ol = 0.

Alors

ll_{% [u® =l e m, 12(0)) = 0

ou T est la solution du systéme limite (Ed2Dg).

2.2 Equations primitives

Dans la deuxieme partie de cette these, nous étudions un modele plus compliqué que
le systeme de fluides en rotation rapide. Ce modele modélise les fluides géophysiques a
grande échelle, en tenant compte de la stratification due a la gravité de la terre. Nous
rappelons rapidement les équations de ce modele, les résultats connus et a la fin de ce
paragraphe, nous présentons les résultats de ce mémoire.

2.2.1 Généralités sur les équations primitives dans R?

On rappelle que les équations primitives dans tout I'espace R3 s’écrivent

( 1 O,
Gtvsl + vg.val — VhAhv; — 1/1,8:,? 51 _ g1)62 _ 15 e
1 Oy ®
8tv§ + va-VUf - VhAhvg — l/yﬁgvg + gyel — _—25 £
1 03D,
(PE?) 8,51}53 + ve.va — VhAhUg) — Vyﬁgv? + F_geg _ 35
1
010. +v..V0. — v, Ay, — V. 050, — F—vg‘ =0
€
div v, =0
\ (U€79€)|t:0 = (U0700)

ou ¢ et F' sont les nombres de Rossby et de Froude, v, et v}, (respectivement v, et v/)) sont
la viscosité horizontale et la diffusivité thermique horizontale (respectivement la viscosité
verticale et la diffusivité thermique verticale). Le champ de vecteurs v, décrit la vitesse
du fluide, 6. est la fluctuation de densité et @, est le géopotentiel (qui contient la pression
et la force centrifuge). Pour la modélisation de ce systeme, on renvoie le lecteur a [13].

Si on pose U, = (v, 0.), on peut réécrire le systeme (PE*) sous la forme plus compacte
sulvante :
1 1
@,Ua + UE.VUE - LUE + EAUE — g<—vq)5, 0)
div v, =0

U Upe.

|t:0 = )

(PEF)
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ol ,
U..VU. = 0. VU. = Y Lo,
=1

ou l'opérateur A est donné par la matrice

0 -1 0 0

1 0 0 0
A= 0 0 0 Ft

0 0 —F1' 0

et ou L est 'opérateur linéaire

LU, = (v Apv. + 1,050, vy ARf. + V.030.).
Pour énoncer les résultats d’existence (et d’'unicité) des solutions du systeme (PE®),
on introduit les quantités suivantes. On définit d’abord le tourbillon potentiel

Qs d:ef 811)62 - 822); - Ff)g@g.

Ensuite, on définit la décomposition orthogonale de U, en deux parties : la partie qua-
sigéostrophique :

— O, Ap1Q,
U qa def 31A%1§26 avee Ap def O+ 02+ P07,
—FO3Ar 10,
et la partie oscillante :
Ual + aQAF_lQE
Uz osc dlef U. - U.oc = v? — 31%1?7195

v

0. + FOsAp~'Q,

Cette décomposition se résume en fait a une décomposition orthogonale du méme type
que celle obtenue lorsque I'on définit le projecteur de Leray PP de L%(R?) sur le sous-espace
des champs de vecteurs de divergence nulle : il existe deux opérateurs pseudo-différentiels
homogenes d’ordre zéro, notés P et Q tels que U, y5c = PU; et U. ga = QU..

2.2.2 Résultats connus

Les résultats de cette these concernent 1’'étude asymptotique des équations primitives
anisotropes en rotation rapide avec viscosité petite. Avant d’énoncer les résultats de la
these, on va rappeler rapidement les résultats obtenus précédemment. Précisons que les
rappels ci-dessous concernent tous le cas isotrope on vy, = v, =v > 0et v, =v, =1 > 0.

Rappelons d’abord les travaux de Lions, Temam et Wang ([71] et [72]) qui ont considéré
le systeme des équations primitives dans une géométrie sphérique ou cartésienne, et ont
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étudié l'existence de solutions et les développements asymptotiques du systeme par rap-
port au nombre de Rossby ¢, a savoir les systemes géostrophique (développement d’ordre
zéro) et quasigéostrophique (développement du premier ordre).

On rappelle aussi le travail de Beale et Bourgeois dans [8] qui consideérent les équations
primitives (non visqueuses et avec une équation simplifiée pour la densité) dans le cas d'un
domaine périodique en la coordonnée horizontale et borné en la coordonnée verticale, pour
des données initiales régulieres. Ils ont d’abord étudié le systeme limite quasigéostrophique
et ensuite, ils ont démontré la convergence des solutions des équations primitives, pour
des données dans H? bien préparées, vers les solutions de ce systéme quasigéostrophique
quand € tend vers zéro.

Dans [43] et [44], Embid et Majda ont considéré une formulation générale pour les
mouvements de fluides géophysiques en utilisant ’approximation de Boussinesq et 'adi-
mensionnement. Le choix d'un unique petit parametre rendant compte des phénomenes
dus a la rotation et a la stratification permet ensuite une simplification aboutissant au
systeme des équations primitives.

Citons aussi le travail de Chemin [22], qui a étudié le systeme des équations primitives
dans les espaces de Sobolev H*(R?) sous I'hypothése F' = 1, cas ol il n'y a pas d’effet
dispersif. Il a prouvé le résultat suivant

Théoréme 2.2.1 (Cas F' = 1) Il existe une constante c €]0, 1] telle que si |v —v'| < cv
et si la donnée initiale Uy = (vo, 0y) € HY(R?) N H1(R3) vérifie :

' 1Uollgzs 15 .2
OV Woorelhn = eXp{‘ ot [

4
IO W
1Uol[g 1Uoll 43 v
alors, le systeme (PEF) admet une unique solution globale U.(t) appartenant a l’espace
C(R,, H'(R?)) NL>*(R, H'(R?)) N L2(R, H?(R?)) et vérifiant pour tout temps t,

1U-(8) I +V/0 U= (5)l5ye ds < [|Uol -

Dans [22], Chemin a également prouvé que, quand e tend vers zéro, la solution U,
converge vers la solution unique du systeme quasigéostrophique ayant pour donnée initiale
Uo,oc = QUy. Plus précisément, il a obtenu le résultat suivant

Théoréme 2.2.2 (Cas F =1) On suppose que |v —v'| < cv. Soient (Upe)ecjoee] Une
famille de données initiales bornées dans H'(R?) et Uy gq € H'(R®) telles que

lim 00,0 — Uogallin =0 et lim |Ub,c 08¢l gg-1 = 0.

Alors, pour tout > 0, la famille de solutions (Us)ecjo,e,) du systéme des équations primi-
tives avec donnée intiale Uy . converge dans 'espace L (R, H'™"(R3))NL*(R,, H*"(R?)),
vers la solution Ugg = '(v*,v%0,0) du systéme quasigéostrophique

2
-0,
0
05

OUqc —'Ugc = AR (v.VQ), Ugcli=o = Ugc
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ot T = AN (v0? + 192 + V' F202).

Dans le méme esprit que dans [22], D. Iftimie ([61]) s’est intéressé au cas du systeme
des équations primitives non visqueuses avec F' # 1, et a prouvé la convergence vers le
systéme quasigéostrophique dans I'espace L*°(]0, T'[, H? (R?)) pour tout T' < +oc et o < s,
quand la donnée initiale Uy, appartient & H*(R?), s > 3.

Le cas du systeme des équations primitives visqueuses avec I’ # 1 a été étudié de facon
détaillée par Charve ([14],[15] et [16]). Il a obtenu des résultats classiques d’existence de
solutions faibles globales au sens de Leray dans L? et d’existence et unicité d'une solution
forte locale dans I'espace de Sobolev H!. Suivant les idées de [25], Charve a étudié les

—

propriétés spectrales de la matrice —L + %}P’A et a ensuite montré des estimations de
type Strichartz dans le cadre des équations primitives. Il a prouvé dans [15] les théoremes
suivants.

Théoréme 2.2.3 (Cas F # 1) Pour toute donnée initiale Uy appartenant o L?(R3) et
pour tout € > 0, le systéme (PE*®) admet une solution faible de Leray U.(t) globale. De
plus, quand € tend vers zéro, la partie oscillante U, o5 de cette solution tend vers zéro
dans l'espace LE (R, LY(R?)), pour tout q €]2,6/.

Théoréme 2.2.4 (Cas F # 1) Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme 2.2.3,
il existe une suite extraite de la partie quasigéostrophique U, oa qui converge pour tout
q €]2,6[ dans Uespace L} (R, ,LY(R?)) vers la solution Uge = ‘(v',v%,0,0) du systéme
quasigéostrophique

—0y
A
0
—F 04

Ugcli=o = Uo,oa = QUy,

8tUQG — FUQG = AEI(UQG.VQQC,V)

(QG)

ot Qoo = whg — g — Fsbga et o I est Uopérateur elliptique d’ordre deux défini
par I = AAL (vO? + 102 + V' F202).

Concernant les solutions fortes des équations quasigéostrophiques, Charve a obtenu
dans [14] le résultat suivant

Théoréme 2.2.5 (Cas F' # 1) Supposons que Uy i appartient o HY(R?), alors le systeme
(QG) a une unique solution globale Uqga(t) appartenant a l'espace L>(R., H'(R?)) N
LA(R,, H2(RY)).

Finalement, en imposant plus de conditions sur la donnée initiale, dans [14], Charve a

obtenu le résultat plus précis ci-dessous. Dans 1’énoncé de ce résultat, nous avons besoin
de l'espace

E* = L=(R,, H*(R?) N L3Ry, H**Y(R?)), pour tout s € R.
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Théoréme 2.2.6 (Cas F # 1) Supposons que Uy € HY(R3) N Hz2 (R3) et que Uoga €
L2(R3). Alors, le systéme suivant

1
8tWE - LWE + EPAWE - —G
W& = UO,osc = UO - UO,QG;

[t=0
ol
_Fo,02
F0,0?
6 3 QQG7

(07 + 05)0s

G = ]P)'P(UQg.VUQg> — F(I/ - I//)AAEQ

et ou Uge est la solution forte globale du systéme quasigéostrophique (QG), admet une
seule solution W, dans E?, pour tout s € [%, 1]. En outre, on a les propriétés suivantes :
(z) IWelle @, 1oy = 0 lorsque & — 0. o
(11) Pour ¢ assez petit, le vecteur v. = U. — Uge — We appartient a E° et tend vers

1
zéro dans E*, pour tout s € [5, 1}, quand € tend vers zéro.

De plus, si € est assez petit, la solution U, est globale en temps, appartient a E° et, en
outre, U. — Uge = 7. + W. tend vers zéro dans L*(Ry, L), lorsque ¢ tend vers zéro.

La preuve de ce théoreme repose sur une étude minutieuse des propriétés spectrales de

—

l'opérateur —L + %IP’A et sur I'obtention d’estimations de Strichartz pour cet opérateur.

Dans le cas périodique [51], Gallagher avait montré la convergence du systéme des
équations primitives vers la limite quasigéostrophique quand F', v, v/ sont quelconques et
les données initiales mal préparées. C’est un cas particulier des résultats plus généraux
pour des équations paraboliques, obtenus par des méthodes développées par Schochet
([92]). Finalement, rappelons les travaux de Desjardins et Grenier dans [37] qui consideérent
le cas d’une bande infinie, bornée en haut et en bas par une paroi solide, et une viscosité
évanescente (viscosité verticale petite devant ¢). Ils ont obtenu 'existence globale d'une
solution faible pour le systeme quasigéostrophique et ont étudié non seulement la conver-
gence vers la limite quasigéostrophique mais aussi les couches limites d’Ekman sur les
parois verticales lorsque € tend vers zéro.

2.2.3 Contribution de cette these

Considérons maintenant le systeme des équations primitives anisotropes avec viscosité
verticale évanescente (v, = v, = 0). Comme précédemment dans le cas des fluides aniso-
tropes en rotation, on ne connait pas ’existence de solutions faibles globales au sens de
Leray, a cause de la viscosité verticale nulle. De plus, la méme problématique que dans
le cas des fluides anisotropes en rotation rapide, se pose quand on consideére une viscosité
horizontale dépendant du nombre de Rossby, & savoir quand v, v, sont de 'ordre de £*
avec a > 0.

En collaboration avec Charve, dans [18], nous considérons le systeme des équations
primitives anisotropes avec viscosité verticale nulle, viscosité horizontale de I'ordre de *
avec a > 0, dans le cas ou le nombre de Froude F' est différent de 1. Comme dans le cas
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des fluides tournants, nous considérons aussi des données initiales dans H%* avec s > %
Plus précisément, nous étudions le systeme suivant

' 1 0,®
Opvs +ve. Vol — e*Apol — —vf = — 17e
€ €
1 0, ®
8tv52 —+ UE.VUS — gO‘Ahvg 4 _Ugl _ 9%
€ €
a 1 0;®
(PE}) 8tU? + UE.VUS —¢ Ahyg’ 4 F_g(gs _ 38 €
1
010- + v-.VO. — pe* A0, — 3_0

Fe's
div v, =0

\ (Ué‘?e&)‘t:o = (UO,QO)

Nous obtenons d’abord le résultat d’existence et d’unicité de la solution forte locale de
(PE;).

Théoréme 2.2.7 (F # 1, Existence locale et unicité) Soients > 1 et Uy € H**(R?).
Pour tout € > 0, il existe un temps T > 0 tel que le systéme (PE;) admet une unique
solution forte U. € C([0,T], H**(R?)) avec V,U € L2([0,T],H**(R?)). De plus, il existe
une constante c telle que si |Up||go.s < cvp, alors la solution est globale en temps.

Le théoreme suivant, qui donne l'existence globale de solutions fortes du systeme des
équations primitives anisotropes pour des données grandes, fait I’'objet principal du cha-
pitre 4. Nous rappelons que

Yinp = LiLE(R?) N LYHG (R?) N H™(R).
Nous obtenons le théoréeme suivant
Théoreme 2.2.8 (F # 1, Existence globale) Soient s > %, 1 <p<2etn>0.
On peut choisir oy > 0 de sorte que, pour tout 0 < o < «q, pour tout rqg > 0, il
eziste g = €o(ro) tel que pour tout 0 < e < &g et pour tout Uy € Y, avec partie

quasigéostrophique QUy nulle et ||[Uly, S To, le systeme (PER) admet une unique
solution globale U, dans L®(R,, H**) N C(R,, H**) avec V,U. € L*(R,, H*®).

Comme pour les fluides tournants, dans ce résultat, on doit supposer que la donnée
initiale a une partie quasigéostrophique nulle. La raison est due au fait que le systeme
limite de (PE%), quand ¢ tend vers zéro, est nulle. Si la partie quasigéostrophique de la
donnée initiale est non nulle, le systéme limite sera le systeme (QG), et notre méthode
n’est plus valable.

L’idée de la démonstration consiste en I’observation que les propriétés spectrales en la

—

variable de Fourier de I'opérateur —L + %IP’.A ne changent “pas trop” quand on considere le
cas ol la viscosité verticale est évanescente. Les ingrédients principaux de la démonstration
du théoreme ci-dessus sont donc, d’une part, une adaptation, dans le cadre des équations
primitives, des estimations de Strichartz pour le systeme linéaire correspondant a (PE})
et d’autre part, une généralisation de la méthode utilisée pour les systemes de fluides en
rotation rapide (voir le chapitre 3 ou [80]) pour compenser le faible effet régularisant induit
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par la viscosité horizontale petite. L’effet dispersif (qui se traduit par des estimations de
Strichartz) combiné au fait que la partie quasi-géostrophique est nulle nous permettent
d’obtenir que la solution du systeme linéaire tend vers zéro quand e tend vers zéro. Donc
on peut utiliser un argument de type “bootstrap” comme dans le chapitre 3 pour montrer
I'existence globale de la solution du systeme non linéaire associé et donc I’existence globale
de la solution de (PE}).

2.3 Equations de la magnéto-hydrodynamique en ro-
tation rapide

2.3.1 Rappel de résultats

On considere I'espace R? tout entier rempli par un fluide conducteur incompressible
de vitesse u, soumis a la pression p, tournant autour de l'axe e3 et générant un champ
magnétique b. On utilise le modele suivant, étudié par B. Desjardins, E. Dormy et E.
Grenier dans [36] (voir aussi le chapitre 5).

(atu—l—u.Vu—i—@—EAu—l—U/\eg = —é(curl b)/\63+ﬁ(curl b) Ab
£ £ £ £ 5
(MHD) Oib 4+ u.Vb :b.VU—M—F%
divu=divd =0
( (u(0),6(0)) = (uo, bo)-

Ici, le nombre d’Ekman F, le nombre de Rossby ¢, le nombre d’Elsasser A et le nombre
de Reynolds 6 satisfont les conditions asymptotiques suivantes

e—=0, A=0(), 0 —0 et E~e’

Dans [39] et [36], Dormy, Cardin et Jault d’'une part et Desjardins, Dormy et Grenier
d’autre part ont donné une modélisation des flots de magnéto-hydrodynamique dans le
noyau de la Terre. Ils ont aussi étudié I'existence des solutions de ces modeles et la stabilité
des couches limites d’Ekman-Hartmann dans le cas d’une coquille sphérique.

Dans [9], J. Benameur, S. Ibrahim et M. Majdoub ont considéré le systeme (M HD)
avec les parametres B = €2, A = ¢ et = 1, et ont obtenu le résultat suivant d’existence
et d’unicité d’une solution forte locale (globale pour des données petites) dans des espaces
de Sobolev isotropes homogenes H™(R?) avec m entier et m > %

Théoréme 2.3.1 (E =¢?, A=¢, 0 =1 [9]) Soit m > I un entier et uo, by des champs
de vecteurs dans H™(R3) & divergence nulle. Alors, il existe un temps T et une constante
positive C' tels que le systéme (M HD) admet une unique solution

(u,b) € C([0,T], H™(R?)) N L2([0, T], H™(R?)).

De plus, si ||(ug,bo)|gs < Ce, alors la solution (u,b) devient globale.
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2.3.2 Contributions de cette these

Le travail dans le chapitre 5 se concentre sur le cas anisotrope ou il n’y a ni viscosité
ni diffusivité magnétique dans la direction verticale (le cas ou, dans les équations de la
magnéto-hydrodynamique, on remplace le terme A par le terme A, = 07 + 03),
c’est-a-dire sur le systeme

( E A A ~
oyu — EAhu +u.Vu—b.Vb+ 4Rt + ;831) = —Vp
1 1
(MHDy,) Ob — EAhb +u.Vb—b.Vu+ gagu = 0
divu=divd = 0
\ (u(0),6(0)) = (uo,bo).

Dans un premier temps, on s’intéresse a l’existence et 1'unicité d’une solution forte
locale de (M HDy) quand la rotation est fixée, dans le cas ou % = % (remarquons que le
cas considéré par J. Benameur, S. Ibrahim et M. Majdoub dans [9] satisfait aussi a cette
hypothese). La raison de 'hypothese % = % est que l'on ne sait pas estimer les termes
Osu et 03b et donc on veut utiliser des intégrations par parties pour se débarasser de ces

termes. On considere donc le systeme plus général suivant :

u N es
€
(MHD}IL) atb — I/},lAhb +u.Vb—b.Vu+ ,Uagu =0
divu=divb=0

(u(0),6(0)) = (uo, bo)-

ou — v Apu + u.Vu — b.Vb +

+ uﬁgb = —Vﬁ

En utilisant la théorie de Littlewood-Paley et en adaptant la méthode développée
dans [26] au cadre des équations de la magnéto-hydrodynamique, on obtient des résultats
d’existence locale (globale pour des données petites) et d'unicité de la solution forte dans
H**(R?) avec s > 5 pour le systéme (MHD}). On remarque que pour l'unicité de la
solution, on utilise la méthode de [62] due a D. Iftimie. On obtient le théoréme suivant.
Théoréme 2.3.2 (Existence locale et unicité) Soit s > % Soit ug, by des champs
de vecteurs dans H**(R?) a divergence nulle. Alors, il existe un temps T > 0 tel que le
systéme (M HD}) admet une unique solution

(u,b) € C([0,T],H™(R?))  avec (Vju,Vib) € L* ([0,7], H**(R?)) .

De plus, il existe une constante ¢ > 0 telle que si ||ug|lgos + [[bollgo.s < cvn, alors la
solution est globale

(u,b) € C (Ry, H**(R?)) NL>® (R, H™(R?))  avec (Vju, Vipb) € L? (R, H**(R?)) .

Maintenant, revenons au systeme (M H Dy,). Motivé par les résultats obtenus pour les
systemes des fluides tournants et des équations primitives anisotropes, on s’intéresse a
I'existence de solutions fortes globales de (M HD;,) dans H** pour des données initiales
grandes. La premiere difficulté que 'on rencontre est que la structure de ce systeme est
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beaucoup plus compliquée que celle des fluides tournants et des équations primitives.
Quand on considere les propriétés spectrales du systeme linéaire associé a (M HDp,), il
faut étudier une matrice d’ordre 6, dont il est en général tres difficile de calculer les valeurs
propres et les vecteurs propres. Pourtant, avec des parametres F, €, A et 6 bien choisis,
on obtient certaines symétries pour cette matrice, ce qui nous permet de calculer ses
valeurs propres et ses vecteurs propres. Cela permet d’obtenir des estimations de Strichartz
semblables a celles du théoreme 2.1.6 pour le systeme linéaire et donc permet de montrer
I’existence de solutions fortes globales. Plus précisément, on considere le systeme suivant

( VAN Osb ~
ou — e*Apu+ u.Vu — b.Vb + ¢ 5 ¢ + % = Vp
O-
(MHD?) b — e“Apb + u.Vb—b.Vu+ %u = 0
divu=divb = 0
\ (u(0),6(0)) = (uo,bo)-

Le théoréme suivant montre I'existence de solutions fortes globales de (M H D?) pour des
données grandes.

Théoreme 2.3.3 (Existence globale) Soient s > %, n>0,1<p<2. On peut choisir

ag > 0 de sorte que, pour tout 0 < a < «g, pour tout rqg > 0, il existe £g > 0 tel que
pour tout 0 < e < g, et pour tous champs de vecteurs (ug, by) € Ys,, @ divergence nulle
tels que

2
Yo, T 00

2
||U0 Ye,np < T(%?

le systéme (M HD?) admet une unique solution forte, globale en temps

(u,b) € Co(Ry, HY)  avec (Vyu, Vyb) € L3Ry, H®).

24 Equations de fluides de grade deux

Dans le dernier chapitre de la these, nous considérons un modele de fluides non-
newtoniens, a savoir le systeme de fluides de grade deux suivant

Oi(u — aAu) — vAu +rot (u — aAu) Au+Vp=f, dans Ry x T
(FG2) divu=0 dans R, x T
u(0,z) = ug(x), dans T3,

ot T3 = R3/27Z3, u(t, ), f(t,x) et p(t,z) sont respectivement la vitesse du fluide, la
force extérieure et la pression.

Rappelons d’abord quelques résultats principaux obtenus dans des travaux précédents.
Dans [32], Cioranescu et El Hacene ont montré I'existence locale et I'unicité dans H? d’une
solution forte du systeme (FG2) dans des domaines réguliers bornés 2 de R? et R?® avec
des conditions de Dirichlet homogenes sur le bord. De plus, dans le cas de dimension 2, la
solution existe globalement en temps. Plus tard, dans [79], Moise, Rosa et Wang ont prouvé
I'existence d’un attracteur global compact pour ce systeme dans le cas de la dimension
2, ce qui fait apparaitre naturellement la question de la régularité de 'attracteur. Dans
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[86], Paicu, Raugel et Rekalo ont répondu & cette question dans le cas du tore T?. Ils ont
démontré que dans ce cas, pour « suffisamment petit, 'attracteur admet une régularité
H™ pour m > 1 quelconque. Ils ont également mis en évidence des comportements de
dimension finie de cet attracteur.

Mais, on ne sait pas encore si 'attracteur n’est composé que de fonctions analytiques.
Un premier pas dans cette direction est la démonstration de la propagation de I’analyticité.
Plus précisément, il s’agit de montrer que si la donnée est analytique, alors la solution du
systeme des fluides de grade deux reste analytique pour tout temps positif. Rappelons qu’il
y a eu de nombreux travaux concernant ’analyticité des solutions des systemes de fluides
newtoniens parmi lesquels, on peut citer les travaux de Masuda [77], de Foias et Temam
[48], de Ferrari et Titi [45], ... Pour les fluides de grade deux, une difficulté supplémentaire
apparait. A cause de Dabsence d’effet régularisant, les techniques classiques (voir par
exemple [48]) ne s’appliquent pas dans ce cas.

Avant de présenter le résultat obtenu, nous rappelons les définitions et notations des
classes de Gevrey. Pour p > 0 et pour a > 0, | D|” est Popérateur pseudo-différentiel défini

par
‘D|p Z ’n’p ein e
nezs3

al DI

et e est 'opérateur

ea|D|7’u($) _ Z ea|n|pa(n)ein.x‘

nez3

La classe de Gevrey GF(T?), avec p > 0, a > 0, est définie comme I'ensemble des champs
de vecteurs u € L%(T?) tels que

ef 2
lullge = [IDF ePlul[ . = > In[* & [a(n)[* < +oc.
nez3

La méthode que nous utilisons dans le chapitre 6 a été introduite par Chemin [24] et
plus tard Chemin, Gallagher et Paicu [29] (voir aussi [87]), qui consiste & introduire un
opérateur qui, & tout u € L?(T?), associe

U¢(t,$) d:ef e¢(t7D)U(t, ,Z‘) = Z [e‘b(tvn)a(t, n):| einm’

nezs

ou P est une fonction définie par
®(t,n) = (a—0(t)) |n|, VneZ’
et telle que la fonction 6 : R, — R vérifie

0(0)=0, 0t <=, Vt>0, et O(t)>0,Vt>0.

N e

On remarque que

Oug = e'I)(tD Z |n‘ O (t,n)+inx

nezs

= (Oyu)g — 0(1) | D] us.
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Donc, quand on applique P'opérateur e®®P) au systeme (FG2), on obtient le terme
0(t) |D| ug qui joue un role régularisant. Il reste & trouver une estimation pour controler
le terme non linéaire rot (u — aAu) A u et pour profiter de ce nouveau terme faiblement
régularisant.

Le résultat du chapitre 6 est le théoreme suivant

Théoréme 2.4.1 Soient a > 0 et a > 0. [l existe une constante C, > 0 telle que si
ug € G3(T3) et f € L' (Ry,GH(T®)) et si

+o0
Jullgg + [ 176l t < Coa.
0

alors, le systeme (FG2) admet une unique solution globale u € L <R+, 2/2(']T3)>, dont

la norme QC‘:’/Q(T?’) est bornée uniformément en temps par une constante qui ne dépend
que de a, a et la viscosité v.
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CHAPITRE 3

Fluides anisotropes avec viscosité
évanescente en rotation rapide

I. Rotating fluids with small viscosity

3.1 Introduction

In this paper, we study the dispersion phenomena in a rotating fluid system in R?
with a small viscosity. We consider the following system

15
A\
O — vARUE — v,05uf + u . Vus + 4 . G _ —Vp© in R® x R,
(NSCY) div o = 0 in R? x R,
Ut |,_, = Ug in R?,

where A, = 92 + 02, is the horizontal Laplacian, e3 = (0,0,1) and € > 0 denotes the
Rossby number.

In the case of isotropic fluids with fixed viscosities v, = v, > 0, the global existence
of weak solutions in the sense of Leray can be proved by the same method as in the case
of the Navier-Stokes equations (see J. Leray, [70]), since the Coriolis force term %u A es
does not appear in the energy estimates. The uniqueness of the weak “Leray” solution is
known for the two-dimensional case and is still open for the three-dimensional case. By
using the same arguments as in H. Fujika and T. Kato [49] for the Navier-Stokes equations,
one easily shows local existence and uniqueness of a strong solution of (NSCY). These
arguments, also based on the fact that the Coriolis force does not bring any contribution
in the energy estimates, prove that the lifespan of the strong solutions is bounded from
below, uniformly with respect to e.

Global existence of strong solutions in the case of 3D Navier-Stokes equations is known
only for small initial data. However, in the case of rotating fluids, although the smoothing
effect induced by the viscosity is weak, when ¢ is small, the fast rotation stabilizes the sys-
tem and implies global existence of strong solutions for large data. This result was proved
in the case of non-resonant periodic domains by A. Babin, A. Mahalov and B. Nicolaenko
([1], [5]) and also by I. Gallagher ([51]), who used the method of Schochet. It was also
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proved, in the case of the whole space R?, by J.-Y. Chemin, B. Desjardins, I. Gallagher
and E. Grenier [26], by using the dispersive properties of the linearized system.

In the case of anisotropic fluids, that is, when v, > 0 is fixed and v, vanishes (when
the Rossby number ¢ goes to zero), the energy method of Leray does no longer apply
and the existence of a weak solution in the sense of Leray is still unknown. However, one
can prove existence and uniqueness of strong solutions. In [26], using a dyadic decompo-
sition in which the vertical variable plays a role different from the horizontal variables,
J.-Y. Chemin, B. Desjardins, I. Gallagher and E. Grenier proved the local existence of
a strong solution of (NSCY) on a time interval uniform in &, in the anisotropic spaces

H%*(R?) with s > % They also showed global existence in the same spaces when the data

are small and proved the uniqueness in H**(R?), s > % Moreover, in [26], using aniso-

tropic Strichartz estimates, the authors proved the global existence of a strong solution
of (NSC?) for large data in H**(R?) with s > %, provided that ¢ is small enough. The

uniqueness of the solution for s > % was shown by D. Iftimie in [62]. Let us also mention,

that in the anisotropic case and for periodic domains, using Schochet’s method, M. Paicu
([82]) proved the global existence of a strong solution for large data and small Rossby
number ¢ (for non-resonant tori and some resonant tori).

In all the above mentioned papers, the horizontal viscosity v}, is fixed and independent
of €. If now v, also depends on ¢, say v, = € in the equations (NSCY), a new difficulty
arises in showing global existence of strong solutions. Indeed, the fact that the coefficient
Vl = gla in the energy estimates goes to infinity when £ goes to 0, prevents one to use
dlronwall—type arguments in order to deduce the global existence of strong solutions.

We remark that in the case of rotating Euler equations (i.e the limiting case of rotating
fluids equations where v = 1, = 0), only long-time existence results of classical solutions
are known, that is, when the Rossby number ¢ goes to 0, the lifespan of the solution goes
to infinity (see A. Babin, A. Mahalov and B. Nicolaenko [1] for the periodic case and
A. Dutrifoy [42] for the case of the whole space).

The goal of this paper is to prove the global existence of a unique strong solution of
(NSCY) with v, = €%, v, = 0, for large data, for 0 < o < «, provided that e is small
enough. We use the method of [26] which consists in proving Strichartz-type estimates for
the linearized system

A\
o — v Apu + 4 563 = —Vp,
(LNSCY) div u = 0,
u lt=0 — Uug-

Let @ be the truncated solution of (LNSC?) on the domain
Con={E€R 1 [&a] > 7 |&s| > 7, [¢] < R}

The exact meaning of this truncation will be given in Section 3.3. In [26], the authors
proved that

_ Lo
Vp € [1, oc], ||U||LP(R+;L3°L3(R3) < Crpe®r ||u0||L2(R3)'
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These estimates indicate a dispersion of @. Then, by considering (N.SCY) as a perturbation
of (LNSCY), the authors could prove the global existence of strong solutions of (NSCY).
Actually, as the truncation radii » and R depend on the viscosity v}, the constant C; g
also does. In the case where v, = €%, C, g blows up when € goes to 0. Another problem
that prevents us to use Gronwall-type arguments as in [26] is that the coefficient 1 1

in the energy estimates goes to infinity when e goes to 0. In order to overcome these dﬂ%

culties, in Section 3.3 of this paper, we will prove that C) r depends in a polynomial way
on the radii » and R. This dependence allows us to get Strichartz-type estimates which
are able to absorb the blowing-up term la, and thus, allows us to use Gronwall-type
arguments to prove global existence of strong solutions.

In order to state our results, we first recall the definitions of anisotropic spaces. In what

[}

follows, we will use the index “h” to refer to the horizontal variable, and the index “v
or “3” to refer to the vertical one. Thus, x;, = (z1,22) and &, = (&, &2). The anisotropic
Lebesgue spaces LY LY with p, ¢ > 1 are defined as

LiL{(R*) = L’(Rj:L{(R))
= {u €S ||ullprpe = [/ ‘/ \u(xp, z3)|* das ‘ ]; < —I—oo}.
A r2 | JR,

Here, we remark that the order of integration is important. Indeed, if 1 < p < ¢ and
if u: Xy x Xo — R is a function in LP(X;;L9(X,)), where (Xi,du), (Xo,dus) are
measurable spaces, then u € L?(X,; LP(X)) and

q 1
[l Loy (1)) = [/ / ul” dus pduz} ’
X X1

g[/X ’

D 1
q P
[t ] = Wl gy @)
X2
The anisotropic non-homogeneous Sobolev spaces H”*, with o,s € R, are defined as
the closure of the set of smooth functions under the norm

follaes ™ ([ (+16)” (14 lP) a1 )

For details on anisotropic spaces H?*, we refer the reader to L. Hérmander [58], M. Sablé-
Tougeron [91] and D. Iftimie [59].

We consider the system

u® A es

out — e*Apu +ut.Vu® + = —-Vp° in R® x R,
3
(NSCe) div o = 0 in R? x R,
ut|,_, = Ug in R,

where v is in H** with s > %

We first state the local existence theorem, the proof of which follows the lines of
Theorems 1 and 2 in [26]. The details are left to the reader.
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Theorem 3.1.1 (Local existence) Let s > % Suppose that € > 0 and o > 0 are fized.
For any divergence-free vector ug in H®®, there exists a positive time T. such that the
system (NSC;) has a unique strong solution

we L=((0,7%), H**)  with Vyu e L2((0,T.), H*®).

Moreover, there exists a positive constant C such that, if ||ug||go.. < Ce®, then the solution
becomes global in time.

Definition 3.1.2 For any s > %, n>0and 1l <p<2, let

= L;LZNLyH; nH""

— {ue s uly,,, =suw {Ilulgzes  Iellypmg ol | < +o0} .

Ys7n7p

We now state the main theorem of this paper.

Theorem 3.1.3 (Global existence) Letn >0 and 1 < p < 2. We can choose ag > 0
such that, for any 0 < o < ag, for any s > % and for any ro > 0, there exist ¢g > 0
such that for any 0 < € < gy and for any divergence-free vector ug € H** NY;, , with

luolly, ,, < 7o, the system (NSC;) has a unique global strong solution

u € Cyp(Ry, H™) with Vjue L*(Ry,H").

Remark

The choice of the spaces Y, , comes from the fact that we will have to cut off the
initial data wug in the space of frequencies. The idea is to write uy = Uy + vg, where
o = F 1 (W(§)F(up)(€)) (¥ is defined in (3.14)). The above choice of Y;,, allows us to
give an explicit bound of vy in the norm of H%*. Other choices are possible ; for instance,
one could replace the space Yi,,, by the spaces H, “H? N L}H, N H)H"”** where ¢ > 0
(for more details, see Remark 3.4.3).

The structure of the paper is as follows. In the next section, we recall some properties
of the anisotropic Sobolev spaces H?® and introduce the dyadic decomposition. Section 3.3
is devoted to the proof of Strichartz-type estimates for the linearized equations of (NSC.).
In the last section, we give the proof of Theorem 3.1.3.

3.2 Preliminaries

In this section, we recall the properties of dyadic decompositions in the Fourier space
and give some elements of the Littlewood-Paley theory. Then, we define the anisotro-
pic Sobolev spaces H%*, by using dyadic decompositions. We will also state Bernstein
inequalities, in the vertical direction as well as in all three directions.
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3.2.1 Vertical dyadic decomposition and anisotropic Sobolev
spaces H"*

We first recall the definition of the dyadic localization operators in the Fourier space.
Let A,, ., be the ring
Ao ={z€R 1 < 2] <o}

Let 9 be an even smooth function in C§°(R) such that the support is contained in the
ball Bg(0, 3) and ¢ is equal to 1 on a neighborhood of the ball Bg(0, 2). Let

z
o(z) = (5) = ¥(2)
Thus, the support of ¢ is contained in the ring A% 8 = {z eR: % <z < g} and ¢ is
identically equal to 1 on the ring A%% = {z eR: % <zl < %}

Now, for all 7 € N, we set
z
pi(z) = ¢ (27) :
Thus, the support of ¢; is contained in the ring 2%433, ¢; is identically equal to 1 on
the ring 2744 3 and
372
VzeR, 9(2)+ ) gi(z) =1 (3.2)

JEN

Moreover, if |j — j'| > 2, then
supp (¢;) Nsupp (y;7) = 0. (3-3)

Let F and F~! be the Fourier transform and the inverse Fourier transform respectively.
We will often use the notation u = Fu. We introduce the following definitions of the
frequency truncation operators.

Definition 3.2.1 For all tempered distribution u, we set

A = F(pel&))u(€)), VgeN,
Alyu = FH((ghacs)
Aju = 0, Vqg< -2

Sju = Z Aju, Vg,q=>1.

q'<qg—1

We refer to [10] and [21] for a more detailed construction of the dyadic decomposition.
This definition, combined with the equality (3.2), implies that all tempered distributions
can be decomposed with respect to the vertical frequencies as

U= Z Aju.

g>—1

We denote F, the Fourier transform in the vertical direction. In what follows, we need
the following vertical Bernstein inequality (for the proof, see [21], [59] and [83]).
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Lemma 3.2.2 (Vertical Bernstein Lemma) Let 0 < ry < ry. There exists a positive
constant Cy such that, for any u € S'(R?) for which the support of Fyu is contained in
the domain RZ x 29A,, ,,, we have :

24t ull e < |08l pprge < 2%CE Nullgpigge . YA >0, Vpp>1,  (34)
and

1 _ 1
HUHLIZIL? S Cozq(Pz PS) HuHLleng y V1 S P, V1 S P2 S P3- (35)

Now, we can rewrite the norm of the anisotropic Sobolev spaces H** in terms of dyadic
sums in the vertical frequencies.

Lemma 3.2.3 Suppose that v € H*® with s € R, then we have

1
2
el ggo.s ~ (Z 2% HAZuHé) :

q

This lemma is deduced from Definition 3.2.1 and the Bernstein inequality (3.4). We also
have the following relation between each vertical dyadic block of a function u and its
H%*-norm.

Lemma 3.2.4 Suppose that u belongs to H**, then there exists a square-summable se-
quence of positive numbers {c,(u)} with X:Cq(u)2 =1, such that
q

AL, < ()27 [|ullgo.. -

Proof

Let
295 || Aby
Cq(U): H q HL2
1
Since ||ul|gos ~ (Zq 924s ||AguHiQ>2, {cq(u)}4ez is square-summable. Lemma 3.2.4 is

then proved. W

Finally, we recall that the spaces L? (I, H**), where p > 2 and [ is an interval of R,
are the closure of the set of smooth vector-fields under the norms

1
el = (D222 | A%ul[3 0 0e) ) (3.6)
q

With this definition, it is easy to see that, for any p > 2, L» (R, H%*) is smoother
than L? (R, , H%%). From the above definition, we can prove the following lemma which
is similar to Lemma 3.2.4.

Lemma 3.2.5 Suppose that u belongs to L» (I, H**) where I is an interval of R, then

there exists a square-summable sequence of positive numbers (c,(u)), with Z cg(u)? =1,
q

such that
1A% s gy < ()27 el o) -

40



Chapitre 3. Fluides tournants avec viscosité petite

3.2.2 A priori estimates

In what follows, we always denote (c,) (respectively (d,)) a square-summable (respecti-
vely summable) sequence, with Z cg = 1 (respectively Z d, = 1), of positive constants
q q
(which can depend on several parameters). We recall that, using the above dyadic de-
composition, J.-Y. Chemin, B. Desjardins, I. Gallagher and E. Grenier have proved the
following estimates (see [26]).

Lemma 3.2.6 For any real number s > %, there exists a constant C such that for any

vector fields u and v, where u is divergence free,

Vllgos VA0l

’ <Az(u.Vv)|AZU>L2

< Cdg2 7 ( |Vt .

1 1 1 3
+ llullfo.s IVauligo ([0l 1Vavllfo. ) (3.7)

where {d,} is a summable sequence of positive constants with Z dg = 1.
q

We also recall the following lemma [see [83], Lemma 3.3].

Lemma 3.2.7 For any real numbers m,n,l > 1 such that % = % + %, there exists a
constant C' > 0 such that, for any functions u, v, we have

1[AG 4] UHLgLZn < C279[|0sul|poepp [0l paps - (3.8)

In the previous subsection, we presented the vertical truncation and the vertical Bern-
stein inequalities to define the anisotropic Sobolev spaces. In Sections 3.3 and 3.4, we also
need to define truncations and an anisotropic Bernstein inequality in all three directions.

Definition 3.2.8 For 0 <r < R, we introduce the set
Crr=1{E €R’: |G| 21, |&] > 1 || < R}
In general, r will be chosen very small and R very large.

Associated with these truncations, we have the following anisotropic Bernstein inequa-
lities.

Lemma 3.2.9 (Anisotropic Bernstein Lemma) Let 0 < 1 < ry. There exists a po-
sitive constant Cy such that, for any u € S'(R3) for which the support of Fu is contained
in the set 29C,, ,,, we have :

2quO_k HUHLI}?L? < sup ||aaUHL21L52 < quCg HUHL?L? y vk > O, Vpl,pg > 1, (39)
la|=k

and

2 _ 2,1 _ 1
||u||L;leng S 002(1(171 r11+p2 qz) HUHLZIL? s Vl S P1 S qi, Vl S D2 S qo. (310)
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3.3 Strichartz-type estimates with viscosity £

The goal of this section is to prove Strichartz-type estimates for the following linear
system :

uiNe
(‘9,@ - EaAhﬂ + 3

(LNSC.)

To study this system, we write it in Fourier variables. Applying the Leray projection
P of L%(R3)3 onto the subspace of divergence-free vector fields and then the Fourier
transformation, we have

o = —e&° 27— PAu
' ] (3.11)
= B( 97,
where
2 2 1
T IR o ¥ R ST N ST 0 —< 0
P:W —&& §+E —&8& : A=|L1 0 0
§ —&&  —&& &+8 0 0 0
and e
a2 f& 242
€ yghl —L_E|§|2 E|£2‘2 O
B(f,{{) = _% —e® |£h’ — % 0
533 _ & —ev g, |2
clél® clél® e 18l

Classical calculations allow us to obtain the eigenvalues A\, A1, A2 of B(, ) and their
corresponding eigenvectors Vy, Vi, Vs -

0
Ao = —¢&° |§h|2 and Vo=10 |,
1
A = —¢e” ‘fh|2 + ?; and V) = s 5% +€§ )
€7\ ig g - &6
. i3 €] — €162
)\Qz—aal&f—ﬁ and ‘/QZLQ &+&
e ¢l €7\ ey |¢] — et

We remark that V; and V, are orthogonal. Moreover, for all £ and e, V} and V, (but
&1

not Vp) are orthogonal to the vector | & |. Thus, (V1,V5) forms a basis of the Fourier
&s

subspace of all divergence-free vector fields. As a consequence, we can write the following

decomposition

~

ﬂ(t) = CleAltVi + 026)\2t‘/2, (312)
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where

Cr = (Vi) and Gy = (i, V2).

Now, to estimate the norm of u, we have to estimate the norm of its Fourier components
in the direction of each eigenvector V; of B(,e). This leads us to consider the G5 (¢)
operators, defined as follows,

Git)f(x) = F (e el i) f(g)) () = / Fly)e EIEE R e

3 R3
]Ry ng

— / Ff_31 [/ 6 ( |£h‘ i15‘5|)+2($h Yh Ehf (f)(yh,fzﬁ)dgh] dyh,
R2 RQ

33

(3.13)

where f is a tempered distribution.

In what follows, we consider a truncation function

S LY ) [T

where y is a C*-function from R to R such that

o {1 0skl<
A= Y0 i > 2

Thus, ¥ € D(R?), supp ¥ C C: o and ¥ =1 on C, g (see Definition 3.2.8).

The goal of what follows is to give estimates of the operators G5 ().

Theorem 3.3.1 Let r = R~° with 5 > 1 and p > 1. Then for all f € (L2(R?))’,

1+p+3ﬁ 1-3a

H\Il gi f”Lp 0+oo) LOOLQ < CR € =3 Hf”L2 (315)

In order to prove Theorem 3.3.1, we define the kernel function

@@ﬂ%@z/ (e Ol g,
R2

3

where

€s
(5) (gh, 53) |§|

In what follows, we use the method of the non-stationary phase as in [25] and [26] in
order to prove the next lemma. But here, even if we follow the lines of the proofs of [[25],
Lemmas 1, 3] and [[26], Lemma 7], we cannot just use their results, since we need to
determine more precisely the constants C) g arising in those lemmas.

Lemma 3.3.2 Let r, R and (3 as in Theorem 3.3.1. Then,

2

152 (6,7, - Mg e < CRY3g 3¢ 27", (3.16)
xp 3
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Proof of Lemma 3.3.2 :

Using the invariance by rotation in (£, &), one can suppose that zo = 0. Setting
V(§) = —0ga(§) = -5

If € € Cz op, we obtain the simple estimate

&l 1 o
< < < .

We next consider the operator

def 1

= m(lﬂwﬁ)&)

which acts on the & variable and satisfies £(e*%?) = e*%¢, By integration by parts, we
show that

Ki(67 T, Zh, 53) = /

R2

eiG%:FiZl'El[,t (q;(g)e*TlihP) d&h.

h
A simple calculation implies
- 2 . 1-— 9’72 . 2 Z'ﬁ/ - 2
(€)= (O —— 7T | (eyeTIenl a ( 7l g > _
(WO ™) = | s — 0 g | HOe T 0 (¢
The fact that
||
s <l < 2R, (3.17)
2 2
-3 4
10,7| = &I — 36t - 28] — < 16R* (3.18)
€ §
implies the following estimates.
‘ 19 (el < L 2
1+0y 1+ Oty
1— 9,)/2 5 CR2B€—7‘2T
1(0e7) 75z V(e T | < —r
(1+ 672)2 1+ Oy

Using again (3.17), (3.18) and the fact that
|0,V (6)| < CR”,
we deduce that

iy P <eT|£h2\Ij(£)>’ < ’ iy €T£h|2a§2qj(§)‘

1+ 6+2 & 1+ 642
i’y 1 9 _1 2 1 2
Lo T ey — (T o= 37lénl >€ Lrlénl
O (vl
CR*e T  (CRPe=3m'7
< :

T4 05 14 0
+ R6+28 + R6+28
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For R large enough and § > 1, we finally obtain the following estimate

CR*Pe2m""

L(w(E)eTE)| < .
1+ QRW

By performing a change of variables and by using the fact that supp ¥ C C:or we
finally obtain

1 d&s
Ke(0,7,., Mlyoegoo < CRM3 ;TQT/ —
|| :I:( y Ty o )“LIhLEs —= € & 1 +9€§7

which implies (3.16). W

Proof of Theorem 3.3.1 :

Let us come back to the definition of G5 (¢). By using (3.13), a Holder inequality in
x3, the Young inequality in x;, and Lemma 3.3.2 we obtain

_ t oo
H\Ij gj: f||LooL2 < / 531 (K:I:(_7t5 » Lh _yh7§3)]:;t3(f)(yh7§3)) ’ 5 dyh‘
Rgh g L”B L;Oh
t
< - @ oy . T
< [lreore | s 15
3 h
t
< | Ki(—. te® 2
< ||gete |y, e
Th €3
£\
< ORI () e 3 | e
(3.19)

To deduce the estimate (3.15) from (3.19), we apply the classical method of duality,
called TT™*-method. Let

B={» € D®) : Ipllim(orooreiny) < 1} (3.20)

and let @ = U(D)p = F 1 (U(E)P(£)). We have

I D)GEO s 0 o0y iers) = o dy (W(D)GL(1)], ) dt

= <27r)‘3sup/R+ (6,7 drag
*Re

peB
—~ ite o
/ B(t, )
R+

VAN

(2m) " sup || £l
peB
(3.21)
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Using Plancherel theorem, Holder inequality and (3.19) we get

| / B(t, €)eF Rl
R+

- / / B(t, €)e A8 PP (s, )e T = gras e
R3 Rt)2

= Fili=9)g ale, |2
= e 7(t+5)5 |£ ‘
N /R3 / gy (t, €)™ " dtdsdg (3.22)
i(t—s)é3
=[] JesoF (wea e FE ) dudsas
R3 J(R)?
1
< [ R el gy e s
(RT)? UM — )2
Performing the following change of variables
;o et ;o c%s
= T2 and s = 25

n (3.22), and using the fact that H‘PHLOO((O,JFOO),L}LL%) < 1, we deduce from (3.22) that

| / B(t,€)et A
R+

Combining (3.21) with (3.23), we obtain

e~ 2(t+s)

—dt'ds’ (3.23)

s C R0
L

2 ’t/_s/‘Q

—5(t'+s")
U(D 4168153 e s
H gﬂ: fHL1 ((0,400),L°L2) — =C Hf” 2| 1t =7 / 2 ’t/ _ 5/‘;d ds (3.24)

Next, using the spectral localization of W(D)G% (¢) f and Bernstein inequality we obtain
the estimate

||\Ij gi fHLoo( (0,4+00),L5°L2) < CR ||f||L2 : (325)

Interpolating between the spaces L} and L{°, we deduce from the inequalities (3.24)
and (3.25), that

1+p+3[3 1-3a

(o <CR™SHE|f|.. ®

gi fHLP((O +00),L°L2)

Theorem 3.3.1 implies the following corollary that gives Strichartz-type estimates
which we need for the proof of Theorem 3.1.3.

Corollary 3.3.3 Let p > 1. Suppose that the initial data Ty of the system (LNSC.)
belong to L2(R®) and that F(uy) has its support in C,p where r = R™% with 8 > 1. Then
the (unique, global) solution w of (LNSC.) satisfies

+P+3[3 1-3a

e |[uo|g - (3.26)

||U||Lp ((0,400),L°L2) = <CR
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Proof

We come back to (3.12). Since V; and V5 are orthogonal, using Theorem 3.3.1 as well
as Holder inequality and Plancherel theorem, we obtain :

||ﬂ||Lp(R+,Lg°Lg) < H]:_l (C’le’\ltVl
14+p+38 1-3a
<CR v e (|CVille + [|C2Vallps)

1+p+38 1-3a

SC\/ER pg 4 HCl%"‘CQ‘/QHLQ

14p+38 1—-3«

< CR™5™ %" o)l

)HLP(RJ”LOOL%) +]|F (Coc™'V) HLP(R+,L°°L%
h h

Corollary 3.3.3 is then proven. [ |

Remark 3.3.4 In the next section, we will use the following particular cases of Corollary
3.3.3,

_ 1-8a

||u||L1(]R+,LZOL12}) < CR*™e w0 |[ug|| . - (3.27a)
and,

_ 3438 1-3a |

HU||L2(R+,L;°L12,) <CR =2 e ([l . (3.27b)

Remark 3.3.5 In order to have a self contained text, we presented in this section a com-
plete proof of Theorem 3.3.1. We can also use the following result of [26] (see [[26], Theo-
rem 5))

|ARAY AS 5 fHLp(R%L?L% &) < ¢, 27(-%) min (1, (gz%)ﬁziw\) |ARAY fHLQ(Rg) ,

where
F(Aspf) () € i1 7 p (6,

and where v denote the horizontal viscosity. By performing a change of time variable
t — te® and then, by summing all the dyadic blocs contained in the domain C, g, we can
deduce the Strichartz-type estimates obtained in Theorem 3.3.1.

3.4 Proof of the global existence of the solution

We recall that the rotation term %u Aes brings no contribution in the energy estimate,
so the proof of Theorem 3.1.1 follows the lines of Theorems 1 and 2 of [26] with the
viscosity v replaced by €®. The uniqueness can be proved as in [62]. As in [30], we have

Lemma 3.4.1 The (local, unique) solution u of (NSC:) is in fact in L>((0,7), H**)
with Vyu € L2((0,T), H*®).
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3.4.1 Continuity

Before proving the global existence, we prove the continuity of the solution in H%*.
First, we prove that for all ¢, Au(t) is continuous in L?. We remark that Abu(t) satisfies
the equation

d v « v v 1 v v
aAqu =" ApAju — Ay (u.Vu) — gAqu Nesz+ A;Vp. (3.28)

Taking the inner product of (3.28) with Aju in L2, and using Lemma 3.2.6, we obtain

< || Vadgullp + (s V)| As),,

q

1d ., 2
5| sl

(3.29)

< e |AU |2, + Cdg27% [ull o [ Vnull o -

For each £ > 0, u € L>((0,T), H**) with V,u € L2((0,T), H**) for all T < T where T}
is the maximal time of existence of u. So the right-hand side of (3.29) is locally integrable

, % HAzu(t)Hiz is locally integrable in time, which means that
||Aj1’u(t) HL2 is continuous in L?. We already know that, in the proof of the existence of the
solution by the Friedrichs method, u is the weak limit in L ((0,7); H**) of a sequence
of smooth vector-fields {u,}. So it is easy to show that Aju(t) is weakly continuous in
H"* with respect to the time variable. Combining this with the continuity of the norm,

we conclude that Afu(t) is continuous in L? with respect to the time variable.

in time. As a consequence

Since u € L™ ((0,7); H*®), for all 0 < T' < Ty, then for all € > 0, there exists N > 0
such that

[\V]

S v €
Z 229 ||AquHioo((07T)7L2) < Z (3.30)

la|>N

As Aju is continuous in time, there exists § > 0 such that if [t — '] < § then

[\

Yo 2| A7 (u(t) = )]} oy pe) < < (3.31)

lg|<N

Combining (3.30) with (3.31), we obtain that ||u(t) — u(t')|lgo. < €, for all [t —t'| <4,
which means that u is continuous.

3.4.2 Decomposition of the initial data

In order to prove Theorem 3.1.3, we first decompose the initial data ug of the system
(NSC.) into two parts

UO:ﬂo—i‘Uo

where g = F 1 (U(€)1p(€)) and ¥ has been defined in (3.14). We next estimate the H%5-
norm of vy and we prove the following lemma which says that when R goes to infinity,
Vo] 0.5 goes to 0.
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Lemma 3.4.2 Let ug € Ys,, (see Definition 3.1.2) and uwy = F~* (U(£)ao(§)) where ¥
is defined in (3.14). We keep the quantities r, R and 3 as given in Theorem 3.3.1 and we

set np = min {522;;’, n}. Then there exists a positive constant C such that

”UOHHO’S S C’OR—WO with Cg C HUOHYS o (332)

Proof
We have

ool < / / (1+1602)° (@ dendes + / (14 |&)" 1@ desde,
|&sl<r JRE, len<r JRe

-~ 12
+ 4 L Iel) e »

In what follows, we will always set 7 = R~ with 8 > 1 and R large enough. We also
recall that Fj, (F,) is the horizontal (Vertical) Fourier transform. Let ¢, p’ be positive

numbers suchthatq- Lo ¢ =2andp = Thus1<p<2<qandp,q,p q satisfy
1 1 1 1
_+_:1 and —/—|——/:1
p q p q

First, we write

/&Kr/RQ (14 1&1%)" [do|* dgndés < /63<T/RZ [P (Fo(uo) (1 + 1&[%)3) | déndes.

Using Plancherel theorem in the horizontal direction and Fubini theorem, we get

/ /|fh o) (1+ 1625
|€3]<r R2

dendes — / / (o) (1 + [6[2)3 ] dende
|&3]<r

- / / Fouo)? (14 &%) deaden,
RZ, J]gs|<r

As r is supposed to be small, \§3|2 is negligible compared to 1. Then, Holder inequality in
the vertical direction implies

L[ imwr s iapydads,
Rz, Jl€sl<r

(fo 160 a0)” [ ([ it ae)

2

Crpl’/ (/ |fv(u0)\qczgg)5dxh.
RZ, \JRe,

49

IN

IN



Chapitre 3. Fluides tournants avec viscosité petite

Using Hausdorff-Young inequality in the vertical direction, with % + % =landp <2<y,
we obtain

2

/ / (1+’§3|2)8|%|2d§hdf3 = CT;’/ (/ |fv(U0)‘qd€3>Ed5Eh
léal<r T RE, RZ, I Reg

< C'Tpl’/ (/ |u0|pd$3>;dxh (3.34)
B2, N JRg,

L 2
= Cr#' Jluollgeps -

Next, using Fubini theorem and Holder inequality, we get

/ /1+|§3 @ desdey, = / B (Foluo) (1 + [&)E) |
[Enl<r I Re,q Re, J1En|<r

< /11@53 Lh;fl&h o /R2 Fn (Foluo)(1 + |&3] )5) ‘QI v

SCT”Q’/ [P (Fo(uo) (1 + |&]*)2)

3

d€pds3

}Lq 53-

Hausdorff-Young inequality in the horizontal, with % + % =1 and p < 2 < ¢, implies

S|~ 2 i
/ / (1+ \53\2) |o|* d&sde, < COrv / | (Foluo) (1 + &) )2) |Lq dé3
§h|<7’ R€3 53
2 s 112
= C”// [ Fo(uo) (1 + [€3]*) 2|y ds
€3 g
. el -,
Then, the fact that 1 < p < 2 and Inequality (3.1) imply
/ / (L+ &) o] dgaden < Cr || [|Foluo)(1+ 163 e |,
enl<r IR, Lo (3.35)

2
2 2
— p’
Cr ”UOHLQHg-
Now, as ug € H"*™_ we have
y 0 )

/ (1+1&%)" |al* d¢ < c/ (L 1EP) " (+16)" (1 + 1&?) " | de
|€I>R |€|>R
< CR™ ||ug|3pnsen -

(3.36)

Let 179 = min {ﬁg;pp,n}. Using the fact that » = R7% and summing the inequalities
(3.34), (3.35) and (3.36), we finally obtain

[vollgo.s < CoRR™™,

where Cy = C'||ug |

Yonp®
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Remark 3.4.3 As we already mentioned in Section 3.1, there are other choices of Y, ,
which can simplify the proof of Lemma 3.4.2. For example, we could consider the spaces

H, “H: and L7H, 7, defined by

16l @ el (@l de < oo,
R
and
[ 16 @ de < o
R3

where o > 0. However, it is less convenient to work in these spaces with negative index.
So, if up € H**NH, “HSNLIH; 7 NHJH, if Ty = F~1 (¥(€)ap(€)) and vy = 1o — T,
we also have
[vo] [ o, < CoRR™™,
where Cyp = C ”'LLOHHo,smHgngmL%H;omHzHg—Fs, and 79 depends on s, o and 7. In order to
prove this inequality, one also has to estimate the three terms as in Lemma 3.4.2. The
details are left for the reader.

3.4.3 Additional energy estimates

In this section, we prove additional energy estimates which will play an important role
in the proof of Theorem 3.1.3.

Lemma 3.4.4 Let u be the solution of (LNSC.). There exists a constant C', which de-
pends on g, such that, for any tempered distributions v, w, we have

1-3«

T
v — v - S z
/0 (AL (w. V)| Aw) | dt < Cdg27* R2138c7 [0l 500 ((0.7) E10.5)

’wa_,OO((O,T);HOvS) :
(3.37)

Proof

By using the Bony decomposition into paraproducts and remainders in the vertical
variable (see for example [21], [84] for more details), we have

(A (whom) [ag)] < [(a0 D2 Sy (0m) Ajulagy)|
q'>2q—No

* ‘<AZ Z Séllw"@iA;’,mAg@

lg’—q|<No

We recall that ||S};uHLOO < C'||uf|g00, for any ¢ € N and for any tempered distribution
u. So, Cauchy-Schwarz inequality, Lemma 3.2.5 and Bernstein inequalities (3.9), (3.10)
imply that

T
/0 ‘<AZ Z Sg'+2(aﬂ)ﬁg/wimgv>‘dt

q'>q—No
< D 180e Gy e 1870 e 1850 e e
q'>q9—No
< 0272 B3 [y ugengy N0l oryamoy [0l Eoe oz €a(v) D cq(w)20700.

q'>q—No
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We remark that { Z cq 2(a=d") } is a summable sequence. Then, by using In-

q
q'>q—

equality (3.27a), we have

T
/0 ‘<AZ Z 53f+2(8ﬂ)AZ,wi|Agv>)dt
q

'>q—No

< Cd 272 R3¢

||L°° ([0,7];HO:5) |w||Loo ([0,T);HO:s) * (338)

Similar estimates and the fact that HSZI’UHLOO < C'||ul
and for any tempered distribution u, imply that

/ (27 > sywaayaag)|a

Hs» for any ¢ € N, for any s > %

lg"—q|<No
< Z |S;)’—1leL°T°(LiLgO) ||8ZAZ’HHL1T( o ’AUUHLOO (L2)
l"—q|<No

1-3a _ _

< CR™Pe ¢y (v)2 quwHI:OO([O,T};HOvS) HUHf,OO([O,T];HO’S) Z HAZ/“(JHm
la’—al<No

1-3a — —q

< CR*¥e o7 HwHLoo ([0,T};HO) o]l 0. ”UHLOO ([0,T};HO) [Cq@) Z e ()20~

lg’—q|<No

< Cd,2

”fﬁx’([O,T};HO’S) ”wHﬁw([O»T};HO’S) '
(3.39)

Summing the inequalities (3.38) and (3.39), we obtain (3.37). W

Lemma 3.4.5 Let @ be the solution of (LNSC.). For any tempered distribution v, we
have

/ (A (@.V0) | A2 d < dg2- [

||L°° ([0,7];EL0:5)

Proof

First, we have
(AL (@.Vo)|ALw)| < [(AY@". V)| A)| + [(AL(T.050)|ALv)] .

Using a decomposition into paraproducts and remainders, we obtain

|<Ag<ﬂh.vhv) |Agv>‘ < ZKAU Z v (O) Z,ﬂi|AZv>‘

i=1,2 q'>q—
Y (ay Z Sg_laiaiAg,u\Agv> . (3.41)
=1,2 lg’—q|<No
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The same calculations as in the proof of Lemma 3.4.4 (the only difference is that we
use Inequality (3.27b) instead of (3.27a)) give

/Z (a; Z S/+28UAU 7| A ) at

1=1,2 q'>q—
<2 3 [0l o) Mo wono 1857 coeg 18500 e g
q'>q—No
< Cey(v)2” o lgeqormon D A5l
q'>q—No
¢ o HVWHL2 ([0,7];HO=) |Uo||go.« UHLOO ([0,7];H0-5) [cq(v) Z cq/(ﬂg)Q(q_q/)s]
lg’—q|<No
_ e
S dq2 2gs |:O ||L°° ([0,7];HO) + — ||Vh/U||L2 ([0,7);HO: S)i|
and
/ Z‘ (a7 3 sy way@w)|am)|d
i=1,2 lg’—q|<No

<2 Z HS’fl (@) HLzT(Loo HAU vhUHL2(L2) HADUHLOO (L2)

la’—q|<No
IVvll2 0,710, €a(V) Z cy (Vyv)20a=9)s

q'>q—No

1. _9 —
< CR227° [[ul| g poerz) [0l 500 (o,78005)

< quQ_ ||Eoo ([0,T);HO) |vhv||i2([0,T];HO’S)

_9gs e*
< d,27% [c [E— 3thvui2([07T];H0,s)].

So summing these two inequalities, we get

dt

T
2/ [ECR AV
0

<d2 2qs|:

HLOO [0 T} -HO; s) + 5 HV}‘LUHLQ OT] -HO, s)] . (342)

To estimate the last term on the right-hand side of (3.41), we use again the Bony
decompositon into paraproducts and remainders as follows. First, we have

(ay @) a)] < [(A D0 Siya 00 AElAL))

q'>q—No

+ ‘<A” ST Su () BsALu|AY v>

lg’—q|<No

(3.43)
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Using the estimations given in the proof of Lemma 3.4.4 and the Bernstein inequalities
(3.4), (3.5), we can write

T
2 / (80 D7 S (090) Ayl age) |t
0

q'>q—No

< Z HS’+2 83U HL°° L?L) HAv HL1 (LgeL2)

q'>q—No

<C Z HS:J]”r?UHL%O(LiLgO)HAZ/a?’u

q'>q—No

‘AUUHLOO (L2)

qUHLoo(L‘Z)

S C 430‘ Cq(v)z_qs ||U||%w([0,T];HO*S) Z HAZIEOHLQ

q'>q—No

2 — —q)s
U”fﬁo([O,T];HO’S) ¢q(v) Z Cq’(UO)Q(q 2

q'>q—No

—2gs ’

o] g0.5

<C (3.44)

2
1012 o 71,810.5) -

Next we decompose the second term on the right-hand side of (3.43) into three parts
as in [26]. We get

(a0 > su @) asdgulag)| < [(Sy (@) sagelag)]
l¢’—q|<No
+ Z [([AL, S5 _@®] 0528 v|AL)|
lg’—q|<No
+ > Sy - Sy ) TosALv| ALY .
lg’—q|<No

(3.45)

Integrating by parts and then using Cauchy-Schwarz inequality, the free-divergence pro-
perty of w and the spectral localization of u as well as Inequality (3.27a), we obtain

T UV [ v v 1 T v — v v
2 /O (55 (@) gl A e = /0 (52 (95a®) Alu] ALY dt
]' v — v
< B 157 (a3u3)||L1T(Loo [ UHLC’O(LQ)
< CR(cyv >>22*2qs ||u||L1 RTSTIN ([
< Cd2 % Rt ||LOO (0.TIHO) - (3.46)
Similar estimates give
/ ST (S = SY_y) @WasALv|ALY | dt < Cd,27 RS YOS -
lg’—q|<No
(3.47)
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It remains to estimate the second term on the right-hand side of (3.45). Using Inequa-~
lity (3.8) of Lemma 3.2.7 with m =1 = 2,n = oo, we can write

T
2 / ST AL sy a®] 9sAL AL dt
0

lg’—q|<No

v —3 v [

< (C Z HSq/_la?»U HL;(Loo) HAq’U ‘L%O(Lz) HAqUHLgs(m)
l¢’—q|<No
3 2
< CR> ||u||L1T(L;L'°L%) ||U||ioo([o7T];H0,s)Cq(U) Z ¢y (v)
l¢’—q|<No
7 1—-3a

S quQ—QQSRE'i‘Sﬁg 1 ||U||]2T;°O([O,T];HO*5) . (348)

Now, summing (3.42), (3.44), (3.46), (3.47) and (3.48), we finally obtain (3.40). MW

3.4.4 Proof of Theorem 3.1.3

According to Theorem 3.1.1 and Lemma 3.4.1, the system (NSC.) admits a unique
local solution

we L®((0,T),H%)  with V,ue L2 ((0,T),H*).

As in Subsection 3.4.2, we decompose the initial data ug into the sum ug = g + vo where
Uy = F L (U (E)up(€)), which implies that u = & + v, where U is the solution of the linear
system (LN SC.) with initial data %

o — oAy + B~ g
(LNSC) G = 0
T|y = To.
and v is the solution of the following system
o — e*Ayv +v.Vo+u.Vo+ov.Vu + vAes =—-Vp—u.Vu
(NNSC) div o =0 )
V|,_o = Vo

So if we can prove that, for ¢ > 0 small enough, the solution v of this system is global then
we can conlude that u is global. To do that, we will use the energy and the Strichartz-type
estimates that we have proved in the previous section.

Applying the operators A} to the first equation of (NNSC;) and taking the L2-inner
product of the obtained inequality with Apv, we obtain

1d

L A e Al < (A .90 1A%+ (A (5.90) [Ag)]

+ A (0.Va) [Ab)| + [(AY (@.Va) [ALv)| . (3.49)
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Integrating (3.49) in the time variable, we get for all 0 < T" < T},

T
8@l + 2 [ Alaae — (A5,

T T

< 2/ (A (0.0) | A% dt + 2/ (A (0.T) |A)| dt
0 0
T T

+ 2/ (AL (@.Va) |ALv)|dt + 2/ (AL (u.Vv) |Avw)| dt
0 0

Applying the estimate (3.7) of Lemma 3.2.6 we have

(A0 T0)IALW) | < Ca2 7 ol V80 .
and thus,
g ~ 2
v v —2gs
) /0 (AL (0.70) |AI)] dt < Cdy2 7 [0l g o rato IVi0 s rgpony - (3:50)
Lemma 3.4.4 implies the following estimate

T 2 7 3 1-3«a 2

2/ [(AY(v.VU)|ALv)| dt < Cdg2 > R2¥ 1911 (0 17:810.5) (3.51)
0

Since [[|goc jo 7750y 18 Pounded by |[To||go.s, Lemma 3.4.4 also implies

1-3a

T
2 / (Ar@va)|am)|d < Cd2 % RES
0

HﬂHf_,OO([O,T];HOaS) HUHf,OO([O,T];HO’S)
~ —2qs L 1-3a 2
< Od2 RIS <1+y|v|yim([0,T};HO,s)). (3.52)
Lemma 3.4.5 gives

1-7ca

T
/ ‘<A; (EVU) |AZU>’ dt S dq2*2qs CR4+3’8€ -
0

2
111 Eoe (o 7y180.5)

1—

a 2 7 3a 2
+ ¢ HVhUHfﬁ([O,T};HO»S)+CR2+355 Tl orpmosy |- (3-53)

Summing all the inequalities (3.50), (3.51), (3.52) and (3.53), then multiplying the
obtained inequality by 2%%* and summing with respect to ¢, for all 0 < T' < T, we get

2 o 2 2 2
||v||f4°°([0,T};H075) t+e ||th”ﬁ2([o,:r];no,s) < v(0)|lfgo.s +C ||U||ioo([o,T];H0,s) |th||f;2([0,T};H075)
1-3a

7
+ M(e) ||v||%oo([07T];H0,s) + CR2¥F ¢

where
1-3a 1-7a

M(e) = CR3 ™ 5% 4+ CRYW 37,

Now we choose ) .
R = (8CCy)me mo. (3.54)
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So this choice implies that

[[voll g0, < 0 (3.55)

Using (3.54), we get the estimate

;%(HM 7+M>
5 .

M(é) <C 70 ) + 05%7%< 70

So, if

14+ 12 1 12
(3++—ﬁ)a<1 and <7+6+—ﬁ)a<1,
Tlo o

then there exists €; > 0 such that for any 0 < e < ey, M(e) < %

ga
Next, let T = sup {T > 0 vllgee o g0y < %,Vt < T}. Since v is continuous

in the time variable, (3.55) implies that 7" > 0. Using (3.54), (3.55) and the fact that
M(e) < %, for any 0 < ¢ < e, we obtain
2a

34 14+126)

o G (3.56)

2 g
Ol o700y < 357

Now, if

1 « 14 4+ 1283
Q< - — (342220
‘=1 4(+ Mo )’

then there exists €5 > 0 such that for any 0 < € < &9, we have

1_2(34-714*"‘;2") g2a .
— 32C*
Choosing €9 = min {1, €2}, then (3.56) implies that for any 0 < € < gy, we have

o «

B < 3 g
1ollze ooy 00 < 35 < 5@

which means that T = +o0.
Remark

The hypotheses r = R™? with 3> 1 and 1 < p < 2 imply

9 _
0<m=minfp? Lyl<?
2p 2

Thus, we obtain a bound for ag

. 1 1 . 1 1
Qp < mln{ 161123 ° 141123 } < mln{ 32 28 } .
7 200y T3 3L+ 2351 B
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II. Fluides anisotropes avec viscosité petite et avec
amortissement en rotation rapide

3.5 Introduction

Dans cette partie, nous nous intéressons au systeme des fluides anisotropes avec amor-
tissement en rotation rapide dans le cas ou la viscosité verticale v, est nulle, la viscosité
horizontale v, tend lentement vers 0 avec €,

N
ot — v Apu® + yu® + u - Vu® + ¢ 5 %G _ —Vp® dans R® x R,
(NSCe) div u® =0 dans R® x R,
ut|,_, = Ug dans R3,

et dans le cas ou la donnée initiale est mal préparée, c’est-a-dire ug = ug + vg, ou
— —1 —2 —3 2 (T2
Uy = (Ug(w1, 2), Ug (w1, 2), Ug (71, 2)) € L°(R})

et
Vg = (Ué(ﬁflyx%xi&)aU8(117$27ZE3)7U8<$1a$27$3)) € LQ(R3)

Le parametre v > 0 représente le coefficient de friction de Rayleigh. Remarquons que
nous utilisons I'espace “en gras” L2 pour désigner 1'espace des champs de vecteurs dont
toutes les trois composantes appartiennent a L?.

Rappelons d’abord que, dans le cas ou 7 est nul et v, est fixé, Chemin, Desjardins,
Gallagher et Grenier [26] ont montré que, quand le nombre de Rossby ¢ est assez petit, la
solution u®(t) existe globalement et reste proche de la solution du systéme limite de type
Navier-Stokes suivant

ou+ vpAyu 41" - Vyu = —Vp

dth u=20
NS2D3C
ﬂ|t:O = Uyp.

Le cas ol y est nul et ou v, tend vers 0 quand ¢ tend vers 0, est plus difficile dans le
sens ou le systeme limite est de type Euler bidimensionnel avec trois composantes :

ou+7T"-Vyu=—-Vp

divp,u=0
(E2D30) e

(‘93u =0

ﬂ\t:o = U,

Ce systéme admet une solution unique, globale en temps dans H? (R?), avec o > 2. Alors,
comme dans la partie précédente, on peut faire une décomposition qui consiste a découper
le systéeme en une partie 2D et une partie 3D dissipative (donc petite) et un reste. Le
probleme est que dans les estimations d’énergie, nous allons avoir besoin de controler la
norme H?(R?) de la partie 2D, pour laquelle, malheureusement, on ne connait que des
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estimations contenant une double exponentielle en temps si @y n’est pas nulle. Nous ne
pouvons donc pas avoir de “bonnes estimations” d’énergie et utiliser un argument de type
“bootstrap” avec le lemme de Gronwall pour déduire I'existence globale de la solution
us(t).

Quand vy = 0 et le systéme limite est nul (la donnée initiale est de type 3D, c¢’est-a-dire
Uy = 0), dans la partie précédente, nous avons montré que, si la viscosité est lentement
évanescente quand e tend vers 0, a savoir v, = €% avec a > 0 assez petit, la solution
u®(t) existe globalement en temps lorsque ¢ est assez petit et converge vers la solution du
systeme limite, c¢’est-a-dire tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.

Remarquons maintenant que dans le systeme (NSC. ), si v > 0, le terme ~yu® est une
dissipation faible, ce qui nous permet de traiter le cas plus général ou la donnée initiale
est de type 2D + 3D (c’est-a-dire Ty # 0) et ou v, tend vers 0 quand € tend vers 0. On
insiste sur le fait que la viscosité horizontale ne peut ni étre nulle ni tendre vers 0 trop
rapidement.

Dans le cas ou la viscosité horizontale n’est pas nulle et tend vers 0, le systeme limite
est le systeme d’Euler dissipatif bidimensionnel avec trois composantes :

U+ ~u+u" - Vyu=—-Vp

divpu=0
(Ed2D) vt

ag'u, =0

u lt=0 — ﬂo.

Remarquons qu’il y a une difficulté due a la présence de la composante verticale de la
partie 2D. En passant au tourbillon, on gagne un controle supplémentaire sur le gradient
horizontal de la composante horizontale (qui évolue selon une équation d’Euler dissipative
en dimension deux), ce qui n’est pas le cas pour la composante verticale, qui évolue selon
une équation de transport.

On peut se demander que, si dans le systeme (NSC; ) toutes les viscosités sont nulles,
peut-on obtenir 'existence globale de solutions seulement avec la dissipation due au terme
~u® ? La réponse pour cette question est ouverte. En effet, la viscosité horizontale positive
(méme si elle tend vers 0) nous donne un effet régularisant qui permet de controler le
terme non-linéaire u® - Vu® avec des estimations dans des espaces anisotropes. Si toutes
les viscosités sont nulles, le systeme (NSC. ) devient un systeme d’Euler dissipatif en
rotation rapide. Ce systeme admet toujours (Ed2D) comme systeme limite. Pourtant,
dans nos estimations, nous devons estimer la solution de (Ed2D) en norme H*™(R?)
avec 11 > 0. Or, pour cette solution, nous ne disposons que d’estimations en norme H?*"
contenant une double exponentielle en temps, ce qui ne nous permet pas d’utiliser le lemme
de Gronwall pour déduire 'existence globale du systeme d’Euler dissipatif en rotation
rapide.

Le plan de cette partie est le suivant. Dans le paragraphe 3.6, nous démontrons des
estimations concernant la solution du systéme limite (Ed2D). Dans le paragraphe 3.7,
nous d’étudions le cas ou la viscosité horizontale est de taille e* avec « assez petit. Nous
allons montrer que la difficulté concernant la troisieme composante de la solution limite,
mentionnée ci-dessus nous oblige a supposer que la troisieme composante de la partie 2D
de la donnée initiale est nulle afin que la composante verticale de la solution du systeme
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limite reste nulle pour tout temps ¢. Dans le cas général ou cette troisieme composante
est non-nulle, nous devons supposer que la viscosité horizontale tend vers 0 encore plus

lentement, a savoir comme — 51115' Ceci fait 'objet du paragraphe 3.8.

3.6 Estimations pour le systeme limite 2D

Dans ce paragraphe, nous démontrons des résultats auxiliaires tres utiles concernant
le systéme limite (Ed2D). Pour tout champ de vecteurs u = (u',u?,u?), notons Q le
tourbillon horizontal associé a 1,

Q - (92ﬂ1 - 81@.

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 3.6.1 Soit uy = (ug,uz, uws) € L2(R?) un champ de vecteurs bidimensionnel

(indépendant de la troisieme variable) de divergence nulle, tel que le tourbillon horizontal
Qo = oty — 01y € L*(R}) N L™(R3).

Alors, le systeme (Ed2D) admet une unique solution globale u € C(Ry, L*(R?)). De plus,

(i) Pour tout p > 2, il existe une constante C' telle que, pour tout t > 0,

thah(t)HLp(Ri) <CMpe™, (3.57)
7O gy < N gy ™ < M, 559
Hﬂh(t)”Lp(]Ri) <CMe™, (3.59)

ol
M = maX{HﬂgHm(Ri) , HQOHLQ(Ri) ) HQOHLoo(Ri)} .

(ii) Pour tout p > 2, si u?(0) € LP(R?), alors,

Hﬂfi(t)HLp(R%) < Hg?’(O)HLP(RZ) e, (3.60)

(i) Siuf € HO(R?), 0 > 2, alors u" € L (R, H7(R?)).

loc

Preuve du lemme 3.6.1

1. Rappelons que l'existence et 'unicité de w est classique. Pour cela, nous renvoyons a
Yudovitch [96]. Nous remarquons que, pour le systeme (Ed2D), les deux premieres com-
posantes de uw vérifient une équation d’Euler bidimensionnelle et la troisieme composante
vérifie une équation linéaire. Maintenant, on considere I’équation vérifiée par €2 :

(3.61)

ON+Q+T" - V2 =0
Q(0) = Q.
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En prenant le produit scalaire dans L?(R?) de la premicre équation de (3.61) avec |Q|P > Q,
on obtient

1d

di 120175 + v I1€21Z, = 0.
Puisque que LP(R?) est un interpolé entre L*(R?) et L>®(RZ), on déduit de I'inégalité
précédente que

_ 2 -2 _
1) e < 101l ™™ < C NIl 72 190]| " €77 < CMe™™.

Comme V" = RQ ot R est un opérateur de type Caldéron-Zygmund homogene
d’ordre 0, on en déduit que

Vi@ (t)]| 1, < Cp1Q®)|lL, < CMpe™,
d’ou 'inégalité (3.57). Remarquons que dans le cas ot p = 2, nous avons tout simplement

Vi@ ()| = 120 2 < Q0] 27"

2. L’inégalité (3.58) se déduit simplement de Iestimation d’énergie classique.

3. Nous remarquons que H%(Ri) — LP(R?) et que HPT?(R%) est un interpolé entre
L2(R?) et H'(R?). L’inégalité (3.59) est donc une conséquence de (3.57) et (3.58).

3

4. Nous remarquons que u° vérifie I’équation de transport

O +yu +u" - Vyu® = 0.
Donc, les estimations classiques en norme L? impliquent I'inégalité (3.60).

5. Cette propriété est classique et typique pour les équations d’Euler bidimensionnelles.
Une démonstration détaillée peut étre trouvée par exemple dans [64], [74], [21] ou [73].

Dans ce paragraphe, nous considérons également le systeme suivant

O — VAT + 4T + 7" - VT = — VT
dth =0
dsu® =0

—e -
u li=0 — Uug-

(NSd2D)

Nous remarquons que, comme (NSd2D) est un systeme de Navier-Stokes dissipatif bidi-
mensionnel avec trois composantes, le théoreme de Fujita-Kato implique que, pour tout
e > 0, pour tout Uy € L*(R?), le systeme (NSd2D) admet une unique solution globale
7 € C(Ry,L2(R?)) NL2(Ry, HY(R?)).

Remarque 3.6.2 Les estimations du lemme 3.6.1 restent inchangées si nous remplagons
la solution @ de (Ed2D) par la solution u* de (N.Sd2D).

Maintenant, nous démontrons la convergence de la solution u° du systeme (NSd2D)
vers la solution @ du systeme (Ed2D) quand ¢ tend vers 0. Il s’agit du lemme suivant :
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Lemme 3.6.3 Supposons que v, = v,(e) tende vers 0 quand e tend vers 0 et que Ty
appartient ¢ H*(R?), s > 2. Alors, u¢ converge vers u dans L>(R,,L*(R?)), quand ¢
tend vers 0.

Preuve du lemme 3.6.3

Pour tout ¢ > 0, nous avons |[u(f)|[g2gs) < Me " et [ (0| Lo g2y < Me™". Fixons
p > 0. Alors, il existe un temps 7, > 0 tel que si ¢t > T,

16 ey + 1) ez < o
Comparons maintenant @* et u sur l'intervalle de temps [0,7,]. Soit w® = @* — u. Alors
w* est solution du systeme

o' — v Apw® + Yt + T - Viywt + wo - V,a = Vp + v A,

div,w*" = 0,

Ozw® = 0,

5 _
'Z,U‘t:O = O

En prenant le produit scalaire dans L? de la premiere équation du systeme avec w®,
on a

1d
2dt
et donc,

w5z + va [IVaws g+ [wrllte < v [ Vatllge [Vaw[lge + [ (w™" - Vialw®)]
1d

2dt
En intégrant en temps, nous obtenons

2 2 —12 — 2
[wllgs + 7 [[wflle < wa [ Vaallye + [[Vatllge [l -

t
2 - —2 _ (e 2
[ ()|l < v 1VthhuHL°°([0,Tu],L2)+/O IV [ €7 [l (7) | 2

Le lemme de Gronwall implique que, pour tout 0 <t < 7T},
t
IO < CodeToonn { [ 190l dr .
0

Siug € H?, s > 2, alors ||Vhﬂ||L°°([0,T,L},L2) < Cy(T,) et fot |Vru(7) || dT < Co(T),) pour
tout 0 < ¢t < T),. Par conséquent, le fait que v, = v,(¢) — 0 quand ¢ — 0 entraine qu’il
existe ¢ = ¢(7),) tel que, pour tout 0 < t < T, ||w*(t)|l;2 < p. On en déduit que pour
tout > 0, il existe &(u) > 0 tel que si 0 < & < e(p), [[0° = Ullpo g, r2(mz)) < #- Le lemme
3.6.3 est donc démontré. |

3.7 Cas semi bien-préparé

Dans ce paragraphe, nous étudions le systeme

ut A es

Ou® — e*Apu® + yu +u® - Vu® + - = —Vp© dans R® x R,
(NSCe ) dive =0  dans R® x R,
us |,y = Ug dans R,
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Dans ce qui suit, nous aurons besoin de I'espace suivant
_ FTNETS 2§17 ngyn+s
Y., =H,"H,NL;H "NH,H™,

ou les espaces H" et H" sont les espaces de Sobolev homogenes et non homogenes usuels.

N o S| YD R

ou x est une fonction C* de R dans R telle que

w1 8 oSkl
xT) =
X 0 si |z>2

On remarque que ¥ € D(R?), supp ¥ C Crop et ¥ =1 dans C, g. On a besoin du lemme
suivant, dont la preuve est facile (voir par exemple le lemme 3.4.2).

Lemme 3.7.1 Soient r = R™', s >0 etn > 0. Sivg € Yy, vor = F 1 (U(§)Fvg) et
Wy = Vg — Vo1, alors

lwollgo < C llwolly,, R

Le résultat principal de cette section est le théoreme suivant :

Théoreme 3.7.2 (Existence globale) Soient v > 0, n > 0. On peut choisir oy > 0
et a > 0 de sorte que, pour tout 0 < a < «q, pour tout s > % et pour tout ro > 0, il
existe g > 0 tel que, pour tout 0 < € < g¢ et pour tout donnée initiale uy = Uy + vy, de
divergence nulle satisfaisant
(i) Uo(x1,m2) est un champ de vecteurs bidimensionnel, Uy = (uy, uz,0), de divergence
nulle et appartenant ¢ H°(R2), o > 2, tel que HEOHHU(R}%) < rq et tel que le tourbillon
Q(] = (92@(1) — (91ﬂ3 € L2(R%) N Loo(R}%)’
(i1) vy est un champ de vecteurs tridimensionnel de divergence nulle appartenant a
H"(R?) NY;, tel que [volly,, < roe™,
le systéme (NSC....) admet une (unique) solution globale

u® € Cyp(Ry, H**(R?)) avec Vju® € L*(R., H"*(R?)).
De plus, quand € tend vers 0,
ut —u —vp — 0 dans L™®(R,, H*(R?)),

ou u® est la solution du systéeme de Nawier-Stokes dissipatif bidimensionnel avec trois
composantes (NSd2D) avec v, = €* et ot vy, est la solution du systéme linéaire

vrp Ne
@vL — €aAhUL + YvL + L - 3 = —VpL

(LNSCay) div vy, =0
vp(0) =vo = F  (U()F(vo)),

ou la fonction de troncature U est définie dans (3.62).

Remarque 3.7.3 Dans ce théoreme, on considere une donnée initiale vy pour la partie
tridimensionnelle qui peut étre tres grande quand € tend vers 0.
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3.7.1 Estimations de Strichartz pour le systéme linéaire tronqué
On rappelle que C,.p = {£ € R? | [&] > r;|&] > ret [€] < R}

Lemme 3.7.4 (Estimations de Strichartz) Soient p>1etr = R% avec 3 > 1. II
existe une constante C = C(v,p, ) telle que si vy, est la solution de (LNSC., ) de
donnée initiale vo 1, € L*(R3). Alors,

24+2p+38 1
192 (0 ooy moonay < CR 2 e [lug.p e -
((0,400),Lp°L2)

Preuve : La preuve de ce lemme est analogue a celle du théoréme 3.3.1 et du corollaire
3.3.3. Nous remarquons qu’ici, la partie réelle des valeurs propres de la matrice B(¢,¢)
est —y — e |€,]* (pour la définition de la matrice B(£, ), nous renvoyons au paragraphe
3.3). Quand ¢ tend vers 0, e ]£h|2 est négligeable par rapport a . Cela nous donne une
estimation meilleure que celle du théoreme 3.3.1. |

Remarque 3.7.5 Ici, comme v > 0 est fixé, la viscosité horizontale v, ne joue aucun role
dans les estimations de Strichartz. Les estimations restent donc les mémes si on prend
v, = €% ou si on prend v, = —

1
Sne-

Remarque 3.7.6 Dans ce qui suit, on va prendre 3 = 1. Les estimations de Strichartz
deviennent simplement

5+2p 1
et [uo,Lllg -

||UL||LP((0,+<><>),LZ°L%) <CR

3.7.2 Estimations d’énergie a priori

Dans ce paragraphe, nous allons donner les estimations d’énergie a priori nécessaires
pour la démonstration du théoreme 3.7.2. Comme on ’a mentionné dans 1’énoncé du
théoreme, la stratégie de la preuve est de décomposer u° en trois parties : u® = u® +vy +w,
ol T° est solution du systeme bidimensionnel (N.Sd2D), vy, est solution du systeme linéaire
(LNS: ) et w est solution du systeme non-linéaire suivant

Ow — e*Apw + yw + Q(w) + whes -Vp
(NNSC:0) divw =0

w(0) = vy — vo 1,
ou

Qw) = (W +v,+w) V@ +v, +w)—u -V
=w-Vw+w- Vv, +vg - Vw+ v, - Vup,
+u Vv, +v -V +u° - Vw +w - Vu'.

Le but de ce paragraphe est de donner les estimations pour les termes croisés de Q(w).

Rappelons que les opérateurs de troncature Ay sont définis dans la définition 3.2.1.
Nous avons d’abord le lemme suivant dit & Chemin-Desjardins-Gallagher-Grenier [26] :
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Lemme 3.7.7 Pour tout s > %, il existe une constante C' telle que pour tous champs de

vecteurs u et v dans H**(R3) de divergence nulle dont le gradient horizontal appartient a
H*(R3), on a

[(As- VALY < Oz ([ ntlgo - ay [0l ey 1V g
el 1V 1y 10y ).
ot {dy} est une suite sommable de constantes positives et ||(dg)|[,, < 1.
Pour les termes qui contiennent la solution vy, du systeme linéaire (LNSC., ), on

utilise le lemme suivant (pour une preuve de ce lemme, voir les lemmes 3.4.4 et 3.4.5) :

Lemme 3.7.8 Soit s > % Pour tous champs de vecteurs vy et vy dans H%*(R3) de

divergence nulle dont le gradient horizontal appartenant a H**(R3), il existe une constante
C > 0 et une suite sommable des nombres positifs d, (qui peuwvent dépendre de vy et vy)
de somme 1 telle que

(A (v2 - Vor)|Agvr)| < Cd27*P R |ug [ geops 01 lggo.s 11021 go.s » (3.63)
|<AZ(UL . VU1)|AZU1>‘ S qu2_2q5R5 ||UL||L}C;(}L12) ||U1||H075 V}ﬂ)lHHo,s
+ Cd2 2 R o || pepa 01 [l - (3.64)

Enfin, pour les termes qui ne contiennent que la solution @® du systeme (NSd2D) et
la solution w du systeme (NNSC., ), on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.7.9 Soient s > % et p > 4. Pour tout ¢ > —1,
(AT - Vw)|Ayw) = 0.

De plus, si la troisiéme composante U est nulle, il existe une constante C > 0 et une
suite sommable des nombres positifs (dy),>1 de somme 1 telle que

22 2
|<AZ(w ' Vﬂ&h)mgwhﬂ = qu2_2qs thﬂa’h“m(R?) ||w||H0,’2(R3) thwHIIiIOvS(R:”) ’

Preuve du lemme 3.7.9

Comme l'opérateur Ap n’agit que sur la variable verticale, alors si u = u(zy, z2) ne
dépend pas de x3 et si v = v(x1,79,73) € &', alors A (uv) = wAyv. On rappelle que u*
est un champ de vecteurs bidimensionnel de divergence nulle avec trois composantes, i.e.
divy, @ = 0 et 05u° = 0. On en déduit que

(AY (T - Vw)|Atw) = (T - V(ALw)|Aw) = 0.
Pour la deuxieme estimation, le fait que u® est un champ de vecteurs bidimensionnel
et I'inégalité de Holder impliquent que
(AY(w - VEe") A" = [(Abw - V" [ Abw™)|

< thﬂa’h”m@@) HAZWHL2(R3) HAZ
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2 2
En utilisant Pinclusion H} (R?) — L!*(R?) (avec une constante du type C', /5 <20

2 :
pour p > 4) et le fait que 'espace HY (R?) est un interpolé entre L (R?) et Hj (R?), on
obtient

[(Ag(w - V@) A" < [[Vaa™" |, e ||Agw”L2(R3) HAZWHL};—Z’?Lg(m
2 N T A M
< CA2 T ey [0l ey [0 s
Le lemme est démontré. |

3.7.3 Démonstration du théoreme 3.7.2

On remarque d’abord que la composante 7= de la solution u° du systéme (NSd2D)
est solution de I’équation de transport suivant

{ ataE,-?) _ E/.OéAhﬂE,-?) _|_ 7%873 + ﬂ&,hvhaf,g — 0

73(0) = a§73.

Donc si ag’?’ = 0, u*3(t) reste nulle pour tout temps ¢t > 0. On rappelle ensuite que le
terme u® A e3 est un terme gradient. En utilisant ’argument classique dans les espaces de
Sobolev anisotrope H%*(R?), on peut montrer l'existence locale et I'unicité d’une solution
forte du systeme (NSC. ) (et donc de celle du systeme (NNSC;,~)). Le but est de
montrer que la solution du systeme (NNSC. ) est globale.

On applique I'opérateur A} & la premiere équation du systeme (NNSC.,,) et on
prend le produit scalaire de I’équation obtenue avec Ajv, d’ott I'inégalité

1d
L s, v 8 + e AVl < KAQIAL . (369
La définition de Q(w) implique que

[(ALQ(w)|ALv)| < Fy + Fy + F3 + Fy + Fs,

ou

w - Vw)|Alw)

( :

(v, - Vw)|Abw)| + (AL (w - Vo) |Abw)
Fy = [(Ab(vg - Vor)|Abw)]

(

(

Y

u - VUL)|Azw>‘ + ‘<AZ(UL - Vu©)| Abw)
T - Vw)|Abw)| + [(Ab(w - VT©) |[ALw)] .

I

Le lemme 3.7.7 nous donne

Fy < €27 1[0 g vy [ 0] oy - (3.66)
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Le lemme 3.7.8 implique que

Fy < Cd27** R H'ULHL;oLg ]l fgo..

04,27 B ol gegs Tollgo.

Vit ggo.e - (3.67)

On rappelle que vy, est solution du systeme linéaire (LN SC. ), donc, pour tout ¢t > 0,
on a [|vg(t)||gos < ||vollgo.s- Alors, I'inégalité (3.63) du lemme 3.7.8 implique que

Fy = [(Af(vr - Vo) |Ajw)| < Cdg2 7 B [Jur | e [lvollpo.s

W||g0.s - (3.68)

L’estimattion du terme Fj est un peu plus délicate. En fait, nous ne pouvons plus utiliser
le lemme 3.7.8 car u® est un champ de vecteur bidimensionnel qui ne dépend pas de x3.
Pour le premier terme de Fy, comme %3 = 0, on peut écrire

(AY(T - Vur)|Alw) = <Z aiA;’(ﬂa’ivL)|AZw> + (AY((div 47 )vg ) [Alw) .
i=1,2
Alors, I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique

[(A5@ - Vo) |Agw)| < [|AT(divaa)or)| s |45l + |50 @ vi)| e [ATVRe]| e

En utilisant le lemme 3.2.4, on a

(A (@ - Vor)|Agw)| < Cdy272" [ [1(div 57 )vr[lgo.s [[w]lgo. + 177 @ villgo.s

Vit |

Puisque u° ne dépend pas de x3, dans la direction verticale, les supports des transformées
de Fourier de (div,u)vy, et de ©° ® v, sont localisés dans [—R, R] comme l'est celle de
vr. Alors, grace au lemme de Bernstein (voir le lemme 3.2.2), on obtient

(A5 - Vou)lAgw)|
< CR 27 | (v i) e oo + 17 @ v s 1 Vne0] g |

< CRA2™ o s [ 190 gaeg) 10 l0. + 18 lgaqes) Vil |
De 'inégalité précédent et du lemme 3.6.1, on déduit que
(A3 - Vo) Ag)|
< OR'd27%% ug[|pers [HQoHLz(Rg) [[lgzo.e + [1Toll L2 g2y IV awllgo.s ]
De la méme maniere, on obtient

[(AG(] - Vi) | Ajw) | < Odg27 ||uf - Vi | g0 0]lgo.s
< CR*d,27% ||Uﬁ : vhHEHIg [[w]] 0.
< CRSdQQ_QqS “ULHLZ”L% ”VhﬂaHLQ(Ri) [[wl]go.c

< CR*d,27% ||Qo||L2(R§) ||ULHL3°L5 [[w|[go.s -

67



Chapitre 3. Fluides tournants avec viscosité petite

Donc,
Fy = [(AY(@® - V)| Avw) | + [{AY (v, - VE°)| Abw)|
< CRA27 op gy | 190 o) Il + ollueqeg) IViwll |- (3.69)
Finalement, le lemme 3.7.9 implique que
—2gs 7€ 27% %
Fy < Cd27%" ||V, ||LP(R2) ||w||Ho,s(R3) ||Vhw||Ho,s(R3) : (3.70)

Maintenant, on somme les inégalités (3.66) a (3.70) ci-dessus et ensuite, on remplace
la quantité obtenue dans I'inégalité (3.65). En multipliant I'inégalité obtenue par 227 et
ensuite, en sommant en ¢, on obtient

1d 2 2 a 2
5 0l + 7 [l + 2 Vo,

2 S —
< Cllwllgo.s@sy [ Viwllgo.s sy + CR vzl geers (1ollLege) + [[wllgo.) [[Vaw]go.s

+ ORI llaqe) + [9ll2geg) + eoleos) 0r ey Illno
2 2

s 2 — -2 :
+ CR™M |up [l geps [wligros + CIVAT ||pagge) wllg0% sy VAWl ro.s gs) - (3.71)
Comme ||vg||go. < roe™?, en utilisant I'inégalité de Young, on déduit de (3.71) que

d

7wl + 29 [0l + & [ Vi

< COl|wllggos s ||Vhw||i10,s(R3) + C (o) R*e° ||UL||i;°Lg +C(T, ro) R 1™ vz llpeers

+ [ R e o s + Ol 10) B onllgaegs | 0]

p

1 . =l o 2
L) {cg thuEan(Rz)] = ool B

En utilisant le lemme 3.6.1, nous avons % IV (1)l g2y < CMe™", pour tout ¢ > 0.
Dong, il existe Ty = Ty(p) tel que pour tout ¢ > Tj et pour tout p > 2, nous avons

p

1 _ =1y
[c]; ||vhuf||Lp(R2)} <7

e

Il existe deux intervalles de temps, a savoir [0,7p] et [Ty, +00], sur lesquels nous faisons
deux arguments différents. Rappelons que notre but est de montrer que w(t) reste borné
uniformément en temps dans H**(R?).

1. Sur l'intervalle [0, Ty], il suffit de majorer, pour o > 2,
Fy = [(Ay(w - V"), Ayw")| < Cdy 27 [t go | wllfo. < C(To,T0) dg 27°% [ gyo.s
Alors, pour tout 0 <t < Tj, on a
d 2 2 a 2
5 1llEos + 27wl + e [ Vawl|o.
< C 0l sy Va0 omqasy + C) R [0z g + ClTo, 7o) R ozl

+ [C@) R or |y + C(@o, ) B e [[on ey + C(To, )| e -
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(67

Soit The = supR 0 < T < Ty : Hw(t)HHO,S(Rg) < 25—0, Vo<t < T}. Rappelons qu’avec le

choix vy € Y, le lemme 3.7.1 nous donne
[[wollggo. < Clro)e "R,

On choisit maintenant
_ 3a+26+2a

1
R = C(To)ﬁE 2
avec 0 > 0 petit a déterminer. On obtient

wollggos < 77,

«

€
donc il existe €1 > 0 tel que pour tout 0 < ¢ < &y, [|wo|lgos < Yok La continuité de

Iapplication ¢ +— ||w(t)||H0,S(R3) implique que 7., > 0. En intégrant 'inégalité ci-dessus,
on obtient
w0 () [0, g3y < llwollgo.s(ray + C (o) B or(7)||fers
t
+ C(tg, o) R¥ e HUL|’L1(R+,L;L°°L%) "‘/0 [C(ﬂO)R%fﬂ HUL(T)H?J;;OLg
o+ C (T, o) ™6™ o (7) ey + C(To, o) | 10 (7) .
Le lemme de Gronwall implique que, pour tout 0 <t <7,
@) < [ Il + C@) R lonlag. apag + Ol ro) R
+ HUL‘|L1(R+,L;L°°L%):| X exp {TOO(TO’EO) + C(T) R~ HUL|’i2(R+,LfL°L§)
+ C (g, ro) Rt e™ HUL|’L1(R+,L;L°°L%) }

Comme ||vg||p2 < 10e™%, les estimations de Strichartz pour vy, impliquent que, pour tout
0<t<T,,,

Hw<t>‘|§{0,s < latd [ga X C(EO)&j—5—a_2a_4(9+4s><357+26+2a> N C(ﬂo,7“0)é?%_6_3a_2a_—(QHS)(S‘&H[SH@]
xexp {TOC(TO,EO) N 0(60)5%70‘72“7 (0-42) G-t 26+20) N C(EOJ’O)E&?Qai (9+2s)<3§]+25+2a>}
(3.72)
Alors, si .
da+ 2a < m,
on peut choisir § > 0 tel que
da+2a+ 20 < m,
et donc,
(9—1—25)(324—#2(5—1—2@) 5430 4 20 < i’
9+ 43)(32 + 26+ 2a)

1
) 2a < —.
In +0+a+2a 1

69



Chapitre 3. Fluides tournants avec viscosité petite

Par conséquent, si g1 = €1(up, Tp) est suffisamment petit, on a

e e

JE— < —,
4C  2C

pour tout 0 <t < T, .. Cela implique que 7T, . = Tj et en particulier, on a

[ w(t) |20, < 2exp {ToC/(Tp, Tp)} 37 <

[w(T) 350 < 2exp {ToC(Ty, o)} £%*.

2. Sur Uintervalle [T}, +o00], pour tout p > 4, nous avons

d 2 2 2
g 1l + 27 [wllgpo.. + e [ Vawl|go.
< Cllwllgos@s) [V awllo.s s + C @) R [[op|[feepe + C (o, m0) R e ™ ol pors
+ [C(ﬂo)RQSé_a loLllerz + C(@o, ro) R e™ [Jup e | lwllo.s

+ %e_w_TO)(P —1) e ||w||§{075(R3) :

Pour minimiser le terme (p — l)sfﬁ, on choisit p = 1 — alne (remarquons que pour
assez petit, p=1—alne > 4). On a

«

(p—1)e o1 =elne®.

Soit
Ty(vp)(t) = C(up)R*e H?fL(t)||i;;<>Lg + C (o, ro) R e™ lup (8) | ez -

Alors,

d 2 2 o 2 2
7 1lleos + 27 [wllgo. + e [Vawllgo. < Cllwlgo.gs) IVawlleo. gs) + Ti(vL)

+ [Fl(vL) +vIn 5_"‘6_7“_%)] ||w||ilo )

(e

Soit T} = sup {T > To : ||w ()] go.s msy < 28—0, VT <t < T}. On sait déja que

3a+d

[w(To) lgo.. < V/2exp {ToC (Lo, W)} e 2,

8(1
donc il existe €2 > 0 tel que pour tout 0 < € < &3, ||w(Ty)||ggos < ==- La continuité de

2C
Papplication ¢ — [|w(t)||go. gsy implique que T7 > Tp. Soit

— s —a 2 — s —a
y(vg) = C(to) R*e ||UL||L2(R+,L;°L5) + C(ug, 7o) R*" e ||ULHL1(R+,L;°L%,) :

En integrant 'inégalité ci-dessus en temps et pour tout 7y < ¢ < T, on obtient

t

o) ey < NTo) e +Tatoe) + | [Pr(on)(m) e () dr.

To

En utilisant le lemme de Gronwall, on obtient, pour tout 7y, <t < T7,
()50 < ([w(To)l[z0.s + Ta(vr)) e exp {T2(vr)} -
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Comme |[[vg||p2 < o™, les estimations de Strichartz pour vy, impliquent que, pour tout
To<t<TZ,

9+4s 94+2s 1

()l < [ fo(T)lik. + Clro)R™5 2% 1 C(a, rg) R o]

9+4s 1 9t2s 1_o,

X exp {C(TQ)R 2 gZ‘O‘_Q‘l + C(ﬂo, TO)R 2 g4 } . (373)

0 (®)fo < 22 [22° exp {ToC Ty, o)}

1_fo—9q— (OF4)Bat2042a) _ 1_34_0g_ (942s)(3at26+2a)
+C(rg)er "7 a1 +C (T, r)ed 272 17
1__9q_ (9F4s)(3a+2642a) _ 19, (9425)(3a+26+2a)
X exp {C(r0)54 a-2a m + C(Tg, 7o) " n }
(3.74)
La condition sur «, a et ¢ :

da+20+20 < ——
9+4s+4n

implique que

94 45)(3 20 + 2 1
(0+45)Ba+20 + a)+4a—|—2a<—.
4n 4

Dong, il existe 0 < g9 < min {e1,e2} tel que si 0 < e < &,

= 1_gq—_0q_ (9F4s)(Ba+26+2a)
286 exp {TOC(TO’U())} —+ C(r0)€4 a—2a pre
— 1_34_9q_ (9F25)(3a+25+2a) 1
+ O uo TO 84 4n <
(o-10) 3207’
1_o—9q— (9+4s)(3a+25+2a) _ 1_g,_ (9+25)(3a426+2a)
exp{C(ro)g4 a—2a T + O (T, o) o _o

On déduit de I'inégalité (3.74) que pour tout 0 < e < g¢, pour tout Ty < t < T,

07 «

15 e
t s S = < —.
Hw( )HHO’ = 4C < 20

Cela implique que T = +o0. [ |

Remarque 3.7.10 On voit bien que cet argument marche a condition que la viscosité
v, ne tend pas vers 0 trop rapidement, a savoir v, = £ avec

n 1

< <
“ =36+ 165+ 167 16

3.8 Cas mal-préparé

Dans cette section, on va traiter le cas des données initiales plus générales dans le
sens ou Uy est un champ de vecteurs bidimensionnel de divergence nulle et ou ses trois
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composantes peuvent étre non nulles. Dans ce cas, on suppose que la viscosité verticale

est nulle et la viscosité horizontale égale a — 51115' Rappelons que

Yo, = H,"H: NLIH," N HJH".

On a le théoréme suivant :

Théoreme 3.8.1 (Existence globale) Soient~y > 0, n > 0. Pour tout s > %, pour tout
0 < % et pour tout rqg > 0, il existe g > 0 tel que, pour tout 0 < € < g et pour toute

donnée initiale ug = Uy + vg, de divergence nulle satisfaisant
(i) Uy est un champ de vecteurs bidimensionnel de divergence nulle et dsug = 0, ap-

partenant o H7(R2), o > 2, tel que [0l go g2 < 0.
(ii) vy est un champ de vecteurs tridimensionnel de divergence nulle appartenant a
H** NY;, tel que [volly,, < o,
le systéme (NSC. ) admet une (unique) solution globale
u® € Cy(Ry, H”®) avec Vyu € L*(R,, H"®).
De plus, quand ¢ tend vers 0,

ut —u* —vp — 0 dans L™(R,, H"®),

ou U et vy, sont respectivement solutions des systémes (NSd2D) et (LNSC. ) avec la
Viscosité vy, = — 5.

Remarque 3.8.2 Pour simplifier la preuve, on a énoncé le théoreme dans le cas ou la
taille de vy ne dépend pas de e. La preuve du théoréme est aussi valable (avec de petites
modifications) dans le cas ou la taille de vy est de 'ordre e avec a > 0 assez petit.

Preuve du théoréme 3.8.1

La preuve de ce théoreme est analogue a celle du théoreme 3.7.2. Les estimations pour
les termes FY, F5 et F3 sont les mémes. Il reste a estimer de nouveau les deux termes Fj
et F5.

Pour F}, nous remarquons que dans le cas semi-bien préparé, la troisieme composante
=3 = 0. Dans le cas mal préparé, en tenant compte du fait que 93¢ = 0, nous écrivons
Fy = F}+ FP ou

Fp = [(AL@" - Vyop)|Abw)| + [(Ab(v} - V©)| Abw)]

et
Fy = [(A(u 050 )| Abw)| .

Le terme FJ' peut étre estimé de la méme maniere que dans le cas semi-bien préparé.
Fj < CR,2 7 oy ey [ 1900l o) oo + [T lpaqes) I Valos | (3.75)

Pour le terme F}, puisque le support de la transformée de Fourier de v, est localisé dans
Crr,on a
Fy = [(A5@ dgun)|Ajuw)| < Cdg2™* |70 .. |10l
< CR1d,27% ||a*3up ||, (W] gg0.e
< C’RS+1dq2_2q5 ||UL||L,3<>L3 HUEHL?(]Ri) ||| 0.5

< CR**'d 27 ||HOHL2(]R,2L) ”ULHL;L'OLg [[wllgo.s - (3.76)
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Pour Fjs, nous rappelons que 'opérateur Aj n’agit que sur la variable verticale, que
@ ne dépend pas de x3 et que (AY(T - Vw)|Alw) = 0. En faisant une intégration par
parties et en utilisant I'inégalité de Young, on obtient

Fs = ‘<A3(w . Vﬂ5)|Agw>|
/ (A" - V) Abw] T da
R3

< N ey [ VaAT0 s 1250 e es)

Rappelons que H:(R2) — L4(R2) et que espace Hz (R2) est interpolé entre L2(R2) et
H'(R?). Puisque uy € H°(R?), o > 2, alors, uy € L*(R?). En utilisant I'inégalité de
Young, on déduit que

Fs

IA

1 3
C |’E€||L4(R2) ||AZU)||EZ<R3) HAZVth;ﬁ(Hm)

1 3
< Cdj27% ||ﬂ0||L4(Ri) e " wllFo.s IVhwll o,

1
2lne

IA

dg27%" | C [l gz e~ ne™ . — IVawllggo. | - (3.77)

Maintenant, on somme les inégalités (3.66), (3.67), (3.68), (3.75), (3.76) et (3.77).
Ensuite, on remplace la quantité obtenue dans l'inégalité (3.65) (on remarque que la
viscosité horizontale est Filg mais pas £€%). En multipliant I’inégalité obtenue par 22%° et
ensuite, en sommant en ¢, on obtient

1d 1
2dt 20Ine
2 _
<C HwHHOvS(R?’) thwHHOvS(H@) +CR° ||UL||L;°L3 <||u0||L2(R2) + [|wllgo.s)
+ R ([0l ey + 1101 22y + 120l o)

+ CR Jorgers 1wl + C llTollgags) e ne™ [[wllgo. -

2 2 2
[w[l0.s + 7 l[w]go.s = IVhwl[go.s

|Vhw||H0,s

|UL||L;°L5 [[w]] 0.5

Donc,
d 2 2 1 2
ol + 27 Nl = 5o IVawlo.

2 _ 2
< O [[wllgo.s ) | Vaw oy + C(ro) B ne™ J|up || op
+ C(Tg, ro) R°*! ||UL||L2°L% + [C(ro)R* e’ ||UL||ig°Lg
+C [Tollagez) e ne™ + C o, 7o) R Jur [z | [10llzo.s
Ici, pour simplifier, supposons que C |]E0Hi4(R% ) < 4v. En effet, si ce n’est pas le cas,

nous découpons R, = [0, Ty] U [Tp, +o0] comme dans le paragraphe précédent et nous
traitons séparément les deux intervalles. Soit

. 1
Te = sup {T . ||w(t)||H0»S(]R3) S —m, Y0 S t S T} .
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Alors, en intégrant en temps, on obtient, pour tout 0 <t < T,

2 2 - 2
lw(®) g0 < lwollfpo.s + Clro) B> Ine™ o lpag, poers)

t
+ O@oﬂ“o)—RsJrl ||UL||L1(IR+,L;°L%) +/ [
0

C(ro) R** Ine™ ||UL(T)||i;Lng
+C ||H0||i4(R%L) e Ine™" + O (@, 7o) R*M vp(7) |z ] lw0(7) I Fyo.0 .

Le lemme de Gronwall et les estimations de Strichartz pour vy impliquent que

(8o < [ llwollfo. + Clro) R*5

ei*5lng’5+0(ﬂo,ro)R9§2s i 5]

€4
X exp {C(TQ)R#

eilne™® + C'(y, 7“0)Rg+2255i }
Puisque

lim — = 400,
e—0 66

il existe une constante C' telle que pour tout 0 < e <1,

Ine ™% < Ce0.
Alors

Ol < [ Tuolfi. + Clro) R542 + Cl(mo, ) RF* e

X exp {C(TO)R%;SE%_(S + C(w =

=
=9
—_

Soit 9y a determiner tel que R*5" =00, Alors, on a

24,
|wol|ggo.s < C HUOHYs,n R < C’rogﬁ(ﬁ_

Il existe e; > 0 tel que si 0 < € < €4, alors

g < Olro) 3% < 1
Wollgpe.s = AT0) € 205 Ine’
ce qui implique que T* > 0. L’inégalité (3.79) devient

6,
||w(t)||?—[0,s S [C(TQ)(’:‘%_E + C(To)E%_QS_(sO + C(HQ, 7“0)5%_6_60

X exp {C(ro)ei"s"so + C(ay, 7“0)8%"50}. (3.79)

Si .
o< —————
9+ 4s+ 8y’
alors, on peut choisir dy tel que
2007
—6>0
9+ 4s
1
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Soit

— 5= 26—\ > 0.
70 2mm{9+4s '3 0}>

Il existe donc une constante C(g, ro) telle que
|0 (#) || ggo.s < C (o, 7)™ exp {6(%, ro)e%o} )

Par conséquent, il existe 0 < gy < g1 tel que si 0 < ¢ < &g,

_ 1
4C8ne’

pour tout 0 < ¢ < T*. On obtient donc que T* = +o0.

[w(®)llgo.s <

3.9 Application a des fluides en rotation rapide entre
deux plaques

3.9.1 Introduction

Dans cette section, nous étudions le probleme des fluides visqueux en rotation rapide
entre deux plaques horizontales infinies dans le cas ou les viscosités horizontale et verticale
tendent vers zéro avec le nombre de Rossby. Nous considérons le systeme :

/\ £
O — e Apu — BedPut +uf - Vs + 2 - Y vy
(N5Cas) div 1w = 0
u’ li=0 — u(a),

sur le domaine Q = €, x [0,1], ot Q5 = R?, u*(¢,x) est le champ de vecteurs de vitesse
et p*(t, x) désigne la pression du fluide et ou le nombre de Rossby € > 0 tend vers zéro.
Les constantes a et [ sont strictement positives. Sur le bord

8Q:th{w3:0}ﬂﬂhx{x3:1},

il est naturel de supposer que le fluide satisfait a la condition de Dirichlet uj, = 0. Nous
supposons aussi que nous sommes dans le cas bien préparé ou la famille des données
initiales (u§). converge vers (T, 0) dans L? quand € — 0, ol Uy est un champ de vecteurs
bidimensionnel. Le cas des données générales sera traité dans un travail ultérieur.

Dans les chapitres précédents, on a vu que, selon le théoreme de Taylor-Proudman, sous
effet de la rotation rapide, le fluide tend vers un déplacement en colonnes (la vitesse du
fluide ne dépend pas de la hauteur x3). Pourtant, ce comportement n’est pas compatible
avec la condition de Dirichlet sur le bord 012, sauf dans le cas ou u = 0 dans tout le
domaine €, ce qui veut dire que le fluide ne se déplace pas dans 2! Cette incompatibilité
provient du fait que jusqu’a maintenant, nous négligeons le role de la friction. En effet,
a une certaine distance du bord du domaine, la friction est négligeable et le fluide a un
comportement bidimensionnel, ce qui est conséquence de la rotation rapide. En revanche,
pres du bord du domaine, la friction est importante et freine le fluide de telle sorte que la
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vitesse au bord est nulle. Quand nous passons a la limite lorsque € tend vers zéro, cette
friction ajoute un terme dissipatif et le systeme (NSC, ;) admet comme limite le systeme
de type Euler bidimensionnel dissipatif suivant

Qu+u-Vu+/281=—-V,p,
(Ed2D5) div Rl = 0,

Ul,—g = U0,

ou, pour simplifier, nous avons noté u le champ de verteurs horizontal (, 0) (la composante
verticale étant nulle).

Dans [57], Grenier et Masmoudi ont montré I'existence de couches limites pour le
systéme des fluides tournants dans un domaine 2 = €, x [0, 1], ou1 Q, C R? est soit le tore
T? soit un domaine borné avec un bord régulier, dans le cas d'une viscosité horizontale
v, fixée et d'une viscosité verticale v, = (¢ et dans le cas bien-préparé ou les données
initiales convergent vers un champ de vecteurs horizontal. Ils ont prouvé que quand le
nombre de Rossby e tend vers zéro, le systeme limite est un systeme de Navier-Stokes
bidimensionnel dissipatif. Le cas ot €, = T? et ou la viscosité horizontale v, tend vers
zéro et vy, > Ce (ou C est une constante dépendant des données initiales) a été démontré
plus tard par Masmoudi dans [75], pour des données bien préparées et dans [76], pour
des données générales. Il a montré la convergence du systéme vers le systeme limite (pas
uniformément en temps) lorsque la donnée initiale est assez réguliere. Enfin, le cas ou
), = R2%, ol la viscosité horizontale v, est fixée et la viscosité verticale v, est égale a
Be, a été traité dans [27] par Chemin, Desjardins, Gallagher et Grenier en utilisant les
estimations de Strichartz (voir aussi [28]), pour des données générales.

Rappelons que D'existence des solutions faibles du systeme (N SC&B) est classique
et nous renvoyons par exemple & [28] pour une démonstration. Dans cette section, nous
appliquons les estimations d’énergie non-linéaires faites dans les sections précédentes pour
montrer 'existence de couches limites pour le systeme (NSCY, 5). Nous remarquons que le
systeéme limite de (NSCF, 5), lorsque € — 0, possede les mémes propriétés d’intégrabilité
en temps que le systeme (Ed2D) (voir la section 3.7.2) et donc le tourbillon associé a la
solution limite joue un role important sur les couches limites.

Théoreme 3.9.1 Soit0 < a < ; et soit (u°) une famille de solutions faibles de (NSCE, )
associées a une famille de données initiales (uf) C L?(Q) telle que lir% ug = (o, 0) dans

L2(Q), ou uy est un champ de vecteurs bidimensionnel tel que
Ty € LA(R?) N L=(R?) N H (R3),
avec o0 > 2 et -
Qo = oty — Oy € L2(R?) N L2 (R3).

Supposons de plus que
lirrésfa |ug — Uol2 = 0.
£—

Alors
lim 0" = Ul @, L2()) = 0,

ot T est la solution du systéme limite (Ed2Dg).
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3.9.2 Les couches limites d’Ekman

La construction des couches limites d’Ekman pour les équations (NSCY ;) a été
détaillée dans les travaux de Grenier et Masmoudi [57] et dans [27] (voir aussi [88] et
[28]). L’idée principale est d’utiliser un développement asymptotique formel pour cher-
cher les solutions approchées sous la forme

g
u = UQ,int + Uo,BL + EUL int + €U1,BL —+ ...

app
_ 1 1 (3.80)
Papp = ZP-Lint + _P-1BL + Po,int T Po,BL t - -,

ou les termes avec l'indice “int” représentent la partie “intérieure”, qui sont des fonctions
régulieres de (z,x3) et les termes avec I'indice “BL” désignent les couches limites, qui
sont fonctions régulieres de la forme

I3 1— XT3

(xhaxfﬂ) - FO(ta'IfH?) +F1(t7$h7 5 )a

ou Fy(xp, C) et Fy(xp, () décroissent rapidement a l'infini en (. La quantité § > 0, qui tend
vers zéro avec ¢, dénote la taille des couches limites (en fait, 0 ~ ). En remplacant les
expressions (3.80) dans le systeme (NSCY, 5), il est démontré dans [57] que pour pouvoir
obtenir la condition de Dirichlet sur le bord 0f2, la condition de divergence nulle et pour
équilibrer le terme dissipatif du systeme limite, les couches limites doivent s’écrire sous la
forme

B=pB'+8%+B+ B,
ol les termes B, i = 1,2, 3,4, satisfont aux conditions suivantes. Le terme B! est défini
par
B = Wo + Wy

\/gcurl (w)G(x3)

avec

v e_l\_/%3< COS(1—$3)+ 5 (1—1'3))
w, = — U Usg SIN )
y e e N 1—553)
Wy = —e VE | Uy CoS — Up SIn ,
2 ( 2 ( \/F ) 1 ( \/F )
_=3 T3 T _l-=zz l—23 =«
G(x3) = —e VEsin —+—)+—e Jﬁsm( +—);

pour assurer la condition de divergence nulle a I'ordre zéro du développement asympto-
tique. Le terme B? défini par

V'E T,
B? = —VE T
Vv Ecurl (u) (% = xg)
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est présent pour obtenir la condition appropriée sur le bord au premier ordre. Enfin, les
termes B3 et B* sont définis par

—u
5 1 1 _1
B° = e VEcos| — —Us |,

0
—Uy 0
B' = f(zs) | @ | +g(a3) 0 ;
0 curl (w)

ou

Flas) = a(e v +e ) +b,

glzs) — —@ e 7 sin (% " g) - / " fls)ds,

ou a et b satisfont

_1 _ 1 1
VB = 4/ VE sin [ ——
a(l—l—e E>+b E+e Esm(ﬁ)
_1 1 1 T
20V E (1 —e VE = —V2Fe VEsin| —+ — |.
a ( e E>+b e ESIH(\/E+4>

Ici, tout ce dont nous avons besoin est que a < CVE et b < CE. Rappelons que E = 23¢2
désigne le nombre d’Ekman et @ est la solution du systeme limite (Ed2Dg). Nous rappelons
aussi que B satisfait une équation de la forme (voir [57] et [75] pour plus de détails) :

B = M(x3)A(t, 1, z2),

0

o A(t,z1,22) = (U, Uz, curl (7)) et M est une matrice 3 x 3 de la forme , ol

0
M et m sont de dimension 2 et de dimension 1 respectivement, tels que pour tout p > 1,
on a

IM(s)lly, < Cer, N|0eMws)llgp, < Cev™ Im(as)llpy < Ce,

3.81
Hm(x;:,)HLJ;C3 <Ce et ||230,,M(xs < Ce. (3:81)

s
3.9.3 Convergence vers le systéeme limite (Ed2Dg)

Rappelons d’abord que si u° est la solution globale du systeme de Navier-Stokes bidi-
mensionnel dissipatif suivant :

QT — e NT + 20T +T -V, @ = —(V,755,0)
(NS2D% ;) div @ =0

u lt=0 — (H()? 0)7

alors le lemme 3.6.3 implique que le théoreme 3.9.1 est un corollaire du théoreme suivant
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Théoréme 3.9.2 Soit 0 < o < 1 et soit u® une solution faible de (NSC;, 5) de donnée

initiale u§ € L2(Q) telle que hH(l) ug = (tup, 0) dans L2(Q), ou uy est un champ de vecteurs
E—

bidimensionnel tel que

Ty € L2(R?) N L®(R?) N H(R2),

avec o > 2 et
Qo = ooty — O1us € L2(R2) N Le(R3).

Supposons de plus que
lim &~ [Juf — ol = 0.
E—>

Alors

. € 7€ -
lim 0" = |y @, L2()) = 0

ot u* la solution globale du systeme (N.S2D5, ;).

Preuve du théoréme 3.9.2 :

Nous remarquons que si nous essayons d’utiliser les estimations d’énergie pour montrer
que le terme u® — u® est petit, alors il y a des termes que nous ne pouvons pas controler
car u® ne vérifie pas la condition de Dirichlet sur le bord. L’idée est donc de construire un
terme “couche limite” B° pour u® pour que u® + B¢ vérifie la condition de Dirichlet sur le
bord et la condition de divergence nulle. Remarquons que u® vérifie les mémes estimations
d’énergie que u (voir la remarque 3.6.2), et que la construction de B reste identique a
celle de B en remplacant tous les termes qui contiennent u par leurs analogues avec u®.

Comme le terme B° qui désigne les couches limites d’Ekman est un terme “petit”,
a savoir que B¢ tend vers zéro dans L™ (R, L?(Q)) avec €, on va montrer que v° =
uf — U — B¢ converge vers zéro dans L™ (R, L?(Q)) quand ¢ tend vers 0. Remarquons que
dans [75], la convergence n’est pas uniforme en temps car dans les estimations d’énergie,
on utilise les normes H® de @, avec s > 2. Or, la solution du systeme limite (Ed2Dg)
existe globalement en temps, mais sa norme H?, avec s > 2, pourrait tendre vers l'infini.
Pour obtenir des estimations uniformes en temps, nous allons estimer les termes u et V,u
dans des normes L”, avec p > 2 bien choisis, et utiliser le lemme 3.6.1 qui dit que si le
tourbillon Qy = 9,y — 9,,u2 appartient & L2(R2) N L>(R?), alors les normes L?, avec
p > 2, de w et V,u décroissent exponentiellement en temps.

Rappelons maintenant qu'un champ de vecteurs horizontal (ne dépendant pas de x3)
de divergence nulle appartient au noyau de l'opérateur P(e3 A -), ou P est la projection
de Leray sur le sous-espace des champs de vecteurs de divergence nulle. Par conséquent,
e3 AT est un terme gradient. En remplacant u® par v*+u°+B° dans le systeme (NSCY, ;) et
ensuite en soustrayant I’équation vérifiée par u°, on trouve que v est solution de I’équation
suivante

OB° + 0 +u" - Vo +u - VB +B°- VB +0v° - VB*
+ B VT + 07 - VUE — A, B° — *Apo° — Be03B°

ANBE es Ave
GRE LSRR = —VFE. (3.82)

— Bedzv +
€
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Chapitre 3. Fluides tournants avec viscosité petite

En prenant le produit scalaire dans L? de (3.82) avec v°, en intégrant par parties et en
tenant compte du fait que v vérifie la condition de Dirichlet sur le bord, on obtient

1 d « 3 3
£ s = I+ B
= — (Ly,0v%) — (u° - V&, 0%) — (B° - VB, v%) — (B° - VT©, %)
— (v° - VB, v%) — (v° - VT, 0%) + (Lo, v%), (3.83)
ou
Ll = 8tB£ - a’:“aAhBa + u - VBE
Ly = e — PN L g

Le but maintenant est de majorer les sept termes du membre de droite de I’équation (3.83).
Nous reprenons les notations de [57] et [75], et nous notons By, By et b (respectivement
V1, Va et v) les trois composantes de B¢ (respectivement v°) et nous prenons B = (By, Bs)

et V= (V1,Va).

1. On rappelle que BF = M(xz3)A(t, x1,x2) ou A(t,x1,22) = (a5, us, curl (@®)). On
sait que u vérifie I’équation

ou® — e“Aput + /20w +u - Vu' = —(V,,p°,0),
ce qui implique que (en tenant compte du fait que T est de divergence nulle)
Oy(curl @) — e*Ap(curl @°) 4+ /208 (curl @) +@° - Veurl (a°) =0,

et donc
O A — e ALA+ /20 A+7 - VA= —(V,p,0).

En utilisant le fait que la troisieme composante de u° est nulle, on a
(L1, 0)| = [(M(25) (OA = e* DA+ - VA) o) < V20 M)z, [[Allez, 107z -
Les estimations (3.81), le lemme 3.6.1 et I'inégalité de Young impliquent donc que

(L1, v%)| < Clao)eze ™ (14 [|of]72) (3.84)

2. Le deuxieme terme est traité de maniere classique. En utilisant la divergence nulle
de u®, on a

(u® - Vo©, %) = 0. (3.85)
3. On décompose le troisieme terme en deux parties :
(B - VB, v°) = (B -V, B%,0%) + (b0, B, v°) .
Pour la partie horizontale, on utilise une intégration par parties :
(B - VB, v%)| < |{((div,B)B*,v%)| + (B ® B, V)| = (B ® B, Vo).
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Donc, I'inégalité de Holder, les estimations (3.81), le lemme 3.6.1 et l'inégalité de Young
impliquent que

[(B - VB 09 < [|Bllga 1Bl [Vao©|l e

< M)y, (1712, + 1Vl ) 1907
< Cla)ete ™ [Vl < Clin)e e + = |Vl (3.56)

De la méme maniere, pour la partie verticale, on a
(002,87, v%)| < [bll s 102, B [[pa [[v° [l
< (el 10m M)y (1702 + 19012, ) 17l
Clag)ete VP ||l < Clagete ™ (1+ vf|2).  (3.87)

IN

4. Le quatrieme terme peut étre traité de la méme maniere. En utilisant le fait que u®
ne dépend pas de x3, les estimations (3.81) et le lemme 3.6.1, on a

|(B° - Ve, v°)| < ||15’5||L§th%3 ||Vhﬂ€||L2 0% | o
< [M@s)lle, (17 gs + 1V07 [[ga) 0]l

< Ca)ere ™ ol < Cla)ere ™™ (1+|v]f2) . (3.88)

5. Le cinquiéme terme est plus compliqué a estimer. On le découpe en quatre parties
comme suit :

(v° - VB v%) =(V -V, B, V) +(V - V3,b,v) + (v 0pyb,v) + (00, B, VY = I1 + I + I3 + I4.
D’abord, pour p > 2, 'inégalité de Holder implique que

L] < C IVl v, I98BI, 2, [Vl 1 -

En utilisant les inclusions
H (R2 ) — LP

Tp?

H (R,,) — L

xr3)
les interpolations des espaces de Sobolev, les estimations (3.81) et le lemme 3.6.1, on
obtient

—E
11| < CHM(:Cs)HLpszQ IV, HL Ve >”V”H%<R23)
< COP a2 5 v o T
- p— 2 € L2 h L2 3
C(H(]) — w 112 8a en2 /66 on2
< e I o 3 IV I+ 050

On choisit p = 13—4 et on trouve donc

58

L] < Cao)e 5 eV o, + Hth Iz + HangHiQ. (3.89)
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Maintenant, en intégrant I, par parties et utilisant 1'inégalité de Holder, on a
1] < C IVatllga bl s 0% gz -
L’inclusion H%(Rih) — Lj, , les estimations (3.81), le lemme 3.6.1 et I'inégalité de Young

impliquent donc que

12| < Clim(zs)llpg leurl T lgs (IViol IIUEIIHZ "

1 3
< O e eV |[olIg: [IVavellg. < Cla@o)e' e o7 1 + ||th€||Lz-

(3.90)
Le terme I3 peut étre estimé comme le terme [; car par une intégration, on a
. _ 1-2a ﬁ
L] = 2(bv, B50)| = 2| (bv, div V)| < C(o)e eV [[vf | 2ot HVhU‘SIILzJr 3 1850° |5 -
(3.91)

Le terme [, est le plus difficile a controler. D’abord, on remarque que d’apres le lemme
3.6.1, la norme de u® dans Lf, est majorée uniformément en p, donc

170, < e ma {|[@oly, . ol |-

Ensuite, on remarque que si f € C'(R), f s’annule en 0 et 1, alors

f !
H < CNF @)z o) -

2([o.1])

Donc, les estimations (3.81) et I'inégalité de Young implique

v V
=[G )

Vv

xs

v

T3 |12
C(g)e e V* HamgvHLa 1025 V|2

IN

C

||$§8m3M (3 HLoo ||u5||Lg%

L2

IA

6
< C(up)e™ " tr+ thUEHL2 Hasvslliz- (3.92)

6. Le sixieme terme est traité de la méme maniere que dans la section précédente.
Nous utilisons le lemme 3.7.9 et nous obtenons

92 2
(0% - Vi, 0%)| < CIVat [[gp ey 107Nl IVRoIL -

L’inégalité de Young et des arguments analogues a ceux de la preuve du théoreme 3.7.2
impliquent donc que

P
p—1 4 e«

- 1 _ e 2 2
0 V0 < (0= 1) O 190 | &7 107 ey + g 1930
En utilisant le lemme 3.6.1 et en choisissant p = 1 — aln €, on obtient enfin
— 15 — - — g ga 13
(o - VT, 0%)| < Clai) e [0 B + = V0 ey (3:93)
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7. Finalement, on estime le septieme terme comme dans [57] ou [75]. Par définition de

L27
(Lo, v%) = <ﬁ€6§l§’5,vs> — <€3 /;B ,v€> + <\/2_ ﬂe,vg> )

Notons par B? la partie horizontale de B%*. En utilisant les expressions de B, nous avons

93B* =0,
N B!
BediB' — 63 =0,
A B?
pedRp? — & /237 = 0.
£

Pour les termes qui restent, on a

Bz |(3b,0)| < B |0sb]ly (|05l
< Be|IViBllg2 [[Vav®|pe
< e[ M(ws)lce, HWWHLQ [Vav® |2
< CePoe VP + ||th % (3.94)
€ /\33 —€ £ — £
‘< ° . v>’ < Cem2e e [T o 0%l < Cee™™2 (14 |0°]122) ; (3.95)

Be [(5BL V)| = Bel(f"(z3)a, V)|
1 —€ €
< e2/B T g 10752
< Cere ™V 4 eae ™V |f|12, (3.96)

otlf(a:g):a<e VE e f)+b E = 203¢2 est le nombre d’Ekman ; a < Ce? et b < Ce.

Enfin,
(=52 fo ([l an) o

< Cere™™VP (14 ||f||%) . (3.97)

VAN

[l e 1V ]2

Maintenant, en sommant les estimations (3.84) a (3.97) et ensuite en remplagant les
quantités obtenues dans ’équation (3.83), on obtient

d
= 1o I132 + e I Vhof|l32 + Be 1050717
< Ce 'V (si + sl‘C‘) + C(tup) <€% et 4T 4 6‘“) e V2P |07 I3

Ici, comme dans le paragraphe précédent, nous supposons que

p

_ 1, . =
O (o) = [O}—) V.7 ||LP<R2)} <.
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Une intégration en temps nous donne
[oF (B lge < € (F + 7 + luf — Toll2)
+ C(1) (si FetP L 4 57&) /t ™V |7 (s) |1z ds.
0
Le lemme de Gronwall implique donc

J@lle < € (et + 7+ flug — Tols ) exp {eF +&*7% 4 £ 4 meme]

< C (5%_‘” + e Jug — HOHLQ) exp {5% +gt3e 4 elfa} : (3.98)
Maintenant, comme a < 1 et

: —Q 8_— —
lim e~ 0§ — o2 = 0,

on a

. c _
il_{% [0° )| oo 12y = O-

Le théoreme 3.9.2 est donc démontré. |

Remarque 3.9.3

Toutes les estimations présentées dans la preuve du théoreme 3.9.2 peuvent étre jus-
tifiées par une approximation classique par des fonctions régulieres (voir par exemple [28]
pour les détails).
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CHAPITRE 4

Global existence for the primitive
equations with small anisotropic
viscosity !

Résumé : Dans cet article, nous considérons le systeme des équations primitives dans le cas
ou la viscosité verticale et la diffusivité thermique verticale sont nulles, la viscosité horizontale et
la diffusivité thermale horizontale sont de taille e® avec 0 < o < ag. Nous démontrons l'existence
globale et 'unicité d’une solution forte pour des données grandes & condition de supposer que le
nombre de Rossby est petit (c’est-a-dire que la rotation est rapide et la stratification verticale
de la densité est forte).

Classification AMS : 35Q35, 35530, 76D05, 76U05

Mots clés : Equations primitives, systeme quasi-géostrophique, anisotropie, dispersion, esti-
mations de Strichartz.

Abstract : In this paper, we consider the primitive equations with zero vertical viscosity,
zero vertical thermal diffusivity, and the horizontal viscosity and horizontal thermal diffusivity
of size €¢“ where 0 < a < ag. We prove the global existence of a unique strong solution for
large data provided that the Rossby number is small enough (the rotation and the vertical
stratification are large).

AMS Classification : 35Q35, 35530, 76D05, 76U05

Key words : Primitive equations, quasi-geostrophic system, anisotropy, dispersion, Strichartz
estimates.

4.1 Introduction

In this paper, we consider the primitive equations with no vertical viscosity and no
vertical thermal diffusivity and we also suppose that the horizontal viscosity and thermal
diffusivity go to zero when the rotation goes to infinity. We prove the convergence towards

1. Travail en collaboration avec Frédéric Charve, Université Paris-Est, Laboratoire d’Analyse et de
Mathématiques Appliquées (UMR 8050), 61 Avenue du Général de Gaulle, 94 010 Créteil Cedex (France),
e-mail : frederic.charve@univ-paris12.fr
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the quasi-geostrophic system and the global existence of a unique strong solution when
the rotation is fast enough.

The primitive equations describe the hydrodynamical flow in a large scale (of order of
hundreds or thousands of kilometers) on the earth, typically an ocean or the atmosphere,
under the assumptions that vertical motion is much smaller than horizontal motion and
that the fluid layer depth is small compared to the radius of the earth. Concerning the
difference between the vertical and horizontal scales, it is also observed that for geophysical
fluids, the vertical component of the diffusion term (viscosity or thermal diffusivity in the
case of primitive equations) is much smaller than the horizontal component. In the case
of a rotating fluid between two planes for example (see [57] and [27]), the viscosity has
the form (—v, Ay, — $e03). Tt is then relevant to consider a zero vertical diffusivity in the
primitive equations.

In the studies of the fluids of that scale, two important phenomena have to be consi-
dered : the earth rotation and the vertical stratification of the density due to the gravity.
When the movement is observed in a fixed frame, the rotation of the earth, defined by
the Rossby number Ro, induces two additional force terms in the equations : the Coriolis
force and the centrifugal force. The latter is included in the gravity gradient term in the
right-hand side of the equations and has no important influence in our work. The Coriolis
force, on the other hand, induces a vertical rigidity in the fluid. Under a fast rotation,
the velocity of each particle of an homogeneous fluid, which has the same horizontal
coordinates, is the same. This is called the phenomenon of Taylor-Proudman columns.

Gravity forces the fluid masses to have a vertical structure : heavier layers lay under
lighter ones. Internal movements in the fluid tend to destroy this structure and the gravity
basically tries to restore it, which gives a horizontal rigidity (to be opposed to the vertical
rigidity induced by the rotation). In order to formally estimate the importance of this
rigidity, we also compare the typical time scale of the system with the Brunt-Vaisala fre-
quency and define the Froude number Fr. We will not give more details here and, for
more physical considerations, we refer to [28], [34], [88], and [11] for example.

The primitive equations are obtained with moment, energy, mass conservations and
scale simplifications by choosing the same scale for the rotation and stratification (see
Embid and Majda [43]). In what follows, we denote by ¢ the Rossby number and we set
Fr = ¢F, where F'r is the Froude number, and £ > 0 will go to zero. In the sequel, we
call € and F' the Rossby and Froude numbers. Then, the anisotropic primitive equations
are given by

( 1, 0.9,

ol +v.. Vol —vAp! — —v? = in Ry x R
£ £
1 o, .
o2 + v V2 — vApE + =o! = % in R, x R
€ €
1 03P, ,
(APE.) O + 0. VP — vARd + F—gﬁs = — 35 in R, x R?
1
atQE + UE.VQS — V,Aheg — F—U? =0 n R+ X Rg
€
div v, = 0 in R, x R3
\ (U€7‘9€)\t:0 = (UOJ 90) n ]Rs,

where Ay, = 92 + 02, is the horizontal Laplacian, and where v and v/ are the horizontal
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viscosity and the horizontal thermal diffusivity, which are of order £, where « is a positive
constant which will be made more precise in the last section. The vector field v. (¢, z) is
the fluid velocity, 0.(t,z) is the (scalar) density fluctuation and ®.(¢, x) is the geopoten-
tial term, containing the pressure and the centrifugal force. Notice that, in the case of
meteorology problems, 6, is only a function of the temperature whereas, in oceanography,
0. depends on both temperature and salinity. For more details on the physical meanings
of the quantities, we refer the reader to [11], [34], [54] and [88].

Denoting U, the pair (v.,0.), we can write the system (APE.) in the more compact
form

1 1
U, +U.. VU, — LU, + EAUE = g(—VQDE, 0)
div v, =0

U. Uoe.

|t=0 = )

(APE,)

where

3
U..VU. = 0. VU. = Y Lo,

i=1
the matrix A is defined by
0 -1 0 0
1 0 0 0
A= 0 0 0 F1
0o 0 —-F1' 0

and L denotes the linear operator
LU. = (vApv, V' ARY,).
We introduce the potential vorticity :
Q. = 010 — Oyvl — FOsh..

Then we define the orthogonal decomposition of U, into its quasi-geostrophic part, and
its oscillating part :

def

U:.=U.oc+ (1 —U.0c) = Uegc + Us ose,

where
— oA, ol + 9 AR 10,
e A o
CFOsAR0, 0. + FosA R0,
and

Ap =0} + 03 + F205.
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In [88], assuming that the Brunt-Viisila frequency is constant, the authors have shown
that, when € goes to zero, the formal limit of the system (APE.) is the following quasi-
geostrophic system :

, o,
10— | | o (7 vii)
(QG) —F0;
div Upg = 0
\ (jc\g/c‘tzo = Uh.0a,

where Uge - V & 056 - V, T is the operator :
I <= AAL (VO] + 005 + V' F?03)

and U ¢ is the quasi-geostrophic part of the initial data Up.

In real observations, the rotation is usually not fast enough and the fluid not homoge-
neous enough, but this quasi-geostrophic system (which considers not only rotation terms
but also vertical stratification terms) is still a very good approximation of the behavior
of real geophysical fluids. From the mathematical point of view, the quasi-geostrophic
system has an “almost” bidimensional behavior, thus, is globally wellposed. This fact is
very useful in proving the global existence of solutions of the primitives equations when
the rotation is fast enough.

Before stating the main theorem of this paper, we want briefly recall known results for
the primitive equations. We emphasize that all the following mentioned results concern
the isotropic case where the viscosity and the thermal diffusivity are fixed and are the
same in all directions (that is; ¥A;, and /A, are replaced by ¥A and /A in the system
(APE.) with constant v and /).

First, we remark that, in the case of isotropic geophysical fluids, there are results
corresponding to the Leray ([70]) and Fujita-Kato ([49]) theorems. We also remark that
there are two different cases to be considered for the primitive equations in the whole
space R?, namely the case where F' = 1 and where there is no dissipation with respect to
e and the case where F' # 1 and where the dissipation plays an important role. In [22],
Chemin studied the first case and proved the convergence of the solutions towards those of
the quasi-geostrophic system for regular, well prepared data, under the assumption that
lv — V'] is small.

In the case where F' # 1, the dissipation allows not only to prove the convergence
of the primitive system towards the quasi-geostrophic system but also to prove the glo-
bal existence of solutions when the Rossby number ¢ is small (fast rotation). Thus, the
quasi-geostrophic system can be interpreted as the asymptotics of the primitive equations
when the rotation and stratification have a important influence. In this case, one needs
to decompose the general solution into its quasi-geostrophic part (which has the same
structure as the solution of the quasi-geostrophic system) and its oscillating part (the
remaining terms). Then, filtering the fast oscillating terms leads to the stabilization the
system and makes it tend to the slow quasi-geostrophic system. In [15] and [16], in the
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case of constant isotropic viscosity and thermal diffusivity, the first author of this paper
proved, for various initial data, that the limiting system of the primitive equations is the
quasi-geostrophic system (QG) when e goes to zero. In [14], he considered strong solutions
and showed that the oscillating part goes to zero, whereas the quasi-geostrophic part goes
to the unique global solution of the 3D quasi-geostrophic system whose initial data is the
quasi-geostrophic part of the initial data. As in [43], [51] and [25], the E)o\ls used in [14]

is Strichartz-type estimates and spectral properties of the matrix —L + %IP)A, where P
denotes the Leray projection of L? onto the subspace of divergence free vector fields.

Finally, we recall some further results concerning the primitive equations. We refer to
Lions, Temam and Wang ([71] and [72]), for the asymptotic expansion of the primitive
equations with respect to the Rossby number e, where one recovers the geostrophic system
and the quasi-geostrophic system as expansions of zero and first order respectively. In [8],
Beale and Bourgeois studied the quasi-geostrophic system in periodic domains and proved
the convergence of the primitive system towards the quasi-geostrophic system when € goes
to zero, provided that the initial data are well prepared in H3. This convergence was also
proved by Gallagher in [51], using Schochet’s methods. For the case of inviscid primitive
equations with F' # 1, in [61], Iftimie proved the local convergence in time of the primitive
system towards the quasi-geostrophic system with regular data.

The anisotropic primitive equations with evanescent viscosity and evanescent thermal
diffusivity introduce new difficulties. First of all, in the case where there is no vertical
viscosity and thermal diffusivity, the theorems of Leray-type are no longer available and
the existence of a weak solution is still open. For strong solutions, the problem comes
from the lack of regularizing effect in the third direction. Here, the fundamental idea is
to use the divergence free property of the velocity. We note that the vertical derivative
in the term v - V is multiplied by u3. However, the divergence free condition implies that
Ozu® = —01ut — Oyu?, so we can still use the regularizing effect induced by the horizontal
viscosity and thermal diffusivity.

In order to state our results, we need to introduce anisotropic Sobolev spaces. In
what follows, we use the index “h” (respectively “v” or “3”) to refer to the horizontal
variable (respectively to the vertical variable). Thus, x;, = (21, 22) and &, = (&,&). The
anisotropic Sobolev spaces H?* are defined as the closure of the set of smooth functions
under the norm

follger ™ ([ (0 160)” (4 0F) a1 )

In the spirit of [26], we can prove the following theorem of the local existence (global
existence for small data) of a strong solution of the primitive equations. The proof of this
theorem follows the lines of the proof of existence given in [26] in the case of anisotropic
rotating fluids. The uniqueness is proved as in [62]. For these reasons, the details are left
to the reader.

Theorem 4.1.1 (Local Existence) Lets > 3, e >0 andUy = (uo, ) be a divergence-
free vector field (i.e. divug = 0) in H%*. Then there exists T. > 0 such that the system
(APE.) has a unique solution U, in L>=([0,T.], H**) and V,U. € L*([0,T.], H"*).

Moreover, there exists a constant ¢. > 0 such that if ||Up| gos < c. min(v,v'), then
T, = 0.
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Proving the global existence of strong solutions for large data in this case is more
delicate. To simplify the situation, we go back to a much simpler system, namely the
system of rotating fluids :

1
ou+u.Vu—vApu + gu Ne3 = —Vp
(NSC) divu=20

Uy = Uo-

Let wg be the solution of the linear free waves system corresponding to (N.SC)

1
(9th — I/Ath + ng Neg = —Vpp

divwp =0

In [26], when the viscosity v > 0 is fixed, Chemin, Desjardins, Gallagher and Grenier
proved the following Strichartz-type estimates :

Theorem 4.1.2 For any 0 < r < R, there exists a constant C, r > 0 such that if the
support of the Fourier transform of wq is localized in {€ € R®| |&| > r and |¢] < R},
then, for any 1 < p < 400, we have

1
||wF||Lp([o,T},L;°Lg(R3)) < Crre® ||w0||L2(1R3)'

Here, the anisotropic Lesbesgue spaces L} L? with p,q > 1 are defined by the norm

1
||“||L§Lg = (/ ( |f($h,x3)|qu3> dxh> .
RZ \JR,

Then using the so-called “bootstrap” argument, they proved the global existence of a
strong solution for large data, provided that ¢ is small enough.

Now, if in the equations (N SC), the viscosity v is not fixed, but depends on ¢, say
v = &% with a > 0, an additional difficulty arises in showing global existence of strong

solutions. Indeed, by using the method of [26], in the energy estimates, we have to deal

with the coefficient % = gla, which goes to infinity when e goes to 0. Nevertheless, in [80],

the second author of this paper proved the global existence of a unique strong solution
of (NSC) with v = &%, for large data, when ¢ is small and a < ap. The idea is to
carefully study the dependence with respect to the cut-off radii » and R of the constant

C, g arising in the Strichartz estimates in order to get an estimate which is able to absorb

the blowing-up term z—:i"‘

The goal of this paper is to extend the result obtained in [80] to the primitive equations
(APE.) and to show global existence of strong solutions of (APE.) for large data when ¢
is small enough, in the case where v = ¢®, ' = pe® for a < ag and without any particular
assumption on p. We will adapt the computations of eigenvalues and eigenvectors of the
linearized primitive equations developed by F.Charve in [15], [14], [16], and [17] in the
isotropic case to the anisotropic case.

90



Chapitre 4. Equations primitives avec viscosité petite

We remark that, if v ~ 1/ ~ €%, then unlike the case of rotating fluids ([80]) where
the limiting system is zero, the limiting system of the primitive equations, when ¢ goes to
zero, is the inviscid quasi-geostrophic system, which has no regularizing effect. So we have
to estimate the H?-norm, with o > g, of the solution of the quasi-geostrophic system.
The theory of hyperbolic systems implies the existence of a unique strong solution of this
quasi-geostrophic system in H? with ¢ > g, but this solution could exponentially blow

up in time at infinity. We have two different cases :

— The quasi-geostrophic part of the initial data is zero : the limiting system is then
zero, so we can use the idea of [80] with the adapted computations from [14] and
[16] to prove a Strichartz-type estimate which will helps to absorb the blow-up term
and then prove the global existence of strong solutions of (APFE.) for large data
when ¢ is small. This is the case considered in this paper.

— The quasi-geostrophic part of the initial data is not zero : the limiting system is then
a hyperbolic-type system. Mathematically, an idea to deal with this kind of system is
to add a “friction” term yu, with v > 0, in order to obtain an exponential dissipation
in time which will balance the possible exponential blow-up of the solution of the
quasi-geostrophic system. We will treat this case in a subsequent paper.

Before stating the main theorem of this paper, we recall that, for n € R, the usual
homogenous Sobolev space H " is defined by the (semi-)norm

lullg, = ( [l @k ac) "

For s > % and n > 0, we define
Yy, =H""NLH >N H,"H.
The main result of this paper is the following

Theorem 4.1.3 (Global Existence) Let s > 5 and 1 > 0. There exists og > 0 and for
any ro > 0, a positive number ey = £¢(rg), such that, for all0 < a < ayg, for all0 < e < &g
and for all Uy € Yy, with a zero quasi-geostrophic part and with ||Uolly, =< 7o, the system

(APE.) has a unique global solution U, in Cy(Ry, H**), with V,U € L*(R,, H"*).

The structure of the paper is as follows. In Section 4.2 we recall basic results on
anisotropic spaces and Littlewood-Paley decomposition. Section 4.3 is devoted to the
spectral properties of the linearized problem corresponding to the system (APE.). In
Section 4.4, we study the dispersive effect and prove Strichartz estimates that will be
used in the proof of Theorem 4.1.3. Finally, Section 4.5 contains the proof of Theorem
4.1.3 and a discussion on the constant ay.

4.2 Preliminaries

4.2.1 Anisotropic spaces

We briefly recall some basic properties of the anisotropic spaces. We refer to [25], [84]
and [80] for more details. First we recall that the anisotropic Lebesgue spaces L} L9 with
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p,q > 1 are defined as

1

B I3

LRLRY) = Su e S®) | HUHLng:</ ( |f<xh,x3>|qczx3)quh> < o0
R}

Ry

The order of integration is important. Indeed, let (Xi,du1), (X2, dus) be measurable
spaces, if 1 < p < g and if u : X; x Xo — R is a function in LP(X;; L9(X5)), then
u € L9(Xy; LP(X)) and

HuHLq(Xg;LP(Xl)) < ||u||Lp(X1;Lq(X2))'

We first recall the definition of the dyadic localization operators in the Fourier space.
Let 9 be an even smooth function in C§°(R) such that the support of ¢ is contained in
the ball Bg(0, 3) and ¢ equals to 1 on a neighbourhood of the ball Bg (0, 3). Let

w©)=v () - v,

Clearly the support of ¢ is contained in the ring {f eR: % <[ < %}, @ is identically
equal to 1 on the ring {f eER: % <[l < %} and

ek v©+Ye(5) -1

jeN

Let F and F~! be the Fourier and inverse Fourier transforms respectively. We will
often use the notation u = Fu. We introduce the following frequency truncation operators.

Definition 4.2.1 For any tempered distribution u, we set

A = F ' (e(27[&)u(s)), Vg eN,
A yu = FH(&)ulg)),

AZU - 07 vq§_27

Stu = Y Alu

q'<q—1
We refer to [10] and [21] for a more detailed construction of the dyadic decomposition.

By using this definition, we can decompose all tempered distributions with respect to the
vertical frequencies as
u = Z Abu.

g>—1

We denote F, the Fourier transform in the vertical direction. In our arguments, we
shall use the following vertical Bernstein inequality (for the proof, see [21], [59] and [83]).
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Lemma 4.2.2 (Vertical Bernstein Lemma) Let 0 < ry < ry. There exists a positive
constant Cy such that, for any u € S'(R?) for which the support of Fyu is contained in
the domain Rgh x {29 < & < 295}, we have

20 Cy M Nullgpiipe < |05l g < 27°CG Nullgpipge s YE20, Vpipp>1, (4.1
v h v v
and

1_ 1
HUHL?LZS S 002(1(5 P3) HuHLingz 5 Vpl Z 1, V1 S D2 S P3. (42)

This lemma allow us to rewrite the norm of the anisotropic Sobolev spaces H** in terms
of dyadic sums in the vertical frequencies.

Lemma 4.2.3 Suppose that v € H*® with s € R, then we have

1
2
[l gg0.0 ~ (Z 2% IIA;’uHia) :

q

We also have the following relation between each vertical dyadic block of a function «
and its H®*-norm.

Lemma 4.2.4 Suppose that u belongs to H*®, then there exists a square-summable se-
quence of positive numbers {cq(u)} with ZCCI(U)Q =1, such that
q

”AEUHH < cq(u)27% |l go,s -

Finally, we define the spaces L» (I, HY*), where p > 2 and I is an interval of R, as
the closure of the set of smooth vector-fields with respect to the norms

1
Hu"ip(l,HovS) = <Z 2% HAZuHiP(I,LQ) ) g
q

With this definition, it is easy to see that, for any p > 2, the norm of Lr (R, H%%) is
stronger than the usual norm of L? (R, , H%®*). From the above definition, we can prove
the following lemma which is similar to Lemma 4.2.4.

Lemma 4.2.5 Suppose that u belongs to L» (I, H>*) where I is an interval of R, then
there ezists a square-summable sequence of positive numbers (c,(u)), with Z cg(u)? =1,
q

such that
1A%l 2y < Ca(@)27% Nl o -
4.2.2 A priori estimates

In what follows, we always denote by (¢,) (respectively (d,)) a square-summable (res-
pectively summable) sequence of positive constants (which can depend on several para-

meters), such that ch = 1 (respectively qu = 1). We recall that, using the above

q q
dyadic decomposition, J.-Y. Chemin, B. Desjardins, I. Gallagher and E. Grenier have
proved the following estimates (see [26]).
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Lemma 4.2.6 For any real number s > %, there exists a constant C such that for any

vector fields u and v, where u is divergence free,

< qug—%s( 1V el gg0.0

UHHO,S vhUHHO,s

)<Ag(u.w>|A;v>L2

3
Vitlgo. ), (43)

1
/UHIQ_IO,S

1 1
+ llullfro. 1VhtllFo.s

where {d,} is a summable sequence of positive constants with Z dy = 1.
q

We also recall the following lemma [see [83], Lemma 3.3].

Lemma 4.2.7 For any real numbers m,n,l > 1 such that % = % + %, there exists a
constant C' > 0 such that, for any functions u, v, we have

8] ol < O Bstllggery Nollary - (4.4)

In the previous paragraph, we introduced the vertical truncation and recalled the
vertical Bernstein inequalities to define the anisotropic Sobolev spaces. We will also need
to define truncations and anisotropic Bernstein inequalities in all three directions.

Definition 4.2.8 For 0 <r < R, we introduce the set

Crp={€ €R? 1 €] > 1, |&| > 1 [¢] < R}

Remark 4.2.9 In general, » will be chosen very small and R very large.

We have the following anisotropic Bernstein inequalities.

Lemma 4.2.10 (Anisotropic Bernstein Lemma) Let 0 < r < 1. There ezists a
positive constant Cy such that, for any u € S'(R3?) for which the support of Fu is contained
in the set 29C,, ,,, we have :

20 Co M ull e < sup [|0%ullppipre < 27°C5 ullgmpze, Y20, Vpipe 21, (45)
la|=k v

and

2

2 _ 2,1 1
HUHL?L? S OOQq(m q1+p2 QQ) HUHLTL? ; \Vll S P1 S q1, Vl S P2 S qs. (46)

4.3 Spectral aspects of the linear system

The aim of this section is to determine the eigenvalues and eigenvectors of the matrix

o —

L— %]P’A, and to establish the estimates of the associate projectors onto the eigenspaces.
Recall that we already define

CorE {EERY |G| >8] > 1, || < R}.
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In what follows, we consider the following frequency cut-off function

o4 (5) -+ (5] (2]

where x is a C*-function from R to R such that

1 if 0< |z <1
x(z) = . (4.7)
0 if

|z| > 2.

Thus, ¥ € D(R?), supp ¥ C C:or and ¥ =1 on C, g. The frequency cut off operator is
the following pseudo-differential operator :
Vfed,

Perf = FHUEF(S), (4.8)

where F denotes the Fourier transform. In this paper, we do not consider a “fixed”
frequency cut-off but a cut-off that depend on . So the frequency cut-off domain will be
chosen as C,_g., with R, = e P and r, = RI7 = b

In this section, we consider the following cut-off linear system corresponding to (APE.)

— — 1 — 1 —
8tU5 - LUE + EAUE - E(—VQ)S,O)
divv, =0

U - UO,& - PTE,RE UO,s'

€li=0

Applying the Leray projection P of L?(IR?)? onto the subspace of divergence-free vector
fields and then the Fourier transformation, we have

—~

0,0. = B(¢,e)T.,

where
PSS & +& §183
el e e O e
— 8+ 8 L6l — §1&2 0 §283
B(E,c) = L — -PA= elef? =TI SFIEE
5253 . 5153 — ’5 ‘2 _51 + 52
elef? elef? M erlgP
/ 2
0 0 7 AL

The main result of this section is the following proposition, which will be used later
in the proof of the Strichartz estimates

Proposition 4.3.1 There exists g > 0 such that for all € < gy, for all R. such that
Ve — Vl|R2e < 1 and for all { € C,_ g, with r. = RZ7, the matriz B(¢,e) = L — tPA is
diagonalizable and its eigenvalues have the following asymptotic expansions with respect
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to € : )
( Mo = _I/a’gh‘ )
2 2 ! 2 ¢2 |£h|2
= —(1/551 + V€§2 + VaF 53) ‘5’2 +EE27
F
(4.9)
T(£)|€h| +Z€F|€|+€ 2
NI
L T(§)|€h| Z€F|€| +e 2

where |E|} = € + &3 + F2€3, Ey is uniformly bounded on C,. ., and where :
€| Bo| < Crelo — |6 < Crlv — vL|R% < 1

and )

Ve F?¢2 v F2¢2
re) =2 (1+ 15 ) + = (1-

2 E1E /2 1%
Moreover, if we denote by Pi(&,€), the projectors onto the eigenspaces corresponding to
p, A and X (i € {2,3,4}), and we set

Pi(u) = FH(Pi(€, )(u(€))), (4.10)
then for any divergence-free vector field f whose Fourier transform is supported in C,_g_,
we have the following estimates :

) > min(v., v.) > 0.

C if Q 0,
||P2f||H0,s S F||f||H ) ) f (f) 7é <411)
CF‘VE_V8|€R5H]C”H”’S Zf Q(f) :07
and fori = 3,4,
[P fll o < CrRI|| | mros. (4.12)

Remark 4.3.2 If R. = ¢ 7, v, = ¢® and v = pe®, then the condition |v. — V| R%e < 1,
for small € > 0, is equivalent to 1 + a — 23 > 0.

In order to prove Proposition 4.3.1, we first determine the eigenvalues of B(&, ¢) (the
roots of its characteristic polynomial). One of the roots is easy to find. In order to calculate
the others, we perform a change of variable on the remaining polynomial of degree 3 and
then, we use the Cardan formulas. We show that, as € goes to zero, the discriminent is
positive and we obtain the remaining three roots. The end of this section is devoted to
the asymptotic expansions of these eigenvalues and to the proof of the proposition 4.3.1.

4.3.1 Eigenvalues

—

We recall that matrix B(§,¢) = L — tPA writes :

5 &1& E+& &1&3
el e cIEP RN A3
_5%—’_5% iy |§ |2_% 0 5253
B(¢. &) — £€)? SR e eF|¢f?
(575) % _% i |§ |2 _5% +€22
elé)? elef? 61 "R
0 0 7 Ak
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Its characteristic polynomial is :

XB(X) = (X + vel& ) P(X + vel&nl?),
with

, ¢ Sl
PY)=Y?— (v. — V)& Y + QL:QIE*PY (ve = ve) 532||€h’|2 '

This polynomial has no particular property so, in order to find its roots, we use the Cardan
formulas. We perform the following change of variable

(4.13)

X:U—V —1—21/E

€J*

which takes into account the first change of variable (writing into the variable (U + v.|€|?)
to simplify the expression of xp) and the one performed to reduce the polynomial into
the particular formulation needed to apply the Cardan formulas (U? + pU + q). We refer
to [15] and [16] for more details.

78 4—2Va

P(X)=PU+—=——|¢*) = U’ + pU +q, (4.14)
e € - w)?
_ . Fe 4
p = €2F2|§|2 3 |§h| )
&l* (€] 2 2 3¢ |6
¢ = =) (5 — &) — 50— Y6l
Before applying the Cardan formulas we have to define the discriminant of the equation
2 3
q p
D=-—+4+=—
4 + 27
We will see later that even if the radii . and R, of C,_r. depend on the Rossby number,

2
in the expression of D every term is negligible compared to 82|§|F Thus, in the following

g
(the proof and precise asymptotic expansions are given in section 4.3.3), if € is small
enough, the discriminant is positive, so we can use the same methods as in [15] and [16]

where r and R were fixed.

Now, as D > 0 we can use the Cardan formulas to compute the eigenvalues of B(&, ¢).
We define the following quantities :

cul—(—g—i-D%)é and w2—<—g—D5)é. (4.15)
Returning to the original variable, we obtain the eigenvalues of B(¢, ) :
(110 = —vel&nl”,
p= e b,
) — —y522y€|§h|2+uJ1j+ij2, (4.16)
\ A= —%Kﬂg + wij® + waj,

where j is a primitive cube root of 1.
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4.3.2 Eigenvectors

In this paragraph, we provide some properties of the eigenvectors of B(&, e). We refer
to [15] and [16] for the precise computations. We use here the same methods and notations
(except the changes induced by the horizontal Laplacian). Let

_ 2_”6_’4 2
A= ptrlGl = =Gl t ot

. 2_”6_’4 2
B=X+v|&]" = 3 En]” + w1 + wa.

Since A, B and B are the roots of the characteristic polynomial P of B(£, ) (see (4.14)),
so we have the following root-coefficient relations :

r 20¢ |2
= &1
_ o /
ABB = (v —v)) EITEER
A+B+B = (=)l (4.17)
5. 1B €1
AB+ AB+ BB = .
A SR
\

Let W;, i = 2,3,4, be the eigenvectors corresponding to the eigenvalues i, A, A. Using
the above relations, and after computations close to those in [15], we obtain the following
matrix of change of basis :

§283 §3(e61A + &) §3(e61B + &) §(e61B + &)
Q= —&1&3 §3(eA = &) &(e&eB — &) E3(e62B — &)
| e PP (v = VD)IG1PE —e A& —eB|&,? —eB|&,)?
F& F(2|EPA? + &) F(PIEPB+&) F(EIEPB +8)

We recall that the eigenvectors W;, i = 2,3,4, are orthogonal to (£;,&s,&3,0) and form
a basis of the Fourier subspace of all divergence-free vector fields. Thus, if a vector f,
orthogonal to (&1,&2,&3,0) in the space of frequencies, is written f = KoWs + K3W3 +
K4W4, then

0

w|=ar
K,

Remark 4.3.3

e The fact that A, B and B are the roots of polynomial P implies that we have the
relation
Wi —eF(A— (v. — )W,
Wi = =F(B - (v. — v))|E2)W4, (4.18)
W} =eF(B— (v. = v)|)Wi.

e We have W, = Ws.
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4.3.3 Asymptotic expansions of the eigenvalues with respect to
the Rossby number ¢

In this paragraph, we provide asymptotic expansions of quantities depending on £ €
C,r with respect to . The methods is close to [16], except that r and R are powers
of the Rossby number and hence, we will need more precise asymptotic expansions

in terms of . We chose to denote by FEs, Eél), or Eé?) a regular function satisfying

VE € Co ., |E()], |ESY (O, |EP(€)] < Cr(|ve — V2| R2). We recall that the discriminant
2 3

D:qZJrg—?.Wenote
= Z—;‘l‘pz
q= z—; + q2
where
(kB
LOPPEp
1/5—1// 2 4
AL
3
/ |§h|2 |€|2
g1 = (Vé‘ - VE) |§|2 (3_FF2 - 5%)7
2
| @2 = _2_7(V6 - V::)3|§h|6v

then we have

3
p / / /
D= B [14 Ci@)lv = vl |l & + o)l — vl 1l e + Col©lve — P16l <],

where C;(€) are bounded functions. Thus, there exists a bounded function Eél) (recall
that [ — v/|R% < 1) such that, V€ € C,, n., |ES” ()] < Cp(|v. — V2| R?), and

Pt (1) 2
D=1 q.g .
27€6< + 2 8)

Then, writing precisely the majorations of the quantities depending on £ and taking
advantage of the fact that £ € C,_r_, we finally obtain a bounded function E§2) such that,

VE € Cpp., | B (€)] < Cr(lve — V|R2), and

1/2

Dy q1 (2)
=P _ 8 g,
! V3 2; 2
n? g
e B e

V3 2;m

which allows us to get the following property :

Proposition 4.3.4 There exist a number ¢y > 0 and functions, all of them denoted by
the same notation FEy (&, €) and satisfying the uniform estimates |Ey(€)| < Cplv.—v.|. €)%,
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V¢ € C, R, such that for alle < e and all § € C,_ g the following asymptotic expansions
hold : )
1l

A= (v —V)F?G=0 + B,
€%

&t
213
& l?
€%

+€E2,

5l

— E
"CFe] ek

+ (v — V)

n= _(ng + stg + VéF2€§)

B Elr
A= _T(£)|€h|2 + Z€F|€|

+€E2,

with

2¢2 / 2¢2
=50+ ) + 50

4.3.4 Projectors

We recall that P;(¢,e) and P;(u) = FHP;(&, ) (u(€))) have been defined in (4.10). In
this paragraph we provide estimates of the norms of these operators (defined on Sobolev
spaces). We refer to [15] for the fact that (Ws, W3, Wy) is a basis of the hyperplane of vec-
tors orthogonal to (&1, &2, &3,0), that a vector g = (X, Y, Z,T), orthogonal to (&1, &s,&3,0),
writes g = KoWs + K3W3 4+ K4W, and that the solution of the system :

0
KQ _ —1
Kg _Q g?
K,y
is given by :
SX — &Y
&7+ &3)
K, §X + &Y
K| =M e&3 (& +&3) )
Ky
T GX-&Y)
Ferlglr el + &)
where
|B|? —(B + B) 1
B2~ AB+ A2 — AB |BP—AB+A*— AB  |B2— AB+ A2 — AB
—AB A+ B ~1
M=\ _AB+AB-B?+|B? -AB+AB— B>+ |B|> —AB+ AB— B*>+ |BJ?
AB —(A+ B) 1

~AB+ AB - B>+ |B]? —-AB+AB-B2+|B|? —-AB+ AB— B2+ |B|?
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Using remark (4.18), we can compute the coefficients K; the same way as in [15] (taking

account of the changes induced by the horizontal laplacian) :

_ 1 . - B
Ky = (A — B)(A — B)e2F2|¢|2£5(e2|€|2 A2 +§§)< (&Y — &X — F&T)
—eAlEP(GX +&Y) + F52|g|2A2g3T>7
and,
_ 1 . -
T AT BB - D + ) (-édex-ay)

+eBIE(EX +&Y) - T&F(E +¢*BY).
We recall that, thanks to the coefficient-root relations of the polynomial
(X — A)(X = B)(X - B),
we have the following equality :
(A= B)(A= B)E*F?[¢]* = [¢lF — 2(v — V) |g[RAc* F2IE|* + 3A* F2I¢ P,
So, if € is small enough, the previous asymptotic expansions imply that :
(4~ B)(A - BIPFIEP| > Jelh
Moreover, a simple computation leads to :
Wal* = (&5 + e A"IEP)(Ie]F + e F2A%E]),

and to the following estimate :

1 (m +s2F2A2|5P)%
(A= B)(A—B)22Fe| \ & + 2 A%¢]?

(1&]-16Y = &X = F&T| + |Ale(|&1] + [&2])

| KoWales < |

€17

& |Ifl + Fe?|g]? A% ).

We consider two cases :

— If Q(f) #0, that is &Y — &X — FET # 0, then when ¢ is small, we cannot get a

better estimate than :

KaWaler < 2 B2 gy e+ AL 4 peazie g < oL
AR & < Crpa
— If Q(f) = 0, then we obtain that :
2 e, leP
KalWeler < 1 Je M4 gV

then, using the asymptotic expansions we get that the term is much smaller than

in the first case :

| KoWal|ca < Cplv — V/|5R§|f|
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An adaptation of the previous computations (except that we have to be careful for the
asymptotic expansions of B, and that we do not have in this case any simplification if
Q(f) = 0) leads to the estimates of K;W; for i = 3,4. We gather these estimates into the
following lemma :

Lemma 4.3.5 There exists a constant Cr and ey > 0 such that for all g(§) =
(X(€),Y (&), Z(£),T()) orthogonal to (&1,&2,€3,0) and € < gq, for all § € C,. r. we have

the estimates :

—_ Crrg o) &Y —6X — F&T 40,
T |- il v ey -ex-rar=
And fori = 3,4,
vl < e+ 4 o

As r. = R_7, it follows that :

Corollary 4.3.6 If f is a divergence-free vector field, we have the following estimates on
the norms of the projectors : for all £ € C,_ g.

_ Crlf(€)] if Q(f) #0,
P, < Iy
P2 f (&) < {CF\Vg—V£|€R§|f<§>| if Qg)=0.

And for i = 3,4, we have - R
P f(&)] < CrRIY|f(E)].

The conclusion of the proof of proposition 4.3.1 is then easy. B

4.4 Dispersion and Strichartz estimates

The aim of this section is to prove the following Strichartz estimates :

Lemma 4.4.1 Assume that f satisfies the following system :

{atf—Lf+§PAf —0 (419

f\tZO = f07
where div fo =0, Q(fo) = 0 and L is the operator defined in the introduction (with v, = *
and V. = pe®).

Assume also that the frequencies of fo are localized in C,_g.. Then, there exists a
constant Cr, > 0 such that for i = 3,4 :

3o

1—
IPifll s g, o2y < Crpe

T+9y
Re? |l follze.
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4.4.1 Duality

We have seen in section 4.3.3 that matrix B has four distinct eigen values : two of
them are real (only p will be useful in the following), and the other two are conjugated
complex numbers with the following asymptotic expansion :

|£!F

2

+€E2,

with |Fs| < Cplv. — V.|.|&L|% and 7(€) > min(ve, V).

€

For i € {3,4}, P, f satisfies system (4.19) with P; f; as its initial data, so in the Fourier
variable, we have :

P. f(t g) tT(§ €n | +1£F|5‘+EtE2m)

In order to compute the desired norm, we introduce the set :
B={0eDE)/ [l <1},

and duality arguments allow us to write that :

||IP’f||L1 (L2) —Sup/ / P, f(t, ) (t, x)dxdt.
R3

Thanks to the properties of the truncation function and the initial data f;, we have
fo= Pz on. fo, so using the Plancherel formula we obtain :

Pl =5 [ [ G - xEha -2

3 TE

2, - tl€] — o
e IO TG et D £ ()2, £)dEdt.

So, if we note ¢. = x(55- ] (1 — X(@))(l — X('i:‘)) and d(§) = %, using the Fubini
theorem and the Holder estlmate implies that

1Pl < Csup st ([ [T [ outer
LU 7,/)66 R3 0 0

e—(t+S)T(§)|§h|2+it%sd(f)+atE2—asEizqz;(t’ 5)772(37 €>d5dtdf) ]

D=

Another use of Fubini and the Plancherel formula gives :

||Pif||L1T(LZo,2) < Csup||IP)Z-f0HL2(/ / / (/ e, (€)>
v YeB o Jo Jrs “JRr3

6—(t+5)7(§)\§h|2+i

=

t;‘sd(f)-‘retEg—asEiz{/;(t’ f)df) E(& J})dxdsdt) .

Then, we obtain that :

N[

meupz<0wwpmm(/ | s R el mﬁwMQ,
(4.20)
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where

K(t+ s, t—_s7 x) d:ef/ €= (t+8)T(§)[€n[*+i T2 d(€)+et By —es By

€l 2 2|€s] 12 2[&n]\\2 7
— 1— d
Kbt = x5 e
and where x is defined as in (4.7). If we manage to estimate ||K(t+ s,=2 ,.)HLoo > then

we immediately get the estimate of ||P; f|| LL(Lo2) In the following paragraph we Wlll give

the dispersive estimates related to K, that is || K (¢ + s, =2, .)||Lzo,2.

4.4.2 Dispersion

In this paragraph, we prove the following dispersive estimate
Lemma 4.4.2 There exists a constant Cr, > 0 such that for allt # s € R?,

t—s 3 R? ot
| K(t+ s, —— - )||L°°2 < CFrp — € 0T |l (t )HL”

= 1
FhaE8 ’ ’t—s‘ﬁ Tg wpoe3’

where v, o = min(v,, v.) = min(1, p)e* > 0.

The methods used here are the same as in [26] and [80]. First we introduce :

Tt 4s, L5 e 3t (1 (Sl / pin En—(1+5)7(€) € *+i122d(E)
) 6 ) ) Ts Rg
h

esth—ssEz <2|§%| ) ( X(%)fdﬁh

As FK = Frl(t, &, &3).F(t, €), we have F3 K = I(t,.,&3) xp Fap(t, ., &). Using convolu-
tion properties it is then easy to see that :

t— t—
1t + s, —— 2 Mpzsa, < CUI(E+5,=—, sz 98] 22

Th,T3 £ zp+€3 Th,T3

So Lemma 4.4.2 is in fact a corollary of the following result :

Lemma 4.4.3 There exists a constant Cp,, > 0 such that for all t # s € R,

5,222 Y < Oy B ot
S, LZLZ = |t— ‘7 T4

Proof :

We will only give a sketch of the proof, since it is very close to the ones of [26] and
[80] for example. The difference is that, like in [15] and [16], we have to be careful with
the asymptotic expansions in order not to get a negative power of €. Let us introduce the

function - )

o e PP - 168

CEFlE s
€] €]
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and the operator :
1

L=—
14 £242

(1 + i60s,).

We can assume t > s. If not, just take instead :

1

The invariance under the rotation around the z-axis allows us to assume that 2o = 0. So

E(eizh-6h+it;s d(ﬁ)) _ eizh-§h+it%sd(f) )

We have

2
I(t+s,t_?s,zh,§3):/Rz {1_X(2|§3|)1 it )

r
33 €

2 2
Tﬁ(e—(tJrs)T(f)§h|2+atE2—atE2X (%) [1 - X (M)} )dfh,
€ Te

and where the transposed operator of £ writes :

1 1 — =542 70
iy _ ; €
L(g) = (—1 Ty iy t_852)2)g — el
If € is small enough, we have

E2 E Veo
t —te—— — > (t —
(t+ s)7(&) €|£h’2—|—35|£h|2 > (t+s) 5

where v,y = min(v.,.) = min(1, p)e®. Then, using the expression of d, the fact that
¢ € C,_ r. and the inequality ue ™" < %6#7 for u,m > 0, we obtain :

2 2
77 -l reme—imm, (1LY (214
2R, Te

Ye,0 s 1
< Opgpe” 2 Gl ><1 + s+ v;)\fh!>

1
14 262

Thus, we have

t—s Crp —te0g,p2 atn
P — Enl?(t+s)
|I(t + s, — 2, €3)] < 2 ¢ " /r £3¢d

<<|én|<R. 1 + FTSCFW

£

(t— 3)552
1
g2r?
we can conclude the proof of lemma 4.4.2. W

Performing a change of variable ( = , we get the proof of lemma 4.4.3, and then
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4.4.3 Proof of the Strichartz estimates
Going back to (4.20) and using the dispersive estimates, we obtain :
IPif ll Ly (zo2) < Cra sup 1P fol 22
U eB

= _ )
8 —(t+s)ve,
(/ / |t _ 8‘, 7’4 (t+s)ve,0 s MJ( )HL;fz ||1/)(S>||Li’f,13dtds> .

Then the Hardy-Littlewood theorem implies that :

i R
i fll oy ngozy < CrallPifollez = —,
840 7”6

We use proposition 4.3.1 and it concludes the proof of lemma 4.4.1. l

Remark 4.4.4 The result given in Lemma 4.4.1 only concerns P3 f and Pyf. It is impor-
tant to remember that f has a component along Wj.

4.5 Global existence, proof of the theorem

The aim of this section is to prove the following theorem, which is more precise than
theorem 4.1.3 as it gives asymptotics. Recall that for s > % and n > 0,

Yen = H™N L2H;*" N H,"H?,

where H~" are usual homogeneous Sobolev spaces. Let us consider the spaces

B (ue SR xR + [l o + / IV 5(t) 2. < o0},
The main theorem is as follows :

Theorem 4.5.1 (Global Existence) Let s > 1,1 < p < 2 and n > 0. There exists
ag > 0 such that for all 0 < a < ay, for all rg > 0, for all 0 < € < gy where ¢ depends on
ro and for all Uy € Yy, with a zero quasi-geostrophic part and with ||Ugly, , < 7o, system
(APE.) has a unique global solution U, in Cy(R., H**) with V,U. € L2(R+, HO%).

Moreover, if Uy. = Pr.rUo, where the cut-off operator P, g is defined as in (4.8), and

U. is the solution of the following linear system :

0T — LT + LAT. — (V.0
div v, =0
Usjt—o = P314Us,

with R. =% andr. = RZ7, then there exist 3 and vy such that V. = U, — U. goes to zero
i E°, when € goes to zero.
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4.5.1 The different systems

As announced in the introduction, we will consider oscillating initial data (their quasi-
geostrophic part is zero). So in system (APE.), we have U ga = 0.

As in [80] we decompose the initial data with frequency truncations : Uy = Up . + Vo,
where :

‘/O,E = UO _m

Then we define U, as the solution of the following linear system (projecting this system
with the Leray projector P gives exactly system (4.19)) :

OU. — LU, + 1 AU. = (-V®.,0)
divo; =0 . (4.22)
Us|t =0 — ]P3+4U05

And if we define V. = U. — U, then V. satisfies the following system :

OV — LV + LAV, = —=1(V6.,0) = V.YV, = V.VU, = U..VV. = U.VU. (4.23)

‘/Elt:() = %,E + ]P)Qm ‘
Remark 4.5.2 Obviously we have Q(U.) = 0, so we will be able to use optimized
estimates from proposition 4.3.1 for PyUp..

As 75|t:0 = PBHW@ has no “Py-component”, and as the system is diagonalizable, then
for all ¢, so is U.(t) and U, = P3,,U,. Using lemma 4.4.1 and the fact that ]P’3+4m =
(I3 —Py)Up,. (using Proposition 4.3.1 easily implies |U(0)]|z2 < 2||Upc|lzz < 2||Usl|z2 if €
is small enough) we have :

7+9’y
1T ey < Croe™ ® Re® ||Uallze.

Using the Bernstein Lemma, proposmon 4.3.1, and the energy estimates we get :
J— (i _L1y _—
1Tl e oy < CREE ™\ T ey 1) < CRel|Psyaloclz2 < CrE2|Up 2

Then, using interpolation we obtain the formulation of the Strichartz estimates we will
use in this article :

Lemma 4.5.3 With the same notations as above, the solution of (4.22) satisfies the fol-
lowing Strichartz estimates :

494y
10l o, ey < Crpe 3 R sz,

and, localizing in frequency, we get that for all q,

T 424y

1AZTEl oy 222) < Cpye' "R 18gUo]l 2

so, there exists a square summable sequence (cq)qe{-13un Such that Zq cg <1 and for all

q,

JE— 347y 2
|ALTE e, o) S €027 Crpe R Uy Lo
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4.5.2 Truncation of the data

In this paragraph, we study the truncation in frequency of the initial data U, introdu-
ced in the previous section : Vo;—g = Vo + PyUp.. Recall that Uy has no quasigeostropic
part so using proposition 4.3.1, we get that the “IP, component” of the medium-frequency
part of Uy (with 0 < r. < |&,], &), €] < Re) goes to zero when e goes to zero :

1P T || r0.e < Clrpe™™® R2||Up|| 0. (4.24)

We prove now that with r. = RZ7 with v > 0, chosen small, V; ., that consists in the
“low-frequency” and “high-frequency” parts of Uy is also small in H%*. We have :

ol = [ 1-+1ef {1 - ('Ri')[ (B (- (B e

<[ L vieny [Eef s [ [ (G| do
[&3]<r ]R2 [En|<T Rg

1
+/§|ZRE( FlaP)’

First, we have

[, ], ey
|€s|<rd/ RE

Next,

/ / (11 |6
IE}L'ST R§3

Finally, we have :

/ (14 16?)’
|€|>Re

2

dg

Do) de. (4.25)

o] | dene

o) ates < [ [ Je o™ 1+ )
3|<r gh

< Or2 Ul o0 - (4.26)

S |7 2 — NS |77 2
Gy / |§h|"{|fh| "(L+16P)" |l }dégdsh
[En|<re Re,

< Cr2 HUOHE;WHS . (4.27)

Gl de<o [ (rieh)” @rlal) (+1e?)™ G @
¢]> Re

< CRZ*" || Uollggn.ssn - (4.28)

Let 19 = min (n,yn). Summing (4.26)-(4.28) we obtain
Vol < C(Uo)R2™. (4.29)
Then, combining this and (4.24), we get :

IVejmoll o < C(Up) (072 4 £m). (4.30)
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4.5.3 Proof of Theorem 4.5.1

In the previous sections we obtained the following Strichartz estimates (lemma 4.5.3)
which we only write here in the cases p € {1, 2} : there exists a square summable sequence
cq such that 7 c2 < 1 and for all ¢,

— _ 1-3
185 T2l s ey ey < a2 Clrpe™ 5

T+9y
R:? ||Uo|| po.s.

AT <20 SR |
H q 6HL2(R+,L;L°°’2)—Cq FpE % 1l H OHHOvS-

sV

and the initial data estimates (4.30) :
IVzjizollos < C(Up)(eH072 4 £Pm).
In the following, athough it may vary from line to line, d, will denote a summable sequence,

cq a square summable sequence and CF,, s p, a constant depending on the listed coefficients.

Let us go back to system (4.23). The aim is to show that, if £ is small enough, the
solution V. of this system is global in time. For this we apply the Leray projector P, then
truncate with AP, take the inner product in L? with A7V. and integrate in time from zero
to t. We obtain the estimate :

t
VDI + 2000 [ IATTAVr)adr < IAGVO)[ s + (A1) + (4s) + () + (A0)
0

(4.31)
with
A= I IAYVLVV) ALV pedr
Ay = [y ALV VT ALVL) fedr
As = [T (AT VVL) ANV padr
Ay = [ [(AUUNVT)|AVL) edr

The first term is estimated in the usual way with lemma 4.2.6 (see for example [26] for
the proof) : there exists a constant C' > 0 and a summable sequence (d,)qez such that :

[(AG(VEVVOIAVL) 2 < Cdg27 ||Vl o [ Va Vel o
and from this we easily deduce that :
Ay < Cd27 Vel e o ViVl o (4.32)

An additional estimate

As the viscosities are small as € goes to zero, we cannot use this estimate for A,
Az or Ay because of terms like ||V.|[%0. | ViU |30, /v, introduced in the energy and
bootstrap methods. The only way for us is to take advantage of the norm ||U|| 122, and
the Strichartz estimates in order to balance this 1/v.. This is the aim of the following
lemma (adapted from the one proven in [80], slightly different from [26]) :
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Lemma 4.5.4 For any s > % there exists a constant C' = C(F, p,Uy, s) > 0 such that,
for all tempered distribution w and all time T > 0, we have :

1-3 (14
a QRS( 7)Hvs”i%OHO,s HwHE;}OHW

/ Ty (AL (w(t).VU(t)|ALV-(1)) o) [dt < Cdg27?%

where (dy)ge(-130n 18 a positive summable sequence such that 3 d, <1 (and it depends
on the three functions involved).

Proof : For the convenience of the reader we adapt here the proof given in [26] or [80].

Let us write, as in [26] or [80], the Bony decomposition into the following way (we
refer to definition 4.2.1) :

ab=> S a.Ab+ > Sr,bAba.
q q

So we get the estimate :

with
L= ( S sk A”,8U>|A Vo)rel,
lg—q’'|<No

and,

Y Syt Ay > |AGVe) 12|,

q¢'>q—No

Using Holder estimates we get :
T . —_—
/0 U 15 —10"l| pgo 200 | G OUel 1 poe 2 [ AG Vell e 2
la—q'|<No

We easily estimate the first term : using the Bernstein lemma (see 4.2), we obtain

"
9
||S'U/_1w||L%oLi:zO S E ||Ag//w||L%oLi:ZO S E 2 2 ||A2//U}||L%§L27

q'<q'—2 q"'<q'-2

so, with the definition of Besov spaces there exists a square summable sequence ¢y :

”SU'AWHL%OLff” < Z 27" )Cq“HwH@OH&s-
v //<q/ 2
As s > % we get that :
// 1 1
15y ywllpge gz < (D 227G Y )z llwllzgmos < Cullwllzge po.s-
//<q/ 2 qllgq/_Q

The classical Bernstein lemma (recall that U, has frequencies localized in C,. r.) and
Strichartz estimates allow to write :

(1+7

|AYOT 1y oo < RelAYTE s g < 2 0°Crye 5 RE Uy 1.
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The last term is estimated thanks to the Besov spaces definition. There exists a square
summable sequence with cg < 1 such that :

1AGVellgerz < g2 [Vell e o
So going back to the estimate of (1) we obtain :

T
/ Ildt < 2_2quq < Z Cq/2(q—q’)s) CF p€
0

1+7)

1Uoll zross [ Vell 250 pro.s

wa@?HO’Sv

where the term <Z‘ a—a'|<No g2\ )5) is nothing but the convolution of two sequences
in [*(Z) and I*(Z), so it is in I>(Z) and

(1+7)

/ Ldt < CF,p,s,U0272quq5 R8 ”VVsHi%OHovs”wui%OHo,sa

0

For I, Holder estimates imply :
T — .
JARZERD Sl N A PPN I B I S
0
q'>q—No

The first term is treated the same way as I :

190200l py e < > ATy <) REQ%HA;/@'EHLgLﬁ%

¢'<q+1 q"<q'-2

Then, the very same arguments give that there exists a summable sequence (d,) dans

I'({-1}U Z) so that :

(1+7)

Rz—:

Ve ||L°°H0 s wHL"OHO s

T
_ 1—
/ Igdt S CF,P,S,UOQ Qquq€
0
The lemma is proven. |

Going back to the energy estimate (4.31), this lemma allows us to obtain the existence
of a summable sequence (once again denoted by (d,)qez) so that :

PV
AQ + A4 < CFVp,57U02_2qsdq€1 43 52(1+7)(

IVl e + Vel e

EHi%’HOvS)' (4.33)

Unfortunately, this lemma is not useful for A3 where the derivative is now applied to
V. which is not localized in frequency in C,_g. as U.. So using this lemma would force
us to deal with an additionnal 27 that would be impossible to absorb. This is the reason
why we decompose it as in [26] or [80] :

T T
vITT v ) —h v
Agz/ \(Aq(Ug.V%)mq%)LzldtS/ (AT Vo) | ATVL) o]t
0 0
T
+/ (AL 05V2) | AVVL) o] dt = Agy + Ago
0
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The term Ajg; is dealt the same way as in the proof of lemma 4.5.4 except that we take
advantage of the estimate of [|[V,Ve[[z2 yo.. (and therefore use the Strichartz estimate with
p = 2) and we obtain that :

1-3«a

—2gs
A31 S CF:P,S:UOZ dqg 8

1
RNV o o 19 V2 | 22 0

For the last term, as usual (we refer for example to [26]) we decompose :

T
Ayy = / (AT B5V2) | ALV o]t < Agor + As,
0

where

T
A321=/0 |(A3< Z S;’,_erg.AZ,f)gVE>|AZVE)L2|dt,

lg—q'|<No

and,

T
A= [ 1@5( X S50V AT ) g e
0

q'>q—No

Let us write that

=3
Az < Z ||Sg’+283‘/6||L;°Liij°'HAZ' € ”L%LZ‘”;QHAZVe“L%OL?-

7' >q—No

The same arguments imply that for all ¢ > —1,

/ L// /
||S§’+283‘/€||L%°LZ”Z° <2 Z 22 ||AZ”V6||L%°L2 <2 Os”VaHiOTOHOvs-
qllgq/Jrl
And for all ¢ > 0 we can absorb 29 thanks to the anisotropic Bernstein lemma :

3 — 3 _ 3
||AZ[ 5 ||L%Lzoﬂ,)2 S 2 q/”AZ,a,gUa ||L%“Lf:>q’;2 S 2 q/R€||Az/UE ||L%“L]<—>:{,2’

which is also obviously true when ¢’ = —1 so using the Strichartz estimates and the same
method as before we finally obtain :

1-3«a

—2gs
A322 S C’F,p,s,Uoz 1 dq5 4

9
Raz (1+7)H‘/;H2

Lg HOs:

It is less easy to estimate Asp; because we cannot move the derivative, as we have done
above, without introducing an additionnal 2¢° (which couldn’t be balanced by R.27%). As
in [26] or [80] we need to decompose Azy < ALy, + A2y, + A2, in the following way :

T
v v 3 v v
AL, = / S (A, S8 T O AL VALY e,

lg—q’'|<No

q

T
v v 773 v v
A§21—/0 S (ST = Sy U2 QA VL AIVL) o,

lg—q'|<No

T
vTT 3 v v
and (A§21):/ [(SyU." O3 ALV ALVL) 2 |dt
0

112



Chapitre 4. Equations primitives avec viscosité petite

The last term is dealt using an integration by parts :
A3 1 v 779 AV 2
321 < §||Sq6’3UE ”LlTLOOH q‘/EHL%OL?‘

The usual computations imply then :

(1+7)

3 -2 1-
Ay S Crps 2™ Pdge 7 RE

IVellZ oo o.s-

For AZ,, we use the same tools as in the proof of lemma 4.5.4 together with the argument
in the estimate of Agye. Then we use lemma 4.2.6 (with p = ¢ = 2 and r = o) followed
by the same arguments as above for A}, and we obtain the estimate :

_ 1- 1+
A321 S C’F,p,S,UU2 2q8dq€ R HV ||L°°HO s

which is the last part of the estimate of Aj :

1
—2gs 1= T (147
Az < Cpps2” dge - € |

‘V HLOOHO& ViVe HL2 HO:s- (4‘34)

+CF7pzszU0272qsdq€ HV HLOCHO s

Plugging (4.32), (4.33) and (4.34) into (4.31) then multiplying by 2%%* before summing
over ¢, we obtain, for all T' € [0, T/ :

IVellZ e pros + 2Vo,s||Vth||21;Ho$ < ||V(0)||§10s + ClVellzgo o VR Vel Z2 pro.s

EHf,%OHOvS)

+CF7075,U0 (HVHLOOHOS + H%Hi&'?HOﬁS

3o

1— LL(144)
+Crpavoe > B VNV o [ ViVl

a’+b?
2

The classical estimate ab < allows us to write :

s 11
Crpsvne & B IVel| oo

vh‘/€||[~,%H0vS S VO,E”V}Z%H%Q HOs

< 11
CF,p,S,U061_45°‘ R7 1"1"}1

+ IVellZ e pr0.

Voe

Remark 4.5.5 It is important to outline that it is here that Strichartz estimates balance
]_/1/570.

On the other hand, energy estimates in H%* for system (4.21) and proposition 4.3.1 imply
that (if € is small enough) :

1Tl 710 < [U=(0)][ 0 < | (Ta = P2)U=(8) | ro.s
< (1+ Cplve = Ve R2) | Usl o+ < 2]|Ullzzo.s.

Then we can write :

Crpsio (IVell oo pros + IVell e o 1Uel £z 0.0) < Crpsng (14 I1Vell e ons)-
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Replacing R, by its value and using (4.30) we finally get :

_'_CFp,ong 4 IB(1+’Y +<b( )HVHL"OHOS’

where
1-3a

D(e) = Crpsuyle ™
In order to set up the usual boostrap argument let us define :

T. = sup{t €]0,T[ such that |[V||;, ;0. <

—5801+y) 4 — A4

Vs,O
20

We are sure that T, > 0 as soon as :

VeO) e < P 4 ety < or

that is (when ¢ is small enough) when (v, = min(1, p)e®) :

Bro > «
l+a—-20>a.
For all T'> T,

140 -
||V:5||%%QH06 € ||th ||L2 o S C(Eﬁno + €1+oz 26)2

@

_'_CF,p,s,UoEll?) ~$8014+) 4 d(e)||V HLooHOS

To be able to conclude we need to adjuste the parameters : in order to complete the
boostrap argument, we need the following estimates :

{Cb( ) <3 . (4.35)

CFp,ong TR 4 O gTHem2R)2 < (222

As e goes to zero, it is sufficent to require :

£<B<l
{ o 1504 ) > 0 (4.36)

We refer to the last section for a discussion on the parameters. For now let us just say
that if a < 5% we can choose parameters 3 and ~y satisfying (4.36). Plugging it into the
energy estimates allows us to write that for all 7' > T,
2c
2 9 1 120
"‘/6‘|£%OHOS + VOEHVhV HL2HOS = 8C = 2<2C)

(4.37)

And then by contradiction it gives us that 7, = T} = oo and V; and the solution U, are
global in time. Moreover U, goes to zero in the sense that the energy estimate (4.37) for
V. = U.—U. is bounded by a positive power of € and goes to zero. And, with this classical
bootstrap argument, we have proven the second part of Theorem 4.5.1 : the solution U.
goes to zero in a certain way.

Remark 4.5.6 We have shown that the solution U, goes to zero in a certain way but
we didn’t mention anywhere the quasi-geostrophic system. Indeed the solution of the
anisotropic quasi-geostrophic system with zero initial data is zero.

Remark 4.5.7 Technical problems forced a < 5 but the question of the optimal value
of « is open (see the next paragraph).
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4.5.4 Discussion on the parameter «

In the previous section we concluded the boostrap argument thanks to a precise esti-
mation of the parameters 5 and v («,  and p being given in the beginning). In order to
conclude the classical boostrap method, we required that the parameters satisfy (4.35).
That implies :

« 1

™ < 5 < 5
82 _ 96(144) > a
1-3a _ 93(1
e 30(1+9) > 0

=l — L1 +9) > 0.
Choosing v = 1, so g = n and the problem is then, given a > 0 and n > 0, to find 3 so
that :
X < < 1
K <3 (4.38)
1>T7a+226(1+7).

Choosing 1 > 0 large enough and 3 > 0 such that a < #n and o ~ n, simple calculations
imply

1

a < .
29+%

In any cases, the greatest possible value for the parameter « is 2i9 and in both cases
the greatest we want to choose «v (nearest a < %), the greatest have to be n which means

we must require more regularity on the initial data.
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CHAPITRE 5

Les systemes M HD en rotation
rapide

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie un fluide anisotrope conducteur en rotation avec une charge
électrique. Le but est d’appliquer les méthodes développées dans les chapitres précédents
pour étudier I'existence, 'unicité et les comportements du fluide quand la rotation est
rapide, c¢’est-a-dire quand le nombre de Rossby ¢ tend vers zéro. Plus précisément, on
considere un fluide conducteur incompressible de vitesse U, de viscosité cinétique v, de
densité p, de conductivité o, de perméabilité magnétique uqg et de diffusivité magnétique
7, soumis a la pression p, générant un champ magnétique B, et tournant autour de I'axe
e3 avec une vitesse angulaire (5. On suppose qu’il remplit un domaine de taille L. Les
parametres adimensionnels

E=vQ,'L? e=UQ'L™Y B 'Qutug'n™ 0=ULn™",

désignent respectivement le nombre d’Ekman, le nombre de Rossby, le nombre d’Elsasser
et le nombre de Reynolds magnétique. L’anisotropie s’exprime par le fait que I’on considére
le cas ou les termes de diffusivité (viscosité et diffusivité magnétique) s’annulent dans la
direction verticale. On rappelle d’abord le modele adimensionnel venant de la modélisation
du noyau de la terre, faite par B. Desjardins, E. Dormy et E. Grenier (voir [36]).
(MHD#)

(&gu—iru.Vu—F@—EAu—l—u/\ez3 = —é(curl b)/\e;ﬁ—ﬁ(curl b) Ab
5 5 5 5 5
db+uVh = bVu- w + %
divu=divb = 0
\ (u(0),6(0)) = (uo, bo),

ou u est le champ des vitesses et b le champ magnétique. Dans [36], B. Desjardins,
E. Dormy et E. Grenier considerent la condition asymptotique suivante

e—0, A=0(), e —0 et E~¢ (5.1)
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qui correspond bien au cas du noyau de la terre. On suppose aussi que l'on travaille a tres
grande échelle et que 1'on peut considérer que le fluide remplit I'espace R? tout entier.

Rappelons que

1
(cwlb)Ab = bVb— oV b|?,
(curl b) ANes = 0O3b— Vbg,
et
curl (u Neg) = 0Osu.

Donc dans le cas anisotrope ou les termes de diffusivité s’annulent dans la direction
verticale, le systeme (M H D®) peut se récrire comme suit

( E A A ~
O — —Ayu+u.Vu — b.Vb + 4 - %4 “ob = —Vp
1 1
(MHD:) Ob — aAhb—i-u.Vb— b.Vu+ gagu = 0
divu=divb = 0
( (u(0),6(0)) = (uo,bo)-

On observe que dans le systeme (M HDF), les termes 205b et $05u sont de mauvais
termes car on perd une dérivée verticale dans les estimations d’énergie. Dans le cadre de
ce chapitre, on se contente de considérer le cas particulier ou les parametres E, A et 6

A

sont choisis de facon a ce que — = ] et que les conditions (5.1) sont satisfaites. Quand
€
A 1

1
= les mauvais termes —836 et —83u disparaissent dans nos estimations a priori,
€

par intégration par parties. On remarque aussi que si on estime séparément les termes

b.Vb dans I’équation de u et b.Vu dans 'equation de b, on perd une dérivée en la variable
verticale dans les estimations d’énergie, a cause de la viscosité verticale nulle. L’idée est
donc de grouper ces deux termes dans nos estimations d’énergie et d’utiliser le fait que la
troisitme composante (u®,b3) est plus régulicre en la variable verticale, compte tenu de la
propriété de divergence nulle.

Dans un premier temps, on considere le systeme suivant avec une rotation fixée et on
montre I'existence locale (globale pour des données petites) et I'unicité de la solution forte
de ce systeme.

&g b - - Vﬁ
(MHD;"(]) b — V' Apb+u.Vb—b.Vu + wosu = 0
divu=divb =

(u(0),6(0)) = (uo, bo).

A1
On remarque que, pour - =7 w, (M HD;?) est bien une généralisation de (M HD3).

Rappelons que

oo = {ue s | Il 2 [ (14 16)7 (1 I6a) 0P < 400,
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et que HJ est lespace des champs de vecteurs u dont les composants u’, avec i =
1,2, 3, appartiennent a H?*® et div u = 0. Dans les sections 5.3, 5.4 et 5.5, on montre
'existence locale (globale pour des données petites) et 'unicité de la solution forte du
systeme (M HD;?). On a le théoréme suivant

Théoreme 5.1.1 Soit s > % Soit ug, by € Hgi. Alors, il existe un temps T > 0 tel que
le systéme (M HD}?) admet une unique solution

u,be L* ([0,7), Hy ) N C([0,7],Hyy)  avee Viu, Vibe L2 ([0, 7], Hy; ) .

De plus, il existe une constante ¢ > 0 telle que si ||uol|go.s + ||bol|ggo.s < cmin{v, '}, alors
la solution est globale

u,be L™ (R, Hy)NC (Ry, HYY)  avee Vyu,Vibe L? (Ry, Hy?).

La deuxieme partie de ce chapitre est consacrée au cas ou ¢ est petit. On considérera
le systeme (M HD5) dans le cas ou les parametres F, €, A et 6 sont “bien choisis”, et on
étudiera l’existence globale de la solution forte pour des données grandes. On pose A = 1,
0 =cet E =" avec a > 0 assez petit que I'on précisera dans la section 5.6. Ce choix
de E est fait pour pouvoir obtenir de “bonnes estimations” de Strichartz. On observe ici
que la diffusivité magnétique est d’ordre e1. Ce terme sera trés grand quand e tend vers
0, et produit un tres grand effet régularisant. On considere donc le cas plus difficile ou la
viscosité et la diffusivité sont de méme ordre * avec v > 0 petit. Ce choix vient aussi d'un
probleme technique que 'on précisera dans la section 5.6. Concretement, dans la section
5.6, on va montrer I'existence globale de la solution forte pour des données grandes du
systeme suivant

( A O3b 1_
o — e*Apu +u.Vu —b.Vb + une + % = - ng
83u
€ Osb — e*Apb Vb —-bV - =0
(MHDg,) Wb —e"Anb+u.V ut €
divu=divd = 0
X (u(0),6(0)) = (uo,bo)-

La méthode de démonstration consiste en 1'utilisation d’estimations d’énergie et d’esti-
mations de Strichartz. Cette méthode est due a J.-Y. Chemin, B. Desjardins, I. Gallagher
et E. Grenier ([26]) (dans le cas ou les termes de diffusivité sont fixés). Dans le cas ou la
viscosité et la diffusivité magnétique sont de taille €, on montre de nouvelles estimations
Strichartz, grace auxquelles on peut compenser le faible effet régularisant du aux termes
de diffusivité petits.

Soit Y., = HY. NLZLE N LYHS N H? 5 (voir Chapitre 3 pour la définition de cet
espace). Dans la section 5.6, on montre le résultat suivant :

Théoréme 5.1.2 (E=¢'", A =1, 0 =¢) Soient s > %, n>0,1<p<2 On peut
choisir ag > 0 de sorte que, pour tout 0 < a < ag, pour tout ro > 0, il existe g > 0
tel que, pour tout 0 < ¢ < g, et pour toutes données initiales ug, by € Ys,,, satisfaisant
||u0||§/sm’p + ||b0||§,sm’p <12, le systtme (M HDS,,) admet une unique solution forte, globale

en temps, (u,b) € Co(Ry, HY) avec (Vyu, Vib) € L2(Ry, HYY).
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Les estimations de Strichartz anisotropes basées sur celles de [26] jouent un réle clé dans
la démonstration de ce théoreme. Cependant, ici la viscosité v n’est pas fixée mais tend
1

vers 0 quand € tend vers 0. Dans les estimations d’énergie, on a un terme de l'ordre 3; qui

fait exploser les normes en temps. On adapte donc la méthode utilisée dans le chapitre 3.

5.2 Préliminaires

Dans cette section, on rappelle rapidement quelques notions de découpage dyadique
et on donne les résultats préliminaires importants que l'on utilisera dans les sections
suivantes. Une étude plus détaillée est donnée dans I'appendice A.2. Soit ¢ € C§°(R) une
fonction paire telle que le support de 1 est contenu dans la boule Bg(0, %) et telle que ¢
est identiquement égale a 1 dans un voisinage de la boule Bg(0, %) et soit

w0 =0 () - v,

On note F et F~! la transformation de Fourier et son inverse (on utilise aussi la
notation u pour la transformée de Fourier de u). Les opérateurs de découpage dyadique
en fréquences sont définis comme suit.

Définition 5.2.1 Pour toute distribution tempérée u, on pose

A = F(p(hag), vien,
AlMu = FH(&])a)),
A?u = 0, vy < -2

= F(e(ha©), vken,
AV = FL (&),

Aju = 0, VE < —2.
Toute distribution tempérée peut s’écrire comme

u= Y AlAju. (5.2)

jk>—1

Maintenant, on rappelle le lemme de Bernstein (voir [21], [59] et [83] pour une démons-
tration) qui permet d’estimer la dérivée des fonctions dont la transformée de Fourier est
localisée en fréquences.

Lemme 5.2.2 (Lemme de Bernstein) Soit 0 < ry < ry. Il existe une constante posi-
tive Cy telle que pour tout u € S'(R?) dont le support de la transformation de Fourier est
contenu dans 29 A, ,,, ot Ay ={EE€R 1 < |€] <13}, on a

2 CF HUHL’;}LZ? < sup H@O‘UHLZngz < 29FCF HUHLZIL? , Vk>0, Vp,pa>1, (5.3)
la|=k

et

”uHLp/lLP/Q < Co2q(p P/1+p2 ph

h v

2 _ 241 1
T )

lullgpripze . Y1<pi<pl, V1<ps<p,.  (54)
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La norme de H?® peut donc se récrire sous forme d’une somme de termes dyadiques.

Lemme 5.2.3 Supposons que u € H”*. Alors,

1
2
il = { S oAb, } |

On aura aussi besoin du lemme suivant qui donne une estimation de chaque terme Ap.

Lemme 5.2.4 Supposons que u appartient a H**. Alors, il existe une suite de nombres
positifs {c,(u,0,5)} de carré sommable telle que

14

—gs
quHL%(Hg) < cq(u,0,8)27% [|u| gos -
Dans le cas o ¢ = 0 ou dans le cas ou il n'y a pas de confusion possible, on va écrire
tout simplement ¢,(u) au lieu de {¢,(u,0,s)}. Dans le cas o ¢ = 0, 'inégalité ci-dessus
s’écrit simplement
v —qs
HAquHm < ¢, 0)27% |uflgo.s -

On rappelle maintenant les lois de produits dans les espaces de Sobolev anisotropes.
Pour les espaces de Sobolev isotropes sur R?, d > 1, on a la loi classique suivante

Théoreme 5.2.5 Soit s,t < % et s+t > 0. Il existe une constante C > 0 telle que, pour
d
2

tout a € H*(R?) et tout b € HY(R?), le produit uwv appartient a H* 2 (R?) et

lab] < Cllal

o+ § () m1s (k) |10/l ra - (5.5)

Dans le cas anisotrope, on a le résultat suivant qui a été prouvé dans [59].

Théoréme 5.2.6 Soit s,t <1, s+t>0, et s',t' < %, '+t > 0. Il existe une constante
C > 0 telle que, pour tout a € H>* (R3) et tout b € H*'(R?), le produit uwv appartient a

Hs+t—1,s’+t’—%(R3) et
1abl] gasems -y sy < C llalles sy Bl sy - (5.6)

Dans la section 5.5, on aura besoin de plus de régularité dans la direction verticale. Au
lieu du théoreme 5.2.6, on utilisera alors le théoreme suivant, qui est une généralisation du
théoreme 1.4 de [62] (voir aussi la remarque 3 de [62]). La démonstration de ce théoréme
est donnée dans 'appendice A.3.

Théoréme 5.2.7 Soit 0,0’ <1 et o+ 0o’ > 0. Soit 5o > % et s1 < sq tel que so+ s; > 0.
Alors, il existe une constante C telle que pour tout a € H7*°(R3), et tout b € H"’vsl(R?’),
le produit uwv appartient ¢ HOHo —bst ¢t

HabHH‘T+"/—1a51(R3) <C HaHHU’SO(RS) HbHHU’»Sl(R3) : (5.7)
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Tout au long de ce travail, on notera toujours (c,) (respectivement (d,)) une suite
de carré sommable (respectivement une suite sommable) de constantes positives. Dans la
suite, C' désignera une constante générique positive qui peut changer de ligne a ligne.

Rappelons maintenant les estimations importantes sur lesquelles sont basées toutes
les démonstrations d’existence et d'unicité de la solution. Ces estimations résultent du
théoreme 5.2.7 ci-dessus (voir aussi [26])

Lemme 5.2.8 Pour tout sy > % et s1 < sg tels que sg + s1 > 0, il existe une constante

C' telle que, pour tous les champs de vecteurs u et v dans Hg;‘f}o (R3) de divergence nulle,
dont le gradient horizontal appartient ¢ H®* (R3),

)<AZ(U.V@)\A3U>

L2(R3) < qu272q81 ( thuHHOvSO(R?’) HUHHQSl (R3) thUHHQSl(R3)

1 1 1 3
el 17 oty 100y 190 ey )+ (5.8)
ot {dy} est une suite sommable de constantes positives et ||(dg)|/,, < 1.

En fait, dans le cadre du systeme de MHD, nous aurons besoin du résultat plus général
suivant :

Lemme 5.2.9 Soient u, v et w des champs de vecteurs sur R® dans Hg;fjo (R3) de diver-
gence nulle, dont le gradient horizontal appartient a H**(R3). Soit sy > % et s1 < s tels
que So + s1 > 0. Alors on a :

(A (wVv) [Afw) + (A7 (u.Vw) |A7v)]

1 1
S qu2—2qs ||vhu”12—[0v80 |vhw||12—10,51 +

1
2
[0l g

1 1
Vil |l

1
V|00,

1
Wl ] (59

1
2
0]l 10,01

1 1
|l g0, + VRl fo.c

1 1
el o0 VAo

ot (dg) est une suite sommable de nombres positifs et ||(dg)|, < 1.

La démonstration de ces deux lemmes sera donnée dans ’appendice A .4.

On remarque que dans ce chapitre, on montre non seulement ’existence de la solution
des systemes de la magnéto-hydrodynamique dans I'espace L>° (R, , H**) (avec le gradient
horizontal dans L?(R,, H%®)) mais aussi dans un espace plus régulier en temps que 'on
définit comme suit.

Définition 5.2.10 Soitp > 2 et [ un intervalle de temps. On définit les espaces ip([, H"*)
comme [’adhérence de [’ensemble des fonctions régulieres pour la norme

1

2

Hu”f,P(I,HO»S) = ( E : 2%e° HAEUHiP(I,L2)> )
g=—1

On remarque que grace au lemme A.1.7 (voir 'appendice A.1), on trouve que pour tout
p>2,0na

P

1 1
3 \°? 3
||u||LP(I,H0aS): /1 QZ 2% HAEUH;> dt| < (Z 2% HAZUHiP(Lp)) = HUHIZp(I,Ho,s)~
>-1

q=—1
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Dans le cadre de cette these, on utilise souvent une version intégrale des deux lemmes
ci-dessus.

Lemme 5.2.11 Pour tout sy > % et s1 < sqg tels que sg+ s1 > 0, il existe une constante
positive C' telle que, pour tous les champs de vecteurs u et v dans L>([0, T, Hg;io (R3)) de
divergence nulle, dont le gradient horizontal appartient a L*([0, T], H>*(R?)),

dt

T
/0 ‘(AZ(U.VU)|AZU>L2(R3
<dd, 9251 ( ||VhU||E2(OT} HO%0) ||U||Ijoo ([0,7],HO51) ||th||i2(0T] HOs1)

+ ||u||2oo OT] HO, 30) ” huHLQ [OT] HO, SO || ||LOO(OT] HO, 31) || hv||L2 [OT} HO, Sl))’ (5]‘0)

ot {dy} est une suite sommable de constantes positives et ||(dg)||,, < 1

Lemme 5.2.12 Soient u, v et w des champs de vecteurs sur R® dans L°([0, T, H™ (R%))

de divergence nulle, dont le gradient horizontal appartient  L2([0,T], HO*0(R3)). Soit
Sp > % et s1 < sq tels que sg+ s1 > 0. Alors on a :

/0 (AL (w. Vo) |Abw) + (AL (u.Vw) |[Abv)| dt

< Cd 2 2q5 HV UHLQ [OT HO ‘5'0 th’UHLQ([OT] HO 51 HVhU)H

V]2

L2([0,7),H%51)

[Hqum I [ ey

Xk

L2([0,7],H%51)

+ uf 2

2
Loc( 0 T] HO 150 L2 [0 T HO 81 || ||~°°([O,T],HO’51)

S\

1
5

Noo([oyT],Hovﬁ)] > (511)

L2(]0,T),HO%0) || ||L°°([OT HO»s1) ||

ot (dg) est une suite sommable de nombres positifs et ||(dg)||, <1

Finalement, on aura besoin du lemme ci-dessous, qui est tres simple et moins fort que
les lemmes 5.2.8 et 5.2.9.

Lemme 5.2.13 Soient u, v des champs de vecteurs dans H**(R?) avec supp(v) C B(0, R).
Soit s > 5. Alors il existe une suite de nombres positifs (cq) tels que ||(cq)|l <1 et :

A7 (w.Vo)[| . < C(R)e2™ ||ullgo..

Vllggone (5.12)

5.3 Existence globale pour des données petites

On commence par montrer la deuxieme partie du Théoreme 5.1.1, c’est-a-dire I'exis-
tence globale d’une solution forte de (M HD;?) pour des données petites. Sans perte de
généralité, on considere le cas ou v = v/ pour simplifier les notations. Le cas ou v # 1/
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se traite de la méme maniere. Pour la démonstration, on va utiliser la méthode de Frie-
drichs, qui consiste en 'approximation du systeme (M HD;"7) par des systémes tronqués
en fréquences. On définit les opérateurs de troncature

JNU = f_l (13(07]\[)@) .

Remarquons qu’en utilisant la condition de divergence nulle pour u et b, on peut
calculer le terme de pression. En effet, si on prend la divergence des équations en u, on
obtient )

f)’: —A*l |:Z [alaj<ulu]) — 8265 (bllﬂ)} + g(ﬁgul — 81u2)] . (513)
.3

Considérons les systemes approchés suivants :
( Oy, + Jn(Jnten. NV Jptiy) — Jp(Jnbn .V b)) — v Apuy, + 105J,by,
Jnun N es _ i : i ;
+J, <T) = J,VA~! [Zaiaj (Tl Joud, — T T b )
,L’.]

n 1
(MHD™) + g(agz]nlh — 81JnU2)}

Obn, — Jn (b V) + Jn(Jnun. NV Jnby) — vy Apby, + posJyu, =0
div u,, = div b,, = 0,

\ Un|—g = Jnuo; b

= ano

nli=o0

Il est clair que, pour chaque n, les opérateurs bilinéaires sont continus de L? x L? dans

L2. De plus, la donné initiale U, (0) = ( ttn (0) > appartient a L2. Le systeme (M HD"™)

bn (0)
devient donc une équation différentielle ordinaire. Alors, grace au théoreme de Cauchy-
Lipschitz, ce systeme approché admet une solution unique ,, = ( Z” ) locale en temps a
n

valeurs dans L?. Soit T}, le temps de vie maximal de la solution. Comme J? = J,,, J,U, =
( L;"Z" ) est aussi une solution de (M H D™). Par l'unicité, on en déduit que J,U, = U,.
Donc, U, est aussi solution du systeme suivant (que 'on note toujours (M HD"™)).

Uy N €3

( Dyt + T (V) — Jn(bn.Vby) — vAptty, + 110sby, +

= J,VA~!

S 1
> 0:0; (uiyud, — U3 + = (Daur — 81u2)]
(MHD") 0 c
Oby, — Jn(bp.Vuy,) + Jp(u,.Vb,) — vARb, + pdsu, =0
div u,, = div b, = 0,

( Un|,_y = Jnuo; b

- ano

nli=o0

Grace au fait que

(w.Vulu)p. = (u.Vb|b);. = 0,

et
(b.Vulb)yz + (b.Vblu)ps = 0,
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pour tous champs de vecteurs a divergence nulle u et b suffisamment réguliers, on a les
égalités
(Jn (- Vup) |t )2 = (Jn (. Vby)|by)p2 =0,
et
(Jn(br,. Vup)|bn) g2 + (o (b V) up )2 = 0.
Alors, 'estimation d’énergie dans L2 nous donne

1d
3 I (Dlgz + v [ Viha (8)lI72 = O, vt >0, (5.14)

ou U, (t) = ( Z"g)) ) La solution U, (t) reste donc bornée dans L?*(R?) sur Uintervalle

maximal d’existence [0,7,[, et donc T}, = +oc.

Maintenant, on montre que la solution est en fait bornée dans les espaces de Sobolev

H%* avec s > % Ensuite, par un argument classique de compacité et par passage a la

limite dans les systemes approchés (M H D™), on peut démontrer Iexistence globale de la
solution de (M H D) pour des données initiales petites.

Si on applique l'opérateur de localisation en fréquances verticales A? au systeme
(MHD"), si on prend le produit scalaire dans L* du systéme obtenu avec (Apu,, Ab,)
et si on tient compte du fait que J,, et la projection de Leray P sont des projections
orthogonales, et que

Pun = Z/{n, Jnun = Z/{n,
on obtient 'inégalité

1d

57 18l + v [AVathll e < (A V) | A )| + (g V0,) | A7 )|

+ (A6 V)| Abby) + (AL (0. Vb, ) |[Abu,)|
+ w[{03Ab, | Aluy) 4 (03 AL, ALY . (5.15)
Par intégration par parties, on a
11 [{ O3 ALby | ALt ) + (D3 Au, | ALb, )| = 0. (5.16)
En intégrant (5.15) en temps, on obtient

1 v
A LV 2O ¥

1 v v
S AU + v AVt |
t t
g/ |<A;<un.vun>|Agun>\ds+/ (A (1. 7b,) | ALD, | ds
0 0

t
+/ [(AY (b1 Vuy) | ALb, ) + (AL (b, V)| Al ) | ds.
0
Donc

1 v v v
5 18l e o0y + 7 185V o A (0]

[0,t],L2) - |
t t

< 2/ |<Ag(un.vun)|A;un>yds+2/ [(AY (1. Vb,) | ALD, ) | ds
0 0

t
+2/ [(AL (0. Vun) AL, ) + (AL (b, Vb)) | Abuy, )| ds. (5.17)
0
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L’estimation (5.10) nous donne

t
v v —2qs 2
/0 ‘<Aq (unVun)|Aqun>‘ ds < Odq2 2q Hun|lﬁoo([07t]7H0,s) |thn||f‘2([07t]7H0,s)

_92gs 2
< 027 Unllioe 0. 1) | VithallE2 o g pr0y - (5-18)

ou (d,) est une suite sommable de constantes positives de somme égale a 1. De méme, en
utilisant I'inégalité de Young, on obtient

t
KT 850 < Ca-ee el

bn Hf‘oo([oi]’HO,s) Vhbn Hf‘Q([OJLHO,s)

+ H%HZ

1 3
L2(0t HO:s) ||bn||12_105 vhanIQ_Io,s
‘thn”f,z([Qt],Ho,s) . (5.19)

< Cd2” 2qs HUnHiw([o,tLHO’S)

Enfin, 'estimation (5.11) implique que

t
/0 (AL (50 Ta0) | ALD, ) + (AL (b Vb, Al | dt

< Cd,27" [ ||thn||i2(0t JHO:)

|b ||f,oo ([0,t],HO:9) |vhb ||f,2 ([0,¢],HO#)

o+ luall? Vbl 5000

|vhuan‘2([07t]7H0,s) . (520)

> ([0,¢], HO#) IVhu n||L2 ([0,4], F10:) | ”HL“(Ot HOS)|
S qu2 2qs HZ/{TLHEOO([OJLHO’S)

Sommons les estimations (5.16) & (5.20). On obtient

1 v v
b HAqUnHiw([o,t],L'Z) +v HAqvhuTb”iz

< || Aud, (0)];,

([0,2],1.2)
+ 20dq272q8 HZ/{HHEOO([O,t],Ho,S)

2
|vhuﬂ“f,2([07t},H0,s) . (521)

En multipliant les équations (5.21) par 229 et ensuite en sommant en ¢, on obtient

1 2 2
5 WllEe o710 + 7 IV il [E2 10, o)
2 2
< Hun(O)HHO,s +2C ||un||f,oo([o,t],H0,s) ||vhun||f_,2([07t},H0’S) . (5.22)

cv
Soit ¢ = % et supposons maintenant que |[U,(0)|| o, < 5 Soit T} le temps maximal

tel que ||L{n||%oo([0 [HOs) S (ev)?, pour tout 0 < t < T*. Par le théoreme de Cauchy-
Lipschitz, U, (.) est continue en temps & valeurs dans L%, donc AU, (.) Test aussi. Par

conséquent, HA;UHHLOO est continue en temps. Comme

([0,],L2)

sup 2% HAZUH||L<>0([O¢],L2) = 2% | AUy |

2)
0<t<to (0,to],1.%)

et
Z 2% HAZUH||L00([O¢O],L2) = HUnH%oo([o’to]’Ho,s);

g>—1
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I’application
b= 1| e 0,100
est continue sur [0, o] pour tout ¢y > 0 tel que ||y ||z (g 1) 05y < 00 Cela implique
que 1T > 0.
En utilisant la propriété HL{nH%m([O H0s) S (cv)? dans l'inégalité (5.22), pour tout
0 <t < Ty, on obtient
(cv)?
2

2 2
||un||f,°°([0,t},H0vS) +v thuan,oo([O’ﬂ’Ho,s) < < (CV)2. (523)

L’inégalité (5.23) et la continuité de I’application ¢ +— ||Z/In||%oo([ impliquent que

T, = +oo.

O’t] ’Hoys)

La suite des solutions approchées (U,,), est donc bornée dans L°(R,., H*) et (V)
est bornée dans L2(R,,, H). En particulier, on trouve que la suite (4,),, est bornée dans
L>°(R,,L?). Alors, en utilisant I’équation vérifie par U,,, on montre que la suite (9, ),
est bornée dans Ly (Ry, H™") pour N assez grand (N > 2 par exemple). Le théoréme
d’Arzela-Ascoli implique qu'’il existe une sous-suite de (U,,),, (que 1'on note toujours par
(Uy,)») qui tend vers U dans L2 (R, HY). Comme (U,), est bornée dans L>*(R,,L?),
par interpolation, on trouve que

U, (t) — U(t) dans HJ . pour tout — N <J < 0.

6/

Comme (U, (t)), est aussi bornée dans HY,,

espaces de Sobolev implique que

pour tout &' < %, la loi de produit dans les

Uy (1) @ U, (1) — Ut) @U(t) dans H P2 pour tout — N < <0,
et en particulier, que
U, (t) @ U, (t) — U(t) @ U(t) dans D'

En passant a la limite, il s'ensuit que U(t) vérifie les équations (M HD;?) au sens de
distributions.

On remarque que U,, — U faiblement dans ioo(]RJr, H%*) et VU, — ViU faiblement
dans L*(R,, H"*). (U,),, est donc bornée dans L= (R, , H"*) et (V,U,),, est bornée dans
L2(R, H%*). On en déduit que U € L*®°(R, H*®) et que VU € L%(R,,H"®).

5.4 Existence locale pour toute donnée initiale

Pour démontrer Pexistence locale de la solution de (M HD;?), on va décomposer le
systeme en deux parties : une partie “hautes fréquences” et une partie “basses fréquences”.
Pour simplifier les notations, on fait la démonstration dans le cas v = v/. Le cas v # 1/

se traite de la méme maniere. On écrit la donnée initiale U, = ( ) comme la somme

Ug
bo
suivante

(5.24)

Uy = JNUO + (H — JN)U(),
bo = Jnbo + (I — Jn)bo,
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ou N est grand et reste a déterminer.

On considere le systeme linéaire a basses fréquences suivant :

( - 1
Oyuny — VAR un + pudsby + gﬂN Nes = —Vpy,

(MHD](\f)) ) by — VAhEN_+ posty = 0,
div ﬂN = div bN = 0,

\ ﬂN(O) = JNUO,I_)N = JNbO.

En utilisant la méme méthode d’énergie que dans la démonstration de I'existence globale
de la solution, on peut montrer que (M H Dg\f)) admet une unique solution globale Uy =

( %N > qui satisfait I'inégalité d’énergie suivante
N

AN 5o, 10y + 7 Vil 5 ge, 10y < 2 Wolggo = Co (5.25)

A partir de (5.25) et de la localisation en fréquences de U y, on peut déduire les estimations
suivantes.

(). < V/Cor ¥E>0,
IVl ()| 0. < NV/Co,

s (5.26)
) S CO Tp7

050,270
7/ 1
\ thuN”Lp([o,T],Ho,s) S N C() Tr.

N ) est une solution du systeme (M HD;?). Si on

Supposons maintenant que U = < b

fait la décomposition suivante

U=un + w,
{ N (5.27)

b:l_)N+ﬁ7

on voit que V = ( CE ) est solution du systeme

(( Ow — vAyw + w.Vw 4+ w.Viy +an.Vw — B.V3 — 3.Vby — by V(3
1 - _
+ uﬁgﬁ + gu) Neg = —Vp + bN.VbN — EN.VEN

(MHDy,) O — vALS — B.Vw — B.VUy — by.Vw +w. VS + w.Vby +un.V
+ 0w = by .Viy — Un.Vby

divw=divg=0

| w(0) = (I — Jn)ug, B(0) = (I — Jn)bo.

Inversivement, si I’'on montre I'existence locale de la solution V de (M H Dp,.), on obtiendra
aussi Pexistence locale de la solution U de (M HD;¥).

Pour montrer I'existence locale d’une solution forte de (M H Dp,.) sur un intervalle de
temps [0, 7], on va a nouveau utiliser la méthode de Friedrichs. On obtient ainsi l'existence
de la solution approchée V,, = U,, —U . Ensuite, on va a nouveau appliquer la méthode de
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compacité et passer a la limite dans les systemes approchés. Dans ce but, on va montrer
qu'il existe un temps 7' qui ne dépend que de ||Up|/gos et de N, tel que la suite {V,},
soit uniformément bornée dans L®([0, T, H**) et que {V},V, }, soit uniformément bornée
dans iz([O, T],H%*). Pour cela, on démontre & nouveau des estimations d’énergie pour
les systemes approchés. Pour alléger les notations, on omet l'indice n dans I’équation
approchée correspondant & (M HDy,.) et on note simplement V la solution V, de cette
équation approchée.

Si 'on applique l'opérateur Af aux deux premieres équations du systeme (MHDy,.),
et si 'on prend le produit scalaire de la quantité obtenue avec (Afw, A7), on arrive a
I'inégalité :

AL+ v,

< (AN (w.Vw)|Abw) | + [(AL(un. Vw) | ALw)]

+ ‘<A”(w Viiy)|Agw )+ ‘<A” un.Vuy)|Alw)| + |<A” B.Vby) |A”w>’

+ [{AY(by. Vby) | Aw)| + [{AL (DN VB)|Alw) + (AL(by.Vw)|ALG)|
+ [(A5(8.Vw)|AL8) + (A5(8.V8) | Agw) | + [{A5(w.VH)|A;5)]
(@
(b

2dt

+ (A (an. VB ALBY| + [{AL(w.Vby) |ALB) | + |[(AL(B.Vuy)|ALB)|
+ [(AL(bn Vun)|AY3)| + [(An(un. Vin) | AL3)] - (5.28)

En utilisant le lemme 5.2.8 avec sg = s > %, on obtient

‘<Az(w.Vu))|Agw>} C’dqQ_%S l|lw!|go0.s

Cdg2*" ||w] ggo.s

Vw50,
ViVllio. - (5.29)

<
<

De méme, l'estimation (5.8) et 'inégalité de Young nous donnent

Bllmos Ve8] go.

1 1 1
Vil 1810 15l . |
< Cdg27 (|lggo + 15lmo) V0V .- (5.30)

(A5w-VB)IAB)| < Cdy2 | [ Vato g

1
+ [lw]l fo.c

Ensuite, en utilisant I'estimation (5.9) et I'inégalité de Young, on trouve

|<AZ(6.V6)|AZw> + <AZ(6.Vu))|A}1’6>\
1 1 3
< Cdg2 7" | Viollgor 180 11718 a0 + ol Bllizo 9Bl
< Cdg 27 (ol + 1Bllgo) VY[ (5.31)

1
vhw||12_10,5
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Les estimations (5.9) et (5.26) impliquent que
(AL (by . VB)|Abw) + (AL (by.Vw)|ALS)|
- 1 1 1 - 1
< 0dg27* ||V b || o Va8 o IV | s [HbNH;o,s

1 1 '
Vil Zos |l Zos + [[Vib || 2.

1 1
/QHIZ_IO,S thwHIQ_IO,s

1 1
Bl Nl |

v
Bl + 25 1Vl

- 1
2
{1 | .

IN

Lags | € C
27 | SR (ol + 190n.) + EN°Colll.
—ous | [ C C 9 v 9
< a2 | (S + S IVl + 25 IV . (532
En utilisant les estimations (5.8), (5.26) et 'inégalité de Young, on obtient aussi

3
Vh("")||12_10,s

1 1 1
[(Ay (@ Vo)l Auw)| < Cd27 | [aw . Vo |l

+ 1V o [l 1V . |

ous | [ C C v
< a2 [ (Snec+ Sy Vi + LIV
(5.33)
De méme, on a
C C v
(a5 TRIa| < dze | (SN2 + SN ) Mo + 5 19Vl
(5.34)

Finalement, en utilisant le lemme 5.2.13, I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les estimations
(5.26), on obtient

(AL (w. V)| Abw)|
[(AY (. Vuy) | Abw)|
[(AL(B.Vby)|ALw)|

) Cndy272\/Co ||| 340,
)
)
(A5 (v V)| Agw)|
)
)
)
)

Cndy27*"Co ||w]| 0.0

(

(
Cqu272qs\/€0 |l ego.s 118l ggo.5 (
Cnd 27 Ch ||w)| g0, (5.38

(
(
(
(

IA A

VARVAN

(AL (w. Vx| A8)]
(AL (T V)| ALB))|
|(A5(3-Van)[A55)]
(A2 (b Vx| ALB))|

Cndg272 v/ Co l|wllgo.s 1181l 0.
Crndy2 " Co || Bl .
Cndy27v/Co |18l 350.

Cnd 27 Ch ||w]| go.s -

IA A

IN N

En utilisant les estimations données par les inégalités (5.29) a (5.42) dans I'inégalité
(5.28), on trouve finalement 'inégalité suivante

1d v
577 Vllsos + 5 V3V [0 < C (lwllios + 18l ) 1VaV o
+ CL(N, v, Co) [VIlgzo.. + Co(N, Co) (llellgos + 1 Bllgpo) - (5.43)
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Maintenant, on integre 'inégalité (5.43) en temps, ce qui nous donne

T
V) 2 + v / IV, dt
< VO a0 + Co(N, 1, Co) T Ve o zg10m + Co((N, Co) T

+C <||w||L°°([O,T];HOvS) + HBHLOO([O,T];H(%S)) “thHi?([O,T};HOvS)' (5.44)

Rappelons que V(0) = (%II : h;z))Z;]) Prenons N assez grand pour que

V2[V(0) g <

v
— = cv.
2C

En suite, choisissons T} assez petit pour que

Ol(N, v, Oo)T <

Do
N —
Do

c'v

OQ(N, O()) T < T

Soit T* = sup { 0<T < T() . HWHLOO([O,t];HOvS) + ||ﬁ||Loo([07t];H0,s) S 26]/7 v0 S t S T } Pour
tout T' < T™, on a

Wlo. < 2| IVO) . + GIN,G)T| <

N W
o
<

et par conséquent,

2
Wl g0 0,780 + 1B llpoc o770 < V2V lpos < 200

On en conclut que T* = Ty. De manieére classique, on en déduit I'existence locale de (w, 3)
et donc l'existence locale dans [0, 7p] de la solution (u, b). On remarque Ty ne dépend que
de Cy, N, et v.

5.5 Unicité

Dans cette section, on veut montrer I'unicité de la solution. On remarque que l'on
ne peut pas utiliser les mémes estimations dans H%® que dans les sections précédentes a
cause d'une perte de régularité. En effet, le probleme provient des termes non-linéaires
qui contiennent la dérivée verticale qui ne peut pas étre compensée, parce que la viscosité
verticale est nulle. On utilise donc la méthode due a D. Iftimie (voir [62]) pour montrer
I'unicité des solutions par des estimations dans H%*~!. Plus précisément, on montre le
théoreme suivant.

Théoréme 5.5.1 SoitU; = ( Zl et Uy = 22 ) deuz solutions dans Cy([0, Ty, H®*)
1 2

(avec Vs et Villy appartenant o L2([0,Ty], H**)) de (M HD;*?) avec méme donnée

initiale dans H®*. Soient
Cfu [ ur—ug
u=(5)=(n7)
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Alors pour toutt € Ry, on a :
D2 < C 2 4
g IUleos = CF ) [1U [gg0.-1 (5.45)
ol

2 2 2 2
F(t) = (1 + fluallgro.s + uellfo.s + 101ll50.c + [102]l50.¢)
X (L+ Vit + [ Vatellzgos + [Vibillfo. + | Vabel[fo.0)

est une fonction intégrable sur tout lintervalle de temps [0,T], ot T est fini et T < Tj.

A partir de ce théoreme, par une intégration en temps et par la continuité de ’application
t = |JUt)||30.1 , on déduit que Uy et Uy comcident dans H*~!, et donc la solution de
(MHD;?) est unique dans H** avec s > 1.

Démonstration du théoréme 5.5.1 :

Sans perte de généralité, on peut supposer que v = v/. Pour la premiere étape de la
démonstration du théoreme 5.5.1, on observe que U est solution du systeme suivant

1 ~
ou — vARu + u.Vu + u.Vuy — b.Vb — b.Vby + gu A e3+ udsb = —Vp
(M H Dyry;) Ob — vARD — b1.Vu — b.Vuy + u1.Vb + u.Vby + pdsu = 0

divu=divb=0
\ u(0) = b(0) = 0.

En répétant les arguments que 1'on a utilisés dans les sections précédentes, on trouve
I'inégalité d’énergie suivante,

1d
5 77 18Ul + v [|A5Vatd|[La < (AT (V) [AT)| + (A7 (V) |ALD)]

+ [(AY (b1. VD) [Alu) + (AY (b1.Vu) ALY + R, (5.46)
ou

R=|{AL (w.Vus) [ALu)|+[{ AL (b.Vbs) |ALu)|+]| (AL (b.Vus) [ALY) [+[( AL (u.Vbs) |A(gb>1).

5.47
On rappelle que (d,) désigne toujours une suite sommable de nombres positifs, et (¢,) une
suite de carré sommable de nombres positifs. On peut supposer que (d,) et (¢,) sont fixées
dans ce qui suit.

En utilisant le lemme 5.2.8, et I'inégalité de Young, on obtient

‘ <AZ (u1.Vu) ]AZu>L2

< €27 ([ Vg Nulggo.ems V0t ggoems

1 1
+ | fro.s Vit llfpo.s

1 3
ullfos s [ Vatlon s )

14
< 4,27 [CF(1) ulfgo.ms + T IVl | (5.48)

132



Chapitre 5. Les systemes MHD en rotation rapide

et
‘<A§(u1.Vb)|A';b>L2

bHHOyS*1 ||Vhb||H07s,1
1 1 3
vhul||l2-105 Hb||12—[0 s—1 ||vhb||12_]:0,571>

< 4270 | CF (1) [blli0as + T Vi 0| (5.49)

2D ([ Vgt o

1
+ [ o,

De méme, le lemme 5.2.9 et 'inégalité de Young imphquent que
(A7 (61 V0) [AJu) + (A7 (b1.Vu) |AD)|

1 1 1 1 1 1
< qu272q(871) thbIHIQ_IO,s Vhb||12_10,s—1 thu||12_10,s—1 [||b1H12_10,s HbHIQ_IO,s—l ||thH12_10,s—1

1 1
bl s

1%
< 427D [CF(E) (fulioes + Ioloes) + 25 (IVnules + 1 Vabloe) |
(5.50)

1 1 1 1
+ Hb1H12_109 vhbHIQ_Io,s—l HUHIQ_IO,S—l + thbluf{o,s

On découpe R (voir (5.47)), c’est-a-dire les quatre autres termes trilinéaires, en deux
parties : la “partie horizontale” Pa,R (qui contient les dérivées dans les directions x;
et xg) et la “partie verticale” Pa,R (qui contient la dérivée dans la direction x3). Pour
la “partie horizontale”, on utilise I’estimation pour Py (u,v,w) que l'on a faite dans la
démonstration des lemmes 5.2.8 et 5.2.9 (voir Appendice, section A.4). On obtient alors
I'inégalité

[PanR] < d2 0 [CF) (lullipos + [blFoe1)

1%
+ 2 (IVntulos + IVablla) |- (5:51)

En revanche, pour la partie verticale, on procede autrement. On a
|Pa,R| < A+ B+ C+ D,
ol
A = [{A] (v*05us) | AGu)]
B = |(A7 (b°0sb2) [Aqu)|
€ = (A% (Bonm) [A28)]
D = (a5 (so) |A)].

On découpe le terme A en trois parties en utilisant la décomposition de Bony en
paraproduits et reste :

A =|(A Z So_qu A (O3ugz)|Agu)],
Iq —q|<No
Ay = [(A Z Sy—1(03uz) Z’“3|AZ“>|’
Iq —q|<No
Z AV (O3u2) AL | ALu)|.
q>q
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En utilisant les inégalités de Berstein (5.3) et (5.4), I'inégalité de Cauchy-Schwarz et
le fait que div u = 0 et que s > %, on peut écrire :

155 1 0* | opz < € 272 || Ay 05wl |,
—1<p<q’'-2
<Cc Y 2D || ArYu L, < O Vaullgos . (5.52)
—1<p<q’'-2

De l'estimation (5.52) et de l'inégalité de Young, on déduit que

IN

Ay

1AG |

LL2 L2L4

{ S o s

lg’—q|<No

1oL } 18]
1 .
Viua| fo.s (c((zl) Z 9(a—4")(s 1)01(1?)>

1 3 1
< C2-2al1) ||u||§10,3,1 ||th||12_10,3,1 ||u2||§10,3

l’—q|<No
< dg2726 [Cf(t) ullf0.0— + :—g ||th||ilo,s,1] , (5.53)
ou
d, = c§]1> Z 9(a—¢')(s—1) Cg)_
la’—q|<No
De méme, on a :
1551052 gy < © >, 2t [FAVTEY [P
—1<p<q'—2
<o Y 2D (27 aguallL) (2 Ap Vel
—1<p<q’'-2

1 1
< 2 w2l g0, 1 Vit2|| o, »

ce qui implique que

P R B L T
la’—q|<No
1 3 1 1 (e
< 2 o [Vl e 1l ||vhu2||ao,s{cé” >, 2 ”cff)}
la’—ql<No
14
< 4270 OF() ot + 35 [Vt | (5:54)
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En utilisant les inégalités de Berstein (5.3) et (5.4) et I'inégalité de Young, on obtient
aussi I'estimation

be {5 il il 125
q'>q—No
< crd S gl a1
q'>q—No

1 3 1
< C27% Y | fo et I Vntl| oo 2o

1 , -
VhUZHIQ_Io,s {Cgl) Z 2((1*11 )(2s 1)[C((;)]2}

g —al<No
< 270 [CF0) [ulfes + 5 1 9nulpon | (5.55)
En additionnant les inégalités (5.53) a (5.55), on obtient I'inégalité
A< d2 ) [OF(0) ulfgo.os + 35 [ Vnlfpo.s ] (5.56)
De mémes, on peut écrire les inégalités
B < 427 [CF) (lellacs + [lfnss) + o (19llincs + [Vabli.r)].
(5.57)
€ < 4270V [ CFE) [bllfonos + T 1 Vablio.s] (5.5)
D < 20D [CF) (Julfyn +||b||Ho,s_1> T( A AT
(5.59)
Finalement, on déduit des inégalités (5.46), (5.48), (5.49), (5.50), (5.51) et (5.56) a

(5.59) que, pour tout 0 <t < Ty,

d
o (elBems + Do) < CH) (oo + [0l00s)-
Le théoreme 5.5.1 est donc démontré. [ ]

5.6 Existence globale de la solution du systeme de
la magnéto-hydrodynamyque en rotation rapide
danslecas E = ¢!, A = 1, § = ¢ pour des données
grandes

Le but de cette section est de montrer le théoreme 5.1.2. Le systeme considéré s’écrit
comme suit.

' Ne s N
&u—a"‘Ahu—i-u.Vu—b.Vb—i—ug€+% — _vp
0
(MH D) 4 O — *Dpb+ uVb —bVu+ == = 0
’ €
divu=divd = 0
) (U(O), b(0)> = (Uo, bo)
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La méthode que I'on utilise ici est la méme que dans [80] (voir aussi le chapitre 3).
On décompose le systeme (M H D, ) en deux parties : le systeme linéaire (M H Dgﬁ)) et
le systeme non-linéaire associé. En utilisant le fait que la solution du systeme linéaire est
petite quand le nombre de Rossby e tend vers 0 (voir les estimations de Strichartz), on
montre que la solution locale de (M HDg,,) obtenue dans les sections précédantes reste
proche de la solution du systeme linéaire, uniformément en temps, et donc reste bornée
pour tout temps ¢ > 0. On en déduit l'existence globale de la solution de (M HDg,,).

5.6.1 Inégalités de Strichartz

Dans un premier temps, on étudie le systeme linéaire suivant :

( TN O3b _
O — e“ AT + — 25 4 % - _Vp
_ O
. 0 — b+ 28 = 0
(MHDg,) €_
divu=divb = 0
Ulimo = To
\ 5|t:0 == 507

oll Ty et by sont des champs de vecteurs dont le support de la transformée de Fourier est
dans la couronne C.r = {£ € R?: |&] > 1, [&] > 1, [€] < R}. Notre but ici est d’obtenir

o ) = u
de “bonnes estimations” de Strichartz pour le vecteur U = 5

En appliquant le projecteur de Leray et ensuite la transformation de Fourier au systeme
ci-dessus, on obtient le systeme,

( i€sb
O+ 62T+ PAu+ == = 0
€
S, kT
/ﬂ\|t:0 = %0
\ B’t:() = l_)o.
ou
0 -1 0
A=|1 0 0
0O 0 O

On peut récrire le systeme ci-dessus comme suit

oo ps (FA (i
- c |§h|2U_< 0u>_<iéa>

— B, )T

=i
|

0y
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en rotation rapide

avec
_ &1&2 f%Jrfg _ié3
e [él” M oK 0 :
£24¢2
BT —e* [l — \s| 0 0
5253 _5153 @ 2
B(¢,e) = e leP? e [€l 0 )
— 0 0 gl
0 s 0 0
€ 8
I 0 0 —% 0

0 0
__ &3 0
A
0 0
o e 12
—e &l 0 ,
0 —e% [&nl” ]

On veut maintenant calculer les valeurs propres de B(&,¢) et les vecteurs propres

correspondants. Posons :

) .
)
m=c" el =
0 162 §283 183
2 = N3 = e =
el el ekl
&+& &+&
s = M6 = .
( € ’5‘2 € |f|2
On a
[ X+ 10— 2 — 16 0 i 0
s X+mn+n 0 0 T
_ _ —13 M4 X +no 0 0
XI=B(E,<) = m 0 0 X+ 0
0 i 0 0 X +no
I 0 0 m 0 0
Donc,
Det (XT—-B(,e)) = P(Y) =Y + (775776 — 30} — 77%) Y?— i (775776 — 317
avec Y = (X +19)>. En utilisant les relations simples
e @@ -a8 _ g
2 e2lef* e2f¢f”
2 5
m = _Ea
on obtient que
2 1 4 1 6
PY) = Y3+€—§ (—2+3)Y2+5—§1 (—2+3 Y+ 23
e\ ¢ e\ ¢l e’
2 1 4

(v+

Comme

—> {W + zi—‘g

&

et

E(41EP+1)

et e

)

(5.60)
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les racines de P(Y') sont donc

_ 3
Y=
2
2 1 G4lel +1
Y = -3 (1+ 2) + 5
€ 2[¢ 22 [¢]
et par conséquent, les valeurs propres de B(, ) sont
7
Ap = —&° |§h|2 * %
/\34 = é‘a |§h|2 + %A
7
Asg = —€%[€ |2 EB
€
ol
) 1+4/4€7 +1
B 2¢]
et
—1+44/47 +1
B 2[¢] '

On remarque que AB = 1.

Calcul des vecteurs propres :

1. Valeur propre A, = —&® |&,]> — % Ona

[ i3 &6
e T oeP
8+

el¢|?
L8
elgf?
_ i
€
0
0

ce qui donne

£2+¢2
el¢)?
i€ _ &é&
e elgf?
&g
ele]?
0

_ i3
3

0

o oy o o

_ s
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o ocolf o ©

0 0
N
0 s
0 0
0
o
0
0
1
0
0
1

Wy
Wy
Wy
Wy
Wy

(5.61)

(5.62)
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. Valeur propre A\ =

—e 6,7 + 15?3 Des calculs analogues donnent,

W 0
W2 0
Sl wE 1
We = wg || o
|45 0
| 4% -1
. Valeur propre A3 = —® |&,|° — Z53A .On a
Z§3A 6152 £+¢2 ks 7
Tl CeP 0 = 00 W
51"‘53 €34 % 0 0 _ ik 0 W32
é‘é' I N S
“le] elel? e e wt | =0
— 0 0o =4 0 0 3
: its 0 iaA Wy
0 —= 0 0 . 0 6
0 0 ~%& 9 o =4 ’
ce qui donne
Ws i&s €] — &i&e
w3 &+ &
Wy — Wy —i&1 [§] — €263
Wy iAG [€] — A&
W AgE + AG
Wy —i A& [§] — AL
. Valeur propre \y = —¢“ [, | + 153‘4 calculs analogues entrainent que
—i&3 |€] — &1
2 GG
3 i& €] — &8s
4 iAG €] + A&i&s
W5 — A& — AG
W6 —i A&y €] + A3
. Valeur propre A5 = —® [&,]° + ZE“B On a
i&s €] — §1&2
2 &+ &
W3 —i&1 €] — &263
W4 —iB& €] + B&i&o
W5 — B¢ — BES
6 iB& €] + B&és
. Valeur propre A\g = —¢® |&,] — Zng On a

e Bt + BE;

Wy —i&s €] — &1&e
We G+8

_ | W i1 €] — €283
We —iB&s [§] — B&1&
wg iB&, (€] — B&gs
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&1
&2
On remarque que les vecteurs Wi et W5 ne sont pas orthogonaux au vecteur 23 ,
1
&2
&3
alors que les vecteurs W3, Wy, W5 et Wy le sont. Par conséquent, on déduit de la propriété
de divergence nulle de u et b que

=N 6
Uty =>_ CeMW;, (5.63)
=3
avec .
U(O) = CgWg + C4W4 + C5W5 + CﬁWﬁ, (564)

o Cj, i = 3,...,6 sont des coefficients dépendant de € et de Uy. On va montrer dans

ce qui suit que I'on peut estimer chaque composante de U(t) associée au vecteur propre
W;, 1 = 3,...,6 en utilisant les estimations anisotropes de Strichartz. Donc, pour pouvoir
estimer U (t), il faut déterminer les coefficients C;, i = 3, ..., 6. En utilisant la propriété de
divergence nulle de Uy, on obtient I’équation suivante

iGlE) - g —iglE - & ilE - &g —igg ¢ - & 1 (C5\  [Ua(0)
& + 63 &+ 63 &+ 63 & + 63 Ci| _ | TUs(0)
PAL €] — A& 1AL L + AL& —iB& €|+ B61& —iBE3|E| — B&i&e| | Cs T4(0)
A(EE +€3) —A( + &) ~B(&f +£3) B(&} +¢3) G/ \Ts(0)
Soit
i&s €] — &1&2 —i&s €] — &1&o i&s |€] — &1&o —i&s |€] — &1
D & +8 & +& G+8 §+8
1AL €] — A& 1AL €| + A& —iBE& €| + B&i&e —iBE&s|E| — B& &y
A& +63) —A(§ +&3) —B(& +£&3) B(&F +&3)
on a

D] =262 (2 +&2)° (4]¢* +1).

Posons
[ T1(0) —italel — 6 iGale]—&a& il -6 ]
D= | B0 &+ §+8 §+8
g4(0) iA& [§] + AGi&a —iB&3 || + B&i&s —iBE& (] — B&iSs
| Us(0)  —A(& +£3) —B(&§ +&3) B(& +€3)
[ islel - a ?1(0) USTSEESIS —i& ¢~ &a&2 |
D, — G+8  0s(0) §+8 G+8
iA&3 [§] — Ao g4(0) —iBE& €] + B&i&e  —iBEs €] — B&i&s
A +¢&)  Us(0) —BE+&) B(& +&3)
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G668 il —a& T10) —iglel - &
D. — G+8 g+8  Ua(0) G+8
1A [§] — AGi&s TAE|E| + ALy @1(0) —iB& €] — B&iée
A& +€3) A +€&)  Us(0) B +&)
et ~ N _
i3 €] — 162 —i&3 6] — &6z i3 €] — 162 ?1(0)
De — §+8 §+8 §+8 U>(0)
iAG €] — ALi& AG[E] + AGLE —iB& €]+ B&E Us(0)
A& +€3) A&+ &) B +¢&)  Us0) |
On a donc C; = ||%‘|, pour tout ¢ = 3,4,5,6. En remplacant A et B par leurs valeurs
(5.61) et (5.62), on montre, par des calculs simples que
~ 2 | ¢2
D1 < CIT0.6)| S5
et donc ~
= 5
oDl [Tweglk 565

DI = (& +e)lel (41eff +1)

Maintenant, pour chaque composante de U (t) associée au vecteur propre W;, on utilise
la méthode dans [26] et on raisonne de la méme fagon que dans [80] (voir chapitre 3) pour
obtenir des estimations de Strichartz. Cela nous améne & considérer les opérateurs G (t)
et gff(t) suivants, opérant sur les distributions dont le support de la transformée de
Fourier est contenu dans

Cor={¢eR|r<|G|< Ry r<|&| <R r<|{ <R}.

Plus précisément, on considere les opérateurs :

GLE(O)f () = F (e OFEEITG)) () = / Fly)e- P i € ge g,
R3 xR3
o A€ .
— / _7-—5_31 (/ et |én|? i =23 ) +i(zp yh)shfa:g(f>(yh7§3>d§h> dy,
Rih Rgh
et

B0 f(x) = F (9D ) ()

L7
R2, R

ou f est une distribution tempérée.

@ 2 i W(xp —
e—t(a [SARE= 53)+( h yh)fhf$3(f)(yh’§3)d€h> dyh,

2
33

Comme au chapitre 3, on introduit la fonction de troncature

o= (G om
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ou Y est une fonction C* de R dans R telle que

PR ERE NI
€T =
X 0 s |z >2.

On remarque que supp ¢ C C:z og et que ¢ = 1 sur C, p.

Comme dans [26] et [80], pour estimer G{*(t) et G2°(t), on estime les fonctions sui-
vantes

Kﬁ(GJ T, Zh, 53) - ¢(£)€¥i0a(§)+izh‘£h_7—|§h‘ngh,
Rgh
ou
&3 (1 + \/W)
a(§) = Aés = 2%
et
Kf<97 T, Zh, 53) - w(f)e¥i9b(f)+izh~§h*‘r|§h‘ngh’
Rgh
ou
€3 (—1 + \/W)
b(§) = B& = 27e]

On utilise la méme méthode que dans la démonstration du lemme 3.3.2. En posant

61¢)> +14+1/41¢)> +1

Ya(§) = —0ga(§) = —&a&3

€17 /416" + 1
et
6P +1— /4] +1
B(§) = —05,b(§) = —&283 4 ; 2’ | :
€7 /4117 +1

on obtient les estimations suivantes

27 |&,]
R2

3
< a(@) < SVIREFT+1,

et
r(Varz +1—1)|&|
R2

3

Prenons maintenant R trés grand et r = R~7 tres petit (3 > 1). Par des développements
limités, on obtient des estimations simplifiées

2R™*77 16| < [a(§)] < 4R, (5.67)

et
R&] < |ys(6)] < 4R. (5.68)
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On procede de la méme maniere pour Jg,74(€) et Og,v5(€). On a

8527,4(5) _ 714(5) 8—§2é + 4_% . 452 :
“ @I+ T gy e
a£273<£) — ’735(5) 8252 - - 452 2 :
’ L(IEF 1) gy lef +1
et on montre que
|0e,v4(8)] < % +3+ % < 5R"7, (5.69)
et iR
O] < —+3 < SR, (5.70)

A partir des estimations (5.67) & (5.70), en procédant de la méme maniére que dans
la démonstration du lemme 3.3.2 du chapitre 3, on obtient le lemme suivant.

Lemme 5.6.1 Soient R trés grand et r = R™% avec 3 > 1. Alors,

2

[re RS < CRY073e727, (5.71)

oo
Th L€3

et
2

IKE(0,7 < CR*g 2¢7 27, (5.72)

s
En utilisant 'argument de dualité classique, appelé méthode de TT*, comme dans le
lemme 3.3.2 du chapitre 3 (voir aussi [26] et [80]), on obtient les estimations suivantes
pour les opérateurs G2(t) et G2 (¢).

Théoreme 5.6.2 Soient R, r, et 3 comme dans le lemme 5.6.1. Soit p > 1. Pour tout
fel? ona

242p+58 1—3a
gt -y, < CREE Ul (573)
et 2p+78 1-=3
|e(pyat f\Lp ey SCE7 € s (5:74)

En tenant compte de I'expression de U(t) et en utilisant le théoréme de Plancherel, le
théoreme 5.6.2 et I'inégalité de Holder, on peut écrire

IN

6
HUHLP(L;OLg) Z ”}L1 (Cie)\itwi)”LP(LzOL%)

2p+78 1

< CR % em (HC3W3HL2 + [[CaWall 2 + |CsW|| 2 + [|CsWe]| 1)

2p+768 1—

CR™% & ZHCIIm IWillpeo -

IN
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Grace aux estimations (5.65) et a l'inégalité de Holder, on déduit de I'inégalité ci-dessus
que

- - ol
U wp2y < CR 2 e ||U(0 Wil
< CR™5 |U(0)]|, B

10p+(8p+7)B 1—3a

< CR w e ||U0)L.-

On a donc démontré le corollaire suivant

Corollaire 5.6.3 Soient R, r, et 3 comme dans le lemme 5.6.1. Soit U la solution globale
du systéme linéarisé (M H DY) avec F(U(0)) a support dans C, g. Alors, pour tout p > 1,

10p+(8p+7)8 1—-3a | —

Ol ey < OB [T (5.75)

5.6.2 Démonstration du théoréme 5.1.2

Dans une premiere étape, on décompose la donnée initiale comme dans [80] (voir
chapitre 3), c’est-a-dire, on écrit

Uy =TUy+ )V,
Uo=F ' (W(&)FUo)(€))
VO == Z/{0 - UOa

ou la fonction v est définie dans (5.66). Les mémes estimations qu’au chapitre 3 nous
donnent que
Vollggo.s < Co R™™, (5.76)

ot Gy est une constante dépendant de la norme de Uy dans Y = HyS "L L2NLY HSNH?7+*
N . 2 —
et ou 9 = min {BW’H}'
Considérons maintenant le systeme
4
Ow —e*Apw +wVw+wVu+uVu — 3.VE—5.Vb—-bV3+
= —Vp+bVb—1uVu

w/;eg+8;3_ﬁ

—u.Vb

<

_ _ P _
0,8 — c* A8 — B.Vw — BV — b.Vw + w.VE+ w.Vb+ 0.V + %‘” _ bV
divw=div =0
| w(0) =wo, B(0) = fo.

Le théoreme 5.1.1 implique que la solution U de (M H D¢,,) existe localement sur [0, 77, et

W
doncV = ( ) existe aussi localement. Si I’on peut montrer que V existe globalement, on
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peut en déduire I'existence globale de U. En refaisant des estimations d’énergie semblables
a celles faites dans la démonstration du théoreme 5.1.1 de la section 5.4, on obtient

T
S IO+ = [ v, de— 5 Al
0
</T‘<A”(w Vw)|A”w>‘dt+/ (AL (@.Vw)|ALw)] dt
T —
/ (A8 (w.VT)| Abw >|dt+/ (AL (u. V)| Abw >|dt+/ [(AY(B.Vb)|ALw)] dt
" /0 (ANE.V)| AL di + /O (AUB.VA)ALW) + (ALE.Vw)ALS)| dt
T T
+/ \<Ag(ﬁ.vw)|Agﬁ>+<Ag(5.v5)|Agw>\dt+/ (AL (w.VB)|AL3)| dt
0T T _ ° T
+/0 ]<Ag(n.v5)mgﬁ>1dt+/o }<Ag(w.Vb)|Agﬁ>\dt+/o [(AL(B.Vu)|AL3)| dt

+/0 ](AZ(B.W)\A;@\CJH/O (AL (@.VD)|ALB)] dt. (5.77)

Il s’agit maintenant d’estimer de maniere adéquate tous les termes du membre de droite
de (5.77). Le lemme suivant donne deux inégalités qui sont analogues a celles obtenues
dans les lemmes 3.4.4 et 3.4.5 du chapitre 3.

Lemme 5.6.4 Soit s > % Pour toutes distributions tempérées V. et W appartenant a

L>([0, 7], H®*) telles que leurs gradients horizontauz sont dans L2([0,T], H**), et pour U
solution du systeme linéaire (MHDEZLO), il existe une constante C' et une suite sommable
de nombres positifs d, telles que

v ’U s 12+15ﬁ+2s 1— 3a
/ (AL WNT) AWV dt < Cd2 2 R 2 [P 1174 Fp—
(5.78)
/ (AUT V)ALV dt < d272 |CR™2 3 VIR ozy.0000)
e* 2 12415542 1-da
+ 16 ViV ez 00y + OR VI 0.z, H)]
(5.79)

Dans le cadre des équations de la magnéto-hydrodynamique, on a besoin de la généralisation
de I'inégalité (5.79), qui est contenue dans l'inégalité (5.80) du lemme suivant. La démon-
stration de ce lemme est donnée dans I'appendice.

Lemme565Sozts> et U = (%

toutes Vet W appartenant a LOO([O,T],HO’S), de divergence nulle, telles que leurs gra-
dients horizontauz sont dans L2([0,T], H*®), il existe une constante C' et une suite som-

) solution du systéme linéaire (M HDZ..). Pour
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mable de nombres positifs d, telles que

/ (ALU.VV)|ALW) + (AL U.VW)|ALV) | dt

204238+4s 1-Ta 124158+2s 1— 3a

<d2 e [O(R¥HET 4 R (Wi o + IW oz )

e 9 )
+ 1_6< ||th||f,2([0,T},H0,s) + ||thHi2([O,T],HDvS) )] (5.80)

En utilisant les lemmes 5.2.11, 5.2.12, 5.6.4 et 5.6.5, on arrive a estimer tous les termes
du membre de droite de I'inégalité (5.77). En remplacant les estimations obtenues dans
'inégalité (5.77), ensuite en multipliant Iinégalité obtenue par 22 et en sommant par
rapport a ¢, on déduit que

2 a 2
HVHf_‘oo([O’T]’Ho,s) +¢€ HVhVHf_‘z([O,TLHo,S)
2
< HVOHHO,S +C HVHf,oo([QTLHo,s)
2 12+15ﬁ+25 1-3a
+(I)(€) HV||f‘oo([0’TLHOs +CR 2 ¢ , (581)

2
‘th”fﬂ [OT HO s)

\
ou
12+158+42s 1-3a 20+23B8+4s 1-To

P(e)=CR 2 e+ +CR =2 ¢ 1

Maintenant, on choisit
1 fe}
R = (8CCy)me mo. (5.82)
L’inégalité (5.76) implique que

[Vollggo.s < (5.83)

£
8C"
En outre, I'égalité (5.82) entraine que

3+ 244308+4s an 40+463+-8s

o) =C [54 g (e 2) | i ( no)] _
Donc, si

<1

24 4 40 44
(3+M>a<l ot <7+W)a 7 (5.84)

Mo "o
. 1
alors il existe €1 > 0 tel que pour tout 0 < e < ey, P(e) < 7
Soit T* — sup{T >0: HV“L‘X’([O,t];HOvs) QC’W < T}. Puisque V est continue en
temps, l'estimation (5.83) implique que 7* > 0. En tenant compte du choix de R dans
1
(5.82), I'inégalité (5.81), I'inégalité (5.83) et le fait que P(e) < 3 impliquent que

2 .
3.4 24+308+4s

IVl om0 < g +205H ), (589

Maintenant, si

2a <

-2 (5.86)

24 + 30 4
(3+ + 308 + s)’

1
4 Mo
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alors, il existe €5 > 0 tel que pour tout 0 < e < &5, on a

1_%<3+w) g2e

901 < .
Ce R OTer

Choisissons €9 = min {e1,£2}. Donc, on déduit de I'inégalité (5.85) que pour tout 0 < & <

€0,

« o

9 9

||VHi,°0([O7T*)7HO,S) < E < Yok
ce qui implique que T = +oc. u

Remarque 5.6.6 On peut donner une borne sur «p, en raisonnant comme suit. L’hy-
pothese r = R7P, avec B> 1 et 1 < p < 2, implique que

B

O<no:min{ﬁ—,n} BL

et donne 'estimation suivante sur oy :

1 1 1 1
o < min { 2413003145 ' 101463185 } < min { 18185 801165 } .
114 === T == 1+ 75= 99+ =5

Remarque 5.6.7 La méthode utilisée dans cette section est une méthode purement cal-
culatoire. Le point clé dans cette méthode est 1’obtention des estimations de Strichartz
qui sont basées sur les calculs explicites des valeurs propres et vecteurs propres de B(¢, ¢).

Si 'on revient au cas “plus facile” ou la viscosité dynamique est % = % et la diffusivité

magnétique est L _ % (c’est-a-~dire au cas ou 'on a beaucoup plus d’effet “régularisant”

pour le champ de magnétique), la matrice B(¢, e) devient

- 2+ 2 . -
el flff %m% 0 - 0 0
-~ el - 0 0 - 0
ot _ag ol 2 i
B(¢ )= clel? elel” =1l X 0 e
— 0 - 0
0 — % 0 0 —Lel’ 0
" )
! 0 0 — 0 0 —1l&l]

et son polynome caractéristique devient
P(Y) = (Y?+nY —nj) [Y“ +20Y? + (D= +7°) Y + 200 + 0 (T + 1) + 771‘] ,

ot Y = X + 19, les quantités n; sont définies comme dans (5.60), et olt, I' = nsng — n3 —n?
et n = (— —€ ) 193 \ Les calculs des vecteurs propres sont beaucoup plus compliqués

dans ce cas-la.
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CHAPITRE 6

Analyticité de la solution du systeme
des fluides de grade deux

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le probleme de la régularité des solutions du systeme
des fluides de grade deux sur le tore T3. Ce systéme, contrairement & des systémes semi-
linéaires étudiés dans les chapitres précédents, est un systeme vraiment non-linéaire pour
lequel, on n’a pas d’effet régularisant en temps fini, mais seulement un effet régularisant en
temps infini. Dans ce chapitre, nous montrons que, malgré ’absence de 'effet régularisant
en temps fini, si les données initiales sont analytiques (plus précisément, appartenant a
une certaine classe de Gevrey), et suffisamment petites, la largeur de la bande d’analyticité
de la solution ne tend pas vers zéro. Autrement dit, nous montrons qu’avec une bonne
condition initiale de petitesse, la solution du systeme des fluides de grade deux existe
globalement en temps et appartient a une classe de Gevrey que nous préciserons dans la
suite du chapitre.

Les fluides de grade deux appartiennent a une classe particuliere de fluides non-
newtoniens, a savoir la classe des fluides de type différentiel de Rivlin-Ericksen. Pour
ces fluides, le tenseur des contraintes o n’est pas une fonction linéaire du tenseur des taux
de déformation mais s’écrit sous la forme

o=—pl+2vD + a;A; + agA?,

ou la fonction scalaire p représente la pression, I = (9;;), v la viscosité cinématique, et D
est le tenseur des taux de déformation, défini par

1 [ 0u;  Ou,
D= (D;)=|= . )1,
(D) [2 (axj " (‘9@)}
(u étant le vecteur de vitesse) et ou A; et Ay désignent les deux premiers tenseurs de
Rivlin-Ericksen
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Dans leurs travaux sur la thermodynamique et la stabilité des fluides de grade deux,
Dunn et Fosdick [40] ont montré que v, a; et ay doivent satisfaire aux conditions

V207 a1+a2:0, 0[120

comme conséquence de l'inéqualité de Clausius-Duhem. En posant oy = a < 0, ces
restrictions nous ramenent a considérer le systeme des fluides de grade deux suivant

Oi(u — alAu) — vAu +rot (u — alAu) Au+ Vp=f, dans Ry x T
(FG2) divu=20 dans Ry x T
u(0, z) = ug(x), dans T?,

ot T? = R3/27Z3 est le tore tridimensionnel et ou u(t, ), f(t,x) et p(t,x) sont respecti-
vement la vitesse du fluide, la force extérieure et la pression.

Avant de présenter le résultat de ce chapitre, nous rappelons quelques résultats princi-
paux obtenus dans des travaux précédents. Dans [32], Cioranescu et El Haceéne ont montré
I'existence locale et 'unicité dans H? d’une solution forte du systeme (F/G2) dans des do-
maines réguliers bornés ) de R? et R3 avec des conditions de Dirichlet homogenes sur
le bord. De plus, dans le cas de la dimension 2, la solution existe globalement en temps.
Plus tard, dans [79], Moise, Rosa et Wang ont prouvé 'existence d'un attracteur global
compact dans H? pour ce systéme dans le cas de dimension 2. On peut alors se demander
si cet attracteur est dans un espace plus régulier que H?. Dans [86], Paicu, Raugel et
Rekalo ont répondu a cette question dans le cas du tore T2. Ils ont démontré que, dans ce
cas, pour « suffisamment petit, I’attracteur est borné dans H™ pour m > 1 quelconque.
Ils ont également mis en évidence des comportements de dimension finie de cet attracteur.
Remarquons aussi que le systeme des fluides de grade deux est tres différent du systeme
a-Navier-Stokes, qui contient un terme tres régularisant —vA(u — aAu) et donc devient
un probléme semi-linéaire qui est plus facile a traiter (voir par exemple [46] et [47]).

Le but de ce travail est d’étudier les propriétés analytiques du systeme (F'G2). Nous
allons montrer que pour le systéme (F'G2) dans le tore T3, si les données initiales ug et
f sont suffisamment petites dans des classes de Gevrey appropriées, la solution existe
globalement en temps et appartient elle-méme a une classe de Gevrey pour tout temps ¢
positif.

Rappelons que de nombreux travaux traitent de ’analyticité des solutions des systemes
de fluides newtoniens parmi lesquels, on peut citer les travaux de Masuda [77], de Foias et
Temam [48], de Ferrari et Titi [45], ... Dans le cas des fluides de grade deux, on ne peut
pas appliquer ces techniques a cause de I’absence d’effet régularisant en temps fini.

Pour pouvoir énoncer le théoreme principal de ce chapitre, nous rappelons d’abord les
définitions des classes de Gevrey que nous utiliserons tout au long du chapitre. D’abord,
pour tout champ de vecteurs u € L2(T?), en utilisant le développement en série de Fourier,
on peut écrire :

u(z) = Z u(n)e™®, Ve T?,
nez3

ou u(n) est le n-ieme coefficient de Fourier de u,

i(n) = — u(z)e " dx
i) = o [ u@e
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La condition divu = 0 s’écrit n - @(n) = 0. Si u est de moyenne nulle sur T?, alors
u(0) = 0. Rappelons que, si nous notons Ay les valeurs propres (dans 'ordre croissant)
de l'opérateur de Stokes A = —PA, ou PP est la projection de Leray sur le sous-espace des
champs de vecteurs de divergence nulle de L2, alors, les champs de vecteurs & moyenne
nulle et a divergence nulle satisfont 1’'inégalité de Poincaré

2 — 2
lullge < ATVl

Rappelons maintenant que, pour p > 0 et pour a > 0, |D|” est opérateur pseudo-
différentiel défini par
DI u(x) =) [nf" @(n)e™,
nezs3

al DI

et e est 'opérateur

ea|D|pu(x) _ Z ea|n|pa(n)ein-m.

nezs

La classe de Gevrey GP(T?), avec p > 0, a > 0, est définie comme I’ensemble des champs
de vecteurs u € L*(T?) tels que

1D Pl = S ) 2! [a(n)[* < +oc.
nez3

2 def
lullgs =

Cet ensemble, muni du produit scalaire

(1, 0)g 2 S ([ Pohl(n) )
nez3

est un espace de Hilbert.

Dans ce chapitre, nous démontrons le résultat suivant

Théoreme 6.1.1 Soient o > 0 et a > 0. Il existe une constante C, > 0 telle que si
ug € G3(T3) et f € L' (Ry,GH(T®)) et si

+o0
HW@+A 1£(®)llgs dt < Caav. (6.1)

alors, le systeme (FG2) admet une unique solution globale u € L>® <R+, 92/2(']1"3)), dont

la norme 92/2('1['3) est bornée uniformément en temps par une constante qui ne dépend
que de a, a et la viscosité v.

Comme nous 'avons mentionné ci-dessus, le systeme (F'C2) ne possede aucun effet
régularisant en temps fini. Les estimations d’énergie classiques avec les normes de Gevrey
(voir [48] ou [45]) ne sont pas suffisantes pour controler le terme non linéaire rot (u —
aAu) A u. Dans ce chapitre, nous utilisons la méthode introduite par Chemin [24] (voir
aussi Chemin, Gallagher et Paicu [29] et Paicu et Zhang [87]), qui consiste & introduire
un opérateur qui, pour tout ¢ > 0, & tout u(t, ) € L*(T?), associe

up(t, z) % P&y (t, ) = Z [eé(t,n)a(t’ n)] e,

nez3
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ou P est une fonction définie par
O(t,n)=(a—0(1))|n|, VneZ’ (6.2)
telle que la fonction 6 : R, — R vérifie

0(0) =0, 6(t)<=,Vt>0, et 80>0,Vt>0. (6.3)

a
5 ’
On remarque que

Oug = e@(t,D)atu — 0,0 Z ’n’ a(n)eé(t,n)ﬂ'mc
nEZ3

Donc, quand on applique I'opérateur e®®?) au systeme (FG2), on obtient le terme
0,0 |D| ug qui joue un role régularisant. Notre but est de montrer I'existence de la fonc-
tion 6 et montrer de bonnes estimations qui permettent de controler le terme non linéaire
rot (u—alAu) Au et de profiter de ce nouveau terme faiblement régularisant pour déduire
'existence globale et 'analyticité de solutions du systeme (FG2).

Le plan du chapitre est le suivant. Dans le deuxieme paragraphe, nous démontrons
une estimation qui permet de controler le terme non linéaire rot (u—aAu) Au et nous ex-
pliquons comment exploiter le terme 0,0 | D| ug. Dans la derniére partie, nous démontrons
le théoreme principal.

6.2 Estimations non-linéaires

Le but de cette section est d’établir des estimations permettant de controler le terme
non linéaire rot (v — aAu) A u dans les estimations dans les normes Gevrey. Le résultat
de cette section est le lemme suivant :

Lemme 6.2.1 Soit § > 2. Pour tous champs de vecteurs u € g3/2+5(11‘3) etw € Q;/2(T3)
de divergence nulle et de moyenne nulle sur T3, il existe une constante Cy > 0 telle que

’<ea‘D‘(u -Vw), ea‘D‘w>| <y ) (6.5)

2
L2’

D] ’D‘é—l-% uH

ea‘D”D\%w‘

L2 ’
et

’<ea‘D‘(w -Vu), ea‘D‘w>| <y (6.6)

2
L2’

ea|D\ |D|6+% UH

e"“‘D||D|%w‘

LQ‘

Remarque 6.2.2 La quantité a du lemme 6.2.1 ne joue pas de role dans les estimations.
Le résultat du lemme ne change pas si I'on remplace a|n| par la fonction ®(¢,n) définie
dans (6.2).

Preuve du lemme 6.2.1 :

Par définition, on écrit

ea|D|j? _ Z ea|n|f(n)einx’

nez3
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et donc,
P () () = 3 (el 3 @<k)liw7(l)] .
nezs3 k+l=n

En utilisant le fait que u est a divergence nulle ( Z k;u;(k) = 0), on obtient :
i=1,2,3

e“|D|(u-ij)(x) = Z ginaetaln] Z Z 0; (k)lw; (1) ]

neZ3 L k+l=n1i=1,2,3

_ Z gina-taln| Z Z nla\z(k)ﬂ);(l)]

nezZs L k+l=n1i=1,2,3

- > lei"““'"' > wilh) ( > kmk))]

nezs3 k+l=n i=1,2,3

= [H D3 m@(k)@m]- (6.7

n€ez3 k+l=ni=1,2,3

Maintenant, en prenant le produit scalaire dans L?(T?) de I'égalité (6.7) avec e?Plw;, et
en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

‘(e“'m(u -Vwj), e“‘D|w]->‘

Ze%lnl(z > natei (ks ( )w](n)

nez3 k+l=ni=1,2,3
< Z( > X \n\%ealn'mww\) (eI fi5(n)
nez3 k+l=n1i=1,2,3
27 2 %
< z|n|e2a'n( B> Mk)w?(l)) S ey |@<n>|2] |
n€ezZ3 k+l=n1i=1,2,3 neZ3

On remarque que pour tout n,k,l € Z3 tels que k +1 = n, si |k|,|l] > 0, alors
In| < 2|k||l]. En effet, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que |k| > |I| > 1.
11 suffit de remarquer que, comme |n| < |k| + |I|, on a |k| >  |n|. Comme u et w sont de
moyenne nulle sur le tore, u(0) = w(0) = 0. Donc,

‘(e“'m(u -Vw,), e“‘D|wj>‘

<0 [Z (Z e“"“'lkiilmkn) (e |Z|%rw7<w|)]

neZ3 Lk+l=n \i=1,2,3

1
2

el | Dz w;

Remarquons que maintenant, pour tous f; € £1(Z3) et fo € (*(Z?), en utilisant I'inégalité
de Young, on a f; * fo € (%(Z3) et

1 * Fallzsy < Cllfillo sy 12l sy -
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Alors, on obtient :

|<e“|D‘(u -Vw;), e“|D|w]—>|

<cC (Zea'" In|? rmn)r) (Ze%'n In| !wAj(W)

nezs3 nez3

c (Z "l ]2 |a<n>r)

nezs

eIl \D|%wj’

L2

1 2
ea|D| ‘D’Q 'U}] .
L

IN

Remarquons maintenant que 'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que § > % im-
pliquent que

L2

L 1 1
> Ml ) = 7 el )|
nez? In|21 |n|
1 2
2 1 1
< (Zez‘m' " |a<n>|2> > | S0[eiort
nezs3 [nl=1 |n|

Finalement, en sommant en j = 1,2, 3, on obtient 'estimation (6.5).

Il reste & montrer estimation (6.6). En permutant le role de u et w dans e*Plu - Vaw;,
et en remarquant que w est aussi a divergence nulle, on a, pour tout j =1, 2, 3,

‘<e“|D|w - Vuy, e“lD‘wj>|

<Oy [Z (Z e“"“'|k|%|@<k>|> (e |Z|%r@-<z>|)]

neZ3 Lk+l=n \i=1,2,3

1
2

ealPl |D|%wj]

L2

L’inégalité de Young et I'inégalité de Cauchy-Schwarz impliquent

(P (w - V), e Ph;)| < C (Z EME \ﬁ(n)\)

nez3

2
L2

/D! ]D\%w)

< Cy

2
L2

oalD| |D|5+§UH

ealPl |D|%w‘

L2

Le lemme 6.2.1 est donc démontré. [ |

6.3 Démonstration du théoréme 6.1.1

Pour m € N, soit V™ ’adhérence de 1'espace

{u € [COO(']I'?’)}3 | u est périodique, div u = 0,/

’]I‘B

u(w)da = o} ,

dans H™(T?). On note simplement V° par H. L’inégalité de Poincaré implique que pour
tout u € V!,

lulze + @ l[Vulz. < (A" +a) [Vullg. (6.8)
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Soient Ay les valeurs propres (de 'ordre croissant) de 'opérateur de Stokes A = —PA
et Py la projection orthogonale de H sur le sous-espace vectoriel engendré par les N
premiers vecteurs propres de A. Nous savons déja que (F'G2) admet une unique solution
locale u(t,z) (globale si la donnée est petite) dans V? (voir par exemple [32]). Nous
voulons montrer une majoration uniforme en temps de cette solution dans 92/2 si la

donnée initiale est suffisamment petite dans G3. Pour cela, nous utilisons le schéma de
Galerkin. Soit uy = Pyu la solution du systeme approché

Oi(uy — aAuy) — vAuy + PyP{rot (uy — aAuy) Auy} = PyPf, dans R, x T
divuy =0 dans R, x T3,
un(0,x) = Pyuo(z), dans T3,

Maintenant, pour tout t > 0, soit ®(t,n) = [a — 0(t)] |n|, définie comme dans (6.2) et
(6.3) et rappelons que, pour tout u(t, z) € L?(T?),

ug(t,z) = e2Dy(t, z) = Z [eé(t’”)ﬂ(t, n)]e™.
nez3
Considérons la premiere équation du systeme approché,
Oi(uy — aAuy) — vAuy + PyP {rot (uxy — aAuy) ANuy} = PyPf. (6.9)

®(t,D)

Posons vy = rot (uy — aAuy). En appliquant I'opérateur e au rotationnel de

I'équation (6.9), on obtient
(Owun)g — v [rot (Aun)]e + (PvP(un - Vun))g + (PvP(un - Vuy))g = (PyProt f)g,
ou bien
at(UN)cp — VU [I‘Ot (AUN)]q) + 8t6 ’D‘ (UN)<1>
+ (PN]P)(UN . VUN))q) + (PN]P(’UN : VUN))q) = (PNIP’rot f)CI> . (610)

En prenant le produit scalaire dans L? de I’équation (6.10) avec (vx)g et en utilisant le
lemme 6.2.1 avec § = g, on obtient

lﬁw@mm;—wqmuAmm@@wh%HWWDﬁ@Mﬂﬂ

2dt
< [{(rot f)g, (vv)e)| + [((un - Von)g , (vn)e)| + [((vn - Vun)g ; (va)e)|
< [0t Ny Ien)ellge + CollIDF (unallgs [1D1F e . 6:11)

Maintenant, soit
1 + 2@)\1

1+a)\1 '

Puisque (uy)e est de moyenne nulle, 'inégalité de Poincaré donne

M:

1
Irot (un)allzs + o [Vrot (un)ellf: < . (IIrot (un)e gz + 20 [ Vrot (un)ellz:) -
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Alors,

<l"0t (UN)q), (UN)<1>> = <l"0t (UN)q),I'Ot ((UN)cp — OéA(UN)q>)>

= |[rot (un)slfe + o || Vrot (uy)ellts

1
< — (|[rot (un)ellzz + 20 || Vrot (un)a|ts)

L
1

< p (Irot (un)s |tz + 2a || Vrot (un)ellz. + o [|Arot (uy)s|t:)
1 9

= ; H(UN)<1>||L2-

Donc,

1

—((rot (Aun))g, (vn)s) = - (I(ww)allzz — (rot (un)e, (vn)e))

> 2 (1) el

o 1
A1

- 2
= Troan [(vn)allge -

En remplagant cette estimation dans 1’équation (6.11) on obtient,

d

pr l(on)a e +

V)\l
]_ —|— 204)\1

< [l(wot fgllge [I(on)ellge + Co [IDI (uw)ally.

1 2
lon)ols + 246 [IDIF (vx)a

L2

Choisissons la fonction 6(t) telle que (0) = 0 et
0,0(t) = Co || |DI (un)a ()| -

Alors, I'inégalité (6.12) implique que

2V)\1

15 2an, [(vn)allpe < [[(rot el -

7 [(vn)ellg2 +

Une intégration en temps de ’équation (6.13) entraine que

I(wn)e (Bl < e [[(vx)a(0) 2 +/0 e 1 (rot f(s))g g2 ds.

ou
21/)\1

T T 200

D|? i
DI (o)a| |

(6.12)

(6.13)

(6.14)

Remarquons que le dernier terme du membre de droite de 1’équation (6.14) peut s’écrire

sous la forme d’une convolution en temps. L’inégalité de Young implique donc

[ 1w lhods < 2 (Homa@lhs + [ 60t 76l
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Maintenant, soit
T —sup{T>0| (t C’O/ H|D| uN) (S)HL2d8< VO<t<T}

Le fait que 0(0) = 0 implique déja que T* > 0. Pour tout 0 < ¢ < T, 'estimation (6.15)
entraine que

00) = o [ 11D (un)a(o)gads < o [ o)l s

c.C +00
o (ol + [ 10lgyds)

Si les données initiales satisfont

400 ary
luolle + | 17(O)lgyds < 5o

alors pour tout 0 <t < T%, 0(t) < § < §, ce qui implique que T = +o0.

IA

Le fait que T* = +o00 et l'estimation (6.14) entraine que, pour tout N € N, pour tout
te Ry,

o) (®)llL2 < [[(on)2(0)]|La +/0 [(rot £(s))gllps ds < - COC

Donc {(vy)e} est une suite bornée dans L*°(R,, L?). Retournons & I’équation (6.10), il
est facile de montrer que {9, (vy)e} est une suite bornée dans L2 (R,, H™!). Le théoreme
d’Arzela-Ascoli nous permet enfin de passer a la limite en N et le théoreme 6.1.1 est donc
démontré. |
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ANNEXE A

Rappels d’éléments de la théorie de
Littlewood-Paley

A.1 Les espaces de fonctions

Dans cette section, on rappelle les définitions des espaces de fonctions usuels ainsi que
les définitions des espaces anisotropes que 'on a utilisés tout au long de cette these.

Définition A.1.1 L’espace de Sobolev (isotrope, inhomogéne) H™(R?), avec m entier
positif, est l’espace des fonctions f dans L? telles que les dérivées au sens des distributions

D de f appartiennent également a L2, pour tout a = (g, an, a3) € N3, || = Z a; < m.

0
Ici, D* = D" D5*D3® et D; = T pour tout j = 1,2,3. La norme de H™ peut étre
Lj

flzm = > 1D fIIze -

0<|ar|<m

définie comme suit

Ici, on travaille dans I’espace R3 tout entier. En utilisant la transformation de Fourier,
on peut définir les espaces de Sobolev (isotropes) H?, avec s € R, en termes des fréquences.

Définition A.1.2 Pour toute distribution u € D', la transformée de Fourier Fu (aussi
notée w) est définie comme suit

VECR?  Fu(é) =€) = / e~ Lu(z)dr.
R3
La tranformée de Fourier inverse, notée F~L, permet de récupérer u a partir de U :
u(z) = F1(r) = (27T)d/ eTEU(€)déE.
R3

Définition A.1.3 Pour tout s € R, l’espace de Sobolev inhomogéne (isotrope) H® est
défini comme suit

[

H® = {u ed - dzd/Rs(l + [€]7)® [a(é)|? de < +oo}.
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De la méme maniére, on définit l’espace de Sobolev homogeéne (isotrope) H* comme suit

H* = {u eSS |uel,, et |ul

et [l e de < oo |

3 .
Remarque A.1.4 On remarque que si s > 3 alors H® n’est pas un espace de Banach.

On rappelle le théoreme fondamental suivant sur les inclusions de Sobolev.

Théoreme A.1.5 1. Si s est positif et plus petiL; que 5, alors ['espace HS(]R") est
inclus, avec injection continue, dans [’espace L ®Y)
2. Si1 < p<2, alors l'espace LP(R™) est inclus, avec injection continue, dans l’espace
H*(R") avec s = —n <l - %)
p

Maintenant, on définit les espaces de Lebesgue et les espaces de Sobolev anisotropes.

Uy,

On utilise 'indice “h” pour décrire les variables horizontales, et I'indice “v” ou “3” pour
la variable verticale. De cette maniere, x;, = (x1,22) et &, = (£1,&2).

Définition A.1.6 Les espaces de Lebesgue anisotropes LY LY avec p,q > 1 sont définis de
la maniere suivante

LyLi(R%) = L”(R}; LI(R))
= {u €S8 ullgpry = {/R (/R u(zh, z3)|* dzy

On remarque que l'ordre d’integration est tres important comme le montre le lemme
suivant.

1

Zda:h}p < —i—oo}.

Lemme A.1.7 Soient1 <p <gq. Siu: X;xXs — R est une fonction de LP(X; L1(X,)),
ot (X1, dpy) et (Xa,dus) sont des espaces mesurables, alors u € LY(Xo; LP(X4)) et

lillaesaso = [ [ | [ b don
Xo X1

<[ ][ 1uran
X1 Xa

Définition A.1.8 Les espaces de Sobolev anisotropes inhomogénes H”®, avec 0,s € R,
sont définis comme suit

1

;d/,bg] q

1

D
qdm] "= ullpr (xy maxa)) -

H = {u es

ol 2 [ (14167)7 (14l [ de < +o0

A.2 Deécoupage dyadique

L’idée de base est d’échantillonner les fréquences a ’aide d’un découpage en couronnes
de tailles 27, ou ¢ est un entier naturel. Soit A, ,, = {z € R: 1 <|z| <ry}. Soit ¢ une
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fonction paire, C* de R dans R telle que son support est contenu dans la boule Bg(0, %)
et ¢ est identiquement égale a 1 sur un voisinage de la boule Bg(0, %) Soit

z
o(z) = (5) = %(2)
Alor, le support de ¢ est contenu dans la couronne A%% = {Z eER: % <lz| < % , et
est identiquement égale a 1 sur la couronne A%% = {Z R: % <zl < %}

Maintenant, pour tout j € N, on pose
z
pi(z) = (27) :

Alors, le support de ¢; est contenu dans la couronne 27 A% 8, @ est identiquement égale
a 1 dans la couronne 2/ A% 3 On a la proposition suivante

Proposition A.2.1

1. Pour tout z € R, (z)+ Zgoj(z) =1.
jeN
2. Silj—J'1>2, supp (@) supp (g;) = 0.
3. Si A= B(0, 2) +As s, alors A est une couronne et si|j — j'| > 5, on a

AN As s =),

et
<y?(2)+ @27 < L.

>0

W =

On introduit les définitions des opérateurs de troncature suivants.

Définition A.2.2 Pour toute distribution tempérée u, on définit

Ay = F (p,(&)a€)), Vi €N,
A" u = FH (|6 ae)),
A;Pu =0, Vi< —2
Yu = F 1 (or(1&))TU(€)), VEkEN,

A% yu=F (0 (I&)ag)),
Yu =0, Vk < —2.

On renvoie le lecteur a [10] et [21] pour une construction plus détaillée de ces opérateurs.
Cette définition, combinée avec la proposition A.2.1, implique que toute distribution
tempérée peut s’écrire en termes des troncatures en fréquences verticales

u = Z A;‘Azu.

Dans ce qui suit, on aura besoin des inégalités de Bernstein suivantes (voir [83] pour
une démonstration).
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Lemme A.2.3 (Lemme de Bernstein) Soit 0 < ry < ry. Il ezxiste une constante posi-
tive Cy telle que pour toute u € S'(R®) dont le support de la transformation de Fourier
est contenu dans 'anneau 29A,, ,,, on a

2qu k ||u||Lp1Lp2 < sup ||8 ’LL||LP1Lp2 < 2‘1]“(]’“ ||UHLP1LPQ , vk Z O, \V/pl,pg Z 1, (Al)

|a|=k

et

lell i s < < Co2" AT ullgpgge s V1<pr<ph, Y1<pa<ph o (A2)

Notons maintenant FV la transformation de Fourier selon la direction verticale. On a
également le lemme de Bernstein en la direction verticale.

Lemme A.2.4 (Lemme de Bernstein) Soit 0 < ry < ry. Il ezxiste une constante posi-
tive Cy telle que pour toute u € S'(R®) dont le support de la transformation de Fourier
verticale est contenu dans le domaine R} x 294, ,.,, on a

24y ullgpigze < | 06ull e < 2%CE Nullgpige . YE20, Vpip 1, (A3)

et

1 1

—-r)
[l gt = < Co2"P HUHLZIL52 , Y1<p, VY1<py<ph. (A4)

Maintenant, on peut écrire la norme des espaces de Sobolev anisotropes H?* sous
forme des sommes dyadiques.

Lemme A.2.5 Supposons que u € H”*. Alors,
1
9 2
||| go.s = ( Z 92goths) | A% Zqu) :
7,k>—1
Ce lemme se déduit directement de Définition A.2.2 et des inégalités de Bernstein.

Remarque A.2.6 1. Par des raisonnements simples, on peut montrer que

||U||i1cr,s = Z 2%7 HA?“H;(HU) - Z 2% HAZ“’”?%(H%)'

j>-1 k>—1

2. En général, on a
H?® # Hj(H;) # H(H7).

Dans le cas particulier ou 0 = 0, on a
H** = Ly(H;) # Hj(L3),

et la norme de H%® s’écrit sous forme
l
_ 2qs
el ggo.e = (E 2% || A ||L2> :
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Le lemme suivant donne une estimation pour chaque paquet Ap.

Lemme A.2.7 Supposons que u appartient a H”*. Alors, il existe une suite de nombres
positifs de carré sommable {c,(u,0,s)} telle que

A < g1, 0, 5)279 ||t e

Dans le cas ou ¢ = 0 ou dans le cas ou la situation est claire, on va écrire tout
simplement ¢,(u). Pour le cas o o = 0, I'inégalité s’écrira

HASUHB < cq(u,0)27% [|uf|go,s -

Preuve
Soit
2% || Adul| g
= Tl
Comme

2

lllerss = (ZQQ‘” lagullz, H) ,

on déduit que {c,(u)},>—1 est une suite de carré sommable. Lemme A.2.7 est donc
démontré. [

Rappelons que I'on utilise toujours (¢,) (respectivement (d,)) pour une suite de carré
sommable (respectivement sommable), dont la somme des carrés (respectivement la somme)
est égale a 1, des constantes positives (qui peuvent dépendre de plusieurs parametres).
De plus, on notera toute autre constante par C.

Finalement, on rappelle le lemme suivant [voir [83], Lemme 3.3].

Lemma A.2.1 For any real numbers m,n,l > 1 such that % == % + %, there exists a
constant C' > 0 such that, for any functions u, v, we have

H [AZ;U} UHLgL;Ln <2 ||a3u||LgoL;; ||U||L%Llh : (A.5)

A.3 Preuve du théoréme 5.2.7

Pour toute distribution tempérée u, pour tout ¢ > —1 en utilisant le lemme de Bern-

stein, on a
v v 1 _$)ops v
IS5l < 32 28 I8y < 30 24702 ()
p<g—1 p<q-1
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
) 1
C ||u||Hcr s1s > >
1552l ey < 4 OVl (A7)
1
C27=2) lul|gos  sis< 5
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Maintenant, en utilisant la décomposition de Bony en paraproduits, on a

Al(ab) = AU(TPb+TPa+ R(a,b))
= AV ) SLjaALb+AL > Sh bAba
lg’—q|<No lg’—q|<No

= AV D> Y AL aALb (A.8)

q'>q—Np i€{0,£1}

Alors, les lois de produit bidimensionnel impliquent

85 @ gy = D0 I1Sp-a0llp e 1852

3(Hy)
lg—a|<No
+ > ||Sub o 185 all s
¢ —al<No
o flar Y Ay (A.9)
q'>q—No i€{0,£1} L (Hy )
Pour le premier terme, en utilisant (A.7) et Lemme A.2.7 on a
HSU’—IQHLOO Ho ”AZ’b N = ch’(b)2_qlsl ||a||HUvSO ||b||H°"v51 )
> (H7) )
donc
S 11l 1800 gy < Ce2 ™ o Wligores . (A10)
> (
lg’—ql<No
ou

S

lg’—q|<No
est une suite de carré sommable.

Pour le deuxieme terme, on étudie trois cas.

1. Sis; > % En utilisant (A.7), Lemme A.2.7 et le fait que ¢ > 0 et s; < 59 on a

HS 1 ’AZ’CL < Ceg(a)2™? lal[ggo.so [[bllgzer.o1

b”Lgo(Hg’) | L2(HY)

< Oy (@)27 7" [|allggos [1Bllggorss -

2. Sis; < % En utilisant (A.7), Lemme A.2.7 et le fait que ¢’ > 0 et sg > % on a

Iy O (@2 0D [lal| g

IN

bl

dl |
e y) L3(F7)

< Ccy(a)277 ||allggos

[bll o1 -

3. Si sy = 3. En utilisant (A.7), Lemme A.2.7 et le fait que ¢ > 0 et 59 > 5 on a

v _d —q'(sn—1L
1908 pagry (80 ) = Cr(@275 (277D o Il
< Ceg (@277 allggons llggor -
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Par conséquent, on trouve que

Z HSU’—ll)HLgo(Hg’)

lg’—q|<No

< Ceg27 |allgoso

||l o5 (A.11)

af
alL2(HY)

ou

=, cpla @O

lg’—q|<No

est une suite de carré sommable.

Pour le dernier terme, en utilisant le lemme de Bernstein on a

HAU Z A CZAU LQ(HG+0/71) < 02% AZ Z AZ/_iaAZ/ L1(HU+0171)
q'>q—No e ¢'24=No o
< 28 ) Ay, - 1147
q'>q—No

< 02 allgong

e z (e (2101

q'>q—No

On remarque que

> cy-ia)ey (0)

1€{0,+1}

forme une suite sommable des constantes positives (car (¢,) est une suite de carré som-

mable). En posant
7'>q-

et en utilisant le fait que so+s; > 0, on trouve facilement que (¢,) est une suite sommable
des constantes positives, et donc (¢,) est de carré sommable. En utilisant le fait que so > %,
on obtient enfin

HA; S Ay ey

q'>q—No q'>q—No i€{0,£1}

< Ceg27 9507 | oo [10]]oros

'—1
L3 (H7 T )

< Ce27™ ||a||Hwo

blggors - (A12)

Les inégalités (A.10) a (A.12) et (A.9) impliquent que

2™ HAg(ab)HL%(HZﬂLG’*l) S ch ||a||HUvSO |b||H0’»S1 . (A13)

Finalement, en prenant la norme ¢? par rapport & ¢ les membres de gauche et de droite
de l'inégalité (A.13), on obtient

labllgosor-1sr < Clallgoso [Dllgors: -

Le théoreme 5.2.7 est démontré. [ |
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A.4 Démonstration des lemmes 5.2.8 et 5.2.9.

Afin de démontrer ces deux lemmes a la fois, on pose

Py(u,v,w) = <Ag(uh.vhv)|A2w>
Py(u,v,w) = <Ag 3 Sg,+2(8gv)AZ,u3]AZw>

q'>q—No
Qulwv,w) = (Ay N Sy wlosAuvAmw).
la’—ql<No

Pour la partie horizontale, I’estimation est standard. En utilisant la dualité entre H2
et H , le fait que H: (R?) est interpolé entre L? et H' et le lemme A.2.7, on obtient

| Po(u,v,w)] < ”AZ u .th HLg(H}jl) HAZ;wHLQ(H%)

< qu2—2qs ||uh.thH

Wl HVWHHM :

H 2
Maintenant, en utilisant le théoreme 5.2.7 avec o = ;, o' =0, sy > = s on obtient
|Po(u, v, w)] < Cd27® IIUIIHQS0 Vsllggos [0l 1V 50 o
1 1 1
< Cd27 Jullfn [Vt 00 (900l g0 0l (W0l (A1)

Pour la partie verticale, les estimations se font de fagon standard pour P,(u,v,w) car
la dérivée 05 dans Sy, ,(03v) peut étre absorbée par le terme A”,u3 En revanche, dans
Q. (u,v,w), la dérivée 03 dans J3A7v ne peut pas étre absorbée par le terme S, _,u3. Alors,
on va estimer @Q,(u,v,w) + Q,(u,w,v) au lieu de Q,(u,v,w) afin de pouV01r absorber la

dérivée verticale dans le terme S, 1u3
Tout d’abord, on a

1 1
[Pty v,0)] < O, 27wl [Vawlo. |2

3 S;’,+2(5’3U)Az/u3‘

q¢'>9—No

L2H %
L’inégalité de Bernstein et la loi de produit des espaces de Sobolev 2D impliquent que

HAE Z Sg'+2(8SU)AZ,u3)

q

< 028 ) |0 a(0s0)AYu®

“L%H;j

L2~ %
q'>q—No ! 4'2q=No
q v .3
< 02 30 [ISpsa@0)lgs 185l
q'>q—No !
q v v 3
< (22 E HSqurz(aSU)“LgH% ”Aq’u ||L2
q¢'>9—No

D’une part, en utilisant 1'inégalité de Bernstein et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut
écrire :
D v
[EPAGED] SIS D 1o M

p<q’+1

= > 202

p<q'+1

< 020 |[u]|2. V0|2
0]l fo.0 [Vl o.s -
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De plus,
15wl < C2T ]| AL O], < C27 [| AL diviul
< 02T || ALV, < Cop27 00 [V, u o, -

Grace au fait que sy > %, on obtient enfin

Vthf{O,S . (A15)

1
w”I%IO,s

1
V’7,U||12_IO,5

1
|Po(u, v,w)| < Cdg27" ||Vl o0 10l fro.s

Maintenant, on s’intéresse a la somme Q,,(u, v, w) 4+ Q,(u, w,v). On décompose comme
dans [30] et [26], et onobtient

Q’v(ua v, w)+QU(u7 w, U) S QS(U> v, w)+Q1(u, v, w)+@1 (u7 w, U>+Q2(u7 v, w)+Q2(u7 w, U),

(A.16)
ou ; ;
( Qs(u,v,w) = (Sy(u?)DALv|Abw) + (Sy(u?)dsALw]ALw)
Q1(u,v,w) = Z ([Ay, Sy _yu’] O3AL 0| Abw)
lg’—q|<No
Qa(uw,v,w) = Y ((SV—Sh ) WPOsALv|Abw) |
\ lg'—q|<No

Une intégration par parties transforme Qg(u,v,w) en
Qs(u,v,w) = — 8353u3AZvAgw dr = —/ SgdivhuhAgvA;’w dz.
R3 R3

En utilisant 'inégalité de Bernstein, la loi de produit dans les espaces de Sobolev sur R2,

le fait que sy > % et 'estimation suivante

[ Sydivau"|| . < C27%0 [V yullgpo. -
on obtient que
: h
Qs(u,v,w)l < [[Spdivia" Agol] , g [|A50]] s
1 1 1 1
Cd 272922 || S¥diviu” || o 9]l Z0.. 11V a0l F0.e 01130 IV AW | 20,

1
Viw|Zo. . (A7)

IN

1 1
vhv”f{[o,s w||12_]:0,5

1
< Cdg27*" [V hullgo.so V]| Fo.c

Le terme Q(u,v,w) se calcule exactement comme P,(u,v,w). On trouve donc les
memes estimations

1 1 1 1
"UHIQ{O,S VhU”IQ{o,s wa{o,s VthIQ_IO,sa

|Qa(u, v, w)| = Cdg27* || Vyul|go.so

(A.18)
|Q2(u, w,v)| = Cdg27 || Vit 0.0

1 1
w50+ IVawllgo.. -

1 1
[0l 0. Vo]l 0.«

Pour majorer le terme Q1(u,v,w), on va utiliser I'inégalité de Holder, I'inégalité de
Bernstein, le lemme A.2.1

[[Ag; a] bHLgLZ < C277||9salleopy 1]y -
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avec a = S;’,_lu?’, b= 03A0v et p= %, r = 2, t = 4, I'inclusion L%H% — L2L}, le fait

que L2H2 est interpolé entre L2 et LZHL ainsi que le fait que

1S Osu < Vit ggo.00 -

I
LyeL2

On obtient alors

)
|Q1(u, v, w)| < Z H [AZ, S};’—lug} 3Agv ‘LQL% HAZU}| L2L4
|’ —q|<No o
- v 3 v v
< Z 2 HSq’—lafiu ’LgOL,% Ha3Aq’U L2L} HAqw‘ L2L}
! la'—al<No 1 1 1 ) (A.19)
S qu2—2q8 ||th||HO,SO |U||I§_IO,S vhUHIﬁ—IO,S ,LUHIE—IOvS vhw||I§‘IO7S
s 1 1 1 1
[ [Q1(u, w,v)] < Cdg27 [[Vhullgoso ([0l o [[Vavllgo.s lwllggo.s [Vawllgpo.
Les inégalités (A.16), (A.17), (A.18) et (A.19) impliquent que
1 1 1 1
Qo (u, v, w) + Qy(u, w,v)| < Cdy27" || Vht|ggo0 |01 Z0s V01200 W] Z0s | VW] Zo.s -
(A.20)

Maintenant, en regroupant les estimations (A.14), (A.15), (A.20), on trouve

‘<AZ<U'VU)|AZU>L2 < | Pu(u, v,0)| + |Py(u, v,0)| + |Qy(u, v, v)]

3
vhv HIZ_IO,S

1
[0 o

Vitllg. ).

1 1
< Cd27 (Jul o V00

IV aul oo [[0]lgo0.s

et

(A (wVv) [Afw) + (A7 (u.Vw) |A7v)|
< |Pu(u, v, w)| + [Bu(u, w, 0)| + [Py (u, v, w)| 4 | Py (u, w, )| + [Qu(u, v, w) 4+ Qu(u, w, v)]

1 1 1 1 1 1
< Cdg27% ||\ Vil fo.o Vvl VAW fo.. [Ilttllﬁo,s0 0|l £, IVhw || fpo.s +
1 1 1 1 1 1
+||U||ﬁ10,so |th||1§10,s w||12{0,s + ||vhu”l2{0,so |U||12qo.,s w”f{&s]
Les deux lemmes 5.2.8 et 5.2.9 sont bien démontrés. [ |
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Résumé

Cette these a essentiellement pour objet ’étude de fluides anisotropes en rotation rapide
dans R3, quand la viscosité tend vers zero avec le nombre de Rossby € > 0. On démontre en
particulier des résultats d’existence globale pour des données arbitrairement grandes quand le
nombre de Rossby ¢ tend vers zero. On met en lumiere le role joué par effet dispersif. Dans
la derniere partie de la these, on démontre 'analyticité de la solution globale du systeme des
fluides de grade deux pour des données initiales analytiques petites.

Dans une premiere partie, on considére les équations de Navier-Stokes avec terme de rotation
%, avec viscosité verticale nulle et viscosité horizontale petite de I'ordre de €%, avec a > 0. On
démontre 'existence globale de la solution forte pour des données initiales grandes, quand € > 0
est suffisamment petit. Nous suivons une démarche utilisée par J.-Y. Chemin, B. Desjardins,
I. Gallagher et E. Grenier, c’est-a-dire, nous décomposons le systeme de départ en un systeme
linéaire avec donnée initiale plus réguliere et un systéeme non-linéaire avec donnée initiale petite.
Pour le systeme linéaire, une grande partie du travail consiste a adapter les estimations de
Strichartz et a trouver de nouvelles estimations qui tiennent compte de la viscosité petite. Pour
le systeme non-linéaire, on utilise une méthode de “bootstrap”, plus délicate que dans le cas

classique, a cause de la petitesse de la viscosité.

Toujours dans cette premiere partie, on considere les équations de fluides en rotation rapide
dans le cas de données mal préparées. Pour ce cas, on montre que, si on ajoute un terme
de “friction” aux équations considérées, on peut obtenir de bonnes estimations dissipatives
et surtout de bonnes propriétés pour le systeme limite, ce qui permet de montrer ’existence
globale de solutions fortes. Dans le dernier paragraphe de cette partie, on étudie une application
importante de la méthode ci-dessus aux fluides en rotation rapide entre deux plaques infinies.
Plus précisément, on montre que le résultat de E. Grenier et N. Masmoudi est toujours valable
si on suppose que la viscosité est de I'ordre de €%, a > 0, ce qui permet de construire les couches
limites d’Ekman dans ce cas-la.

La deuxieme partie est consacrée & 1’étude des équations primitives dans R? avec, comme
précédemment, viscosité verticale nulle et viscosité horizontale de taille €*, o« > 0. Dans cette
partie, nous développons la méthode de la premiere partie dans le cadre des équations primitives
et nous cherchons a adapter au cas anisotrope les calculs faits par F. Charve dans le cas isotrope.
Ceci nous permet de montrer I'existence globale de la solution forte du systéme des équations
primitives pour des données grandes avec partie quasi-géostrophique nulle.

Dans la troisieme partie, nous étudions le systeme de la magnéto-hydrodynamique en rotation
rapide dans R? dans le cas anisotrope. Nous prouvons d’abord des résultats d’existence locale
(globale pour des données petites) et d’unicité de la solution forte. Avec des parametres bien
choisis, nous pouvons aussi appliquer la méthode développée dans les deux premieres parties
et montrer que le systeme de la magnéto-hydrodynamique est globalement bien posé pour des
données grandes.

Finalement, dans le derniere chapitre de la these, on considere le probleme de propagation
de régularité pour le systeme des fluides de grade deux sur le tore T3. En utilisant une technique
développée par J.-Y. Chemin, on montre que, si la donnée initiale est petite dans une classe de
Gevrey appropriée, la solution du systeme de fluides de grade deux existe globalement en temps,
reste dans une certaine classe de Gevrey pour tout temps positif et est donc analytique.

Mots-Clés : Navier-Stokes, Fluides en rotation rapide, Equations primitives, MHD, Fluides
de Grade deux, Existence globale, Anisotropie, Estimations de Strichartz, Analyticité.

Classification AMS : 35Q35, 35530, 76D03, 76D05, 76U05.



Abstract

In this work, we study the global existence of strong solutions of anisotropic rotating fluid
systems in the whole space R3, in the case where the data are large and where there are no
viscosity in the vertical direction and a small viscosity in the horizontal direction (of size £
with 0 < a < ag, for some oy > 0). Using Strichartz-type estimates, we prove global existence
of strong solutions when the Rossby number ¢ is small enough. In the last chapter of this thesis,
we prove the analyticity of the global solution of the system of fluids of second grade, for small
analytic data.

In the first part (third chapter), we consider the Navier-Stokes equations with rotating term
%, with no vertical viscosity and with horizontal viscosity of size €%, a > 0. We prove the
global existence of a unique, strong solution for large data, provided that ¢ is small enough.
Using a method of J.-Y. Chemin, B. Desjardins, I. Gallagher and E. Grenier, we decompose
the system into two parts : a linear system with smooth data and a nonlinear system with
small data. An important part of the work is to adapt Strichartz-type estimates and to find
new estimates in order to deal with the small viscosities. For the nonlinear system, we use a

“bootstrap” argument, more delicate than in the classic case because of small viscosities.

Always in the third chapter, we consider the rotating fluids system in the ill-prepared case.
By adding a “friction” term to the system, we prove that we could obtain good dissipative
estimates and good properties for the limiting system, which imply global existence of strong
solutions for large data. In the last section of this chapter, we study an application of the
previously mentioned method for the case of rotating fluids between two infinite parallel plates.
More precisely, we prove that the result of E. Grenier and N. Masmoudi also applies in the case
where the viscosity is of size €%, a > 0.

The fourth chapter is devoted to study the primitive equations in R3, in the case where there
is no vertical viscosity and where the horizontal viscosity is €%, a > 0. In this chapter, we apply
the method using previously for the primitive equations and we adapt in the anisotropic case
the calculation developed by F. Charve for the isotropic case. This enables us to prove the global
existence of strong solutions for large data with no quasi-geostrophic part.

In the fifth chapter, we study the anisotropic rotating magneto-hydrodynamic system. We
first prove the local existence (global for small data) and uniqueness results of strong solutions.
Then, with precise choices of parameters, we prove certain symmetries of the system, which
allow us to use the previous method to prove global existence of strong solutions for large data.

Finally, in the last chapter, we consider the problem of propagation of regularity for the
system of fluids of second grade on the torus T3. Using a technique recently developed by J.-Y.
Chemin, we prove that, if the initial data is small in an appropriate Gevrey class, the solution
of the system of fluids of second grade exists globally in time, stays in a certain Gevrey class for
any positive time, and thus is analytic.

Key words : Navier-Stokes, Rotating Fluids, Primitive Equations, MHD Equations, Fluids
of Second Grade, Global Existence, Anisotropy, Strichartz-type Estimates, Analyticity.

AMS Subject Classification : 35Q35, 35530, 76D03, 76D05, 76U05.
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