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Introduction

Les avancements des techniques d’observation cérébrale comme I'lmagerie par Résonance
Magnétique fonctionnelle (IRMf) ou I’Electroencéphalogramme (EEG), n’ont pas permis aux
neuroscientifiques d’obtenir une haute résolution spatiale et temporelle de ’activité électrique des
populations de neurones dans le cerveau. Ceci a conduit & un regain d’intérét de la communauté
biologique pour les modéles neuronaux a grande échelle, et a impliqué 'intervention de physiciens
et de mathématiciens pour développer et étudier le comportement de ces modéles. Toutefois,
I'intérét de ces modéles ne se limite pas & la gestion de I'imprécision de mesure, il existe bien
d’autres motivations comme

— la compréhension de la source de 'activité cérébrale,

— la compréhension de la dynamique de régions cérébrales sans mesurer systématiquement,

— le bruit sur les données mesurées.

Plusieurs modéles ont été proposés dont la plupart est présentée dans la premiére partie de cette

thése. Pour notre part, on s’est intéressé plus particulierement a ’équation suivante :

0
ug + (Wi — A+ 2wouy = (Wi + UJOa)S(u +p) (0.0.1)

établie par Jirsa et Haken en 1996, avec u(x,t) décrit la fonction d’activité cérébrale, S une

fonction sigmoide (S(x) ), @, wo, ¢ des constantes et p une fonction extérieure

T 1t erp(—ax)
réguliére.

Le travail proposé initialement pour cette thése, consistait essentiellement & étudier 'EDP

(0.0.1) ; plus précisément
1. Comprendre le modeéle de I’équation (0.0.1).

2. Faire une étude théorique complete de (0.0.1) : cadre fonctionnel, existence et unicité des

solutions, stabilité et sensibilité aux données, comportement en temps long.
3. Mettre en oeuvre la résolution numérique de (0.0.1).

Toutefois, la compréhension du modéle de cette équation a nécessité une compréhension appro-

fondie de la physiologie du cerveau humain, ce qui nous a permis en plus de
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— justifier mathématiquement le modéle de I'équation (0.0.1) et le généralisé au cas d’'une
connexion hétérogéne (c’est a dire le poids de la connexion entre les neurones n’est pas
proportionnelle & la distance entre eux).

— développer un autre modeéle plus simple & étudier mathématiquement, dans le cas d’une
géométrie bidimensionnelle, en considérant une norme équivalente a la norme euclidienne.

— démontrer que pour obtenir le modéle de Hopfield [4], la fonction post-synaptique doit étre
inversement proportionnelle & une constante membranaire.

La premiére partie de cette thése décrit tous ces points et comprend deux chapitres :

— Chapitre 1 : Dans ce chapitre, on présente les éléments anatomiques pour développer les
modeéles, ainsi que les techniques d’observation cérébrale les plus utilisées.

— Chapitre 2 : Dans ce chapitre, on rappelle les techniques de modélisation souvent uti-
lisées, en précisant les principales difficultés comme la géométrie cérébrale ou le poids de
connexion entre les neurones. En particulier, on justifie le choix des géométries uni et bi-
dimensionnelles et des conditions aux limites de type Dirichlet ou Neumann. Ensuite, on
présente quelques modeéles cérébrals avec les simplifications utilisées. Enfin, en s’inspirant
des techniques présentées, on développe quelques modéles dans les cas homogéne et hété-
rogeéne.

Comme des livres de références on s’est appuyé dans cette partie sur Nunez [40, 41],
Freeman|24] et différents articles de Jirsa [29, 33, 36].

La deuxiéme partie est consacrée a I’étude mathématique de I'équation (0.0.1).

Dans le Chapitre 3 on considére I’équations des ondes faiblement amorties suivante
Ut — Au = a(u,p)ut + b(uap7pt)

avec a et b des fonctions non-linéaires et p une fonction extérieure réguliére. Cette équation gé-
néralise (0.0.1).

Avec un amortissement non-linéaire, cette équation, d’aprés nos connaissances, n’a pas été étu-
diée et suivant la valeur de b, I'existence d'une solution globale n’est pas toujours assurée (voir
lannexe A). En utilisant la méthode de Galerkin, on démontre que cette équation admet une

unique solution globale en temps sans prendre une condition de positivité sur a.

Le Chapitre 4 porte sur I’étude numérique et les comportements asymptotiques de I’équation
(0.0.1). On construit pour (0.0.1) un schéma numérique dont on démontre sa stablité au sens
de Von-Neumann et on le valide avec une large nombre de tests numériques. On démontre aussi
que pour une valeur de « suffisament petite 1’énergie de la solution (pas forcément la solution)
converge exponentiellement vers zéro, alors que la solution prend une forme oscillatoire si a est

grande.



3 Introduction

La troisiéme partie est formée du Chapitre 5 qui traite le probléme inverse ou le probléme
d’identification de 'impulsion thalamique qui est une fonction générée par les régions périphé-
riques et transmis via le cerveau moyen vers le néocortex. L’idée dans ce chapitre est de supposer
qu’on peut calculer u en utilisant des techniques d’observations cérébrale et d’essayer de récupé-
rer p en faisant le probléme inverse sur ’équation (2.3.16) qui généralise (0.0.1). Connaissant u,
on calcule la valeur explicite de p en fonction de u, en résolvant une équation de type Riccati.

Enfin, 'annexe A contient un article écrit pendant ma thése.
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Chapitre 1

Physiologie du cerveau humain

Le systéme nerveux central humain est composé de I’encéphale dans la boite cranienne,
de la moelle épiniére dans la colonne vertébrale.
Il est constitué de deux types de cellules, les neurones et les cellules glaciales.
L’encéphale est formé de substances nerveuses grise et blanche et protégé par les méninges.

1.1 Les structures de ’encéphale

L’encéphale est formé de trois structures principales : le cerveau, le cervelet et le tronc

cérébral.

— Le cerveau constitue la partie essentielle de ’encéphale. il est formé de deux hémisphéres
cérébraux séparés par un sillon interhémisphérique.

Au fond de ce sillon, une épaisse lame de substance blanche, le corps calleux unit les deux
hémisphéres cérébraux.
La surface du cerveau ou cortex cérébral n’est pas lisse. De nombreux sillons, parfois
trés profonds le plissent, délimitant des circonvolutions cérébrales, ce qui augmente consi-
dérablement sa surface.

— Le cervelet est formé de deux hémisphéres cérébelleux reliés par un vermis médian. Il
intervient surtout dans 1’équilibration et le réglage des mouvements.

— Le tronc cérébral est constitué de trois étages qui sont de haut en bas, le mésencéphale,
le pont de varole et le bulbe rachidien. Son réle principal concerne le sommeil et
les fonctions végétatives (fonctionnement du cceur et de la respiration, régulation de la
température du corps: - - ).

1.1.1 Cortex cérébral

Le cortex cérébral est la partie superficielle du cerveau. Elle a une épaisseur de 3 4 4 mm et
on la divise en régions motrices, sensitives et régions du langage.
La région motrice de chaque hémisphére(ou cortex moteur) commande les mouvements vo-
lontaires. Elle est située dans la circonvolution frontale ascendante, en avant de la scissure de
Rolando (Fig 1.2). Le cortex moteur d’un hémisphére commande la motricité de ’hémicorps op-
posé Chaque portion du corps humain est représentée sur un cortex moteur. Cette représentation

7
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COUPE MEDIANE DE L'ENCEPHALE

plexus choroidien

commissure grise

- p A
CORTEX = .
2 / e 3 ventricule (derriére : thalamus)
CORPS CALLEUX , > ~ 4 X /

boite crianienne

frigone dure-mére

septum lucidum . pourtour de la faux
~—— s 4 - du cerveau

commissure blanche ="
épiphyse

chiasma optique R tubercules quadrijumeaux

tente du cervelet

7 > \ o /) - -
HYPOPHYSE T 4 % <= A __ CERVELET
//v - s 2 / cervelet : /40 g.
B Y/ 5| 2 hémisphéres cérébelleux
el un vermis.

épaisseur de l'écorce
cérébelleuse : 1 mm.

cornets du nez —

- 4 ventricule

pont de Varole (protubérance annulaire):
e longueur : 4 cm ;

toile chroroidienne et membrana tectoria
largeur : 3 cm.

6a7g.
longueur : 3 cm;
largeur : 1,7 cm ;

I bulbe rachidien (moelle oblongue) : — K . trou de Magendie
épaisseur : 13 mm.

FIGURE 1.1 — Coupe médiane de '’encéphale humain logé dans la boite cranienne

FIGURE 1.2 — Les scissures dans le cerveau(coupe latérale) et les quatre grandes zones du
cerveau et 'aire du langage.
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tient compte de 'importance de 'activité motrice précise et volontaire de chacune des portions.
Le corps humain est inversé sur cette représentation, la téte vers la scissure de sylvius et les pieds

vers la scissure inter-hémisphérique(fig 1.3).

Prés de 'aire motrice se trouve I'aire psychomotrice qui organise les divers contractions mus-
culaires issues du cortex moteur en des mouvement adaptés.

Les régions sensitives, recoivent des mes-
sages de sensibilité générale (thermo-algique,
tacts fin et grossier), visuels, auditifs, gustatifs
et olfactifs, des différentes parties du corps.
La région de sensibilité générale appelée cor-
tex sensitif est située dans la circonvolution
pariétale ascendante, en arriére de la scissure
de Rolando. On y retrouve aussi la représen-
tation inversée du corps humain.

Les régions « écriture et parole » sont situées
dans I'hémisphére gauche pour les droitiers.
On peut identifier des centres de compréhen-
sion du langage écrit, du langage parlé, de
I'expression écrite et de I’expression parlée.

On individualise, parmi les différents centres

sillen

cortex
moteur
primaire

cortex
somesthésigue
primaire

central

@ire gustative
. nn.
? .. 1| aire

e
aire du langage articula
{aire de Broca)

du langage

aire auditive {aire da Warnicks)

associative 1
cortax auditif
primaire

FIGURE 1.3 — Les localisations des aires cé-
rébrales

l’aire de Broca qui controle la motricité du langage !, et ’aire de Wernicke qui controle la

compréhension du langage.

1. L’aire de Broca fut la premiére partie identifiée sur la carte du cerveau : Eugéne Leborgne, également
appelé « monsieur Tan-Tan », comprenait le sens des mots mais était incapable de parler et ne répétait
que la syllabe « tan ». A sa mort, en 1861, Broca étudia son cerveau et découvrit qu’une partie située
dans le lobe frontal avait été détruite. Il suggéra alors le lien entre cette région et I'articulation de mots.

visuelle
associative

-
— aire de compréhension
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1.2 Les neurones

Notre cerveau comprend un nombre astronomique de cellules nerveuses : il est de 'ordre de
cent milliards pour I’ensemble de ce que nous avons dans notre téte, c’est-a-dire notre encéphale.
Pour le cortex cérébral, on trouve environ dix & vingt milliards de cellules nerveuses. C’est un
chiffre considérable. Le nombre de connexions est encore plus élevé puisque, en moyenne une

Principales structures ou zones d'un neurcone multipolaire

pericaryon
(oorps callukxine) B
dendrites

beoutan termipmad

gaine de mysline—— e T U —

Messacies

A,
FIGURE 1.4 — Un neurone microscopique.

cellule nerveuse établit dix mille contacts avec d’autres partenaires, ce qui fait, au total, un
million de milliard de connexions. Pour donner une idée de la densité des synapses dans le
cortex, un millimétre cube de substance grise contient environ cing cent millions de contacts
entre cellules nerveuses ou synapses.

1.2.1 Neurone simple : variable microscopique

Un neurone typique a trois composants de base : les dendrites, le corps cellulaire, et
P’axone. Les dendrites servent a recevoir les signaux en provenance des autres neurones, et
occupe une grande surface de synapse. En fonction des signaux qui lui parviennent des dendrites,
le corps cellulaire va déclencher ou non un signal électrique, appelé potentiel d’action : c’est
un signal binaire qui se déplace le long de I’axone jusqu’aux terminaisons axonales, oll ce neurone
communique avec les suivants & travers des contacts appelés synapses.

On distingue habituellement deux types de synapses :
— la synapse chimique, trés majoritaire, qui utilise des neurotransmetteurs ? pour transmettre
I'information ;

2. L’arrivée du potentiel d’action au niveau de la terminaison nerveuse présynaptique permet 1’ouver-
ture de canaux calciques membranaires voltage-dépendants. L’entrée du calcium dans le bouton terminal
déclenche la fusion des vésicules qui contiennent un médiateur chimique ou neurotransmetteur. En général
un neuron ne libére qu’un seul type de neurotransmetteur
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— la synapse électrique ou le signal est transmis électriquement par 'intermédiaire d’une
jonction communicante (en anglais « gap-junction »).

INPUT SIDE \/ \/

Apical dentrites

exciEtory synapse

electrode O """"""

_\}ﬁ'\

O

DOUTPUT SIDE

Inhibitory synapse

Miyelinated axonm

FIGURE 1.5 — Le courant excitateur s’écoule vers l'intérieur dans la dendrite et vers I'ex-
térieur en triger zone. Le courant inhibiteur s’écoule dans la direction opposée (Freeman
1992a).

Chaque synapse chimique agit comme une batterie : cela veut dire qu’elle implique un courant
qui s’écoule dans une boucle fermée. Selon le type de neurotransmetteur, il y a trois genres
de synapses chimiques. Une synapse excitatrice qui permet au courant de s’écouler tout le
long de la dendrite, puis de traveser la membrane avant de revenir (Fig. 1.5). Une synapse
inhibitrice, qui s’écoulent dans le sens inverse, et une synapse modulante, qui n’induit pas de
courant.

Pour une synapse excitatrice le courant augmente dans les dendrites vers un maximum dans une
durée qui varie entre 1 et 3 millisecondes, puis décroit exponetiellement dans une période qui varie
entre 5 et 10 millisecondes. Ce phénoméne est observé comme un potentiel postsynaptique
excitateur, car il dépolarise la membane, et augmente donc la possibilité de déclencher un
potentiel d’action.

Au contraire, le potentiel postsynaptique inibiteur qui est généralement causé par un flux
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FIGURE 1.6 — L’organisation du cortex en couche et colonne. (a)Méthode de colora-
tion de Nissl. (b) Méthode de coloration de Golgi. (c) L’organisation de colonne en
minicolonne(20-50 pm, la minicolonne est 'unité de fonctionnement dans la colonne),
Nunez, 1995

entrant d’ions négatifs dans la cellule, hyperpolarise la membrane et diminue la probabilité de
déclencher un potentiel d’action.

1.2.2 Population de neurones : variable macroscopique

Le cerveau est formé d’un nombre immense de neurones. Souvent, on regroupe ces neurones
dans des populations afin de pouvoir les étudier (voir Haken[25] pour plus de détailles).
La maniére de construire ces populations n’est pas facile, & cause du grand nombre de neurones
et de la complexité des connexions. De plus notre connaisance anatomique est encore trés limitée
(voir |24, 40]). Le nombre de populations neuronales varie suivant les modéles et peut aller de
dizaines jusqu’a des milliers voire plus de populations. Dans la Figure 1.6 on montre la méthode
de coloration qui consiste & regrouper en population les neurones qui ont la « méme couleur ».

De Microscopique & Macroscopique : organisation du cortex

Dans ce qui suit on va présenter le cortex, de maniére plus approfondie et indiquer une
méthodologie pour passer de 1’échelle microscopique a ’échelle macroscopique (voir Nunez[40]
pour plus de détails) :

1. Le cortex est organisé en unités colonnaires verticalement orientées, de 200 — 300um de
diamétre (Fig 1.6) environ.
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2. Le cortex a un aspect stratifié di & la différence des densités de neurones & différentes
profondeurs corticales. Par convention, ces différences sont souvent décrites en termes de
six couches corticales | I jusqu’a VI, (Fig 1.6)].

3. Dans ces six couches, on voit deux grands types de neurones :

— Les cellules pyramidales : elles occupent un volume cylindrique, avec des axones et
dendrites perpendiculaires & la surface du cortex, et dont les axones terminaux sont liés
avec une synapse excitatrice. A peu prés 70% de neurones corticaux sont de ce type.

— Les cellules stellaires : elles occupent des volumes plus sphériques, et les axones termi-
naux sont liés par une synapse inhibitrice.

4. La connexion entre deux neurones corticaux est de deux types :
— Connexion intracorticale : entre deux neurones voisins (approximativement 0.1 cm);
cette connexion peut étre excitatrice ou inhibitrice.
— Connexion cortico-corticale : entre deux neurones éloignés (approximativement 10 cm),
et & travers la matiére blanche du cerveau. Cette connexion est exclusivement excitatrice.

5. Chez 'homme, le nombre de connexions corticocorticales est beaucoup plus grand que le
nombre de fibres efférentes (les signaux qui rentrent dans le cortex). D’aprés Braitenberg
[2] le thalamus qui fournit la majorité des signaux du mésencéphale, ne fournit pas plus
que 1 % des fibres qui entrent dans une surface corticale.

Chaque colonne du cortex contient une interaction au niveau des dendrites avec les autres
colonnes sur une distance de ’ordre du centimeétre. Ceci nous motive pour parler de popu-
lation de neurones ou masse neuronale.

6. la connexion corticocorticale est inhomogéne quand on la voit a I’échelle du millimétre.
A TDéchelle du centimétre la connection peut étre en partie homogéne dans le sens ou le
nombre de connexions peut étre estimé en fonction de la distance entre deux populations.

7. les signaux d’entrée et de sortie du cortex sont excitatrices.

Remarque 1.2.1 Le potentiel synaptique a [’échelle macroscopique peut étre le seul élément
qui contient Uinformation sur la dynamique cérébrale. Il est égal 4 la somme du potentiel de
membrane (la différence de potentiel entre les parties extérieure et intérieure de la membrane)
de tous les neurones de la population.

Dans la section suivante nous présentons quelques techniques d’observation cérébrale qui me-
surent la valeur de l'activité cérébrale sur une surface de lordre du centimétre carré (échelle
macroscopique).

1.3 Meéthode d’exploration du cerveau

Les techniques d’observation cérébrale telles que I'imagerie par résonance magnétique fonc-
tionnelle (IRMf), l'électroencéphalographie (EEG) et la magnétoencéphalographie (MEG) four-
nissent des support d’étude de la dynamique du cerveau humain dans des buts cliniques, mais
aussi pour I'étude du comportement et des mécanismes d’apprentissage.

Les thémes présentés dans cette section sont loin des mathématiques, mais & cause de sa forte
liaison avec notre problématique nous les présentons briévement.
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Dans ce qui suit nous présentons une courte introduction & ces techniques, en nous intéressant
principalement a 'EEG et a4 la MEG puisque l'origine de ces techniques est I’activité neuronale.
La premiére détection est ’électro-encéphalographie (EEG) par Berger en 1929.(voir [40, 41],
pour plus de détails).

Les autres méthodes d’imagerie sont beaucoup plus récentes : 1968 pour la magnéto-encéphalographie
(MEG), 1975 pour la tomographie par émission de positons (TPE), 1973 pour l'imagerie par ré-
sonance magnétique anatomique (IRM), et enfin 1992 pour le premier examen en imagerie par
résonance magnétique fonctionnelle (IRMF).

Les méthodes d’imagerie sont de deux types, les méthodes a haute résolution temporelle (EEG, MEG
a I’ échelle de 0.001s en temps et lem d’espace), et les méthodes & haute résolution spatiale
(IRMT : échelle de temps 10s et échelle spatiale de 1mm).

1.3.1 Electro-encéphalographie

Ondes cérébrales : Le cerveau émet un trés faible courant électrique du fait de son activité,
méme en état de sommeil ou de coma. Pour suivre cette activité, on place des paires d’électrodes
a différents endroits du crane au niveau du scalp. La variation de la différence de potentiel
enregistrée entre deux électrodes (exprimée en pv ou millioniémes de volt) est enregistrée et
reproduite en courbes EEG. On a ainsi pu dresser différents types de variations correspondant a
des oscillations de fréquences et d’états physiologiques particuliers.

Les ondes alpha : captées sur la partie postérieure de la téte, correspondent aux courbes EEG
d’une personne éveillée mais au repos, les yeux fermés. Le rythme alpha est régulier, ses
fréquences sont assez basses (entre 8 & 12 Hz), son amplitude est faible (de 25 & 60 pv).

Les ondes béta : captées sur les aires centrales et frontales du cerveau, correspondent a des
oscillations de fréquence plus élevées (de 15 a 40 Hz) mais d’amplitude basse (de 10 a 30
muV’). Elles révélent I'état d’'un sujet attentif, yeux ouverts.

Les ondes delta : les plus lentes des ondes cérébrales, ont une fréquence faible (2-3 Hz) mais
une amplitude forte. Elles sont obtenues chez un sujet en état de sommeil lent.

Les ondes théta : de fréquences assez basses (4-8 Hz), sont produites lors de la premiére phase
du sommeil lent (I’endormissement) ou dans un état de profonde relaxation.

1.3.2 Magnéto-encéphalographie

Les systémes de magnétoencéphalographie (MEG) mesurent les signaux de méme source que
I’EEG, soit le courant généré dans les neurones. Mais tandis que 'EEG s’intéresse aux champs
électriques, la MEG se concentre sur les champs magnétiques accompagnant le courant. L’un
des premiers systémes MEG a été utilisé au MIT pendant plusieurs années, sous la direction de
David Cohen, un pionnier dans le domaine de la magnétoencéphalographie. Le Dr Cohen, qui
est considéré comme l'inventeur du systéme MEG, a fait le premier magnétoencéphalogramme
en 1968.

Contrairement & 'EEG, la MEG ne nécessite aucun contact direct entre le corps et les électrodes.
La MEG utilise plutét un certain nombre de capteurs placés a proximité de la téte. Ces capteurs
sont immergés dans de 'hélium liquide contenu dans une cuvette cryogénique appelée cryostat.
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FIGURE 1.7 — les différentes sortes d’ondes cérébrales

La température trés froide de 'hélium (-273 ° C) attribue aux capteurs des capacités supracon-
ductrices et, par conséquent, une sensibilité suffisante pour détecter les signaux extrémement
faibles du cerveau.

A lorigine, les systémes MEG ne se composaient que de quelques capteurs qui, difficilement,
devaient étre déplacés autour de la surface de la téte pour générer une « carte » de 'activité
cérébrale. Avant les années 1990, tous les systémes offerts possédaient moins de 30 canaux et
ne pouvaient couvrir qu’une partie de la téte. Ces systémes devaient étre déplacés en diverses
positions, pour ensuite permettre le coenregistrement, assez difficile, afin de créer un montage
des positions couvrant ’ensemble du cortex. Bien que la MEG ait alors été jugée puissante en
tant qu’outil d’étude du cerveau humain par les chercheurs, elle n’a jamais été considérée comme
étant pratique pour le travail de routine en clinique.

Cependant, au cours de la derniére décennie, cette technologie a connu en vif essor. En 1992, deux
fabricants de systémes MEG ont lancé les systémes plein cortex, et un autre a fait de méme
en 1995. De tels systémes permettent 'enregistrement simultané de signaux provenant de tout
le cerveau, une percée qui a fait chuter le temps d’enregistrement de quelques heures a quelques
minutes, tout en augmentant la précision des relevés. Le premier de ces systémes possédait 64
canaux de détection, mais certains systémes offerts aujourd’hui en ont plus de 250.

Autre percée importante, le développement des cryostats qui fonctionnent efficacement dans une
variété d’angles et permettent ainsi au patient d’étre assis ou étendu pour subir 'examen, soit
dans la position qui s’avére la plus naturelle pour ’examen en question. Cette nouveauté est
particuliérement importante pour les études cliniques ot le patient doit demeurer immobile. Les
vitesses d’échantillonnage accrues, la détection EEG simultanée et les capacités électroniques
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qui permettent un traitement plus rapide sont quelques-unes des autres améliorations de cette
technique.
Grace aux progrés énumérés précédemment, la MEG est maintenant un outil efficace en clinique.

Différences et similitudes

Les techniques MEG et EEG mesurent toutes deux les signaux provenant des courants du
cerveau (le champ magnétique et le champ électrique). Et les deux possédent une excellente
résolution temporelle : ainsi elles peuvent mesurer les changements pendant une milliseconde.
Les autres techniques d’imagerie cérébrale, telles que 'IRMf et la TPE, possédent une résolu-
tion temporelle beaucoup moins bonne, puisqu’elles évaluent essentiellement le débit sanguin ou
l'oxygénation qui sont des processus beaucoup plus lents que 'activité neuronale.
Actuellement, ’'EEG occupe le haut du pavé en clinique, tandis que la MEG est principalement
cantonnée dans les activités de recherche, bien que son utilisation clinique connaisse une certaine
croissance. La technologie MEG n’est pas percue comme une solution de remplacement de 'EEG
en raison de son cotlit beaucoup plus élevé et de I'immobilité de la téte requise lors de ’enre-
gistrement ; il s’agit plutét d’ une mesure complémentaire pour les cas complexes et ceux pour
lesquels 'EEG s’est révélée insuffisante.

Lefficacité de 'EEG & titre d’outil de recherche est limitée, puisque cette technique n’enregistre
qu’'une petite portion de l'activité électrique de la surface du cerveau et que les signaux sont dé-
formés par la conductivité de surface du cuir chevelu. L’EEG s’est révélée un outil diagnostique
utile en présence de traumatismes craniens graves, de tumeurs cérébrales, d’infections cérébrales,
d’épilepsie et d’autres maladies dégénératives du systéme nerveux. La MEG, beaucoup plus coi-
teuse, peut servir & ces mémes diagnostics ainsi qu’a des mesures cognitives complexes.

Mais en dépit de ces divergences, il existe de nombreuses problématiques communes aux deux
techniques.

1.3.3 Autres possibilités et technologies complémentaires

Les techniques EEG et MEG sont toutes deux des technologies d’imagerie de la fonction élec-
trophysiologique cérébrale. Elles mesurent ’activité électrique du cerveau sous certaines condi-
tions aprés un stimulus ou au moment d’un événement pathologique. Certaines autres techniques
d’imagerie cérébrale fournissent uniquement des informations structurelles ou anatomiques, et
sont complémentaires & l'information fonctionnelle (la MEG et 'EEG ne fournissent aucune
information sur la structure du cerveau). D’autres techniques évaluent le débit sanguin ou 'oxy-
génation (qui sont aussi des mesures de la fonction cérébrale), mais & une résolution temporelle
beaucoup plus inférieure. La MEG et 'EEG sont les seules modalités d’imagerie fonctionnelle
qui procurent des mesures directes de ’activité neuronale. Puisque les signaux MEG ne sont pas
déformés par la conductivité de surface, comme c’est le cas pour 'EEG, ils peuvent étre utilisés
pour produire des cartes spatiales et de localisation précises de 1’activité cérébrale.

La MEG et 'EEG sont des techniques non invasives (sauf lorsque les électrodes d’EEG sont en
position sous-durale ou placées profondément dans le cerveau, technique alors trés invasive ne
convenant qu’a certains cas cliniques) et inoffensives, n’impliquant ni radioactivité ni injection
ni champ magnétique.

Le cotit d’un électroencéphalogramme est plutét faible, puisque 'EEG n’utilise que des produits
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consommables peu coliteux, comme des radio-isotopes. Le coit d'un examen MEG est compa-

rable,

mis & part le cotit de I’équipement. En outre, cette derniére technique est dispensée de la

longue étape qui consiste a placer et a localiser de nombreuses électrodes.
Voici une liste de quelques techniques d’imagerie du cerveau complémentaires 3 'EEG et la MEG :

Tomographie par émission de positrons

mesure le métabolisme de 'oxygéne ou des sucres, plutét que 1’électrophysiologie ;
posséde une résolution temporelle de I’ordre d’une seconde, bien supérieur & celle de la MEG
et de 'EEG ; par conséquent, elle ne peut mesurer facilement les phénomeénes rapides tels
que les rythmes alpha ou les pointes épileptiques;

danger possible, notamment pour les enfants et les femmes enceintes, en raison du rayon-
nement ionisant des radionucléides ingérés ;

les mesures ne peuvent étre répétées une fois que la dose annuelle maximale est atteinte
(généralement suite & un seul examen)

le cott de I’équipement est de beaucoup supérieur a celui de 'EEG ou de la MEG (pour
faire un examen de TEP, un cyclotron ou un autre accélérateur est nécessaire) ;

le cotit de l'intervention est de beaucoup supérieur a celui de 'EEG ou de la MEG (person-
nel nombreux requis pour opérer le cyclotron, s’occuper des produits radiopharmaceutiques
et évaluer les patients).

Imagerie par résonance magnétique

fournit des informations anatomiques et, a ce titre, complete la MEG et 'EEG ;

aucune information fonctionnelle ;

danger possible, notamment pour les enfants et les femmes enceintes, en raison de la
radiofréquence et des champs magnétiques intenses;

le cotit de ’équipement est comparable & celui de la MEG, mais supérieur a celui de 'EEG ;
le cotit de l'intervention est comparable & celui de la MEG et de 'EEG.

Imagerie par résonance magnétique fonctionnelle

évalue le débit sanguin ou le volume sanguin, plutét que 1’électrophysiologie ;

posséde une résolution temporelle de 'ordre d’une seconde, bien supérieure & celle de la
MEG et de 'EEG ; par conséquent, elle ne peut mesurer facilement les phénoménes rapides
tels que les rythmes alpha ou les pointes épileptiques ;

danger possible, notamment pour les enfants et les femmes enceintes, en raison de la
radiofréquence et des champs magnétiques intenses ;

le cotit de ’équipement est comparable & celui de la MEG, mais supérieur a celui de PEEG ;
le cotit de I'intervention est comparable & celui de la MEG et de 'EEG.

Remarque : certains centres commencent & allier avec succés les informations MEG et
EEG a celles de 'IRMT.
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1.3.4 Vers un modéle théorique de ’activité cérébrale

Les techniques d’analyse des données spatio-temporelles expérimentales présentés dans ce
chapitre, comportent typiquement l’identification des centres d’activité. Dans 1’état actuel des
connaissances neurophysiologiques, la localisation dans le cerveau des fonctions relativement
simples est bien connue. Mais malheureusement, pour les fonctions plus complexes (langage,
mémoire, attention, ...), la localisation des activités cérébrales correspondantes « reste encore a
préciser ». Cela nous a incité & développer des modeéles d’activité cérébrale en utilisant ’anatomie
du cerveau.

Il y a bien entendu beaucoup d’autres motivations pour une modélisation cérébrale. Par exemple
si on comprend bien la dynamique on sera capable de savoir ce qu’un petit changement entraine
sans faire la mesure chaque fois.

Le premier modéle a été présenté par Wilson et Cowan en 1972, 1973[45], Nunez en 1974[42],
Freeman|24], 1992, Wright and Liley|46], 1996, Jirsa et Haken [27], 1997, Robinon et al.|43], 1997.
Dans le chapitre suivant, nous présenterons ces différents modeéles ainsi que celui que nous pro-
posons.



Chapitre 2

Modélisation de 'activité cérébrale

Dans le chapitre précédent on a vu un apercu général des éléments anatomiques du cerveau et
les technologies utilisées pour mesurer leur activité. Dans ce chapitre on va utiliser ces éléments
afin de développer des modéles physiques dont l'inconnue est la valeur de 'activité cérébrale. 11
est important de signaler ici que dans I’état actuel de nos connaisances anatomiques ces modéles
ne peuvent en aucun cas remplacer les techniques utilisées dans les hopitaux. Toutefois ces mo-
déles dont ’étude va se développer dans les années qui viennent visent a entrevoir la dynamique
cérébrale.

Tout au long de ce chapitre un neurone désigne une population neuronale; la taille de
cette population varie suivant le modéle considéré et peut étre microscopique, mésoscopique ou
macroscopique.

On commence par faire un état de I'art des travaux sur la dynamique cérébrale. En particulier,
on va expliquer comment le changement de connexions entre les neurones influence qualitati-
vement la dynamique cérébrale. Les trois critéres majeurs qui influencent et caractérisent cette
dynamique sont (voir Jirsa [36] pour plus de détails) :

~ la dynamique locale du neurone (point fixe, oscillation, chaotique, .. .).

— la présence du retard di a la propagation de 'information dans les axones et principalement

dans la matiére blanche.

— les propriétés de la matrice de connectivité
Dans un deuxiéme temps nous dériverons de nouveaux modeéles & partir des modéles existants
présentés dans la premiére partie. Enfin nous présenterons une ouverture vers le cas hétérogéne.

Les différents objets manipulés du modéle sont définis 14 ot on les utilise, en
outre ils sont regroupés dans le tableau 2.1.

2.1 Comment constituer un réseau neuronal ?

Dans cette partie, on va utiliser des éléments physiologiques pour développer une équation
intégro-différentielle. Pour cela, soient ¢ et j les indices de deux neurones connectés dans le sens
ou Paxone du neurone j se termine dans la dendrite du neurone i (voir Fig.2.1). Soit ¢;(¢) le
potentiel d’un neurone j au temps ¢ (le neurone est supposé sans dimension), supposons que ce
potentiel converge dans le cone axonique vers un « taux de décharge instantané » (« firing

19
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rate » en anglais), cette définition dépend généralement du modéle et qui représente la probabilité
du déclenchement d’un flux nerveux (u; = S;(¢;)). Nous préciserons la forme de cette fonction
dans la section suivante.

Puis, l'information se propage dans ’axone avant de libérer un neurotransmetteur et faire une
liaison avec le neurone ¢ (on utilise le terme « pike » pour désigner cela). Cette propagation
implique en général un retard qu’on note d;;.

Cette information est vue dans la dendrite du neurone ¢ comme un potentiel post-synaptique
PSP;j(t —s), ou s est le temps de pike, et ¢ est le temps qui suit (voir Fig 2.1).

Donc, si on suppose que les pikes se réalisent a ’instant tq,to,,...,t;, on peut voir approxima-

Dendrite

Synapse

N\

potentiel
post-synaptique

PSPyt

Cone axonique

s (1)
taux de décharge
instantané

Neurone j Neurone i
—_—

FIGURE 2.1 — Les éléments qui constituent le réseau neural : u;(t) est le « taux de décharge
instantané » du neurone 7, 1;(t) est le potentiel de la membrane et PSP;; le potentiel
postsynaptique.

tivement le potentiel post-synaptique total ¢;;(t) comme

¢ij(t) = D _ PSPyt —tx)
k



21 CHAPITRE 2. MODELISATION DE L’ACTIVITE CEREBRALE

TABLE 2.1 —
Symbole Signification (page de la premiére apparition)
iouj Indice d’un neurone (page 19)
0 potentiel de membrane, ¢’est I'inconnue principale que on cherche (page 19)
u; taux de décharge instantané (page 19)
PSP;; potentiel post-synaptique dans la dendrite de neurone i (page 20)
bij potentiel post-synaptique total (page 20)
dij temps de propagation de I'information dans I’axone (page 20)
a; et a paramétre qui représente la sensibilité de la membrane (page 22)
Wij poids de connexion entre deux neurones i et j (page 22)
w(z,y) la fonction de connectivité (page 27)
T, et T constante membranaire (page 22)
v vitesse de propagation de I'information dans 'axone (page 27)
o gamme de connexion locale entre les neurones dans le cortex (page 28)

Or le nombre des pikes qui arrivent entre t et t + dt est u;(t)dt. Donc

¢ij(t) ~ ZPSPij(t — tk)
k
t
— PSPij(t — S)Uj(S — 513)615 (2.1.1)

to

Si on ignore toutes les structures internes des neurones (comme la forme de la dendrite et le
temps de propagation fini dans la dendrite), on peut voir le potentiel de la membrane comme
¥i(t) = 3_; ¢ij(t) et on obtient I'équation intégrale de Volterra suivante :

wil(t) = Z/ PSPy (t — 5)S;(i(s — b,7))ds, (2.1.2)
j 7t

Ici le potentiel de la membrane ;(t) est la variable qui nous intéressse. De fagon équivalente, la
formulation en taux de décharge instantané de ’équation (2.1.2) peut s’écrire

w(t) = si(z/ttpspij(t—s)uj<(s—5ij))ds) (2.1.3)

Ce changement de variable est appelé « S — >  — exchange » par Steven Grossberg(1988). Il
consiste a remplacer une somme de signaux non-linéaires par une fonction non linéaire de sommes
de signaux.

2.1.1 La fonction « taux de décharge instantané »

La premiére possibilité est de prendre la fonction de Heaviside, cela veut dire que le neurone
«fire » au maximum ou non. Tout dépend si le potentiel est au dessus ou au dessous d’un seuil (la
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valeur nécessaire pour dépolariser la membrane), Cowand (1968), et Amari (1972), ont optimisé
cette relation, pour obtenir la relation suivante (courbe logistique)

S = T (214

1 4+ e—i¥i

qu’on peut voir comme la valeur moyenne de la probabilité qu'un neurone se décharge, et a; est
une constante de la membrane.

La plupart des modéles de réseaux neuronaux sont composés de 1’élément de base qu’on vient
de décrire. Dans ce qui suit, on va dériver une équation qui capture la plupart des caractéris-
tiques de la dynamique. Cependant il y a de multiples échelles d’organisation d’un seul neurone
vers I’échelle « scalp » (I’échelle de mesure avec EEG et MEG). Comme ces échelles changent
le nombres de neurones du modéle change et la connexion change : d’aléatoire elle devient dé-
terministe et hiérarchique, comme ’exprime la matrice de connectivité. Cette matrice est
homogéne si la translation est invariante dans ’espace physique, sinon elle est dite hétéro-
géne.

2.1.2 Simplification et modéle de Hopfield

Nous allons maintenant faire la simplification suivante; le temps de parcours du potentiel
post-synaptique PSPF;; > 0 dépend seulement du neurone postsynaptique ¢ que ’on peut capturer
par

PSP;(t) = —2Gy(t) (2.1.5)

Ti

Ici w;; un scalaire qui représente la masse synaptique, 7; est une constante positive qui dépend de
la propriété de la membrane, et G;(t) est identifié au temps de diffusion des neurotransmetteurs
dans la fente synaptique. Donc la dynamique de ¥;(t) est donnée par

l/Jz(t) = Gz(t - S) Z %S](wl(s - (5ij))ds, (2.1.6)
tOT r T;

ol k est le noyau d’un opérateur intégral.
Un choix courant de G;(t — s) (voir [36]) est

_ (t—s)
Gi(t—s)=e i

Ce qui revient a dire qu'’il y’a une forte dissipation en temps. Dérivons (2.1.6), cela nous améne
pour des petits temps de retard d;; =~ 0 a ’équation différentielle suivante :

ro i) = i)+ Y wiSi(i(0) (217)
J

Sans aucune entrée il est évident que la dynamique intrinséque de l’équation (2.1.7) a un point
fixe attracteur, 1;(t) = 0, qui peut ou non étre déstabilisé par 'interaction avec les neurones
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voisins.

Dans une situation plus générale, si on considére une dynamique intrinséque active avec une
source interne d’énergie (par exemple une personne qui court, un poisson qui nage, ...), la
dynamique peut étre décrite par I’équation suivante :

T%?/)i(t) = f(%(t))‘Fsz‘ij(wi(t)) (2.1.8)

ou la fonction f(1;(t)) décrit le « temps de parcours » de v; si les autres connexions sont coupées.

Remarque 2.1.1 La nouveauté dans ce qu’on vient de décrire ici est de démontrer que [’équation
(2.1.7) est obtenue on donnant la valeur (2.1.5) au potentiel post-synaptique contrairement aux
approches classiques (voir [4] par exemple), qui retrouve (2.1.7) on supposant que PSP;;(t) =
w;jGi(t), ce qui n'est pas a priori vrai.

Finalement, quand T tend vers zéro, PSP;;(t) converge vers la distribution de Dirac et l’équation
(2.1.7) devient

vilt) = D wiiS(wi(t) (2.1.9)
j

2.2 Connexion, Géométrie et dynamique cérébrale

Dans la partie précédente, on a présenté un premier modéle en utilisant les éléments ana-
tomiques sans parler de la connexion entre les neurones représentée dans 1’équation (2.1.8) par
la matrice de connectivité [w;;]. La valeur de cette matrice dépend du modéle choisi; parmi ces
modeles certains utilisent des connexions aléatoires et d’autres considérent des contraintes sur la
connectivité motivée par les éléments anatomiques récoltés.

2.2.1 Connexion aléatoire

Soit N le nombre de neurones (nceuds) d’un modeéle et k le nombre de connexions d’un
neurone avec les autres neurones (arétes), et soit p(k) la probabilité qu'un neurone selectionné
aléatoirement ait k connexions. Deux autres mesures introduites par Watts et Strogatz [44] en
1998, caractérisent le réseau neural, la longueur caractéristique de chemin («characteristic
path lengthy ), et le coefficient de regroupement (« clustering coefficienty ).

La longueur caractéristique de chemin L est définie comme la moyenne des longueurs de tous les
chemins les plus courts :
. Z” Li;

N(N —1)
avec L;; le nombre d’arétes dans le chemin le plus court connectant deux neurones 7 et j. Si
L;j = 1 on dit que les deux neurones i et j sont voisins.
Définissons le coefficient de regroupement C;. Supposons que le neurone ¢ a k; voisins. Le nombre
Ei(ki—1 ) . .
%. C; est donnée par la fraction des connexions

L

maximal de connexions entre ces voisins est
qui existent réellement, c’est-a-dire :
2F;

Q:m@—n
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avec F; le nombre de connexions réelles entre les voisins de <.
Dans ce qui suit on va résumer les propriétés basiques des trois principaux types de connexions :

1. Réseau aléatoire : il a été étudié par Erdos et Rényi en utilisant la théorie de graphe-
aléatoire [5]. Un graphe est une paire d’ensembles (P,E) avec P ’ensemble des neurones
(nceuds) et E Iensemble des arétes. Chaque paire de nceuds est connectée avec la méme
probabilité et la majorité des nceuds a approximativement un degré (nombre de voisins)
proche du degré moyen. En d’autre termes, le degré suit une loi de poisson p(k). La théorie
des graphes aléatoires étudie la propriété de probabilité de connexions quand N — oo.

2. Réseau « scale-free » : Dans ce réseau, quelques neurones sont fortement connectés,
alors que la majorité des autres est faiblement connectée. Le degré de connexion suit la loi
de Yule-Simon (P(k) = Ak™%), avec a une constante qui varie généralement entre 2 et 3.

3. Réseau « small-world » : ce réseau est caractérisé par une petite valeur de la longueur
caractéristique de chemin et une valeur importante du coefficient de regroupement.

Pour l'instant, il n’y a pas beaucoup de travaux qui visent a relier la connexion statistique avec
la dynamique cérébrale, parmi eux on peut citer Sporn[47].

2.2.2 Synchronisation de la dynamique

Un cas spécifique de transmission synaptique amene 4 la synchronisation des neurones, c’est-
a-dire toutes les populations de neurones montrent la méme dynamique

T,bl(t) = ¢2(t) =...= ¢N(t).

En effet cette synchronisation a été observée chez plusieurs mammiféres (Singer et Gray [6]), les
amphibiens (Prechtl |7]), les insectes (Macleod et Laurent [8]). Elle a été mesurée sur une distance
de 14 mm dans le cortex moteur d’un singe (Murty et Fetz [9]) et dans différents hémisphéres
du cortex visuel d’'un chat (Engel et all [10]).

Etudier le phénoméne de synchronisation revient & étudier les N équations qui régissent le mou-
vement de chaque neurone. On étudie en général deux cas :

— Si, on néglige le retard de transmission (J;; = 0), Demonte et al [13] ont proposé une
méthode couplant des neurones qui suivent une dynamique non-identique. Leur approche
est basée sur la variation d’un parameétre de dispersion, pour obtenir un systéme avec un
faible degré de liberté. cette approche reste valable si les neurones ne se désynchronisent
pas trop. De la méme facon Kanelo [11] a étudié le couplage global des multi-attracteurs,
Ott et al [12] le couplage global des mouvements chaotiques et des oscillations périodiques.
Pecorra et Caroll [14] ont développé une approche pour déterminer la stabilité de 1’état
de synchronisation pour des oscillateurs comme ceux décrits a 'équation (2.1.8). Ils ont
utilisé la matrice de connectivité comme une matrice couplant les N équations. Les N —1
contraintes sont

1/J1<t) = ¢2(t> =...= Q/JN(t).

Etudier la stabilité de la synchronisation revient a étudier pour une petite variation &,
I’équation suivante :

% = [Df 4+ v.DS)&
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ou Df et DS représentent respectivement la matrice Jacobienne de f et de S et v les
valeurs propres de la matrice de connectivité.

— Sion prend le retard en compte !, une bonne introduction sur la dynamique avec retard
a été écrite par MacDonald[16]. Bélair [17, 18], Van den Driessche, Jirsa et Ding [35] et
Zou [20] ont étudié la dynamique de synchronisation sous la condition que la dynamique de
chaque neurone est un point fixe et ils ont choisi une connexion arbitraire. Ces derniers ont
donné un critére général pour la stabilité de 1’état d’équilibre. De la méme facon Earl et
Strogatz [19] ont donné une valeur maximale pour la stabilité de I’état de synchronisation
des oscillateurs qui ont la méme phase.

2.2.3 Géométrie et dynamique

La question de la géométrie du cerveau est une question fondamentale et trés délicate a trai-
ter; le cortex cérébral est bien str 3D, mais le cadre 3D et méme 2D est diffcile & appréhender.
Ici, ce qu’on appelle géométrie du cortex est ’ensemble des neurones du cortex.
Comme ce nombre est fini, on peut ranger les neurones sur une méme ligne (Géométrie unidi-
mensionnelle), ou sur une grille plane (Géométrie bidimensionnelle), mais dans ce cas, le poids
de connexion entre les neurones change, c’est & dire si on suppose que le poids de connexion
wj; entre deux neurones dépends de la distance entre eux, ce poids change quand ’emplacement
change.

Pour mieux clarifier ce point, on suppose que la matrice de connectivité peut s’écrire sous la
forme suivante

wij] = [Wi™] + [wir'],

hom] représente la partie homogeéne de la connexion (la connexion dépend uniquement de

ij

la distance entre les neurones), [wlhjd} représente la partie hétérogene de la connexion.

Une géométrie unidimensionelle ou bidimensionnelle est pertinente si le rapport de distance
entre les neurones dans la géomeétrie réelle et la géométrie unidimensionnelle (repectivement
bidimensionnelle) est approximativement le méme. Dans la suite on va discuter des conditions
pour que cette situation se réalise.

Géométrie 1D : Une géométrie unidimensionnelle, peut étre pertinente si le neurone ¢ avec
activité ¥;(t) peut étre indexé de telle fagon que chaque élément de la matrice de connectivité
homogeéne [w%om] puisse étre ordonné avec une amplitude qui reste approximativement la méme
tout au long de la diagonale, sous-diagonale et sur-diagonale. Si les éléments de la matrice de
connectivité suivent cette distribution, la géométrie unidimensionnelle est effective (voir aussi la
figure 2.4 pour une illustration de la fonction de connectivité).

Les conditions aux limites peuvent déterminer si la géométrie unidimensionnelle est fermée ou
ouverte partout. Elle peut étre fermée pour des conditions périodiques, ou ouverte avec conditions

du type Dirichlet

ou [w

U1 (t) = wn(t) =0,

1. Le retard de transmission peut étre négligeable si on étudie la dynamique locale (connexion sur
une petite distance), mais certainement pas sur de longues distances ou le retard devient plus grand que
I’échelle de temps du modéle.
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FIGURE 2.2 — Connectivité 1D avec condition ouverte au bord(gauche), et condition pé-
riodique (droit), Figure par Jirsa, 2004

ou avec du flux nul aux bords

Y1(t) = o(t) et Pn(t) = Pn-1(t).
Dans l'exemple particulier de la figure 2.2, la connectivité est choisie pour ressembler & un
processus de diffusion, les éléments de diagonale sont

—2D -D
7(dx)2 et wiji-1 = Wiit1 = 7

(dx)?’

et tous les autres éléments sont nuls (D est une constante de diffusion). Ici, dz désigne la distance
uniforme entre les neurones.

D’autre part, si les neurones peuvent étre indexés de telle sorte que les valeurs de la matrice
de connectivité restent approximativement les mémes le long des diagonales de la matrice pour
chaque dimension de l'espace, c’est a dire que si on suppose que les neurones sont sur une grille
de Vespace physique, il faut que ces deux relations soit vérifiées

Wwii =

W) = e e

W 0) = Wiy (iata)
ou (i, y) représente la position d’un neurone en 2D, alors dans ce cas la géométrie bidimensionnelle
est pertinente. Si les conditions au bords sont périodiques on obtient une géomeétrie fermée, par
exemple : tore, sphére ou ellipsoide. En fait il est possible de construire n’importe quelle géométrie
fermée mais ces trois 1a, sont les plus utilisées dans les applications. Avec des conditions nulles
ou flux nuls au bord, on obtient une géométrie ouverte (Figure 2.3).

2.3 Modeéles spatio-temporels

Une géométrie continue, peut étre obtenue en faisant tendre la distance dz entre les neurones
vers zéro (dx — 0), donc ©;(t) — ¥(z,t) et la dynamique de I'équation (2.1.7) peut écrire
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FIGURE 2.3 — connectivité 2D, avec conditions ouvert (gauche), double périodique (tore),
et sphérique (droite)

comme

P o) = [ wlensee - (231)
Avec T' est la géométrie de cortex. Paul Nunez (1974) [40], a été parmi les premiers qui ont
dérivé une approche neuronale de la méme nature que (2.3.1). Dans ses premiers travaux, il
s’est concentré sur le calcul de la relation de dispersion, en linéarisant I’équation (2.3.1), en
donnant une distribution spécifique pour les fibres intracorticales et corticocorticales. En méme
temps, Hugh Wilson and Jack Cowan (1972, 1973) [45] ont donné une description équivalente
de lactivité cérébrale, mais en terme de taux de décharge instantané plutét que potentiel de la
membrane. Cette équation peut s’obtenir a partir de I'équation de Nunez par une « .S — > »
échange. L’équation de la dynamique de taux de décharge instantané pour un neurone est

Tul(e,t) = —uc(e,t) + 5| / weelt — yucy, t — AT)

—weil( — )y, t — AT)dy} (2.3.2)
Tul(z,t) = —ui(w,t)+ S[/Fwii(x — y)ui(y,t — AT)

~wielw — y)ue(y, t — AT)dy| (2.3.3)

_ llz—yll
avec At = =

. Les indices e and 7 désigne excitateur et inhibiteur respectivement pour ’acti-
vité d’'un neurone. La matrice de connectivité wgy, indique la direction de connectivité entre les
deux neurones a et b, avec a,b = i, e.Wilson et Cowan ont discuté la possibilité du phénoméne

2. Dans le cas particulier de la figure 2.2, la dynamique peut étre décrite par ’équation de réaction-
diffusion suivante : T4y (z,t) = —¢(z,t) + DAS(¢(z, t))
avec A = % est 'opérateur de Laplace unidimensionnel.
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d’onde qui peut se produire dans le systéme (2.3.2) et (2.3.3).

Avec le développement des techniques d’observations depuis les années 90s, comme 'EEG, MEG
et IRMf plusieurs auteurs ont utilisé ces modéles spatio-temporels pour confirmer les phénoménes
observés pour des dynamiques a grande échelle. Par exemple Jirsa et Haken [27] ont dérive 'équa-
tion des ondes (2.3.12) (qu’on va étudier en détail dans la partie suivante) pour confirmer les
phénomenes observés dans la coordination motrice (Fuchs et al., 1992; Jirsa et al., 1995,1998;
Fuchs et al., 2000). Wright et al [46] ont introduit des détails physiologiques en plus pour aborder
le sujet de la génération rythmique, et des aspects cliniques comme les phénoménes d’hystérésis
dans 'anesthésie (Steyn-Ross et all, 1999). Frank et al [21, 22] ont approché 1’équation (2.3.12)
par une équation de Fokker-Planck, qui capture I’évolution temporelle des propriétés stochas-
tiques du modéle neuronal |21, 22].

Dans ce qui suit, on va suivre la démarche de Jirsa [27], pour développer des équations aux
dérivées partielles (EDP) dont la variable est la fonction champs neural, en utilisant 1’équation
(2.3.1). Dans un premier temps on suppose qu’on est dans le cas unidimensionnel. On traitera
ensuite le cas bidimensionnel, puis on présentera une ouverture vers le cas hétérogene.

2.3.1 Modéle homogeéne

Dans cette partie on prend uniquement la connexion homogéne en compte, c’est-a-dire on
suppose que la fonction de connectivité w(zx,y) (matrice de connectivité dans le cas discret),
dépend uniquement de la distance entre les variables d’espace avec une décroissance rapide.
Comme une premiére approximation réguliére de w(z,y) on prend

1 ==yl
w(z,y) =—e  ©
(z,y) = o
o ici, représente la gamme spatiale (de 'ordre de 1em pour les fibres intra-corticales, et 10 cm
pour les fibres cortico-corticales) et ||| représente la norme dans R™, n =1,2.
Or, x € T, donc tout y ¢ T' est considéré comme « loin » de z, on peut donc en premiére

approximation dire que
_llz—yll

e o ~0, Vyérl.
Eq (2.3.1) devient

D@, t) + Tihi(a,t) = / e*@.s@(y,t— |$_y‘))dy. (2.3.4)

v

Ce qui nous autorise & faire ’analyse de Fourier. Avant de continuer on va rappeller la définition
suivante :

Definition 2.3.1 Si f € LY(R") et u une mesure définie sur L'(R™), on appelle produit de
convolution de f et v et on le note pu* f, application de R™ dans R définie par

z— px f(x) =< py, f(z—y) >

le [y] en indice signifiant que la mesure p s’applique & la fonction de y, f(x —y).
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Maintenant, on est en mesure d’annoncer et démontrer les deux propositions suivantes :

Proposition 2.3.1 Soit p une fonction qui appartient & L*(R™ x R), ||.|| une norme sur R, v
et o deuz constantes positives, alors pour tout x € R et t > 0 [’égalité suivante est satisfaite

1 _llz—yl r—y
2 €7 p<y,t—7” ”)dy = px*p(z,t)
g Rn v

avec pu une mesure de Radon définie sur L'(R™ x R) par
p: LYR"xR) — R
1 l=zll

N S WL p(z, —)dx

Démonstration - On a

pxp(r,t) = <pymple—yt-—T)>

= /ne Sola yt—HUyH)y

_ / -~ lle=ul (Xt—”x_yH)dy

(Y

la derniére égalitée est obtenue en faisant le changement de variable
Yyr—x—y.
La proposition 2.3.1 est démontrée.
Proposition 2.3.2 La transformée de Fourier de la mesure p ainsi définie est égale a Ty ot

2 .
wg + wol .
1) = , ~1
f@t) = Gorarrae S 0

itw? + w3 )
f(xthat):Tro- 3 51 n = et ||(X7Y)||: \/X2+y2

212 4+ w? + 2itw — 202 (2% 4 23))2
20w2[w? + 2iwt + i%?]

T1,T9,t) = - - si n= et X, = |x| +
v
avec wy = — ;
o
Démonstration - Soit ¢ € D(R™ x R), alors
~ ~ 1 1x1 ||X||
<M >=<p,o> = 7 e o p(X, —)dX
g R

- 2 - // (2, )e XD dvdt ) d X
O_ n
B // / X1 Z(xx+t”X”)d)(> (z,t)dxdt
_ / / f(a t)p(x, t)dudt
R JR

= <Tf,(p >,
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avec

1. Sin=1,

Comme :

on a

f(,t)

f(z,t) = 1/ o~ 2 —iax ) g5

- 0 +o0o
= 1 / efe—i(rX—tf)dX+/ e—ée—in(wX—i-t%)dX}
20l —00 0
-t +
_ i / ooe_fe_i(_g;X-i—t}vf)dX_'_/ Ooe_ge_i(mX—l—t%)dX}
20 LJo 0
T[T —(Lyi(t-a) )X +o0 —(l i(t x)X
_ 1/ e (“”v )) dX+/ T }dX
20 Lo 0
e (a+tic)¢ 1
TS gl = 2.3.
/0 c ¢ a+ia’ (2:3.9)

v .
en supposant wyg = — ; on obtient
o

flt) = 21(7'[1+'<1t )+ 1+'(1t+ )]
= +ilLt—ux = +ilt+x
Oe v e v
_ 1 wo wo
B §[w0+z’(t—xv)+wo+i(t+xv)}
w%—f—iwot

= L} (R x R).
(w0+it)2+x2v2€ toc(R X R)

2. Sin=2et ||(z1,72)| = /22 + 23, on a

/1.2 2
20f(a:1,:c2,t)—//ei(\/kf+k§§+k1x1+k2xz)e k},+k2dkldk2.
R JR

Prenons le changement de variable :

ki =rcosf, kg =rsinb,

et supposons que

on obtient

Soit

T1 = pcosp, Ty =psing,

+oo 27w ) )
20 f(x1,20,t) = / / re—irstrpcos(0=¢)) .~ % 140
0 0

+o0o » 2T )
= / re"(=iv—7) / e irpeos(0=9) qr.q4g.
0 0

[

2m ) T
I= / e mPes(0=9)gr ot w=0—¢— —
0 2
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alors,

YTz 2
I — / elT’p Sll’lu.)dw — / e’LT’p s u}dw
—p—T 0

I est donc indépendant de ¢.
Prenons alors ¢ = 0, on obtient

2w 400 o L
20 f(x1,x2,t) —/ [/ re_r(’(?“cose)‘ﬁ)dr] df.
0 0

+o0 1
re”“dr = —.
0 a

20 f(z1, t)_/'hr df
LIt = (Z+1+4ipcosh)?

Rappelons que :

On obtient

Supposons que

1t 1
:Z—+— et b=ip,
v oo

2T de Q do
2 D= aTbeostZ 2) @tbcosd?
O'f(.%'hx% ) /0 (a—i—bcos@)z /0 (a—|—bcos@)27

soit ¢t = tang, alors

alors

+o00 dt 400 1442
20f(:n1,a:2,t):4/ 1472]52:4/ + 5dt.
0 (atbiEE)?® o (1) b1 - 2)

1+¢2

Supposons maintenant, que

1
a(l+t2) 4+ b(1 —?)

+oo
J= / Fla)dt;
0

F(a) =

et soit

un simple calcul nous donne

J /+°° dt
o a(l+1?)+b(1—1?)
e dt
N /0 a+b+(a—b)t2)

“+oo
N a+b/ t)

2\/@2 —b?
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or T oF aJ
°° 2
2 f (21, 22, 1) = —4/ gt =422 = 297
0 da da (a2 — b2)2
On remplace a, et b, par ces valeurs et on pose w = g pour obtenir
om(it 4 1
flz1,m2,t) = s G J,r”) 5
20(55 + 5 + 2+ af + 23)>
itw? + w3
- WU[Q 2 2 ; 2,2 ( 2 2\\3
i%t2 + w? + 2itw — %% (5 + 23))2
3. Sin=2et |[(z1,2z2)| = |z1]| + |x2], on a
1 ; Iy |+]
f(xhl‘g,t) = % / / e—z((|k1|+\k2|)%+k1m1+k2x2)6— kllj k2|dk1dk2
R JR
= 1|:/ e*l’(‘kﬂ%‘i’klxl)e*@dkl} |:/ e*’i(‘k2|%+k2x2)ef‘kf‘2ldk2:|
2U R R
B 20[ w§ + iwot ] [ w§ + iwot ]
B (wo +it)2 + z3v2] L(wp + it)2 + 2302
B 20w w? + 2iwt + i%t?]
 (w i)t + 02 (2? + 23) (w + it)? + vialad
O

Reprenons I'équation (2.3.4) et utilisons la proposition 2.3.1 on obtient

pr(Sop)(z,t) = ¢(a,t) + ¢, 1),

(2.3.6)
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2.3.2 Modéle homogéne unidimensionnel

Pour n=1, la transformée de Fourier (au sens des distributions) de I’égalité (2.3.6) donne
d’aprés la proposition 2.3.2

T = 0B (23.7)
avec
~ w§ + iwot

= e L} (RxR),
(wo + it)? + 2202 toc( )

ce qui implique

wg + iwot

— ) —
VT ) = [ i 1 2t

plz,t) (2.3.8)

Développons 1’équation (2.3.8) et utilisons les
propriétés de dérivation de la transformée de Fou-
rier. Puis, appliquant la transformée de Fou-
rier inverse on obtient 'équation aux dérivées
partielles suivante :

FIGURE 2.4 — la valeur normalisée de
la fonction de connectivité dans un mo-
déle unidimensionnel homogéne.

Thwe  + (14 2woT) 1y + (ng + 2wo) s — 02y +

wgw — PTigy = (wg —l—wogt)S(w) (2.3.9)

L’équation (2.3.9), avec les conditions aux limites présentées dans la section précédente gou-
vernent la dynamique des activités synaptiques si les hypothéses sont réalisées.

Le signal de sortie (efférent) ssorie(t) ou le signal qui sort de cortex vers les difféntes parties de
corps humain, est défini par :

Ssortie(t) :/Fﬂsortie(x)lb(xat)dx (2310)

oU Bsortie(x) est la localisation du cortex moteur, qui est la partie du cerveau qui commande les
mouvements. Autrement dit, Bsortie = 1r,,, ot I';; C I est le cortex moteur.

Remarque 2.3.1 En suivant la méme procédure, mais en incluant Uimpulsion thalamique p(x,t)
(voir la troisiéme partie), on obtient l’équation suivante :

0
Tus + (14 2007 )Pyt + (Twi + 2w0)bs + with — huy — PTe = (W +w0§)5(¢ +p) (2.3.11)

D’autre part, quand T tend vers zéro la fonction post-synaptique tend vers la distribution de Dirac
(voir remarque 2.1.1) et Uéquation (2.3.11) tend vers une équation d’onde amortie non linéaire
de la forme

Yit + (wi — AN + 2wothy = (wh + wo%)S(w +p) (2.3.12)

qui a €té proposée par Jirsa [27] en 1996. Une autre fagon de modéliser qui ameéne a cette équation
sera présenté dans I’Annexe A.
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2.3.3 Modéle bidimensionnel

Dans cette partie on va présenter un modeéle de Jirsa [26] dans le cadre d'une géométrie
bidimensionnelle, et en développer un autre : le premier en utilisant la norme euclidienne, et la
deuxiéme en utilisant la norme 11

Distance euclidienne
L’équation (2.3.7) donne pour 7 =0

w(:m,xg, ) é(:cl,azg, )p,

avec

—~ ) /2+k2
Gz, 22,t) = / / e~ {VRITRE S HRawr ko) o= dk1dk»
R JR

On obtient, d’aprés 2.3.1

~ itw? + w3
G($1,$27t> = FU[ 3]

212 4 w? + 2itw — 202 (22 + 23))2
ce qui nous donne formellement :

2

a 2 j_ 8
(at2+2wa+w —v2A)2 =710 (w +w 8) (¢ +p) (2.3.13)

Notre résultat contient des dérivées fractionnaires et nécessite un cadre fonctionnel complexe qui
rend la résolution de I’équation trés difficile, d’ou 'intéret de chercher un modéle équivalent dans
le cas bidimensionnel.

Utilisation de la norme [*

Physiquement, on sait qu'une partie de la connexion entre les neurones est homogéne, et donc
le poids de la connexion entre les neurones diminues si la distance entre les neurones augmentes,

on modélise ca par
1 ==yl

wlw,) = 5o

.|| peut étre la norme euclidienne ||.||2 présentée dans le paragraphe précédent, mais on peu
t étre 1 lidi ésentée d 1 h écédent i t
aussi prendre la norme ||.||; définie par :
[(@1, 22) |1 = |21] + |22
qui représente la méme phénoméne physique. Avec cette norme, on a d’aprés la proposition 2.3.1
20w2[w? + 2iwt + it?]
(w+it)* + v2(2? + 23) (w + it)? + via?ad

é(l’l,:l,’g,t) =

On obtient donc :

( +8)¢+ 2A[( +8)¢]+ 100, 2w’ + 2w + 2 |S[Y +pl (2.3.14)
Y VT ot Vot T T T e bl e
9., &
avec (W -+ &) w + 2&)& w
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Remarque 2.3.2 Les approches citées plus haut, ne prennent en compte que la connexion ho-
mogeéne, alors qu’il est connu d’aprés le travail de Braitenberg et Schuz [1], que les fibres corti-
cocorticales sont exclusivement hétérogénes. C’est pour cela que la majorité des modéles qu’on
rencontre sont unidimensionnels (les éléments non-nuls de la matrice de connectivité sont autour
de la diagonale, ce qui justifie le choiz d’une géométrie 1D).

Donc on peut conclure que dans des dynamiques a grande échelle I’hypothése d’homogénéité n’est
pas a priori justifiée. Dans des cas spéciauz la connectivité homogéne peut toutefois nous donnent
une bonne idée de la dynamique, c’est-a-dire quand on cherche les caractéristiques globales de l'ac-
tivité comme les propriétés dispersives du cortex, ot quand on a une matrice de connectivité trés
symétrique (activations localisées dans une seule région).

2.3.4 Inclure I’hétérogénéité de connexion

Comme on I’a déja dit la fonction de connectivité n’est pas a priori homogéne. Des travaux
récents 37| visent a ajouter un terme de connexion & double points hétérogene :

w(:p,y) = wh(xvy) + u}abé(:C - a)d(y - b) (2315)
+ Jad(z —0)d(y —a)

avec wp(x,y) est la partie homogene, wgy, et fqp est le poids de la connexion hétérogene.
L’équation (2.3.4) devient

vty +runant) = [ wnte)S (vt - T2y

c

[ (o= a3t~ )+ fuba — 050 - 0)) S (w(ut~ ) ay

Cc

_ /Rw(z,y).5’<¢(y,t— |$;y|))dy+het(x,t)

avec

het(a,t) = wadle—a) [ o~ DS (vt - =) ay

+ fusto =) [ o= @5 (vt - T2y
lz— bl

) + fadle~0)8 (a1~ 2=9)

c

= wed(z — a)S(w(b, t—
0 si r#aetx#b

— JwaS (bt - 1)
fanS (66,1 — 122))

w0
=

Tr =a

rz=25

n
—

On suivant les mémes procédures que les parties précédentes, on obtient

Gut + (Wf — AP + 2wo¢y = (Wi + wogt)S(w +p) (2.3.16)
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avec

d(x,t) = T(,t) + Y(z,t) + het(z, ).

Cette derniére équation généralise I’équation (2.3.12) au cas d’une connexion hétérogéne a double
points, et peut se généralisé facilement au cas d’une connexion & multiple points.
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Chapitre 3

Existence et unicité de la solution d’une
équation des ondes amorties

Ce chapitre est consacré a ’é¢tude de I’équation des ondes amorties suivante :

uy — alAu = a(u,p)ug + b(u,p,pr), dans [0,400) x Q (3.0.1)
u(0,-) = ug u(0,+) = uy. (3.0.2)
u = 0, surl0,+00) x 00, (3.0.3)

qui généralise I’équation (2.3.12). Il est constitué principalement de deux résultats, 'un porte
sur ’existence d’une solution globale en temps et I'autre sur la dépendance continue de la so-
lution par rapport aux données initiales en dimension un. Une des nouveautés de ce travail est
que la fonction a(u,p) est non-linéaire et n’est pas forcément positive (voir Annexe A, pour une
comparaison détaillée avec les travaux récents).

Dans ce chapitre on donne uniquement les éléments de la preuve des théorémes, la démons-
tration détaillée sera présentée dans I'annexe A.

Notations

Les notations et terminologies introduites dans 'annexe A seront utilisées ici.

— Q est un domaine ouvert dans R"(n < 4) avec une frontiére réguliere 0€2.

— uz et uy désignent respectivement la premiére et la deuxiéme dérivée de u par rapport au
temps t.

A est Uopérateur de Laplace et p est une entrée extérieure.

— Il IIlloo €t |||z désignent respectivement les normes dans L?(Q2), L™ et H(Q) .

— (.,.) désigne le produit scalaire dans L.

Principaux résultats

Théoréme 3.0.1 soit T > 0, supposons que
(A1) a € CHR% R), b € CH(R?,R) respectivement. a, Va et Vb sont des fonctions uniformément
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bornées.

(A2) |b(u, p,q)(t,z)| < Cilu(t,x)|+C2 p.p. sur[0,T)xQ avec Cy et Co des constantes positives.
(4s) p € HA([0,T), I®(2)).

(A1) (wo,u1) € HAR) x HL(9),

Alors le probleme (3.0.1), (3.0.2), (3.0.8) admet (au moins) une solution faible (voir I’Anneze
A pour la définition d’une solution faible) u sur [0,T) et

we H(0,T), L2() N H(0.T), H(2))

Idée de la démonstration - En utilisant la méthode de Galerkin, soit {wy};° une base orthonor-
male de L?(2).

On construit une solution u™ approchée sous la forme

n

() = 3 dF (b,

k=1
avec d™F vérifiant certaines équations différentielles ordinaires.
La suite u, vérifie
1. u” est bornée dans L>°([0,T), Hj (Q)) N L*([0,T), H}(Q)).
2. ul est bornée dans L>([0,T), Hi(Q)) N L2([0,T), H}(Q)).
3. ul est bornée dans L>([0,T), L*(Q)) N L([0,T), L*(2)).

Ce qui nous permet de démontrer I’existence d’une sous-suite u” telle que

" — faiblement dans H3 ()

Uy — Uy faiblement dans L*(12)
a(u",p)uy — a(u)uy faiblement dans L?(Q)
b(u™,p,p;) — b(u,p,p;) faiblement dans L?(€).

— Faisons tendre n vers l'infini, on obtient le résultat demandé.
O

Corollaire 3.0.1 Supposons que les hypothéses du théoréme (3.0.1) sont vérifiées, pour toute
T > 0. Alors u est une solution faible globale du probléme (3.0.1), (3.0.2), (5.0.3).

Théoréme 3.0.2 Supposons n = 1 et les hypothéses du théoréme (3.0.1) vérifiées pour une
certaine T > 0. Soit u,v deuz solutions du probléme (3.0.1), (3.0.2), (3.0.3) qui correspondent
(respectivement) auz données initiales (ug,u1) et (vo,v1) € HE(Q) x HE(Q). Donc pour presque
tout t € [0,T) on a

lue(8) = w7 + Jut) = v@)IF < M(T)([Jur — v1]]* + [luo — wol[?),

avec, M(T') une constante positive qui dépend uniquement de T
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Idée de la démonstration - Soit w = u — v, on démontre que w vérifie

%(leﬁ(t)ll2 +w®I) < M(lw®] + lw®)lf), pp-te[0,T). (3.0.1)

En appliquant I'inégalité de Gronwall on obtient
loe(@)I7 + lw@®F < M(T)(|lwe(0,2)[* + [lw(0,2) ), p-p. t €[0,T) (3.0.2)
D’ot le résultat. O
Corollaire 3.0.2 I’EDP (2.3.12) est un cas particulier de ’EDP (3.0.1) avec
a(u,p) = woS(u + p) — 2w,

et
b(u,p,p) = —wgu + wSS(u +p) +woS(u + p)p;.

D’ou Uezistence et 'unicité d’une solution faible globale en temps pour cette équation. Les com-
portements asymptotiques seront étudiés dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4

Approximation numérique

Ce chapitre porte sur I’étude numérique et asymptotique de I'équation de Jirsa (2.3.12)
qu’on va la développer et rappeller ces conditions initiales présenter dans le chapitre 2 ici (pour
simplifier on va supposer que 2 =]0,1]) :

ut +wo(2 = Su+p)ue = ugs +wi(—u+ S(u+p)) +wopeS(u+ p)
dans [0, +00)x]0,1[
u(0, ) = ug, u(0,-) = wy (4.0.1)
u(0) =0, u(l)=0

On va traiter notre probléme en plusieurs étape :

Dans un premier temps, on négligera le terme source S. On obtient alors une équation aux
dérivées partielles linéaire dont on calcule la solution exacte. On développe ensuite un schéma
explicite dont on démontre la stabilité, et & la fin de cette partie, on compare les deux solutions
approchée et exacte.

Dans un deuxiéme temps, on ajoute la fonction non linéaire S. On étudie le comportement
aymptotique de la solution unique de I’équation trouvée. On discute l'influence de ce terme sur
le schéma développer dans la premiére partie, particuliérement le cas ou S est une source raide,
et a la fin de cette partie, on compare les comportements de deux solutions approchée et exacte.
Finalement, on ajoute la fonction d’impulsion extérieure p et on présente quelques résultats
d’expériences numériques.

4.1 Modéle linéaire

En supposant que la fonction non-linéaire S est nulle, ’équation (4.0.1) devient un cas par-
ticulier de 'EDP suivante
Ut + aup = Cugy — (4.1.1)

avec a et A deux constantes quelconques.

Dans cette partie, on va calculer la solution explicite de (4.1.1), avant de la reconstruire numé-
riquement avec un schéma aux différences finies dont on démontre la stabilité. En s’inspirant de
ce schéma, on développera dans la suite un schéma explicite-implicite dans le cas non-linéaire.
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4.1.1 Solution exacte

L’EDP (4.1.1) est linéaire donc la solution est formée d’une combinaison linéaire de toutes
les solutions a variable séparée, c’est a dire

u(t,z) = Zanu”(t,x) avec  u"(t,x) = Fp(x)Gy(t).

Pour chercher les solutions a variables séparées, on remplace u(t,x) par F(x)G(t) dans (4.1.1).
On obtient formellement

F(x)Gy(t) + aF(2)Gy(t) = 2 Fu(2)G(t) — \F(2)G(t),

donc
A Fyp(x) — A\F(2) _ Gu(t) + aGy(t)

F(x) G(t)

avec k une constante. On obtient donc deux EDOs distinctes, une pour G(t) et une autre pour
F(z). Les deux EDOs sont

=k

Atk
)

Gu+aGy —kG(t) =0 et Fyx(x) — F(x)=0 avec F(0)=F(1)=0.

L’équation en F est de type Sturm-Liouville (EDO homogéne avec conditions aux bords homo-
génes). On sait que si on prend A+ k& > 0 on obtient la solution triviale u(t,z) = 0. On choisit
alors k tel que A + k soit négatif, soit k = —(cd)* — X, ce qui donne

Fpo(x) + 6%F(2) =0 avec solution F(x) = Cysin(dx) + Co cos(6x)

C1(0) + Ca(1);

enz=0, F(0)=0
0= Cjsin(9) donc § = nm pot

En appliquant les conditions aux bords, on obtient : enz=1 F(1)

On obtient donc ’ensemble des solutions suivantes
F,(z) = Csin(,x), avec &, =nm.
L’équation en G qui correspond & chaque n est donc
Gy + aGy + ((enm)®> + NG (t) = 0

qui a la solution suivante :

Gult) = eap(S20) [Crerp(Yo201) + Cpean( Y200

avec A, = a® — 4((enm)? + N).
La solution générale est alors

u(t,z) = Z sin(mrm)exp(_?at) [C{‘e:cp( _ZAn t)+ C’Sexp(\/QAint)}. (4.1.2)
n>1
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Cas particulier

Si on considére les conditions initiales suivantes
u(0, ) = sin(mz), ut(0,z) = 0. (4.1.3)
En remplacant dans (4.1.2), on obtient

u(0,z) = Z:sin(mr:r)[C'{1 + C3] = sin(nx),

n>1
u(0,2) = Zsin(mrm ( [CT + CY] — /—AR2[CT — ) =
n>1
Ainsi
01 —+ 02 \V — 2 C?’l = Vn 2 1
et
n n J1 si n=1
o _{0 § on>1

La solution est alors
cosh(Wt) + 5 sinh(Wt) si a? > 4((cm)? 4 N)

u(t,z) = sin(mx)exp(_?at) 1+ 4t si a? =4((cm)?+ N
cos(Wt) + g sin(Wt)  si a? <4((cm)? + A)

avec W = \/|a2 "+ )
2
Remarque 4.1.1 Si on considére [’équation suivante
gt + aup = gy — M+ 3, (4.1.4)
la solution générale est sous la forme
v(t,z) = u(t,z) + v(x),

avec u vérifiant (4.1.1), et v vérifiant I’équation suivante

P ae — Ny = =B

La solution est donc donnée par

u(t,z) = Z sin(mrx)exp(_?at) [C{Lexp(_TAnt) + Cgexp(\/ﬁint)} +7(x) (4.1.5)
n>1
avec s
_ﬂ efcxz eg:ﬁ
0= m w1
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4.1.2 Meéthode des différences finies

Pour des conditions initiales quelconques, le calcul de la solution exacte (4.1.2) revient a
calculer la somme d’une série numeérique en chaque point (voir (4.1.2)), ce qui est pas toujours
facile & évaluer.

Dans cette partie, on va développer un schéma numérique qui nous permet de trouver facilement
une valeur approchée de la solution de I’équation (4.1.1) pour des conditions initiales quelconques.
La valeur approchée sera comparée avec la solution exacte dans le cas particulier des conditions
initiales (4.1.3).

L’équation (4.1.1) peut étre discrétisée comme suit :

n

1 n n—1 n+1 n—1 n _ n
ulttt — 2y +u ulttt — u 2ug, +up,
m m m m m_ 2"m+l m m—1 ™ 0 (416)

(A1)? T oA e

1
ou u,, désigne l'approximation de u au point (z,,t,), avec (zm,t,) = (MmAzx,(n — §)At) et
m=0,1...N;n=0,...
At désigne le pas de discrétisation temporelle uniforme; Ax le pas spatial et N est un entier
donné tel que Az = N (remarquons que (xg,t9) = (0,0) et zy = 1).
Il est clair que (4.1.6) est un schéma de différences finies consistant (voir[9], pour la définition
d’un schéma consistant) et précis a ordre 2 en espace et en temps. Dans la suite, on va étudier

sa stabilité (on rappelle quun schéma est convergent si et seulement si il est consistant et stable
(voir|9], par exemple).

4.1.3 Stabilité et analyse de Fourier

Numériquement, I'instabilité d’un schéma se manifeste par des oscillations non bornées de
la solution approchée. Cette définition n’est pas trés précise mathématiquement. Afin de donner
une définition plus précise de la stabilité, nous avons besoin de définir une norme pour la solution
numérique u" = (uy,)o<m<N-

Nous reprenons les normes classiques sur R" que nous pondérons simplement par le pas
d’espace Az :

N 1
lully = (D2 Awlug,l?)” (4.1.7)
m=1

ot le cas limite p = 0o doit étre compris dans le sens ||.||cc = max |uy|.

1<m<N
Remarquons que la norme ainsi définie dépend de Az & travers la pondération mais aussi a
travers l'entier naturel N car Az = —. Grace & la pondération par Az, la norme |u"|, est

identique & la norme LP(0,1) pour les fonctions constantes par morceaux sur les sous-intervalles
[i, zit1] de [0,1]. Souvent on I’appellera donc norme « L ».
En pratique, on utilise surtout les normes correspondant aux valeurs p = 2, cc.

Definition 4.1.1 Un schéma numérique auz différences finies est dit stable pour la norme ||.||
définie par (4.1.7), s’il existe une constante K > 0 indépendante de At et Ax (lorsque ces valeurs
tendent vers zéro) telle que

[u"(l, < K|[u®|l, pour toutn > 0,
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quelle que soit la donnée initiale u°.

Stabilité en norme L?

Pour les équations hyperboliques du second ordre, il est courant d’étudier la stabilité au sens
L? plutot que de I'étudier au sens L. cette stratégie est diie au fait qu’en générale ces équations
ne vérifient pas le principe de maximum qui est la version continue de la stabilité sous la norme
L°°. Par contre on a en général une conservation de I’énergie (équation des ondes classique) ou
dissipation de I'énergie(I’équation (4.1.1)). Ce qui motive ’étude de stabilité au sens L2. Pour
ce faire, on suppose que les conditions aux limites sont périodiques, qui s’écrivent (u(x,t) =
u(zx 4+ 1,t)) pour toutx € [0, 1] et tout ¢t > 0, ou Dirichlet homogéne (u(0,t) = u(1,t) = 0).
A chaque vecteur u" = (u),)o<m<n, on associe une fonction u"(x) constante par morceaux,
définie sur [0, 1] par

u(x) =up, st xXm <X < Xyl

Ainsi définie, la fonction u™(x) € L?(0,1) peut se décomposer en une somme de Fourier. Plus
précisément, on a

u(x) =Y i (k)exp(ikz)

keZ

1
avec 4" (k) = / u"(x)exp(—ikx)dz et la formule de Plancherel
0

1
/0 (@) Pz = 3 ().

kEZ

On note v"(z) = u"(x + Ax), alors 0" (k) = 4" (k)exp(ikAzx).
Expliquons maintenant la méthode sur le schéma (4.1.6). Avec nos notation, on peut réécrire ce
schéma, pour 0 < z <1,

u"t(x) — 2u™(z) + u" () N au”“(x) —u" ()
(At)2 2At
u(x + Az) — 2u™(z) + u(x — Ax) n
—c (Ar)? + Aul = 0. (4.1.8)

Par application de la transformée de Fourier, il vient

ﬁnJrl(k) _ zan(k) 4 ,llnfl(k) Qan(kxeikAx ) efikA:v)

(A1)? e (Ax)? "
aanﬂ(kégfnl(k) Faa(k) = 0
on multiplie par (At)? et on suppose que R = %, on obtient
"t (k) — 20" (k) + @7 (k) — Ra" (k)| *A7 — 2 4 e7FAT 4 %At(a"“(k) — "' (k)

+ AAp?at(k) =0



CHAPITRE 4. APPROXIMATION NUMERIQUE 52

Alors,
2[2Rsin?(852) — 1+ (A1)%3)] | _ oAt
"t (k) + (k) + ——3 =0 4.1.9
Autrement dit,
a1 2[2Rsin2(’“§w)—1+(m)2g} N n
Arn+1 _(u (k) _ | = _1 2 U (k) _ rn
1w = () = ro e | (i) = Amom e,
1 0
et donc R R
UL (k) = A(k)"U (k) (4.1.10)
Avant de continuer rappellons la définition suivante
Definition 4.1.2 Soit ||.|| une norme vectorielle sur R™Y . On lui associe une norme matricielle,
dite subordonnée & cette norme vectorielle, définie par
A
1A] = 1At _ (4.1.11)

z€R2 x#0 HUH N

Soit alors, ||Al|2 la norme matricielle subordonnée a la norme euclidienne dans R?, on en déduit
donc de (4.1.10) que le coefficient de Fourier u™(k) est borné lorsque n tend vers l'infini si et
seulement si

JA(R) s < M Yo >1 (4.1.12)

Par conséquence si U'inégalité (4.1.12) est vraie quelque soit le mode de Fourier k € Z, par la
formule de Plancherel on en déduit

lulla =Y (k) < K> ([u(®)1P + l[ut (k)17) = [lu®l5 + lu'll3,
kEZ kEZ

c’est a dire la stabilité L? du schéma.

Stabilité au sens de von Neumann

L’inégalité (4.1.12) est vérifiée si et seulement si
|A(k)|]2 < 1. (4.1.13)

Avant de continuer on va rappeler les propriétés suivantes (voir [9] pour plus de de détailles)

Proposition 4.1.1 Soit ||.| une norme matricielle subordonnée sur My (R).
— si p(A) désigne le rayon spectral de A, alors p(A) < ||A||, de plus si la matrice A est
normale (réelle, symétrique) on a p(A) = ||A|l2, ot ||.||2 est la norme subordonné a la

norme euclidienne dans RY .
- p(A) < 1 si et seulement si, il existe au moins une norme matricielle subordonnée telle que

A < 1.
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~ soient A et B deuz matrices. On a ||AB|| < ||A]|||B|.

On appelle condition de stabilité de Von Neumann la condition
p(A(k)) <1 pourtoutmode k€ Z, (4.1.14)

Il est clair que la condition de stabilité de Von Neumann est une condition nécessaire de
stabilite L? (donc de convergence), mais pas suffisante. Toutefois, vue la proposition (4.1.1), on
peut prétendre que la stabilité au sens de von Neumann « n’est pas loin » de la stabilité L2,
grace a Pexistence d’une norme matricielle subordonnée inférieur a un et parce que p(A) = || 4|2
si la matrice A est normale. Ici la matrice A(k) n’étant pas normale, on se contente d’étudier la
stabilité au sens de Von Neumann.

Les valeurs propres de A(k) sont les racines du polynéme du deuxiéme degré

2[2Rsin?(552) — 14 3(A02] 1 _ e .
T+ =0.
Y

2
e+ Al

. . 1— a8t . .
Le produit de deux racines est égal & {—z47, donc p(A(k)) <1 sila somme de deux racines est
2

inférieure & 1. Autrement dit,

EA A
2Rsin2(?x) —1+SAP <14
et donc le schéma est stable au sens de von Neumann sous la condition (C.F.L), R < 1 et

AL < a.

alt
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Résultats des tests numériques

o solution exacte, t=1000(dt) 5 x20” solution exacte, t=5000(dt)
-0.1 e 6 e
-0.2 B af B
-0.3 e 2t e
) 0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 0.2 0.4 0.6 0.8 1

o solution approchee, t=1000(dt) gx10” solution approchee, t=5000(dt)
—0.1 e 6 e
-0.2 B at B
-0.3 e 2t e
) 0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(A) T =1 (B) T =5

L x10° solution exacte, t=10000(dt) La solution exacte pour a=2, o=1 et lambda = 5

3l 4

2 4

1l 4

% 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -

o= =T D= o= 1

L x10° solution approchee, t=10000(dt)

3l 4

2k 4

s 4

% 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(¢) T =10 (D) Comparaison entre les deux solu-
tions en 3 dimensions

FIGURE 4.1 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée dans le cas
d’un amortissement positif (a = 2), A =2

solution exacte (rouge) et approchee (bleu), t=1000(dt) solution exacte (rouge) et approchee(bleu), t=7000(dt)
o 600
—-0.5 —
400 1
s 1
200 1
-1.5 —
-2 o
o 0.2 0.4 0.6 o8 1 o 0.2 0.4 0.6 o8 1
solution exacte (rouge) et approchee (bleu), t=5000(dt) x10°  solution exacte (rouge) et approchee(bleu), t=10000(dt)
200 3
150 1
2l 1
100 1
1l 1
50 1
o o
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(A) En haut T=1, En bas T' =5 (B) En haut T'=7, En bas T'= 10

FIGURE 4.2 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée dans le cas
d’un amortissement négatif (a = —2), A = 2
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Les Figures (4.1) et (4.2) représentent les résultats obtenus avec le schéma (4.1.6). L’algo-
rithme utilisé est implementé dans le logiciel Matlab (Version 7.04), les calculs sont effectués sur
un intervalle de longueur 1 avec un pas d’espace Az = 0.1, un pas de temps At = 0.01 et un
temps final 7' = 10. La condition initiale ug est un sinus, tandis que u; est nulle. Les conditions
aux limites sont de type Dirichlet.

On peut s’apercevoir que si a est positive la solution tend vers zéro & l'infini, alors qu’elle
explose dans le cas contraire ce qui est en accord avec 'instabilité du schéma dans le cas d'un
coefficient d’amortissement négatif.
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4.2 Modéle non linéaire

Dans cette partie, on va spécifier la fonction non-linéaire 5,

1
Sr)=———
(z) 1+ exp(—ax)
qui représente la probabilité du déclenchement d’un flux nerveux (voir chapitre 2), la valeur de
la fonction et de ses dérivées dépend du parameétre «, qui représente un coefficient qui dépend du
neurone. Dans cette partie, On va négliger 'impulsion extérieure p, ’équation (4.0.1), devient

osl

o6l

o.af

ozt

0.2 1.5
“s50 o 50 “Bo ) 50

(A)a=1 (B)a=5
w0 —_
oo \\\\
5 -1 ~
—300 \\
(¢) S et S, quand o = 50. (D) S, S et S, quand o = 50
A
300 [
/
oo /|
: |
—100 ‘ “/
~200 “ “\
I
—400 U
(E) Représentation de S, S et S,
quand « = 50 sur un grand intervalle.
FIGURE 4.3 — Les fonctions S [en bleu], sa dérivée S(z) = 29202 Jon vert| et sa
(1+exp(—ax))

a?exp(—ax)(1—exp(—ax
(Treap(—az))?

dérivée seconde S(x) = ) [en rouge], pour des différentes valeurs de .
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up + wo(2 — S(u))ut gy + wou = wOS( ). (4.2.1)

Les termes en gras désignent les termes non linéaires ajoutés a 1’équation (4.1.1).

4.2.1 Comportement de la solution

Soit E(t) I’énergie de la solution définie par
Lo fh Lo o [T
Bt) =5 ([ lul+ | Fusl+ud [ u?)
0 0 0

Proposition 4.2.1 Sous des conditions initiales de type Dirichlet homogéne, et pour une valeur
de « suffisament petite, l’énergie de la solution de l’équation (4.2.1) converge exponentiellement
vers zéro a4 l'infini.

alors,

Démonstration - on multiplie (4.2.1) par u; on obtient
gy + wo(2 — S(u))u? — Puptge + wiuu, = wiS(u)uy,

en intégrant sur [0, 1], on obtient
1

1d /12 2.2 2,2 ! / : 2
u c U, woh dCC Ut Uy < w 2 SU wo)|u
Qlt(o(t+ +o)) {t}o_ 00( (u) — wo)u]

ce qui donne

1d

57 (el + w2+ wfllul?) < =Nl

pour une valeur de « suffisament petite (voir Figure 4.3, prenons o = 4 et wy = 1 par exemple).
Donc E(t) est une fonction décroissante en temps vérifie

d

ZB) < — N ||ug)2. (4.2.2)

Maintenant multiplions (4.2.1) par u, on obtient

U + Wy (2 — S(u))utu — Putlyy + wou = wOS( u,

intégrant sur [0, 1] x [S,T], on obtient

/ / Ut + Wy 2—5( ))utu+cu +w0u —wo/ / S(u

En intégrant par parties par rapport & t, on obtient

/ / —u? + Pul +w0u2——/01 [uut}:dx—/OI/ST%(?—S(U)>Utu+wc2)/(]1/gTS(“)“
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ce qui nous donne

/E dt—2//ut / uut d:v //w02 S(u utu+w0//5 . (4.2.3)
Le but maintenant est de majorer le terme de droite par E(S) et 6/ E(t), avec € < 2 stricte-
S
T 4 T 1
/ E(t)gN/ / u?
g dt s Jo
T 1
|| i< c(es) - ) < cEs)
S JO

avec C' une constante générique. D’autre part, pour tout ¢t € [S,T] on a

ment.
En intégrant (4.2.2), on a

et par conséquence,

1
| [ ] <l + el < B0
0

par les inégalités de poincaré et Young. Ceci donne
1 T
_ / ] < CB(S) + CB(T) < CB(S)
0

car E est décroissante.
Utilisant (4.2.3), on obtient

2 /S " B(t)dt < CE(S) — wp /S ! /0 " - E())un + o2 /0 1 /S Usw (424)

o [ 0tz = S| <

or

D’apreés les inégalités de Holder et poincaré. En utilisant I'inégalité de Young et (4.2.2) on obtient
pour tout t € [S,T]

L

! - 2 2
wo / u(2 ~ S(u))mdz] < el + ) ~ C(0) %

donc

’wg /ST /01 u(2 — S(u))ut‘ <e /T E(t)dt + C(e)(E(S) — E(T)).

S
En utilisant (4.2.4), on obtient

/E )dt < C(e /E dt+w0// S(u (4.2.5)
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D’autre part, comme S(u) <1, on a

1
wg/ S(u)udr < wd||ul|?
0
Or d’aprés par la définition de I'énergie et 'inégalité de poincaré on a
201,112
wollul|” < (2 — k) E(?)

avec k une constante non nulle.
Prenons € suffisament petit et utilisons (4.2.5), on obtient

/ T B(t)dt < AE(S), VS > 0. (4.2.6)
S

Maintenant on va utiliser le lemme de Komornik [25] suivant

Lemme 4.2.1 Soit E : Rt — R une fonction décroissante qui vérifie pour une constante A
linégalité
o
/ E(t)dt < AE(S), VS > 0. (4.2.7)
S

Alors on a

E(t) < e:cp<1 - %)E(O), vt > 0.

en appliquant ce lemme sur l'inégalité (4.2.6) on obtient le résultat demandé.

4.2.2 Schéma numérique

Le terme source S(u) est majoré par un et parsuite il ne va pas poser de probléme numé-
riquement, on le discrétise donc explicitement et on se contente d’étudier la stabilité du shéma
numérique de 1’équation homogéne suivante :

ugy + wo(2 — S(u))uy — gy + wiu =0, (4.2.8)
Pour cette équation on propose le schéma suivant :

ultl — 2yn 4yt N wo(2 — S(Out + (1 — O)ul))

(A1) AL m
o oUmyr —2up tup g,
= - (B)? TS — Wi, (4.2.9)

avec 0 < 0 < 1 un paramétre d'implicité. Si € = 0 le schéma est alors explicite.
Le schéma pour 'équation (4.2.1) est donc

ulbtt — 24 4yl + wo(2 = S(Oup" + (1= O)uy,)) u

n n n
o Upm41 — 2um + Um—1

= c (A)? — Wi <ufn — S(u%)) (4.2.10)
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Consistance du schéma

On définit l'erreur de troncature du schéma (4.2.9) par

(AL Ag) = WEALT) = 2&(’;’;) tult = Abe) (Ai)? [u(t,x + Ax) — 2u(t, )
wo (2 — S(0u(t + At,z) + (1 — O)ult, x)))
+ wu(t,x — Aac)} + SA7 [u(t + At, z)
— u(t — At, x)} + wiu(t, ). (4.2.11)

11 est clair que pour une solution u suffisament réguliére
N(At,Az) — 0, quand (At, Ax) — 0,

et donc le schéma est consistant.

Stabilité au sens de Von Neumann

Lemme 4.2.2 Si a <8, alors le schéma (4.2.9) est stable (et donc convergent) pour tout 6.
Démonstration - Soit '
a(u) =2 — SOu + (1 — O)u?)

m

D’apres la section précédente, le schéma (4.2.9) est stable au sens de von-Neumann si

R<1, et0<At< -, (4.2.12)
wo

Si oo < 8 alors a est positif et donc (4.2.9) est stable sous la condition (4.2.12).
Tests numériques

a) Test numeérique 1

Quand « est nul, I’équation (4.0.1) devient

1
2 2
u + 2woup = Ugy +wi(—u+ 5)),
sous les conditions initiales suivantes

u(0,z) = sin(mz) + v(x), u(0,2) =0, Va e [0,1]

avec
_1 e_“;’:(]z e—“zof
v(z) = 7[ —5 T+ —5 — 1
l1+e e 14+e <

la solution est (voir la remarque 4.1.1)
u(t, x) = ui(t, z) + ()

avec u; la solution du probléme linéaire (4.1.1) sous les conditions initiales (4.1.3).
La figure 4.2.2, montre la différence entre la solution approchée calculée avec l'algorithme du
schéma (4.2.10) et la solution exacte.
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(A) la solution approchée (B) la solution exacte

FIGURE 4.4 — Comparaison entre la solution exacte et approchée quand « est nulle

b) Test numérique 2

La figure 4.5 représente la solution approchée du probléme (4.2.1) avec une valeur de a = 4
et les données initiales suivantes :

u(0,z) = cos(mz),  w(0,2) =0, Vzel0,1], (4.2.13)
w0,2) = =z , w(0,x)=1, Vze]l0,1]. (4.2.14)

On voit bien que la solution oscille de moins en moins quand le temps augmente jusqu’a tendre
vers zéro a l'infini, ce qui est en accord avec la proposition 4.2.1.

4.2.3 Traitement du cas d’une EDP raide

Si la valeur de « est proche du seuil (la valeur maximum qui assure la stabilité), dans ce cas
PEDP (4.2.1) peut étre raide (changement important de la valeur de S dans un petit intervalle,
voir Figure 4.3). Donc le schéma explicite dans ce cas est moins précis. Généralement, les
schémas implicites sont plus précis dans ce genre de probléme, d’otu I'intérét d’inclure le coefficient
implicite 6.

Linéarisation

le terme implicite S(Guﬁj‘l +(1- H)u;lb) (u’ﬁnJrl - u"m_1> dans (4.2.10) peut étre linéarisé en
temps de la maniére suivante :

s(eu"m+1 +(1- e)ug)ugjl = S(uP)utt + 025 (ul, Jun (u;;jl - u;) +O((A?)

m

et

S(eugjl (1 0)un )un—l = S )ut 1 02 (u Yur! (u"+1 - u%) +0((AL?)

m ) m m m m
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U< 10 0% w1

(A) la solution approchée sous (4.2.13) (B) la solution approchée sous
(4.2.14).

FIGURE 4.5 — La solution approchée de I’équation (4.2.1) pour une valeur de a = 4 et
sous les conditions initiales (4.2.13) et (4.2.14).

donc

S(Oup - (1=0)up,) (up™ —up ) = S (up,) (upy "~ )67 (up,) (uiy, "~ (u, ) +O((A1)?)

m m

et on obtient alors, le schéma suivant

= 2up e =SB ey wof8G)
Unm+1 = 2y, + Uy 2(. n n

Si 6 = 0 on réobtient le schéma (4.2.10) dans le cas explicite.

Remarque 4.2.1 Sile terme non-linéaire est traité explicitement sans linéarisation temporelle,
on obtient un systéme d’équations algébriques a chaque instant, qu’on peut résoudre en utilisant
la méthode de Newton-Raphson.

Remarque 4.2.2 L’étude de la stabilité du schéma linéarisé (4.2.15) est délicate, on se contente
ici de dire que c’est une version linéarisée d’un schéma stable.

Remarque 4.2.3 Le schéma (4.2.15), peut étre généralisé sans difficulté a plusieurs autres va-
riétés de fonction S.

La figure 4.6 montre que la norme infinie de la différence entre la solution explicite et implicite est
négligeable ici. Ce qui montre que le schéma (4.2.10) est trés précis pour ce type de nonlinéarité.
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FIGURE 4.6 — La solution avec le schéma explicite (6 = 0) [en bleu| et implicite (0 = 1), et

la différence entre les deux solutions pour une valeur de o = 4 sous les conditions initiales
(4.2.13).
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FIGURE 4.7 - la solution approchée de I'équation (4.2.1) sous les conditions initiales (4.1.3)
quand o = 20.

4.2.4 Cas d’une grande coefficient de sensibilité

Si a est grand (dans un sens & définir), le comportement asymptotique de la solution devient
plus délicat. Toutefois, on peut s’inspirer du travail de Freitas [8] dans le cadre de 1’équation
suivante

gy + b(x)uy = gy, (4.2.16)

pour prédire que la solution devient instable & l'infini. En fait, Freitas a démontré que la solution
de (4.2.16) devient instable si le terme d’amortissement change de signe et a une norme infinie
||.]|co suffisament grande, ce qui est le cas ici. Cette prédiction on va la confirmer numériquement.
En effet, quand la solution u?, s’approche de zéro, u™"! va augmenter & I'itération suivante et
donc S (uF1) devient grand et par suite u%"? décroit & nouveau et ainsi de suite, et la solution
va alors osciller indéfiniment avec une amplitude proportionnelle & o comme le montre la figure

4.7 tracée pour une valeur de a = 20.



65 CHAPITRE 4. APPROXIMATION NUMERIQUE

4.3 L’infuence de I'impulsion thalamique

Maintenant on va reprendre I’équation initiale (4.0.1), ¢’est a dire on prend 'impulsion tha-
lamique en considération. Pour ce probléme, plusieurs schémas stables peuvent étre utilisés. On
va prendre le plus simple parmi eux, c’est & dire, le schéma explicite suivant

U — 2up, + U wo(2 = S(us, + prn))

n+l _  n—1
(At)2 SAL (™ — v, ) (4.3.1)
o 2u?n+1 - 2u?n + u:vl@—l Y n n n o, n n

avec p), désigne la valeur de p au point (x, ty).
Les figures suivantes montrent les résultats obtenus pour différents type d’impulsion p. La solution
avec impulsion est tracée en couleur rouge, sans impulsion avec la couleur bleu et la différence
entre les deux solutions en vert. La troisiéme sous-figure représente p. On peut vite remarquer
que si la valeur de p est initialement concentré sur un intervalle, il influencera au cours du temps
toutes les valeurs de la solution (effet non local).
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FIGURE 4.8 — la valeur de l'activité sous les conditions initiales (4.2.13) et avec une
impulsion p(t, z) = exp(—50(z — 3)?).
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FIGURE 4.9 — la valeur de D'activité sous les conditions initiales (4.2.13) et avec une
impulsion p(t, z) = 10exp(—5(x — $)?).



CHAPITRE 4. APPROXIMATION NUMERIQUE 68

1 ‘ 02
IS
0 e
N
4 ‘ ‘ ‘ ‘ 02 ‘ ‘ ‘ ‘
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
02 ‘ 01
0 0
-02 : -01 :
0.2 04 06 08 1 0 0.2 04 06 08 1
100 ‘ 100 ‘
) J\ 7 ) J\
0 0
0 0.2 04 0.6 08 1 0 0.2 04 06 08 1
(W) T =1 (B) T=5
02 ‘ 02
01 Py
02 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘
02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
01 0.06
S 0.04f — o
ol
002}
-0.1 0 :
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
100 100 ‘
. /\ | sl /\
0 0
0 0.2 04 0.6 08 1 0 0.2 04 0.6 08 1
(¢), T=T7 (p) T'=10

FIGURE 4.10 — la valeur de l'activité sous les conditions initiales (4.2.13) et avec une
impulsion qui rapproche la distribution du dirac p(t,z) = 100ezp(—50(z — 1)?).
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FIGURE 4.11 — la valeur de Dactivité sous les conditions initiales (4.2.13) et avec une
impulsion qui dépend du temps, p(t, z) = sin(t)ezp(—50(z — 1)?).
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FIGURE 4.12 — la valeur de l'activité sous les conditions initiales (4.2.13) et avec une

impulsion qui dépend du temps et qui rapproche la distribution du dirac p(t,z) =
100 sin(t)exp(—50(z — $)?).
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FIGURE 4.13 —la valeur de I’activité sous des conditions initiales non périodiques u(0, z) =
et u(0,z) = 0, avec une impulsion p(t, z) = 100 sin(t)exp(—50(z — 3)?).
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4.4 Conditions aux limites de type Neumann

Dans ce qui précédent, on a pris des conditions de type Dirichlet, mais ca peut se généralisé
facilement aux conditions périodiques ou de type Neumann.
La figure 4.14 montre le résultat obtenu avec des conditions de Neumann homogéne

@(0) = a(1) =0 (4.4.1)
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FIGURE 4.14 — la valeur de 'activité sous des conditions aux limites de types (4.4.1) avec
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une impulsion p(¢, z) = 100sin(t)exp(—50(z — 3)?).
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4.5 Conclusion de I’étude numérique

Dans ce chapitre, nous avons développé un schéma numérique stable pour I'équation (4.1.1),
puis on l'a généralisé au cas de 'EDP non-linéaire (4.2.1).
Quand la fonction non linéaire S est nulle, ce qui veux dire physiquement, le non-déclenchement
d’un flux nerveux (voir chapitre 1), ’équation (4.1.1) est la méme que (4.2.1).
Dans ce cas, on a calculé la valeur explicite de la solution, et on la retrouver numériquement avec
notre schéma.
Dans le cas contraire (quand le coefficient de sensibilité « est grand), on a montré que la solution
devient instable en temps long. Ainsi on a développé une méthode numérique qui permet de
trouver le parameétre de bifurcation o (changement de stabilité) de notre EDP.
Notre schéma numérique est stable au sens de Von-Neumann et précis a 'ordre 2 en temps et en
espace. Enfin, nous présentons une large nombre des expériences numériques pour des conditions
aux limites de type Newmann et Dirichlet.
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Chapitre 5

Probléme d’identification de I'impulsion
thalamique

5.1 Introduction

Les signaux périphériques comme la proprioception! ou la résistance cutanée générent une
activité qui se transporte via le cerveau moyen vers le néocortex. L’identification de la valeur de
ces signaux n’est pas une question simple [32].

Toutefois si on connait les régions responsables de cette mou-
vement on peut donner une valeur plus importante & la fonction
thalamique dans ces régions. Par exemple g’il s’agit de la mouve-
ment de flexion d’un doigt on peut prendre une gaussienne qui
est concentrée dans le cortex moteur. Pour les fonctions dont
la localisation est plus compliquée on propose de résoudre un
probléme inverse :
on suppose qu’on peut estimer la valeur de ’activité ¢
en utilisant une des techniques d’observation cérébrale,
puis retrouver la valeur thalamique aprés « inversion »
de ’EDP (2.3.16), qu’on rappelle ici :

bt + (W — AP + 2wody = (W2 + wo%)s(@b +p) FIGURE 5.1 — Coupe mé-
diane de l'encéphale : le

avec Thalamus ici est représenté
d(x,t) = (2, t) + (2, t) + het(z,t). par le petit ellipse orange,

ou se rencontrent tous les

signaux périphériques (en
~ On démontre un résultat général (le théoréme 5.2.1). blg(i w) perp q (

— On applique ce résultat & 'EDP (2.3.16).

Le plan de ce chapitre est le suivant :

1. En physiologie, la proprioception désigne l’ensemble des récepteurs, voies et centres nerveux im-
pliqués dans la perception, consciente ou non, de la position relative des parties du corps les unes par
rapport aux autres (Sherrington, 1906 ; Delmas, 1981).

7
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5.2 Résolution du probléme inverse

Théoréme 5.2.1 Sotent [ et g deux fonctions suffisaments réguliéres. Considérons I’équation
suivante

Fla,t) = (a+ bgt)s(g(x,t)). (5.2.1)

avec a,b des constantes non nulles, et S la fonction sigmoide définie par

1

SO = T empay @70
alors,
B 1 ——}(($)‘+‘I($7t)
g9(z,t)=—In (K(;E) — I(z,t) + exp{‘ét}>

I(z,t) = % / Fla, eap{ St}
ot K(x) est une fonction constante en temps, vérifie
I(z,t) — e:vp{%t} < K(z) < I(z,t) Yt>0.
Lemme 5.2.1 Considérons l'équation de Riccati suivante

y = fo()y* + L)y + folt)

Soit yo = yo(t) une solution particuliere de cette équation alors la solution générale est donnée
par

u(t) =) + (0)C - [ o]

avec

o(t) = con [ [222(00m0(0) + fi(0)] e}

et / désigne une primitive par rapport au temps.

Démonstration du lemme- En posant y = z 4 1y, on est conduit 4 :
2= fo(t)2? + A(t)z avec  A(t) = 2fa(t)yo + f1(t).

C’est une équation de Bernoulli que I'on intégre formellement par le nouveau changement de

variables
1
U= -,
z

ramenant la résolution & celle d’'une équation linéaire.

Démonstration du théoréme- Développons (5.2.1) on obtient

f(x’t) = aS(g(m,t)) + bgt(x,t)S(g(x, t)),
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qui est équivalente a
x,t 1 aS(g(x,t
ey = 100 _ aS(g(e. 1)
S(g(z,t))  bS(g(x,t))
z,t
= T o fag(a )} + eap(-ag(@.0) +2) — L1+ eaplagla. 1))
= (P )eaplag(a, )} + 2 eap{—ag(a, 1)} + ==
Notons
2(a,1) = explag(a, 1)} > 0
On obtient I’équation de Riccati suivante :
o f(l'at)_a 2 2f(m,t)—a f(x7t)
zi(x,t) = (T)z (x,t) + <f)z(x,t) + 2 (5.2.2)
clairement, z(z,t) = —1 est une solution particulére de ’équation (5.2.2), alors en utilisant le
lemme 5.2.1 la solution générale est donnée par
exp{3t}

z(z,t) = -1+ K(z) - L [(f(x,t) — a)exp{2t}dt’

qui est équivalente a

—K(x)+ 3 ff x,t)exp{§tidt
K(x)+ exp{bt} 3 [ f(z, t)exp{4t}dt
—K(x)+ I(z,t)
K(x) +exp{§t} — I(z,t)

avec I(x,t) /f x,t)exp{— t}dt

z(x,t) est positive si et seulement si
I(z,t) — ea:p{%t} < K(z) < I(z,t) Yt>0.

Cela montre la proposition 5.2.1.

5.3 Application

On considére équation (2.3.16), si on suppose que
f(xa t) = ¢tt + (Wg - CQA)¢ + 2&]0¢t,

g(z,t) =(z,t) + plx,t), a= w% et b= wy,
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avec ¢ et Y des données mesurées. En utilisant la proposition 5.2.1, on obtient

—K(x)+ I(x,1) )

1
vt +plet) = Jln (K(:z:) — I(w,t) + exp{§t}

avec

t
I(z,t) = 2/0 (¢ss + (wi — 2A)¢ + 2wo¢s) exp{wps}ds,

et k(z) est donnée par les conditions initiales sur p. L’intégration par parties nous donne

t
bl(z, 1) = [6 + wod] eapunt) — /0 bazerplwns)ds

On obtient donc finalement la relation suivante entre p et ¢

1 —K(x) + % {(fﬁt + wog)exp{wot} — c2 fot <Z>mea:p{wos}ds]
p(xz,t) = —In

" (6 -+ wod)eaplot} — ¢ [3 Guveap{wosds| + o)

Remarque 5.3.1 Pour calculer K(x), on peut logiquement supposer p(0,z) = 0, une petite

calcule nous donne
—exp{atp(0,7)}

"1+ eap{a(0,2)}

K(2) + 2 (00t w00)(0.2)

Remarque 5.3.2 Si on suppose de plus qu’on a un retard T [43] on obtient

K (@) + }[(60 + wod)explwnt) — ¢ [ dueaplunt}dt]

K(z)— %[(éﬁt + wop)exp{wot} — ¢ [ gbxxexp{wot}dt} + exp{§t}

p(a;,t—r)zéln( ) — (z,t).

Remarque 5.3.3 si on suppose p =0 (on peut imaginer le cas du sommeil profond) on obtient

).

Y(z,t) = L —K(z) + %[(@Z)t + wog)exp{wot}t — 2 f@bmexp{wot}dt}

@ <K(m) — % [((bt + wop)exp{wot} — 2 [ qﬁmexp{wot}dt} + exp{§t}



Annexe A

On Solutions of a Non linear Wave
Equation Derived From Brain Activity

Modeling

The paper deals with a boundary value problem governed by a damped non-linear wave
equation. It generalizes the equation modelling cerebral activity that has been proposed by Jirsa
and Haken [11]. Using a Galerkin approximation scheme, we prove existence of global solutions.
In the 1D case, we show the continuous dependence of solutions with respect to initial data and
derive uniqueness.
keyword : Neural fields, wave equation, Galerkin method, boundary value problem

A.1 Introduction

Non-invasive techniques such as functional Magnetic Resonance Imaging, ElectroEncepha-
loGraphy (EEG) and MagnetoEncephaloGraphy (MEG) provide entry points to human brain
dynamics for clinical purposes, as well as the study of human behavior and cognition. Each of
these observation technologies provides spatiotemporal information about the on-going neural
activity in the cortex. Unfortunately measures are generally noisy, and it is difficult to identify
the equation which governs the dynamics of neural activity. Several physicists [26, 18, 11, 7]
have formulated continuous models called neural fields to predict neural activity, using brain
anatomy.

Jirsa and Haken’s model [11], that we will analyze in section 4 of this paper, generalizes the
models [26, 18], and leads to the following evolution problem that we investigate in this work :

Utt — alu = a(uvp)ut + b(“’vpvpt)v in [07 —|—OO) x (A]']')
u(0,) = ugp ut(0,+) = uy. (A.1.2)
u = 0, onl0,+00) x9N (A.1.3)

where  is an open bounded domain in R"(n < 4) with sufficiently smooth boundary 9. The
notation u; (respectively uy ) stands for the first (respectively second) partial derivative of u with

81
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respect to time variable ¢, A is the Laplace operator and p is a smooth given function modelling
the external stimulus (input). For simplicity, we assume that o = 1.

Although the equation(A.1.1) has a simple form, the existence and uniqueness of the solution
problem is (to our knowledge) still an open problem, if we do not assume additional conditions
on a,b or up,u;. In addition, the existence of global solution is not always ensured (see for
example [5, 31, 28]).

Equation (A.1.1) belongs to a class of non-linear damped wave equations that have been widely
studied by many mathematicians and engineers. Existence and uniqueness with (A.1.2), (A.1.3)
condition has been considered using various methods, semi-group theory [19, 16, 30, 3], or fixed
point method [12, 2]. In [6, 4, 20, 21, 29| the authors prove existence and uniqueness of global
solutions with conditions (A.1.2), (A.1.3) using Galerkin methods.

Zhou [31], has studied a particular case of equation (A.1.1), without external input p. The
function a is assumed to be constant and b is defined by

b(u) = |u|™ tu

with condition (A.1.2) and Q = R"™; he proved that, if 1 < m < "T‘"Q the solution blows-up in
finite time. Similarly authors in [19, 27, 31, 32, 13, 14, 23, 24, 5, 17, 28] discussed the case when
the solution blows-up in finite time.

The closest equation to the one we investigate here, has been studied by Zhijian [29] who consi-
dered :

"0
Uy — Au — Ay = Z 87(0'2(”961) + 5@(“%1&))
i=1
+F (u,ut, Vu, Vug)  on [0,00) x Q (A.14)

with initial and boundary conditions (A.1.2) (A.1.3). He proved that this problem has a unique
classical solution, assuming what follows on the initial data :

I Z ;E(Uz(m(o)) + Bi(v4,(0))) + F(u(0),v(0), Vu(0), Vo (0)) || gx < 0 (A.1.5)
i=1 "

() 1k + [l () % + %IIU(O)HHH <u(0),v(0) >gx <7 (A.1.6)

where § and ~ are two real numbers. In the present section, H* stands for the usual Sobolev
space and || - || g+ denotes the H¥-norm. This notation will be changed in the sequel where we
shall use H' and H?. In addition, it was supposed that

IDPF| < B(A 4+ A2 4 [\ + | X2 + 1) and F(0) = 0 (A.1.7)

The RHS of (A.1.1) is a particular case of RHS in (A.1.4) : it involves an additional (parameter)
function p that we call external input. This function physically describes a signal generated at
brain surface and transmitted to to the neocortex. We have to mention here that the term Auwy
in the LHS of equation (A.1.4), is crucial in the proof estimates : the solution is bounded with
respect to H? norm.

Now, the question is : if the initial data does not satisfy (A.1.5), (A.1.6) or (A.1.7) and if no
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“regularizing” term Aw; appears, ,does problem (A.1.1)-(A.1.3) admit a global solution ? If yes,
is the problem mathematically well posed : is the solution unique and continuous with respect
to initial data?

In this paper, we prove that under “realistic” assumptions problem (A.1.1)-(A.1.3) has global
weak solutions. Moreover, if the problem is a unidimensional one solutions continously depends
on intial data ; therefore we get uniqueness. Required ssumptions are motivated by the underlying
physical cerebral activity model that leads to a particular case of equation (A.1.1).

The outline of the paper is the following : existence results are stated in Section 2. Uniqueness
and stability are discussed in Section 3. Finally in Section 4, we present and analyze the cerebral
activity model, and apply the general result.

A.2 Existence of weak global solutions

We denote ||| the L2(2) norm , ||.||c the L®-norm, ||.||; the H'(£2) norm, and (.,.) the L?-
inner product.

Definition A.2.1 Let (ug,u1) € Hy(2) x L*(Q), and T > 0 be given. We shall say that u is a
weak solution to problem (A.1.1), (A.1.3) if

u € L*(10,T), Hy()),us € L*(10,T), H'(Q)), ugy € L*(]0,T), L*(2))
and for almost every t > 0, Yw € H} ()

(ut(t), w) + (Vu(t), Vw) = (a(u, p)(t)us(t) + blu, p, p)(t),w) (A.2.1)

and
u(0,.) = up, u(0,.)=uy (A.2.2)

From now, we do not indicate the dependence with respect to ¢ to make the paper more readable.
First we give an existence result of weak solutions to problem (A.1.1)-(A.1.3).

Theorem A.2.1 Assume that for some T > 0

(A1) a € CHR% R), b € CH(R3,R) respectively, a, Va and Vb are (uniformly) bounded functions.
(A2) |b(u,p,q)(t,z)] < Cilu(t,z)|+ Cy a.e. on ]0,T) x Q where Cy and ,C> are nonnegative
constants.

(43) p € H2()0,T), ().

(Ay) (ug,ur) € H () x L*(Q)

Then the problem (A.1.1)-(A.1.8) admits (at least) a weak solution v on |0,T) and

we H(]0,T), L*(Q)) N H'(J0,T), HL(Q))

Proof - We need several steps to prove this result. We use the Galerkin method to construct a
solution. Let {A\;}22, be a sequence of eigenvalues of —A in Q. Let {wg}2, € HI(Q) N H3(Q)
be the associated eigenfunction such that {w;}72, is a complete orthonormal system of L%(€2).
We construct approximate solutions u™ as following

n
u'(t) =Y d™F(t)wy

k=1
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where d™* functions are determined by the ordinary differential equations system

(ufy, wi) + (Vu"™, Vwi) = (a(u™,p)uy +b(u",p,pt),wr) k=1,...n.
dvR0) = wf,  dPM0) =ub

,\
e
R
W

SN

with uf, u} € D(Q), such that (uf,uf) — (ug,u1) in HY(Q) x L*(Q). Here D(Q) denotes the
space of C* functions with compact support in €.
Now, (A.2.3) and (A.2.4) are equivalent to :

A 4 Md™F = fdF A k=1,...n, (A.2.5)
dVF(0) = ub,  dPR0) = uf (A.2.6)

where,
F(dF, i E 1) = (a(u”, p)up + b(u",p,pr),wk)  ae. t>0. (A.2.7)

For every n > 1, (A.2.5), (A.2.6) is a second order n x n Cauchy system of differential equations
with continuous nonlinearities. So, it follows from the Cauchy-Peano Theorem |[22|, that the
system has at least one solution d™* defined on )0, T},], for some T}, > 0. Moreover, for every k
such that 1 < k < n we get d™* € C2(]0,T,]).

Lemma A.2.1 Functions (uy) satisfy
[Jug (O + [lu" ()]l < M(T)
where M(T) only depends on T. In particular u™(t) can be extended to ]0,T).

Proof - We multiply equation (A.2.3) by d?’k, and sum over k=1,..., n. By assumption A; and
As we obtain, for every ¢ €]0,T)

(ui, ui') + (Vu", Vuy!) (a(u”, p)ui’ +b(u", p, pr), uy)

< CO(luf|+ Cilu” + Co, |uif])
Using Cauchy-Schwartz inequality we have
d n n
S @+ V@) < Ol OF + [l @l O + ' @)1)
< Cllag O + a1 + llag 1 + g ()]1* + 1)
< Clug @O + " @)1 + 1)
< C(luf @I + IVa" @) +

by Poincaré inequality, where C' denotes (here and in the sequel) a generic constant. Applying
Gronwall inequality yields :
Jug (D] + [[Vu" (@) < M(T) ; (A.2.8)

then by Poincaré inequality
[Jug (O] + [lu" ()]l < M(T) (A.2.9)
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and

F@R 0] = (e + b pp)w)| ae. 20
< @ + Il ®IP) < ¢

So f(d™*, d?’k, -) is a bounded function, and the solution can be extended to ]0,T") [22] . O

Lemma A.2.2 The sequence of approzimated solutions u™ satisfies the following :
1. u™ is bounded in L*°(]0,T), H}(Q)) (and in L*(]0,T), H}(2)).
2. u} is bounded in L>(]0,T), Hi(Q)) (and in L*(]0,T), H}(Q)).
3. ul is bounded in L*°(]0,T), L*()) (and in L?(]0,T), L*(9)).

Proof - The first item is an immediate consequence of Lemma A.2.1. Differentiating (A.2.3) with
respect to t gives for k=1,...n

(wiy, wi) + (Vuy', Vowg) (au(u™, p) (uf')? + ap(u™, p)peuf!
a(unvp)ugf + bu(unvpvpt)u? + bp(unap7pt>pt
bq(un7p7pt)ptt7wk’) k= 17”

C((uf)? + [ + ufy| + [uf'| + M, Jwi]),

IN + +

with assumptions A, Ap and A3. Here a, and a, denote the partial derivatives of a : (u,p) —
a(u,p). Similarly, by, b, and b, are the partial derivatives of b : (u,p, q) — b(u,p,q).
The method is similar to the one used in the previous Lemma. Replace now wy by ug(t)

%(Hu'{”t(t)ll2 + Ve @)]F) < C(II(U?(t))2II + [Jug (O + [lut (O] + M)IIUZ(t)II
< O(ICay @) O + llur Ol (O] +
gy ()11 + i ()1
< O(ICay @) + luip O + llu @) +
g 01 + g (D1 + llugi (O] + 1)
< CUl @217 + a1 + lluf' (O] + 1)

Using Sobolev-Poincaré inequality [1],
[ug ()] 24 < Cllug (£)]1
and Poincaré inequality, we get

C(lluz (0 + luf BT +1)
C(llug 01 + Vi (B)]* +1) -

d n n
(1 + Ve 1)

IN

IN

Then by Gronwall inequality we obtain

|u(t)|]1 + ||u(t)]| < M(T)  ae. t€]0,T], (A.2.10)
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and the lemma is proved. a
Thanks to estimations (A.2.9) and (A.2.10), we may extract subsequences of {u"} (denoted
similarly in the sequel) such that

u" — u weakly star in L*(]0,T), H}(Q)) and weakly in L*(]0,T), H}(Q)) ,
up — u;  weakly star in L(]0,T), H3(€2)) and weakly in L*(]0,T), H3(Q)) ,
ulh — ugy  weakly star in L°°(]0,T), L*(Q)) and weakly in L2(]0,T), L*(Q)) .

With classical compactness results [15]

u" — u strongly in  L?(]0,T), L*(2)) (A.2.11)
With the above convergence results, we can extract subsequences {u"} such that
u"(t,x) — u(t,x) a.e. (t,x)€]0,T) x (A.2.12)
u"(t,x) < g(t, x) a.e. (t,x)€]0,T) x Q (A.2.13)
uy' (1) — we(t) weakly in H}(Q), a.e. t€]0,T) (A.2.14)
Now, by continuity of a and b, (A1), and (A.2.12) we obtain
at(u™(t,z),p(t,x)) — a*(u(t,z),p(t,z)) (A.2.15)
b(u"(t, ), pt, x), pe(t, @) —  blult, x),p(t, ), pi(t, x)) (A.2.16)
for almost every (t,x) €]0,T) x Q. Using Lebesgue theorem by (A.2.15) and (A;) we obtain
a(u™(t),p(t)) — a(u(t),p(t)) inL*Q) ae. t€]0,T) (A.2.17)
and by (A.2.16), (A.2.13) and (A2) we obtain
b (), p(0), (1) — Bu(t), p() pe(t)) ITAQ) ac. t€]0,T)  (A218)

On the other hand, for all v € L?, we have
(a(u”, p)ui’ — a(u, p)us, v)| = [(a(u”, p)ui’ — a(u, p)ui’ + a(u, p)u’ — a(u, p)ut, v)]
< ‘( ( 7p)_a(u7p))ut7v)‘+‘(a(uap)(ut _ut)ﬂv)|
< lla(u”, p) = alu, p)|| palluf | Lallvl] + (v — s, alu, p)v)]
< Cfa (u ) = au, p) || allug [[1l|v]] + [(uf” — ut, alu, p)o)]
Using (A.2.17), (A.2.10) and (A.2.14) we obtain for almost every ¢ €]0,T)
a(u™ (), p(t))ug (t) — alu(t), p(t))u(t) weakly in L*(£2) (A.2.19)

Then, using (A.2.18) and (A.2.19), and letting n — oo in (A.2.3) we obtain that the limiting
function v € H2(]0,T), L*(Q)) N H*(]0,T), H}(Q)) and for almost every ¢ €]0,T),

(ue, w) + (Vu, Vw) = (a(u, p)us + b(u,p, pt),w) Vw in H(Q) (A.2.20)
u(0) = wpin HY(Q), ue(0) =uyin L3(Q) (A.2.21)
O

Corollary A.2.1 Assume that conditions of theorem A.2.1 are fulfilled, for every T > 0. Then
u s a global weak solution of problem (A.1.1), (A.1.2), (A.1.3).
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A.3 The 1D-case

In this part we suppose n = 1 and give additional properties of solutions that we are not
able to prove if n > 2. Indeed, we use the Sobolev inclusion H}(2) C Co(Q2) ( space of bounded
continuous functions) which is valid only if the space dimension is 1. The main result is a
uniqueness result which is a direct consequence of a “local stability” result, namely the continuous
dependence of weak solutions with respect to initial data.

Theorem A.3.1 Assume thatn =1 and that Theorem A.2.1 assumptions are satisfied for some
T > 0. Let u,v be two solutions of problem (A.1.1)-(A.1.8) corresponding (respectively) to initial
data (ug,u1) and (vo,v1) € HY(Q) x L*(Q). Then for almost every t € [0,T)

lue(t) = v + [lu(t) = v@)IF < M(T)(|lur — v1|* + [luo — vo?),
where, M(T) is a positive constant depending on T.

Proof - Let w and v be two solutions of problem (A.1.1), (A.1.2) (A.1.3) corresponding to initial
data (ug,u1) and (vg,v1) respectively. We set w = v — v and w; = u; — v;, @ = 0,1. Then, for
every ¢ € H}(Q) we get

(wtta (70) + (vwa VSD) = (G(U,p)Ut - (l('U,p)Ut + b(uapa pt) - b(U,p, pt)a SO)
w = 0,on [0,T)x 00
w(0,z) = wo, wi(0,2)=wi,in Q

Replacing ¢ by 2w; (ur and vy € HE(Q)) gives

2(wit, wr) + 2(Vw, Vwy) = (a(u, p)uy — a(v, p)vg + b(u, p, pr) — b(v, p, pr), 2wy)

and
d
(@ + V@) =
(W(ﬁ)w n W(ﬁ)wt, 2wy) + (SZ(’Y)% 2wi)

where ((t,z) — (B1(t, ), B2(t,x),p(t,z)) and v are vector functions between (u,us, p), (v, v¢, p)
and (u,p,pt), (v, p, pr) respectively. By (A1), (Az2) and Cauchy-Schwartz inequality

L2 + 1w ®I) < @I + @ @) + | (Baw, 200))
< Clwe@I + llwe @ llw @)+ 182 llwe (@)l (t) )
On the other hand, as in the proof of (A.2.10) we have

|luc(®)|li and |lvz(¢)]1 < M ae. on]0,T). (A.3.1)

Therefore, as [2(t, ) is between wy(t,z) and vy (t,z) then [|B2(t)|| < M. Using the Sobolev
embedding theorem [1], we get
[w(®)lloo < Cllw(®)]1,
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since we have supposed n = 1. So

%(H%(t)ll2 +lw®I) < M@ + lw@®)]F),  ae. t €]0,T) . (A.3.2)

Applying Gronwall inequality to (A.3.2) we get
loe (@) + lw@®F < M(T)(|lwe(0,2)[|* + [lw(0, 2)[[7),  a.e. t €]0,T) (A.3.3)
This achieves the proof. a

Corollary A.3.1 Assume theorem A.2.1 assumptions are fulfilled and n = 1, problem (A.1.1)-
(A.1.3) admits a unique weak solution

we H*(]0,T), L*(Q)) N H'(]0,T), HL(Q)) .

A.4 Application to cerebral activity model

We now quickly present a cerebral activity model stated by Jirsa and Haken [11], that we

mathematically justify . This model equation is a particular case of equation (A.1.1).
The elementary unit of the nervous system is the neuron (Fig. D.1), which is divided into three
basic components [7] : dendrites, cell body and axons. A neuron communicates with others at
synapses and there are mainly two kinds of synapses [7] : excitatory or inhibitory types. The
information transfer between two neurones A and B can be described as follows

— a pulse (electrical signal) arrives to dendrite of neuron A (under potential action) and

acquits neurotransmitters (chemical substances) so that it is transformed as a wave. Ac-
cording to |7] this conversion is a linear operation between neural sheets.

— then the waves reaches the so-called “trigger zone” (Fig. 1) and is converted to pulse again.

Now the conversion law is sigmoidal .

The analysis of the conversion operations at the synapses and the trigger zone of neural
ensembles allows to derive a nonlinear partial differential field equation describing the spatio-
temporal behavior of brain activity.

The pulse and wave variables are classified as two sub-variables according to their excitatory
or inhibitory characters : excitatory pulse F(z,t) and inhibitory pulse I(x,t), excitatory wave
e(x,t) and inhibitory wave ¥;(x,t).We can view the wave as :

¢k(m,t):/ka(a:,X)Hk(x,X,t)dX (A.4.1)

Functions Hy(x, X, t), k = i,e are conversion operations outputs and functions fi(z, X) are the
corresponding spatial connectivity distributions.  denotes the neural sheet set ( at the brain
surface which is supposed to be continuous). In what follows 2 C R : we have chosen a 1D model
for the brain geometry as in [10]. We assume that these connectivity functions have the following
form :

fr(@, X)=—e o (A.4.2)
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INPUT SIDE \/ 1,‘_/

Apical dentrites

exciiEatory synapse

electrode O """"""

inhibitory synapse

-

r Basal dendrites

Trigger zone

Myelinated axon
OUTPUT SIDE

FIGURE A.1 — Dendritic trees form thousands of synapses, excitatory current flows in-
wardly at excitatory synapses and outwardly at the trigger zone. Inhibitory loop current
flows in the opposite direction.

where k = e,i, 0. and o; are excitatory and inhibitory connectivity parameters (respectively).
Moreover o; << 1, since the corticocortical connections (between two distant neurons via corti-
cocortical fibers) are only excitatory.

On the other hand, the information propagation along corticocortical fibers, implies a delay
|z — X]|
t p—

o where v, and v; are the propagation speed excitatory and inhibitory respectively
j
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so that we obtain

[z = X') (A43)

Hy(z, X, ) = akE(X, t—
Vg
where k = e,i, ae and a; are real constants. Replacing equations (A.4.3) in (A.4.1) and suppose

v = v, we obtain :

Ye(z,t) = ae/ folz, X)E (X,t— M) dx (A.4.4)
Q v
bila,t) = / filr, X) i, X, £)dX
Q
~ fi(z,x)H;(z,x,t) = a;l(x,t) (because o; << 1) (A.4.5)

The pulse value is calculated from the wave value and the external input in the neural tissue
(Fig 1); it has a sigmoidal form :

E(z,t) = Se[tve(z,t) — i(z,t) + pe(x, )], I(x,t) = Si[the(x,t) — i(z,t) + pi(x,t)]  (A.4.6)
where py(x,t) is the external input. The sigmoid function S; is the following

1 1

Si(ng) = 1+ exp(—v;n;) 2

When n; is small enough, we have a third order approximation of S; :

v3n3
Sj(nj) =nj — 18] (A.4.7)
Because % ~ 100, we take only the linear part of (A.4.7) in consideration to obtain :
Z a;v;
i(w,t) ~ T (el t) + pi(x, t)) (A4.8)

We finally obtain the following equation for the dynamics of the excitatory synaptic activity :

_ z—X r—X
vnte.t) = a [ ol 308 v (.0 - P2 (e - P2 Jax
Q
a;v; ~ @iVi
h t) = t) — pi(z,t =1- '
where p(z,t) = pe(x,t) 1t a0, pi(x,t), and p 4+ a;

We suppose hereafter that 2 := (0, L) is one-dimensional, that is we connect all neuron sheets
by a line (see [10]), ¥e(0,t) = e(L,t) = 0 as in [10], and fe(z, X) is an exponential function
depending only on the distance between two neural sheets. Therefore

Ve(2,) Zae/ﬂfe(fc,X)-Se e (Xt~ ’x;X‘) +p(Xt- ‘:C;X’)}dX .

Let us mathematicaly justify the computation of [11].
We set p(X,T) = aeSe (ﬁw(X, T) + p(X, T)) and

p: LY'RxR) — R
© > <u,<p>=/h(w)so(af,)dx
R v
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=]

with h(z) =1 ye” @ and 1 ) is the indicatrix function of (0, 7).

k(o t) = /Rh(X)g(X, |Xv|)dX with (X, T) = p(z — Xt —T)
|z]

= / M X)p(x — X, t — —)dX

v
|z — X
v

R
= felx, X)p(X,t — )dX
Q

and
pxp(x,t) = ¢e(x7t)'

The extended Fourier transform gives : @/Z)\e = [ip.
Now, we prove that g =T}, f € L}, .(R x R). Let ¢ € D(R x R).

loc
N B L o | X
<pp>=<pp> = | MX)p(X,—)dX
R

= h(X) Ucp(x,t)e_2m(xx+tlfl)d1:dt dX

JreoCf . )

— h(X)e 27 @XHED 03 o2, b dadt
Ay )

= /R/Rf(x,t)w(x,t)dxdt

1 ‘
with f(z,t) = /efezm(xxﬂl)v()dX.
Q

20,
Then : .
Ye(z,t) = f(z,t)p(x,t) Y(z,t) € R xR. (A.4.9)
As :
o —(atia)Cy ! A4.10
/0 © = a+ i (A.4.10)

. v .
supposing wyp = — ; we obtain
o

flz,t) = ;{14_@.(17&_36) 1—|—i<1f]+x)}

1 wo wo
i{wo +i(t — av) * wo +i(t+wv)}
B wi + iwot
N [(wo + it)? + 2?02

| € Lhe® < R)

Equation (A.4.9) becomes

w§ + iwot
(wo + it)? 4+ x20?

Doz, t) = [ ] 5z, 1) (A4.11)
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Developing equation (A.4.11), we obtain

v . 2%, D
5t (x,t) + 52 (x,t) —v 92 (z,t) = wi + wo at.p(:c,t)

w%@(:c,t) + 2wp

Applying the inverse Fourier Transform, we formally obtain the following partial derivative equa-
tion :

0?1, 5 o 07 OV, 9 0
— 02 b + 2w —t = —). 4.
52 + (wg—w amQW + 2wy, (wh —I—woat) p (A4.12)
with
p(,) = oS, (Fe(w,t) + p(a, 1))
Developing (A.4.12) and summing the similar terms gives
82¢e 282¢e ~al [~ awe
atQ -V 8:[)2 (aew()pse(pd)e + p) - 2(4)0) 0t
— Wite + acw Se(Pte +p) + acwo (e +p)pr - (A413)

We complete this equation with 1¢(t,0) = 1¢(t, L) = 0, and Cauchy initial condition. Thanks to
the previous sections results we have the following :

Theorem A.4.1 Assume p € H*([0,T),L°°(0,L)). Then equation (A.4.13) with c(t,0) =
Ye(t,L) = 0, and Cauchy initial condition with (e, Ve1) € Hy(0,L) x L*(0,L) has a unique
weak solution in H*([0,T), L?(0, L)) N HY([0,T), H}(0,L)).

Proof - Equation (A.4.13) is a particular case from equation (A.1.1), with
a(u, p) = acwopSe(pu + p) — 2wo,

and
b(u,p,pr) = —witt + aewd Se(pu + p) + acwoSL(Pu + p)pr.

If we suppose p € H*([0,T), L>(0, L)), it is easy to view that a and b functions verify Theorem
A.2.1 conditions and consequently by (A.2.20), (A.3.3) the above equation has a unique weak
solution. O

A.5 Conclusion

In this paper, we prove existence of solutions to a new class of wave equations, which is
motivated by brain activity modeling. In the 1D spatial dimension case, the solution depends
Lipschitz continuously on the initial data, and so it is unique. This means that the responses to
small perturbations are small as well, which is coherent from a physical point of view. We have
simplified the model assuming that :

— the geometry of brain area is 1D. The 2D geometry is more consistent but introduces

additional difficulties,

— the connectivity functions (A.4.2) between the neural sheet are homogeneous. In fact more

than 50 % of neural sheet have heterogeneous connections, so we should add another term
representing the heterogeneity,
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~ the external input p belongs to H?([0,T), L>(Q)). In reality p maybe less smooth or non
local.

In our future work, we will try to generalize our model in order to satisfy the general constraints
which are introduced above.
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Mouhamad JRADEH

SUR LES EQUATIONS DES ONDES AMORTIES
DERIVEES DE LA MODELISATION CEREBRALE

Résumé : Dans ce travail, on s’est intéressé a une équation des ondes amorties intervenant dans
un modéle de activité cérébrale :

i+ (o — PN+ oy = (F + 02 SW +7)

Elle a été établie par Jirsa et Haken en 1996. Ici ¢(x,t) représente la valeur de ’onde provenant
de D'activité cérébrale au point x & I'instant ¢. La fonction p est un stimulus externe se propageant
a travers le thalamus. Nous nous sommes attachés a

1. justifier l'origine physiologique de cette équation et affiner le modele pour des cas plus
réalistes.

2. démontrer 'existence et 'unicité d’une solution et discuter le cas ou I’énergie de la solution
décroit exponentiellement vers zéro & I'infini.

3. construire un schéma numérique stable, et le valider avec des simulations numériques.
4. étudier un probléme d’identification de I'impulsion thalamique (la fonction p(t, x)).

Mots-clés : Neurosciences, impulsion thalamique, équation d’onde, schéma aux différences finies.

ON A DAMPED WAVE EQUATION
DERIVED FROM BRAIN MODELLING

Abstract : In this work, we are interested in the following damped wave equation derived from
brain modelling :

i+ (] = AW+ 2t = (6 4020 + )

This equation has been set by Jirsa and Haken in 1996. Here v (z,t) denotes the value of the
wave generated by cerebral activity at the point z at time . The function p is an external input
which is transmitted to the cortex via the thalamus. For this equation, we have

1. justified it from the physiological point of view and generalised it to a more realistic cases.

2. proved existence and uniqueness of a solution and discussed the case where the energy
decreases exponentially to zero.

3. constructed a stable numerical scheme and validated it with numerical simulations.

4. finally, we have studied an inverse problem of thalamic input identification (the function
p(t, z)).

Key words : Computational neuroscience, thalamic input, wave equation, finite difference
scheme.
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