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Résumé

Les travaux présentés dans cette thése abordent la problématique de ’estimation de la fiabilité des
systémes qui est devenue un enjeu majeur pour les entreprises et ce dés les premiéres phases de dévelop-
pement. En effet, plus tot les caractéristiques d’un produit ou d’un systéme sont appréhendées dans son
cycle de vie et moins les risques (financiers ou liés a la sécurité des installations), dus a la non réalisation
des performances attendues sont élevés. Dans un contexte exigeant des systémes de plus en plus fiables
et sirs, et de durées de garanties croissantes, il est impératif de vérifier le plus rapidement possible que
les performances des systémes soient conformes au cahier des charges. La démarche idéale pour identi-
fier la fiabilité d’un produit ou d’un systéme avant méme sa fabrication en série, est de procéder a des
séries d’essais sur des prototypes, quand ils existent. Cette démarche nécessite un investissement trop
important en temps et en nombre de prototypes, car ces derniers étant de plus en plus fiables, ’obser-
vation de défaillances est de moins en moins probable. Ainsi, pour réduire ces durées, on peut réaliser
des essais accélérés. Pour cela, le produit est soumis & des sollicitations d’utilisation ou d’environnement
amplifiées, afin d’accélérer les mécanismes d’endommagement (les mécanismes de défaillances provoqueés
doivent étre représentatifs des conditions normales d’emploi) et de réduire la durée nécessaire pour l’esti-
mation de certaines caractéristiques comportementales du produit dans les conditions normales d’emploi.
Pour ce faire, nous avons proposé d’utiliser les modeles SVA (Standard de Vie Accélérée) paramétrique
et semi-paramétrique pour analyser les données d’essais. Afin d’obtenir des estimations de bonne qualité,
nous avons introduit la démarche Bayésienne permettant d’intégrer toute la connaissance disponible sur
la fiabilité du produit étudié. Ainsi, nous avons proposé des méthodes d’estimation, une technique de
construction de la distribution pseudo conjuguée a priori et une méthodologie d’analyse de compatibilité
entre la connaissance a priori et les résultats d’essai. Pour finir, nous avons développé des méthodes
d’estimation de la fiabilité intégrant les variabilités d’usage et d’environnement.
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Introduction générale

Quand on veut savoir si un systéme est fiable, la premiére chose a faire, quand on
peut, c’est de I'essayer au préalable. On veut voir que ¢a marche. Cet essai préliminaire
est méme parfois la seule raison de croire un peu a la fiabilité du systéme. Quelle est sa
valeur prédictive 7 Est-ce que cet essai prouve vraiment quelque chose quant a la fiabilité
du systéme ?

Une fagon ironique de poser le probléme consiste a appliquer la régle des cing minutes.
On la cite souvent sur ’exemple d’une cathédrale : une fois que 'édifice est terminé, on
retire tous les échafaudages puis on attend cinq minutes. Si dans ce laps de temps la
cathédrale ne s’est pas effondrée, on estime alors qu’elle pourra tenir pendant des siécles.
On pourrait aussi appliquer la régle de la premiére fois : si un systéme fonctionne bien la
premiére fois, c’est qu’il fonctionnera bien toujours. Il est évident que ces régles ne four-
nissent pas toujours de bonnes prédictions : certains édifices s’effondrent quelque temps
aprés avoir été construits, des machines, qui fonctionnaient bien, cessent de fonctionner.
Quel sens alors faut-il donner a la régle de ’essai préalable ? Doit-on conclure qu’un essai
ne sert a rien ? Bien str que non. Pourquoi ?

Quand des vies humaines sont en jeu on pourrait croire que la prise de risques est le
probléme majeur des études de fiabilité. Dans certains cas particuliers oui mais pas en
général. Ce serait nous demander beaucoup trop. Méme quand des vies humaines sont
en jeu, on ne peut que rarement faire des prédictions infaillibles. Tout le monde le sait
bien. On prend un risque a chaque fois qu’on fait un pas sur un trottoir. Il serait absurde
d’exiger 'infaillibilité des prédictions. Ce serait nous condamner & ne plus rien faire ou
presque. Et ne plus rien faire c’est la mort assurée. Qui ne risque rien n’a rien. Vivre c’est
toujours prendre des risques.

Le probléme général des études de fiabilité ce n’est pas l'infaillibilité, c’est de réduire
les risques. On sait qu’il y a des risques mais on veut faire les bons choix : parmi toutes les
solutions réalisables quelles sont les plus risquées, les plus dangereuses, les moins fiables ?

Mais il ne faut pas en conclure que les études de fiabilité ont toujours un caractére

probabiliste, du moins pas au sens ou elles passeraient par un calcul de probabilités. Le
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calcul des probabilités n’est pas la seule méthode de réduction des risques. On est parfois
incapable d’évaluer les probabilités de ces risques. Le probléme général c’est de se servir

de nos facultés prédictives pour réduire les risques.

Les essais sont comme un crible. Ils doivent faire la part du bon et du mauvais. Il
s’agit d’exclure le dangereux et 'inefficace et de reconnaitre la qualité. On ne peut presque
jamais demander un crible parfait, mais on peut souvent trouver d’assez bons cribles qui

permettent de réduire les risques.

Dans un contexte international extrémement concurrentiel, les entreprises doivent mai-
triser les différents outils qui leur permettent de rester compétitives et doivent s’engager
dans des actions d’amélioration & tous les niveaux. De plus en plus, les entreprises déve-
loppent ou obtiennent des systémes sophistiqués sur lesquels ils doivent placer une grande
confiance. Dans des circonstances différentes, le focalisation sera mise sur les propriétés
différentes de tels services, par exemple, la continuité, ’exécution, la réponse en temps
réel, la capacité d’éviter les événements catastrophiques. Dans cette situation, 'une des
stratégies importantes exigées aux industriels est la qualité de produits, ’orientation vers
la streté de fonctionnement. La streté de fonctionnement fait partie des enjeux majeurs
de ces derniéres années et des années a venir. Plus personne aujourd’hui n’accepterait
d’utiliser un produit, un systéme dont tous les aspects liés & son usage ne soient optimisés
sous les aspects de la qualité.

On parle de la siireté de fonctionnement d’un systéme comme la caractéristique de
ce systéme qui permet & l'utilisateur de placer en lui une confiance justifiée. Lors de la
construction d’un systéme, le constructeur spécifie non seulement les fonctionnalités, mais
aussi les objectifs a atteindre en termes de stireté de fonctionnement. La spécification des
objectifs de siireté de fonctionnement est accompagnée d’une procédure de validation pour
vérifier que les objectifs ont été atteints. Des méthodes et des outils de développement
spécifiques sont appliqués pour cette démarche.

La régle de I'essai préalable n’est pas sans valeur mais un seul essai n’est en général
pas suffisant, pour trois raisons principales :

— Les conditions de 1’essai ne sont pas représentatives de toutes les conditions d’utili-
sation du systéme. S’il est sensible & 'humidité il peut bien fonctionner le jour de
I’essai s’il fait beau mais ne pas fonctionner les jours de pluie, par exemple.

— L’état présent du systéme n’est représentatif de son état futur; il peut se transformer
et se dégrader.

— Lorsque le systéme est produit en plusieurs exemplaires, le systéme essayé peut
n’étre pas représentatif des autres : dispersion des conditions de fabrication, essai

sur un prototype, ...



Faire des études de fiabilité, c’est essayer de faire mieux que la régle de la premiére fois,
c’est donc tenir compte de toutes les utilisations normales du systéme, de son vieillissement

et éventuellement des différences entre les systémes d’une méme série.

Les conditions d’utilisation peuvent étre trés diverses et les essais de vieillissement
sont souvent gourmands en temps. Un des principaux problémes pour la conception de
ces essais, c’est de les accélérer. On voudrait faire des essais qui soient significatifs de
I’ensemble des utilisations normales du systéme, tous ses ussages possibles, tout ce qui
peut lui arriver, toutes ses facons de réagir, de se transformer et de se dégrader. Mais
en pratique il faut se contenter d’'un nombre limité d’essais. Il faut concevoir un plan
d’essais qui réduise au mieux les risques compte-tenu des moyens disponibles. Comment
les résultats de certaines expériences, les utilisations futures du systéme, peuvent-ils étre
prédits sur la base des résultats d’autres expériences, les essais? Le role des théories
prédictives c’est justement cela, prédire des observations futures sur la base d’observations
passées. La régle de la premiére fois est une théorie prédictive simpliste. Outre les moyens
matériels et humains et le temps (les délais), les théories prédictives font partie des moyens
pour concevoir un plan d’essais. Elles permettent d’augmenter la signification des essais.

Cette these va se focaliser sur ’étude de ’estimation de la fiabilité des systémes par des
approches expérimentales et opérationnelles. Une partie de la thése s’est effectuée dans le
cadre d’un projet européen EUREKA /PIDEA /ACLIMAT. Les partenaires de ce projet
étaient : Thalés Avionics (Bordeaux), Celistica (Valence en Espagne), Cetecom (Malaga en
espagne), Laboratoire A2X (UMR CNRS 5465, Université Bordeaux 1) et le laboratoire
LASQUO (UPRES EA, Université dAngers). Ainsi, la plupart des exemples présentés
au cours de cette thése est issue d’un cas réel correspondant & une carte électronique
embarquée dans un avion.

Le document est structuré en trois chapitres.

Le premier chapitre présente les définitions et les modéles utilisés en fiabilité. Ensuite,
les essais accélérés sont étudiés avec I'intoduction du modéle Standard de Vie Accélérée
(SVA) permettant d’analyser les résutats d’essais. En particulier, nous étudierons deux
modéles : paramétrique et semi-paramétrique. Quelques exemples illustreront ’application
de ces modéles dans des contextes de faibles tailles d’échantillon et de censure.

Dans le deuxiéme chapitre, nous abordons I’application de la démarche bayésienne a
I’estimation des paramétres des modéles SVA paramétrique et semi-paramétrique. L’ob-
jectif est d’obtenir des estimations, avec des intervalles de confiance raisonnables, malgré
les faibles tailles d’échantillon et de censure qui sont imposées par le contexte industriel
(réduction des coiits et délais). Ainsi, il est possible de capitaliser toute la connaissance

disponible sur le produit : les résultats d’essai (vraisemblance) et les informations a priori
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sur le niveau de fiabilité du produit. L’efficacité de la démarche passe par la capacité de
construire des lois a priori qui synthétisent toute la connaissance disponible. Aussi, nous
proposerons une méthodologie permettant d’élaborer les distributions a priori en abordant
deux points :

— le choix des distributions a priori qui permet de maximiser le poids des résultats
d’essais dans ’estimation. Pour ce faire, nous proposons de rechercher les lois conju-
guées bayésiennes par simulation car il n’est pas possible, du fait de la complexité
des modeéles, de les obtenir analytiquement.

— Pestimation des parameétres de lois par la méthodes des moments.

Ensuite, nous aborderons la problématique de la compatibilité entre les premiers ré-
sultats d’essai et la connaissance a priori injectée dans I'inférence bayésienne. Ainsi, s’il
y a discordance entre les distributions associées a la vraisemblance et a ’a priori, cela
peut conduire & prendre des décisions erronées quant a la fiabilité du produit. Aussi, nous
proposerons une méthodologie, permettant de comparer ces deux distributions afin de
vérifier la cohérence des résulats dessai avec la priori et de pondérer celle-ci en fonction
du degré de compatibilité. Ce chapitre sera illustré par plusieurs exemples permettant
d’indiquer la mise en oeuvre des différentes méthodologies et de vérifier leurs efficacités.

Dans le troisiéme chapitre, nous aborderons la problématique de I'estimation prévi-
sionnelle de la fiabilité. En effet, lorsque I’on dispose des résultats d’essai, nous cherchons a
estimer la fonction de fiabilité dans les conditions normales d’utilisation. Derriére le terme
‘conditions normales d’utilisation’, nous pouvons introduire plusieurs facteurs. Ainsi, les
conditions peuvent fluctuer entre les utilisateurs, les différentes phases de vie du produit
(repos, fonctionnement, entretien, ...), les applications (le méme matériel équipant une voi-
ture, un avion, un train, ...), ... Aussi, nous présenterons plusieurs techniques permettant
d’introduire cette variabilité dans I’estimation de la fonction de fiabilité. Ces techniques
utilisent les modéles SVA développés dans le chapitre II. Plusieurs exemples ilustreront
les différentes approches.

Enfin, des conclusions sur le travail réalisé seront présentées et des perspectives seront

proposées.
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1.1. Sdreté de Fonctionnement

I.1 Sireté de Fonctionnement

La Stareté de Fonctionnement (SdF) est I'aptitude d’une entité a satisfaire une
ou plusieurs fonctions requises dans des conditions données, la propriété qui permet aux
utilisateurs du systéme de placer une confiance justifiée dans le service qu’il leur délivre,
la capacité de maintenir le niveau de performance dans le temps.

La sireté de fonctionnement désigne a la fois un ensemble de moyens et un ensemble
de résultats produits par ces moyens [Mortureux, 2001] :

— les méthodes et outils pour caractériser et maitriser les effets des aléas, des pannes,

des erreurs [Villemeur, 1988]|, [Pagés et Gondran, 1980], [O’Connor, 2002| ;

— les caractéristiques des systémes pour exprimer la conformité de leurs
comportements et leurs actions a long terme [Pagés et Gondran, 1980],
[Procaccia et Morilhat, 1996|, [Pham, 2003|.

Au sens large, la SAF est considérée comme la science des défaillances et des pannes.

Différents auteurs définissent la SAF comme :

— la science des défaillances [Villemeur, 1988|;

— la confiance justifiée dans le service qu’il délivre [Laprie et al., 1995] ;

— le maintien de la qualité dans le temps [Mortureux, 2001];

— I'ensemble des propriétés qui décrivent la disponibilité et les facteurs qui condi-
tionnent la fiabilité, la maintenabilité et la logistique de maintenance [ISO 9000].

Plus personne aujourd’hui n’accepterait d’utiliser un produit, un systéme dont tous
les aspects liés a son usage ne soient pas optimisés sous ses 4 aspects de la Sireté de

Fonctionnement [Fournier, 1993 :
1. La Fiabilité
2. La Disponibilité
3. La Maintenabilité
4. La Sécurité

Dans les paragraphes suivants, nous allons définir des quatre attributs FMDS de la

SdF et les métriques associées.

I.1.1 Le concept FMDS

Le concept FMDS est apparu aux Etats-Unis dans les années 1960 dans 'industrie
du spatial et de I’armement.
C’est, un ensemble d’outils et de méthodes qui vont permettre sur toutes les phases de la

vie d'un produit de s’assurer qu'il va réaliser la (les) mission(s) pour laquelle (lesquelles)
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Chapitre 1. Estimation de la fiabilité

il a été concu dans des conditions de Fiabilité, de Maintenabilité, de Disponibilité et
de Sécurité définies. Ainsi, la SAF doit étre prise en compte tout au long du cycle de
développement du produit. Les quatre attributs de la FMDS sont définis de la maniére
suivante :

La fiabilité

La fiabilité (reliability en anglais) est 'aptitude d’un dispositif & accomplir une fonction
requise dans des conditions données pour une période de temps donnée [Chapouille, 1972].
Elle se caractérise par la probabilité R (t) que Ientité E accomplisse ces fonctions, dans
les conditions données pendant l'intervalle de temps [0, ¢], sachant que U'entité n’est pas

en panne a l'instant 0.
R(t) = P[E non défaillante sur [0, ]]

La maintenabilité

La maintenabilité (maintainability en anglais) est I'aptitude d’une entité a étre main-
tenue ou rétablie dans un état dans lequel elle peut accomplir une fonction requise, lorsque
la maintenance est réalisée dans des conditions données avec des procédures et des moyens
prescrits. Elle se caractérise par la probabilité M (t) que I'entité E soit en état, a I'instant

t, d’accomplir ces fonctions, sachant que I’entité était en panne a l'instant 0.
M (t) = P [E est réparée sur [0,1]]

La disponibilité

La disponibilité (availability en anglais) est I'aptitude d’une entité a étre en état
d’accomplir les fonctions requises dans les conditions données et & un instant donné. Elle
se caractérise par la probabilité A (t) que 'entité E soit en état, a I'instant ¢, d’accomplir

les fonctions requises dans des conditions données :

A(t) = P[E non défaillante a 'instant ]

La sécurité
La sécurité (safety en anglais) est 'aptitude d’un produit & respecter, pendant toutes
les phases de sa vie, un niveau acceptable de risques d’accidents susceptibles d’occasionner

une agression du personnel, une dégradation majeure du produit ou de son environnement.

S (t) = P[E évite des événements critiques ou catastrophiques sur [0, ¢]]

8



1.1. Sdreté de Fonctionnement

Nous admettrons par la suite que le temps est la variable principale dont dépend
la fiabilité. Pour certains appareils, il peut étre plus approprié de considérer une autre
variable : le nombre de cycles d’ouverture-fermeture pour un relais, le nombre de tours

pour un moteur, le nombre de kilométres pour une voiture, etc.

La fiabilité est une composante essentielle de la stireté de fonctionnement. Elle participe
a la disponibilité d’un équipement. Afin d’envisager une étude de streté de fonctionnement
exhaustive, il sera nécessaire de réaliser des études complémentaires dans les domaines de

la maintenabilité, de la sécurité et des calculs probabilistes de la disponibilité.

1.1.2 Grandeurs associées

Des métriques, basées sur I’estimation de moyennes de temps, peuvent étre utilisées

pour caractériser la streté de fonctionnement d’un systéme [Villemeur, 1988] :

— MTTF : La durée moyenne de fonctionnement d’une entité avant la premiére dé-

faillance (anglais Mean Time To Failure)

temps cumulés de fonctionnement jusqu’a la 1% defaillance

MTTF = (I.1)

nombre de 1*defaillances

— MUT : Durée moyenne de fonctionnement aprés réparation (anglais Mean Up Time)

temps cumulés de fonctionnement apres la 17 défaillance

MUT = (1.2)

nombre d’intervalles entre 2 défaillances successives
— MDT : Durée moyenne d’indisponibilité aprés défaillance (anglais Mean Down
Time)

VDT — temps cumulés d’arréts

- I.3
nombre total de défaillances apres la 1°° (1.3)

— MTBF : Durée moyenne entre deux défaillances (anglais Mean Time Between Fai-

lure)

temps cumulés d’exploitation apres la 1% défaillance

1 ere

MTBF = (1.4)

nombre total de défaillances apres la
— MTTR : Durée moyenne de réparation (anglais Mean Time To Repair)
Ces durées sont représentées dans la figure (I.1.2).

La disponibilité asymptotique est donnée par :



Chapitre 1. Estimation de la fiabilité

Remise
en

Défaillancel service Défaillance2

v

MTTF MDT MUT temps

A
Y
A
e Y]

MTBF

4
Y.

FiG. 1.1 — Grandeurs associées a la fiabilité

MUT
MTBF

Dans la suite de cette thése, nous allons nous focaliser tout particuliérement sur la

Disponibilité = (L.5)

fiabilité qui est un élément essentiel de la streté de fonctionnement.
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L.2. La fiabilité

1.2 La fiabilité

[’analyse de la fiabilité constitue une phase indispensable dans toute I'étude de la
sireté de fonctionnement. A l'origine, la fiabilité concernait les systémes a haute techno-
logie et a fort potentiel de risque (nucléaire, aéronautique, spatial, ...). Aujourd’hui, la
fiabilité est devenue un parameétre clef de la qualité et de I'aide a la décision dans I’étude
de la plupart des composants, produits et processus "grand public" : transport, énergie,
batiments ... .

De nombreux industriels travaillent & 1’évaluation et 'amélioration de la fiabilité de
leurs produits au cours de leur cycle de développement, de la conception a la mise en
service (conception, fabrication et exploitation) afin de développer leurs connaissances
sur le rapport Coiit/Fiabilité et maitriser les sources de défaillance.

La dégradation de la fiabilité d’'un produit est directement liée aux mécanismes de
dégradation de produit et/ou de ses composants. Parmi les mécanismes de défaillance
nous pouvons citer :

— la fatigue

— le fluage

— la fissuration

— l'usure

— la corrosion / 'oxydation

— l'électromigration, etc

Les étapes nécessaires a la réalisation d’une étude compléte de fiabilité pour obtenir

soit des mesures de performance soit des grandeurs associées au produit sont :
Les objectifs de I’étude;

L’ analyse fonctionnelle ;

La conception (bureau d’études);

L’ identification des risques potentiels;

La modélisation du systeme ;

Les essais de validation sur prototypes, présérie;

N ot W=

La validation par ’analyse de retour d’expérience (REX).

On observe que jusqu’a 'étape 5 (incluse) on peut parler d’une approche prévisionnelle,
avant la réalisation du produit final ou de prototypes. C’est une approche trés utile apte
a fournir des informations pertinentes sur les caractéristiques de la fiabilité du produit en
cours du développement. Cette approche permet rapidement et avec de ressources limitées

de décider quelles sont les actions & mener pour améliorer I’équipement. Néanmoins, il est

11



Chapitre 1. Estimation de la fiabilité

rarement possible d’intégrer les interactions entre les composants et les différents modes
de défaillance qui peuvent pourtant dégrader significativement la fiabilité.

Aussi, lors de I’étape suivante, les essais de validation sur des prototypes ou des pro-
duits de présérie permettent d’étudier le comportement et les performances en simulant
les conditions d’utilisation (stress, sollicitations, environnement, ...) : on parle alors d'une
approche expérimentale.

La derniére étape (étape 7) permet de mesurer la fiabilité opérationnelle du produit en
traitant les données issues de ’exploitation. Cette étape permet de confirmer les différentes
hypothéses prises (mécanismes de défaillance influents, lois de fiabilité, ...) et de capitaliser
cette information a travers des recueils de données ou pour servir comme information a
priori dans le cadre de démarches Bayésiennes sur de futures versions du produit.

Dans le cadre de la thése, nous nous sommes intéressés a la fiabilité expérimentale.
Dans les paragraphes suivants, nous présentons les différentes techniques d’essais de fia-

bilité et les statistiques qui peuvent étre estimées a partir des résultats d’essais.

[.2.1 La fiabilité tout au long du cycle de vie

La fiabilisation d’un produit au cours du cycle de vie de développement fait appel & de

nombreuses phases dans lesquelles on utilise divers méthodes et outils (voir Figure 1.2).

Mise
Conception | Intégration Qualification , Production ~en service
! Validation ! ! ;
- AMDEC | | | |
AR | | |
Atre | - Eeois acntiits
de défaillance | Essais aggravés | « Essais accélérés | ° Es'sals gcceleres | REX
* RdP | " « Essais bayésiens * Déverminage |
Fiabilite . Fiabilité | " Fiabilité
> 1 l P e
prévisionnelle expérimentale opérationnelle

F1G. 1.2 — Position des essais dans le cycle de développement d’un produit

[’ensemble des essais de fiabilité (robustesse, estimation et déverminage) contribue
largement a la croissance de la fiabilité du produit au cours de son développement et de

sa production (voir Figure 1.3).
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F1G. 1.3 — Croissance de la fiabilité au cours du développement d’un produit

Les derniéres techniques d’essais développées consistent a accélérer cette croissance
de fiabilité par 'utilisation d’essais séverisés [Crowe et Feinberg, 2001]|. Ainsi, on peut

citer :

— essais de robustesse : les essais HALT (Highly Accelerated Life Test)
— essais d’estimation : les essais accélérés ALT (Accelerated Life Test)

— essais de déverminage : les essais HASS (Highly Accelerated Stress Screen)

La cohérence entre les différentes études de fiabilité doit étre gardée d’une maniére
constante pendant les cycles de vie d’un produit comme une partie intégrante de I’ensemble
d’outils SdF.

Les estimations expérimentale et opérationnelle de la fiabilité sont basées principa-
lement sur ’analyse et l'interprétation des instants de défaillance. La grande différence
entre les deux est les moyens utilisés pour obtenir les temps de défaillance. Par contre, les
méthodes et les outils d’analyse sont communs. Lorsque la fiabilité expérimentale utilise
des instants de défaillance obtenus a partir d’essai sur des prototypes, la fiabilité opéra-

tionnelle utilise les instants de défaillance obtenus a partir de ’exploitation du produit.

Nous allons nous intéresser aux essais d’évaluation qui vont permettre d’évaluer des
mesures de performance qui sont généralement des mesures statistiques qu’on va présenter

dan le paragraphe suivant.
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Chapitre 1. Estimation de la fiabilité

I.2.2 Mesures des performances

On définit la défaillance comme la cessation de ’aptitude d’une entité a accomplir une
fonction requise [Villemeur, 1988|. On va considérer T la variable aléatoire qui représente
le temps écoulé entre la mise en marche d’un matériel et la premiére défaillance observée.

Une variable aléatoire est une fonction définie sur I’ensemble des résultats pos-
sibles d'une expérience aléatoire, telle qu’il soit possible de déterminer la probabilité pour
qu’elle prenne une valeur donnée ou qu’elle prenne une valeur dans un intervalle donné
[Tiplica, 2007].

La théorie des probabilités est I’étude mathématique des phénoménes caractérisés
par le hasard et I'incertitude. Plus précisément, les probabilités sont utilisées pour modé-
liser des situations dans lesquelles une méme expérience réalisée a des différents moments
mais dans les mémes conditions, peut produire des résultats différents.

Toutes les mesures des performances suivantes sont déclinées de la théorie plus générale
de la probabilité pour une variable aléatoire X, adaptée pour le cas concret X = T, et
interprétée en association avec leurs sens physiques.

Fonction de fiabilité

La fonction de fiabilité ou fonction de survie R(t), est définie comme 'aptitude d’une
entité & accomplir une fonction requise, dans des conditions données, pendant un intervalle

de temps donné.

La fiabilité & 'instant ¢ est la probabilité qu’une entité E soit non défaillante sur la

durée [0;t], en supposant qu’elle n’est pas défaillante a I'instant ¢ = 0.

Par extension, on appelle également fiabilité, la probabilité associée R(t) définie par :

R(t)=P(T > 1) (1.6)

Les aspects théoriques de la fiabilité consisteront donc en une application particuliére
de la théorie des probabilités aux problémes de durée de fonctionnement sans incidents

qui va utiliser toutes les informations autour du sujet.
La figure 1.4 ci-dessous présente une allure de la fonction R(t) en fonction du temps.
Pour compléter I’approche théorique de la notion de fiabilité, il est nécessaire de définir
aussi les notions suivantes, qui sont dérivées de la théorie des probabilités.
La fonction de répartition

La fonction F'(t) de 'équation 1.7 représente la fonction de répartition de la variable

aléatoire T. C’est la défiabilité R (¢) (la probabilité de défaillance du systéme) ou le
complément & 1 de la probabilité de fiabilité R(¢) définie par :

14



L.2. La fiabilité

| R()

F(t) = R{t)=1—-R(t) (L7)

La fonction de répartition est la primitive de la densité de probabilité f(t) (voir 1.2.2).
La fonction de répartition a les propriétés suivantes :
— F(t) est croissante;

— F(t) est partout continue a droite;

- %E% F(t) =0;

- tliglo F(t) =1

Densité de probabilité

Si dt est un nombre réel positif infiniment petit (pour nous un intervalle de temps),

alors la probabilité d’obtenir 7" inclu dans U'intervalle [¢;t + dt] est égale & f(t)dt, soit :

Pt <T <t+dt)=F(t+dt) — F(t) (1.8)

avec :
F(t+dt)— F(t)
dt

Finalement, on obtient la relation générale de la fonction de densité :

= f(t) (1.9)

F(t) = dl;f” _ —d]zt(t) (1.10)

sachant que f(t) est une fonction localement intégrable pour la mesure de Lebesgue .

De méme, nous pouvons ajouter les relations suivantes :
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Chapitre 1. Estimation de la fiabilité

Ft) = / f (w)du

0

R(t)y=1-F(t) = 1—/f(u)du:/f(u)du (I.11)

0

Le taux de défaillance instantané

Il est aussi possible de définir la notion de taux instantané de défaillance au temps
t, notée \(t). La valeur \(¢)dt représente la probabilité d’avoir une défaillance dans 'in-
tervalle de temps [t;¢ + dt], sachant qu’il n’y a pas eu de défaillance dans lintervalle de
temps [0; ¢].

Ainsi, en appliquant le théoréme des probabilités conditionnelles, puis le théoréme des

probabilités totales, A(t) s’écrit :

Prob(dé faillant sur [t; t + dt| sans dé faillance sur [0;t])

At)dt =
®) Prob(non dé faillant sur [0;t])
MOt = Prob(défaillant sur [0;t + dt]) — Prob(défaillant sur [0;t])
B Prob(non dé faillant sur [0;t])
soit finalement
t 1 dR(t
Ay = L1 4RO (1.12)

Rt) R dt

ME) = _dln 5; (t)]
dot : In[R(t)] = —/)\(u)du
et : R(t) = exp —/)\(u)du (I.13)

0

Au cours de la vie d’un matériel, de maniére empirique, nous pouvons distinguer trois

phases sur ’évolution du taux de défaillance A(t) au cours du temps ¢, a travers une
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courbe caractéristique dite en "baignoire" (figure 1.5).
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Fic. 1.5 — Courbe en baignoire.

Les trois phases sur I’évolution du taux de défaillance sont :

— la premiére concerne les défaillances précoces dues a des problémes de conception
(mauvais dimensionnement d’un composant, ...) ou de production (dérive d’un pro-
cess de fabrication,...) ;

— la deuxiéme partie, pouvant étre plus ou moins importante selon le type de maté-
riel (plus pour I’électronique et moins pour la mécanique), est caractéristique des
défaillances aléatoires ;

— la troisiéme partie correspond aux défaillances dues a4 des phénoménes d’usure, de
vieillissement, etc.

Le percentile

Le percentile de 100P-éme d’une distribution F(t) est l'instant 7p par lequel une

proportion P de la population est defaillante. C’est la solution de
= F1(P) (1.14)

Les moments

On appelle moment d’ordre k de la variable T, lorsqu’il existe, le réel défini par :

E[T"] = /+OO trf(t)dt (L.15)

e}

E[X] est I'espérance mathématique ou moyenne. La moyenne peut étre estimée directement
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a partir d’un échantillon de taille n par :

BT =m= 2" (L.16)

On appelle variance le réel V[T|, lorsqu’il existe, défini par :

LﬂT]:y/+m@——Eﬂﬂff@ﬁﬁ (I.17)

oo

La variance peut étre également estimée par :

V[T] _ Z(tz - m)2

o (1.18)

V[T) est appelé écart type (noté o); d’ou V[T| = o2[T)
La moyenne et ’écart type permettent de caractériser, respectivement, la tendance et
la dispersion.
Mode
Le mode permet également de caractériser la tendance. C’est la valeur du caractére
statistique qui apparait le plus fréquemment. Dans le cas d’une variable continue, on peut

entendre parler de classe modale qui serait la classe de plus grand effectif.
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[.3 L’analyse de données de Fiabilité

La plupart des cas d’analyse de fiabilité utilisent comme données les instants de dé-
faillance résultant d’essais ou de ’exploitation.

La figure 1.6 présente, des instants de défaillance ¢; ainsi que des suspensions 7; pour
un échantillon de taille n. La suspension matérialise le fait que ’on ne connait pas exacte-
ment le temps de défaillance d’un équipement. Plusieurs situations peuvent produire des
suspensions :

— D’essai est arrété avant I'apparition de toutes les défaillances (censure a droite),

— la défaillance est constatée aprés son apparition lors d’une inspection par exemple

(censure a gauche),

— la déffaillance est apparue entre deux instants d’inspection (temps de censure par

intervalle)
t=0
Temps de défaillance —f Défaillance
Temps de censure a droite ” / t;
Temps de censure a gauche c’ Suspension
A 7
]
Temps de censure par A j
intervalle

F1G. 1.6 — Les types de données

A partir de ces données, des conclusions sur la loi de fiabilité peuvent étre tirées. En
fonction des informations dont on dispose déja sur le produit testé, on peut faire des
hypothéses plus ou moins restrictives afin d’améliorer les estimations, comme :

— D’existence ou non d’'une loi paramétrique de la fonction de fiabilité

— un mode de défaillance unique,

— plusieurs modes de défaillance, etc.

Dans le cadre de la thése, nous considérons le cas d'un seul mode de défaillance et de
données censurées a droite correspondant a la majorité des cas observés lors des essais.

A partir de ces hypothéses, différentes approches sont possibles; une classification
rapide en deux catégories peut étre opérée selon la connaissance ou non d’une loi para-
métrique pour décrire la courbe de fiabilité :

— L’approche non paramétrique : elle est basée sur aucune hypothése sur l'existence

d’une loi pour approximer la courbe de fiabilité.
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— L’approche paramétrique : elle fait ’hypothése d’une loi continue, dépendante de

certains parameétres et qui approxime la courbe réelle de fiabilité.

I.3.1 L’approche non paramétrique

L’approche non paramétrique fournit une solution au probléme de 'inférence pour les
cas ot un modéle paramétrique soit difficile, sinon impossible, a trouver a cause de la
complexité mathématique ([Sawa, 1978|). L’avantage de ces modéles est qu’ils n'ont pas
la contrainte d’appartenance a une telle classe de distribution.

Dans le cas classique d’un échantillon simple, il existe une méthode universelle d’esti-
mation de toutes les caractéristiques de fiabilité quelque soit le modéle statistique sous-
jacent [Nikulin, 2007]. Soit T = (77, ..., Tn)T un échantillon simple avec F'(t) = P{T; < t}
étant la fonction de répartition de T;. Ayant une réalisation t,¢.5¢ = (t1, ...,tn)T de T,
et sachant que les valeurs ¢; sont des réalisations de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées, il est naturel de donner la méme masse de probabilité 1/n a
chaque valeur x; et construire la fonction de répartition suivante :

F,(t) = m"T“) teR (1.19)

ou :

ma () =Y 1{t; <t} (1.20)
i=1
est le compteur du nombre de valeurs t;, vérifiant la condition ¢; <t :

1,sit; <t

0, sinon

1{ti§t}:{

La valeur F),(t) = m(t)/n de la fonction F), en n'importe quel point ¢ représente une

réalisation de la statistique :

B (1) = %i 1t < 1) (1.21)

calculée au point choisi ¢.
La statistique F, (t) est appelée fonction de répartition empirique. Alors, la valeur

estimée de la fiabilité & un instant ¢; est :

R(t) = 1— %i 1{t < 1) (1.22)
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Dans I’hypothése d’un échantillon composé par des instants de défaillances et des
instants de suspensions, le changement de masse de probabilité prend une valeur dépen-
dante du nombre de suspensions ayant lieu entre deux défaillances successives. Plusieurs
méthodes ont été développées :

— la méthode des rangs corrigés de Johnson

— la méthode de Kaplan-Meier

— la méthode de Wayne-Nelson, etc.

Devant le nombre important des méthodes non paramétriques existantes, par des rai-
sons de simplicité de calculs, nous allons présenter plus particuliérement la méthode de
Kaplan-Meier que nous allons utiliser par la suite. Ce choix n’impacte pas la méthodologie
développée par la suite.

La méthode de Kaplan-Meier permet d’évaluer ponctuellement la fiabilité d’un
matériel aux instants de défaillances quand il existe des censures a droite. Soient
{ti,ta, ..., tj—1,tj, ..., ti_1, tiy ..., T} les instants de défaillances constatés sur un échan-
tillon de taille n. Il y a donc n — k censures a droite.

Ainsi, la fiabilité est obtenue par :

R() =51 - 1) 123)
avec n; est le nombre de systémes encore en fonctionnement et non censurés juste avant
la j¢™¢ défaillance constatée.

La formule de Greenwood 1.24 donne une estimation de la variance de log <}A% (t))
[Ansell et Phillips, 1994] :

Var <log <R (t))) = Z {ﬁ} (I.24)

1t <t

La variance de R(t) est donnée par (R (t))* Var (log (R (t))). La figure L7 présente un
exemple d’une fonction de fiabilité définie par la méthode de Kaplan-Meier et ’'intervalle
de confiance a 90%.

Les approches non paramétriques présentent un inconvénient majeur parce qu’aucune
extrapolation est possible au dela du dernier temps de défaillance. Ceci peut devenir

critique dans le cas de données fortement censurées.

1.3.2 L’approche paramétrique

L’approche paramétrique, d’aprés son nom, utilise des lois paramétriques pour ap-

proximer la fonction de fiabilité. Pour ce faire, il est nécessaire de choisir la loi adaptée au
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R(t) 4

v

Fi1G. 1.7 — L’estimation de la fiabilité par Kaplan Meier

mécanisme de défaillances ou au produit. Pendant des années, de nombreux chercheurs
ont développé différentes lois statistiques et/ou ont associé les lois mathématiques avec
le processus physique de défaillance. Dans ’analyse statistique des données, un modéle
paramétrique est supposé pour la distribution inconnue ; mais le modéle est employé juste
comme une approximation de la distribution inconnue. Il est alors permis de considérer
que le degré de confiance d’une analyse paramétrique s’appuie sur la facon dans laquelle

le modeéle choisi approche la distribution inconnue.

I.3.2.1 Le modéle standard de durée de vie

Une forme générale de fonctions de fiabilité est décrite par le modéle standard de durée
de vie. On dit que la variable aléatoire T, temps jusqu’a la premiére défaillance, suit une
loi de fiabilité R(t) si elle représente la probabilité que 7" soit supérieur a ¢t (équation 1.6).
La probabilité que la durée de vie soit supérieure a ¢, R(t) est continue a droite en tout
point.

On suppose que la fonction de fiabilité R(t) appartient a une classe de fonctions qui ne

dépend que des paramétres d’échelle, de forme et de décalage [Bagdonavicius et al., 2000 :

R(t) =R ((“T“’)) (0> 0) (1.25)

avec 0 = {n,v,w} vecteur des paramétres inconnus (7, v et w respectivement les para-
métres d’échelle, de forme et de position (ou de décalage)).
Siw # 0, alors ce terme matérialisera la durée de vie consommeée lors d'un déverminage

trop agressif (w > 0) ou d’un délai de mise en service (w < 0). Dans le cas des essais, on
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1.3. L’analyse de données de Fiabilité

ne retrouve pas cette situation car les équipements a tester sont produits pour l’essai, le
déverminage est controlé et le vieillissement est considéré négligeable. Aussi, nous n’allons
traiter que les cas ou w = 0.

Les loi classiquement utilisées en fiabilité (Weibull, loglogistique et lognormale) ap-

partiennent & cette famille de modéles.

1.3.2.1.1 La lois Weibull En considérant R (¢t) = e~* dans I’équation 1.25 on obtient

la classe de fonction de fiabilité de Weibull avec :

oy
—
~
N—
I
Cb‘
—~
3|+
S—
c

(1.26)

ity =Y (;) o(-5)" (L.27)

C’est un modéle pouvant caractériser I’ensemble de la courbe en baignoire tout au long
de la vie d’un produit. Ce type de loi est plutot utilisé pour les composants mécaniques.
Le parameétre de forme v donne des indications sur le mode des défaillances et sur
I'évolution du taux de défaillances dans le temps [Lannoy, 1996] :
— v < 1= A(t) décroit = période de jeunesse
— v =1 = A(t) constant = indépendance du temps, loi exponentielle (paragraphe
[.3.2.1.2)
— v > 1= A(t) croit = période de vieillissement ou d’usure :
— 1.5 < v < 2.5 — phénoméne de fatigue

— 3 < v <4 — phénoméne d’usure (remarque : v = 3.5 = distribution normale)

1.3.2.1.2 La loi exponentielle C’est une loi Weibull de paramétre v =1 :

R(t)=e avec \= E (1.28)
Ui

La loi exponentielle est la plus populaire car elle est la plus simple, mais elle suppose

un taux de défaillance constant. Elle ne dépend que d’un seul paramétre : le taux de
défaillance \. Cette loi est associée au processus de Poisson qui génére des événements
(défaillances) dont les temps d’occurrence t sont indépendants et distribués identiquement
selon une loi exponentielle. La loi exponentielle est souvent utilisée en fiabilité pour me-
surer la durée de vie des composants et des circuits électroniques. L’une des spécificités

de cette loi est donnée par le fait q’il n'y a pas d’effet mémoire.
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L
142

R(t) =1—®(Int) , avec ¢ la fonction de répartition de la loi normale standard, on a

[’équation 1.25 permet aussi, pour R (t) = d’avoir la classe loglogistique et si
la classe lognormale. Les méthodes d’estimation des paramétres a partir d’'un nombre fini
d’observations sont basées principalement sur la modélisation stochastique des apparitions
des défaillances au cours du temps et sur ’estimation statistique des courbes de fiabilité

a partir des résultats d’essai.

[.3.2.2 Les estimations de paramétres

Comparée a 'approche probabiliste, la démarche statistique est fondamentalement
une démarche d’inversion, car elle se propose de remonter, méme imparfaitement, des
‘effets’ (observations) aux ’causes’ (paramétres du mécanisme générateur). En d’autres
termes, ayant observé des variables aléatoires générées suivant un mécanisme dirigé par
des parameétres, les méthodes statistiques permettent de conduire, & partir de ces obser-
vations, une inférence sur les paramétres, tandis que le modéle probabiliste caractérise le
comportement des observations, conditionnellement aux paramétres.

Une fois la classe de loi définie, la démarche statistique permet d’avoir des estimations
des paramétres inconnus en considérant les instants de défaillance.

[’estimation d’un parameétre, considéré comme une variable aléatoire, comprend I'es-
timateur ponctuel et son intervalle de confiance. Plusieurs méthodes possibles sont a la
disposition de ’analyste. La suite de la thése va utiliser les méthodes du maximum de
vraisemblance et bayésienne non informative.

Pour chaque méthode, des techniques spécifiques sont prévues pour trouver les inter-
valles de confiance. Pour la méthode de maximum de vraisemblance, on utilise I'informa-
tion de Fisher sur I’hypothése de normalité. Pour la méthode bayésienne non informative
nous allons utiliser la construction des fonctions marginales pour caractériser compléte-
ment la variable aléatoire.

Les deux méthodes sont basées sur I'utilisation de la fonction de vraisemblance.

On observe les durées successives de fonctionnement de n produits identiques jusqu’a
I'instant de censure t.. Au cours de I’observation, on enregistre les instants de défaillance
(t = (ti, ..., tg) avec k le nombre de défaillance observées).

On considére la fonction de fiabilité de paramétres 6§ = (6,,...0,) € Q. Alors, en

utilisant f (¢,6), on définit la fonction de vraisemblance par :

L(t,0) = (ﬁ f (@,9)) R(t,,6)" " (1.29)
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1.3. L’analyse de données de Fiabilité

I.3.2.2.1 Les estimations par la méthode du maximum de vraisemblance
(MV) : La méthode du maximum de vraisemblance consiste dans un premier temps
a évaluer la vraisemblance L (t,6) des observations, c’est-a-dire la probabilité d’avoir ob-
tenu un certain nombre de défaillances et de censures & des instants ou des intervalles de
temps donnés pour un échantillon, z.

Si L (t,0) est dérivable et si le maximum de vraisemblance 6 = (él, . ér> existe, alors

il satisfait ’équation suivante :

0 = Argmax (L (t,0)) (1.30)
qui implique :

OL (t,.t,.,0,.6,)
a0,

~0 (1.31)

6,=b,

Le calcul R(t]0 = é) permet d’approximer la courbe de fiabilité associée au produit
générant des temps de défaillance pour I’estimation ponctuelle § = 6.
L’information de Fisher est définie comme la matrice des dérivées d’ordre deux de la

log vraisemblance calculée pour 6§ = 0 qui satisfait [.31 :

1(6)=E [(%f@) \é] (1.32)

Dans I’hypothése ou la distribution de probabilité dépend de plusieurs parameétres,
0 n’est plus un scalaire mais un vecteur § = (0y,6,,---), la recherche du maximum de

vraisemblance ne se résume donc pas a une seule équation mais a un systéme :

E L;ZZ log f(T; 9)} =0, Vi (1.33)

Enfin, l'information de Fisher n’est plus définie comme une variance scalaire mais

comme une matrice de covariance :

1(6:,6,) = E K aaei log f(T; 9)) <a% log f(T; 9))] (1.34)

En effet, le passage de l'espace des observations a l’espace des paramétres est un
changement de systéme de coordonnées. L’inverse de cette matrice permet quant a elle de
déterminer les covariances relatives aux estimations conjointes des différents parameétres
a partir des observations. Le fait que tous les paramétres soient a estimer simultanément

rend 'estimation plus difficile. Ce phénomeéne est une manifestation de ce qui est parfois

25



Chapitre 1. Estimation de la fiabilité

appelé le fiéau de la dimension |Bellman, 1961].
Soit ¥ (0) le vecteur d’estimateur E[T] avec T = (11, ..., Tn)T :

La borne Cramér-Rao impose que la matrice de covariance pour T respecte :

cove (T) = 220 7 gy (M) (1.35)

06 06
avec :
— l'inégalité des matrices A > B signifie que la matrice A — B est une matrice semi
définie
— 09(0)/00 est une matrice qui a le ij élément donné par 9y (6)/00;.
Si T est un estimateur non biaisé de 6 (i.e., ¥ (0) = ), alors I'inégalité de Cramér-Rao
se simplifie [Fisher, 1922] :

covg (T) > 1(0)" (1.36)

Alors, pour calculer la variance de él , Var (él>, la log vraisemblance L, (t;,6,) doit

étre dérivable d’ordre deux. Ensuite, nous construirons la matrice symétrique de Ficher

ainsi :
[ 2%L, L S T
80121 89218912 " 892’1891‘7‘/
L &L, 9L
I = 90,500, 007, 90,500, (137)
L) P L,
L 8911”8911 8911”8912 " ae?’r .

La matrice inverse I ~! de Ficher représente la matrice estimée de variance — covariance

dénommée 2 :

[ Var <éﬂ) Cov (éﬁ, éz2> ... Cov éil, éir |
e Cou (éﬂ’ éﬂ) Var (éﬂ) o Oov(Bab) | _ 1 (1.38)
I Cov (éw, éﬂ) Cov <9AW, éz2) Var. <éw> |

Le théoréme de la limite centrale est un ensemble de résultats sur la convergence faible
d’une suite de variables aléatoires en probabilité.

Généralement, les évaluations de MV des paramétres sont asymptotiquement nor-
males, signifiant que, pour des grandes tailles d’échantillon, une distribution de paramétre
de la méme population serait tres prés de la distribution normale. Ainsi, si 0 est lestima-

teur de MV pour €, dans le cas d’'une distribution d'un seul paramétre, estimée a partir
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d’une grande taille d’échantillon, on a :

~

0—0
2= —— (1.39)
\/Var <é>
avec :
P o L S d I
r<z)—d0(z) = — e 2dt .40
@< =0 == [ (140
Pour C et C5 respectant :
P(Cl <l< CQ) = (141)
avec « un niveau de confiance donné, ’équation 1.40 devient :
0—0
Pl-w_e <—F——=<wi-2 | =a (1.42)

Var (9)

0 2
avec w, définit par a = —= [ e~ 7 dt
o \/ﬁw

«@
Alors, en simplifiant ’équation 1.42, pour un certain niveau de confiance «, on a les

limites de confiance :

0 — wi-ay/Var (é) <0 <0+ wi—gs [ Var <é> (1.43)

Les limites de confiance pour le cas ou # doit étre positif sont obtenues en traitant le

log(f) comme une variable normal distribuée ; ’équation 1.43 devient :

wlig\/Var(é) wlig\/Var(é)

[ a— <O<fe (I.44)

I.3.2.2.2 La méthode bayésienne non informative : Cette méthode consiste a
appliquer la démarche bayésienne (qui sera trés largement présentée dans le Chapitre 2)

en considérant un a priori non informatif. Le théoréme de Bayes s’écrit dans le cas général :

~L(t,0) x g(0)
9(0]t) = Jo L(t,6) x g(6)do

(L45)
Les fonctions de densité g(0) et g(0|t) représentent respectivement 1’a priori et 1'a
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posteriori. En faisant I’hypothése que chaque variable 6; est indépendante, alors la dis-
tribution a priori de # peut s’écrire comme le produit de fonctions de densité associées a

chaque paramétre 6; :

9(0) = ng(ez) (1.46)

En prenant des lois uniformes non informatives (comme définie dans la figure 1.8) les

fonctions de densité deviennent indépendantes des parameétres 6;.

A £(0) A8(0)
1/2K 1/K”’

>0 > 0
K o tK 0 +K’

FiG. 1.8 — Lois uniformes non informatives

Alors, la fonction de densité a posteriori dépend uniquement de la vraisemblance :

g(0]t) = % (147)

La fonction de densité g;(6;) du paramétre 6; s’écrit :

g:(6;) = / .../g(0|t)d0j (1.48)
=1, j#i

Dans ce contexte, I'estimateur ponctuel est le moment initial d’ordre 1 :

Qo,

La variance est définie par le moment centré d’ordre 2 :

V(éz) = /Q 9o, (6;)(6; — éi>2d9i (1.50)

La méthode présentée nécessite de recourir a des méthodes numeériques lorsque les ex-
pressions analytiques n’existent pas. Les variances sont utilisées pour faire les estimations
des intervalles de confiance selon les relations 1.43 et 1.44. 1l est possible également de

définir 'intervalle de confiance bilatérale symétique au niveau de confiance 1 — « tel que :
prob(07" < 0; < 0") =1 — « (I.51)
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avec 0" et 0 solutions de :

/ 9i(0;)db; = /2 (1.52)
D(0;)

o er

D(0;)

Dans le paragraphe 1.4 est proposée une analyse comparative des deux méthodes pré-

sentées.

1.3.2.3 Estimation des caractéristiques de fiabilité

A partir des estimations des paramétres 6 de la loi de fiabilité, il est possible d’éva-
luer des caractéristiques particuliéres de fiabilité comme par exemple : une probabilité de
défaillance pour un temps donné, le MTTF, le LL10, ... Ces évaluations doivent s’accom-
pagner d’une estimation d’un intervalle de confiance intégrant la variabilité sur chaque
paramétre 6;. Pour ce faire, nous utiliserons I’algébre des variables aléatoires.

Soit la caractéristique y de fiabilité a estimer reliée a la fonction de fiabilité, de para-
métre 6, par la relation f(0) (par exemple, la durée L10 est définie par : L10 = f(0) =
R71(0,1,0))

L’estimateur ponctuel de la grandeur y est donné par :

i~ f(0) (L54)

L’intervalle de confiance sur y peut étre estimé a partir des relations .43 et 1.44 en

utilisant la variance V' (y) définie par :

V(y) ~ Z Z (agé?) )é (‘gg?)é Cov(6;,6;) (1.55)

i=1 j=1

Pour des cas complexes, il est possible de faire appel 4 des méthodes numériques ou

de recourir a la technique du Bootstrap.
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I[.4 Analyse des modéles de fiabilité et méthodes d’es-

timation par simulation de Monte Carlo

L’objectif de cette simulation est d’étudier I'influence de la taille d’échantillon et de la
censure sur les modéles paramétrique et non paramétrique et les méthodes d’estimation.
Pour ce faire, nous avons simulé les instants de défaillance par un tirage aléatoire en
considérant une loi de Weibull de paramétres, respectivement de forme et d’échelle, v =
2,34 et 1 = 114 mois. Dans un premier temps, nous avons étudié l'influence de la taille

d’échantillon puis dans un second temps celle de la censure.

1.4.1 Influence de la taille d’échantillon

Pour étudier 'influence de la taille d’échantillon, nous avons simulé des instants de
défaillance pour quatre configurations : n — 5, 15, 25, 50. Ensuite, nous avons analysé les

instants de défaillance par les approches non paramétrique et paramétrique.

[.4.1.1 Les modéles non paramétriques

La méthode de Kaplan Meier a été appliquée pour traiter les données de simulations.
Comme déja présenté dans la section 1.3.1, pour chaque instant de défaillance t; une valeur
de la fiabilité R(t;) a été estimée. La figure 1.9 présente le résultat d’analyse pour les
quatres tailles d’échantillon. On peut remarquer que plus la taille d’échantillon est faible
plus la fonction de fiabilité est grossiére. Néanmoins, aucune hypothése est faite quant a
la nature de la loi. Cette analyse sera complétée avec une comparaison des approches non

paramétrique et paramétrique.
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R(t) R(t)

. i . . . " i . . . . . . . . .‘ '\’t
50 100 150 20

25 50 75 100 125 150  s0 100 150 200

F1G. 1.9 — L’estimation de la fiabilité non paramétrique

1.4.1.2 Les modéles paramétriques

Dans le cas de ’approche paramétrique, il est nécessaire de faire une hypothése sur la
nature du modéle qui sera utilisé pour ’analyse. Ce choix se fait selon plusieurs critéres
comme la nature des composants, le mode de défaillance observé, ... et plusieurs modéles
candidats peuvent étre testés et le "‘meilleur"’ sera retenu. Dans notre cas, nous repren-
drons le modéle de Weibull, qui a été utilisé pour faire la simulation, pour analyser les
données simulées pour les quatres tailles d’échantillons (n = 5, 15, 25, 50).

En considérant un vecteur de n instants de défaillance, tq,t»,...,t,, la fonction de

vraisemblance (équation 1.29) associée au cas Weibull est :

n v t v—1 7(&>U
L(tv,n) :H— = e\ (1.56)
im1 T\

[’estimation des paramétres inconnus v et 7 se fera selon les deux méthodes présentées
dans 1.3.2.2.

L’approche par maximum de vraisemblance

Pour trouver les estimateurs ponctuels par la méthode du maximum de vraisemblance,

il suffit de résoudre les deux équations suivantes :
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BL“”) Co w4t S Int; — L 3 t0Int; + 2 (In7) S0 1.57
(%), = 8 —nhi+ Elnti= 3> tiInti+ (i) 30 (157)
et
OLn(L) _nd D) — O
(8—77)%_—7+W2ti —0 (1.58)
’ i=1
Apreés simplification, nous obtenons :
=n iint? Int;
4 Inti—n=e— =0 (1.59)
i=1 t
=1
et :
_ 1
LAY
n=|"— (1.60)

Les intervalles de confiance (définis par .69 et 1.70) sur v et 1 sont obtenus en consi-

dérant les variances estimées par :

V (D) = %@2 (1.61)
et :
1.087 (0
V() = —— (;) (1.62)

ou k est le nombre de défaillances observées.

Afin de tenir compte de 'effet aléatoire associé a la simulation de Monte Carlo, nous
avons répété 20 fois chaque estimation. Les figures 1.10 et .11 présentent l'estimation
ponctuelle et I’écart-type des paramétres de forme v et d’échelle 1 en fonction de la taille
d’échantillon. On peut observer que les estimations sont sensibles a la taille d’échantillon,
dans la mesure ou la variabilité d’estimation (estimateur ponctuel et écart-type) dimi-
nue avec 'augmentation de la taille d’échantillon. Cela était prévisible mais on observe,
qu’au dela d’une taille d’échantillon de 35 produits, ’effet sur I'estimateur ponctuel reste
constant. Les écart-types, utilisés pour les intervalles de confiance, diminue rapidement

avec la taille d’échantillon.
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U O,
A
3.5 U théorique
0.8
3
25 g 0.6
4
. »0.4
50N
151 0.2 -

F1G. 1.10 — Résultats du test Monte Carlo pour v et o, avec 'intervalle de 90% confiance

354
30-
25
20-
15

100 * ; E . . © 10

n
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50

140-

U B

F1G. .11 — Résultats du test Monte Carlo pour 7 et o, avec 'intervalle de 90% confiance

La méthode bayésienne non informative

A partir de la vraisemblance (équation 1.29), nous déterminons les fonctions marginales

sur les parameétres v et 7 :

fo = [ Litlo.ma (163)
folo) = [ el myy (L64)

Nous déduisons les estimateurs ponctuels U, 7) par 'estimation du premier moment :
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V=0 = /'va(v)d’u (1.65)
n=1n= / nfy(n)dn (1.66)

wy %\/Var(’) wli%\/Va'r(f))

ve” 0 <wv < ve 0 (1.67)
wli%\/Va'r(ﬁ) wli%x/Va'r(ﬁ)

ne~ 7 <n<ne 7 (1.68)

en considérant les variances :

[e.9]

o, = /fv(v)(v — 0)2dv (1.69)

oy = / fo(m)(n —n)2dn (1.70)

L’ensemble des intégrations a été effectué par une méthode numérique (Simpson).
Comme pour le cas de la méthode MV, nous avons répété 20 fois chaque estimation
afin de considérer I'effet aléatoire de la simulation. Les figures 1.12 et 1.13 représentent les
différentes estimations en fonction de la taille d’échantillon. On observe une forte influence
de la taille d’échantillon sur la forme de la fonction marginale f, (1) ce qui est moins le cas
pour f,(v). Cela se traduit par une plus grande variabilité de I’estimation de 1’écart-type
du parameétre d’échelle o,,. Sinon, le comportement global des estimations par la méthode

bayésienne est identique a celui observé par la méthode MV.
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35 - o
[ U théorique
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n
L n . n . ' . . . . L . . . . L . . . n ' . »
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F1G. .13 — Résultats du test Monte Carlo pour 7 et o, avec 'intervalle de 90% confiance

Comparaison des méthodes d’estimation

Pour chaque itération de la simulation de Monte Carlo, le méme jeu de données a été
traité par les méthodes d’estimation. Ainsi, les estimateurs ponctuels et les écart-types

ont été calculés et les écarts relatifs ont été déterminés par la relation générale suivante :

oz — Orrv | (1.71)
Max(0mae — Orryv)
avec le terme |0, — 0| représentant I'écart pour l'itération i et le terme Maz (60,4, —
Orrv) Pécart max sur 'ensemble des répétitions pour la taille d’échantillon n.
Les figures 1.14 et 1.15 montrent 1’évolution des écarts relatifs des estimations en

fonction de la taille d’échantillon.
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F1G. 1.15 — Eccart relatif sur ’estimation de 7 et o,

Nous constatons des différences trés faibles, d’ordre 1.75% entre les deux méthodes en
ce qui concerne le paramétre v. Pour son écart-type, les différences restent dans la méme
ordre, jusqu’a 3%.

En ce qui concerne le paramétre d’échelle, 7, les écarts sont plus significatifs pour de
faibles tailles d’échantillon. C’est surtout vrai pour I'estimation de I'écart-type o,. Cela
s’explique par l'effet de la taille d’échantillon sur la forme de la fonction marginale qui

aboutit & ces écarts.

[.4.1.3 Comparaison des modéles paramétrique et non paramétrique

Pour les quatre tailles d’échantillon, nous avons comparé les fonctions de fiabilité et
les intervalles de confiance (niveau de confiance 1-a = 95%) obtenus par les modéles

paramétrique ou non. La figure 1.16 représente le résultat des quatre configurations.
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F1G. 1.16 — Comparaison des méthodes

On peut noter, comme dans les analyses précédentes, I'influence de la taille d’échan-
tillon sur la construction de la fonction de fiabilité. On peut remarquer que les fonctions
de fiabilité et les intervalles de confiance par les deux approches sont comparables. Ainsi,
pour de faible taille d’échantillon, le modéle paramétrique permet de faire des estimations
plus "lissées" en évitant les sauts visibles sur le modéle non paramétrique. Par contre,
dans le cas de taille d’échantillon plus importante, les deux approches sont tout a fait
comparables en terme d’utilisation avec un avantage pour le cas non paramétrique puis-

qu’aucune hypothése n’est considérée.

1.4.2 Influence de la censure

Afin d’éviter I'influence combinée de la taille d’échantillon et de la censure, nous avons
considéré des simulations d’échantillons d’une taille importante de 50. Nous avons traité
trois niveaux de censure (aucune censure, censure a 100 mois et censure & 50 mois) en
appliquant les modéles paramétrique et non paramétrique. La figure 1.17 représente la
répétition de 30 simulations ou les courbes représentent les estimations ponctuelles des

fonctions paramétique (colonne de gauche) et non paramétrique (colonne de droite) de la
fiabilité.
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FiG. 1.17 — L’estimation de la fiabilité dans un contexte de censure

On peut remarquer que plus le temps de censure diminue et plus la variabilité du
modeéle paramétrique est grande alors que le modéle non paramétrique reste insensible.
Cette variabilité s’explique par le fait que c’est principalement les instants de défaillance
qui apportent I'information dans I’estimation. Par contre, le modéle non paramétrique est
tronqué au dela du temps de censure. Cela ne permet pas de prédire le comportement du

produit au dela de ce temps. Ainsi, I'ingénieur ne peut pas accéder a certaines informations

comme le MTTF, la fiabilité pour une période d’exploitation longue, ...

problématique.
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1.4. Analyse des modéles de fiabilité et méthodes d’estimation par simulation de Monte Carlo

I1.4.3 Analyse globale

En examinant I’ensemble des simulations, on peut dresser quelques remarques géné-
rales :
— la taille d’échantillon impacte les modéles paramétriques et non paramétriques en
augmentant les intervalles de confiance associés lorsque la taille diminue,
— les modéles non paramétriques deviennent grossiers avec la faiblesse de la taille
d’échantillon mais ils présument aucune hypothése,
— les estimations ponctuelles des modéles paramétriques sont trés sensibles au niveau
de censure,
— la troncature des modéles non paramétriques au dela du temps de censure peut étre
problématique dans certaines appliquations
En considérant ces remarques, deux voies de développement ont été proposées afin de
limiter ces effets. Une premiére voie consiste a sévériser les conditions d’essai pour précipi-
ter suffisamment de défaillance afin d’améliorer les estimations. Pour permettre d’estimer
la fonction de fiabilité en conditions nominales, il est nécessaire d’utiliser un modéle de vie
accélérée intégrant la fonction de fiabilité (paramétique, non paramétrique, ...) et une loi,
appelée couramment loi d’accélération, prenant en compte 'effet des variables de sévéri-
sation sur la durée de vie du produit. Une deuxiéme voie étudiée est celle de I’estimation
bayésienne consistant a introduire dans l'inférence statistique toute la connaissance a
priori sur la fiabilité du produit. Dans la paragraphe suivant nous détaillons la méthode

des essais accélérés.
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1.5 Les essals accélérés

Les essais accélérés se composent d’une variété de techniques d’essai pour diminuer
la durée de vie des produits ou accélérer les processus dégradation. Ils sont utilisés pour
obtenir plus vite des informations concernant la vie du produit ou concernant le rapport
performance/dégradation dans le temps. Les unités testées sont employées plus fréquem-
ment que d’habitude ou sont soumises & des niveaux de sollicitation plus élévés (par
exemple I'augmentation de la température, de la tension électrique, de I’humidité, etc.),
pour obtenir la loi de fiabilité ou autres caractéristiques de fiabilité (taux de défaillance,
temps de défaillance, etc.) des produits (systémes ou composants) dans des délais plus
courts. Pour cela, les niveaux de stress subis par le produit sont augmentés afin d’obte-
nir des données de vie plus rapidement, qui seront utilisées pour estimer la fiabilité dans
les conditions normales de fonctionnement. Les résultats sont employés, par un modéle
statistique approprié basé sur la physique de défaillance des composants, pour faire des
prévisions de durées de vie du produit soumis aux conditions normales d’utilisation.

Les essais accélérés peuvent s’appliquer a toutes les catégories de matériels en em-
ployant différents types de contraintes (mécaniques, électriques, climatiques ...) les plus
adaptées vis-a-vis des modes de défaillance attendus sur ces matériels /

— Contraintes mécaniques : torsion, flexion, flexion rotative, chocs mécaniques, vibra-
tions, vibrations acoustiques, traction/compression, etc. La fatigue est le mode de
dégradation le plus communément utilisé pour les composants mécaniques qui sont
testés sur des pots vibrants,

— Contraintes électriques : cela inclue la tension, I'intensité du courant, la fréquence,
choc électrique ... La tension est le stress électrique le plus communément utilisé
puisqu’il génére rapidement des défaillances,

— Contraintes climatiques (ou environnementales) : la température et les cycles ther-
miques sont les stress les plus couramment utilisés. Il est nécessaire d’appliquer
des niveaux appropriés pour conserver les modes de défaillance d’origine. D’autres
stress peuvent étre appliqués comme les ultraviolets, le brouillard salin, la poussiére,
I’humiditeé, etc.

— Contraintes spécifiques au matériel.

Ces différentes contraintes peuvent étre appliquées combinées ou non aux produits.

Dans le cadre général, les stress X peuvent varier au cours du temps et étre multidimen-
sionnels [Nelson, 1990] :

X=X(r),7>0 (L.72)
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I.5.1 Le plan d’essais

La définition d’un plan d’essai accéléré dépend de plusieurs paramétres ( [Hoang, 2003],
[Nelson, 1990], [Vassilious et Mettas, 2001],...) :

— Les stress d’accélération et les limites opérationnelles : on appelle stress I’ensemble
des conditions et facteurs susceptibles d’affecter le bon fonctionnement d’un produit.
Les stress peuvent étre de toute nature (mécanique, électronique, climatique, ...)
et leurs durées de manifestation de tout ordre (constante, échelonnée, progressive,
cyclique ou aléatoire). Les nombres et les niveaux des stress appliqués sont choisis
en fonction du produit étudié avec la conservation du mécanisme de défaillance
d’origine tout en accélérant suffisamment 'essai. Les stress sont parfois désignés
par les termes : contraintes et sollicitations. Les limites opérationnelles du produit
sont déterminées par un essai aggravé par exemple (donnant les niveaux de stress
extrémes a ne pas dépasser afin d’éviter les fonctionnements dégradés des produits)
ou changement de mécanisme de défaillance,

— Les modes et mécanismes de défaillance : dans un essai accéléré, les mécanismes
d’endommagement provoqués doivent étre représentatifs des conditions normales
d’emploi. Chaque mode de défaillance peut étre provoqué par un ou plusieurs types
de contraintes,

— Les nombres de dispositifs testés a chaque niveau de contrainte, donnant la précision
des estimations,

— Un modéle de vie accélérée, qui relie la durée de vie sous les conditions accélérées
a celles sous les conditions normales d’utilisation, permet d’analyser les résultats
d’essai pour estimer la fonction de fiabilité dans les conditions nominales.

La conception du plan d’essai (quels essais faut-il faire pour montrer que le systéme

est fiable 7) peut intervenir dés le début de la conception du systéme, dés que les fonctions
requises (le cahier des charges) sont connues.

Les stress peuvent étre appliqués sur les produits selon différents profils :

1. Le chargement constant (indépendant du temps) : on soumet chaque composant a

un niveau de contrainte constant supérieur a la normale (figure 1.18),

2. Le chargement variable (en fonction du temps) : la contrainte choisie, évolue en
fonction du temps. Elle peut étre augmentée d’'une maniére échelonnée, progressive,

cyclique ou aléatoire etc. :

— La contrainte échelonnée : la contrainte est appliquée de maniére échelonnée par
des niveaux croissants ou décroissants dans le temps (par paliers) jusqu’a appa-

rition d’une défaillance (figure 1.19),
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F1a. 1.19 — Profil d’essai sous stress échelonné

— La contrainte progressive : la contrainte est augmentée de maniére linéaire dans
le temps (croissance linéaire),

— La contrainte cyclique : la contrainte est appliquée selon une amplitude et une
fréquence données (figure 1.20),

— La contrainte aléatoire : la sollicitation suit un profil aléatoire (couramment uti-

lisée en vibration)

Dans le cadre de cette thése, nous allons utiliser le plan d’essais par chargement
constant [Nelson, 1990] avec des données censurées a droite, des niveaux de stress X, ..., X
constants accélérés : X; < X, < ... < X, avec X le stress usuel, (X, < X;). On considére
que k groupes d’unités sont observés. On teste le i-éme groupe sous le stress X, € ¢,
jusqu’a l'instant T;. Le stress usuel X, n’est pas utilisé.

A chaque niveau de stress X; on teste n; produits et on note les temps de défaillance
tivs o bigs @i < My produits testés jusqu’a l'instant 7T;; cela veut dire qu’on a des essais
censurés a droite. Dans la figure 1.18 on a marqué avec x les temps de défaillance observés

inférieurs a l'instant T} et avec o les temps de défaillance possible supérieurs a l’instant
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F1G. 1.20 — Profil d’essai sous stress cyclique
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Ce plan de test est simple et les avantages sont les suivants :

— simplicité de solliciter les produits selon des stress constants,

— nombreux modéles disponibles pour traiter les résultats d’essali,

— Plusieurs techniques d’estimation peuvent étre utilisées.

Dans le cadre de cette thése, nous proposons d’utiliser le modéle standard de vie accélé-
rée qui a été trés largement étudié par I’équipe de M. Nikulin (|[Bagdonavicius et Nikulin, 1995b],
[Bagdonavicius et Nikulin, 1995a], [Bagdonavicius et Nikulin, 1997b]|, [Bagdonavicius et al., 2000,
[Bagdonavicius et Nikulin, 2001], [Bagdonavicius et Nikulin, 2001])
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[.6 Le modéle de vie accélérée (MVA)

Les modéles statistiques de vie accélérée sont généralement utilisés quand la relation
exacte entre les contraintes appliquées et le temps de défaillance du composant est difficile
a déterminer selon des principes physico-chimiques. Dans ce cas les composants sont
soumis a différents niveaux de contraintes et les instants de défaillance sont utilisés pour
ajuster la distribution de vie la plus adéquate. Les instants de défaillance ont le méme
type de loi a chaque niveau de contrainte, en particulier dans les conditions normales de
fonctionnement.

Les modéles statistiques de vie accélérée peuvent s’appliquer a plusieurs domaines
comme celui du vivant (sciences médicales), de 1’électronique et de la mécanique. Ce qui
différencie les diverses applications sont les lois de fiabilité utilisées, les stress employés
pour aggraver les essais et la nature des lois d’accélération.

Dans la littérature, on trouve plusieurs définitions théoriques des modéles Statistiques
de Vie Accélérée ([Nelson, 1990|, [Bagdonavicius et Nikulin, 1995a|, [Hoang, 2003|). En
général, ils sont constitués de deux composantes principales, la figure 1.21 illustre ce genre
de modéles :

— un modéle analytique "Durée de vie-stress'" appelé aussi loi d’accélération ou modéle
d’accélération, traduisant la durée de vie "nominale" du produit soumis a I’essai en
fonction des niveaux de contraintes appliquées. Cette durée de vie "nmominale" est
représentée par une caractéristique de la loi de fiabilité telle que la moyenne, la
meédiane, ’écart type, un quantile ou un quelconque paramétre de la loi.

— une distribution statistique des durées de vie : Dans un test accéléré, un modéle
analytique seul, ne décrit pas le comportement des durées de vie du produit. A
chaque niveau de contrainte (stress) le systéme a une distribution statistique de vie.
D’ou la combinaison : équation d’accélération et distribution de vie de base.

Devant une telle variété de modéles, un grand intérét apparait sur 'unification de ces

modéles dans un seul formalisme. C’est le but du modéle standard de vie accélérée.

I[.6.1 Principe

Supposons que la durée de vie TX(.) sous n’importe quel stress X (e) est une variable

aléatoire non négative absolument continue de fonction de survie :

Ry (e (t)=P {TX(.) > t} >0 (1.73)
Considérons un ensemble de stress €. Formellement, on dit qu'un stress X, (e) est
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F1G. 1.21 — Représentations graphiques d’un Modéle Statistique de vie Accéléré (durée de
vie en fonction de la contrainte, tirée de [Nelson, 1990)

supérieur a un stress X, (o) si Ry (o) (t) > Ry () (t) pour tout ¢ > 0 . Soit ¢, C £ un
ensemble de stress constant dans le temps et X, € ¢, . On peut définir la fonction inverse

de Ry (f) comme :

Ry (p) = int {t Ry (1) > p} (L.74)

On note le produit de convolution entre R;(i et Ry, comme [y, (t) = R;%RX(.) (1),

avec fX(.) (0) = 0. Alors, pour tout X (e) € £ on a:

P {TXO > [x(e) (t)} = P{Txq) >t} (L.75)

Il résulte que pour tout X (e) € ¢ la probabilité de survivre jusqu’a I'instant ¢ sous
le stress X (o) est la méme que la probabilité de survivre jusqu’a 'instant fx(.) (t) sous
le stress X, . On appelle la fonction fy (t) la ressource utilisée sous le stress X (o)
Jgusqu’a l'instant t ou fonction de transfert.

Le modéle standard de vie accélérée (SVA) est défini sur ¢ s'il existe une fonction

r:e— R telle que pour tout X () € ¢ :

& Fxiw () =X (0) (L76)

La fonction r exprime une vitesse de dégradation. Le modéle SVA signifie que la vitesse

d’utilisation de la ressource a l'instant ¢ ne dépend que de la valeur du stress appliqué a
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I'instant t.

La formule 1.76 implique :

Ryw (t) = Ry, ( /0 X ()] d7> (L.77)

Dans le ce cas ou X (1) = X = constant, le modéle .77 implique :

Ry (1) = Ry, (r(X)t) (1.78)

Donc le stress ne change que 1’échelle. Notons que r (X,) = 1.

Le modeéle SVA permet d’estimer la fiabilité d’'un composant sous des contraintes expé-
rimentalement indisponibles a partir de la fiabilité du méme composant sous des conditions
d’utilisation. L’analyse statistique du modéle SVA consiste a estimer les paramétres de
ce modéle (fiabilité, taux de défaillance,...). Les techniques d’estimation, dépendent de
ce modeéle statistique, c’est-a-dire de la connaissance de la fonction de survie RXO et du

choix de la vitesse de dégradation r .

Si la fonction 7 est complétement inconnue, la fonction RXO ne peut pas étre estimée
méme si 'on connait la famille de distributions a laquelle RXO appartient.
a (259
)"] on obtiens Ry (t) =e ’ . A partir de
r(x) (X
T g
complétement inconnue, r (X,) et donc Sy (¢) ne peuvent pas étre estimés.

D+

Par exemple, si RXo (t) = e[_(

temps de défaillance on peut estimer le paramétres «, mais puisque r est

Donc la fonction r doit étre choisie dans une certaine classe de fonctions. Si le modéle

[.78 est vérifié sur un ensemble de stress ¢ , alors, pour tous X;, X; on a

J

Ry (t) = RXZ. (:Ei?;) = in (/) (Xi7 Xj)) (L79)

D’abord, supposons que le stress x € R soit unidimensionnel. Le taux de changement

d’échelle est déterminé par la dérivée :

p(x,:c—i—Ax)—p(x,x) !

o () = Alglprilo Ay = [logr ()] (1.80)
Donc pour tout z € ¢
r () = el PO (1.81)

Supposons que ¢ (x) soit proportionnelle & une fonction connue u (x) du stress
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0(z) =pu(x),B, >0 (1.82)

Alors
r(x) = efoth@) (1.83)

ou z (x) est une fonction primitive de u (z) , (3, 5, sont des paramétres inconnus.

s . . . <1 . T © 1
Pour généraliser, si le stress et multidimensionnel : X = (z,...,z,,)" , on considére

des caractéristiques infinitésimales §, (z) données par :

5 (X) = 1im POGX FATE) = p(X,X) _ Ologr (X)

K3 K3

(1.84)

T

ol e = (O, R P 0) . L’unité est dans la 7 -éme coordonée. Généralisant le cas
1 % m

unidimensionnel, 9, (X) devient :

k;
0; (X) = Z Bijuz‘j (X) (1.85)

ot les u;; (X) sont des fonctions connues et 3;; sont des constantes inconnues. Dans

ce cas

r (X) — 6504‘2211 2521 Byj2;(X) (186)

avec z;; (X) des fonctions connues.

Alors, en généralisant, les modeéles 1.77 et [.78 peuvent s’écrire :

t
Ry (t) = Ry, ( /O eﬁTZ(T)dT) (1.87)

ou, pour des stress constants :

Ry (t) = Ry, (eﬁTZt> (1.88)

ot B = (Bo, .., Bn)" un vecteur de paramétres et Z = (o (X)), .., om (X)) avec le
fonctions (p; spécifiées et la premiére composante zy égale a 1.

Dans la littérature ([Nelson, 1990],...) on trouve une grande variété de modéles d’accé-
lération, définis pour chaque type de composants et matériaux. Nous présentons quelques

modéles d’accélération les plus utilisés pour des stress a profil constants, des cas particu-

! !

liers de MVA. Désormais, la durée de vie " nominale " est représentée par la moyenne.
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1.6.2 Lois d’accélération courantes
1.6.2.1 Loi d’Arrhenius

Utilisée lorsque le mécanisme d’endommagement est sensible a la température (en par-
ticulier : diélectrique, semi-conducteur, batterie, lubrifiant et graisse, plastique et filament
de lampe incandescente). La loi d’Arrhenius modélise la durée de vie 7 du produit comme

fonction de la température T :

7= A7) (1.89)

avec :
— A et B constantes positives

— T température absolue

Le facteur d’accélération (F'A) d’Arrhenius entre la durée de vie 71 pour une tempé-

rature T et la durée de vie 7, pour une température T est :

FA—T_ Bl&—) (1.90)

T2

1.6.2.2 Loi de Peck

Utilisée lorsque le mécanisme d’endommagement est sensible a la température 7" et a
’humidité H (en particulier : composants électriques, conducteur aluminium et compo-

sants mécaniques soumis a la rupture). Le modéle est défini par :

r=A(H) " ei#=) (L91)
avec
— T : température absolue en K
— H : humidité en %
~ k :8.6171 107° eV /K constante de Boltzmann
— E, : energie d’activation en eV

— m parameétre du modéle

I1.6.2.3 Loi puissance inverse

Elle est utilisée lorsque le mécanisme d’endommagement est sensible & un stress parti-
culier (par exemple : diélectrique, roulement a billes ou rouleaux, composants optoélectro-

niques, composants mécaniques soumis a la fatigue et filament de lampe incandescente).
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La loi de puissance inverse décrit la cinétique d'une dégradation sous stress constant

V, la durée de vie est donnée par 1’équation :

(Y 1)

avec :
— V : stress constant
— A et v : constantes dépendantes de la défaillance et de I’essai
Cas particulier : quand le stress est la température, la loi est appelée la loi de Coffin-
Manson.
Le facteur d’accélération entre la durée de vie 74 pour un stress Vi et la durée de vie

T, pour un stress Vg est :

1 V2 7
FA=—=[-=2 1.93
n (V) (1.93)

1.6.2.4 Loi d’Eyring

Utilisée lorsque le mécanisme d’endommagement est sensible a la température et un
stress V (en particulier : composants électriques, conducteur aluminium et composants

mécaniques soumis a la rupture). Le modéle est défini par :

. (;) () (V(C+5)) (1.94)

avec :
— T : température absolue

— V : Stress donné

~ k :8.6171 107° ¢V/K constante de Boltzmann

— A, B, C et D les paramétres du modéle

Dans les paragraphes suivants, nous abordons I'estimation du modeéle SVA selon les

approches paramétrique et semi-paramétrique.

1.6.3 La construction d’un modéle paramétrique

Les modéles paramétriques sont généralement employés lorsqu’il existe une connais-
sance suffisante sur les lois de dégradation et les fonctions de fiabilité appropriées au
produit a tester. Ainsi, le plan d’essai consiste a solliciter les composants a différents ni-
veaux accélérés de stress. On fait I’hypothése que la distribution des temps de défaillance

est identique aux différents niveaux de stress (y compris dans les conditions initiales) et

49



Chapitre 1. Estimation de la fiabilité

que le paramétre de forme de la distribution soit le méme pour tous les niveaux de stress.
Les temps de défaillance aux différents niveaux de stress sont utilisés pour déterminer la
distribution de probabilité la plus appropriée [Shyur et al., 1999].

En reprenant I’équation 1.25, on peut noter :

R(t) =R(e) ,teR,0==2,0=(vy,.,Up), % =Inn—Fy et~y =0,
i =(1,...,m), on peut écrire le modéle 1.87 sous la forme :

Int—~"Z
Ry(t)=R (u) (1.95)
o
Notons T;; la durée de vie observée ou censurée de la j -éme unité du ¢ -éme groupe,
on a :

entre deux valeurs.

Dans ce cas, la fonction de vraisemblance est :

()

i=1 j=1

g

R <¥> (1.96)

En dérivant par rapport a 7; et ¢ la fonction InL(v, o), on obtient :

k n;
Ul(770-) = % = % lezl Zlaj (’770)7 (l = 17"'7m)7
i= j=
k ny;
Uni1(v,0) = 20500 = L5757 {uy; (v,0) ay (7, 0) = 8353, (1.97)

i=1j5=1

<.
Il

avec
AT 7(3)
Vij (’Ya U) = %a Q;j (77 U) = A (Uij (77 U)) - 51']' (lIl )‘)/ (Uij (77 U))

Les estimateurs du maximum de vraisemblance 7,4 peuvent étre obtenus en résolvant

le systéme d’équations :

U(y,0)=0 (I=1,....m+1) (1.98)

et I'estimateur de la fonction de survie Ry, est

. Int — 4720
Ry () =R (%) (1.99)

Pour calculer I'intervalle de confiance (1-«) sur I'estimateur de la fonction de fiabilité,

on définit la matrice d’information de Fisher IZ (v, o) avec les éléments suivants :
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B *InL(y,o0)
a/Yl 875

k n;
1 T

- ﬁzzil’zis z :Cij (770-)7 l78 = Oa“'am (1100)
1=1 j=1

O*InL(v,0)
[fmﬂ (%U) = —W

Illsl (’ya U) =

k
1 1
= EUZ (v,0) + = Z za Y i (v,0)¢j(y,0), 1=0,..,nl101)

L
Im+1,m+1 (v,0) = T 902

k
2 1
g mt! o)+ Z (/UZQJ (v, 0) cij (v, 0) + (5ij) (I.102)

avec : c;j (v,0) = N (v (7,0)) — 8i;(In N)” (v (7, 0)).
On observe que Pestimateur R est une fonction réguliére de v et 0. On va définir :

RXO (t>
1 — Ry, (t)

RXO (t>

= Ry, (1) ¢t Qx, (t) =In

Qx, (t) =1In (1.103)
La fonction Qx, () prend ses valeurs dans # donc la vitesse de convergence de Q X, Vers

la loi limite est plus grande que celle de RXO vers sa loi limite, et on obtient que la loi de

~

QXO (t) - QXO (t)

0Qo

est approximée par la loi normale N (0, 1), avec :

(A )2 _ 8QAAXQ aQXO aQXO (]—L( O_)fl) aQXO aQXO aQXO
0 7 04 06 g 0 7 04 06

R’(R—1<RXO(15))) 2 6427”':27”:%1208[?( &)

52 Ry, (1) (1 ~ Ry, (t))

—262?yTZ(0) Z ZOl[é:erl (5,6) + (;YTZ(O))2 [£n+1,m+l (3, &)] (1.104)
1=0

avec I1° les termes de la matrice (I=(y, 0))_1
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L’intervalle de confiance approximatif (1-«) pour RXO (t) est :

~ —1
1 — Ry, (t
<1 + 1= Fx (1) exp {i&QOwla/2}> (1.105)

Ry, (t)
avec w, la a-quantile de la loi N(0,1).

Alors, a partir du modéle I1.78 on peut créer une multitude de méthodes en choisissant
différentes lois d’accélération Arrhenius, Eyring, Peck, ... . Le plus souvent, ces modéles
sont appliqués de la fagon suivante : on suppose que la fonction Rx,(t) appartient & une
certaine classe I' de répartitions et on observe plusieurs groupes des composants sous des
stress accélérés en conformité avec le plan d’essais classique présenté dans 1.5.1. On estime
alors les paramétres inconnus 4 et & de r(X) et la fonction Ry, (t). Un estimateur de la

"normal"’ X est obtenu en changeant dans [.78 X par

fonction de fiabilité sous le stress
Xy ainsi que les estimateurs des paramétres inconnus.

Les points faibles de cette méthodologie sont les suivants [Bagdonavicius et Nikulin, 1997a) :

1. impossibilité de vérifier I’hypothése H: G € I' dans le cadre de stress "‘normal"’ a

partir de telles expériences
2. choix limité de la fonction (X)) (log-linéaire en particulier)

3. erreur de prédiction du modéle de régression car le stress nominal X, n’est pas utilisé

pendant les expériences.

Pour traiter les deuxiéme et troisiéme points, des plans ont été proposés, basés sur
le modéle non-paramétrique par exemple, ot 'on fait quasiment aucune hypothése sur
la classe d’appartenance de r(X) [Tebbi, 2005] et de la fonction de fiabilité. Ces plans
ne seront pas traités dans le cadre de cette thése car ils ne présentent pas d’intérét dans
le contexte abordé. En effet, I'objectif dans le chapitre IIT est d’utiliser les modéles SVA
complets (fonction defiabilité et loi d’accélération connues) pour estimer la fonction de

fiabilité d’un produit soumis & un environnement aléatoire.

I.6.4 La construction d’un modéle semi-paramétrique

L’analyse semiparametrique du modéle SVA dans le cas du plan d’essais clas-
sique a été considérée par [Bashu et Ebrahimi, 1982|, [Schmoyer, 1986|, [Schmoyer, 1991],
[Nikulin, 2007].

Nous allons noter N; (7) le nombre de pannes observées du i-éme groupe dans 'inter-

valle [0, 7], Y;(7) le nombre d’unités a risque (en état de fonctionnement et non-censurés)
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avant le moment 7, T;; < ... < Ty, les moments de pannes du ¢-éme groupe. Les

variables aléatoires
T . .
ATy (=1, ki=1,...,m)

peuvent étre considérées comme des pseudo-pannes observées dans une expérience ou
k

n = > n; unités avec la fonction de survie R,, ont été testés et n; — m; parmi elles ont
i=1

s 2 , T . “1ey 2 , . ..

été censurées au moment e Zit;. La fonction de fiabilité sera définie empiriquement par

I’estimateur de Kaplan Meier. Alors
k T
N (7, 8) = SN (97 %7)
i=1

est le nombre de pannes observées dans 'intervalle [0, 7] et

k

YR(r.8) =Y i (e %)

=1

est le nombre des unités a risque avant 'instant 7.
La fonction de survie Rx, peut étre estimée par ’estimateur de Kaplan-Meier. Nous
allons noter AN (7, 8) = N% (1, 8) — N (71—, 8) et AN, (u) = N; (u) — N; (u—), avec la

notation générique f (u—) = leig)lf (u— ) ; alors, pour tous s < max; < e? Zit; b, on a :

» AN* (T7 ﬁ) =1
T7<s T7<s Z YE (6_6 Zl'T)
=1
On écrit de facon suivante :
- 1
Rx, (s,0) = 11 - — (1.107)
(i,):Tij <exp{—BT Z;}s SV (e Z=A0T)
=1

La fonction de vraisemblance est présentée dans [Bagdonavicius et al., 2000] comme :

L(B) = ﬁ ﬁ [RXO (eﬁTZiTij—, ﬁ) — Ry, (eﬁTZinj, ﬁﬂ Ry (eﬁTZiTij, 6) (1.108)
i=1 j=1
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Les auteurs justifient cette formulation par le fait que la fonction de densité fx, =
—S;(O est inconnue et peut étre approchée aux points eﬁTZiTij par un facteur proportionnel
a:

BT Z; ~ B BT Z; 5 8Tz,
on (6 Tij, ) ~ RXO <€ Tij—,ﬁ) — RXO (6 Tz’j, ) (1109)

Mais, on sait que :

=g (u) R (g(u)) (1.110)

Alors, on a :

d [1% (ei;zit, ﬁ)} oy (eﬁTZit’ 5) (I1.111)

et on va proposer de remplacer I’équation 1.108 par :

L(8)= f[ﬁ [em (Rxo (¢ 4T=, 8) = Rx, (74T, ﬁ))] Ry (75T, )
(1.112)

Il nous reste simplement a calculer I’estimateur ponctuel :

3= Argmax, L (3) (L.113)

. . . AT 7.
pour avoir la fonction de survie sous stress normal pour tout s < max; {eﬁ thi} comme :

Ry, (s) = Ry, <3, B) (1.114)

Dans le paragraphe suivant, nous allons appliquer les modéles paramétrique et semi
paramétrique sur un exemple simple & un seul stress. Dans le cadre de ’équation 1.88, le
vecteur de paramétres est unidimensionnel, 5 = {3}, en considérant aussi 5, = 0. Cela
nous va permettre d’afficher en deux dimensions le graphe de transfert de la durée de vie
de différents niveaux X;, {i = 1..k} au niveau de stress usuel X,. Dans ce contexte, on

obtient le r(X) défini dans I’équation [.76 comme :

r(X) = eh? (I.115)

avec Z = p1(X) décrivant 'influence du stress.

Le caractére discret de la construction de fonction de fiabilité se retrouve dans la forme
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de la fonction de vraisemblance par des discontinuités.

I.7 Application numérique

L’objectif de cet exemple est d’appliquer les modéles paramétrique et semi paramé-
trique & des données simulées. Pour ce faire, nous avons simulé les résultats d’un plan
d’essai complet (sans censure) a deux niveaux de température (77=95°C et T=125°C)
et pour différentes tailles d’échantillon (n; = ny = 5, 15, 25 et 50). Un modéle Weibull-

Arrhénius a été utilisé pour simuler les instants de défaillance :

(txeﬁoxe 1)%1')”
Ry (t)=e (1.116)

Avec
— X; = 273 + T; la température absolue (Températures d’essai 77=95°C et T,=125°C
et température nominale Ty = 27°C)

- By = -6.5507

— By = —L2 avec Ea=0.29 eV et k=8.6171e-5 eV /K

— v = 2.34 le paramétre de forme

Pour étudier l'effet aléatoire de la simulation, vingt répétitions sont réalisées pour
chaque configuration de plan (température et taille d’échantillon).

Nous commencons par présenter les résultas de I'application du modéle paramétrique.
Les figures 1.22, 1.23 et [.24 montrent les résultats des estimations des trois parameétres

inconnus (F,, n = e~ et v) du modéle Weibull-Arrhénius.

‘A U valeur théorique %83 o,
B / 07
ST / 06
i T — 05
o S 04
15 03
! 0,2
0,5 0.1
E ‘ ‘ ' ‘ S S I G
0 10 20 20 © o -

F1G. 1.22 — Résultats du test Monte Carlo pour v et o, avec l'intervalle de 90% confiance

On peut remarquer que l’estimation du paramétre v est la plus sensible a Deffet
de la taille d’échantillon. On montre évidemment qu’avec 'augmentation de la taille

d’échantillon les estimateurs ponctuels (par la méthode du maximum de vraisemblance)
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160 A?] valeyr théorique & 4 o,
140 70
T — \p 60
100 7—#ﬂ7 50
O . w
60 30
40 20
20 10
’ 0 10 0 20 w0 50 >s‘on ' 0 10 2 » 40 50 >6‘°n

F1G. 1.23 — Résultats du test Monte Carlo pour 7 et o, avec I'intervalle de 90% confiance

~
03151 E 02 - OFa
a

valeur théorique

0275 . , , , . > n o ' ' ' ! ! » n

o 10 2 30 40 50 0 0 10 20 30 40 50 60

F1G. I.24 — Résultats du test Monte Carlo pour E, et o, avec 'intervalle de 90% confiance

convergent vers les valeurs théoriques, utilisées pour la simulation, et que les écart-types
(estimés a 'aide de la matrice de Fisher) diminuent rapidement.

A partir de ces estimations, il est possible d’estimer les fonctions de fiabilité, pour les
différentes tailles d’échantillon,

A partir de ces estimations, on peut caractériser, en utilisant I’équation 1.105 I'in-
tervalle de confiance sur la fonction R(t). La figure 1.25 présente, pour les quatre tailles
d’échnatillon ny = ny = 5, ny = ny = 15, ny = ny = 25 et n; = ny = 50 les estimations
sur les fonctions R(t) et les intervalles de confiance pour un niveau v = 0.90%. On observe
une diminution importante des intervalles avec 'augmentation de la taille d’échantillon.

On peut remarquer, qu’a taille d’échantillon identique, les intervalles de confiance sur
la fonction de fiabilité sont plus larges par un plan d’essai accéléré que pour un plan réalisé
en conditions nominales. Cela s’explique par la propagation d’incertitudes par le modéle
de régression. Par contre, le plan d’essai accéléré permet d’accéder a une estimation de la
fonction de fiabilité dans des délais plus réduits.

Maintenant, nous présentons les résultats de ’application du modéle semi-paramétrique.
Pour ce faire, nous avons simulé les données selon le méme plan et modéle présentés au
début du paragraphe et une taille d’échantillon n; = n, = 50. Pour étudier I'influence

de Deffet aléatoire sur la simulation, nous avons répété trente fois les simulations. Pour
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1fR(t) R()

08 - 08 -
06 | -\ 0.6 -

04 - 0.4 -

02 - 0.2
[ n,=n,=5

50 100 150 200 250 50 100 150 200 250

50 100 150 200 250 50 100 150 200 250

Fic. 1.25 - R(t)

réaliser 'estimation , nous avons considéré une loi d’Arrhénius e®01/@7+T) g figure
[.26 présente les estimations des fonctions de fiabilité t 1.24 montrent les résultats des esti-

mations des trois paramétres inconnus (E,, n = e~ et v) du modéle Weibull-Arrhénius.
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R(t) 1

0.9}

0.8 Fonction de fiabilité théorique
0.7}
0.6
0.5
0.4
0.3

0.2r1

01T

09 50 100 150 200 250 300 ¢

F1G. 1.26 — la fonction de fiabilité par le modéle semi paramétrique R(t)

On observe la bonne adéquation des fonctions estimées par rapport a celle théorique
avec une variabilité limitée. Dans le cas du modéle semi-paramétrique, aucune hypotheése
est faite quant & la fonction de fiabilité.

Maintenant, quels sont les critéres pour choisir entre les modéles paramétrique et semi-
paramétrique ? Cela dépend principalement de la taille d’échantillon et de la censure (effet
d’escalier tronqué pour le modéle semi paramétique) mais également de ce que 'on veut
mesurer (la fonction de fiabilité compléte, MTTF, B10, ...).
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1.8 Conclusion

Ce chapitre a présenté les notions de base de la streté du fonctionnement, et plus
particuliérement les notions associées a la fiabilité. Ensuite, les méthodes d’annalyse de
données de fiabilité (instant de défaillance) ont été détaillées.

Puis, les essais accélérés ont été présentés comme alternative pour d’accéder a des
estimations, de bonne qualité et rapidement, de la fiabilité lorsque les produits a tester
sont tres fiables conduisant & des censures importantes s’ils sont testés dans les conditions
nominales. Une des plus importantes contraintes de ces essais est de ne pas modifier le
mode de défaillance par la sévérisation des conditions d’essai. Le plan étudié est celui
par régression qui a pour effet de propager les incertitudes d’estimation obtenues aux
niveaux accélérés a celui nominal. Ainsi la figure 1.27 illustre le phénoméne de propagation

d’incertitudes en considérent des couples d’échantillons différents.

Résultats pour ’échantillon 1
Z A /{(/ Résultats pour ’échantillon 2

Résultats pour ’échantillon 3

Résultats en considérant
les échantillons 2 et 3

Résultats en considérant
les échantillons 1 et 4

> log(t)

FiG. 1.27 — Propagation de l'incertitude

Pour maitriser les incertitudes, il est possible de rechercher la meilleure configu-
ration de plan d’essai en minimisant l'incertitude d’estimation. De nombreux auteurs
traitent la problématique de I'optimisation des plans d’essais accélérés [O’Connor, 2003|,
[Guerin et al., 2001], [Arizono et al., 2008].

Une autre possibilité pour augmenter la qualité d’estimation sur les parameétres de
modeéles est d’introduire toute la connaissance disponible sur la fiabilité du systéme a
étudier. En effet, lors du développement d’un produit de nombreuses études sont réalisées
afin d’évaluer sa fiabilité (estimation prévisionnelle de la fiabilité par des standards de
fiabilité (RAF2000, Mil Hdbk 217, Fides), AMDEC, ...). De plus, assez souvent un nouveau

produit est une amélioration d’un ancien se trouvant en exploitation depuis longtemps
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et pour lequel nous avons des informations sur sa tenue en terme de fiabilité. D’autre
part, il est toujours possible d’interroger un ou plusieurs experts sur le niveau de fiabilité
potentiel du produit.

Aussi, nous proposons d’utiliser une démarche bayésienne, pour estimer les modéles
standards de vie accélérée, permettant d’intégrer 'information disponible sur la fiabi-
lité du produit. L’objectif est d’obtenir des estimations de bonne qualité (intervalle de
confiance "‘raisonnable"’) pour des tailles d’échantillon faibles. Le chapitre suivant pré-

sente la formalisation de cette démarche.
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11.1. Introduction

I1.1 Introduction

La connaissance est 'état de celui qui connait ou sait quelque chose. Ce qu’est la
connaissance fait encore débat chez les philosophes : il n’y a pas de définition unique sur
laquelle ils s’accordent.

On distingue traditionnellement trois types de connaissance :

1. La connaissance propositionnelle est le fait de savoir qu’une certaine proposition est

vraie, par exemple, savoir que la Terre est ronde,

2. La connaissance objectuelle, aussi appelée acquaintance, est le fait de connaitre une

chose, par exemple, connaitre Paris,

3. Le savoir faire est le fait d’étre capable de réussir une action, par exemple, savoir

faire des crépes.

La définition de la connaissance propositionnelle est celle qui a le plus attiré ’atten-
tion des philosophes. Ils s’accordent généralement sur le fait qu’une connaissance est une
croyance qui est vraie, mais aussi qu’elle n’est pas seulement cela. Une autre condition
est requise : il faut qu’elle soit justifiée, ou non accidentelle, ou fiable, ou certaine. C’est
sur cette condition supplémentaire que les philosophes sont en désaccord.

Le terme a priori désigne les connaissances supposées par ’expérience, et qui
ne peuvent se réduire a elles. Le concept d’a priori au sens kantien désigne ce
qui est pensé comme nécessaire et universel et qui, a ce titre, peut étre concu
«indépendamment /indépendant de 'expérience». Une connaissance est a priori si elle
peut étre prouvée sans aucune référence a ’expérience.

Comme nous ’avons montré précédemment, les essais d’estimation sont coiiteux en
temps. Ainsi, il est indispensable d’optimiser les campagnes d’essai en sachant que les
niveaux de performances souhaitées a valider sont élevés (probabilité de défaillances et
taux de déffaillance trés faibles) et que la taille des échantillons est telle que 'on a peu
de chance d’observer des défaillances.

Dans cette optique, 'approche Bayésienne s’impose puisqu’elle va permettre :

1. d’utiliser le maximum de connaissances disponibles en exploitant les résultats des

essais sur des produits similaires et les données issues de 1’expertise,
2. d’obtenir des intervalles de confiance plus resserrés par rapport au cas classique,

3. d’intégrer a la connaissance les résultats des séries d’essais au fur et a mesure du

développement du produit,

4. d’exploiter le cas du "zéro" défaillance difficile a traiter avec une approche statistique

classique qui demanderait une taille d’échantillons trés importante.
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Il existe de nombreux travaux traitant les techniques bayésiennes. Nous pouvons
citer les travaux fondamentaux : [Robert, 1992|, [Robert, 2001], [Congdon, 2001],
[[brahim et al., 2001|... et les travaux concernant les applications a la fia-
bilite  :  [Ringler, 1979], [Procaccia et al., 1992],  [Procaccia et Morilhat, 1996],
[Lannoy et Procaccia, 1994],  [Lannoy et Procaccia, 2001], [Sander et Badoux, 1991],
[Marts et Walter, 1982], [Ross, 2003].... Le probléme difficile a résoudre dans le cadre des
techniques bayésiennes reste la modélisation de la connaissance a priori (connaissance
initialement disponible). Pourtant, il existe de nombreuses sources de données de fiabilité
(des études de siireté de fonctionnement, étude d’évaluation de risques, d’avis d’expert,
du retour d’expérience et des recueils de données).

L’inférence Bayésienne est fondée sur la manipulation d’énoncés probabilistes. Ces
énoncés doivent étre clairs et concis afin d’éviter toute confusion. Les méthodes bayé-
siennes se distinguent des méthodes dites standards par l'application systématique de
régles formelles de transformation des probabilités.

On nomme inférence Bayésienne la démarche logique permettant de calculer ou ré-
viser la probabilité d’une hypothése. Cette démarche est régie par 1'utilisation de régles
strictes de combinaison des probabilités, desquelles dérive le théoréme de Bayes. Dans la
perspective Bayésienne , une probabilité n’est pas interprétée comme le passage a la limite
d’une fréquence, mais plutdét comme la traduction numeérique d’un état de connaissance
(le degré de confiance accordé a une hypothése).

La forme continue de théoréme Bayes pour la variable aléatoire 6 sur le domaine ()

avec t;, (i = 1..n), des résultats d’essai, est :

oy - pHZ
Q 1l

avec comme notations L (¢, ..,t, /0)la vraisemblance, 7 (0) la fonction qui modélise I'in-
formation a priori et 7, (6/t;) la fonction a posteriori.

Le théoréme de Bayes est une conséquence simple des définitions des probabilités
conditionnelles. Dans ’approche Bayésienne, le paramétre 6 a estimer est une variable
aléatoire sur I’espace probabilisable € et admet une densité de probabilité.

L’incertitude sur I'occurrence d’un événement est modélisée par une probabilité sub-
jective, déterminée & partir de connaissances sur des composants similaires ou d’avis d’ex-
perts : ¢’est l'information a priori 7 ().

La fonction de vraisemblance va permettre de valoriser les données issues du retour
d’expérience ou d’essais sur le composant étudié : c’est I'information objective L (¢, .., t,,/0).

Le théoréme de Bayes (équation I1.1) va permettre de combiner I'information subjec-
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tive avec I'information objective dans une information a posteriori 7, (6/t,).

La difficulté d’utiliser les essais accélérés, au cours de phase de conception, est due a
la faible taille de I’échantillon a tester. Dans ce contexte, ’approche Bayésienne peut étre
utilisée pour intégrer dans le processus d’estimation toutes les connaissances disponibles
sur Paccélération du modeéle de vie (le taux de défaillance, I’énergie d’activation,...).
L’application concréte du théoréme de Bayes dépend fortement de la capacité a construire
une distribution a priori.

Des nombreux articles traitent I'inférence Bayésienne sur les paramétres du modéle de
vie accélérée. Dans [Bris, 2000], le cas des essais de démonstration de fiabilité est étudié
en considérant ’hypothése de mortalité exponentielle intégrant un facteur d’accélération.
Dans [Madi, 1997], I'estimation de paramétres du modéle de vie accélérée est obtenue en
utilisant l'inférence Bayésienne et 1’échantillonnage de Gibbs. Dans [Somoreville et al., 1997],
les auteurs étudient les essais accélérés définis par une conception des expériences en uti-
lisant la distribution a priori Diriclet. Dans [Dorp et Mazzuchi, 2004], I’approche Bayé-
sienne est appliquée aux tests accélérés dans la définition des connaissances a priori di-
rectement aux niveaux accélérés. Dans [Dorp et al., 1996], les auteurs étudient I'inférence
Bayésienne pour les essais accélérés effectués en contraintes échelonnées.

L’ensemble des travaux concerne des applications et études particuliéres de I'inférence
bayésienne. Dans la suite de ce chapitre, nous proposons d’étudier I’estimation bayésienne
des paramétres inconnus des modéles SVA. Nous nous intéresserons tout particuliére-
ment a ’application aux plans par régression en considérant les modéles paramétrique et
semi-paramétrique. L’extension aux autres plans et modéles est quasi immeédiate car le for-
malisme utilisé est commun. Une étude sur ’estimation est réalisée avec une comparaison
entre les estimateurs classiques et MAP (Maximum of A Priori).

La vraie difficulté, lorsque 'on souhaite mettre en place une démarche bayésienne,
est la construction de la loi a priori qui synthétise toute la connaissance disponible sur
les paramétres du modeéle. Aussi, nous proposons une démarche permettant la construc-
tion de celle-ci. Pour finir, nous étudierons la problématique de I'incompatibilité entre la
connaissance a priori sur la fiabilité du produit et les premiers résultats d’essais. Aussi,
nous proposons un facteur de compatibilité qui indique le degré de cohérence entre 'a
priori et la vraisemblance. Cet indicateur est ensuite utilisé , lorsque I'incohérence est

révélée, pour pondérer I’ a priori afin de diminuer son informativité.

65



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modéles SVA

I1.2 L’inférence Bayésienne dans le cadre de MSVA

L’intérét du théoréme de Bayes (équation I1.1) dans le cadre d’essais est de compen-
ser la faible taille d’échantillon & tester et les censures nombreuses par l'intégration de
I'information préalable obtenue par ’expertise ou la prise en compte de résultats d’essais
des produits identiques, semblables ou de premiéres générations. L’information préalable
en condition normale d’utilisation du produit sera assimilée & un résultat d’essais hypo-
thétique (a priori) combiné aux valeurs de tests réels en utilisant I'inférence bayésienne.

On peut dire que la distribution a posteriori m,,, (6/;) est le produit entre I'informa-
tion priori 7 (0) et I'information obtenue a partir des essais, modulés par la fonction de
vraisemblance L (t,,..,t,/0) , le tout divisé par un facteur de normalisation afin d’obtenir
une fonction densité de probabiité.

L’application du théoréme de Bayes a I'estimation de la fiabilité d’un systéme consiste

a appliquer 'inférence Bayésienne représentée dans la figure II.1.

f(X/6)
Connaissance disponible Capitalisation de la connaissance
riori
G il l A posteriori

&(6) 2(0/X)
Définie par :
« Avis d ‘expert
« Architecture du systéme
+ Essals sur produits similaires

I Inférence

FiG. II.1 — Inférence Bayésienne

La figure II.2 montre un exemple de représentation de ces différentes distributions.

En inférence Bayésienne, le choix crucial est celui de la distribution a priori. Lorsqu’on
souhaite dissocier I’apport des données de celui des croyances initiales, on peut prendre
une distribution qui ne refléte pas ces croyances, mais qui au contraire formalise un état
d’ignorance (distribution neutre ou "non informative"); la distribution finale exprime
alors 'apport propre des données : on obtient ainsi, dans la tradition de Laplace & Jef-
freys, I’Analyse Bayésienne des Données. Un résultat fondamental est la ré-interprétation

laplacienne du seuil observé, pour les modéles d’échantillonnage usuel.
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Densité de probabilité

A posteriori

0 | / o(6/x)

A priori A :
: { | Vraisemblance

2(8) ‘::I "-.::: (x/0)

E(0)
FiG. I1.2 — Représentation des distributions a priori, vraisemblance et a posteriori

Nous rappelons que, lorsque le nombre d’observations devient important, la subjec-
tivité de la connaissance a priori perd de son importance au profit des données obser-
vées. Par contre, dans le cas d’essais ou aucune défaillance n’est observée, 'inférence
Bayésienne apporte une solution [Procaccia et al., 1992|, [Lannoy et Procaccia, 1994],
[Sander et Badoux, 1991], [Usureau et al., 2004].

Dans le cadre de cette thése, nous proposons d’étudier ’estimation Bayésienne des
paramétres des modéles standard de vie accélérée. Cette étude concernera les approches

paramétriques présentées dans la section 1.6.3 et semi-paramétriques, section 1.6.4.

I1.2.1 Application de 1”inférence Bayésienne au modéle SVA pa-

ramétrique
11.2.1.1 Formulation du probléme

L’intégration de l'inférence Bayésienne dans le modéle SVA paramétrique présenté
dans la section 1.6.3 nous permet de compléter le cadre d’analyse de données de fiabilité
proposé par [Nikulin, 2007].

La vraisemblance, donnée par 1’équation .96, est :

ko _ AT 7(9)
1 (T, —~v Z
L(v,a|T>:||||[;A<7J ] )

i=1 j=1

5, 4
ij T — Tz(z)
R <¥> (I1.2)

g

Les paramétres inconnus a estimer sont ¢ et le vecteur v de m éléments, considérés

comme des variables aléatoires. On considére une information a priori sur les parameétres
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Chapitre II. Estimation Bayésienne des modéles SVA

inconnus modélisée par les fonctions m(;) et 7(o). Dans ’hypothése des variables aléa-
toires indépendantes, on peut caractériser la totalité de l'information a priori sur les

parameétres par :

m

7(7,0) = 7(0) [[ 7() (IL3)

i=1
En intégrant ’équation de la fonction de vraisemblance définie par ’équation 1.96 dans

la forme générale continue du théoréme du Bayes (équation I1.1), on obtient, :

I o2 (B2 1 (52 w0

Tapo(7V, 0 |T) = e (I1.4)
avec K; =
iy o9 oo n, T,.— T 7() %' T, — T 7(i)
Of {fo o ’fo [Hf1 Hjlzl [é)‘ <+>] R <%)} ™ (% U)d’h o ‘d’Ym} do,

une constante de normalisation qui assure la propriété d’une densité de probabilité pour

la fonction map,(7y, o |T).

I1.2.1.2 Estimation bayésienne des paramétres de modéles

Nous proposons deux approches pour estimer les paramétres inconnus des modéles
SVA :

1. la méthode classique consistant a définir les estimateurs ponctuels a partir des pre-
miers moments des fonctions marginales associées aux différents paramétres et les
intervalles de confiance par les estimations des variances obtenues par les deuxiémes

moments,

2. la méthode MAP (Maximum of A Priori) qui détermine les estimateurs ponctuels
a partir des modes des fonctions marginales et les intervalles de confiance par les

estimations des variances par la matrice de Fisher.

I1.2.1.2.1 méthode classique En faisant I’hypothése que les variables v; et o sont

indépendantes, alors il est possible de définir les fonctions de densité m;(6;) et 7(o;) des

9:(7:) :/oj / m/?rapo(%0|T)d%d0 (IL.5)

j=1..m, j#i

parameétres v; et o :
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et

()= / / Tano(7 7| T) (IL6)

Dans ce contexte, les estimateurs ponctuels sont les moments initiaux d’ordre 1 :

’?i:/ Yigi (i) dvi (I1.7)

Q.

et

6:/9 vig(o)do (I1.8)

Les variances sont définies par les moments centrés d’ordre 2 :

V(%) = /Q 9i(7) (i = 9:)*ds (I1.9)

Vi

et

V(o) = /Q g(0)(o — 6)*do (I1.10)

La méthode nécessite de recourir a des méthodes numériques. Les variances sont utili-
sées pour faire les estimations des intervalles de confiance selon les relations .43 et 1.44. T1
est possible également de définir I'intervalle de confiance bilatérale symétrique au niveau
de confiance 1 — « tel que :

prob(y"" <y <A™ =1 — a (IT.11)

2

avec Y et ymaT

M solutions de :

min

/% 9i(vi)dvi = a/2 (IL.12)

Qy,

max

Vi
/ gi(vi)dyi=1— /2 (I1.13)
O,

On procéde de la méme maniére pour le paramétre o.

I1.2.1.2.2 méthode MAP (Maximum of A Priori Cette méthode considére la

fonction de densité a posteriori ma,,(7, 0 |T") et les estimateurs ponctuels des parameétres
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inconnus (7, ) sont estimés de telle sorte qu’ils maximisent :
(4,0) = Arg max(m,po(y,0 |T)) (I1.14)

Comme dans le cas de la méthode MV classique, ces estimateurs sont obtenus lorsque :

L(y,0)m(v,0)
O (1n[rpo (1,0 |T))) 01 [F15E)

Ul(/% U) =

ol 2l
_ Ol [L(T |y,0)] N Oln[m (y,0)] Oln[K/]
o o o
_ Oln[L (T |vy,o0)] N dln 7 (v, 0)]
o8l dy
1 i b1 dln[ﬁ(’y,a)}
= E;Zﬂ;aij (v,0) + > + T, , (I=1,...,m)
ol - oln L(%J}){W(%J)
o) — Dnlramoir)) O [25E]
_ 9In [L(T|y,0)] n dln[m(y,0)] On[Kj]
Lol | bl
Oln v, o nlr(y,o
= 5o +— (IL.15)
kol _ dln|7 (v, 0)
= %ZZ{%(%U)%(%U)—5z'j}+d0_1+ [da }
AT 7(0)
(%] (’7’0) - E] ;/ z )
a; (7,0) = X(vyj (7,0)) = 05 (In A)' (v3; (7, 0)),
olnr, (v,0)] d (ln [d (2) ] +In[r (7, U)])
do B do ’
Oln[my, (v,m)] d (ln [b (w)b] +1Infm (v, U)])
oal N d

Les estimateurs de maximum d’a posteriori ¢,% peuvent étre obtenus en résolvant le

systéme d’équations :

Ul(y,0)=0 (I=1,...,m+1) (IL.16)
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et 'estimateur de la fonction de fiabilité Rx, est :

Int — ?yTZ(O))

o

Ry, () =R ( (11.17)

L’information de Fisher, dans ce cas, respecte le principe de I’équation 1.32 et s’ap-
plique & la fonction qui décrit I'information apportée sur les paramétres, T (7,0 |T),
[Manry et al., 1996] :

0log mapo (v, 0 |T) 2
MAP _ P o
I (,)/70') - E ( a/yao_ |’Y70'

) 2
_ . Odlog L(T |y, 0) ol +E Ologr (v,0) 4,4
900 0y00
= I"(v,0)+ 1" (v,0) 119)

avec !

I*(y,0)  définie dansles équations 1.100 — 1.102 et
dlog (v,0) " |
0vOo e

On observe rapidement que l'information apportée sur les paramétres v et o aug-

2 (y,0) =E

mente par rapport a I'approche classique avec I2F(v,0). Ceci implique la diminution
des variances/covariances des estimateurs ponctuels des paramétres 7 et o, (donnés par

'inégalité Cramer-Rao (équation 1.36)).

En reprennant les équations 1.100 - 1.105, pour calculer I'intervalle de confiance (1-«v)
sur I'estimateur de la fonction de fiabilité, on obtient la matrice de Fisher 147 (v, o) avec

les termes suivants :

82 Inm , 0
I (r0) = I (r.0)+ [_&}

a’Yl a’ys

P Inr(v,0)
A 9
I (o) = Ifm+1 (v,0) + {_W]
P In(v,0)
I%ffmﬂ (7,0) = Lhiim (7,0) + [—T} (IL.19)
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avec !

PIn(y,0) 0 pourl # s
ooy, ) i

0,07 pourl = s,
lnw(y,0) 0
Do 0y, -
Plnrw(y,0) 2(-1+44d)
002 - o2

Nous avons considéré une indépendance totale entres les variables (équation ?7).
De la méme maniére que pour le cas non-Bayésien, on observe que I’estimateur R est

une fonction réguliére de v et 0. On va définir :

n fix () ®) et QXO (t)=1In fx, (1)

QXO (t) =1 1— RXO (t) 1— RXO (t)

(I1.20)

La fonction Qy, (t) prend ses valeurs dans R donc la vitesse de convergence de Q x, vers

la loi limite est plus grande que celle de RXO vers sa loi limite, et on obtient que la loi de

~

QXO (t) - QXO (t)

TQo

est approximée par la loi normale centrée réduite N(0,1), avec :

2 0Qx,  9Qx, 0Qxy \ rrarap 1 (0Qx,  9Qx, 9Qx,
= I
e ( I T L I N A

R (R (By, ) 2 ) Em:zolzm s

= X q,0)

52 Ry, (1) (1 ~ Ry, (t))

Ms

l

I
o

s=0

262720 Y saliiiy (3,6) + (77 20) i 5 6)] (11.21)
=0

avec 157, les termes de la matrice [TM47(, 0)]_1.

L’intervalle de confiance approximatif (1-«) pour RXO (t) est :

L= Ry () s R
(1 + T() exp {j:aQOwl_a/g}> (I1.22)

X, (¢

avec w, le a-quantile de la loi N(0,1).
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I1.2.2 L’inférence Bayésienne du modéle SVA semi-paramétrique

Dans le cas du modéle SVA semi-paramétrique, la démarche bayésienne consiste a
capitaliser toute la connaissance disponible sur les paramétres de la loi d’accélération
(par exemple 'énergie d’accélération E, dans le cas de la loi d’Arrhenius).

L’intégration simple de 'inférence Bayésienne dans le modéle SVA semi-paramétrique
nous permet de combiner I’analyse discontinue de données de fiabilité proposée par [Nikulin, 2007|
avec les fonctions a priori qui définissent la connaissance a priori sur les paramétres.

Pour une question de simplicité et de clarté, nous présenterons uniquement la méthode
MAP pour I'estimation des paramétres de modéle. Toutefois, la méthode classique peut
étre utilisée.

Notons N; (7) le nombre de pannes observées du i-éme groupe dans 'intervalle [0, 7]
et Y;(7) le nombre d’unités a risque (en état de fonctionnement et non-censurés) avant
le moment 7, T;; < ... < Ty, les moments de pannes du i-éme groupe, les variables

aléatoires
T . .
66 ZiTij, (2:1,,/{,]:1,,7711)

peuvent étre considérées comme des pseudo-pannes observées dans une expérience ou

k
n = ) n, unités avec la fonction de fiabilité R,, ont été testées et n, —m; parmi elles ont
i=1
,4 2 , T
été censurées au moment e’ Zit;.
Alors

NE (7,8) = ilN (e—ﬁTZiT)

est le nombre de pannes observées dans 'intervalle [0, 7] et

YR(r.0) = Y, (%)

est le nombrze: 1des unités a risque avant l’instant 7.

La fonction de survie Rx, peut étre estimée par ’estimateur de Kaplan-Meier. Nous
allons noter ANT (7, 3) = N®(7,8) — N® (71—, 3) et AN, (u) = N, (u) — N; (u—), avec la

notation générique f (u—) = lsig)lf (u — €) ; alors, pour tous s < max; {eﬂTZiti ,on a:

zk: AN, (e‘ﬁTZlT>
P _ AN*T (1,0) _ =1
Rx, (s,0) = H (1 T YR 3) ) = TI;IS 1— Zk: vt (o) (11.23)
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d’ou :

1

Rx, (s,) = 11 1—— (I1.24)
(,§):Ti;<exp{—BT Z;}s Y Y (e—ﬂT(Zi—Zz)Tij)
=1
La fonction de vraisemblance s’écrit :
k m;
Ty [ = Ty ~ T . R Ty
L) =1111 {6’6 “ (RXO (66 Z’Tz'j—aﬁ> — Rx, <€ﬂ “ ijaﬁ))]RXzo ' (66 “ ijﬁ)
i=1 j=1

(I1.25)

En intégrant la fonction de vraisemblance dans la forme générale continue du théoréme

de Bayes (équation II.1), on obtient :

Tapo(B|T) = Kil{ﬁﬁ |:€ﬁTZi (RXO <€BTZiTij_76> — Ry, (eﬁTZiTij,ﬁ))] X

i=1 j=1
f <€gTZiTU, )} < 7 (8) (I1.26)

avec :

= [ (T (e (77mm) - e (777,9))]

i=1 j=1

Ry <eﬁTZiTij, ﬁ)} x 7 (8) dB

une constante de normalisation.

Comme dans le cas paramétrique, nous ne disposons pas d’expression analytique. De
plus, la fonction de fiabilité Rx, est discontinue et engendre une fluctuation aléatoire
dans la fonction de vraisemblance (équation 11.25). La figure I1.3 illustre ce phénoméne
pour un exemple simple & un seul paramétre. Pour éviter la propagation de ce phéno-
meéne, nous avons proposé d’approximer la vraisemblance par une méthode par noyaux
(Noyaux de Laplace). Ainsi, sur I’exemple précédent, la figure I1.6 présente le résultat de

I’approximation.

L’application de la méthode par noyaux aux données permet d’obtenir une approxi-

mation de la fonction de vraisemblance. Cette méthode consiste & :
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tL(tl®)

L

0
FiG. I1.3 — La vraisemblance semiparamétrique
1. chaque paramétre (3;, définir le domaine d’observation {53;,.;.., Gimax >
2. discrétiser ces intervalles en w classes
3. estimer la valeur moyenne de L(¢;|3 sur chacune des classes

4. définir les centres de classe.

Alinsi, on obtient un histogramme qui est ensuite normalisé. Pour permettre d’appli-
quer la méthode par noyaux, il est nécessaire de disposer d'un échantillon de 3; caracté-
ristique de la distribution matérialisée par I'histogramme. Pour ce faire, nous simulons n
valeurs aléatoires du parameétres (3; respectant les fréquences de 1’histogramme.

Pour le cas d’une variable, la figure I1.4 illustre ’approximation par cette méthode
tandis que la figure I1.5 illustre ’approximation pour un cas & deux variables (n = 2).

Pour une réalisation particuliére 3 = (51,...,8,)7 d’un échantillon, on donne une
masse de probabilité 1/n pour chaque valeur ;. On va définir comme noyau la fonction

K (), une densité de probabilité unimodale avec un pic en zéro, telle que :

/ BE(B)dF = 0
/ﬁzK(ﬁ)dﬁ < 0 (11.27)

k:/K2(ﬁ)dﬁ <0
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'L (1]6)

»

B, B,

FiG. I1.4 — L’approximation de la vraissemblance pour le cas uni variable

Pour toute h, > 0, la fonction :

Ly, (B) = hiK (ﬁ - ﬁi) (I1.28)

est une densité unimodale avec un pic en (3;. On étale la masse de probabilité 1/n autour

de (; d’aprés la loi donnée par L7 (3) . Donc I'intervalle | — oo, 5 | obtient la masse :

B
1 1 u— B 1 (B0

—00

ot G(f) = [ K(u)du. Donc toute la masse de probabilité 1 est étalée d’aprés la loi de

o
la fonction de répartition et de la densité suivante :

L (B) = 1 Zn: 1k (5 - @') (I1.30)

n = hy, hy,
Le noyau de Laplace est :
1 s
K () = 3¢ (I1.31)

La figure I1.6 présente Iapplication de la méthode des noyaux [Nikulin, 2007] a la vrai-

semblance dans le cas de 'inférence Bayésienne semi-paramétrique a un seul parameétre.
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>

e

FiG. I1.6 — L’approximation par la méthode des noyaux

Une fois la fonction de vraisemblance approximeée, les techniques d’estimation des
paramétres présentées dans le paragraphe [.3.2.2 permettent de caractériser I’ensemble

des variables .

Dans le cas ou la vraisemblance (définie par I1.25) est multidimensionelle, on applique

le méme principe. On définit I’hyperespace de variation des paramétres 5 = { (o, 01, ..., 5, -
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Cet hyperespace est discrétisé en s x g éléments (correspondant a des pas de discrétisation

Af;) pour obtenir la matrice :

i i
Bos s B (11.32)
Lo

677,&:1:’ “.,ﬁ;nax |

Pour chaque domaine de discrétisation, la moyenne de la fonction de vraisemblance est
estimée L(3). On obtient finalement un hyper-histogramme (voir I'exemple de la figure
I1.5). Ensuite, nous déterminons une approximation de I’histogramme associé a la fonction
marginale du parameétre ;. Pour ce faire, nous estimons pour chaque centre d’intervalle

3 (j =1,...,s) Papproximation de la fréquence par :

HEED DT <E(6) I ~6ox ]] A@)) (I1.33)

j=1,...,q et j#i ,eesq et k#i k=1,....,q et k#i

Aprés, cet histogramme est normalisé et nous déterminons la fonction de densité par
la méthode des noyaux en appliquant la procédure présentée précédemment.

Toute cette premiére partie a concerné I'application de la démarche bayésienne aux
modéles SVA paramétrique et semi-paramétrique. L’intérét et I'efficacité dépendent prin-
cipalement dans la capacité de construire la loi a priori. Dans le paragraphe suivant, nous

abordons cette problématique.
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I1.3 L’information a prioiri

L’introduction d’une loi a priori 7(f) sur les paramétres divise toujours les statisti-
ciens. Le passage de la notion d’un paramétre inconnu a celle d’'un paramétre aléatoire
représente un saut que beaucoup se refusent a effectuer [Robert, 1992]. Si, dans certains
modéles, le paramétre a estimer résulte de ’action de multiples facteurs en amont et peut
donc effectivement étre pergu comme partiellement aléatoire (on pourrait ainsi citer la
physique quantique et sa représentation probabiliste du monde), il est d’autres modéles
ou la perception du paramétre comme produit d’une expérience aléatoire semble impos-
sible. Ainsi, les adversaires de ’approche Bayésienne avancent I’exemple de I'estimation
de quantités physiques, telle la vitesse de la lumiére, c. On peut rétorquer a cette objec-
tion que la véritable valeur de ¢ n’est jamais connue, du fait de la limitation des appareils
de mesure, et qu’il est donc légitime de considérer ¢ comme une variable uniforme dans
[co — €, co + €], € étant la précision maximale des instruments de mesure et ¢y la mesure
retenue. Nous soulignons que I'importance de la loi a priori n’est pas tant dans le fait que
le parameétre puisse ou ne puisse pas étre conceptuellement envisagé comme la réalisation
d’une variable aléatoire, que dans le fait que m(e) représente un moyen efficace (le seul ?)
de résumer 'information a priori disponible sur les paramétres, ainsi que I'incertitude sur
la valeur de cette information, et donc de permettre une appréciation quantitative de ces
paramétres. C’est également 'unique maniére cohérente de raisonner conditionnellement

(au sens probabiliste) aux observations [Robert, 2001].
L’utilisation d’une loi 7(#) implique trois niveaux de discussion :

— La source : quelle est la source d’information
— La forme : quelle est le choix de la loi

— Les parameétres : quelles sont les valeurs des paramétres a choisir

I1.3.1 Sources d’information

Il existe plusieurs sources d’informations ol sont synthétisées toute la connaisssance
disponible sur les paramétres influencant la fiabilité des composants. Nous distinguerons,

dans le cadre de cette thése, deux sources distinctes :

— recueils de données issus d’analyse de REX,

— avis d’expert.

79



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modéles SVA

I1.3.1.1 Recueils de données

Le recueil des données est un ensemble de données validées et/ou élaborées aprés
un long processus d’expertise et de traitement, relatif & un domaine de connaissance et
organisé pour étre offert aux consultations d’utilisateurs.

En électronique, un domaine dans lequel le calcul de la fiabilité est pratiqué depuis de
nombreuses années, les bases de données de fiabilité sont disponibles et nombreuses. En
mécanique 'utilisation des recueils de données est plus récente. Il y a une certaine difficulté
a constituer ces recueils, compte tenu de la complexité des composants. Néanmoins, ils
sont de plus en plus utilisés.

En pratique, on utilise souvent des bases de données connues ou, mieux encore, quand
cela est possible, les données issues de retours d’expériences auprés des fabricants des
composants. Pour les composants mécaniques ces données sont difficiles a obtenir parce
qu’elles ne sont pas communiquées ou publiées et, dans la plupart des cas, elles sont
exploitées confidentiellement.

Ces recueils sont mis a jour réguliérement pour tenir compte des évolutions techno-
logiques. En électronique, la durée de vie des données fournies par les recueils est rela-
tivement courte (de 3 & 6 ans); elle est plus longue en mécanique (de 30 & 40 ans). En
électronique, les recueils des données sont souvent exhaustifs sachant que les composants
suivent une loi exponentielle. En mécanique, 'hypothése du taux de défaillance constant
est rarement justifiée.

Dans la majorité des recueils, les informations disponibles sont la dénomination du
composant, la moyenne des temps de bon fonctionnement (MTTF), le taux de défaillance
moyen ou calculé dans ’hypothése selon laquelle il est constant, I’intervalle de confiance
associé et un coefficient de pondération du taux de défaillance dépendant de 1’environ-
nement. Le tableau II.1 est un extrait d’un tableau du recueil NPRD-3 [NPRD-3, 1985]
avec les données suivantes sur les composants : le taux de défaillance (caractérisé par les
valeurs minimale, moyenne et maximale), le nombre des défaillances et les temps cumulés
d’exécution. Ainsi dans le méme tableau, nous observons que le nombre de défaillances
est directement lié & l'intervalle de confiance, un faible nombre de défaillances implique
un grand intervalle de confiance et vice-versa [Mihalache, 2007].

Un autre exemple traite le lien entre les modes de défaillances et les valeurs d’énergie
d’activation. La figure I1.7 présente un extrait d’'un recueil dans le domaine de 1’électro-
nique.

Dans le domaine du logiciel il y a peu de recueils de données. Les erreurs sont intro-
duites lors de la conception ou bien lors de la programmation. Microsoft a estimé qu’un

programmeur introduit environ 6 défaillances sur 1000 lignes de code [Lyonnet, 2006],
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Composant Amoy Limite inf. Limite sup 20% Nbr. de Temps cumulé

10~5p~1 20% 20% défaillances h=6
soupape 214.286 109.372 396.948 3 0.014
Capteur 672.367 651.597 693.921 747 1.111
Actioneur 1111.11 1053.916 1171.927 270 0.243
Led 0.267 0.264 0.289 363 1312.883

TAB. II.1 — Extrait du recueil NPRD-3

[MIL-HDBK-338B, 1998].
Les données collectées permettent d’établir des modéles de fiabilité prévisionnelle pour

les composants mécaniques, électroniques et logiciel.

11.3.1.2 L’avis d’experts

En sireté de fonctionnement comme dans d’autres domaines, le jugement d’expert
peut étre considéré comme 1'une des réponses possibles a un probléme technique, un ap-
point a un retour d’expérience déficient ou un support d’aide a la décision. Il est en effet
utilisé pour compléter ou suppléer les données objectives éventuellement disponibles sur
le probléme considéré lorsque ces données sont peu nombreuses, dispersées voire inexis-
tantes ou lorsqu’elles sont douteuses ou inapplicables. C’est bien souvent la seule source
d’information disponible pour effectuer un état de 'art sur un sujet difficile, complexe,
nouveau ou peu compris [Poncet, 2005].

Dans le domaine technique, ’expertise peut étre considérée comme une source de don-
nées, souvent qualitative, quelquefois quantitative. Mais comme toute donnée, les données
d’expertise sont une représentation imparfaite et incertaine de ce qu’elles sont censées re-
présenter. La qualité de ces données dépend essentiellement :

— de l'information disponible et de 'expert et, en particulier, de sa formation : son
éducation, sa culture, sa profession, sa formation théorique et pratique sur le sujet,
son expérience, son environnement, sa personnalité, et d'une facon générale de la
qualité intrinséque de ’expert, mais aussi de sa motivation et de son sérieux, de sa
facon de recueillir, appréhender, transmettre, corriger et agréger ses connaissances,

— de la complexité relative du probléme et de 1’état général des connaissances sur
ce probléme, et de la maniére dont cette complexité est modélisée dans I’esprit de
I'expert,

— de la fagon dont va s’instaurer le dialogue entre I’expert et ’analyste chargé de
recueillir puis d’interpréter son expertise.

D’aprés Meyer et Booker [MEY93], est considéré comme un expert dans un domaine,

toute personne ayant une connaissance particuliére avec le niveau de détail nécessaire a
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Tableau 4.1: Mécanismes de défaillances
Mécanismes Causes Mode de Etapes de Types E, Modes Types de
défailtance défaillance défaillance tabrication défaillance | eV accélér, défaut
1)Contamination Présence d'ions Dérivedela  !Photoresist. | Jeunesse 1 ET D
ionique alcalins dans  tension de Passivation Vieillesse 14
oxyde de grille seuil
2) Charges de Présence de charges | Dérive de la Ditfusion Vieillesse 05 ET o]
surface en surfaces des tension de Trait. a chaud 1
oxydes de grilie seuil Passivation
3) Inversion de Charges induites Dérive de la Passivation Vieillesse 1 ET ]
charges tension de
seuil
4) Accurnulation Impuretés ioniques Dérivedela  |Encapsulation ET D
de charges en dans la résine tension de 1,35
surface seuil
5) Perte de charges | Perte de charges Mauvais Jeunesse 056 T D
entrainant une dérive | fonctionnemen Aléatoires 1.4
de la tension de seuil | mémoire Viellesse
6) Polarisation Présence de moléculeq Dérive de la  'Dopage Vieillesse 1 ET D
polarisables dans tension de ;ohosphore
oxyde de grille seuil |Passivation
7) Défauts d'oxyde | Cassures, trous Circuits Craissance Jeunesse 03 ET C
félures dans oxyde ouverts oxyde Aléatoires 05
8) Porteurs chauds lons piégés dans Dérivede la  :Inadéquation | Vieillesse -1 T<0°C D
‘oxyde tension de conception -1,4 Y
seuil procédeés
9) Claquage ESD, surtension Circuits Photoresist Jeunesse 02 ET c
diélectrique ouverts Etching Aléatoires 1
Fuites
10) Interaction Destruction de Court-circuits  |Croissance Vieillesse 177 |ET c
-Si02) I'oxyde oxyde 26

Fi1G. I1.7 — Des valeurs pour I’énergie d’activation par rapport aux modes de défaillances

I’étude de ce domaine.

L’inférence Bayésienne peut se porter sur ’avis d’un ou des plusieurs experts.

I1.3.2 Le choix de la loi a priori

Le choix d’une distribution a priori est une démarche complexe et peut laisser place a
une appréciation subjective. Ce choix dépend principalement de la connaissance préalable,
de la qualité des informations disponibles sur le paramétre étudié.

La distribution a priori doit intégrer, d’une part, toutes les connaissances disponibles
sur le paramétre étudié et, d’autre part, toutes les incertitudes liées a ce paramétre. En
fonction de la connaissance disponible, nous pouvons définir les principales distributions
susceptibles de caractériser la distribution a priori. Si la connaissance initiale est faible,
I’a priori sera une distribution simple, peu informative. Si tout parameétre cherché a la
méme probabilité d’étre choisi, I’a priori suit une distribution uniforme. Si la connaissance
initiale est solide, I’a priori sera une distribution plus sophistiquée.

Concernant la modélisation effective de la loi 7(6) a priori a partir de la connaissance

a priori, de nombreuses méthodologies ont été développées pour modéliser la connaissance
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a priori & partir du type d’informations disponibles.
Plusieurs principes peuvent étre appliqués :

— le maximum d’entropie : la loi a priori 7(¢) maximisant I’entropie correspond en
effet a la loi minimisant ’'information a priori apporté sur 6,

— les méthodes Bayésiennes empiriques : utilisent les observations et la loi marginale
pour estimer les parameétres de la loi a priori,

— les modéles hiérarchiques : modélisent le manque d’information sur les parameétres

de la loi a priori par une nouvelle distribution sur ces paramétres, etc.

Meéme dans les situations ou 'information a priori est disponible, il est rare de pouvoir
proposer une détermination exacte de la loi a priori. Il importe ainsi de pouvoir mesurer les
conséquences de cette imprécision sur l'inférence a posteriori, afin de controler que I’apport
arbitraire dans la loi a priori n’est pas prédominant. Cette étude est dite analyse de
sensibilité ou de robustesse. Nous proposons d’utiliser les pseudo-lois conjuguées. En effet,
pour étendre le concept d’indifférence au choix de la meilleure connaissance a priori en
fonction des données observées, Claroti démontre dans [Clarotti, 1998] et [Procaccia, 1998]

I'intérét particulier des lois conjuguées.

I1.3.2.1 Lois conjuguées

Pour des raisons de calcul purement théorique, la distribution a priori dépend de la
famille mathématique de la fonction de vraisemblance ; cette derniére condition n’est pas

obligatoire pour une résolution numérique.

En fait, le probléme consiste a définir quelle densité a priori sera susceptible de laisser le
pouvoir le plus cohérent entre les données et la connaissance a priori. Il est donc nécessaire
de trouver une série de densités de probabilités a priori qui permette de déterminer avec

bon sens quel pouvoir de décision sera laissé aux données.

Il est ainsi démontré que les familles de lois dites conjuguées ne se contentent pas
uniquement de simplifier les calculs mais surtout que ce type de lois maximise le pouvoir

des données observées.

Le tableau I1.2 donne les principales lois conjuguées utilisées - [Procaccia et al., 1992],
[Suhner, 1994|

La recherche de ces lois peut étre problématique car nous ne disposons pas des expres-
sions analytiques pour définir la loi a priori conjuguée d’une vraisemblance définie par
un modéle SVA. Néanmoins, nous proposons de trouver une loi a priori par simulation

vérifiant les propriétés de conjugaison.
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| f(z10) | (9 Tapo (0])

Normale Normale

N(0,0?) N(p, 72) N(p(o®u+ 1), po*r?)
avec p~t = o2 +1r?

Poisson Gamma

P(0) G(a, B) Gla+z,0+1)

Gamma Gamma

G(v,0) G(a, B) Gla+v,+ )

Binomiale Béta

B(n,0) Be(a, 3) Be(a+x,0+n— )

Négative Binomiale | Béta

Neg(m, 0) Be(a, 3) Be(a+m, [+ z)

Multinomiale Dirichlet

M0y, ..., 0k) D(ay,...;an)  D(og + x1, .y o + )

Béta Exponentielle

Be(a, 0) Exp(\) exp(A —log(1 — x))

Normale Gamma

N(u,1/0) Gla,8)  Gla+05,8+ (= 2)*/2)

TAB.

I1.3.2.2 Détermination de la loi a priori pseudo conjuguée par simulation

Pour obtenir la forme de la distribution a priori qui soit la conjuguée bayésienne d’une

I1.2 — Lois conjuguées naturelles des familles exponentielles classiques

vraisemblance donnée, il est nécessaire de procéder en deux étapes :

1. la premiére consiste a déterminer la distribution a posteriori en considérant un a

priori non informatif :

Haposl (e‘tz> =

2. dans un deuxiéme temps, nous construisons la distribution a priori II; () selon la

forme définie par Il,p.s1(6]t;) et ensuite nous déterminons la distribution a poste-

riori :

Hapos2(9‘ti>
Nous vérifions que le type de distribution de Ilap.s2(0|t;) est identique a II;(6). Si
cela est le cas, ce type respecte les conditions de conjugaison bayésienne.

Dans le cas des modéles SVA, il est difficile de traiter ces deux étapes analytiquement.

Aussi, nous proposons de déterminer aproximativement les lois conjuguées bayésiennes

par simulation.

Lty ..., t,]0).I15(6)

Jo L(t1, ..., t,]0) .116(0).d6

L(t1, ..., t,]0).I1, ()
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Simulation des données
Loi uniforme ﬁ Forme de loi a posteriori
non informative Recr;herche de la loi T(6) la plus adaptée

Simulation des données

Constructllon del'a
priori selon 1(0) T(8[t) - Validation

T(Olt) doit étre de méme forme que TI(6)

F1G. T1.8 — Recherche d’une pseudo loi conjuguée

La procédure des simulations est la suivante :

1.

on fixe le plan d’essai (niveau d’accélération, taille des échantillons & tester sous

chaque niveau de stress) permettant de construire la vraisemblance,

a ’aide des informations a priori sur les paramétres, on cherche les valeurs les plus

probables associées aux paramétres [Poncet et al., 2004a),

. on construit la simulation de Monte-Carlo en répétant (n fois) les étapes suivantes :

— on simule des instants de défaillance aléatoires sur les hypothéses estimées au
point 2,

— on calcule les estimations des paramétres par MV.

. on construit les histogrammes des estimateurs MV,

. on fait des hypothéses sur les formes des lois les plus proches des histogrammes et on

vérifie la validité de ces hypothéses (test du Chi-Deux, test de Kolmogorov Smirnov,

on construit les lois a priori selon les formes obtenues dans I'étape 5 & partir des

informations de I’étape 2,

on réitére les étapes 3, 4 et 5.

. on vérifie que les formes des distributions obtenues dans I’étape 7 sont identiques a

celles de I’étape 5.

La construction d’a priori serait faite en respectant la forme de lois validée au point 8.

La figure I1.8 synthétise la procédure.

Une fois la modélisation a priori réalisée et les décisions prises, concernant le type de

loi, il reste un point a traiter. Il faut en effet vérifier que la loi a priori déterminée est

la plus pertinente et, notamment, qu’elle n’influence pas la vraisemblance de maniére &

dégrader le résultat. Cette partie constitue un élément peu étudié a ce jour. La figure

I1.9 montre que la forme des distributions a posteriori des paramétres d’'un modéle SVA
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paramétrique (Weibull-Arrhénius) de paramétres n (échelle), v (forme) et E, (énergie
d’activation) ne changent pas de forme notablement avec la taille d’échantillon (n =9 et
n = 60). Il reste a déterminer les paramétres des lois a priori & partir des informations

disponibles.

taille d’échantillon n =9

Arrhenius - Weibull - Ea Arrhenius - Weibull - v Arrhenius - Weibull - n

0.003
0.002

0.001

0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 2 4 6 8 10 12 500 1000 1500 2000 2500

taille d’échantillon n = 60
Arrhenius - Weibull - Ea Arrhenius - Weibull - v Arrhenius - Weibull - n

02 025 03 035 04 045 T 2 225 25 275 3 325

Fic. I1.9 — Application pour un cas Arrhenius - Weibull

I1.3.3 Construction de la loi a priori

Une fois que I'on a choisi les types de loi a utiliser pour modéliser la distibution a priori,
il reste ensuite a déterminer les paramétres de lois & partir des différentes informations
disponibles. Rappelons que I'n fait 'hypothése que tous les paramétres de modéles sont
indépendants qui implique de la distribution a priori est le produit des distributions a
priori individuelles associées aux différents parameétres (II1(6) = [[L_, I1;(6;)). En fonction
du nombre de parameétres de la loi a modéliser, il faudra disposer d’'un ou de plusieurs
types d’informations.

En fonction des informations fournies, plusieurs méthodes sont disponibles pour esti-
mer les paramétres de lois [Suhner, 1994|, [Finetti, 1974| et [Goldstein, 1999] :

— la méthode séquentielle,

— la méthode des échantillons équilibrés,

— la méthode des moments pondérés,
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— la méthode des doubles moments,

— la méthode des similitudes comme ’ADEPT ou autre

— la méthode du maximum d’entropie,

— les techniques de transformation de groupe,

— la méthode des moments (moyenne et écart - type),

— la méthode des fractiles.

La plupart des sources d’informations donne celles-ci sous forme d’intervalle. Aussi,
nous proposons dans la suite de la thése d’utiliser la méthode des moments. Le principe
consiste a déterminer la moyenne et la variance de loi uniforme informative bornée par les
limites d’intervalle. Ainsi, lorsque I’on dispose d’une information a priori, sur le paramétre
0;, par un intervalle §; € [0/" 797] il est possible d’estimer la moyenne et la variance

par :

éA B eg’mn + eg’naz (ezmam _ ezmm)2
e 2 12

Ensuite, nous choisissons un type de loi a priori et estimons ses parameétres permettant

et V(6) = (11.34)

de respecter la moyenne et la variance obtenues ci-dessus.
Pour illuster cette méthode, considérons le cas d’'un modéle SVA paramétrique (Weibull-

Arrhénius) pour lequel nous disposons des informations a priori (tableau II.3).

‘ parameétre ‘ limite inférieure ‘ limite supérieure ‘

v 0 4.68
n 0 230
E, 0eV 0.58eV

TAB. I1.3 — Connaissances a priori

La figure I1.9 montre le résultat de la recherche des pseudo lois conjuguées bayésiennes
par simulation. Ainsi, nous avons trouvé que des lois Gamma (de paramétres a et [3)
étaient les plus appropriées pour définir les distributions a priori. La moyenne et la variance

pour une loi Gamma, en fonction des paramétres, sont définies par :

_ [0 «
0, = — t V() =— I1.35
S8t V)= (113
Aussi, nous pouvons déterminer les paramétres de la loi Gamma pour 6; par :
6? 0;
=_° t = I1.36
vy " Ve (1:30)

Pour les paramétres du modéle SVA du tableau I1.3, nous obtenons les paramétres des
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lois Gamma suivants :

paramétre ‘ Q@ ‘ I} ‘

v 3] 1.28
n 3 10.026
E, 3 10.34

TAB. I1.4 — Paramétres des lois Gamma a priori
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II1.4 Application numérique

L’exemple numérique reprend en partie les paramétres de simulation de ’exemple
de la section 1.4. Ainsi, nous avons simulé les résultats d’'un plan d’essai complet (sans
censure) a deux niveaux de température (77=95°C et To=125°C) et pour différentes tailles
d’échantillon. Un modéle Weibull-Arrhénius a été utilisé pour simuler les instants de

défaillance :

—<t><650><e X1>U

(3

Avec
— X; = 273 + T; la température absolue (Températures d’essai 77=95°C et T,=125°C
et température nominale Ty = 27°C)

- By = -6.5507

— B = —L2 avec Ea=0.29 eV et k=8.6171e-5 eV /'K

— v = 2.34 le paramétre de forme

Pour le cas Arrhenius-Weibull, aucune forme analytique ne permet de trouver la forme
des lois conjuguées. Aussi, nous utiliserons la méthodologie présentée précédemment pour
rechercher les pseudo lois conjuguées bayésiennes et déterminer les paramétres. Pour étu-
dier l'effet aléatoire de la simulation, dix répétitions sont réalisées pour chaque configura-
tion de plan (température et taille d’échantillon).

Trois cas de connaissances a priori sont présentés :

1. un cas d’un a priori cohérent (c’est-a-dire centré sur la valeur théorique) et peu

informatif (variance importante),
2. un cas d’un a priori trés informatif et cohérent,

3. un cas d’un a priori trés informatif et incohérent (décentré par rapport a la valeur

théorique).

I1.4.1 A priori cohérent et peu informatif

Pour le premier cas, des distributions a priori peu informatives sur les paramétres
0 ={v, n, E,} ont été considérées.

Le tableau II.5 donne I'opinion d’un expert sur les paramétres.

La figure I1.9 montre le résultat de la recherche des pseudo lois conjuguées bayésiennes

par simulation. Ainsi, nous avons trouvé que des lois Gamma (de paramétres a et [3)
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parameétre ‘ limite inférieure ‘ limite supérieure ‘

v 0 1.68
n 0 230
E, 0eV 0.58¢V

TAB. 11.5 — Prior intervalles

étaient les plus appropriées pour définir les distributions a priori. Le tableau I1.6 donne

les paramétres des lois Gamma, a priori par la méthode des moments.

‘ paramétre ‘ Q@ ‘ I} ‘

v 3] 1.28
n 3 10.026
E, 3 10.34

TAB. I1.6 — Paramétres des lois Gamma a priori

Les résultats de simulations sont présentés dans les figures I1.10, I1.11 et I[.12. Les

courbes (a) et (b) représentent, respectivement, les estimations classiques et bayésiennes.

% \fa) valeur théorique ~ °¢4 O
S0 3 (b) iy @)
\\"—\ 06 k\B‘( /b)
05 \(\

FI1G. I1.10 — Résultats du test Monte Carlo pour © et o, avec I'intervalle de confiance 90%

Nous constatons par rapport aux résultats de la section 1.7 :

— les estimateurs ponctuels (MAP) restent proches de la valeur théorique ce qui se
justifie par le fait que les trois distributions Gamma a priori ont leur moyenne égale
au valeur théorique,

— la taille d’échantillon, entre n; = ny = 10 et n; = ny = 20, a une influence impor-
tante sur les estimations des parameétres,

— Destimation de 1’écart-type du 7 montre une sensibilité a "apport d’une faible in-
formation a priori.

On constate que l'intérét de la démarche Bayésienne diminue avec 'information ob-

jective (taille d’échantillon).
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A7 valeyr théorique  ® 4 o, g
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F1G. II.11 — Résultats du test Monte Carlo pour 7 et o, avec 'intervalle de confiance 90%

A" U.QA OEa

valeur théorique o6

T i1 ' v 1 d
0 10 20 30 40 50 60

F1G. I1.12 — Résultats de la simulation de Monte Carlo pour Ea et op, avec 'intervalle
de confiance 90%

A partir de ces estimations, il est possible d’estimer la fonction de fiabilité R(t), en
utilisant I’équation I1.22, et son intervalle de confiance.

La figure I1.13 présente, pour quatre situations n; = ng =5, ny =ng = 15, ny = ny =
25 et ny = ny = 50, les estimations sur les fonctions R(¢) dans les conditions nominales
et les intervalles de confiance pour le niveau de confiance o = 0.95%.

Nous constatons que les intervalles de confiance sont sensibles a la taille d’échantillon.

I1.4.2 A priori cohérent et trés informatif

Pour le deuxiéme cas, des distributions a priori trés informatives et cohérentes sur les
parameétres ont été considérées.

Par une distribution a priori trés informative, on comprend une distribution caracté-
risée par sa variance trés faible. Par une distribution a priori trés cohérente on comprend
une distribution avec sa moyenne trés proche de la valeur théorique.

Le tableau II.7 donne I'opinion d’expert sur les paramétres.

De ces informations sont déduits les paramétres des lois Gamma a priori selon la

méthode des moments présentée dans le paragraphe I11.3.3.
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100 200 300 400 500 100 200 300 400 500

n,=n,=25

100 200 300 400 500 100 200 300 400 500

Fic. I1.13 — R(t)

paramétre | limite inférieure ‘ limite supérieure ‘

v 2.0475 2.6325
" 100 120
E, 0.25375€V 0.326256V

TAB. 11.7 — Prior intervalles

Les courbes présentées dans les figures 11.14, I1.15 et 11.16 présentent :

— (a) Pestimation classique

— (b) Pestimation bayésienne, présentée dans le paragraphe précédent, avec un a priori
cohérent et peu informatif,

— (c) I'estimation bayésienne, présentée dans ce paragraphe, avec un a priori cohérent
et trés informatif,

Nous constatons, par rapport aux résultats de la section 1.7, que pour le cas bayésien

avec I’a priori cohérent et trés informatif (courbes c) :

— les estimateurs ponctuels bayésiens sont trés proches des valeurs théoriques,
— les écart-types des estimateurs sont peu influencés par la taille d’échantillon (cela
s’explique par le fait que 'information apportée par les résultats d’essai est faible

par rapport a celle contenue dans les a priori),
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FiG. II1.14 — Résultats de la simulation de Monte Carlo pour ¥ et o, avec 'intervalle de

( ~ PN
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F1G. I1.15 — Résultats de la simulation de Monte Carlo pour 7 et o, avec l'intervalle de
confiance 90%

— les intervalles du parameétres 1 pour les trois cas, sont relativement proches montrant
une certaine insensibilité de ce paramétre & ’apport d’information.
Suite aux estimations de paramétres on peut caractériser, en utilisant ’équation I1.22
'intervalle de confiance sur la fonction R(t).
La figure I1.17 présente, pour quatre situations n; = ng =5, ny =ng = 15, ny = ny =
25 et ny = ny = 50, les estimations sur les fonctions R(t) et les intervalles de confiance

pour le niveau de confiance o = 0.95%.

I1.4.3 A priori trés informatif et incohérent

Pour le troisiéme cas, une trés mauvaise information a priori sur les paramétres a été
considérée. Le tableau 1.8 donne I'opinion de I’expert sur les paramétres.

De ces informations sont déduits les paramétres des lois Gamma a priori selon la
méthode des moments présentée dans le paragraphe I1.3.3.

Les courbes présentées dans les figures 11.14, I1.15 et I1.16 présentent :

— (a) lestimation classique

— (b) l'estimation bayésienne, présentée dans un paragraphe précédent, avec un a
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0,2A OFa

valeur théorique o6

0,275 + : " " : " »

F1G. I1.16 — Résultats de la simulation de Monte Carlo pour Ea et op, avec 'intervalle
de confiance 90%

‘ parameétre ‘ limite inférieure ‘ limite supérieure

v 2.5 2.6
n 80 90
E, 0.33 0.35

TAB. 11.8 — Prior intervalles

priori cohérent et peu informatif,

— (c) 'estimation bayésienne, présentée dans le paragraphe, avec un a priori cohérent

et trés informatif,

— (d) Pestimation bayésienne, présentée dans ce paragraphe, avec un a priori incohé-

rent et trés informatif.

La forte information a priori s’impose face aux résultats d’essai. Ainsi, a cause de
I’écart existant entre les intervalles a priori et les valeurs théoriques, tous les résultats
sont décalés par rapport aux vraies valeurs :

— les estimateurs ponctuels pour v et pour F, sont sur-évalués,

— D’estimateur ponctuel pour n est sous évalué

Puisque les a priori sont trés informatifs, les écart-types sont faibles et peu sensibles
aux tailles d’échantillon. Il en découle des intervalles de confiance serrés mais décentrés.

Comme dans ce cas, la connaissance objective donnée par la vraisemblance peut étre
dégradée par le choix d’un mauvais a priori. L’analyse Bayésienne peut amener & prendre
une décision a posteriori erronée. Dans le paragraphe suivant, nous proposons d’étudier

le probléme de la compatibilité de ’a priori et les premiers résultats d’essais.
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R(1)

R() 100 200 300 400 50%(1) 100 200 300 400 500
n,=n,=25 ny=n,=50 ;
100 200 300 400 500 100 200 300 400 560
Fic. I1.17 — R(t)
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FiG. I1.18 — Résultats de la simulation de Monte Carlo pour ¥ et o, avec 'intervalle de
confiance 90%
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0 10 20 30 40 50 60 o B % 40 50 60

F1G. I1.19 — Résultats de la simulation de Monte Carlo pour 7 et o, avec l'intervalle de
confiance 90%

F1G. I1.20 — Résultats de la simulation de Monte Carlo pour Ea et op, avec 'intervalle
de confiance 90%
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I1.5 Compatibilité de I’a priori avec les données

Parmi les articles sur 'inférence Bayésienne subjective pour estimer le paramétre 6,
un grand nombre d’entre eux insiste pour le comportement contrariant du résultat a
posteriroi quand l'information préalable est mal conditionnée. Ainsi nous considérons
une information fausse fournie par les avis experts (ou toute autre source d’information
subjective) et une distribution a priori w(#) dans la limite de la région de confiance de

I’approche fréquentielle sur le parameétre 6 apportée par des données observées.

Ils faut noter que, en cas de données fortement censurées et de petites tailles d’échan-
tillons, quand l’approche Bayésienne informative est trés recommandée [Robert, 2001],
I’hétérogénéité de données peut avoir les mémes effets qu'un mauvais a priori avec des
données correctes. Un a priori peut étre trés bien choisi mais I’a posteriori peut impliquer
de mauvaises décisions. Par exemple, imaginer un systéme industriel dont les données de
défaillance ont été notées dans le passé. Aprés quelques amendements le systéme fonc-
tionne actuellement. Un expert donne le temps probable de défaillance a I'avenir qui peut
étre décalé, en raison de I’évolution technique. Dans ce cas, certaines données antérieures
peuvent étre considérées comme une pollution de la connaissance objective.Dans la plu-
part des cas, les articles sont portés sur un renfort de la robustesse a posteriori. Cependant,
une premiére difficulté est justement de considérer que la connaissance a priori n’est pas

contradictoire.

De plus, une connaissance a priori et une vraie connaissance peuvent avoir des roles
symétriques en conflit ; particuliérement dans un contexte industriel, les réponses anté-
rieures de calibrage répondent bien au tremblement des données observées. Curieusement,
ce sujet ne semble pas avoir été beaucoup étudié bien qu’il constitue, de notre point de
vue, un préliminaire important a I'inférence subjective Bayésienne. Il n’existe pas d’ou-
tils simples de statistique pour définir ’accord entre une distribution antérieure et une

connaissance objective apportées par des données observées.

Il faut noter dans l'observation stricte du paradigme bayésien que la distribution a
priori et la vraisemblance constituent un modéle entier de décision et il semble a premiére
vue non approprié de déterminer les degrés d’anomalie entre eux, d’un point de vue
théorique. C’est pourquoi beaucoup d’articles sur I'inférence Bayésienne sont portés sur
I’étude de ’accord des données avec le choix du modéle bayésien et la détection de la
surprise [Bayarri et Berger, 1998]. A notre connaissance, il y a peu d’articles traitant la
détection du conflit entre I’a priori et la vraisemblance. Le principe est de mettre en
place des indicateurs habituellement construits pour permettre de modifier ’antérieur ou

la probabilité en détectant et en enlevant des données mal positionnées ou des données
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trop influentes. La question est d’obtenir des a priori robustes permettant un impact a
posteriori négligeable quand un conflit est détecté.

[Han, 1997] a développé des méthodes pour construire la distribution antérieure hié-
rarchique. Récemment, quelques résultats ont été obtenus sur la méthode Bayésienne
hiérarchique pour traiter des données de la vie. Mais tous ces résultats obtenus au moyen
de méthodes bayésiennes hiérarchiques comportent des intégrations compliquées.

[Dunson et Taylor, 2005] suppose que les données se composent d’un échantillon aléa-
toire d’une fonction de distribution Fy, qui est inconnue, et que l'intérét s’appuie sur
les inférences de paramétres données comme un vecteur des quantiles de Fy. Quand la
fonction de probabilité n’est pas entiérement indiquée, une densité postérieure ne peut
pas étre calculée et I'inférence Bayésienne est difficile. Les auteurs prennent en considéra-
tion une approche qui se fonde sur une vraisemblance de substitution caractérisée par un
vecteur des quantiles.

[Cross et al., 2007| propose une technique Bayésienne pour I'évaluation simultanée de
la taille initiale équivalente flaw size (EIFS) et les distributions de taux de propagation
de la fissure dans les modéles de prévision de la vie basés par mécanique de rupture des
données d’inspection. La méthode d’inférence mesure séparément les différentes sources
de variabilité pour obtenir une distribution indépendante EIFS sans contraintes pour
la connaissance a priori des incertitudes sur d’autres parameétres. La capacité prévoit
simultanément et exactement le bruit du taux de propagation de la fissure de distribution
et ’EIFS d’une petite taille d’échantillon.

Le théoréme de Bayes (equation II.1) témoigne d’une certaine audace, puisqu’il met
sur un pied d’égalité causes et effets, tous deux pouvant étre probabilisés. La différence
entre observations et parameétres s’estompe, les manipulations conditionnelles permettant
d’interchanger leurs positions respectives.

Quand le paradigme bayésien doit étre mis en ceuvre pour estimer les paramétres
d’un modéle de décision, la modélisation a priori de ces paramétres doit étre calibrée tres
soigneusement. Si la vraisemblance des données observées et la connaissance a priori se ré-
velent en trop grand désaccord sur la zone de confiance qu’elles induisent pour chacun des
parameétres, I'inférence Bayésienne peut conduire a des mauvaises décisions. La détection
d’un tel conflit revét un aspect important - et curieusement sous-estimé - en statistique
appliquée a des problémes concertes.

Dans I’ ouvrage |Tribus, 1972], qui constitue une somme des techniques bayésiennes
dont la grande émergence se fait & cette époque, il est montré que le x? constitue un
exemple de passage a la limite du psi-test (test de plausibilité) bayésien lorsque le nombre

de valeurs en présence devient important - ce qui est la condition de travail des statistiques
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classiques, mais pas nécessairement des bayésiennes. Le raccord entre les deux disciplines,
qui sont asymptotiquement convergentes, est ainsi complet.

Le psi-test bayésien (qui est utilisé pour déterminer la plausibilité d’une distribution
par rapport a des observations) est asymptotiquement convergent avec le x? des statis-
tiques classiques dans la mesure ou le nombre d’observations devient grand. Le choix
apparemment arbitraire d’une distance euclidienne dans le x? est ainsi parfaitement jus-
tifié a posteriori par le raisonnement bayésien.

[Idée, 2001] propose d’employer un test de Fisher entre les mesures antérieures et empi-
riques de l'incertitude. Aussi, dans le cadre de [Usureau, 2001], on trouve une méthode de
vérification des lois a priori modélisées en étudiant la compatibilité avec la vraisemblance
(|Usureau et al., 2004|, [Guerin et al., 2003], [Guerin et al., 2004]). Ces auteurs ont défini
un indicateur évaluant la pertinence de la loi a priori et ont mis en place une méthode
permettant une meilleure utilisation de celle-ci par rapport a la distribution de vraisem-
blance. Le domaine d’existence de cet indicateur est [0, 1]. Plus la valeur est proche de
1, plus les deux distributions sont cohérentes. Les auteurs vont plus loin en pondérant
I'information a priori avec ce facteur pour diminuer son influence sur 1’a posteriori.

L’un des plus récents travaux sur ce sujet a été dirigé dans [Bousqet, 2006]. Dans le
cadre de ce rapport, 'auteur propose la validation de ’a priori en employant un critére
de cohérence qui mesure la comparabilité entre la modélisation a priori 7 et 'information
apportée par les données. Le critére consiste a calculer le ratio :

KL (7 (.]y,)lI7)

PACTE) = KL (v ) 1) (159

avec KL (m ||my) = [y m (6)log Z;—%d& la divergence Kullback-Leibler entre les distri-
butions m; et my et 7/ I’a priori non informative. DAC est considéré comme critére de
concordance entre les données. Une valeur DAC” (7 |y ) < 1 caractérise une concordance
entre les données .|y, et I'a priori m. Une valeur DAC’ (r|y ) > 1 signale un conflit.
La méthodologie n’est pas applicable aussi facilement pour des cas plus complexes que
les cas idéaux & cause des ajustements nécessaires a faire sur 7/ suite & sa impropreté
(Jom(0)d§ — c0).

Une fois que I'une de ces modélisations a été vérifiée et qu’il est prouvé que ’a priori
n’est pas compatible avec I'information apportée par les données, trois solutions peuvent
étre envisageées :

— revenir a l'utilisation des méthodes classiques, ce qui implique soit la perte d’intérét

pour les méthodes Bayésiennes, soit la disparition d’une partie d’information qui se

traduit dans des pertes économiques,
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— recommencer la modélisation de la connaissance a priori, ce qui peut se révéler long
et coiiteux en terme d’analyse de données ou d’interrogation des experts,

— pondérer la connaissance a priori pour la rendre compatible avec les résultats réel-
lement obtenus (vraisemblance) et donc ne retenir qu’une partie des informations
a priori. En effet, méme mal modélisée, la connaissance a priori est en partie basée
sur des données correctes qui peuvent étre exploitées dans le cadre de l'inférence

Bayésienne.

I1.5.1 Le principe de calcul d’un facteur de compatibilité norma-
lisé

Dans le cadre Bayésien, la probabilité retrouve sa sémantique naturelle : évaluer 'incer-
titude allant du connu (les données statistiques) vers I'inconnu (les hypothéses d’intérét).
En combinant les données avec une distribution initiale qui synthétise les informations
autres que les données, la régle de Bayes conduit & une distribution finale qui permet de
calculer les probabilités des hypothéses.

L’inférence Bayésienne classique dans le cadre de I’analyse de la fiabilité expérimentale,
par la formulation mathématique donnée par I’équation II.1, en faisant le produit direct
entre la fonction a priori et la vraisemblance, donne le méme poids aux deux distributions :
la vraisemblance et la connaissance a priori.

Pour les cas ol 'une des deux serait trop informative, on observe que I’autre ne compte
plus.

Dans le cadre de la démarche présentée dans [Usureau, 2001], il est montré une ap-
proche qui permet de pondérer I'information a priori en fonction du degré de compatibilité
entre ’a priori et la vraisemblance. Nous proposons d’étudier I'application de cette ap-
proche & notre problématique.

Cette méthodologie permet de déterminer un facteur K de pondération normalisé
compris entre 0 et 1 qui permet :

— de déterminer le degré de compatibilité de la modélisation de la connaissance a priori

avec les données réelles,

— de pondérer la distribution a priori afin de la rendre compatible avec les données

observées et pour ne pas biaiser les résultats de 1’analyse.

Un tel facteur de pondération doit pouvoir étre utilisé dans le cas général, exploitable
et efficace dans tous les cas extrémes possibles.

La méthodologie compare l'information a priori qu’on a pour chaque paramétre 6;

avec I'information contenue par la vraisemblance définie par les fonctions marginales (voir
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section 1.3.2.2.2).
Ce facteur doit mesurer la similitude entre la distribution a priori initiale modélisée a
partir des avis d’experts, des données et/ou simulations sur des produits similaires et la

fonction de vraisemblance représentant, elle, les données réelles observées.

f0) g0 f0) 20

Vrajsemblance (ranslatée f(0)

Vraisemblance f(0) @

A priori g(0) | A priori g(0)

C(0) C ®)

max

0)®e(0) " 1080

Fi1G. I1.21 — Principe de détermination du coefficient de pondération normalisé

Cette similitude est proportionnelle au produit de convolution (voir Figure I1.21) entre
'a priori go(0) et la vraisemblance f(6). Il est ainsi possible de définir le réel C(4) par le
produit de convolution go(0) ® f(6), soit :

C(8) = /D ) 90(0)£(0 — 8)do (I1.39)

Certes, on peut procéder d’une autre maniére en écrivant C'(§) = fD(e) go(0 — ) f(0)de,
cela ne change en rien le calcul.

La valeur de C(9) évolue bien avec la similitude entre la distribution a priori go(6) et
la distribution de vraisemblance f(p) puisque plus les deux fonctions se recoupent et plus
C(9) est élevée. Dans le cas contraire, plus les deux fonctions ne sont pas similaires et plus
C(9) est faible.

Il reste maintenant & trouver une solution pour réaliser la pondération de la distribu-
tion a priori. Pour ce faire, il suffit de définir un valeur cohérente avec C(d) qui évolue
uniquement entre 0 et 1 . L’expression normalisée de C(0) suffit & répondre a ce probléme,

notons la K :

C(0)
Cmax((s)
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avec

— C(0) obtenue pour 6 =0

— Chax(0) représentant la valeur maximum de C(0), c’est-a-dire pour simplifier le
maximum de ’aire qui se trouve sous la courbe produit des deux fonctions go(6) et
f(6) quand on fait glisser les deux courbes 'une sur 'autre (voir figure 11.21).

Finalement, K n’est autre qu’un facteur de compatibilité normalisé entre la distribu-

tion a priori et la distribution de vraisemblance.

I1.5.2 L’utilisation du facteur de compatibilité comme facteur de

pondération de ’a priori

Nous disposons maintenant d’un facteur K de pondération qui permet de statuer sur
la bonne cohérence entre la modélisation a priori et les essais réels symbolisés par la
vraisemblance. Bien entendu, le facteur K est déja utile dans le sens ou il va permettre
de statuer sur la pertinence de l’a priori.

Il est possible d’aller plus loin dans la démarche. En effet, quel que soit 1’état de la
distribution a priori, le facteur K peut étre utilisé pour pondérer cette connaissance afin
d’améliorer la compatibilité avec la vraisemblance.

Plus K sera proche de 1 et plus la connaissance a priori originale sera intégrée, per-
mettant ainsi d’exploiter au mieux I'un des intéréts des méthodes bayésiennes, & savoir
de réaliser des gains considérables sur les plans d’essais de Sécurité/Fiabilité.

Plus K sera proche de 0, moins la connaissance a priori initiale sera intégrée dans
I'inférence Bayésienne, évitant ainsi de prendre des décisions pouvant étre lourdes de
conséquences sur le plan de la Sécurité ou sur le plan économique, ceci sur la base de
résultats faux.

Le but ainsi serait de pondérer une distribution de telle facon que la distribution
pondérée soit 1/K fois moins informative.

L’information de Fisher est une notion qui quantifie I'information relative a un para-
meétre contenu dans une distribution. Sa définition est fortement liée a la variance 1.32. On
interpréte la variance comme ’espérance des carrés des écarts a l'espérance. Elle permet
de caractériser la dispersion des valeurs par rapport a la moyenne. Ainsi, une distribution
avec une méme espérance et une variance plus grande apparaitra comme plus étalée.

Le résultat est qu’on ne modifie pas le mode de la distribution a priori, par contre la va-
riance devient plus importante affaiblissant cette distribution. Le facteur de pondération
K évoluant avec le niveau de pondération entre a priori et vraisemblance, la modélisation

a priori initiale sera d’autant plus intégrée dans l'inférence Bayésienne qu’elle est compa-
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tible avec la vraisemblance. Il en sera de méme en cas d’incompatibilité entre 1’a priori et
la vraisemblance car le facteur K sera proche de 0. Le poids de la vraisemblance dans I'in-
férence Bayésienne sera donc prépondérant. Aussi, la modélisation a priori incompatible
au départ sera trés peu exploitée.
Ainsi, le premier moment de la nouvelle distribution serait identique avec ’ancien mais
le deuxiéme moment serait 1/K fois plus grand.
Pour le calcul pratique nous distinguons deux cas possibles :
— Le cas o 'on peut trouver la solution en résolvant directement les égalités entre les
équations décrivant les moments d’ordre 1 et 2.
Par exemple, considérons le cas d’une distribution a priori f(z) de type gamma de
paramétres « et A, de densité de probabilité f (z) = xo‘_l% , avec |’espérance
a\ et la variance a\?. La pondération de la distribution a priori par le facteur K

donne une nouvelle distribution de paramétres tels que :

al =o' N
W2 — Kol \? (H.41)

Qui donnent o/ = Ka et X = %
— Le cas o1, pour résoudre les égalités précédentes, il faut appliquer une méthode
numeérique d’optimisation.

Par exemple, considérons le cas d’une distribution a priori f(z) de type Weibull de

T

Y
) e \n/ , avec l'espé-

z

paramétres [ et 7, de densité de probabilité f(x) = % (n

2
rance nl’ (1 + %) et la variance n*’ <1 + %) — <77F (1 + %)) . La pondération de la
distribution a priori par le facteur K donne une nouvelle distribution de paramétres

vérifiant :

nr<1+%>=n’F(1+é) (
(1) = (r (1)) =0 (13) = (rm (1+3))’

Les paramétres 3’ et i sont obtenus en résolvant numériquement ces équations.

11.42)

A titre d’illustration, les figures suivantes présentent des exemples d’inférence Bayé-
sienne utilisant une distribution a priori pondérée dans la construction de celle correspon-
dant & I’a posteriori en considérant les systémes a mortalité exponentielle (a4 gauche) et

binomiale (& droite).

Distributions a prior: trés pessimiste ou optimiste => K trés faible
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Dans les figures ci-dessous, que la distribution a priori soit trés optimiste (figure I1.22)

ou bien trés pessimiste (figure 11.23), le facteur de pondération K est trés faible.

1000 T T T

T T T

ac0 .
K=10.0234
B K = 0.04 ]
A priori -

700 4

A priori
¥
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a priori pondéré

600+ g 24
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a priori pondéré 13
300k i Vraisemblance
200F 9 o
Vraisemblance

160 B

¢

i L L L L
7 0002 0.004 0006 0008 001 0012 0014 006 0018 0.02

A p
Fi1G. I1.22 — Distribution a priori décalée et trop optimiste

La pondération, par ce facteur, de la distribution a priori permet de donner un maxi-
mum de poids a la vraisemblance.

La distribution a posteriori est donc modélisée principalement en exploitant les résul-
tats de la vraisemblance puis, & une moindre échelle, par les données cohérentes de l'a
priori. Les résultats sont donc plus proches de la réalité et I'inférence Bayésienne a mieux

été optimisée.

Vraisemblance

Vraisemblance

/

A posteriori avec K=, 50

a priori pondéré K=0.0234
40
A posteriori avec
a priori pondéré

A priori A priori

] 0002 0004 0006 0008 001 0012 0014 0016 0018 002 ] 0.05 ol wis 0.2

i P
F1G. I1.23 — Distribution a priori décalée et trop pessimiste

Dastribution a priori non cohérente => K minimum

Dans le cas de la figure I1.24, la distribution a priori n’est absolument pas cohérente

et beaucoup trop optimiste. La pondération par K, qui cette fois-ci est nul, permet de ne
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pas prendre en compte l'erreur liée a 1’a priori. La distribution a posteriori est identique

a la distribution de vraisemblance, ce cas correspond au cas des essais classiques.

oy A posteriori avec i 35

a priori pondéré
300

250

A priori
e

A posteriori avec
o 1 10 1| a priori pondéré
A priori

T T

o 0,002 0004 0006 0008 001 002 0014 0016 0018 002 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

A

Vraisemblance 20

1508

1oy

P

Fi1G. I1.24 — Distribution a priori incohérente

D:istribution a priori cohérente =—> K maximum
Dans le cas de la figure I1.25, la pondération entre a priori et la vraisemblance est

maximale. La pondération par le facteur K égal a 1 n’a aucun effet sur I’a posteriori.

. Vraisemblance,
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A posteriori aved
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Vraisemblance P
A priori
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0 0002 0004 0006 0008 001 0012 0014 0016 0018 002 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fi1G. I1.25 — Distribution a priori cohérente

Distribution a prior: en partie cohérente => 0 < K <1

Le cinquiéme cas (figure I11.26) est une illustration de toutes les éventualités comprises
lorsque K n’est ni minimum, ni maximum. Dans ce cas, seule la partie cohérente de l'a
priori est prise en compte dans l'inférence Bayésienne, laissant plus ou moins de poids a

la vraisemblance en fonction de la similitude des deux fonctions. Ceci permet d’inhiber
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les erreurs liées a la premiére modélisation a priori et de fournir des résultats fiables a

I’analyste et au décideur.

Vraisemblance 18
' K =10.3623
= K =0.3395
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F1G. 11.26 — Distribution a priori partiellement cohérente

I1.5.3 Application au modéle SVA

La recherche de la compatibilité entre la connaissance a priori et la vraisemblance
consiste a déterminer les facteurs K pour chacun des paramétres du modéle SVA consi-
déré (paramétrique ou semi-paramétrique). Pour ce faire, nous déterminons les fonctions
marginales (go(f)) associées aux parameétres 6 ((fy,(6;) pour le paramétre 6;) du modéle

par :

[PEUURERY b ACANRA N § R )
[org  TLO1, - 0,) T, d6;

Ensuite, nous déterminons le facteur Ky, selon la méthode présentée dans le paragraphe

fo,(0;) = (I1.43)

I1.5.1 en considérant les distributions marginale fp, (6;) et a priori Ily,(6;). Une fois les
facteurs Kjp, estimés, nous déterminons les distributions a priori pondérées d’aprés la
méthode détaillée dans le paragraphe précédent. Cette étape n’est pas systématique, car
Iincompatibilité peut s’expliquer par d’autres causes qu’un probléme d’a priori. Ainsi,

nous obtenons la nouvelle formulation de 'inférence bayésienne :

. L(tla“atn/9> (i]:lﬂ(eivK@)
Tapo (0/t:) = Jo Lty t, /0TI, 7 (0:, Ko,) db;

(I1.44)

avec comme notations L (t,..,t,/6) la vraisemblance (définie par les équations I1.2,
pour le cas paramétrique, ou I1.25, pour le cas semi-paramétrique), pi (6;, Kp,) la distri-

bution a priori pondérée pour le paramétre ¢; et 7, (6/t;) la fonction a posteriori.
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Pour illustrer cette technique de pondération, considérons I’exemple présenté dans le
paragraphe I1.6.1.3 en étudiant uniquement le paramétre v. La figure I1.27 présente les
fonctions de densité de 1’a priori (courbe 1) et de la vraisemblance (courbe 2) et 1’ a
posterionri (courbe 3). On observe que 1’a posteriori est décalé par rapport a la valeur
théorique et quasiment superposé a ’a priori. Cela s’explique par le choix d’un a priori

incohérent et trés informatif.

14 flv) @ I‘ﬂ”\ /2)
12 i théorique ‘U‘
L \ | |

10* H‘\\

8
6
4
2

N\ !

) M 0]

L e A N S S S T S e

15 2 25 3 35 4

FiG. 11.27 — Estimation classique pour v

[’application du critére DAC (|Bousqet, 2006]) donne une valeur de 1.4 ce qui invalide
le choix d’a priori pour le jeu de données. Le calcul de facteur de pondération K donne
une valeur de 0.135, valeur qui est suffisamment petite pour invalider aussi le choix d’a
priori. En plus, en allant plus loin, la pondération de I’a priori avec le facteur K = 0.135
donne la courbe (4) de la figure I1.28. L’application de démarche Bayésienne sur I’a priori
ainsi pondérée donne 'estimation a posteriori (courbe 5), estimation moins informative

mais proche de la valeur théorique.
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Fi1G. I1.28 — Pondération pour v
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I1.6 Exemple numérique

L’objectif de cet exemple est d’appliquer la méthodologie de la pondération de I'a
priori. Pour ce faire, nous reprenons les mémes paramétres de simulation et de connaisance

a priori de ’exemple du paragraphe II.6.

I1.6.1 Reésultats

Pour étudier I'influence de la simulation, nous avons répété 10 fois les simulations.

Nous reprenons les trois cas de connaissances a priori :

1. un cas d’un a priori cohérent (c’est-a-dire centré sur la valeur théorique) et peu

informatif (variance importante),
2. un cas d’un a priori trés informatif et cohérent,

3. un cas d’un a priori trés informatif et incohérent (décentré par rapport a la valeur

théorique).

11.6.1.1 A priori peu informatif et cohérent

Pour le premier cas, une assez faible information a priori sur les paramétres a été
considérée. Pour chaque paramétre, un intervalle assez large a été considéré comme défi-
nissant le limites des fonctions uniformes a priori caractérisant le groupe de paramétres
0=v,n, E,.

Alors, nous avons les limites suivantes :

— v € (0, 4.68)

— n € (0, 230) mois

- E, €(0,0.58) eV

Au cours de la simulation, les valeurs du facteur K calculées, selon la méthode pré-
sentée dans le paragraphe I1.5.1, sont comprises dans 'intervalle [0.88,0.99]. Aussi, les
estimations sont comparables a celles du paragraphe I1.6.1.1 car I’a priori n’est quasiment

pas pondéré.

11.6.1.2 A priori trés informatif et cohérent

Pour le deuxiéme cas, un a priori trés informatif et cohérent a été considéré. Pour
chaque paramétre, un intervalle de £1/8 de la valeur théorique et centré sur cette derniére
a été considéré.

Alors, nous avons les intervalles suivants :
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— v € (2.0475, 2.6325)

- n € (100, 120) mois

— FE, € (0.25375, 0.32625) eV

Au cours de simulations, les valeurs du facteur K ont été calculées et elles étaient
comprises dans 'intervalle [0.88,0.99]. Comme dans le cas précédent, les estimations sont
conformes & celles obtenues dans le paragraphe I1.6.1.2 puisque ’a priori n’était quasiment

pas pondéré.

I1.6.1.3 A priori incohérent et informatif

Pour le troisiéme cas, une mauvaise information a priori sur les parameétres a été
considérée. C’est-a-dire que 1'on a choisi des intervalles serrés et décentrés des valeurs
théoriques.

Nous avons considéré les limites suivantes :

- v € (2.5,2.6)

— n € (80,90) mois

- F, €(0.33,0.35) eV

Les résultats sur 'estimation des paramétres sont présentés dans les figures 11.29, 11.30
et I1.31.

o B ;.
Z_GA ayesienne

{Il T T ¥ T X
24 ; . ‘ - | Bayésienne
I 10 20 30 40- st" pondéré

L P )ﬁ Bayésienne

- théorique o‘ pondéré

005" i : : ) :
. . . . -'€¢— Bayésienne

FiG. I1.29 — Résultats de la simulation de Monte Carlo pour v et o, avec I'intervalle de
confiance 90%

Suite aux estimations des paramétres, on peut caractériser, en utilisant ’équation I1.22
l'intervalle de confiance sur la fonction R(t).

La figure 11.32 présente, pour quatre situations ny = ngy =5, ny =ng = 15, ny = ng =
25 et ny = ny = 50 les estimations sur les fonctions R(t) et les intervalles de confiance

pour un niveau de confiance a = 0.95%.
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F1G. I1.30 — Résultats de la simulation de Monte Carlo pour 7 et o, avec l'intervalle de
confiance 90%
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FiG. I1.31 — Résultats de la simulation de Monte Carlo pour E, et og, avec I'intervalle
de confiance 90%
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I1.6.1.3.1 Les résultats de la méthode Bayésienne classique La forte informa-
tion contenue dans 1’a priori 'emporte face aux résultats de test. Ainsi, les estimations
ne tiennent presque pas du tout compte des résultats d’essai. Ainsi, a cause de ’écart
existant entre les intervalles a priori et la valeur théorique, tous les résultats sont décalés
par rapport aux vraies valeurs :

— les estimateurs ponctuels de v et de E, sont surévalués

— l'estimateur ponctuel de 7 est sous-évalué

Du fait des informations a priori trés informatives par rapport aux résultats d’essai,

les intervalles de confiance obtenus sont trés serrés et décalés des valeurs théoriques.

I1.6.1.3.2 Les résultats de la méthode Bayésienne pondérée La forte infor-
mation a priori n’est pas validée par la méthodologie. Ainsi, des valeurs trés faibles des
facteurs K sont trouvées et une diminution importante de l'informativité de 1’a priori
s’impose. C’est pour cela que, en appliquant la pondération dans ce cas, les résultats sont
trés sensibles aux données d’essai.

En plus, par rapport a l'inférence Bayésienne classique, les intervalles de confiance a

90% contiennent les valeurs théoriques.

I1.6.2 Synthése

En résumé, et sur la base des exemples présentés ci-dessus, la pondération par le facteur
de pondération K présente un intérét évident, ceci quelle que soit la situation a analyser.
En effet, dans le cas extréme d’a priori non cohérent, il permet de ne pas utiliser la loi a
priori. Ce cas revient a utiliser les méthodes classiques en évitant a ’analyste de s’engager
inutilement sur des plans d’essais trop importants et sans aucune justification réelle. A
I’opposé, méme si ’a priori est parfaitement cohérent, la pondération n’a aucun impact,
ce qui revient a réaliser une inférence Bayésienne normale, assurant ainsi d’exploiter au
mieux l'intérét de ces méthodes. Enfin, entre ces deux cas, la pondération par K apporte
le fait de n’exploiter que la partie utile de la modélisation a priori, ce qui permet de ne
pas biaiser les résultats.

Plus K est proche de 1, plus la distribution a priori doit étre prise en considération.
Cela se manifestera par la quasi conservation du nombre de défaillances équivalent £y et
du nombre d’essais équivalent Ny (dans le cas de systémes a mortalité binomiale) ou du
temps cumulé d’essai équivalent T (dans le cas de systémes a mortalité exponentielle)
obtenus a partir des données du retour d’expériences sur des produits similaires, des

résultats d’études de conception, des avis d’experts, ...
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En revanche, si le facteur K est inférieur a 1, on peut décider soit de rejeter I'a
priori pour une valeur de K inférieure & une valeur limite, soit pour "affaiblir" 1’a priori.
On admet alors des informations moins "riches" pour 1’a priori qui se manifeste par un
nombre de défaillances réduit, une taille d’échantillon (dans le cas de systéme & mortalité
binomiale), un temps cumulé d’essai (dans le cas de systéme a mortalité exponentielle) et
sans pour autant modifier le maximum de la distribution a priori.

Seul I’écart type de la distribution est affecté d’une maniére d’autant plus importante
que la taille d’échantillon ou le temps cumulé diminue.

A Tinverse, si K = 1, il n’existe aucune raison de rejeter ’a priori et I'essai réel a
réaliser sera réduit.

Au fur et & mesure que l'on va enrichir les essais réels, on va "renforcer" la vraisem-
blance et I’on peut s’attendre a ce que K diminue.

Quand la taille de I’échantillon d’essais réels ou le temps cumulé d’essais réels tend
vers 'infini, on retrouve le résultat des essais classiques car K—0 (on ne tient plus compte

de I’a priori).
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I1.7 Conclusion

Ce chapitre a présenté I'introduction de la démarche bayésienne dans I’estimation des
paramétres des modeéles SVA. Elle permet de réduire les intervalles de confiance en appor-
tant une connaisance a priori. La démarche a été appliquée aux modéles paramétrique et
semi-paramétrique en étudiant les estimations classiques et MAP (Maximun of A Priori).

Ensuite, nous avons traité un aspect important dans la démarche bayésienne en pro-
posant une méthodologie de construction de la distribution a priori :

Pour finir, nous avons abordé un aspect peu étudié qui est la compatibilité entre la
priori (fiabilité présumée du systéme et son incertitude) et la vraisemblance (données
réelles de fiabilité). Ainsi, nous avons proposé un indicateur de compatibilité, noté K et
compris entre 0 et 1, permettant par la suite de pondérer la priori. Les nombreux exemples
traités montrent lefficacité de la méthode proposée. Néanmois, une étude complémentaire
est nécessaire afin de tester cette méthode de pondération lorsque l'incompatibilité est
uniquement sur une partie des parameétres. Il reste a étendre la démarche bayésienne aux
autres modéles SVA (non paramétrique, Cox, ...) et plan (stress échelonné, ...).

Le modéle SVA permet ensuite d’estimer la fiabilité en conditions nominales. Cette
étape est importante puisqu’elle permet de vérifier la tenue des objectifs contractuels.
Pour ce faire, il est nécessaire de connaitre le profil de mission du produit. Dans de
nombreux cas, il est difficile d’obtenir cette information car le produit peut étre utilisé
dans différents environnements, par divers utilisateurs, ... Nous proposons dans le chapitre

suivant d’intégrer cettte variabilité dans I'estimation de la fiabilité.
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Chapitre I1II.  Estimation de la fiabilité en environnement aléatoire

I11.1 Introduction

Les modeéles de vie décrits dans les deux chapitres précédents permettent une estima-
tion de la fiabilité a n’importe quel niveau du stress. Suite aux tests en laboratoire, en
intégrant toutes les connaissances a priori, une estimation de la fiabilité peut étre obte-
nue. Mais, il y a souvent des différences importantes entre les estimations obtenues en
laboratoire et le comportement réel du produit. Pour bien approximer le comportement
réel de la vie du produit, on est obligé de tenir compte de la variabilité d’'utilisation du
systeme.

La prise en compte des conditions réelles d’usage devient un enjeu technologique et
économique. Mais elle entraine un profond changement d’attitude puisque les causes sont
envisagées d’une maniére probable a partir de suppositions d’utilisation par un segment
significatif d'une population. Et, naturellement, le calcul des effets sera présenté en termes
de probabilité de contrainte et de fiabilité [Lannoy, 2004]. Cette approche est possible car
deux maillons de la modélisation sont bien maitrisés actuellement. Tout d’abord, les consé-
quences des chargements variés appliqués sur les composants peuvent étre analysées et
calculées en termes de surcharges dynamiques [Savard, 2004] [Bedard, 2000]. L’ingénieur
concepteur peut alors mettre en place des méthodes de calcul conciliant au mieux les
connaissances actuelles et les objectifs qu’il doit atteindre. Ainsi, en amont de ’approche,
il lui faut connaitre les chargements a partir des conditions imposées par les utilisateurs.
Et, en aval de I'approche, il lui faut calculer les conséquences de ces chargements.

Dans le but d’estimer une probabilité de défaillance du produit au cours du temps, une
analyse de I'environnement de ce produit soumis a une variabilité des conditions d’utili-
sation et de fonctionnement est nécessaire. Par exemple, des produits identiques utilisés
par différents utilisateurs peuvent étre sollicités difféeremment. Alors, il est indispensable
de tenir compte de cette variabilité dans I’estimation de la fiabilité.

Un autre aspect est la diversité d’action du temps agissant sur les composants d’un
systéme. En effet, certains mécanismes de défaillance sont sensibles au temps calendaire,
au nombre de cycles, au kilométrage, ... De plus, certains équipements peuvent étre ga-
rantis selon plusieurs modalités temporelles (par exemple pour "automobile, les garanties
peuvent étre définies pour 5 ans ou 100 000 km).

Dans la suite du travail, nous aborderons la variabilité a travers 3 notions :

1. Les phases de vie correspondent & des modalités de fonctionnement différentes du

produit. On peut citer les différentes phases de vie d’un avion :

— fonctionnement (décollage, vol, atterrissage, fonctionnement aggressif ou non |,
etc.)

116



I11.1. Introduction

— Tepos
— maintenance

— stockage, etc.

2. Les missions sont associées a des usages différents du produit qui impliquent des
répartitions spécifiques des phases de vie. En reprenant ’exemple de ’aéronautique,

on peut citer les missions suivantes pour un avion :

— long courrier,
— moyen courrier,
— low cost,

— etc.

3. L’environnement définit les conditions dans lesquelles le produit fonctionne. Les
éléments d’un environnement peuvent étre :
— climatique (température, cycles de température, humidité, etc.)
— meécanique (vibrations, chocs, etc.)
— chimique (pollution, etc.),

— électrique, (tension, intensité, décharge, etc.) etc.

Aujourd’hui, on vient modéliser toute la variabilité par des profils de mission qui
décrivent pour une mission donnée (par exemple pour un moyen courrier), les différentes
phases de vie (fonctionnement, repos, maintenance, ... de ’avion) et les niveaux de stress
par phase. La figure III.1 présente un profil de mission pour une carte électronique montée

en soute dans un moyen-long courrier.

[Profil d’'emploi de type aéronautique civil moyen [Tong courrier, calculateur en soute

Contrainte Thermique et Humidité Cyclage thermigue Mécanique Chimique Induit
(ntitulé de la phase Temps On/Off | Température Taux AT [Nombre de| Durée du | Température Vibrations Pollution Pollution zone Niveau de n
calendaire ambiante | d'humidité cycles cycle maximale au aléatoires saline industrielle |d'application| protection | application
cours du
cyclage
(heures) (°C) (%) (°C) (fan) (heures) ("c) (Grms)
Sol-operating - 1 797 On 47 30 33 330 2 a7 - Faible Urbaine haEiELle hem""ggque 48
Sol-operating - 2 1193 On 55 0 15 647 15 55 - Faible Urbaine haEi?;LLle hernngtl?que 20
S0 roulage o on g 5 } } - - 5 Fable | Nagigeable | % | N | 12
ol-operating 4083 On 40 5 - - - - 0.6 Faible | Négligeable m{j,?;},m her:‘lggque 11
Sol-dormant 2503 off 14 70 10 108 24 19 - Faible Urbaine Non Non 33

habitable | hermétique

F1G. II1.1 — Profil d’emploi de type aéronautique civil moyen / long courrier [FIDES, 2004]

Néanmoins, ces profils sont souvent définis de maniére concervative (surévaluation des
niveaux de stress) pour minimiser les risques. Pourtant, dans la réalité les niveaux de
stress peuvent fluctuer dans des zones plus faibles (ou plus hautes). A titre d’exemple,
la figure II1.2 présente 1’évolution temporelle de la température. Quand cette information

est disponible, nous proposons de l'introduire dans I’estimation de la fiabilité.
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A

FiG. II1.2 — Estimation d’un profil de mission

Nous proposons, dans le cadre de cette thése, de traiter la question de la prise en
compte de la variabilité lors de I’estimation de la fiabilité. Pour ce faire, nous allons consi-
dérer plusieurs cas, correspondant a différentes situations rencontrées dans 'industrie, qui
intégrent plus ou moins la variabilité. Ainsi, nous proposons trois approches d’estimation

de la fonction de fiabilité :

1. la premiére prend en compte uniquement un profil de mission déterministe,

2. la deuxiéme permet de prendre en compte la variabilité de I'usage (diversité d’uti-
lisateurs). A 1’aide d’une approche Contrainte-Résistance, nous pouvons estimer la
fiabilité d’un équipement pour un temps donné. Ainsi, cette approche permet de
déterminer la proportion défaillante d’une population durant, par exemple, une pé-

riode de garantie,

3. la derniére approche consiste & intégrer I’évolution temporelle des sollicitations (tem-
pérature, pression, humidité, ...) dans l’estimation de la fonction de fiabilité. Cette
approche nécessite de suivre en temps réel (ou périodiquement) le fonctionnement
et les conditions environnementales des produits. Ceci est possible a ’aide d’une ins-
trumentation spécifique ou dans le cadre de programmes "Health monitoring" qui
permettent de prévoir des maintenances en fonction du niveau réel de dégradation
du produit. Cette dégradation est directement liée aux niveaux de sollicitation du

produit. Dans le cadre de cette thése, nous proposons d’utiliser trois méthodes :

— estimation en intégrant les stress définis par des distributions indépendantes du
temps,
— estimation de la fonction de fiabilité intégrant les séries temporelles des stress,

— estimation en considérant un profil discrétisé.

L’ensemble de ces approches nécessite de disposer de tous les modéles SVA associés aux
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différents stress listés dans les environnements. Dans le paragraphe suivant, nous présen-
tons comment sont déterminés les profils de mission et quelles seront les informations

disponibles.
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II1.2 Définition des profils de mission

Le profil de mission décrit de quelle maniére un produit sera utilisé et dans quelles
conditions. Aussi, la construction d’un profil de mission est déterminante dans le di-
mensionnement du produit et dans I’évaluation prévisionnelle de sa fiabilité. En effet, sa
tenue en exploitation dépendra en grande partie de la couverture du profil de mission des
conditions opérationnelles. Cette construction se fait par la capitalisation de toute I'in-
formation disponible sur I'utilisation de produits équivalents, de versions antérieures, ...,
ou issue d’avis d’experts. Généralement, le profil est composé de deux volets (voir figure
[11.2) :

— un premier qui décrit les différentes phases de vie du produit (fonctionnement, repos,

entretien, ...)

— un deuxiéme qui associe a chaque phase de vie les niveaux de sollicitation (tempé-

rature, humidité, mécanique, ...),

Dans la réalité, chaque produit sera employé par un utilisateur particulier, qui aura son
propre usage, dans un environnement spécifique en fonction, par exemple, du lieu d’exploi-
tation. Aussi, un profil de mission doit tenir compte de ces variabilités et il est nécessaire
d’introduire celles-ci dans 'estimation de la fiabilité. Ainsi, la figure III.3 présente une
démarche possible permettant de collecter et de caractériser la variabilité d’usage d’'une

population d’utilisateurs.

Phasa1: Phase 5.:

Identification des pratiques Profil pour tous las 1T o

des utilisateurs utilisateurs sk Fopulaticn
{moyeanne)

pour toutes
les utilisations

Phasa 2:

Fopulation
I {mini et maxi)
Envai de questionnaires (dans le but

de classer par importance les pratiques Fy
des utilizataurs)

Phasa 4 : e |
.

Segmeantation L

des utilisateurs Al

}h_‘_ Sagmeant 1

Phase 3: N[ segment2
Definition de valeurs —
surles pratiques 2
deos utilisateurs iy Hh

Dafinitlon de valeurs /

pour différantes o h  Segment3
Distribution, moyenne, &cart-typs utilisations B

F1G. I11.3 — Prise en compte de conditions d’usage [et R. KOUTA, 2007]

Dans le cas ou ’on souhaite combiner plusieurs types de sollicitations, il possible de

récupérer un histogramme qui nous donne le temps passé dans chaque combinaison de
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sollicitations. A titre d’exemple, la figure 111.4 présente le nombre d’heures associé a dif-

férentes combinaisons de températures et de vibration pour un équipement aéronautique

1.00E+1
1.00E+0

Heures 1.00E+0
(vol+sol1+s0l2+sr) 1 goE+0

1.00E+0 V3V5 Vibrations
1.00E+0 V1 (grms)
™ 12 T3
Température
(°C)

FiG. I11.4 — Nombre des heures par température et vibration

Il est également possible d’enregister en temps réel les niveaux de sollicitation subis
par le produit (IT1.5).

Tenpertre T (K)

o |

eps t(h)

F1c. II1.5 — Exemple de variation de la température pour une voiture [Smith, 2002]

Finalement, toutes ces informations sont synthétisées dans le profil de mission. Gé-
néralement pour simplifier les estimations, les variabilités sont résumées par un profil
majorant et déterministe (voir le profil défini figure I11.2). Nous proposons dans le cadre

de cette thése de traiter la variabilité & deux niveaux :

1. le premier concerne la prise en compte de la variabilité d’usage (plusieurs phases de
vie, différents utilisateurs),
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2. le deuxiéme permet d’intégrer la variabilité des sollicitations au cours du temps.

Ensuite, il est possible d’imbriquer ces deux niveaux.

ITI.3 La variabilité d’usage

Dans ce paragraphe, nous considérons la variabilité associée a plusieurs phases de vie
et a différents utilisateurs. Nous faisons I’hypothése que la variabilité concerne principa-

lement une répartition différente des durées de phase et du temps d’utilisation.

I11.3.1 Estimation directe de la fonction de fiabilité

Dans cette section, nous allons nous intéresser a introduire toute la variabilité dans la

construction de la fonction de fiabilité.
Notons le stress Sy;; de type i (i = 1,...,m;;), pour la phase de vie j (j =1, ...,ny) et pour
V'utilisateur k& (k = 1,...,1). Le taux de passage par la phase de vie j pour 'utilisateur k
est donnée par py;. La durée de la phase de vie j pour l'utilisateur k& pour la période 7
est donnée par Tj; = T.py;

Le fait d’examiner la répartition des durées des phases de vie sur une période donnée,
permettra d’intégrer la valiabilité d’utilisation. En effet, si 'on considére le kilométrage
d’une population de voitures au bout d’'un an de roulage, on observe une variabilité
importante. En considérant que le niveau de stress Sj;; de type ¢ pour la phase de vie j

est constant sur la période Tj;, alors on peut écrire la fiabilité par :

T.Tk]-

. R n
RkZ(T) _ 6_ fo Pkj )\(u,Skﬂ)du — 67 Z]l:l fT'pk,j—l A(U,Sk]z)du — H RS” (Tpk]) (III].)
7j=1

avec
— 7 le temps exprimé selon I'unité de la période choisie (par en exemple en année)
— Mu, Skji) le taux de défaillance sous le stress Syj; et au temps u
~ Tko=0
— Ry;; la fiabilité associée au stress ¢, a la phase de vie j et a l’'utilisateur & (toutes

phases de vie confondues).

— Ry, la fiabilité associée au stress ¢ et a I'utilisateur k (toute phase de vie confondue).
Pour finir, si on considére que le stress ¢ engendre un mécanisme de défaillance in-

dépendant des autres, alors il est possible d’écrire la fonction de fiabilité globale pour
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I'utilisateur k & partir des modeéles SVA :

j=11i=1

Ensuite, il est possible de tracer la fonction de fiabilité pour chaque utilisateur & (voir
figure I1L.6).

0.4

0.2

t, = vol+sol1+sol2 +sr (en ans)
= temps d’utilisation

F1G. II1.6 — Courbes de fiabilité pour plusieurs clients

I111.3.2 Exemple d’illustration

Nous proposons un exemple sur un calculateur de soute embarquée dans un moyen /long

courrier. Le profil est donné, pour un seul utilisateur, par le tableau suivant :

Profil d’emploi de type aéronautique civil moyen / long courrier, calculateur en soute
Contrainte Thermique et Humidité Cyclage thermique Mécanique Chimique Induit
(ntitulé de la phase Temps On/Off | Température Taux AT |Nombre de| Durée du | Température | Vibrations Pollution Pollution zone Niveau de I
calendaire ambiante | d’humidité cycles cycle maximale au aléatoires saline industrielle |d'application| protection | application
cours du
cyclage
(heures) ("C) (%) (FC) (fan) (heures) (°C) (Grms)
Sol-operating - 1 797 an 47 0 33 330 2 a7 - Faible Urbaine mm“ble he”ﬁ:t”lque 48
Non Non
Sal-operating - 2 1193 On 55 30 15 847 15 55 - Faible Urbaine h " 20
abitable | hermétique
- . Non Non
Sol-roulage 84 On 47 5 - - - - 5 Faible | Negiigeable | 1 1iiaple hermétique 12
ol-operating 4083 on 40 5 ] ] i i 05 Fable | Négigeable | , N her;‘gt”ique 1.1
Sol-dormant 2603 off 14 70 10 108 24 19 - Faible Urbaine halTi?zLLle hem”)gt”ique 33

F1a. IT1.7 — Profil d’emploi de type aéronautique civil moyen / long courrier [FIDES, 2004]

Nous avons ainsi les phases suivantes dont les taux p; sont obtenues par la proportion
du temps calendaire associé & chaque phase pour un an. Ainsi :

~ P; : sol-operating 1, p; = 9.10%

— P, : sol-operating 2, p, = 13.62%

— P5 : sol-roulage, ps = 0.96%
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‘ stress ‘ loi acceleration ‘ parameétres du modeéle
H,T Peck : n(H,T) = CH et n =124, B =1638.5,C = 0.411,v = 2.67
AT Coffin-Manson : n(AT) = ()" a=38TE+4,n=124v=2.33
Grms Invese Power : (V) = (3)" a=0.08n=219,v=1.46

TAB. III.1 — Lois de fiabilité associées et estimations de paramétres

— Py : vol-operating, p, = 46.38%

— Py : sol-dormant, ps = 29.71%

Nous avons associé & chaque phase P; les 3 stress suivants (m; = 3) :

— H,T : température, humidité

— AT : température cyclique

— Grms : vibrations

Les lois de fiabilité associées a chaque stress sont des lois de Weibull de paramétres v

(forme) et n (échelle) définis par des lois d’accélération présentées dans le tableau I11.2.

Ainsi, I’évaluation de la fiabilité globale du systéme s’exprime :

Rugue (1) = {H RE )] } {

j=1

5
Jj=

[R%ﬂpm]} {H (R (1) } ()

1

Nous pouvons déterminer la fonction de fiabilité globale en fonction du temps calen-
daire (figure II1.8 )

1+
0,97
0,84
0,77
0,64
0,57
0,47
0,3
0,24
0.17 t (en ans)

0 T T T T T —T

0 2 4 6 8 10 12 14

R(t)

F1G. II1.8 — R(t) conforme au Tab. I11.2

Cette premiére approche considére un utilisateur moyen employant I’équipement dans

des conditions données. L’approche prend en compte que trés peu la variabilité (usage,
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phase de vie, environnement, etc.) et elle conduit assez souvent a une sous estimation de

la fiabilité car on se place naturellement dans le pire cas.

I11.3.3 Estimation de la fiabilité par la méthode contrainte-résistance

Dans cette méthode, on considére indépendamment la contrainte exercée par les dif-
férents utilisateurs et la résistance du composant & ces contraintes définie par la loi de
fiabilité ([Marcovici et Ligeron, 1974|, [Villemeur, 1988]). C’est-a-dire que la variabilité
est matérialisée par un taux d’utilisation différent. On peut citer I’exemple de 'auto-
mobile ou la variabilité d’usage s’exprime par une distribution du kilométrage pour une
période donnée (par exemple une loi Log-Normale). Dans ce cas, on suppose que chaque
véhicule subira proportionnellement le méme profil. Ainsi, il est possible de construire la
fonction de fiabilité selon 1’équation III.2 ou la variable temporelle 7 est le kilométrage.
Dans ce cas , il est possible d’utiliser la méthode contrainte-résistance. Elle est employée
couramment pour le dimensionnement de piéces mécaniques. Récemment, cette méthode
est apparue dans le dimensionnement des essais de validation, le principe restant le méme
[Perroud, 2000], [Poncet et al., 2004a], [Poncet et al., 2004b]. Dans ce cas, la contrainte
n’est plus mécanique mais une sollicitation appliquée au composant comme un nombre
de cycles, un nombre d’heures.

Le calcul de fiabilité consiste & déterminer la probabilité que la résistance a la contrainte
de la piéce étudiée soit supérieure aux contraintes effectivement appliquées pendant toute
la mission considérée.

On a donc :

R = Prob(C < p) (II1.4)

La probabilité d’avoir une résistance a la contrainte p supérieure a C est :

Plp>C]= /C ) f2 (p)dp (IIL.5)

La fiabilité est donc :

/ fi(C [ / fa(p dp]dC (I11.6)

En considérant au départ une résistance a la contrainte p,, on peut montrer que :

R=P[p>C]= / 2 (p { / fi(C do]dpg (ITL.7)

125



Chapitre I1II.  Estimation de la fiabilité en environnement aléatoire

R=1-Pf=1 —/ fr(u).du | .fo(c).de=1— /FR(C).fC(c).dc (IT1.8)

Alinsi, la fiabilité, tenant compte de la résistance définie par 1"’équation I11.2, s’écrit :

R(t)=1- / /1:[ ﬁ fs,; (u).du | .fo(e,1).de (I11.9)

avec fs, (u) la fonction de densité du modéle SVA pour le stress Sj; et fo(c,t) la

contrainte d’utilisation pour le temps t.
La figure I11.9 présente un exemple de résultats de I’application de la méthode contrainte-

résistance. Dans cette figure, nous avons présenté deux distributions contraintes pour un

et deux ans d’utilisation (distributions a gauche) et la résistance (la fonction de fiabilité
définie par I’équation TI1.2)
0,00014

R_1_an(t)

f(N)

R_2_ans(t,)
Rglobal(t,)

t, = temps d’utilisation

8000 10 000

6000

Y%ppm

Fig. II1.9 - Estimation de la proportion de défaillants par la méthode Résis-

tance/contrainte

Ainsi, une probabilité de défaillance peut étre estimée aprés un an (ou deux ans) de

fonctionnement.
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III1.4 Variabilité temporelle des sollicitations

I11.4.1 introduction

La notion de stress donne lieu & un historique de sollicitations (appelé aussi trajec-
toire). Cet événement est un état de charge de service, produisant, au sein de chaque
composant considéré, une variation de sollicitations.

Le comptage de l'historique de sollicitations devient une méthode de plus en plus
attractive suite aux développements techniques permettant I'intégration de fonctions du
type health monitoring dans des cartes électroniques. Il s’agit en fait de fonctions qui
permettent de suivre I’évolution de I’état de la carte et qui mesure en temps réel I’évolution
des sollicitations, permettant ainsi de pouvoir tracer I'historique de ces sollicitations.

Un événement stress (une situation d’usage donnée), avec des paramétres d’exploita-
tion bien déterminés (I’endroit ou les observations s’effectuent), correspond en général a
une trajectoire de chargements et de sollicitations. Par exemple, la figure I11.10 présente

un signal temporel mesuré et digitalisé.

Tenpertre T (K)

o |

eps t(h)

F1G. II1.10 — Exemple de variation de la température pour une voiture [Smith, 2002]

Ce dernier est défini sur une durée relativement courte par rapport a la durée totale
de vie du produit. En considérant que I’échantillon est suffisamment représentatif pour
décrire la vie globale du produit, on peut modéliser le comportement de 1’évolution de
stress au cours du temps par des séries temporelles. Ainsi, nous proposons dans le cadre
de cette thése, d’intégrer cette variabilité dans ’estimation de la fiabilité en considérant

I'évolution de la sollicitation par trois approches (voir figure IIT.11) :

1. Variable aléatoire indépendante du temps
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2. Série temporelle

3. Discrétisation du profil

Temperature T (°C)
/ Série temporelle

Histogram

4
N

Distribution du stress
indépendante du temps

Sollicitation discrétisée

LN

Temps

F1G. II1.11 — Trois approximations du profil en température

IT1.4.2 Stress défini par une variable aléatoire indépendante du

temps
I11.4.2.1 Principe de ’analyse

A partir de la trajectoire du stress ou cours du temps, le probléme consiste & obtenir les
informations nécessaires pour disposer d’un histogramme, ou d’une loi de distribution de
sollicitations que I’on appelle spectre de charges ou de sollicitations [Grubisic, 1994, et qui
n’est en réalité qu’une représentation approchée de I’ensemble des charges ou sollicitations
appliquées. On remarque aussi que I’obtention de spectres de charges réduit I'information,
en ce sens que ’on perd l'aspect chronologique des cycles de variations des charges. Le
calcul ultérieur de 'endommagement ne pourra donc pas tenir compte d'une éventuelle
interaction entre les cycles successifs de variations de contraintes dues a ces charges.
On peut, toutefois, admettre que beaucoup de phénoménes sont largement aléatoires et
qu’il est illusoire, au stade de la prévision du comportement des systémes et composants
mécaniques, de prétendre avoir une quelconque connaissance de ’ordre précis d’apparition,
par exemple, des valeurs des étendues de variations de contraintes. On met ainsi ’accent
sur 1I’étude de la distribution statistique de 1’étendue de la variation de contrainte. Et
pour certaines applications, la contrainte moyenne de chaque cycle est parfois retenue.
On supposera, dans la suite du mémoire, que la moyenne globale des sollicitations est
nulle sur la durée de la trajectoire.

Bien que la prise en compte de I’évolution compléte du stress au cours de la vie du

produit est 'approche la plus adaptée, c’est loin d’étre possible dans la pratique. Méme
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avoir une description compléte de 1’évolution du stress au cours du temps d’un échan-
tillon n’est pas suffisant car il y a trés peu de situations dans lesquelles une population
de produits rencontre le méme environnement de fonctionnement. Aussi, ’analyse de la
représentativité des valeurs mesurées est un point important a discuter.

Hormis quelques cas particuliers de processus (trajectoire périodique sinusoidale, pro-
cessus stationnaire gaussien a bande étroite, c’est-a-dire avec peu de fréquences d’exci-
tation caractéristiques), il est en général difficile d’associer une étendue de variation de

contrainte a un cycle (figure 111.12).

Xin
100+

20+
60
40

20+

0

— 204

- 40

- &l

- 80+

— 100 T T T
0 100 200 ano
Temps

enregistrement
Pic i
X itk primaire X thh

Pic W A
secondaire | I|

Temps |

' |
| T Sad ]
||| IIr‘l'l dl \\Jl II| I'Irlb'l llull | | Fréguence
'.J' —
() détail du signal (€) histogramme
Fig. II1.12 - Visualisation d’une sollicitation X(f) en conditions réelles d’usage

[et R. KOUTA, 2007]

Dans le cas d’une trajectoire de sollicitation trés irréguliére, comme celle de la figure
IT1.12, les pics secondaires posent problémes. Et toute définition a priori de la facon de
compter des étendues de variation de contrainte risque de conduire & des écarts de prévi-

sion par rapport a la réalité, si elle n’est pas confortée par une vérification expérimentale.
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Les lois d’endommagement reposent sur des modéles plus ou moins simples , et la seule
fagon de dire si une méthode d’identification de cycles dommageables est meilleure qu'une
autre est de corréler les résultats du modéle étudié avec ceux de ’expérience dans le cas
ou c’est possible de la réaliser (échelle de temps et/ou colt compatibles...). En réalité,
les méthodes existantes donnent des résultats assez dispersés en comparaison des résul-
tats publiés. Pour ces différentes raisons, ’extraction d’informations d’une sollicitation
aléatoire doit s’effectuer avec précaution. Les différents types d’informations a extraire
peuvent se présenter selon les trois formes suivantes :

— Analyse globale ot I’ensemble des amplitudes de la sollicitation est étudié sans
distinction sur la forme géométrique de la trajectoire (amplitude extréme, a pente
positive ou négative, courbure vers le haut ou vers le bas). Cette analyse s’effectue
grace a 1’histogramme de la sollicitation ou au suivi d’amplitudes particuliéres dans
la sollicitation étudiée.

— Analyse locale par l'intermédiaire de I’étude des valeurs extrémes selon la forme
géométrique de la trajectoire. Dans ce cas, les valeurs extrémes sont séparées en
quatre familles statistiques : les pics positifs, les creux positifs, les pics négatifs et
les creux négatifs. Les amplitudes qui ne présentent pas un changement de direction
dans le signal digitalisé ne sont pas étudiées.

— Analyse des étendues de la sollicitation et/ou des cycles : quand la sollicitation
aléatoire étudiée est une contrainte, il est judicieux de raisonner en étendue ou en
cycle de contrainte. Cette définition est en adéquation avec ce qui est fait lors d’essais
de vibration sous sollicitations sinusoidales ou la durée de vie est comptabilisée
en nombres de cycles. Dans le cas d'une sollicitation sinusoidale, une étendue ne
concerne que la moitié d’un cycle. Dans le cas d'une sollicitation aléatoire X (¢), la
définition d’un cycle est moins facile.

Dans le paragraphe suivant, nous présentons les conditions a vérifier et les méthodes

pour construire la distribution du stress.

I11.4.2.2 Caractérisation de la variable aléatoire

Les processus stochastiques (ou aléatoires) permettent de modéliser des systémes dont
le comportement n’est que partiellement prévisible. La théorie est fondée sur le calcul des
probabilités et des statistiques.

Le calcul des probabilités classique concerne des épreuves ou chaque résultat possible
(ou réalisation) est un nombre, ce qui conduit & la notion de variable aléatoire. Un pro-
cessus stochastique ou processus aléatoire (voir Calcul stochastique) ou fonction aléatoire

(voir Probabilité) représente une évolution, généralement dans le temps, d’une variable
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aléatoire.

La notion de processus continu correspond a un type de processus stochastique utilisé

dans la description des signaux physiques, fonctions généralement réguliéres du temps.

Un processus stochastique est souvent appelé processus aléatoire (voir Calcul stochas-
tique) ou, plus rarement, fonction aléatoire (voir Probabilité). Cette derniére expression

aide & comprendre intuitivement de quoi il s’agit.

De méme qu’une variable aléatoire est en fait un ensemble de nombres d’ou I'on peut
extraire un nombre particulier, une fonction aléatoire est un ensemble de fonctions ordi-
naires (tout au moins dans le cadre restreint considéré ici) d’ou l'on peut extraire une

fonction particuliére.

Cette fonction particuliére s’appelle réalisation du processus. Elle représente l'as-
pect temporel du phénomeéne que 1’on peut caractériser par des moyennes temporelles,

moyennes des valeurs de la fonction élevées aux différentes puissances.

Le processus posséde aussi un aspect probabiliste si on considére I’ensemble des valeurs
a un instant donné comme une variable aléatoire. Cette derniére est décrite par une densité
de probabilité ou - ce qui revient au méme sous certaines conditions de régularité - par la

suite des moments statistiques que I’on nomme moyennes d’ensemble.

Les moyennes d’ensemble dépendent, en principe, de l'instant auquel elles se rat-
tachent. Si en fait elles n’en dépendent pas, les propriétés statistiques restent constantes

au cours du temps et I'on dit que le processus est stationnaire.

Si, de plus, les moyennes temporelles sont identiques aux moyennes d’ensemble, on dit
que le processus est ergodique. Dans ces conditions, le phénoméne est entiérement décrit
par une seule réalisation. C’est donc cette notion d’ergodicité qui permet de répondre & la
question posée initialement : comment interpréter en termes probabilistes un phénomeéne

temporel méme s’il est régi par des lois déterministes ?

L’interprétation de stress comme une variable aléatoire permet d’associer au stress

certaines mesures et propriétés typiques pour la statistique.

Afin d’appliquer cette méthode, quelques hypothéses sur les valeurs d’entrée de stress
doivent étre faites pour que ’on puisse traiter en tant que processus par ’analyse des

propriétés statistiques du processus entier.

Un processus est un ensemble X (), de fonctions ordinaires z(¢), chacune d’elles étant
une réalisation du processus. On peut caractériser ce processus en lui associant a chaque

instant ¢, une densité de probabilité px (z,to).

A une réalisation donnée, on peut associer les moyennes temporelles :
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1 T/2
z(t)" = lim —/ y(t)"dt (I11.10)
T—oo T | 1/
A la densité de probabilité px(x,ty), on peut associer les moments appelés moyennes
d’ensemble :
BIX(0)"] = [ a"px(yito)da ()

Si ces moyennes d’ensemble, et par conséquent la densité de probabilité, ne dépendent
pas de I'instant ¢y, on parle de processus stationnaire. Si, de plus, les moyennes temporelles
leur sont égales, il s’agit d’un processus ergodique.

En fait, il ne s’agit 1a que des propriétés au premier ordre, les propriétés aux ordres
supérieurs faisant intervenir la densité de probabilité jointe & des instants différents. Elles
impliquent également des moyennes temporelles et des moyennes d’ensemble. Parmi ces
derniéres, la plus importante est I’autocovariance statistique E[X (o)X (o +7)]. Si le pro-
cessus est stationnaire et ergodique au second ordre, elle est identique & l'autocovariance
temporelle, elle-méme équivalente & la densité spectrale. Alors, un processus stationnaire,
par définition, est un processus aléatoire ot toutes ses propriétés statistiques ne changent
pas au cours du temps [Cooper et McGillem, 1988].

Le passage de l’analyse statistique d’une sollicitation aléatoire & une modélisation
probabiliste avec une analyse mathématique est toujours délicat. En effet, 'objet de la
modélisation des chargements aléatoires est de déterminer une probabilité théorique d’ap-
parition d’événements, a partir de 'observation d’une série de valeurs d’une variable aléa-
toire. Si la statistique descriptive cherche a porter un jugement sur la variable aléatoire
par rapport a des valeurs présélectionnées, la statistique mathématique cherche a porter
un jugement sur la probabilité d’apparition de différentes valeurs. L’histogramme (figure
[11.14 a) devient un «estimateur de densité» et le diagramme des cumuls est 1"« estimateur
de probabilité» (fonction de répartition).

En pratique, la loi de X est continue, la densité fx(z) est obtenue a partir de la série
observée x1,....,zn. Appelons fy la fonction qui associe, a x réel, le nombre fy(z) égal a
la hauteur du rectangle qui est relatif a la classe contenant = (figure II1.14 a). L’objectif
de la modélisation consiste a affirmer que, pour tout z, les deux valeurs fy(z) et f.(z)
sont «proches». Des tests d’ajustement sont utilisés avec les précautions nécessaires a
interprétation d’un test statistique (tests du x?, de Kolmogorov, etc.)

L’intégration de propriétés statistique de stress dérive de la méthode plus générale
de traitement de propriétés statistique d’un processus. La distribution obtenue au-dessus

pour le stress est introduite dans la fiabilité de la fonction de produit soit en intégrant
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la fonction de fiabilité sur le domaine de définition de stress, en tenant compte de la
distribution précédemment calculée de stress ([Mettas, 2005] et [Gaudoin, 2002]), ou en
calculant la fonction de densité multivariée [Al-Mutairi, 1996].

Dans le cas d’une sollicitation aléatoire, un nouveau facteur de forme est défini; il
est appelé facteur d’irrégularité I. Ce facteur est égal au rapport du nombre de passages
a zéro Ny du signal centré et du nombre d’extrémums N, contenus dans la sollicitation
étudiée : I = Ny/N,, I compris entre 0 et 1 (figure I11.13).

Xty
0 |
Temps
@ sollicitation avec un facteur d'irrégularite I = 1
Xt
0 -

emps

(b) sollicitation avec un facteur d'irrégularité [ = 0

Fia. III.13 — Caractérisation des sollicitations en fonction du facteur d’irrégularité I
[et R. KOUTA, 2007]

Plus I s’approche de 1, plus la régularité de la sollicitation est importante. Ainsi,
presque chaque extrémum est systématiquement suivi par un passage a zéro (figure 111.13
a). Dans cette situation, la mesure étudiée est qualifiée de «sollicitation a bande étroite ».
Lorsque I s’approche de 0, la régularité de la sollicitation devient de plus en plus faible.
Ainsi, entre deux passages par le niveau zéro, le signal passe par de nombreux extrémums
relatifs de méme signe (figure II1.13 b). Dans cette situation, la mesure étudiée est qualifiée
de «sollicitation & bande large ». Le facteur d’irrégularité donne une indication importante
sur I’évolution temporelle d’une sollicitation, ce que les autres facteurs de forme ignorent
totalement. Dans les paragraphes suivants, nous présentons deux méthodes de construc-

tion des histogrammes de stress a partir desquels il est possible de définir les fonction de
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densité.

I11.4.2.3 Histogramme ou temps de maintien dans une classe d’amplitudes

Cette méthode considére le signal digital enregistré comme un échantillon statistique
en ignorant ’aspect temporel. L’échantillon est regroupé en classes d’amplitudes (figure
[11.14 a traits pointillés horizontaux). Dans ce cas, aucune distinction n’est faite entre
les valeurs extrémes et les autres. L’avantage de cette méthode réside dans la possibilité
immeédiate de faire une modélisation statistique et de proposer un modéle de densité de
probabilité (partie droite de la figure 111.14 a). Etant donné qu’entre deux points suc-
cessifs il y a un pas de temps prédéfini par la méthode de mesure, le nombre de points
comptabilisés dans une classe une fois multiplié par le pas de temps donne le temps global
de maintien de la sollicitation étudiée dans cette classe d’amplitudes. Cette méthode de
comptage doit étre uniquement réservée aux sollicitations homogénes (ou dont la source
est considérée homogeéne), c’est-a-dire des cas sans changement important de nature de
chargement. En effet, cette méthode est trés dépendante de la vitesse (dérivée premiére
sur la courbe considérée comme une trajectoire avec une signature dynamique spécifique)
et de I'accélération (dérivée seconde) de la sollicitation étudiée. Dans le cas ou la solli-
citation présente plusieurs types d’information (liés aux freinages, virages, chargements
variés...), le signal perd son homogénéité et le comptage par classe sera altéré par ces
différentes utilisations dont la signature dynamique n’est pas la méme. La figure I11.14
a présenté une sollicitation digitalisée ou 28 points et 9 classes d’amplitudes sont défi-
nis [Kouta et Play, 2006]. Le comptage par classe (a partir de la classe du bas) conduit

successivement a 2, 7, 3, 5, 1, 2, 5, 1 et 2 amplitudes par classe.

I11.4.2.4 Comptage du nombre de dépassements d’un niveau donné

Cette méthode, comme la précédente, demande que soient définies au préalable des
classes d’amplitudes (figure II1.14 b). Le comptage, pour un niveau donné, est déclenché
chaque fois que le signal franchit un niveau avec une pente positive (d’ott le nom de
dépassement de niveau). Un comptage du nombre de dépassements d’un niveau donné
n’est pertinent que si une attitude de sélection des petites oscillations est définie. Ces
petites oscillations peuvent apporter des effectifs (nombre) de charge sans intérét du point
de vue du calcul de 'endommagement et du calcul de la durée de vie. Ainsi, pour le
comptage du nombre de dépassements de niveau, un incrément de signal noté A est défini.
Il correspond souvent, dans le cas d’'un composant mécanique, a un intervalle de contrainte

au-dessous d’une limite de fatigue définie sur une courbe de Waéhler. Cet incrément A est
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F1c. II1.14 - Statistique d’une sollicitation [et R. KOUTA, 2007]

considéré comme un seuil de réarmement dans le processus de comptage. Historiquement,
plusieurs méthodes de comptage ont été proposées. La méthode la plus intéressante compte

un niveau seulement si la sollicitation a déja traversé au moins une fois le seuil A, cela

sans distinction de nature de pente. Il faut rappeler aussi que le comptage s’effectue avec

un signal digitalisé, ainsi une régle de proximité doit étre mise en place afin de compter

une amplitude trés proche des niveaux déterminés. Cette méthode de comptage permet -

comme la précédente - de construire un modéle de densité de probabilité. L’application de

cette méthode se focalise sur les niveaux définis par les bornes des classes. Le comptage
par niveau (avec la sollicitation de la figure I11.14 b, & partir du niveau du bas) conduit

successivement & 0, 0, 2, 1, 0, 1, 1 et 2 dépassements par niveau.
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I11.4.3 Estimation de la fiabilité
Une fois ayant la modélisation probabiliste, I'influence des propriétés statistiques de
chaque stress X sur les caractéristiques de produit peut étre obtenue de deux fagons :

1. a partir de la régle des probabilités conditionnelles moyennes applique sur la fonction
de densité de probabilité [Pitman, 1993] :

f@®)= | fF@IX) fx, (Xi)dX; (I11.12)
DX,
2. par intégration directe dans la fonction de fiabilité du produit :

R(t)= [ R(|Xi) [x, (X1)dX; (I11.13)

DX,
et, a partir de 1.88, 1.25 et II1.13, nous obtenons l’estimation de la fonction de

fiabilité R(t) d'un produit subit au stress multidimensionnelle X par :

R(t) = - I Ry ((&;zt) ) ’?(Xz/;L)HbS(/J ((%)b) 4X, (I11.14)

Les analyses statistiques ont 1’avantage de conduire a des modéles probabilistes

[Demoulin, 1990] qui offrent des possibilités de modélisation de la dispersion naturelle
des sollicitations étudiées et de leurs conséquences (fissuration, fatigue, endommagement,
durée de vie, etc.). L’inconvénient de ces analyses statistiques réside cependant dans le
fait qu’elles ignorent I'historique des événements.

Pour permettre la prise en compte de I'historique, nous proposons d’utiliser les séries

temporelles.

I11.4.4 Séries temporelles

Une série temporelle est une série de nombres (ici des valeurs du stress) indicés par
le temps, chacun d’entre eux étant une réalisation d’une variable aléatoire. Ceci peut
s’exprimer aussi en disant que la série temporelle est une réalisation d’une famille de
variables aléatoires indicées par le temps. Cette famille de variables aléatoires s’appelle
un processus aléatoire.

Les séries temporelles et les mécanismes générateurs que sont les processus, ont une
structure. En d’autres termes, les variables aléatoires composant le processus ne sont
pas forcément indépendantes les unes des autres mais établissent certaines relations qui

donnent & l’ensemble une sorte de structure.
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Il existe deux catégories de modéles pour rendre compte d’une série temporelle
[Deligniéres, 2000]. La premiére considére que les données sont une fonction du temps
(X = f(t)). Cette catégorie de modeéle peut étre ajustée par la méthode des moindres
carrés, ou d’autres méthodes itératives. L’analyse des modéles par transformée de Fou-
rier est une version sophistiquée de ce type de modéle. Une seconde catégorie de modéles
cherche a déterminer chaque valeur de la série en fonction des valeurs qui la précéde
(Xy = f(Xy1, Xi—2,...)). Clest le cas des modéles ARIMA (Auto - Regressive - Integra-
ted - Moving Average).

A noter que le choix de I'un ou 'autre type de modéle est surtout théorique : est-il
raisonnable de penser que dans un phénoméne donné, les points sont fondamentalement
fonction des points précédents et de leurs erreurs, plutot qu’un signal, périodique ou non,
entaché de bruit. On peut noter cependant que souvent, on a recours a I’analyse de variance
pour traiter les séries temporelles. Or une des hypothéses majeures de 'ANOVA est que
les résidus des différentes mesures ne sont pas auto corrélés. Ce n’est évidemment pas le
cas si la performance a ’essai t est liée a la performance réalisée a ’essai t-1. Les processus
autorégressifs supposent que chaque point peut étre prédit par la somme pondérée d’un
ensemble de points précédents, plus un terme aléatoire d’erreur. Le processus d’intégration
suppose que chaque point présente une différence constante avec le point précédent. Les
processus de moyenne mobile supposent que chaque point est fonction des erreurs associées
aux points précédents, plus sa propre erreur. Un modéle ARIMA, noté ARIMA (p,d, q),
dépend des variables suivantes :

— p est le nombre de termes auto-régressifs

— d est le nombre de différences

— q est le nombre de moyennes mobiles.

[’examen d’une série temporelle (une réalisation d’un processus) permet, en général, de
lui reconnaitre trois types de composantes : une tendance, une composante saisonniére et
une variation aléatoire. D’autres caractéristiques évolutives, comme les chocs, peuvent étre
également observées mais sont moins intimement liées a la structure de la série. Il est alors
utile de séparer ces composantes, et ceci pour deux raisons. La premiére est de répondre
a des questions de bon sens comme celle de la croissance ou la décroissance générale
du phénomeéne observé. L’extraction de la tendance et ’analyse de celle-ci répondront a
cette question. Il est intéressant aussi de mettre en évidence la présence éventuelle d’une
variation périodique grace a ’analyse de la composante saisonniére. La seconde de ces
raisons est de débarrasser le phénoméne de sa tendance et de ses variations périodiques

pour observer plus aisément le phénomeéne aléatoire.

Ce modeéle utilise souvent des valeurs retardées (d’otu le terme Auto Regressive) et de
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chocs aléatoires qui sont en général de moyenne nulle, de variance constante et non auto
corrélés (bruit blanc) ; quand la variable qui représente ces chocs est retardée, on parle de
moyenne mobile.

[’estimation des modéles ARIMA suppose que 1’on travaille sur une série stationnaire.
Ceci signifie que la moyenne de la série est constante dans le temps, ainsi que la variance.
La meilleure méthode pour éliminer toute tendance est de différencier, c’est-a-dire de
remplacer la série originale par la série des différences adjacentes. Une série temporelle
qui a besoin d’étre différenciée pour atteindre la stationnarité est considérée comme une
version intégrée d'une série stationnaire (d’otu le terme Integrated).

La correction d’une non stationnarité en termes de variance peut étre réalisée par des
transformation de type logarithmique (si la variance croit avec le temps) ou a 'inverse
exponentielle. Ces transformations doivent étre réalisées avant la différenciation.

Le modéle ARMA est un cas particulier. En effet, le modéle ARMA ne permet de
traiter que les séries dites stationnaires (des moments du premier ordre qui sont invariants
au cours du temps). Les modéles ARIMA permettent de traiter les séries non stationnaires
aprés avoir déterminé le niveau d’intégration (le nombre de fois qu’il faut différencier la
série avant de la rendre stationnaire).

Bien que possédant d’excellentes qualités prévisionnelles, le modéle ARIMA ou ARMA
souffre d’une lacune majeure : il est incapable de traiter simultanément plus d’une variable
(série). Pour contourner ce probléme, il faut pouvoir généraliser le modéle ARIMA dans le
cas & plusieurs variables. C’est ce qu’a fait en partie Sims en proposant en 1980 le modéle
Vector Auto Regressive (VAR) qui permet de traiter concomitamment plusieurs variables.
Mais, contrairement au modéle structurel & plusieurs variables, dans les modeéles VAR,
toutes les variables sont endogénes. Cette maniére de de modéliser en faisant abstraction
d’une théorie économique a donné naissance a ce que l'on a appelé 'Econométrie sans
théorie.

La notation AR(p) désigne le modéle autoregressive d’ordre p :

p
Xi=c+ Y oXii+te (TI1.15)
i=1
avec @1, ... et ¢, les parametres du modeéle, ¢ une constante et ; le terme d’erreur.

La constante n’est souvent pas prise en compte pour des raisons de simplicité. Le terme
d’erreur &; suit une loi normale et représente la partie aléatoire diie a la variation du
stress.

L’influence des propriétés statistiques de chaque stress X; sur les caractéristiques de

produit peut étre obtenue de deux facons :
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1. a partir de la régle des probabilités conditionnelles moyennes appliquée sur la fonc-

tion de densité de probabilité [Pitman, 1993] :

fFy= [ f1X0) [, (e0) de (IT1.16)

Dey

2. par intégration directe dans la fonction de fiabilité du produit :

R()= [ R(UIX)f, (=) d= (I1L17)

Dé‘z

Dans le cas ot il n’est pas possible d’obtenir une distribution ou une série temporelle,

nous proposons de discrétiser le signal.

I11.4.5 Discrétisation du profil de stress

I1I1.4.5.1 Principe de la discrétisation

Cette méthode consiste a discrétiser le profil de stress afin d’obtenir un profil échelonné

comme représenté sur la figure .

A Stress

Profil réel

Profil discrétisé

»  temps
Fi1G. II1.15 — Discrétisation du profil réel

A partir de ce profil, il est possible d’estimer la fiabilité en utilisant le modéle d’en-

dommagement cumulé.

I11.4.5.2 Modéle d’endommagement cumulé (MEC)

Le modele d’endommagement cumulé est basé sur ’expression générale des modéles

SVA

- (EY Yo g
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Pour le cas ou Ry (u) = e~ on obtient la classe de fonctions de Weibull, alors I11.18

devient :

((/5 eﬂszdT>“>
Ry (t) =¢ ’ (I11.19)

et, par identification, les paramétres de forme et d’échelle s’expriment :

v=_3
{ n(t]1X (1) = <29 (I11.20)

Un des modéles trés utilisé, dans le cadre des essais accélérés, est le modéle d’endom-
magement cumulé car il peut intégrer dans ses équations la variation de stress au cours de
temps. Par une étude, qui combine 'approche statistique et celle basée sur la notion de
ressources utilisées, Finkelstein [Finkelstein, 2008| montre que le modéle MEC est justifié
seulement pour le cas particulier ou 7[X (7)|t (équation 1.76) a une forme linéaire.

Pour présenter le modéle MEC, nous considérons un profil de stress échelonné, repré-
senté par la figure II1.16, avec le stress S1 < S2 < S3 et avec 2t; =ty et 3t; = t3 . On
observe un changement de distribution en fonction du temps (R(t) représentée en pointillé
sur la figure I11.16). Pour le modéle d’endommagement cumulé, le paramétre influencé par

la variation de stress est le paramétre d’échelle, n(¢) de la distribution Weibull.

A\ 4

[t Ligf [

F1G. TI1.16 — Step-stress profile and the corresponding life distributions
Ainsi, le modéle d’endommagement cumulé consiste a intégrer la variation de stress
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dans 'estimation du paramétre d’échelle 7(¢) de la fonction Weibull :

= <7t7 >
Pour ti,1 <t< tz , la fOHCtiOH de ﬁablllté devient :

=t W, 4 >

R(t) = e*< D (111.22)

Le transfert d’un niveau de stress aux autres est supposé instantané. Alors, en fai-
sant I'égalité entre les percentiles pour deux niveaux consécutifs de stress, on obtient les

équations suivantes :

PLWig = (timg — tio) Wiig = Aty — Wig

ni

T2 Wig = (tiz — tig) Wing = Alo — Wig

MNi—1

: (T11.23)
%Wg = (tg - ti—l) W1 = Atg - W1
"—1W1 - (tl - to) - Atl

\ 72

J
Aprés la multiplication de chaque équation par ][ 77,:7__1 avec j = 2..(i — 1), on obtient
k

k=2
la relation :
W, LAt
D (IT1.24)
Mi 1 Tk

En remplagant I11.24 dans I11.22, la forme générale de R(t) devient :

t—t,

_{ i—1 B 1A_t}
Ry yq(t)y=e U " =0 (T11.25)

En prenant At; — 0, on obtient :

{ t— tl RN
i A ) (II1.26)
Zk 1 ntk fO ﬁdt
d’ou :
t dr s
— /7
R(t|X)=e <o W'X(T”) (II1.27)

L’équation II1.27 décrit le modéle d’endommagement cumulé pour une loi de Weibull

en considérant le parameétre de forme (5 constant avec la variation de stress.
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Chapitre I1II.  Estimation de la fiabilité en environnement aléatoire

II1.5 Exemple d’application

Nous reprenons ’exemple du calculateur de soute embarquée dans un moyen/long
courrier. Pour une question de clarté, nous proposons de reprendre le profil de mission
présenté dans la figure I11.17 auquel nous ajoutons un profil aléatoire en température

(profil défini par la figure II1.18) pour les phases de vie vol-operating et sol-operatingl.

Profil d’emploi de type aéronautique civil moyen / long courrier, calculateur en soute
Contrainte Thermique et Humidité Cyclage thermique Mécanique Chimique Induit
Intitulé de la phase Temps Onf/Cff | Température Taux AT |Nombre de| Durée du | Température | Vibrations Pollution Pollution zone Niveau de I
calendaire ambiante | d’humidité cycles cycle maximale au aléatoires saline industrielle |d'application| protection | application
cours du
cyclage
{heures) (°C) (%) (°C) (fan) (heures) (°C) (Grms)
Sol-operating - 1 797 On a7 30 33 330 2 47 Faible Urbaine mf.?:'fu . herl::'g;'qu . 48
Sol-operating - 2 1193 On 55 a0 15 BAT 15 55 Faible Urhaing ham‘{’:ble he”:‘\'g;‘que 20
Sol-roulage 84 On a7 5 - 5 Faible | Négligeable ham?;ble hermgt“ique 12
ol operating 4083 On 40 5 - 06 Faibie | Négligeable [ , 1V herl::'gt“ique 1.1
Sol-dormant 2603 Off 14 70 10 108 24 19 Faible Urbaine haE‘i?a”ble herl::'gt“ique 33

Fic. III.17 — Profil d’emploi de
[FIDES, 2004]

type aéronautique civil moyen / long courrier

'T(°C)

J(h)

FiG. II1.18 — Profil de mission réel

Nous avons ainsi les taux de passage par les phases p; qui sont obtenus par la proportion

du temps calendaire associé a chaque phase pour un an :

~ P, : sol-operating 1, p; = 13%
— P, : sol-operating 2, py = 20%
— P : sol-roulage, p3 = 2%

~ Py : vol-operating, py = 66%

Ainsi, nous allons pouvoir étudier les trois approches d’estimation de la fonction de
fiabilité :
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II1.5. Ezemple d’application

‘ stress ‘ loi acceleration ‘ parameétres du modeéle ‘
H,T Peck : n(H,T) = CH et n =124, B =1638.5,C = 0.411,v = 2.67
AT Coffin-Manson : n(AT) = ()" a=38TE+4,n=124,v=2.33
Grms Invese Power : (V) = (3)" a=0.08n=219v=1.46

TaB. II1.2 — Lois de fiabilité associées et valeurs des paramétres

1. Distribution de la température indépendante du temps
2. Profil de température approximé par une série temporelle

3. Profil de température discrétisé

Pour estimer les différentes fonctions de fiabilité pour les différentes phases de vie
(sauf celle sol-dormant), nous utilisons les modeéles de vie accélérée correspondant aux
trois stress suivants :

— H.,T : température, humidité

— AT : température cyclique

— G'rms : vibrations

Les modéles de vie accélérée associés a chaque stress sont des lois de Weibull de para-
métres v (forme) et 7 (échelle) définis par des lois d’accéleration présentées dans le tableau
I11.2.

Distribution de la température indépendante du temps
Nous considérons que la température, lors des phases vol-operating et sol-operatingl, est
décrite par deux distributions normales :

— vol-operating : N(u, o) = N(40°C, 1°C),

— sol-operatingl : N(u, o) = N(58°C, 6°C),

Alors, la loi de fiabilité associée a la température aléatoire et a la phase de vie P;

s’écrit :

- _tnﬁ 1 N2
mLn= | () 1 g
T

oV 2T

Les valeurs de C,n, B et v sont définies dans le tableau II1.2 et les valeurs de H sont
prises dans la figure III1.17 selon la phase de vie considérée. Ensuite, nous estimons la
fonction de fiabilité globale (figure II1.19) :
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Chapitre I1II.  Estimation de la fiabilité en environnement aléatoire

[T [R5 (i) } {H (R3] (pt)] } {H [Rfi;fms(pjt)}} (IT1.28)

J

4

RSyst (t) = {

1 j=1 j=1

()

© Rr

l‘” = vol+soll+sol2 +sr (en ans)
8 = temps d’utilisation

‘2””4"“6‘
FiG. II1.19 — Estimation de la fiabilité

Profil de température approximé par une série temporelle
Nous considérons la température définie par la figure II1.18 et nous avons déterminé les
parameétres du modéle ARIMA(2, 1, 0) :

— const. : 0,22682

- p(1) : 0,23066

- p(2) : 0,21855
L’analyse des résidus a montré qu’ils étaient négligeables. En appliquant les équations
[I1.17 (avec la fonction de densité f.,(€;) considérée négligeable) et II1.28, la courbe de
fiabilité globale prend la forme présentée dans la figure I11.20.

o
S R(,)

0.4-

02"

?,, = vol+soll+s0l2 +sr (en ans)
= temps d’utilisation

2 4 6 8 10 12 14
Fia. II1.20 — Estimation de la fiabilité

Profil de température discrétisé
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II1.5. Ezemple d’application

Nous considérons la température définie par la figure II1.18 et nous avons discrétisé le
profil par un pas de 10 minutes. En appliquant la méthode MEC, nous construisons la

fonction de fiabilité RT*H en répétant plusieurs fois le profil de température afin de couvrir

tout le domaine d’exploitation (figure IT1.21).

= (h)
an T

Te— 20
N

T( )

& ti(h)

F1G. I11.21 — La variation de R(t) avec le stress (temperature)

Ensuite, il est possible d’estimer la fonction de fiabilité globale par I’équation I11.28

(figure I111.22).

R(z)

o
o

04-

02"

?,, = vol+soll+s0l2 +sr (en ans)
= temps d’utilisation
14 P

2 4 6 8 10 12
FiG. II1.22 — La fiabilité en appliquant le modéle d’endomagemement cumulative

Finalement, la figure TI1.23 représente les fonctions de fiabilité globale obtenues par

les trois approches :
— courbe a : série temporelle,
— courbe b : discrétisation du profil,
— courbe ¢ : distribution du stress indépendante du temps.
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?,, = vol+soll+sol2 +sr (en ans)

2 4 6 8 10 12 14 = temps d"utilisation

Fia. II1.23 — Résultats

On observe que les courbes (a) et (b) sont proches. Cela s’explique par le fait que
les deux méthodes utilisent tout le profil de température avec quasiment aucune perte
d’information (pour la série temporelle). Au contraire, avec la méthode ou la température
est définie par des distributions & deux niveaux, nous perdons de l'information qui se

traduit par une courbe de fiabilité décalée.
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IT11.6 Conclusion

Ce chapitre a présenté une méthodologie permettant de considérer les variabilités
d’usage, de conditions d’utilisation, d'utilisateurs, ... dans ’estimation de la fiabilité. L’ob-
jectif de ce travail était d’obtenir des estimations en phase de développement proches de
celles observées en condition opérationelle qui intégrent naturellement ces variabilités.

Pour ce faire, nous avons rappelé comment était défini un profil de mission et les
éléments le constituant : phases de vie, mission et environnement. La variabilité peut
intervenir sur ces trois éléments impactant directement la fiabilité du produit. Aussi, nous
avons proposé d’introduire cette variabilité dans I'estimation de la fiabilité en considérant
deux cas :

— Variabilité d’usage qui intégre différentes phases de vie et divers utilisateurs (1’en-

vironnement est déterministe),

— Variabilité d’environnement qui considére des stress aléatoires.

Pour tenir compte de la variabilité d’usage, nous avons présenté une méthode directe
et une autre basée sur I'approche Résistance-Contrainte. L’effet aléatoire des stress sur le
produit peut se modéliser de trois maniéres différentes :

— Par des distributions des stress indépendantes du temps,

— Par des séries temporelles,

— Par la discrétisation des profils.

Pour chaque cas, nous avons proposé une méthode d’estimation de la fiabilité. Nous
avons observé que les méthodes étaient comparables. Pour aller plus loin dans I’analyse,
il faudrait pouvoir comparer les résultats avec ceux obtenus a partir de données opéra-
tionnelles. Une limite de cette méthodologie concerne la difficulté a récupérer des profils
de mission complets et détaillés. Une extension de ce travail concerne 1’application des
modéles proposés a la problématique du " Health-Monitoring ". En effet, depuis quelques
années, des capteurs de mesure de paramétres environnementaux sont intégrés sur les
cartes afin d’estimer en temps réel la durée de vie consommeée, la durée de vie résiduelle

et le risque de défaillance et ainsi optimiser les politiques de maintenance.
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IV
Conclusions et perspectives

Compte tenu des marchés de plus en plus concurrentiels, I’estimation de la fiabilité des
systémes est devenue un enjeu majeur des entreprises et ce dés les premiéres phases de
développement. En effet, plus tot les caractéristiques d’un produit ou d’un systéme sont
appréhendées dans son cycle de vie et moins les risques (financiers ou liés a la sécurité
des installations), dus a la non réalisation des performances attendues sont élevés. Dans
un contexte exigeant de systémes de plus en plus fiables et siirs, et de durées de garanties
croissantes, il est impératif de vérifier le plus rapidement possible que les performances
des systémes soient conformes au cahier des charges. La démarche idéale pour identifier la
fiabilité d'un produit ou d’un systéme avant méme sa fabrication en série, est de procéder
a des séries d’essais sur des prototypes, quand ils existent. Cette démarche nécessite un
investissement trop important en temps et en nombre de prototypes, car ces derniers
étant de plus en plus fiables, I’'observation de défaillances est de moins en moins probable.
Ainsi, pour réduire ces durées, on peut réaliser des essais accélérés. Pour cela, le produit est
soumis a des sollicitations d’utilisation ou d’environnement amplifiées, afin d’accélérer les
mécanismes d’endommagement (les mécanismes de défaillances provoqués doivent étre
représentatifs des conditions normales d’emploi) et de réduire la durée nécessaire pour
I’estimation de certaines caractéristiques comportementales du produit dans les conditions
normales d’emploi. Toutefois, la réalisation d’essai nécessite de disposer de suffisamment
de produits afin d’obtenir des estimations satisfaisantes. Malheureusement, dans la plupart
des cas, nous ne disposons pas assez de produits. C’est dans ce contexte que s’est inscrite
cette thése afin de proposer une méthodologie permettant d’estimer les paramétres de
modeéles de vie accélérée en intégrant toute la connaissance disponible sur la fiabilité du
produit étudié. Pour ce faire, nous nous sommes appuyés sur la démarche bayésienne.

Dans une premiére étape, nous avons introduit l'analyse des données non accélérées

en faisant une comparaison des méthodes paramétrique et non paramétrique. Nous avons
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montré les limites des méthodes lorsque 1’on considére des petits échantillons et de forte
censure. Nous avons étudié ’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance
et par celle bayésienne non informative.

Pour réduire les délais de cycle de vie, et en particulier la qualification des produits,
nous avons étudié 'analyse des résultats d’essais accélérés pour diminuer le temps de test.
Pour ce faire, nous avons utilisé le modéle de vie standard de vie accélérée en considérant
les cas paramétrique et semi-paramétrique.

Ensuite, pour obtenir des estimations correctes avec des tailles d’échantillon faible,
nous avons introduit I’estimation Bayésienne des modéles SVA. Nous avons étudié deux
techniques d’estimation : maximum d’a posteriori et la méthode classique. L’efficacité de
la démarche Bayésienne dépend principalement dans le choix des lois a priori. Pour cela,
nous avons proposé une méthodologie permettant de définir des pseudo lois conjuguées par
une technique de simulation puisqu’il n’est pas possible de les déterminer analytiquement.
Pour finir, nous avons traité le probléme de la compatibilité entre la vraisemblance et I'a
priori. Dans le cas ol nous observons une imcompatibilité partielle ou totale, nous avons
proposé une méthodologie de pondération.

Le troisiéme chapitre aborde la problématique de ’estimation de la fiabilité lorsque les
conditions d’utilisation sont variables. Nous avons présenté une méthodologie permettant
de considérer les variabilités d’usage, de conditions d’utilisation, d’utilisateurs, ... dans
I’estimation de la fiabilité. L’objectif de ce travail était d’obtenir des estimations en phase
de développement proches de celles observées en opérationelle qui intégrent naturellement
ces variabilités.

En terme de perspectives, nous envisageons plusieurs voies de développement :

— réaliser une étude détaillée de la méthode proposée de pondération. En effet, quel est
le comportement de ’estimation bayésienne pondérée lorsque I'incohérence concerne
uniquement un seul paramétre ?

— étendre la démarche Bayésienne a d’autres modéles (Generalized Proportional Ha-
zard Model, Changing Shape and Scale Model, ...) et plans (Essais sous stress éche-
lonnés, ...),

— optimiser les plans d’essai afin de réduire le cott d’essai (nombre de produits & tester
et temps d’essai) tout en maximisant la qualité d’estimation.

— appliquer la démarche bayésienne aux essais accélérés basés sur les processus de
dégradation et non plus uniquement sur les processus d’apparition des défaillances.
En effet, nous pouvons observer des défaillances par dérive ot une performance du
systéme se dégrade au cours du temps jusqu’a atteindre un niveau inacceptable.

— proposer des plans permettant de traiter plusieurs modes de défaillance,
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— utiliser la méthode ¢o pour estimer la fiabilité en environnement aléatoire.
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