
HAL Id: tel-00468219
https://theses.hal.science/tel-00468219

Submitted on 30 Mar 2010

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Fiabilité des systèmes embarqués
Sorin Voiculescu

To cite this version:
Sorin Voiculescu. Fiabilité des systèmes embarqués. Sciences de l’ingénieur [physics]. Université
d’Angers, 2009. Français. �NNT : �. �tel-00468219�

https://theses.hal.science/tel-00468219
https://hal.archives-ouvertes.fr


UNIVERSITE D'ANGERS Année 2009N�938FIABILITE DES SYSTEMES EMBARQUEESTHESE DE DOCTORATSpé
ialité : S
ien
es pour l'ingénieurECOLE DOCTORALE S
ien
es et Te
hniques de l'Information et deMathématiquesPrésentée et soutenue publiquementLe Juin-Juillet 2009A l'Institut des S
ien
es et Te
hniques de l'Ingénieur d'AngersPar Sorin VOICULESCUDevant le jury 
i-dessous :Ioan BACIVAROV Examinateur Professeur à l'UniversitéPolyte
hnique de Bu
arestMihaela BARREAU Examinateur Maître de Conféren
esà l'Université d'AngersZorha CHERFI Rapporteur Professeur à l'UTCPierre DERSIN Examinateur Ingénieur Do
teur à ALSTOMLéo GERVILLE-REACHE Rapporteur Maître de Conféren
es HdRà l'Université de Bordeaux 2Fabri
e GUERIN Examinateur Professeur à l'Université d'AngersFrançois PERES Examinateur Maître de Conféren
es HdR à l'ENITDire
teur de thèse : Fabri
e GUERINCo-en
adrante : Mihaela BARREAULaboratoire : Laboratoire en Sûreté de fon
tionnement, Qualité et Organisation62, avenue Notre Dame du La
49000 ANGERS ED 503





RésuméLes travaux présentés dans 
ette thèse abordent la problématique de l'estimation de la �abilité dessystèmes qui est devenue un enjeu majeur pour les entreprises et 
e dès les premières phases de dévelop-pement. En e�et, plus t�t les 
ara
téristiques d'un produit ou d'un système sont appréhendées dans son
y
le de vie et moins les risques (�nan
iers ou liés à la sé
urité des installations), dus à la non réalisationdes performan
es attendues sont élevés. Dans un 
ontexte exigeant des systèmes de plus en plus �ableset sûrs, et de durées de garanties 
roissantes, il est impératif de véri�er le plus rapidement possible queles performan
es des systèmes soient 
onformes au 
ahier des 
harges. La démar
he idéale pour identi-�er la �abilité d'un produit ou d'un système avant même sa fabri
ation en série, est de pro
éder à desséries d'essais sur des prototypes, quand ils existent. Cette démar
he né
essite un investissement tropimportant en temps et en nombre de prototypes, 
ar 
es derniers étant de plus en plus �ables, l'obser-vation de défaillan
es est de moins en moins probable. Ainsi, pour réduire 
es durées, on peut réaliserdes essais a

élérés. Pour 
ela, le produit est soumis à des solli
itations d'utilisation ou d'environnementampli�ées, a�n d'a

élérer les mé
anismes d'endommagement (les mé
anismes de défaillan
es provoquésdoivent être représentatifs des 
onditions normales d'emploi) et de réduire la durée né
essaire pour l'esti-mation de 
ertaines 
ara
téristiques 
omportementales du produit dans les 
onditions normales d'emploi.Pour 
e faire, nous avons proposé d'utiliser les modèles SVA (Standard de Vie A

élérée) paramétriqueet semi-paramétrique pour analyser les données d'essais. A�n d'obtenir des estimations de bonne qualité,nous avons introduit la démar
he Bayésienne permettant d'intégrer toute la 
onnaissan
e disponible surla �abilité du produit étudié. Ainsi, nous avons proposé des méthodes d'estimation, une te
hnique de
onstru
tion de la distribution pseudo 
onjuguée a priori et une méthodologie d'analyse de 
ompatibilitéentre la 
onnaissan
e a priori et les résultats d'essai. Pour �nir, nous avons développé des méthodesd'estimation de la �abilité intégrant les variabilités d'usage et d'environnement.
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Introdu
tion généraleQuand on veut savoir si un système est �able, la première 
hose à faire, quand onpeut, 
'est de l'essayer au préalable. On veut voir que ça mar
he. Cet essai préliminaireest même parfois la seule raison de 
roire un peu à la �abilité du système. Quelle est savaleur prédi
tive ? Est-
e que 
et essai prouve vraiment quelque 
hose quant à la �abilitédu système ?Une façon ironique de poser le problème 
onsiste à appliquer la règle des 
inq minutes.On la 
ite souvent sur l'exemple d'une 
athédrale : une fois que l'édi�
e est terminé, onretire tous les é
hafaudages puis on attend 
inq minutes. Si dans 
e laps de temps la
athédrale ne s'est pas e�ondrée, on estime alors qu'elle pourra tenir pendant des siè
les.On pourrait aussi appliquer la règle de la première fois : si un système fon
tionne bien lapremière fois, 
'est qu'il fon
tionnera bien toujours. Il est évident que 
es règles ne four-nissent pas toujours de bonnes prédi
tions : 
ertains édi�
es s'e�ondrent quelque tempsaprès avoir été 
onstruits, des ma
hines, qui fon
tionnaient bien, 
essent de fon
tionner.Quel sens alors faut-il donner à la règle de l'essai préalable ? Doit-on 
on
lure qu'un essaine sert à rien ? Bien sûr que non. Pourquoi ?Quand des vies humaines sont en jeu on pourrait 
roire que la prise de risques est leproblème majeur des études de �abilité. Dans 
ertains 
as parti
uliers oui mais pas engénéral. Ce serait nous demander beau
oup trop. Même quand des vies humaines sonten jeu, on ne peut que rarement faire des prédi
tions infaillibles. Tout le monde le saitbien. On prend un risque à 
haque fois qu'on fait un pas sur un trottoir. Il serait absurded'exiger l'infaillibilité des prédi
tions. Ce serait nous 
ondamner à ne plus rien faire oupresque. Et ne plus rien faire 
'est la mort assurée. Qui ne risque rien n'a rien. Vivre 
'esttoujours prendre des risques.Le problème général des études de �abilité 
e n'est pas l'infaillibilité, 
'est de réduireles risques. On sait qu'il y a des risques mais on veut faire les bons 
hoix : parmi toutes lessolutions réalisables quelles sont les plus risquées, les plus dangereuses, les moins �ables ?Mais il ne faut pas en 
on
lure que les études de �abilité ont toujours un 
ara
tèreprobabiliste, du moins pas au sens où elles passeraient par un 
al
ul de probabilités. Le1



Introdu
tion générale
al
ul des probabilités n'est pas la seule méthode de rédu
tion des risques. On est parfoisin
apable d'évaluer les probabilités de 
es risques. Le problème général 
'est de se servirde nos fa
ultés prédi
tives pour réduire les risques.Les essais sont 
omme un 
rible. Ils doivent faire la part du bon et du mauvais. Ils'agit d'ex
lure le dangereux et l'ine�
a
e et de re
onnaître la qualité. On ne peut presquejamais demander un 
rible parfait, mais on peut souvent trouver d'assez bons 
ribles quipermettent de réduire les risques.Dans un 
ontexte international extrêmement 
on
urrentiel, les entreprises doivent maî-triser les di�érents outils qui leur permettent de rester 
ompétitives et doivent s'engagerdans des a
tions d'amélioration à tous les niveaux. De plus en plus, les entreprises déve-loppent ou obtiennent des systèmes sophistiqués sur lesquels ils doivent pla
er une grande
on�an
e. Dans des 
ir
onstan
es di�érentes, le fo
alisation sera mise sur les propriétésdi�érentes de tels servi
es, par exemple, la 
ontinuité, l'exé
ution, la réponse en tempsréel, la 
apa
ité d'éviter les événements 
atastrophiques. Dans 
ette situation, l'une desstratégies importantes exigées aux industriels est la qualité de produits, l'orientation versla sûreté de fon
tionnement. La sûreté de fon
tionnement fait partie des enjeux majeursde 
es dernières années et des années à venir. Plus personne aujourd'hui n'a

epteraitd'utiliser un produit, un système dont tous les aspe
ts liés à son usage ne soient optimiséssous les aspe
ts de la qualité.On parle de la sûreté de fon
tionnement d'un système 
omme la 
ara
téristique de
e système qui permet à l'utilisateur de pla
er en lui une 
on�an
e justi�ée. Lors de la
onstru
tion d'un système, le 
onstru
teur spé
i�e non seulement les fon
tionnalités, maisaussi les obje
tifs à atteindre en termes de sûreté de fon
tionnement. La spé
i�
ation desobje
tifs de sûreté de fon
tionnement est a

ompagnée d'une pro
édure de validation pourvéri�er que les obje
tifs ont été atteints. Des méthodes et des outils de développementspé
i�ques sont appliqués pour 
ette démar
he.La règle de l'essai préalable n'est pas sans valeur mais un seul essai n'est en généralpas su�sant, pour trois raisons prin
ipales :� Les 
onditions de l'essai ne sont pas représentatives de toutes les 
onditions d'utili-sation du système. S'il est sensible à l'humidité il peut bien fon
tionner le jour del'essai s'il fait beau mais ne pas fon
tionner les jours de pluie, par exemple.� L'état présent du système n'est représentatif de son état futur ; il peut se transformeret se dégrader.� Lorsque le système est produit en plusieurs exemplaires, le système essayé peutn'être pas représentatif des autres : dispersion des 
onditions de fabri
ation, essaisur un prototype, ... 2



Faire des études de �abilité, 
'est essayer de faire mieux que la règle de la première fois,
'est don
 tenir 
ompte de toutes les utilisations normales du système, de son vieillissementet éventuellement des di�éren
es entre les systèmes d'une même série.Les 
onditions d'utilisation peuvent être très diverses et les essais de vieillissementsont souvent gourmands en temps. Un des prin
ipaux problèmes pour la 
on
eption de
es essais, 
'est de les a

élérer. On voudrait faire des essais qui soient signi�
atifs del'ensemble des utilisations normales du système, tous ses ussages possibles, tout 
e quipeut lui arriver, toutes ses façons de réagir, de se transformer et de se dégrader. Maisen pratique il faut se 
ontenter d'un nombre limité d'essais. Il faut 
on
evoir un pland'essais qui réduise au mieux les risques 
ompte-tenu des moyens disponibles. Commentles résultats de 
ertaines expérien
es, les utilisations futures du système, peuvent-ils êtreprédits sur la base des résultats d'autres expérien
es, les essais ? Le r�le des théoriesprédi
tives 
'est justement 
ela, prédire des observations futures sur la base d'observationspassées. La règle de la première fois est une théorie prédi
tive simpliste. Outre les moyensmatériels et humains et le temps (les délais), les théories prédi
tives font partie des moyenspour 
on
evoir un plan d'essais. Elles permettent d'augmenter la signi�
ation des essais.Cette thèse va se fo
aliser sur l'étude de l'estimation de la �abilité des systèmes par desappro
hes expérimentales et opérationnelles. Une partie de la thèse s'est e�e
tuée dans le
adre d'un projet européen EUREKA/PIDEA/ACLIMAT. Les partenaires de 
e projetétaient : Thalès Avioni
s (Bordeaux), Celisti
a (Valen
e en Espagne), Cete
om (Malaga enespagne), Laboratoire A2X (UMR CNRS 5465, Université Bordeaux 1) et le laboratoireLASQUO (UPRES EA, Université dAngers). Ainsi, la plupart des exemples présentésau 
ours de 
ette thèse est issue d'un 
as réel 
orrespondant à une 
arte éle
troniqueembarquée dans un avion.Le do
ument est stru
turé en trois 
hapitres.Le premier 
hapitre présente les dé�nitions et les modèles utilisés en �abilité. Ensuite,les essais a

élérés sont étudiés ave
 l'intodu
tion du modèle Standard de Vie A

élérée(SVA) permettant d'analyser les résutats d'essais. En parti
ulier, nous étudierons deuxmodèles : paramétrique et semi-paramétrique. Quelques exemples illustreront l'appli
ationde 
es modèles dans des 
ontextes de faibles tailles d'é
hantillon et de 
ensure.Dans le deuxième 
hapitre, nous abordons l'appli
ation de la démar
he bayésienne àl'estimation des paramètres des modèles SVA paramétrique et semi-paramétrique. L'ob-je
tif est d'obtenir des estimations, ave
 des intervalles de 
on�an
e raisonnables, malgréles faibles tailles d'é
hantillon et de 
ensure qui sont imposées par le 
ontexte industriel(rédu
tion des 
oûts et délais). Ainsi, il est possible de 
apitaliser toute la 
onnaissan
edisponible sur le produit : les résultats d'essai (vraisemblan
e) et les informations a priori3



Introdu
tion généralesur le niveau de �abilité du produit. L'e�
a
ité de la démar
he passe par la 
apa
ité de
onstruire des lois a priori qui synthètisent toute la 
onnaissan
e disponible. Aussi, nousproposerons une méthodologie permettant d'élaborer les distributions a priori en abordantdeux points :� le 
hoix des distributions a priori qui permet de maximiser le poids des résultatsd'essais dans l'estimation. Pour 
e faire, nous proposons de re
her
her les lois 
onju-guées bayésiennes par simulation 
ar il n'est pas possible, du fait de la 
omplexitédes modèles, de les obtenir analytiquement.� l'estimation des paramètres de lois par la méthodes des moments.Ensuite, nous aborderons la problématique de la 
ompatibilité entre les premiers ré-sultats d'essai et la 
onnaissan
e a priori inje
tée dans l'inféren
e bayésienne. Ainsi, s'ily a dis
ordan
e entre les distributions asso
iées à la vraisemblan
e et à l'a priori, 
elapeut 
onduire à prendre des dé
isions erronées quant à la �abilité du produit. Aussi, nousproposerons une méthodologie, permettant de 
omparer 
es deux distributions a�n devéri�er la 
ohéren
e des résulats dessai ave
 la priori et de pondérer 
elle-
i en fon
tiondu degré de 
ompatibilité. Ce 
hapitre sera illustré par plusieurs exemples permettantd'indiquer la mise en oeuvre des di�érentes méthodologies et de véri�er leurs e�
a
ités.Dans le troisième 
hapitre, nous aborderons la problématique de l'estimation prévi-sionnelle de la �abilité. En e�et, lorsque l'on dispose des résultats d'essai, nous 
her
hons àestimer la fon
tion de �abilité dans les 
onditions normales d'utilisation. Derrière le terme'
onditions normales d'utilisation', nous pouvons introduire plusieurs fa
teurs. Ainsi, les
onditions peuvent �u
tuer entre les utilisateurs, les di�érentes phases de vie du produit(repos, fon
tionnement, entretien, ...), les appli
ations (le même matériel équipant une voi-ture, un avion, un train, ...), ... Aussi, nous présenterons plusieurs te
hniques permettantd'introduire 
ette variabilité dans l'estimation de la fon
tion de �abilité. Ces te
hniquesutilisent les modèles SVA développés dans le 
hapitre II. Plusieurs exemples ilustrerontles di�érentes appro
hes.En�n, des 
on
lusions sur le travail réalisé seront présentées et des perspe
tives serontproposées.
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I.1. Sûreté de Fon
tionnementI.1 Sûreté de Fon
tionnementLa Sûreté de Fon
tionnement (SdF) est l'aptitude d'une entité à satisfaire uneou plusieurs fon
tions requises dans des 
onditions données, la propriété qui permet auxutilisateurs du système de pla
er une 
on�an
e justi�ée dans le servi
e qu'il leur délivre,la 
apa
ité de maintenir le niveau de performan
e dans le temps.La sûreté de fon
tionnement désigne à la fois un ensemble de moyens et un ensemblede résultats produits par 
es moyens [Mortureux, 2001℄ :� les méthodes et outils pour 
ara
tériser et maîtriser les e�ets des aléas, des pannes,des erreurs [Villemeur, 1988℄, [Pagès et Gondran, 1980℄, [O'Connor, 2002℄ ;� les 
ara
téristiques des systèmes pour exprimer la 
onformité de leurs
omportements et leurs a
tions à long terme [Pagès et Gondran, 1980℄,[Pro
a

ia et Morilhat, 1996℄, [Pham, 2003℄.Au sens large, la SdF est 
onsidérée 
omme la s
ien
e des défaillan
es et des pannes.Di�érents auteurs dé�nissent la SdF 
omme :� la s
ien
e des défaillan
es [Villemeur, 1988℄ ;� la 
on�an
e justi�ée dans le servi
e qu'il délivre [Laprie et al., 1995℄ ;� le maintien de la qualité dans le temps [Mortureux, 2001℄ ;� l'ensemble des propriétés qui dé
rivent la disponibilité et les fa
teurs qui 
ondi-tionnent la �abilité, la maintenabilité et la logistique de maintenan
e [ISO 9000℄.Plus personne aujourd'hui n'a

epterait d'utiliser un produit, un système dont tousles aspe
ts liés à son usage ne soient pas optimisés sous ses 4 aspe
ts de la Sûreté deFon
tionnement [Fournier, 1993℄ :1. La F iabilité2. La D isponibilité3. La M aintenabilité4. La Sé
uritéDans les paragraphes suivants, nous allons dé�nir des quatre attributs FMDS de laSdF et les métriques asso
iées.I.1.1 Le 
on
ept FMDSLe 
on
ept FMDS est apparu aux États-Unis dans les années 1960 dans l'industriedu spatial et de l'armement.C'est un ensemble d'outils et de méthodes qui vont permettre sur toutes les phases de lavie d'un produit de s'assurer qu'il va réaliser la (les) mission(s) pour laquelle (lesquelles)7



Chapitre I. Estimation de la �abilitéil a été 
onçu dans des 
onditions de Fiabilité, de Maintenabilité, de Disponibilité etde Sé
urité dé�nies. Ainsi, la SdF doit être prise en 
ompte tout au long du 
y
le dedéveloppement du produit. Les quatre attributs de la FMDS sont dé�nis de la manièresuivante :La �abilitéLa �abilité (reliability en anglais) est l'aptitude d'un dispositif à a

omplir une fon
tionrequise dans des 
onditions données pour une période de temps donnée [Chapouille, 1972℄.Elle se 
ara
térise par la probabilité R (t) que l'entité E a

omplisse 
es fon
tions, dansles 
onditions données pendant l'intervalle de temps [0, t], sa
hant que l'entité n'est pasen panne à l'instant 0.
R (t) = P [E non défaillante sur [0, t]]La maintenabilitéLa maintenabilité (maintainability en anglais) est l'aptitude d'une entité à être main-tenue ou rétablie dans un état dans lequel elle peut a

omplir une fon
tion requise, lorsquela maintenan
e est réalisée dans des 
onditions données ave
 des pro
édures et des moyenspres
rits. Elle se 
ara
térise par la probabilitéM (t) que l'entité E soit en état, à l'instant

t, d'a

omplir 
es fon
tions, sa
hant que l'entité était en panne à l'instant 0.
M (t) = P [E est réparée sur [0, t]]La disponibilitéLa disponibilité (availability en anglais) est l'aptitude d'une entité à être en étatd'a

omplir les fon
tions requises dans les 
onditions données et à un instant donné. Ellese 
ara
térise par la probabilité A (t) que l'entité E soit en état, à l'instant t, d'a

omplirles fon
tions requises dans des 
onditions données :

A (t) = P [E non défaillante à l'instant t]La sé
uritéLa sé
urité (safety en anglais) est l'aptitude d'un produit à respe
ter, pendant toutesles phases de sa vie, un niveau a

eptable de risques d'a

idents sus
eptibles d'o

asionnerune agression du personnel, une dégradation majeure du produit ou de son environnement.
S (t) = P [E évite des événements 
ritiques ou 
atastrophiques sur [0, t]]8



I.1. Sûreté de Fon
tionnementNous admettrons par la suite que le temps est la variable prin
ipale dont dépendla �abilité. Pour 
ertains appareils, il peut être plus approprié de 
onsidérer une autrevariable : le nombre de 
y
les d'ouverture-fermeture pour un relais, le nombre de tourspour un moteur, le nombre de kilomètres pour une voiture, et
.La �abilité est une 
omposante essentielle de la sûreté de fon
tionnement. Elle parti
ipeà la disponibilité d'un équipement. A�n d'envisager une étude de sûreté de fon
tionnementexhaustive, il sera né
essaire de réaliser des études 
omplémentaires dans les domaines dela maintenabilité, de la sé
urité et des 
al
uls probabilistes de la disponibilité.I.1.2 Grandeurs asso
iéesDes métriques, basées sur l'estimation de moyennes de temps, peuvent être utiliséespour 
ara
tériser la sûreté de fon
tionnement d'un système [Villemeur, 1988℄ :� MTTF : La durée moyenne de fon
tionnement d'une entité avant la première dé-faillan
e (anglais Mean Time To Failure)
MTTF =

temps cumulés de fonctionnement jusqu′à la 1ère dèfaillance

nombre de 1èresdèfaillances
(I.1)� MUT : Durée moyenne de fon
tionnement après réparation (anglais Mean Up Time)

MUT =
temps cumulés de fonctionnement après la 1ère défaillance

nombre d′intervalles entre 2 défaillances successives
(I.2)� MDT : Durée moyenne d'indisponibilité après défaillan
e (anglais Mean DownTime)

MDT =
temps cumulés d′arrêts

nombre total de défaillances après la 1ère
(I.3)� MTBF : Durée moyenne entre deux défaillan
es (anglais Mean Time Between Fai-lure)

MTBF =
temps cumulés d′exploitation après la 1ère défaillance

nombre total de défaillances après la 1ère
(I.4)� MTTR : Durée moyenne de réparation (anglais Mean Time To Repair)Ces durées sont représentées dans la �gure (I.1.2).La disponibilité asymptotique est donnée par :9
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temps

Défaillance1

Remise 

en

service
Défaillance2

0

MTTF MUTMDT

MTBFFig. I.1 � Grandeurs asso
iées à la �abilité
Disponibilité =

MUT

MTBF
(I.5)Dans la suite de 
ette thèse, nous allons nous fo
aliser tout parti
ulièrement sur la�abilité qui est un élément essentiel de la sûreté de fon
tionnement.
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I.2. La �abilitéI.2 La �abilitéL'analyse de la �abilité 
onstitue une phase indispensable dans toute l'étude de lasûreté de fon
tionnement. A l'origine, la �abilité 
on
ernait les systèmes à haute te
hno-logie et à fort potentiel de risque (nu
léaire, aéronautique, spatial, ...). Aujourd'hui, la�abilité est devenue un paramètre 
lef de la qualité et de l'aide à la dé
ision dans l'étudede la plupart des 
omposants, produits et pro
essus "grand publi
" : transport, énergie,bâtiments ... .De nombreux industriels travaillent à l'évaluation et l'amélioration de la �abilité deleurs produits au 
ours de leur 
y
le de développement, de la 
on
eption à la mise enservi
e (
on
eption, fabri
ation et exploitation) a�n de développer leurs 
onnaissan
essur le rapport Coût/Fiabilité et maîtriser les sour
es de défaillan
e.La dégradation de la �abilité d'un produit est dire
tement liée aux mé
anismes dedégradation de produit et/ou de ses 
omposants. Parmi les mé
anismes de défaillan
enous pouvons 
iter :� la fatigue� le �uage� la �ssuration� l'usure� la 
orrosion / l'oxydation� l'éle
tromigration, et
Les étapes né
essaires à la réalisation d'une étude 
omplète de �abilité pour obtenirsoit des mesures de performan
e soit des grandeurs asso
iées au produit sont :1. Les obje
tifs de l'étude ;2. L' analyse fon
tionnelle ;3. La 
on
eption (bureau d'études) ;4. L' identi�
ation des risques potentiels ;5. La modélisation du système ;6. Les essais de validation sur prototypes, présérie ;7. La validation par l'analyse de retour d'expérien
e (REX).On observe que jusqu'à l'étape 5 (in
luse) on peut parler d'une appro
he prévisionnelle,avant la réalisation du produit �nal ou de prototypes. C'est une appro
he très utile apteà fournir des informations pertinentes sur les 
ara
téristiques de la �abilité du produit en
ours du développement. Cette appro
he permet rapidement et ave
 de ressour
es limitéesde dé
ider quelles sont les a
tions à mener pour améliorer l'équipement. Néanmoins, il est11



Chapitre I. Estimation de la �abilitérarement possible d'intégrer les intera
tions entre les 
omposants et les di�érents modesde défaillan
e qui peuvent pourtant dégrader signi�
ativement la �abilité.Aussi, lors de l'étape suivante, les essais de validation sur des prototypes ou des pro-duits de présérie permettent d'étudier le 
omportement et les performan
es en simulantles 
onditions d'utilisation (stress, solli
itations, environnement, ...) : on parle alors d'uneappro
he expérimentale.La dernière étape (étape 7) permet de mesurer la �abilité opérationnelle du produit entraitant les données issues de l'exploitation. Cette étape permet de 
on�rmer les di�érenteshypothèses prises (mé
anismes de défaillan
e in�uents, lois de �abilité, ...) et de 
apitaliser
ette information à travers des re
ueils de données ou pour servir 
omme information apriori dans le 
adre de démar
hes Bayésiennes sur de futures versions du produit.Dans le 
adre de la thèse, nous nous sommes intéressés à la �abilité expérimentale.Dans les paragraphes suivants, nous présentons les di�érentes te
hniques d'essais de �a-bilité et les statistiques qui peuvent être estimées à partir des résultats d'essais.I.2.1 La �abilité tout au long du 
y
le de vieLa �abilisation d'un produit au 
ours du 
y
le de vie de développement fait appel à denombreuses phases dans lesquelles on utilise divers méthodes et outils (voir Figure I.2).

Fig. I.2 � Position des essais dans le 
y
le de développement d'un produitL'ensemble des essais de �abilité (robustesse, estimation et déverminage) 
ontribuelargement à la 
roissan
e de la �abilité du produit au 
ours de son développement et desa produ
tion (voir Figure I.3). 12



I.2. La �abilité

Fig. I.3 � Croissan
e de la �abilité au 
ours du développement d'un produitLes dernières te
hniques d'essais développées 
onsistent à a

élérer 
ette 
roissan
ede �abilité par l'utilisation d'essais séverisés [Crowe et Feinberg, 2001℄. Ainsi, on peut
iter :� essais de robustesse : les essais HALT (Highly A

elerated Life Test)� essais d'estimation : les essais a

élérés ALT (A

elerated Life Test)� essais de déverminage : les essais HASS (Highly A

elerated Stress S
reen)La 
ohéren
e entre les di�érentes études de �abilité doit être gardée d'une manière
onstante pendant les 
y
les de vie d'un produit 
omme une partie intégrante de l'ensembled'outils SdF.Les estimations expérimentale et opérationnelle de la �abilité sont basées prin
ipa-lement sur l'analyse et l'interprétation des instants de défaillan
e. La grande di�éren
eentre les deux est les moyens utilisés pour obtenir les temps de défaillan
e. Par 
ontre, lesméthodes et les outils d'analyse sont 
ommuns. Lorsque la �abilité expérimentale utilisedes instants de défaillan
e obtenus à partir d'essai sur des prototypes, la �abilité opéra-tionnelle utilise les instants de défaillan
e obtenus à partir de l'exploitation du produit.Nous allons nous intéresser aux essais d'évaluation qui vont permettre d'évaluer desmesures de performan
e qui sont généralement des mesures statistiques qu'on va présenterdan le paragraphe suivant. 13



Chapitre I. Estimation de la �abilitéI.2.2 Mesures des performan
esOn dé�nit la défaillan
e 
omme la 
essation de l'aptitude d'une entité à a

omplir unefon
tion requise [Villemeur, 1988℄. On va 
onsidérer T la variable aléatoire qui représentele temps é
oulé entre la mise en mar
he d'un matériel et la première défaillan
e observée.Une variable aléatoire est une fon
tion dé�nie sur l'ensemble des résultats pos-sibles d'une expérien
e aléatoire, telle qu'il soit possible de déterminer la probabilité pourqu'elle prenne une valeur donnée ou qu'elle prenne une valeur dans un intervalle donné[Tipli
a, 2007℄.La théorie des probabilités est l'étude mathématique des phénomènes 
ara
tériséspar le hasard et l'in
ertitude. Plus pré
isément, les probabilités sont utilisées pour modé-liser des situations dans lesquelles une même expérien
e réalisée à des di�érents momentsmais dans les mêmes 
onditions, peut produire des résultats di�érents.Toutes les mesures des performan
es suivantes sont dé
linées de la théorie plus généralede la probabilité pour une variable aléatoire X, adaptée pour le 
as 
on
ret X = T , etinterprétée en asso
iation ave
 leurs sens physiques.Fon
tion de �abilitéLa fon
tion de �abilité ou fon
tion de survie R(t), est dé�nie 
omme l'aptitude d'uneentité à a

omplir une fon
tion requise, dans des 
onditions données, pendant un intervallede temps donné.La �abilité à l'instant t est la probabilité qu'une entité E soit non défaillante sur ladurée [0; t], en supposant qu'elle n'est pas défaillante à l'instant t = 0.Par extension, on appelle également �abilité, la probabilité asso
iée R(t) dé�nie par :
R (t) = P (T > t) (I.6)Les aspe
ts théoriques de la �abilité 
onsisteront don
 en une appli
ation parti
ulièrede la théorie des probabilités aux problèmes de durée de fon
tionnement sans in
identsqui va utiliser toutes les informations autour du sujet.La �gure I.4 
i-dessous présente une allure de la fon
tion R(t) en fon
tion du temps.Pour 
ompléter l'appro
he théorique de la notion de �abilité, il est né
essaire de dé�niraussi les notions suivantes, qui sont dérivées de la théorie des probabilités.La fon
tion de répartitionLa fon
tion F (t) de l'équation I.7 représente la fon
tion de répartition de la variablealéatoire T . C'est la dé�abilité R (t) (la probabilité de défaillan
e du système) ou le
omplément à 1 de la probabilité de �abilité R(t) dé�nie par :14
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1

0

R(t)

tt0

R(t0)

1

0

R(t)

tt0

R(t0)

 Fig. I.4 � Courbe de survie ou de �abilité.
F (t) = P (T ≤ t)

F (t) = R (t) = 1 −R (t) (I.7)La fon
tion de répartition est la primitive de la densité de probabilité f(t) (voir I.2.2).La fon
tion de répartition a les propriétés suivantes :� F (t) est 
roissante ;� F (t) est partout 
ontinue à droite ;� lim
t→0

F (t) = 0 ;� lim
t→∞

F (t) = 1.Densité de probabilitéSi dt est un nombre réel positif in�niment petit (pour nous un intervalle de temps),alors la probabilité d'obtenir T in
lu dans l'intervalle [t; t+ dt] est égale à f(t)dt, soit :
P (t < T < t+ dt) = F (t+ dt) − F (t) (I.8)ave
 :

F (t+ dt) − F (t)

dt
= f (t) (I.9)Finalement, on obtient la relation générale de la fon
tion de densité :

f (t) =
dF (t)

dt
= −dR (t)

dt
(I.10)sa
hant que f(t) est une fon
tion lo
alement intégrable pour la mesure de Lebesgue .De même, nous pouvons ajouter les relations suivantes :15
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F (t) =

t
∫

0

f (u)du

R (t) = 1 − F (t) = 1 −
t
∫

0

f (u)du =

∞
∫

t

f (u)du (I.11)
Le taux de défaillan
e instantanéIl est aussi possible de dé�nir la notion de taux instantané de défaillan
e au temps

t, notée λ(t). La valeur λ(t)dt représente la probabilité d'avoir une défaillan
e dans l'in-tervalle de temps [t; t+ dt], sa
hant qu'il n'y a pas eu de défaillan
e dans l'intervalle detemps [0; t].Ainsi, en appliquant le théorème des probabilités 
onditionnelles, puis le théorème desprobabilités totales, λ(t) s'é
rit :
λ(t)dt =

Prob(défaillant sur [t; t+ dt] sans défaillance sur [0; t])

Prob(non défaillant sur [0; t])

λ(t)dt =
Prob(défaillant sur [0; t+ dt]) − Prob(défaillant sur [0; t])

Prob(non défaillant sur [0; t])

soit finalement

λ(t) =
f(t)

R(t)
= − 1

R(t)
· dR(t)

dt
(I.12)On peut aussi remarquer que :

λ (t) = −d ln [R (t)]

dt

d′où : ln [R (t)] = −
t
∫

0

λ (u)du

et : R (t) = exp



−
t
∫

0

λ (u)du



 (I.13)Au 
ours de la vie d'un matériel, de manière empirique, nous pouvons distinguer troisphases sur l'évolution du taux de défaillan
e λ(t) au 
ours du temps t, à travers une16



I.2. La �abilité
ourbe 
ara
téristique dite en "baignoire" (�gure I.5).
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 Fig. I.5 � Courbe en baignoire.Les trois phases sur l'évolution du taux de défaillan
e sont :� la première 
on
erne les défaillan
es pré
o
es dues à des problèmes de 
on
eption(mauvais dimensionnement d'un 
omposant, ...) ou de produ
tion (dérive d'un pro-
ess de fabri
ation,...) ;� la deuxième partie, pouvant être plus ou moins importante selon le type de maté-riel (plus pour l'éle
tronique et moins pour la mé
anique), est 
ara
téristique desdéfaillan
es aléatoires ;� la troisième partie 
orrespond aux défaillan
es dues à des phénomènes d'usure, devieillissement, et
.Le per
entileLe per
entile de 100P -éme d'une distribution F (t) est l'instant τP par lequel uneproportion P de la population est defaillante. C'est la solution de
τP = F−1 (P ) (I.14)Les momentsOn appelle moment d'ordre k de la variable T, lorsqu'il existe, le réel dé�ni par :

E
[

T k
]

=

∫ +∞

−∞
tkf(t)dt (I.15)E[X℄ est l'espéran
e mathématique ou moyenne. La moyenne peut être estimée dire
tement17



Chapitre I. Estimation de la �abilitéà partir d'un é
hantillon de taille n par :
E [T ] = m =

∑

ti
n

(I.16)On appelle varian
e le réel V[T℄, lorsqu'il existe, dé�ni par :
V [T ] =

∫ +∞

−∞
(t− E[T ])2f(t)dt (I.17)La varian
e peut être également estimée par :

V [T ] =

∑

(ti −m)2

n− 1
(I.18)

√

V [T ] est appelé é
art type (noté σ) ; d'où V [T ] = σ2[T ]La moyenne et l'é
art type permettent de 
ara
tériser, respe
tivement, la tendan
e etla dispersion.ModeLe mode permet également de 
ara
tériser la tendan
e. C'est la valeur du 
ara
tèrestatistique qui apparaît le plus fréquemment. Dans le 
as d'une variable 
ontinue, on peutentendre parler de 
lasse modale qui serait la 
lasse de plus grand e�e
tif.

18



I.3. L'analyse de données de FiabilitéI.3 L'analyse de données de FiabilitéLa plupart des 
as d'analyse de �abilité utilisent 
omme données les instants de dé-faillan
e résultant d'essais ou de l'exploitation.La �gure I.6 présente, des instants de défaillan
e ti ainsi que des suspensions τi pourun é
hantillon de taille n. La suspension matérialise le fait que l'on ne 
onnait pas exa
te-ment le temps de défaillan
e d'un équipement. Plusieurs situations peuvent produire dessuspensions :� l'essai est arrété avant l'apparition de toutes les défaillan
es (
ensure à droite),� la défaillan
e est 
onstatée après son apparition lors d'une inspe
tion par exemple(
ensure à gau
he),� la dé�aillan
e est apparue entre deux instants d'inspe
tion (temps de 
ensure parintervalle)
t
i

τ
iFig. I.6 � Les types de donnéesA partir de 
es données, des 
on
lusions sur la loi de �abilité peuvent être tirées. Enfon
tion des informations dont on dispose déjà sur le produit testé, on peut faire deshypothèses plus ou moins restri
tives a�n d'améliorer les estimations, 
omme :� l'existen
e ou non d'une loi paramétrique de la fon
tion de �abilité� un mode de défaillan
e unique,� plusieurs modes de défaillan
e, et
.Dans le 
adre de la thèse, nous 
onsidérons le 
as d'un seul mode de défaillan
e et dedonnées 
ensurées à droite 
orrespondant à la majorité des 
as observés lors des essais.A partir de 
es hypothèses, di�érentes appro
hes sont possibles ; une 
lassi�
ationrapide en deux 
atégories peut être opérée selon la 
onnaissan
e ou non d'une loi para-métrique pour dé
rire la 
ourbe de �abilité :� L'appro
he non paramétrique : elle est basée sur au
une hypothèse sur l'existen
ed'une loi pour approximer la 
ourbe de �abilité.19



Chapitre I. Estimation de la �abilité� L'appro
he paramétrique : elle fait l'hypothèse d'une loi 
ontinue, dépendante de
ertains paramètres et qui approxime la 
ourbe réelle de �abilité.I.3.1 L'appro
he non paramétriqueL'appro
he non paramétrique fournit une solution au problème de l'inféren
e pour les
as où un modèle paramétrique soit di�
ile, sinon impossible, à trouver à 
ause de la
omplexité mathématique ([Sawa, 1978℄). L'avantage de 
es modèles est qu'ils n'ont pasla 
ontrainte d'appartenan
e à une telle 
lasse de distribution.Dans le 
as 
lassique d'un é
hantillon simple, il existe une méthode universelle d'esti-mation de toutes les 
ara
téristiques de �abilité quelque soit le modèle statistique sous-ja
ent [Nikulin, 2007℄. SoitT = (T1, ..., Tn)T un é
hantillon simple ave
 F (t) = P {Ti ≤ t}étant la fon
tion de répartition de Ti. Ayant une réalisation tréalisé = (t1, ..., tn)
T de T,et sa
hant que les valeurs ti sont des réalisations de variables aléatoires indépendantes etidentiquement distribuées, il est naturel de donner la même masse de probabilité 1/n à
haque valeur xi et 
onstruire la fon
tion de répartition suivante :

Fn (t) =
mn (t)

n
, t ∈ ℜ (I.19)où :

mn (t) =

n
∑

i=1

1 {ti ≤ t} (I.20)est le 
ompteur du nombre de valeurs ti, véri�ant la 
ondition ti ≤ t :1 {ti ≤ t} =

{

1, si ti ≤ t

0, sinonLa valeur Fn(t) = m(t)/n de la fon
tion Fn en n'importe quel point t représente uneréalisation de la statistique :
F̂n (t) =

1

n

n
∑

i=1

1 {ti ≤ t} (I.21)
al
ulée au point 
hoisi t.La statistique F̂n (t) est appelée fon
tion de répartition empirique. Alors, la valeurestimée de la �abilité à un instant ti est :
R(ti) = 1 − 1

n

n
∑

i=1

1 {ti ≤ t} (I.22)20



I.3. L'analyse de données de FiabilitéDans l'hypothèse d'un é
hantillon 
omposé par des instants de défaillan
es et desinstants de suspensions, le 
hangement de masse de probabilité prend une valeur dépen-dante du nombre de suspensions ayant lieu entre deux défaillan
es su

essives. Plusieursméthodes ont été développées :� la méthode des rangs 
orrigés de Johnson� la méthode de Kaplan-Meier� la méthode de Wayne-Nelson, et
.Devant le nombre important des méthodes non paramétriques existantes, par des rai-sons de simpli
ité de 
al
uls, nous allons présenter plus parti
ulièrement la méthode deKaplan-Meier que nous allons utiliser par la suite. Ce 
hoix n'impa
te pas la méthodologiedéveloppée par la suite.La méthode de Kaplan-Meier permet d'évaluer pon
tuellement la �abilité d'unmatériel aux instants de défaillan
es quand il existe des 
ensures à droite. Soient
{t1, t2, . . . , tj−1, tj, . . . , ti−1, ti, . . . , tk} les instants de défaillan
es 
onstatés sur un é
han-tillon de taille n. Il y a don
 n− k 
ensures à droite.Ainsi, la �abilité est obtenue par :

R(ti) = Πj=i
j=1(1 − 1

nj
) (I.23)ave
 nj est le nombre de systèmes en
ore en fon
tionnement et non 
ensurés juste avantla jeme défaillan
e 
onstatée.La formule de Greenwood I.24 donne une estimation de la varian
e de log

(

R̂ (t)
)[Ansell et Phillips, 1994℄ :̂

Var
(

log
(

R̂ (t)
))

=
∑

i:ti≤t

{

1

nj (nj − 1)

} (I.24)La varian
e de R(t) est donnée par (R (t))2 V̂ar (log (R (t))). La �gure I.7 présente unexemple d'une fon
tion de �abilité dé�nie par la méthode de Kaplan-Meier et l'intervallede 
on�an
e à 90%.Les appro
hes non paramétriques présentent un in
onvénient majeur par
e qu'au
uneextrapolation est possible au delà du dernier temps de défaillan
e. Ce
i peut devenir
ritique dans le 
as de données fortement 
ensurées.I.3.2 L'appro
he paramétriqueL'appro
he paramétrique, d'après son nom, utilise des lois paramétriques pour ap-proximer la fon
tion de �abilité. Pour 
e faire, il est né
essaire de 
hoisir la loi adaptée au21



Chapitre I. Estimation de la �abilité
R(t)

tFig. I.7 � L'estimation de la �abilité par Kaplan Meiermé
anisme de défaillan
es ou au produit. Pendant des années, de nombreux 
her
heursont développé di�érentes lois statistiques et/ou ont asso
ié les lois mathématiques ave
le pro
essus physique de défaillan
e. Dans l'analyse statistique des données, un modèleparamétrique est supposé pour la distribution in
onnue ; mais le modèle est employé juste
omme une approximation de la distribution in
onnue. Il est alors permis de 
onsidérerque le degré de 
on�an
e d'une analyse paramétrique s'appuie sur la façon dans laquellele modèle 
hoisi appro
he la distribution in
onnue.I.3.2.1 Le modèle standard de durée de vieUne forme générale de fon
tions de �abilité est dé
rite par le modèle standard de duréede vie. On dit que la variable aléatoire T , temps jusqu'à la première défaillan
e, suit uneloi de �abilité R(t) si elle représente la probabilité que T soit supérieur à t (équation I.6).La probabilité que la durée de vie soit supérieure à t, R(t) est 
ontinue à droite en toutpoint.On suppose que la fon
tion de �abilité R(t) appartient à une 
lasse de fon
tions qui nedépend que des paramètres d'é
helle, de forme et de dé
alage [Bagdonavi
ius et al., 2000℄ :
R (t) = R

((

t− ω

η

)υ)

, (η, υ > 0) (I.25)ave
 θ = {η, υ, ω} ve
teur des paramètres in
onnus (η, υ et ω respe
tivement les para-mètres d'é
helle, de forme et de position (ou de dé
alage)).Si ω 6= 0, alors 
e terme matérialisera la durée de vie 
onsommée lors d'un déverminagetrop agressif (ω > 0) ou d'un délai de mise en servi
e (ω < 0). Dans le 
as des essais, on22



I.3. L'analyse de données de Fiabiliténe retrouve pas 
ette situation 
ar les équipements à tester sont produits pour l'essai, ledéverminage est 
ontr�lé et le vieillissement est 
onsidéré négligeable. Aussi, nous n'allonstraiter que les 
as ou ω = 0.Les loi 
lassiquement utilisées en �abilité (Weibull, loglogistique et lognormale) ap-partiennent à 
ette famille de modèles.I.3.2.1.1 La lois Weibull En 
onsidèrant R (t) = e−t dans l'équation I.25 on obtientla 
lasse de fon
tion de �abilité de Weibull ave
 :
R (t) = e−( t

η )
υ (I.26)et la fon
tion de densité de probabilité :

f(t) =
υ

η

(

t

η

)υ−1

e(−
t
η )

υ (I.27)C'est un modèle pouvant 
ara
tériser l'ensemble de la 
ourbe en baignoire tout au longde la vie d'un produit. Ce type de loi est plut�t utilisé pour les 
omposants mé
aniques.Le paramètre de forme υ donne des indi
ations sur le mode des défaillan
es et surl'évolution du taux de défaillan
es dans le temps [Lannoy, 1996℄ :� υ < 1 ⇒ λ(t) dé
roît ⇒ période de jeunesse� υ = 1 ⇒ λ(t) 
onstant ⇒ indépendan
e du temps, loi exponentielle (paragrapheI.3.2.1.2)� υ > 1 ⇒ λ(t) 
roît ⇒ période de vieillissement ou d'usure :� 1.5 < υ < 2.5 → phénomène de fatigue� 3 < υ < 4 → phénomène d'usure (remarque : υ = 3.5 ⇒ distribution normale)I.3.2.1.2 La loi exponentielle C'est une loi Weibull de paramètre υ = 1 :
R (t) = e−λt, avec λ =

1

η
(I.28)La loi exponentielle est la plus populaire 
ar elle est la plus simple, mais elle supposeun taux de défaillan
e 
onstant. Elle ne dépend que d'un seul paramètre : le taux dedéfaillan
e λ. Cette loi est asso
iée au pro
essus de Poisson qui génère des évènements(défaillan
es) dont les temps d'o

urren
e t sont indépendants et distribués identiquementselon une loi exponentielle. La loi exponentielle est souvent utilisée en �abilité pour me-surer la durée de vie des 
omposants et des 
ir
uits éle
troniques. L'une des spé
i�
itésde 
ette loi est donnée par le fait q'il n'y a pas d'e�et mémoire.23



Chapitre I. Estimation de la �abilitéL'équation I.25 permet aussi, pour R (t) = 1
1+t

d'avoir la 
lasse loglogistique et si
R (t) = 1 − Φ (ln t) , ave
 Φ la fon
tion de répartition de la loi normale standard, on ala 
lasse lognormale. Les méthodes d'estimation des paramètres à partir d'un nombre �nid'observations sont basées prin
ipalement sur la modélisation sto
hastique des apparitionsdes défaillan
es au 
ours du temps et sur l'estimation statistique des 
ourbes de �abilitéà partir des résultats d'essai.I.3.2.2 Les estimations de paramètresComparée à l'appro
he probabiliste, la démar
he statistique est fondamentalementune démar
he d'inversion, 
ar elle se propose de remonter, même imparfaitement, des'e�ets' (observations) aux '
auses' (paramètres du mé
anisme générateur). En d'autrestermes, ayant observé des variables aléatoires générées suivant un mé
anisme dirigé pardes paramètres, les méthodes statistiques permettent de 
onduire, à partir de 
es obser-vations, une inféren
e sur les paramètres, tandis que le modèle probabiliste 
ara
térise le
omportement des observations, 
onditionnellement aux paramètres.Une fois la 
lasse de loi dé�nie, la démar
he statistique permet d'avoir des estimationsdes paramètres in
onnus en 
onsidérant les instants de défaillan
e.L'estimation d'un paramètre, 
onsidéré 
omme une variable aléatoire, 
omprend l'es-timateur pon
tuel et son intervalle de 
on�an
e. Plusieurs méthodes possibles sont à ladisposition de l'analyste. La suite de la thèse va utiliser les méthodes du maximum devraisemblan
e et bayésienne non informative.Pour 
haque méthode, des te
hniques spé
i�ques sont prévues pour trouver les inter-valles de 
on�an
e. Pour la méthode de maximum de vraisemblan
e, on utilise l'informa-tion de Fisher sur l'hypothèse de normalité. Pour la méthode bayésienne non informativenous allons utiliser la 
onstru
tion des fon
tions marginales pour 
ara
tériser 
omplète-ment la variable aléatoire.Les deux méthodes sont basées sur l'utilisation de la fon
tion de vraisemblan
e.On observe les durées su

essives de fon
tionnement de n produits identiques jusqu'àl'instant de 
ensure tc. Au 
ours de l'observation, on enregistre les instants de défaillan
e(t = (t1, ..., tk) ave
 k le nombre de défaillan
e observées).On 
onsidère la fon
tion de �abilité de paramètres θ = (θ1, ...θr) ∈ Ω. Alors, enutilisant f (t, θ), on dé�nit la fon
tion de vraisemblan
e par :

L (t, θ) =

(

k
∏

j=1

f
(

tj , θ
)

)

R (tc, θ)
(n−k) (I.29)24



I.3. L'analyse de données de FiabilitéI.3.2.2.1 Les estimations par la méthode du maximum de vraisemblan
e(MV) : La méthode du maximum de vraisemblan
e 
onsiste dans un premier tempsà évaluer la vraisemblan
e L (t, θ) des observations, 
'est-à-dire la probabilité d'avoir ob-tenu un 
ertain nombre de défaillan
es et de 
ensures à des instants ou des intervalles detemps donnés pour un é
hantillon, x.Si L (t, θ) est dérivable et si le maximum de vraisemblan
e θ̂ =
(

θ̂1, .., θ̂r

) existe, alorsil satisfait l'équation suivante :
θ̂ = Argmax (L (t, θ)) (I.30)qui implique :

∂L (t1..tn, θ1..θr)

∂θj

∣

∣

∣

∣

θj=θ̂j

= 0 (I.31)Le 
al
ul R(t|θ = θ̂) permet d'approximer la 
ourbe de �abilité asso
iée au produitgénérant des temps de défaillan
e pour l'estimation pon
tuelle θ = θ̂.L'information de Fisher est dé�nie 
omme la matri
e des dérivées d'ordre deux de lalog vraisemblan
e 
al
ulée pour θ = θ̂ qui satisfait I.31 :
I(θ) = E

[

(

∂ logL(T, θ)

∂θ

)2

|θ̂

] (I.32)Dans l'hypothèse où la distribution de probabilité dépend de plusieurs paramètres,
θ n'est plus un s
alaire mais un ve
teur θ = (θ1, θ2, · · ·), la re
her
he du maximum devraisemblan
e ne se résume don
 pas à une seule équation mais à un système :

E

[

∂

∂θi

log f(T ; θ)

]

= 0, ∀i (I.33)En�n, l'information de Fisher n'est plus dé�nie 
omme une varian
e s
alaire mais
omme une matri
e de 
ovarian
e :
I(θi, θj) = E

[(

∂

∂θi
log f(T ; θ)

)(

∂

∂θj
log f(T ; θ)

)] (I.34)En e�et, le passage de l'espa
e des observations à l'espa
e des paramètres est un
hangement de système de 
oordonnées. L'inverse de 
ette matri
e permet quant à elle dedéterminer les 
ovarian
es relatives aux estimations 
onjointes des di�érents paramètresà partir des observations. Le fait que tous les paramètres soient à estimer simultanémentrend l'estimation plus di�
ile. Ce phénomène est une manifestation de 
e qui est parfois25



Chapitre I. Estimation de la �abilitéappelé le �éau de la dimension [Bellman, 1961℄.Soit ψ(θ) le ve
teur d'estimateur E[T] ave
 T = (T1, ..., Tn)T .La borne Cramér-Rao impose que la matri
e de 
ovarian
e pour T respe
te :
covθ (T) ≥ ∂ψ (θ)

∂θ
[I (θ)]−1

(

∂ψ (θ)

∂θ

)T (I.35)ave
 :� l'inégalité des matri
es A ≥ B signi�e que la matri
e A − B est une matri
e semidé�nie� ∂ψ(θ)/∂θ est une matri
e qui a le ij élément donné par ∂ψi(θ)/∂θj .Si T est un estimateur non biaisé de θ (i.e., ψ (θ) = θ), alors l'inégalité de Cramér-Raose simpli�e [Fisher, 1922℄ :
covθ (T) ≥ I (θ)−1 (I.36)Alors, pour 
al
uler la varian
e de θ̂i , V̂ ar (θ̂i

), la log vraisemblan
e Li (ti, θi) doitêtre dérivable d'ordre deux. Ensuite, nous 
onstruirons la matri
e symétrique de Fi
herainsi :
Î =















−∂2Li

∂θ2
i1

− ∂2Li

∂θi1∂θi2
... − ∂2Li

∂θi1∂θ
ir′

− ∂2Li

∂θi2∂θi1
−∂2Li

∂θ2
i2

... − ∂2Li

∂θi2∂θir

... ... ... ...

− ∂2Li

∂θ
ir

∂θ
i1

− ∂2Li

∂θ
ir

∂θ
i2

... −∂2Li

∂θ2
ir















(I.37)La matri
e inverse Î−1 de Fi
her représente la matri
e estimée de varian
e � 
ovarian
edénommée ˆ∑ :
ˆ∑

=















V ar
(

θ̂i1

)

Cov
(

θ̂i1, θ̂i2

)

... Cov
(

θ̂i1, θ̂ir

)

Cov
(

θ̂i2, θ̂i1

)

V ar
(

θ̂i2

)

... Cov
(

θ̂i2, θ̂ir

)

... ... ... ...

Cov
(

θ̂ir, θ̂i1

)

Cov
(

θ̂ir, θ̂i2

)

... V ar
(

θ̂ir

)















= Î−1 (I.38)Le théorème de la limite 
entrale est un ensemble de résultats sur la 
onvergen
e faibled'une suite de variables aléatoires en probabilité.Généralement, les évaluations de MV des paramètres sont asymptotiquement nor-males, signi�ant que, pour des grandes tailles d'é
hantillon, une distribution de paramètrede la même population serait très près de la distribution normale. Ainsi, si θ̂ est l'estima-teur de MV pour θ, dans le 
as d'une distribution d'un seul paramètre, estimée à partir26



I.3. L'analyse de données de Fiabilitéd'une grande taille d'é
hantillon, on a :
z =

θ̂ − θ
√

V ar
(

θ̂
)

(I.39)ave
 :
P (x ≤ z) → Φ (z) =

1√
2π

z
∫

−∞

e−
t2

2 dt (I.40)Pour C1 et C2 respe
tant :
P (C1 < θ < C2) = α (I.41)ave
 α un niveau de 
on�an
e donné, l'équation I.40 devient :

P









−w1−α
2
<

θ̂ − θ
√

V ar
(

θ̂
)

< w1−α
2









∼= α (I.42)ave
 wα dé�nit par α = 1√
2π

∞
∫

wα

e−
t2

2 dtAlors, en simpli�ant l'équation I.42, pour un 
ertain niveau de 
on�an
e α, on a leslimites de 
on�an
e :̂
θ − w1−α

2

√

V ar
(

θ̂
)

< θ < θ̂ + w1−α
2

√

V ar
(

θ̂
) (I.43)Les limites de 
on�an
e pour le 
as ou θ doit être positif sont obtenues en traitant le

log(θ) 
omme une variable normal distribuée ; l'équation I.43 devient :
θ̂e−

w1− α
2

√
V ar(θ̂)

θ̂ < θ < θ̂e
w1− α

2

√
V ar(θ̂)

θ̂ (I.44)I.3.2.2.2 La méthode bayésienne non informative : Cette méthode 
onsiste àappliquer la démar
he bayésienne (qui sera très largement présentée dans le Chapitre 2)en 
onsidérant un a priori non informatif. Le théorème de Bayes s'é
rit dans le 
as général :
g(θ|t) =

L(t, θ) × g(θ)
∫

Ω
L(t, θ) × g(θ)dθ

(I.45)Les fon
tions de densité g(θ) et g(θ|t) représentent respe
tivement l'a priori et l'a27



Chapitre I. Estimation de la �abilitéposteriori. En faisant l'hypothèse que 
haque variable θi est indépendante, alors la dis-tribution a priori de θ peut s'é
rire 
omme le produit de fon
tions de densité asso
iées à
haque paramètre θi :
g(θ) =

r
∏

i=1

gi(θi) (I.46)En prenant des lois uniformes non informatives (
omme dé�nie dans la �gure I.8) lesfon
tions de densité deviennent indépendantes des paramètres θi.
Fig. I.8 � Lois uniformes non informativesAlors, la fon
tion de densité a posteriori dépend uniquement de la vraisemblan
e :

g(θ|t) =
L(t, θ)

∫

Ω
L(t, θ)dθ

(I.47)La fon
tion de densité gi(θi) du paramètre θi s'é
rit :
gi(θi) =

∫

j=1..n, j 6=i

. . .

∫

g(θ|t)dθj (I.48)Dans 
e 
ontexte, l'estimateur pon
tuel est le moment initial d'ordre 1 :
θ̂i =

∫

Ωθi

θigθi
(θi)dθi (I.49)La varian
e est dé�nie par le moment 
entré d'ordre 2 :

V (θ̂i) =

∫

Ωθi

gθi
(θi)(θi − θ̂i)

2dθi (I.50)La méthode présentée né
essite de re
ourir à des méthodes numériques lorsque les ex-pressions analytiques n'existent pas. Les varian
es sont utilisées pour faire les estimationsdes intervalles de 
on�an
e selon les relations I.43 et I.44. Il est possible également dedé�nir l'intervalle de 
on�an
e bilatérale symétique au niveau de 
on�an
e 1−α tel que :
prob(θmin

i ≤ θi ≤ θmax
i ) = 1 − α (I.51)28



I.3. L'analyse de données de Fiabilitéave
 θmin
i et θmax

i solutions de :
∫ θmin

i

D(θi)

gi(θi)dθi = α/2 (I.52)
∫ θmax

i

D(θi)

gi(θi)dθi = 1 − α/2 (I.53)Dans le paragraphe I.4 est proposée une analyse 
omparative des deux méthodes pré-sentées.I.3.2.3 Estimation des 
ara
téristiques de �abilitéA partir des estimations des paramètres θ de la loi de �abilité, il est possible d'éva-luer des 
ara
téristiques parti
ulières de �abilité 
omme par exemple : une probabilité dedéfaillan
e pour un temps donné, le MTTF, le L10, ... Ces évaluations doivent s'a

om-pagner d'une estimation d'un intervalle de 
on�an
e intégrant la variabilité sur 
haqueparamètre θi. Pour 
e faire, nous utiliserons l'algèbre des variables aléatoires.Soit la 
ara
téristique y de �abilité à estimer reliée à la fon
tion de �abilité, de para-mètre θ, par la relation f(θ) (par exemple, la durée L10 est dé�nie par : L10 = f(θ) =

R−1(0, 1, θ))L'estimateur pon
tuel de la grandeur y est donné par :
ŷ ≈ f(θ̂) (I.54)L'intervalle de 
on�an
e sur y peut être estimé à partir des relations I.43 et I.44 enutilisant la varian
e V (ŷ) dé�nie par :

V (ŷ) ≈
r
∑

i=1

r
∑

j=1

(

∂f(θ)

∂θi

)

θ̂

(

∂f(θ)

∂θj

)

θ̂

COV (θ̂i, θ̂j) (I.55)Pour des 
as 
omplexes, il est possible de faire appel à des méthodes numériques oude re
ourir à la te
hnique du Bootstrap.
29



Chapitre I. Estimation de la �abilitéI.4 Analyse des modèles de �abilité et méthodes d'es-timation par simulation de Monte CarloL'obje
tif de 
ette simulation est d'étudier l'in�uen
e de la taille d'é
hantillon et de la
ensure sur les modèles paramétrique et non paramétrique et les méthodes d'estimation.Pour 
e faire, nous avons simulé les instants de défaillan
e par un tirage aléatoire en
onsidérant une loi de Weibull de paramètres, respe
tivement de forme et d'é
helle, ν =

2, 34 et η = 114 mois. Dans un premier temps, nous avons étudié l'in�uen
e de la tailled'é
hantillon puis dans un se
ond temps 
elle de la 
ensure.
I.4.1 In�uen
e de la taille d'é
hantillonPour étudier l'in�uen
e de la taille d'é
hantillon, nous avons simulé des instants dedéfaillan
e pour quatre 
on�gurations : n = 5, 15, 25, 50. Ensuite, nous avons analysé lesinstants de défaillan
e par les appro
hes non paramétrique et paramétrique.
I.4.1.1 Les modèles non paramétriquesLa méthode de Kaplan Meier a été appliquée pour traiter les données de simulations.Comme déjà présenté dans la se
tion I.3.1, pour 
haque instant de défaillan
e ti une valeurde la �abilité R(ti) a été estimée. La �gure I.9 présente le résultat d'analyse pour lesquatres tailles d'é
hantillon. On peut remarquer que plus la taille d'é
hantillon est faibleplus la fon
tion de �abilité est grossière. Néanmoins, au
une hypothèse est faite quant àla nature de la loi. Cette analyse sera 
omplétée ave
 une 
omparaison des appro
hes nonparamétrique et paramétrique. 30



I.4. Analyse des modèles de �abilité et méthodes d'estimation par simulation de Monte Carlo
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tFig. I.9 � L'estimation de la �abilité non paramétriqueI.4.1.2 Les modèles paramétriquesDans le 
as de l'appro
he paramétrique, il est né
essaire de faire une hypothèse sur lanature du modèle qui sera utilisé pour l'analyse. Ce 
hoix se fait selon plusieurs 
ritères
omme la nature des 
omposants, le mode de défaillan
e observé, ... et plusieurs modèles
andidats peuvent être testés et le "`meilleur"' sera retenu. Dans notre 
as, nous repren-drons le modèle de Weibull, qui a été utilisé pour faire la simulation, pour analyser lesdonnées simulées pour les quatres tailles d'é
hantillons (n = 5, 15, 25, 50).En 
onsidérant un ve
teur de n instants de défaillan
e, t1, t2, . . . , tn, la fon
tion devraisemblan
e (équation I.29) asso
iée au 
as Weibull est :
L (t |υ, η ) =

n
∏

i=1

υ

η

(

ti
η

)υ−1

e
−
(

ti
η

)υ (I.56)L'estimation des paramètres in
onnus υ et η se fera selon les deux méthodes présentéesdans I.3.2.2.L'appro
he par maximum de vraisemblan
ePour trouver les estimateurs pon
tuels par la méthode du maximum de vraisemblan
e,il su�t de résoudre les deux équations suivantes :31



Chapitre I. Estimation de la �abilité
(

∂Ln(L)
∂υ

)

υ̂,η̂
= n

υ̂
− n ln η̂ +

i=n
∑

i=1

ln ti − 1
η̂υ̂

i=n
∑

i=1

tυ̂i ln ti + 1
η̂υ̂ (ln η̂)

i=n
∑

i=1

tυ̂i = 0 (I.57)et
(

∂Ln(L)
∂η

)

υ̂,η̂
= −nυ̂

η̂
+ υ̂

η̂υ̂+1

i=n
∑

i=1

tυ̂i = 0 (I.58)Après simpli�
ation, nous obtenons :
n
υ̂

+
i=n
∑

i=1

ln ti − n

i=n
∑

i=1
tυ̂i ln ti

i=n
∑

i=1
tυ̂i

= 0 (I.59)et :
η̂ =





i=n
∑

i=1
tυ̂i

n





1
υ̂ (I.60)Les intervalles de 
on�an
e (dé�nis par I.69 et I.70) sur υ et η sont obtenus en 
onsi-dérant les varian
es estimées par :

V (υ̂) ∼= 0.608

k
υ̂2 (I.61)et :

V (η̂) ∼= 1.087

k

(

υ̂

η̂

)2 (I.62)ou k est le nombre de défaillan
es observées.A�n de tenir 
ompte de l'e�et aléatoire asso
ié à la simulation de Monte Carlo, nousavons répété 20 fois 
haque estimation. Les �gures I.10 et I.11 présentent l'estimationpon
tuelle et l'é
art-type des paramètres de forme υ et d'é
helle η en fon
tion de la tailled'é
hantillon. On peut observer que les estimations sont sensibles à la taille d'é
hantillon,dans la mesure où la variabilité d'estimation (estimateur pon
tuel et é
art-type) dimi-nue ave
 l'augmentation de la taille d'é
hantillon. Cela était prévisible mais on observe,qu'au delà d'une taille d'é
hantillon de 35 produits, l'e�et sur l'estimateur pon
tuel reste
onstant. Les é
art-types, utilisés pour les intervalles de 
on�an
e, diminue rapidementave
 la taille d'é
hantillon. 32



I.4. Analyse des modèles de �abilité et méthodes d'estimation par simulation de Monte Carlo
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e
La méthode bayésienne non informativeA partir de la vraisemblan
e (équation I.29), nous déterminons les fon
tions marginalessur les paramètres υ et η :

fη (η) =

∞
∫

0

L (t |υ, η )dυ (I.63)
fυ (υ) =

∞
∫

0

L (t |υ, η )dη (I.64)Nous déduisons les estimateurs pon
tuels υ̂, η̂ par l'estimation du premier moment :33



Chapitre I. Estimation de la �abilité
υ̂ = ῡ =

∞
∫

0

υfυ(υ)dυ (I.65)
η̂ = η̄ =

∞
∫

0

ηfη(η)dη (I.66)Les intervalles de 
on�an
e sont donnés par :
υ̂e−

w1− α
2

√
V ar(υ̂)

υ̂ < υ < υ̂e
w1− α

2

√
V ar(υ̂)

υ̂ (I.67)
η̂e−

w1− α
2

√
V ar(η̂)

η̂ < η < η̂e
w1− α

2

√
V ar(η̂)

η̂ (I.68)en 
onsidérant les varian
es :
συ =

√

√

√

√

√

∞
∫

0

fυ(υ)(υ − υ̂)2dυ (I.69)
ση =

√

√

√

√

√

∞
∫

0

fη(η)(η − η̂)2dη (I.70)L'ensemble des intégrations a été e�e
tué par une méthode numérique (Simpson).Comme pour le 
as de la méthode MV, nous avons répété 20 fois 
haque estimationa�n de 
onsidérer l'e�et aléatoire de la simulation. Les �gures I.12 et I.13 représentent lesdi�érentes estimations en fon
tion de la taille d'é
hantillon. On observe une forte in�uen
ede la taille d'é
hantillon sur la forme de la fon
tion marginale fη(η) 
e qui est moins le 
aspour fυ(υ). Cela se traduit par une plus grande variabilité de l'estimation de l'é
art-typedu paramètre d'é
helle ση. Sinon, le 
omportement global des estimations par la méthodebayésienne est identique à 
elui observé par la méthode MV.34



I.4. Analyse des modèles de �abilité et méthodes d'estimation par simulation de Monte Carlo
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Fig. I.13 � Résultats du test Monte Carlo pour η et ση ave
 l'intervalle de 90% 
on�an
eComparaison des méthodes d'estimationPour 
haque itération de la simulation de Monte Carlo, le même jeu de données a ététraité par les méthodes d'estimation. Ainsi, les estimateurs pon
tuels et les é
art-typesont été 
al
ulés et les é
arts relatifs ont été déterminés par la relation générale suivante :
|θmax − θMV |

Max(θmax − θMV )
(I.71)ave
 le terme |θmax − θMV | représentant l'é
art pour l'itération i et le termeMax(θmax−

θMV ) l'é
art max sur l'ensemble des répétitions pour la taille d'é
hantillon n.Les �gures I.14 et I.15 montrent l'évolution des é
arts relatifs des estimations enfon
tion de la taille d'é
hantillon. 35
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Fig. I.15 � E

art relatif sur l'estimation de η̂ et σηNous 
onstatons des di�éren
es très faibles, d'ordre 1.75% entre les deux méthodes en
e qui 
on
erne le paramètre υ. Pour son é
art-type, les di�éren
es restent dans la mêmeordre, jusqu'à 3%.En 
e qui 
on
erne le paramètre d'é
helle, η, les é
arts sont plus signi�
atifs pour defaibles tailles d'é
hantillon. C'est surtout vrai pour l'estimation de l'é
art-type ση. Celas'explique par l'e�et de la taille d'é
hantillon sur la forme de la fon
tion marginale quiaboutit à 
es é
arts.I.4.1.3 Comparaison des modèles paramétrique et non paramétriquePour les quatre tailles d'é
hantillon, nous avons 
omparé les fon
tions de �abilité etles intervalles de 
on�an
e (niveau de 
on�an
e 1-α = 95%) obtenus par les modèlesparamétrique ou non. La �gure I.16 représente le résultat des quatre 
on�gurations.36



I.4. Analyse des modèles de �abilité et méthodes d'estimation par simulation de Monte Carlo
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tFig. I.16 � Comparaison des méthodesOn peut noter, 
omme dans les analyses pré
édentes, l'in�uen
e de la taille d'é
han-tillon sur la 
onstru
tion de la fon
tion de �abilité. On peut remarquer que les fon
tionsde �abilité et les intervalles de 
on�an
e par les deux appro
hes sont 
omparables. Ainsi,pour de faible taille d'é
hantillon, le modèle paramétrique permet de faire des estimationsplus "lissées" en évitant les sauts visibles sur le modèle non paramétrique. Par 
ontre,dans le 
as de taille d'é
hantillon plus importante, les deux appro
hes sont tout à fait
omparables en terme d'utilisation ave
 un avantage pour le 
as non paramétrique puis-qu'au
une hypothèse n'est 
onsidérée.I.4.2 In�uen
e de la 
ensureA�n d'éviter l'in�uen
e 
ombinée de la taille d'é
hantillon et de la 
ensure, nous avons
onsidéré des simulations d'é
hantillons d'une taille importante de 50. Nous avons traitétrois niveaux de 
ensure (au
une 
ensure, 
ensure à 100 mois et 
ensure à 50 mois) enappliquant les modèles paramétrique et non paramètrique. La �gure I.17 représente larépétition de 30 simulations où les 
ourbes représentent les estimations pon
tuelles desfon
tions paramétique (
olonne de gau
he) et non paramétrique (
olonne de droite) de la�abilité. 37



Chapitre I. Estimation de la �abilité

Fig. I.17 � L'estimation de la �abilité dans un 
ontexte de 
ensure
On peut remarquer que plus le temps de 
ensure diminue et plus la variabilité dumodèle paramétrique est grande alors que le modèle non paramétrique reste insensible.Cette variabilité s'explique par le fait que 
'est prin
ipalement les instants de défaillan
equi apportent l'information dans l'estimation. Par 
ontre, le modèle non paramétrique esttronqué au delà du temps de 
ensure. Cela ne permet pas de prédire le 
omportement duproduit au delà de 
e temps. Ainsi, l'ingénieur ne peut pas a

éder à 
ertaines informations
omme le MTTF, la �abilité pour une période d'exploitation longue, ... 
e qui peut êtreproblématique. 38



I.4. Analyse des modèles de �abilité et méthodes d'estimation par simulation de Monte CarloI.4.3 Analyse globaleEn examinant l'ensemble des simulations, on peut dresser quelques remarques géné-rales :� la taille d'é
hantillon impa
te les modèles paramètriques et non paramétriques enaugmentant les intervalles de 
on�an
e asso
iés lorsque la taille diminue,� les modèles non paramétriques deviennent grossiers ave
 la faiblesse de la tailled'é
hantillon mais ils présument au
une hypothèse,� les estimations pon
tuelles des modèles paramétriques sont très sensibles au niveaude 
ensure,� la tron
ature des modèles non paramétriques au delà du temps de 
ensure peut êtreproblématique dans 
ertaines appliquationsEn 
onsidérant 
es remarques, deux voies de développement ont été proposées a�n delimiter 
es e�ets. Une première voie 
onsiste à sévériser les 
onditions d'essai pour pré
ipi-ter su�samment de défaillan
e a�n d'améliorer les estimations. Pour permettre d'estimerla fon
tion de �abilité en 
onditions nominales, il est né
essaire d'utiliser un modèle de viea

élérée intégrant la fon
tion de �abilité (paramétique, non paramétrique, ...) et une loi,appelée 
ouramment loi d'a

élération, prenant en 
ompte l'e�et des variables de sévéri-sation sur la durée de vie du produit. Une deuxième voie étudiée est 
elle de l'estimationbayésienne 
onsistant à introduire dans l'inféren
e statistique toute la 
onnaissan
e apriori sur la �abilité du produit. Dans la paragraphe suivant nous détaillons la méthodedes essais a

élérés.

39



Chapitre I. Estimation de la �abilitéI.5 Les essais a

élérésLes essais a

élérés se 
omposent d'une variété de te
hniques d'essai pour diminuerla durée de vie des produits ou a

élérer les pro
essus dégradation. Ils sont utilisés pourobtenir plus vite des informations 
on
ernant la vie du produit ou 
on
ernant le rapportperforman
e/dégradation dans le temps. Les unités testées sont employées plus fréquem-ment que d'habitude ou sont soumises à des niveaux de solli
itation plus élévés (parexemple l'augmentation de la température, de la tension éle
trique, de l'humidité, et
.),pour obtenir la loi de �abilité ou autres 
ara
téristiques de �abilité (taux de défaillan
e,temps de défaillan
e, et
.) des produits (systèmes ou 
omposants) dans des délais plus
ourts. Pour 
ela, les niveaux de stress subis par le produit sont augmentés a�n d'obte-nir des données de vie plus rapidement, qui seront utilisées pour estimer la �abilité dansles 
onditions normales de fon
tionnement. Les résultats sont employés, par un modèlestatistique approprié basé sur la physique de défaillan
e des 
omposants, pour faire desprévisions de durées de vie du produit soumis aux 
onditions normales d'utilisation.Les essais a

élérés peuvent s'appliquer à toutes les 
atégories de matériels en em-ployant di�érents types de 
ontraintes (mé
aniques, éle
triques, 
limatiques ...) les plusadaptées vis-à-vis des modes de défaillan
e attendus sur 
es matériels /� Contraintes mé
aniques : torsion, �exion, �exion rotative, 
ho
s mé
aniques, vibra-tions, vibrations a
oustiques, tra
tion/
ompression, et
. La fatigue est le mode dedégradation le plus 
ommunément utilisé pour les 
omposants mé
aniques qui sonttestés sur des pots vibrants,� Contraintes éle
triques : 
ela in
lue la tension, l'intensité du 
ourant, la fréquen
e,
ho
 éle
trique ... La tension est le stress éle
trique le plus 
ommunément utilisépuisqu'il génère rapidement des défaillan
es,� Contraintes 
limatiques (ou environnementales) : la température et les 
y
les ther-miques sont les stress les plus 
ouramment utilisés. Il est né
essaire d'appliquerdes niveaux appropriés pour 
onserver les modes de défaillan
e d'origine. D'autresstress peuvent être appliqués 
omme les ultraviolets, le brouillard salin, la poussière,l'humidité, et
.� Contraintes spé
i�ques au matériel.Ces di�érentes 
ontraintes peuvent être appliquées 
ombinées ou non aux produits.Dans le 
adre général, les stress X peuvent varier au 
ours du temps et être multidimen-sionnels [Nelson, 1990℄ :
X = X (τ) , τ ≥ 0 (I.72)40



I.5. Les essais a

élérésI.5.1 Le plan d'essaisLa dé�nition d'un plan d'essai a

éléré dépend de plusieurs paramètres ( [Hoang, 2003℄,[Nelson, 1990℄, [Vassilious et Mettas, 2001℄,...) :� Les stress d'a

élération et les limites opérationnelles : on appelle stress l'ensembledes 
onditions et fa
teurs sus
eptibles d'a�e
ter le bon fon
tionnement d'un produit.Les stress peuvent être de toute nature (mé
anique, éle
tronique, 
limatique, ...)et leurs durées de manifestation de tout ordre (
onstante, é
helonnée, progressive,
y
lique ou aléatoire). Les nombres et les niveaux des stress appliqués sont 
hoisisen fon
tion du produit étudié ave
 la 
onservation du mé
anisme de défaillan
ed'origine tout en a

élérant su�samment l'essai. Les stress sont parfois désignéspar les termes : 
ontraintes et solli
itations. Les limites opérationnelles du produitsont déterminées par un essai aggravé par exemple (donnant les niveaux de stressextrêmes à ne pas dépasser a�n d'éviter les fon
tionnements dégradés des produits)ou 
hangement de mé
anisme de défaillan
e,� Les modes et mé
anismes de défaillan
e : dans un essai a

éléré, les mé
anismesd'endommagement provoqués doivent être représentatifs des 
onditions normalesd'emploi. Chaque mode de défaillan
e peut être provoqué par un ou plusieurs typesde 
ontraintes,� Les nombres de dispositifs testés à 
haque niveau de 
ontrainte, donnant la pré
isiondes estimations,� Un modèle de vie a

élérée, qui relie la durée de vie sous les 
onditions a

éléréesà 
elles sous les 
onditions normales d'utilisation, permet d'analyser les résultatsd'essai pour estimer la fon
tion de �abilité dans les 
onditions nominales.La 
on
eption du plan d'essai (quels essais faut-il faire pour montrer que le systèmeest �able ?) peut intervenir dès le début de la 
on
eption du système, dès que les fon
tionsrequises (le 
ahier des 
harges) sont 
onnues.Les stress peuvent être appliqués sur les produits selon di�érents pro�ls :1. Le 
hargement 
onstant (indépendant du temps) : on soumet 
haque 
omposant àun niveau de 
ontrainte 
onstant supérieur à la normale (�gure I.18),2. Le 
hargement variable (en fon
tion du temps) : la 
ontrainte 
hoisie, évolue enfon
tion du temps. Elle peut être augmentée d'une manière é
helonnée, progressive,
y
lique ou aléatoire et
. :� La 
ontrainte é
helonnée : la 
ontrainte est appliquée de manière é
helonnée pardes niveaux 
roissants ou dé
roissants dans le temps (par paliers) jusqu'à l'appa-rition d'une défaillan
e (�gure I.19),41
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Fig. I.18 � Pro�l d'essai sous stress 
onstant

Fig. I.19 � Pro�l d'essai sous stress é
helonné� La 
ontrainte progressive : la 
ontrainte est augmentée de manière linéaire dansle temps (
roissan
e linéaire),� La 
ontrainte 
y
lique : la 
ontrainte est appliquée selon une amplitude et unefréquen
e données (�gure I.20),� La 
ontrainte aléatoire : la solli
itation suit un pro�l aléatoire (
ouramment uti-lisée en vibration)Dans le 
adre de 
ette thèse, nous allons utiliser le plan d'essais par 
hargement
onstant [Nelson, 1990℄ ave
 des données 
ensurées à droite, des niveaux de stressX1, ..., Xk
onstants a

élérés : X1 < X2 < ... < Xk, ave
 X0 le stress usuel,(X0 < X1). On 
onsidèreque k groupes d'unités sont observés. On teste le i -ème groupe sous le stress Xi ∈ ε0jusqu'à l'instant Ti. Le stress usuel X0 n'est pas utilisé.A 
haque niveau de stress Xi on teste ni produits et on note les temps de défaillan
e
ti1, .., tiqi

, qi ≤ ni , produits testés jusqu'à l'instant Ti ; 
ela veut dire qu'on a des essais
ensurés à droite. Dans la �gure I.18 on a marqué ave
 x les temps de défaillan
e observésinférieurs à l'instant Ti et ave
 o les temps de défaillan
e possible supérieurs à l'instant42
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élérés

Fig. I.20 � Pro�l d'essai sous stress 
y
lique
Ti. Ce plan de test est simple et les avantages sont les suivants :� simpli
ité de solli
iter les produits selon des stress 
onstants,� nombreux modèles disponibles pour traiter les résultats d'essai,� Plusieurs te
hniques d'estimation peuvent être utilisées.Dans le 
adre de 
ette thèse, nous proposons d'utiliser le modèle standard de vie a

élé-rée qui a été très largement étudié par l'équipe de M. Nikulin ([Bagdonavi
ius et Nikulin, 1995b℄,[Bagdonavi
ius et Nikulin, 1995a℄, [Bagdonavi
ius et Nikulin, 1997b℄, [Bagdonavi
ius et al., 2000℄,[Bagdonavi
ius et Nikulin, 2001℄, [Bagdonavi
ius et Nikulin, 2001℄)

43



Chapitre I. Estimation de la �abilitéI.6 Le modèle de vie a

élérée (MVA)Les modèles statistiques de vie a

élérée sont généralement utilisés quand la relationexa
te entre les 
ontraintes appliquées et le temps de défaillan
e du 
omposant est di�
ileà déterminer selon des prin
ipes physi
o-
himiques. Dans 
e 
as les 
omposants sontsoumis à di�érents niveaux de 
ontraintes et les instants de défaillan
e sont utilisés pourajuster la distribution de vie la plus adéquate. Les instants de défaillan
e ont le mêmetype de loi à 
haque niveau de 
ontrainte, en parti
ulier dans les 
onditions normales defon
tionnement.Les modèles statistiques de vie a

élérée peuvent s'appliquer à plusieurs domaines
omme 
elui du vivant (s
ien
es médi
ales), de l'éle
tronique et de la mé
anique. Ce quidi�éren
ie les diverses appli
ations sont les lois de �abilité utilisées, les stress employéspour aggraver les essais et la nature des lois d'a

élération.Dans la littérature, on trouve plusieurs dé�nitions théoriques des modèles Statistiquesde Vie A

élérée ([Nelson, 1990℄, [Bagdonavi
ius et Nikulin, 1995a℄, [Hoang, 2003℄). Engénéral, ils sont 
onstitués de deux 
omposantes prin
ipales, la �gure I.21 illustre 
e genrede modèles :� un modèle analytique "Durée de vie-stress" appelé aussi loi d'a

élération ou modèled'a

élération, traduisant la durée de vie "nominale" du produit soumis à l'essai enfon
tion des niveaux de 
ontraintes appliquées. Cette durée de vie "nominale" estreprésentée par une 
ara
téristique de la loi de �abilité telle que la moyenne, lamédiane, l'é
art type, un quantile ou un quel
onque paramètre de la loi.� une distribution statistique des durées de vie : Dans un test a

éléré, un modèleanalytique seul, ne dé
rit pas le 
omportement des durées de vie du produit. À
haque niveau de 
ontrainte (stress) le système a une distribution statistique de vie.D'où la 
ombinaison : équation d'a

élération et distribution de vie de base.Devant une telle variété de modèles, un grand intérêt apparaît sur l'uni�
ation de 
esmodèles dans un seul formalisme. C'est le but du modèle standard de vie a

élérée.I.6.1 Prin
ipeSupposons que la durée de vie TX(•) sous n'importe quel stress X (•) est une variablealéatoire non négative absolument 
ontinue de fon
tion de survie :
RX(•) (t) = P

{

TX(•) > t
}

, t ≥ 0 (I.73)Considérons un ensemble de stress ε. Formellement, on dit qu'un stress X1 (•) est44
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Fig. I.21 � Représentations graphiques d'un Modèle Statistique de vie A

éléré (durée devie en fon
tion de la 
ontrainte, tirée de [Nelson, 1990℄)supérieur à un stress X0 (•) si RX0(•) (t) > RX1(•) (t) pour tout t ≥ 0 . Soit ε0 ⊂ ε unensemble de stress 
onstant dans le temps et X0 ∈ ε0 . On peut dé�nir la fon
tion inversede RX0
(t) 
omme :

R−1
X0

(p) = inf
{

t : RX0
(t) ≥ p

} (I.74)On note le produit de 
onvolution entre R−1
X0

et RX(•) 
omme fX(•) (t) = R−1
X0
RX(•) (t),ave
 fX(•) (0) = 0 . Alors, pour tout X (•) ∈ ε on a :

P
{

TX0
≥ fX(•) (t)

}

= P
{

TX(•) ≥ t
} (I.75)Il résulte que pour tout X (•) ∈ ε la probabilité de survivre jusqu'à l'instant t sousle stress X (•) est la même que la probabilité de survivre jusqu'à l'instant fX(•) (t) sousle stress X0 . On appelle la fon
tion fX(•) (t) la ressour
e utilisée sous le stress X (•)jusqu'à l'instant t ou fon
tion de transfert.Le modèle standard de vie a

élérée (SVA) est dé�ni sur ε s'il existe une fon
tion

r : ε→ ℜ+ telle que pour tout X (•) ∈ ε :
d

dt
fX(•) (t) = r [X (t)] (I.76)La fon
tion r exprime une vitesse de dégradation. Le modèle SVA signi�e que la vitessed'utilisation de la ressour
e à l'instant t ne dépend que de la valeur du stress appliqué à45



Chapitre I. Estimation de la �abilitél'instant t.La formule I.76 implique :
RX(•) (t) = RX0

(
∫ t

0

r [X (τ)] dτ

) (I.77)Dans le 
e 
as où X (τ) ≡ X = constant, le modèle I.77 implique :
RX (t) = RX0

(r (X) t) (I.78)Don
 le stress ne 
hange que l'é
helle. Notons que r (X0) = 1.Le modèle SVA permet d'estimer la �abilité d'un 
omposant sous des 
ontraintes expé-rimentalement indisponibles à partir de la �abilité du même 
omposant sous des 
onditionsd'utilisation. L'analyse statistique du modèle SVA 
onsiste à estimer les paramètres de
e modèle (�abilité, taux de défaillan
e,. . .). Les te
hniques d'estimation, dépendent de
e modèle statistique, 
'est-à-dire de la 
onnaissan
e de la fon
tion de survie RX0
et du
hoix de la vitesse de dégradation r .Si la fon
tion r est 
omplètement in
onnue, la fon
tion RX0

ne peut pas être estiméemême si l'on 
onnaît la famille de distributions à laquelle RX0
appartient.Par exemple, si RX0

(t) = e[−( t
θ )

α
] on obtiens RXi

(t) = e

[

−
(

r(Xi)
θ

t

)α] . A partir detemps de défaillan
e on peut estimer le paramètres α, r(X1)
θ

, ...,
r(X

k)
θ

mais puisque r est
omplètement in
onnue, r (X0) et don
 SX0
(t) ne peuvent pas être estimés.Don
 la fon
tion r doit être 
hoisie dans une 
ertaine 
lasse de fon
tions. Si le modèleI.78 est véri�é sur un ensemble de stress ε , alors, pour tous Xi, Xj on a

RXj
(t) = RXi

(

r
(

Xj

)

r (Xi)

)

= RXi

(

ρ
(

Xi, Xj

)) (I.79)D'abord, supposons que le stress x ∈ ℜ soit unidimensionnel. Le taux de 
hangementd'é
helle est déterminé par la dérivée :
δ (x) = lim

∆x→0

ρ (x, x+ ∆x) − ρ (x, x)

∆x
= [log r (x)]

′ (I.80)Don
 pour tout x ∈ ε

r (x) = e
∫ x

x0
δ(v)dv (I.81)Supposons que δ (x) soit proportionnelle à une fon
tion 
onnue u (x) du stress46
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élérée (MVA)
δ (x) = β1u (x) , β1 > 0 (I.82)Alors
r (x) = eβ0+β1z(x) (I.83)où z (x) est une fon
tion primitive de u (x) , β0, β1 sont des paramètres in
onnus.Pour généraliser, si le stress et multidimensionnel : X = (x1, ..., xm)T , on 
onsidèredes 
ara
téristiques in�nitésimales δi (x) données par :

δi (X) = lim
∆xi→0

ρ (X,X + ∆xiei) − ρ (X,X)

∆xi

=
∂ log r (X)

∂xi

(I.84)où ei =

(

0
1
, ..., 1

i
, ... 0

m

)T . L'unité est dans la i -ème 
oordonée. Généralisant le 
asunidimensionnel, δi (X) devient :
δi (X) =

ki
∑

j=1

βijuij (X) (I.85)où les uij (X) sont des fon
tions 
onnues et βij sont des 
onstantes in
onnues. Dans
e 
as
r (X) = eβ0+

∑m
i=1

∑ki
j=1 βijzij(X) (I.86)ave
 zij (X) des fon
tions 
onnues.Alors, en généralisant, les modèles I.77 et I.78 peuvent s'é
rire :

RX(•) (t) = RX0

(
∫ t

0

eβT Z(τ)dτ

) (I.87)où, pour des stress 
onstants :
RX (t) = RX0

(

eβT Zt
) (I.88)où β = (β0, .., βm)T un ve
teur de paramètres et Z = (ϕ0 (X) , .., ϕm (X))T ave
 lefon
tions ϕi spé
i�ées et la première 
omposante z0 égale à 1.Dans la littérature ([Nelson, 1990℄,...) on trouve une grande variété de modèles d'a

é-lération, dé�nis pour 
haque type de 
omposants et matériaux. Nous présentons quelquesmodèles d'a

élération les plus utilisés pour des stress à pro�l 
onstants, des 
as parti
u-liers de MVA. Désormais, la durée de vie " nominale " est représentée par la moyenne.47



Chapitre I. Estimation de la �abilitéI.6.2 Lois d'a

élération 
ourantesI.6.2.1 Loi d'ArrheniusUtilisée lorsque le mé
anisme d'endommagement est sensible à la température (en par-ti
ulier : diéle
trique, semi-
ondu
teur, batterie, lubri�ant et graisse, plastique et �lamentde lampe in
andes
ente). La loi d'Arrhenius modélise la durée de vie τ du produit 
ommefon
tion de la température T :
τ = Ae(

+B
T ) (I.89)ave
 :� A et B 
onstantes positives� T température absolueLe fa
teur d'a

élération (FA) d'Arrhenius entre la durée de vie τ1 pour une tempé-rature T1 et la durée de vie τ2 pour une température T2 est :

FA =
τ1
τ2

= e
B
(

1
T1

− 1
T2

) (I.90)I.6.2.2 Loi de Pe
kUtilisée lorsque le mé
anisme d'endommagement est sensible à la température T et àl'humidité H (en parti
ulier : 
omposants éle
triques, 
ondu
teur aluminium et 
ompo-sants mé
aniques soumis à la rupture). Le modèle est dé�ni par :
τ = A (H)−m e(

Ea
kT

=) (I.91)ave
� T : température absolue en�K� H : humidité en %� k : 8.6171 10−5 eV/K 
onstante de Boltzmann� Ea : energie d'a
tivation en eV� m paramètre du modèleI.6.2.3 Loi puissan
e inverseElle est utilisée lorsque le mé
anisme d'endommagement est sensible à un stress parti-
ulier (par exemple : diéle
trique, roulement à billes ou rouleaux, 
omposants optoéle
tro-niques, 
omposants mé
aniques soumis à la fatigue et �lament de lampe in
andes
ente).48



I.6. Le modèle de vie a

élérée (MVA)La loi de puissan
e inverse dé
rit la 
inétique d'une dégradation sous stress 
onstantV, la durée de vie est donnée par l'équation :
τ =

(

A

V

)γ (I.92)ave
 :� V : stress 
onstant� A et γ : 
onstantes dépendantes de la défaillan
e et de l'essaiCas parti
ulier : quand le stress est la température, la loi est appelée la loi de Co�n-Manson.Le fa
teur d'a

élération entre la durée de vie τ1 pour un stress V1 et la durée de vie
τ2 pour un stress V2 est :

FA =
τ1
τ2

=

(

V2

V1

)γ (I.93)I.6.2.4 Loi d'EyringUtilisée lorsque le mé
anisme d'endommagement est sensible à la température et unstress V (en parti
ulier : 
omposants éle
triques, 
ondu
teur aluminium et 
omposantsmé
aniques soumis à la rupture). Le modèle est dé�ni par :
τ =

(

A

T

)

e(
B
kT )e(V (C+ D

kT )) (I.94)ave
 :� T : température absolue� V : Stress donné� k : 8.6171 10−5 eV/K 
onstante de Boltzmann� A, B, C et D les paramètres du modèleDans les paragraphes suivants, nous abordons l'estimation du modèle SVA selon lesappro
hes paramétrique et semi-paramétrique.I.6.3 La 
onstru
tion d'un modèle paramétriqueLes modèles paramétriques sont généralement employés lorsqu'il existe une 
onnais-san
e su�sante sur les lois de dégradation et les fon
tions de �abilité appropriées auproduit à tester. Ainsi, le plan d'essai 
onsiste à solli
iter les 
omposants à di�érents ni-veaux a

élérés de stress. On fait l'hypothèse que la distribution des temps de défaillan
eest identique aux di�érents niveaux de stress (y 
ompris dans les 
onditions initiales) et49



Chapitre I. Estimation de la �abilitéque le paramètre de forme de la distribution soit le même pour tous les niveaux de stress.Les temps de défaillan
e aux di�érents niveaux de stress sont utilisés pour déterminer ladistribution de probabilité la plus appropriée [Shyur et al., 1999℄.En reprenant l'équation I.25, on peut noter :
R (t) = R (et) , t ∈ ℜ , σ = 1

υ
, υ = (υ0, ..., υm) , γ0 = ln η − β0 et γi = −βi ,

i = (1, ..., m), on peut é
rire le modèle I.87 sous la forme :
RX (t) = R

(

ln t− γTZ

σ

) (I.95)Notons Tij la durée de vie observée ou 
ensurée de la j -ème unité du i -ème groupe,on a :
Tij = ln

(

Tij ∧ ti
)

, δij = I
{

Tij ≤ ti
}

, f(u) = −S ′, λ (u) = f(u)
S(u)

ave
 ∧ le minimumentre deux valeurs.Dans 
e 
as, la fon
tion de vraisemblan
e est :
L (γ, σ |T ) =

k
∏

i=1

ni
∏

j=1

[

1

σ
λ

(

Tij − γTZ(i)

σ

)]δij

R

(

Tij − γTZ(i)

σ

) (I.96)En dérivant par rapport à γi et σ la fon
tion lnL(γ, σ), on obtient :
Ul(γ, σ) = ∂ ln L(γ,σ)

∂γl
= 1

σ

k
∑

i=1

zil

ni
∑

j=1

aij (γ, σ) , (l = 1, ..., m),

Um+1(γ, σ) = ∂ ln L(γ,σ)
∂σ

= 1
σ

k
∑

i=1

ni
∑

j=1

{vij (γ, σ) aij (γ, σ) − δij},

avec

vij (γ, σ) =
Tij−γT Z(i)

σ
, aij (γ, σ) = λ (vij (γ, σ)) − δij (ln λ)′ (vij (γ, σ))

(I.97)
Les estimateurs du maximum de vraisemblan
e σ̂, γ̂ peuvent être obtenus en résolvantle système d'équations :

Ul(γ, σ) = 0 (l = 1, ..., m+ 1) (I.98)et l'estimateur de la fon
tion de survie RX0 est
R̂X0

(t) = R

(

ln t− γ̂TZ(0)

σ̂

) (I.99)Pour 
al
uler l'intervalle de 
on�an
e (1-α) sur l'estimateur de la fon
tion de �abilité,on dé�nit la matri
e d'information de Fisher IL(γ, σ) ave
 les éléments suivants :50
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élérée (MVA)
IL
ls (γ, σ) = −∂

2 lnL (γ, σ)

∂γl∂γs

=
1

σ2

k
∑

i=1

zilzis

ni
∑

j=1

cij (γ, σ), l, s = 0, ..., m (I.100)
IL
l,m+1 (γ, σ) = −∂

2 lnL (γ, σ)

∂γl∂σ

=
1

σ
Ul (γ, σ) +

1

σ2

k
∑

i=1

zil

ni
∑

j=1

vij (γ, σ) cij (γ, σ), l = 0, ..., m(I.101)
IL
m+1,m+1 (γ, σ) = −∂

2 lnL (γ, σ)

∂σ2

=
2

σ
Um+1 (γ, σ) +

1

σ2

k
∑

i=1

ni
∑

j=1

(

v2
ij (γ, σ) cij (γ, σ) + δij

) (I.102)ave
 : cij (γ, σ) = λ′ (vij (γ, σ)) − δij(lnλ)
′′ (vij (γ, σ)).On observe que l'estimateur R̂ est une fon
tion régulière de γ et σ. On va dé�nir :

QX0 (t) = ln
RX0 (t)

1 − RX0 (t)
et Q̂X0 (t) = ln

R̂X0 (t)

1 − R̂X0 (t)
(I.103)La fon
tion QX0 (t) prend ses valeurs dans ℜ don
 la vitesse de 
onvergen
e de Q̂X0versla loi limite est plus grande que 
elle de R̂X0 vers sa loi limite, et on obtient que la loi de

Q̂X0 (t) −QX0 (t)

σ̂Q0est approximée par la loi normale N(0, 1), ave
 :
(

σ̂Q0

)2
=

(

∂Q̂X0

∂γ̂0
, ...,

∂Q̂X0

∂γ̂m
,
∂Q̂X0

∂σ̂

)

(

IL (γ, σ)−1)

(

∂Q̂X0

∂γ̂0
, ...,

∂Q̂X0

∂γ̂m
,
∂Q̂X0

∂σ̂

)

=





R′
(

R−1
(

R̂X0 (t)
))

σ̂2R̂X0 (t)
(

1 − R̂X0 (t)
)





2

×
[

σ̂4

m
∑

l=0

m
∑

s=0

z0lz0sI
ls
L (γ̂, σ̂)

−2σ̂2γ̂TZ(0)

m
∑

l=0

z0lI
l,m+1
L (γ̂, σ̂) +

(

γ̂TZ(0)
)2
Im+1,m+1
L (γ̂, σ̂)

] (I.104)ave
 I l,s
L les termes de la matri
e (IL(γ, σ)

)−1.51



Chapitre I. Estimation de la �abilitéL'intervalle de 
on�an
e approximatif (1-α) pour R̂X0
(t) est :

(

1 +
1 − R̂X0 (t)

R̂X0 (t)
exp

{

±σ̂Q0w1−α/2

}

)−1 (I.105)ave
 wα la α-quantile de la loi N(0, 1).Alors, à partir du modèle I.78 on peut 
réer une multitude de méthodes en 
hoisissantdi�érentes lois d'a

élération Arrhenius, Eyring, Pe
k, ... . Le plus souvent, 
es modèlessont appliqués de la façon suivante : on suppose que la fon
tion RX0(t) appartient à une
ertaine 
lasse Γ de répartitions et on observe plusieurs groupes des 
omposants sous desstress a

élérés en 
onformité ave
 le plan d'essais 
lassique présenté dans I.5.1. On estimealors les paramètres in
onnus γ̂ et σ̂ de r(X) et la fon
tion RX0(t). Un estimateur de lafon
tion de �abilité sous le stress "`normal"' X0 est obtenu en 
hangeant dans I.78 X par
X0 ainsi que les estimateurs des paramètres in
onnus.Les points faibles de 
ette méthodologie sont les suivants [Bagdonavi
ius et Nikulin, 1997a℄ :1. impossibilité de véri�er l'hypothèse H :G ∈ Γ dans le 
adre de stress "`normal"' àpartir de telles expérien
es2. 
hoix limité de la fon
tion r(X) (log-linéaire en parti
ulier)3. erreur de prédi
tion du modèle de régression 
ar le stress nominalX0 n'est pas utilisépendant les expérien
es.Pour traiter les deuxième et troisième points, des plans ont été proposés, basés surle modèle non-paramétrique par exemple, où l'on fait quasiment au
une hypothèse surla 
lasse d'appartenan
e de r(X) [Tebbi, 2005℄ et de la fon
tion de �abilité. Ces plansne seront pas traités dans le 
adre de 
ette thèse 
ar ils ne présentent pas d'intérêt dansle 
ontexte abordé. En e�et, l'obje
tif dans le 
hapitre III est d'utiliser les modèles SVA
omplets (fon
tion de�abilité et loi d'a

élération 
onnues) pour estimer la fon
tion de�abilité d'un produit soumis à un environnement aléatoire.I.6.4 La 
onstru
tion d'un modèle semi-paramétriqueL'analyse semiparametrique du modèle SVA dans le 
as du plan d'essais 
las-sique a été 
onsidérée par [Bashu et Ebrahimi, 1982℄, [S
hmoyer, 1986℄, [S
hmoyer, 1991℄,[Nikulin, 2007℄.Nous allons noter Ni (τ) le nombre de pannes observées du i -ème groupe dans l'inter-valle [0, τ ], Yi(τ) le nombre d'unités à risque (en état de fon
tionnement et non-
ensurés)52



I.6. Le modèle de vie a

élérée (MVA)avant le moment τ , Ti1 ≤ . . . ≤ Timi
les moments de pannes du i -ème groupe. Lesvariables aléatoires

eβT ZiTij , (i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , mi)peuvent être 
onsidérées 
omme des pseudo-pannes observées dans une expérien
e où
n =

k
∑

i=1

ni unités ave
 la fon
tion de survie Rx0 ont été testés et ni −mi parmi elles ontété 
ensurées au moment eβT Ziti. La fon
tion de �abilité sera dé�nie empiriquement parl'estimateur de Kaplan Meier. Alors
NR (τ, β) =

k
∑

i=1

Ni

(

e−βT Ziτ
)est le nombre de pannes observées dans l'intervalle [0, τ ] et

Y R (τ, β) =
k
∑

i=1

Yi

(

e−βT Ziτ
)est le nombre des unités à risque avant l'instant τ .La fon
tion de survie RX0 peut être estimée par l'estimateur de Kaplan-Meier. Nousallons noter ∆NR (τ, β) = NR (τ, β) −NR (τ−, β) et ∆Nl (u) = Nl (u)−Nl (u−), ave
 lanotation générique f (u−) = lim

ε↓0
f (u− ε) ; alors, pour tous s ≤ maxi

{

eβT Ziti

}, on a :
R̃X0 (s, β) =

∏

τ≤s

(

1 − ∆NR (τ, β)

Y R (τ, β)

)

=
∏

τ≤s











1 −

k
∑

l=1

∆Nl

(

e−βT Zlτ
)

k
∑

l=1

Yl

(

e−βT Zlτ
)











(I.106)On é
rit de façon suivante :
R̃X0 (s, β) =

∏

(i,j):Tij≤exp{−βT Zi}s











1 − 1
k
∑

l=1

Yl

(

e−βT (Zi−Zl)Tij

)











(I.107)La fon
tion de vraisemblan
e est présentée dans [Bagdonavi
ius et al., 2000℄ 
omme :
L (β) =

k
∏

i=1

mi
∏

j=1

[

R̃X0

(

eβT ZiTij−, β
)

− R̃X0

(

eβT ZiTij, β
)]

R̃ni−mi

X0

(

eβT ZiTij , β
) (I.108)53



Chapitre I. Estimation de la �abilitéLes auteurs justi�ent 
ette formulation par le fait que la fon
tion de densité fX0 =

−S ′

X0
est in
onnue et peut être appro
hée aux points eβT ZiTij par un fa
teur proportionnelà :

fX0

(

eβT ZiTij, β
)

≈ R̃X0

(

eβT ZiTij−, β
)

− R̃X0

(

eβT ZiTij , β
) (I.109)Mais, on sait que :

d
[

R̃ (g (u))
]

du
= g

′

(u) R̃
′

(g (u)) (I.110)Alors, on a :
d
[

R̃
(

eβT Zit, β
)]

dt
= eβT ZifX0

(

eβT Zit, β
) (I.111)et on va proposer de rempla
er l'équation I.108 par :

L (β) =

k
∏

i=1

mi
∏

j=1

[

eβT Zi

(

R̃X0

(

eβT ZiTij−, β
)

− R̃X0

(

eβT ZiTij, β
)

)]

R̃ni−mi

X0

(

eβT ZiTij , β
)(I.112)Il nous reste simplement à 
al
uler l'estimateur pon
tuel :

β̂ = ArgmaxβL (β) (I.113)pour avoir la fon
tion de survie sous stress normal pour tout s ≤ maxi

{

eβ̂T Ziti

} 
omme :
R̂X0 (s) = R̃X0

(

s, β̂
) (I.114)Dans le paragraphe suivant, nous allons appliquer les modèles paramétrique et semiparamétrique sur un exemple simple à un seul stress. Dans le 
adre de l'équation I.88, leve
teur de paramètres est unidimensionnel, β = {β1}, en 
onsidérant aussi β0 = 0. Celanous va permettre d'a�
her en deux dimensions le graphe de transfert de la durée de viede di�érents niveaux Xi, {i = 1..k} au niveau de stress usuel X0. Dans 
e 
ontexte, onobtient le r(X) dé�ni dans l'équation I.76 
omme :

r(X) = eβ1Z (I.115)ave
 Z = ϕ1(X) dé
rivant l'in�uen
e du stress.Le 
ara
tère dis
ret de la 
onstru
tion de fon
tion de �abilité se retrouve dans la forme54



I.7. Appli
ation numériquede la fon
tion de vraisemblan
e par des dis
ontinuités.I.7 Appli
ation numériqueL'obje
tif de 
et exemple est d'appliquer les modèles paramétrique et semi paramé-trique à des données simulées. Pour 
e faire, nous avons simulé les résultats d'un pland'essai 
omplet (sans 
ensure) à deux niveaux de température (T1=95�C et T2=125�C)et pour di�érentes tailles d'é
hantillon (n1 = n2 = 5, 15, 25 et 50). Un modèle Weibull-Arrhénius a été utilisé pour simuler les instants de défaillan
e :
RTi

(t) = e
−
(

t×eβ0×e
β1

1
X

i

)υ (I.116)Ave
� Xi = 273 + Ti la température absolue (Températures d'essai T1=95�C et T2=125�Cet température nominale T0 = 27�C)� β0 = -6.5507� β1 = −Ea

k
ave
 Ea=0.29 eV et k=8.6171e-5 eV/�K� υ = 2.34 le paramètre de formePour étudier l'e�et aléatoire de la simulation, vingt répétitions sont réalisées pour
haque 
on�guration de plan (température et taille d'é
hantillon).Nous 
ommençons par présenter les résultas de l'appli
ation du modèle paramétrique.Les �gures I.22, I.23 et I.24 montrent les résultats des estimations des trois paramètresin
onnus (Ea, η = e−β0 et υ) du modèle Weibull-Arrhénius.
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Fig. I.22 � Résultats du test Monte Carlo pour υ et συ ave
 l'intervalle de 90% 
on�an
eOn peut remarquer que l'estimation du paramètre υ est la plus sensible à l'e�etde la taille d'é
hantillon. On montre évidemment qu'ave
 l'augmentation de la tailled'é
hantillon les estimateurs pon
tuels (par la méthode du maximum de vraisemblan
e)55
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Fig. I.24 � Résultats du test Monte Carlo pour Ea et σEa
ave
 l'intervalle de 90% 
on�an
e
onvergent vers les valeurs théoriques, utilisées pour la simulation, et que les é
art-types(estimés à l'aide de la matri
e de Fisher) diminuent rapidement.A partir de 
es estimations, il est possible d'estimer les fon
tions de �abilité, pour lesdi�érentes tailles d'é
hantillon,A partir de 
es estimations, on peut 
ara
tériser, en utilisant l'équation I.105 l'in-tervalle de 
on�an
e sur la fon
tion R(t). La �gure I.25 présente, pour les quatre taillesd'é
hnatillon n1 = n2 = 5, n1 = n2 = 15, n1 = n2 = 25 et n1 = n2 = 50 les estimationssur les fon
tions R(t) et les intervalles de 
on�an
e pour un niveau α = 0.90%. On observeune diminution importante des intervalles ave
 l'augmentation de la taille d'é
hantillon.On peut remarquer, qu'à taille d'é
hantillon identique, les intervalles de 
on�an
e surla fon
tion de �abilité sont plus larges par un plan d'essai a

éléré que pour un plan réaliséen 
onditions nominales. Cela s'explique par la propagation d'in
ertitudes par le modèlede régression. Par 
ontre, le plan d'essai a

éléré permet d'a

éder à une estimation de lafon
tion de �abilité dans des délais plus réduits.Maintenant, nous présentons les résultats de l'appli
ation du modèle semi-paramétrique.Pour 
e faire, nous avons simulé les données selon le même plan et modèle présentés audébut du paragraphe et une taille d'é
hantillon n1 = n2 = 50. Pour étudier l'in�uen
ede l'e�et aléatoire sur la simulation, nous avons répété trente fois les simulations. Pour56
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réaliser l'estimation , nous avons 
onsidéré une loi d'Arrhénius eβ0+β1/(273+Ti). La �gureI.26 présente les estimations des fon
tions de �abilité t I.24 montrent les résultats des esti-mations des trois paramètres in
onnus (Ea, η = e−β0 et υ) du modèle Weibull-Arrhénius.57



Chapitre I. Estimation de la �abilité

Fig. I.26 � la fon
tion de �abilité par le modèle semi paramétrique R(t)On observe la bonne adéquation des fon
tions estimées par rapport à 
elle théoriqueave
 une variabilité limitée. Dans le 
as du modèle semi-paramétrique, au
une hypothèseest faite quant à la fon
tion de �abilité.Maintenant, quels sont les 
ritères pour 
hoisir entre les modèles paramétrique et semi-paramétrique ? Cela dépend prin
ipalement de la taille d'é
hantillon et de la 
ensure (e�etd'es
alier tronqué pour le modèle semi paramétique) mais également de 
e que l'on veutmesurer (la fon
tion de �abilité 
omplète, MTTF, B10, ...).
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I.8. Con
lusionI.8 Con
lusionCe 
hapitre a présenté les notions de base de la sûreté du fon
tionnement, et plusparti
ulièrement les notions asso
iées à la �abilité. Ensuite, les méthodes d'annalyse dedonnées de �abilité (instant de défaillan
e) ont été détaillées.Puis, les essais a

élérés ont été présentés 
omme alternative pour d'a

éder à desestimations, de bonne qualité et rapidement, de la �abilité lorsque les produits à testersont très �ables 
onduisant à des 
ensures importantes s'ils sont testés dans les 
onditionsnominales. Une des plus importantes 
ontraintes de 
es essais est de ne pas modi�er lemode de défaillan
e par la sévérisation des 
onditions d'essai. Le plan étudié est 
eluipar régression qui a pour e�et de propager les in
ertitudes d'estimation obtenues auxniveaux a

élérés à 
elui nominal. Ainsi la �gure I.27 illustre le phénomène de propagationd'in
ertitudes en 
onsidérent des 
ouples d'é
hantillons di�érents.

Fig. I.27 � Propagation de l'in
ertitudePour maîtriser les in
ertitudes, il est possible de re
her
her la meilleure 
on�gu-ration de plan d'essai en minimisant l'in
ertitude d'estimation. De nombreux auteurstraitent la problématique de l'optimisation des plans d'essais a

élérés [O'Connor, 2003℄,[Guerin et al., 2001℄, [Arizono et al., 2008℄.Une autre possibilité pour augmenter la qualité d'estimation sur les paramètres demodèles est d'introduire toute la 
onnaissan
e disponible sur la �abilité du système àétudier. En e�et, lors du développement d'un produit de nombreuses études sont réaliséesa�n d'évaluer sa �abilité (estimation prévisionnelle de la �abilité par des standards de�abilité (RdF2000, Mil Hdbk 217, Fides), AMDEC, ...). De plus, assez souvent un nouveauproduit est une amélioration d'un an
ien se trouvant en exploitation depuis longtemps59



Chapitre I. Estimation de la �abilitéet pour lequel nous avons des informations sur sa tenue en terme de �abilité. D'autrepart, il est toujours possible d'interroger un ou plusieurs experts sur le niveau de �abilitépotentiel du produit.Aussi, nous proposons d'utiliser une démar
he bayésienne, pour estimer les modèlesstandards de vie a

élérée, permettant d'intégrer l'information disponible sur la �abi-lité du produit. L'obje
tif est d'obtenir des estimations de bonne qualité (intervalle de
on�an
e "`raisonnable"') pour des tailles d'é
hantillon faibles. Le 
hapitre suivant pré-sente la formalisation de 
ette démar
he.
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II.1. Introdu
tionII.1 Introdu
tionLa 
onnaissan
e est l'état de 
elui qui 
onnaît ou sait quelque 
hose. Ce qu'est la
onnaissan
e fait en
ore débat 
hez les philosophes : il n'y a pas de dé�nition unique surlaquelle ils s'a

ordent.On distingue traditionnellement trois types de 
onnaissan
e :1. La 
onnaissan
e propositionnelle est le fait de savoir qu'une 
ertaine proposition estvraie, par exemple, savoir que la Terre est ronde,2. La 
onnaissan
e obje
tuelle, aussi appelée a
quaintan
e, est le fait de 
onnaître une
hose, par exemple, 
onnaître Paris,3. Le savoir faire est le fait d'être 
apable de réussir une a
tion, par exemple, savoirfaire des 
rêpes.La dé�nition de la 
onnaissan
e propositionnelle est 
elle qui a le plus attiré l'atten-tion des philosophes. Ils s'a

ordent généralement sur le fait qu'une 
onnaissan
e est une
royan
e qui est vraie, mais aussi qu'elle n'est pas seulement 
ela. Une autre 
onditionest requise : il faut qu'elle soit justi�ée, ou non a

identelle, ou �able, ou 
ertaine. C'estsur 
ette 
ondition supplémentaire que les philosophes sont en désa

ord.Le terme a priori désigne les 
onnaissan
es supposées par l'expérien
e, et quine peuvent se réduire à elles. Le 
on
ept d'a priori au sens kantien désigne 
equi est pensé 
omme né
essaire et universel et qui, à 
e titre, peut être 
onçu� indépendamment/indépendant de l'expérien
e�. Une 
onnaissan
e est a priori si ellepeut être prouvée sans au
une référen
e à l'expérien
e.Comme nous l'avons montré pré
édemment, les essais d'estimation sont 
oûteux entemps. Ainsi, il est indispensable d'optimiser les 
ampagnes d'essai en sa
hant que lesniveaux de performan
es souhaitées à valider sont élevés (probabilité de défaillan
es ettaux de dé�aillan
e très faibles) et que la taille des é
hantillons est telle que l'on a peude 
han
e d'observer des défaillan
es.Dans 
ette optique, l'appro
he Bayésienne s'impose puisqu'elle va permettre :1. d'utiliser le maximum de 
onnaissan
es disponibles en exploitant les résultats desessais sur des produits similaires et les données issues de l'expertise,2. d'obtenir des intervalles de 
on�an
e plus resserrés par rapport au 
as 
lassique,3. d'intégrer à la 
onnaissan
e les résultats des séries d'essais au fur et à mesure dudéveloppement du produit,4. d'exploiter le 
as du "zéro" défaillan
e di�
ile à traiter ave
 une appro
he statistique
lassique qui demanderait une taille d'é
hantillons très importante.63



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVAIl existe de nombreux travaux traitant les te
hniques bayésiennes. Nous pouvons
iter les travaux fondamentaux : [Robert, 1992℄, [Robert, 2001℄, [Congdon, 2001℄,[Ibrahim et al., 2001℄... et les travaux 
on
ernant les appli
ations à la �a-bilité : [Ringler, 1979℄, [Pro
a

ia et al., 1992℄, [Pro
a

ia et Morilhat, 1996℄,[Lannoy et Pro
a

ia, 1994℄, [Lannoy et Pro
a

ia, 2001℄, [Sander et Badoux, 1991℄,[Marts et Walter, 1982℄, [Ross, 2003℄.... Le problème di�
ile à résoudre dans le 
adre deste
hniques bayésiennes reste la modélisation de la 
onnaissan
e a priori (
onnaissan
einitialement disponible). Pourtant, il existe de nombreuses sour
es de données de �abilité(des études de sûreté de fon
tionnement, étude d'évaluation de risques, d'avis d'expert,du retour d'expérien
e et des re
ueils de données).L'inféren
e Bayésienne est fondée sur la manipulation d'énon
és probabilistes. Cesénon
és doivent être 
lairs et 
on
is a�n d'éviter toute 
onfusion. Les méthodes bayé-siennes se distinguent des méthodes dites standards par l'appli
ation systématique derègles formelles de transformation des probabilités.On nomme inféren
e Bayésienne la démar
he logique permettant de 
al
uler ou ré-viser la probabilité d'une hypothèse. Cette démar
he est régie par l'utilisation de règlesstri
tes de 
ombinaison des probabilités, desquelles dérive le théorème de Bayes. Dans laperspe
tive Bayésienne , une probabilité n'est pas interprétée 
omme le passage à la limited'une fréquen
e, mais plut�t 
omme la tradu
tion numérique d'un état de 
onnaissan
e(le degré de 
on�an
e a

ordé à une hypothèse).La forme 
ontinue de théorème Bayes pour la variable aléatoire θ sur le domaine Ωave
 ti, (i = 1..n), des résultats d'essai, est :
πapo (θ/ti) =

L (t1, .., tn/θ)π (θ)
∫

Ω
L (t1, .., tn/θ) π (θ) dθ

(II.1)ave
 
omme notations L (t1, .., tn/θ)la vraisemblan
e, π (θ) la fon
tion qui modélise l'in-formation a priori et πapo (θ/ti) la fon
tion a posteriori.Le théorème de Bayes est une 
onséquen
e simple des dé�nitions des probabilités
onditionnelles. Dans l'appro
he Bayésienne, le paramètre θ à estimer est une variablealéatoire sur l'espa
e probabilisable Ω et admet une densité de probabilité.L'in
ertitude sur l'o

urren
e d'un évènement est modélisée par une probabilité sub-je
tive, déterminée à partir de 
onnaissan
es sur des 
omposants similaires ou d'avis d'ex-perts : 
'est l'information a priori π(θ).La fon
tion de vraisemblan
e va permettre de valoriser les données issues du retourd'expérien
e ou d'essais sur le 
omposant étudié : 
'est l'information obje
tive L (t1, .., tn/θ).Le théorème de Bayes (équation II.1) va permettre de 
ombiner l'information subje
-64



II.1. Introdu
tiontive ave
 l'information obje
tive dans une information a posteriori πapo (θ/ti).La di�
ulté d'utiliser les essais a

élérés, au 
ours de phase de 
on
eption, est due àla faible taille de l'é
hantillon à tester. Dans 
e 
ontexte, l'appro
he Bayésienne peut êtreutilisée pour intégrer dans le pro
essus d'estimation toutes les 
onnaissan
es disponiblessur l'a

élération du modèle de vie (le taux de défaillan
e, l'énergie d'a
tivation,. . .).L'appli
ation 
on
rète du théorème de Bayes dépend fortement de la 
apa
ité à 
onstruireune distribution a priori.Des nombreux arti
les traitent l'inféren
e Bayésienne sur les paramètres du modèle devie a

élérée. Dans [Bris, 2000℄, le 
as des essais de démonstration de �abilité est étudiéen 
onsidérant l'hypothèse de mortalité exponentielle intégrant un fa
teur d'a

élération.Dans [Madi, 1997℄, l'estimation de paramètres du modèle de vie a

élérée est obtenue enutilisant l'inféren
e Bayésienne et l'é
hantillonnage de Gibbs. Dans [Somoreville et al., 1997℄,les auteurs étudient les essais a

élérés dé�nis par une 
on
eption des expérien
es en uti-lisant la distribution a priori Diri
let. Dans [Dorp et Mazzu
hi, 2004℄, l'appro
he Bayé-sienne est appliquée aux tests a

élérés dans la dé�nition des 
onnaissan
es a priori di-re
tement aux niveaux a

élérés. Dans [Dorp et al., 1996℄, les auteurs étudient l'inféren
eBayésienne pour les essais a

élérés e�e
tués en 
ontraintes é
helonnées.L'ensemble des travaux 
on
erne des appli
ations et études parti
ulières de l'inféren
ebayésienne. Dans la suite de 
e 
hapitre, nous proposons d'étudier l'estimation bayésiennedes paramètres in
onnus des modèles SVA. Nous nous intéresserons tout parti
ulière-ment à l'appli
ation aux plans par régression en 
onsidérant les modèles paramétrique etsemi-paramétrique. L'extension aux autres plans et modèles est quasi immédiate 
ar le for-malisme utilisé est 
ommun. Une étude sur l'estimation est réalisée ave
 une 
omparaisonentre les estimateurs 
lassiques et MAP (Maximum of A Priori).La vraie di�
ulté, lorsque l'on souhaite mettre en pla
e une démar
he bayésienne,est la 
onstru
tion de la loi a priori qui synthétise toute la 
onnaissan
e disponible surles paramètres du modèle. Aussi, nous proposons une démar
he permettant la 
onstru
-tion de 
elle-
i. Pour �nir, nous étudierons la problématique de l'in
ompatibilité entre la
onnaissan
e a priori sur la �abilité du produit et les premiers résultats d'essais. Aussi,nous proposons un fa
teur de 
ompatibilité qui indique le degré de 
ohéren
e entre l'apriori et la vraisemblan
e. Cet indi
ateur est ensuite utilisé , lorsque l'in
ohéren
e estrévélée, pour pondérer l' a priori a�n de diminuer son informativité.
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Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVAII.2 L'inféren
e Bayésienne dans le 
adre de MSVAL'intérêt du théorème de Bayes (équation II.1) dans le 
adre d'essais est de 
ompen-ser la faible taille d'é
hantillon à tester et les 
ensures nombreuses par l'intégration del'information préalable obtenue par l'expertise ou la prise en 
ompte de résultats d'essaisdes produits identiques, semblables ou de premières générations. L'information préalableen 
ondition normale d'utilisation du produit sera assimilée à un résultat d'essais hypo-thétique (a priori) 
ombiné aux valeurs de tests réels en utilisant l'inféren
e bayésienne.On peut dire que la distribution a posteriori πapo (θ/ti) est le produit entre l'informa-tion priori π (θ) et l'information obtenue à partir des essais, modulés par la fon
tion devraisemblan
e L (t1, .., tn/θ) , le tout divisé par un fa
teur de normalisation a�n d'obtenirune fon
tion densité de probabiité.L'appli
ation du théorème de Bayes à l'estimation de la �abilité d'un système 
onsisteà appliquer l'inféren
e Bayésienne représentée dans la �gure II.1.

Fig. II.1 � Inféren
e BayésienneLa �gure II.2 montre un exemple de représentation de 
es di�érentes distributions.En inféren
e Bayésienne, le 
hoix 
ru
ial est 
elui de la distribution a priori. Lorsqu'onsouhaite disso
ier l'apport des données de 
elui des 
royan
es initiales, on peut prendreune distribution qui ne re�ète pas 
es 
royan
es, mais qui au 
ontraire formalise un étatd'ignoran
e (distribution neutre ou "non informative") ; la distribution �nale exprimealors l'apport propre des données : on obtient ainsi, dans la tradition de Lapla
e à Jef-freys, l'Analyse Bayésienne des Données. Un résultat fondamental est la ré-interprétationlapla
ienne du seuil observé, pour les modèles d'é
hantillonnage usuel.66



II.2. L'inféren
e Bayésienne dans le 
adre de MSVA

Fig. II.2 � Représentation des distributions a priori, vraisemblan
e et a posterioriNous rappelons que, lorsque le nombre d'observations devient important, la subje
-tivité de la 
onnaissan
e a priori perd de son importan
e au pro�t des données obser-vées. Par 
ontre, dans le 
as d'essais où au
une défaillan
e n'est observée, l'inféren
eBayésienne apporte une solution [Pro
a

ia et al., 1992℄, [Lannoy et Pro
a

ia, 1994℄,[Sander et Badoux, 1991℄, [Usureau et al., 2004℄.Dans le 
adre de 
ette thèse, nous proposons d'étudier l'estimation Bayésienne desparamètres des modèles standard de vie a

élérée. Cette étude 
on
ernera les appro
hesparamétriques présentées dans la se
tion I.6.3 et semi-paramétriques, se
tion I.6.4.II.2.1 Appli
ation de l�inféren
e Bayésienne au modèle SVA pa-ramétriqueII.2.1.1 Formulation du problèmeL'intégration de l'inféren
e Bayésienne dans le modèle SVA paramétrique présentédans la se
tion I.6.3 nous permet de 
ompléter le 
adre d'analyse de données de �abilitéproposé par [Nikulin, 2007℄.La vraisemblan
e, donnée par l'équation I.96, est :
L (γ, σ |T ) =

k
∏

i=1

ni
∏

j=1

[

1

σ
λ

(

Tij − γTZ(i)

σ

)]δij

R

(

Tij − γTZ(i)

σ

) (II.2)Les paramètres in
onnus à estimer sont σ et le ve
teur γ de m éléments, 
onsidérés
omme des variables aléatoires. On 
onsidère une information a priori sur les paramètres67



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVAin
onnus modélisée par les fon
tions π(γi) et π(σ). Dans l'hypothèse des variables aléa-toires indépendantes, on peut 
ara
tériser la totalité de l'information a priori sur lesparamètres par :
π(γ, σ) = π(σ)

m
∏

i=1

π(γi) (II.3)En intégrant l'équation de la fon
tion de vraisemblan
e dé�nie par l'équation I.96 dansla forme générale 
ontinue du théorème du Bayes (équation II.1), on obtient :
πapo(γ, σ |T ) =

[

∏k
i=1

∏ni

j=1

[

1
σ
λ
(

Tij−γT Z(i)

σ

)]δij

R
(

Tij−γT Z(i)

σ

)

]

π (γ, σ)

KI
(II.4)ave
 KI =

∞
∫

0

{

∫∞
0

· · ·
∫∞
0

[

∏k
i=1

∏ni

j=1

[

1
σ
λ
(

Tij−γT Z(i)

σ

)]δij

R
(

Tij−γT Z(i)

σ

)

]

π (γ, σ)dγ1 · · · dγm

}

dσ,une 
onstante de normalisation qui assure la propriété d'une densité de probabilité pourla fon
tion πapo(γ, σ |T ).II.2.1.2 Estimation bayésienne des paramètres de modèlesNous proposons deux appro
hes pour estimer les paramètres in
onnus des modèlesSVA :1. la méthode 
lassique 
onsistant à dé�nir les estimateurs pon
tuels à partir des pre-miers moments des fon
tions marginales asso
iées aux di�érents paramètres et lesintervalles de 
on�an
e par les estimations des varian
es obtenues par les deuxièmesmoments,2. la méthode MAP (Maximum of A Priori) qui détermine les estimateurs pon
tuelsà partir des modes des fon
tions marginales et les intervalles de 
on�an
e par lesestimations des varian
es par la matri
e de Fisher.II.2.1.2.1 méthode 
lassique En faisant l'hypothèse que les variables γi et σ sontindépendantes, alors il est possible de dé�nir les fon
tions de densité πi(θi) et π(σi) desparamètres γi et σ :
gi(γi) =

∫ 0

∞

∫

j=1..m, j 6=i

. . .

∫

πapo(γ, σ|T )dγjdσ (II.5)68



II.2. L'inféren
e Bayésienne dans le 
adre de MSVAet
g(σ) =

∫

i=1..m

. . .

∫

πapo(γ, σ|T )dγi (II.6)Dans 
e 
ontexte, les estimateurs pon
tuels sont les moments initiaux d'ordre 1 :
γ̂i =

∫

Ωγi

γigi(γi)dγi (II.7)et
σ̂ =

∫

Ωσ

γig(σ)dσ (II.8)Les varian
es sont dé�nies par les moments 
entrés d'ordre 2 :
V (γ̂i) =

∫

Ωγi

gi(γi)(γi − γ̂i)
2dγi (II.9)et

V (σ̂) =

∫

Ωσ

g(σ)(σ − σ̂)2dσ (II.10)La méthode né
essite de re
ourir à des méthodes numériques. Les varian
es sont utili-sées pour faire les estimations des intervalles de 
on�an
e selon les relations I.43 et I.44. Ilest possible également de dé�nir l'intervalle de 
on�an
e bilatérale symétrique au niveaude 
on�an
e 1 − α tel que :
prob(γmin

i ≤ γi ≤ γmax
i ) = 1 − α (II.11)ave
 γmin

i et γmax
i solutions de :

∫ γmin
i

Ωγi

gi(γi)dγi = α/2 (II.12)
∫ γmax

i

Ωγi

gi(γi)dγi = 1 − α/2 (II.13)On pro
ède de la même manière pour le paramètre σ.II.2.1.2.2 méthode MAP (Maximum of A Priori Cette méthode 
onsidère lafon
tion de densité a posteriori πapo(γ, σ |T ) et les estimateurs pon
tuels des paramètres69



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVAin
onnus (γ, σ) sont estimés de telle sorte qu'ils maximisent :
(γ̂, σ̂) = Arg max(πapo(γ, σ |T )) (II.14)Comme dans le 
as de la méthode MV 
lassique, 
es estimateurs sont obtenus lorsque :

Ul(γ, σ) =
∂ (ln [πapo (γ, σ |T )])

∂γl
=
∂ ln

[

L(γ,σ)π(γ,σ)
KI

]

∂γl

=
∂ ln [L (T |γ, σ )]

∂γl
+
∂ ln [π (γ, σ)]

∂γl
− ∂ ln [KI ]

∂γl

=
∂ ln [L (T |γ, σ )]

∂γl
+

d ln [π (γ, σ)]

dγl

=
1

σ

k
∑

i=1

zil

ni
∑

j=1

aij (γ, σ) +
b− 1

γl
+

d ln
[

π (γ, σ)
]

dγl
, (l = 1, ..., m)

Um+1(γ, σ) =
∂ (ln [πapo (γ, σ |T )])

∂σ
=
∂ ln

[

L(γ,σ)π(γ,σ)
KI

]

∂σ

=
∂ ln [L (T |γ, σ )]

∂σ
+
∂ ln [π (γ, σ)]

∂σ
− ∂ ln [KI ]

∂σ

=
∂ ln [L (T |γ, σ )]

∂σ
+

d ln [π (γ, σ)]

dσ
(II.15)

=
1

σ

k
∑

i=1

ni
∑

j=1

{vij (γ, σ) aij (γ, σ) − δij} +
d− 1

σ
+

d ln
[

π (γ, σ)
]

dσave
 :
vij (γ, σ) =

Tij − γTZ(i)

σ
,

aij (γ, σ) = λ (vij (γ, σ)) − δij (ln λ)′ (vij (γ, σ)) ,

∂ ln [πσ (γ, σ)]

∂σ
=

d
(

ln
[

d
(

σ
c

)d
]

+ ln [π (γ, σ)]
)

dσ
,

∂ ln [πγl
(γ, γl)]

∂γl
=

d
(

ln
[

b
(

γl

a

)b
]

+ ln [π (γ, σ)]
)

dγl
.Les estimateurs de maximum d'a posteriori σ̂, γ̂ peuvent être obtenus en résolvant lesystème d'équations :

Ul(γ, σ) = 0 (l = 1, ..., m+ 1) (II.16)70



II.2. L'inféren
e Bayésienne dans le 
adre de MSVAet l'estimateur de la fon
tion de �abilité RX0 est :
R̂X0

(t) = R

(

ln t− γ̂TZ(0)

σ̂

) (II.17)L'information de Fisher, dans 
e 
as, respe
te le prin
ipe de l'équation I.32 et s'ap-plique à la fon
tion qui dé
rit l'information apportée sur les paramètres, πapo(γ, σ |T ),[Manry et al., 1996℄ :
IMAP (γ, σ) = E

[

(

∂ log πapo(γ, σ |T )

∂γ∂σ

)2

|γ̂, σ̂

]

= E

[

(

∂ logL(T |γ, σ)

∂γ∂σ

)2

|γ̂, σ̂

]

+ E

[

(

∂ log π (γ, σ)

∂γ∂σ

)2

|γ̂, σ̂

]

= IL(γ, σ) + IAP
π (γ, σ) (II.18)ave
 :

IL(γ, σ) définie dans les équations I.100 − I.102 et

IAP
π (γ, σ) = E

[

(

∂ log π (γ, σ)

∂γ∂σ

)2

|γ̂, σ̂

]

.On observe rapidement que l'information apportée sur les paramètres γ et σ aug-mente par rapport à l'appro
he 
lassique ave
 IAP
π (γ, σ). Ce
i implique la diminutiondes varian
es/
ovarian
es des estimateurs pon
tuels des paramètres γ et σ, (donnés parl'inégalité Cramer-Rao (équation I.36)).En reprennant les équations I.100 - I.105, pour 
al
uler l'intervalle de 
on�an
e (1-α)sur l'estimateur de la fon
tion de �abilité, on obtient la matri
e de Fisher IMAP (γ, σ) ave
les termes suivants :

IMAP
ls (γ, σ) = IL

ls (γ, σ) +

[

−∂
2 ln π (γ, σ)

∂γl∂γs

]

IMAP
l,m+1 (γ, σ) = IL

l,m+1 (γ, σ) +

[

−∂
2 ln π (γ, σ)

∂γl∂σ

]

IMAP
m+1,m+1 (γ, σ) = IL

m+1,m+1 (γ, σ) +

[

−∂
2 ln π (γ, σ)

∂σ2

] (II.19)71



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVAave
 :
∂2 ln π (γ, σ)

∂γl∂γs

=

{

0 pour l 6= s

−2(−1+b)

γ2
l

pour l = s,

∂2 ln π (γ, σ)

∂σ∂γl
= 0,

∂2 ln π (γ, σ)

∂σ2
= −2 (−1 + d)

σ2Nous avons 
onsidéré une indépendan
e totale entres les variables (équation ??).De la même manière que pour le 
as non-Bayésien, on observe que l'estimateur R̂ estune fon
tion régulière de γ et σ. On va dé�nir :
QX0 (t) = ln

RX0 (t)

1 − RX0 (t)
et Q̂X0 (t) = ln

R̂X0 (t)

1 − R̂X0 (t)
(II.20)La fon
tion QX0 (t) prend ses valeurs dans ℜ don
 la vitesse de 
onvergen
e de Q̂X0versla loi limite est plus grande que 
elle de R̂X0 vers sa loi limite, et on obtient que la loi de

Q̂X0 (t) −QX0 (t)

σ̂Q0est approximée par la loi normale 
entrée réduite N(0, 1), ave
 :
(

σ̂Q0

)2
=

(

∂Q̂X0

∂γ̂0
, ...,

∂Q̂X0

∂γ̂m
,
∂Q̂X0

∂σ̂

)

[

IMAP (γ, σ)
]−1

(

∂Q̂X0

∂γ̂0
, ...,

∂Q̂X0

∂γ̂m
,
∂Q̂X0

∂σ̂

)

=





R′
(

R−1
(

R̂X0 (t)
))

σ̂2R̂X0 (t)
(

1 − R̂X0 (t)
)





2

×
[

σ̂4
m
∑

l=0

m
∑

s=0

z0lz0sI
ls
MAP (γ̂, σ̂)

−2σ̂2γ̂TZ(0)
m
∑

l=0

z0lI
l,m+1
MAP (γ̂, σ̂) +

(

γ̂TZ(0)
)2
Im+1,m+1
MAP (γ̂, σ̂)

] (II.21)ave
 I l,s
MAP les termes de la matri
e [IMAP (γ, σ)

]−1.L'intervalle de 
on�an
e approximatif (1-α) pour R̂X0
(t) est :

(

1 +
1 − R̂X0 (t)

R̂X0 (t)
exp

{

±σ̂Q0w1−α/2

}

)−1 (II.22)ave
 wα le α-quantile de la loi N(0, 1). 72



II.2. L'inféren
e Bayésienne dans le 
adre de MSVAII.2.2 L'inféren
e Bayésienne du modèle SVA semi-paramétriqueDans le 
as du modèle SVA semi-paramétrique, la démar
he bayésienne 
onsiste à
apitaliser toute la 
onnaissan
e disponible sur les paramètres de la loi d'a

élération(par exemple l'énergie d'a

élération Ea dans le 
as de la loi d'Arrhenius).L'intégration simple de l'inféren
e Bayésienne dans le modèle SVA semi-paramétriquenous permet de 
ombiner l'analyse dis
ontinue de données de �abilité proposée par [Nikulin, 2007℄ave
 les fon
tions a priori qui dé�nissent la 
onnaissan
e a priori sur les paramètres.Pour une question de simpli
ité et de 
larté, nous présenterons uniquement la méthodeMAP pour l'estimation des paramètres de modèle. Toutefois, la méthode 
lassique peutêtre utilisée.Notons Ni (τ) le nombre de pannes observées du i -ème groupe dans l'intervalle [0, τ ]et Yi(τ) le nombre d'unités à risque (en état de fon
tionnement et non-
ensurés) avantle moment τ , Ti1 ≤ . . . ≤ Timi
les moments de pannes du i -ème groupe, les variablesaléatoires

eβT ZiTij , (i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , mi)peuvent être 
onsidérées 
omme des pseudo-pannes observées dans une expérien
e où
n =

k
∑

i=1

ni unités ave
 la fon
tion de �abilité Rx0 ont été testées et ni −mi parmi elles ontété 
ensurées au moment eβT Ziti.Alors
NR (τ, β) =

k
∑

i=1

Ni

(

e−βT Ziτ
)est le nombre de pannes observées dans l'intervalle [0, τ ] et

Y R (τ, β) =
k
∑

i=1

Yi

(

e−βT Ziτ
)est le nombre des unités à risque avant l'instant τ .La fon
tion de survie RX0 peut être estimée par l'estimateur de Kaplan-Meier. Nousallons noter ∆NR (τ, β) = NR (τ, β) −NR (τ−, β) et ∆Nl (u) = Nl (u)−Nl (u−), ave
 lanotation générique f (u−) = lim
ε↓0

f (u− ε) ; alors, pour tous s ≤ maxi

{

eβT Ziti

}, on a :
R̃X0 (s, β) =

∏

τ≤s

(

1 − ∆NR (τ, β)

Y R (τ, β)

)

=
∏

τ≤s











1 −

k
∑

l=1

∆Nl

(

e−βT Zlτ
)

k
∑

l=1

Yl

(

e−βT Zlτ
)











(II.23)73



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVAd'où :
R̃X0 (s, β) =

∏

(i,j):Tij≤exp{−βT Zi}s











1 − 1
k
∑

l=1

Yl

(

e−βT (Zi−Zl)Tij

)











(II.24)La fon
tion de vraisemblan
e s'é
rit :
L (β) =

k
∏

i=1

mi
∏

j=1

[

eβT Zi

(

R̃X0

(

eβT ZiTij−, β
)

− R̃X0

(

eβT ZiTij, β
)

)]

R̃ni−mi

X0

(

eβT ZiTij , β
)(II.25)En intégrant la fon
tion de vraisemblan
e dans la forme générale 
ontinue du théorèmede Bayes (équation II.1), on obtient :

πapo(β |T ) =
1

KI

{ k
∏

i=1

mi
∏

j=1

[

eβT Zi

(

R̃X0

(

eβT ZiTij−, β
)

− R̃X0

(

eβT ZiTij, β
)

)]

×

R̃ni−mi

X0

(

eβT ZiTij , β
)

}

× π (β) (II.26)ave
 :
KI =

∫

Ωβ

{ k
∏

i=1

mi
∏

j=1

[

eβT Zi

(

R̃X0

(

eβT ZiTij−, β
)

− R̃X0

(

eβT ZiTij, β
)

)]

×

R̃ni−mi

X0

(

eβT ZiTij , β
)

}

× π (β) dβune 
onstante de normalisation.Comme dans le 
as paramétrique, nous ne disposons pas d'expression analytique. Deplus, la fon
tion de �abilité RX0 est dis
ontinue et engendre une �u
tuation aléatoiredans la fon
tion de vraisemblan
e (équation II.25). La �gure II.3 illustre 
e phénomènepour un exemple simple à un seul paramètre. Pour éviter la propagation de 
e phéno-mène, nous avons proposé d'approximer la vraisemblan
e par une méthode par noyaux(Noyaux de Lapla
e). Ainsi, sur l'exemple pré
édent, la �gure II.6 présente le résultat del'approximation.L'appli
ation de la méthode par noyaux aux données permet d'obtenir une approxi-mation de la fon
tion de vraisemblan
e. Cette méthode 
onsiste à :74
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θ

L(ti|θ)

Fig. II.3 � La vraisemblan
e semiparamétrique1. 
haque paramètre βi, dé�nir le domaine d'observation {βimin, βimax},2. dis
rétiser 
es intervalles en w 
lasses3. estimer la valeur moyenne de L(ti|β sur 
ha
une des 
lasses4. dé�nir les 
entres de 
lasse.Ainsi, on obtient un histogramme qui est ensuite normalisé. Pour permettre d'appli-quer la méthode par noyaux, il est né
essaire de disposer d'un é
hantillon de βi 
ara
té-ristique de la distribution matérialisée par l'histogramme. Pour 
e faire, nous simulons nvaleurs aléatoires du paramètres βi respe
tant les fréquen
es de l'histogramme.Pour le 
as d'une variable, la �gure II.4 illustre l'approximation par 
ette méthodetandis que la �gure II.5 illustre l'approximation pour un 
as à deux variables (n = 2).Pour une réalisation parti
ulière β = (β1, . . . , βn)
T d'un é
hantillon, on donne unemasse de probabilité 1/n pour 
haque valeur βi. On va dé�nir 
omme noyau la fon
tion

K(β), une densité de probabilité unimodale ave
 un pi
 en zéro, telle que :
∞
∫

−∞

βK(β)dβ = 0

∞
∫

−∞

β2K(β)dβ < 0 (II.27)
k =

∞
∫

−∞

K2(β)dβ < 075
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5000 10000 15000 20000θ
infl

β
supl

βFig. II.4 � L'approximation de la vraissemblan
e pour le 
as uni variablePour toute hn > 0, la fon
tion :
L∗

in(β) =
1

hn

K

(

β − βi

hn

) (II.28)est une densité unimodale ave
 un pi
 en βi. On étale la masse de probabilité 1/n autourde βi d'après la loi donnée par L∗
in(β) . Don
 l'intervalle ] −∞, β ] obtient la masse :

1

n

β
∫

−∞

1

hn
K

(

u− βi

hn

)

du =
1

n
G

(

β − βi

hn

) (II.29)où G(β) =
∞
∫

−∞
K(u) du. Don
 toute la masse de probabilité 1 est étalée d'après la loi dela fon
tion de répartition et de la densité suivante :

L∗
n (β) =

1

n

n
∑

i=1

1

hn

K

(

β − βi

hn

) (II.30)Le noyau de Lapla
e est :
K (β) =

1

2
e−β (II.31)La �gure II.6 présente l'appli
ation de la méthode des noyaux [Nikulin, 2007℄ à la vrai-semblan
e dans le 
as de l'inféren
e Bayésienne semi-paramétrique à un seul paramètre.76
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L(β1, β2)

β1
β2Fig. II.5 � L'approximation de la vraissemblan
e pour le 
as bivariable
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220 L(ti|θ)

180
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5000 10000 15000 20000θFig. II.6 � L'approximation par la méthode des noyauxUne fois la fon
tion de vraisemblan
e approximée, les te
hniques d'estimation desparamètres présentées dans le paragraphe I.3.2.2 permettent de 
ara
tériser l'ensembledes variables β.Dans le 
as où la vraisemblan
e (dé�nie par II.25) est multidimensionelle, on appliquele même prin
ipe. On dé�nit l'hyperespa
e de variation des paramètres β = {β0, β1, ..., βq .77



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVACet hyperespa
e est dis
rétisé en s×q éléments (
orrespondant à des pas de dis
rétisation
∆βi) pour obtenir la matri
e :



















βmin
0 , ..., βmin

q..., . . . , ...
βi

0, ..., β
i
q..., . . . , ...

βmax
0 , ..., βmax

q



















(II.32)
Pour 
haque domaine de dis
rétisation, la moyenne de la fon
tion de vraisemblan
e estestimée L̄(β). On obtient �nalement un hyper-histogramme (voir l'exemple de la �gureII.5). Ensuite, nous déterminons une approximation de l'histogramme asso
ié à la fon
tionmarginale du paramètre βi. Pour 
e faire, nous estimons pour 
haque 
entre d'intervalle

β̃j
i (j = 1, ..., s) l'approximation de la fréquen
e par :
f(β̃j

i ) ≈
∑

· · ·
∑

j=1,...,q et j 6=i

(

L̄(β)
∏

k=1,...,q et k 6=i

π(βk) ×
∏

k=1,...,q et k 6=i

∆βk)

) (II.33)Après, 
et histogramme est normalisé et nous déterminons la fon
tion de densité parla méthode des noyaux en appliquant la pro
édure présentée pré
édemment.Toute 
ette première partie a 
on
erné l'appli
ation de la démar
he bayésienne auxmodèles SVA paramétrique et semi-paramétrique. L'intérêt et l'e�
a
ité dépendent prin-
ipalement dans la 
apa
ité de 
onstruire la loi a priori. Dans le paragraphe suivant, nousabordons 
ette problématique.

78



II.3. L'information a prioiriII.3 L'information a prioiriL'introdu
tion d'une loi a priori π(θ) sur les paramètres divise toujours les statisti-
iens. Le passage de la notion d'un paramètre in
onnu à 
elle d'un paramètre aléatoirereprésente un saut que beau
oup se refusent à e�e
tuer [Robert, 1992℄. Si, dans 
ertainsmodèles, le paramètre à estimer résulte de l'a
tion de multiples fa
teurs en amont et peutdon
 e�e
tivement être perçu 
omme partiellement aléatoire (on pourrait ainsi 
iter laphysique quantique et sa représentation probabiliste du monde), il est d'autres modèlesoù la per
eption du paramètre 
omme produit d'une expérien
e aléatoire semble impos-sible. Ainsi, les adversaires de l'appro
he Bayésienne avan
ent l'exemple de l'estimationde quantités physiques, telle la vitesse de la lumière, c. On peut rétorquer à 
ette obje
-tion que la véritable valeur de c n'est jamais 
onnue, du fait de la limitation des appareilsde mesure, et qu'il est don
 légitime de 
onsidérer c 
omme une variable uniforme dans
[c0 − ǫ, c0 + ǫ], ǫ étant la pré
ision maximale des instruments de mesure et c0 la mesureretenue. Nous soulignons que l'importan
e de la loi a priori n'est pas tant dans le fait quele paramètre puisse ou ne puisse pas être 
on
eptuellement envisagé 
omme la réalisationd'une variable aléatoire, que dans le fait que π(•) représente un moyen e�
a
e (le seul ?)de résumer l'information a priori disponible sur les paramètres, ainsi que l'in
ertitude surla valeur de 
ette information, et don
 de permettre une appré
iation quantitative de 
esparamètres. C'est également l'unique manière 
ohérente de raisonner 
onditionnellement(au sens probabiliste) aux observations [Robert, 2001℄.L'utilisation d'une loi π(θ) implique trois niveaux de dis
ussion :� La sour
e : quelle est la sour
e d'information� La forme : quelle est le 
hoix de la loi� Les paramètres : quelles sont les valeurs des paramètres à 
hoisir
II.3.1 Sour
es d'informationIl existe plusieurs sour
es d'informations où sont synthétisées toute la 
onnaisssan
edisponible sur les paramètres in�uençant la �abilité des 
omposants. Nous distinguerons,dans le 
adre de 
ette thèse, deux sour
es distin
tes :� re
ueils de données issus d'analyse de REX,� avis d'expert. 79



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVAII.3.1.1 Re
ueils de donnéesLe re
ueil des données est un ensemble de données validées et/ou élaborées aprèsun long pro
essus d'expertise et de traitement, relatif à un domaine de 
onnaissan
e etorganisé pour être o�ert aux 
onsultations d'utilisateurs.En éle
tronique, un domaine dans lequel le 
al
ul de la �abilité est pratiqué depuis denombreuses années, les bases de données de �abilité sont disponibles et nombreuses. Enmé
anique l'utilisation des re
ueils de données est plus ré
ente. Il y a une 
ertaine di�
ultéà 
onstituer 
es re
ueils, 
ompte tenu de la 
omplexité des 
omposants. Néanmoins, ilssont de plus en plus utilisés.En pratique, on utilise souvent des bases de données 
onnues ou, mieux en
ore, quand
ela est possible, les données issues de retours d'expérien
es auprès des fabri
ants des
omposants. Pour les 
omposants mé
aniques 
es données sont di�
iles à obtenir par
equ'elles ne sont pas 
ommuniquées ou publiées et, dans la plupart des 
as, elles sontexploitées 
on�dentiellement.Ces re
ueils sont mis à jour régulièrement pour tenir 
ompte des évolutions te
hno-logiques. En éle
tronique, la durée de vie des données fournies par les re
ueils est rela-tivement 
ourte (de 3 à 6 ans) ; elle est plus longue en mé
anique (de 30 à 40 ans). Enéle
tronique, les re
ueils des données sont souvent exhaustifs sa
hant que les 
omposantssuivent une loi exponentielle. En mé
anique, l'hypothèse du taux de défaillan
e 
onstantest rarement justi�ée.Dans la majorité des re
ueils, les informations disponibles sont la dénomination du
omposant, la moyenne des temps de bon fon
tionnement (MTTF), le taux de défaillan
emoyen ou 
al
ulé dans l'hypothèse selon laquelle il est 
onstant, l'intervalle de 
on�an
easso
ié et un 
oe�
ient de pondération du taux de défaillan
e dépendant de l'environ-nement. Le tableau II.1 est un extrait d'un tableau du re
ueil NPRD-3 [NPRD-3, 1985℄ave
 les données suivantes sur les 
omposants : le taux de défaillan
e (
ara
térisé par lesvaleurs minimale, moyenne et maximale), le nombre des défaillan
es et les temps 
umulésd'exé
ution. Ainsi dans le même tableau, nous observons que le nombre de défaillan
esest dire
tement lié à l'intervalle de 
on�an
e, un faible nombre de défaillan
es impliqueun grand intervalle de 
on�an
e et vi
e-versa [Mihala
he, 2007℄.Un autre exemple traite le lien entre les modes de défaillan
es et les valeurs d'énergied'a
tivation. La �gure II.7 présente un extrait d'un re
ueil dans le domaine de l'éle
tro-nique.Dans le domaine du logi
iel il y a peu de re
ueils de données. Les erreurs sont intro-duites lors de la 
on
eption ou bien lors de la programmation. Mi
rosoft a estimé qu'unprogrammeur introduit environ 6 défaillan
es sur 1000 lignes de 
ode [Lyonnet, 2006℄,80



II.3. L'information a prioiriComposant λmoy Limite inf. Limite sup 20% Nbr. de Temps 
umulé
10−6h−1 20% 20% défaillan
es h−6soupape 214.286 109.372 396.948 3 0.014Capteur 672.367 651.597 693.921 747 1.111A
tioneur 1111.11 1053.916 1171.927 270 0.243Led 0.267 0.264 0.289 363 1312.883Tab. II.1 � Extrait du re
ueil NPRD-3[MIL-HDBK-338B, 1998℄.Les données 
olle
tées permettent d'établir des modèles de �abilité prévisionnelle pourles 
omposants mé
aniques, éle
troniques et logi
iel.II.3.1.2 L'avis d'expertsEn sûreté de fon
tionnement 
omme dans d'autres domaines, le jugement d'expertpeut être 
onsidéré 
omme l'une des réponses possibles à un problème te
hnique, un ap-point à un retour d'expérien
e dé�
ient ou un support d'aide à la dé
ision. Il est en e�etutilisé pour 
ompléter ou suppléer les données obje
tives éventuellement disponibles surle problème 
onsidéré lorsque 
es données sont peu nombreuses, dispersées voire inexis-tantes ou lorsqu'elles sont douteuses ou inappli
ables. C'est bien souvent la seule sour
ed'information disponible pour e�e
tuer un état de l'art sur un sujet di�
ile, 
omplexe,nouveau ou peu 
ompris [Pon
et, 2005℄.Dans le domaine te
hnique, l'expertise peut être 
onsidérée 
omme une sour
e de don-nées, souvent qualitative, quelquefois quantitative. Mais 
omme toute donnée, les donnéesd'expertise sont une représentation imparfaite et in
ertaine de 
e qu'elles sont 
ensées re-présenter. La qualité de 
es données dépend essentiellement :� de l'information disponible et de l'expert et, en parti
ulier, de sa formation : sonédu
ation, sa 
ulture, sa profession, sa formation théorique et pratique sur le sujet,son expérien
e, son environnement, sa personnalité, et d'une façon générale de laqualité intrinsèque de l'expert, mais aussi de sa motivation et de son sérieux, de safaçon de re
ueillir, appréhender, transmettre, 
orriger et agréger ses 
onnaissan
es,� de la 
omplexité relative du problème et de l'état général des 
onnaissan
es sur
e problème, et de la manière dont 
ette 
omplexité est modélisée dans l'esprit del'expert,� de la façon dont va s'instaurer le dialogue entre l'expert et l'analyste 
hargé dere
ueillir puis d'interpréter son expertise.D'après Meyer et Booker [MEY93℄, est 
onsidéré 
omme un expert dans un domaine,toute personne ayant une 
onnaissan
e parti
ulière ave
 le niveau de détail né
essaire à81
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Fig. II.7 � Des valeurs pour l'énergie d'a
tivation par rapport aux modes de défaillan
esl'étude de 
e domaine.L'inféren
e Bayésienne peut se porter sur l'avis d'un ou des plusieurs experts.II.3.2 Le 
hoix de la loi a prioriLe 
hoix d'une distribution a priori est une démar
he 
omplexe et peut laisser pla
e àune appré
iation subje
tive. Ce 
hoix dépend prin
ipalement de la 
onnaissan
e préalable,de la qualité des informations disponibles sur le paramètre étudié.La distribution a priori doit intégrer, d'une part, toutes les 
onnaissan
es disponiblessur le paramètre étudié et, d'autre part, toutes les in
ertitudes liées à 
e paramètre. Enfon
tion de la 
onnaissan
e disponible, nous pouvons dé�nir les prin
ipales distributionssus
eptibles de 
ara
tériser la distribution a priori. Si la 
onnaissan
e initiale est faible,l'a priori sera une distribution simple, peu informative. Si tout paramètre 
her
hé a lamême probabilité d'être 
hoisi, l'a priori suit une distribution uniforme. Si la 
onnaissan
einitiale est solide, l'a priori sera une distribution plus sophistiquée.Con
ernant la modélisation e�e
tive de la loi π(θ) a priori à partir de la 
onnaissan
ea priori, de nombreuses méthodologies ont été développées pour modéliser la 
onnaissan
e82



II.3. L'information a prioiria priori à partir du type d'informations disponibles.Plusieurs prin
ipes peuvent être appliqués :� le maximum d'entropie : la loi a priori π(θ) maximisant l'entropie 
orrespond ene�et à la loi minimisant l'information a priori apporté sur θ,� les méthodes Bayésiennes empiriques : utilisent les observations et la loi marginalepour estimer les paramètres de la loi a priori,� les modèles hiérar
hiques : modélisent le manque d'information sur les paramètresde la loi a priori par une nouvelle distribution sur 
es paramètres, et
.Même dans les situations où l'information a priori est disponible, il est rare de pouvoirproposer une détermination exa
te de la loi a priori. Il importe ainsi de pouvoir mesurer les
onséquen
es de 
ette impré
ision sur l'inféren
e a posteriori, a�n de 
ontr�ler que l'apportarbitraire dans la loi a priori n'est pas prédominant. Cette étude est dite analyse desensibilité ou de robustesse. Nous proposons d'utiliser les pseudo-lois 
onjuguées. En e�et,pour étendre le 
on
ept d'indi�éren
e au 
hoix de la meilleure 
onnaissan
e a priori enfon
tion des données observées, Claroti démontre dans [Clarotti, 1998℄ et [Pro
a

ia, 1998℄l'intérêt parti
ulier des lois 
onjuguées.II.3.2.1 Lois 
onjuguéesPour des raisons de 
al
ul purement théorique, la distribution a priori dépend de lafamille mathématique de la fon
tion de vraisemblan
e ; 
ette dernière 
ondition n'est pasobligatoire pour une résolution numérique.En fait, le problème 
onsiste à dé�nir quelle densité a priori sera sus
eptible de laisser lepouvoir le plus 
ohérent entre les données et la 
onnaissan
e a priori. Il est don
 né
essairede trouver une série de densités de probabilités a priori qui permette de déterminer ave
bon sens quel pouvoir de dé
ision sera laissé aux données.Il est ainsi démontré que les familles de lois dites 
onjuguées ne se 
ontentent pasuniquement de simpli�er les 
al
uls mais surtout que 
e type de lois maximise le pouvoirdes données observées.Le tableau II.2 donne les prin
ipales lois 
onjuguées utilisées - [Pro
a

ia et al., 1992℄,[Suhner, 1994℄La re
her
he de 
es lois peut être problèmatique 
ar nous ne disposons pas des expres-sions analytiques pour dé�nir la loi a priori 
onjuguée d'une vraisemblan
e dé�nie parun modèle SVA. Néanmoins, nous proposons de trouver une loi a priori par simulationvéri�ant les propriétés de 
onjugaison. 83



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVA
f(x|θ) π(θ) πapo(θ|x)Normale Normale
N(θ, σ2) N(µ, τ 2) N(ρ(σ2µ+ r2x), ρσ2r2)ave
 ρ−1 = σ2 + r2Poisson Gamma
P (θ) G(α, β) G(α + x, β + 1)Gamma Gamma
G(υ, θ) G(α, β) G(α + υ, β + x)Binomiale Bêta
B(n, θ) Be(α, β) Be(α + x, β + n− x)Négative Binomiale Bêta
Neg(m, θ) Be(α, β) Be(α +m, β + x)Multinomiale Diri
hlet
Mk(θ1, ..., θk) D(α1, ..., αk) D(α1 + x1, ..., αk + xk)Bêta Exponentielle
Be(α, θ) Exp(λ) exp(λ− log(1 − x))Normale Gamma
N(µ, 1/θ) G(α, β) G(α + 0.5, β + (µ− x)2/2)Tab. II.2 � Lois 
onjuguées naturelles des familles exponentielles 
lassiquesII.3.2.2 Détermination de la loi a priori pseudo 
onjuguée par simulationPour obtenir la forme de la distribution a priori qui soit la 
onjuguée bayésienne d'unevraisemblan
e donnée, il est né
essaire de pro
éder en deux étapes :1. la première 
onsiste à déterminer la distribution a posteriori en 
onsidérant un apriori non informatif :

Πapos1(θ|ti) =
L(t1, ..., tn|θ).Π0(θ)

∫

Ω
L(t1, ..., tn|θ).Π0(θ).dθ2. dans un deuxième temps, nous 
onstruisons la distribution a priori Π1(θ) selon laforme dé�nie par Πapos1(θ|ti) et ensuite nous déterminons la distribution a poste-riori :

Πapos2(θ|ti) =
L(t1, ..., tn|θ).Π1(θ)

∫

Ω
L(t1, ..., tn|θ).Π1(θ).dθNous véri�ons que le type de distribution de Πapos2(θ|ti) est identique à Π1(θ). Si
ela est le 
as, 
e type respe
te les 
onditions de 
onjugaison bayésienne.Dans le 
as des modèles SVA, il est di�
ile de traiter 
es deux étapes analytiquement.Aussi, nous proposons de déterminer aproximativement les lois 
onjuguées bayésiennespar simulation. 84



II.3. L'information a prioiri
Loi uniforme 

non informative

Simulation des données

Bayes
Forme de loi a posteriori

Recherche de la loi π(θ) la plus adaptée

Construction de l’a 

priori selon π(θ) 

Simulation des données

Bayes π(θ|t
i
) - Validation

π(θ|t
i
)  doit être de même forme que π(θ)Fig. II.8 � Re
her
he d'une pseudo loi 
onjuguéeLa pro
édure des simulations est la suivante :1. on �xe le plan d'essai (niveau d'a

élération, taille des é
hantillons à tester sous
haque niveau de stress) permettant de 
onstruire la vraisemblan
e,2. à l'aide des informations a priori sur les paramètres, on 
her
he les valeurs les plusprobables asso
iées aux paramètres [Pon
et et al., 2004a℄,3. on 
onstruit la simulation de Monte-Carlo en répétant (n fois) les étapes suivantes :� on simule des instants de défaillan
e aléatoires sur les hypothèses estimées aupoint 2,� on 
al
ule les estimations des paramètres par MV.4. on 
onstruit les histogrammes des estimateurs MV,5. on fait des hypothèses sur les formes des lois les plus pro
hes des histogrammes et onvéri�e la validité de 
es hypothèses (test du Chi-Deux, test de Kolmogorov Smirnov,...).6. on 
onstruit les lois a priori selon les formes obtenues dans l'étape 5 à partir desinformations de l'étape 2,7. on réitère les étapes 3, 4 et 5.8. on véri�e que les formes des distributions obtenues dans l'étape 7 sont identiques à
elles de l'étape 5.La 
onstru
tion d'a priori serait faite en respe
tant la forme de lois validée au point 8.La �gure II.8 synthétise la pro
édure.Une fois la modélisation a priori réalisée et les dé
isions prises, 
on
ernant le type deloi, il reste un point à traiter. Il faut en e�et véri�er que la loi a priori déterminée estla plus pertinente et, notamment, qu'elle n'in�uen
e pas la vraisemblan
e de manière àdégrader le résultat. Cette partie 
onstitue un élément peu étudié à 
e jour. La �gureII.9 montre que la forme des distributions a posteriori des paramètres d'un modèle SVA85



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVAparamétrique (Weibull-Arrhénius) de paramètres η (é
helle), υ (forme) et Ea (énergied'a
tivation) ne 
hangent pas de forme notablement ave
 la taille d'é
hantillon (n = 9 et
n = 60). Il reste à déterminer les paramètres des lois a priori à partir des informationsdisponibles.
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Fig. II.9 � Appli
ation pour un 
as Arrhenius - WeibullII.3.3 Constru
tion de la loi a prioriUne fois que l'on a 
hoisi les types de loi à utiliser pour modéliser la distibution a priori,il reste ensuite à déterminer les paramètres de lois à partir des di�érentes informationsdisponibles. Rappelons que l'n fait l'hypothèse que tous les paramètres de modèles sontindépendants qui implique de la distribution a priori est le produit des distributions apriori individuelles asso
iées aux di�érents paramètres (Π(θ) =
∏q

i=1 Πi(θi)). En fon
tiondu nombre de paramètres de la loi à modéliser, il faudra disposer d'un ou de plusieurstypes d'informations.En fon
tion des informations fournies, plusieurs méthodes sont disponibles pour esti-mer les paramètres de lois [Suhner, 1994℄, [Finetti, 1974℄ et [Goldstein, 1999℄ :� la méthode séquentielle,� la méthode des é
hantillons équilibrés,� la méthode des moments pondérés, 86



II.3. L'information a prioiri� la méthode des doubles moments,� la méthode des similitudes 
omme l'ADEPT ou autre� la méthode du maximum d'entropie,� les te
hniques de transformation de groupe,� la méthode des moments (moyenne et é
art - type),� la méthode des fra
tiles.La plupart des sour
es d'informations donne 
elles-
i sous forme d'intervalle. Aussi,nous proposons dans la suite de la thèse d'utiliser la méthode des moments. Le prin
ipe
onsiste à déterminer la moyenne et la varian
e de loi uniforme informative bornée par leslimites d'intervalle. Ainsi, lorsque l'on dispose d'une information a priori, sur le paramètre
θi, par un intervalle θi ∈ [θmin

i , θmax
i ], il est possible d'estimer la moyenne et la varian
epar :

θ̄i =
θmin

i + θmax
i

2
et V (θi) =

(θmax
i − θmin

i )2

12
(II.34)Ensuite, nous 
hoisissons un type de loi a priori et estimons ses paramètres permettantde respe
ter la moyenne et la varian
e obtenues 
i-dessus.Pour illuster 
ette méthode, 
onsidérons le 
as d'un modèle SVA paramétrique (Weibull-Arrhénius) pour lequel nous disposons des informations a priori (tableau II.3).paramètre limite inférieure limite supérieure

υ 0 4.68
η 0 230
Ea 0eV 0.58eVTab. II.3 � Connaissan
es a prioriLa �gure II.9 montre le résultat de la re
her
he des pseudo lois 
onjuguées bayésiennespar simulation. Ainsi, nous avons trouvé que des lois Gamma (de paramètres α et β)étaient les plus appropriées pour dé�nir les distributions a priori. La moyenne et la varian
epour une loi Gamma, en fon
tion des paramètres, sont dé�nies par :

θ̄i =
α

i
β et V (θi) =

α

β2
(II.35)Aussi, nous pouvons déterminer les paramètres de la loi Gamma pour θi par :

α =
θ̄2

i

V (θi)
et β =

θ̄i

V (θi)
(II.36)Pour les paramètres du modèle SVA du tableau II.3, nous obtenons les paramètres des87



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVAlois Gamma suivants : paramètre α β

υ 3 1.28
η 3 0.026
Ea 3 10.34Tab. II.4 � Paramètres des lois Gamma a priori

88



II.4. Appli
ation numériqueII.4 Appli
ation numériqueL'exemple numérique reprend en partie les paramètres de simulation de l'exemplede la se
tion I.4. Ainsi, nous avons simulé les résultats d'un plan d'essai 
omplet (sans
ensure) à deux niveaux de température (T1=95�C et T2=125�C) et pour di�érentes taillesd'é
hantillon. Un modèle Weibull-Arrhénius a été utilisé pour simuler les instants dedéfaillan
e :
RTi

(t) = e
−
(

t×eβ0×e
β1

1
X

i

)υ (II.37)Ave
� Xi = 273 + Ti la température absolue (Températures d'essai T1=95�C et T2=125�Cet température nominale T0 = 27�C)� β0 = -6.5507� β1 = −Ea

k
ave
 Ea=0.29 eV et k=8.6171e-5 eV/�K� υ = 2.34 le paramètre de formePour le 
as Arrhenius-Weibull, au
une forme analytique ne permet de trouver la formedes lois 
onjuguées. Aussi, nous utiliserons la méthodologie présentée pré
édemment pourre
her
her les pseudo lois 
onjuguées bayésiennes et déterminer les paramètres. Pour étu-dier l'e�et aléatoire de la simulation, dix répétitions sont réalisées pour 
haque 
on�gura-tion de plan (température et taille d'é
hantillon).Trois 
as de 
onnaissan
es a priori sont présentés :1. un 
as d'un a priori 
ohérent (
'est-à-dire 
entré sur la valeur théorique) et peuinformatif (varian
e importante),2. un 
as d'un a priori très informatif et 
ohérent,3. un 
as d'un a priori très informatif et in
ohérent (dé
entré par rapport à la valeurthéorique).II.4.1 A priori 
ohérent et peu informatifPour le premier 
as, des distributions a priori peu informatives sur les paramètres

θ = {υ, η, Ea} ont été 
onsidérées.Le tableau II.5 donne l'opinion d'un expert sur les paramètres.La �gure II.9 montre le résultat de la re
her
he des pseudo lois 
onjuguées bayésiennespar simulation. Ainsi, nous avons trouvé que des lois Gamma (de paramètres α et β)89



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVAparamètre limite inférieure limite supérieure
υ 0 4.68
η 0 230
Ea 0eV 0.58eVTab. II.5 � Prior intervallesétaient les plus appropriées pour dé�nir les distributions a priori. Le tableau II.6 donneles paramètres des lois Gamma a priori par la méthode des moments.paramètre α β

υ 3 1.28
η 3 0.026
Ea 3 10.34Tab. II.6 � Paramètres des lois Gamma a prioriLes résultats de simulations sont présentés dans les �gures II.10, II.11 et II.12. Les
ourbes (a) et (b) représentent, respe
tivement, les estimations 
lassiques et bayésiennes.
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Fig. II.10 � Résultats du test Monte Carlo pour υ̂ et συ ave
 l'intervalle de 
on�an
e 90%Nous 
onstatons par rapport aux résultats de la se
tion I.7 :� les estimateurs pon
tuels (MAP) restent pro
hes de la valeur théorique 
e qui sejusti�e par le fait que les trois distributions Gamma a priori ont leur moyenne égaleau valeur théorique,� la taille d'é
hantillon, entre n1 = n2 = 10 et n1 = n2 = 20, a une in�uen
e impor-tante sur les estimations des paramètres,� l'estimation de l'é
art-type du η montre une sensibilité à l'apport d'une faible in-formation a priori.On 
onstate que l'intérêt de la démar
he Bayésienne diminue ave
 l'information ob-je
tive (taille d'é
hantillon). 90



II.4. Appli
ation numérique
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Fig. II.11 � Résultats du test Monte Carlo pour η̂ et ση ave
 l'intervalle de 
on�an
e 90%
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Fig. II.12 � Résultats de la simulation de Monte Carlo pour Êa et σEa
ave
 l'intervallede 
on�an
e 90%A partir de 
es estimations, il est possible d'estimer la fon
tion de �abilité R(t), enutilisant l'équation II.22, et son intervalle de 
on�an
e.La �gure II.13 présente, pour quatre situations n1 = n2 = 5, n1 = n2 = 15, n1 = n2 =

25 et n1 = n2 = 50, les estimations sur les fon
tions R(t) dans les 
onditions nominaleset les intervalles de 
on�an
e pour le niveau de 
on�an
e α = 0.95%.Nous 
onstatons que les intervalles de 
on�an
e sont sensibles à la taille d'é
hantillon.II.4.2 A priori 
ohérent et très informatifPour le deuxième 
as, des distributions a priori très informatives et 
ohérentes sur lesparamètres ont été 
onsidérées.Par une distribution a priori très informative, on 
omprend une distribution 
ara
té-risée par sa varian
e très faible. Par une distribution a priori très 
ohérente on 
omprendune distribution ave
 sa moyenne très pro
he de la valeur théorique.Le tableau II.7 donne l'opinion d'expert sur les paramètres.De 
es informations sont déduits les paramètres des lois Gamma a priori selon laméthode des moments présentée dans le paragraphe II.3.3.91
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Fig. II.13 � R(t)paramètre limite inférieure limite supérieure
υ 2.0475 2.6325
η 100 120
Ea 0.25375eV 0.32625eVTab. II.7 � Prior intervallesLes 
ourbes présentées dans les �gures II.14, II.15 et II.16 présentent :� (a) l'estimation 
lassique� (b) l'estimation bayésienne, présentée dans le paragraphe pré
édent, ave
 un a priori
ohérent et peu informatif,� (
) l'estimation bayésienne, présentée dans 
e paragraphe, ave
 un a priori 
ohérentet très informatif,Nous 
onstatons, par rapport aux résultats de la se
tion I.7, que pour le 
as bayésienave
 l'a priori 
ohérent et très informatif (
ourbes 
) :� les estimateurs pon
tuels bayésiens sont très pro
hes des valeurs théoriques,� les é
art-types des estimateurs sont peu in�uen
és par la taille d'é
hantillon (
elas'explique par le fait que l'information apportée par les résultats d'essai est faiblepar rapport à 
elle 
ontenue dans les a priori),92
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ation numérique
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Fig. II.15 � Résultats de la simulation de Monte Carlo pour η̂ et ση ave
 l'intervalle de
on�an
e 90%� les intervalles du paramètres η pour les trois 
as, sont relativement pro
hes montrantune 
ertaine insensibilité de 
e paramètre à l'apport d'information.Suite aux estimations de paramètres on peut 
ara
tériser, en utilisant l'équation II.22l'intervalle de 
on�an
e sur la fon
tion R(t).La �gure II.17 présente, pour quatre situations n1 = n2 = 5, n1 = n2 = 15, n1 = n2 =

25 et n1 = n2 = 50, les estimations sur les fon
tions R(t) et les intervalles de 
on�an
epour le niveau de 
on�an
e α = 0.95%.II.4.3 A priori très informatif et in
ohèrentPour le troisième 
as, une très mauvaise information a priori sur les paramètres a été
onsidérée. Le tableau II.8 donne l'opinion de l'expert sur les paramètres.De 
es informations sont déduits les paramètres des lois Gamma a priori selon laméthode des moments présentée dans le paragraphe II.3.3.Les 
ourbes présentées dans les �gures II.14, II.15 et II.16 présentent :� (a) l'estimation 
lassique� (b) l'estimation bayésienne, présentée dans un paragraphe pré
édent, ave
 un a93
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(c)Fig. II.16 � Résultats de la simulation de Monte Carlo pour Êa et σEa
ave
 l'intervallede 
on�an
e 90% paramètre limite inférieure limite supérieure

υ 2.5 2.6
η 80 90
Ea 0.33 0.35Tab. II.8 � Prior intervallespriori 
ohérent et peu informatif,� (
) l'estimation bayésienne, présentée dans le paragraphe, ave
 un a priori 
ohérentet très informatif,� (d) l'estimation bayésienne, présentée dans 
e paragraphe, ave
 un a priori in
ohé-rent et très informatif.La forte information a priori s'impose fa
e aux résultats d'essai. Ainsi, à 
ause del'é
art existant entre les intervalles a priori et les valeurs théoriques, tous les résultatssont dé
alés par rapport aux vraies valeurs :� les estimateurs pon
tuels pour υ et pour Ea sont sur-évalués,� l'estimateur pon
tuel pour η est sous évaluéPuisque les a priori sont très informatifs, les é
art-types sont faibles et peu sensiblesaux tailles d'é
hantillon. Il en dé
oule des intervalles de 
on�an
e serrés mais dé
entrés.Comme dans 
e 
as, la 
onnaissan
e obje
tive donnée par la vraisemblan
e peut êtredégradée par le 
hoix d'un mauvais a priori. L'analyse Bayésienne peut amener à prendreune dé
ision a posteriori erronée. Dans le paragraphe suivant, nous proposons d'étudierle problème de la 
ompatibilité de l'a priori et les premiers résultats d'essais.
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II.5. Compatibilité de l'a priori ave
 les donnéesII.5 Compatibilité de l'a priori ave
 les donnéesParmi les arti
les sur l'inféren
e Bayésienne subje
tive pour estimer le paramètre θ,un grand nombre d'entre eux insiste pour le 
omportement 
ontrariant du résultat aposteriroi quand l'information préalable est mal 
onditionnée. Ainsi nous 
onsidéronsune information fausse fournie par les avis experts (ou toute autre sour
e d'informationsubje
tive) et une distribution a priori π(θ) dans la limite de la région de 
on�an
e del'appro
he fréquentielle sur le paramètre θ apportée par des données observées.Ils faut noter que, en 
as de données fortement 
ensurées et de petites tailles d'é
han-tillons, quand l'appro
he Bayésienne informative est très re
ommandée [Robert, 2001℄,l'hétérogénéité de données peut avoir les mêmes e�ets qu'un mauvais a priori ave
 desdonnées 
orre
tes. Un a priori peut être très bien 
hoisi mais l'a posteriori peut impliquerde mauvaises dé
isions. Par exemple, imaginer un système industriel dont les données dedéfaillan
e ont été notées dans le passé. Après quelques amendements le système fon
-tionne a
tuellement. Un expert donne le temps probable de défaillan
e à l'avenir qui peutêtre dé
alé, en raison de l'évolution te
hnique. Dans 
e 
as, 
ertaines données antérieurespeuvent être 
onsidérées 
omme une pollution de la 
onnaissan
e obje
tive.Dans la plu-part des 
as, les arti
les sont portés sur un renfort de la robustesse a posteriori. Cependant,une première di�
ulté est justement de 
onsidérer que la 
onnaissan
e a priori n'est pas
ontradi
toire.De plus, une 
onnaissan
e a priori et une vraie 
onnaissan
e peuvent avoir des r�lessymétriques en 
on�it ; parti
ulièrement dans un 
ontexte industriel, les réponses anté-rieures de 
alibrage répondent bien au tremblement des données observées. Curieusement,
e sujet ne semble pas avoir été beau
oup étudié bien qu'il 
onstitue, de notre point devue, un préliminaire important à l'inféren
e subje
tive Bayésienne. Il n'existe pas d'ou-tils simples de statistique pour dé�nir l'a

ord entre une distribution antérieure et une
onnaissan
e obje
tive apportées par des données observées.Il faut noter dans l'observation stri
te du paradigme bayésien que la distribution apriori et la vraisemblan
e 
onstituent un modèle entier de dé
ision et il semble à premièrevue non approprié de déterminer les degrés d'anomalie entre eux, d'un point de vuethéorique. C'est pourquoi beau
oup d'arti
les sur l'inféren
e Bayésienne sont portés surl'étude de l'a

ord des données ave
 le 
hoix du modèle bayésien et la déte
tion de lasurprise [Bayarri et Berger, 1998℄. À notre 
onnaissan
e, il y a peu d'arti
les traitant ladéte
tion du 
on�it entre l'a priori et la vraisemblan
e. Le prin
ipe est de mettre enpla
e des indi
ateurs habituellement 
onstruits pour permettre de modi�er l'antérieur oula probabilité en déte
tant et en enlevant des données mal positionnées ou des données97



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVAtrop in�uentes. La question est d'obtenir des a priori robustes permettant un impa
t aposteriori négligeable quand un 
on�it est déte
té.[Han, 1997℄ a développé des méthodes pour 
onstruire la distribution antérieure hié-rar
hique. Ré
emment, quelques résultats ont été obtenus sur la méthode Bayésiennehiérar
hique pour traiter des données de la vie. Mais tous 
es résultats obtenus au moyende méthodes bayésiennes hiérar
hiques 
omportent des intégrations 
ompliquées.[Dunson et Taylor, 2005℄ suppose que les données se 
omposent d'un é
hantillon aléa-toire d'une fon
tion de distribution FY , qui est in
onnue, et que l'intérêt s'appuie surles inféren
es de paramètres données 
omme un ve
teur des quantiles de FY . Quand lafon
tion de probabilité n'est pas entièrement indiquée, une densité postérieure ne peutpas être 
al
ulée et l'inféren
e Bayésienne est di�
ile. Les auteurs prennent en 
onsidéra-tion une appro
he qui se fonde sur une vraisemblan
e de substitution 
ara
térisée par unve
teur des quantiles.[Cross et al., 2007℄ propose une te
hnique Bayésienne pour l'évaluation simultanée dela taille initiale équivalente �aw size (EIFS) et les distributions de taux de propagationde la �ssure dans les modèles de prévision de la vie basés par mé
anique de rupture desdonnées d'inspe
tion. La méthode d'inféren
e mesure séparément les di�érentes sour
esde variabilité pour obtenir une distribution indépendante EIFS sans 
ontraintes pourla 
onnaissan
e a priori des in
ertitudes sur d'autres paramètres. La 
apa
ité prévoitsimultanément et exa
tement le bruit du taux de propagation de la �ssure de distributionet d'EIFS d'une petite taille d'é
hantillon.Le théorème de Bayes (equation II.1) témoigne d'une 
ertaine auda
e, puisqu'il metsur un pied d'égalité 
auses et e�ets, tous deux pouvant être probabilisés. La di�éren
eentre observations et paramètres s'estompe, les manipulations 
onditionnelles permettantd'inter
hanger leurs positions respe
tives.Quand le paradigme bayésien doit être mis en ÷uvre pour estimer les paramètresd'un modèle de dé
ision, la modélisation a priori de 
es paramètres doit être 
alibrée trèssoigneusement. Si la vraisemblan
e des données observées et la 
onnaissan
e a priori se ré-vèlent en trop grand désa

ord sur la zone de 
on�an
e qu'elles induisent pour 
ha
un desparamètres, l'inféren
e Bayésienne peut 
onduire à des mauvaises dé
isions. La déte
tiond'un tel 
on�it revêt un aspe
t important - et 
urieusement sous-estimé - en statistiqueappliquée à des problèmes 
on
ertes.Dans l' ouvrage [Tribus, 1972℄, qui 
onstitue une somme des te
hniques bayésiennesdont la grande émergen
e se fait à 
ette époque, il est montré que le χ2 
onstitue unexemple de passage à la limite du psi-test (test de plausibilité) bayésien lorsque le nombrede valeurs en présen
e devient important - 
e qui est la 
ondition de travail des statistiques98
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 les données
lassiques, mais pas né
essairement des bayésiennes. Le ra

ord entre les deux dis
iplines,qui sont asymptotiquement 
onvergentes, est ainsi 
omplet.Le psi-test bayésien (qui est utilisé pour déterminer la plausibilité d'une distributionpar rapport à des observations) est asymptotiquement 
onvergent ave
 le χ2 des statis-tiques 
lassiques dans la mesure où le nombre d'observations devient grand. Le 
hoixapparemment arbitraire d'une distan
e eu
lidienne dans le χ2 est ainsi parfaitement jus-ti�é a posteriori par le raisonnement bayésien.[Idée, 2001℄ propose d'employer un test de Fisher entre les mesures antérieures et empi-riques de l'in
ertitude. Aussi, dans le 
adre de [Usureau, 2001℄, on trouve une méthode devéri�
ation des lois a priori modélisées en étudiant la 
ompatibilité ave
 la vraisemblan
e([Usureau et al., 2004℄, [Guerin et al., 2003℄, [Guerin et al., 2004℄). Ces auteurs ont dé�niun indi
ateur évaluant la pertinen
e de la loi a priori et ont mis en pla
e une méthodepermettant une meilleure utilisation de 
elle-
i par rapport à la distribution de vraisem-blan
e. Le domaine d'existen
e de 
et indi
ateur est [0, 1]. Plus la valeur est pro
he de
1, plus les deux distributions sont 
ohérentes. Les auteurs vont plus loin en pondèrantl'information a priori ave
 
e fa
teur pour diminuer son in�uen
e sur l'a posteriori.L'un des plus ré
ents travaux sur 
e sujet a été dirigé dans [Bousqet, 2006℄. Dans le
adre de 
e rapport, l'auteur propose la validation de l'a priori en employant un 
ritèrede 
ohéren
e qui mesure la 
omparabilité entre la modélisation a priori π et l'informationapportée par les données. Le 
ritère 
onsiste à 
al
uler le ratio :

DACJ (π |yn) =
KL

(

πJ (. |yn) ‖π
)

KL (πJ (. |yn) ‖πJ )
(II.38)ave
 KL (π1 ‖π2 ) =

∫

Θ
π1 (θ) log π1(θ)

π2(θ)
dθ la divergen
e Kullba
k-Leibler entre les distri-butions π1 et π2 et πJ l'a priori non informative. DAC est 
onsidéré 
omme 
ritère de
on
ordan
e entre les données. Une valeur DACJ (π |yn) ≤ 1 
ara
térise une 
on
ordan
eentre les données . |yn et l'a priori π. Une valeur DACJ (π |yn) > 1 signale un 
on�it.La méthodologie n'est pas appli
able aussi fa
ilement pour des 
as plus 
omplexes queles 
as idéaux à 
ause des ajustements né
essaires à faire sur πJ suite à sa impropreté(∫

Θ
π (θ) dθ → ∞).Une fois que l'une de 
es modélisations a été véri�ée et qu'il est prouvé que l'a priorin'est pas 
ompatible ave
 l'information apportée par les données, trois solutions peuventêtre envisagées :� revenir à l'utilisation des méthodes 
lassiques, 
e qui implique soit la perte d'intérêtpour les méthodes Bayésiennes, soit la disparition d'une partie d'information qui setraduit dans des pertes é
onomiques, 99



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVA� re
ommen
er la modélisation de la 
onnaissan
e a priori, 
e qui peut se révéler longet 
oûteux en terme d'analyse de données ou d'interrogation des experts,� pondérer la 
onnaissan
e a priori pour la rendre 
ompatible ave
 les résultats réel-lement obtenus (vraisemblan
e) et don
 ne retenir qu'une partie des informationsa priori. En e�et, même mal modélisée, la 
onnaissan
e a priori est en partie baséesur des données 
orre
tes qui peuvent être exploitées dans le 
adre de l'inféren
eBayésienne.II.5.1 Le prin
ipe de 
al
ul d'un fa
teur de 
ompatibilité norma-liséDans le 
adre Bayésien, la probabilité retrouve sa sémantique naturelle : évaluer l'in
er-titude allant du 
onnu (les données statistiques) vers l'in
onnu (les hypothèses d'intérêt).En 
ombinant les données ave
 une distribution initiale qui synthétise les informationsautres que les données, la règle de Bayes 
onduit à une distribution �nale qui permet de
al
uler les probabilités des hypothèses.L'inféren
e Bayésienne 
lassique dans le 
adre de l'analyse de la �abilité expérimentale,par la formulation mathématique donnée par l'équation II.1, en faisant le produit dire
tentre la fon
tion a priori et la vraisemblan
e, donne le même poids aux deux distributions :la vraisemblan
e et la 
onnaissan
e a priori.Pour les 
as où l'une des deux serait trop informative, on observe que l'autre ne 
ompteplus.Dans le 
adre de la démar
he présentée dans [Usureau, 2001℄, il est montré une ap-pro
he qui permet de pondérer l'information a priori en fon
tion du degré de 
ompatibilitéentre l'a priori et la vraisemblan
e. Nous proposons d'étudier l'appli
ation de 
ette ap-pro
he à notre problématique.Cette méthodologie permet de déterminer un fa
teur K de pondération normalisé
ompris entre 0 et 1 qui permet :� de déterminer le degré de 
ompatibilité de la modélisation de la 
onnaissan
e a prioriave
 les données réelles,� de pondérer la distribution a priori a�n de la rendre 
ompatible ave
 les donnéesobservées et pour ne pas biaiser les résultats de l'analyse.Un tel fa
teur de pondération doit pouvoir être utilisé dans le 
as général, exploitableet e�
a
e dans tous les 
as extrêmes possibles.La méthodologie 
ompare l'information a priori qu'on a pour 
haque paramètre θiave
 l'information 
ontenue par la vraisemblan
e dé�nie par les fon
tions marginales (voir100



II.5. Compatibilité de l'a priori ave
 les donnéesse
tion I.3.2.2.2).Ce fa
teur doit mesurer la similitude entre la distribution a priori initiale modélisée àpartir des avis d'experts, des données et/ou simulations sur des produits similaires et lafon
tion de vraisemblan
e représentant, elle, les données réelles observées.

Fig. II.21 � Prin
ipe de détermination du 
oe�
ient de pondération normalisé
Cette similitude est proportionnelle au produit de 
onvolution (voir Figure II.21) entrel'a priori g0(θ) et la vraisemblan
e f(θ). Il est ainsi possible de dé�nir le réel C(δ) par leproduit de 
onvolution g0(θ) ⊗ f(θ), soit :

C(δ) =

∫

D(θ)

g0(θ)f(θ − δ)dθ (II.39)Certes, on peut pro
éder d'une autre manière en é
rivant C(δ) =
∫

D(θ)
g0(θ − δ)f(θ)dθ,
ela ne 
hange en rien le 
al
ul.La valeur de C(δ) évolue bien ave
 la similitude entre la distribution a priori g0(θ) etla distribution de vraisemblan
e f(p) puisque plus les deux fon
tions se re
oupent et plusC(δ) est élevée. Dans le 
as 
ontraire, plus les deux fon
tions ne sont pas similaires et plusC(δ) est faible.Il reste maintenant à trouver une solution pour réaliser la pondération de la distribu-tion a priori. Pour 
e faire, il su�t de dé�nir un valeur 
ohérente ave
 C(δ) qui évolueuniquement entre 0 et 1 . L'expression normalisée de C(δ) su�t à répondre à 
e problème,notons la K :

K =
C(0)

Cmax(δ)
(II.40)101



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVAave
� C(0) obtenue pour δ = 0� Cmax(δ) représentant la valeur maximum de C(δ), 
'est-à-dire pour simpli�er lemaximum de l'aire qui se trouve sous la 
ourbe produit des deux fon
tions g0(θ) et
f(θ) quand on fait glisser les deux 
ourbes l'une sur l'autre (voir �gure II.21).Finalement, K n'est autre qu'un fa
teur de 
ompatibilité normalisé entre la distribu-tion a priori et la distribution de vraisemblan
e.II.5.2 L'utilisation du fa
teur de 
ompatibilité 
omme fa
teur depondération de l'a prioriNous disposons maintenant d'un fa
teur K de pondération qui permet de statuer surla bonne 
ohéren
e entre la modélisation a priori et les essais réels symbolisés par lavraisemblan
e. Bien entendu, le fa
teur K est déjà utile dans le sens où il va permettrede statuer sur la pertinen
e de l'a priori.Il est possible d'aller plus loin dans la démar
he. En e�et, quel que soit l'état de ladistribution a priori, le fa
teur K peut être utilisé pour pondérer 
ette 
onnaissan
e a�nd'améliorer la 
ompatibilité ave
 la vraisemblan
e.Plus K sera pro
he de 1 et plus la 
onnaissan
e a priori originale sera intégrée, per-mettant ainsi d'exploiter au mieux l'un des intérêts des méthodes bayésiennes, à savoirde réaliser des gains 
onsidérables sur les plans d'essais de Sé
urité/Fiabilité.Plus K sera pro
he de 0, moins la 
onnaissan
e a priori initiale sera intégrée dansl'inféren
e Bayésienne, évitant ainsi de prendre des dé
isions pouvant être lourdes de
onséquen
es sur le plan de la Sé
urité ou sur le plan é
onomique, 
e
i sur la base derésultats faux.Le but ainsi serait de pondérer une distribution de telle façon que la distributionpondérée soit 1/K fois moins informative.L'information de Fisher est une notion qui quanti�e l'information relative à un para-mètre 
ontenu dans une distribution. Sa dé�nition est fortement liée à la varian
e I.32. Oninterprète la varian
e 
omme l'espéran
e des 
arrés des é
arts à l'espéran
e. Elle permetde 
ara
tériser la dispersion des valeurs par rapport à la moyenne. Ainsi, une distributionave
 une même espéran
e et une varian
e plus grande apparaîtra 
omme plus étalée.Le résultat est qu'on ne modi�e pas le mode de la distribution a priori, par 
ontre la va-rian
e devient plus importante a�aiblissant 
ette distribution. Le fa
teur de pondérationK évoluant ave
 le niveau de pondération entre a priori et vraisemblan
e, la modélisationa priori initiale sera d'autant plus intégrée dans l'inféren
e Bayésienne qu'elle est 
ompa-102



II.5. Compatibilité de l'a priori ave
 les donnéestible ave
 la vraisemblan
e. Il en sera de même en 
as d'in
ompatibilité entre l'a priori etla vraisemblan
e 
ar le fa
teur K sera pro
he de 0. Le poids de la vraisemblan
e dans l'in-féren
e Bayésienne sera don
 prépondérant. Aussi, la modélisation a priori in
ompatibleau départ sera très peu exploitée.Ainsi, le premier moment de la nouvelle distribution serait identique ave
 l'an
ien maisle deuxième moment serait 1/K fois plus grand.Pour le 
al
ul pratique nous distinguons deux 
as possibles :� Le 
as où l'on peut trouver la solution en résolvant dire
tement les égalités entre leséquations dé
rivant les moments d'ordre 1 et 2.Par exemple, 
onsidérons le 
as d'une distribution a priori f(x) de type gamma deparamètres α et λ, de densité de probabilité f (x) = xα−1 e−
x
λ

Γ(α)λα , ave
 l'espéran
e
αλ et la varian
e αλ2. La pondération de la distribution a priori par le fa
teur Kdonne une nouvelle distribution de paramètres tels que :

{

αλ = α′λ′

αλ2 = Kα′λ′2
(II.41)Qui donnent α′ = Kα et λ′ = λ

K
.� Le 
as où, pour résoudre les égalités pré
édentes, il faut appliquer une méthodenumérique d'optimisation.Par exemple, 
onsidérons le 
as d'une distribution a priori f(x) de type Weibull deparamètres β et η, de densité de probabilité f(x) = β

η

(

x
η

)β−1

e−(x
η )

β , ave
 l'espé-ran
e ηΓ(1 + 1
β

) et la varian
e η2Γ
(

1 + 1
β

)

−
(

ηΓ
(

1 + 1
β

))2. La pondération de ladistribution a priori par le fa
teur K donne une nouvelle distribution de paramètresvéri�ant :






ηΓ
(

1 + 1
β

)

= η′Γ
(

1 + 1
β′

)

η2Γ
(

1 + 1
β

)

−
(

ηΓ
(

1 + 1
β

))2

= Kη′2Γ
(

1 + 1
β′

)

−
(

η′Γ
(

1 + 1
β′

))2 (II.42)Les paramètres β ′ et η′ sont obtenus en résolvant numériquement 
es équations.A titre d'illustration, les �gures suivantes présentent des exemples d'inféren
e Bayé-sienne utilisant une distribution a priori pondérée dans la 
onstru
tion de 
elle 
orrespon-dant à l'a posteriori en 
onsidérant les systèmes à mortalité exponentielle (à gau
he) etbin�miale (à droite).Distributions a priori très pessimiste ou optimiste => K très faible103



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVADans les �gures 
i-dessous, que la distribution a priori soit très optimiste (�gure II.22)ou bien très pessimiste (�gure II.23), le fa
teur de pondération K est très faible.

Fig. II.22 � Distribution a priori dé
alée et trop optimisteLa pondération, par 
e fa
teur, de la distribution a priori permet de donner un maxi-mum de poids à la vraisemblan
e.La distribution a posteriori est don
 modélisée prin
ipalement en exploitant les résul-tats de la vraisemblan
e puis, à une moindre é
helle, par les données 
ohérentes de l'apriori. Les résultats sont don
 plus pro
hes de la réalité et l'inféren
e Bayésienne a mieuxété optimisée.

Fig. II.23 � Distribution a priori dé
alée et trop pessimisteDistribution a priori non 
ohérente => K minimumDans le 
as de la �gure II.24, la distribution a priori n'est absolument pas 
ohérenteet beau
oup trop optimiste. La pondération par K, qui 
ette fois-
i est nul, permet de ne104



II.5. Compatibilité de l'a priori ave
 les donnéespas prendre en 
ompte l'erreur liée à l'a priori. La distribution a posteriori est identiqueà la distribution de vraisemblan
e, 
e 
as 
orrespond au 
as des essais 
lassiques.

Fig. II.24 � Distribution a priori in
ohérenteDistribution a priori 
ohérente => K maximumDans le 
as de la �gure II.25, la pondération entre a priori et la vraisemblan
e estmaximale. La pondération par le fa
teur K égal à 1 n'a au
un e�et sur l'a posteriori.

Fig. II.25 � Distribution a priori 
ohérenteDistribution a priori en partie 
ohérente => 0 < K <1Le 
inquième 
as (�gure II.26) est une illustration de toutes les éventualités 
ompriseslorsque K n'est ni minimum, ni maximum. Dans 
e 
as, seule la partie 
ohérente de l'apriori est prise en 
ompte dans l'inféren
e Bayésienne, laissant plus ou moins de poids àla vraisemblan
e en fon
tion de la similitude des deux fon
tions. Ce
i permet d'inhiber105



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVAles erreurs liées à la première modélisation a priori et de fournir des résultats �ables àl'analyste et au dé
ideur.

Fig. II.26 � Distribution a priori partiellement 
ohérenteII.5.3 Appli
ation au modèle SVALa re
her
he de la 
ompatibilité entre la 
onnaissan
e a priori et la vraisemblan
e
onsiste à déterminer les fa
teurs K pour 
ha
un des paramètres du modèle SVA 
onsi-déré (paramétrique ou semi-paramétrique). Pour 
e faire, nous déterminons les fon
tionsmarginales (gθ(θ)) asso
iées aux paramètres θ ((fθi
(θi) pour le paramètre θi) du modèlepar :

fθi
(θi) =

∫

j=1...q,j 6=i
· · ·
∫

L(θ1, ..., θq).
∏

j=1...q,j 6=i dθj
∫

j=1...q
· · ·
∫

L(θ1, ..., θq).
∏

j=1...q dθj

(II.43)Ensuite, nous déterminons le fa
teurKθi
selon la méthode présentée dans le paragrapheII.5.1 en 
onsidérant les distributions marginale fθi

(θi) et a priori Πθi
(θi). Une fois lesfa
teurs Kθi

estimés, nous déterminons les distributions a priori pondérées d'après laméthode détaillée dans le paragraphe pré
édent. Cette étape n'est pas systématique, 
arl'in
ompatibilité peut s'expliquer par d'autres 
auses qu'un problème d'a priori. Ainsi,nous obtenons la nouvelle formulation de l'inféren
e bayésienne :
πapo (θ/ti) =

L (t1, .., tn/θ)
∏q

i=1 π (θi, Kθi
)

∫

Ω
L (t1, .., tn/θ)

∏q
i=1 π (θi, Kθi

) dθi

(II.44)ave
 
omme notations L (t1, .., tn/θ) la vraisemblan
e (dé�nie par les équations II.2,pour le 
as paramétrique, ou II.25, pour le 
as semi-paramétrique), pi (θi, Kθi
) la distri-bution a priori pondérée pour le paramètre θi et πapo (θ/ti) la fon
tion a posteriori.106



II.5. Compatibilité de l'a priori ave
 les donnéesPour illustrer 
ette te
hnique de pondération, 
onsidérons l'exemple présenté dans leparagraphe II.6.1.3 en étudiant uniquement le paramètre υ. La �gure II.27 présente lesfon
tions de densité de l'a priori (
ourbe 1) et de la vraisemblan
e (
ourbe 2) et l' aposterionri (
ourbe 3). On observe que l'a posteriori est dé
alé par rapport à la valeurthéorique et quasiment superposé à l'a priori. Cela s'explique par le 
hoix d'un a prioriin
ohérent et très informatif.
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Fig. II.27 � Estimation 
lassique pour υL'appli
ation du 
ritère DAC ([Bousqet, 2006℄) donne une valeur de 1.4 
e qui invalidele 
hoix d'a priori pour le jeu de données. Le 
al
ul de fa
teur de pondération K donneune valeur de 0.135, valeur qui est su�samment petite pour invalider aussi le 
hoix d'apriori. En plus, en allant plus loin, la pondération de l'a priori ave
 le fa
teur K = 0.135donne la 
ourbe (4) de la �gure II.28. L'appli
ation de démar
he Bayésienne sur l'a prioriainsi pondérée donne l'estimation a posteriori (
ourbe 5), estimation moins informativemais pro
he de la valeur théorique.

107



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVA

1.5 2 2.5 3 3.5 4

2

4

6

8

10

12

14

υ

f(υ)
théorique

(1)

(2)
(3)

(4)

(5)

Fig. II.28 � Pondération pour υ
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II.6. Exemple numériqueII.6 Exemple numériqueL'obje
tif de 
et exemple est d'appliquer la méthodologie de la pondération de l'apriori. Pour 
e faire, nous reprenons les mêmes paramètres de simulation et de 
onnaisan
ea priori de l'exemple du paragraphe II.6.II.6.1 RésultatsPour étudier l'in�uen
e de la simulation, nous avons répété 10 fois les simulations.Nous reprenons les trois 
as de 
onnaissan
es a priori :1. un 
as d'un a priori 
ohérent (
'est-à-dire 
entré sur la valeur théorique) et peuinformatif (varian
e importante),2. un 
as d'un a priori très informatif et 
ohérent,3. un 
as d'un a priori très informatif et in
ohérent (dé
entré par rapport à la valeurthéorique).II.6.1.1 A priori peu informatif et 
ohérentPour le premier 
as, une assez faible information a priori sur les paramètres a été
onsidérée. Pour 
haque paramètre, un intervalle assez large a été 
onsidéré 
omme dé�-nissant le limites des fon
tions uniformes a priori 
ara
térisant le groupe de paramètres
θ = υ, η, Ea.Alors, nous avons les limites suivantes :� υ ∈ (0, 4.68)� η ∈ (0, 230) mois� Ea ∈ (0, 0.58) eVAu 
ours de la simulation, les valeurs du fa
teur K 
al
ulées, selon la méthode pré-sentée dans le paragraphe II.5.1, sont 
omprises dans l'intervalle [0.88, 0.99]. Aussi, lesestimations sont 
omparables à 
elles du paragraphe II.6.1.1 
ar l'a priori n'est quasimentpas pondéré.II.6.1.2 A priori très informatif et 
ohérentPour le deuxième 
as, un a priori très informatif et 
ohérent a été 
onsidéré. Pour
haque paramètre, un intervalle de ±1/8 de la valeur théorique et 
entré sur 
ette dernièrea été 
onsidéré.Alors, nous avons les intervalles suivants :109



Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVA� υ ∈ (2.0475, 2.6325)� η ∈ (100, 120) mois� Ea ∈ (0.25375, 0.32625) eVAu 
ours de simulations, les valeurs du fa
teur K ont été 
al
ulées et elles étaient
omprises dans l'intervalle [0.88, 0.99]. Comme dans le 
as pré
édent, les estimations sont
onformes à 
elles obtenues dans le paragraphe II.6.1.2 puisque l'a priori n'était quasimentpas pondéré.II.6.1.3 A priori in
ohérent et informatifPour le troisième 
as, une mauvaise information a priori sur les paramètres a été
onsidérée. C'est-à-dire que l'on a 
hoisi des intervalles serrés et dé
entrés des valeursthéoriques.Nous avons 
onsidéré les limites suivantes :� υ ∈ (2.5, 2.6)� η ∈ (80, 90) mois� Ea ∈ (0.33, 0.35) eVLes résultats sur l'estimation des paramétres sont présentés dans les �gures II.29, II.30et II.31.
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e 90%Suite aux estimations des paramètres, on peut 
ara
tériser, en utilisant l'équation II.22l'intervalle de 
on�an
e sur la fon
tion R(t).La �gure II.32 présente, pour quatre situations n1 = n2 = 5, n1 = n2 = 15, n1 = n2 =

25 et n1 = n2 = 50 les estimations sur les fon
tions R(t) et les intervalles de 
on�an
epour un niveau de 
on�an
e α = 0.95%. 110



II.6. Exemple numérique
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Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVAII.6.1.3.1 Les résultats de la méthode Bayésienne 
lassique La forte informa-tion 
ontenue dans l'a priori l'emporte fa
e aux résultats de test. Ainsi, les estimationsne tiennent presque pas du tout 
ompte des résultats d'essai. Ainsi, à 
ause de l'é
artexistant entre les intervalles a priori et la valeur théorique, tous les résultats sont dé
aléspar rapport aux vraies valeurs :� les estimateurs pon
tuels de υ et de Ea sont surévalués� l'estimateur pon
tuel de η est sous-évaluéDu fait des informations a priori très informatives par rapport aux résultats d'essai,les intervalles de 
on�an
e obtenus sont très serrés et dé
alés des valeurs théoriques.II.6.1.3.2 Les résultats de la méthode Bayésienne pondérée La forte infor-mation a priori n'est pas validée par la méthodologie. Ainsi, des valeurs très faibles desfa
teurs K sont trouvées et une diminution importante de l'informativité de l'a prioris'impose. C'est pour 
ela que, en appliquant la pondération dans 
e 
as, les résultats sonttrès sensibles aux données d'essai.En plus, par rapport à l'inféren
e Bayésienne 
lassique, les intervalles de 
on�an
e à
90% 
ontiennent les valeurs théoriques.II.6.2 SynthèseEn résumé, et sur la base des exemples présentés 
i-dessus, la pondération par le fa
teurde pondération K présente un intérêt évident, 
e
i quelle que soit la situation à analyser.En e�et, dans le 
as extrême d'a priori non 
ohérent, il permet de ne pas utiliser la loi apriori. Ce 
as revient à utiliser les méthodes 
lassiques en évitant à l'analyste de s'engagerinutilement sur des plans d'essais trop importants et sans au
une justi�
ation réelle. Al'opposé, même si l'a priori est parfaitement 
ohérent, la pondération n'a au
un impa
t,
e qui revient à réaliser une inféren
e Bayésienne normale, assurant ainsi d'exploiter aumieux l'intérêt de 
es méthodes. En�n, entre 
es deux 
as, la pondération par K apportele fait de n'exploiter que la partie utile de la modélisation a priori, 
e qui permet de nepas biaiser les résultats.Plus K est pro
he de 1, plus la distribution a priori doit être prise en 
onsidération.Cela se manifestera par la quasi 
onservation du nombre de défaillan
es équivalent k0 etdu nombre d'essais équivalent N0 (dans le 
as de systèmes à mortalité bin�miale) ou dutemps 
umulé d'essai équivalent T0 (dans le 
as de systèmes à mortalité exponentielle)obtenus à partir des données du retour d'expérien
es sur des produits similaires, desrésultats d'études de 
on
eption, des avis d'experts, ...112



II.6. Exemple numériqueEn revan
he, si le fa
teur K est inférieur à 1, on peut dé
ider soit de rejeter l'apriori pour une valeur de K inférieure à une valeur limite, soit pour "a�aiblir" l'a priori.On admet alors des informations moins "ri
hes" pour l'a priori qui se manifeste par unnombre de défaillan
es réduit, une taille d'é
hantillon (dans le 
as de système à mortalitébin�miale), un temps 
umulé d'essai (dans le 
as de système à mortalité exponentielle) etsans pour autant modi�er le maximum de la distribution a priori.Seul l'é
art type de la distribution est a�e
té d'une manière d'autant plus importanteque la taille d'é
hantillon ou le temps 
umulé diminue.A l'inverse, si K = 1, il n'existe au
une raison de rejeter l'a priori et l'essai réel àréaliser sera réduit.Au fur et à mesure que l'on va enri
hir les essais réels, on va "renfor
er" la vraisem-blan
e et l'on peut s'attendre à 
e que K diminue.Quand la taille de l'é
hantillon d'essais réels ou le temps 
umulé d'essais réels tendvers l'in�ni, on retrouve le résultat des essais 
lassiques 
ar K→0 (on ne tient plus 
omptede l'a priori).
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Chapitre II. Estimation Bayésienne des modèles SVAII.7 Con
lusionCe 
hapitre a présenté l'introdu
tion de la démar
he bayésienne dans l'estimation desparamètres des modèles SVA. Elle permet de réduire les intervalles de 
on�an
e en appor-tant une 
onnaisan
e a priori. La démar
he a été appliquée aux modèles paramétrique etsemi-paramétrique en étudiant les estimations 
lassiques et MAP (Maximun of A Priori).Ensuite, nous avons traité un aspe
t important dans la démar
he bayésienne en pro-posant une méthodologie de 
onstru
tion de la distribution a priori :Pour �nir, nous avons abordé un aspe
t peu étudié qui est la 
ompatibilité entre lapriori (�abilité présumée du système et son in
ertitude) et la vraisemblan
e (donnéesréelles de �abilité). Ainsi, nous avons proposé un indi
ateur de 
ompatibilité, noté K et
ompris entre 0 et 1, permettant par la suite de pondérer la priori. Les nombreux exemplestraités montrent le�
a
ité de la méthode proposée. Néanmois, une étude 
omplémentaireest né
essaire a�n de tester 
ette méthode de pondération lorsque l'in
ompatibilité estuniquement sur une partie des paramètres. Il reste à étendre la démar
he bayésienne auxautres modèles SVA (non paramétrique, Cox, ...) et plan (stress é
helonné, ...).Le modèle SVA permet ensuite d'estimer la �abilité en 
onditions nominales. Cetteétape est importante puisqu'elle permet de véri�er la tenue des obje
tifs 
ontra
tuels.Pour 
e faire, il est né
essaire de 
onnaître le pro�l de mission du produit. Dans denombreux 
as, il est di�
ile d'obtenir 
ette information 
ar le produit peut être utilisédans di�érents environnements, par divers utilisateurs, ... Nous proposons dans le 
hapitresuivant d'intégrer 
ettte variabilité dans l'estimation de la �abilité.
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Chapitre III. Estimation de la �abilité en environnement aléatoireIII.1 Introdu
tionLes modèles de vie dé
rits dans les deux 
hapitres pré
édents permettent une estima-tion de la �abilité à n'importe quel niveau du stress. Suite aux tests en laboratoire, enintégrant toutes les 
onnaissan
es a priori, une estimation de la �abilité peut être obte-nue. Mais, il y a souvent des di�éren
es importantes entre les estimations obtenues enlaboratoire et le 
omportement réel du produit. Pour bien approximer le 
omportementréel de la vie du produit, on est obligé de tenir 
ompte de la variabilité d'utilisation dusystème.La prise en 
ompte des 
onditions réelles d'usage devient un enjeu te
hnologique eté
onomique. Mais elle entraîne un profond 
hangement d'attitude puisque les 
auses sontenvisagées d'une manière probable à partir de suppositions d'utilisation par un segmentsigni�
atif d'une population. Et, naturellement, le 
al
ul des e�ets sera présenté en termesde probabilité de 
ontrainte et de �abilité [Lannoy, 2004℄. Cette appro
he est possible 
ardeux maillons de la modélisation sont bien maîtrisés a
tuellement. Tout d'abord, les 
onsé-quen
es des 
hargements variés appliqués sur les 
omposants peuvent être analysées et
al
ulées en termes de sur
harges dynamiques [Savard, 2004℄ [Bedard, 2000℄. L'ingénieur
on
epteur peut alors mettre en pla
e des méthodes de 
al
ul 
on
iliant au mieux les
onnaissan
es a
tuelles et les obje
tifs qu'il doit atteindre. Ainsi, en amont de l'appro
he,il lui faut 
onnaître les 
hargements à partir des 
onditions imposées par les utilisateurs.Et, en aval de l'appro
he, il lui faut 
al
uler les 
onséquen
es de 
es 
hargements.Dans le but d'estimer une probabilité de défaillan
e du produit au 
ours du temps, uneanalyse de l'environnement de 
e produit soumis à une variabilité des 
onditions d'utili-sation et de fon
tionnement est né
essaire. Par exemple, des produits identiques utiliséspar di�érents utilisateurs peuvent être solli
ités di�éremment. Alors, il est indispensablede tenir 
ompte de 
ette variabilité dans l'estimation de la �abilité.Un autre aspe
t est la diversité d'a
tion du temps agissant sur les 
omposants d'unsystème. En e�et, 
ertains mé
anismes de défaillan
e sont sensibles au temps 
alendaire,au nombre de 
y
les, au kilométrage, ... De plus, 
ertains équipements peuvent être ga-rantis selon plusieurs modalités temporelles (par exemple pour l'automobile, les garantiespeuvent être dé�nies pour 5 ans ou 100 000 km).Dans la suite du travail, nous aborderons la variabilité à travers 3 notions :1. Les phases de vie 
orrespondent à des modalités de fon
tionnement di�érentes duproduit. On peut 
iter les di�érentes phases de vie d'un avion :� fon
tionnement (dé
ollage, vol, atterrissage, fon
tionnement aggressif ou non ,et
.) 116



III.1. Introdu
tion� repos� maintenan
e� sto
kage, et
.2. Les missions sont asso
iées à des usages di�érents du produit qui impliquent desrépartitions spé
i�ques des phases de vie. En reprenant l'exemple de l'aéronautique,on peut 
iter les missions suivantes pour un avion :� long 
ourrier,� moyen 
ourrier,� low 
ost,� et
.3. L'environnement dé�nit les 
onditions dans lesquelles le produit fon
tionne. Leséléments d'un environnement peuvent être :� 
limatique (température, 
y
les de température, humidité, et
.)� mé
anique (vibrations, 
ho
s, et
.)� 
himique (pollution, et
.),� éle
trique, (tension, intensité, dé
harge, et
.) et
.Aujourd'hui, on vient modéliser toute la variabilité par des pro�ls de mission quidé
rivent pour une mission donnée (par exemple pour un moyen 
ourrier), les di�érentesphases de vie (fon
tionnement, repos, maintenan
e, ... de l'avion) et les niveaux de stresspar phase. La �gure III.1 présente un pro�l de mission pour une 
arte éle
tronique montéeen soute dans un moyen-long 
ourrier.

Fig. III.1 � Pro�l d'emploi de type aéronautique 
ivil moyen / long 
ourrier [FIDES, 2004℄Néanmoins, 
es pro�ls sont souvent dé�nis de manière 
on
ervative (surévaluation desniveaux de stress) pour minimiser les risques. Pourtant, dans la réalité les niveaux destress peuvent �u
tuer dans des zones plus faibles (ou plus hautes). A titre d'exemple,la �gure III.2 présente l'évolution temporelle de la température. Quand 
ette informationest disponible, nous proposons de l'introduire dans l'estimation de la �abilité.117



Chapitre III. Estimation de la �abilité en environnement aléatoire
50
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X(t)

Fig. III.2 � Estimation d'un pro�l de missionNous proposons, dans le 
adre de 
ette thèse, de traiter la question de la prise en
ompte de la variabilité lors de l'estimation de la �abilité. Pour 
e faire, nous allons 
onsi-dérer plusieurs 
as, 
orrespondant à di�érentes situations ren
ontrées dans l'industrie, quiintègrent plus ou moins la variabilité. Ainsi, nous proposons trois appro
hes d'estimationde la fon
tion de �abilité :1. la première prend en 
ompte uniquement un pro�l de mission déterministe,2. la deuxième permet de prendre en 
ompte la variabilité de l'usage (diversité d'uti-lisateurs). A l'aide d'une appro
he Contrainte-Résistan
e, nous pouvons estimer la�abilité d'un équipement pour un temps donné. Ainsi, 
ette appro
he permet dedéterminer la proportion défaillante d'une population durant, par exemple, une pé-riode de garantie,3. la dernière appro
he 
onsiste à intégrer l'évolution temporelle des solli
itations (tem-pérature, pression, humidité, ...) dans l'estimation de la fon
tion de �abilité. Cetteappro
he né
essite de suivre en temps réel (ou périodiquement) le fon
tionnementet les 
onditions environnementales des produits. Ce
i est possible à l'aide d'une ins-trumentation spé
i�que ou dans le 
adre de programmes "Health monitoring" quipermettent de prévoir des maintenan
es en fon
tion du niveau réel de dégradationdu produit. Cette dégradation est dire
tement liée aux niveaux de solli
itation duproduit. Dans le 
adre de 
ette thèse, nous proposons d'utiliser trois méthodes :� estimation en intégrant les stress dé�nis par des distributions indépendantes dutemps,� estimation de la fon
tion de �abilité intégrant les séries temporelles des stress,� estimation en 
onsidérant un pro�l dis
rétisé.L'ensemble de 
es appro
hes né
essite de disposer de tous les modèles SVA asso
iés aux118



III.1. Introdu
tiondi�érents stress listés dans les environnements. Dans le paragraphe suivant, nous présen-tons 
omment sont déterminés les pro�ls de mission et quelles seront les informationsdisponibles.
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Chapitre III. Estimation de la �abilité en environnement aléatoireIII.2 Dé�nition des pro�ls de missionLe pro�l de mission dé
rit de quelle manière un produit sera utilisé et dans quelles
onditions. Aussi, la 
onstru
tion d'un pro�l de mission est déterminante dans le di-mensionnement du produit et dans l'évaluation prévisionnelle de sa �abilité. En e�et, satenue en exploitation dépendra en grande partie de la 
ouverture du pro�l de mission des
onditions opérationnelles. Cette 
onstru
tion se fait par la 
apitalisation de toute l'in-formation disponible sur l'utilisation de produits équivalents, de versions antérieures, ...,ou issue d'avis d'experts. Généralement, le pro�l est 
omposé de deux volets (voir �gureIII.2) :� un premier qui dé
rit les di�érentes phases de vie du produit (fon
tionnement, repos,entretien, ...)� un deuxième qui asso
ie à 
haque phase de vie les niveaux de solli
itation (tempé-rature, humidité, mé
anique, ...),Dans la réalité, 
haque produit sera employé par un utilisateur parti
ulier, qui aura sonpropre usage, dans un environnement spé
i�que en fon
tion, par exemple, du lieu d'exploi-tation. Aussi, un pro�l de mission doit tenir 
ompte de 
es variabilités et il est né
essaired'introduire 
elles-
i dans l'estimation de la �abilité. Ainsi, la �gure III.3 présente unedémar
he possible permettant de 
olle
ter et de 
ara
tériser la variabilité d'usage d'unepopulation d'utilisateurs.

Fig. III.3 � Prise en 
ompte de 
onditions d'usage [et R. KOUTA, 2007℄Dans le 
as où l'on souhaite 
ombiner plusieurs types de solli
itations, il possible deré
upérer un histogramme qui nous donne le temps passé dans 
haque 
ombinaison de120



III.2. Dé�nition des pro�ls de missionsolli
itations. A titre d'exemple, la �gure III.4 présente le nombre d'heures asso
ié à dif-férentes 
ombinaisons de températures et de vibration pour un équipement aéronautique.
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Fig. III.4 � Nombre des heures par température et vibrationIl est également possible d'enregister en temps réel les niveaux de solli
itation subispar le produit (III.5).
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Fig. III.5 � Exemple de variation de la température pour une voiture [Smith, 2002℄Finalement, toutes 
es informations sont synthétisées dans le pro�l de mission. Gé-néralement pour simpli�er les estimations, les variabilités sont résumées par un pro�lmajorant et déterministe (voir le pro�l dé�ni �gure III.2). Nous proposons dans le 
adrede 
ette thèse de traiter la variabilité à deux niveaux :1. le premier 
on
erne la prise en 
ompte de la variabilité d'usage (plusieurs phases devie, di�érents utilisateurs), 121



Chapitre III. Estimation de la �abilité en environnement aléatoire2. le deuxième permet d'intégrer la variabilité des solli
itations au 
ours du temps.Ensuite, il est possible d'imbriquer 
es deux niveaux.III.3 La variabilité d'usageDans 
e paragraphe, nous 
onsidérons la variabilité asso
iée à plusieurs phases de vieet à di�érents utilisateurs. Nous faisons l'hypothèse que la variabilité 
on
erne prin
ipa-lement une répartition di�érente des durées de phase et du temps d'utilisation.III.3.1 Estimation dire
te de la fon
tion de �abilitéDans 
ette se
tion, nous allons nous intéresser à introduire toute la variabilité dans la
onstru
tion de la fon
tion de �abilité.Notons le stress Skji de type i (i = 1, ..., mjl), pour la phase de vie j (j = 1, ..., nl) et pourl'utilisateur k (k = 1, ..., l). Le taux de passage par la phase de vie j pour l'utilisateur kest donnée par pkj. La durée de la phase de vie j pour l'utilisateur k pour la période τest donnée par Tkj = τ.pkjLe fait d'examiner la répartition des durées des phases de vie sur une période donnée,permettra d'intégrer la valiabilité d'utilisation. En e�et, si l'on 
onsidère le kilométraged'une population de voitures au bout d'un an de roulage, on observe une variabilitéimportante. En 
onsidérant que le niveau de stress Skji de type i pour la phase de vie jest 
onstant sur la période Tkj, alors on peut é
rire la �abilité par :
Rki(τ) = e−

∫ τ.pkj
0 λ(u,Skji)du = e−

∑nl
j=1

∫ τ.Tkj
τ.pk,j−1

λ(u,Skji)du =

nl
∏

j=1

RSij
(τ.pkj) (III.1)ave
� τ le temps exprimé selon l'unité de la période 
hoisie (par en exemple en année)� λ(u, Skji) le taux de défaillan
e sous le stress Skji et au temps u� Tk,0 = 0� Rkji la �abilité asso
iée au stress i, à la phase de vie j et à l'utilisateur k (toutesphases de vie 
onfondues).� Rki la �abilité asso
iée au stress i et à l'utilisateur k (toute phase de vie 
onfondue).Pour �nir, si on 
onsidère que le stress i engendre un mé
anisme de défaillan
e in-dépendant des autres, alors il est possible d'é
rire la fon
tion de �abilité globale pour122



III.3. La variabilité d'usagel'utilisateur k à partir des modèles SVA :
Rk(τ) =

nl
∏

j=1

mjl
∏

i=1

RSij
(τ.pkj) (III.2)Ensuite, il est possible de tra
er la fon
tion de �abilité pour 
haque utilisateur k (voir�gure III.6).

t
u 
= vol+sol1+sol2 +sr (en ans) 

= temps d’utilisation

R
(t
u
)

2 6 8

0.2
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0.6

0.8

1

4 10 12 14Fig. III.6 � Courbes de �abilité pour plusieurs 
lientsIII.3.2 Exemple d'illustrationNous proposons un exemple sur un 
al
ulateur de soute embarquée dans un moyen/long
ourrier. Le pro�l est donné, pour un seul utilisateur, par le tableau suivant :
Fig. III.7 � Pro�l d'emploi de type aéronautique 
ivil moyen / long 
ourrier [FIDES, 2004℄Nous avons ainsi les phases suivantes dont les taux pj sont obtenues par la proportiondu temps 
alendaire asso
ié à 
haque phase pour un an. Ainsi :� P1 : sol-operating 1, p1 = 9.10%� P2 : sol-operating 2, p2 = 13.62%� P3 : sol-roulage, p3 = 0.96% 123



Chapitre III. Estimation de la �abilité en environnement aléatoirestress loi a

eleration paramètres du modèle
H, T Pe
k : η(H, T ) = CH−ne

B
T n = 1.24, B = 1638.5, C = 0.411, υ = 2.67

∆T Co�n-Manson : η(∆T ) = ( a
∆T

)n a = 3.87E + 4, n = 1.24, υ = 2.33
Grms Invese Power : η(V ) = ( a

V
)n a = 0.08, n = 2.19, υ = 1.46Tab. III.1 � Lois de �abilité asso
iées et estimations de paramètres� P4 : vol-operating, p4 = 46.38%� P5 : sol-dormant, p5 = 29.71%Nous avons asso
ié à 
haque phase Pi les 3 stress suivants (mj = 3) :� H, T : température, humidité� ∆T : température 
y
lique� Grms : vibrationsLes lois de �abilité asso
iées à 
haque stress sont des lois de Weibull de paramètres υ(forme) et η (é
helle) dé�nis par des lois d'a

élération présentées dans le tableau III.2.Ainsi, l'évaluation de la �abilité globale du système s'exprime :

Rsyst (t) =

{

5
∏

j=1

[

RH,T
Pj (pjt)

]

}{

5
∏

j=1

[

R∆T
Pj (pjt)

]

}{

5
∏

j=1

[

RGrms
Pj (pjt)

]

} (III.3)Nous pouvons déterminer la fon
tion de �abilité globale en fon
tion du temps 
alen-daire (�gure III.8 )
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Fig. III.8 � R(t) 
onforme au Tab. III.2Cette première appro
he 
onsidère un utilisateur moyen employant l'équipement dansdes 
onditions données. L'appro
he prend en 
ompte que très peu la variabilité (usage,124



III.3. La variabilité d'usagephase de vie, environnement, et
.) et elle 
onduit assez souvent à une sous estimation dela �abilité 
ar on se pla
e naturellement dans le pire 
as.III.3.3 Estimation de la �abilité par la méthode 
ontrainte-résistan
eDans 
ette méthode, on 
onsidère indépendamment la 
ontrainte exer
ée par les dif-férents utilisateurs et la résistan
e du 
omposant à 
es 
ontraintes dé�nie par la loi de�abilité ([Mar
ovi
i et Ligeron, 1974℄, [Villemeur, 1988℄). C'est-à-dire que la variabilitéest matérialisée par un taux d'utilisation di�érent. On peut 
iter l'exemple de l'auto-mobile où la variabilité d'usage s'exprime par une distribution du kilométrage pour unepériode donnée (par exemple une loi Log-Normale). Dans 
e 
as, on suppose que 
haquevéhi
ule subira proportionnellement le même pro�l. Ainsi, il est possible de 
onstruire lafon
tion de �abilité selon l'équation III.2 où la variable temporelle τ est le kilométrage.Dans 
e 
as , il est possible d'utiliser la méthode 
ontrainte-résistan
e. Elle est employée
ouramment pour le dimensionnement de piè
es mé
aniques. Ré
emment, 
ette méthodeest apparue dans le dimensionnement des essais de validation, le prin
ipe restant le même[Perroud, 2000℄, [Pon
et et al., 2004a℄, [Pon
et et al., 2004b℄. Dans 
e 
as, la 
ontrainten'est plus mé
anique mais une solli
itation appliquée au 
omposant 
omme un nombrede 
y
les, un nombre d'heures.Le 
al
ul de �abilité 
onsiste à déterminer la probabilité que la résistan
e à la 
ontraintede la piè
e étudiée soit supérieure aux 
ontraintes e�e
tivement appliquées pendant toutela mission 
onsidérée.On a don
 :
R = Prob(C < ρ) (III.4)La probabilité d'avoir une résistan
e à la 
ontrainte ρ supérieure à C1 est :

P [ρ > C] =

∫ ∞

C

f2 (ρ)dρ (III.5)La �abilité est don
 :
R =

∫ ∞

−∞
f1 (C)

[
∫ ∞

−∞
f2 (ρ)dρ

]

dC (III.6)En 
onsidèrant au départ une résistan
e à la 
ontrainte ρ2, on peut montrer que :
R = P [ρ > C] =

∫ ∞

−∞
f2 (ρ)

[
∫ ρ2

−∞
f1 (C)dC

]

dρ2 (III.7)125



Chapitre III. Estimation de la �abilité en environnement aléatoire
R = 1 − Pf = 1 −

∞
∫

0





c
∫

0

fR(u).du



.fC(c).dc = 1 −
∞
∫

0

FR(c).fC(c).dc (III.8)Ainsi, la �abilité, tenant 
ompte de la résistan
e dé�nie par l"'équation III.2, s'é
rit :
R(t) = 1 −

∞
∫

0





c
∫

0

j=1
∏

nl

i=1
∏

mjl

fSij
(u).du



.fC(c, τ).dc (III.9)ave
 fSij
(u) la fon
tion de densité du modèle SVA pour le stress Sij et fC(c, t) la
ontrainte d'utilisation pour le temps t.La �gure III.9 présente un exemple de résultats de l'appli
ation de la méthode 
ontrainte-résistan
e. Dans 
ette �gure, nous avons présenté deux distributions contraintes pour unet deux ans d'utilisation (distributions à gau
he) et la résistan
e (la fon
tion de �abilitédé�nie par l'équation III.2)
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Rglobal(t
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%ppmFig. III.9 � Estimation de la proportion de défaillants par la méthode Résis-tan
e/
ontrainteAinsi, une probabilité de défaillan
e peut être estimée après un an (ou deux ans) defon
tionnement.
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III.4. Variabilité temporelle des solli
itationsIII.4 Variabilité temporelle des solli
itationsIII.4.1 introdu
tionLa notion de stress donne lieu à un historique de solli
itations (appelé aussi traje
-toire). Cet événement est un état de 
harge de servi
e, produisant, au sein de 
haque
omposant 
onsidéré, une variation de solli
itations.Le 
omptage de l'historique de solli
itations devient une méthode de plus en plusattra
tive suite aux développements te
hniques permettant l'intégration de fon
tions dutype health monitoring dans des 
artes éle
troniques. Il s'agit en fait de fon
tions quipermettent de suivre l'évolution de l'état de la 
arte et qui mesure en temps réel l'évolutiondes solli
itations, permettant ainsi de pouvoir tra
er l'historique de 
es solli
itations.Un événement stress (une situation d'usage donnée), ave
 des paramètres d'exploita-tion bien déterminés (l'endroit où les observations s'e�e
tuent), 
orrespond en général àune traje
toire de 
hargements et de solli
itations. Par exemple, la �gure III.10 présenteun signal temporel mesuré et digitalisé.

50 100 150 200

temps t HhL

300

310

320

330

Temperature T HKL

Fig. III.10 � Exemple de variation de la température pour une voiture [Smith, 2002℄Ce dernier est dé�ni sur une durée relativement 
ourte par rapport à la durée totalede vie du produit. En 
onsidèrant que l'é
hantillon est su�samment représentatif pourdé
rire la vie globale du produit, on peut modéliser le 
omportement de l'évolution destress au 
ours du temps par des séries temporelles. Ainsi, nous proposons dans le 
adrede 
ette thèse, d'intégrer 
ette variabilité dans l'estimation de la �abilité en 
onsidérantl'évolution de la solli
itation par trois appro
hes (voir �gure III.11) :1. Variable aléatoire indépendante du temps127



Chapitre III. Estimation de la �abilité en environnement aléatoire2. Série temporelle3. Dis
rétisation du pro�l

Fig. III.11 � Trois approximations du pro�l en températureIII.4.2 Stress dé�ni par une variable aléatoire indépendante dutempsIII.4.2.1 Prin
ipe de l'analyseÀ partir de la traje
toire du stress ou 
ours du temps, le problème 
onsiste à obtenir lesinformations né
essaires pour disposer d'un histogramme, ou d'une loi de distribution desolli
itations que l'on appelle spe
tre de 
harges ou de solli
itations [Grubisi
, 1994℄, et quin'est en réalité qu'une représentation appro
hée de l'ensemble des 
harges ou solli
itationsappliquées. On remarque aussi que l'obtention de spe
tres de 
harges réduit l'information,en 
e sens que l'on perd l'aspe
t 
hronologique des 
y
les de variations des 
harges. Le
al
ul ultérieur de l'endommagement ne pourra don
 pas tenir 
ompte d'une éventuelleintera
tion entre les 
y
les su

essifs de variations de 
ontraintes dues à 
es 
harges.On peut, toutefois, admettre que beau
oup de phénomènes sont largement aléatoires etqu'il est illusoire, au stade de la prévision du 
omportement des systèmes et 
omposantsmé
aniques, de prétendre avoir une quel
onque 
onnaissan
e de l'ordre pré
is d'apparition,par exemple, des valeurs des étendues de variations de 
ontraintes. On met ainsi l'a

entsur l'étude de la distribution statistique de l'étendue de la variation de 
ontrainte. Etpour 
ertaines appli
ations, la 
ontrainte moyenne de 
haque 
y
le est parfois retenue.On supposera, dans la suite du mémoire, que la moyenne globale des solli
itations estnulle sur la durée de la traje
toire.Bien que la prise en 
ompte de l'évolution 
omplète du stress au 
ours de la vie duproduit est l'appro
he la plus adaptée, 
'est loin d'être possible dans la pratique. Même128



III.4. Variabilité temporelle des solli
itationsavoir une des
ription 
omplète de l'évolution du stress au 
ours du temps d'un é
han-tillon n'est pas su�sant 
ar il y a très peu de situations dans lesquelles une populationde produits ren
ontre le même environnement de fon
tionnement. Aussi, l'analyse de lareprésentativité des valeurs mesurées est un point important à dis
uter.Hormis quelques 
as parti
uliers de pro
essus (traje
toire périodique sinusoïdale, pro-
essus stationnaire gaussien à bande étroite, 
'est-à-dire ave
 peu de fréquen
es d'ex
i-tation 
ara
téristiques), il est en général di�
ile d'asso
ier une étendue de variation de
ontrainte à un 
y
le (�gure III.12).

Fig. III.12 � Visualisation d'une solli
itation X(t) en 
onditions réelles d'usage[et R. KOUTA, 2007℄Dans le 
as d'une traje
toire de solli
itation très irrégulière, 
omme 
elle de la �gureIII.12, les pi
s se
ondaires posent problèmes. Et toute dé�nition a priori de la façon de
ompter des étendues de variation de 
ontrainte risque de 
onduire à des é
arts de prévi-sion par rapport à la réalité, si elle n'est pas 
onfortée par une véri�
ation expérimentale.129



Chapitre III. Estimation de la �abilité en environnement aléatoireLes lois d'endommagement reposent sur des modèles plus ou moins simples , et la seulefaçon de dire si une méthode d'identi�
ation de 
y
les dommageables est meilleure qu'uneautre est de 
orréler les résultats du modèle étudié ave
 
eux de l'expérien
e dans le 
asoù 
'est possible de la réaliser (é
helle de temps et/ou 
oût 
ompatibles...). En réalité,les méthodes existantes donnent des résultats assez dispersés en 
omparaison des résul-tats publiés. Pour 
es di�érentes raisons, l'extra
tion d'informations d'une solli
itationaléatoire doit s'e�e
tuer ave
 pré
aution. Les di�érents types d'informations à extrairepeuvent se présenter selon les trois formes suivantes :� Analyse globale où l'ensemble des amplitudes de la solli
itation est étudié sansdistin
tion sur la forme géométrique de la traje
toire (amplitude extrême, à pentepositive ou négative, 
ourbure vers le haut ou vers le bas). Cette analyse s'e�e
tuegrâ
e à l'histogramme de la solli
itation ou au suivi d'amplitudes parti
ulières dansla solli
itation étudiée.� Analyse lo
ale par l'intermédiaire de l'étude des valeurs extrêmes selon la formegéométrique de la traje
toire. Dans 
e 
as, les valeurs extrêmes sont séparées enquatre familles statistiques : les pi
s positifs, les 
reux positifs, les pi
s négatifs etles 
reux négatifs. Les amplitudes qui ne présentent pas un 
hangement de dire
tiondans le signal digitalisé ne sont pas étudiées.� Analyse des étendues de la solli
itation et/ou des 
y
les : quand la solli
itationaléatoire étudiée est une 
ontrainte, il est judi
ieux de raisonner en étendue ou en
y
le de 
ontrainte. Cette dé�nition est en adéquation ave
 
e qui est fait lors d'essaisde vibration sous solli
itations sinusoïdales où la durée de vie est 
omptabiliséeen nombres de 
y
les. Dans le 
as d'une solli
itation sinusoïdale, une étendue ne
on
erne que la moitié d'un 
y
le. Dans le 
as d'une solli
itation aléatoire X(t), ladé�nition d'un 
y
le est moins fa
ile.Dans le paragraphe suivant, nous présentons les 
onditions à véri�er et les méthodespour 
onstruire la distribution du stress.III.4.2.2 Cara
térisation de la variable aléatoireLes pro
essus sto
hastiques (ou aléatoires) permettent de modéliser des systèmes dontle 
omportement n'est que partiellement prévisible. La théorie est fondée sur le 
al
ul desprobabilités et des statistiques.Le 
al
ul des probabilités 
lassique 
on
erne des épreuves où 
haque résultat possible(ou réalisation) est un nombre, 
e qui 
onduit à la notion de variable aléatoire. Un pro-
essus sto
hastique ou pro
essus aléatoire (voir Cal
ul sto
hastique) ou fon
tion aléatoire(voir Probabilité) représente une évolution, généralement dans le temps, d'une variable130



III.4. Variabilité temporelle des solli
itationsaléatoire.La notion de pro
essus 
ontinu 
orrespond à un type de pro
essus sto
hastique utilisédans la des
ription des signaux physiques, fon
tions généralement régulières du temps.Un pro
essus sto
hastique est souvent appelé pro
essus aléatoire (voir Cal
ul sto
has-tique) ou, plus rarement, fon
tion aléatoire (voir Probabilité). Cette dernière expressionaide à 
omprendre intuitivement de quoi il s'agit.De même qu'une variable aléatoire est en fait un ensemble de nombres d'où l'on peutextraire un nombre parti
ulier, une fon
tion aléatoire est un ensemble de fon
tions ordi-naires (tout au moins dans le 
adre restreint 
onsidéré i
i) d'où l'on peut extraire unefon
tion parti
ulière.Cette fon
tion parti
ulière s'appelle réalisation du pro
essus. Elle représente l'as-pe
t temporel du phénomène que l'on peut 
ara
tériser par des moyennes temporelles,moyennes des valeurs de la fon
tion élevées aux di�érentes puissan
es.Le pro
essus possède aussi un aspe
t probabiliste si on 
onsidère l'ensemble des valeursà un instant donné 
omme une variable aléatoire. Cette dernière est dé
rite par une densitéde probabilité ou - 
e qui revient au même sous 
ertaines 
onditions de régularité - par lasuite des moments statistiques que l'on nomme moyennes d'ensemble.Les moyennes d'ensemble dépendent, en prin
ipe, de l'instant auquel elles se rat-ta
hent. Si en fait elles n'en dépendent pas, les propriétés statistiques restent 
onstantesau 
ours du temps et l'on dit que le pro
essus est stationnaire.Si, de plus, les moyennes temporelles sont identiques aux moyennes d'ensemble, on ditque le pro
essus est ergodique. Dans 
es 
onditions, le phénomène est entièrement dé
ritpar une seule réalisation. C'est don
 
ette notion d'ergodi
ité qui permet de répondre à laquestion posée initialement : 
omment interpréter en termes probabilistes un phénomènetemporel même s'il est régi par des lois déterministes ?L'interprétation de stress 
omme une variable aléatoire permet d'asso
ier au stress
ertaines mesures et propriétés typiques pour la statistique.A�n d'appliquer 
ette méthode, quelques hypothèses sur les valeurs d'entrée de stressdoivent être faites pour que l'on puisse traiter en tant que pro
essus par l'analyse despropriétés statistiques du pro
essus entier.Un pro
essus est un ensemble X(t), de fon
tions ordinaires x(t), 
ha
une d'elles étantune réalisation du pro
essus. On peut 
ara
tériser 
e pro
essus en lui asso
iant à 
haqueinstant t0, une densité de probabilité pX(x, t0).A une réalisation donnée, on peut asso
ier les moyennes temporelles :131



Chapitre III. Estimation de la �abilité en environnement aléatoire
x(t)n = lim

T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2

y(t)ndt (III.10)A la densité de probabilité pX(x, t0), on peut asso
ier les moments appelés moyennesd'ensemble :
E[X(t0)

n] =

∫ ∞

−∞
xnpX(y, t0)dx (III.11)Si 
es moyennes d'ensemble, et par 
onséquent la densité de probabilité, ne dépendentpas de l'instant t0, on parle de pro
essus stationnaire. Si, de plus, les moyennes temporellesleur sont égales, il s'agit d'un pro
essus ergodique.En fait, il ne s'agit là que des propriétés au premier ordre, les propriétés aux ordressupérieurs faisant intervenir la densité de probabilité jointe à des instants di�érents. Ellesimpliquent également des moyennes temporelles et des moyennes d'ensemble. Parmi 
esdernières, la plus importante est l'auto
ovarian
e statistique E[X(t0)X(t0 + τ)]. Si le pro-
essus est stationnaire et ergodique au se
ond ordre, elle est identique à l'auto
ovarian
etemporelle, elle-même équivalente à la densité spe
trale. Alors, un pro
essus stationnaire,par dé�nition, est un pro
essus aléatoire où toutes ses propriétés statistiques ne 
hangentpas au 
ours du temps [Cooper et M
Gillem, 1988℄.Le passage de l'analyse statistique d'une solli
itation aléatoire à une modélisationprobabiliste ave
 une analyse mathématique est toujours déli
at. En e�et, l'objet de lamodélisation des 
hargements aléatoires est de déterminer une probabilité théorique d'ap-parition d'événements, à partir de l'observation d'une série de valeurs d'une variable aléa-toire. Si la statistique des
riptive 
her
he à porter un jugement sur la variable aléatoirepar rapport à des valeurs préséle
tionnées, la statistique mathématique 
her
he à porterun jugement sur la probabilité d'apparition de di�érentes valeurs. L'histogramme (�gureIII.14 a) devient un �estimateur de densité� et le diagramme des 
umuls est l'� estimateurde probabilité� (fon
tion de répartition).En pratique, la loi de X est 
ontinue, la densité fX(x) est obtenue à partir de la sérieobservée x1, ...., xN . Appelons fN la fon
tion qui asso
ie, à x réel, le nombre fN(x) égal àla hauteur du re
tangle qui est relatif à la 
lasse 
ontenant x (�gure III.14 a). L'obje
tifde la modélisation 
onsiste à a�rmer que, pour tout x, les deux valeurs fN(x) et fx(x)sont �pro
hes�. Des tests d'ajustement sont utilisés ave
 les pré
autions né
essaires àl'interprétation d'un test statistique (tests du χ2, de Kolmogorov, et
.)L'intégration de propriétés statistique de stress dérive de la méthode plus généralede traitement de propriétés statistique d'un pro
essus. La distribution obtenue au-dessuspour le stress est introduite dans la �abilité de la fon
tion de produit soit en intégrant132



III.4. Variabilité temporelle des solli
itationsla fon
tion de �abilité sur le domaine de dé�nition de stress, en tenant 
ompte de ladistribution pré
édemment 
al
ulée de stress ([Mettas, 2005℄ et [Gaudoin, 2002℄), ou en
al
ulant la fon
tion de densité multivariée [Al-Mutairi, 1996℄.Dans le 
as d'une solli
itation aléatoire, un nouveau fa
teur de forme est dé�ni ; ilest appelé fa
teur d'irrégularité I. Ce fa
teur est égal au rapport du nombre de passagesà zéro N0 du signal 
entré et du nombre d'extrémums Ne 
ontenus dans la solli
itationétudiée : I = N0/Ne, I 
ompris entre 0 et 1 (�gure III.13).

Fig. III.13 � Cara
térisation des solli
itations en fon
tion du fa
teur d'irrégularité I[et R. KOUTA, 2007℄Plus I s'appro
he de 1, plus la régularité de la solli
itation est importante. Ainsi,presque 
haque extrémum est systématiquement suivi par un passage à zéro (�gure III.13a). Dans 
ette situation, la mesure étudiée est quali�ée de �solli
itation à bande étroite�.Lorsque I s'appro
he de 0, la régularité de la solli
itation devient de plus en plus faible.Ainsi, entre deux passages par le niveau zéro, le signal passe par de nombreux extrémumsrelatifs de même signe (�gure III.13 b). Dans 
ette situation, la mesure étudiée est quali�éede �solli
itation à bande large�. Le fa
teur d'irrégularité donne une indi
ation importantesur l'évolution temporelle d'une solli
itation, 
e que les autres fa
teurs de forme ignorenttotalement. Dans les paragraphes suivants, nous présentons deux méthodes de 
onstru
-tion des histogrammes de stress à partir desquels il est possible de dé�nir les fon
tion de133



Chapitre III. Estimation de la �abilité en environnement aléatoiredensité.III.4.2.3 Histogramme ou temps de maintien dans une 
lasse d'amplitudesCette méthode 
onsidère le signal digital enregistré 
omme un é
hantillon statistiqueen ignorant l'aspe
t temporel. L'é
hantillon est regroupé en 
lasses d'amplitudes (�gureIII.14 a traits pointillés horizontaux). Dans 
e 
as, au
une distin
tion n'est faite entreles valeurs extrêmes et les autres. L'avantage de 
ette méthode réside dans la possibilitéimmédiate de faire une modélisation statistique et de proposer un modèle de densité deprobabilité (partie droite de la �gure III.14 a). Étant donné qu'entre deux points su
-
essifs il y a un pas de temps prédé�ni par la méthode de mesure, le nombre de points
omptabilisés dans une 
lasse une fois multiplié par le pas de temps donne le temps globalde maintien de la solli
itation étudiée dans 
ette 
lasse d'amplitudes. Cette méthode de
omptage doit être uniquement réservée aux solli
itations homogènes (ou dont la sour
eest 
onsidérée homogène), 
'est-à-dire des 
as sans 
hangement important de nature de
hargement. En e�et, 
ette méthode est très dépendante de la vitesse (dérivée premièresur la 
ourbe 
onsidérée 
omme une traje
toire ave
 une signature dynamique spé
i�que)et de l'a

élération (dérivée se
onde) de la solli
itation étudiée. Dans le 
as où la solli-
itation présente plusieurs types d'information (liés aux freinages, virages, 
hargementsvariés...), le signal perd son homogénéité et le 
omptage par 
lasse sera altéré par 
esdi�érentes utilisations dont la signature dynamique n'est pas la même. La �gure III.14a présenté une solli
itation digitalisée où 28 points et 9 
lasses d'amplitudes sont dé�-nis [Kouta et Play, 2006℄. Le 
omptage par 
lasse (à partir de la 
lasse du bas) 
onduitsu

essivement à 2, 7, 3, 5, 1, 2, 5, 1 et 2 amplitudes par 
lasse.III.4.2.4 Comptage du nombre de dépassements d'un niveau donnéCette méthode, 
omme la pré
édente, demande que soient dé�nies au préalable des
lasses d'amplitudes (�gure III.14 b). Le 
omptage, pour un niveau donné, est dé
len
hé
haque fois que le signal fran
hit un niveau ave
 une pente positive (d'où le nom dedépassement de niveau). Un 
omptage du nombre de dépassements d'un niveau donnén'est pertinent que si une attitude de séle
tion des petites os
illations est dé�nie. Cespetites os
illations peuvent apporter des e�e
tifs (nombre) de 
harge sans intérêt du pointde vue du 
al
ul de l'endommagement et du 
al
ul de la durée de vie. Ainsi, pour le
omptage du nombre de dépassements de niveau, un in
rément de signal noté ∆ est dé�ni.Il 
orrespond souvent, dans le 
as d'un 
omposant mé
anique, à un intervalle de 
ontrainteau-dessous d'une limite de fatigue dé�nie sur une 
ourbe de Wöhler. Cet in
rément ∆ est134
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itations

Fig. III.14 � Statistique d'une solli
itation [et R. KOUTA, 2007℄

onsidéré 
omme un seuil de réarmement dans le pro
essus de 
omptage. Historiquement,plusieurs méthodes de 
omptage ont été proposées. La méthode la plus intéressante 
ompteun niveau seulement si la solli
itation a déjà traversé au moins une fois le seuil ∆, 
elasans distin
tion de nature de pente. Il faut rappeler aussi que le 
omptage s'e�e
tue ave
un signal digitalisé, ainsi une règle de proximité doit être mise en pla
e a�n de 
ompterune amplitude très pro
he des niveaux déterminés. Cette méthode de 
omptage permet -
omme la pré
édente - de 
onstruire un modèle de densité de probabilité. L'appli
ation de
ette méthode se fo
alise sur les niveaux dé�nis par les bornes des 
lasses. Le 
omptagepar niveau (ave
 la solli
itation de la �gure III.14 b, à partir du niveau du bas) 
onduitsu

essivement à 0, 0, 2, 1, 0, 1, 1 et 2 dépassements par niveau.135



Chapitre III. Estimation de la �abilité en environnement aléatoireIII.4.3 Estimation de la �abilitéUne fois ayant la modélisation probabiliste, l'in�uen
e des propriétés statistiques de
haque stress Xl sur les 
ara
téristiques de produit peut être obtenue de deux façons :1. à partir de la règle des probabilités 
onditionnelles moyennes applique sur la fon
tionde densité de probabilité [Pitman, 1993℄ :
f (t) = ∫

DXl

f (t |Xl ) fXl
(Xl) dXl (III.12)2. par intégration dire
te dans la fon
tion de �abilité du produit :

R (t) = ∫
DXl

R (t |Xl ) fXl
(Xl) dXl (III.13)et, à partir de I.88, I.25 et III.13, nous obtenons l'estimation de la fon
tion de�abilité R(t) d'un produit subit au stress multidimensionnelle X par :

R (t) = − ∫
DXl

R0

((

eβT Zt

θ

)υ)

b (Xl/a)
−1+b

a
S

′

0

(

(

Xl

a

)b
)

dXl (III.14)Les analyses statistiques ont l'avantage de 
onduire à des modèles probabilistes[Demoulin, 1990℄ qui o�rent des possibilités de modélisation de la dispersion naturelledes solli
itations étudiées et de leurs 
onséquen
es (�ssuration, fatigue, endommagement,durée de vie, et
.). L'in
onvénient de 
es analyses statistiques réside 
ependant dans lefait qu'elles ignorent l'historique des événements.Pour permettre la prise en 
ompte de l'historique, nous proposons d'utiliser les sériestemporelles.III.4.4 Séries temporellesUne série temporelle est une série de nombres (i
i des valeurs du stress) indi
és parle temps, 
ha
un d'entre eux étant une réalisation d'une variable aléatoire. Ce
i peuts'exprimer aussi en disant que la série temporelle est une réalisation d'une famille devariables aléatoires indi
ées par le temps. Cette famille de variables aléatoires s'appelleun pro
essus aléatoire.Les séries temporelles et les mé
anismes générateurs que sont les pro
essus, ont unestru
ture. En d'autres termes, les variables aléatoires 
omposant le pro
essus ne sontpas for
ément indépendantes les unes des autres mais établissent 
ertaines relations quidonnent à l'ensemble une sorte de stru
ture.136



III.4. Variabilité temporelle des solli
itationsIl existe deux 
atégories de modèles pour rendre 
ompte d'une série temporelle[Delignières, 2000℄. La première 
onsidère que les données sont une fon
tion du temps(X = f(t)). Cette 
atégorie de modèle peut être ajustée par la méthode des moindres
arrés, ou d'autres méthodes itératives. L'analyse des modèles par transformée de Fou-rier est une version sophistiquée de 
e type de modèle. Une se
onde 
atégorie de modèles
her
he à déterminer 
haque valeur de la série en fon
tion des valeurs qui la pré
ède(Xt = f(Xt−1, Xt−2, ...)). C'est le 
as des modèles ARIMA (Auto - Regressive - Integra-ted - Moving Average).A noter que le 
hoix de l'un ou l'autre type de modèle est surtout théorique : est-ilraisonnable de penser que dans un phénomène donné, les points sont fondamentalementfon
tion des points pré
édents et de leurs erreurs, plut�t qu'un signal, périodique ou non,enta
hé de bruit. On peut noter 
ependant que souvent, on a re
ours à l'analyse de varian
epour traiter les séries temporelles. Or une des hypothèses majeures de l'ANOVA est queles résidus des di�érentes mesures ne sont pas auto 
orrélés. Ce n'est évidemment pas le
as si la performan
e à l'essai t est liée à la performan
e réalisée à l'essai t-1. Les pro
essusautorégressifs supposent que 
haque point peut être prédit par la somme pondérée d'unensemble de points pré
édents, plus un terme aléatoire d'erreur. Le pro
essus d'intégrationsuppose que 
haque point présente une di�éren
e 
onstante ave
 le point pré
édent. Lespro
essus de moyenne mobile supposent que 
haque point est fon
tion des erreurs asso
iéesaux points pré
édents, plus sa propre erreur. Un modèle ARIMA, noté ARIMA (p, d, q),dépend des variables suivantes :� p est le nombre de termes auto-régressifs� d est le nombre de di�éren
es� q est le nombre de moyennes mobiles.L'examen d'une série temporelle (une réalisation d'un pro
essus) permet, en général, delui re
onnaître trois types de 
omposantes : une tendan
e, une 
omposante saisonnière etune variation aléatoire. D'autres 
ara
téristiques évolutives, 
omme les 
ho
s, peuvent êtreégalement observées mais sont moins intimement liées à la stru
ture de la série. Il est alorsutile de séparer 
es 
omposantes, et 
e
i pour deux raisons. La première est de répondreà des questions de bon sens 
omme 
elle de la 
roissan
e ou la dé
roissan
e généraledu phénomène observé. L'extra
tion de la tendan
e et l'analyse de 
elle-
i répondront à
ette question. Il est intéressant aussi de mettre en éviden
e la présen
e éventuelle d'unevariation périodique grâ
e à l'analyse de la 
omposante saisonnière. La se
onde de 
esraisons est de débarrasser le phénomène de sa tendan
e et de ses variations périodiquespour observer plus aisément le phénomène aléatoire.Ce modèle utilise souvent des valeurs retardées (d'où le terme Auto Regressive) et de137



Chapitre III. Estimation de la �abilité en environnement aléatoire
ho
s aléatoires qui sont en général de moyenne nulle, de varian
e 
onstante et non auto
orrélés (bruit blan
) ; quand la variable qui représente 
es 
ho
s est retardée, on parle demoyenne mobile.L'estimation des modèles ARIMA suppose que l'on travaille sur une série stationnaire.Ce
i signi�e que la moyenne de la série est 
onstante dans le temps, ainsi que la varian
e.La meilleure méthode pour éliminer toute tendan
e est de di�éren
ier, 
'est-à-dire derempla
er la série originale par la série des di�éren
es adja
entes. Une série temporellequi a besoin d'être di�éren
iée pour atteindre la stationnarité est 
onsidérée 
omme uneversion intégrée d'une série stationnaire (d'où le terme Integrated).La 
orre
tion d'une non stationnarité en termes de varian
e peut être réalisée par destransformation de type logarithmique (si la varian
e 
roît ave
 le temps) ou à l'inverseexponentielle. Ces transformations doivent être réalisées avant la di�éren
iation.Le modèle ARMA est un 
as parti
ulier. En e�et, le modèle ARMA ne permet detraiter que les séries dites stationnaires (des moments du premier ordre qui sont invariantsau 
ours du temps). Les modèles ARIMA permettent de traiter les séries non stationnairesaprès avoir déterminé le niveau d'intégration (le nombre de fois qu'il faut di�éren
ier lasérie avant de la rendre stationnaire).Bien que possédant d'ex
ellentes qualités prévisionnelles, le modèle ARIMA ou ARMAsou�re d'une la
une majeure : il est in
apable de traiter simultanément plus d'une variable(série). Pour 
ontourner 
e problème, il faut pouvoir généraliser le modèle ARIMA dans le
as à plusieurs variables. C'est 
e qu'a fait en partie Sims en proposant en 1980 le modèleVe
tor Auto Regressive (VAR) qui permet de traiter 
on
omitamment plusieurs variables.Mais, 
ontrairement au modèle stru
turel à plusieurs variables, dans les modèles VAR,toutes les variables sont endogènes. Cette manière de de modéliser en faisant abstra
tiond'une théorie é
onomique a donné naissan
e à 
e que l'on a appelé l'E
onométrie sansthéorie.La notation AR(p) désigne le modèle autoregressive d'ordre p :
Xt = c +

p
∑

i=1

ϕiXt−i + εt. (III.15)ave
 ϕ1, . . . et ϕp les paramètres du modèle, c une 
onstante et εt le terme d'erreur.La 
onstante n'est souvent pas prise en 
ompte pour des raisons de simpli
ité. Le termed'erreur εt suit une loi normale et représente la partie aléatoire dûe à la variation dustress.L'in�uen
e des propriétés statistiques de 
haque stress Xt sur les 
ara
téristiques deproduit peut être obtenue de deux façons :138



III.4. Variabilité temporelle des solli
itations1. à partir de la règle des probabilités 
onditionnelles moyennes appliquée sur la fon
-tion de densité de probabilité [Pitman, 1993℄ :
f (t) = ∫

Dεt

f (t |Xt ) fεt
(εt) dεt (III.16)2. par intégration dire
te dans la fon
tion de �abilité du produit :

R (t) = ∫
Dεt

R (t |Xt ) fεt
(εt) dεt (III.17)Dans le 
as où il n'est pas possible d'obtenir une distribution ou une série temporelle,nous proposons de dis
rétiser le signal.III.4.5 Dis
rétisation du pro�l de stressIII.4.5.1 Prin
ipe de la dis
rétisationCette méthode 
onsiste à dis
rétiser le pro�l de stress a�n d'obtenir un pro�l é
helonné
omme représenté sur la �gure .

Fig. III.15 � Dis
rétisation du pro�l réelA partir de 
e pro�l, il est possible d'estimer la �abilité en utilisant le modèle d'en-dommagement 
umulé.III.4.5.2 Modèle d'endommagement 
umulé (MEC)Le modèle d'endommagement 
umulé est basé sur l'expression générale des modèlesSVA :
RX(•) (t) = R0

((

∫ t

0
eβT Z(τ)dτ

θ

)υ)

, (θ, υ > 0) (III.18)139



Chapitre III. Estimation de la �abilité en environnement aléatoirePour le 
as où R0 (u) = e−u on obtient la 
lasse de fon
tions de Weibull, alors III.18devient :
RX(•) (t) = e

−
((

∫ t
0 eβT Z(τ)dτ

θ

)υ) (III.19)et, par identi�
ation, les paramètres de forme et d'é
helle s'expriment :
{

υ = β

η (t |X (t)) = eβT Z(t)

θ

(III.20)Un des modèles très utilisé, dans le 
adre des essais a

élèrés, est le modèle d'endom-magement 
umulé 
ar il peut intégrer dans ses équations la variation de stress au 
ours detemps. Par une étude, qui 
ombine l'appro
he statistique et 
elle basée sur la notion deressour
es utilisées, Finkelstein [Finkelstein, 2008℄ montre que le modèle MEC est justi�éseulement pour le 
as parti
ulier où r[X(τ)]t (équation I.76) a une forme linéaire.Pour présenter le modèle MEC, nous 
onsidérons un pro�l de stress é
helonné, repré-senté par la �gure III.16, ave
 le stress S1 < S2 < S3 et ave
 2t1 = t2 et 3t1 = t3 . Onobserve un 
hangement de distribution en fon
tion du temps (R(t) représentée en pointillésur la �gure III.16). Pour le modèle d'endommagement 
umulé, le paramètre in�uen
é parla variation de stress est le paramètre d'é
helle, η(t) de la distribution Weibull.

X

X

X
X(t)

R
Xi-1

R
Xi

R
Xn

R
X2

R
X1

Fig. III.16 � Step-stress pro�le and the 
orresponding life distributionsAinsi, le modèle d'endommagement 
umulé 
onsiste à intégrer la variation de stress140



III.4. Variabilité temporelle des solli
itationsdans l'estimation du paramètre d'é
helle η(t) de la fon
tion Weibull :
Ri (t) = e

−
(

t
ηi

)β (III.21)Pour ti−1 ≤ t ≤ ti , la fon
tion de �abilité devient :
R(t) = e

−
(

t−ti−1+Wi−1

ηi

) (III.22)Le transfert d'un niveau de stress aux autres est supposé instantané. Alors, en fai-sant l'égalité entre les per
entiles pour deux niveaux 
onsé
utifs de stress, on obtient leséquations suivantes :


































ηi−1

ηi
Wi−1 = (ti−1 − ti−2)Wi−2 = ∆ti−1 −Wi−2

ηi−2

ηi−1
Wi−2 = (ti−2 − ti−3)Wi−3 = ∆ti−2 −Wi−3...

η2

η3
W2 = (t2 − ti−1)W1 = ∆t2 −W1

η1

η2
W1 = (t1 − t0) = ∆t1

(III.23)
Après la multipli
ation de 
haque équation par j

∏

k=2

η
k−1

η
k

ave
 j = 2..(i− 1), on obtientla relation :
Wi−1

ηi

=
i−1
∑

k=1

∆tk
ηk

(III.24)En remplaçant III.24 dans III.22, la forme générale de R(t) devient :
R[i−1,i] (t) = e

−
{

t−ti−1

ηi
+

i−1
∑

k=1

∆t
k

η
k

}β (III.25)En prenant ∆ti → 0, on obtient :
{

t−ti−1

ηi
→ 0

∑i−1
k=1

∆tk
ηk

→
∫ t

0
1

η(t)
dt

(III.26)d'où :
R (t |X ) = e

−
(

t

∫
0

dτ
η(τ |X(τ) )

)β (III.27)L'équation III.27 dé
rit le modèle d'endommagement 
umulé pour une loi de Weibullen 
onsidérant le paramètre de forme β 
onstant ave
 la variation de stress.141



Chapitre III. Estimation de la �abilité en environnement aléatoireIII.5 Exemple d'appli
ationNous reprenons l'exemple du 
al
ulateur de soute embarquée dans un moyen/long
ourrier. Pour une question de 
larté, nous proposons de reprendre le pro�l de missionprésenté dans la �gure III.17 auquel nous ajoutons un pro�l aléatoire en température(pro�l dé�ni par la �gure III.18) pour les phases de vie vol-operating et sol-operating1.
Fig. III.17 � Pro�l d'emploi de type aéronautique 
ivil moyen / long 
ourrier[FIDES, 2004℄

10 20 30 40

30

40

50

t(h)

T(°C)

Fig. III.18 � Pro�l de mission réelNous avons ainsi les taux de passage par les phases pj qui sont obtenus par la proportiondu temps 
alendaire asso
ié à 
haque phase pour un an :� P1 : sol-operating 1, p1 = 13%� P2 : sol-operating 2, p2 = 20%� P3 : sol-roulage, p3 = 2%� P4 : vol-operating, p4 = 65%Ainsi, nous allons pouvoir étudier les trois appro
hes d'estimation de la fon
tion de�abilité : 142



III.5. Exemple d'appli
ationstress loi a

eleration paramètres du modèle
H, T Pe
k : η(H, T ) = CH−ne

B
T n = 1.24, B = 1638.5, C = 0.411, υ = 2.67

∆T Co�n-Manson : η(∆T ) = ( a
∆T

)n a = 3.87E + 4, n = 1.24, υ = 2.33
Grms Invese Power : η(V ) = ( a

V
)n a = 0.08, n = 2.19, υ = 1.46Tab. III.2 � Lois de �abilité asso
iées et valeurs des paramètres1. Distribution de la température indépendante du temps2. Pro�l de température approximé par une série temporelle3. Pro�l de température dis
rétiséPour estimer les di�érentes fon
tions de �abilité pour les di�érentes phases de vie(sauf 
elle sol-dormant), nous utilisons les modèles de vie a

élérée 
orrespondant auxtrois stress suivants :� H, T : température, humidité� ∆T : température 
y
lique� Grms : vibrationsLes modèles de vie a

élérée asso
iés à 
haque stress sont des lois de Weibull de para-mètres υ (forme) et η (é
helle) dé�nis par des lois d'a

éleration présentées dans le tableauIII.2.Distribution de la température indépendante du tempsNous 
onsidérons que la température, lors des phases vol-operating et sol-operating1, estdé
rite par deux distributions normales :� vol-operating : N(µ, σ) = N(40�C, 1�C),� sol-operating1 : N(µ, σ) = N(58�C, 6�C),Alors, la loi de �abilité asso
iée à la température aléatoire et à la phase de vie Pjs'é
rit :

RT
Pj

(t) =

∫

ΩT

e
−





t

CH
−n
j

e
B
T





υ

× 1

σ
√

2π
e

1
2(

T−µ
σ )

2

dTLes valeurs de C, n,B et υ sont dé�nies dans le tableau III.2 et les valeurs de H sontprises dans la �gure III.17 selon la phase de vie 
onsidérée. Ensuite, nous estimons lafon
tion de �abilité globale (�gure III.19) :143
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Rsyst (t) =

{

4
∏

j=1

[

RH,T
Pj (pjt)

]

}{

5
∏

j=1

[

R∆T
Pj (pjt)

]

}{

4
∏

j=1

[

RGrms
Pj (pjt)

]

} (III.28)

t
u 
= vol+sol1+sol2 +sr (en ans) 

= temps d’utilisation

R
(t
u
)
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Fig. III.19 � Estimation de la �abilitéPro�l de température approximé par une série temporelleNous 
onsidérons la température dé�nie par la �gure III.18 et nous avons déterminé lesparamètres du modèle ARIMA(2, 1, 0) :� 
onst. : 0,22682� p(1) : 0,23066� p(2) : 0,21855L'analyse des résidus a montré qu'ils étaient négligeables. En appliquant les équationsIII.17 (ave
 la fon
tion de densité fǫt
(ǫt) 
onsidérée négligeable) et III.28, la 
ourbe de�abilité globale prend la forme présentée dans la �gure III.20.

t
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2 6 84 10 12 14Fig. III.20 � Estimation de la �abilitéPro�l de température dis
rétisé 144



III.5. Exemple d'appli
ationNous 
onsidérons la température dé�nie par la �gure III.18 et nous avons dis
rétisé lepro�l par un pas de 10 minutes. En appliquant la méthode MEC, nous 
onstruisons lafon
tion de �abilité RT,H en répétant plusieurs fois le pro�l de température a�n de 
ouvrirtout le domaine d'exploitation (�gure III.21).

Fig. III.21 � La variation de R(t) ave
 le stress (temperature)Ensuite, il est possible d'estimer la fon
tion de �abilité globale par l'équation III.28(�gure III.22).

t
u 
= vol+sol1+sol2 +sr (en ans) 

= temps d’utilisation

R
(t
u
)
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0.4
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0.8

1

2 6 84 10 12 14Fig. III.22 � La �abilité en appliquant le modèle d'endomagemement 
umulativeFinalement, la �gure III.23 représente les fon
tions de �abilité globale obtenues parles trois appro
hes :� 
ourbe a : série temporelle,� 
ourbe b : dis
rétisation du pro�l,� 
ourbe c : distribution du stress indépendante du temps.145
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t
u 
= vol+sol1+sol2 +sr (en ans) 

= temps d’utilisation

R
(t
u
)
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1

(a)
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2 6 84 10 12 14Fig. III.23 � RésultatsOn observe que les 
ourbes (a) et (b) sont pro
hes. Cela s'explique par le fait queles deux méthodes utilisent tout le pro�l de température ave
 quasiment au
une perted'information (pour la série temporelle). Au 
ontraire, ave
 la méthode où la températureest dé�nie par des distributions à deux niveaux, nous perdons de l'information qui setraduit par une 
ourbe de �abilité dé
alée.
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III.6. Con
lusionIII.6 Con
lusionCe 
hapitre a présenté une méthodologie permettant de 
onsidérer les variabilitésd'usage, de 
onditions d'utilisation, d'utilisateurs, ... dans l'estimation de la �abilité. L'ob-je
tif de 
e travail était d'obtenir des estimations en phase de développement pro
hes de
elles observées en 
ondition opérationelle qui intégrent naturellement 
es variabilités.Pour 
e faire, nous avons rappelé 
omment était dé�ni un pro�l de mission et leséléments le 
onstituant : phases de vie, mission et environnement. La variabilité peutintervenir sur 
es trois éléments impa
tant dire
tement la �abilité du produit. Aussi, nousavons proposé d'introduire 
ette variabilité dans l'estimation de la �abilité en 
onsidérantdeux 
as :� Variabilité d'usage qui intègre di�érentes phases de vie et divers utilisateurs (l'en-vironnement est déterministe),� Variabilité d'environnement qui 
onsidère des stress aléatoires.Pour tenir 
ompte de la variabilité d'usage, nous avons présenté une méthode dire
teet une autre basée sur l'appro
he Résistan
e-Contrainte. L'e�et aléatoire des stress sur leproduit peut se modéliser de trois manières di�érentes :� Par des distributions des stress indépendantes du temps,� Par des séries temporelles,� Par la dis
rétisation des pro�ls.Pour 
haque 
as, nous avons proposé une méthode d'estimation de la �abilité. Nousavons observé que les méthodes étaient 
omparables. Pour aller plus loin dans l'analyse,il faudrait pouvoir 
omparer les résultats ave
 
eux obtenus à partir de données opéra-tionnelles. Une limite de 
ette méthodologie 
on
erne la di�
ulté à ré
upérer des pro�lsde mission 
omplets et détaillés. Une extension de 
e travail 
on
erne l'appli
ation desmodèles proposés à la problématique du " Health-Monitoring ". En e�et, depuis quelquesannées, des 
apteurs de mesure de paramètres environnementaux sont intégrés sur les
artes a�n d'estimer en temps réel la durée de vie 
onsommée, la durée de vie résiduelleet le risque de défaillan
e et ainsi optimiser les politiques de maintenan
e.
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IVCon
lusions et perspe
tivesCompte tenu des mar
hés de plus en plus 
on
urrentiels, l'estimation de la �abilité dessystèmes est devenue un enjeu majeur des entreprises et 
e dès les premières phases dedéveloppement. En e�et, plus t�t les 
ara
téristiques d'un produit ou d'un système sontappréhendées dans son 
y
le de vie et moins les risques (�nan
iers ou liés à la sé
uritédes installations), dus à la non réalisation des performan
es attendues sont élevés. Dansun 
ontexte exigeant de systèmes de plus en plus �ables et sûrs, et de durées de garanties
roissantes, il est impératif de véri�er le plus rapidement possible que les performan
esdes systèmes soient 
onformes au 
ahier des 
harges. La démar
he idéale pour identi�er la�abilité d'un produit ou d'un système avant même sa fabri
ation en série, est de pro
éderà des séries d'essais sur des prototypes, quand ils existent. Cette démar
he né
essite uninvestissement trop important en temps et en nombre de prototypes, 
ar 
es derniersétant de plus en plus �ables, l'observation de défaillan
es est de moins en moins probable.Ainsi, pour réduire 
es durées, on peut réaliser des essais a

élérés. Pour 
ela, le produit estsoumis à des solli
itations d'utilisation ou d'environnement ampli�ées, a�n d'a

élérer lesmé
anismes d'endommagement (les mé
anismes de défaillan
es provoqués doivent êtrereprésentatifs des 
onditions normales d'emploi) et de réduire la durée né
essaire pourl'estimation de 
ertaines 
ara
téristiques 
omportementales du produit dans les 
onditionsnormales d'emploi. Toutefois, la réalisation d'essai né
essite de disposer de su�sammentde produits a�n d'obtenir des estimations satisfaisantes. Malheureusement, dans la plupartdes 
as, nous ne disposons pas assez de produits. C'est dans 
e 
ontexte que s'est ins
rite
ette thèse a�n de proposer une méthodologie permettant d'estimer les paramètres demodèles de vie a

élérée en intégrant toute la 
onnaissan
e disponible sur la �abilité duproduit étudié. Pour 
e faire, nous nous sommes appuyés sur la démar
he bayésienne.Dans une première étape, nous avons introduit l'analyse des données non a

éléréesen faisant une 
omparaison des méthodes paramétrique et non paramétrique. Nous avons149



Chapitre IV. Con
lusions et perspe
tivesmontré les limites des méthodes lorsque l'on 
onsidère des petits é
hantillons et de forte
ensure. Nous avons étudié l'estimation par la méthode du maximum de vraisemblan
eet par 
elle bayésienne non informative.Pour réduire les délais de 
y
le de vie, et en parti
ulier la quali�
ation des produits,nous avons étudié l'analyse des résultats d'essais a

élérés pour diminuer le temps de test.Pour 
e faire, nous avons utilisé le modèle de vie standard de vie a

élérée en 
onsidérantles 
as paramétrique et semi-paramétrique.Ensuite, pour obtenir des estimations 
orre
tes ave
 des tailles d'é
hantillon faible,nous avons introduit l'estimation Bayésienne des modèles SVA. Nous avons étudié deuxte
hniques d'estimation : maximum d'a posteriori et la méthode 
lassique. L'e�
a
ité dela démar
he Bayésienne dépend prin
ipalement dans le 
hoix des lois a priori. Pour 
ela,nous avons proposé une méthodologie permettant de dé�nir des pseudo lois 
onjuguées parune te
hnique de simulation puisqu'il n'est pas possible de les déterminer analytiquement.Pour �nir, nous avons traité le problème de la 
ompatibilité entre la vraisemblan
e et l'apriori. Dans le 
as où nous observons une im
ompatibilité partielle ou totale, nous avonsproposé une méthodologie de pondération.Le troisième 
hapitre aborde la problèmatique de l'estimation de la �abilité lorsque les
onditions d'utilisation sont variables. Nous avons présenté une méthodologie permettantde 
onsidérer les variabilités d'usage, de 
onditions d'utilisation, d'utilisateurs, ... dansl'estimation de la �abilité. L'obje
tif de 
e travail était d'obtenir des estimations en phasede développement pro
hes de 
elles observées en opérationelle qui intégrent naturellement
es variabilités.En terme de perspe
tives, nous envisageons plusieurs voies de développement :� réaliser une étude détaillée de la méthode proposée de pondération. En e�et, quel estle 
omportement de l'estimation bayésienne pondérée lorsque l'in
ohéren
e 
on
erneuniquement un seul paramètre ?� étendre la démar
he Bayésienne à d'autres modèles (Generalized Proportional Ha-zard Model, Changing Shape and S
ale Model, ...) et plans (Essais sous stress é
he-lonnés, ...),� optimiser les plans d'essai a�n de réduire le 
oût d'essai (nombre de produits à testeret temps d'essai) tout en maximisant la qualité d'estimation.� appliquer la démar
he bayésienne aux essais a

élérés basés sur les pro
essus dedégradation et non plus uniquement sur les pro
essus d'apparition des défaillan
es.En e�et, nous pouvons observer des défaillan
es par dérive où une performan
e dusystème se dégrade au 
ours du temps jusqu'à atteindre un niveau ina

eptable.� proposer des plans permettant de traiter plusieurs modes de défaillan
e,150



� utiliser la méthode φ2 pour estimer la �abilité en environnement aléatoire.
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