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�U8�/02w)1-�)�8z2�}N6.-7j5@Ax*)1-12A2>s02w=>s5@>�5s56.-,/�=7-12>=w3N+l= ) ��� %������
	 )Á-,=4xz/ 8 m

a(xi, t) = 〈a(xi, t)〉
�Ð¡N! �q�
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Ò~xz@A2ArZs�P$xz/Ék,=>s03N+.-u6.-w)AÔ�8�:;j 3NÎZ/�8�:;+.rZs0-���xzsÉ=>Ô0-,@>:;+.r�s0- � 3QP s5/Ék1)1xzs56.-,:n-,/Z=%35-4R0s5+.35-w=>s5@>�5s56.-,/Z=�}-,/Á)AÔ�8zrZs0-ÀjLxz+l/�=�35-À)1-,=�k1)1xzs56.-,:n-,/�=�}�)
Ô�8zr�s0-�¢�8�@>+98��56.-�-12A=�)�8�@
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6.-�=A-,:;j02�!]Ò�8n:n-,+l6l6.-,s5@A-;8�6l=A-,@>/�8�=>+l¢q-"jGxzs5@78�/�8�6lÎ*2
-,@u=Axzs5=A-127)1-12�35xz/5/0k1-12U-12>=46�P$k,=>s035-"2>=
8�=>+.2>=>+.rZs0-�!]{�6
2,P 8�p�+l= 8�6.xz@A2 35- 35k1)1xz:;jLx�2A-,@ 698�¢�8�@>+98��56.-�8�6.k�8�=Axz+l@A- �S6.-�2>+lp�/�8�6 � -,/ s5/0-�¢z8�6.-,s5@ :nx^Îq-,/5/0-�-,= s5/0-
R0s0),=>s�8�=>+.xz/Ï8�s5=Axzs5@u35-�)1-,=>=A-U:nx�Îq-,/5/0-Ém

a(xi, t) = a(xi, t) + a′(xi, t)
�Ð¡N! �Z�

Ò¹85R0s0),=>s�8�=>+.xz/Ï-12>=w)1xz/02>+.35k,@Ak1-�)1xz:;:n-_s5/0-7/0xzs5¢q-,6l6.-�¢�8�@>+98��56.-�35xz/�=4698Á¢z8�6.-,s5@4:nx�Îq-,/5/0-_-12A=�/�s56l6.-nm

a′(xi, t) = 0
�Ð¡N!95 �

v�xzs5@�s5/ k1)1xzs56.-,:n-,/Z=435- R0s5+.35-u+l/0)1xz:;j5@A-12
2>+l�56.-�}5=Axzs5=A-7r�s�8�/Z=>+l=Ak�-12>=%35k1)1xz:;jGx�2
k1-U-,/�s5/0-�¢�8�6.-,s5@
:nx�Îq-,/5/0-U-,=�s5/0- R0s0),=>s�8�=>+.xz/ =>s5@>�5s56.-,/�=A-�}52
8�sN|~698�:<8z2A2
-4¢qxz6ls5:;+.rZs0-�jGxzs5@�698zr�s0-,6l6.-7xz/ 2>s5j5jLx�2A-urZs0-
6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02u=>s5@>�5s56.-,/�=A-12�2Axz/�=4/0k,p�6l+lpq-�8��56.-12�!

� !�\#& !,��F6^,F6G # � a�� \#&�F !%$1^��&H!<IJ\�� � �)� �

��xz/02>+.35k,@Axz/02�s5/_j5@Ax*)1-12A2>s02�=>s5@>�5s56.-,/�=�@A-,j5@Ak12A-,/Z=Ak�j�8�@�s5/Á)1xzs5j56.-�35-�¢�8�@>+98��56.-�8�6.k�8�=Axz+l@A-12�+l/035k,jL-,/NÚ
308�/�=A-12

[a(xi, t), b(xi, t)]
!0×4j5j56l+.rZs0xz/02�698;35k1)1xz:;jLx�2>+l=>+.xz/ 35-_&4-,Î*/0xz6.352 MÁ)1-�)1xzs5j56.-�35-7¢�8�@>+98��56.-12_m

a(xi, t) = A(xi) + a′(xi, t)
�Ð¡N!�� �

b(xi, t) = B(xi) + b′(xi, t)
�Ð¡N!�� �

Ò�P$xzjLk,@
8�=A-,s5@4:nx^Îq-,/5/0-�8z3N:n-,=w6.-12�j5@Axzj5@>+.k,=Ak12�2>s5+l¢�8�/�=A-12�m

a′(xi, t) = 0
�Ð¡N! ¤ �

a(xi, t) = A(xi)
�Ð¡N! :q�

a(xi, t)b(xi, t) = A(xi)B(xi)
�Ð¡N! � £ �

a(xi, t) + b(xi, t) = A(xi) + B(xi)
�Ð¡N! ���^�

a(xi, t)b(xi, t) = A(xi)B(xi) + a′(xi, t)b′(xi, t)
�Ð¡N! � ¡ �

αa(xi, t) = αA(xi)
�Ð¡N! ���q�

∂a

∂xi
(xi, t) =

∂A(xi)

∂xi

�Ð¡N! �,�Z�
∫

a(xi, t) =

∫
A(xi)
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α
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Ò¹8�:nx�Îq-,/5/0-�xzsÁ6.-�:nxz:n-,/�=À3QP$xz@A3N@A-%s5/Á/0-�/0xzs02�35xz/5/0-%j�8z2�=AxzszÍ>xzs5@A2�35-12�+l/03N+.)�8�=>+.xz/02y2>s1T<2
8�/Z=A-12
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-12>=y35k>O0/5+
j�8�@_m

σ2 = a′2(xi)
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Ò�P$k1)�8�@>=Á=Î*jG-
a′2(xi)
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8
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S(a′) =
a′3

[a′2(xi)]3/2
=

a′3

σ3
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F (a′) =
a′4

[a′2(xi)]2
=

a′4

σ4
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��-n)1xZ->T<),+.-,/Z=_jL-,@>:n-,=�35-;:n-12As5@A-,@�6.-12�j5+.)12�xzs 6�P 8�j5698�=>+.2A2A-,:n-,/�="@A-,698�=>+ |w35-;698 3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/�35-12
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a′(xi, t)
-,=

b′(xi, t)
-12A=

35k>O0/5+~j�8�@w698"@A-,698�=>+.xz/Ï2>s5+l¢�8�/�=A-nm

Ra′b′(xi) =
a′b′(xi)

[a′2(xi)b′2(xi)]1/2
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• Ò~-U)1x*->T<),+.-,/�=�35-�)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/�-12>=�=AxzszÍ>xzs5@A2w�Lxz@>/0kU-,/�=>@A- −1
-,=

+1
• 'Z+ Ra′b′ = 0

}�+l6�/�P$-dÑN+.2>=A-48�s0),s5/É6l+.-,/É2>=
8�=>+.2A=>+.r�s0-w-,/Z=>@A-w6.-12�35-,sNÑn¢z8�@>+98��56.-12ÀjGxzs5@�35-12y6.xz+.2y/0xz@>:<8�6.-12^!
• 'Z+ Ra′b′ = +1

}N6.-12435-,sNÑ ¢�8�@>+98��56.-1242
xz/�=�j�8�@�| 8�+l=A-,:n-,/�=7)1xz@>@A-,6.k1-12�!
• 'Z+ Ra′b′ = −1

}N6.-12435-,sNÑ ¢�8�@>+98��56.-1242
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8z3Ns5+.2
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¢�8�@>+98��56.-12�!5o�/ ->U³-,=�}52>+³xz/ j5@A-,/03
a′ = αb′

}Nx��
α
-12>=%s5/0-U)1xz/02>=
8�/�=A-_8�@>�5+l=>@
8�+l@A-�8�6.xz@A2

Ra′b′ = 1
2>+

α-12>=�jLx�2>+l=>+ |�-,=
Ra′b′ = −1

2>+
α
-12>=�/0k,p�8�=>+ |>!

� �	� � ��($�� ����( � �" �"�( ����� � �"%*�� ���+&���� )���� �

�
	�� 	�� � � ����� � � "��
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a(xi, t)

s5/0-
|Ðxz/0),=>+.xz/

f(a, xi)
m

• jLx�2>+l=>+l¢q-Uxzs /�s56l6.-_2>s5@ <
• +l/�=Ak,p�@
8��56.-�2>s5@ <
• ¢qk,@>+VO]8�/�= ∫

<
f(a, xi)da = 1

Ò¹8 j5@Axz��8��5+l6l+l=Ak 3QP 81¢qxz+l@n35-12�¢z8�6.-,s5@A2Á35-
a(xi, t)

2>+l=>s0k1-12�308�/02Á6�P +l/Z=A-,@>¢z8�6l6.-
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2A-�)�8�6.),s56.-
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P (amin ≤ a < amax) =

∫ amax

amin

f(a, xi)da
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σ
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σ
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35-,sNÑ ¢z8�@>+98��56.-12�!5Ò�8�|�xz/0),=>+.xz/ 35-U35-,/02>+l=AkU35-7j5@Axz��8��5+l6l+l=Ak�Í�xz+l/Z=A-�xzs	��� � ��-12>=%=>@A?12�s5=>+l6.-7jLxzs5@wk,=>s03N+.-,@
698�)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/njLxzs5¢z8�/Z=y-dÑ*+.2>=A-,@y-,/Z=>@A-�35-,sNÑ�¢�8�@>+98��56.-12À8�6.k�8�=Axz+l@A-12�!��U8�/02�6.-�)�8z2�35-%35-,sNÑÁ3N+.2A=>@>+l�5s5=>+.xz/02
+l/035k,jL-,/0308�/�=A-12�}�698�|Ðxz/0),=>+.xz/Ù35-<35-,/02A+l=Ak<35-;j5@Axz��8��5+l6l+l=Ak�35-n35-,sNÑ�¢�8�@>+98��56.-12

a(xi, t)
-,=

b(xi, t)
-12A=

xz�5=A-,/�s0-�-,/ ->U³-1),=>s�8�/�=w6.-Uj5@Ax*3Ns5+l=435-76.-,s5@A2w|�xz/0),=>+.xz/02u35-,/02>+l=Ak12w35-Uj5@Axz��8��5+l6l+l=Ak124@A-12>jG-1),=>+l¢q-12u2Axz+l=�m

f(a, b) = f(a) × f(b) =
1

σa

√
2π

exp−
1
2
( a−µa

σa
)2 × 1

σb

√
2π

exp
−

1
2
(

b−µb
σb

)2 �Ð¡N! ¡�¡ �

f(a, b) =
1

2πσaσb
exp

−
1
2
[( a−µa

σa
)2+(

b−µb
σb

)2] �Ð¡N! ¡ �q�
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-/.10/2]¡N! � � Ò~xz+~/0xz@>:<8�6.-5MÁ35-,sNÑ�¢�8�@>+98��56.-12�!

Ò¹8%j5@Axz��8��5+l6l+l=AkyjLxzs5@~rZs0-�6.-�jGxz+l/Z=
M(a, b)

2Axz+l=~6.x*)�8�6l+.2Ak�308�/02³6.-y35xz:<8�+l/0-
S = {[amin, amax], [bmin, bmax]}-12>=w35xz/5/0k1-Uj�8�@4698Á@A-,698�=>+.xz/ 2>s5+l¢�8�/�=A-nm

P (M ∈ S) =

∫ amax

amin

∫ bmax

bmin

f(a, b, xi)dadb
�Ð¡N! ¡ �Z�

o�/É=>@
8 ��8�/Z=%6.-12�)1xzs5@>�L-u3QP +.2
xZ35-,/02>+l=Ak
f(a, b) = Cste

}Zxz/É35k>O0/5+l=%6.-12 )���� � � � )"� �!) ������� ) � � � %(* =A-,6l6.-12rZs0-;m

(
a − µa

σa
)2 + (

b − µb

σb
)2 = k2 �Ð¡N! ¡ 5 �

��-12w-,6l6l+lj02A-1243QP$xz@A3N@A-
k
@A-,j5@Ak12A-,/�=A-,/Z=u6.-7@
8�j5jLxz@>=435-12w35-,:;+ Ú�8�Ñ5-12u8�sNÑ k1)�8�@>=A2�Ú =�ÎZjL-12w)1xz@>@A-12>jLxz/0308�/�=A2�!

Ò¹8Áj5@Axz��8��5+l6l+l=Ak�3QP 8�j5j�8�@>=A-,/5+l@ZM"6�P$-,6l6l+lj02A-_35-�3N+.2>jL-,@A2>+.xz/ 3QP$xz@A3N@A-
k
-12>=w35k>O0/5+.-_j�8�@�698Á@A-,698�=>+.xz/ m

P (M ∈ (Ek)) = 1 − exp−
k2

2
�Ð¡N! ¡�� �

Ò¹8Ùj5@Axz��8��5+l6l+l=Ak 3QP 8�j5j�8�@>=A-,/5+l@ M 6�P$-,6l6l+lj02A-Ïs5/5+l=
8�+l@A-
k = 1

��35xz/�= 6.-12 35-,:;+ Ú�8�ÑN-12 2
xz/�= k,p�8�sNÑ 8�sNÑ
k1)�8�@>=A2�Ú =�ÎZjL-12 � -12>=wk,p�8�6.-'M 39%

!
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-/. 0/2�¡N!95 � oy6l6l+lj02A-12435-U3N+.2>jL-,@A2>+.xz/ jLxzs5@�j56ls02>+.-,s5@A2u)1xZ->T<),+.-,/Z=A2u35-U)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/~!

�78�/02%6.-7)�8z2�x�� 6.-12%35-,sNÑ ¢z8�@>+98��56.-12�2Axz/Z=w)1xz:;j56.?,=A-,:n-,/�=435k1)1xz@>@Ak,6.k1-12^}56.-12�-,6l6l+lj02A-12�35-73N+.2>jL-,@A2>+.xz/02
2Axz/Z=Æ2>Î*:nk,=>@>+.rZs0-12�j�8�@Æ@
8�j5jLxz@>=2M4s5/"35-12Æ35-,sNÑ"8�Ñ5-�!��7?12Ær�s�P +l6*Î_8u)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/~}�6.-12Æ-,6l6l+lj02A-12�2,P +l/0),6l+l/0-,/Z=
3QP s5/ 8�/5p�6.-

α
!]Ò¹8n|Ðxz/0),=>+.xz/Ï35-"35-,/02>+l=Ak"35-�j5@Axz��8��5+l6l+l=AkuÍ�xz+l/Z=A-12735-�35-,sNÑ ¢�8�@>+98��56.-127)1xz@>@Ak,6.k1-12�2/P$k1),@>+l=

8�6.xz@A2w-,/ |Ðxz/0),=>+.xz/ 3Ns )1x*->T<),+.-,/�=�35-U)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/
Rab

35k>O0/5+�308�/02w6.-7j�8�@
8�p�@
8�j5Ô0-
2.2.5

m
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f(a, b) =
1

2πσaσb

√
1 − R2

ab

exp
−

1
2
[( a−µa

σa
)2+(

b−µb
σb

)2−2Rab
(a−µa)(b−µb)

σaσb
] �Ð¡N! ¡�� �

Õu/ @
8�j5jL-,6l6.-�rZs0-;m

Rab =
Cov(a, b)

σaσb
=

a′b′(xi)

[a′2(xi)b′2(xi)]1/2

�Ð¡N! ¡�¤ �

x��
Cov(a, b) = a′b′

-12A=�698 	 %'��� � � �(* 	 )
Ò~-12w-,6l6l+lj02
-12435-U3N+.2>jL-,@A2>+.xz/02w2Axz/Z=435xz/5/0k1-12wj�8�@4698Á@A-,698�=>+.xz/ 2>s5+l¢�8�/�=A-nm

(
a − µa

σa
)2 + (

b − µb

σb
)2 − 2Rab

(a − µa)(b − µb)

σaσb
= k2 �Ð¡N! ¡ :q�

Ò¹85O0p�s5@A-�¡N!95;:nxz/�=>@A-�6.-12u-,6l6l+lj02A-12435-_3N+.2>jG-,@A2A+.xz/ 35-�5Á6.xz+~�5+l/0xz@>:<8�6.-12�!]�U8�/02w=Axzs02w6.-124)�8z2�}
σa =

σb = 1
-,=

µa = µb = 0
!w'*-,s56�6.-�)1x*->T<),+.-,/�= 35-Ï)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ )AÔ�8�/5pq-�j5@A-,/�8�/Z= 2As0)1)1-12A2>+l¢q-,:n-,/�=

6.-12;¢�8�6.-,s5@A2 −1,+1,−0.5,+0.5, 0
!�Ò~xz@A2ArZs0-

Rab = −1,+1
}�6.-12n-,6l6l+lj02A-12n35-,¢*+.-,/5/0-,/�=�35-12n3N@Axz+l=A-12

j�8�@
8�6l6.?,6.-12�MÁ698;3N@Axz+l=A-
a = b

!0vÆxzs5@
Rab = 0

}0xz/ @A-,=>@Axzs5¢q-_�5+.-,/ s5/0-U@Ak,j�8�@>=>+l=>+.xz/Ï35-_35-,sNÑ ¢z8�@>+98��56.-12
+l/035k,jL-,/0308�/�=A-12�}]) P$-12>= MÁ3N+l@A-�35-12w)1-,@A),6.-12u)1xz/0)1-,/�=>@>+.rZs0-12�!

� ��� � � ��� ��),& � ����( � � *& ������� � "�� * � � "�),) "�

Öuxzs02�/0xzs02�2Axz:;:n-12 +l/Z=Ak,@A-12A2Ak12ÉÍ�s02Ar�s0- 6 M M 6�P 8�/�8�6lÎN2A- 2>=
8�=>+.2A=>+.r�s0-�3QP s5/0- ¢�8�@>+98��56.- 8�6.k�8�=Axz+l@A-
a(xi, t)

!4'Z+�xz/ )1xz/02>+.35?,@A-�rZs0- )1-,=>=A-�¢z8�@>+98��56.- -12A= s5/0-�¢Z+l=A-12A2
-�}�s5/0-�j5@A-12
2>+.xz/ xzs s5/0-�=A-,:;jGk,@
8�Ú
=>s5@A-Á-,/�s5/0-"jLx�2>+l=>+.xz/ O5ÑN-�}]+l6�-12>=�k,¢*+.35-,/�=UrZs0-_6.-12735k>O0/5+l=>+.xz/027j5@Ak1)1k135-,/Z=A-12U/0-�|�xzs5@>/5+.2A2
-,/�=�8�s0),s5/0-
+l/N|Ðxz@>:<8�=>+.xz/�2>s5@�6.-12wk1)
Ô0-,6l6.-124)�8�@
8z),=Ak,@>+.2>=>+.rZs0-12Á��k1)AÔ0-,6l6.-12435-�=A-,:;j024-,=w35-U6.xz/5p�s0-,s5@ � !
Ò¹8 )1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ 2>j�8�=>+.x�Ú =A-,:;jLxz@A-,6l6.- -,/Z=>@A- 35-,sNÑ ¢z8�@>+98��56.-12�8�6.k�8�=Axz+l@A-12Ï�Sj�8�@É-dÑN-,:;j56.- 35-,sNÑ )1xz:;jLx�Ú
2
8�/Z=A-12�35-É¢Z+l=A-12
2A- � -12>=�s5=>+l6l+.2Ak1-<jLxzs5@�2As5+l¢Z@A-<6�P$k,¢qxz6ls5=>+.xz/ 35-<698 =>s5@>�5s56.-,/0)1- 308�/02�6�P$-12>j�8z)1-É-,="308�/026.-�=A-,:;j02�!�oy6l6.-�)1xz/02>+.2A=A- MÙ)1xz:;j�8�@A-,@ 2A=
8�=>+.2>=>+.r�s0-,:n-,/Z= 6.-12<p�@
8�/035-,s5@A2�:n-12>s5@Ak1-12 -,/ 35-,sNÑ jGxz+l/Z=A2
3N+VU³k,@A-,/�=A2�}*:<8�+.2%8�s02A2>+]-,/ 35-12�+l/02>=
8�/�=A2%3N+VU³k,@A-,/�=A2�!NÒ¹8�)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ 2>j�8�=>+.x�Ú =A-,:;jGxz@A-,6l6.-735-�35-,sNÑ<)1xz:ÁÚ
jLx�2
8�/�=A-12�R0s0),=>s�8�/Z=A-12

a′(xi, t)
-,=

b′(xi, t)
:n-12As5@Ak1-12�-,/ 35-,sNÑ�jGxz+l/Z=A2�2Ak,j�8�@Ak12�3QP s5/0-n3N+.2A=
8�/0)1-

l
-,=

35k1)�8�6.k1-12wj�8�@4s5/ =A-,:;j02
τ
-12>=w35k>O0/5+l=4j�8�@�698;@A-,698�=>+.xz/ 2>s5+l¢�8�/�=A-nm

Ra′b′(l, τ) =
a′(xi, t)b′(xi + l, t + τ)

[a′2(xi)b′2(xi)]1/2

�Ð¡N! � £ �

'Z+À698 =>s5@>�5s56.-,/0)1-É-12A=�2>=
8�=>+.xz/5/�8�+l@A-�}�698 )1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ 2>j�8�=>+.x�Ú =A-,:;jLxz@A-,6l6.-É/0-É35k,jG-,/03Ùr�s0-É35-
τ
!Æ'Z+�698

=>s5@>�5s56.-,/0)1-_-12A=�Ô0xz:nxzpq?,/0-�}�)1-,=>=A-�)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/�/0-�35k,jG-,/03 rZs0-�35-7698;2
k,j�8�@
8�=>+.xz/
l
!

× j�8�@>=>+l@�35-u698�@A-,698�=>+.xz/ ¡N! � £N}*xz/�35k>O0/5+l=%s5/0-u8�s5=Ax�Ú)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ =A-,:;jGxz@A-,6l6.-�-,/�=>@A-735-,sNÑn¢�8�@>+98��56.-12
R0s0),=>s�8�/�=A-12

a′(xi, t)
-,=

a′(xi, t + τ)
3QP s5/ 2>ÎN2>=A?,:n-U2>=
8�=>+.2A=>+.r�s0-,:n-,/Z=u2>=
8�=>+.xz/5/�8�+l@A-Uj�8�@�m
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Ra′(xi, τ) =
a′(xi, t)a′(xi, t + τ)

a′2(xi)

�Ð¡N! �N�^�

�7-7698": �,:n-�|Ð8 �1xz/~}�xz/ 35k>O0/5+l=w6�P 8�s5=Ax�Ú)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/�2>j�8�=>+98�6.-_35-U35-,sNÑ�¢�8�@>+98��56.-12 R0s0),=>s�8�/�=A-12
a′(xi, t)-,=

a′(xi + l, t)
j�8�@_m

Ra′(l, t) =
a′(xi, t)a′(xi + l, t)

a′2(xi)
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�78�/02%6.-12�k1)1xzs56.-,:n-,/Z=A2w=>s5@>�5s56.-,/Z=A2wj56.-,+l/0-,:n-,/�=�35k,¢q-,6.xzj5jGk12�)1xz/1O0/0k12^}N698"=>s5@>�5s56.-,/0)1-�-12>=�3N+l@A-1),=A-dÚ
:n-,/�=�+l/1R0s0-,/0)1k1-7j�8�@�698�j5@Ak12A-,/0)1-735-12%j�8�@Axz+.2�2Axz6l+.35-12�rZs5+~8�p�+.2A2A-,/Z=%2As5@�6.- R0s5+.35-7j�8�@%6�P +l/�=A-,@>:nk13N+98�+l@A-
35-12 )1xz/Z=>@
8�+l/�=A-12�¢Z+.2ArZs0-,s02A-12�!��U8�/02 698�@Ak,p�+.xz/ j5@AxZ)
Ô0- j�8�@Axz+ }wxz/ 35k>O0/5+l= s5/0-�j5@A-,:;+.?,@A- ��xz/0-�}�698
2Axzs02�Ú)1xzs0)
Ô0-�¢Z+.2ArZs0-,s02A-�}Zx��É6.-12�->UL-,=�¢*+.2Ar�s0-,sNÑn2Axz/Z=�j5@Ak,jLxz/035k,@
8�/�=A2^!5×4O0/�3QP 8�/�8�6lÎ*2A-,@%698�=>s5@>�5s56.-,/0)1-
j5@Ax*)AÔ0-uj�8�@Axz+ }*xz/�-12>=�8�:n-,/0kZM�35k>O0/5+l@�35-12�k1)AÔ0-,6l6.-12w8�j5j5@Axzj5@>+.k1-12^!*�U8�/02�6�P Ô�Î*jGxz=>Ô0?12
-�3QP +l/0)1xz:;j5@A-12
2>+ Ú
�5+l6l+l=Ak�}z6.-12yk1)
Ô0-,6l6.-12y35-%¢Z+l=A-12
2A-U�S¢Z+l=A-12A2
-�35-�|�@Axz=>=A-,:n-,/�= � -,=�35-%6.xz/5p�s0-,s5@�2Axz/�=�@A-12>jL-1),=>+l¢q-,:n-,/�=�35k>O0/5+.-12j�8�@_m

uτ (θ, z) =

√∣∣∣∣ν
∂vz

∂r
(θ, z)

∣∣∣∣
r=0

�Ð¡N! ���q�

lτ (θ, z) =
ν

uτ (θ, z)

�Ð¡N! ���Z�
Ò¹8;3N+.2A=
8�/0)1-NM"698Áj�8�@Axz+~:n-12>s5@Ak1-'M"j�8�@>=>+l@435-U6�P$k1)AÔ0-,6l6.-

lτ
-12>=48�6.xz@A24-dÑNj5@>+l:nk1-�-,/ s5/5+l=Ak12435-Uj�8�@Axz+Àm

y+(θ, z) =
r

lτ (θ, z)
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Ò¹8LO0p�s5@A-Ï¡N!���:nxz/Z=>@A- 6.-�35k1)1xzs5j�8�pq-�35- 6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�= M�j�8�@>=>+l@�35- 698 j�8�@Axz+�Í s02ArZs�P 8�s )1-,/Z=>@A-

35-n6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/Z=�!�Ò¹8 2
xzs02�Ú)1xzs0)AÔ0-É¢Z+.2
r�s0-,s02A-<2,P$k,=A-,/03 Í�s02ArZs�P M s5/0-<3N+.2A=
8�/0)1-
y+ = 5

!¹�U8�/02")1-,=>=A-
��xz/0-�}G6.-127)1xz/�=>@
8�+l/�=A-12_¢Z+.2
r�s0-,s02A-12�2Axz/Z=�j5@Ak,jLxz/035k,@
8�/�=A-12_-,=�6.-127->U³-,=A27)1xz/�¢q-1),=>+ |Ð27=>@A?12u/0k,p�6l+lpq-�8��56.-12^!
Ò¹8Ï)1xz/�=>@
8�+l/Z=A- 35- ),+.2
8�+l6l6.-,:n-,/�=n-12A=�j5@A-12ArZs0-�s5/5+.r�s0-,:n-,/Z=n3Ns0- 8�sÙp�@
8z3N+.-,/Z=n/0xz@>:<8�6�35-É698 ¢*+l=A-12A2A-
6.xz/5p�+l=>s03N+l/�8�6.-�}G2>+L�5+.-,/ r�s�P$xz/Ï8 m

v+
z =

vz

uτ
= y+ �Ð¡N! � � �

Ò¹8 ��xz/0-À=
8�:;jLxz/Á2,P$k,=A-,/03�-,/Z=>@A-
y+ = 5

-,=
y+ = 30

m^) P$-12A=Æ308�/02Æ)1-,=>=A- ��xz/0-�rZs0-À6�P$xz/"=>@Axzs5¢q-À6.-�:<8�ÑN+ Ú
:_s5: 35-�j5@AxZ3Ns0),=>+.xz/ 3QP$k,/0-,@>p�+.-"=>s5@>�5s56.-,/�=A-�!³×Èj�8�@>=>+l@�35-

y+ = 30
2/P$k,=A-,/03�698 ��xz/0-�6.xzp�8�@>+l=>Ô5:;+.r�s0-

x�� 6.-7j5@Ax�O06¹35-�¢Z+l=A-12A2
-u6.xz/5p�+l=>s03N+l/�8�6.-"2>s5+l=�s5/0-U6.xz+~35-�698�|�xz@>:n-nm

v+
z =

1

κ
ln(y+) + C
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8�+l=A-,@À698_2>+l/5p�s5698�@>+l=Ak
M"6�P 8�Ñ5-UjG-,s5=�+l/Z=>@AxZ3Ns5+l@A-�3Ns �5@>s5+l=w/Zs5:nk,@>+.r�s0-�3�� 8�sNÑ -,@>@A-,s5@A2u3QP 8�@>@Axz/03N+.2�!
o�/ s5=>+l6l+.2
8�/�=_6.-12�3N+l:n-,/02>+.xz/02_)�8�@
8z),=Ak,@>+.2A=>+.r�s0-12�)
Ô0xz+.2>+.-12�j5@Ak1)1k135-,:;:n-,/Z="8�+l/02>+yrZs0-Á6.-127¢�8�@>+98��56.-12

j5@>+l:;+l=>+l¢q-124xz/ @Ak1k1),@>+l=w6.-�2>ÎN2>=A?,:n-U3QP$k1rZs�8�=>+.xz/02 M"@Ak12Axzs03N@A-nm
� oyrZs�8�=>+.xz/ 35-�)1xz/�=>+l/Zs5+l=AkÉm

1

r

∂

∂r
(qr) +

1

r

∂

∂θ
(qθ) +

∂

∂z
(qz)

� � ! ¤ �
� oyrZs�8�=>+.xz/ 35-�rZs�8�/�=>+l=Ak�35-U:nxzs5¢q-,:n-,/Z=�m
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Dqr

Dt
= −r

∂p

∂r
+

1

Re

[
r

∂

∂r
(
1

r

∂qr

∂r
) +

1

r2

∂2qr

∂θ2
+

∂2qr

∂z2
− 2

r

∂qθ

∂θ

] � � ! :q�
Dqz

Dt
=

∂p

∂z
+

1

Re

[
1

r

∂

∂r
(r

∂qz

∂r
) +

1

r2

∂2qz

∂θ2
+

∂2qz

∂z2

] � � ! � £ �
Dqθ

Dt
= −1

r

∂p

∂θ
+

1

Re

[
∂

∂r
r

∂

∂r

(
qθ

r

)
− qθ

r2
+

1

r2

∂2qθ

∂θ2
+

∂2qθ

∂z2
+

2

r3

∂qr

∂θ

] � � ! ���^�

Ò~-12w35k,@>+l¢qk1-124=Axz=
8�6.-124xz/Z=46.-12w-dÑNj5@A-12A2>+.xz/02�m

Dqr

Dt
=

∂qr

∂t
+

∂

∂r
(
qrqr

r
) +

∂

∂θ
(
qrqθ

r
) +

∂

∂z
(qrqz) − qθqθ

� � ! � ¡ �
Dqz

Dt
=

∂qz

∂t
+

1

r

∂

∂r
(qrqz) +

1

r

∂

∂θ
(qθqz) +

∂

∂z
(qzqz)

� � ! ���q�
Dqθ

Dt
=

∂qθ

∂t
+

1

r2

∂

∂r
(rqrqθ) +

1

r

∂

∂θ
(qθqθ) +

∂

∂z
(qθqz)
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�Q\ !���$'" � #2H _2()$-I & # �3�)$-I � *�H�
Ò¹8 jL-,@>=A-n35-n)AÔ�8�@>pq-É-,/5pq-,/03N@Ak1-nj�8�@�6.-12U|S@Axz=>=A-,:n-,/Z=A2"8�sNÑ�j�8�@Axz+.2_35xz+l= �,=>@A-<)1xz:;jG-,/02Ak1-<j�8�@�s5/

=A-,@>:n-w35-�|Ðxz@���8�pq-wr�s5+5)1xz@>@A-12>jLxz/03.Mus5/;p�@
8z3N+.-,/�=�6.xz/5p�+l=>s03N+l/�8�6]35-�j5@A-12A2>+.xz/;:nx^Îq-,/5/0-�!�Ò¹8�j5@A-12
2>+.xz/
p��308�/02Æ6.-�2
-,/02Æ35-�6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�= � -12>=�8�6.xz@A2�35k1)1xz:;jLx�2Ak1-%-,/�s5/0-�j�8�@>=>+.-�6l+l/0k�8�+l@A- Pl

-,=Æs5/0-�)1xz:;jLx�2
8�/Z=A-
jLk,@>+.xZ3N+.rZs0-

P
=A-,6l6.-12wrZs0-;m

p = Pl + P
-,= ∂p

∂z
= fz +

∂P

∂z

� � ! � 5 �
Ò~- p�@
8z3N+.-,/Z=�35-�j5@A-12A2A+.xz/

fz
}�)1xz/�=>@>+l�5s0-9M�:<8�+l/Z=A-,/5+l@ s5/ 35k,�5+l= )1xz/02A=
8�/�=�308�/02 698 )1xz/03Ns5+l=A- -,/

)1xz:;jL-,/02
8�/�=�6.-12~jL-,@>=A-12Æj�8�@¹¢*+.2A)1x�2>+l=Ak�!z��-À=A-,@>:n-%8�j5j�8�@
8�+l=Æ-,/"@
8�+.2Axz/"35-y6�P 8�j5j56l+.)�8�=>+.xz/n35-12Æ)1xz/03N+l=>+.xz/02
8�sNÑ 6l+l:;+l=A-12njLk,@>+.xZ3N+.rZs0-12n2>s5@;6.- )
Ô�8�:;j 35- j5@A-12A2>+.xz/~!�{�6w-12>=n)1xz/02>=>@>s5+l=;MÏj�8�@>=>+l@<35- 698Ï¢*+l=A-12A2A- 35-
|�@Axz=>=A-,:n-,/�=u-,=w35-�698"¢Z+l=A-12A2
-U35k,�5+l=
8�/�=A- ����-12
)AÔ�8�:;j02�� �1: ¤�¤ �>� }0=A-,6¹r�s0-;m

∂Ub

∂t
= −(fz + u2

τ )
� � ! � � �

Ò�P$k,=
8�=;rZs�8z2>+ Ú2>=
8�=>+.xz/5/�8�+l@A- -12>=;8�=>=A-,+l/�=;-,/Ù+l:;jLx�2
8�/Z=�jLxzs5@")
Ô�8zr�s0- 2>+l:�s5698�=>+.xz/ 6.-<: �,:n- 35k,�5+l=
Q
}

)1-�35k,�5+l=�-12>=w:<8�+l/�=A-,/ZsÏ)1xz/02A=
8�/�=U8�s )1xzs5@A2u3Ns =A-,:;j02wp�@��z)1-�8�s =A-,@>:n-_35-U|Ðxz@���8�pq-
fz(t)

!�×()
Ô�8zr�s0-
+l=Ak,@
8�=>+.xz/;=A-,:;jLxz@A-,6l6.-�}

fz(t)
-12>=�@A-1)�8�6.),s56.k Muj�8�@>=>+l@�35-À698u@A-,698�=>+.xz/ � ! � �N!���-,=>=A-�:nk,=>Ô0xZ35-�/0xzs02ÆjG-,@>:n-,=3QP s5/0-7j�8�@>=�3QP 8�=>=A-,+l/03N@A-�8z2A2A-��7@
8�j5+.35-,:n-,/�=4s5/ k,=
8�=�35-�=>s5@>�5s56.-,/0)1-�35k,¢q-,6.xzj5jLk1-U-,/ 8z)1)1k,6.k,@
8�/�=w698NO0/

35-%698�=>@
8�/02>+l=>+.xz/<-,=�}�3QP 8�s5=>@A-�j�8�@>=�}q3QP 81¢qxz+l@Às5/n35k,�5+l=À)1xz/02>=
8�/�=�308�/02y)AÔ�8zrZs0-w2A-1),=>+.xz/;jL-,@>jL-,/03N+.),s5698�+l@A-
M"6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=�!

¡��



� � � � �
� � ��� � � �����  � 	������ � ����� � � 	������ � � � ���  � �����

� \�� #�� ^���\ � �!�)� ^�� $-a �
Ò�P +l/5+l=>+98�6l+.2
8�=>+.xz/ 3Ns )AÔ�8�:;j 35-;¢*+l=A-12A2A-n-12A=_)1-,6l6.-nj5@AxzjLx�2Ak1-nj�8�@ÁÕu@>698�/03N+�-,=_#]8�=>+.)�8Ù� �1: : � � !�o�6l6.-)1xz/02>+.2>=A-'M;2>s5jL-,@>jGx�2A-,@4s5/ j5@Ax�O06�35-_v�xz+.2A-,s5+l6l6.- ��2Axz6ls5=>+.xz/Ï35-124k1rZs�8�=>+.xz/02435-_Ö781¢*+.-,@�Ú 'Z=Ax��q-12 � -,=ws5/0-jL-,@>=>s5@>��8�=>+.xz/Ï8�@>�5+l=>@
8�+l@A-'MÁ3N+l¢q-,@>pq-,/0)1-_/�s56l6.-nm

~v(~x, t = 0) = ~Up + <
[
εr~ur(r)e

iαz + εθ~uθ(r)e
i(αz+βθ)

] � � ! � � �
Ò¹8 jL-,@>=>s5@>��8�=>+.xz/�35xz+l=�¢qk,@>+VO�-,@_6.-12�)1xz/03N+l=>+.xz/02"3QP 8z3NÔ0k,@A-,/0)1-�-,=�35-njGk,@>+.x*3N+.),+l=Akn+l:;jLx�2Ak1-12_2As5@_698

¢*+l=A-12A2A-�!]'N8n:nx�Îq-,/5/0-"35xz+l= �,=>@A-�/Zs56l6.-_jLxzs5@4rZs0-�6.-�35k,�5+l=u/0-_2Axz+l=wj�8z24:nxZ3N+VO�k�!L��-,=>=A-_)1xz/03N+l=>+.xz/�-12>=
@Ak�8�6l+.2Ak1-ÉjGxzs5@"698 jG-,@>=>s5@>��8�=>+.xz/ )AÔ0xz+.2A+.-É-,/�j5@A-,/�8�/�=n35-12�/0xz:_�5@A-12;3QP$xz/035-

α
-,=

β
@A-12>jL-1),=>+l¢q-,:n-,/�=

k,p�8�sNÑ M"6�P +l/�¢q-,@A2A-�35-7698Á=
8�+l6l6.-�3Ns 35xz:<8�+l/0-�308�/02�6.-12w3N+l@A-1),=>+.xz/02ujGk,@>+.x*3N+.r�s0-12
(z)

-,=
(θ)
!

α =
1

Lz

� � ! � ¤ �

β =
1

Lθ

� � ! �1:q�

��xz:;:n-u2A-,s56]6.-4)�8z2�3NsÉ2A)�8�698�+l@A-uj�8z2A2>+ |~-12>=�8��Lxz@A35k�308�/02�)1-,=>=A-uk,=>s035-�}�+l6]Î;8�s5/É35k1)1xzs5j5698�pq-u=Axz=
8�6
-,/�=>@A-%6.-�)
Ô�8�:;jn3NÎZ/�8�:;+.rZs0-�-,=�6.-%)AÔ�8�:;j;=>Ô0-,@>:;+.rZs0-�!qÒ~-�)
Ô�8�:;j;=>Ô0-,@>:;+.r�s0-�-12>=�+l/5+l=>+98�6l+.2Ak%s5/0-�|Ðxz+.2�6.-
)AÔ�8�:;j02%35-u¢Z+l=A-12
2A-�@Ak12Axz6ls ��k1)1xzs56.-,:n-,/�=%=>s5@>�5s56.-,/�=�j56.-,+l/0-,:n-,/Z=�35k,¢q-,6.xzj5jGk � !*Ò�P +l/5+l=>+98�6l+.2
8�=>+.xz/ )
Ô0xz+.2>+.--12>=w)1-,6l6.-Uj5@AxzjLx�2Ak1-Uj�8�@���8z2c8�p�+�� �1: : ¡ � m

Θ+(~x, t = 0) = Pr.v+
z (~x, t = t0)

� � ! ¡�£ �

� \�� #�� ^���\ ��G $-H�� a �
I�� ^��8G
'*-,6.xz/n6�P Ô�Î*jGxz=>Ô0?12
-w35-�/0xz/;p�6l+.2A2A-,:n-,/Z=À6.-SR0s5+.35-w-12A=y2>s5j5jGx�2
kw8z3NÔ0k,@A-,@�8�sNÑÁj�8�@Axz+.2�!Z��-,6l6.-12�Ú),+�k,=
8�/Z=

+l:;jL-,@>:nk�8��56.-12�-,=u+l/035kd|Ðxz@>:<8��56.-12�}L6.-12U)1xz:;jLx�2
8�/�=A-12U35-"698É¢*+l=A-12A2A-"3Ns R0s5+.35-Á2,P 8�/5/Zs56.-,/�='M<698Éj�8�@Axz+
-,=wxz/�8 m

� oy2>j�8z)1-_8�/5/Zs5698�+l@A-<m
• × 698;j�8�@Axz+~+l/�=A-,@>/0- m

r = 2r∗/(1 − r∗) −→ qz = qr = 0, qθ = Ni/2

• × 698;j�8�@Axz+¹-dÑ*=A-,@>/0- m

r = 2/(1 − r∗) −→ qz = qr = 0, qθ = Ne/2

� ��ÎZ6l+l/03N@A-<m
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• 'Zs5@�6�P 8�Ñ5- m
r = 0 −→ ∂qθ

∂r
=

∂qz

∂r
= 0, qr = 0

• × 698;j�8�@Axz+ m
r = 1 −→ qz = qr = 0, qθ = N/2

x��
N
-12>=�6.-7=
8�sNÑ 35-7@Axz=
8�=>+.xz/�35k>O0/5+~j�8�@_m

N = 2ΩR/Up = 2vθ/Up

Ö � mNÒ~-7:<8�+l6l698�pq-Uk,=
8�/Z=435k1)�8�6.k�}
qθ
-,=

qz
/0-U2Axz/Z=ÆÍ>8�:<8�+.2�)�8�6.),s56.k1-12w-,/

r = 0
��)d|�!*j�8�@
8�p�@
8�j5Ô0- � ! ¡ � !

v�xzs5@72>+l:_s56.-,@�698;=
8�+l6l6.-_+l/1O0/5+.-�3NsÏ35xz:<8�+l/0-���308�/02u6.-_2
-,/02435-�6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/Z= � }L35-12u)1xz/03N+l=>+.xz/02735-jLk,@>+.xZ3N+.),+l=Ak�2Axz/�="s5=>+l6l+.2Ak1-12"308�/02"6.-12�3N+l@Ak1),=>+.xz/02;8�ÑN+98�6.-É-,=Á8$�1+l:_s5=
8�6.-�!À��-12")1xz/03N+l=>+.xz/02"2/P$-dÑ*j5@>+l:n-,/Z=
j�8�@_m

qi(θ, r, z) = qi(θ, r, z + Lz)

qi(θ, r, z) = qi(θ + 2π, r, z)

�
	��	1� �  � �879���� ��&3 � 7 � � " � �� � ��� 7 7����

�78�/02�6.-%)�8z3N@A-%35-%)1-,=>=A-%k,=>s035-�}z+l6*Î"8ws5/;35k1)1xzs5j5698�pq-�=Axz=
8�6.-%-,/�=>@A-%698�3NÎ*/�8�:;+.r�s0-%35-�6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=
-,=72
8;=>Ô0-,@>:;+.rZs0-�}Lxz/ j�8�@>6.-;8�6.xz@A2u35-"2A)�8�698�+l@A-�j�8z2A2>+ |>!�o�/�)1x*xz@A35xz/5/0k1-12U),ÎZ6l+l/03N@>+.rZs0-12�}]6�P$k1r�s�8�=>+.xz/ 35-
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∂T

∂t
+ vr

∂T

∂r
+

vθ

r

∂T

∂θ
+ vz

∂T

∂z
= α[

∂2T

∂r2
+

1

r

∂T

∂r
+

1

r2

∂2T

∂θ2
+

∂2T

∂z2
]
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α
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(qe)
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q∗ = qi/qe
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z � !
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Θ
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6.x*)�8�6.-�-,=wr�s5+~2/P$k1),@>+l=_m

Θ =
〈Tb(z)〉θ − T (θ, r, z, t)

Tr

� � ! ¡�¡ �
x�� 〈Tb〉θ

-12>=�698Á=A-,:;jLk,@
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Tb =
2

Ub(re
2 − ri

2)

∫ re

ri

u(r)T (r)rdr

× O0/�35-É=A-,/5+l@;)1xz:;j5=A-�35-É6�P$->U³-,=Á3Ns�@
8�j5jLxz@>=Á35-12'R0sNÑÙ35-�)AÔ�8�6.-,s5@�}�698 =A-,:;jLk,@
8�=>s5@A- 35-<@Akd|Ðk,@A-,/0)1-
Tr

-12>=735k>O0/5+.-Á=A-,6l6.-"rZs0-
Tr = qrδ/k
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qr
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81Îqxz/02"m

qr = qe + r∗qi
� � ! ¡ �q�
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∂t
+

1

r

∂

∂r
(qrΘ) +

1

r

∂

∂θ
(qθΘ) +

∂

∂z
(qzΘ) − qz

∂

∂z

(〈Tb〉θ
Tr

)
=

1

Re.Pr

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂Θ

∂r

)
+

1

r2

∂2Θ

∂θ2
+

∂2Θ

∂z2

] � � ! ¡ �Z�

Ò¹8 )1xz/03N+l=>+.xz/ 35-.R0sNÑ 35-�)AÔ�8�6.-,s5@;+.35k�8�6%2>+lp�/5+VO�-ÉrZs0-É6.-`R0sNÑÙ35-�)AÔ�8�6.-,s5@;-12>="s5/5+ |Ðxz@>:n-<6.-É6.xz/5p
35- 698Ïj�8�@Axz+�-,=n)1xz/02>=
8�/�= 8�s )1xzs5@A2<3Ns =A-,:;j02���v�+l6l6.-,@Ï�Ð¡�£�£ 5 �>� !�o�/ k1)1xzs56.-,:n-,/�= 3NÎ*/�8�:;+.r�s0-,:n-,/Z=-,=�=>Ô0-,@>:;+.r�s0-,:n-,/Z= k,=
8��56l+ }%)1-,698 +l:;j56l+.rZs0-�r�s0-Ï698 =A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-�:nx^Îq-,/5/0k1- 308�/02 6.- =A-,:;j02 ¢�8�@>+.-
6l+l/0k�8�+l@A-,:n-,/�=7308�/02�698;3N+l@A-1),=>+.xz/�35-U6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=Ám

∂〈T 〉θ
∂z

=
∂〈Tb〉θ

∂z
=

∂〈Tpe〉θ
∂z

=
∂〈Tpi〉θ

∂z
= Cste

� � ! ¡ 5 �
x�� 〈Tpi〉

-,= 〈Tpe〉
2Axz/Z=y@A-12>jLk1),=>+l¢q-,:n-,/�=�6.-12�=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-12�:nx�Îq-,/5/0-12%35-12�j�8�@Axz+.2�+l/�=A-,@>/0-u-,=À-dÑN=A-,@>/0-�!

 4/��5+l698�/"3QP$k,/0-,@>p�+.-%2>s5@�s5/"8�/5/0-�8�s;k,6.k,:n-,/�=
8�+l@A-%35-�6.xz/5p�s0-,s5@
dz
� O0p�s5@A- � ! ¡ � -dÑNj5@>+l:n-�r�s0-À6�P$k1)�8�@>=-,/�=>@A-�6.-12SR0sNÑ�3QP$-,/�=>Ô�8�6lj5+.-�2Axz@>=
8�/�=w-,=�-,/Z=>@
8�/�=u-12A=%k,p�8�6�M�6�P 8�j5jLxz@>=w35-U)AÔ�8�6.-,s5@42As5@�698�jLk,@>+lj5Ô0k,@>+.-�3Ns

¢qxz6ls5:n-�k,6.k,:n-,/Z=
8�+l@A-�}]2Axz+l=�m

Q(z + dz) − Q(z) = Qpi + Qpe

� � ! ¡�� �
2Axz+l=w-,/0)1xz@A-Ém

ṁCpTb(z + dz) − ṁCpTb(z) = qi2πridz + qe2πredz
� � ! ¡�� �

3QP$x�� m

d〈Tb〉
dz

=
2π(riqi + reqe)

ṁCp
= cste

� � ! ¡�¤ �
¡ :
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�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

z z + dz

Qe

Qiri

re

ṁCpTb(z) ṁCpTb(z + dz)

- . 0/2 � ! ¡ � ��+l698�/�3QP$k,/0-,@>p�+.-�2>s5@�s5/0-U6.xz/5p�s0-,s5@�k,6.k,:n-,/�=
8�+l@A-�!

ṁ
} 〈Tb〉

}
Cp

2
xz/�="@A-12>jG-1),=>+l¢q-,:n-,/Z=;6.-É35k,�5+l=Á:<8z2A2A+.r�s0-�}�698�=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A- 35k,�5+l=
8�/�=A- -,="698Ï)�8�j�8z),+l=Ak
)�8�6.xz@>+VO�rZs0-�3Ns R0s5+.35-nm

ṁ = ρUbπ(re
2 − ri

2)
-,=

Tb =
2

Ub(re
2 − ri

2)

∫ re

ri

u(r)T (r)rdr

Õu/ @
8�j5jG-,6l6.-_r�s0-
Ub

-12>=�698"¢Z+l=A-12
2A-U35k,�5+l=
8�/�=A-�r�s5+~2,P$k1),@>+l=�m

Ub =
2

(re
2 − ri

2)

∫ re

ri

u(r)T (r)rdr

×u+l/02>+ }³6.-12"k1r�s�8�=>+.xz/02 � ! ¡ 5 -,= � ! ¡�¤N}~jLxzs5@_s5/Ùk1)1xzs56.-,:n-,/Z=�j56.-,+l/0-,:n-,/Z=;35k,¢q-,6.xzj5jGk�308�/02_s5/Ù-12>j�8z)1-8�/5/�s5698�+l@A-�}�/0xzs02435xz/5/0-,/Z=�m

∂〈Tpi〉
∂z

=
∂〈Tb〉
∂z

=
2π(riqi + reqe)

ṁCp

� � ! ¡ :q�
o�/ @A-,:;j5698 ��8�/Z=46.-�35k,�5+l=4:<8z2A2>+.rZs0-7j�8�@42Axz/ -dÑNj5@A-12A2>+.xz/~}0xz/ xz�5=>+.-,/Z=�m

d〈Tpi〉
dz

=
d〈Tb〉
dz

=
2(riqi + reqe)

ρCpUb(re
2 − ri

2)
=

2qr(r
∗qi/qr + qe/qr)

reρCpUb(1 − r∗2)

� � ! � £ �

Õu/ :nxz/�=>@A-�|Ð8z),+l6.-,:n-,/Z=urZs0-;m

qi

qr
=

q∗

1 + r∗q∗
� � ! �N�^�

� £



� � � � �
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qe

qr
=

1

1 + r∗q∗
� � ! � ¡ �

o�/ | 8�+.2
8�/Z=�+l/�=A-,@>¢q-,/5+l@�698 =A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-É35-;@Akd|Ðk,@A-,/0)1-
Tr = qrδ/k

}¹-,=�-,/�s5=>+l6l+.2
8�/Z=_6.-12�-dÑNj5@A-12A2>+.xz/02
� ! �N� -,= � ! � ¡N}5698;@A-,698�=>+.xz/ � ! � £;2,P$k1),@>+l=_m

d〈Tpi〉
dz

=
d〈Tb〉
dz

=
2Tr

rePrReδ(1 − r∗2)

� � ! ���q�

��-,=>=A-�-dÑNj5@A-12A2>+.xz/ -12A=w35xz/0)U+l/035k,jG-,/0308�/Z=A-_3Ns @
8�j5jLxz@>=435-12 R0sNÑ³!
�78�/02À6.-w)�8z2À35-w698�)1xz/03Ns5+l=A-4),Î*6l+l/03N@>+.rZs0-4-,=�8$O0/�35-%|Ð8z),+l6l+l=A-,@�6�P +l:;j56.k,:n-,/�=
8�=>+.xz/ 35-�698U)1xz/03N+l=>+.xz/ M

698Á6l+l:;+l=A-<�
Θ = 0 � 698;3N+VU³k,@A-,/0)1-_35-7=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-�-12A=�@
8�j5jGxz@>=Ak1-5MÁ698"=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-"35-Uj�8�@Axz+ !]��-,=>=A-)1xz/03N+l=>+.xz/02_-12A=�35-Á=Î*jG-Á:;+ ÑN=A- ��v�+l6l6.-,@É�Ð¡�£�£ 5 �>� }³6.-5R0sNÑ 35-;)AÔ�8�6.-,s5@��S:nx�Îq-,/5/0k<308�/02�6.-Á=A-,:;j02 � -12>=s5/5+ |Ðxz@>:n-�6.-�6.xz/5p�35-�698nj�8�@Axz+¹=
8�/03N+.2�r�s0-_698Á=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-�+l/02>=
8�/Z=
8�/0k1-!Mn698Áj�8�@Axz+Æ@A-12>=A-�)1xz/02>=
8�/Z=A-

8�s )1xzs5@A2w3Ns =A-,:;j02�m

Θ =
〈Tpi(z)〉 − T (θ, r, z, t)

Tr

� � ! ���Z�
{ ),+ }¹698 =A-,:;jGk,@
8�=>s5@A- 35-É@Akd|�k,@A-,/0)1- -12>="35k>O0/5+.-Éj�8�@

Tr = qp/ρCpUb
x��

qp
-12>="6.-.R0sNÑ 35-É)
Ô�8�6.-,s5@

+l:;jLx�2Ak�M%698%j�8�@Axz+ !�Ò P$k1r�s�8�=>+.xz/ � ! ¡ � @A-12>=A-�+l/0)AÔ�8�/5pqk1-�}�2A-,s56�6.-�=A-,@>:n-À2>s5j5j56.k,:n-,/�=
8�+l@A-�2A-,@
8%-dÑNj5@>+l:nkÀ-,/|Ðxz/0),=>+.xz/ 35-u698"=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-�35-�j�8�@Axz+ !5Ò�P$-dÑNj5@A-12A2>+.xz/ � ! ¡ 5Á2,P 8�j5j56l+.rZs�8�/�=�8�s02A2>+LjGxzs5@%s5/ k1)1xzs56.-,:n-,/Z=35k,¢q-,6.xzj5jLkU308�/02�s5/ =>s5�L-�}*+l6G2>s1Tn=�35xz/0)735-u|Ð8�+l@A-u=A-,/03N@A-76.-u@
81Îqxz/ +l/�=Ak,@>+.-,s5@�¢q-,@A2
0
308�/02%698�@A-,698�=>+.xz/

� ! � £ÁjLxzs5@�@A-,=>@Axzs5¢q-,@46.-7=A-,@>:n-�2>s5j5j56.k,:n-,/�=
8�+l@A-Ém

∂〈Tp〉
∂z

=
∂〈Tb〉
∂z

=
2qp

reρCpUb
=

2Tr

re

� � ! � 5 �

� \�� #�� ^���\ ��G $-H�� a �
I�� ^��8G
� oy2>j�8z)1-_8�/5/Zs5698�+l@A-<m

• × 698;j�8�@Axz+~+l/�=A-,@>/0- m

r = 2r∗/(1 − r∗) −→ ∂Θ

∂r
= q∗/(1 + q∗r∗)

• × 698;j�8�@Axz+¹-dÑ*=A-,@>/0- m

r = 2/(1 − r∗) −→ ∂Θ

∂r
= 1/(1 + q∗r∗)

�N�
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� ��ÎZ6l+l/03N@A-<m
• 'Zs5@�6�P 8�Ñ5- m

r = 0 −→ ∂Θ

∂r
= 0

• × 698;j�8�@Axz+ m
r = 1 −→ Θ = 0

�7-12w)1xz/03N+l=>+.xz/02435-�jGk,@>+.x*3N+.),+l=Ak�2Axz/Z=u8�s02A2>+¹8�j5j56l+.rZs0k1-1242>s5@�6.-U)
Ô�8�:;j =>Ô0-,@>:;+.rZs0-<m

Θ(θ, r, z) = Θ(θ, r, z + Lz)

Θ(θ, r, z) = Θ(θ + 2π, r, z)

� ��� � � � ��� ��"%(�� � � � ������"

�
	1� 	�� � ��� � � ����3�� � � " � �8"�� �&� � � "�"�����

Ò~-7:<8�+l6l698�pq-�-12>=�s5/5+ |Ðxz@>:n-U308�/02�6.-12�3N+l@A-1),=>+.xz/02u8�ÑN+98�6.-U-,=48$�1+l:_s5=
8�6.-�!]Ò�P s5/5+ |Ðxz@>:;+l=Ak�-,/
θ
-,=

z
-12>=

8��02Axz6ls5:n-,/Z=�/0k1)1-12A2
8�+l@A-ujGxzs5@�6�P s5=>+l6l+.2
8�=>+.xz/ 35-12%35k,¢q-,6.xzj5jG-,:n-,/Z=A2%=>@>+lpqxz/0xz:nk,=>@>+.r�s0-12w308�/02�6�P$k1rZs�8�=>+.xz/
35-É698 j5@A-12
2>+.xz/~}¹=
8�/03N+.2;rZs0-�308�/02�698Ï3N+l@A-1),=>+.xz/

r
6.-É:<8�+l6l698�pq- jG-,s5= �,=>@A-�@A-12A2A-,@>@AkÉj5@A?12Á35-12�j�8�@Axz+.2

-,=�)1-U-,/ s5=>+l6l+.2
8�/�=w35-12�|Ðxz/0),=>+.xz/02w3QP 8$Tn/0-,:n-,/�=�!LÕu/ )1xz/02>+.35?,@A-7s5/0-U3N+.2A),@Ak,=>+.2
8�=>+.xz/ 8�¢q-1)
(n1, n2, n3)jLxz+l/�=A2 35- )1xz6l6.x*)�8�=>+.xz/02 308�/02<6.-12�3N+l@A-1),=>+.xz/02

(θ, r, z)
!%Ò~-12<¢�8�@>+98��56.-12�j5@>+l:;+l=>+l¢q-12 2A-,@Axz/�= )�8�6.),s56.k1-12

-,/ 35-127jGxz+l/Z=A2U3N+VULk,@A-,/Z=A2<�S:<8�+l6l698�pq-;35k1)�8�6.k�} O0p�s5@A- � ! �q� }L2>+l=>s0k12U2>s5@76.-12u|Ð8z)1-12U35-12U)1-,6l6ls56.-127jLxzs5@76.-12)1xz:;jLx�2
8�/�=A-12%35-u¢Z+l=A-12A2
-�}�xzs�8�s )1-,/�=>@A-735-12�)1-,6l6ls56.-12�jGxzs5@�6.-12Àp�@
8�/035-,s5@A2%2A)�8�698�+l@A-12%-,=%35k>O0/5+.2Àj�8�@�6.-12
)1x*xz@A35xz/5/0k1-1242>j�8�=>+98�6.-12u2>s5+l¢z8�/Z=A-12_m

q

q
q

q

q

q

q

p, T

p, T

r (j)

θ (ι) 
r

θ

z

r

z

r

θ

z (k)

∆

∆z

rj+1/2

k+1/2

θ ∆ i+1/2

r=0

r

1r

r j

j+1

θ

θ

i

i+1

z

z

k

k+1

                1/2r∆ 

              Maille (i, 1, k)               Maille (i, j, k)

-/. 0/2 � ! � � ��8�+l6l698�pq-_35k1)�8�6.k�!

� ¡
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qθ → (i, j + 1/2, k + 1/2)
xzs

(θc(i), rm(j), zm(k))

qr → (i + 1/2, j, k + 1/2)
xzs

(θm(i), rc(j), zm(k))

qz → (i + 1/2, j + 1/2, k)
xzs

(θm(i), rm(j), zc(k))

p,Θ → (i + 1/2, j + 1/2, k + 1/2)
xzs

(θm(i), rm(j), zm(k))

81¢q-1)<m

θc = (i − 1)4θ i = 1 · · · n1, θm = (i − 1/2)4θ i = 1 . . . (n1 − 1), 4θ =
2π

n1 − 1

rc = (j − 1)4r j = 1 · · · n2, rm = (j − 1/2)4r j = 1 . . . (n2 − 1), 4r =
l.f(r)

n2 − 1

zc = (k − 1)4z k = 1 · · · n3, zm = (k − 1/2)4z k = 1 . . . (n3 − 1), 4z =
L

n3 − 1

�
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Ò~-12 |Ðxz@>=A-12 ¢z8�@>+98�=>+.xz/02�35-12 3N+VULk,@A-,/Z=A2 ¢�8�@>+98��56.-12 8�sNÑË¢qxz+.2A+l/�8�pq-12 35-12 j�8�@Axz+.2 jLxzs5@ 6.-12 k1)1xzs56.-dÚ
:n-,/�=A2n=>s5@>�5s56.-,/�=<-dÑN+lpq-,/�=Á6�P s5=>+l6l+.2
8�=>+.xz/ 3QP s5/ :<8�+l6l698�pq- j56ls02;2A-,@>@Ak�jLxzs5@Ás5/0-É:n-,+l6l6.-,s5@A- @Ak12Axz6ls5=>+.xz/
35-12À)1xzs0)
Ô0-12À6l+l:;+l=A-12Àj5@A?12À35-12Àj�8�@Axz+.2�!��U8�/02y698�)1xz/03Ns5+l=A-4),Î*6l+l/03N@>+.r�s0-�}�/0xzs02�81¢qxz/02�s5=>+l6l+.2Ak�s5/0-w=>@
8�/02�Ú
|Ðxz@>:<8�=>+.xz/ Ô�Î*jG-,@>�Lxz6l+.r�s0-7rZs5+]jL-,@>:n-,=%s5/ �Gxz/ @A-12A2A-,@>@A-,:n-,/Z=w35-12�:<8�+l6l6.-1248�sÉ¢qxz+.2A+l/�8�pq-U35-u698�j�8�@Axz+�m

r(j) =
tanh(αb(j))

tanh(α)
0 ≤ r(j) ≤ 1

� � ! � � �

α
-12>=�s5/Éj�8�@
8�:n?,=>@A-U8�Í�s02>=
8��56.-�r�s5+L35k,=A-,@>:;+l/0-�698_)1xz/0)1-,/Z=>@
8�=>+.xz/ 35-4698_p�@>+l6l6.-7308�/02À698_@Ak,p�+.xz/ j5@AxZ)
Ô0-

j�8�@Axz+ !
vÆxzs5@�6�P$-12Aj�8z)1-Á8�/5/Zs5698�+l@A-"/0xzs0278�¢qxz/02Uxzj5=Ak_jLxzs5@�s5/�:<8�+l6l698�pq-Á2>+l/Zs02Ax�� 308�6�r�s5+ÆjG-,@>:n-,=�s5/Ï=>@A?124|Ðxz@>=
@A-12A2A-,@>@A-,:n-,/Z=u35-12�:<8�+l6l6.-12�8�sNÑ�¢qxz+.2A+l/�8�pq-12435-12w35-,sNÑ j�8�@Axz+.2w2
8�/02w6.-12w35kd|�xz@>:n-,@78�s )1-,/�=>@A-Ém

r(j) = ri + (1 − cos(πb(j)) ri ≤ r(j) ≤ re
� � ! � � �

�U8�/02�6.-12w35-,sNÑ )�8z2�}
b(j)

-12A=w35xz/5/0kUj�8�@_m

b(j) =
j − 1

n2 − 1
1 ≤ j ≤ n2

� � ! � ¤ �
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Ò~-12wk1rZs�8�=>+.xz/02w2Axz/�=w3N+.2
),@Ak,=>+.2Ak1-12�j�8�@�698�:nk,=>Ô0xZ35-_35-12�3N+VULk,@A-,/0)1-12 O0/5+.-1242>s5@%s5/ :<8�+l6l698�pq-�35k1)�8�6.k
-,/ s5=>+l6l+.2
8�/Z=ws5/ 2A)AÔ0k,:<8n)1-,/�=>@Ak�35-U2A-1)1xz/03 xz@A3N@A-�!5Ò�8Á:nk,=>Ô0xZ35-U35-1243N+VULk,@A-,/0)1-12 O0/5+.-124-12>=%pqk,/0k,@
8�6.-dÚ
:n-,/�=_:nxz+l/02Uj5@Ak1),+.2A-;rZs0-�698�:nk,=>Ô0x*35-;2>jL-1),=>@
8�6.-Á:<8�+.2�-,6l6.-n8É6�P 81¢�8�/�=
8�pq-É3QP �,=>@A-Áj56ls02�R�-dÑ*+l�56.-ÁjLxzs5@
6.-12�pqk1xz:nk,=>@>+.-12�)1xz:;j56.-dÑ5-12�!*Ò~-12�2>+l:_s5698�=>+.xz/02%3N+l@A-1),=A-12%308�/02Às5/ )�8�/�8�6Æ��&�8�+]-,=%��xz+l/�� �1: :N�^� }N��Ô0xz+L-,=�Ïxz+l/ � �1: :��Z�>� xz/�=�:nxz/Z=>@Ak4rZs0-�}�6.xz@A2
r�s0-%6987)1xz/02A-,@>¢�8�=>+.xz/np�6.xz��8�6.-w-12A=Æ:<8�+l/Z=A-,/�s0-�}Z6.-12�2>=
8�=>+.2>=>+.rZs0-12y35-| 8�+l�56.-�xz@A3N@A-w2Axz/�=�)1xz/�¢q-,/�8��56.-,:n-,/�=�35k1),@>+l=A-12�81¢q-1)�s5/n2A)
Ô0k,:<8U35-w3N+VU³k,@A-,/0)1-12 O0/5+.-12y35-�2
-1)1xz/03nxz@A3N@A-�!

Õu/�35k>O0/5+l=76.-Á2>ÎN2>=A?,:n-"35-�)1x*xz@A35xz/5/0k1-12n�
x1
}
x2
}
x3
� 308�/02�6.-1r�s0-,6 θ = x1

}
r = f(x2)

}
z = x3

!
Ò~-12w35k,@>+l¢qk1-124j5@A-,:;+.?,@A-12w-,=w2A-1)1xz/035-�308�/02w6.-12w3N+l@A-1),=>+.xz/02

θ
-,=

z
2Axz/Z=4-dÑ*j5@>+l:nk1-12wj�8�@w6.-12�xzjGk,@
8�=A-,s5@A2

s02>s0-,6.2%+l/03N+.rZs0k12%j�8�@%6.-12�xzjLk,@
8�=A-,s5@A248�6lpqk,�5@>+.rZs0-12
δ/δxi

-,=
δ2/δx2

i

81¢q-1)
i = 1, 3

!5Ò~-12�35k,@>+l¢qk1-12w308�/02
698 3N+l@A-1),=>+.xz/�@
8z3N+98�6.-n2
xz/�=_8�j5j5@Ax1ÑN+l:nk1-12�j�8�@Us5/0-Á=>@
8�/02>|�xz@>:<8�=>+.xz/�35-")1x*xz@A35xz/5/0k1-12

r = r(x2)
}³rZs5+

+l/�=>@Ax*3Ns5+l= s5/0- |Ðxz/0),=>+.xz/Ë:nk,=>@>+.r�s0-
g2(x2) = δr/δx2

3Ns | 8�+l=É35-�6�P s5=>+l6l+.2
8�=>+.xz/ 3Ns :<8�+l6l698�pq-Ï/0xz/NÚ
s5/5+ |Ðxz@>:n-�!G×u+l/02>+ }�6.-124¢�8�@>+98��56.-12

r
-,=

g2
8�j5j�8�@
8�+.2
2A-,/�=U308�/02�6.-12u35-,sNÑ�jGx�2>+l=>+.xz/02

j
}
j + 1/2

}L3QP$x���698
/0xz=
8�=>+.xz/Ùm
);m0)1-,/Z=>@A-UjGxzs5@4698"jGx�2>+l=>+.xz/nÍU�S/0x*-,s03 �: m5:;+l6l+.-,s jLxzs5@�698ÁjLx�2>+l=>+.xz/ÁÍ # � �z¡

81¢q-1)�)1-12u35k>O0/5+l=>+.xz/02w6.-�2>ÎN2>=A?,:n-U3QP$k1rZs�8�=>+.xz/0243N+.2A),@Ak,=>+.2
k1-12w2,P$k1),@>+l=42Axzs02w698�|�xz@>:n-nm

δqθ

δt
+ g2m

δqθ/rmqr

δx2
+

1

r2
m

δqθqθ

δx1
+

δqθqz

δx3
+

qθqr

r2
m

+ Nηqr =

− δp

δx1
+

1

Re

[
g2m

δ

δx2
g2crc

δqθ/rm

δx2
− qθ

r2
m

+
1

r2
m

δ2qθ

δx2
1

+
δ2qθ

δx2
3

+
2

r2
m

δqr

δx1

]

δqr

δt
+ g2m

δqrqr

δx2
+ g2m

δ

δx2

qrqr

rc
+

δ

δx1

qθqr

rmrc
+

δqrqz

δx3
− qθqθ

r2
c

+ Nηqθ =

−rcg2c
δp

δx2
+

1

Re

[
g2c

δ

δx2
g2crc

δqr/rc

δx2
− qr

r2
c

+
1

r2
c

δ2qr

δx2
1

+
δ2qr

δx2
3

+
2

r2
c

δqθ

δx1

]

δqz

δt
+

g2m

rm

δqrqz

δx2
+

1

r2
m

δqθqz

δx1
+

δqzqz

δx3
=

δp

δx2
− ∂p

∂z
+

1

Re

[
g2m

rm

δ

δx2
g2crc

δqz

δx2
+

1

r2
m

δ2qz

δx2
1

+
δ2qz

δx2
3

]

� � ! � :q�

Ö�xzs024s5=>+l6l+.2Axz/02735-12u+l/�=A-,@>jLxz698�=>+.xz/02U6l+l/0k�8�+l@A-12�jGxzs5@�/0xzs02ujG-,@>:n-,=>=>@A-Á3QP$k,¢�8�6ls0-,@u6.-12u¢z8�@>+98��56.-127-,/�35-12
jLx�2>+l=>+.xz/02wx�� -,6l6.-12�/0-_2Axz/�=wj�8z2435k>O0/5+.-12�!

���
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v�xzs5@�698Á@Ak12Axz6ls5=>+.xz/�3Ns�2>ÎN2>=A?,:n-�3QP$k1rZs�8�=>+.xz/02�3N+.2A),@Ak,=>+.2Ak1-12�}�/0xzs02u81¢qxz/02�xzj5=Ak�jLxzs5@4s5/0-_¢z8�@>+98�/Z=A-
35-U698Á:nk,=>Ô0x*35-�35-Uj5@Ax�Í>-1),=>+.xz/��S:nk,=>Ô0x*35-'M"j�8z2u35-U=A-,:;j02�|�@
8z),=>+.xz/5/0k � }�)1xz:��5+l/0k1-'MÁs5/0-�=A-1)AÔ5/5+.rZs0-3QP 8�j5j5@Ax1ÑN+l:<8�=>+.xz/ j�8�@�| 8z),=Axz@>+.2
8�=>+.xz/~}Nj5@AxzjLx�2Ak1-�j�8�@ �7+l:�-,=��Ïxz+l/�� �1: ¤ 5 � -,=�:nx*3N+VO�k1-�j�8�@�Øy-,@ �1+.)1)1x-,="Õu@>698�/03N+u� �1: : � � r�s5+�s5=>+l6l+.2
-,/�=_s5/Ù2A)AÔ0k,:<8 Ô�Î*�5@>+.35-n35-n&ws5/5pq-dÚ��7s5=>=
8�����@
8�/��ZÚÖu+.)1xz6.2Axz/~!�Ò�8 :nkdÚ=>Ô0x*35-NM"j�8z2w35-U=A-,:;j02w|S@
8z),=>+.xz/5/0k�-12A=�}0-,/ pqk,/0k,@
8�6 }0s5/0-U:nk,=>Ô0x*35-�3QP 8�j5j5@Ax�Ñ*+l:<8�=>+.xz/�35-12wk1rZs�8�=>+.xz/02
3QP$k,¢qxz6ls5=>+.xz/ ��8z2Ak1- 2As5@n698�35k1)1xz:;jLx�2>+l=>+.xz/ 35-12ÉxzjLk,@
8�=A-,s5@A2ÉrZs�P$-,6l6.-12�)1xz/�=>+.-,/5/0-,/�=�}�-,6l6.- jG-,@>:n-,= 35-
=>@
8�+l=A-,@%-,/É: �,:n-u=A-,:;j02À6.-4j5@Axz�56.?,:n-735-4)1xzs5j5698�pq-�¢Z+l=A-12
2A-dÚ j5@A-12A2>+.xz/�-,=�35-�)�8�6.),s56.-,@�698_2Axz6ls5=>+.xz/<M_s5/
/0xzs5¢q-,6~+l/02>=
8�/Z=

tn+1
!

�U8�/02U2Axz/�8�j5j56l+.)�8�=>+.xz/Ù8�sNÑ k1r�s�8�=>+.xz/02U35-;Ö781¢*+.-,@�Ú 'Z=Ax��q-12�}³xz/ jL-,s5=�+l/Z=A-,@>j5@Ak,=A-,@_6.-"@��z6.-;35-"698�j5@A-12�Ú
2>+.xz/�308�/02�6.-12�k1rZs�8�=>+.xz/02U35-�698ÉrZs�8�/�=>+l=AkÁ35-�:nxzs5¢q-,:n-,/�=_)1xz:;:n-"s5/�xzjGk,@
8�=A-,s5@U35-"j5@Ax�Í>-1),=>+.xz/�rZs5+
j5@Ax�Í>-,=>=A-ns5/ )
Ô�8�:;j�35-;¢*+l=A-12A2A-É8�@>�5+l=>@
8�+l@A-<308�/02�s5/ )AÔ�8�:;j 35-;¢*+l=A-12A2A-.M 3N+l¢q-,@>pq-,/0)1-É/�s56l6.-�!���-,=>=A-
:nk,=>Ô0x*35-u-12>=�81¢qk,@Ak1-�:;+.-,sNÑ�8z308�j5=Ak1-�jLxzs5@�6.-4=>@
8�+l=A-,:n-,/�=w35-12�=A-,@>:n-12%)1xz/�¢q-1),=>+ |Ð2�}*jGxzs5@%2
8_2>=
8��5+l6l+l=Ak�
-,6l6.-_8n8�s02
2>+~6�P 81¢�8�/�=
8�pq-"35-U@A-1rZs0k,@>+l@4s5/ :;+l/5+l:�s5: 35-�:nk,:nxz+l@A-_-,/ -dÑ5k1),s5=>+.xz/ jLxzs5@4)1-,=>=A-_),698z2
2A-�35-
2A)
Ô0k,:<8N!

� ��� � $�� ��� & (�� � � � ������"�� � ��(������ � ��( � & ��� )�� � ��� "�

Ò¹8":nk,=>Ô0xZ35-U35-�j5@Ax�Í>-1),=>+.xz/ 35k1)1xz:;jGx�2
-U)AÔ�8zrZs0-7j�8z2�35-7=A-,:;j02�-,/ =>@Axz+.2�2Axzs02�Ú j�8z2�35-�698":<8�/5+.?,@A-
2>s5+l¢�8�/�=A-nm
vÆxzs5@u)AÔ�8zrZs0-Uj�8z2�+l/Z=A-,@>:nk13N+98�+l@A-�35-_&ws5/5pq-dÚ��7s5=>=
8 �S6�� � } ¡N} �q� }
� 7
	 xz/ )�8�6.),s56.-�}�308�/02És5/0- j5@A-,:;+.?,@A-�k,=
8�jG-�}Às5/ )
Ô�8�:;j 35- ¢Z+l=A-12
2A- /0xz/NÚ2Axz6.k,/0xz+.308�6n�

q̂l � }yj�8�@�698@Ak12
xz6ls5=>+.xz/�35-12wk1rZs�8�=>+.xz/02435-UrZs�8�/�=>+l=Ak�35-7:nxzs5¢q-,:n-,/�=�!
��� 	 xz/_)1xz@>@>+lpq-�6.-À)AÔ�8�:;j��

q̂l � }^308�/02³s5/0-y35-,sNÑN+.?,:n-Àk,=
8�jL-�}1jGxzs5@~2c8�=>+.2�|Ð8�+l@A-y6�P$k1r�s�8�=>+.xz/_35-À)1xz/�=>+l/�s5+l=Ak�!
� � 	 s5/0-�|Ðxz+.2"6.-�)
Ô�8�:;j 35-�¢Z+l=A-12
2A-É2
xz6.k,/0xz+.308�6_�

q̂l+1 � )�8�6.),s56.k�}�6�P$k1r�s�8�=>+.xz/ 3Ns 2A)�8�698�+l@A- j�8z2A2A+ |u-12>=@Ak12
xz6ls0-�3N+l@A-1),=A-,:n-,/�=�}G308�/02�s5/ 2A-,s56³j�8z2

�
	�( 	��  ���!� � " � ��" 3 � ��� � � � ������� 7 ��" � ��� ��� "

Ò~-12<k1rZs�8�=>+.xz/02n35- rZs�8�/�=>+l=Ak�35- :nxzs5¢q-,:n-,/�= 2Axz/�=<3N+.2
),@Ak,=>+.2Ak1-12n2>s5+l¢�8�/�=n6.- 2A)AÔ0k,:<8 35- &ws5/5pq-dÚ
�7s5=>=
8N}0-,/�8�j5j56l+.rZs�8�/�=

� s5/ =>@
8�+l=A-,:n-,/�=u-dÑNj56l+.),+l=A-�8�sNÑ =A-,@>:n-12w35-7)1xz/�¢q-1),=>+.xz/~}]8�s p�@
8z3N+.-,/Z=435-7j5@A-12A2>+.xz/ -,=48�sNÑ�=A-,@>:n-12
¢Z+.2
r�s0-,sNÑ 35-�)1xzs5j5698�pq-�

� s5/ =>@
8�+l=A-,:n-,/�=72A-,:;+ Ú +l:;j56l+.),+l=A-É��2
)AÔ0k,:<8;35-���@
8�/��ZÚÖu+.)1xz6.2Axz/ � 8�sNÑ =A-,@>:n-12�¢*+.2Ar�s0-,sNÑ �

q̂l
c − ql

c

∆t
=

[
γlHl

c + ρlHl−1
c − αlGcp

l +
αl

2
Ac(q̂

l
c + ql

c)
]
, pour c = θ, r, z

� � ! � £ �

� 5
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81¢q-1)�6.-12�=A-,@>:n-124-dÑNj56l+.),+l=A-12_m

−Hz =

[
1

r

∂

∂r
(qrqz) +

1

r2

∂

∂θ
(qθqz) +

∂

∂z
(qzqz)

]

−Hθ =

[
∂

∂r
(
qθqr

r
) +

1

r2

∂

∂θ
(qθqθ) +

∂

∂z
(qθqz) +

qθqz

r2
+ Nqr

]
− 1

Re

2

r2

∂qr

∂θ

� � ! �0�^�

−Hr =

[
∂

∂r
(
qrqr

r
) +

∂

∂θ
(
qrqθ

r2
) +

∂

∂z
(qrqz) −

qθqθ

r2
− Nqθ

]
+

1

Re

2

r2

∂qθ

∂θ
-,=�6.-124xzjLk,@
8�=A-,s5@A2_m

Az = Azr + Azθ + Azz =
1

Re

[
1

r

∂

∂r
(r

∂.

∂r
) +

1

r2

∂2.

∂θ2
+

∂2.

∂z2

]

Aθ = Aθr + Aθθ + Aθz =
1

Re

[
∂

∂r
(r

∂

∂r

.

r
) − .

r2
+

1

r2

∂2.

∂θ2
+

∂2.

∂z2

] � � ! � ¡ �

Ar = Arr + Arθ + Arz =
1

Re

[
∂

∂r
(r

∂

∂r

.

r
) − .

r2
+

1

r2

∂2.

∂θ2
+

∂2.

∂z2

]

G =

(
∂

∂θ
, r

∂

∂r
,

∂

∂z

) � � ! ���q�
Ò~-12�)1x*->T<),+.-,/�=A2u3Ns 2
)AÔ0k,:<8Á35-U&ws5/5pq-dÚ��7s5=>=
8Á2
xz/�=w)�8�6.),s56.k12%jLxzs5@�s5/0-uj5@Ak1),+.2A+.xz/ M_6�P$xz@A3N@A-U35-,sNÑ -,/
=A-,:;j02�!0{�6.2%j5@A-,/5/0-,/�=�6.-12�¢�8�6.-,s5@A2�m

γ1 =
8

15
γ2 =

5

12
γ3 =

3

4

ρ1 = 0 ρ2 = −17

60
ρ3 = − 5

12vÆxzs5@w6�P Ô0xz:nxzpqk,/0k,+l=Ak�3Ns 2A)
Ô0k,:<8N}5xz/ +l:;jGx�2A-
αl = γl + ρl

�N35-7j56ls02
ρl = 0

jL-,@>:n-,=w35-735k,:<8�@>@A-,@w698
j5@Ax*)1k13Ns5@A-�&ws5/5pq-dÚ��7s5=>=
8<2
8�/02w2>=Ax*)��q-,@w6�P$k,=
8�=4j5@Ak1)1k135-,/�=�!
Ò�P 8�¢z8�/0)1-,:n-,/Z=43QP s5/ j�8z2�35-�=A-,:;j02

∆t
��-,/�=>@A-

tn
-,=

tn+1 � 2,P$->U³-1),=>s0-uj�8�@�+l/Z=Ak,p�@
8�=>+.xz/ 2>s5@%35-12�+l/Z=A-,@�Ú¢�8�6.-12w+l/�=A-,@>:nk13N+98�+l@A-12735-_6.xz/5p�s0-,s5@A2
αl∆t

�0-,/ )1xz/02Ak1rZs0-,/0)1-�}�6.-124+l/02>=
8�/�=A2�35-U=A-,:;j02u+l/�=A-,@>:nk13N+98�+l@A-12
2A-,@Axz/Z=_m

τ0 = tn, τ1 = tn + α1∆t, τ2 = tn + (α1 + α2)∆t, τ3 = tn +
∑

αl
︸ ︷︷ ︸

=1

∆t = tn+1� � ! ���Z�

vÆxzs5@4@Ak12Axzs03N@A-U6.-124k1r�s�8�=>+.xz/02u3N+.2A),@Ak,=>+.2Ak1-12_� � ! � £ � }]k1),@>+l=A-12w2Axzs02�698"|Ðxz@>:n-;m
(
1 − αl

2
∆tAc

)
∆q̂l

c =
[
γlHl

c + ρlHl−1
c − αlGcp

l + αlAcq
l
c

]
∆t

� � ! � 5 �
6.-12wxzjLk,@
8�=A-,s5@A2w+l:;j56l+.),+l=A-12

Ac = Acθ + Acr + Acz, c = θ, r, z

2A-,@Axz/Z=w+l/�¢q-,@A2Ak124j�8�@ws5/0-7| 8z),=Axz@>+.2
8�=>+.xz/ j5@Ak1),+.2A-'M"6�P$xz@A3N@A-�35-,sNÑ -,/ =A-,:;j02�� �À|>!5×4/5/0-dÑ5-�× � m




(
1 − αl

2 ∆tAcθ

)
∆q̂l

c =
[
γlHl

c + ρlHl−1
c − αlGcp

l + αlAcq
l
c

]
∆t (A1)

(
1 − αl

2 ∆tAcr

)
∆q̂l

c = ∆q̂l
c (A2)

(
1 − αl

2 ∆tAcz

)
∆q̂l

c = ∆q̂l
c (A3)

� �
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Ò~-12�=>@Axz+.2Àk1r�s�8�=>+.xz/024� 7 ��� 7 6 � 7 4 � 2
xz/�=�| 8z),+l6.-,:n-,/�=y+l/Z¢q-,@A2
8��56.-12�}q)�8�@�6.-12yxzjLk,@
8�=A-,s5@A2�Î�+l/�=A-,@>¢q-,/�8�/�=
2Axz/Z=�3N+98�pqxz/�8�sNÑL!³Ò~-12_)AÔ�8�:;j02U+l/Z=A-,@>:nk13N+98�+l@A-12

∆q̂l
c

}
∆q̂l

c

/�P$xz/Z=�8�s0),s5/0-;2>+lp�/5+VO�)�8�=>+.xz/�j5ÔZÎ*2>+.rZs0-;-,=�}
-,/�)1xz/02Ak1rZs0-,/0)1-�}L6.-12U)1xz/03N+l=>+.xz/02�8�sNÑÏ6l+l:;+l=A-12UjGxzs5@U)1-12U)
Ô�8�:;j02_2A-,@Axz/Z=_8z2A2>+l:;+l6.k1-12�8�sNÑ )1xz/03N+l=>+.xz/02
j5Ô�ÎN2>+.rZs0-12�+l:;jLx�2Ak1-12�jLxzs5@w6�P +l/0)1xz/5/�s0-

∆q̂l
c = q̂l

c − ql
c

�
	�( 	1�  � � ���  ��� ���  ��� 7 3��;"�� � � � ��� � 7��,��� � � +3 �� � � ��� � �
θ
�

Ò�P$k1r�s�8�=>+.xz/ M"@Ak12Axzs03N@A-�-12>=w35-�=Î*jG-;m
(
1 − αl

2
∆tAcθ

)
X(i, j, k) = rhs(i, j, k)

81¢q-1)�6.-12wxzjGk,@
8�=A-,s5@A2�m

Aθθ = Arθ = Azθ =
1

Re

1

r2

∂2·
∂θ2

Ò�P$k1r�s�8�=>+.xz/Ï3N+.2A),@Ak,=>+.2Ak1-�35-,¢*+.-,/�=4:<8�+l/�=A-,/�8�/�=Ám

−a(j)X(i − 1, j, k) + (1 + 2a(j))X(i, j, k) − a(j)X(i + 1, j, k) = rhs(i, j, k),
� � ! � � �

81¢q-1)
aθ(j) = az(j) =

αl

2

1

Re
∆t



∆θ



rm
(j)

,
-,=

ar(j) =
αl





Re
∆t



∆θ



rc
(j)

��-,=>=A-Uk1r�s�8�=>+.xz/ 35xz+l= �,=>@A-7@Ak12Axz6ls0-7jLxzs5@
i = 1 . . . (n1− 1)

}081¢q-1)Us5/0-U)1xz/03N+l=>+.xz/ 35-7jLk,@>+.x*3N+.),+l=Ak;m

X(1, j, k) = X(n1, j, k)

�
	�( 	��  � � � � ��� � ������� ��� 7 3��;"�� � � � ��� � 7��,��� � � +3 �� � � ��� � �
z
�

Ò�P$k1r�s�8�=>+.xz/ M"@Ak12Axzs03N@A-�-12>=w35-�=Î*jG-;m
(
1 − αl

2
∆tAcz

)
X(i, j, k) = rhs(i, j, k)

81¢q-1)U6.-12uxzjGk,@
8�=A-,s5@A2�m

Aθz = Arz = Azz =
1

Re

∂2·
∂z2

Ò�P$k1r�s�8�=>+.xz/Ï3N+.2A),@Ak,=>+.2Ak1-�35-,¢*+.-,/�=4:<8�+l/�=A-,/�8�/�=Ám

� �



��� ��� � ����� � � � � �  � � ����� � �  ����� �� ����� � � ��� �  ������� 	���� � �  ����� � � ���

−a(k)X(i, j, k − 1) + (1 + 2a(k))X(i, j, k) − a(k)X(i, j, k + 1) = rhs(i, j, k),
� � ! � � �

81¢q-1)
aθ(k) = ar(k) = az(k) =

αl

2

1

Re
∆t



∆z
, k =  . . . (n − ) = nm

��-,=>=A-�k1rZs�8�=>+.xz/ 35xz+l= �,=>@A-4@Ak12Axz6ls0-�jLxzs5@
k = 1 . . . (n3− 1)

}581¢q-1)�s5/0-7)1xz/03N+l=>+.xz/ 35-ujGk,@>+.x*3N+.),+l=AkÁm

X(i, j, 1) = X(i, j, n3)

�
	�( 	��  � � � �  !� ��7�� ��� �$��� 7 3�� " � � � � ��� ��7%�,� �����  3 �  � � � �����
r
�

Ò�P$k1r�s�8�=>+.xz/ M"@Ak12Axzs03N@A-�-12>=w35-�=Î*jG-;m
(
1 − αl

2
∆tAcr

)
X(i, j, k) = rhs(i, j, k)

81¢q-1)U6.-12uxzjGk,@
8�=A-,s5@A2�m

Aθr =
1

Re
r

∂

∂r

(
1

r

∂·
∂r

)
, Arr =

1

Re
r

∂

∂r

(
1

r

∂·
∂r

)
, Azr =

1

Re

1

r

∂

∂r

(
r

∂·
∂r

)

Ò�P$k1r�s�8�=>+.xz/Ï3N+.2A),@Ak,=>+.2Ak1-�35-,¢*+.-,/�=4:<8�+l/�=A-,/�8�/�=Ám

−a(j)X(i, j − 1, k) + b(j)X(i, j, k) − c(j)X(i + 1, j, k) = rhs(i, j, k),
� � ! � ¤ �

81¢q-1)U6.-12u)1xZ->T<),+.-,/Z=A242>s5+l¢�8�/�=A2�}0jGxzs5@
j = 2 . . . (n2 − 2)

m
� jGxzs5@w698Á)1xz:;jLx�2
8�/Z=A- qθ

}53N+.2A),@Ak,=>+.2Ak1-_-,/ �
i, j + 1/2, k + 1/2 � m





aθ(j) = β(j)
rc(j)

rm(j − 1)

cθ(j) = β(j)
rc(j + 1)

rm(j + 1)
β(j) =

αl

2

1

Re

1

∆r2

∆t

rm
2(j)

bθ(j) = 1 +
β(j)

rm(j)
[rc(j + 1) + rc(j)]

� jGxzs5@w698Á)1xz:;jLx�2
8�/Z=A- qr
}53N+.2A),@Ak,=>+.2Ak1-�-,/ �

i + 1/2, j, k + 1/2 � m





ar(j) =
β(j)

rm(j − 1)

cr(j) =
β(j)

rm(j)
β(j) =

αl

2

1

Re

1

∆r2
rc(j) ∆t

br(j) = 1 + ar(j) + cr(j)

� ¤



� � � � � ��� �� � ���  ����� � � ��� � � � 	�� ��� � ��� � ��� � �� � �����

� jGxzs5@w698Á)1xz:;jLx�2
8�/Z=A- qz
}03N+.2A),@Ak,=>+.2
k1-�-,/ �

i + 1/2, j + 1/2, k � m




az(j) = β(j)rc(j)

cz(j) = β(j)rc(j + 1) β(j) =
αl

2

1

Re

1

∆r2

∆t

rm(j)

bz(j) = 1 + az(j) + cz(j)

{�6�-12>="+l/�=Ak,@A-12A2c8�/�=`M xz�02A-,@>¢q-,@;rZs0-n6.-12Á)1x*->T<),+.-,/�=A2Á35-É)1-12Á2>ÎN2>=A?,:n-12�/0-<35k,jL-,/035-,/�=nrZs0-<35-
j
�¹+l6.2

2A-,@Axz/Z=�)�8�6.),s56.k12%81¢�8�/�=%6�P +l/�=Ak,p�@
8�=>+.xz/ -,/É=A-,:;j02�-,=�@A-�8z),=>s�8�6l+.2Ak12�jGxzs5@�)AÔ�8zrZs0-4j�8z2
l
35-4&ws5/5pq- � �7s5=>=
8jLxzs5@�698;35k,jG-,/0308�/0)1-�35-

αl
!

{�6³@A-12>=A-�8Áj5@Ak1),+.2A-,@w6.-12 _:\�� # � ^���\��(G $-H���a!�
I � ^��8G`G`H)� �'$/� ^.a $ # � !$�6_ ^���\ � !Ém
� �U8�/02w6.-�)�8z2u35-�698;)1xz/03Ns5+l=A-�),ÎZ6l+l/03N@>+.rZs0-�}0jLxzs5@w6.-U=>@
8�+l=A-,:n-,/Z=735-�6�P 8�ÑN- r = 0

��)1-,6l6ls56.-
j = 1 � }/0xzs02�s5=>+l6l+.2Axz/0246.-

|Ð8�+l=wrZs0-U698Á)1xz:;jLx�2
8�/�=A-
qr
2,P 8�/5/Zs56.-�8�s5=Axz:<8�=>+.rZs0-,:n-,/�=Ám

(
qr = rvr = 0,

∂qz

∂r
= 0,

∂qθ

∂r
= 0

)

r=rc(1)=0

=⇒





(
∆q̂l

r

)
1

= 0(
∆q̂l

θ

)
1

=
(
∆q̂l

θ

)
−1(

∆q̂l
z

)
1

=
(
∆q̂l

z

)
−1)1-�r�s5+³+l:;j56l+.rZs0-nm





aθ(1) = 0, ar(1) = 0, az(1) = 0

cθ(1) = −αl

2

1

Re

∆t

∆r2

rc(2)

rm(2)
, cr(1) = 0, cz(1) =

αl

2

1

Re

1

∆r2

∆t

rm(1)
rc(2)

bθ(1) = 1 +
αl

2

1

Re

(
∆t

∆r2

rc(2)

rm(1)
− 1

r2
m(1)

)
, br(1) = 1, bz(1) = 1 + cz(1)

� jLxzs5@É6.-�=>@
8�+l=A-,:n-,/�= 35-�698 j�8�@Axz+ r = R
��)1-,6l6ls56.-

j = (n2 − 1) = n2m � }Às5/0-Ï)1xz/03N+l=>+.xz/3QP 8z3NÔ0k,@A-,/0)1-<m

(qr = 0, qz = 0, qθ = f(N))r=rc(n2) =⇒





(
∆q̂l

r

)
n2

= 0(
∆q̂l

θ

)
n2

= f(N)(
∆q̂l

z

)
n2

= 0

� � ! �.:q�

)1-�r�s5+³+l:;j56l+.rZs0-nm
� jGxzs5@ qθ

m




aθ(n2m) =
αl

2

1

Re

1

∆r2

∆t

rm
2(n2m)

r3
c (n2m)

rm(n2m − 1)

cθ(n2m) = 0

bθ(n2m) = 1 +
αl

2

1

Re

1

∆r2

∆t

r2
m(n2m)

[
r3
c (n2m)

rm(n2m)
+ r3

c (n2)

(
1

rm(n2m)
− 1

rm(n2)

)]

� :



��� ��� � ����� � � � � �  � � ����� � �  ����� �� ����� � � ��� �  ������� 	���� � �  ����� � � ���

� jGxzs5@ qr
/0xzs02�+l:;jLx�2Axz/02w-dÑNj56l+.),+l=A-,:n-,/�=

qr(n2) = 0 =⇒ ar(n2) = cr(n2) = 0., br(n2) = 1, rhs(n2) = 0.

� jGxzs5@ qz 



az(n2m) =
αl

2

1

Re

1

∆r2

∆t

rm(n2m)
rc(n2m)

cz(n2m) = 0

bz(n2m) = 1 + az(n2m)

Ò~-12u2>Î*2A=A?,:n-12�� � ! � ¤ � 35xz+l¢q-,/�=��,=>@A-U+l/�¢q-,@A2
k1242>s5+l¢�8�/�=w698n3N+l@A-1),=>+.xz/ j
jLxzs5@4)AÔ�8zrZs0-

i = 1 . . . (n1 − 1)-,=U)AÔ�8zrZs0-
k = 1 . . . (n3 − 1)

!¹��xz:;:n-;6.-12U)1x*->T<),+.-,/�=A2�35-12U2>ÎN2>=A?,:n-12�/0-;35k,jG-,/035-,/Z=_r�s0-Á35-
j
}L6.-

)1x*35-�jG-,s5= �,=>@A-wxzj5=>+l:;+.2Aku-,/É->U³-1),=>s�8�/�=À698�@Ak12Axz6ls5=>+.xz/É35-4)1-12À2>ÎN2>=A?,:n-12yj�8�@Às5/0-435k1)1xz:;jLx�2>+l=>+.xz/�����!

�
	�( 	�( �� �!� �  � � ������� 3�� �8 ��7(7�� ��� � � � � " � ��" 3 � � � � ��� 79� " � ��� ��3�� "

Ò~-w)AÔ�8�:;j�35-�¢*+l=A-12A2A-w2Axz6.k,/0xz+.308�6�jGxzs5@y6.-wj�8z2À2>s5+l¢�8�/�=À35-w6987j5@AxZ)1k13Ns5@A-4&ws5/5pq-dÚ��7s5=>=
8�-12A=À)�8�6.),s56.k
j�8�@w6�P$k1rZs�8�=>+.xz/ 35-�)1xz@>@A-1),=>+.xz/Ï2>s5+l¢z8�/Z=A-nm

ql+1
c − q̂l

c = −αl∆tGcΦ
l+1, c = θ, r, z

� � !95�£ �
Ò¹8n¢z8�@>+98��56.-"2A)�8�698�+l@A-

Φ
-12>=u)�8�6.),s56.k1-�j�8�@46�P +l/Z=A-,@>:nk13N+98�+l@A-;3QP s5/0-�k1rZs�8�=>+.xz/�35-_vÆxz+.2A2Axz/ ��xz�5=A-,/�s0-Á-,/

+l:;jLx�2
8�/�=w698n3N+l¢q-,@>pq-,/0)1-�/�s56l6.-_3Ns )AÔ�8�:;j
~ql+1 = 0

308�/02w6�P$k1rZs�8�=>+.xz/ j5@Ak1)1k135-,/�=A- � m

LΦl+1 =
1

αl∆t
D~̂ql � � !95 �^�

Ò~-12wxzjLk,@
8�=A-,s5@A2wp�@
8z3N+.-,/Z=�}]3N+l¢q-,@>pq-,/0)1-�-,=�698�j5698z),+.-,/�2Axz/Z=435k>O0/5+.2w35-U:<8�/5+.?,@A-_),698z2A2>+.rZs0-�}0)1xz:;:n-nm

G =

(
∂

∂θ
, r

∂

∂r
,

∂

∂z

)

D =
1

r

∂

∂θ
+

1

r

∂

∂r
+

∂

∂z

L = GD =
1

r2

∂2

∂θ2
+

1

r

∂

∂r

(
r

∂

∂r

)
+

∂2

∂z2

vÆxzs5@¹6�P$k1rZs�8�=>+.xz/_35-yvÆxz+.2A2Axz/_3N+.2A),@A?,=A- LΦ(i, j, k) = Q(i, j, k)
}^s5/0-�)1xz/03N+l=>+.xz/"35-�Öu-,s5:<8�/5/

∂Φ/∂n =
0
-12>=�+l:;jLx�2Ak1-�2>s5@%=Axzs5=A-12w6.-12�|S@Axz/Z=>+.?,@A-12�!0Ò¹8ÁjLk,@>+.x*3N+.),+l=AkU2>s5@�6.-12w3N+l@A-1),=>+.xz/02

θ
-,=

z
/0xzs02�jG-,@>:n-,=u35-

35k1)1xz:;jLx�2A-,@w6.-�)
Ô�8�:;j 2A)�8�698�+l@A-
Φ
-,/ 2
k,@>+.-12w35-U#0xzs5@>+.-,@�!

Ò�P$k1rZs�8�=>+.xz/NO0/�8�6.-�308�/02~6�P$-12>j�8z)1-�35-y#0xzs5@>+.-,@Æ35xz/5/0-ys5/0-y:<8�=>@>+.)1-À=>@>+.3N+98�pqxz/�8�6.-�}�|Ð8z),+l6.-,:n-,/Z=¹+l/�¢q-,@A2c8��56.-
j�8�@¹6�P 8�6lpqxz@>+l=>Ô5:n-�35- �%Ô0xz:<8z2^!^vÆxzs5@�@A-,¢q-,/5+l@�308�/02¹6�P$-12Aj�8z)1-yj5Ô�ÎN2>+.rZs0-�}�6.-12¹=>@
8�/02�|�xz@>:nk1-12�+l/�¢q-,@A2
-12�2Axz/Z=
)�8�6.),s56.k1-12�!

�
	�( 	�� ��$� ��� � 79� " � ������� 3���" 5 � � � �,��� � � 3�� � � � 7(79� �

v�xzs5@;@Ak12Axzs03N@A-�6�P$k1rZs�8�=>+.xz/ 35-ÉvÆxz+.2A2Axz/~}Æ/0xzs02Ás5=>+l6l+.2Axz/02Á35-,sNÑ =>@
8�/02�|Ðxz@>:nk1-12;35-�#0xzs5@>+.-,@;@
8�j5+.35-
��#�# � � � �À|�!5×u/5/0-dÑ5- � � !

� £
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�
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 4/0-�|�xz+.246.-�)AÔ�8�:;j�2A)�8�698�+l@A-
Φ
)�8�6.),s56.k�}�/0xzs02u@A-,¢q-,/0xz/024:<8�+l/Z=A-,/�8�/�=U308�/02u6�P$k1r�s�8�=>+.xz/ � !95 � jLxzs5@)�8�6.),s56.-,@�6.-w)AÔ�8�:;j 2Axz6.k,/0xz+.308�6

ql+1
c , c = θ, r, z

!�Ò~-4p�@
8z3N+.-,/�=%35-wj5@A-12A2A+.xz/É-12>=y@Ak�8z),=>s�8�6l+.2
k4j�8�@y6�P$k1rZs�8�Ú
=>+.xz/ 2>s5+l¢�8�/�=A-É� �À|�!5×u/5/0-dÑN-"� � m

pl+1 = pl + Φl+1 − αl∆t

2
AcΦ

l+1 � � !95�¡ �

�
	�( 	��  �
��� � " � ��" 3 � 7 � � "�� �� � ��� 7(7�� �

Ò~-�)AÔ�8�:;jn2Axz6.k,/0xz+.308�6
ql+1 2
-,@
84s5=>+l6l+.2
k�jLxzs5@�698u@Ak12Axz6ls5=>+.xz/n35-%6�P$k1rZs�8�=>+.xz/n3QP$k,¢qxz6ls5=>+.xz/<3Ns;2A)�8�698�+l@A-j�8z2A2>+ |>!0Ò~-�)�8�6.),s56Æ3NsÏ2A)�8�698�+l@A-�j�8z2
2>+ |y2,P$->UL-1),=>s0-Á8�j5@A?12u698;)1xz@>@A-1),=>+.xz/ 35-�j5@A-12A2>+.xz/~}G8$O0/�3QP s5=>+l6l+.2A-,@�s5/

)AÔ�8�:;jÏ2Axz6.k,/0xz+.308�6¹35-U¢*+l=A-12A2A-�jLxzs5@w6�P$-,¢�8�6ls�8�=>+.xz/�35-12�=A-,@>:n-12u-dÑ*j56l+.),+l=A-12�!

� ��� ��� � ��) & � ����( �"��� � &�(��"� ��$���"�) ),"�

�
	�� 	�� 	 � "��� ���� 3���7 � � � �,��� ���87

Ò~-u|�xz@>:<8�6l+.2>:n-735-12%2>+l:�s5698�=>+.xz/02�/�s5:nk,@>+.rZs0-12w35-12�p�@
8�/035-12�k1)AÔ0-,6l6.-12_��Ò¹o�' � @A-,jGx�2
-u2>s5@�6.- O06l=>@
8�pq-j�8z2A2A-dÚ ��8z2 35-12 k1rZs�8�=>+.xz/02 35-Ï�5+l698�/ ��xz/Ë+l/Z=>@AxZ3Ns5+l= s5/ O06l=>@A-
G∆

35-�698�@>pq-,s5@
∆
!%Ò¹8Ùj56ls02�jL-,=>+l=A-

6.xz/5p�s0-,s5@;3QP$xz/035- r�s5+�jG-,s5= �,=>@A-�-,/�=>+.?,@A-,:n-,/�=<@A-,j5@AxZ3Ns5+l=A- )1xz@>@A-12>jLxz/03 8�sÙ/0xz:��5@A-�3QP$xz/035-�m
kc =

π/∆
!³Ò~-Áj5@Ax*3Ns5+l=_35-;)1xz/�¢qxz6ls5=>+.xz/�)1xz@>@A-12>jGxz/0308�/Z="8�s O06l=>@
8�pq-n3QP s5/0-Á¢�8�@>+98��56.-

f(~x, t)
2,P$k1),@>+l=�308�/02

6�P$-12>j�8z)1-Uj5ÔZÎ*2A+.r�s0-nm

f̄(~x, t) =

∫
f(~y, t)G∆(~x, ~y) d~y

� � !95 �q�

�78�/02 698�:<8�Í>xz@>+l=Ak 35-12 :nx*35k,6.-12 Ò~o�'G}%6.- O06l=>@A-
G∆

/�P +l/�=A-,@>¢*+.-,/�=�j�8z2 -dÑ*j56l+.),+l=A-,:n-,/Z= 308�/02 6.-
|Ðxz@>:<8�6l+.2>:n-�!~{�6À-12>=Upqk,/0k,@
8�6.-,:n-,/�=Á2>s5j5jLx�2Ak �,=>@A-;s5/JO06l=>@A-ÉtU8�s02A2>+.-,/~!Æ�ZP$-12>=�698�698�@>pq-,s5@�3NsJO06l=>@A-

∆rZs5+L-12A=�+l:;jGxz@>=
8�/Z=A-�}0)�8�@w-,6l6.-U-12>=SO5ÑNk1-7j�8�@�6.-�:<8�+l6l698�pq-Us5=>6l+.2
k�!5�78�/02w6.-�)�8z243QP s5/ :<8�+l6l698�pq-U@Ak,p�s56l+.-,@�}
∆x = cst

}~698 j56ls02_jL-,=>+l=A-n6.xz/5p�s0-,s5@Á3QP$xz/035-�r�s5+yjL-,s5= �,=>@A-É)�8�6.),s56.k1-É-12A=
2∆x

-,=_j�8�@�)1xz/02
k1r�s0-,/Z=�}
698É698�@>pq-,s5@U:;+l/5+l:<8�6.-n3Ns O06l=>@A-;35xz+l= �,=>@A-

∆ = 2∆x
!~��-,=>=A-Á¢�8�6.-,s5@U)1xz@>@A-12>jGxz/03�8�s�/0xz:��5@A-n3QP$xz/035-

kc = 2π/λ = π/∆x
r�s5+y)�8�@
8z),=Ak,@>+.2
-n698 )1xzs5j5s5@A-n308�/02_6.-n2>jL-1),=>@A-;35-;6�P$k,/0-,@>p�+.-�¹)1xz/N|Ðxz@>:nk,:n-,/�=*M

698�=>Ô0k1xz@>+.-n35-��uxz6l:nxzpqxz@Ax�¢L}
kc
35xz+l=�2A-;2>+l=>s0-,@U¢q-,@A2U698BO0/�35-;698�� �z/0-Á+l/0-,@>=>+.-,6l6.-<jGxzs5@�2/P 8z2A2>s5@A-,@�35-

6�P Ô0xz:nxzpqk,/0k,+l=Ak"-,=�6�P +.2Axz=>@Axzj5+.-�35-12wjL-,=>+l=A-12wk1)
Ô0-,6l6.-12�}�rZs5+~2A-,@Axz/�=4:nxZ35k,6l+.2Ak1-12^!
Ò~-�O06l=>@A-_-12A=42>s5j5jLx�2Ak �,=>@A-UÔ0xz:nxzpq?,/0-"-,/ -12>j�8z)1-<�

G∆(~x, ~y) = G∆(~x − ~y) � -,=w+l/035k,jL-,/0308�/�=735-698"jLx�2>+l=>+.xz/ �0308�/02w)1-U)�8z2�}N6.-ZO06l=>@A-�jG-,s5=w)1xz:;:�s5=A-,@�81¢q-1)�6.-12w35k,@>+l¢qk1-1242>j�8�=>+98�6.-124-,=�=A-,:;jGxz@A-,6l6.-12�!�Ò¹8
698�@>pq-,s5@_3Ns O06l=>@A-

∆
-12A=U+.2A2>s0-;35-Á698 3N+.2A),@Ak,=>+.2
8�=>+.xz/Ù35-12�k1r�s�8�=>+.xz/02�2>s5@Us5/0-Áp�@>+l6l6.-n35-n)�8�6.),s56 �¹308�/02

/0xz=>@A-�)�8z2�}5-,6l6.-_-12>=w35k>O0/5+.-�j�8�@�m

∆ = (r∆r∆θ∆z)1/3 � � !95 �Z�
�0�
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Ò¹8 |Ðxz@>:n-�)1xz/02A-,@>¢z8�=>+l¢q-�35-n6�P$k1rZs�8�=>+.xz/ 35-<rZs�8�/�=>+l=Ak 35-É:nxzs5¢q-,:n-,/�="|Ð8�+l=�+l/�=A-,@>¢q-,/5+l@;6.-<=A-,/02A-,s5@
35-12w)1xz/Z=>@
8�+l/�=A-12�¢Z+.2
r�s0-,s02A-12

τ
m

Dqθ

Dt
= −1

r

∂p

∂θ
+

1

Re

[
1

r2

∂

∂r

(
r2τrθ

)
+

1

r

∂

∂θ
(τθθ) +

∂

∂z
(τzθ)

]

Dqr

Dt
= −r

∂p

∂r
+

1

Re

[
∂

∂r
(rτrr) +

∂

∂θ
(τrθ) +

∂

∂z
(rτrz) − τθθ

]

Dqz

Dt
= −∂p

∂z
+

1

Re

[
1

r

∂

∂r
(rτrz) +

1

r

∂

∂θ
(τzθ) +

∂

∂z
(τzz)

]

� � !95 5 �

81¢q-1)nm

τij = 2Sij

τθθ =
2

r

∂qθ

∂θ
+ 2

qr

r2
τθz =

1

r

∂qz

∂θ
+

∂qθ

∂z

τrr = 2
∂

∂r

(qr

r

)
τrθ =

1

r2

∂qr

∂θ
+ r

∂

∂r

(qθ

r

)

τzz = 2
∂qz

∂z
τrz =

1

r

∂qr

∂z
+

∂qz

∂r

� � !95�� �

Ò~-12nk1rZs�8�=>+.xz/02�� � !95 5 � 2Axz/�=*O06l=>@Ak1-12;MÏ6�P 8�+.35- 3QP s5/�O06l=>@A- pqk,/0k,@>+.rZs0- 35- :nx^Îq-,/5/0- 2>j�8�=>+98�6.- 2>s5@ns5/¢qxz6ls5:n-�35-�)1xz/Z=>@��z6.-_),Î*6l+l/03N@>+.r�s0-<m

q(r, θ, z) =
1

r ∆r ∆θ ∆z

∫ ∫ ∫
q(r

′

, θ
′

, z
′

) r
′

∆r
′

∆θ
′

∆z
′ � � !95�� �

�¹-,/�8�/Z=w)1xz:;j5=A-7r�s0-u6.-4O06l=>@A-U8�+l/02>+G+l/�=>@Ax*3Ns5+l=w)1xz:;:_s5=A-�8�¢q-1)�6.-12�35k,@>+l¢qk1-12%2>j�8�=>+98�6.-12�-,=�=A-,:;jLxz@A-,6l6.-12�}
-,=wrZs0-U6.-7=A-,/02A-,s5@42Axzs02 � :<8�+l6l6.-�-12>=�:nx*35k,6l+.2Ak1-�35-U:<8�/5+.?,@A-�),698z2
2>+.r�s0-;m

Tij = qiqj − qiqj = 2νtS̄ij +
1

3
Tllδij

� � !95�¤ �
6.-12wk1r�s�8�=>+.xz/024O06l=>@Ak1-1242,P$k1),@>+l¢q-,/Z=u2Axzs02ws5/0-�|�xz@>:n-�2A+l:;+l698�+l@A-nm

Dqθ

Dt
= −1

r

∂P

∂θ
+

1

Re

[
1

r2

∂

∂r

(
r2τ̂rθ

)
+

1

r

∂

∂θ
(τ̂θθ) +

∂

∂z
(τ̂zθ)

]

Dqr

Dt
= −r

∂P

∂r
+

1

Re

[
∂

∂r
(rτ̂rr) +

∂

∂θ
(τ̂rθ) +

∂

∂z
(rτ̂rz) − τ̂θθ

]

Dqz

Dt
= −∂P

∂z
+

1

Re

[
1

r

∂

∂r
(rτ̂rz) +

1

r

∂

∂θ
(τ̂zθ) +

∂

∂z
(τ̂zz)

]

� � !95 :q�

81¢q-1)nm

P = p − 1

3
Tll
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τ̂ij = 2 (1 + Reνt)︸ ︷︷ ︸
ν

Sij = ν τ ij
� � !�� �^�

��-�/0xzs5¢q-�8�s 2>ÎN2>=A?,:n- 3QP$k1r�s�8�=>+.xz/02ÁjL-,s5= �,=>@A- @Ak12Axz6ls 81¢q-1) 6.- 2A)AÔ0k,:<8Ï/Zs5:nk,@>+.r�s0- s5=>+l6l+.2
k jGxzs5@Á698
2>+l:�s5698�=>+.xz/�3N+l@A-1),=A-�!
Ò�P$k1r�s�8�=>+.xz/Ï3Ns 2A)�8�698�+l@A-Uj�8z2A2A+ |�/0k1)1-12A2>+l=A-_k,p�8�6.-,:n-,/�=4s5/0-�:nxZ35k,6l+.2
8�=>+.xz/�2Axzs02 � :<8�+l6l6.-�!]'Z+³6�P$xzjLk,@
8�Ú=A-,s5@w35-ZO06l=>@
8�pq-U-12>=48�j5j56l+.rZs0k M"6�P$k1r�s�8�=>+.xz/ 35-7=>@
8�/02AjGxz@>=w3Ns 2A)�8�698�+l@A-7j�8z2
2>+ |�}Nk1),@>+l=A-U2Axzs02%698�|Ðxz@>:n-;m

∂Θ

∂t
+ div(Θu) =

1

Pe
div(grad(Θ)),

81¢q-1)
u = (qθ, qr, qz)

� � !���¡ �
/0xzs027xz�5=A-,/0xz/02�s5/Ï/0xzs5¢q-�8�s�=A-,@>:n-�m

Θu
rZs5+Æ/0-_jL-,s5=uj�8z2��,=>@A-Á)�8�6.),s56.k�3N+l@A-1),=A-,:n-,/Z=�!~ u/0-�:nx*35kdÚ

6l+.2
8�=>+.xz/ 2>+l:;+l698�+l@A-'MÁ)1-,6l6.-7+l/�=>@Ax*3Ns5+l=A-�jLxzs5@�6.-7=A-,/02A-,s5@w2Axzs02 � :<8�+l6l6.-�-12A=U�S¢qxz+l@�}0j�8�@w-dÑN-,:;j56.-�}0Ò¹-12>+.-,s5@-,=w�Ïk,=
8�+.2�� �1: : � �>� m

Θu− Θu = αtgrad(Θ), αt =
νt

Prt

� � !�� �q�
Ò�P$k1r�s�8�=>+.xz/ O06l=>@Ak1-UjLxzs5@�6.-�2A)�8�698�+l@A-Uj�8z2A2A+ |�35-,¢*+.-,/�=_m

∂Θ

∂t
+

1

r

∂

∂r

(
qrΘ

)
+

1

r

∂

∂θ

(
qθΘ

)
+

∂

∂z

(
qzΘ

)
=

1

Pe

[
1

r

∂

∂r

(
αt r

∂Θ

∂r

)
+

1

r2

∂

∂θ

(
αt

∂Θ

∂θ

)
+

∂

∂z

(
αt

∂Θ

∂z

)] � � !�� �Z�
x�� /0xzs02481¢qxz/024/0xz=Aknm

αt = 1 + Pe
νt

Prt
= 1 +

Pe

Re

ν − 1

Prt
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3 � " � 7%��������� 7 � �87 � � � ��"�"��

� \�� ^�!,$/�!� ^��6G`G/\�H(G�� I $/�
a
a ��� � !�\Q_:F #�H ! � #�3�)$-I � *�H �
Ò¹8�¢Z+.2
)1x�2>+l=Ak_=>s5@>�5s56.-,/Z=A-n-12>=Uk,¢�8�6ls0k1-Áp�@��z)1-!MÉ698�j5@Ax*)1k13Ns5@A-;3NÎZ/�8�:;+.rZs0-�}L)1-":nxZ35?,6.-n8�k,=Ak"j5@Ax�Ú

p�@
8�:;:nkn6.xz@A2�3QP s5/0-;=>Ô0?12A-;j5@Ak1)1k135-,/Z=A-Ï��#�-,+ ���Ð¡�£�£ 5 �>� !¹Ò�P +.35k1-É)1xz/02>+.2>=A-.M +l/�=>@Ax*3Ns5+l@A-ns5/ 35-,sNÑN+.?,:n-
O06l=>@A-�}N8�j5jG-,6.k4O06l=>@A-dÚ =A-12>=7�S/0xz=Ak

(̃.) � }�35-4698�@>pq-,s5@�2>s5jLk,@>+.-,s5@�8�s<j5@A-,:;+.-,@YO06l=>@A-"� (̄.) � !NÕu/</0xz=A-78�6.xz@A2À6.-12=A-,/02>+.xz/02u35-U&4-,Î*/0xz6.352w2Axzs02�Ú :<8�+l6l6.-
Tij

-,=
Qij

r�s5+~2
xz/�=435k>O0/5+.-124j�8�@_m

(∆̄) :=⇒ Tij = ūiūj − uiuj = 2νtSij = 2C (∆̄)2 |S|Sij

T̃ij = ˜̄ui ūj − ũiuj = 2C (∆̄)2 ˜|S̄|S̄ij

���



��� ��� � ����� � � � � �  � � ����� � �  ����� �� ����� � � ��� �  ������� 	���� � �  ����� � � ���

(∆̃) :=⇒ Qij = ˜̄ui˜̄uj − ũi uj = 2ν̃tS̃ij = 2C (∆̃)2 |S̃| S̃ij

Ò�P +.35-,/�=>+l=Ak"35-_t7-,@>:<8�/0x<35xz/5/0-<m

Lij = ˜̄ui˜̄uj − ˜̄ui ūj = Qij − T̃ij = 2C
[
(∆̃)2 |S̃| S̃ij − (∆̄)2 ˜|S̄|S̄ij

]
= 2C Mij

Ò¹8;)1xz/02>=
8�/Z=A-
C
2A-,@
8;k,¢�8�6ls0k1-�)1xz:;:n-<��Ò~+l6l6lÎ � �1: :N�^�>� m

C =
1

2

< LijMij >

< MijMij >
,

x��
< (.) >

@A-,j5@Ak12A-,/Z=A- 698Ï:nx�Îq-,/5/0- 308�/02;6.-12n3N+l@A-1),=>+.xz/02nÔ0xz:nxzpq?,/0-12^!y�U8�/02;/0xz=>@A- )�8z2�}�/0xzs02
81¢qxz/02_)AÔ0xz+.2>+À35-Á:nx^Îq-,/5/0-,@�2A-,s56.-,:n-,/Z=_308�/02U698�3N+l@A-1),=>+.xz/�jLk,@>+.xZ3N+.rZs0-

θ
!LÒ~-5O06l=>@A-;=A-12>=

(∆̃)
s5=>+l6l+.2
k

-12>=7s5/ O06l=>@A-Á35-�=�ÎZjL-�� %��� �);�S:nx�Îq-,/5/0-<2>j�8�=>+98�6.-Á308�/0276.-12U3N+l@A-1),=>+.xz/02
θ
-,=

z � !LÒ¹8�=
8�+l6l6.-Á35-Á)1-'O06l=>@A--12>=w35xzs5�56.-�308�/0246.-12w3N+l@A-1),=>+.xz/02
θ
-,=

z
j�8�@�@
8�j5jGxz@>=�8�s O06l=>@A-U/�8�=>s5@A-,6Àm

∆̃ = [r ∆r(∆θ)(∆z)]/

� a
H ��# � _2(3$-a �&H!;G,\�H(G�� I $/��a
a �
vÆ8�@ 8�/�8�6.xzp�+.-LM�698�6.xz+�35-Ï#0xzs5@>+.-,@�}�6.- R0sNÑ 35-�)
Ô�8�6.-,s5@ 2Axzs02�Ú :<8�+l6l6.-Ï-12>=É@A-,6l+.k�8�sËp�@
8z3N+.-,/�= 35-

=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-�@Ak12Axz6ls0-NM"6�P 8�+.35-_3QP s5/0-�3N+VUGs02A+l¢Z+l=AkU=>Ô0-,@>:;+.rZs0-�2Axzs02>Ú :<8�+l6l6.-�}
αt

m

Θuj − Θuj = αtgrad(Θ),
� � !���� �

Õu/ +l/Z=>@AxZ3Ns5+l=w698;/0xz=>+.xz/ 35-�v�@
8�/03N=>6 Ú2Axzs024:<8�+l6l6.-�}
Prt

}5rZs5+¹-12>=w35k>O0/5+l=4j�8�@_m

Prt =
νt

αt

� � !���� �

• �ÏxZ35?,6.- MÁv�@
8�/03N=>6Æ2Axzs02�Ú :<8�+l6l6.-�)1xz/02A=
8�/�=
Ò¹8�:nxZ35k,6l+.2
8�=>+.xz/ 698 j56ls02Á2>+l:;j56.-<jL-,@>:n-,=>=
8�/�=n35-�)�8�6.),s56.-,@;698�3N+VUGs02>+l¢*+l=AkÉ=>Ô0-,@>:;+.r�s0-

αt
-12>=Á35-

O5Ñ5-,@w6.-�/0xz:��5@A-�35-�vy@
8�/03N=>6�=>s5@>�5s56.-,/Z=�Mns5/0-�¢�8�6.-,s5@4)1xz/02>=
8�/�=A-�!³t7k,/0k,@
8�6.-,:n-,/Z=�}]698n¢z8�6.-,s5@�8z3N:;+.2A-
-12>=;j5@Ax*)AÔ0- 35-

1
-,=;¢z8�@>+.- 2As5+l¢z8�/Z=n6.-12<8�s5=A-,s5@A2<-,/Z=>@A-

0.5
-,=

1.1
!�Õu/ j5@A-,/03N@
8 308�/02n)1-,=>=A- k,=>s035-

s5/0-"¢z8�6.-,s5@
Prt = 0.9

!~��-�:nx*35?,6.-;2>s5j5jLx�2A-"r�s0-"6.-NR0sNÑÏ35-Á)AÔ�8�6.-,s5@�2Axzs02>Ú :<8�+l6l6.-;-12>=�)1xz6l+l/0k�8�+l@A-<-,=
j�8�@�| 8�+l=A-,:n-,/�=<)1xz@>@Ak,6.k 8�s p�@
8z3N+.-,/Z=<35- =A-,:;jGk,@
8�=>s5@A- @Ak12
xz6ls )1-�rZs5+%/�P 8Ïj�8z2;k,=Ak )1xz/1O0@>:nk j�8�@;6.-12
-dÑNjGk,@>+.-,/0)1-12uxzs j�8�@42>+l:_s5698�=>+.xz/02u/�s5:nk,@>+.rZs0-1243N+l@A-1),=A-12^!
• �ÏxZ35?,6.-U3NÎ*/�8�:;+.r�s0-
Ò~-Áj5@>+l/0),+ljG-Á35-127:nx*35?,6.-12�3NÎ*/�8�:;+.r�s0-127jLxzs5@76.-;)AÔ�8�:;j =>Ô0-,@>:;+.rZs0-;-12>=76.-�: �,:n-;rZs0-Á)1-,6ls5+y35-12

:nx*35?,6.-12�3NÎ*/�8�:;+.r�s0-�jLxzs5@¹698�¢*+l=A-12A2A-�!zÕu/�35k>O0/5+l=�35-,sNÑ O06l=>@A-12�/0xz=Ak
(̃.) � -,=%� (̄.) � !^Ò¹-12�R0sNÑ_35-�)AÔ�8�6.-,s5@A22Axzs02�Ú :<8�+l6l6.-_)1xz@>@A-12>jGxz/0308�/Z=A2ZMÁ)1-12435-,sNÑ;O06l=>@A-1242,P$-dÑ*j5@>+l:n-,/Z=u2A-,6.xz/Ùm

χΘj = Θ̄ūj − Θuj
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ΦΘj = ˜̄Θ ūj − ũiuj

Ò�P +.35-,/�=>+l=Ak"35-_t7-,@>:<8�/0xÉ8�j5j56l+.rZs0k1-UjLxzs5@�s5/ 2A)�8�698�+l@A-Uj�8z2
2>+ |Æ35xz/5/0-Ém

LΘj = ˜̄Θ˜̄uj − ˜̄Θ ūj = ΦΘj − χ̃Θj = 2C
[
(∆̃)2 |F̃ | F̃ j − (∆̄)2 ˜|F̄ |F̄j

]

Ò~-U/0xz:_�5@A-�35-Uv�@
8�/03N=>6¹=>s5@>�5s56.-,/Z=u-12>=w35xz/5/0k_j�8�@�698Á@A-,698�=>+.xz/ m

Prt = C(∆̄)2
FjFj

LΘjFj

� � !���¤ �
81¢q-1)nm

Fj =
( ˜̄∆)2

(∆̄)2
|̃S̄|∇̃Θ̄ − ˜|S̄|∇Θ̄
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8z),@Ak`M�6�P 8�/�8�6lÎN2A-Á35-127@Ak12>s56l=
8�=A2�xz�5=A-,/Zs02Uj�8�@�2>+l:_s5698�=>+.xz/02�/�s5:nk,@>+.rZs0-12_3N+ Ú
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R0sNÑÙ35-�)AÔ�8�6.-,s5@;s5/5+ |Ðxz@>:n-�+l:;jGx�2Ak<M 698 j�8�@Axz+ !y'*-,s56%6.-É)�8z2Á3Ns 2A)�8�698�+l@A-�j�8z2A2>+ |4-12>=;8��Lxz@A35k�}¹698�@AkdÚ
2Axz6ls5=>+.xz/�3Ns )AÔ�8�:;j�3NÎZ/�8�:;+.rZs0-<k,=
8�/Z=�)1xz:;j56.?,=A-,:n-,/�=Á35k1)1xzs5j56.k1-�35-n)1-,6l6.-n3Ns )
Ô�8�:;jÙ=>Ô0-,@>:;+.rZs0-�!
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8�6�jGxzs5@�35-,sNÑ ¢z8�6.-,s5@A2u3Ns /0xz:��5@A-�35-�v�@
8�/03N=>6%�
Pr = 1

-,=
Pr = 0.026 � !Gv�xzs5@

Pr = 1
}Zxz/ )1xz/02>=
8�=A-�rZs�P 8�s�¢qxz+.2A+l/�8�pq-�35-u698_j�8�@Axz+ }Z6.- R0sNÑÉ35-7)AÔ�8�6.-,s5@�-12>=%-12A2A-,/Z=>+.-,6l6.-,:n-,/�=4)1xz/03Ns0)dÚ

=>+ |>!Æ�ZP$-12>=�6 M x�� 698 @Ak12>+.2>=
8�/0)1-<=>Ô0-,@>:;+.r�s0-�-12>=�j5@>+l/0),+lj�8�6.-,:n-,/Z=n2>+l=>s0k1-�!¹×usÙ)��7s5@"35-n6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=�}
) P$-12>=�6.-*R0sNÑ 35-n)AÔ�8�6.-,s5@"=>s5@>�5s56.-,/�=Ár�s5+Àj5@Ak135xz:;+l/0-<-,=_698 )AÔ�8�6.-,s5@Á3N+VUGs02A-nj56ls02�@
8�j5+.35-,:n-,/�=�!ÆvÆxzs5@
Pr = 0.026

698Á3N+VULs02>+.xz/ :nxz6.k1),s5698�+l@A-"-12>=�j5@Ak,jGxz/035k,@
8�/Z=A-�2As5@�s5/0-U698�@>pq-Uj�8�@>=>+.-_35-7698n2A-1),=>+.xz/ 35-U698
)1xz/03Ns5+l=A-�}5)1xz/1O0@>:<8�/�=46�P +l/03N+.)�8�=>+.xz/ j5@Ak1)1k135-,/�=A-U@A-,698�=>+l¢q- M�698 ��xz/0-U35-7)1xz/03Ns0),=>+.xz/ r�s5+LjLk,/0?,=>@A-7j56ls02
j5@Ax�|Ðxz/035k,:n-,/�=7308�/02�698���xz/0-�)1-,/�=>@
8�6.-�35-U6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=�6.xz@A2ArZs0-76.-7/0xz:_�5@A-�35-�v�@
8�/03N=>6�35k1),@Axz+l=�!

y+

v’
+ rΘ

’+

50 100 150 200
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
Pr=1
Pr=0.026
Flux total

-/.10/2 � ! � £ � #Æ6lsNÑ 35-U)
Ô�8�6.-,s5@4=>s5@>�5s56.-,/Z=4@
8z3N+98�6�-,= R0sNÑ 35-�)
Ô�8�6.-,s5@4=Axz=
8�6 !

� �	� � ��� * � ��� "�� "�( � � & � � � * ��� � �����"� *�� � $���"%*+& � � �

��	�� 	�� � � �  �� � � �
����3���7�� � � � � �,��� ���87 3�� ������� �  �,� �� �

×4s�¢qxz+.2>+l/�8�pq-�35-_698nj�8�@Axz+ }]6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-�¢*+l=A-12A2A-UjL-,s5¢q-,/�= �,=>@A-_35k,¢q-,6.xzj5jLk1-127-,/�=A-,@>:n-"35-
y+ =A-,6l6.-12ur�s0-;m

v′+z = bzy
+ + czy

+2 + · · · � � ! ¤ �

v′+r = cry
+2 + dry

+3 + · · · � � ! :q�

v′+θ = bθy
+ + cθy

+2 + · · · � � ! � £ �
5��
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v�8�@u8�+l6l6.-,s5@A2�}06.-7p�@
8z3N+.-,/Z=u35-U=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-NMÁ698"j�8�@Axz+�-12>=w35xz/5/0kUj�8�@w698Á@A-,698�=>+.xz/Ùm

1

Pr

dΘ+

dy+
= 1 +

q′p
q̄p

, y → 0.
� � ! ���^�

x��
q̄p
-12>=�6.- R0sNÑÉ35-u)
Ô�8�6.-,s5@�:nx�Îq-,/ j�8�@>+.k,=
8�6³-,=

q′p
2
8 R0s0),=>s�8�=>+.xz/~!5o�/ 35k1)1xz:;jGx�2c8�/�=%6.-12�p�@
8�/035-,s5@A2

35-�6�P$k1r�s�8�=>+.xz/ � ! ��� )1xz:;:n-_k,=
8�/�=�698"2Axz:;:n-U3QP s5/0-7p�@
8�/035-,s5@�:nx�Îq-,/5/0-_-,=w3QP s5/0-ZR0s0),=>s�8�=>+.xz/~}5:<8�+.2k,p�8�6.-,:n-,/�=�}4-,/ jLx�2
8�/�=
Θ+ = Pr.y+ + · · · }�698WR0s0),=>s�8�=>+.xz/ 35-�=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-

Θ′+ ¢z8Ù2
8�=>+.2�| 8�+l@A-
6�P$k1rZs�8�=>+.xz/ 2>s5+l¢�8�/�=A-nm

1

Pr

dΘ′+

dy+
=

q′p
q̄p

, y → 0.
� � ! � ¡ �

Ò¹85R0s0),=>s�8�=>+.xz/Ï35-7=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-_jG-,s5= �,=>@A-U35xz/0)�35k,¢q-,6.xzj5jGk1-�)1xz:;:n-�2>s5+l=�m

Θ′+ = Pr(bΘy+ + cΘy+2 + · · · ) � � ! ���q�

Ò~- )1x*->T<),+.-,/�=
bΘ

jL-,s5=<35k,jL-,/03N@A- 8�s02A2>+w3Ns /0xz:_�5@A- 35- v�@
8�/03N=>6 !Àv�8�@<-dÑ5-,:;j56.-�}yjLxzs5@;s5/�R0s5+.35-
-dÑN=>@ �,:n-,:n-,/�=%)1xz/03Ns0),=>+ |�}�698ZR0s0),=>s�8�=>+.xz/É3Ns*R0sNÑn35-w)
Ô�8�6.-,s5@

q′p
=A-,/03;¢q-,@A2

0
!Z��-,698�+l/03N+.r�s0-wrZs0-�jLxzs5@

s5/ R0s5+.35-NM"/0xz:��5@A-_35-Uv�@
8�/03N=>6�=>@A?12%| 8�+l�56.-�}56.-�)1x*->T<),+.-,/�=
bθ
8�s5@
8�+l=w=A-,/0308�/0)1-5MÁ3N+l:;+l/�s0-,@�!

Ò¹8 O0p�s5@A- � ! ��� +l/03N+.r�s0-%),698�+l@A-,:n-,/�=yrZs0-�6.-12�R0s0),=>s�8�=>+.xz/02À35-À=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-%=A-,/035-,/�=�6l+l/0k�8�+l@A-,:n-,/Z=y¢q-,@A2698%¢�8�6.-,s5@��k,@Axw-,/"2A-�@
8�j5j5@Ax*)AÔ�8�/�=�35-�698�j�8�@Axz+Z-,=�)1xz/1O0@>:n-,/Z=�6.-À)1xz:;jGxz@>=A-,:n-,/Z=�8z2>Î*:;j5=Axz=>+.rZs0-
Θ′+ '

Pr.bΘ.y+ !GÒ~xz@A2ArZs0-�6.-"/0xz:��5@A-;35-�v�@
8�/03N=>6À8�s5p�:n-,/Z=A-�}³6.-")1xZ->T<),+.-,/Z= bΘ
35-,¢*+.-,/�=7+l/035k,jG-,/0308�/Z=_35-

)1- 35-,@>/5+.-,@��À2c8 ¢�8�6.-,s5@<)1xz/Z¢q-,@>pq- ¢q-,@A2
bΘ ' 0.41

jLxzs5@
Pr = 1

!���-12n=A-,/0308�/0)1-12<)1xz/1O0@>:n-,/�=É6.-12
xz�02A-,@>¢�8�=>+.xz/02Á35-
��8�	�8�:_s5@
8�-,=;8�6 !%� �1: : ¤ � !��U8�/02"6.-<)�8�/�8�6%j5698�/~}�698 )1xz/02>=
8�/Z=A- bΘ ' 0.38

!Æ�U8�/02
6.-�)�8z2�3QP s5/0-�j�8�@Axz+�+.2Axz=>Ô0-,@>:n-�}"��-,+l=A-,6Æ-,=u8�6 !Æ� �1: :��q� 35xz/5/0-,/Z=us5/0-�)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/�j5@Ax*)AÔ0-_j�8�@Axz+�� y+ <
6 � jLxzs5@<6.-�)1xz:;jGxz@>=A-,:n-,/Z= 35-12`R0s0),=>s�8�=>+.xz/02 35- =A-,:;jGk,@
8�=>s5@A- Θ′+ = 0.36Pry+ !ÀÒ�8 3N+VU³k,@A-,/0)1--,/�=>@A-É/0xz=>@A-É¢z8�6.-,s5@"-,=�)1-,6l6.-�xz�5=A-,/�s0-Éj�8�@ ��8�	�8�:_s5@
8�-,=Á8�6 !�� �1: : ¤ � jG-,s5= �,=>@A-É8�=>=>@>+l�5s0k1- M 6�P$->U³-,=35-Ï)1xzs5@>�5s5@A-�!�Ö�xz=Axz/02 k,p�8�6.-,:n-,/�= rZs0- 6.-�/0xz:_�5@A-�&4-,Î*/0xz6.352É��8z2Ak�2As5@<698 ¢Z+l=A-12A2
- 35- |S@Axz=>=A-,:n-,/Z=
(Reτ = 186)

-12A=w6.k,pq?,@A-,:n-,/�=�j56ls02wk,6.-,¢qk_rZs0-U)1-,6ls5+�35- ��8�	�8�:�s5@
8É-,=�8�6 !¹� �1: : ¤ � (Reτ = 180)
!G��-12

8�s5=A-,s5@A2�:nxz/�=>@A-,/Z=�j�8�@U8�+l6l6.-,s5@A27r�s0-_6.-_)1x*->T<),+.-,/�=
bΘ

8�s5p�:n-,/�=A-;8�¢q-1)�6�P 8�s5p�:n-,/Z=
8�=>+.xz/�3Ns /0xz:��5@A-
35- &u-,ÎZ/0xz6.352�� ��8 	%8�:_s5@
8 -,= 8�6 !u� �1: : :q�>� !w��-,jL-,/0308�/�=�}�jGxzs5@�6.- j56ls02ÉjG-,=>+l=É/0xz:_�5@A-�35- vy@
8�/03N=>6�
Pr = 0.026 � }�6.-_)1xZ->T<),+.-,/Z= bΘ

¢z8�s5=4-,/Z¢Z+l@Axz/
1.6
}]-,/ �Lxz/ 8z)1)1xz@A3�81¢q-1)_6.-U@Ak12>s56l=
8�=�35- ��8 	%8�:_s5@
8

-,=48�6 !¹� �1: : ¤ � !

5�¤
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y+

Θ
’+ rm

s/P
r.

y+

100 101 1020

0.2

0.4

0.6

Pr=1
Pr=0.71
Pr=0.4
Pr=0.2
Pr=0.1
Pr=0.026

-/.10/2 � ! ��� � oy)�8�@>=A2�Ú =�ÎZjL-12�35-12�R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-Á=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-<8z3N+l:n-,/02A+.xz/5/0k12�j�8�@U6.-12U/0xz:��5@A-12_35-v�@
8�/03N=>6Æ)1xz@>@A-12>jGxz/0308�/Z=A2�!

��	�� 	1� 	 " � � 3�� ��� � "����� � �� : ��" ����� 7

{6�-12>=ÁjLx�2A2>+l�56.- 35-�@A-,=>@Axzs5¢q-,@n6.- )1xz:;jGxz@>=A-,:n-,/Z=�8z2>Î*:;j5=Axz=>+.r�s0- 3Ns R0sNÑ 35- )AÔ�8�6.-,s5@n=>s5@>�5s56.-,/Z=
8�ÑN+98�6~-,/ :_s56l=>+lj56l+98�/Z=u6.-12wk1rZs�8�=>+.xz/02 � ! ¤n-,= � ! ��� m

v
′+
z Θ′+ = Pr(bzbΘy+2 + czbΘy+3 + · · · ) � � ! �,�Z�

×usÉ¢qxz+.2>+l/�8�pq-u+l:;:nk13N+98�=w35-u698�j�8�@Axz+G6.-4R0sNÑ�35-u)
Ô�8�6.-,s5@�=>s5@>�5s56.-,/Z=48�Ñ*+98�6Lk,¢qxz6ls0-735xz/0)u)1xz:;:n-72>s5+l=7m

v
′+
z Θ′+/Pr ' bzbΘy+2, y+ → 0

� � ! � 5 �
'Zs5@ 698WO0p�s5@A- � ! � ¡Ù-12A=�@A-,j5@Ak12
-,/�=Ak�6.- R0sNÑË35-�)AÔ�8�6.-,s5@ 8�ÑN+98�6 }�@
8�j5jGxz@>=Ak�8�s /0xz:��5@A- 35-Ïvy@
8�/03N=>6
)1xz@>@A-12>jLxz/0308�/�=�}�jLxzs5@�6.-12Á3N+VU³k,@A-,/�=A2;/0xz:��5@A-12;35-Évy@
8�/03N=>6 !�×4s�¢qxz+.2>+l/�8�pq- 35-�698 j�8�@Axz+ }Æ6.-.R0sNÑ�35-
)AÔ�8�6.-,s5@y35xz+l=Æ=A-,/03N@A-%¢q-,@A2 ��k,@Ax7-,/"2>s5+l¢�8�/�=�6.-�)1xz:;jGxz@>=A-,:n-,/Z=À8z2>Î*:;j5=Axz=>+.r�s0-

v′+z Θ′+/Pr ' bzbΘy+2 !Ò¹8 O0p�s5@A- � ! � ¡�:nxz/�=>@A- ),698�+l@A-,:n-,/�=<rZs0-�6.- )1xZ->T<),+.-,/Z= bzbΘ
=A-,/03 ¢q-,@A2Á698�¢z8�6.-,s5@

0.13
6.xz@A2ArZs0- 6.-

/0xz:_�5@A-<35-"vy@
8�/03N=>6À8�s5p�:n-,/�=A-�!���-,=>=A-Á¢�8�6.-,s5@�-12>=7-,/ �Gxz/�8z)1)1xz@A3�81¢q-1)Á6.-"@Ak12>s56l=
8�=U35-���8�	�8�:_s5@
8
-,=48�6 !~� �1: : ¤ � } bzbΘ ∼ 0, 12

308�/02ws5/ )�8�/�8�6~j5698�/~!5Ò¹8Á¢�8�6.-,s5@w3Ns )1xZ->T<),+.-,/Z=
bzbΘ

35k1),@Ax �.=w6.xz@A2ArZs0-76.-
/0xz:_�5@A-"35-�v�@
8�/03N=>6�35-,¢*+.-,/�=4=>@A?124| 8�+l�56.-�}0)�8�@46.-�)1xZ->T<),+.-,/Z=

bΘ
3N+l:;+l/�s0-�!³��-12w@Ak12As56l=
8�=A2u)1xz/1O0@>:n-,/Z=

rZs0-76.-�)1xZ->T<),+.-,/Z=
bΘ

-12>=�j5@
8�=>+.rZs0-,:n-,/�=4+l/035k,jL-,/0308�/�=73Ns /0xz:_�5@A-�35-�v�@
8�/03N=>6~jLxzs5@
Pr > 0.2
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y+

v z+
’Θ

’+
/P

r

100 101 10210-3

10-2

10-1

100
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102

Pr=1
Pr=0.71
Pr=0.4
Pr=0.2
Pr=0.1
Pr=0.026
0.13Pry+2

-/.10/2 � ! � ¡ � #Æ6lsNÑ"=>s5@>�5s56.-,/Z=A2�8�ÑN+98�sNÑn8z3N+l:n-,/02>+.xz/5/0k12Àj�8�@À6.-12�/0xz:_�5@A-12�35-wv�@
8�/03N=>6�)1xz@>@A-12>jLxz/0308�/�=A2^!

Ò~- R0sNÑ 35-�)
Ô�8�6.-,s5@u@
8z3N+98�6 }])1xz:;:n-�6.-U:nxz/Z=>@A-_6985O0p�s5@A- � ! ��� }0=A-,/03 6l+l/0k�8�+l@A-,:n-,/Z=7¢q-,@A2w698Á¢�8�6.-,s5@
��k,@Ax jLxzs5@�6.-12Up�@
8�/035-12�¢�8�6.-,s5@A2_3Ns�/0xz:��5@A-É35-nvy@
8�/03N=>6 }¹6.xz@A2ArZs�P$xz/ 2A-n@
8�j5j5@AxZ)
Ô0-<35-n698 j�8�@Axz+ }¹-,/
2>s5+l¢�8�/�=w6.-U)1xz:;jLxz@>=A-,:n-,/�=U8z2>Î*:;j5=Axz=>+.r�s0-É��xz�5=A-,/�s�-,/ :�s56l=>+lj56l+98�/�=�6.-124k1rZs�8�=>+.xz/02 � ! : -,= � ! ���q� m

v
′+
r Θ′+ = Pr(crbΘy+3 + drbΘy+4 + · · · ) � � ! � � �

'*xz+l=u8�s ¢qxz+.2>+l/�8�pq-_+l:;:nk13N+98�=435-U698"j�8�@Axz+Àm

v
′+
r Θ′+/Pr ' crbΘPr y+3, y+ → 0

� � ! � � �

'*-,6.xz/ ��8 	�8�:�s5@
8�-,=<8�6 !�� �1: : ¤ � } crbΘ ' 7 × 10−4 308�/02Ás5/ )�8�/�8�6�j5698�/~!À��-,=>=A- ¢z8�6.-,s5@;¢�8�@>+.-2A-,6.xz/�6.-12�8�s5=A-,s5@A2�!³�!P 8�j5@A?12���Ô�8�j5:<8�/�-,= �7s5Ô5/ � �1: ¤�� � }L6.-Á)1xz:;jLxz@>=A-,:n-,/�="8z2AÎZ:;j5=Axz=>+.rZs0-Á-,/ y+3-12>=Á2>s5+l¢*+¹Í�s02ArZs�P M s5/0-�3N+.2>=
8�/0)1- 35-�698 j�8�@Axz+
y+ ' 3

�
y+ ' 5

2A-,6.xz/ ��Îqxz/5p�-,=;8�6 !�� �1: ¤ :q� 308�/02s5/0-<)1xz/03Ns5+l=A-�),Î*6l+l/03N@>+.r�s0- � -,=�2
8 ¢z8�6.-,s5@�¢z8�@>+.-É-,/�=>@A- 5
-,=

7 × 10−4 !�Ò¹8<O0p�s5@A- � ! ��� :nxz/Z=>@A-ÉrZs0-)1-_)1xz:;jLxz@>=A-,:n-,/�=�8z2>Î*:;j5=Axz=>+.rZs0-_-12>=78z2A2A-����5+.-,/Ï2>s5+l¢Z+0Í s02ArZs�P M
y+ ∼ 6

!�Ö�xz=Axz/02urZs0-U6.-_)1x*->T<),+.-,/�=
crbΘ

-12>=�+l/035k,jL-,/0308�/�=u3NsÉ/0xz:��5@A-U35-uv�@
8�/03N=>6³6.xz@A2
r�s0-
Pr ≥ 0.2

}N2
8_¢�8�6.-,s5@�=A-,/03�¢q-,@A2
7× 10−4 )1-rZs5+~-12>=w-,/ =>@A?12��Lxz/ 8z)1)1xz@A3�8�¢q-1)U6.-12�@Ak12>s56l=
8�=A24=>@Axzs5¢qk124308�/02�698Á6l+l=>=Ak,@
8�=>s5@A-�!

��£
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-/.10/2 � ! ��� � #Æ6lsNÑ�=>s5@>�5s56.-,/�=A2�@
8z3N+98�sNÑ�8z3N+l:n-,/02A+.xz/5/0k12�j�8�@¹6.-12�/0xz:_�5@A-12�35-�vy@
8�/03N=>6*)1xz@>@A-12>jLxz/0308�/�=A2^!
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Pr=0.71

-/.10/2 � ! �,� � Ö�xz:_�5@A-�35-�vy@
8�/03N=>6~=>s5@>�5s56.-,/�=�jGxzs5@�s5/�k1)1xzs56.-,:n-,/�=u3QP 8�+l@ Pr = 0.71
!

Ò~-Á/0xz:_�5@A-É35-;v�@
8�/03N=>6y=>s5@>�5s56.-,/�="-12>=U35k>O0/5+À)1xz:;:n-nk,=
8�/Z=�6.-"@
8�j5jGxz@>=_-,/Z=>@A-;698�¢*+.2A)1x�2>+l=Ak"=>s5@�Ú
�5s56.-,/�=A-

νt
-,=�698 3N+VUGs02A+l¢Z+l=Ak<=>Ô0-,@>:;+.r�s0-<=>s5@>�5s56.-,/�=A-

αt
!¹{6À-12A=�3QP s5/0-np�@
8�/035-<+l:;jGxz@>=
8�/0)1-ÉjLxzs5@_698

35k,=A-,@>:;+l/�8�=>+.xz/ 3Ns )AÔ�8�:;j =>Ô0-,@>:;+.rZs0-JMÙj�8�@>=>+l@ 3QP s5/ )AÔ�8�:;j 35-Ï¢Z+l=A-12
2A-�)1xz/5/Zs~!�Ò¹89O0p�s5@A- � ! �,�:nxz/�=>@A-�6�P$k,¢qxz6ls5=>+.xz/ 3Ns /0xz:��5@A- 35-Év�@
8�/03N=>6�=>s5@>�5s56.-,/�=;jLxzs5@_s5/�k1)1xzs56.-,:n-,/�=n3QP 8�+l@ �
Pr = 0.71 � !Ö�xzs02w81¢qxz/02w@A-,jLxz@>=AkU2>s5@%698": �,:n-�O0p�s5@A-76.-7@Ak12>s56l=
8�=wxz�5=A-,/Zs j�8�@wv�+l6l6.-,@��Ð¡�£�£ 5 � 308�/02%s5/0-�)1xz/03Ns5+l=A-

� �



��� ��� � ����� � � � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � � � � � 	 � � ��� � ��� � � 	���� � � �

),Î*6l+l/03N@>+.r�s0- 8�+l/02>+%r�s0-�)1-,6ls5+%35-���8�	�8�:�s5@
8 -,=Á8�6 !%� �1: : ¤ � 308�/02"s5/ )�8�/�8�6�j5698�/~!�Ò~-12"=>@Axz+.2"j5@Ax�O06.22Axz/Z="-,/ �Lxz/ 8z)1)1xz@A3³}Æ698 pqk1xz:nk,=>@>+.-�35-É698 j�8�@Axz+�/0-�2A-,:��56.-Éj�8z2"=>@Axzj 8$U³-1),=A-,@�698�3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/ 3Ns
v�@
8�/03N=>6�=>s5@>�5s56.-,/�=�!³��-124k,¢qxz6ls5=>+.xz/02�3Ns /0xz:_�5@A-�35-�v�@
8�/03N=>6¹=>s5@>�5s56.-,/Z=u+l/03N+.rZs0-,/�=�r�s�P 8�s ¢qxz+.2>+l/�8�pq-
35-�698�j�8�@Axz+ }�698�3N+VULs02>+.xz/ 35- r�s�8�/Z=>+l=Ak 35-�:nxzs5¢q-,:n-,/�=<-12>="j56ls02Á+l:;jLxz@>=
8�/�=A- rZs0-�698 3N+VULs02>+.xz/ 35-
)AÔ�8�6.-,s5@�!
��-Á698�: �,:n-"| 8 �1xz/�rZs0-Á6�P$k1)�8�@>=�=Î*jG-Á35-12�R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-Á=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-<-,=U6.-12�R0sNÑÏ35-;)
Ô�8�6.-,s5@

=>s5@>�5s56.-,/�=A2^}�+l6Æ-12>=wjLx�2A2>+l�56.-�35-�35k,=A-,@>:;+l/0-,@�6�P$k,¢qxz6ls5=>+.xz/ 8z2>ÎZ:;j5=Axz=>+.rZs0-_3Ns�/0xz:_�5@A-"35-_v�@
8�/03N=>6�=>s5@�Ú
�5s56.-,/�="8�s ¢qxz+.2>+l/�8�pq-Á+l:;:nk13N+98�=_35-Á698Éj�8�@Axz+ !~Ò~-Á/0xz:��5@A-n35-;v�@
8�/03N=>6y=>s5@>�5s56.-,/Z=_-12>=U35xz/5/0k;j�8�@U698
@A-,698�=>+.xz/ 2>s5+l¢�8�/�=�m

Prt =
νt

αt

� � ! � ¤ �
x��

νt
-12>=�698Á¢*+.2A)1x�2>+l=Ak7=>s5@>�5s56.-,/�=A-"35xz/5/0k1-Uj�8�@_m

νt =
v′z

+v′r
+

dv+
z /dy+

� � ! �1:q�
-,=

αt
-12A=�698Á3N+VUGs02>+l¢*+l=AkU=>Ô0-,@>:;+.rZs0-U=>s5@>�5s56.-,/�=A-�35xz/5/0k1-�j�8�@�m

αt =
v′r

+Θ′+

dΘ+/dy+

� � ! ¡�£ �
o�/Ë)1xz/02A+.35k,@
8�/�= rZs�P 8�s ¢qxz+.2>+l/�8�pq-�35-�698�j�8�@Axz+

Θ+ = Pry+ -,= -,/Ës5=>+l6l+.2
8�/�= 6.-12 -dÑ*j5@A-12
2>+.xz/02
� ! ¤ � ! : -,= � ! � �N}�698�¢*+.2A)1x�2>+l=Ak�=>s5@>�5s56.-,/�=A- νt

-,=É698Ù3N+VUGs02A+l¢Z+l=Ak�=>Ô0-,@>:;+.r�s0-Ï=>s5@>�5s56.-,/Z=A-
αt

¢z8�@>+.-,/Z=
j5@AxzjLxz@>=>+.xz/5/0-,6l6.-,:n-,/�= M

y+3 2A-,6.xz/ m

νt = crbzy
+3

, y+ → 0
� � ! ¡ �^�

αt = crbΘy+3
, y+ → 0

� � ! ¡�¡ �
#�+l/�8�6.-,:n-,/Z=�}�308�/02�6.-4)�8z2�3QP s5/0-�j�8�@Axz+0+.2Axz=>Ô0-,@>:n-�}�6.-%/0xz:��5@A-435-�v�@
8�/03N=>6]=>s5@>�5s56.-,/�=%8�s;¢qxz+.2>+98�/5pq-

35-U698"j�8�@Axz+¹-12A=w)1xz/02>=
8�/�="m

Prt =
crbz

crbΘ

, y+ → 0
� � ! ¡ �q�

Ö�xzs0278�¢qxz/02U)�8�6.),s56.k�}�Mnj�8�@>=>+l@U3Ns�j5@Ax�O06�35-"¢Z+l=A-12A2
-"8�ÑN+98�6.-Á-,=�35-"698<=A-,/02>+.xz/ 35-"&u-,ÎZ/0xz6.352
v′z

+v′r
+ }698;¢�8�6.-,s5@73Ns�)1x*->T<),+.-,/�=

crbr
��)1-,6ls5+ Ú),+Æ¢z8�s5=

7 × 10−4 8�s�¢qxz+.2>+l/�8�pq-�35-�698;j�8�@Axz+ !³��-,=>=A-�¢z8�6.-,s5@7-12>=-,/��Gxz/ 8z)1)1xz@A3 81¢q-1)U)1-,6l6.-uj5@AxzjGx�2Ak1-�j�8�@%�Ï8�/02
xzs5@�-,=w8�6 !L� �1: ¤�¤ � rZs5+G=>@Axzs5¢q-,/�=wk,p�8�6.-,:n-,/�= 7× 10−4 !Ö�xzs02n81¢qxz/02;¢*s j5@Ak1)1k135-,:;:n-,/�=�}�308�/02Á6�P$k,¢qxz6ls5=>+.xz/ 8z2>Î*:;j5=Axz=>+.r�s0- 3Ns�R0sNÑ�=>s5@>�5s56.-,/�=<@
8z3N+98�6 }�rZs0-
698É)1xz/02>=
8�/�=A-

crbΘ
=A-,/03�¢q-,@A2�698<¢z8�6.-,s5@

7 × 10−4 6.xz@A2Ar�s0-�6.-�/0xz:_�5@A-Á35-�vy@
8�/03N=>6�8�s5p�:n-,/Z=A-�!¹��-,6982>+lp�/5+VO�-7rZs0-ujLxzs5@�35-12%/0xz:_�5@A-12w35-7v�@
8�/03N=>6³=A-,6.2�rZs0-
Pr ≥ 0.2

6.-�/0xz:_�5@A-Uvy@
8�/03N=>6³=>s5@>�5s56.-,/�=w=A-,/03
¢q-,@A2

Prt ' 1
6.xz@A2ArZs�P$xz/ 2A-7@
8�j5j5@Ax*)AÔ0-�35-U698"j�8�@Axz+ !

��¡



� � � �  �  � ����� � ������� � ��� � � ��� 	�� � ��	���� � � � �

+++++
+++

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

y+

P
r t

10-1 100 101 1020

1

2

3

4

5 Pr=0.026
Pr=0.1
Pr=0.2
Pr=0.71
Pr=1
Kawamura et al (1998)

+

Pr=0.025

Pr=0.1

-/. 0/2 � ! � 5 � ØÀ8�@>+98�=>+.xz/Ï3Ns /0xz:_�5@A-_35-�v�@
8�/03N=>6¹=>s5@>�5s56.-,/Z=u-,/ |Ðxz/0),=>+.xz/�3Ns /0xz:��5@A-_35-�v�@
8�/03N=>6 !
Ò¹8 O0p�s5@A- � ! � 5Ïj5@Ak12A-,/Z=A- 698�3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/ 3Ns /0xz:��5@A- 35- v�@
8�/03N=>6w=>s5@>�5s56.-,/Z=<jLxzs5@n3N+VULk,@A-,/Z=A-12¢�8�6.-,s5@A2�3Ns�/0xz:��5@A-U35-7v�@
8�/03N=>6¹-,/�|�xz/0),=>+.xz/ 35-�698"3N+.2>=
8�/0)1- M�698�j�8�@Axz+ !*Ö�xzs02w81¢qxz/02w@A-,jGxz@>=Ak72>s5@%698

O0p�s5@A-�6.-12�@Ak12As56l=
8�=A2yxz�5=A-,/�s02�j�8�@ ��8 	%8�:_s5@
8"-,=À8�6 !0� �1: : ¤ � 308�/02�s5/n)�8�/�8�6�j5698�/njGxzs5@y35-,sNÑ;/0xz:��5@A-1235-4vy@
8�/03N=>6
Pr = 0.1

-,=
Pr = 0.026

!*Ò¹xz@A2Ar�s0-46.-�/0xz:_�5@A-�35-4vy@
8�/03N=>6G3N+l:;+l/Zs0-�}�698_3N+VULk,@A-,/0)1-�-,/�=>@A-
698Ù3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/ 3Ns /0xz:��5@A-Ï35-Ïv�@
8�/03N=>6�=>s5@>�5s56.-,/�= 308�/02�s5/ )�8�/�8�6uj5698�/ -,=�308�/02És5/0-�)1xz/03Ns5+l=A-
),Î*6l+l/03N@>+.r�s0-�2/P 8z)1)1-,/�=>s0-�!
Ò~-12Á3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/02Á@
8z3N+98�6.-12;3NsÙ/0xz:��5@A- 35-Évy@
8�/03N=>6�=>s5@>�5s56.-,/�=nxz�5=A-,/�s0-12Áj�8�@Á/0x�2Á2>+l:�s5698�=>+.xz/02

/�s5:nk,@>+.rZs0-12 2Axz/�=�-,/Ë8z)1)1xz@A3Ë81¢q-1)�6.- )1xz:;jLxz@>=A-,:n-,/�= 8z2>Î*:;j5=Axz=>+.r�s0-�r�s0- /0xzs02É81¢qxz/02 35k,¢q-,6.xzj5jLk
j5@Ak1)1k135-,:;:n-,/�=�!zvÆxzs5@�35-12¹/0xz:_�5@A-12Æ35-yv�@
8�/03N=>6�=A-,6.2�r�s0-

Pr ≥ 0.2
}^6.-�/0xz:_�5@A-�35-Àv�@
8�/03N=>6Z=>s5@>�5s56.-,/�=

-12>= M76987|�xz+.2�+l/035k,jL-,/0308�/�=%35-�69873N+.2>=
8�/0)1-ZM�6987j�8�@Axz+.2
y+ -,=À3Ns;/0xz:_�5@A-u35-wv�@
8�/03N=>6�:nxz6.k1),s5698�+l@A-�!5'N8

¢�8�6.-,s5@�=A-,/03É¢q-,@A2
1
!5��-u)1xz:;jLxz@>=A-,:n-,/�=w8�k,=Ak435k,:nxz/Z=>@AkU308�/02À6.-�)�8�/�8�6]j5698�/�Í�s02Ar�s�P M_35-12À¢�8�6.-,s5@A2%35-

Pr = 2
j�8�@�×u/�=Axz/5+98�-,= �7+l: � �1: :��Z� -,= Pr = 5

j�8�@ ��8 	%8�:_s5@
8 -,=U8�6 !Æ� �1: : ¤ � !³��-,=>=A-Á)1xz/0),6ls02>+.xz/-dÑNj56l+.r�s0- -,/ j�8�@>=>+.-�6.-�)
Ô0xz+ Ñ�3QP s5/0-�¢�8�6.-,s5@Á)1xz/02A=
8�/�=A- j5@Ax*)AÔ0- 35-É6�P s5/5+l=Ak 3Ns�/0xz:��5@A- 35-Évy@
8�/03N=>6
=>s5@>�5s56.-,/�=�308�/02w6.-12w)�8�6.),s56.24=>Ô0k1xz@>+.r�s0-12uxzs 308�/02w6.-12�:nx*35?,6.-12w35-�2
xzs02�:<8�+l6l6.-12�!

� ��� � ��� "�( � � � � & � � � � ������"� � 
 � � � � " � " � �

Ò~-12¹:nxz:n-,/Z=A2�3QP$xz@A3N@A-
3
-,=

4
8�j5j�8�@
8�+.2A2A-,/Z=Æ308�/02�6.-12¹k1rZs�8�=>+.xz/02�35-À=>@
8�/02>jLxz@>=¹jLxzs5@~6.-12�)1xz/Z=>@
8�+l/�=A-12

35- &4-,Î*/0xz6.352 2Axzs02 698Ù|Ðxz@>:n- 35- 3N+VULs02>+.xz/ =>s5@>�5s56.-,/�=A-�!7��-12 :nxz:n-,/�=A2�35xz/5/0-,/�=�35-12 +l/03N+.)�8�=>+.xz/02
2>s5j5j56.k,:n-,/Z=
8�+l@A-12�2>s5@~698�3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/Á35-12�R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�!�Ò¹-y)1xZ->T<),+.-,/Z=Æ35-�3N+.2A2>Î*:nk,=>@>+.-

S
-,=�6.-�| 8z),=A-,s5@

3QP 8�j5698�=>+.2A2A-,:n-,/Z=
F
2
xz/�=w35k>O0/5+.2wjLxzs5@w698"¢�8�@>+98��56.-�R0s0),=>s�8�/�=A-

Θ′
)1xz:;:n-�2>s5+l=�m

� �



��� ��� � ����� � � � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � � � � � 	 � � ��� � ��� � � 	���� � � �

S(Θ′) =
Θ′3

(Θ′2)3/2

� � ! ¡ �Z�

F (Θ′) =
Θ′4

(Θ′2)2
� � ! ¡ 5 �

Ò~-7)1x*->T<),+.-,/�=
S
jG-,@>:n-,=�35-u:n-12>s5@A-,@�698�3N+.2A2>Î*:nk,=>@>+.-�35-�698"3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/ 3QP s5/0-7rZs�8�/�=>+l=AkZR0s0),=>s�8�/�=A-

j�8�@y@
8�j5jLxz@>=YM7s5/0-w3N+.2A=>@>+l�5s5=>+.xz/<p�8�s02A2>+.-,/5/0-�!��78�/02y6.-w)�8z2Àx��;698U35-,/02A+l=Akw35-�j5@Axz��8��5+l6l+l=Ak435-12�R0s0),=>s�8�Ú
=>+.xz/02À3QP s5/0-u35-12y¢�8�@>+98��56.-12u��)1xz:;jLx�2
8�/�=A-12�35-�¢*+l=A-12A2A-wxzs<=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A- � }*308�/02y6.-12 ��xz/0-12y=>s5@>�5s56.-,/�=A-12^}-12>=�s5/0-�|Ðxz/0),=>+.xz/"8�6.k�8�=Axz+l@A-�p�8�s02A2>+.-,/5/0-�xz/�8

S = 0
-,=

F = 3
!�Ò~-12~¢�8�6.-,s5@A2�/0xz/_/�s56l6.-12�35-

S
+l/03N+.r�s0-,/Z=

35xz/0)Á6.-Á35-,p�@AkÁ35-"3N+.2
2>ÎZ:nk,=>@>+.-;35-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02"8�6.k�8�=Axz+l@A-12�!³Ò~-127¢�8�6.-,s5@A27jGx�2>+l=>+l¢q-12U35-
S
2>+lp�/5+VO�-,/�=

rZs0-Á6.-127p�@
8�/035-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�jLx�2>+l=>+l¢q-12U2Axz/Z=�j56ls02Uj5@Axz��8��56.-12�rZs0-Á6.-12Up�@
8�/035-12�R0s0),=>s�8�=>+.xz/02_/0k,p�8�Ú
=>+l¢q-12%-,=�+l/Z¢q-,@A2A-,:n-,/�=�!5Ò¹-12�¢�8�6.-,s5@A2%3Ns<| 8z),=A-,s5@�3QP 8�j5698�=>+.2A2A-,:n-,/Z=%2As5jGk,@>+.-,s5@A-12 M

3
+l/03N+.rZs0-,/�=�6�P 8z2>jL-1),=

+l/�=A-,@>:;+l=>=A-,/Z=�35-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�!

y+

S
(Θ

’)

0 50 100 150 200
-1

0

1

2

3

Pr=1
Pr=0.71
Pr=0.4
Pr=0.2
Pr=0.1
Pr=0.026

-/. 0 2 � ! � � � ��x*->T<),+.-,/�=�35-�3N+.2A2>Î*:nk,=>@>+.-�!
Ò~-12ZO0p�s5@A-12 � ! � � -,= � ! � �É@A-,j5@Ak12A-,/Z=A-,/�=�@A-12AjG-1),=>+l¢q-,:n-,/Z=�6.-12U)1xZ->T<),+.-,/Z=A2_35-Á3N+.2A2>Î*:nk,=>@>+.-Á-,=�3QP 8�j5698�Ú=>+.2A2A-,:n-,/Z=�35-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-u=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-�jLxzs5@À698Up�8�:;:n-735-4¢z8�6.-,s5@A2%35-4vy@
8�/03N=>6Lk,=>s03N+.k1-�!*vÆxzs5@
s5/ k1)1xzs56.-,:n-,/�=w3QP 8�+l@_�

Pr = 0.71 � }06.-u)1x*->T<),+.-,/�=w35-73N+.2A2>Î*:nk,=>@>+.- S(Θ′)
¢�8�s5=

1.4
M_698�j�8�@Axz+ !5��-,=>=A-

¢�8�6.-,s5@Á-12A="6.k,pq?,@A-,:n-,/Z=<2>s5jLk,@>+.-,s5@A- M�)1-,6l6.- j5@AxzjLx�2Ak1-�j�8�@;v�+l6l6.-,@ �Ð¡�£�£ 5 � � S(Θ′) ' 1.2 � !ÀÕu/ /0xz=A-8�s02A2>+LrZs0-�)1-,=>=A-7¢�8�6.-,s5@�-12>=�3N+VULk,@A-,/Z=A-U3Ns )1xZ->T<),+.-,/Z=w35-�3N+.2
2>ÎZ:nk,=>@>+.-735-12SR0s0),=>s�8�=>+.xz/02w35-�698�¢*+l=A-12A2A-
8�ÑN+98�6.-

S(v′z) ' −0.25
!0��-,=>=A-u3N+VU³k,@A-,/0)1-u-12A=À6l+.k12%8�sNÑ<)1xz/03N+l=>+.xz/02w8�sNÑn6l+l:;+l=A-12�3N+VU³k,@A-,/�=A-12%+l:;jLx�2Ak1-12�!

Ò¹8�¢z8�6.-,s5@�/0xz/</�s56l6.-�-,=ÀjLx�2>+l=>+l¢q-u35-
S(Θ′)

M7698�j�8�@Axz+�+l/03N+.rZs0-urZs0-�6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02%35-�=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-
2Axz/Z=%8z2>Î*:nk,=>@>+.rZs0-12�308�/02%)1-,=>=A-u@Ak,p�+.xz/�-,=�r�s0-46.-12Àp�@
8�/035-12YR0s0),=>s�8�=>+.xz/02%jLx�2>+l=>+l¢q-12�2
xz/�=�6.-12Àj56ls02�j5@Ax�Ú
��8��56.-12�!���-1),+5)1xz/1O0@>:n-�6.-�)�8�@
8z),=A?,@A-�+l/�=A-,@>:;+l=>=A-,/Z=À8�s�¢qxz+.2>+l/�8�pq-%35-�698wj�8�@Axz+*=
8�/03N+.2�rZs0-y6984=>s5@>�5s56.-,/0)1-
-12>=%j5@A-12ArZs0-�Ô0xz:nxzpq?,/0-�8�s )��7s5@w35-�6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/Z=�!�o�/ ->U³-,=�}

S(Θ′)
=A-,/03 8z2A2A-��7@
8�j5+.35-,:n-,/Z=w¢q-,@A2%698

¢�8�6.-,s5@43QP s5/0-Up�8�s02A2>+.-,/5/0-��
0
� 6.xz@A2Ar�s�P$xz/ 2/P 8�j5j5@AxZ)
Ô0-_3Ns )1-,/�=>@A-�35-U698Á)1xz/03Ns5+l=A-�!

� �



� � �� � ��������� � ��� � ��� � ����������� � � �� � ��� ���  � � � �
��� � � ��� �  � 	 � � �� � � � �

Ò~-;)1x*->T<),+.-,/�=_3QP 8�j5698�=>+.2
2A-,:n-,/�=
F (Θ′)

M�s5/�)1xz:;jLxz@>=A-,:n-,/�=_2A+l:;+l698�+l@A-<8�s )1xZ->T<),+.-,/Z=_35-;3N+.2A2>Î*:nkdÚ
=>@>+.-�!Æv�xzs5@

(Pr = 0.71)
}�2
8 ¢z8�6.-,s5@Á-12>=

S(Θ′) ' 7
M 698 j�8�@Axz+ !���-,=>=A-É¢�8�6.-,s5@�-12>="2>s5@A-12>=>+l:nk1-nj�8�@

@
8�j5jLxz@>=*M�)1-,6l6.-�=>@Axzs5¢qk1-�j�8�@"v�+l6l6.-,@ �Ð¡�£�£ 5 � � F (Θ′) ' 5 � !�×u+l/02>+ }Æ) P$-12>=Á8�s�¢qxz+.2>+l/�8�pq- 35-�698 j�8�@Axz+rZs�P s5/ j5Ô0k,/0xz:n?,/0-_3QP +l/�=A-,@>:;+l=>=A-,/0)1-Á8�j5j�8�@
8��.=�}5=
8�/03N+.2wrZs�P 8�s 6.xz+l/~}5698"=>s5@>�5s56.-,/0)1-�-12A=�j5@
8�=>+.r�s0-,:n-,/Z=
Ô0xz:nxzpq?,/0-�!
Ò~xz@A2ArZs0-y6.-�/0xz:_�5@A-�35-Àvy@
8�/03N=>6N3N+l:;+l/Zs0-�}�6.-12~¢�8�6.-,s5@A2Æ35-

S(Θ′)
-,=

F (Θ′)
3N+l:;+l/�s0-,/Z=À8�s02A2>+q+l/03N+.rZs�8�/�=

rZs0-�6�P +l/�=A-,@>:;+l=>=A-,/0)1-�xz�02A-,@>¢qk1-�8�sU¢qxz+.2A+l/�8�pq-À35-�698%j�8�@Axz+Z-12>=³j56ls02~j5@Axz/0xz/0)1k1-ÀjGxzs5@~6.-12~p�@
8�/035-12¹¢�8�6.-,s5@A2
3NsÏ/0xz:_�5@A-Á35-�vy@
8�/03N=>6 !³��-�j56ls02�}]6�P +l/�=A-,@A2A-1),=>+.xz/�35-�698É)1xzs5@>�G-

S(Θ′)
8�¢q-1)�6�P 8�Ñ5-

0
2,P$k,6.xz+lp�/0-Á35-�698

j�8�@Axz+ !y��-,698�2>+lp�/5+VO�- r�s0-�}�: �,:n- 2>+�6�P +l/�=A-,@>:;+l=>=A-,/0)1- -12A=":nxz+l/02"|Ðxz@>=A-ÉjGxzs5@Á6.-12�|Ð8�+l�56.-12Á¢�8�6.-,s5@A2;3Ns
/0xz:_�5@A-�35-Uv�@
8�/03N=>6 }�)1-,6l6.-dÚ),+Æ2,P$k,=A-,/03 j56ls02�6.xz+l/Ï8�s )��7s5@435-U6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=�!

y+

F
(Θ

’)

0 50 100 150 200
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Pr=1
Pr=0.71
Pr=0.4
Pr=0.2
Pr=0.1
Pr=0.026

- . 0/2 � ! � � � ��xZ->T<),+.-,/Z=u3QP 8�j5698�=>+.2A2
-,:n-,/�=�!

� ��� �	( � " � &�$�� ����( � "�( � � " )," $���& � * � �" � � � � �" " ��)," $���& � * ��� (&��
� ������"

��	�( 	�� � � ��� � ����� ��7 3�� � �  � "��,��� ���

Ò~-12;)1xZ->T<),+.-,/Z=A2n35- )1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ -,/�=>@A- 6.-12;)
Ô�8�:;j02n35-�¢Z+l=A-12A2
-É-,=;35-�=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-�|Ðxzs5@>/5+.2A2A-,/Z=
35-12�-12>=>+l:<8�=>+.xz/02ur�s�8�/Z=>+l=
8�=>+l¢q-124)1xz/0)1-,@>/�8�/�=46�P +l/�=A-,@
8z),=>+.xz/�-,/Z=>@A-U6.-12�)�8�@
8z),=Ak,@>+.2>=>+.rZs0-12�=>Ô0-,@>:;+.rZs0-124-,=
),+l/0k,:<8�=>+.rZs0-12�35-12�R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�=>s5@>�5s56.-,/�=A-12^!�'Zs5@�698<O0p�s5@A- � ! � ¤ 2Axz/Z=�@A-,j5@Ak12A-,/Z=Ak12_6.-12�)1xZ->T<),+.-,/Z=A235-n)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/

RvrΘ
��)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/Ù-,/Z=>@A-*R0s0),=>s�8�=>+.xz/02"35-Á¢Z+l=A-12
2A-Á@
8z3N+98�6.-n-,= R0s0),=>s�8�=>+.xz/02"35-Á=A-,:ÁÚ

jLk,@
8�=>s5@A- � -,= Rvrvz

��)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/�-,/Z=>@A-NR0s0),=>s�8�=>+.xz/02_35-_¢*+l=A-12A2A-�@
8z3N+98�6.-Á-,= R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-�¢*+l=A-12A2A-
8�ÑN+98�6.- � }]jLxzs5@U3N+l¢q-,@A2A-127¢�8�6.-,s5@A2U3NsÏ/0xz:��5@A-n35-Áv�@
8�/03N=>6 !¹Õu/ )1xz/02>=
8�=A-;rZs0-�6.-12735-,sNÑ�)1xzs5@>�G-12U2Axz/Z=rZs�8z2>+l:n-,/�=n+.35-,/Z=>+.r�s0-12<jGxzs5@;6.-12n¢z8�6.-,s5@A2Á6.-12;j56ls02<k,6.-,¢qk1-12n3Ns /0xz:_�5@A-�35- v�@
8�/03N=>6��

Pr ≥ 0.71 � !��-,=>=A-7)1xz/0)1xz@A308�/0)1-�}5+l/03N+.rZs0-�rZs0-u6.- R0sNÑ 35-u)
Ô�8�6.-,s5@w=>s5@>�5s56.-,/�=�@
8z3N+98�6³-,=%698"2A-,s56.-7)1xz:;jGx�2c8�/�=A-�/0xz/
/�s56l6.-_35-12w=A-,/02>+.xz/02w35-_&4-,Î*/0xz6.352w2Axz/�=4pqk,/0k,@Ak12�j�8�@435-12�:nk1)�8�/5+.2>:n-12�35-7=>s5@>�5s56.-,/0)1-_2A+l:;+l698�+l@A-12�!

� 5



��� ��� � ����� � � � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � � � � � 	 � � ��� � ��� � � 	���� � � �

+
+
+
+
+
++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

+
+
+

y+

R
v rΘ

0 50 100 150
0

0.4

0.8

1.2
Pr=1
Pr=0.71
Pr=0.71 Piller (2005)
Pr=0.4
Pr=0.2
Pr=0.1
Pr=0.026
Rvrvz

+

-/. 0/2 � ! � ¤ � ��xZ->T<),+.-,/Z=A2435-�)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ RvrΘ
-,=

Rvrvz

!

v�xzs5@7s5/�k1)1xzs56.-,:n-,/�=U3QP 8�+l@Á�
Pr = 0.71 � }G6.-�)1xZ->T<),+.-,/Z=735-")1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ RvrΘ

),@Ax �.=78�¢q-1)_698É3N+.2�Ú
=
8�/0)1-YM�698�j�8�@Axz+ }^308�/02~698w2Axzs02�Ú)1xzs0)AÔ0-�35-y)1xz/03Ns0),=>+.xz/

(y+ < 10)
jLxzs5@�8�=>=A-,+l/03N@A-ys5/�:<8�ÑN+l:_s5:�35xz/�=

698Á¢�8�6.-,s5@u-12>=u35-�6�P$xz@A3N@A-_35-
0.5
!]Ò~xz+l/�35-_698Áj�8�@Axz+ }0jLxzs5@u35-12u3N+.2>=
8�/0)1-12u=A-,6l6.-124rZs0-

30 ≤ y+ ≤ 100
}

6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02U35-�698<=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-"-,=u6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02735-_698n¢Z+l=A-12
2A-�@
8z3N+98�6.-"2Axz/�=��5+.-,/�)1xz@>@Ak,6.k1-12�!
Ò¹8�¢�8�6.-,s5@U3Ns�)1x*->T<),+.-,/�=�35-")1xz@>@Ak,698�=>+.xz/Ù-12>=

RvrΘ ' 0.46
!³Ö�xz=Axz/02�rZs0-�6.-Á)1x*->T<),+.-,/�=�35-;)1xz@>@Ak,698�Ú

=>+.xz/�-,/�=>@A-"6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02U35-12u¢*+l=A-12A2A-1278�ÑN+98�6.-�-,=�@
8z3N+98�6.-_¢�8�s5=
Rvrvz ' 0.47

!~��-Á)1xz:;jLxz@>=A-,:n-,/�=
-12>=�@A-,=>@Axzs5¢qk;308�/027698É:<8�Í�xz@>+l=AkÁ35-12Uk,=>s035-12�| 8�+l=A-12�2As5@�s5/0-Á)1xzs0)
Ô0-Á6l+l:;+l=A-"xzs 308�/027s5/ )�8�/�8�6�j5698�/~!
��-,jL-,/0308�/�=�}�6.-12"¢�8�6.-,s5@A2;)AÔ�8�/5pq-,/�=�3QP s5/ 8�s5=A-,s5@.M s5/ 8�s5=>@A-�!�Ò~-�=
8��56.-�8�s � ! � @A-,p�@Axzs5jL- r�s0-,6.rZs0-12¢�8�6.-,s5@A2w35-124)1x*->T<),+.-,/�=A2u35-�)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ @A-,6.-,¢qk1-12u308�/02�698Á6l+l=>=Ak,@
8�=>s5@A-<m

×us5=A-,s5@A2 ��xz/1O0p�s5@
8�=>+.xz/02
RvrΘ Rvrvzv�@Ak12
-,/�=w=>@
8�¢z8�+l6 )1xz/03Ns5+l=A-�),Î*6l+l/03N@>+.r�s0-
0.46 0.47Ûu+.2>Ô5+.308Á-,=48�6 !¹� �1: ¤�� � )1xz/03Ns5+l=A-�),Î*6l+l/03N@>+.r�s0-
0.45 0.50��@A-,:;Ô0xz@A2>=4-,=48�6 !�� �1: � �q� )1xz/03Ns5+l=A-�),Î*6l+l/03N@>+.r�s0-
0.47 0.43'Zs5�5@
8�:<8�/5+98<-,=48�6 !¹� �1: ¤ �^� )�8�/�8�6~j5698�/
0.49 0.47Øy-,@>@>+.xzjLxzs56.x�2�!¹� �1: ¤ �q� )�8�/�8�6~j5698�/
0.57 0.47

� ��� 2 � ! � � ØÀ8�6.-,s5@A2435-12w)1x*->T<),+.-,/�=A2�35-U)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ RvrΘ
-,=

Rvrvz

�
Pr = 0.71 �

Ò~xz@A2ArZs0- 6.- /0xz:_�5@A-�35- v�@
8�/03N=>6u3N+l:;+l/Zs0-�}yxz/ )1xz/02>=
8�=A- s5/0- /0-,=>=A- 8�s5p�:n-,/�=
8�=>+.xz/ 3Ns )1xZ->T<),+.-,/Z=
35-�)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/

RvrΘ
!�v�xzs5@;35-12Á3N+.2>=
8�/0)1-12Á=A-,6l6.-12;rZs0-

30 ≤ y+ ≤ 100
}Æ2c8 ¢�8�6.-,s5@Áj�8z2A2A-�35-

0.46�SjLxzs5@
Pr = 1 � M 0.7

jLxzs5@;�
Pr = 0.026 � !¹v�xzs5@�35-12ZR0s5+.35-12U=>@A?12U)1xz/03Ns0),=>+ |Ð2�}G6.-12ZR0s0),=>s�8�=>+.xz/02_35-=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-_2Axz/Z=wj56ls02%|Ðxz@>=A-,:n-,/�=u)1xz@>@Ak,6.k1-12�81¢q-1)U6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02u35-U698"¢*+l=A-12A2A-7@
8z3N+98�6.-�!

���



� � �� � ��������� � ��� � ��� � ����������� � � �� � ��� ���  � � � �
��� � � ��� �  � 	 � � �� � � � �

Ò¹8 O0p�s5@A- � ! �1: +l6l6ls02>=>@A-%69873N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/É3NsÁ)1x*->T<),+.-,/�=�35-%)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/É-,/�=>@A-w6.-12�R0s0),=>s�8�=>+.xz/02À35-%698¢*+l=A-12A2A-78�Ñ*+98�6.-7-,=%6.-12YR0s0),=>s�8�=>+.xz/02w35-�698_=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-�}5-,/�|�xz/0),=>+.xz/ 35-�698�3N+.2>=
8�/0)1- M�698�j�8�@Axz+ !NvÆxzs5@
Pr = 0.71

}G6.-_)1x*->T<),+.-,/�=735-_)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/
RvzΘ

-12>=4j56ls024p�@
8�/03�rZs0-�6.-_)1xZ->T<),+.-,/Z=
RvrΘ

2>s5p�pqk,@
8�/Z=
rZs0-;6.-12�R0s0),=>s�8�=>+.xz/02"35-;=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-É2Axz/�=�j56ls027|Ðxz@>=A-,:n-,/�=Á)1xz@>@Ak,6.k1-12�81¢q-1)<6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02"35-;698
¢*+l=A-12A2A-�8�ÑN+98�6.-Ár�s�P 8�¢q-1)Á)1-,6l6.-12�35-�698<¢Z+l=A-12A2
-_@
8z3N+98�6.-�!LÒ¹8<¢z8�6.-,s5@7:<8�ÑN+l:_s5: rZs�P 8�=>=A-,+l/�=

RvzΘ
-12>=735-

6�P$xz@A3N@A-Á35-
0.95

}³)1-�:<8�Ñ*+l:�s5: -12>=72>+l=>s0k5M
y+ ' 8

!L×4s�)1-,/�=>@A-Á35-"698É)1xz/03Ns5+l=A-�}³)1xz/�=>@
8�+l@A-,:n-,/�=Á8�s
)1x*->T<),+.-,/�=u35-U)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/

RvrΘ
}
RvzΘ

3N+l:;+l/�s0-_:<8�+.2w/0-U2,P 8�/5/Zs56.-�j�8z2�!
Ò~xz@A2ArZs0-�6.-�/0xz:_�5@A-"35-_v�@
8�/03N=>6�3N+l:;+l/�s0-�}

RvzΘ
3N+l:;+l/�s0-Á8�s02A2>+ !�Ò¹-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02735-U=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-

2Axz/Z=":nxz+l/02"�5+.-,/ )1xz@>@Ak,6.k1-12n81¢q-1)�6.-12'R0s0),=>s�8�=>+.xz/02n35-É698 ¢*+l=A-12A2A- 8�ÑN+98�6.- 8�6.xz@A2ÁrZs�P$-,6l6.-12Á35-,¢Z+.-,/5/0-,/Z=
:;+.-,sNÑ )1xz@>@Ak,6.k1-1248�sNÑ.R0s0),=>s�8�=>+.xz/02u35-u698"¢*+l=A-12A2A-�@
8z3N+98�6.-�!5Ò¹8Á)
Ô�8�6.-,s5@4-12>=%:nxz+l/02��5+.-,/ k,¢�8z),s0k1-U308�/02
6.-U2A-,/02w35-�6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=�!

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

y+

R
v zΘ

50 100 150
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Pr=1
Pr=0.71
Pr=0.71 Piller (2005)
Pr=0.4
Pr=0.2
Pr=0.1
Pr=0.026

+

- . 0/2 � ! �1: � ��xZ->T<),+.-,/Z=u35-U)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ RvzΘ
!

��	�( 	1� 	���� � ��� � ��7 3���3�����7�� � � 3����8 �:�� : ��" � � �

Ò~-12�|Ðxz/0),=>+.xz/02y35-w35-,/02>+l=Ak435-%j5@Axz��8��5+l6l+l=Ak4jL-,@>:n-,=>=A-,/�=�698�¢qk,@>+VO�)�8�=>+.xz/É35-12yj5@Axzj5@>+.k,=Ak12�2>=
8�=>+.2>=>+.rZs0-12
3QP s5/0-u¢z8�@>+98��56.-78�6.k�8�=Axz+l@A-�!N{6G-12>=À+l/Z=Ak,@A-12A2
8�/�=�3QP$k,=>s03N+.-,@%6.-12�35-,/02>+l=Ak12%35-wj5@Axz��8��5+l6l+l=Ak735-12�R0s0),=>s�8�=>+.xz/02
35-U¢*+l=A-12A2A-12%6.xz/5p�+l=>s03N+l/�8�6.-�-,=w/0xz@>:<8�6.-NMÁ6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/Z=�!
Ò~-12u35-,/02>+l=Ak12435-Uj5@Axz��8��5+l6l+l=Ak"35-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-12w=>@Axz+.2u)1xz:;jGx�2c8�/�=A-12�35-U¢Z+l=A-12
2A-

v′r
}
v′z
-,=

v′θ
2Axz/Z=

@A-12>jL-1),=>+l¢q-,:n-,/�=%@A-,j5@Ak12A-,/Z=Ak1-12�2>s5@�6.-12 O0p�s5@A-12 � ! ¡�£N} � ! ¡ � -,= � ! ¡�¡'M�3N+VULk,@A-,/Z=A-12�3N+.2>=
8�/0)1-12%35-w698_j�8�@Axz+�
y+ ' 5

}
y+ ' 14

-,=
y+ ' 100 � !

Õu/ xz�02A-,@>¢q-<308�/02�698 @Ak,p�+.xz/Ùj�8�@>+.k,=
8�6.-�}(M
y+ ' 5

}³s5/Ùk1)�8�@>=_/0xz=
8��56.-<35-n698 3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/�35-12 R0s0)dÚ
=>s�8�=>+.xz/02�35- 698 ¢*+l=A-12A2A- 6.xz/5p�+l=>s03N+l/�8�6.-

v′z
j�8�@É@
8�j5jGxz@>=<M�698�3N+.2A=>@>+l�5s5=>+.xz/ p�8�s02A2A+.-,/5/0-�}À2>Î*/0xz/�Î*:n-

���



��� ��� � ����� � � � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � � � � � 	 � � ��� � ��� � � 	���� � � �

3QP +l/�=A-,@>:;+l=>=A-,/0)1-Á308�/0246�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=�!G×°)1-,=>=A-_jGx�2>+l=>+.xz/~}06.-7j5+.)_35-7698;3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/Ï-12>=42>+l=>s0k_308�/02w698
j�8�@>=>+.-%35-12

v′z
/0k,p�8�=>+ |Ð2�!zÒ~-12(R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�/0k,p�8�=>+l¢q-12y35-�¢Z+l=A-12
2A-À6.xz/5p�+l=>s03N+l/�8�6.-42Axz/�=�j56ls02Æ/0xz:_�5@A-,s02A-12^!

��-,jL-,/0308�/�=�}06�P 8�:;j56l+l=>s035-�35-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02ujGx�2>+l=>+l¢q-124-12>=�j56ls02wp�@
8�/035-�!

i’/i’rms

P
(i’

/i’
rm

s)

-4 -2 0 2 4
0

0.1

vθ
vr

vz

Θ

Pr=0.71

(a)

i’/i’rms
P

(i’
/i’

rm
s)

-4 -2 0 2 4
0

0.1

vθ
vr

vz

Θ

Pr=0.026

(b)

-/. 0 2 � ! ¡�£ � #0xz/0),=>+.xz/02�35-�35-,/02>+l=AkU35-�j5@Axz��8��5+l6l+l=Ak'M y+ ' 5
!

�U8�/02U698 ��xz/0-;=
8�:;jLxz/~}�M
y+ ' 14

}³6.-;)1x*->T<),+.-,/�=�35-<3N+.2A2>Î*:nk,=>@>+.-;35-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02_35-n698�¢Z+l=A-12A2
-
8�ÑN+98�6.-

S(v′z)
-12>=�j5@Ax*)AÔ0-É35- ��k,@Ax -dÑNj5@>+l:<8�/�=�6.-;| 8�+l=_rZs0-;698 3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/�35-

v′z
j5@Ak12A-,/Z=A-<j5@A-12ArZs0-

8�s5=
8�/�=É35- p�@
8�/035-12*R0s0),=>s�8�=>+.xz/02njLx�2>+l=>+l¢q-12nrZs0- 35- p�@
8�/035-12*R0s0),=>s�8�=>+.xz/02</0k,p�8�=>+l¢q-12É8�6.xz@A2nrZs0- 6.-
)1x*->T<),+.-,/�=Á3QP 8�j5698�=>+.2A2A-,:n-,/�=

F (v′z)
8�=>=A-,+l/Z="2c8 ¢z8�6.-,s5@�:;+l/5+l:<8�6.-�!y��-,=>=A-njLx�2>+l=>+.xz/Ù)1xz@>@A-12>jLxz/039M 698

j5@Ax*3Ns0),=>+.xz/Ï:<8�ÑN+l:<8�6.-"35-_6�P$k,/0-,@>p�+.-�=>s5@>�5s56.-,/�=A-Áj5s5+.2ArZs0-�6�P +l/Z=A-,/02>+l=AkÁ35-_698n=>s5@>�5s56.-,/0)1-"Î 8�=>=A-,+l/�=U2
8
¢�8�6.-,s5@À:<8�ÑN+l:<8�6.-�!*oy/<: �,:n-u=A-,:;j02�}q698�3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/ 35-

v′z
:nxz/Z=>@A-4s5/0-�3N+.2A2>Î*:nk,=>@>+.-wjLx�2>+l=>+l¢q-4-,=�s5/

8�j5698�=>+.2A2A-,:n-,/Z=w2>s5jLk,@>+.-,s5@ M_698�¢�8�6.-,s5@�p�8�s02A2>+.-,/5/0-�!0��-1),+]:n-,=�-,/ k,¢Z+.35-,/0)1-�6.-u:nxzs5¢q-,:n-,/�=w3QP$k Í>-1),=>+.xz/
3Ns R0s5+.35-�35-7698;j�8�@Axz+~¢q-,@A2�6�P$-dÑN=Ak,@>+.-,s5@u35-7698;)1xzs0)
Ô0-U6l+l:;+l=A-�!
× j�8�@>=>+l@�35-4698_3N+.2>=
8�/0)1-

y+ ' 15
-,=¹Í�s02ArZs�P MUs5/0-�3N+.2>=
8�/0)1-

y+ ' 100
}*6.-12�3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/02�35-

v′r
-,=

v′z2A-4@
8�j5j5@AxZ)
Ô0-,/�=%p�@
8z3Ns0-,6l6.-,:n-,/�=w35-4698�3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/ p�8�s02A2>+.-,/5/0-�!Z×
y+ ' 100

}
S(v′z)

-12A=À6.k,pq?,@A-,:n-,/�=
/0k,p�8�=>+ |É� −0.25 � -,= F (v′z)

j5@Ax*)AÔ0-Ï35- 698�¢z8�6.-,s5@
3
�
3.1 � !�× 698�: �,:n- jLx�2>+l=>+.xz/~}

S(v′r)
-,=

F (v′r)8�=>=A-,+lp�/0-,/�=u6.-,s5@A2w¢�8�6.-,s5@w:;+l/5+l:<8�6.-12w@A-12AjG-1),=>+l¢q-12u35- −0.13
-,=

3.2
!

Ò~-12n3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/02É35-12;35-,/02>+l=Ak12n35- j5@Axz��8��5+l6l+l=Ak 35-12*R0s0),=>s�8�=>+.xz/02<35- =A-,:;jLk,@
8�=>s5@A- jGxzs5@n35-,sNÑ
/0xz:_�5@A-12U35-"v�@
8�/03N=>6w�

Pr = 0.71
-,=

Pr = 0.026 � 2Axz/Z=78�s02
2>+�+l6l6ls02A=>@Ak1-12�2As5@46.-12 O0p�s5@A-12 � ! ¡�£N} � ! ¡ �-,= � ! ¡�¡N!Zv�xzs5@�s5/Ék1)1xzs56.-,:n-,/Z=%3QP 8�+l@7� Pr = 0.71 � }*698U3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/ 35-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02%35-�=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-:nxz/�=>@A-És5/ )1xz:;jLxz@>=A-,:n-,/�=Á2>+l:;+l698�+l@A-BM )1-,6ls5+�35-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02"35-n¢*+l=A-12A2A-Á6.xz/5p�+l=>s03N+l/�8�6.-�!Æ×us�¢qxz+ Ú
2>+l/�8�pq-Á35-"698Éj�8�@Axz+ M

y+ ' 5
}G6.-12ZR0s0),=>s�8�=>+.xz/02U/0k,p�8�=>+l¢q-12�35-�=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-n2
xz/�=7j56ls027/0xz:_�5@A-,s02A-12

:<8�+.2�6.-,s5@�8�:;j56l+l=>s035-�j56ls02u| 8�+l�56.-Ár�s0-")1-,6l6.-12735-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/027jLx�2>+l=>+l¢q-12�!GÒ¹8�3N+.2A2>Î*:nk,=>@>+.-"35-_698É@AkdÚ
j�8�@>=>+l=>+.xz/ 35-12YR0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-4=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-72A-w:<8�+l/Z=>+.-,/�=�Í�s02Ar�s�P M_s5/0-�3N+.2>=
8�/0)1-

y+ ' 18
!*× j�8�@>=>+l@

35-4)1-,=>=A-ujLx�2>+l=>+.xz/~}q698_3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/�2
-w@
8�j5j5@Ax*)AÔ0-Á��35-w698U: �,:n-4| 8 �1xz/ÉrZs0-w6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02%35-12�)1xz:ÁÚ
jLx�2
8�/�=A-12Á35-É¢Z+l=A-12A2
- � 3QP s5/0- 3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/ p�8�s02A2>+.-,/5/0-�!Æ× y+ ' 100

}
S(Θ′)

-,=
F (Θ′)

8�=>=A-,+lp�/0-,/�=
@A-12>jL-1),=>+l¢q-,:n-,/�=u6.-12�¢z8�6.-,s5@A2 −0.15

-,=
3.1
!

Ò�P +l/1R0s0-,/0)1-U3Ns /0xz:_�5@A-U35-�v�@
8�/03N=>6~2>s5@�698�3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/ 35-12YR0s0),=>s�8�=>+.xz/02w35-4=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-U-12>=%),698�+ Ú
@A-,:n-,/�=uxz�02A-,@>¢qk1-U2>s5@�6.-12SO0p�s5@A-12 � ! ¡�£;-,= � ! ¡ � !0�U8�/02%698"@Ak,p�+.xz/ j�8�@>+.k,=
8�6 }CM y+ ' 5

}N6�P +l/�=A-,@>:;+l=>=A-,/0)1-
��¤



� � �� � ��������� � ��� � ��� � ����������� � � �� � ��� ���  � � � �
��� � � ��� �  � 	 � � �� � � � �

i’/i’rms

P
(i’

/i’
rm

s)

-4 -2 0 2 4
0

0.1

vθ
vr

vz

Θ

Pr=0.71

(a)

i’/i’rms

P
(i’

/i’
rm

s)

-4 -2 0 2 4
0

0.1

vθ
vr

vz

Θ

Pr=0.026

(b)

- . 0/2 � ! ¡ � � #0xz/0),=>+.xz/02435-_35-,/02>+l=Ak�35-7j5@Axz��8��5+l6l+l=Ak'M y+ ' 14
!

i’/i’rms

P
(i’

/i’
rm

s)

-4 -2 0 2 4
0

0.1

vθ
vr

vz

Θ

Pr=0.71

(a)

i’/i’rms

P
(i’

/i’
rm

s)

-4 -2 0 2 4
0

0.1

vθ
vr

vz

Θ

Pr=0.026

(b)

-/. 0 2 � ! ¡�¡ � #0xz/0),=>+.xz/02�35-U35-,/02>+l=Ak�35-7j5@Axz��8��5+l6l+l=Ak!M y+ ' 100
!

35-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-�=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-Á-12>=�:nxz+l/027j5@Axz/0xz/0)1k1-"jGxzs5@
Pr = 0.026

!³×
y+ ' 14

}G698É3N+.2A2>ÎZÚ
:nk,=>@>+.-Á35-12ZR0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-�=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-ÁjLxzs5@

Pr = 0.71
2,P 8�=>=Ak,/Zs0-�}~8�6.xz@A2Ur�s�P$-,6l6.-"jL-,@A2>+.2>=A-�jGxzs5@

Pr = 0.026
!���xz:;:n-Á/0xzs0276�P 81¢qxz/02�¢Zs�j5@Ak1)1k135-,:;:n-,/�=�}�308�/0276�P$k,¢qxz6ls5=>+.xz/ 35-127)1xZ->T<),+.-,/Z=A2_35-Á3N+.2�Ú

2>Î*:nk,=>@>+.-735-12SR0s0),=>s�8�=>+.xz/02w35-�=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-n�Sj�8�@
8�p�@
8�j5Ô0- � ! �Z� }*: �,:n-U2>+G6�P +l/�=A-,@>:;+l=>=A-,/0)1-�-12>=�:nxz+l/02+l/�=A-,/02
-U308�/02%698_@Ak,p�+.xz/ j�8�@>+.k,=
8�6.-�jGxzs5@%6.-12�| 8�+l�56.-12%¢z8�6.-,s5@A2�3Ns /0xz:_�5@A-U35-Uvy@
8�/03N=>6 }5)1-,6l6.-dÚ),+~2,P$k,=A-,/03
j56ls02�6.xz+l/É8�sÉ)��7s5@À35-�6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=�!*vÆxzs5@

Pr = 0.026
}�6.-12y)1x*->T<),+.-,/�=A27�

S(Θ′) � -,=�3QP 8�j5698�=>+.2A2A-,:n-,/�=
F (Θ′)

/0-"=A-,/035-,/Z=�@A-12AjG-1),=>+l¢q-,:n-,/Z=U¢q-,@A2u6.-12u¢�8�6.-,s5@A2
0
-,=

3
rZs�P Mnj�8�@>=>+l@U35-

y+ ' 50
!G×4s�)��7s5@U35-

6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=�} M
y+ ' 100

6.-n/0xz:_�5@A-�35-<vy@
8�/03N=>6�/�P 8 j56ls02"8�s0),s5/ ->UL-,=�2>s5@_698 3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/�35-12
R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-7=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-�-,=�698Á=>s5@>�5s56.-,/0)1-_-12>=�Ô0xz:nxzpq?,/0-�!

� :



��� ��� � ����� � � � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � � � � � 	 � � ��� � ��� � � 	���� � � �

��	�( 	�� 	���� � ��� � ��7 3���3�����7�� � � 3����8 �:�� : ��" � � ��� � ��� ����7

Ò~-12%|Ðxz/0),=>+.xz/02435-U35-,/02>+l=Ak�35-7j5@Axz��8��5+l6l+l=Ak���vy�7# � /0xzs02�@A-,/02A-,+lp�/0-,/Z=u2>s5@�698"@Ak,j�8�@>=>+l=>+.xz/Ï35-12 R0s0)dÚ=>s�8�=>+.xz/02�jLx�2>+l=>+l¢q-12�-,=�/0k,p�8�=>+l¢q-12w35-U)
Ô�8zr�s0-7¢�8�@>+98��56.-U+l/035k,jL-,/0308�:;:n-,/�=u35-12w8�s5=>@A-12w¢z8�@>+98��56.-12�!5× O0/
3QP 8�/�8�6lÎN2A-,@�6.-12�+l/�=A-,@
8z),=>+.xz/02ur�s5+³jL-,s5¢q-,/�=u-dÑ*+.2>=A-,@w-,/Z=>@A-12�6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02u35-12�3N+VULk,@A-,/Z=A-12w¢�8�@>+98��56.-12�}
xz/<k,=>s03N+.-u6.-12�|Ðxz/0),=>+.xz/02À35-u35-,/02>+l=Akw35-wj5@Axz��8��5+l6l+l=AkÀÍ>xz+l/�=A-12u��Ó�vy�7# � !*Ò~-12�)1xZ->T<),+.-,/Z=A2�35-4)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/j5@Ak12A-,/Z=Ak12�308�/02�6987j�8�@
8�p�@
8�j5Ô0-

4.5.1
/0xzs02À@A-,/02A-,+lp�/0-,/Z=�2As5@À)1-12y+l/Z=A-,@
8z),=>+.xz/02�:<8�+.2�35-%| 8 �1xz/<6l+l:;+l=Ak1-�!

Ò~-12wÓ�vy�7#�}]35xz/5/0-,/�=uj56ls02w3QP +l/03N+.)�8�=>+.xz/02u2As5@�698"|Ð8 �1xz/ 35xz/Z=46.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02u2Axz/�=u)1xz@>@Ak,6.k1-12�!

v’z

v’
r

-3 0 3
-3

0

3

(a)y+≈5
v’r ou v’z

v’
θ

-3 0 3
-3

0

3

v’z
v’r

(b)y+≈5

v’z

v’
r

-3 0 3
-3

0

3

(c)y+≈100
v’r ou v’z

v’
θ

-3 0 3
-3

0

3

v’z
v’r

(d)y+≈100

-/. 0/2 � ! ¡ � � Ó�vy�7# 35-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02435-�¢Z+l=A-12A2
-12�!
Ò¹8`O0p�s5@A- � ! ¡ � j5@Ak12
-,/�=A-,/�=U6.-124|Ðxz/0),=>+.xz/02U35-�35-,/02>+l=Ak"35-"j5@Axz��8��5+l6l+l=AkuÍ�xz+l/Z=A-12U-,/�=>@A-"6.-124R0s0),=>s�8�=>+.xz/0235-;¢*+l=A-12A2A-n8z3N+l:n-,/02>+.xz/5/0k1-12�j�8�@�6.-12_@>:n2�)1xz@>@A-12>jLxz/0308�/�=A-12*M 35-,sNÑ�3N+.2>=
8�/0)1-n35-;698 j�8�@Axz+��

y+ ' 5-,=
y+100 � !�Ò~-12 O0p�s5@A-12 � ! ¡ � ! 8 -,= � ! ¡ � !$)n:nxz/�=>@A-,/�=;rZs0-Á6.-12_)1xz:��5+l/�8�+.2Axz/02Á35-n2>+lp�/0-12�xzj5jLx�2Ak12_35-12R0s0),=>s�8�=>+.xz/02U35-12�¢Z+l=A-12
2A-_@
8z3N+98�6.-Á-,=U8�Ñ*+98�6.-Á)1xz/Z=>@>+l�5s0-,/�=�698�@>pq-,:n-,/Z=NMn698<j5@AxZ3Ns0),=>+.xz/�35-�698<=A-,/02>+.xz/

35-"&4-,Î*/0xz6.352
v′rv

′
z

698nj56ls02u+l/�=A-,/02
- �Sj5@Ax*3Ns0),=>+.xz/ 3QP$k,/0-,@>p�+.-"=>s5@>�5s56.-,/�=A- � !³�U8�/024698<@Ak,p�+.xz/Ïj�8�@>+.k,=
8�6.-�}698�j5@Axz��8��5+l6l+l=Ak 3QP 8�j5j�8�@>+l=>+.xz/ 35-125R0s0),=>s�8�=>+.xz/02ÁjGx�2A+l=>+l¢q-12;35-<¢*+l=A-12A2A- 8�Ñ*+98�6.-
v′z

8�s�: �,:n-�:nxz:n-,/Z=
rZs0-u35-12YR0s0),=>s�8�=>+.xz/02�/0k,p�8�=>+l¢q-12w35-u¢*+l=A-12A2A-u@
8z3N+98�6.-

v′r
-12A=�698_j56ls02%p�@
8�/035-�!NÒ~- R0s5+.35-7-12>=�k Í>-1),=Ak�¢q-,@A2

6.-�)1-,/Z=>@A-_35-U698;)1xz/03Ns5+l=A-�!Gv�6ls0246.xz+l/~}�8�s )��7s5@u35-�6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=�}Gxz/�8Ás5/0-Uj5Ô0k,/0xz:n?,/0-�+l/�¢q-,@A2A-Ém5698
�z£



� � �� � ��������� � ��� � ��� � ����������� � � �� � ��� ���  � � � �
��� � � ��� �  � 	 � � �� � � � �

j5@Axz��8��5+l6l+l=Ak�3QP 8�j5j�8�@>+l=>+.xz/"35-12�R0s0),=>s�8�=>+.xz/02¹/0k,p�8�=>+l¢q-12�35-�¢*+l=A-12A2A-�8�Ñ*+98�6.-�-,=¹35-12QR0s0),=>s�8�=>+.xz/02ÆjLx�2>+l=>+l¢q-12
35-;¢*+l=A-12A2A-;@
8z3N+98�6.-É-12>=�j56ls02�k,6.-,¢qk1-�!�Ò~-*R0s5+.35-<-12>=�8�6.xz@A2�3N@
8�+l/0k<3Ns�)1-,/�=>@A-<35-<698 )1xz/03Ns5+l=A-É¢q-,@A2�698
j�8�@Axz+ }5:<8�+.2u35-7:<8�/5+.?,@A-�:nxz+l/02�+l/Z=A-,/02A-�!
Ò~-12�O0p�s5@A-12 � ! ¡ � ! ��-,= � ! ¡ � !$3�+l6l6ls02>=>@A-,/�=�6.-12UÓ�vy�7# -,/�=>@A-Á6.-12�R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-Á¢*+l=A-12A2A-;8$�1+l:�s5=
8�6.-<-,=
6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-1248�s5=>@A-12w)1xz:;jLx�2
8�/�=A-12u35-U¢*+l=A-12A2A-�!-Xus0-,6l6.-_rZs0-Ur�s0-U2
xz+l=�698"jGx�2>+l=>+.xz/�)1xz/02>+.35k,@Ak1-�}
=Axzs5=A-12�6.-12�ÓqvÀ��#�j5@Ak12A-,/Z=A-,/�=us5/0-U2>ÎZ:nk,=>@>+.-�8�s5=Axzs5@w35-76�P 8�Ñ5-

v′θ
2A+lp�/5+VO]8�/�=4rZs0-�6.-12�=A-,/02>+.xz/02

v′rv
′
θ

-,=
v′zv

′
θ

2Axz/Z=7/�s56l6.-12�}³-,=UrZs0-�6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-�698É¢*+l=A-12A2A-Á8$�1+l:_s5=
8�6.-;/0-Á2Axz/Z=�Í>8�:<8�+.2U)1xz@>@Ak,6.k1-12_8�¢q-1)
6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-7¢Z+l=A-12
2A-7@
8z3N+98�6.-�-,=u8�ÑN+98�6.-�!

v’z

Θ
’

-3 0 3
-3

0

3

Pr=0.71

y+≈5 (a)

v’z

Θ
’

-3 0 3
-3

0

3

Pr=0.026

y+≈5 (b)

v’z

Θ
’

-3 0 3
-3

0

3

Pr=0.71

y+≈100 (c)

v’z

Θ
’

-3 0 3
-3

0

3

Pr=0.026

y+≈100 (d)

-/. 0 2 � ! ¡ � � Ó�vy�7# -,/�=>@A-U6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-U¢*+l=A-12A2A-U8�ÑN+98�6.-�-,=w6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02u35-U=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-�!
Ò~-12u|�xz/0),=>+.xz/02735-"35-,/02>+l=Ak�35-�j5@Axz��8��5+l6l+l=AkuÍ�xz+l/Z=A-12U-,/�=>@A-"6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02U35-_=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-

Θ′
-,=

6.-12SR0s0),=>s�8�=>+.xz/02w35-�¢*+l=A-12A2A-78�Ñ*+98�6.-
v′z
2Axz/�=%@A-,j5@Ak12A-,/Z=Ak1-12w2>s5@%698NO0p�s5@A-12 � ! ¡ � }NjGxzs5@�35-,sNÑÉ¢�8�6.-,s5@A2�3Ns/0xz:_�5@A-12735-�v�@
8�/03N=>6��

Pr = 0.71
-,=

Pr = 0.026 � -,=ZMn35-,sNÑ jLx�2>+l=>+.xz/02�� y+ ' 5
-,=

y+100 � !G�78�/02698U@Ak,p�+.xz/�j5@Ax*)AÔ0-wj�8�@Axz+ }1MUs5/0-u3N+.2>=
8�/0)1-
y+ ' 5

}�6.-12�Óqvy�7#�:nxz/Z=>@A-,/�=�rZs0-w6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02%35-4=A-,:ÁÚ
jLk,@
8�=>s5@A-_2Axz/Z=w|Ðxz@>=A-,:n-,/�=u)1xz@>@Ak,6.k1-12U8�sNÑ<R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-�¢*+l=A-12A2A-�8�ÑN+98�6.-_308�/02ws5/Ïk1)1xzs56.-,:n-,/�=73QP 8�+l@
�
Pr = 0.71 � !¹Ò~xz@A2ArZs0-;6.-;/0xz:��5@A-n35-nv�@
8�/03N=>6�3N+l:;+l/�s0-�� Pr = 0.026 � }¹6.-12U+.2Ax�¢�8�6.-,s5@A2_2/P$k1)�8�@>=A-,/�=�}/0xz=
8�:;:n-,/�=U3NsÏ)	�z=Ak_35-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02ujLx�2>+l=>+l¢q-12�}�2Axzs56l+lp�/�8�/�=UrZs0-U6.-_)1x*->T<),+.-,/�=735-_)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/�35-dÚ
¢*+.-,/�=�:nxz+l/02_+l:;jGxz@>=
8�/Z=�!���-12U@Ak12As56l=
8�=A2_)1xz/1O0@>:n-,/�="6.-12Uj5@Ak13N+.),=>+.xz/02"3Ns )1x*->T<),+.-,/�=�35-<)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/

� �



��� ��� � ����� � � � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � � � � � 	 � � ��� � ��� � � 	���� � � �

)1-Á35-,@>/5+.-,@_-12>=U35-,sNÑ |Ðxz+.27j56ls02Uk,6.-,¢qkÁjLxzs5@
Pr = 0.71 (RvzΘ = 0.95)

j�8�@U@
8�j5jGxz@>=NM
Pr = 0.026

(RvzΘ = 0.46)
!

Ò~-BR0sNÑÙ=>s5@>�5s56.-,/Z=É8�ÑN+98�6 }Æ)1xz:;:n- 6.-É:nxz/�=>@A- 698 O0p�s5@A- � ! ¡ � ! 8N}�-12>=Ápqk,/0k,@Ak�j�8�@n35-12Á)1xz:_�5+l/�8�+.2Axz/0235- R0s0),=>s�8�=>+.xz/02 35-Ï: �,:n-�2A+lp�/0-�!�Ò~-12;R0s0),=>s�8�=>+.xz/02 jLx�2>+l=>+l¢q-12 35-�=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A- 8�j5j�8�@
8�+.2A2A-,/Z= -,/
: �,:n- =A-,:;j02nrZs0-�6.-125R0s0),=>s�8�=>+.xz/02;jGx�2A+l=>+l¢q-12;35- ¢Z+l=A-12A2
- 8�ÑN+98�6.- -,=;+l/�¢q-,@A2A-,:n-,/Z=�!y�U8�/02;698�@Ak,p�+.xz/
j�8�@>+.k,=
8�6.-�}N6.-12%)1xzs5@
8�/�=A2w)
Ô�8�s03 Ô�8�s5=A-�¢Z+l=A-12A2
-uxz/Z=�=A-,/0308�/0)1- M_¢q-,/5+l@%+l:;j�8z),=A-,@�698�j�8�@Axz+L),@Ak�8�/Z=48�+l/02>+
s5/ |�@Axz=>=A-,:n-,/�="6.xZ)�8�6.-,:n-,/Z=�j56ls02�|�xz@>=�r�s0-;6.-;|S@Axz=>=A-,:n-,/Z=_:nx�Îq-,/~!Æ×Ç6�P +l/�¢q-,@A2A-�}¹6.-12_)1xzs5@
8�/Z=A2�|�@Axz+.352
��8z2A2A-7¢*+l=A-12A2A-Uxz/Z=w=A-,/0308�/0)1-'MÁ-dÑNj5s56.2A-,@w6.-ZR0s5+.35-�6.xz+l/ 35-U698"j�8�@Axz+ !
Ò~xz@A2ArZs0-�xz/�2,P$k,6.xz+lp�/0-�35-u698U@Ak,p�+.xz/ j�8�@>+.k,=
8�6.-�}*698�3N+VU³k,@A-,/0)1-u/0xz=
8��56.-�xz�02A-,@>¢qk1-7-,/�=>@A-u6.-12�Óqvy�7# jLxzs5@
Pr = 0.71

-,=4)1-,6l6.-124jGxzs5@
Pr = 0.026

2,P 8�=>=Ak,/�s0-�!]�7-U: �,:n-�}5698;)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/�-,/�=>@A-_6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02
35-�=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-

Θ′
-,=�6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02U35-"¢Z+l=A-12A2
-�8�ÑN+98�6.-

v′z
3N+l:;+l/�s0-Á2>+lp�/5+VO]8�/�=�rZs0-�6.- R0sNÑÏ8�ÑN+98�6

-12>=Á:nxz+l/02Á+l:;jLxz@>=
8�/�=<308�/02;)1-,=>=A- @Ak,p�+.xz/~!�Ò~-12Á6l+lp�/0-12;k,=
8�/Z=nj56ls02Á@A-12A2A-,@>@Ak1-12ÁjLxzs5@
Pr = 0.71

}�6.-
)1x*->T<),+.-,/�= 35- )1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ @A-12>=A- 6.k,pq?,@A-,:n-,/Z= j56ls02<k,6.-,¢qk �

RvzΘ = 0.64)
rZs0- jLxzs5@

Pr = 0.026�
RvzΘ = 0.52)

!

� ��� � � ���&�)�� � & � ��� ( ��� $��&�� * � �" � � ������" " � � � � " "�( �� ���"�($ " �"�
� ��� �$�� ��� "� $ � � � � "�( � "�

0 4 9 13 17 21 26 30

-/.10/2 � ! ¡ 5 � ��Ô�8�:;j�35-7=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A- Pr = 0.026
!

Ò~-12 O0p�s5@A-12 � ! ¡ 5É-,= � ! ¡��É:nxz/�=>@A-,/Z=U@A-12>jG-1),=>+l¢q-,:n-,/Z=U698n@Ak,j�8�@>=>+l=>+.xz/�3Ns )
Ô�8�:;j�35-�=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-
Θ = (〈Tp〉 − T )/Tr

jLxzs5@É35-,sNÑ ¢�8�6.-,s5@A2É3Ns /0xz:_�5@A-Ï35- v�@
8�/03N=>6 }
Pr = 0.026

-,=
Pr = 0.71

!
Ò�P$->U³-,=�3Nsn/0xz:��5@A-u35-uv�@
8�/03N=>6]2/P$xz�02A-,@>¢q-u8�+.2Ak,:n-,/Z=�2>s5@À6.-12y¢*+.2>s�8�6l+.2
8�=>+.xz/02�35-12À)AÔ�8�:;j02�=>Ô0-,@>:;+.rZs0-12�!
Ò¹8 =A-,:;jGk,@
8�=>s5@A- k,=
8�/Z=Ás5/�2A)�8�698�+l@A-�j�8z2A2A+ |�}¹6.-É)
Ô�8�:;j 35-<¢*+l=A-12A2A-�8�Ñ*+98�6.- �S/0xz/�@A-,j5@Ak12A-,/�=Ak +.),+ � -12>=+.35-,/�=>+.rZs0-�jLxzs5@�6.-12w35-,sNÑ k1)1xzs56.-,:n-,/�=A2^!
vÆxzs5@És5/0- |Ð8�+l�56.- ¢z8�6.-,s5@ 3Ns /0xz:��5@A-�35- v�@
8�/03N=>6n�

Pr = 0.026 � }%6.-12É+.2Axz=>Ô0-,@>:n-12�2Axz/�=�@Ak,j�8�@>=>+.-1235-":<8�/5+.?,@A-Á@Ak,p�s56l+.?,@A- ��#Æ+lp�s5@A- � ! ¡ 5 � !³Ò�8É3N+.2A=>@>+l�5s5=>+.xz/�3Ns�)
Ô�8�:;j =>Ô0-,@>:;+.r�s0-;-12A=uj56ls5=��z=Us5/5+ |Ðxz@>:n-2Axzs56l+lp�/�8�/Z=_8�+l/02>+�6�P$k,j�8�+.2
2A-,s5@7+l:;jGxz@>=
8�/Z=A-n35-_698 ��xz/0-Á)1xz/03Ns0),=>+l¢q-�!³Ò~xz@A2ArZs0-�6.-�/0xz:��5@A-;35-�vy@
8�/03N=>6
�z¡



� � �� ��� � � ����� � ����� � � 	 � ��� �� � ��� ���  � � � �����  � � � � � �	����	�� � � �
	���� � ��� ��� � � ����� � � ������� �������

0 46 91 137 183 229 274 320

- . 0/2 � ! ¡�� � ��Ô�8�:;j�35-7=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A- Pr = 0.71
!

8�s5p�:n-,/�=A-�}�35-12�2>=>@>s0),=>s5@A-12�+l@>@Ak,p�s56l+.?,@A-12À8�j5j�8�@
8�+.2A2
-,/�=u��#Æ+lp�s5@A- � ! ¡�� � }z698 ��xz/0-�35-%)1xz/03Ns0),=>+.xz/<35-,¢Z+.-,/Z=:nxz+l/02"k,j�8�+.2A2A-n-,/Z=>@
8��./�8�/�=Ás5/0-<3N+l:;+l/Zs5=>+.xz/�3NsWR0sNÑ 35-É)AÔ�8�6.-,s5@":nxz6.k1),s5698�+l@A-É)1xz:;jL-,/02Ak1-<j�8�@�s5/0-
8�:;j56l+VO�)�8�=>+.xz/�3Ns R0sNÑ 35-�)
Ô�8�6.-,s5@4=>s5@>�5s56.-,/Z=4/0xz@>:<8�6(MÁ698"j�8�@Axz+ !
v�6ls02>+.-,s5@A2�k,=>s035-12U35-12Uk1)1xzs56.-,:n-,/Z=A2�=>s5@>�5s56.-,/�=A2_j�8�@>+.k,=
8�sNÑÏj56.-,+l/0-,:n-,/Z=�35k,¢q-,6.xzj5jLk12Uxz/�=U:nxz/Z=>@Ak

6�P$-dÑN+.2>=A-,/0)1-�8�s ¢qxz+.2A+l/�8�pq-_35-�698;j�8�@Axz+�35-�2>=>@>s0),=>s5@A-1278�6l6.xz/5pqk1-1278�j5jG-,6.k1-12 ��2>=>@A-�8$�N2 � !]��-1242A=>@>s0),=>s5@A-12�}
2Axz/Z=�-,/;| 8�+l=À35-�:;+l/0)1-12�O06.-,=A2y6.-,/�=A2�xzsn@
8�j5+.35-12�k,=>+l@Ak12À308�/02À6.-w2A-,/02À35-w6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=�!N×4O0/É35-�:n-,=>=>@A-
-,/ k,¢Z+.35-,/0)1-7)1-12%2>=>@>s0),=>s5@A-12�}Z+l6G-12A=�/0k1)1-12A2c8�+l@A-�35-u¢*+.2>s�8�6l+.2A-,@�6.-12�R0s0),=>s�8�=>+.xz/02w35-u¢*+l=A-12A2A-u8�ÑN+98�6.-7308�/02
698�3N+l@A-1),=>+.xz/ j5@>+l/0),+lj�8�6.-�35- 6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=�!�v�xzs5@�)1-,698N}yxz/ +l/�=>@Ax*3Ns5+l=<6.- )
Ô�8�:;j R0s0),=>s�8�/Z=</0xz=Ak

v′z35k>O0/5+~j�8�@_m

v′z(θ, r, z, t) = vz(θ, r, z, t) − 〈vz〉θ,z(r, t)
� � ! ¡�� �

Ò~-u)AÔ�8�:;jÉ35-4=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-�k,=
8�/�=�=>@
8�/02>jLxz@>=Akwj�8�@À6.-4)AÔ�8�:;j 35-�¢Z+l=A-12
2A-�}qxz/É2/P 8�=>=A-,/03BMUxz�02A-,@>¢q-,@�35-12
2>=>@>s0),=>s5@A-12U8z2A2A-���2>+l:;+l698�+l@A-12�!G��-_698;: �,:n-_|Ð8 �1xz/Ïr�s0-_jGxzs5@�6.-_)
Ô�8�:;jÏ35-�¢*+l=A-12A2A-_8�ÑN+98�6.-�}]xz/Ï35k>O0/5+l=
6.-U)AÔ�8�:;j R0s0),=>s�8�/�=�35-U=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-

Θ′
j�8�@_m

Θ′(θ, r, z, t) = Θ′(θ, r, z, t) − 〈Θ〉θ,z(r, t)
� � ! ¡�� �

Ò~-12BR0s0),=>s�8�=>+.xz/02 35- ¢*+l=A-12A2A-Ï8�Ñ*+98�6.-
v′z

/0xz@>:<8�6l+.2Ak1-12 j�8�@�698 ¢*+l=A-12A2A-�35- |�@Axz=>=A-,:n-,/�=
uτ
}�jGxzs5@�s5/

k1)1xzs56.-,:n-,/�= M
Re = 5500

}�2Axz/�=<+l6l6ls02>=>@Ak1-12<2>s5@<698 O0p�s5@A- � ! ¡��*! 8N!�Ò~-12n¢�8�6.-,s5@A2n@A-,j5@Ak12A-,/Z=Ak1-12É2
xz/�==A-,6l6.-12;rZs0- −1 < v′z < +1
308�/02Á6.- j5698�/ �

θ, z � 2>+l=>s0k M�s5/0- 3N+.2>=
8�/0)1- y+ ' 5
35- 698 j�8�@Axz+ !�Ò¹-12

@Ak,p�+.xz/02;/0k,p�8�=>+l¢q-12Ï��2Axz:_�5@A-12 � 2
xz/�=<8z2A2>+l:;+l6.k1-12É8�sNÑ ��xz/0-12;35-;R0s5+.35- 6.-,/Z=�}�=
8�/03N+.2nrZs0- 6.-12Á@Ak,p�+.xz/02
jLx�2>+l=>+l¢q-12���),698�+l@A-12 � 2Axz/Z=�8z2A2>+l:;+l6.k1-12%8�sNÑ ��xz/0-12�35- R0s5+.35-w@
8�j5+.35-�!*×usn: �,:n-4+l/02A=
8�/�=�}*-,=�2>s5@y6.-4: �,:n-j5698�/~}y2Axz/Z=;+l6l6ls02>=>@Ak1-12n2>s5@;6.-12*O0p�s5@A-12 � ! ¡��*! �~} � ! ¡��*!$) -,= � ! ¡��*!$3 6.-125R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35- =A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-12� −1 < Θ′ < +1 � 8z2
2AxZ),+.k1-124@A-12>jL-1),=>+l¢q-,:n-,/�= M;=>@Axz+.2w¢�8�6.-,s5@A2�3Ns /0xz:_�5@A-"35-_vy@
8�/03N=>6 } Pr = 0.026

}
Pr = 0.2

-,=
Pr = 0.71

!�{�),+ }�6.-12 ��xz/0-12�2Axz:��5@A-124� R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�/0k,p�8�=>+l¢q-12 � 2
xz/�=À8z2A2Ax*),+.k1-12�8�s ��xz/0-�35-
R0s5+.35-"��8z2A2A-�=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-;-,=�6.-12 ��xz/0-127),698�+l@A-12n� R0s0),=>s�8�=>+.xz/02UjGx�2A+l=>+l¢q-12 � 2
xz/�=�8z2A2Ax*),+.k1-12�8�sNÑ ��xz/0-1235-�R0s5+.35-UÔ�8�s5=A-�=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-�!

� �



��� ��� � ����� � � � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � � � � � 	 � � ��� � ��� � � 	���� � � �

Z
θ

0 3 6 9 12 15

(a)

v’z

Z

θ

0 3 6 9 12 15

(b)

Θ’

Z

θ

0 3 6 9 12 15

(c)

Θ’

Z

θ

0 3 6 9 12 15

(d)

Θ’

-/.10/2 � ! ¡�� � ��Ô�8�:;j024R0s0),=>s�8�/Z=A2Ám¹�Ð8 � v′z
�
Reb = 5500 � }��S� � Θ′ (Pr = 0.71)

}Æ��) � Θ′ (Pr = 0.2)
}

��3 � Θ′ (Pr = 0.026)

'*-,6.xz/ Ò~-12>+.-,s5@_� �1: : � � }N6.-12%2>=>@>s0),=>s5@A-12�=Axzs5@>�5+l6l6.xz/5/�8�+l@A-12wj5@AxZ)
Ô0-7j�8�@Axz+L2
-,:_�56.-,/�=�81¢qxz+l@w35-12%=
8�+l6l6.-12�-,/s5/5+l=Ak_35-_j�8�@Axz+¹+l/035k,jL-,/0308�/�=A-1273Ns /0xz:��5@A-�35-�&4-,Î*/0xz6.352�!0Ò~-12 O0p�s5@A- � ! ¡��*! �~}])_-,=�3 :nxz/�=>@A-,/Z=7rZs0-
� �



� � �� � � � � � � ����� � � 	�� � ��� � � � �

6.-,s5@46.xz/5p�s0-,s5@735k,jL-,/03 |Ðxz@>=A-,:n-,/�=735-�698n¢z8�6.-,s5@�3Ns /0xz:_�5@A-"35-_vy@
8�/03N=>6 !L��-,6l6.-12�Ú),+�2Axz/Z=u35-�j56ls02�-,/
j56ls02%8�6l6.xz/5pqk1-12�6.xz@A2
r�s0-46.-4/0xz:��5@A-u35-�v�@
8�/03N=>6³8�s5p�:n-,/�=A-�!Nv�xzs5@%s5/�k1)1xzs56.-,:n-,/�=�3QP 8�+l@7�

Pr = 0.71 � }6.-125O0p�s5@A-12 � ! ¡��*! 8 -,= � ! ¡��*! � :nxz/Z=>@A-,/�=�r�s0-�6.-12n2>=>@>s0),=>s5@A-12n=>Ô0-,@>:;+.r�s0-12n2
xz/�=;�5+.-,/ )1xz@>@Ak,6.k1-12É8�¢q-1)6.-12<2A=>@>s0),=>s5@A-12É3NÎ*/�8�:;+.r�s0-12^!Ào�/ ->U³-,=�}y6.-12 ��xz/0-12n��8z2A2
- ¢Z+l=A-12
2A- 2Axz/Z=�8z2A2Ax*),+.k1-12<8�sNÑ ��xz/0-12<��8z2A2A-
=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-�=
8�/03N+.2�r�s0-U6.-12 ��xz/0-12 R0s5+.35-1246.-12wj56ls02w@
8�j5+.35-12�2Axz/Z=u8z2A2Ax*),+.k1-1248�sNÑ���xz/0-12ux�� 6.-�R0s5+.35-
-12>= j56ls02 )
Ô�8�s03³!���-12 xz�02A-,@>¢�8�=>+.xz/02 )1xz/1O0@>:n-,/Z=Ï8�+l/02>+U6.-12 @Ak12>s56l=
8�=A2 =>@Axzs5¢qk12 j5@Ak1)1k135-,:;:n-,/�=�j�8�@
6�P 8�/�8�6lÎN2A-�35-12w)1x*->T<),+.-,/�=A2u35-�)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/02u-,=w35-12435-,/02>+l=Ak12435-7j5@Axz��8��5+l6l+l=Ak�!

rθ/R

R
vv

,R
Θ

Θ

0 1 2 3

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

vz

Θ
Pr=0.71

(a)

rθ/R

R
vv

,R
Θ

Θ

0 1 2 3

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

vz

Θ
Pr=0.026

(b)

-/.10/2 � ! ¡�¤ � ×us5=Ax�Ú)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/02_2>j�8�=>+98�6.-12�8�¢q-1)"2
k,j�8�@
8�=>+.xz/ 8$�1+l:_s5=
8�6.- m��Ð8 � Pr = 0.71
}y�S� � Pr =

0.026
!

Ò�P$->UL-,=�3Ns�/0xz:_�5@A-735-�v�@
8�/03N=>6³2>s5@�698_6.xz/5p�s0-,s5@�35-12%2>=>@>s0),=>s5@A-12�=>Ô0-,@>:;+.r�s0-12%jL-,s5=%8�s02
2>+ �,=>@A-�xz�NÚ
2A-,@>¢qkZMUj�8�@>=>+l@%35-12�8�s5=Ax�Ú)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/02�2>j�8�=>+98�6.-12�!*Ò~-12 O0p�s5@A-12 � ! ¡�¤_-,= � ! ¡ : :nxz/�=>@A-,/Z=�@A-12AjG-1),=>+l¢q-,:n-,/Z=6.-12;8�s5=Ax�Ú)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/02<2>j�8�=>+98�6.-12Á35-�698 =A-,:;jGk,@
8�=>s5@A- 8�¢q-1)�2
k,j�8�@
8�=>+.xz/02n8$�1+l:_s5=
8�6.- -,=n8�Ñ*+98�6.-�!ÆvÆxzs5@
Pr = 0.71

}G6.-12U8�s5=Ax�Ú)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/02�35-"698n¢*+l=A-12A2A-"8�Ñ*+98�6.-Á-,=735-_698<=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-;2Axz/�=U8z2A2A-��"j5@AxZ)
Ô0-12�}
6.-12n2>=>@>s0),=>s5@A-12É=>Ô0-,@>:;+.rZs0-12<xz/�=<j5@
8�=>+.r�s0-,:n-,/Z=É698�: �,:n- 6.xz/5p�s0-,s5@É35- 2Ak,j�8�@
8�=>+.xz/Ër�s0- 6.-12<2>=>@>s0)dÚ
=>s5@A-12_3NÎ*/�8�:;+.rZs0-12�308�/02_698 3N+l@A-1),=>+.xz/�35-n6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=�!�Ò~xz@A2ArZs0-;6.-n/0xz:��5@A-<35-Év�@
8�/03N=>6�3N+l:;+l/Zs0-
�
Pr = 0.026 � }Z6�P 8�s5=Ax�Ú)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ 2>j�8�=>+98�6.-4308�/02À69873N+l@A-1),=>+.xz/É6.xz/5p�+l=>s03N+l/�8�6.-u)AÔ�s5=A-uj56ls02y@
8�j5+.35-,:n-,/Z=¢q-,@A2�698Á¢�8�6.-,s5@

0
2>s5p�pqk,@
8�/Z=urZs0-7698;2Ak,j�8�@
8�=>+.xz/ 2>j�8�=>+98�6.-_35-,¢Z+.-,/Z=wj56ls02wjL-,=>+l=A-�!

� ��� � � "�� $�� "�( � � 
 ��$��&�( ��"

Ò~-7)1xZ->T<),+.-,/Z=w35-4=>@
8�/02�|Ð-,@>=�35-u)
Ô�8�6.-,s5@w-12>=%35k,=A-,@>:;+l/0k7j�8�@�6�P +l/Z=A-,@>:nk13N+98�+l@A-�3Ns p�@
8z3N+.-,/�=w35-u=A-,:ÁÚ
jLk,@
8�=>s5@A-Uj�8�@>+.k,=
8�6�m

h = −k
∂T

∂r

∣∣∣∣
p

�25



��� ��� � ����� � � � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � � � � � 	 � � ��� � ��� � � 	���� � � �

L/R

R
vv

,R
Θ

Θ

0 2 4 6

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

vz

Θ
Pr=0.71

(a)

L/R

R
vv

,R
Θ

Θ

0 2 4 6

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

vz

Θ
Pr=0.026

(b)

-/.10/2 � ! ¡ : � ×4s5=Ax�Ú)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/02%2>j�8�=>+98�6.-12�81¢q-1)42
k,j�8�@
8�=>+.xz/�8�ÑN+98�6.-_m��Ð8 � Pr = 0.71
}G�S� � Pr = 0.026

!

x��
k
-12>=�698Á)1xz/03Ns0),=>+l¢*+l=Ak�=>Ô0-,@>:;+.rZs0-�3Ns<R0s5+.35-�!0Ò~-U=>@
8�/02>|�-,@>=w35-U)
Ô�8�6.-,s5@u-12>=48�6.xz@A2wrZs�8�/�=>+VO�k�j�8�@w6.-

/0xz:_�5@A-�35-UÖ4s02
2A-,6l=w35k>O0/5+¹)1xz:;:n-
Nu = hD/k

!

'Z6.-,+.)AÔ0-,@7-,=4&uxzs02A-n� �1: �25 � xz/Z=u35k,=A-,@>:;+l/0k�s5/0-_6.xz+¹3QP$k,¢qxz6ls5=>+.xz/�3Ns /0xz:_�5@A-�35-�Ö4s02
2A-,6l=4-,/ |Ðxz/0),=>+.xz/3Nsn/0xz:��5@A-u35-wvy@
8�/03N=>6 !N��-,=>=A-�6.xz+G-12>=y¢�8�698��56.-�jLxzs5@À35-12y¢�8�6.-,s5@A2À35-�/0xz:��5@A-12%35-wv�@
8�/03N=>6])1xz:;j5@>+.2
-12
-,/�=>@A-

0, 1 < Pr < 105 !�Ò P$k,¢qxz6ls5=>+.xz/�3NsÏ/0xz:_�5@A-"35-"Ö4s02A2
-,6l=4-,/ |Ðxz/0),=>+.xz/Ï3Ns�/0xz:_�5@A-Á35-_vy@
8�/03N=>6 }3QP 8�j5@A?12�698�6.xz+535-4'Z6.-,+.)AÔ0-,@�-,=�&uxzs02A-U� �1: �25 � }q-12>=�@A-,j5@Ak12A-,/Z=Ak1-w2>s5@�698 O0p�s5@A- � ! � £N!�'Zs5@�698�: �,:n-SO0p�s5@A-�}2Axz/Z=À@A-,jLxz@>=Ak12À6.-12�¢z8�6.-,s5@A2À=>@Axzs5¢qk1-12�j�8�@ ��8 	%8�:_s5@
8Á-,=%8�6 !]� �1: : ¤ � 308�/02�6.-4)�8z2�3QP s5/É)�8�/�8�6]j5698�/ 8�¢q-1)
R0sNÑ 35-�)AÔ�8�6.-,s5@;)1xz/02>=
8�/�=Á+l:;jLx�2AkÉ8�sNÑ�j�8�@Axz+.2^!� u/ �Lxz/ 8z)1)1xz@A3 81¢q-1)�)1-12"j5@Ak13N+.),=>+.xz/02Á-12>=�xz�5=A-,/Zs
jLxzs5@�6.-12w/0xz:_�5@A-12u35-�v�@
8�/03N=>6~6.-12wj56ls024k,6.-,¢qk12�!
Ò~-�=
8��56.-�8�s

4.4
@A-,p�@Axzs5jL-%6.-12�/0xz:_�5@A-12y35-%Öus02A2A-,6l=�xz�5=A-,/�s02 Muj�8�@>=>+l@y35-�/0x�2�2>+l:�s5698�=>+.xz/02y)1xz/N|S@Axz/NÚ

=Ak12 M�r�s0-,6.rZs0-12�@Ak12>s56l=
8�=A27=>@Axzs5¢qk12�308�/02�698É6l+l=>=Ak,@
8�=>s5@A-�!³v�xzs5@Us5/ k1)1xzs56.-,:n-,/�=�3QP 8�+l@
Pr = 0.71

}L6.-12
@Ak12>s56l=
8�=A2�2Axz/�=_-,/�8z2A2A-��;�Lxz/ 8z)1)1xz@A3Ù81¢q-1)n698 )1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ j5@AxzjLx�2Ak1-;j�8�@"t7/5+.-,6l+l/02 �Z+4� �1: � � � !���-,=>=A-)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ 35xz/5/0-�6.-4/0xz:��5@A-U35-uÖus02A2A-,6l=�-,/�|�xz/0),=>+.xz/ 35-12�/0xz:_�5@A-12w35-�v�@
8�/03N=>6³-,=�35-u&u-,ÎZ/0xz6.352%-,=
-12>=�¢�8�698��56.-Us5/5+.rZs0-,:n-,/�=4jLxzs5@w6.-12�/0xz:��5@A-_35-Uv�@
8�/03N=>6�=A-,6.2wrZs0-

Pr ≥ 0.7
m

Nu =
ξ
8(Re − 1000)Pr

1 + 12.7
√

ξ
8(Pr2/3 − 1)

� � ! ¡�¤ �

81¢q-1)<m

ξ =
1

(1.82 log Re − 1.64)2
� � ! ¡ :q�

� �



� � �� � � � � � � ����� � � 	�� � ��� � � � �

Pr

N
u

10-2 10-1 100 101100

101

102

Sleicher & Rouse (1975)
Kawamura et al (1998)
Presente étude

-/.10/2 � ! � £ � o�¢qxz6ls5=>+.xz/Ï3Ns /0xz:_�5@A-�35-UÖ4s02A2
-,6l=w-,/ |�xz/0),=>+.xz/�3Ns /0xz:_�5@A-_35-_v�@
8�/03N=>6 !

�U8�/02�6.-%: �,:n-�=
8��56.-�8�s~}�/0xzs02À81¢qxz/02À+l/0),6ls02y6.-12�@Ak12>s56l=
8�=A2Àxz�5=A-,/�s02�j�8�@ ��8 	�8�:�s5@
8_-,=�8�6 !0� �1: : ¤ ��� � £��308�/02ws5/Ï)�8�/�8�6¹j5698�/Ï)AÔ�8�s1U³k�s5/5+ |Ðxz@>:nk,:n-,/�=�!³Õu/�)1xz/02>=
8�=A-�r�s0-U6�P$k1)�8�@>=�-,/�=>@A-�698Á¢�8�6.-,s5@u3Ns /0xz:��5@A-
35-"Ö4s02A2
-,6l=uxz�5=A-,/�s�308�/02�6.-12u35-,sNÑ�pqk1xz:nk,=>@>+.-12�2
-_),@A-,s02A-�6.xz@A2ArZs0-�6.-�/0xz:_�5@A-Á35-_v�@
8�/03N=>6�3N+l:;+l/Zs0-�!
vÆxzs5@À6.-12�| 8�+l�56.-12�¢�8�6.-,s5@A2À3Nsn/0xz:��5@A-435-wvy@
8�/03N=>6 }q6.-�/0xz:��5@A-435-wÖus02A2A-,6l=yxz�5=A-,/Zs�308�/02�s5/0-u)1xz/03Ns5+l=A-
),Î*6l+l/03N@>+.r�s0- -12A=;6.k,pq?,@A-,:n-,/�= 2>s5jGk,@>+.-,s5@;M�)1-,6ls5+43Ns )�8�/�8�64j5698�/~!���-,=nk1)�8�@>=É-12>=nj5@Axz��8��56.-,:n-,/�= 3��
MÏ698 3N+VU³k,@A-,/0)1- )1xz/02>=
8�=Ak1- j5@Ak1)1k135-,:;:n-,/Z=�308�/02n698 3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/ @
8z3N+98�6.-�3Ns /0xz:_�5@A- 35- vy@
8�/03N=>6
=>s5@>�5s56.-,/�=�!

����� 2 � ! � � Ö�xz:_�5@A-_35-UÖus02A2A-,6l=�!
��xz/03Ns5+l=A-�),ÎZ6l+l/03N@>+.rZs0- )�8�/�8�6¹j5698�/

Pr
v�@Ak12A-,/Z= t�/5+.-,6l+l/02��Z+ v�+l6l6.-,@ 'Z6.-,+.)AÔ0-,@��È&uxzs02A- ��8�	�8�:_s5@
8�-,=48�6 !

� �1: � � � �Ð¡�£�£ 5 � � �1: �25 � � �1: : ¤ �£N! £�¡�� �N!��z¤ Ú Ú 5N! ¤�¡ 5N! � ��vy@ �7£N! £�¡ 5 �£N! � : ! ��� Ú Ú �*! ¤�¡ Ú
£N! ¡ ��� ! � Ú Ú � £N! ¡�¡ � £N! � ¡£N! � � 5N! ¡�¤ Ú Ú �,� !��25 �,� ! � ¤£N!�� � �1: ! � � � ¤N! � � � ¤N!95 � ¡�£N! � ¡ � ¤
� ¡�¡N! � ¡ � ! £�� Ú ¡ � !��z¡ Ú

o�/ �1: : : } �¹@>+.)1xz6l+%j5@AxzjGx�2A- 35-12"6.xz+.2Á35-É2A+l:;+l698�@>+l=Ak -,/�=>@A-�=>@
8�/02>jLxz@>=Á35-�)AÔ�8�6.-,s5@n-,=ÁrZs�8�/�=>+l=Ak 35-:nxzs5¢q-,:n-,/�=�!G��-12%6.xz+.2�/0-72Axz/Z=%¢z8�698��56.-12�rZs0-�jGxzs5@%6.-12YR0s5+.35-12�35xz/�=�6.-�/0xz:_�5@A-U35-7v�@
8�/03N=>6~-12A=�jL-,=>+l=
�
Pr << 1 � !~Ò¹8BO0p�s5@A- � ! �N� @A-,p�@Axzs5jG-;3N+VU³k,@A-,/�=A2_@Ak12>s56l=
8�=A2_3Ns /0xz:��5@A-n35-;Ö4s02
2A-,6l=�}L=>@Axzs5¢qk12_308�/02698Á6l+l=>=Ak,@
8�=>s5@A-�}]-,/ |�xz/0),=>+.xz/Ï3Ns /0xz:_�5@A-_35-_v�k1),6.-,=�!]Öux�2w)�8�6.),s56.2u2Axz/�=u-,/�8z2A2A-��U�Lxz/ 8z)1)1xz@A3�8�¢q-1)U6.-12

���



��� ��� � ����� � � � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � � � � � 	 � � ��� � ��� � � 	���� � � �

Pe

N
u

103 104 105

20

40

60

80

100

Tricoli (1999)
Skupinsky et al (1965)
Brown et al (1957)
Sleicher et al (1975)
Present travail

-/. 0 2 � ! �N� � o�¢qxz6ls5=>+.xz/�3Ns /0xz:_�5@A-�35-�Öus02A2A-,6l=�-,/ |Ðxz/0),=>+.xz/ 3Ns /0xz:_�5@A-�35-Uv�-1),6.-,=�!

@Ak12>s56l=
8�=A2u=>@Axzs5¢qk12�j�8�@ �~@>+.)1xz6l+�� �1: : :q� 308�/0246.-�)�8z243QP s5/0-")1xz/03Ns5+l=A-�),+l@A),s5698�+l@A-Á81¢q-1)NR0sNÑ 35-_)
Ô�8�6.-,s5@)1xz/02>=
8�/Z=4+l:;jLx�2Ak M"698Áj�8�@Axz+ !

�z¤



� � � � � � � � � 	 � � ���
� � ����������� � �

� ��� !#& $���(�������� " "�( ��� � & � ��� (

Õu/ =>@Axzs5¢q- 308�/02;698Ï6l+l=>=Ak,@
8�=>s5@A- rZs0-,6.r�s0-12;k,=>s035-12;/Zs5:nk,@>+.r�s0-12É-,=n-dÑ*jLk,@>+l:n-,/�=
8�6.-12Ér�s5+�2A- 2Axz/Z=
+l/�=Ak,@A-12
2Ak M 6�P$->U³-,=Á35-É698 @Axz=
8�=>+.xz/ 2>s5@"6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=;=>s5@>�5s56.-,/Z=n308�/02"s5/0-É)1xz/03Ns5+l=A- ),Î*6l+l/03N@>+.r�s0- �
�7+ �*s5Î�8�:<8 -,=�8�6 !À� �1: ¤ �q� }�Õu@>698�/03N+�-,=_8�6 !À� �1: : � � }~#0-,+ ���Ð¡�£�£ 5 �>� !���-12�8�s5=A-,s5@A2�xz/�=�:nxz/Z=>@Ak<rZs0-Á6.-12|Ðxz@A)1-12�35-U��xz@>+.xz6l+.2�pqk,/0k,@Ak1-12�j�8�@�6.-4:nxzs5¢q-,:n-,/�=�@Axz=
8�=>+ |�35-4698�j�8�@Axz+G@Ak13Ns5+.2
-,/�=%6�P 8z),=>+l¢Z+l=Ak�=>s5@>�5s56.-,/Z=A-
308�/02 698�@Ak,p�+.xz/ )1-,/Z=>@
8�6.- 35-�6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/Z=�!u u/0-�@A-,698�:;+l/�8�@>+.2
8�=>+.xz/�)1xz:;j56.?,=A-�-12>= xz�02A-,@>¢qk1- jLxzs5@
)1-,@>=
8�+l/0-12�¢�8�6.-,s5@A2Æ3NsÁ)1xzs5j56.-

(Re,N)
8�s"¢qxz+.2>+l/�8�pq-%35-À6984j�8�@Axz+~�S@Ak13Ns0),=>+.xz/n3Ns_|�@Axz=>=A-,:n-,/�=�j�8�@>+.k,=
8�6 � !

Ò�P$->U³-,=Æ35-�6984@Axz=
8�=>+.xz/Á2As5@¹6.-�)AÔ�8�:;jÁ=>Ô0-,@>:;+.r�s0-�84k,=Ak�8�s02A2A+Zk,=>s03N+.k�j�8�@Æ35-12�8�s5=A-,s5@A2�=A-,6.2Ær�s0-��%8�/5/0xz/
-,=���81ÎN2�!�� �1: � :q� xzs &4-,+.)
Ô�-,= �%-1-,@�!�� �1: ¤ :q� !y��-12;8�s5=A-,s5@A2Áxz/�=;k,¢z8�6ls0kÉ6.-�)1xZ->T<),+.-,/Z=Á35-É=>@
8�/02�|Ð-,@>==>Ô0-,@>:;+.rZs0- �S/0xz:_�5@A-�35- Ö4s02
2A-,6l= � -,=<xz/�=<:nxz/�=>@Ak s5/0- /0-,=>=A- @Ak13Ns0),=>+.xz/ 3Ns =>@
8�/02�|Ð-,@>=<35- )
Ô�8�6.-,s5@6.xz@A2ArZs0-76.-U=
8�sNÑ 35-U@Axz=
8�=>+.xz/

N
8�s5p�:n-,/Z=A-�!

×uj5@A?1278�¢qxz+l@_8�/�8�6lÎ*2
k_6.-127)�8�@
8z),=Ak,@>+.2>=>+.rZs0-12�3Ns�)AÔ�8�:;j =>Ô0-,@>:;+.rZs0-;308�/02u6.-Á)�8z2735-"698<)1xz/03Ns5+l=A-5O5Ñ5-�}
/0xzs02<8�6l6.xz/02;/0xzs02n+l/�=Ak,@A-12A2A-,@�}À308�/02n)1- r�s5+w2As5+l=�}�MÏ6�P$->UL-,=n35- 698Ï@Axz=
8�=>+.xz/ 35- 698�)1xz/03Ns5+l=A- 2>s5@;6.-12
2>=
8�=>+.2>=>+.rZs0-12¹3Ns�)AÔ�8�:;j"=>Ô0-,@>:;+.r�s0-�-,=�2>s5@~6.-y=>@
8�/02�|�-,@>=�35-À)AÔ�8�6.-,s5@�!�Ò~-12�)�8�6.),s56.2�xz/Z=�k,=Aky->U³-1),=>s0k12¹jLxzs5@
s5/Ék1)1xzs56.-,:n-,/Z=w3QP 8�+l@

(Pr = 0.71)
}*jLxzs5@�rZs�8�=>@A-4¢�8�6.-,s5@A2�3Ns<=
8�sNÑÉ35-4@Axz=
8�=>+.xz/

(N = 0.5, 1, 2
-,=

3)
!

Ò~- /0xz:��5@A- 35- &4-,Î*/0xz6.352n-12>=5O5Ñ5k M
Re = 5500

!ÀÒ�P$xz�NÍ>-1),=>+ |735- )1-,=>=A- j�8�@>=>+.- -12>=n3QP$k,=>s03N+.-,@nj56ls02
j5@Ax�|Ðxz/035k,:n-,/�=�6�P +l:;j�8z),=É35- 698�@Axz=
8�=>+.xz/ 35- 698�j�8�@Axz+u2>s5@n698�@Ak13Ns0),=>+.xz/ 3Ns =>@
8�/02�|Ð-,@>=<35- )
Ô�8�6.-,s5@�}
-,/ =>@
8 ��8�/Z=�6.-12�3N+VULk,@A-,/Z=A2 R0sNÑ 35-<)AÔ�8�6.-,s5@"=>s5@>�5s56.-,/�=A2Á-,=�-,/ 8�/�8�6lÎ*2
8�/Z=_6.-12_+l/�=A-,@
8z),=>+.xz/02Á-,/�=>@A-É6.-12
R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-7=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-5M"6�P 8�+.35-�35-12�|Ðxz/0),=>+.xz/02w35-�35-,/02>+l=Ak_35-7j5@Axz��8��5+l6l+l=Ak�Í>xz+l/�=A-12�!

��	�� 	�� �  ���/" ��������� 3�� ������� �  �,� �� �

Ò¹8�O0p�s5@A- � ! � ¡N! 8U@A-,j5@Ak12A-,/Z=A-46.-12Àj5@Ax�O06.2�35-4=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-ujGxzs5@Às5/Ék1)1xzs56.-,:n-,/�=%3QP 8�+l@�� Pr = 0.71 �M s5/�/0xz:��5@A-É35-<&4-,Î*/0xz6.352�}
Re = 5500

-,=�j56ls02A+.-,s5@A2�=
8�sNÑ�35-;@Axz=
8�=>+.xz/~!ÆÒ~xz@A2ArZs0-;6.-;=
8�sNÑ�35-n@Ax�Ú
=
8�=>+.xz/ 8�s5p�:n-,/�=A-�}�6.-�j5@Ax�O06�35-<=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A- 2A-�35kd|�xz@>:n-�jL-,=>+l=!M jL-,=>+l=Á-,="=A-,/03�j5@Axzp�@A-12A2>+l¢q-,:n-,/Z=
¢q-,@A2�6.-wj5@Ax�O06³35-�v�xz+.2A-,s5+l6l6.-7xz�5=A-,/Zs�jLxzs5@�s5/�k1)1xzs56.-,:n-,/Z=�698�:;+l/�8�+l@A-Á�

Re = 1500 � !5 u/0-u3N+l:;+l/Zs5=>+.xz/3Ns�p�@
8z3N+.-,/�=�35-"=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-`Mn698Éj�8�@Axz+�2,P$-,/02>s5+l=�!~��-,=>=A-Ák,¢qxz6ls5=>+.xz/�3Ns�j5@Ax�O06�35-"=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-;-12>=
2>+l:;+l698�+l@A- M")1-,6l6.-U3Ns j5@Ax�O06~35-�¢Z+l=A-12A2
-�8�ÑN+98�6.-n� Õu@>698�/03N+~-,=w8�6 !~� �1: : � �>� !5Ò�P 8�s5p�:n-,/�=
8�=>+.xz/Ï3Ns�=
8�sNÑ 35-@Axz=
8�=>+.xz/�35-�698<)1xz/03Ns5+l=A-n8<jGxzs5@U)1xz/02Ak1rZs0-,/0)1-"698<2As5j5j5@A-12A2>+.xz/ 35-_698É=>s5@>�5s56.-,/0)1-;308�/02�698�)1xz/03Ns5+l=A-
MÁ)�8�s02A-U35-7698"698�:;+l/�8�@>+.2
8�=>+.xz/Ï35-76�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=�!G�7-12�)1xz/0),6ls02>+.xz/02w+.35-,/Z=>+.r�s0-12u2Axz/�=w@A-,=>@Axzs5¢qk1-12u308�/02
6.-12�=>@
8�¢z8�sNÑ 35-�&u-,+.)AÔ -,= �%-1-,@�� �1: ¤ :q� !

'Zs5@�698`O0p�s5@A- � ! � ¡N! �Ï2
xz/�=7@A-,j5@Ak12A-,/�=Ak1276.-12�j5@Ax�O06.2U35-�=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-;8z3N+l:n-,/02>+.xz/5/0k12�j�8�@u698<=A-,:ÁÚjLk,@
8�=>s5@A-�35- |S@Axz=>=A-,:n-,/Z=�}�-,/ |�xz/0),=>+.xz/ 35- 698 3N+.2>=
8�/0)1- M 698 j�8�@Axz+;�
y+ � !�Öuxzs02 81¢qxz/02 k,p�8�6.-,:n-,/Z=@A-,j5@Ak12A-,/Z=Ak�6.-124j5@Ax�O06.2�s5/5+l¢q-,@A2A-,6.2u35-�698;=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-"308�/024698<2Axzs02�Ú)1xzs0)AÔ0-Á35-�)1xz/03Ns0),=>+.xz/�-,=�308�/02

698 ��xz/0- 6.xzp�8�@>+l=>Ô5:;+.rZs0-�!YXus0-,6wr�s0- 2
xz+l="6.- =
8�sNÑ 35-�@Axz=
8�=>+.xz/~}�698�2>+l:�s5698�=>+.xz/ )1xz/03Ns5+l=BM�s5/ j5@Ax�O06
rZs5+�)1x��Ð/0),+.35-Á81¢q-1)"6.-�j5@Ax�O06�35-�=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-"s5/5+l¢q-,@A2A-,6

Θ+ ∼ Pry+ }�308�/02�698 ��xz/0-�35-�)1xz/03Ns0),=>+.xz/�
y+ < 5 � !]vÆ8�@7)1xz/�=>@A-�}G308�/02w698 ��xz/0-�6.xzp�8�@>+l=>Ô5:;+.rZs0-�} M<35-1243N+.2>=
8�/0)1-12�k,6.xz+lp�/0k1-12735-U698;j�8�@Axz+�8�j5j�8�Ú@
8��.=%s5/�k1)�8�@>=�-,/Z=>@A-u6.-12�j5@Ax�O06.2%xz�5=A-,/�s02wjGxzs5@�698_)1xz/03Ns5+l=A-7-,/ @Axz=
8�=>+.xz/ -,=�698�6.xz+Gs5/5+l¢q-,@A2A-,6l6.-�!Nv�6ls02%698
@Axz=
8�=>+.xz/�35-7698;j�8�@Axz+¹-12>=�+l:;jLxz@>=
8�/�=A-�}0j56ls02w6�P$k1)�8�@>=u-12>=�/0xz=
8��56.-�!

� :



��� ��� � ����� � � � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � � � � � 	 � � ��� � ��� � � 	���� � � �

(1-r)/R

Θ

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

100

200

300

400
N=0
N=1
N=2
N=3
Profil laminaire

(a)

y+

Θ
+

100 101 102
0

5

10

15

20

25

N=0
N=1
N=2
N=3
Θ+=Asln(y+)+Bs

Θ+=0.71y+

(b)

-/.10/2 � ! � ¡ � v�@Ax�O06Æ35-7=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-_:nx�Îq-,/�� Pr = 0.71
}
Re = 5500 � !

��	�� 	1� � � �  �� � � �
����3���7�� � � � � �,��� ���87 3�� ������� �  �,� �� �

Ò¹8;O0p�s5@A- � ! ��� +l6l6ls02>=>@A-n6.-12�3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/02�@
8z3N+98�6.-12�35-Á698�@>:n2�35-Á698 =A-,:;jLk,@
8�=>s5@A- �S+l/�=A-,/02A+l=Ak<35-698BR0s0),=>s�8�=>+.xz/Ù35-Á=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A- � jLxzs5@�3N+VU³k,@A-,/�=A2�=
8�sNÑ 35-Á@Axz=
8�=>+.xz/~!¹Ò P +l/�=A-,/02>+l=AkÉ35-Á698�=>s5@>�5s56.-,/0)1-8�=>=A-,+l/�="2Axz/ :<8�ÑN+l:_s5: M s5/0-;jGx�2A+l=>+.xz/
y+ ' 18

308�/02U6.-n)�8z2�35-;698 )1xz/03Ns5+l=A-`O5ÑN-�!³{�6y2A-,:��56.-<rZs0-
)1-,=>=A-"jGx�2A+l=>+.xz/�@A-12>=A-�j5@
8�=>+.rZs0-,:n-,/�=U+l/�¢�8�@>+98�/�=A-Á6.xz@A2
r�s0-�6.-_=
8�sNÑÏ35-_@Axz=
8�=>+.xz/�8�s5p�:n-,/�=A-�!³Ò�8n¢�8�6.-,s5@
35-4)1-w:<8�Ñ*+l:�s5: }Z35k1),@Ax �.=%81¢q-1)u6�P 8�s5p�:n-,/�=
8�=>+.xz/ 3Nsn=
8�sNÑ<35-�@Axz=
8�=>+.xz/~}Z=Axzs5=�)1xz:;:n-46.-�j5+.)435-�698�@>:n2
35-�698"¢Z+l=A-12
2A-U8�Ñ*+98�6.-;�S@Ak12>s56l=
8�=wxz�5=A-,/Zs 308�/02%6�P$k,=>s035-�35-�698"3NÎZ/�8�:;+.rZs0-U35-76�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=�)1xz/02>+.35k,@Ak � !�U8�/027698�)1xz/03Ns5+l=A-;-,/Ï@Axz=
8�=>+.xz/~}~s5/0-�¢*+.2>s�8�6l+.2
8�=>+.xz/ 3Ns�)
Ô�8�:;j�35-�¢qxz@>=>+.),+l=Ak;35k,¢qxz+l6.-;35-12U2A=>@>s0),=>s5@A-12
=Axzs5@>�5+l6l6.xz/5/�8�+l@A-12�35-uj56ls02�-,/�j56ls02À¢qxz6ls5:;+l/0-,s02
-12�6.xz@A2
r�s0-u6.-w=
8�sNÑ<35-u@Axz=
8�=>+.xz/�),@Ax �.=�}*-,/�=>@
8��./�8�/Z=�s5/0-
8�s5p�:n-,/�=
8�=>+.xz/�3Ns /5+l¢q-�8�s 35-7=>s5@>�5s56.-,/0)1-_6.xz+l/ 35-U698"j�8�@Axz+�� Õu@>698�/03N+Æ-,=w#�8�=>+.)�8 � �1: : � �>� !

��	�� 	�� 	 " � � 3�� ��� � "����� � �� : ��" ����� 7

Ò~-12 O0p�s5@A-12 � ! ��� ! 8N} � ! ��� ! �Ù-,= � ! ��� !$)n+l6l6ls02>=>@A-,/Z=Á@A-12>jG-1),=>+l¢q-,:n-,/Z=Á6.-12_3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/02"@
8z3N+98�6.-12Á35-12
R0sNÑ 35-_)
Ô�8�6.-,s5@u=>s5@>�5s56.-,/Z=A2�8�Ñ*+98�6 }�@
8z3N+98�6�-,=78$�1+l:_s5=
8�6 }L308�/024s5/Ïk1)1xzs56.-,:n-,/�=U3QP 8�+l@�}]jGxzs5@wj56ls02A+.-,s5@A2
=
8�sNÑ 35-U@Axz=
8�=>+.xz/~!
�U8�/02w6.-�)�8z2u3QP s5/0-_)1xz/03Ns5+l=A- O5ÑN-�}0xz/�)1xz/02>=
8�=A-�698;35xz:;+l/�8�/0)1-�3Ns R0sNÑ 35-�)
Ô�8�6.-,s5@�8�ÑN+98�6¹-,=4s5/ R0sNÑ
35-�)AÔ�8�6.-,s5@n8$�1+l:_s5=
8�6%+l/0-dÑN+.2>=
8�/�=�!ÆÒ¹8 @Axz=
8�=>+.xz/ 35-<698 )1xz/03Ns5+l=A- 8 jGxzs5@Á)1xz/02Ak1rZs0-,/0)1-<698 @Ak13Ns0),=>+.xz/
3Ns R0sNÑÏ35-;)
Ô�8�6.-,s5@�8�ÑN+98�6

v′+z Θ′+ -,=76�P 8�s5p�:n-,/�=
8�=>+.xz/ 35-12U35-,sNÑ�8�s5=>@A-12ZR0sNÑ�35-Á)AÔ�8�6.-,s5@�}
v′θΘ

′+ -,=
v′rΘ

′+ !���xz:;:n-<+l6�-dÑ*+.2>=A-<s5/0-<2>+l:;+l698�@>+l=Ak�-,/�=>@A-É6.-12")AÔ�8�:;j02Á3NÎZ/�8�:;+.rZs0-�-,=_=>Ô0-,@>:;+.rZs0-�}¹6.-12�:nk1)�8�Ú/5+.2>:n-12Á3QP$k,¢qxz6ls5=>+.xz/ 35-12�2A=>@>s0),=>s5@A-12Á=Axzs5@>�5+l6l6.xz/5/�8�+l@A-12;3Ns�)
Ô�8�:;j 3NÎ*/�8�:;+.rZs0-ÉjL-,s5¢q-,/�= �,=>@A-�s5=>+l6.-12
jLxzs5@48�/�8�6lÎ*2A-,@46.-U35k,¢q-,6.xzj5jG-,:n-,/Z=�35-12w2A=>@>s0),=>s5@A-12w=>Ô0-,@>:;+.rZs0-12w=>s5@>�5s56.-,/�=A-12^!
vÆxzs5@É35-12n=
8�sNÑ 35- @Axz=
8�=>+.xz/Ëk,6.-,¢qk12�}y35-12É2>=>@>s0),=>s5@A-12<k,=>+l@Ak1-12É2A- |Ðxz@>:n-,/�=É308�/02<698Ï@Ak,p�+.xz/ )1-,/Z=>@
8�6.-
35-"698<)1xz/03Ns5+l=A-�!³Ö�xz=Axz/027r�s�P$xz/�/0-�jG-,s5=Uxz�5=A-,/5+l@U35-1272>=
8�=>+.2>=>+.rZs0-127)1xz/�¢q-,@>pqk1-12UjLxzs5@76.-�)�8z2

N = 3
}

rZs0-�2>+�698 6.xz/5p�s0-,s5@ 35-Ï698Ù)1xz/03Ns5+l=A- �
L/R � -12>= 2>s1T<2
8�:;:n-,/Z= p�@
8�/035-�}�8$O0/ 35-Ï)�8�j5=A-,@ =Axzs5=A-Ï698

¤�£



� � � � � � � � � 	 � � ���
� � ����������� � �

y+

Θ
’+ rm

s

0 50 100 150
0

1

2

3

4

N=0
N=0.5
N=1
N=2
N=3

-/. 0 2 � ! ��� � o UL-,=w35-U698"@Axz=
8�=>+.xz/Ï2>s5@�6�P$k1)�8�@>=w=�ÎZjL-�35-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-7=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-�!

6.xz/5p�s0-,s5@u35-12w698�@>pq-12w2>=>@>s0),=>s5@A-124308�/02w698Á@Ak,p�+.xz/ )1-,/�=>@
8�6.-�!]Ò~-12wx�2A),+l6l698�=>+.xz/024@
8z3N+98�6.-12435-
v′θΘ

′+ 308�/02
6.-7)��7s5@�35-46�P$k1)1xzs56.-,:n-,/Z=42Axz/�=�3Ns0-12w8�sNÑÉ2A=>@>s0),=>s5@A-12%698�@>pq-12�308�/02�)1-,=>=A-u@Ak,p�+.xz/~!NÒ~xz@A2
r�s0-�698�@Axz=
8�=>+.xz/
3N+l:;+l/�s0-�}�6�P +l/�=A-,/02>+l=Ak435-�)1-12y2>=>@>s0),=>s5@A-12y35-,¢*+.-,/�=yj56ls02�|Ð8�+l�56.-�-,=�6.-SR0sNÑ;8$�1+l:_s5=
8�6]35-,¢*+.-,/�=À/0k,p�6l+lpq-�8��56.-�!
×us�¢qxz+.2>+l/�8�pq-<35-<698 j�8�@Axz+ }�6.-12�¢�8�6.-,s5@A2_k,6.-,¢qk1-12"35-

v′θΘ
′+ 2Axz/�=�s5/0-<)1xz/02Ak1rZs0-,/0)1-<35-;6�P +l/0),6l+l/�8�+.2
xz/

-,=�6�P$xz@>+.-,/�=
8�=>+.xz/ 35-12�2>=>@>s0),=>s5@A-12 =Axzs5@>�5+l6l6.xz/5/�8�+l@A-12 j5@AxZ)
Ô0-12 35- 698�j�8�@Axz+n��#0-,+ �Ï-,= 8�6 !7�Ð¡�£�£ 5 �>� rZs5+8�s5p�:n-,/�=A-,/Z= 698�)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ -,/Z=>@A-Ï6.-12`R0s0),=>s�8�=>+.xz/02 35-�=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A-�}
Θ′
}�-,=É6.-12BR0s0),=>s�8�=>+.xz/02 35-

¢*+l=A-12A2A-�8$�1+l:_s5=
8�6.-�}
v′θ
!

¤ �



��� ��� � ����� � � � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � � � � � 	 � � ��� � ��� � � 	���� � � �

y+

v’
zΘ

’+

0 50 100 150
0

1

2

3

4

5

6

7

N=0
N=0.5
N=1
N=2
N=3

(a)

y+

v’
rΘ

’+

0 50 100 150
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

N=0
N=0.5
N=1
N=2
N=3

(b)

y+

v’
θΘ

’+

0 50 100 150

0

0.5

1

1.5

N=0
N=0.5
N=1
N=2
N=3

(c)

-/.10/2 � ! ��� � ØÀ8�@>+98�=>+.xz/ 35-124R0sNÑ 35-U)
Ô�8�6.-,s5@4=>s5@>�5s56.-,/�=A2�-,/ |Ðxz/0),=>+.xz/ 3Ns =
8�sNÑ 35-7@Axz=
8�=>+.xz/~!

��	�� 	�� 	���� � ��� � ��7 3���3�����7�� � � 3����8 �:�� : ��" � � ��� � ��� ����7

×4O0/�35-;:;+.-,sNÑ 8�/�8�6lÎN2A-,@U6�P$->U³-,=_35-Á698 @Axz=
8�=>+.xz/ 2>s5@U6.-n=>@
8�/02�|�-,@>=�35-<)AÔ�8�6.-,s5@�308�/02�698 )1xz/03Ns5+l=A-�}
/0xzs02U=>@
8 �1xz/02U6.-12U|�xz/0),=>+.xz/02�35-;35-,/02A+l=Ak;35-Áj5@Axz��8��5+l6l+l=Ak7Í�xz+l/Z=A-12�-,/�=>@A-12_6.-12ZR0s0),=>s�8�=>+.xz/02_35-Á=A-,:;jLkdÚ
@
8�=>s5@A-_-,=46.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02u35-�¢Z+l=A-12A2
-�!0Ò~-�R0sNÑ 35-�)
Ô�8�6.-,s5@4=>s5@>�5s56.-,/�=�@
8z3N+98�6�k,=
8�/Z=4=>@A?124jG-,s 8$U³-1),=Ak
j�8�@7698É@Axz=
8�=>+.xz/~}G2
-,s56.-1276.-12�Ó�vy�7# -,/Z=>@A-Á6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02_35-�=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-;-,=76.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-12
)1xz:;jLx�2
8�/�=A-12�8�Ñ*+98�6.-�-,=48$�1+l:�s5=
8�6.-�35-7698;¢Z+l=A-12A2
-U2Axz/�=w)1xz/02>+.35k,@Ak1-12^!

¤�¡



� � � � � � � � � 	 � � ���
� � ����������� � �

Ò~-12�O0p�s5@A-12 � ! � 54-,= � ! � ��+l6l6ls02>=>@A-,/Z=¹@A-12>jL-1),=>+l¢q-,:n-,/�=Æ6.-12¹Ó�vy�7# -,/�=>@A-�6.-12�R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-�=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A--,=%6.-12SR0s0),=>s�8�=>+.xz/02435-�¢*+l=A-12A2A-U8�Ñ*+98�6.-7-,=48$�1+l:�s5=
8�6.-UjGxzs5@%s5/0-U)1xz/03Ns5+l=A-ZO5Ñ5-�}N-,=�jGxzs5@�35-,sNÑÉ=
8�sNÑ 35-
@Axz=
8�=>+.xz/Ë�

N = 0.5
-,=

N = 3 � !~Ò~-12�Óqvy�7# 2Axz/Z=_=>@
8z)1k1-12_308�/02_698 @Ak,p�+.xz/�j5@Ax*)AÔ0-<j�8�@Axz+u�
y+ ' 5 �8�+l/02>+~rZs0-�308�/02�698Á@Ak,p�+.xz/�)1-,/�=>@
8�6.-É�

y+ ' 100 � !�78�/02%698"@Ak,p�+.xz/ j�8�@>+.k,=
8�6.-É�
y+ = 5 � }5308�/02�6.-7)�8z2w3QP s5/0-U)1xz/03Ns5+l=A-�O5Ñ5-;� N = 0 � }N698'O0p�s5@A- � ! � 5N! 8:nxz/�=>@A-7s5/0-u=>@A?12�|Ðxz@>=A-u)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ -,/Z=>@A-u6.-12YR0s0),=>s�8�=>+.xz/02w35-u=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-n�

Θ′ � -,=�6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/0235-�¢Z+l=A-12A2
-Ï8�ÑN+98�6.-��
v′z
� !%Ò~- R0sNÑ 35-�)AÔ�8�6.-,s5@ =>s5@>�5s56.-,/�= 8�ÑN+98�6U-12>=�pqk,/0k,@Ak�j�8�@ 35-12 )1xz:_�5+l/�8�+.2Axz/0235-n: �,:n-�2>+lp�/0-É-,/�=>@A-�6.-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02Á35-<=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A- -,=_6.-12NR0s0),=>s�8�=>+.xz/ 35-n¢*+l=A-12A2A-�8�Ñ*+98�6.-�!�Ò~-

)1-,/�=>@A-�35-12"Óqvy�7# 2A-n=>@Axzs5¢q-,/�=;308�/02_6.-<=>@Axz+.2>+.?,:n-<rZs�8z3N@
8�/�= �
Θ′ < 0, v′z < 0 � 2A+lp�/5+VO]8�/�=Ár�s0-<6.-12)1xz:_�5+l/�8�+.2
xz/02Á/0k,p�8�=>+l¢q-12;2Axz/�="j56ls02"/0xz:_�5@A-,s02A-12�}�)1-,jL-,/0308�/�=;6.-,s5@;8�:;j56l+l=>s035- -12>=�j56ls02�| 8�+l�56.-ÉrZs0-

6.-12�)1xz:_�5+l/�8�+.2Axz/�jLx�2>+l=>+l¢q-12;�
Θ′ > 0, v′z > 0 � !]Ò�P 8�s5p�:n-,/�=
8�=>+.xz/Ù3Ns�=
8�sNÑ 35-�@Axz=
8�=>+.xz/Ï-,/Z=>@
8��./0-"s5/0-3N+l:;+l/�s5=>+.xz/�35-_698<)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ -,/Z=>@A-

Θ′
-,=

v′z
!�vÆxzs5@

N = 0.5
��#Æ+lp0! � ! � 5N! � � }G+l6¹/�P Î 8<j�8z2us5/0-_=>@A?12p�@
8�/035-"3N+VULk,@A-,/0)1-"81¢q-1)�6.-_)�8z2 O5Ñ5-É��#Æ+lp0! � ! � 5N! 8 � }06.- R0sNÑ 35-�)AÔ�8�6.-,s5@U8�Ñ*+98�6�p�8�@A35-�j5@
8�=>+.rZs0-,:n-,/�=7698: �,:n-7+l/�=A-,/02A+l=Ak�!0v�xzs5@4s5/�=
8�sNÑ j56ls02�k,6.-,¢qk�}

N = 3
��#Æ+lp0! � ! � 5N!$) � }N6.-12�ÓqvÀ��# 2Axz/Z=�:nxz+l/02�@A-12A2A-,@>@Ak1-12-,="6.-É)1-,/Z=>@A- 2A-<35k1)�8�6.-�6.k,pq?,@A-,:n-,/�=;¢q-,@A2"6�P$xz@>+lp�+l/0- 2>+lp�/5+VO]8�/Z=Ás5/0-�3N+l:;+l/Zs5=>+.xz/ 3NsWR0sNÑ�35-É)
Ô�8�6.-,s5@

=>s5@>�5s56.-,/�=78�Ñ*+98�6�MÁ)1-,=>=A-UjGx�2A+l=>+.xz/
y+ ' 5

!
Ò¹8LO0p�s5@A- � ! � 5N!$3³}�r�s5+�+l6l6ls02>=>@A-�698 Ó�vy�7#¸-,/�=>@A-Ï6.-12.R0s0),=>s�8�=>+.xz/02 35- =A-,:;jLk,@
8�=>s5@A- �

Θ′ � -,=�6.-12
R0s0),=>s�8�=>+.xz/02À35-%¢*+l=A-12A2A-�8$�1+l:�s5=
8�6.-��

v′θ
� j5@Ak12A-,/�=A-�s5/0-�2AÎZ:nk,=>@>+.-%j�8�@�| 8�+l=A-%j�8�@�@
8�j5jGxz@>=SM46�P 8�Ñ5- v′θ = 02>s5p�pqk,@
8�/Z=7rZs�P +l6¹/�P ÎÏ8<8�s0),s5/0-Á)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ -,/�=>@A-

Θ′
-,=

v′θ
}�6.- R0sNÑ�35-")AÔ�8�6.-,s5@7=>s5@>�5s56.-,/�=�8$�1+l:�s5=
8�6

-12>=435xz/0)�/�s56 !�Ò¹xz@A2Ar�s�P$xz/Ï8�j5j56l+.r�s0-_s5/ :nxzs5¢q-,:n-,/�=735-U@Axz=
8�=>+.xz/ M;698Áj�8�@Axz+ }0698;2AÎZ:nk,=>@>+.-�-12A=��5@>+.2Ak1-
��#Æ+lp0! � ! � 5N!$-;-,= � ! � 5N! | � !³Ò~-;)1-,/�=>@A-;2A-Á35k,j5698z)1-;¢q-,@A276.-"=>@Axz+.2>+.?,:n-<r�s�8z3N@
8�/Z=<� Θ′ < 0, v′θ < 0 � -,=U6.-R0sNÑ 35-�)AÔ�8�6.-,s5@78$�1+l:_s5=
8�6�35-,¢*+.-,/�=4/0xz/ /�s56 !

v’θ

Θ
’

-3 0 3
-3

0

3

N=0

(a)

v’θ

Θ
’

-3 0 3
-3

0

3

N=0.5

(b)

v’θ

Θ
’

-3 0 3
-3

0

3

N=3

(c)

v’θ

Θ
’

-3 0 3
-3

0

3

N=0

(d)

v’θ

Θ
’

-3 0 3
-3

0

3

N=0.5

(e)

v’θ

Θ
’

-3 0 3
-3

0

3

N=3

(f)

- . 0/2 � ! � 5 � Óqvy�7# -,/�=>@A- v′z
-,=

Θ′
jLxzs5@w3N+VU³k,@A-,/�=A2w=
8�sNÑ 35-7@Axz=
8�=>+.xz/ M

y+ ' 5
!

�78�/02Á698 @Ak,p�+.xz/ )1-,/�=>@
8�6.-�}�M
y+ ' 100

}�6.-12ÁÓqvy�7#�-,/�=>@A-�6.-125R0s0),=>s�8�=>+.xz/02n35-�=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A- -,=
¤ �



��� ��� � ����� � � � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � � � � � 	 � � ��� � ��� � � 	���� � � �

6.-125R0s0),=>s�8�=>+.xz/02n35-�¢*+l=A-12A2A- 8�Ñ*+98�6.- ��#Æ+lp�s5@A- � ! � ��8N}�� -,=Á) � 2Axz/Z=Á=>@A?12ÁjG-,s 8$U³-1),=Ak1-12Áj�8�@"6.-12Á=
8�sNÑ35-"@Axz=
8�=>+.xz/ )1xz/02>+.35k,@Ak12U308�/02�)1-,=>=A-Ák,=>s035-�!¹'*-,s56�6.-Á)1-,/�=>@A-<35-�698�ÓqvÀ��# 2A-Á35k,j5698z)1-Á6.k,pq?,@A-,:n-,/Z=�35-
6�P$xz@>+lp�+l/0-n¢q-,@A2�6.-;j5@A-,:;+.-,@"r�s�8z3N@
8�/Z=�!�Ò~-*R0sNÑ 35-É)AÔ�8�6.-,s5@;8�Ñ*+98�6�2,P +l/�=A-,/02>+VO�-<6.k,pq?,@A-,:n-,/�=Á6.xz@A2ArZs0-;6.-
=
8�sNÑÏ35-Á@Axz=
8�=>+.xz/�8�s5p�:n-,/�=A-�!~Ò¹8 2AÎZ:nk,=>@>+.- �Sj�8�@U@
8�j5jLxz@>=NM�6�P 8�ÑN-

Θ′ = 0 � r�s0-"j5@Ak12A-,/Z=A-;698�Óqvy�7#-,/�=>@A-Ï6.-12.R0s0),=>s�8�=>+.xz/02 35- =A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-�-,=É6.-12.R0s0),=>s�8�=>+.xz/02 35-�¢Z+l=A-12A2
-�8$�1+l:_s5=
8�6.- ��#Æ+lp0! � ! � �N!$3 �2>s5�02>+.2A=A-7jGxzs5@�s5/ =
8�sNÑ 35-U@Axz=
8�=>+.xz/
N = 0.5

��#Æ+lp0! � ! � �N!$- � +l/03N+.rZs�8�/�=urZs0-7698;)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/Ï-12>=�/�s56l6.--,=wrZs0-76.-ZR0sNÑ 35-�)
Ô�8�6.-,s5@u8$�1+l:_s5=
8�6Æ-12>=�j5@
8�=>+.rZs0-,:n-,/�=4+l/0-dÑN+.2>=
8�/Z=�!0v�xzs5@us5/ =
8�sNÑ 35-�@Axz=
8�=>+.xz/ j56ls02
k,6.-,¢qk�}

N = 3
698Á2>Î*:nk,=>@>+.-�3N+.2>j�8�@
8��.=4-,=w6.-ZR0sNÑ 8$�1+l:_s5=
8�6�2,P 8�:;j56l+VO�-�!

v’θ

Θ
’

-3 0 3
-3

0

3

N=0

(a)

v’θ

Θ
’

-3 0 3
-3

0

3

N=0.5

(b)

v’θ

Θ
’

-3 0 3
-3

0

3

N=3

(c)

v’θ

Θ
’

-3 0 3
-3

0

3

N=0

(d)

v’θ

Θ
’

-3 0 3
-3

0

3

N=0.5

(e)

v’θ

Θ
’

-3 0 3
-3

0

3

N=3

(f)

-/. 0 2 � ! � � � ÓqvÀ��# -,/Z=>@A- v′θ
-,=

Θ′
jGxzs5@w3N+VU³k,@A-,/�=A24=
8�sNÑ 35-7@Axz=
8�=>+.xz/

y+ ' 100
!

N Nu/Nu0
�Sj5@Ak12A-,/Z= � Nu/Nu0

� 'N8�=
8$�q-_-,=��7s5/�s5p�+%�Ð¡�£�£�¡ �>�
0.0 1.0 1.0
0.5 0.9515 0.9311
1.0 0.9358 0.9278
2.0 0.8967 0.8858
3.0 0.8654 −

� ��� 2 � !95 � ØÀ8�@>+98�=>+.xz/�3Ns &�8�j5jGxz@>= N/Nu0
-,/ |�xz/0),=>+.xz/ 3Ns =
8�sNÑ 35-7@Axz=
8�=>+.xz/~!

Ò¹8�@Ak13Ns0),=>+.xz/;3Ns R0sNÑ_35-�)AÔ�8�6.-,s5@Æ=>s5@>�5s56.-,/�=y8�ÑN+98�6Z-,=¹6�P 8�:;j56l+VO�)�8�=>+.xz/;3Ns'R0sNÑ�35-�)
Ô�8�6.-,s5@�8$�1+l:�s5=
8�6
rZs5+ }~@
8�j5jL-,6.xz/02�Ú 6.-�}�-12A=�j56ls02_:<8�@ArZs0k1-�308�/02_698 @Ak,p�+.xz/ j5@Ax*)AÔ0-Éj�8�@Axz+�-,/Z=>@
8��./0-<s5/0-�3N+l:;+l/�s5=>+.xz/ 3Ns
)1x*->T<),+.-,/�=�3QP$k1)AÔ�8�/5pq-U-,/Z=>@A-u698�j�8�@Axz+³-,=À6.- R0s5+.35-�!ZÒ~-�=
8��56.-�8�s � !95_35xz/5/0-�6.-4@
8�j5jGxz@>= Nu/Nu0

jLxzs5@
6.-12"=
8�sNÑÙ35-É@Axz=
8�=>+.xz/ )1xz/02>+.35-,@Ak12�}Æx��

Nu0
-12>="698 ¢�8�6.-,s5@"3Ns /0xz:��5@A-�35- Öus02A2A-,6l="308�/02Á6.-É)�8z2Á35-

698 )1xz/03Ns5+l=A-.O5Ñ5- �
Nu0 = 19.36 � !ÆÒ�8 ¢*+.2>s�8�6l+.2
8�=>+.xz/Ù3Ns�)AÔ�8�:;j�=>Ô0-,@>:;+.r�s0-���#Æ+lp�s5@A-12 � ! � � -,= � ! � ¤:nxz/�=>@A-"6�P$->U³-,=u35-124|�xz@A)1-127)1-,/Z=>@>+ |Ss5pq-127rZs5+�-,:;j �1)AÔ0-,/�=U698n:;+lp�@
8�=>+.xz/�@
8z3N+98�6.-�35-12uj�8�@>=>+.),s56.-12 R0s5+.35-12

¤ �



� � � � � � � � � 	 � � ���
� � ����������� � �

��&4-,+.)
Ô;-,= �%-1-,@w� �1: ¤ :q�>� }z6.-12Æ+.2Ax�2>s5@�| 8z)1-12�2Axz/�=�6l+.2A2
k1-12Æ-,=�698u=>s5@>�5s56.-,/0)1-�-12>=�)1xz/02>+.35k,@
8��56.-,:n-,/�=�@Ak13Ns5+l=A-)1-4rZs5+�-,/Z=>@
8��./0-4j�8�@�)1xz/02Ak1r�s0-,/0)1-4698�3N+l:;+l/Zs5=>+.xz/�3NsÉ=>@
8�/02�|�-,@>=7�S@A-,698�:;+l/�8�@>+.2
8�=>+.xz/ 35-w6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�= � !

-/. 0/2 � ! � � � ��Ô�8�:;j�35-U=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A- N = 0
!

-/. 0/2 � ! � ¤ � ��Ô�8�:;j�35-U=A-,:;jGk,@
8�=>s5@A- N = 3
!

¤ 5



��� ��� � ����� � � � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � � � � � 	 � � ��� � ��� � � 	���� � � �

� ��� ��� � ��) & � ����( �"��� � &�(��"� ��$���"�) ),"�

Öuxzs02w8�¢qxz/02w->UL-1),=>s0k�Í�s02ArZs�P +.),+³35-12�2>+l:_s5698�=>+.xz/02�/Zs5:nk,@>+.r�s0-12u3N+l@A-1),=A-12����7Ö7' � jLxzs5@%@Ak12Axzs03N@A-76.-12k1rZs�8�=>+.xz/02�@Ak,p�+.2
2
8�/�="6.-n=>@
8�/02�|Ð-,@>=_=>Ô0-,@>:nx�Ú)1xz/Z¢q-1),=>+ |7308�/02"6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/Z=Á-,/�)1xz/03Ns5+l=A- ),ÎZ6l+l/03N@>+.rZs0-�!
Ò¹8<��ÖU'G}0�5+.-,/�rZs0-�j5@Ak1),+.2A-���)�8�@4/0-_|Ð8�+l=u8�j5jL-,6 M<8�s0),s5/ :nx*35?,6.- � 8�=>=A-,+l/�=�¢Z+l=A-�2A-1246l+l:;+l=A-12�2>+¹xz/Ï/0-3N+.2>jLx�2A-Áj�8z2_35-n:nx�Îq-,/02"35-;)�8�6.),s56ÀjL-,@�|�xz@>:<8�/Z=A2�!¹× O0/�35-;@Ak13Ns5+l@A-n6.-n=A-,:;j02_35-n)�8�6.),s56À-,=_6�P$-12>j�8z)1-
:nk,:nxz+l@A-�s5=>+l6l+.2Ak�}*/0xzs02�81¢qxz/02�->U³-1),=>s0k�35-12%2>+l:�s5698�=>+.xz/ 35-12�p�@
8�/035-12�k1)
Ô0-,6l6.-12���Ò~o�' � !5�7-,sNÑ<:nx*35?,6.-12xz/�=7k,=Ak�=A-12A=Ak12_m�Ò¹-�:nx*35?,6.-'Mnvy@
8�/03N=>6Æ)1xz/02>=
8�/Z=�rZs�P$xz/ /0xz=A-,@
8

(Prt)
-,=u698Áj5@AxZ)1k13Ns5@A-"3NÎ*/�8�:;+.r�s0-

rZs�P$xz/ /0xz=A-,@
8
(Dynam � !�Ò~-�:<8�+l6l698�pq-WM k,=Ak�@Ak13Ns5+l=�35- � Nθ, Nr, Nz) = (129 × 129 × 257)

M
�
Nθ, Nr, Nz) = (129 × 39 × 129)

!yvÆxzs5@;@Ak13Ns5+l@A- 698�@Ak12Axz6ls5=>+.xz/ 3Ns :<8�+l6l698�pq-�}�698�6.xz/5p�s0-,s5@n35-É698
)1xz/03Ns5+l=A- 8 k,=Ak 8�s5p�:n-,/�=Ak1- 35-

L∗ = 15
M

L∗ = 25
!�Ò~-12")�8�@
8z),=Ak,@>+.2>=>+.rZs0-12;35-12�2A+l:_s5698�=>+.xz/02Á2Axz/�=

@Ak12>s5:nk1-12u308�/02�6.-U=
8��56.-�8�s � !��N!
'*-,6.xz/ �Ïxz/�=>@A-,s5+l6<�Ð¡�£�£�¡ � }%xz/Ëj�8�@>6.-�35-Ï2A+l:_s5698�=>+.xz/ 35-12�p�@
8�/035-12 k1)AÔ0-,6l6.-12 M Ô�8�s5=A-Ï@Ak12Axz6ls5=>+.xz/

6.xz@A2ArZs0-�6.-yj�8z2�3QP$-12>j�8z)1-À308�/02�6.-y2A-,/02�35-y6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/Z=�-12A=~j5@AxZ)
Ô0-À35-
35
s5/5+l=Ak12�35-yj�8�@Axz+G�

∆z+ ' 35 �-,=%6.xz@A2ArZs0-46.-�j�8z2�308�/02�698"3N+l@A-1),=>+.xz/ =>@
8�/02>¢q-,@A2A-7-12>=%+l/N|�k,@>+.-,s5@A- M
10
s5/5+l=Ak12�35-4j�8�@Axz+À�

R∆θ+ < 10 � !×�¢q-1)�)1-�=�ÎZjL-�35-U:<8�+l6l698�pq-�}]+l6¹-12>=wjLx�2A2>+l�56.-_35-�)�8�j5=A-,@u35-12u2>=>@>s0),=>s5@A-124@A-,698�=>+l¢q-,:n-,/Z= O0/0-12u=A-,6l6.-124rZs0-
6.-12 ��2>=>@A-�8$�N2 � !y��- ),@>+l=A?,@A- 2,P 8�j5j56l+.rZs0- 2>s5@;6.- )
Ô�8�:;j 3NÎZ/�8�:;+.rZs0-�!yÖ�xzs02n81¢qxz/02<¢Zs j5@Ak1)1k135-,:;:n-,/�=
rZs0-w6.-12�2>=>@>s0),=>s5@A-12�)1xzÔ0k,@A-,/Z=A-12�3NsÉ)
Ô�8�:;j�=>Ô0-,@>:;+.rZs0-�2Axz/�=%35-w=
8�+l6l6.-�k1r�s5+l¢�8�6.-,/�=A-78�sNÑ<2>=>@>s0),=>s5@A-12%3Ns
)AÔ�8�:;j�3NÎ*/�8�:;+.r�s0-_jGxzs5@�35-12w/0xz:_�5@A-12735-�v�@
8�/03N=>6�j5@Ax*)AÔ0-12�35-U6�P s5/5+l=Ak�!³Õu/ jL-,s5=u35xz/0)�)1xz/02>+.35k,@A-,@
rZs0-76.-U:<8�+l6l698�pq-Us5=>+l6l+.2Ak�-12A=w35-UÔ�8�s5=A-U@Ak12Axz6ls5=>+.xz/ jLxzs5@ws5/ k1)1xzs56.-,:n-,/Z=�3QP 8�+l@��

Pr = 0.71 � !

DNS LES

Nθ 129 129
Nr 129 39
Nz 257 129
L+

θ 1168.67 1168.67
L+

z 2790 4650
R∆θ+ 9.06 9.06
∆r+

min 0.01 0.08
∆r+

max 5 17.6
∆z+ 10.85 36.05

� ��� 2 � !�� � v�8�@
8�:n?,=>@A-12 35-12É2A+l:_s5698�=>+.xz/02 35-12<p�@
8�/035-12�k1)AÔ0-,6l6.-12 )1xz:;j�8�@Ak12 8�sNÑ j�8�@
8�:n?,=>@A-12 35-122>+l:�s5698�=>+.xz/024/Zs5:nk,@>+.r�s0-12u3N+l@A-1),=A-12
×4O0/<35-u2,P 8$UL@
8�/0)AÔ5+l@�35-12�-,@>@A-,s5@A2�rZs5+0jL-,s5¢q-,/�= �,=>@A-w+l/03Ns5+l=A-12�j�8�@À)1-w:<8�+l6l698�pq-4j56ls02yp�@Ax�2A2>+.-,@�}�/0xzs02

81¢qxz/027xzj5=Ak�jGxzs5@�698;@Ak12
xz6ls5=>+.xz/�3NsÏ)AÔ�8�:;j 35-�¢Z+l=A-12A2
-�jLxzs5@4698<j5@AxZ)1k13Ns5@A-"3NÎZ/�8�:;+.rZs0-�!~��-�:nx*35?,6.-
�Sj5@Axzp�@
8�:;:nk�308�/02_s5/0-<=>Ô0?12A-;j5@Ak1)1k135-,/�=A- ��#0-,+ ���Ð¡�£�£ 5 �>� 35xz/5/0-�3QP$-dÑN)1-,6l6.-,/Z=A2_@Ak12As56l=
8�=A2�!¹Ò¹8 O0p�s5@A-
� ! � : ! 8N}Lj5@Ak12A-,/Z=A-Á6.-_j5@Ax�O06�:nx^Îq-,/�35-�¢*+l=A-12A2A-"xz�5=A-,/�s~!¹��-,6ls5+ Ú),+y-12A=7-,/�j�8�@�| 8�+l=�8z)1)1xz@A3�81¢q-1)"6.-1276.xz+.23QP$k,¢qxz6ls5=>+.xz/ =>Ô0k1xz@>+.rZs0-12

v′z
+ = y+ 308�/02�698"2Axzs02>Ú)1xzs0)AÔ0-7¢*+.2Ar�s0-,s02
-u-,=

v′z
+ = (1/0.41) ln(y+) + 5.5308�/02É698 ��xz/0-�6.xzp�8�@>+l=>Ô5:;+.r�s0-�!w'Zs5@<698LO0p�s5@A- � ! � : }À6.-12Ék1)�8�@>=A2É=Î*jL-12É35-12.R0s0),=>s�8�=>+.xz/02 35- ¢*+l=A-12A2A-j5@Ak13N+l=A2���2AÎZ:��Gxz6.-12 � 2Axz/�=�8�s02A2>+4-,/ =>@A?12<�Gxz/Ë8z)1)1xz@A3 81¢q-1) 6.-12;@Ak12>s56l=
8�=A2�xz�5=A-,/�s02Éj�8�@<2>+l:�s5698�=>+.xz//�s5:nk,@>+.rZs0-_3N+l@A-1),=A-É�S=>@
8�+l=4)1xz/�=>+l/Zs � !

Ò~-12�O0p�s5@A-12 � ! � £N! 8N}Z�É-,=�)wj5@Ak12A-,/�=A-,/Z=�@A-12AjG-1),=>+l¢q-,:n-,/Z=�698�@>:n2�35-12�R0s0),=>s�8�=>+.xz/02%35-w=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-�}6.-.R0sNÑ�35-�)AÔ�8�6.-,s5@;=>s5@>�5s56.-,/�=<8�ÑN+98�6%-,="6.-.R0sNÑÙ35- )AÔ�8�6.-,s5@;=>s5@>�5s56.-,/Z=;@
8z3N+98�6 !�Ò~-12;)�8�6.),s56.2Áxz/�=;k,=Ak
¤��



� � �� ���  � � ����� � � 	�� � � ��� � 	���� � � � ��� �����

y+

v+ z

100 101 1020

5

10

15

20

vz
+=y+

vz
+=(1/0.41) ln (y+)+5.5

(a)

y+

v’
r+
,

v’
θ+
,v

’ z+

0 50 100 150

0.5

1

1.5

2

2.5

3

v’z
+

v’θ
+

v’r
+

LES (modèle dynamique)

(b)

-/. 0 2 � ! � : � 'Z+l:�s5698�=>+.xz/Ï35-12�p�@
8�/035-12uk1)AÔ0-,6l6.-12Á�Ð8 � v�@Ax�O06�35-7¢*+l=A-12A2A-�}~�S� � @>:n2�!

->U³-1),=>s0k12�jGxzs5@�s5/;/0xz:��5@A-w35-�&4-,Î*/0xz6.352�O5Ñ5k4M
Re = 5500

308�/02�s5/nk1)1xzs56.-,:n-,/�=�3QP 8�+l@4�
Pr = 0.71)

!
Ò~-À=>@
8�+l=¹)1xz/�=>+l/Zs"@A-,j5@Ak12
-,/�=A-�698�3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/�35-À@Akd|�k,@A-,/0)1-�xz�5=A-,/�s0-�j�8�@¹2>+l:�s5698�=>+.xz/�/Zs5:nk,@>+.r�s0-�3N+l@A-1),=
81¢q-1)ns5/Ï:<8�+l6l698�pq-��

Nθ, Nr, Nz) = (129 × 129 × 257) � !~Ò~-Á=>@
8�+l=�3N+.2A)1xz/Z=>+l/�s�@A-,j5@Ak12
-,/�=A-;698�: �,:n-2>+l:�s5698�=>+.xz/Ù:<8�+.2"81¢q-1)ns5/ :<8�+l6l698�pq-n:nxz+l/02 O0/ �
Nθ, Nr, Nz) = (129 × 39 × 129)

}¹) P$-12>=_)1-Ér�s�P$xz/
8�j5jL-,6l6.-Às5/0-�2>+l:_s5698�=>+.xz/Á/Zs5:nk,@>+.r�s0-�3N+l@A-1),=A-�p�@Ax�2A2>+.?,@A-Àxzs"s5/0-�2>+l:_s5698�=>+.xz/;35-12�p�@
8�/035-12Æk1)
Ô0-,6l6.-12 ��2
8�/02
:nx*35?,6.- � rZs�P$xz/ /0xz=A-,@
8

Smod
!5Ò�P$k1)�8�@>=w-,/�=>@A-U698"2Axz6ls5=>+.xz/ xz�5=A-,/Zs j�8�@�s5/0-U2>+l:�s5698�=>+.xz/ 2
8�/02%:nxZ35?,6.-

-,=7)1-,6l6.-�xz�5=A-,/ZsÏj�8�@�2>+l:_s5698�=>+.xz/�/Zs5:nk,@>+.r�s0-Á3N+l@A-1),=A-Á-12>=�8z2
2A-���| 8�+l�56.-�!]Ò¹-_:<8�+l6l698�pq-"s5=>+l6l+.2Ak_jGxzs5@�6.-12
2>+l:�s5698�=>+.xz/02U35-12up�@
8�/035-127k1)
Ô0-,6l6.-12U-12>=4j5@A-12ArZs0-"2>s1T<2
8�/�=�jLxzs5@�xz�5=A-,/5+l@7s5/0-��Gxz/5/0-"-12>=>+l:<8�=>+.xz/ 35-12
2>=
8�=>+.2>=>+.rZs0-12w3QP$xz@A3N@A-

1
!�Õu/ )1xz/02>=
8�=A-_)1-,jG-,/0308�/Z=4r�s0-76.-7@Ak12As56l=
8�=w-12>=48�:nk,6l+.xz@AkU6.xz@A2ArZs0-76.-12�:nx*35?,6.-12

35-�2Axzs02>Ú :<8�+l6l6.-12�+l/�=A-,@>¢*+.-,/5/0-,/�=�!

����� 2 � !�� � o�@>@A-,s5@u@A-,698�=>+l¢q-Uj�8�@w@
8�j5jLxz@>= M"698;�7Ö7'G!

Pr = 0.71

(Θ′+)max (v′zΘ
′+)max (v′rΘ

′+)max

Smod +5.15% +4.84% −1.2%

Prt +2.7% +2.5% −1.6%

Dynam −1.2% −0.5% −3.2%

Pr = 5

Smod +22% +11% 20%

Dynam +13.4% +4.1% +11.8%

×4O0/ 35-7:;+.-,sNÑ 8�j5j5@Ak1),+.-,@w6�P$->U³-,=w3Ns :nxZ35?,6.-�3NÎ*/�8�:;+.rZs0-Ur�s5+~35xz/5/0-7s5/ :n-,+l6l6.-,s5@w@Ak12As56l=
8�=�}5/0xzs02
¤��



��� ��� � ����� � � � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � � � � � 	 � � ��� � ��� � � 	���� � � �

81¢qxz/02 ->UL-1),=>s0k�s5/ )�8�6.),s56UjLxzs5@ s5/ /0xz:_�5@A-�35-�v�@
8�/03N=>6_j56ls02 k,6.-,¢qk �
Pr = 5 � }w81¢q-1)�6.-�: �,:n-:<8�+l6l698�pq-

(Nθ, Nr, Nz) = (129 × 39 × 129)
!GÒ¹-12 O0p�s5@A-12 � ! �0� ! 8N}]�Ï-,=�)_+l6l6ls02A=>@A-,/�=7@A-12>jL-1),=>+l¢q-,:n-,/�=698�@>:n2�35-12SR0s0),=>s�8�=>+.xz/02435-�=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-�}N6.-ZR0sNÑ�35-7)AÔ�8�6.-,s5@�=>s5@>�5s56.-,/Z=u8�Ñ*+98�6~-,=%6.- R0sNÑ�35-7)
Ô�8�6.-,s5@

=>s5@>�5s56.-,/�=4@
8z3N+98�6 !5Öuxzs02w8�¢qxz/02�@A-,jGxz@>=AkU2As5@�6.-12SO0p�s5@A-12w6.-12�@Ak12As56l=
8�=A2wxz�5=A-,/�s02�j�8�@���8�	�8�:�s5@
8n-,=48�6 !
� �1: : ¤ � 308�/02�s5/�)�8�/�8�6�j5698�/�j�8�@Á2>+l:_s5698�=>+.xz/ /�s5:nk,@>+.rZs0- 3N+l@A-1),=A-�}¹jLxzs5@Á)1xz:;j�8�@
8�+.2Axz/~!�Ò~-n:nx*35?,6.-3NÎ*/�8�:;+.r�s0- 8�:nk,6l+.xz@A-�6.-12�j5@Ak13N+.),=>+.xz/02 -,= @Ak13Ns5+l= 2���j5@A?12 35-�698Ù:nxz+l=>+.k�6�P$k1)�8�@>= @A-,698�=>+ |Á-,/�=>@A-Ïs5/0-
2>+l:�s5698�=>+.xz/�2
8�/02_:nxZ35?,6.-<-,=_s5/0-<2A+l:_s5698�=>+.xz/ /Zs5:nk,@>+.r�s0-�3N+l@A-1),=A-�! �¹xzs5=A-d|Ðxz+.2�}~jLxzs5@

Pr = 5
}~+l6À-12A=

/0k1)1-12A2
8�+l@A-_3QP 8�s5p�:n-,/�=A-,@�6.-7:<8�+l6l698�pq-�jLxzs5@481¢qxz+l@4s5/0-7�Lxz/5/0-U@Ak12Axz6ls5=>+.xz/~!
o�/1O0/~}z/0xzs02À81¢qxz/02y=A-12>=Ak�698�j5@AxZ)1k13Ns5@A-�3NÎ*/�8�:;+.r�s0-%jLxzs5@�s5/nk1)1xzs56.-,:n-,/�=À3QP 8�+l@4�

Pr = 0.71 � 308�/02s5/0-U)1xz/03Ns5+l=A-�-,/ @Axz=
8�=>+.xz/~!0Ò¹-7/0xz:_�5@A-�35-U&u-,ÎZ/0xz6.352�-,=�6.-�=
8�sNÑ 35-7@Axz=
8�=>+.xz/ 2Axz/�= O5Ñ5k12%@A-12>jL-1),=>+l¢q-dÚ
:n-,/�=ZM

Re = 5500
-,=

N = 3
!5Ò~-7:nx*35?,6.-U3NÎ*/�8�:;+.r�s0-�8�@>@>+l¢q-NM�j5@Ak13N+l@A-�)1xz@>@A-1),=A-,:n-,/Z=46�P$k1)�8�@>=w=�ÎZjL-

35-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02U35-_=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A- ��#�+lp � ! � ¡N! 8 � 8�+l/02>+�rZs0-_6.- R0sNÑ�35-")AÔ�8�6.-,s5@7=>s5@>�5s56.-,/�=�8�ÑN+98�6%��#Æ+lp
� ! � ¡N! � � !� u/Ák1)�8�@>=�-12>=�xz�02A-,@>¢qk�2As5@�6.-YR0sNÑ"35-%)
Ô�8�6.-,s5@y=>s5@>�5s56.-,/�=�8$�1+l:�s5=
8�60-,/�=>@A-�698�2Axz6ls5=>+.xz/;xz�5=A-,/Zs0-j�8�@w2>+l:�s5698�=>+.xz/ /�s5:nk,@>+.rZs0-�3N+l@A-1),=A-U-,=w)1-,6l6.-7xz�5=A-,/�s0-Uj�8�@�s5/0-72>+l:�s5698�=>+.xz/ 35-12%p�@
8�/035-12wk1)AÔ0-,6l6.-12^!5Ò~-
:nx*35?,6.-U/0-U2A-,:_�56.-�35xz/0)Uj�8z2�@A-,j5@Ax*3Ns5+l@A-�)1xz@>@A-1),=A-,:n-,/�=�6.-12w->U³-,=A2w35-U698"@Axz=
8�=>+.xz/~!

¤�¤



� � �� ���  � � ����� � � 	�� � � ��� � 	���� � � � ��� �����

y+

Θ
’+

100 101 102

1

2

3

4

DNS
Smod
Prt
Dynam

(a)

y+

v’
zΘ

’+

100 101 102

1

2

3

4

5

6

7

8

DNS
Smod
Prt
Dynam

(b)

y+

v’
rΘ

’+

100 101 1020

0.2

0.4

0.6

0.8

1

DNS
Smod
Prt
Dynam

(c)

-/.10/2 � ! � £ � 'Z+l:_s5698�=>+.xz/ 35-12�p�@
8�/035-12�k1)AÔ0-,6l6.-12 Pr = 0.71
�Ð8 � @>:n2�}y�S� � R0sNÑ�=>s5@>�5s56.-,/�=Á8�Ñ*+98�6 }y��) �

R0sNÑ =>s5@>�5s56.-,/�=�@
8z3N+98�6 !

¤ :



��� ��� � ����� � � � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � � � � � 	 � � ��� � ��� � � 	���� � � �

y+

Θ
’+

10-1 100 101 102

2

4

6

8

10

12
Smod
Dynam
Kawamura et al (1998)

(a)

y+

v’
zΘ

’+

10-1 100 101 102

5

10

15

20
Smod
Dynam
Kawamura et al (1998)

(b)

y+

Θ
’v

’ r+

10-1 100 101 1020

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
Smod
Dynam
Kawamura et al (1998)

(c)

-/.10/2 � ! �0� � 'Z+l:_s5698�=>+.xz/�35-12wp�@
8�/035-124k1)
Ô0-,6l6.-12 Pr = 5
�Ð8 � @>:n2^}¹�S� � R0sNÑ =>s5@>�5s56.-,/�=U8�Ñ*+98�6 }���) � R0sNÑ=>s5@>�5s56.-,/�=u@
8z3N+98�6 !

: £



� � �� ���  � � ����� � � 	�� � � ��� � 	���� � � � ��� �����

y+

Θ
’+

0 50 100 1500

1

2

3

DNS
Dynam

(a)

y+

v’
zΘ

’+

0 50 100 150
0

1

2

3

4

5

6

DNS
Dynam

(b)

y+

v’
θΘ

’+

0 50 100 150
0

0.5

1

1.5

DNS
Dynam

(c)

-/.10/2 � ! � ¡ � 'Z+l:_s5698�=>+.xz/ 35-12�p�@
8�/035-12�k1)AÔ0-,6l6.-12^} N = 3
mG�Ð8 � @>:n2�}L�S� � R0sNÑÉ=>s5@>�5s56.-,/�=48�ÑN+98�6 }G��) � R0sNÑ=>s5@>�5s56.-,/�=78$�1+l:_s5=
8�6 !

:N�



��� ��� � ����� � � � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � � � � � 	 � � ��� � ��� � � 	���� � � �

: ¡



� �������	��
� �

� � 
 � �3 ���
 �	� ��� �  � �	� � � � 
 ��� ��
���� � �

� ��� � � � ��� �

Ò�P$k,=>s035-É35-<6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�="=>s5@>�5s56.-,/�=;308�/02�s5/�-12>j�8z)1-É8�/5/Zs5698�+l@A-�8 |Ð8�+l=_6�P$xz�NÍ�-,="35-n/0xz:_�5@A-,s02
-12
k,=>s035-12;-dÑNjGk,@>+l:n-,/Z=
8�6.-12n-,=Á/�s5:nk,@>+.rZs0-12�!À��-,jG-,/0308�/Z=�}�6.-12Á35xz/5/0k1-12n-dÑ*+.2A=
8�/�=A-12;308�/02"698�6l+l=>=Ak,@
8�=>s5@A-
@A-12>=A-,/Z=w+l/0)1xz:;j56.?,=A-124¢qxz+l@4j�8�@�|�xz+.2�+l/0)1-,@>=
8�+l/0-12^!
Ò¹8�/0xz/ 6l+l/0k�8�@>+l=Ak @
8z3N+98�6.- 35-�698�)1xz/�=>@
8�+l/�=A- =Axz=
8�6.- 35-�),+.2
8�+l6l6.-,:n-,/�= M�=>@
8�¢q-,@A2 6.- R0s5+.35-�@A-,/03

6�P 8�/�8�6lÎN2A-n35-12_k1)1xzs56.-,:n-,/Z=A2"=>s5@>�5s56.-,/�=A2Á308�/02�s5/ -12Aj�8z)1-É8�/5/�s5698�+l@A-É�L-�8�s0)1xzs5j j56ls02_)1xz:;j56.-dÑ5-<rZs0-
308�/02�s5/0-u)1xz/03Ns5+l=A-7),Î*6l+l/03N@>+.r�s0-�xzsÉ308�/02�s5/É)�8�/�8�6Gj5698�/~!5��-12�35-,sNÑ<pqk1xz:nk,=>@>+.-12%2Axz/Z=�6.-12�)�8z2�6l+l:;+l=A-12
3QP s5/�-12>j�8z)1-n8�/5/Zs5698�+l@A-�!~Ò~xz@A2ArZs0-Á6.-"@
8�j5jGxz@>=�35-127@
8�Îqxz/02<�S@
81Îqxz/�+l/Z=A-,@>/0- �<@
81Îqxz/�-dÑN=A-,@>/0- � =A-,/0352¢q-,@A2

1
}Æ6.-<j5@Ax�O06w35-É¢Z+l=A-12
2A-É-,=Á6.-12Á)1x*->T<),+.-,/�=A2n35-É|�@Axz=>=A-,:n-,/�=n2>s5@Á6.-12Á35-,sNÑÙj�8�@Axz+.2Á=A-,/035-,/Z=;¢q-,@A2

)1-,sNÑÏ3QP s5/ )�8�/�8�6�j5698�/~!L×·6�P +l/�¢q-,@A2
-�}L6.xz@A2Ar�s0-"6.-�@
8�j5jGxz@>=U35-127@
8�Îqxz/027=A-,/03�¢q-,@A2
0
}G6.-")1xZ->T<),+.-,/Z=_35-

|�@Axz=>=A-,:n-,/�=;2>s5@"698 j�8�@Axz+�-dÑN=A-,@>/0-É2A-<@
8�j5j5@AxZ)
Ô0- 35-É)1-,6ls5+%xz�5=A-,/�s 308�/02"s5/ k1)1xzs56.-,:n-,/�=n308�/02"s5/0-
)1xz/03Ns5+l=A- ),Î*6l+l/03N@>+.rZs0- 2
8�/027ÍA8�:<8�+.2n6�P 8�=>=A-,+l/03N@A- M )�8�s02A- 35- 698Ïj5@Ak12
-,/0)1- 35- 698Ïj�8�@Axz+u+l/�=A-,@>/0- rZs5+
+l/03Ns5+l=Us5/ p�@
8z3N+.-,/�=�35-�¢*+l=A-12A2A-"/0xz/ /Zs56 !¹��-127=A-,/0308�/0)1-12_xz/�=�k,=Ak;35k,:nxz/Z=>@Ak1-12�8�s02A2A+Æ�5+.-,/ jLxzs5@76.-12
k1)1xzs56.-,:n-,/�=A2u698�:;+l/�8�+l@A-12�r�s0-7=>s5@>�5s56.-,/Z=A2"� ��ÔZs5/5pÉ-,=48�6 !¹�Ð¡�£�£ �^�>� !
��xz/0)1-,@>/�8�/�=�6.-�=>@
8�/02�|�-,@>=�35-�)AÔ�8�6.-,s5@�}z6984j56ls5j�8�@>=�35-12Æk,=>s035-12�2A-�2Axz/�=�)1xz/0)1-,/�=>@Ak1-12y2As5@¹6�P$k,¢�8�6ls�8�=>+.xz/

35-12�)1x*->T<),+.-,/�=A2À35-%=>@
8�/02>|�-,@>=y2>s5@�6.-12�j�8�@Axz+.2u�S/0xz:_�5@A-w35-�Öus02A2A-,6l= � !zÒ¹8�:<8�Í>xz@>+l=Ak�35-12y)�8z2�=>@
8�+l=Ak12y2Axz/Z=)1-,sNÑ�x�� 6.-�@
8�j5jLxz@>=w35-12 R0sNÑ�35-U)
Ô�8�6.-,s5@�+l:;jGx�2
k12�2>s5@�6.-12%j�8�@Axz+.2%¢z8�s5=
1
}5xzs k,p�8�6.-,:n-,/�=u6.-7)�8z2�3QP s5/

R0sNÑ 35-U)AÔ�8�6.-,s5@w+l:;jLx�2AkU2>s5@%s5/0-�35-12�35-,sNÑ j�8�@Axz+.2481¢q-1)�6�P 8�s5=>@A-Uj�8�@Axz+¹8z3N+98���8�=>+.r�s0-�!LÕu/ =>@Axzs5¢q-7s5/0-
:_s56l=>+l=>s035-12�3QP$k,=>s035-12w=>Ô0k1xz@>+.rZs0-124-,=w-dÑNjLk,@>+l:n-,/�=
8�6.-12u:<8�+.2w=>@A?12�jL-,s 35-�2>+l:�s5698�=>+.xz/02w/�s5:nk,@>+.rZs0-12�!
��-u)
Ô�8�j5+l=>@A-�-12A=�)1xz/02
8z),@Ak�MU6�P 8�/�8�6lÎN2A-�35-12À=>@
8�/02�|Ð-,@>=A2�=>s5@>�5s56.-,/�=A2�308�/02�6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=�j56.-,+l/0-,:n-,/Z=

35k,¢q-,6.xzj5jLk 3QP s5/ -12>j�8z)1- 8�/5/Zs5698�+l@A-�!%Õu/ /0- 2,P +l/�=Ak,@A-12A2
-,@
8�rZs�P MÏs5/ 2A-,s56�@
8�j5jLxz@>=<35- @
81Îqxz/02
r∗ =

ri/re0.1
}L6.-Á�5s5=U/�P$k,=
8�/Z=�j�8z2U3QP$k,=>s03N+.-,@�6�P +l/1R0s0-,/0)1-n3Ns @
8�j5jLxz@>=�35-12U@
81Îqxz/02_2>s5@76�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=�!ÆÕu/

jL-,s5=�-,/;->U³-,=�=>@Axzs5¢q-,@�s5/0-%k,=>s035-�35k,=
8�+l6l6.k1-�2>s5@�)1-,=À8z2>jG-1),=�308�/02�6.-12�=>@
8�¢z8�sNÑÁ35-4��Ô�s5/5p�-,=y8�6 !0�Ð¡�£�£ �q� !Õu/Ù8�/�8�6lÎN2A-,@
8 308�/02�s5/ j5@A-,:;+.-,@_=A-,:;j02�698 2>=>@>s0),=>s5@A-n35-n6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=_=>s5@>�5s56.-,/Z="308�/02�s5/�-12>j�8z)1-
8�/5/�s5698�+l@A-;O5Ñ5-�!�Õu/�k,=>s03N+.-,@
8N}�-,/02>s5+l=A-�}�6�P +l/1R0s0-,/0)1- 35-É698 /�8�=>s5@A- 3Ns R0s5+.35-Ï�S/0xz:��5@A- 35-Évy@
8�/03N=>6 �2>s5@�698 3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/ @
8z3N+98�6.-�35-12"3N+VU³k,@A-,/�=A-12"p�@
8�/035-,s5@A2"=>s5@>�5s56.-,/�=A-12^!Æoy/1O0/~}Æxz/�2,P +l/�=Ak,@A-12
2A-,@
8 M 698
¢�8�@>+98�=>+.xz/ 3Ns @
8�j5jLxz@>=435-ZR0sNÑ 35-U)AÔ�8�6.-,s5@"�

qi/qe
� -,=42Axz/ +l/0),+.35-,/0)1-�2>s5@�6.-7=>@
8�/02�|Ð-,@>=435-U)AÔ�8�6.-,s5@�!

:��



��� ��� � ����� �� � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � ����� � � ��� � � ��� � �������

� � � � ��& � * ��� (&�� �����"

(
	��	�� � ��� � � ����3�� � � " � �8"

×4O0/�3QP$k,=>s03N+.-,@�6.-u=>@
8�/02>jLxz@>=�3QP s5/ 2A)�8�698�+l@A-uj�8z2A2>+ |>}q+l6]|Ð8�s5=�r�s0-46.-u)
Ô�8�:;j�3NÎ*/�8�:;+.r�s0-�2Axz+l=%)1xz@>@A-1)dÚ
=A-,:n-,/�=�@Ak12
xz6ls~!ZÒ¹8")1xz/1O0p�s5@
8�=>+.xz/ k,=>s03N+.k1-7-12>=�s5/ -12>j�8z)1-�8�/5/Zs5698�+l@A-U35-�@
8�j5jGxz@>=%35-�@
81Îqxz/02

r∗ = 0.1-,=Á35-n6.xz/5p�s0-,s5@
L/δ = 25

!ÆÒ~-É/0xz:_�5@A- 35-�&4-,Î*/0xz6.352_��8z2AkÉ2>s5@_698�35-,:;+ Ú3N+.2>=
8�/0)1- -,/�=>@A-�6.-12"35-,sNÑ
j�8�@Axz+.2�}

δ = (re − ri)/2
}%-,=�2As5@É6.-�:<8�Ñ*+l:�s5: 3NsËj5@Ax�O06�698�:;+l/�8�+l@A- 35-Ïv�xz+.2A-,s5+l6l6.-�}

Up
}�-12>=.O5Ñ5k

M
Reδ = 3500

8$O0/ 35-É2A-�@
8�j5j5@Ax*)AÔ0-,@;6.-Éj56ls02ÁjGx�2
2>+l�56.-É35-É698Ï2>+l:_s5698�=>+.xz/ /Zs5:nk,@>+.r�s0- 3N+l@A-1),=A- 35-
��Ô�s5/5p�-,=�8�6 !��Ð¡�£�£ �^� rZs5+À/0xzs02_2
-,@>¢Z+l@
8 35-<@Akd|�k,@A-,/0)1-<jGxzs5@�¢z8�6l+.35-,@�/0x�2�@Ak12>s56l=
8�=A2^!ÆÕu/Ù2
-;6l+l:;+l=A-,@
8308�/02w)1-,=>=A-Uk,=>s035- M�s5/ 2A-,s56³@
8�j5jLxz@>=w35-12%@
81Îqxz/02�}N6.-7�5s5=�/�P$k,=
8�/Z=wj�8z2�3QP$k,=>s03N+.-,@w6�P$->U³-,=w35-7)1xzs5@>�5s5@A-
:<8�+.2w3QP$xz�5=A-,/5+l@us5/0-U�Gxz/5/0-_3NÎZ/�8�:;+.rZs0-�35-76�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=U8$O0/ 3QP$k,=>s03N+.-,@w698;=>Ô0-,@>:;+.r�s0-�!

�7Ö7' ��Ô�s5/5p�-,=u8�6 !~�Ð¡�£�£ �^�
Nθ 257 256
Nr 65 65
Nz 257 192
L+

θi
249.93 250.28

L+
θe

2499.31 1975.57

L+
z 4475 2688.75

ri∆θ+ 0.97 0.98
re∆θ+ 9.72 7.72
∆r+

i 0.107 0.15
∆r+

e 0.09 0.12
∆r+

max 8.7 15.23
∆z+ 17.4 14

� ��� 2 5N! � � v�8�@
8�:n?,=>@A-12 35-12 2>+l:�s5698�=>+.xz/02 )1xz:;j�8�@Ak12 8�sNÑ j�8�@
8�:n?,=>@A-12 35- ��ÔZs5/5p -,= 8�6 !��Ð¡�£�£ �^��
r∗ = 0.1 �
Ò~-%=
8��56.-�8�s

5.1
@A-,p�@Axzs5jG-w6.-12y3N+VULk,@A-,/Z=A-12À35xz/5/0k1-12y)1xz/0)1-,@>/�8�/Z=À698�=
8�+l6l6.-w3Nsn35xz:<8�+l/0-u8�+l/02>+0r�s0-%6.-12

:<8�+l6l698�pq-12�)AÔ0xz+.2>+.2u308�/0246.-12w3N+l@A-1),=>+.xz/02U8$�1+l:�s5=
8�6.-�}�@
8z3N+98�6.-�-,=u8�Ñ*+98�6.-�!G��-12435xz/5/0k1-12�2Axz/�=�)1xz:;j�8�@Ak1-12
M�)1-,6l6.-12735-;��ÔZs5/5p -,=�8�6 !Æ�Ð¡�£�£ �^� -,=�/0xzs027@A-,/02A-,+lp�/0-,/�=�2As5@�698<@Ak12Axz6ls5=>+.xz/�3Ns�:<8�+l6l698�pq-Á)AÔ0xz+.2>+ !³× O0/35-n2,P 8z2
2>s5@A-,@_rZs0-;698 =
8�+l6l6.-<3NsÙ35xz:<8�+l/0-<35-n)�8�6.),s56�)AÔ0xz+.2>+.-É-12>=_2>s1T<2
8�:;:n-,/Z=�p�@
8�/035-<jGxzs5@_/0-;j�8z2
@A-12>=>@A-,+l/03N@A-�6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/Z=�}Zxz/;=>@
8z)1-42>s5@�698 O0p�s5@A- 5N! � 6.-12À8�s5=Ax�Ú)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/02%2>j�8�=>+98�6.-12y35-12y=>@Axz+.2y)1xz:ÁÚjLx�2
8�/�=A-12�35-4¢*+l=A-12A2A-12SMUs5/0-u3N+.2>=
8�/0)1-

y+ ' 5
35-12�j�8�@Axz+.2�+l/�=A-,@>/0-�-,=�-dÑN=A-,@>/0-�!�Ò~-12�8�s5=Ax�Ú)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/02

2>j�8�=>+98�6.-12;308�/02Á6.-12Á3N+l@A-1),=>+.xz/02;jLk,@>+.xZ3N+.rZs0-12;2,P 8�/5/Zs56.-,/�=;j5@
8�=>+.rZs0-,:n-,/�=n=Axzs5=A-12`M�j�8�@>=>+l@;3QP s5/0- 3N+.2�Ú
=
8�/0)1-_35-�6�P$xz@A3N@A-_35-�698;:nxz+l=>+.k_35-U698n6.xz/5p�s0-,s5@u3Ns 35xz:<8�+l/0-�!G{6¹/�P$-12>=wj�8z2w/0k1)1-12
2
8�+l@A-_35-U¢qk,@>+VO�-,@u6.-12
8�s5=Ax�Ú)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/02 MÉ35-12u3N+.2>=
8�/0)1-12uj56ls027k,6.xz+lp�/0k1-12735-124j�8�@Axz+.2�)�8�@u6.-12u@Ak,p�+.xz/02�j5@AxZ)
Ô0-12�j�8�@Axz+.2u2Axz/Z=
)1-,6l6.-124x�� 6.-1242>=>@>s0),=>s5@A-12w6.-12�j56ls02�8�6l6.xz/5pqk1-12u8�j5j�8�@
8�+.2A2
-,/�=�!

:��



�� ��� ��� �  � 	 � � �� � � � �

z/δ

R
vv

(z
)

0 2 4 6 8 10

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

vθ
vr

vz

Interne

(a)

z/δ

R
vv

(z
)

0 2 4 6 8 10

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

vθ
vr

vz

Externe

rθ/δ

R
vv

(θ
)

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

vθ
vr

vz

Interne

(b)

rθ/δ

R
vv

(θ
)

0 2 4 6 8

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

vθ
vr

vz

Externe

- . 0/2#5N! � � ×4s5=Ax�Ú)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/0272>j�8�=>+98�6.-12�m��Ð8 � 2Ak,j�8�@
8�=>+.xz/Ï8�ÑN+98�6.-�}~�S� � 2Ak,j�8�@
8�=>+.xz/�8$�1+l:_s5=
8�6.-�!

(
	��	1� �  ���/" 3���� � �(��7 7 �

Ò¹8 O0p�s5@A- 5N! ¡N! 8uj5@Ak12A-,/Z=A-%6.-Àj5@Ax�O06035-�¢*+l=A-12A2A-%8�Ñ*+98�6.-�:nx�Îq-,/5/0-%/0xz@>:<8�6l+.2
k%j�8�@�@
8�j5jLxz@>=�M46984¢*+l=A-12A2A-
35k,�5+l=
8�/�=A-

Ub
-,/�|Ðxz/0),=>+.xz/�35-<698 jLx�2>+l=>+.xz/ @
8z3N+98�6.-�!Æ{�6À-12>=_+l/Z=Ak,@A-12A2
8�/Z=Á35-</0xz=A-,@"rZs0-;6.-<:<8�Ñ*+l:�s5:

3Ns j5@Ax�O06y35-Á¢*+l=A-12A2A-Á2A-"@
8�j5j5@AxZ)
Ô0-n35-"698�j�8�@Axz+�+l/�=A-,@>/0-�!�'Zs5@U698�: �,:n-5O0p�s5@A-Á/0xzs02�81¢qxz/02U@A-,jLxz@>=Ak
6.- j5@Ax�O06�35- ¢Z+l=A-12
2A- xz�5=A-,/�sËj�8�@n698 2>+l:�s5698�=>+.xz/Ë35-Ï��Ô�s5/5pÙ-,=�8�6 !u�Ð¡�£�£ �^� !ÀÒ¹-12<35-,sNÑ j5@Ax�O06.2<2Axz/Z=rZs�8z2>+l:n-,/�=w+.35-,/Z=>+.r�s0-12^!

y/δ

v z/u
b

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

DNS
Chung et al. (2001)

(a)

y+

v+ z

100 101 1020

5

10

15

20

25

Interne
Externe

vz
+=y+

vz
+=2.5 ln (y+)+5.5

(b)

-/. 0/2#5N! ¡ � vy@Ax�O06¹35-U¢*+l=A-12A2A-�8�ÑN+98�6.-�!
× O0/<35-%:n-,=>=>@A-4-,/nk,¢*+.35-,/0)1-w6.-12y3N+VU³k,@A-,/�=A-12���xz/0-12y35-�6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/Z=�308�/02À6.-12�@Ak,p�+.xz/02yj5@Ax*)AÔ0-wj�8�@Axz+.2�}
xz/ =>@
8z)1- 2>s5@<698 O0p�s5@A- 5N! ¡N! � 6.- : �,:n-�j5@Ax�O06 }y:<8�+.2É)1-,=>=A- |Ðxz+.2�Ú),+w/0xz@>:<8�6l+.2Ak j�8�@<6.-12<¢Z+l=A-12A2
-12<35-
|�@Axz=>=A-,:n-,/�=�+l/�=A-,@>/0- �

uτ i
� -,=4-dÑ*=A-,@>/0-�� uτ e

� }�-,/ |Ðxz/0),=>+.xz/�35-�698n3N+.2>=
8�/0)1-'M<)AÔ�8zrZs0-�j�8�@Axz+ y+ !0vÆxzs5@

: 5



��� ��� � ����� �� � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � ����� � � ��� � � ��� � �������

698�j�8�@Axz+�-dÑ*=A-,@>/0-�}�xz/ 3N+.2>=>+l/5p�s0-�j�8�@�|Ð8�+l=A-,:n-,/Z=É6.-12É3N+VULk,@A-,/Z=A-12 ��xz/0-12�my698 2Axzs02>Ú)1xzs0)AÔ0- ¢*+.2ArZs0-,s02A-
0 ≤ y+ ≤ 5

x�� 698 6.xz+�-12>= 6l+l/0k�8�+l@A-�}4698 ��xz/0- =
8�:;jGxz/
5 ≤ y+ ≤ 30

-,= O0/�8�6.-,:n-,/�= 698 ��xz/0-
6.xzp�8�@>+l=>Ô5:;+.rZs0-�r�s5+72,P$k,=A-,/03�Í�s02ArZs�P M

y+ ' 200
-,= rZs5+U2>s5+l= j�8�@�|Ð8�+l=A-,:n-,/Z= 698Ù6.xz+76.xzp�8�@>+l=>Ô5:;+.r�s0-

v+
z = 2.5 ln(y+) + 5.5

!

'Zs5@y6987j�8�@Axz+]+l/�=A-,@>/0-�}�698U2Axzs02�Ú)1xzs0)
Ô0-w¢*+.2Ar�s0-,s02
-�@A-12>=A-�j5@Ak12A-,/Z=A-�!�× j�8�@>=>+l@�35-
y+ ' 5

xz/<xz�02A-,@>¢q-4s5/
35k,=
8z)AÔ0-,:n-,/Z=�3Ns j5@Ax�O06�+l/�=A-,@>/0-"j�8�@4@
8�j5jLxz@>=�8�s�j5@Ax�O06Æ-dÑN=A-,@>/0-�])1-�35k,=
8z)AÔ0-,:n-,/Z=72/P 8z)1)1-,/�=>s0-Á308�/02
698���xz/0-76.xzp�8�@>+l=>Ô5:;+.rZs0-�x�� 6.-7j5@Ax�O06³+l/�=A-,@>/0-U/0-U2>s5+l=%j�8z2�698�6.xz+³6.xzp�8�@>+l=>Ô5:;+.rZs0-�!]��-,=>=A-�3N+VU³k,@A-,/0)1-U-12>=
3Ns0-�MU6�P$->U³-,=�35-�)1xzs5@>�5s5@A-72>s5@À698�j�8�@Axz+G+l/Z=A-,@>/0-�!N�78�/02�6.-,s5@%k,=>s035-�}N��ÔZs5/5pÁ-,=�8�6 !L�Ð¡�£�£ �^� xz/Z=�:nxz/Z=>@AkrZs0-u6.xz@A2
r�s0-�6.-�@
8�j5jGxz@>=�35-12%@
8�Îqxz/0248�s5p�:n-,/�=A-�}56.-�j5@Ax�O06³35-7¢*+l=A-12A2A-u+l/�=A-,@>/0-U2A-�@A-13N@A-12A2A-7-,=SO0/5+l=%j�8�@
j5@Ak12A-,/Z=A-,@4s5/ j5@Ax�O06¹2>+l:;+l698�+l@A-���r�s5+~2As5+l=�698Á6.xz+³6.xzp�8�@>+l=>Ô5:;+.r�s0- � M;)1-,6ls5+¹35-7698Áj�8�@Axz+�-dÑ*=A-,@>/0-�!

� ��� 2�5N! ¡ � &uk12>s56l=
8�=A2Æ35-12�2>+l:�s5698�=>+.xz/02�)1xz:;j�8�@Ak12�8�sNÑ�@Ak12>s56l=
8�=A2¹/Zs5:nk,@>+.r�s0-12�35-���Ô�s5/5p7-,=Æ8�6 !N�Ð¡�£�£ �^��
r∗ = 0.1 �

�7ÖU' ��ÔZs5/5pÉ-,=u8�6 !~�Ð¡�£�£ �^�
ReDh

8825 8900
Reδ 3500 3487
Reτi 179 179
Reτe 143 141
Cfi

0.01314 0.01300
Cfe 0.00837 0.00810
−Kpi 0.00374 0.00242
−Kpe 0.00737 0.00492
Uc/Uτi 19.57 19.45
Uc/Uτe 24.52 24.65
Um/Uτi 12.33 12.41
Um/Uτe 15.46 15.72

Ò~-;=
8��56.-�8�s 5N! ¡ @A-,p�@Axzs5jG-Ér�s0-,6.rZs0-12�35xz/5/0k1-12�@A-,j5@Ak12
-,/�=
8�=>+l¢q-12Á35-;6�P~k1)1xzs56.-,:n-,/Z=�!���-12U@Ak12As56l=
8�=A2
2Axz/Z=")1xz:;j�8�@Ak12`M�)1-,sNÑÙxz�5=A-,/�s02Áj�8�@n��Ô�s5/5p -,=;8�6 !��Ð¡�£�£ �^� !Æ�U8�/02�6.-,s5@;2>+l:_s5698�=>+.xz/~}y��Ô�s5/5p�-,=;8�6 !35k>O0/5+.2A2A-,/Z=�s5/Ù/0xz:_�5@A-�35-<&u-,ÎZ/0xz6.352���8z2Ak<2As5@�6.-<3N+98�:n?,=>@A-ÉÔ�ÎN3N@
8�s56l+.r�s0- -,=�698 ¢*+l=A-12A2A-n35k,�5+l=
8�/Z=A-
ReDh = UbDh/ν

k,p�8�6 M
8900

!�{�6�xz�5=>+.-,/5/0-,/Z=Á8�+l/02>+�s5/ /0xz:��5@A-É35-n&u-,ÎZ/0xz6.352_��8z2Ak<2As5@�698 35-,:;+ Ú
3N+.2>=
8�/0)1-�-,/�=>@A-É6.-12�35-,sNÑ�j�8�@Axz+.2Á-,=�6.-n:<8�ÑN+l:_s5: 3Ns j5@Ax�O06%35-<vÆxz+.2A-,s5+l6l6.-

Reδ = Upδ/ν = 3487
!

�U8�/02�)1-,=>=A-�k,=>s035-�}N) P$-12>=
Reδ

r�s5+G-12>=�O5Ñ5k�M
3500

}*)1-�rZs5+])1xz@>@A-12>jLxz/03;M
ReDh = 8825

!0Õu/�@
8�j5jG-,6l6.-
rZs0-<6.-É/0xz:_�5@A- 35- &4-,Î*/0xz6.352�),@>+l=>+.rZs0- �S��8z2Ak�2>s5@�698�35-,:;+ Ú3N+.2>=
8�/0)1- 35-É6�P$-12>j�8z)1- 8�/5/�s5698�+l@A-

δ � rZs5+:<8�@ArZs0-�698;=>@
8�/02A+l=>+.xz/�-,/�=>@A-�6.-U@Ak,p�+l:n-_698�:;+l/�8�+l@A-�-,=u6.-U@Ak,p�+l:n-_=>s5@>�5s56.-,/Z=�-12A=�|�xz/0),=>+.xz/�3Ns @
8�j5jLxz@>=
35-U@
8�Îqxz/02�}02
8"¢�8�6.-,s5@wjLxzs5@�s5/ @
8�j5jGxz@>=u35-7@
81Îqxz/02

r∗ = 0.1
}0-12>=

Reδc ' 2450
!

Ò~-12�/0xz:_�5@A-12435-�&u-,ÎZ/0xz6.352U�
Reτ

� ��8z2Ak12%2>s5@%6.-12�¢Z+l=A-12A2
-12�35-u|�@Axz=>=A-,:n-,/�=A2w2Axz/Z=�)1xz:;j�8�@
8��56.-124M�)1-,sNÑxz�5=A-,/�s02�j�8�@���ÔZs5/5p�-,=À8�6 !��Ð¡�£�£ �^� }*81¢q-1)�s5/0-�6.k,pq?,@A-u2>s5@A-12>=>+l:<8�=>+.xz/<2As5@y698�j�8�@Axz+]-dÑN=Ak,@>+.-,s5@A-�!q× )�8�s02A-
35-É6�P$->UL-,="35-É)1xzs5@>�5s5@A-�}Æ6.-<)1x*->T<),+.-,/�=;35-<|S@Axz=>=A-,:n-,/Z= �

Cf = τp/0.5ρUb
� 35-É698 j�8�@Axz+�+l/�=A-,@>/0- -12>=2>s5jLk,@>+.-,s5@ MÁ)1-,6ls5+¹35-U698"j�8�@Axz+�-dÑ*=A-,@>/0-�!

: �



�� ��� ��� �  � 	 � � �� � � � �

(
	��	�� � � �  �� 7 � � ����7 3���7 � � � � ���,� ������7 3�� � ������7(7 �

Ò~-12�k1)�8�@>=A2_=Î*jG-12�35-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02Á35-n¢*+l=A-12A2A-n8�ÑN+98�6.-�}~@
8z3N+98�6.-É-,="8$�1+l:�s5=
8�6.-É2Axz/Z=_+l6l6ls02>=>@Ak12_j�8�@
6.-12 O0p�s5@A-12 5N! � ! 8N} 5N! � ! � -,= 5N! � !$)�!*× =>+l=>@A-u)1xz:;j�8�@
8�=>+ |>}*/0xzs02�81¢qxz/02�@A-,jGxz@>=Ak�2>s5@�)1-12�O0p�s5@A-12�6.-12�k1)�8�@>=A2
=Î*jL-12nxz�5=A-,/�s02Éj�8�@É��Ô�s5/5p�-,=<8�6 !4�Ð¡�£�£ �^� !yÒ~-12É35-,sNÑ 2>+l:�s5698�=>+.xz/02É2
xz/�=<-,/ -dÑ5)1-,6l6.-,/�= 8z)1)1xz@A3³!�Õu/xz�02A-,@>¢q-�r�s0-w6.-12À+l/Z=A-,/02>+l=Ak12�=>s5@>�5s56.-,/�=A-12w8�s<¢qxz+.2A+l/�8�pq-u35-4698Uj�8�@Axz+G+l/�=A-,@>/0-�2Axz/�=�=AxzszÍ�xzs5@A2�+l/N|Ðk,@>+.-,s5@A-12
MÉ)1-,6l6.-12�8�s�¢qxz+.2>+l/�8�pq-Á35-�698Éj�8�@Axz+�-dÑN=A-,@>/0-�!~��-,=>=A-�3N+VU³k,@A-,/0)1-;-12>=73Ns0-5M<6�P$->U³-,=735-")1xzs5@>�5s5@A-�!³�U8�/02
s5/ )�8�/�8�6�j5698�/~}06.-12w+l/Z=A-,/02>+l=Ak1278�s ¢qxz+.2>+l/�8�pq-_35-12u35-,sNÑ j�8�@Axz+.2u2Axz/Z=42>+l:;+l698�+l@A-12�!LÕu/ 2A-U@
8�j5j5@Ax*)AÔ0-"35-
)1-,=>=A-n2>+l:;+l698�@>+l=AkÉ-,/Ù8�s5p�:n-,/�=
8�/Z=�6.-n@
8�j5jGxz@>="35-12U@
81Îqxz/02�!�o�/ ->U³-,=�}~308�/02�s5/Ù-12>j�8z)1-<8�/5/�s5698�+l@A-�35-
| 8�+l�56.-<@
8�j5jLxz@>=;35-<@
8�Îqxz/02�}Æ698 2>s5@�| 8z)1-�35-<698 j�8�@Axz+%+l/�=A-,@>/0- -12>="j56ls02�jL-,=>+l=A-�r�s0-�)1-,6l6.- 35-<698 j�8�@Axz+
-dÑN=A-,@>/0-�}0-,6l6.-7|Ðxzs5@>/5+l=435xz/0)U:nxz+l/02w3QP$k,/0-,@>p�+.-�),+l/0k,=>+.r�s0-U=>s5@>�5s56.-,/Z=A-�!

y+

v’
+ z(

rm
s)

0 20 40 60 80 100
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

Interne
Externe
Chung et al (2001)

(a)

y+

v’
+ r(

rm
s)

20 40 60 80 100
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Interne
Externe
Chung et al (2001)

(b)

y+

v’
+ θ(

rm
s)

0 20 40 60 80 100
0

0.4

0.8

1.2

Interne
Externe
Chung et al (2001)

(c)

-/. 0/2#5N! � � oÀ)�8�@>=A2w=Î*jL-�35-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�35-7¢Z+l=A-12A2
-�!
Ò~-4j5+.)735-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02w35-u¢Z+l=A-12A2
-u8�ÑN+98�6.-�8�s�¢qxz+.2>+l/�8�pq-735-12%35-,sNÑ<j�8�@Axz+.2�8�=>=A-,+l/�=w2Axz/É:<8�Ñ*+l:�s5:

M s5/0-É3N+.2>=
8�/0)1-�35-n698 j�8�@Axz+
y+ ' 14

!ÆÒ¹8 ¢z8�6.-,s5@Á35-<)1-<:<8�Ñ*+l:�s5:©-12>=
v′+z = 2.2

jLxzs5@_698 j�8�@Axz+
+l/�=A-,@>/0-u-,=

v′+z = 2.6
jLxzs5@y698�j�8�@Axz+�-dÑN=A-,@>/0-�}q)1-,=>=A-w35-,@>/5+.?,@A-�¢�8�6.-,s5@À-12>=yk,p�8�6.-,:n-,/Z=�xz�5=A-,/�s0-4jGxzs5@Às5/

k1)1xzs56.-,:n-,/�=%=>s5@>�5s56.-,/Z=%308�/02�s5/É)�8�/�8�6Gj5698�/Ï� �7+l:¼-,=�8�6 !G� �1: ¤�� �>� -,=�308�/02Às5/0-�)1xz/03Ns5+l=A-�),ÎZ6l+l/03N@>+.rZs0-��)AÔ�8�j5+l=>@A-nj5@Ak1)1k135-,/�= � x���6.-"j5+.)"35-12ZR0s0),=>s�8�=>+.xz/02_35-�698É¢*+l=A-12A2A-Á8�Ñ*+98�6.-Á-12>=�8�s02A2A+Æ2>+l=>s0k*M y+ ' 14
!

: �



��� ��� � ����� �� � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � ����� � � ��� � � ��� � �������

Õu/ -,/ 35k13Ns5+l=4rZs0-7698"jGx�2A+l=>+.xz/ 3Ns j5+.)�35-ZR0s0),=>s�8�=>+.xz/02435-7698"¢*+l=A-12A2A-�8�ÑN+98�6.-�8�s ¢qxz+.2>+l/�8�pq-�35-12w35-,sNÑ
j�8�@Axz+.2"-12>=�+l/035k,jL-,/0308�/�=A- 3Ns @
8�j5jLxz@>=�35-12_@
81Îqxz/02�!�'N8 ¢�8�6.-,s5@�}�8�s ¢qxz+.2A+l/�8�pq-É35-;698 j�8�@Axz+�-dÑN=A-,@>/0-�}
-12>=�+.35-,/�=>+.rZs0- M_)1-,6l6.-12%=>@Axzs5¢qk1-12%308�/02�6.-12�8�s5=>@A-12%pqk1xz:nk,=>@>+.-12���)�8�/�8�6Gj5698�/ -,=%)1xz/03Ns5+l=A-U),ÎZ6l+l/03N@>+.rZs0- � !'*-,s56.-Ï698Ùj�8�@Axz+�+l/Z=A-,@>/0- 2A-,:_�56.- �,=>@A- 8$U³-1),=Ak1-�}���ÔZs5/5p -,= 8�6 !��Ð¡�£�£ �^� xz/Z=�:nxz/Z=>@Ak r�s0-�6.xz@A2ArZs�P$xz/8�s5p�:n-,/�=A-u6.-w@
8�j5jLxz@>=�35-12À@
81Îqxz/02�}Z6.-w:<8�ÑN+l:_s5:Ç35-12�R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�8�sn¢qxz+.2A+l/�8�pq-u35-�698�j�8�@Axz+�+l/Z=A-,@>/0-�}
8�s5p�:n-,/�=A-�-,=;=A-,/03 ¢q-,@A2;698Ï¢�8�6.-,s5@

v′+z = 2.6
!y u/ )1xz:;jLxz@>=A-,:n-,/�=É2A+l:;+l698�+l@A- -12>=nxz�02A-,@>¢qk 2>s5@;6.-12

35-,sNÑ�8�s5=>@A-12%)1xz:;jLx�2
8�/�=A-12�35-u698�¢*+l=A-12A2A-�!ZÒ�P +l/�=A-,/02A+l=AkU35-4698_=>s5@>�5s56.-,/0)1-�jGxzs5@�6.-12�¢Z+l=A-12A2
-12À@
8z3N+98�6.-7-,=
8$�1+l:_s5=
8�6.-�-12>=�+l/N|Ðk,@>+.-,s5@A-_2>s5@�698"j�8�@Axz+~+l/Z=A-,@>/0-'M;)�8�s02
-U35-U6�P$->UL-,=w35-_)1xzs5@>�5s5@A-�!
v�xzs5@�:nxz/Z=>@A-,@Æ698�)1xz/Z=>@>+l�5s5=>+.xz/.Mw6�P$k,/0-,@>p�+.-�),+l/0k,=>+.rZs0-�35-�6�P +l/Z=A-,/02>+l=Ak%35-�=>s5@>�5s56.-,/0)1-�8�ÑN+98�6.-U�

v′zrms
�j�8�@"@
8�j5jGxz@>=;8�sNÑ�+l/�=A-,/02>+l=Ak12Á/0xz@>:<8�6.-12*M 6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�= �

v′rrms

-,=
v′θrms

� }Æxz/ =>@
8z)1-�6.-<j�8�@
8�:n?,=>@A-
35-"j�8�@>=>+l=>+.xz/�35-"6�P$k,/0-,@>p�+.-

K∗ = 2v′2z /(v′2r + v′2θ )
��#Æ+lp�s5@A- 5N! �Z� !~��-"j�8�@
8�:n?,=>@A-n-12>=�j56ls027p�@
8�/03�8�s¢qxz+.2>+l/�8�pq-735-u698�j�8�@Axz+L+l/�=A-,@>/0-;��)1xz:;j�8�@Ak M�)1-,6ls5+L8�s�¢qxz+.2>+l/�8�pq-735-u698�j�8�@Axz+³-dÑN=A-,@>/0- � -,=%)1-,698wÍ s02ArZs�P Ms5/0-�3N+.2>=
8�/0)1-

y+ ' 80
35-�698�j�8�@Axz+ }z:nxz/Z=>@
8�/�=�rZs0-�6�P$k,/0-,@>p�+.-w),+l/0k,=>+.rZs0-%=>@
8�/02�|�k,@Ak1-�35-�698�)1xz:;jLx�2
8�/�=A-

8�ÑN+98�6.-�8�sNÑË)1xz:;jGx�2
8�/Z=A-12 /0xz@>:<8�6.-12 MÙ6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�= -12>=�j56ls02�jG-,=>+l=A-�308�/02�698Ù@Ak,p�+.xz/ +l/�=A-,@>/0- 35-
6�P$-12>j�8z)1-%8�/5/�s5698�+l@A-�!�'Zs5@Æ698�: �,:n-YO0p�s5@A-�}�/0xzs02�8�¢qxz/02Æ@A-,jGxz@>=Ak�6.-12¹j�8�@
8�:n?,=>@A-12�35-�j�8�@>=>+l=>+.xz/Á3QP$k,/0-,@>p�+.-
xz�5=A-,/�s02u308�/02%s5/ ),ÎZ6l+l/03N@A-n��)
Ô�8�j5+l=>@A-Uj5@Ak1)1k135-,/�= � }]-,=w308�/02%s5/ )�8�/�8�6³j5698�/ � �7+l:�-,=48�6 !~� �1: ¤�� �>� !�Õu/@A-,:<8�@ArZs0-"rZs0-�6.-_j�8�@
8�:n?,=>@A-;35-�j�8�@>=>+l=>+.xz/�2>s5@�698nj�8�@Axz+�-dÑN=A-,@>/0-�2A-"2>+l=>s0-"-,/�=>@A-"6.-12�j�8�@
8�:n?,=>@A-12�35-
j�8�@>=>+l=>+.xz/02�xz�5=A-,/�s02<308�/02<6.- =>s5�L- ),ÎZ6l+l/03N@>+.rZs0- -,=n6.- )�8�/�8�64j5698�/~!yÒ~xz@A2ArZs0- 6.- @
8�j5jLxz@>=<35- @
8�Îqxz/02
8�s5p�:n-,/�=A-�}G��Ô�s5/5p<-,=48�6 !³�Ð¡�£�£ �^� :nxz/�=>@A-,/Z=urZs0-7)1-7j�8�@
8�:n?,=>@A-U+l/�=A-,@>/0-U3N+l:;+l/Zs0-_8�s ¢qxz+.2>+l/�8�pq-U35-7698j�8�@Axz+~+l/Z=A-,@>/0-_-,=�=A-,/03 ¢q-,@A2u)1-,6ls5+¹3Ns )�8�/�8�6~j5698�/~!

y+

K
*

0 20 40 60 80 100 120
0

5

10

15

20

25

30

Interne
Externe
Tube
Canal plan (Kawamura et al. (1998))

-/.10/2�5N! � � v�8�@
8�:n?,=>@A-�35-Uj�8�@>=>+l=>+.xz/�3QP$k,/0-,@>p�+.-�!

: ¤



�� ��� ��� �  � 	 � � �� � � � �

(
	��	�� � ��7�� � ������7  � 3 ��� "���7 3 � � � � ��� �8� 3�� � � �(��7 7 � � � ��� " �;� �$3��4" � �����87�� ��� 3��
� � ������"�387 � ��"�"��

τe

r

τ

u

τi

ri

rmax

r0

re

u0

umax

-/.10/2 5N!95 � �%8�@
8z),=Ak,@>+.2>=>+.rZs0-1243QP s5/�k1)1xzs56.-,:n-,/�=4=>s5@>�5s56.-,/Z=�308�/02ws5/ -12>j�8z)1-�8�/5/�s5698�+l@A-�!
Ò�P +l/�=Ak,p�@
8�=>+.xz/ 35-%6�P$k1r�s�8�=>+.xz/É35-�r�s�8�/Z=>+l=Ak435-%:nxzs5¢q-,:n-,/�=�:nx�Îq-,/5/0k1-u308�/02�6.-%=A-,:;j02yjLxzs5@�6�P$k1)1xzsNÚ

6.-,:n-,/�=u=>s5@>�5s56.-,/�=�3QP s5/ R0s5+.35-�308�/02ws5/ -12Aj�8z)1-_8�/5/�s5698�+l@A-�)1xz/0)1-,/�=>@>+.rZs0-_-,=4),+l@A),s5698�+l@A-�35xz/5/0-nm

τ = µ
dvz

dr
− ρv′rv

′
z

� 5N! �^�
x��

τ
-12A=4698;)1xz/Z=>@
8�+l/�=A-;35-�),+.2
8�+l6l6.-,:n-,/Z=7=Axz=
8�6.-É�S:nx�Îq-,/5/0k1-Á308�/02u6.-U=A-,:;j02 � M;s5/0-�jLx�2>+l=>+.xz/�@
8z3N+98�6.-

r
35xz/5/0k1-�!�Ò¹-12�rZs�8�/�=>+l=Ak12

µ
-,=

ρ
2Axz/Z=_@A-12>jL-1),=>+l¢q-,:n-,/�=Á698 ¢*+.2A)1x�2>+l=AkÉ-,=_698 35-,/02>+l=Ak�3NsJR0s5+.35-�}

u
698

¢*+l=A-12A2A-�6.xZ)�8�6.-U-,=
u′

ru
′
z

6.-7j5@AxZ3Ns5+l=w35-12SR0s0),=>s�8�=>+.xz/02u35-7¢Z+l=A-12A2
-12%@
8z3N+98�6.-U-,=48�Ñ*+98�6.-7:nx^Îq-,/5/0k�308�/02�6.-
=A-,:;j02w�S=A-,/02>+.xz/;35-�&4-,Î*/0xz6.352 � !�Ò¹-�p�@
8z3N+.-,/Z=y35-�j5@A-12A2>+.xz/Á308�/02�69843N+l@A-1),=>+.xz/n35-�6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�= −dp/dz-12>=�+l/035k,jG-,/0308�/Z=�35-_698ÉjLx�2>+l=>+.xz/Ï@
8z3N+98�6.-

r
�]698<)1xz/Z=>@
8�+l/�=A-n35-"),+.2
8�+l6l6.-,:n-,/�=UjL-,s5= �,=>@A-"-dÑNj5@>+l:nk1-Á-,/

|Ðxz/0),=>+.xz/_35-
r0
rZs5+q-12>=~698�jLx�2>+l=>+.xz/�@
8z3N+98�6.-�x��U698�)1xz/�=>@
8�+l/Z=A-�35-y),+.2c8�+l6l6.-,:n-,/�=¹=Axz=
8�6.-�2,P 8�/5/�s56.-�� ��8�/0-1308

-,=48�6 !¹�Ð¡�£�£ �q�>� m

τ =

(
− dp

dz

)(
r2
0 − r2

2r

) � 5N! ¡ �

Ò�P$-dÑNj5@A-12A2>+.xz/ 5N! ¡;-12A=�¢�8�698��56.-U2>s5@�=Axzs5=A-7698Á2A-1),=>+.xz/�3N@Axz+l=A-U35-76�P$-12>j�8z)1-�8�/5/�s5698�+l@A-�}]3Ns @
81Îqxz/ +l/Z=A-,@>/0-
ri
8�s @
8�Îqxz/�-dÑN=A-,@>/0-

re
!�Ò¹8;)1xz/�=>@
8�+l/Z=A-�35-_),+.2
8�+l6l6.-,:n-,/�=

τ
-12>=wjLx�2>+l=>+l¢q-U6.xz@A2ArZs0-

r < r0
-,=w/0k,p�8�=>+l¢q-

6.xz@A2ArZs0-
r > r0

!Æv�xzs5@n2A+l:;j56l+VO�-,@�}�xz/ )1xz/02A+.35?,@A- r�s0-É6.-12;)1xz/�=>@
8�+l/Z=A-12n35- ),+.2
8�+l6l6.-,:n-,/�=É8�sNÑÙj�8�@Axz+.2
+l/�=A-,@>/0-�-,=w-dÑ*=A-,@>/0-_2Axz/�=wjLx�2>+l=>+l¢q-12w35k>O0/5+.-124@A-12>jL-1),=>+l¢q-,:n-,/�=u)1xz:;:n-Ém

τi = τr=ri

-,=
τe = −τr=re

!

: :



��� ��� � ����� �� � ��� � � �������
	��
��� ��� � 	�� 	 � ��� � ����� � � ��� � � ��� � �������

��Ô�s5@A)AÔ5+l6l6~-,=�8�6 !L� �1: : 5 � j5@AxzjLx�2A-,/�=�35-4@Ak1-dÑ*j5@>+l:n-,@%6�P$-1rZs�8�=>+.xz/ 5N! � 2Axzs02À|�xz@>:n-78z3N+l:n-,/02>+.xz/5/0-,6l6.-;m

τ

τp
= µ

du+

dy+
− (v′rv

′
z)

+ � 5N! �q�
× j�8�@>=>+l@y35-%698u@A-,698�=>+.xz/ 5N! ¡N}zj56ls02A+.-,s5@A2y-dÑ*j5@A-12
2>+.xz/02�@A-,6l+98�/�=y6.-12�)1xz/Z=>@
8�+l/�=A-12�8�sNÑ"j�8�@Axz+.2y-,=�698�jLx�2>+l=>+.xz/
r0
jL-,s5¢q-,/�= �,=>@A-_35k13Ns5+l=A-12_m

τ

τi
=

r1

r

(
r2
0 − r2

r2
0 − r2

i

) � 5N! �Z�

τi =

(
− dp

dz

)(
r2
0 − r2

i

2ri

) � 5N!95 �

τe =

(
− dp

dz

)(
r2
0 − r2

e

2re

) � 5N!�� �
��81ÎN2�-,=7Ò~-,s5/5p � �1: � �q� xz/�=7->UL-1),=>s0k"s5/0-"2Ak,@>+.-_35-�:n-12>s5@A-127-dÑ*jLk,@>+l:n-,/�=
8�6.-12UrZs5+�xz/�=�jG-,@>:;+.2735-35k13Ns5+l@A-ns5/0-É)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/ÙjL-,@>:n-,=>=
8�/�=Á35-<35k,=A-,@>:;+l/0-,@"698 jLx�2>+l=>+.xz/ @
8z3N+98�6.-

rmax
3Ns :<8�ÑN+l:_s5: 3Ns

j5@Ax�O06�35-%¢*+l=A-12A2A-�8�ÑN+98�6.-%jGxzs5@�s5/nk1)1xzs56.-,:n-,/Z=�=>s5@>�5s56.-,/Z=�}�-,/Á|Ðxz/0),=>+.xz/n35-12�@
81Îqxz/02À+l/�=A-,@>/0-w-,=y-dÑN=A-,@>/0-
35-U6�P$-12>j�8z)1-�8�/5/�s5698�+l@A-<m

rmax − ri

re − rmax
= r∗0.343 � 5N!�� �

�7-"698�: �,:n-"|Ð8 �1xz/~}L&wÔ0-,:n- � �1: � �Z� 8�k,=
8��56l+ys5/0-"@A-,698�=>+.xz/ 2A+l:;+l698�+l@A-`M<698�j5@Ak1)1k135-,/Z=A-�}�MÉj�8�@>=>+l@_35-35xz/5/0k1-12�-dÑNjGk,@>+l:n-,/Z=
8�6.-12�}¹8$O0/ 3QP$k,¢�8�6ls0-,@U698�jGx�2>+l=>+.xz/�@
8z3N+98�6.-
r0
x���698 )1xz/�=>@
8�+l/Z=A-<35-Á),+.2
8�+l6l6.-,:n-,/Z=

2,P 8�/5/Zs56.-<m

r0 − ri

re − r0
= r∗0.386 � 5N! ¤ �

��-12435-,sNÑ -dÑNj5@A-12A2>+.xz/02u2Axz/�=�2>s5j5jLx�2Ak1-12 �,=>@A-_+l/035k,jG-,/0308�/Z=A-12�3Ns�/0xz:_�5@A-"35-_&u-,ÎZ/0xz6.352�!G��-,jG-,/0308�/Z=
)1-ÉjGx�2>=>s5698�=�@A-12>=A-É+l/0)1-,@>=
8�+l/ -,="35k1)1xzs56.- 35-n6�P$-dÑNj5@A-12A2>+.xz/�=>Ô0k1xz@>+.r�s0-ÉjGxzs5@"6.-n@Ak,p�+l:n-�698�:;+l/�8�+l@A- x��
r0
�

rmax
m

(
rmax

ri

)2

=
[(re/ri)

2 − 1

ln(re/ri)2
� 5N! :q�

Ò¹8 O0p�s5@A- 5N!��N! ��j5@Ak12
-,/�=A- 6.-12;3N+.2>=>@>+l�5s5=>+.xz/02;35-�698�=A-,/02>+.xz/ 35-�&4-,Î*/0xz6.3
v′zv

′
r

-,=Á35-�698�=A-,/02>+.xz/
=Axz=
8�6.-

v′zv
′
r − (1/Re)(dvz/dy)

/0xz@>:<8�6l+.2Ak1-12nj�8�@n@
8�j5jLxz@>=;M 698�¢Z+l=A-12
2A- 35- |�@Axz=>=A-,:n-,/�=
uτ i

-,=<-,/
|Ðxz/0),=>+.xz/�35-4698_3N+.2>=
8�/0)1-ZM�698�j�8�@Axz+]+l/Z=A-,@>/0-�!NÒ~-12Àj�8�@Axz+.2%k,=
8�/Z= O5Ñ5-12�}q=Axzs5=A-12�6.-12%8�s5=>@A-12�)1xz:;jLx�2
8�/Z=A-12
3Ns�=A-,/02A-,s5@�35-Á&4-,Î*/0xz6.352U2Axz/�=7/Zs56l6.-12�!�'Zs5@7698.O0p�s5@A- 5N!��N! �~}L698<=A-,/02A+.xz/�35-"&u-,ÎZ/0xz6.352

v′zv
′
r

-12>=�8z2>ÎZÚ
:nk,=>@>+.rZs0-�}¹=Axzs5=")1xz:;:n-<6.-<j5@Ax�O06�35-n¢*+l=A-12A2A-É35xz/�="6.-;:<8�ÑN+l:_s5: -12>=_35k1)�8�6.kÉ¢q-,@A2_698 j�8�@Axz+À+l/Z=A-,@>/0-
� O0p�s5@A- 5N!��N! 8 � !~Õu/�/0xz=A-"rZs0-"698njLx�2>+l=>+.xz/ 35-"698É=A-,/02>+.xz/�/�s56l6.-�}L/0-Á)1x��Ð/0),+.35-"j�8z2�81¢q-1)Á6.-�:<8�Ñ*+l:�s5:3Ns j5@Ax�O06À35-Á¢*+l=A-12A2A-�³)1-,6l6.-dÚ),+À-12A=�j56ls02�j5@AxZ)
Ô0-n35-Á698 j�8�@Axz+�+l/�=A-,@>/0-É-,=�2A-Á2>+l=>s0-`M

y/δ = 0.61
!¹�7-

j56ls02�}5698n=A-,/02>+.xz/ 35-�&4-,Î*/0xz6.352w308�/024698;@Ak,p�+.xz/ j5@Ax*)AÔ0-_35-�698;j�8�@Axz+�-dÑN=A-,@>/0-�-12>=4j56ls02w+l/�=A-,/02
-�rZs0-U698

� £�£
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y/δ

v’
zv

’ r/(
u τ)

2 e

0.5 1 1.5
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

v’zv’r
v’zv’r+1/Re(dvz/dy)

y/δ=0.61

y/δ

v z/u
b

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

DNS
y/δ=0.64

y/δ

v z/u
b

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

y/δ=0.64(a)

y/δ

v’
zv

’ r/(
u τ)

2 e

0.5 1 1.5
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

v’zv’r
v’zv’r+1/Re(dvz/dy)

y/δ=0.61

(b)

-/.10/2�5N!�� � vÆx�2>+l=>+.xz/024@
8z3N+98�6.-12 r0
-,=

rmax
!

=A-,/02>+.xz/ 308�/02w698Á@Ak,p�+.xz/ j5@Ax*)AÔ0-�35-U698"j�8�@Axz+¹+l/�=A-,@>/0-�!

��xz:;j�8�@Axz/02Á698 jLx�2>+l=>+.xz/Ù@
8z3N+98�6.-�3Ns :<8�ÑN+l:_s5: 3Ns�j5@Ax�O06�35-<¢Z+l=A-12
2A-�}
rmax

}�-,=�698 jGx�2>+l=>+.xz/ x��
698Á=A-,/02>+.xz/�35-U&4-,Î*/0xz6.352w2,P 8�/5/�s56.-�}

r0
}0xz�5=A-,/�s0-12uj�8�@�/0xz=>@A-�2>+l:�s5698�=>+.xz/�/Zs5:nk,@>+.r�s0-�3N+l@A-1),=A-<��#Æ+lp�s5@A-

5N!�� � M<)1-,6l6.-127)�8�6.),s56.k1-12 M<j�8�@>=>+l@U35-12�)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/02 5N!��n-,= 5N! ¤N!Lo�/�@Ak1-dÑ*j5@>+l:<8�/Z=U6�P$-dÑ*j5@A-12A2A+.xz/ 5N! ¤�-,/
|Ðxz/0),=>+.xz/ 35-U698Á3N+.2>=
8�/0)1-NM"698;j�8�@Axz+.2w+l/�=A-,@>/0-

y∗ = y/δ = (r − ri)/δ
xz/�xz�5=>+.-,/�=�m

r0 − ri

re − r0
=

(r0 − ri)/δ

(re − r0)δ
=

y∗0
2 − y∗0

= r∗0.386 � 5N! � £ �

2Axz+l=�m

y∗0 =
2r∗0.386

1 + r∗0.386

� 5N! ���^�
�7-7698Á: �,:n-7| 8 �1xz/~}CM"j�8�@>=>+l@435-U698"@A-,698�=>+.xz/ 5N!��"xz/ xz�5=>+.-,/�="m

y∗max =
2r∗0.343

1 + r∗0.343

� 5N! � ¡ �

� £ �
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Ò~-12�jLx�2>+l=>+.xz/02�@
8z3N+98�6.-12�r�s0-n/0xzs02�81¢qxz/02"xz�5=A-,/�s0-12
r0 = 0.61

-,=
rmax = 0.64

2Axz/�=_-,/ j�8�@�|Ð8�+l=
8z)1)1xz@A3 8�¢q-1)�6.-12�@Ak12>s56l=
8�=A2uxz�5=A-,/�s024j�8�@w698;2>+l:�s5698�=>+.xz/ /�s5:nk,@>+.rZs0-_3N+l@A-1),=A-_35-���Ô�s5/5p�-,=48�6 !¹�Ð¡�£�£ �^� !× =>+l=>@A-�)1xz:;j�8�@
8�=>+ |�}*/0xzs02�81¢qxz/02�@A-,jLxz@>=Ak12�308�/02�6.-u=
8��56.-�8�s 5N! � 6.-12�j5@Ak13N+.),=>+.xz/02�35-12�2>+l:�s5698�=>+.xz/02�35-12p�@
8�/035-12�k1)AÔ0-,6l6.-12À35-�'N8�=
8$�q-�-,=y8�6 !5� �1: :��q� 308�/02�s5/;-12>j�8z)1-�8�/5/�s5698�+l@A-w35-�@
8�j5jLxz@>=�35-�@
8�Îqxz/02 r∗ = 0.1-,=�jGxzs5@7s5/0-�/0xz:_�5@A-;35-"&4-,Î*/0xz6.352

Reτ m = 895
!³Ò¹-_/0xz:��5@A-;35-�&u-,ÎZ/0xz6.35272A-,:��56.-�+l/1R0s0-,/0)1-,@U6.-12

jLx�2>+l=>+.xz/02�@
8z3N+98�6.-12
r0
-,=

rmax
r�s5+L2,P$k1)�8�@>=A-,/�=�6.k,pq?,@A-,:n-,/Z=435-u698_j�8�@Axz+.2�+l/Z=A-,@>/0-76.xz@A2Ar�s�P +l6~8�s5p�:n-,/Z=A-�!

Ò~-12�)1xz@>@Ak,698�=>+.xz/02 5N! ��� -,=�5N! � ¡ 8�@>@>+l¢q-,/Z=5M j5@Ak13N+l@A-n6.-;35k1)�8�698�pq-<-,/�=>@A-n6.-12�35-,sNÑ jGx�2>+l=>+.xz/02^}L:<8�+.2�/0-35xz/5/0-,/�=uj�8z2�6.-12�jLx�2>+l=>+.xz/024-dÑ08z),=A-12�!

����� 2 5N! � � vÆx�2>+l=>+.xz/02 r0
-,=

rmax

Reτ m � y∗0 y∗max�7ÖU'
144 0.61 0.64��ÔZs5/5pÉ-,=48�6 !¹�Ð¡�£�£ �^� 146 0.61 0.64'N8�=
8$�q-�-,=�8�6 !~� �1: :��q� 895 0.63 0.67��xz@>@Ak,698�=>+.xz/02 5N! ��� -,= 5N! � ¡ − 0.583 0.624

�
Reτ = uτ mδ/ν

uτ m = (τm/2)1/2

τm = τiri + τere/(ri + re)

� £�¡
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(
	��	�( � ��� "���7 � 3�� " 5 ��� � ��"�������� � ���  " ��7 � ��� � ��������7 3�� 3�����7���� � 7 3��$�� !�:�� : � " � � � 7
� � � � �(��7 �� ��� 	 �

Ò~-12nk1)1xzs56.-,:n-,/�=A2É=>s5@>�5s56.-,/�=A2<jGx�2
2A?135-,/�=;s5/0- 2>=>@>s0),=>s5@A- =Axzs5@>�5+l6l6.xz/5/�8�+l@A- )1xzÔ0k,@A-,/�=A-�-,=nxz@>p�8�/5+ Ú
2Ak1-UrZs5+¹35xz:;+l/0-U6�P$-,/02A-,:��56.-_35-12�8�s5=>@A-124k,¢qk,/0-,:n-,/�=A2u=>s5@>�5s56.-,/�=A2�35-U/�8�=>s5@A-Uj56ls02�8�6.k�8�=Axz+l@A-�!�× O0/ 35-
:;+.-,sNÑ")1-,@>/0-,@�6.-12Æ+l/�=A-,@
8z),=>+.xz/02�-,/�=>@A-�6.-12�3N+VULk,@A-,/Z=A-122R0s0),=>s�8�=>+.xz/02y35-12�)1xz:;jLx�2
8�/�=A-12y35-�¢*+l=A-12A2A-12Æ/0xzs02
8�6l6.xz/02Æs5=>+l6l+.2A-,@�698w:nk,=>Ô0x*35-%35-12�r�s�8z3N@
8�/Z=A2�r�s5+N)1xz/02>+.2>=A- Mw=>@
8z)1-,@�6.-12�35-,/02>+l=Ak12�35-�j5@Axz��8��5+l6l+l=Ak12GÍ�xz+l/Z=A-12
��Óqvy�7# � -,/Z=>@A-�6.-122R0s0),=>s�8�=>+.xz/02À35-%¢*+l=A-12A2A-w8�ÑN+98�6.-�}z@
8z3N+98�6.-w-,=À8$�1+l:�s5=
8�6.-�!��U8�/02�/0xz=>@A-�)�8z2�}z6987)1xz:;jLx�Ú2
8�/Z=A-�8�ÑN+98�6.-�-12>=w)1-,6l6.-_rZs5+¹35k>O0/5+l=w6.-_2A-,/02435-U6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/Z=�!]Ò¹-12435-,sNÑ 8�s5=>@A-1243N+l@A-1),=>+.xz/02�2Axz/�=�3N+l=A-12
� /0xz@>:<8�6.-12 � MÁ6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=�!GÒ~-124Ó�vy�7# 2A-,@Axz/�=w=>@
8z)1k1-12u35-,sNÑ M;35-,sNÑ �

(v′r, v
′
z), (v

′
θ, v

′
z), (v

′
θ, v

′
r))
!

��-,jL-,/0308�/�=_6.-12_j5Ô0k,/0xz:n?,/0-12�)�8�@
8z),=Ak,@>+.2A=>+.r�s0-12"35-;6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�="=>s5@>�5s56.-,/�= ��k Í>-1),=>+.xz/Ù-,=���8�698�Î�8�pq- �2Axz/Z=<:;+.2<-,/Ëk,¢Z+.35-,/0)1-�s5/5+.rZs0-,:n-,/�=�j�8�@<6.-12<)1xz:;jLx�2
8�/Z=A-12É@
8z3N+98�6.-��S/0xz@>:<8�6.- M 6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�= � -,=8�ÑN+98�6.-<��308�/02�6.-�2A-,/02435-76�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�= � !

Ejection

Balayage

v′
z

v′
r Q1

Q2

Q4

Q3

-/. 0/2�5N!�� � ��k,=>Ô0x*35-U35-12wrZs�8z3N@
8�/�=A2�!
�78�/02_s5/ k1)1xzs56.-,:n-,/�="=>s5@>�5s56.-,/�="j�8�@>+.k,=
8�6%xz/�jG-,s5=�3N+.2>=>+l/5p�s0-,@_j56ls02>+.-,s5@A2_j5Ô0k,/0xz:n?,/0-12Á2A-,6.xz/�6.-

2>+lp�/0-"35-12ZR0s0),=>s�8�=>+.xz/02U35-127¢Z+l=A-12
2A-12�8�ÑN+98�6.-Á-,=u@
8z3N+98�6.-�!¹��-,6l6.-12>Ú),+ÆjLxzs5¢�8�/�= �,=>@A-_/0k,p�8�=>+l¢q-12_xzs�jLx�2>+ Ú
=>+l¢q-12�}0xz/ jL-,s5=4)1xz/02>=>+l=>s0-,@ur�s�8�=>@A-�)1xz:��5+l/�8�+.2Axz/02"m
• v′z > 0

-,=
v′r > 0

}0)1xz@>@A-12>jLxz/03 MÁ35-12�@Ak,p�+.xz/024Ô�8�s5=A-U¢Z+l=A-12
2A-n�Sj5@A-,:;+.-,@urZs�8z3N@
8�/�= � !
• v′z > 0

-,=
v′r < 0

}G)1xz@>@A-12>jGxz/03 8�sNÑ @Ak,p�+.xz/02�Ô�8�s5=A-"¢*+l=A-12A2A-"x���8�j5j�8�@
8�+.2A2
-,/�=76.-12�j5Ô0k,/0xz:n?,/0-12�35-
��8�6981Î�8�pq-���35-,sNÑ*+.?,:n-�r�s�8z3N@
8�/Z= � !
• v′z < 0

-,=
v′r < 0

}0)1xz@>@A-12>jLxz/03 8�sNÑ @Ak,p�+.xz/02w��8z2A2A-7¢*+l=A-12A2A-n�S=>@Axz+.2A+.?,:n-�r�s�8z3N@
8�/Z= � !
• v′z < 0

-,=
v′r > 0

}y)1xz@>@A-12AjGxz/03 8�sNÑ @Ak,p�+.xz/02n��8z2
2A- ¢Z+l=A-12
2A- x�� 8�j5j�8�@
8�+.2A2A-,/Z=n6.-12;j5Ô0k,/0xz:n?,/0-12
3QP$k Í>-1),=>+.xz/Ù��r�s�8�=>@>+.?,:n-�r�s�8z3N@
8�/Z= � !
Ò~-12SO0p�s5@A-12-5N! ¤_-,=-5N! : +l6l6ls02>=>@A-,/Z=�6.-12�35-,/02A+l=Ak12�35-4j5@Axz��8��5+l6l+l=Ak12�Í>xz+l/�=A-12�-,/Z=>@A-76.-12YR0s0),=>s�8�=>+.xz/02w35-12

� £ �
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v’z

v’
r

-3 0 3
-3

0

3

y+≈5 (a)

v’z

v’
r

-3 0 3
-3

0

3

y+≈12 (b)

v’z

v’
r

-3 0 3
-3

0

3

y+≈23 (c)

v’z

v’
r

-3 0 3
-3

0

3

y+≈50 (d)

-/. 0 2 5N! ¤ � Ó�vy�7# 35-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02u35-7¢*+l=A-12A2A-12u8�Ñ*+98�6.-U-,=w@
8z3N+98�6.- �"j�8�@Axz+¹-dÑN=A-,@>/0-�!

¢*+l=A-12A2A-12;8�Ñ*+98�6.- -,=Á@
8z3N+98�6.- /0xz@>:<8�6l+.2Ak1-12Áj�8�@Á6.-,s5@;@>:n2"@A-12>jL-1),=>+l¢q-12�!�Ò~-12;Óqvy�7#�2Axz/�=Áj5@Ak12A-,/Z=Ak1-12.M
3N+VU³k,@A-,/�=A-12�3N+.2>=
8�/0)1-12�j�8�@w@
8�j5jLxz@>=u8�sNÑ j�8�@Axz+.2�+l/�=A-,@>/0-�-,=4-dÑN=A-,@>/0-�!]Õu/ xz�02A-,@>¢q-Us5/�)1xz:;jGxz@>=A-,:n-,/Z=
rZs�8z2>+�2>+l:;+l698�+l@A-Á8�s ¢qxz+.2A+l/�8�pq-�35-12�35-,sNÑ j�8�@Axz+.2yÍ�s02ArZs�P M

y+ ' 50
!G×

y+ ' 5
}0698nj5@Axz��8��5+l6l+l=AkuÍ�xz+l/Z=A-

3QP 8�j5j�8�@>+l=>+.xz/�35-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02UjLx�2>+l=>+l¢q-12735-_¢*+l=A-12A2A-�@
8z3N+98�6.-
v′r > 0

-,=�35-12 R0s0),=>s�8�=>+.xz/02U/0k,p�8�=>+l¢q-12
35-Á¢*+l=A-12A2A-;8�Ñ*+98�6.-

v′z < 0
-12>=7698�j56ls02Up�@
8�/035-�!³Ò¹8�¢*+l=A-12A2A-"6.xz/5p�+l=>s03N+l/�8�6.-<-12A=U8�6.xz@A2�j56ls02�|Ð8�+l�56.-;rZs0-

698�:nx^Îq-,/5/0- 35- 6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/Z=É=
8�/03N+.2Ér�s0- 698�¢*+l=A-12A2A- @
8z3N+98�6.-�35-,¢Z+.-,/Z=<j56ls02;+l/Z=A-,/02A-�}y6.- R0s5+.35- -12>=
j5@Ax�Í>-,=Ak"35-127j�8�@Axz+.27¢q-,@A276�P +l/Z=Ak,@>+.-,s5@_35-"6�P$-12>j�8z)1-;8�/5/�s5698�+l@A-�!���-,698 2A+lp�/5+VO�-"rZs�P 8�s�¢qxz+.2>+l/�8�pq-;35-12�j�8�Ú
@Axz+.2�6.-12yj5Ô0k,/0xz:n?,/0-12%3QP$k Í�-1),=>+.xz/ 2Axz/Z=Àj56ls02�/0xz:_�5@A-,sNÑ<:<8�+.2�6.-12Àj5Ô0k,/0xz:n?,/0-12%35-4��8�6981Î�8�pq-�2Axz/�=�j56ls02
+l/�=A-,/02
-12�!Z× )1-,=>=A-ujLx�2>+l=>+.xz/~}q6.-12�Óqvy�7# 2
xz/�=�s5/ÉjL-,s<j56ls02�@A-12A2A-,@>@Ak1-12�3Ns�)	�z=Ak4+l/�=A-,@>/0-�}N2>+lp�/5+VO]8�/Z=%rZs0-
6.-12�j5Ô0k,/0xz:n?,/0-12�3QP$k Í�-1),=>+.xz/�-,=435-7��8�6981Î�8�pq-�2Axz/�=wj56ls024+l/�=A-,/02A-12^!

×
y+ ' 12

}�698 j5@Axz��8��5+l6l+l=Ak�3QP 8�j5j�8�@>+l=>+.xz/ 35- R0s0),=>s�8�=>+.xz/02 @
8z3N+98�6.-12 -,=�8�ÑN+98�6.-12�35-�2>+lp�/0-12�xzj5jLx�Ú
2Ak12U-12>=Uj5@
8�=>+.rZs0-,:n-,/�=�698�: �,:n-;jLxzs5@U6.-12�)1xz:_�5+l/�8�+.2Axz/02

v′z > 0
-,=

v′r < 0
xzs

v′z < 0
-,=

v′r > 0
!

× )1-,=>=A-�jGx�2A+l=>+.xz/~}�6.-12Æj5Ô0k,/0xz:n?,/0-12�3QP$k Í>-1),=>+.xz/;-,=�35-���8�6981Î�8�pq-�xz/Z=�j5@
8�=>+.r�s0-,:n-,/Z=�698w: �,:n-�+l/�=A-,/02A+l=Ak�!

×(j�8�@>=>+l@u35-
y+ ' 23

-,=ÀÍ s02
r�s�P M
y+ ' 50

}�698Áj5@Axz��8��5+l6l+l=Ak"3QP 8�j5j�8�@>+l=>+.xz/Ï35-�R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�/0k,p�8�=>+l¢q-12

� £ �
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35-�¢*+l=A-12A2A-%@
8z3N+98�6.-
v′r < 0

-,/n: �,:n-w=A-,:;j02ÀrZs0-w35-122R0s0),=>s�8�=>+.xz/02�jGx�2>+l=>+l¢q-12�35-%¢Z+l=A-12
2A-48�ÑN+98�6.-
v′z > 035-,¢*+.-,/�=�j56ls02y+l:;jLxz@>=
8�/�=A-�}*6.- R0s5+.35-�-12>=�8�6.xz@A2�3N@
8�+l/0kw¢q-,@A2�6.-12yj�8�@Axz+.2�!ZÒ~-12�k Í>-1),=>+.xz/02�2,P 8�=>=Ak,/�s0-,/Z=�jL-,s

M"jL-,s 698�+.2A2
8�/Z=wj5698z)1-_8�s j5Ô0k,/0xz:n?,/0-_35-���8�6981Î�8�pq-�!
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Ò~-12�)1xz:;jLxz@>=A-,:n-,/�=A2�8z2>Î*:;j5=Axz=>+.rZs0-12�35-46987@>:n2�35-12�R0s0),=>s�8�=>+.xz/02%35-w=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-u-,=�35-12 R0sNÑ<35-

)AÔ�8�6.-,s5@�=>s5@>�5s56.-,/�=A2�}�-,/U|Ðxz/0),=>+.xz/_3Ns�/0xz:_�5@A-�35-�v�@
8�/03N=>6Zxz/Z=¹k,=AkÀ8�/�8�6lÎN2Ak12~308�/02¹6.-12~35-,sNÑUpqk1xz:nk,=>@>+.-12�!
��-12~6.xz+.2Æ8z2>Î*:;j5=Axz=>+.r�s0-12�jG-,s5¢q-,/Z= �,=>@A-�3QP s5/_p�@
8�/03�+l/Z=Ak,@ �,=Æ308�/02¹698�:nx*35k,6l+.2
8�=>+.xz/_j5@Ax*)AÔ0-Àj�8�@Axz+ !^Ö�xzs02
81¢qxz/02�s5=>+l6l+.2Akn308�/02_698 )1xz/03Ns5+l=A-<),Î*6l+l/03N@>+.rZs0-ns5/0-n)1xz/03N+l=>+.xz/ 35-;=Î*jL-;:;+ Ñ*=A-�}~6�P$k,/0-,@>p�+.-nj5@Ax*),s5@Ak1-BM

� ¡��
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6�P$k1)1xzs56.-,:n-,/�=<j5@Ax�¢*+.-,/�=<3QP s5/ R0sNÑ�35- )
Ô�8�6.-,s5@ns5/5+ |�xz@>:n-�=
8�/03N+.2nrZs0-É698 j�8�@Axz+w2
-É)1xz:;jLxz@>=A- 3QP s5/0-
:<8�/5+.?,@A-u+.2Axz=>Ô0-,@>:n-�!��U8�/02�698U@Ak,p�+.xz/<j�8�@>+.k,=
8�6.-�}Z698U@>:n2�35-12�R0s0),=>s�8�=>+.xz/02%35-�=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-�}Z6.- R0sNÑ<35-
)AÔ�8�6.-,s5@_=>s5@>�5s56.-,/�="8�ÑN+98�6y-,=U6.-5R0sNÑ 35-;)AÔ�8�6.-,s5@_=>s5@>�5s56.-,/Z=_@
8z3N+98�6y2>s5+l¢q-,/Z=�@A-12>jL-1),=>+l¢q-,:n-,/�="35-12U6.xz+.2
-,/ m

y+ } y+2 -,=
y+3 !��U8�/02�6�P$-12>j�8z)1-�8�/5/�s5698�+l@A-�}�) P$-12>=�s5/NR0sNÑ�35-�)AÔ�8�6.-,s5@�+.35k�8�65rZs5+Z-12>=Æ+l:;jGx�2
kÀ2>s5@Æ6.-12

35-,sNÑ j�8�@Axz+.2�}�698;@>:n2�35-124R0s0),=>s�8�=>+.xz/02735-�=A-,:;jLk,@
8�=>s5@A-"-12>=�8�6.xz@A2�)1xz/02>=
8�/�=A-"-,=46.-124R0sNÑ 35-_)
Ô�8�6.-,s5@
=>s5@>�5s56.-,/�=A2É8�Ñ*+98�6�-,=Á@
8z3N+98�6�k,¢qxz6ls0-,/�=n@A-12>jL-1),=>+l¢q-,:n-,/�=n-,/

y+ -,=
y+2 !���-12Á@Ak12>s56l=
8�=A2;2Axz/Z=;-,/��Lxz/8z)1)1xz@A3�81¢q-1)Á6.-12735k,¢q-,6.xzj5jL-,:n-,/�=A2"8�/�8�6lÎZ=>+.rZs0-127@A-,=>@Axzs5¢qk12�308�/027698É6l+l=>=Ak,@
8�=>s5@A-�!³Ò~-12U)1xz/02>=
8�/Z=A-12�35-12

6.xz+.2�3QP$k,¢qxz6ls5=>+.xz/ xz/�k,=Ak435k,=A-,@>:;+l/0k1-12�-,=�2Axz/�=�+l/035k,jG-,/0308�/Z=A-12%3NsÉ/0xz:��5@A-u35-�v�@
8�/03N=>6G6.xz@A2Ar�s0-u)1-,6ls5+ Ú
),+¹35k,j�8z2A2
-7s5/0-�)1-,@>=
8�+l/0-�¢�8�6.-,s5@�!0Ò~-12u)1xz/02>=
8�/�=A-12u=>@Axzs5¢qk1-124308�/0246.-U)�8z2435-7698;)1xz/03Ns5+l=A-�),ÎZ6l+l/03N@>+.rZs0-
2Axz/Z=w=>@A?12�j5@Ax*)AÔ0-12435-_)1-,6l6.-12w3Ns )�8�/�8�6~j5698�/�8�¢q-1)�)1xz/03N+l=>+.xz/ :;+ ÑN=A-�!
Ò�P s5/0-<35-12UjL-,@A2>jL-1),=>+l¢q-12_35-;)1-;=>@
8�¢z8�+l6�)1xz/02>+.2>=A-.M k,=>s03N+.-,@�6.-12U=>@
8�/02�|Ð-,@>=A2_35-nrZs�8�/�=>+l=Ak<35-;:nxzsNÚ

¢q-,:n-,/�=É-,=Á35- )
Ô�8�6.-,s5@�}�jGxzs5@n35-12Á/0xz:��5@A-12n35- &4-,Î*/0xz6.352Á-,=n35- v�@
8�/03N=>6wj56ls02;k,6.-,¢qk12`MÏ6�P 8�+.35- 35-
2>+l:�s5698�=>+.xz/ 35-12�p�@
8�/035-12;k1)
Ô0-,6l6.-12 ��Ò~o�' � !�v�6ls02>+.-,s5@A2Á:nx*35?,6.-12Áxz/�=;k,=Ak�j5@Axzp�@
8�:;:nk12;-,=Á+l/�=>@Ax*3Ns5+l=A2308�/02�6.-;)1x*35-�}³=A-,6.2�rZs0-Á6.-12�:nx*35?,6.-12NM vy@
8�/03N=>6À)1xz/02>=
8�/�=�}�3NÎZ/�8�:;+.rZs0-�}~35-n2A+l:;+l698�@>+l=Akn35-12_k1)
Ô0-,6l6.-12
8�+l/02>+�r�s0-Ï)1-,6ls5+�35- ��8�@A3N+l/�8N!� u/0-�k,=>s035-Ï35k,=
8�+l6l6.k1-Ï35-�)
Ô�8zr�s0-�:nxZ35?,6.-�jL-,s5= �,=>@A-Ï->UL-1),=>s0k1-�8$O0/
3QP 8�:nk,6l+.xz@A-,@46.-,s5@A24jG-,@�|Ðxz@>:<8�/0)1-12�!0oy/ jG-,@A2>jL-1),=>+l¢q-�k,p�8�6.-,:n-,/Z=�}]3N+l¢q-,@A2�jLxz+l/�=A24+l/�=Ak,@A-12A2c8�/�=A2"m

� 6�P 8�:nk,6l+.xz@
8�=>+.xz/ 35-Á698�j5@Ax*)1k13Ns5@A-Á/�s5:nk,@>+.rZs0-<8$O0/�35-;3N+l:;+l/�s0-,@�6.-12�=A-,:;j02�35-Á)�8�6.),s56u�S@Ak13Ns5+l@A-
6.-U)1x �5= � }

� 6�P$k,=>s035-43Nsnj5@Axz�56.?,:n-�308�/02y6.-u)�8z2À35-�j�8�@Axz+.2�+.2Axz=>Ô0-,@>:n-12�8$O0/É35-w¢qxz+l@À6�P +l:;j�8z),=�35-�698�)1xz/03N+l=>+.xz/
M"698Á6l+l:;+l=A-�2>s5@�6.-7=>@
8�/02>|�-,@>=435-_)AÔ�8�6.-,s5@�}

� 6�P$k,=>s035-_35-12u=>@
8�/02�|Ð-,@>=A24=>Ô0-,@>:nx�Ú)1xz/Z¢q-1),=>+ |�2U308�/0246.-_)�8z3N@A-_35-_6�P 8�j5j5@Ax1ÑN+l:<8�=>+.xz/�35- �%xzs02A2>+l/0-12Ar
��)1xz/�¢q-1),=>+.xz/�:;+ Ñ*=A-�}0)1xz/03Ns5+l=A-124¢q-,@>=>+.)�8�6.-12 � }

� 6�P$k,=>s035-n35-Á6�P +l/1R0s0-,/0)1-<35-n698�@Axz=
8�=>+.xz/ 35-12Uj�8�@Axz+.2_2As5@U6.-Á=>@
8�/02�|�-,@>=�35-;)AÔ�8�6.-,s5@�308�/02�6�P$-12>j�8z)1-
8�/5/�s5698�+l@A-�!
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v�xzs5@�j5@Axzs5¢q-,@�rZs0-w6.-4)AÔ�8�:;j�/0xz/NÚ2Axz6.k,/0xz+.308�6
q̂
8�j5j5@Ax*)AÔ0-u6.-4)
Ô�8�:;j�2
xz6.k,/0xz+.308�6

q
MU6�P$xz@A3N@A-�35-,sNÑ³}

xz/�8�j5j56l+.rZs0-U698"j5@Ax*)1k13Ns5@A-�35k1),@>+l=A-�j�8�@ �7+l:�-,=u��xz+l/ � �1: ¤ 5 � !
'Zs5j5jLx�2Axz/02wrZs0-

q̂l
i

-12>=�6�P 8�j5j5@Ax1ÑN+l:<8�=>+.xz/�35-7698"|�xz/0),=>+.xz/�)1xz/�=>+l/�s0-
q∗i
r�s5+~2
8�=>+.2>|Ð8�+l=�m





∂q∗i
∂t = H∗

i − Gip
∗ + Aiq

∗
i

q∗i (tl) = ql
i p∗(tl) = pl

i

(A.1)

×u6.xz@A2�}Nj�8�@ws5/ 35k,¢q-,6.xzj5jL-,:n-,/�=7-,/ 2Ak,@>+.-U35- �Æ81Î*6.xz@_m

ql+1
i ≈ q∗i (tl+1) = q∗i (tl) +

(
∂q∗i
∂t

)
t=tl

∆t + O(∆t2)

= q∗i (tl) + ∆t [H∗
i − Gip

∗ + Aq∗i ]t=tl
+ O(∆t2)

= ql
i + ∆t

[
Hl

i − Gip
l + Aiq

l
i

]
t=tl

+ O(∆t2)

= ql
i +

q̂l
i−ql

c

∆t ∆t + O(∆t2)

(A.2)

-,= O0/�8�6.-,:n-,/�=Ám
ql+1
i = q̂l

i + O(∆t2) (A.3)
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� �����)�� � ��� ( �"%)�
 � ����& � ����( ��" � � � � ����(
Ò�P$k1r�s�8�=>+.xz/�35-wvÆxz+.2A2Axz/ � !95 � 2/P$k1),@>+l=À-,/;|Ðxz@>:n-�3N+.2A),@A?,=A-_�S6987jLx�2>+l=>+.xz/<3Ns Φ

-12A= M;�
i+1/2

}
j +1/2

}
k + 1/2 �>� m

LΦ(i, j, k) = Q(i, j, k) (B.1)

i = 1, n1m = n1 − 1 j = 1, n2m = n2 − 1 k = 1, n3m = n3 − 1x��
Q(i, j, k) =

1

αl∆t
(Dq̂)i+1/2,j+1/2,k+1/2 (B.2)

Ò�P$xzjLk,@
8�=A-,s5@ L -12>=�=>@
8�/02�|Ðxz@>:nk�308�/02�s5/;xzjGk,@
8�=A-,s5@�=>@>+.3N+98�pqxz/�8�60j�8�@y35-,sNÑ"=>@
8�/02�|Ðxz@>:nk1-12�35-�#0xzs5@>+.-,@wm� 35k1)1xz:;jGx�2A+l=>+.xz/ -,/ 2Ak,@>+.-U35-�#�xzs5@>+.-,@u2>s5@
z

Φ(i, j, k) =

n3m−1∑

l=0

Φ̂(i, j, l)eI 2π
n3m

kl l = 0, n3m − 1 (B.3)

��xz:;:n-
Q(i, j, k)

2Axz/Z=Á@Ak1-,6.2�}�xz/ 8�j5j56l+.rZs0-�s5/0-<=>@
8�/02�|Ðxz@>:nk1- 35- #0xzs5@>+.-,@;@
8�j5+.35- ��#Æ# � � 35-�=Î*jG-@Ak1-,6 Ú35-,:;+ Ú)1xz:;j56.-dÑ5-��j�8�@4)1xz/02
k1r�s0-,/Z=_m

Q̂(i, j, l) = conj
(
Q̂(i, j, n3m − 1)

)
= A(l) + IB(l)

A(l) =
1

n3m

n3m−1∑

k=0

Q(i, j, k)cos(
2π

n3m
kl) (B.4)

B(l) = − 1

n3m

n3m−1∑

k=0

Q(i, j, k)sin(
2π

n3m
kl)

-,=�6�P$k1rZs�8�=>+.xz/ M"@Ak12Axzs03N@A-�35-,¢*+.-,/�="m
[

1

r2

∂2

∂θ2
+

1

r

∂

∂r
(r

∂

∂r
)

]
Φ̂(i, j, l) − k

′

lΦ̂(i, j, l) = Q̂(i, j, l) l = 0, n3m/2 (B.5)

x�� xz/ 8"s5=>+l6l+.2Ak�698;3N+.2A),@A?,=>+.2
8�=>+.xz/ m
∂2Φ

∂z2
(i, j, k) =

Φ(i, j, k + 1) − 2Φ(i, j, k) + Φ(i, j, k − 1)

∆z2
(B.6)

rZs5+~35xz/5/0-�)1xz:;:n-�/0xz:��5@A-_3QP$xz/035-nm

κ
′

l =
2

∆z2

[
1 − cos(

2π

n3m
l)

]
(B.7)
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� 35k1)1xz:;jGx�2A+l=>+.xz/ -,/ 2Ak,@>+.-U35-�#�xzs5@>+.-,@u2>s5@
θ

Φ̂(i, j, l) =

n1m−1∑

p=0

ˆ̂
Φ(p, j, l)eI 2π

n1m
pi p = 0, n1m − 1 (B.8)

��-,=>=A-�|Ðxz+.2�Ú),+³698�=>@
8�/02�|�xz@>:nk1-_35-�#�xzs5@>+.-,@42A-,@
8Á35-�=Î*jG-U)1xz:;j56.-dÑ*Ú)1xz:;j56.-dÑ ��81¢q-1)Us5/0-U3N+.2
),@Ak,=>+.2
8�=>+.xz/
3Ns =�ÎZjL-n���7!�� � 6�P$k1r�s�8�=>+.xz/�3Ns 35k,j�8�@>=4-12>=�@Ak13Ns5+l=A-NM m

[
1

r

∂

∂r
(r

∂

∂r

]
ˆ̂
Φ(p, j, l) − k

′

l
ˆ̂
Φ(p, j, l) − 1

r2
k

′

p
ˆ̂
Φ(p, j, l) = Q̂(p, j, l) l = 0, n3m/2 (B.9)

81¢q-1)<m
κ

′

l =
2

∆θ2

[
1 − cos(

2π

n1m
p)

]
(B.10)

� @Ak12Axz6ls5=>+.xz/É3Ns�2>ÎN2>=A?,:n-w=>@>+.3N+98�pqxz/�8�6�O0/�8�6Æ���7! :q� jLxzs5@À698Uj�8�@>=>+.-4@Ak1-,6l6.-u-,=ÀjLxzs5@À6987j�8�@>=>+.-u+l:<8�p�+ Ú/�8�+l@A-u8�¢q-1)46�P 8�6lpqxz@>+l=>Ô5:n-�35- �%Ô0xz:<8z2���6�P +l/�¢q-,@A2>+.xz/ 35xz+l= �,=>@A-4->U³-1),=>s0kwjLxzs5@�)AÔ�8zrZs0-
p = 0, n1m-,=

l = 0, n3m/2
!��78�/02�6.-n)1xZ35-�}LjLxzs5@_)
Ô�8zr�s0-

l
xz/�+l/Z¢q-,@A2A-n2>+l:�s56l=
8�/0k,:n-,/�=

n1m
2AÎ*2>=A?,:n-12

)1xz@>@A-12>jLxz/0308�/�=�8�sNÑ ¢�8�6.-,s5@A2w35-
p
}5)1-�rZs5+³jG-,@>:n-,=4698"¢q-1),=Axz@>+.2
8�=>+.xz/�35-76�P 8�6lpqxz@>+l=>Ô5:n-�!

� s5/0-7|Ðxz+.2%=>@Axzs5¢qk ˆ̂
Φ(p, j, l)

}0xz/ ->U³-1),=>s0-U6.-12�=>@
8�/02�|Ðxz@>:nk1-12435-U#�xzs5@>+.-,@4+l/�¢q-,@A2
-12�!
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Ò�P$k1r�s�8�=>+.xz/�35-"698Éj5@A-12A2>+.xz/�-,/Ï|�xz/0),=>+.xz/ 35-
Φ
jG-,s5= �,=>@A-Áxz�5=A-,/�s0-;-,/ )1xz/02>+.35k,@
8�/Z=�35-,sNÑ |Ðxz@>:n-12

35-U6�P$k1rZs�8�=>+.xz/ 3N+.2A),@Ak,=>+.2Ak1-É� � ! � £ � }�81¢q-1)_s5/ =>@
8�+l=A-,:n-,/�=735-7698Áj5@A-12A2>+.xz/�m
� -dÑ*j56l+.),+l=A-<m

q̂l
c − ql

c

∆t
=

[
γlHl

c + ρlHl−1
c − αlGcp

l +
αl

2
Ac(q̂

l
c + ql

c)
]

� +l:;j56l+.),+l=A-nm

ql+1
c − ql

c

∆t
=

[
γlHl

c + ρlHl−1
c − αlGcp

l+1 +
αl

2
Ac(q

l+1c + ql
c)

]

v�8�@42Axzs02>=>@
8z),=>+.xz/~}�/0xzs02wxz�5=A-,/0xz/02_m

ql+1
c − q̂l

c

∆t
= αlGcp

l − αlGcp
l+1 +

αl

2
Ac(q

l+1
c + q̂l

c)

o�/ns5=>+l6l+.2c8�/�=À:<8�+l/Z=A-,/�8�/�=%6�P$k1rZs�8�=>+.xz/É35-w)1xz@>@A-1),=>+.xz/É/0xzs02yjLxzs5¢qxz/02y@A-,=>@Axzs5¢q-,@Às5/0-uk1r�s�8�=>+.xz/É2A)�8�698�+l@A-
35-U698�|Ðxz@>:n-nm

Gcp
l+1 = Gcp

l + GcΦ
l+1 − αl∆t

2
Ac(GcΦ

l+1) (C.1)

 u/0-Uk1r�s�8�=>+.xz/ 2A+l:;j56l+VO�k1-�jLxzs5@�698Áj5@A-12A2>+.xz/ -12>=wxz�5=A-,/Zs0-_35-<� ��! �^� -,/ |Ð8�+.2
8�/Z=w6�P 8�j5j5@Ax1ÑN+l:<8�=>+.xz/ m

Ac(GcΦ) =
1

Re
Gc(LΦ), pourc = θ, r, z (C.2)

Ö�xzs02wxz�5=A-,/0xz/02_m
pl+1 = pl + Φl+1 − αl∆t

2
AcΦ

l+1 (C.3)

Ò�P 8�j5j5@Ax�Ñ*+l:<8�=>+.xz/ � ��! ¡ � /�P$-12>=U:<8�=>Ô0k,:<8�=>+.r�s0-,:n-,/Z=_¢�8�698��56.-;r�s0-"jLxzs5@U698�)1xz:;jGx�2
8�/Z=A- z
!Lv�xzs5@_6.-12

)1xz:;jLx�2
8�/�=A-12
r
-,=

θ
-,6l6.-y/�P$-12>=�j�8z2¹¢�8�698��56.-�}$M4)�8�s02A-À3Ns�=>@
8�+l=A-,:n-,/�=�-dÑ*j56l+.),+l=A-�35-12~=A-,@>:n-12Æ35-À)1xzs5j5698�pq-

+l/�=A-,@>¢q-,/�8�/Z=n308�/02"6�P$xzjGk,@
8�=A-,s5@Á¢*+.2Ar�s0-,sNÑ xz@>+lp�+l/�8�6 !ÆÖ�k�8�/5:nxz+l/02�}Æ6�P$k1r�s�8�=>+.xz/ � ��! �q� 35xz/5/0-<s5/0-É=>@A?12�Lxz/5/0-_8�j5j5@Ax1ÑN+l:<8�=>+.xz/�3Ns )
Ô�8�:;j�35-7j5@A-12A2A+.xz/~!
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o�/ @Ak,p�+l:n-_k,=
8��56l+~6�P$-1r�s�8�=>+.xz/Ï35-UÖ�8�¢Z+.-,@�Ú 'Z=Ax��q-12�2A-7@Ak13Ns5+l= M m

0 = −∂p

∂z
+

1

r

∂

∂r
(rτrz)

81¢q-1)<m

τrz = µ
∂vz

∂r
− ρv′rv

′
z

-,/ @Ak,p�+l:n-U698�:;+l/�8�+l@A-Ém

τrz = µ
∂vz

∂r

0 = −∂p

∂z
+

1

r

∂

∂r
(rµ

∂vz

∂r
)

r

µ

∂p

∂z
=

∂

∂r
(r

∂vz

∂r
)

r
∂vz

∂r
=

r2

2µ

∂p

∂z
+ C1

∂vz

∂r
=

r

2µ

∂p

∂z
+

C1

r

2Axz+l=�m

vz(r) =
r2

4µ

∂p

∂z
+ C1 ln(r) + C2

r = ri −→
ri

2

4µ

∂p

∂z
+ C1 ln(ri) + C2 = 0

r = re −→ re
2

4µ

∂p

∂z
+ C1 ln(re) + C2 = 0
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3QP$x�� m

C1 =
1

4µ

∂p

∂z

(re
2 − ri

2)

ln(ri/re)

o�/ @Ak,p�+l:n-�698�:;+l/�8�+l@A-_xz/ 8 m

τrz(r0) =
∂vz(rmax)

∂z
= 0 ⇒ r0 = rmax

r0

2µ

∂p

∂z
+

C1

r0
= 0

r0
2 =

2µC1

∂p/∂z

o�/ @A-,:;j5698 ��8�/Z=4698;)1xz/02A=
8�/�=A-
C1

xz/ xz�5=>+.-,/Z=�m

r0 = rmax =

√
(re

2 − ri
2)

2 ln(ri/re)

o�/ @Ak,p�+l:n-�=>s5@>�5s56.-,/�=uxz/Ï8 m

τrz = µ
∂vz

∂r
− ρv′rv

′
z

v′rv
′
z

/�P$k,=
8�/�=Uj�8z27j5@AxzjLxz@>=>+.xz/5/0-,6YM
∂vz/∂z

}
τrz

/0-"2/P 8�/5/�s56.-Áj�8z2�|Ðxz@A)1k,:n-,/�=�6.xz@A2ArZs0-
∂vz/∂z = 0

}
r0
-,=

rmax
/0-�)1x��Ð/0),+.35-,/Z=4j�8z2�!

τrz(r) =
r

2

∂p

∂z
+

C1

r

τrz(r0) = 0 ⇒ r0

2

∂p

∂z
+

C1

r0
= 0

C1 = −r0
2

2

∂p

∂z
3QP$x�� m

τrz(r) =
r

2

∂p

∂z
− r0

2

2

∂p

∂z

(
1

r

)

τrz(r) =

(
− ∂p

∂z

)(
r2
0 − r2

2r

)
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