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Introduction

1 Contexte de la recherche

Les constructeurs automobiles tendent & s’appuyer de plus en plus sur des prévisions numériques
issues de modéles développés en amont des projets. Le domaine de ’acoustique et des vibrations
(ACV) n’échappe pas a ce principe et utilise des modeéles numériques trés détaillés pour carac-
tériser les réponses acoustiques et vibratoires trés tot dans la phase de conception du véhicule.
Dans le cadre de ce travail de recherche, on s’intéresse au confort acoustique et vibratoire de
véhicules limité au cas de la vibroacoustique linéaire dans le domaine des basses et moyennes
fréquences (BMF < 400 Hz). Les excitations vibratoires étudiées par la suite sont produites par
le groupe moto-propulseur (GMP). Les points d’observation sont situés sur la structure (fonc-
tions de réponse en fréquence - FRF - purement vibratoires) et dans I’habitacle au niveau des

oreilles des passagers avant et arriére (FRF vibroacoustiques).

Le constructeur automobile souhaite améliorer la modélisation des habillages de carrosserie (voir
un exemple d’habillage de tablier sur la figure 1) qui concerne dans un premier temps les com-
plexes insonorisants (dits habillages) dans le domaine des basses et moyennes fréquences. Le
bureau d’études modélise actuellement ces habillages par un ajout de masse répartie ou de
masses nodales dans le modéle éléments finis aux endroits habillés. Cependant, les modéles d’ha-
billages simplifiés ne sont pas bien adaptés pour le calcul des réponses acoustiques et vibratoires
en basses et moyennes fréquences. En effet, une étude du constructeur (Julien Mignon [75]) a
mis en évidence que la modélisation par ajout de masse répartie ou de masses ponctuelles sur la
structure était insuffisante. Il a été montré qu’une partie de la masse des habillages se découplait
aprés une certaine fréquence dite de résonance d’épaisseur située entre 50 et 150 Hz selon les
habillages. La conclusion du rapport était qu’une modélisation par ensembles de {masse-ressort}
répartis améliorait significativement les résultats. En contre-partie, chaque ensemble de {masse-
ressort} accroit le nombre de modes propres du modéle éléments finis du véhicule et augmente
ainsi excessivement la dimension du modéle réduit du véhicule jusqu’a le rendre inexploitable.

Une telle modélisation ne s’est donc pas généralisée.



2 Introduction

F1G. 1 — Exemple d’habillage de tablier

Outre la résonance d’épaisseur, un second aspect est & prendre en compte dans la modélisa-
tion simplifiée : les points d’accroche des habillages ne sont pas connus avec précision. Les ha-
billages sont fixés, par exemple, avec du ruban adhésif ou des points de colle dont la dispersion
au montage est trés grande. Il est donc quasiment impossible de modéliser les liaisons entre la
structure du véhicule et les habillages de fagon déterministe. L’industrie automobile a souhaité
dés lors obtenir un modéle simplifié (1) qui soit simplement défini grace aux paramétres de
conception des assemblages de matériaux constituant les habillages, (2) qui prenne en compte
a la fois la dynamique interne de ces assemblages et (3) la dispersion des habillages (géométrie,
matériaux, conditions aux limites, ...). Le modéle simplifié de I'habillage doit bien str étre im-
plémentable facilement dans un modéle vibroacoustique complet d’automobile (un exemple d’un

modele vibroacoustique de cavité automobile couplé a la structure est présenté a la figure 2).

2 Positionnement de la recherche

Dans la présente recherche, on s’intéresse & la construction d’un modéle simplifié d’une structure
composite (complexe insonorisant ou habillage) constitués d’un assemblage de divers matériaux
(poro-élastiques, bitumeux, feutres, moquettes, ...) dans le cadre de la vibroacoustique
linéaire pour le domaine des basses et moyennes fréquences (< 400 Hz). Ces habillages ont un
comportement de systéme dynamique dont la fréquence de résonance appartient a la bande de
fréquences étudiée. On ne s’intéresse pas a la bande des hautes fréquences pour laquelle de trés

nombreux modes élastiques apparaissent.

Une approche classique de modélisation consiste & modéliser I’habillage en tant que milieu poro-
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Fi1G. 2 — Exemple de modéle vibroacoustique numérique d’automobile

élastique et & modéliser ces milieux par les équations continues découlant de la théorie de Biot;
le probléme aux limites associé est ensuite résolu par la méthode des éléments finis. Dans ce cas,
le systéme vibroacoustique avec 'habillage est modélisé par la méthode des éléments finis (voir
par exemple les références Kang and Bolton [77| |78|, Panneton and Atalla [110| [111], Atalla
et al. [13] |11] [14]). Cette approche n’est pas celle retenue dans ce travail, d’une part parce
que le comportement des habillages est relativement simple dans la bande de fréquences étudiée,
ce qui permet d’envisager des modéles simplifiés, et d’autre part parce que nous souhaitons dé-
velopper une approche qui n’accroisse pas le nombre de DDL du modéle sans habillage et qui
n’accroisse pas la dimension du modéle réduit de par la présence de tous les modes des habillages

qui viendraient s’ajouter a tous les modes déja trés nombreux de la structure.

En conséquence, il existe un trés grand intérét & construire des modéles simplifiés d’habillage qui
n’ajoutent pas de degré de liberté au modéle de la structure. Les modélisations par impédance
acoustique sont fréquemment utilisées afin de construire des modéles simplifiés sans rajouter
de degrés de liberté. Cette notion est développée dans les ouvrages suivants Junger and Feit
|76/, Pierce [114]|, Fahy [48|, Allard |2|, Ohayon and Soize |[108|. Un grand nombre de publica-
tions a été consacré a ce sujet dans les trois derniéres décennies mais la plus grande partie de ces
travaux concerne les moyennes et hautes fréquences ot le comportement des habillages différe de
celui observé dans les basses et moyennes fréquences étudiées dans cette thése. Le lecteur pourra
trouver de nombreux papiers concernant ces modélisations dans les références suivantes Guyader

and Lesueur [67|, Moore and Lyon [105|, Allard et al. |3, Blaise et al. [18], Allard and Daigle
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|4], Lesueur et al. [85|, Atalla and Panneton [12|, Cushieri and Feit [36|, Faverjon and Soize

|49] |50], Jaouen et al. |71].

Dans ce travail, nous présentons une construction alternative aux approches par éléments finis
qui se situe dans la classe des impédances acoustiques de paroi. Comme il est expliqué, un mo-
déle simplifié peut étre construit & partir d’un oscillateur & un degré de liberté dont la fréquence
de résonance appartient a l'intervalle d’étude. De plus, en raison de la grande variabilité de
I’épaisseur, géométrie et propriétés des matériaux les constituant, les habillages sont considérés
comme des structures complexes et en conséquence, nous proposons une description statistique
des degrés de liberté internes participant de la dynamique. Nous sommes alors enclin & utiliser la
théorie des structures floues qui convient a ce cadre et qui a déja été validée. La théorie des struc-
tures floues posséde 'avantage de permettre l'interprétation du comportement des habillages en
terme de systéme dynamique. Ce comportement est caractérisé par seulement trois parameétres
physiques : le taux de masse participante, la densité modale et le taux de dissipation interne.
Ces paramétres peuvent étre obtenus facilement par 'ingénierie en fonction des paramétres de
conception des habillages que sont la masse, la raideur et la dissipation internes des matériaux

constitutifs des habillages.

La théorie des structures floues a été introduite il y a vingt ans afin de modéliser les effets de
sous-structures complexes dont on a peu d’information pour en construire un modéle sur le sys-
téme principal (dit systéme maitre), (voir les références Soize [128|, Chabas et al. [26], Soize
[130] [133], Soize and Bjaoui [144|). Cette théorie est développée dans le cadre de la théo-
rie mathématique des probabilités qui est adaptée a notre probléme comportant de nombreuses
incertitudes (géométrie, matériaux, conditions aux limites). Un certain nombre d’auteurs ont
utilisé cette théorie (voir par exemple Pierce et al. [117], Strasberg and Feit [152|, Weaver |156|
[157|, Maidanik and Dickey [98|, Weaver [158| [159|, Mencik and Berry [101]). La plupart de
ces développements concerne un sous-systéme complexe couplé avec un systéme vibroacoustique
principal. Mais jusqu’a présent, aucune tentative n’a été faite pour développer un modéle spéci-

fique de complexe insonorisant en utilisant la théorie des structures floues.

Une telle modélisation introduit cependant des incertitudes qui sont engendrées par les simplifi-
cations effectuées. La théorie originale (introduite dans Soize |128|) permet de prendre en compte
les incertitudes sur les données grace & une modélisation probabiliste paramétrique. Aujourd’hui
il est largement admis que ces modélisations probabilistes paramétriques ne peuvent englober la
prise en compte des incertitudes liées a la construction méme du modéle (incertitudes de mo-
délisation). Une approche probabiliste non paramétrique a récemment été introduite (voir les
références Soize [134| [135| [140| [143]). Cette derniére approche permet a la fois de prendre

en compte les incertitudes sur les données et les incertitudes de modélisation dans les modéles
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numériques.

Actuellement, I'ingénierie dispose de modéles moyens déterministes de la structure couplée avec
une cavité acoustique encombrée. Les incertitudes de modéle et de données sont prises en compte
de maniére non paramétrique (voir Durand et al. 44| [43| [46] [45]|, Durand |42|, Durand
et al. |47]). Les prévisions avec ces modéles sont déja trés satisfaisantes mais elles peuvent étre

améliorées en introduisant un modéle représentatif d’habillage.

3 Objectifs de la recherche

Le premier objectif est de construire un modéle moyen simplifié pour les habillages de car-
rosserie automobile dans le cas particulier des complexes insonorisants (dits habillages). Ces
habillages sont constitués d’assemblages de matériaux poroélastiques dont une des trois dimen-
sions est faible devant les deux autres. Ce modéle moyen simplifié sera construit & partir de la
théorie des structures floues. On s’attachera dans ce premier objectif & étendre la théorie des

structures floues au cas d’'un élément élastoacoustique dans le cadre d’un modéle déterministe.

Le deuxiéme objectif de cette recherche est de prendre en compte les incertitudes de modéli-
sation en utilisant ’approche probabiliste non paramétrique des incertitudes. Cette modélisation
probabiliste permettra de prendre en compte les incertitudes introduites par les simplifications

et donc de rendre le modéle d’habillage plus robuste vis-a-vis des incertitudes de modélisation.

Le troisiéme objectif est de valider expérimentalement sur une structure simplifiée (plaque
en acier attachée & un cadre élastique en acier suspendu par des tendeurs et recouverte d’un
habillage) le modéle probabiliste de I’habillage. On s’attachera a développer une méthodologie
d’identification des paramétres du modéle déterministe sous-jacent (masse participante, densité
modale et taux de dissipation interne) et des paramétres de dispersion du modéle probabiliste

des incertitudes.

Le quatriéme objectif est de valider ce modéle sur une structure complexe (modeéle de struc-
ture automobile habillée, fermée et couplée avec une cavité acoustique encombrée représentant

I'habitacle).

Dans ce travail, on construit un modéle simplifié robuste d’habillage de carrosserie automobile.
On se propose de développer une méthodologie d’identification des paramétres du modéle moyen
en fonction des paramétres de conception des matériaux constituant les habillages. On identifie
aussi les paramétres de dispersion associés & ce modéle simplifié dans le but de connaitre les

niveaux d’incertitudes liés aux différents habillages.
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4 Stratégie de la recherche

Le modéle numérique moyen vibroacoustique pour le domaine (BMF) sera construit a l'aide de
la formulation usuelle en utilisant le champ de déplacement structure et le champ de pression
acoustique, pour le domaine fréquentiel (voir les ouvrages de référence suivants Pierce [114|, Fahy
|48], Junger and Feit | 76|, Morand and Ohayon [106|, Ohayon and Soize [108]). Le modéle moyen
de I'habillage sera dans un premier temps formulé de la méme fagon que la structure principale,

c’est-a-dire en le considérant comme un milieu tridimensionnel & part entiére.

La stratégie employée pour construire le modéle moyen simplifié de ’habillage sera celle de la
théorie des structures floues. Elle consiste (1) a construire un modéle déterministe sous-jacent de
I’habillage dont la base est une densité spatio-fréquentielle d’oscillateurs linéaires amortis suivant
la direction normale & l'interface structure-habillage; (2) a construire le modéle moyen simplifié
de I'habillage en prenant la moyenne statistique de la répartition d’oscillateurs.

La fluctuation statistique autour de cette moyenne induite par les incertitudes de modélisation

sera, quant & elle, prise en compte par la modélisation probabiliste non paramétrique.

Le modéle simplifié d’habillage proposé présente I’avantage d’étre bien adapté aux applications
visées. En effet, les parameétres de conception des habillages permettront de définir les données
d’entrée du modéle moyen d’habillage et les paramétres de dispersion permettront de calibrer le

niveau d’incertitude inhérent au modéle simplifié de I’habillage.

Concernant les données d’entrée du modéle moyen de I'habillage, une base de données expéri-
mentale a été construite afin de pouvoir identifier ces paramétres. Une méthode adaptée a ensuite

été appliquée pour identifier les paramétres de dispersion du modéle simplifié d’habillage.

5 Organisation du manuscrit de thése

Chapitre I

Une formulation en champ de déplacement structure et en champ de pression acoustique est
utilisée. Dans le premier chapitre nous définissons le modéle moyen du systéme vibroa-
coustique sans modélisation simplifiée d’habillage. On définit la forme faible du probléme aux

limites vibroacoustique avec les différentes formes de couplage dont dérivera le modéle simplifié
de I’habillage.

Chapitre 11
Nous construisons dans le deuxiéme chapitre le modéle moyen simplifié de I’habillage fondé

sur la théorie des structures floues.
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Chapitre III

Dans ce chapitre le modéle moyen du systéme vibroacoustique avec le modéle moyen
simplifié de I’habillage est construit en utilisant une modélisation numérique par éléments
finis du systéme vibroacoustique. On réduit ce modéle par analyse modale et on construit ainsi
le modéle vibroacoustique réduit adapté a la modélisation probabiliste non paramétrique.
Chapitre IV

Dans le quatriéme chapitre nous développons le modéle probabiliste non paramétrique d’in-
certitudes de modéle et de paramétres du systéme vibroacoustique avec habillage
simplifié.

Chapitre V

Dans le cinquiéme chapitre, nous exposons la méthode de résolution des équations aléa-
toires du systéme vibroacoustique stochastique. On introduit le solveur stochastique de

Monte Carlo puis les observations aléatoires.

Chapitre VI

Ce chapitre est consacré a la validation du modéle simplifié d’habillage et au développe-
ment d’une méthodologie d’identification des paramétres du modéle d’un habillage
réel. On présente l'identification des données d’entrée du modéle moyen de ’habillage sur une
plaque en acier habillée attachée & un cadre élastique en acier suspendu par des tendeurs. Un

calcul numérique vibroacoustique est effectué et comparé avec un calcul de référence.

Chapitre VII
Ce dernier chapitre présente ’application du modéle probabiliste avec habillage simplifié sur un

véhicule complet.

Les chapitres sont suivis d’une conclusion ol nous donnons quelques perspectives de recherche.

Cette thése comprend également des annexes découpées en chapitres. Nous rappelons et donnons
quelques outils mathématiques (A) utiles. Nous proposons un modéle de densité modale
paramétrée (B). Nous exposons la validation des calculs algébriques (C) par une intégration
numérique. Nous donnons la construction des matrices moyennes spatiales de 1’habillage
(D). La derniére annexe (en E) présente l'algorithme de résolution des équations aléatoires du
systéme vibroacoustique. Ces annexes sont suivies des références bibliographiques ainsi que

du résumé en frangais et en anglais de la thése.
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10 I. Modéle moyen du systéme vibroacoustique

I.1 Définition du probléme vibroacoustique

On appellera « structure » la partie modélisant la caisse automobile. On appellera « habil-
lage »la partie modélisant I'habillage de carrosserie et on appellera « cavité acoustique » la

partie modélisant la cavité pleine d’air.

F1G. I.1 — Modéle mécanique du véhicule automobile

I[.1.1 Domaine fréquentiel et caractérisation des différents milieux

Domaine fréquentiel

La transformée de Fourier d'une fonction u de R dans R est notée u(w) = f[R e~ Wiy (t) dt dont la
transformée inverse est u(t) = 5 er e™“!yu(w) dw. Le signal harmonique wpqrm (t) associé a cette
transformée de Fourier s’écrit wparm (t) = u(w)exp(iwt). On s’intéresse a la bande de fréquences
angulaires B = [wimin, Wmaz] avec

0 < wWmin < Wmaz (L.1)

ol Wpn peut étre aussi proche de zéro que 1’on veut.

Structure et habillage

La structure et I’habillage sont modélisés par un assemblage de matériaux viscoélastiques a

mémoire.

Cavité acoustique

La cavité acoustique est remplie d'un gaz (I’air) modélisé par un fluide acoustique dissipatif.
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[.1.2 La géométrie
Structure

Soit Qg le domaine ouvert borné de R? représentant la structure. Le bord 0€25 de 4 est écrit
0y =T, Ullyul'1 Ul'g avec 'y NIy NIy NIy = @. La normale unitaire & 0§25 au point x
extérieure a 25 est notée n’(x). Sur Iy, la structure est indéformable, sur I'; seront appliquées
des forces extérieures, I'y sera l'interface de la structure avec la cavité acoustique et I'y sera
I'interface de la structure avec ’habillage. Il est donc & noter que ’habillage n’occupe pas tout

le bord de la cavité acoustique (voir figure I.1).

Habillage

Soit €, le domaine ouvert borné de R3 représentant I'habillage. Le bord 09, = I' U I’y avec
I'NTs =@ (voir figure I.1).

Cavité acoustique

Soit €, le domaine ouvert borné de R® représentant la cavité acoustique. Soit 0€2, le bord de €2,
qui est écrit 9Q, = ' Uy avec I' "'y = @. La normale unitaire & 0€), au point x intérieure a
), est notée n(x). La partie I' du bord 0f2, représente I'interface entre la cavité acoustique et

I'habillage. Il est a noter que sur I'y, on a n = n® (voir figure 1.1).

I[.1.3 Champs inconnus et excitations du systéme vibroacoustique
Structure

Soit x — u®(x,w) de Qs dans C? le champ de déplacements de la structure. Le champ de
déplacements du bord 0925 est donc & — u®(x,w) de 05 dans C? qui est la trace sur 99, de
u®(w) défini dans Q.

vol (g, w) de Qg dans C3 le champ de forces volumiques extérieures appliquées dans

Soit ® — g
la structure. Soit & — ¢g*"(x,w) de I'y dans C3 le champ de forces surfaciques extérieures

appliquées sur la structure.

Habillage

Soit & — u'(x,w) de Q, dans C? le champ de déplacements de 'habillage. Le champ de dé-
placements du bord 99, est donc  — u”(z,w) de 99y, dans C3 qui est la trace sur 98, de

uh(w) défini dans 2. Le champ de déplacements de 'interface I' entre ’habillage et la cavité

C.F. Modélis. Valid. Expér. des Complex. Insono. pour Prévis. Vibroac. Numér. Basse Moyen. Fréq. des Automobiles



12 I. Modéle moyen du systéme vibroacoustique

acoustique sera donc noté x — u’(x,w) de T' dans C3. L’habillage n’est soumis & aucune force

extérieure.

Cavité acoustique

Soit @ — p(x,w) de Q, dans C la fluctuation du champ de pression autour de la pression
statique. Il y a une densité de source acoustique appliquée dans €2, et représentée par le champ
x — Q(x,w) de Q, dans C. On suppose que le champ Q(x,w) vérifie les propriétés suivantes
(voir Ohayon and Soize [108|) qui sont nécessaires a ’existence d’une solution du probléme aux

limites pour w € B,

2
VY € Q, limM:O7 hmw:& limw

w—0 w2 w—0 w2 w—0 w2

=0 . (L2

I[.1.4 Conditions aux limites

Structure

Le champ de déplacements est nul sur le bord I'yg. Le champ de déplacements est continu sur
I'interface ['y entre la structure et ’habillage.

Habillage

Le champ de dépacements est continu sur 'interface I';.

Cavité acoustique

On écrit pour le fluide acoustique dissipatif une condition de couplage de fluide parfait sur
I'interface I'y entre la structure et la cavité acoustique et sur l'interface I' entre I'habillage et la

cavité acoustique.

I.1.5 Champs de forces de couplage
Le champ de densité surfacique de force que la structure exerce sur ’habillage est noté x —

fflx,w) = (fi(z,w), fi(x,w), f5(x,w)) de 'y dans C3 et s’écrit, pour tout = dans I,

fa,w) = f*(@,w)n’(®) + flong(z,0) (I.3)

avec fiong(®,w) € C? la partie tangente & T’y du champ telle que Fiang(x,w).n’(x) = 0 pour
tout x dans T’y et ou @ — f*(x,w) de T'y dans C est la composante normale. Il est a noter que

la dimension de f#(x,t) est [M][L]71[T]72.
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Le champ de densité surfacique de forces de couplage  — fP(x,w) de 9, dans c? que le fluide
acoustique exerce sur la structure (sur 'interface I'g) et I’habillage (sur I'interface I') s’écrit, pour
tout x de 0€,,

fP(x,w)ds(x) = —p(x,w)n(x)ds(x) (1.4)

avec ds la mesure de surface relative a 92, (voir figure 1.1).

I.2 Probléme aux limites moyen pour le systéme vi-

broacoustique

1.2.1 Structure

Conditions aux limites

Le probléme aux limites pour les équations linéarisées de la structure autour de la configuration

de référence supposée non précontrainte s’écrit

—w?ptuf(w) — 0y = g% (w) dans Qs (I.5)
u’(w) =0sur Iy (1.6)

oyn; =g (w)sur I'y (L.7)

oin; = —p(w)n; sur I'y (L.8)

oin; = —f7 (w) sur I (1.9)

Equation de comportement

Le matériau est viscoélastique, anisotrope et non homogéne. La loi de comportement s’écrit
oij(uf) = ol (ut) + iw ol (uf) (1.10)

= aijpn(T,w) epp(u®) + iw bijpn (T, w) epp(u’®) (I.11)

avec aijrn (T, w) et bijin(x, w) les tenseurs réels du quatriéme ordre ayant les propriétés usuelles
de symeétrie, de positivité, de bornitude en & et de comportement asymptotique en w et ou

ein(u®) est le tenseur linéaire des déformations qui s’écrit,

s 1 (Oup  Oug
z—:kh(u ) =5 <8.€I}k + 8xh> . (1.12)
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14 I. Modéle moyen du systéme vibroacoustique

1.2.2 Habillage

Conditions aux limites

Le probléme aux limites pour les équations linéarisées sur la structure autour de la configuration

de référence non précontrainte s’écrit

—wptul(w) - thj,j =0 , (1.13)
Ulhjnj = —p(w)n; sur I' | (I.14)
Ul’f‘jn; =—fi(w)sur 'y . (I.15)

Equation de comportement

Le matériau est viscoélastique, anisotrope et non homogéne. La loi de comportement s’écrit donc

comme pour la structure,

oli(uh) = o (uh) +iwol M (uh) (1.16)

a?jkg(a:, w) epe(u) + iw b?jM(x, w)szg(uh) , (I.17)

avec a?jkg(m, w) et b?jke(m, w) des tenseurs réels du quatriéme ordre ayant les propriétés usuelles

de symétrie, de positivité, de bornitude en & et de comportement asymptotique en w.

1.2.3 Cavité acoustique

Le probléme aux limites pour la cavité acoustique pour les petits mouvements linéarisés autour
de I’état d’équilibre statique pris comme état de référence, formulé en fluctuation de pression
p(x,w), s'écrit, pour un fluide acoustique dissipatif (voir [108|, page 181),
w? R 1o T2 LW
—jp(w,w)—zw—v p(xaw)_iv p(mvw) =-——V Q(iE,w)—FZ*Q(iU,w),iC € Qa ) (118)
PoCy Po £o PO PO
avec pg, Co la masse volumique et la célérité du son a ’état d’équilibre et ou 7 est le coefficient
de dissipation modélisant globalement et d’une fagon équivalente et forfaitaire la dissipation
volumique et la dissipation dans la couche limite viscothermique. Les conditions aux limites sur

I et 'y s’écrivent d’aprés I’équation (75) de la référence (Ohayon and Soize |[108])

(1 +iwr) 9p _ .2 Tc§ 0Q
2 an(az) = wu(x)n(x)+ 0 On (z,w), el (1.19)
' 2
ngb(m) — 2ut(z).nd () + Tp?gg(m,w), zely | (1.20)
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I. Modéle moyen du systéme vibroacoustique 15

en notant que sur I'y, n = n® et avec

0Q o
s (@ @) = {VQ@,w)} n(w) et =

(z,w) ={\Up(x,w)} n(x) . (I.21)

I.3 Forme faible du probléme aux limites moyen pour

le systéme vibroacoustique

I.3.1 Espaces admissibles
Structure

Soit C® 'espace des champs de déplacements de la structure, définis sur €25 a valeurs dans c?
et suffisamment différentiables. Soit Cj C C?, le sous-espace de C*® constitué des champs de
déplacements qui sont nuls sur I'y. L’espace Cj est donc I’ensemble des champs de déplacements

admissibles de la structure.

Habillage

Soit C" 1’espace admissible des champs de déplacements de I’habillage, définis sur €, a valeurs
dans C? et suffisamment différentiables.

Cavité acoustique

Soit C® 'espace admissible des champs de pression de la cavité acoustique, définis sur Q, a
valeurs dans C et suffisamment différentiables. Il est & noter que I'espace C* contient les champs

x — p(x,w) = po(w) & pression constante dans €.

1.3.2 Forme faible

Structure

Soit du® une fonction dans Cj. On multiplie I’équation (1.5) par du®, on intégre sur {2 puis on

utilise la formule de Green. On obtient en supprimant @ et w des arguments,

—w2/ piu; dus da:—i—/ o5 0uy ; dcc—/ oijnj ou; ds :/ g2 duf de (1.22)
Qs Qs 0 Qs

ce qui s’écrit encore :

—w2/ psuféufda:—}-/ aijeij(éus)d:c—/ aijnjéufd.S:/ glouide (1.23)
s s 00

s
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16 I. Modéle moyen du systéme vibroacoustique

On utilise ensuite les conditions aux limites définies par les équations (1.6) a (1.9), ce qui donne

/ oin; ou; ds = / o5 ou; ds (1.24)
0 I'sUlgUl' Ul

= —/ fiséufds—i-o-i-/ ;" ouj ds—/ pn; ou; ds. (1.25)
Ts I Iz
La forme faible du probléme aux limites s’écrit donc pour tout du® dans Cg,

—w2/ p’ul duf dx +iw/ o?jflmp(us)sij(éus) dx +/ Uf}as(us)sij(éus)daz
: ‘ e (1.26)

+ [ fioui ds+/ pn;ou; ds :/ g2 us da:+/ 97" us ds .
FS FQ Qs Fl

Habillage

Soit du” une fonction dans C*. On multiplie I'équation (I.13) par du” et on intégre Q puis on

utilise la formule de Green. On obtient en supprimant & et w des arguments,
- w2/ plult sul da + / O'Zhj 6u?j dx — / O'Zhj n; dult ds + / O'Zhj n; sullds =0 , (1.27)
Qp Qp ’ r s
ce qui s’écrit encore :

—wz/ phu?éulhdm—k/ alhj eij(Ou™) dm—/aijnﬂu?ds—k/ Ulhjnjéu?ds =0 . (L.28)
Qp, Qp r r

s

On utilise ensuite les conditions aux limites définies par les équations (I1.14) et (I.15) ce qui donne

la forme faible du probléme aux limites qui s’écrit pour tout du” dans C”

—w2/ phu?éu?dcc—i-iw/ a?jdamp(uh)aij(éuh)dw—i-/ af‘jelas(uh)aij(éuh)daz
Qp Qp Qpn

(1.29)
- fféu?ds%—/pniéu?dS:O
T, r
Cavité acoustique
Soit dp dans C?, on multiplie I’équation (I.18) par dp et on intégre sur ,. On obtient
2 14 : 2
—w—Q pépdw—(—i_wﬂ/ Vzpépdx—/ <MQ—TCOV2Q> opdr . (1.30)
POCH JQ, Po Qa Qa \ PO Po

On utilise de nouveau la formule de Green en notant que la normale n & 0, est intérieure a

Q4. On obtient alors,
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I. Modéle moyen du systéme vibroacoustique 17

w2

1414 1414
_ 2/ p(;pderM Vp.Vépda:+(+wT)/ @cﬁ)ds
POCH J Q4 Po Qa Po

. 2
:/ (MQ—TCOVQQ> Sp dz
Qq \ PO Po

Les conditions aux limites définies par les équations (I.19) et (1.20) et 'utilisation de la formule
de Green pour transformer le membre de droite de I’équation (I.31) nous permettent d’écrire (en

omettant & et w dans les arguments),

w2

L+
—— [ pépdz+ (—FMT)/ Vp.Vip dx +/ w2utn® dpds
PoCy JQ, Po Qa T2

2
+ /wQu.népds—i—/ Ea—Q(arz,w) opds (1.32)
r rur, Po On

- 2
- / Y ospde - TD (—/ VQ.Vapda;—/ aQ5pd8>
0 PO Po Qa rur, on

On en déduit que

2 1 :
— “’2/ popde+ LD [ G Gsp da
P0oCy « Po Qq
+ / wQus.nsépds—F/wQu.n&pds (1.33)
Ty r

. 2
_ / Yospdr+ 0 [ vO.Vopda
Q. PO PO JQ,

1.3.3 Formes linéaires et bilinéaires

Dans tout ce paragraphe, w est quelconque fixé dans B.

Masse structure

Soit m? la forme bilinéaire complexe définie sur Cj x C telle que

ms(us,éus):/ p(x) u’(x).0u’(x)de . (1.34)

s

Amortissement structure

Soit d® la forme bilinéaire complexe définie sur Cj x Cj telle que

ds(us,éus;w):/ bijin(x, w)epn(u’) g5 (0u®) dx . (1.35)

s
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18 I. Modéle moyen du systéme vibroacoustique

Raideur structure

Soit k° la forme bilinéaire complexe définie sur C§ x Cj telle que

ks(us,(sus;w):/ aijin (X, w) epp(u®) £55(0u’) da
Qs

Forces extérieures structure

On introduit la forme linéaire complexe sur Cj telle que

ls(dus;w)—/Q g2 (x,w) 5uf(ac)das+/ g (x,w) oui (x) ds(x)

I
Masse habillage

Soit m™ la forme bilinéaire complexe définie sur C* x C" telle que

mhuh uh: h:cuha:.uha: xXr
(u", 5uh) /thu (x).6u" () d

Amortissement habillage

Soit d" la forme bilinéaire complexe définie sur C* x C* telle que

Pl 5u'w) = [ V(o) enu) 25 (6u") da

Qp,
Raideur habillage

Soit k" la forme bilinéaire complexe définie sur C* x C" telle que

F(l utiw) = [ el w)zus(ul)zy (0u")de

Qp,
« Masse » acoustique
Soit m? la forme bilinéaire définie sur C* x C* telle que

1
m®*(p,op) = — p(x)op(x) dz
.00 = [ @)

« Amortissement » acoustique

Soit d* la forme bilinéaire complexe définie sur C* x C* telle que

d*(p,dp;w) = 7(w) k*(p, dp)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)
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I. Modéle moyen du systéme vibroacoustique 19

« Raideur » acoustique

Soit k% la forme bilinéaire complexe définie sur C* x C* telle que
1
k*(p, dp) = / Vp.Vopdx . (1.43)
Po Ja,

On notera que le noyau de lopérateur linéaire défini par k%(p,dp) est un espace vectoriel de

dimension 1 contitué des champs constant py dans 2.

Source acoustique

On introduit la forme linéaire complexe définie sur C* telle que
a w Tck
1*(dp;w) = —O(z,w) op(x)de + — | VO(x,w).Vip(x)dx . (1.44)
Q. PO o Ja,

Couplage

On introduit la forme bilinéaire complexe de couplage entre la structure et la cavité acoustique,

définie sur Cj x C® telle que,
e, (U, 0pyw) = /F u’(x).n’(x) dp(x) ds(x) . (1.45)
2

On introduit la forme bilinéaire complexe de couplage entre la structure et la cavité acoustique,

définie sur C" x C% telle que,
cp(ul, op;w) = /uh(m)n(m) dp(x)ds(x) . (1.46)
r

Force structure-habillage

On introduit la forme linéaire complexe définie sur Cj par

cFS((Sus;w):/Fff(w,w)éuf(a:)ds(a:) . (1.47)

I.4 Forme faible pour le probléme vibroacoustique et

résumé du chapitre

On déduit des paragraphes [.3.2 et 1.3.3 la forme faible suivante du probléme aux limites moyen

pour le systéme vibroacoustique. Pour tout w fixé dans B, trouver u® € Cg, ul € C" et p € C°,
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20 I. Modéle moyen du systéme vibroacoustique

tels que, pour tout du® € Cj, dul € C" et 6p € C%, on ait,

—w?m®(u®, du’) + iw d*(u’, du’; w) + k°(u®, du’;w)

(1.48)
+ep, (6u®, pyw) + ¢ (du”sw) = I°(6u’;w)
—2mh(uh dul) +iw d(uh, du;w) + KM (Ul dultw) (149)
—Cp. (5uh; w) + cr(éuh,p; w)=0 .
~w?m®(p,p) + iw d*(p, op; w) + k*(p, op)
(1.50)

+w? {CFQ (u®, 6p; w) + e (u”, op; w)} = 1*(dp;w)

Dans ce chapitre nous avons construit le modéle vibroacoustique moyen comprenant une modéli-
sation compléte en trois dimensions de I’habillage. Nous avons écrit la forme faible du probléme
aux limites moyen pour le modéle vibroacoustique résumée dans les trois équations écrites ci-

dessus.
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22 II. Modéle de I’habillage fondé sur la théorie des structures floues

II.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons construire le modéle moyen simplifié de I’habillage dont le modéle
3D a été introduit au chapitre I. Nous exposerons dans un premier temps les hypothéses de
construction du modéle moyen simplifié de I’habillage, puis nous utiliserons 'approche de la

théorie des structures floues pour construire le modéle moyen simplifié de 1'habillage.

I1.2 Les hypothéses de construction et les notations

FiG. II.1 — Détail du schéma de ’habillage

Nous présentons le détail du schéma de ’habillage a la figure I1.1. Nous supposons que ’habillage,
occupant le domaine 2, est suffisamment mince (épaisseur faible) pour que 'on puisse écrire

que les surfaces I' et I's sont voisines,
r~Ts . (IL.1)

Dans ces conditions, on prendra comme référence de paramétrage de I' la surface I's dont le point
courant est noté x. Pour x € Iy, le point correspondant de I' est donc encore x. La normale en
x a Tl étant n®(x), la normale a I' en ce méme point sera donc notée n(x). Dans ces conditions

on confondra, sur I' ou I' les normales n(x) et n®(x) et donc

n(x)=n’(x) , Yeel ~T, . (I1.2)

w'(z,w) = u’(x,w).n’(x) (IL.3)
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II. Modéle de I’habillage fondé sur la théorie des structures floues 23

u®(w) étant le champ de déplacements de l'interface I's introduit au paragraphe 1.1.3.

Soit & — f*(x,w) de I's dans C3 le champ de densité surfacique de force de couplage corres-
pondant a la force exercée par la structure sur 'habillage (voir le paragraphe 1.1.5) et qui est
donné par I’équation (I.3). Dans le cadre de la construction du modéle simplifié de I’habillage,
on suppose que la force exercée par la structure sur I’habillage est normale & I's. On a donc

Fiang(®,w) = 0 pour tout = € I's et donc I'équation (I.3) donne
ffx,w) = ff(z,w)n’(x) . (IL.4)

On fait ’hypothése que pour x fixé sur I'; le seul degré de liberté (DDL) du point correspondant
sur I est le déplacement normal suivant n(x) (voir figure I1.1). On définit alors & — w(x,w), le

champ de déplacements de I' dans C, normal a T" tel que
w(x,w) = u(z,w)n(x) (IL.5)

Le champ de déplacement uh(w) de T dans C? est le champ de déplacement de l'interface I'

introduit au paragraphe 1.1.3.

II.3 Modéle déterministe sous-jacent pour la construc-

tion du modéle moyen simplifié de 1’habillage

11.3.1 Modéle mécanique

Le modéle déterministe sous-jacent du modéle moyen simplifié de I’habillage qui est proposé en
cohérence avec les hypothéses du paragraphe I1.2 et de la théorie des structures floues, est une
densité spatio-fréquentielle d’oscillateurs linéaires amortis suivant la direction normale a I" ~ T’
(voir figure I1.1). Dans ces conditions, pour tout w fixé dans B et en chaque point « de I'y, il y a un
oscillateur linéaire amorti dont le support est au point @ € I's qui se déplace de w®(x,w) suivant la
direction normale et dont le DDL au point correspondant sur I' a une densité surfacique de masse
p(x,w) > 0 qui se déplace de w(x,w) toujours suivant la direction normale. Il est a noter que
p(z,w) a pour dimension [M][L]~2. La constante de densité surfacique de raideur de l'oscillateur
est k(z,w) = pu(z,w)Q7 (x,w) ot Q2(x,w) > 0 est la pulsation propre de I'oscillateur non amorti
avec support fixe. Le taux d’amortissement de l'oscillateur est &(x,w) > 0. Le point sur I' de

densité surfacique de masse pu(x,w) est soumis a la densité surfacique de forces fP(x,w) exercée
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24 II. Modéle de I’habillage fondé sur la théorie des structures floues

par le fluide acoustique sur I'habillage, fP(x,w) étant définie par I'équation (I1.4), a savoir,
fP(x,w) = —p(z,w)n(x) . (I1.6)

Le champ de densité surfacique de forces exercée par la structure sur I’habillage est f*(x,w),

décrit par I’équation (II.4). On a donc les équations suivantes,

—w?p(x,w) w(x,w)
+  [2iwé(z, w) (@, w)Q(z, w)+ p(w, w)Qf)(a:, w) | (w(®, w) —w*(z,w))
= —p(z,w) , (IL7)

et

[2iwé (x, w)p(, w) (e, w)+ (e, w )
= fs(ma w)

z(w,w)] (w¥(z,w) — w(x,w)) (I1.8)

On réécrit les deux équations (I11.7) et (I1.8) sous la forme matricielle (en omettant partiellement

x et w),

—w? + 2iweEQ, + QZQ, —2iwéQ, — QIQ, w(x,w) —p(x,w)
" - : (1L.9)
—2iwEQy, — Q22 21wy, + Q2 w*(x,w) fi(z,w)

On introduit les définitions suivantes,

ann(z,w) = ple,w) [—w2 + 2iw(x,w)Qp(x, w) + QZ(m,w)] , (I1.10)
ap(z,w) = plr,w)[-2iwt(z,w)Qp(e,w) — Q(z,w)] (IT.11)
an(z,w) = ple,w) [2iwé(z,w)(e,w) + QIQD(:L', w)] . (IL.12)

I1.3.2 Expressions de f* et w en fonction de w® et p

Pour tout w fixé dans B, I’équation (I1.9) s’écrit en utilisant les équations (I1.10) & (I1.12) (et en

omettant & et w),

anw + apw® = —p (I1.13)
a1oWw + aguw’® = fs . (11.14)
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II. Modéle de I’habillage fondé sur la théorie des structures floues 25

Pour tout w dans B et pour tout & € T'y, ai1(x,w) est non nul et donc I’équation (I1.13) peut
s’écrire,

w = an—l(—p —ajppw®) = —an_lp — a7 tajpw® . (I1.15)

En utilisant I’équation (I1.15), 'équation (I1.14) devient
f* = apair (—p — a12w®) + agpw® = (a2 — 12011 'a12)w® — appari'p . (IL.16)

Pour tout w fixé dans B, on définit

a*(z,w) = agn(®,w) — an(e,w)an (@,w) tap(r,w) | (I1.17)
a(x,w) = —wlay(x,w) !, (I1.18)
a(x,w) = —ap(z,wan(e,w) ' . (I1.19)

On verra au paragraphe 11.3.4 pourquoi le facteur w? a été introduit dans le second membre de
I'équation (I1.18).

On peut alors écrire,

s @ w) Qiwé(z,w)Q(z,w) + (@, w)?)
a (.’B, LU) - —W2 2iw§(m,w)§2p(m,w) + Qp(l‘, w)2 ’ (IIZO)
—w?
aa(zv, Ld) = u(m,w) (_wg + 2iw€(w,w)ﬂp(a},w) + Qp(il’,‘, w)Q) ’ (1121)

. B 2iw &(x, w) Ay (x,w) + Qp(x,w)?
a(@w) = —w? + 2iw§(w,£)Qp(w,w) —Ii)- Qp(z,w)? - (1.22)

On remplace les expressions de a®(x,w), a*(x,w) et a®(x,w) dans les équations (I1.15) et (I1.16).

On obtient alors pour tout w € B,

w(x,w) = ac(a:,w)ws(a:,w)—i—%a“(m,w)p(w,w) , (11.23)
flryw) = d(z,w)w’(z,w) + a(z,w)p(x,w) . (11.24)

I1.3.3 Comportement en fréquence du modéle déterministe sous-
jacent
Dans ce paragraphe, on cherche le comportement pour w — 0 et w — 400 du modéle déter-

ministe sous-jacent construit aux paragraphes I1.3.1 et [1.3.2 ce qui permettra d’établir, par la

suite, le comportement en fréquence du modéle moyen simplifié de ’habillage.
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26 II. Modéle de I’habillage fondé sur la théorie des structures floues

Comportement pour w — 0

a’(x,w) ~ —? p(x,w) (I1.25)
w—
2
—w
a*(x,w) ~ , 11.26
(@,w) w0 p(z,w) Q2 (x, w) ( )
a‘(x,w) ~ 1 . (I1.27)
w—

Comportement asymptotique pour w — 400

as(waw) wﬂr\jroo 2iwﬂ(iﬂaw) g(mvw) Qp(waw) ) (1128)
1

a®(x,w) e e (I1.29)

a‘(xz,w) o —%f(az,w)ﬂp(w,w) . (I1.30)

Les équivalents en 0 permettent d’introduire légitimement une fréquence de coupure €2, au-
dessous de laquelle le modéle simplifié de I’habillage se comportera comme une masse pure (voir

le paragraphe 11.4).

I1.3.4 Modéle déterministe sous-jacent du modéle moyen simpli-

fié de I’habillage

L’analyse de la forme faible du probléme vibroacoustique donné par les équations (I.48) a (1.50)
montre que le modéle de I’habillage est complétement décrit par la forme bilinéaire complexe
Cr (u”, 5p;w) sur C* x C? et par la forme linéaire complexe ¢, (0u®;w) sur C, définies respecti-
vement par les équations (1.46) et (1.47). Avec le modéle simplifié d’habillage, I’équation (1.49)
disparait et I’équation (I.50) montre que la forme bilinéaire c,.(u”,dp;w) apparait avec w? en

facteur multiplicatif. Dans la suite on considére donc le calcul de w?c.(u”, dp;w). En utilisant

les équations (1.46), (I1.5) et (I1.23), on obtient

2 hosprw) = w? | we,w x)ds(x
wen (u”, dp; w) /F(>)5p( ) ds(x)

= w? “(z,w) w’(x,w iaaar:w T,w x) | ds(x
= & [ (@) wr(@w) + St pew) dn(e) ) ds@). (1131
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On déduit alors des équations (I1.31), (I1.1) et (I1.3), et compte tenu du fait que le paramétrage

de I' soit réalisé par le paramétrage de I'y, que

2 h opiw) = w? a(xz,w)n’(x).u’(x,w x)ds(x
ey dp) = [ @) (@) (@) dple) ds(a)

(I1.32)
+ " (a0) pla, ) () ds(a)
Enfin en utilisant les équations (I.47), (IL.4) et (I1.24), on obtient
o busw) = [ i) ) d)
~ [ @@ @ w) @ ope.w)n'@)su@)ds@). (1133

s

En utilisant les équations (I1.3) et (I1.33) on en déduit donc I'expression de c. (du’;w),

cr, (du*;w) :/ a’(x,w) (n’(x).u’(x,w)) (n°(x).0u’(x)) ds(x)
. (IL.34)
+/ a’(z,w)p(x,w) (n’(x).0u’(x)) ds(x)

II.4 Modéle moyen simplifié pour ’habillage fondé sur
la théorie des structures floues

Le modéle moyen simplifié de ’habillage est fondé d’une part sur I'introduction du modéle sim-
plifié du paragraphe 11.3.4 et d’autre part sur une description probabiliste de la densité d’oscilla-
teurs introduite dans ce méme paragraphe. La théorie des structures floues décrit explicitement
le modéle probabiliste en termes de moyenne statistique et de fluctuations statistiques autour de
cette moyenne (voir Soize [128| [130]). Ainsi, si le systéme moyen maitre (principal) est repré-
senté par 'opérateur de raideur dynamique A(w), alors ses vibrations sont régies par 1’équation
opératorielle,

AWp(w) = Fw) (IL35)

avec v(w) le champ de déplacements et f(w) représentant les forces extérieures appliquées. Sup-
posons que ce systéme moyen maitre soit connecté & une sous-structure floue (sur une partie
de son bord). Alors les efforts exercés par la sous-structure floue sur le systéme moyen maitre
sont représentés par un opérateur aléatoire de bord noté D(w) et I’équation aléatoire du systéme

moyen maitre couplé a la sous-structure floue s’écrit,

(Aw) + D)) V(w) = flw) (I1.36)
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ot V (w) est le champ stochastique des déplacements du systéme maitre. La théorie des structures
floues construit explicitement la moyenne statistique D(w) = E{D(w)} ou & désigne I'espérance

mathématique et la fluctuation statistique AD(w) de l'opérateur stochastique D(w), tels que
D(w) = D(w) + AD(w) . (I11.37)
En lui injectant I’équation (I11.37), I’équation stochastique (I1.36) peut donc s’écrire,
(A@) + D(w) + AD(W)) V(@) = f(w) . (11.38)

Nous allons ici prendre une stratégie légérement différente. La partie « moyenne » sera construite
par la théorie des structures floues mais la partie « fluctuation statistique » sera construite a
I’aide de 'approche probabiliste non paramétrique des incertitudes de modéle et de données.
Nous ne construisons donc ci-aprés que la moyenne statistique D(w) de l'opérateur D(w) et donc

I’équation du systéme maitre moyen sera du type,
(Aw) +D(w))v(w) = fw) - (11.39)

Dans ces conditions, nous n’introduisons dans ce paragraphe que la partie relative & la moyenne
statistique de la forme bilinéaire complexe c,.(u”, 6p; w) et de la forme linéaire complexe cp, (0u®;w)

définies dans les équations (I1.32) et (I1.34).

La construction que nous avons retenue du modéle probabiliste en utilisant la théorie des struc-
tures floues consiste d’une part & introduire une fréquence de coupure €2, et & écrire pour tout
w > Q. dans B que p(z,w) = p(w) > 0 et {(z,w) = {(w) > 0 ot w — p(w) et w — {(w) sont
deux fonctions déterministes et indépendantes de x, et d’autre part & modéliser, pour tout x
fixé dans I's, Q) (x,w) par une variable aléatoire & valeurs positives dont la mesure de probabilité
est indépendante de x. Dans ces conditions, pour tout  fixé dans I'y, les grandeurs a®(x,w),
a®(x,w) et a®(x,w) définies par les équations (11.20) a (I1.22) deviennent des variables aléatoires
notées A’(x,w), A%(x,w) et A°(x,w), et pour tout u® et du® dans C§, et pour tout p et dp dans
C% les formes c.(u”, op;w) et ¢, (0u®;w) deviennent des formes aléatoires notées C. (u”, 6p;w)

et Cp._(du®;w) qui s’écrivent compte tenu de (11.32) et (11.34),

WO (u", 0p;w) = W? g Af(z,w) n’(x).u’(x,w) Ip(x) ds(x)
. (I1.40)

+ [ A% p(e,w) () ds(a)
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Cr, (0u®;w) :/ A (z,w) (n®(x).u’(x,w)) (n’(x).0u’(x)) ds(x)
. (IL.41)

+ g A(z, w)p(z,w) (n®(x).0u’(x)) ds(x)

En prenant lespérance mathématique des deux membres des équations (I1.40) et (II.41), on

obtient

w25{CF (u”, 5p; w)} = w? /FS E{A(z,w)} n’(x).u’(x,w) Ip(x) ds(x)

(I1.42)
+ [ @)} o) bpla) ds(a)
T
E{C’FS (6us;w)} :/ E{A%(z,w)} (n°(x).u’(x,w)) (n°(x).0u’(x)) ds(x)
T (11.43)
—i—/ E{A(z,w)} p(x,w) (n®(x).0u’(x)) ds(x)
I
On introduit les notations suivantes
gr(uh,ép;w) = E{Cr(uh,ép;w)} , (I1.44)
¢ (du”sw) = E{C., (du*w)} . (I1.45)

De plus, comme la mesure de probabilité de Q,(x,w) est indépendante de x, les moyennes des
variables aléatoires A*(x,w), A%(x,w) et A°(x,w) sont indépendantes de x et on introduit donc

les notations,

d’w) = E{A%(z,w)} (I1.46)
a(w) = E{A%=z,w)} (11.47)
a(w) = E{A%(z,w)} . (I1.48)

Dans ces conditions, les équations (11.42) et (11.43) donnent

w2gr(uh,5p;w) :wQac(w)/ n’(x).u’(x,w)op(x) ds(x)
. (I1.49)
+0(w) [ plaw) (@) ds(a)

¢, (6u'w) = a*(w) / (S (@)-u (1, ) (n*(z).6u*(z)) ds(x)
- (I1.50)
+a°(w) / P, w) (n*(z).6u (x)) ds()

L’analyse des équations (I1.49) et (I1.50) conduit & introduire les formes bilinéaires complexes
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déterministes b*(u®, du’®) sur C§ x C§, ¢*(p, du®) sur C* x Cj et b%(p, dp) sur C® x C* telles que

b (u’, du®) :/ (n’(x).u’(x)) (n’(x).0u’(x)) ds(x) |, (I1.51)
(p, ou’) = / p(x) (n’(x).0u’(x)) ds(x) , (I1.52)
¥ (p.5) = [ pla)dn(e) @) (115

Alors les équations (I1.49) et (I1.50) peuvent étre réécrites,

e (u", 6psw) = wPal(w)e* (p, u®) + a® ()b (p,0p) (I1.54)

¢, (0u’;w) = a®(w)b*(u®, 0u’) + a®(w)c®(p, 6u’) . (I1.55)

Remarque S’il n’y a pas d’habillage, alors T's est l'interface entre la structure et la cavité
acoustique et dans ce cas on vérifie facilement & partir des équations (1.48) a (1.50) et des

équations (11.32) et (11.34), puis des équations (11.49) a (11.55) qu’il est nécessaire que l'on ait,

a’(w)=a"(w)=0 , a(w)=1 . (I1.56)

I1.4.1 Construction du modéle probabiliste des variables aléa-
toires A*(xz,w), A%(x,w) et A°(x,w)
On rappelle que B = [wimin, Wimaz)- La fréquence de coupure de I’habillage est notée .. On

suppose qu’elle est telle que

Wmin < Q¢ < Wmaz - (1157)
A. Modélisation déterministe pour w < 2,
En chaque point & de I'y, on écrit que p(x,w) = p(w) avec w — p(w) une fonction de [Wimin, Q|
dans R*.

B. Modélisation probabiliste pour w > €.

Pour w > Q. dans B, on utilise la construction des structures floues en rappelant que nous ne
nous intéressons qu’a la partie moyenne de I'opérateur. Nous construisons le modéle probabiliste
comme suit.

Pour tout x dans I'y et pour tout w > €. dans B :
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(a) On choisit de prendre p(x,w) = p(w) et {(x,w) = {(w) ou la densité surfacique de masse
moyenne participante w +— p(w) et le taur de dissipation moyen w +— &(w) sont deux

fonctions déterministes de [Qe, Wimaz] dans RT et ]0, 1] respectivement.

(b) La fréquence Q,(x,w) est modélisée par une variable aléatoire encore notée Q,(x,w). Cette
variable aléatoire & valeurs positives a une densité de probabilité par rapport & la mesure
de Lebesgue dw,, qui est indépendante de x, et qui s’écrit d’aprés la théorie des structures

floues,

Py (zw) (wpv w) = E(w):ﬂ-[a(w),b(w)] (Wp) ) (I1.58)

avec Ip(x) =1si ¢ € B,et =0six ¢ B, et ou

alw) = sup{O,w—zntw)} , (I1.59)
1
2n(w)
1

lw) = Ww) —a(w) (I1.61)

bw) = w+ (1L.60)

ou n(x,w) = n(w) est la densité modale moyenne d’oscillateurs au point x et a la fréquence
w. Par définition de n(w), le nombre de fréquences propres dans le voisinage Aw de w est
n(w)Aw.

Dans ces conditions, pour tout w > 2. dans B, et compte tenu des équations (11.20) a (I1.22),

les variables aléatoires A®(x,w), A%(x,w) et A°(x,w) sont définies par

5 _ —w? p(w) [iné(w)ﬂp(w,w) + Qp(ac,w)Q]
A (m7w) - _w2 + 2ZW§((A))QP($,UJ) + Qp(m,w)2 ) (1162)
—w?
O O P e g0, ) + e e

. B 2iw E(w)Qp (e, w) + Qp(x, w)?
Az, w) = —w? 4 2iw (W) (x,w) + Qp(x,w)? (IT.64)

Pour tout & dans I'y et pour tout w > Q. dans B, on introduit les décompositions suivantes des

variables aléatoires a valeurs complexes,

A(x,w) = —wWPAR(x,w) +iwAj(x,w) (I1.65)
Az, w) = Ajx(z,w)+iwA}(z,w) (I1.66)
A(z,w) = AR(z,w)+iAf(x,w) . (I1.67)
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avec Ag(x,w), Aj(z,w), Af(x,w), A} (x,w), AL (T, w) et Af(x,w), les variables aléatoires réelles

définies par,

A(z,w) = —éiﬁe(ﬁls(az,w)) , (11.68)
As(m,w) = %Sm(As(w,w)) , (11.69)
A%(mw) = Re(Ax,w)) | (1L.70)
Afew) = - Om(A(w) | (IL7)
A(m,w) = Re(A(zw)) (11.72)
A(mw) = Sm(Az,w)) . (11.73)

En explicitant les équations (II.68) & (I1.73) a I'aide des équations (I1.62) & (I1.64), on obtient

s _ Yz, w)* (Y, w)? - w?) + 4w%E(w)* Yz, w)?
Ap(z,w) = p(w) (0 (20" — ) + 4220 (2,0)° , (I1.74)
2w p(w) E(w)Qp(a, w)
Aj(x,w) = = = ) I1.75
e o s ER N BBy .

Jw)?

p(T
A(z,w) = — W (@, W) — ) , (IL.76)

p(w) [(Qp(a:,w)Q —w?)2 4+ 4w2§(w)2§2p(w,w)2}
2w2§(w)9p(:1:,w)
Af(x,w) = , (IL.77)
! [( p(T,w)? — w?)? +4w2§(w)2§2p(w,w)2}
Mol < PRl =) + 4 (o) -

(Qp(z,w)? — w?)? +4w2§(w)2Qp(m,w)2
¢ _ —2w3¢(w) Yy (x, W)
i@w) = (Qp(m,w)2 —w?)2 + 4w2§(w)29p(ac,w)2 ' (IL79)

I1.4.2 Calcul des espérances mathématiques

Nous avons donc & calculer des expressions du type E{f(Qp(x,w))} avec f une fonction déter-

ministe connue. Par exemple on aura

aj(w) = E{Aj(z,w)}

= iz, W)} (I1.80)

avec 2wy
a0 s .81
f1 (wp) ) [(w%_w2)2+4w2§( )%3] (IL.81)
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33

Dans ces conditions on a en utilisant les équations (I1.58) a (I1.61),
@) = [ 170 P i) dy
R

b(w)
— W) / 12 ()

ce qui permet d’écrire

soit -
bw)
i) = [ U@,
a(w) = —a(w) = sup {O, 1-— Qwib(w)} ,
Z(w)%b(w) — 14 ZWi(w) ,
_ 1
lw) == ,
) b(w) — a(w)
et

@) = fiwy)

(11.82)

(11.83)

(I1.84)

(11.85)

(I1.86)

(11.87)

(11.88)

(11.89)

En utilisant ce type de résultat (équations (11.80) a (I1.89) et compte tenu des équations (I11.46),

(I1.47) et (11.48) et des équations (I11.74) a (11.79)), on obtient,

S Bw) _ D@ -144€w)H
() :/M H)nle) G T agpa @
O 2wpW)(W)w,
QI(W) = é(w) E(w) (&% — 1)2 +4§(w)2@%dwp )
L 31 ;
afy(w) = — /a@ Y@ agwra™

. bw) 2E(w)op
ajw) = /d(w) “ )wﬁ(w) [(&12, —1)2 +4§(w)2 &g]

dw,

(11.90)

(IL.91)

(11.92)

(11.93)
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e [T G @ -1+ 4Ew)?)

ap(w) = /?i(w) l(w (&% _p1)2 IEWPs dw, (I1.94)
e 5 “26W)E

af(w) = /d(w) l(w) 2 1) + 4€(w)2a? dw, . (I1.95)

Gréce aux équations (A.3), (A.4) et (A.5) de Pannexe (A), et en posant

N, &) =u?+2u/1-€2+1 | (I1.96)
B u? +262 -1
A(u, &) = arctan {25\/@ } , (I1.97)

avec u strictement positif et £ € |0, 1[ on obtient les équations suivantes :

s 1 N (b(w), £w)) N (a(w), £(w))
ah(w)= p(w)l(w)|blw)—alw)— In = = , (1198
() = () {( )=l — {N ) ¢ }] (11.95)

1/1-¢ (b(w). §(w)) N (@(w), £w))

aj(@)= ) — A Gw). 6w) - M), €@))] (11.99)
2,/1—¢(w)?

oy ) L {N*@(w),s(w)w (a<w>,5<w>>} 1100

Z() #(w) L 1—¢w)? NV (0w),&w)) N (@a(w), E(w)) 7 (100

ajw)= ——— D [AGw).€) - ). §w)] (1L.101)

Afin de controler I'algébre développée, nous avons comparé un calcul numérique direct avec la

numérisation des équations (I1.98) a (I1.103). Cette vérification est donnée dans 'annexe C.

Pour des raisons qui apparaitront au paragraphe I11.5, le paramétre p(w)n(w) est un paramétre de
premiére importance. On modifie les équations (11.98) & (I1.103) pour faire apparaitre ce produit

de paramétres. Soit donc A(w), le paramétre défini par,

l(w) =wn(w)Aw) . (IL.104)
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Premier cas
Lorsque sup {0, 1-— T;(w)} =1- ﬁ(u))’ alors on a {(w) = wn(w), ce qui montre que

AMw)=1 . (11.105)

Second cas

Lorsque sup {0, 1-— m} =0, alors on a /(w) = wn(w) m, ce qui montre que
Aw) 2 (I1.106)
w) = .
- 1+ 2wn(w)
Le graphe de la fonction wn(w) — A(wn(w)) = A(w) est montré & la figure 11.2. Dans ces
5
2
.51
Al
.51
OO 0‘.5 i 1‘5 é 215 3

@n(w)
F1G. IL.2 - Fonction wn(w) — Awn(w))

conditions, les équations (I1.98) a (I1.103) se réécrivent respectivement,

3 = w)n(w L—w w a(w), b(w w

Gh) = penl) [ - wx@) 8, (AW Hw.Ew)| . o
ai(w) = ple)nw) oPAw) ,(aw),bw).&w)) (11.108)
a A(w) ~ 7

ah(w) = wn(w)M@R(aw»Mm,s(m) , (11.109)
a _ A("‘1) ~ 7

afw) = n() {5 O[aw) b)) (11110)
ahw) = 1-wn@Aw) O,(aw),bw),6w)) (IL111)
a5(w) = —wnwAW) 6,(aw),bw).£w)) (IL.112)
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oll on a posé pour tout w € B,

s 1 N'(b(w), £w)) N (@(w), £(w))
O.(a(w),b(w),&(w)) = In —= = , I1.113
(3 80.80) = =y {N<b<w>,§<w>>N*<a<w>,§<w>>} -
O (a(w),b = 1 A(b A@ I1.114

(@), <w>,5<w>)—21_w[ (b(w),§()) — A@w),€w))] - (IL.114)

En utilisant les équations (I1.68) a (I1.73) et (I1.80), on en déduit que les coefficients de I’habillage
a®(w),a%(w) et a(w) qui apparaissent dans les équations (I1.54) et (I1.55), s’écrivent pour tout

w e B,

a* (€ n,w) = —w?af (1, & n,w) +iwa (p, € n,w) (IL.115)
a"(p,§,n,w) = ak(p, &, n,w) +iwaf(p, &, n,w) (I1.116)
a(p,§,n,w) = ak(p, & n,w) +iaf(p,§,n,w) . (I1.117)

Comme nous le verrons au paragraphe B.2, nous avons les propriétés suivantes des coefficients

d’habillage pour tout w tel que Q. < w < Wmaz,
@) 20, @@ 20 , ah@) =0 , af@) 20 , ah@) =0 , (L1

et il n'y a pas de signe fixe pour a(w). Ces propriétés nous conduisent & établir les définitions
données par les équations (I1.115) a (I1.117) pour interpréter les coefficients en terme de masse,

de dissipation et de raideur.

I1.4.3 Cas de ’absence d’habillage

(a) Pourw > Qcetw € B, ie. Q¢ < w < wpas, 'habillage est un systéme dynamique. Ecrire que
pour w € [Qc, Wmaz| 'habillage se comporte comme une masse pure revient & écrire que
n(w) = 0 pour tout w € [Q¢, Wmaz|. Dans ces conditions les équations (11.107) & (I1.112) et

(I1.115) a (I1.117) montrent que

a*(w) = —w? wlw) (I1.119)
a’(w) = 0 (I1.120)
a‘w) = 1 . (I1.121)
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Les équations (I1.119), (I1.120) et (I1.121) comparées a I’équation (I1.56) montrent bien la

cohérence du modéle et le comportement en masse pure de ’habillage.

(b) Toujours pour w € [, Wmaz), si non seulement I’habillage se comporte comme une masse
pure (i.e. n(w) = 0, pour w € [, Wmaz]) mais que de plus la masse de I'habillage est
négligeable (w?p(w) < 1, pour w € [Qe, Wmaz)), alors les équations (11.119), (I1.120) et
(I1.121) donnent I’équation (I1.56) qui correspond & ’absence d’habillage.

II.5 Parameétres du modéle moyen d’un habillage fictif
constitué d’un nombre fini d’oscillateurs physiques

Il est clair que I’habillage est un systéme continu complexe. Toutefois, il est intéressant pour
comprendre la dimension des grandeurs p(w) et n(w) et leur génération, de considérer un habillage
fictif constitué de N4 oscillateurs physiques uniformément distribués sur la surface I'y et, soit
uniformément distribués sur un intervalle de fréquences [, Q. + AQ] dont la largeur de bande
est AQ, soit non uniformément distribués sur l'intervalle de fréquences [Q., Q.+ AQ]. On suppose
que

Wimin < Qe < Qe + AQ < wWiae - (1I1.122)

De plus on introduit Qr € [Q, Qc + AQ] qui est est une fréquence donnée qui représente la

fréquence de résonance d’épaisseur de I'habillage. Les trois paramétres sont donc €., Qg et AQ.

I1.5.1 Cas d’une densité modale uniforme en fréquence

On suppose donc que 'habillage est constitué de N,z oscillateurs physiques uniformément dis-
tribués sur la surface I'y et uniformément distribués sur Uintervalle de fréquences [Q, Q. + AQ].
Dans ces conditions, la densité modale n(w) est une constante n, sur U'intervalle de fréquences
[Qc, Qe + AQJ. On suppose de plus pour le cas uniforme que la fréquence Qg est centrée dans
I'intervalle [, Q. + AQ]. On a donc pour ce cas, AQ =2 (Qr — £2.). Le graphe est donc donné
par la figure 11.3. On utilise les résultats établis par la théorie des structures floues (voir les
pages 391 et 392 de la référence Ohayon and Soize [108]). On suppose que Ny est tel que
v/Nyse est un entier non nul. L’hypothése d uniformité en espace et en fréquence conduit & écrire
qu’il y a un unique oscillateur dans un intervalle de fréquences 62 de mesure dw = AQ/v/Nose
et dans la surface 0I5 de mesure |6Ts| = |T's|v/Nyse dont la fréquence propre est uniformément
distribuée sur Iintervalle de fréquences 62 et sur la surface 6I'5. Cela montre bien que le nombre
total d’oscillateurs physiques sur la surface I'y et dans l'intervalle de fréquences 69 est /Ny et

que le nombre total d’oscillateurs physiques sur la surface I'y et dans l'intervalle [, Q. + AQ)]
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n(w)

| | w
T l el
0 Qe 1 Qe+AQ 2r
Qr

Fia. I1.3 — Densité modale uniforme

est v Nose X vV Nose = Npge. Cela implique, dans ce cas, qu’il y a /Ny oscillateurs physiques
dans la surface 6"y dont les fréquences propres sont uniformément distribuées dans l'intervalle

de fréquences [Qc, Q. + AQ], selon les hypothéses de ce paragraphe (voir figure 11.4).

(a) On suppose que tous les oscillateurs ont la méme masse m,s.. La masse totale physique myot

de tous les oscillateurs sur la surface I'y est donc Mot = vV Nose X vV Nose Mose, Aol
Miot = Nose Mose - (11123)

Dans ces conditions, on a :

NOSC oSsc
Vo €Ty, pla,w) = p(w) = 7”|F7|” : (IL.124)

ce qui montre que u(w) est une densité surfacique de masse (en kg x m~2) et que

/,u(a:,w)ds(sc): Nosec Mose - (I1.125)

I

(b) La densité modale moyenne maximale n,, est donc telle que

= I1.126
(c) Soit v(w) le coefficient de masse participante moyen qui est défini par I’équation
Mot
pu(w) = g(w)ﬁ . (I1.127)
S

Le coefficient v(w) est sans dimension. On déduit des équations (11.123), (I1.124) et (I1.127)

C.F. Modélis. Valid. Expér. des Complex. Insono. pour Prévis. Vibroac. Numér. Basse Moyen. Fréq. des Automobiles



II. Modéle de I’habillage fondé sur la théorie des structures floues 39

que
1

V NOSC

Finalement, on déduit des équations (I11.123), (I1.124), (I1.126) et (I1.128) que pour le cas

v(w) = (I1.128)

uniformément distribué en espace et en fréquences, on a

Mot

pw)n(w) = T AO (I1.129)

et donc

Q. +AQ
/C p(w)n(w) dw = T (I1.130)

Q.+ AQ

() ow | |

]

F1G. I1.4 — Répartition des oscillateurs sur la surface I'y avec une densité modale moyenne
uniforme en fréquence
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40 II. Modéle de I’habillage fondé sur la théorie des structures floues

I1.5.2 Cas d’une densité modale non uniforme en fréquence

On suppose maintenant que n(w) n’est pas constante pour w € [Q,Q. + AQ] mais que la
distribution spatiale sur I's est toujours uniforme. De plus on suppose toujours que {Qr est
centrée dans lintervalle [Q, Q. + AQ] donc que l'on a AQ = 2(Q2r — Q). Par exemple on a

le graphe montré sur la figure I1.5. On partitionne 'intervalle de fréquences [, Q. + AQ] en

n(w)

ow; = |082;]
/ w
T > y v
0 Qo ] Qet+AQ Qr
Qr Qr

FiGc. I1.5 — Densité modale non uniforme en fréquence découpée en intervalles de fré-
quences 6{2; non égaux de mesures dw;

intervalles 6€2; tels que

VNOSC
U 09 =0, Q.+ AQ] (I1.131)
j=1
Vje{l,... ,\/Nm}, / dw = 0w, | (I1.132)
59;

i.e. dw; = |0€);] et les intervalles 6€2; sont construits pour que l'on ait,
/ nw)dwe=1 , Vji=1,...,v/Nosec - (I1.133)
59
La densité modale maximale ng s’écrit,

2 V NOSC
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On en déduit que pour tout € 6T, le nombre d’oscillateurs présents dans l'intervalle [, . +

AQ] est
Qe+AQ V' Nosc

/Qc n(w)dw = ; /mj n(w)dw =1/ Nose . (11.135)

Q.+ AQ

(w) dw;

I3

F1a. I1.6 — Répartition des oscillateurs sur la surface I's; avec une densité modale moyenne

non uniforme en fréquence

Puis en sommant sur les /N, surfaces ', on obtient le nombre total d’oscillateurs sur la
surface I's qui est v/Nyse X v/ Nose = Nose. On remarque d’aprés 1'équation (11.133) que les aires
sous la courbe de w — n(w) associées aux intervalles de fréquences §€2; sont toutes égales (voir

figure 11.5). Dans ces conditions, on a toujours les équations (I11.123), (I1.124) et (I1.128), a savoir,

Miot = Nose Mose (11136)
v/ N,
Va € PS? ,u(a:,w) = H(w) = %ﬁl’osc ) (11137)
s
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1
g(w):m . (I1.138)

On vérifie que ’équation (I1.130) est toujours vraie

Qc+AQ Mot
/ plwin(w)dw = —2 . (11.139)
Qe o ‘Fs,

I1.6 Paramétres du modéle moyen d’un habillage réel

Dans ce paragraphe on considére le cas d’un habillage réel qui est un assemblage de systémes

continus. On présente un modéle moyen paramétré de densité modale.

I1.6.1 Paramétrage du modéle moyen

L’objectif de ce paragraphe est d’introduire le paramétrage du modéle moyen qui est défini par
la densité surfacique de masse moyenne pu(w), la densité modale moyenne n(w) et le taux de dis-
sipation moyen §(w). Le paramétrage est lié aux propriétés dynamiques moyennes de 'habillage

et les parameétres (qui sont des données) seront :
(1) La fréquence fondamentale de résonance {2r de 'habillage (résonance suivant 1’épaisseur).

(2) La fréquence de coupure . au-dessous de laquelle ’habillage a un comportement de masse

pure.

(3) La largeur de bande AQ telle que 'habillage a un comportement dynamique significatif sur

I'intervalle [, Q. + AQ]. On suppose de plus que

O € [, Qe+ AQ] . (11.140)

I1.6.2 Densité surfacique de masse moyenne p(w) d’un habillage
réel
Le paramétrage de cette densité surfacique de masse moyenne p(w) d’un habillage réel de masse

totale myy dont linterface I'y avec la structure a une aire |T's| est donnée pour tout w € [Q, Qe+

AQ], par I'équation (I1.127), c’est-a-dire,

pww) =v(w) T (I1.141)

avec v(w) le coefficient de masse participante moyen qui est sans dimension et qui doit étre

spécifié dans le modéle.
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I1.6.3 Taux de dissipation moyen {(w) d’un habillage réel

On ne propose pas de paramétrage particulier de {(w) qui est une donnée du modéle moyen et

qui doit étre spécifié.

I1.6.4 Densité modale moyenne n(w) d’un habillage réel

Le maximum de n(w) pour w € [, Q. + AQ] est atteint pour w = Qp par définition de Qg et
est noté n. Il est donc tel que,

ng =n(Qr) - (11.142)

La valeur de n est une donnée qui doit étre spécifiée pour chaque habillage réel. Il est a noter
que le nombre total Ny d’oscillateurs généralisés (oscillateurs dans les coordonnées généralisées)
sont répartis aléatoirement dans l'intervalle [, Q.+ AQ] dont la distribution de probabilité (non
uniforme) est fonction de la densité modale moyenne n(w). Et par analogie avec les résultats du

paragraphe [1.5, ce nombre est tel que,

Qc+AQ
v/ Nopge = / n(w)dw . (11.143)
Qe

Définition d’une densité modale moyenne pour le calibrage

On introduit une densité modale moyenne « fictive » (voir les explications en fin de paragraphe)
qui va servir a calibrer la densité modale paramétrée de ’habillage réel. C’est une fonction
continue par morceaux a support compact [Q., Q. + AQ] (voir figure 11.7) qui pour tout w > 0

est définie , sachant que dans ce cas AQ = 2(Qr — €.), par

QREBQC (w—Q) pour w € [Q., Q|
n(w) = g2 (—w+20r — Q) pourw € [Qr, Qe+ AQ] (11.144)
0 ailleurs
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n(w)

T
0 & 1 Q.4+AQ Wmazx
Qr Qr

F1G. I1.7 — Schéma de principe de la densité modale triangle

La relation entre le nombre N,z d’oscillateurs généralisés et cette densité modale est donné par

I'équation (I1.143) qui donne

AQ
V Nosc = E02 . (11145)

On notera que, si ce modeéle de densité modale est cohérent pour w < Q.+ AfQ, il ne 'est pas pour
w > Q.+ AQ, car pour un milieu continu élastique et occupant un domaine borné de 'espace,
le nombre de fréquences propres est infini dénombrable (voir par exemple Gol'denveizer |61/,
Courant and Hilbert [32]). La densité modale ne peut étre nulle pour w > Q. + AQ. Toutefois,
cette densité modale moyenne « fictive » va servir a calibrer la densité modale paramétrée

présentée dans I'annexe B.

I1.7 Estimation sur plan des paramétres du modéle
moyen de ’habillage

Dans ce paragraphe, on présente une méthode d’estimation des paramétres du modéle simplifié
de ’habillage présenté dans ce chapitre. On construit un modéle moyen détaillé de ’habillage par
la méthode des éléments finis avec les paramétres de conception de I'habillage fournis par 'ingé-
nierie. Le modéle numérique d’habillage est encastré sur la surface qui correspond a Uinterface
habillage-structure (i.e. T'y, voir I’équation (I.15)). On construit ensuite le probléme généralisé
aux valeurs propres en considérant I’habillage dans le vide. On notera ¢ le mode associé a la
valeur propre A, et qui est tel que [K]p® = Ao [M]p® ou [K] et [M] sont les matrices classiques

de raideur et masse respectivement.
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I1.7.1 Estimation du taux de dissipation moyen

Le taux de dissipation de I'habillage est fourni par I'ingénierie et correspond aux taux de dissi-

pation des matériaux composant ’habillage.

11.7.2 Estimation du coefficient de masse participante moyen
Estimation du coefficient de masse participante par mode
Soit D, un sous-systéme du modéle numérique décrit ci-dessus tel que,

D={k,....kn} . (I1.146)

ou N est le nombre de DDL considéré. On a N < Ny, olt Nyot est le nombre total de DDL du
systéme numérique. L’énergie cinétique associée au mode « s’écrit,

(M]e®, ) 5 (I1.147)

1
gj%tot = 5

ol ¢, est la composante o du vecteur des vitesses en coordonnées généralisées ¢. On définit

I’énergie cinétique associée au mode a pour les DDL appartenant au sous-systéme D,

N N
1 .
&y = ) Z Z[M]kJ kg ‘P(zj ngl qu . (I1.148)
j=1 £=1
On définit la quantite MY,
N N
MY =D M, 00 00 (11.149)
j=1 =1

On remarque en utilisant les équations (I1.147) et (I1.149) que si on prend en compte tous les

DDL, avec la normalisation ([M]e?, %) = 1, la quantitée Mg, = s’écrit,
Goo=1 . (I1.150)

On définit la masse participante modale m,,, pour le sous-systéme D, de la fagon suivante,

1 1
_ 2 .9
5]%/ - §maﬁ ;(‘P?) 4o >
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On définit le coefficient de masse participante modale v, de la facon suivante,

m,,
= , II.151
Y Myt ( )

oll Myt est la masse totale du systéme. En utilisant les équations (I1.149) et (I1.151), on remarque
que le coefficient de masse participante modale moyen peut s’écrire pour le sous-systéme D,
MO&
Vo= — T S (I1.152)
N Zj:l (90?])

Estimation du coefficient de masse participante sur la bande de fréquences B

On définit le critére de tri modal suivant, on supprimer les modes ©® qui sont tels que

(0]

N
1 M
j=1 ©

Commentaires
En utilisant I’équation (I1.150), on peut majorer le critére de tri modal défini par 1’équation

(I1.153) par ml on obtient I’équation suivante,

tot

2|~

N a 1
e <= < . (IL.154)
= J Mot Mtot

En utilisant ce majorant, on surestime la densité modale. On ne commet cependant pas une
grande erreur avec cette approximation car la géométrie et les matériaux qui composent les
habillages ’autorisent. En effet, dans les cas que nous étudierons aux chapitres VI et VII, les
habillages sont composés d’une couche de mousse (qui jouerait le role d’un ressort) recouverte
par une couche de septum (qui jouerait le réle d’une masse) et dans ce cas la plus grande partie
de 'énergie cinétique qui nous intéresse (pour les DDL normauz) est contenue dans le septum
(défini ci-dessus par le sous-systéme D).

Vis-a-vis de la vibroacoustique, on calcule dans D, les modes sur les DDL normaux, mais dans ce
cas, on sous-estime ’énergie mécanique transmise a la structure (car on ne prend pas la totalité
des DDL).

Vis-a-vis de la structure, il faut prendre N = Ny, mais dans ce cas on surestime l’énergie
transmise a ’acoustique. On sera donc amené & faire un compromis lors de ’estimation sur plan

des paramétres.
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11.7.3 Estimation de la densité modale moyenne

La densité modale moyenne est obtenue en comptant les fréquences propres obtenues au para-

graphe [1.7.2. On utilise ensuite la définition de la densité modale qui est telle que,

N(w) = /Ow n(t)dr (I1.155)

ou N(w) représente le nombre de fréquences propres dans l'intrervalle [0, w].

II.8 Résumé du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons construit le modéle moyen simplifié de I’habillage en nous fondant
sur la théorie des structures floues, nous avons ensuite introduit de nouvelles formes linéaires et
bilinéaires associées au couplage de I'habillage avec la structure et la cavité acoustique. Finale-
ment, une méthodologie d’estimation sur plan des paramétres du modéle moyen de I’habillage

est proposée.
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50 III. Réduction du modéle vibroacoustique moyen simplifié

III.1 Introduction

Dans une premiére partie de ce chapitre, nous allons implémenter le modéle moyen simplifié de
I’habillage, développé dans le chapitre II, dans le modéle moyen du systéme vibroacoustique,
développé au chapitre I. Puis nous discrétiserons le probléme aux limites vibroacoustique par la
méthode des éléments finis (voir par exemple les ouvrages de référence Zienkewicz and Taylor
[163], Ohayon and Soize [108| et les ouvrages Dautray and Lions 37|, Dubigeon 39| troisiéme
partie) (paragraphe I11.4). Dans une seconde partie nous projetterons le modéle moyen sur les
modes structures et les modes acoustiques pour construire le modéle réduit moyen du systéme

vibroacoustique (paragraphe I11.6).

II1.2 Formulation faible du probléme aux limites moyen

vibroacoustique avec le modéle moyen simplifié

d’habillage

On injecte les équations (I1.54) et (I1.55) dans les équations (1.48) et (I.50). On écrit donc la
forme faible du probléme aux limites moyen vibroacoustique avec le modéle moyen simplifié
d’habillage. Pour tout w fixé dans B, trouver u® € Cj et p € C%, tels que, pour tout du’® € Cj et
op € C%, on ait,

—w?m® (u®, §u®) + iw d°(u®, 6u’;w) + k*(u®, 6u’;w) + cr, (0u”, p;w)

+a’ (w)b® (u?, du’) + a(w)c’(p, du’) = I°(du’;w)

(I11.1)

et

—w?m®(p,6p) + iw d*(p, 6p; w) + k*(p, 0p) + w’ey, (u®, Ip; w)

(I11.2)
+w?a’(w)e® (Op, u®) + a®(w)b*(p, dp) = 1*(0p;w)

les différentes formes linéaires et bilinéaires étant définies par les équations (1.34) a (1.37) pour
m?®, d*, k® et [*; par les équations (I.41) a (1.44) pour m?, d*, k% et I*; par les équations (1.45),
(IL51) & (I1.53) pour ¢, b%, ¢*, b* et ol les coefficients de I'habillage a*(w), a®(w) et a®(w) sont
définis par les équations (I1.107) a (I1.112).
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II1.3 Introduction des ensembles de matrices

Nous allons introduire dans ce paragraphe les ensembles de matrices nécessaires a la discrétisation
par éléments finis. On définit My, »(R), I'ensemble des matrices rectangulaires & m lignes et n
colonnes dont les éléments appartiennent a R. De méme, on définit M, (R) I'ensemble des matrices
carrées d’ordre n; M (R) ensemble des matrices symétriques ; M1%(R) I'ensemble des matrices
symétriques semi-définies positives et M1 (R) 'ensemble des matrices définies positives. On a les

relations d’inclusion,

M (R) ¢ MO(R) € MS(R) € Mn(R) . (111.3)

De méme on note M, (C) lensemble des matrices carrées d’ordre n a valeurs complexes. Une

matrice [A] complexe est dite symétrique si [A] = [A]”. La matrice est dite hermitienne si

[A] = [A]* o [A]" = [A] .

II1.4 Modéle matriciel éléments finis moyen

Pour tout w € B, on note {u®(w),p(w)} la solution de la formulation faible du probléme défini

par les équations (II1.1) et (II1.2).

I11.4.1 Maillage des domaines par la méthode des éléments finis

Pour simplifier I’exposé on suppose que les maillages sont compatibles sur I'interface de couplage
Iy UTy (avec I' ~ T'y). L’extension au cas d’'un maillage incompatible ne pose pas de difficultés
pour ce probléme de vibroacoustique car 'incompatibilité de maillage n’a d’incidence que sur
la discrétisation des formes bilinéaires de couplage Cr, (u®,dp;w) et c*(p,du’) qui se prétent

naturellement & une discrétisation avec maillage incompatible (voir Guerich and Hamdi [66]).

I11.4.2 Matrices et vecteurs de la discrétisation par la méthode

des éléments finis

On définit le produit scalaire euclidien (u,v) = Y1 | u;v; pour u et v dans R" et on prolonge

la forme bilinéaire (u,v) — (u,v) sur C".
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(a) Structure

Soit u®(w) € C™ le vecteur des degrés de liberté aux nceuds du maillage de T's tel que ’approxi-

mation u""* (w) par éléments finis du champ u*(w) € C§ s’écrive
e (@,w) = [N (@)t (@) (111.4)

avec [N*(x)] € M3, (R) la matrice construite a 'aide des fonctions d’interpolation des éléments
finis du modéle du domaine Q5. On note [M*] la matrice de masse de la structure appartenant a
IYI;;([R), [D*(w)] la matrice d’amortissement de la structure appartenant a M;Lns([R) et [K*(w)] la

matrice de raideur de la structure appartenant a M;S(lR) et telles que

(M*]u’(w), du®)y ~ /st(cc)us(a:).éus(zc)dcc , (IIL.5)
(D*(w)]u’(w), du®) =~ /bz‘jkh(w,W)Ekh(uS)€z‘j(5us)dw : (I1.6)
(K (w)]u’(w), ou’) ~ /aijkh(a:,w)Ekh(us)sij((Sus)dw . (T11.7)

S

On définit alors, la matrice de raideur dynamique de la structure [A®(w)] appartenant a I}’I;is (C)
par,
[A°(W)] = —w? [M°] +iw [D°(w)] + [K*(w)] - (I1.8)

On définit le vecteur [*(w) résultat de la discrétisation des chargements mécaniques externes au

systéme vibroacoustique.

(b) Fluide acoustique

Soit p(w) € C™a le vecteur des degrés de liberté aux noeuds du maillage de €, tel que 1’approxi-

mation p*(w) par éléments finis du champ p(w) € C® s’écrive
p(z,w) = [N*(z)]p(w) , (I1.9)

avec [N%(x)] € My, (R) la matrice construite a I’aide des fonctions d’interpolation des éléments
finis du modéle du domaine Q,. On note [M?| la matrice de « masse » du fluide acoustique
appartenant a M,—;a([R), [D%(w)] la matrice « d’amortissement » du fluide acoustique appartenant

a [T’I:;g(IR) et [K?] la matrice de « raideur » du fluide acoustique appartenant a M;#Z(IR) telles
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que

1

<[Ma]g(w),5£> o~ ,OTC(Q) ; p(x)op(x)dx (II1.10)
<[Da(w)]g(w),5£> ~ T(w)plo/Q Vp.Vipdx (II1.11)
([Kp(w),dp) ~ plo i Vp.Vépdr . (I11.12)

On définit alors, la matrice de « raideur dynamique » du fluide acoustique [A%(w)] appartenant
a Mia((ﬁ) par,
[A%(w)] = —w® M*] + iw [D*(w)] + [K*] . (IT1.13)

On définit le vecteur [*(w) associé aux sources acoustiques.

(c) Couplage

La matrice [C] € My, m,(R) de couplage entre la structure et le fluide se déduit de la forme
bilinéaire ¢y, (0u®, p;w) définie par I'équation (1.45) et relative a I's en utilisant les équations

(IT1.4) et (I11.9) et est telle que

([Clpw), du’) ~ g du’(x).n’(x)p(x)ds(x) . (I11.14)

De méme, la matrice [C°] € My, m,(R) de couplage entre la structure et le fluide se déduit
de la forme bilinéaire ¢*(p, du’;w) définie par I’équation (11.52) et relative a I's en utilisant les

équations (I11.4) et (I11.9) et est telle que

([C*lp(w), 6u®) :/ p(x) (n’(x).0u’(x)) ds(x) . (IT1.15)

s

(d) Matrices additionnelles relatives a la présence de 1’habillage

La matrice [B°] € M,f°(R) de « couplage » entre la structure et I'habillage se déduit de la forme
bilinéaire b®(u®, du®) définie par I'équation (I1.51) et relative a I'y en utilisant les équations (I11.4)

et (I11.9) et est telle que

([B*]u’(w), du®) :/ (n’(x).u’(x)) (n’(x).0u’(x)) ds(x) . (I11.16)

De méme, la matrice [B?] € M;g(ﬂ?) additionnelle intervenant sur le fluide se déduit de la forme

bilinéaire b*(p,dp) définie par I'équation (I1.53) et relative a I's avec I' ~ I'y en utilisant les
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équations (I11.4) et (II1.9) et est telle que

([B']p(w), op) ~ / p(x) dp(x) ds(z) . (111.17)

s

(e) Modéle vibroacoustique moyen simplifié

On déduit des équations (II1.1) et (I11.2) et des paragraphes I11.4.2(a) a 111.4.2(d), la discrétisa-
tion par la méthode des éléments finis du modéle vibroacoustique moyen avec le modéle moyen

simplifié de 'habillage qui sera appelé modéle vibroacoustique moyen simplifié et qui s’écrit,

{[A°(W)] + ()BT} w’(w) + {2 (W)[C] + [Cl} plw) = P(w) , (1118
{[A%@)] +a* (@) B} pw) + & {[C]" +a*W)[C] }u*(w) = [*(w) , (IIL19)

ot [A]T désigne la transposée de [A]. On donne I'écriture matricielle de ce systéme,

[A*(w)]+a°(w) [B°] [C] + a°(w)[C7]
= . (II1.20)
O +aW)[C]"} [A%w)] + a®(w)[B] p(w) £ (w)

III.5 Modes élastiques de structure et modes acous-

tiques de cavité pour le modéle moyen

On considére le modéle élément fini moyen défini par I’équation (I11.20) et pour w appartenant a
la bande de fréquences B (on rappelle que 0 ¢ B). Le probléme généralisé aux valeurs propres se
construit en écrivant un probléme généralisé aux valeurs propres pour la structure dans le vide

et un probléme généralisé pour la cavité acoustique a parois rigides associés a ’équation (I11.20).

IT1.5.1 Modes élastiques de structure

Les modes élastiques de structure sont définis par la raideur a fréquence nulle [K*(0)]. Ainsi le
probléme généralisé aux valeurs propres permettant le calcul des modes élastiques de structure

dans le vide s’écrit, compte tenu de I'équation (II1.20), trouver A* et ° € R™s tels que

K'O)lp" = 2" M]p" . (111.21)
Les valeurs propres sont réelles positives telles que 0 < A7 < A3 < ... < A}, et les vecteurs
associés fi’ e ffn vérifient les propriétés usuelles d’orthogonalité (voir par exemple Bathe
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and Wilson [16]),
T =5y . Tl = Ay (111.22)

oll 0;;j = 1siit = j, =0sii# jdésigne le symbole de Kronecker. La structure comporte m;

modes élastiques car elle n’a pas de déplacements de corps rigides.

I11.5.2 Modes de cavité acoustique a parois rigides

Le probléme généralisé aux valeurs propres permettant le calcul des modes de cavité acoustique
A parois rigides s’écrit, compte tenu de 1’équation (I11.20), trouver A\* = w,? positif et @?, un
vecteur réel de dimension m, tels que

K = A% [M%]® . (I11.23)

Les vecteurs propres %, ... associés aux valeurs propres 0 = \{ < NS <... < A2 vérifient
prop 1’ ' o prop [Ay} 22 Mg,
— e a

les propriétés usuelles d’orthogonalité,

e My =0 @ K] = AThy (IT1.24)

La cavité acoustique posséde un mode de pression constante p] associé a la valeur propre nulle

A =0 et my — 1 modes acoustiques de cavité & parois rigides.

II1.6 Modéle vibroacoustique moyen simplifié réduit

Dans ce paragraphe on projette le modéle vibroacoustique moyen simplifié défini par I’équation
(I11.20) pour obtenir le modéle vibroacoustique moyen simplifié réduit. Soient E,, C R™* et

E,, C R™ les sous-espaces de dimension ns et n, de R et R™* tels que

E,. = vect {fi,...,gi } et B, = vect {g‘f,...,fz } . (I11.25)

On notera E_ et Ef les complexifiés de Ey,, et Ep,. Le modéle moyen simplifié réduit consiste
a projeter I’équation (II1.20) sur E, X E,,. On introduit donc les matrices [®°] € M, n, et
(@] € My, . telles que

[@°] = [ﬁ,...,g } . [09 = [ﬁ,...,g } . (I11.26)

s Na
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La projection de la solution {u*(w),p(w)} de I'équation (I11.20) sur le sous-espace E,, x E,,

s’écrit donc,

u’(w) = [@°]¢°(w) (IT1.27)

p(w) = [2q"(w) (I11.28)

avec q@*(w) € C™ et g*(w) € C™ les vecteurs des coordonnées généralisées de structure et de

fluide acoustique. On introduit la matrice [H] € My, +my ns+no (R) définie par blocs par

_ | @)oo
[H][ . [@a]] : (I11.29)

Alors les équations (I11.27) et (I111.28) s’écrivent,

= [H]

{ w ()

p(w)

q°(w)
= : 111.30
qaw} a0

La projection sur E,,, x E,, de 'équation (II1.20) s’écrit donc,

[A%(w)] + a*(w)[B’] [C] + a(w)[C”] (W) _ fo(w) sy

HICT +aW)[C]} [A%(w)] +a*(W)[B] | | ¢*(w) f(w)
oil on a introduit les relations matricielles suivantes,

[4%(w)] = [@°]" [A*(W)] [@°] €M, (C) (1I1.32)

B°] = [@°]" [B°] [@°] €M, (R) (I11.33)

(€] = @7 [C][@] €Mpm,(R) (II1.34)

[C°] = [@°]" [C°][®°] € Mn,na(R) (111.35)

[A%(w)] = [27]" [A%(@)] [@°] €M, (C) (111.36)

B = [2]" [B] [&"] €My, (R) (I11.37)

fw) =@ Fw eC™ , (I11.38)

Fw) = [0 (w) eC™ . (111.39)

On a les relations matricielles suivantes :
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(a) Structure

A% (w)] = —w? [M°] + iw [D°(w)] + [K°(w)] (IT1.40)

ot les matrices [M*], [D*(w)] et [K*(w)] appartiennent a M (R) et sont telles que
[M)i; =65, D] =[] D WIET] , [KW];=[@] K W]e] . (IL41)

Si on utilise 'approximation [K*(w)] ~ [K*(0)] sur la bande d’analyse B alors on a [K*(w)];; =
A7 3.

(b) Fluide acoustique

[A%(W)] = —w? [M?] +iw [D*(W)] + [K] (IT1.42)

ou la matrice [M?] appartient & Mga([R) et les matrices [D%(w)] et [K“] appartiennent a D"IZB([R)

et sont telles que
(M5 =0bi5 , [DYw)]=7(w)Afdi; ,  [K%y = Afdy; . (II1.43)

(c) Calcul des matrices du modéle simplifié moyen réduit de I’habillage

On explique dans le chapitre d’annexe D le calcul des matrices [B®], [B?] et [C*®] dans le cas d'un

maillage compatible.

Rappel sur la terminologie On utilise usuellement la terminologie suivante : [M®] est
la matrice de masse généralisée de structure, [K°(w)] est la matrice de raideur généralisée de
structure, [D*(w)] est la matrice de dissipation généralisée de structure, [M?] est la matrice de
« masse » généralisée du fluide acoustique, [K?] est la matrice de « raideur » généralisée du
fluide, [D*(w)] est la matrice de « dissipation » généralisée du fluide acoustique, f*(w) est le
vecteur des efforts généralisés de structure, f(w) est le vecteur des termes de sources acoustiques

généralisés du fluide acoustique.

II11.7 Résumé du chapitre

Dans ce chapitre nous avons écrit la formulation faible du probléme aux limites moyen vibroa-
coustique avec le modéle moyen simplifié d’habillage. Nous avons écrit le modéle éléments finis

de ce probléme puis nous ’avons projeté sur les modes élastiques de structure dans le vide et
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58 III. Réduction du modéle vibroacoustique moyen simplifié

les modes acoustiques dans la cavité & parois rigides. Nous avons finalement obtenu le modéle

vibroacoustique moyen simplifié réduit qui s’écrit (voir I’équation (I11.31))

[A%(W)] + a*(w)[B”] [C] + a“(w)[C”] q°(w) )

WH{IC]T +a*W)[C]T} [A%(w)] +a®(W)[B] | | ¢°(w) fo(w)
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IV.1 Introduction

Nous avons vu au paragraphe [1.4 que la stratégie concernant la modélisation probabiliste de
I’habillage était de construire le modéle moyen par la théorie des structures floues et était de te-
nir compte des incertitudes de modélisation a ’aide de ’approche probabiliste non paramétrique
des incertitudes de modéle et sur les paramétres. Le développement du modéle vibroacoustique
probabiliste basé sur une approche non paramétrique des incertitudes de modéle et de données,
mais sans modélisation de I’habillage, a été fait entiérement dans la thése de doctorat Durand
|42]. Nous allons a présent développer la modélisation non paramétrique des incertitudes & par-
tir du modéle moyen réduit du systéme vibroacoustique incluant le modéle moyen simplifié de
I’habillage du chapitre III. Le principe de construction des matrices aléatoires dans la théorie de
modélisation non paramétrique des incertitudes est expliqué dans les articles Soize [134| [135]
|143|. Nous reprendrons ici les mémes notations que dans la derniére référence citée, a savoir :
[R] désigne une matrice du modéle moyen réduit et [R] désigne la matrice aléatoire associée dans

le cadre de ’approche probabiliste. Nous verrons au paragraphe [V.2 quelles relations les lient.

IV.2 Approche probabiliste non paramétrique des in-

certitudes de données et de modéle

IV.2.1 Définition des matrices aléatoires du systéme vibroacous-
tique

La construction du modéle probabiliste des matrices des équations (I11.31), (II11.40) et (I11.42)
est faite en utilisant I’approche probabiliste non paramétrique des incertitudes. Plus particuliére-
ment, les matrices aléatoires associées a [M?], [D®(w)], [K®(w)], [C], [M?], [D*(w)] et [K?] seront
construites classiquement dans le cadre de I’approche probabiliste non paramétrique comme il a
été fait dans Durand [42| mais en tenant compte de la dépendance en (w) des matrices [D*(w)],
[K*(w)] et [D*(w)]. Par contre les matrices aléatoires associées aux matrices a®(w)[B?], a®(w)[C?]
et a®(w)[B?] seront construites suivant cette méme approche non paramétrique mais en consi-
dérant que les incertitudes de modéle et de données sont prises en compte par la fluctuation
statistique des matrices associées a [B?], [C°] et [B?], les coefficients complexes a®(w), a*(w) et
a(w) restant déterministes. Par exemple la matrice aléatoire associée a a®(w)[B?| sera a®(w)[B?]
avec [B?f] la matrice aléatoire associée & [B*]. Pour w fixé dans B, on introduit les matrices
[M?], [D*(w)], [K*(w)], [B®], [C], [C*], M?], [D%(w)], [K?] et [B?] sur un espace probabilisé

(0,7, P). Ces matrices sont des variables aléatoires du second ordre. Compte tenu des propriétés
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algébriques des matrices du modéle vibroacoustique moyen simplifié réduit défini par I’équation
(II1.31), les matrices aléatoires [M?], [D*(w)] et [K*(w)] sont & valeurs dans M, (R); la matrice
aléatoire [B?®] est a valeurs dans MISO(R) ; la matrice aléatoire [M?] est & valeurs dans M:@(R) ;
les matrices aléatoires [K?], [D*(w)] et [B?] sont a valeurs dans MZB([R) et les matrices aléatoires
[C] et [C?] sont a valeurs dans M, »,(R). En utilisant I'approche probabiliste non paramétrique,

les valeurs moyennes de ces matrices aléatoires sont écrites

E{MP]} = [M°] E{D*(W)]} = [D°(w)]

K (W)} = [E(w)] E{K )} = [K*]

E{M} = [M] -, E{D(w)]} = [D*(w)] (IV.1)
o’ (W) B} =a’(W)[B°] , &{a(w)[B]} = a*(W)[B] ,

glep=Ia Ela’(W)[C} = a*(W)[C°]

ou & désigne I'espérance mathématique. De plus, ces matrices aléatoires doivent vérifier les pro-
priétés introduites par la suite (voir le paragraphe 1V.2.3). Pour tout w € B, soient Q®(w) et
Q%w) les vecteurs aléatoires a valeurs dans C"* et C"* des coordonnées généralisées respecti-
vement de structure et du fluide acoustique. De méme, on introduit les matrices aléatoires de

raideur généralisées qui s’écrivent d’aprés les équations (I11.40) et (I11.42),
[A*w)] = —w? M*]+iw [D*(w)] + [K*(w)] (IV.2)
[A%w)] = —w? MY +iw [D%(w)] + K], (IV.3)
olt [A%(w)] est une matrice aléatoire a valeurs dans M;J (C) et [A%(w)] est une matrice aléatoire

a valeurs dans M} (C) pour tout w € B. En s’aidant des équations (I11.31), (IV.2) et (IV.3), les

équations matricielles aléatoires du systéme vibroacoustique réduit stochastique s’écrivent,

[A%(w)] + @*(w)[B7] [C] + a(w)[C7] QW) | | £ V4
WHICI +atW)[C]} [A%w)] +a*(w)[B] | | Q*(w) F(w)

Compte-tenu des équations (I11.27) et (I11.28), les vecteurs U*(w) des déplacements aléatoires

de la structure et P(w) des pressions aléatoires du fluide acoustique s’écrivent pour tout w € B,

P(w) =[2°]1Q%w) . (IV.6)

Rappel sur la terminologie On utilise usuellement la terminologie suivante : [M?] est la

matrice aléatoire de masse généralisée de structure, [K*(w)] est la matrice aléatoire de raideur
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généralisée de structure, [D*(w)] est la matrice aléatoire de dissipation généralisée de structure,
[M?] est la matrice aléatoire de « masse » généralisée du fluide acoustique, [K| est la matrice
aléatoire de « raideur » généralisée du fluide, [D%(w)] est la matrice aléatoire de « dissipation »

généralisée du fluide acoustique.

I1V.2.2 Normalisation des matrices aléatoires

La premiére étape de construction de I’approche non paramétrique consiste & normaliser les ma-
trices aléatoires du modéle matriciel réduit. Pour ce faire nous devons commencer par factoriser

les matrices aléatoires puis introduire les matrices normalisées.

(A) Factorisation des matrices du modéle moyen réduit appartenant a M} (R)

Dans ce sous-paragraphe, n désigne ng ou ng et [M(w)] désigne [M?], [D®(w)], [K*(w)], ou [M?].
Puisque [M(w)] € M} (R) on écrit sa factorisation de Cholesky,

(M (w)] = [Lag @) [Ly(@)] (IV.7)

avec [Ly,(w)] une matrice triangulaire supérieure de M, (R).

(B) Factorisation des matrices du modéle moyen réduit appartenant a M;°(R)

Compte-tenu des propriétés algébriques des matrices [B®], [B?], [D%(w)] et [K“] il existe toujours

une factorisation que ’on peut écrire,

[B°] = [Sp:)"[SE:) (IV.8)
[BY] = [Spa]"[Spa] (1V.9)
[D*(@)] = [Spe(@)"[Spa(w)] (IV.10)
(K] = [Ska]"[Ska] (IV.11)

avec ng — 1 le rang des matrices [D*(w)] et [K?], 15 le rang de la matrice [B*] et n, le rang de
la matrice [B?]. Les matrices rectangulaires qui apparaissent sont telles que [Sgs] € Mz, . (R),
[Sgal € Mi, na (R), [Spa(w)] € Miy—1,n.(R) et [Ska] € My, —1,n,(R). Ces factorisations peuvent
étre construites soit par un procédé purement algébrique d’élimination du type Gauss en tenant
compte de I'existence d’un noyau non réduit & zéro, soit en utilisant une décomposition spectrale

pour matrice symétrique réelle.
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(C) Factorisation des matrices de couplage appartenant a I, (R)

Dans ce paragraphe, [C] € M, »,(R) désigne [C] ou [C?]. On suppose que n, < ng et que
[Clx = 0 implique que & = 0, c’est-a-dire que le noyau de [C] est réduit a 0 et que le rang de [C]
est ng. Si ng > ng alors les développements qui suivent seront appliqués a [C]” et non pas a [C]
et le rang de la matrice [C]7 est alors égal a n,. Pour la construction de I’approche probabiliste
non paramétrique, on utilise la décomposition polaire de [C] qui s’écrit Gholub and Van Loan
60,

(€] =T (Iv.12)

ou [U] est une matrice rectangulaire de M, . (R) telle que,
'] = [L,,] (IV.13)

et ot [T] est une matrice de M} (R). Pour construire [U] et [T, on utilise une décomposition en

valeurs singuliéres de la matrice [C]. Soit donc [B,, | € M,,(R) la matrice définie par

B,.]=[C]"[C] . (IV.14)

La matrice [B,, | étant symétrique, elle est diagonalisable et on peut donc I'écrire

nal

By, ] = [Hy,[Z,][H

“ngllttng

o, (IV.15)
ou [%,,]
le noyau de [C] est réduit a 0) de [B,

na)

est une matrice constituée des valeurs propres (qui sont toutes strictement positives car
et ou la matrice [H,, ] qui appartient a M,,(R) est la

matrice orthogonale des vecteurs propres de [B,, | qui sont tels que

1, )T [H,) = [H, ) H, ) = (L] (IV.16)
La matrice [T] est définie par
(] = (B, ) = [H,,)[2,, )21, )" (IV.17)

et appartient donc a M, (R). La matrice [U] est calculée en utilisant 'équation (IV.12) et le fait

que la matrice [T soit inversible (car elle appartient & M (R)). On a donc

U] = e . (IV.18)
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Comme [T est dans M} (R), elle admet une factorisation de Cholesky qui s’écrit,
1] = L) L] (Iv.19)

avec [L-| une matrice triangulaire supérieure dans M, (R).

(D) Expression des matrices aléatoires

En utilisant les notations des paragraphes (A) a (C) précédents on introduit (en suivant la méme
démarche que dans Soize [143]) les expressions des matrices aléatoires relatives a la structure,
au fluide acoustique et au couplage vibroacoustique, qui s’écrivent pour n, < ng, et compte-tenu

des équations (IV.7) a (IV.12) et (IV.19),

M) = [L,,.]71G,.]IL,.] [D°(w)] = [L . (@)]T[Gp.][L,, (W)],
[K*(@)] = [L s )] [G o ][L . (W)] [B°] =[5, 1"[G,.][S,.]
MY =[L,,,]"[G,.lL,.] [D(w)] = [S . W] [Gpal[S,, ()], (IV.20)
K = [S,) [GrallS,a] B = [5,.)7[G,.]18,.]
[C] = WL [GIL,] [C°] = [U°][L..]" (G IL,.]
ot [G,.], [G,.] et [G,.] sont des matrices aléatoires a valeurs dans M (R), [G,,.] est une

matrice aléatoire & valeurs dans M:a(lR), (G ,.] et [G,.] sont des matrices aléatoires & valeurs
dans l}/l,fa_l(ﬂ?), ou [G ] et [G .| sont des matrices aléatoires & valeurs dans M%S([R) et [T’I;a([R)

respectivement et enfin, si n, < ng, les matrices aléatoires (G| et [G_;] sont & valeurs dans

M7 (R).

Si ng > ng, les matrices aléatoires [C] et [C*] s’écrivent

Cs

[C] = [L )G LU, [C]=I[L

L.

TG IL, U, (IV.21)

avec (G| et [G,,] des matrices aléatoires dans M, (R) et ot [C)T = [U][T] et [C*]T = [U*][T*].

IV.2.3 Information utilisable pour les matrices aléatoires norma-
lisées

La construction du modéle non paramétrique des incertitudes utilise, pour construire les lois de

probabilité des matrices aléatoires introduites, le principe de maximum d’entropie ou encore du

maximum d’incertitude de la théorie de 'information (voir Shannon [127|, Jaynes |73| [74]).

La mise en ceuvre du principe du maximum d’entropie requiert la définition de l'information
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objective disponible. Dans le cadre de ’approche probabiliste non paramétrique des incertitudes,

I'information objective disponible est définie dans les sous-paragraphes C1, C2 et C3 suivants.

(C1) Les matrices aléatoires pleines [G] doivent étre symétriques définies positives presque
strement. Donc pour tout a € ©, on a [G,,, (a)] € D/I:S([R), G, (a)] € D/I:S([R), G (a)] €
M, (R), (G (a)] € MF (R), (G, (a)] € My (R), [Ga(a)] € My, 1(R), [G ()]

€ D’I:erl(l]?), G,.(a)] € M%a([R), (G (a)] et [G_(a)] sont dans I}’I,J{a(lR) si n, < ng et sont
dans M (R) si ng > ns.

(C2) Compte tenu de l'équation (IV.1) et des équations (IV.7) a (IV.21) on déduit que les

valeurs moyennes des matrices aléatoires [G] s’écrivent

G} = nd Gy} = [In,]
EG 1} = [In.] EG e} = [Tna]
E{Gpe]} = o] E{Gal} = Una—1] (IV.22)
G} =] G ]} =[]
G} = n ] ou [In] , E{[Gea]} = [In ] ou [In,]

avec [I,] la matrice unité de dimensions v x v.

(C3) Les moments d’ordre deux de la norme de Frobenius (définie ci-aprés) des inverses des
matrices aléatoires doivent étre finis pour que la solution aléatoire du modéle stochastique

vibroacoustique soit du second ordre. Ceci s’écrit,

(G, IR} < 400 EIGLITE} < 40
G} < 400, E{lIGL]TR} < 400,
(G2} < +oo o EllIGL]TEY < 400, (IV.23)
E{IGLIT R} < 400 E{lGLI IR} < 400,
EIIG R} < +00 o E{lIG] R} < 400,

avec [[A]], = (tr ([4] [A]T))l/ ? la norme de Frobenius et tr[A] la trace de la matrice [A].

IV.2.4 Paramétres de dispersion des matrices aléatoires

05y Opesy O

Ds» YKs»

0
paramétres permettent de controler le niveau de dispersion des matrices aléatoires [G] et donc

des matrices aléatoires [M?], [D*(w)], [K*(w)], [B®], [C], [C?], [M‘], [D%(w)], [K?] et [B?]. Ils

On introduit les paramétres de dispersion § Opasr Opas Opa, Op €t 0. Ces

MS) Bs» Ypmar Ypayr Ygas Ygay Yo
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sont définis par

5 :\/E{M[GMA—[GMS]H%} 5 :\/s{u[GDs]—[Gmn@}

Ic,. I | Ic,.12 |
s f{u[c;m]—[amwz} s f{n[ess]—[em]ui}
- Ic,. ] L I, Iz |
_ [E{lIGL] G )12} _ [ElIG ] - (G, 12}
5”[”‘\/ G B 5D“‘\/ lc,ae
5 :\/s{n[Gm]—[Gm]ui} 5 :\/5{||[GBG1—[GBQ]|@}
- I, L M |
5 \/5{IHGC}—[GCJH%} 5 \/s{uccs]—[acsnﬁ}
° G L Ic..I |

La valeur des paramétres de dispersion doit étre prise indépendante de la dimension des matrices.
La théorie nous assure ainsi de la convergence de la solution stochastique lorsque ng et n, tendent

vers 'infini (i.e. pour le probléme continu de dimension infinie).

IV.2.5 Lois de probabilité des matrices aléatoires normalisées

La loi de probabilité de chaque matrice aléatoire a été construite avec l'information objective
disponible donnée par les conditions C1, C2, et C3 du paragraphe [V.2.3 en utilisant le principe
du maximum d’entropie tel que I’a énoncé Jaynes (|73]). Pour simplifier les notations de ce sous-
paragraphe, on introduit la matrice aléatoire [G(a)] € M (R) qui, pour tout a € ©, représente
G, (@)] € VL (R), [Gpe (@)] € 1 (R), [Gre(@)] € M (R), [Gpe ()] € M (R), [Gya(@)] €
M2, (R). G ()] € VE(R) |, (G ()] € M, 4(R), [Gpu(a)] € M, 4(R) | [Gela)] € M, (R)
ouM! (R) et [G.(a)] € M (R) ou M (R) ott n représente n, ng, 7is, g 04 ng— 1. Le paramétre
Opss Opess Opss Oppas Opay Opas Opa, O €t 0y Ce

paramétre permet de contrdler le niveau de dispersion de la matrice aléatoire [G]. La loi de

de dispersion  représente les paramétres o

MS? DS KS) BS)» Ma> Da> Ka» Ba?

probabilité de la matrice aléatoire [G] est définie pour une densité de probabilité p ., (IG))dG par

rapport a la mesure dG définie par 'équation (IV.26), qui s’écrit

P :p[G]([G])dG ) (IV.25)
olt [G] — pg ([G]) est la fonction de densité de probabilité de MF(R) dans R et ot la mesure

dG sur M3 (R) est telle que

dG =22V T dG)i; (IV.26)

1<i<j<n
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Compte tenu de C1 et des équations (IV.22) et (IV.23), I'information objective disponible pour

la matrice aléatoire [G] s’écrit

[G(a)] € M3 (R) (IV.27)
G =Gl =[] , (IV.28)
G2} < 400 . (IV.29)

L’entropie définie par Shannon dans le cadre de la théorie de I'information (|127]), associée a la

fonction de densité de probabilité p ([G]) s’écrit
SBa) == s gy P (Dl (GD) 6 (v.30)

Les contraintes associées a l'information disponible et satisfaites par la densité de probabilité
P ([G]) sont données a la suite. La fonction de densité de probabilité vérifie la condition de

normalisation

/M ‘®) pe (GG =1 . (IV.31)

D’aprés I'équation (IV.28), la fonction de densité de probabilité doit étre telle que
@TMWdemw:m1. (1v.32)
La contrainte suivante (ou det représente le déterminant) est introduite et implique (IV.23)

/W([R) log(det(G)p e, (G AG = v, v < +00 - (IV.33)
L’espace G des fonctions [G] — p¢, ([G]) de MF(R) dans RT et satisfaisant les équations (IV.31)
a (IV.33) est défini. Le principe du maximum d’entropie appliqué a la fonction de densité de
probabilité p ., ([G]) de la matrice aléatoire [G] a valeurs dans M.} (R) avec les contraintes définies

par les équations (IV.31) a (IV.33) s’écrit donc :

Trouver pg, ([G]) solution du probléme d’optimisation max S(p

@)
Pl €9

La méthode des multiplicateurs de Lagrange a été utilisée pour résoudre le probléme d’utilisation

sous contraintes. Il est alors montré que la fonction de densité de probabilité p g, ([G]) par rapport
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a I'élément de volume dG' s’écrit :
Py ([G) = ]lM+([R)([G])xCGx(det[G})("+1)(1_52)/(252)xexp (—(n + )tr[G]/(20%) , (IV.34)

ot la fonction indicatrice 1+ p ([G]) est égale a 1 si [G] € MI(R) et est égale a 0 sinon. La

constante Cg est une constante de normalisation positive qui s’écrit,

Cq = 207 7 , (IV.35)
[T, (% + 50
avec I' la fonction gamma définie pour tout z > 0 par
+oo
I(z) = / t*le7tat . (IV.36)
0

L’équation (IV.34) montre que les éléments de la matrice aléatoire [G] sont des variables aléatoires
dépendantes. Cette équation montre également que la fonction de densité de probabilité de la
matrice aléatoire [G] de dimension n est paramétrée par I'unique scalaire 0 qui est le parameétre

de dispersion. Rappelons que le paramétre de dispersion ¢ de la matrice aléatoire [G], défini par

NGO RER:
5‘\/ e (1V.37)

doit a la fois vérifier la condition

n+1
0<o< 15 , (IV.38)
et doit étre pris indépendant de la dimension n. Par ailleurs, le tenseur de covariance C’g,i,j, =
E{(Gly — [Glij)([Glijr — [Gliry) } s¢crit,
2
Ci?,i’j’ - m(‘si’j%/ + 0iirdj51) (IV.39)

ol d;; est le symbole de Kronecker. La variance de la variable aléatoire [G];; est alors donnée par

52
n—+1

Ve = (1+6:5) - (IV.40)

La représentation algébrique suivante de la matrice aléatoire [G] permet de construire des réali-

sations indépendantes pour une simulation de Monte Carlo. La matrice aléatoire [G] peut s’écrire

[G] = [Lal"[Le] (IV.41)
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ou [L¢] est une matrice triangulaire supérieure a valeurs dans M, (R) correspondant a la facto-

risation de Cholesky. La matrice aléatoire [L¢] est telle que
(a) Les variables aléatoires {[Lg];;/, j < j'} sont indépendantes.
b) Pour j < §’, la variable aléatoire [L¢|; & valeurs réelles s’écrit
( J<7J Jj ’

[Lglij = onUjy  avec o, =d(n+1)"Y2 (IV.42)

ot Uj; est une variable aléatoire gaussienne a valeur réelle centrée de variance unité.
(c) Pour j = j, la variable aléatoire [L¢|;; & valeurs positives s’écrit
[Lelij = ony/2V5 (IV.43)

ol o, est défini par 'équation (IV.42) et ot V} est une variable aléatoire a valeurs positives
de loi gamma dont la fonction de densité de probabilité Py, (v) par rapport a la mesure de

Lebesgue dv sur R s’écrit

vl n+l 1—j
Py, (v) = L+ (v)r(anj)exp(—v) avec  Qnj =~ + — - (IV.44)
On se donne un ensemble {[G'],...,[G"]} de v matrices aléatoires & valeurs dans M} (R).

L’information disponible pour chaque matrice aléatoire est définie par les équations (IV.31)
a (IV.33). En utilisant le principe du maximum d’entropie a I’ensemble de ces matrices, on dé-
N N [Gl] ’’’’ [GY] ([G]17 tty [GU]) de
MP(R) x - x M} (R) dans RT par rapport & la mesure dGy x - - - x dG,, sur M} (R) x - - - x M (R)

s’écrit

montre que la densité de probabilité conjointe {[G!],...,[G¥]} — p

1 . ;
p[Gl] """ [Gl/] ([G] g ooy [G ]) — qp[Gl] ([G} ) . (IV45)
Cest-a-dire que les matrices [G!], ..., [G¥] sont des matrices aléatoires indépendantes.

IV.3 Résumé du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons appliqué au probléme de vibroacoustique posé ’approche non
paramétrique probabiliste de modélisation des incertitudes de modélisation et des incertitudes de

données. Nous avons introduit les matrices aléatoires nécessaires a cette modélisation probabiliste
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et obtenu le modéle stochastique du systéme vibroacoustique incertain qui s’écrit,
[A%(w)] + a*(w)[B7] [C] + a*(w)[C] Q*(w) fo(w)
WH[CI" +aW)[C°]"} [A%](w) + a®(w)[B] Q*(w) f(w)

avec

[A*(@)] = —w® [M*] +iw [D*(w)] + [K*(w)] ,[A%W)] = —w? [M“] + iw [D*(w)] + [K]

La méthode de résolution de ces équations aléatoires est présentée au chapitre V.
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V.1 Introduction

Nous avons choisi de résoudre les équations aléatoires présentées au chapitre IV par la méthode
de Monte Carlo. Les traitements statistiques des grandeurs aléatoires observées sont identiques a
ceux présentés dans Durand [42|. Les équations aléatoires sont donc celles du modéle réduit qui
inclut le modéle d’habillage simplifié du systéme vibroacoustique. Pour simplifier la lecture de
ce chapitre, nous rappelons les équations stochastiques du probléme vibroacoustique & résoudre
(paragraphe V.2). Nous présentons la méthode de résolution de Monte Carlo (voir Rubinstein
[119]) (paragraphe V.3). Nous définissons les variables aléatoires observées dans le systéme vi-
broacoustique qui seront considérées dans les chapitres suivants pour les applications (paragraphe
V.4). Nous faisons ensuite une analyse de la convergence de la solution stochastique (paragraphe
V.5) puis nous présentons le traitement statistique des observations, en particulier les différentes

estimations statistiques retenues pour 'estimation des régions de confiance (paragraphe V.6).

V.2 Probléme vibroacoustique stochastique

Pour tout w € B, les équations aléatoires du systéme vibroacoustique stochastique en présence

d’incertitudes s’écrivent (voir équations (IV.2) a (IV.4)),

A +e@B]  [drewel | [ew] [re .
PO+ @)[CT) (AY(w) +a*@)B7] | | Q(w) @ |
A'W)] = —u? M) +iw [D*(w)] + [K°(W)] . (v2)
A%W)] = —w? (M7 +iw D)) + (K] (v3)

Les vecteurs aléatoires des déplacements de la structure et de la pression dans le fluide acoustique

sont donnés par (voir équations (IV.5) et (IV.6)),
Uw) = [@’]Q%w) , Pw)=[2Q%w) . (V.4)
On réécrit 1'équation (V.1),
[AWw)] Qw) = f(w) , (V.5)

ol [A(w)] est la matrice aléatoire de “raideur” vibroacoustique généralisée, Q(w) est le vecteur
aléatoire des coordonnées généralisées du probléme vibroacoustique et f(w) est le vecteur déter-

ministe des forces généralisées du modéle moyen. La modélisation probabiliste non paramétrique
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des incertitudes présentée au chapitre IV est telle que, pour tout w € B, I'équation (V.5) a

presque stirement une unique solution stochastique donnée par,

Qw) = [AW)] " flw) (V.6)

1 pest pas

et qui est du second ordre (évidemment, I’écriture est formelle et la matrice [A(w)]
directement construite). Le vecteur solution Q(w) étant une variable aléatoire du second ordre,
pour tout w € B, on a £{||Q(w)|[*} < 4o0. D’apres les équations (V.1) & (V.5) et le chapitre
IV, la matrice aléatoire [A(w)] dépend des matrices [G,,.], [G:], [Gxsl, [Gasl, [Guals [Ghals
[G.], [G..], [G,.] et [G ] Pour tout w € B, la matrice [A(w)] " résulte, d’une transformation
non linéaire (mesurable) des matrices aléatoires (G, .|, [G s, (G, [Gasls (G el [Gals [Gel,

(Gl [Gpal et [Gal.

V.3 Méthode de simulation de Monte Carlo

Pour résoudre I’équation (V.6), la méthode de simulation de Monte Carlo est utilisée. On rap-
pelle que cette méthode est non intrusive et permet de controler efficacement les convergences.
Un autre avantage de cette méthode de résolution réside dans le fait que ’on puisse effectuer
facilement les calculs en paralléle.

Pour tout w € B, on résout donc I’équation (V.6) par la méthode de Monte Carlo. Pour i =
1,...,n, et pour 61,...,60, € O, soient [G,,;(6;)], [G,s(6i)], [G.s(6i)], (G, (0:)], [G,,a(6:)],
(G Lo (00)], [Go(0:)], [Gos(0:)], [GLa(0i)] et [G,a(8i)], les n, réalisations indépendantes des
matrices aléatoires [G,..], [G,:], (Gl [Gasls (Gl [Gaal, [Gels [Gosls [Gpa] et [Gh.]. La
construction de ces matrices aléatoires est faite & partir de la représentation algébrique introduite

au paragraphe [V.2.5.

V.4 Définition des variables aléatoires observées

Les niveaux vibratoires et acoustiques sont caractérisés en décibels (dB). Les modules des fonc-
tions de réponse en fréquence des accélérations de la structure et de la pression dans la cavité
acoustique sont exprimés en dB. Soit f = 27 /w la fréquence en Hertz du systéme.

7

De méme, on définit la fonction f — dB}_ .,

(f) la fonction représentant en dB le module de la
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réponse en fréquence en accélération pour un degré de liberté i de la structure et telle que
dB;ccel(f) =20 IOgIO(‘ - WQUf(Qﬂfﬂ) ) (V7)

ou U$(2n f) est la composante i du vecteur aléatoire U*(w). On définit la fonction f — dB . (f)
représentant en dB le module de la réponse en fréquence en pression pour un degré de liberté j
acoustique telle que

(V.8)

dBless(f) = 20logy (Ww) |

Pref

ou P;(27f) est la composante j du vecteur aléatoire des pressions acoustiques P(w) et Prr est

la pression de référence définie par Pt = 2 x 107° Pa.

V.5 Analyse de la convergence de la solution stochas-

tique des équations aléatoires

L’étude de la convergence de la solution stochastique est faite en moyenne d’ordre deux ce qui
implique la convergence en probabilité et la convergence en loi. Soit Qf(w) désignant Q®(w) ou

Q%(w). Pour cela, on introduit la norme |||Q(w)|||5 de {Q®(w),w € B} telle que

Q2 =/ QW) dew (vV.9)

avec

Q@I = e{llQ"@I*} (V.10)

ot [|Qw)|? = 314, 1QL(w)? avec Qf(w) = (Qf(w),... ,Qﬁz (w)). Dans ces conditions, la
convergence en moyenne d’ordre deux de la solution de I’équation stochastique (V.1), peut étre
étudiée vis-a-vis (1) du nombre n, de réalisations et (2) de la dimension du modéle réduit sto-
chastique représentée par ng (nombre de modes élastiques de la structure) et par n, (nombre de
modes acoustiques). On analyse la convergence en étudiant le graphe de la fonction suivante qui

est un estimateur de la norme |||Q° (w)mé,

1 &
(ny,ng,ng) — Convz(nr,ns,na) :/[BnZHQg(w,Hj)szw ) (V.11)
r
7=1
L’étude des applications partielles (n,,ns) +— Conv®(n,,ns,ng) pour n, fixé et (n,,ng) —
Conv®(n,, ng,ng) pour n, fixé permettent de déterminer les valeurs optimales des paramétres

assurant la convergence en moyenne d’ordre deux de la solution.
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V.6 Estimation statistique des observations aléatoires

V.6.1 Estimation de la loi de probabilité

Soit B une variable aléatoire a valeurs dans R. Pour b fixé dans R, une estimation G Bn.(b) de
la probabilité P(B > b) est donnée par

~ 1 &
Gpn, (b)) =—> Ho(B(0)—b) (V.12)
(g
ou Hy est la fonction de Heaviside définie par Hy(x) = 1, si > 0 et Ho(z) = 0 sinon et ou

B(#,),...,B(0,,) sont n, réalisations indépendantes de B.

V.6.2 Estimation des régions de confiance
(A) Estimation des régions de confiance par la méthode des quantiles

Pour w fixé dans B, soit W(w) la variable aléatoire dans R représentant dB:__,(f) ou dBress(f)
(voir les équations (V.7) a (V.8). La région de confiance associée & un niveau de probabilité P,
pour le processus stochastique {W(w),w € B} est déterminée par I'utilisation des quantiles (voir
Serfling [126]). Pour w € B, on définit la fonction de répartition Fyy(,) continue a droite de la
variable aléatoire W (w) telle que Fyy () = P(W(w) < w). Pour 0 < p < 1, le p'*™° quantile ou
fractile de Fyy () est défini par

)=, nt {w) (v.13)

On définit I'enveloppe supérieure w™ (w) et I'enveloppe inférieure w™ (w) de la région de confiance

v =¢(155) L ww=c((57) (V.14)

par,

L’estimation de w(w) et w™ (w) est alors effectuée en utilisant les réalisations indépendantes
w; = W(w,6;), pour i = 1,...,n,, de la variable aléatoire W (w). On associe & wy(w), ..., wy, (W)
la statistique ordonnée w;(w) < ... < Wy, (w). En notant fix(x) la fonction partie entiére du réel

x, on a donc

wh(w) ~w;+ (W) , j7 =fix (nrl J;PC> , (V.15)

et

W) =T (w) , 7 =fix (nrl ;PC> . (V.16)
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(B) Estimation des régions de confiance par l’inégalité de Tchebychev

Une autre méthode permet d’estimer les régions de confiance en utilisant 'inégalité de Tche-
bychev. Pour tout w € B, l'intervalle de confiance associé a la probabilité P, est définie par
I’équation

Plw (w) < Ww) <wt(w)]>P. , (V.17)

ol les enveloppes supérieure w' (w) et inférieure w™ (w) sont construites en utilisant 'inégalité
de Tchebychev P [ |W(w) — E{W(w)}| > a(w) ] < atz,v(w)/a(w)Q, avec U%V(w) la variance de la

variable aléatoire W (w),

wh(w) = E{W(w)}+ I (w) (V.18)
w(w) = EWw)}—9Jw) , (V.19)

avec ¥(w) = o) /vV1 — Pe.

Remarque La prévision des enveloppes par la méthode des quantiles est exacte si I’estimateur
de la fonction de répartition de la quantité observée est convergé par rapport au nombre de
simulations. Pour les faibles niveaux de probabilité, cette convergence nécessite un grand nombre
de simulations. Par contre dans la seconde méthode, il suffit que ’estimateur de la variance de la
quantité observée soit convergé, ce qui implique un nombre de réalisations plus faible que dans
le premier cas. Mais on obtient dans ce cas la borne inférieure du niveau de probabilité. Dans la
pratique, le choix de la méthode utilisée pour la construction des régions de confiance sera dicté

par la lourdeur de la simulation.

V.7 Résumé du chapitre

Dans ce chapitre on a expliqué comment nous résolvions les équations aléatoires du systéme
vibroacoustique. Nous avons présenté la méthode de Monte Carlo et son application aux cas par-
ticuliers des observables vibroacoustiques utilisés. L’algorithme de résolution du systéme d’équa-

tions aléatoires est donné en annexe E.
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VI.1 Introduction

Ce chapitre est consacré & l'identification des paramétres du modéle simplifié d’habillage sur
un cas simple : une plaque encastrée dans un cadre élastique lui-méme suspendu et recouvert
d’un habillage. Dans un premier temps, on applique la méthodologie d’estimation sur plan des
paramétres du modéle moyen de ’habillage définie au paragraphe I1.7. Dans un deuxiéme temps,
on cherche & améliorer cette estimation en identifiant expérimentalement le coefficient de masse
participante moyen. On propose dans ce chapitre une méthode d’identification des parameétres
de dispersion du modéle simplifié probabiliste de ’habillage fondé sur une réduction statistique.
Dans le paragraphe VI.2.3, on utilise les résultats du chapitre II pour estimer le taux de dissi-
pation moyen, le coefficient de masse participante moyen et la densité modale moyenne. Dans
le paragraphe VI.2.4, on identifie expérimentalement le coefficient de masse participante moyen
a laide de la densité modale moyenne sur plan. On présente le dispositif expérimental utilisé
pour identifier ces paramétres et les résultats de l'identification. Le paragraphe V1.3 est dédié a
I'identification des paramétres du modéle stochastique. Les paramétres de dispersion sont identi-
fiés en combinant le principe du maximum de vraisemblance précédé d’une réduction statistique
en suivant la méthode récemment présentée dans la référence Soize et al. [145|. Dans le dernier
paragraphe V1.4, on compare les résultats du modeéle simplifié de I'habillage identifié aux para-
graphes VI.2.3 et VI.2.4 avec un calcul de référence sur une fonction de réponse en fréquence

vibroacoustique (voir Fernandez et al. [56]).

VI.2 Méthodologie d’identification des paramétres moy-
ens du modéle simplifié d’habillage

Description de la méthodologie

On se propose d’appliquer la méthode d’identification proposée au paragraphe 1.7 pour déter-
miner la densité modale et le coefficient de masse participante puis d’améliorer le modéle moyen
simplifié¢ d’habillage en exploitant une base de données expérimentale. On suit le schéma donné
ci-apres :

(1) On considére une structure dont les fonctions de réponses en fréquence sont mesurées dans

la bande B =|0, 300] Hz.

(2) Un habillage de carrosserie (constitué d’un assemblage d’une mousse polyuréthane et d'un
septum en polymére de type EPDM) est posé sur la structure et les FRF sont mesurées a

nouveau pour la structure couplée avec cet habillage.
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(3) On construit et on recale un modeéle éléments finis moyen pour la structure seule en utilisant

les FRF expérimentales mesurées au point (1) ci-dessus.

(4) On construit le modéle moyen de la structure couplée avec I'habillage en utilisant le modéle
moyen recalé de la structure seule et le modéle simplifié moyen de I’habillage. Ce mo-
déle simplifié moyen dépend des trois parameétres inconnus §(w), n(w) et v(w) que I'on se
propose d’identifier (dans une premiére étape) (voir paragraphe V1.2.3) en utilisant direc-
tement la méthode proposée au paragraphe I1.7 qui consiste & sélectionner les fréquences
propres correspondant aux modes dont la contribution significative se fait dans la direc-
tion normale au plan de la plaque. On définit la fréquence de coupure Q¢ comme étant la
premiére fréquence propre pour laquelle la densité modale moyenne est non nulle. Cette
fréquence de coupure peut étre vue comme la fréquence pour laquelle I’habillage commence
a transmettre de I’énergie grace a ses propres fréquences de résonance (les résonances dy-
namiques internes prises en compte par la théorie des structures floues). Le critére de
sélection ainsi que le calcul du coefficient de masse participante sur plan sont rappelés
ci-aprés au paragraphe VI.2.3. On propose d’améliorer l'identification du coefficient de
masse participante (dans une seconde étape) (voir paragraphe VI1.2.4) en utilisant les FRF

expérimentales mesurées au point (2) ci-dessus. On suit la méthodologie :

a. Sur toute la bande de fréquences B, le taux d’amortissement moyen ¢ de I’habillage est

considéré indépendant de la fréquence w et est fixé a la valeur fournie par I'ingénierie.
b. On utilise la densité modale moyenne n(w) calculée au paragraphe I1.7.

c. Pour w < Q¢, le coefficient de masse participante v(w) est égal & 1 et la densité modale
moyenne n(w) est nulle. Les trois coefficients a¢*(w), a*(w) and a“(w) (définis par les
équations (I1.115), (I1.116), (I1.117)) sont donc donnés par les équations suivantes,
a*(w) = —p(w)w?, a(w) = 0 and a’(w) = 1 (voir les équations (I1.119), (I1.120) et
(IT.121)).

d. Pour w > Qg¢, le paramétre v(w) est identifié expérimentalement en résolvant un pro-
bléme inverse formulé en tant que probléme d’optimisation. Si 'habillage a déja été
identifié, on prend alors la valeur correspondante de v(w) dans la base de données

existante.

VI1.2.1 Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental et les mesures ont été réalisés au laboratoire du service Acoustique
et Vibrations de PSA Peugeot Citroén. Le systéme mécanique est constitué d’une plaque mince

homogeéne, isotropique et faiblement dissipative (plaque en acier d’épaisseur constante) dont les
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F1Gg. VI.1 — Configuration expérimentale

bords sont attachés & un cadre élastique en acier constitué de quatre tubes a section rectangu-
laire et maintenue grice & une piéce rapportée en acier vissée au cadre au moyen de quatorze
vis-écrous (voir les figures VI.1 and VI.2). Le systéme ainsi construit permet de mesurer facile-
ment les fonctions de réponse en fréquence (FRF) de la plaque nue ou habillée selon le besoin.
Lors de mesures avec habillage, celui-ci est posé directement sur la plaque et il est facilement
interchangeable. L’ensemble de la structure est suspendu par quatre élastiques (voir figure VI.1)
tels que les fréquences propres du solide ainsi suspendu (la plus haute est & 9 Hz) soient trés
basses devant la premiére fréquence propre de la structure (43 Hz). Le cadre élastique rigide est
censé induire un encastrement de la plaque sur le cadre qui est lui en condition libre-libre (aux
effets de suspension prés). Ces conditions aux limites sont du type de celles d’un panneau habillé
dans une automobile. Le dispositif comprend également une chaine d’acquisition, un portique et
une chaine de vibrométrie L.A.S.E.R... La structure est excitée verticalement en un point du cadre
au moyen d’un pot vibrant (voir figure VI.1). Les rayons émis par le L.A.S.E.R. et réfléchis sont
comparés par interférométrie. Les FRF des accélérations normales a la plaque sont identifiées en
60 points (voir figure VI.2) grace aux mesures effectuées avec le vibrométre. La bande d’analyse

est la bande B =]0, 300] Hz.
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L’excitation ponctuelle appliquée sur le cadre excite le systéme dynamique principalement en
flexion dans la bande d’analyse B =]0, 300] Hz. Le nombre de points d’échantillonage fréquentiel
est ngeq = 300. La résolution fréquentielle est A f = 1 Hz. Soient w +— ~; P (w), les FRF identifiées
sur la bande de fréquences B pour les nops = 60 accélérations normales & la plaque (voir figure

VI.2). On construit ensuite l'observation expérimentale w — r*P(w), telle que

Nobs
r®P(w) = 101log;, (Z |7§Xp(w)|2) . (VL1)
i=1

Fi1G. VI.2 — Soixante points d’observation

VI.2.2 Recalage expérimental du modéle moyen de la structure

sans habillage

Le modéle moyen de la structure est fait d’un modéle EF ayant mg = 57768 degrés de liberté
(DDL) structuraux (voir la figure VI.3). Le modéle moyen réduit est construit avec ng = 240
modes élastiques structuraux. Le modéle moyen est recalé en faisant varier le module d’Young,
la masse volumique et le taux d’amortissement de la plaque et du cadre. On a recalé le modéle

moyen en essayant de faire coincider en fréquence et en niveau les pics des quatre premiers
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modes élastiques du systéme dynamique (correspondant aux quatre premiers modes élastiques
de la plaque) et du neuviéme mode élastique du systéme dynamique (correspondant au mode
élastique de torsion du cadre). Le modéle moyen recalé sera simplement dénommé le modéle

moyen ci-dessous.

Fi1G. VI.3 — Modéle numérique détaillé de la structure nue

On introduit la fonction,
Nobs
w— r(w) = 10log;q <Z |'yi(w)|2> . (VI.2)
i=1

La figure VI.4 permet de comparer les graphes de la mesure expérimentale et de la FRF du

modéle moyen de la structure sans habillage.
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0 50 100 150 200 250 300
Fréguences [Hz]

F1G. VI.4 — Structure sans habillage : Graphes de w — 7(w) (trait bleu fin) et w +— r*P(w)

(trait noir épais)

Commentaires

Le recalage du modéle numérique de la structure est bon dans l’ensemble. On notera cependant
des différences significatives entre le modéle numérique et les mesures expérimentales qui sont
dues a des choix de modélisation. On a essayé de privilégier les niveaux des 4 premiers modes de
structure et surtout du mode de torsion du cadre (178 Hz). Il apparait que le niveau des deuxiéme
et quatriéme modes de structure n’est pas parfaitement recalé. Il est & noter de plus que les 2
premiéres fréquences propres du modéle numérique sont plus petites que les deux premiéres
fréquences propres expérimentales pour les mémes raisons de compromis avec le recalage des
niveaux. Finalement, le niveau des anti-résonances n’a pas pu étre mieux recalé sur la bande
[0,170] Hz. On verra que cela induit une erreur de modéle importante qui se répercute sur la
réponse du modeéle numeérique avec le modeéle simplifié de I'habillage (voir la figure VI.8 qui
montre le graphe de la réponse de la plaque habillée). Ces erreurs de modéle sont principalement
a imputer a la modélisation du cadre comme un cadre parfait alors qu’il est composé de quatre
tubes soudés entre eux et que l’encastrement supposé de la plaque dans le cadre est dans la

pratique un assemblage avec une piéce rapportée et quatorze vis-écrous.
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VI1.2.3 Application de 'estimation sur plan des paramétres du

modéle moyen de 1’habillage

On suit la méthodologie présentée au paragraphe I1.7. Le taux de dissipation § = 0.17 de I'ha-
billage est fourni par I'ingénierie et correspond aux taux de dissipation des matériaux composant
I’habillage qui est constitué d’une couche de mousse ayant le comportement d’un matériaux po-
reux et d’une couche de septum fortement amorti (EPDM) (1 = 0.35 pour la mousse et n = 0.30
pour le septum). On construit un modeéle numérique en éléments finis de 'habillage (voir fi-
gure VI.5). Les noeuds de la mousse sont encastrés sur sa base (ce qui correspond a l'interface

I's habillage/structure). Le modéle numérique comporte 338013 degrés de liberté.

Fi1G. VI.b — Modéle numérique détaillé de ’habillage

On fait une analyse modale et on calcule le coefficient de masse participante moyen sur plan
v(w) donné par 1’équation (I1.152) dont le graphe est représenté sur la figure VI.7. On calcule la
densité modale moyenne n(w) en comptant les fréquences propres correspondantes (voir ’équa-
tion (I1.155)) dont le graphe est donné par la figure VI.6. La fréquence de coupure de 1'habillage

est Qo =2 x m x 117rad.s L.
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Fic. VI.6 — Graphe de la fonction w — n(w)

VI1.2.4 Identification expérimentale des parameétres du modéle
moyen d’habillage
Des mesures similaires a celle présentée dans le paragraphe VI.2.2 ont été effectuées pour la

structure couplée avec 'habillage présenté au paragraphe VI.2.3. L’habillage est simplement

posé sur la plaque. Le modéle réduit s’écrit (voir I’équation (I11.31)),
[A°(w) + ¢’ (W) [B°]] ¢°(w) = f*(w) . (VL3)

I1 est utilisé pour identifier le paramétre v(w) du modéle moyen simplifié d’habillage pour w dans

B :

(VI.2.4.1) La densité modale moyenne utilisée est celle calculée précédemment et dont le
graphe est donné a la figure VI.6 et le taux d’amortissement moyen est celui fourni par 'ingé-

nierie (£ = 0.17).
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(VI.2.4.2) Dans la bande de fréquences ]0,Q¢], on rappelle que I'habillage est équivalent a

une masse ajoutée. L’expression du coefficient a®(w) est donc donnée par

a®(w) = —pw? pour w< Qo . V1.4
o

(VI.2.4.3) Dans la bande de fréquences [0, 300] Hz, le probléme d’optimisation consiste a

minimiser la distance entre le modéle et les mesures pour la fonction

w i r(w;r(w)) = 10log;, (Zof |’yi(w;y(w))|2>

i=1

; T T
]
]
0.8f ' '
|
L}
f.---------------
0.6 T
2
>
0.41 '
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O 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300
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FiG. VI.7 — Graphe de la fonction w — v(w) sur plan (trait gris épais discontinu);

expérimental (noir épais)
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0 50 100 150 200 250 300
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F1G. VL.8 — Systéme dynamique avec habillage ; graphes des fonctions w — r(w;v(w)) (le
trait gris discontinu correspond au modeéle avec la masse participante sur plan, le trait
bleu correspond au modéle avec la masse participante identifiée expérimentalement) et

w +— rP(w) (trait noir épais)

Commentaires

Dans la bande ]0,117[ Hz, i.e. avant la fréquence de coupure (4 Q¢ = 2 x 7 x 117rad.s71), le
modéle simplifié de I’habillage est équivalent & une masse ajoutée sur la structure. On voit que
les deux premiéres fréquences propres de la structure (en prenant en compte l’erreur commise
pour le modeéle numérique de la structure nue et commentée au paragraphe VI.2.2) sont déca-
lées de la méme valeur que pour les mesures expérimentales par rapport a la structure nue. Les
niveaux du modeéle simplifié restent cependant plus élevés que les mesures expérimentales. Ceci
s’explique par le fait que ’habillage est simplement posé sur la plaque et que donc la réponse
expérimentale de la plaque est amortie par un effet des liaisons de I’habillage avec la plaque. Le
modéle numérique ne rend pas compte de ce comportement induit par la nature des liaisons.
Dans la bande [117,300] Hz, on voit que le modeéle simplifié de 'habillage paramétré avec les

paramétres sur plan (en gris discontinu) reproduit une bonne allure dans l’ensemble de la réponse
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expérimentale (en noir épais). Sur cette bande, on a identifi¢ expérimentalement le coefficient
de masse participante qui permet d’obtenir un trés bon recalage de la réponse expérimentale a
I'exception de la bande [117,170] Hz ou le niveau reste trop élevé. On a déja vu que ce probléme

était lié aux erreurs de modélisations commises sur le modéle numérique de la structure nue.

(VI.2.4.4) L’identification des paramétres moyens v(w), § et n(w) peut étre menée en n'uti-
lisant que la partie structurale du modéle vibroacoustique. On notera en effet que cette identi-
fication permet d’obtenir non seulement le coefficient a®(w) mais aussi les coefficients a®(w) et
a*(w). On n’a donc besoin que de la partie structurale du modéle vibroacoustique pour iden-
tifier le modeéle moyen simplifié de 'habillage (i.e. la partie structurale, la partie de couplage

fluide-structure et la partie acoustique).

VI.3 Identification expérimentale des parameétres de dis-

persion du modéle probabiliste

VI1.3.1 Définition de la variable d’observation et convergence du
solveur stochastique

Dans ce paragraphe, on effectue I'identification expérimentale des parametres de dispersion dy, ,
0p, and dx, pour la structure et dp, pour le modeéle probabiliste d’habillage. Cette identification

est menée en utilisant le modéle réduit stochastique,
[A%(w) + °(W)[B°]] Q°(w) = f*(w)

pour la structure couplée avec ’habillage mais non couplée avec une cavité acoustique (voir
I'équation (IV.4)), pour laquelle on a la relation U*(w) = [®°]Q®(w) entre les déplacements, les

modes élastiques et les coordonnées généralisées des déplacements (voir I’équation (IV.5)).

Pour w fixée dans B, on construit (voir le chapitre V pour les détails de construction)

(1) n, réalisations indépendantes de la variable aléatoire U*(w) = (Uf(w),...,U;;, (w)). Pour
chaque réalisation U?®(w; 6;) du vecteur aléatoire U*(w), on calcule la réalisation correspon-
dante R*(w; ;) = 10log;q (D1 |w2U,§i (w;6¢)[?) ol nops représente le nombre de points

d’observation de la variable aléatoire R*(w), donnée par I’équation suivante,

R?(w) = 10log;, (025 |w2U,§i (w)|2) ; (VL5)

=1
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(2) puis on effectue une analyse de la convergence par rapport au nombre n, de réalisations
et au nombre ng de modes élastiques. On utilise ensuite les statistiques ordonnées et la

méthode des quantiles pour construire une estimation des régions de confiance.

En conséquence, pour la plus grande valeur possible fixée & 0.8 des parameétres de dispersion
OmM,, Op,, 0K, €t dp,, on calcule la valeur de mn, et ns; donnant la convergence en moyenne
d’ordre deux, i.e. on étudie la fonction (n,,ns) — Conv®(n,,ns) (voir 'équation (V.11)). Le
graphe de cette fonction est montré a la figure VI.9. On peut y voir que la convergence est
raisonnablement atteinte pour ns = 103 modes élastiques et n, = 800 réalisations. Dans la
méthodologie d’identification présentée ci-aprés, ces paramétres n, et ng sont fixés a ces valeurs.
On est ainsi assuré d’étre convergé pour des valeurs des paramétres de dispersion inférieures ou

égales & 0.8.

Con\f(nr,ns)

Fi1G. V1.9 — Graphe de la fonction (n,,ns) — Conv®(n,,ns)

VI1.3.2 Identification des paramétres de dispersion

(VI.3.2.1) Dans un premier temps, on utilise la base de données expérimentales (introduite au
paragraphe VI.2.1) afin d’identifier les paramétres de dispersion dys,, 0p, et dx, pour la struc-
ture. La valeur du parameétre de dispersion associé a l'amortissement dp, est fixée a priori a
0p, = 0.3. Afin de vérifier que la réponse stochastique du systéme dynamique est peu sensible a
ce parameétre de dispersion dp, dans la bande considérée, on a effectué une analyse de sensibilité
par rapport a dp, en le faisant varier dans I'intervalle [0.2,0.4] et pour laquelle s, et dx, sont
fixés a la valeur 0.1 (faible valeur des paramétres de dispersion de masse et de raideur struc-

turales). On a effectivement vérifié a la suite de cette analyse que l'influence du paramétre de
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dispersion dp, sur la réponse stochastique était suffisamment faible pour fixer sa valeur a priori
a 0.3. Concernant 'identification des parameétres de dispersion dys, et dk, on utilise la méthode
du maximum de vraisemblance avec une réduction statistique de 'information. On rappelle cette
méthode au paragraphe VI.3.3. On utilise de plus I’hypothése simplificatrice : § = dps, = Ok, ,
pour mener cette identification. Pour cette étape, I’équation (IV.4) est remplacée par 1'équation
aléatoire suivante [A®(w)] Q®(w) = f*(w) relative a la structure incertaine sans habillage et sans

cavité acoustique.

(VI.3.2.2) La seconde étape de l'identification concerne le paramétre de dispersion dg, relatif
au modéle simplifié stochastique de ’habillage. Des simulations numériques ont montré que la
sensibilité de la réponse de la structure couplée avec I'habillage est beaucoup plus faible que
la sensibilité de la réponse induite par les paramétres de dispersion de la structure. En d’autres
termes, cela signifie que I'identification de dp, ne peut pas étre menée avec la structure incertaine.
Le paramétre dp, doit donc étre identifié & partir d’une structure de référence pour laquelle il
n’y a pas d’incertitude (il faut toutefois noter que I’habillage ne peut étre analysé seul et doit

étre couplé a une structure). La méthodologie proposée consiste donc

(i) a définir une structure de référence et a analyser la réponse de cette structure de référence
couplée avec I'habillage. Ce systéme dynamique de référence est analysé par la méthode
des éléments finis en utilisant un maillage fin pour ’habillage et la structure de référence
et permet de calculer des réponses numériques de référence. On notera que ce modéle
numérique ne représente pas la configuration expérimentale présentée a la figure VI.1 mais
ce choix est cohérent car le modéle simplifié stochastique de ’habillage est indépendant du
choix de la structure (il dépend de Uinterface I' structure-habillage). Ce modéle numérique
est constitué d’une plaque mince similaire & la plaque de la configuration expérimentale

présentée au paragraphe VI.2.2;

(ii) puis a construire un modéle stochastique numérique constitué du modéle numeérique de la
structure de référence et du modéle simplifié d’habillage qui dépend de dp,. Le modele
d’habillage est similaire a celui présenté au paragraphe VI.2.2. Pour cette seconde étape,

I’équation (IV.4) est donc remplacée par I’équation aléatoire
[Afet(w) + ¢ (w)[B*]] Q°(w) = f*(w)

La méthode consiste ensuite & minimiser la distance entre la réponse de référence et la réponse du
modéle réduit stochastique. On utilise & nouveau le maximum de vraisemblance avec réduction

statistique.
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VI.3.3 Reéduction statistique et méthode du maximum de vrai-

semblance

On utilise la méthode récemment proposée dans Soize et al. [145| afin d’identifier les paramétres
de dispersion avec la méthode du maximum de vraisemblance pour un processus stochastique tel
que le module d’une FRF indexée par la fréquence w. Cette méthode consiste & introduire une
réduction statistique des données puis d’appliquer la méthode du maximum de vraisemblance
aux variables aléatoires généralisées du modéle stochastique réduit.

Premiérement, on établit le probléme pour les deux étapes décrites respectivement dans les points
(VIL.3.2.1) et (VI1.3.2.2) ci-dessus. Deuxiémement, on présente les résultats pour I’étape (i) du
point (VI.3.2.2) et troisiémement, on donne simplement les résultats pour ’étape (ii) du point

(V1.3.2.2).

Construction de la fonction vraisemblance Dans la suite de ce paragraphe, on notera le
paramétre d’optimisation d qui représente les parameétres de dispersion dp7, = 0k, ou dp,,
pour w dans la bande B. Soit w — W (d,w) le processus stochastique du second ordre défini
sur un espace probabilisé (©,7,P) qui dépend du paramétre d’optimisation 6 € A C R
et qui représente la fonction aléatoire w +— R*(d,w) définie au paragraphe VI.3.1. Soit
w +— WP (w) l'observation expérimentale correspondant a 1’observation aléatoire W (4, w)
du systéme stochastique. On notera que WP(w) représente soit 1’observation expéri-

mentale WP

step1(@) du point (VI.3.2.1) soit la référence numérique wret | (w) du point

step 2
(VI.3.2.2). Soit {wr,...,wny,, } Péchantillonage en fréquence de la bande B.

Soit Py (501),0W (0, y(dwi, ..., dwy,, ,d) la distribution de probabilité conjointe sur
Teq

R"frea des variables aléatoires dépendantes W (8, wy), ..., W (4, Wnyeq) dépendant du para-

métre de dispersion §. Pour 0 dans A, on suppose que cette loi de probabilité conjointe

s’écrit
PW((s,wl),---,W(&wnﬁeq)(dw17 ce ,dwnfreq, (S) = p(wl, ce ,’U)nfreq, 5)dw1 e d’LUnfreq y (VI6)

ou p(wy, ... s Whgyeg s 9) est la fonction de densité de probabilité sur R par rapport a la
mesure dwy ... dwn,, . Pour tout ¢ fixé dans A et pour tout (wi)ie{l,m,nfreq} donné dans
R, Pestimation de p(wq, ... s Wiy oq s 0) pourrait étre effectuée en utilisant le modéle stochas-
tique numérique et la méthode de Monte Carlo (décrite au chapitre V) avec n, réalisations
indépendantes {W(d,w1,01), ..., W(3,wngoq,01) 1} - - s, AW (6, 01,0, ), - - -, W(6, Wngeg s On,) }

de I'observation aléatoire (& valeurs dans R™") {W (8, w1), ..., W (8, W)} avec 01, ..., 0n,
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dans ©. L’observation expérimentale correspondante est
{WeP(wy),..., WeXp(wnfmq)} . (VL.7)

Le probléme & résoudre ensuite serait de trouver la valeur optimale 6°P* du paramétre
de dispersion d du modéle stochastique numérique en utilisant les valeurs numériques

expérimentales définies par I'équation (VI.7), et qui est tel que

opt __
JP* = arg max L) (VIL.8)
avec
L(9) = logg p(WP(w1), ..., WP (wng.0):0) (V1.9)

car on prend une moyenne de soixante mesures (on ne considére donc qu’un seul vec-
teur de fréquences expérimental). Puisque npeq est grand (par exemple ngeq = 300), le
colit numérique pour résoudre ’équation (VI.8) avec I'équation (VI.9) est trés grand voire

irréaliste.

Fonction vraisemblance approchée Une approximation possible et usuelle pourrait consister

Nfreq

aremplacer la fonction de vraisemblance £(4) par Z(é) =D ey 10810PW (5,00) (WP (wi), 6)
dans laquelle pyy(s.,) est la fonction de densité de probabilité de la variable aléatoire
W (9, wy). Cette approximation n’est pas efficace dans la présente situation et donne une

surestimation de §°P* & cause de la forte dépendance statistique des variables aléatoires
W(d,w1),. ., W(6, wngy)-

Réduction statistique de I’information sur la fréquence La méthode de réduction statis-

tique permet de contourner la difficulté et est la suivante. Premiérement, on effectue une
réduction statistique de 'information en utilisant une analyse en composantes principales.
Deuxiémement, on applique la méthode du maximum de vraisemblance dans ’espace des

variables aléatoires décorrélées. Pour tout § dans A, on définit le vecteur aléatoire,
W) = (W(,w1), - W(6Wney)) (VI1.10)

de moyenne m(5) = E{W(J)} et le vecteur aléatoire WP = (WP(wq),..., WP (wp, ).

Soit [Cy(9)] la matrice (Nfreq X Nreq) de covariance de W(d) définie par
[Cw(8)] = E{(W(8) — m(8))(W(8) —m(d)"} (VL11)

ou m(9) et [Cyy(d)] sont estimées par la méthode de Monte Carlo. On introduit le probléme

C.F.
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aux valeurs propres de la matrice symétrique positive [Cy,(0)],
[Cri(0)]2(8) = A(0)%(0) (VL12)

pour lequel les valeurs propres sont telles que A1(d) > A2(6) > ... > Apy  (0) > 0. Les

vecteurs propres associés %' (8),%2(9), ..., x"rea(§) sont orthonormaux dans R"* et sont
ecrits x*(0) = (27(9), ..., x5, (9)). Soit Nreq un entier naturel plus petit que ngeq. On

peut donc introduire 'approximation Wrd(§) de W(§) définie par

N, red

W () = m(8) + ) VAa(0) Ya(6)x*(6) (VI.13)
a=1

ou Yi(9),...,Yn,,(6) sont Nyeq variables aléatoires décorrélées a valeur réelle telles que,

pour tout av =1,..., Nyeq,
Ya(0) = ——== (W(6) —m(d),, 2*(9))g (VI.14)

oil (., .)g est le produit scalaire euclidien sur R™ et ||.||; est sa norme associ¢e. Soit
|[|.|| 1a norme définie par |||W[||? = £{||W||é} L’ordre Nyeq de la réduction statistique,
calculé afin d’avoir une précision € indépendante de N,.q et ¢, est tel que mgix{||||D —

D*4[|2/]/|D]||?} < € avec D = W(8) — m(8) et D™ = Whred(§) — m(). La valeur de Nyeq

doit donc étre telle que,
> ot Aa(0)
l—-=2= 21 . VI.15
SeR ( [Cw(®)] | = ° (VL.15)

La réduction statistique est efficace quand Nyeq < nigreq €t elle sera d’autant plus efficace

que les composantes de W(d) — m(d) sont corrélées.

Soit (Y1, -+ YNwea) = PYL(8),..., Y L) (Y15- -+, YNy, 0) la fonction de densité de probabilité

Nred

sur R par rapport a dy,...,dyn,, des variables aléatoires décorrélées (mais dépen-

dantes entre elles) Y1(6), ..., Yn,,(0). Pour tout o dans {1, ..., Nyeq}, on déduit de I’équa-

tion (VI.14) la valeur expérimentale Y5 *(8) de Y, (d) qui dépend maintenant de § et qui
s’écrit
1
Y;Xp(é) = )\7@ < WP — [m(5) , ﬂa(d) >B - (V116)

~red
Fonction vraisemblance approchée réduite Soit £* I’approximation suivante de la fonc-
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tion log-vraisemblance réduite qui est définie, pour tout J fixé dans A, par

Nred
(8) = > logio py.(5) (Y& ?(0),0) (VL.17)

a=1

~red

ol Y — Dy, (s) (y,0) est la fonction de densité de probabilité sur R de la variable aléatoire &
valeurs réelles Y, (0). Cette approximation de la fonction de vraisemblance serait exacte si
les variables aléatoires Y7 (6), ..., Y, (0) étaient indépendantes entre elles car la fonction
de densité de probabilité conjointe pourrait s’écrire comme le produit des fonctions de den-
sité de probabilité de chaque composante. Ce n’est pas le cas ici, mais cette approximation
est raisonnablement bonne puisque les variables aléatoires centrées Y1 (9), ..., Yn, ,(0) sont
décorrélées (mais restent dépendantes). Le probléme d’optimisation & résoudre est donc
donné par
~red

§°P* = argmax L (§) . (VL.18)
ISVAN

V1I.3.4 Résumé de la méthode d’identification

Les mesures expérimentales WP(wy),..., W™P(wp, ) et l'utilisation de I'équation (VI.16)
donnent les valeurs Y;""(d),..., Yy (d), pour tout § dans A. Lutilisation du modeéle stochas-

tique numérique et la méthode de Monte Carlo permettent de calculer les réalisations indépen-

dantes des variables aléatoires W (d,w1), ..., W (8, wn,,, ), pour tout 6 dans A. Pour une précision

donnée ¢, la plus petite valeur de Nyeq < Nigreq est calculée en utilisant I'équation (VI.15). L'utili-

sation de I’équation (VI.14) permet alors de calculer les réalisations dépendantes mais décorrélées

des variables aléatoires Y7 (9),...,Yn,.,(0) et d’en déduire des estimations de la fonction de den-
exp

sit¢ de probabilité marginale py, 5y(Ya  (6),6). En utilisant les équations (VI.17) et (VI.18), on

obtient le paramétre de dispersion §°P* optimal.

VI1I.3.5 Reésultats

Ce paragraphe est consacré a l'identification des paramétres de dispersion dps, et dx, de la
structure en utilisant la méthode présentée au paragraphe (VI.3.2.1). On proceéde ensuite a
I'identification du parameétre de dispersion dp, pour ’habillage en suivant la méthode présentée
au paragraphe (VI1.3.2.2). Premiérement, I’équation (VI.15) est utilisée avec A = [0.1,0.95] afin
de calculer la valeur de Nyeq et on obtient Nyeq = 100 pour € = 0.02. La figure VI.10 montre le
graphe de la fonction § — Zred(é) pour Nyeq = 100.
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01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

)

~red

Fi1c. VI.10 — Graphe de la fonction § — £ (0) pour Nyeq = 100

[dB]

0 50 100 150 200 250 300
Fréguences [Hz]

F1G. VI.11 — Graphe de la fonction w — R*(w) pour la structure sans habillage : mesures

(trait noir épais), zone de confiance (region jaune), moyenne stochastique (trait gris épais)
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Le maximum de cette fonction est atteint pour 63?: = (5}2‘; = §°P* = (.3. La figure VI.11 est
relative & la comparaison calculs-mesures pour la fonction aléatoire w — R*(w) définie au para-

graphe VI.3.1 pour la structure incertaine sans habillage et pour ép, = 0.3.

Commentaires

Le graphe de la figure VI.11 montre la réponse stochastique optimale du modéle numérique de la
structure nue. On a représenté la zone de confiance a 95% en jaune et la moyenne stochastique de
la réponse en gris épais au centre de la région jaune. On voit sur ce graphe que le modéle stochas-
tique n’englobe pas la réponse expérimentale sur toute la bande de fréquences. En particulier le
deux premiers pics expérimentaux sont englobés seulement en partie. Ceci est di au fait que le
modeéle numérique en BF est trés robuste aux incertitudes dans cette bande de fréquences et que
seule 'amélioration du modéle moyen apporterait un changement. On pourrait aussi améliorer
ce résultat en effectuant un plus grand nombre de tirages de réalisations de Monte Carlo (10000

dans ce cas). Le modele est convergé pour le moment d’ordre 2.

30f 1
251 1
20F | 1
=1 3

10

1 1 1 1
50 100 150 200 250 300
Fréquences [Hz]

Fi1Gc. VI.12 — Graphe de la fonction w — R*(w) pour la structure incertaine avec 1’ha-

billage incertain : mesure (trait noir épais), zone de confiance (région jaune), moyenne

stochastique (trait gris épais)

L’identification du parameétre de dispersion dp, est obtenue comme il a été expliqué au pa-
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ragraphe VI.3.2. On donne directement le résultat issu du probléme d’optimisation qui est
5%,‘? = 0.6. La figure VI.12 est relative a la comparaison calculs-mesures pour la fonction aléatoire
w — R*(w) définie au paragraphe VI.3.1 pour la structure incertaine couplée avec I’habillage in-

certain et avec dp, = 0.3.

Commentaires

On remarque sur le graphe de la figure VI.12 que le modéle stochastique est incapable de rattraper
I'erreur de modeéle du modéle numérique de la structure nue dans la zone [117,170] Hz. En
revanche, le modeéle simplifié stochastique de I'habillage remplit son role et permet d’améliorer

la prédiction sur toute la bande de fréquences [170, 300] Hz.

V1.4 Prédiction des réponses vibroacoustiques avec le

modeéle stochastique numérique identifié

Fic. VI.13 — Modéle numérique de plaque habillée couplée avec une cavité acoustique
utilisé pour le calcul de référence (6 éléments fluides ne sont pas affichés pour laisser

apparaitre le septum en rouge)
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Dans ce paragraphe, on utilise le modéle stochastique numérique identifié pour prédire des ré-
ponses vibroacoustiques. La réponse du modéle identifié est comparée & une solution de référence
calculée avec un logiciel du commerce. Le modéle de la structure est défini au paragraphe VI.2.
Le modéle de I'habillage contient 46494 DDL. L’habillage est couplé avec une cavité acoustique
parallélépipédique (m, = 23354 DDL and n, = 67 modes) dont le modéle est supposé ne pas
avoir d’incertitudes de modéle (pas d’incertitudes sur la cavité acoustique) et qui est remplie
d’air (voir la figue VI.13). On observe en premier lieu la pression & meps = 120 points dans
la cavité acoustique pour une excitation ponctuelle appliquée sur le cadre élastique du systéme
dynamique de la méme fagon qu’au paragraphe VI.2. On calcule ensuite la fonction w — r%(w)
relative a la cavité acoustique et définie par,

i=1

r(w) = 101ogy (Z \Pki<w>|2> 7 (VL19)

et dont la figure VI.14 montre le graphe pour le systéme dynamique avec et sans habillage. On

note R,, la variable aléatoire associée a r, pour le modéle numérique stochastique.

40

[dB]

_60 L L L
0 50 100 150 200 250 300
Fréquences [HZ]

F1G. VI.14 — Graphes de la fonction w +— r%(w) pour la solution de référence (trait noir

épais), le modeéle simplifié déterministe de I’habillage (trait bleu fin)
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Commentaires

On remarque sur le graphe de la figure VI.14 que le modéle simplifié de 'habillage a globalement
la méme allure que le calcul de référence. Le premier pic est dii au couplage du mode & pres-
sion constante avec les suspensions. La réponse du modéle simplifié a été obtenue sans recalage
spécifique sur cette courbe (et donc en utilisant les précédents résultats identifiés). Un recalage
des paramétres moyens du modéle simplifié par rapport a la référence numérique est possible et

donne de trés bons résultats. Ce n’est pas I'objet de ce paragraphe.

Deuxiémement, les incertitudes sont maintenant prises en compte dans la structure et dans
I’habillage. On utilise la méme observation dans la cavité acoustique et la méme excitation
structurale que précédemment. L’équation aléatoire qui doit étre a présent résolue est donnée

(voir I’équation (II1.31)) par

[A*(W)] + a*(w)[B7] [C] + a*(w)[C”] Q*(w) o w)
X = . (VI.20)
w? ([C]T + a*W)[C]T)  [A"(W)] + a*(w)[B] Q*(w) Jw)

Les valeurs des paramétres de dispersion du modéle probabiliste sont les valeurs identifiées au pa-
ragraphe VI.3.5, i.e. 535: = 5}}’? =0.3,0p, =03 et 5%‘:: = 0.6. On suppose que les paramétres de
dispersion pour ’habillage sont égaux, c’est-a-dire que 52,? = 5%{’: = 5?} = 0.6. La figure VI.15
montre le graphe de la FRF w — R*(w) définie au paragraphe VI.3.1 pour la structure incertaine

couplée avec ’habillage incertain et la cavité acoustique.

Commentaires

Il est normal que la moyenne stochastique s’éloigne de la référence du calcul car il y a de fortes
incertitudes de modéle. On voit que dans la bande [0,40] Hz, le modéle est moins sensible aux
incertitudes que dans la bande [40,300] Hz. Dans cette partie de la bande le modéle est trés
robuste aux incertitudes et seule une réponse expérimentale reproduisant les bonnes conditions
aux limites permettrait de départager les deux calculs mais ce n’est pas ’'objet de ce paragraphe
qui est illustratif. Il est & noter qu’aucun recalage n’est effectué dans ce paragraphe ni sur les
paramétres du modéle numérique de structure nue, ni sur le modéle numérique de référence de

I’habillage, ni sur les parameétres du modéle simplifié de 'habillage.
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Fi1G. VI.15 — Graphe de la fonction w — R*(w) pour la solution de référence (trait
noir épais), le modeéle simplifié déterministe de 'habillage (trait bleu fin), la moyenne
stochastique du modéle probabiliste de 'habillage (trait gris épais), la zone de confiance
a 95% (trait gris discontinu)et la zone de confiance & 99% (trait gris fin)

VI.5 Graphes des coefficients du modéle simplifié de

I’habillage fondé sur la théorie des structures floues

Les figures. VI.16 & VI.21 montrent les graphes des coefficients du modeéel simplifié d’habillage dé-
finis par les équations (I1.68) a (I1.73) avec les parameétres moyens du modéle simplifié d’habillage
identifiés. On notera principalement que l’on retrouve bien les comportements en fréquence aux

limites prédits au chapitre II.
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F1G. VI.21 - Graphe de la fonction w — af(w)
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VI.6 Résumé du chapitre

Dans ce chapitre nous avons exposé une méthodologie d’identification des paramétres du modéle
simplifié d’habillage fondé sur la théorie des structures floues. Les parameétres moyens sont iden-
tifiés en résolvant un probléme inverse formulé comme probléme d’optimisation en exploitant
une base de données expérimentales. On utilise une méthode fondée sur la méthode du maxi-
mum de vraisemblance précédée d’une réduction statistique de l'information pour identifier les
paramétres de dispersion du modéle. En fin de chapitre, on présente un calcul vibroacoustique

illustratif et les graphes des coefficients de I’habillage associés.
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VII.1 Introduction

Ce chapitre est consacré d’une part a I'identification sur plan des paramétres des modéles simpli-
fiés des habillages du tablier et du plancher avant (voir figure VII.5) d’un véhicule automobile de
type Peugeot 207, et d’autre part a la comparaison du modéle vibroacoustique du véhicule avec
(1) le modeéle simplifié d’habillage fondé sur la théorie des structure floues et (2) avec un modéle
simplifié¢ d’habillage en masses réparties ajoutées sur la structure par modification de la masse
volumique aux endroits habillés. On propose, de plus, de comparer les réponses dans chacun des
deux cas avec une base de données expérimentales de fonctions de réponse en fréquence (FRF)
vibroacoustiques (voir les paragraphes VII.3.1 et VII.4.1) et acoustiques (voir les paragraphes
VIIL.3.2 et VII.4.2). Pour des raisons de protocole expérimental il n’a pas été possible de mesurer
des FRF vibratoires sur des points qui nous intéressaient (point sur la structure et sous I’ha-
billage). On propose de plus de comparer des FRF vibratoires obtenues par calcul sur un point
du tablier (voir les paragraphes VII.3.3 et VII.4.3) pour les deux types de modéles simplifiés
d’habillage.

VII.1.1 Protocole des essais

Le protocole des essais a été défini de facon exhaustive au paragraphe I1.5 page 22 de la thése
de doctorat de Jean-Frangois Durand [42]. Nous en rappelons ici les grandes lignes. Les essais
portaient sur 20 véhicules en sortie de chaine de montage et ont duré 2 semaines. La base de
données expérimentales utilisée ci-aprés, outre un nombre de points de mesures plus grand, dif-
fére sur le nombre de véhicules mesurés qui est plus important : 40 véhicules ont été mesurés
sur 4 semaines. Ces mesures, réalisées en bout de chaine ne permettent aucune modification du
véhicule. C’est pour cette raison qu’il n’a pas été possible de mesurer des FRF vibratoires sur
des points situés sous les habillages. En revanche, ces mesures permettent de mettre en évidence
de facon flagrante la dispersion liée a la diversité des véhicules et que 'on tente toutefois de

modéliser par un seul et unique modéle.

Mesures vibroacoustiques

On mesure le bruit aux oreilles conducteur induit par une excitation dans une direction donnée
aux différents points d’attache du moteur. Pour réaliser ces mesures, deux méthodes expérimen-
tales sont applicables : la mesure directe ou la mesure réciproque des FRF. La mesure directe
consiste a générer un effort f*P(w) en un point et une direction donnée (a 'aide d’un marteau
d’impact ou d’un pot vibrant comme au chapitre VI) et & mesurer la pression acoustique p™*P(w)

émise & une place conducteur/passagers. Cette mesure est souvent inaccessible sans démontage.
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Fi1G. VII.1 — Modéle numérique de cavité acoustique

On lui préfére la mesure réciproque qui consiste a générer un bruit QP (w) au point d’écoute et
a mesurer le niveau accélérométrique @ en un point et une direction donnés (points d’attache
du moteur). L’applicabilité de la méthode repose sur le comportement linéaire et la réciprocité
du systéme vibroacoustique (généralement vérifié en basses fréquences). On génére donc un bruit
de bande [30,400] Hz a I’aide d’une source acoustique positionnée aux oreilles conducteur (point
avgg ) et on mesure les accélérations sur le support moteur droit en Z (point csvd ) et sur
la biellette d’anti-couple inférieur en X (point cboi ). On se référera a la figure VIL.2 pour la
position des points. Les points de mesure et d’excitation acoustiques se trouvent sur le maillage

de la cavité acoustique présenté sur la figure VII.1.

Mesures acoustiques

La méthode de mesure retenue des FRF vibroacoustiques permet d’effectuer simultanément la
mesure des FRF acoustiques entre la source acoustique et un point situé dans 1’habitacle. Les
points sont mesurés entre les oreilles conducteurs (point avgg ) (voir la figure VII.2) et la cave
a pieds du passager avant droit (point cavp ) et un point situé sous le milieu du pare-brise et
au-dessus de la planche de bord (point parbVA ). On se référera a la figure VII.3 pour la position
des points.

Mesures et calculs vibratoires

On se propose de comparer les prévisions des FRF entre le support moteur droit en Z et deux
points d’observation situés sous les habillages modélisés : un point sous I’habillage du tablier

(point tab) et un point sous I’habillage du plancher avant (point pla). On notera que la mesure

C.F. Modélis. Valid. Expér. des Complex. Insono. pour Prévis. Vibroac. Numér. Basse Moyen. Fréq. des Automobiles



108 VII. Application du modéle simplifié d’habillage sur une automobile

F1G. VII.2 — Points de mesures vibroacoustiques

FiG. VII.3 — Points de mesures acoustiques
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F1a. VII.4 — Points d’observation des calculs vibratoires

correspondante & ce dernier point a été effectuée a 'extérieur de I’automobile.

VII.1.2 Modéles vibroacoustiques de ’automobile

Le modéle vibroacoustique avec la modélisation de I’habillage en masses réparties a 1175909
DDL, 1755 modes structures et 136 modes acoustiques dans la bande de fréquences [0,600]| Hz.
Le modéle vibroacoustique avec la modélisation de I’habillage fondé sur la théorie des structures
floues est basé sur le modéle vibroacoustique précédent duquel on a supprimé les masses réparties
sur les habillages du tablier et du plancher avant. Il comporte le méme nombre de DDL, 1700
modes structures et 136 modes acoustiques. Il est a noter que les modes de structure du modéle
vibroacoustique avec le modéle d’habillage flou différent des modes du modéle vibroacoustique
avec le modéle d’habillage en masses réparties. En effet, le fait de rajouter de la masse sur les

éléments de structure (le tablier et le plancher avant) modifie 'analyse modale.

VII.1.3 Plan du chapitre

Le paragraphe VII.2 présente I'identification sur plan des paramétres des modéles simplifiés des
habillages du tablier et du plancher avant du véhicule Peugeot 207. Au paragraphe VII.3, on
compare les modéles moyens comprenant le modéle moyen de I'habillage en masses réparties et
le modéle moyen de I'habillage fondé sur la théorie des structures floues avec la moyenne des
mesures expérimentales pour les calculs vibroacoustiques et acoustiques présentés au paragraphe
VIIL.1.1. On y présente de plus les calculs vibratoires effectués a ’aide des modéles moyens. Le
paragraphe VII.4 montre la comparaison des domaines de confiance du modéle stochastique avec
les mesures expérimentales. Le paragraphe VII.5 donne une synthése des résultats et est suivi

d’un résumé du chapitre.
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Fi1G. VII.5 — Modéles numériques des habillages du tablier et du plancher avant

VII.2 Identification sur plan des paramétres du mo-

déle simplifié des habillages

L’habillage du tablier est composé d'une couche de mousse dont le comportement est celui d’'un
matériau poreux et d’une couche de septum (EPDM=polymeére). L’habillage du plancher avant
est composé d’'une couche de feutre et d’'une couche de septum (bitumineux). Si on appliquait
directement la méthodologie du paragraphe I1.7, on construirait directement le coefficient de
masse participante moyen et la densité modale moyenne & partir de modéles en éléments finis
trés détaillés de ces habillages comme on peut le voir a la figure VIL.5. Il est possible d’extraire
les composantes normales des modes sur les DDL souhaités pour ces modéles mais le calcul est
en revanche trés lourd et demande une quantité de mémoire qui peut devenir irréaliste. On prend
alors I’hypotheése simplificatrice de modéliser les habillages du tablier et du plancher avant par des
plaques ayant la méme épaisseur et la méme surface que ceux-ci. On construit un maillage assez fin
dans I’épaisseur afin de capter toute la dynamique interne. On applique ensuite la méthodologie
définie au paragraphe I1.7. Dans les deux cas, on a utilisé le méme maillage comportant 338 013
DDL. La surface de I’habillage de tablier est de 1.38 m? et son épaisseur moyenne est de 0.025
m. La surface de I’habillage du plancher avant est de 1.02 m? et son épaisseur moyenne est
de 0.025 m. Le coefficient de masse participante moyen et la densité modale moyenne sur plan
pour I'habillage du tablier (respectivement pour le plancher avant) sont donnés par le graphe
de la figure VIL.6 (respectivement VII.8). Les produits n(w)v(w) et quotients n(w)/v(w) pour
I'habillage du tablier (respectivement pour le plancher avant) sont donnés par le graphe de la

figure VIL7 (respectivement VIIL.9).
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Fi1Gc. VIL.6 — coefficient de masse participante moyen (figure de gauche) et la densité

modale moyenne (figure de droite) sur plan pour I'habillage du tablier
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F1G. VIL.7 - produit n(w)r(w) (figure de gauche) et quotient n(w)/v(w) (figure de droite)
sur plan pour I'habillage du tablier

C.F. Modélis. Valid. Expér. des Complex. Insono. pour Prévis. Vibroac. Numér. Basse Moyen. Fréq. des Automobiles



112 VII. Application du modéle simplifié d’habillage sur une automobile

2 3
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Fic. VIL.8 — coefficient de masse participante moyen (figure de gauche) et la densité

modale moyenne (figure de droite) sur plan pour I'habillage du plancher avant
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F1G. VIL.9 - produit n(w)rv(w) (figure de gauche) et quotient n(w)/v(w) (figure de droite)

sur plan pour I'habillage du plancher avant

VII.3 Comparaison des mesures avec les modéles moyens

Ce paragraphe est consacré & la comparaison des mesures avec les modéles moyens vibroacous-
tiques avec le modéle simplifié moyen d’habillage fondé sur la théorie des structures floues (graphe
des fonctions f — djﬂou( f), trait épais clair), avec le modéle d’habillage en masses réparties

(graphe des fonctions f +— dB™®%er(f), trait fin discontinu) et la moyenne des 40 mesures
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(graphe des fonctions f — dB®PMY(f) avec dBOP™Y(f) = (1/40) x 332, dB™P(f), trait

épais foncé).

VII.3.1 Comparaison des mesures vibroacoustiques avec les mo-

déles moyens - 1 graduation = 10 dB

[dB]

50 100 150 200 250 300 350 400
Fréquences [Hz]

F1G. VIL.10 — Graphe de f + dB52"(f) des mesures pour une excitation mécanicque

au point cboi dans la direction X et observation au point avgg (trait épais foncé) (voir

figure VII.2). Graphe de f +— dB™" (f) du modéle avec structures floues (trait épais

press

clair). Graphe de f ~— dBJ%(f) du modéle avec masses réparties (trait fin discontinu)
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[dB]

50 100 150 200 250 300 350 400
Fréquences [HZ]

F1G. VIL11 — Graphe de f + dB52"(f) des mesures pour une excitation mécanique

au point csvd dans la direction Z et observation au point avgg (trait épais foncé) (voir

figure VII.2). Graphe de f — dB™" (f) du modeéle avec structures floues (trait épais

press

clair). Graphe de f + dBJ%(f) du modéle avec masses réparties (trait fin discontinu)
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VII.3.2 Comparaison des mesures acoustiques avec les modéles

moyens - 1 graduation = 10 dB

[dB]

50 100 150 200 250 300 350 400
Fréquences [Hz]

F1G. VIL12 — Graphe de f +— dB5P:"(f) des mesures pour une excitation acoustique

au point avgg et observation au point cavp (trait épais foncé) (voir figures VII.2,VII.3).

Graphe de f — dB™" (f) du modéle avec structures floues (trait épais clair). Graphe de

press

[ dBlese(f) du modele avec masses réparties (trait fin discontinu)
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[dB]

50 100 150 200 250 300 350 400
Fréquences [HZ]

FI1G. VIL.13 — Graphe de f + dB52:"¥(f) des mesures pour une excitation acoustique au

point avgg et observation au point parbVA (trait épais foncé) (voir figures VIL.2,VIL.3).
Graphe de f — dB™" (f) du modéle avec structures floues (trait épais clair). Graphe de

== press

[ dBlerer(f) du modele avec masses réparties (trait fin discontinu)
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VII.3.3 Comparaison des deux modéles d’habillage pour les cal-

culs vibratoires - 1 graduation = 10 dB

[dB]

50 100 150 200 250 300 350 400
Frequences [HZ]

FIG. VIL.14 — Graphes de f — dB™"(f) du modéle avec structures floues (trait épais

acc

clair) et f — dBhesrer( f) du modéle avec masses réparties (trait fin discontinu) pour une

excitation mécanique au point csvd dans la direction Z et observation au point tab (voir
figures VII.2,VII.4).

C.F. Modélis. Valid. Expér. des Complex. Insono. pour Prévis. Vibroac. Numér. Basse Moyen. Fréq. des Automobiles



118 VII. Application du modéle simplifié d’habillage sur une automobile

[dB]

50 100 150 200 250 300 350 400
Fréquences [HZ]

Fia. VII.15 — Graphe de f +— dB&ZP™%(f) des mesures pour une excitation mécanique
au point csvd dans la direction Z et observation au point pla (trait épais foncé) (voir
figures VII1.2,VIL.4). Graphe de f — dB™""(f) du modéle avec structures floues (trait épais

accC

clair). Graphe de f — dBh=>( f) du modéle avec masses réparties (trait fin discontinu).

————acc

VII.4 Comparaison des mesures avec les modéles sto-

chastiques

Ce paragraphe est consacré a la comparaison des 40 mesures avec les modéles vibroacoustiques
réduits probabilistes dont le modéle simplifié moyen d’habillage est soit fondé sur la théorie des
structures floues soit sur un modéle de masses réparties. Les paramétres de dispersion § des
matrices aléatoires sont ceux identifiés par Jean-Francois Durand dans sa thése de doctorat 42|
et ceux identifiés au chapitre VI.

Pour les calculs, on trace la moyenne stochastique f — E{dB(f)} (trait épais clair), et les
quantiles f +— 5{dB+(f)} et f — €{dB_(f)} pour a = 0.95 (trait épais foncé) et a =

0.99 (trait épais foncé discontinu). On trace pour les mesures la moyenne des mesures f +—

C.F. Modélis. Valid. Expér. des Complex. Insono. pour Prévis. Vibroac. Numér. Basse Moyen. Fréq. des Automobiles



VII. Application du modéle simplifié d’habillage sur une automobile

119

dBePmOY( f) (trait clair fin central) et les courbes enveloppant les mesures (traits supérieur et

inférieur fin clairs). On montre a la figure VII.16 la convergence en moyenne d’ordre 2 du solveur

stochastique.

Con/?

Fig. VIL.16 — Graphe des fonctions (n,.,ns)

- --292 modes
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i - - -1107 modes
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- - -9 modes
ot ——24 modes
——47 modes
- - -64 modes
8r ——84 modes
—— 107 modes
7F ===121 modes
=136 modes

200
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Nombre de réalisations

—  Conv®(n,,ns) (figure du haut) et

(ny,ng) +— Conv®(n,,n,) (figure du bas) pour le modéle vibroacoustique avec le mo-

déle d’habillage fondé sur la théorie des structures floues.
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VII.4.1 Comparaison des mesures vibroacoustiques avec les mo-
déles stochastiques - 1 graduation = 20 dB
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FI1G. VIL.17 — Graphe de f +— dB5P (f) des mesures pour une excitation mécanique au

point cboi dans la direction X et observation au point avgg (zone grisée claire) (voir
figure VII.2). Graphe de f — E{dBypress(f)} (trait gris épais). Graphe de f — dB} . (f)
et f = dB_ . (f) pour a = 0.95 (traits épais foncés supérieur et inférieur) et pour
a = 0.99 (traits épais foncés discontinus supérieur et inférieur). Modéle d’habillage avec
des masses réparties (figure du haut). Modéle d’habillage fondé sur la théorie des structure
floues (figure du bas).
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F1G. VIL.18 — Graphe de f + dBSP (f) des mesures pour une excitation mécanique au

point csvd dans la direction Z et observation au point avgg (zone grisée claire) (voir
figure VIL.2). Graphe de f — E{dBess(f)} (trait gris épais). Graphe de f — dB;ress(f)
et f = dB_ . (f) pour a = 0.95 (traits épais foncés supérieur et inférieur) et pour
a = 0.99 (traits épais foncés discontinus supérieur et inférieur). Modéle d’habillage avec
des masses réparties (figure du haut). Modéle d’habillage fondé sur la théorie des structure

floues (figure du bas).
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VII.4.2 Comparaison des mesures acoustiques avec les modéles

stochastiques - 1 graduation = 20 dB

[dB]
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F1G. VII.19 — Graphe de f — dB&P (f) des mesures pour une excitation au point avgg et

press

observation au point cavp (zone grisée claire) (voir figure VII.2,VIL.3). Graphe de f —
E{dBypress(f)} (trait gris épais). Graphe de f +— dB .. (f) et f — dB,(f) pour
a = 0.95 (traits épais foncés supérieur et inférieur) et pour o = 0.99 (traits épais foncés
discontinus supérieur et inférieur). Modeéle d’habillage avec des masses réparties (figure

du haut). Modeéle d’habillage fondé sur la théorie des structure floues (figure du bas).
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F1G. VII.20 — Graphe de f +— dB%P (f) des mesures pour une excitation au point avgg et

press

observation au point parbVA (zone grisée claire) (voir figure VIL.2,VIL.3). Graphe de
[ = E{dBypess(f)} (trait gris épais). Graphe de f — dB} . (f) et f+— dB_ (f) pour
a = 0.95 (traits épais foncés supérieur et inférieur) et pour o = 0.99 (traits épais foncés
discontinus supérieur et inférieur). Modeéle d’habillage avec des masses réparties (figure

du haut). Modéle d’habillage fondé sur la théorie des structure floues (figure du bas).
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VII.4.3 Comparaison des mesures vibratoires avec les modéles

stochastiques - 1 graduation = 20 dB
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F1G. VII.21 - Graphe de f +— E{dB...(f)} (trait gris épais) pour une excitation au point
csvd et observation au point tab (voir figure VII.2,VII.4). Graphe de f +— dB/ _(f) et
f—dB,.(f) pour a = 0.95 (traits épais foncés supérieur et inférieur) et pour a = 0.99
(traits épais foncés discontinus supérieur et inférieur). Modéle d’habillage avec des masses
réparties (figure du haut). Modeéle d’habillage fondé sur la théorie des structure floues

(figure du bas).
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Fic. VII.22 — Graphe de f +— dB&P(f) des mesures pour une excitation mécanique

au point csvd dans la direction Z et observation au point pla (voir figure VIL.2,VII.4).
Graphe de f +— E{dBac.(f)} (trait gris épais). Graphe de f +— dB/ (f) et f — dB,..(f)
pour o = 0.95 (traits épais foncés supérieur et inférieur) et pour a = 0.99 (traits épais
foncés discontinus supérieur et inférieur). Modeéle d’habillage avec des masses réparties
(figure du haut). Modeéle d’habillage fondé sur la théorie des structure floues (figure du

bas).
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VII.5 Synthése concernant la comparaison des modéles

d’habillage

VII.5.1 Vibroacoustique

Il est difficile de conclure & partir de la comparaison des modéles moyens avec la moyenne des me-
sures. On voit que l'estimation sur plan des paramétres moyens de ’habillage considéré donne une
prédiction relativement bonne. On peut de plus noter qu’il subsiste des erreurs de modélisation
qui ne sont pas liées uniquement au modéle d’habillage considéré et qui rendent les comparaisons
ardues (voir les figures VII.10 et VII.11). Lorsque 'on compare les modéles stochastiques avec
les mesures on relévera que dans les bandes de fréquences d’intérét, i.e. [100,250] Hz (la bande
de fréquences ou les habillages possédent une forte dynamique interne), les zones de confiance du
modéle vibroacoustique avec le modéle d’habillage fondé sur la théorie des structures floues sont
plus étroites que pour le modéle avec les masses réparties (voir la figure VII.18). On peut ainsi
conclure que le fait de prendre en compte la physique interne de ’habillage permet d’obtenir
des prévisions plus robustes aux incertitudes. On a donc augmenté la prédictibilité du modéle

vibroacoustique dans cette bande de fréquences.

VIIL.5.2 Acoustique

La comparaison des mesures acoustiques avec les modéles vibroacoustiques moyens montre que
ceux-ci contiennent beaucoup d’erreurs de modélisation que méme un modéle parfait d’habillage
ne pourrait recaler complétement. Il y a notamment dans la bande de fréquences [150,200] Hz
des écarts importants entre le modéle et les mesures pour le point fluide situé sous le pare-brise
(voir figure VII.13). On relévera de plus pour le point fluide situé dans la cave a pieds (voir la
figure VII.19) que le modéle stochastique en masses réparties qui ne prend absolument pas en
compte la physique interne des habillages (qui ont beaucoup de résonances dynamiques dans cette
zone) semble mieux prédire les mesures. La cavité acoustique & cet endroit a été construite en
maillage compatible avec la structure habillée, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de maillage acoustique
reproduisant la forme de la planche de bord. On en conclut qu’une grande partie de I'erreur
de modélisation commise dans la cavité acoustique est mise en évidence par 1'apparente bonne

prédiction d’'un modeéle ne respectant pas la physique (dans la zone de fréquences considérée).

VI1.5.3 Vibratoire

Méme si ’on ne dispose pas de mesures sur le tablier, on peut voir que le modéle fondé sur la

théorie des structures floues permet de mettre en évidence en BF les écarts engendrés par une
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modélisation des habillages par masse ajoutée. La figure VII.14 montre le graphe de la réponse en
fréquence entre le support moteur droit en Z et un point du tablier pour la méme direction (on a
choisi ce point de telle sorte qu’il soit sur la normale au plan). On s’apergoit que la modélisation
par masses réparties qui ne fait que doubler la masse volumique du tablier provoque un décalage
fréquentiel important de plusieurs modes de tablier. Ceci ne correpond pas a la physique observée
et n’apparait pas avec le modéle d’habillage fondé sur la théorie des structures floues qui découple
particuliérement la masse dans la bande de fréquences d’intérét. Si 'on regarde maintenant la
figure VII.22, on voit que la majeure partie de I'erreur de modélisation due aux masses réparties

est prise en compte avec le modéle d’habillage fondé sur la théorie des structurers floues.

VII.6 Résumé du chapitre

On a présenté dans ce chapitre une estimation sur plan des parameétres moyens du modéle sim-
plifié d’habillage fondé sur la théorie des structures floues. Des comparaisons modélisation/essais
ont été effectuées a la fois pour le modéle avec habillage flou et le modéle précédent avec habilage

en masses réparties. Une synthése est proposée a la fin du chapitre.
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Conclusion

1 Synthése des travaux effectués

Dans ce travail de recherche, I'objectif était de développer un modéle simplifié destiné & modéliser
le comportement de structures complexes insonorisantes (habillages) constituées d’assemblages
de divers matériaux (poro-élastiques, bitumeux, etc.) afin d’améliorer la prédiction en basses et
moyennes fréquences ([0,400] Hz) de modéles complexes numeériques de véhicules en vibroacous-
tique. Jusqu’a présent, des approximations avaient été introduites afin de rendre les modéles
exploitables par les services d’ingénierie. En particulier, les habillages étaient modélisés par un
ajout de masses réparties ce qui ne rendait pas compte de la dynamique interne des habillages
réels. Le modéle simplifié d’habillage que nous avons proposé est fondé sur la théorie des struc-
tures floues et permet de prendre en compte les degrés de liberté dynamiques internes des ha-
billages. En contre-partie de ces simplifications, des incertitudes de modélisation sont introduites.
Nous avons construit un modéle probabiliste afin de les prendre en compte. Le modéle simplifié

de T'habillage ainsi développé est implémenté dans un modéle vibroacoustique d’automobile.

Le modéle moyen réduit modélisant le systéme vibroacoustique est constitué

(1) des matrices réduites relatives au comportement dynamique de la structure,

(2) des matrices réduites relatives au comportement dynamique de la cavité acoustique,

(3) de la matrice de couplage vibroacoustique et

(4) des matrices et coefficients associés issus du modéle simplifié réduit de I’habillage.

Le modéle simplifié moyen de ’habillage a été construit & partir d’un élement élastoacoustique qui
constitue une extension de la théorie des structures floues. En ce qui concerne le modéle simplifié
réduit probabiliste de I’habillage, on a utilisé une approche non paramétrique pour prendre en

compte les incertitudes dans le modéle moyen simplifié de ’habillage tout en conservant les

coeflicients associés déterministes.

Pour la validation du modéle simplifié probabiliste d’habillage, nous avons élaboré une méthodo-

logie d’identification (1) des paramétres moyens du modéle simplifié moyen et (2) des parameétres
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de dispersion contrélant le niveau d’incertitude du modéle simplifié réduit probabiliste de 1’ha-
billage. Afin d’identifier le modéle moyen, nous avons utilisé une base de données expérimentale
et résolu un probléme d’optimisation. Le dispositif expérimental était composé d’une structure
faite avec un cadre élastique suspendu par des élastiques et sur lequel une plaque nue ou habillée
était boulonnée. On a mesuré des FRF vibratoires sous la plaque et on a recalé les paramétres
du modéle moyen d’habillage en utilisant I’énergie vibratoire de la plaque. Un des avantages
de la théorie est que les paramétres contrdlant les aspects couplage et acoustique du modéle
d’habillage sont les mémes que les paramétres controlant 'aspect structure. Un second dispositif
expérimental vibroacoustique n’a donc pas été nécessaire pour recaler ces parameétres. Une appli-
cation directe d’'un calcul vibroacoustique sans recalage a toutefois été confrontée a un calcul de
référence effectué par un logiciel du commerce. Les paramétres de dispersion du modéle réduit
probabiliste de ’habillage ont été identifiés intrinséquement & partir d’une référence numérique
dans le but d’éviter que les incertitudes de modélisation de la structure nue supportant 'habillage

ne perturbent l'identification.

En ce qui concerne 'application industrielle du modéle d’habillage simplifié, on a comparé les mo-
deéles vibroacoustiques moyens et probabilistes d’un véhicule (avec le modéle simplifié d’habillage
pour ’habillage de tablier et I’habillage de plancher avant) avec une base de données expérimen-
tale. Cette base de données est constituée de mesures de FRF vibroacoustiques et acoustiques
en divers points du véhicule pour une série de 40 véhicules pris en sortie de chaine de montage
au hasard. Les véhicules étaient tous différents mais possédaient tous les mémes habillages de
tablier et de plancher avant. Le fait de prendre en compte la physique interne de I’habillage
permet d’obtenir des prévisions plus robustes aux incertitudes. En effet, dans les bandes de
fréquences ou les habillages possédent une forte dynamique interne, on remarque pour les pré-
visions vibroacoustiques que les zones de confiance sont plus étroites avec le modéle simplifié de
I’habillage qu’avec le modéle en masses réparties. Il semblerait de plus qu’une grande partie de
I’erreur de modélisation commise dans la cavité acoustique soit mise en évidence par le modéle
prenant en compte la dynamique interne des habillages. Pour des prédictions vibratoires, on voit
que la majeure partie de I’erreur de modélisation due aux masses réparties sur la répartition des
modes structure pour les intervalles de fréquences d’intérét est prise en compte avec le modéle

d’habillage fondé sur la théorie des structurers floues.

2 Perspectives

Il n’a pas été possible pour des raisons pratiques de mesurer des FRF vibratoires sous les ha-

billages. Une voie d’amélioration de la méthode d’estimation sur plan serait donc de monter une
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expérience ot ’on pourrait accéder a plusieurs points sous les habillages. Cette manipulation se-
rait & faire pour tous les types d’habillage et pour tous les types de disposition d’habillage dans
un véhicule. On pense notamment aux différentes configurations de présence d’habillage selon
la diversité des véhicules (diversité au sein d’un méme modéle, diversité au sein des catégories
de modeéles). Une base de données réutilisable serait donc a disposition de I'ingénierie dés les

avant-projets.

Dans la comparaison expérimentale, seule I'influence des habillage du tablier et habillage du plan-
cher avant a été étudiée. Il serait intéressant de pousser plus loin la modélisation aux différents

autres habillages de moindre importance vibroacoustique basses fréquences.

Concernant les paramétres de dispersion du modéle stochastique de la structure couplée & la
cavité, on a utilisé des résultats d’identification existant qui correspondent a un véhicule différent
de celui utilisé dans ce présent travail et dont le modéle d’habillage était en masses réparties. Bien
que la complexité sur la cavité couplée a la structure (et donc les niveaux d’incertitude) entre ces
deux modéles soit équivalente, il serait intéressant de mener & nouveau cette identification avec

la méthode proposée au chapitre VI et les modéles d’habillages simplifiés pré-identifiés.

Une voie d’amélioration possible des modéles numériques vibroacoustiques en général serait d’uti-
liser la théorie des structures floues pour modéliser des piéces d’habillage au sens large (siéges,
capot, face avant, pare-chocs, planche de bord) qui sont reliés a la structure maitresse du véhicule

par des attachements discrets.
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Annexe A

Formules utiles

A.1 Calcul vectoriel

On reprend les mémes notations que dans la table des notations. On a 'identité suivante :

Viu=V{V.u} -V x (V xu)

Formule de Green

On définit n comme la normale eztérieure au domaine €.

—/V2u5uda::/VuV6udac—/ 6—u5uds
Q Q a0 On

A.2 Primitives utiles

Pour u > 0 et £ €]0;1] on a les primitives suivantes (voir Abramovitz and Stegun [1]) :

/ u? — 1 P -1 uw? 4+ 2y/1 - 2u+1
(u? — 1) 4 4&%u? 4/1-  |u2=-2y/1-u+1
/ 4 du = ¥arctan UQJr%Ql]
(u? — 1) + 4&%u? 4/1-¢2 26/1-€2 |
u? + QWU +1

/u2(u21+4§2) B 1 N
@12+ T T iie

u? — 21— Eu+1
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Annexe B

Paramétrage de la densité modale et
évolution fréquentielle des coefficients

du modéle simplifié de ’habillage

B.1 Définition d’un paramétrage pour la densité mo-

dale moyenne d’un habillage réel

Comme nous I'avons signalé dans le sous-paragraphe 11.6.4, la densité modale n(w) ne peut pas
étre nulle pour w > Q. + AQ ou ne peut pas tendre vers 0 lorsque w — +o0o (voir par exemple
I’étude bibliographique mathématique Ollivry [109| et Courant and Hilbert [32]). Comme 1'ha-
billage peut étre le plus souvent assimilé & des assemblages de coques, on propose ici une densité
modale moyenne dont le comportement asymptotique est similaire & celui des coques minces,
c’est-a-dire est asymptotiquement constant et présentant un maximum local. Ce maximum local
est atteint pour w = Qp, la résonance d’épaisseur (voir Ollivry [109]|, Weyl [160|, Weyl [161],
Ivrii |70|,Gol’denveizer 61|, Gol’denveizer [62| et Gol'denveizer et al. |63]). Pour tout w > 0, on

introduit donc la densité modale paramétrée suivante :

0 ,pour 0 <w < Q.
n(w) = 4 2 ~23\2  2~2 210 (B.1)
Noo (W)w?/ [(W? = BF)? + ?0Rw?|™ |, pourw > Q.

avec a un réel positif, n . la densité modale asymptotique pour w — oo que l'on écrit,

N = eng(w) (B2)

(o o]
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oll ng(w) est donné par I’équation suivante,

i + i~ i —
ﬂo(w):n an—i—n antanh [a(w—w wa)] , (B.3)

avec € un réel positif, n; et ny deux réels positifs tels que n; < ny, a un réel et w; et wy deux

réels positifs tels que w; < wy. Le parameétre wg est défini par

o n?

otl 7 est un réel positif tel que 0 < 1 < V2 qui s’écrit,

n:\/2—2\/1—(5)1/°‘ . (B.5)

Un exemple de graphe de w +— n(w) est donné a la figure B.1.

n(w)

ﬂoo = 6@0

2
3

O & 1 Q.4+AQ Wmazx
Qr

Fi1G. B.1 — Schéma de principe de la densité modale paramétrée

B.2 Exemple d’évolution fréquentielle des coefficients
du modéle simplifié de I’habillage pour un habillage
réel

Dans ce paragraphe on montre I’évolution fréquentielle des coefficients a%,, af, a%, af, a% et af

définis au paragraphe I1.4 par les équations (I1.107) a (I1.112), pour un ensemble de valeurs des
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Q. | 0.0lrad x s~ !
Qr | 27 x 120rad x s7!
n; | 0.008824 s !
ny | 0.00015s7*
w; | 2m x 133rad x s~ !
wy | 27 x 200rad x s~
a | —0.008rad™! x s
a |05
€ 0.21
v 1
po| 5.712kg x m >

TaB. B.1 — Exemple de valeurs pour les paramétres d’un habillage réel

paramétres définis dans le tableau B.1. La figure B.2 montre la densité modale n(w) définie par

I’équation (B.1). Les figures B.3 & B.8 montrent les graphes des coefficients d’habillage.

e

e

dale paramétrée

Densité mo

o
=

0.05

Fi1G. B.2 — Densité modale paramétrée

C.F.
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FIG. B.3 — Graphe de w — aj(w), avec {(w)=0.1 (épais),
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FIG. B.4 — Graphe de w — aj(w), avec {(w)=0.1 (épais), =0.01 (fin), =0.001 (pointillé)
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B. Paramétrage de la densité modale
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FIG. B.5 — Graphe de w — a%(w), avec {(w)=0.1 (épais), =0.01 (fin), =0.001 (pointillé)
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F1G. B.6 — Graphe de w + af, avec {(w)=0.1 (épais), =0.01 (fin), =0.001 (pointillé)
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a° sansdimension

FIG. B.7 — Graphe de w — a%(w), avec {(w)=0.1 (épais), =0.01 (fin), =0.001 (pointillé)
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F1G. B.8 — Graphe de w — af(w), avec {(w)=0.1 (épais), =0.01 (fin), =0.001 (pointillé)
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Annexe C

Validation du calcul algébrique par

intégration numérique

On a validé les calculs algébriques des coefficients du modéle simplifié de 'habillage en les com-

parant aux valeurs obtenues par une intégration numérique.

6.5

- - —Intégration numérique

—— Intégration exacte

F1G. C.1 - Graphes de w — a%(w) numeérique et algébrique superposés
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5
55X 10 |
- - —Intégration numérique

ol — Intégration exacte

1.5¢ -
U)(U._

1} |
0.5 -

0

0 0.5 1 15 2 2.5
(JO/QR

4 - - - Intégration numérique
—— Intégration exacte
-5 w w ‘ L
0 0.5 1 1.5 2 2.5
(,olQR

F1G. C.3 — Graphes de w — a%(w) numeérique et algébrique superposés
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0.012
0.01} .
0.008} :

“@~ 0.006( 1

0.004 i

0.002t - - —Intégration numérique

—— Intégration exacte

0 0.5 1 15 2 2.5

(,0/(2R

F1G. C.4 — Graphes de w — af(w) numérique et algébrique superposés

1.1

- - - Intégration numérique

—— Intégration exacte

“c™ 0.9}

0.81

0.7 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.5 1 1.5 2 2.5

FiG. C.5 — Graphes de w — a§(w) numérique et algébrique superposés
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0
- - —Intégration numérique
10+t —— Intégration exacte
_20 L
O .-
©

_30 L

_40 L

_50 L L L I

0 0.5 1 15 2 2.5
m/QR

F1G. C.6 — Graphes de w — a§(w) numérique et algébrique superposés
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Annexe D

Calcul des matrices |[C®], |[B®] et |[B?] a
partir d’un logiciel classique de calcul

par les éléments finis

D.1 Introduction

D.1.1 Rappel des notations

Ce chapitre d’annexe compléte le chapitre III. On y explique I'obtention des matrices [C®], [B]

et [B?] du modéle simplifié moyen de I’habillage.

La discrétisation du champ de déplacement s’écrit d’aprés I’équation (I11.4).
u(z,w) ~ u™(r,w) = [N¥(x)]u’(w) . (D.1)
La discrétisation du champ de pression acoustique s’écrit d’aprés I’équation (I111.9),

p(@,w) = p™ (z,w) = [N(z)]p(w) . (D.2)

D.1.2 Probléme a résoudre

Ces trois matrices sont obtenues numériquement & partir du calcul de la matrice de couplage
vibroacoustique classique effectué par un logiciel classique de calcul par les éléments finis. Les

équations de définition (I11.14), (IT1.15), (IT1.16) et (II1.17) de ces quatre matrices peuvent s’écrire
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146 D. Calcul par les éléments finis des matrices du modéle simplifié d’habillage

en considérant 'interface de couplage I' ~ I'y entre la structure habillée et la cavité acoustique,

<[Q]£(w),@8> ~ c(du’,p) = /F((Sus(a:)ns(m)) p(x)ds(xz) (D.3)

([C°lp(w), du”) =~ c*(p, du”) = /Fp(iﬂ) (n®(x).0u’(x)) ds(x) (D.4)

(B°]u’(w), 6u®) ~ b°(u”, 6u’) = / (n’(z).w’(x)) (n°(x).0u’(x)) ds(x) | (D.5)
r

([BIp(w).09) = ¥(p.59) = [ p(@) bp(a)ds(z) - (D.6)

On remarque en comparant les équations (D.3) et (D.4) que 'obtention de la matrice [C*] est
immédiate si on connait la matrice [C] sur I'interface I'. Il reste a expliciter les matrices [B°] et

[B¢] en fonction de la matrice [C].

D.2 Exemple de calcul formel pour la matrice [B’]

On rappelle que la normale a la surface I' est le vecteur m (voir figure 1.1). La forme bilinéaire
b*(u®, du®) ~ b%(N*u® N*du®) associée a 'équation (D.5) peut s’écrire formellement en utilisant
I'équation (D.3),

b*(N°u®, N°ou’®) = ¢(N°u®, (N*du’, n)) . (D.7)

On peut écrire d’une part,

/(Nsus,m (N*du’ n) ds = NST duS,NSTn> ds
r

\\

NsT (NsT )}g ,(LuS> ds ,  (D.8)

en utilisant le fait que <CTu,v> = (u,Cv) et (u,v)(a,B) = ((@®@u)v,B). D’autre part,
I'équation (D.3),
C(Nsus,Naép):/(Nsus,n> N%pds (D.9)
op . op

permet d’écrire,

c(N*u®, N%§p) = S N*Tn Naap ds (D.10)

J
Jo e

NsT ﬂ w'dp ds
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Les équations (D.3) et (D.5) s’écrivent en utilisant les équations (D.10) et (D.8)
([C]"wu®, 8p) = / [N“ ® (NSTnﬂ u’dpds . (D.11)
op . op

/F<[(N8T") ® (Nn)|u o) ds (D.12)

([B°]w’, du®)

On en déduit la discrétisation des matrices [C] et [B®] ,
i = / N° ® (NSTn> ds (D.13)
r

B°] = /F (NSTn)®(NSTn) ds . (D.14)

D.3 Obtention des matrices réduites [C°|, [B®] et [B“]

D.3.1 Introduction

On rappelle les équations (I11.27) et (I11.28) qui définissent les relations entre les vecteurs u®(w)
et @°(w) (respectivement p(w) et q%(w)) des déplacements de la structure (respectivement des
pressions acoustiques) exprimés dans la base des coordonnées globales et dans la base des co-
ordonnées généralisées ou [@°] (respectivement [®?]) sont les modes élastiques de la structure

(respectivement les modes acoustiques de la cavité a parois rigides),

u’(w) = |

=
IS

18°(w) (D.15)
‘lg"(w) . (D.16)

=3
BS)

pw) =

Le vecteur u® est de dimension m; le vecteur p(w) est de dimension m, ; la matrice [®°] est
de dimension ms X ng; la matrice [®?] est de dimension m, x n,. Dans les équations (D.15) et
(D.16), les vecteurs sont définis pour toute la structure et pour toute la cavité acoustique. Pour
le calcul des matrices d’habillage, il suffit de connaitre leur restriction sur 'interface de couplage

. On définit donc les vecteurs u®'(w) et p’(w) par

u''(w) = [T (w) (D.17)

P(w)=[2q"w) , (D.18)

ou [@°] et [@?]’ sont les matrices de passage dans la base modale des degrés de liberté (déplace-

ments et pression) appartenant a l'interface T
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On travaille dans le cas de maillages compatibles entre la structure et la cavite acoustique. Les
élements finis de la structure comportent des noeuds a six degrés de liberté dont on ne garde
que les trois translations. Les noeuds fluides ne possédent qu’un seul degré de liberté de pression
acoustique. On a donc, sur l'interface T', la relation suivante entre mg' (ms < mg) et m,’

(ma' < mg) le nombre de degrés de liberté structure et fluide respectivement,
ms =3m, . (D.19)

L’expression du vecteur des normales unitaires aux noeuds structure est donnée par

S 3 3 3
N S BN ue S e

3

: (D.20)

3

Ma

Ny

nMa

Ma

n
avec, par exemple au noeud «,
— /I
n

o a— a—
—’I’L$61—|—ny62—|—n263 ,

. — — — 2~ <
ou €1, €9 et €3 sont les vecteurs de la base orthonormée du repére global.

D.3.2 Calcul de la matrice généralisée [C”]

La matrice de couplage de I'habillage sur la partie fluide-structure [C*°] exprimée dans la base
modale se calcule & partir des modes [®°]" et [®?]" et de la matrice de couplage [C°] exprimée

dans la base globale. Son expression est donnée par,

c°] = [@7 [C)[@) (D.21)
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D.3.3 Calcul de la matrice généralisée [B°

Sur l'interface de couplage I', la condition de couplage s’écrit pour tout noeud « de la structure

confondu avec le noeud 3 de la cavité acoustique,
<ug’, —”> p, (D.22)

On construit la matrice [®},;]" des degrés de liberté structure de I'interface projetés sur les

normales aux noeuds exprimée dans la base modale, de dimension m,’ x ns et qui est telle que,

I <Ua1 —>/a1> <Ua1 —>1041> . <ﬁ%1’ ﬁ)/a1>
T :
[©505)' = | | | . (D23)
AT S S

N
ol, pour des soucis de clarté de présentation, on a défini la famille de vecteurs (U;’”)Z] qui sont
tels que, pour j € {1,--- ,ny} l'indice des modes élastiques de structure et i € {1,--- ,mg}
I'indice des noeuds «a; appartenant a 'interface de couplage I,

U = (@7, €1+ @, ;€2 + )]

— a’zzj — Oézyj — O‘lz] 3 ’

(D.24)

avec oy, (respectivement oy, et o), I'indice du noeud «; correspondant au degré de liberté de

translation suivant €1 (respectivement €2 et €'3).

On remarque que 'equation (D.14) s’obtient directement & partir de I’équation (D.13) car les
maillages sont compatibles. Puis, afin de calculer la matrice réduite [B?], il suffit de projeter la

matrice de couplage physique [C°] & gauche par les modes élastiques de structure et a droite par

les modes [®7,;]" définis dans I'équation (D.23), ce qui donne,
S S T S S
[B°] = [ 2] [C°)[20]" - (D.25)
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D.3.4 Calcul de la matrice généralisée [B“]

On construit le vecteur [Q‘;ugm]’ , de dimension 3m,’ X ng, pour tout noeud fluide 3y de I'interface

I' confondu avec le noeud structure oy, , tel que

pfl ﬁ/zzl . pgi ﬁ/gzl
pfl ﬁl;él pﬁi ﬁ/;tzl
e T
PTG
/ . [e7) .
[0 ] = : PRI : , (D.26)
pjﬁk ﬁ/?fk
ﬂma/ _>/O%'ma’ 6777.0/ _>/O%ma’
P Mg Png, = Mg
ﬂma’_ﬁaﬁma’ ﬁma’ﬁlazma’
Dy My Dng” My
ﬁma/ _)/azma’ Bma’ _)/azma’
pl n', e pna n',
ou par souci de clarté de rédaction, la famille des (p]’g *)k; représente le degré de liberté de pression
acoustique du noeud fluide 8, avec k € {1,--- ,m,’} l'indice des noeuds fluide de U'interface T,
exprimé sur le mode acoustique j avec j € {1, -+ ,n,} et qui est tel que,
P =2, - (D.27)

Cette matrice vérifie par blocs la condition de couplage fluide-structure a l'interface I' donnée

par I’équation (D.22).

On suit le méme raisonnement que dans le paragraphe D.3.3 qui consiste a utiliser

(1) Texpression de la matrice de couplage fluide-structure en coordonnées physiques restreinte

A 'interface T et

(2) le fait que les maillages soient compatibles pour en déduire que la matrice de couplage de

I'habillage sur la partie fluide-fluide [B] exprimée dans la base modale est donnée par,

[B%) = [@%gm]) [C)[@% ) - (D.28)

—augm —augm
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PRE-TRAITEMENT
OBTENTION DES MATRICES DU MODELE MOYEN VIBROACOUSTIQUE

( Préparation du fichier d’instructions NASTRAN

Spécifier les ALTER pour la sortie des matrices précisées dans le bloc suivant.
Utiliser le USET U4 pour les DDL de la structure (observation et excitation).

Utiliser le USET U6 pour les DDL du fluide (observation et excitation).
\ J

I

- N
Récupération des matrices au format binaire NASTRAN *.bin

LamaS.bin Table des données modales structure

LamalkF .bin Table des données modales fluide

MatRAHH.bin Matrice de couplage vibroacoustique géneralisée
bgpdt.bin Table des noeuds (coordonnées globales, position DDL, type de noeud)
U4.bin Coordonnées géneralisées de la structure (observables et excitations)
U6.bin Coordonnées géneralisées du fluide (observables et excitations)
uset.bin Numéro des sets de noeuds

fuzzyBs.bin Matrice d’habillage en coordonnées géneralisées
fuzzyBa.bin Matrice d’habillage en coordonnées géneralisées
fuzzst.bin Matrice d’habillage en coordonnées géneralisées
MatRB2hhS.bin Matrice d’amortissement visqueux

MatRK4hhS.bin Matrice d’amortissement structural
Gpsnt.bln Table des normales d’éléments SHELL

A 4

Relecture des binaires et passage du format *.bin au format *.mat

LamaS.mat Conversion de la table LamaS
LamaF.mat Conversion de la table LamaF

MatRAHH.mat Conversion de la matrice MatRAHH
bgpdt.mat Conversion de la table Bgpdt

fuzzy.mat Conversion des matrices Bs, Ba et Cs

DataObs.mat Matrice des modes restreints aux DDL observés (structure et fluide)
DataObsName.mat Label du noeud et direction d’observation (accéleration ou pression)
DataExci.mat Vecteur des excitations unitaires (structure et fluide)

DataExcilName Labels des noeuds et directions des excitations (force ou débit volumique)

MatRB2.mat Conversion de la matrice MatRB2hhS

MatRK4.mat Conversion de la matrice MatRK4hhS
Gpsnt.mat Conversion de la table Gpsnt

!

(TRAITEMENT)




TRAITEMENT
SOLVEUR STOCHASTIQUE

/7 » 5

Lecture des données d’entrée

Chemins d’acces, amortissements visqueux forfaitaires n, et 7y,
fréquences, troncature modale, parameétres de dispersion :

5Ms7 5Ds7 5Ks7 5Bs7 6Ma7 5Da7 5Ka7 5Ba7 507 505‘
Masse et raideur géneralisées structure et fluide.
Matrice de couplage vibroacoustique. Position des DDL d’excitation et d’observation.

Appel de la routine de résolution du systéme des équations aléatoires.
-

'

Factorisation des matrices du modéle moyen vibroacoustique

(M) = Ly )" (Lo, ), (D] = [Lp]) [Lp,), K] = [Lk]" (L), [B.] = [Sp]"[S5.];
(M) = (L, )" [Lag,) (Do) = [Lp, )" [Lp,), (K] = [Li, )" [Lk, ], [Ba] = [Lg,]"[L,],
[C] = [UJ[Le) (Lo, [CL] = U [Le, )T [Le,)-

Boucle de Monte Carlo sur 6,

»
v

Génération des matrices germes

(G, (Om,, 08)), (G, (6p,,0k)]s [Gr, (0K, Ok)]s (G, (d8,, O1)],
(G, (O, O%)], (G, (6D, 0k)], Gk, (0., Ok)], [GB,(08,, 0],
(Go(dc, 0], [Ge, (dc,, Ok)]-

)

Construction des matrices aléatoires

(M (0, 0k)] = [Lag,]" (G ] [Lag ) [Ds(0p,, 04)] = [Lp,]"[Gp,][Lp,],
K0k, 0)] = [Li,]"[Gr.][Lk,], Bs(05.,00)] = [Sp]"[GB.]IS5,]:
(Mo (0as,, 00)] = [Lag, )" (G ) [Lag,]s [Dal0p,: )] = [Sp, 1" [Gp, ]S, ],
(K0, 00)] = [Sk,]"[Gr.Sk,], Bald,,0k)] = [Sp,] [G5.][S8,];
[C(d¢, 0k)] = [U][Lc]"[Gel[Lel, [Co(dc,, 0k)] = (U Le, " [Gell[Le,)-

Boucle sur la fréquence w

-y
Assemblage du modéle réduit vibroacoustique stochastique
[A%(w)] + a*(w)[B7] [C] + a°(w)[C7]

WHICI" +a*(W)[C]T} [A%)(w) + a%(w)[B]

[ Q(w) ] B [f(w) ]
Q] 1w
v

Calcul de la solution stochastique en coordonnées géneralisées

QO w) = [A(Ok;w)] " f(w).

1

Calcul de la solution stochastique
Us(Or;w) = [2°]Q%(Oh;w) ,  P(O;w) = [27]Q%(Ok; w).

L]

Calcul de l’indicateur ¢ avec ¢ = s ou a
Iy, n6,n0) = [ 11QN(w, 0k)|[Pdw.

\]
(POST-TRAITEMENT)
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Titre : Modélisation et validation expérimentale des complexes insonorisants pour la prévision
vibroacoustique numérique basse et moyenne fréquences des automobiles.

Résumé : Dans cette recherche, on construit un modéle simplifié en basses et moyennes fré-
quences de complexes insonorisants (habillages) de I'industrie automobile & partir d’un élément
élastoacoustique stochastique. Le modéle simplifié moyen est issu d’une extension de la théorie
des structures floues et dépend de trois paramétres physiques : densité modale, amortissement
et masse participante. Le modéle simplifié stochastique qui prend en compte les incertitudes
de modéle et de données est construit en utilisant une approche probabiliste non paramétrique
et dépend de trois paramétres de dispersion. Le modéle simplifié de I’habillage est implémenté
dans un modéle vibroacoustique stochastique industriel d’automobile. Deux problémes inverses
sont résolus a I’aide d’une base de données expérimentales sur véhicules construite en paralléle
et permettent d’identifier les paramétres du modéle complet. L’analyse des résultats permet de
valider les développements théoriques et la méthodologie proposée.
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Abstract : This research aims at developing a simplified low- and medium-frequency model
for automotive sound-insulation layers based on a stochastic elastoacoustic element. The mean
simplified model comes from an extension of the fuzzy structures theory and depends on three
physical parameters : modal density, damping and participating mass. A nonparametric proba-
bilistic approach is used to build the uncertainty-accounting stochastic simplified model. This
model takes into account the modeling and system parameters uncertainties and depends on
three dispersion parameters. The insulation simplified model is then implemented in an indus-
trial stochastic vibroacoustic model of a car. An experimental database of tests on vehicles has
been concomitantly carried out and has led to inverse problems allowing the identification of the
simplified model parameters to be performed. The analysis of these results shows the validation
of the theory and the relevance of the proposed methodology.
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