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Résumé

En mécanique des matériaux et des structures, I'interface entre deux composants ma-
tériels ou deux éléments structuraux est traditionnellement et le plus souvent supposé
parfaite. Au sens mécanique, une interface parfaite est une surface a travers laquelle le
vecteur de déplacement et le vecteur de contrainte sont tous les deux continus. L’hypothése
des interfaces parfaites est inappropriée dans de nombreuses situations en mécanique. En
effet, 'interface entre deux corps ou deux parties d'un corps est un endroit propice aux
réactions physico-chimiques complexes et favorable a 'endommagement mécanique. L’in-
térét pour les interfaces imparfaites devient depuis quelques années grandissant avec le
développement des matériaux et structures nanométriques dans lesquels les interfaces et
surfaces jouent un role prépondérant.

A partir de la configuration de base ot une interphase de faible épaisseur sépare deux
phases, ce travail établit trois modeles d’interface imparfaite généraux qui permettent de
remplacer 'interphase par une interface imparfaite dans les cas de la conduction ther-
mique, de I’élasticité linéaire et de la piézoélectricité sans perturber les champs en ques-
tions & une erreur fixée prés. La dérivation de ces modéles est basée sur le développement
de Taylor et sur une approche originale de géométrie différentielle indépendante de tout
systéme de coordonnées. Les trois modéles généraux permettent non seulement de mieux
appréhender certains modéles phénoménologiques d’interface imparfaite mais aussi de dé-
crire les effets d’interface que les modéles existants ne sont pas en mesure de prendre en
compte.

Les modeles d’interface imparfaite établis sont appliqués dans la détermination des
propriétés effectives thermiques, élastiques et piézoélectriques d’un matériau composite
constitué d’une matrice renforcée par des particules ou fibres enrobées d’une interphase. La
méthode utilisée pour rendre compte des effets des interfaces imparfaites sur les propriétés
effectives repose sur une condition d’équivalence énergétique qui rameéne un matériau
hétérogeéne avec interfaces imparfaites & un matériau hétérogéne avec interfaces parfaites.

Mots-Clés : Interphase; Interface imparfaite; Conduction thermique; Elasticité li-

néaire ; Piézoélectricité ; Matériaux composites ; Micromécanique



Title : Contributions to the modeling of imperfect interfaces and to the

homogenization of heterogeneous materials
Abstract

In mechanics of materials and structures, the interface between two material compo-
nents or two structural elements is traditionally and the most often assumed to be perfect.
In mechanics, a perfect interface is a surface through which the displacement and stress
vectors are continuous. The assumption of the perfect interfaces is inappropriate in many
situations in mechanics. Indeed, the interface between two bodies or two parts of a body
is a place propitious to complex physicochemical reactions and vulnerable to mechanical
damage. The interest in imperfect interfaces has become for a few years growing with the
development of nanometric materials and structures in which the interfaces and surfaces
play a preponderant role.

Starting from the basic configuration where an interphase of thin thickness separates
two phases, this work establishes three general models of imperfect interface which make
it possible to replace the interphase by an imperfect interface in the cases of thermal
conduction, linear elasticity and piezoelectricity without disturbing the fields in questions
to within a fixed error. The derivation of these models is based on the development of
Taylor and an original coordinate-free approach of differential geometry. The three general
models make it possible not only to get a better understanding of certain phenomenological
models of imperfect interface but also to describe the effects of interface which the existing
models are not able to take into account.

The established models of imperfect interface are applied to determining the thermal,
elastic and piezoelectric effective properties of composite materials consisting of a matrix
reinforced by particles or fibers coated with an interphase. The method used to account for
the effects of imperfect interfaces on the effective properties rests on an energy equivalency
which brings back a heterogeneous material with imperfect interfaces to a heterogeneous
material with perfect interfaces.

Key words : Interphase ; Imperfect interface ; Thermal conduction ; Linear elasticity ;

Piezoelectricity ; Composite materials ; Micromechanics
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Notations

Notations tensorielles

a scalaire,
a vecteur,
A tenseurs d’ordre deux, ®
A tenseurs d’ordre quatre, ®°
I tenseur identité d’ordre deux, 0ij
I tenseur identité d’ordre quatre, n
Calcul tensoriels
a.b= a;b;, (Ab)@' = Aijbj?
A : B = Ay By, (A: B);; = AijuBu,
(a®b),; = abj, (A®b);, = Aibj,
(A®B),;;, = AwBj,  (AQB),;;, = AuBjy,
Parameétres matériels
C tenseur de rigidité IT
S tenseur de souplesse M
K tenseur de conductivité thermique
A, constantes de Lamé w
K module de compressibilité *
k conductivité k*

11

produit contracté d’ordre un,
produit contracté d’ordre deux,
produit tensoriel,
produit tensoriel symétrisé,
symbole de Kronecher,

vecteur normal.

(AB)ZJ = AikBkj7
(A : ]B)z'jkl = Az‘jmanmkla
(A ® B),; = Ax;Bir,

tenseur de piézoélectricité

tenseur de diélectricité

module de cisaillement homogénéisé

module de compressibilité homogénéisé

conductivité homogénéisé



D’autre notations

N e &

champ de déplacement
tenseur de déformation
tenseur de contrainte de Cauchy
champ électrique
champ de déplacement électrique
champ de flux de chaleur
champ de gradient de température

tenseur de courbure
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Introduction générale

En mécanique des matériaux et des structures, I'interface entre deux composants ma-
tériels ou deux éléments structuraux est traditionnellement et le plus souvent supposée
parfaite. Au sens mécanique, une interface parfaite est une surface a travers laquelle le vec-
teur de déplacement et le vecteur de contrainte sont tous les deux continus. L’hypothése
des interfaces parfaites est inappropriée dans de nombreuses situations en mécanique. En
effet, 'interface entre deux corps ou deux parties d'un corps est un endroit propice aux
réactions physico-chimiques complexes et favorable & ’endommagement mécanique. Par
exemple, dans un matériau composite constitué d’'une matrice renforcée par des parti-
cules ou fibres, les liaisons entre la matrice et les hétérogénéités (particules ou fibres) sont
assurées dans la plupart de cas par 'intermédiaire de zones de transition de tres faible
épaisseur, qui ne peuvent en principe pas étre considérées comme des interfaces parfaites
([25], [71]). L’importance des effets des interfaces imparfaites sur le comportement méca-
nique des matériaux et des structures a été reconnue depuis longtemps ([76], [44], [23],
[45], [57], [67], [68], [69], [97], [88], [33]). Mais, I'intérét pour les interfaces imparfaites
devient depuis quelques années grandissant avec le développement des nanotechnologies.
Ceci s’explique par le fait que, dans un matériau ou une structure nanométrique, le rap-
port entre laire des interfaces (ou surfaces) et le volume est tellement grand que les effets
interfaciaux et surfaciques affectent de fagon déterminante le comportement du matériau
ou de la structure ([27], [24], [99]).

La modélisation des interfaces et surfaces ainsi que de leurs effets sur le comportement
mécanique et physique des matériaux et des structures reste un sujet largement ouvert
malgré un grand nombre de travaux de recherche les concernant ([1], [58]). D’un point
de vue mécanique, les études sur les surfaces et interfaces solides étaient dans une large
mesure fragmentaires et empiriques avant le travail pionnier de Gurtin et Murdoch [37].

Dans ce dernier, en se basant sur les concepts et méthodes de la mécanique des milieux

13



continus, Gurtin et Murdoch ont élaboré une approche systématique et rigoureuse pour
décrire la cinématique, la dynamique et les lois de comportement des surfaces et interfaces
matérielles. La théorie de Gurtin et Murdoch a ensuite été développée et étendue par eux-
mémes et leurs collaborateurs ([77], [38], [39], [40], [41], [42], [78]) mais aussi par d’autres
chercheurs (voir par exemple [90], [91], [98]), se révélant trés utile pour modéliser les effets
d’interface et de surface dans les matériaux et structures nanométriques.

Une autre approche systématique et rigoureuse pour obtenir des modéles d’interface
imparfaite est basée sur I'analyse asymptotique. Cette approche, étroitement liée & cer-
taines techniques d’homogénéisation, a été initiée par Sanchez-Palencia [84] et Pham Huy
et Sanchez-Palencia [81] dans le contexte de conduction thermique. Elle a été ensuite dé-
veloppée et généralisé par d’autres auteurs ([18], [64]; [62], [16], [34], [63], [35]; [46], [14],
[47], [9], [10], [11]). Nous nous référons aux articles récents de Rubin et Benveniste [83] et
Benveniste [9] pour plus de références.

La configuration de base utilisée par 'approche asymptotique pour établir des modeéles
d’interface imparfaite est une interphase d’épaisseur h trés petite située entre deux phases.
Dans les travaux de Sanchez-Palencia [84], Pham Huy et Sanchez-Palencia [81] et de cer-
tains autres auteurs (par exemple, Caillerie [18], Klarbring [62], Benveniste et Miloh [14]),
I'interphase étant supposé faiblement ou fortement conductrice dans le cas de conduction
et trés rigide ou tres souple dans le cas élastique, des modéles d’interface imparfaite ont
été dérivés a l'aide d’ un développement asymptotique formel. La méthode employée par
Hashin ([46], [47]) repose sur le développement de Taylor et les résultats qu'il a obtenus
sont différents dans le sens qu’ils sont valables pour une interphase dont la conductivité
ou la rigidité est quelconque. A notre avis, ’approche asymptotique initialement proposée
par Bovik et Olsson [17] et Bovik [16] et récemment étendue par Benveniste ([9], [10],
[11]) est a la fois mathématiquement rigoureuse et physiquement claire. Basée sur le dé-
veloppement de Taylor, cette derniére approche consiste & remplacer I'interphase par une
interface imparfaite en exigeant que ce remplacement ne perturbe les champs en dehors
de la zone de I'interphase et dans la zone de l'interphase qu’a une erreur fixée preés.

L’objectif du travail de thése présenté dans ce mémoire est triple. Tout d’abord, en
s’inspirant des travaux de Gurtin et Murdoch [37] et aussi de ceux de He [49], il vise &
développer une méthode de géométrie différentielle indépendante de tout systéme de coor-

données et efficace pour étudier les phénomeénes de surface et d’interface. Ensuite, il a pour
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but de développer et généraliser I’approche susmentionnée de Bovik et Benveniste par :
(a) I'obtention d’un modeéle d’interface imparfaite générique et compact pour les phéno-
menes de transport linéaires (conduction thermique, conduction électrique, diffusion, ...);
(b) la dérivation d’un modele d’interface imparfaite générique et compact dans le cas de
élasticité linéaire; (c) la construction d’un modeéle d’interface imparfaite piézoélectrique
du degré de précision 0(h?). Enfin, il a pour objectif de proposer une méthode permet-
tant de prendre en compte les effets des interfaces décrites par les modéles d’interface
imparfaite thermique, élastique et piézoélectrique dans I’homogénéisation des matériaux
hétérogénes. Dans ce qui suit, nous montrons comment ces objectifs sont atteints & tra-
vers la présentation des problémes a résoudre, des méthodes de résolution utilisées et des
nouveaux résultats obtenus.

Ce mémoire est structuré en 3 parties. La premiére partie, comportant trois chapitres,
consiste a résumer les éléments de base d’une théorie de géométrie différentielle indépen-
dante de tout systeme de coordonnées curvilignes et a établir les relations d’Hadamard
pour les fonction scalaire, vectorielle et tensorielle. La deuxiéme partie, constituant la
partie centrale de ce mémoire et comprenant trois chapitres, porte sur la dérivation des
modeles d’interface imparfaite thermiques, élastiques et piézoélectriques. Dans cette par-
tie, nous étudions d’abord les situations générales et discutons ensuite des cas particuliers
importants. La troisiéme partie, constitué de quatre chapitres, propose une méthode de
prise en compte des effets des interfaces imparfaites dans la détermination des propriétés
effectives des matériaux composites et illustre cette méthode dans les cas thermique, élas-
tique et piézoélectrique. A la fin de ce mémoire, nous en tirons des conclusions générales

et présentons les perspectives importantes.
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Premiére partie

Préliminaires a I’étude des interfaces

imparfaites courbées
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Chapitre 1

Eléments de base de la géométrie

différentielle

Dans ce chapitre, nous introduisons les outils mathématiques principaux nécessaires
a I’étude des interfaces imparfaites courbées de dimension 1 ou 2. Ainsi, les éléments de
base de la géométrie différentielle sont rappelées et notamment les opérateurs différentiels
de surface fréquemment utilisés dans la suite de ce mémoire sont définis. Nous notons que
I'approche retenue est celle proposée par Gurtin et Murdoch [30], poursuivie par eux et
leurs collaborateurs [1] [31] et développée entre autres par He [37] [38]. Cette approche est
qualifiée d’intrinséque au sens qu’elle est indépendante de tout systéme de coordonnées.
En particulier, sa mise en forme matricielle ou sa mise en application numérique peut étre
effectuée a I'aide d’un systéme de coordonnées cartésiennes, ce qui est souvent un gage de
simplicité et facilité. Dans ce qui suit, nous nous placons dans un espace euclidien R* de

dimension k (= 2, 3).

1.1 Définitions

1.1.1 Courbes planes et surfaces

En géométrie différentielle, les courbes et les surfaces sont décrites de fagon paramé-
trique ou implicite. Malgré le fait que ces fagons sont localement équivalentes, la des-
cription paramétrique est de loin plus répandue que la description implicite. Dans les
études qui suivent, la derniére est adoptée pour deux raisons. D’abord, elle nous permet

de décrire d’'une maniére unifiée les courbes planes nécessaires a ’étude des problémes
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(b)

@

F1G. 1-1 — Une courbe plane R? et une surface dans R3.

bidimensionnel (2D) et les surfaces indispensables a I'investigation des problémes tridi-
mensionnels (3D). Ensuite, elle est directement liée a la méthode numérique "level set"
qui est tres efficace pour traiter les phénomeénes surfaciques et interfaciaux.

Considérons une fonction scalaire g définie dans R”, qui est supposée au moins deux

fois contintiment différentiable, i.e. g € C2. L’ensemble
£ ={x cRF|g(x) = 2} (1.1)

représente une surface (resp. une courbe plane) de niveau z lorsque k = 3 (resp. k = 2).

Dans la suite, sans perte de généralité, nous posons z = 0.

1.1.2 Vecteur normal et espace tangent

En faisant ’hypothése que la fonction g a de plus la propriété s7g(x) # 0 pour tout

x € &, le vecteur unitaire n(x) normal a £ en € £ est défini par

vy
M) = 9@ T 12)

L’espace 7, tangent & £ en x € £ est par définition le sous-espace vectoriel de dimension
k — 1 donné par

T, = {t € RYn(x).t = 0}. (1.3)

Dans le cas ou € est une courbe plane (k = 2), l'espace tangent 7, est la droite D,
tangente a £ en x. Lorsque & est une surface (k = 3), 'espace tangent 7, représente le

plan tangent & £ en x. Ces deux situations sont illustrées par la FIG 1-1.
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1.1.3 Opérateurs de projections

Maintenant, nous introduisons deux opérateurs de projection orthogonaux complé-

mentaires définis en tout point & de £ par

Pt (z) = n(z) ® n(zx), (1.4)
P(x)=1—n(z)® n(x) (1.5)

ou I est le tenseur identité du second ordre. Ces deux opérateurs jouent un role fondamen-
tal dans nos études. Géométriquement, P(x) projette tout vecteur v € R¥ sur I’espace
tangent 7, de £ en z alors que P*(z) projette v sur la droite normale de £ dirigée suivant
n(x) et passant par x. Donc, tout vecteur v € R* peut se décomposer de fagon unique

en une composante normale v,, et une composante tangentielle vy :
— — pL —
v=v,+vy, v,=P v, vp=Po. (1.6)

Les opérateurs P et P+ étant des projecteurs orthogonaux, ils vérifient donc les relations

suivantes :
P’=pP, (P)’=P+, P)Y=P, (PHT'=P', PP =P'P=0 (17

Les deux opérateurs qui viennent d’étre introduits peuvent étre aussi utilisés pour décom-
poser un tenseur d’ordre supérieur & 1 a Paide de lidentité P+ + P = I. Par exemple,

pour un tenseur A du second ordre, nous pouvons écrire

A= (P'+P)A(P* +P)=P*AP' + PAP + P*AP + PAP'. (1.8)

1.1.4 Champs superficiels et courbes

Un champ typique intervenant dans 1’étude des surfaces ou des interfaces est un champ
tensoriel T du second ordre défini sur une surface courbée (ou une courbe plane) &, qui,
évalué en un point x € £, correspond a une transformation linéaire T(x) du plan tangent
7, dans R* (k = 2 ou 3). Un tel champ est plus difficile & traiter par rapport & un champ
tensoriel A du second ordre typiquement intervenant en mécanique des milieux continus,

qui, évalué en un point x, est une transformation linéaire A(x) de R* dans R*. Une facon
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efficace de surmonter cette difficulté est celle proposée par Gurtin et Murdoch [30] (voir
aussi Murdoch [1] et Gurtin et al. [31]). L’idée essentielle de Gurtin et Murdoch [30] est
d’assimiler T(z) & une transformation linéaire de R* dans R*.a condition de demander
que T(x) annihile tout vecteur normal a £ en . Cette demande est facilement satisfaite
moyennant le projecteur tangent P. Nous présentons ci-dessous les notions de base due
a Gurtin et Murdoch [30]. Pour alléger la présentation, nous nous limitons au cas ou &
est une surface. Quand &£ est une courbe plane, les notions présentées s’appliquent par
analogie si le mot "surface" et "superficiel" sont remplacés respectivement par les mots
"courbe plane" et "courbe".

Soit un champ tensoriel T du second ordre défini sur £. Par définition, T est un champ

superficiel si et seulement si

T(x)n(x) =0 (1.9)

pour tout point x € £. Cela revient a dire que T(x) annihile tout vecteur normal an(x)
avec a € R ou que tout vecteur normal an(x) appartient a I’espace noyau de T(x). Pour
un champ tensoriel quelconque H (x) du second ordre défini sur &, le champ T(x) =
H (x)P(x) est superficiel, car P(x)n(x) = 0. De plus, un champ tensoriel T défini sur

£ est superficiel si et seulement si
T(x)P(x) = T(x). (1.10)

pour tout point x € £. Pour avoir une idée précise sur la forme matricielle d'un champ
superficiel T, considérons le cas spécial ou £ est une surface plane dont le vecteur normal n
coincide avec le vecteur ez d’une base orthonormée {e;, e;, e3}. Relative a cette derniére,

la matrice de T a la forme
Ty T O

T= Ty Tn 0f- (1.11)
T3 T3 0

Un champ superficiel T'(z) défini sur £ est dit tangentiel si et seulement si [T(z) a].n(x) =

0 pour tout a € R? et tout x € &, a savoir
T" (z)n(x) = 0. (1.12)

Il est immédiat que tout champ tensoriel superficiel symétrique est nécessairement tangen-
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tiel. Ensuite, un champ superficiel est qualifié de normal si et seulement si P (x)[T(x)a] =

0 pour tout a € R3 et tout x € &, i.e.

P(z)T(z) =0 (1.13)

Reprenons I'exemple d’une surface plane de normale es. Dans ce cas, un champ superficiel

tangentiel T prend la forme
Ty Tia O
T=|Ty Tn 0. (1.14)
0 0 0

alors qu'un champ superficiel normal T a la matrice

0 0 0
T=10 0 0. (1.15)
T3 T3z 0

De fagon générale, tout tenseur superficiel T(x) peut étre décomposé de fagon unique en

une partie tangentiel et une partie normale comme suit

T=PT+n® (T'n). (1.16)

En effet, utilisant la définition du projecteur tangent P, nous pouvons écrire

T=P+n@n)T=PT+(n®n)T=PT+n (T n).

1.2 Opérateurs différentiels sur une courbe plane et

sur une surface

1.2.1 Gradients tangentiel et normal

Soit ¥ une fonction de R* dans R, R* ou R* x R*. Cette fonction est supposée suffi-

samment réguliére. La (premiere) variation de ¥ en x € R* due & un incrément v € R*
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attribué a x est définie par [95]

Sy (z) = dilT\I/(m—l—T'v) o . (1.17)

Si la fonction est au moins une fois contintiment différentiable, nous pouvons alors écrire
U, () =V (x)-v (1.18)

ou VW désigne le gradient habituel de V.
Ensuite, nous considérons une variété £ de dimension k — 1 dans l’espace ambiant R¥.

Quand x € & et quand la variation v € 7, nous avons v = P(z)v. Dans ce cas,
VWy(z) =V¥(x)v=VY¥Y(x)- [P(x)v]=V:¥(x)- v(x) (1.19)
o VeV est la dérivée tangentielle de W définie par
Ve¥(x) = VY (z)- P(x). (1.20)

Le gradient VW est également dite surfacique ou courbe suivant que £ est une surface
ou une courbe. Il est clair que VgW est un champ superficiel. De fagon complémentaire,

si x € £ et si la variation v appartient la droite normale a £ en x, nous pouvons écrire
v(z) = P(x)v(x) et
Wy(z) =VV¥(x)v=V,V(z) v (1.21)

ou V,V est la dérivée normale de ¥ donnée par
Va¥(z) = V¥ (x) - P(x). (1.22)
Le gradient V¥ se décompose uniquement comme suit :
VU =Ve¥(z)+ V, V. (1.23)

Suivant que ¥ représente une fonction scalaire f, une fonction vectorielle f ou une fonction
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T du second ordre, la décomposition précédente prend les formes respective :

Vf=Vf-P+Vf-P"=Vef+Vyf, (1.24)
Vf=Vf -P+Vf -P'=V:f +V.f. (1.25)
VIT=VT-P+VT-P*=V:T+V,T. (1.26)

1.2.2 Divergences tangentielle et normale

Les divergences tangentielle et normale d’un champ vectoriel f ou un champ tensoriel
T du second ordre défini sur une variété (surface ou courbe plane) £ sont également im-
portantes pour nos études. D’abord, notons que la divergence de f et celle de T admettent

les décompositions suivantes :
divf =Vf:I=Vf:P+Vf:Pt=divef +div, f,

divT=VT:I=VT:P+VT: P+ =dive T+div, T. (1.27)

Ci-dessus, dive f et div, f représentent les divergences tangentielle et normale de f ;
div T et div,, T désignent les divergences tangentielle et normale de T. Précisément, elles

sont, définies par

divef =Vf : P, div,f =Vf: Pt (1.28)

dive T=VT:P, div, T=VT:P*. (1.29)

Soit un champ vectoriel f (x) défini sur £, Popérateur divergence tangentiel (courbe

ou surfacique) est défini par :
dive f (x) =tr Vef (). (1.30)
et I'opérateur divergence se décompose
div f (z) = dive f () + divy, f () (1.31)

avec div,, f(x) = Vf(z): P
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De la méme fagon, pour un champ tensoriel T(x), il vient :
div T(z) = dive T(x) + div,, T(x) (1.32)

avec dive T(z) = VT (z) : P () et div, T(z) = VT (z) : P+ (z).

1.2.3 Dérivées tangentielles des fonctions composées et théo-

réme de divergence

Dans la suite, nous serons souvent amenés & calculer les dérivées tangentielles des
fonctions. Soient ¢ un champ scalaire, f et g deux champs vectoriels et T un champ
tensoriel définis sur une variété £ dans R*. En partant des définitions précédentes des
dérivées tangentielles et en faisant appel aux notations indicielles, nous pouvons sans

difficulté établir les formules suivantes [37] et [77] :

Ve(of) = ¢Vef +f @ Ve, (1.33)

dive (of ) = @ dive f + f.Veo, (1.34)
dive (o T) = pdive T+ TVeo, (1.35)
dive (f ® g) = (dive f) g+ (Vef ) Py, (1.36)
dive(T'f) = f.dive T+ T: Vef. (1.37)

Soit g un champ vectoriel défini sur £ qui est tangentiel au sens que g(x) - n(x) =0
pour tout x € £ et soit un champ tensoriel superficiel tangentiel T défini sur £. Pour
appliquer le théoréme de convergence & q et a T, nous considérons un sous-domaine
quelconque ¥ C £ dont la frontiere est désignée par 0%. Dénotant par v(x) le vecteur
unitaire tangent & ¥ mais normal & 0% en & € 9%, alors le théoréme de divergence

appliqué a q et & T s’écrit

/ q-vdl = / dive qdS, (1.38)
o )

Twdl — / dive TUS. (1.39)
ox b

Si ¥ est une surface, le membre gauche de chacune de ces expressions est une intégrale

curviligne et son membre droit est une intégrale surfacique. Si ¥ est une courbe plane,
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le membre gauche de chacune de ces expressions est une intégrale définie avec les deux
extrémités de X comme les bornes inférieure et supérieure alors que son membre droit est
une intégrale curviligne. En particulier, le membre gauche de chacune de ces expressions

précédentes est égal & zéro quand ¥ est une courbe plane ou surface fermée.

1.3 Tenseur de Weingarten et courbures

1.3.1 Variation du vecteur normal unitaire

Les principales propriétés locales essentielles d’une courbe plane ou d’une surface £
se découlent naturellement de I'étude de la variation du vecteur normal unitaire n de
& engendrée par un incrément tangentiel dx d’'un point & de €. Pour déterminer cette
variation, nous calculons d’abord le gradient de n(z). En utilisant (1.2) et (1.5), il vient

que

o Vo) (@) © vy(@) V), V(@)
V(@) = Toy@ 1 SZOIE Prosen 0

Sous I’hypothése que g est C?, le Hessien s7%g de ¢ est symétrique. Calculons maintenant

la variation de m(x) en x produite par un incrément tangentiel dx € 7, :

(. 82 — V(26w — Vig(z) _ Vig(z) -
bn(a, 6) = Vn(@)de = PrZ Crnde = Pro ronPs (141)

ol nous avons utilisé le fait que Pdx = dx. Définissant le tenseur de Weingarten L(x)

par (voir, par exemple, He et al. [49] et [51])

V2g(z)
L(@) = ~P1C P (1.42)

la variation dn(x, dx) s’exprime simplement par

on(xz,dx) = —L(x)dx. (1.43)

En fait, a un signe pres, le tenseur de Weingarten L(x) correspond au gradient tangentiel
de n(x), i.e.
L(z) = —Ven(z). (1.44)
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La définition explicite et compacte du tenseur de Weingarten L(x) indique clairement que :
(i) il est symétrique; (ii) il est un champ superficiel tangentiel. A I’aide de I'expression de

L(x), nous pouvons montrer les formules suivantes :

VPP=L®n+n®L, (1.45a)
VP: P =mntrL, (1.45b)
VL -P=n®L*+P-VL-P, (1.45c¢)
VL:P=ntrL?+P -VL: P, (1.45d)

ou le produit tensoriel L ® m est défini par (L ® n);jx = Liyn,.

1.3.2 Courbure d’une courbe plane

S’agissant d’une courbe plane &, le tenseur de Weingarten L(x) de cette derniére est

un tenseur de rang 1. La courbure x(x) de £ se calcule par [93] :

k(z) = Tr[L(z)] = ”V#g))”; P(z). (1.46)

En réalité, L(x) admet la représentation simple :

L(z) = k()P (x). (1.47)

1.3.3 Courbures d’une surface

Pour une surface £, nous définissons la courbure moyenne % et la courbure de Gauss

K via son tenseur de Weingarten :

A(z) = %Tr(L(a:)); [L(z)a] x [L(z)b] = K(z)(axb), VabeT,.  (148)

Les valeurs propres ¢;(z) (i = 1,2) de L(x), appelées courbures principales de £ en x,

sont reliées & %(z) et K (x) par [95] et [49] :

26



F1c. 1-2 — Courbes paralléles

Les rayons de courbure principaux 7;(x) = 1/¢;(x) (i = 1,2) sont quelquefois utilisés a la

place des courbures principales ¢;(z).

1.4 Courbes et surfaces paralléles

A partir d’une courbe plane ou une surface £ donnée par (1.1), nous pouvons construire

une courbe plane ou une surface &; par
Ei={yeR|y=x+dn(x),zc&} (1.50)

ol d est une constante scalaire. La courbe plane ou surface &; est parallele & £ et sa
distance orientée a & est égale a d (FIG 1-2). Les propriétés locales de &; sont déterminées
par celles de £ et la distance d. En effet, le vecteur unitaire n (y) normal a £; en y €&,

colinéaire au vecteur unitaire n (x) normal a £ en x €€ si

1—dé(z) 20 (i #1,2). (1.51)
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Pour voir ceci, nous partons de la définition (1.50) et calculons la variation de y €&, due

A un incrément 0x €7, :

Jy = 0x + don(x, dx) = dx — dL(x)dx = [P(x) — dL(x)]0x. (1.52)

Comme L(x) est un champ superficiel, il s’ensuit de I’équation précédente que le vecteur
0y tangent & &; en 'y €&, est paralléle au vecteur 6x & £ en x €€. De plus, si la condition
(1.51) est vérifiée, il existe une correspondance univoque entre 0y et dx. Donc, sous la

condition (1.51), nous pouvons écrire

n(y) =n(x) (1.53)

ol 'y = x + dn(x).

Une implication importante de I'égalité (1.53) est que

Vn(x).n(x)=0. (1.54)

Pour prouver cette relation, nous notons d’abord que Vn (z).n (z) est la dérivée direc-

tionnelle de n (x) dans la direction n (), i.e.

Vi (x) 1 (z) = gi%n[x—{— dn(zl()] -n (x)
Ensuite, 'introduction de I'égalité (1.53) dans le membre droit de cette équation donne
immeédiatement la relation (1.54). Cette derniére signifie que la dérivée directionnelle
normale du champ vecteur normal unitaire défini dans un domaine feuilleté composé de
courbes ou surfaces paralleles est nulle. Ce fait sera exploité de fagon récurrente dans
nos études ultérieures des interphases. A I'aide de (1.53), (1.54) et I'expression (1.42) du

tenseur, nous pouvons obtenir les formules suivantes :

P(y) = P(z), (1.55)
VP(z).n(z) =0, (1.56)
VL(z).n(z) = L*. (1.57)

Nous nous proposons maintenant d’établir expression du tenseur de Weingarten L(y)

28



de &; en y en fonction de L(x) et d. Par définition, nous avons
L(z) = -Vgn(z).P(z), L(y)=-Vyn(y).P(y).

En vertu de (1.53), (1.55) et (1.50), nous pouvons écrire

L(z) = ~Van(y).P(y) = ~Vyn(y) 2 P(y)

= —V,n(y).[I +dVzn(z).P(y)

= L(y) — dL(y)L(z).

Soit finalement

L(z) = L(y)[P(x) - dL(). (1.58)

Si la condition (1.51) est vérifiée, le tenseur P(x)—dL(x) est une transformation inversible

de 7, dans 7., ce qui nous permet d’exprimer
L(y) = [P(x) - dL(z)] ' L(x). (1.59)

Cette relation implique que L(y) posséde les mémes directions principales que L(x).
Autrement dit, les directions principale de courbure de L(y) sont identiques a celles de
L(x).

Quand & et &; sont deux courbes planes paralleles, nous déduisons de (1.59) la relation

entre les courbures x(z) et k(y) :

K(y) = %. (1.60)

Quand & et &; sont deux surfaces paralléles, il s’ensuit de (1.59) que

a(y) = _ag)(w>, (1.61)
z CQ(m)( (1.62)

qui expriment courbures principales ¢1(y) et ¢3(y) de &; en fonction des courbures prin-

cipales ¢1(x) et ¢a(x) de E.
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Chapitre 2

Relations de compatibilité

d’Hadamard

Dans les études ultérieures des interfaces imparfaites, nous allons fréquemment avoir
affaire a des fonctions continues partout mais dérivables seulement presque partout. Un
prototype de ces derniéres est une fonction continue ¥ (scalaire, vectorielle ou tensorielle)
définie dans un domaine 2 de dimension k£ = 3, dont la dérivée existe et continue en
tout point de 2 excepté sur une surface I' C 2. L’objet de ce chapitre est de fournir
I’expression explicite pour le saut de la dérivée de ¥ & travers I' suivant que ¥ est une
fonction scalaire, vectorielle ou tensorielle. Cette expression pour le saut de la dérivée de W
est appelée "relation de compatibilité d’Hadamard" du fait qu’elle a été pour la premiére
fois établie par Hadamard dans son fameux traité "Lecons sur la propagation des ondes
et les équations de ’hydrodynamique". En mécanique, la meilleure référence sur le sujet
est, & notre avis, un article de synthese écrit par Hill [54] il y a 45 ans. Dans ce chapitre,
la présentation des relations de compatibilité d’Hadamard et la fagon de les démontrer
s’inspirent largement du cours de He [38].

En accord avec le chapitre précédent, la surface I' séparant (2 en deux sous-domaines

QW et Q) (FIG2-1) est caractérisée par une fonction scalaire g définie dans R? :

I'={zeR’|g(z)=0}. (2.1)
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Fic. 2-1 — Relations d’Hadamard

Le vecteur unitaire normal & I" est déterminé par

n(z) v9(z)

NEZOI (22)

2.1 Saut de la dérivée d’une fonction scalaire

Soit une fonction scalaire ¢ définie par

1 i (1)

oW (x) si xe

ply={ F , 23)
o? (z) si zeQ?

o(x) =W (z) = @ (x) si zeT, (2.4)

ot @ (i = 1,2) sont deux fonctions scalaires contintiment différentiables dans =
QW UQP UT. Considérant deux points voisins & et y sur I', le développement de Taylor

permet d’écrire

pW(y) = ¢W(z) + vl (@).(y — ) + 0(ly — 2|, (2.5)

P2 (y) = 0P (@) + 7P (@).(y — ) + 0(|ly — =|"). (2.6)
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En tenant compte de la condition de continuité (2.4), la différence ¢ (y) — o™ (y) donne

[P (@) - v (@)].(y — z) = 0(|ly — |"). (2.7)

Divisons les deux membres de cette égalité par ||y — || et calculons leurs limites lorsque

y tend vers z. Il en résulte que

[V<p(2)(a:) — V(p(l)(w)].t(a:) =0 si zeT, (2.8)

ol t(z) = limy_.o(y — x)/ ||y — || est par définition un vecteur unitaire tangent a la
surface I' en . L’équation (2.8) indique que 7p® () — 7M)(z) est un vecteur normal

A la surface I en x. Il s’ensuit
Ve (2) = Ve () =an(z) si zel, (2.9)

ou n (x) est le vecteur normal unitaire de Uinterface I' en & et « est un scalaire. Quand
a # 0, 'équation (2.9) constitue la relation d’Hadamard pour une fonction scalaire qui
n’est pas dérivable sur I'. Nous montrons ainsi que le saut & travers une surface I' de
la dérivée d’une fonction scalaire ¢ continue partout mais dérivable presque partout est
normale a la surface.

Par ailleurs, l'utilisation de la décomposition (1.6) et le fait que la discontinuité du

Vi soit portée par le vecteur normal (2.9) a I' permettent d’écrire
Vsp@(z) — VspM(x) =0 si x . (2.10)

Cette équation montre que le gradient de surface Vgp(x) est cependant continu & travers

I'interface I.

2.2 Saut de la dérivée d’une fonction vectorielle

Nous considérons maintenant une fonction vectorielle f (x) définie par

1) ; 1)
f(z) = @) S‘ ren : (2.11)
f@(z) size®
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flx)=fY(x)=Ff?(x) sizel, (2.12)

ou f@ () (i = 1,2) sont deux fonctions vectorielles contintment différentiables dans Q.

Appliquons le développement de Taylor aux fonctions f @

FOy) =V (@) + vf V(@).(y — 2) + 0|y — 2|, (2.13)
FOy) =52 2) +vFP(2).(y —2) + 0|y — 2|, (2.14)

ol x et y sont deux points voisins de I'. En prenant considération (2.12), le calcul de

FPy) — W (y) conduit a

vi®(@) - vf V()| (y—2)=0(ly — |’ (2.15)

Divisant les deux membres de cette égalité par ||y — x|| et calculant leurs limites lorsque

y tend vers x, nous obtenons

vF (@)~ vf V()] .m(z) =0 (2.16)

ol le vecteur m est un vecteur unitaire tangent & I' en & comme ayant été défini dans le
paragraphe précédent. Il s’ensuit que le plan tangent 7, appartient a I’espace de noyau
Ker [Vf @ () — vf(l)(m)] du tenseur 7f ¥ (z) — vf M (z). D’aprés un théoréme bien

connu de 'algeébre linéaire, nous savons en méme temps que

dim | vf ?(@) - vf V()| = dim{ker | f (@) - vF (@)} (2.17)
}

+ dim{Im [vf @ (g) — vf(l)(a:)] : (2.18)

ou Im [v FO(x) —<7f (1)(:1:)] désigne 'espace d’image. Ainsi, nous en déduisons que le

tenseur 7f P (z) — vf V() est au maximum de rang 1 et a la forme
ViP(x)-VfV(z)=a@n(z) sizel (2.19)

ol a est un vesteur. Si @ # 0, f n'est pas dérivable sur I' et (2.19) est la relation
d’Hadamard pour une fonction vectorielle.

Il est immédiat que, méme lorsque V@ () # VFW () sur T, le gradient de surface
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est continu :

Vsf V(z) = vef@(x) si xel, (2.20)

ce qui implique aussi

divg f M (z) = divg f P () si = el (2.21)

2.3 Saut de la dérivée d’une fonction tensorielle

La démarche suivie pour établir la condition d’Hadamard pour une fonction vectorielle
permet d’établir des relations similaires pour une fonction tensorielle d’ordre supérieur.

Considérons une fonction tensorielle F'(x) définie par

FY (z) sizeQ®
F(z)= , (2.22)
FO(z) sizeQ®

F(zx)=FY(z)=F% (z) sizeTl, (2.23)

ot FY et F® sont deux fonctions tensorielle contintiment différentiables dans Q. Alors,

nous pouvons montrer que
VF? (z) - VFY () =A®n(x) sizel (2.24)

ou A est un tensor du méme ordre que F. Quand A # 0, F n’est pas dérivable sur
[ et (2.24) correspond & la relation d’Hadamard pour une fonction tensorielle. De cette

relation, nous tirons directement que

VsFW(z) = vsFP(z) si z €T, (2.25)

divs FY(z) = divg F@(x) si zeT. (2.26)

2.4 Sauts des dérivées élevées

Les relations qui viennent d’étre établies montrent que la dérivée d’une fonction conti-
nue au travers d’une surface I' peut étre discontinu mais son dérivée surfacique est toujours

continue. En exploitant ce fait par récurrence, nous pouvons prouver de facon générale
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que la dérivée tangentielle (ou surfacique) d’ordre quelconque d’une fonction continue
(scalaire, vectorielle ou tensorielle) est continue au travers d’une surface I'.
Par exemple, considérant la fonction scalaire ¢ définie par (2.3) et (2.4) ou ¢ sont

supposées deux fois continiiment différentiables dans €2, nous pouvons alors écrire
Vs(VspM) = Vs(Vsp®) sur T, (2.27)

ce qui implique encore que

NspV) = Agp® sur T (2.28)

ou Ag est le laplacien de surface.défini par

Ang(l) = VS(ngO(i))ZP. (229)
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Chapitre 3

Interfaces parfaites thermique,

mécanique et piézoélectrique

Considérons de nouveau une interface I' séparant deux domaines distincts Q) et Q).
Cette interface est dite parfaite vis-a-vis d’'une quantité physique si elle est continue au
travers de I'. Ce chapitre a pour double objectif de définir les interfaces parfaites au sens
thermique, mécanique ou piézoélectrique et d’appliquer les relations d’Hadamard & ces
trois phénomenes.

D’un point de vue mécanique, si le vecteur déplacement et le vecteur contrainte sont
continus au travers d’une interface, celle-ci sera dite parfaite. En se basant sur cette
définition, les conditions d’Hadamard établies au chapitre précédent permettent d’établir

les conditions de continuité des dérivées de la grandeur observée.

3.1 Interface thermique parfaite

Par définition, I'interface I' entre QM) et Q®) est une interface thermique parfaite si le
champ de température 0 et la composante normale du champ de flux de chaleur g dans

) sont continus au travers de I'. Plus précisément, nous définissons et g par

o) i el
0(x) = (@) si @ , (3.1)

02 (z) si ze€Q®

(1) i 1

gV (xz) si x €

q(z) = , : (3.2)
q? (z) si zecQ®
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avec

0(x) =00 () =0% (z) si zel, (3.3)

gn() = 4 (2) = 4 (z) si z €T, (3-4)

oll gn = gq.m et ¢ (z) = ¢".m.
Supposons que 6% défini dans Q) est dérivable. Alors, la relation d’Hadamard (2.9)
implique

VoD () — VoW () = an(x) si zel. (3.5)

En vertu de la relation (2.10), nous écrivons
Vs0? (z) — Vg (x) = 0. (3.6)

Les deux relations précédentes montrent qu’au travers d’une interface parfaite I', le gra-
dient de température est généralement discontinu mais sa partie tangentielle est continue.
Les mémes résultats peuvent étre obtenus pour le flux normal de chaleur. Pour voir que les
relations (3.4) et (3.6) sont complémentaires, nous les exprimons a l’aide des opérateurs

de projection P+ et P :
P(z).q%(z) = P*(z).q"(2),

P(z). V0 (z) = P(x).VoW (x),

ouzxel.
Par analogie, nous pouvons définir et traiter les interfaces parfaites pour les autres

phénomeénes de transport tels que la conduction électrique et la diffusion.

3.2 Interface mécanique parfaite

L’interface I' séparant © en QM et Q@) est une interface mécanique parfaite si le
champ de déplacement u(x) est continu au travers de I" et si le champ de contrainte o ()

est tel que le vecteur de contrainte t(x) = o(x).n () est continu au travers de I'. Nous
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précisons u(x) et o(x) par

u (z) si zec QW
u(x) = , 3.7
u® (z) si zeN?

oW (z) si zeQW
o(z) = , (3-8)
o@ (z) si xeQ®

u(x) =u (z) =u? () si zeTl, (3.9)
t(x) =tV (z) =t (x) si zel, (3.10)

ot £ = 50 p.

L’utilisation de la relation d’Hadamard (2.19) conduit directement aux égalités sui-

vantes :

Vu? (z) — Ve (z) = ay (z) @ n(z) si €T, (3.11)
Vt? (z) — ViV (z) = a; (z) @ n(x) si z . (3.12)

Avec (2.20), nous avons aussi
veu(z) = veu®(z) si z el (3.13)

Le méme résultat peut étre obtenu pour le champ de vecteur contrainte ¢2) (z).

Introduisant le tenseur de déformation infinitésimale
0 — Ligu® ()T
nous déduisons aisément de (3.11) que
1
e? (x) —eW (z) = 5[0,“ (r)@n(z)+n(r)@a,(x)] si zel. (3.14)
Cette relation a la conséquence que

eP(x) =€ (z) si zeT, (3.15)
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ol sg) est le tenseur de déformation surfacique (ou tangentielle) défini par

e (z) =P P. (3.16)

La relation (3.14) ou (3.15) formule le fait bien connu en mécanique : au travers d’une in-
terface parfaite I, les composantes tangentielles du tenseur de déformation sont continues
alors que ses composantes normales sont discontinues.

Il convient d’introduire deux opérateur de projection d’ordre 4, i.e.

P=PRQP, P'=IxI-P, (3.17)

ou le produit tensoriel ® est défini par (A®B);ju = (AiBj + AyBj;)/2 pour deux

tenseurs A et B du second ordre. Alors, les relations (3.10) et (3.15) s’écrivent
Pt (z)o® (z) =P (z) oW (z), (3.18)

P(z)e? (z) =P (x) e (x), (3.19)

ou x € I'. Dans le cas spécial ot I' est une interface plane dont le vecteur normal n
coincide avec le vecteur e; d’une base orthonormée {e;, ey, es}, les relations (3.10) et

(3.14) peuvent s’exprimer symboliquement sous les formes :

ja)
[a)
*

e? (x) —eW (z) =

)

0 * |, (3.20)

* x 0
c@ @) —eW(x)=| % % 0], (3.21)

0 00
ou le symbole "x" désigne une valeur non nulle. Nous voyons que les composantes de dé-
formation dans le plan I" sont continues alors que les composantes de contraintes normales

au plan I' sont continues. Donc, nous pouvons dire que les relations (3.10) et (3.14) sont

complémentaires et duales.
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3.3 Interface piézoélectrique parfaite

La piézoélectricité est un phénomene couplé. L'interface I' séparant © en Q) et Q%)
est une interface parfaite piézoélectrique si elle ’est pour la conduction électrique et si
elle I'est aussi sur le plan mécanique. Comme la conduction électrique est physiquement
similaire et mathématiquement identique a la conduction thermique, les définitions et
les formules présentées dans les deux sections précédentes doivent étre réunies pour une
interface parfaite piézoélectrique a condition de remplacer la température 6 et le flux de
chaleur q respectivement par le potentiel électrique ¢ et le déplacement électrique d. Afin

d’éviter la redondance, nous ne les répétons pas ici.
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Deuxiéme partie

Modélisation des interfaces

imparfaites
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Chapitre 4

Interfaces imparfaites thermiques

Quand deux solides sont en contact ou collés ensemble, une zone de transition mince
existe entre eux. Elle a des propriétés mécaniques et physiques tres différentes de celles des
solides et se comportent comme une interphase. En particulier, elle perturbe la conduction
thermique et donne naissance souvent & une résistance thermique. Le travail présenté
dans ce chapitre consiste a remplacer la zone de transition d’une certaine épaisseur h (en
général trés petite par rapport aux dimensions des solides) par une interface imparfaite
a épaisseur nulle. La modélisation d’une interphase comme une interface imparfaite a été
d’abord initiée par Sanchez-Palencia [84] et Pham Huy and Sanchez-Palencia [81] utilisant
une approche asymptotique dans ce cas de conduction thermique. Cette approche a été
ensuite étendue par Klarbring [62] au contexte de 1’élasticité linéaire. L’approche que nous
élaborons dans la suite pour modéliser une interphase comme une interface imparfaite
s’inspire de celle proposée par Bovik [16], Hashin ([46], [47]), Benveniste (][9], [10], [11]).
Notre approche a l'avantage d’étre indépendante de tout systéme de coordonnées. En
particulier, elle ne fait pas appel aux coordonnées curvilignes principales.

Ce chapitre se divise en quatre sections. D’abord, nous décrivons I'idée de base permet-
tant le remplacement d’une interphase par une interface. Ensuite, nous dérivons un modéle
générique d’interface imparfaite dont le degré d’approximation correspond & 0(h?) au sens
du développement de Taylor. Dans un troisiéme temps, nous établissons un modéle géné-
rique d’interface imparfaite dont le degré de précision est de 0(hN*V) avec N > 2. Enfin,
nous examinons le cas d’une interphase constituée d’un matériau hétérogéne suivant son

épaisseur.
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Conditions al’interface
T /—\
(1) S

(@] et [an] ? Q

Fic. 4-1 — Remplacement d’une interphase par une interface imparfaite : (a) Milieu
1/Interphase 0/Medium 2; (b) Milieu 1/Interface Imparfaite/Milieu 2.

4.1 Schéma de modélisation et équations de base

Dans la FIG. 4-1(a), une interphase d’épaisseur uniforme h, appelée la phase 0, se
trouve entre deux matériaux, nommés par les phases 1 et 2. La phase 0 est parfaitement
collée aux phases 1 et 2 & travers les surfaces S et S5. Pour la conduction thermique, le
fait que les interfaces Sy et S5 sont parfaites implique que la composante normale ¢, du

flux de chaleur et la température ¢ sont continues a travers Sy et S :

30(0) ‘51: (10(1) |51 ) ()0(0) |52: 90(2) |S’2 ) (418’)
qg?) |51: qs) |S1 ’ (]S)) |S2: qg) |S2 . (41b)

Les trois phases 0, 1 et 2 sont supposées individuellement homogeénes et linéaires. La loi

de Fourier pour la conduction thermique dans les trois phases s’écrit alors
q? = KO p (4.2)

ot K est le tenseur de conductivité de la phase i (=0, 1, 2) qui est symétrique et définie
positive, g¢¥) correspond au vecteur flux de chaleur de la phase i et h® est le négatif du

gradient de la température ¢ de la phase i , i.e.

h® = —ve®, (4.3)
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En régime stationnaire, la conservation de ’énergie en absence de source de chaleur se
traduit par

div ¢ = 0. (4.4)

Dans la configuration de la FIG. 4-1(b) ou l'interphase a été éliminée, la phase ¢ (= 1
et 2) est prolongée de la surface S; jusqu’a la surface Sy qui est géométriquement la surface
médiane de 'interphase et ou est localisée I'interface imparfaite. Les propriétés de cette
derniére restent & déterminer et doivent étre telles que les sauts de la composante normale
¢rn du flux de chaleur et de la température ¢ a travers 'interphase dans la configuration
(a) sont, & une erreur fixée pres, identiques aux sauts de ¢, et ¢ a travers la zone limitée

par les surfaces S; et Sy dans la configuration (b).

4.2 Modéle d’interface imparfaite d’ordre 0(h?)

4.2.1 Dérivation du modéle

Dans cette section, nous construisons un modele d’interface imparfaite thermique en
demandant que les développements de Taylor utilisés ne dépassent pas l'order 0(h?). Le
modele d’interface ainsi obtenu sera qualifié d’ordre 0(h?).

() évaluée sur le surface milieu Sy peut s’expri-

Dans la FIG. 4-1(a), la température ¢
mer en fonction de la température @ et de ses dérivées évaluées sur les surfaces S; et

S, par le développement de Taylor :

h

0O 5= 0 |g, +§V90(0)-n s, +0(R?), (4.5a)
h

0O 5= @ |s, —§V90(0)‘n s, +0(h?). (4.5b)

En soustrayant I’équation (4.5b) a (4.5a), nous aboutissons a
©) O | = " gso ) 2
¥ |S2 —¥ |31: §(V(p -n |Sl +V(,0 -n |S2) + O(h ) (46)
En tenant compte des conditions de continuité (4.1a), nous obtenons

90(0) |52 _30(0) |51: 90(2) |S2 _(p(l) |31 : (47)
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Ainsi, nous en déduisons que
(2) (1) hio0 (0) 2
O\ g, =0 |, = §(V90 n s, +Ve©.n|g,) +0(h%). (4.8)

Cette équation fournit le saut du champ de température & travers l'interphase Q) dans
la configuration de FIG. 4-1(a).

Rappelons que notre objectif est de remplacer I'interphase par une interface imparfaite
appropriée. Ceci implique I’élimination de phase 0 dans la configuration finale décrite par
la FIG. 4-1(b). Donc, les dérivées normales Vo(®.n |5 et V(® . n |g, dans (4.8) doivent
étre exprimées en fonction de certaines quantités définies dans les phases 1 et 2. Pour
réaliser ceci, comme la dérivée normale V() .n n’est pas continue a travers S;, il est
nécessaire de 'exprimer au préalable en terme de certaines quantités continues a travers
S;. Dans la section suivante, nous montrons que la dérivée du champ de température
V. dans la direction normale a une surface quelconque est une fonction linéaire du flux

normal de chaleur ¢, et de la dérivée tangentielle du champ de température Vg :
Vaup =Vo.n=Pi(Vp, qn; K) (4.9)

ou la fonction P; est définie par

Gn
nK.n

Pi(Vsp,qn; K) = — — 8.V (4.10)

avec le tenseur de conductivité K comme un parameétre, Vi = P.Vo et

n.K

S =

(4.11)

Remarquons que ¢, et Vg sont deux quantités continues a travers une interface parfaite
quelconque. A T'aide de la formule (4.9), nous pouvons donc écrire

Vol n|g= P (Vs ¢9; K(O)) lsi=P1 (V™ ¢; K(O)) |51 (4.12)

n n

Ve .n |g,= (Vi ¢0; KO |g,= Pi(Vp?, g2 KO) |5,

n n
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En introduisant I’équation (4.12) dans I’équation (4.8), nous obtenons

h
90(2) |5'2 _80(1) |51: 5 [Pl(vsgp(l), g)aK(O)) ’51 +P1(VSSO(2)7Q7(‘L2)’K(O)) |S2 + 0(h2)
(4.13)
Pour le flux normal de chaleur, une dérivation semblable a celle conduisant & (4.13)

nous donne

h
0 15, =4 1s,= 5 | @V, i) K©) |5, +Qu(Vap®, g2 KO) |5, | +0(h%).
(4.14)
Dans cette équation, la fonction () exprime la dérivée du flux normal de chaleur V,q,

dans la direction normale a une surface en termes de Vp et ¢y, :
Vatn = Q1(Vsp, qn; K) = divy(S.Vsp) — divs (sqn) (4.15)

ou le tenseur S est calculé par

(K.n)® (nK)

S=K —
nK.n

(4.16)

Pour clarté, la dérivation de la formule (4.15) est reportée a la section suivante.
Considérons maintenant la configuration de la FIG. 4-1(b) dans laquelle U'interface
imparfaite Sy séparant les phases 1 et 2 est imparfaite. Dans ce qui suit, les quantités
évaluées sur la surface Sy mais du coté de la phase 2 sont indiquées par un exposant
"(+)" alors que celles évaluées sur la surface Sy mais du coté de la phase 1 portent un

exposant "(4)". Avec ces notations, le développment de Taylor permet d’écrire

o he
PV 5= =5V n + 0(0?), (4.17)
h
0@ |g,= o + §v<p<+).n + 0(h?).

En faisant appel a la formule (4.9), nous pouvons écrire

Ve = Pi(Ve, g KW), (4.18)

n

Vo .p = Pl(VSQO(H, gt K(2)).

n
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En combinant (4.17) et (4.18), nous avons le saut

@ |g, =gV |5,= o) — o7 (4.19)

h
+3 PV g5 KW) + P (V™ ¢ K@) |+ 0(R?).

En méme temps, en insérant (4.17) et en négligeant les termes d’ordre égal ou supérieur

a 0(h?), il vient que

h
— |Pi(Vap), ¢S KOY + P(Veo™ gl K@) | +0(h%). (4.20)

90(2) |S2 _90(1) |51: 9
En comparant (4.20) avec (4.19), nous en déduisons le saut de la température que U'inter-

face imparfaite Sy doit avoir :

(+ (4.21)

DiKO) 4 P, 6l KO

PV
[Pl(sz(‘), ¢ KW) 4+ PV, ¢ K (2))] +0(h?),

[p] =

o> >

oil [e] = o(*) —e(7) désigne le saut a travers la surface imparfaite Sy dans la configuration

de la figure 4-1(b).
De fagon similaire, nous pouvons dériver le saut du flux normal de chaleur que 'inter-

face imparfaite Sy doit satisfaire :

h
[an] = 5 [Q1(Vs ¢ KO) + Qu(Vap™, gD K©) (4.22)
2
h e
-3 [Ql(Vsso( ) g KW + Ql(VssO(”,qif);K(?))] +0(R?).

Les équations (4.21) et (4.22) caractérisent 'interface imparfaite Sy dans la configu-
ration biphasée de la figure 4-1(b). Pour faciliter leur utilisation ultérieure, il convient de

les écrire explicitement en y introduisant les expressions des fonctions P; et Q)

=3 - ) - (+)
el = 2 Kn.K(O).n n.K(l).n) 't (n.K(O),n n.K(Q).n> Un ] (4.23)

_ g (50 — s1) V00 + (50 — s2) T,60] +0 (h2),
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h

aa] = 5 {aiv, [ (SO = 8©) V)] +div, [(5© - 5@) veD]} (a29)

- g [diva[(s@ — sM) 0] + diva[(s© — 5@) D)} +0 ().

Le modeéle d’interface thermique imparfaite venant d’étre construit est une approximation
d’order 0(h?) de l'interphase Q) dans la configuration triphasée de la figure 4-1(a). Ce
modele dépend a la fois des propriétés de 'interphase et des solides que cette derniére lie

et fait intervenir des opérateurs différentiels de surface.

4.2.2 Dérivation des opérateurs P, et (),

Afin d’établir les expressions explicites des opérateurs P; et (), utilisées ci-dessus, nous
rappelons qu’étant donnée une surface quelconque S, le gradient du champ de température

Vi évaluée sur S admet la décomposition unique suivante :
Vi =Vip+V,p. (4.25)
La loi de Fourier étant appliquée, le flux normal de chaleur est li¢ & V¢ par
@n=q.n=—(K.Vy).n (4.26)
En utilisant (4.25) dans (4.26), nous obtenons
@ = —(K.Vsp).n — (K.V,p).n (4.27)

Comme

(K.V,p).n = (K.P*Vy).n=(nK.n)Vemn, (4.28)

les formules (4.9), (4.10) et (4.11) en résultent.
Concernant la dérivation de I’expression de ()1, rappelons d’abord que dans le chapitre
1 sur la géométrie différentielle, nous avons montré que le vecteur normal unitaire n défini

dans un domaine formé de feuillets paralléles a la propriété spécifique

Vn.n=0. (4.29)
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En vertu de celle-ci, nous avons
Vouin = V(gn).n =Vq: P+ =div, q. (4.30)

Cette formule signifie que la dérivée du flux normal de chaleur g,, dans la direction normale
est égale a la divergence normale du vecteur de flux de chaleur q. En méme temps, la
décomposition

divg=Vgq:P +Vgq: Pt =div, qg+div, q (4.31)

est valable. La substitution de cette équation 1”équation d’équilibre (4.4) conduit a
div,, ¢ = —div; q. (4.32)
En utilisant la loi de Fourier (4.2) et la décomposition (4.25), nous calculons
div,g=Vq: P=-V(K.Vy): P=-V(K.PVy): P -V(K.P-Vy): P. (433)

Dans cette formule,
V(K.P+.Vyp)=VIK.n(Vy.n)] (4.34)

En tenant compte de Iexpression (4.9) de Vp.n, 'équation (4.34) devient

K.n (K.n)® (n.K)
1 —
V(K.P".Vp) =-V n.K.nq"+ n.K.n

Py (4.35)

La substitution de (4.35) dans (4.33) et la prise en compte de (4.32) conduisent a la
formule (4.15) avec (4.16).

4.2.3 Matériaux isotropes et homogeénes

Le modele d’interface imparfaite thermique établi ci-dessus est général : les phases et
I'interphase sont anisotropes et hétérogeénes. Dans cette sous-section, nous nous intéressons
au cas le plus simple mais aussi le plus important, ou les phases et 'interphase sont

isotropes et individuellement homogénes. Dans ce cas, nous avons simplement
K(x) = k(x)I, kx) => x"@k, (4.36)
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ot le scalaire k) est conductivité de la phase i (= 0,1,2) et xV(x) est la fonction
caractéristique de la phase i telle que y¥(x) = 1 si x € Q0 et xV(x) = 0si x ¢ Q0.
Avec (4.36), il est immediate que

nKn=%k s=n, S=EkP. (4.37)

Ces donnent les interprétations du vecteur s et du tenseur S dans le cas isotrope.

D’apres les définitions (4.10) et (4.15), les fonctions P; et ; sont déterminées par

1
PV, 4n; K) = =2dn: (4.38)
Q1(Vsp, gn; K) = kdivy(Vsp) + gn tr L, (4.39)

ou L = —Vn.P est le tenseur de Weingarten.
En introduisant les expressions (4.37), (4.38) et (4.39) dans (4.23) et (4.22), nous

obtenons finalement

h., 1 1 _ 1 1
el =5l — W)Qﬁl )+ o~ W)fo)] +0(h?), (4.40)
[gn] = g[(’f(o) — kW) dive (V™)) + (K = &) div (V™)) + 0(h?). (4.41)

Ces deux formules définissent le modeéle d’interface imparfaite thermique pour les phases

et I'interphase isotropes et individuellement homogénes.

4.2.4 Cas Extrémes

Dans cette sous-section, nous examinons les formes particuliéres que prennent le mo-
dele d’interface imparfaite général construit ci-dessus dans deux cas extrémes. Tout d’abord,
il s’agit du cas ou I'interphase a une conductivité largement inférieure a celle de chacune
des phases. Ensuite, nous sommes concernés par le cas ot 'interphase possede une conduc-
tivité largement supérieure a celle de chacune des phases. Pour bien traduire mathémati-
quement ce que signifient les mots "largement inférieure" et "largement supérieure", nous

utilisons un petit parameétre positif adimensionnel € < 1 et distinguons deux situations :
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Cas 1 - Interphase faiblement conductrice :
h=cehy, KO=ek KV=K K=K (4.42)

Cas 2 - Interphase fortement conductrice :

1
h=chy, KO = EK(()O), KY =K K®=K. (4.43)
Dans (4.42) et (4.43), ho, K", K\ et K sont des valeurs de référence qui faciliteront
notre analyse.

Dans le cas 1, I'insertion dans (4.23) des expressions de h, K O KW et K (()2) données

par (4.42) nous conduit &

ho 1

h 1
+) 4 o) —
—— (& + & ') +0(h)=—
2 n.K(()O).n( ) +00h)

Em(qs—) + q(_)) + O(h) (4.44)

[p] =

Notons que le développement ci-dessus contient un terme non nulle d’ordre inférieur a 0(h)
et qu’il n’est pas allé¢ jusqu’a l'ordre 0(h?) comme dans le modeéle d’interface imparfaite

général. L'introduction des expressions de (4.42) dans (4.24) fournit
[an] = O(h). (4.45)

En négligeant les termes d’ordre égal a et supérieur & 0(h) dans (4.45) et (4.44) (ou en

demandant que h tend vers zéro), nous pouvons écrire

G =q" = ¢ ou [gn] =0, (4.46)
lp] = —h—e (4.47)
nK® n .

Les équations (4.46) et (4.47) signifient que le flux normal de chaleur ¢, est continu
et proportionnel au saut de la température [p] a travers U'interface. Ces deux équations
caractérisent le modele d’interface imparfaite thermique le plus utilisé. La dérivation de ce
modeéle montre clairement qu’il s’applique cas d’une interphase trés mince et faiblement
conductrice. En particulier, si I'interphase est isotrope, (4.47) se simplifie :

] = —htn (4.48)

k()
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Dans le cas 2, la prise en compte des expressions de (4.42) dans (4.23) et (4.24) donne
[p] = 0(h), (4.49)

] = 2 {div,[SO.(V6) 1 V) +0(h). (4.50)

En négligeant les termes d’ordre égal a et supérieur a 0(h), il vient que
ou [p] =0, (4.51)

(qn) = B div, (S . V). (4.52)

Ces expressions veulent dire que la température est continue a travers l'interface mais le
flux normal de chaleur subit un saut qui est lié au gradient tangentiel de la température.

Dans le cas d’une interphase isotrope et homogene, la formule (4.52) se réduit a
[gn] = Wk div,(Vp) = BE® A, o, (4.53)

ol Agp = divs(Vsep) est le Laplacien surfacique. Rappelons la formule Ap = divy (V) =
V2o : P + (Vp.n) tr L montrant que A, = div,(V,p) = VZp : P si l'interface est une
surface minimale au sens que sa courbure moyenne est égale a zéro ou tr L = 0. Le mo-
dele d’interface imparfaite isotrope défini par (4.51) et (4.53) a été employé par Cheng et
Torquato [20] [21], Benveniste et Miloh [13] [74] et Lipton [67], [68].

4.3 Modéle d’interface imparfaite d’ordre 0(h" ™) avec

N >2

4.3.1 Dérivation du modéle

Dans la section précédente, nous avons établi un modéle d’interface imparfaite ther-
mique d’ordre 0(%?). Ce modéle permet de remplacer de fagon satisfaisante une interphase
entre deux solides par une interface imparfaite si I’épaisseur h de I'interphase est trés pe-
tite par rapport aux dimensions des solides. Par contre, quand h devient modérée, un

modéle d’interface imparfaite d’ordre supérieur & 0(h?) est nécessaire. Dans cette section,
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en nous inspirant du travail de Benveniste [10], nous construisons un modele d’interface
imparfaite d’ordre 0(hV*!) avec N > 2 a l'aide d’une approche indépendante de tout
systéme de coordonnées.

Dans la figure4-1(a), les développements de Taylor de ¢ |g, basés sur la valeur et

les dérivées de <p(0) évaluées sur les surfaces 5] et Sy s’écrivent :

N
h T 1 T T T T
0@ s= @ |5, +Z(§) (=) (V@ o n@") [s, +0(RVTY), (4.54)
—1 T
Y ho 1
P le= s +;<5>"g<w<m o n%) 5, OV, (4.55)

ou V" désigne la dérivée d’order r, o" le produit contracté r fois, ®” le produit tensoriel

d’ordre r et V' o" n®" la dérivée normale d’ordre r de ¢, Pour alléger les notations,

il convient d’utiliser V| pour dénoter la dérivée normale d’ordre r d’une fonction scalaire,

vectorielle ou tensorielle dans la suite. Ainsi, en soustrayant 1'équation (4.55) de (4.54), il

vient que

2 ho 1 2 b1

0 I, ~ 5= 3G Ve [, = SV (-1 Tae® s, +0(ANH).  (4.56)
r=1 ’ r=1 ’

Dans la dérivation du modele d’interface imparfaite d’ordre 0(h?), la dérivée normale

V.9, qui n’est pas continue & travers les interfaces S et Ss, a été exprimée en fonction

(0)

) et du flux normal de chaleur gy’ qui sont par contre

de la dérivée tangentielle V¢
continus & travers Sy et S;. Pour la méme raison et de fagon similaire, nous montrons
dans la sous-section suivante que la dérivée V] ¢ d’ordre r du champ de température dans
la direction normale a une surface quelconque peut s’exprimer en fonction du flux normal

de chaleur ¢, et de la dérivée tangentielle du champ de température Vg :
v;g& = vr(p o 'n,®7" = P,»(VSQO, dn; K) (457)

Dans cette expression, la fonction P, est déterminée par deux formules de récurrence :

N-1

PNI—M—S-Z

N —1)!
e ( )‘UVJN“ (4.58)
B r=0

(N—1-r)
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N— N-1-r (N—1-r k T
Z b0 e Vs (S LA VaPyoai) - L (4.50)
r=0 —1-7) —Vs(sQn-1—y) : L"
avec les définitions
Py= g et Qo= qn. (4.60)

Dans ces formules, L est le tenseur de Weingarden, le tenseur S est défini par (4.16)
et le vecteur s est caractéris